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Oft liegen die Dinge so, dass mathematische Theorien in abstrakter Form vorliegen,
vielleicht als unfruchtbare Spielerei betrachtet, die sich plötzlich als wertvolle Werkzeuge
für physikalische Erkenntnisse entpuppen und so ihre latente Kraft in ungeahnter Weise
offenbaren.

Johann Radon (1887 - 1956)
Osterreichischer Mathematiker

Abstrakt

Die Computertomographie (CT) ist ein auf Röntgenstrahlen basierendes bildgebendes Ver-
fahren, welches zur medizinischen Diagnostik und zur zerstörungsfreien (Material-) Prüfung
eingesetzt wird. Dabei bildet die Komposition vieler zweidimensionaler Schicht-Bilder1 ein
dreidimensional aufgelöstes tomographisches Bild, das CT-Bild, welches einen Einblick in
das Innere eines Objekts ermöglicht. Die Schicht-Bilder wiederum werden aus einer Vielzahl
von Röntgenaufnahmen berechnet beziehungsweise rekonstruiert.
Die mathematisch-physikalische Beschreibung eines CT-Rekonstruktion-Problems führt je-
doch schon unter vereinfachter Voraussetzung auf ein sogenanntes schlecht gestelltes in-
verses Problem hinaus, welche im Allgemeinen sehr schwer oder gar nicht lösbar ist. Der
bekannteste Modellierungsansatz ist auf Johann Radon mit der Radon-Transformation zu-
rückzuführen, welches ein wesentlicher Bestandteil im Themengebiet der Integralgeometrie
ist.
Die Rekonstruktion der CT-Bilder erfordert also stabile Algorithmen, die die Inversion der
CT-Systeme robust berechnen können. In dieser Arbeit steht der klinische Einsatz im Vor-
dergrund, sodass der Anspruch an die Verfahren sehr hoch ist. Denn bei Röntgen-Strahlung
handelt es sich um ionisierende (elektromagnetische) Strahlung, die selbst die Wahrschein-
lichkeit einer Krebserkrankung erhöhen kann. Eine Reduktion der Patientendosisbelastung
führt dabei eine Degeneration der Datenqualität mit sich, sodass stets neue Methoden und
Techniken benötigt werden, die in kurzer Zeit zuverlässige CT-Bilder für die Diagnostik
liefern können. Daher stellt die Computertomographie ein sehr mannigfaltiges Forschungs-
gebiet dar, zu dem Beiträge aus der Mathematik, Physik, Informatik und dem Ingenieur-
wesen geleistet werden.
Möchte man in diesem Zusammenhang eine dynamische Computertomographie, die zur
Schlaganfall-Diagnostik eingesetzt wird, mit einem Angiographie-System ermöglichen, steht
man außer einer hohen Dosisbelastung weiteren besonders hohen Schwierigkeiten gegenü-
ber. Insbesondere die langen Akquisitionszeiten für eine sogenannte CT-Perfusions-Messung
mit einem Angiographie-System erschweren eine in der verfügbaren Zeit aufgelöste CT-
Rekonstruktion ungemein. Grund hierfür ist, dass die dynamischen Daten temporal unter-
abgetastet sind.
In dieser Arbeit wird daher a priori Wissen durch einen Modellansatz in die Rekonstruk-
tionsalgorithmik integriert, um dieser Unterabtastung entgegenzuwirken. Die Quintessenz
bei der modellbasierten Zeitseparationstechnik, die hier vorgestellt wird, ist die starke Re-
duktion der Rechenkomplexität. Denn während ein modellbasierter Ansatz zwar die Genau-
igkeit einer dynamischen Rekonstruktion im Vergleich zu Verfahren, die auf der gefilterten
Rückprojektion basieren, steigern kann, findet er dennoch keine Anwendung in der Praxis.
Grund hierfür sind die langen Rechenzeiten, die eine schnelle Bereitstellung von CT-Bildern
verhindern, sodass Bilder trotz minderer Genauigkeit bevorzugt werden.
In dieser Arbeit zeigen wir daher anhand einer Simulationsstudie, dass die Zeitseparations-
technik eine effiziente modellbasierte Rekonstruktionstechnik für computertomographische
Perfusionsbildgebung ist.

1tomos ist griechisch für Schicht und das Suffix -graphie ist griechisch für zeichnen.
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Abstract

Computed tomography (CT) is an X-ray based imaging system. It is used for medical dia-
gnostics and non-destructive testing. The composition of different two-dimensional layers
forms a three-dimensional sampled tomographic image, the CT-image. The CT-image pro-
vides an insight into the interior of an object. The slices are reconstructed from a large
number of X-ray images.
The mathematical-physical model of a CT reconstruction problem leads to a so-called ill
posed inverse problem. Generally, an ill posed inverse problem is very hard or impossible
to solve. The best known modelling approach is based on the work of Johann Radon. The
Radon transformation is an essential component in the field of integral geometry.
The CT reconstruction requires stable algorithms that can robustly calculate the inversion
of a CT system. This work focuses on clinical use, so that the standards for the techniques
are very high. This is due to the fact that X-rays are ionising (electromagnetic) radiation
that can even increase the probability of developing cancer. A reduction of the X-ray dose
leads to a degeneration of the data quality. Hence, new methods and techniques are needed
that can provide rapid and accurate CT images for diagnostics. Therefore, computed to-
mography is a very diverse field of research with contributions from mathematics, physics,
computer science and engineering are made.
Dynamic computer tomography, using an angiography system for stroke diagnosis, results
in high difficulties. In particular, the slow acquisition times for a so-called CT perfusion
measurement make it extremely hard to reconstruct an in time resolved CT image. The
reason for this is that the dynamic data are temporally under-sampled.
In this thesis, priori knowledge is integrated into the reconstruction algorithm by means
of a model approach in order to handle this under-sampled problem. The quintessence of
the model-based time separation technique (TST) presented here is the strong reduction of
computational complexity. While a model-based approach can increase the accuracy of a
dynamic reconstruction compared to methods based on the filtered back projection, they
still have no practical applications. However, this is due to the high computional effort that
avoid the rapid delivery of CT images. Hence, the reconstructions with inferior accuracy
are preferred.
In this study we show by means of simulations that the time separation technique is an effi-
cient model-based reconstruction technique for computer tomographic perfusion imaging.
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Einführung in die Perfusionsbildgebung

Im Allgemeinen wird das menschliche Gewebe durch einen arteriellen Input mit sauerstoff-
beziehungsweise nährstoffreichem Blut versorgt. Anschließend werden CO2 und andere
Stoffwechselendprodukte im Wesentlichen über einen venösen Abfluss abtransportiert. Zum
Stoffaustausch sind aber auch spezielle Gefäße, die Kapillaren, notwendig. Beim Gehirn wie-
derum ist das Besondere an der Perfusion, dass eine Blut-Hirn-Schranke existiert und damit
im Normalfall nur wenige Substanzen in das Hirngewebe eindringen können.
Dieser dynamische Prozess, der im Volksmund als Durchblutung bekannt ist, wird als Per-
fusion bezeichnet. Das heißt, der Begriff definiert die Menge an Blut, die ein bestimmtes
Volumen an Hirngewebe durchfließt.
Folglich werden bildgebende Verfahren zur Zeit-aufgelösten Visualisierung der Perfusion,
wie zum Beispiel basierend auf einer Computertomographie (CT), einer Flachdetektor-CT
(FDCT), welche wir in dieser Arbeit unter dem Begriff der Kegelstrahlen-CT beschrei-
ben und mit CBCT abkürzen werden, oder einer Magnetresonanztomographie (MRT), dem
Begriff der Perfusionsbildgebung zugeordnet.

Bemerkung Dieser Abschnitt beruht zwar auf den Erkenntnissen, die unter anderem auf
die aufgeführte Literatur und Sekundärliteratur zurückgeführt werden können, wurden aber
insbesondere auch unter dem Dach vom Forschungscampus STIMULATE in Zusammenar-
beit mit Dr. Oliver Beuing der medizinischen Fakultät (Universitätsklinik für Neuroradio-
logie, Universitätsklinikum Magdeburg A.ö.R.) überarbeitet (Stand 2019). �

Üblicherweise wird dem Patienten vor dem jeweiligen bildgebenden Verfahren ein Kon-
trastmittel injiziert, um das Signal für die dynamische Bildgebung zu verstärken. Beschrän-
ken wir uns auf die zwei genannten Röntgen-basierten Verfahren, so handelt es sich beim
Kontrastmittel um eine Flüssigkeit mit verhältnismäßig hohen Röntgen-Absorptionseigen-
schaften. Das kann beispielsweise bei einer Röngten-basierten Bildgebung eine spezielle
Jod-Lösung sein und wird Bolus genannt.
Bei einer digitalen Subtraktions-Angiographie (DSA), die beispielsweise mit einem C-Bogen-
System realisiert werden kann, handelt es sich um ein Zeit-aufgelöstes Verfahren mittels
einer Serie von 2D-Projektionen aus einem einzelnen Blickwinkel. Um den Kontrast vom
Bolus innerhalb der Perfusion zu verstärken, wird eine statische Projektion von den Zeit-
aufgelösten 2D-Projektionen subtrahiert und auch 2D-DSA genannt.
Die DSA ist zwar ein weiteres Zeit-aufgelöstes bildgebendes Verfahren, aber aufgrund der
mangelhaften Güte der Bildgebung liefert dieses nur eine sehr grobe und auch nicht quanti-
fizierbare medizinische Aussage über die Perfusion. Daher wird auch zwischen der DSA als
Zeit-aufgelöstes Verfahren und der Perfusionsbildgebung im engeren Sinn unterschieden.
Wir grenzen uns daher in dieser Arbeit von der DSA ab und schränken den Begriff der
Perfusionsbildgebung auf das computertomographische Verfahren ein, welches durch die
Zeit-aufgelöste Schichtbildgebung eine vollwertige 4D-Perfusionsbildgebung darstellt. Im
medizinischen Fachterminus wird diese kurz als Perfusionsbildgebung bezeichnet und ist
ein wichtiges radiologisches Werkzeug in der medizinischen Diagnostik.

Medizinischer Hintergrund

Der Schlaganfall ist laut World Health Organization (WHO) einer der Krankheiten mit
der höchsten Mortalitätsrate und stellt eine akut auftretende Erkrankung des Gehirns dar.
Allein in Deutschland ist er nach der Statistik des Statistischen Bundesamts 2016 die dritt-
häufigste Krankheit mit Todesfolge und kann in zwei Typen unterschieden werden:
• Der hämorrhagische Schlaganfall, auch als Gehirnblutung bekannt, ist eine intrazerebrale

http://www.who.int/mediacentre/factsheets/en/
https://www.destatis.de/DE/Publikationen/Thematisch/Gesundheit/VorsorgeRehabilitation/DiagnosedatenVorsorgeReha2120622167004.pdf?__blob=publicationFile
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Verlusta an Neuronen an Synapsen
pro Schlaganfall 1, 2 · 109 1, 2 · 1012

pro Stunde 120 · 106 830 · 109

pro Minute 1, 9 · 106 14 · 109

pro Sekunde 32 · 103 230 · 106

Tabelle 1.1.: Time is Brain
aDie Daten entstammen aus dem Artikel von Saver [Sav06]

Blutung und stellt mit einem Anteil von ∼ 15% zwar den seltener auftretenden Typ dar,
jedoch auch den mit höherer Mortalitätsrate. Auslöser können dabei eine verletzte Arterie
oder auch ein geplatztes Aneurysma (eine pathologische Gefäßaussackung) im Gehirn sein.
• Der mit ∼ 85% größere Anteil der Erkrankten erleidet einen ischämischen Schlaganfall.
Er bezeichnet das Perfusionsdefizit, das eine Sauerstoffunterversorgung (Hypoxie) des Ge-
webes zur Folge hat. Verursacht wird ein solches Defizit durch eine Verengung oder sogar
vollständigen Verschluss einer Arterie. Diese kann wiederum aus einer Embolie, also einer
teilweisen beziehungsweise vollständigen Verstopfung einer Arterie, resultieren.
Die Algorithmik, die in dieser Arbeit zur Perfusionsbildgebung vorgestellt wird, zielt vorwie-
gend auf die Bildgebung ab, wie sie zur Diagnostik eines solchen ischämischen Schlaganfalls
verwendet wird.

Der One-Stop-Shop

Die Diagnostik eines Schlaganfalls ist das Fundament einer erfolgreichen Behandlung und
muss immer der Therapie vorangehen. Es wird dabei untersucht, ob die Symptome des
Patienten durch einen ischämischen oder hämorrhagischen Schlaganfall verursacht werden
oder zu der Erkrankungs-Gruppe gehört, die sich engl. stroke mimics nennt. Dazu zählen
beispielsweise Krampfanfälle, Intoxikationen und Stoffwechselentgleisungen.
Eine moderne medizinische Methode der Behandlung ist die Bild-gestützte minimal-invasive
Intervention und wird bislang nur zur Behandlung der Verschlüsse von großen Gefäßen, den
engl. sogenannten large vessel occlusions, durchgeführt. Für diesen Eingriff wird ein Kathe-
ter eingesetzt, der für eine Therapie in das Gehirngewebe eingeführt wird.
Für eine effiziente Koordinierung des Instruments wird auch ein Angiographie-System, wie
ein in Abbildung 3.1 gezeigtes Artis Zeego, eingesetzt.
Die Problematik liegt in der räumlichen Trennung von Radiologie und OP. Das bedeu-
tet, dass zwischen der Diagnostik und der Therapie wertvolle Zeit durch die Umlagerung,
Verkabelung und dem Transport des Schlaganfall-Patienten verloren geht. Für einen ent-
sprechenden Eindruck sehen wir in Tabelle 1.1, dass jede Sekunde bei einem Schlaganfall
zählt. Das Konzept One-Stop-Shops, wie in den Artikeln von Tong et al. [TKW15], Maier et
al. [MSCH14] sowie Fieselmann und Mannhart [FM13a] beschrieben, beinhaltet das Kon-
zept eines OPs ausgestattet mit einer vollwertigen Perfusionsbildgebung, sodass sowohl die
Diagnostik, als auch die Therapie ohne weitere zeitraubende Hindernisse stattfinden kann.
Die Überschrift Time is Brain spielt dabei auf die gesundheitliche und lebensbedrohliche
akute Brisanz an und ist ebenfalls der Leitfaden des One-Stop-Shops, der von der For-
schungsgruppe Neuronale Bildgebung im Forschungscampus STIMULATE (Stand 2018) fo-
kussiert wird. Daher wurden unter dem Dach vom Forschungscampus STIMULATE Tier-
experimentelle Forschungsarbeiten zum One-Stop-Shop durchgeführt, die in der Experi-
mentellen Fabrik zusammen mit Professor Dr. Martin Skalej der medizinischen Fakultät
(Universitätsklinik für Neuroradiologie, Universitätsklinikum Magdeburg A.ö.R.) durchge-
führt wurden.
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Vergleich C-Bogen-CT Konventionelles CT
Einsatzgebiet/Standort Angiographie (Therapie) Radiologie (Diagnostik)

Konstruktion offen und beweglich geschlossen und fest
CT-Bildgebung Kegelstrahl-CT Spiral-CT
Geschwindigkeit ∼ 5− 20s pro 200◦-Rotation ∼ 0, 3s pro 360◦-Rotation

Perfusion limitiert durch Geschwindigkeita limitiert durch Dosis

Tabelle 1.2.: Technischer Vergleich zwischen CT und C-Bogen-CT
aDie dynamische 4D-Bildgebung ist hier gar nicht ohne weiteres möglich.

Computertomographische Perfusionsbildgebung

Möchte man das Konzept des One-Stop-Shops mit lediglich einem bildgebenden System
ermöglichen, stehen wir einer Vielzahl von Problemen gegenüber. Unter anderem erschwe-
ren geschlossene Konstruktionen, wie der Ringtunnel bei einem konventionellen CT, durch
die eingeschränkte Bewegungsfreiheit die Intervention. Auch dass der Patient bei der Ak-
quise im Allgemeinen bewegt wird (Pitch), macht eine Röntgenbildaufnahme für eine Bild-
gestützte Intervention mit einem Katheter nur sehr schwer durchführbar. Darüber hinaus
bedeutet das ebenfalls eine hohe Patientendosisbelastung.
Ein C-Bogen-CT hat diverse Schwächen, die wir in Kapitel 3 vorstellen werden. Jedoch
können sich die Konsequenzen eines langsam rotierenden bildgebenden Systems nicht nur
beispielsweise auf die Patientenbewegung während einer Akquise beziehen. Für eine dy-
namische C-Bogen-CT stehen wir zusätzlich dem Problem gegenüber, dass sich das Blut
während der Perfusion und somit auch innerhalb der Datenakquisition bewegt. Das heißt,
dass jedes Winkelinkrement ein anderes zeitliches Signal der Kontrastmittelverteilung be-
ziehungsweise Perfusion beinhaltet als das Vorherige. Ein konventionelles CT schafft mit
∼ 1s pro Umdrehung eine hinreichend hohe Rotationsgeschwindigkeit, dass die Dynamik
während einer 360◦-Akquisition als lokal konstant angenommen werden kann. Für jeden
temporalen Abtastpunkt liegen so genügend viele Projektionen vor, sodass ein entsprechen-
des Volumen, beispielsweise mit einer gefilterten Rückprojektion, effizient berechnet werden
kann. Die daraus resultierenden dreidimensionalen Volumina können dann durch Interpola-
tion der Voxel zu einer vierdimensionalen Rekonstruktion erweitert werden. Der dynamische
Schwächungskoeffizient, der in einem einzelnen Voxel durch eine Kurve beschrieben wird,
wird in der CT-Forschung engl. time attenuation curve (TAC) genannt. Den Rekonstrukti-
onsansatz unter der Annahme der simultan akquirierten Projektionen wollen wir in dieser
Arbeit pseudo-statischer Ansatz (PSt) oder kurz statische Rekonstruktion nennen.
Dieser Ansatz ist jedoch bei einem C-Bogen-System mit einer Rotationsgeschwindigkeit
von ∼ 3 − 5s pro 200◦-Kurz-Akquise (Halbkreis-Trajektorie) bei einer Perfusionsdynamik,
die ∼ 40s sichtbar gemacht wird, leider eine zu starke Vereinfachung und ermöglicht keine
vollständig zuverlässige Diagnostik. Um das zu verdeutlichen, haben wir einige technische
Parameter in Tabelle 1.2 aufgeführt. Wir vergleichen dort ein konventionelles CT mit einem
offenen C-Bogen-System, das für eine CT eingesetzt wird.
Wir stehen bei der C-Bogen-basierten CT-Perfuionsbildgebung einer Reihe von Proble-
men gegenüber. Die technische Limitation einer Computertomographie mit einem C-Bogen-
Angiographie-Systems liegt in einem begrenzten Winkelbereich, einem niedrigen Dynamik-
bereich des Detektors, an langen Ausleseraten der akquirierten Daten und schließlich lang-
samen Rotationsgeschwindigkeiten.



Kapitel 1. Einleitung 19

Einführung in die modellbasierte Perfusionsbildgebung

In dieser Arbeit stehen die letzten zwei Punkte im Mittelpunkt, da diese die zeitliche Ab-
tastung der Perfusion massiv einschränken. Denn die Rotationszeiten inklusive der Lücke
(engl. auch gap genannt) verursachen bei einer Perfusionsdauer von ∼ 40s, dass Perfusions-
akquisitionsprotokolle mit einem C-Bogen-System insgesamt mit ∼ 4 − 5s pro Rotation
maximal 10 Abtastpunkten liefern können. Solche Protokolle beinhalten zur Zeit zwischen
8 bis 10 Kurz-Akquisen mit jeweils ∼ 166 − 248 dynamischen Projektionen pro Rotation,
wobei im Allgemeinen zwei Akquisitionen für eine Maske noch hinzukommen.

Bemerkung Neben den genannten Problemen, die zu einer zeitlich unterabgetasteten Re-
konstruktion führen, wollen wir an dieser Stelle noch anmerken, dass mit der Anzahl an
Projektionen die potenzielle Patientendosisbelastung proportional wächst. Mit jeder weite-
ren Projektion beziehungsweise Rotation stellt ein multiples Akquistionsprotokoll eine hohe
Belastung des Patienten dar, welche mit der akuten Brisanz des Schlaganfalls gerechtfertigt
wird. Nichtsdestotrotz bleibt C-Bogen-basierte CT-Perfusionsbildgebung äußerst schlecht
gestellt, da sich während jeder Kurz-Akquise das Objekt zeitlich verändert. �

In dieser Arbeit führen wir den Ansatz einer modellbasierten Rekonstruktionstechnik von
Neukirchen und Rose [NR05] fort. Ziel wird es dabei sein, der temporalen Unterabtastung
entgegenzuwirken, indem wir Vorwissen in die Rekonstruktion integrieren. Dazu greifen wir
auf ein Modell zu, dass für jeden Voxel µj mit j = 1, ...,M die TAC durch eine lineare
Superposition K vorgegebener Basisfunktionen {fPk′}k′=1,...,K′ mit fPk′ : Ω→ R beschreibt.
So überträgt sich das dynamische Rekonstruktionsproblem auf die Berechnung der stati-
schen Gewichte w′k,j ∈ R, welche für alle j = 1, ...,M die Linearkombination

µj(t) ≈
K′∑
k′=1

w′k′,j · fPk′ (t) (1.1)

zusammen mit den Basisfunktionen bilden. Unter diesem Gesichtspunkt besteht die Heraus-
forderung darin, eine adäquate Funktionsbasis (kurz Basis) mit möglichst wenigen Elemen-
ten zu finden, da das modellbasierte System proportional zur Anzahl an Basisfunktionen
wächst. Dieser Ansatz wird im Artikel von Neukirchen et al. [NGW10] lineares Raum-Zeit-
Separationsmodell (engl. linear spatiotemporal decomposition model) gezeigt und geht auf
die Publikation von Neukirchen und Rose [NR05] zurück. Darüber hinaus entstand aus
diesem Modell die Patentschrift von Weese und Rose [WR05].
• Neukirchen et al. [NGW10] und Serowy et al. [SSR08] stellten in ihren Artikeln modell-
basierte Perfusionsrekonstruktionstechniken (MBPR) vor, die diese Gewichtungskoeffizien-
ten iterativ bestimmen. Insbesondere wurde in beiden Artikeln eine komprimierte Basis
erzeugt, die unter Anwendung der Hauptkomponentenanalyse (PCA, engl. principal com-
ponent analysis) berechnet wurde. Für diesen Algorithmus wurde die Singulärwertzerlegung
(SVD[Str88]) eingesetzt, sodass die orthogonale Basis statistisch das für die Rekonstruktion
relevante a priori Wissen enthält. Es handelt sich daher um eine Regularisierung, die auf
zusätzliche vorher festgelegte Datensätze zugreift.
• Das Perfusion-System, das wir mit Gleichung (4.5) noch vorstellen werden, ist im Ver-
gleich zu einer statischen 3D-C-Bogen-CT-Rekonstruktionsaufgabe noch wesentlich schlech-
ter konditioniert und höher dimensional. Ein modellbasiertes iteratives Verfahren erhöht
zwar nochmal die Systemgröße um ein Vielfaches, verspricht jedoch eine hohe Genauigkeit
für diese kontrastarme und unterabgetastete CT-Bildgebung. Es hat aber aufgrund der
hohen Rechenkomplexität den Sprung in die technische Anwendung geschafft. Daher er-
weiterte Neukirchen [Neu11] diesen MBPR-Ansatz durch die Integration von sogenannten
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Abbildung 1.1.: Siemens Nexaris Therapy Suites (Quelle: Siemens Healthineers [10]):
Wir sehen hier das Hybrid-System von Siemens mit dem Namen Nexaris
Therapy Suites (Stand 2019), das CT-, Angiographie- und Ultraschallsys-
tem in unmittelbarer Nähe vereint. Unter anderem besteht das CT aus
einer mobilen Gantry, die über ein Schienensystem seine Position verän-
dern kann.

Interpolationskernen. So können zwar analytische Rekonstruktionsverfahren für die MB-
PR verwendet werden, die Anzahl der Rekonstruktionsprobleme ist jedoch gleich der Zahl
der zu rekonstruierenden zeitlichen Abtastpunkte. Die Rechenkomplexität ist hier demnach
ebenfalls zu hoch.
• Ein weiterer Ansatz für eine MBPR findet sich im Artikel von Manhart et al. [MKDZ+13].
Hier wird der pseudo-statische Ansatz für eine initiale Schätzung der Gewichte verwendet.
Anschließend wird mit einer Polynom-basierten MBPR und mit Nachbearbeitungsprozes-
sen (joint bilateral filtering) die dynamische Perfusionsbildgebung verwirklicht. Es ist hier
zwar möglich die Anzahl an Gewichten mit einem linearen Ansatz auf zwei zu reduzieren,
jedoch führt dieser Algorithmus ebenfalls auf ein iteratives Schema. Bis auf den MBPR-
basierten Nachbearbeitungsschritt bildet der dort beschriebene Algorithmus die Grundlage
des Prototypen, der im C-Bogen-System von Siemens Healthineers bereit gestellt wird.
• Eine weitere MBPR ist ein nichtlinearer Ansatz von Wagner et al. [WDZM+13]. Un-
ter der Verwendung einer Basisfunktion, zum Beispiel basierend auf einer Gamma-variaten
Funktion

γ(β, η; t) :=1
2 (h(β, η; t) + |h(β, η; t)|) , (1.2)

h(β, η; t) := ηβ

Γ(η) · t
β−1 exp(−β · t),

wird über die Berechnung der Parametern β, η > 0 jede TAC µj(t) ≈ g(βj , ηj ; t) approxi-
miert, wobei hier Γ(η) die Eulersche Gammafunktion definiert. Auch hier führt diese MBPR
auf ein iteratives Schema und das CT-Problem wird durch den nichtlinearen Ansatz in der
Komplexität verstärkt.
• Eine technische Lösung, jedoch finanziell kostenintensiv, bieten bildgebende Hybrid-
Systeme, wie das Siemens Healthineers Nexaris Therapy Suites, dargestellt in Abbildung 1.1.
Es handelt sich um ein multimodales System, das den zeitintensiven Patiententransport

https://www.siemens-healthineers.com
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durch ein CT direkt im OP und neben einem Angiographie-System verhindert.
• Schließlich wollen wir noch den Algorithmus von Cheng und Li [CL] (SMART, engl.
synchronized multiartifact reduction with tomographic reconstruction) ohne modellbasier-
ten Ansatz erwähnen, der potentiell für die C-Bogen-basierte Perfusionsbildgebung ohne
Modell-Ansatz in Frage kommt. Die Grundidee bei dieser Methode besteht darin, jede ein-
zelne Rotation einer Kurz-Akquise in weitere kleinere Kurz-Akquisen aufzuteilen. Damit
werden die temporalen Abtastpunkte vervielfacht und es wird der zeitlichen Unterabtas-
tung entgegengewirkt. Die Artefakte, die durch die massive spatiale Unterabtastung ent-
stehen, werden dabei durch den Vergleich mit einer PSt-basierten Rekonstruktion iterativ
regularisiert. Die Integration eines entsprechenden Prototypen in ein C-Bogen-System zur
Bereitstellung einer vollständigen C-Bogen-Bildgebung ist aber bislang unbekannt.

Bemerkung Die Gamma-variaten Funktionen (1.2) gelten nach Madsen [Mad92] noch als
Goldstandard für adäquate Basisfunktionen bezüglich der MBPR. �

Der Fokus in dieser Arbeit liegt auf dem modellbasierten Ansatz, der auf Neukirchen und
Rose [NR05] zurückgeht, um Vorwissen in das Rekonstruktionsproblem zu integrieren und
damit der temporalen Unterabtastung entgegenzuwirken. Wir bauen daher in dieser Arbeit
auf den Erkenntnisstand aus dem Artikel von Neukirchen et al. [NGW10] und Neukirchen
[Neu11] auf. Demnach bestand die Schwierigkeit darin, die Rechengeschwindigkeit bei der
CT-Rekonstruktion auf ein realistisches Maß zu beschleunigen, da der vorliegende Modell-
ansatz das ohnehin schon hochdimensionale dynamische Rekonstruktionsproblem nochmals
vergrößert. Zudem bedingte dieses Modell den Rückgriff auf die rechenzeitaufwendigen ite-
rativen Verfahren, sodass mein Fokus für lange Zeit auf der Optimierung dieser Methoden
lag, die in den Artikeln wie Bannasch et al. [BFWR14] oder Bannasch et al. [BPWR15]
publiziert wurden. Die Rechenbeschleunigung der algebraischen Rekonstruktionstechniken
erfolgte durch eine geeignete Wahl des Relaxationsparameters. Diese iterativen Verfahren
gehen auf das klassische Kaczmarz-Verfahren (2.55) zurück, das wir hier in einer verallge-
meinerten Formulierung diskutieren werden.
Weiter zeigen wir, dass eine dynamische Steuerung des Relaxationsparameters eine optima-
le Integration von Regularisierungsmethoden bewirkt, die beispielsweise in Bannasch et al.
[BFB+15] publiziert wurde. Ein nicht-lineares regularisiertes CT-Ausgleichsproblem kann
danach ebenfalls mit einem modifizierten Landweber-Kaczmarz-Verfahren gelöst werden,
indem man einen Aktualisierungsschritt als Newton-Schritt interpretiert. Neben der be-
schleunigten Konvergenz erhalten wir so ein Verfahren, dass mit einem Bruchteil an Daten
noch adäquate Rekonstruktionen generieren kann.
Eine weitere Regularisierung, die in Bannasch et al. [BFPR14] präsentiert wurde, ist die
Interpretation des Landweber-Kaczmarz-Verfahrens als Euler-Verfahren. Das heißt, dass
angenommen wird, dass das Landweber-Kaczmarz-Verfahren als Euler-Verfahren retrospek-
tiv dazu genutzt wurde, um ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen numerisch zu
lösen. Diese Sichtweise eröffnet die Möglichkeit verschiedene bekannte Verfahren aus der
Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen dahingehend zu nutzen, um sogenannte dis-
krete Zeitfluss-Verfahren für die CT-Rekonstruktion herzuleiten. Diese stellen, wie wir sehen
werden, ebenfalls eine Regularisierung dar, die auch mit kleineren Datenmengen stabile Re-
konstruktionen liefert.
Auch wenn der iterative Ansatz von Neukirchen et al. [NGW10], wie in Bannasch et al.
[BWR15] und Bannasch et al. [BWR16], weiter ausgebaut und optimiert werden konnte,
waren die Rechenzeiten für eine Realisierung des One-Stop-Shop noch ungenügend. Daher
wurde ein alternativer effizienterer Ansatz für die modellbasierte Perfusion-Rekonstruktion
entwickelt, der das Potenzial besitzt die Rechenzeiten für eine dynamische Perfusionsbild-
gebung deutlich zu vermindern. Daher wird in dieser Arbeit ein neuartiger Ansatz für mo-
dellbasierte Perfusion-Rekonstruktion als zentrales Thema demonstriert, den wir als Zeit-
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separationstechnik (TST, engl. time separation technique) bezeichnen wollen.
Für die TST verwenden wir für die Vorwissensintegration einen Basissatz, der aus analyti-
schen und insbesondere orthonormalen Funktionen besteht und damit, wie schon in Serowy
et al. [SSR08], eine Orthonormalbasis (ONB) bildet. Des Weiteren übertragen wir den An-
satz (1.1) vom Volumen-, beziehungsweise Voxelraum, in den Projektionsraum, sodass wir
aufgrund der Orthonormalität durch die Berechnung eines Tensorproduktes eine Entkop-
plung der räumlichen Komponenten von der Zeit bewirken.
Das Ergebnis ist eine mathematische Formel zur Berechnung der Gewichtungskoeffizienten,
die wiederum die Superposition der Basisfunktionen liefern. Insbesondere bewirkt diese
Zerlegung, dass sich das hochdimensionale, zeitabhängige und modellbasierten Perfusion-
Rekonstruktion-Problem nun durch statische Rekonstruktion lösen lässt. Diese statischen
CT-Probleme können unabhängig voneinander und damit parallel berechnet werden. Da-
bei entspricht eines der Rekonstruktionsprobleme der Komplexität eines CT-Systems einer
einzelnen Kurz-Akquise. Die TST wurde im Artikel von Bannasch et al. [BFP+18] anhand
einer Simulationsstudie auf die prinzipielle Durchführbarkeit untersucht sowie mit der Pa-
tentschrift von Bannasch et al. [BFR18] weiter veröffentlicht.
Da es in der Medizintechnik ein langer Weg von der Grundidee bis hin zur praktischen
Anwendung ist, ergaben sich weitergehende Forschungsergebnisse. Diese sind beispielsweise
eine potentielle Reduktion der Patientendosisbelastung, siehe Bannasch et al. [BWR17a]
oder Bannasch et al. [BEF+18] sowie eine modellbasierte Berechnung der sogenannten Per-
fusionsparamter, die zur Schlaganfalldiagnostik eingesetzt werden, siehe Bannasch et al.
[BWR17b].
Wie wir gesehen haben, stellt die Computertomographie an sich ein komplexes sowie in-
teressantes Themengebiet dar. Das beginnt bei der mathematischen Modellierung der phy-
sikalischen Prozesse und geht über die grundlegenden Rekonstruktionstheorien bis hin zur
technischen Realisierung. Es finden sich hier also eine Reihe von analytischen sowie heuris-
tischen Angriffspunkten, die wir demnach aufführen und diskutieren wollen. Insbesondere
wollen wir in dieser Arbeit die mathematische Rekonstruktionstheorie analytisch aufarbei-
ten, die die Grundlage der modernen CT-Bildgebung bildet.
Daher ist der Aufbau dieser Arbeit im Wesentlichen in drei Themenbereiche aufgeteilt:
• In Kapitel 2 analysieren wir die Rekonstruktionstheorie, die aus der mathematischen Mo-
dellierung des CT-Systems besteht, was wiederum als ein sogenanntes schlecht gestelltes
Problem klassifiziert wird. Insbesondere wird hier die Problematik der Inversion des CT-
Modells erklärt, indem mathematisch die grundlegenden Rekonstruktionstechniken herge-
leitet und diskutiert werden. Ein besonderer Fokus liegt dabei auf einer verallgemeinerten
Formulierung des Kaczmarz-Verfahrens, die unter anderem auf Konvergenz untersucht wird.
Eine Anwendung der Verfahren findet sich in der Berechnung von dreidimensionalen CT-
Bildern aus einer Vielzahl von eindimensionalen Projektionen wieder.
• In Kapitel 3 wird die Rekonstruktion von inkonsistenten CT-Problemen diskutiert. Hier
stehen insbesondere die Computertomographie mit CT-Systemen mit Flachdetektoren im
Fokus, welche eine höhere Anfälligkeit, Messfehler und größere technische Limitationen
besitzen als die konventionellen CTs. Der Schwerpunkt wird in diesem Kapitel auf die itera-
tiven Verfahren und verschiedenen Regularisierungs-Methoden gesetzt. Sie basieren dabei
auf heuristischen Annahmen und werden eingesetzt, um die Bild-Genauigkeit bei einer limi-
tierten Anzahl inkonsistenter CT-Daten zu steigern. Anwendungen finden diese Verfahren
bei C-Bogen-CT-Systemen, die im Allgemeinen mit einem Flachdetektor eingesetzt wer-
den. Anwendungen der Verfahren finden sich im sogenannten Kegelstrahlen-CT wieder, bei
denen dreidimensionale CT-Bilder aus einer Vielzahl von zweidimensionalen Projektionen
rekonstruiert werden.
• In Kapitel 4 wird das Kernthema dieser Arbeit, die modellbasierte CT-Perfusionbildgebung
präsentiert und diskutiert. Im Mittelpunkt steht hier die langsame Akquisitionsdauer, die
ein C-Bogen-System benötigt. Denn diese verhindert, dass eine vollwertige Perfusionsmes-
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sung mit einem C-Bogen-System wie mit einem konventionellen CT möglich ist. Trotz einer
Vielzahl an Verfahren, die sehr genaue Rekonstruktionen liefern können, basieren die in
den Systemen integrierten Verfahren auf dem pseudo-statischen Ansatz. Motiviert wird dies
durch die Rechenzeit, die bei einer Schlaganfallerkrankung der Bildqualität vorgezogen wird.
Die Zeitseparationstechnik stellt hier eine neue Alternative dar, die die CT-Bildgenauigkeit
mit einer modellbasierten Perfusion-Rekonstruktion (MBPR) steigert und zudem in der
Lage ist die Rechenzeiten durch eine Reduktion der Rechenkomplexität zu verkürzen. Die
Anwendung der TST ist demnach die dynamische Computertomographie, bei der dreidi-
mensionale CT-Bilder (hier in Form der sogenannten Perfusionskarten) aus einer Vielzahl
von in der Zeit aufgelösten Projektionen berechnet werden können.





2. Rekonstruktionstheorie der
Computertomographie
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2.1. Einführung in die Computertomographie

Die Computertomographie (CT) ist ein auf Röntgenstrahlen basierendes, bildgebendes Ver-
fahren, welches in der medizinischen Diagnostik weit verbreitet genutzt wird. Es liefert in
der Regel dreidimensionale (3D), tomographische Bilder, die üblicherweise über eine Serie
von 2D Schichtbildern in axialer Reihenfolge visualisiert werden. Abgesehen von klinischen
Anwendungen finden sich CT-Systeme ebenfalls in der Industrie wieder und werden in der
zerstörungsfreien (Material-) Prüfung (ZfP) eingesetzt.
Ein Standard-CT-Scanner in der medizinischen Bildgebung besitzt meistens die Konstruk-
tion eines Ringtunnels, auch Gantry genannt, mit einem mobilen Patiententisch im Zen-
trum. Die Gantry ist hier1 ein zylindrisches Ensemble aus Röntgenröhre als Strahlenquelle
und gegenüberliegendem Detektor. Während der kreisförmigen Rotation von Quelle und
Detektor um den Patienten werden eine Vielzahl an Röntgenbildern aus verschiedenen
Blickwinkeln akquiriert. Aus einem solchen Datensatz kann man mit speziellen Algorith-
men 3D CT-Bilder rekonstruieren. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von CT-
Rekonstruktionstechniken.
Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der mathematischen Modellierung der grundlegenden
physikalischen Prozesse einer Computertomographie und basiert inhaltlich auf den Büchern
von Buzug [Buz08], Natterer [Nat01] und Natterer und Wübbeling [NW01]. Weiter werden
die angegebene Sekundärliteratur verwendet, die inhaltlich jedoch mit den genannten Bü-
chern im Wesentlichen übereinstimmen.

Das Lambert-Beer’sche Gesetz

Ein Röntgenbild eines inhomogenen Objekts beinhaltet eine Überlagerung von mehre-
ren objekt-abhängigen Informationen. Das liegt hauptsächlich daran, dass unterschiedliche
Gewebe- oder Materialarten mit verschiedenen Schwächungseigenschaften oder Schichtdi-
cken von einem (Röntgen-) Strahl hintereinander durchleuchtet werden. Die Intensität I
des Strahls, die vom Detektor auf der gegenüberliegenden Seite der Röntgenquelle gemessen
wird, stellt demnach eine kumulierte Schwächung der Eingangsintensität I0 dar, die durch
die inhomogenen Objekteigenschaften2 entlang des Strahls bewirkt wurde. Daher nennt
man die Bildelemente (Pixel, vom engl. picture element) beziehungsweise die entsprechen-
den Werte auch 1D Projektionen. Sie liefern überlagerte Informationen über das Innere
eines 3D Objekts. Röntgenbilder sind daher für leichtere Verletzungen wie eine Fraktur des
Ober- oder Unterarms ein ausreichendes Hilfsmittel zur Diagnose. Der Knochen hat im Ver-
hältnis zum Weichgewebe einen hohen Schwächungskoeffizienten3 und besitzt einen hohen
Anteil des Grauwerts, der in einem Röntgenbild angezeigt wird. Bei einer Fraktur des Ober-
oder Unterarms ist die Überlagerung mit dem umliegenden Gewebe für eine medizinische
Diagnostik vernachlässigbar. Für schwerere Frakturen oder komplexere Krankheiten wie ein
Schlaganfall reicht ein Röntgenbild jedoch nicht aus, und es muss auf ein 3D bildgebendes
Verfahren wie eine CT zurückgegriffen werden.
Bevor wir uns jedoch mit der 3D CT-Bildgebung beschäftigen, widmen wir uns vorerst mit
der mathematischen Modellierung der Schwächung eines Strahls.
Wir werden in dieser Arbeit einen linearen Schwächungskoeffizienten µ(x) an der Stelle x
längs eines Strahls voraussetzen. Das bedeutet, dass der Strahl eine konstante Wellenlänge4

1Bei den Spezialfällen, wie bei einer sogenannten Computerlaminographie kann der Aufbau abweichen.
2Dazu gehören beispielsweise Material- oder Gewebedichte, Kernladungszahlen wie auch die lokalen
Schichtdicken.

3Der Schwächungskoeffizient gibt den Grad der Schwächungseigenschaft des Materials oder Gewebes an.
4Man spricht hier von einem monochromatischen Strahl.
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besitzt. Dieser Ansatz führt uns zu der gewöhnlichen linearen Differentialgleichung erster
Ordnung

dI(x)
dx = −µ(x)I(x), (2.1)

die den physikalischen Hintergrund der wegabhängigen Intensitätsschwächung vereinfacht
erklärt.

Bemerkung Es sei E ∈ [0, Emax], dann lässt sich die Intensitätsschwächung beispielsweise
mit

I(x) =
∫ Emax

0
i0(E) exp

(∫ x

0
µ(E, s)ds

)
dE (2.2)

beschreiben, wobei i0(E) die initiale, energieabhängige Intensitätsdichte ist. Dieser An-
satz würde berücksichtigen, dass Röntgenstrahlung einer Röntgenquelle elektromagnetische
Strahlung mit unterschiedlichen Wellenlängen aussendet und diese auch unterschiedlich vom
Material geschwächt wird.
Die Gleichung (2.2) modelliert die Schwächung und die Wechselwirkung, wie beispielsweise
den Photoeffekt mit Materie, bei der die Photonenenergie nicht von der Amplitude, son-
dern von der Frequenz und damit vom Röntgenspektrum abhängt. Das Resultat wäre ein
physikalisch exakteres, aber weitaus komplexeres Modell. Für die praktische Anwendung
stellt daher die Gesetzmäßigkeit aus Gleichung (2.1) den verbreiteten Ansatz dar und wird
auch von uns als mathematisches CT-Basis-Modell für die Rekonstruktionsalgorithmik ver-
wendet.
In Arbeiten wie von Elbakri und Fessler [EF03] oder Bismark et al. [BFR16] werden so-
genannte polychromatische Rekonstruktionstechniken diskutiert, die auf der Modellierung
aus Gleichung (2.2) basieren. �

Beispiel Stellen wir uns vor, dass ein Stab mit konstantem Schwächungskoeffizienten
µ(x) ≡ µ und der Länge von 1mm von einem Röntgenstrahl axial durchleuchtet wird.
In Abhängigkeit von der Wegstrecke x0 < ∆x ≤ 1, die der Strahl im homogenen Material
zurücklegt, kann Schwächung der Intensität I(x0) durch

I(x0 + ∆x) = I(x0)− I(x0)µ∆x

beschrieben werden. In lokaler lim∆x→0 Betrachtung ergibt

I(x0 + ∆x)− I(x0)
∆x = −µI(x0),

dann wiederum Gleichung (2.1). Wir halten hier des Weiteren fest, dass die Einheit
[

1
mm

]
dem Schwächungskoeffizient µ zugeordnet wird. �

Definiert man die Eingangsintensität I(x0 = 0) := I0 als Anfangswert, dann führt der
Separationsansatz zur Lösung des zugrundeliegenden Anfangswertproblems. Dies ist auch
als das Lambert-Beer’sche Gesetz bekannt.
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Abbildung 2.1.: Illustration des Lambert-Beer’schen Gesetzes
Die Strahlenquelle generiert Röntgenstrahlen mit der Intensität I0. Bei der
Durchleuchtung des Objekts, wie beispielsweise eine zentrale Schicht eines
menschlichen Kopfes beziehungsweise Gehirns, wird die Intensität I ge-
schwächt. Diese kann, nachdem der Strahl das Objekt durchdrungen hat,
mit einem Detektor gemessen werden. In dieser Abbildung entspricht die
durchleuchtete 2D Schicht einer Zeile des 2D Röntgenbilds.

Modell 2.1.1: Lambert-Beer’sche Gesetz für lineare Schwächung

Es sei die Eingangsintensität I0 eines Röntgenstrahls gegeben und es bezeichne
µ : R → R den linearen Schwächungskoeffizienten eines röntgenstrahldurchlässigen
Objektes. Dann kann die geschwächte Intensität I durch das Integral

I = I0 exp
(
−
∫ x

0
µ(s)ds

)
(2.3)

erklärt werden.

Die aus einer Perspektive gemessenen Intensitäten können direkt in Grauwerte umgerech-
net und in einem klassischen 2D Röntgenbild dargestellt werden. Die Gleichung (2.3) ist
hierbei eine Äquivalenzumformung der Integralgleichung

ln
(I0
I

)
=
∫ x

0
µ(s)ds, (2.4)

wobei die rechte Seite eine Kurvenintegral entlang eines Strahls und demnach ein Linien-
integral ist. Die linke Seite von Gleichung (2.4) ist eine logarithmische Normalisierung der
gemessenen Intensität I und wird Extinktion genannt.
Die Aufgabe besteht daher darin, aus der Extinktion entlang der Strahlentrajektorie auf
den zugrundeliegenden Schwächungskoeffizienten zurückzuschließen.
Aus mathematischer Sicht bezeichnet man das CT-Rekonstruktionsproblem als inverses
Problem und ist, wie wir noch sehen werden, schlecht gestellt. Daher gehen wir vorerst der
folgenden Grundsatzfrage nach: Können wir ein 3D tomographisches Bild rekonstruieren,
wenn wir hinreichend viele verschiedene Extinktionen vorliegen haben?
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Bevor wir uns jedoch mit der zu Beginn sehr analytischen Rekonstruktionstheorie beschäf-
tigen, wollen wir uns einer heuristischen Einleitung zur Motivation widmen.

Bemerkung CT-Bilder werden für die medizinische Diagnostik üblicherweise in CT-Zahlen
beziehungsweise der Hounsfield-Skala, dargestellt, die auf Godfrey Hounsfield zurückgehen.
Hierfür wird der Hounsfield-Wert von Wasser unter einer vorher festgelegten Energie mit
dem Schwächungskoeffizient µH2O auf Null gesetzt und das tomographische Bild in Grau-
stufen visualisiert. Die Umrechnungsvorschrift lautet

CT-Zahl(µ) := µ− µH2O

µH2O

· 1000 (2.5)

und ist dimensionslos. Zu Ehren von Hounsfiled wird dennoch die CT-Zahl in Hounsfield-
Einheiheiten [CT-Zahl]=HU von (engl.) Hounsfield units angegeben. Auf dieser Skala wird
Luft beispielsweise einem Wert von −1000HU zugeordnet, Wasser entspricht per Definition
0HU. Diese Arbeit ist im Wesentlichen eine Simulationsstudie, weshalb wir hier die CT-
Bilder bis auf einige Ausnahmen nicht in HU darstellen. Das heißt, dass die dargestellten
Grauwerte, wenn nicht anders angegeben, der Skala des Eingangsphantoms entsprechen. �

Eine Einführung in die Parametrisierung von Röntgenstrahlen

Ein Röntgenbild oder auch Radiographie kann grob als eine Projektion eines 3D Objektes
auf ein 2D Profilbild wie in Abbildung 2.1 interpretiert werden. Zunächst nehmen wir an,
dass ein CT-System mit lediglich einem Einzeilendetektor zur Verfügung steht, um den Ab-
straktionsgrad zu reduzieren. Das heißt, dass während einer CT-Aufnahme 2D Schichten auf
verschiedene 1D Profile projiziert werden. Durch eine axiale Verschiebung des Tisches oder
der Gantry, auch (engl.) Pitch genannt, wird dann beispielsweise der Patient schichtweise
durchleuchtet, sodass das 3D Zielobjekt wieder durch 2D Profile abgetastet wird. Darüber
hinaus nehmen wir hier ohne Beschränkung der Allgemeinheit Parallelstrahlengeometrie
an, die aus Fächerstrahlengeometrie, wie in Abbildung 2.2 erklärt, gewonnen werden kann.
Wir beschreiben die Parallelstrahlen durch einen festen Blickwinkel α ∈ [0, 2π) bezüglich
einer vorgegebenen Referenzrichtung, die Koordinate s ∈ R entlang eines Referenzstrahls
wie den prinzipalen Strahl5 und die dazu orthogonale Koordinate r ∈ R.
Für jeden Blickwinkel α vom Patienten zur Quelle6 treffen daher alle Strahlen γrα nicht nur
orthogonal auf den Detektor, sondern sind ebenfalls parallel zum prinzipalen Strahl γiso

α .
Folglich finden wir unter einem festen Blickwickel α den Einheitsvektor

nγα = (− sin(α), cos(α))T , (2.6)

der parallel zu allen Strahlen γrα und orthogonal zum Detektor ist, sowie das zugehörige
orthogonale Pendant

n⊥α = (cos(α), sin(α))T (2.7)

parallel zum Detektor. Nehmen wir demnach an, dass jedem festen Tupel (r, α) eine ein-

5Der prinzipale oder zentrale Strahl ist der Strahl, der das Isocenter durchleuchtet. In Abbildung 2.2 wird
der prinzipale Strahl in Grün dargestellt.

6Dieser Blickwinkel entspricht auch der Sicht vom Patienten zum Detektor.
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Abbildung 2.2.: Fächerstrahlengeometrie
In dieser Abbildung deutet jeder dicke Strahl die Position des Kollimators
an. An allen drei Positionen tritt Strahlung aus, die in der Röntgenquelle
generiert wurde. Die Strahlen werden in unserem Fall mit Fächerstrahlen
kollimiert, was in der untersten Position mit dem dünnen Strahl angedeutet
wird. Die Fächerstrahlen durchleuchten also das Gehirn aus verschiedenen
Winkeln und werden auf der anderen Seite von mehreren Detektorelemen-
ten erfasst.
Die Messdaten mit Fächerstrahlengeometrie werden dann zu Projektionen
mit Parallelstrahlengeometrie umsortiert, was man auch unter dem Begriff
Re-Binning kennt. Damit ist gemeint, dass aus den vorliegenden Messdaten
diejenigen mit Parallelstrahlengeometrie zusammengefasst werden, wie es
von den dicken Strahlen angedeutet wird. Wir wollen diese explizite Um-
sortierung von Fächer- zu Parallelstrahlen Strahlen-Permutation nennen.
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Abbildung 2.3.: Parameterisierung von Röntgenstrahlen:
Die Parallelstrahlengeometrie, welche auch (engl.) pencil beam geometry,
also Bleistiftstrahlengeometrie, genannt wird, liefert eine beliebige Anzahl
von einzelnen Projektionen aus dem gleichen Blickwickel α. Jeder Strahl,
wie der prinzipale Strahl, kann demnach durch eine Distribution der zu-
gehörigen Einheitsvektoren nγα und n⊥α beschrieben werden. Die dazugehö-
rigen einzelnen Projektionen werden als 1D Funktion Rµ(r, α) dargestellt
und können ebenfalls in Grauwerte übersetzt werden.
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zelne Projektion zugeordnet werden kann, dann finden wir einen eindeutigen Strahl γrα wie
in Abbildung 2.3 orthogonal zur Detektorzeile, der durch(

x
y

)
= x = γrα := r · n⊥α + s · nγα (2.8)

= r ·
(

cos(α)
sin(α)

)
+ s ·

(
− sin(α)
cos(α)

)

mit r, s ∈ R parametrisiert werden kann. Das Längenelement ergibt sich durch

∥∥∥ d
d sγ

r
α(s)

∥∥∥
2
ds =

√(dx
d s

)2
+
(dy
d s

)2
ds = ‖nγα‖2 ds =: dσ(x, y).

Jede Extinktion, wie in Gleichung (2.4), die von einem einzelnen Detektorelement unter
einem festen Blickwinkel α gemessen wurde, lässt sich (erst mal) informell als Linienintegral
entlang des Strahls γrα

ln
(
I0
Ir,α

)
=
∫
R
µ(γrα)dσ (2.9)

beschreiben. Wir haben dabei vorausgesetzt, dass der Schwächungskoeffizient µ einen kom-
pakten Träger hat.

Bemerkung Des Weiteren werden wir meistens, wie in der zugrundeliegenden Literatur
vorgeschlagen, die Notation φ dx (beziehungsweise µ dx) für φ dσ verwenden. �

Ein Strahl lässt sich hier auch als orientierte Gerade bezüglich des Arguments s inter-
pretieren. Die parallel verlaufenden Linienintegrale, wie in Gleichung (2.9), bilden jeweils
eine eindeutige Extinktion auf das Detektorelement r unter dem festen Winkel α ab und
lassen sich dann wiederum als neue Geradenfunktion Rµ(r, α) entlang einer Detektorzeile
zusammenfassen.
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2.2. Einführung in die Numerik linearer Ausgleichsprobleme

Wir haben bereits angedeutet, dass die mathematische Modellierung der Computertomo-
graphie auf ein inverses Problem führt, welches in der Regel schlecht gestellt ist, und das
Lösen eines linearen Ausgleichsproblem erfordert. Daher werden diese auch (engl.) ill-posed
inverse problem genannt.

Inverse Probleme

Hier wollen wir nun, bevor die verschiedenen Rekonstruktionstheorien diskutiert werden,
erst mal klären was diese Begriffe bedeuten. Wir behalten unsere CT-Notation mit der Va-
riablen µ ∈ RM sowie der rechten Seite p ∈ RN für ein Gleichungssystem Aµ = p mit der
Matrix A ∈ RN×M bei.
Zu Beginn orientieren wir uns am Buch von Rieder [Rie13] und definieren das schlecht ge-
stellte inverse Problem invers.

Definition 2.2.1: Inverses Problem

Es sei die gesuchte Ursache M und P die zugehörige Wirkung als gemessene Daten
gegeben. Dann beschreibt die Abbildung

A : M → P

ein mathematisches Modell zur Berechnung der Wirkung aus der Ursache.
Die Inversion dieser Modellierung heißt inverses Problem.

Bei der Computertomographie repräsentiert der lineare Schwächungskoeffizient µ die Ur-
sache und die Radon-Transformierten gemessenen Daten beziehungsweise Intensitäten sind
die Wirkung. In anderen Worten betrachtet ein Arzt bei einem klassischen Röntgenbild eine
Lösung des direkten Problems und bei einem CT-Bild die des inversen.
Entsprechend ist es unser Ziel, aus den zugrundeliegenden Projektionen das CT-Bild zu
berechnen.

Definition 2.2.2: Schlecht gestelltes Problem nach Hadamard

Es sei nun das mathematische Modell

A : M → P

eine Abbildung zwischen den Hilbert-Räumen M und P , dann heißt das Problem
(A,M ,P ) genau dann gut gestellt (engl. well-posed), wenn das Gleichungssystem
Aµ = p

1. für alle p ∈ P eine Lösung hat,

2. die Lösung µ ∈M eindeutig bestimmt ist,

3. eine stetige inverse Abbildung A−1 : P →M existiert.

Ist nur eine dieser Bedingung verletzt, ist das Problem (A,M ,P ) als schlecht gestellt
definiert.

Wie wir später noch im Kapitel 2.4 sehen werden, stehen wir bei einer CT einem hochdi-
mensionalen Gleichungssystem gegenüber, welches schlecht gestellt ist.
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Abbildung 2.4.: Röntgenstrahls entlang eines Stabs aus bivariatem Material:
Betrachten wir die Schwächung eines einzelnen monochromatischen Rönt-
genstrahls, der einen Stab aus bivariatem Material durchleuchtet. Die 1mm
lange linke Hälfte des Stabs bestehe aus dem Material mit dem Schwä-
chungskoeffizienten µ1. Die ebenfalls 1mm lange rechte Hälfte besitze eine
Dichte entsprechend der Schwächung µ2. Der Röntgenstrahl fällt mit der
Eingangsintensität I0 auf den Stab ein und wird mit der Ausgangsintensität
I2 gemessen. Mit einer separaten Perspektive ist es schnell einleuchtend,
dass bezüglich des rechten Blocks die Eingangsintensität I1 gleich der Aus-
gangsintensität des linken Blocks ist. Das heißt, dass der gestrichelte Pfeil
mit µ1 geschwächt wird, bevor er das Material mit µ2 durchdringt.

Wir brauchen daher effiziente Algorithmen, um eine stabile CT-Rekonstruktion zu gewähr-
leisten. Abbildung 2.4 zeigt uns einen Röntgenstrahl, der hypothetisch in zwei Extinktio-
nen

ln
(I0
I1

)
=
∫ 1

0
µ1 ds und ln

(I1
I2

)
=
∫ 2

1
µ2 ds

aufgeteilt werden kann. Für die gemessene Extinktion ergibt sich ein unterbestimmtes und
damit schlecht gestelltes Problem

ln
(I0
I2

)
= ln

(I0
I1
· I1
I2

)
= ln

(I0
I1

)
+ ln

(I1
I2

)
=
∫ 1

0
(µ1 + µ2) ds = µ1 + µ2,

aber zumindest ist es linear und für ein CT-System repräsentativ.
In diesem Einschub zur numerischen linearen Algebra7 wollen wir daher zwei etablierte
numerische Methoden zu linearen Ausgleichsproblemen einführen, um uns einen kleinen
Überblick über die damit verbundenen Problematiken zu verschaffen. Im folgenden Ab-
schnitt greifen wir weitestgehend auf das Buch von Dahmen und Reusken [DR08] zurück.

Die QR-Zerlegung

Eine QR-Zerlegung einer Matrix A ∈ RN×M mit N ≥M ist eine Zerlegung in das Matrix-
produkt A = QR. Das Produkt besteht aus einer orthogonalen Matrix Q ∈ RN×N und
einer rechteckigen Matrix R ∈ RN×M , die wiederum aus den Blockmatrizen R̃ ∈ RM×M
und O ∈ R(N−M)×M besteht.

Bemerkunug Die Nullmatrix O ist eine Matrix, die nur aus Nullen besteht und die Matrix
R̃ ist eine rechte obere Dreiecksmatrix. �

7Dieser Abschnitt basiert im Wesentlichen auf der Masterarbeit von Bannasch mit dem Titel Das iterative
Lösen von Systemmatrizen aus der Computertomographie mit Hilfe von diskreten Zeitfluss-Verfahren,
die an der Fakultät für Mathematik der Otto-von-Guericke Universität Magdeburg angefertigt wurde.
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Die Rechtecksmatrix R hat daher die Form

R =
[
R̃
O

]
.

Wir werden uns bei der QR-Zerlegung auf das Lösen von überbestimmten Systemen mit
einer Matrix A ohne Rangdefizit beschränken. Weiter nehmen wir eine injektive aber nicht
surjektive lineare Abbildung an, die daher inkonsistent ist.
Solche Probleme können beispielsweise durch das sogenannte lineare Ausgleichsproblem

‖Aµ− p‖22 → min (2.10)

Fehler-minimierend gelöst werden. Die eindeutig Norm-minimierend Lösung µ∗ der Glei-
chung (2.10) wird auch Lösung kleinster Quadrate (engl. least-squares-solution) genannt.
Für die Berechnung einer QR-Zerlegung wird die Transponierte einer orthogonalen Matrix
QT mit QTQ = I an das zugrundeliegende Gleichungssystem

Aµ = p,

von links multipliziert, so dass

QTAµ = QTQRµ = Rµ = QTp :=
[
q1
q2

]

mit q1 ∈ RM und q2 ∈ RN−M ist. Schließlich lösen wir analog zum Gauß-Algorithmus
durch Rückwärtseinsetzen das System

R̃µ = q1

und erhalten zunächst eine Lösung µ∗.

Bemerkung Für eine geeignete Berechnung der QR-Zerlegung können bekannte Algorith-
men wie die Householder-Reflektion, die Givens-Rotation oder theoretisch auch die Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung verwendet werden und in Büchern wie das von Deuflhard und
Hohmann [DH02] nachgeschlagen werden.
Eine typische Anwendung einer QR-Zerlegung nach Householder findet sich in den linearen
Ausgleichsproblemen wieder, bei denen voll besetzte Matrizen vorliegen. Die sogenannte
Householder-Reflektion ist, wie der Name schon andeutet, eine orthogonale Spiegelung an
einer Hyperebene.
Die Givens-Rotation ist eine Drehung und findet Anwendung bei linearen Ausgleichspro-
blemen mit dünn besetzten Matrizen oder sogenannten Hessenberg-Matrizen.
Die Gram-Schmidt-Orthogonalisierung ist numerisch derart instabil, sodass sie nur selten
in Betracht gezogen wird. �

Für das Residuum gilt die Abschätzung∥∥∥p−Aµ∥∥∥2

2
=

∥∥∥QT (p−Aµ)
∥∥∥2

2
=
∥∥∥QT (p−QRµ)

∥∥∥2

2

=
∥∥∥∥∥
(
q1 − R̃µ
q2

)∥∥∥∥∥
2

2
=
∥∥∥q1 − R̃µ

∥∥∥2

2
+
∥∥∥q2

∥∥∥2

2
.

Für die Lösung µ∗, die die QR-Zerlegung für R̃µ = q1 liefert, gilt folglich∥∥∥p−Aµ∗∥∥∥2

2
=
∥∥∥q2

∥∥∥2

2
.
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Die QR-Zerlegung ist demnach durch die Berechnung von

µ∗ = R̃−1q1 (2.11)

gegeben.
So liefert die QR-Zerlegung auch bei regulären Systemen die eindeutige Lösung und ist
daher eine Alternative zum Gauß-Algorithmus mit ähnlichem Rechenaufwand.

Bemerkung Weiter wollen wir in diesem Zusammenhang die RQ-Zerlegung als Variante
zur QR-Zerlegung kurz erwähnen.
Hierzu betrachten wir zur Veranschaulichung eine quadratische Matrix A ∈ RN×N mit
Rang(A) ≤ N . Weiter definieren wir die Permutationsmatrix IP ∈ RN×N , die mit

IP := {δi (N−j+1)}i,j=1,...,N =


0 . . . 0 1
... 1 0

0 1
...

1 0 . . . 0


beschrieben werden kann.
Diese Permutationsmatrix IP kehrt die Reihenfolge der Spalten von A um, wenn man
diese mit AIP von rechts mit der Matrix A multipliziert. Die Multiplikation von links mit
IPA =: B ist eine analoge Umkehrung der Zeilenreihenfolge von A.
Es gilt demnach ebenfalls (IP )2 = I und wir finden darüber hinaus eine QR-Zerlegung für
die Transponierte der Matrix B mit BT = QBRB. Dann folgt mit der rechten oberen
Dreiecksmatrix R := IPRT

BIP und der orthogonalen Matrix Q := IPQT
B

A = IP IPA = IP (IPA) = IPB = IP (BT )T = IP (QBRB)T

= IPRT
BQ

T
B = IPRT

B(IP IP )QT
B = (IPRT

BIP )(IPQT
B) = RQ

die RQ-Zerlegung als Pendant zur QR-Zerlegung.
Wir wollen die RQ-Zerlegung als Hilfsmittel für die Dekodierung der sogenannten Projek-
tionsmatrizen motivieren.
Diese werden unter anderem dazu verwendet, um 2D Detektor- (oder auch 2D Kamera-)
in 3D-Weltkoordinaten umzurechnen. Diese Koordinatentransformationen werden in dieser
Arbeit weitestgehend durch die linearen Transformationen A oder R algebraisch beschrie-
ben, jedoch in der praktischen CT-Forschung weit verbreitet durch Projektionsmatrizen
berechnet.
Mit diesen Matrizen kann beispielsweise jeder Punkt, der auf dem Röntgenstrahlengang
liegt, bestimmt werden und umgekehrt. Jeder Punkt im 3D-Weltkoordinatensystem kann
jeweils dem zugehörigen Strahl und damit auch dem entsprechenden Detektorelement zu-
geordnet werden.
Mit der RQ-Zerlegung können wir so bestimmte Eigenschaften über das CT-System aus
den Projektionsmatrizen ermitteln, welche in der Regel unterbestimmt sind.
Dazu gehören intrinsische Parameter, wie beispielsweise der Abstand von der Quelle zum
Detektor und extrinsische, wie die Rotation des Systems. �

Die Moore-Penrose-Pseudoinverse

Eine andere Möglichkeit, um ein lineares Ausgleichsproblem zu lösen, resultiert daraus,
wenn wir den Gradienten von χ(µ) := ‖p−Aµ‖22 bilden und diesen gleich dem Nullvektor
0 ∈ RM setzen

∇χ(µ) = ∇‖p−Aµ‖22 = ∇〈p−Aµ,p−Aµ〉 = 2(ATAµ−ATp) = 0. (2.12)
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Bemerkung Die Richtigkeit der Gleichung (2.12) lässt sich recht übersichtlich mit der
Einstein’schen Summenkonvention überprüfen. Für die charakteristische Funktion

χ(µ) = pTp− (Aµ)Tp− pTAµ+ µTATAµ

gilt mit dieser Schreibweise einerseits

χ = p2
i − µjaijpi − pjajiµi + µjaijaikµk;

andererseits folgt mit ∂mµj = δmj für das Differential

∂mχ = −aimpi − pjajm + aimaikµk + µkaikaim

= −2aimpi + 2aimaikµk
= −2

(
ATp

)
m

+ 2
(
ATAµ

)
m

= 0

die Gaußsche Normalform ATAµ = ATp aus Gleichung (2.12). �

Bevor wir aber das lineare Ausgleichsproblem lösen und diskutieren wollen, setzen wir uns
mit einigen Eigenschaften der quadratischen Form ATA, beziehungsweise auch AAT mit
dem folgenden Lemma auseinander. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit einigen wir uns
dafür auf den überbestimmten Fall mit ATA.

Lemma 2.2.1: Quadratische Form

Es sei die Matrix A ∈ RN×M gegeben, so ist die quadratische Form ATA symme-
trisch, diagonalisierbar und zumindest positiv semidefinit.
Des Weiteren ist sie positiv definit, wenn Rang(A) = M und damit N ≥M ist.

Beweis Die Symmetrieeigenschaft

(ATA)T = ATA

ist offensichtlich erfüllt und wir sehen, dass für alle µ ∈ RM wegen

µT (ATA)µ = (Aµ)T (Ax) = ‖Aµ‖22 ≥ 0

die Matrix ATA positiv semidefinit ist. Sei nun Rang(A) = M , dann gilt

A = Q

[
R̃
O

]

mit R̃ ∈ RM×M und det(R̃) 6= 0. Es folgt mit der QR-Zerlegung

ATA =
[
R̃
O

]T
QTQ

[
R̃
O

]
= R̃T R̃,

dass

det(ATA) = det(R̃)2 6= 0

ist. Die Form ATA ist zu mindestens positiv semidefinit und daher unter der Bedingung
Rang(A) = M auch strikt positiv definit.
Die Diagonalisierbarkeit folgt aus der Symmetrie. �
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Abbildung 2.5.: Zehn-Mark-Schein (Bildvorlage entstammt [DH02]):
Carl Friedrich Gauß war zusammen mit der Gauß’schen Glockenkurve
(2.14), die auch als Gauß’sche Normalverteilung bekannt ist, von 1991 bis
2002 auf dem damaligen 10DM-Schein abgebildet und wir wollen das an
dieser Stelle zu Ehren von Gauß nochmals erwähnen.

Bemerkung Die gleiche Aussage des Lemmas 2.2 gilt natürlich auch für die quadratische
Form AAT im unterbestimmten Fall. Die positive Definitheit erhält man in diesem Fall
mit Hilfe der RQ-Zerlegung und der Voraussetzung, dass die Matrix B = AT IP ∈ RM×N
mit entsprechend N ≤M den Rang(A) = N besitzt. �

Sei nun die Matrix A ∈ RN×M mit Rang(A) = M gegeben. Dann wird die Lösung µ∗,
die die Gaußsche Normalform

ATAµ = ATp (2.13)

erfüllt, Minimallösung des linearen Ausgleichsproblems genannt. Sie kann eindeutig durch
eine sogenannte Moore-Penrose-Pseudoinverse für überbestimmte Matrizen ohne Rangde-
fizit mit

µ∗ = (ATA)−1ATp =: A+p

bestimmt werden. Weiter sehen mit der QR-Zerlegung

µ∗ = (ATA)−1ATp = ((QR)TQR)−1(QR)Tp = R+QTp

das mit µ∗ = (R̃T R̃)−1R̃TQTp = R̃−1QTp gleiche Norm-minimierende Resultat wie bei
der QR-Zerlegung.

Bemerkung Das quadratische Ausgleichsproblem geht auf die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung von Gauß zurück und wird im Buch von Deuflhard [DH02] etwas detaillierter doku-
mentiert. Die Äquivalenz des Optimierungsproblems der Gauß’schen Normalverteilung

exp(−
M∑
j=1

(pi − aijµj)2)→ max (2.14)

für i = 1, ..., N zum Ausgleichsproblem
∑M
j=1(pi − aijµj)2 → min wird im Wesentlich-

en durch die Logarithmierung charakterisiert und ist in der Gesamtheit als Maximum-
Likelihood-Methode bekannt. �
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Im Fall, dass der Zeilenrang kleiner als der Spaltenrang ist, bilden die Lösungen einen
affinen Unterraum, da wir hier von konsistenten Systemen ausgehen. Wir wollen uns da-
her auf die Lösung minimaler Norm einigen, also die, die im orthogonalen Komplement
Kern(A)⊥ des Kerns der Matrix A liegt.
Hier nehmen wir an, dass die Matrix A ∈ RN×M weniger Zeilen als Spalten hat. Eine Mi-
nimallösung finden wir mit der QL-Zerlegung, die eine QR-Zerlegung der Matrix B := AT

ist. Das heißt wir finden für die Matrix B mit Rang(B) = N ≤M eine orthogonale Matrix
Q ∈ RM×M , sodass die QR-Zerlegung bezüglich A mit der linken unteren Dreiecksmatrix
L̃ := R̃T ∈ RN×N und O ∈ R(M−N)×(M−N) eine LR-Zerlegung für B

B = AT = (QR)T =
(
R̃T O

)
QT =:

(
L̃ O

)
QT = LQT

ergibt.
Wir wenden die QL-Zerlegung auf die Normalengleichung mitQTp =: (q1, q2)T ∈ RN+(M−N)

ATAµ−ATp = BBTµ−Bp = LQT (LQT )Tµ−LQTp

=
(
L̃ O

)(L̃T
O

)
µ−

(
L̃ O

)
QTp =

(
L̃L̃Tµ− L̃q1

O

)

an und dies ergibt die Lösung der QL-Zerlegung

µ∗ = (L̃L̃T )−1L̃q1 = L̃−Tq1 = R̃−1q1.

Daher verfolgen wir den Ansatz von Lagrange und betrachten das Minimierungsproblem
als ein Optimierungsproblem der quadratischen Funktion

1
2‖µ‖

2
2 = 1

2µ
Tµ→ min

mit der Nebenbedingung

Aµ = p.

Wir verwenden die Lagrange’sche Multiplikatortechnik und betrachten dafür die Funktion

L(µ,λ) := 1
2µ

Tµ+ λT (p−Aµ)

mit dem Lagrangemultiplikator λ ∈ RN .
Ein schneller Zugriff auf diese Methode finden wir im Bronstein et al. [BSM08] und können
daraus das notwendige Kriterium für das Optimierungsproblem ableiten.
Es lautet demnach

∇µL(µ,λ) = µ−ATλ = 0

und

∇λL(µ,λ) = p−Aµ = 0.

Daraus ergeben sich µ = ATλ und λ = (AAT )−1p, da die Matrix AAT regulär ist. Wir
erhalten die optimale Lösung des Minimierungsproblems

µ∗ = AT (AAT )−1p =: A−p (2.15)

für unterbestimmte Gleichungssysteme. Zusammenfassend erhalten wir aus

µ∗ = AT (AAT )−1p = B(BTB)−1p

= (LQT )
(
(LQT )T (LQT )

)−1
p = (LQT )−p
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N=10 N=100 N=1000
QR 2.1 · 10−4 1.1 · 103 5.0 · 105

Pinv 8.7 · 10−4 0.0162 0.0108

Tabelle 2.1.: Hilbert-Matrix-Test

die Gleichung

µ∗ = L̃QTQL̃−1L̃−TQTp = L̃−Tq1 = R̃−1q1.

Wir ziehen das Fazit, dass für unterbestimmte lineare Gleichungssysteme mit vollem Rang
die Pseudoinverse äquivalent zur QL-Zerlegung ist.
Der Aufwand zur Berechnung der Pseudoinversen ist mit O((NM)2) im Vergleich zur QR-
Zerlegung mit O(NM) relativ hoch, dennoch zeigt das nächste Experiment, dass wir auf
den Lösungsansatz mit Hilfe der Pseudoinversen nicht verzichten können. Dafür generieren
wir zum Test die sogenannte Hilbert-Matrix H ∈ RN×M mit den Koeffizienten

hi,j := 1
j + i− 1

und erzeugen die rechte Seite p, indem H mit einem Vektor 1 ∈ RN multipliziert wird, der
nur aus Einsen besteht.
Das lineare Ausgleichsproblem lautet demnach ‖Hµ−p‖ → min und wir erhalten den Feh-
ler ‖µ∗−1‖2. Wir sehen anhand Tabelle 2.1, dass die QR-Zerlegung dem Experiment nicht
standhält im Gegensatz zur Pseudoinversen (Pinv). Daher wollen wir die Moore-Penrose-
Pseudoinverse als optimal zu erreichendes Ergebnis im Hinterkopf behalten.
Aufgrund der großen Dimension der Systemmatrix wird es in der CT-Forschung bislang
nicht verfolgt, diese direkt zu berechnen oder gar abzuspeichern. Es erwies sich bislang als
effizienter, für das Speichermanagement die Koeffizienten für die Matrix-Vektor-Operation
Aµ beziehungsweise ATp stets für jeden Aufruf erneut (engl. on-the-fly) zu berechnen.
Dennoch dient die Moore-Penrose-Pseudoinverse für uns später als analytisches Maß sowie
Hilfsmittel und wir schließen mit einer kurzen Diskussion der verallgemeinerten Pseudoin-
versen diesen kleinen Ausflug in die Numerik linearer Ausgleichsprobleme ab.

Die verallgemeinerte Pseudoinverse

Wir behalten die Notation A− = AT (AAT )−1 für den expliziten Fall, dass der Rang(A) =
min(N,M) = N gilt, beziehungsweiseA+ = (ATA)−1AT , wenn der Rang(A) = min(N,M) =
M ist, bei.
Leider ist die quadratische Form ATA beziehungsweise AAT nicht invertierbar, wenn die
MatrixA ∈ RN×M ein Rangdefizit mit Rang(A) < min(N,M) besitzt. Wir erweitern daher
den Begriff der Pseudoinversen mit den sogenannten Penrose-Axiomen, die mit

AA†A =A (MP1)
A†AA† =A† (MP2)
(AA†)T =AA† (MP3)
(A†A)T =A†A (MP4)

eine verallgemeinerte Inverse charakterisieren.
Mit der Eigenschaft (MP1) beziehungsweise (MP2) stellen wir dabei fest, dass sowohl Q̃⊥A :=
AA† als auch Q⊥A := A†A mit

(Q̃⊥A)2 = (AA†)2 = AA† = (AA†)T = Q̃⊥A,
(Q⊥A)2 = (A†A)2 = A†A = (A†A)T = Q⊥A
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idempotent und orthogonale Projektionen sind. Das Gleiche gilt für die orthogonalen Pro-
jektionen Q̃A := I− Q̃⊥A sowie QA := I−A†A mit

(Q̃A)2 = (I−AA†)2 = I− 2AA† + (AA†A)A† = I− 2AA† +AA† = Q̃A,
(QA)2 = (I−A†A)2 = I− 2A†A+ (A†AA†)A = I− 2A†A+A†A = QA

und stellen mit

Q̃AQ̃⊥A = (I−AA†)AA† = AA† − (AA†A)A† = AA† −AA† = O,

QAQ⊥A = (I−A†A)A†A = A†A− (A†AA†)A = A†A−A†A = O

die komplementären Projektionen dar. Ziehen wir das Buch von Dahmen und Reusken
[DR08] oder das von Rieder [Rie13] zu Rate, so stellt Q̃⊥A beziehungsweise Q⊥A eine ortho-
gonale Projektion auf das Bild(A) beziehungsweise auf den Kern(A) dar. Entsprechend
projizieren Q̃A und QA auf die jeweiligen Orthogonalkomplemente.

Die Singulärwertzerlegung

Können wir die Pseudoinverse weder mit der Vorschrift von A−, noch von A+ berechnen,
verwenden wir in dieser Arbeit als Verallgemeinerung die sogenannte Singulärwertzerlegung.

Satz 2.2.1: Singulärwertzerlegung

Es sei die Matrix A ∈ RN×M gegeben. Dann existiert eine unitäre U ∈ RM×M , eine
orthogonale V ∈ RN×N und eine Pseudodiagonalmatrix Σ ∈ RN×M mit

Σ := {σmin(i,j) · δij}i=1,..,N ; j=1,...,M

und den in lexikographischer Reihenfolge geordneten Singulärwerten

σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σmin(N,M) ≥ 0,

sodass die Matrix A die Darstellung

A = UΣV T (2.16)

besitzt. Die Gleichung (2.16) heißt Singulärwertzerlegung, wobei die quadrierten Sin-
gulärwerte gleich der quadratischen Form zugehörigen Eigenwerte sind.
Es gilt somit bezüglich der Spektralnorm σ1 = ‖A‖2.

Bemerkung Der rechte obere Block der Pseudodiagonalmatrix Σ ist mit K ≤ min(N,M)
eine Diagonalmatrix diag(σ1, ..., σK , σK+1 = 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸

falls K<min(N,M)

=: Σ̃ ∈ Rmin(N,M)×min(N,M). Die rest-

lichen Koeffizienten von Σ sind alle gleich Null. Den Beweis des Satzes finden wir im Buch
von Dahmen und Reusken [DR08] oder in dem von Rieder [Rie13]. �

Die Quintessenz des Satzes über die Zerlegung (2.16) liegt darin, dass die Pseudoinver-
tierung von Systemen ohne vollen Rang durch die Sigulärwertzerlegung geeignet realisiert
werden kann.
Die verallgemeinerte Pseudoinverse kann mit

A† = V Σ†UT



42

berechnet werden, wobei Pseudoinverse Σ† ∈ RM×N durch die Diagonalmatrix

Σ̃† := diag(σ−1
1 , ..., σ−1

K , 0, ..., 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸
für K<min(N,M)

∈ Rmin(N,M)×min(N,M)

mit σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σK > 0 bestimmt wird.
Das gilt natürlich auch für den Fall ohne Rangdefizit und wir verweisen an dieser Stelle
für weiterführende Erkenntnisse auf die angegebene Literatur, wie auch auf das Buch von
Strang [Str88].
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2.3. Analytische Rekonstruktionstheorie

Johann Radon modellierte die Umwandlung der 1D gemessenen Projektionen in ein 2D
Schwächungsprofil auf eine elegante mathematische Weise, die es ermöglicht, über diese
Geradenfunktionen auf den Schwächungskoeffizenten ßurückzuschließen". Die Radon-Trans-
formation legte den Grundstein für die CT-Bildrekonstruktion und wollen wir mit Glei-
chung (2.24) einführen und diskutieren.

Bemerkung Eine sehr detailreiche Diskussion der Radon-Transformation findet sich im
Werk von Helgason [Hel99] wieder. �

Die Dirac’sche Delta-Distribution

Bevor wir uns also der Definition der Radon-Transformation und den zentralen Theoremen
für die Rekonstruktionstheorie widmen, wollen wir uns vorher das analytische Werkzeug
der Dirac’sche δ-Distribution aneignen. Ziel ist es, damit einen kompakten und konsisten-
ten Zugang zur mathematischen Modellierung der Computertomographie zu erhalten.

Definition 2.3.1: Heaviside-Funktion

Die Heaviside-Funktion H : R→ {0, 1} ist als

H(x) :=
{

1, für x ≥ 0
0, für x < 0

definiert.

Sei neben der Heaviside-Funktion H auch noch die Testfunktion φ ∈ C∞0 (R) beliebig oft
differenzierbar mit kompaktem Träger, dann gilt für die distributionelle Ableitung

〈H ′, φ〉 = −〈H,φ′〉 = −
∫
R
φ′(x)H(x)dx (2.17)

= −
∫ ∞

0
φ′(x)dx = − [φ]∞0 = φ(0) =: 〈δ0, φ〉, (2.18)

wenn wir die δ-Distribution mit H ′ = dH
dx =: δ0 als schwache Ableitung definieren. Die

eigentlich singuläre δ-Distribution kann so

〈δ(n)
0 , φ〉 = (−1)(n)〈δ0, φ

(n)〉 = φ(n)(0)

mit n ∈ N beliebig oft distributionell differenziert werden. Das Riemann–Stieltjes bezüglich
H ergibt

〈δ0, φ〉 =
∫
R
φ(x)dH (2.19)
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und entspricht mit der heuristischen Beobachtung, dass dH({0}) = 1 und dH({x}) = 0
für alle x 6= 0 ist, der Gleichung (2.18). Hieraus lässt sich mit u = ax − b und a 6= 0 eine
linear affine Translation

〈δax−b, φ〉 =
∫
R
φ(x)dH(ax− b) =

∫
R
φ

(
u+ b

a

) 1
|a|

dH(u)

= −
∫
R
φ′
(
u+ b

a

)
H(u) 1

a2 du

= − 1
|a|

[φ]∞b
a

= − 1
|a|
φ

(
b

a

)
= 1
|a|
〈δx− b

a
, φ〉 (2.20)

erklären.
Ebenfalls gilt die δ-Distribution mit u = x − y als neutrales Element bezüglich einer Fal-
tung

(φ ∗ δ0) (x) = 〈δ0, φ(x− y)〉 = φ(x) (2.21)

oder kurz gesagt

φ ∗ δ = φ.

Erweitern wir zusätzlich den zulässigen Raum der Testfunktionen, indem wir die Schwartz-
Funktionen

φ ∈ S(R) := {φ ∈ C∞(R) | |xmφ(n)| <∞, für alle n,m ∈ N}

einführen und damit über einen geeigneten Stetigkeitsbegriff den Dualraum S ′(R) der tem-
perierten Distributionen. Dieser ist ein Unterraum der Distributionen auf Rm, der die δ-
Distributionen enthält.

Definition 2.3.2: Fourier-Transformation

Sei die Funktion φ ∈ S(Rm) eine Schwartz-Funktion, dann heißt der Operator
F(φ) := φ̂ Fourier-Transformation und ist mit

φ̂(u) :=
∫
Rm

φ(x) exp(−2πi〈x,u〉) dx

definiert. Die Abbildung F : S(Rm)→ S(Rm) ist dabei ein Isomorphismus zwischen
den Schwartzräumen.
Die Inversion wird durch F−1(φ̂) =

∫
Rm φ̂(u) exp(2πi〈x,u〉) du erklärt.

Die Konsequenz, beispielsweise nach Hunter [HN01] oder Natterer und Wübbeling [NW01],
ist mit einer Distribution β ∈ S ′(Rm) die m-dimensionale distributionelle Fourier-Trans-
formation mit

〈β̂, φ〉 := 〈β, φ̂〉. (2.22)

Sie stellt auf dem Dualraum des Schwartz-Raums S(Rm) mit F : S ′(Rm) → S ′(Rm) per
Dualität ebenfalls einen Isomorphismus dar und die Gleichung (2.22) ließe sich als eine
Anwendung der distributionellen Parseval’schen Gleichung interpretieren.
Für die δ-Distribution ergibt sich damit, dass die distributionelle Fourier-Transformierte
mit

〈δ̂0, φ〉 = 〈δ0, φ̂〉 = φ̂(0) =
∫
R
φ(x) dx = 〈1, φ〉. (2.23)

die konstante Funktion

δ̂0 = 1

ist.
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Bemerkung Für die entsprechende Analysis des letzten Teils wird an dieser Stelle auf die
Bücher von Hunter und Nachtergaele[HN01] oder Pöschel [Pös14] verwiesen. Es ist jedoch
erwähnenswert, dass C∞0 (Rm) ⊂ S(Rm) ⊂ L1(Rm) gilt. �

Beispiel Wir betrachten mit

φG(x) = exp
(
−1

2‖x‖
2
2

)
ein Beispiel für eine Schwartz-Funktion. Es gilt φG /∈ C∞0 (Rm), da der Träger Rm nicht
kompakt ist. �

Zusammenfassend gilt insbesondere C∞0 (Rm) ⊂ S(Rm). Die δ-Distribution besitzt einen
kompakten Träger und ist daher eine temperierte Distribution, welche ein stetiges, lineares
Funktional auf dem S ′(Rm) darstellt [Pös14]. Es erlaubt, uns die Radon-Transformation
auf den Schwartz-Raum zu definieren. Daher liegt es nahe, auch den Schwächungskoeffizi-
enten für eine Definition der Radon-Transformation aus diesem erweiterten Testraum zu
wählen.

Bemerkung Eine kompakte Übersicht über Distributionen und die Fourier-Transformation
kann man ebenfalls im Anhang C bei Warnecke [11] erhalten.

Die Radon-Transformation

Nun wollen wir zur Computertomographie zurückkehren und die Radon-Transformation
erklären. Diese integriert eine m-dimensionale Funktion µ über eine Hyperebene

H(r,θ) := {x ∈ Rm | 〈x,θ〉 = r},

die parallel zum Tangentialraum an die (m− 1)-dimensionale Einheitssphäre bei θ ∈ Sm−1

ist und den Abstand r ∈ R zum Ursprung besitzt. In anderen Worten lebt die Radon-
Transformation auf dem unbeschränkten Einheitszylinder Z := {(θ, r) | θ ∈ Sm−1, r ∈ R}
im Rm+1.

Definition 2.3.3: Radon-Transformation

Sei der Schwächungskoeffizient µ ∈ S(Rm) eine Schwartz-Funktion, dann ist die
Radon-Transformation Rµ : S(Rm)→ S(Z) als das Integral

Rµ(r,θ) :=
∫

H(r,θ)
µ(x) dx (2.24)

über die Hyperebene H(r,θ) definiert. Das Integral existiert, da die Schwartz-
Funktion µ auf dem Zylinder Z gegen unendlich schnella abfällt.

aPer Definition konvergieren Schwartz-Funktionen schneller gegen 0 als die Reziproke eines Poly-
noms mit beliebiger Ordnung.
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Wir definieren des Weiteren die Funktion κr(x) := 〈x,θ〉 − r und bezeichnen mit δκr das
(m−1)-dimensionale Maß auf der Hyperebene H(θ, r). Dann gilt für eine Schwartz-Funktion
φ ∈ S(Rm)

〈δκr , φ〉 =
∫
H(r,θ)

φ(x)dδκr .

Nun erweitern wir die Gleichung (2.24) mit diesem Maß δκr und wählen dazu ein y ∈
H(0,θ) := {x ∈ Rm | 〈x,θ〉 = 0} dem Unterraum orthogonal zu θ. Dann ist r · θ + y =
x ∈ H(r,θ) eine geeignete Parametrisierung

Rµ(r,θ) =
∫

H(r,θ)
µ(x) dx =

∫
H(0,θ)

µ(r · θ + y) dδκ0 (2.25)

für die Radon-Transformation. Weiter erhalten wir mit∫
H(0,θ)

µ(x) dδκ0 =
∫

H(r,θ)
µ(y) dδκr = 〈δκr , µ〉

eine zu Gleichung (2.24) äquivalente Schreibweise der Radon-Transformation.

Bemerkung Im Fall m = 2 ist der Zylinder (θ, r)T = (cos(α), sin(α), r)T gegeben und
man kann die Radon-Transformation als eine Funktion entlang eines Strahls

Rµ(r,θ) = 〈δκr , µ〉 =
∫

H(r,θ)
µ(x)dδκr =: pθ(r),

interpretieren und wird im Weiteren als Projektion pθ(r) bezeichnet.
Darüber hinaus ist y = s·(− sin(α), cos(α))T und es lässt sich die Parametrisierung aus 2.25
mit Gleichung (2.8)

x = r · θ + y = r · n⊥θ + s · nγθ = γrθ

der heuristischen Parametrisierung eines Röntgenstrahls vergleichen. Es ergibt sich eine tri-
gonometrischen Summe, was der Hintergrund dafür ist, dass ein Projektionsdatensatz einer
2D Schicht wie in Abbildung 2.6 und 2.7 auch Sinogramm genannt wird. �

Beispiel Sei nun die bivariate Gauß-Funktion als analytisches Beispiel für einen Schwä-
chungskoeffizient gegeben

µG(x, y) = 1√
2π

exp
(
−1

2(x2 + y2)
)
, (2.26)

dann ergibt sich die Beziehung x2 + y2 = r2 + s2 und die Radon-Transformierte
pθ(r) = RµG(r,θ) = 〈δκr , µG〉

= exp
(
−1

2r
2
) 1√

2π

∫
R

exp
(
−1

2s
2
)

ds = exp
(
−1

2r
2
)
,

die aufgrund der Rotationssymmetrie für jeden Blickwinkel α invariant die Gauß-Funktion
ist. �

Satz 2.3.1: Fourier-Scheiben-Theorem

Es sei Rµ : S(Rm) → S(Z) die Radon-Transformierte des Schwächungskoeffi-
zienten µ ∈ S(Rm), dann entspricht die 1D Fourier-Transformierte der Radon-
Transformation R̃µ(u,θ) bezüglich des ersten Arguments der m-dimensionalen
Fourier-Transformierten des Schwächungskoeffizienten µ̂(u · θ).



Kapitel 2. Rekonstruktionstheorie der Computertomographie 47

(a) Hyperflächenabbildung des Schwächungskoeffi-
zienten µg(x, y) im R3.

(b) Das Sinogramm zeigt die Grauwerte der Projek-
tionen pθ(r) entlang der r-Achse.

Abbildung 2.6.: Sinogramm von einem verschobenen Gauss:
Berechnet man die Radon-Transformation für den Schwächungskoeffizien-
ten µg(x, y) = exp

(
−1

2((x− 1)2 + y2)
)
für die Blickwinkel 0 ≤ α < 2π, so

erkennen wir, dass sich die Grauwerte sinusförmig entlang α bewegen.

Abbildung 2.7.: Sinogramm des Shepp-Logan Phantoms:
Die Radon-Transformation lässt sich dann natürlich auch für ein komple-
xeres 2D Bild berechnen. Auf der linken Seite sehen wir das nach Shepp und
Logan benannte Shepp-Logan Phantom, das in der CT-Forschung weit ver-
breitet ist und oft für erste numerische Experimente genutzt wird. Rechts
ist, wie in Abbildung 2.6, das zugehörige Sinogramm zu sehen.
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Beweis Es soll, kurz gesagt, gezeigt werden, dass

R̃µ(u,θ) = µ̂(u · θ) (2.27)

gilt. Mit dem Einsetzen der Gleichung (2.24) und analoger Parametrisierung x = r · θ + y
folgt

R̃µ(u,θ) =
∫
R
Rµ(r,θ) exp(−2πiur)dr

=
∫
R

(∫
H(0,θ)

µ(r · θ + y) dδκ0

)
exp(−2πiur) dr

=
∫

H(0,θ)

∫
H(r,θ)

µ(x) exp(−2πiu〈x,θ〉) dδκrdδκ0

=
∫
Rm

µ(x) exp(−2πiu〈x,θ〉) dx = µ̂(u · θ).

�

Zusammengefasst ist die Radon-Transformation also ein Schwächungsprofil mit einer zum
Blickwinkel α orthogonal gerichteten Betrachtungsperspektive, wie in Abbildung 2.3 be-
reits mit den Grauwerten angedeutet. Das Fourier-Scheiben-Theorem laut Gleichung (2.27)
besagt nun, dass die 1D-Fourier-Transformierte des Projektionsprofils unter einem festen
Blickwinkel α mit einem Radialstrahl des Schwächungskoeffizienten im n-dimensionalen
Fourier-Raum identifiziert werden kann.
Die Grundsatzfrage: Können wir ein 3D tomographisches Bild rekonstruieren, wenn wir
hinreichend viele verschiedene Extinktionen vorliegen haben? ist daher analytisch mit Ja!
zu beantworten!
Denn unter der Annahme von Parallelstrahlengeometrie sollte es daher mit einer 180◦-Auf-
nahme einer 2D Schicht möglich sein, den 2D Fourier-Raum mit unendlich vielen Fourier-
Transformierten Projektionen zu füllen, sodass die 2D inverse Fourier-Transformation das
gewünschte CT-Bild rekonstruiert und damit entsprechend zeigt, dass die Radon-Transfor-
mation invertierbar ist.

Bemerkung Ein weiteres weiterführendes Werk ist das Buch von Ehrenpreis und Press
[EP03], welches einen tieferen analytischen Einblick in die Radon-Transformation und in
das Themengebiet der Integralgeometrie bietet. �

Die gefilterte Rückprojektion

Algorithmisch liefert die schnelle Fourier-Transformation (FFT engl. von fast Fourier trans-
form) ein probates Mittel, um die einzelnen 1D Fourier-Transformierten Projektionen zu
berechnen. Jedoch entspricht jeder daraus erlangte Strahl, wie schon erwähnt, einem Ra-
dialstrahl in Polarkoordinaten auf einem kartesischen Gitter im Fourier-Raum, sodass der
2D-Fourier-Transformierte Schwächungskoeffizient radial abgetastet wird. Die Abtastung
des Objekts im Fourier-Raum hängt wiederum direkt von der Anzahl der Blickwinkel be-
ziehungsweise Projektionen ab und damit proportional von der Röntgendosis. Eine stabile
Rekonstruktion mit einer direkten Anwendung8 würde hier entweder eine komplexe Inter-
polationsstrategie, die beispielsweise in [Nat01] diskutiert wird, oder eine verallgemeinerte

8Eine "direkte"Rekonstruktion der Fourier-Transformierten Projektion mit der 2D inversen Fourier-
Transformation wird auch direkte Fourier-Methode genannt.
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Abbildung 2.8.: Fourier-Scheiben-Theorem für 2D (Bildvorlage entstammt [Buz08]):
Entsprechend zum Fourier-Scheiben-Theorem sehen wir hier auf der linken
Seite einen Radialstrahl, der der 1D Fourier-Transformierten Projektion
entspricht und mit den Koordinaten (v, v⊥)T = u · (cos(α), sin(α))T in den
2D Fourier-Raum eingetragen wird. Auf der rechten Seite deuten die hoh-
len Punkte das kartesische Gitter im Fourier-Raum an. Die vollen Punkte
sind exemplarische Abtastpunkte und wurden von den korrespondierenden
Radialstrahlen abgetragen. Es wird hier insbesondere verdeutlicht, dass
die Abtastfrequenz mit dem Entfernen vom Ursprung stetig abnimmt, wo-
durch ein gleichmäßig abgetastetes rekonstruiertes CT-Bild (vorerst) nicht
zu erwarten ist. Insbesondere im Außenraum sind die radial-positionierten
Abtastpunkte nicht eindeutig den (benötigten) kartesischen zuzuordnen,
wodurch die Anwendung einer inversen 2D Fouriertransformation erschwert
wird.
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FFT, wie sie mit der Chirp-Z-Transformation in [Buz08] erklärt wird, benötigen, da die
inverse 2D FFT kartesische Koordinaten erwartet.
Die für die Anwendung verbreitetste Methode verfolgt die Idee, das 2D kartesische Gitter
im Fourier-Raum mit der Transformationsformel ebenfalls auf Polarkoordinaten zu über-
führen, um die algorithmischen Probleme zu umgehen.
Sei also, wie in Abbildung 2.8, die Polarkoordinatentransformation

v := (v, v⊥)T = u · θ (2.28)

mit der Summation über −∞ < u <∞ und 0 ≤ α < π gegeben, so folgt für einen (bivaria-
ten) Schwächungskoeffizienten mit der Funktionaldeterminante dv = | det(D(θ))| dudα =
|u| dudα

µ(x) =
∫
R2

(Fµ (v)) exp(2πi〈x,v〉)dv

=
∫ π

0

∫
R
µ̂ (u · θ) exp(2πiu〈x,θ〉)|u| dudα

(Gleichung (2.27))=
∫ π

0

∫
R
R̃µ(u,θ)|u| exp(2πiu〈x,θ〉) dudα

=
∫ π

0
F−1 (p̃θ(u)|u|) dα =

∫ π

0
g (〈x,θ〉,θ) dα, (2.29)

eine Inversionsformel, die die radiale Geometrie der Radon-Transformierten im 2D Fourier-
Raum mitberücksichtigt. Der gewünschte Schwächungskoeffizient kann dabei aus Projektio-
nen aus einer 180◦-Aufnahme durch eine inverse Fourier-Transformation und Berechnung
des äußeren Integrals rekonstruiert werden.
Das bedeutet, dass wir noch einen Operator benötigen, der von unserem S(Z) dem Projek-
tionsraum die gefilterten Projektionen gθ(r) := g (〈x,θn〉,θn) wieder in den Volumenraum
S(Rm) unseres Schwächungskoeffizienten zurückprojiziert.

Lemma 2.3.1: Rückprojektion

Es sei eine Projektion pθ ∈ S(Z) gegeben, dann ist im Fall m = 2 der adjungierte
Operator RH : S(Z)→ S(R2) der Radon-Transformation mit(

RHpθ
)

(x) =
∫ π

0
p (〈x,θ〉,θ) dα (2.30)

gegeben.
Die Adjungierte RHpθ(x) werden wir des Weiteren auch als Rückprojektion bezeich-
nen.

Beweis Es soll also für einen Schwächungskoeffizienten ν ∈ S(R2) gezeigt werden, dass
für eine Projektion pθ ∈ S(Z) der adjungierte Operator RHgθ(x) durch

〈Rν, pθ〉S(Z) = 〈ν,RHpθ〉S(R2)

definiert wird.
Wir setzen in das Skalarprodukt

〈Rν, pθ〉S(Z) =
∫ π

0

∫
R
Rν(r,θ) · pθ(r) drdα
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die Definition der Radon-Transformation ein, sodass wir∫ π

0

∫
R

(∫
H(α,r)

ν(x) dδκr

)
· pθ(r)drdα

=
∫ π

0

∫
H(α,r)

∫
H(α,0)

ν(x) · pθ(〈x,θ〉)dδκ0dδκrdα

=
∫
R2
ν(x)

∫ π

0
p (〈x,θ〉,θ) dαdx =

∫
R2
ν(x)

(
RHpθ

)
dx

= 〈ν,RHpθ〉S(R2)

erhalten. Schließlich definiert die Gleichung (2.29) den adjungierten Operator aus Glei-
chung (2.30) als Rückprojektion. Weiter bekommen wir durch die Fourier-Transformation
der Gleichung (2.29)

µ̂(u) = |u| · RH
(
R̃µ(u,θ)

)
eine gefilterte Version des Fourier-Scheiben-Theorems mit Gleichung (2.27). �

Die Gleichung (2.29) liefert zusammen mit der Gleichung (2.30) die fundamentale Formel(
RHgθ

)
(x) =

∫ π

0
g (〈x,θ〉,θ) dα =

∫ π

0
F−1 (p̃θ(u)|u|) dα = µ(x) (2.31)

der sogenannten analytischen Rekonstruktionstechniken.
Vergleichen wir die Gleichung (2.29) mit dem Abtastmuster, illustriert in Abbildung 2.8,
so werden die Frequenzkomponenten proportional zum Betrag ihrer Frequenz gewichtet.
Es werden die Projektionen durch die Multiplikation mit der Betragsfunktion im Fourier-
Raum gefiltert und schließlich in den Volumenraum zurückprojiziert.
Daher auch der Name gefilterte Rückprojektion oder (engl.) filtered back projection (FBP).

Bemerkung Wie gezeigt wurde, handelt es sich hier um keinen heuristischen Filter, son-
dern die Funktionaldeterminante |det(D(θ))| = |u| ist ein analytisches Resultat der Trans-
formationsformel. �

Analytische Rekonstruktionstechniken

Jedoch bewirkt die Filterung in der Praxis, dass diese auch Messfehler (Rauschen), bei-
spielsweise durch Quantenrauschen, verursacht und in den Projektionen verstärkt. Das liegt
daran, dass das Rauschen im Frequenzspektrum (auch Fourier-Spektrum genannt) typi-
scherweise im hochfrequenten Bereich angesiedelt ist. Ergo werden den Messfehlern hohe
Werte der Betragsfunktion |u| zugeordnet und mit denen in Gleichung (2.31) multipliziert.
Dies führt zu einer unerwünschten Verfälschung der CT-Rekonstruktion (Artefakte) und
weist darauf hin, dass die FBP-Formel aus Gleichung (2.29) störanfällig gegenüber Rau-
schen ist. Es ist daher sinnvoll, Gleichung (2.29) weiter in eine kartesische Darstellung zu
überführen, indem man ausnutzt, dass die Multiplikation im Fourier-Raum einer Faltung
im Ortsraum entspricht. Ziel ist es dabei, den Einfluss des Filters auf das CT-Bild zu ana-
lysieren.
Nehmen wir an, dass eine Funktion fB ∈ L1(R) existiert, deren 1D Fourier-Transformation
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f̃B(u) := |u| die Betragsfunktion ergibt.
Dann würde folgen, dass

µ(x) = RH
(
F−1 (p̃θ(u) · |u|)

)
(x)

= RH
(
F−1

(
F
(
pθ ∗ fB

)))
(x) = RH

(
pθ ∗ fB

)
(x) (2.32)

gilt. Leider existiert keine L1-Funktion, die fB(x) =
∫
R |u| exp(2πixu) du erfüllt, was uns

dazu motiviert die FBP-Formel analytisch etwas zu entschärfen.

Bemerkung Die inverse Fourier-Transformation der Betragsfunktion ließe sich natürlich
auf dem Dualraum S ′(Z) definieren, da Projektionen mit pθ ∈ S(Z) Schwartz-Funktionen
darstellen. Das würde uns aber bei dem genannten Problem nicht weiterbringen. �

Definition 2.3.4: Bandlimitierte Funktion

Eine Funktion fB ∈ L1(R) heißt bandlimitiert, wenn ihre Fourier-Transformierte f̃B
einen kompakten Träger besitzt.
Es gelte demnach wegen f̃B(u) = 0 für alle u /∈ [−L,L] ⊆ R und

fB(x) =
∫ L

−L
f̃B(u) exp(2πixu).

Ist demnach eine Funktion bandlimitiert, so werden alle Werte (beziehungsweise Frequen-
zen), die eine vorgegebene Frequenzgrenze L im Frequenzspektrum |f̃B| überschreiten, auf
Null gesetzt. Limitieren wir die Betragsfunktion durch eine fest vorgegebene Bandbreite,
beispielsweise durch eine Faltung im Fourier-Raum mit der Rechtecksfunktion dargestellt,
mit einer modifizierten Heaviside-Funktion

f̃RL(u) := |u| ·H(L− |u|) =
{
|u|, für |u| ≤ L
0, für |u| > L

(2.33)

oder ersetzen diese gar durch den Cosinus-Filter

f̃C(u) := |u| · cos(πu2L) ·H(L− |u|),

sodass wir Tiefpassfilter, wie in Abbildung 2.9 illustriert, erhalten, die dem Rauschen ent-
gegen wirkt.
Ein weiteres Beispiel für eine Filterfunktion ist der auf der sinc-Funktion basierende Shepp-
Logan-Filter

f̃SL(u) := |u| · 2L
πu

sin(πu2L) ·H(L− |u|).

Die Tiefpassfilterung kann daher, wie auch weit verbreitet, mit dem Rückgriff auf die FFT9

oder mit der Faltung der Approximation bezüglich der Gleichung (2.32)

gθ(r) ≈ gB(r,θ) = (pθ ∗ fB)(r) =
∫
R
pθ(r − r′) · fB(r′) dr′ (2.34)

im Ortsraum implementiert werden. Es sei die Anzahl der Abtastpunkte N ebenfalls die
der gemessenen Projektionen pθ, die auf einer Halbkreistrajektorie mit einer Abtastrate von

9Die FFT benötigt bei N Abtastpunkten bekannterweise O(log(N)N) Rechenoperationen.
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Abbildung 2.9.: Tiefpassfilter mit Grenzfrequenz L = 1:
Der Ram-Lak-, Shepp-Logan- und Cosinus-Filter sind wohl die drei be-
kanntesten CT-Beispiele für Tiefpassfilter. Während der Ram-Lak-Filter
durch hartes Abschneiden scharfe Kanten wie Übergänge von Knochen zu
Gewebe verstärkt, wird der Cosinus-Filter vorzugsweise gewählt, wenn bei-
spielsweise die Weichkontrastauflösung im Vordergrund steht. Der Shepp-
Logan-Filter stellt einen Kompromiss der beiden eben genannten Filter dar.
Hintergrund dieser Variationsmöglichkeit ist der, dass das CT-Bild als
bandlimitiert angenommen wird. Dies stellt aber lediglich eine Approxi-
mation der in der Regel bandunlimitierten Natur dar und es können so
Artefakte durch unerwünschte Verstärkungen der Kanten entstehen. Durch
die empirische Wahl eines geeigneten Tiefpassfilters kann so den Artefakten
heuristisch entgegengewirkt werden.
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hN = π
N äquidistant aufgenommen wurden. Dann können wir mit den Blickwinkeln αn =

nhN für n = 0, ..., N − 1 in 2D eine gefilterte Rückprojektion mit θn := (cos(αn), sin(αn))T
durch

µ(x) ≈ π

N

N−1∑
n=0

gB(〈x,θn〉,θn) (2.35)

berechnen.
Für eine einfache FBP-Rekonstruktion können schließlich die nun gefliterten Extinktionen
entlang ihres korrespondierenden Röntgenstrahls gleichmäßig auf die Voxel, die der Strahl
durchquert hat, zurückprojiziert werden. Mit der Parallelstrahlengeometrie, die wir zu Be-
ginn vorausgesetzt haben, kann man sich das so vorstellen, dass alle Projektionswerte unter
einem festen Blickwinkel α mit einem breiten Pinsel entlang der Strahlen auf das CT-Bild
zurückgeschmiert werden. Die Überlagerung der Rückprojektionen aus allen Blickwinkeln
ergibt dann die FBP-Rekonstruktion. Aus dem Sinnbild des Rückschmierens, wie in Abbil-
dung 2.10 illustriert, wird schnell ersichtlich, dass eine ungefilterte10 Rückprojektion RT pθ
kein scharfes Bild erzeugen kann. Dennoch stellt sie einen wohldefinierten Operator dar,
der vom Projektionsraum S(Z) in den Volumenraum S(Rm) abbildet und ihre Anwendung
in den Algebraischen Rekonstruktionstechniken findet.
Bevor wir aber diese diskutieren wollen, ergibt sich zunächst die Frage, ob unsere analytisch
gestellte Grundsatzfrage auch technisch11 realisierbar ist. Insbesondere stellt aus medizin-
ischer Sicht die mit der Anzahl an Projektionen korrelierende Patientendosisbelastung einen
zentralen Punkt dar. Denn zum einen möchte man ein CT-Bild rekonstruieren, welches eine
effiziente medizinische Diagnostik ermöglicht und zum anderen wird stets die Reduktion der
gesundheitsgefährdenden Röntgendosis angestrebt.
Liegt nun die Annahme zu Grunde, dass die Projektionen und damit auch der Schwächungs-
koeffizient bandlimitiert ist, d. h. wir approximieren

µ̂ ≈ RHF(pθ ∗ fB) =: RHF(pBθ ) = µ̂B,

dann brauchen wir eine Aussage darüber, mit welchen Konsequenzen wir bei einer hohen
Auflösung des CT-Bilds rechnen müssen.
Das Nyquist-Theorem12, welches auch als Shannon-Whittaker-Theorem bekannt ist, gibt
Aufschluss darüber, wie genau ein CT-System abtasten muss, wenn wir die diskutierte
analytische Rekonstruktionstechnik verwenden wollen. Es beantwortet die grundsätzliche
Frage, ob wir überhaupt in der Lage sind, ein bandlimitiertes CT-Bild aus einer zunächst
beliebigen aber diskreten Menge an Projektionen zu rekonstruieren.

Satz 2.3.2: Nyquist-Theorem

Es sei die Funktion fB ∈ L1(R) bandlimitiert, sodass F(fB) als eine stetige Funktion
mit kompaktem Träger auf dem Intervall [−L,L] identifiziert werden kann. Dann
kann die Funktion fB mit der diskreten Menge an Messwerten {fB(j πL)}j∈Z durch

fB(x) =
∑
j∈Z

fB(jπ
L

) sin(Lx− jπ)
Lx− jπ

=
∑
j∈Z

fB(jhν) sinc(xhν − jπ) (2.36)

mit sinc(0) = 1 und sinc(jπ) = 0 rekonstruiert werden.
Die Schrittweite hν = π

L ist als Nyquist-Abtastrate bekannt.

10Die Wahl der Adjektive gefiltert und ungefiltert orientiert sich also an der Verarbeitung der Projektionen.
11Demnach hieße die Frage: "Können wir ein 3D tomographisches Bild rekonstruieren, wenn wir nur eine

diskrete Menge an gemessenen Extinktionen vorliegen haben?"
12Für Details wird an dieser Stelle auf das Buch von Epstein [Eps08, Kapitel 8] verwiesen.
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(a) Wir sehen links das Shepp-Logan-Phantom, aus dem wir wie in Abbildung 2.7 Projek-
tionen berechnet haben. Die Projektionen wurden mit dem Ram-Lak-Filter gefiltert und
dann rückprojiziert. Das Resultat sehen wir rechts und ist ein scharfes rekonstruiertes
Bild, welches sowohl qualitativ als auch in Grauwerten übereinstimmt.

(b) Gefilterte Rückprojektion aus
45◦. Die Rückprojektion lax
auch Rückschmieren (engl.) back
smearing genannt.

(c) Die rückprojizierten Grauwerte einer un-
gefilterten Rückprojektion werden lediglich
überlagert und stimmen in der Rekonstruk-
tion nicht mehr mit denen des Phantoms
überein.

Abbildung 2.10.: Vergleich zwischen einer gefilterten und einer ungefilterten Rückprojektion
aus 180 Projektionen, beziehungsweise äquidistant verteilten Blickwinkeln
0◦ ≤ α < 180◦ (Vorbild für diese Bilderserie war das Vorlesungsskript von
Professor Dr. Armin Iske [5]):
Wir greifen wieder auf das Shepp-Logan-Phantom aus Abbildung 2.7 zu-
rück und rekonstruieren es einmal mit einer (Ram-Lak-) Filterung und
einmal ungefiltert. Dadurch dass die Extinktionen äquidistant über alle
Voxel entlang eines Strahls verteilt werden, bekommen bei einer ungefil-
terten Rückprojetion auch unbeteiligte Voxel einen von Null verschiedenen
Wert zugewiesen. Dadurch wirkt das CT-Bild qualitativ verschmiert, was
man (engl.) blurring nennt.
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Beweis Interpretieren wir die Fourier-Transformierte f̃B als 2L-periodische Signalfunkti-
on, dann ergibt sich mit den entsprechenden Fourier-Koeffizienten

cj = 1
2L

∫ L

−L
f̃B(u) exp(−2j π2Liu) du,

die Reihenentwicklung

f̃B(u) =
∑
j∈Z

cj exp(2j π2Liu) =
∑
j∈Z

c−j exp(−2j π2Liu)

mit der Frequenzdichte

c−j = 1
2L

∫ L

−L
f̃B(u) exp(2j π2Liu)du

= 1
2L

∫
R
f̃B(u) exp(2j π2Liu)H(L− |u|) du = 1

2Lf
B(2j π2L).

Wir können demnach die Messwerte fB(j πL) = 2Lc−j als Fourier-Koeffizienten interpretie-
ren, die die Werte der Fourier-Transformation mit einer Abtastrate von 1

2L darstellen.
Es gilt daher für eine bandlimitierte L1(R)-Funktion fB, dass wir f̃B periodisch betrach-
ten und setzen dafür die Funktion außerhalb von [−L,L] auf Null. Folglich nehmen wir
f̃B(u) = f̃B(u)H(L− |u|) an.
So ergibt sich dann

fB(x) = F−1(f̃B)(x) = F−1(f̃B(u)H(L− |u|))(x) (2.37)

= F−1

∑
j∈Z

c−j exp(−2j π2Liu)H(L− |u|)

 (x)

=
∑
j∈Z

c−j

∫
R

exp(−j π
L
iu)H(L− |u|) exp(2πiux)du

=
∑
j∈Z

1
2Lf

B(j π
L

)
∫ L

−L
exp((Lx− jπ) iu

L
) du

=
∑
j∈Z

fB(j π
L

) sin(Lx− jπ)
Lx− jπ

das Nyquist-(Abtast-)Theorem und ist auf eine Darstellung mit der sinc-Funktion wie in
Abbildung 2.11 überführbar. �

Beispiel Für den Filter aus Gleichung (2.33) folgt mit L = 1 und durch partielle Integra-
tion die bandlimitierte Funktion

fRL(x) =
∫ 1

−1
|u| exp(2πiux) du =

∫ 1

−1
|u|(cos(2πux) + i sin(2πux))du

= 2
∫ 1

0
u cos(2πux)du = 2

(sin(2πx)
2πx + cos(2πx)− 1

(2πx)2

)
, (2.38)

welche nach Ramachandran und Lakshminarayanan kurz Ram-Lak-Filter benannt wurde
dargestellt in Abbildung 2.12). Aufgrund der Ähnlichkeit zur Betragsfunktion und der spä-
teren Folgerung in 2.42 ist er auch als idealer Filter bekannt. Diese Bezeichnung ist jedoch
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Abbildung 2.11.: Die Sinc-Funktion:
Zur Illustration, der schon oft genannten sinc-Funktion, sehen wir hier die
Funktionen si(x) := sin(x)

x in Rot und sinc(x) := sin(πx)
πx in Blau.

nicht unmittelbar mit der CT-Bildqualität korrelierbar.
Sei weiter 2πxn := πn = hνn für n ∈ {0, ..., N − 1}, dann ergibt sich für n > 0

fRL(xn) = 2
(sin(2πxn)

2πxn
+ cos(2πxn)− 1

(2πxn)2

)
= 2

(sin(πn)
πn

+ cos(πn)− 1
(πn)2

)
= 2cos(πn)− 1

(πn)2 = 2(−1)n − 1
(πn)2 (2.39)

und für x0 = 0 nach l’Hospital

fRL(0) = lim
x→0

2
(sin(2πx)

2πx + cos(2πx)− 1
(2πx)2

)
= 2

(2π cos(0)
2π + lim

x→0

−2π sin(2πx)
2(2π)2x

)
= 2 + lim

x→0

−(2π)2 cos(2πx)
(2π)2 = 1.

Wollen wir eine beliebige aber bezüglich der Frequenz doppelt so hohe Abtastrate 2πxn =
nhν = nπ

L zulassen, dann erhalten wir für Gleichung (2.38) mit dem Additionstheorem
cos(2x) = 1− 2 sin2(x)

fRL(xn) = 2
(
L

sin(2πxnL)
2πxn

+ cos(2πxnL)− 1
(2πxn)2

)
= L2

(
sin(nπ)
nπ

−
2 sin2(nπ2 )

(nπ)2

)

= L2
(

sin(nπ)
nπ

−
sin2(nπ2 )
2(nπ2 )2

)
= L2

(
sinc(n)− 1

2sinc2(n2 )
)

(2.40)

die sinc-Darstellung des idealen Filters mit der idealen Abtastrate. �

Das Nyquist-Theorem ist für die Signalverarbeitung ein fundamentaler Satz und hat vie-
le Folgerungen, denen wir an dieser Stelle nicht nachgehen. Abgesehen davon besagt es,
dass man eine bandlimitierte Funktion aus einer diskreten Menge an Messwerten vollstän-
dig reproduzieren kann. Jedoch stellt sich noch die Frage danach, wie gut die FBP aus
Gleichung (2.35)

µ(x) ≈ hN
N−1∑
n=0

gB(〈x,θn〉,θn)

das CT-Bild rekonstruiert, wenn wir nur eine endliche Anzahl an Projektionen haben. Also
wie viele Projektionen pro 180◦-Akquisition aufgenommen werden müssen.
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Abbildung 2.12.: Der Ram-Lak-Tiefpassfilter:
Wir sehen hier das Pendant zum Ram-Lak-Tiefpassfilter aus Abbil-
dung 2.9 in der Darstellung aus Gleichung (2.40) mit fRL(x) = sinc(x)−
1
2sinc2(x2 ).

Verwenden wir 2L+1 Abtastpunkte pro Projektion und die zusammengesetzte Trapezregel
mit einer Schrittweite hL = 1

L , um die Faltung aus Gleichung (2.34)

∫ L

−L
pθn(r − r′) · fB(r′)dr′ ≈ 2

L

L∑
l=−L

pθn(r − rl) · fB(rl) = gBθn(r)

zu berechnen, dann erhalten wir die angepasste FBP-Formel

µ(x) ≈ π

N

N−1∑
n=0

gB(〈x,θn〉,θn) = 2π
NL

N−1∑
n=0

L∑
l=−L

pθn(rl) · fB(r − rl). (2.41)

Nach dem Nyquist-Theorem muss hier hN = hL = hν gelten und es folgt das für die
Gleichung (2.41) ideale Abtastverhältnis

N = πL. (2.42)

Verwendet man darüber hinaus den idealen Ram-Lak-Filter fB = fRL, lässt sich zeigen,
dass so ein bandlimitiertes CT-Bild exakt aus einer endlichen Datenmenge rekonstruierbar
ist. Wir verweisen aber an dieser Stelle auf die Bücher von Natterer [Nat01] sowie Natterer
und Wübbeling [NW01] in Verbindung mit Epstein [Eps08], da diese Folgerung eine längere
Argumentationskette benötigt.
Gibt man sich eine Grenzfrequenz L oder (engl.) cut off frequency vor, dann kann man ein
bandlimitiertes CT-Bild stabil rekonstruieren, wenn mindestens mit der Anzahl von 2L = N
voneinander verschiedene Blickwinkel einer doppelt so hohen Frequenz äquidistant abgetas-
tet werden, als die Grenzfrequenz vorgibt. Wird hingegen zu niedrig abgetastet, entstehen
Artefakte, sogenannte aus der Akustik bekannte Aliasing-Fehler, in der CT-Rekonstruktion.
Wir erinnern uns daran, dass die Weichteilauflösung ebenfalls im hochfrequenten Bereich
wiederzufinden ist. Damit ist nachvollziehbar, dass die Grenzfrequenz mit der Bildauflösung
gleich zu setzen ist.
Bei einer fest vorgegebenen Intensität oder Dosisleistung I0 bedeutet dies, je höher die ge-
wünschte Auflösung repräsentiert durch Grenzfrequenz L im CT-Bild, desto höher ist auch
die Patientendosisbelastung. Somit steht der für die CT-Bildgebung zuständige Radiolo-
ge bei der analytischen Rekonstruktionstechnik folgender ambivalenten Problemstellung
gegenüber. Es soll ein für die Diagnostik hinreichend adäquates CT-Bild mit möglichst
kleiner Dosis generiert werden. Wir hingegen können aus analytischer Sicht lediglich fest-
stellen, dass die Anzahl der Projektionen mit N = πL proportional zur Grenzfrequenz als
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Rekonstruktionsparameter eingehen sollte, falls die FBP laut Gleichung (2.41) trotz aller
Einschränkungen optimal genutzt werden soll.
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2.4. Algebraische Rekonstruktionstheorie

Wir halten fest, dass die gefilterte Rückprojektion eine analytische Methode darstellt, die
das Fourier-Scheiben-Theorem laut Gleichung (2.27) effizient umsetzt. Sie benötigt nach
dem Filterungsschritt lediglich eine Rückprojektionsoperation pro Blickwinkel. Dadurch
kann sie, wie wir noch sehen werden, im Vergleich zu den algebraischen Rekonstruktions-
techniken einen verhältnismäßig geringen Rechenaufwand aufweisen.
Limitiert werden die betrachteten analytischen Rekontruktionstechniken durch die Kompro-
misse, die wir für die algorithmische Umsetzung eingehen mussten. Beispielsweise reduziert
eine niedrig angesetzte Grenzfrequenz nach dem Nyquist-Theorem mit Gleichung (2.36)
die Anzahl an Projektionen und damit auch die Dosisbelastung. Aber andererseits kann
ein zu hartes oder frühes Abschneiden im Frequenzraum trotz Nyquist-Abtastrate die un-
erwünschten Aliasing-Artefakte erzeugen, da die Tomographie eines Menschen nun einmal
nicht bandlimitiert ist.
Wir haben also an dieser Stelle zunächst einen Konflikt zwischen Abtastrate und CT-
Bildauflösung.

Die ungefilterte Rückprojektion

Erinnern wir uns an die ungefilterte Rückprojektion RT : S(Z) → S(R2), so haben wir
schon gesehen, dass das Ergebnis alles andere als überzeugend ist. Jedoch würde ein Rekon-
struktionsalgorithmus, der auf diesen Operator zurückgreift, das Potential besitzen, weder
von einer äquidistanten Abtast-Schrittweite noch von einer Bandlimitierung abhängig zu
sein.
Wir müssten demnach versuchen, das Ergebnis aus Abbildung 2.10 dahin gehend zu ver-
bessern, dass ein CT-Bild entsteht, das sowohl quantitativ als auch qualitativ (zumindest)
mit der FBP vergleichbar ist.
Dazu definieren wir uns einen geeigneten Parameter ω > 0, der das ungefilterte CT-Bild
auf Werte µ(x) ≈ ωRT pθ =: µ skaliert, die man a priori erwarten würde. Der simpels-
te Ansatz, die überlagerten Werte herauszurechnen, wäre sicher ein Differenzbild zwischen
dem rekonstruierten und dem, welches wir erwarten würden. Dieses ist natürlich nicht be-
kannt, daher simulieren wir eine Projektion pθ := Rµ des skalierten CT-Bilds und wollen
diese Operation Vorwärtsprojektion nennen. So können wir die Überlagerung zumindest
im Projektionsraum berechnen, indem wir die simulierten Projektionen von gemessenen
pθ−pθ = Rµ(x)−Rµ subtrahieren. Anschließend können wir mit der Differenz inkremen-
tell das CT-Bild µ − ωRT (pθ − pθ) korrigieren. Beschreiben wir die simulierte Projektion
pθ = Rµ explizit mit der Vorwärtsprojektion, so erhalten wir die Fixpunktiteration

µ = µ− ωRT (pθ −Rµ), (2.43)

die als das, nach Landweber [Lan51] benannte, Landweber-Verfahren bekannt ist. Wir
erkennen anhand Abbildung 2.13 und 2.14, dass das Landweber-Verfahren einen höheren
Rechenaufwand im Verhältnis zur FBP hat, aber dafür auch einige entscheidende Vorteile
besitzt:
• Im Wesentlichen können wir den Rechenaufwand über das vielfache Aufrufen der Hin-
und Rückprojektion bemessen. Vernachlässigen wir den einmaligen Filterungsschritt bei-
spielsweise im Fourier-Raum, dann benötigt die FBP lediglich eine Hin- und Rückprojek-
tion13. Das Landweber-Verfahren in Gleichung (2.43) hingegen ruft für jede Iteration diese
Operationen auf. Der Mehraufwand im Vergleich zur FBP wächst daher logischerweise pro-
portional zur Anzahl der Iterationen.
13Die FBP wird neben der direkten Fourier-Methode ebenfalls als direktes Rekonstruktionsverfahren be-

nannt.
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(a) CT-Rekonstruktion mit der gefil-
terten Rückprojektion mit Ram-
Lak Tiefpass-Filterung.

(b) CT-Rekonstruktion mit dem
Landweber-Verfahren nach 30
Iterationen.

Abbildung 2.13.: Relativer Fehler der Rekonstruktionen:
Sei M die Anzahl der Voxel und berechnet man den relativen qua-
dratischen Fehler (rRMSE vom engl. Root-mean-squared error) zwisch-
en der Rekonstruktion µRek und dem Shepp-Logan-Phantom µSL mit
rRMSE:= ‖µRek−µSL‖

M , dann erkennt man recht schnell, dass zunächst zu-
mindest ein quantitatives Potential besteht, bessere Ergebnisse erzielen
zu können. Hier wurde der rRMSE nach jeder Iteration ausgerechnet und
entsprechend abgetragen. Die FBP hat im Vergleich dazu natürlich nur
eine Iteration.
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(a) CT-Rekonstruktion mit der gefil-
terten Rückprojektion mit Ram-
Lak Tiefpass-Filterung und der
Nebenbedingung µFBP ≥ 0.

(b) CT-Rekonstruktion mit dem
Landweber-Verfahren (LW)
nach 1000 Iterationen und der
Nebenbedingung µLW ≥ 0.

Abbildung 2.14.: Relativer Fehler der geklemmten Rekonstruktionen analog zu Abbil-
dung 2.13:
Eine bekannte Methode, um CT-Rekonstruktionen einfach zu regularisie-
ren, ist physikalisches Vorwissen in die Algorithmik zu integrieren, wie hier
beispielsweise mit der Nichtnegativitätsbedingung des Schwächungskoef-
fizienten. Während die FBP lediglich eine einmalige Anwendung zulässt
und keine signifikante Verbesserung zu Abbildung 2.13a aufweist, kann
diese Bedingung im Landweber-Verfahren bei jeder Iteration mit in die
Rekonstruktion eingehen. Das Resultat ist eine weitere Minimierung des
rRMSE im Vergleich zu Abbildung 2.13b. Bei einer ähnlichen Kontrastauf-
lösung ist hier der Unterschied durch die Reduktion der Streifenartefakte
nun auch qualitativ erkennbar.
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•Die Rekonstruktion mit dem Landweber-Verfahren erlaubt den direkten Zugriff auf die Ex-
tinktionen, das heißt ohne Filterung und damit auch ohne bandlimitierende Restriktionen.
Die Folge ist, dass die Projektionen weder auf die Parallelstrahlengeometie zurückgeführt
noch nach Nyquist 2.3 äquidistant abgetastet werden müssen. Insbesondere zeigte Land-
weber [Lan51], dass sein Verfahren bei geeigneter Relaxation gegen die Lösung kleinster
Quadrate konvergiert.
Das wird insbesondere für die späteren Kapitel interessant, bei denen keine CT-Daten
vorliegen, die nicht zu Projektionen entsprechend einer 180◦-Akquisition mit Parallelstrahl-
geometrie zusammengefasst werden können.

Beispiel Bei einem kleinen und vereinfachten klassischen Soduku-Spiel, wie das folgende
Beispiel

2 4
4 2

3 4
2 3

müssen die leeren Kästchen im Tableau mit den korrekten Zahlen, die nur die Werte 1, 2, 3
oder 4 annehmen dürfen, aufgefüllt werden. Sowohl in einer Zeile, als auch in einer Spalte
darf jeder Wert jeweils nur einmal vorkommen. Selbiges gilt ebenfalls für jedes einzelne der
vier 4× 4-Untertableaus.
Wir können dieses Spiel wie üblich durch gezieltes Ausprobieren (engl. brute force method)
lösen oder verwenden das Landweber-Verfahren. Hierzu formulieren wir ein lineares Glei-
chungssystem Aµ = p, indem wir alle Zeilen des Tableaus untereinander als Spaltenvektor
µ ∈ R16 sortieren, wie es auch für CT-Systemen gemacht wird.
Die Sudoku-Matrix A sowie die korrespondierende rechte Seite p, sind mit Gleichung (A.4)
im Anhang A.2 explizit angegeben.
Die acht bekannten Lösungswerte können mit dem korrespondierenden Einheitsvektor in
das System eingebunden werden. Subtrahieren wir die kumulierten bekannten Werte einer
Zeile der Tabelle 2.4 wie eine Maske von den zu erwartenden (also 10), dann erhalten wir
weitere vier Gleichungen.

3 4
4 2

3 4
2 3

10-3-4 = 3
4
3
5

Nochmal vier Gleichungen können wir durch die analoge Subtraktion bezüglich der Spalten
aufstellen und erhalten zwar ein Gleichungssystem mit einer 16-dimensionalen quadrati-
schen Systemmatrix, die aber nur den Rang(A) = 16 besitzt.
Somit müssen wir ein konsistentes Gleichungssystem Aµ = p mit A ∈ R16×16, µ ∈ R16

und p ∈ R20 lösen, das jedoch nun Rang(A) = 16 hat.
Lösen wir dieses System µ∗ = A−1p, dann erhalten wir die direkte Lösung des Systems.
Das Landweber-Verfahren erlaubt eine recht unkomplizierte Implementierung einer einfa-
chen Iterationsvorschrift, die mit einer entsprechenden Schrittweite ebenfalls gegen die Lö-
sung konvergiert. Setzen wir zum Beispiel für jede Inkrementierung ω = 0, 4, dann erhalten
wir nach spätestens 100 Iterationen die Tabelle 2.4 mit

3 1 2 4
4 2 1 3
1 3 4 2
2 4 3 1
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der ebenfalls eindeutigen Lösung des Sudokus. �

Die Röntgenstrahl-Transformation

Wir nutzen aus, dass die ungefilterte Rückprojektion unabhängig von der parallelen Akqui-
sitionsgeometrie bei iterativen Verfahren für eine CT-Rekonstruktion genutzt werden kann.
Damit ist eine Strahlen-Permutation, das heißt eine Umsortierung der Fächer- in Parallel-
strahlen, wie beispielsweise in Abbildung 2.2 angedeutet, nicht zwingend notwendig. Dies
motiviert uns zu einer generelleren Beschreibung eines Röntgenstrahls.

Definition 2.4.1: Röntgenstrahl-Transformation

Sei der Schwächungskoeffizient µ ∈ S(Rm) eine Schwartz-Funktion und die zylindri-
sche Menge mit Z ′ = {(θ,x) | θ ∈ Sm−1, x ∈ H(θ, 0)} gegeben, dann ist für ein
s ∈ R die Röntgenstrahl-Transformation Aµ : S(Rm)→ S(Z ′) als das Linienintegral

Aµ(x,θ) :=
∫
R
µ(x+ s · θ) ds (2.44)

definiert und ist auch (engl.) als die X-ray transform oder in Kurzform als Röntgen-
Transformation bekannt.

Bemerkung Übertragen auf den technischen Hintergrund der Computertomographie ließe
sich die Koordinate x(0) = x0 auch als Quellenursprung interpretieren, von dem der Strahl
mit der von der Winkelfunktion θ vorgegebenen Richtung auf den Detektor trifft. �

Die Röntgenstrahl-Transformation ist stets, wie der Name schon verrät, über Linienintegra-
le entlang eines Strahls definiert. Die Radon-Transformation integriert zwar generell über
Hyperebenen des Rm, lässt sich jedoch für den Fallm = 2 durch geometrische Überlegungen
mit der Röntgenstrahl-Transformation beschreiben, da hier die Hyperebenen Linienintegra-
len entsprechen.
Hierfür gehen wir wieder von einer Parallelstrahlengeometrie aus und definieren die Win-
kelfunktion ξ ∈ H(0,θ)∩S1 orthogonal zu θ ∈ S1. Sei zudem ein y ∈ H(0, ξ) mit y := r ·θ
explizit gegeben, sodass ebenfalls y ∈ H(r,θ) gelte.
Somit erhalten wir mit der Parametrisierung y + s · ξ = x ∈ H(s, ξ) und den Funktionen
κr(x) := 〈x,θ〉−r beziehungsweise κs(x) := 〈x, ξ〉−s aus Röntgenstrahl-Transformation

Aµ(y, ξ) =
∫
R
µ(y + s · ξ) ds =

∫
H(s,ξ)

µ(x) dδκs

=
∫

H(0,θ)
f(y) dδκ(r=0) = 〈δκr , µ〉 = R(r,θ) (2.45)

die Radon-Transformation. Die Gleichung (2.45) zeigt, dass die Analysis in 2D direkt auf die
Röntgenstrahl-Transformation übertragbar ist. Jedoch lassen sich ebenfalls weitere generel-
lere Erkenntnisse, wie beispielsweise das Fourier-Scheiben-Theorem laut Gleichung (2.27),
auf die Röntgenstrahl-Transformation übertragen.
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Satz 2.4.1: Fourier-Scheiben-Theorem: Röntgenstrahl-Transformation

Es sei Aµ : S(Rm)→ S(Z ′) die Röntgenstrahl-Transformierte des Schwächungskoef-
fizienten µ ∈ S(Rm) und ein ξ ∈ H(0,θ) ∩ Sm−1 orthogonal zu θ ∈ Sm−1 gegeben.
Dann entspricht die (m−1)-dimensionale Fourier-Transformierte der Röntgenstrahl-
Transformation Ãµ(u,θ) bezüglich des ersten Arguments und des Grundraums
H(0,θ) der m-dimensionalen Fourier-Transformierten des Schwächungskoeffizienten
µ̂(ξ).

Beweis Wir verwenden die (m− 1)-dimensionale Fourier-Transformation über die Hyper-
ebene H(0,θ)

Ãµ(ξ,θ) :=
∫

H(0,θ)
Aµ(x,θ) exp(−2πi〈ξ,x〉) dσ

und die Orthogonalität von ξ zu θ. Dann folgt mit 〈ξ,x〉 = 〈ξ,x + s · θ〉 und x + s · θ =:
u ∈ Rm

Ãµ(ξ,θ) =
∫

H(0,θ)
Aµ(x,θ) exp(−2πi〈ξ,x〉)dx

=
∫

H(0,θ)

(∫
R
µ(x+ s · θ) ds

)
exp(−2πi〈ξ,x〉) dx

=
∫

H(0,θ)

∫
R
µ(x+ s · θ) exp(−2πi〈ξ,x+ s · θ〉)dsdx

=
∫
Rm

µ(u) exp(−2πi〈ξ,u〉)du = µ̂(ξ)

das Fourier-Scheiben-Theorem

Ãµ(ξ,θ) = µ̂(ξ) (2.46)

für die Röntgenstrahl-Transformation. �

Bemerkung Weiter existiert auch ein zur bereits kennengelernten Rückprojektion analo-
ger adjungierter Operator AH : S(Z ′) → S(Rm) bezüglich Röntgenstrahl-Transformation.
Wir verweisen aber für weitere Details an dieser Stelle auf das Buch von Natterer [Nat01]. �

Die Gleichung (2.46) verdeutlicht uns, wie es auch bei der Radon-Transformation gezeigt
wurde, dass die Inversion der Röntgenstrahl-Transformation möglich ist. Jedoch benötigen
wir die Hyperebene H(0,θ) sowie die Sphäre Sm−1, welche jeweils (m − 1)-dimensionale
Mengen im Rm sind, um die zylindrische Datenmenge Z ′ zu erklären und stellt daher eine
2(m−1)-dimensionale Mannigfaltigkeit dar. Damit ist ein konsistentes Rekonstruktionspro-
blem eines m-dimensionalen Schwächungskoeffizienten für m > 2 überbestimmt. In anderen
Worten, wir benötigen für die Inversion der Röntgenstrahl-Transformation

n = 2(m− 1) (2.47)

-dimensionale zylindrische Datenmenge. Für den eindimensionalen Fall liegt ein Stab vor,
sodass wir nur die Information einer Extinktion vorliegen haben. Diese würde nur für einen
Stab aus homogenem Material ausreichen.
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Die algebraische Formulierung des inversen Problems

Bei den analytischen Rekonstruktionstechniken haben wir implizit vorausgesetzt, dass das
CT-Bild wie in Gleichung (2.41) nach der Rekonstruktion in digitaler Form vorliegt. Im
Zusammenhang mit der algebraischen Formulierung des inversen Problems (2.4) macht es
jedoch an dieser Stelle Sinn dies nachzuholen, wobei wir uns in den folgenden Abschnitten
am Buch von Natterer [Nat01] orientieren.
Folglich setzen wir die Auflösung mit M Voxel fest, indem wir ein quadratisches (

√
M ×√

M)-Gitter über eine inhomogene 2D Schicht des Schwächungskoeffizienten legen und
nehmen an, dass jeder lokale Schwächungkoeffizient µk,m innerhalb einer Gitterzelle kon-
stant ist. Weiter nehmen wir an, dass die Voxel isotrop sind und ordnen das Gitter mit
j = m+ (k − 1) ·

√
M zu einem Vektor µ := {µj}j=1,...,M um.

Verwenden wir nun die Folge der charakteristischen Funktion

χj(x, y) =
{

1, falls µ(x, y) ∈ µj
0, sonst,

(2.48)

dann können wir den Schwächungskoeffizienten mit der Linearkombination

µ(x, y) ≈
M∑
j=1

χj(x, y) · µj (2.49)

darstellen beziehungsweise diskretisieren.
Nutzen wir zudem aus, dass die Röntgenstrahl-, sowie auch die Radon-Transformation mit
a, b ∈ R und µ, ν ∈ S(Rm)

A (aµ+ bν) (x,θ) =
∫
R

(aµ(x+ s · θ) + bν(x+ s · θ)) ds = aAµ(x,θ) + bAν(x,θ)

linear ist, dann ergibt das Einsetzen der Gleichung (2.49) in die Röntgenstrahl-Transfor-
mation

Aµ((x, y),θ) ≈
M∑
j=1
Aχj((x, y),θ) · µj .

Zur Vereinfachung der folgenden Darstellung setzen wir an dieser Stelle wieder die Para-
llelstrahlengeometrie voraus, und dass unter jedem Blickwinkel α stets die gleiche Menge
an Extinktionen akquiriert wurde.
Denn sei nun N die Anzahl aller Extinktionen p := {pi}i=1,...,N , sowie Nα, die unter einem
festen Blickwickel α gemessen wurden, sodass wir mit dem Index iα = d i

Nα
e+(i−1) ·Nα die

Extinktion eines Projektionsprofils pα ∈ RNα zählen können, dann lässt sich mit θiα := θ(α)
und dem Koeffizienten

aij := Aχj(xi,θiα) =
∫
R
χj((x, y)Ti + s · θiα) ds,

die Röntgenstrahl-Transformation mit einem linearen Gleichungssystem

p = Aµ(x,θ) ≈ Aµ. (2.50)

approximieren, wobei der Koeffizient ai,j auch Geometriefaktor genannt wird.
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Bemerkung Bei der Radon-Transformation können wir in diesem Fall jede Projektion
durch die entsprechende Hyperebene bezüglich eines festen Blickwinkels α mit θα := θ(α)
und dem analog zu Gleichung (2.50) diskreten Projektionsprofil pα in einer kompakten
Schreibweise

pα ≈
M∑
j=1
Rχj(r,θα) · µj =: Rαµ (2.51)

zusammenfassen. Der Unterschied in 2D zwischen dem CT-System der Radon- und Rönt-
genstrahl-Transformation lässt sich so durch eine Permutation der Zeilen der linearen Glei-
chungssysteme erklären. �

Durch eine geeignete Diskretisierung eines 2D oder 3D Schwächungskoeffizienten µ(x)
kann das inverse Problem der Computertomographie in ein (N×M)-dimensionales lineares
Gleichungssystem überführt werden. Dadurch, dass nun der Schwächungskoeffizient durch
die Diskretisierung in N konstante Schwächungskoeffizienten, also Voxel, aufgeteilt wird,
muss nach dem Fourier-Scheiben-Theorem für die Gleichung (2.46) mit dem Richtwert von
N = 2(M−1) fast die doppelte Menge an Projektionsdaten für eine Inversion der diskreten
Röntgenstrahl-Transformation erhoben werden.
Das algebraische Rekonstruktionsproblem besteht demnach darin, das lineare Ausgleichs-
problem

‖Aµ− p‖2 → min

zu lösen. Bei einem konsistenten (2 · (M − 1)×M)-dimensional mit N > 2 erwarten wir,
dass die Rekonstruktion aus dem inversen CT-Problem der Lösung kleinster Quadrate eines
überbestimmten Systems mit vollem Rang µ∗ = A+p = (ATA)−1ATp entspricht.

Beispiel Für einen (3×3) aufgelösten Schwächungskoeffizienten erhalten wir ein Gitter in
der Form

µ11 µ12 µ13
µ21 µ22 µ23
µ31 µ32 µ33

→
µ1 µ2 µ3
µ4 µ5 µ6
µ7 µ8 µ9

→



µ1
µ2
µ3
µ4
µ5
µ6
µ7
µ8
µ9


=: µ ∈ R9

und beginnen nun den Körper aus vier Winkeln von 0◦, 45◦, 90◦ und 135◦ mit parallelen
Röntgenstrahlen in mathematisch negativer Rotation zu durchleuchten.



68

Bei insgesamt drei horizontal, drei vertikal und zehn diagonal einfallenden Röntgenstrahlen
ergibt sich ein CT-System mit einer Systemmatrix A ∈ R16×9 mit der Struktur

A =



1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1√
2 0 0 0

√
2 0 0 0

√
2

0
√

2 0 0 0
√

2 0 0 0
0 0

√
2 0 0 0 0 0 0

0 0 0
√

2 0 0 0
√

2 0
0 0 0 0 0 0

√
2 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0

√
2 0

√
2 0

√
2 0 0

0
√

2 0
√

2 0 0 0 0 0√
2 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
√

2 0
√

2 0
0 0 0 0 0 0 0 0

√
2



(2.52)

und Rang(A) = 9. Das entspricht mit N = 2(M − 1) = 2 · 8 = 16 der Relation nach
Gleichung (2.47). Daher haben wir bei diesem Beispiel insbesondere eine Röntgenstrahl-
Transformation vorliegen, welche nach der Integral-geometrischen Erkenntnis aus Glei-
chung (2.46) bei konsistenten Projektionsdaten p ∈ Z ′ ⊂ R16 mit A+p = (ATA)−1ATp =
µ∗ invertierbar ist.
Bei genauer Betrachtung lässt sich die Inversion dieses Beispiels bereits durch die Pro-
jektionen aus 45◦ und 135◦ hinreichend gut erklären, sodass nur eine weitere Projektion
entweder aus 0◦ oder aus 90◦ hinzugenommen werden muss. Das liegt daran, dass die äu-
ßeren Voxel µ1, µ3, µ6 und µ9 von jeweils einem diagonalen Strahl alleine durchleuchtet
werden. Sie sind daher einzeln durch eindimensionale Rekonstruktionsprobleme eindeutig
erklärt, wodurch sich das System mit der Inversion einer reduzierten Matrix Ã ∈ R12×9 mit
Rang(Ã) = 9 lösen lässt. �

Des Weiteren gibt das Theorem mit Gleichung (2.46) Aufschluss darüber, wann die Be-
rechnung der Pseudoinversen nicht zur Inversion der Röntgenstrahl-Transformation führt.
Beziehungsweise gibt es ein Maß darüber an, wie viele Projektionen in einer idealen Welt
ohne Messfehler akquiriert werden müssen. Wir stehen demnach einer großen zu verarbeiten-
den CT-Datenmenge gegenüber, sodass die direkte stabile Berechnung der Pseudoinversen,
wenn sie überhaupt möglich ist, nur sehr komplex umsetzbar ist.
Bei dem Soduku-Rästel deutet es sich an, dass es mit Methoden, wie dem Landweber-
Verfahren möglich ist, die Lösung zu iterieren, anstatt sie direkt zu bestimmen. Interessant
für uns ist dabei, dass die Sudoku-Matrix eine ähnliche Struktur wie die CT-Systemmatix
aus 2.52 besitzt. Denn sie sind ähnlich dünn besetzt.
Daher versprechen wir uns vom Rückgriff auf iterative Verfahren, wie wir es später detail-
lierter sehen werden,dass sie das Potential haben, trotz höheren Rechenaufwands effiziente
CT-Rekonstruktionsverfahren zu erhalten.

Algebraische Rekonstruktionstechniken

Die Formulierung des algebraischen Rekonstruktionsproblems resultierend aus der Approxi-
mation (2.50) und basierend auf der Röntgenstrahl-Transformation hat im Vergleich zu
den analytischen Methoden, die auf die Radon-Transformation angewiesen sind, den Vor-
teil, dass wir allgemein nicht an eine sphärische Trajektorie für die Datenakquise gebunden
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sind. Darüber hinaus ist der Abstand der Abtastpunkte nicht rigide vorgegeben, wie bei
Voraussetzung einer äquidistanten Schrittweite. So findet die algebraische Rekonstruktions-
technik ebenfalls Anwendung in der sogenannten Computerlaminographie, bei der lediglich
die Quelle bei einem fixierten Detektor bewegt wird.
Der Rückgriff auf iterative Verfahren, wie das Landweber-Verfahren, hat dabei zwei weitere
Vorteile:
• Ein CT-Bild mit einer üblichen (512 × 512)-Auflösung pro z-Schicht erzeugt beispiels-
weise mit der Relation M = 2(N − 1) ein

(
5122|z| × 2 · (5122|z| − 1)

)
-dimensionales dünn

besetztes System. Eine Auflösung in z-Richtung mit |z| = 200 macht die Systemmatrix mit
A ∈ R52.428.800×106.857.598 zu einem technisch nicht direkt pseudoinvertierbaren Objekt. Die
Approximation der inversen Röntgenstrahl-Transformation kann hier durch die iterative
Annäherung an die Pseudoinverse umgesetzt werden und besitzt daher für die Optimierung
geeignete Freiheitsgrade, die wir für die CT-Bildgebung ausnutzen werden.
• Ein weiteres großes Potenzial liegt in der Reduktion der Patientendosisbelastung durch die
(ungefilterte) algebraische Formulierung des inversen Problems. Denn im Vergleich zur di-
rekten Anwendung des Fourier-Scheiben-Theorems durch die FBP müssen wir keinen band-
limitierten Schwächungskoeffizienten für die Rekonstruktionsalgorithmik voraussetzen.

Das klassische Kaczmarz-Verfahren

Das Landweber-Verfahren stellt, wie wir es zu Beginn dieses Unterkapitels anhand einer
heuristischen Herleitung gesehen haben, ein sehr intuitives Verfahren dar.

Bemerkung Beispielsweise ergibt sich mit der diskreten Röntgenstrahl-Transformation
A ∈ RN×M , dem Voxelvektor µ∗ ∈ RM und den gemessenen Projektionen p ∈ RN aus der
Normalengleichung mit einem Relaxationsparameter ω > 0

Φ(µ∗) := −ωAT (Aµ∗ − p) = 0

die Fixpunktgleichung

µ∗ = µ∗ − ωAT (Aµ∗ − p). (2.53)

Die Gleichung (2.53) ist die Fixpunktgleichung des Landweber-Verfahrens.
Folglich konvergiert das Verfahren nach dem Banach’schen Fixpunktsatz auch bei einem
überbestimmten System ohne Rangdefizit gegen den stationären Punkt µ∗ = A+p, genau
dann wenn ‖D(Φ)‖2 = ω‖ATA‖2 < 1 ist. Das heißt, mit einem Parameter ω ≤ ‖ATA‖2
erhalten wir den Fixpunkt µ∗ = Φ(µ∗), welcher der Minimallösung bezüglich eines linearen
Ausgleichsproblems ‖Aµ− p‖2 → min entspricht. �

In der CT-Forschung wird jedoch die algebraische Rekonstruktionstechnik (ART) im Allge-
meinen mit dem klassischen Kaczmarz-Verfahren umgesetzt und häufig auch mit der ART
gleichgesetzt. Das nehmen wir zum Anlass, dieses Verfahren zu definieren und zu diskutie-
ren.
Das klassische Kaczmarz-Verfahren vergleicht wie das Landweber-Verfahren die gemessenen
Projektionen mit den simulierten (vorwärtsprojizierten CT-Bildern) und inkrementiert das
aktuelle CT-Bild mit der normalisierten Differenz.
Der wesentliche Unterschied zum Landeweber-Verfahren besteht im Zeitpunkt des Inkre-
mentierens. Während das Landweber-Verfahren das Gesamtsystem auf einmal iteriert, wird
beim Kaczmarz-Verfahren der Korrekturschritt nach jeder Zeile 〈aTi ,µ〉 = pi berechnet.
Daher definieren wir zunächst zu beliebigem n ∈ N0 den Index in ∈ {1, ..., N} mit

in ≡ (n mod N) + 1. (2.54)
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Dieser zählt sukzessiv in chronologischer Reihenfolge von 1 bis N und ist N -periodisch.

Definition 2.4.2: Das klassische Kaczmarz-Verfahren

Das System Aµ = p sei mit ai ∈ RM und pi ∈ R in einzelne Subsysteme bestehend
aus einer einzelnen Zeile 〈aTi ,µ〉 = pi mit i = 1, ..., N unterteilt. Dann heißt die Folge
mit dem Index aus Gleichung (2.54)

µn+1 = µn + aTin ·
pin − ain · µn
‖aTin‖

2
2

(2.55)

das klassische Kaczmarz-Verfahren.

Den Begriff einer Schleife wollen wir mit dem einer (vollständigen) Iteration gleichsetzen,
wobei eine Iteration aus N Subiterationen entsprechend der Zeilenanzahl besteht. Das klas-
sische Kaczmarz-Verfahren mit dieser Schleifen-Strategie wird daher auch engl. looping
Kaczmarz method genannt.
Wir untersuchen nun einen Subiterationsschritt, um das Kaczmarz-Verfahren in seiner
Funktionsweise mathematisch und physikalisch interpretieren zu können. Dabei wird für
jeden Röntgenstrahl die zugehörige Zeile des CT-Systems ai · µ = 〈aTi ,µ〉 = pi alleine
untersucht und die Normalengleichung aTi (〈aTi ,µ〉 − pi) = 0 analog zu Gleichung (2.13)
betrachtet. Das machen wir für alle i ∈ {1, ..., N}

a1
a2
...
aN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p1
p2
...
pN

→

aT1 a1
aT2 a2

...
aTNaN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
aT1 p1
aT2 p2
...

aTNpN


und berechnen zunächst nach Gleichung (2.15) die Lösung minimaler Norm bezüglich jeder
i-ten Zeile µ∗i ∈ RM . Wir bleiben bei der Notation aus Gleichung (2.15), sodass die i-te
Lösung mit

µ∗i = aTi (aiaTi )−1pi =: a−i pi (2.56)

dargestellt werden kann.

Bemerkung Es befindet sich die Lösung µ∗i für alle i = 1, ..., N demnach in der affinen
Hyperebene Hi := {µ ∈ RM | 〈aTi ,µ〉−pi = 0}. Die Lösung minimaler Norm des Gesamtsys-
tems µ∗ befindet sich im Schnitt aller affinen Hyperebenen. Das heißt, dass a−i pi = µ∗i ∈ Hi
und µ∗ ∈

⋂N
i=1 Hi gilt. Dieser Schnitt ist nicht leer, da wir ein konsistentes System anneh-

men. �

Die orthogonale Projektion Q⊥ai := a−i ai projiziert einen beliebigen Vektor µ ∈ RM auf
eine Gerade mit Span(a−i ) = Span(aTi ). Die Orientierung dieser Geraden wird also durch
den Richtungsvektor aTi vorgegeben.
Die komplementäre Abbildung ist durch Qai := I−Q⊥ai definiert und ist eine orthogonale
Projektion auf Kern(ai) = H0

i .
Für die Lösung µ∗i = a−i pi folgt somit

Qaiµ∗i = (I−Q⊥ai)µ
∗
i

(2.56)= (I− a−i ai)(a
−
i pi) = a−i pi − a

−
i (aia−i )pi

= a−i pi − a
−
i (aiaTi (aiaTi )−1)pi = a−i pi − a

−
i pi = 0. (2.57)
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Wir definieren für ein beliebiges µ ∈ RM nun die Abbildung qi(µ) := Qaiµ + µ∗i . Sie ist
mit

(qi)2(µ) = qi(qi(µ)) = qi(Qaiµ+ µ∗i ) = Qai(Qaiµ+ µ∗i ) + µ∗i
= Q2

aiµ+Qaiµ∗i + µ∗i
(2.57)= Qaiµ+ µ∗i = qi(µ)

idempotent und damit eine affine orthogonale Projektion. Identifizieren wir nun diese mit ei-
nem einzelnen Korrekturschritt des klassischen Kaczmarz-Verfahrens aus Gleichung (2.55)

qi(µ) = Qaiµ+ µ∗i = (I−Q−ai)µ+ a−i pi
= (I− aTi (aiaTi )−1ai) · µ+ aTi (aiaTi )−1pi

= µ+ aTi ·
pi − 〈aTi ,µ〉
‖aTi ‖22

,

dann entspricht die affine orthogonale Projektion qi(µ) einer Subiteration des Verfahrens
aus Gleichung (2.55).
Geometrisch bewirkt diese Vorschrift, dass sich die Lösungstrajektorie wie eine Spirale auf
den Fixpunkt zu bewegt. Algorithmisch betrachtet wird die Differenz einer simulierten
eindimensionalen Vorwärtsprojektion (ai ·µ) zur Extinktion pi berechnet und normalisiert
zurückprojiziert.
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(a) Wir sehen das Kaczmarz Schema für ein konistentes System.

(b) Hier ist das Kaczmarz Schema für ein inkonsistentes System skizziert.

Abbildung 2.15.: Kaczmarz Schema für 2D (Bildvorlagen entstammen [Buz08]):
Bei dem klassischen Kaczmarz-Verfahren wird die momentane Iterierte
orthogonal auf die Hyperebenen ai1µ1 + ai2µ2 = pi mit i ∈ {1, ..., N}
projiziert. Bei einem konsistenten also injektiven System konvergiert das
Verfahren gegen den stationären Punkt µ∗, unser CT-Bild. Bei einem in-
konsistenten System gelangt die Lösungstrajektorie in einen Grenzzyklus,
der sich zumindest in der Nähe der Minimallösung befindet.

Bemerkung Ein Defizit spiegelt sich aber bei der rechenaufwändigeren Datenverwertung
wider. Bei dem Kaczmarz-Verfahren wird der Aktualisierungsschritt jeweils für eine einzelne
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Zeile des Systems berechnet, während beim Landweber-Verfahren stets mit dem Gesamt-
system inkrementiert wird.
Daher verwendet man verbreitet die Normalisierung des Kaczmarz-Verfahrens, um das CT-
System für das Landweber-Verfahren zu konditionieren. Der daraus erzeugte Kompromiss
lautet in Voxel-basierter Schreibweise für j = 1, ...,M

(µn+1)j = (µn)j + 1∑N
i=1 aij

·
N∑
i=1

aij
pi − ai · µn∑M

k=1 aik
, (2.58)

wird in der CT-Forschung simultane iterative Rekonstruktionstechnik (SIRT) genannt und
ist ein Spezialfall der simultanen algebraischen Rekonstruktionstechnik (SART).
Dieser Name lehnt sich an die parallele Berechnung der Strahlen-basierten Vorwärtsprojek-
tion an und wurde von Andersen und Kak [AK84] als eine verbesserte Implementierung der
ART vorgestellt. Der Unterschied von SIRT und SART wird im nächsten Abschnitt kurz
erläutert. Sowohl die SIRT als auch die SART gehen jeweils auf Andersen und Kak zurück.�

Kaczmarz bewies in seiner Schrift [Kac37], die wir im Anhang A.2 finden, die Konvergenz
des Kaczmarz-Verfahrens für konsistente Systeme. Es ist mittlerweile bekannt, dass das
Verfahren weitaus mehr Potential besitzt. So wird beispielsweise von Trummer in [Tru84]
gezeigt, dass das schon dort als ART bezeichnete Verfahren auch bei überbestimmtem, in-
konsistentem System bei einer geeigneten Relaxatierung im Wesentlichen gegen die Lösung
kleinster Quadrate streben kann.

Die Klasse der Kaczmarz-Verfahren

Das entschiedenere Manko des Kaczmarz-Verfahrens ist der nochmals erhöhte Rechenauf-
wand. Das Verfahren in der klassischen Form aus (2.55) konnte sich trotz exponentiellen
Konvergenzeigenschaften, wie es Strohmer und Vershynin [SV08] demonstriert haben, in der
CT-Forschung effizient nicht durchsetzen. Denn während sich beim Landweber-Verfahren
die Vor- und Rückprojektion wie bei der FBP parallelisieren lassen, können diese zeilenwei-
sen Operationen beim Kaczmarz-Verfahren lediglich seriell berechnet werden.
Die Konsequenz besteht nun aber nicht darin dieses Verfahren zu verwerfen, sondern die
Anzahl der Subiterationen geeignet zu reduzieren. Dafür schlagen wir mit einer Zerlegung∑P
i=1Ni = N einen Aktualisierungsschritt vor, der aus einer Projektion auf einen Ni-

dimensionalen affinen Unterraum besteht. Wir beschränken das Inkrement also nicht nur
auf eine Systemzeile, sondern definieren den affinen Unterraum mit einem Subsystem, das
aus Ni Zeilen besteht.

Bemerkung Aus didaktischen Gründen beschreiben wir die Klasse der Verfahren mit
der Notation der klassischen Schleifen-Strategie. Das heißt, dass wir den Index aus Glei-
chung (2.55) wiederverwenden und somit den Austausch der Subsysteme in chronologisch-
er Reihenfolge belassen. Das stellt jedoch keine Beschränkung der Allgemeinheit dar, da
die Reihenfolge der Systemzeilen wie bei Strahlen-Permutation beliebig umsortiert werden
kann. Das CT-System Aµ = p unterteilen wir nun mit

A1
A2
...
AP

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p1
p2
...
pP

→

AT

1A1
AT

2A2
...

AT
PAP

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
AT

1 p1
AT

2 p2
...

AT
PpP

 (2.59)

und legen die Art der Unterteilung vor jedem Schleifendurchlauf fest.
Auch hier setzen wir den Begriff einer kompletten Schleife mit dem einer Iteration gleich.
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Das heißt, dass eine Iteration aus P Subiterationen besteht. In der CT-Forschung wird eine
Schleife über alle Projektionen in Anlehnung an die Rotation der Gantry auch engl. sweep
genannt. �

Wir formulieren nach dem Vorbild unserer Leitliteratur von Natterer undWübbeling [NW01]
eine allgemeinere Klasse derartiger Verfahren, wobei eine Iteration nun aus P -Subiterationen
besteht.
Weiter definiert ein Subsystem einen affinen Unterraum Hi := {µ ∈ RM | Aiµ− pi = 0}.

Definition 2.4.3: Die Klasse der Kaczmarz-Verfahren

Es sei eine Unterteilung wie in Gleichung (2.59) eines CT-Systems Aµ = p mit
Ai : µ→ pi für i = 1, ..., P ≤ N gegeben. Es gilt dafür

∑P
i=1Ni = N , Ai ∈ RNi×M ,

µ ∈ RM und pi ∈ RNi .
Zudem sei der Relaxationsparameter ω ∈ R>0 und die positiv definite Matrix Ci ∈
RNi×Ni gegeben. Dann heißt die Iterationsvorschrift, die die Folge

µn+1 = µn + ωAT
inCin (pin −Ainµn) (2.60)

generiert, Kaczmarz-Verfahren. Der Index in ≡ (n mod P ) + 1 mit n ∈ N0 ist durch
die Schleife über alle Subsysteme analog wie beim klassischen Verfahren (2.55) erklärt
und ist P -periodisch.

Die Verallgemeinerung auf die Klasse der Kaczmarz-Verfahren ermöglicht es, die Rechen-
geschwindigkeit in Form von parallelem Rechnen zu reduzieren. Abgesehen vom Kaczmarz-
Verfahren aus Gleichung (2.55) ist jedoch die Pseudoinvertierung der quadratischen Form
AiA

T
i für eine klassische Formulierung des Verfahrens in der Praxis sehr komplex. Insbe-

sondere bei einer modernen CT ist diese Berechnung bereits bei kleinen Subsystemen nicht
mehr effizient realisierbar, sodass hier eine Approximation nötig ist.
Wir werden einen Satz zeigen, wie wir eine geeignete Matrix C wählen können, um ein
konvergentes Kaczmarz-Verfahren zu erlangen. Wir formulieren und beweisen diesen Satz
in einer abgeschwächten Form und treffen vorab entsprechende Annahmen:
• Wir behalten die Annahme eines konsistenten CT-Systems bei.
• Das Fourier-Scheiben-Theorem für die Röntgenstrahl-Transformation besagt mit Glei-
chung (2.44), dass wir aufgrund der zugrundeliegenden Integral-Geometrie ein CT-Problem
mit mehr Datenpunkten als Voxel benötigen, um die Rück-Transformation zu gewährleis-
ten. Bei konsistenten CT-Systemen bedeutet dies konkret, dass für ein Volumen bestehend
ausM Voxeln nach Gleichung (2.47) N = 2(M−1) Datenpunkte, sprich Extinktionen, vor-
handen sein müssen. Es gilt in diesem Fall, dass für die Systemmatrix A ∈ R2(M−1)×M mit
M > 2 der Rang(A) = M ist. Die inverse (diskretisierte) Röntgenstrahl-Transformation
lässt sich hier mit

µ∗ = A+p = (ATA)−1ATp

explizit angeben. Unter dem Aspekt der Reduktion der Patientendosisbelastung lassen wir
auch CT-Systeme zu, bei denen mit N ≤ 2(M − 1) der volle Rang nicht gewährleistet ist.
In diesem Fall approximieren wir die Inverse der Röntgenstrahl-Transformation mit der
Lösung minimaler Norm und definieren diese mit der Singulärwertzerlegung A = UΣV T

mit

µ∗ := V Σ†UTp = A†p (2.61)

aus Gleichung (2.16).
• Zuletzt einigen wir uns darauf, dass für alle i ∈ {1, ..., P} die Lösung minimaler Norm
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bezüglich der einzelnen Subsysteme Aiµ = pi mit der Notation analog zu Gleichung (2.61)
mit

µ∗i := ViΣ†iU
T
i pi = A†ipi

gegeben ist.
So folgt aufgrund der Konsistenzannahme µ∗ ∈

⋂P
i=1 Hi, dass diese Lösung mitAi ∈ RNi×M

und pi ∈ RNi die Gleichung Aiµ
∗ = pi für alle i ∈ {1, ..., P} erfüllt.

Die Matrix Q⊥Ai = A†iAi beschreibt, wie in Kapitel 2.2 erklärt, eine orthogonale Projektion.
Für die komplementäre Projektion gilt mit (MP2)

QAiµ∗i := (I−Q⊥Ai)µ
∗
i = (I−A†iAi)A†ipi

= A†ipi − (A†iAiA
†
i )pi = A†ipi −A

†
ipi = 0 (2.62)

und es ist µ∗i ∈ Kern(QAi). Definieren wir eine affine Abbildung qi(µ) := QAiµ+µ∗i , analog
zum klassischen Kaczmarz-Verfahren (2.55), dann ist diese mit

(qi)2(µ) = qi(qi(µ)) = qi(QAiµ+ µ∗i ) = QAi(QAiµ+ µ∗i ) + µ∗i
= Q2

Aiµ+QAiµ∗i + µ∗i
(2.62)= QAiµ+ µ∗i = qi(µ)

idempotent. Damit entspricht eine Subiteration eines Kaczmarz-Verfahrens der Art

µn+1 = µn + ωA†in (pin −Ainµn) (2.63)

für den Parameter ω = 1 einer affinen orthogonalen Projektion, weswegen wir diese Formu-
lierung als klassischen Typ bezeichnen wollen.
Wählen wir ein beliebiges ν0 ∈ Kern(A) =: H0, so gilt für die Lösung µ∗

〈µ∗,ν0〉 = 〈A†p,ν0〉 (MP2)= 〈A†AA†p,ν0〉 = 〈A†p, (A†A)Tν0〉
(MP4)= 〈A†p,A†(Aν0)〉 = 〈A†p,A†0〉 = 0. (2.64)

Demnach liegt µ∗ ∈ Kern(A)⊥ =: H0,⊥ in dem orthogonalen Komplement von H0.

Bemerkung Der nachfolgende Satz zusammen mit dem Beweis stellt wie bei den bisheri-
gen Aussagen eine Aufarbeitung der Erkenntnisse unserer Leitfäden aus den Werken von
Natterer undWübbeling [NW01] und Natterer [Nat01] dar. Jedoch wollen wir an dieser Stel-
le darauf hinweisen, dass hier eine schwächere Formulierung verwendet wird. So betrachten
wir insbesondere nur Operationen auf endlichdimensionalen Vektorräumen im Gegensatz
zur genannten Literatur.
Das auf den Satz zur Konvergenz nachfolgende kleine Lemma zur Konvergenz ist dagegen
im Rahmen dieser Arbeit von Bannasch und Warnecke formuliert, beziehungsweise bewie-
sen worden und wurde bislang noch nicht in der Literatur gefunden. �
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Satz 2.4.2: Satz zur Konvergenz:
Nach Natterer und Wübbeling [NW01, Theorem 5.1]

Es sei eine Unterteilung, wie in (2.59) illustriert, eines konsistenten CT-Systems
Aµ = p mit den Abbildungen Ai : µ→ pi und i = 1, ..., P ≤ N gegeben. Wir setzen
voraus, dass für alle i ∈ {1, ..., P} die Matrix Ai ∈ RNi×M unterbestimmt ist.
Weiter sei für alle ν ∈ RNi eine positiv definite, symmetrische Matrix Ci ∈ RNi×Ni
mit

〈ν,AiA
T
i ν〉 ≤ 〈ν,C−1

i ν〉 (2.65)

vorgegeben und der Relaxationsparameter ω mit 0 < ω < 2 eingeschränkt.
Dann konvergiert die Folge aus Gleichung (2.60)

µn+1 = µn + ωAT
inCin (pin −Ainµn)

gegen die Lösung minimaler Norm µ∗ ∈
⋂
i=1 Hi.

Beweis Definieren wir für einen Relaxationsparameter 0 < ω < 2 beziehungsweise für die
Substitution 0 < ω̃ := 2ω − ω2 die verallgemeinerten Abbildungsvorschriften

Qi := I− ωAT
i CiAi,

Q̃i := I− ω̃AT
i CiAi,

dann folgt mit der weiteren Substitution ν := CiAµ und der Voraussetzung (2.65) die
Abschätzung

‖Qiµ‖22 = ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i CiAiµ,A
T
i CiAiµ〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i ν,A
T
i ν〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈ν,AiA

T
i ν〉

(2.65)
≤ ‖µ‖22 − 2ω〈AT

i CiAiµ,µ〉+ ω2〈ν,C−1
i ν〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈CiAiµ,C

−1
i CiAiµ〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i CiAiµ,µ〉
= ‖µ‖22 − ω̃〈AT

i CiAiµ,µ〉 = 〈Q̃iµ,µ〉.

Die Substitution ω̃(ω) = 2ω − ω2 = ω(2− ω) stellt eine nach unten geöffnete Parabel dar,
welche an der Stelle ω = 1 ihr Maximum annimmt. Somit liefert sie für 0 < ω < 2 strikt
positive Werte und 〈Q̃iµ,µ〉 ist mit ω̃(1) = 1 durch ‖µ‖22 − 〈AT

i CiAiµ,µ〉 nach unten
beschränkt.
Es gilt demnach für ein normiertes µ ∈ RM und einen Parameter 0 < ω < 2 beliebig, aber
fest,

0 ≤ ‖Qiµ‖22 ≤ 〈Q̃iµ,µ〉 = ‖µ‖22 − ω̃〈AT
i CiAiµ,µ〉 ≤ ‖µ‖22 = 1. (2.66)

Nach dieser Vorarbeit betrachten wir nun den Differenzenvektor en ∈ RM zwischen der
Lösung minimaler Norm µ∗ und der Folge aus Gleichung (2.60)

en+1 := µ∗ − µn+1 = µ∗ −
(
µn + ωAT

inCin (pin −Ainµn)
)

= µ∗ − µn − ωAT
inCin (Ainµ

∗ −Ainµn)

= µ∗ − ωAT
inCinAinµ

∗ −
(
µn − ωAT

inCinAinµn
)

= Qin(µ∗ − µn) := Qinen.
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Setzen wir den Anfangswert µ0 = 0, und betrachten das Residuum nach der (n − 1)-ten
Subiteration. Mit der Kongruenz in ≡ i ∈ {1, ..., P}, dem Schleifenindex m := n · P und
der Komposition Q =

∏P
i=1Qi folgt für die m-te (vollständige) Iteration

em :=
P∏
i=1
Qiem−1 = Qem−1 = Qme0 = Qmµ∗. (2.67)

Es gilt für ein normiertes µ mit der Abschätzung (2.66)

‖Qµ‖22 ≤
P∏
i=1
‖Qiµ‖22 ≤ ‖µ‖22 = 1.

Das Verfahren konvergiert also nach dem Banach’schen Fixpunktsatz dann, wenn limm→∞ ‖em‖ =
0 wegen ‖Q‖ < 1 verschwindet.
Wir erhalten in der Ungleichung (2.66) Gleichheit mit ‖Qiµ‖2 = 1, wenn µ 6= 0 im Kern
von A liegen würde. In diesem Fall würde die Matrix Q keine Kontraktion bewirken. Das
können wir aber ausschließen, da wir mit Gleichung (2.64) geklärt haben, dass die Lösung
minimaler Norm mit µ∗ ∈ H0,⊥ im orthogonalen Komplement zu H0 dem Kern von A
liegt. Wir finden im Umkehrschluss also mindestens eine Submatrix Ai ∈ RNi×M , für wel-
che µ∗ /∈ H0

i ⊂ H0 gelten muss. Andernfalls würde µ∗ ∈ H0
i ∩ H0,⊥ für alle i ∈ {1, ..., P}

und damit µ∗ ∈ H0 ∩H0,⊥ folgen, also µ∗ = 0.
Das Bild(Q) ist demnach auf dem Schnitt von H0,⊥ mit der Einheitskugel ‖Qµ‖22 ≤ 1
durch

‖Q‖22,H0,⊥ = max
‖µ‖2

2≤1,
µ∈H0,⊥

‖Qµ‖22 ≤
P∏
i=1

max
‖µ‖2

2≤1,
µ∈H0,⊥

i

‖Qiµ‖22 < 1

beschränkt, da mindestens ein Qi mit ‖Qiµ‖22,H0,⊥ < 1 existiert. Also beschreibt die Matrix
Q, eingeschränkt auf H0,⊥, mit Q : H0,⊥ → H0,⊥ eine Kontraktion, und der Fehler nach
Gleichung (2.67) in der Grenzwertbetrachtung

lim
m→∞

‖Qmµ∗‖22,H0,⊥ = 0

verschwindet. Schließlich ist der Satz zur Konvergenz der Klasse der Kaczmarz-Verfahren
bewiesen. �

Dieser Satz liefert uns demnach eine notwendige Bedingung dafür, wie eine ART kon-
struiert werden muss. Er hat jedoch das kleine Defizit, dass so die Konvergenz der klassi-
schen Verfahren (2.63) im Allgemeinen nicht erklärt wird. So wird in der Literatur mit
A−i = AT

i (AiA
T
i )−1 das klassische Kaczmarz-Verfahren mit der Form

µn+1 = µn + ωA−in (pin −Ainµn) = µn + ωAT
i (AiA

T
i )−1 (pin −Ainµn)

beschrieben. Die Konvergenz dieser klassischen Verfahren ist nach dem ursprünglichen Satz
nur für Subsysteme mit einer Matrix ohne Rangdefizit erklärt. Wollen wir aber nun einen
(klassischen) Subiterationsschritt berechnen, der beispielsweise aus den zwei zusammenge-
fassten (3× 9)-Subsystemmatrizen aus Gleichung (2.52)

Ai =



1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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besteht, dann existiert die Inverse (AiA
T
i )−1 = Ci nicht. Denn die quadratische Form hat

den Rang(AiA
T
i ) = Ni − 1 = 5 und ist positiv semidefinit. Nach dem eben erklärten Satz

müsste also ein C−1
i gewählt werden, das invertierbar ist, jedoch nicht mehr exakt der

quadratischen Form entspricht. Das ist in der Praxis zwar unproblematisch, jedoch kann
mit

AT
i (AiA

T
i )† = AT

i (AT
i )†A†i = (A†iAi)TA†i

(MP3)= A†iAiA
†
i

(MP2)= A†i (2.68)

die symmetrisch positiv semidefinite Konditionsmatrix Ci = (AiA
T
i )† definiert werden.

Dann erhalten wir aus der Iterationsvorschrift (2.60) wieder den klassischen Typ eines
Kaczmarz-Verfahren (2.63). Das folgende kleine Lemma zeigt uns, dass die Aussage des
Satzes mit dieser Verallgemeinerung retrospektiv erweitert werden kann und nicht an Gül-
tigkeit verliert.

Lemma 2.4.1: Lemma zur verallgemeinerten Konvergenz

Sei die Konditionsmatrix Ci lediglich symmetrisch positiv semidefinit, sodass die
Bedingung (2.65) im Satz zur Konvergenz in der verallgemeinerten Formulierung

〈ν,AiA
T
i ν〉 ≤ 〈ν,C

†
i ν〉 (2.69)

vorliegt. Dann konvergiert das Verfahren (2.60) und damit insbesondere die klassi-
schen Kaczmarz-Verfahren gemäß Gleichung (2.63) ebenfalls für Subsystemmatrizen
Ai mit Rangdefizit.

Beweis Mit der Substitution ν := CiAiµ sowie der Voraussetzung (2.69) bleibt die Ab-
schätzung aus Gleichung (2.66)

‖Qiµ‖22 ≤ 〈Q̃iµ,µ〉 = ‖µ‖22 − ω̃〈AT
i CiAiµ,µ〉 ≤ ‖µ‖22 = 1

weiterhin durch

‖Qiµ‖22 = ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i CiAiµ,A
T
i CiAiµ〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i ν,A
T
i ν〉

= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈ν,AiA

T
i ν〉

(2.69)
≤ ‖µ‖22 − 2ω〈AT

i CiAiµ,µ〉+ ω2〈ν,C†i ν〉
= ‖µ‖22 − 2ω〈AT

i CiAiµ,µ〉+ ω2〈Aiµ,CiC
†
iCiAiµ〉

(MP1)= ‖µ‖22 − 2ω〈AT
i CiAiµ,µ〉+ ω2〈AT

i CiAiµ,µ〉
= ‖µ‖22 − ω̃〈AT

i CiAiµ,µ〉 = 〈Q̃iµ,µ〉,

gültig. Unter der Verwendung der Identität aus Gleichung (2.68) folgt Gleichheit für C†i =
AiA

T
i . Damit wir die Argumentationskette des Beweises zum Satz zur Konvergenz überneh-

men können, müssen wir noch sicherstellen, dass die Matrix Q mit ‖Q‖22,H0,⊥ < 1 weiterhin
eine Kontraktion Q : H0,⊥ → H0,⊥ definiert.
Aufgrund der verallgemeinerten Konditionsmatrix Ci müssen wir für mindestens ein i ∈
{1, ..., P} ν̃ := Aiµ mit µ /∈ H0 sicherstellen, dass ν̃ nicht im Kern von Ci liegt. Ansonsten
könnten wir ‖Q‖22,H0,⊥ = 1 nicht ausschließen und damit die Konvergenz nicht gewährleis-
ten. Wir müssen daher noch für ein beliebiges nicht-triviales µ ∈ H0,⊥ beweisen, dass die
Abschätzung (2.69) Aµ = ν̃ /∈ Kern(Ci) für wenigstens einen Index i impliziert.
Zunächst wollen wir jedoch vorher zeigen, dass Kern(Ci) = Kern(C†i ) gilt. Dazu existiere
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zumindest ein nicht-triviales Kernelement u ∈ Kern(Ci). Es bezeichne i ∈ RNi den Ni-
ten kanonischen Einheitsvektor i := (0, ..., 0, 1). Die Matrix Ci ist symmetrisch und lässt
sich mit der Singulärwertzerlegung in die Form Ci = UΣUT überführen. So können wir
das Kernelement u ∈ Kern(Ci) = Kern(CT

i ) ohne Beschränkung der Allgemeinheit durch
u = U · i darstellen. Denn es gilt

Ciu = UΣUTU · i = UΣ · i = 0, (2.70)

da mit K < Ni die Matrix Σ der Diagonalmatrix Σ = diag(σ1, ..., σK , 0, ..., 0)T ∈ RNi×Ni ,
wie in Kapitel 2.2 diskutiert, entspricht.
Für die Pseudoinverse mit Σ† = diag(σ−1

1 , ..., σ−1
K , 0, ..., 0) ∈ RNi×Ni sehen wir analog, dass

das Kernelement u ∈ Kern(Ci) mit

C†iu = UΣ†UTU · i = UΣ† · i = 0,

da i ∈ Kern(Σ) = Kern(Σ†) gilt, ebenfalls im Kern(C†i ) liegt. Diese Überlegung lässt sich
für jedes weitere nicht-triviale Kernelement erweitern, sodass die Behauptung Kern(Ci) =
Kern(C†i ) folgt.
Betrachten wir nun ein ν̃ = Aiµ, so lässt sich der Term 〈ν̃,C†i ν̃〉 durch die Abschät-
zung (2.69)

〈ν̃,C†i ν̃〉 ≥ 〈ν̃,AiA
T
i ν̃〉 = 〈Aiµ,AiA

T
i Aiµ〉 = 〈AT

i Aiµ,A
T
i Aiµ〉 = ‖AT

i Aiµ‖22
nach unten beschränken. Nach dem Fundamentalsatz der linearen Algebra, nachzulesen im
Buch von Strang [Str88], gilt Kern(AT

i Ai) = Kern(Ai). Wählen wir demnach ein normiertes
Element µ ∈ H0,⊥ aus dem orthogonalen Komplement zum Kern(A), dann finden wir
mindestens ein i ∈ {1, ..., P}, sodass wir mit

〈ν̃,C†i ν̃〉 ≥ ‖A
T
i Aiµ‖22,H0,⊥ > 0

ein nicht-triviales ν̃ /∈ Kern(C†i ) erhalten. Aufgrund von Kern(C†i ) = Kern(Ci) impliziert
µ ∈ H0,⊥ daher auch, dass 0 6= Aiµ = ν̃ /∈ Kern(Ci) gilt. Weiter existiert schließlich für
diesen Index i ein Qi = I− ωAT

i CiAi, das aufgrund

〈ν̃,Ciν̃〉 = 〈Aiµ,CiAiµ〉 > 0

die Bedingung ‖Qi‖22,H0,⊥
i

< 1 erfüllt, da die Konditionsmatrix Ci positiv semidefinit ist.

Folglich ist die Abbildung Q : H0,⊥ → H0,⊥ mit

‖Q‖22,H0,⊥ ≤
P∏
i=1
‖Qi‖22,H0,⊥

i

< 1

nach dem Banach’schen Fixpunktsatz eine Kontraktion und das Lemma zur verallgemei-
nerten Konvergenz ist bewiesen.
Das heißt, die Verfahren der Klasse (2.60) konvergieren ebenfalls mit der verallgemeinerten
Bedingung (2.69) und damit insbesondere auch die klassischen Verfahren (2.63), bei denen
mit Rang(Ai) < Ni ein Rangdefizit in den Subsystemen vorliegt. �

Bemerkung Für eine allgemeine Matrix C ∈ RN×M mit nicht-trivialem Kern gilt analog
zum Beweis des letzten Lemmas (siehe Gleichung (2.70)) mit dem N -ten Einheitsvektor
i ∈ RN , dem Vektor u := U · i

C†iu = V Σ†UTU · i = V Σ† · i = 0,
CT
i u = V ΣTUTU · i = V ΣT · i = 0
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und damit Kern(CT ) = Kern(C†). Weiter ist mit dem M -ten Einheitsvektor i′ ∈ RM und
dem Vektor v := i′ · V wegen

Civ = UΣV TV · i′ = 0

v ∈ Kern(C). Wir sehen daher schnell ein, dass der Kern der Matrix C also von korres-
pondierenden letzten Spalten von V aufgespannt wird. �

Beispiele

• Setzen wir Ni = N , C = I und entsprechend P = 1, dann erhalten wir das Landweber-
Verfahren.
• Setzen wir Ni = N , wählen den Startwert µ0 = 0 und interpretieren die Konditionsmatrix
C als einen Filter CF , so liefert das Kaczmarz-Verfahren mit einer Schrittweite ω = 1
eine gefilterte Rückprojektion, wie sie in Kapitel 2.3 diskutiert wurde. Führen wir weitere
Iterationen nach Gleichung (2.60) aus, dann liefert die Interpretation als Kaczmarz-Verfah-
ren die sogenannte iterative FBP.
• Weiter bekommen wir mit Ci = I, der Ni-dimensionalen Einheitsmatix, das sogenannte
Landweber-Kaczmarz Verfahren

µn+1 = µn + ωAT
in(pin −Ainµn)

mit dem P -zyklischen Index in ≡ (n mod P ) + 1 mit n ∈ N0.
• Schließlich entspricht die simultane iterative Rekonstruktionstechnik (2.58) ebenfalls ei-
nem Kaczmarz-Verfahren. Das Gesamtsystem in der ursprünglichen Iterationsvorschrift
kann ebenfalls mit den Indices in ≡ (n mod P ) + 1 mit n ∈ N0, mn := (in − 1) · Nin + 1
und Nn := in ·Nin auf ein Verfahren mit P Subiterationen

(µn+1)j = (µn)j + 1∑Nn
l=mn alj

·
Nn∑
l=mn

alj
pl −

∑M
k=1 alk · (µn)k∑M
k=1 alk

(2.71)

aufgeteilt werden. Diese Iteration wird simultane algebraische Rekonstruktionstechnik ge-
nannt und wurde im Artikel von Ming und Ge [JW03] auf Konvergenz untersucht. In
Tabelle 2.2 sehen wir ein kleines Experiment, welches die Konvergenz der verschiedenen
Verfahren beschreibt. Wir verwenden die Systemmatrix aus Gleichung (2.52) und lassen
die 5-te, 7-te und die 12-te bis 16-te Zeile weg, sodass diese Rang(A) = 8 < 9 besitzt. Die
resultierende Matrix A ∈ R9×9 mit

A =



1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1√
2 0 0 0

√
2 0 0 0

√
2

0 0
√

2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

√
2 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1


beschreibt daher ein Rekonstruktionsproblem einer (3 × 3)-diskretisierten Schicht mit 9
Extinktionen aus insgesamt drei Blickwinkeln mit Parallelstrahlengeometrie. Das gesuchte
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P = 1, Rang(A) = 8 < Nii Iterationen Zeit (total) ‖µ123−µRek‖2
M

Klassischer Typa 2 0, 3 · 10−3s 5, 2 · 10−16

Landweber-Kaczmarzb 327 1, 6 · 10−2s 2, 3 · 10−8

SART 147 1, 8 · 10−3s 2, 1 · 10−1

P = 3, Rang(Ai) = Ni = 3 Iterationen Zeit (total) ‖µ123−µRek‖2
M

Klassischer Typ 45 1, 3 · 10−2s 1, 8 · 10−9

Landweber-Kaczmarz 129 1, 5 · 10−2s 8, 6 · 10−9

SART 107 3, 2 · 10−3s 2, 1 · 10−1

P = 9, Rang(Ai) = Ni = 1 Iterationen Zeit (total) ‖µ123−µRek‖2
M

Klassischer Typc 45 1, 5 · 10−2s 1, 8 · 10−9

Landweber-Kaczmarzc 45 1, 2 · 10−2s 1, 8 · 10−9

SART 107 6, 0 · 10−3s 2, 1 · 10−1

Tabelle 2.2.: Anzahl an Iterationen verschiedener Kaczmarz-Verfahren im Vergleich
aDieses Verfahren entspricht der Lösung minimaler Norm.
bDieses Verfahren entspricht dem Landweber-Verfahren.
cDieses Verfahren entspricht dem klassischen Kaczmarz-Verfahren.

Objekt µ123 ∈ R9 setzen wir dem Vektor µ123 = (1, 2, ..., 9)T gleich und berechnen die Pro-
jektionen p = Aµ123. Wir verwenden für die jeweiligen Iterationen das Abbruchkriterium
‖µn+1 − µn‖2 < 10−8, da es sich am Fixpunkt des Landweber-Verfahrens mit

µn+1 − µn = AT (p−Aµn)

orientiert. So können wir hier simulieren, dass die Lösung unbekannt ist und retrospektiv
vergleichen.
Das Landweber-Kaczmarz-Verfahren konditionieren wir mit C−1

i := ‖AiA
T
i ‖2 · I über den

betragsgrößten Eigenwert der quadratischen Form. Des Weiteren integrieren wir bei allen
Verfahren die Positivitätsbedingung µn ≥ 0 für alle n ∈ N0.
Die weitaus schwächste Performance liefert die SART. Sie erreicht trotz verhältnismä-
ßig hoher Anzahl an Iterationen den schlechtesten Fehlerwert nach Abbruch. Die den-
noch geringere Rechenlaufzeit erreicht diese, da die Konditionsmatrix im Vorfeld bestimmt
wurde und während der Rekonstruktion lediglich aufgerufen wird. Bei dem Landweber-
Kaczmarz-Verfahren und den Verfahren vom klassischen Typ wird der betragsgrößte Ei-
genwert ‖AiA

T
i ‖2 beziehungsweise die Pseudoinverse A†i in jeder Subiterateration neu be-

rechnet. Das kostet zwar Rechenzeit, ist jedoch bei dieser Größenordnung noch vertretbar.
Insbesondere ist die Pseudoinverse A†i einer CT-Rekonstruktion, wie schon angemerkt, im
Gegensatz zu ‖AiA

T
i ‖2 im Allgemeinem nicht mehr effizient numerisch bestimmbar. Der

betragsgrößte Eigenwert lässt sich mit der sogenannten Potenz-Methode bestimmen, die wir
noch im Kapitel 3 mit Gleichung (3.18) kennenlernen werden. Das Landweber-Kaczmarz-
Verfahren stellt demnach hier den besten Kompromiss dar.
Bis auf den klassischen Verfahrens-Typ sehen wir, dass die Vergrößerung der Subsysteme
tendenziell eine Erhöhung an benötigten Iterationen mit sich führt. Die totale Rechenzeit
dagegen verhält sich trotz größerer Anzahl an Iterationen entgegengesetzt. Der Grund hier-
für liegt in der Parallelisierung innerhalb einer Subiteration. Das heißt, dass bei einem
größeren Subsystem mehr Rechenoperationen für einen Aktualisierungsschritt unabhängig
von einander durchgeführt und so je nach Rechenleistung auch schneller verarbeitet werden
können. �

Artikel, wie der von Censor und Elfving [CE02] oder von Elfving [Elf80], bestätigen, dass
die Erkenntnisse von Trummer [Tru84] über die Konvergenz des klassischen Kaczmarz-
Verfahrens bei inkonsistenten Systemen auf die verallgemeinerte Klasse übertragen werden
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können. Die Konvergenz hängt hier stark von der Variation des Relaxationsparameters ω
ab, kann jedoch im Wesentlichen erhalten werden und approximiert die Lösung kleinster
Quadrate.
Eine notwendige Bedingung ist es hierfür den Relaxationsparameter auf 0 < ω ≤ 1 ein-
zuschränken. Denn die Verfahren nach Gleichung (2.60) konvergieren zwar mit einem 1 <
ω < 2 bei konsistenten Systemen, fangen aber mit zunehmendem ω an zu oszillieren.
Dieses Verhalten sehen wir schnell ein, wenn wir mit µ0 = 0 zwei Subiterationen der
Gesamtsystem-Version der Iteration (2.63) mit P = 1 und C = (AAT )† unter Berücksich-
tigung der Gleichung (2.68)

µn+1 = µn + ωA†(p−Aµn)

hintereinander ausführen. Wir bekommen für die ersten beiden Iterationen

µ1 = ωA†p = ωµ∗, (2.72)
µ2 = µ1 + ωA†(p−Aµ1) = ωA†p+ ωA†(p− ωAA†p)

= ωA†p− (ω2 − ω)A†p = (2− ω)ωµ∗.

Wir haben im Beweis des Satzes zur Konvergenz bereits gezeigt, dass das Verfahren mit
einer Relaxation 0 < (2 − ω)ω = ω̃(ω) konvergiert. Bestimmen wir einen Parameter aus
1 < ω < 2 mit beispielsweise dem Relaxationsparameter ωOsz = 1, 5, so sind wir mit in der
ersten Iteration von µ1 = ωOszµ

∗ = 1, 5µ∗ oberhalb der Lösung. Bei der zweiten Iteration
befinden wir uns dagegen µ2 = ω̃(ωOsz)µ∗ = 0, 75µ∗ unterhalb des Fixpunkts.
Dieses oszillatorische Verhalten wird durch Inkonsistenten, die vorwiegend durch Rauschen
verursacht werden, verstärkt. Das heißt, dass das Verfahren verhältnismäßig schnell diver-
giert. Dagegen kann man Rauschen entgegenwirken, indem man das Inkrement mit einem
Parameter 0 < ω < 1 gedämpft einfließen lässt und sich damit dem Fixpunkt von unten
annähert.
Folglich kann sich eine simple Regularisierungsmethode für inkonsistente Systeme über eine
monoton fallende Folge von Relaxationsparametern mit 0 < ωm ≤ 1 ergeben. Im Artikel
von Censor und Elving [CE02] beispielsweise wird ein im Vorfeld festgelegter Relaxations-
parameter 0 < ω < 1 nach jeder vollständigen SART-Iteration potenziert, sodass die Folge
{ωm}m∈N0

mit limn→∞ ω
m = 0 eine simple Regularisierungsmethode darstellt.

Bemerkung Weitergehende Regularisungsstrategien, wie in Haltmeier et al. [HKLaS07]
beschrieben und analysiert, stellen auch spezielle Abbruchkriterien dar. Diese können die
Stabilität des Kaczmarz-Verfahrens derart erhöhen, dass die Konvergenz bei nicht-linearen
schlecht gestellten Problemen gewährleistet werden kann. �

An dieser Stelle wollen wir zum Beweis vom Satz zur Konvergenz ebenfalls anmerken,
dass für ein konsistentes Gesamtsystem mit einer nicht-injektiven, aber surjektiven Abbil-
dung die Initialisierung von µ0 = 0 wichtig ist, da der Kern der Matrix A nicht trivial ist.
Würden wir einen von Null verschiedenen Startwert mit µ0 ∈ H0 wählen und wiederholen
die Iteration aus Gleichung (2.72)

µ1 = µ0 + ωA†(p−Aµ0) = µ0 + ωA†p = µ0 + ωµ∗,

dann erhalten wir für ω = 1 zwar eine Lösung der Normalengleichung

AT (p−A(µ0 + µ∗)) = AT (p−Aµ0 − p) = 0,

jedoch genügt sie wegen µ0 ∈ H0 nicht der Norm-minimierenden Bedingung ‖µ‖22 → min.
Es muss zum Erreichen der Lösung minimaler Norm der Anfangswert aus dem orthogonalen
Komplement zum Kern gewählt werden, wobei wir mit µ0 = 0 dies simpel sicherstellen
können.
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Bemerkung Eine potenzielle Methodik, wie man die Informationen aus dem nicht-trivialen
Kern für eine Regularisierung ausnutzen kann, wird im (eingereichten) Artikel von Frysch
et al. [FBKR19] beschrieben. �

Die Verallgemeinerung der Klasse der Kaczmarz-Verfahren ermöglicht zusammenfassend
eine Variation der Subsystemdimension innerhalb einer Iteration und liefert uns zusätzliche
Freiheitsgrade bei der Konzipierung eines iterativen Verfahrens. Beispielsweise ist die Wahl
der Matrix Ci zur Konditionierung oder die Relaxation zwar noch abhängig von der Größe
und Struktur der Untersysteme, aber eine Inversion der quadratischen Form AiA

T
i , wie bei

einer klassischen Formulierung, ist nicht mehr zwingend notwendig. Ebenfalls gewährleistet
der Satz zur Konvergenz so die korrekte Integration verschiedener Strategien:
• Die dynamische Veränderung des Dimensionsniveaus Ni (kurz Niveau) der Subsysteme
innerhalb einer Rekonstruktion wird auch Transitschema genannt. In der CT-Forschung be-
schreibt man dieses Niveau reziprok über die Angabe von P und wird engl. level genannt.
Das bedeutet, dass die Unterteilung des Gesamtsystems einer Schleife über die Anzahl an
Subsystemen angegeben wird. Das ist sinnvoll, da im Allgemeinen das kleinste Niveau den
Extinktionen eines Blickwinkels α entspricht, sodass das größtmögliche P gleich der Anzahl
aller Blickwinkel ist. Bei der Systemmatrix aus Gleichung (2.52) beispielsweise variieren so
die Ni’s bei P = 4 mit N1 = N3 = 3 und N2 = N4 = 5. Größere Subsysteme mit klei-
nerem P können so aus der Komposition mehrerer verschiedener Winkel gebildet werden.
Es zeigt sich bei diesem Schema, dass eine Erhöhung der Dimension eines Subsystems bei
einer Schleife sich Rausch-reduzierend auf die Rekonstruktion auswirkt.
Konzipieren wir beispielsweise eine ART mit dem Transitschema, das mit dem klassischen
Kaczmarz-Verfahren beginnt und mit dem Landweber-Verfahren endet, dann wissen wir,
dass das klassische Kaczmarz-Verfahren bei inkonsistenten überbestimmten Systemen nicht
gegen die Lösung kleinster Quadrate konvergiert, sondern in einen Grenzzyklus, wie in
Abbildung 2.15, gerät. Das Landweber-Verfahren dagegen konvergiert gegen die Lösung
kleinster Quadrate. Initialsieren wir demnach die Landweber-Iterationen mit dem letzten
Kaczmarz-Schritt, entspricht das einem Verfahren, das ohne weitere Regularisierung auf die
Lösung kleinster Quadrate führt.
Dieses Phänomen leuchtet uns nicht nur für die ART schnell ein. Denn auch aus physikalisch-
mathematischer Sicht erreichen wir durch die Vergrößerung der Datenmenge innerhalb einer
Subiteration eine erhöhte Anzahl an Redundanzen, sodass der Messfehler im arithmetischen
Mittel reduziert in die Rekonstruktionsalgorithmik mit einfließt. Daher findet die Strategie,
mit der Größe eines Blickwinkels zu starten und für die letzten Iterationen das maximale
Niveau14 zu wählen, eine weit verbreitete Anwendung in der CT-Algorithmenentwicklung,
wie sie ebenfalls im Artikel von Kim et al. [KPTF12] umgesetzt wird.

Bemerkung In den nächsten Kapiteln werden wir, wie in Tabelle 2.3 entsprechend den
Hintergrundinformationen bezüglich Tabelle 2.4 illustriert, die technischen Parameter er-
gänzend zusammenfassen. Grund hierfür ist, dass wir uns mit dem Voranschreiten dieser
Arbeit immer stärker auf die Ergebnisse numerischer Experimente stützen werden. Wir
wollen uns so eine kompakte Übersicht über den Versuchsaufbau der verschiedenen CT-
Systeme verschaffen. �

Setzen wir das Transitschema mit P = 9, 3, 1 mit einem heuristischen Kriterium für einen
dynamischen Niveauwechsel um und setzen das einfache Beispiel mit Tabelle 2.2 fort, dann
sehen wir anhand der Tabelle 2.4 bereits, dass sich ein Kompromiss zwischen Rechenlauf-
zeit, -genauigkeit und Anzahl an benötigten Iterationen eingehen15 lässt. Wir werden in
14In der praktischen Umsetzung entspricht die Größe eines Blickwinkels dem Niveau P = Pmax. Verwendet

man die gesamte Datenmenge einer Rotation, so definiert man das Niveau mit P = 1.
15Das Transitschema iteriert 40 mal mit P = 9, 41 mal mit P = 3 und 42 mal mit P = 1.
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement 45, 0◦

Winkelbereich pro Rotation 180◦
Anzahl der Detektorpixel 3
Anzahl der Projektionen 3

Volumenauflösung (SL-Phantom) 3× 3
Bildgebung Parallelstrahlen-CT

Tabelle 2.3.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus 0

Landweber-Kaczmarz Iterationen Zeit (total) ‖µ123−µRek‖2
M

P = 1 327 1, 6 · 10−2s 2, 3 · 10−8

P = 3 129 1, 5 · 10−2s 8, 6 · 10−9

P = 9 45 1, 2 · 10−2s 1, 8 · 10−9

Transit: P = 9, 3, 1 42 1, 1 · 10−2s 1, 0 · 10−8

Tabelle 2.4.: Anzahl an Iterationen des Landweber-Kaczmarz-Verfahrens bei konsistenten
Daten im Vergleich

Kapitel 4 durch komplexere Berechnungen die Anwendung dieses Schemas, wie in Abbil-
dung 4.3, weiter motivieren, da sich die Auswirkungen dieser Regularisierungsstrategie erst
bei großen CT-Systemen verstärkt bemerkbar machen.
• Neben dem Transitschema ist die Reihenfolge der Subsysteme innerhalb einer Schlei-
fe sowohl für die Konvergenz, als auch für die Stabilität der iterativen Verfahren ein er-
heblicher Einflussfaktor. Denn die Umsetzung sogenannter geordneter Subsystemschemata
(OS, engl. ordered subset) besitzt das Potenzial, die Konvergenzordnung weiter zu erhö-
hen. Eine OS-Strategie besteht darin, vor jeder neuen Iteration eine zufällige Permutation
der Subsysteme zu bestimmen, bei der jedem Subsystem eine Auftritts-Wahrscheinlichkeit
proportional zum Wert ‖AiA

T
i ‖2 zugeordnet wird. Das daraus resultierende randomisierte

Kaczmarz-Verfahren erreicht eine exponentielle Konvergenzordnung, was von Strohmer und
Vershynin in den Artikeln [SV08] sowie [SV09] diskutiert wird. Eine andere Strategie wird
beispielsweise in Biguri et al. [BDHS16] oder in Frysch et al. [FPB+14] beschrieben. Hier
werden die Subsysteme in eine Reihenfolge gebracht, sodass die Projektionsprofile bezüg-
lich des Blickwinkels α maximalen Abstand zum nächsten Folgeglied haben. Also stehen die
Strahlen (oder zumindest der zentrale Strahl) zweier aufeinander folgenden Subiterationen
im Idealfall senkrecht zueinander. Die Idee ist es, damit den Informationsgehalt, der durch
die zweite Iteration einfließt, zu maximieren.
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Abbildung 3.1.: Siemens Artis Zeego (das Bild wurde von Robert Frysch aufgenommen):
Wir sehen hier das Angiographiesystem von Siemens mit dem Namen Artis
Zeego. Es steht in der Experimentellen Fabrik in Magdeburg und wird im
Rahmen des Forschungcampus’ STIMULATE unter anderem für die Opti-
mierung der CT-Bildgebung genutzt (Stand 2018).
Aufgrund der Montage der Quelle und des Detektors beziehungsweise der
Konstruktionsweise heißt die tomographische Bildgebung mit diesem Sys-
tem C-Bogen-CT oder auch (engl.) C-Arm CT. Weiter befindet sich unter
der Verkleidung im Bild unten die Quelle und oben ein Flachpaneldetektor.

3.1. Problematiken der C-Bogen-basierten Computertomographie

Während wir bislang einen Zeilendetektor betrachtet haben, wollen wir jetzt einen soge-
nannten Flachpaneldetektor (kurz Flachdetektor) untersuchen, wie er beispielsweise in dem
System in Abbildung 3.1 integriert ist. Eine Problematik entsteht unter anderem durch
das verstärkte Auftreten von Messfehlern, was bereits mit dem Begriff Rauschen betitelt
wurde. Wegen der schlechten Kondition des schlecht gestellten inversen Problems bei CT-
Systemen wird dieser Messfehler verstärkt. Die folgenden Algorithmen basieren daher auf
heuristischen Ansätzen beziehungsweise Modellen, die durch mathematisch-physikalische
Plausibilität schnell zu stabilen Methoden für ein solches inkonsistentes Problem führen.
Wir werden diese jedoch hier lediglich pragmatisch motivieren.

Artefakte und die technischen Limitationen der C-Bogen-Systeme

Im Kontext dieser Arbeit haben wir schon erfahren, dass die Absorption eines Röntgen-
strahls stark von den Materialeigenschaften des Objekts abhängt, das durchleuchtet wird.
Etwas allgemeiner formuliert sind es zum größten Teil Diskrepanzen zwischen der mathema-
tischen Rekonstruktionstheorie und den physikalischen Prozessen, die bei einer Bildgebung
auftreten.
Weitere Messfehler technischer Natur können durch Fehler in der Kalibrierung von Quelle,
Patient und Detektor entstehen.
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Kegelstrahlgeometrie

Der medizinische Vorteil eines Flachdetektors ist, dass der Arzt bei Bedarf in der Lage ist,
sich instantan ein Röntgenbild zu generieren. Weiter benötigt das System im Idealfall nur
eine Rotation, um das Objekt aus verschiedenen Blickwinkeln zu durchleuchten. Jedoch
bewirkt die Kegelstrahlgeometrie wie bei einem Schattenspiel mit einer Taschenlampe eine
Vergrößerung des 2D Profils, welche bei einer Fächerstrahlgeometrie durch die Strahlen-
Permutation in Parallelstrahlen behoben wird. Hierzu wollen wir kurz anmerken, dass es
sich bei der bisher verwendeten Parallelstrahlengeometrie, bei der ein Bleistiftstrahl (siehe
Abbildung 2.3) ein Detektorpixel trifft, natürlich um ein vereinfachtes Modell handelt. Jeder
auf einem Detektorelement gemessener Strahl stellt einen Kegelstrahl mit einem Spektrum
dar.
Ein weiteres Problem ist, dass die Konstruktion eines sphärisch gekrümmten Flachdetektors
nicht trivial umsetzbar ist. Die Röntgenstrahlen treffen nicht orthogonal auf die einzelnen
Detektorzellen, sodass die Strahlendichte auf dem Flachdetektor vom Isocenter weg zum
Detektor-Rand hin abnimmt. Daher sind konventionelle CT im Allgemeinen mit einem in
1D gekrümmten Detektor ausgestattet, sodass die Röntgenstrahlen mit einem (zumindest
approximativ) orthogonalen Einfallswinkel auf das jeweilige Detektorelement treffen. Wir
behalten in dieser Arbeit jedoch die Annahme bei, dass jeder Röntgenstrahl durch einen
monochromatischen Bleistiftstrahl modelliert wird.
Nichtsdestotrotz stellen wir für diese Bildgebung starke Limitationen fest. Denn setzen wir
für jeden beliebigen Raumwinkel unendlich viele Strahlen mit Parallelstrahlengeometrie
voraus, dann sind die Datenpunkte der Radon-Transformation Rµ : S(R3) → S(Z) ⊂ R4

auf einem 4D Zylinder definiert. Nach dem Nyquist-Theoreom bräuchten wir beispielsweise
äquidistant verteilte Projektionen innerhalb einer Kugeltrajektorie S2 ⊂ R3, um optimale
Bedingungen für eine Inversion der 3D-Radon-Transformation mit einer gefilterten Rück-
projektion erreichen zu können. Abgesehen von der unrealistischen Anforderung an die
Strahlengeometrie ist die Realisierung einer solchen Trajektorie von Quelle und Detektor
technisch nicht möglich.
Bei einem konventionellen CT sind wir für die Rekonstruktion einer Schicht aus einer 360◦-
Aufnahme in der Lage, die Fächerstrahlen vollständig in Parallelstrahlen zu überführen.
Das verdeutlicht, dass eine Schicht mit einer hoch abgetasteten Parallelstrahlgeometrie
berechnet werden kann. Das 3D CT-Bild wiederum können wir durch eine axiale Abtas-
tung entlang des Patienten durch beispielsweise ein sogenanntes Spiral-CT1 hinreichend
gut approximieren. Ein wesentlicher analytischer Unterschied zwischen Fächerstrahl- und
Kegelstrahlgeometrie findet sich demnach direkt in der technischen Realisierung der Date-
nerhebung wieder.
Tuy [Tuy83] schaffte mit der Definition der Tuy-Bedingung eine abgeschwächte Vorausset-
zung für eine Kegelstrahl-CT mit einer sogenannten noch zumutbaren Bildqualität. Nach
dieser Bedingung muss die Trajektorie der Gantry jede beliebige Schnittebene des Objekts
mindestens einmal durchkreuzen. Bei einer Zirkulation der Gantry um die Längsachse des
Patienten würde das zum Beispiel eine weitere Rotation in senkrechter Laufrichtung benö-
tigen. Details und graphische Illustrationen zur Tuy-Bedingung finden wir im Buch vom
Buzug [Buz08].
Wir wählen die Röntgenstrahl-Transformation hier als Grundlagenmodell für die Compu-
tertomographie unter Kegelstrahlengeomtrie2, welche wir kurz CBCT (engl. cone beam
CT ) nennen wollen. Denn diese ist stets über Linienintegrale definiert, während die Radon-
Transformation aus Integralen über Hyperebenen bestimmt wird. Weiter einigen wir uns
darauf, dass mit CT ein Einzeilen- beziehungsweise konventionelles CT gemeint ist.

1Bei einem Spiral-CT wird der Patiententisch während der Rotation der Gantry in axialer Richtung ver-
schoben. Die Verschiebung wurde bereits als Pitch betitelt.

2Es handelt sich beim in Abbildung 3.1 gezeigten System natürlich ebenfalls um ein CBCT-System.
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Effekt Kurzbeschreibung
Rayleigh Ablenkung des Photons durch ein Molekül oder Atom

Photoelektrischa Absorption von Photonen und (innerem) Elektron
Comptonb Streuung von Photonenc und (äußerem) Elektron
Paarbildung Bildung eines Elektronen-Positronen-Paares

Tabelle 3.1.: Physikalische Effekte im Röntgenbereich
aHauptverantwortlich für die Schwächung eines Röntgenstrahls in der medizinschen Bildgebung
bHauptverantwortlich für Streustrahlung in der medizinschen Bildgebung
cStreuung mit Energieverlust

Einer der bekanntesten Algorithmen, die für CBCT verwendet werden, ist der sogenannte
Feldkamp-Algorithmus (FDK nach Feldkamp, Davis und Kress), der das erste Mal im Arti-
kel von Feldkamp et al. [FDK84] veröffentlicht wurde. Er ist das approximierte Pendant zu
einer gefilterten Rückprojektion und wir werden ihn später unter anderen als Vergleichsal-
gorithmus mit einbeziehen. Wir wollen diesen Algorithmus jedoch im Rahmen dieser Arbeit
nicht weiter diskutieren und verweisen für weitere Details auf das Buch von Buzug [Buz08].
Wir wollen nur kurz für eine schnelle Vorstellung bemerken, dass die FDK im Wesentlichen
auf der FBP basiert. Sie versucht das Rekonstruktionsproblem bezüglich jeder einzelnen
Flachdetektorzeile auf die des zentralen Fächers im Kegel zu überführen. Das heißt ins-
besondere, dass wir analytisch das beste Ergebnis im CT-Bild mit der zentralen Schicht
erwarten können. Nichtsdestotrotz wird die FDK verbreitet für die CBCT genutzt, was
sich über die Rechengeschwindigkeit begründet.
Die weitaus größere Problematik beim CBCT besteht aber in der Kompensation von Bild-
fehlern, den Artefakten. Bei einer Computertomographie werden diese vorwiegend durch
Rauschen verursacht und wir wollen daher auf diesen Begriff nochmals kurz eingehen.

Physikalische Wechselwirkungen

Die Anzahl der Photonen N , die proportional zur Strahlungsintensität I angenommen
werden kann, nimmt exponentiell ab, während der Strahl durch beispielsweise einen Körper
oder Kopf entlang der Einfallsrichtung leuchtet.
Diese Schwächung ist auf Absorption, die schon mit dem Lambert-Beer’sche Gesetz in Ka-
pitel 2.1 beschrieben wurde, aber in der Praxis auch auf Streuung zurückzuführen. Der
Grund für eine exponentielle Reduktion der Photonenzahl bei dieser Interpretation liegt
darin, dass jedes einzelne Photon durch die Interaktion mit Materie aus dem Röntgenstrahl
verschwindet.
Die bekanntesten physikalischen Effekte sind die Rayleigh-Streuung, photoelektrische Ab-
sorption, Compton-Streuung und die Paarbildung. Beispielsweise ist für die Energie E aus
dem Fenster für medizinische Diagnostik [50keV, 140keV] die Compton-Streuung der do-
minierende Effekt für Wasser. Für ausführliche Hintergründe zu diesen Effekten, die in
Tabelle 3.1 kurz3 beschrieben werden, wollen wir an dieser Stelle wieder auf das Buch von
Buzug [Buz08] verweisen. Wir halten aber fest, dass nicht nur die erwarteten, sondern auch
die gestreuten Photonen von den Detektorelementen gemessen werden.
Während ein erheblicher Anteil der Streustrahlen bei einem CT durch ein sogenanntes
Streustrahlengitter kompensiert wird, ist die Konstruktion einer solchen technischen Lö-
sung für CBCT nur sehr bedingt realisierbar.
Ein Streustrahlengitter besteht im Grunde aus Lamellen aus absorbierendem Material,
welche zwischen den Detektorzellen angebracht und zur Quelle ausgerichtet sind. So wird

3Die Effekte sind von oben nach unten proportional zum größer werdenden Energieniveau geordnet, bei
dem sie zum dominierenden der genannten Effekte werden.
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hauptsächlich nur die Strahlung gemessen, die wir geometrisch erwarten, und der Rest wird
durch das Gitter idealerweise absorbiert.
Eine effiziente CBCT-Konstruktion müsste daher der Kegelstrahlgeometrie entsprechen und
ist im Detektorzentrum besonders problematisch umzusetzen. Wir können also für das wei-
tere Fortschreiten dieser Arbeit annehmen, dass kein Gitter bei der Akquisition vorhanden
ist.
Folglich werden wir uns in diesem Kapitel mit Methoden beschäftigen Rauschen in der
CT-Bildrekonstruktion zu kompensieren. Verfahren, die dazu in der Lage sind, sind daher
insbesondere für CBCT interessant.
Ein weiteres CT-Bild-verfälschendes Phänomen haben wir bereits mit Gleichung (2.2) in
Kapitel 2.1 kurz angedeutet und heißt Strahlenaufhärtung (engl. beam hardening). Die dar-
aus entstehenden Artefakte werden wir in dieser Arbeit nicht weiter berücksichtigen, wollen
dieses Phänomen aber der Vollständigkeit halber oberflächlich erklären.
Der wesentliche Anteil, der die Röntgenstrahlung4 ausmacht, besteht aus der Bremsstrah-
lung. Wie der Name bereits andeutet, entsteht diese elektromagnetische Strahlung durch
eine Impulsänderung eines geladenen Teilchens in Materie. In einer Röntgenröhre sind das
Elektronen, die gerichtet auf eine Anode treffen. Der daraus kollimierte Austrittsstrahl
ist daher eigentlich ein polychromatisches Röntgenspektrum. Das heißt, dass die einzelnen
Photonen verschiedene Energien besitzen und in Abhängigkeit der Materialeigenschaften
unterschiedlich absorbiert werden.
Niederenergetische Photonen werden durchschnittlich stärker gestreut oder absorbiert, als
es bei den höherenergetischen Photonen der Fall ist. Mit zunehmender Materialtiefe, die
der Strahl durchdringt, besteht der Röntgenstrahl durchschnittlich aus höherenergetischen
Anteilen. Das bedeutet in anderen Worten, dass das Spektrum des Strahl kumuliert und
sich bei kontinuierlicher Absorption hin zu einer höheren Energie verschiebt. Im Allgemei-
nen sind die CT-Geräte aber nicht mit energieauflösenden Detektoren ausgestattet, sodass
ein Detektorelement lediglich die deponierte Gesamtenergie eines Strahls messen kann. Das
wiederum entspricht lediglich der durchschnittlichen Photonenenergie, sodass Tiefeninfor-
mationen verloren gehen können. Die dadurch entstehenden Bildfehler werden als Aufhär-
tungsartefakte bezeichnet.

Beispiel Wir machen ein kleines Gedankenexperiment und rekonstruieren ein rotations-
symmetrisches Objekt aus homogenemMaterial wie einenWasserzylinder. Nach dem Lambert-
Beer’schen Gesetz aus Gleichung (2.3) erwarten wir demnach ein CT-Bild, das in jeder
2D-Schicht eine homogene Kreisscheibe aufzeigt. Tatsächlich werden die Strahlen mit zu-
nehmender Nähe zum Isocenter tendenziell stärker aufgehärtet als die im äußeren Bereich.
Dieser nicht-lineare Zusammenhang zwischen Extinktion und Schwächungskoeffizient be-
wirkt in der Rekonstruktion, dass die Grauwerte im CT-Bild eines selbst homogenen Ob-
jekts verfälscht werden. Sie werden zum Isocenter hin dunkler, wodurch der Eindruck ei-
ner inhomogenen Schwächung entsteht. In Anlehnung an den hyperbolischen Verlauf eines
Profilquerschnitts einer 2D-Schicht wird dieser Effekt in der CT-Forschung engl. cupping
artefact genannt. �

Um solche Artefakte in der CT-Rekonstruktion zu korrigieren oder ihnen zumindest ent-
gegenzuwirken, existieren verschiedene Methoden. Im Artikel von Bismark et al. [BFR16]
wird beispielsweise die iterative polyenergetische statistische Rekonstruktionstechnik als al-
gorithmischer Ansatz vorgestellt. Dieser greift dabei auf ein statisches Verfahren zurück,
was noch mit Gleichung (3.10) erklärt wird.

4Ein kleinerer Anteil der Strahlung besteht aus sogenannter charakteristischer Strahlung.
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C-Bogen-Systeme

Ein C-Bogen-Angiographie-System ist eine offene sowie mobile Konstruktion und wird auch
C-Arm-System genannt. Das Ensemble von Röntgenröhre und Detektor bewegt sich nicht
auf einem Schleifring, sondern ist an einem C-förmigen beweglichen Träger montiert. Die-
se offene Gantry lässt sich so unter anderen entlang des Patienten verschieben und kann
begrenzt um ihn rotieren. Im Gegensatz zu einem konventionellen CT ermöglicht das C-
Bogen-System so dem Chirurgen eine direkte effiziente Intervention ohne zusätzlichen Pa-
tiententransport, da der Zugang zum Patienten während der Operation nicht durch einen
fest installierten Ringtunnel erschwert wird.
Diese Fähigkeiten wurden im Laufe der Forschung erweitert, um ebenfalls eine 3D-Bildgebung
direkt im Operationssaal bereitzustellen. Denn der medizinische Anspruch besteht unter
anderem darin, Operationen für den Patienten effizient und verträglich durchzuführen. Ei-
ne Option das zu verwirklichen sind Bild-gestützte minimal-invasive Eingriffe, für welche
beispielsweise Angiographie-Systeme wie der Siemens Artis Zeego, siehe Abbildung 3.1,
verwendet werden. Ursprünglich bestand die eigentliche Funktionalität neben der Angio-
graphie darin, während des Eingriffs 2D-Projektionen zu generieren, um somit die Position
des Katheters oder Ähnliches visuell nachzuvollziehen. Jedoch ergeben sich aus der offene
Bauweise eine Reihe technischer Limitationen für eine akkurate CT-Rekonstruktion.
Im Vergleich zu einem CT ist die Bildqualität, die mit einer C-Bogen-basierten Compu-
tertomographie erreicht werden kann, leider wesentlich schlechter. Eine Ursache hierfür ist
der Flachdetektor. Aufgrund der mechanischen Trägheit, die bei einer C-Bogen-Rotation
wirkt, spielt das Gewicht des Detektor eine tragende Rolle. Die benötigte Leichtbauweise
resultierte daher in eine Limitation der Detektorauflösung. Die Folgen sind beispielsweise
ein relativ geringes Signal-zu-Rausch-Verhältnis und ein stark eingeschränkter Dynamikbe-
reich.
Eine weitere technische Limitation ist die C-Bogen-Rotation. Durch das Fehlen der Schleif-
ringtechnologie kann der C-Bogen keine kontinuierlichen 360◦-Trajektorien fahren, da die
Gantry über Kabel angeschlossen ist. Typischerweise besteht eine Rotation lediglich aus
Aufnahmen einer Halbkreistrajektorie über 200◦ (180◦ plus Öffnungswinkel von ∼ 20◦ des
zentralen Fächers), wie in Abbildung 3.2 skizziert. Diese Kurz-Akquise wird daher engl.
short scan genannt.
Zusammen mit der Ambition, die Strahlendosis über die Anzahl an Projektionen zu re-
duzieren, heißt das daraus resultierende unterabgetastete CT-Problem engl. limited angle
problem5.

3.2. Weiterführende iterative Rekonstruktionstechniken

Iterative Verfahren stellen aufgrund der genannten Problematiken eine probate Alterna-
tive zur weit verbreiteten FDK dar. Sie besitzen das Potenzial durch die Integration von
statistischen Modellen, Methoden zur Regularisierung und Vorwissen den genannten Pro-
blematiken des C-Bogen-CTs entgegenzuwirken. Insbesondere kann durch eine effiziente
Kompensation von Rauschen die Weichteilkontrastauflösung verbessert werden.
Darüber hinaus gehört die C-Bogen-CT zu den langsam rotierenden CT-Systemen, wodurch
Artefakte verstärkt auftreten, die durch Bewegungen des Patienten bei der Akquise verur-
sacht werden. Eine entsprechende Bewegungskompensation wird im Artikel von Frysch et
al. [FR15] für rigide Akquisitionsprotokolle vorgestellt. Die langsame Rotationsgeschwindig-
keit stellt darüber hinaus die Hauptproblematik bei der Perfusionsbildgebung dar, welche
in Kapitel 4 detaillierter diskutiert wird.

5Unterabgetastete Röntgen-basierte bildgebende Verfahren, die aufgrund angularer Limitationen stark ein-
geschränkt sind, werden auch dem Begriff der Tomosynthese untergeordnet.
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Abbildung 3.2.: Short-scan schematisch skizziert:
Die Halbkreistrajektorie über 180◦ plus Öffnungswinkel wird im Wesentli-
chen deswegen gemacht, um zumindest für die zentrale Schicht eine 180◦-
Abtastung mit Parallelstrahlengeometrie generieren zu können. So kann
eine Inversion der Radon-Transformation mittels einer FBP optimal er-
reichen werden.
Die Redundanzen, die durch Strahlen mit gleicher Geometrie aber un-
terschiedlichen Blickwinkeln akquiriert werden, gehen mit sogenannten
Parker-Gewichten ausgeglichen in die Rekonstruktion ein. Eine CBCT über
360◦ (engl. full scan) kann zumindest bezüglich der zentralen Schicht durch
Strahlen-Permutation in zwei 180◦ Akquisitionen mit Parallelstrahlengeo-
metrie überführt werden. So können wiederum zwei optimale Rekonstruk-
tionen mit der FBP erreicht werden, welche man für das CT-Bild im All-
gemeinen anschließend mittelt.
Aufgrund der Kegelstrahlgeometrie ist bei einem C-Bogen-CT schnell er-
sichtlich, dass die Zumutbarkeit nach Tuy [Tuy83] der Rekonstruktion bei
einem 200◦-Kurz-Akquise, gekennzeichnet durch den schwarzen vollen Pfeil
in Abbildung 3.2, zu den äußeren Schichten hin in Abhängigkeit des Öff-
nungswinkel abnimmt. Mit einer weiteren Akquisition senkrecht zu der vor-
angegangen CBCT-Aufnahme (gekennzeichnet durch den schwarzen gestri-
chelten Pfeil) kann der Unterabtastung insbesondere im Außenraum ent-
gegengewirkt werden und würde der Tuy-Bedingung genügen.
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Die weiteren numerischen Experimente und Rekonstruktionen werden im Versuchsaufbau
stets an einer C-Bogen-CT angelehnt sein, auch wenn wir lediglich die offener gehaltene
Abkürzung CBCT verwenden.

Regularisierung statistischer Verfahren

Bei einer Emissionscomputertomographie (EMCT) wie beispielsweise der Einzelphoton-
en-Emissionscomputertomographie (SPECT, engl. single photon emission computed tomo-
graphy) oder der Positronen-Emissionstomographie (PET) wird eine schwach radioaktive
Substanz in den Organismus injiziert und die Strahlung von außen detektiert. Hier besteht
die Brisanz unter anderem darin, dass nur wenige Photonen für die Bildgebung gemessen
werden können.
Die EMCT wird daher in den Bücher von Buzug [Buz08] oder Natterer und Wübbe-
ling [NW01] mit einem statistischen Verfahren diskutiert. Es basiert auf der Maximum-
Likelihood-Methode aus Kapitel 2.2

exp(−
M∑
j=1

(pi − aijµj)2)→ max (2.14)

mit µ ∈ RM , p ∈ RN und einer normalisierten Systemmatrix A ∈ RN×M , was an dieser
Stelle AT1 = 1 bedeutet. Es wird dabei der sogenannte EM-Algorithmus

(µn+1)j = (µn)j ·
N∑
i=1

aij
pi∑M

k=1 aik · (µn)k
(3.1)

für j = 1, ...,M als statisches EMCT-Rekonstruktionsverfahren vorgestellt, der auf Shepp
und Vardi [SV82] zurückgeht.

Bemerkung Das iterative Verfahren in (3.1) konvergiert für den Startwert µ0 > 0 gegen
die Maximums-Bedingung (2.14), wobei wir hier für die Darstellung vom EM-Algorithmus’
eine voxelbasierte Notation gewählt haben. Den entsprechenden Konvergenzbeweis finden
wir bei Natterer und Wübbeling [NW01]. �

Die Abgrenzung zum CT besteht darin, dass die Strahlenquelle beim EMCT im Inneren
des Körpers verteilt ist und nach außen strahlt. Die Anzahl der detektierten Photonen fließt
als statistischer Poisson-verteilter Parameter entsprechend in den EM-Algorithmus mit ein
und verspricht aus diesem Grund eine hohe Genauigkeit der Datenauswertung.
Das motiviert uns, diesen Ansatz für die CT-Rekonstruktion ebenfalls zu nutzen. Wir in-
terpretieren dafür die Anzahl der von der Röntgenquelle beziehungsweise -röhre emittierten
Photonen proportional zur Eingansintensität I0 ∝ N0 ∈ N und die von einem Detektorele-
ment an der Stelle i gemessenen Photonen als Poisson-verteilte unabhängige Zufallsvariable.
Betrachten wir das Lambert-Beer’schen Gesetz 2.1 für die Anzahl der zu erwartenden Pho-
tonen pro i-ten Detektorpixel

Ii ∝ N̄i = N0 · exp(
M∑
j=1

aijµj), (3.2)

so kann diese ebenfalls als proportional zur detektierten Intensität angenommen werden.
Sei nun Ni ∈ N die Anzahl gemessener Photonen pro Detektorelement, dann ergibt sich
mit N , N̄ ∈ NN0 die Poisson-verteilte Wahrscheinlichkeit

P(N | N̄ ) =
N∏
i=1

P(Ni | N̄i) =
N∏
i=1

N̄Nii

Ni!
exp(−N̄i) (3.3)
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aufgrund der Annahme, dass es sich um ein unabhängiges Ereignis handelt. Das Einsetzen
der Gleichung (3.2) in die Gleichung (3.3) ergibt das Optimierungsproblem

L :=
N∏
i=1

N0 · exp(
∑M
j=1 aijµj)Ni
Ni!

exp(−N0 · exp(
M∑
j=1

aijµj))→ min (3.4)

für die Maximum-Likelihood-Methode (ML).
Verwenden wir nun den Logarithmus als streng monotones stetiges Funktional, so erhalten
wir die Funktion l(µ) := ln(L(µ)) mit

l =
N∑
i=1

Ni ln(N0)−Ni
M∑
j=1

aijµj − ln(Ni!)−N0 exp(
M∑
k=1

aikµk)

 , (3.5)

die maximiert werden muss.

Bemerkung Eine alternative Formulierung der Gleichung (3.5) lautet

l = −
N∑
i=1

(
exp(−

M∑
k=1

aikµk) + exp(−pi)
M∑
k=1

aijµj

)
,

welche ebenfalls im Artikel von Frysch et al. [FPB+14] verwendet wurde. Wir halten uns
im Rahmen dieser Arbeit an die Darstellung aus Gleichung (3.5), die im Buch von Bu-
zug [Buz08] dargestellt wird. �

Für den Fall, dass das Optimum nicht auf dem Rand angenommen wird, berechnen wir
(abgekürzt) die für m = 1, ...,M notwendige Bedingung

∂ml = N0

N∑
i=1

aim exp(−
M∑
j=1

aijµj)−
N∑
l=1
Nlalm = 0 =: χm. (3.6)

In Analogie zur Herleitung des EM-Algorithmus’ im Werk von Shepp and Yardi [SV82]
kann davon ausgegangen werden, dass die Hesse-Matrix ∇2l(µ) =: D(χ) von l(µ) mit den
Koeffizienten für n,m = 1, ...,M

∂n∂ml = −N0

N∑
i=1

ainaim exp(−
M∑
j=1

aijµj)

negativ semidefinit ist. Damit nimmt l in µ∗ ein globales Maximum an, wenn die Funktio-
naldeterminate det(D(χ)) 6= 0 ist.
Im Gegensatz zur Fixpunktiteration, welche6 auf Fessler und Lange zurück geht, wollen wir
das erweiterte Newton-Verfahren verwenden, um die Gleichung (3.6) zu lösen.
Im skalaren Fall wird das Newton-Verfahren, auch Newton-Raphson-Verfahren genannt,
durch die Iterationsvorschrift

µn+1 = µn −
f(µn)
f ′(µn) (3.7)

beschrieben, wobei wir an dieser Stelle voraussetzen, dass die Abbildung f : R→ R in einer
Umgebung [µ0, µ

∗] mit f(µ∗) = 0 und f ′(µ) 6= 0 für alle µ ∈ [µ0, µ
∗] streng monoton ist.

Das erweiterte Newton-Verfahren, welches wir als verbessertes Newton-Verfahren im Buch
von Ortega et al. [OR00] oder Schaback und Wendland [SW06] wiederfinden, wird durch

6Im Buzug [Buz08] wird für das Lösen von Gleichung (3.6) ein ML-Algorithmus wie der EM-Algorithmus
(3.1) hergeleitet, wobei die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen verwendet werden.
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das spätere Abbrechen der Taylor-Entwicklung motiviert.
Stellen wir die Gleichung (3.7) mit µ − µ∗ = f(µ)

f ′(µ) um, so erhalten wir für die Taylor-
Entwicklung an der Stelle µ∗ mit dem Restglied dritter Ordnung

0 = f(µ;µ∗) = f(µ∗) + f ′(µ∗)(µ− µ∗) + 1
2f
′′(µ)(µ− µ∗)2 +O(ξ3)

= f(µ∗) + f ′(µ∗)(µ− µ∗) + 1
2f
′′(µ∗)

(
f(µ∗)
f ′(µ∗)

)2
+O(ξ3).

Durch Äquivalenzumformung erhalten wir

µn+1 = µn −
f(µn)
f ′(µn) −

1
2f
′′(µn) f(µn)2

f ′(µn)3 (3.8)

das verbesserte Newton-Verfahren.
Setzen wir nun die Invertierbarkeit der Hesse-Matrix det(D(χ)) 6= 0 voraus und verwenden
wir das einfache Newton-Verfahren, um den Fixpunkt µ∗ der Gleichung (3.6) zu ermitteln,
dann erhalten wir für i = 1, ..., N die Folge

µn+1 = µn − yn mit
D(χ(µn))yn = χ(µn),

wobei hier die Inversion der Hesse-Matrix aufgrund der Dimensionsproblematik bei CT-
Systemen wiedermal schwierig umzusetzen ist.
Daher approximieren wir die Hessematrix mit der Diagonalmatrix diag(D(χ))

∂n∂ml = −N0

N∑
i=1

ainaim exp(−
M∑
j=1

aijµj) ≈ −N0

N∑
i=1

a2
im exp(−

M∑
j=1

aijµj) = ∂2
ml.

Wir können so ebenfalls die für das verbesserte Newton-Verfahren benötigte zweite Diffe-
rential analog mit

∂k∂n∂ml = N0

N∑
i=1

aikainaim exp(−
M∑
j=1

aijµj) ≈ N0

N∑
i=1

a3
im exp(−

M∑
j=1

aijµj) = ∂3
ml

vereinfacht ausrechnen. Wie bei der in Gleichung (3.1) verwendeten voxelbasierten Schreib-
weise, dem Lambert-Beer’schen Gesetz Ni = N0 exp(−aijµ∗j ) = N0 exp(−pi) und einem Re-
laxationsparameter 0 < ω ≤ 1 erhalten wir damit einen auf dem Quasi-Newton-Verfahren
basierenden ML-Rekonstruktions-Algorithmus

(µn+1)j = (µn)j + ω ·
∑N
i=1 aim

(
N0 exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)− exp(−pi)

)
N0
∑N
i=1 a

2
im exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)

, (3.9)

der mit dem zusätzlichen Term

(∂3
ml)

(∂ml)2

(∂2
ml)3 = (3.10)

N∑
i=1

a3
im exp(−

M∑
j=1

aijµj)

(∑N
i=1 aim

(
N0 exp(−

∑M
j=1 aij(µn)j)− exp(−pi)

)2
)

N 2
0

(∑N
i=1 a

2
im exp(−

∑M
j=1 aij(µn)j)

)3

für m = 1, ...,M auf das Verfahren (3.8) erweitert wird.
Wie bei der ART ist es bei dieser Methode ebenfalls möglich, die Dimension und Reihen-
folge der Subsysteme zu variieren und damit die Konvergenzordnung bedingt zu verändern.
Zusammen mit einem Transitschema wurden diese geordneten Subsystem-Strategien (OS-
Strategien) am Fall der MEM-Verfahren im Artikel von Kim et al. [KPTF12] diskutiert.
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Bemerkung Dieses Verfahren wird unter anderem in die Rekonstruktionsalgorithmik für
eine C-Bogen-CT, welche wir in Kapitel 4 kennenlernen werden, integriert und in Frysch et
al. [FPB+14] als dritter Unterpunkt publiziert. Einige Ergebnisse, wie zum Beispiel die in
Abbildung 4.3, werden wir im Kapitel 4 illustrieren. �

Bei dem Problem (3.4) optimieren wir auf Grundlage der statistischen Auswertung ge-
messener Photonen. Ein zu kleines Subsystem-Niveau ist dabei gleichbedeutend mit einer
kleineren Menge an Messungen, sodass überlagerndes Rauschen bei jeder Subiteration mit
in die Rekonstruktion verstärkt einfließen würde. Insbesondere für kleinere Dimensionen
würde die Umsetzung einer geordneten Subsystem Strategie einen starken Stabilitätsverlust
mit sich führen, da weniger Messwerte für den statistischen Ansatz für einen Aktualisie-
rungsschritt zur Verfügung stehen.
Vergleichen wir unter diesem Aspekt die auf Newton-basierende Rekonstruktionstechnik
mit dem, in der Literatur bezeichneten, multiplikativen ML-Verfahren (MEM-Verfahren in
Anlehnung an das multiplikative EMCT-Verfahren (3.1))

(µn+1)j = (µn)j ·
∑N
i=1 aij exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)∑N

i=1 aij exp(−pi)
, (3.11)

so wurde bereits von Lange und Fessler in [LF95] festgestellt, dass die Methode (3.11)
numerisch instabil ist. Beispielsweise stellt der Wert µ0 = 0 einen stabilen Fixpunkt dar,
der nicht zur Initalisierung genutzt werden sollte.
Eine solche Limitierung gibt es bei dem Verfahren (3.9) im Allgemeinen nicht und wir
werden in Kapitel 4 mit beispielsweise Abbildung 4.3 zeigen, dass eine höhere Stabilität
und damit auch eine Konvergenzordnung erreicht werden kann.

Bemerkung Betrachten wir das gedämpfte Newton-Verfahren, wobei wir f(µ∗) = 0 und
f ′(µ) 6= 0 auf dem Intervall [µ0, µ

∗] voraussetzen, mit dem Zeitschritt µn := µ(nω)
µ((n+ 1)ω)− µ(nω)

ω
= − f(nω)

f ′(nω) ,

dann gelangen wir beim Grenzübergang ω → 0 von der eigentlichen Fixpunktiteration zu
der Newton’schen Differentialgleichung

dµ
dt = − f(µ)

f ′(µ) , (3.12)

die beispielsweise im Artikel von Smale [Sma76] diskutiert wird.
Das zugehörige Anfangswertproblem mit µ(0) = µ0 hat die Lösung

f(µ(t)) = f(µ0) exp(−t), (3.13)

sodass die Lösungstrajektorie asymptotisch stabil gegen den Fixpunkt von f konvergiert,
wenn die Gleichung (3.12) für alle t ∈ [µ0, µ

∗] stetig integrierbar ist.
Setzen wir die Integierbarkeit voraus, so können wir das Newton-Verfahren als Regularisie-
rungs-Methode interpretieren. �

Regularisierung mit der Huber-Funktion

Es ist zwar im Allgemeinem bekannt, dass eine statistische Rekonstruktion ein wesentlich
akkurateres CT-Bild liefert als die gefilterte Rückprojektion, beziehungsweise sein 3D Pen-
dant, die FDK. Insbesondere wird das deutlich bei Rekonstruktionen mit geringer Photo-
nenzahl. Dennoch sind die Anwendungen weniger verbreitet als die analytischen Verfahren,
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da die Rechenzeiten trotz erhöhter Konvergenz noch zu hoch sind.
Im Buch von Buzug [Buz08] wird gezeigt, dass die Linearisierung der Kostenfunktion
aus Gleichung (3.4) zur statistischen Formulierung der ART führt. Nach Gleichung (2.60)
bestehen die Koeffizienten der Konditionsmatrix C aus Gewichten bezüglich der zu erwar-
tenden Photonen. Die ART stellt hier einen Kompromiss aus Rechengeschwindigkeit und
einer akkuraten CT-Rekonstruktion dar. Wir wollen daher nun Strategien zur Regularisie-
rung der ART untersuchen und diskutieren.
Eine typische Art, das inverse Problem einer CT-Rekonstruktion zu regularisieren, ist das
Hinzufügen eines Bestrafungspotentials V mit der Gewichtung β > 0 zum Ausgleichspro-
blem (2.10)

1
2‖Aµ− p‖

2
2 + βV (µ)→ min, (3.14)

wobei V eine Abbildung V : RM → R≥0 darstellt.
Das in der Mathematik wohl bekannteste Potential V (µ) := ‖µ‖22 formuliert die Problem-
stellung (3.14) zur Tikhonov-Phillips-Regularisierung, welche in den Büchern von Rieder
[Rie13] oder Natter und Wübbeling [NW01] analysiert wird.
Die Huber-Funktion (engl. eigentlichHuber loss function), welche imWerk von Huber [Hub81]
vorgestellt wird, ist eine interessante Variante.
Sie vergleicht, wie es bei der Minimierung mit totaler Variation (TV-Minimierung) mit der
Funktion V (µ) :=

∑M
j=1

∑
k∈Nj |µj − µk| gemacht wird, den j-ten Voxel mit den benach-

barten Voxeln7 {µk}k∈Nj . Abweichungen von den Nachbarn zum j-ten Voxel werden dann
durch die Addition von V proportional zur Summe der Differenzen bestraft.
Die Huber-Funktion können wir mit einer analytischen Ersatzfunktion und dem Parameter
γ > 0

V (µ) := γ
M∑
j=1

∑
k∈Nj

ln(cosh( 1
γ

(µj − µk))) (3.15)

realisieren, was uns analog zur Maximum-Likelihood-Methode zu einem nicht-linearen Re-
konstruktionsproblem führt.
Unterteilen wir die zugehörige Normalengleichung wie beim Kaczmarz-Verfahren in P Sub-
systeme, so erhalten wir mit i = 1, ..., N und in = (i mod P ) + 1 die Funktion

Φin(µ) := −AT
in (Ainµ− pin) +∇V (µ).

Wir verwenden hier wieder einen mit 0 < ω < 2 relaxierten Kaczmarz-(Gauss)-Newton-
Schritt, um dieses Optimierungsproblem zu iterieren, wobei ηn aus der Gleichung

µn+1 = µn + ωηn,

Φin(µn) = −D(Φin(µn))ηn

berechnet wird.

Bemerkung Wir gehen in diesem Abschnitt davon aus, dass jedes Subsystem unterbe-
stimmt ist und kein Rangdefizit besitzt. Das heißt, dass jeder Röntgenstrahl unter einem
festen Winkel jeweils eine disjunkte Menge an Voxeln abbildet.
Setzen wir weiter V ≡ 0 dann erhalten wir für den Kaczmarz-Newton-Schritt mit−D(Φin) =
AT
inAin ein Subsystem

AT
in (Ainηin − Φin) := AT

inν − bin (3.16)
7Die Menge Nj beinhaltet die Indices der Voxel, die sich in der Nachbarschaft des Voxels µj befinden.
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und das zugehörige Ausgleichsproblem

‖AT
inν − bin‖

2
2 → min .

Dann ist die Lösung minimaler Norm mit

ν = (AT
in)+bin = (AinA

T
in)−1Ainbin

gegeben und wir erhalten die Gleichung

AT
inµ = (AinA

T
in)−1AinA

T
inΦin = Φin .

Damit erhalten wir aus Gleichung (3.16)

Φ∗in = (AT
in)+ηin = A−inηin = AT

in(AinA
T
in)−1ηin

einen Kaczmarz-Schritt.
Wir wollen daher für die quadratische Form resultierend aus Gleichung (3.14) mit dem
größten Eigenwert von AinA

T
in mit

AinA
T
in ≤ ‖AinA

T
in‖2 · I = σ2

inI (3.17)

abschätzen. Bezüglich der Gleichung (3.16) haben wir eine Variante des Landweber-Kaczmarz-
Verfahrens hergeleitet, welche in Bannasch et al. [BFWR14] präsentiert wurde. �

Die Hesse-Matrix des Bestrafungspotentials ∇2V (µ) approximieren wir mit der Diagonal-
matrix

diag(∇2V ) = {∂2
j V }j=1,...,M

=
{
∂j
∑
k∈Nj

tanh(µj − µk
γ

)
}
j=1,...,M

= 1
γ

{ ∑
k∈Nj

1
cosh2(µj−µkγ )

}
j=1,...,M

und bekommen eine Approximation der Funktionalmatrix

−D(Φin(µ)) = AinA
T
in + β∇2V (µ) ≈ σ2

inI + βdiag(∇2V ),

die sich technisch unkompliziert invertieren lässt.

Bemerkung Für den betragsgrößten Eigenwert λi := σ2
i der quadratischen Form AinA

T
in

verwenden wir die Potenz-Methode (engl. power method), die wir im Buch von Bronstein
et al. [BSM08] finden. Sie wird auch von-Mieses-Iteration genannt.
Wir geben für diese Methode einen normierten Startvektor v0 ∈ RM vor und berechnen
den größten Eigenvektor v∗ ∈ RM von AT

i Ai mit der Iterationsvorschrift

ṽm+1
i = AT

i Aiv
m
i ,

vm+1
i =

ṽm+1
in

‖ṽm+1
i ‖2

. (3.18)

Der gesuchte Eigenwert der quadratischen Form AT
i Ai und damit auch der von AiA

T
i lässt

sich durch den Rayleigh-Quotienten

lim
m→∞

〈AT
i Ainv

m
i ,v

m
i 〉

〈vmi ,vmi 〉
= lim

m→∞
〈Aiv

m
i ,Aiv

m
i 〉 = ‖Aiv

∗
i ‖22 = ‖λiv∗i ‖22 = |λi|
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement 6, 0◦

Winkelbereich pro Rotation 180◦
Anzahl der Detektorpixel 736
Anzahl der Projektionen 30

Volumenauflösung (SL-Phantom) 520× 520
Bildgebung Parallelstrahlen-CT

Tabelle 3.2.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus I

approximieren.
Diese Strategie kann ohne weiteres mit dem Rückgriff auf die Vor- beziehungsweise Rückprojektions-
Operatoren für die CT-Forschung umgesetzt werden und konvergiert aufgrund der Symme-
trie der quadratischen Form mit der quadratischen Ordnung. �

In einer voxelbasierten Formulierung folgt mit einem dynamischen Relaxationsparameter

(ω̃in)j := ω

σ2
in

+ β (∇2V (µn))j)
(3.19)

die Iterationsvorschrift

(µn+1)j = (µn)j − (ω̃in)j
((
−AT

in (Ainµn − pin)
)
j

+ β (∇V (µn))j
)

(3.20)

für j = 1, ..,M , die in Bannasch et al. [BFB+15] publiziert wurde.

Numerische Resultate

Dieses Konzept zur Integration der Huber-Funktion evaluieren wir mit numerischen Expe-
rimenten.
Wir simulieren mit dem Shepp-Logan-Phantom in einer (520 × 520)-Auflösung und einer
Systemmatrix A ∈ R22.080×270.400 eine CT-Bildgebung. Demnach haben wir ein unterbe-
stimmtes CT-System mit 736 Extinktionen pro Projektion. Hierbei wurde während einer
180◦-Akquisition das Shepp-Logan-Phantom aus 30 Blickwinkeln äquidistant vorwärts-pro-
jiziert, siehe Tabelle 3.2.
Für die Simulation von Rauschen addieren wir auf die Projektionen p ∈ R22.080 einen
Vektor pε ∈ R22.080, wobei jede Komponente von pε einem gleich verteilten Zufallswert mit
0 ≤ (pε)j ≤ 1

10‖p‖∞ entspricht.
In Anlehnung an eine TV-Minimierung setzen wir heuristisch die freien Parameter β = 1
und γ = 0, 005 fest. Wir verwenden für die Inkrementierung des Weiteren die Projektionen,
die unter einem bestimmten Blickwinkel akquiriert wurden.

Bemerkung Falls nicht explizit anders definiert, setzen wir im Folgenden permanent den
Begriff einer Projektion mit der Menge der Extinktionen eines Blickwinkels gleich. Der
Blickwickel α bezieht sich dabei unabhängig von der Geometrie auf die Orientierung des
zentralen Strahls. Wir betrachten demnach die Perspektive vom Patienten zum Detektor
und das Niveau eines Subsystems bestehend aus einer Projektion ist jetzt gleichbedeutend
mit der Anzahl der Detektorpixel. Das OS-Level wäre hierbei 1. �



Kapitel 3. Spezielle Methoden der Computertomographie 99

(a) Rekonstruktion mit einem festem Relaxa-
tionsparameter (ω̃in )j ≡ ω = 0, 0037.

0
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0.8

1

(b) Rekonstruktion mit dem dynamischen Relaxa-
tionsparameter (ω̃in )j und ω = 1, 0.

(c) Wir sehen hier das Differenzbild µRek − µSL
zwischen der Rekonstruktion mit konstanter
Relaxation und Original.

-0.5

0

0.5

(d) Wir sehen hier das Differenzbild µRek − µSL
zwischen der Rekonstruktion mit dynamischer
Relaxation und Original.

Abbildung 3.3.: Newton-Kaczmarz-Schritt (Bilder stammen aus Bannasch et al. [BFB+15]):
Die illustrierten 2D CT-Bilder zeigen, dass verschiedene Relaxations-
Strategien auch mit der Integration einer Regularisierung, wie die mit einer
Huber-Funktion, verschiedene Resultate bewirkt. Für die hier zu sehenden
Rekonstruktionen wurden die Subsysteme gleich einer Projektion aus einem
Blickwinkel gesetzt und nach 1000 Iterationen abgebrochen. Des Weiteren
wurden die Untersysteme klassisch in chronologischer Reihenfolge inner-
halb einer Iterationsschleife subiteriert.
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(a) Originales Shepp-Logan-Phantom.

(b) Rekonstruktion mit einem festem Relaxations-
parameter und ohne Regularisierung (ω̃in )j ≡
ω = 0, 0037.

0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

(c) Rekonstruktion mit dem dynamischen Relaxa-
tionsparameter (ω̃in )j und ω = 1, 0.

Abbildung 3.4.: Newton-Kaczmarz-Schritt:
Die Fensterung von 0, 2 bis 0, 3 wurde so gewählt, dass der qualitative
Unterschied insbesondere bei den weichen Kontrasten hervorgehoben wird.
Der Versuchsaufbau ist der Gleiche wie bei der Abbildung 3.3.
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(a) 2D CT mit Parallelstrahlengeometrie
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(b) 3D CBCT mit Kegelstrahlengeometrie

Abbildung 3.5.: Dynamischer Relaxationsparamter für 3D (Bilder entstammen dem Artikel
von Bannasch et al. [BFB+15]):
Wir vergleichen hier die Anzahl an Iterationen, die die Methode benö-
tigt, um einen vorgegebenen Rekonstruktionsfehler zu unterschreiten. Die
Grenze für einen Abbruch geben wir mit den relativen Fehlern pro Voxel
‖µRek−µSL‖2

M := 0, 25 vor. Eine weitere Unterbrechung der Methode tritt
ebenfalls ein, wenn mehr als 30 Iterationen berechnet wurden. Ein analo-
ges Ergebnis erhalten wir für eine 3D Simulation. Hierzu rekonstruieren
wir ein 643-diskretisiertes Shepp-Logan-Phantom, welches aus 133 Blick-
winkeln mit Kegelstrahlgeometrie auf einen (480×616)-Dimensionalen De-
tektor projiziert wurde, siehe Tabelle 3.3. Bei einer gleichen Fehlergrenze
wie beim CT brechen wir die Rekonstruktion ab und wenn mehr als 10
Iterationen berechnet wurden.
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 5◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 133

Volumenauflösung (SL-Phantom) 64× 64× 64
Volumengröße ∼ (71, 2× 71, 2× 71, 2)mm3

Bildgebung Fächerstrahlen-CT

Tabelle 3.3.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus II

Diskussion

Wir stellen qualitativ anhand Abbildung 3.3 und 3.4 fest, dass es doch einen Unterschied
macht, ob wir die Huber-Funktion in der algorithmischen Herleitung mit berücksichtigen
oder nicht. Der konstant gesetzte Relaxationsparameter wurde durch (ω̃in)j ≡ ω

max({σ2}j=1,...,P )
festgesetzt.

Bemerkung Die Normierung eines OS-Kaczmarz-Verfahrens durch den Eigenwert der
quadratischen Form erwies sich in Folge der Erkenntnisse aus Studien von Bannasch et
al. [BFWR14] und Bannasch et al. [BFB+15] als probates Mittel, die ART ohne Regulari-
sierung im Konvergenzverhalten zu kontrollieren. So wurde in einer noch nicht publizierten
Demonstrationssoftware CT-Matrix von Frysch et al., die vom Lehrstuhl Medizinische Te-
lematik und Medizintechnik an der Otto-von-Guericke Universität in der Lehre eingesetzt
wird, die ART mit den Eigenwerten kalibriert. Hierzu wurde die bereits erwähnte Potenz-
Methode in das Framework integriert, sodass für jedes Subsystem der zugehörige größte
Eigenwert approximiert werden kann. Das ermöglicht das Konvergenzverhalten ohne wei-
tere Voreinstellung (in Abhängigkeit von beispielsweise Bildgröße, Anzahl an Projektionen
etc.) von gedämpft mit ω < 1 bis hin zu oszillatorisch vor der Rekonstruktion festzulegen.
Der Fall ω = 1 wird dann als Optimum festgelegt, was sich jedoch nur dann behauptet,
wenn ein konsistenter Simulationsaufbau vorgegeben wird. �

Während der dynamische Parameter unter diesen anspruchsvollen Voraussetzungen noch
ein adäquates CT-Bild rekonstruiert, bei dem die Strukturen des Shepp-Logan-Phantoms
noch erkennbar sind, ist die Rekonstruktion mit dem statischen Parameter bis auf die Kno-
chenstruktur kaum noch zu erkennen.
Der Einfluss des Relaxationsparameters bei der 3D CBCT-Simulation ist, wie in Abbil-
dung 3.5 beschrieben, im Wesentlichen äquivalent zu der 2D CT-Rekonstruktion mit Para-
llelstrahlengeometrie.
Die Huber-Regularisierung wie auch die TV-Minimierung schützen mit einer geeigneten Re-
laxation die Konvergenz des Verfahrens. Sie eignet sich, wie wir in Abbildung 3.3 sehen, für
Rekonstruktionen von glatten Flächen und harten Kanten. Denn das Bestrafungspotenzial
V bewirkt je nach Parameterwahl, dass hochfrequente Anteile während der Rekonstrukti-
on unterdrückt und die Niederfrequenten verstärkt werden. So wird Rauschen im CT-Bild
verringert und ermöglicht akkurate Rekonstruktionen trotz starker Unterabtastung.
Die Gefahr bei dieser Regularisierungsstrategie besteht darin, dass die Anteile für den
Weichgewebekontrast ebenfalls niederfrequent sind. Die Resultate mit dem Shepp-Logan-
Phantom müssen wir daher mit Vorsicht genießen. Das Phantom ist nämlich aus verschie-
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den großen Ellipsen zusammengesetzt, die wiederum einzeln einen individuellen Grauwert
besitzen. Das Schichtbild besteht also aus glatten Ebenen mit scharfen Kanten an den Über-
gängen.
Solche Strukturen werden von einer TV-Minimierung begünstigt regularisiert, treten in der
Realität jedoch nicht auf. Eine ungünstige Parameterwahl oder falsche Relaxation könnte
daher das CT-Bild überregularisieren, sodass die Rekonstruktion für eine potenzielle medi-
zinische Diagnostik unbrauchbar wird.
Eine medizinisch und mathematisch fundierte Wahl kann aber einen stabilen Algorithmus
konstruieren, der bereits mit einer reduzierten Anzahl an Projektionen zuverlässige CT-
Bilder erzeugen kann.
Das ist der Grund, warum die analytische Huber-Ersatzfunktion im Artikel von Frysch et
al. [FPB+14] mit

l = −
N∑
i=1

exp(−
M∑
j=1

aijµj) + exp(−pi)
M∑
j=1

aijµj

− V (µ)

und der vorgestellten Strategie integriert wurde.
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Regularisierung mit Zeitfluss-Verfahren

In den letzten zwei Abschnitten haben wir zwei Methoden aufgeführt, iterative Verfahren
durch die Newton’sche Differentialgleichung zu regularisieren. Hierzu floss implizit ein, dass
das Lösen dieser Differentialgleichung mit dem (expliziten) Euler-Verfahren das Newton-
Verfahren ergibt.
Wir verwenden nun die Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen, um stabile Algo-
rithmen für die algebraische Rekonstruktion herzuleiten. Dieser Ansatz zur Regularisierung
führt zu den diskreten Zeitfluss-Verfahren.
Dazu definieren wir zunächst die affine Funktion

χ(µ) := −ATAµ+ATp

und müssen damit eine Nullstelle µ∗ ∈ RM mit χ(µ∗) = 0 finden. Diese können wir auch
als stationären Punkt einer gewöhnlichen Differentialgleichung interpretieren und definieren
die Funktion χ(µ(t)) als rechte Seite einer solchen.

Definition 3.2.1: Das Zeitfluss-Problem

Es sei die Menge Ω ⊆ RN × R≥0 und die stetige Abbildung χ : Ω → RN mit
χ(µ) = −ATAµ + ATp gegeben. Dann ist das lineare und autonome Zeitfluss-
Problem (ZFP) durch das Anfangswertproblem

µ̇(t) = −ATAµ(t) +ATp, (ZFP)
µ(0) = µ0.

definiert.
Die Notation µ̇ := dµ

dt bezeichne dabei die Zeitableitung der Systemvariablen bezie-
hungsweise Voxel. Weiter ist die Differentialgleichung des ZFPs auch als Showalter-
Methode bekannt, welche schon zur Regularisierung nicht-linearer Probleme im Ar-
tikel von Hochdruck et al. [HHO09] verwendet wurde.

Nehmen wir an, dass der Rang der Matrix A ∈ RN×M mit Rang(A) = M im Fall N ≥M
kein Rangdefizit besitzt. Damit hat die lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit
Anfangswert µ0 höchstens einen stationären Punkt µ∗.
Auch gibt es eine eindeutige Lösung mit der Exponentialmatrix des ZFPs

µ(t) = exp(−ATAt)µ0 +A+p.

Wir sehen zudem, da ATA positiv definit ist, dass µ(t) für t → ∞ gegen die Lösung
des linearen Ausgleichsproblems Gleichung (2.10) konvergiert und mit der Wahl µ0 = 0
die Lösung des ZFPs µ ≡ A+p direkt der Lösung minimaler Norm entspricht. Sie ist
insbesondere asymptotisch stabil.
Bei einem konsistenten System mit N < M und ohne Rangdefizit finden wir entsprechend
die Lösung

µ(t) = exp(−ATAt)µ0 +A−p,

mit dem stabilen Fixpunkt µ∗ = A−p.
Betrachten wir ein allgemeines System, so können wir daher einen im Sinne von Lyapu-
nov zumindest stabil stationären Punkt µ∗ = A†p erwarten. Wir erreichen die Lösung
minimaler Norm und können diese, sprich das CT-Bild, als stationären Punkt eines Sys-
tems gewöhnlicher Differentialgleichungen interpretieren. Die Idee ist daher, die Klasse der
Runge-Kutta-Verfahren zu nutzen, um stabile iterative Verfahren herzuleiten.
Details zur Theorie gewöhnlicher Differentialgleichungen finden wir im Buch von Wirsching
[Wir06].
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Beispiel Verwenden wir das (explizite) Euler-Verfahren, dann erhalten wir das Landweber-
Verfahren

µn+1 = µn + ωAT (Aµn − p).

Das implizite Euler-Verfahren

(I− ωATA)µn+1 = µn − ωATp

ergibt eine Umsetzung der Regularisierung aus Gleichung (3.14) und ist bekannt als das
Tikhonov-Phillips-Verfahren. �

Im Gegensatz zu der Untersuchung allgemeiner impliziter Runge-Kutta-Verfahren im Arti-
kel von Rieder [Rie05] oder dem von Böckmann und Pornsawad [BP08] betrachten wir, bis
auf ein Anwendungsbeispiel, die Unterklasse der expliziten Verfahren.

Die Klasse der Runge-Kutta-Kaczmarz-Zeitschrittverfahren

Wir wählen nun den Ansatz, das Zeitfluss-Problem aus Gleichung (ZFP) numerisch mit
der Klasse der Runge-Kutta-Verfahren zu lösen und damit stabile iterative Verfahren zu
erhalten.

Bemerkung Eine kurze Einführung zur Klasse der Runge-Kutta-Verfahren wird im An-
hang A.3 gegeben. �

Weiter interpretieren wir einen einzelnen Zeitschritt als Kaczmarz-Schritt. So erhalten wir
aus dem ZFP (ZFP) ein Kaczmarz-artiges (engl. Kaczmarz type) Zeitfluss-Problem, welches
durch die Zerlegung des Gleichungssystems in Subsysteme charakterisiert ist.

Definition 3.2.2: Das Kaczmarz-artige Zeitfluss-Problem

Es sei eine Unterteilung wie in Gleichung (2.59) eines CT-Systems Aµ = p mit
Ai : µ → pi für i = 1, ..., P ≤ N mit

∑P
i=1Ni = P gegeben. Dabei erhalten wir die

Matrizen Ai ∈ RNi×M sowie die Vektoren µ ∈ RM und pi ∈ RNi .
Weiter seien die Mengen Ωi ⊆ RNi × R≥0 und die affinen Abbildungen χi : Ωi →
RM mit χi(µ) := −AT

i Aiµ + AT
i µ gegeben. Dann ist das lineare und autonome

Kaczmarz-artige Zeitfluss-Problem (KFP) durch das Anfangswertproblem

µ̇ = −AT
i Aiµ+AT

i pi, (KFP)

µ(0) := µ∗i−1 = A†i−1pi−1

für alle i = 1, ..., P mit der Initialisierung µ∗0 := A†PpP definiert.

Beispiel Es seien die Laufindices, wie bereits für die Kaczmarz-Verfahren verwendet, mit
n ∈ N0 und in ≡ (n mod P ) + 1 gegeben. Dann ergibt sich mit dem impliziten Euler-
Verfahren

µn+1 = µn +AT
in(pin −Ainµn+1)
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 5◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße 0, 616mm
Anzahl der Detektorpixel 616
Anzahl der Projektions 133

Volumenauflösung (SL-Phantom) 64× 64
Volumengröße ∼ (71, 2× 71, 2)mm2

Bildgebung Fächerstrahlen-CT

Tabelle 3.4.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus II.1

ein implizites Kaczmarz-Verfahren. Nun machen wir mit der Funktion

F (µn+1) :=µn+1 −
(
µn + ωAT

in(pin −Ainµn+1)
)
, (3.21)

einen Newton-Schritt, um den (n + 1)-ten Zeitschritt zu berechnen. Dazu approximieren
wir die Funktionalmatrix über die Diagonale der quadratischen Form

∇F = I + ωAT
inAin ≈ I + ω · diag(AT

inAin)

und erhalten mit dem Index m ∈ N0 die Vorschrift

µm+1
n+1 = µmn+1 −

(
I + ω · diag(AT

inAin)
)−1
· (µmn+1 − µmn + ωAT

in

(
pin −Ainµ

m
n+1)

)
.

Für alle n ∈ N0 resultiert mit der Initialisierung µ0
n+1 = µ0

n für den einen approximierten
Newton-Schritt das Verfahren

µn+1 := µ1
n+1 = µ0

n −
( 1
ω
· I + diag(AT

inAin)
)−1
·
(
AT
in(pin −Ainµ

0
n)
)
. (3.22)

Das Ergebnis ist wiederum ein explizites Kaczmarz-Verfahren laut 2.60. Es hat eine al-
ternative Konditionsmatrix, die ohne eine Berechnung von Eigenwerten auskommt. Quan-
titativ weist es ein vergleichbares Konvergenzverhalten auf wie das Landweber-Kaczmarz-
Verfahren mit der Konditionierung Ci = 1

σ2
i
I über den größten Eigenwert, siehe Abbil-

dung 3.6. Weiter sehen wir, dass das Optimum bezüglich der Relaxation sich insbesondere
bei dem Landeweber-Kaczmarz-Verfahren verschiebt, beziehungsweise sich nicht bei ω = 1
einstellt. Während wir bei der Demonstrationssoftware CT-Matrix [6] noch in der Lage
waren eine zuverlässige Einstellung zu implementieren, können wir die maximale Konver-
genzordnung der Iteration lediglich mit 0 ≤ ω ≤ 1 einschränken. Grund hierfür ist die
Approximationsgüte der Inversen über den größten Eigenwert (AiA

T
i )−1 ≈ 1

σ2
i
I bei Fächer-

strahlengeometrie. Nehmen wir an, dass in 2D der Abstand zwischen den Parallelstrahlen
so ist, dass die Geometriefaktoren im Bereich von 1 bis

√
2 mal der Kantenlänge der Voxel

variieren, dann durchleuchten die Strahlen mit der Parallelstrahlengeometrie zumindest un-
ter den Blickwinkeln von 0◦, 45◦, 90◦ etc. eine exakt disjunkte Menge an Voxeln. Die Zeilen,
die diese Subsysteme bilden, sind zueinander adjungiert. Die quadratische Form bei einer
Konditionierung mit Ci = (AiA

T
i )† ist im Wesentlichen stärker diagonal-dominant als bei

einer Fächerstrahlengeometrie. Unter den Blickwinkeln von 0◦ oder 90◦ ist der Strahlenweg
entlang des Objekts, wie in Abbildung 3.7 gestrichelt skizziert, für jeden Röntgenstrahl
gleich lang. Daher entspricht die quadratische Form unter diesen idealen Voraussetzungen
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Landweber-Kaczmarz-Verfahren
Implizites Kaczmarz-Verfahren

Abbildung 3.6.: Implzites Kaczmarz-Verfahren (das Bild wurde für die Publikationen Ban-
nasch et al. [BFPR14] und Bannasch et al. [BFWR14] erstellt):
Für diese Abbildung wurde ein Shepp-Logan-Phantom mit einer (64× 64)-
Auflösung iterativ rekonstruiert, siehe 3.4. Für die Rekonstruktion lag eine
entsprechende Systemmatrix A ∈ R(133·616)×642 explizit mit Fächerstrah-
lengeometrie vor. Sie wurde dazu genutzt, einen konsistenten CT-Datensatz
mit einem Detektor bestehend aus 616 Pixeln und Projektionen aus 133
Blickwinkeln zu simulieren.
Der relative Fehler pro Voxel ‖µRek−µSL‖2

M nach jeweils zehn Iterationen
mit dem Landweber-Kaczmarz-Verfahren und dem Verfahren aus Glei-
chung (3.22) wurde für verschiedene Relaxationsparameter ω in der Abbil-
dung abgetragen. Der Newton-Schritt m wurde auf eine Iteration begrenzt.
Im bezüglich ω stabilen optimalen Bereich sind qualitativ keine Unterschie-
de erkennbar.

einer Diagonalmatrix und es gilt auch exakt Ci = (AiA
T
i )−1 = 1

σ2
i
I. �

Wir betrachten nun die Klasse der expliziten Verfahren und entsprechend die Schrittweiten-
bedingung (A.7), wie im Anhang A.3 beschrieben, von Dahlquist, da wir mit der rechten
Seite χ(µ) := −ATAµ + ATp unseres Zeitfluss-Problems ein System gewöhnlicher Dif-
ferentialgleichungen vorliegen haben. Dafür betrachten wir den vereinfachten Fall P = 1
(das Gesamtsystem), um eine notwendige Bedingung für Konvergenz zu definieren.
Wir betrachten hierzu eine Matrix A ∈ RN×M mit N ≥ M und Rang(A) = M . Es sei
ohne Beschränkung der Allgemeinheit der homogene Fall p = 0 und zur Initialisierung der
Eigenvektor µe zum (betragsmäßigen) größten Eigenwert σ2

max =: λ > 0 der quadratischen
Form ATA gegeben. Dann folgt die Differentialgleichung

µ̇ = −ATAµ+ATp = −ATAµ,

µ(0) = µ0 := µe.

So induziert ein Relaxationsparameter ω > 0 ein konvergentes Zeitfluss-Verfahren, wenn
für die Stabilitätsfunktion analog zu Dahlquist, siehe Anhang A.3 Gleichung (A.7), die
Bedingung |R(ω)| < 1 gilt.
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Abbildung 3.7.: Parallelstrahlengeometrie gegen Fächerstrahlengeometrie:
In einer Projektion unter dem Blickwinkel von 0◦ durchleuchten die je-
weiligen Strahlen bei Parallelstrahlengeometrie eine disjunkte Menge an
Voxeln. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Voxel von verschiedenen Strahlen
unter einem beliebigen Blickwinkel mehrfach durchleuchtet wird, ist bei
einer Fächerstrahlengeometrie verhältnismäßig höher.

Beispiel Für das Landweber-Verfahren folgt aus

µn+1 = µn − ωATAµn

µ(0) = µe

und demnach ist

µn+1 = (1− ωλ)nµe = R(ω)µe.

Es ist konvergent, wenn die Stabilitätsbedingung |R(ω)| < 1 erfüllt ist, und es folgt 0 < ω <
2
λ . Des Weiteren sehen wir hier das alternierende Verhalten für 1 < ω < 2

λ , falls 0 < λ < 2
ist. Das entspricht den Aussagen, die wir aus Satz nach Natterer und Wübbeling ableiten
konnten.
Wir übertragen nun die Konvergenz-Bedingung |R(ω)| < 1 auf die Kaczmarz-artigen Zeitfluss-
Verfahren, indem wir für jedes KZFP µ̇ = −AT

i Aiµ−AT
i µi den Parameter ω so wählen,

dass die Relaxationsbedingungen |Ri(ω)| < 1 für alle ω erfüllt sind. Verwenden wir jetzt
das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit den Stufen

k1 =AT
in(p−Ainµn),

k2 =AT
in(p−Ain(µn + ωin

2 k1)),

k3 =AT
in(p−Ain(µn + ωin

2 k2)),

k4 =AT
in(p−Ain(µn + ωink3)),

mit dem Aktualisierungsschritt

µn+1 = µn + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (3.23)

erhalten wir ein vierstufiges Verfahren der Ordnung P = 4. Für das klassische Runge-Kutta-
Verfahren gilt demnach

Ri(ω) := 1− λiω + 1
2λ

2
iω

2 − 1
6λ

3
iω

3 + 1
24λ

4
iω

4.
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Es muss 0 < |Ri(ω)| < 1 gelten und wir suchen direkt nach dem Minimum.
Wir betrachten die zweite Ableitung von

Ri(ω)′′ = λ2
i − λ3

iω + 1
2λ

4
iω

2 = 1
2λ

4
i

(
1
λ2
i

+
( 1
λi
− ω

)2
)
> 0

und sehen, dass Ri(ω)′ streng monoton wachsend und daher eine bijektive Funktion ist.
Das heißt, das Polynom Ri(ω)′ hat lediglich eine Nullstelle, die gleichzeitig das globale Mi-
nimum von Ri(ω) ist, da der führende Koeffizient von Ri(ω) positiv ist. Dabei ist ω > 0,
da R′i(0) = −λ < 0 ist.
Die Nullstelle von Ri(ω)′ kann hier mit dem Newton-Verfahren approximiert werden. �

Der Vorteil der expliziten Kaczmarz-artigen Zeitfluss-Verfahren ist der erweiterte Stabili-
tätsbereich. Während das Landweber-Kaczmarz-Verfahren (RK-1) durch die obere Grenze
ω < 2 beschränkt ist, erhält das Kaczmarz-artige klassische Runge-Kutta-Verfahren (RK-4)
aus Gleichung (3.23) für den Parameter ω = 2 mit Ri(2) = 1

3 < 1 die Konvergenz. Das
heißt, dass wir durch eine höhere Ordnung P gleichzeitig eine stabilere Methode erhalten.
Das Resultat ist eine mathematische Regularisierung, die ohne physikalisches Vorwissen
auskommt.
Eine weitere Interpretation der Zeitfluss-Verfahren erreichen wir, wenn wir für die ex-
pliziten Runge-Kutta-Verfahren eine alternative Darstellung wählen. Das wollen wir an-
hand klassischer Runge-Kutta-Verfahren vorführen und verwenden die Funktion χin(µn) =
AT
in(p−Ainµn). Das führt zu der Formulierung

k1 = µn,

k2 = µn + ωin
2 χin(k1),

k3 = µn + ωin
2 χin(k2),

k4 = µn + ωinχin(k3),
µn+1 = µn + ωin

6 (χin(k1) + 2 · χin(k2) + 2 · χin(k3) + χin(k4))

= µn + ωin

(
AT
in(p− 1

6Ain(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
)

(3.24)

und wir erkennen, dass jede Stufe einzeln betrachtet einen Kaczmarz-Schritt mit einer vari-
ierten Schrittweite darstellt. Das Inkrement ist dann eine Konvexkombination der jeweiligen
Einzelschritte, die mit einem einzelnen Subsystem berechnet wurden.
Die Reihenfolge der Subsysteme bei einem Kaczmarz-Schritt ist formal beliebig wählbar,
sodass wir durch den Index m(n) = b nP c mit n,m ∈ N0 und dem Verfahren

k1 = µm(n) := µm,

k2 = µm + ωin
2 χin(k1),

k3 = µm +
ωin+1

2 χin+1(k2),

k4 = µm + ωin+2χin+2(k3),

µm+1 = µm(n+4) = µm + ωin+3

(
AT
in+3(p− 1

6Ain+3(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
)
(3.25)

die Konvexkombination auch aus verschiedenen Subsystemen bilden können. Ausgehend von
einem Initial µm berechnen wir nun drei Kaczmarz-Schritte mit jeweils unterschiedlichen
Subsystemen. Die daraus entstehende gewichtete Summe wird für den Aktualisierungs-
schritt µm+1 wiederholt mit einem Kaczmarz-schritt berechnet. Diese Variante benötigt
für eine Inkrementierung (im Wesentlichen) ebenfalls P Vor- und Rückprojektionsoperatio-
nen, jedoch wird diese in Gleichung (3.25) erst nach P Subiterationen berechnet.
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Trotz ursprünglich Stufen-bedingter erhöhter Rechenkomplexität kann so das beispielsweise
vierstufige Verfahren auf die Rechenzeit gebracht werden, die vom Kaczmarz-Landweber-
Verfahren benötigt würde.

Numerische Resultate (Teil I)

Wir untersuchen zuerst die Kaczmarz-artigen Zeitfluss-Verfahren vom Typ nach Gleichung (3.23)
und wiederholen zunächst das kurze Experiment, das für Abbildung 3.6 erläutert wurde.
Danach betrachten wir den Fehler ‖µRek−µSL‖2

M nach zehn Iterationen mit jeweils dem Niveau
736, einemWinkel entsprechend und mit dem gleichen Versuchsaufbau wie in Tabelle 3.4 aus
dem letzten Beispiel aus diesem Kapitel 3.2. Es liegt die Systemmatrix A ∈ R(133·616)×642

mit Fächerstrahlengeometrie vor und es wird wieder das Sheep-Logan-Phantom verwendet.
Anhand Abbildung 3.8 sehen wir deutlich, dass sich der Relaxationsbereich in Abhängigkeit
zur Konvergenzordnung vergrößert. Die dazugewonnene Stabilität bewirkt, dass der Über-
lagerung der Messfehler entgegengewirkt wird und wir daher in diesem Kontext ebenfalls
von einer Regularisierung reden wollen.
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(a) Stabilitätsbereich der Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren dargestellt im Bereich
0 < R(ω) + 1 < 2.
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(b) Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren der Ordnung 1 und 4 im Vergleich nach 10
Iterationen.

Abbildung 3.8.: Stabilitätsbereich der Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren (Bildvorlage ent-
stammt aus Bannasch et al. [BWR13]):
Wir nehmen zur Vereinfachung einen Eigenwert λ = 1 an. Zur Veran-
schaulichung der Vergrößerung der Stabilitätsbereiche sehen wir in Ab-
bildung 3.8 (a) die Relaxationsbedingungen R(ω) des Zeitfluss-Verfahrens
1-ter Ordnung (RK-1), das Landweber-Kaczmarz-Verfahren bis hin zum
klassischen Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren 4-ter Ordnung (RK-4).
Das Ergebnis in Abbildung 3.8 (b) bestätigt den Stabilitätsbereich der
Kaczmarz-artigen Verfahren der Ordnung P = 1 und P = 4.
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Es ist ebenso möglich, die Huber-Regularisierung aus Gleichung (3.15) in die Runge-Kutta-
Zeitfluss-Verfahren zu integrieren. Hierzu addieren wir den Term β∇V (µn) auf den Ak-
tualisierungsschritt und approximieren die entsprechende dynamische Relaxation mit dem
vorgestellten Newton-Kaczmarz-Schritt. Wir wiederholen den Versuchsaufbau laut Tabel-
le 3.2 aus Abschnitt 3.2 und Rekonstruieren ein (520×520)-CT-Bild mit den regularisierten
Verfahren, RK-1 und RK-4. Das heißt, wir haben eine Bildgebung mit Parallelstrahlengeo-
metrie, 30 Winkeln und Projektionen mit 736 Extinktionen.
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(a) Stabilitätsbereich der Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren dargestellt analog zu
Abbildung 3.5.

(b) Originales Shepp-Logan-Phantom.

(c) RK-4-Rekonstruktion mit dem dynamischen
Relaxationsparameter (ω̃in )j , ω = 1, 5 und 7
Iterationen.
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(d) RK-1-Rekonstruktion mit dem dynamischen
Relaxationsparameter (ω̃in )j , ω = 1, 0 und 9
Iterationen.

Abbildung 3.9.: Stabilitätsbereich der Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren mit Huber-Regula-
risierung:
Wir vergleichen das Kaczmarz-Newton-Verfahren und klassische 4-stufige
Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren mit analoger Integration der Huber-
Regularisierung aus Gleichung (3.15).
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Methode Niveau Anz. an Operation Zeit pro Iteration
RK-1 P = 30 · 736 O(NM) 0, 61s
RK-4 P = 30 · 736 O(4NM) 0, 93s
RK-1 P = 736 O(NiM) 0, 10s
RK-4 P = 736 O(4NiM) 0, 23s

Tabelle 3.5.: Kaczmarz-artige Zeitfluss-Verfahren im Vergleich

Diskussion

Diese grundlegenden Ansätze zu den Zeitfluss-Verfahren wurden in Bannasch et al. [BWR13]
zusammengefasst. Sie haben leider den entschiedenen Nachteil, dass sich mit einer höheren
Ordnung ebenfalls der Rechenaufwand proportional erhöht. Das sehen wir schnell anhand
des klassischen Runge-Kutta-Verfahren aus Gleichung (3.23) ein. Für die Berechnung eines
Aktualisierungsschritts benötigen vier (rechenintensive) Vor- und Rückprojektionen.
Wiederholen wir ebenfalls das zu Abbildung 3.5 2D-Experiment mit Parallelstrahlengeo-
metrie und simuliertem Rauschen, dann sehen wir auch in Abbildung 3.9 eine Erweiterung
des Stabilitätsbereichs. Qualitativ ist ein Unterschied zu leichten Gunsten von RK-4 durch
schärfere Kanten festzustellen. Darüber hinaus wird das im Vorfeld festgelegte Abbruchskri-
terium rRMSE < 0, 25 mit einem regularisierten Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren höherer
Ordnung schneller erreicht, als es beim Kaczmarz-Newton-Verfahren der Ordnung P = 1
der Fall ist.

Anhand Tabelle 3.5 sehen wir einen Sprung der Rechenzeiten, die sich von RK-1 auf RK-4
lediglich verdoppeln, obwohl sich die Stufen aufgrund der einzelnen Aktualisierungsschritte
mit den kl’s schwer parallel berechnen lassen. Jedoch erreichen wir nach Abbildung 3.9 auch
hier nicht eine Reduktion auf die Hälfte an Iterationen, sodass der Zugewinn an Stabilität
in einem suboptimalen Verhältnis zur Rechenlaufzeit steht.

Numerische Resultate (Teil II)

Das modifizierte Zeitfluss-Verfahren aus Gleichung (3.25) würde der Rechenkomplexität ei-
ner SART mit einem Dimensionsniveau8 4·(616·480) entsprechen. Innerhalb der vier Stufen
werden vier verschiedene Projektionendatensätze verarbeitet, um das Inkrement zu berech-
nen. Das heißt, dass jedes 4·(616×480)-dimensionale Subsystem wiederum der Komplexität
von vier Kaczmarz-Schritten mit jeweils einem 616 × 480-dimensionalen Subsystem ent-
spricht, welches wir insbesondere anhand der Stufen k1, k2, k3 und k4 in Gleichung (3.25)
erkennen. So benötigt das Verfahren im Wesentlichen die gleiche Rechenzeit für eine Itera-
tion, bei dem jede Projektion genau einmal verarbeitet wird, wie das einstufige Landweber-
Kaczmarz-Verfahren. Nun ist zu erwarten, dass aufgrund der Austausch-Modifikation kei-
ne bemerkenswerte Beschleunigung eintritt, aber sich die erweiterte Stabilität der Runge-
Kutta-Verfahren auf die Rekonstruktionstechnik überträgt. Denn in Kapitel 4.2 werden wir
sehen, dass sich das inverse Problem der Computertomographie wiederholt verschlechtert
und wir eine Regularisierungsstrategie benötigen, die eine stabile Rekonstruktionstechnik
bei gleich hohem Rechenaufwand liefert.
Bevor wir die Stabilität der modifizierten Verfahren überprüfen, erweitern wir unsere nu-
merischen Mittel. Wir werden unter anderem die Simulations-Software TIGRe (steht engl.
für Tomographic Iterative GPU-based Reconstruction Toolbox) von Biguri et al. [BDHS16]
für CBCT und das von Manhart [Man] entworfene Digital brain perfusion phantom (DBP)

8Es werden hier also Projektionen aus vier verschiedenen Blickwinkel zu einem Subsystem zusammenge-
fasst.
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 2◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 164
Volumenauflösung (DBP) 256× 256× 256

Volumengröße (230× 230× 179)mm3

Bildgebung Kegelstrahlen-CT

Tabelle 3.6.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus III

verwenden, das von Aichert et al. [AMN+13] dokumentiert wurde. Wir verwenden für die-
ses numerische Experiment die Ausgangssituation des eigentlich dynamischen DBP, sodass
wir die Rekonstruktion eines Gehirn-Phantoms untersuchen. Mit diesen Werkzeugen9 er-
stellen wir mit dem DBP eine CT-Rekonstruktionsaufgabe, die einem C-Bogen-CT über
200◦ mit 164 äquidistant abgetasteten Projektionen entspricht. Jede Projektion wurde mit
einem Flachdetektor mit einer 616 × 480-Auflösung gemessen beziehungsweise simuliert.
Das wiederum entspricht bei einem C-Bogen-System, wie der Siemens Artis Zeego (siehe
Abbildung 3.1), einem typischen sogenannten 4er Binning. Das heißt, dass 4 Detektorpi-
xel zu einem Detektorelement zusammengefasst werden. Alle für die Simulation relevanten
technischen Parameter, die wir TIGRe übergeben, haben wir in Tabelle 3.6 als Akquisition-
Modus III zusammengefasst.
Die in TIGRe vorprogrammierten Vor- und Rückprojektionsoperatoren haben wir dazu
benutzt, um das Landweber-Kaczmarz-Verfahren mit Ci = 1

λi
I und entsprechend das klas-

sische Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren aus Gleichung (3.25) zu implementieren.

9Die Besonderheit im Gegensatz zu fast allen bisherigen Experimenten besteht darin, dass nun die System-
matrix nicht explizit vorliegt. Diese Werkzeuge wurden bereits dafür verwendet, um die Abbildung 2.1
und 2.2 anzufertigen.
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(b) Relativer Fehler (rRMSE) pro Pixel ‖AµRek−p‖2
N

im Projektionsraum.

Abbildung 3.10.: Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren im Vergleich:
Beide Verfahren wurden mit der Wahl ω = 1 relaxiert und jeweils der
Fehler für 30 Iterationen dargestellt. RK-1 erreicht sein Optimum nach 7
Iterationen und RK-4 seines nach 10 Iterationen.
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(a) Original DBP ohne Knochen

(b) Landweber-Kaczmarz-Rekonstruktionen nach
7 Iterationen
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(c) Runge-Kutta-Zeitfluss-Rekonstruktionen nach
30 Iterationen

Abbildung 3.11.: Rekonstruktionen im Vergleich:
Wir illustrieren hier die zentrale Gehirn-Schicht. Für die Rekonstruktion
der jeweiligen CT-Bilder wurde der Relaxationsparameter ω = 1 gewählt.
Die Grauwerte des Phantoms entstammen ursprünglich einer Magnetre-
sonanztomographie (MRT). Die Fensterung orientiert sich am DBP, was
bedeutet, dass die rekonstruierten Werte nur in Grauwerten zwischen 0
und 0, 04 dargestellt werden.



118

(a) Original DBP ohne Knochen

(b) Landweber-Kaczmarz-Rekonstruktionen nach 7
Iterationen
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0.032

0.033

0.034

0.035

(c) Runge-Kutta-Zeitfluss-Rekonstruktionen nach 30 Ite-
rationen

Abbildung 3.12.: Rekonstruktionen im Vergleich:
Mit der Fensterung der CT-Bilder aus Abbildung 3.11 mit den Grauwerten
zwischen 0, 03 und 0, 035 verstärkt sich der qualitative Unterschied der
Rekonstruktionen nochmal.

Für die Simulation verwenden wir ein Niveau 616 · 480 und tauschen das Subsystem mit
dem größten Winkelabstand (also maximal 90◦) aus. Zu den Projektionen des DBP-Gehirns
(ohne Schädelknochen) fügen wir weiter Poisson-verteiltes Photonenrauschen sowie elek-
tronisches Gauß’sches Rauschen hinzu. Wir verwenden die Voreinstellung von TIGRe und
simulieren damit eine Eingangsintensität I0 entsprechend einer durchschnittlichen Photo-
nenanzahl von N0 = 105. Die Gauß’sche Normalverteilung zentrieren wir mit dem Erwar-
tungswert 0 und setzen die Standartabweichung auf 10. Wir haben damit eine C-Bogen-
CT-Simulation vorliegen, welche die Realität relativ nah wiedergibt.
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Abbildung 3.13.: Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren nach 50 Iterationen im Vergleich:
Beide Verfahren wurden mit der Wahl ω = 0, 25 relaxiert und relativem
Fehler pro Voxel ‖µRek−µDBP‖2

M im Volumenraum dargestellt. RK-1 erreicht
sein Optimum nach 8 Iterationen und RK-4 seines nach 31 Iterationen.

Bemerkung Neben einer FDK- hat TIGRe auch eine SART-Implementierung im Sorti-
ment. Ebenso bietet das Software-Paket ein OS-Schema an, mit dem wir zum einen die
Größe des Subsystems ändern und zum anderen die Anordnung der Winkel für die Re-
konstruktion manipulieren können. Der entschiedene Vorteil an TIGRe ist der, dass durch
in CUDA programmierte Operationen die Projektoren durch einen Grafikprozessor (GPU,
engl. graphics processing unit) berechnet werden können und dies die Rechenzeit entspre-
chend reduziert.
Zudem merken wir an dieser Stelle explizit an, dass wir keine Positivitätsbedingung in die
hiesige Rekonstruktionsalgorithmik integriert haben. �



120

0 5 10 15 20 25 30
Anzahl an Iterationen

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

rR
M

S
E

 (
V

ol
um

en
)

×10-3

RK-4 (mod)
RK-4 (alt)
RK-1

(a) Rekonstruktion mit ω = 1, 0
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(b) Rekonstruktion mit ω = 1, 5

Abbildung 3.14.: Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren im weiteren Vergleich:
Wir ziehen hier das vierstufige unmodifizierte Runge-Kutta-
Verfahren (3.23) mit den Relaxationsparametern ω = 1 (oberes
Bild) und ω = 1, 5 (unteres Bild) hinzu. Die Ergebnisse mit ω = 0, 5 sind
Fehler, die analog zu RK-1 in Abbildung 3.13 verlaufen. Daher wird auf
die Illustration dieses Verlaufes verzichtet.
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(a) Kleinster Fehler, der binnen 10 Iterationen erreicht werden kann.
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(b) Anzahl an Iterationen bis der kleinste Fehler binnen 10 Iterationen ereicht wird.

Abbildung 3.15.: Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren nach 50 Iterationen im Vergleich:
Wir sehen den kleinsten Fehler, der innerhalb von 10 Iterationen mit ver-
schiedenen Relaxationsparametern erreicht werden kann, und die Anzahl
an Iterationen, nach denen wir dafür abbrechen mussten. Die Gesamtan-
zahl der Iterationen ist dabei auf 10 beschränkt. Bei dem Landweber-
Kaczmarz-Verfahren können wir davon ausgehen, dass das optimale Er-
gebnis damit schon erreicht wird und der Fehler beim Weiterführen wieder
wächst. Unter Berücksichtigung der Fehler in Verbindung mit der Anzahl
an Iterationen, sowie in Anbetracht der Iterationen von Abbildung 3.13,
zeigen diese Abbildungen, dass das RK-4-Verfahren sein optimales Ergeb-
nis für ω < 1 noch nicht erreichen konnte.

Mit einer (NVIDIA GeForce GTX 1070 ) Grafikkarte benötigt eine RK-1-Iteration ∼ 28s
und die RK-4-Iteration mit ∼ 30s nur unerheblich mehr, wobei das Defizit noch durch eine
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effizientere Implementierung behebbar sein könnte. Beispielsweise wurde die Anzahl der
Winkel mit 164 vorgegeben, um eine vereinfachte Implementierung zu ermöglichen.

Diskussion

Die Problematik in der medizinischen Bildgebung besteht darin, dass wir im Allgemeinen
kein reales und gleichzeitig exaktes Vergleichsobjekt haben. So sind quantitative Evalua-
tionen mit Patientendatensätzen nur begrenzt durchführbar, weshalb wir auf eine Simula-
tionsstudie ausweichen.
Wir sehen anhand Abbildung 3.10, dass der rRMSE im Projektionsraum eine stabile Kon-
vergenz suggeriert. Jedoch zeigt der Fehler im Volumenraum, dass insbesondere das Land-
weber-Kaczmarz-Verfahren (RK-1) nach Erreichen des Optimums anfängt zu divergieren,
wobei der rRMSE im Projektionsraum weiterhin Konvergenz nach der 15te Iteration ver-
spricht. Der Grund hierfür liegt in der Simulation von hinreichend starkem Rauschen in
den Projektionen und dem damit verbundenen Stabilitätsverlust. In anderen Worten heißt
das, dass wir nach Hadamard (siehe Kapitel 2.2) keine stetige inverse Abbildung zwischen
Projektions- und Volumenraum vorliegen haben. Eine verstärkte Dämpfung durch einen
kleinen Relaxationsparameter, wie in Abbildung 3.13 illustriert, mit ω = 0, 25 kann das
Optimum des einstufigen Landwerber-Kaczmarz-Verfahres zwar verbessern, aber das Ver-
fahren nicht hinreichend stabilisieren. In der CT-Forschung wird dennoch häufig auf den
rRMSE im Projektionsraum zurückgegriffen. Das erklärt sich natürlich dadurch, dass in der
Realität die exakte Tomographie im Allgemeinen nicht verfügbar ist.
Das modifizierte vierstufige Runge-Kutta-Zeitfluss-Verfahren weist eine deutliche Verstär-
kung der Stabilitätseigenschaften auf. Die Divergenz lässt sich zwar nicht vollständig ver-
meiden, aber das Verfahren weist eine wesentlich geringere Sensitivität auf, als das einstufige
Pendant.
Der Unterschied macht sich qualitativ bereits nach wenigen Iterationen in Abbildung 3.11
und 3.12 bemerkbar. Während die Rekonstruktion mit RK-4 im Wesentlichen stabil ist,
sehen wir qualitativ das Verrauschen bei der RK-1-Rekonstruktion. Das bestätigt die quan-
titative Analyse aus Abbildung 3.10, bei der das Landweber-Kaczmarz-Verfahren nach der
7-ten Iteration sein Optimum erreicht. Die Rekonstruktion unterliegt aber dem subopti-
malen RK-4-Ergebnis nach 30 Iterationen. Einer Sicherung oder Verbesserung der Rekon-
struktionsgüte des einstufigen Verfahrens würde beispielsweise die Integration einer weiteren
Regularisierung benötigen.

Bemerkung Für die medizinische Diagnostik hat die qualitative Evaluation eines CT-Bilds
Priorität. Daher sind Regularisierungs-Strategien, wie die Integration der Huber-Funktion
als Bestrafungspotential, nur bedingt einsetzbar. Diese erhalten zwar verstärkt die Konver-
genz, wirken sich jedoch je nach Parameterwahl von β, γ manipulativ auf die Qualität des
CT-Bilds aus. Kanten werden verstärkt und homogen-wirkende Flächen geglättet, wodurch
die Rekonstruktion einen verwaschenen Eindruck bewirkt. Dieses Verwaschen wird in der
CT-Forschung auch blurring genannt und kann ebenfalls durch verstärktes filtern in der
Nachverarbeitung, auch post processing genannt, entstehen. Die medizinische Bedenken be-
stehen schließlich darin, dass auf diese wichtige morphologische Details für die Diagnostik
im Bild unkenntlich geworden sein könnten. �

Wir haben aber gesehen, dass eine Regularisierung der ART auch durch eine Erweite-
rung des stabilen Konvergenzbereichs der Fixpunktiteration erzielt wird und kann mit dem
Rückgriff auf die Klasse der Runge-Kutta-Verfahren erreicht werden. So erhalten wir eine
stabile Methode, die ohne einen zusätzlichen nicht-linearen Term, wie beispielsweise bei der
Huber-Regularisierung, auskommt. Wir sind daher in der Lage die Bildqualität zu steigern,



Kapitel 3. Spezielle Methoden der Computertomographie 123

ohne aktiv das CT-Bild während der Rekonstruktion zu verfälschen. Insbesondere können
wir durch die vorgeschlagene Modifikation (3.25) den Stabilitätsbereich vergrößern, ohne
die Rechenzeiten im Vergleich zu einer üblichen ART-Iteration zu Verschlechtern. Im Ver-
gleich zu den modifizierten Verfahren RK-1 und RK-4 benötigen wir mit dem klassischen
Runge-Kutta-Verfahren nach Vorschrift (3.23) ∼ 1, 8min anstatt ∼ 0, 5min pro Iteration,
wobei kein nennenswerter Stabilitätsgewinn bei dieser Simulationsstudie auftritt (siehe Ab-
bildung 3.14).
Bei dem Runge-Kutta-Verfahren 3.25 mit einem Austausch der Subsysteme innerhalb der
Stufen, wird ein größerer Datensatz für einen Aktualisierungsschritt verwendet als beim
Pendant ohne Modifikation. In unserem Fall eines vierstufigen Verfahrens ist die Datenmen-
ge viermal so groß, die als Konvexkombination das Inkrement ergibt und somit Rauschen
in der Rekonstruktion reduziert wird.
Erst mit einer hinreichend kleinen Schrittweite, wie in Abbildung 3.13 illustriert, erreichen
die Verfahren mit einem Subsystem pro Subiteration ihr Optimum nach einer geringeren
Anzahl an Iterationen. Die Variation der Schrittweite kann hierbei durch eine stärkere Re-
laxation, wie zum Beispiel mit der Wahl ω ≤ 0, 5 oder durch die Vergrößerung des Niveaus
eines Subsystems gesteuert werden, da der Eigenwert λ zusammen mit dem Niveau größer
wird. Es ist aber damit ebenfalls zu erwarten, dass das Optimum insgesamt später erreicht
wird.
Zusammengefasst liefert uns das modifizierte vierstufige Rung-Kutta-Verfahren bei einer im
Wesentlichen gleichbleibenden Rechenkomplexität eine stabilere Rekonstruktionstechnik als
sein einstufiges Pendant, das Landweber-Kaczmarz-Verfahren. Neben der Stabilität zeigt
uns Abbildung 3.15 weiter, dass für eine optimale Rechendauer, die wir nun an der Anzahl
an Iterationen messen, insbesondere für 1 < ω < 2 das Landweber-Kaczmarz-Verfahren
spricht. Dieses Phänomen kehrt sich für ω > 1 wieder um. Wir interpretieren nun den be-
tragsgrößten Eigenwert λi als Schrittweitensteuerung in Abhängigkeit zur Systemgröße, da
er sich erfahrungsgemäß mit der Größe der Subsysteme zusammenwächst. Dann folgt für ein
stabiles Transitschema, dass kleine Subsysteme mit einem RK-4 iteriert werden sollten. Für
größere Subsysteme, wie beispielsweise das Gesamtsystem, kann das Landweber-Kaczmarz-
Verfahren verwendet werden, sodass wir schließlich ein sehr stabiles ART für inkonsistente
CT-Probleme, wie das in Kapitel 4.2, erhalten.
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4.1. Perfusionsbildgebung

Bei dem pseudo-statischen Ansatz (PSt, siehe Kapitel 1) stellt jede statische Rekonstrukti-
on eine Mittlung der zeitlichen Informationen der verwendeten Projektionen dar. Denn aus
den Daten jeder einzelnen Rotation wird jeweils ein statisches CT-Bild berechnet, welches
anschließend als eine Momentaufnahme der Perfusion interpretiert wird. Dabei entsteht die
Problematik, dass ein C-Bogen-System im Gegensatz zu einem CT eine deutlich langsamere
Rotationsgeschwindigkeit besitzt und darüber hinaus nicht in der Lage ist, kontinuierliche
Rotationen zu fahren. Grund ist dafür die fehlende Integration der Scheifringtechnologie,
weshalb die Verbindung zur C-Bogen-Gantry über Kabelanschlüsse verläuft. Wir benöti-
gen jedoch ein sogenanntes multiples Akquisitionsprotokoll, engl. auch mutilpy sweep pro-
tocol genannt, um eine zeitlich aufgelöste Rekonstruktion erreichen zu können. Das bedeu-
tet, dass die Gantry das Volumen mit einer Serie von Rotationen chronologisch abtasten
muss, um für jeden Zeitpunkt genügend viele Projektionen für eine CT-Rekonstruktion zu
generieren. Die besagten Kabelanschlüsse bedingen, dass das C-Bogen-System bei einem
multiplen Protokoll nach einer 200◦-Rotation für eine weitere zeitnahe Akquisition eine
Rückwarts-Rotation fährt. Wir wollen uns daher darauf einigen, die erste, beziehungsweise
die ungeraden C-Bogen-Rotationen, als Vorwärts-Rotation zu bezeichnen und geradzahli-
ge Durchläufe entsprechend Rückwarts-Rotation (engl. forward beziehungsweise backward
sweep) zu benennen.
Weiter benötigt das C-Bogen-System zwischen den (Vorwärts- und Rückwärts-) Rotationen
eine Datenausleserate, die ∼ 1s dauert. Wir stehen demnach einer dynamischen Röntgen-
strahl-Transformation gegenüber, bei der die Dynamik nicht vernachlässigbar ist.

Definition 4.1.1: Dynamische Röntgenstrahl-Transformation

Sei der Schwächungskoeffizient µ ∈ S(Rm × R≥0) eine Schwartz-Funktion und die
zylindrische Menge mit Z ′ = {(θ,x) | θ ∈ Sm−1, x ∈ H(θ, 0)} gegeben, dann ist
für ein s ∈ R die dynamische Röntgenstrahl-Transformation Dµ : S(Rm × R≥0) →
S(Z ′ × R≥0) als das zeitabhängige Linienintegral

Dµ(x,θ, t) :=
∫
R
µ(x+ s · θ, t) ds (4.1)

definiert.

Das zeitliche Inkrement der Kontrastmittelverteilung im Blut zwischen den Projektionen ist
direkt an die Rotationsgeschwindigkeit des Systems gekoppelt. Diskretisieren wir zunächst
im Ort, so können wir annehmen, dass ein mit p (t) = A · µp(t) ≈ Dµp(x,θ, t) in der
Zeit kontinuierliches dynamisches CT-System, wie bisher auch, mit einer Systemmatrix
A ∈ RN×M vorliegt. Sei die Akquisitionszeit über eine kompakte Menge Ω := [0, T ] ⊂ R≥0
definiert, dann sind µp(t) sowie p(t) auf Ω stetig differenzierbare Abbildungen mit µp :
(RM × Ω)→ S(RM × Ω) beziehungsweise p : S(RM × Ω)→ S(Z ′ × Ω).
Wir gehen weiter davon aus, dass die gemessenen Projektionen p(t) eine Superposition
der Kontrastmittelverteilung mit der anatomischen Struktur widerspiegeln. Das bedeutet,
dass vor der dynamischen Akquisition ein weiterer Projektionsdatensatz c ∈ S(Z ′) ohne
Bolus, eine sogenannte Maske mit c = Aµc, erhoben und anschließend vom dynamischen
Datensatz abgezogen wird. Wir treffen damit die Annahme, dass die aus

p(t)− c = Aµp(t)−Aµc = A · (µp(t)− µc) := A · µ(t) := b(t) (4.2)
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gewonnenen subtrahierten Daten1 ausschließlich die zeitliche Information der Kontrastmit-
telverteilung enthält. Insbesondere gilt

Aα · µ(t) = bα(t) (4.3)

unter einem festen Blickwinkel α ∈ (0, 2π].
Es bezeichne nun ϕ ∈ {1, 2, ...,Π} einen Index, mit dem einer Projektion unter einem
beliebigen Blickwinkel α ∈ (0, 2π] eine natürliche Nummerierung eindeutig zugeordnet wer-
den kann. Das heißt, es gelte mit

∑Π
ϕ=1Nϕ = N mit bT (t) = (bT1 (t), ..., bTΠ(t)) für alle

ϕ ∈ {1, 2, ...,Π} ebenfalls N1 = N2 = ... = NΠ.
Definieren wir einen weiteren Index h ∈ ΩH := {1, 2, ...,H} ⊂ Ω für ein zeitliches Inkre-
ment, sodass H ∈ N Anzahl der insgesamt akquirierten Projektionen ist. Das dynamische
CT-System lässt sich dann mit bh = A · µh in der Zeit diskretisieren.
Gehen wir nun von einem multiplen Akquisitionsprotokoll aus, bei dem alle Rotationen mit
stets den gleichen einzelnen Blickwinkeln abgetastet werden. Dann erhalten wir für ein CT
mit einer vollen 360◦-Umdrehung das äquidistante Abtastmuster ϕh ≡ ((h− 1) mod Π) + 1
in der Zeit.
Für ein C-Bogen-CT, das dieses Protokoll mit wiederholenden Halbkreisrotationen umsetzt,
bekommen wir mit

ϕh ≡
{

((h− 1) mod Π) + 1, für eine Vorwärts-,
(Π− (h− 1) mod Π) + 1, für eine Rückwärts-

(4.4)

rotation, ein alternierendes zeitliches Muster.

Bemerkung Eine technische Beschreibung einer C-Bogen-basierten CT-Perfusionsbildgebung
in einem interventionellen OP findet sich im Artikel von Fieselmann und Manhart [FM13a].
�

Durch diese temporalen Zuordnungen von Subsystem zu Abtastpunkt kann jede dyna-
mische Projektion mit bhϕh = Aϕh ·µh beschrieben werden. Damit erhalten wir eine diskrete
Formulierung der dynamischen Röntgenstrahl-Transformation aus Gleichung (4.1) mit

D :=



A1
O
...
O

 ,

O
A2
...
O

 , . . . ,

O
...
O
AΠ



 =̂ Perfusion-Systemmatrix,

M :=


µ

1

...
µΠ

 , . . . ,
µ

H∗+1

...
µH



 =̂ Schwächungskoeffizient,

B :=





b1
1
...
bϕhϕh...
bΠ

Π


, . . . ,



bH
∗+1

1
...

bH
∗+ϕh

ϕh...
bHΠ






=̂ Projektionen,

wobei H∗ = H −Π ist.
Das entsprechende dynamische inverse Problem kann nun mit dem System an Minimierungs-
problemen

‖D ·M −B‖2 → min (4.5)
1Analog zur bereits erwähnten DSA werden im Allgemeinen zur Signalverstärkung subtrahierte Daten für
die CT-Perfusionsbildgebung verwendet.
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Abbildung 4.1.: Trajektorie eines C-Bogen-Systems:
Ein multiples Akquisitionsprotokoll mit einem C-Bogen-System besitzt ein
alternierendes Muster. Der Detektor startet aus der Sicht des Patienten
bei einer Vorwärtsrotation vom Grad ∼ 0◦ und dreht bis ∼ 200◦. Während
dieser Kurz-Akquise werden 130 − 250 Projektionen aufgenommen und in
einer anschließenden Pause ausgelesen. Die Rückwärtsrotation startet dann
entsprechend bei ∼ 200◦ und endet bei ∼ 0◦. Es entsteht also ein alternie-
rendes Muster, was aus 8− 10 Rotationen bestehen kann.

beschrieben werden, wobei ein direktes Lösen praktisch nicht möglich ist.

Pseudo-statische Rekonstruktion und Perfusionskarten

Mit dem pseudo-statische Ansatz umgeht man das vollständige Rekostruktionsproblem (4.5),
indem jede Rotation als Momentaufnahme gedeutet wird. Es beschreibe dafür R die Anzahl
an Rotationen und wir setzen R ≤ H für die Akquisitionsdauer voraus. Dann können wir
die Matrix mit M := (u1, ..., uR) in N -dimensionalen Spaltenvektoren unterteilen. Ana-
log stellen wir die Matrix B := (b1, ..., bR) mit N -dimensionalen Spaltenvektoren dar. Der
PSt-Ansatz interpretiert nun jede Rotation r ∈ {1, ..., R} ⊂ ΩH als ein zeitliches Inkrement.
Das Problem (4.5) wird so durch R Minimierungsprobleme ‖Aur − br‖2 → min approxi-
miert. Dabei wird technisch versucht, das Problem ‖br − b(tr)‖2 → min für alle r ∈ ΩH

und mit th ∈ Ω einzeln zu lösen. Die rekonstruierten Abtastpunkte werden anschließend
durch Interpolation, wie beispielsweise in Montes et al. [ML07] demonstriert, in der Zeit
vervollständigt.
Es ist hier ersichtlich, dass dieser Ansatz zu einer für die Diagnostik hinreichenden Rekon-
struktion führen kann, wenn die Rotationsgeschwindigkeit der Gantry sehr hoch ist. Die
Genauigkeit dieser Rekonstruktionstechnik nimmt an Zuverlässigkeit zu, wenn sich inner-
halb einer Rotation der zeitliche Abstand zwischen den Projektionen verkleinert. Daher
gilt hier auch die 4D-Perfusionsbildgebung, die mit einem konventionellen CT bereitgestellt
wird, als Goldstandart.

Bemerkung Im Kontext dieser Arbeit wird die dynamische Computertomographie mit
der 4D-Perfusionsbildgebung gleichgesetzt. �

Nehmen wir an, dass ein in der Zeit aufgelöstes CT-Bild in Form der Zeit-Schwächungskurven,
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Karte Berechnungsformel für den j-ten Voxel
CBFa 1

ρ
‖µ̇j(t)‖∞
‖µmax(t)‖∞

CBVa 1
ρ

∫ T
0 µj(τ) dτ∫ T

0 µmax(τ) dτ

MTTb CBVj
CBFj

TTP argt ‖µj(t)‖∞

Tabelle 4.1.: Medizinische Parameter
aHier bezeichnet ρ die Gewebedichte.
bDiese Formel ist auch als zentrales Volumen-Theorem bekannt und wird im Artikel von Konstas et
al. [KGLL09] erklärt.

den engl. time attenuation curves (TACs), vorliegt. Dann betrachtet der Arzt nicht diese
Kurven explizit, sondern verwendet spezifische medizinische Parameter für die medizinische
Evaluation. Diese Parameter heißen Perfusionskarten und sind wichtige Hilfsmittel für die
Schlaganfalldiagnostik. Sie sind im Wesentlichen dreidimensionale CT-Bilder, wobei hier im
Allgemeinen weder Graustufen, noch die HU-Skala für die Visualisierung verwendet wer-
den. Die Farbwahl und die Skalierung hängt von der Spezifikation der Karte ab und kann
daher variieren. In dieser Arbeit beschränken wir uns auf vier Arten der Perfusionskarten,
die zur medizinschen Diagnostik verwendet werden.
• Der zerebrale Blutfluss (CBF, engl. cerebral blood flow) gibt für jeden Voxel das Blut-
flussvolumen pro 100g Gehirnmasse und Minute an und wird daher in

[
ml

100g·min

]
angeben.

• Das zerebrale Blutvolumen (CBV, engl. cerebral blood flow) gibt für jeden Voxel die ge-
messene Gesamtmenge an Blut pro 100g Gehirnmasse an und wird in

[
ml

100g

]
erfasst.

• Die mittlere Transitzeit (MTT engl. mean transit time) ist die mittlere Durchblutungs-
dauer der gemessenen Perfusion pro Voxel. Das heißt, dass die MTT angibt, wie lang das
Blut nach arterieller Zuführung im Mittel braucht, bis es in venöse Gefäße zum Abfluss
übertritt. Sie wird daher in Sekunden [s] angegeben.
• Die Zeit bis zur maximalen Hyperdensität (TTP engl. time-to-peak) für jeden Voxel gibt
die Dauer an, bei dem die Kontrastmittelkonzentration im Gewebe sein Maximum erreicht.
Es sind damit die Zeitpunkte, zu denen jede TAC sein jeweiliges Maximum annimmt und
werden in Sekunden [s] angegeben.
Für einen schnellen Zugriff auf weitere medizinische Details verweisen wir auf den Ratge-
ber [4]. Zur Berechnung der einzelnen Perfusionskarten verwenden wir in dieser Arbeit die
Formeln aus Fieselmann et al. [FKG+11]. In Fieselmann et al. [FKG+11] wird jede TAC
durch eine Faltung der arteriellen Zuflussdynamik µmax(t) (AIF, aterielle Eingangs- be-
ziehungsweise Input-Funktion) mit einer Residualfunktion modelliert. Dies ermöglicht die
Verwendung eines Dekonvolution-Ansatzes, der für die Perfusionsbildgebung genutzt wer-
den kann. In dieser Arbeit greifen wir auf den äquivalenten Ansatz des maximalen Anstiegs
(engl. maximum slope approach), siehe Tabelle 4.1, zurück, welcher ebenfalls in Fieselmann
et al. [FKG+11] vorgeschlagen wird.
Die CT-Perfusionsbildgebung zielt zusammenfassend darauf ab, spezifische medizinische
Parameter zu erzeugen. Die dynamische Bildgebung mit einem C-Bogen-System hat so-
gar das Potential, eine CT-Perfusionsbildgebung direkt im OP bereitzustellen. Jedoch ist
der PSt-Ansatz trotz der hohen Rotationszeiten die Grundlage der C-Bogen-basierten Per-
fusionsbildgebung. Der potentielle Verlust an Bildqualität wird zu Gunsten geringer Re-
chenzeiten in Kauf genommen, was bereits in Fieselmann und Manhart [FM13b] diskutiert
wurde. Es entstehen so viele Rekonstruktionsprobleme, wie dynamische Kurz-Akquisen auf-
genommen wurden. Diese CT-Probleme können mit dem PSt-Ansatz parallel berechnet
werden. Die technische Lösung sind momentan Akquisitionsprotokolle, wie in Tabelle 4.2



130

zu sehen, sodass schnelle Verfahren, wie beispielsweise die FDK, brauchbare Ergebnisse
liefern.

(a) ML-Newton-basierte rekonstruierte
TTP-Perfuisonskarte einer axialen
Schicht. Die Farbskala entstammt
dem Siemens Prototypen, der im Ar-
tis Zeego integriert ist.

(b) ML-Newton-basierte rekonstruierte CBF-Perfuisonskarte (rechts) einer fron-
talen Schicht, auch Koronalebene genannt. Links der gleiche medizinische
Parameter mit einer FDK-Rekonstruktion berechnet. Die goldene Farbskala
wurde aus der Publikation von Frysch et al. [FPB+14] überbommen.

Abbildung 4.2.: Perfusionskarten im Vergleich (Bilder entstammen dem Artikel von Frysch
et al. [FPB+14]):
Wir sehen hier einen rekonstruierten Patientendatensatz, der mit dem C-
Bogen-System Artis Zeego akquiriert wurde. Die CT-Perfusiondaten wur-
den mit dem PSt-Ansatz und verschiedenen Methoden statisch rekonstru-
iert. Der Patient besitzt hier ein Blutflussdefizit in der rechten Hemisphäre.
Die Farbkodierung der Perfusionskarten hat keine allgemeingültige Konven-
tion.
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Abbildung 4.3.: ML-Geschwindigkeit (Bild entstammt aus dem Artikel von Frysch et
al. [FPB+14]):
Wir sehen den RMSE der zentralen Schicht von vier verschiedenen Varian-
ten einer ML-Rekonstruktion angegeben in der Hounsfield-Skala HU. Der
Fehler wurde mit der Hilfe eines im Wesentlichen aus-iterierten Volumens
berechnet.

Beispiel Die Rekonstruktion mit dem PSt-Ansatz lässt sich bereits mit dem Rückgriff
auf iterative Methoden verbessern, indem statt der FDK die ML-Methoden aus Kapitel 3
verwendet werden. Qualitativ sehen wir in Abbildung 4.2, dass das Newton-basierte ML-
Verfahren

(µn+1)j = (µn)j + ω ·
∑N
i=1 aim

(
N0 exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)− exp(−pi)

)
N0
∑N
i=1 a

2
im exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)

, (3.9)

mit dem Erweiterungs-Term (3.10) bessere CT-Bilder liefert, als die FDK. Es handelt sich
hier um einen Patientendatensatz, der aus dem C-Bogen-System Artis Zeego mit den tech-
nischen Parametern (4.2) akquiriert wurde. Mit den iterativen Methoden erreichen wir eine
höhere Weichteilkonstrastauflösung. Vergleichen wir die ML-Verfahren aus Kapitel 3 unter-
einander, dann sehen wir das weitere Optimierungspotential mit

(µn+1)j = (µn)j + ω · (µn)j
N0
∑N
i=1 aij

(
exp(−

∑M
k=1 aik(µn)k)− exp(−pi)

)
∑N
i=1 aij exp(−

∑N
i=1 pi)

. (4.6)

Das aus der Literatur stammende MEM-Verfahren in der Version von Lange und Fessler
[LF95] erreicht hier die geringste Konvergenzordnung (siehe Abbildung 4.3). Die Newton-
basierten ML-Verfahren lassen sich durch ein geordnetes Subsystemschema in Verbindung
mit einem Transitschema weiter steigern, während das multiplikative Verfahren keine aus-
reichende Stabilität für kleinere Subsystem-Niveaus besitzt. �

Nichtsdestotrotz werden für die Rekonstruktion dynamischer Daten mit dem PSt-Ansatz
schnellere Algorithmen wie die FDK bevorzugt. Anstatt iterative Methoden zu benut-
zen, werden die im Allgemeinen PSt-FDK-rekonstruierten CT-Bilder, wie im Artikel von
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 2◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 133

Volumenauflösung (DBP-Phantom) 256× 256× 199
Volumengröße ∼ (238× 238× 185)mm3

Bildgebung Kegelstrahlen-CT
Anzahl an Rotationen 10
Zeit pro Rotation ∼ 2, 5s
Auslese-Pause ∼ 1s

Tabelle 4.2.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus IV:
C-Bogen-CT-Perfusion

Manhart et al. [MAS+14] vorgestellt, mit Filtern nachbearbeitet, um die Bildqualität zu
verbessern. Eine FDK benötigt für ein 3D-CT-Bild, wie die gefilterte Rückprojektion für
eine 2D-CT-Schicht, im Wesentlichen eine Rückprojektionsoperation zur Rekonstruktion
des Volumens. Bei iterativen Methoden kommen bei jeder vollständigen Iteration mindes-
tens eine Vor- und Rückprojektion hinzu. Der Zugewinn an Bildqualität steht hier dem-
nach in einem starken Konflikt zur Rechengeschwindigkeit. Die Grundlage des Prototypen,
die beispielsweise auch beim Siemens Artis Zeego integriert ist, beruht auf der PSt-FDK-
Rekonstruktion. Dadurch ist die Bereitstellung einer vollwertigen C-Bogen basierten CT-
Perfusionsbildgebung bislang nur bedingt verfügbar, sodass der One-Stop-Shop noch nicht
umgesetzt werden konnte (Stand 2018).
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4.2. Raum-Zeit-Separationsmodell

Basierend auf Weese und Rose [WR05] wird für alle j = 1, ..., N die TAC jedes einzel-
nen Voxels µj durch Vorwissensintegration approximiert. Die entsprechende Dynamik wird
beim Raum-Zeit-Separationsmodell mit einer Linearkombination µj(t) ≈

∑K′
k′=1w

′
k′j · fPk′ (t)

aus Basisfunktionen interpoliert. Dabei transportiert jede Zeile der Vektorfunktion fP (t)
den jeweiligen Teil des a priori Wissens mit µ(t) ≈ W ′ · fP (t) und W ′ ∈ RM×K′ in die
Rekonstruktion. Das Rekonstruktionsproblem wird also auf die Berechnung der Gewich-
tungskoeffizientenmatrix (w′1, ...,w′K′) =: W ′ übertragen. Weiter orientieren wir uns am
Artikel von Serowy et al. [SSR08] und komprimieren das zu Grunde liegende Vorwissen
mit der Hauptkomponentenanalyse. Berechnen wir die PCA mit der Singulärwertzerlegung
von

{fP (h)}h=1,...,H = UΣV T ,

so geben nach Serowy et al. [SSR08] die Singulärwerte {σk′}k′=1,...,K′ an, mit welcher Güte
die Varianz erklärt wird. Sei K ≤ K ′ dann gibt die Formel

%K :=
∑K
k=1 σk∑K′
k′=1 σk′

· 100 (4.7)

das entsprechende Gütemaß %K in Prozent an.
Geben wir demnach eine AnzahlK explizit vor, dann können wir nach Serowy et al. [SSR08]
jedes ursprüngliche Basiselement fPk′ mit einer Linearkombination der ersten K Zeilen
{ψk(h)}h=1,...,H der Matrix U approximieren.
Nehmen wir darüber hinaus an, dass dies ebenfalls gilt, wenn die Basiselemente kontinuier-
lich in der Zeitkomponente gelten, dann kann die Anzahl an Elementen reduziert werden,
indem die Linearkombination (1.1) durch eine weitere Linearkombination für j = 1, ...,M

µj(t) ≈
K′∑
k′=1

w′k′j · fPk′ (t) ≈
K∑
k=1

wkj · ψk(t) (4.8)

approximiert wird. Setzen wir den Modellansatz (4.8) in das dynamische CT-Problem bhϕh =
Aϕh · µh ein, dann kann das resultierende modellbasierte CT-System mit A1ψ1(1) . . . A1ψK(1)

... . . . ...
AΠψ1(H) . . . AΠψK(H)

 ·

w1
...
wK

 =

b
1
1
...
bHΠ

 (4.9)

beschrieben werden. Es ist schnell ersichtlich, dass das Speichern und Laden dieses System
hohe Kapazitäten in Anspruch nehmen kann. Betrachten wir daher für ein h ∈ ΩH , beliebig
aber fest, ein ϕ ≡ ϕh ∈ {1, ...,Π} das ϕ-te Untersystem, so lässt sich das System (4.9) in
die kompaktere Schreibweise

bhϕ = (Aϕψ1(h) . . .AϕψK(h)) ·
(
(w1)T . . . (wK)T

)T
= Aϕ

K∑
k=1

ψk(h)wk

überführen. Substituieren wir mit uh :=
∑K
k=1 ψk(h)wk die Linearkombination, dann be-

kommen wir die einfache Darstellung bhϕ = Aϕu
h für ein Subsystem, das wir mit einem

Landweber-Kaczmarz-Schritt

uh = uh + ωAT
ϕ(bhϕ −Aϕu

h)
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iterieren können. Wir setzen die Linearkombination wieder ein
K∑
k=1

ψk(h)wk =
K∑
k=1

ψk(h)wk + ωAT
ϕ

(
bhϕ −Aϕ

K∑
m=1

ψm(h)wm

)
(4.10)

und gehen mit n ∈ N0, hn ≡ (n mod H) + 1 und

ϕn ≡
{

((n− 1) mod Π) + 1, für eine Vorwärts-,
(Π− (n− 1) mod Π) + 1, für eine Rückwärts-

Rotation von einem alternierenden C-Bogen-System mit Π Projektionen pro Rotation aus.
Durch einen Koeffizientenvergleich in Gleichung (4.10) bezüglich k lässt sich so ein Verfahren
mit uhn =

∑K
m=1 ψm(hn)wn

m

wn+1
k = wn

k + ωAT
ϕn(bhnϕn −Aϕnu

hn) (4.11)

formulieren, dass mit einer Vor- und Rückporjektion pro Subiteration auskommt. Weiter
bekommen wir auch einen einfachen Zugriff auf die, in Abschnitt 2.4 erwähnten, Strategien,
wie beispielsweise das Schema mit geordneten Subsystemen. Die einfache und deshalb effi-
ziente Positivitätsbedingung der Voxel ist für Gewichtungskoeffizienten leider nicht weiter
gültig, da hier auch negative Werte bei der Rekonstruktion der Koeffizienten zulässig sind.
Das Verfahren (4.11) wurde in den Beiträgen von Bannasch et al. [BWR15] und Bannasch
et al. [BWR16] vorgestellt.

4.3. Die Zeitseparationstechnik

Nehmen wir an, dass eine ideale Basis vorliegt und die Dynamik der Perfusion durch das
Raum-Zeit-Separationsmodell zuverlässig abgebildet wird. Zudem wählen wir das Niveau
so, dass ein Subsystem der Größe einer Projektion und damit einem Zeitschritt entspricht.
Betrachten wir das Verfahren (4.11), dann benötigen wir für eine vollständige Iteration
H = Π·R Subiterationen. Die Gesamtanzahl an akquirierten Projektionen ist daher maßgeb-
lich für die Rechengeschwindigkeit. Betrachten wir beispielsweise das Perfusions-Protokoll
aus Tabelle 4.2, so besteht eine vollständige Iteration unter den genannten Voraussetzungen
aus 1330 Subiterationen pro Basiselement. Weiter ist das System (4.9) wegen der zeitlichen
Abhängigkeit nicht Strahlen-permutierbar. Das Lösen des Systems (4.9) mit einem Verfah-
ren, das auf der gefilterten Rückprojektion basiert, ist damit nicht ohne Weiteres effizient
anwendbar.
Im folgenden werden wir die Zeitseparationstechnik vorstellen, die das dynamische CT-
System durch Vorwissen-Integration auf ein statisches Rekonstruktionsproblem ohne Zeit-
abhängigkeiten in den Projektionen, wie im System (4.9), überträgt.
Hierfür heben wir die Annahme hervor, dass bei dem multiplen Akquisitionsprotokoll jede
Rotation exakt die gleiche Folge an Blickwinkeln anfährt. Wir finden also für jeden Rönt-
genstrahl unter einem festen Blickwinkel α innerhalb einer beliebigen Akquise R−1 weitere
Röntgenstrahlen, die zwar dasselbe Detektorelement treffen, jedoch jeweils ein anderes zeit-
lich verändertes Signal transportieren. Diese Bedingung wollen wir hier Winkelkonsistenz
nennen.
Gehen wir von einer kontinuierlichen Bestrahlung des Patienten aus beliebig vielen Winkeln
aus, dann können wir jedes Detektorelement für i = 1, ..., N mit dem Raum-Zeit-Separa-
tionsmodell

bi(t) =
M∑
j=1

aij · µj(t) ≈
M∑
j=1

aij ·
K∑
k=1

wjk · ψk(t)

=
K∑
k=1

M∑
j=1

aijwjk · ψk(t) =
K∑
k=1

gik · ψk(t) (TST-MBPR)
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approximieren und ist eine Linearkombination im Projektionsraum. Dies wird durch die
Interpretation einer Projektion als Linearkombination von Voxeln motiviert, wobei die Ge-
wichtungskoeffizienten durch die, in der Systemmatrix A enthaltenen, Geometriefaktoren
aij erklärt sind. Wir nutzen also aus, dass durch diesen MBPR-Ansatz eine Projektion
eine Linearkombination von Linearkombinationen darstellt, die wiederum zu einer Line-
arkombination führt. Folglich kann für alle i ∈ {1, ..., N} die zeitliche Komponente jeder
Extinktion durch die Berechnung des L2-Skalarprodukts der orthonormalen Basisfunktio-
nen 〈ψm(t), ψk(t)〉L2 :=

∫
Ω ψm(t) · ψk(t)dt mit

〈ψk(t), ψm(t)〉L2 = δkm :=
{

1, wenn k = m,

0, sonst

separiert werden. Wir können das dynamische CT-System A ·W · ψ(t) = b(t) so für alle
m ∈ {1, ...,K} mit

M∑
j=1

∫
Ω
aij · µj(t) · ψm(t)dt

(TST-MBPR)
≈

M∑
j=1

aij ·
K∑
k=1

wjk ·
∫

Ω
ψk(t) · ψm(t)dt︸ ︷︷ ︸

δkm

=
M∑
j=1

aij · wjm (4.12)

auf der linken Seite (4.12) und mit∫
Ω
bi(t) · ψm(t)dt

(TST-MBPR)
≈

K∑
k=1

gik ·
∫

Ω
ψk(t) · ψm(t)dt︸ ︷︷ ︸

δkm

= gim, (4.13)

auf der rechte Seite (4.13) auf das statische CT-System A ·W = G projizieren. Es ex-
istieren nun keine zeitlichen Abhängigkeiten mehr und wir können für das Gesamtsystem
in K unabhängige Minimierungsprobleme ‖A ·wm − gm‖22 → min für alle m ∈ {1, ...,K}
formulieren. Diese Rekonstruktionsaufgaben lassen sich zum einen parallelisieren und zum
anderen mit einer beliebigen Rekonstruktionstechnik berechnen. Das heißt, dass auch ins-
besondere die analytischen Verfahren anwendbar sind.
Um aus dem multiplen Akquisitionsprotokoll Zeit-kontinuierliche CT-Projektionen gener-
ieren zu können, müssen die Daten in einer geeigneten Reihenfolge interpoliert werden. Aus
diesem Grund muss die Bedingung der Winkelkonsistenz erfüllt sein. Denn dann gibt es für
jedes ϕ innerhalb einer Rotation, beliebig aber fest, R temporale Stützstellen zur Interpo-
lation.
Ein typisches multiples C-Bogen-Perfusionsprotokoll liefert bei zehn Rotationen mit jeweils
166 Projektionen R = 10 Stützstellen für eine maximale zeitliche Auflösung von H = 1660.
Die Interpolation an sich wird hier durch Verwendung von Splines realisiert. Hierzu muss
jedoch eine Rotationsrichtung umgekehrt werden. In unserem Fall sortieren wir die Blick-
winkel der Rückwärts-Rotation von hinten nach vorne um, sodass die Reihenfolge der Blick-
winkel mit denen einer Vorwärts-Rotation übereinstimmen. Anschließend kann das Skalar-
produkt durch eine geeignete Quadraturformel numerisch berechnet werden.

Bemerkung Nach der Interpolation der Projektionen kann das System wieder diskretisiert
werden. Wir können so einen Projektionsdatensatz Bh := {b(h)}h=1,...,H generieren und
eine adäquate Basis Ψh := {ψ(h)}h=1,...,H wählen, um ein System A ·W · Ψh = Bh

mit einer höheren zeitlichen Abtastung zu erzeugen. Wir tasten das interpolierte System



136

dabei so hoch ab, dass die Orthogonalität der Basis mit Ψh ·ΨT
h = I rechtsseitig erhalten

bleibt. Wir können dann die zeitliche Separation über Ψh ∈ RK×H mit der Moore-Penrose-
Pseudoinversen Ψ−h := ΨT

h (Ψh·ΨT
h )−1 = ΨT

h umsetzen. Denn dies führt zum Tensorprodukt
in der Zeit

(A ·W ·Ψh)Ψ−h = A ·W (Ψh ·ΨT
h ) = A ·W

auf der linken Seite des Systems und

Bh ·Ψ−h = Bh ·ΨT
h := G

auf der rechte Seite, das auf dem L2-Skalarprodukt basiert.
�

Serowy et al. [SSR08] zeigten dabei, dass die Vorwissen-Integration, in Form einer ortho-
normalen Basis (ONB), die Kondition des Raum-Zeit-Separationsmodells im Verhältnis
zur nativen modellbasierten Form verbessert. Wir nutzen die Orthonormalität hier weiter
aus, um das hochdimensionale MBPR-Problem auf K kleinere voneinander unabhängige
CT-Rekonstruktionsprobleme zu übertragen.

Bemerkung Bei Simulationsstudien können wir mit k, m = 1, ...,K für alle Voxel j ∈
{1, ..,M} die Formel

< µj(t), ψm(t) > ψ(t)
(TST-MBPR)
≈ <

K∑
k=1

wjkψk(t), ψm(t) > ψ(t)

=
K∑
k=1

wjk < ψk(t), ψm(t) > ψ(t)

=
K∑
k=1

wjkδkmψ(t) = W ·ψ(t)
(TST-MBPR)
≈ µ(t) (4.14)

finden, mit der wir ein Maß zur Evaluation der zugrundeliegenden ONB erhalten. �

Numerische Resultate (Teil I)

Im ersten Experiment untersuchen wir zum einen die Effizienz der TST im Vergleich zum
iterativen MBPR-Verfahren (4.11), indem wir ein dynamisches 2D CT-Bild simulieren und
rekonstruieren. Zum anderen untersuchen wir die TST auf die prinzipielle Durchführbar-
keit, wobei wir mit einem niedrigen Grad an Komplexität starten wollen. Wir verwenden
das Shepp-Logan-Phantom als Vorlage und überlagern es mit drei verschiedenen dyna-
mischen Bereichen (siehe Abbildung 4.5). Wir nehmen eine ideale Maske an, sodass sich
das Rekonstruktionsproblem ausschließlich auf die dynamischen Regionen konzentriert. Die
Projektionen simulieren wir, wie in Tabelle 4.3 beschrieben, nach dem Vorbild eines verein-
fachten multiplen C-Bogen-Perfusionsprotokoll. Das Abtastmuster ist alternierend, jedoch
verzichten wir hier auf die Auslese-Pause zwischen den Rotationen. Das dynamische Sino-
gramm in Abbildung 4.5 bekommt dadurch eine unstetige Struktur, da wir die Reihenfolge
der Projektionen der Rückwärts-Rotationen für die Interpolation entsprechend umsortiert
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 5◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße 0, 616mm
Anzahl der Detektorpixel 616
Anzahl der Projektionen 133

Volumenauflösung (dSL-Phantom) 64× 64
Volumengröße ∼ (71, 2× 71, 2)mm2

Bildgebung Fächerstrahlen-CT
Anzahl an Rotationen 10 + Maske
Zeit pro Rotation ∼ 2, 5s
Auslese-Pause Keine

ONB Gamma-variate

Tabelle 4.3.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus V:
C-Bogen-CT-Perfusion

haben. Sowohl die im Phantom integrierten Dynamiken in Abbildung 4.5, als auch die
Gamma-variate Basis in Abbildung 4.4 sind Variationen der Funktion

γ(β, η; t) :=1
2 (h(β, η; t) + |h(β, η; t)|) , (1.2)

h(β, η; t) := ηβ

Γ(η) · t
β−1 exp(−β · t).

Die ONB in Abbildung 4.4 mit drei Elementen kann nach der Formel (4.7)∼ 54% der totalen
Varianz die ursprüngliche Basis mit 25 Elementen reproduzieren. Mit dieser ONB wollen wir
das dynamische Phantom modellbasiert rekonstruieren. Das heißt, dass wir entsprechend
der Gewichtungtskoeffizienten drei statische Volumina berechnen müssen.
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(a) Gamma-variate Funktionenschar als Basis mit 25 Elementen zur Vorwissens-
Integration
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(b) Orthonormal-Basis erzeugt aus 25 Gamma-variaten Funktionen

Abbildung 4.4.: Gamma-variate Basisfunktionen (Bilder entstammen dem Artikel Ban-
nasch et al. [BFP+18]):
Mit der Hauptkomponentenanalyse werden 25 Vorwissens-Elementen zu 3
orthonormalen Elemente komprimiert, sodass die reduzierte Basis orthogo-
nal ist.
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(e) Dynamisches Sinogramm

Abbildung 4.5.: Dynamisches Sheep-Logan Phantom (Das Phantom (dSL) wurde innerhalb
einer Kooperation zusammen mit Dr. Sylvia Saalfeld erstellt) und das dy-
namische Sinogramm:
Das Sheep-Logan-Phantom wurde mit drei dynamischen Bereichen überla-
gert. Die drei ausgewählten Zeitpunkte zeigen die Regionen mit dem höchs-
ten Grauwert bezüglich einer der drei Kurven.
Die Dynamik ist ebenfalls im Sinogramm durch die zeitliche Veränderung
der Grauwerte erkennbar. Die Maske wurde im Vorfeld von den Daten ab-
gezogen.
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(a) CBV vom originalen dyna-
mischen Sheep-Logan Phan-
tom.

(b) CBV vom MBPR dynamisch-
en Sheep-Logan Phantom
nach 100 Iterationen.
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(d) Mittlerer rRMSE:= ‖µRek(t)−µdSL(t)‖
M

aller Kurven bei der iterativen MBPR-
TST.

Abbildung 4.6.: CBV der modellbasierten Rekonstruktion des dynamischen Sheep-Logan-
Phantoms:
Für eine zweidimensionale Darstellung wählen wir hier eine nicht-
normalisierte CBV. Das heißt, dass wir das Integral jeder einzelnen Kurve
berechnet und anschließend die Werte den entsprechenden Voxeln zugeord-
net haben. In dieser Simulation gibt es keinen arteriellen Eingang (AIF),
sodass eine Normierung über dem Integral der AIF nicht möglich war. Wei-
ter wird hier die Konvergenz der TST gezeigt. Die Rekonstruktion der Ko-
effizienten wurde mit dem Landweber-Kaczmarz-Verfahren berechnet und
der Rekonstruktions-Fehler nach einer vollständigen Iteration in der Grafik
abgetragen.
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(a) Dynamische Grauwerte vom originalen dynamischen Sheep-Logan-Phantom.

(b) Dynamische Grauwerte vom MBPR dynamischen Sheep-Logan-Phantom
nach 100 Iterationen.

(c) Dynamische Grauwerte vom MBPR-TST dynamischen Sheep-Logan Phan-
tom nach 10 Iterationen.

Abbildung 4.7.: Dynamische Grauwerte der modellbasierten Rekonstruktion des dyna-
mischen Sheep-Logan-Phantoms:
Eine direkte Evaluation ist wegen des noch verhältnismäßig geringen Kom-
plexitätsgrades auch möglich, indem wir alle rekonstruierten Kurven in
einer Grafik illustriert. Zur Orientierung wurden die originalen drei Dyna-
miken mit hinzugefügt.
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Verfahren P Anz. Iter. Zeit pro Iter. Anz. Subiter. ‖µdSL(t)−µRek(t)‖2
M

MBPR (4.11) 616 1000 82, 9s 1330 4, 24 · 10−2

TST 616 10 4, 0s 3 · 133 1, 42 · 10−2

Tabelle 4.4.: Vergleich der TST mit dem iterativen Verfahren (4.11) in der Performanz

Die zeitliche Auflösung ist mit 1330 Abtastpunkten maximal gewählt und hinreichend hoch,
sodass wir das optimale Resultat eines MBPR-Verfahrens mit der Formel (4.14) durch

< µ(t),ψ(t) > ψ(t) ≈< (W ·Ψh),Ψh > Ψh = W (Ψh ·ΨT
h )Ψh = W ·Ψh ≈ µ(t)

approximieren können. Unabhängig von der verwendeten MBPR-Technik gehen wir da-
von aus, dass die höchste Genauigkeit des Raum-Zeit-Separationsmodells in dieser Simu-
lationsstudie mit dem Ergebnis erreicht werden kann, welches in Abbildung 4.7, illus-
triert wird. Weiter sehen wir in Abbildung 4.7 das Ergebnis mit einer iterativen MBPR
mit dem Verfahren 4.11 nach 1000 vollständigen Iterationen und das Resultat nach einer
TST-Rekonstruktion. In Tabelle 4.4 vergleichen wir die TST mit dem iterativen MBPR-
Verfahren (4.11). Dabei wurde das Verfahren 4.11 nach 1000 Iterationen abgebrochen, ob-
wohl das Verfahren potenziell eine höhere Genauigkeit erreichen kann. Bei der TST haben
wir für einen direkten Vergleich ein Landweber-Kaczmarz-Verfahren verwendet. Beide Itera-
tionen haben wir über den betragsgrößten Eigenwert relaxiert und verwenden eine zufällige
Reihenfolge der Subsysteme für eine vollständige Iteration.

Diskussion

Diese erste numerische Simulation zeigt uns zunächst das Potential der TST, die systema-
tische Komplexität durch die TST-MBPR im Vergleich zum Gesamtsystem (4.9) deutlich
zu verringern. Es handelt sich bei diesem Experiment um eine simplifizierte dynamische
CT-Rekonstruktionsaufgabe, die die Realität äußerst abstrakt wiedergibt. Abgesehen von
der Morphologie des menschlichen Gehirns, stellen insbesondere die integrierten Dynamiken
eine starke Vereinfachung dar. Sie beschränken sich auf die jeweiligen Regionen und haben
bis auf die Struktur der Kurven keinen echten Zusammenhang. Die Simulation hat trotz-
dem den Vorteil, dass eine direkte Evaluation zwischen den zwei ausgewählten Verfahren
mit dem gleichen Raum-Zeit-Separationsmodell schnell zugänglich gemacht wird.
Quantitativ bemerken wir anhand Tabelle 4.4, dass die TST nach zehn vollständigen Ite-
rationen einen weitaus kleineren Fehler liefert als das MBPR-Verfahren (4.11). Eine TST-
Iteration besteht zwar aus drei verschiedenen Rekonstruktionsaufgaben, jedoch sind diese
komplett unabhängig voneinander und daher effizient parallelisierbar. Angenommen es sei
keine Parallelisierung möglich, dann würde eine Iteration aus 3 · 133 = 399 Subiterationen
beziehungsweise -systemen bestehen. Die einer MBPR (4.11) enthält im Vergleich 1330,
sodass die Rechenkomplexität auch in diesem Fall wesentlich höher ist, als bei der TST.
Ein Gleichstand würde erst mit einer Basis bestehend aus 10 Elementen eintreten.
Die qualitative Analyse mit der Abbildung 4.6 und 4.7 bestätigt die quantitativen Aussa-
gen. Die Charakteristiken der rekonstruierten Kurven in Abbildung 4.7 stimmen mit denen
überein, die wir mit der Formel (4.14) erwarten. Mit der Illustration aller Kurven wird
die Konvergenz ersichtlich, da sich die TACs zu der idealen MBPR konvergieren. Während
die TST nach 10 Iterationen schon fertig zu sein scheint, deutet das Verfahren (4.11) zwar
Konvergenz an, die jedoch nach 1000 Iterationen noch nicht sein Optimum erreicht hat.
Abbildung 4.6 bestätigt dabei, dass die Kurven in den richtigen Regionen rekonstruiert wer-
den. Es zeigt jedoch, dass das Verfahren (4.11) ebenfalls konvergiert und, abgesehen von
der Rechenzeit, ein brauchbares Ergebnis generiert. Insbesondere, da die noch nicht voll-
ständig konvergierten TACs im Außenraum der dynamischen Regionen angesiedelt sind,
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 2◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 166

Volumenauflösung (DBP-Phantom) 256× 256× 256
Volumengröße (230× 230× 179)mm3

Bildgebung Kegelstrahlen-CT
Anzahl an Rotationen 10 + Maske
Zeit pro Rotation ∼ 3, 0s
Auslese-Pause ∼ 1, 0s

ONB Ideales Vorwissen
Akquisitionsdauer 39, 0s

Tabelle 4.5.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus VI:
C-Bogen-CT-Perfusion

sind die Dynamiken in Abbildung 4.6 erkennbar und im Vergleich zum Original und zur
TST-MBPR ebenfalls quantifizierbar.
Maßgeblich ist jedoch die Rechenzeit, weshalb wir für die weiteren Simulationen die TST
für eine modellbasierte Rekonstruktion verwenden werden.

Bemerkung Bei genauerer Betrachtung der ONB in Abbildung 4.4, sehen wir eine gerif-
felte Struktur der Kurven. Ursache sind die nicht differenzierbaren Nullstellen der einzelnen
Elemente, die mit der PCA in die ONB übertragen werden. Diese können zwar leicht ver-
mieden werden, was wir aber bewusst nicht gemacht haben. Denn wir können durch diese
Struktur in Abbildung 4.7 schnell nachvollziehen, dass sich die Informationen der Basis di-
rekt auf die MBPR übertragen. Somit können wir vermuten, dass sich die Güte der MBPR
verbessert, wenn die Basis den Patienten genauer abbilden kann. Für die Basis in Abbil-
dung 4.4 haben wir uns am Artikel von Neukrichen et al. [NGW10] orientiert.
MBPR-Untersuchungen in parallelen Projekten mit ONBs ohne eine echte Vorwissensinte-
gration -vorwiegend Polynom-Basen wie beispielsweise Legendre-Polynome- zeigten unge-
nügende Ergebnisse und wurden daher auch nicht publiziert. �

Numerische Resultate (Teil II.1)

Um eine genauere Simulation einer realen C-Bogen-basierten CBCT-Perfusionsmessung zu
erreichen, orientieren wir uns nun an den technischen Parametern in Tabelle 4.5 und grei-
fen wieder auf die Software TIGRe zurück. Für die Simulation verwenden wir ein Niveau
616 · 480 und tauschen das Subsystem mit dem größten Winkelabstand (also maximal 90◦)
aus. Das DBP-Phantom (ohne Schädelknochen) liegt nicht mehr statisch vor, sondern si-
muliert nun Perfusion, wobei die Dynamiken auf klinischen Daten beruhen. Medizinisch
noch unrealistisch werden zunächst zwei voneinander getrennte Defizite im DBP integriert,
was zur Vereinfachung des Experiments dienen soll. Davon ist eines ein großer Schlaganfall-
Kern und das andere die sogenannte Penumbra, die potenziell noch behandelbar ist. Um die
TST unabhängig von den in Kapitel 3 optimierten Methoden zu testen, verwenden wir hier
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Karte Berechnungsformel (org.)a Berechnungsformel (MBPR-Formel (4.14))a

CBFb 1
ρ
‖µ̇j(t)‖∞
‖µmax(t)‖∞

1
ρ

‖{W · d
dtψ(t)}j‖∞

‖{W ·ψ(t)}max‖∞

CBVa 1
ρ

∫ T
0 µj(τ) dτ∫ T

0 µmax(τ) dτ
1
ρ

∫ T
0 {W ·ψ(τ)}j dτ∫ T

0 {W ·ψ(τ)}max dτ

MTTc CBVj
CBFj

CBVj
CBFj

TTP argt ‖µj(t)‖∞ argt ‖{W ·ψ(t)}j‖∞

Tabelle 4.6.: Medizinische Parameter II
afür den j-ten Voxel
bHier bezeichnet ρ die Gewebedichte.
cDiese Formel ist auch als zentrales Volumen-Theorem bekannt und wird im Artikel von Konstas et
al. [KGLL09] erklärt.

die von TIGRe bereitgestellten Verfahren an. Wir vergleichen die TST-Rekonstruktionen
einer SART als iteratives Verfahren mit der FDK als analytisches Verfahren. Als Referenz-
Verfahren zur TST verwenden wir den PSt-Ansatz, wobei wir zur Nachverarbeitung den
von Matlab bereitgestellten (3 × 3)-Median-Filter für jede z-Schicht einsetzen. Diesen be-
nutzen wir ebenfalls für die TST-Rekonstruktionen. Wir werden ihn stets auf die jeweiligen
3D-Perfusionskarten anwenden. Der PSt-Ansatz stellt zwar das simpelste unter den auf-
gezählten Methoden dar, ist jedoch im Wesentlichen das Verfahren, was momentan als
C-Bogen-CT-Perfusion-Prototyp verwendet wird (Stand 2018). Die Bildgenauigkeit wird,
wie in [MAS+14] beschrieben, durch Nachverarbeitungen versucht zu steigern. Darüber
hinaus werden Protokolle wie in Tabelle 4.5 definiert, die auf die PSt abgestimmt sind.

Bemerkung In der aktuellen Version von TIGRe sind keine Parker-Gewichte enthalten
(Stand 2018). Diese wurden zusammen mit dem TIGRe-Entwickler Dr. Ander Biguri für
diese Simulationsstudie nachträglich implementiert. Die Bereitstellung einer hinreichend
akkuraten FDK war darüber hinaus der maßgebliche Punkt, warum man sich für TIGRe
entschieden hat.
Aufgrund der höchsten Strahlendichte untersuchen wir in diesem Abschnitt imWesentlichen
die zentrale CT-Schicht, da wir dort sowohl die genaueste FDK-rekonstruierte 2D-Schicht
als auch PSt erwarten. �

Die numerische Interpolation für die PSt-Rekonstruktion und für die Projektionen wird
mit (kubischen) Akima-Splines, vorgestellt im Artikel von Akima [Aki91], berechnet. Die
Berechnung des L2-Skalarprodukts für das TST-Tensorprodukt erfolgt mit Hilfe eines se-
paraten Programms, das zusammen mit Robert Frysch in der Programmiersprache C++
für dieses Projekt erstellt wurde. Für die FDK-Rekonstruktion wurde der Ram-Lak-Filter
entsprechend Gleichung (2.40) verwendet.
Die temporale Abtastung des dynamischen Phantoms beträgt 2254 Zeitschritte, was 10
Rotationen mit 166 Projektionen und 9 Pausen mit 66 Zeitschritten entspricht. Die Per-
fusionskarten wurden nach den Formeln in Tabelle 4.6 mit einer zeitlichen Diskretisie-
rung berechnet, die in etwa einer Sekunde entspricht. Die MBPR-angepassten Formeln
liefern eine stabile Berechnung der Perfusionskarten und wurden im Beitrag von Bannasch
et. al [BWR17b] vorgestellt. Während der De-Konvolutionsansatz von Fieselmann et al.
[FKG+11] eine Tikhonov-Regularisierung benötigt, lassen sich mit dem MBPR-Ansatz die
instabilen Operationen, wie beispielsweise die numerische Differenzierung, auf die Elemente
der ONB übertragen.
Um uns auch weiter von den Schwächen des Raum-Zeit-Separationsmodells zu distanzie-
ren, geben wir eine ideale Basis vor, die in Abbildung 4.8 gezeigt wird. Diese ONB wurde
direkt aus den Dynamiken der zentralen Schicht des Phantoms erstellt. Das bedeutet, dass
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wir die TACs aus dem DBP ausgelesen und anschließend mit der PCA zu einem Basissatz
komprimiert haben. Diese ONB deckt mit nur drei Elementen nach der Formel (4.7) ∼ 99%
der totalen Varianz der simulierten Perfusion ab, sodass potenzielle Ungenauigkeiten nicht
auf den MBPR-Ansatz zurück geführt werden können. Darüber hinaus liegt hier eine ideale
Maske vor, sodass der Fokus vollständig auf der Konsistenzüberprüfung der TST liegen
kann. Das heißt, dass Vorverarbeitungsschritte wie eine Bildregistrierung oder dergleichen
nicht beachtet werden müssen. Der Fokus in diesem Teil unserer Simulationsstudie liegt
weiterhin auf dem Proof of Concept, der prinzipiellen Durchführbarkeit der TST. Denn
unter konsistenten Voraussetzungen sollte das Verfahren das Potential besitzen, optimale
Ergebnisse erzielen zu können.
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(b) Die ersten fünf Singulärwerte aus der PCA

Abbildung 4.8.: Ideale ONB generiert aus den Dynamiken des DBPs (Bilder entstammen
dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Die drei Elemente der ONB korrespondieren zu den drei größten Singu-
lärwerten der PCA. Der größte Singulärwert entspricht dem Element er-
ster Ordnung, der zweitgrößte dem zweiter Ordnung etc., wobei mit jeder
weiteren Ordnung eine wesentliche Oszillation hinzukommt. Nach der For-
mel (4.7) wird mit dieser ONB ∼ 99% der totalen Varianz der Dynamiken
durch die ONB erklärt.
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Abbildung 4.9.: Vergleich zwischen TST und PSt (CBF) (Bilder entstammen dem Artikel
Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir vergleichen die Rekonstruktionen einer CBF in

[
ml

100g·min

]
. Neben TST

und PSt wird hier auch die Auswirkung der ART und FDK auf die Rekon-
struktionsgenauigkeit illustriert. Weitere Perfusionskarten finden wir im
Anhang A.4.
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(a) Sagittalebene der TST-
FDK

(b) Sagittalebene des Origi-
nals

(c) Sagittalebene der TST-ART

(d) Koronalebene der
TST-FDK

(e) Koronalebene des
Orginals

(f) Koronalebene der TST-ART

Abbildung 4.10.: Weitere Illustration der TST (CBF) in sagittaler und koronaler Per-
spektive (Bilder der Koronalebene entstammen dem Artikel Bannasch et
al. [BFP+18]):
Für eine bessere Vorstellung zeigen wir hier wiederholt die CBF in[

ml
100g·min

]
, wie in Abbildung 4.9, jedoch sehen wir die zentrale Sagittal- be-

ziehungsweise Koronalebene der Rekonstruktionen. Wir sehen hier insbe-
sondere den qualitativen Unterschied zwischen TST-ART und TST-FDK.
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(a) Dynamische Grauwerte der ateriellen Eingangs-Funktion (AIF)
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(b) Dynamische Grauwerte eines Penumbra-Voxels.

Abbildung 4.11.: Dynamische Grauwerte spezieller Voxel (Bilder entstammen dem Artikel
Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir sehen hier die AIF und eine ausgewählte Kurve der Penumbra. Auf-
grund des Maskenabzugs werden die Grauwerte hier in ∆HU gezeigt.
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 2◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 166

Volumenauflösung (DBP-Phantom) 256× 256× 256
Volumengröße (230× 230× 179)mm3

Bildgebung Kegelstrahlen-CT
Anzahl an Rotationen 6 + Maske
Zeit pro Rotation ∼ 5, 0s
Auslese-Pause ∼ 1, 6s

ONB Gamma-variate
Akquisitionsdauer 39, 0s

Tabelle 4.7.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus VII:
C-Bogen-CT-Perfusion
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Abbildung 4.12.: Relativer Fehler (rRMSE) aller Perfusionskarten mit dem Akquisition-
Modus VI (Bilder entstammen dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Der rRMSE wurde aus Voxeln der zentralen Schicht berechnet. Dabei
wurden lediglich die nicht-trivialen Voxeln berücksichtigt. Das heißt, dass
beispielsweise Luft nicht mit einbezogen wurde.

Numerische Resultate (Teil II.2)

In diesem Modus wird die Akquisition auf 1326 Abtastschritte reduziert. Im Vergleich zu
2254 Zeitschritten im Modus VI entspricht dies 60% der Datenmenge. Wie im multiplen
Akquisitionsprotokoll vom Modus VI wird hier auch alternierende C-Bogen-Trajektorie ge-
wählt. Zu den Projektionen des DBP-Gehirns fügen wir weiter Poisson-verteiltes Photo-
nenrauschen sowie elektronisches Gauß’sches Rauschen hinzu. Für die Quelle verwenden
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wir hier nicht die Voreinstellung von TIGRe, sondern simulieren zunächst einmal eine Ein-
gangsintensität I0 mit einer durchschnittlichen Photonenanzahl von N0 = 2, 1 · 105 und
orientieren uns stärker am Angiographie-System Artis Zeego. Die Gauß’sche Normalvertei-
lung zentrieren wir mit dem Erwartungswert 0 und setzen die Standartabweichung auf 10.
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Abbildung 4.13.: ONB generiert aus 25 Gamma-variaten zusammen mit den Singulärwerten
(Bilder entstammen dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Nach der Formel (4.7) wird ∼ 54% der totalen Varianz der Dynamiken
durch die ONB erklärt.

Es beinhaltet nun drei Penumbra-Bereiche, wobei zwei von ihnen einen Infarkt-Kern ent-
halten. Zusätzlich überlagern wir die Projektionen der Maske und der dynamischen Akquise
mit Rauschen.
Für elektronisches Gauß’sches Rauschen verwenden wir die Standartwerte von TIGRe. Das
heißt, dass der Mittelwert auf 0 und die Standardabweichung auf 10 gesetzt werden. Die
durchschnittliche Photonenzahl für das Poisson-verteilte Rauschen setzen wir auf 2, 1 · 105.
Dies entspricht in etwa einer typischen Röntgenröhre. Alle weiteren technischen Parameter
bleiben wie zuvor in Tabelle 4.5 gleich und sind in Tabelle 4.7 zusammengefasst. Diese Ein-
stellung stellt eine Simulation einer realistischen Akquisition mit weniger Dosis dar. Weiter
steigern wir den Anspruch, indem wir auf die ONB basierend auf 25 Gamma-variate Funk-
tionen (siehe Abbildung 4.13) zurückgreifen. Darüber hinaus wurde das Phantom zu einem
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realistischeren Schlaganfall-Szenario hin modifiziert, um die prinzipielle Durchführbarkeit
weiter zu untermauern.
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Abbildung 4.14.: Vergleich der CBF zwischen TST-FDK und TST-ART(Bilder entstam-
men dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir vergleichen die Rekonstruktionen einer CBF in

[
ml

100g·min

]
. Die Bild-

qualität der PSt-Rekonstruktionen ist so ungenügend, dass auf eine Illus-
tration an dieser Stelle verzichtet wurde.
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Abbildung 4.15.: Vergleich der MTT zwischen TST-FDK und TST-ART (Bilder entstam-
men dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir vergleichen die Rekonstruktionen einer MTT in [s]. Die Bildqualität
der PSt-Rekonstruktionen ist so ungenügend, dass auf eine Illustration an
dieser Stelle verzichtet wurde.
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Abbildung 4.16.: Vergleich der TTP zwischen TST-FDK und TST-ART (Bilder entstam-
men dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir vergleichen zum Abschluss die Rekonstruktionen einer TTP in [s]. Die
Bildqualität der PSt-Rekonstruktionen ist ebenfalls hier so ungenügend,
dass auf eine Illustration an dieser Stelle verzichtet wurde.
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Abbildung 4.17.: Vergleich der CBV zwischen TST und PSt (Bilder entstammen dem Ar-
tikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir vergleichen die Rekonstruktionen einer CBF in

[
ml

100g

]
. Neben TST

und PSt wird auch die Auswirkung der ART und FDK auf die Rekon-
struktionsgenauigkeit hier illustriert.
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Abbildung 4.18.: Relativer Fehler (rRMSE) aller Perfusionskarten mit dem Akquisition-
Modus VII (Bilder entstammen dem Artikel Bannasch et al. [BFP+18]):
Der rRMSE wurde aus Voxeln der zentralen Schicht berechnet. Dabei wur-
den lediglich die nicht-trivialen Voxeln berücksichtigt. Darüber hinaus zei-
gen wir den Fehler der Gewichtungskoeffizienten, der nach 30 Iterationen
erzeugt wird. Bei der ART handelte es sich um die SART, die von TIGRe
zur Verfügung gestellt wird. Es werden hier Projektionen aus 20 Winkeln
zu einem Subsystem zusammengefasst.
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(a) Dynamische Grauwerte der arteriellen Eingangs-Funktion (AIF)
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(b) Dynamische Grauwerte eines Penumbra-Voxels.

Abbildung 4.19.: Dynamische Grauwerte spezieller Voxel (Bilder entstammen dem Artikel
Bannasch et al. [BFP+18]):
Wir sehen hier die AIF und eine ausgewählte Kurve der Penumbra. Auf-
grund des Maskenabzugs werden die Grauwerte hier in ∆HU gezeigt.

Numerische Resultate (Teil II.3)

Ergänzend zeigen wir ein nochmals erschwertes Experiment. Dabei bleibt im Wesentlichen
alles so wie im Teil II.1 mit dem Unterschied, dass wir nur 164 Projektionen anstatt 166 pro
Rotation für die Rekonstruktion zur Verfügung haben. Des Weiteren verwenden wir eine
weitere Funktion des digitalen Gehirn-Phantoms (DBP) und simulieren zusätzlich einen
Schädelknochen, was die dynamische Rekonstruktion weiter erschwert.
Der elementarste Unterschied liegt jetzt in der Rekonstruktionstechnik. Während wir vor-
her im Grunde mit den Algorithmen der TIGRe-Software gearbeitet haben, verwenden wir
bei dieser Simulationsstudie unter anderem auch das modifizierte vierstufige Runge-Kutta-
Verfahren aus Kapitel 3.2 als Regularisierungsstrategie. Der Hintergrund dafür ist, dass
wir zwar ein statisches, aber ebenfalls erschwertes Rekonstruktionsproblem vorliegen ha-
ben. Die geringe Anzahl an Projektionen begründet sich dadurch, dass ebenfalls negative
Voxelwerte in der Rekonstruktion zulässig sind.
Wir konditionieren jeden Subiterationsschritt über den betragsgrößten Eigenwert und set-
zen den Relaxationsparameter ω = 1, sodass wir für das Landweber-Kaczmarz-Verfahren
einen stabilen Algorithmus erwarten können.
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Technische Parameter Werte
Winkel-Inkrement ∼ 1, 2◦

Winkelbereich pro Rotation 200◦
Quelle-zu-Detektor-Distanz 1200mm
Quelle-zu-Isocenter-Distanz 750mm

Detektorpixelgröße (0, 616× 0, 616)mm2

Anzahl der Detektorpixel 616× 480
Anzahl der Projektionen 164

Volumenauflösung (DBP-Phantom) 256× 256× 256
Volumengröße (230× 230× 179)mm3

Bildgebung Kegelstrahlen-CT
Anzahl an Rotationen 6 + Maske
Zeit pro Rotation ∼ 5, 0s
Auslese-Pause ∼ 1, 6s

ONB Gamma-variate
Akquisitionsdauer 39, 0s

Tabelle 4.8.: Technische Parameter für den Akquisition-Modus VIII:
C-Bogen-CT-Perfusion
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Abbildung 4.20.: Rekonstruierte CBF und CBV:
Wir vergleichen die RK4 nach drei Iterationen basierten Rekonstruktionen
mit den Resultaten aus Abbildung 4.14 und 4.17. Während die SART-
Rekonstruktion mit 20 Iterationen und 20 Projektionen pro Subsystem
berechnet wurde, haben wir für die RK4 eine Projektion vom Subsystem
definiert.



156

0 5 10 15 20 25 30
Anzahl an Iterationen

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

rR
M

S
E

 (
K

oe
ff.

)

Koeff 1 - RK-1
Koeff 2 - RK-1
Koeff 3 - RK-1
Koeff 1 - RK-4
Koeff 2 - RK-4
Koeff 3 - RK-4

(a) TST-RK-1 und TST-RK-4 mit 20 Projektionen pro Subsystem

0 2 4 6 8 10
Anzahl an Iterationen

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

rR
M

S
E

 (
K

oe
ff.

)

Koeff 1 - RK-1
Koeff 2 - RK-1
Koeff 3 - RK-1
Koeff 1 - RK-4
Koeff 2 - RK-4
Koeff 2 - RK-4

(b) TST-RK-1 und TST-RK-4 mit einer Projektion pro Subsystem

Abbildung 4.21.: Relativer Fehler vom Akquisition-Modus VIII mit Runge-Kutta-Verfahren
(RK-1 und RK-4):
Wir zeigen hier den Fehler der Gewichtungskoeffizienten in Abhängig-
keit der Datengröße pro Subsystem. Wir vergleichen das Landweber-
Kaczmarz-Verfahren mit dem modifizierten vierstufigen Runge-Kutta-
Verfahren. Unter diesen Rekonstruktions-Voraussetzungen ist die SART
instabil, sodass wir auf die Illustration des entsprechenden Fehlers ver-
zichten.
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Methodea Proj. pro Subsys. Rechenzeiten (serielle Berechnung)
PSt-Interpolation (Matlab) 85, 5s pro Schicht
TST-Skalarprod. (C++) 18, 4s pro Abtastpunkt (∼ 1, 0s)

PSt-FDK (6×FDK) 166 106, 9s
PSt-ART (6×SART) 20 95, 1s pro Iteration
TST-FDK (3×FDK) 166 29, 3s
TST-SART (3×ART) ∼ 20 23, 8s pro Iteration
TST-SART (3×ART) 1 85, 2s pro Iteration
TST-RK1 (3×ART) ∼ 20 21, 8s pro Iteration
TST-RK1 (3×ART) 1 86, 7s pro Iteration
TST-RK4 (3×ART) ∼ 20 23, 8s pro Iteration
TST-RK4 (3×ART) 1 90, 9s pro Iteration

Tabelle 4.9.: C-Bogen-CT-Perfusion nach Tabellen 4.7 und 4.8
aDie Rechenzeiten eines Systems mit 166 Projektionen unterscheidet sich nur marginal von einem System
mit 164 Projektionen.
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Abbildung 4.22.: Rekonstruierte Gewichtungskoeffizienten :
Neben der CBF in

[
ml

100g·min

]
und CBV in [s], die wir mit der TST re-

konstruiert haben, sehen wir hier auch den Zwischenschritt. Die statische
CT-Rekonstruktionsaufgabe besteht in der Berechnung der Koeffizienten.
Diese unterliegen keiner physikalischen Plausibilität.

Diskussion

• Teil II.1 der Simulationsstudie ist in erster Linie eine Konsistenzprüfung der TST-MBPR.
Das Protokoll in Tabelle 4.5 orientiert sich dabei an den technischen Parametern einer ty-
pischen CBCT-Perfusionsmessung mit einem klinischen C-Bogen-Angiographie-System wie
dem Siemens Artis Zeego. Der Simulationsaufbau ist jedoch hier ebenfalls stark vereinfacht.
Die Projektionen für die Maske und das dynamische Volumen sind exakt simuliert. Dies
ermöglicht, dass eine Registrierung von Bildern oder ähnliche Bild-Verarbeitungsschritte
nicht nötig sind. Schließlich wird in diesem Teil auf eine Zugabe von Gauß- oder Poisson-
verteilten Rauschen noch verzichtet. Der zugrunde liegende modellbasierte Ansatz, auf dem
die TST aufbaut, stellt eine Vorwissen-Integration dar. Es ist daher ersichtlich, dass die Re-
konstruktionsgüte in unmittelbarem Zusammenhang zur Wahl der ONB steht. Das heißt,
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umso genauer das a priori Wissen die Perfusion des Patienten beschreibt, desto höher ist
die Genauigkeit, die wir bei der Rekonstruktion erwarten können. Indem wir also die ONB,
siehe Abbildung 4.8, aus dem dynamischen Phantom direkt generieren, gehen wir sicher,
dass potentielle Schwächen nicht auf eine falsche Wahl der ONB zurückzuführen ist. So
können wir uns im Wesentlichen auf die Konsistenz der TST konzentrieren.
Sowohl die Perfusionskarten, wie die CBF in Abbildung 4.9 und 4.10, als auch die alterna-
tiven Perspektiven in 4.10 bestätigen die Zuverlässigkeit der dynamischen Rekonstruktion.
Weitere Karten wie CBV, MTT und TTP sind in Abbildung A.3, A.4 und A.5 im An-
hang A zu sehen. Es lassen sich die Defizite, damit sind die Infarkte und die restliche
Perfusion gemeint, klar quantifizieren. Insbesondere die Rekonstruktionen, die iterativ be-
rechnet wurden, zeigen optisch ein sehr hohe Übereinstimmung zum Original. Weiter zeigen
die ausgewählten TACs in Abbildung 4.11, dass die simulierten Charakteristiken des dy-
namischen Phantoms erhalten bleiben. Abgesehen von einer leichten Unterschätzung der
originalen Kurven, ist keine Deformation der rekonstruierten TACs erkennbar, was aber
der Wahl einer optimalen ONB zuzuschreiben ist.
Für eine bessere Vergleichbarkeit zeigen wir zusätzliche Rekonstruktionen, die mit dem
pseudostatischen Ansatz (PSt) berechnet wurden. Die Resultate der PSt-Rekonstruktion
zeigen zwar eine leicht minderwertigere Qualität auf, sind aber dennoch qualitativ gut
genug, um die simulierten Defizite zu identifizieren. Die Deformation der PSt-TACs in Ab-
bildung 4.11 spiegelt im Wesentlichen eine Veränderung des TTP-Parameters wider, indem
sich das Maximum nach rechts verschoben hat. Grund hierfür ist die Mittlung der dyna-
mischen Information innerhalb einer Rotation. Diese bewirkt, dass die Dynamiken nicht nur
unterschätzt, sondern auch potenziell verzerrt werden. Der TTP-Parameter beispielsweise
müsste in der entsprechenden Rotation zentral liegen, damit keine temporale Fehlinforma-
tion generiert wird. Dieses Problem tritt bei der TST mit einer optimalen ONB nicht auf,
da die Position des TTP-Parameters mit der Basis abgebildet werden kann.
Aufgrund der Kegelstrahlengeometrie erwarten wir mit der zentralen Schicht mit 2562 Vo-
xeln das optimale Ergebnis. Jedoch haben wir mit 166 Projektionen pro Rotation hier ein
spatial unter-abgetastetes Rekonstruktionsproblem vorliegen, was erklärt, warum eine ART
ein besseres Ergebnis ergibt, als eine FDK. In der Tat bestätigen die Ergebnisse auch dieses
Phänomen. Beispielsweise wird der arterielle Eingang (AIF) in Abbildung 4.11 mit einer
iterativen Methode weniger unterschätzt als bei den analytischen Verfahren. Die Folge ist
hier, dass die medizinischen Parameter CBV und CBF dagegen überschätzt werden, da
wir die Karten durch die AIF, siehe Tabelle 4.6, skalieren. Dieser Effekt ist vor allem in
Regionen sichtbar, in denen die Perfusion eine hohe Dynamik im Gewebe erreicht, wie bei-
spielsweise in der Großhirnrinde.
Dennoch liefert die TST-FDK akkurate Ergebnisse. Insbesondere bei der Klassifizierung der
Defizite sind die Infarkte ohne Einschränkung deutlich erkennbar und lassen sich zuordnen.
Das ist dahingehend wichtig, da die PSt-FDK in der praktischen Anwendung aufgrund der
Rechenzeiten (hier zehn FDKs) bislang noch den Goldstandart bildet. Die TST-FDK zeigt
sich demnach hier als ernstzunehmende Alternative, da diese zur Rekonstruktion nach Ta-
belle 4.9 lediglich drei FDK-Berechnungen benötigt. Dabei ist die Anzahl der statischen
CT-Rekonstruktionsaufgaben der TST an die Anzahl der ONB-Elemente gekoppelt.
Quantitativ lässt sich der relative Fehler in Abbildung 4.12 durch die TST bis auf die CBV
deutlich verringern. Das liegt daran, dass die CBV dabei der einzige Parameter ist, der sich
direkt durch eine statische Rekonstruktion berechnen lässt. Die statischen Rekonstruktio-
nen approximieren dabei das in der CBV benötigte Integral mit einer diskreten Summe
beziehungsweise Überlagerungen der Rückprojektionen. Der Unterschied zwischen der TST
und der PSt bei der CBV ist jedoch marginal. Wir können nichtsdestotrotz festhalten, dass
sich die Bildgenauigkeit der Perfusionskarten mit der TST-MBPR insgesamt steigern lässt,
obwohl das zugrundeliegende Protokoll auf eine PSt zugeschnitten ist. Das zeigt, dass sich
das dynamische CT-Problem auf Ansatz von MBPR auf drei statische Rekonstruktionsauf-
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gaben übertragen lässt. Die TST-FDK und die TST-ART haben dagegen einen vergleich-
baren Fehler, was untermauert, dass die TST-Rekonstruktion im Wesentlichen unabhängig
von der Wahl des (statischen) Rekonstruktionsalgorithmus bleibt. Die hoch ausfallenden
Fehler in Abbildung 4.12 resultieren dabei aus unter-abgetasteten CBCT-Problem mit nur
166 Projektionen. Insgesamt liefert die TST unter diesen simulierten Randbedingungen ein
konsistentes Ergebnis, das wir von einer modellbasierten Methode erwarten.
• Teil II.2 stellt eine Simulationsstudie dar, die stärkere an die Realität angepasste Bedin-
gungen mit einschließt. Der Akquisitionsmodus VI beinhaltet ideale Grundvoraussetzungen,
um den TST-MBPR-Algorithmus optimal anwenden zu können. Obwohl dieses Szenario
wichtig ist, um die grundlegenden Eigenschaften der TST-Methode zu analysieren, stellt es
eine idealisierte Situation dar, die die Übertragbarkeit auf reale Anwendungen einschränken
könnte. Wir untersuchen daher einen weiteren Akquisitionsmodus, der in Tabelle 4.7 erklärt
wird, um die Voraussetzung weiter an die Realität anzupassen. Wir verwenden nun wie in
Teil I eine ONB, die aus einer Folge aus Gamma-Variablen generiert wurde, siehe 4.13.
Diese Wahl wird dadurch begründet, dass Gamma-Variablen die Goldstandard-Funktionen
für die Modellierung von TACs im Rahmen der Perfusionsbildgebung darstellen, sodass
auch Neukirchen et al. [NGW10] unter anderem auf diese zurückgegriffen hat. Weiter re-
duzieren wir die Gesamtzahl an dynamischen Projektionen von 10 · 166 auf 6 · 166. Das
entspricht dem Phänomen, dass die Rotationsgeschwindigkeit des C-Bogens auf ∼ 5 ge-
drosselt wird. An dieser Stelle wollen wir kurz bemerken, dass in Protokollen, die mit einer
solchen Geschwindigkeit gefahren werden, in etwa Projektionen (∼ 248) akquiriert wer-
den. Das bedeutet, dass wir den Schwierigkeitsgrad erhöhen, indem wir die Dosisbelastung
für den Patienten verringern. Weiter liegt nun ein verrauschtes inkonsistentes CT-System
vor. Die Anzahl an ONB-Elementen orientiert sich dabei am Nyquist-Theorem. Mit jedem
weiteren Element erhalten wir eine Basisfunktion höherer Ordnung. Das heißt, dass diese
eine höhere Frequenz beinhaltet als die vorangegangenen. Bei sechs Rotationen und damit
Abtastpunkten geben wir uns eine Grenze von drei Elementen vor. In der Tat traten bei
weiteren Experimenten mit beispielsweise vier oder fünf Elementen Instabilitäten in Form
von Oszillationen auf.
Während die meisten Perfusionskarten der PSt-Methode keine relevanten Informationen
anzeigen, behält der TST-MBPR-Algorithmus die Hauptstruktur der Perfusion im Gewebe
bei, siehe Abbildung 4.14, 4.15 und 4.16. Die einzigen brauchbaren PSt-Rekonstruktionen
finden wir in der CBV, siehe Abbildung 4.17, wobei hier eine zuverlässige Quantifizierung
der Defizite sehr schwer ist. Das heißt, dass wir bei der CBV-PSt nicht mehr in der Lage
sind, den Infarkt-Kern von der Penumbra zu unterscheiden. Das ist jedoch nicht unerheblich
wichtig, da die Penumbra die potentielle Region darstellt, die bei einer Intervention noch
gerettet werden kann. Betrachten wir die dagegen die Perfusionskarten die mit der TST
rekonstruiert wurden, so sind selbst die TST-FDK-Rekonstruktionen hinreichend genau,
dass Infarkt-Kerne von der Penumbra ab- und eingegrenzt werden können.
Im Durchschnitt sind entsprechend die relativen Fehler der PSt-Perfusionskarten in etwa
doppelt so hoch wie die Ergebnisse der TST (siehe Abbildung 4.18). Weiter ist die Defor-
mation der Kurven (siehe Abbildung 4.19), die durch den PSt verursacht wird, derart aus-
geprägt, dass die resultierenden Perfusionskarten unbrauchbar sind. Die TST-MBPR beugt
durch die Integration von Vorwissen der Unterabtastung entgegen und liefert zuverlässige
Rekonstruktionen. Jedoch ist bei der TST-Rekonstruktion der Schwachpunkt ersichtlich.
Die gewählte ONB kann ebenfalls die ausgewählten TACs nicht optimal abbilden, sodass
auch hier eine Deformation in der Rekonstruktion zusehen ist, welche sich jedoch in Gren-
zen hält.
Dies bestätigt die Vorteile der MBPR bei einem dynamischen CT-Problem mit in der
Zeit unter-abgetasteten Daten sowie die Stabilität und Effizienz der TST-MBPR. Denn
die Kombination der TST-rekonstruierten Perfusionsparameter ermöglicht es bei geringen
Rechenzeiten, das betroffene Gewebe zu lokalisieren und den Grad des Schlaganfalls einzu-
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schätzen, was eine Grundvoraussetzung für akkurate dynamische Bildgebung ist.
• Die statische Rekonstruktionsaufgabe der Gewichtungskoeffizienten ist dennoch kein ge-
wöhnliches CT-Problem. Wie wir in Abbildung 4.22 illustrieren, sind negative Voxelwerte
ebenfalls zulässig, die bei herkömmlichen CT-Rekonstruktionsaufgaben unphysikalisch ge-
deutet werden würden. Das bedeutet, dass beispielsweise die effiziente Positivitätsbedingung
nicht anwendbar ist. Weiter erschwert die Simulation des Schädelknochens im DBP die Re-
konstruktion, da dadurch numerische Fehler im Maskenabzug entstehen. Daher ergänzen
wir abschließend zum Akquisitionsmodus VII eine weiterführende Studie, indem wir nun das
Runge-Kutta-Verfahren aus Abschnitt 3.2 verwenden. Ziel ist es nun, innerhalb der TST die
Stabilität und Genauigkeit bei der statischen Rekonstruktionsaufgabe zu verbessern. Der
Fokus liegt hier daher auf den iterativen Methoden, da diese akkurate Ergebnisse verspre-
chen, die aufgrund der gesenkten Rechenkomplexität wieder potenziell in Frage kommen.
Wir vergleichen das Landweber-Kaczmarz-Verfahren (RK1) und das modifizierte vierstufi-
ge Runge-Kutta-Verfahren (3.25) in Abbildung 4.21 aus Abschnitt 3.2. Bei 20 Projektionen
pro Subsystem ist quantitativ kein entscheidender Unterschied festzustellen. Dabei benöti-
gen die Verfahren 10 bis 20 Iterationen, um ihr Optimum zu erreichen.
Im weitaus interessanterem Fall, bei dem eine Projektion einem Subsystem gleichgesetzt
wird, weisen die Verfahren ein unterschiedliches Verhalten auf. Während das RK1-Verfahren
schon nach der zweiten Iteration divergiert, bleibt das RK4-Verfahren stabil und erreicht
mit der dritten Iteration sein Optimum, das es im Wesentlichen bei den weiteren Itera-
tionen stabil beibehalten kann. Das Resultat sind Rekonstruktionen, siehe Abbildung 4.20,
die trotz simulierter Schädelknochen sowie weniger Projektionen qualitativ weniger Rau-
schen aufweisen, als die Rekonstruktionen aus Akquisitionsmodus VII.
Summieren wir daher die numerischen Resultate aus den beiden Teilen auf, dann lässt sich
folgern, dass die 4.2 das dynamische CT-Perfusionsproblem in unseren Experimenten auf
kleine Zahl an statischen und unabhängigen Rekonstruktionsaufgaben reduziert. Im Fall
vom Teil II.2 entsprechen diese drei CT-Systemen (164 · 616 · 480) × 2563-dimensionalen
Systemmatrizen. Dabei hängt die Genauigkeit der Rekonstruktion hier nicht nur von der
Anzahl an Projektionen ab, sondern auch direkt von der Wahl der orthonormalen Basisele-
mente ab. Das heißt insbesondere, dass der TST-Algorithmus nur so gute Ergebnisse liefern
kann, wie es die MBPR-Basis ermöglicht.
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5.1. Zusammenfassung

In der Computertomographie existieren viele verschiedene Verfahren, um ein CT-Bild zu
berechnen. Ein Standart-Verfahren gibt es dabei streng genommen nicht. Aufgrund der
geringen Rechengeschwindigkeit setzen sich verbreitet die Verfahren durch, die auf der
gefilterten Rückprojektion basieren. Die Klasse der iterativen algebraischen Rekonstruk-
tionstechniken galten lange Zeit als zu Rechenintensiv, obwohl diese viele Vorteile besitzen.
Sie sind selbst-konsistent, das heißt, dass das Sie auf keine spezielle Geometrie angewie-
sen sind. Weiter sind sie ohne Einschränkung nicht bandlimitiert, sodass die algebraischen
Verfahren auch mit wenigen Projektionen und damit mit weniger Patientendosisbelastung
noch genaue Rekonstruktionen generieren können. In einer Zeit, in der die Rechenleistung
der Prozessoren immer stärker wird, werden die algebraischen Rekonstruktionstechniken
(ART), die auf das Kaczmarz-Verfahren zurückgehen, dadurch immer attraktiver. Denn
durch die Hinzunahme von speziellen Regularisierungs-Methoden können technische Limi-
tationen, die beispielsweise eine Bereitstellung einer hinreichend großen Datenmenge ver-
hindern, bis zu einem bestimmten Grad gebeugt werden. Die Anwendung der analytischen
Rekonstruktionstechniken, die auf der gefilterten Rückprojektion aufbauen, begründet sich
daher weitestgehend auf der Rechengeschwindigkeit für eine schnelle medizinische Diagno-
stik.
Diese Brisanz wird insbesondere bei der CT-Perfusionsbildgebung deutlich, bei der Dosis-
belastung besonders hoch ist. Denn bei einer Schlaganfallerkrankung zählt tatsächlich jede
Sekunde, sodass trotz limitierter Genauigkeit im CT-Bild doch das schnellste Verfahren zur
Rekonstruktion gewählt wird. Bei einer Perfusionsmessung mit einem konventionellem CT
stellt dies, abgesehen von der hohen Dosisbelastung, im Allgemeinen kein Problem dar, da
es hier in temporalen Abtastung keine nennenswerte Limitationen gibt.
Möchte man jedoch eine CT-Perfusionsbildgebung mit einem C-Bogen-System bereitstellen,
steht man einer Vielzahl an Problemen gegenüber. Neben den Limitationen der Kegelstrahlen-
CT stellt hier die langsamen Akquisitionszeiten die größte Problematik dar, die eine zeitliche
Unterabtastung der Daten bewirkt. Diese verursachen Verzerrungen der Dynamiken in der
Rekonstruktion, welchen durch ein modellbasierte Vorwissensintegration entgegengewirkt
werden kann.
Das Raum-Zeit-Separationsmodell, das unter anderem von Neukirchen et al. [NGW10] un-
tersucht wurde und ebenfalls eine Grundlage für den Artikel von Manhart [MKDZ+13]
bildet, wirkt zeitlich unterabgetastete CT-Perfuisionsdaten entgegen. Solche Datensätzen
werden bei der Perfusionsmessung mit langsam rotierenden C-Bogen-CT-Systemen unter
akquiriert.
Bei dem Raum-Zeit-Separationsmodell wir a priori Wissen über die zu erwartenden Dy-
namiken der Kontrastmittelkurven (TACs) im Weichgewebe in die zeitlich aufgelöste Re-
konstruktion integriert. Die Schwäche dieses Modellansatzes liegt in der Rechenkomplexität
des CT-Systems. Neben der zeitlichen Dimension der Perfusionmessdaten, wird das ohne-
hin schon große System durch die Anzahl der Elemente, die das Vorwissen über eine Ba-
sis transportieren, nochmals vergrößert. Aufgrund der resultierenden Rechenzeiten wurde
daher dieser modellbasierte Ansatz verworfen und auf die pseudo-statische Rekonstrukti-
onstechnik (PSt) zurückgegriffen. Bei der PSt werden die einzelnen Rotationen jeweils mit
einem analytischen Verfahren wie die FDK rekonstruiert und als temporaler Abtastpunkt
der Perfusion interpretiert. Die Genauigkeit des 4D-CT-Bilds wird durch Nachverarbei-
tungsschritte gesteigert. Denn durch die lange Akquisitionsdauer werden die Dynamiken in
der Rekonstruktion derart verfälscht, dass eine medizinische Diagnostik ausgeschlossen ist.
Die Zeitseparationstechnik (TST) hat das Potential durch die Integration von Vorwissen
sowohl die Genauigkeit der Rekonstruktion zu steigern, als auch die Rechenkomplexität
zu reduzieren. Der Rechenaufwand der TST hängt zwar noch direkt von der Anzahl der
Basiselemtente ab, jedoch wird die zeitliche Dimension eliminiert, sodass die Komplexität
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Abbildung 5.1.: Zusammenfassung der TST-MBPR (das Schema wurde für einen internen
Workshop erstellt):
Wir zeigen hier den Schematischen Aufbau der TST von links nach rechts.
Der dynamische C-Bogen-CT-Datensatz wird durch die Berechnung des
Skalarprodukts in seine spatiale und dynamische Komponente zerlegt. Die
dynamische Komponente wird dabei durch Vorwissen approximiert und die
CT-Rekonstruktionsaufgabe auf den spatialen Anteil verlagert. Nach der
Rekonstruktion der Gewichtungskoeffizienten wird die Linearkombination
der Vorwissenselemente berechnet, sodass eine dynamische Rekonstruktion
resultiert. Diese wird schließlich mit medizinischen Parametern dreidimen-
sional visualisiert.

geringer ist, als bei der PSt.
Die numerischen Experimente bestätigen, dass die TST ein hohes Potenzial für eine schnel-
le praktische Anwendung des zeitlichen Zerlegungsmodells für die C-Bogen-CT-Perfusions-
bildgebung hat, wenn die Einschränkung der Winkelkonsistenz bei multiplen Rotations-
protokollen erfüllt ist. Das heißt, wenn die C-Bogen-Trajektorie aller Rotationen stets auf
die gleiche Geometrie zurückgeführt werden kann und keine erhebliche Patientenbewegung
stattfindet.
Dabei stellt die TST einen Entkopplungsalgorithmus dar, der die zeitliche Komponente von
der spartialen durch eine Tensor-Multiplikation mit einer L2 links-orthogonalen Basis be-
rechnet, siehe Abbildung 5.1.
In dieser Arbeit wird ein prinzipielle Durchführbarkeit durch eine numerische Simulati-
on einer typischen C-Bogen-CT-Einstellung für die CT-Perfusionsmessung nachgewiesen.
Schließlich wird gezeigt, dass die TST einen vielversprechenden Algorithmus für eine genaue
und schnelle Durchführung der modellbasierten Perfusionsbildgebung darstellt.
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5.2. Ausblick

(a) 4D-CT-Rekonstruktion vor Anwendung der
MBPR-Formel (4.14)

(b) 4D-CT-Rekonstruktion nach Anwendung der
MBPR-Formel (4.14)
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(c) ONB auf Grundlage von sieben CT-Patientendatensätzen

Abbildung 5.2.: Exemplarischer Abtastpunkt einer 4D-CT-Rekonstruktion (die Bilder für
die Publikationen von Eckel et al. [EBFR18] und Bannasch et al. [BEF+18]
erstellt):
Nach der Anwendung der Formel (4.14) als Nachverarbeitungsschritt er-
kennen wir qualitativ eine Rekonstruktion mit reduzierten Rauschen sowie
verstärkten Kontrasten. Die verwendeten CT-Daten wurden innerhalb einer
offenen Kooperation von M2OLIE Forschungscampus aus Mannheim und
dem Universitätsklinik für Neuroradiologie, Universitätsklinikum Magde-
burg A.ö.R. bereitgestellt.

Vergleichen wir die TST mit anderen MBPR-Algorithmen oder der PSt hängt die Anzahl
der erforderlichen Rechenoperationen nun im Wesentlichen weder von der zeitlichen Ab-
tastung der Basisfunktionen, noch von der Anzahl der Rotationen ab. Dies ermöglicht eine
deutliche Beschleunigung bei gleichzeitiger Beibehaltung der Vorteile einer MBPR, eine
erhöhte Genauigkeit in der Rekonstruktion. Die Anzahl einer TST-Rekonstruktion ent-
spricht in etwa der Anzahl an ONB-Elementen. Eine vollständige Analyse der Rechenzeiten
sowie die Untersuchung des maximal erreichbaren Parallelisierungsgrades werden jedoch
Gegenstand zukünftiger Arbeiten sein. Insbesondere wird dabei die Beschleunigung durch
den Rückgriff auf Grafikprozessoren (GPU) im Fokus stehen. Wie bereits erwähnt, werden
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Gamma-Variablen als suboptimale Eingabefunktionen für die ONB-Generierung verwendet,
da sie als Goldstandard für TACs gelten. Als alternative Grundlage für eine ONB können die
interpolierten Projektionen verwendet werden, um TACs zu generieren. Denn diese stellen
ja eine Linearkombination der dynamischen Voxeln dar, sodass eine lineare Transformation
wie die Singulärwertzerlegung eine Patienten-spezifische ONB erzeugt. Das einzige Man-
ko hierbei kann dadurch verursacht werden, dass die Interpolation der Projektionen nicht
ausreicht, um die zeitliche Unterabtastung zu beugen. Eine ONB generiert aus den inter-
polierten Patientendaten, kann aber durchaus als Grundlage für eine Patienten-spezifische
ONB dienen, indem man sie durch weiteres Vorwissen optimiert, und stellt einen weiteren
Angriffspunkt für weiterführende Projekte dar. In den Artikeln von Eckel et al. [EBFR18]
und Bannasch et al. [BEF+18] werden in diesem Zusammenhang ONBs vorgestellt, die
auf rekonstruierten Perfusionsdaten beruhen, die mit einem konventionellen CT akquiriert
wurden. Hierbei ist zu bemerken, dass die Anwendung der Formel 4.14 die Genauigkeit der
4D-CT-Bilder steigern konnten, da so Rauschen reduziert wird, siehe Abbildung 5.2. Dieses
Phänomen deutete sich bereits bei der modellbasierten Berechnung der Perfusionskarten
an, welche einen stabilen Algorithmus liefert. Die in Abbildung 5.2 gezeigte ONB basiert
lediglich auf einer Datenmenge von sieben Patienten und daher weiter optimiert werden
kann. Abgesehen davon hat die TST aus dem Artikel von Bannasch et al. [BFP+18] das
Potential auch die Genauigkeit für konventionelle CT-Perfusion zu steigern beziehungsweise
Anzahl an Projektionen für die dynamische Rekonstruktion zu verringern. Diese Möglich-
keit wurde daher auch in der Patentschrift von Bannasch et al. [BFR18] behauptet und
liefert eine weitere künftige Forschungsgrundlage.
Ein weiteres zukünftiges Forschungsprojekt stellt die Patientenbewegung dar. Um die ak-
kurate Interpolation der Projektionen gewährleisten zu können, sollte die Winkelkonsistenz
im Wesentlichen erfüllt sein. Liegen die Projektionsprofile unter den einzelnen Blickwinkel
morphologische nicht deckungsgleich aufeinander, so können algorithmische Fehlinterpreta-
tionen passieren. Wir betrachten beispielsweise einen Pixel, der im Idealfall die Superpo-
sition von Knochen abbilden sollte, unter einem festen Blickwinkel. Wenn sich der Patient
unter einem Schlaganfall derart bewegt, dass der Pixel mindestens unter einem Zeitpunkt
eine Überlagerung mit Gewebe detektiert, interpretiert die TST dies fälschlicherweise als
Dynamik beziehungsweise Perfusion. Ein paralleles Projekt zeigt, dass bereits eine rigide
Registrierung der entsprechenden Projektionen zueinander diesem Problem entgegen wir-
ken kann. Jedoch müssen solche Problematiken noch weitergehend erforscht werden, bis
eine zuverlässige und effiziente Rekonstruktion von Patientendaten erfolgen kann. Die Er-
gebnisse dieses Kapitels zeigt aber, dass die prinzipielle Durchführbarkeit gewährleistet ist,
und eine neue Grundlage für die modellbasierte Rekonstruktion darstellen kann.
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A. Appendix

A.1. Weitere Beispiele für Schwartz-Funktionen

Die Funktion

φT (x) =

exp
(
− 1

1−‖x‖2
2

)
für ‖x‖2 < 1

0 für ‖x‖2 ≥ 1
(A.1)

ist mit φR ∈ C∞0 (Rm) ein Beispiel für eine Test- und (natürlich auch) Schwartz-Funktion.
Die Sinc-Funktion ist mit

sinc(x) := φS(x) =
{ sin(x)

x für R\{0}
1 für x = 0

(A.2)

keine Testfunktion im C∞0 (R) darstellt. Es lässt sich aber auch leicht nachrechnen, dass
diese mit sinc(x) /∈ L1(R) nicht L1(R)-integrierbar ist. �

Bemerkung Details können in den Büchern von Bracewell [Bra00] Epstein [Eps08] Fee-
man [Fee09] und Hunter [HN01] wie auch in dem von Pöschel [Pös14] detaillierter nachge-
lesen werden.
Das etwas abstraktere aber kompaktere Buch von Hörmander [Hör90] definiert die δ-Dis-
tribution für eine messbare Menge A ⊂ R mit

δ0(A) :=
{

1 für x ∈ A
0 für x 6= A

(A.3)

über das Dirac-Maß. �
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A.2. Sudoku-Matrix

Schreiben wir die Gleichung des Sudoku-Beispiels aus Tabelle 2.4 als Gleichungssystem auf,
so erhalten wir eine Matrix A ∈ R16×16 mit

A =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1



(A.4)

und Rang(A) = 16 sowie die zum Gleichungssystem gehörige rechte Seite

p = (3, 4, 42, 3, 4, 2, 3, 3, 4, 3, 5, 1, 5, 1, 6)T .

Der Beweis von Kaczmarz

(a) Kaczmarz-Beweis: Seite 1 (b) Kaczmarz-Beweis: Seite 2 (c) Kaczmarz-Beweis: Seite 3

Abbildung A.1.: Der Beweis von Kaczmarz:
Kaczmarz bewies die Konvergenz für konsistente Gleichungsysteme ohne
damals selbst zu ahnen, dass er damit die Grundlage der algebraischen
Rekonstruktionstechnik legte. Hounsfield verwendete das Verfahren für die
Berechnung der ersten CT-Bilder.
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A.3. Die Klasse der expliziten Runge-Kutta-Verfahren

Liegt ein Anfangswertproblem vor und setzen wir voraus, dass es eine eindeutige Lösung
besitzt, so hatten die Mathematiker Runge und Kutta folgenden Ansatz:
Sei I ⊆ RN × R und f : I → RN , so ist das Anfangswertproblem (AWP) gegeben durch

u̇ = f(u, t),
u(0) = u0.

�

Sei h die Schrittweite, s = t+hξ mit 0 ≤ ξ ≤ 1 und integriert man die Differentialgleichung,
so erhalten wir ∫ t+h

t

du(s)
ds ds =

∫ t+h

t
f(u, s)ds.

Daraus folgt die Integralgleichung

u(t+ h)− u(t) = h

∫ 1

0
f(u, ξ)dξ.

Jetzt kann man versuchen, die rechte Seite mit Hilfe von Quadraturformeln zu approximie-
ren

h

∫ 1

0
f(u, ξ) dξ ≈ h

L∑
l=1

blf(u(t+ clh), t+ clh).

Das führt zur Approximation

u(t+ h) ≈ u(t) + h
L∑
l=1

blf(u(t+ clh), t+ clh).

Die unbekanntenWerte an den Zwischenstellen u(t+clh) = u(t)+h
∫ cl

0 f(u(t+hξ, t+hξ))dξ
approximiert man nochmals mit Quadraturformeln

u(t+ clh) = u(t) + h
D∑
d=1

al,df(u(t+ hcd), t+ hcd)

für l = 1, ..., L und erhält die Klasse der (expliziten) Runge-Kutta-Verfahren (RKV)

k1(u, t;h) = f(u, t),

kl(u, t;h) = f

(
un + h

D−1∑
d=1

al,dkd(u, t;h), tn + hcl

)

un+1 = un + h
L∑
l=1

blkl(un, tn;hn), (A.5)

für l = 2, ..., L, mit al,d, bl ∈ R, cl ∈ [0, 1] und der Konsistenzbedingung
∑L
l=1 bl = 1.

Wir nennen auf Grund der verwendeten Quadratur die cl Knoten, bl Gewichte und können
die Klasse der L-stufigen RKV in einem Tableau zusammen mit den Koeffizienten al,d
als Verfahrensmatrix darstellen. Diese Darstellung ist als Butcher-Schema bekannt und
ergibt, da wir hier nur explizite Verfahren betrachten, eine linke untere Dreiecksmatrix.
Wir beschränken uns auf autonome Differentialgleichungen und setzen voraus, dass die
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0 0
c2 a21
c3 a31 a32
...

... . . .
cL aL,1 aL,2 aL,L−1 0

b1 b2 · · · bL−1 bL

Tabelle A.1.: Das Butcher-Schema für explizite Verfahren

Knotenbedingung

cl =
D−1∑
d=1

al,d (A.6)

mit l = 2, ..., L stets erfüllt ist. Ein RKV ist genau dann konsistent1, wenn
∑L
l=1 bl = 1 ist.

Ferner kann man mit Hilfe der Taylor-Entwicklung weitere Einschränkungen als die Kon-
sistenzbedingung fordern, wie zum Beispiel die Ordnungsbedingungen.

Beispiel Wir wollen ein dreistufiges RKV konstruieren, welches ebenfalls die Ordnung
P = 3 hat. Das heißt, dass wir die Unterklasse der RKV

k1 = f(un, tn),
k2 = f(un + a21hk1, tn + c2h),
k3 = f(un + a31hk1 + a32hk2, tn + c3h)
Φ = b1k1 + b2k2 + b3k3,

mit Stufen k1, k2, und k3 vorliegen haben. Nun gleichen wir deren Taylorentwicklung bzgl.
h im Punkt h0 = 0 mit der exakten Inkrementfunktion

T (h;h0) = f + 1
2hf

′f + h2

6 (f ′′ff + f ′f ′f) +O(h3)

durch Einsetzen bis auf den Fehler O(h3) ab. Demnach erhält man aus

Φ =
3∑
l=1

blf + h(b2a21 + b3(a31 + a32))f ′f

+ h2

2 ((b2a2
21 + b3(a31 + a32)2)f ′′ff + 2b3a2,1a32f

′f ′f)

durch Koeffizientenvergleich

b1 + b2 + b3 = 1,

b2a21 + b3(a31 + a32) = 1
2 ,

b2a2
21 + b3(a31 + a32)2 = 1

3 ,

2b3a21a32 = 1
6

die vier Ordnungsbedingungen für P = 3. �

1Der Beweis kann im Buch von Hairer, Wanner et al. [HNW11] nachgeschlagen werden.
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Neben Konsistenz und der Ordnung des Verfahrens sind wir auch daran interessiert, wie
sich die RKV bei festem h > 0 im Fall t→∞ verhält. Also, wenn wir beispielsweise einen
stationären Punkt suchen, der durch eine gewöhnliche Differentialgleichung beschrieben
wird. Für unseren Fall reicht es aus, wenn wir annehmen, dass der instationäre Anteil der
Lösung aus exponentiell abklingenden Anteilen besteht. Deswegen wollen wir das Verhalten
der Gitterfunktionen der RKV für das AWP, der Testgleichung von Dahlquist,

u̇ = λu, (A.7)
u(0) = u0

mit λ ∈ C und <(λ) < 0 untersuchen. <(λ) bezeichnet hier den Realteil von λ. und es ist
nun möglich die Gitterfunktion in der Form

un = R(z)nu0 mit z = hλ und z ∈ C

darzustellen. Wir fordern nach Dahlquist im Sinne der A-Stabilität, dass limn→∞ un = 0
ist. Das ist dann gegeben, wenn |R(z)| < 1 für das komplexwertige Polynom R(z) gilt.

Lemma A.3.1: Stabilitätsfunktion

Es sei ein RKV der Ordnung P gegeben, dann folgt, dass die Stabilitätsfunktion
durch

R(z) = 1 + z + z2

2! + z3

3! + ...+ zP

P!

gegeben ist.

Den zugehörigen Beweis findet man im Buch von Hairer und Wanner [HW04].

Bemerkung Ist ein RKV stabil und hat die Konsistenzordnung P, dann hat es ebenfalls
die Konvergenzordnung P = L. Die Stabilitätsfunktion lautet in diesem Fall

R(z) = 1 + z + z2

2! + z3

3! + ...+ zL

L! .

Die Details kann man in den Büchern von Hairer und Wanner et al. [HNW11] oder [HW04]
nachlesen. �

Wir können demnach den Stabilitätsbereich eingrenzen, in dem ein gegebenes RKV sta-
bil ist.

Beispiel Das vierstufige klassische Runge-Kutta-Verfahren besitzt die Stabilitätsfunkti-
on

R(z) = 1 + z + z2

2! + z3

3! + z4

4!

und grenzt folgendes Gebiet ab.
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Abbildung A.2.: Stabilitätsgebiet des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens

Der Stabilitätsbereich ist in Abbildung A.2 in Rot zu erkennen. �

Aus der Theorie der Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen2 wissen wir, dass mit
der stationären Lösung u∗ mit f(u∗) = 0 auch Φ(u∗) = 0 folgt, aber die Umkehrung im
Allgemeinen für die Klasse der Runge-Kutta-Verfahren nicht gilt. Denn auch wenn wir hin-
reichende Konsistenz und eine geeignete Schrittweite fordern, ist die Wahl des Anfangswerts
nicht beliebig.

A.4. Weitere Illustrationen von TST-Rekonstruktionen

Wir sehen hier ergänzend zu Kapitel 4.2 die mit Abbildung A.3, A.4 und A.5 weitere Perfu-
sionskarten, die wir in Kapitel 4 eingeführt haben. Damit wollen wir uns gegebenenfalls eine
bessere Vorstellung der Genauigkeit der TST-Rekonstruktion in Bezug auf die quantitativen
Ergebnisse aus Abbildung 4.12 verschaffen.

2Hier wird auf die Erkenntnisse aus der Vorlesung Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen zurück-
gegriffen, die im Wintersemester 2010/11 von Herrn Professor Dr. Warnecke gehalten wurde.
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(a) TST-FDK (b) Org

(c) TST-ART

Abbildung A.3.: Weitere Illustration der TST (CBV):
Für eine bessere Vorstellung zeigen wir hier wiederholt die CBV in

[
ml

100g

]
,

wie in Abbildung 4.9. Wir sehen hier insbesondere den qualitativen Unter-
schied zwischen TST-ART und TST-FDK.
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(a) TST-FDK (b) Org

(c) TST-ART

Abbildung A.4.: Weitere Illustration der TST (MTT):
Für eine bessere Vorstellung zeigen wir hier die MTT in [s]. Wir sehen hier
ebenfalls den qualitativen Unterschied zwischen TST-ART und TST-FDK.



Appendix 185

(a) TST-FDK (b) Org

(c) TST-ART

Abbildung A.5.: Weitere Illustration der TST (TTP):
Für eine bessere Vorstellung zeigen wir hier die TTP in [s]. Wir sehen hier
ebenfalls den qualitativen Unterschied zwischen TST-ART und TST-FDK.
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