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Einleitung

Die Numerische Mathematik lebt von ihren Anwendungen. Komplexe Probleme aus Naturwissen-
schaft und Technik, Wirtschaft und Medizin flihren nach geeigneter Modellierung zumeist auf mathe-
matische Probleme in Funktionenraumen, die nicht exakt losbar sind. Die Numerische Mathematik
entwickelt Algorithmen zur Losung dieser Probleme, sie Uberfihrt sie durch Diskretisierung in end-
lichdimensionale Probleme, sie untersucht (im Rahmen der numerischen Analysis mit flieBendem
Ubergang zur Analysis selbst) die Losbarkeit des Ausgangsproblems und die Konvergenzeigenschaf-
ten der Diskretisierung. Selbst fiir endlichdimensionale Probleme kann der optimale Losungsalgorith-
mus nicht nur von direkter (endlicher), sondern von iterativer Natur sein. Fir eine ganze Reihe von
Verfahren sind durch theoretische Aussagen Existenz einer Losung und die Konvergenz der Diskreti-
sierung gesichert, andere Verfahren haben sich durch vielfache erfolgreiche Anwendung in der Praxis
bewdhrt, harren aber noch der theoretischen Untermauerung.

Auch die zur Implementierung verwendete Rechnerarchitektur hat Einfluf auf die Wahl des op-
timalen Algorithmus. Erfordert die GroRRe des Problems eine parallele Architektur, so mul gute Par-
allelisierbarkeit bereits bei der Wahl des Algorithmus berlicksichtigt werden, unter Umsténden sogar
schon bei der Wahl des mathematischen Modells. Dies erfordert geniigende Sachkenntnis in der kon-
kreten Anwendung, die Trennung von Anwendungsproblem und der daraus abgeleiteten mathemati-
schen Aufgabenstellung flhrt oft zur Vernachlassigung entscheidender Details. Bei der Implementie-
rung selbst ist zwischen Effizienz auf der einen Seite und leichter Implementierbarkeit/ Erweiterbar-
keit auf der anderen Seite das Gleichgewicht zu wahren, die beabsichtigte Lebensdauer eines Codes
spielt dabei eine grofRe Rolle.

Diese Vielschichtigkeit von Problemstellungen des wissenschaftlichen Rechnens, das vom Nu-
meriker abverlangte Wissen in vielen benachbarten Disziplinen wie Analysis/ numerischer Analysis,
Informatik, Naturwissenschaften wie Physik und Chemie, Pharmazie und Medizin, oder ingenieur-
wissenschaftliche Disziplinen, schl&gt sich auch in der Struktur dieser Arbeit nieder. Sowohl Teil I,
als auch die im Teil Il zusammengefaliten Kapitel 4,5 und 6 beschaftigen sich jeweils mit der Entwick-
lung und Analyse numerischer Verfahren unter Beriicksichtigung konkreter Anwendungsprobleme.

Teil | ist dem groBen Themenkomplex der geometrischen Integration gewidmet, er beschéftigt
sich mit einer Verallgemeinerung von gewdhnlichen Differentialgleichungen im R™ auf Differenti-
algleichungen auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Einen Zugang zu solchen Problemen bietet
der Lie-Gruppen-Ansatz. Bewegungen auf der Mannigfaltigkeit werden durch Transformationsgrup-
pen beschrieben, und diese Transformationsgruppen sind eben Lie-Gruppen. Der Fall kommutativer
Lie-Gruppen erweist sich als dquivalent zum R™, fiir nichtkommutative Gruppen sind hingegen Mo-
difikationen notwendig, um die klassische Ordnung der Verfahren zu erhalten.

Kapitel 1 gibt einen Uberblick tiber die verwendeten Hilfsmittel aus den Gebieten Analysis auf
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten sowie Lie-Gruppen und Lie-Algebren. Eine Einordnung des Ma-
terials in den Kapiteln 2 und 3 wird dadurch erleichtert. Wesentlich ist dabei zum einen die Parametri-
sierung nichtlinearer Mannigfaltigkeiten durch Transformationsgruppen (Lie-Gruppen), die wiederum
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EINLEITUNG

durch die Lie-Algebren dargestellt werden kdnnen. Die Vorgehensweise wird im ersten Abschnitt am
Beispiel der Toda-Lattice-Gleichung ausfuhrlich erldutert. Zum anderen fuhrt eben die Ersetzung der
kommutativen Vektorraumoperation Addition durch die (im allgemeinen) nichtkommutative Grup-
penoperation zu speziellen Problemen bei der Konstruktion von Zeitintegrationsverfahren. Besondere
Bedeutung kommt dabei den Abbildungen exp, dexp sowie der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel
(BCH-Formel) zu. Fur spezielle Lie-Gruppen konnen die Abbildungen mit effizienten Algorithmen
berechnet werden, in einem gesonderten Abschnitt wird darauf eingegangen.

In Kapitel 2 werden die Grundideen bei der Ubertragung von Runge-Kutta-Verfahren auf Lie-
Gruppen, wie sie von Munthe-Kaas in den Arbeiten [72, 73, 74] entwickelt wurden, dargestellt. Ne-
ben intuitiven Zugéngen in den ersten beiden Arbeiten findet sich in [74] auch die Nutzung der Lie-
Algebra zur Parametrisierung der Lie-Gruppe. Klassische Grundbegriffe zur Charakterisierung von
Einschrittverfahren werden entwickelt, man siehe auch [116].

Die Herleitung von Ordnungsbedingungen nach [73] wird dargestellt, verglichen wird dies im
dritten Abschnitt mit einer Butcher-Baum-Theorie fur die Matrixdarstellung der Lie-Grup-pen-Dif-
fe-ren-ti-al-glei-chung. AuBRerdem gehen wir auf andere Parametrisierungen der Lie-Gruppe (Cayley-
Abbildung) kurz ein.

Kapitel 3 beschreibt im Detail die Entwicklung von Extrapolationsverfahren. Gezeigt wird die
Giiltigkeit einer asymptotischen Entwicklung des globalen Fehlers auch in Lie-Gruppen. Auf dieser
Basis kénnen zunéchst einfache Extrapolationsmethoden angegeben werden, die wie im ODE-Fall
auch bei vorgegebener Ordnung deutlich aufwendiger als vergleichbare Runge-Kutta-\Verfahren sind.
Zu einem méchtigen Werkzeug wird die Extrapolationsidee erst, wenn eine quadratische Entwicklung
des globalen Fehlers vorliegt.

Wir zeigen hier (man siehe auch [116]), daR diese zum einen fiir symmetrische Verfahren vor-
liegt, zum anderen beweisen wir, dal® die explizite Mittelpunktregel bei entsprechender Interpretation
symmetrisch ist. Im Gegensatz zum ODE-Fall erfordert die Herleitung geeigneter Verfahren hier zu-
sétzlich eine Approximation der BCH-Formel, da die hergeleitete asymptotische Entwicklung in der
Lie-Algebra gultig ist. Fiir Verfahren bis zur Ordnung 8 werden geeignete Approximationsformeln
angegeben.

Zur Herleitung der Formeln wurde im Rahmen dieser Arbeit das Paket GLIEALG fiir Mathe-
matica entwickelt und unter [119] der Allgemeinheit zur Verfugung gestellt. Dieses Paket erlaubt
symbolische Rechnungen in bewerteten freien Lie-Algebren, so dall Potenzreihenentwicklungen der
BCH-Formel einfach berechnet werden kdnnen. Insbesondere fiir héhere Approximationsordnungen
wie 6 und 8 erweist sich die Anzahl der zu beriicksichtigenden Ausdriicke als nicht mehr handhabbar.
Der dritte Abschnitt widmet sich der Beschreibung dieses Paketes.

AbschlieRend wird die Zuverlassigkeit und Effizienz der hergeleiteten Verfahren an einem Bei-
spiel aus der Physik — dem Toda-Lattice — unter Beweis gestellt. Die auf quadratischer Extrapolation
beruhenden Methoden erweisen sich dabei als besonders geeignet.

Teil Il stellt anhand von drei Beispielen die vielseitigen Einsatzmdglichkeiten effizienter und hoch-
spezialisierter Zeitintegrationsverfahren zur Lésung von Anwenderproblemen aus den Naturwissen-
schaften dar. Die drei Teile eint, da die eingesetzten Verfahren auf die jeweilige Problemklasse zuge-
schnitten sind — dies ist auch die Grundidee der geometrischen Integration. Bei den behandelten Pro-
blemen handelt es sich um lineare Differentialgleichungen mit stark oszillierenden Ldsungen (Kapitel
4), um steife Probleme mittlerer Dimension (Kapitel 5) und um steife Systeme hoher Dimension (Ka-
pitel 6). Zur numerischen Losung kommen zum einen klassische Verfahren der Zeitintegration zum
Einsatz, zum anderen wird demonstriert, wie der in Teil | dargestellte Lie-Gruppen-Ansatz zur Kon-
struktion neuer Zeitintegrationsverfahren — hier am Beispiel der von Iserles und Ngrsett entwickelten

2



Magnus-Methoden — verwendet werden kann. Zum Vergleich mul gesagt werden, daB die numerische
Zeitintegration mit \erfahren wie Runge-Kutta-Methoden auf eine mehr als hundertjahrige Geschich-
te zurtickblicken kann, so daR man mittlerweile Gber eine Vielzahl hochspezialisierter Methoden fir
verschiedene Anwendungsklassen verfligt. Die Idee der systematischen geometrischen Integration ist
hingegen noch sehr jung, sie wurde in den 90er Jahren geboren, neue Verfahren wurden entwickelt und
altere Ideen wiederentdeckt und wiederbelebt. So basieren die Magnus-Methoden auf einer Entwick-
lung der Losung linearer Differentialgleichungen nach W. Magnus aus dem Jahre 1954 [66]. Ideen
zur symplektischen Integration finden sich in Arbeiten aus den spaten 80er Jahren [36], [124], vor
allem auf dem Gebiet der Astronomie wurden symplektische Verfahren auf der Basis generierender
Funktionen entwickelt. Die Lie-Gruppen-Methoden, basierend auf ldeen von Munthe-Kaas, wurden
in den 90er Jahren entwickelt. Auf dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen findet man eine
Vielzahl problemangepafter Diskretisierungen, die der geometrischen Integration zugeordnet werden
kdénnen.

Insofern ist es auch nicht verwunderlich, daf klassische Verfahren wesentlich mehr Anwendung
erfahren als geometrische Integratoren. Die vorliegende Arbeit mochte neben eigenen Beitrdgen auch
der Verbreitung der Idee der geometrischen Integration dienen. Daher haben wir im zweiten Teil zum
einen Anwendungen ausgewahlt, die mit klassischen Verfahren gelést werden kénnen, zum anderen
wird in Kapitel 4 ein geometrisches Integrationsverfahren angewandt. Wir schlagen so eine Briicke
zwischen geometrischer und Kklassischer Integration.

In Kapitel 4 werden Methoden aus der in Teil | beschriebenen Klasse der geometrischen Inte-
gratoren genutzt, um Problemstellungen der Quantenphysik zu lésen. Bei der Lésung der Schrodin-
gergleichung zur Bestimmung der Wellenfunktion fir Atome wird zumeist mit einer Separation des
radialen Anteils und des sogenannten Drehimpulsanteils gearbeitet. Fiir den radialen Anteil flhrt dies
zu gewdhnlichen Differentialgleichungen mit oszillierenden Ldsungen.

Wir wenden auf diese Probleme Methoden, die wie die in Teil | beschriebenen zu den geometri-
schen Integratoren gezéhlt werden, an. Der Lie-Gruppen-Ansatz flhrt fir lineare Probleme auf die
von Iserles und Ngrsett entwickelten Magnus-Methoden zuriick. Grundlage ist die von W. Magnus
1954 hergeleitete Magnus-Entwicklung zur Lésungsdarstellung. Numerische Tests bestéatigen die ho-
he Effizienz der geometrischen Integrationsmethoden fiir solche Probleme. Des weiteren testen wir
verschiedene Varianten der Schrittweitensteuerung. Auch hier zeigt sich, daB solche Fehlerschétzer,
die die Struktur des Problems berlicksichtigen, hier eine zeitsymmetrische, am besten geeignet sind.

Kapitel 5 wendet sich einer Problemstellung aus der Mechanik zu, die auf ein differential-al-ge-
bra-i-sches System fihrt. Bei der Zeitintegration solcher Systeme ist die Steifheit des Systems zu be-
riicksichtigen. Eine effiziente Verfahrensklasse stellen linear-implizite Methoden dar, fiir einen Uber-
blick verweisen wir auf die Monographie von Strehmel und Weiner [98]. Wir beschaftigen uns hier
mit Rosenbrock-Typ Methoden. Die Anwendung von Krylovtechniken bei Rosenbrock-Methoden fiir
gewdhnliche Differentialgleichungen findet man in den Arbeiten von Schmitt und Weiner [91], wéh-
rend die Anwendung von Rosenbrock-Methoden auf Index-1-DAEs selbst von verschiedenen Au-
toren untersucht wurde, wir verweisen exemplarisch auf Rentrop, Roche und Steinebach [82], [84].
Untersuchungen von Krylovtechniken bei BDF-Methoden fiir DAEs vom Index 1 findet man in der
Arbeit von Brown, Hindmarsh und Petzold [7]. Wir wenden hier Rosenbrock-Methoden gekoppelt
mit Krylov-Techniken auf die Index-1-Systeme an. Es zeigt sich dabei, daB die Berlicksichtigung der
algebraischen Gleichungen wesentlich fur die Effizienz der Methode ist.

Getestet werden die im ersten Teil des Kapitels entwickelten Techniken bei der Lésung von An-
wendungen aus der Kontinuumsmechanik. Geht man Uber die reine linear-elastische Deformation
hinaus, verbleibt aber im Rahmen der hysteresefreien Deformationen, so gelangt man zum Ph&dnomen
der Viskoelastizitat. Hierzu findet man eine Vielzahl von Modellen in der Literatur, wir haben uns fir
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ein dreielementiges Standard-Modell, das Hookesche Federn mit Newtonschen Dampfern koppelt,
entschieden. Die Bestimmung der zeitabhangigen Deformation bei Kriechprozessen fiihrt nach einer
Semidiskretisierung mit finiten Elementen zu einem differential-algebraischen System vom Index 1
von hoher Dimension. Bei impliziter Zeitintegration mit Rosenbrock-Methoden sind grof3e lineare
Gleichungssysteme zu I6sen. Hierzu setzen wir Krylov-Techniken ein.

In Kapitel 6 wird eine Problemstellung aus der Neurobiologie betrachtet. Wir legen den Schwer-
punkt neben der mathematischen Modellierung auch auf Implementierungsfragen, insbesondere inter-
essieren wir uns fir Zeitintegrationsverfahren, die eine einfache parallele Nutzung vieler Prozessoren
gestatten.

Die Modellierung des Wachstums von Axonen im menschlichen Gehirn flihrt im betrachteten Fall
auf ein gemischtes System aus parabolischen Gleichungen und Gradientengleichungen. Nach einer
Semidiskretisierung mit der Linienmethode gelangt man zu einem steifen Anfangswertproblem. Die-
ses wird mit einem speziell adaptierten Zeitintegrationsverfahren gel6st, wir nutzen hier wegen der
einfachen Parallelisierbarkeit ein explizites Verfahren, das aber dennoch (ber ausreichende Stabili-
tatseigenschaften verfligt.

Der resultierende sequentielle Algorithmus wird nun komponentenweise parallelisiert. Zum einen
wird die Auswertung der rechten Seite der Differentialgleichung so parallelisiert (parallelism across
the function), dall der Kommunikationsaufwand fiir die konkret genutzte CC-NUMA-Architektur mi-
nimiert wird. Das so erhaltene Schema muf} nun auch auf die Methode libertragen werden. Hier zeigen
sich die Vorteile der verwendeten expliziten Methode — da sie nur auf Level-1-BLAS-Routinen zu-
greift, ist die Parallelisierung der linearen Algebra mittels OpenMP sehr einfach zu realisieren.

Der parallele Algorithmus erweist sich insgesamt auch fur eine groRe Anzahl von Prozessoren
(128) als sehr effizient zur Losung des Problems. Die Simulationsergebnisse stimmen mit theore-
tischen Vorhersagen (berein. Durch Verwendung unterschiedlicher Parallelisierungsmodelle flr die
rechte Seite der Differentialgleichung konnten interessante und flir weitere Simulationen hilfreiche
Ergebnisse zur Parallelisierung auf der verwendeten Maschine (Teras, SGI Origin 3800) gewonnen
werden.

AbschlieBend hofft der Verfasser, mit der vorliegenden Arbeit ein realistisches Bild der modernen
numerischen Mathematik gegeben zu haben. Der engen Verbindung von Theorie und Anwendung
wird durch die Tatsache Rechnung getragen, dall neben neuen theoretischen Resultaten in Kapitel
3, die in ein abstraktes Konzept (Kapitel 1 und 2) eingebettet sind, auch eine Darstellung typischer
Praxisprobleme in den Kapiteln 4 bis 6 ihren Platz findet. Das im ersten Teil betrachtete Konzept der
geometrischen Integration findet dabei durch die im Kapitel 4 angewandten Magnus-Methoden seine
Wiirdigung, zum anderen werden in den Kapiteln 5 und 6 Beitrdge zu den klassischen Zeitintegra-
tionsverfahren geliefert, die hier - ganz im Geist der geometrischen Integration - problemangepalite
Verfahren fur eine spezielle Anwendungsklasse darstellen.
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Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

1.1 Ein motivierendes Beispiel — die Toda-Lattice-Gleichung

Eine Abstraktion ist stets durch ein Beispiel motiviert — im Falle der Lie-Gruppen-Integratoren ist die
Toda-Lattice-Gleichung [100, 38, 25, 58] ein hervorragendes. Beim Toda-Lattice handelt es sich um
ein eindimensionales Teilchengitter mit einem exponentiell abfallenden Potential, beriicksichtigt wer-
den nur die Wechselwirkungen zwischen benachbarten Teilchen. Die Dynamik eines solchen Systems
ist durch Newtons Bewegungsgleichungen gegeben:

"

2 = — expl(—(wns1 — 20)) + exp(— (&, — T0_1)). (L1)

Man stellt dabei Ublicherweise periodische Randbedingungen, die Teilchen befinden sich also in ei-
nem Ring. Die Gleichungen (1.1) gelten fur n = 1,..., N, wobei zy := zy und zy41 = z7.
Maglich ist aber auch, am linken Rand 2y = —oo und am rechten Rand 1 = oo zu fordern.

Nach Flaschka [38] setzt man a,, = —3x/, und b, = 1 exp(3(z, — 511)). FUr a,, by, ergeben
sich dann die Gleichungen

ay, =2(b, — by _1)
b, =bp(ans1 — an).

Mit den zyklischen Tridiagonalmatrizen

al b1 bN
b1 a9 bg
by «a b
L= S (1.2)
bnv—2 an—1 bn_1
by bn-1 an
0 bl —bN
b 0 b
—b 0 b
B(L) = S (13)
—bn_2 0 bn—1
by —bn_1 0
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ergibt sich die Matrix-Differentialgleichung
L' =B(L)L — LB(L). (1.4)

Wie wir unten zeigen werden, 18Rt eine solche Differentialgleichung die Eigenwerte der Lésung L
unverandert, sie bilden eine Invariante des Systems. Der von einer solchen Gleichung generierte FIu
wird daher als isospektral bezeichnet, man siehe auch [14, 15]. Standard-Integrationsverfahren wie
Runge-Kutta-Verfahren oder lineare Mehrschrittverfahren erhalten flir gewohnlich nur lineare Invari-
anten, fur quadratische Invarianten lassen sich spezielle Verfahren konstruieren (z.B. die GauBR-Me-
thoden). Polynomiale Invarianten vom Grad 3 oder héher lassen sich nicht automatisch erhalten, siehe
[47], p.102, Theorem 3.3.

Allgemein heifit eine Funktion I(y) ein erstes Integral einer Differentialgleichung vy’ = f(y),
wenn [ entlang einer Losungstrajektorie konstant bleibt, also I,,(y) f(y) = 0. Nun sind die Eigenwerte
der Matrix L erste Integrale. Um erste Integrale auch in der numerischen Lésung zu erhalten, kann
nach jedem Integrationsschritt eine Projektion auf die durch M = {L : I(L) = I(L¢)} definierte
Mannigfaltigkeit vorgenommen werden.

Die geometrische Integration geht einen anderen Weg: Um eine Invariante zu erhalten, verwendet
man einfach einen Ansatz, der automatisch die Invarianten unveréndert 1&Bt. Wir setzen hier

L(t) =T(t)LoT ()™, T(0)=1 (1.5)
und bestimmen T'() so, daR die Differentialgleichung (1.4) erfullt ist. Differentiation von L(t) ergibt
L'(t) =T'(t)LoT(t) ™ — T(t)LoT(t) 1T’ (t)T(t)

=T'(t)T(t) " L(t) — L)T' ()T (t) ", (1.6)
mit B = T'T~! also gerade (1.4). Wir bestimmen daher T als Losung der Differentialgleichung
T'(t) =B(L(t))T(t), T(0)=1, (1.7)

und somit erfullt L(¢) = T(t)LoT'(t)~* die Gleichung (1.4). Mit dem Existenz- und Eindeutigkeits-
satz von Picard-Lindelof folgt daraus gleichzeitig, daf fir jede Losung eine Darstellung (1.5) mit
einem 7'(t) nach (1.7) existiert. Damit ist gleichzeitig gezeigt, daR die Eigenwerte der Matrix L eine
Invariante des Systems sind.

Diskretisieren wir die Gleichung (1.7) mit einem geeigneten numerischen Verfahren, und setzen
L, = TnLOTn—l, so sind in der Tat alle Eigenwerte der Matrix L(t) in der numerischen Lésung L,,
invariant.

Allerdings ist die exakte Matrix L(t) auch symmetrisch, was flr beliebige Startwerte L nur fur
orthogonales 7'(t) erfullt werden kann. Auch die Gleichung (1.7) besitzt ein erstes Integral, es gilt

%(TTT) =777 + 17T
=1"(B" + B)T =0,

da die Matrix B laut Konstruktion schiefsymmetrisch ist. Wollen wir die Symmetrie der Matrix L
erhalten, so missen wir die Orthogonalitat der Matrix T sichern. Orthogonalitét ist eine quadratische
Invariante, hier kdmen im Bereich der Runge-Kutta-Verfahren im wesentlichen Gaul3-Methoden in
Frage (siehe [47], S. 97ff.). Man kann aber analog zum vorhergehenden die Lésung mit der Cayley-
Abbildung cay parametrisieren, so dal3 die Invariante automatisch erhalten wird. Wir setzen

T(t) =cay(R(t)) := (I — R(t))"Y(I + R(t)), (1.8)
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wobei sich R(t) = —(I — T(t))(I + T(t))~! ergibt. Man Uberpriift leicht, da® 7'(¢) genau dann
orthogonal ist, wenn R(t) schiefsymmetrisch ist.

Der Ansatz (1.8) liefert nach Differentiation und Einsetzen in (1.7) eine explizite Differentialglei-
chung fir R/ (t).

T(0) =21 - RO RO - RE) T >
R(t) =5 (1~ RE)BLTRE)) + R(D) w9

Ist R(t) schiefsymmetrisch, so gilt dies auch fiir die rechte Seite von (1.9), d.h., dann gilt R'(t) +
R'(t)T = 0. Somit ist der lineare Unterraum der schiefsymmetrischen Matrizen invariant gegeniiber
dem FIuB der Differentialgleichung. Ein invarianter linearer Unterraum wird von vielen gebrauchli-
chen Integrationsverfahren flir gewdhnliche Differentialgleichungen erhalten, so von Runge-Kutta-
Verfahren oder linearen Mehrschrittverfahren. Wir bemerken aulerdem, dal wir von einer Differen-
tialgleichung in einer nichtaffinen Menge (Gruppe der orthogonalen Matrizen) zu einer Differential-
gleichung in einem Vektorraum (schiefsymmetrische Matrizen) tibergegangen sind.

Etwas abstrakter kdnnen wir die obige Vorgehensweise wie folgt zusammenfassen: Gegeben ist
eine Differentialgleichung L’ = B(L)L — LB(L), deren Ldsung auf der Mannigfaltigkeit M =: {L :
spec(L) = spec(Lg)} verbleibt. Die Mannigfaltigkeit wird durch eine Gruppe G von Transformatio-
nen parametrisiert, hier wird GG durch die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 (diejenige Zu-
sammenhangskomponente der orthogonalen Matrizen, die die Einheitsmatrix enthdlt) dargestellt. Die
einer Matrix 7' zugehdrige Transformation A(T') ergibt sich zu A(T) : X — A(T)(X) = TXT ",
Die Transformationsgruppe (eine nichtlineare Struktur) wird wiederum geeignet durch eine linea-
re Struktur g (Vektorraum der schiefsymmetrischen Matrizen) dargestellt. Die Differentialgleichung
kann dabei sowohl in der Gruppe als auch im Vektorraum formuliert werden. Zur numerischen Lésung
im Vektorraum kann ein beliebiges Standard-Verfahren genutzt werden, das die Vektorraumstruktur
(also lineare erste Integrale) respektiert. Im folgenden Diagramm ist die gesamte Vorgehensweise
noch einmal veranschaulicht.

g LN G —_ M

ODE «—— ¢'(t) = f(9(t)) «—— y' = F(y)
(1.9) (1.7) 14

Die Transformationsgruppe ist eine Lie-Gruppe, der sie parametrisierende Vektorraum die Lie-Alge-
bra. Die Parametrisierung mit cay ist nur fir spezielle Lie-Gruppen mdglich (quadratische Gruppen,
siehe Abschnitt 1.3.1).
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1.2 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Wir stellen hier kurz einige Grundbegriffe bereit. Flr ausfihrlichere Darstellungen siehe man [4],
[76], [67].

1.2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Anschaulich wollen wir uns hier unter einer m-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit
M eine m-dimensionale Teilmenge des R™ (n > m) vorstellen, die geniigend glatt ist. Lokal 1aBt
sich diese Mannigfaltigkeit durch m krummlinige Koordinaten parametrisieren. Diese krummlini-
gen Koordinaten lassen sich zumeist nicht auf die gesamte Mannigfaltigkeit fortsetzen, sie erlauben
nur die Parametrisierung eines bestimmten Bereichs der Mannigfaltigkeit. Diesen Bereich bezeich-
nen wir als Koordinatenkarte U. Die krummlinigen Koordinaten auf U sind durch eine Abbildung
x : U — V C R™ gegeben.

Die gesamte Mannigfaltigkeit sei nun von solchen Karten U, uberdeckt. Eine wichtige Eigen-
schaft ist natrlich die Glattheit der krummlinigen Koordinaten. Betrachtet man M als eingebettet in
den R™, so kann man die Glattheit der krummlinigen Koordinaten durch Glattheitsanforderungen an
die Koordinatenfunktionen beschreiben.

Will man sich von der Vorstellung l6sen, daB die Mannigfaltigkeit in den R"™ eingebettet ist, so
lassen sich naturlich keine direkten Glattheitsforderungen an die Koordinatenfunktionen stellen. Man
fordert daher Glattheit der Koordinatentransformationen, die sich auf den Uberlappungen zweier Kar-
ten ergeben.

Definition 1.2.1. Eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit besteht aus einer Menge M
und einer Familie von Karten U, mit bijektiven Koordinatenfunktionen x, : U, — V, C R™, die
folgende Eigenschaften besitzen:

1. Die Karten tiberdecken A, also |J, Uy = M.
2. Die V,, sind offene Mengen.

3. Auf der Uberlappung U, N Ug zweier Karten ist die Koordinatentransformation unendlich oft
differenzierbar, d.h., die Abbildung

Xa ©X5" 1 Xg(Ua NUs) = Xa(Ua N Ug)
ist unendlich oft differenzierbar.

4. Zu zwei verschiedenen Punkten z,, € U,, xg € Ugs existieren Umgebungen (offene Mengen)
Wea, Wgvon xo(za), xg(xg) in Vy, Vg, so daB

X;l(Wa) N Xgl(Wﬁ) =0.

Die vierte Forderung liefert uns eine Topologie auf M, die dem zweiten Trennungsaxiom geniigt,
M ist somit ein Hausdorffraum. Fiir viele Resultate ist diese Annahme nicht zwingend, sie vermeidet
jedoch unnétige technische Komplikationen.

Die Glattheitsanforderungen lassen sich auch auf k-mal stetig differenzierbare Funktionen ab-
schwéchen. Wir werden im folgenden unter glatt stets unendlich oft differenzierbar verstehen.

10
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Beispiel 1.2.1. Die einfachste differenzierbare Mannigfaltigkeit ist der R™ selbst. Die Koordinaten
sind hier durch eine einzige Karte gegeben. Jede andere differenzierbare Mannigfaltigkeit mit nur
einer Karte U kann analog mit der Menge V' = x(U) identifiziert werden.

Beispiel 1.2.2. Die dreidimensionale Einheitskugel S? = {(z,y,z2) : 2? + 3? + 22 = 1} stellt
zusammen mit zwei stereographischen Projektionen eine differenzierbare Mannigfaltigkeit dar. Die
Karten sind

Uy = 5%\ {(0,0,1)} und Uy = 5%\ {(0,0,—1)}

mit den Koordinatenfunktionen

L Y T Y
und x2 = = :
1—2’1—2) Xz = (&2:12) (1+Z’1—|—z)

X1 = (§1,m) = (

Driickt man auf der Uberlappung der beiden Karten die Koordinaten in U; durch die in U, aus, so
ergibt sich

& 12
(§1,m) = ('f% 28 —H]%)'

Wegen (x,y, z) € UiNUsist (€2,12) # (0,0) und daher ist die Koordinatentransformation unendlich
oft differenzierbar.

Der Tatsache, da man fiir eine Karte verschiedene Koordinatenfunktionen angeben kann (ndm-
lich all jene, die ineinander durch einen Diffeomorphismus Uberflhrbar sind), kann man auf zweierlei
Art Rechnung tragen. Prinzipiell wére es mdglich, in einem (wie auch immer) ausgezeichneten Ko-
ordinatensystem mathematische Eigenschaften zu beschreiben, und bei mathematischen Aussagen
jeweils die Invarianz beziiglich der Wahl des Koordinatensystems zu zeigen. Besser ist jedoch, ko-
ordinatenunabhangige Definitionen fiir mathematische Eigenschaften zu wéhlen. Dies erreicht man
dadurch, daB jede Eigenschaft in ihrer Wirkung auf die Koordinaten beschrieben wird. Wir sprechen
anstelle von Koordinaten allgemein von Funktionen, die die Mannigfaltigkeit nach R abbilden. Jedes
mathematische Objekt wird durch seine Wirkung auf diese Funktionen definiert.

1.2.2 Tangentenvektoren und Vektorfelder

Sei x € M ein Punkt einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. M sei in den R™ durch M = {z €
R™ : f(x) = 0} eingebettet, wobei f = (f1,..., fn—m). Die Gradienten V fi,...,V f,,_, Stehen
dann senkrecht auf M, wahrend ihr orthogonales Komplement tangential zu M ist. Wir bezeichnen
dieses orthogonale Komplement 7'M |, als Tangentialraum in z, die Elemente als Tangentenvektoren.
Nun ist die Mannigfaltigkeit nicht immer als Einbettung in den R"™ gegeben. Fur eine koordinatenun-
abhéangige Definition bieten sich zwei leicht als dquivalent identifizierte Zugénge an.

Ein Tangentenvektor v im Punkt x € M wird als Richtungsableitung in diesem Punkt definiert,
also als lineares, homogenes Funktional auf der Menge der (in einer Umgebung von x) glatten Funk-
tionen, das der Produktregel der Differentiation geniigt:

v(g - h) =g(x) - v(h) +v(g) - h().

Anstelle einer Richtungsableitung kann man aber auch direkt die Richtung als Ableitung einer
Kurve zur Definition von Tangentenvektoren heranziehen. Wir betrachten differenzierbare Kurven
¢(t) auf M mit ¢(0) = xzo. Zwei Kurven ¢(t),(t) werden aquivalent genannt, wenn ihre ersten

11
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Ableitungen in einer Karte iibereinstimmen. Die Ableitungen stimmen dann in jeder Karte Uberein,
da bei einer Koordinatentransformation y = F'(x)

d d

| F@®) = Fulpmyy #(0) = Falo—yy ¥/(0) = —

7 Sl Fw).

t=0

Definition 1.2.2. Ein Tangentenvektor in xq ist eine Aquivalenzklasse von Kurven ¢ mit ¢(0) = xg.
Ist die Kurve in lokalen Koordinaten z = (¢1(t), ..., ¢m(t)) gegeben, so schreiben wir

v=6(0) = Y ol0) = Y v
7 =1 7

i=1

Die Ausdriicke a% sind die kanonischen Basisvektoren bezliglich der Koordinaten z.

Diese Schreibweise gestattet es, die Tangentenvektoren in x im Sinne des ersten Zugangs direkt als
Ableitungen auf dem Raum der glatten Funktionen aufzufassen. Definiert man flr eine glatte Funktion
f:M—R

d
o(f) = —|  flo(t)),
dt|—o
so ergibt sich in lokalen Koordinaten
0
o(f) = (& 85-'

7

Wir werden diese Schreibweise des 6fteren verwenden.
Die Komponenten v; h&ngen natirlich vom Koordinatensystem ab, bei einer Koordinatentransfor-
mation y = F(z) ergibt sich fiir die Komponenten v bzw. v? in den Koordinaten x bzw. y gerade

2 Of Oy
’U(f) Z Ui amz ZZ 8yj 8.’1,"1

5J

:>v —Zay]vm—vy])

Zur ldentifikation eines Tangentenvektors v gehdrt neben den koordinatenabhangigen Komponenten
v; auch der Punkt, an dem der Tangentenvektor “angeheftet” ist (also der Punkt, in dem differenziert
wird).

Definition 1.2.3. Den Vektorraum aller Tangentenvektoren im Punkt = € M bezeichnen wir als Tan-
gentialraum 7'M | . Die Vereinigung aller Tangentialrdume TM = J,,; T M|, heilt Tangenten-
biindel. Die kanonische Projektion = : M — M ordnet jedem Tangentenvektor v € T'M]|, den
Basispunkt x zu.

Definieren wir Tangentenvektoren in jedem Punkt der Mannigfaltigkeit, so gelangen wir zum
Begriff des Vektorfeldes.

Definition 1.2.4. Ein Vektorfeld ist eine Abbildung v : M — T'M mit 7 o v = id. Anstelle von v(z)
schreiben wir v|,. Ein Vektorfeld heif3t glatt, wenn die Darstellung in lokalen Koordinaten in jeder
Karte glatt ist.

12
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1.2.3 FIlul3 und Integralkurve

Definition 1.2.5. Eine Integralkurve eines Vektorfeldes v ist eine Kurve ¢ : R — M mit

¢'(t) = vl -

Die Bestimmung einer Integralkurve durch einen gegebenen Punkt x € M entspricht der Lo-
sung eines Anfangswertproblems fiir gewdhnliche Differentialgleichungen. Aufgrund der Glattheit
des Vektorfeldes sind die Voraussetzungen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lin-
del6ff erfallt. Eine Integralkurve ist daher durch Angabe eines Punktes eindeutig bestimmt.

Definition 1.2.6. Wir bezeichnen die Integralkurve ¢ durch = (mit ¢(0) = x) mit
U(e,z) = ¢(e).

Fixiert man die Variable = und variiert ¢, so durchlduft (e, z) gerade die Integralkurve. Um-
gekehrt erhadlt man flr festes e eine Abbildung der Mannigfaltigkeit in sich. Fir glatte Vektorfelder
ist diese Abbildung bijektiv, denn die Umkehrung ist durch die Integralkurven des Vektorfeldes —wv
gegeben. Sie stellt daher eine Transformation der Mannigfaltigkeit dar.

Definition 1.2.7. Die Abbildung ¥.(z) := ¥(e, z) heilit der FIuR des Vektorfeldes v.

Der FluR eines Vektorfeldes ist eine einparametrige Transformationsgruppe, es gilt

U5, ¥(e,x)) =V(0 +¢,x) (1.10)
U(0,x) =z (1.12)
aq’éi’@ = Ul o) - (1.12)

Die Eigenschaften (1.10), (1.11) definieren gerade eine einparametrige Transformationsgruppe, und
Eigenschaft (1.12) ordnet umgekehrt jeder einparametrigen Transformationsgruppe ein \Vektorfeld zu.
Dabei ist v wohldefiniert, denn aus (1.10) folgt

OV(e,x)  OV(c+4,x) OW(5, (e, x)))

R e R 26 o

das heift, v|q,(m) hangt nur von ¥ (e, ) ab und nicht von der speziellen Wahl von z, e.

Man bezeichnet das Vektorfeld v als infinitesimalen Generator der Transformationsgruppe. Ist
eine solche Transformationsgruppe gegeben, so &Rt sich ihr infinitesimaler Generator aus der Eigen-
schaft (1.12) des Flusses bestimmen. Umgekehrt bestimmt natiirlich der infinitesimale Generator die
Transformationsgruppe als seinen FluB. Wir haben also eine 1-1 Korrespondenz zwischen den Vek-
torfeldern und den einparametrigen Transformationsgruppen.

Wir schreiben den von einem Vektorfeld v erzeugten Fluf als

exp(ev)r = Uy(e, z).

Dies ist moglich, da ¥, (e, x) fur festes 2 nur vom Produkt ev abhéngt, nicht aber von der speziellen
Wahl von ¢, z, genauer:
U, (e,x) = Wyl ).
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1. GRUNDLAGEN

Die Eigenschaften des Flusses schreiben sich somit sehr einpragsam als

exp((0 + €)v) =exp(dv) exp(ev) (1.13)
exp(Ov) =id (1.14)
% exp(ev)x =v o exp(ev)x. (1.15)

Betrachten wir zwei Beispiele.

Beispiel 1.2.3. Sei M = R. Zum Vektorfeld v = gehbrt der FluB exp(ev)z = x + e. Fir das
Vektorfeld v = ma ergibt sich der FluB exp(sv)m = e°x.

Beispiel 1.2.4. Im n-dimensionalen Vektorraum M = R™ erhalten wir analog zum konstanten Vek-
torfeld v = >, aia% den FluB exp(ev)x = x + a, eine reine Translation. Der Flu des Vektor-

feldes v = ), <zj aijxj) a% ergibt die lineare Transformation exp(sv)x = ez mit der Matrix
A= (aij).

Sei nun ein Vektorfeld v gegeben mit dem FluR exp(ev)z. Uns interessiert die Anderung einer
Funktion f : M — R unter diesem FluB. In lokalen Koordinaten ergibt sich:

6
o f(exp(ev)z Z oz, (exp(e0)@) Vilexp(v)e = V() lexp(en)a (1.16)
Insbesondere ist 0 f (exp(cv))
exp(ev)x B
b | =rU)@)

Die Anderung der Funktion f durch den FluR ist also gerade
flexp(ev)z) = f(x) +ev(f)(z) + O (7).

Weitere Differentiationen von (1.16) liefern

0" f(exp(ev)a) _ ok
— g =0l () @) = () @),
Wir erhalten flir f die Taylorentwicklung
52 <€k
Flexp(ev)a) = f(2) +ev(f)(@) + T H)@) + -+ o (@) + O (4.

Die unendliche Reihe wird als Lie-Reihe bezeichnet. Ihr Erscheinungsbild I&R3t sich der Taylorent-
wicklung der klassischen Exponentialfunktion noch weiter annéhern, wenn wir exp(cv) als Abbil-
dung von C*>°(M) — C*°(M) vermdge exp(ev)(f)(z) := f(exp(ev))(x) auffassen. Dann erhalten
wir ndmlich

€kvk

k!

exp(ev) 1=
k=0
Analog lassen sich vektorwertige Funktionen in Lie-Reihen entwickeln, hier wird die Entwick-
lung einfach komponentenweise vorgenommen. Betrachten wir die Koordinatenfunktionen x als vek-
torwertige Funktion, so erhalten wir

1
exp(ev)r =z +ev + 562’0(1})(1‘) +....
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1.2 Mannigfaltigkeiten

1.2.4 Das Differential

Sei F': M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten. Dann bildet F' Kurven auf M in
Kurven auf IV ab. Dadurch wird eine Abbildung der Tangentenvektoren auf M in Tangentenvektoren
auf N induziert.

Definition 1.2.8. Die Abbildung

dF : TM|, — TN|p(, (1.17)
v —=dF(v) mitdF(v)(f) =v(f o F) (1.18)
heilt Differential der Abbildung F'in x.
Die folgenden Sétze ergeben sich unmittelbar aus der Definition.
Satz 1.2.1. Das Differential ist eine lineare Abbildung.
Satz 1.2.2. Sind F': M — N und H : N — P glatte Abbildungen, so gilt

d(H o F) = dH o dF.

Satz 1.2.3. Seien x; bzw. y; lokale Koordinaten in A/ bzw. N in Umgebungen von = bzw. y = F(x).
Istv =" v Bx € TM], in lokalen Koordinaten gegeben, so ergibt sich das Differential dF'(v) €

TN|,zu
Z 8302 Gy]

Ist v als Ableitung ¢’(0) einer parametrisierten Kurve ¢(t) gegeben, so ergibt sich dF als Ableitung
der Kurve F o ¢.

Stellt man v und w als Spaltenvektoren dar, so lautet die Definition einfach dF'(v) = w = F,v -
Multiplikation mit der Jacobi-Matrix. Satz 1.2.2 ist damit die bekannte Kettenregel fur die Differen-
tiation von Vektorfunktionen, d.h., die Jacobi-Matrix zweier verketteter Funktionen ist das Produkt
der Jacobi-Matrizen.

Definition 1.2.9. Zwei Vektorfelder v € TM und w € TN werden F-vertraglich genannt, wenn
dF(v) =

1.2.5 Die Lie-Klammer

Definition 1.2.10. Seien v, w zwei Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M. Ihre Lie-Klammer ist
das Vektorfeld [v, w], gegeben durch

[v, w](f) = v(w(f)) — w((f))-

In lokalen Koordinaten erhalten wir
of _ 0 Of
Z - ox; (Z Wi ox; ) ;wl ox; (; v ax])
Z Z 8wj 8vj 8_f
N axz 8@ (%cj '
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1. GRUNDLAGEN

Die Lie-Klammer l&Rt sich damit also auch als [v, w] = v(w) — w(v) schreiben, wobei die Ausdriicke
v(w) bzw. w(v) so zu interpretieren sind, dal die Differentialoperatoren v bzw. w auf die Komponen-
ten der vektorwertigen Funktionen w bzw. v anzuwenden sind.

Satz 1.2.4. Die Lie-Klammer besitzt die folgenden Eigenschaften:
1. Bilinearitat: [a1v1 + agve, w] = o [vy, w] + as[ve, W]
2. Schiefsymmetrie: [v, w] = —[w, v]
3. Jacobi-ldentitat: [u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0

Beweis. : Die Eigenschaften 1 und 2 sind trivial. Zum Nachweis der Eigenschaft 3 betrachten wir

[u, [v; w]}(f) =u(lv, w](f)) = [v, w](u(f))
=u(v(w(f))) — w(w(v(f))) —v(wu(f))) +wlv(u(f)))-

Hier treten jeweils eine gerade bzw. eine ungerade Permutation mit einem positiven bzw. negativen
Vorzeichen auf. Zyklisches Vertauschen von u, v, w zeigt, daB in der Jacobi-ldentitét jede gerade und
jede ungerade Permutation einmal mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auftritt. [

Die Lie-Klammer ist mit dem Differential vertréglich:

Satz 1.2.5. Seien v, w Vektorfelder auf M, und V, W Vektorfelder auf N. Moge F' von M nach N
abbilden, und gelte: V' = dF'(v), W = dF(w). Dann gilt

dF ([v,w]) = [V, W]
Beweis. Sei f : N — R. Anwenden der Definitionen von Lie-Klammer und Differential liefert
[V.WI(f(y) =VIW(f) =WV (f)) =vW(f)o F) —w(V(f)oF).

Dabei sind W (f),V(f) Funktionen von N nach R. Nach Definition gilt (W (f))(F(x)) = w(f o
F)(x), es ergibt sich gerade

[V, WI(f () =v(w(f o F) = w(v(f o F)) = dF ([v, w]).
O

Die so definierte Lie-Klammer begegnet uns an verschiedenen Stellen wieder. So beschreibt sie,
inwieweit die Flusse zweier Vektorfelder kommutieren:

Satz 1.2.6. Seien v, w Vektorfelder auf /. Die Lie-Klammer [v,w] ist der infinitesimale Generator
der Transformationsgruppe

P(e, z) = exp(—v/ew) exp(—+/ev) exp(vew) exp(vev)z.
Zum Beweis siehe man [76].

Satz 1.2.7. Es gilt [v, w] = 0 genau dann, wenn die von v und w erzeugten Flusse kommutieren, d.h.,

exp(ev) exp(Qw)z = exp(Ow) exp(ev)x (1.19)
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1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Eine interessante Frage ist, wann Systeme von Vektorfeldern invariante Mannigfaltigkeiten gene-
rieren. Ein einzelnes Vektorfeld kann als Basis eines eindimensionalen linearen Raumes von Vektor-
feldern angesehen werden. Das Vektorfeld generiert Integralkurven, und diese sind eindimensionale
Untermannigfaltigkeiten, die invariant bezlglich der durch das Vektorfeld generierten Transforma-
tionsgruppe sind. Ist dies stets auch bei mehrdimensionalen Systemen von Vektorfeldern der Fall?
Generiert ein n-dimensionales System von Vektorfeldern stets ein System von n-dimensionalen inva-
rianten Untermannigfaltigkeiten? Eine Antwort wird im folgenden gegeben:

Definition 1.2.11. Ein System von Vektorfeldern v, . .., v, auf der Mannigfaltigkeit M ist in Involu-
tion, wenn glatte reelle Funktionen c;;;(x) existieren, so daf in jedem x € M gilt

[vi, v;] = Z Cijk (T) V.

k

Mit zwei Vektorfeldern ist natiirlich auch deren Lie-Klammer tangential zu einer Mannigfaltigkeit.
Insofern kann ein System von Vektorfeldern nur dann eine Integralmannigfaltigkeit besitzen, wenn es
in Involution ist. Es gilt sogar:

Satz 1.2.8. (Frobenius): Seien v1, ..., v, glatte Vektorfelder. Das System v1, ..., v, generiert invari-
ante r-dimensionale Untermannigfaltigkeiten genau dann, wenn es in Involution ist.

1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Fur eine ausflhrliche Darstellung verweisen wir auf [108], [76], [105].

1.3.1 Lie-Gruppen

Der Begriff der Gruppe wird als bekannt vorausgesetzt. Von Interesse sind fur uns insbesondere Ma-
trizen-Gruppen, mit der Matrizenmultiplikation als Gruppenoperation. Erwéhnt seien hier:

e G L(n)-die Gruppe der reguldren n-dimensionalen Matrizen tiber den reellen Zahlen. Bezeich-
nung: allgemeine lineare Gruppe (general linear group).

e O(n) — die Gruppe der orthogonalen Matrizen der Dimension n. Sie zerfallt in 2 Zusammen-
hangskomponenten — Matrizen mit Determinante +1 und —1.

e SO(n) - die orthogonalen Matrizen der Dimension n mit Determinante +1. Die Lie-Algebra
ist so(n) — die Menge der schiefsymmetrischen Matrizen.

e Sp(n) — die symplektische Gruppe. Sie ist als {X : X7JX = .J} gegeben, wobei die feste

Matrix J durch
0 -1
J = <I 0 > . (1.20)

gegeben ist.

e Die symplektische Gruppe Sp(n) und die Gruppe der orthogonalen Matrizen sind Spezialfalle
sogenannter quadratischer Lie-Gruppen, die als {X : XTFX = F} fir eine feste Matrix
F gegeben sind. Die symplektische Gruppe ergibt sich fir das oben erwdhnte F' = J, die
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1. GRUNDLAGEN

orthogonalen Matrizen ergeben sich mit F' = I. Besonderheit quadratischer Lie-Gruppen ist,
dall man sie mit Hilfe der eingangs der Arbeit erwahnten Cayley-Abbildung parametrisieren
kann.

Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe, die mit der Struktur einer Mannigfaltigkeit ausgestattet ist. Ein-
fachstes Beispiel ist die Gruppe R. Auch GL(n) wird mit der Struktur einer Mannigfaltigkeit ausge-
stattet, wenn man G'L(n) als Teilmenge des R™" betrachtet.

Definition 1.3.1. Eine r-parametrige Lie-Gruppe ist eine Gruppe G, die mit der Struktur einer r-
dimensionalen Mannigfaltigkeit ausgestattet ist. Dabei sind sowohl die Gruppenoperation als auch
die Inversion glatte Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten, also

m G x G — G,m(g,h) = gh
i:G—Gi(g) =g
sind glatte Abbildungen.

Lie-Gruppen treten zumeist als Transformationsgruppen von Mannigfaltigkeiten auf. So ist SO(2)
die Gruppe der Drehungen der Ebene oder GL(n) die Gruppe der invertierbaren linearen Transfor-
mationen in R™.

1.3.2 Lie-Algebren

Lie-Algebren lassen sich unabhéngig vom Begriff der Lie-Gruppe definieren.

Definition 1.3.2. Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum g mit einem bilinearen, schiefsymmetrischen
Produkt

[ ]rgxg—g, (1.21)
das der Jacobi-ldentitat
[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0 (1.22)

gendgt.

Im Zusammenhang mit Lie-Gruppen entstehen Lie-Algebren in nattrlicher Weise aus Tangenten-
vektoren oder speziellen Vektorfeldern.
Sei G eine Lie-Gruppe. Fir jedes Gruppenelement g liefert die Rechtsmultiplikation

Ry(h) = hg (1.23)
einen Diffeomorphismus.
Definition 1.3.3. Ein Vektorfeld v wird rechtsinvariant genannt, wenn
dRg(v]y) = vlp, (1.24)
firalle g, h € G.

Mit v und w ist natdrlich auch jede Linearkombination von v und w rechtsinvariant. Die Menge
der rechtsinvarianten Vektorfelder bildet also einen Vektorraum. Jedes rechtsinvariante Vektorfeld ist
durch seinen Wert im Einselement bereits vollstandig definiert, denn

v|, = dRg(vl,). (1.25)
Jeder Tangentenvektor in e liefert damit ein rechtsinvariantes Vektorfeld, da

dRQ(U‘h) = dRQ(dRh(U‘e)) - dRhg(U‘e) - U‘hg . (126)
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1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Definition 1.3.4. Zu einer Lie-Gruppe G wird der Tangentialraum an die ldentitat e als ihre Lie-
Algebra g = T'G|_ bezeichnet. Die Klammer der Lie-Algebra ist die Lie-Klammer fur die zugehorigen
rechtsinvarianten Vektorfelder.

Wir (iberzeugen uns, dal3 die Eigenschaften einer Lie-Algebra gegeben sind.

Zum einen ist die Menge der rechtsinvarianten Vektorfelder abgeschlossen bezuglich der Lie-
Klammer. R, : G — G ist eine Abbildung von G auf sich. Somit ordnet dR, jedem Vektorfeld v
auf G ein Vektorfeld dR,(v) durch Rg(v)|Rq($) = dRgy(v|,) zu. Dabei sind rechtsinvariante Vek-
torfelder gerade Fixpunkte von dR, fiir alle ¢ € G. Wenden wir Satz 1.2.5 auf die rechtsinvarianten
Vektorfelder v, w an, so ergibt sich

dRy([v,w]) = [dRg(v), dRg(w)]

Die rechte Seite ist nun nach Voraussetzung von g unabhéngig, und somit ist auch [v, w] rechtsinvari-
ant.

Die Jacobi-Identitat wurde bereits in (3) gezeigt.

Uber die Interpretation als rechtsinvariante Vektorfelder wird also der Tangentialraum an e zur
Lie-Algebra. Man spricht dabei auch von der rechtsinvarianten Version, analog existiert auch eine
linksinvariante Version.

Die Lie-Algebra ist ein endlichdimensionaler Vektorraum von der selben Dimension wie die zu-
grundeliegende Lie-Gruppe.

Beispiel 1.3.1. In G = R gibt es (bis auf Multiplikation mit einem konstanten Faktor) nur ein recht-
sinvariantes Vektorfeld, dies ist 2.
In G = R™ mit der Multiplikation als Gruppenoperation ist

U|y = dRy(v],) =y vl
In SO(2) ist v|, = dRp(v|;) = v|;.

Beispiel 1.3.2. Eine komplexere Aufgabenstellung ist die Bestimmung der Lie-Algebra der allgemei-
nen linearen Gruppe GL(n), die mit gl(n) bezeichnet wird.

G L(n) ist n?-dimensional. Der Tangentialraum in I IaRt sich auf natiirliche Weise mit GL(n)
identifizieren. Ebenso identifiziert man die Lie-Algebra damit.

Wir wollen zun&chst die Elemente der Lie-Algebra bestimmen. Sei v|; = > aij%. Wir schreiben
dies kurz als v = A, wobei A die Matrix mit den Eintragen a;; ist.

0
= Zaz‘kbkjaTij

Schreibt man die Tangentenvektoren als Matrizen, so ergibt sich einfach
valp = val; B.

Die Lie-Klammer ergibt sich zu

[UA, UB] = Z(UA(Z bikﬁkj) - UB(Z aikxkj))axij

i B K
=> O bianzi; — Y awbuzi;) Oy
i.j k)l k.l

=UBA—AB =: VU_[A B
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1. GRUNDLAGEN

wobei man [A, B] := AB — BA auch als Matrixkommutator bezeichnet. Die Lie-Algebra von GL(n)
1aBt sich also mit GL(n) identifizieren, wobei die Lie-Klammer der negative Matrix-Kommutator ist.

Beispiel 1.3.3. Betrachten wir anstelle dessen linksinvariante Vektorfelder, so wird die Lie-Klammer
direkt zum Matrix-Kommutator.

Wie wir spater sehen werden, fihren rechtsinvariante Vektorfelder auf die Differentialgleichung
X' = AX (siehe (1.30)), wahrend linksinvariante zur Differentialgleichung X’ = X A fiihren.

Beispiel 1.3.4. Wir betrachten den Torus 7°2. Die rechtsinvarianten Vektorfelder sind von der Form
py + v Die Lie-Klammer [.5, 2] verschwindet. Ist ;1 = 0 oder v/, rational, so ist die erzeugte
Untergruppe isomorph zu SO(2). Ist aber v/ irrational, dann ist die erzeugte Untergruppe isomorph
Zu R.

1.3.3 Die Exponentialabbildung

Wir interpretieren die Lie-Algebra wieder als rechtsinvariante Vektorfelder. Jedes solche Vektorfeld
v € g erzeugt einen FluR ¥..

Definition 1.3.5. Die Exponentialabbildung ist gegeben durch

: G
g (1.27)
v — exp(v) = ¥q(e)
Das Differential der exponentiellen Abbildung in 0 ist die Identitét:
d :Tgl, = TG| =
exp|, glo=g— = (1.28)

vi=dexpl, (v) =v

Die Exponentialabbildung ist nach dem Satz Giber implizite Funktionen in einer Umgebung der 0 ein
Diffeomorphismus. Global ist die Exponentialabbildung im allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.
Allerdings 1aBt sich jedes Element einer zusammenhangenden Lie-Gruppe als endliches Produkt

exp(v1) exp(vs) ... exp(ug)

schreiben.

1.3.4 Matrixformulierung

Einen leichter verstandlichen Zugang zu Lie-Gruppen findet man, wenn man diese generell als Matrix-
Gruppen betrachtet. Grundlage ist Ados Theorem [76, 105]

Satz 1.3.1. Sei g eine endlichdimensionale Lie-Algebra. Dann ist g isomorph zu einer Unteralgebra
von gl(n) fur ein n.

Sei also G eine Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, die isomorph zu h C gl(n) ist. Die Lie-Algebra
b generiert durch die exponentielle Abbildung eine Untermenge von G L(n), deren Abschluf? beziig-
lich der Multiplikation die Untergruppe H C GL(n) mit eben der Lie-Algebra b ergibt. Uber das
Diagramm

R —

b
expl

g
l (1.29)
H— G
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1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

ergibt sich dann ein eindeutig bestimmter Isomorphismus von H auf die Zusammenhangskomponen-
te von G, die die Identitat enthélt. Wir kdnnen somit diese Komponente mit einer Matrix-Gruppe
identifizieren.

Dieses Resultat besitzt im Ubrigen ein interessantes Analogon in der Gruppentheorie, ndmlich daf3
jede endliche Gruppe isomorph zu einer Untergruppe einer Permutationsgruppe S,, ist. Permutationen
sind ja gerade invertierbare Abbildungen von endlichen Mengen auf sich, wahrend Matrix-Gruppen
gerade aus den invertierbaren linearen Abbildungen von Vektorraumen auf sich bestehen.

In der zusammenhdngenden Matrix-Gruppe GL(n) mit Matrizen X = (z;;) koénnen wir %
als Basis des Tangentenvektorraumes verwenden. Die rechtsinvarianten und die linksinvarianten Vek-
torfelder hatten wir bereits in den Beispielen 1.3.2, 1.3.3 beschrieben. Die Lie-Algebra gl(n) ist die
Menge aller (n x n)-Matrizen.

Der FluR eines rechtsinvarianten Vektorfeldes A| = AX ist die Losung der linearen Differenti-
algleichung

X' =AX, X(0)=1I. (1.30)

Die Exponentialabbildung A — exp(A) := X (1) ist damit die Matrix-Exponentialfunktion, gegeben
durch die global konvergente Reihe

exp(A) = ZO =R (1.31)
1=
Fir linksinvariante \Vektorfelder ergibt sich ebenso die Matrix-Exponentialfunktion als Exponential-
abbildung.
Als Lie-Klammer wird der Matrix-Kommutator verwendet:
[A, B] =AB — BA. (1.32)

Dies entspricht gerade der Lie-Klammer bei einer Interpretation von g als Menge linksinvarianter
Vektorfelder.

1.3.5 Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Die exponentielle Abbildung parametrisiert die Lie-Gruppe in einer Umgebung der Identitat. Die Ba-
ker-Campbell-Hausdorff-Formel (BCH-Formel) gibt an, wie sich die Multiplikation in der Lie-Gruppe
auf den Parameter auswirkt. Sie resultiert aus [50, 16, 5]. Sind X, Y € g hinreichend klein, so liegt das
Produkt der Matrixexponentialfunktionen exp(X) exp(Y') hinreichend nahe bei der Identitat und da-
mit in der Bildmenge der Exponentialabbildung, es kann daher wieder als Matrixexponentialfunktion
geschrieben werden:

exp(X)exp(Y) =exp(Z) (1.33)
mit Z € g. Dabei ergibt sich Z als Linearkombination von X,Y und den von X,Y generierten
Kommutatoren, man spricht von der von X, Y erzeugten freien Lie-Algebra:

1 1
Z=X+Y +5[X.Y]+ 5 (X, X, Y]+ [Y,Y, X])
1
— X, Y, X, Y|+ — ([ X,V X,V X Y, XYV, X)Y
24[7 ) <Xy ]+120([77 s Ly ]+[7 g Loy Ly ])
1

(X, X, X,X,Y]+[V,Y,Y,Y, X])

(1.34)

+— ([X7Y7Y7Y7X] +[Y7XaX7X’Y])+_
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1. GRUNDLAGEN

Die Klammer-Ausdricke bezeichnen iterierte Kommutatoren

[A1, A, Az] :=[A1, [A2, As]]
[Al, Ay, A, A4] IZ[Al, [AQ, [Ag, A4H] usw.

wobei wir die einfache Klammer als Kommutator erster Stufe bezeichnen, und allgemein eine Klam-
mer mit n. Termen als Kommutator (n — 1)-ter Stufe.

1.3.6 Transformationsgruppen
Infinitesimale Wirkungen

Wir betrachten eine Lie-Gruppe G von Transformationen einer Mannigfaltigkeit A/. Es seien
UV:GxM-—-M

die Transformationen, wobei ¥ (g, -) einen Diffeomorphismus auf M darstellt.

Jedem Element v der Lie-Algebra g von G laRt sich nun eine 1-parametrige Lie-Untergruppe
exp(ev)e von G zuordnen. Diese erzeugt einen FluR auf M, der wiederum durch ein Vektorfeld ¢ (v)
erzeugt wird. Es ist

exp(ev)(x).
0

Dies 4Bt sich auch anders schreiben: exp(sv)(z) ist eine Kurve in M. Die Ableitung nach ¢ an der
Stelle ¢ = 0 definiert den Tangentenvektor. Die Kurve selbst ergibt sich als Bild der Kurve exp(ev)
in G bei Anwendung von ¥, (g) = ¥(g, x). Der Tangentenvektor «(v) ist daher

d

d
P(v) = dW,( 7 exp(ev)) = d¥,(vl,).
€lo
Weiter ist
U, 0 Ry(h) =¥(hg,z) =V(h,g-x)=Yg.(h)
und damit

dqu(”’g) = d¥; 0 dRy(v],) = d¥g4(v],) = w(v)‘g-m

Satz 1.3.2. 1 ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus von der Lie-Algebra g in die Lie-Algebra der
Vektorfelder auf M.

Beweis. Da t(v)|, = d¥,(vl,), ist die Linearitat gesichert. Ebenso folgt aus den Eigenschaften des
Differentials, dal [¢)(v), ¥ (w)] = ¥([v, w]). O

Die Vektorfelder v)(v) bilden also eine Lie-Algebra, die isomorph zur Lie-Algebra g ist. Sei um-
gekehrt eine endlich-dimensionale Lie-Algebra von Vektorfeldern auf M gegeben, so existiert eine
lokale Transformationsgruppe, die diese Vektorfelder auf M erzeugt.

Satz 1.3.3. Seien wy, ..., w, Vektorfelder auf M in Involution mit den Strukturkonstanten c;;:
[vi,v] = Zcfjvk.
k

Dann gibt es eine Lie-Gruppe G lokaler Transformationen von M mit einer Lie-Algebra g, die die
Strukturkonstanten cfj beziglich einer Basis v1, . .., v besitzt.
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1.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Definition 1.3.6. Die Vektorfelder v1, ..., vy werden infinitesimale Generatoren der entsprechenden
Transformationsgruppe genannt.

Man identifiziert die w; (\ektorfelder auf A1) mit den v; (Lie-Algebra der Transformationsgrup-
pe), da beide Lie-Algebren isomorph sind. Im allgemeinen steht man vor folgender Situation: Man hat
auf der Mannigfaltigkeit M die Vektorfelder v, ..., v, gegeben. Jedes dieser Vektorfelder generiert
eine Transformationsgruppe. Die Lie-Algebra generiert eine Lie-Gruppe von Transformationen. Man
erhalt eine Umgebung des Eins-Elementes dieser Lie-Gruppe, indem man jedem Element der Lie-
Algebra durch die exponentielle Abbildung eine Transformation zuordnet.

Die Theorie der Transformationsgruppen von Sophus Lie

Wir wollen hier kurz auf die urspriinglichen Motive zur Entstehung der Lie-Gruppen eingehen. So-
phus Lie hat in seinem Hauptwerk ([64], gemeinsam mit Friedrich Engel) Transformationsgruppen
untersucht. Hierzu lohnt nun ein kurzer Blick auf die Galois-Theorie in der Algebra: Um die Ldsun-
gen algebraischer (polynomialer) Gleichungen zu beschreiben, betrachtet man Symmetriegruppen,
also solche Transformationen, die die Lésungen invariant lassen. Die Struktur dieser Symmetriegrup-
pen lakt nun Rickschlisse auf die Struktur der Lésungen, ja auf die Ldsung selbst zu. Motiviert von
den Erfolgen dieser Theorie, hat Sophus Lie versucht, sie auf gewdhnliche und partielle Differential-
gleichungen zu Ubertragen, indem er die Symmetriegruppen von Differentialgleichungen untersucht
hat.

Leider war dieser Idee nur teilweise Erfolg beschieden. Fir einige wenige Gleichungen kann man
tatséchlich Lésungen ermitteln oder wesentliche Vereinfachungen durchfiihren. So kann man grofRe
Klassen gewohnlicher Differentialgleichungen I6sen, man vergleiche [76]. Auch IaRt sich die Hopf-
Cole Transformation fiir Burgers Gleichung herleiten.

Die Grundidee zur Lésung gewohnlicher Differentialgleichungen besteht in der Bestimmung ei-
ner geeigneten Variablentransformation, die die Differentialgleichung vy’ = f(¢,y) in ein Quadra-
turproblem Uberfiihrt. Die neuen Variablen 7,7 werden dabei so bestimmt, dal’ die rechte Seite der
transformierten Differentialgleichung n’ = ¢(7, n) nicht mehr von der Variablen » abhéngt — also eine
reine Integration darstellt.

Dazu bestimmt man eine Symmetriegruppe mit einem Ansatz durch infinitesimale Generatoren
und betrachtet den Gruppenparameter als neue abhéngige Variable » — in den transformierten Koor-
dinaten ist dann die Verschiebung in n-Richtung eine Symmetriegruppe. Dies ist nur mdglich, wenn
die rechte Seite nicht von 7 abhéngt — es liegt somit ein Quadraturproblem vor. Verbleibt die Bestim-
mung der Symmetriegruppe — dies ist mitunter sehr aufwendig und fuhrt auf die Prolongation von
\ektorfeldern in den Jet-Raum, man siehe [76].

1.3.7 Funktionen in speziellen Lie-Gruppen

Fir Matrizen kleiner Dimension lassen sich Potenzreihen, zumeist unter Ausnutzung des Satzes von
Cayley-Hamilton, explizit auswerten. Die Resultate dieses Abschnitts sind insofern klassisch, man
findet sie beispielsweise in [58]. Wir verweisen auerdem noch kurz auf [21], wo weitere Approxi-
mationstechniken fir die Exponentialabbildung untersucht werden, sowie auf den Klassiker [71].
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1. GRUNDLAGEN

Die Exponentialabbildung in so(3)

Fur schiefsymmetrische Matrizen der Dimension 3 4Rt sich die Matrixexponentialfunktion unter An-
wendung des Satzes von Cayley-Hamilton explizit berechnen. Sei

0 a —c
A=|—-a 0 b (1.35)
c —=b 0

eine schiefsymmetrische Matrix. Die charakteristische Gleichung ergibt sich zu
2N+ (a® + % + ) =0. (1.36)
Da A selbst der charakteristischen Gleichung genigt, kann man fur £ > 0
AL g2k g, A2 (L g2)k 42 (137)
setzen, wobei
s(A) =Va? + b2 + e = ||Al|p/V2. (1.38)

Die Matrixexponentialfunktion ergibt sich damit fur s # 0 zu

> A2k+1 X A2k+2
exp(A I+Z L +kz_0 TE (1.39)
1 o0 (25)214;-&-1 2k+2 2
=/ A 1.40
Sl S a
I sm(s)A B Cos(s) - 1A2. (1.41)
s s

Die letzte Zeile ist als Formel von Rodriguez bekannt.

Der Logarithmus in SO(3)

Mit der Formel von Rodriguez laRt sich auch leicht die Umkehrung der Exponentialfunktion, der
Logarithmus, berechnen. Sei im folgenden B = exp(A). Man folgert leicht, daR A2 symmetrisch ist,
wenn A schiefsymmetrisch ist:

(A%)T =AT AT = (—A)% = A2 (1.42)

Bis auf einen skalaren Faktor ergibt sich A aus dem schiefsymmetrischen Anteil von B, genauer

sin(s(A)) B _ pTy .
) A=1/2(B-B")=C= (1.43)
sin(s(4)) =s(C) = (1.44)
B sin~1(s(C))
A= —— o © C. (1.45)
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1.4 Zusammenfassung

Die BCH-Formel in so(3)

Mit der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion 143t sich auch die BCH-Formel explizit
angeben. Nach [33] ergibt sich die BCH-Formel in der Form

exp(Z) =exp(X)exp(Y) (1.46)

Z =aX + Y +v[X,Y]. (1.47)

In [33] wird auch auf folgende Interpretation hingewiesen: exp(X),exp(Y’) stellen Drehungen im

Raum dar, exp(Z) reprasentiert die Hintereinanderausfihrung zweier Drehungen als einzelne Dre-

hung. Die skalaren GroRen «, 3,y h&ngen gerade von den beiden Drehwinkeln s(X'), s(Y') und dem
Winkel zwischen den beiden Drehachsen ab.

Bemerkung 1.3.1. Auch die Abbildungen dexp und dexp ! lassen sich in so(3) effizient berechnen.
Wir verweisen hier auf die Literatur, man siehe [58].
Die Exponentialabbildung in gl(2)

Hier kdnnen wir &hnlich wie bei der Herleitung der Formel von Rodriguez vorgehen. Wir symmetri-
sieren das Spektrum der Matrix A € R?*2 durch A — B = A — rI mit r = spur A. Die Exponenti-
alabbildung ergibt sich damit zu

exp(A) =e" exp(B). (1.48)

Mit s = det B ergibt sich nach dem Satz von Cayley-Hamilton

B?=—s] = (1.49)
B¥*+l —(—s)*B (1.50)
B¥ —(—s)*I. (1.51)

In die Reihenentwicklung der Exponentialabbildung eingesetzt ergibt sich

exp(B) = Z 2 2k + 1)!
Z \/_ * \/1_ Z xék_j e (1.52)
= cosh(v/—s)I + %B.

Die Formel gilt unabhéngig vom Vorzeichen der Determinante s, alternativ (fiir positive Determinan-
ten) kann cosh(ixz) = cos x und sinh(iz) = sin  eingesetzt werden.

1.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel die mathematischen Grundlagen gelegt, um uns in den folgenden Kapi-
teln von Teil | ndher mit der numerischen Lésung von Differentialgleichungen auf Lie-Gruppen zu be-
schaftigen. Zu diesen Grundlagen gehért die Analysis auf Mannigfaltigkeiten mit den Begriffshildun-
gen Tangentenvektor, Vektorfeld, Integralkurve und FIuR eines Vektorfelds, um so zur Abstraktion und
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1. GRUNDLAGEN

Verallgemeinerung gewdhnlicher Differentialgleichungen zu gelangen. Weiter folgen Lie-Gruppen
als spezielle differenzierbare Mannigfaltigkeiten. Tangentenvektorrdume und Vektorfelder fiihren in
diesem Fall auf den Begriff der Lie-Algebra. Dabei sind dann insbesondere die Lie-Klammer, die
Exponential-Abbildung sowie die BCH-Formel von Bedeutung.
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Kapitel 2

Runge-Kutta-Verfahren in Lie-Gruppen
— die RK-MK-Klasse

2.1 Ubertragung des Grundverfahrens

2.1.1 Der Lie-Gruppen-Ansatz fur Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten

Sei M eine m-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Durch
y'(t) =fty(t), y0)=yoeM, f:RxM—TM, f(tyeTM|,  (21)

ist eine Differentialgleichung auf dieser Mannigfaltigkeit gegeben, die Ldsung ist fir hinreichend
glattes f eine glatte Kurve y(t).

Einen allgemeinen Ansatz zur numerischen L&sung von Differentialgleichungen auf Mannigfal-
tigkeiten bieten die Crouch-Grossman-Methoden [22]. Man geht von einer endlichdimensionalen Ba-
sisdarstellung des Tangentialraums durch geeignete Vektorfelder v; aus, deren Flul} bestimmt werden
kann. Die rechte Seite wird in diesen Basis-Vektorfeldern dargestellt, also

m

v =fty) =D filt,y) vil, . (2.2)
=1
Ein aus dem expliziten Euler-Verfahren abgeleitetes Verfahren erster Ordnung ergabe sich zum Bei-
spiel durch

Yn+1 = exp(hf1 (tna yn)vl) s eXp(hfm(tm yn)vm)yn (2.3)

Bemerkung 2.1.1. Das abstrakte Konzept von Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten findet
auch Anwendung bei der Untersuchung differential-algebraischer Systeme. Diese kénnen eben als
Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten interpretiert werden, man vergleiche [81].

Der Lie-Gruppen-Ansatz nach [73], [74] setzt das Vorhandensein einer m-dimensionalen Lie-
Gruppe G als Transformationsgruppe (vergleiche Abschnitt 1.3.6) der Mannigfaltigkeit M voraus.
Ausgehend von einer Approximation y,, an die Losung in ¢t = ¢,,, berechnet man dann weitere Appro-
ximationen wie folgt: durch die Transformationsgruppe G stellen wir Elemente der Mannigfaltigkeit
in einer Umgebung von y,, durch

y(t) =Y(g(t),yn), 9(t)€d (2.4)
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

dar. Ist das Differential d¥ (-, y,,) invertierbar, so erhalten wir eine Differentialgleichung fur ¢(t) € G

g'(t) = dW (-, yn) " (f(E ¥ (g(t), yn)))- (2.5)

Fir fixiertes zweites Argument bildet ¥ von G nach M ab, also bildet d¥(-,y, )~ von TM|,q
nach 7G|, ab. Wir identifizieren den Tangentialraum T'G|/ ) mit der Menge der rechtsinvarianten
Vektorfelder — der Lie-Algebra — indem wir einem Tangentenvektor das rechtsinvariante Vektorfeld v
zuordnen, das in g(¢) mit ihm tibereinstimmt. Wir bilden also g = T'G|, vermége dR ;) eineindeutig
nach TG/, ab.

Wir gelangen damit zu einer Differentialgleichung in der Lie-Gruppe G

g'(6) = v(t, g0 - (2.6)

mit einer rechten Seite der Form v : R x G — g. Wir sind diesem Ansatz bereits im Abschnitt 1.1
Uber die Toda-Lattice-Gleichung begegnet.

2.1.2 Ubertragung der Verfahrensvorschrift klassischer Runge-Kutta-Verfahren

Ausgangspunkt sind klassische® Runge-Kutta-Verfahren zur Lésung von Anfangswertproblemen ge-
wohnlicher Differentialgleichungen

yl :f(tvy)a y(tO) = Yo, te [t()yte]a (27)

die auf Lie-Gruppen verallgemeinert werden sollen. Ublich sind Ansétze mit internen Stufen Y,,; oder
mit internen Ableitungen k,,;. Wir formulieren die Runge-Kutta-Methode unter Einbeziehung sowohl
von internen Stufen als auch internen Ableitungen:

kni :f(tn + Ciha Ym)

Yoi :yn—l—hZaijknj, 1=1,...,s
= 28)

S
Yn+1 =Yn + h Z biky;.
i=1

Eine Ubertragung in den Lie-Gruppen- bzw. Mannigfaltigkeiten-Kontext geschieht dann wie folgt.
Anstelle der gewohnlichen Differentialgleichung (2.7) betrachten wir ein Anfangswertproblem fur
eine Differentialgleichung auf einer Lie-Gruppe G

Yy =v(t,yl,, v:RxG—g, ylto)=y G, tEltote (2.9)

Gesucht ist die Kurve y(t) auf der Lie-Gruppe (Mannigfaltigkeit) G. Die Ableitung liegt im Tangen-
tialraum TG|y an GG im Punkt y. Mit der Lie-Algebra g ist der Tangentialraum an die Lie-Gruppe
im neutralen Element gegeben. Wir interpretieren die Lie-Algebra hier als Menge rechtsinvarianter
Vektorfelder, wenn also v € g = T'G|,, dann setzen wir v|, = dR,(v). Das Differential der Rechts-
multiplikation bildet dabei von T'G'. nach T'G, ab, die rechte Seite in (2.9) liegt also im zugehdrigen
Tangentialraum.

nicht zu verwechseln mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren

28



2.1 Grundverfahren

Zur Ubertragung der Verfahrensvorschrift interpretieren wir den R™ als affinen Raum. Wir unter-
scheiden zwischen festen Punkten (Elemente des affinen Raumes) und Translationen, die Punkte in
Punkte abbilden.

Die festen Punkte betrachten wir als Lie-Gruppe mit der Addition als Gruppenoperation. Die Lie-
Algebra dieser Gruppe ist der Tangentialraum an z = 0, und dieser ist isomorph zum R™. Die rechtsin-
varianten Vektorfelder sind gerade die konstanten Vektorfelder, und der FIu eines rechtsinvarianten
Vektorfeldes ist eine Translation um den erzeugenden Vektor. Die Translationen ergeben sich somit
gleichzeitig aus der Lie-Algebra durch Anwendung der Exponentialabbildung.

Wir interpretieren die GrofRen im Runge-Kutta-Verfahren also wie folgt: Die Approximationen
Yn, Yn+1 Und die internen Werte Y,,; gehoren der Lie-Gruppe an. Die internen Ableitungen k.,,; = f
gehoren zur Lie-Algebra, ebenso die Linearkombinationen v; = hzj a;jky;. Die Aufdatierungen
yn + v; interpretieren wir als Translation von y,,, die durch das konstante Vektorfeld v; erzeugt wird.
In Koordinatendarstellung ist hier die Exponentialabbildung die Identitat: Der Vektor v € g wird
gleichzeitig als Element der Lie-Gruppe interpretiert, die zugehdrige Translation um diesen Vektor ist
die Rechtsmultiplikation R,,.

Ersetzen wir f durch v und fligen den Fluf des Vektorfeldes v; ein, so ergibt sich das verallge-
meinerte Runge-Kutta-Verfahren wie folgt:

kni ZU(tn + ¢;h, Ym) €g

Ym:exp(h Gi‘kn‘)'yny i=1,...,s
; Y (2.10)

Yn+1 = eXp(h Z bzkm) *Yn-
=1

Dabei generiert exp : g — G den FluR des entsprechenden rechtsinvarianten Vektorfelds, da exp(v) -
y = ¥,.1(y). Die internen Stufen Y;,; sind explizit berechenbar, wenn a;; = 0 fiir i < j, man spricht
dann von expliziten Verfahren und macht dies fiir gewdhnlich in der Summation fiir Y,,; durch einen
oberen Laufindex ¢ — 1 kenntlich. Wir betrachten hier im wesentlichen auch nur explizite Verfahren,
wobei die Resultate alle auch fur implizite Verfahren gelten, allerdings ist in diesem Fall die Lésung
der Verfahrensgleichungen nur iterativ moglich.

Im Vergleich zu den Methoden von Crouch und GrofSmann [22] stellt man fest, daB hier der Fluf3
fur den kompletten Vektorraum bekannt (berechenbar) ist, wahrend in [22] nur die Flisse der Basis-
Vektorfelder als bekannt vorausgesetzt werden. Daher wird dort eben auch keine Linearkombination
v; = hzj a;jk,; gebildet, sondern die Flusse der Basis-Vektorfelder werden nacheinander ange-
wandt.

2.1.3 Diskretisierungsfehler und Ordnungsbegriffe

Wir Ubertragen die klassischen Begriffe wie lokaler Fehler, globaler Fehler, Konsistenz- und Konver-
genzordnung, siehe auch [116].
Sei der exakte FIuR der Differentialgleichung (2.9) durch

y(t+7) =T (y(1)) (2.11)
gegeben. Die Lésung werde schrittweise numerisch durch ein Einschrittverfahren
Yn+1 = exp(h@(tn, Yn, h))yn (2-12)
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

approximiert. Dabei heifit @ : R x G x R — g die Inkrementfunktion des \Verfahrens.

Im Fall gewéhnlicher Differentialgleichungen (ODE-Fall) wird der lokale Fehler als Differenz
aus numerischer und exakter Lésung nach einem Integrationsschritt definiert. Hier ist diese Definition
nicht direkt Gbertragbar, da in der Lie-Gruppe keine Differenzen gebildet werden kénnen. Wir beno-
tigen eine Metrik in der Lie-Gruppe, wir missen Differenzen messen kénnen. Dies kann in lokalen
Koordinaten getan werden, natirlicher erscheint es jedoch, die Lie-Algebra mit einzubeziehen und
die exponentielle Abbildung zur Parametrisierung zu nutzen. Diese ist zwar nicht global umkehrbar,
aber zumindest in einer Umgebung des Einselements. Dies genligt uns, da wir die auftretenden Fehler
als hinreichend klein voraussetzen.

Definition 2.1.1. Der lokale Fehler lej(t) ist gegeben durch
Yn+1 =exp(len(t))y(t + h), (2.13)

wobei y,, 11 das Resultat eines Verfahrensschrittes (2.12) mit Startwerten ¢,, = ¢, v, = y(t,,) auf der
exakten Ldsung ist.

Definition 2.1.2. Das Verfahren heift konsistent von der Ordnung p (Konsistenzordnung p) fir ein
Anfangswertproblem, falls

lep(t) =0 (RPT1). (2.14)

Wir betrachten hier den globalen Fehler nur fiir konstante Schrittweiten. Eine Ubertragung der
Ergebnisse auf variable Schrittweiten ist ohne Schwierigkeiten maglich.

Definition 2.1.3. Der globale Fehler ey, (t) ist gegeben als
Yn = eXp(eh(tn))y(tn)v (2-15)
wobei y,, das Resultat von n Verfahrensschritten, beginnend im Anfangswert yo = y(to), ist.

Definition 2.1.4. Das Verfahren heif3t konvergent von der Ordnung p (Konvergenzordnung p) fur ein
Anfangswertproblem, wenn fir ¢ € [t, t¢]

en(t) =0 (hP) (2.16)
gilt.

Definition 2.1.5. Eine Einschrittmethode heift stabil, wenn Konstanten C,C’,h > 0 existieren, so
daR fur h < hg und Anfangswerte y, ¢ mit

g=exp(k)y, keglkl|<Ch (2.17)
ein k* € g existiert, so daB gilt

exp(h(I)(t, v, h))g = exp(k:*) exp(h@(t, Y, h))y

2.18
Ik <(1 + Ch)[&]. (.8)

Stabilitét ist fur die meisten Einschrittverfahren gesichert. Sie folgt insbesondere aus der Konsi-
stenz des Verfahrens, wenn die rechte Seite der Differentialgleichung Lipschitz-stetig ist.

Sei der FluR der Differentialgleichung durch y(t + h) = exp(hv(t, y(t), h))y(t) und der flhrende
Term im lokalen Fehler d,,1 (t)hP1, dann genigt die Inkrementfunktion

h®(t,y(t), h) =hv(t,y(t), h) + dpp BT+ O (RPT?) (2.19)

Die klassische Konvergenzaussage flr Einschrittverfahren &Rt sich nun Ubertragen:
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2.2 Ordnung

Satz 2.1.1. Sei ® die Inkrementfunktion einer stabilen Einschrittmethode. Geniigt der lokale Fehler
zur exakten Losung y(t) der Bedingung

lep(t) =0 (hPT1), (2.20)
dann erfallt der globale Fehler
en(t) =0 (hP). (2.21)

Beweis. Zum Beweis ziehen wir die klassische Abschatztechnik? heran.

Zu jedem Punkt y(¢x) konstruieren wir eine Folge numerischer Naherungen y(k)

beginnend mit

ki
y,(f) = y(tr), wobei sich die weiteren Werte durch Anwendung des Einschrittverfahrens mit der
Inkrementfunktion ® ergeben
k k k .
UL =exp (Mt )y i >0, (222)

Die Konsistenzordnung p liefert
g =exp(0 (1)), (2.23)
Mit der Stabilitat folgt

y Y = exp(O (WH))y P
n 2.24
Yn = (H exp(O (hp“))) y(tn) @29
k=1

Eine Anwendung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (1.34) liefert schlieflich die Behauptung.
U

2.2 Ordnung des Grundverfahrens

2.2.1 Ordnungsbedingungen im ODE-Fall

Wir geben hier einen kurzen Abri3 der Vorgehensweise bei klassischen Runge-Kutta-Verfahren, wo-
bei wir uns auf den autonomen Fall beschranken. Man entwickelt exakte und numerische Ldsung
in Taylorreihen. Die Terme in den Entwicklungen représentiert man durch sogenannte Wurzelbdume
(Butcher-Béaume, [12]) und gibt Rekursionen zu ihrer Generierung an. Aus der Differentiation der
Differentialgleichung ' = f(y) an der Stelle ¢ = ¢,, sowie der Differentiation der Stufengleichungen
Yo = yn + hzj a;j f(Yn;) nach hin h = 0 ergibt sich

y®) =(f(y)*Y

erf) :kzaij(f(ynj))(k_l). (2.25)
J

mit den Initialisierungen v = f(y,), YV = > @ijf(yn)-

ni

2die typischerweise verwandte Skizze wird auch als ,,Lady Windermeres Facher bezeichnet
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Mit Faa di Brunos Formel [34] verfigt man lber eine Kettenregel fiir Ableitungen héherer Ord-
nung und kann die Ausdriicke (f(y))*) entwickeln. Die ersten Ableitungen ergeben sich (durch ma-
nuelle Differentiation) zu

(Fy)® =f,y"
(F)P =f @D, yD) + £y (2.26)
(F))® =fuy (™, 5V gy D) £ 3£, (D, yP) + £,y

Fir den allgemeinen Fall stellt man die auftretenden Ausdriicke durch sogenannte einfache indizierte
Wurzelbdume dar. Diese besitzen hdchstens einen Verzweigungsknoten — die Wurzel. Gehen von der
Wurzel k Aste der Langen p1, ..., pj aus, so ordnet man diesem Baum das Symbol [p1, ..., px] zu
und schreibt

orf
oyk

Differenziert man einen solchen Ausdruck, so muf8 zum einen f, , differenziert werden (und ein
zusétzliches y(1) eingefiigt werden), zum anderen muR jedes () differenziert werden. Der erste
Schritt entspricht gerade dem Anhéngen eines Knotens an die Wurzel, der letzte Schritt gerade dem
Anhéngen eines Knotens an jeweils einen Ast.

Starten wir also die Rekursion mit dem Baum [ |, der gerade f darstellt, und versehen den Kno-
ten mit dem Index 1. In jedem weiteren Differentiationsschritt muf an jeden der im letzten Schritt
generierten Badume an jeweils alle Endknoten bzw. an die Wurzel ein neuer Knoten gehéngt werden.
Indizieren wir nun die anzuhingenden Knoten fortlaufend, so erkennen wir, dal auf diese Weise ge-
rade alle einfachen Wurzelbdume generiert werden, die monoton indiziert sind, d.h., die Indizierung
wadchst auf jedem Ast mit wachsendem Abstand zur Wurzel. Jeder Baum mit solcher Indizierung kann
offensichtlich durch sukzessives Anhdngen indizierter Knoten generiert werden.

Auch wird jeder dieser Baume genau einmal generiert. Dies folgt leicht induktiv: Treten in (f(y)) *)
alle monoton indizierten Baume mit & + 1 Knoten genau einmal auf, so ergibt sich 3 *+1) durch An-
hangen des Knotens mit Index & + 2 an jeden Endknoten bzw. an die Wurzel jedes dieser Bdume.
Wéren 2 der entstehenden B&ume gleich, so muRte zum einen der Knoten &k + 2 am gleichen Knoten
angehangt sein, und zum anderen miBten die durch Streichung des Knotens mit Index k& + 2 entste-
henden Restb4ume identisch sein — und das heit, bereits in (f(y))*) waren zwei identische Baume
vorhanden — was aber der Induktionsvoraussetzung fur £ = 1 widerspricht.

Wir bemerken, daR Vertauschungen in der Anordnung der Aste nicht zu beriicksichtigen sind,
zur ldentifikation eines monoton indizierten Baumes ist die ,, Topologie* der Indizes wesentlich, d.h.,
welcher Knoten folgt welchem, von der Wurzel aus gesehen.

Obige Uberlegungen fiihren dann auf Faa die Brunos Formel —

(f)® = > F(n). (2.28)

TGSLTk+1

Fllpr, - ok]) =55 %,y ) (2.27)

Dabei steht SLT; fir die vereinfachten indizierten Baume (simplified labelled trees) mit [ Knoten
(einschlieBlich der Wurzel). Da F'(7) nicht von der Indizierung von 7 abhdngt, kann nattrlich auch
uber die nicht-indizierten einfachen Baume summiert werden, wobei mit der entsprechenden Anzahl
indizierter Ba&ume gewichtet werden muB. Fir unsere Zwecke ist diese Anzahl aber nicht von Bedeu-
tung.

Nun kdénnen wir uns der Darstellung der eigentlichen Entwicklung zuwenden. Mit Hilfe der Re-
kursionen (2.25) kénnen wir die exakte und die numerische Losung komplett darstellen, wenn wir Faé
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2.2 Ordnung

di Brunos Formel einsetzen. In den Ausdriicken 2° Ly, ..., yle)) sind dabei die y(*) durch be-
reits berechnete Ausdriicke zu ersetzen, und genau glese Ersetzungen nehmen wir auch in den Baumen
vor, d.h., die Aste ohne Verzweigungen werden nach und nach durch Baume ersetzt. Dies fiihrt auf
eine Darstellung der Entwicklungen durch indizierte Wurzelbdume. Diese werden rekursiv definiert:

Definition 2.2.1. Die Menge der indizierten Wurzelbaume ist rekursiv gegeben als Menge T" durch
e [leT
e mitty,... tyistauch [ty,...,t;] € T.

Dabei sind [tq,...,t;,...,t;, ..., tgjund [t,... ¢, ..., t;, ..., 1] dquivalent.

Bei der rekursiven Generierung ist [t1, . . . , t] gerade der Baum, der durch Anhéngenvon ¢, ...t
an eine gemeinsame Wurzel entsteht. Der letzte Satz in Definition 2.2.1 bedeutet gerade, dal3 die Rei-
henfolge der Aste keine Rolle spielt.

Zur Darstellung der Entwicklungen werden Funktionen auf diesen Baumen bendtigt:

Definition 2.2.2. Die Funktionen p, v, ®;, F'(-)(¢) sind auf 7" gegeben durch die Initialisierung

p(l]) =1
) =1
i([)) = ai (2.29)
P =Fw(®)

sowie die Rekursionen fur 7 = [t1,. .., ]
k
T) =1+ Zti

H’Y (tk) (2.30)
Z“U Dyt

8"f

F(r)(t) ~ oy

(F(t)(@), -, F(te)(1))-

p heilt Ordnung des Wurzelbaums. AuRerdem ist ®; auch fiir i = s 4 1 definiert durch a,; ; := b;.

Definition 2.2.3. Ein indizierter Wurzelbaum ist ein Wurzelbaum 7 mit Knoten, die mit den Ziffern
1,...,p(7) indiziert sind. Beim monoton indizierten Wurzelbaum hat jeder Knoten (““Sohn’’) einen
hoheren Index als sein Vaterknoten, wobei der Vaterknoten der der Wurzel am néchsten liegende
benachbarte Knoten ist (die Wurzel besitzt als einziger Knoten keinen Vaterknoten). Die Wurzel besitzt
den Index 1.

Definition 2.2.4. Fir einen Baum 7 € T bezeichne «(7) die Anzahl mdglicher monotoner Indizierun-
gen. Weiter sei T}, bzw. LT, die Menge der Wurzelbaume bzw. der monoton indizierten Wurzelbaume
der Ordnung p.
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Mit diesen Begriffsbildungen lassen sich die Entwicklung der analytischen und der numerischen
Losung einfach angeben:

Satz 2.2.1. Die analytische Ldsung y(t,, + h) der Differentialgleichung v’ = f(y) geniigt an der
Stelle (¢,,,y») fur hinreichend glattes f der Entwicklung
hP

y(tn +h) =y(tn) + Y —a(r)F(7)(yn)- (2.31)
7€T), ’

Satz 2.2.2. Die numerische Losung der Differentialgleichung vy’ = f(y) gentigt der Entwicklung
hP

Y1 = Y 7)Y (1) @1 (T)F(7) (yn). (2.32)
TeT, 7

Detaillierte Beweise bleiben wir an dieser Stelle schuldig, sie finden sich zum Beispiel in [44],
wir wollen die Beweisfiihrung lediglich skizzieren. Die rekursiven Definitionen legen einen indukti-
ven Beweis nahe. Wesentlicher Gedanke beim Induktionsschritt ist, in den Satzen 2.2.1 und 2.2.2 die
Gewichte «(7) zu streichen und statt dessen Uber alle indizierten B&ume zu summieren. In die Ent-
wicklungen fiir (f(y))*=Y bzw. (f(Yy;))*~ Y werden die Summendarstellungen fiir Ableitungen
geringerer Ordnung eingesetzt, und alles wird ausmultipliziert. Man erh&lt eine mehrfache Summation
uber alle einfachen monoton indizierten Bdume der Ordnung & (ZT:[il’..m]) und Uber alle indizierten
Baume der Ordnungen i1, ..., 4;. Dies ist dquivalent einer Summation ber alle monoton indizierten
Baume ¢ der Ordnung k, die Zuordnung erfolgt dabei durch Abschneiden der Aste von t. Diese Aste
ergeben die monoton indizierten Baume der Ordnungen i1, .. .,4;. Durch Komprimieren der Aste zu
einem Ast ohne Verzweigung ergibt sich wiederum der einfache Wurzelbaum. Die Indizierung wird
fiir den einfachen monoton indizierten Wurzelbaum tbernommen, die Indizierung der abgetrennten
B&ume wird so vorgenommen, dal Ordnungsrelationen erhalten bleiben. Das Beispiel in Abbildung
2.1 verdeutlicht die Vorgehensweise.

4 7
5
° 6 4
\2+3\>2+ @2"
1 1 1

Abbildung 2.1: Zuordnung der Baume im Beweis zu Satz 2.2.2.

2.2.2 Darstellung der exakten Losung in der Lie-Gruppe

In analoger Weise kann man in Lie-Gruppen vorgehen, nur mufl man an einigen Stellen Modifi-
kationen vornehmen. In einer ersten Arbeit [72] wurden Runge-Kutta-Methoden auf kommutative
Lie-Gruppen Ubertragen. Dies ist im wesentlichen ohne Anderungen maglich. Fiir nichtkommutative
Lie-Gruppen flhrt die Erweiterung der Theorie gewdhnlicher Differentialgleichungen auf erhebliche
Schwierigkeiten. In der Arbeit von Munthe-Kaas [73] wird ein erster Weg aufgezeigt, den wir hier in
groben Ziigen darstellen wollen. Ein eleganterer Ansatz findet sich in [74], worauf wir in Abschnitt
2.3.2 eingehen werden.

Wir betrachten jetzt also eine Differentialgleichung in einer Lie-Gruppe, die rechte Seite sei durch
v : G — g gegeben. Wir entwickeln dazu v in eine Reihe.
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2.2 Ordnung

Zur Darstellung betrachten wir neben der rechten Seite v € g das zeitabhangige Vektorfeld
w(t) = wv(y(t)), wobei y(¢) die exakte Losung sei. Das Vektorfeld w generiert einen FluR ¥, ,,
mit der Eigenschaft

i\lf (y) = w(t)] (2.33)

dt t,w Yy) = Y- '
Wir interessieren uns nun fiir die Anderung einer zeitabhangigen Funktion f(¢,),t € R,y € G, unter
dem FIuR von w. Die Anderung unter einer reinen Bewegung des Argumentes y € G beschreiben wir
durch die Operation (¥}, f)(t,y) := f(t, ¥¢.(y)). Damit ergibt sich

7)) = 70, W)
= folt, We(y)) + w(f)(t V() (2.34)
=(Up(fi + w()(y).

Wenden wir dies mehrfach auf den Fall f = v an, so ergibt sich

d * I e
ST ,0) =07, (w(v)

2

W7 ) =7, (0) + w(w(1) (2.35)
3

(W) =W (0 (0) + 01w (0) + 2 (0) + w(u(w(0)))).

Betrachtet man alle Ausdriicke fur ¢ = ¢,,, so ergibt sich

k d*
) = ﬁ\ﬂf’wv =wy 4. (2.36)
Somit ist (2.35) die Lie-Gruppen-Version von Faa di Brunos Formel [34]. In (2.35) wird (2.36) einge-
setzt, und die erhaltenen Ausdriicke werden wie folgt in einfache B&ume ubersetzt:

V(L (). ) (2.37)

entspricht einem einfachen Baum mit Asten der Langen i1,..., 4,. Dabei ist im Unterschied zum
klassischen Fall die Anordnung der Aste wesentlich, wir setzen den Ast der Lénge i; nach links.
Indiziert man diese Ba&ume monoton, so ist nicht nur entlang eines jeden Astes monoton zu indizieren,
sondern auch die mit der Wurzel direkt verbundenen Knoten miissen monoton wachsend von links
nach rechts indiziert werden.

Nach und nach werden nun die vollstdndigen Ausdriicke flr niedere Ableitungen (reprasentiert
durch komplette Wurzelb&dume) in die Darstellungen fir hdhere Ableitungen durch einfache Wurzel-
baume eingesetzt. Die Zuordnung der Indizes erfolgt dabei so wie beim klassischen Fall. Da hier in
den einfachen Bdumen die Indizes der Nachbarknoten der Wurzel monoton nach rechts wachsend
angeordnet sind, Ubertragt sich diese Eigenschaft beim Einsetzen auf alle Knoten, dafl hei3t: Alle
Knoten mit gemeinsamen Vaterknoten sind nach rechts monoton wachsend indiziert.

Die Ausdriicke v(. .. (v) ... ) sind dabei wie folgt zu interpretieren: die Richtungsableitung v(. . .)
bezieht sich nur auf das innerste v, alle anderen Terme sind als konstant anzusehen. Insofern entspricht
v((v(v))(v)) gerade dem elementaren Differential f,,(f,f, f) im Falle einer gewohnlichen Differen-
tialgleichung, wobei das innere v dem f, entspricht, und das auere v dem 2.Argument f des Tensors
fyy, wahrend der mittlere Operator v(v) gerade dem ersten Argument f, f des Tensors f,, entspricht.
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Wir erhalten also im Prinzip die gleichen monoton indizierten Wurzelbdume wie beim klassischen
Fall, ein (nach den Regeln des klassischen Falls) monoton indizierter Baum ist jetzt lediglich so darzu-
stellen, dal3 die Indizierung aller Tochterknoten monoton von links nach rechts wachsend erfolgt. Wir
schreiben also lediglich die Anordnung der Aste vor, andern aber die Topologie des Baumes nicht.

2.2.3 Darstellung der numerischen Ldsung

Betrachten wir nun die numerische Ldsung. Sie ergibt sich aus

9i = Z ai;k; (2.38)
J

Y =exp(gi)yn (2.39)

k; =hv(Y;). (2.40)

Eine Entwicklung wie bei den gewdhnlichen Differentialgleichungen ist hier nicht so ohne weiteres
maoglich. Der Gleichung (2.39) entspricht im ODE-Fall Y; = v, + ¢;, diese liefert sofort Yi(k) = ggk).
Hier ergeben sich bereits bei einmaliger Differentiation nach der Schrittweite ~» wesentlich kompli-
ziertere Ausdriicke:

Y] =dexp,, (4)Y; (241)
1
=(9; = 5l9i- 911+ O (W)Y (242)

In [73] wird das Problem umgangen, indem man die Verfahrensvorschrift modifiziert. Die g; werden

durch korrigierte Werte g, ersetzt, so daB Y; := exp(g; )y, wieder in den Ableitungen bis zur notwen-
digen Ordnung mit g; Ubereinstimmt: Yi(”) = gg” firn=1,...,p— 1. Iny,.1 wird ebenso verfahren,
nur wird noch eine zusétzliche Ableitung abgeglichen.

Zur Bestimmung der notwendigen Korrekturen bis zur Ordnung 4 nutzen wir die Reihenentwick-
lung der dexp~*-Abbildung. In [73] findet sich eine Herleitung fiir linksinvariante Vektorfelder unter
Nutzung einer Entwicklung flir dexp, wobei sich diese vom rechtsinvarianten Fall unterscheidet.

Wir lassen den Index i weg und erhalten:

dexpy(7') =¢' =
- _ 1. ...
g =dexp;'(¢) = ¢ = 516,91+ 1519.9.91+ O (h°) . (2.43)
Man beachte, daB g = O (h) und [g, g'| = O (h?). Wir bezeichnen die I-ten Ableitungen von g, g in
h=0mit 3V, ¢ Sie ergeben sich rekursiv durch Differentiation von (2.43)

g =g

—g
- 1. .
§? =g® - 5§, gV = g
_ 1 1 1o o
g% =g® —25[5", %] = S 6, g + 51690, g™V
|
=g = Sl g (2.44)
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2.2 Ordnung

. 1 . 3. 3. 1 o .
g =g =213 g1+ 167 6P - Sl g+ 1%, 5. 9]
1 1
(1) 5(2) (1) 1) () (2)
+7167.97,971+ 509, ]
=g — [g(l),g(i%)]_
Eine Korrektur bis zur Ordnung 3 ergabe sich somit zu
1
Gi =gi + 12h [gm,g?)] + O (h*) oder (2.45)
- h
3 =g+ gla" gl + O (n*). (2.46)
Die Ordnung 4 ergibt sich durch
h3 h*
§i =i+ 13 9V, g!?] - 1ol g, g+ 0 (k%) oder (2.47)
_ h 1
9i=9i — 7 [91(1),91'] - éhQ[ (2),91] (2.48)

Dabei ist fiir g; jeweils der von h abhéngige Werte einzusetzen, wahrend die Ableitungen gl-(l), ...an
der Stelle h = 0 geeignet zu approximieren sind. Dies kann durch geeignete Linearkombinationen
der g; geschehen, siehe auch [73]. Flr Verfahren der Ordnung p genigt es, in den internen Stufen
Korrekturen bis zur Ordnung p — 1 vorzunehmen, und in der Aufdatierung y,, 1 Korrekturen bis zur
Ordnung p. Fur konkrete Verfahren verweisen wir auf [73].

Bemerkung 2.2.1. Die gesuchte exakte Korrektur g; ergibt sich als Losung der Differentialgleichung
dexpy,, (g;) = g;- Wir werden dieser Differentialgleichung in Kapitel 3 wiederbegegnen - sie kann zur
Darstellung der Lésung linearer Differentialgleichungen genutzt werden. Hier laRt sich die Losung
des Anfangswertproblems Y/ = gily., Yil,—o = yn durch ¥; = exp(g:)y, darstellen, wobei g; der
Differentialgleichung (2.43) mit dem Anfangswert g;|,_, = 0 genigt.

Sind Korrekturfunktionen genligend hoher Ordnung vorhanden, ergibt sich die Entwicklung der
numerischen Losung genau wie im Falle gewohnlicher Differentialgleichungen. Wir definieren h-
abhéangige Vektorfelder w; mit

d

a5 Yi = wih)ly; . (2.49)

7

Setzen wir eine exakte Korrektur durch

Y =exp(Gi)yn, Gi = C(gi) =

v =g 1=1,... (250
voraus, so ergeben sich die Rekursionen
) = Zaw N1 wobei (2.51)
d l
v(Y;)W = <%> ;v UNd (2.52)
w =(v(v;))Y. (2.53)
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Man entwickelt zunéchst (2.52) geméaR (2.35), und kann dann schrittweise die Ableitungen v(Yj)(l),
v(Y;)®), ... bestimmen. Es ergeben sich dann wie bei der Butcher-Theorie im ODE-Fall fur die
B&ume rekursiv die Funktionen ~, ®;, F', mit denen die Ordnungsbedingungen dargestellt werden
kdnnen. Dabei werden in ~ die Faktoren [ aus Gleichung (2.51) akkumuliert, und in ®; die Faktoren
a;j aus (2.51). Die Ordnungsbedingungen stimmen mit den im ODE-Fall erhaltenen (berein, da die
Rekursionen identisch sind.

Es zeigt sich, daR Verfahren ohne Korrekturfunktionen hichstens die Ordnung 2 besitzen kénnen.
Wir wollen uns kurz von dieser Tatsache (iberzeugen. Betrachten wir die Entwicklung von Y bis zur
Ordnung 3, und interpretieren dann die s + 1-te Stufe als Aufdatierung v,,11.

= dexpy, (g;)

—gi+ %[gi,g;-] + <l gi0f) + O ()
Y(1 —gl Za”v = U
v =gi(2 Zamcj (2.54)
v, =g ;[g y f”]

—Zawcj2 ) + Zazja]k ))(v) +ciZaijcj[v,v(v)}
J

Die erste und zweite Ableitung sind analog zum ODE-Fall, aber in der dritten Ableitung taucht der
Term [v, v(v)] auf. Dieser ist nicht im Sinne von v(v(v)) — (v(v))(v) zu verstehen, sondern so: zuerst
sind die rechtsinvarianten Vektorfelder v und v(v) zu bilden, und dann die Lie-Klammer als Operation
in der Lie-Algebra. Ist die Lie-Gruppe eine Matrizengruppe, so ergibt sich die Klammer zu [v, v(v)] =
v-v(v) —v(v) - v, wobei - die Matrizenmultiplikation bezeichnet.
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2.3 Andere Zugénge

2.3 Andere Zugange

2.3.1 Matrixdarstellung

Nach Ado’s Theorem sind Lie-Gruppen lokal dquivalent zu Matrix-Gruppen. Die vorhergehenden
Ausfuhrungen werden leichter verstandlich, wenn wir zur Matrix-Darstellung tbergehen. Die Lie-
Gruppe G sei die Menge GL(m) der reguldren Matrizen der Dimension m, die Lie-Algebra als
Tangentialraum an die Einheitsmatrix ergibt sich zu R™>", Die Rechtsmultiplikation ist durch die
Matrixmultiplikation R 4(B) = B - A gegeben, die Ableitung ist eine lineare Abbildung der Tangen-
tialrdume

dRA : TG|g — TG|g. 4 - (2.55)
Sie ist fiir den Tangentenvektor V' = %L:O I'(t) definiert durch

d
dRA(V) = . RA(T(t)) (2.56)

V- A

Wir haben hier bewuf3t nicht R 4(V') geschrieben, da R 4 als Operation in der Lie-Gruppe und nicht
der Lie-Algebra definiert ist.

Die Tangentialraume T'G| sind gerade R™*™, sie werden alle mit dem Tangentialraum an die
Einheitsmatrix vermdge der Rechtsmultiplikation identifiziert. Fir die Gruppe GL(m) scheint dies
nicht naheliegend zu sein, da man alle Tangentenrdume auch direkt identifizieren kénnte. Fir die
Gruppe der orthogonalen Matrizen wird der Vorteil der Vorgehensweise offensichtlich — Uber das Dif-
ferential der Rechtsmultiplikation wird jeder Tangentialraum mit der Lie-Algebra so(m) identifiziert,
die allgemeine Gestalt eines Tangentenvektors V" an eine orthogonale Matrix () ist gerade

(Q+tV)(Q+tV)T =1+ 0 (#*) =
VvQH'+vQ" =0 = (2.57)
V =5QmitsT +5=0.
Somit sind alle Tangentialrdume mit dem Vektorraum der schiefsymmetrischen Matrizen identifiziert.
Die rechte Seite einer Differentialgleichung ist durch ein (im nichtautonomen Fall zeitabhangiges)

Vektorfeld gegeben. Dieses Vektorfeld stellen wir mit Hilfe der Rechtsmultiplikation durch die Lie-
Algebra dar — die autonome Differentialgleichung ergibt sich damit einfach zu

Y =A(Y)Y (2.58)

wobei im allgemeinen Fall Y, A(-) € GL(m). Bei nichtautonomen Systemen kann A zusatzlich von
t abhangen, doch diese stellen keine echte Erweiterung dar, man kann wie bei gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen das System autonomisieren und erhalt eine Differentialgleichung in G ® R. Die
internen Stufen im Runge-Kutta-Ansatz werden zu

Y, =exp(h Z aijA(Yn;))yn, (2.59)
J

die Aufdatierungsvorschrift ergibt sich analog. Der Vorteil einer solchen Formulierung besteht darin,
dafi3 alle internen Stufen bei Rechnung in exakter Arithmetik in der Matrixgruppe verbleiben. Dies
setzt natlrlich eine geeignete Auswertung der Exponentialabbildung voraus.
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Wir leiten zunéchst eine dquivalente Faa di Bruno-Formel her. Wir berechnen dabei die Zeitablei-
tungen von A(y(t)) nicht explizit, sondern fiigen sie als A*) ein. Lediglich y wird differenziert und
y’ durch Ay ersetzt:

y =Ay
y” :A(l)y + AAy
y" =A@y 4+ 240 Ay + AAWy + AAAy (2.60)
y® =A®)y + 34 Ay + 340 AWy 4+ 1340 44y + AAP)y
+24AMW Ay + AAAWy + AAAAy

Die Rekursion ist der bei ODESs analog, es entsprechen einander die Ausdriicke

oFf _ _ A A
ZJ |, (1) (ix) (i1=1) ..., (ik—1)
o (y ey ) oA Aln=Dy (2.61)

Dabei Ubernimmt hier der jeweils letzte Faktor in jedem Term (y) die Rolle des Tensors %, und die

Terme AU—1) entsprechen y(¥. Ein wesentlicher Unterschied besteht aber: Wahrend die symmetri-
sche Multilinearform unabh&ngig von der Reihenfolge der Argumente ist, hdngen die Matrizenpro-
dukte sehr wohl von der Reihenfolge der Faktoren ab, denn im allgemeinen werden die Ableitungen
verschiedener Ordnung von A(y(t)) natlrlich nicht vertauschbar sein.

Die totalen Zeitableitungen von A ergeben sich aus der klassischen Faa di Bruno-Formel:

AW =4, /]
A®) =Ayyly v+ Ayly"] (2.62)
A® =Ayyy [y’, Yy, Z/I] + 34y, [y/, Z/I/] + 4y [ym]

Die hierbei auftretenden Multilinearformen sind symmetrisch in den Argumenten. Beide Entwicklun-
gen konnen nun abwechselnd ineinander eingesetzt werden, um nacheinander y’, A’, 3", A”, ...zu
generieren. Zur Vermeidung von Verwechslungen haben wir eckige Klammern A, ,[...] zur Dar-
stellung der Multilinearformen flr die partiellen Ableitungen von A verwendet.

Zur Darstellung von y, A sowie der Ableitungen greifen wir auf die bewdhrten Butcher-Baume
[13] zuriick, man siehe auch die einleitenden Ausfuhrungen in Abschnitt 2.2. Wir verwenden zwei
Arten von Knoten, diinne schwarze und fette weil3e.

Die Menge der Baume, die Ableitungen von y bzw. A reprasentieren, bezeichnen wir mit 7'y bzw.
T4. Sie unterscheiden sich in der Wurzel; wir verwenden einen diinnen schwarzen Knoten als Wurzel
fiir Ableitungen von y und einen fetten weiRen Knoten als Wurzel fiir Ableitungen von A.

Fir einen Baum mit diinner schwarzer Wurzel, an der die Aste 71, ..., 7, hangen, schreiben wir
[71,...,7%]. FUr einen Baum mit fetter weiBer Wurzel, an der die Aste 71, ..., 7, hangen, schreiben
wir {7, ..., 7 }. Folgerichtig bezeichnen wir mit {} einen einzelnen weillen Knoten, der A représen-
tiert.

Es gilt weiterhin: schwarze und weie Knoten alternieren. Jeder Ast endet mit einem weil3en
Knoten. Die Ordnung eines Baumes ergibt sich aus der Anzahl der weilRen Knoten. Flr Baume mit
schwarzer Wurzel entspricht dies der reprasentierten Ableitungsordnung, fir Bdume mit weiller Wur-
zel ist die Ableitungsordnung um eins groRer.
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Rekursiv sind die Baume gegeben durch

{}eTa
Tiyeooy Ty €Ta = [11,..., 7] €Ty
Tty Tk €Ty = {11,..., 7} €Ta (2.63)
Aquivalenz von {71,..., 7k} = {Tr(1)s - Te(i) }
fir = € Sy,

Wir haben bewufRt den Baum [ | nicht zugelassen, der y représentieren kdnnte und die Ordnung 0
héatte, damit die Rekursionen moglichst einfache Gestalt besitzen. Wesentlich ist, dafl bei Baumen aus
T, die Anordnung der Aste an der Wurzel berticksichtigt wird (also bei allen schwarzen Knoten), bei
Baumen aus T4 (also allen weilien Knoten) hingegen nicht.

Die rekursive Definition ermdglicht eine einfache Formalisierung der représentierten elementaren
Differentiale

F({})=A
F([Tl,...,Tk]):F(Tl)"--'F<Tk)'y (264)
F({r1,...,7k}) :%[F(’H, ooy F(11))]
sowie der Ordnung p:
p({}) =1
k
Py, 7)) =;P(ﬂ) (265)

k
p({r1,...,mx}) =1+ Zp(n—).
i=1

Wichtig ist, daR die elementaren Differentiale bei schwarzer Wurzel von der Anordnung der Aste
abhéngen. Wir tragen diesem Fakt Rechnung, indem wir die Klammer {. .. } als kommutativ definiert
haben, die Klammer [...] jedoch nicht.

Die Baume zur Darstellung von y bis zur Ordnung 4 finden sich in Abbildung 2.2 und 2.3. In
Tabelle 2.1 haben wir die zugehdrigen Differentiale fiir die B&ume aus Abbildung 2.2 angegeben.
Dabei entsprechen schwarze Knoten den eckigen Klammern und weille Knoten den geschweiften
Klammern.

Mit obiger Konstruktion werden gerade alle elementaren Differentiale erzeugt, die in den Ablei-
tungen von y und A auftreten, wie ein Vergleich mit den beiden Entwicklungen (2.60) und (2.62)
zeigt. Auch wird y(*) durch Baume mit Ordnung % (k weiRe Knoten), und A*) durch Baume der
Ordnung £ + 1 représentiert.

Die Koeffizienten in der Taylorentwicklung von y ergeben sich durch schrittweise Differentiation
der Baume. Dabei gehen wir zu monoton indizierten Wurzelbdumen Uber. Die weil3en beziehungs-
weise schwarzen Knoten entsprechen gerade A, , bzw. y, jeder Baum stellt ein Produkt dar. Bei der
Differentiation muR also ,,jeder Knoten* einmal differenziert werden. Da y' = Ay, muB an jeden
schwarzen Knoten ein weiler ganz rechts angehangt werden. Wird A, _,, differenziert, so wird eine
zusatzliche partielle Ableitung angefligt mit der inneren Ableitung y’ = Ay, die durch den Baum [{}]
représentiert wird, siehe Abbildung 2.4. Die Indizierung der Knoten geschieht wie folgt: Die weil3en
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Abbildung 2.2: Die B&ume der Ordnung 1 bis 3.

Baum Differential

[{ }] Ay

{ {1} A-A-y

[{[{ }}] AylA-y]-y
{h{h{} A-A-A-y
KA | A-AylA-y]-y
LB | AyfA-y]- Ay
KU HH | AyylA-y, Ayl -y
KL | AyfA-A-yl-y
HEK T | Ay[Ay[A-y]-y]-y

Tabelle 2.1: Die elementaren Differentiale fiir die Matrix-Darstellung.

Knoten werden in der Reihenfolge ihrer Generierung indiziert. Wir erhalten damit Indizierungen, die
(von der Wurzel aus) aufsteigend sind. Zusétzlich gilt: die mit dem gleichen schwarzen Vater-Knoten
verbundenen weiflen Knoten sind von links nach rechts monoton wachsend indiziert. Offensichtlich
wird somit jeder monoton indizierte Wurzelbaum aus 7', genau einmal generiert, wenn wir, beginnend
mit y’ = Ay = [{}], schrittweise differenzieren.

Bezeichnen wir die derart monoton indizierten Wurzelbdume mit LT, so ergibt sich fiir die exakte
Losung

nook
Y+ h) =)+ Y S P ). (2.66)
=

Die Darstellung der numerischen Loésung mit diesen Baumen wird sehr technisch, Probleme macht
die Exponentialabbildung. Einen besser geeigneten Ansatz stellen wir im folgenden vor.
2.3.2 Parametrisierung durch die Lie-Algebra

In [74] findet sich die entscheidende Idee, um die Darstellung zu vereinfachen. Man parametrisiert y
in jedem Runge-Kutta-Schritt durch die Exponentialabbildung vermdége

y =exp(w)yn, (2.67)
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Abbildung 2.4: Generierung der Baume durch Differentiation.

betrachtet w als neue Variable, und stellt eine Differentialgleichung fur w auf. Analog wurde im
Abschnitt 1.1 beim Toda-Lattice vorgegangen, wo allerdings die Abbildung cay zur Parametrisierung
genutzt wurde. Hier gelangt man zu

dexp,, (w') =v. (2.68)
Die rechte Seite liegt damit als Reihe fiir die Abbildung dexp ! vor:
/ -1 > By, k
w' =dexp,, (v) = m ad,, (v) (2.69)
k=0
= — o] — o fww,o] + (270
=v 2w,v 9 W, W,V .

Diese gewohnliche Differentialgleichung in einem Vektorraum kann nun mit Standard-\erfahren inte-
griert werden, wobei fir jede Auswertung der rechten Seite eine Approximation der Reihe firr dexp —*
notwendig ist. Es ergibt sich

Y; =exp(W;)yn (2.71)
Wi =h Z a;j dexp;[,lj (v(Y})) (2.72)

J
Yn+1 =exp(h Y _ bidexpy! (v(Y;)). (2.73)
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

Die Abbildung dexp ! entspricht den Korrekturfunktionen im Original-Ansatz. Sie muR wieder mit
hinreichender Genauigkeit approximiert werden.

Die Approximation der dexp~*-Abbildung geschieht effizient mit dem Konzept der freien be-
werteten Lie-Algebra, siehe [75]. Die Koeffizienten des Verfahrens werden von Standard-Verfahren
ubernommen, in [75] findet sich auch eine Version von DOPRI5 [28].

Dieser Ansatz erlaubt die Ubertragung aller Verfahrensklassen fiir ODEs auf Lie-Gruppen, die
Lie-Gruppen-Differentialgleichung wird auf eine ODE in einem Vektorraum zurlckgefihrt.

2.3.3 Parametrisierung mit der Cayley-Abbildung

Fur spezielle Matrix-Gruppen steht neben der exponentiellen Abbildung eine weitere Abbildung zur
Verfugung. Quadratische Lie-Gruppen sind dadurch charakterisiert, daR furr eine feste Matrix S

XTSx =8 VX eq@ (2.74)
gilt. Fur die zugehorige Lie-Algebra bedeutet dies, dal? fur alle A € g
ATS +SA=0 (2.75)

gilt, wie man leicht durch Differentiation von (2.74) und einsetzen von X’ = AX erhalt. Quadratische
Lie-Gruppen kdnnen in einer Umgebung der Identitat durch die Abbildung

cay(A) = (I — A~ YT + A) (2.76)

mit der Lie-Algebra parametrisiert werden. Eine solche quadratische Lie-Gruppe stellen die orthogo-
nalen Matrizen dar. Man Uberzeugt sich leicht davon, dal’ cay(A) fur schiefsymmetrisches A ortho-
gonal ist:

cay(A)T cay(4) =(I + AT)(I = A7)\ (I — A)" (1 + 4)

=(I-AT+A T T+AI-A)1=1 @17)

Loést man (2.76) nach A auf, so ergibt sich umgekehrt, daf A schiefsymmetrisch ist, wenn U :=
cay(A) orthogonal ist:

A=U-DHU+D =
A+ AT =(U-DU+D'+W0 1+ U-1) (2.78)
=U-DNU+DH ' +T+U) I -U)=0.
Mit der Darstellung Y = cay(A)y,, ergibt sich durch Differentiation Y’ = dcay 4(A’")Y’, wobei wir

wie schon bei der Exponentialabbildung

d
deay 4(B) == —

o cay(A +tB) cay(A)~! (2.79)

t=0

setzen, damit dcay in die Lie-Algebra abbildet. Es ergibt sich

deay 4(B)cay(A) =— (I — A" Y -B)I -A)'I+A)+I-A)"'B

deay 4(B) =2(I — A)"'B(I + A)~L. (2.80)

Die Cayley-Abbildung hat gegeniiber der Exponentialabbildung verschiedene Vorteile
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2.3 Andere Zugénge

e Die numerische Berechnung der Abbildung cay ist deutlich weniger aufwendig als die Berech-
nung der Exponentialabbildung.

e Die Ableitung dcay laRt sich direkt berechnen, es ist keine Approximation wie bei dexp not-
wendig.

Als Nachteil ist nicht nur zu nennen, dal cay nur fur quadratische Lie-Gruppen angewandt werden
kann. Im Falle rechtsinvarianter \ektorfelder liefert die Parametrisierung mit der Exponentialabbil-
dung die exakte Ldsung, flir cay ist dies nicht der Fall.

Methoden auf dieser Basis sind in [26, 27], [70] untersucht worden.

2.3.4 Andere Verfahren im Uberblick

Der Ubertragung von Extrapolationsmethoden ist das nun folgende Kapitel gewidmet. Zuvor wollen
wir noch einen kurzen AbriRR weiterer Verfahren und Techniken im Zusammenhang mit Differential-
gleichungen auf Lie-Gruppen geben.

Weitere Beitrage zur RK-MK-Klasse findet man in [32]. Mit der Ubertragung linearer Mehr-
schritt-Verfahren auf Lie-Gruppen beschéftigt sich [35]. Die Kollokationsidee lai3t sich ebenfalls tber-
tragen, man siehe [125]. Hierzu bedarf es aber einer Prozedur zur Quadratur in Lie-Gruppen (also
lineare Differentialgleichungen mit zeitabhéngigen Koeffizienten bei Verwendung der Matrixdarstel-
lung). Diese steht mit der Magnus-Methode zur Verfligung, die wir in Kapitel 4 einsetzen werden.

Bei der Untersuchung impliziter Methoden stoRt man schnell auf weitere numerische Problemstel-
lungen, so die Lésung nichtlinearer Gleichungen mit dem Newton-Verfahren [78] oder Interpolation
[69].

Wir wollen eine letzte Bemerkung zur zweiten grofRen Klasse geometrischer Integratoren machen
— symplektische Verfahren. Hamiltonsysteme generieren einen symplektischen FluR — symplektische
Verfahren erhalten diese Eigenschaft, der von ihnen generierte Fluf3 ist ebenfalls eine symplektische
Transformation. Wir erhalten somit keine Invariante der Ldsung, vielmehr erhalten wir eine Eigen-
schaft, die nur an einer Schar von Losungen Uberprift werden kann.

Es zeigt sich, dal fur symplektische Verfahren eine Riickwaértsfehleranalyse in dem Sinne méglich
ist, dal’ die numerische Ldsung gleichzeitig die exakte Ldsung eines (benachbarten) Hamiltonsystems
ist. Das qualitative Verhalten der Lésung gleicht daher dem eines Hamiltonsystems, und insbesondere
fiir lange Integrationsintervalle zeigt sich ein verbessertes Fehlerverhalten, [45].

Einen Uberblick tiber das Gebiet bieten die Monographien [87] und [47]. Interessante Ansatze
unter der Einbeziehung von Extrapolation liefern unter anderem [124], [17].
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2. RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

2.4 Zusammenfassung

Wir haben hier den grundlegenden Ansatz zur Losung von Differentialgleichungen auf Lie-Gruppen
durch Einschrittverfahren vorgestellt. Er flhrt zum einen zu den RK-MK-Methoden, zum anderen
14kt sich, wie im folgenden Kapitel 3, darauf eine Theorie der Extrapolationsverfahren aufbauen.
Um beide Vorgehensweisen vergleichen zu kdnnen, haben wir hier die von Munthe-Kaas entwickelte
RK-MK-KIlasse beschrieben, und die Schritte der Entwicklung — beginnend vom Fall kommutati-
ver Lie-Gruppen, der dem ODE-Fall aquivalent ist, tber die Herleitung von RK-MK-Verfahren mit
Korrektur-Funktionen, bis zur Parametrisierung durch die Lie-Algebra — dargestellt. Als Bindeglied
zum klassischen ODE-Fall stellen wir die Interpretation als Matrix-Differentialgleichung dar, geben
eine Klasse von Wurzelbdumen zur Darstellung der analytischen Lésung an, wo aufgrund der Nicht-
Kommutativitat die Anordnung der Aste (im Gegensatz zum ODE-Fall) beriicksichtigt wird.
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Kapitel 3

Extrapolationsverfahren in Lie-Gruppen

3.1 Einfache Extrapolation

3.1.1 Asymptotische Entwicklung des globalen Fehlers
Wir betrachten Einschrittverfahren der Form
Yn+1 = eXp(h(I)(tn, Yn, h))yn (31)
mit der Inkrementfunktion & zur Lésung der Lie-Gruppen-Differentialgleichung
y(0) =yo, (3.3)
wobei die Elemente der Lie-Algebra als rechtsinvariante \ektorfelder interpretiert werden.

Satz 3.1.1. Die durch eine Einschrittmethode von der Ordnung p mit Inkrementfunktion & berechneten
numerischen Naherungen besitzen eine asymptotische Entwicklung nach Potenzen der Schrittweite h
der Form

Yn =exp(hPep(tn)) exp(hP M epi1(ty)) . .. exp(hN en(t,)) exp(O (RN T1))y(tn), (3.4)

wobei y(t,,) die exakte Losung an der Stelle ¢,, ist und die e; glatte Abbildungen vom Integrationsin-
tervall [to, t.] in die Lie-Algebra g darstellen.

Beweis. Wir nutzen die Technik aus [43] im Lie-Gruppen-Kontext. Wir konstruieren fir: =0,..., N—
p -+ 1 Approximationen yﬁf) der Ordnung p + 4 durch

i =y, (3.5)
Yl =exp(—hP ey (tn) )yl (3.6)

Mage yff) die Ordnung p + 7 besitzen. Fir ¢ = 0 gilt dies sicher. Um die Ordnung p + i + 1 fur yﬁf“)

sicherzustellen, konstruieren wir Inkrementfunktionen ®(+1 die gerade die y§f+1) erzeugen:
exp(h® ) (b, 0 W) =y (3.7)
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3. EXTRAPOLATION

Einsetzen der Rekursion (3.6) liefert

exp(h®D (£, yi+D b))y “+1>——exp Prie, it + R))yt)

(=h
xp(—h? ey i(tn + h) exp(h®D (1, y b))y
xp(—hP ety + h))
exp(hq’( N(tny exp(hPHepi(ta)yl ), 1))
cexp(WPepyi(tn) )yl .
Wir gelangen zu Rekursionen fiir & (®):
30 —¢ (3.8)
exp(h® ) (t,y, b)) = exp(—hPHie, (t + h))- 9)
exp(h®W (t, exp(h ey 1i(t))y, h)) exp(hPHepy4(t)). .

Wir zeigen, daB e,; so gewahlt werden kann, daf? ®(+1) die Ordnung p+ i+ 1 besitzt. Exemplarisch
fuhren wir dies flir i = 0 durch: Sei der lokale Fehler gegeben durch

lep(t) =dps1h?T + O (RP1?).
Wir entwickeln @ in eine Taylorreihe, wobei die BCH-Formel Anwendung findet:
h®W (L, y(t), h) = — hPe,(t + h) + h®(t, exp(hPe,(t))y(t), h) + hPe,(t)
+ %([—hpep(t + h),h®(...)] + [=hPey(t + h), hPep(t)]
+ [h0(...), WPep(t)]) + O (hP+?)

— P el, (1) + h(t, exp(hPey(£)y(1), h) + [ f (y(1)), WP ep(1)]
+ O (hP1?)

Da die Methode ® wenigstens die Ordnung 1 besitzt, gilt ®(¢,y, h) = f(y)+ O (h). Wir betrach-
ten @ als eine Funktion von y € G unter dem FluR des rechtsinvarianten \ektorfeldes h”e,(t) und
entwickeln es in eine Lie-Reihe:

(I)(tv eXp<hpep(t))y(t)7 h) :(b(tv y(t)a h) + hpep(t)[q)(ta ) h)”y(t) + O (th)
=®(t,y(t),h) + Wey(t)[f]], ) +O (W)
Unter Verwendung von (2.19) erhalten wir:
h®W (t,y(t), h) =hv(t, y(t), h) + dpr1 ()APT — €] (t)hP T (3.10)
+ ep ()]0 W+ W), eI+ 0 (F2) (311
Die Methode &) ist von der Ordnung p + 1, wenn ep eine Losung des Anfangswertproblems

ey (t) = ep )1l + LF (W), ep(t)] + dpsa (t) (312)
ep(0) =0 (3.13)

ist.
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3.1 Einfache Extrapolation

Diese SchluBweise kann nun wiederholt werden, man bestimmt den flihrenden Fehlerkoeffizienten
des erzeugten Verfahrens héherer Ordnung, und kann damit den néchsten Term in der Entwicklung des
globalen Fehlers bestimmen. Die so konstruierten Verfahren @ () haben die Ordnung p + i, allerdings
eben nur fiir das betrachtete spezielle Anfangswertproblem. Auch sind alle diese Verfahren stabil,
wenn die Original-Inkrementfunktion Lipschitzstetig ist. Dies genligt, um auch im globalen Fehler
(fur dieses spezielle Anfangswertproblem) die Ordnung p + 4 zu erhalten. O

3.1.2 Das Extrapolationsprinzip

Extrapolationsverfahren sind Einschrittverfahren, sie erweitern ein Grundverfahren (zumeist) niedri-
ger Ordnung zu einer Klasse von Verfahren héherer Ordnung. Die zugrundeliegende Idee findet man
bereits im Romberg-Verfahren zur numerischen Quadratur. Im komplizierteren Fall gewdhnlicher
Differentialgleichungen basiert Extrapolation auf den Arbeiten von Gragg [40], Bulirsch und Stoer
[10] sowie Stetter [94]. Mit dem Gragg-Bulirsch-Stoer-Verfahren steht ein effizienter Extrapolations-
Algorithmus im R™ zur Verfligung. Bei der Erweiterung auf Lie-Gruppen sorgt die Nicht-Kommuta-
tivitat fiir weitere Komplikationen.

Gegeben sei als Grundverfahren eine Einschrittmethode (3.1) mit Inkrementfunktion & fir die
Differentialgleichung (2.9). Um einen Schritt mit der Basisschrittweite H von y,, in t,, nach y, 1 in
tnt1 = tn + H auszufihren, berechnen wir fur ¢ = 1,...,1 Naherungen y,, 1 in t,41 mit jeweils
n; Schritten mit der konstanten Schrittweite h; = H/n;. Dies flhrt fur jedes i € {1,...,1} zu einem
Gesamtinkrement H®; in der Form

Yn+1,i =exp(hi®ip,) - exp(hi®;2) - exp(hi®i1)yn (3.14)
=:exp(H®P;)yn. (3.15)

Die asymptotische Entwicklung des globalen Fehlers ergibt zusammen mit der BCH-Formel

exp(H®;) = exp(hYep(tni1)) .. . exp(h en(tni1)) (3.16)
-exp(O (HN+1))eXp(HV(t,yn,H)) (3.17)
N
HO; =Hv(t,yn, H) + hep(tni1) + Y Bfeg(tnsr) + O (RN, (3.18)
k=p+1

Man beachte, daR sich nur der Koeffizient vom O (hP)-Term direkt aus (3.16) ergibt, in die Terme
héherer Ordnung gehen noch Kommutatoren aus der BCH-Formel ein.

Wenn die ®; mit hinreichender Ordnung berechnet sind, kann wie im Fall gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen auf hohere Ordnungen extrapoliert werden. Die Berechnung kann mit Hilfe der
BCH-Formel durchgefiihrt werden, wenn geniigend viele Kommutatoren verwendet werden. Wir fiih-
ren dies im folgenden fur Basis-Methoden @ der Ordnung 1 und 2 aus.

3.1.3 Extrapolation fur Grundverfahren der Ordnung 1

Wir betrachten hier exemplarisch die explizite Euler-Methode. Um auf die Ordnung p zu extrapolie-
ren, miissen wir die ®; bis zur Ordnung p berechnen, d.h., ein Fehler von O (hP*1) ist zulassig. Es
gilt mit h = h;

exp (H®;) =exp(h®;p,) - ... exp(h®; 1) mit (3.19)
D15 =F(ya) + O (H). (3.20)
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3. EXTRAPOLATION

Fir den einfachen Kommutator gilt somit
[h®; 5y, h®i j,] =[h®i j,, h®i j, — hd;j,] = O (h?). (3.21)

Fir einen iterierten Kommutator mit & Termen (wir sagen: (k — 1)-facher iterierter Kommutator oder
Kommutator (k — 1)-ter Stufe) erhalten wir

1Dy, o i) =0 (A5

Somit haben wir die Kommutatoren bis zur p — 2-ten Stufe zu berechnen.

Betrachten wir die Kommutatoren als Korrekturfunktionen, so stimmt die Struktur mit den Kor-
rekturfunktionen bei den RK-MK-Methoden [73, 74] (iberein. Keine Korrekturen sind fiir Ordnung 2
notwendig, fiir Ordnung 3 sind Kommutatoren erster Stufe notwendig, fir Ordnung 4 benétigt man
Kommutatoren zweiter Stufe.

Zur Implementierung nutzen wir die harmonische Folge n; = 4. Fir h®; sind keine Korrektur-
funktionen notwendig. Flr ny = 2 ergibt sich h®, direkt aus der BCH-Formel, angewandt auf @, »
und @, ;. Dabei werden nur Kommutatoren bis zur Ordnung p — 2 berlcksichtigt. Zur Bestimmung
von ®;, i > 2, kann die BCH-Formel mehrfach angewendet werden. Diese Vorgehensweise ist aller-
dings nicht sehr effektiv, sie fuhrt zu einer groBen Zahl von Kommutatoren fiir héhere Ordnungen.
Wir berechnen daher direkt geeignete Approximationen.

\or uns steht nun die Aufgabe, Versionen der BCH-Formel der Approximationsordnungen p =
3,4 fur jeweils n = 2, 3, 4 Exponentialfunktionen zu finden, also Z,, mit

exp(Za) =exp(X1)exp(X; + X2) + O (hp+1) (3.22)
exp(Z3) = exp(X1) exp(X1 + Xa) exp(X1 + X3) + O (hPH) (3.23)
exp(Zs) = exp(X1) exp(X1 + Xo) exp(X1 + X3) exp(X1 + X4) + O (hPH1) (3.24)

(3.25)

wobei X; = O (h) und X, X3, X4 = O (h?).

Gesamtordnung 2

Der Kommutator niedrigster Ordnung [X, X>] ist bereits dritter Ordnung in A, so daR3 keinerlei Kom-
mutatoren berlicksichtigt werden missen.

Gesamtordnung 3

Hier miissen nur einfache Kommutatoren berlcksichtigt werden, Kommutatoren zweiter Stufe sind
bereits von vierter Ordnung in h. Wir erhalten

Zy =2X1 + Xo + [X1, Xo] (3.26)
Z3 =3X1+ Xo+ X35+ [Xl,Xg]. (3.27)

Diese Varianten sind offensichtlich optimal, da sie nur jeweils einen Kommutator enthalten.

Gesamtordnung 4

Wir wollen hier ins Detail gehen und die Berechnung optimaler Formeln mit Mathematica beschrei-
ben.
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2 Exponentialfunktionen Die freie Lie-Algebra mit Termen bis zur Ordnung 4 besteht aus 4 Ele-
menten:

{X1, Xo,[X1, X2, [ X1, X1, Xo]} (3.28)

mit jeweils Ordnung 1,2,3,4 in h. Die LOsung ergibt sich identisch zur Ordnung 3, da der einzige
Term 4. Ordnung [ X, X1, Xs] in Zs nicht auftritt:

Zy =2X1 + Xo + [ X1, X5 (3.29)

3 Exponentialfunktionen Die freie Lie-Algebra mit Termen bis zur Ordnung 4 enthélt die 8 Ele-
mente

{X1, Xo, X3, [ X1, Xo, [X1, X3], [Xo, X3], [X1, X1, Xo], [ X1, X1, X3]} (3.30)
mit jeweils Ordnung 1,2, 2,3, 3,4, 4,4 in h. Man erhalt

1 1 1
Z3 =3X1+ X2 + X3+ [X1, Xo] + §[X1,X3] - g[Xl,XlaXﬂ + 6[X1,X1,X3] (3.31)
Dieser Ausdruck lait sich offensichtlich mit 4 Kommutatoren auswerten. Durch geschicktes Zusam-

menfassen ergibt sich folgende Variante mit 3 Kommutatoren:

1

Cl = [X17X2]7CQ = [X17X3]7C3 = 6

[Xl, —201 + CQ]

Naturgemal stellt sich die Frage, ob diese Variante optimal ist. Wir versuchen, den Ausdruck Z3 mit
2 Kommutatoren zu berechnen und setzen an:

o :[Xl 4+ a1 X9 + a2 X3,a3X7 — 2X9 + Xg] (332)
Co =[X1 + as X2 + a5X3,a6 X1 + a7 X2 + ag X3 + (1] (3.33)
Z3 =a9 X1 + a10X2 + a11X3 + a2Cy + a13C5. (3.34)

Ein Koeffizientenvergleich mit (3.31) liefert ein System von 8 polynomialen Gleichungen, der maxi-
male Polynomgrad ist dabei 3. Mathematica gibt 4 verschiedene parametrisierte Lsungsscharen an,
wir wahlen davon eine aus und setzen so viele Koeffizienten wie méglich gleich null. Es ergibt sich
die Losung

C1 =[X1, —2X5 + X3] (3.35)
1 1
Cy=[X; —-X;3, =X, +C 3.36
h =[X1 13 [g2 + (4] ( )
1
Z3=3X1+Xo+X3+Cq + ECQ (337)

Diese Variante ist offensichtlich optimal hinsichtlich der Zahl der Kommutatoren, denn zur Generie-
rung von [X1, X1, Xo] werden zwei Kommutatoren benétigt.
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4 Exponentialfunktionen Die freie Lie-Algebra mit Termen bis zur Ordnung 4 enthélt die 13 Ele-
mente

{X17X2yX37X4, [X1,X2]7 [X17X3]7 [X1,X4], [X27X3]7 [X2,X4], [X3,X4]7

(3.38)
[leXlaXQ]a [X1,X17X3]7 [X1,X13X4]}

mit jeweils Ordnung 1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,4,4,4 in h. Hier besteht die Mdglichkeit, die Formel fir
2 Exponentialfunktionen sukzessiv anzuwenden, jeweils fiir den 1. und 2. sowie fur den 3. und 4. Ex-
ponentialterm, und dann ein drittes Mal auf diese beiden Ergebnisse. Dies flihrt auf 6 Kommutatoren,
was nicht befriedigend erscheint. Betrachten wir zunéchst die Darstellung des gesuchten Z,4 in der
freien Lie-Algebra.

1 1 3
Z4 :4X1 + X2 + X3 + X4 — §[X1,X2] + §[X1,X3] =+ §[X1,X4]
1 1 1 1
+ §[X27X3] + §[X27X4] + §[X37X4] - §[X17X17X2] (339)

1 1
- §[X1,X1,X3] + §[X1,X1,X4]
Wir versuchen, das System fr einen Ansatz mit 2 Kommutatoren zu lésen, und bauen dabei gleich
die Kommutatoren héchster Ordnung in den Ansatz ein:

1 1 1
Cl :[Xl + a1 X9 + CL2X3 + a3X4, as X1 — §X2 — §X3 + §X4] (340)
Co =[X1 + a5 X2 + a6 X3 + a7 Xy, as X1 + agXo + a10X3 + a1 Xy + (4] (3.41)
Zy =4X1 + Xo+ X3+ Xy 4+ a12C1 + Cy (3.42)

Man erhalt 9 Gleichungen mit 12 Variablen, Mathematica ermittelt 38 parametrisierte Lésungsscha-
ren, wir wéhlen folgende Lésung aus:

1 1 1 1
=X —Xy,—=X9— =X - X. 3.43
Cl[1+34,2223+24] (3.43)
1
Cy :[Xl — §X3,4X1 +1X9 + Cl] (3.44)
Zy =4X1 + Xo+ X3+ X4+ 3C1 + 0y (3.45)

Ubersicht

Wir fassen zundachst kurz den benétigten Aufwand fir Ordnung p = 1, 2, 3, 4 zusammen:

EXP RK-MK
p || #f | #exp | #[] | #f | #exp | #[]
1 1 1 0 || 1 1 0
2 2 0 | 2 2 0 (3.46)
3 6 | 4 2 | 3] 3 1
4l 10| 7 6 | 4| 4 2

Im Vergleich zu den RK-MK-Methoden benétigen wir hier, insbesondere fiir héhere Ordnungen, deut-
lich mehr Funktionsauswertungen, Exponentialfunktionen und Kommutatoren.
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3.2 Quadratische Extrapolation

3.2 Quadratische Extrapolation

3.2.1 Symmetrische Methoden

Obwohl im allgemeinen die Schrittweite ~ > 0 vorausgesetzt wird, kann man fast alle Einschrittver-
fahren ohne weiteres mit negativer Schrittweite ausfuhren, in diesem Falle gilt eben ¢,,,1 < t,. Unter
diesen Voraussetzungen kann man zu einem Einschrittverfahren ein adjungiertes oder auch gespiegel-
tes Verfahren definieren.

Definition 3.2.1. Das zum Einschrittverfahren (3.1) adjungierte Verfahren

Yn+1 = exp(h®* (tn, Yn, h))yn (3.47)

ist implizit gegeben durch

Yn :exp(_hq)(thrhyner _h))ynJrl' (348)

Bemerkung 3.2.1. Wir betrachten hier ausschlielich autonome Differentialgleichungen, so daf3 fiir
die Ublichen Verfahren die Inkrementfunktion von der Zeit unabhéngig ist. Wir belassen sie hier trotz-
dem als formales Argument der Inkrementfunktion.

Interpretiert man das Grundverfahren mit Schrittweite h als Abbildung, so ist das adjungierte Ver-
fahren mit der Schrittweite —h gerade die inverse Abbildung, gewissermafien macht das adjungierte
Verfahren das Originalverfahren rlickgangig. So ist das adjungierte Verfahren zur expliziten Euler-
Methode

Ynt+1 =exp(hf(yn))yn (3.49)
die implizite Euler-Methode
Ynt1 =exp(hf (Yn+1))n, (3.50)
das adjungierte Verfahren zur Trapezregel
Yn+1 =exp(h/2f(yn+1)) exp(h/2f (yn))yn (3.51)

ist die Trapezregel selbst. Im Rahmen der Extrapolationsverfahren sind Verfahren mit dieser Eigen-
schaft von besonderer Bedeutung.

Definition 3.2.2. Ein Einschrittverfahren heilst symmetrisch, wenn es mit seinem adjungierten Ver-
fahren bereinstimmt.

An der Trapezregel erkennt man auch ein wichtiges Konstruktionsprinzip fur symmetrische Me-
thoden — sie ergeben sich durch Hintereinanderausfiihrung eines Verfahrens und des adjungierten
Verfahrens.

Bereits im ODE-Fall zeigt sich allerdings, dal symmetrische Verfahren stets implizit sind. Als
Ausweg bietet sich, wie von Stetter [94] vorgeschlagen, die explizite Mittelpunktregel — ein Zweisch-
rittverfahren — an.

Definition 3.2.3. Die explizite Mittelpunktregel ist gegeben durch

y1 =exp(hf(yo))yo (3.52)
Yn+1 = eXp(th@n))yn—l (3.53)
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3. EXTRAPOLATION

Wir werden zeigen, daf die explizite Mittelpunktegel &quivalent zu einer symmetrischen Ein-
schrittmethode ist. Unser Beweis lehnt sich an Stetters Beweis der Symmetrie der expliziten Mittel-
punktregel im klassischen Fall an, wir weisen die Symmetrie aber nicht direkt wie in [94], [116] nach,
sondern schreiben die Mittelpunktregel als zusammengesetzte Methode.

Wir betrachten

u { yr Kk gerade
"7 exp(=hf(yk))yks1  k ungerade (350
v _{ exp(—hf(yk))yk+1 Kk gerade .
o =
Yk k ungerade
sowie das verdoppelte System
/
= t =
W= ) ulto) = 59
v = fu)l,, v(to) = yo.

Fir dieses System ist die symplektische Euler-Methode [47], die einen expliziten Euler-Schritt flr v
mit einem impliziten Euler-Schritt fiir « kombiniert, gegeben durch

Unt1 =exp(hf(vn+1))un
3.56
it = exp(hf (1)) 559

Lemma 3.2.1. Die adjungierte Methode zur symplektischen Euler-Methode ergibt sich durch Vertau-

schung von « und v, d.h.,
Up+1 = eXP(hf(Un))un (3.57)
Un41 = eXP(hf(unJrl))UW

Beweis. Durch wechselseitiges Vertauschen von wu,, und w,.1, wechselseitiges \Vertauschen von v,,
und v, 41 Sowie Ersetzen von h durch —h ergibt sich die Behauptung. O

Der entscheidende Schritt ist nun zu erkennen, dal3 gilt:

Lemma 3.2.2. Die Losungen uy, vy in (3.54) ergeben sich durch alternierende Anwendung der ad-
jungierten symplektischen Euler-Methode (3.57) und der symplektischen Euler-Methode (3.56) auf
die Startwerte ug = vg = yo.

Beweis. Durch Einsetzen uberpriift man leicht die Richtigkeit der Behauptung. Zur Illustration stellen
wir die ersten zwei Schritte im folgenden Tableau dar:

Uy = Yo implizit w; = exp(hf(y1))yo 258
vo = exp(—hf(yo))y1 explizit v; =y = exp(hf(yo))yo (3.58)
uy = exp(hf(y1))vo explizit us = yo = exp(2hf(y1))yo 250
vr = y1 = exp(hf(wo))yo implizit vy = exp(—hf(y))ys = exp(hf () o)

O

Falit man jeweils 2 Integrationsschritte zusammen, so ergeben diese nach dem oben Bemerkten
eine symmetrische Einschrittmethode, da ein Verfahren und das adjungierte Verfahren hintereinander
ausgefihrt werden. Die geraden Werte uo;,, vy, €rgeben sich also aus einem symmetrischen Einschritt-
verfahren flir das System (3.55). Von diesen approximieren die uoy, die gesuchte Lésung.
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3.2 Quadratische Extrapolation

3.2.2 Quadratische Entwicklung des globalen Fehlers

Wir werden zeigen, dal symmetrische Methoden eine fir die Extrapolation besonders giinstige asym-
ptotische Entwicklung des globalen Fehlers besitzen. Wir betrachten hier eine Einschrittmethode (3.1)
mit Inkrementfunktion ® der Ordnung p. Der Fehler le;,(t) nach (2.13) besitze eine Entwicklung

lep(t) =dp1 hPTH 4+ O (hP2). (3.60)
Lemma 3.2.3. Der lokale Fehler le* der adjungierten Methode besitzt eine Entwicklung der Form
le*(t,h) =(=1)Pdpp1 (AT + O (hPT2) (3.61)
Beweis. Moge v(t,y(t),h) € g den exakten FluR der Differentialgleichung vermdge
y(t + ) = exp(hw(t,y (1), h))y(t) (3.62)
generieren. Dann gilt insbesondere auch
y(t+ h) =exp(hv(t + h,y(t + h),—h))y(t). (3.63)

Wir kénnen aus der Darstellung des lokalen Fehlers, indem wir einen Schritt mit der Schrittweite —hA
von t + h nach ¢ betrachten, folgern:

—h®(t+ h,y(t + h),—h) = —hv(t + h,y(t + h), —h) + dpy1(—h)PTH + O (RPF2) . (3.64)
Seinun y,, = y(t) und sei y;  , der mit der adjungierten Methode berechnete Wert. Dieser ist durch
Yn =exp(—h@(t + h,yp 1, —h))yni1 (3.65)

gegeben. Wir schreiben dies als Fixpunktgleichung fiir die Inkrementfunktion der adjungierten Me-
thode — die Gleichung

w =h®(t + h,exp(w)y(t), —h) (3.66)

hat gerade w = h®*(t,y(t), h) als Fixpunkt. Dieser ist auch eindeutig fur ~ — 0, da die rechte

Seite eine Lipschitzkonstante L = O (h) fir w = O (h) besitzt. Wir setzen in die rechte Seite der
Fixpunktgleichung (3.66) woy = hv(t + h,y(t + h), —h) als Startwert einer Fixpunktiteration ein:

h®(t + h,exp(w)y(t), —h) =h®(t + h,y(t + h), —h) (3.67)

=wy — dp11(t + h)(—h)PT + O (hPF?), (3.68)

wobei wir zundchst (3.63) und in der zweiten Zeile (3.64) verwendet haben. Nach Banachschem
Fixpunktsatz haben wir

L
(@ —wo) — (w1 —wo)l| <3—Fllwr —wol = O (RP*2),

daL =0O(h). O

Aus Gleichung (3.12) folgt nun, daf der fiihrende Term in der asymptotischen Entwicklung des
globalen Fehlers der adjungierten Methode durch (—1)Pe,(t)h? gegeben ist. Dies kdnnen wir verall-
gemeinern:
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3. EXTRAPOLATION

Satz 3.2.4. Sei die asymptotische Entwicklung einer Einschrittmethode (3.1) durch (3.4) nach Satz
3.1.1 gegeben. Dann besitzt die adjungierte Methode die asymptotische Entwicklung

Yn =exp(hPep(tn)) exp(h? T ep 1 () - exp(hN e (tn)) exp(O (BN T))y(tn),  (3.69)
mit ey (t) = (—1)%ex(t) fur k = p,..., N.

Beweis. Rekapitulieren wir noch einmal die Bezeichnungen aus Satz 3.1.1 (iber die asymptotische
Entwicklung. Zur Methode @ von der Ordnung p wurde eine Methode ® (1) der Ordnung p + 1 mittels

oxph® (1, y, h)] = exp[=hPe,(t + h)]

-exp [h®(t,exp[hPe,(t)]y, h)] - exp[hPe,(t)] (3.70)

konstruiert. Die Exponentialfunktionen haben wir der Ubersichtlichkeit halber komplett mit eckigen
Klammern versehen. Wir zeigen zunéchst: die Adjungierte (®1))* von &) ist durch (®*)(1) gegeben.
Wir kénnen (@*)(1) einfach angeben, wobei wir beachten, daB e, in (—1)Pe,, Ubergeht beim Ubergang
von ¢ zu &*:

y1 = exp[h(®*) V) (t,y, h)]y =exp[—(—h)Pey(t + h)]-
-exp [h®*(t, exp[(—h)Pey(t)]y, h)] exp[(—h)Pep(t)]ly  (3.71)

::77

Den Ausdruck » identifizieren wir als die Anwendung der Adjungierten auf das Argument exp[(—h)Pe,(t)]y
—also gilt

exp[—ho(t + h,n, —h)ln = exp[(=h)Pep(t)]y. (3.72)
Betrachten wir nun andererseits (®(1)*. Mit 5 := exp[h(®M))* (¢, y, b))y gilt

y =exp[~h®V(t + h,yo, —h)]ys
=exp[—(—h)Pey(t)] - exp [ — h®(t + h, exp[(—h)Pep(t + h)|y2, —h)]- (3.73)
-exp[(—h)Pep(t + h)|y2 =: RHS

Fur hinreichend kleines h ist yo eindeutig bestimmt, es genlgt also, wenn wir yo = y; in RHS
einsetzen und Gleichheit nachweisen. Durch zweimaliges Einsetzen von (3.71) ergibt sich zundchst

RHS =exp[—(—h)Pey(t)] - exp [ — h®(t + h,n,—h)] - 7 (3.74)

und hieraus folgt mit (3.72) die Behauptung y = RH .S und damit die Kommutativitat des Diagramms

P (3.70) (I)(l)

adjl Jadj

P* (3.70) (@(1))* — ((I)*)(l)

Ersetzt man also ® durch ®*, so geht d,1 in (—1)”dp1, e, in (—1)Pe,, und die nach (3.9), (3.70)
konstruierte Inkrementfunktion ®(1) in die Adjungierte (&())* tber.
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3.2 Quadratische Extrapolation

Iterieren wir den ProzeB () — ®(i+1) so ergibt sich eine Folge von kommutativen Diagrammen

P (3.9 o) (3.9 P2 (3.9 H3) (3.9

adjl adjl adjl adjl (3.75)
P (3.9) ((I)* ) (1) (3.9) ((I)* ) () (3.9) ((I)* ) (3) (3.9)
Wir folgern, daB beim Ubergang zur adjungierten Methode e,,+; in (—1)Pe,; tibergeht. O

Wir kénnen dieses Ergebnis auch so formulieren, daB sich die asymptotische Entwicklung der
adjungierten Methode ergibt, indem A durch —h in der asymptotischen Entwicklung der Ausgangs-
methode ersetzt wird.

Als wichtigstes Ergebnis dieses Abschnitts erhalten wir damit

Satz 3.2.5. Symmetrische Methoden besitzen eine asymptotische Entwicklung des globalen Fehlers in
geraden Potenzen von h.

Beweis. Eine symmetrische Methode stimmt mit ihrer adjungierten Methode bereinstimmt, daher
fallen die ungeraden Potenzen in der asymptotischen Entwicklung des globalen Fehlers weg. O

3.2.3 Extrapolation mit der expliziten Mittelpunktregel

Die explizite Mittelpunktregel kann als symmetrische Einschrittmethode fiir die Approximationen o,
interpretiert werden. Die geraden Werte besitzen daher eine asymptotische Entwicklung des globalen
Fehlers in geraden Potenzen von h. Wir nutzen diese Approximationen yo;, zur Extrapolation.

Bemerkung 3.2.2. Auch flr die Werte an ungeraden Knoten 4Rt sich eine quadratische Entwicklung
nachweisen, man nutzt dazu eine symmetrische Darstellung mittels der Lésung am vorhergehenden
und am folgenden Knoten.

Ein Schritt mit der Grundschrittweite H ergibt sich genauso wie im Abschnitt 3.1.2 beschrieben,
nur sind jetzt alle Schrittzahlen n; gerade. Der einfachste Extrapolationsschritt ergibt sich fur die
Schrittweitensequenz (2, 4) - wir erhalten bei entsprechender Approximation der BCH-Formel eine
Methode der Ordnung 4.

Der erste Teilschritt mit n; = 2 liefert

Vi1 =exp(H/2f(yn))yn (3.76)
h®y =hf(Y11). (3.77)

Die eigentliche LOsung Y7 » an der Stelle ¢+ H wird nicht berechnet, da wir nur h® zur Extrapolation
bendtigen. Ebenso verfahren wir im 2. Teilschritt mit no = 4

H/2f(Y21))yn
Y3 =exp(H/2f(Y22))Y21

H®y 1 =f(Y2,1)

H®y 5 =f(Y23)

1
Ho, :H¢2,2 + H¢2,1 + §[H(I)2,2, H(I)QJ]. (378)

Yo 1 =exp

—~ o~

Yo 2 =exp
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3. EXTRAPOLATION

Aus Abschnitt 3.1.3 wissen wir bereits, dal’ die Approximation in (3.78) genau bis einschlieBlich der
Ordnung 4 ist. Mit H®; und H ®, wird dann der eigentliche Extrapolationschritt ausgefihrt:

H® =(4H®y — HD1)/3 (3.79)
Ynt+1 =exp(HP)y, (3.80)

Im Vergleich zu RK-MK-Methoden der Ordnung 4 benétigen wir nur einen Kommutator. Im Ge-
gensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen, wo die Extrapolationsverfahren eine Unterklasse
der Runge-Kutta-Verfahren darstellen, sind die hier entwickelten Extrapolationsverfahren nicht in der
RK-MK-KIlasse enthalten.

3.2.4 Effiziente Approximationen an die BCH-Formel

Vor uns steht wie in Abschnitt 3.1.3 die Aufgabe, Approximationen an die BCH-Formel zu konstruie-
ren, diesmal fiir die Approximationsordnungen p = 2,4, 6, 8 fiir jeweils n = 2, 3, 4 Exponentialfunk-
tionen. Davon wurden die Félle p = 2, 4 bereits im oben erwéhnten Abschnitt 3.1.3 geldst.

Wir suchen also Z,, mit

exp(Zy) =exp(X1)exp(X; + X2) + O (th) (3.81)
exp(Z3) =exp(X1)exp(Xy + X2)exp(X; + X3) + O (hp+1) (3.82)
exp(Z1) = exp(X1 ) exp(Xy 4+ Xo) exp(Xy + Xa)exp(Xy + Xa) + O (%)) (3.83)

(3.84)

wobei X; = O (h) und Xo, X3, Xy = O (h?).

Darstellung fur zwei Exponentialfunktionen

Fir 2 Exponentialfunktionen laBt sich Z, noch mit vertretbarem Aufwand manuell aus der BCH-
Formel ableiten. Betrachten wir die BCH-Formel in der Form

exp(Z) =exp(X)exp(Y') mit (3.85)
Z=X+Y+> Ci(X)Y). (3.86)
i>2

Die Funktionen C; sind Linearkombinationen von iterierten Kommutatoren (i — 1)-ter Stufe der Form
U1, (..., [Ui=1, U] .. ]I mit U € {X, Y}, (3.87)

man siehe [105]. Fur den konkreten Fall X = X3, Y = X1+ X, gilt [X,Y] = [X,Y — X] = O (h?),
und somit

Ci(X1, X1 + Xo) =0 (W) (3.88)

Fur ungerades ¢« = 2k + 1 kénnen wir aber noch mehr zeigen.
Zum einen gilt offensichtlich

Ci(—X,-Y) = —Cy(X,Y), (3.89)
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3.2 Quadratische Extrapolation

zum anderen folgt aus exp(—Z2) = exp(—Y') exp(—X) gerade
Ci(-Y,—X) = —Cy(X,Y). (3.90)
Somit fuhrt eine Vertauschung der Argumente in C; gerade auf C;(Y, X) = C;(X,Y") oder auch
Ci(Y, X) :%(ci(x, V) 4 (Y, X)), (3.91)
Obiger Ausdruck setzt sich aus Summanden der Form
(U1, [Us, ..., Ui, [X, Y]] .. )] 4+ [V1, [Vay - - [Vieo, [V, X ... ] (3.92)

mit {U;,V;} = {X,Y} zusammen. In der innersten Klammer haben wir dabei 0.B.dA. U; = Y
gesetzt.

Fir X = X;und Y = X; + X, entwickeln wir diesen Ausdruck nach Potenzen von A, und
bestimmen den Term niedrigster Ordnung (O (h*1)). Die innerste Klammer ist bereits O (h?), daher

ergibt sich der gesuchte Term, indem U; = V; = X fur j = 1,...,7 — 2 eingesetzt wird. Dieser
Term
[Xu, [ (X, X+ X)L+ (X [ X 4+ X, X))
=X [ X0, X+ X)L X L (X X+ X)) (3.93)
=0

verschwindet aber, und somit gilt
Ci(X1, X1 + Xo) =0 (h'?). (3.94)

Als Konsequenz ergibt sich, dal® wir fir Ordnung p = 4,6, 8 fiir 2 Exponentialfunktionen in der
BCH-Formel fiir die gesuchte Approximation Zép) Terme mit bis zu i = 2, 4, 6 Matrizen beriicksich-
tigen missen. Fir ZQ(p) ergibt sich somit direkt aus der BCH-Formel

1
Z§4) =2X;+ Xo + §[X17X2] (3.95)

1
78 —oX) + X, + 5 X1, Xo] = = [Xo, X1, Xo] = 22X + Xo, X1, X, X (3.96)

1 1
12 24

1 1
2y =2X1 + Xo + 5 [X1, Xo] - 5 [Xo, X0, Xo] — o (X0 + X, X0, X0, X

1
12 24
+ g X0 X0, [0, [0, 0, Xl + 75560, [, [, X, [, )

1 1
360 160

_ 7710[)(1, [Xo, [Xo, [X1, X2]]]]/720 + %[X% 0, 10, X, Xl /80

%[Xz, (X1, [Xa, [ X1, Xa)]]]

Mit der effektiven Bestimmung dieser Ausdriicke sowie der Approximationen fiir 3 und 4 Expo-
nentialfunktionen werden wir uns in den folgenden Unterabschnitten beschaftigen.

(X1, [ X1, [Xo, [ X1, X2]]]]/360 + — [ X1, [Xo, [X1, [ X1, [X1, X2]]]]] (3.97)

+
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Ordnung 6 fur 2 Exponentialfunktionen  In diesem Fall gelangt man noch mit einem geeigneten
Ansatz manuell ans Ziel. Offensichtlich bendtigt man mindestens 3 Kommutatoren, um C' := [X; +
Xo, X1, X1, X5] zu bestimmen. Wir setzen daher

C1 =[X1, Xo]
Co =[X4, (] (3.98)
Cs :[Xl + X9, aCy + 02] =C+ O[[Xl,Xl,XQ] + Oé[XQ,Xl,XQ].

Damit ist der Kommutator C' generiert, und man erkennt leicht, daB fiir o = 2

(6) _ L
Zy ' =2X1+ Xo + 201 + 1202 24C3 (3.99)

die geforderten Eigenschaften besitzt.

Ordnung 8 flr 2 Exponentialfunktionen Die Ausdriicke werden nun so unibersichtlich, daR wir
uns Mathematica bedienen, um die Gleichungen aufzustellen und zu I6sen. Mit dem Paket GLIEALG
(siehe Abschnitt 3.3 ) generieren wir eine Basis der Lie-Algebra.

Die Basis der Lie-Algebra besteht jetzt aus 17 Elementen. Die Ausdriicke in der BCH-Formel
werden Ubersichtlicher, wenn wir eine symmetrische Version entwickeln. Mathematica liefert dies
durch Z = log(exp(Y1 — Y2) exp(Y7 + Y3)). Wir erhalten

1 1
Z :2Y1 + [Y17Y2] - g[YQ,Yl,YQ] - E([Y17Y17Y17Y2] + [Y27Y27Y17Y2])
1 1
—%[YlyylaYVQ’YbYﬂ+%[YV27Y1>Y17Y717Y72] (3100)
1
— Y1, Y1, Y1, 17,17, Y5,
+120[ 1,1, 41,141,141, 2]

Ohne tiefergehende Uberlegungen kann man zunachst nur feststellen, daR mindestens 5 Kommuta-
toren notwendig sind, da ja [Y7, Y7, Y1, Y7, Y7, Y2] generiert werden muR. In [117] wird eine L&sung
mit 6 Kommutatoren angegeben. Wir versuchen hier einen Ansatz mit 5 Kommutatoren. Der kom-
plette Ansatz beinhaltet die 35 Variablen ay, .. . , az4 und generiert, beginnend mit X; = Y7 — Y5 und
X9 = Y] + Y5, die Kommutatoren

(X1, X

[ap X1 + a1 Xo, C]
[

[

a2 X1 + azXs + asCh, a5 X1 + ag Xo + a7Cy + C9]
ag X1 + agXo + a10C1 + a11Co,
a12X1 + a13Xo + a14Cy + a15C + Cs]
Cs5 =[a16X1 + a17X2 + a18C1 + a19C2 + a20Cs,
a21X1 + a2 X2 + a23C1 + aaCs + a25C3 + Cy)

C1
Cy
Cs
Cy

(3.101)

8
Zé ) —a26X1 + a27 X2 + assC + az0C + az0Cs + az1 Cy + azzCs

Der entstehende Ausdruck fur ZQ(S) besteht aus 6488 atomaren Termen und setzt sich aus 1013 Sum-
manden zusammen. Allein dies verdeutlicht, daB eine manuelle Auswertung dieser Ausdriicke nicht
maoglich ist. Mit Mathematica fassen wir die Koeffizienten vor den 17 Basiselementen zu 17 Gleichun-
gen zusammen, die von unterschiedlicher Komplexitét sind. Die einfachste Gleichung besteht aus 6
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3.2 Quadratische Extrapolation

atomaren Ausdriicken (—2 + a9s + a27 = 0), die komplexeste aus 1095 atomaren Ausdriicken. Eine
Gleichung ist identisch erfillt, so daR 16 Gleichungen fir 32 Variable verbleiben.

Symbolische Lésungsalgorithmen l6sen polynomiale Gleichungen durch eine Transformation in
Grobner-Basen des erzeugten Ideals im Polynomring, wobei man als Ergebnis eine parametrisierte
Darstellung der Ldsung erhélt. Dabei werden im Verlaufe des Algorithmus neue Elemente des Ideals
generiert und andere daflr eliminiert, wobei die Menge der betrachteten Polynome im allgemeinen
deutlich groRer als die Eingabemenge oder die Lésungsmenge ist. Haben wir also deutlich mehr Va-
riable als Gleichungen, so ist kaum damit zu rechnen, dal’ eine Lésung in vertretbarer Zeit gefunden
wird. Glnstiger ist es, wenn nur wenig mehr Variable als Gleichungen vorhanden sind.

Wir gehen daher wie folgt vor: Wir setzen so lange freie Variablen zu Null, bis das System keine
Ldésung mehr besitzt, und verwenden dann die zuletzt zu Null gesetzten Variablen wieder als freie
Variable. Konkret setzen wir

ap = a3z = ag = ag = 14 = G15 = (17 = A19 = A0 = A21 = az5 = 0. (3.102)

Die obige Auswahl kam nach einer ganzen Reihe von Versuchen zustande, zu erwahnen ist, dal} die
Losbarkeit des Systems noch nicht ausreicht, denn die berechnete Lésung muf3 auch noch reell sein!
Eine weitere, allerdings nicht notwendige Forderung ist, dal die Lésung rational ist.

Damit verbleiben noch 21 Variablen flr 16 Gleichungen, die mit Mathematica dann in ca. 1 Se-
kunde geldst werden. Der maximale Polynomgrad ist dabei 5. Aus den 4 parametrisierten Losungs-
scharen wahlen wir eine aus. In dieser sind 6 freie Variable enthalten, also waren die Gleichungen
nicht unabhéngig.

Wir setzen noch a; = ag = 1 und a13 = a1 = ass = age = 0 und erhalten die Lésung

C1 =[X1, X2
Co =[X>, C1]

1 7

= — X —_—

C3 240[ 1, 3C1 + 9]

3
Cy :[Ecl + Xo, Cs] (3.103)

3 13 7

Cs =[X1+—=C1, —C4 Cy + Cy)

14772407 1080
(8) 1 1 7
22 :X1+X2+§Cl—502—303—1—5044—05.

Approximationen fur drei und vier Exponentialfunktionen

Ordnung 6 fur 3 Exponentialfunktionen  Ohne Ausnutzung spezieller Eigenschaften der X; konn-
te in [117] ein geeignetes Z§6) mit 6 Kommutatoren konstruiert werden. Wir stellen die erwahnte
Losung hier kurz dar:

Es bezeichne Y7 = X1, Y5 = X1 + X5, Y3 = X; + X5.
Im Ergebnis erhalten wir

Z) =Yi + Yy + Y3 + ds — dy + O(R") (3.104)
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mit
i = [H—%%,%Yg—%m
ds = [Y1—-Y3— %cﬁ - gdg, Yy + Y — 1g§ZZ7dl I gdﬂ
M1=Y1—Y3—%dl+%d2_2d3
DRSO TR
dy = [Ml,MQ]

wobei wir mit 6 Kommutatoren auskommen. Dies erscheint fir das so gestellte Problem optimal.
Neben Y; —Y; = O (h?) existieren jedoch noch weitere Abhangigkeiten unter den Y;. Wir knnen das
Resultat verbessern, indem wir folgendes Lemma ausnutzen, welches einfach aus der asymptotischen
Entwicklung der numerischen Ldsung folgt:

Lemma 3.2.6. Es gilt

D;j — 28, 11 + D o =0 (h?) (3.105)
®; ; — 30 11 + Do — iy =0 (%) (3.106)
Mit Lemma 3.2.6 kdnnen wir unseren Ansatz wie folgt modifizieren:
exp(Z{%) = exp(X1 — X3) exp(X1) exp(X1 + X3 + X3) (3.107)
mit X; = O (h), X, = O (h*), X3 =0 (h%). (3.108)

Wir generieren mit Mathematica die entsprechende bewertete Lie-Algebra der Dimension 15. Fir
Zéﬁ) ergibt sich durch Logarithmieren

1 )

1
2y =3X1 + X3+ 20X1, Xo] + [X1, Xs] = 5[X, Xa] + [X1, X1, X5] = £[X2, X1, Xo)
5 5 1 1
= 512, X1, Xl + 5 [X1, X, Xa] = S [X0, Xo, X0, X = 21X, Xo, X0, Xs).

(3.109)

Wir vermuten, diesen Ausdruck mit 3 Kommutatoren berechnen zu kdnnen. Der verwendete Ansatz
hat die Gestalt

C1 =2[X1, Xo] + [ X1, X3] + ao[ X2, X3] = [X1 + apX2,2Xs + X3]

Co =[a1 X1 + apXs + a3 X3, a4 X1 + a5 X2 + as X3 + C1] (3.110)
Cs =lar X1 + agXa + a9 X3 + a10C1, a11 X1 + a12X2 + a13a14 X3 + a15C1 + Co] '

6

Ein Koeffizientenabgleich ergibt 14 nichttriviale Gleichungen, denn die Gleichung fiir das Basisele-
ment [ X1, X1, X1, X1, Xo] ist identisch erfullt, es wird nicht durch 3 Kommutatoren generiert. Wir
setzen (nach einigem Probieren) as = a19 = a5 = 0 und erhalten 2 Lésungsscharen. Von diesen
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3.2 Quadratische Extrapolation

wahlen wir die erste, setzen freie Variable zu Null, und erhalten folgende Formel, wobei wir eine Dar-
stellung mit den Argumenten Y7 = X7 — X5, Y5 = X1, Y3 = X7 + Y5+ Y3 der Exponentialfunktionen
waéhlen:

C1 =[5/2Y1 — 7/2Y2, Y1 — V3]

Cy =[Y1 = 7/5Y5,C1 +13/10Y>2 — 3/2Y3]

C3 =[25/24Y7 — 5/8Y5, —88/125Y5 + 36/25Y3 + (5]

78 =V, + Yy + Y3 + 11/40C) + 5/24C5 + Cs

(3.111)

Ordnung 8 fuir 3 Kommutatoren Wir greifen wieder auf Lemma 3.2.6 zurlick. Der Ansatz Y| =
X1 —Xo,Ys = X4,Y; = X7 + X5+ X3 flhrt auf eine bewertete freie Lie-Algebra mit 3 Atomen der
Ordnung 1, 2, 3. Die Produktbasis besteht hier aus 176 Elementen, die Lie-Algebra besitzt Dimension
40. Die Approximation Z% ergibt sich zu

78 =3X1 + X3+ 2[X1, Xo] + [ X1, X3] — 1/2[ X2, X3]
+1/6[X1, X1, X3] 4+ 5/12[X1, Xo, X3] — 5/6[ X2, X1, Xo] — 5/6[ X2, X1, X3]
+1/6[ X, Xo, X3] — 1/6[X3, X1, X3] + 1/12[X3, Xo, X3]
—1/3[X1, X1, X1, Xo] — 1/6[X1, X1, X1, X3] — 7/24[X1, X2, X1, X3]
+1/8[X1, X2, Xa, X3] — 1/6[X1, X3, X1, X3] + 1/3[X1, X1, X2, X3]
— 1/24[ X5, X1, X1, X3] — 3/8[X2, X1, Xo, X3] + 1/4[ X, Xo, X1, X5 (3.112)
+3/8[Xa, X2, X1, X3] — 1/24[X1, X1, X1, X1, X3] — 31/80[X1, X2, X1, X1, X3]
— 23/240[X1, X1, X1, Xo, X3] — 1/15[X1, X1, Xo, X1, X3]
+ 77/240[X1, X1, Xo, X1, X3] + 31/120[ X2, X1, X1, X1, X2]
+31/120[ X2, X1, X1, X1, X3] + 13/180[X1, X1, X1, X1, X1, X2]
+ 13/360[X1, X1, X1, X1, X1, X3].

Man erkennt, dafl mindestens 5 Kommutatoren notwendig sind. Die Struktur der Kommutatoren mit
6 Termen fligen wir in den Ansatz ein (Koeffizienten vor X in C4, ..., Cs, sowie ayy = 13/360),
aulerdem verwenden wir einen sechsten Kommutator. Unser Ansatz lautet somit

Cy =2[X1, Xo| + [ X1, X3] + ao[Xe, X3] = [X1 + a9 X2, 2X2 + X3]
Co =[X1 + a1 X2 + a2X3,a3X1 + as X2 + a5 X3 + C1]
Cs =[X1 + ag X2 + a7 X3 + agC1,a9 X1 + a10 X2 + a11 X3 + a1201 + Co
Cy =[X1 + a13X2 + a14X3 + a15C1 + a16Co,
a17X1 + a18 X2 + a19X3 + a2 Ci + a21C2 + Cs]
Cs =[X1 + a2 X3 + a3 + X3 + a24C1 + azsCo + az6Cs,
a7 X1 + a Xo 4 a9 X3 + az30C1 + az1C2 + az2C3 + Cy]
Cs =[an X1 + aXs + as3Xs + a1aC1 + assCs,
as6 X1 + a47 X2 + asg X3 + a49C1 + a50C2 + a51C3]
Z§8) =az3 X1 + a4 Xo + ass X3 + azsC1 + az7Cs + azsCs + azoCy + agoCs + Cs.

(3.113)

Dies sind zunéchst 40 Gleichungen fiir 52 Variable, wobei die 3 Gleichungen fir X, X5, X3 sofort
ass, a34, azs ergeben. Die Gleichung fiir den Kommutator mit 7 Termen ist identisch erfiillt, und durch
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3. EXTRAPOLATION

die Wahl a49 = 13/360 fallen zwei weitere Gleichungen weg. Es verbleiben 34 Gleichungen fur 48
Variable.

Der LosungsprozeR gestaltet sich sehr schwierig, nach langerer Suche erhélt man schlieBlich fol-
gende Parameter

410591
1373 Vauvan 6865 +8 /5748274
an = — —_— al = ———— as =
0 2012 ) 130 2 29120 ’
41059
15 -/ 731937 — 104 /5748274
as=— |15, @="7o7 > a7 = )
13 130 378560
167700 150 (7267 -6 \/5748274) 0 14
90 = 1105017 M T 5337683 po 2= \ 410591°
42633 4980 4922910
a4 = 5 a9 = —-——, a0 = — | =o55-55 | »
209248 42029 5337683
14 329 5783680982160
=—60 - = = - 3.114
@21 Vatos91 “® 7 4167 % T 563193352279 ° (3.114)
360 (8032890253 — 3200400 /5748274) 76809600 /3355
429 = 563493352279 30 13407251
L (3200400 s a1 4. _ 4516957761960
L7 7 1031327 )0 BT T T 0 B80T 5E04806595341
14
oo T80 Vawser (20575 Lo 3L
5T 3233 b T8 T 1031327 )0 T2 T 2407
31 109278141590 1342140 Ti0ooT .
ay3 =—— = — asg = as; =
B80T 52784347187 ) Y 9889 » ol

Ordnung 8 fuir 4 Kommutatoren Da das vierte Atom bereits den Grad 4 besitzt, erhéht sich die
Dimension der Produktbasis (223) und auch der Lie-Algebra (55) nur moderat. Trotzdem war es
bisher nicht mdglich, eine Lésung mit 6 Kommutatoren zu finden. Eine Erweiterung des Ansatz auf
eine héhere Anzahl von Kommutatoren ist zwar maéglich, aber das System besitzt dann sehr viele
Freiheitsgrade, die erst wieder durch geschickte Heuristiken reduziert werden mussen. Wir wéhlen
daher pragmatisch folgende Ldsung:

28 (N, Y2, Y3, Ya) =228 (1, Y2), 280 (Y3, V1)), (3.115)

Zur Auswertung sind 15 Kommutatoren notwendig, wahrend man typischerweise mit 6 bis 7 Kom-
mutatoren auskommen wirde. Der Gesamtaufwand an Kommutatoren erhoht sich damit moderat von
54647 =18 auf 5+ 6+ 15 = 26, was bei 14 Matrixexponentialfunktionen nicht ins Gewicht fallt.

Ubersicht

Wir stellen den benétigten Aufwand an Funktionsaufrufen, Matrixexponentialfunktionen und Kom-
mutatoren flir Ordnung p = 2,4, 6, 8 dar. Am effizientesten erscheint die doppelte harmonische Folge
als Schrittweitensequenz. Zum Vergleich fliihren wir die RK-MK-Methoden der Ordnung 2, 4 an.
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3.2 Quadratische Extrapolation

Beim Z&hlen der Funktionsauswertungen beriicksichtigen wir, da der erste Funktionsaufruf f(y,,)
mehrfach verwendet werden kann, somit verbleiben jeweils 1, 3, 5, 7 Funktionsaufrufe fiir die Berech-
nungen mit 2, 4, 6, 8 Teilschritten. In der Summe ergibt sich dann gerade p? + 1 fiir Ordnung 2p.

Bei der Berechnung der Exponentialfunktion kénnen die Auswertungen exp(h/n; f(yy)) auf eine
Exponentialfunktion exp(h/kf(y,)) mit k& = k.g.V.(n1, ng,...) zurickgefihrt werden. Es verblei-
ben dann 0, 2, 4, 6 Exponentialfunktionen fiir die Schritte mit n; = 2, 4, 6, 8 Teilschritten, womit sich
fur Ordnung 2p gerade p(p — 1) + 2 Exponentialfunktionen ergeben.

An Kommutatoren bendétigt man fir Ordnung 4 genau einen, fur Ordnung 6 zu jeweils 3 Kom-
mutatoren fir 2 bzw. 3 Exponentialterme, und fiir Ordnung 8 bendtigt man 5, 6, 15 flr jeweils 2, 3, 4
Exponentialterme.

EXP RK-MK
p || #f | #exp | #[] || #f | #exp | #]]
2] 2 2 0 || 2 2 0
4 5 4 1| 4 4 2 (3.116)
6| 10| 8 6
8l 17| 14 | 26

Fir niedere Ordnung ergibt sich ein dhnlicher Aufwand wie bei den RK-MK-Methoden. Fir héhere
Ordnung fehlen Vergleichsmdglichkeiten, man verzeichnet einen anndhernd quadratischen Anstieg
des Aufwands. Gleiches gilt allerdings fiir den ODE-Fall, wo Extrapolationsverfahren ihre Effizienz
bereits unter Beweis gestellt haben.
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3. EXTRAPOLATION

3.3 Generierung der bewerteten freien Lie-Algebra mit Mathematica
und GLIEALG

3.3.1 Einleitung

Die Bestimmung der Gleichungen wird mit wachsender Genauigkeitsordnung in der BCH-Formel
immer aufwendiger. Natdrlich ist ebenso die Lésung der Gleichungen ab ca. 10 Variablen kaum noch
manuell mdglich. In einem Formelmanipulationsprogramm 1&6t sich sowohl die Generierung der Glei-
chungen als auch die Losung derselben noch fiir eine gréBere Anzahl von Gleichungen durchfiihren.

Natdrlich sind auch hier der GrolRe der Systeme Grenzen gesetzt. Bei einer Groflenordnung von
20 bis 40 Gleichungen ist auch die Leistungsfahigkeit schnellster PCs erschopft. Im allgemeinen
wéchst der Aufwand auch exponentiell mit der Zahl der Gleichungen und Variablen, so daf} auch
ein Ausweichen auf Hochleistungsrechner die Grenze nur wenig verschiebt. Aus Effizienzgriinden
empfiehlt es sich, kaum langer als 10 Sekunden, in Ausnahmeféllen vielleicht mehrere Minuten, auf
die Lésung des Systems zu warten. Wird in dieser Zeit keine Lésung berechnet, so ist die Chance sehr
grof3, dall auch nach Wochen keine Ldsung berechnet ist — man formuliert besser das Problem um,
reduziert zum Beispiel die Anzahl der Variablen.

3.3.2 Das Paket GLIEALG

Zur automatischen Generierung der Gleichungen wurde im Rahmen dieser Arbeit das Paket GLIE-
ALG fur Mathematica [123] entwickelt. Es kann auf der Mathematica-Homepage unter [119] abge-
rufen werden.

Das Paket stellt die Routine GF L A zur Verfligung, die ihrerseits Objekte aus der Lie-Algebra-
Basis und der universellen einhullenden Algebra erzeugt, die der gesuchten Arithmetik gentigen.
Durch den Aufruf GFLA[n,{nl,n2,...}] wird eine Basis fur die Elemente bis zum Grad n einer
bewerteten freien Lie-Algebra erzeugt, die von Basiselementen (Atomen) der Grade n1,n2,... ge-
neriert wird. Dies geschieht in mehreren Schritten, zundchst werden alle méglichen Produkte der
Basiselemente bis zum Grad n (Produktbasis) generiert, fir diese wird dann eine Operationstafel
fiir das Produkt aufgestellt. Dann werden aus den Atomen alle méglichen Klammern bis zum Grad n
generiert, wobei diese in der Produktbasis dargestellt werden. Diese Darstellung ermdglicht einen ein-
fachen Test auf lineare Abhdngigkeit. Es wird eine Operationstafel fir die Klammer aufgestellt, und
dann werden die Operationen Produkt bzw. Klammer fir die Elemente X [1], X[2],... der Produkt-
basis bzw. Y[1],Y[2],... der Lie-Algebra-Basis definiert. Eine Sonderrolle spielt dabei die Identitét
X[0]. Zum SchluB werden die Funktionen EX P und LOG definiert, wobei LOG nicht direkt defi-
niert ist, sondern nur Gber log(1 — x) unter dem Namen LOGOM X (log One Minus X) verfligbar
ist. Dies verhindert das versehentliche Logarithmieren von Elementen vom Grad 0, also solchen, die
die Identitat X'[0] enthalten.

Anstelle der Symbole P, B flr Produkt und Klammer (Bracket) ware auch die Verwendung des
eingebauten Matrizenprodukts mdglich gewesen, doch da dies die Modifikation der Attribute einer
eingebauten Funktion erfordert, haben wir davon Abstand genommen.

Die Generierung der Produktbasis

Funktionales Programmieren erlaubt die kompakte Schreibweise komplexer Operationen. Die Pro-
duktbasis wird im wesentlichen mit dem Befehl FixedPointList generiert, wobei die Atome und Pro-
dukte als Listen positiver ganzer Zahlen dargestellt werden. Iteriert wird im wesentlichen die Funktion
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3.3 Mathematica und GLIEALG

Outer[Join, alist, #, 1]& mit dem Startwert alist=Liste der Atome. Elemente von zu hohem Grad
werden dabei in jedem lterationsschritt geldscht.

ali st := Transpose[ { Range[ NATOMVS] }];
PBASI S = Fi xedPoi nt Li st |
Select[Flatten[Quter[Join, alist , #, 1],
1], (pgrade[#] <= MAXDEG & &,
alist] // Flatten[#, 1] & // Del eteCases[#, 1] &
NPBASI S = Lengt h[ PBASI S] ;

Ziel ist eine vektorielle Darstellung der Elemente der Produktalgebra in der Produktbasis. Mit
einer Operationstafel fiir das Produkt in der Algebra der Produkte kann dann das Produkt beliebiger
Vektoren effizient implementiert werden. Zuerst wird die symbolische Operationstafel PTABLE
generiert, aus dieser dann die vektorielle Version vecPT ABLE erzeugt.

Fur Algebren mit relativ grofer Produktbasis ist aber auch dies noch ineffektiv. Ein Produkt ver-
schwindet ja gerade, wenn die Summe der Grade héher als der Maximalgrad ist, fur Faktoren vom
Maximalgrad verschwindet zum Beispiel jedes Produkt. Daher verschwindet der Uberwiegende Teil
der Produkte, womit sich die Implementierung als Liste anbietet. Dies geschieht durch PLIST, und
mit PLIST wird die Vektorform des Produkts vecP definiert.

PTABLE = Tabl e
Modul e[ {a}, a = Join[PBASIS[[i]], PBASIS[[j]]];
| f[ pgrade[a] > MAXDEG 0, Position[PBASIS, a][[1, 1]]]
1.{i, NPBASIS}, {j, NPBASI S}
l;
vecPTABLE = Map[unitvector[#, NPBASIS] & PTABLE, {2}];
PLI ST = {};
Do[ | f [ PTABLE[[i, j]] '= O,
PLI ST = Append[ PLI ST, {PTABLE[[i, j1], i, j}1]
, {i, NPBASIS}, {j, NPBASIS}];
vecP[vv_List, ww List] :=
Plus @ Map[ (unitvector[#[[1]], NPBASI S| *vv[[#[[2]]]]*W [
#[[3]111]1) & PLIST];

Die Generierung der Klammer-Basis

Zur Initialisierung werden die Atome der Basis hinzugefligt. Gesucht sind nun weitere Elemente der
Lie-Algebra, die sich durch iterative Anwendung der Klammer ergeben. Dazu wird neben der symbo-
lischen Darstellung der Klammern als iterierte Listen eine vektorielle Darstellung in der Produktbasis
erzeugt (vecBBASIS).

BBASI S = Range[ NATOMS] ;
vecBBASI S = Map[unitvector[#, NPBASIS] & Range[ NATOMS]];
vecBla_, b ] :=
Plus @Plus @»((CQuter[Tinmes, a, b] - Quter[Tinmes, b, a])*
vecPTABLE) ;
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Auf der sich dynamisch erweiternden Liste BB ASIS wird mit zwei Zeigern operiert. Die Klammer
der an den Zeigerpositionen befindlichen Elemente wird als Vektor bezlglich der Produktbasis darge-
stellt. Ist das Ergebnis linear unabhangig von den bisher ausgewerteten Klammern, wird es der Liste
hinzugefugt.

sl ow = 1;
Wi | e[ sl ow < Lengt h[ BBASI §] ,
sl ow = slow + 1;
Do[v = vecB[vecBBASI S[[fast]], vecBBASI S[[slow]];
I f[ Nul | Space[ Transpose[ Append[ vecBBASI S, v]]] == {},
vecBBASI S = Append[vecBBASI S, v];
BBASI S = Append[ BBASI S, { BBASI S[ [fast]],BBASI S[[slow]}];
DEGLI ST = Append[ DEGLI ST, DEGI ST[[slow]] +
DEGLI ST[[fast]]]; Print["New El ement:", Last[BBASI S]]
Print["failed:", fast, "+", slow,
],{fast, slow - 1}

" of ", Length[BBASIS]];

]
l;
NBBASI S = Lengt h[ vecBBASI S] ;

Nach erfolgter Generierung der Basis der Lie-Algebra wird nun eine Operationstafel fur die Klam-
mer erzeugt. Das Ergebnis wird dabei nicht mehr in der Produktbasis, sondern in der Klammerbasis
dargestellt.

vecBTABLE =
Tabl e[ Li near Sol ve[ Transpose[ vecBBASI §],
vecB[ vecBBASI S[[i]], vecBBASIS[[j]]]]
, {i, NBBASIS}, {j, NBBASI S}

1;

Die Definition der Arithmetik

In den folgenden Programmzeilen werden zundchst die Produkte fiir die Elemente X[1], X[2],...,
X[NPBASIS] der Produktbasis definiert. AuBerdem werden die Eigenschaften der Identitat X [0]
festgelegt.

PIX[i ], X[j ]] :=0/; i >0&&j >0
Do[ | f[ PTABLE[[i, j]] !'= 0, P[X[i], X[j]1] = X[ PTABLE[[i, j1111.
{i, NPBASIS}, {j, NPBASI S}

l;

Ply___, X[O], x__] := P[y, x];

P[x__, X[0], y__] P[x, yI;

P[X[0]] := X[O0];

Um Ausdricke wie P[X[1] + 2X[2], X[3] — 4X[4]] vereinfachen zu konnen, wird zusatzlich die
Linearitat und Homogenitat der Produktoperation in allen Argumenten definiert.
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P[x__, Times[a_ ?NunberQ vy_ ], z__ ] :=a P[x, Tinmes[y], z];
Pilx__, 0, z_ ] :=0;

Plx___, y_ +z,w_ ] :=Px,y, W +P[x, z, W;

PiIx__ , vy -z, w__]:=Px, vy, W - P[x, z, W;

Fir die Klammer B[, ] werden identische Festlegungen getroffen.

Zusatzlich kann mit der Funktion get Atom F orm eine Darstellung von Elementen der Lie-Algebra
als Formel abgerufen werden. Die Basiselemente werden dabei als iterierte Klammern (ber die Atome
geschrieben.

get At onfForn{ x_+y_]: =get At onfor ni x] +get At onfor nf y] ;
get Atonforn] x_-y_]: =get At onfor n x] - get At onfForni y] ;
getAtonForn{x__ ,a ?NunberQy_, z__ ]:=a getAtonfornix,y,z];
Do[ get At onFornf Y[i]] =Stri ngRepl ace[ ToStri ng[ Stri ngForn
Sttt BBASES[LETTTT {0 MR-
DEGREE[ Y[ i ]]=DEGLI ST[[i]]
,{i, NBBASI S}
l;

Die Funktionen EXP und LOG

Die Funktionen EX P und LOGOM X werden einfach (ber die Potenzreihen implementiert. Fir
E X P wird das Argument (aus der Lie-Algebra) in die Produktform transformiert, und dann mit der
bereits definierten Produktoperation die Potenzreihe ausgewertet.

EXP[ x_] := Modul e[{Vy},
y = Y2X[x];
X[0] + Plus @@
FoldList[Sinmplify[Ply, #1]]/#2 & vy, Range[2, MAXDEQ ]
l;
Die Konvertierung Y2X erfolgt, indem man Y2X fur die Basis definiert und dann wieder Linearitat
und Homogenitéat fordert.
Die Funktion LOGOM X (X) liefert log(X[0] — X). Sie bildet von der Produkt-Algebra in die
Lie-Algebra ab. Die Potenzreihe wird in der Produktalgebra ausgewertet.

LOGOWX x_] : =
X2Y[-Plus @ (NestList[(Print[Length[#]];P[x, #]) & X,
MAXDEG - 1]/ Range[ MAXDEG )] ;

Das Ergebnis der Potenzreihe liegt in der Produktalgebra, es wird mit X2Y in der Lie-Algebra dar-
gestellt. Dies erfordert die Auflésung eines linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix
vecBBASIS.

3.3.3 Generierung der Gleichungen mit GLIEALG

Wir illustrieren dies kurz am Beispiel der Berechnungen fiir 3 Exponentialterme mit Ordnung 6. Nach
dem Laden von GLI EALG steht mit dem Befehl GFLA( 6, 1, 2, 3) eine Basis der Lie-Algebra
mit Elementen bis zur Ordnung 6 fur drei Atome der Ordnung 1, 2 bzw. 3 zur Verfugung (15 Ba-
siselemente).

Die BCH-Formel wird durch
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LOGOMX[ X[ O] - PLEXP[ Y[ 1] -Y[2]], EXP[Y[1]], EXP[Y[1]+Y[2] +Y[3]]11]

generiert. Der Ansatz (3.110) wird dann expandiert und ein Koeffizientenvergleich bezuglich der Ba-
siselemente Y[ 1] ,..., Y[ 15] durchgeflhrt. Zu beachten ist, dal den Parametern im Ansatz das
Attribut Number zuzuordnen ist, damit sie aus den Kommutatoren ausgeklammert werden kénnen
und somit alle Kommutatoren auf die 15 Basiselemente zurtickgefihrt werden konnen.

3.4 Numerische Tests

3.4.1 Ordnungstest

Trotz theoretischen Nachweises der klassischen Konvergenzordnung sind erfolgreiche Ordnungstests
\Voraussetzung fir die Anwendbarkeit eines Verfahrens. Fir ein praktisch verwendbares Verfahren
muf die prognostizierte Ordnung im relevanten Schrittweitenbereich nachweisbar sein — als warnen-
des Beispiel dient die Ordnungsreduktion bei steifen Differentialgleichungen.

Zum Test wahlen wir eine einfache Differentialgleichung in GL(5), siehe [14]. In matlab-Notation
lautet sie

X' —A(X)X = %(tm'u(X, 1) — tril (X, — 1) X. (3.117)

Mit triu, tril extrahiert man obere und untere (Teil-) Dreiecksmatrizen, hier extrahiert triu(X, 1) alle
Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen, und ¢ril(X,—1) alle Elemente unterhalb der Hauptdiago-
nalen.

Wir betrachten ein Anfangswertproblem im Intervall ¢ € [0, 1]. Der Anfangswert ist in matlab-
Notation durch

X (0) =-2*eye(5) +di ag(ones(4, 1), 1) +di ag(ones(4, 1), -1) (3.118)

gegeben. Mit DOPRIS5 und Kkleinstmdglichen Toleranzen wird eine Vergleichslosung im Endpunkt
t. = 1 berechnet.

Zum Ordnungstest 16sen wir das Problem mit konstanten Schrittweiten h; = 1/N; flr verschie-
dene Schrittzahlen N; fur die Extrapolationsmethoden der Ordnung 2,4, 6,8. Zu den Schrittweiten
hi, hi+1 ergeben sich globale Fehler e; im Endpunkt (gemessen in || - ||1). Damit kann die Ordnung
des Verfahrens durch

_loge;1 —loge;

s 3.119
log hjy1 — log h; ( )

geschatzt werden. Fiir alle 3 Verfahren zeigt sich in Abbildung 3.1 eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den theoretischen Vorhersagen. Hier ist insbesondere von Interesse, ob die relativ teuren Matrix-
exponentialfunktionen eine Verwendung von Methoden héherer Ordnung zulassen. In Abbildung 3.2
ist die Genauigkeit im Endpunkt gegeniiber der Anzahl von Exponentialfunktionen dargestellt. Es
zeigt sich in diesem Kosten-Aufwands-Diagramm, daf3 die Methoden héherer Ordnung im relevanten
Schrittweitenbereich stets vorzuziehen sind.

3.4.2 Der Toda-Lattice

Im numerischen Experiment betrachten wir den Toda-Lattice. Fiir weitere Anwendungen von Lie-
Gruppen-Integratoren verweisen wir auf [31], [68]. Wir wahlen n = 3 und periodische Randbedin-
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Abbildung 3.1: Globaler Fehler bei konstanter Schrittweite und geschétzte Ordnung
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Abbildung 3.2: Fehler in Abhé&ngigkeit der Anzahl der Matrixexponentialfunktionen
gungen, mit Startwerten wie in [47]
p1=— 1.5, p2 =1, p3 =0.5,
q1 :]-7 q2 :2, q3 = — 1.
Die Gleichungen ergeben sich zu L’ = [B(L), L] mit
ap b1 b3 0 lha —Ixn
L= b1 as bg s B(L) = —112 0 123
bs ba as Iz —las 0

wobei a; = —1/2p;, b; = 1/2exp(1/2(qx — qr+1))-

Die Exponentialabbildung berechnen wir tber die Formel von Rodriguez, man siehe Abschnitt

1.3.7.
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Formulierungen fur ODE-Methoden zum Vergleich

Neben der numerischen Lésung der Toda-Gleichung mit Lie-Gruppen-Methoden (Bezeichnung: Geo-
metric) betrachten wir folgende Formulierungen, auf die ODE-Methoden angewendet werden:

Hamilton Die Originalformulierung mit den Variablen p;, g;. ES handelt sich um ein Hamiltonsy-
stem mit der Hamiltonfunktion
1
H=>Y" §pi + exp(qr — Grg)s (3.121)
k=1
welches auf die Differentialgleichungen
Pl = —exp(qr — qky1) +exp(qe—1 — qk), G =pr, k=1,...,3. (3.122)
fiihrt.

Bracket Die Klammer-Gleichung (3.120) fur die transformierten Variablen a,, by,

ay, =2(by — bi_y) b, =bi(ar+1 — ax). (3.123)

Lie Die Lie-Gruppen-Formulierung 7" = B(L(T))T.

Die exakte Losung auf [0, 1] sowie [0, 10] wird in den Abbildungen 3.3 und 3.4 gezeigt. Im jeweils
linken Bild sind die Komponenten a1, ag, as zu sehen, im rechten die Komponenten b1, bo, b3. In [0, 1]

Komponente a,a, and a, fir Toda Komponente bl, b2 and b3 fur Toda
2 25
I e a ) b1
15 - __.a = - EZ
a
L 3
1t 2 .
“““““““““““““““““““““““““ \\
05 S N
/ \
/ 1.5F \
or ’ \\
/ \
/ \
-0.5¢
1,
_l,
-1.5¢ 1 o05F IS
20 N T e IR
_25 I I L L 0 L L L -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t t
Abbildung 3.3: Lésung des Toda-Lattice auf [0, 1].

ist die Losung verhaltnisméRig glatt, wahrend in [0, 10] eine quasi-Periodizitat ausgemacht werden
kann. Die Eigenwerte der Matrix L sind invariant, so dall man a; + as + ag als Invariante erkennt.

Ergebnisse mit konstanter Schrittweite

Wir vergleichen hier die Lie-Gruppen-Extrapolationsverfahren als geometrische Integrationsmethode
mit der klassischen Extrapolationsmethode gleicher Ordnung. Die nahezu exakte Vergleichsldsung
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Abbildung 3.4: Losung des Toda-Lattice auf [0, 10].

am Endpunkt wurde mit DOPRI5 mit einer relativen Toleranz von 10~'2 berechnet, betrachtet wird
der globale Fehler im Endpunkt ¢.. Wir haben das System fiir zwei verschiedene Endpunkte geldst,
einmal fur ¢, = 1 sowie fur ¢, = 10. Das klassische Extrapolationsverfahren wurde auf alle 3 ODE-
Formulierungen angewandt, dargestellt sind Hamilton mit +, Bracket mit x und Lie mit einem Qua-
drat (J. Die Losung durch das Lie-Gruppen-Extrapolationsverfahren ist mit einem Kreis o dargestelit.

Es kristallisiert sich heraus, daB von allen drei Formulierungen die Lie-Gruppen-Formulierung
die gunstigste ist. Fir diese selbst schneiden das klassische Verfahren und die Lie-Gruppen-Extrapo-
lationsmethode bei Ordnung 4 und 6 annahernd gleich gut ab, bei den Verfahren der Ordnung 8 ist
die Lie-Gruppen-Extrapolationsmethode um den Faktor 10 genauer. Fur langere Integrationsintervalle
([0, 50]) ergibt sich aus Abbildung 3.8, dal3 der Lie-Gruppen-Integrator am besten abschneidet.

In Abbildung 3.9 haben wir den Fehler in der Orthogonalitit der Matrix 1" dargestellt. Die Re-
sultate fur den geometrischen Integrator sind durch Kreise dargestellt, wahrend fiir das klassische
Extrapolation-Verfahren, angewandt auf die Formulierung Lie , Quadrate verwendet wurden. Fur die
Intervalle [0, 1] sowie [0, 10] sind jeweils die Verfahren der Ordnung 4, 6 und 8 dargestellt, wéhrend
fur das Intervall [0, 50] (unteres Bild) die Ergebnisse flr die Verfahren der Ordnung 6 und 8 verglichen
werden.

Wie erwartet bewegt sich der Fehler bei den klassischen Integratoren im Rahmen des globalen
Fehlers, wahrend der geometrische Integrator die Nebenbedingung im Rahmen der Rundungsfehler-
genauigkeit erfillt.
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Abbildung 3.5: Globaler Fehler fur Toda-Lattice bei konstanter Schrittweite fiir Methoden der Ord-

nung 4 in [0, 1] sowie [0, 10].
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Abbildung 3.6: Globaler Fehler fur Toda-Lattice bei konstanter Schrittweite fiir Methoden der Ord-

nung 6 in [0, 1] sowie [0, 10].
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Abbildung 3.7: Globaler Fehler fur Toda-Lattice bei konstanter Schrittweite fiir Methoden der Ord-
nung 8 in [0, 1] sowie [0, 10].
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Abbildung 3.8: Globaler Fehler fir Toda-Lattice fiir Methoden der Ordnung 6 und 8 im Intervall

[0, 50].
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t. = 10 sowie t, = 50.
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3.5 Zusammenfassung

Dieses Kapitel stellt die wichtigsten theoretischen Beitrédge des Verfassers zur numerischen geometri-
schen Integration dar. Wir legen das theoretische GerUst zur Entwicklung von Extrapolationsverfahren
auf Lie-Gruppen im Geiste des Gragg-Bulirsch-Stoer-Verfahrens. Zum einen wird die Extrapolations-
idee auf Lie-Gruppen ibertragen, zum anderen wird eine quadratische Entwicklung fir symmetrische
Verfahren nachgewiesen. Auf dieser Basis werden Extrapolationsverfahren — sowohl fir einfache wie
flir quadratische asymptotische Entwicklung — konstruiert. Im Gegensatz zum ODE-Fall sind hier zu-
satzlich Approximationen an die BCH-Formel herzuleiten. Wahrend fir kleine Approximationsord-
nungen eine analytische Auflésung der Ordnungsbedingungen noch mdglich ist, ist fir die hdchste
betrachtete Ordnung — Ordnung 8 — dann selbst die Ableitung der Ordnungsbedingungen kaum mehr
mit vertretbarem Aufwand mdglich. Davon motiviert, wurde das Paket GLIEALG fur das Programm
Mathematica entwickelt, mit dem Berechnungen in einer Lie-Algebra und der generierten Lie-Gruppe
einfach mdéglich sind. So konnten erstmals Extrapolationsvorschriften bis zur Ordnung 8 hergeleitet
werden, dies erforderte unter anderem Approximationen an die BCH-Formel mit bis zu 4 Faktoren.
Der erste Teil der Arbeit schlieit mit numerischen Tests der entwickelten geometrischen Integratoren.
Im zweiten Teil werden wir sowohl geometrische Integratoren als auch klassische, problemangepalite
Zeitintegrationsverfahren in praxisnahen Anwendungsbeispielen im Einsatz sehen.

77



3. EXTRAPOLATION

78



Tell |1

Beitrage zur numerischen Simulation in
den Naturwissenschaften

79






Kapitel 4

Magnus-Methoden zur Losung der
stationaren Schrodinger-Gleichung

Wir stellen hier einen Algorithmus zur Lésung der stationdren Schrédinger-Gleichung vor. Als An-
wendung bestimmen wir die Energieeigenwerte des Wasserstoffatoms. Denkbar ist aber auch der Ein-
satz fur komplexere Problemstellungen aus der Kernphysik im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie.

Eine Darstellung der Schrddinger-Gleichung in Kugelkoordinaten fiihrt nach Abspaltung des Dre-
himpulsoperators durch einen Ansatz mit Kugelflachenfunktionen auf eine lineare Differentialglei-
chung in einer Variablen, wo die Koeffizientenmatrix von der unabhangigen Variablen abhéngt. Die
Losungen sind zum Teil stark oszillierende Funktionen.

Gesucht sind dabei die mdglichen Energien der Elektronen, was auf Eigenwertprobleme fir die
Schrédinger- und die Dirac-Gleichung fuhrt. Probleme dieser Art wurden fiir reguldre Randbedin-
gungen in [60] betrachtet, dort wurden ebenso singulédre Randbedingungen fir Randwertprobleme
betrachtet. Hier liegt eine Kombination von beidem vor — ein Eigenwertproblem mit singuldren Rand-
bedingungen.

Zur Losung solcher Gleichungen nutzen wir mit der Magnus-Methode ein Verfahren aus der Klas-
se der geometrischen Integratoren. Dieses Verfahren ist auf lineare Differentialgleichungen anwend-
bar und besonders effektiv fiir stark oszillierende Losungen. Es basiert auf einer Reihenentwicklung
fiir die exakte Losung von linearen Differentialgleichungen mit zeitabhéngigen Koeffizienten, die von
W. Magnus [66] gefunden wurde. Darauf basierende Methoden wurden von verschiedenen Autoren
entwickelt, man siehe [62, 18, 19, 65, 56, 57, 58].

Wie im allgemeinen bei abgeleiteten Problemstellungen ist die effiziente Losung der zugrundelie-
genden Differentialgleichung von entscheidender Bedeutung.

4.1 Grundlagen der Quantenmechanik

411 Welle-Teilchen-Dualismus

Bis zum Jahre 1905 waren die Objekte der Physik in zwei Klassen eingeteilt — es gab Objekte mit
Wellennatur (Licht, Elektromagnetismus, Warmestrahlung) und Teilchennatur (feste Materie).

Der photoelektrische Effekt

Beim Auftreffen von Licht auf bestimmte Metalloberflachen werden Elektronen emittiert. Experimen-
tell 18Rt sich flr die kinetische Energie dieser Elektronen eine lineare Abhangigkeit von der Frequenz
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f des Lichts feststellen
FErin =hf — Wy. 4.2

Mit der Wellennatur des Lichts ist ein solcher Zusammenhang allerdings nicht in Ubereinstimmung
zu bringen. Einstein gab 1905 eine Erklarung des photoelektrischen Effekts, die die reine Wellenna-
tur des Lichts in Frage stellte und Lichtquanten als Tréger der Energie postulierte. Die Energie eines
solchen Photons ist proportional zur Frequenz, der Proportionalitatsfaktor ist das Plancksche Wir-
kungsquantum h. Sieht man Wy, als die Energie, die zum Herausldsen des Elektrons aus dem Atom
notig ist, an, so ergibt sich fur die kinetische Energie des Elektrons gerade (4.1), wenn das Photon
komplett vom Elektron absorbiert wird und dabei seine gesamte Energie auf das Elektron tbertragt.

Wellencharakter der Materie

Auf der anderen Seite war der Wellencharakter des Lichts durch des Youngsche Doppelspaltexperi-
ment hinreichend belegt. Der Widerspruch wurde zunédchst geldst, indem man vom Welle-Teilchen-
Dualismus des Lichts sprach.

Hinzu kam im Jahre 1927 allerdings ein weiterer Widerspruch: An Kristallgittern konnten Inter-
ferenzerscheinungen von Elektronenstrahlen nachgewiesen werden. De Broglie hatte bereits im Jahre
1923 in seiner Dissertation postuliert, daf auch Elektronen ein Interferenzmuster beim Doppelspalt-
versuch erzeugen miiten.

Der scheinbar unlésbare Widerspruch der gleichzeitigen Wellen- und Teilchennatur der Materie
konnte erst durch die Quantenmechanik befriedigend geldst werden.

4.1.2 Quantenmechanik
Der Doppelspaltversuch

Der Doppelspaltversuch offenbart ein weiteres Paradoxon: Eine Wand mit Spalten wird mit Elek-
tronen beschossen, die Intensitat wird an einem dahinter aufgestellten Schirm gemessen. Selbst bei
zeitlich diskretem Beschul® mit “Einzel-Elektronen” stellt man Interferenzbilder fest — die Teilchen
verhalten sich wie Wellen. Wird ein Spalt abgedeckt, so passiert das Elektron stets den anderen Spalt,
es entsteht natiirlich kein Interferenzbild. Etwas &hnliches passiert allerdings auch, wenn man (bei
zwei offenen Spalten) mit einem geeigneten Detektor versucht zu messen, welchen Spalt das Elektron
passiert hat: Man kann nachweisen, daf das Elektron genau einen Spalt passiert hat — und in diesem
Fall entsteht dann auch kein Interferenzbild auf dem Schirm! Der Ausgang des Versuchs hangt quasi
davon ab, ob wir bestimmte Zwischenzustande beobachten oder nicht. Beobachten wir das Elektron
beim Durchgang durch die Wand, verhalt es sich wie ein Teilchen, beobachten wir es nicht, so verhalt
es sich wie eine Welle.

Die Wellenfunktion

Bei der Beschreibung von Ereignissen auf quantenmechanischer Ebene wird jedem mdoglichen Zu-
stand eine Eintrittswahrscheinlichkeit zugeordnet. Die Dichtefunktion dieser Wahrscheinlichkeit ist
das Betragsquadrat der komplexen Wellenfunktion, P = |¥|2. Die Wellenfunktion ¥ selbst ist eine
Funktion der Freiheitsgrade des Systems.

So wird ein Ein-Teilchen-System durch ¥(r), r € IR3 beschrieben, ein V-Teilchen-System durch
U(ry,...,ry). Im klassischen Ein-Teilchen-System wére die Wellenfunktion gerade die Diracsche
0-Funktion.
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Dieses Modell erlaubt es, Elementarteilchen sowohl mit Welleneigenschaften als auch mit Teilche-
neigenschaften auszustatten. Beim Teilchenverhalten addieren sich die Eintrittswahrscheinlichkeiten,
beim Wellenverhalten die Wellenfunktionen.

Das Unbestimmtheitsprinzip

Welche Eigenschaft — Teilchen oder Welle — wirksam wird, ist im Unbestimmtheitsprinzip von Hei-
senberg formuliert worden: Kann ein Ereignis auf zwei verschiedene (unvereinbare) Weisen mit Wel-
lenfunktionen ¥, und ¥, zustande kommen, so addieren sich die Wellenfunktionen (wellenartig), das
Ereignis besitzt die Wellenfunktion ¥ + Ws.

Wird jedoch mit einer geeigneten Apparatur festgestellt, welches Teilereignis eintritt, so addieren
sich die Wahrscheinlichkeiten, das Ereignis tritt mit Wahrscheinlichkeit P = |¥|? + |U5|? ein.

Genauer quantifiziert wird dies in der Heisenbergschen Unscharferelation, die flr die Ungenauig-
keit Ag im Ort bzw. Ap im Impuls die Beziehung

ApAq > h/2 (4.2)

mit A = h/(2m) aufstellt.

Die Schrédinger-Gleichung
Stellt man elektromagnetische Wellen in der Form
U(t,r) = Aexp(i(kr — wt)) (4.3)

mit der Wellenzahl k = 27/, der Kreisfrequenz w und der Amplitude A dar, so ergeben sich Energie
und Impuls zu

F=hw (4.4)
p =h k. (4.5)

Um Energie und Impuls bei Superposition von Wellen verschiedener Frequenzen und Wellenlangen
als Summe der Energien und Impulse zu erhalten, stellt man sie als lineare Operatoren E, p dar:

E :m% (4.6)
p = —ihV. (4.7)

Somit gilt £¥ = E¥ und p¥ = pW¥. Mit der Darstellung von Energie und Impuls erhélt man fiir das
freie Elektron aus E = Ey;, = p*/(2m) die Gleichung

ov 12
i = — AW, 4.8
ot 2m (48)
Dies ist die freie zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung. Bewegt sich das Elektron in einem Potential

V (r), so erhédlt man aus der Beziehung £ = E},;, + Ep.+ die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung

ov h?
h— = ——A N4 4.9
ot < 2m +V> (4.9)
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fir ein Ein-Teilchen-System. Die rechte Seite wird kurz in der Form H ¥ geschrieben mit dem Ha-
milton-Operator

. A2
H:=—_—A+YV. (4.10)
2m

Damit ergibt sich die Verallgemeinerung der Schrédinger-Gleichung (4.9) auf Mehrteilchen-Systeme
einfach zu

EVU(ry,...,rn) =HU(ry,...,rN). (4.12)

Der Hamilton-Operator H ergibt sich dabei, indem man zunachst die Hamilton-Funktion H(p,q) des
Systems (im klassischen Sinne) aufstellt und dann die Impulse durch den Impulsoperator (4.7) ersetzt.

4.2 Die stationare Schrodinger-Gleichung in der Atomphysik

4.2.1 Die stationare Schrodinger-Gleichung fir das Wasserstoffatom

Maogliche stabile Zustande von Elektronen sind durch eine zeitlich konstante Wahrscheinlichkeits-
dichte charakterisiert. Die Wellenfunktion W hat daher die Form

U(t,r) =exp(iwt)¥(r). (4.12)
Die Schrddinger-Gleichung (4.9) wird somit zur Eigenwertgleichung

2
—ﬁ—A\I/ + VU =EV, (4.13)
2m
wobei der Eigenwert E die Energie des Elektrons ist. Diese Gleichung bezeichnet man als stationére
Schrédinger-Gleichung. Sie beschreibt die mdglichen Zustédnde der gebundenen Elektronen im Atom.
Wir bemerken noch, daR der Atomkern in dieser Betrachtung als ruhend und von der Elektronen-
bewegung unbeeinflut angesehen wird (Born-Oppenheimer-Naherung).
Unter Einsetzen der elektrischen Potentiale des Atomkerns (im Gaulischen System) ergibt sich fur
das Wasserstoffatom

h2 e2
—2—A\I/ — — VU =FVU. (4.14)
m r

Wir suchen zundchst nach den Energien radialsymmetrischer Lésungen.

Radialsymmetrische Ldsungen

\on Interesse sind dabei neben der Wellenfunktion W vor allem die moglichen Energien des Elektrons.
Fir radialsymmetrische Ldsungen mit dem Ansatz

U(r) =(r), reR3r=]|r|; (4.15)
(4.16)

ergibt sich der entsprechende Anteil des Laplace-Operators zu

2
AY¥(r) :%%(rw(r)) (4.17)
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4.2 Schrédinger-Gleichung (stat.)

Wir eliminieren nun (siehe [37]) die physikalischen Konstanten durch die Substitutionen p = me?/hr,
E = me*/(2h2)e, ¥(p) = ¥(r)p: Dies filhrt auf das Eigenwertproblem

—§"(p) — }z —ei, (4.18)

Y(p) =0flr p — 0, p — oc. (4.19)

Die Skalierungsfaktoren der Energie und des Radius sind dabei die Rydberg-Energie bzw. der Bohr-
sche Radius. Der gesuchte Eigenwert ist die skalierte Energie e. Die konkreten Randbedingungen in
p=0und p = oo sichern ¥ € L2(R3) sowie zusétzlich hinreichend glattes Verhalten in p = 0.

4.2.2 Dichtefunktionaltheorie

Fir Atome mit mehreren Elektronen héngt die Wellenfunktion von den Koordinaten aller Elektronen
ab. Ein solches System ist nicht mehr analytisch l6sbar, man bedient sich Naherungsverfahren. Im
Rahmen der Dichtefunktionaltheorie betrachtet man nur die Randverteilungen der Wellenfunktion,
man beschreibt die N Elektronen durch eine Elektronendichte o und gelangt zu einer Einteilchen-
Schrodingergleichung fir die Wahrscheinlichkeitsdichte. Dies fuhrt auf die Gleichungen [102]

githi(r) = (—A + Vepp(r)) ¥i(r), (4.20)

Vigs0) Vi) + [ ZLT a4 Vit (@21
N

o(r) = [vi(r)]. (4.22)
i=1

Dabei stellt V.,; das Potential des Kerns da, und V. berticksichtigt weitere Wechselwirkungen der
Elektronen untereinander, insbesondere das Pauli-Prinzip. Die Gleichungen (4.20) werden typischer-
weise Uber eine Fixpunktiteration fiir das Effektivpotential V. s, gelost. Dies beinhaltet die Bestim-
mung der Eigenwerte der Schrédingergleichung, die Losung V. ;s wird als selbstkonsistentes Potential
bezeichnet.

Ziel unserer Simulationen ist letztendlich ein Beitrag zur Losung der Gleichungen der Dichte-
funktionaltheorie, daher betrachten wir zunéchst die Eignung der Verfahren fiir den einfachen Fall des
Wasserstoffatoms.
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4. MAGNUS-METHODEN

4.3 Die Magnus-Methode

4.3.1 Ansatz

Ausfuhrliche Darstellungen hierzu finden sich in [56, 57, 58]. Wir betrachten die allgemeine lineare
Differentialgleichung

y =A(t)y (4.23)

mit zeitabh&ngigen Koeffizienten.
Betrachten wir gleichzeitig mehrere Anfangswerte, wie es zum Beispiel bei der Ldsung der Va-
riationsgleichungen notwendig ist, so gelangen wir zu einer Matrix-Differentialgleichung

Y =A(t)Y. (4.24)

Damit befinden wir uns gleichzeitig wieder im Lie-Gruppen-Formalismus. Die rechte Seite stellt ein
Vektorfeld auf der Lie-Gruppe dar, ist also als Element der Lie-Algebra zu betrachten. Dieses Element
liegt in der Darstellung als zeitabhéngiges rechtsinvariantes Vektorfeld vor, formal betrachtet handelt
es sich also um eine Quadratur, da wir die rechtsinvarianten Vektorfelder als “konstante” Vektorfelder
betrachten.

Die Losung Y zum Zeitpunkt ¢ setzen wir als FluR eines vom Zeitpunkt ¢ abhangigen rechtsinva-
rianten Vektorfeldes an

Y (t) = exp(o(t))Y (0). (4.25)

Wird dieser Ansatz in die Differentialgleichung eingesetzt, so muf3 die Ableitung der Exponential-
funktion gebildet werden. Diese Ableitung ist eine lineare Abbildung vom Tangentialraum der Lie-
Algebra (also die Lie-Algebra selbst, da sie ein Vektorraum ist) in den Tangentialraum an die Lie-
Gruppe, also ebenfalls die Lie-Algebra. Es ergibt sich

Y'(t) = dexp, (o' (1))Y (t) (4.26)
mit der Abbildung dexp, die wie folgt definiert ist: Nach den Bezeichnungen aus Kapitel | ist d exp
(Man unterscheide: dexp und d exp!) das Differential der Exponentialabbildung

=% exp(o)

7 (4.27)
Tg| =49 B TG‘exp(o‘):dReXP(U)(g)'

[

Die Abbildung d exp bildet somit von der Lie-Gruppe in die Menge dR (- (g) ab. Wir bemerken,
daB die Abbildung der Tangentialraume auBerdem noch vom Argument o abhéngt. Lassen wir das
Differential der Rechtsmultiplikation weg, so erhalten wir eine Abbildung g — g. Wir bezeichnen
diese Abbildung mit dexp.

Definition 4.3.1. Die Abbildung dexpp : g — g ist gegeben durch
dRp o dexpp := dexplp (4.28)

oder &quivalent in Matrixdarstellung durch

dexpp(C) = % exp(B + tC) exp(—DB). (4.29)
t=0
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4.3 Die Magnus-Methode

Die Abbildung dexp I48t sich als Potenzreihe im Operator ad 4 := [A, -] schreiben:
Satz 4.3.1. Es gilt die Entwicklung

dexpp(C) = (k%)' adk (), (4.30)
k=0 '
oder aquivalent mit ¢(z) = £
dexpp(C) =¢(adp)(C). (4.31)

In [47] findet sich ein recht technischer Beweis durch Vergleich der Reihenentwicklungen beider
Seiten. Wir flihren hier einen Beweis unter Ausnutzung der dexp-Differentialgleichung an:

Definition 4.3.2. Wir bezeichnen das Anfangswertproblem
7' =[B,Z]+C =adp(Z)+C, Z(0)=0 (4.32)
als dexp-Differentialgleichung.
Die Bedeutung der Gleichung (4.32) wird sofort klar durch

Lemma 4.3.2. Sei das Anfangswertproblems (4.32) in einem Vektorraum V' mit C' € V gegeben, und
sei ad g ein beliebiger (beschrankter) linearer Operator. Dann ergibt sich die Lésung zu

zZ=>" ﬁ ad¥(C) = ¢(adp)(C). (4.33)
k=0

Zum Beweis ist einfach die klassische Losungstechnik fir lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten anzuwenden. Nun aber zum Beweis von Satz 4.3.1:

Beweis. Sei

d
dexpp(C) = 7 exp(B + C) exp(—B).
e=0

Wir stellen die Matrixexponentialfunktionen als Lésung von Anfangswertproblemen dar:

ZL(t) =(B +eC)Z:(t), Z(0) =I =Z.(1) =exp(B +£C)

T'(t)=—T(t)B, T(0)=I = T(1)=exp(—B)
Damit erhalten wir auch fir
0
Y(0) = | (ZT() (4.34)
€le=0
eine Differentialgleichung:
Y= 2| (20T + Z(OT0)
e e=0
0
= o= (B+eO)ZT(t) - Z()T(1)B)
e=0
=BY(t)+ CZy(t)T(t) — Y(t)B
=[B,Y (t)] + C.
Fir ¢ = 0 ergibt sich aus (4.34) gerade Y (0) = 0, fur ¢t = 1 ergibt sich Y (1) = dexpp(C). Mit
Lemma 4.3.2 ergibt sich gerade die Behauptung. O
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4. MAGNUS-METHODEN

Aus Gleichung (4.26) erhalten wir nun durch Vergleich mit (4.24) und Invertierung von dexp das
Anfangswertproblem

o’ (t) = dexp 4 (A(1)). (4.35)

Die Funktion dexp, ! kénnen wir ebenso wie dexp in eine Potenzreihe im Operator ad entwickeln,
wir haben lediglich die Potenzreihe der reziproken Funktion 1/¢ (nicht der inversen Funktion!) zu
bestimmen. Diese ergibt sich (siehe [1]) zu

x > Bk
i > ka (4.36)
k=0

mit den Bernoulli-Zahlen (By, By,...) = (1,—1/2,1/6,0,1/30,...). Dabei verschwinden aufRer
B alle Bernoulli-Zahlen mit ungeradem Index.

4.3.2 Die Magnus-Reihe

Wir haben die Gleichung (4.24) mit dem Ansatz (4.25) auf die Gleichung (4.35) zurlickgefihrt. In
diese setzen wir nun die Reihendarstellung (4.36) ein

(1) = A() — Slo(t), A®)] + 1—12[0(75),0(75), A1) + %O[J(t),a(t), o(t), A(t)] + ... (437)
Im Gegensatz zur Reihenentwicklung von dexp ist die Reihe (4.37) nicht uneingeschrénkt konver-
gent. Die Funktion ¢(z) = % ist analytisch, besitzt aber in x = 2x¢ eine Nullstelle. Somit ist
der Konvergenzradius flir 1/¢(x) hochstens 27. Da 27 offensichtlich die betragskleinste Nullstelle
von ¢ ist, konvergiert die Potenzreihe fir das Reziproke 1/¢(z) in jedem Kreis mit Radius r < 2
gleichméRig.

In Gleichung (4.37) muB also || ad,, || < 2 in einer geeigneten zugeordneten Norm (fiir Operato-
ren g — g) gelten. Wahlen wir als Norm in g eine multiplikative Matrixnorm, so ergibt sich fir den
Operator ad die Abschétzung

I ad | = max | BY ~ Y B| < 2| B| (4.39)

Konvergenz kénnen wir somit fiir || B|| < m garantieren.
Zur Magnus-Reihe [66] gelangen wir, wenn wir die Gleichung (4.37) durch Picard-Iteration I6sen.
Wir beginnen mit dem Startwert ¢(%)(¢) = 0 und erhalten

cW(t) = / t A(r)dr
0

@ (1) :/OtA(T)dT—/Ot% [/OTA(ﬁ)dﬁ,A(T)} dr+ ...

Weitere Iterationen fiihren zu mehrdimensionalen Integralen (ber iterierte Kommutatoren. Nach dem
ersten Iterationschritt besteht o aus dem einfachen Integral Gber A. Nach dem zweiten Iterationsschritt
sind alle einfachen Kommutatoren in o exakt. Dies konnen wir induktiv fortsetzen, nach dem k-ten
Schritt sind alle (k — 1)-fach iterierten Kommutatoren exakt. Dies legt nahe, im k-ten Schritt nur die
(k — 1)-fach iterierten Kommutatoren zu berechnen, man nutzt also in der Entwicklung von dexp —*
nur die Kommutatoren, die hochstens (k — 1)-fach iteriert sind.

(4.39)
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4.3 Die Magnus-Methode

Nach einer weiteren Picard-Iteration erhalten wir auch alle Ausdriicke mit zweifach-iterierten
Kommutatoren exakt. Der Ubersichtlichkeit halber stellt man die Integrationen nach vorn und nume-
riert die Integrationsvariablen systematisch — das Resultat ist die Magnus-Reihe, siehe [66]:

¢ Lot
@ (1) :/0 A(my)dm — 5/0 /0 [A(72), A(m1)] drodmy
1 t pm1 T2
+Z/O /0 /0 [[A(73), A(72)], A(T1)] dT3dTodT (4.40)
1 t p7m1 T2
+E/o /0 /0 [A(73), A(72)l, A(m1)] drsdradry + ...

Sie ist die Grundlage fir die Magnus-Methoden.

4.3.3 Darstellung der Magnus-Reihe mit Wurzelbdumen

Interessanterweise kann man die Magnus-Entwicklung unter Verwendung der Ansétze fiir Baume
aus Definition 2.2.1 und (2.63) darstellen. Zur Darstellung gentigen die klassischen Baume fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen (Definition 2.2.1), wobei wie in (2.63) bei jedem Elternknoten
die Reihenfolge der angehéngten Séhne bericksichtigt wird. Eine Darstellung mit weitaus gréRerer
Knotenzahl findet man in [58].

Definition 4.3.3. Die Menge der Wurzelbaume ist rekursiv gegeben als Menge T" durch
e [JeT

e mitsy,...,sgistauch [sq,...,s;] € T.

Wir bemerken noch einmal, dal hier eine unterschiedliche Reihenfolge der Séhne s, ..., s; zu
einem anderen Baum flhrt. Wir ordnen den B&dumen iterierte Integrale und Koeffizienten zu:
Definition 4.3.4. Bezeichne s = [s1, ..., sx] einen Wurzelbaum. Dann ist die Funktion F'(s) rekursiv
gegeben durch

t
F® = [ Am)dn @ay)

0

t
F(S)(t) :/ [F(Sl)(Tl), e ,F(Sk)(Tl), A(Tl)] (442)

0

Die Koeffizienten ~(s) ergeben sich rekursiv zu
V(1) =1 (4.43)
k
By
v(s) =77 [[(s0) (4.44)
i=1

Man erkennt leicht, daR diese Rekursion gerade die bei einer fortgesetzten Picard-lteration ent-
stehenden iterierten Integrale mit den korrekten Koeffizienten generiert. Wir erhalten daher (ohne
Beweis)

Satz 4.3.3. Die Magnus-Reihe ergibt sich zu
o(t) =Y 7(s)(E)F(s)(t). (4.45)

seT

89



4. MAGNUS-METHODEN

Wir bemerken noch, dal? hier einige Bdume gegentiber dem klassischen Fall wegfallen, weil die
Bernoulli-Zahlen fir ungeraden Index & > 3 verschwinden. Ein Knoten hat also entweder genau
einen Sohn oder eine gerade Anzahl von Séhnen. Auf der anderen Seite wird hier die Reihenfolge der
Soéhne beriicksichtigt, was wiederum die Anzahl verschiedener Bdume erhoht.

Madchte man die Funktionen F'(s) explizit generieren, so empfiehlt sich eine monotone Indizierung
der Knoten des Baumes s. Die Knoten eines Baums sind monoton indiziert, wenn die Numerierung
vom Vater zum Sohn aufsteigend ist, wobei die Wurzel den Index 1 bekommt. Fiir den Baum [ | mit
einem Knoten ergibt sich fo (71)dr. Fur die Baume mit 2 und 3 Knoten

(4.46)
1
1

S92

ergeben sich damit die Ausdriicke

(591) F(s21)(8) = — / / A(m)]dradm
~v(s31)F (s31)( 12// / (12)], A(m1)]drsdradm (4.47)

v(s32) F(s32)( /// (12)], A(1)]drsdradry.

Die Konstruktion der Ausdriicke ist anhand obiger Beispiele leicht nachvollziehbar: Fiir jeden Knoten
(von k Knoten insgesamt) erhalten wir eine Integration, die Integrationsvariablen sind dabei (auf’en
beginnend) 7, 7, ..., 7. Die obere Grenze der Integration ergibt sich fiir die Integration nach 7;
gerade aus dem Vaterknoten vom Knoten 4. Die Integranden werden rekursiv aus Kommutatoren ge-
maR der Definition 4.3.3 generiert, dem Knoten ¢ wird dabei A(7;) zugeordnet. Die Rekursion fiir den
Vorfaktor +y liefert das Produkt der Bernoulli-Zahlen By, /j;!, wobei i (iber alle Vaterknoten lauft und
j; die Anzahl der S6hne bezeichnet.

Fir die Baume mit 4 Knoten

4
47 3 34,
SEA
1 1
S41 S42 543 S44
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4.3 Die Magnus-Methode

erhalten wir
e Fen® ==5; [ [ 7 [ ltAe AL Al Ar)ldrdradradn
1 t
7(842)F(S42)(t) ?/Ot/o /0 /0 7'3, (7'2)],A(T4)],A(Tl)]d74d73d72d7'1 (4.49)
V(s43)F (s43)(t) = ﬁ/o /0 /0 /0 A(rs, A(ma)], A(72)], A(m1)|dradrsdradr
7(844)F 844 = — —/ / / / 7'4, )] A(Tg)],A(Tl)]dT4dngTQd7'1.

4.3.4 Numerische Approximation der Magnus-Reihe

Fir einen Integrationsschritt im Intervall [0, h] ist o(h) zu approximieren. Es bieten sich 3 Vorgehens-
weisen an:

e Man setzt A als Taylorreihe an und bestimmt unter Nutzung des Paketes GLIEALG in Ma-
thematica eine Darstellung flr o aus Gleichung (4.37). Dabei mufl man berticksichtigen, daf}
fir Ordnung & die Lie-Algebra aus & Atomen generiert wird. Setzen wir dann o als Linear-
kombination iterierter Kommutatoren an, so ist mit einer nicht mehr handhabbaren Anzahl von
Variablen und Gleichungen zu rechnen.

e Man wertet die Magnus-Entwicklung direkt aus, indem man Formeln fur multivariate Quadratur
einsetzt, man siehe [56, 57, 58].

e Man folgt den Ideen aus [18, 19], wo Integralansétze unter Ausnutzung von Zeitsymmetrie zu
sehr einfachen Darstellungen flihren.

Wir nutzen fiur Verfahren niederer Ordnung die erste Variante, fir hthere Ordnung bietet aber die
dritte Variante einen elegantere Darstellung.
Taylorreihen-Ansatz

Sei A in eine Taylorreihe

t2
A(t) :Ao + At + AQE +... (4.50)

entwickelt. Wir setzen dies in
1
o =A— 5[0, Al +1/12[0,0,A] + ... (4.51)

ein. Bevor wir mit einer rekursiven Generierung der Losung o beginnen, stellen wir zunéchst die
Ordnung in ¢-Potenzen fest. Wir folgern sukzessiv

o(t) =0 (t)
a(t) =tA(0) + O (?)
0@, 460 =0 () (452)
[0(t),...,0(t), A(t)] =O (tk-i-l)
T%al_/
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4. MAGNUS-METHODEN

Fur Ordnung 4 geniigen somit die ersten 3 Summanden in (4.37), zur Ordnung 6 die ersten vier.

Wir fuhren wieder Picard-Iteration durch. Durch Integration der rechten Seite erhéht sich die
Ordnung (in t-Potenzen) in jedem Term um eins. Wir arbeiten daher in der bewerteten freien Lie-
Algebra, erzeugt durch

Y: =tAg, Yo =t2A1, Y3 =t34,, . ... (4.53)

Die Picard-Iteration starten wir mit o(*) = 0 aus der bewerteten Lie-Algebra. Eine Iteration ist gleich-
bedeutend mit

t
O'(k-l-l)(t) :/0 (dexp;(lk,)(T) (A(T))) dr (4.54)

Die Abbildung dexp~! kann man unter Nutzung des Paketes GLIEALG leicht als Potenzreihe in ad
implementieren. Die Integration reduziert sich darauf, Terme Y; vom Grad m durch Y;/m zu ersetzen.
So erhalten wir fur Ordnung 4

1 1 1
o=Yi+ Yo+ Va4 Vi Y1, Y + V3. (4.59)

1

3 4 2l
Bei vorhandenen Approximationen an die Y; genugt also ein Kommutator fiir Ordnung 4. Flr hohere
Ordnung kann man wie in Kapitel 3 versuchen, mit allgemeinen Anséatzen geeignete Berechnungsvor-
schriften zu gewinnen. Die Anzahl der freien Parameter steigt jedoch schnell an, so sind fur Ordnung
6 vier Kommutatoren zu berechnen, und in der freien bewerteten Lie-Algebra sind 6 Basiselemen-
te vorhanden. Der letzte handhabbare Fall in Kapitel 3 enthielt 3 Basiselemente, daher nehmen wir
hier Abstand von dieser Vorgehensweise und umreilen im folgenden kurz den eleganten Ansatz von
Blanes, Casas und Ros ([18], [19]).

Approximation mit Integralformeln

Blanes, Casas und Ros stellen die Reihe (4.40) durch zeitsymmetrische Ausdriicke mit Hilfe von
Integralen dar.

Symmetrische Entwicklung Die Matrix A wird in eine Taylorreihe um den Intervallmittelpunkt
entwickelt:

A(t) = iak <t - g)k (4.56)

k=0

Diese Entwicklung wird in die Gleichung (4.37) eingesetzt und die Picard-Iteration durchgefiihrt.
Der symmetrische Ansatz hat zur Folge, dafl nach der Integration nur die ungeraden Potenzen von h
verbleiben.

1 1 1 1 1
=hao + B3 as + h®—ay — h® = P 210
o ap + 12&2 + 80&4 D [ag, a1] + 30 [ag, az] + 240 a1, as] (457)
1 1 1 |
+ K <—360 lag, ag, az] — %[ahao,aﬂ + %[ao,ao,ao,al] > +0 (n")
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Integralansatz  Die Entwicklung (4.57) wird weiter vereinfacht, wenn wir die Integrale

- /h - iA(t) it i=0,1,2,.. (4.58)
]’LZ+1 0 2 ) ) b
einsetzen. Die ersten drei dieser Integrale sind gegeben durch
1 1 1
0) _ L2 L 16
B ag + 12h a2—|—80h a4—|—448h ag + ... (4.59)
1 1 1
BW =—n —hag + —h° + ... 4.60
it gt gt (4.60)
1 1 1 1
B® =—qy+ —h%ay + —h'ay + ——h%ag + ... 4.61
%R 2T g M gy e T (4.6

Ein Vorteil dieser Herangehensweise ist, dal der Algorithmus in zwei unabhéngige elementare Tei-
laufgaben zerlegt wurde — die numerische Approximation der Integrale und die Approximation von
o durch die Integrale B(®). Der zweite Schritt ist dabei von der im ersten Schritt konkret gewahlten
Quadraturformel, also insbesondere von den Knoten, unabhéngig.

Ordnung 4 Fur eine Approximation der Ordnung 4 ist lediglich ein Kommutator zu ber(cksichti-
gen. Man wahlt nach [18] o = wy + w3 wobei w1, w3 durch

wi = hBO (4.62)
w3 = —h?BO, BWY) (4.63)

gegeben sind.

Ordnung 6 Die Naherung 6-ter Ordnung ¢(© ist durch

o® = w1 + w3 + ws (4.64)
gegeben, wobei w; Ausdriicke der Ordnung 4 enthalt:
w1 :hao
1 -1
13 = _
w3 =h (12a2+ 12 [ao,a1]>
1 1 1 1 (4.65)
=R [ — —_ el —
ws <8Oa4 +%0 lao, as] + 710 la1,az] + 360 [ao, ao, az]
lana0,a1] + oo |
240 ai, ag, ai 720 agp, ap, aop, ai .

Der Ausdruck (4.65) wird nun durch B(®) mit Ordnung 6 approximiert. Hierzu wird ebenso ein Ansatz
mit iterierten Kommutatoren gewahlt. Durch die Darstellung mit den Integralen B () kann man sich
hier auf wenige Parameter im Ansatz beschrénken. Allerdings sind mindestens 3 Kommutatoren zur
Berechnung notwendig, wie man aus dem Auftreten des Terms [ag, ag, ao, a1] folgert.

Approximiert wird (4.65) nach Casas et al. [18] mit 4 Kommutatoren durch

w1 :hB(O)

3
—h2 1 (0) (2
w3 h |:B s 2B 68 :| (166)

1 1
Wy = |:wl, |:w1, §hB(2) - —w3:|:| + §h [B(l),w:;] .
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Quadratur Zur Minimierung des Aufwandes bietet sich GauB3-Legendre-Quadratur an, da somit die
hdchstmdgliche Ordnung erzielt wird. Auch kann die Symmetrie der Knoten flir bestimmte Anwen-
dungen von Vorteil sein. Als Knoten wéhlen wir somit die Nullstellen der verschobenen Legendre-
Polynome (hier ohne Normierung)

Ly(x) : @

R

(z°(1 — 2)°). (4.67)

Die Ordnung dieser Formeln ist 2s fiir s Knoten, wir bendtigen also 2 bzw. 3 Funktionsauswertungen
pro Schritt fiir eine Methode der Ordnung 4 bzw. 6. Die Knoten ¢ und Gewichte b7 sind dabei:

T
s=2: c:<3_\/§, 3_\/§> , bT:<l,1> (4.68)
6 6 2°2
T
1 V15 1 1 +15 T 5 4 5
s=8 “(5‘?75’?1—0) b _<1_8’§’E> (4.69)
Die Approximationen an B*) sind gegeben durch
> 1
(k) — e — Yk A
B ;bz(cz SV Aleih). (4.70)
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4.4 Numerische Tests

4.4.1 Schrittweitensteuerung fir die Magnus-Methode

Zu einer effizienten Implementierung eines Zeitintegrationsverfahrens ist flr viele Anwendungen ei-
ne Schrittweitensteuerung unumganglich. Wir haben hier als typische Anwendung Gleichungen mit
oszillierender Ldsung und Schrittweiten, die ein Vielfaches der Periode betragen sollen, vor Augen.
Eine Schrittweitensteuerung ist in diesem Falle sinnvoll, wenn die Periode oder die Abweichung von
der reinen Sinus-Schwingung (diese wird exakt fiir beliebige Schrittweiten geldst) variiert. Auch kann
man a priori nur schwer eine Schrittweite festlegen, so daB selbst bei Rechnungen mit nahezu kon-
stanter Schrittweite eine Schrittweitensteuerung sinnvoll ist.

Grundlage einer Schrittweitensteuerung bildet das Konzept der Gleichverteilung des lokalen Feh-
lers. Dazu bedarf es einer Schatzung des lokalen Fehlers, wozu das Prinzip der Einbettung oder aber
Richardson-Extrapolation genutzt werden kann. Wahrend Richardson-Extrapolation prinzipiell fiir
jedes Verfahren direkt zur Verfligung steht, erfordert Einbettung neben dem Grundverfahren mit der
Ordnung p ein zweites Verfahren (eingebettetes Verfahren) von der Ordnung ¢. Die Differenz der
beiden numerischen Losungen wird als Fehlerschatzer genutzt.

Bei der Magnus-Methode treten zwei Arten von Diskretisierungsfehlern auf: Zum einen tritt in den
Quadraturformeln zur Berechnung der B¥) der klassische Quadraturfehler auf, zum anderen resultiert
ein Abbruch-Fehler aus der Magnus-Entwicklung. Der letztere &Rt sich sehr einfach schatzen. Der
obige Algorithmus nach [18] liefert neben einer Ldsung 6. Ordnung auch eine Lésung 4. Ordnung.
Allerdings nutzt diese Ndherung 4. Ordnung die gleichen Quadraturformeln — der Quadraturfehler
geht somit nicht in die Fehlerschatzung ein. AulRerdem ist der so geschatzte Fehler von Ordnung 4,
so daR sich die Methode bei Anderungen der vorgegebenen Toleranz wie ein Verfahren 4. Ordnung
verhalt — bei kleinen Toleranzen wird der Fehler Gberschatzt, das Verfahren arbeitet mit zu kleinen
Schrittweiten.

Ein mdglicher Ausweg ist die Verwendung einer zweiten Quadraturformel. Leider ist eine Nut-
zung der 3 Gauflknoten nicht zweckméaRBig. Wir kdnnen ndmlich mit drei neuen Knoten Ordnung 5
erreichen (Radau-Knoten) oder mit 2 neuen Knoten Ordnung 4 (GauB-Knoten) erreichen. Die Ver-
wendung der bereits berechneten Werte in den GauB-Knoten ist nicht von Vorteil, da wir mit einem
zusétzlichen Knoten (zu den drei vorhandenen Gauf3-Knoten) nur Ordnung 3 erreichen kdnnen. Denn
fiir Ordnung 4 mit 4 Knoten sind die Gewichte eindeutig bestimmt — und da die GaulR-Formel selbst
eine mogliche Losung ist, mul das Gewicht des neuen Knotens 0 sein. Auch laft sich mit zwei zusétz-
lichen Knoten nicht die Ordnung 5 erreichen. Wir kénnen wieder analog schlieBen, dafi3 fur Ordnung 5
die Gewichte eindeutig bestimmt sind, und damit die Gewichte der zusatzlichen Knoten verschwinden
missen.

Wir schlagen folgende vier Alternativen zur Schrittweitensteuerung vor:

e Der Vorschlag aus [18] — es werden Approximationen unterschiedlicher Genauigkeit an die
Magnus-Reihe genutzt. Vorteil ist der geringe Aufwand, Nachteile sind wie oben beschrieben,
dal’ der Quadraturfehler nicht berlicksichtigt wird und der Schéatzer nur 4. Ordnung ist. Ist der
Kommutator identisch Null, so versagt der Schétzer.

e Einbettung einer Radau-Formel mit 3 Knoten. Diese Variante hat den héchsten Zusatzaufwand,
ein weiterer Nachteil ist, dafl der Schatzer nicht mehr zeitsymmetrisch ist. Von Vorteil ist die
Ordnung 5 des Schétzers.

e Einbettung der zweistufigen GaulR-Formel der Ordnung 4. So erhalten wir die Zeitsymmetrie
der Methode.
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4. MAGNUS-METHODEN

e Richardson-Extrapolation. Der Mehraufwand kann optimistisch mit 50% geschatzt werden,
wenn wir die beiden Halbschritte als Einzelschritt werten. Hier ist der Schétzer sogar von Ord-
nung 6, man wirde von dieser Variante also hdchste Effizienz flr kleine Toleranzen erwarten.
Zusétzlich bietet sich noch die Mdglichkeit der Extrapolation auf hohere Ordnung.

4.4.2 Die Bessel-Funktion

In diesem Beispiel wollen wir uns davon tberzeugen, daB3 die Magnusmethode in der Tat zur Integra-
tion von Gleichungen mit stark oszillierenden Ldsungen geeignet ist. Gegeben ist die Anfangswert-
aufgabe

(@) = - (100 ; i) y()
(4.71)

y(1) = Jo(10), /(1) = %Jg(lo) —101(10).

Dabei bezeichnet J; die Bessel-Funktion erster Art [1]. Die analytische Ldsung von Gleichung (4.71)
ist durch

y(x) = VaJo(10z) (4.72)
gegeben. Diese Funktion oszilliert. Schreiben wir die Differentialgleichung (4.71) als System erster
Ordnung, so kénnen wir die Magnus-Methode darauf anwenden.

Zuverléssigkeit der Schrittweitensteuerung

Wir haben die vier oben erwahnten Varianten am Problem (4.71) getestet. Fur verschiedene Toleran-
zen tragen wir jeweils den Quotienten aus erreichter Genauigkeit (maximaler globaler Fehler) und
vorgegebener Toleranz auf. Um die eigentliche Effizienz einschatzen zu kdnnen, haben wir auRerdem
noch die erreichte Genauigkeit gegen den rechnerischen Aufwand aufgetragen. In der Legende steht

2 -2

10 ! ! ! ! 10
107
1 +
10" | F *.,
e Ty
N 10 ¢ +
< o] 5
£10° 210° X
] = + X
@ Y X
~ +
=10 ix
= © +
10 o) ) {4 = +
< RE toe L[ RE
+  Radau5 o= 10 4 + Radaus
Magnus 4 Magnus
S| © Gauss4 [l O Gauss4
10 ! . . . 10 .
107 10°° 10°° 10 107 10° 10 10° 10°
Vorgebene Toleranz Anzahl der Flops

Abbildung 4.1: Vergleich der 4 Varianten zur Schrittweitensteuerung am Problem Bessel

RE fir Richardson-Extrapolation, Radau5 flr die Schatzung des Quadraturfehlers durch eine ein-
gebettete Radau-Methode der Ordnung 5, Magnus flir Schatzung des Fehlers einzig in der Magnus-
Reihe und Gauss4 fiir Einbettung der 2-stufigen Gaul3-Methode. Die letztere Variante schneidet offen-
sichtlich am besten ab, sie ist sowohl zuverl&ssiger als auch effizienter bei vergleichbarer Genauigkeit.
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Bei Richardson-Extrapolation wird der Fehler zumeist unterschétzt, das Aufwandsdiagramm macht
deutlich, daR diese Variante zur Schrittweitensteuerung nicht zu empfehlen ist.

Vergleich mit klassischen Integratoren

Wir vergleichen die Magnus-Methode der Ordnung 6, basierend auf GauR-Quadratur, mit
e der klassischen Gaul3-Formel selbst (implizit, Ordnung 6)
e der Runge-Kutta-Methode DOPRI5 (explizit, Ordnung 5)
e der klassischen Runge-Kutta-Methode (explizit, Ordnung 4)

Das Problem wird auf dem Intervall von [1, 100] durch alle 4 Methoden geldst. Zunéchst wenden wir
die Methoden mit konstanter Schrittweite h = 1.E — 1 an, was 990 Schritten entspricht. Der globale
Fehler im zeitlichen Verlauf ist in Abbildung 4.2 dargestellt, aufgrund des oszillatorischen Verlaufs
der exakten Losung folgt der globale Fehler einem fast regulédren Muster.

Die Magnus-Methode halt den globalen Fehler gleichméaRig unterhalb von 4.E — 8, wahrend fur
die 3 anderen Methoden eine Akkumulation des globalen Fehlers festzustellen ist. Dies weist darauf
hin, daB bei der Magnus-Methode keine Phasenverschiebung auftritt. Auch ist der globale Fehler bei
der Magnus-Methode um GroRenordnungen geringer als bei den klassischen Verfahren. Insbesondere
bei der klassischen Runge-Kutta-Methode ist die Lésung im Endpunkt komplett unbrauchbar, was
daraus resultiert, da die Amplitude der numerischen Losung fallt, wahrend die analytische Losung
eine konstante Amplitude besitzt.

In Abbildung 4.3 werden die Ergebnisse eines ahnlichen Experiments gezeigt, nur wurden jetzt
alle 4 Methoden mit Schrittweitensteuerung angewandt. Wir haben relative Toleranzen von 1.F — 4
und absolute Toleranzen von 1. —6 vorgeschrieben. Zur Fehlerschatzung haben wir fur die klassische
Runge-Kutta-Methode Richardson-Extrapolation verwendet, fur die anderen drei Methoden haben
wir Einbettung verwendet. DOPRIS ist bereits mit einem eingebetteten Fehlerschétzer der Ordnung
4 versehen, wahrend wir fir die Gaul3-Methode der Ordnung 6 die zweistufige GaulR-Methode der
Ordnung 4 zur Fehlerschatzung herangezogen haben.

Mit Ausnahme der Magnus-Methode haben die anderen drei Methoden ungefahr 2000 Schritte
zur Losung bendtigt. Die Magnus-Methode 16st das gleiche Problem in 160 Schritten.

In einem dritten Versuch vergleichen wir die Effizienz der Methoden bei Schrittweitensteuerung.
Das linke Diagramm in Abbildung 4.4 zeigt den maximalen globalen Fehler gegen die Anzahl der aus-
gefiihrten Schritte aufgetragen, wobei Schrittwiederholungen nicht mitgezahlt wurden. Die Methoden
schneiden fast wie erwartet ab: Die Magnus-Methode ist deutlich effizienter als die anderen Metho-
den. Diese rangieren entsprechend ihrer Ordnung, die GaulR-Methode der Ordnung 6 vor DOPRI5 und
der klassischen Runge-Kutta-Methode.

Zur realistischen Einschatzung muf3 natlrlich der eigentliche rechnerische Aufwand berlicksich-
tigt werden. Auf dem rechten Diagramm in Abbildung 4.4 haben wird daher die ausgefiihrten Flops
auf der Abszisse abgetragen. Wir bemerken, dal die Schrittweitensteuerung flr alle Verfahren zu-
friedenstellend funktioniert, die Anzahl der Wiederholungen liegt unterhalb von 10%. Die Magnus-
Methode schneidet auch hier am besten ab. Die Matrixexponentialfunktionen fallen nicht ins Gewicht,
da fur Matrizen aus R2*? eine effiziente Implementierung der Matrixexponentialfunktion méglich ist,
man vergleiche Abschnitt 1.3.7. Hier schneidet DOPRI5 besser als die GaulR-Methode ab, denn fiir
das implizite Verfahren ist ein lineares Gleichungssystem der Dimension 6 x 6 pro Schritt zu I6sen.
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MAGNUS6/Bessel

-3 GAUSS6/Bessel

0 20 40 60 80 100 "0 20 40 60 80 100
X X

DOPRI5/Bessel RKV4/Bessel

0.3

0.1

0.08

0.061

0.041

0.02-

Y Vex
o

-0.021

-0.041

—0.061

—-0.081

-0.1

X X

Abbildung 4.2: Globaler Fehler bei Bessel, Rechnung mit konstanter Schrittweite h = 1.E — 1,
z. = 100.

4.4.3 Die radiale Schrodinger Gleichung fur das Wasserstoffatom

Zur Bestimmung der mdglichen Energien flr drehimpulsfreie Zusténde der Elektronen (also komplett
radialsymmetrische Wellenfunktionen) 1ésen wir das Eigenwertproblem

—§"(p) — %w —c 4.73)

mit den Randbedingungen (4.19). Weitere Anwendungen wie die Behandlung des relativistischen
Falls mit der Dirac-Gleichung findet man in [122].

Fur eine erste Néherung betrachten wir das asymptotische Verhalten der Losungen am Rand:
Unter der Voraussetzung, dal’ + in p = 0 in eine Potenzreihe entwickelbar ist, ergibt sich zunachst
1 (0) = 0. Wir setzen 0.B.d.A. ¢//(0) = 1. Der Koeffizientenvergleich ergibt dann

b(p) =p—p*+ 0 (p?). (4.74)

Zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens in oo vernachléssigen wir den Term —2/p. Die so
erhaltene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten hat die Losungen exp(++/—¢p),
von denen nur die abklingende Lésung

Y(p) ~exp(—v—ep) (4.75)
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Abbildung 4.3: Der globale Fehler bei Bessel bei Rechnung mit Schrittweitensteuerung, RTOL =
1.E — 4, x, = 100
Zur numerischen Ldsung des Problems setzen wir die Randwerte flir vorgegebene Energie e ein-
(4.76)
(4.77)

der Randbedingung genugt.
mal in pnin < 1 nach (4.74), einmal flr pnax > 1 nach (4.75), so daf sich abklingende Ldsungen
w(pmax) =1
Q;Z)(pmax) = — VvV —€.

ergeben. Konkret setzen wir
T/J(Pmin) =Pmin

¢I(pmin) =1
Dann integrieren wir von py;, nach rechts bis p,,;q und erhalten eine N&herung ¢, in p,;q, SOWie

VON ppq. Nach links bis p,,,;¢ und erhalten eine Naherung ¥ g in p;q.
Zur Integration nutzen wir die Magnus-Methode mit einer Toleranz von 1.F — 8. Dazu wird
Gleichung (4.73) durch Einfiihrung einer zusatzlichen Variablen fiir ¢ in ein System erster Ordnung
uberflhrt. Somit erhalten wir auch Approximationen fir die ersten Ableitungen von v in p,,;4, jeweils
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Abbildung 4.4: Maximaler globaler Fehler bei Bessel gegen Schrittweite und Anzahl der Flops fur
alle 4 Methoden.

Wir bestimmen daher den Sinus s = sin ¢ des eingeschlossenen Winkels ¢ durch

z=(r + )/ (YR + iYR)

s=Imz/|z|.

(4.78)

Fir Energien e im Bereich [—1,0) erhalten wir s wie in Abbildung 4.5 dargestellt. Die Nullstellen
liegen sehr nahe bei den exakten Werten —1/n?, n = 1,2,3,.... Die exakten Energien bestimmen

/\ /\ Mum il

:i\/ \( (I UUU_M

-10° —10’2 -10”°
Energie

sin Ag

Abbildung 4.5: Nullstellen von sin ¢ sind Energien der gebundenen Zusténde.

wir mit dem Sekanten-Verfahren, welches fiir skalare Gleichungen effektiver ist als das Newton-Ver-
fahren. Wir bestimmen die 10 kleinsten Energien. Fiir die Intervalle mit Vorzeichenwechsel starten
wir eine Iteration mit den beiden Endpunkten des Intervalls, wobei zuerst der Endpunkt mit betrags-
groRerem Funktionswert ersetzt wird. Die Iteration konvergiert fiir gewohnlich in 4 bis 6 Schritten.
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Z

Energie

rel. Fehler

© 00 ~J O Ui W N T

—_
o

—0.99919906
—0.24999690
—0.11111109
—0.06250000
—0.04000000
—0.02777778
—0.02040816
—0.01562500
—0.01234568
—0.00999999

8.009e — 04
1.240e — 05
2.334e — 07
5.889¢ — 09
4.346e — 09
4.889e — 09
8.696e — 09
5.365¢ — 08
1.303e — 07
1.353e — 06

(4.79)

Die exakten Werte werden im Rahmen der Fehler in den Randbedingungen sehr gut approximiert.

Zur Bestimmung genauerer Lésungen kann zum einen das Integrationsintervall ausgedehnt werden
(sowohl in Richtung 0 als auch in Richtung oo), zum anderen kann die Singularitét im Randpunkt auf
andere Weise beriicksichtigt werden, so zum Beispiel durch eine asymptotische Entwicklung, man
siehe auch [60].

Wir verwenden die Randwerte

Y(pmax) =1 (4.80)
1
TIZ) x) =—V—€+ —m—. (481)
(pma ) pmax\/__E
Diese ergeben sich am linken Rand p,;,, einfach durch Beriicksichtigung eines weiteren Terms in der
Potenzreihenentwicklung. Am rechten Randpunkt p.,.x verwenden wir einen Produktansatz «(p) =

w(pmin) =Pmin — pr2nin

w,(pmin) =1 — 2pmin

p® exp(—+/—ep), der bei Abgleich der niedrigsten Potenz in p auf o = 1/+/—e flhrt.
Wir erhalten jetzt Ergebnisse, die in der Gréenordnung der Toleranz der Magnus-Methode liegen:

Z

Energie

rel. Fehler

© 00 N O T W N T

—
o

—1.00000000
—0.24999982
—0.11111111
—0.06250000
—0.04000000
—0.02777778
—0.02040816
—0.01562500
—0.01234568
—0.00999999

2.285e — 11
7.368¢ — 07
1.903e — 08
1.495e — 09
2.529¢ — 09
3.679¢ — 09
6.312e — 09
4.182e — 08
6.851e — 08
7.532e — 08

(4.82)

Es zeigt sich daR die Losung des Eigenwertproblems unter Nutzung der Magnus-Methode robust

und effizient méglich ist. Die Ubertragung des obigen Algorithmus auf Mehr-Teilchen-Probleme im
Rahmen der Dichtefunktionaltheorie ist Gegenstand aktueller Forschung.
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4.5 Zusammenfassung

Die Beschreibung der Struktur fester Materie erfordert die Lésung von Eigenwertproblemen fiir die
stationdre Schrodinger-Gleichung fur Mehrteilchensysteme. Der Atomkern wird als fest angenommen
(Born-Oppenheimer-Naherung), wahrend die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen durch die
Wellenfunktion beschrieben wird. Die Elektronen besetzen nun die Zustande mit den niedrigsten Ener-
gien — gesucht sind also die kleinsten Eigenwerte der stationaren Schrodinger-Gleichung. Ein Ansatz
mit Kugelflachenfunktionen separiert die radiale Komponente von der Drehimpuls-Komponente. Fiir
die radiale Komponente fiihren die Eigenwertprobleme auf lineare gewohnliche Differentialgleichun-
gen mit veranderlichen Koeffizienten, die oszillierende Lésungen besitzen. Wir verwenden zu ihrer
Ldsung ein problemangepalites Verfahren, einen geometrischen Integrator — die Magnus-Methode.
Die erforderliche Reihenentwicklung der dexp-Abbildung wird hergeleitet.

Das zu lésende Eigenwertproblem besitzt Singularitditen am Rand. Wir nutzen Reihenentwick-
lungen verschiedener Aproximationsordnung, um die Resultate sukzessiv zu verbessern. Wir testen
verschiedene Varianten der Schrittweitensteuerung fiir die Magnus-Methode, und verwenden die ef-
fektivste zur Losung des Eigenwertproblems. Die Magnus-Methode zeigt sich flir diese Probleme den
Standard-Verfahren — seien sie nun implizit oder explizit — als deutlich Uberlegen.
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Kapitel 5

Krylov-Typ Rosenbrock-Methoden flr
differential-algebraische Systeme vom
Index 1

5.1 Steife Anfangswertprobleme

5.1.1 Steifheit

Bei vielen Anwendungen treten sogenannte steife Differentialgleichungen auf. Betrachten wir eine
Anfangswertaufgabe

y(t) =f(y(t), y(t) €R™,tE [to, ]

5.1
y(to) =vo- GL)

Eigentlich ist bereits der Begriff steife Differentialgleichung ungenau, denn Steifheit stellt ein Phano-
men dar, das bei der numerischen Losung von Anfangswertaufgaben auftritt. So hangt die Steifheit
neben der Differentialgleichung auch von der geforderten Genauigkeit in der Losung, der Lange des
Integrationsintervalls sowie unter Umstanden auch von den gegebenen Anfangswerten ab.

Steifheit bedeutet, daf in der Ldsung neben langsam verdnderlichen Komponenten schnell ge-
dampfte Komponenten auftreten, die flr das Problem nicht von Interesse sind. Steife Probleme treten
meist im Zusammenhang mit sich sehr schnell einstellenden Gleichgewichten auf. So zum Beispiel in
der Reaktionskinetik, wenn langsame Reaktionen zusammen mit schnellen Reaktionen einhergehen,
oder im Falle von Ausgleichsprozessen wie Diffusion oder Warmeleitung.

Schnell gedampfte Lésungskomponenten entsprechen Eigenwerten in der Jacobi-Matrix mit gro-
Rem negativen Realteil, Eigenwerte mit groRem Imaginarteil fiihren zu schnellen Oszillationen. Beide
Problemklassen fuhren zu einer grof3en Lipschitz-Konstanten L der rechten Seite des Systems.

Grundlegend fiir die Ubertragung der Konvergenzanalyse (Schrittweite » — 0) fiir explizite Run-
ge-Kutta-Verfahren auf endliche Schrittweiten h ist die Annahme, da AL = O (1) gilt, denn unter
dieser Voraussetzung sind die Verfahren stabil. Fiir Probleme mit groRer Lipschitz-Konstanten L, die
aber trotzdem gutartig gestellt sind, sind explizite Verfahren nicht effektiv, da hL = O (1) die Schritt-
weiten h stark einschrankt. Man greift daher auf spezielle problemangepalte Verfahren zuriick, im
Falle steifer Differentialgleichungen sind dies implizite Runge-Kutta-Verfahren und linear-implizite
Runge-Kutta-Verfahren, sowie die hier nicht naher betrachteten BDF-Methoden als Mehrschrittver-
fahren. Ausflihrliche Darstellungen und Analysen geeigneter Verfahren findet man in [24], [46], [99].
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5.1.2 Stabilitat von Einschrittverfahren

Bei der Behandlung steifer Differentialgleichungen sind implizite Verfahren trotz des hoheren Auf-
wands pro Integrationsschritt den expliziten Verfahren (iberlegen, da sie wesentlich gréfRere Schritt-
weiten zulassen. Dies liegt an den schlechteren Stabilitatseigenschaften expliziter Verfahren, wie man
bereits an der einfachen linearen Testgleichung

y =Xy, AeC (5.2)

nachvollziehen kann. Bei Anwendung eines Runge-Kutta-Verfahrens auf die Gleichung (5.2) mit der
Schrittweite h ergibt sich eine Rekursion der Form

Ym+1 =R(hN\)y,, mit
R(z) =1+ bT2(I — zA)7 1.

Die Funktion R(z) ist rational, fur explizite Verfahren ist sie ein Polynom. Die lineare Gleichung (5.2)
ist fir Re A < 0 kontraktiv, d.h., fur zwei Losungen y1 (t), y2(t) gilt

ly1(t + h) —ya(t + h)| < |y1(t) — ya(t)] flir b > 0. (5.3)

Bei linearen Systemen ist dies aquivalent zu |y (¢ + k)| < |y(t)|, und dies fordert man auch von einem
Diskretisierungsverfahren, im Idealfall also |R(z)| < 1 fiir Re z < 0.

Die Menge {z € C : |R(z)| < 1} bezeichnet man als Stabilitatsgebiet. Verfahren, deren Sta-
bilitatsgebiet die linke komplexe Halbebene (hier ist gerade die lineare Testgleichung (5.2) stabil)
umfalit, heiBen A-stabil. Bei Stabilitdt in einem Sektor der Grofle 2«c um die negative reelle Achse
spricht man von A(«)-Stabilitét, und liegt Stabilitét nur auf der reellen Achse vor, spricht man von
Ap-Stabilitat. A-stabile Verfahren mit R(co) = 0 bezeichnet man als L-stabil. Scharfere Stabilitéts-
begriffe legen nichtautonome lineare Systeme (AN-Stabilitat) und nichtlineare kontraktive Systeme
(B-Stabilitat) zugrunde. Ordnungsreduktionsphdnomene bei steifen Problemen werden mit Hilfe der
B-Konvergenz-Ordnung erfaft.

Bei differential-algebraischen Systemen von hoherem Index gestaltet sich die Ubertragung der
Stabilitatskonzepte duRerst schwierig, man vergleiche [111], [114]. Fir die von uns zu betrachtenden
DAEs vom Index 1 in Hessenbergform beschréanken wir uns auf das Konzept der A-Stabilitat, um
effiziente Verfahren auszuwahlen.

5.1.3 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Bei expliziten Einschritt-Verfahren ist die Stabilitdtsfunktion R(z) ein Polynom, daher kann ein sol-
ches Verfahren nicht A-stabil sein. Implizite Verfahren besitzen rationale Stabilitatsfunktionen, die
Approximationen an die Exponentialfunktion (Ldsung von (5.2)) darstellen. Fur s-stufige Verfahren
erhalt man im Zahler und Nenner Polynome vom Maximalgrad s. Fur die GauB- bzw. Radau-Verfah-
ren [46] ergeben sich die (s, s)- bzw. (s — 1, s)-Padé-Approximationen an die Exponentialfunktion
als Stabilitatsfunktionen. Beide sind bekanntermafen A-stabil. Die (s — 1, s)-Padé-Approximation ist
zudem auch L-stabil, da der Nennergrad gréRer als der Zahlergrad ist und somit R(oc) = 0 gilt.

Bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren missen die Verfahrensgleichungen iterativ gelést werden.
Eine einfache Funktionaliteration verschenkt den gewonnenen Vorteil, da Kontraktivitat gleichbedeu-
tend mit einer Einschrdnkung hL < C an die Schrittweite ist — aber L ist fir steife Systeme eben
sehr groB. Typischerweise wird ein vereinfachtes Newton-Verfahren zur Lésung der Verfahrensglei-
chungen verwendet, wobei die Jacobi-Matrix f,(y) zumeist am Startwert y = y,, approximiert wird
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5.2 Linear-implizite Verfahren

oder (insofern das Konvergenzverhalten der lteration zufriedenstellend ist) eine Jacobi-Matrix aus
vorhergehenden Schritten verwendet wird.

Dies flihrt in jedem Newton-Schritt auf ein lineares Gleichungssystem der Dimension n,, x s, was
fiir grofle Systeme mit einem hohen Aufwand verbunden ist. Es liegt daher nahe, die Verfahrensvor-
schrift zu modifizieren, um die guten Stabilitatseigenschaften mit effizient auflosbaren Verfahrensglei-
chungen zu kombinieren. Ein erster Schritt in diese Richtung ist der Ubergang zu diagonal-impliziten
Verfahren, man siehe [2], [42], [20], mit den Stufen

Yini =ym + hz @i f (Yinj)- (5.4)
j=1

Die einzelnen Stufengleichungen kdnnen nun sukzessive geldst werden. Ein vereinfachter Newton-
Schritt fur das Inkrement g; := Y;,,; — vy, in der i-ten Stufe ergibt sich mit J ~ f, (y,) zu

i—1
—(I = has) (g = gy =gV = 13" aij f(Yiny) = haii f (ym + 0. (55)
j=1

Es sind somit sukzessive s nichtlineare Systeme der Dimension n,, zu losen. Wahlt man die Diagonal-
elemente a;; der Verfahrensmatrix alle gleich, so ist nur eine LU-Zerlegung pro Schritt erforderlich.
Diese Verfahren heiBen SDIRK-Verfahren (singly diagonally implicit Runge-Kutta).

5.2 Linear-implizite Verfahren

Bei der Implementierung impliziter Verfahren werden die Verfahrensgleichungen iterativ mit dem ver-
einfachten Newtonverfahren geldst, wobei die Iteration zweckmaRigerweise abgebrochen wird, sobald
die Genauigkeit der Losung im Bereich der geforderten Toleranz (oder um einen bestimmten Faktor
darunter) liegt. Dabei wird das Konvergenzverhalten von der Schrittweite abhangen, mit kleinerer
Schrittweite verfugt man auBerdem Uber einen genaueren Startwert.

Die Konvergenz der vereinfachten Newton-Iteration kann somit durch die Schrittweite h gesteu-
ert werden. Man fixiert einfach eine Newton-Iteration pro Stufe — und gelangt zu linear-implizi-
ten Verfahren. Wahlt man J = f,(yn), so bezeichnet man die Verfahrensklasse als Rosenbrock-
Methoden [85, 107, 46, 99]. Einen allgemeineren Ansatz bieten die von Strehmel und Weiner ent-
wickelten adaptiven Runge-Kutta-Methoden, die sich durch gute Stabilitatseigenschaften auszeichnen
[95, 97, 8, 98, 99].

5.2.1 Rosenbrock-Methoden

Mit der Jacobi-Matrix J = f,(ym) ergibt sich ein vereinfachter Newton-Schritt fur die internen
Ableitungen k; = f(ym + h>_; aijk;) zu

i—1
(I~ D)k — KY) = — kO + flym + 1 agjk; + hyk). (5.6)

J=1
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5. KRYLOV-ROW-METHODEN

Bei der Wahl des Startwertes kz(o) bietet sich eine Kombination der vorhergehenden Stufen an. Wir
erhalten somit als Stufenlésung k; = %Y nach einem Newtonschritt

7

i—1
KO = -3 g o
7j=1

v
1—1 Yii i—1 i—1 Yii
(I = by d) (ki + D 2 ky) =f (om + 1 Y _(aig = ig)ky) + ) k. (57)
j=1 v j=1 j=1 v
J J J
Die Verfahrensvorschrift ergibt sich mit «;; = a;; — vij, K; := —k:Z(O) und der tblichen Aufdatierung
mit Gewichten b; zu
i—1
Yoni =ym + b > aijk; (5.8a)
j=1
(I = hy ) (ki + k) =f (Yini) +K; (5.8)
Ym+1 =Ym + h Z biki. (5.8¢)
i=1

Rosenbrock-Methoden erweisen sich als sehr effiziente Verfahren zur Lésung grofRer steifer Diffe-
rentialgleichungen. Sie reproduzieren néherungsweise die guten Stabilitatseigenschaften impliziter
Verfahren durch eine sehr einfache Verfahrensvorschrift. Aufferdem haben sie den Vorteil, leicht im-
plementierbar zu sein. Einige Abstriche mussen in der B-Konvergenzordnung [96] gemacht werden,
da sie Abkémmlinge einfach diagonal-impliziter Verfahren sind, die naturgemal nicht die verein-
fachende Bedingung C(2) erflllen kénnen. Im Code ROS4 [46] ist mit der Methode GRKA4T von
Kaps/Rentrop [59] ein sehr effizientes Verfahren vierter Ordnung implementiert.
Rosenbrock-Methoden kénnen aulRerdem effizient zur Losung differential-algebraischer Systeme
eingesetzt werden, so fur Probleme vom Index 1 in [83], [82], [84] und [3], und direkt fur die Index-
3-Formulierung bei mechanischen Mehrkdrpersystemen in [112], [113], [114], [115].

5.2.2 W-Methoden

In vielen Anwendungen kann man die steifen Komponenten der Ldsung lokalisieren. Der Aufwand
zur Losung der linearen Gleichungssysteme, wie sie bei Rosenbrock-Methoden auftreten, kann ent-
scheidend gesenkt werden, wenn man nicht die komplette Jacobi-Matrix, sondern nur eine Approxi-
mation 7" von niederem Rang verwendet, so daf lineare Gleichungssysteme mit der Matrix (I —h~yT)
einfach zu 16sen sind. Die Matrix J in (5.6) wird dann durch die Matrix T ersetzt. Ordnungsbedin-
gungen fir die so erhaltenen W-Methoden [93] werden unabhéngig von der Matrix T' formuliert, man
erhalt zu den Ordnungsbedingungen fiir Rosenbrock-Methoden zusétzliche Konsistenzbedingungen.
Fur den speziellen Fall T = f,(ym)+ O (h) kann mit einer kleineren Menge zusétzlicher Konsistenz-
bedingungen gearbeitet werden. Dieser Fall bildet gleichzeitig die theoretische Grundlage fur die bei
der Implementierung von Rosenbrock-Methoden zumeist verwendete Strategie, die gleiche Jacobi-
Matrix fur mehrere aufeinanderfolgende Schritte zu verwenden.

W-Methoden bieten aulerdem eine einfache Mdéglichkeit zur Konstruktion partitionierter Verfah-
ren [109], man setzt in der Jacobi-Matrix einfach gewisse Blécke zu Null.
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5.2.3 Krylov-ROW-Methoden

Bei vielen Anwendungen ist nur eine gewisse Teilmenge der Lésungskomponenten steif. Um den
Aufwand zur Ldésung der linearen Gleichungssysteme bei Rosenbrock-Methoden zu senken, kann
man zum einen partitionierte \erfahren (iber W-Methoden, wie oben beschrieben, konstruieren. Dies
erfordert allerdings die explizite Kenntnis der steifen und nichtsteifen Komponenten.

Einen Ansatz zur automatischen Partitionierung bieten Krylov-ROW-Methoden. Wie bei den W-
Methoden wird J in (5.8b) zunéchst durch eine Approximation 7" von niederem Rang ersetzt. Aller-
dings lassen wir jetzt unterschiedliche Matrizen T' = T; in den Stufen i = 1,..., s zu. Die Matrizen
T; sind Krylovraum-Approximationen (siehe [104], [86], [101]) an ./, und somit gilt im allgemeinen
T; = J+ O (1). Durch geeignete Approximation kann jedoch erreicht werden, dal keine zusatzlichen
Konsistenzbedingungen im Vergleich zum Fall T; = J (Rosenbrock-Methode) auftreten.

Ausgangspunkt der Konstruktion ist eine Rosenbrock-Methode. Dort ist in jeder Stufe i ein linea-
res Gleichungssystem der Form (I — hvyJ)xz; = w; zu l6sen. Lost man dieses nédherungsweise mit
FOM (siehe Abschnitt 5.3.2), so ergibt sich die Lésung x; im (niedrig-dimensionalen) Krylovraum
Ky, (J, w;) 3 w; durch

(I = hQu, Qr, J)ai =w;, (5.9)

wobei die Matrix @), durch einen Arnoldi-Prozel’ generiert wird (siehe Abschnitt 5.3.1). Eine Krylov-
ROW-Methode ist somit gegeben durch

Yoi =ym + h Z agjk; (5.10a)

J
(I — hyQw, QL J) (ki + k) =f (Vi) + k; (5.10b)
Ym+1 =Ym + h Z biks. (5.10c)

)

Die Koeffizienten ergeben sich dabei aus der zugrundeliegenden Rosenbrock-Methode. Die reduzierte
Jacobi-Matrix bezeichnen wir mit T; = Q.. Q% J.

Schmitt und Weiner [91] zeigen, daB unter geeigneten Voraussetzungen die Krylov-ROW-Metho-
de dieselbe Konvergenzordnung wie die zugrundeliegende Rosenbrock-Methode hat.

Satz 5.2.1. Seien y,,+1, ki, Yo mit der Krylov-ROW-Methode berechnet, und ¢,,,+1, ki, Yo die ent-
sprechenden Werte der Rosenbrock-Methode. Es sei

(T! — JHw; =0 (hp*l), I=1,....p—1,i=1,....s (5.11)
Dann gilt
ki — ki =O (hP)
Ymi1 — Gmr1 =0 (RPH).

Fur einen detaillierten Beweis sowie mdgliche Abschwachungen der Voraussetzungen verweisen
wir auf [91]. Die Grundidee des Beweises besteht darin, zur Abschatzung der Differenz zwischen
Krylov- und Rosenbrock-Ldsung die Inversen von (I — h~yJ) und (I — hvyT};) in Neumann-Reihen zu
entwickeln und unter Ausnutzung von (5.11) deren Differenz abzuschatzen.

Nach obiger Darstellung werden die Stufengleichungen unabhéngig voneinander durch FOM ge-
I6st. Diese Vorgehensweise ist unbefriedigend, denn die Krylov-Rédume der ersten Stufen enthalten
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Informationen Uber die Eigenraumstruktur der Jacobi-Matrix, die in weiteren Stufen genutzt werden
kann. Fur effiziente Implementierungen versucht man daher, den im ersten Schritt gewonnenen Kry-
lovraum sukzessive mit weiteren Stufen zu erweitern. Dabei fordert man:

e In Stufe ¢ suchen wir eine N&herungsldsung der Stufengleichung (I — hvyJ)x; = w; in einem
ri-dimensionalen Raum /C,;, > w; (nicht notwendigerweise ein Krylovraum!).

e Der Raum /C,;, werde durch die Spalten der orthogonalen Matrix @, aufgespannt.

e Zur Bestimmung der Lésung nutzen wir eine Galerkin-Bedingung (FOM), d.h., das Residuum
sei orthogonal zu /C,.,.

Die aufspannenden Matrizen @; kénnen mit einem mehrfachen Arnoldi-Proze8 berechnet werden,
man siehe Abschnitt 5.3.1.

Die Implementierung des mehrfachen Arnoldi-ProzeR fiir Krylov-ROW-Methoden durch Weiner,
Schmitt und Podhaisky im Code ROWMAP [110] resultiert in einem effizienten und robusten Loser
fir groke Systeme steifer Differentialgleichungen. Weitere Anwendungen von Krylov-Unterraum-
Techniken finden sich in den Arbeiten von Lubich und Hochbruck zu exponentiellen Integratoren, die
speziell fur steife und stark oszillierende Probleme konstruiert sind, man siehe [52], [53], [54]. Die
Nutzung iterativer Losungstechniken fir BDF-Verfahren wurde von Brown, Hindmarsh und Petzold
in [7] beschrieben, eine Implementierung findet sich im Code VODPK.

5.3 Iterative LOsung linearer Gleichungssysteme

Wir wollen in diesem Abschnitt kurz die fur die Krylov-ROW-Methoden benétigten Techniken zur
iterativen Losung linearer Gleichungssysteme umreiRen. Fur ausfiihrlichere Darstellungen verweisen
wir auf die Literatur [104], [86], [101].

5.3.1 Der Arnoldi-ProzelR

Gesucht sei eine Faktorisierung A = QH Q™ mit einer Hessenbergmatrix H und einer orthogonalen
Matrix Q. Bei der orthogonalen Strukturierung werden orthogonale Transformationsmatrizen auf A
angewandt, und schrittweise die strukturierte Matrix H erzeugt. Umgekehrt fiihrt eine strukturierte
Orthogonalisierung zur vollstdndigen Arnoldi-Iteration [101].

Mit AQ = QH ergibt sich flr die Spalten ¢; von @ gerade

k+1

Agr = hjraj, (5.12)
j=1

wobei h;, die Eintrage der Hessenbergmatrix H sind. Beim Arnoldi-Prozef nutzt man (5.12) als An-
satz fur gi41 und orthogonalisiert wie bei der modifizierten Gram-Schmidt-Orthogonalisierung [61]
qr+1 9egen qi, . .., g, mit anschlieBender Normierung. Der Arnoldi-Prozel berechnet auf diese Art
eine Gram-Schmidt-Orthogonalisierung der Krylov-Folge ¢1, Agi, A%q1, . ... Das Verfahren bricht
ab, wenn der Krylovraum degeneriert, d.h., wenn A*¢; linear abhéngig von q1, ..., A*~1q; ist.

Nach n Schritten ergibt sich mit (¢4, ..., ¢, ) eine orthogonale Basis des Krylovraums

K, =Kn(A,q1) :=span{q1, Aqi, . .. A"_lql}. (5.13)
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Bezeichnen wir mit ,, die aus den ersten ¢,, orthogonalen Vektoren bestehende Matrix, mit H,, €
R™*™ bzw. H,,, 1., € R Jinke obere Blécke von H, so ergibt sich

AQn =Qni1Hni1n (5.14)
QrAQ, =H,. (5.15)

Der Orthoprojektor in den Krylovraum ist durch Q,,Q” gegeben.

Wir erwéhnen noch kurz den mehrfachen Arnoldi-ProzeR wie er im Code ROWMAP [110] im-
plementiert ist, fir eine ausfuhrliche Darstellung verweisen wir auf die Arbeiten [91], [110]. Beim
Aufbau des Krylovraumes wird dieser nach «; Schritten nicht durch Ag,, erweitert, sondern durch
einen beliebigen Vektor wq. Wir orthogonalisieren dann w2 gegen K., und erhalten ¢, 4. Die fol-
genden Erweiterungen des Raumes ergeben sich dann durch Ag,,, woraus sich nach Orthogonalisie-
rung gy, +2 ergibt, usw., d.h., Ag,, 4, wird gegen qi, ..., qx,+j+1 orthogonalisiert, woraus sich dann
Qr1+j+2 ergibt. Im Prinzip ergibt sich eine Art Shift, Ag; wird (nach Orthogonalisierung) nicht di-
rekt nach ¢; eingefigt, sondern in der i-ten Stufe direkt nach g;;_1 (wobei wir den allgemeinen Fall
voraussetzen, dafi3 die rechten Seiten w; der Stufen nicht im bereits generierten Ansatzraum enthalten
sind).

In der Matrix QZZAQ,% fiillen sich durch den Shift weitere Nebendiagonalen auf, flr jede Stufe
i > 1 kommt ab Zeile x; eine weitere Nebendiagonale hinzu.

532 FOM

Ein lineares Gleichungssystem Az = b, A € R™*™, kann n&herungsweise geldst werden, indem es in
den Krylovraum /C,, (A, b) projiziert wird. Dies bedeutet, daB eine N&herungslésung x im Krylovraum
gesucht ist, so daB die orthogonale Projektion des Residuums in den Krylovraum verschwindet. Das
so definierte Verfahren heifst Fully Orthogonal Method. Bezeichnen wir die mit dem Arnoldi-Prozel
nach n Schritten berechnete Orthonormalbasis des Krylovraumes mit @Q,,, so bestimmt sich die so
definierte Naherungslésung x,, durch

QL (Az, —b) =0 mitz, = Qw,. (5.16)
Daraus ergeben sich w,, und x,, zu

Hyw, =QLb (5.17)

r, =Q,H QT (5.18)

Dies kann auch so formuliert werden: A wird durch die niedrigdimensionale Approximation Q,, H,,QT
ersetzt, und fiir das resultierende singulére Gleichungssystem wird die Minimum-Norm-kleinste-Qua-

drate-Ldsung verwendet. Diese I0st hier das Gleichungssystem exakt, da b zum Spaltenraum von @,
gehort.

5.3.3 GMRES

Ein weitere Moglichkeit zur iterativen Ldsung eines linearen Gleichungssystems Az = b stellt GM-
RES (Generalized Minimum Residual) dar. Zum Krylovraum K, (A, b) bestimmt man die Losung
xn € K, (A,b) durch die Forderung

|Azy, — bl|a —min. (5.19)
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Mit dem Ansatz x,, = Q,w, ergibt sich

HAann - bHQ :HQn—i—lHn-i—l,nwn - bHQ
=||Hp11,nwn — QZZ—HbH%
man erhalt w,, (und somit die Naherung z,, = Q,w,) als Lésung des Quadratmittelproblems
1 H 1,000 — Qi 1bll2 — min. (5.20)
L&kt man die letzte Komponente weg, so erhélt man das lésbare Gleichungssystem (5.17).
Ist eine groRere Anzahl von Iterationen durchzufiihren, so erweist sich ein Neustart des Verfahrens
nach einer gewissen Zahl von Iterationen als vorteilhaft, denn der Aufwand fir die Orthogonalisierung

wachst von Schritt zu Schritt linear an. Im Falle eines Neustarts wird dann das zuletzt berechnete
Residuum als Startwert verwendet.

5.4 Krylov-Typ Rosenbrock-Methoden fiir DAE’s vom Index 1
Wir betrachten ein differential-algebraisches System vom Index 1 in Hessenbergform:

Y =f(y,2), y e R™, z € R"™, (5.21a)
0=9(y,2). (5.21b)

Ist die Jacobi-Matrix g, regulér, so ist obiges System vom Index 1. Die Nebenbedingung kann in ei-
ner Umgebung der Losung nach z = G(y) aufgeldst werden. Einsetzen in die Differentialgleichung
fiihrt zu einer gewohnlichen Differentialgleichung. Wir setzen voraus, dal® die entstehende Differen-
tialgleichung v’ = f(y, G(y)) steif ist. Solche Systeme entstehen insbesondere bei der Semidiskreti-
sierung parabolischer Probleme, und sie sind dann von hoher Dimension. Oft ist ein direkter Einbau
der Randbedingungen nicht zweckmaRig, so dal diese als algebraische Nebenbedingungen an das
System gekoppelt werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden wir mit den Problemen der
Viskoelastizitat eine Anwendungsklasse kennenlernen, die auf grofle Systeme vom Index 1 mit einer
grofRen Zahl von Nebenbedingungen fihrt.

5.4.1 Adaption auf DAEs

Bei der Herleitung von Verfahren fur differential-algebraische Systeme bieten sich prinzipiell zwei
\Vorgehensweisen an, die als direkter und indirekter Zugang bezeichnet werden.

Der indirekte Zugang

Der indirekte Zugang ist auf semi-explizite Index-1-Systeme beschrénkt. Die Nebenbedingung (5.21b)
wird zu z = G(y) nach z aufgeldst und in die Differentialgleichung (5.21a) eingesetzt. Diese gewohn-
liche Differentialgleichung wird dann mit dem Grundverfahren geldst. Fur eine s-stufige Rosenbrock-
Methode (5.8) ist f(Y,:) durch f(Yy.i, G(Yimi)) zu ersetzen. Die Jacobi-Matrix der gewohnlichen
Differentialgleichung ergibt sich mit g(y, G(y)) =0zu J = f, + f.Gy = f, — f.95 ' g,. Damit wird
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(5.8) zu
Ym+1 = Ym + I Z biki, 0 =9(Ym+1,2m+1) mit (5.22a)
i—1
Yini = ym + 1Y aijky, 0=9(Yii, Zmi), 1=1,...,s (5.22b)
j=1
(I - h’)/(fy - fzgglgy)) (kz + Kz) :f(sz'a Zmi) +Kz‘> i = 17 <o S (5'220)

Die Bestimmung der Umkehrfunktion z = G(y) wird durch die implizite Relation in den Gleichungen
(5.22b), (5.22a) realisiert. Man kann das so konstruierte Verfahren aber auch mit der Original-Jacobi-
Matrix schreiben. Gleichung (5.22¢) muR dann durch die &quivalente Gleichung

(¢ nle D) (") e

ersetzt werden. Die Variablen /; sind lediglich Dummy-Variablen, sie werden nicht weiter verwendet.

Der direkte Zugang

Beim direkten Zugang wird das System formal regularisiert durch

y, :f(yv Z)

5.24
e =g(y, 2). (5:24)

Auf das ODE-System (5.24) wird die Verfahrensvorschrift angewandt, und dann der Grenziibergang
fur e — 0 durchgeflhrt. Untersuchungen zur Konvergenz so konstruierter Methoden findet man in
einer ganzen Reihe von Arbeiten, man siehe [83], [82], [84] und [3].

Bemerkung 5.4.1. Fur implizite Runge-Kutta-Verfahren sind direkter und indirekter Zugang nahe-
zu &quivalent, man vergleiche [43, 46]. Der direkte Zugang fihrt zu Gleichungen 0 = g(Yini, Zimi)
fir die internen Werte Y,,.;, Zi, und dies ist de facto eine Auflésung der Nebenbedingungen nach
der Variablen z. Die Losungen stimmen in y,,, 11, Yyni, Zm; Uberein, lediglich die z,,,41 kénnen unter-
schiedlich sein, da sich beim direkten Zugang z,,11 = R(00)zm + Y, biwi; Zp,; ergibt, wahrend sich
beim indirekten Zugang z,,,+1 aus 0 = g(Ym+1, zm+1) bestimmt. Fur steif-genaue Verfahren stimmt
aber auch dies Uberein.

Das Resultat beim direkten Zugang ergibt sich wie folgt:

Ym+1 =Ym +h Z bik; Zm41 =2m + h Z bil;. (5.25a)
i=1 i=1
i—1 i—1
Ymi =Ym + h Z aijkj Zmz =Zm + hz az’jlj (525b)
i=1 j=1
I 0 f fz ki +|ﬁ‘ f(ymz Zmi) + K
—h Y i) = ’ g 5.25¢
|:<0 O> 7 <9y 9Z>:| (ll +lz g(Ymi> Zmz) ( )

Die GroRen I, sind analog zu den k; durch |, = 22;11 vi5/~l; gegeben. Ein Vorteil des direkten Zu-
gangs ist, dal3 die Komponente z nicht durch Auflésung der Nebenbedingung bestimmt werden muR.
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Im Gegensatz zum indirekten Zugang erfolgt hier eine Aufdatierung der Komponente z mit internen
Stufen, die Nebenbedingung ¢(y, z) = 0 ist nur in der GréRenordnung der Diskretisierungsfehler des
Verfahrens erfiillt. Um die Stabilitat der Aufdatierung flir z zu garantieren, wird in typischen Konver-
genzaussagen |R(oco)| < 1 gefordert [46]. Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems
(5.25¢) fr die internen Steigungen k;, [; stimmt mit der des Gleichungssystems (5.23) fir die inter-
nen Steigungen beim indirekten Zugang uberein, lediglich die rechten Seiten unterscheiden sich, da
in (5.25) noch interne Steigungen fiir die algebraischen Variablen berechnet werden missen.

5.4.2 Krylov-ROW-Methoden fir DAEs

Wir kénnen zum einen einfach die Krylov-ROW-Methoden mit den bereits erwahnten Techniken ge-
eignet verallgemeinern, um sie auf DAEs anwenden zu kdnnen. Zum anderen kénnen wir aber auch
wieder einen Schritt zurlick zu den Rosenbrock-Methoden gehen, diese auf DAESs erweitern, und die
linearen Gleichungssysteme iterativ ldsen. Fiir eine Uberblicksdarstellung der beiden Vorgehenswei-
sen siehe man [121].

Der indirekte Zugang

Unsere ODE hat jetzt die Gestalt v’ = f(y, G(y)), wobei G(y) implizit durch g(y, G(y)) = 0 defi-
niert ist. Wir gehen hier davon aus, dal im Verfahren diese Nebenbedingung stets mit hinreichender
Genauigkeit aufgeldst wird.

Mit der Jacobi-Matrix J = f,+f.G, = f,— f.95 ‘g, kénnen wir dann das Rosenbrock-Verfahren
formulieren und zur Krylov-ROW-Methode (ibergehen. Ebenso kann man direkt in die Krylov-ROW-
Methode fiir ODEs die Gleichung y" = f(y, G(y)) einsetzen, das Diagramm

ROW(ODE) M. ROW(DAE)

lKronv lKronv (5.26)

Krylov(ODE) Incirext, Krylov(DAE)

kommutiert im Falle des indirekten Zugangs.
Die komplette Verfahrensvorschrift ergibt sich aus (5.22), indem in (5.22c¢) die Jacobi-Matrix
J = f, — f.9- g, durch Q;QT J ersetzt wird.

Der direkte Zugang fur die Rosenbrock-Methode

Beim direkten Zugang missen wir die Reihenfolge der Operationen beachten. Das folgende Dia-
gramm verdeutlicht noch einmal die zwei mdglichen Wege:

ROW(c-ODE) -2, ROW(DAE)

lKronv lKronv (5.27)
direkt
Krylov(e-ODE) —— Kirylov(DAE)
Zu Beginn wird stets die DAE uber die e-Einbettung in eine ODE Uberfiihrt und die Rosenbrock-
Methode angewandt. Wird jetzt zunéchst der Grenzilbergang ¢ — 0 durchgefiihrt, so gelangt man zu
einer Rosenbrock-Methode fiir DAEs. Die auftretenden linearen Gleichungssysteme kénnen dann mit
Krylov-Techniken geldst werden — dies ist der rechte obere Weg in (5.27). Auf dem Weg links-unten

112



5.4 Krylov-Methoden fiir DAEs

wird zuerst die Krylov-Technik auf die singuldr gestdrte ODE angewandt, und dann im resultierenden
Verfahren der Grenziibergang € — 0 vollzogen. Wir werden beide Anséatze in den nachsten Abschnit-
ten analysieren.

Die Krylov-L&ésung von ROW(DAE)

Wir setzen also zuerst € = 0, und wenden dann das Krylov-Verfahren an. Mit (5.8) ergibt sich flr das
regularisierte System, nachdem e = 0 gesetzt wurde,

<<O 0> w <gy gz>> (li+li> a (g(Yminmi)+O> ‘ (5.28)
Beim Ubergang zur Krylov-ROW-Methode miissen wir die Jacobi-Matrix durch eine geeignete nied-
rigdimensionale Approximation ersetzen. Ziel ist, wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen, dal3
die Krylov-L&sung hinreichend nahe bei der ROW-L6sung liegt. Wir kénnen uns dann auf die Kon-
sistenztheorie flir ROW-Methoden zuriickziehen. Bei ODEs ist diese Herangehensweise von Erfolg
gekront — die Matrix des linearen Gleichungssystems ist von der Form I 4+ O (h). Ein iteratives Ver-
fahren erhoht daher in jedem Schritt die Approximationsordnung der Inversen durch den Krylovraum
um eins.

Hier liegt leider ein anderer Fall vor — nur im Unterraum der differentiellen Komponenten ist die
Jacobi-Matrix von der Form I + O (h). Im Unterraum der algebraischen Komponenten liegt allge-
mein die Matrix g, vor — ohne weitere Informationen Uber diese lassen sich keine Aussagen zum
Konvergenzverhalten machen.

Man kann nun also auf verschiedene Arten weiter fortfahren:

KDGL In den algebraischen Gleichungen wird keine Dimensionsreduktion durchgefihrt, diese wer-
den in jedem Schritt exakt geldst. Dieser Fall war schon beim indirekten Zugang diskutiert wor-
den. Er ist flir n,, > n, sicher praktikabel, man kann im wesentlichen auf die Krylov-Verfahren
zuriickgreifen.

KDAE Man wendet die Krylovraum-Technik auf das System (5.28) an.

PREC Insbesondere fur die algebraischen Gleichungen wird ein Vorkonditionierer verwendet.

Letzteres erscheint als beste Lsung, flhrt aber iber den Rahmen dieses Kapitels hinaus.

Nach Vorschlag KDAE ergibt sich durch Elimination der algebraischen Variablen aus der oberen
Gleichung in (5.28) mit f; = f(Yini, Zmi) und g; = g(Yomi, Zmi) Wie in (5.10b)

<I - thQ;F(fy - fzgz_lgy) 0 > (kz +Kz> _ (fz - fzgz_lgi +|ﬁz>
—hgy —hg.) \ li +1, gi '

Der obere Block des Systems, der der differentiellen Gleichung entspricht, wird iterativ mit einer
Krylov-Methode geldst. Wir setzen dabei analog zum Standard-ODE-Fall f; — f.g 'g; +k; im Spal-
tenraum von @; enthalten voraus.

Die Giite des Vorschlags KDAE héngt sicher vom jeweiligen System ab. Wir werden ihn spéter
im numerischen Experiment untersuchen.
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e-Einbettung der Krylov-Methode

Die Krylov-Methode ist fur eine explizite Differentialgleichung formuliert. Durch den direkten Zu-
gang wird aus unserer DAE formal das singuldr gestorte Problem

yl :f(y7 Z)

5.29
Z =1/eg(y, 2). 529

Die Stufen der Krylov-Methode ergeben sich zu

(0 7)-m(l GG =amZn)+ () e

Das Gleichungssystem (5.30) der Form A(e)x = b(e) wird nun iterativ gel6st, wobei Krylov-Raume
K(A(g),b(e)) generiert werden. Uns interessiert der Grenzwert der Krylov-Raume fiir ¢ — 0.

Satz 5.4.1. Moge der Krylovraum KC,,_ (9., g) nicht degenerieren, d.h., die maximale Dimension n
(Dimension der algebraischen Variablen z) besitzen. Dann erhélt man bei Krylov-Iterationen flr
(5.30) im Grenzfall e — 0 eine Folge von Raumen

lim KC,,(A(g),b(e)) =span{uy,...,u,}flirn=1,..., (5.31)

e—0

die durch eine Folge von Vektoren w,, aufgespannt werden mit

Up = < n01g> furn <n,, (5.32)
ol
Uy = (f +k szgz g) firn =mn, +1, (5.33)
_ o1
Uy = <I h’Y(fyO 1-9:"9y) 8) Up—1 fUrn>n,+1 (5.34)

Beweis. Eine Multiplikation des gesamten Gleichungssystems (5.30) mit ¢ 18Rt die Krylovraume un-
veréndert. Wir betrachten den Krylovraum KC(A,b) mit A = Ay 4+ €Ay und b = by + €by, wobei

_ 0 0 _r_ fy Iz
Ao =—hy (gy gz> Ay =I — hy (0 0> (5.35)
by = <0> by = (f +'5> . (5.36)
g |
Fur die generierenden Vektoren des Krylovraumes u, = A" 'b, n = 1,..., erhalten wir die fur
n > 1 giltige e-Entwicklung
8(—h’y)”1fzg"2g> (0 (82)>
Up = el 2 + . 5.37
( (=hy)" gt g O (e) (537)
Um dies auch auf n = 1 auszudehnen, schreiben wir
6(—hv)”‘1fz9"‘29> (f +k— fz9‘19> <(9 (62)>
Up = el el + On1€ z + . 5.38
< (—hy)"gi g ! 0 O (e) (5:38)

114



5.4 Krylov-Methoden fiir DAEs

Fassen wir die Vektoren w1, . .., u, als Spalten der Matrix U,, auf, so ergibt sich
as O (%)
U, = <Wn> + (O(a) > , (5.39)
wobei die Beziehung
P f+k—fg7'9\ r (O()
Vi = fr9. Wn + ( 0 e; + O(e) (5.40)

gilt.

Beim Aufbau des Krylovraumes mit dem Arnoldi-ProzeR wird in jedem Schritt normalisiert und
orthogonalisiert. Wir ignorieren dies fur die Vektoren u, mit k& < n, vollstandig, und fassen diese als
Spalten zu der Matrix U,,, zusammen. Aufgrund der Voraussetzung an g, besitzt U,,, Vollrang, das
Bild von U, ist fir ¢ — 0 gerade der Raum der algebraischen Variablen. Wie sehen nun die weiteren
Iterierten aus?

Fir Vektoren w,, mit n > n, orthogonalisieren wir gegen die Spalten von U,,_, allerdings nur
soweit, dal

tn @ =O (e[unllllax]) (5.41)

gilt. Dann normieren wir auf ||g,|| = O (1), somit gilt dann X g, = O (e).
Betrachten wir zundchst allgemein eine (partielle) Orthogonalisierung eines Vektors « gegen U, .
Da im Arnoldi-ProzeR w = Aw’, kdnnen wir « in der Form

_[ev @) (52)
u_<w> + <0(6)>. (5.42)
ansetzen. Eine partielle Orthogonalisierung gegen U,,. wird in 2 Schritten realisiert. Zundchst werden
die O (1)-Terme in der z-Komponente eliminiert:

eV, + O (52) -
U — ( W00 ) Wi tw (5.43)
v — —lw 2
_ <e( VnzVan(E)) +0 (e )> (5.44)
_ (8(1} — fogTw+ (f+k —szzgg;zlg)e?Wmlw) +0 (82)> (5.45)

In einem weiteren Schritt eliminieren wir die O (¢)-Eintrége in der z-Komponente:

eV, + O (52) -
U —U — ( W +0 () ) anlo (e) (5.46)
_ (5(1} — o7 w + (f + K(—Q{gg)zlg)e?Wrﬁlw) +0 (52)> (5.47)

Damit gilt zunéchst die Bedingung (5.41). Eine Normierung auf O (1) liefert dann ¢

() + () ram (v ot Ul B0 Lo g
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Betrachten wir also jetzt die Anwendung der Orthogonalisierung nach (5.48) von u,,_ 41, Welches
durch (5.38) gegeben ist. Der entsprechende Term v — f.g; 'w verschwindet, so daR sich nach einer
Normierung

Un,+1 —qn,+1 = (f - Of g g) + O (6) (549)

ergibt. Dabei miissen wir voraussetzen, daf} €1TWJZ1wnZ+1 = 0. Dies ist in der Tat erfullt, da wegen
der Regularitat von g, der konstante Term im charakteristischen Polynom von ¢, von Null verschieden
ist.

Alle weiteren Vektoren besitzen nach partieller Orthogonalisierung (5.48) und Normierung ebenso
wie u,,_ 41 die Gestalt

u= (g) +O(E). (5.50)
Bei Durchflihrung eines Krylov-Schritts wird « mit A multipliziert und nach (5.48) projiziert:
(eI = fy)v O (2) ~
Au = ( gy o (&) q (5.51)
— — -1 _ -1

Der zweite Summand verschwindet bei einer Orthogonalisierung mit w,,, 1, womit der letzte Teil des
Beweises erbracht ist. O

Dieser Zugang flhrt also auf den Vorschlag KDGL aus dem vorhergehenden Abschnitt, wo die
direkte iterative Losung der Gleichungen (5.28) diskutiert wurde: Filhren wir n , 4« Iterationen durch,
so werden die Nebenbedingungen exakt geldst und flr die differentiellen Komponenten werden
Iterationen ausgefuhrt.

Da beide Wege im Diagramm (5.27) in engem Zusammenhang stehen, folgern wir, dall bei An-
wendung von Krylov-Techniken auf die Gleichung (5.28) nach Variante KDAE eine Begrenzung
der Maximalzahl von lterationen auf Werte in der GréRenordnung 10 bis 30, wie bei gewdhnlichen
Differentialgleichungen mit Erfolg praktiziert, hier nicht zu empfehlen ist. Bei einer geringen Zahl al-
gebraischer Bedingungen erwachsen aus Satz 5.4.1 keine wesentlichen Einschrankungen. Ist die Zahl
der algebraischen Bedingungen jedoch groR, kann mdglicherweise eine hohe Anzahl von Krylov-
Schritten erforderlich sein.

Wir werden Relevanz der erhaltenen theoretischen Ergebnisse im nachsten Abschnitt auf den Prif-
stand stellen. Ein reales Anwendungsproblem — viskoelastische Defomation einer Scheibe — fiihrt auf
grolRe Systeme mit einer hohen Anzahl von algebraischen Variablen.
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5.5 Anwendungen in der Viskoelastizitat

5.5.1 Grundlagen der linearen Elastizitat deformierbarer Festkorper
Das mathematische Modell

Ein deformierbarer Festkérper wird mathematisch im Grundzustand (undeformiert) als Teilmenge (2
des R? modelliert. Eine Deformation wird durch die Verschiebung « : © — R? beschrieben - ein
Punkt = € © wird durch die Deformation in den Punkt x + u(z) Uberfuhrt. Dies fiihrt im allgemeinen
zu lokalen Verzerrungs- und Spannungszustanden. Diese werden durch tensorielle Felder beschrieben
- den Verzerrungstensor e und den Spannungstensor o. Die Verzerrung € hangt von der Jacobi-Matrix
Vu ab —im Falle kleiner Verzerrungen betrachtet man nur die linearen Anteile

e =Du:= = (Vu+Vu') (5.53)

1
2
Die 3 Komponenten der Verschiebungen u sind die eigentlichen Unbekannten des Systems. Aus die-
sen ergibt sich mit Gleichung (5.53) der lineare Verzerrungstensor . Uber das konstitutive Gesetz
ergibt sich aus e dann der Spannungstensor o, welcher wiederum 3 Gleichungen (Kréaftegleichge-
wicht) genugt.

Die konstitutiven Gleichungen

Im einfachen Fall einer eindimensionalen homogenen Verzerrung - einer Feder - entspricht  der re-
lativen Auslenkung der Feder und o der entsprechenden Kraft. Das klassische Grundgesetz - Kraft ~
Auslenkung - findet seine Entsprechung im Hookeschen Materialgesetz [6], klassisch mit den Lamé-
schen Konstanten p, A formuliert:

o =Ce :=2ue + A\(spure)l. (5.54)

Bei einer Interpretation als Feder ist eine Darstellung mit dem Elastizitdtsmodul £ und der Querkon-
traktionszahl v nitzlich:

1
i Yo — Z(spur o)l (5.55)

*T7E E

Der Elastizitdtsmodul entspricht der Federkonstanten, die Zahl v gibt die relative Querkontraktion bei
einachsiger Belastung an.

Fur viskoelastische Effekte ist insbesondere der kompressionsfreie Anteil der Deformation von
Bedeutung. Dieser ergibt sich aus dem Deviator

el =e — %(spur e)l. (5.56)
Mit dem Schubmodul G = 1 und der Kompressionszahl K = X + 2y ergibt sich
o =2Ge” + K(spure)l, (5.57)
Die Gleichungen (5.57) separieren mit diesem Ansatz einfach zu o = 2Ge” und spur o = 3K spure.
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Gleichgewichtsbedingungen

Vorab einige Worte zur physikalischen Bedeutung von o. Unter der Annahme, daf sich das System in
Ruhe befindet, hangt die auf ein infinitesimales Flachenstiick wirkende Kraft linear von der Flachen-
normalen ab — diese lineare Abbildung wird durch o beschrieben:

F =on. (5.58)

Die Annahme statischen Gleichgewichts unter der Wirkung einer Volumenkraftdichte f (zumeist
ausschlieBlich die Gravitation) liefert 3 Gleichungen fir o:

dive + f =0. (5.59)

Bemerkung 5.5.1. Genaugenommen folgen 3 weitere Gleichungen — nédmlich die Symmetrie des
Spannungstensors — aus dem Momentengleichgewicht. Wir haben dies durch das spezielle konstitutive
Gesetz bereits berucksichtigt.

Starke Formulierung mit Randbedingungen

Die Gleichungen (5.53), (5.54), (5.59) ergeben nach Elimination von e, o eine partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung fir w.

Als Randbedingungen sind im einfachsten Fall Dirichlet-Bedingungen auf I" p (MVerschiebung
bekannt) und Neumann-Bedingungen auf I" - (Oberflachenkrafte g bekannt) gegeben. Wir setzen hier
I'pUI'y =09, T'p NIy = 0 voraus. Das Problem der linearen Elastizitat lautet somit

divCDu+ f =0 (5.60a)
u(z) =up(z) firz € I'p (5.60Db)
(CDu) - n(x) =g(x) fur z € T'y. (5.60c)

Natlrlich fehlen hier die Raume, aus denen u, e, o, f, g zu wahlen sind. Fordert man starke L6-
sungen, so ist dies generell ein sehr schwieriges Problem.

Bemerkung 5.5.2. Bereits die Poisson-Gleichung —Aw = f unter homogenen Dirichlet-Bedingungen
besitzt nicht fur alle f € C(2) eine Losung u € C%(Q2), wohl aber existieren schwache Lésungen
u € WP, Um Loésungen in C? zu erhalten, kann man f € C'%(Q2) fordern, dann erhalt man sogar
u € C*(Q).

Das Problem (5.60) ist &hnlich gelagert, in geeigneter Formulierung entpuppt es sich als ellipti-
sches Problem. Wir greifen daher bei der Formulierung auf schwache Ldsungen zuriick.

Variationsformulierungen
Die Gleichgewichtsbedingung V - o + f = 0 folgt fur hinreichend glatte L6sungen aus einem Varia-
tionsproblem. Minimiert wird die Gesamtenergie, die sich aus der Deformationsenergie
1 1
(I) = — N = — N . 1
5€10 =3¢ Ce (5.61)

und der negativen mechanischen Arbeit der Volumen- und Flachenkrafte zusammensetzt. Die Neumann-
Bedingungen sind an das Funktional gekoppelt, wéhrend die Dirichlet-Bedingungen als Eigenschaft
des Ldsungsraums

H%D(uD) ={ue HY(Q) : u(z) = up(z) firz € I'p} (5.62)
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Kriechen Relaxation

Abbildung 5.1: Typische Phdnomene viskoelastischer Medien

formuliert werden. Wir erhalten das zu (5.60) dquivalente Variationsproblem

/ ® — fudr — / u-gdA —  min . (5.63)
Q 0N

uEH%D (up)

Damit ergibt sich u € H%D (up) als Lésung der schwachen Formulierung
/ Du: CDv — fvdx — / gudA =0 Yv € H%D(O). (5.64)
Q INY;
Die Kornsche Ungleichung [6] besagt, dal’ die Bilinearform
a(u,v) ::/ Du : CDvdzx (5.65)
Q
elliptisch ist, sofern |I"'p| > 0.

5.5.2 Viskoelastizitat
Phanomenologische Beschreibung

Im Falle reiner Elastizitét ist eine eindeutige Beziehung zwischen Spannungen und \Verzerrungen vor-
handen. Plastizitat und Viskoelastizitat sind dadurch gekennzeichnet, daR die Spannungs-Verzerrungs-
Relation nicht unabhéngig von den vorhergehenden Deformationen des Materials ist.

In der Praxis verknupft man Viskoelastizitdt mit mehreren Phanomenen, die Uber ein mit reiner
Elastizitat beschreibbares Verhalten hinausgehen. Zu den wichtigsten zahlen Kriechen und Relaxati-
on, siehe Abbildung 5.1.
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Kriechen beschreibt ein Phdnomen bei festgelegter Spannung. Bei einer sehr schnellen Span-
nungsanderung stellt sich zun&chst unmittelbar der elastische Anteil der Verzerrung ein. Die tatsach-
liche Verzerrung nahert sich in Form eines Kriechprozesses dem endglltigen Verzerrungszustand.
Wird die Spannung wieder auf Null gesetzt, verschwindet auch unmittelbar der elastische Anteil der
Verzerrung. Der inelastische Anteil klingt langsam ab.

Bei der Relaxation hingegen ist der Verzerrungszustand festgelegt. Der endgultige Verzerrungs-
zustand wird durch eine relativ schnelle Deformation hergestellt und fixiert. Dies fiihrt zu GUberhéhten
Spannungen, die erst im folgenden zeitlichen Verlauf wieder abgebaut werden, bis das elastische Ni-
veau erreicht ist. Dieses Phdnomen wird Relaxation genannt.

Atome und 1D-Modelle der Viskoelastizitat

In der Literatur sind verschiedene Modelle zur Reproduktion typischer Phdnomene der Viskoelastizi-
tat beschrieben, man siehe zum Beispiel [49]. Wahrend sich lineare Elastizitdt im eindimensionalen
Fall auf die klassische Spannungs-Dehnungs-Relation fir die elastische Feder zurlickfiihren 1a8t, ver-
wendet man zur Modellierung viskoelastischen Verhaltens Ddmpfungsglieder, deren Spannung pro-
portional zur Anderungsgeschwindigkeit der relativen Auslenkung ist.

Feder Déampfer

=

Abbildung 5.2: Die Atome der Viskoelastizitét

Man ordnet diese Dampfungsglieder parallel oder in Reihe mit Federn an, und gelangt so zu
verschiedenen Modellen. Das Maxwell-Modell besteht aus einer Feder in Reihe mit einem Damp-
fer, das Kelvin-\Voigt-Modell hingegen schaltet beide parallel. Letzteres ist auch unter dem Namen
Kelvin-Korper bekannt. Diese einfachen Modelle sind nicht zur qualitativ korrekten Modellierung
viskoelastischen Verhaltens geeignet. Das Maxwell-Modell gibt zwar qualitativ korrektes Relaxati-
onsverhalten wieder, liefert aber ein lineares Kriechenverhalten. Das Kelvin-Voigt-Modell wiederum
liefert qualitativ korrektes Kriechen, ist aber nicht in der Lage, Relaxationsverhalten wiederzugeben.

Die Spannungs-Dehnungs-Relation 188t sich flr die Modelle wie folgt herleiten. Fur die Federn
gelten die Relationen (Hookesches Gesetz)

o =Fe, (5.66)
fiir die Dampfer hingegen (Newtonsche Flussigkeit)
o =neE. (5.67)

Offensichtlich addieren sich die Verzerrungen bei Anordnung in Reihe, bei paralleler Anordnung sind
sie dagegen gleich. Bei den Spannungen verhalt es sich genau umgekehrt: Bei paralleler Anordnung
addieren sich die Spannungen (mehrere Krafte greifen gewissermafen an einem Punkt an), bei An-
ordnung in Reihe sind die Spannungen gleich (Kraft=Gegenkraft).
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Maxwell Kelvin-Voigt Drei—Element—Modelle
vy Y | Y Y | Y
0 mE bl @

! ! % -
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Abbildung 5.3: Klassische Modelle der Viskoelastizitét

Die Eigenschaften beider Modelle werden in verschiedenen 3-Element-Modellen (siehe Abbil-
dung 5.3 rechts) vereinigt, wo Federn sowohl in Reihe als auch parallel zum Démpfer auftreten. Wir
wollen uns in den weiteren Betrachtungen auf die Parallelschaltung eines Maxwell-Elements mit einer
Feder beschrénken (linkes Drei-Element-Modell).

Wir bezeichnen die Auslenkungen der Feder bzw. des Dampfers des Maxwell-Gliedes mit €y,
bzw. ¢, den zugehdrigen Elastizitdtsmodul bzw. die Viskositat mit £, bzw. n und die Spannung
am Maxwell-Glied mit o);. An der parallelgeschalteten Einzelfeder sei die Spannung mit o, der
Elastizitatsmodul mit Ey und die Verzerrung mit €9 = e (=Gesamtverzerrung) bezeichnet. Die Ge-
samtspannung o = o + o ergibt sich dann in Abhangigkeit von der Gesamtverzerrung € und der
internen Variablen (anelastische Verzerrung) ¢, wéhrend die internen Variablen einer gewdhnlichen
Differentialgleichung genligen.

o =Fye + EM(E — q) = Fe — Eyq (5.68)
E
q =%<s —q). (5.69)

Dabei entspricht Ej der Spannungs-Dehnungs-Relation im Grenzfall ¢ — oo ( Deformationsge-
schwindigkeit 0, dann gilt ¢ = €, da ¢’ = 0), und E = Ey + E); der Spannungs-Dehnungs-Relation
fur die unmittelbare elastische Reaktion des Systems bei schnellen Deformationen, da dann ¢ = 0
gilt.

Im eindimensionalen Fall ergibt sich o aus den duBeren Kraften, so dal eine DAE vom Index 1
vorliegt.

Beim Kriechen ergibt sich mit Anlegen einer Spannung o zunéchst die elastische \erzerrung
e = o/FE, im Grenzfall t — oo die Verzerrung e = o /Ey. Der typische zeitliche Horizont fur eine
viskoelastische Verformung istt = O (ELM) d.h., in einer solchen Zeitspanne hat sich die Anderung
der internen Variablen im wesentlichen vollzogen.

Auch Relaxation wird vom Modell befriedigend wiedergegeben, bei Vorgabe von e féllt o von
o = Fe exponentiell auf o = FEye. Der zeitliche Horizont &ndert sich dabei im Vergleich zum
Kriechen nicht.
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Das lineare Standardmodell in 3D

Zur Modellierung viskoelastischen Materialverhaltens in drei Dimensionen verwenden wir die For-
mulierung des Materialgesetzes mit Schub- und Kompressionsmodul. Wie die Erfahrung zeigt, kann
viskoelastisches Verhalten im allgemeinen nur fiir den volumenerhaltenden (deviatorischen) Anteil
der Verzerrung beobachtet werden. Wir verwenden also das lineare Modell (5.68) fir e, o, und
setzen fir die reine Volumendeformation spur ¢ linear-elastisches Verhalten voraus. Die konstitutiven
Gesetze fiir unser Modell, in der Formulierung mit Schubmodul G und Kompressionsmodul K, lauten

o =2Ge? — 2G1¢P + K (spure)l (5.70)
nd” =2Gu(eP — ¢P) (5.71)

Mit den Gleichungen (5.60a) und (5.53) lassen sich aus der Gleichung (5.70) die Variablen o, € in
Abhéngigkeit von ¢ bestimmen. Es liegt somit ein differential-algebraisches System vom Index 1 vor.

2D-Formulierung als ebener Verzerrungszustand

Unter der Annahme von Symmetrien in z-Richtung gelangen wir zum Scheiben-Modell. Fur die ela-
stischen Anteile gibt es zwei prinzipielle Ansétze — den ebenen Spannungszustand und den ebenen
Verzerrungszustand. Wir verwenden den letzteren.

Die z-Komponente der Verriickung mdge verschwinden, und die z, y-Komponenten mdgen von
der z-Koordinate unabhédngig sein. Flr den Verzerrungstensor gilt demzufolge ;3 = e3; = 0 fir
i=1,2,3, sowie g;;(x,y, z) = €;;(z,y). Aus der Materialgleichung ist ersichtlich, daR der Spurterm
Spannungen in z-Richtung hervorruft. Realer Hintergrund ist ein zwischen starren Platten eingespann-
tes elastisches/ viskoelastisches Material.

Im elastischen Fall geschieht die Ubertragung am einfachsten in der Laméschen Formulierung
o = 2Ge + (K — 2/3G) spur e, diese kann unverandert auf den oberen 2 x 2-Block eingeschrénkt
werden. Formal sorgt der Spurterm zusétzlich fir o33 # 0. Diese Komponente entspricht Spannungen
in z-Richtung, fur die wir uns hier nicht interessieren. Wir betrachten daher einfach nur die oberen
2 x 2-Blécke von € und o

Im viskoelastischen Fall ist die Ubertragung ahnlich, allerdings liegen unsere Gleichungen in der
Form mit Schub- und Kompressionsmodul vor. Zu beachten ist ferner, daf} Deviator und die Spur eine
2 x 2-Matrix A nicht mehr in zwei unabhéngige Anteile zerlegen, vielmehr bestimmt der 3D-Deviator
AP = A — spur A/31 bereits die Matrix A durch

A= AP 4 (spur AP)I. (5.72)

Die Hauptdiagonalelemente des Deviators sind linear unabhéngig, wir schreiben daher einfach ¢
anstelle von ¢”. Auch eliminieren wir den Deviator im Materialgesetz (5.70) und gelangen mit
A = K — 2/3G quasi wieder zur Laméschen Formulierung

o =2Ge — 2G g + \(spure)l (5.73)
ngd =2Grn(eP —q) (5.74)

Schwache Formulierung

Die Bewegung des Systems wird bei Kriechprozessen als sehr langsam angesehen, so dal wir die auf-
tretenden Tragheitskrafte vernachlassigen konnen. Die Evolutionsgleichungen fiir die viskosen Ver-
zerrungen behalten wir als Gleichungen bei, wahrend wir fiir das Kréfte- und Momentengleichgewicht
eine schwache Formulierung verwenden.
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5.5 Anwendungen

In der schwachen Formulierung kénnen nun Verschiebungen, Verzerrungen und auch die Span-
nungen auftreten, man spricht in diesem Fall von gemischten Methoden, siehe [6]. Wir verwenden
den reinen Verschiebungsansatz, wo sowohl die Spannungen o als auch die Verzerrungen e eliminiert
sind.

Das System besteht jetzt aus Evolutionsgleichungen und der schwachen Formulierung zur Be-
stimmung der Verschiebungen w:

v =2 (D ) 579
0 :/ (2GDv : Du+ Adivudivo)dz (5.76)
Q

—/(2GMDv:q+v~f) dm—/ g-vds
Q

I'n

Die Variationsgleichung (5.76) und auch ihre Diskretisierung haben (bei geeigneter Wahl der L6-
sungsraume) eine eindeutig bestimmte Losung. Somit liegt ein differential-algebraisches System vom
Index 1 vor. Probleme der Viskoelastizitat wurden unter diesem Gesichtspunkt von verschiedenen
Autoren modelliert und geldst, wir verweisen auf [39], [29], [30], [48] und [49].

Bemerkung 5.5.3. Der Fall der Plastizitdt — also das Auftreten von Hystereseeffekten — fiihrt auf
Systeme vom Index 2, man vergleiche hierzu die Arbeiten von Simeon, Scherf und Buttner [89], [90]
und [9].

5.5.3 Ein Scherexperiment
Konfiguration und Materialparameter

Wir betrachten eine Scheibe im ebenen Verzerrungszustand. Als Langen geben wir (dimensionslos)
I = 1undl, = 0.1 vor. An der linken Seite sei die Scheibe fest eingespannt, an der rechten Seite
wirke eine vertikale Scherkraft.

Wir haben die flr Stahl typischen Werte G = 200000 und v = 0.3 vorgegeben. Fur das Maxwell-
Glied geben wir Gy = G/2 und n = 1000 vor. Wir ldsen das Problem fiir konstante Scherkraft im
Zeitintervall [0, 100].

Ortsdiskretisierung

Die schwache Formulierung (5.76) legt eine Diskretisierung mit finiten Elementen nahe. Bei der
Berechnung der Steifigkeitsmatrix fur die finiten Elemente verwendet man haufig GauBR-Quadratur-
Formeln, obwohl die auftretenden Skalarprodukte auch exakt aus den Ansatzfunktionen berechenbar
sind. Dies vereinfacht die Implementierung, und ist oft auch weniger aufwendig. Hier legt dieser An-
satz nahe, die internen Variablen ¢ gerade in den Knotenpunkten der GauB-Quadratur-Formeln zu
definieren. Wir haben uns dafur entscheiden, nur den Mittelpunkt der Elemente zur Bestimmung der
internen Variablen ¢ heranzuziehen.

Fur hinreichend glatte dulRere Krafte kann zur schwachen Formulierung mit der reinen Verschie-
bungsmethode der Raum H'() genutzt werden. Wir verwenden zur Diskretisierung vierknotige
Viereckselemente mit bilinearen Ansatzfunktionen [55]. Im Falle reiner Elastizitat ergibt sich das
Resultat des Scherversuchs mit 10 x 4 Elementen wie in Abbildung 5.4 dargestellt.
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x—-Verschiebung x10~°
0.1 2 3
/
0.08 L 2
1
0.06
0
0.04
-1
0.02 -2
0 ) -3
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

y-Verschiebung x10"*

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

o
o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

[N

Abbildung 5.4: Verschiebung in x- und y-Richtung beim Scherversuch.

Zeitintegration

Wendet man klassische Rosenbrock-Methoden auf DAEs vom Index 1 an, so sind zusétzliche Ord-
nungsbedingungen zu erfiillen. Wir haben uns fiir die Methode RODAS von Hairer und Wanner [46]
entschieden. Sie erfullt die zusatzlichen Ordnungsbedingungen fir Index-1-Systeme. Mit s = 5 Stu-
fen erhdlt man eine Losung der Ordnung 4 sowie eine eingebettete L6sung der Ordnung 3.

Wir haben die Rosenbrock-Methode RODAS mit direkter Lésung der linearen Gleichungssyste-
me mit der entsprechenden Krylovraum-Methode nach Variante KDAE (5.4.2, Seite 113) verglichen.
Zur iterativen Losung der Gleichungssysteme haben wir GMRES herangezogen. Das lineare Glei-
chungssystem wird bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit geldst, wir haben diese Genauigkeit TOL
mit der relativen Toleranz RT'O L fir die Schrittweitensteuerung gekoppelt. Dabei haben wir folgende
3 Varianten betrachtet:

TOL =0.1RTOL, TOL=h+*RTOL, TOL=0.01«RTOL/h. (5.77)

Die Genauigkeit im Ergebnis zeigen wir in Abbildung 5.5. Es zeigt sich, dal® der Einsatz iterativer
Loser keinen EinfluR auf die Genauigkeit im Ergebnis hat. Wir haben die Fehler, die durchschnittliche
Anzahl der Krylov-Schritte sowie die Schrittzahlen in den folgenden Tabellen dargestellt.

Die Tabellen 5.1 und 5.3 verdeutlichen noch einmal, daR die Einfiihrung von Krylovtechniken das
Ergebnis nicht signifikant beeinflult, die Schrittzahlen gleichen sich weitgehend, und auch die globa-
len Fehler sind nahezu identisch, wie man ja bereits in Abbildung 5.5 feststellen konnte. Allerdings
zahlt man dafir einen hohen Preis — es sind im Durchschnitt mehr als 100 Iterationsschritte durchzu-
fuhren. Dies bestétigt eindrucksvoll die im theoretischen Teil des Kapitels gewonnenen Erkenntnisse,
daB namlich ohne Vorkonditionierung wenigstens so viele Krylovschritte durchgefiihrt werden ms-
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Abbildung 5.5: Resultate fiir RODAS mit Krylovraum-Techniken.

sen, wie algebraische Variablen vorhanden sind. Wir haben hier namlich 120 differentielle und 110
algebraische Variable. Der typische Verlauf einer Krylovraum-Iteration wird in Abbildung 5.6 ge-
zeigt. Erst nach ungefahr 100 Schritten féllt das Residuum deutlich, die Iteration bricht dann auch
sehr schnell ab.
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Abbildung 5.6: Typischer Verlauf des Residuums bei einer Iteration mit GMRES.

Abbildung 5.6 erklart auch, dall der Versuch, mit deutlich weniger Iterationen auszukommen,
scheitert. Wir haben die Maximalzahl von Iterationen pro GMRES-Aufruf auf 30 begrenzt, und muR-
ten feststellen, daB die Ergebnisse unbrauchbar sind.

Ein Ausweg stellt, wie auch eingangs des Kapitels erwéhnt, die Verwendung von Vorkonditionie-
rern, oder aber die direkte Auflésung der algebraischen Gleichungen, dar.
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TOL(GMRES)

RTOL 0 0.IRTOL  h+RTOL 001+ RTOL/h
1.00E — 02 | 5.248E — 02 5.251E — 02 5.249E — 02  5.288E — 02
3.59F — 03 | L613E — 02 1.613E — 02 1.613E —02  1.620E — 02
1.20E — 03 | 7.551E — 03 7.545E — 03 7.550E — 03  7.579E — 03
4.64E — 04 | 1.458E — 03 1.458F — 03 1.458E — 03  1.475E — 03
1.67TE — 04 | 4.137E — 04 4.134E —04 4.137E —04  4.152E — 04
5.99E — 05 | 1.178F — 04 1.178E — 04 1.178E —04 1.178F — 04
2.15F — 05 | 1.896E — 05 1.899F — 05 1.896E —05  1.879E — 05
7.7TAE — 06 | 7.169E — 06 7.171E — 06 T7.170E —06  6.537E — 06
2.78F — 06 | 2.607E — 06 2.608E — 06 2.607E —06  3.618E — 06
1.00E — 06 | 9.677TE — 07 9.679E — 07 9.677E — 07  9.400E — 07

Tabelle 5.1: Der maximale globale Fehler im Verlauf der Integration fur die verschiedenen Krylov-
Implementierungen einschliellich RODAS selbst.

TOL(GMRES)

RTOL | 0 O0.IRTOL h+RTOL 0.01xRTOL/h
1.00E —02 [ 0.00  105.85 104.46 106.54
3.59F — 03| 0.00  106.00 105.71 106.86
1.29E — 03 [ 0.00  106.50 106.07 107.14
4.64E —04]0.00  106.62 106.25 107.31
1.67E — 04 [ 0.00  106.82 106.53 107.35
5.99F — 05| 0.00  107.11 107.00 107.50
2.15E — 05 [ 0.00  107.25 107.40 107.57
7.74E - 06 | 0.00 10744  107.52 116.31
2.78F — 06| 0.00 10747  107.80 117.61
1.00E — 06 [ 0.00  107.46 107.81 118.69

Tabelle 5.2: Die durchschnittliche Anzahl der
Implementierungen einschliellich RODAS selbst.

Iterationen fur die verschiedenen Krylov-

5.6 Zusammenfassung

Wir haben uns in diesem Kapitel mit einem modernen Zeitintegrationsverfahren befafit. Steife Syste-
me erfordern (zumeist, siehe Kapitel 6) implizite Verfahren zur effizienten Zeitintegration, klassische
explizite Verfahren sind aufgrund von Schrittweitenbeschrankungen aus Stabilitatsgrinden weniger
geeignet.

Mit Krylov-Methoden versucht man den Grad an Implizitat so klein wie mdglich zu halten, le-
diglich die ndherungsweise Losung linearer Gleichungssysteme ist erforderlich. Wir betrachten die
Erweiterung der erfolgreichen ODE-Methode auf differential-algebraische Systeme vom Index 1. Es
bieten sich zwei Zugénge an, wir zeigen, daR3 beide in gewissem Sinne &quivalent sind. Zugleich
folgern wir, dal die typischen Restriktionen an die Dimension der Krylov-Raume bei differential-
algebraischen Systemen nicht gestellt werden sollten.
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TOL(GMRES)

RTOL 0 01RTOL h+RTOL 0.01+RTOL/h
1.00E — 02 | 10.00  10.00 10.00 10.00
3.59F — 03| 11.00  11.00 11.00 11.00
1.29F — 03 | 12.00  12.00 12.00 12.00
464E —04 | 14.00  14.00 14.00 14.00
1.67E — 04 | 16.00  16.00 16.00 16.00
5.99F — 05 | 18.00  18.00 18.00 18.00
2.15E — 05 | 21.00  21.00 21.00 22.00
7.7AE — 06 | 26.00  26.00 26.00 27.00
2.78F — 06 | 31.00  31.00 31.00 34.00
1.00E — 06 | 38.00  38.00 38.00 40.00

Tabelle 5.3: Die Schrittzahl fir die verschiedenen Krylov-Implementierungen einschlieflich RODAS

selbst.

Als Anwendungsbeispiel untersuchen wir eine Problemstellung aus dem Bereich der Viskoelasti-
zitdt — die Scherung einer Scheibe. Das entstehende groRe differential-algebraische System wird mit
der vorgeschlagenen Krylov-Technik geldst. Die theoretischen Resultate fir Systeme mit einer groRen
Anzahl von algebraischen Gleichungen finden dabei eindrucksvoll Bestétigung.
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Kapitel 6

Numerische Simulation eines Modells aus
der Neurobiologie auf paralleler
Rechnerarchitektur

Wir beschaftigen uns in diesem Kapitel mit einer Themenstellung aus der Neurobiologie, in der das
Wachstum von Nervenzellen im menschlichen Gehirn, nachdem sie durch einen Unfall durchtrennt
wurden, modelliert wird. Das Wachstum der Nervenzellen wird durch verschiedene chemische Sub-
stanzen stimuliert. Dies fiihrt auf ein gekoppeltes System von gewohnlichen Differentialgleichungen
fur die Nervenzellen und partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen Typ fir die chemi-
schen Substanzen.

Die Diskretisierung der Ortsableitungen fhrt auf ein groRes System steifer Differentialgleichun-
gen. Zur Zeitintegration wird ein explizites Runge-Kutta-Verfahren herangezogen, eine Runge-Kutta-
Tschebyscheff-Methode, die ein der Problemstellung angepalites ausgedehntes Stabilitatsgebiet ent-
lang der reellen Achse besitzt.

Die parallele Implementierung erfolgte auf einer SGI Origin 3800 (Teras, Sara Computing Center,
Amsterdam). Als paralleles Programmiermodell wurde OpenMP verwendet.

Bemerkung 6.0.1. Diese Thematik wurde wahrend eines Aufenthalts am CWI, Amsterdam, im Herbst
2001 zusammen mit Ben P. Sommeijer bearbeitet, siehe [118], [120].

6.1 Einleitung

Beim Menschen volizieht sich die Entwicklung des Nervensystems durch den Aufbau immer neuer
Nervenleitungen im GroBhirn. Dies geschieht durch Wachstum einer Nervenbahn — dem Axon — von
einer Quell-Zelle zu einer Ziel-Zelle. Kontrolliert wird dieses Wachstum durch chemische Substan-
zen. Die Zielzelle stoBt chemische Substanzen aus, um die Bewegung des Axons in die geeignete
Richtung zu stimulieren. Der Wachstumskopf des Axons reagiert auf Konzentrationsunterschiede in
diesen Substanzen - er wachst in Richtung des Gradienten.

Insbesondere nach Schadigungen des Gehirns steht die Aufgabe an, Regionen wieder neu zu ver-
binden. Beobachtet wird dabei eine Biindelung der Axonen, die bei Erreichen der Zielregionen dann
wieder aufgehoben wird. Auch dieses Verhalten wird durch chemische Substanzen hervorgerufen,
die von den Wachstumskopfen der Axonen ausgestoflen werden. Zu Beginn des Wachstumsprozes-
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ses stoflen die Wachstumskdpfe anziehende Chemikalien aus, in der letzten Phase jedoch abstoRende
Chemikalien, so dal es gerade zur Blindelung bzw. Entflechtung kommt.

Die neurologische Grundlage dieses Kapitels bildet die Arbeit [51], wo Hentschel & Van Ooyen
ein mathematisches Modell fir obigen Prozel entwickeln. Wir greifen mit geringfligigen Modifika-
tionen auf dieses Modell zurlick. Die rdumliche und zeitliche Verteilung der Konzentrationen der
anziehenden und abstoBenden Chemikalien unterliegt im wesentlichen den Gesetzen der Diffusion
und wird durch parabolische partielle Differentialgleichungen beschrieben. Die Bewegung der Axo-
nen wird durch gewohnliche Differentialgleichungen beschrieben. Gekoppelt sind diese Gleichungen
zum einen durch Quellterme in den parabolischen Gleichungen, die von der Position der Axonen
abhdngen, zum anderen in der rechten Seite der gewohnlichen Differentialgleichungen, wo Gradien-
ten der Konzentrationen auftreten. Diese Gleichungen werden daher auch als Gradientengleichungen
bezeichnet.

Zur numerischen Ldsung greifen wir auf Techniken zurlick, die auf den in [106] (oder auch [63])
entwickelten beruhen. Zur Ortsdiskretisierung der parabolischen Gleichungen nutzen wir finite Diffe-
renzen 2. Ordnung. Die Gradienten approximieren wir durch bilineare Interpolation. Das Resultat ist
ein System gewohnlicher Differentialgleichungen. Zur Zeitintegration nutzen wir eine Runge-Kutta-
Tschebyscheff-Methode [92]. Dieses explizite Verfahren wurde speziell fir maRig steife Differen-
tialgleichungen entwickelt, wo die Jacobi-Matrix nahezu normal ist und die Eigenwerte in einem
schmalen Streifen entlang der negativen reellen Achse liegen. Unser neurologisches Problem erfullt
diese Anforderungen.

Der so vorgegebene numerische Algorithmus wurde auf einem Parallelrechner — Teras, aus der
SGI Origin 3800er Serie — implementiert. Die dabei gewonnen Erkenntnisse Uber die effiziente Nut-
zung dieser Maschine fiir Aufgabenstellungen des Hochleistungsrechnens stellen ein wichtiges Re-
sultat dieses Kapitels dar.

Das Kapitel gliedert sich wie folgt: In Abschnitt 2 beschreiben wir die Problemstellung, in Ab-
schnitt 3 die Diskretisierung und das Zeitintegrationsverfahren. In den Abschnitten 4, 5 und 6 disku-
tieren wir nacheinander verschiedene Parallelisierungs-Strategien, die Resultate der Simulation sowie
die Effizienz der Parallelisierung auf Teras. Im letzten Abschnitt erfolgt eine abschlieBende Diskussi-
on.

6.2 Modellierung

Wir beschreiben hier das zugrundeliegende mathematische Modell, eine detaillierte Darstellung findet
sich in [51], [106].

Die Konzentrationen der 3 Chemikalien werden mit p; (von den Zielzellen, engl. target, ausgesto-
Rene anziehende Substanz), p, (von den Axonen abgesonderte anziehende Substanz, engl. attractant)
und p,- (von den Axonen abgesonderte abstoRende Substanz, engl. repellant), bezeichnet. Diese Kon-
zentrationen hangen von Zeit (t) und Ort (x = (z,y) € R?) ab und geniigen den parabolischen
partiellen Differentialgleichungen

0
% = DiAp; — kep + St
9pa
a—i = D,Apy, — Kapa + Sa, (6.1)
Opr
DT‘A r — horfr T
T Pr — Krpr + S
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6.2 Modellierung

Die Diffusionskoeffizienten D, und die &, in den linearen Zerfallstermen sind als rdumlich und zeit-
lich konstant angenommen. Die Quellterme S, hdngen sowohl von der Lésung als auch vom Ort ab.
Wir stlitzen uns zu ihrer Modellierung auf den Zugang von [51] und verwenden Diracsche 6-Funktio-
nen im Ansatz. Die Zielzellen und die Wachsstumskdpfe sind also Punktquellen.

Fir die von den Zielzellen emittierte Substanz (p;) verwenden wir den Quellterm

N
Sp=> od(x —xb), (6.2)
j=1

wobei V; die Anzahl der Zielzellen bezeichnet, die rdumlich fest in den Punkten x} liegen. Die Inten-
sitat o, kann prinzipiell von allen 3 Substanzen abhangen. Hier wéhlen wir o, als konstant.
Fir die Quellterme S, und .S, verwenden wir dhnliche Ausdriicke:

Na

Sa=_ oad(x—x3), (6.3)
j=1
Na

Sy = Z o,0(x — X]A) (6.4)
j=1

Die Summation lauft hier bis N 4, der Anzahl der Axonen. Die rdumliche Lage des j-ten Axons ist
durch xj‘ gegeben. Zu bemerken ist, daf3 die Lage der Quellen xj‘ aufgrund der Bewegung der Wachs-
tumskdpfe variiert, wahrend die Quellen x} fest sind. Wir wahlen die Intensitat o, konstant, wahrend
o, von o; abhangt. Damit berticksichtigen wir, daf der AusstoR der abstoRenden Substanz erst in der
Nahe der Zielzellen beginnt. Die Details findet man in Abschnitt 6.5 Uber die Simulationsergebnisse.

Die Bewegung der Axonen wird durch 3 Effekte beeinfluf3t: Den Hauptteil bildet eine Bewegung
in Richtung der Zielzellen, die durch die Substanz p; bewirkt wird. AufRerden beeinflussen sich die
Axonen gegenseitig: Der AusstoR der anziehenden Substanz p,, bewirkt eine Blindelung der Axonen.
Erreichen diese die Zielzone, so wird dieser Effekt durch den vermehrten AusstoRR der abstoflenden
Chemikalie p, mehr als aufgehoben, und die Axone driften auseinander. Beschrieben wird dies durch
die Gradientengleichung

dxf(t)

dt

wobei A\, A\, und A, als konstant und positiv vorausgesetzt sind. In der rechten Seite treten dabei die
Gradienten von py, p, und p, auf, ausgewertet an der Position der Axonen. Da wir die parabolischen
Gleichungen mit einem Finite-Differenzen-Verfahren 16sen, kennen wir die Konzentrationen p, nur in
den Gitterpunkten. Im allgemeinen werden wir daher unter Verwendung der Gitterwerte interpolieren
missen. Diese Interpolationsprozedur wird in Abschnitt 6.3.2 beschrieben.

Implementiert wurde das Problem in 2 Raumdimensionen. Im Raum wurde ein quadratisches
Gebiet gewahlt, das grol? genug ist, um homogene Dirichletbedingungen auf dem Rand als realistische
Wahl fiir die Konzentrationen anzusehen.

= NVURA(L), 1) + AaVpa(xA (1), 1) = MV, (xA(),8), j=1,...,Na,  (65)
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6.3 Numerische Methoden

Wir stellen hier die numerischen Techniken, die wir zur Lésung des Problems heranziehen, dar. Im
einzelnen geht es dabei um die Diskretisierung des Laplace-Operators, die Interpolation der Gradien-
ten und die Approximation der §-Funktionen in den Quelltermen.

Eine besondere Schwierigkeit stellt der sogenannte “self-boost” einzelner Zellen dar, wir werden
spater auf die Behandlung dieses numerischen Phdnomens zurlickkommen. Details findet man in [63]
und [106].

6.3.1 Ortsdiskretisierung des Laplace-Operators

Das Problem wird auf dem quadratischen Gebiet = [0, L]?  R? der Lange L in R? gel6st. Zur
rdumlichen Diskretisierung nutzen wir die Linienmethode (MOL - method of lines). Die Lésungen
p« € {pt, pa, pr} der parabolischen Differentialgleichungen werden auf einem aquidistanten Gitter
mit der Gitterweite h = L/N approximiert.

x; =hi, yj="hj, i=0,...,N, j=0,...,N (6.6)
Priri AP (Ti Yj) (6.7)
pxij =0 furi=0oderi= N oderj = 0oder j = N. (6.8)

Somit kann der Laplace-Operator durch den symmetrischen Differenzenquotienten 2. Ordnung in
beiden Raumrichtungen angenéhert werden, womit der Standard 5-Punkt-Stern erhalten wird.

6.3.2 Interpolation

Die Berechnung der Gradienten in (6.5) erfolgt in 2 Stufen. Zunéchst approximieren wir aus den
Konzentrationen p. ; ; in den Gitterpunkten die Gradienten in den Gitterpunkten mit Hilfe des sym-
metrischen Differenzenquotienten

L (puit1,j — Prii—1
Vi (@i, y;) o = (Poithd T PricLi) 6.9
pulwi:45) 2h (P*,i,jﬂ — Prij-1 (69)

Im zweiten Schritt wird aus den diskreten Gradienten der Gradient im Innern der Gitterquadrate durch
eine geeignete Interpolationsvorschrift bestimmt.

Wir bemerken, dal3 der diskrete Gradient auf diese Weise nur in inneren Gitterpunkten approxi-
miert werden kann. In den direkt an den Rand grenzenden Gitterquadraten mite daher eine andere
Interpolationsvorschrift verwendet werden. Da das Gebiet €2 jedoch in ausreichender Grofe gewahlt
wurde, so daB kein Axon ein Randquadrat erreicht, kdnnen wir unsere Betrachtung auf die inneren
Gitterquadrate beschranken.

Der Gradient im Punkt xj‘ ergibt sich formal durch Auswertung einer geeigneten Interpolations-
funktion I, fir die diskreten Gradienten. Die diskretisierte Gleichung (6.5) lautet somit

dxf(t)

=AM dn [Viontl (53) + Ao In [Vipnal (x5) = A In [Vipne) (x3), §=1,...,Na.

(6.10)
Aus Grinden der Effizienz und der besseren Parallelisierbarkeit interpolieren wir nur lokal, d.h., wir
nutzen nur die Werte auf den Ecken des xf einschliefenden Quadrats. Wechselt das Axon von einem
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Gitterquadrat ins nachste, so andern sich die Stiitzpunkte der Interpolation. Daraus resultiert eine ver-
minderte Glattheit der rechten Seiten, die unter Umsténden die Effizienz der Schrittweitensteuerung
in der Zeitintegration ungunstig beeinflussen kann.

Wir verwenden einen stiickweise bilinearen Ansatz zur Interpolation, in jedem Gitterquadrat wird
ein Ansatz

Inf(z,y) =a + bx + cy + dxy (6.11)

verwendet, wobei die Koeffizienten a, b, ¢, d vom Gitterquadrat abhdngen. Das Interpolationspolynom
(6.11) ergibt sich eindeutig aus den Funktionswerten in den Eckpunkten des Gitterquadrates. Auf diese
Weise garantieren wir auch die Stetigkeit der Interpolierenden in den Kanten der Gitterquadrate, denn
dort ist die Interpolierende ein lineares Polynom in einer Variablen und somit eindeutig durch die
\Vorgabe von Funktionswerten in den zwei Ecken (der Kante) bestimmt.

Das Resultat ist eine 12-Punkte-Formel fiir den Gradienten an beliebiger Position. Neben den
4 Eckpunkten der Gitterzelle kommen jeweils 4 Gitterpunkte fiir a% und a% hinzu. Abbildung 6.1
illustriert die Vorgehensweise.

o o o O O o
o o o Z\Q.Vp e
EO T O O O
o 0 o O O o

Abbildung 6.1: Der 12-Punkte-Stern zur Interpolation der Gradienten.

6.3.3 Implementierung der §-Funktion

Die Diracsche §-Funktion wird durch eine geeignete stetige Funktion ersetzt, die wir dann in den
Gitterpunkten auswerten. Um die Gesamtquellstarke zu erhalten, skalieren wir diese Funktion so, daf}
ihr Integral eins betragt (siehe [23]).

Wir haben verschiedene Ansatze betrachtet, unter anderem Exponentialfunktionen und lineare B-
Splines. In beiden Féllen sind die Ansatzfunktionen vom Gitter abhéngig.

Die Exponentialfunktion

Ausgangspunkt ist
B1(3) = exp(—7x]?), (6.12)

wobei x| die Euklidische Norm von x bezeichnet und v = h~2. Diese Funktion hat allerdings
unbeschrankten Tréger. Um den rechnerischen Aufwand zu verringern, schranken wir den Tréger
auf ein Teilgitter mit 8 x 8 Gitterpunkten ein, wobei xj‘ gerade in der zentralen Gitterzelle liegen
moge. Die Funktionswerte auBerhalb des 8 x 8-Teilgitters sind vom Absolutbetrage hdchstens das
exp(—16) ~ 10~ "-fache des Maximalwertes von ¢ und somit vernachlassigbar.
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Lineare B-Splines

Die ¢-Funktion wird durch ein Tensorprodukt linearer B-Splines mit dem Tréger [—h, h| ersetzt:

5h(l'7y) :Bh(‘r)Bh(y)a wobei (613)
holtl fir |2) < b

B = h? - . 6.14

() { 0 sonst (6.14)

Moge das Axon xi' im Gitterquadrat [z, zi41] X [y;, yj+1] Mit x4 = (x; + O.h, y; + O,h) liegen,
wobei 0 < 6,,6, < 1. Dann sind die Beitrage der approximierten é-Funktion zu den Gitterpunkten
gerade die Funktionswerte 6y (z — mg‘, Yy — y,f) in den 4 Ecken des Gitterquadrats:

(1—6,)(1—6,)

Onsij = 12
0.(1— 6y)
Oh,it1,j = 6.15)
(1—-106,)0, '
Ohij+1 =7

0.0,
Oh,i+1,j+1 =2

Dieser Zugang ermdglicht eine geometrische Interpretation: Betrachtet man eine Aufteilung des Git-
terquadrats in 4 Rechtecke durch zwei Geraden, die parallel zur z- bzw. y-Achse durch den Punkt
x verlaufen, so ist der Beitrag zu einem Eckpunkt gerade gleich der Flache des gegeniiberliegenden
Rechtecks. Dies stimmt mit der von Dallon (siehe [23]) vorgeschlagenen Approximation (berein.

6.3.4 Zeitintegration

Nach der Diskretisierung im Ort liegt ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen vor. Die L6-
sung partieller Differentialgleichungen mittels einer solchen Semidiskretisierung bietet den Vorteil,
auf hocheffiziente Zeitintegrationsverfahren zuriickgreifen zu konnen. Diese I6sen Anfangswertpro-
bleme in der Form

%:ﬂumt>avmzm, (6.16)
wobei wir in der folgenden Darstellung das Argument ¢ in F' weglassen, da dies zum einen keine
Einschrénkung darstellt (man vergleiche [98], S. 14) und in unserem Fall ohnehin ein autonomes
System vorliegt.

Typisch ist die Verwendung expliziter Verfahren fir nichtsteife Probleme und die Verwendung
impliziter Verfahren fiir steife Systeme. Wir wahlen hier einen etwas untypischen Ansatz, wir l6sen
ein (mild) steifes Problem mit einem expliziten Verfahren. Begriindet ist dies in der speziellen Ei-
genwertstruktur der Jacobi-Matrix der rechten Seite unserer Differentialgleichung, der dominierende
Diffusionsterm bewirkt, dal3 die Eigenwerte in einem schmalen Streifen um die negative reelle Achse
liegen.

Wir nutzen zur Lésung von (6.16) eine Runge-Kutta-Tschebyscheff-Methode (RKC), im Code
RKC [92] von Sommeijer, Shampine und Verwer implementiert. Das C in RKC rihrt im tbrigen
von der englischen Transkription Chebyshev. Diese Methode besitzt ein ausgedehntes Stabilitatsge-
biet entlang der reellen Achse. Genau genommen handelt es sich um eine Klasse von Methoden der
Ordnung 2 mit variabler Stufenzahl. Das Einfiigen zusatzlicher Stufen wird hier nicht zur Erhéhung
der Ordnung genutzt, sondern zur Erweiterung des Stabilitatsgebiets entlang der reellen Achse.
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Bemerkung 6.3.1. Ein weiterer Grund flr die Auswahl eines expliziten Verfahrens ist die einfache
Parallelisierbarkeit. Ein anderer Ansatz ist die Forderung nach weitergehender Parallelitat in der
Methode - hier sind eine ganze Reihe von Verfahren konstruiert worden, die die parallele Nutzung
einer kleinen bis mittleren Anzahl von Prozessoren durch parallele Stufen zulassen, man siehe [11],
[103], [79], [80].

Die s-stufige RKC-Methode ist gegeben durch [92]

YO = Um7

Yi = Yo+ mtko, (6.17)

Y} = (1—M]—I/])YV()—{—,U,]Y},1—{—I/]YV]72—{—,&]TF],1—{—’S/JTF(], j:27"'a37
Um+1 — }/sa

wobei F; = F(Yj;). In einem Schritt mit der Zeitschrittweite 7 wird, ausgehend von einer Naherung
U,, an die Losung in t = ¢, eine neue N&herung U,,,.1 an die Lésung in ¢,,.1 = t,, + 7 berechnet.

Die Koeffizienten des Verfahrens werden nach [92] so bestimmt, da zum einen Ordnung 2 ge-
waéhrleistet ist, und zum anderen die Stabilitatsfunktion in einem mdglichst ausgedehnten Intervall
entlang der negativen reellen Achse vom Betrage kleiner (gleich) eins ist. Diese Problemstellung
wird fur Ordnung 1 bekanntlich von den Tschebyscheff-Polynomen gelést — unter allen Polyno-
men p vom Grad s mit p(0) = 1,p’(0) = 1 besitzt das transformierte Tschebyscheff-Polynom
p(z) = Ts(x/s% + 1) das langste Stabilitétsgebiet (Lange: 2s2) entlang der reellen Achse. Die Trans-
formation des Argumentes Uberfilhrt gerade das Intervall [—1, 1] (hier oszillieren die Tschebyscheff-
Polynome zwischen —1 und 1) in das Intervall [—2s2, 0]

Das Tschebyscheff-Polynom T}, vom Grad & ist dabei durch die Drei-Term-Rekursion Ty (z) =
1,7 (z) =2, Ti(z) = 22T)_1(x) — Tp_o(x),2 < k < j gegeben.

Um Ordnung 2 zu erreichen, unterwerfen wir zusatzlich zum Argument auch den Funktionswert
des Tschebyscheff-Polynoms einer affinen Transformation. Wir verwenden den Ansatz

p(z) =aTs(bx 4+ c¢) +d (6.18)
mit s > 2. Zu erflllen ist fur Ordnung 2
1 =p(0) =aTs(c) +d (6.19)
1 =p/'(0) =abT%(c) (6.20)
1 = p"(0) =ab®>T” (c). (6.21)

Mit der Wahl von ¢ = 1, d = 0 ergibt sich mit T(1) = 1, T.(1) = s?> und T/ (1) = s*(s*> — 1)/3
aus den Gleichungen (6.20) und (6.21) gerade b =~ 3/s2, womit sich die Lénge des Stabilititsgebietes
auf die GroRenordnung 2/3s2 verringert. Da wir nur einen zusétzlichen freien Parameter benétigen,
verwenden wir den verbleibenden freien Parameter, um |p(z)| < 1 — O (¢) (anstelle von |p(z)| < 1)
in einem mdglichst groflen Intervall entlang der negativen reellen Achse (natlrlich eine Umgebung
der Null ausschlieBend) zu fordern. Dazu setzen wir ¢ = 1 + ¢/s2. Die restlichen Parameter ergeben
sich dann wie folgt:

T (c)
=Tt (6.22)
b :gl((cc)) (6.23)
. Ts(0)T (o)
d=1- =00 (6.24)
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Die Lange des Stabilitatsgebietes betragt 2/b + O (¢) ~ 2/3s2. In diesem Intervall (wieder eine
Umgebung der Null ausschlieBend) liegt das Stabilitdtspolynom zwischen d — a und d + a mit

d4+a=1- %5 +0 (5/52) + 0O (52) (6.25)
1 2 1
d—a:§+@—4—58+0(6/82)+O(€2)- (626)

Wir nutzen hier eine Implementierung mit ¢ = 2/13, dies resultiert im Koeffizientensatz fur (6.17)

B b 2ac, —aj 2a,b,
pH1 =a20s, 5 = y Vi= —— Hj= s

s J aj;—1 J a;—2 J aj—1 (627)
i =— 1 —a;1Tj—1(wes))p; fir2 <j <s, wobeiap:=a; = as.

Diese Koeffizienten stehen in analytischer Form fir s > 2 zur Verfligung. Die Lénge des Stabilitéts-
intervalls hangt quadratisch von der Zahl der Stufen ab. Interpretiert man die k-fache Hintereinan-
derausflihrung eines s-stufigen Einschrittverfahrens mit der Schrittweite 1 /& als ein Verfahren mit ks
Stufen fur die Schrittweite h, so hangt in diesem Fall die Lange des Stabilitatsgebietes nur linear von
der Anzahl der Stufen ab, RKC weist hingegen ein quadratisches Wachstum auf.

Der lokale Fehler variiert nur gering mit der Anzahl der Stufen, was folgende Implementierung
nahelegt: Nach MaRgaben der Fehlerschatzung wird eine Schrittweite bestimmt, und dann die Stufen-
zahl des Verfahrens so gewahlt, dal’ das Verfahren innerhalb des Stabilitatsgebietes arbeitet.

Fir mild-steife Probleme arbeitet man im Bereich von 20 bis 100 Stufen, so daR die Drei-Term-
Rekursion fiir die Stufen von grofRer Bedeutung ist, da andernfalls bei einer vollbesetzten Koeffizien-
tenmatrix ein unvertretbar hoher Speicheraufwand fir die internen Stufen entstlinde.

Der FORTRAN-Quellcode fir RKC kann unter der Adresse ftp://ftp.cwi.nl/pub/bsom/rkc herun-
tergeladen werden.

6.3.5 Das Phanomen “self-boost™

Mit den Techniken der vergangenen Abschnitte kann eine sequentielle Implementierung erstellt wer-
den. Erste Experimente zeigen jedoch fir bestimmte Konfigurationen unbefriedigende Ergebnisse:
Einige Axonen erreichen stationdre Punkte bevor sie die Zielzellen erreicht haben, teilweise bereits
nach wenigen Integrationsschritten.

Zum Verstandnis der zugrundeliegenden Effekte betrachten wir ein einzelnes Axon unter dem
EinfluB einer einzelnen Chemikalie (man siehe auch [63] fir eine detaillierte Diskussion dieses Sach-
verhaltes).

p=Lp+S(x"),

. (6.28)
x4 = V| ap.

Dabei sei L ein Differentialoperator (hier: Diffusion und linearer Zerfall) und S der Quellterm. Wird
diese Gleichung diskretisiert, so werden p, L, S und V durch diskrete Versionen py, Ly, Sy, und V,
ersetzt.

Betrachten wir noch einmal die Modellannahmen: Die Axonen sollten einander durch den Aus-
stol von Chemikalien derart beeinflussen, dal3 es zur Bundelung bzw. zum Auseinanderdriften kommt.
Unser Ansatz flihrt allerdings dazu, dall ein Axon auch durch die von ihm selbst ausgestoRenen Che-
mikalien beeinflult wird. Wir bezeichnen diesen Effekt als “self-boost”. Hebt nun der “self-boost”
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gerade die anziehende Wirkung der Zielzellen auf, so kommt es zu den oben beschriebenen Phéno-
menen.

Um “self-boost” zu vermeiden, gentigt es, wenn die Diskretisierung und der auf die Gitterpunkte
eingeschrankte Quellterm Sy, durch folgende Bedingung gekoppelt sind:

I VaSh(xh)](x*) = 0. (6.29)
Man fordert im Prinzip, daB die Beitrdge des eigenen Quellterms zum Gradienten verschwinden.

Lemma 6.3.1. Fir die Kombination von linearen B-Splines flir den Gradienten, symmetrischem Diffe-
renzenquotient fur die Gradienten in den Gitterpunkten und bilinearer Interpolation ist die Bedingung
(6.29) erfullt.

Beweis. Wir fulhren den Beweis fiir die Ableitungen in z-Richtung, in y-Richtung ergibt sich das
Ergebnis analog. Sei x* = (x4, y#) im Gitterquadrat [x;, 7;41] % [y}, y;+1] gelegen mit
I'A =x; + th
N (6.30)
y© =y; + Oyh.

Wir driicken die Ableitung nach = von S}, durch die Ableitungen nach z in den Gitterpunkten aus:

Oulya Su(x) = {(1 = 02)[(1 = 0,)u,ij + 0y0zi,j+1]
+ 02 [(1 = 0,)0zi41,5 + Oyuie1 1]} Sn (x7).
Wir ersetzen nun 9, durch den diskretisierten Differentialoperator ((6.9)) und erhalten fiir die rechte
Seite

1

a7, VL= 02)[(L = 0y)0ni1,5 + Oynsier,gaa] = Oal(L = 0y)0ns 5 + Oydnijal}-

Letztendlich ersetzen wir die 6;,-Werte in den Gitterpunkten wie in (6.15) definiert und erhalten

o7 (0= 01— 6,)6.(1 — 0,) + 6,6,0,] — 0 [(1 ~ 0,)(1 — 62)(1 — 0y) +6,(1 — 6,)6,]}.

was wir leicht als verschwindend identifizieren. O
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6.4 Parallelisierung

Bei einer Verfeinerung der Ortsdiskretisierung zugleich in x- und y-Richtung verhélt sich der Re-
chenaufwand wie O (h~?). Zwei Potenzen von h~" werden durch die erhohte Zahl von Gitterpunk-
ten hervorgerufen, wahrend die dritte aus der erhéhten Steifheit des Systems resultiert. Zwar erhoht
sich die Norm der Jacobi-Matrix der rechten Seite der Differentialgleichung auch um den Faktor /2,
aber RKC kann dies durch eine um den Faktor h~! hohere Stufenzahl ausgleichen, da die GroRe des
Stabilitatsgebietes quadratisch von der Stufenzahl abhangt. Fur sehr feine Gitter ist der Einsatz eines
Parallelrechners daher unumgénglich.

Mit der Vorgabe der Ortsdiskretisierung und der Zeitintegration ist der gesamte numerische Algo-
rithmus beschrieben. Die aufwendigsten Teile flr ein feines Gitter sind die Auswertung des Laplace-
Operators und die lineare Algebra in RKC. Beide sind prinzipiell unabhdngig voneinander paralle-
lisierbar, zur Vermeidung von zusatzlichem Kommunikationsaufwand sollten jedoch beide Teile im
Zusammenhang parallelisiert werden. Wir beschreiben im folgenden die von uns gewahlte \orgehens-
weise auf Teras, einer SGI Origin 3800.

6.4.1 Die Teras-Architektur

Teras besitzt 1024 Prozessoren, jeder mit einer theoretischen Maximalleistung von 1 Gflop/s. Diese
sind in zwei Clustern mit je 512 Prozessoren angeordnet, die Cluster sind als “Hypercubes” organi-
siert. Kleine Einheiten von je 4 Prozessoren sind tber ein HUB mit einem gemeinsamen Hauptspei-
cher verbunden. Nutzt man mehr als 4 Prozessoren, so prasentiert sich das System zwar immer noch
als “shared memory” Maschine, physikalisch ist sie jedoch “distributed memory” Modell.

Die Architektur wird unter der Bezeichnung “Cache coherent, non uniform memory access” (CC-
NUMA) gefiihrt. Dies steht fir einen gemischten Ansatz aus einem physikalischen “distributed me-
mory” Modell (was zum nicht gleichméaRigen Speicherzugriff - NUMA - fiihrt), und einem logischen
“shared memory”-Modell, was sich im Begriff “Cache coherent” niederschlégt. Fir weitere Details
verweisen wir auf [88]. Es wird sich zeigen, dal die physikalischen Eigenschaften des Systems bei
der Implementierung einer parallelen Applikation nicht ignoriert werden kénnen.

6.4.2 Parametrisierung

Ein wichtiger Aspekt bei der Parallelisierung eines Codes stellt die Analyse der parallelisierungs-rele-
vanten Problem- und Maschinenparameter dar — zusammengefalit unter dem Namen Parametrisierung.
Dies erlaubt Vorhersagen (ber die Skalierbarkeit des Problems, was insbesondere fiir zukiinftige 3D-
Implementierungen von Bedeutung ist. Auf der anderen Seite kann mit Hilfe einer Parametrisierung
fur eine spezielle Klasse von Anwendungen eine maligeschneiderte Computerkonfiguration ermittelt
werden.

Wir folgen der Herangehensweise in [41] und diskutieren hier zwei wichtige Parameter: das pro-
blemabhangige (application) 7, und das maschinenabhéngige -,,. Je kleiner der Koeffizient ~,,, /va,
umso besser paldt die Anwendung zur Maschine. Dies bedeutet, dal die durch Kommunikation verur-
sachte Minderung der “Peak-Performance” mdglichst gering ist.

Der Parameter ~, ist als Quotient aus der Anzahl von Operationen (in Mflops), die auf einem
einzelnen Prozessor auszufiihren sind, und der Menge von Daten (in Mwords), die zu diesem Zwecke
von Prozessor zu Prozessor zu transportieren sind, definiert. Dieser Parameter hangt von der konkreten
Anwendung ab. Bei der von uns gewéhlten Raum- und Zeitdiskretisierung kann dieser Parameter in
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erster N&herung mit

255N
= 22D (6.31)

p
angegeben werden, wobei N die Anzahl der Gitterpunkte in jeder der beiden Raumdimensionen be-
zeichnet, und p die Anzahl von Prozessoren. Dabei haben wir nur den Aufwand durch den Laplace-
Operator auf den drei Gittern berticksichtigt, nicht aber die Berechnung der Quellterme und der Gra-
dienten. Da diese Operationen fir N4 Axonen und N, Zielzellen bei feinen Gittern eine um GroRen-
ordnungen kleinere Rechenleistung erfordern, haben wir sie vernachldssigt in (6.31).

Der Parameter ~,,, beschreibt im wesentlichen, wieviele Operationen auf einem Prozessor in der
Zeit ausgefiihrt werden konnen, die notwendig ist, ein Wort an Daten dorthin zu transportieren. Ei-
ne genaue Definition von ~,,, sowie weitere Details zur Parametrisierung, kénnen in [41] gefunden
werden.

Die Teras verfugt Uber eine CC-NUMA-Architektur, daher ist -y,, keine Konstante. Der Kommu-
nikationsaufwand hangt von der relativen Lage der sendenden und empfangenden (wenn man denn
dieses Bild verwenden mdchte) Prozessoren ab. So féllt kein Kommunikationsaufwand an, wenn die
Prozessoren sich in einem 4er-Cluster mit gemeinsamem HUB befinden. Flr andere Paarungen hangt
der Kommunikationsaufwand von der Betragssummennorm des Abstands im Hypercube ab. Im ty-
pischen Multi-User-Betrieb ist dieser Abstand a priori nicht bekannt, einzig bei Anforderung von 4
Prozessoren bekommt man flr gewdhnlich solche 4, die Giber ein HUB auf einen gemeinsamen Haupt-
speicher zugreifen. Auch bei Anforderung von 2™ Prozessoren scheint man einen kompletten Hyper-
cube zugewiesen zu bekommen. Dies ist zumindest unsere Erfahrung nach mehr-monatiger Nutzung
der Maschine. Im allgemeinen wird also ~,,, auch fur identische Testlaufe variieren.

Im Prinzip kann ~,, als Quotient zwischen der effektiven Leistung des Prozessors und der Netz-
werk-Ubertragungsrate bestimmt werden. Fiir Teras erhalten wir so einen Wert von 20. Unter Beriick-
sichtigung von eventuell unglinstigen Plazierungen im Hypercube erscheint 25 eine realistische Wahl.
Wie wir in Abschnitt 6 sehen werden, ist der Effekt eines nicht-konstanten ~,,, durchaus wahrnehm-
bar, hier speziell fiir die Gebietszerlegung auf dem grébsten Gitter. Wir konnten hier fur wiederhol-
te Rechnungen wesentlich verschiedene Rechenzeiten messen. Der Kommunikationsaufwand war in
keiner Weise vorhersagbar. Fir alle anderen Rechnungen (also entweder auf feinerem Gitter oder mit
anderen Parallelisierungen des Laplace-Operators) konnten keine gréReren Abweichungen bei Wie-
derholungen festgestellt werden. Insbesondere scheint die Anforderung von genau 2™ Prozessoren
einen positiven Effekt zu haben.

6.4.3 Das “shared memory”’-Modell auf Teras

Wir haben den OpenMP-Standard zur Implementierung der parallelen Anwendung gewahlt. Die An-
weisungen zur Parallelisierung sind in Kommentaren versteckt, so dal der Code ebenso auf Ein-
Prozessor-Rechnern luft.

Diese Anweisungen beinhalten die parallele Abarbeitung einzelner Programmteile, die Synchro-
nisierung der Prozessoren sowie die Spezifikation der Lage und Zugriffsrechte fir Daten, siehe [77]

Zur parallelen Verarbeitung wird ein Fork-Join-Modell verwendet. Die Abarbeitung startet se-
quentiell, und sobald ein paralleler Abschnitt erreicht wird, werden weitere Prozessoren aktiviert, die
die folgenden Anweisungen parallel abarbeiten. Die Verteilung der Aufgaben auf die Prozessoren
erfolgt dabei durch drei mdgliche Modelle:

e PARALLEL DO zur Parallelisierung von Schleifen. Zur Erhaltung der Load-Balance werden
verschiedene Modi untersttzt:
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— STATIC: Fir Schleifen mit konstanten Kosten pro Durchlauf. Die Prozessoren starten zur
gleichen Zeit (d.h., alle Prozessoren sind verfiigbar), die Zuweisung der Aufgaben erfolgt
zu Beginn (statisch).

— DYNAMIC: Fir Schleifen mit variablen Kosten pro Prozessor.

— GUIDED: Bei konstanten Kosten pro Prozessor, aber unsynchronisiertem Start (d.h., die
Prozessoren beginnen zu unterschiedlichen, nicht vorhersagbaren Zeiten mit der Abarbei-
tung der Schleife).

e PARALLEL SECTIONS - unterschiedlicher Code wird auf unterschiedlichen Prozessoren ab-
gearbeitet — sogenannte multiple code parallelization.

e PARALLEL - gleicher Code wird auf unterschiedlichen Prozessoren abgearbeitet — sogenannte
single code parallelization. Jeder Prozessor benétigt dabei nattrlich unterschiedliche Initialisie-
rungen. Dies wird durch die THREADPRIVATE-KIlausel unterstiitzt, die private Kopien von
einem Common-Block erzeugt.

Aulerdem kann die Verteilung auf die Prozessoren auch innerhalb eines Unterprogramms geédndert
werden, welches separat (ibersetzt wurde (“orphane parallelism™).

Wir haben zur Parallelisierung der rechten Seite im wesentlichen Schleifen-Parallelisierung ver-
wendet. Die von uns erstellte parallele Version von RKC nutzt den “single-code”-Ansatz und “orpha-
ne”-Parallelisierung.

Im Gegensatz zu MPI gibt es keine expliziten Kommunikationsanweisungen. Der Transfer von
Daten erfolgt (iber SHARED-Variablen, die von jedem Prozessor gelesen und beschrieben werden
kénnen. Der prinzipiell andere Datentyp (es gibt noch weitere Mischformen) ist PRIVATE. Fir Va-
riablen dieses Typs legt jeder Prozessor seine eigene Kopie an. OpenMP unterstiitzt die parallele
Auswertung von Summen, zu diesem Zweck gibt es die REDUCTION-KIausel.

Zur Synchronisierung der Prozessoren kénnen die Klauseln BARRIER, CRITICAL und ATOMIC
verwendet werden, wobei bei letzteren zwei Klauseln Vorsicht geboten ist: Sie kénnen bei unsach-
gemalem Einsatz zu wesentlich verringerter Leistung fuhren. Ein gewichtiger Vorteil von OpenMP
besteht darin, daf ein lauffahiger serieller Code in einen parallelen Code in kleinen Zwischenschritten
uberfuhrt werden kann, wobei der Code in den einzelnen Stufen der Portierungsphase lauffahig bleibt.

6.4.4 Die Funktionsauswertung der rechten Seite

Die rechte Seite setzt sich aus drei wesentlichen Bestandteilen zusammen:
e der diskretisierte Laplace-Operator
e die Interpolation der Gradienten

o die diskretisierte §-Funktion.

Parallelisierung des Laplace-Operators

Wir approximieren Ableitungen zweiter Ordnung der drei Konzentrationen p;,j € {t,a,r} in jedem
Gitterpunkt (zg,v), k,l=1,...,N —1.
Bei der Parallelisierung ist jedem Prozessor eine Teilmenge der Menge aller Tripel

I:={(G,kD}={t,a,r} x{1,...,N —1}? (6.32)
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zuzuordnen, wobei die einzelnen Teilmengen aus Effizienzgriinden anndhernd gleich grof? sind. Bei
der Parallelisierung von ineinander geschachtelten Schleifen ist es zumeist am effizientesten, nur die
dulere Schleife (bzw. mehrere duRere Schleifen) zu parallelisieren (“Coarse grain parallelization”),
und jeden Durchlauf der inneren Schleifen komplett auf Einzel-Prozessoren zu realisieren. Damit wird
insbesondere beim hier genutzten “Fork-Join”-Modell die Anzahl der Verzweigungen und Synchro-
nisationen minimiert. Enthélt die duRere Schleife weniger Durchldufe als Prozessoren, so nimmt man
weitere Schleifenebenen zur Parallelisierung hinzu. Die der Parallelisierung unterworfenen aufieren
Schleifen wollen wir als Master-Schleifen bezeichnen.

Die Master-Schleifen werden im Prinzip als eine Schleife interpretiert, und die s Durchlaufe die-
ser Schleife werden in zusammenhéngenden Bldcken auf p Prozessoren aufgeteilt: Die Durchlaufe
0,...,[s/p]—1werden dem Prozessor mit Nummer 0 zugewiesen, die Durchlaufe |s/p|,...,|2s/p]—
1 dem Prozessor mit Nummer 1, und so fort. Wir setzen dabei voraus, daR die Kosten der einzelnen
Durchldufe gleich groB sind.

Die einzigen Entscheidungen bei der Parallelisierung sind somit die Reihenfolge der Schleifen und
die Wahl der Master-Schleifen. Wir haben 3 Zugange gewahlt, die in Abbildung 6.2 illustriert wer-
den. Beim Element-Ansatz laufen die Master-Schleifen ber die Chemikalien (ganz aufRen) und (ber

‘Elemente’ ‘Spalten’ ‘Gebiete’
01 1 |2 13
2| 4
1/2 213
o 3 3 o 911
10| 12
0 0 0

Abbildung 6.2: Verschiedene Parallelisierungs-Strategien flr die Gitterpunkte

die Gitterpunkte. Soweit moglich, wird also auf jedem Prozessor die gleiche Zahl von Gitterpunkten
ausgewertet. OpenMP parallelisiert genau so im Modus STATIC, wenn die Gitterpunkte fir alle drei
Chemikalien in einem zusammenhéngenden Vektor (in passender Reihenfolge) abgelegt werden und
eine Schleife zur Auswertung des Laplace-Operators Uber alle Eintrédge des Vektors lauft.

Beim Spalten-Ansatz laufen die Master-Schleifen lber die Chemikalien (ganz auflen) und uber
die Spalten des Gitters. Ein weiterer Unterschied besteht noch zum Element-Ansatz - wir haben dem
Prozessor mit Nummer 0 (Master-Prozessor), der auch die Axonendaten speichert, den letzten Satz
von Gitterpunkten zugeordnet.

Der dritte Ansatz steht im Geist des Gebiets-Splitting. Die quadratischen Gebiete werden in Teil-

141



6. PARALLELE SIMULATION

quadrate zerlegt. AuBerdem wird der Master-Prozessor nicht zur Auswertung des Laplace-Operators
eingesetzt. Somit bendtigen wir zur Aufteilung des Gebietes in M ? Teilquadrate genau 3M?2 + 1
Prozessoren.

Parallelisierung der Gradienten-Interpolation

Eine dulRere Schleife Uber die Axonen ist hier die Master-Schleife. Jeder Prozessor arbeitet auf einer
Teilmenge der Axonen, wobei im Falle p > N 4 einige Teilmengen leer sein kdnnen.

Hier wie auch im vergangenen Abschnitt gilt, dal verschiedene Prozessoren disjunkte Kompo-
nenten der Lésung eigenstandig ausrechnen, d.h., es finden keine Schreib-Operationen in gemeinsame
Speicherbereiche statt (z.B. die gemeinsame Aufdatierung einer Variablen), und es benétigt auch kein
Prozessor Zwischenergebnisse eines anderen Prozessors. Der Zugriff auf sogenannte “SHARED”-
Variablen geschieht nur im Rahmen von Lese-Operationen. Die Parallelisierung einer Schleife ist bei
diesen Voraussetzungen eine Sache des Einfligens von wenigen OpenMP-Direktiven, der Code selbst
bleibt unverandert sequentiell laufféhig.

Im umgekehrten Fall spricht man von “Race-Conditions”: Mehrere Prozessoren schreiben an die
gleiche Stelle. Dabei kann einfach nur die Reihenfolge der Operationen bedeutsam sein, was gewis-
sen Synchronisationsaufwand erfordert. Typisch flir “Race-Conditions” ist jedoch folgendes Szenario:
Der Ausdruck f(g(z)) ist durch Prozessor F' (wertet f aus) und Prozessor GG (wertet g aus) zu berech-
nen. Nun liest Prozessor G den Wert = und beginnt mit der Auswertung von g. Wenn nun Prozessor F'
den Wert z liest, bevor Prozessor G das Ergebnis g(z) zuriickgeschrieben hat, so schreibt Prozessor
F' nicht f(g(x)) zuruick, sondern tiberschreibt das (inzwischen von G berechnete) Zwischenergebnis
g(x) mit f(x). Es findet im Prinzip ein “Wettrennen” zwischen der Leseaufforderung von F' und dem
Schreiben von G statt. Offensichtlich fuhrt dies selbst dann zu Problemen, wenn die Operationen f,
g vertauschbar sind. Race-Conditions erfordern zusétzlichen Synchronisationsaufwand und sind nach
Mdglichkeit bereits auf algorithmischer Ebene zu vermeiden.

Parallelisierung der Quellterme

Auch in den Quelltermen findet man einige Ansatzpunkte zur Parallelisierung. Allerdings stellt sich
heraus, daR die meisten Ansatze zu Race-Conditions fihren.

Ein natlrlicher Zugang ist, die Schleife Uber Axonen und Zielzellen zur Master-Schleife zu er-
klaren. Fur die Zielzellen fiihrt dies auch zu keinen Komplikationen, fiir die von uns betrachteten
Gitterweiten liegen die Zielzellen in verschiedenen Gitterzellen, und selbst im entgegengesetzten Fall
ist eine Synchronisation aufgrund der festen Lage einfach. Aber die Lage der Axonen ist im voraus
nicht bekannt, hier kénnen mehrere Axonen sehr nahe beieinander und somit in der gleichen Gitter-
zelle liegen. Sie liefern damit Beitrdge zu den gleichen Gitterpunkten — und dies resultiert in Race-
Conditions.

OpenMP bietet eine einfache Mdglichkeit, die notwendige Synchronisation durchzufiihren — die
Klauseln ATOMIC und CRITICAL. Sie bewirken, dal3 eine Anweisung bzw. eine Sequenz von An-
weisungen nur von einem Prozessor gleichzeitig ausgefuhrt werden kann. Man fordert eben dies fur
die Schreiboperationen.

Beim Ansatz mit Exponentialfunktionen fiir die Quellterme erscheint eine Parallelisierung durch-
aus lohnenswert, denn insbesondere die Berechnung der Exponentialfunktionen ist sehr kosteninten-
siv. Mit 40 Axonen und einem 8 x 8-Gitter als Trager des Quellterms sind 2560 Gitterpunkte auf-
zudatieren. Die ATOMIC/CRITICAL-KIlauseln bewirken, daR der erste Prozessor, der die kritische
Anweisung erreicht, ein Flag setzt (“LOCK?”), das jeder andere Prozessor vor Ausfiihrung testet. Nur
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wenn das Flag nicht gesetzt ist, darf die Anweisung ausgefiihrt werden. Dies fuhrt naturlich zu er-
hohtem Kommunikationsaufwand. Unsere Erfahrungen mit diesem Konzept sind durchweg negativ,
die parallele Version war zum Teil langsamer als die sequentielle. Wir empfehlen die \Verwendung der
Klauseln ATOMIC/CRITICAL nur unter Vorbehalt.

Wir wollen noch kurz einige kompliziertere Ansétze kommentieren. Ein Zugang nutzt Parallelisie-
rung Uber die Gitterpunkte fiir bis zu 64 Prozessoren. Wir berechnen die Beitrédge der Quellterme im
8 x 8-Trdger mit 64 Prozessoren parallel. Nachteil ist zusétzlicher Kommunikationsaufwand, da der
Beitrag nicht auf dem Prozessor berechnet wird, der auch die jeweiligen Konzentrationswerte spei-
chert. Ein zweiter Zugang teilt die Gitterpunkte in 64 Untergitter modulo 8 auf und arbeitet mit bis
zu N4 Prozessoren. Im Schritt k& berechnen wir auf Prozessor [ (dem Axon [ zugeordnet) den Beitrag
zum Gitterpunkt (7, j) mit

8i+j=k+1 mod 64. (6.33)

Damit werden Race-Conditions vermieden, allerdings muf nach jedem solchen Schritt synchronisiert
werden, d.h., es muB auf die Vollzugsmeldung aller Prozessoren gewartet werden.

Sehr kurz ist die Diskussion zur Parallelisierung der Tensorprodukt-B-Splines — wir parallelisieren
sie Uberhaupt nicht. Der rechnerische Aufwand ist, verglichen mit den anderen Teilen des Algorith-
mus, sehr gering. Unsere Versuche zeigten keinerlei Speedup bei einer Verteilung der Aufgabe auf
verschiedene Prozessoren.

6.4.5 Lineare Algebrain RKC

Ein Vorteil der Verwendung einer expliziten Methode gegentiiber einer impliziten Methode besteht
darin, daB nur Level-1-BLAS-Routinen benotigt werden. Diese sind zumeist problemlos zu paralleli-
sieren. Der Code RKC benétigt 5 Vektoren der GrofRe n um interne Grofien zu speichern, wobei n die
Dimension des Problems sei. Mit diesen Vektoren werden die folgenden Operationen ausgefiihrt

u=v, (6.34)
U =v + ow, (6.35)
u =au + v+ w1 + Vw2 + Y3ws, (6.36)
a =|lv —wl, = max v = wi (6.37)

a+rug|

Bei den ersten drei Ausdricken werden einfach die Schleifen parallelisiert. Flr den vierten Ausdruck
nutzen wir die REDUCTION-KIausel. Diese sorgt bei der parallelen Auswertung von Summen, Pro-
dukten oder Maxima (Moraussetzung ist die Assoziativitat der Operation) fiir das “Einsammeln” der
Teilergebnisse von den einzelnen Prozessoren.

Der Kommunikationsaufwand bei den Vektoroperationen wird minimiert, wenn die Daten auf je-
dem der 5 Vektoren in gleicher Weise den verschiedenen Prozessoren zugeordnet werden. Wir haben
dies durch folgende Implementierung gesichert: Jeder Prozessor verfligt tber einen mit THREADPRI-
VATE privatisierten Common-Block, in dem Information tber die von ihm zu bearbeitenden Kompo-
nenten der Vektoren abgelegt wird. Alle 5 Arbeitsvektoren von RKC und der Vektor der Startwerte
(der von RKC ebenfalls genutzt wird) sind so in gleicher Weise unterteilt. Da die Zuordnung der Varia-
blen zu den Prozessoren bei der ersten Initialisierung erfolgt, werden zu Beginn alle Arbeitsvektoren
einmal parallel mit der gleichen Prozedur initialisiert, um die korrekte Zuordnung zu fixieren.

Die Auslastung der Prozessoren bei den Vektoroperationen ist sicher optimal, wenn jeder Prozes-
sor die gleiche Anzahl von Komponenten verarbeitet. Auf der anderen Seite miissen wir auch bei der
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Berechnung der rechten Seite auf gleichméaBige Verteilung der Arbeit achten. Nach unseren Annah-
men wird die i-te Komponente der Lésung U auf dem gleichen Prozessor gespeichert wie die i-te
Komponente der rechten Seite F'(U) (vergleiche (6.16)). Zur Berechnung des Laplace-Operators ist
dies ideal. Bei der Berechnung der Gradienten und der Quellterme ist die Situation allerdings anders.
Die Gradienten héngen von den Konzentrationen der Chemikalien ab und treten in der rechten Seite
der Gradientengleichungen auf. Die Quellterme wiederum héngen von der Lage der Axonen ab und
gehen in die rechte Seite der Diffusionsgleichungen ein, wobei die beeinflulten Gitterpunkte eben mit
der Lage des Axons variieren. Wiirden wir die Zuordnung zu einem Prozessor von der Lage des Ax-
ons abhangig machen, so kénnte unter Umstanden (wenn alle Axonen dicht beieinander liegen, zum
Beispiel beim Biindeln gewisse Zeit nach dem Start) ein Prozessor die gesamte Arbeit aufgebirdet
bekommen.

Da fur unsere Konfiguration jedoch der Rechenaufwand fur die Gradienten und Quellterme einen
relativ geringen Anteil am Gesamtaufwand darstellt, und eben wegen oben geschilderter Komplika-
tionen, haben wir uns entschieden, die Quellterme nicht zu parallelisieren. Fir die Gradienten wahlen
wir einfache Schleifen-Parallelisierung ohne Optimierung des Kommunikationsaufwandes.

Bei Nutzung der von uns erstellten parallelen Version von RKC hat man die Entscheidung tber
die Parallelisierung der rechten Seite und der Vektoroperationen zu treffen. Die rechte Seite ist dabei
unter kompletter Kontrolle durch den Anwender, wahrend zur Parallelisierung der Vektoroperationen
das Modul “parallel’ exportiert wird. Dort miissen im wesentlichen eine Initialisierungs-Prozedur und
zwei Schleifen geschrieben werden. Eine Schleife fuhrt die Vektoroperationen aus, die fir jede ein-
zelne Komponente separat ausgewertet werden kdnnen (zum Beispiel “daxpy” BLAS1). Die zweite
Schleife dient der parallelen Berechnung von Vektornormen unter Nutzung der REDUCTION-KIlau-
sel. Die Aufteilung der Komponenten auf die Prozessoren ist dabei in beliebiger Komplexitit mdglich,
die notwendigen Daten werden im THREADPRIVATE-Common-Block abgelegt. Flr den einfachen
Fall, dai? jeweils gleich groBe zusammenhangende Bldcke auf die Prozessoren verteilt werden, haben
wir das zu erstellende Code-Segment in Abbildung 6.4 aufgefiihrt.

MODULE parallel
common/pdata/iproc,nprocs,ind0,ind1
1ISOMP THREADPRIVATE(/pdata/)

contains
subroutine initproc()

use problem
nprocs=OMP_GET_NUM_THREADS()
iproc=OMP_GET_THREAD_NUM()
call getrange(iproc,nprocs,nvar,ind0,ind1)

Abbildung 6.3: Typische Init-Routine im Modul “parallel”.

Die entsprechende Init-Routine ist in Abbildung 6.3 angegeben. Sie wird im parallelen Modus
von allen Prozessoren im Hauptprogramm aufgerufen. Fir jeden einzelnen Prozessor wird die paral-
lele Umgebung analysiert, die Gesamtzahl der Prozessoren sowie die individuelle Nummer im Kol-
lektiv bestimmt, und dann die Start- und Endpunkte ind0, ind1 fur den zugeordneten Abschnitt im
Losungsvektor bestimmt. Diese individuellen Daten werden im Common-Block /pdata/ gespeichert,
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subroutine genlinalg(task,y1,y2,al,a2,a3,a4,a5)
ISOMP PARALLEL PRIVATE (i)
do i=ind0,ind1
call genlinalg_i(task,i,y1,y2,al,a2,a3,a4,a5)
end do
ISOMP END PARALLEL

subroutine redlinalg(task,err,yl,al,a2,il)
ISOMP PARALLEL REDUCTION(MAX:err) PRIVATE(i)
do i =ind0,ind1
call redlinalg_i(task,i,err,yl,al,a2,il)
end do
ISOMP END PARALLEL

Abbildung 6.4: Beispiel-Code aus dem Modul “parallel”

der fir alle Programmteile (ber das Modul parallel verfligbar ist. Dort kann jeder Prozessor zusatz-
liche private Daten flr die Berechnung der rechten Seite ablegen. Sind die Daten in komplizierterer
Weise als oben beschrieben auf die Prozessoren verteilt, so mussen die Schleifen in Abbildung 6.4
modifiziert werden, sowie die notwendigen privaten Daten (Inkremente fiir Schleifen, weitere Start-
und Endpunkte, etc.) in /pdata/ abgelegt werden. Weitere Eingriffe in den Code sind nicht notwendig,
alle Modifikationen beschrinken sich auf die Parallelisierung der rechten Seite und die Anderungen
im Modul “parallel”.

6.5 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt stellen wir die Ergebnisse der Simulation dar. Unser Test-Beispiel sieht wie folgt
aus:

Die partielle Differentialgleichung wird auf einem quadratischen Gebiet der Grole 1mm x 1mm
gelost. Dieses Gebiet wird mit 4 verschiedenen Gittern der Auflésung N = 64, 128, 256, 512 dis-
kretisiert, wobei NV die Anzahl der Teilintervalle in jeder Ortskoordinate ist. Da unser Interesse auch
in der Untersuchung des Einflusses der GittergroRe auf die numerische Ldsbarkeit als auch auf die
Parallelisierbarkeit liegt, haben wir fur alle GittergréfRen Berechnungen durchgefiihrt.

Das Test-Modell ist durch die Gleichungen (6.1), (6.2), (6.3), (6.4) und (6.5) definiert, wobei die
Parameter folgende Werte besitzen:

D, =D, =D, =10"% k;=ky =k, = 1074

A =105 X\=5-10"5 N\, =3.75-10"5;

_75-107° -7

o, =6-107% 6,=75-107%, o, = s 1—e ",
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Fast alle Parameter sind in Zeit und Ort konstant, nur o, ist sowohl von der Zeit als auch vom Ort
abhangig.

In unserer Versuchsanordnung starten 40 Axonen (N4 = 40) in Richtung von 50 Zielzellen
(V¢ = 50). Dabei haben wir den Aussto’ an anziehender Substanz p; durch die Zielzellen gestoppt,
sobald die Zielzelle von einem Axon erreicht wurde. Dies bestimmt auch die zeitliche Skale unserer
Simulation: Sobald alle Axonen ein Ziel gefunden haben, wird die Integration beendet.

In Abbildung 6.5 zeigen wir die Losung auf dem feinsten Gitter (512 x 512 Gitterpunkte). Man
erkennt das typische Verhalten der Axonen: Blndelung, Wachstum zu den Zielzellen, Auseinander-
driften, und letztendlich Verbindung mit den Zielzellen. Die L&sungen auf gréberen Gittern sind von
qualitativ gleicher Gestalt. In Abbildung 6.5 sind die Positionen der Axonen zu drei Zeitpunkten in
t=1200, 5600, und 7880 markiert (gemessen in Sekunden). Zur Zeit ¢ = 1200 hat sich das Axonen-
biindel fast formiert. Die Axonen erhdéhen nun den Ausstol} an abstolRender Chemikalie, womit ein
Gleichgewicht zwischen abstoRenden und anziehenden Chemikalien entsteht. Kurz nach dem zwei-
ten Zeitpunkt, ¢ = 5600, dominiert der AusstoR an abstoRender Chemikalie und die Axonen driften
auseinander. Zum letzten Zeitpunkt, ¢ = 7880, haben fast alle Axonen eine Zielzelle erreicht. Man
beachte, daf sich zundchst zu viele Axonen in Richtung des Zentrums bewegt haben, wo nicht genug
Zielzellen fiir alle Axonen vorhanden waren. Uberschiissige Axonen laufen daraufhin in die duReren
Regionen, wo noch gentigend freie Zielzellen zum Andocken bereitstehen.

In den Abbildungen 6.6, 6.7, 6.8 zeigen wir flr die drei Zeitpunkte die zugehdrigen Konzentratio-
nen der drei Chemikalien, sowie die Resultierende presuitant := Aepr + Aapa — Arpr. Der Gradient
dieser Linearkombination definiert die rechte Seite der Gradientengleichung fiir die Axonen.

In allen drei Abbildungen sind Extrema in der Konzentration p,.csuitans in der Nahe der Lage der
Axonen auszumachen. Die Extrema wechseln von Maxima bei ¢ = 1200 zu Minima bei ¢ = 5600.
Die Ursache ist das Dominieren der abstoRenden Chemikalie bei ¢ = 5600. Man erkennt auch, dal}
die von den Zielzellen ausgestolRene Chemikalie wesentlich die Bewegung in Richtung der Zielzellen
steuert, wahrend die von den Axonen ausgestoenen Chemikalien als Korrektiv fiir das Biindeln und
Auseinanderdriften wirken.

Zum Zeitpunkt ¢ = 7880 (Abbildung 6.8), wenn fast alle Axonen an einer Zielzelle angedockt
haben, fallt dann auch die Konzentration p; wesentlich, da die verbundenen Zielzellen die Produktion
einstellen. Nur wenige Zielzellen am Rand sind aktiv.

Die Losung des entstehenden ODE-Systems stellt sich als sehr sensitiv gegeniiber kleinen An-
derungen der Parameter und der Anfangswerte heraus. Dies gilt insbesondere fiir den Pfad, dem die
Axonen folgen. Kleine Anderungen in den Positionen, insbesondere im Moment des Auseinander-
driftens, haben wesentliche Anderungen im weiteren Pfad oder sogar in der erreichten Zielzelle zur
Folge. Auch eine Anderung des Gitters kann solche Effekte nach sich ziehen.

Um solche Effekte auszuschlieBen, ist die Verwendung eines feinen Gitters notwendig. Wir be-
merken, daf eine Halbierung der Gitterweite den Rechenaufwand um den Faktor 8 steigert. Dies wird
neben der erhdhten Zahl von Gitterpunkten aulerdem durch die erhéhte Steifheit des Systems hervor-
gerufen.

6.6 Parallele Effizienz

Wir haben eine groRe Anzahl von Simulationslaufen fur verschiedene Gitterweiten, Laplace-Paral-
lelisierungen (Element, Spalten oder Gebiet, siehe Abbildung 6.2) und Prozessorzahlen (von 1 bis
maximal 128) durchgefihrt. Fur jede Kombination haben wir die absolute Rechenzeit (in Sekunden)

fur den Gesamt-Algorithmus, den Laplace-Operator, die Gradienten-Berechnung und die lineare Al-
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Abbildung 6.5: Der Pfad der Axonen und ihre Position in ¢ = 1200, 5600, 7880. Simulation auf dem
feinsten (512 x 512) Gitter. Langeneinheit: mm.

gebra in RKC gemessen. Daraus errechnen sich Speedup (Quotient aus gemessener Rechenzeit und
der Rechenzeit bei sequentieller Ausfilhrung) und die parallele Effizienz (Quotient aus Speedup und
Zahl der Prozessoren). Diese Daten sind in den Diagrammen in den Abbildungen 6.9, 6.10, 6.11 und
6.12 graphisch aufbereitet.

Rekapitulieren wir noch einmal die charakteristischen Parameter von Problem und Maschine (sie-
he Abschnitt 6.4.2): Der Quotient -y, /~,, berechnet sich ndherungsweise zu N/p. Zumindest fur die
feineren Gitter (V. = 256, N = 512) kdnnen wir konstatieren, daR eine Effizienz von 100% flr Werte
Ya/¥m = 8 erreicht wird. Dies bestétigt die Resultate in [41], wo ein Wert von 4 oder hdher empfohlen
wurde. Unsere Resultate liegen in der gleichen GréRenordnung.

\Von den Ergebnissen der Abbildungen 6.9, 6.10, 6.11 und 6.12 kénnen folgende Folgerungen
gezogen werden:

e Mit einer kleinen Anzahl parallel arbeitender Prozessoren (bis 8) ist es relativ einfach, effizient
zu parallelisieren. Auf dem grébsten Gitter (64 x 64) erreichen wir noch eine Effizienz von 30%,
auf dem nachst feineren (128 x 128) eine Effizienz von 50%-60%, und auf den zwei feinsten
Gittern kdnnen wir sogar uberlinearen Speedup beobachten.

e Auf dem feinsten Gitter kdnnen bis zu 64 Prozessoren effektiv ausgenutzt werden, die Effizienz
liegt bei 75 % oder hoher.

e Beim Vergleich der 3 Parallelisierungs-Strategien fir den Laplace-Operator zeigen sich der
Element- und der Spalten-Ansatz effizienter als der Gebiets-Ansatz.

o Auf dem grobsten Gitter zeigt der Gebiets-Ansatz ein irreguldres Verhalten: Mit 13 = 3-22 41
Prozessoren wird eine sehr geringe Effizienz erreicht. Aullerdem variieren die gemessenen
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target attractant at t=1200 axon attractant at t=1200
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Abbildung 6.6: Die dimensionslosen Konzentrationen p;, pq, o und die Resultante p,csuitan: KUrz
nach dem Start (¢ = 1200).

Laufzeiten erheblich. Eine mdgliche Erklarung hierfir ist, daR bei Anforderung einer Prozesso-
renzahl, die keine Zweierpotenz ist, die zugewiesenen Prozessoren nicht auf dem kleinstmdégli-
chen Hypercube liegen, sondern je nach Verfligbarkeit teilweise in weiter Distanz voneinander.
Die CC-NUMA Architektur der Teras und die zuféllige Verteilung der Prozessoren kénnten die
Ursache fir die zufélligen GréRen der Laufzeiten sein.

Eine weitere Besonderheit bei dem Gebiets-Ansatz ist, daB die Vektoren bei der Parallelisie-
rung der linearen Algebra in RKC nicht in zusammenhangende Blécke zerlegt werden. Wir
bemerken auRerdem, daR wir fiir hohere Prozessorenzahlen wie z.B. 28 = 3 - 32 + 1 keine
randomisierten Laufzeiten beobachten konnten. Auch bei feineren Gittern und 13 Prozessoren
traten diese Effekte nicht auf.

e Bei Zweierpotenzen p = 2™ als Prozessorenzahl kénnen die Laufzeiten problemlos reproduziert
werden. Wir haben fur alle Messungen mehrere Durchlaufe vorgenommen, und haben dabei
Differenzen von hichstens 10% feststellen kdnnen.

e Bei Betrachtung der verschiedenen Teilaufgaben im Algorithmus kénnen wir die Vektoropera-
tionen als am effizientesten parallelisierbar einschéatzen. Auch die Parallelisierung des Laplace-
Operators ist effizient moglich. Die Parallelisierbarkeit der Gradienten-Auswertung nimmt mit
steigender Prozessorzahl deutlich ab.
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6.7 Zusammenfassung
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Abbildung 6.7: Die dimensionslosen Konzentrationen py, pa, pr Und die Resultante p,.csuitan: DEIM
Auseinanderdriften (¢ = 5600).

6.7 Zusammenfassung

Wir haben die parallele Implementierung einer Anwendung aus der Neurobiologie auf einer SGI Ori-
gin 3800 (Teras) erortert. Das Modell besteht aus einem gekoppelten System aus drei parabolischen
Gleichungen in zwei Raumdimensionen und gewohnlichen Differentialgleichungen, die die Lage der
Axonen in diesen zwei Dimensionen beschreiben.

Nach der Diskussion numerischer Techniken zur Diskretisierung in Zeit und Raum werden ver-
schiedene Ansatze zur Parallelisierung vorgestellt. Der Gebiets-Ansatz stellt sich als am wenigsten
effizient heraus, aussichtsreicher sind die Ansétze bei denen der Resultatsvektor in zusammenhéngen-
de Teile zerlegt wird.

Die Implementierung wurde flr verschiedene GittergrofRen getestet: 64 x 64, 128 x 128, 256 x
256 und 512 x 512. Die effizienteste Parallelisierung konnte auf dem feinsten Gitter erzielt werden:
eine Effizienz von 75% flr 64 Prozessoren. Auf dem néachst groberen Gitter konnte diese Effizienz
immerhin noch fir bis zu 16 Prozessoren erreicht werden. Auf dem grébsten Gitter konnten immerhin
noch bis zu 8 Prozessoren effektiv ausgenutzt werden. Fir die eigentliche Simulation ist allerdings aus
Grunden der Genauigkeit ohnehin das feinste Gitter zu verwenden, so da3 man das Parallelisierungs-
Experiment als erfolgreich abgeschlossen werten kann. Auf der Maschine Teras (Sommer 2003 auf
Rang 285 in der “Top500-Supercomputing-Liste”) konnte mit moderatem Programmieraufwand ein
Speedup von 50 mit 64 Prozessoren erzielt werden.
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6. PARALLELE SIMULATION

target attractant at t=7880 axon attractant at t=7880
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Abbildung 6.8: Die dimensionslosen Konzentrationen py, p., pr Und die Resultante p,esyitant ZUM
Ende der Simulation (¢ = 7880).
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6.7 Zusammenfassung

total time, grid: 64x64

total speedup, grid: 64x64

total efficiency, grid: 64x64
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Abbildung 6.9: Resultate auf dem 64 x 64 Gitter flir die 3 Anséatze (Abb. 6.2): ‘Element’ (+ + +),
‘Spalten’ (x x x) und ‘Gebiet’ (OO). Erste Zeile: Gesamtalgorithmus. Zweite Zeile: Vektoropera-
tionen in RKC. Dritte Zeile: Laplace-Operator. Vierte Zeile: Gradienten. Erste Spalte: Rechenzeit in
Sekunden. Zweite Spalte: Speedup. Dritte Spalte: Effizienz.
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6. PARALLELE SIMULATION

total time, grid: 128x128

total speedup, grid: 128x128

total efficiency, grid: 128x128
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Abbildung 6.10: Resultate auf dem 128 x 128 Gitter flir die 3 Ansétze (Abb. 6.2): ‘Element’ (+ + +),
‘Spalten’ (x x x) und ‘Gebiet” (OO). Erste Zeile: Gesamtalgorithmus. Zweite Zeile: Vektoropera-
tionen in RKC. Dritte Zeile: Laplace-Operator. Vierte Zeile: Gradienten. Erste Spalte: Rechenzeit in
Sekunden. Zweite Spalte: Speedup. Dritte Spalte: Effizienz.
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6.7 Zusammenfassung

total time, grid: 256x256

total speedup, grid: 256x256

total efficiency, grid: 256x256
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Abbildung 6.11: Resultate auf dem 256 x 256 Gitter flr die 3 Ansétze (Abb. 6.2): ‘Element’ (+ + +),
‘Spalten’ (x x x) und ‘Gebiet” (OO). Erste Zeile: Gesamtalgorithmus. Zweite Zeile: Vektoropera-
tionen in RKC. Dritte Zeile: Laplace-Operator. Vierte Zeile: Gradienten. Erste Spalte: Rechenzeit in
Sekunden. Zweite Spalte: Speedup. Dritte Spalte: Effizienz.
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6. PARALLELE SIMULATION

total time, grid: 512x512

total speedup, grid: 512x512

total efficiency, grid: 512x512
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Abbildung 6.12: Resultate auf dem 512 x 512 Gitter flir die 3 Ansétze (Abb. 6.2): ‘Element’ (+ + +),
‘Spalten’ (x x x) und ‘Gebiet” (OO). Erste Zeile: Gesamtalgorithmus. Zweite Zeile: Vektoropera-
tionen in RKC. Dritte Zeile: Laplace-Operator. Vierte Zeile: Gradienten. Erste Spalte: Rechenzeit in
Sekunden. Zweite Spalte: Speedup. Dritte Spalte: Effizienz.
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Symbol- und Abklrzungsverzeichnis

Lie-Gruppen
GL(n) Gruppe der reguldren Matrizen mit Dimension n
gl(n) Lie-Algebra zu GL(n)
O(n) Gruppe der orthogonalen Matrizen von Dimension n
SO(n) Gruppe der orthogonalen Matrizen von Dimension n mit Determinante 1
50 Lie-Algebra der schiefsymmetrischen Matrizen von Dimension n
g,b Lie-Algebren
[, ] Lie-Klammer
[y iterierte Lie-Klammer
ad Kommutator ad 4(B) := [A, B]
exp Exponentialabbildung
dexp Differential der Exponentialabbildung
dexp Die Abbildung dexp
cay Cayley-Abbildung
dcay Differential der Abbildung cay
dcay Die Abbildung dcay
Differenzierbare Mannigfaltigkeiten
TM], Tangentialraum an die Mannigfaltigkeit A/ im Punkt x
vl, Vektorfeld v im Punkt y
U, (e, x) FluR des Vektorfeldes v
dF Differential der Abbildung F’
v(f) Richtungsableitung der Funktion f
Einschrittverfahren
O(t,y,h) Inkrementfunktion
lep, lokaler Fehler bei Schrittweite h
en globaler Fehler bei Schrittweite A
RKC Runge-Kutta-Tschebyscheff
RK-MK Runge-Kutta-Munthe-Kaas (Methoden)
Tensoren in der Mechanik
A doppelt-skalares Produkt spur AB

B
o Spannungstensor
€ linearer Verzerrungstensor
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Symbolverzeichnis

Mgy Ny + v

~

CC-NUMA

Wurzelbaume

Basis-Baum, 1 Knoten (Wurzel)

abgeleiteter Baum

abgeleiteter Baum

Ordnung, Zahl der Knoten

zugeordnetes elementares Differential
rekursiv definierte Funktionen
Koeffizientenfunktion in Ordnungsbedingung

Quantenmechanik

Plancksches Wirkungsquantum h, h = h/(2m)
Wellenfunktion

Ortsvektor

Betrag des Ortsvektors, radiale Komponente
Elektronenladung

Energie

Hamilton-Operator

Verschiedenes

Realteil einer komplexen Zahl

Imaginarteil einer komplexen Zahl
a,...,nT

Landau-Symbol

Spektrum eines linearen Operators
Kronecker-Delta

Bernoulli-Zahlen

Symmetrische Gruppe (Permutationsgruppe)
Dimension von z, y, ...

isomorph

Cache-coherent, non-uniform memory access
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