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Beginn meines Studiums in Anspruch nehmen durfte, meinen herzlichen Dank aussprechen.
In zahlreichen anregenden Diskussionen konnte ich von seiner Kompetenz, Geduld und Be-
harrlichkeit profitieren.
Mein besonderer Dank gilt auch allen Professoren und Mitarbeitern am Institut für Nume-
rische Mathematik für das freundliche und kreative Arbeitsklima und ihre stets vorhandene
Diskussions- und Hilfsbereitschaft, allen voran Herrn Prof. Dr. W. Lucht.



Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis iii

1 Einleitung 1

2 Mathematische Grundlagen 3
2.1 Differentiell-algebraische Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Modellierung zahlreicher Probleme aus Naturwissenschaft und Technik
führt auf Systeme partieller Differentialgleichungen, die aus einer Kopplung von Gleichungen
unterschiedlichen Typs bestehen, zum Beispiel aus parabolischen, elliptischen und algebrai-
schen Gleichungen. Die analytische und numerische Behandlung dieser sogenannten partiel-
len differentiell-algebraischen Gleichungen (PDA-Systeme, engl.: partial differential algebraic
equations, PDAEs) haben in den letzten Jahren wachsendes Interesse gefunden.
Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur numerischen Behandlung von PDA-Systemen.
Im Vordergrund stehen dabei Untersuchungen zur Konvergenz von Zeitintegrationsverfahren
vom Runge-Kutta-Typ.
Betrachtet wird eine spezielle Klasse von räumlich d-dimensionalen Anfangsrandwertaufgaben
partieller differentiell-algebraischer Systeme, nämlich die semilinearen Systeme mit konstanten
Koeffizienten der Form

A ut(t, ~x) +
d∑

i=1

Bi (uxixi(t, ~x) + riuxi(t, ~x)) + C u(t, ~x) = f(t, ~x, u),

wobei die Matrizen A und Bi singulär sein dürfen. Im Gegensatz zu Anfangsrandwertaufgaben
parabolischer Differentialgleichungssysteme können bei PDA-Systemen nicht für alle Kompo-
nenten der Lösung u(t, ~x) Anfangs- und Randbedingungen vorgeschrieben werden. Dies ist
ein wesentliches Merkmal von PDA-Systemen.
Die betrachteten PDA-Systeme werden hier mit der Linienmethode numerisch gelöst: Zunächst
erfolgt eine Semidiskretisierung bezüglich der räumlichen Variablen ~x = (x1, . . . , xd)>, das re-
sultierende differentiell-algebraische System wird dann durch Runge-Kutta-Verfahren gelöst.
Im Fall skalarer parabolischer Anfangsrandwertprobleme ist bekannt, daß die Konvergenzord-
nung bezüglich der Zeit bei dieser Vorgehensweise im allgemeinen geringer ist als die klassische
Konvergenzordnung des Runge-Kutta-Verfahrens, in Abhängigkeit vom Typ der Randwerte
und ihrer Homogenität oder Inhomogenität kann eine Ordnungsreduktion auftreten, die Kon-
vergenzordnung kann nichtganzzahlig sein (vgl. Sanz-Serna/Verwer/Hundsdorfer [46], Verwer
[56], Ostermann/Roche [42]).
Bei differentiell-algebraischen Gleichungen wiederum hat sich das Indexkonzept auch zur Cha-
rakterisierung des Konvergenzverhaltens bewährt, die Konvergenzordnung eines Runge-Kutta-
Verfahrens hängt im allgemeinen vom Index ab (vgl. Hairer/Wanner [26], Brenan/Campbell/
Petzold [3]).
Durch Erweiterung des Indexkonzepts auf lineare PDA-Systeme wurde in Lucht/Strehmel/
Eichler-Liebenow [37] für das BTCS- und das Crank-Nicolson-Verfahren gezeigt, daß dort ein
ähnliches Verhalten auftritt.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Konvergenzverhaltens bei Anwendung
allgemeiner Runge-Kutta-Verfahren. Dabei wird sich herausstellen, daß im allgemeinen bei-
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de Ordnungsreduktionsphänomene auftreten können, das heißt, die Konvergenzordnung ist
einerseits vom Typ der Randbedingungen und andererseits vom differentiellen Zeitindex des
PDA-Systems abhängig.
In Kapitel 2 werden die verwendeten Hilfsmittel aus den Gebieten der Numerik gewöhnlicher
Differentialgleichungen und der differentiell-algebraischen Systeme dargestellt. Der Zugriff auf
dieses Material in den nachfolgenden Kapiteln wird dadurch erleichtert.
In Kapitel 3 werden die hier betrachteten Klassen semilinearer PDA-Systeme vorgestellt und
einige praxisrelevante Beispiele angegeben. Ferner wird an diesen Beispielen gezeigt, wie die
nicht vorschreibbaren Anfangs- und Randbedingungen bestimmt werden können.
Kapitel 4 beschäftigt sich mit der Semidiskretisierung der PDA-Systeme mittels finiter Diffe-
renzen, dem ersten Schritt der Linienmethode. Für lineare PDA-Systeme werden die Konsi-
stenz und Konvergenz des entstehenden linearen differentiell-algebraischen Systems untersucht
und zwei Konvergenzsätze angegeben. Der eine beruht auf der analytischen Darstellung der
Lösung des differentiell-algebraischen Systems mittels der Drazin-Inversen, der andere benutzt
eine Weierstraß-Kronecker-Zerlegung.
In Kapitel 5 werden die semidiskretisierten PDA-Systeme mittels Runge-Kutta-Methoden mit
regulärer Verfahrensmatrix auch in der Zeit diskretisiert. Es werden hinreichende Bedingungen
für die Konvergenz der Gesamtdiskretisierung im linearen Fall angegeben. Die Konvergenz-
ordnung hängt dabei vom Typ der Randbedingungen, ihrer Homogenität oder Inhomogenität
und dem differentiellen Zeitindex des PDA-Systems ab. Auch auf gebrochene (nichtganzzah-
lige) Konvergenzordnungen wird eingegangen.
Aufbauend auf den für lineare Systeme erzielten Ergebnissen werden Konvergenzaussagen
für Lipschitz-stetige Funktionen f hergeleitet. Abschließend werden die erhaltenen Resultate
auf spezielle steifgenaue Runge-Kutta-Verfahren mit singulärer Verfahrensmatrix (z. B. die
Lobatto-IIIC-Verfahren) ausgedehnt.
In Kapitel 6 wird die entwickelte Theorie am Beispiel zweier Runge-Kutta-Verfahren, des im-
pliziten Euler-Verfahrens und des dreistufigen Radau-IIA-Verfahrens, angewendet. Beide Ver-
fahren spielen in der numerischen Lösung von Differentialgleichungssystemen und differentiell-
algebraischen Systemen eine wichtige Rolle. Die durchgeführten numerischen Experimente
bestätigen die erzielten theoretischen Resultate.
Schließlich werden in Anhang B die Konvergenzresultate auf semilineare PDA-Systeme der
Gestalt

A ut(t, ~x) +
d∑

i=1

Bi ai(xi)
(
(pi(xi)uxi(t, ~x))xi

+ qi(xi)u(t, ~x)
)

+ C u(t, ~x) = f(t, ~x, u)

übertragen.
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Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden für die nachfolgenden Untersuchungen wesentliche Grundlagen be-
reitgestellt.

2.1 Differentiell-algebraische Gleichungssysteme

2.1.1 Einführung

Klassisch verwendet man zur mathematischen Modellierung eines mechanischen Mehrkörper-
systems mit s Freiheitsgraden sogenannte verallgemeinerte Koordinaten oder Zustandskoor-
dinaten, das sind Größen q1(t), . . . , qs(t), die die Lage des Systems zum Zeitpunkt t völlig
charakterisieren. Zur Vorhersage der Lage des Systems in zukünftigen Zeitpunkten benötigt
man zusätzlich die verallgemeinerten Geschwindigkeiten q̇1, . . . , q̇s. Insgesamt erhält man zur
Beschreibung des Systemverhaltens zum Beispiel durch den Euler-Lagrange-Formalismus die
Lagrange-Gleichungen zweiter Art und nach Transformation auf ein System erster Ordnung
ein explizites System gewöhnlicher Differentialgleichungen

ẏ(t) = f(t, y(t)) (2.1)

mit einem Anfangszustand
y(t0) = y0,

wobei y(t) ein 2s-dimensionaler Vektor ist. Neben Anfangswertproblemen kommen in der
Praxis auch Zweipunktrandwertprobleme vor, bei denen die gesuchte Lösung y(t) eine Rand-
bedingung der Form

r(y(t0), y(te)) = 0

erfüllt mit t0 6= te, wobei r ein Vektor von Funktionen ist und die gleiche Dimension wie y
hat. Das System (2.1), das durch eine minimale Anzahl von Koordinaten charakterisiert ist,
wird Zustandsform genannt.
Die Ermittlung der Zustandskoordinaten (zumeist krummlinige Koordinaten) ist oft schwierig.
Einfacher und häufig auch automatisch durch Computerprogramme möglich ist die Model-
lierung in redundanten Koordinaten, das Ergebnis ist bei Anwendung des Euler-Lagrange-
Formalismus nach Transformation auf ein System erster Ordnung ein implizites Differential-
gleichungssystem der Form

F (t, y(t), ẏ(t)) = 0, t ∈ [t0, te], y : [t0, te] → IRn (2.2)

mit Anfangs- bzw. Randbedingungen. Dabei ist

F : [t0, te]× IRn × IRn → IRn

stetig und stetig nach ẏ(t) = dy(t)
dt differenzierbar. Die Jacobi-Matrix Fẏ(t, y, ẏ) ist aber (in

einer Umgebung der Lösung) singulär, das System ist also nicht lokal eindeutig nach ẏ(t)
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auflösbar, sondern enthält auch algebraische Gleichungen. Deshalb wird (2.2) als differentiell-
algebraisches System (DA-System) bezeichnet.
Die Formulierung (2.2) mit redundanten Koordinaten bezeichnet man auch als Deskriptor-
form. Diese wurde seit Beginn der achtziger Jahre verstärkt untersucht (vgl. Brenan/Camp-
bell/Petzold [3], Griepentrog/März [21], Hairer/Wanner [26], Simeon [47], Arnold [2]). Sie
läßt sich durch Einführung einer zusätzlichen Variablen z in ein gekoppeltes System doppelter
Dimension von gewöhnlichen Differentialgleichungen und nichtlinearen Gleichungen transfor-
mieren:

ẏ = z, (2.3a)
0 = F (t, y, z). (2.3b)

Damit können ohne Beschränkung der Allgemeinheit anstelle von Systemen der Gestalt (2.2)
Systeme in semi-expliziter Form (2.3) betrachtet werden.
Als Lösung des DA-Systems (2.2) auf dem Intervall [t0, te] wird jede stetig differenzierbare
Funktion

y(t) : [t0, te] → IRn mit F (t, y(t), ẏ(t)) = 0 in [t0, te]

bezeichnet. Entsprechend wird y(t) als Lösung des Anfangswertproblems

F (t, y(t), ẏ(t)) = 0, y(t0) = y0

bezeichnet, wenn y Lösung des DA-Systems (2.2) ist und die Anfangsbedingung erfüllt.
Die Anfangsbedingung heißt konsistent, wenn das zugehörige Anfangswertproblem lösbar ist,
d. h. mindestens eine Lösung besitzt.

Bemerkung 2.1 Oftmals wird auch eine weniger strenge Definition für eine Lösung verwen-
det. Man fordert lediglich stetige Differenzierbarkeit in den Komponenten der Lösung, deren
Ableitungen explizit in die Funktion F eingehen. 2

2.1.2 Der Differentiationsindex

Zur Klassifikation von DA-Systemen wurde von Gear [18] der Differentiationsindex eingeführt.
Das DA-System (2.2) hat den Differentiationsindex k, wenn k die kleinste Anzahl von Diffe-
rentiationen ist, so daß

F (t, y, ẏ) = 0,
d

dt
F (t, y, ẏ) = 0,

... (2.4)
dk

dtk
F (t, y, ẏ) = 0

durch algebraische Umformungen in ein explizites gewöhnliches Differentialgleichungssystem

ẏ(t) = φ(t, y) (2.5)

überführt werden kann. Dieses heißt das dem DA-System zugrundeliegende Differentialglei-
chungssystem.
Ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem hat also den Differentiationsindex 0.
Numerische Differentiation ist bekanntlich ein instabiler Prozeß, so daß der Differentiations-
index ein Maß für den Schwierigkeitsgrad der numerischen Behandlung des DA-Systems ist,
er charakterisiert den algebraischen Anteil.
Das System (2.5) ist im allgemeinen nicht äquivalent zum System (2.4) und damit zu (2.2),
weil (2.4) Zwangsbedingungen der Gestalt r(y, t) = 0 enthalten kann, siehe Beispiel 2.2. Die
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Anfangs- oder Randwerte müssen alle Zwangsbedingungen erfüllen. In diesem Fall sind sie
konsistent. Zur numerischen Lösung von Anfangswertproblemen werden stets konsistente An-
fangswerte benötigt. Ihre Ermittlung stellt im allgemeinen ein schwieriges Problem dar und ist
meist nicht analytisch möglich. Eine Möglichkeit zur Bestimmung konsistenter Anfangswerte
von Mehrkörperproblemen ist in Simeon/Führer/Rentrop [49] angegeben und erfolgt über die
Berechnung von Lösungen im statischen Gleichgewicht. Weitere Ansätze findet man zum Bei-
spiel in Pantelides [43], Leimkuhler/Petzold/Gear [31] und Brown/Hindmarsh/Petzold [6].
Die Gewinnung des zugrundeliegenden Differentialgleichungssystems und der Zwangsbedin-
gungen zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 2.2 Gegeben sei für y > 0 das DA-System (vgl. März [38], Hoschek [27])

ẋ = αx, (2.6a)

ẏ =
z

y
, (2.6b)

x2 + y2 = 1. (2.6c)

Wegen (2.6c) liegt die Lösung auf einem Kreiszylinder mit dem Radius 1 um die z-Achse.
Durch Differentiation dieser Zwangsbedingung und Einsetzen von (2.6a) und (2.6b) erhält
man

αx2 + z = 0, (2.7)

die Lösung muß also zusätzlich auf einem parabolischen Zylinder senkrecht zur (x, z)-Ebene
liegen, dies ist eine ”versteckte“ Zwangsbedingung.
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1
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0
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–3
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Abbildung 2.1: Schnitt von parabolischem Zylinder und Kreiszylinder

Differentiation von (2.7) und Einsetzen von (2.6a) liefert

ż = −2α2x2. (2.8)

Das System (2.6a), (2.6b) und (2.8) ist ein explizites gewöhnliches Differentialgleichungssy-
stem erster Ordnung, das dem DA-System (2.6) zugrundeliegt. (2.6) hat also den Differen-
tiationsindex 2. Die Gleichungen (2.6c) und (2.7) bilden das System der Zwangsbedingungen.

2
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Für die numerische Lösung von DA-Systemen mit höherem Index (k ≥ 2) ist die Rückführung
des DA-Systems auf das zugrundeliegende explizite gewöhnliche Differentialgleichungssystem
häufig nicht vorteilhaft, weil dessen Näherungslösungen die Zwangsbedingungen im Ausgangs-
system nicht mehr exakt erfüllen, die numerische Lösung ”driftet“ von der Zwangsmannigfal-
tigkeit ab.

Bemerkung 2.3 Weitere Indexkonzepte sind der von Griepentrog und März [21] eingeführte
Traktabilitätsindex, der anstelle von Differentiationen höherer Ordnung auf geeigneten Pro-
jektionen beruht, und der von Hairer, Lubich und Roche [24] eingeführte Störungsindex (vgl.
auch Deuflhard/Bornemann [15]). Während der Differentiationsindex den Unterschied zwi-
schen DA-Systemen und gewöhnlichen Differentialgleichungen durch Überführen der einen
Klasse in die andere Klasse charakterisiert, ist der Störungsindex ein Maß für die Kondition
eines gestellten Anfangswertproblems hinsichtlich der Störungen der rechten Seite des DA-
Systems. Für die numerische Behandlung eines DA-Systems ist er daher wesentlicher als der
Differentiationsindex. Seine Bestimmung ist aber im allgemeinen schwierig, so daß man sich
häufig auf den Differentiationsindex beschränkt, welcher nach Gear [19] stets kleiner oder
gleich dem Störungsindex ist.
Der von Kunkel und Mehrmann [29] für lineare DA-Systeme mit variablen Koeffizienten ein-
geführte Strangeness-Index verallgemeinert den Begriff des Differentiationsindex in dem Sinn,
daß das DA-System auch Lösungen mit unbestimmten Komponenten haben kann. Sind der
Differentiationsindex k und der Strangeness-Index s beide definiert und ist k > 0, dann gilt
k = s+ 1. 2

Da für die Behandlung semilinearer partieller differentiell-algebraischer Systeme Lösungseigen-
schaften linearer DA-Systeme benötigt werden, sollen diese jetzt vorgestellt werden.

2.1.3 Lineare DA-Systeme

Betrachtet wird ein differentiell-algebraisches Anfangswertproblem der Form

Bẏ = Ay + f(t), t ∈ [t0, te], y(t0) = y0 (2.9)

mit konstanten Matrizen B, A ∈ IRn,n, B singulär, und einer gegebenen vektorwertigen Funk-
tion

f : [t0, te] → IRn.

Die Lösbarkeit von (2.9) ist abhängig von der Familie {A + λB}λ∈C, die Matrizenbüschel
genannt wird.

Definition 2.4 Das Matrizenbüschel {A + λB} heißt regulär, wenn ein λr ∈ C existiert, so
daß A+ λrB regulär ist,

det(A+ λB) 6≡ 0,

andernfalls heißt es singulär. 2

Ist das Matrizenbüschel {A+ λB} singulär, so existieren entweder keine oder unendlich viele
Lösungen von (2.9) zu einem gegebenen Anfangswert, vgl. Hairer/Wanner [26].
Für reguläre Matrizenbüschel gilt nach Weierstraß und Kronecker folgender Satz:

Satz 2.5 Sei {A+ λB} ein reguläres Matrizenbüschel. Dann existieren reguläre Matrizen P ,
Q ∈ Cn,n, so daß

PAQ =
(
C 0
0 I

)
, PBQ =

(
I 0
0 N

)
,
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wobei die blockdiagonale Matrix N durch

N = diag (Nm1 , . . . , Nmk
) mit Nmi =


0 1 0

. . . . . .
0 1

0 0

 ∈ Cmi,mi

gegeben und C in Jordanscher Normalform ist, also

C = diag (R1, . . . , Rl) mit Ri =


κi 1 0

. . . . . .
κi 1

0 κi

 ∈ Cni,ni .

2

Mit diesem Satz kann (2.9) nun transformiert werden:
Multipliziert man (2.9) von links mit P und setzt

y = Q

(
u

v

)
, Pf(t) =

(
s(t)
q(t)

)
,

so erhält man das entkoppelte System

u̇ = Cu+ s(t), Nv̇ = v + q(t).

Die Gleichung für u ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung und besitzt für be-
liebige Anfangswerte u(t0) = u0 eine eindeutige Lösung.
Da N eine blockdiagonale Matrix ist, wird das Gleichungssystem für v erneut in k Systeme
der Gestalt

v̇i,2 = vi,1 + qi,1(t),
...

v̇i,mi = vi,mi−1 + qi,mi−1(t),
0 = vi,mi + qi,mi(t)

entkoppelt, wobei zur Abkürzung

vi,j=v
j+

i−1P

l=1
ml

und qi,j=q
j+

i−1P

l=1
ml

für j = 1, . . . ,mi und i = 1, . . . , k gesetzt wurden.
vi,1 hängt folglich von der (l − 1)-ten Ableitung von qi,l, l = 1, . . . ,mi, ab. Das Maximum
m aller mi ist gleich der Nilpotenz der Matrix N (d. h. Nm = 0, Nm−1 6= 0) und wird als
Nilpotenzindex ind(A,B) oder auch als algebraischer Index des Matrizenbüschels {A + λB}
bezeichnet.
Für reguläre Matrizenbüschel gilt also: Ist f(t) (m− 1)-mal stetig differenzierbar, so existiert
zu jedem Anfangswert

y0 = Q

(
u0

v0

)
,

wobei v0 zu q(t) konsistent vorgegeben sein muß, d. h. durch q(t) und dessen Ableitungen
bis zur (m− 1)-ten Ordnung an der Stelle t0 bestimmt ist, eine eindeutig bestimmte Lösung
y(t, u0), die aber nicht notwendig in jeder Komponente differenzierbar sein muß. Das ist ein
wesentlicher Unterschied zu den Lösungseigenschaften expliziter gewöhnlicher Differentialglei-
chungssysteme mit konstanten Koeffizienten.
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Der Nilpotenzindex ist unabhängig von der Wahl der Matrizen P und Q (vgl. Hairer/Wanner
[26]) und stimmt mit dem Differentiationsindex und dem Störungsindex überein (vgl. Bre-
nan/Campbell/Petzold [3]).
Für reguläre Matrizen S und T folgen mit P̃ = PS−1 und Q̃ = T−1Q

P̃ (SAT )Q̃ = PAQ und P̃ (SBT )Q̃ = PBQ,

also
ind(A,B) = ind(SAT, SBT ).

Ist det(A+ λrB) 6= 0 mit λr ∈ C, so gilt mit den Bezeichnungen aus Satz 2.5

(A+ λrB)−1B = Q (P (A+ λrB)Q)−1 PBQQ−1

= Q

(
(C + λrI)−1 0

0 (I + λrN)−1N

)
Q−1

= Q

 (C + λrI)−1 0

0 N
m−2∑
i=0

(−λrN)i

Q−1.

Daraus folgt: Definiert man den Index ind(M) einer quadratischen Matrix M als kleinste
nichtnegative ganze Zahl, für die

rang(Mk) = rang(Mk+1)

gilt, so ist
ind(A,B) = ind

(
(A+ λrB)−1B

)
. (2.10)

Mit dieser Beziehung kann der Index des Matrizenbüschels ohne Transformation auf Weier-
straß-Kronecker-Normalform bestimmt werden.
Eine explizite Lösungsdarstellung des DA-Systems (2.9) ohne Transformation auf Weierstraß-
Kronecker-Normalform ist mittels der Drazin-Inversen möglich, vgl. Campbell/Meyer/Rose
[10], Campbell [9] und Simeon/Führer/Rentrop [50]:

Definition 2.6 Für jede quadratische Matrix M ist die Drazin-Inverse MD von M definiert
als Lösung der drei Gleichungen

MMD = MDM,

MDMMD = MD,

MDMk+1 = Mk, wobei k = ind(M).
2

Die Drazin-Inverse einer quadratischen Matrix M existiert stets eindeutig und stimmt für
reguläre M mit M−1 überein. Sie ist verträglich mit Ähnlichkeitstransformationen, d. h., mit
regulären Matrizen S gilt

(S−1MS)D = S−1MDS. (2.11)

Wird M mit einer regulären Matrix T auf Jordansche Normalform transformiert, d. h.

M = T−1

(
R 0
0 N

)
T,

wobei die Matrix R die Jordan-Blöcke zu den von Null verschiedenen Eigenwerten von M
und die (nilpotente) Matrix N die Jordan-Blöcke der Nulleigenwerte von M enthält, so folgt
deshalb

MD = T−1

(
R−1 0
0 0

)
T.

8



Gilt für zwei quadratische Matrizen M1, M2

M1M2 = M2M1,

so ist auch
M1M

D
2 = MD

2 M1

erfüllt.
Mit der so definierten Drazin-Inversen kann man die Lösung linearer DA-Systeme mit kon-
stanten Koeffizienten nun wie folgt darstellen:

Satz 2.7 Sei {A + λB} ein reguläres Matrizenbüschel, und c ∈ C werde so gewählt, daß
(A+ cB) invertierbar ist. Mit den Abkürzungen

Â = (A+ cB)−1A, B̂ = (A+ cB)−1B, f̂ = (A+ cB)−1f

und k = ind(B̂) = ind(A,B) gilt dann:
Das differentiell-algebraische Anfangswertproblem (2.9) hat genau dann eine eindeutige Lösung,
wenn f(t) genügend oft stetig differenzierbar ist und der Anfangswert y0 sich in der Form

y0 = B̂B̂Dq − (I − B̂B̂D)
k−1∑
i=0

(
B̂ÂD

)i
ÂDf̂ (i)(t0) (2.12)

mit einem Vektor q darstellen läßt, d. h. konsistent ist. Für die Lösung gilt dann

y(t) = eB̂
DÂ(t−t0)B̂B̂Dy0 + B̂D

t∫
t0

eB̂
DÂ(t−s)f̂(s) ds− (I − B̂B̂D)

k−1∑
i=0

(
B̂ÂD

)i
ÂDf̂ (i)(t).

(2.13)

Dabei sind die Gleichungen (2.12) und (2.13) unabhängig von dem gewählten c. 2

Bemerkung 2.8 Während A und B im allgemeinen nicht kommutieren, gilt wegen

A(A+ cB)−1B + cB(A+ cB)−1B = B(A+ cB)−1A+B(A+ cB)−1cB

stets
A(A+ cB)−1B = B(A+ cB)−1A

und damit
ÂB̂ = B̂Â.

2

2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Eine umfangreiche Klasse von Standardverfahren zur numerischen Lösung von Anfangswert-
problemen expliziter gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme

ẏ(t) = f(t, y),
y(t0) = y0

(2.14)

mit t ∈ [t0, te], y : [t0, te] → IRn und f : [t0, te]× IRn → IRn sind die Runge-Kutta-Verfahren.
Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren auf dem Punktgitter

Iτ = {t0, t1, . . . , tMe}, t0 < t1 < . . . < tMe ≤ te,
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mit den Schrittweiten τ = tm+1 − tm (auf den Index bei der Schrittweite τ wird wie üblich
verzichtet), m = 0, . . . ,Me − 1, ist gegeben durch

um+1 = um + τ
s∑

i=1

biki(tm, um; τ), (2.15a)

u
(i)
m+1 = um + τ

s∑
j=1

aijkj(tm, um; τ), i = 1, . . . , s, (2.15b)

ki(tm, um; τ) = f(tm + ciτ, u
(i)
m+1), i = 1, . . . , s, (2.15c)

mit der Verfahrensmatrix A = (aij)i,j=1,...,s, dem Wichtungsvektor b = (b1, . . . , bs)> und dem
Knotenvektor c = (c1, . . . , cs)>, die das Verfahren vollständig festlegen. Die Größen u

(i)
m+1

werden als Stufenwerte, k(i)
m+1 als Steigungswerte bezeichnet. Das Verfahren liefert mit um+1

eine Näherung für y(tm+1).
Ist A eine strikt untere Dreiecksmatrix, so lassen sich die Gleichungen explizit nach den zu
berechnenden Werten um+1, u

(i)
m+1 auflösen und man nennt das Verfahren explizit, andernfalls

implizit.

Definition 2.9 Ein Runge-Kutta-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p, wenn p die
größte positive ganze Zahl ist, so daß für jede genügend oft differenzierbare Lösung y(t) von
(2.14)

max
t∈[t0,te−τ ]

‖y(t+ τ)− û(t+ τ)‖IRn ≤ Cτp+1 für alle τ ∈ (0, τmax]

gilt mit einer von τ unabhängigen Konstanten C und einer positiven Konstanten τmax, wobei
û(t + τ) das Resultat eines Schrittes des Runge-Kutta-Verfahrens mit dem Startvektor auf
der exakten Lösungskurve ist, d. h. û(t) = y(t), und ‖ · ‖IRn eine Vektornorm im IRn ist. 2

Zur Bestimmung geeigneter Parameter für konsistente Runge-Kutta-Verfahren (p ≥ 1) wurden
von Butcher vereinfachende Bedingungen eingeführt (vgl. Butcher [7]), von denen im folgenden
zwei verwendet werden. Die vereinfachende Bedingung

B(p) :
s∑

i=1

bic
k−1
i =

1
k
, k = 1, . . . , p (2.16)

bedeutet, daß die dem Runge-Kutta-Verfahren zugrundeliegende Quadraturmethode Polyno-
me bis zum Grad p− 1 exakt integriert. Für ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p muß
sie deshalb stets erfüllt sein.
Die vereinfachende Bedingung

C(l) :
s∑

j=1

aijc
k−1
j =

1
k
cki , i = 1, . . . , s, k = 1, . . . , l (2.17)

besagt entsprechend, daß die den Stufenwerten u(i)
m+1 zugrundeliegenden Quadraturmethoden

mindestens den Genauigkeitsgrad l−1 besitzen. Das maximale l, für das B(l) und C(l) erfüllt
sind, wird als Stufenordnung q des Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet. Ist q ≥ 1, so sind
die Stufenwerte u(i)

m+1 Approximationen an die Lösung y von (2.14) an der Stelle tm + ciτ
und die Steigungswerte ki(tm, um; τ) Approximationen an ẏ(tm + ciτ), d. h., es gelten für alle
τ ∈ (0, τmax]

max
t∈[t0,te−τ ]

‖y(t+ ciτ)− û(i)(t+ ciτ)‖IRn ≤ Cτ q+1

und
max

t∈[t0,te−τ ]
‖ẏ(t+ ciτ)− ki(t, y(t); τ)‖IRn ≤ Cτ q+1,

10



wobei û(i)(t + ciτ) Stufenwert eines Runge-Kutta-Schrittes mit dem Startvektor auf der ex-
akten Lösungskurve ist.
Durch Ausnutzung entsprechender Quadraturformeln kann man s-stufige Runge-Kutta-Ver-
fahren hoher Ordnung gewinnen. So erhält man durch Festlegung des Wichtungsvektors b
und des Knotenvektors c entsprechend der Gauß-Legendre-Quadraturmethoden die Gauß-
Verfahren mit der maximal möglichen Ordnung 2s, die Verfahrensmatrix A wird dabei aus
der Forderung C(s) bestimmt. Analog erhält man aus den Radau- bzw. Lobatto-Formeln die
Radau- bzw. Lobatto-III-Verfahren mit der Ordnung 2s− 1 bzw. 2s− 2. Für die Wahl von A

gibt es hier verschiedene Möglichkeiten, entsprechend unterscheidet man Radau-I-, -IA-, -II-,
-IIA- und Lobatto-IIIA-, -IIIB-, -IIIC-Verfahren.

Bemerkung 2.10 Nach Strehmel/Weiner [54] sind die Verfahrensmatrizen der Gauß-, Ra-
dau-IA-, -IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren regulär. 2

Die Funktion
R(z) = 1 + zb>(Is − zA)−11ls

wird als Stabilitätsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet. Sie ist dadurch charakte-
risiert, daß das Runge-Kutta-Verfahren bei Anwendung auf die von Dahlquist [13] eingeführte
Testgleichung

y′ = λy, Reλ ≤ 0 (2.18)

die Verfahrensvorschrift
um+1 = R(z)um, z = τλ

liefert.
Die exakte Lösung

y(tm + τ) = eτλy(tm)

von (2.18) hat einen monoton fallenden Betrag, und es gilt

lim
τReλ→−∞

y(tm + τ) = 0. (2.19)

Gilt
|R(z)| ≤ 1 für alle z mit Re(z) ≤ 0,

so hat auch die numerische Lösung einen monoton fallenden Betrag, und das Runge-Kutta-
Verfahren heißt A-stabil, die Stabilitätsfunktion A-verträglich. Beispiele dafür sind die Gauß-,
Radau-IA-, -IIA- und Lobatto-IIIA-, -IIIB-, -IIIC-Verfahren.
Gilt zusätzlich

lim
Rez→−∞

R(z) = 0,

so überträgt sich außerdem die Eigenschaft (2.19), und das Verfahren wird L-stabil genannt.
Erfüllt ein Runge-Kutta-Verfahren die Bedingung

asi = bi, i = 1, . . . , s, (2.20)

so nennt man es steifgenau. Für steifgenaue Verfahren mit regulärer Verfahrensmatrix A gilt
lim

z→−∞
R(z) = 0. Steifgenaue A-stabile Runge-Kutta-Verfahren mit regulärer Verfahrensmatrix

A wie zum Beispiel die Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren sind also stets L-stabil.

Bemerkung 2.11 Eine andere Darstellung der Stabilitätsfunktion, die auf Stetter [51] zurück-
geht, ist

R(z) =
det
(
Is − zA + z1lsb>

)
det (Is − zA)

. (2.21)

2
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Um Diskretisierungsverfahren zur numerischen Lösung von DA-Systemen zu erhalten, kann
man das System (2.3) in ein singulär gestörtes Anfangswertproblem mit dem Parameter ε > 0
einbetten,

ẏ = z, (2.22a)
εż = F (t, y, z), (2.22b)

und darauf ein Diskretisierungsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungssysteme an-
wenden. Der Grenzübergang ε → 0 liefert dann ein Diskretisierungsverfahren für das DA-
System. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als ”direkten Weg“, vgl. Strehmel/Weiner [54].
Dabei ist zu beachten, daß das System (2.22) für kleine ε ”steif“ wird, das heißt, explizite Ver-
fahren sind wegen ihrer schlechten Stabilitätseigenschaften nicht anwendbar, sie besitzen nur
ein beschränktes Stabilitätsgebiet. Auch die Lobatto-IIIB-Verfahren sind für die numerische
Behandlung steifer Systeme nicht geeignet, obwohl sie A-stabil sind, vgl. Hairer/Wanner [26],
S. 227.
Wendet man das Verfahren (2.15) auf (2.22) an, so erhält man mit (2.15c)

(
ki

εli

)
=
(

v
(i)
m+1

F (tm + ciτ, u
(i)
m+1, v

(i)
m+1)

)
und daraus durch Grenzübergang ε→ 0

0 = F (tm + ciτ, u
(i)
m+1, ki).

Mit (2.15a) und (2.15b) ergibt sich insgesamt die Vorschrift

um+1 = um + τ
s∑

i=1

biki(tm, um; τ), (2.23a)

u
(i)
m+1 = um + τ

s∑
j=1

aijkj(tm, um; τ), i = 1, . . . , s, (2.23b)

0 = F (tm + ciτ, u
(i)
m+1, ki(tm, um; τ)), i = 1, . . . , s. (2.23c)

2.3 Weitere Hilfsmittel

2.3.1 Kronecker-Produkt

Für eine kompakte Schreibweise von Gleichungssystemen ist oft das Kronecker-Produkt vor-
teilhaft.
Seien A ∈ IRk,l und B ∈ IRm,n zwei Matrizen. Ihr Kronecker-Produkt A⊗B ist definiert durch

A⊗B =

 a11B · · · a1lB
...

...
ak1B · · · aklB

 ∈ IRkm,ln.

Sind A,C ∈ IRk,k und B,D ∈ IRm,m, so gilt

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD.

Daraus folgt: Sind A ∈ IRk,k und B ∈ IRm,m regulär, so gilt

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.
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2.3.2 Matrixfunktionen

Seien A ∈ Cn,n und f(z) eine skalare Funktion. Die Matrixfunktion f(A) kann dann nach
Golub/van Loan [20] wie folgt erklärt werden:

Definition 2.12 G sei ein beschränktes, einfach zusammenhängendes Gebiet in der komple-
xen Zahlenebene, und Γ sei eine (mathematisch positiv orientierte) geschlossene C1- Jordan-
Kurve in G. Das von Γ umrandete Gebiet enthalte die Eigenwerte der Matrix A, und f(z) sei
in diesem Gebiet analytisch. Dann ist f(A) erklärt durch

f(A) =
1

2πi

∮
Γ

f(z)(zI −A)−1dz.

2

Ist f(A) definiert und A ähnlich zu einer blockdiagonalen Matrix B,

A = XBX−1 = Xdiag{B1, . . . , Bp}X−1, Bi ∈ Cni,ni , (2.24a)

dann folgt

f(A) =
1

2πi

∮
Γ

f(z)(zI −XBX−1)−1dz

= X
1

2πi

∮
Γ

f(z)(zI − diag{B1, . . . , Bp})−1dzX−1,

also ist auch f(A) blockdiagonal,

f(A) = Xf(B)X−1 = Xdiag{f(B1), . . . , f(Bp)}X−1. (2.24b)

Zur Berechnung von f(A) reicht es deshalb aus, die Funktion f für Jordan-Blöcke

Bi =


λi 1 0

. . . . . .
λi 1

0 λi

 ∈ Cni,ni

berechnen zu können. Mit Definition 2.12 kann man zeigen, daß

f(Bi) =



f(λi)
f (1)(λi)

1!
· · · · · f

(ni−1)(λi)
(ni − 1)!

0
· · · · · · ·

· · · · · · ·

··········

· · · · · · ·

· · · · · · ·

f (1)(λi)
1!

0 · · · · · 0 f(λi)


(2.25)

gilt, vgl. [20].
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2.3.3 Logarithmische Matrixnorm, Theorem von J. von Neumann und Ma-
ximumnorm

Von Lozinski und Dahlquist wurde, ursprünglich zur Charakterisierung der Stabilität von
Differentialgleichungssystemen, die ”logarithmische Matrixnorm“ wie folgt eingeführt (vgl.
Hairer/Nørsett/Wanner [25], Dekker/Verwer [14]):
Sei ‖ · ‖Cn eine Vektornorm im Cn, A ∈ Cn,n. Für die zugeordnete Matrixnorm ist

µ[A]= lim
δ→+0

‖I + δA‖Cn − 1
δ

die zugeordnete ”logarithmische Norm“ der Matrix A.
Dieser Grenzwert existiert für alle zugeordneten Matrixnormen und für alle Matrizen, vgl.
Dekker/Verwer [14]. µ[A] ist jedoch keine Norm im klassischen Sinn (das erste Normaxiom ist
verletzt), sondern ein sublineares Funktional. Für die der euklidischen Vektornorm zugeord-
nete Matrixnorm, die Spektralnorm, gelten

‖A‖2 =
√
λmax(Ā>A), µ2[A] =

1
2
λmax

(
A+ Ā>

)
, (2.26)

wobei λmax(A) der maximale Eigenwert von A ist.
Es gilt nach Hairer/Wanner [26] der folgende Satz (Version des Satzes von J. von Neumann):

Satz 2.13 Ist für eine quadratische Matrix A eine rationale Funktion r(z) beschränkt für
Rez ≤ µ2[A], so gilt

‖r(A)‖2 ≤ sup
Rez≤µ2[A]

|r(z)|.

ϕr(x)= sup
Rez≤x

|r(z)| wird Fehlerwachstumsfunktion genannt. 2

Weiterhin gilt nach [14], daß µ2[A] die kleinste Konstante ist, so daß für alle t ≥ 0

‖eAt‖2 ≤ eµ2[A]t (2.27)

gilt. Für normale Matrizen A (d. h. Ā>A = AĀ>) gilt in (2.27) sogar Gleichheit.
Die Berechnung der Spektralnorm ist aufwendig. Sie kann aber mit der Maximumnorm leicht
abgeschätzt werden. Für eine Matrix A = (aij)i,j=1,...,n ∈ Cn,n ist die Maximumnorm definiert
durch

‖A‖M = nmax
i,j

|aij |,

und es gilt
n−

3
2 ‖A‖M ≤ ‖A‖2 ≤ n−

1
2 ‖A‖M . (2.28)
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Kapitel 3

Partielle DA-Systeme

3.1 Beispiele partieller DA-Systeme

Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik bestehen aus einer Kopplung von Gleichun-
gen unterschiedlichen Typs, z. B. aus elliptischen, parabolischen, hyperbolischen Differen-
tialgleichungen und algebraischen Gleichungen. Diese gemischten Systeme werden partielle
differentiell-algebraische Gleichungssysteme (PDA-Systeme) genannt.
Im folgenden werden einige praxisrelevante Beispiele von PDA-Systemen angegeben. Geeig-
nete Anfangs- und Randbedingungen werden dabei jeweils als gegeben vorausgesetzt.

Beispiel 3.1 Modellierung einer Populationsdynamik von n Spezies in Abhängigkeit von m
gleichmäßig verteilten Nahrungsquellen [57]:

∂uj

∂t
= D∆uj + fj(t, u, v), j = 1, . . . , n,

∂vi

∂t
= gi(t, u, v), i = 1, . . . ,m.

Der Dichtevektor u = (u1 . . . , un)> der Spezies genügt einer Diffusionsgleichung, der Dichte-
vektor v = (v1 . . . , vm)> der Nahrungsquellen einer gewöhnlichen Differentialgleichung. Die
positive Diffusionskonstante D, die Quellterme f und g seien gegeben. 2

Beispiel 3.2 Nichtlineares Zwei-Kompartment-Modell der Pharmakokinetik in der Leber
[17]:

∂u1(t, x)
∂t

=
D

V 2

∂2u1(t, x)
∂x2

− Q

V

∂u1(t, x)
∂x

− k12u1(t, x) + εk21u2(t, x),

∂u2(t, x)
∂t

=
1
ε
k12u1(t, x)− k21u2(t, x)−

Vmax

Km + u2(t, x)
u2(t, x).

u1 beschreibt die Drogenkonzentration im zentralen, u2 die im peripheren Kompartment. Das
Volumen V des zentralen Kompartments, der korrigierte Streukoeffizient D, die Perfusatfließ-
geschwindigkeit Q, die maximale Abbaurate Vmax, die Michaelis-Menten-Konstante Km, das
Verhältnis ε des Volumens des peripheren Kompartments zum Volumen des zentralen Kom-
partments und die Transferraten k12 vom zentralen zum peripheren Kompartment und k21

für die Gegenrichtung seien gegeben. 2

Beispiel 3.3 Pulververbrennung [30]:

∂T

∂t
− k∆T = Qw(T, Y ),

∂Y

∂t
= −w(T, Y ).
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Dabei sind T die Temperatur, dividiert durch eine Referenztemperatur, Y die Konzentration
des verbrennenden Reaktionsmittels, k die Temperaturleitfähigkeit und Q ein Wärmefreiset-
zungsparameter, und der Reaktionsterm hat die Gestalt w(T, Y ) = K0Y e

−E
T einer Reaktion

erster Ordnung mit einer dimensionslosen Aktivierungsenergie E im Arrhenius-Term. 2

Während in den vorangegangenen drei Beispielen parabolische und gewöhnliche Differenti-
algleichungen miteinander gekoppelt sind, ist das folgende ein Beispiel für ein gekoppeltes
System aus parabolischen und elliptischen Differentialgleichungen:

Beispiel 3.4 Räuber-Beute-Modell mit unendlich schneller Reaktionsrate der Räuber [5]:

0 = D1i∆ui + fi(x, y, t, u, v, ), i = 1, . . . , n,
∂vj

∂t
= D2j∆vj + gj(x, y, t, u, v), j = 1, . . . ,m.

Im Gegensatz zum Modell in Beispiel 3.1 ist der Dichtevektor u der Räuber hier durch eine
unendlich schnelle Reaktionsrate charakterisiert, und der Dichtevektor v der Beute genügt
einer Diffusionsgleichung. Die Quellterme f und g und positive Diffusionskonstanten D1i und
D2j seien gegeben.
Ist eine Beutekomponente räumlich gleichmäßig verteilt und wird die entsprechende Diffu-
sionskonstante gleich 0 gesetzt, so kann auch hier als weiterer Typ noch eine gewöhnliche
Differentialgleichung hinzukommen. 2

Im folgenden Beispiel sind parabolische und gewöhnliche Differential- und algebraische Glei-
chungen miteinander gekoppelt:

Beispiel 3.5 Transport-Reaktionssystem in porösem Medium [59, 44, 28]:

Θ
∂u

∂t
−∇(ΘD∇u) + κ∇u = f1(u, v, z),

∂v

∂t
= f2(u, v, z),

0 = g(u, v, z).

u = (u1, . . . , un1), v = (v1, . . . , vn2) und z = (z1, . . . , zn3) sind die betrachteten Spezies,
Θ > 0 ist der volumetrische Wasserinhalt, die symmetrische Matrix D ∈ IRn1,n1 bezeichnet
die Diffusion, κ die Sickergeschwindigkeit. ∂g

∂z wird als regulär vorausgesetzt. 2

Ein Beispiel mit hyperbolischem Charakter ist das nachstehende:

Beispiel 3.6 Supraleitende Magnetspule [41, 12]:(
0 0

−LC
l2

L
D

)
utt − uxx +

(
0 1
0 0

)
u = 0, x ∈ (0, l), t > 0.

u1(t, x) ist die Spannung in den Windungen der Spule, u2(t, x) die Divergenz der elektrischen
Feldstärke, l die Länge der Spule. L, C und D sind weitere Spulenparameter. Transformation
auf ein partielles differentiell-algebraisches Gleichungssystem erster Ordnung in t liefert

0 0 0 0
0 0 −LC

l2
L
D

1 0 0 0
0 1 0 0

ut −


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

uxx +


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

u = 0. (3.1)

2
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Weitere Beispiele dieser Art findet man unter anderem in der Verfahrenstechnik (vgl. Alten-
bach/Deuring/Naumenko [1]), Plasmaphysik und Knochenmodellierung (vgl. Lucht/Debra-
bant [34]). Auch die Navier-Stokes-Gleichungen können als PDA-System aufgefaßt werden
(vgl. Lin [32], Lucht/Debrabant [34], Marszalek [40], Rabier/Rheinboldt [44]).
Weitere Typen von PDA-Systemen sind über Kontaktbedingungen gekoppelte Systeme von
partiellen Differentialgleichungen und differentiell-algebraischen Gleichungen, die zum Bei-
spiel bei der Modellierung der Wechselwirkung von Kettenwerk und Stromabnehmer auftre-
ten, vgl. Simeon und Arnold [48], und Systeme partieller Differentialgleichungen oder parti-
eller differentiell-algebraischer Gleichungen, deren (zeitabhängige) Randwerte durch ein DA-
System gegeben sind, vgl. Günther/Wagner [23].
In den letzten Jahren hat man sich, beginnend mit den Arbeiten von Campbell und Marszalek
([11, 40]), verstärkt der numerischen Behandlung partieller differentiell-algebraischer Systeme
zugewandt.

3.2 Aufgabenstellung

In dieser Arbeit werden räumlich d-dimensionale, semilineare PDA-Systeme der Form

A ut(t, ~x) +
d∑

i=1

Bi (uxixi(t, ~x) + riuxi(t, ~x)) + C u(t, ~x) = f(t, ~x, u) (3.2a)

betrachtet, wobei
t ∈ (t0, te), ~x ∈ Ω=Ω1 × . . .× Ωd, Ωi ⊂ IR, (3.2b)

A,Bi, C ∈ IRn,n, ri ∈ IR, i = 1, . . . , d,

u : [t0, te]× Ω → IRn, f : [t0, te]× Ω× IRn → IRn

und u hinreichend glatt sei. Die Matrizen A, Bi und C dürfen hier auch singulär sein. Die
Beispiele 3.1 bis 3.6 sind sämtlich von diesem Typ, wobei in Beispiel 3.5 die Parameter Θ,
D und κ als konstant vorausgesetzt werden. Anfangs- bzw. Randbedingungen können im
Unterschied zu parabolischen Anfangsrandwertaufgaben mit regulären Matrizen A und Bi

nicht für alle Komponenten des Lösungsvektors vorgegeben werden, wie die folgenden drei
Beispiele zeigen:

Beispiel 3.7 (vgl. Lucht/Strehmel/Eichler-Liebenow [37]) 1 0 0
0 1 0
0 0 0

ut +

 -1 0 1
0 -1 0
0 0 0

uxx +

 1 1 0
0 0 1
0 1 0

u =

 f1(t, x)
f2(t, x)
f3(t, x)

 .

Es gilt u2 = f3, u3 = f2− f3t + f3xx. Die Anfangs- und Randbedingungen von u2 und u3 sind
also durch die rechte Seite f(t, x) und ihre Zeit- und Ortsableitungen eindeutig bestimmt.
Man sieht, daß an die Komponenten von f unterschiedliche Glattheitsforderungen zu stellen
sind. 2

Beispiel 3.8 (vgl. [37])(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

A

ut −
(

1 1
0 0

)
uxx −

(
0 0
1 0

)
u =

(
f1(t, x)
f2(t, x)

)
, x ∈ (−l, l), t ∈ (t0, te).

Da A regulär ist, können für alle Komponenten von u Anfangsbedingungen vorgeschrieben
werden. Aus der zweiten Gleichung erhält man für die Randwerte von u2 die gewöhnliche
Differentialgleichung

d

dt
u2(t,±l) = f2(t,±l) + u1(t,±l).
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Nach Vorgabe der Randwerte von u1 kann man diejenigen von u2 aus dieser gewöhnlichen
Differentialgleichung mit dem Anfangswert u2(t0,±l) berechnen. Man kann aber auch die
Randwerte von u2 vorschreiben und diejenigen von u1 dann aus dieser Gleichung durch Dif-
ferentiation von u2(t,±l) erhalten. 2

Beispiel 3.9 Betrachtet werde das System aus Beispiel 3.6 für hinreichend glatte Lösungen
u. Als Anfangsbedingungen werden

u1(0, x) =
(
E

l
− CDEl

6

)
x+

CDE

6l
x3, u3(0, x) = 0

und als Randbedingungen

u1(t, 0) = u2(t, 0) = 0, u1(t, l) = E, u2(t, l) = CDE

gewählt. Dabei ist E die angelegte Quellspannung.
Da die Randwerte von u1 und u2 jeweils konstant sind, folgt aus der dritten und vierten Glei-
chung von (3.1), daß u3 und u4 homogene Randbedingungen erfüllen. Aus der Anfangsbedin-
gung für u1 und der ersten Gleichung von (3.1) ergibt sich u2(0, x) = CDE

l x. Aus u3(0, x) = 0
folgt mit der dritten Gleichung u1t(0, x) = 0 und daraus u1xxt(0, x) = 0. Mit der ersten Glei-
chung erhält man daraus u2t(0, x) = 0 und mit der vierten Gleichung schließlich u4(0, x) = 0.

2

Im folgenden werden Dirichlet-, Neumann- und periodische Randbedingungen betrachtet: Die
Indexmengen MD, MN und MP seien paarweise disjunkt und

MD ∪MN ∪MP = {1, . . . , d}.

Für i ∈MD ∪MN seien mit li ∈ IR, li > 0

Ωi=(−li, li) und ∂iΩ={~x ∈ ∂Ω : xi = ±li}.

Für i ∈MD seien auf ∂iΩ Dirichlet- und für i ∈MN Neumann-Randwerte vorgegeben.
Für i ∈MP seien periodische Randbedingungen mit Ωi = IR und

u(t, ~x) = u(t, ~x+ 2li~ei), ~x ∈ Ω, t ∈ [t0, te] (3.2c)

gegeben.
Im folgenden wird vorausgesetzt, daß alle Anfangswerte

u(t0, ~x) = ϕ(~x), ~x ∈ Ω (3.2d)

und alle in die Ortsdiskretisierung eingehenden Randwerte der exakten Lösung für die nume-
rische Berechnung bekannt sind, d. h.

Biu(t, ~x) = ψi(t, ~x), ~x ∈ ∂iΩ, t ∈ [t0, te], i ∈MD, (3.2e)
∂

∂xi
Biu(t, ~x) = χi(t, ~x), ~x ∈ ∂iΩ, t ∈ [t0, te], i ∈MN . (3.2f)

Definition 3.10 Eine Funktion

u(t, x) : [t0, te]× Ω → IRn

ist Lösung der Anfangsrandwertaufgabe (3.2) (im klassischen Sinn), wenn u genügend glatt
ist, die Gleichung (3.2a) punktweise erfüllt und eindeutig durch die Anfangs- und Randbedin-
gungen bestimmt ist, vgl. Lucht/Strehmel [36]. 2

Bemerkung 3.11 Im Fall periodischer Randbedingungen folgt aus (3.2a) und (3.2d) auch
die entsprechende Periodizität der rechten Seite f und des Anfangswertes ϕ:

f(t, ~x) = f(t, ~x+ 2li~ei), u(t0, ~x) = u(t0, ~x+ 2li~ei), ~x ∈ Ω, t ∈ [t0, te]. 2

Bemerkung 3.12 Eine zweite Aufgabenklasse von PDA-Systemen mit variablen Koeffizien-
ten wird in Anhang B betrachtet. 2
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Kapitel 4

Semidiskretisierung der
PDA-Systeme

Eine Möglichkeit zur numerischen Behandlung von Anfangsrandwertproblemen partieller Dif-
ferentialgleichungen ist die Linienmethode (method of lines, MOL), vgl. Strehmel/Weiner [53],
Großmann/Roos [22]. Die Lösung erfolgt in zwei Teilschritten. Zuerst wird die Differential-
gleichung semidiskretisiert. Bei der horizontalen Linienmethode (Rothe-Methode) erfolgt die
Semidiskretisierung bezüglich der Zeitvariablen, das Anfangsrandwertproblem wird durch eine
Folge von Randwertaufgaben approximiert, die dann mit geeigneten Verfahren gelöst werden
müssen. Bei der vertikalen Linienmethode dagegen erfolgt die Semidiskretisierung bezüglich
der räumlichen Variablen, zum Beispiel durch finite Differenzen oder die Methode der finiten
Elemente. Parabolische Anfangsrandwertprobleme werden dadurch in ein Anfangswertpro-
blem für ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung überführt, welches
im allgemeinen steif ist, die Steifheit ist von der Feinheit der Ortsdiskretisierung abhängig.
Dieses semidiskrete Problem wird anschließend durch geeignete (implizite) Diskretisierungs-
methoden für Anfangswertprobleme gewöhnlicher Differentialgleichungen gelöst.
Die vertikale Linienmethode wird in Abschnitt 4.1 auf die hier betrachteten semilinearen
PDA-Systeme angewendet. Die Diskretisierung bezüglich des Ortes wird dabei mittels fini-
ter Differenzen durchgeführt. Daran anschließend wird in Abschnitt 4.2 die Konvergenz der
Ortsdiskretisierung linearer PDA-Systeme sowohl auf der Grundlage der Lösungsdarstellung
der linearen Fehlergleichung mittels Drazin-Inverser als auch mit einer Weierstraß-Kronecker-
Transformation gezeigt. Eine lokale Konvergenzaussage für semilineare PDA-Systeme vom
Zeitindex 1 findet man in Lucht/Strehmel [36].
Die Diskretisierung des entstandenen Anfangswertproblems erfolgt dann in Kapitel 5 durch
implizite Runge-Kutta-Verfahren.

4.1 Finitisierung des Ortsraumes und Diagonalisierung des dis-
kretisierten Ortsdifferentialoperators

Im folgenden werden für das PDA-System (3.2) Ortsdiskretisierungen für Dirichlet-, für pe-
riodische und für Neumann-Randbedingungen angegeben. Dabei werden Abschätzungen für
die Eigenwerte und die Matrix der Eigenvektoren der diskretisierten Ortsdifferentialoperato-
ren aufgeführt, die für die nachfolgenden Konvergenzuntersuchungen benötigt werden.

4.1.1 Räumlich eindimensionales PDA-System

4.1.1.1 Dirichlet-Randbedingungen

Um eine übersichtlichere Darstellung zu erhalten, wird zunächst der räumlich eindimensionale
Fall (d = 1) betrachtet, also anstelle von (3.2a)
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Aut(t, x) +B (uxx(t, x) + rux(t, x)) + Cu(t, x) = f(t, x, u), x ∈ Ω = (−l, l). (4.1)

Es seien N ∈ IN+ und
h =

2l
N + 1

. (4.2)

Dann kann Ω durch das äquidistante Ortsgitter

Ωh =
{
xk : xk = −l + kh, k = 1, . . . , N

}
(4.3)

diskretisiert werden. Mit den 3-Punkt-Differenzenapproximationen

uxx(t, xk) ≈
1
h2

(u(t, xk+1)− 2u(t, xk) + u(t, xk−1)) , k = 1, . . . , N,

für die zweite Ortsableitung und den Approximationen

ux(t, xk) ≈
1
h

(δu(t, xk+1) + (1− 2δ)u(t, xk) + (δ − 1)u(t, xk−1)) , (4.4)

k = 1, . . . , N, δ ∈ [0, 1],

für die erste Ortsableitung (x0 = −l, xN+1 = l) ergibt sich aus Gleichung (4.1) für jeden
Gitterpunkt xk die semidiskrete Gleichung

A u̇k(t) +
1
h2
B
(

(1 + hrδ)uk+1(t)− (2− hr(1− 2δ))uk(t)

+ (1 + hr(δ − 1))uk−1(t)
)

+ C uk(t) = fk(t, uk), (4.5)

wobei uk(t) Näherung der Funktion u(t, x) in den einzelnen Gitterpunkten xk, k = 1, . . . , N ,
und fk(t, uk) = f(t, xk, uk) sind und für Bu0 und BuN+1 die vorgegebenen Randwerte einge-
setzt werden.

Bemerkung 4.1 Für δ = 0 liefert die Approximation (4.4) den rückwärtsgenommenen, für
δ = 1

2 den zentralen und für δ = 1 den vorwärtsgenommenen Differenzenquotienten. 2

Durch Taylor-Entwicklung bis zur m-ten Ordnung im Gitterpunkt xk erhält man

1
h2

(
(1 + hrδ)u(t, xk+1)− (2− hr(1− 2δ))u(t, xk) + (1 + hr(δ − 1))u(t, xk−1)

)
=

1
h2

m∑
i=1

hi

i!
∂i

∂xi
u(t, xk)

(
1 + hrδ + (−1)i(1 + hr(δ − 1))

)
+

hm−1

(m+ 1)!

(
(1 + hrδ)

∂m+1

∂xm+1
u(t, ζ1k(t)) + (−1)(m+1)(1 + hr(δ − 1))

∂m+1

∂xm+1
u(t, ζ2k(t))

)
= rux(t, xk) + uxx(t, xk) + hp1γk(t), (4.6)

dabei ist

p1 =
{

2: r = 0 (kein konvektiver Term) oder δ = 1
2 (zentraler Differenzenquotient)

1: sonst
(4.7)

die Approximationsordnung der verwendeten Diskretisierung, und γk ist für p1 = 1 (m = 2)
durch

γk(t) =
r(2δ − 1)

2
∂2

∂x2
u(t, xk) +

1
6

{
(1 + hrδ)

∂3

∂x3
u(t, ζ1k(t))

− (1 + hr(δ − 1))
∂3

∂x3
u(t, ζ2k(t))

}
(4.8a)
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und für p1 = 2 (m = 3) durch

γk(t) =
r

6
∂3

∂x3
u(t, xk) +

1
24

{
(1 + hrδ)

∂4

∂x4
u(t, ζ1k(t)) + (1 + hr(δ − 1))

∂4

∂x4
u(t, ζ2k(t))

}
(4.8b)

definiert mit den Zwischenwerten

ζ1k(t) ∈ (xk, xk+1), ζ2k(t) ∈ (xk−1, xk), k = 1, .., N. (4.9)

Existiert

K= max
(t,x)∈[0,te]×Ω

{
|r|
2 ‖

∂2

∂x2u(t, x)‖+ 1+l|r|
3 ‖ ∂3

∂x3u(t, x)‖ : p1 = 1
|r|
6 ‖

∂3

∂x3u(t, x)‖+ 1+l|r|
12 ‖ ∂4

∂x4u(t, x)‖ : p1 = 2

}
<∞, (4.10)

so gilt
‖γk(t)‖∞ ≤ K, k = 1, . . . , N. (4.11)

Aus dem System semidiskreter Gleichungen (4.5) erhält man mit dem in Abschnitt 2.3.1
eingeführten Kronecker-Produkt die kompakte Schreibweise

(IN ⊗A) U̇(t) +
(

1
h2
P ⊗B + IN ⊗ C

)
U(t) = F (t, U)− ω(t) =: F̃ (t, U). (4.12)

Dabei ist IN die N -dimensionale Einheitsmatrix,

U(t) =
(
u>1 (t), . . . , u>N (t)

)>
∈ IRNn

und

F (t, U) =
(
f>1 (t, u1), . . . , f>N (t, uN )

)>
enthalten die Vektoren uk und fk in den Gitterpunkten,

ω(t) =
(

1 + hr(δ − 1)
h2

ψ>(t,−l), 0, . . . , 0, 1 + hrδ

h2
ψ>(t, l)

)>
(4.13)

enthält die vorgegebenen Randwerte. Der zum Differentialoperator
(

∂2

∂x2 + r ∂
∂x

)
zugehörige

diskrete Operator 1
h2P ist durch

P =


− (2− hr(1− 2δ)) 1 + hrδ

1 + hr(δ − 1) − (2− hr(1− 2δ)) 1 + hrδ
. . .

1 + hr(δ − 1) − (2− hr(1− 2δ))


(4.14)

mit P ∈ IRN,N gegeben.
Ferner sei

U(t0) ∈ IRnN (4.15)

ein (konsistenter) Anfangsvektor (vgl. Abschnitt 2.1).
Für singuläres A ist (4.12) mit (4.15) ein Anfangswertproblem eines DA-Systems.
Da im Abschnitt 5.2 für die Untersuchung der Konvergenz der Gesamtdiskretisierung die
Eigenwerte und die Norm einer diagonalisierenden Matrix von 1

h2P benötigt werden, sollen
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diese nun angegeben bzw. abgeschätzt werden.
Nach (A.15) ergeben sich die Eigenwerte von 1

h2P zu

λj = −2− hr(1− 2δ)
h2

+ 2
1 + hrδ

h2

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ
cos

jπ

N + 1

=
r

h
− 2

1 + hrδ

h2

(
1−

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ

)
− 4

1 + hrδ

h2

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ
sin2 jπ

2(N + 1)
,

j = 1, . . . , N. (4.16)

Sie sind sämtlich voneinander verschieden.
Nach (A.13) ist SP = (vjk)

>
j,k=1,...,N mit

vjk = cjd
k
h sin

jkπ

N + 1
, dh =

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ
, (4.17)

die zugehörige Matrix der Eigenvektoren. Dann gilt

1
h2
PSP = SP diag{λ1, . . . , λN}.

SP läßt sich schreiben als
SP = DSQS

mit
DS = diag{dh, d

2
h, . . . , d

N
h }

und
QS = (qjk)j,k=1,...,N , qjk = ck sin

jkπ

N + 1
. (4.18)

QS entspricht der Matrix der Eigenvektoren von 1
h2P für den Fall, daß dh = 1 gilt, d. h. r = 0

(kein konvektiver Term). In diesem Fall ist P symmetrisch, und da die Eigenwerte sämtlich
voneinander verschieden sind, sind die Eigenvektoren untereinander orthogonal. Durch Wahl
von

1
c2k

=
N∑

j=1

sin2 jkπ

N + 1
=

N∑
j=0

(
1
2
− 1

2
cos

2jkπ
N + 1

)
=
N + 1

2
− 1

2
Re

N∑
j=0

e
2jkπ
N+1

i

=
N + 1

2
− 1

2
Re

e2kπi − 1

e
2kπ
N+1

i − 1
=
N + 1

2
, k = 1, . . . , N,

in (4.18) kann man sie bezüglich der euklidischen Norm normieren und erhält in diesem Fall,
daß QS eine (symmetrische) Orthogonalmatrix ist,

QS = Q>
S = Q−1

S .

Für genügend kleine h (|r|h < 1) ist dh > 0 und also SP regulär, es gilt

(S−1
P )jk =

√
2

N + 1
1
dk

h

sin
jkπ

N + 1
. (4.19)

Die euklidische Matrixnorm ‖ · ‖ ist invariant unter orthogonalen Transformationen, so daß

‖SP ‖ = ‖DSQS‖ = ‖DS‖ und ‖S−1
P ‖ = ‖Q−1

S D−1
S ‖ = ‖D−1

S ‖ (4.20)

folgen. Da DS eine Diagonalmatrix ist, gelten

‖DS‖ = max
{
dh, d

N
h

}
und ‖D−1

S ‖ = max
{

1
dh
,

1
dN

h

}
. (4.21)
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Aus

lim
h→0

hr

1 + hrδ
= 0

folgt (vgl. Mangoldt/Knopp [39])

lim
h→0

(
1− hr

1 + hrδ

)− 1+hrδ
hr

= e

und daraus

lim
h→0

(
1− hr

1 + hrδ

) 2l(1+hrδ)
h

= e−2lr.

Da

lim
h→0

(
1− hr

1 + hrδ

)2lrδ+1

= 1

gilt, erhält man

lim
h→0

(
1− hr

1 + hrδ

) 2l
h
−1

= e−2lr

und schließlich
lim

N→∞
dN

h = e−lr.

Für genügend kleine h folgt damit für r ≥ 0

1
2
e−lr ≤ dN

h ≤ dh ≤ 1 (4.22a)

und für r < 0

1 < dh < dN
h ≤ 3

2
e−lr (4.22b)

und damit
1
2
e−l|r| ≤ max{dh, d

N
h } ≤

3
2
el|r|.

Aus (4.20) und (4.21) folgen für genügend kleine h

1
2
e−l|r| ≤ ‖SP ‖ ≤

3
2
el|r|,

2
3
e−l|r| ≤ ‖S−1

P ‖ ≤ 2el|r|. (4.23)

Im folgenden wird eine Ortsdiskretisierung für periodische Randbedingungen betrachtet.

4.1.1.2 Periodische Randbedingungen

Wird anstelle einer Dirichlet-Randbedingung eine periodische Randbedingung

u(t, x) = u(t, x+ 2l), x ∈ IR, t ∈ [t0, te] (4.24)

vorgegeben, so ist eine Diskretisierung zum Beispiel mit N ∈ IN+ und

h =
2l
N

(4.25)

auf dem Ortsgitter
{
xk : xk = −l + kh, k ∈ Z

}
möglich. Da aus (4.24) und (4.25)

u(t, xk) = u(t, xk+N ) für alle k ∈ Z
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folgt, reicht es aus, die Diskretisierung auf dem Ortsgitter (4.3) mit h = 2l
N durchzuführen und

die erhaltene Näherungslösung periodisch fortzusetzen. In diesem Fall bleiben die Gleichungen
(4.5) - (4.12) mit ω(t) ≡ 0 (d. h. F (t, U) ≡ F̃ (t, U)) gültig, und (4.14) wird durch

P =


− (2− hr(1− 2δ)) 1 + hrδ 1 + hr(δ − 1)

1 + hr(δ − 1) − (2− hr(1− 2δ)) 1 + hrδ
. . .

1 + hrδ 1 + hr(δ − 1) − (2− hr(1− 2δ))


(4.26)

ersetzt.
Aus Lemma A.1 folgt für die Eigenwerte von 1

h2P

λj = −2 + hr(2δ − 1)
h2

(
1− cos

2jπ
N

)
+ i

r

h
sin

2jπ
N

, j = 1, . . . , N, (4.27)

also für genügend kleine h (h < −2
r für r < 0)

Reλj ≤ 0.

Die Matrix der Eigenvektoren SP = (vjk)j,k=1,...,N mit

vjk =
1√
N
e

2jkπ
N

i (4.28)

ist nach Lemma A.1 eine Orthogonalmatrix, und damit gilt

‖SP ‖ = ‖S−1
P ‖ = 1. (4.29)

4.1.1.3 Neumann-Randbedingungen

Die Neumann-Randbedingungen (3.2f) sollen mittels

χ(t,−l) = Bux(t,−l) ≈ B u(t,x1)−u(t,x0)
h ,

χ(t, l) = Bux(t, l) ≈ B
u(t,xN+1)−u(t,xN )

h

(4.30)

approximiert werden.
Entsprechend Thomas [55] wäre die sich daraus ergebende Ortsdiskretisierung auf dem Gitter
(4.3) mit x0 = −l, xN+1 = l nicht konsistent (siehe Definition 4.7). Wie dort soll für Neumann-
Randbedingungen deshalb ein sogenanntes Offsetgitter verwendet werden,

Ωh =
{
xk : xk = −l − h

2
+ kh, k = 1, . . . , N

}
, (4.31)

mit

h =
2l
N

(4.32)

und x0 = −l − h
2 , xN+1 = l + h

2 . Dabei wird vorausgesetzt, daß die exakte Lösung u auf dem
erweiterten Ortsintervall

Ω′ = (−l − h0, l + h0) (4.33)

mit einem h0 > 0 existiert und hinreichend glatt ist.
Es gelten weiterhin die semidiskreten Gleichungen (4.5), wobei entsprechend (4.30)

Bu0(t) = Bu1(t)− hχ(t,−l), (4.34a)
BuN+1(t) = BuN (t) + hχ(t, l) (4.34b)
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gesetzt werden.
Für k = 2, . . . , N − 1 gilt wieder die Taylor-Entwicklung (4.6). Für k = 1 erhält man dagegen
für die Approximation (4.34a) mit den Zwischenwerten ζ11 ∈ (x1, x2), ζ21 ∈ (−l, x1)

1
h2

(
(1 + hrδ)Bu(t, x2)− (2− hr(1− 2δ))Bu(t, x1)

+ (1 + hr(δ − 1)) (Bu(t, x1)− hχ(t,−l))
)

=
1 + hrδ

h2
B

(
hux(t, x1) +

h2

2
uxx(t, x1) +

h3

6
uxxx(t, ζ11(t))

)
−1 + hrδ − hr

h
B

(
ux(t, x1)−

h

2
uxx(t, x1) +

h2

8
uxxx(t, ζ21(t))

)
= B (rux(t, x1) + uxx(t, x1) + hp1γ1(t)) (4.35)

mit p1 = 1 und

γ1(t) = r

(
δ − 1

2

)
uxx(t, x1) +

1 + hrδ

6
uxxx(t, ζ11(t))−

1 + hr(δ − 1)
8

uxxx(t, ζ21(t)), (4.36)

für k = N gilt analog

1
h2

(
(1 + hrδ) (Bu(t, xN ) + hχ(t, l))− (2− hr(1− 2δ))Bu(t, xN )

+ (1 + hr(δ − 1))Bu(t, xN−1)
)

= B (rux(t, xN ) + uxx(t, xN ) + hp1γN (t)) (4.37)

mit p1 = 1 und

γN (t) = r

(
δ − 1

2

)
uxx(t, xN ) +

1 + hrδ

8
uxxx(t, ζ1N (t))− 1 + hr(δ − 1)

6
uxxx(t, ζ2N (t)) (4.38)

mit ζ1N ∈ (xN , l), ζ2N ∈ (xN−1, xN ).
Es folgt deshalb aus (4.10) wieder (4.11), und mit

ω(t) =
(
−1 + hr(δ − 1)

h
χ>(t,−l), 0, . . . , 0, 1 + hrδ

h
χ>(t, l)

)>
anstelle (4.13) und

P =


− (1 + hrδ) 1 + hrδ

1 + hr(δ − 1) − (2− hr(1− 2δ)) 1 + hrδ
. . .

1 + hr(δ − 1) − (1 + hr(δ − 1))

 (4.39)

anstelle (4.14) erhält man wieder das DA-System (4.12).
Für die Eigenwerte von 1

h2P folgt aus (A.19)

λj = −2− hr(1− 2δ)
h2

+ 2
1 + hrδ

h2

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ
cos

jπ

N

=
r

h
− 2

1 + hrδ

h2

(
1−

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ

)
− 4

1 + hrδ

h2

√
1 + hr(δ − 1)

1 + hrδ
sin2 jπ

2N
, (4.40a)

j = 1, . . . , N − 1,
λN = 0. (4.40b)
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Die zugehörige Matrix der Eigenvektoren ist nach (A.18) durch SP = (vjk)>j,k=1,...,N mit

vjk = c′jd
k
h

(
sin

jkπ

N
− dh sin

j(k − 1)π
N

)
, j = 1, . . . , N − 1, (4.41a)

vNk = cN (4.41b)

für k = 1, . . . , N und dh aus (4.17) gegeben.
Auch für die Matrizen SP und S−1

P kann man wieder zeigen, daß ihre euklidischen Matrixnor-
men für genügend kleine h nach oben und gegen Null beschränkt sind. Zur einfacheren Dar-
stellung soll dies hier nur für den Fall r = 0, das heißt dh = 1, gezeigt werden:
In diesem Fall gilt für die Eigenvektoren von 1

h2P

vjk = c′j

(
sin

jkπ

N
− sin

j(k − 1)π
N

)
= 2c′j sin

jπ

2N
cos

j(2k − 1)π
2N

= cj cos
j(2k − 1)π

2N
, j = 1, . . . , N − 1, k = 1, . . . , N, (4.42a)

vNk = cN , k = 1, . . . , N, (4.42b)

und P ist symmetrisch. Da die Eigenwerte sämtlich voneinander verschieden sind, sind die
Eigenvektoren orthogonal. Durch Wahl von

1
c2j

=
N∑

k=1

cos2
j(2k − 1)π

2N
=
N

2
+

1
2

N∑
k=1

cos
j(2k − 1)π

N

=
N

2
+

1
2
Re e

jπi
N

N−1∑
k=0

e
2jkπi

N =
N

2
, j = 1, . . . , N − 1,

1
c2N

= N

kann man sie orthonormieren, und es gilt mit dieser Wahl der Konstanten wieder

‖SP ‖ = ‖S−1
P ‖ = 1. (4.43)

4.1.2 Verallgemeinerung auf räumlich mehrdimensionales PDA-System

Sei nun d beliebig. Dann kann das in (3.2b) gegebene Gebiet Ω diskretisiert werden durch

Ω~h
= Ωh1 × . . .× Ωhd

, (4.44)

wobei Ωhi
für Dirichlet- und periodische Randbedingungen (d. h. i ∈MD ∪MP ) gemäß (4.3)

und für Neumann-Randbedingungen (i ∈MN ) gemäß (4.31) gewählt wird. Dabei ist der Vek-
tor der Ortsschrittweiten ~h = (h1, . . . , hd) gegeben durch hi = 2li

Ni+1 für Dirichlet-Randbedin-
gungen und hi = 2li

Ni
für periodische und Neumann-Randbedingungen, Ni ∈ IN+, i = 1, . . . , d.

Sei v(t, ~x) ∈ L2(Ω, IRn) für t ∈ [t0, te]. Auf dem Ortsgitter Ω~h
aus (4.44) mit dem Gitterpa-

rameter ~h erhält man die zugeordnete Gitterfunktion v~h(t) aus dem Raum L
2,~h

(Ω, IRn) der
Gitterfunktionen. Man fordert nun, daß die Norm ‖ · ‖L

2,~h
in diesem Raum so beschaffen

ist, daß für alle v(t, ~x) ∈ L2(Ω, IRn) und jedes t ∈ [t0, te] für die zugeordnete Gitterfunktion
v~h(t) ∈ L

2,~h
(Ω, IRn)

‖v~h(t)‖L
2,~h
→ ‖v(t, ~x)‖L2 für ‖~h‖ → 0

gilt, d. h. die Normen aufeinander abgestimmt sind, vgl. Samarskij [45]. Daraus ergibt sich die
Definition der ”diskreten L2-Norm“:
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Definition 4.2 Ist

v~h =
(
v>1,1,...,1, . . . , v

>
N1,1,...,1, v

>
1,2,...,1, . . . , v

>
N1,...,Nd

)>
∈ IRnN1·...·Nd ,

dann ist die diskrete L2-Norm von v~h gegeben durch

‖v~h‖ =

√√√√ d∏
i=1

hiv>~h
v~h.

2

Die der diskreten L2-Norm zugeordnete Matrixnorm ist die Spektralnorm. Beide sind invariant
unter orthogonalen Transformationen.
Für jeden Gitterpunkt ~x~k

=(x1,k1 , . . . , xd,kd
) ∈ Ω~h

, ~k=(k1, . . . , kd), seien

u~k
(t)=uk1,...,kd

(t) ≈ u(t, ~x~k
)

eine Näherung für die exakte Lösung im Gitterpunkt ~x~k
und

f~k(t, u~k
) = fk1,...,kd

(t, u~k
)=f(t, ~x~k

, u~k
).

Mit
N=Nd · . . . ·N1

erhält man in Analogie zum räumlich eindimensionalen Fall ein DA-System der Gestalt

MU̇(t) = DU(t) + F̃ (t, U), (4.45)

wobei
M = IN ⊗A,

D = −

(
d∑

i=1

1
h2

i

INd·...·Ni+1 ⊗ Pi ⊗ INi−1·...·N1 ⊗Bi + IN ⊗ C

)
und

F̃ (t, U) = F (t, U)− ω(t)

sind. Die INi·...·Nj sind dabei Einheitsmatrizen der Dimension Ni ·Ni−1 · . . . ·Nj ,

U(t) =
(
u>1,1,...,1(t), . . . , u

>
N1,1,...,1(t), u

>
1,2,...,1(t), . . . , u

>
N1,...,Nd

(t)
)>

∈ IRNn

und
F (t, U) =

(
f>1,1,...,1(t, u1,1,...,1), . . . , f>N1,...,Nd

(t, uN1,...,Nd
)
)>

enthalten die Vektoren u~k
und f~k in den Gitterpunkten,

ω(t) =
(
r>1,1,...,1(t), . . . , r

>
N1,1,...,1(t), r

>
1,2,...,1(t), . . . , r

>
N1,...,Nd

(t)
)>

(4.46)

mit

r~k(t) =
∑

i∈MD


1 + hiri(δi − 1)

h2
i

ψi(t, ~xk1,...,ki−1,0,ki+1,...,kd
) : ki = 1

1 + hiriδi
h2

i

ψi(t, ~xk1,...,ki−1,Ni+1,ki+1,...,kd
) : ki = Ni

0 : sonst


+
∑

i∈MN


−1 + hiri(δi − 1)

hi
χi(t, x1,k1 , . . . , xi−1,ki−1

,−li, xi+1,ki+1
, . . .) : ki = 1

1 + hiriδi
hi

χi(t, x1,k1 , . . . , xi−1,ki−1
, li, xi+1,ki+1

, . . .) : ki = Ni

0 : sonst


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enthält die vorgegebenen Randwerte, U(t0) ∈ IRnN sei ein (konsistenter) Anfangsvektor. Die
Matrizen Pi ∈ IRNi,Ni sind durch (4.14), (4.26) bzw. (4.39) gegeben, i = 1, . . . , d. Es gilt mit
entsprechend (4.17), (4.28) bzw. (4.41) definierten Matrizen SPi = (vjk)>j,k=1,...,Ni

stets

S−1
Pi

1
h2

i

PiSPi = diag{λi1, . . . , λiNi} (4.47)

mit λi,j aus (4.16), (4.27) bzw. (4.40), und es existieren nach (4.23), (4.29) bzw. (4.43) positive
Konstanten C1i, C2i mit

C1i ≤ max{‖SPi‖, ‖S
−1
Pi
‖} ≤ C2i. (4.48)

Ausgehend von dem DA-System (4.45) kann der differentielle Zeitindex des PDA-Systems
(3.2a) in Anlehnung an Lucht/Strehmel [36] nun wie folgt definiert werden:

Definition 4.3 Kann h0 > 0 so gewählt werden, daß der Differentiationsindex des DA-
Systems (4.45) für alle ~h mit 0 < hi ≤ h0, i = 1, . . . , d, existiert und unabhängig von ~h
ist, so wird dieser Index als differentieller Zeitindex νdt des PDA-Systems bezeichnet. 2

Bemerkung 4.4 Im linearen Fall (f unabhängig von u) ist dies gleichbedeutend damit, daß
ein h0 > 0 existiert, so daß für alle ~h mit 0 < hi ≤ h0, i = 1, . . . , d, das Matrizenbüschel
{D + λM} regulär und sein Nilpotenzindex unabhängig von ~h ist. Dann ist der differentielle
Zeitindex νdt gleich diesem Nilpotenzindex. 2

Bemerkung 4.5 Die PDA-Systeme in den Beispielen 3.1, 3.2, 3.3 und 3.8 haben den diffe-
rentiellen Zeitindex 0, das System in Beispiel 3.5 hat den differentiellen Zeitindex 1, und die
PDA-Systeme in den Beispielen 3.6 und 3.7 haben den differentiellen Zeitindex 2. 2

4.2 Konsistenz und Konvergenz der Semidiskretisierung linea-
rer PDA-Systeme

Zur Definition der Konsistenz der Ortsdiskretisierung wird zunächst der lokale Ortsdiskreti-
sierungsfehler eingeführt:

Definition 4.6 Sei U~h
(t) der Vektor der auf Ω~h

eingeschränkten exakten Lösung des PDA-
Systems (3.2). Dann heißt

α~h
(t) = M U̇~h

(t)−D U~h
(t)− F̃ (t, U~h

) (4.49)

lokaler Ortsdiskretisierungsfehler. 2

Der lokale Ortsdiskretisierungsfehler α~h
stellt nach (4.45) den Defekt der Gitterfunktion U~h

bezüglich des semidiskreten Systems dar.

Definition 4.7 Die Semidiskretisierung heißt konsistent mit der Ordnung (p1, . . . , pd), falls

max
t∈[t0,te]

‖α~h
(t)‖ =

d∑
i=1

O(hpi
i ) für ~h→ 0

gilt. 2

Mit den Taylor-Entwicklungen (4.6) bzw. (4.35) und (4.37) folgt

α~h
(t) =

d∑
i=1

hpi
i (IN ⊗Bi)γ(i)(t), (4.50)
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wobei pi ∈ {1, 2} ist in Abhängigkeit von der jeweiligen Ortsdiskretisierung und γ(i)
~k

(t) gleich
den entsprechend (4.8) bzw. (4.36) und (4.38) definierten γki

sind. Analog zu (4.11) existieren
Konstanten Ki mit

‖γ(i)(t)‖∞ ≤ Ki, (4.51)

das heißt

α~h
(t) =

d∑
i=1

O(hpi
i ).

Um die Güte der Semidiskretisierung abschätzen zu können, wird neben dem lokalen Ortsdis-
kretisierungsfehler der globale Ortsdiskretisierungsfehler untersucht:

Definition 4.8 Seien U(t) die exakte Lösung des DA-Systems (4.45) zu gegebenem konsi-
stentem Anfangswert und U~h

(t) der Vektor der auf Ω~h
eingeschränkten exakten Lösung des

PDA-Systems (3.2). Dann heißt der Vektor

η~h(t)=U(t)− U~h
(t)

globaler Ortsdiskretisierungsfehler. 2

Definition 4.9 Die Semidiskretisierung heißt konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd), falls

max
t∈[t0,te]

‖η~h(t)‖ =
d∑

i=1

O(hpi
i ) für ~h→ 0

gilt. 2

Für semidiskretisierte lineare PDA-Systeme, das heißt

f(t, ~x, u) ≡ f(t, ~x) bzw. F̃ (t, U) ≡ F̃ (t), (4.52)

kann die Konvergenz wie folgt gezeigt werden:
Aus der Definitionsgleichung (4.49) für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler, dem DA-System
(4.45) und der Definition des globalen Ortsdiskretisierungsfehlers erhält man das lineare DA-
System

Mη̇~h = Dη~h − α~h
(t) (4.53a)

mit der Anfangsbedingung
η~h(t0) = U(t0)− U~h

(t0). (4.53b)

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß der differentielle Zeitindex νdt des PDA-Systems ent-
sprechend Bemerkung 4.4 existiert. Dann ist das Matrizenbüschel {D + λM} regulär, und
nach Satz 2.7 kann die eindeutige Lösung von (4.53) bei genügender Glattheit der exakten
Lösung u(~x, t) und damit des lokalen Ortsdiskretisierungsfehlers α~h

(t) durch

η~h(t) = eM̂
DD̂(t−t0)M̂M̂D

(
U(t0)− U~h

(t0)
)
− M̂D

t∫
t0

eM̂
DD̂(t−s)α̂~h

(s) ds

+
(
INn − M̂M̂D

) νdt−1∑
i=0

(
M̂D̂D

)i
D̂Dα̂

(i)
~h

(t) (4.54)

dargestellt werden, wobei mit einem c ∈ C, für das (D + cM) regulär ist, M̂ und D̂ durch

D̂ = (D + cM)−1D, M̂ = (D + cM)−1M (4.55)
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und α̂~h
(t) durch

α̂~h
(t) = (D + cM)−1α~h

(t) (4.56)

definiert sind (es gilt nach Bemerkung 4.4 und der Beziehung (2.10) für den Index eines Ma-
trizenbüschels ind(M̂) = ind(D,M) = νdt).
Durch direkte Abschätzung der rechten Seite der Fehlergleichung (4.54) wie in Eichler-Liebe-
now [16] würde man nur schwer nachprüfbare Bedingungen für die Konvergenz der Ortsdiskre-
tisierung erhalten, weil die Dimensionen der zu berechnenden Matrizen für gegen Null gehende
Ortsschrittweiten gegen Unendlich gehen. Mittels einer Diagonalisierung dieser Matrizen läßt
sich erreichen, daß nur noch Matrizen fester Dimension, d. h., die Dimension ist unabhängig
von der Ortsschrittweite ~h, für die Konvergenzuntersuchungen betrachtet werden müssen.
Sei

Q = SPd
⊗ . . .⊗ SP1 ⊗ In (4.57)

mit SPi aus (4.47). Dann gelten

Q−1MQ = M und Q−1DQ = diag~k
{D~k

}, (4.58)

wobei

D~k
= −

(
d∑

v=1

λv,kvBv + C

)
(4.59)

mit λi,j aus (4.47) und

diag~k
{D~k

} = diag{D1,...,1, . . . , DN1,1,...,1, D1,2,1,...,1, . . . , DN1,...,Nd
}.

Aus den Gleichungen (4.55) für D̂ und M̂ folgen deshalb

Q−1D̂Q = diag~k
{(D~k

+ cA)−1D~k
} = diag~k

{D̂~k
}, (4.60a)

Q−1M̂Q = diag~k
{(D~k

+ cA)−1A} = diag~k
{M̂~k

}, (4.60b)

wobei
D̂~k

= (D~k
+ cA)−1D~k

, M̂~k
= (D~k

+ cA)−1A. (4.61)

Da die Drazin-Inverse nach (2.11) verträglich mit Ähnlichkeitstransformationen ist, ergibt sich
daraus

Q−1D̂DQ = diag~k
{D̂D

~k
}, Q−1M̂DQ = diag~k

{M̂D
~k
}. (4.62)

Aus der Fehlergleichung (4.54) erhält man durch Einsetzen der Beziehungen (4.56), (4.58),
(4.60) und (4.62) und Berücksichtigung der Kommutativität von M̂D

~k
und D̂~k

η~h(t) = Q
(
diag~k

{
e
M̂D

~k
D̂~k

(t−t0)
M̂~k

M̂D
~k

})
Q−1

(
U(t0)− U~h

(t0)
)

−Q
t∫

t0

(
diag~k

{
e
M̂D

~k
D̂~k

(t−s)
M̂D

~k
(D~k

+ cA)−1
})

Q−1α~h
(s) ds

+Q
νdt−1∑
i=0

(
diag~k

{
(In − M̂~k

M̂D
~k

)
(
M̂~k

D̂D
~k

)i
D̂D

~k
(D~k

+ cA)−1

})
Q−1α

(i)
~h

(t) (4.63)

mit

νdt = ind(M̂) = ind(diag~k
{M̂~k

}) = max
~k
{ind(M̂~k

)} = max
~k
{ind(D~k

, A)}. (4.64)
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Da für alle Matrizen S, T

‖S ⊗ T‖ =
√
λmax

((
S̄>S

)
⊗
(
T̄>T

))
=
√
λmax

(
S̄>S

)
λmax

(
T̄>T

)
= ‖S‖ ‖T‖

gilt, folgt aus der Definitionsgleichung (4.57) der Matrix Q und der für ‖SPi‖ und ‖S−1
Pi
‖

geltenden Abschätzung (4.48), daß positive Konstanten C1, C2 mit

C1 ≤ max{‖Q‖, ‖Q−1‖} ≤ C2 (4.65)

existieren.
Wird Ak ∈ Cn1ks1,n2ks2 durch Ak =

(
(Ak)j1j2

)
ji=1,...,si

in s1×s2 Blockmatrizen der Dimension

n1k × n2k unterteilt, so gilt für die Spektralnorm

‖
(
diagk{(Ak)j1j2

}
)

ji=1,...,si

‖ =

√√√√√λmax

(diagk{
s1∑

i=1

(
Ā>k
)
ji

(Ak)il}

)
j,l=1,...,s2


= max

k

√√√√λmax

(
s1∑

i=1

((
Ā>k
)
ji

(Ak)il

)
j,l=1,...,s2

)

= max
k

√
λmax

(
Ā>k Ak

)
= max

k
‖Ak‖. (4.66)

Mit der Gleichung (4.50) für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler und den Beziehungen
(4.65), (4.66) und (2.27) für die Spektralnorm folgt aus der Fehlergleichung (4.63) der folgende
Konvergenzsatz:

Satz 4.10 Die Ortsdiskretisierung sei mit der Ordnung (p1, . . . , pd) konsistent. Gilt

‖U(t0)− U~h
(t0)‖ =

d∑
i=1

O(hpi
i ) für ~h→ 0

und sind die logarithmische Matrixnorm µ2[M̂D
~k
D̂~k

] sowie die Matrizen

M̂~k
M̂D

~k
, M̂D

~k
(D~k

+ cA)−1Bj , (In − M̂~k
M̂D

~k
)
(
M̂~k

D̂D
~k

)i
D̂D

~k
(D~k

+ cA)−1Bj

normmäßig nach oben beschränkt für alle ~k, i = 0, . . . , νdt − 1, j = 1, . . . , d und ~h→ 0, so ist
die Ortsdiskretisierung auch konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd). 2

Bemerkung 4.11 Die Spektralnormen der Matrizen in Satz 4.10 brauchen nicht berechnet
zu werden, da nach Ungleichung (2.28) ‖K‖ für eine Matrix K genau dann beschränkt ist,
wenn alle Elemente von K beschränkt sind. 2

Bemerkung 4.12 Verwendet man als konsistenten Anfangswert des DA-Systems (4.45)

U(t0) = M̂M̂DU~h
(t0)− (INn − M̂M̂D)

νdt−1∑
i=0

(
M̂D̂D

)i
D̂D(D + cM)−1F̃ (i)(t) (4.67)

gemäß (2.12), so ist unter den übrigen Voraussetzungen des Satzes 4.10 die Voraussetzung

‖U(t0)− U~h
(t0)‖ =

d∑
i=1

O(hpi
i ) für ~h→ 0 erfüllt, da mit

U~h
(t0) = M̂M̂DU~h

(t0)− (INn − M̂M̂D)
νdt−1∑
i=0

(
M̂D̂D

)i
D̂D(D + cM)−1

(
F̃ (i)(t) + α

(i)
~h

(t)
)
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aus (4.67) und der für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler geltenden Gleichung (4.50) bei
genügend glatter exakter Lösung

‖U(t0)− U~h
(t0)‖ ≤

d∑
i=1

νdt−1∑
j=0

max
~k

∥∥∥(In − M̂~k
M̂D

~k
)
(
M̂~k

D̂D
~k

)j
D̂D

~k
(D~k

+ cA)−1Bi

∥∥∥O(hpi
i )

folgt. 2

Beispiel 4.13 Betrachtet wird das lineare PDA-System 1 0 0
0 1 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=A

ut(t, x) +

 0 −1 0
0 0 −1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=B

uxx(t, x) +

 1 1 0
0 0 1
0 1 0


︸ ︷︷ ︸

=C

u(t, x) = f(t, x).

Es gilt nach (4.59) mit d = 1 und λk=λ1,k

Dk =

−1 λk − 1 0
0 0 λk − 1
0 −1 0

 .

Für alle c, für die (Dk + cA) regulär ist (d. h. c 6= 1), folgen aus (4.61)

D̂k =

 c− 1 λk − 1 0
0 c λk − 1
0 −1 0

−1−1 λk − 1 0
0 0 λk − 1
0 −1 0


=

 1
c−1 0 λk−1

c−1

0 0 −1
0 1

λk−1
c

λk−1

−1 λk − 1 0
0 0 λk − 1
0 −1 0

 =

 1
1−c 0 0
0 1 0
0 c

1−λk
1

 ,

M̂k =

 1
c−1 0 λk−1

c−1

0 0 −1
0 1

λk−1
c

λk−1

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 =

 1
c−1 0 0
0 0 0
0 1

λk−1 0

 .

Daraus folgen

D̂D
k = D̂−1

k =

 1− c 0 0
0 1 0
0 c

λk−1 1

 , M̂D
k =

 c− 1 0 0
0 0 0
0 0 0

 , M̂kM̂
D
k =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


und

µ2[M̂D
k D̂k] = µ2

−1 0 0
0 0 0
0 0 0

 = −1

sowie

(Dk + cA)−1B =

 1
c−1 0 λk−1

c−1

0 0 −1
0 1

λk−1
c

λk−1

 0 −1 0
0 0 −1
0 0 0

 =

 0 1
1−c 0

0 0 0
0 0 1

1−λk

 .

Ferner erhält man aus (4.64)

ind(Dk, A) = ind(M̂k) = 2 = νdt,
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und es gilt

(In − M̂~k
M̂D

~k
)
(
M̂~k

D̂D
~k

)i
D̂D

~k
(D~k

+ cA)−1B =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

−1 0 0
0 0 0
0 1

λk−1 0

i 0 1 0
0 0 0
0 0 1

1−λk



=



 0 0 0
0 0 0
0 0 1

1−λk

: i = 0

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 : i ≥ 1

.

Da wegen λk ≤ 0 die Norm aller dieser Matrizen für h → 0 beschränkt bleibt, ist nach Satz
4.10 die Ortsdiskretisierung mit Anfangswert (4.67) für dieses Beispiel konvergent. 2

Auf der Grundlage einer Weierstraß-Kronecker-Transformation soll nun ein zweiter Konver-
genzsatz hergeleitet werden, der bei bekannten Transformationsmatrizen einfacher als Satz
4.10 ist.
Wegen (4.58) und M = IN ⊗A folgt

det(D + λM) = det
(
Q−1(D + λM)Q

)
= det

(
diag~k

{D~k
+ λA}

)
=
∏
~k

det(D~k
+ λA),

das Matrizenbüschel {D + λM} ist nach Definition 2.4 also genau dann regulär, wenn die
Matrizenbüschel {D~k

+ λA} alle regulär sind.
Dann existieren nach Satz 2.5 reguläre Matrizen P~k

und Q~k
mit

P~k
AQ~k

= diag{In~k1
, . . . , In~ks~k

, Nm~k1
, . . . , Nm~kl~k

}, (4.68a)

P~k
D~k
Q~k

= diag{R~k1
, . . . , R~ks~k

, Im~k1
, . . . , Im~kl~k

}, (4.68b)

wobei

R~ki
=


κ~ki

1 0
. . . . . .

κ~ki
1

0 κ~ki

 ∈ Cn~ki
,n~ki , Nm~ki

=


0 1 0

. . . . . .
0 1

0 0

 ∈ Cm~ki
,m~ki . (4.68c)

Daraus folgt für den differentiellen Zeitindex

νdt = max
~k
{m~ki

: i = 1, . . . , l~k}.

Aus den Gleichungen (4.61) für D̂~k
und M̂~k

erhält man

D̂~k
= Q~k

diag{. . . , (R~kj1
+ cIn~kj1

)−1R~kj1
, . . . , (Im~kj2

+ cNm~kj2
)−1, . . .}Q−1

~k

und
M̂~k

= Q~k
diag{. . . , (R~kj1

+ cIn~kj1
)−1, . . . , (Im~kj2

+ cNm~kj2
)−1Nm~kj2

, . . .}Q−1
~k

und daraus

D̂D
~k

= Q~k
diag{. . . , (R~kj1

+ cIn~kj1
)RD

~kj1
, . . . , Im~kj2

+ cNm~kj2
, . . .}Q−1

~k

und
M̂D

~k
= Q~k

diag{. . . , R~kj1
+ cIn~kj1

, . . . , 0, . . .}Q−1
~k

33



sowie

M̂D
~k
D̂~k

= Q~k
diag{. . . , R~kj1

, . . . , 0, . . .}Q−1
~k
,

M̂~k
M̂D

~k
= Q~k

diag{. . . , In~kj1
, . . . , 0, . . .}Q−1

~k
,

M̂D
~k

(D~k
+ cA)−1 = Q~k

diag{. . . , In~kj1
, . . . , 0, . . .}P~k

,

M̂~k
D̂D

~k
= Q~k

diag{. . . , RD
~kj1
, . . . , Nm~kj2

, . . .}Q−1
~k
,

D̂D
~k

(D~k
+ cA)−1 = Q~k

diag{. . . , RD
~kj1
, . . . , Im~kj2

, . . .}P~k
.

Einsetzen in die Fehlergleichung (4.63) liefert mit der für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler
geltenden Gleichung (4.50)

η~h(t) = Q diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . , e

R~kj1
(t−t0)

, . . . , 0, . . .
}
Q−1

~k

}
Q−1

(
U(t0)− U~h

(t0)
)

−Q
d∑

v=1

t∫
t0

diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . , e

R~kj1
(t−s)

, . . . , 0, . . .
}
P~k
Bv

}
Q−1hpv

v γ
(v)(s) ds

+Q
d∑

v=1

νdt−1∑
i=0

diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . , 0, . . . , N i

m~kj2

, . . .
}
P~k
Bv

}
Q−1hpv

v

di

dti
γ(v)(t).

Mit den Beziehungen (4.65) und (4.66) für die diskrete L2-Norm und der Darstellung (2.25)
für die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks folgt daraus der folgende Konvergenzsatz:

Satz 4.14 Die Ortsdiskretisierung sei mit der Ordnung (p1, . . . , pd) konsistent. Für hv → 0

(Nv → ∞), v = 1, . . . , d, gelte ‖U(t0) − U~h
(t0)‖ =

d∑
i=1

O(hpi
i ), und es seien für alle ~k mit

kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt:

(a) ‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
n~ks~k

, 0, . . . , 0}Q−1
~k
‖,

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖,

sind für i = 0, . . . , νdt − 1 beschränkt,

(b) in (4.68c) sind κ~ki
für i = 1, . . . , s~k nach oben beschränkt.

Dann ist die Ortsdiskretisierung auch konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd). 2

Beispiel 4.15 Betrachtet werde das PDA-System aus Beispiel 4.13. Mit

Pk =

 1 0 λk − 1
0 1 0
0 0 −1

 , Qk =

 1 0 0
0 0 1
0 1

λk−1 0


gelten

PkAQk =

 1 0 0
0 0 1
0 0 0

 , PkDkQk =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1


und

PkB =

 0 −1 0
0 0 −1
0 0 0

 , Q−1
k =

 1 0 0
0 0 λk − 1
0 1 0

 .

Da ‖Qk‖ und ‖PkB‖ damit beschränkt sind und

Qk

 1 0 0
0 0 0
0 0 0

Q−1
k =

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


gilt, ist die Ortsdiskretisierung mit Anfangswert (4.67) nach Satz 4.14 konvergent. 2
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Kapitel 5

Diskretisierung des
MOL-DA-Systems

Nachdem in Kapitel 4 die betrachteten PDA-Systeme mittels finiter Differenzen semidiskreti-
siert wurden, wird im folgenden die Zeitdiskretisierung des MOL-DA-Systems mittels Runge-
Kutta-Methoden betrachtet. Ziel dieses Kapitels ist die Untersuchung der Konvergenzordnung
der entstehenden Gesamtdiskretisierung. Zunächst für lineare Probleme und darauf aufbau-
end auch für semilineare Probleme werden hinreichende Konvergenzbedingungen angegeben.
Konvergenzuntersuchungen für eine spezielle Klasse quasilinearer PDA-Systeme findet man
in Lucht/Debrabant [35].
Bei parabolischen und hyperbolischen Problemen ist für Runge-Kutta-Verfahren hoher Ord-
nung das Phänomen der Ordnungsreduktion bekannt, in Abhängigkeit von den (räumlichen)
Randbedingungen konvergiert das Verfahren mit einer geringeren Konvergenzordnung als er-
wartet, vgl. Strehmel/Weiner [53] und Calvo/Palencia [8]. Auch gebrochene (nicht ganzzah-
lige) Konvergenzordnungen können auftreten, vgl. Sanz-Serna/Verwer/Hundsdorfer [46] und
Verwer [56]. Untersuchungen dazu für parabolische Probleme in abstrakter Formulierung mit
impliziten Runge-Kutta-Verfahren findet man zum Beispiel in Brenner/Crouzeix/Thomée [4],
Ostermann/Roche [42] und Lubich/Ostermann [33]). Diese können nicht unmittelbar auf die
hier betrachteten PDA-Systeme angewendet werden, weil die dortigen Voraussetzungen, ins-
besondere die Regularität der Matrix A und daß der Differentialoperator

L=
d∑

i=1

Bi(∂xixi + ri∂xi) + C

positiv definit oder Generator einer beschränkten analytischen Halbgruppe ist, dessen Resol-
ventenmenge 0 enthält, im allgemeinen nicht erfüllt sind.

5.1 Zeitdiskretisierung durch Runge-Kutta-Verfahren

Die Anwendung eines s-stufigen impliziten Runge-Kutta-Verfahrens (2.23) auf das DA-System
(4.45) liefert

Um+1 = Um + τ
s∑

i=1

biK
(i)
m+1, (5.1a)

U
(i)
m+1 = Um + τ

s∑
j=1

aijK
(j)
m+1, i = 1, . . . , s, (5.1b)

MK
(i)
m+1 = DU

(i)
m+1 + F̃ (tm + ciτ, U

(i)
m+1), i = 1, . . . , s. (5.1c)
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Als Startvektor wird der auf das Ortsgitter eingeschränkte exakte Anfangswert U~h
(t0) des

PDA-Systems verwendet,

U0 = U~h
(t0) =

(
ϕ>(x11, . . . , xd1), ..., ϕ>(x1N1 , . . . , xdNd

)
)>

∈ IRnN . (5.2)

Unter Verwendung des Kronecker-Produkts folgen aus (5.1)

Um+1 = Um + τ
(
b> ⊗ INn

)
Km+1, (5.3a)

Sm+1 = 1ls ⊗ Um + τ (A⊗ INn)Km+1, (5.3b)
(Is ⊗M)Km+1 = (Is ⊗D)Sm+1 + F̄ (tm+1, Sm+1), (5.3c)

wobei 1ls der s-dimensionale Vektor (1, . . . , 1)> und

Km+1 =
(
K

(1)
m+1

>
, . . . ,K

(s)
m+1

>
)>

,

Sm+1 =
(
U

(1)
m+1

>
, . . . , U

(s)
m+1

>
)>

,

F̄ (tm+1, Sm+1) =
(
F̃
(
tm + c1τ, U

(1)
m+1

)>
, . . . , F̃

(
tm + csτ, U

(s)
m+1

)>)>
sind.
Im folgenden sollen zunächst der Einfluß von Störungen auf die Lösung des Systems (5.3) und
darauf aufbauend die Konvergenzordnung dieses Verfahrens bei Anwendung auf semidiskre-
tisierte lineare PDA-Systeme (d. h. F̃ (t, U) ≡ F̃ (t)) untersucht werden. Unter Verwendung
der für lineare Systeme erzielten Ergebnisse werden dann auch für semilineare Systeme hin-
reichende Konvergenzbedingungen angegeben.

5.2 Konvergenz der Gesamtdiskretisierung

5.2.1 Einfluß von Störungen in den Runge-Kutta-Gleichungen bei linearen
PDA-Systemen

In diesem Abschnitt soll der Einfluß von Störungen auf die numerische Lösung (5.3a) und
die Stufenwerte (5.3b) untersucht werden. Dies stellt die Grundlage für eine Abschätzung
des globalen Diskretisierungsfehlers dar und liefert damit das erforderliche Hilfsmittel für die
Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens.
Betrachtet wird ein gestörtes Runge-Kutta-Verfahren

Ûm+1 = Ûm + τ
(
b> ⊗ INn

)
K̂m+1 + θm+1, (5.4a)

Ŝm+1 = 1ls ⊗ Ûm + τ (A⊗ INn) K̂m+1 + Θm+1, (5.4b)
(Is ⊗M) K̂m+1 = (Is ⊗D) Ŝm+1 + F̄ (tm+1) + ρm+1. (5.4c)

Die Störungen θm+1 ∈ IRNn, Θm+1, ρm+1 ∈ IRsNn können dabei zum Beispiel als Rundungs-
fehler oder als Defekt der exakten Lösung bei Einsetzen in das System (5.3) interpretiert
werden.
Subtrahiert man (5.3c) von (5.4c) sowie (5.3b) von (5.4b), so folgen

(Is ⊗M)
(
K̂m+1 −Km+1

)
= (Is ⊗D)

(
Ŝm+1 − Sm+1

)
+ ρm+1,

Ŝm+1 − Sm+1 = 1ls ⊗
(
Ûm − Um

)
+ τ (A⊗ INn)

(
K̂m+1 −Km+1

)
+ Θm+1

(5.5)
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und daraus durch Einsetzen der zweiten in die erste Gleichung

(Is ⊗M)
(
K̂m+1 −Km+1

)
= (1ls ⊗D)

(
Ûm − Um

)
+ τ (A⊗D)

(
K̂m+1 −Km+1

)
+(Is ⊗D) Θm+1 + ρm+1. (5.6)

Für N̄ ∈ IN und beliebige Matrizen O, K ∈ IRN̄,N̄ werden zur Abkürzung die Matrix G(O,K)
und für reguläre G(O,K) auch die Matrizen J(O,K), R(O,K), L(O,K) und H(O,K) wie
folgt definiert:

G(O,K) = Is ⊗O − A⊗K, (5.7)
J(O,K) = (b> ⊗ IN̄ )G(O,K)−1, (5.8)
R(O,K) = IN̄ + J(O,K)(1ls ⊗K), (5.9)
L(O,K) = J(O,K)(Is ⊗K), (5.10)
H(O,K) = G(O,K)−1(1ls ⊗O). (5.11)

Bemerkung 5.1 Im Spezialfall N̄ = 1, O = 1 und K = τλ liefert R(O,K) die klassische
Stabilitätsfunktion R(1, τλ) = R(τλ) des Runge-Kutta-Verfahrens, so daß R(O,K) als ver-
allgemeinerte Stabilitätsfunktion angesehen werden kann. 2

Mit (5.7) läßt sich (5.6) schreiben als

G(M, τD)
(
K̂m+1 −Km+1

)
= (1ls ⊗D)

(
Ûm − Um

)
+ (Is ⊗D) Θm+1 + ρm+1. (5.12)

Einsetzen dieser Gleichung in die mit der Matrix G(M, τD) von links multiplizierte Gleichung
(5.5) liefert unter Berücksichtigung von (5.7)

G(M, τD)
(
Ŝm+1 − Sm+1

)
= (G(M, τD) + τ (A⊗D))

(
1ls ⊗

(
Ûm − Um

)
+ Θm+1

)
+τ (A⊗ INn) ρm+1

= (Is ⊗M)
(
1ls ⊗

(
Ûm − Um

)
+ Θm+1

)
+ τ (A⊗ INn) ρm+1.

(5.13)

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß die Matrix G(M, τD) regulär ist (vgl. Bemerkung 5.8).
Dann sind das gestörte und das ungestörte System (5.3) und (5.4) im linearen Fall eindeutig
lösbar. Subtrahiert man (5.4a) von (5.3a), so erhält man

Ûm+1 − Um+1 = Ûm − Um + τ
(
b> ⊗ INn

)(
K̂m+1 −Km+1

)
+ θm+1

und daraus durch Einsetzen der mit G(M, τD)−1 von links multiplizierten Gleichung (5.12)
und der durch (5.8) - (5.10) definierten Größen

Ûm+1 − Um+1 = R(M, τD)
(
Ûm − Um

)
+ L(M, τD)Θm+1 + τJ(M, τD)ρm+1 + θm+1,

(5.14)

wobei der Einfachheit halber die Zeitschrittweite τ von nun an stets als konstant vorausgesetzt
wird, d. h. τ = te−t0

Me
.

Bemerkung 5.2 Für singuläre A folgt aus der Regularität von G(M, τD), daß die Verfah-
rensmatrix A regulär sein muß: Andernfalls würden von Null verschiedene Vektoren v1 ∈ IRnN ,
v2 ∈ IRs existieren mit Mv1 = 0, Av2 = 0, daraus würde dann G(M, τD)(v2 ⊗ v1) = 0 folgen.
Für Beispiele von Verfahren mit regulären Verfahrensmatrizen siehe Bemerkung 2.10.
Das Konvergenzverhalten einer speziellen Klasse von Runge-Kutta-Verfahren mit singulärer
Verfahrensmatrix, auch für singuläre Matrizen A, wird in Abschnitt 5.2.5 untersucht. 2
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Die Ausführung eines Rekursionsschrittes in (5.14) liefert

Ûm+1 − Um+1 = R(M, τD)2
(
Ûm−1 − Um−1

)
+ L(M, τD)Θm+1 + τJ(M, τD)ρm+1

+θm+1 +R(M, τD)
(
L(M, τD)Θm + τJ(M, τD)ρm + θm

)
,

und durch weitere Rekursion sowie aus (5.13) und (5.11) ergibt sich das folgende Lemma:

Lemma 5.3 Es sei G(M, τD) regulär. Für die Differenz der Lösung des gestörten Systems
(5.4) und des Systems (5.3) gilt dann

Ûm+1 − Um+1 = R(M, τD)m+1
(
Û0 − U0

)
+

m∑
i=0

R(M, τD)iL(M, τD)Θm+1−i

+τ
m∑

i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)ρm+1−i +
m∑

i=0

R(M, τD)iθm+1−i

und für die Differenz der Stufenwerte

Ŝm+1 − Sm+1 = H(M, τD)
(
Ûm − Um

)
+G(M, τD)−1 (Is ⊗M) Θm+1

+τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) ρm+1.
2

Dieses Störungslemma wird bei den nachfolgenden Konvergenzuntersuchungen für lineare
PDA-Systeme Anwendung finden.

5.2.2 Konvergenzuntersuchungen für lineare PDA-Systeme

In diesem Abschnitt soll, aufbauend auf den Ergebnissen des vorherigen, die Konvergenz des
Verfahrens (5.1) für lineare PDA-Systeme untersucht werden.

Definition 5.4 Sei
em+1 = U~h

(tm+1)− Um+1 (5.15)

der globale Gesamtdiskretisierungsfehler zum Zeitpunkt t = tm+1. Gilt dann für jeden Zeit-
punkt t, daß

‖em+1‖ =
d∑

i=1

O(hpi
i ) +O(τp?

) für (m+ 1)τ = konst., τ, hi → 0

ist, so heißt die Gesamtdiskretisierung konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p
?) in der

Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Setzt man die auf das Ortsgitter eingeschränkte exakte Lösung U~h
(t) des PDA-Systems (3.2)

und ihre erste Zeitableitung U̇~h
(t) in die Verfahrensvorschrift (5.1a), (5.1b) ein, so erhält man

die Residuenfehler:

Definition 5.5 Mit

δm+1=U~h
(tm + τ)− U~h

(tm)− τ

s∑
i=1

biU̇~h
(tm + ciτ) (5.16a)

bzw.

∆(i)
m+1=U~h

(tm + ciτ)− U~h
(tm)− τ

s∑
j=1

aijU̇~h
(tm + cjτ) (5.16b)

werden die Residuenfehler des Verfahrens bzw. der Stufenwerte des Verfahrens bezeichnet. 2
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Aus dieser Definition und der Gleichung (4.49) für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler folgt,
daß die Vektoren

Ûm = U~h
(tm), m = 0, . . . ,Me,

Ŝm+1 =
(
U~h

(tm + c1τ)>, . . . , U~h
(tm + csτ)>

)>
, m = 0, . . . ,Me − 1,

K̂m+1 =
(
U̇~h

(tm + c1τ)>, . . . , U̇~h
(tm + csτ)>

)>
, m = 0, . . . ,Me − 1,

das System (5.4) mit den Störungen

θm+1 = δm+1, (5.17a)

Θm+1 = ∆m+1=
(

∆(1)
m+1

>
, . . . ,∆(s)

m+1

>
)>

, (5.17b)

ρm+1 = α~hm+1
=
(
α~h

(tm + c1τ)>, . . . , α~h
(tm + c1τ)>

)>
(5.17c)

erfüllen. Da für den gemäß (5.2) gewählten Startvektor U0 = U~h
(t0) die Beziehung e0 = 0

gilt, folgt für den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler aus Lemma 5.3

em+1 =
m∑

i=0

R(M, τD)iL(M, τD)∆m+1−i + τ

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)α~hm+1−i

+
m∑

i=0

R(M, τD)iδm+1−i. (5.18)

Führt man den Verbundvektor

Γ(v)
m+1 =

(
γ(v)(tm + c1τ)>, . . . , γ(v)(tm + csτ)>

)>
(5.19)

ein, so erhält man aus (4.50) für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler

α~hm+1
=

d∑
v=1

hpv
v (IsN ⊗Bv)Γ

(v)
m+1. (5.20)

Das betrachtete Runge-Kutta-Verfahren habe die Konsistenzordnung p. Die Zeitableitungen
der exakten Lösung seien bis zur (p+ 1)-ten Ordnung beschränkt.
Eine Taylor-Entwicklung von U~h

(tm + ciτ) und U̇~h
(tm + cjτ), j = 1, . . . , s, an der Stelle tm

bis zur Ordnung p liefert für den Residuenfehler ∆(i)
m+1 der i-ten Stufe

∆(i)
m+1 = U~h

(tm) +
p∑

r=1

(ciτ)r

r!
U

(r)
~h

(tm) +
(ciτ)p+1

(p+ 1)!
U

(p+1)
~h

(ξ0)

−U~h
(tm)− τ

s∑
j=1

aij

(
p∑

r=1

(cjτ)r−1

(r − 1)!
U

(r)
~h

(tm) +
(cjτ)p

p!
U

(p+1)
~h

(ξj)

)

=
p∑

r=1

(ciτ)r

r!
U

(r)
~h

(tm)− τ
s∑

j=1

aij
(cjτ)r−1

(r − 1)!
U

(r)
~h

(tm)


+τp+1

 cp+1
i

(p+ 1)!
U

(p+1)
~h

(ξ0)−
s∑

j=1

aij

cpj
p!
U

(p+1)
~h

(ξj)


mit den Zwischenwerten ξ0, ξj ∈ [tm, tm+1], j = 1, . . . , s. Führt man den Vektor

c̃i=(ci1, . . . , c
i
s)
> (5.21)
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ein, so läßt sich ∆(i)
m+1 in der Form

∆(i)
m+1 =

p∑
r=1

τ r

r!
[
c̃ri − r

(
Ac̃r−1

)
i

]
U

(r)
~h

(tm) +O(τp+1) (5.22)

schreiben.
Das Runge-Kutta-Verfahren besitze ferner die Stufenordnung q, das heißt, die vereinfachende
Bedingung C(q) ist erfüllt (siehe (2.17)). Dann folgt für den in (5.17b) eingeführten Verbund-
vektor der Residuenfehler der Stufen aus (5.22)

∆m+1 =
p∑

r=q+1

τ r

r!
[
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ U

(r)
~h

(tm) +O(τp+1). (5.23)

Bemerkung 5.6 Nach (5.23) besitzt der gemäß Definition 5.5 definierte Residuenfehler der
Stufenwerte mindestens die Konsistenzordnung q (nach Definition ist q ≤ p). Daher rührt
auch die Bezeichnung Stufenordnung. 2

Durch Einsetzen der für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler und den Residuenfehler der
Stufen gewonnenen Gleichungen (5.20) und (5.23) in die Beziehung (5.18) für den globalen
Gesamtdiskretisierungsfehler ergibt sich

em+1 =
m∑

i=0

R(M, τD)iL(M, τD)

 p∑
r=q+1

τ r

r!
[
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ U

(r)
~h

(tm−i) +O(τp+1)


+τ

d∑
v=1

hpv
v

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)(IsN ⊗Bv)Γ
(v)
m+1−i +

m∑
i=0

R(M, τD)iδm+1−i.

Unter der Voraussetzung, daß für alle hinreichend kleinen τ und ~h und r = q + 1, . . . , p Ma-
trizen Wr0(M, τD) ∈ IRNn,Nn existieren mit

(INn −R(M, τD))Wr0(M, τD)D = J(M, τD)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ INn

)
D (5.24)

(vergleiche Bemerkung 5.9), erhält man unter Verwendung der in (5.10) definierten Matrix
L(M, τD)

em+1 = τ

d∑
v=1

hpv
v

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD) (IsN ⊗Bv) Γ(v)
m+1−i

+
m∑

i=0

R(M, τD)iδm+1−i +
m∑

i=0

R(M, τD)iL(M, τD)O(τp+1)

+
m∑

i=0

R(M, τD)i (INn −R(M, τD))
p∑

r=q+1

τ r+1

r!
Wr0(M, τD)DU (r)

~h
(tm−i).

(5.25)

Der letzte Summand

κ=
m∑

i=0

R(M, τD)i (INn −R(M, τD))
p∑

r=q+1

τ r+1

r!
Wr0(M, τD)DU (r)

~h
(tm−i)

wird nun in eine für die nachfolgenden Abschätzungen günstigere Form gebracht (eine ähnliche
Umformung findet man in Brenner/Crouzeix/Thomée [4]):
Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge erhält man

κ =
p∑

r=q+1

τ r+1

r!

m∑
i=0

R(M, τD)m−i (INn −R(M, τD))Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(ti).
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Daraus folgt

κ =
p∑

r=q+1

τ r+1

r!

(
m−1∑
i=0

R(M, τD)m−iWr0(M, τD)DU (r)
~h

(ti) +Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(tm)

−
m∑

i=1

R(M, τD)m−i+1Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(ti)−R(M, τD)m+1Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(t0)

)
.

Durch Verschieben des Summationsindex und Zusammenfassen ergibt sich

κ =
p∑

r=q+1

τ r+1

r!

(
m−1∑
i=0

R(M, τD)m−iWr0(M, τD)D
(
U

(r)
~h

(ti)− U
(r)
~h

(ti+1)
)

+Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(tm)−R(M, τD)m+1Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(t0)

)

und daraus

κ =
p∑

r=q+1

τ r+1

r!

(
−

m−1∑
i=0

R(M, τD)m−iWr0(M, τD)

ti+1∫
ti

DU
(r+1)
~h

(s)ds

+Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(tm)−R(M, τD)m+1Wr0(M, τD)DU (r)
~h

(t0)

)
. (5.26)

Sind N̄ ∈ IN und O, K ∈ IRN̄,N̄ beliebig, so wird für r = q + 1, . . . , p und αr ∈ IR unter der
Voraussetzung, daß K1+αr existiert, mit Wrαr(O,K) eine Matrix bezeichnet, die

(IN̄ −R(O,K))Wrαr(O,K)K1+αr = J(O,K)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ IN̄

)
K (5.27)

erfüllt. Die Matrixpotenzfunktion ist dabei entsprechend Abschnitt 2.3.2 definiert.

Bemerkung 5.7 Die Matrizen Wr0 und Wrαr sind Verallgemeinerungen der in Ostermann/
Roche [42] für Konvergenzuntersuchungen von Runge-Kutta-Methoden für skalare paraboli-
sche Differentialgleichungen eingeführten rationalen Funktionen

Wr(z) =
b>(I − zA)−1(c̃r − rAc̃r−1)

1−R(z)
, r ≥ 1.

2

Anstelle der Existenz von Matrizen Wr0(M, τD), die (5.24) erfüllen, wird nun vorausgesetzt,
daß αr ∈ IR, αr ≥ −1 so gewählt werden können, daß für alle hinreichend kleinen τ und ~h
für r = q + 1, . . . , p Matrizen Wrαr(M, τD) gemäß (5.27) existieren. Dann gilt entsprechend
(5.26)

κ =
p∑

r=q+1

τ r+1+αr

r!

(
−

m−1∑
i=0

R(M, τD)m−iWrαr(M, τD)

ti+1∫
ti

D1+αrU
(r+1)
~h

(s)ds

+Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(tm)−R(M, τD)m+1Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(t0)

)
.

Einsetzen in die Gleichung (5.25) für den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler liefert

em+1 = τ

d∑
v=1

hpv
v

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD) (IsN ⊗Bv) Γ(v)
m+1−i
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+
m∑

i=0

R(M, τD)iδm+1−i +
m∑

i=0

R(M, τD)iL(M, τD)O(τp+1)

+
p∑

r=q+1

τ r+1+αr

r!

(
−

m−1∑
i=0

ti+1∫
ti

R(M, τD)m−iWrαr(M, τD)D1+αrU
(r+1)
~h

(s)ds

+Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(tm)−R(M, τD)m+1Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(t0)

)
.

(5.28)

Die sich daraus durch direkte Abschätzung ergebenden Konvergenzbedingungen wären nicht
unmittelbar zu überprüfen, weil, wie in Abschnitt 4.2, die Dimensionen der dann zu berech-
nenden Matrizen für gegen Null gehende Ortsschrittweiten gegen Unendlich gehen. Deshalb
sollen auch hier durch Diagonalisierung die Normen dieser Matrizen auf die Normen von Ma-
trizen der Dimension n des Ausgangssystems zurückgeführt werden. Da in Abschnitt 5.2.3
durch Weierstraß-Kronecker-Transformation eine weitere Diagonalisierung erfolgt, werden die
entsprechenden Gleichungen zunächst mit allgemeinen Matrizen aufgeschrieben.
Es seien P und S reguläre (N̄ × N̄)-Matrizen mit

POS = diagk{Ak}=diag{A1, . . . , An̄}, PKS = diagk{Ck}=diag{C1, . . . , Cn̄}, (5.29a)

Ak, Ck ∈ Cnk,nk , k = 1, . . . , n̄,

und

N̄ =
n̄∑

k=1

nk. (5.29b)

Dann folgen für die in (5.7) - (5.10) definierten Größen

(Is ⊗ P )G(O,K)(Is ⊗ S) = G(diagk{Ak},diagk{Ck}), (5.30a)
S−1J(O,K)(Is ⊗ P−1) = (b> ⊗ IN̄ )(Is ⊗ S−1)G(O,K)−1(Is ⊗ P−1)

= (b> ⊗ IN̄ )G(diagk{Ak},diagk{Ck})−1

= J(diagk{Ak},diagk{Ck}), (5.30b)
S−1R(O,K)S = IN̄ + τS−1J(O,K)(Is ⊗ P−1)(1ls ⊗ (PKS))

= IN̄ + τJ(diagk{Ak},diagk{Ck})(1ls ⊗ diagk{Ck})
= R(diagk{Ak},diagk{Ck}), (5.30c)

S−1L(O,K)(Is ⊗ S) = L(diagk{Ak},diagk{Ck}). (5.30d)

Bemerkung 5.8 Wegen (5.30a) und (4.58) gilt

detG(M, τD) =
∏
~k

detG(A, τD~k
),

G(M, τD) ist also genau dann regulär, wenn dies für alle Matrizen G(A, τD~k
) gilt. 2

Sind
A1 = (a1ij)i,j=1,...,s, A2 = (a2ij)i,j=1,...,s ∈ Cs,s

und ist für alle k
(A1 ⊗Ak + A2 ⊗ Ck)

invertierbar, dann sei

(A1 ⊗Ak + A2 ⊗ Ck)−1 =: T (k) =
(
T

(k)
ij

)
i,j=1,...,s

(5.31)
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mit (T (k)
ij ) ∈ Cnk,nk , das heißt, T (k) wird in s× s quadratische Blockmatrizen der Dimension

nk unterteilt. Damit gilt

(A1 ⊗ diagk{Ak}+ A2 ⊗ diagk{Ck})
(
diagk{T

(k)
ij }

)
i,j=1,...,s

= (diagk{a1ijAk + a2ijCk})i,j=1,...,s

(
diagk{T

(k)
ij }

)
i,j=1,...,s

=

(
diagk

{
s∑

l=1

(a1ilAk + a2ilCk)T
(k)
lj

})
i,j=1,...,s

= IN̄ ,

also

(A1 ⊗ diagk{Ak}+ A2 ⊗ diagk{Ck})−1 =
(
diagk{T

(k)
ij }

)
i,j=1,...,s

. (5.32)

Setzt man

G(Ak, Ck)−1 =:
((
G(Ak, Ck)−1

)
ij

)
i,j=1,...,s

,

dann folgen deshalb

G(diagk{Ak},diagk{Ck})−1 =
(
diagk

{(
G(Ak, Ck)−1

)
ij

})
i,j=1,...,s

, (5.33a)

J(diagk{Ak},diagk{Ck}) =
(
b> ⊗ IN̄

)(
diagk

{(
G(Ak, Ck)−1

)
ij

})
i,j=1,...,s

=
(

diagk

{((
b> ⊗ Ink

)
G(Ak, Ck)−1

)
j

})
j=1,...,s

=
(
diagk

{
(J(Ak, Ck))j

})
j=1,...,s

, (5.33b)

R(diagk{Ak},diagk{Ck}) = IN̄ +
(
diagk

{
(J(Ak, Ck))j

})
j=1,...,s

(1ls ⊗ diagkCk)

= diagk {Ink
+ J(Ak, Ck) (1ls ⊗ Ck)}

= diagk{R(Ak, Ck)}, (5.33c)

L(diagk{Ak},diagk{Ck}) =
(
diagk

{
(J(Ak, Ck) (Is ⊗ Ck))j

})
j=1,...,s

=
(
diagk

{
(L(Ak, Ck))j

})
j=1,...,s

. (5.33d)

Nach (4.58) können in (5.29a) P = Q−1, O = M , S = Q und K = τD gewählt werden, und
man erhält aus (5.30) und (5.33)

(Is ⊗Q−1)G(M, τD)−1(Is ⊗Q) =
(
diag~k

{(
G(A, τD~k

)−1
)
ij

})
i,j=1,...,s

, (5.34)

Q−1J(M, τD)(Is ⊗Q) =
(
diag~k

{(
J(A, τD~k

)
)
j

})
j=1,...,s

, (5.35)

Q−1R(M, τD)Q = diag~k

{
R(A, τD~k

)
}
, (5.36)

Q−1L(M, τD) (Is ⊗Q) =
(
diag~k

{(
L(A, τD~k

)
)
j

})
j=1,...,s

. (5.37)

Nach (2.24) sind Matrixfunktionen verträglich mit Ähnlichkeitstransformationen, so daß sich
aus (4.58) für alle αr, für die Dαr existiert,

Q−1DαrQ = diag~k
{Dαr

~k
} (5.38)

ergibt. Durch Einsetzen von (5.36), (5.38) und (5.35) in (5.27) folgt für die MatrizenWrαr(M, τD)

diag~k
{In −R(A, τD~k

)}
(
Q−1Wrαr(M, τD)Q

)
ταrdiag~k

{D1+αr
~k

}

= diag~k
{J(A, τD~k

)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ In

)
D~k
}
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und daraus, daß Wrαr(M, τD) genau dann existiert, wenn für alle ~k analog zu (5.27) Matrizen
Wrαr(A, τD~k

) existieren, in diesem Fall kann

Wrαr(M, τD)=Qdiag~k

{
Wrαr(A, τD~k

)
}
Q−1 (5.39)

gesetzt werden.

Bemerkung 5.9 Ist (IN̄ − R(O,K)) regulär, so folgt aus der R(O,K) definierenden Glei-
chung (5.9) auch die Regularität von K, und es gelten für r = q + 1, . . . , p

Wr0(O,K) = (IN̄ −R(O,K))−1 J(O,K)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ IN̄

)
(5.40a)

und
Wrαr(O,K) = Wr0(O,K)K−αr , (5.40b)

die Matrix Wrαr(O,K) existiert damit in diesem Fall für alle αr ∈ IR.
Aus (5.36) folgt, daß (INn − R(M, τD)) genau dann regulär ist, wenn dies für alle Matri-
zen (In −R(A, τD~k

)) gilt. Im regulären Fall erfüllen die durch (5.40) definierten Matrizen
Wrαr(M, τD) und Wrαr(A, τD~k

) nach (5.35), (5.36) und (5.38)

Wrαr(M, τD) = QQ−1Wr0(M, τD)QQ−1(τD)−αrQQ−1

= Qdiag~k
{(In −R(A, τD~k

))−1J(A, τD~k
)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ In

)
(τD~k

)−αr}Q−1

und damit ebenfalls (5.39).
Die Existenz vonWr(−1)(A, τD~k

) kann unter der Voraussetzung, daß der Realteil der in (4.68c)
eingeführten κ~ki

nicht positiv ist, auch bei singulärer Matrix (In −R(A, τD~k
)) zum Beispiel

für die Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren gesichert werden, vgl. Abschnitt 5.2.3. 2

Die Bestimmung von Wrαr(A, τD~k
) bei singulärer Matrix (In −R(A, τD~k

)) wird im folgenden
Beispiel gezeigt:

Beispiel 5.10 Gegeben seien die Verfahrensmatrix A, der Wichtungsvektor b und der Kno-
tenvektor c des dreistufigen Radau-IIA-Verfahrens (siehe Abschnitt 6.2) sowie das PDA-
System

ut +
(
−1 0

0 0

)
uxx +

(
0 0
1 0

)
u = f.

Dann gilt nach (4.59) mit d = 1 und λk=λ1,k

Dk =
(

λk 0
−1 0

)
und nach (2.24) unter der Voraussetzung λk 6= 0 für αr 6= −1

D1+αr
k =

(
1 0

− 1
λk

1
λk

)(
λk 0
0 0

)1+αr
(

1 0
1 λk

)
=
(

λ1+αr
k 0

−λαr
k 0

)
.

Aus (5.7) - (5.9) erhält man

I2 −R(A, τDk) = −τJ(A, τDk)(1l3 ⊗Dk) = −τ(b> ⊗ I2)(I3 ⊗A− τA⊗Dk)−1(1l3 ⊗Dk)

=
(6τλk − τ2λ2

k − 60)τ
−60 + 36τλk − 9τ2λ2

k + τ3λ3
k

(
−λk 0
1 0

)
und

J(A, τDk)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗Dk

)
=

3
5

jr
−60 + 36τλk − 9τ2λ2

k + τ3λ3
k

(
λk 0
−1 0

)
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mit

jr =
{ τλk

2 : r = 4
7τλk−5

5 : r = 5
.

Mit dem Ansatz

Wrαr(A, τDk) =
(
ar br
cr dr

)
folgt aus (5.27) für αr 6= −1

(τλk)αr(6τλk − τ2λ2
k − 60)

(
−λk(arλk − br) 0

arλk − br 0

)
=

3
5
jr

(
λk 0
−1 0

)
.

Diese Gleichung ist zum Beispiel für ar = cr = dr = 0, br = 3
5

1
(τλk)αr

jr

6τλk−τ2λ2
k−60

erfüllt.
Im Fall αr = −1 kann man analog vorgehen. Für λk < 0 ist ‖Wrαr(A, τDk)‖ damit für
α4 ∈ [−1, 1] und α5 ∈ [−1, 0] für alle τ und h beschränkt. 2

Insgesamt erhält man für den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler durch Diagonalisierung
der in (5.28) auftretenden Matrizen gemäß (5.35) - (5.39) die Darstellung

em+1 = τ
d∑

v=1

hpv
v Q

m∑
i=0

(
diag~k

{(
R(A, τD~k

)iJ(A, τD~k
)
)
j
Bv

})
j=1,...,s

(
Is ⊗Q−1

)
Γ(v)

m+1−i

+Q
m∑

i=0

diag~k

{
R(A, τD~k

)i
}
Q−1δm+1−i

+Q
m∑

i=0

(
diag~k

{(
R(A, τD~k

)iL(A, τD~k
)
)
j

})
j=1,...,s

(Is ⊗Q−1)O(τp+1)

+Q
p∑

r=q+1

τ r+1+αr

r!

(
diag~k

{
Wrαr(A, τD~k

)
}
Q−1D1+αrU

(r)
~h

(tm)

−
m−1∑
i=0

ti+1∫
ti

diag~k

{
R(A, τD~k

)m−iWrαr(A, τD~k
)
}
Q−1D1+αrU

(r+1)
~h

(s)ds

−diag~k

{
R(A, τD~k

)m+1Wrαr(A, τD~k
)
}
Q−1D1+αrU

(r)
~h

(t0)

)
. (5.41)

Analog zu Gleichung (5.22) für den Residuenfehler der Stufen erhält man für den Residuen-
fehler des Verfahrens

δm+1−i =
p∑

r=1

τ r

r!

[
1− rb>c̃r−1

]
U

(r)
~h

(tm−i) +O(τp+1). (5.42)

Da das Runge-Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung p hat, gelten die Konsistenzbedingun-
gen (2.16), und es folgt

δm+1−i = O(τp+1).

Mit Bemerkung 5.8 sowie den für die Spektralnorm geltenden Beziehungen (4.65) und (4.66)
ergibt sich damit unter der Voraussetzung, daß die (p+1)-ten Ableitungen der exakten Lösung
nach der Zeit und für pi = 1 die dritten und für pi = 2 die vierten Ableitungen der exakten
Lösung nach xi beschränkt sind, i = 1, . . . , d, der folgende Konvergenzsatz:

Satz 5.11 Sei p? ∈ [1,min(p, r + 1 + αr : r = q + 1, . . . , p)] mit αr ∈ IR, αr ≥ −1, die
größte reelle Zahl, so daß mit M̄ ∈ IN für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d,
r = q + 1, . . . , p und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind:
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(a) G(A, τD~k
) ist regulär,

(b) Wrαr(A, τD~k
) existiert gemäß (5.27),

(c) für i = 0, . . . , M̄ sind ‖τR(A, τD~k
)iJ(A, τD~k

) (Is ⊗Bv) ‖, ‖R(A, τD~k
)iτp+1−p?‖ und

‖R(A, τD~k
)iL(A, τD~k

)τp+1−p?‖ beschränkt,

(d) für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1 sind ‖R(A, τD~k
)iJ(A, τD~k

) (Is ⊗Bv) ‖, ‖R(A, τD~k
)iτp−p?‖

und ‖R(A, τD~k
)iL(A, τD~k

)τp−p?‖ beschränkt,

(e) ‖τ r+1+αr−p?
R(A, τD~k

)iWrαr(A, τD~k
)‖ ist für i = 0, . . . ,Me beschränkt,

(f) ‖D1+αrU
(r)
~h

(t)‖ und ‖D1+αrU
(r+1)
~h

(t)‖ sind für t ∈ [t0, te] beschränkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) für lineare Systeme konvergent mit der Ord-
nung (p1, . . . , pd, p

?) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-Norm
bezüglich des Ortes. 2

Bemerkung 5.12 Die Terme in den Voraussetzungen (c) und (d) in Satz 5.11 unterscheiden

sich nur um den Faktor τ , weil zum Beispiel
m∑

i=0
max

~k
‖R(A, τD~k

)i‖O(τp+1) abgeschätzt wird

durch M̄∑
i=0

max
~k

‖R(A, τD~k
)iτp+1−p?‖+ (te − t0)

Me−1
max

i=M̄+1
max

~k
‖R(A, τD~k

)iτp−p?‖

O(τp?
).

2

Bemerkung 5.13 Ist bei Gültigkeit der übrigen Voraussetzungen des Satzes 5.11 die Be-
schränktheit der Normen nur unter einer Bedingung an τ und ~h, zum Beispiel von der Form

c0 ≤
τ

h2
i

≤ c1, i = 1, . . . , d,

erfüllt, so ist das Verfahren bedingt konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p
?) in der Maxi-

mumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Die Beschränktheit der Matrixnormen in Satz 5.11 ist für ein gegebenes Runge-Kutta-Verfahren
und ein gegebenes lineares PDA-System nach Bemerkung 4.11 einfach überprüfbar. Es bleibt
für l = q+ 1, . . . , p+ 1 zu untersuchen, für welche α ≥ −1 die Matrixnorm ‖D1+αU

(l)
~h

(t)‖ be-

schränkt bleibt. Für α = −1 ist diese Voraussetzung stets erfüllt. Genügt Bi
∂lu
∂tl

, i = 1, . . . , d,
homogenen Dirichlet-, homogenen Neumann- oder periodischen Randbedingungen, so gilt
nach den Taylor-Entwicklungen (4.6), (4.35) und (4.37)

DU
(l)
~h

(t) =
d∑

i=1

(IN ⊗Bi)
(
U

(l)
~hxixi

(t) + U
(l)
~hxi

(t)
)

+
d∑

i=1

O(hpi
i )

mit

U~hxi
(t) =

(
∂

∂xi
u(t, ~x1...1), . . . ,

∂

∂xi
u(t, ~xN1...Nd

)
)

und U~hxixi
(t) entsprechend, und es kann α = 0 gewählt werden. Diese Abschätzungen können

weiter verfeinert werden. Dazu wird der folgende Satz benötigt:
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Satz 5.14 Sei ΩQ = (a1, b1)× . . .×(ad, bd) ⊂ IRd ein offener d-dimensionaler Quader. Existie-
ren für eine Funktion f : ΩQ → IR die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung und sind stetig,
so ist für alle Zerlegungen Z von ΩQ mit den Teilpunkten

{x11, . . . , x1n1} × . . .× {xd1, . . . , xdnd
},

xji < xj(i+1), i = 1, . . . , nj − 1, xj1 = aj , xjnj = bj , j = 1, . . . , d,

die Summe
SZ =

∑
ki=1,...,ni−1

i=1,...,d

|f[k1,...,kd]|

mit

f[k1,...,kd] =
∑

νi=0,1
i=1,...,d

(−1)

dP

i=1
νi

f(x1(k1+ν1), . . . , xd(kd+νd))

beschränkt. 2

Bemerkung 5.15 Ist d = 1, so entspricht die obige Eigenschaft der Funktion f dem für
Funktionen über einem eindimensionalen abgeschlossenen Intervall in IR bekannten Begriff
der beschränkten Schwankung. 2

Zum Beweis von Satz 5.14 wird zunächst die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Rolle
auf d ≥ 2 Dimensionen bewiesen:

Lemma 5.16 Existieren die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung von f in ΩQ und sind stetig
und gilt

σf=(−1)d
∑

νi=0,1
i=1,...,d

(−1)

dP

i=1
νi

f(a1 + ν1(b1 − a1), . . . , ad + νd(bd − ad)) = 0, (5.43)

so existiert ~ξ ∈ ΩQ mit ∂df
∂x1...∂xd

(~ξ) = 0. 2

Beweis: Sei I =
bd∫
ad

. . .
b1∫
a1

∂df
∂x1...∂xd

(~x) dx1 . . . dxd. Im Fall d = 1 gilt

I =

b1∫
a1

∂f

∂x1
dx1 = f(b1)− f(a1) = σf.

Für d > 1 folgt durch vollständige Induktion ebenfalls I = σf:

I =

bd∫
ad

. . .

b1∫
a1

∂df

∂x1 . . . ∂xd
(~x) dx1 . . . dxd

=

bd∫
ad

(−1)d−1
∑

νi=0,1
i=1,...,d−1

(−1)

d−1P

i=1
νi

fxd
(a1 + ν1(b1 − a1), . . . , ad−1 + νd−1(bd−1 − ad−1), xd) dxd

= (−1)d−1
∑

νi=0,1
i=1,...,d−1

(−1)

d−1P

i=1
νi
(
f(a1 + ν1(b1 − a1), . . . , ad−1 + νd−1(bd−1 − ad−1), bd)

−f(a1 + ν1(b1 − a1), . . . , ad−1 + νd−1(bd−1 − ad−1), ad)
)

= σf.
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Damit gilt I = σf = 0. Wäre ∂df
∂x1...∂xd

(~x) > 0 bzw. ∂df
∂x1...∂xd

(~x) < 0 für alle ~x ∈ ΩQ, so wäre

I=
∫

ΩQ

∂df

∂x1 . . . ∂xd
(~x) d~x > 0 bzw. I < 0.

Wegen der Stetigkeit von ∂df
∂x1...∂xd

folgt daraus die Behauptung. 2

Mit diesem Lemma erhält man folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung:

Lemma 5.17 Existieren die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung von f in ΩQ und sind
stetig, dann existiert ~ξ ∈ ΩQ mit

∂df

∂x1 . . . ∂xd
(~ξ) =

σf

d∏
i=1

(bi − ai)

mit σf aus (5.43). 2

Beweis: Es sei g(~x)=σf

d∏
i=1

xi−ai
bi−ai

. Dann erfüllt (f(~x)− g(~x)) wegen σg = σf die Voraussetzun-

gen des Lemmas 5.16, weshalb ~ξ ∈ ΩQ mit

∂df

∂x1 . . . ∂xd
(~ξ) =

∂dg

∂x1 . . . ∂xd
(~ξ) =

σf

d∏
i=1

(bi − ai)

existiert. 2

Bemerkung 5.18 Eine Abschwächung der Voraussetzungen der Lemmata 5.16 und 5.17 ist
möglich, wird hier aber nicht benötigt. 2

Damit läßt sich nun Satz 5.14 leicht beweisen:

Beweis: Ist M ′ = max
~x∈ΩQ

| ∂df
∂x1...∂xd

(~x)|, so gilt nach Lemma 5.17

SZ =
∑

ki=1,...,ni−1
i=1,...,d

|f[k1,...,kd]| =
∑

ki=1,...,ni−1
i=1,...,d

d∏
i=1

(xi(ki+1)−xiki
)
∣∣∣∣ ∂df

∂x1 . . . ∂xd
(~ξk1...kd

)
∣∣∣∣

≤ M ′
∑

ki=1,...,ni−1
i=1,...,d

d∏
i=1

(xi(ki+1)−xiki
) = M ′

d∏
i=1

(bi − ai).

2

Nun kann folgender Satz gezeigt werden:

Satz 5.19 Gilt mit einer von ~h unabhängigen Konstanten C1 für alle hinreichend kleinen ~h

|(Dβ
~k
)ij | ≤ C1

(
1 +

d∑
v=1

|λv,kv |β
)
, i, j = 1, . . . , n, (5.44)

für alle ~k und λv,kv aus (4.47) und ist im PDA-System (3.2) ri = 0 für i ∈MN , so ist für alle
Funktionen f : [t0, te] × Ω → IRn, deren Ableitung ∂df

∂x1...∂xd
in Ω existiert und stetig ist, für

die zugehörige Gitterfunktion

F(t) =
(
f1,1,...,1(t)>, . . . , fN1,1,...,1(t)>, f1,2,...,1(t)>, . . . , fN1,...,Nd

(t)>
)>
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mit f~k(t) = f(t, ~x~k
)

‖DβF(t)‖ ≤ Cβ für alle β <
1
4

(5.45)

mit von ~h unabhängigen Konstanten Cβ . 2

Beweis: Nach (5.38) gilt

‖DβF(t)‖ = ‖Qdiag~k
{Dβ

~k
}Q−1F(t)‖,

wobei entsprechend (4.57) Q = SPd
⊗ . . .⊗SP1⊗In ist. Mit den für SPi geltenden Abschätzun-

gen (4.23), (4.29) und (4.43) erhält man daraus

‖DβF(t)‖ ≤ C2‖diag~k
{Dβ

~k
}
(
S−1

Pd
⊗ . . .⊗ S−1

P1
⊗ In

)
F(t)‖

mit C2 = 3
2e

P

i∈Md

li|ri|
bzw.

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
2

d∏
i=1

hi

∑
~k1

‖Dβ
~k1

∑
~k2

d∏
i=1

(S−1
Pi

)k1ik2i
f~k2
‖2

≤ C2
2

d∏
i=1

hi

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 · ‖

∑
~k2

d∏
i=1

(S−1
Pi

)k1ik2i
f~k2
‖2.

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.19), (4.28) und (4.42) für die Komponenten der Matrizen
S−1

Pi
sowie (4.2), (4.25) und (4.32) für hi folgt

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
3

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

∥∥∥∑
~k2

∏
j∈MD

1
Nj + 1

1

d
k2j

j

sin
k1jk2jπ

Nj + 1

·
∏

j∈MN

1
Nj

{
cos k1j(2k2j−1)π

2Nj
: k1j < Nj

1
2 : k1j = Nj

}
·
∏

j∈MP

1
Nj

e
2k1jk2jπ

Nj
i
f~k2

∥∥∥2

mit dj =
√

1− hjrj

1+hjrjδj
und C2

3 = C2
22d+|MD|+|MN |

d∏
i=1

li.

Durch Verallgemeinerung der Abelschen partiellen Summation

N∑
k=1

Akξk = AN+1ΞN +
N∑

k=1

(Ak −Ak+1)Ξk mit Ξk =
k∑

i=1

ξi, Ak, ξk ∈ IR

auf d Dimensionen erhält man daraus

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
3

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

∥∥∥∑
~k2

d∏
i=1

σi(k1i, k2i)f[~k2]

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

i∏
l=1

σjl
(k1jl

, Njl
)

∑
k2j

j∈Mj1...ji

∏
l∈Mj1...ji

σl(k1l, k2l)

·f[k21...k2(j1−1)](Nj1
+1)[k2(j1+1)...k2(j2−1)]...[k2(ji+1)...k2d]

+
d∏

i=1

σi(k1i, Ni)f(N1+1)...(Nd+1)

∥∥∥2
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≤ C2
3

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

d∏
i=1

Nimax
k2i=1

|σi(k1i, k2i)|2 ·
∥∥∥∑

~k2

|f
[~k2]
|

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∑
k2j

j∈Mj1...ji

|f[k21...k2(j1−1)](Nj1
+1)[k2(j1+1)...k2(j2−1)]...[k2(ji+1)...k2d]|

+|f(N1+1)...(Nd+1)|
∥∥∥2
, (5.46)

wobei der Betrag komponentenweise zu verstehen ist und

Mj1...ji = {1, . . . , d} \ {j1, . . . , ji}

sowie

σj(k, l) =



1
Nj+1

l∑
m=1

1
dm

j
sin kmπ

Nj+1 : j ∈MD

1
Nj

l∑
m=1

{
cos k(2m−1)π

2Nj
: k < Nj

1
2 : k = Nj

}
: j ∈MN

1
Nj

l∑
m=1

e
2kmπi

Nj : j ∈MP

gelten.
Ist

M ′= max
~x∈Ω,t∈[t0,te],

i=1,...,n

{
|fi(t, ~x)| ,

∣∣∣∣ ∂fi

∂x1

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ ∂fi

∂xd

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ ∂2fi

∂x1∂x2

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ ∂2fi

∂xd−1∂xd

∣∣∣∣ , . . . , ∣∣∣∣ ∂dfi

∂x1 . . . ∂xd

∣∣∣∣} ,
so folgt analog zum Beweis von Satz 5.14

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
4

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

d∏
i=1

Nimax
k2i=1

|σi(k1i, k2i)|2

mit C4 = C32dnM ′
d∏

i=1
max{1, 2li}.

Wegen der aus (2.28) und der Voraussetzung (5.44) folgenden Abschätzung

‖Dβ
~k
‖ ≤ n−

1
2 ‖Dβ

~k
‖M =

√
n

n
max
i,j=1

|(Dβ
~k
)ij | ≤

√
nC1

(
1 +

d∑
i=1

|λi,ki
|β
)

(5.47)

und (
d∑

i=1

ai

)2

=
d∑

i=1

a2
i + 2

∑
1≤i<j≤d

aiaj ≤
d∑

i=1

a2
i +

∑
1≤i<j≤d

(a2
i + a2

j ) = d
d∑

i=1

a2
i (5.48)

erhält man daraus

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
5

∑
~k1

(
1 +

d∑
i=1

|λi,k1i
|2β

)
·

d∏
j=1

Nj
max
k2j=1

|σj(k1j , k2j)|2 (5.49)

mit C2
5 = C2

4nC
2
1 (d+ 1).

Ist j ∈MD, so kann |σj(k, l)| wie folgt abgeschätzt werden:
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Es gilt

σj(k, l) =
1

Nj + 1
Im

l∑
m=0

1
dm

j

e
kmπi
Nj+1 =

1
Nj + 1

Im

1
dl+1

j

e
k(l+1)πi

Nj+1 − 1

1
dj
e

kπi
Nj+1 − 1

=
1

Nj + 1
Im

(
1

dl+1
j

e
k(l+1)πi

Nj+1 − 1
)(

1
dj
e
− kπi

Nj+1 − 1
)

(
1
dj
e

kπi
Nj+1 − 1

)(
1
dj
e
− kπi

Nj+1 − 1
)

=
1

Nj + 1

1
dl+2

j

sin klπ
Nj+1 + 1

dj
sin kπ

Nj+1 −
1

dl+1
j

sin k(l+1)π
Nj+1

1 + 1
d2

j
− 2

dj
cos kπ

Nj+1

=
1

Nj + 1

1
dl+1

j

sin klπ
Nj+1

(
1
dj
− cos kπ

Nj+1

)
+ 1

dj
sin kπ

Nj+1

(
1− 1

dl
j

cos klπ
Nj+1

)
(
1− 1

dj

)2
+ 2

dj

(
1− cos kπ

Nj+1

) .

Daraus erhält man

|σj(k, l)| ≤
1

Nj + 1
1
dl+1

j

(
|1− dj |

2(1− cos kπ
Nj+1)

+
dj

2

)
+

1
Nj + 1

1 + 1
dl

j

2

sin kπ
Nj+1

1− cos kπ
Nj+1

=
1

Nj + 1
1
dl+1

j

|1− dj |
4 sin2 kπ

2(Nj+1)

+
1
2

1
Nj + 1

1
dl

j

+
1

Nj + 1

1 + 1
dl

j

2
cot

kπ

2(Nj + 1)
.

(5.50)

Mit (4.22) folgt 1
dl

j
≤ 2elj |rj | für l ≥ 0. Für x ∈ (0, π

2 ) gilt x < tanx, also

cotx <
1
x

(5.51a)

und x cosx− sinx < 0. sin x
x ist folglich in (0, π

2 ) monoton fallend, und es gilt

sinx
x

>
2
π
. (5.51b)

Damit erhält man aus (5.50)

|σj(k, l)| ≤ elj |rj | (Nj + 1)|1− dj |
2k2

+
1

Nj + 1
elj |rj | +

1 + 2elj |rj |

kπ
.

Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich

1− dj = hj
−rj

2(1 + ζrjδj)2
√

1− ζrj

1+ζrjδj

mit ζ ∈ (0, hj). Für hinreichend kleine hj (hj |rj | < 1
2) folgt daraus

|1− dj | <
4
√

3lj
Nj + 1

|rj |

und schließlich

|σj(k, l)| ≤
Cσj

k
für j ∈MD
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mit Cσj = (2
√

3lj |rj |+ 1)elj |rj | + 1+2elj |rj |

π .
Eine ähnliche Abschätzung erhält man im Fall j ∈MN : Für k < Nj gilt

σj(k, l) =
1
Nj

l∑
m=1

cos
k(2m− 1)π

2Nj
=

1
Nj

Ree
kπi
2Nj

l−1∑
m=0

e
kmπi

Nj

=
1
Nj

Ree
kπi
2Nj

e
klπi
Nj − 1

e
kπi
Nj − 1

=
1
Nj

Ree
kπi
2Nj

(
e

klπi
Nj − 1

)(
e
− kπi

Nj − 1
)

(
e

kπi
Nj − 1

)(
e
− kπi

Nj − 1
)

=
1
Nj

Re
e

k(2l−1)πi
2Nj − e

k(2l+1)πi
2Nj − e

− kπi
2Nj + e

kπi
2Nj

2(1− cos kπ
Nj

)

=
1
Nj

cos k(2l−1)π
2Nj

− cos k(2l+1)π
2Nj

2(1− cos kπ
Nj

)
=

1
Nj

sin klπ
Nj

2 sin kπ
2Nj

(5.52a)

und damit
|σj(k, l)| ≤

1
2k

für j ∈MN und k < Nj .

Für k = Nj gilt

|σj(Nj , l)| =
1
Nj

l∑
m=1

1
2
≤ 1

2
. (5.52b)

Für j ∈MP schließlich gilt für k < Nj

|σj(k, l)| =
1
Nj

∣∣∣∣∣
l∑

m=1

e
2kmπi

Nj

∣∣∣∣∣ = 1
Nj

∣∣∣∣∣
l−1∑
m=0

e
2kmπi

Nj

∣∣∣∣∣ = 1
Nj

|e
2klπi
Nj − 1|

|e
2kπi
Nj − 1|

=
1
Nj

√√√√1− cos 2klπ
Nj

1− cos 2kπ
Nj

≤ 1
Nj

1
sin kπ

Nj

≤ 1
2 min{k,Nj − k}

und für k = Nj

|σj(Nj , l)| =
1
Nj

∣∣∣∣∣
l∑

m=1

e2mπi

∣∣∣∣∣ = l

Nj
≤ 1.

Als nächstes sollen Abschätzungen für die Beträge der Eigenwerte |λi,ki
| hergeleitet werden. Ist

j ∈ MD, so erhält man aus der für die Eigenwerte geltenden Gleichung (4.16) für genügend
kleine hi (hi|ri| < 1

2 , hi definiert gemäß (4.2)) durch Taylor-Entwicklung von
√

1− x mit
x = hiri

1+hiriδi
und ζ ∈ (0, hiri

1+hiriδi
) sowie Nutzung von sinx < x für x > 0

|λi,ki
| ≤

∣∣∣∣∣ rihi
− 2

1 + hiriδi
h2

i

(
1
2

hiri
1 + hiriδi

+
1
8
h2

i

(
ri

1 + hiriδi

)2

(1− ζ)−
3
2

)∣∣∣∣∣
+

8
h2

i

· 2
(

kiπ

2(Ni + 1)

)2

≤
√

2r2i + k2
i

π2

l2i
≤
(√

2r2i +
π2

l2i

)
k2

i .

Für i ∈MP ist nach (4.27) und (4.25) für genügend kleine hi

|λi,ki
|2 =

[(
2 + 2hiriδi

h2
i

)2

− 2ri
hi

2 + 2hiriδi
h2

i

](
1− cos

2kiπ

Ni

)2

+
r2i
h2

i

(
2− 2 cos

2kiπ

Ni

)
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= (2 + 2hiri(δi − 1)) (2 + 2hiriδi)
4
h4

i

sin4 kiπ

Ni
+

4r2i
h2

i

sin2 kiπ

Ni

≤ 4π4

l4
min{ki, Ni − ki}4 +

r2i π
2

l2i
min{ki, Ni − ki}2

≤ π2

l2i

(
4π2

l2i
+ r2i

)
min{ki, Ni − ki}4,

wobei wieder sinx < x für x > 0 ausgenutzt wurde.
Für i ∈MN schließlich gelten nach (4.40) und (4.32) wegen ri = 0 für ki = 1, . . . , Ni − 1

|λi,ki
| = 4

h2
i

sin2 kiπ

2Ni
≤ π2

4l2i
k2

i (5.53)

und λi,Ni = 0.
Durch Einsetzen der für |λi,ki

| und |σi(k1i, k2i)| gefundenen Abschätzungen in (5.49) folgt

‖DβF(t)‖2

≤ C2
6

∑
~k1

1 +
∑

i∈MD

k4β
1i +

∑
i∈MP

min{k1i, (Ni − k1i)}4β +
∑

i∈MN

{
k4β

1i : k1i < Ni

0 : k1i = Ni

}
·
∏

j∈MD

1
k2

1j

∏
j∈MN

{
1

k2
1j

: k1j < Nj

1 : k1j = Nj

} ∏
j∈MP

{
1

min{k2
1j ,(Nj−k1j)2}

: k1j < Nj

1 : k1j = Nj

}

≤ C2
6


∏

j∈MD

 Nj∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MN

1 +
Nj−1∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MP

1 + 2
b

Nj
2
c∑

k=1

1
k2


+
∑

i∈MD

Ni∑
k=1

k4β−2
∏

j∈MD\{i}

 Nj∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MN

1 +
Nj−1∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MP

1 + 2
b

Nj
2
c∑

k=1

1
k2


+
∑

i∈MN

Ni−1∑
k=1

k4β−2
∏

j∈MN\{i}

1 +
Nj−1∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MD

 Nj∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MP

1 + 2
b

Nj
2
c∑

k=1

1
k2


+
∑

i∈MP

2
b

Nj
2
c∑

k=1

k4β−2
∏

j∈MP \{i}

1 + 2
b

Nj
2
c∑

k=1

1
k2

 ∏
j∈MD

 Nj∑
k=1

1
k2

 ∏
j∈MN

1 +
Nj−1∑
k=1

1
k2


 ,

wobei

C2
6 = C2

5
d

max
i=1

{(√
2r2i +

π2

l2i

)2β

,

[
π2

l2i

(
4π2

l2i
+ r2i

)]β

,

(
π2

4l2i

)2β
} ∏

j∈MD

C2
σj

gesetzt werden kann und bxc für eine positive reelle Zahl x deren ganzzahligen Anteil bedeuten
soll.
Aus

∞∑
k=1

1
k2 = π2

6 < 2 folgt

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
65d

1 +
∑

i∈MD

Ni∑
k=1

k4β−2 +
∑

i∈MN

Ni−1∑
k=1

k4β−2 +
∑

i∈MP

b
Nj
2
c∑

k=1

k4β−2


≤ C2

65d

(
1 +

d∑
i=1

Ni∑
k=1

k4β−2

)
. (5.54)
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Für Ni →∞ sind diese Summenfolgen genau dann konvergent, wenn 4β−2 < −1, also β < 1
4

gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. 2

Bemerkung 5.20 Man kann zeigen, daß die obere Schranke scharf ist, d. h. glatte Funktionen
f existieren, für die ‖D

1
4 F(t)‖ → ∞ für ~h→ 0 gilt. Da ‖D

1
4
−εU

(l)
~h
‖ in die Fehlerkonstante des

globalen Diskretisierungsfehlers eingeht, kann diese für sehr kleine ε > 0 sehr groß werden:
Ni∑

k=1

k4β−2 kann wegen

Ni+1∫
2

x4β−2 dx <

Ni∑
k=1

k4β−2 < 1 +

Ni∫
1

x4β−2 dx

für β = 1
4 − ε durch

1 +
1−N4β−1

i

1− 4β
< 1 +

1
1− 4β

=
1
4ε

+ 1

abgeschätzt werden. Aus (5.54) folgt damit für kleine ε > 0

‖D
1
4
−εU

(l)
~h
‖ ≤ C√

ε
.

Für β = 1
4 erhält man dagegen

ln(Ni + 1)− ln 2 ≤
Ni∑

k=1

k4β−2 < 1 + lnNi ≤ 1 + ln
2li
hi

und damit unter den Voraussetzungen (a)-(e) des Satzes 5.11 für den globalen Diskretisie-
rungsfehler

‖em+1‖ = O


√√√√ d∑

i=1

| lnhi|τ q+1.25

+O(τp) +
d∑

i=1

O(hpi
i ).

2

In Konvergenzsatz 5.11 kann damit unter den Voraussetzungen von Satz 5.19

αr ≤ α = −3
4
− ε

mit ε > 0 beliebig klein gewählt werden.
Ist MD = MP = ∅, d. h., es werden nur Neumann-Randbedingungen vorgeschrieben, so kann
Satz 5.19 verbessert werden. Der Einfachheit halber wird zusätzlich vorausgesetzt, daß die
Ortsschrittweiten hi alle gleich einer Konstanten h sind.

Satz 5.21 Gelten zusätzlich zu den Voraussetzungen von Satz 5.19 MD = MP = ∅ und
hi = h, i = 1, . . . , d, so gilt (5.45) sogar für β < 3

4 . 2

In Konvergenzsatz 5.11 kann dann

αr ≤ α = −1
4
− ε

mit ε > 0 beliebig klein gewählt werden.
Zum Beweis von Satz 5.21 wird zunächst das folgende Lemma gezeigt:
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Lemma 5.22 SeienMD = MP = ∅ und hi = h, i = 1, . . . , d. Existieren auf Ω′ = Ω′
1 × . . .× Ω′

d

mit Ω′
i aus (4.33) die (d+ j)-ten Ableitungen von f und sind stetig, so ist

d∏
i=1

Ni

∑
ki=1,...,Ni

i=1,...,j

|f[[k1...kj ]][kj+1...kd]|

mit

f[[k1...kj ]][kj+1...kd] =
∑

νi=0,1
i=1,...,d

∑
µl=0,1
l=1,...,j

(−1)

dP

i=1
νi+

jP

i=1
µi

f(x1k1 + (ν1 + µ1)h, . . . , xjkj
+ (νj + µj)h, x(j+1)kj+1

+ νj+1h, . . . , xdkd
+ νdh)

beschränkt. 2

Beweis: Für die Funktion

z(~y) =
∑

νi=0,1
i=1,...,d

∑
µl=0,1
l=1,...,j

(−1)

dP

i=1
νi+

jP

i=1
µi

f(x1k1 + (ν1 + µ1)y1, . . . , xjkj
+ (νj + µj)yj , x(j+1)kj+1

+ νj+1yj+1, . . . , xdkd
+ νdyd)

gelten
z(~y) = 0, falls yi = 0 für ein i ∈ {1, . . . , d}

und für i ∈ {1, . . . , j} auch
zyi(~y) = 0, falls yi = 0.

Damit verschwinden an ~y = 0 alle Ableitungen von z(~y) bis zur j + d − 1-ten Ordnung, und
der Satz von Taylor in d Dimensionen liefert

z(h · 1ld) =
hj+d

(j + d)!
(1ld · ∇)j+dz(~ξ) mit ξi ∈ (0, h), i = 1, . . . , d.

Mit

M ′ = max
~x∈Ω

′

{∣∣∣∣∣ ∂d+jf

∂xd+j
1

(~x)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ∂d+jf

∂xd+j−1
1 ∂x2

(~x)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ ∂d+jf

∂xd+j−1
1 ∂x3

(~x)

∣∣∣∣∣ , . . . ,
∣∣∣∣∣ ∂d+jf

∂xd+j
d

(~x)

∣∣∣∣∣
}

(Maximum aller Ableitungen der (d+ j)-ten Ordnung über Ω′) folgt daraus

|f[[k1...kj ]][kj+1...kd]| = |z(h · 1ld)| ≤
hj+d

(j + d)!
dj+d2j+dM ′

und damit wegen Nihi ≤ 2li

d∏
i=1

Ni

∑
ki=1,...,Ni

i=1,...,j

|f[[k1...kj ]][kj+1...kd]| ≤
dj+d

(j + d)!
22j+2dM ′

j∏
i=1

l2i

d∏
i=j+1

li.

2

Mit diesem Lemma kann nun Satz 5.21 bewiesen werden:
Beweis: Aus (5.52) folgt

σj(k,Nj) =
{

0 : k < Nj
1
2 : k = Nj

.
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Durch erneute Anwendung der Abelschen partiellen Summation erhält man damit aus (5.46)

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
3

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

∥∥∥∑
~k2

d∏
i=1

Niπi(k1i, k2i)f[[~k2]]

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

i∏
l=1

Njl
πjl

(k1jl
, Njl

)
∑
k2j

j∈Mj1...ji

∏
l∈Mj1...ji

Nlπl(k1l, k2l)

·f[[k21...k2(j1−1)]][Nj1
+1][[k2(j1+1)...k2(j2−1)]]...[[k2(ji+1)...k2d]]

+
d∏

i=1

Niπi(k1i, Ni)f[(N1+1)...(Nd+1)]

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

i∏
l=1

σjl
(k1jl

, Njl
)

( ∑
k2j

j∈Mj1...ji

∏
l∈Mj1...ji

Nlπl(k1l, k2l)

·f[[k21...k2(j1−1)]](Nj1
+1)[[k2(j1+1)...k2(j2−1)]]...[[k2(ji+1)...k2d]]

+
|Mj1...ji

|−1∑
i2=1

∑
m1,...,mi2

=1,...,d
m1<m2<...<mi2

i2∏
r=1

Nmrπmr(k1mr , Nmr)
∑
k2j

j∈Mj1...ji,m1,...,mi2∏
l∈Mj1...ji,m1,...,mi2

Nlπl(k1l, k2l) · f[[k21...k2(m1−1)]][Nm1+1][[...]](Nj1
+1)...

+
∏

i2∈Mj1...ji

Ni2πi2(k1i2 , Ni2)f[(N1+1)...(Nj1−1+1)](Nj1
+1)...

)

+
d∏

i=1

σi(k1i, Ni)f(N1+1)...(Nd+1)

∥∥∥2

≤ C2
3

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

[
d∏

i=1

Nimax
k2i=1

|πi(k1i, k2i)| ·
∥∥∥ d∏

i=1

Ni

(∑
~k2

|f
[[~k2]]

|

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∑
k2j

j∈Mj1...ji

|f[[k21...k2(j1−1)]][Nj1
+1][[k2(j1+1)...k2(j2−1)]]...[[k2(ji+1)...k2d]]|

+|f[(N1+1)...(Nd+1)]|
)∥∥∥

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

i∏
l=1

{
0 : k1jl

< Njl
1
2 : k1jl

= Njl

} ∏
l∈Mj1...ji

Nlmax
k2l=1

|πl(k1l, k2l)|

·
∥∥∥ ∏

l∈Mj1...ji

Nl ·
( ∑

k2j

j∈Mj1...ji

|f[[k21...k2(j1−1)]](Nj1
+1)[[k2(j1+1)...k2(j2−1)]]...[[k2(ji+1)...k2d]]|

+
|Mj1...ji

|−1∑
i2=1

∑
m1,...,mi2

=1,...,d
m1<m2<...<mi2

∑
k2j

j∈Mj1...ji,m1,...,mi2

|f[[k21...k2(m1−1)]][Nm1+1][[...]](Nj1
+1)...|

+|f[(N1+1)...(Nj1−1+1)](Nj1
+1)...|

)∥∥∥+
d∏

i=1

{
0 : k1i < Ni
1
2 : k1i = Ni

}
‖f(N1+1)...(Nd+1)‖

]2
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mit

πi(k, l) =
1
Ni

l∑
m=1

σi(k,m). (5.55)

Analog zum Beweis von Lemma 5.22 folgt daraus

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
4

∑
~k1

‖Dβ
~k1
‖2 ·

[ d∏
i=1

Nimax
k2i=1

|πi(k1i, k2i)|

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

i∏
l=1

{
0 : k1jl

< Njl

1 : k1jl
= Njl

} ∏
l∈Mj1...ji

Nlmax
k2l=1

|πl(k1l, k2l)|+
d∏

i=1

{
0 : k1i < Ni

1 : k1i = Ni

}]2

mit C4 = C33d d2d

(2d)!2
4dnM ′

d∏
i=1

max{1, l2i }, wobei M ′ das Maximum der Beträge der Kompo-

nenten der Funktion f und ihrer Ableitungen bis zur 2d-ten Ordnung über Ω′ ist.
Einsetzen von (5.47) und Nutzung von (5.48) und λi,Ni = 0 liefern

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
5

[∑
~k1

(
1 +

d∑
v=1

|λv,k1v|2β

)
d∏

i=1

Nimax
k2i=1

|πi(k1i, k2i)|2

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∑
k1j

j∈Mj1...ji

(
1 +

∑
v∈Mj1...ji

|λv,k1v|2β
) ∏

l∈Mj1...ji

Nlmax
k2l=1

|πl(k1l, k2l)|2 + 1

]

(5.56)

mit C2
5 = C2

4nC
2
1 (d+ 1)2d.

Durch Einsetzen von (5.52) in (5.55) folgt

πi(k, l) =


1

2N2
i sin kπ

2Ni

l∑
m=1

sin kmπ
Ni

: k < Ni

1
2N2

i

l∑
m=1

m : k = Ni

.

Für k < Ni gilt analog zu (5.50)

|πi(k, l)| ≤
1

2Ni sin kπ
2Ni

(
1

2Ni
+

1
Ni

cot
kπ

2Ni

)
,

und mit den Abschätzungen (5.51) folgt schließlich

|πi(k, l)| ≤
1
2k

(
1

2Ni
+

2
kπ

)
≤ 1
k2
, k < Ni.

Für k = Ni erhält man πi(Ni, l) = l(l+1)
4N2

i
≤ 1

2 . Einsetzen in (5.56) liefert unter Berücksichtigung
von (5.53)

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
6

[∑
~k1

(
1 +

d∑
v=1

{
k4β

1v : k1v < Nv

0 : k1v = Nv

}) d∏
i=1

{
1

k4
1i

: k1i < Ni

1
4 : k1i = Ni

}

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∑
k1j

j∈Mj1...ji
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(
1 +

∑
v∈Mj1...ji

{
k4β

1v : k1v < Nv

0 : k1v = Nv

}) ∏
l∈Mj1...ji

{
1

k4
1l

: k1l < Nl

1
4 : k1l = Nl

}
+ 1

]

= C2
6

[
d∑

v=1

Nv−1∑
k=1

k4β−4
d∏

i=1
i6=v

(
1
4

+
Ni−1∑
k=1

1
k4

)
+

d∏
i=1

(
1
4

+
Ni−1∑
k=1

1
k4

)

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∑
v∈Mj1...ji

Nv−1∑
k1v=1

k4β−4
1v

∏
l∈Mj1...jiv

(
1
4

+
Nl−1∑
k=1

1
k4

)

+
d−1∑
i=1

∑
j1,...,ji=1,...,d
j1<j2<...<ji

∏
l∈Mj1...ji

(
1
4

+
Nl−1∑
k=1

1
k4

)
+ 1

]

mit C6 = C5 max
{

1,
(

π2

4l2i

)β
: i = 1, . . . , d

}
.

Wegen
∞∑

k=1

1
k4 = π2

90 < 3
4 folgt daraus

‖DβF(t)‖2 ≤ C2
62d+1

(
1 +

d∑
i=1

Ni−1∑
k=1

k4β−4

)
.

Für Ni →∞ sind diese Summenfolgen genau dann konvergent, wenn 4β−4 < −1, also β < 3
4

gilt. 2

Sind die (q + 1)-ten Zeitableitungen der Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen in jeder
Raumdimension homogen, d. h.

Bi
∂q+1u

∂tq+1
= 0 für i ∈MD,

∂

∂xi
Bi
∂q+1u

∂tq+1
= 0 für i ∈MN , ~x ∈ ∂iΩ, (5.57)

so gilt nach (4.46), (3.2e) und (3.2f) ω(l)(t) ≡ 0 für l = q+1, . . . , p+1, und mit der Gleichung
(4.49) für den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler erhält man unter der Voraussetzung, daß Dα

und damit auch D1+α existieren,

D1+αU
(l)
~h

(t) = Dα
(
MU

(l+1)
~h

(t)− F (l)(t)− α
(l)
~h

(t)
)
.

Für α < 1
4 bzw. α < 3

4 sind unter den Voraussetzungen von Satz 5.19 bzw. Satz 5.21 die Vek-
tornormen ‖DαMU

(l+1)
~h

(t)‖ und ‖DαF (l)(t)‖ für hinreichend kleine ~h beschränkt. ‖Dαα
(l)
~h

(t)‖
ist nach (4.50) und (4.51) unter der Voraussetzung, daß die exakte Lösung u genügend glatt
ist, beschränkt, falls ‖Dα(IN ⊗Bi)h

pi
i ‖, i = 1, . . . , d, beschränkt bleibt.

Insgesamt ergibt sich damit nach Diagonalisierung der folgende Satz:

Satz 5.23 Seien im PDA-System (3.2) ri = 0 für i ∈MN und β < 1
4 . Für hv → 0 (Nv →∞),

v = 1, . . . , d, existiere Dβ
~k

für alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv, und es gelte mit einer von ~h un-
abhängigen Konstanten C1

|(Dβ
~k
)ij | ≤ C1

(
1 +

d∑
v=1

|λv,kv |β
)
, i, j = 1, . . . , n.

Dann ist ‖DβU
(l)
~h

(t)‖ für ~h→ 0 beschränkt, l = q + 1, . . . , p+ 1.
Ist im Fall homogener Dirichlet- und homogener Neumann-Randbedingungen im Sinne von
(5.57) zusätzlich

‖Dβ
~k
Bvh

pv
v ‖
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beschränkt, so ist sogar ‖D1+βU
(l)
~h

(t)‖ beschränkt für ~h→ 0.
Gelten MD = MP = ∅ und hi = h, i = 1, . . . , d, so kann β < 3

4 gewählt werden. 2

Abschließend wird der Fall periodischer Randbedingungen betrachtet. Es gilt allgemein:

Lemma 5.24 Die Funktion w : IR → IR habe periodische Randbedingungen,

w(x) = w(x+ 2l), x ∈ IR.

Ist w ∈ C2m mitm ∈ IN, so gilt für den zum Ortsgitter (4.3) mit h = 2l
N gehörigen Gittervektor

Wh, daß mit 1
h2Ph aus (4.26) ‖

(
1
h2Ph

)m
Wh‖ für alle h > 0 beschränkt ist. 2

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion:
Für m = 0 ist die Behauptung erfüllt.
Die Behauptung gelte für alle m ≤ i ∈ IN. Mit der Taylor-Entwicklung (4.6) folgt

(
1
h2
Ph

)i+1

Wh =
(

1
h2
Ph

)i
r i∑

j=0

h2j

(2j + 1)!
W

(2j+1)
h + (2 + hr(2δ − 1))

i∑
j=1

h2j−2

(2j)!
W

(2j)
h

+
h2i

(2i+ 2)!

{
(1 + hrδ)

(
w(2i+2)(ζ11), . . . , w(2i+2)(ζ1N )

)>
+(1 + hr(δ − 1))

(
w(2i+2)(ζ21), . . . , w(2i+2)(ζ2N )

)>}]
= r

i∑
j=0

P j
h

(2j + 1)!

(
1
h2
Ph

)i−j

W
(2j+1)
h

+(2 + hr(2δ − 1))
i∑

j=1

P j−1
h

(2j)!

(
1
h2
Ph

)i+1−j

W
(2j)
h

+
P i

h

(2i+ 2)!

{
(1 + hrδ)

(
w(2i+2)(ζ11), . . . , w(2i+2)(ζ1N )

)>
+(1 + hr(δ − 1))

(
w(2i+2)(ζ21), . . . , w(2i+2)(ζ2N )

)>}
mit

ζ1k ∈ (xk, xk+1), ζ2k ∈ (xk−1, xk), k = 1, . . . , N, W
(l)
h =

(
w(l)(x1), . . . , w(l)(xN )

)>
.

Da
‖Ph‖ ≤ ‖Ph‖∞ = |1 + hr(δ − 1)|+ |2− hr(1− 2δ)|+ |1 + hrδ| ≤ 4 + 3h|r|δ

gilt und aus w ∈ C2(i+1) auch w(2j+1) ∈ C2(i−j) und w(2j) ∈ C2(i+1−j) folgen, erhält man
daraus die Gültigkeit der Behauptung für m = i+ 1. 2

Eine analoge Aussage kann man auch für vektorwertige Funktionen mit periodischen Rand-
bedingungen auf dem d-dimensionalen Ortsgitter (4.44) beweisen. Für periodische Randbe-
dingungen gilt damit der folgende Satz:

Satz 5.25 Ist die exakte Lösung für m ∈ IN 2m-mal stetig differenzierbar, so ist ‖DmU
(l)
~h

(t)‖
für periodische Randbedingungen in jeder Raumdimension unabhängig von ~h beschränkt. 2

Zusammengefaßt liefern die vorangegangenen Untersuchungen folgendes Resultat: Für be-
stimmte Beispiele kann man erwarten, daß das numerische Verfahren bei Aufgaben mit Dirich-
let-Randbedingungen mit einer um 1

2 niedrigeren Zeitordnung als bei Neumann-Randbedin-
gungen konvergiert. Im Fall homogener Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen im Sinne
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von (5.57) konvergiert das Verfahren mit einer um bis zu eins höheren Zeitordnung als bei
inhomogenen Randbedingungen. Dieses Verhalten ist auch bei semilinearen skalaren parabo-
lischen Anfangsrandwertproblemen bekannt, vgl. Ostermann/Roche [42]. Interessant ist hier,
daß nicht die Randwerte selbst homogen sein müssen, sondern nur ihre (q + 1)-ten Zeitablei-
tungen, siehe Beispiel 6.14. Werden nur periodische Randbedingungen vorgeschrieben, so sind
dagegen keine gebrochenen Konvergenzordnungen zu erwarten.
Die Zeitordnung des Verfahrens hängt bei PDA-Systemen im allgemeinen nicht nur von den
Randbedingungen, sondern auch von ihrem differentiellen Zeitindex ab, wie im folgenden Ab-
schnitt gezeigt wird.

5.2.3 Konvergenz in Abhängigkeit vom Zeitindex

Um den Einfluß des in Definition 4.3 eingeführten differentiellen Zeitindex νdt des linearen
PDA-Systems auf die zeitliche Konvergenzordnung des Verfahrens (5.3) zu untersuchen, wird
zunächst eine Weierstraß-Kronecker-Transformation (4.68) angewendet.
Seien mit einer regulären Matrix TA

JA = T−1

A
ATA (5.58)

die Jordansche Normalform von A und A regulär. Dann gilt mit (4.68)

detG(A, τD~k
) = det

(
Is ⊗A− τJA ⊗D~k

)
=

s∏
i=1

det
(
A− τλA,iD~k

)

=
1(

det(P~k
) det(Q~k

)
)s s∏

i=1

(−τλA,i)

l~kP

l=1
m~kl

s~k∏
l=1

(
1− τλA,iκ~kl

)n~kl

Dabei sind die λA,i, i = 1, . . . , s, die Eigenwerte der Matrix A, es gilt λA,i 6= 0. Es gilt das
folgende Lemma:

Lemma 5.26 Für A-stabile Runge-Kutta-Verfahren gilt ReλA,j ≥ 0. Ist für ein κ ∈ C
Reκ ≤ 0, so folgt τλA,jκ 6= 1 für alle τ ≥ 0. 2

Beweis: Aus der A-Stabilität des Verfahrens folgt, daß die Stabilitätsfunktion
R(z) = 1 + zb>(Is − zA)−11ls für alle z ∈ C mit Rez ≤ 0 definiert ist und damit für diese
z die Matrix Is − zA regulär ist. Wegen

det(Is − zA) = det(Is − zJA) =
s∏

j=1

(1− zλA,j)

folgt daraus 1− zλA,j 6= 0 für alle z ∈ C mit Rez ≤ 0 und insbesondere für z = τκ. 2

Für A-stabile Runge-Kutta-Verfahren mit regulärer Verfahrensmatrix ist damit für
Reκ~kl

≤ 0, l = 1, . . . , s~k, die Matrix G(A, τD~k
) regulär. Entsprechend den Definitionsglei-

chungen (5.8) - (5.10) existieren dann J(A, τD~k
), R(A, τD~k

) und L(A, τD~k
), und aus (5.29),

(5.30) und (5.33) erhält man

J(A, τD~k
) = Q~k

(
diag

{(
J(In~k1

, τR~k1
)
)

j
, . . . ,

(
J(In~ks~k

, τR~ks~k
)
)

j

,
(
J(Nm~k1

, τIm~k1
)
)

j
,

. . . ,

(
J(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)
)

j

})
j=1,...,s

(Is ⊗ P~k
) (5.59)
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und entsprechend

R(A, τD~k
) = Q~k

diag
{
. . . , R(In~kj1

, τR~kj1
), . . . , R(Nm~kj2

, τIm~kj2
), . . .

}
Q−1

~k
, (5.60)

L(A, τD~k
) = Q~k

(
diag

{
. . . ,

(
L(In~kj1

, τR~kj1
)
)

j
, . . . , (L(Nm~kj2

, τIm~kj2
))j , . . .

})
j=1,...,s(

Is ⊗Q−1
~k

)
.

Damit folgt aus (5.41) für den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler em+1 die Darstellung

em+1 = τ

d∑
v=1

hpv
v Q

m∑
i=0

(
diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . ,

(
R(In~kj1

, τR~kj1
)iJ(In~kj1

, τR~kj1
)
)

j
, . . . ,

(
R(Nm~kj2

, τIm~kj2
)iJ(Nm~kj2

, τIm~kj2
)
)

j
, . . .

}
P~k
Bv

})
j=1,...,s

(
Is ⊗Q−1

)
Γ(v)

m+1−i

+Q
m∑

i=0

diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . , R(In~kj1

, τR~kj1
)i, . . . , R(Nm~kj2

, τIm~kj2
)i, . . .

}
Q−1

~k

}
Q−1δm+1−i

+Q
m∑

i=0

diag~k

{
Q~k

diag
{
. . . ,

(
R(In~kj1

, τR~kj1
)iL(In~kj1

, τR~kj1
)
)

j
, . . . ,

(
R(Nm~kj2

, τIm~kj2
)iL(Nm~kj2

, τIm~kj2
)
)

j
, . . .

}
Q−1

~k

}
j=1,...,s

(Is ⊗Q−1)O(τp+1)

+Q
p∑

r=q+1

τ r+1+αr

r!

(
diag~k

{
Wrαr(A, τD~k

)
}
Q−1D1+αrU

(r)
~h

(tm)

−
m−1∑
i=0

ti+1∫
ti

diag~k

{
R(A, τD~k

)m−iWrαr(A, τD~k
)
}
Q−1D1+αrU

(r+1)
~h

(s)ds

−diag~k

{
R(A, τD~k

)m+1Wrαr(A, τD~k
)
}
Q−1D1+αrU

(r)
~h

(t0)

)
.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daß

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖ (5.61a)

und
‖Q~k

diag{N i
n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖ (5.61b)

für i = 0, . . . , νdt − 1 und alle hinreichend kleinen ~h beschränkt sind.
Für die Ableitungen der Funktionen (vgl. (5.8) - (5.10))

J(z) = J(1, z) = b>(Is − zA)−1, (5.62a)

J̃(z) = J(z, τ) = b>(Isz − τA)−1 =
1
z
J
(τ
z

)
, (5.62b)

R(z) = R(1, z) = 1 + zJ(z)1ls,

R̃(z) = R(z, τ) = 1 + τ J̃(z)1ls = R
(τ
z

)
, (5.62c)

L(z) = L(1, z) = zJ(z),
L̃(z) = L(z, τ) = τ J̃(z) (5.62d)

gelten

J (k)(z) = b>(Is − zA)−1−kAkk!, J (k)(0) = b>Akk!, k ≥ 0, (5.63a)
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J̃ (k)(z) = b>(−1)kk!(Isz − τA)−1−k, J̃ (k)(0) = −b>A−k−1 k!
τ1+k

, k ≥ 0, (5.63b)

R(0) = 1, R(k)(0) = kJ (k−1)(0)1ls = k!bT Ak−11ls, k ≥ 1, (5.63c)

R̃(0) = 1− b>A−11ls, R̃(k)(0) = −b>A−k−11ls
k!
τk
, k ≥ 1, (5.63d)

L(k)(z) = J (k)(z)z + kJ (k−1)(z), k ≥ 0 (5.63e)
= J (k)(z)A−1, k ≥ 1. (5.63f)

Mit der Fehlerwachstumsfunktion

ϕR(x) = sup
Rez≤x

|R(z)|

folgt aus Satz 2.13: Wenn
ϕR(µ2[R~kj1

]) ≤ 1 (5.64)

gilt, so ist
‖R(In~kj1

, τR~kj1
)i‖ ≤ ‖R(In~kj1

, τR~kj1
)‖i ≤ 1

und damit
m∑

i=0

‖R(In~kj1
, τR~kj1

)iτp+1‖ = O(τp).

Es gilt nach (2.26) µ2[R~kj1
] = 1

2λmax(R~kj1
+R>~kj1

). Die Matrix 1
2(R~kj1

+R>~kj1
) hat nach (4.68c)

die Gestalt (A.1) mit a = c = 1
2 , b = Reκ~kj1

. Damit folgt aus (A.15)

µ2[R~kj1
] = Reκ~kj1

+ cos
π

n~kj1
+ 1

.

(5.64) ist folglich für A-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfüllt, wenn

Reκ~kj1
≤ − cos

π

n~kj1
+ 1

gilt.
‖L(In~kj1

, τR~kj1
)‖ und ‖J(In~kj1

, τR~kj1
)‖ sind nach (2.25) genau dann beschränkt, wenn

|L(k)(τκ~kj1
)| und |J (k)(τκ~kj1

)| für k = 0, . . . , n~kj1
− 1 beschränkt sind, das ist nach (5.63e)

und (5.63f) der Fall, wenn |τκ~kj1
J(τκ~kj1

)| und |J (k)(τκ~kj1
)| für k = 0, . . . , n~kj1

−1 beschränkt
sind, wofür nach (5.63a) die Beschränktheit von ‖τκ~kj1

(Is−τκ~kj1
A)−1‖ und ‖(Is−τκ~kj1

A)−1‖
ausreichend ist. Wegen (5.58) und (2.25) gilt

‖τκ~kj1
(Is − τκ~kj1

A)−1‖ ≤ ‖TA‖ · ‖T
−1

A
‖ · ‖τκ~kj1

(Is − τκ~kj1
JA)−1‖

≤ ‖TA‖ · ‖T
−1

A
‖ ·

s∑
l=1

s−1∑
i=0

∣∣∣∣∣ τκ~kj1

1− τκ~kj1
λA,l

∣∣∣∣∣
i+1

‖N i
s‖,

wobei Ns eine nilpotente Matrix gemäß (4.68c) ist.
Beschränktheit von ‖L(In~kj1

, τR~kj1
)‖ und ‖J(In~kj1

, τR
τ~kj1

)‖ liegt damit vor, wenn∣∣∣∣ τκ~kj1
1−τκ~kj1

λA,l

∣∣∣∣ und 1
|1−τκ~kj1

λA,l
| beschränkt bleiben, was nach Lemma 5.26 wegen Reκ~kj1

≤ 0

der Fall ist. Unter obigen Voraussetzungen gelten dann auch

m∑
i=0

‖R(In~kj1
, τR~kj1

)iL(In~kj1
, τR~kj1

)τp+1‖ = O(τp)
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und
m∑

i=0

‖R(In~kj1
, τR~kj1

)iJ(In~kj1
, τR~kj1

)τp+1‖ = O(τp).

Mit den in (5.21) eingeführten c̃k erhält man aus (5.19) durch Taylor-Entwicklung

Γ(v)
m+1 =

νdt−1∑
k=0

τk

k!
c̃k ⊗ ∂k

∂tk
γ(v)(tm) +O(τνdt)

und

Γ(v)
m+1−i =

νdt−1∑
k=0

νdt−1−k∑
l=0

τk+l(−i)l

k!l!
c̃k ⊗ ∂k+l

∂tk+l
γ(v)(tm) +O(τνdt)

=
νdt−1∑
k=0

νdt−1∑
l=k

τ l(−i)l−k

k!(l − k)!
c̃k ⊗ ∂l

∂tl
γ(v)(tm) +O(τνdt)

=
νdt−1∑
l=0

l∑
k=0

τ l(−i)l−k

k!(l − k)!
c̃k ⊗ ∂l

∂tl
γ(v)(tm) +O(τνdt), (5.65)

wobei 00 = 1 gesetzt wird. Daraus folgt für den Term

a = τQ
m∑

i=0

(
diag~k

{
Q~k

diag
{

0, . . . , 0,
(
R(Nm~k1

, τIm~k1
)iJ(Nm~k1

, τIm~k1
)
)

j
, . . . ,

(
R(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)iJ(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)
)

j

}
P~k
Bv

}
Q−1

)
j=1,...,s

Γ(v)
m+1−i

des Gesamtdiskretisierungsfehlers

a = Q

l~k∑
j2=1

νdt−1∑
j=0

1
j!

νdt−1∑
l=0

diag~k

Q~k
diag

0, . . . , 0,
N j

m~kj2

τ j−l

l∑
k=0

1
k!(l − k)!

·

·
m∑

i=0

(−i)l−k
(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)c̃k

)(j)
(0), 0, . . . , 0

}
P~k
Bv

}
Q−1 ∂

l

∂tl
γ(v)(tm)

+
l~k∑

j2=1

νdt−1∑
j=0

1
j!

m∑
i=0

(
diag~k

{
Q~k

diag
{

0, . . . , 0, N j
m~kj2

(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)

)(j)

l
(0), 0, . . .

. . . , 0
}
P~k
Bv

}
Q−1

)
l=1,...,s

O(τνdt−j).

Bei hinreichend glatter exakter Lösung reicht es für die Beschränktheit von a unter der Vor-
aussetzung (5.61b) deshalb aus, wenn

l∑
k=0

1
k!(l − k)!

m∑
i=0

(−i)l−k
(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)c̃k

)(j)
(0) = 0 (5.66a)

für l = 0, . . . , j − 1, j = 1, . . . , νdt − 1 gilt und

τ l−j
l∑

k=0

1
k!(l − k)!

m∑
i=0

(−i)l−k
(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)c̃k

)(j)
(0) (5.66b)

für l = j, . . . , νdt − 1, j = 0, . . . , νdt − 1 und

τνdt−j
m∑

i=0

|
(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)

)(j)
(0)| (5.66c)
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für j = 0, . . . , νdt − 1 beschränkt bleiben (der Betrag ist hier wieder komponentenweise zu
verstehen).
Für νdt = 1 heißt dies wegen (5.63b) und (5.63d), daß

m∑
i=0

τR̃(0)iJ̃(0)1ls =
m∑

i=0

(1− b>A−11ls)i(−b>A−11ls)

und

τ
m∑

i=0

|τR̃(0)iJ̃(0)| = τ
m∑

i=0

|(1− b>A−11ls)i(−b>A−1)|

für τ → 0 (m→∞) beschränkt bleiben und also

|1− b>A−11ls| = |R̃(0)| = lim
z→−∞

|R(z)| ≤ 1

gelten muß, dies ist für A-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfüllt.
Für νdt > 1 folgt aus (5.66a) mit j = 1 wegen (5.62c)

0 =
m∑

i=0

τ2
(
R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′
(0) =

m∑
i=0

τ
(
R̃(z)i(R̃(z)− 1)

)′
(0)

= τ
(
R̃(z)m+1 − 1

)′
(0) = (m+ 1)R̃(0)mτR̃′(0).

Für νdt > 1 und R̃′(0) 6= 0, d. h. nach (5.63d) b>A−21ls 6= 0, kann (5.66a) deshalb nur erfüllt
werden, wenn

R̃(0) = lim
z→−∞

R(z) = 0 bzw. b>A−11ls = 1

gilt, dies ist für L-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfüllt. In (5.66) kann dann die Summa-
tionsgrenze m für m ≥ νdt − 1 durch j ersetzt werden, und nach (5.63b) und (5.63d) gilt(

R̃(z)iJ̃(z)
)(j)

(0) = O(
1

τ j+1
).

Damit sind (5.66b) und (5.66c) für alle νdt beschränkt, und aus (5.66a) erhält man die Be-
dingung

l∑
k=0

1
k!(l − k)!

j∑
i=0

(−i)l−k
(
τ j+1R̃(z)iJ̃(z)c̃k

)(j)
(0) = 0 (5.67)

für l = 0, . . . , j − 1, j = 1, . . . , νdt − 1.
Analog zu der Taylor-Entwicklung (5.65) für Γ(v)

m+1−i folgt für den gemäß (5.16a) definierten
Residuenfehler unter Berücksichtigung der Konsistenzbedingung (2.16)

δm+1−i =
p+νdt−2∑
l=p+1

l∑
k=p+1

τ l(−i)l−k(1− kb>c̃k−1)
k!(l − k)!

U
(l)
~h

(tm) +O(τp+νdt−1).

Damit gilt für v ∈ IN, v ≤ p

Q
m∑

i=0

diag~k

{
Q~k

diag
{

0, . . . , 0, R(Nm~k1
, τIm~k1

)i, . . . , R(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)i

}
Q−1

~k

}
Q−1δm+1−i

(5.68)

= Q

l~k∑
j2=1

τ v
νdt−1∑
j=0

1
j!

p+νdt−2∑
l=p+1

diag~k

{
Q~k

diag
{

0, . . . , 0,
N j

m~kj2

τ v+j−l

l∑
k=p+1

(1− kb>c̃k−1)
k!(l − k)!

·

·
m∑

i=0

(−i)l−k
(
τ jR̃(z)i

)(j)
(0), 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

}
Q−1U

(l)
~h

(tm) +
l~k∑

j2=1

νdt−1∑
j=0

τνdt−j−1

j!
·

·
m∑

i=0

diag~k

{
Q~k

diag
{

0, . . . , 0, N j
m~kj2

(
τ jR̃(z)i

)(j)
(0), 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

}
Q−1O(τp).
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Unter obigen Voraussetzungen ist (5.68) deshalb gleich O(τ v), falls

l∑
k=p+1

(1− kb>c̃k−1)
k!(l − k)!

j∑
i=0

(−i)l−k
(
τ jR̃(z)i

)(j)
(0) = 0 (5.69)

gilt für l = p+ 1, . . . , v + j − 1, j = 0, . . . , νdt − 1.
Analog erhält man

Q
m∑

i=0

diag~k

{
Q~k

diag

{
0, . . . , 0,

(
R(Nm~k1

, τIm~k1
)iL(Nm~k1

, τIm~k1
)
)

j
, . . . ,

(
R(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)iL(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)
)

j

}(
Is ⊗Q−1

~k

)}
j=1,...,s

(Is ⊗Q−1)O(τp+1)

= O(τ v),

falls
l∑

k=p+1

1
k!(l − k)!

j∑
i=0

(−i)l−k
(
τ jR̃(z)iL̃(z)[c̃k − kAc̃k−1]

)(j)
(0) = 0 (5.70)

für l = p+ 1, . . . , v + j − 1, j = 0, . . . , νdt − 1 gilt.
Sei

p?
νdt

=max{v ≤ p : (5.69) und (5.70) sind für l = p+1, . . . , v+j−1, j = 0, . . . , νdt−1 erfüllt}.

Dann gelten
p?

νdt
= p für νdt ≤ 2 (5.71a)

und
p?

νdt
≥ p+ 2− νdt für νdt ≥ 3. (5.71b)

Im folgenden wird zunächst αr ∈ {−1, 0} angenommen. Für αr = −1 erhält man durch
Einsetzen der für R(A, τD~k

), J(A, τD~k
) und D~k

geltenden Gleichungen (5.60), (5.59) und
(4.68b) in (5.27)

diag
{
. . . , In~kj1

−R(In~kj1
, τR~kj1

), . . . , Im~kj2
−R(Nm~kj2

, τIm~kj2
), . . .

}
Q−1

~k
Wr(−1)(A, τD~k

)Q~k

= diag
{
. . . , J(In~kj1

, τR~kj1
)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ In~kj1

)
τR~kj1

,

. . . , τJ(Nm~kj2
, τIm~kj2

)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ Im~kj2

)
, . . .

}
und für αr = 0

diag
{
. . . , In~kj1

−R(In~kj1
, τR~kj1

), . . . , Im~kj2
−R(Nm~kj2

, τIm~kj2
), . . .

}
Q−1

~k
Wr(−1)(A, τD~k

)P−1
~k

diag
{
. . . , R~kj1

, . . . , Im~kj2
, . . .

}
= diag

{
. . . , J(In~kj1

, τR~kj1
)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ In~kj1

)
R~kj1

,

. . . , J(Nm~kj2
, τIm~kj2

)
([
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ Im~kj2

)
, . . .

}
.

Wrαr(A, τD~k
) existiert daher genau dann, wenn für alle j1 und j2 Wrαr(In~kj1

, τR~kj1
) und

Wrαr(Nm~kj2
, τIm~kj2

) existieren, in diesem Fall können

Wr(−1)(A, τD~k
) = Q~k

diag
{
. . . ,Wr(−1)(In~kj1

, τR~kj1
), . . . ,Wr(−1)(Nm~kj2

, τIm~kj2
), . . .

}
Q−1

~k
,

Wr0(A, τD~k
) = Q~k

diag
{
. . . ,Wr0(In~kj1

, τR~kj1
), . . . ,Wr0(Nm~kj2

, τIm~kj2
), . . .

}
P~k
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gesetzt werden.
Ist (Im~kj2

− R(Nm~kj2
, τIm~kj2

)) regulär, so existiert Wrαr(Nm~kj2
, τIm~kj2

) nach Bemerkung 5.9
eindeutig. Nach der Formel (2.25) für die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks ist dies genau
dann der Fall, wenn R̃(0) 6= 1 gilt, d. h. lim

z→−∞
R(z) 6= 1. Dann gilt

diag
{

0, . . . , 0, R(Nm~k1
, τIm~k1

)iWrαr(Nm~k1
, τIm~k1

), . . . ,

R(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)iWrαr(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)
}

=
l~k∑

j2=1

νdt−1∑
j=0

diag

0, . . . , 0,
N j

m~kj2

j!

(
R̃(z)iW̃rαr(z)

)(j)
(0), 0, . . . , 0


mit

W̃rαr(z) = Wrαr(z, τ) =
1
ταr

(
1− R̃(z)

)−1
J̃(z)

[
c̃r − rAc̃r−1

]
.

Nach (5.63d) und (5.63b) gilt(
R̃(z)iW̃rαr(z)

)(j)
(0) = O

(
1

τ j+1+αr

)
, j ≥ 0.

Daraus folgt∥∥∥diag
{

0, . . . , 0, R(Nm~k1
, τIm~k1

)iWrαr(Nm~k1
, τIm~k1

), . . . ,

R(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)iWrαr(Nm~kl~k

, τIm~kl~k

)
}∥∥∥∥ = O

(
1

τνdt+αr

)
und, falls für αr = −1 die Matrixnormen in (5.61a) bzw. für αr = 0

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
‖ (5.72)

beschränkt sind (daraus folgt die Beschränktheit der Matrizen in (5.61b)) sowie
Wrαr(In~kj1

, τR~kj1
) beschränkt ist, unter obigen Voraussetzungen schließlich

τ r+1+αr‖R(A, τD~k
)iWrαr(A, τD~k

)‖

=

{
O(τ r+1+αr) : νdt = 0 oder W̃ (i)

rαr(0) = 0 für i = 0, . . . , νdt − 1
O(τ r+1−νdt) : sonst

für r = q + 1, . . . , p. Nach der Leibnizschen Formel ist

W̃ (k)
rαr

(z) =
1
ταr

k∑
i=0

(
k

i

)((
1− R̃(z)

)−1
)(k−i)

J̃ (i)(z)
[
c̃r − rAc̃r−1

]
.

Durch Induktion über k folgt deshalb, daß die Bedingung

W̃ (i)
rαr

(0) = 0 für i = 0, . . . , νdt − 1

äquivalent ist zu
J̃ (k)(0)

[
c̃r − rAc̃r−1

]
= 0, k = 0, . . . , νdt − 1.

Einsetzen von (5.63b) liefert

b>A−k−1c̃r = rb>A−k c̃r−1, k = 0, . . . , νdt − 1. (5.73)
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Bemerkung 5.27 Für steifgenaue Verfahren mit einer Stufenordnung q ≥ 1 gelten nach der
Definitionsgleichung (2.20) der Steifgenauigkeit und den vereinfachenden Bedingungen C(q)
und B(p) ((2.17) und (2.16)) mit k = 1

b>A−1 = e>s und cs =
s∑

j=1

asj =
s∑

j=1

bj = 1.

Damit folgt
b>A−1c̃r = e>s c̃

r = 1 für r = q + 1, . . . , p,

Bedingung (5.73) ist bei diesen Verfahren für νdt = 1 stets erfüllt. 2

Sei nun wieder αr ≥ −1 beliebig. Ist Wrαr(A, τD~k
) beschränkt, so folgt unter den obigen

Voraussetzungen wegen

‖R(A, τD~k
)i‖ = O

(
1

τνdt−1

)
analog

τ r+1+αr‖R(A, τD~k
)iWrαr(A, τD~k

)‖ = O(τ r+1+αr−max{0,νdt−1}), r = q + 1, . . . , p.

Zusammengefaßt erhält man für Runge-Kutta-Verfahren mit regulärer Verfahrensmatrix den
folgenden Konvergenzsatz:

Satz 5.28 Seien mit αr ∈ IR, αr ≥ −1, für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d
und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt:

(a) Es existieren für die Matrizenbüschel D~k
+λA Weierstraß-Kronecker-Zerlegungen gemäß

(4.68) mit beschränkten Normen

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖ (5.74)

und
‖Q~k

diag{N i
n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖

für i = 0, . . . , νdt − 1,

(b) Reκ~kj1
≤ − cos π

n~kj1
+1 =


0 : n~kj1

= 1
−1

2 : n~kj1
= 2

−1
2

√
2 : n~kj1

= 3
...

, j1 = 1, . . . , l~k,

(c) für νdt ≥ 3 sei (5.67) für l = 0, . . . , j − 1, j = 1, . . . , νdt − 1 erfüllt,

(d) im Fall αr /∈ {−1, 0} existieren Wrαr(A, τD~k
) gemäß (5.27) und seien beschränkt, im

Fall αr ∈ {−1, 0} existieren beschränkte Matrizen Wrαr(In~kj1
, τR~kj1

) für j1 = 1, . . . , l~k,
r = q + 1, . . . , p, für αr = 0 sind die Matrixnormen in (5.72) beschränkt,

(e) ‖D1+αrU
(r)
~h

(t)‖ und ‖D1+αrU
(r+1)
~h

(t)‖ sind für r = q + 1, . . . , p, t ∈ [t0, te] beschränkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) für L-stabile Runge-Kutta-Methoden (im Fall
νdt = 0 reicht A-Stabilität, im Fall νdt = 1 A-Stabilität mit lim

z→−∞
R(z) 6= 1) mit regulärer

Verfahrensmatrix für lineare Systeme mit genügend glatter exakter Lösung nach νdt Zeitschrit-
ten konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p

?) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und
in der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes mit

p? = min{p?
νdt
, pr : r = q + 1, . . . , p},
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wobei

pr =


r + 1 + αr −max{0, νdt − 1} : αr /∈ {−1, 0}
r + 1 + αr : αr ∈ {−1, 0} und b>A−i−1c̃r = rb>A−ic̃r−1

für i = 0, . . . , νdt − 1
r + 1− νdt : sonst

gilt. 2

Bemerkung 5.29 Die Ursache dafür, daß im allgemeinen Konvergenz erst nach νdt Zeit-
schritten vorliegt, ist, daß als Startvektor der auf das Ortsgitter Ω~h

eingeschränkte exakte
Anfangswert U~h

(t0) verwendet wurde, der im Gegensatz zu U(t0) in (4.67) im allgemeinen
kein konsistenter Anfangswert des MOL-DA-Systems (4.45) ist, vgl. Beispiel 6.9. 2

Bemerkung 5.30 Voraussetzung (a) von Konvergenzsatz 5.28 kann wie folgt abgeschwächt
werden: Da mit L(∞) = lim

z→∞
L(z)

Q~k
diag

{
L(In~k1

, τR~k1
)j , . . . , L(In~ks~k

, τR~ks~k
)j , 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

= L(∞)jQ~k
diag

{
In~k1

, . . . , In~ks~k

, 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

+Q~k
diag

{
L(In~k1

, τR~k1
)j − L(∞)j , . . . , L(In~ks~k

, τR~ks~k
)j − L(∞)j , 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

gilt und z(L(z) − L(∞)) und für i ≥ 1 auch zL(i)(z) sowie für L-stabile Runge-Kutta-
Verfahren zR(i)(z) für i ≥ 0 beschränkt bleiben, sind ‖τκ~kj1

(
L(In~kj1

, τR~kj1
)− L(∞)

)
‖ und

‖τκ~kj1
R(In~kj1

, τR~kj1
)‖ beschränkt. Deshalb kann im Fall p? ≤ p−1 anstelle der Beschränktheit

der Matrixnormen in (5.74) diejenige von

‖Q~k
diag{In~k1

, . . . , In~ks~k

, 0, . . . , 0}Q−1
~k
‖,

∥∥∥∥Q~k
diag

{
1
κ~k1

N i
n~k1
, 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

∥∥∥∥ , . . . ,
∥∥∥∥∥Q~k

diag

{
0, . . . , 0,

1
κ~ks~k

N i
n~ks~k

, 0, . . . , 0

}
Q−1

~k

∥∥∥∥∥
und

‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖

für i = 0, . . . , νdt − 1 vorausgesetzt werden. 2

Während Voraussetzung (e) von Konvergenzsatz 5.28 Gegenstand der Sätze 5.23 und 5.25
war, liefern die folgenden Lemmata Aussagen über die Erfüllung der Voraussetzungen (c) und
(d).

Lemma 5.31 Ist νdt = 3 oder νdt = 4, dann ist für die betrachteten Runge-Kutta-Verfahren
Voraussetzung (c) in Satz 5.28 erfüllt, wenn q ≥ νdt − 2 ist. 2

Beweis: Aus der vereinfachenden Bedingung C(q) (siehe (2.17)) folgt für k = 1, . . . , q

b>A−lc̃k = kb>A−l+1c̃k−1 = . . . = k!b>A−l+k1ls (5.75a)

und mit der vereinfachenden Bedingung B(p) (siehe (2.16)) für k = 1, . . . , q, l ≤ k und
k − l ≤ p− 1

b>A−lc̃k =
k!

(k − l)!
b>c̃k−l =

k!
(k − l + 1)!

. (5.75b)
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Damit erhält man für j = 2 aus (5.67) mit (5.63b), (5.63d) und den für L-stabile Verfahren
geltenden Beziehungen b>A−11ls = 1 bzw. R̃(0) = 0 und J̃(0)1ls = − 1

τ

2∑
i=0

(
τ3R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′′
(0)

= τ3

(
J̃ ′′(0)1ls −

1
τ
R̃′′(0) + 2R̃′(0)J̃ ′(0)1ls −

2
τ
R̃′(0)2

)
= 2

(
−b>A−31ls + b>A−31ls + (b>A−21ls)(b>A−21ls)− (b>A−21ls)2

)
= 0,

−
2∑

i=0

i
(
τ3R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′′
(0) +

2∑
i=0

(
τ3R̃(z)iJ̃(z)c̃

)′′
(0)

= τ3

(
1
τ
R̃′′(0)− 2R̃′(0)J̃ ′(0)1ls +

4
τ
R̃′(0)2

+J̃ ′′(0)c̃+ R̃′′(0)J̃(0)c̃+ 2R̃′(0)J̃ ′(0)c̃+ 2R̃′(0)2J̃(0)c̃
)

= 2
(
−b>A−31ls − (b>A−21ls)(b>A−21ls) + 2(b>A−21ls)2

−b>A−3c̃+ (b>A−31ls)(b>A−1c̃) + (b>A−21ls)(b>A−2c̃)− (b>A−21ls)2(b>A−1c̃)
)

= 2
(
−b>A−31ls + (b>A−21ls)2

−b>A−21ls + (b>A−31ls) + (b>A−21ls)(b>A−11ls)− (b>A−21ls)2
)

= 0

und damit für L-stabile Runge-Kutta-Verfahren mit einer Stufenordnung q ≥ 1 keine weiteren
Bedingungen.
Für j = 3 ergeben sich analog

3∑
i=0

(
τ4R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′′′
(0)

= τ4

(
J̃ ′′′(0)1ls −

1
τ
R̃′′′(0) + 3R̃′′(0)J̃ ′(0)1ls + 3R̃′(0)J̃ ′′(0)1ls −

6
τ
R̃′(0)R̃′′(0)

+6R̃′(0)2J̃ ′(0)1ls −
6
τ
R̃′(0)3

)
= 6

(
−b>A−41ls + b>A−41ls + (b>A−31ls)(b>A−21ls) + (b>A−21ls)(b>A−31ls)

−2(b>A−21ls)(b>A−31ls)− (b>A−21ls)2(b>A−21ls) + (b>A−21ls)3
)

= 0,

−
3∑

i=0

i
(
τ4R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′′′
(0) +

3∑
i=0

(
τ4R̃(z)iJ̃(z)c̃

)′′′
(0)

= τ4

(
1
τ
R̃′′′(0)− 3R̃′′(0)J̃ ′(0)1ls − 3R̃′(0)J̃ ′′(0)1ls +

12
τ
R̃′(0)R̃′′(0)− 12R̃′(0)2J̃ ′(0)1ls

+
18
τ
R̃′(0)3 + J̃ ′′′(0)c̃+ R̃′′′(0)J̃(0)c̃+ 3R̃′′(0)J̃ ′(0)c̃+ 3R̃′(0)J̃ ′′(0)c̃

+6R̃′(0)R̃′′(0)J̃(0)c̃+ 6R̃′(0)2J̃ ′(0)c̃+ 6R̃′(0)3J̃(0)c̃
)

= 6
(
−b>A−41ls − (b>A−31ls)(b>A−21ls)− (b>A−21ls)(b>A−31ls) + 4(b>A−21ls)(b>A−31ls)

+2(b>A−21ls)2(b>A−21ls)− 3(b>A−21ls)3 − b>A−4c̃+ (b>A−41ls)(b>A−1c̃)
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+(b>A−31ls)(b>A−2c̃) + (b>A−21ls)(b>A−3c̃)− 2(b>A−21ls)(b>A−31ls)(b>A−1c̃)

−(b>A−21ls)2(b>A−2c̃) + (b>A−21ls)3(b>A−2c̃)
)

= 6
(
−b>A−41ls + 2(b>A−31ls)(b>A−21ls)− (b>A−21ls)3 − b>A−31ls + b>A−41ls

+(b>A−31ls)(b>A−11ls) + (b>A−21ls)(b>A−21ls)− 2(b>A−21ls)(b>A−31ls)(b>A−11ls)

−(b>A−21ls)2(b>A−11ls) + (b>A−21ls)3(b>A−11ls)
)

= 0,

1
2

3∑
i=0

i2
(
τ4R̃(z)iJ̃(z)1ls

)′′′
(0)−

3∑
i=0

i
(
τ4R̃(z)iJ̃(z)c̃

)′′′
(0) +

1
2

3∑
i=0

(
τ4R̃(z)iJ̃(z)c̃2

)′′′
(0)

=
τ4

2

(
−1
τ
R̃′′′(0) + 3R̃′′(0)J̃ ′(0)1ls + 3R̃′(0)J̃ ′′(0)1ls −

24
τ
R̃′(0)R̃′′(0) + 24R̃′(0)2J̃ ′(0)1ls

−54
τ
R̃′(0)3 − 2R̃′′′(0)J̃(0)c̃− 6R̃′′(0)J̃ ′(0)c̃− 6R̃′(0)J̃ ′′(0)c̃− 24R̃′(0)R̃′′(0)J̃(0)c̃

−24R̃′(0)2J̃ ′(0)c̃− 36R̃′(0)3J̃(0)c̃+ J̃ ′′′(0)c̃2 + R̃′′′(0)J̃(0)c̃2 + 3R̃′′(0)J̃ ′(0)c̃2

+3R̃′(0)J̃ ′′(0)c̃2 + 6R̃′(0)R̃′′(0)J̃(0)c̃2 + 6R̃′(0)2J̃ ′(0)c̃2 + 6R̃′(0)3J̃(0)c̃2
)

= 3
(
b>A−41ls + (b>A−31ls)(b>A−21ls) + (b>A−21ls)(b>A−31ls)− 8(b>A−21ls)(b>A−31ls)

−4(b>A−21ls)2(b>A−21ls) + 9(b>A−21ls)3 − 2(b>A−41ls)(b>A−1c̃)
−2(b>A−31ls)(b>A−2c̃)− 2(b>A−21ls)(b>A−3c̃) + 8(b>A−21ls)(b>A−31ls)(b>A−1c̃)
+4(b>A−21ls)2(b>A−2c̃)− 6(b>A−21ls)3(b>A−1c̃)− b>A−4c̃2 + (b>A−41ls)(b>A−1c̃2)
+(b>A−31ls)(b>A−2c̃2) + (b>A−21ls)(b>A−3c̃2)− 2(b>A−21ls)(b>A−31ls)(b>A−1c̃2)

−(b>A−21ls)2(b>A−2c̃2) + (b>A−21ls)3(b>A−1c̃2)
)

= 3
(
b>A−41ls − 6(b>A−31ls)(b>A−21ls)− 4(b>A−21ls)3 + 9(b>A−21ls)3 − 2(b>A−41ls)

−2(b>A−31ls)(b>A−11ls)− 2(b>A−21ls)(b>A−21ls) + 8(b>A−21ls)(b>A−31ls)
+4(b>A−21ls)2(b>A−11ls)− 6(b>A−21ls)3 − 2b>A−21ls + b>A−41ls + 2b>A−31ls

+2(b>A−21ls)(b>A−11ls)− 2(b>A−21ls)(b>A−31ls)− 2(b>A−21ls)2 + (b>A−21ls)3
)

= 0,

(5.67) ist für q ≥ 2 erfüllt. 2

Unter den Voraussetzungen des folgenden Lemmas ist für αr ∈ {−1, 0} die Vorausset-
zung (d) in Satz 5.28 erfüllt:

Lemma 5.32 Das betrachtete Runge-Kutta-Verfahren sei A-stabil mit regulärer Verfahrens-
matrix, und es gelte für die Stabilitätsfunktion R(it) 6= 1 für t ∈ IR \ {0} sowie Reκ~kj1

≤ 0
(folgt aus Voraussetzung (b) von Satz 5.28) und lim

z→−∞
R(z) 6= 1.

Sind dann die Matrixnormen in (5.72) beschränkt, so existieren für r = q + 1, . . . , p − 1 be-
schränkte Matrizen Wr0(In~kj1

, τR~kj1
).

Sind die Matrixnormen in (5.74)beschränkt (siehe Voraussetzung (a) von Satz 5.28), so exi-
stieren für r = q + 1, . . . , p beschränkte Matrizen Wr(−1)(In~kj1

, τR~kj1
). 2

Beweis: Sei αr ∈ {−1, 0}. Aus der Definition 2.12 der Matrixfunktionen und der Formel
für die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks (2.25) folgt, daß die Matrizen Wrαr(In~kj1

, τR~kj1
)

existieren und beschränkt sind, falls die (gebrochen rationale) Funktion

Wrαr(z) = Wrαr(1, z) =
J(z)[c̃r − rAc̃r−1]

1−R(z)
z−αr (5.76)
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für z ∈ C− existiert und beschränkt ist.
Da R(z) A-verträglich ist, ist R(z) analytisch für Rez < 0, und es gilt |R(z)| ≤ 1 für
Rez = 0. Aus dem Maximumprinzip für den Betrag analytischer Funktionen folgt deshalb,
daß |R(z)| < 1 und damit R(z) 6= 1 für Rez < 0 gilt. R(it) 6= 1 für t ∈ R \ {0} gilt nach Vor-
aussetzung. Damit ist Wrαr(z) für z ∈ C− \ {0} gemäß (5.76) definiert. An z = 0 gilt jedoch
R(0) = 1, und damit verschwindet der Nenner. Aus den Runge-Kutta-Ordnungsbedingungen
für die elementaren Differentiale f (r−1)f . . . f und f ′f (r−2)f . . . f folgt b>c̃r = rb>Ac̃r−1 und
damit J(0)[c̃r − rAc̃r−1] = 0 für r = q + 1, . . . , p− 1. Ist αr = 0, so verschwindet deshalb für
r = q + 1, . . . , p− 1 auch der Zähler, ist αr = −1, so gilt dies sogar für r = q + 1, . . . , p. Nach
der Bernoulli-l’Hospitalschen Regel gilt deshalb

lim
z→0

Wrαr(z) = lim
z→0

J ′(z)[c̃r − rAc̃r−1]z−αr − αrJ(z)[c̃r − rAc̃r−1]z−αr−1

−R′(z)
,

falls der Ausdruck auf der rechten Seite existiert. Wegen R′(0) = 1 kann deshalb die Lücke im
Definitionsbereich von Wrαr(z) durch Definition von

Wrαr(0) =
{
−J(0)[c̃r − rAc̃r−1] : αr = −1, r = q + 1, . . . , p
−J ′(0)[c̃r − rAc̃r−1] : αr = 0, r = q + 1, . . . , p− 1

glatt geschlossen werden.
Ist (Is − zA)Adj die adjungierte Matrix von (Is − zA), so gilt

J(z) =
1

det(Is − zA)
b>(Is − zA)Adj ,

und mit der Stetterschen Darstellung (2.21) von R(z) folgt aus (5.76)

Wrαr(z) =
b>(Is − zA)Adj [c̃r − rAc̃r−1]z−αr

det(Is − zA)− det(Is − zA + z1lsb>)
. (5.77)

Da A regulär ist und lim
z→−∞

R(z) 6= 1 gilt, hat das Nennerpolynom den Grad s. Das

Zählerpolynom hat höchstens den Grad s. Damit ist Wrαr(z) für z ∈ C− beschränkt, und es
folgt insgesamt die Behauptung. 2

Zum Beispiel für die Radau-IA-, Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren (L-stabil mit
regulärer Verfahrensmatrix) sowie das einstufige Gauß-Verfahren sind die Voraussetzungen
von Lemma 5.32 an das Verfahren erfüllt:

Lemma 5.33 Für die Stabilitätsfunktionen der Radau-IA-, Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-
Verfahren sowie des einstufigen Gauß-Verfahrens gilt R(it) 6= 1 für t ∈ IR \ {0}. 2

Beweis: Die Stabilitätsfunktion des einstufigen Gauß-Verfahrens ist die Padé-Approximation
vom Index (1, 1)

R(z) =
1 + z

2

1− z
2

,

und die Behauptung folgt für dieses Verfahren durch direktes Ausrechnen.
Die Stabilitätsfunktionen R(z) = Pjk(z)

Qjk(z) (j = grad(Pjk), k = grad(Qjk)) der s-stufigen
Radau-IA- und -IIA- bzw. Lobatto-IIIC-Verfahren sind die Padé-Approximationen vom Index
(j, k) = (s, s− 1) bzw. (s, s− 2), und es gilt für die Konsistenzordnung p = j + k.
Aus

|ez| −
|Pjk(z)|
|Qjk(z)|

= O(zp+1) für z → 0

folgt für z = it wegen |eit| = 1 für t ∈ IR

|Qjk(iy)| − |Pjk(iy)| = O(yp+1) für y → 0
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und damit für das sogenannte E-Polynom

Ejk(y) = (|Qjk(iy)| − |Pjk(iy)|)(|Qjk(iy)|+ |Pjk(iy)|)
= |Qjk(iy)|2 − |Pjk(iy)|2 = O(yj+k+1) für y → 0.

Da das E-Polynom in y gerade ist und für die betrachteten Verfahren höchstens den Grad 2s
hat, folgt Esk(y) = cky

2s für k = s− 1 und k = s− 2. Aus grad(Qsk) > grad(Psk) folgt ck > 0
und damit schließlich Esk(y) > 0 für y 6= 0, was äquivalent ist zu |R(it)| < 1 für t ∈ IR \ {0}.

2

5.2.4 Konvergenzuntersuchungen für semilineare PDA-Systeme

In diesem Abschnitt sollen die Konvergenzuntersuchungen für lineare Systeme aus Abschnitt
5.2.2 auf Systeme mit nichtlinearer rechter Seite erweitert werden,

f = f(t, ~x, u).

Dazu wird zunächst eine Abschätzung für den globalen Diskretisierungsfehler der Stufen des
Runge-Kutta-Verfahrens (globaler Stufenfehler) im linearen Fall angegeben, die für die Kon-
vergenzuntersuchung im nichtlinearen Fall benötigt wird.

Definition 5.34 Mit
E

(i)
m+1=U~h

(tm + ciτ)− U
(i)
m+1

wird der globale Stufenfehler der i-ten Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet. 2

Mit

Em+1 =
(
E

(1)
m+1

>
, . . . , E

(s)
m+1

>
)>

und der Definitionsgleichung des globalen Gesamtdiskretisierungsfehlers (5.15) sowie den
Störungen (5.17) folgt aus dem Störungslemma 5.3

Em+1 = H(M, τD)em +G(M, τD)−1(Is ⊗M)∆m+1

+τG(M, τD)−1(A⊗ INn)
d∑

v=1

hpv
v (IsN ⊗Bv)Γ

(v)
m+1.

Daraus erhält man mit der Gleichung (5.23) des Verbundvektors der Residuenfehler der Stufen
und der Gleichung für den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler (5.28) die folgende Darstel-
lung für den globalen Stufenfehler:

Em+1 = G(M, τD)−1(Is ⊗M)

 p∑
r=q+1

τ r

r!
[
c̃r − rAc̃r−1

]
⊗ U

(r)
~h

(tm) +O(τp+1)


+τ

d∑
v=1

hpv
v

m∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD) (IsN ⊗Bv) Γ(v)
m+1−i

+
m∑

i=0

H(M, τD)R(M, τD)iδm+1−i +
m∑

i=0

H(M, τD)R(M, τD)iL(M, τD)O(τp+1)

+
p∑

r=q+1

τ r+1+αr

r!

(
−

m−1∑
i=0

ti+1∫
ti

H(M, τD)R(M, τD)m−iWrαr(M, τD)D1+αrU
(r+1)
~h

(s)ds
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+H(M, τD)Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(tm)

−H(M, τD)R(M, τD)m+1Wrαr(M, τD)D1+αrU
(r)
~h

(t0)

)

+τG(M, τD)−1(A⊗ INn)
d∑

v=1

hpv
v (IsN ⊗Bv)Γ

(v)
m+1.

Aus (4.58) folgen mit (5.34) und H(A, τD~k
) = G(A, τD~k

)−1(1ls ⊗A)

(Is ⊗Q−1)
(
G(M, τD)−1(Is ⊗M)

)
(Is ⊗Q) =

(
diag~k

{(
G(A, τD~k

)−1(Is ⊗A)
)
ij

})
i,j=1,...,s

,

und

(Is ⊗Q−1)H(M, τD)Q =
(
diag~k

{(
H(A, τD~k

)
)
i

})
i=1,...,s

. (5.78)

Mit αr = −1 ergibt sich damit analog zu Satz 5.11 das folgende Lemma:

Lemma 5.35 Sei q? ∈ [1,min(p, q + 1)] die größte ganze Zahl, so daß mit M̄ ∈ IN für τ → 0
(Me → ∞), hv → 0 (Nv → ∞), v = 1, . . . , d und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden
Voraussetzungen erfüllt sind:

(a) G(A, τD~k
) ist regulär,

(b) Wr(−1)(A, τD~k
) existiert gemäß (5.27), r = q + 1, . . . , p,

(c) ‖G(A, τD~k
)−1(Is ⊗A)τ q+1−q?‖ und ‖τG(A, τD~k

)−1(A⊗Bv)‖ sind beschränkt,

(d) für i = 0, . . . , M̄ sind ‖τH(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iJ(A, τD~k
) (Is ⊗Bv) ‖,

‖H(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iτp+1−q?‖ und ‖H(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iL(A, τD~k
)τp+1−q?‖ be-

schränkt,

(e) für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1 sind ‖H(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iJ(A, τD~k
) (Is ⊗Bv) ‖,

‖H(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iτp−q?‖ und ‖H(A, τD~k
)R(A, τD~k

)iL(A, τD~k
)τp−q?‖ beschränkt,

(f) ‖τ r−q?
H(A, τD~k

)R(A, τD~k
)iWr(−1)(A, τD~k

)‖ ist für i = 0, . . . ,Me und r = q + 1, . . . , p
beschränkt.

Dann gilt für lineare Systeme für den Vektor der Diskretisierungsfehler der Stufen des Runge-
Kutta-Verfahrens bei genügend glatter exakter Lösung

Em+1 = O
(
τ q?
)

+O

(
d∑

v=1

hpv
v

)
.

2

Im folgenden wird zunächst vorausgesetzt, daß f komponentenweise eine globale Lipschitz-
Bedingung erfüllt: Für i = 1, . . . , n existiere lfi

mit

|fi(t, ~x, u1)− fi(t, ~x, u2)| ≤ lfi
‖u1 − u2‖2 (5.79)

für alle u1, u2 ∈ IRn, t ∈ [t0, te], ~x ∈ Ω.
Aus den Gleichungen (5.3b) für die Stufenwerte Sm+1 und (5.3c) für die Steigungswerte Km+1

folgt mit der in (5.7) definierten Matrix G(M, τD)

G(M, τD)Km+1 = (1ls ⊗D)Um + F̄ (tm+1, Sm+1) (5.80)
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und damit aus der Verfahrensgleichung (5.3a) und den in (5.8) und (5.9) definierten Matrizen
J(M, τD) und R(M, τD)

Um+1 = Um + τ(b> ⊗ INn)G(M, τD)−1
(
(1ls ⊗D)Um + F̄ (tm+1, Sm+1)

)
= R(M, τD)Um + τJ(M, τD)F̄ (tm+1, Sm+1).

Ausführen der Rekursion liefert

Um+1 = R(M, τD)m+1U0 + τ
m∑

i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm+1−i, Sm+1−i). (5.81)

Durch Einsetzen von (5.80) in (5.3b) folgt mit (5.7)

Sm+1 = 1ls ⊗ Um + τ (A⊗ INn)G(M, τD)−1
(
(1ls ⊗D)Um + F̄ (tm+1, Sm+1)

)
= G(M, τD)−1 (G(M, τD) + τA⊗D) (1ls ⊗ INn)Um

+τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, Sm+1)
= G(M, τD)−1 (1ls ⊗M)Um + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, Sm+1) (5.82)

und mit der in (5.11) definierten Matrix H(M, τD)

Sm+1 = H(M, τD)Um + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, Sm+1).

Durch Einsetzen von (5.81) erhält man

Sm+1 = H(M, τD)R(M, τD)mU0 + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, Sm+1)

+τ
m−1∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm−i, Sm−i). (5.83)

Das System (5.3) mit vorgegebenem Startvektor U0 hat genau dann eine eindeutige Lösung,
wenn (5.83) eindeutig lösbar ist. Es soll deshalb nun unter Verwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes eine hinreichende Bedingung dafür hergeleitet werden.
Aus der Lipschitz-Bedingung (5.79) folgt für alle Vektoren Z1, Z2 ∈ IRsNn

‖
(
IsN ⊗ ~e>i

) (
F̄ (tm+1, Z1)− F̄ (tm+1, Z2)

)
‖ ≤ lfi

‖Z1 − Z2‖, (5.84)

wobei ~ei ∈ IRn der i-te Einheitsvektor sei. Für die Abbildung

T : Z ∈ IRsNn → H(M, τD)R(M, τD)mU0 + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, Z)

+τ
m−1∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm−i, Sm−i) (5.85)

gilt deshalb

‖TZ1 − TZ2‖ = τ‖G(M, τD)−1 (A⊗ INn)
(
F̄ (tm+1, Z1)− F̄ (tm+1, Z2)

)
‖

= τ‖
n∑

i=1

G(M, τD)−1 (A⊗ INn) (IsN ⊗ ~ei)

·
(
IsN ⊗ ~e>i

) (
F̄ (tm+1, Z1)− F̄ (tm+1, Z2)

)
‖

≤ τ
n∑

i=1

lfi
‖G(M, τD)−1 (A⊗ ~ei) ‖ ‖Z1 − Z2‖.

T bildet den Banachraum
(
IRsNn, ‖ · ‖

)
in sich ab. Ist T kontraktiv, so folgt deshalb aus dem

Banachschen Fixpunktsatz die Existenz einer eindeutigen Lösung von (5.83) bzw. (5.3). Mit
(5.34), (4.58) und der für die Normen geltenden Beziehung (4.66) erhält man deshalb den
folgenden Existenzsatz:
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Satz 5.36 Sind mit einem κ1 < 1 für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d und
alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die Matrizen G(A, τD~k

) regulär und gilt

τ

d∏
i=1

‖SPi‖ ‖S
−1
Pi
‖

n∑
j=1

lfj
max

~k
‖G(A, τD~k

)−1 (A⊗ ~ej) ‖ ≤ κ1, (5.86)

so besitzt das Verfahren (5.3) für hinreichend kleine τ und ~h eine eindeutige Lösung. 2

Die exakte Lösung u(t, ~x) des Ausgangssystems (3.2) erfüllt das lineare PDA-System

A vt(t, ~x) +
d∑

i=1

Bi (vxixi(t, ~x) + rivxi(t, ~x)) + C v(t, ~x) = Φ(t, ~x)

mit Φ(t, ~x)=f(t, ~x, u(t, ~x)). Das zugehörige lineare MOL-DA-System ist analog zu (4.45) durch

MV̇ (t) = DV (t) + F̃ (t, U~h
(t)), (5.87a)

V (t0) = U(t0) (5.87b)

gegeben. Dabei ist U~h
(t) die Einschränkung von u(t, ~x) auf das Ortsgitter Ω~h

. Für die nume-
rische Lösung Vm dieses Systems mit dem Verfahren (5.3) und die Runge-Kutta-Stufen SV

m

gelten nach (5.81) und (5.83)

Vm+1 = R(M, τD)m+1U0 + τ
m∑

i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm+1−i, S
U~h
m+1−i), (5.88)

SV
m+1 = H(M, τD)R(M, τD)mU0 + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, S

U~h
m+1)

+τ
m−1∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm−i, S
U~h
m−i) (5.89)

mit
S

U~h
m+1 =

(
U~h

(tm + c1τ)>, . . . , U~h
(tm + csτ)>

)>
.

Im folgenden bezeichne der Vektor

EV
m+1 = S

U~h
m+1 − SV

m+1 (5.90)

den Diskretisierungsfehler der Stufen bezüglich der exakten Stufenwerte S
U~h
m+1 des semilinearen

PDA-Systems und der Runge-Kutta-Stufen SV
m+1 des linearen DA-Systems (5.87). Ferner sei

eVm+1 = U~h
(tm+1)− Vm+1. (5.91)

Durch Einsetzen von (5.89) in (5.90) folgt

S
U~h
m+1 = H(M, τD)R(M, τD)mU0 + τG(M, τD)−1 (A⊗ INn) F̄ (tm+1, S

U~h
m+1)

+τ
m−1∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm−i, S
U~h
m−i) + EV

m+1

und durch Subtraktion von (5.83)

S
U~h
m+1 − Sm+1

= τG(M, τD)−1 (A⊗ INn)
(
F̄ (tm+1, S

U~h
m+1)− F̄ (tm+1, Sm+1)

)
+τ

m−1∑
i=0

H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD)
(
F̄ (tm−i, S

U~h
m−i)− F̄ (tm−i, Sm−i)

)
+EV

m+1.
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Mit der Lipschitz-Bedingung (5.84) ergibt sich

‖SU~h
m+1 − Sm+1‖ ≤

n∑
j=0

τ lfj
‖G(M, τD)−1 (A⊗ ~ej) ‖‖S

U~h
m+1 − Sm+1‖

+
n∑

j=0

lfj

m−1
max
i=0

‖H(M, τD)R(M, τD)iJ(M, τD) (IsN ⊗ ~ej) ‖

·τ
m−1∑
i=0

‖SU~h
m−i − Sm−i‖+ ‖EV

m+1‖.

Daraus folgt: Ist mit einem M0 ∈ IN

κ2= sup
Me,Nv≥M0,v=1,...,d

{
n∑

j=0

lfj
‖H(M, τD)R(M, τD)i1J(M, τD) (IsN ⊗ ~ej) ‖ :

i1 = 0, . . . ,Me − 2, τ =
te − t0
Me

}
<∞, (5.92)

so erhält man unter der Voraussetzung (5.86)

‖SU~h
m+1 − Sm+1‖ ≤

κ2

1− κ1
τ

m−1∑
i=0

‖SU~h
i+1 − Si+1‖+

‖EV
m+1‖

1− κ1
. (5.93)

Nun wird das folgende diskrete Gronwall-Lemma angewendet (vgl. Werner/Arndt [58]):

Lemma 5.37 Seien σj und ξj , j = 0, 1, . . . ,m, nichtnegative Zahlen mit ξ0 ≤ ξ1 ≤ . . . ≤ ξm.
Mit δ ≥ 0, (τ0, τ1, . . . , τm−1) ∈ IRm

+ , tj+1 = tj + τj gelte die Abschätzung

σ0 ≤ ξ0 und σj+1 ≤ δ

j∑
i=0

τiσi + ξj+1, j = 0, 1, . . . ,m− 1.

Dann gilt auch
σj ≤ ξje

δ(tj−t0), j = 0, 1, . . . ,m.
2

Damit folgt aus (5.93)

‖SU~h
m+1 − Sm+1‖ ≤ ‖EV

m+1‖
1

1− κ1
e

κ2
1−κ1

τ(m+1) ≤ ‖EV
m+1‖

e
κ2

1−κ1
(te−t0)

1− κ1
.

Mit Lemma 5.35 für den globalen Stufenfehler erhält man

‖SU~h
m+1 − Sm+1‖ = O

(
τ q?
)

+O

(
d∑

v=1

hpv
v

)
. (5.94)

Durch Einsetzen von (5.88) in (5.91) folgt

U~h
(tm+1) = R(M, τD)m+1U0 + τ

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)F̄ (tm+1−i, S
U~h
m+1−i) + eVm+1

und durch Subtraktion von (5.81)

U~h
(tm+1)− Um+1 = τ

m∑
i=0

R(M, τD)iJ(M, τD)
(
F̄ (tm+1−i, S

U~h
m+1−i)− F̄ (tm+1−i, Sm+1−i)

)
+eVm+1.
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Mit der Lipschitz-Bedingung (5.84) ergibt sich daraus

‖U~h
(tm+1)− Um+1‖ ≤

n∑
j=1

τ lfj

m∑
i=0

‖R(M, τD)iJ(M, τD) (IsN ⊗ ~ej) ‖ ‖S
U~h
m+1−i − Sm+1−i‖

+‖eVm+1‖. (5.95)

Insgesamt folgt mit (5.94) und durch Diagonalisierung der in (5.92) und (5.95) auftretenden
Matrizen der folgende Konvergenzsatz:

Satz 5.38 Sei f komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten lfj
,

j = 1, . . . , n. Gilt dann zusätzlich zu den Voraussetzungen von Konvergenzsatz 5.11, Lem-
ma 5.35 (Konvergenz der Stufenwerte) und Satz 5.36 (Existenz der Runge-Kutta-Lösung) für
j = 1, . . . , n, daß

lfj
‖τR(A, τD~k

)iJ(A, τD~k
) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = 0, . . . , M̄ ,

lfj
‖R(A, τD~k

)iJ(A, τD~k
) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1

sowie
lfj
‖H(A, τD~k

)R(A, τD~k
)iJ(A, τD~k

) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = 0, . . . ,Me − 1

sämtlich beschränkt sind, so ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) konvergent mit der Ord-
nung (p1, . . . , pd,min{p?, q?}) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten
L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Satz 5.38 ist nur für global Lipschitz-stetige Funktionen f anwendbar. Diese Voraussetzung
ist jedoch zum Beispiel für Beispiel 3.2 (Pharmakokinetik in der Leber) und Beispiel 3.3
(Pulververbrennung) nicht erfüllt. Ist f nur lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung der
exakten Lösung u mit Lipschitz-Konstanten lfj

(γ),

|fj(t, ~x, y1)− fj(t, ~x, y2)| ≤ lfj
(γ)‖y1 − y2‖2 (5.96)

für y1, y2 ∈ IRn mit ‖y1 − u‖∞ ≤ γ, ‖y2 − u‖∞ ≤ γ, t ∈ [t0, te], ~x ∈ Ω, j = 1, . . . , n und
γ ∈ IR, γ > 0, dann kann die bedingte Konvergenz des Runge-Kutta-Verfahrens wie folgt
gezeigt werden:
Es sei

fγ(t, ~x, y)=f(t, ~x, v(γ, y)) mit v : IR× IRn → IRn

und

vj(γ, y)=


yj : |yj − uj | ≤ γ

uj + γ : yj > uj + γ
uj − γ : yj < uj − γ

.

Dann ist fγ komponentenweise (global) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten lfj
(γ).

Es wird nun das PDA-System betrachtet, das entsteht, wenn f durch fγ ersetzt wird. Auf-
grund der Definition von fγ gilt fγ(t, ~x, u) = f(t, ~x, u), u ist damit auch exakte Lösung des
geänderten PDA-Systems. Für die Stufenwerte Sγ

m+1 des zugehörigen Diskretisierungsverfah-
rens gilt unter den Voraussetzungen des Satzes 5.38

‖SU~h
m+1 − Sγ

m+1‖ = O
(
τ q?
)

+O

(
d∑

v=1

hpv
v

)
.

Gehen τ, hi, i = 1, . . . , d, so gegen Null, daß

τ2q?
/ d∏

i=1

hi → 0 und h
2pj

j

/ d∏
i=1

hi → 0 für j = 1, . . . , d
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gelten, so folgt wegen

‖SU~h
m+1 − Sγ

m+1‖∞

√√√√ d∏
i=1

hi ≤ ‖SU~h
m+1 − Sγ

m+1‖

deshalb auch
‖SU~h

m+1 − Sγ
m+1‖∞ → 0

und damit für hinreichend kleine τ und hi

‖SU~h
m+1 − Sγ

m+1‖∞ ≤ γ.

Sγ
m+1 erfüllt dann aufgrund der Definition von fγ Gleichung (5.83), wegen (5.80) und der

Verfahrensgleichung (5.3a) liefert die Diskretisierung mit fγ also die gleichen Näherungswerte
wie diejenige mit f . Daraus folgt:

Satz 5.39 Sei f gemäß (5.96) komponentenweise lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung
der exakten Lösung mit Lipschitz-Konstanten lfj

(γ), j = 1, . . . , n. Mit lfj
(γ) seien die Vor-

aussetzungen des Satzes 5.38 erfüllt. Gehen τ, hi, i = 1, . . . , d, so gegen Null, daß

τ2q?

d∏
i=1

hi

→ 0,
h

2pj

j

d∏
i=1

hi

→ 0, j = 1, . . . , d, (5.97)

so ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) bedingt konvergent mit der Ordnung
(p1, . . . , pd,min{p?, q?}) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-
Norm bezüglich des Ortes. 2

Bemerkung 5.40 Bedingung (5.97) ist im Fall pi = 2, i = 1, . . . , d, nur für d ≤ 3 erfüllbar.
Falls ein pi = 1 ist, so muß d ≤ 2 gelten. 2

5.2.5 Konvergenz bei Anwendung steifgenauer Runge-Kutta-Verfahren
mit singulärer Verfahrensmatrix

Ist die Verfahrensmatrix A des Runge-Kutta-Verfahrens singulär, so ist das Runge-Kutta-
System (5.1) schon im linearen Fall bei singulärer Matrix A nicht eindeutig lösbar (vgl.
Bemerkung 5.2). In diesem Abschnitt soll der Spezialfall betrachtet werden, daß die Ver-
fahrensmatrix A des Runge-Kutta-Verfahrens die Gestalt

A =
(

0 0

ă Ă

)
∈ IRs,s mit ă ∈ IRs−1, Ă ∈ IRs−1,s−1

mit regulärer Matrix Ă hat, das Runge-Kutta-Verfahren steifgenau ist, also (2.20) erfüllt, und
eine Stufenordnung q ≥ 1 hat. Beispiele für solche Methoden sind die Lobatto-IIIA-Verfahren.
Im allgemeinen existieren bei singulärem A keine eindeutigen Steigungswerte K(i)

m+1, die Stu-

fenwerte U (i)
m+1 und die Lösung Um können jedoch trotzdem eindeutig bestimmbar sein.

Da die Elemente der ersten Zeile der Verfahrensmatrix verschwinden (a1i = 0, i = 1, . . . , s),
gilt

U
(1)
m+1 = Um. (5.98a)

Aus der Steifgenauigkeit folgt
U

(s)
m+1 = Um+1. (5.98b)

Zunächst soll wieder ein gestörtes Diskretisierungsverfahren (5.4) betrachtet werden. Die Be-
ziehungen (5.98) sollen auch für das gestörte Diskretisierungsverfahren gelten, das heißt, für
den Störungsvektor

Θm+1 =
(

Θ(1)
m+1

>
, . . . ,Θ(s)

m+1

>
)>
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zum Zeitpunkt tm+1 werden
Θ(1)

m+1 = 0 (5.99a)

und
Θ(s)

m+1 = θm+1 (5.99b)

gesetzt.
Definiert man für N̄ ∈ IN und Matrizen O,K ∈ IRN̄,N̄

Ğ(O,K) = Is−1 ⊗O − τ Ă⊗K (5.100)

und

Θ̆m+1 =
(

Θ(2)
m+1

>
, . . . ,Θ(s)

m+1

>
)>

,

S̆m+1 =
(
U

(2)
m+1

>
, . . . , U

(s)
m+1

>
)>

sowie
˘̂
Sm+1 =

(
Û

(2)
m+1

>
, . . . , Û

(s)
m+1

>
)>

,

wobei Û (1)
m+1, . . . , Û

(s)
m+1 die gestörten Stufenwerte seien, so ergibt sich aus (5.13) unter Berück-

sichtigung von (5.98a) und der aus (5.99a) und (5.4b) folgenden Beziehung Û (1)
m+1 = Ûm

Ğ(M, τD)
( ˘̂
Sm+1 − S̆m+1

)
= τ(ă⊗D)

(
Û

(1)
m+1 − U

(1)
m+1

)
+ τ

(
(ă, Ă)⊗ INn

)
ρm+1

+(Is−1 ⊗M)
(
1ls−1 ⊗

(
Ûm − Um

)
+ Θ̆m+1

)
= (1ls−1 ⊗M + τ ă⊗D)

(
Ûm − Um

)
+ (Is−1 ⊗M)Θ̆m+1

+τ
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
ρm+1.

Unter der Voraussetzung, daß Ğ(M, τD) regulär ist, sind die Stufenwerte Sm+1 und Ŝm+1 der
Systeme (5.3) und (5.4) im linearen Fall eindeutig bestimmt, und es folgt

˘̂
Sm+1 − S̆m+1 = Ğ(M, τD)−1 (1ls−1 ⊗M + τ ă⊗D)

(
Ûm − Um

)
+Ğ(M, τD)−1(Is−1 ⊗M)Θ̆m+1 + τĞ(M, τD)−1

(
(ă, Ă)⊗ INn

)
ρm+1

(5.101a)

= Ğ(M, τD)−1 (1ls−1 ⊗M + τ ă⊗D)
(
Ûm − Um

)
+ Θ̆m+1

+τĞ(M, τD)−1
(
(ă, Ă)⊗ INn

)(
(Is ⊗D)Θm+1 + ρm+1

)
. (5.101b)

Mit dem Einheitsvektor ~es−1 = (0, . . . , 0, 1)> ∈ IRs−1, der Definition

J̆(O,K) =
(
~e>s−1 ⊗ IN̄

)
Ğ(O,K)−1

(
(ă, Ă)⊗ IN̄

)
(5.102)

sowie analog (5.9) definiertem R̆ und der in (5.100) eingeführten Matrix Ğ folgt

R̆(M, τD) = INn + τ J̆(M, τD)(1ls ⊗D)

= INn + τ
(
~e>s−1 ⊗ INn

)
Ğ(M, τD)−1

(
(ă, Ă)⊗ INn

)
(1ls ⊗D)

= INn +
(
~e>s−1 ⊗ INn

)
Ğ(M, τD)−1

(
τ ă⊗D + τ(Ă⊗D)(1ls−1 ⊗ INn)

)
= INn +

(
~e>s−1 ⊗ INn

)
Ğ(M, τD)−1

·
(
τ ă⊗D + (Is−1 ⊗M − Ğ(M, τD))(1ls−1 ⊗ INn)

)
=
(
~e>s−1 ⊗ INn

)
Ğ(M, τD)−1 (1ls−1 ⊗M + τ ă⊗D) . (5.103)
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Aus den Runge-Kutta-Gleichungen (5.4a) und (5.4b) folgt wegen der Steifgenauigkeit und
(5.99b) Ûm+1 = Û

(s)
m+1 und mit (5.98b)

Ûm+1 − Um+1 = Û
(s)
m+1 − U

(s)
m+1 = (~e>s−1 ⊗ INn)

( ˘̂
Sm+1 − S̆m+1

)
.

Einsetzen von (5.101b) liefert schließlich mit (5.99b) und analog (5.10) definiertem L̆

Ûm+1 − Um+1 = R̆(M, τD)
(
Ûm − Um

)
+ τ J̆(M, τD)ρm+1 + θm+1 + L̆(M, τD)Θm+1,

eine zu (5.14) analoge Gleichung. Mit der Definition

H̆(O,K) = Ğ(O,K)−1 (1ls−1 ⊗O + τ ă⊗K) (5.104)

erhält man aus (5.101a)

˘̂
Sm+1 − S̆m+1 = H̆(M, τD)

(
Ûm − Um

)
+ Ğ(M, τD)−1(Is−1 ⊗M)Θ̆m+1

+τĞ(M, τD)−1
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
ρm+1.

Damit folgt die Gültigkeit des Störungslemmas 5.3 mit den entsprechenden -̆Größen auch für
die in diesem Abschnitt betrachteten Runge-Kutta-Verfahren, wobei der Term A⊗ INn durch
(ă, Ă)⊗ INn ersetzt werden muß.
Aus der vereinfachenden Bedingung C(q) (siehe (2.17)) folgt für k = 1

s∑
j=1

aij = ci, i = 1, . . . , s, (5.105)

und damit c1 = 0. Für den in (5.16b) definierten Residuenfehler des ersten Stufenwertes folgt
deshalb

∆(1)
m = 0.

Für steifgenaue Runge-Kutta-Verfahren (d. h., (2.20) ist erfüllt) gilt aufgrund der Konsistenz-
bedingung (2.16) mit k = 1 und wegen (5.105)

1 =
s∑

i=1

bi =
s∑

i=1

asi = cs.

Damit folgt für die in (5.16) definierten Residuenfehler des Verfahrens und der Stufenwerte

δm+1 = ∆(s)
m+1.

Die Voraussetzungen (5.99) sind für die Wahl (5.17) der Störungen damit erfüllt. Setzt man

∆̆m =
(
∆(2)

m

>
, . . . ,∆(s)

m

>)>
,

so gilt deshalb auch eine zur Fehlergleichung (5.28) analoge Formel mit den entsprechenden
-̆Größen für die in diesem Abschnitt betrachteten Runge-Kutta-Verfahren.

Mit (5.29) gilt für die in (5.100) und (5.102) definierten Matrizen Ğ(O,K) und J̆(O,K)

(Is−1 ⊗ P )Ğ(O,K)(Is−1 ⊗ S) = Ğ(diagk{Ak},diagk{Ck}),

S−1J̆(O,K)(Is ⊗ P−1) = (~e>s−1 ⊗ IN̄ )(Is−1 ⊗ S−1)Ğ(O,K)−1(Is−1 ⊗ P−1)
(
(ă, Ă)⊗ IN̄

)
= (~e>s−1 ⊗ IN̄ )Ğ(diagk{Ak},diagk{Ck})−1

(
(ă, Ă)⊗ IN̄

)
= J̆(diagk{Ak},diagk{Ck}).
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Analog zu (5.33a) gilt

Ğ(diagk{Ak},diagk{Ck})−1 =
(

diagk

{(
Ğ(Ak, Ck)−1

)
ij

})
i,j=1,...,s−1

,

und es folgt

J̆(diagk{Ak},diagk{Ck}) =
(
~e>s−1 ⊗ IN̄

)(
diagk

{(
Ğ(Ak, Ck)−1

)
ij

})
i,j=1,...,s−1(

(ă, Ă)⊗ IN̄

)
=
(

diagk

{((
~e>s−1 ⊗ Ink

)
Ğ(Ak, Ck)−1

(
(ă, Ă)⊗ Ink

))
j

})
j=1,...,s

=
(

diagk

{(
J̆(Ak, Ck)

)
j

})
j=1,...,s

.

Damit erhält man analog zu (5.30c), (5.30d), (5.33c), (5.33d) und (5.78)

S−1R̆(O,K)S = diagk

{
R̆(Ak, Ck)

}
,

S−1L̆(O,K)(Is ⊗ S) =
(

diagk

{(
L̆(Ak, Ck)

)
j

})
j=1,...,s

,

(Is−1 ⊗ S−1)H̆(O,K)(Is ⊗ S) =
(
diagk

{(
H̆(Ak, Ck)

)
i

})
i=1,...,s−1

,

und es folgt die Gültigkeit von Konvergenzsatz 5.11 mit den entsprechenden -̆Größen:

Satz 5.41 Sei p? ∈ [1,min(p, r + 1 + αr : r = q + 1, . . . , p)] mit αr ∈ IR, αr ≥ −1, die
größte reelle Zahl, so daß mit M̄ ∈ IN für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d,
r = q + 1, . . . , p und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt sind:

(a) Ğ(A, τD~k
) ist regulär,

(b) W̆rα(A, τD~k
) existiert analog zu (5.27),

(c) für i = 0, . . . , M̄ sind ‖τR̆(A, τD~k
)iJ̆(A, τD~k

) (Is ⊗Bv) ‖, ‖R̆(A, τD~k
)iτp+1−p?‖ und

‖R̆(A, τD~k
)iL̆(A, τD~k

)τp+1−p?‖ beschränkt,

(d) für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1 sind ‖R̆(A, τD~k
)iJ̆(A, τD~k

) (Is ⊗Bv) ‖, ‖R̆(A, τD~k
)iτp−p?‖

und ‖R̆(A, τD~k
)iL̆(A, τD~k

)τp−p?‖ beschränkt,

(e) ‖τ r+1+αr−p?
R̆(A, τD~k

)iW̆rα(A, τD~k
)‖ ist für i = 0, . . . ,Me beschränkt,

(f) ‖D1+αrU
(r)
~h

(t)‖ und ‖D1+αrU
(r+1)
~h

(t)‖ sind für t ∈ [t0, te] beschränkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) für lineare Systeme mit genügend glatter Lösung
konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p

?) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in
der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Setzt man

Ĕm+1 =
(
E

(2)
m+1

>
, . . . , E

(s)
m+1

>
)>

,

so läßt sich auch Lemma 5.35 übertragen, wobei der Term ‖τG(A, τD~k
)−1(A ⊗ Bv)‖ durch

‖τĞ(A, τD~k
)−1((ă, Ă)⊗Bv)‖ ersetzt werden muß :
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Lemma 5.42 Sei q? ∈ [1,min(p, q + 1)] die größte ganze Zahl, so daß mit M̄ ∈ IN für τ → 0
(Me → ∞), hv → 0 (Nv → ∞), v = 1, . . . , d und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden
Voraussetzungen erfüllt sind:

(a) Ğ(A, τD~k
) ist regulär,

(b) W̆r(−1)(A, τD~k
) existiert analog zu (5.27), r = q + 1, . . . , p,

(c) Ğ(A, τD~k
)−1(Is−1 ⊗A)τ q+1−q?‖ und ‖τĞ(A, τD~k

)−1((ă, Ă)⊗Bv)‖ sind beschränkt,

(d) für i = 0, . . . , M̄ sind ‖τH̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iJ̆(A, τD~k
) (Is ⊗Bv) ‖,

‖H̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iτp+1−q?‖ und ‖H̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iL̆(A, τD~k
)τp+1−q?‖ be-

schränkt,

(e) für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1 sind ‖H̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iJ̆(A, τD~k
) (Is ⊗Bv) ‖,

‖H̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iτp−q?‖ und ‖H̆(A, τD~k
)R̆(A, τD~k

)iL̆(A, τD~k
)τp−q?‖ beschränkt,

(f) ‖τ r−q?
H̆(A, τD~k

)R̆(A, τD~k
)iW̆r(−1)(A, τD~k

)‖ ist für i = 0, . . . ,Me und r = q + 1, . . . , p
beschränkt.

Dann gilt für lineare Systeme für den Vektor der Diskretisierungsfehler der Stufen des Runge-
Kutta-Verfahrens bei genügend glatter exakter Lösung

Ĕm+1 = O
(
τ q?
)

+O

(
d∑

v=1

hpv
v

)
.

2

Aus (5.82) folgt mit (5.98a)

Ğ(M, τD)S̆m+1 = τ(ă⊗D)U (1)
m+1 + (1ls−1 ⊗M)Um + τ

(
(ă, Ă)⊗ INn

)
F̄ (tm+1, U

(1)
m+1, S̆m+1)

= (1ls−1 ⊗M + τ ă⊗D)Um + τ
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
F̄ (tm+1, Um, S̆m+1)

und mit der in (5.104) definierten Matrix H̆(M, τD) bzw. (5.98b) und den Gleichungen (5.103)
und (5.102) für R̆ und J̆

S̆m+1 = H̆(M, τD)Um + τĞ(M, τD)−1
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
F̄ (tm+1, Um, S̆m+1),

Um+1 =
(
~e>s−1 ⊗ INn

)
S̆m+1

= R̆(M, τD)Um + τ J̆(M, τD)F̄ (tm+1, Um, S̆m+1).

Durch Ausführen der Rekursion erhält man daraus die zu (5.81) und (5.83) analogen Glei-
chungen

Um+1 = R̆(M, τD)m+1U0 + τ

m∑
i=0

R̆(M, τD)iJ̆(M, τD)F̄ (tm+1−i, Um−i, S̆m+1−i),

S̆m+1 = H̆(M, τD)R̆(M, τD)mU0 + τĞ(M, τD)−1
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
F̄ (tm+1, Um, S̆m+1)

+τ
m−1∑
i=0

H̆(M, τD)R̆(M, τD)iJ̆(M, τD)F̄ (tm−i, Um−1−i, S̆m−i).

Aus der Lipschitz-Bedingung (5.84) folgt für Z1, Z2 ∈ IR(s−1)Nn

‖
(
I(s−1)N ⊗ ~e>i

) (
F̄ (tm+1, Z1)− F̄ (tm+1, Z2)

)
‖ ≤ lfi

‖Z1 − Z2‖.
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Durch Betrachtung von

T̆ : Z ∈ IR(s−1)Nn → H̆(M, τD)R̆(M, τD)mU0 + τĞ(M, τD)−1
(
(ă, Ă)⊗ INn

)
F̄ (tm+1, Um, Z)

+τ
m−1∑
i=0

H̆(M, τD)R̆(M, τD)iJ̆(M, τD)F̄ (tm−i, Um−1−i, S̆m−i)

anstelle von (5.85) erhält man deshalb analog zu Satz 5.36 den folgenden Existenzsatz:

Satz 5.43 Sind mit einem κ1 < 1 für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d und
alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die Matrizen Ğ(A, τD~k

) regulär und gilt

τ

d∏
i=1

‖SPi‖ ‖S
−1
Pi
‖

n∑
j=1

lfj
max

~k
‖Ğ(A, τD~k

)−1
(
(ă, Ă)⊗ ~ej

)
‖ ≤ κ1,

so besitzt das Verfahren (5.3) für hinreichend kleine τ und ~h eine eindeutige Lösung. 2

Auch die Gleichungen (5.88) - (5.95) lassen sich übertragen, man erhält schließlich analog zu
Satz 5.38 den folgenden Konvergenzsatz:

Satz 5.44 Sei f komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten lfj
,

j = 1, . . . , n. Gilt dann zusätzlich zu den Voraussetzungen von Konvergenzsatz 5.41, Lem-
ma 5.42 (Konvergenz der Stufenwerte) und Satz 5.43 für j = 1, . . . , n, daß

lfj
‖τR̆(A, τD~k

)iJ̆(A, τD~k
) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = 0, . . . , M̄ ,

lfj
‖R̆(A, τD~k

)iJ̆(A, τD~k
) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = M̄ + 1, . . . ,Me − 1

sowie
lfj
‖H̆(A, τD~k

)R̆(A, τD~k
)iJ̆(A, τD~k

) (Is ⊗ ~ej) ‖ für i = 0, . . . ,Me − 1

sämtlich beschränkt sind, so ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) konvergent mit der Ord-
nung (p1, . . . , pd,min{p?, q?}) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten
L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Im linearen Fall lassen sich auch für die hier betrachteten Verfahren Aussagen über die Kon-
vergenz in Abhängigkeit vom Zeitindex treffen:
Wegen

b>(Is − zA)−1 = ~e>s (Is − zA)−1A = ~e>s−1(Is−1 − zĂ)−1(ă, Ă)

stimmt die entsprechend (5.102) definierte Funktion J̆(z) = J̆(1, z) mit der in (5.62a) defi-
nierten überein und damit dann auch R(z) und L(z). Aus J̃(z) = 1

zJ( τ
z ) folgt, daß auch

˘̃J(z) = J̆(z, τ) = ~e>s−1(zIs−1 − τ Ă)−1(ă, Ă)

für z 6= 0 mit der in (5.62b) definierten Funktion J̃(z) übereinstimmt, für z = 0 ist sie gleich
dem entsprechenden Grenzwert. Konvergenzsatz 5.28 kann damit direkt übertragen werden:

Satz 5.45 Seien mit αr ∈ IR, αr ≥ −1, für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d
und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt:

(a) Es existieren für die Matrizenbüschel D~k
+λA Weierstraß-Kronecker-Zerlegungen gemäß

(4.68) mit beschränkten Normen

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖

und
‖Q~k

diag{N i
n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖

für i = 0, . . . , νdt − 1,
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(b) Reκ~kj1
≤ − cos π

n~kj1
+1 =


0 : n~kj1

= 1
−1

2 : n~kj1
= 2

−1
2

√
2 : n~kj1

= 3
...

, j1 = 1, . . . , l~k,

(c) für νdt ≥ 3 sei (5.67) für l = 0, . . . , j − 1, j = 1, . . . , νdt − 1 erfüllt,

(d) im Fall αr /∈ {−1, 0} existieren W̆rαr(A, τD~k
) analog zu (5.27) und seien beschränkt, im

Fall αr ∈ {−1, 0} existieren beschränkte Matrizen W̆rαr(In~kj1
, τR~kj1

) für j1 = 1, . . . , l~k,
r = q + 1, . . . , p, für αr = 0 sind die Matrixnormen in (5.72) beschränkt,

(e) ‖D1+αrU
(r)
~h

(t)‖ und ‖D1+αrU
(r+1)
~h

(t)‖ sind für r = q + 1, . . . , p, t ∈ [t0, te] beschränkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) für L-stabile Runge-Kutta-Methoden (im Fall
νdt = 0 reicht A-Stabilität, im Fall νdt = 1 A-Stabilität mit lim

z→−∞
R(z) 6= 1) mit regulärer

Verfahrensmatrix für lineare Systeme mit genügend glatter exakter Lösung nach νdt Zeitschrit-
ten konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p

?) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und
in der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes mit

p? = min{p?
νdt
, pr : r = q + 1, . . . , p},

wobei

pr =


r + 1 + αr −max{0, νdt − 1} : αr /∈ {−1, 0}
r + 1 + αr : αr ∈ {−1, 0} und für i = 0, . . . , νdt − 1 gilt

~e>s−1Ă
−i−1

(ă, Ă)c̆r = r~e>s−1Ă
−i

(ă, Ă)c̆r−1

r + 1− νdt : sonst

gilt. 2

Aus der vereinfachenden Bedingung C(q) (siehe (2.17)) folgt für k = 1, . . . , q

Ă(ă, Ă)c̃k−1 =
1
k
(ă, Ă)c̃k

und damit anstelle von (5.75a)

~e>s−1Ă
−l

(ă, Ă)c̃k = k~e>s−1Ă
−l+1

(ă, Ă)c̃k−1 = . . . = k!~e>s−1Ă
−l+k

(ă, Ă)1ls.

Mit der vereinfachenden Bedingung B(p) (vgl. (2.16)) erhält man für k = 1, . . . , q, l ≤ k und
k − l ≤ p− 1 anstelle von (5.75b)

~e>s−1Ă
−l

(ă, Ă)c̆k−1 =
k!

(k − l + 1)!
.

Damit folgt für die hier betrachteten Verfahren analog die Gültigkeit von Lemma 5.31.
Auch Lemma 5.32 kann im Fall αr = 0 übertragen werden, wobei anstelle der Regularität
von A diejenige von Ă vorausgesetzt werden muß und im Beweis die (5.77) entsprechende
rationale Funktion nun mindestens den Nennergrad s−1 und einen Zählergrad von höchstens
s− 1 hat.
Die Stabilitätsfunktionen der s-stufigen Lobatto-IIIA-Verfahren sind die Padé-
Approximationen vom Index (s − 1, s − 1). Die Bedingung R(it) 6= 1 für t ∈ IR \ {0}
ist deshalb zum Beispiel für das dreistufige Lobatto-IIIA-Verfahren erfüllt.
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Kapitel 6

Anwendung spezieller
Runge-Kutta-Verfahren

Die bisher entwickelte Theorie soll nun am Beispiel zweier spezieller Runge-Kutta-Verfahren,
des impliziten Euler-Verfahrens und des dreistufigen Radau-IIA-Verfahrens, angewendet wer-
den.

6.1 Das implizite Euler-Verfahren

Für das implizite Euler-Verfahren gelten

s = 1, A = (1), b = c = (1), p = q = 1.

Die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens mit der konstanten Schrittweite τ auf das
DA-System (4.45) liefert das BTCS-Verfahren (backward in time, centered in space)

G(M, τD) Um+1 = MUm + τF̃ (tm+1, Um+1),

mit U0 = U(t0), Um ≈ U(tm) und

G(M, τD) = M − τD.

Aus Satz 5.11 folgt mit

G(A, τD~k
) = A− τD~k

= A+ τ

(
d∑

i=1

λi,ki
Bi + C

)
,

J(A, τD~k
) = G(A, τD~k

)−1,

R(A, τD~k
) = In + τG(A, τD~k

)−1D~k
= G(A, τD~k

)−1
(
G(A, τD~k

) + τD~k

)
= G(A, τD~k

)−1A,

L(A, τD~k
) = τG(A, τD~k

)−1D~k
= G(A, τD~k

)−1A− In

Satz 6.1 Sind mit M̄ ∈ IN für τ → 0 (Me →∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d und alle ~k
mit kv = 1, . . . , Nv die Matrizen G(A, τD~k

) regulär und sind

‖τ
(
G(A, τD~k

)−1A
)i1 G(A, τD~k

)−1Bv‖, ‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i1+1

τ‖ für i1 = 0, . . . , M̄

sowie

‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i2 G(A, τD~k

)−1Bv‖, ‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i2+1 ‖ für i2 = M̄ +1, . . . ,Me−1
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sämtlich beschränkt, so ist das BTCS-Verfahren für lineare Systeme konvergent mit der Ord-
nung (p1, . . . , pd, 1) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-Norm
bezüglich des Ortes, wenn die zweiten Ableitungen der exakten Lösung nach der Zeit und
für pi = 1 die dritten und für pi = 2 die vierten Ableitungen der exakten Lösung nach xi

beschränkt sind, i = 1, . . . , d. 2

Bemerkung 6.2 Ist A regulär, hat das System also den Zeitindex 0, so folgt schon aus der
Beschränktheit von ‖τ

(
G(A, τD~k

)−1A
)i1+1 ‖, ‖

(
G(A, τD~k

)−1A
)i2+1 ‖ für alle ~k wegen

‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i
G(A, τD~k

)−1Bv‖ ≤ ‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i+1 ‖ ‖A−1Bv‖

die Beschränktheit der übrigen Matrizen in Satz 6.1, d. h., man erhält das obige Konvergenz-
resultat. 2

Beispiel 6.3 Gegeben seien das System aus Beispiel 4.13 mit differentiellem Zeitindex 2 sowie
konsistente Anfangs- und Randwerte. Die Matrix

G(A, τDk) =

 1 + τ τ(1− λk) 0
0 1 τ(1− λk)
0 τ 0


ist für τ > 0 und λk ≤ 0 regulär, es gelten

G(A, τDk)−1 =
1

τ2(1 + τ)(λk − 1)

 τ2(λk − 1) 0 τ2(1− λk)2

0 0 τ(λk − 1)(1 + τ)
0 −τ(1 + τ) 1 + τ

 ,

G(A, τDk)−1A =
1

τ(1 + τ)(λk − 1)

 τ(λk − 1) 0 0
0 0 0
0 −(1 + τ) 0

 ,

G(A, τDk)−1B =
1

τ(1 + τ)(λk − 1)

 0 −τ(λk − 1) 0
0 0 0
0 0 1 + τ


und für i > 1 (

G(A, τDk)−1A
)i =

1
(1 + τ)i

 1 0 0
0 0 0
0 0 0


sowie für i ≥ 1

(
G(A, τDk)−1A

)i
G(A, τDk)−1B =

1
(1 + τ)i+1

 0 −1 0
0 0 0
0 0 0

 .

Nach obigem Satz ist das BTCS-Verfahren bei genügend glatter exakter Lösung unbedingt
konvergent mit der Ordnung (2,1). Dies wird auch im numerischen Experiment bestätigt:
Werden Anfangs- und Dirichlet-Randwerte und die rechte Seite zum Beispiel so gewählt, daß

u(t, x) =

 ex(1 + t)
e2x sin(t)
e3x cos(t)


in [0, 1] × [0, 1] die exakte Lösung ist, so erhält man als numerisch bestimmte Zeitordnung
bezüglich der diskreten L2-Norm 1:
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0.1τ−1 23 24 25

0.1h−1

28 0.99 0.99 1.00
29 0.99 0.99 1.00

und als numerisch bestimmte Ortsordnung 2:

0.1τ−1 23 24 25

0.1h−1

28 2.00 2.00 1.99
29 1.99 2.00 2.00. 2

Bemerkung 6.4 Sei e
τ,~h

= ‖eMe‖ = ‖U~h
(tMe) − UMe‖ die diskrete L2-Norm des mit der

Zeitschrittweite τ und den Ortsschrittweiten ~h = (h1, . . . , hd) erhaltenen globalen Diskretisie-
rungsfehlers zum Zeitpunkt te. Dann kann die numerische Konvergenzordnung bezüglich der
Zeit pnum bestimmt werden gemäß

pnum τ
4
,~h

= ld
e
τ,~h
− e τ

2
,~h

e τ
2
,~h
− e τ

4
,~h

,

wobei ld(x) den Logarithmus von x zur Basis 2 bezeichnet. Unter der Voraussetzung, daß
e
τ,~h

= C1τ
p + C2 gilt, wobei C1 und C2 von ~h abhängen, folgt

pnum τ
4
,~h

= ld
τp −

(
τ
2

)p(
τ
2

)p − ( τ
4

)p = ld 2p = p.

Die numerische Konvergenzordnung bezüglich des Ortes wird analog bestimmt. 2

Auch Konvergenzsatz 5.28 kann für das BTCS-Verfahren vereinfacht werden. Dazu wird das
folgende Lemma verwendet:

Lemma 6.5 Für das implizite Euler-Verfahren gelten für beliebigen differentiellen Zeitindex
νdt:

(a) Bedingung (5.67) ist erfüllt,

(b) p?
νdt

= 1.
2

Beweis:

(a) Für das implizite Euler-Verfahren gelten nach (5.62b) und (5.62c)

J̃(z) =
1

z − τ
, R̃(z) = 1 +

τ

z − τ
=

z

z − τ
.

Daraus folgt mit der binomischen Reihe

(τ j+1R̃(z)iJ̃(z)c̃k)(j)(0) = τ j+1

(
dj

dzj

zi

(z − τ)i+1

)
(0)

= (−1)i+1τ j−i

(
dj

dzj

zi

(1− z
τ )i+1

)
(0)

= (−1)i+1τ j
∞∑
l=0

(
i+ l

l

)
dj

dzj

(z
τ

)l+i
(0)

= (−1)i+1j!
(
j

i

)
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und damit, daß die Behauptung (a) äquivalent ist zu

l∑
k=0

j!
k!(l − k)!

j∑
i=0

(−i)l−k(−1)i+1

(
j

i

)
= 0 für l = 0, . . . , j − 1

für alle j ≥ 1. Dies ist genau dann erfüllt, wenn für j ≥ 1

j∑
i=0

ik(−1)i

(
j

i

)
= 0 für k = 0, . . . , j − 1

gilt, was mittels vollständiger Induktion über k bewiesen werden soll:

• Ind.-Anf.:
j∑

i=0
(−1)i

(
j
i

)
= 0 für j ≥ 1 (k = 0).

• Ind.-Vor.:
j∑

i=0
il(−1)i

(
j
i

)
= 0 für j > k, 0 ≤ l ≤ k.

• Ind.-Beh.:
j∑

i=0
ik+1(−1)i

(
j
i

)
= 0 für j > k + 1.

• Ind.-Bew.:

j∑
i=0

ik+1(−1)i

(
j

i

)
=

j∑
i=1

ik(−1)i

(
j − 1
i− 1

)
j = −j

j−1∑
i=0

(i+ 1)k(−1)i

(
j − 1
i

)

= −j
k∑

l=0

(
k

l

) j−1∑
i=0

il(−1)i

(
j − 1
i

)
= 0

nach Induktionsvoraussetzung, da j − 1 > k ≥ l gilt.

(b) Damit p?
νdt

= 1 gilt, müssen (5.69) und (5.70) für alle j ≥ 2 und l = 2, . . . , j erfüllt sein.
Nach (5.62d) gilt L̃(z) = τ J̃(z). Damit folgt die Gültigkeit von (5.70) wie im Beweis
von (a).
Wegen

(
τ jR̃(z)i

)(j)
(0) = τ j

(
dj

dzj

zi

(z − τ)i

)
(0) = (−1)iτ j−i

(
dj

dzj

zi(
1− z

τ

)i
)

(0)

= (−1)iτ j
∞∑
l=0

(
i+ l − 1

l

)
dj

dzj

(z
τ

)l+i
(0)

=
{

0 : i = 0
(−1)ij!

(
j−1
i−1

)
: i ≥ 1

folgt wie im obigen Induktionsbeweis

j∑
i=0

ik
(
τ jR̃(z)i

)(j)
(0) =

j∑
i=1

ik(−1)ij!
(
j − 1
i− 1

)
= 0

für k = 0, . . . , j − 2, j ≥ 2 und damit auch (5.69) für l = 2, . . . , j.
2

Mit diesem Lemma erhält man aus Satz 5.28 den folgenden Konvergenzsatz für das
BTCS-Verfahren:
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Satz 6.6 Seien für τ → 0 (Me → ∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d und alle ~k mit
kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt:

(a) Es existieren für die Matrizenbüschel D~k
+λA Weierstraß-Kronecker-Zerlegungen gemäß

(4.68) mit beschränkten Normen

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖

und
‖Q~k

diag{N i
n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖

für i = 0, . . . , νdt − 1,

(b) Reκ~kj1
≤ − cos π

n~kj1
+1 =


0 : n~kj1

= 1
−1

2 : n~kj1
= 2

−1
2

√
2 : n~kj1

= 3
· · ·

, j1 = 1, . . . , l~k.

Dann ist das BTCS-Verfahren für lineare Systeme mit genügend glatter exakter Lösung nach
νdt Zeitschritten konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, 1) in der Maximumnorm bezüglich
der Zeit und in der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes. 2

Bemerkung 6.7 Die Konvergenz für beliebigen Zeitindex ist an die Voraussetzung konstan-
ter Zeitschrittweite gebunden. Im Fall variabler Schrittweite erhält man für Systeme mit einem
Zeitindex größer als 2 auch bei Erfüllung der Voraussetzungen (a) und (b) von Satz 6.6 im
allgemeinen keine Konvergenz. 2

Beispiel 6.8 Betrachtet werde wie in Beispiel 6.3 wieder das System aus Beispiel 4.13 mit
differentiellem Zeitindex 2. Für die Weierstraß-Kronecker-Transformation aus Beispiel 4.15
gelten neben den dort gezeigten Eigenschaften zusätzlich

Qk

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

Q−1
k =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1

 und Qk

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

Q−1
k =

 0 0 0
0 0 0
0 1

λk−1 0

 .

Damit sind auch die Voraussetzungen von Konvergenzsatz 6.6 erfüllt. 2

Beispiel 6.9 Betrachtet werde das lineare PDA-System 0 1 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=A

ut +

 0 0 −1
0 −1 −1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=B

uxx +

 −1 −1 −1
0 −1 0
0 0 −1


︸ ︷︷ ︸

=C

u = f

mit x ∈ [−0.5, 0.5], t ∈ [0.0, 1.0]. Die rechte Seite, Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen
werden so gewählt, daß

u(t, x) =

 ex sin(t)
e2x cos(t)
e3x+t


die exakte Lösung ist.
Aus (4.59) folgt

Dk = −λkB − C =

 1 1 1 + λk

0 1 + λk λk

0 0 1

 .
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Mit

Pk =

 λk + 1 −1 −λk − λ2
k − 1

0 1 −λk − 1
0 0 1

 und Qk =

 1
λk+1 0 0

0 1
λk+1

1
λk+1

0 0 1


erhält man die Weierstraß-Kronecker-Zerlegung

PkAQk =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , PkDkQk =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Das PDA-System hat also den differentiellen Zeitindex 3. Wegen

Q−1
k =

 λk + 1 0 0
0 λk + 1 −1
0 0 1


gelten

Qk

 a b c
0 a b
0 0 a

Q−1
k =

 a b c−b
λk+1

0 a b
λk+1

0 0 a


und

Qk

 a b c
0 a b
0 0 a

PkB =

 0 a−b
λk+1 −aλk+b

λk+1

0 − a
λk+1 − a

λk+1

0 0 0

 .

Da aus der Gleichung für die Eigenwerte (4.16) mit der Gleichung (4.2) für h und der
Abschätzung (5.51b)

λj = − 4
h2

sin2 jπ

2(N + 1)
= −(N + 1)2

l2
sin2 jπ

2(N + 1)
≤ −j

2

l2
≤ −4 (6.1)

folgt, sind die Voraussetzungen von Konvergenzsatz 6.6 damit erfüllt, und das BTCS-
Verfahren konvergiert (nach 3 Zeitschritten).
Numerisch erhält man im Fall konstanter Zeitschrittweiten eine Konvergenzordnung bezüglich
der Zeit von 1:

0.1τ−1 24 25 26

0.1h−1

28 1.01 1.00 1.00
29 1.01 1.00 1.00

und eine Konvergenzordnung bezüglich des Ortes von 2:

0.1τ−1 24 25 26

0.1h−1

28 1.95 1.96 1.95
29 1.91 1.95 1.97.

In der folgenden Tabelle ist der Fehler nach dem jeweils ersten Zeitschritt aufgetragen, und
man sieht, daß er für kleiner werdende τ nicht gegen Null geht:

0.1τ−1 25 26 27

0.1h−1

27 0.062 0.063 0.064
28 0.062 0.063 0.063
29 0.062 0.063 0.063.
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Auch im Fall variabler Schrittweiten konvergiert das BTCS-Verfahren nicht, wie numerische
Rechnungen bestätigen. 2

Im nichtlinearen Fall folgt für global Lipschitz-stetige rechte Seiten f mit

H(A, τD~k
) = G(A, τD~k

)−1A

aus Satz 5.38 der folgende Konvergenzsatz:

Satz 6.10 Sei f komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten lfj
,

j = 1, . . . , n. Sind mit M̄ ∈ IN für τ → 0 (Me → ∞), hv → 0 (Nv → ∞), v = 1, . . . , d
und alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die Matrizen G(A, τD~k

) regulär und sind

‖τ
(
G(A, τD~k

)−1A
)i
G(A, τD~k

)−1Bv‖, ‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i+1

τ‖ für i = 0, . . . , M̄

und

‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i
G(A, τD~k

)−1Bv‖, ‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i+1 ‖ für i = M̄ + 1, . . . ,Me

sowie

lfj
‖τG(A, τD~k

)−1AG(A, τD~k
)−1~ej‖, lfj

‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i
G(A, τD~k

)−1~ej‖

für j = 1, . . . , n und i = 1, . . . ,Me sämtlich beschränkt und existiert κ1 < 1, so daß

τ

d∏
i=1

‖SPi‖ ‖S
−1
Pi
‖

n∑
j=1

lfj
max

~k
‖G(A, τD~k

)−1~ej‖ ≤ κ1

gilt, so ist das BTCS-Verfahren für genügend glatte exakte Lösungen konvergent mit der
Ordnung (p1, . . . , pd, 1) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in der diskreten L2-
Norm bezüglich des Ortes. 2

Die Anwendung dieses Satzes verdeutlichen die folgenden zwei Beispiele:

Beispiel 6.11 Betrachtet wird das System aus Beispiel 3.2 (Pharmakokinetik in der Leber),(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

=A

ut +
(
− D

V 2 0
0 0

)
︸ ︷︷ ︸

=B

(uxx −
V Q

D
ux) =

(
−k12u1 + εk21u2

1
εk12u1 − k21u2 − Vmaxu2

Km+u2

)
.

Es gilt

G(A, τDk)−1A = G(A, τDk)−1 = (A+ τλkB)−1 =

(
1

1−τλk
D
V 2

0

0 1

)
,

daraus folgt wegen τ , D > 0 und da für genügend kleine h analog zu (6.1) λk ≤ 0 ist,

‖G(A, τDk)−1A‖ = 1.

Da für die exakte Lösung u2 ≥ 0 gilt, folgt aus Satz 5.39 und Satz 6.10 mit

lf1 =
√
k2

12 + ε2k2
21 und lf2(γ) =

√
k2

12

ε2
+
(
k21 +

VmaxKm

(Km − γ)2

)2

und den Schranken (4.23) an ‖SP ‖ und ‖S−1
P ‖, daß das BTCS-Verfahren für dieses Beispiel

zumindest unter der Bedingung τ2

h → 0 mit der Ordnung (1, 1) gegen die exakte Lösung
konvergiert. Zum Beispiel erhält man für das System (vgl. [17])

ut =
(

0.96 0.00
0.00 0.00

)
(uxx − 10.4439ux) +

(
−3.45 3.45
10.70 −10.70

)
u+

(
0

−1520u2
41.3+u2

)
auf [0, 1] × [−1

2 ,
1
2 ] mit Anfangswert u(0, x) = 0 und Randwerten u1(t,−1

2) = 20te−10t,
u1(t, 1

2) = 0 für δ = 0 (die erste Ortsableitung wird durch den rückwärtsgenommenen Dif-
ferenzenquotienten approximiert) 1 als numerisch bestimmte Zeitordnung:

91



0.1τ−1 210 211 212

0.1h−1

24 1.00 1.00 1.00
25 0.99 0.99 1.00
26 0.96 0.99 0.99

und auch 1 als numerisch bestimmte Ortsordnung:

0.1τ−1 210 211 212

0.1h−1

24 1.09 1.09 1.09
25 1.04 1.04 1.04
26 1.02 1.02 1.02.

Setzt man dagegen δ = 1
2 (die erste Ortsableitung wird durch den zentralen Differenzenquo-

tienten approximiert), so erhält man wieder 1 als numerisch bestimmte Zeitordnung:

0.1τ−1 26 27 28

0.1h−1

27 1.03 1.02 1.01
28 1.03 1.02 1.01,

aber nun 2 als numerisch bestimmte Ortsordnung:

0.1τ−1 26 27 28

0.1h−1

27 1.99 1.99 1.98
28 1.99 2.00 2.00. 2

Beispiel 6.12 Das System aus Beispiel 3.3 (Pulververbrennung) läßt sich schreiben als(
1 0
0 1

)
︸ ︷︷ ︸

=A

ut +
d∑

i=1

(
−k 0

0 0

)
︸ ︷︷ ︸

=Bi

uxixi = K0u2e
− E

u1

(
Q

−1

)

mit ~x ∈ (−1, 1)d, t ∈ (0, 1). Als Anfangsbedingung wird

u(t, ~x) =
( 500

Y0

d∏
i=1

(1− x2
i )

)
mit Y0 > 0

gewählt. Am Rand werden für u1 homogene Neumann-Randbedingungen vorgeschrieben.
Analog zu Beispiel 6.11 folgt

G(A, τD~k
)−1 = G(A, τD~k

)−1A =

 1

1−τk
dP

i=1
λi,ki

0

0 1

 .

Aus (4.40) folgt λi,ki
≤ 0 und damit wegen τ , k > 0

‖
(
G(A, τD~k

)−1A
)i ‖ = 1.

Da für die exakte Lösung u1 ≥ 1 und 0 ≤ u2 ≤ Y0 gelten, folgt mit

E

u2
1

e
− E

u1 ≤ 4
Ee2

,
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daß als Lipschitz-Konstanten

lf2(γ) = K0

√
1 +

16(Y0 + γ)2

E2e4
, lf1(γ) = Qlf2(γ)

gewählt werden können. Mit (4.43) erhält man aus den Sätzen 5.39 und 6.10, daß das BTCS-
Verfahren für dieses Beispiel zumindest unter der Bedingung τ2

h → 0 mit der Ordnung (1, 1)
gegen die exakte Lösung konvergiert. Dies wird auch numerisch bestätigt, für d = 1, Y0 = 1,
k = 0.0001, K0 = 5800, E = 11000 und Q = 2700 (vgl. [30]) erhält man als numerisch
bestimmte Zeitordnung 1:

0.1τ−1 25 26 27

0.1h−1

23 1.00 1.00 1.00
24 0.98 0.99 1.00
25 1.00 1.00 1.00

und als numerisch bestimmte Ortsordnung ebenfalls 1:

0.1τ−1 25 26 27

0.1h−1

23 0.98 0.98 0.98
24 0.99 0.99 0.99
25 1.00 1.00 1.00. 2

6.2 Das dreistufige Radau-IIA-Verfahren

Das dreistufige Radau-IIA-Verfahren ist festgelegt durch die Verfahrensmatrix

A =

 88−7
√

6
360

296−169
√

6
1800

−2+3
√

6
225

296+169
√

6
1800

88+7
√

6
360

−2−3
√

6
225

16−6
√

6
36

16+6
√

6
36

1
9

 ,

den Wichtungsvektor
b = (16−6

√
6

36 , 16+6
√

6
36 , 1

9)>

und den Knotenvektor
c = (4−

√
6

10 , 4+
√

6
10 , 1)>.

Es hat die Konsistenzordnung p = 5 und die Stufenordnung q = 3.
Für dieses Verfahren gelten nach (5.71) p?

νdt
= 5 für νdt ∈ {0, 1, 2} und p?

νdt
≤ 7 − νdt für

νdt ≥ 3. Nach Lemma 5.31 ist Voraussetzung (c) in Konvergenzsatz 5.28 für νdt ≤ 4 erfüllt.
Wählt man für νdt ∈ {0, 1}

α4 =


0 : alle Randbedingungen sind homogen im Sinne von (5.57) oder periodisch

−1
4 + ε : MD = MP = ∅ und nicht alle Randbedingungen sind homogen

−3
4 + ε : sonst

und α5 = −1 und für νdt ∈ {2, 3, 4} αr = −1, so erhält man aus Satz 5.28 mit den Sätzen 5.23
und 5.25 und den Lemmata 5.32 und 5.33 zusammengefaßt den folgenden Konvergenzsatz:

Satz 6.13 Seien für ein ε > 0 und τ → 0 (Me → ∞), hv → 0 (Nv →∞), v = 1, . . . , d und
alle ~k mit kv = 1, . . . , Nv die folgenden Voraussetzungen erfüllt:
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(a) Es existieren für die Matrizenbüschel D~k
+λA Weierstraß-Kronecker-Zerlegungen gemäß

(4.68) mit beschränkten Normen

‖Q~k
diag{N i

n~k1
, 0, . . . , 0}Q−1

~k
‖, . . . , ‖Q~k

diag{0, . . . , 0, N i
m~kl~k

}Q−1
~k
‖

und
‖Q~k

diag{N i
n~k1
, 0, . . . , 0}P~k

Bv‖, . . . , ‖Q~k
diag{0, . . . , 0, N i

m~kl~k

}P~k
Bv‖

für i = 0, . . . , νdt − 1,

(b) Reκ~kj1
≤ − cos π

n~kj1
+1 =


0 : n~kj1

= 1
−1

2 : n~kj1
= 2

−1
2

√
2 : n~kj1

= 3
...

, j1 = 1, . . . , l~k,

(c) falls νdt ∈ {0, 1}, so seien ri = 0 für i ∈MN , es existiere Dβ
~k
, und es gelte mit einer von

~h unabhängigen Konstanten C1 für 0 ≤ β ≤ 3
4

|(Dβ
~k
)ij | ≤ C1

(
1 +

d∑
v=1

|λv,kv |β
)
, i, j = 1, . . . , n,

sowie

(i) falls alle Randbedingungen homogen im Sinne von (5.57) oder periodisch sind, so
sind die Matrixnormen in (5.72) beschränkt,

(ii) falls MD = MP = ∅, so existieren beschränkte Matrizen W4(− 1
4
+ε)(A, τD~k

),

(iii) andernfalls existieren beschränkte Matrizen W4(− 3
4
+ε)(A, τD~k

).

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) für lineare Systeme mit genügend glatter exakter
Lösung nach νdt Zeitschritten (im Fall (c)(ii) unter der Bedingung hi = h, i = 1, . . . , d)
konvergent mit der Ordnung (p1, . . . , pd, p

?) in der Maximumnorm bezüglich der Zeit und in
der diskreten L2-Norm bezüglich des Ortes mit

p? =



5 : νdt ∈ {0, 1} und alle Randbedingungen sind homogen im Sinne von (5.57)
oder periodisch

4.75− ε : νdt ∈ {0, 1}, MD = MP = ∅ und nicht alle Randbedingungen sind
homogen

4.25− ε : νdt ∈ {0, 1}, MD 6= ∅ und nicht alle Randbedingungen sind homogen
3 : νdt = 2
2 : νdt = 3
1 : νdt = 4

.

2

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Abhängigkeit der Konvergenzordnung bezüglich der
Zeit von der Art der Randbedingungen:

Beispiel 6.14 Betrachtet werde das Differentialgleichungssystem 0 −1 0
1 −1 0
1 −1 0


︸ ︷︷ ︸

=A

ut + uxx − u = f(t, x)
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mit x ∈ [−1, 1] und t ∈ [0, 1]. Es gilt nach (4.59) Dk = (1 − λk)I3 mit λk ≤ 0 wegen (4.16),
(4.27) bzw. (4.40).
Mit

Pk =

 −1
2 −

1
2

√
3i 1 0

−1
2 + 1

2

√
3i 1 0

0 1
λk−1 − 1

λk−1

 und Qk =

 1
2 −

√
3

6 i
1
2 +

√
3

6 i 0
−
√

3
3 i

√
3

3 i 0
−
√

3
3 i

√
3

3 i 1


erhält man die Weierstraß-Kronecker-Zerlegung

PkAQk =

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

 , PkDkQk =

 κk,1 0 0
0 κk,2 0
0 0 1


mit

κk,1 =
1
2
(λk − 1)(1 +

√
3i), κk,2 =

1
2
(λk − 1)(1−

√
3i).

Das PDA-System hat also den differentiellen Zeitindex 1. Da die Elemente von Pk für alle
λk ≤ 0 beschränkt sind und Qk und damit auch Q−1

k unabhängig von k sind, ist die Voraus-
setzung (a) des Satzes 6.13 erfüllt, und auch die Matrixnormen in (5.72) sind beschränkt.
Wegen Reκ1/2 ≤ −1

2 ist auch die Voraussetzung (b) erfüllt.
Für 0 < y, 0 < β ≤ 1 und

g(β) := 1 + yβ − (1 + y)β

gilt wegen g(1) = 0 und

g′(β) = yβ ln y − (1 + y)β ln(1 + y) ≤ 0

auch
g(β) ≥ 0

und damit
(1− λk)β ≤ 1 + (−λk)β für λk ≤ 0, 0 < β ≤ 1.

Aus den Lemmata 5.32 und 5.33 folgt, daß beschränkte Matrizen W4(−1)(A, τDk) und
W40(A, τDk) existieren. Da Dk regulär ist und nach (5.27)

W4α(A, τDk) = W4(−1)(A, τDk)(τDk)−1−α = W40(A, τDk)(τDk)−α

gilt, folgt

‖W4α(A, τDk)‖ ≤ min
{
‖W4(−1)(A, τDk)‖

1
(τ(1− λk))1+α

, ‖W40(A, τDk)‖(τ(1− λk))−α

}
,

und damit sind die Matrizen W4α(A, τDk) für α ∈ {−3
4 + ε,−1

4 + ε} beschränkt, und auch
die Voraussetzung (c) des Satzes 6.13 ist für dieses Beispiel erfüllt.
Damit wird folgende Konvergenzordnung p? bezüglich der Zeit vorhergesagt:

p? =


5 : die Randbedingungen sind homogen im Sinne von (5.57) oder periodisch

4.75− ε : inhomogene Neumann-Randbedingungen
4.25− ε : inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

mit ε > 0 beliebig klein. Dies wird auch numerisch bestätigt:

(1) Wählt man die rechte Seite so, daß

u(t, x) = x2(e−t, e−
1
2
t, sin t)>

die exakte Lösung ist, so liegen inhomogene Dirichlet-Randwerte

u(t,−1) = u(t, 1) = (e−t, e−
1
2
t, sin t)>

vor, und die numerisch bestimmte Zeitordnung beträgt 4.25:
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0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.24 4.25 4.25
24 4.24 4.25 4.25
25 4.24 4.24 4.25.

(2) Wird die rechte Seite dagegen so gewählt, daß

u(t, x) = (x2 − 1)(e−t, e−
1
2
t, sin t)>

exakte Lösung mit homogenen Dirichlet-Randwerten ist, so erhält man eine numerisch
bestimmte Konvergenzordnung bezüglich der Zeit von 5:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.97 4.99 4.99
24 4.97 4.99 4.99
25 4.97 4.98 5.00.

(3) Die rechte Seite wird nun so gewählt, daß

u(t, x) = (x2 − 1)(e−t, e−
1
2
t, sin t)> + t3(1, 1, 1)>

exakte Lösung ist. Die Dirichlet-Randwerte u(t,−1) = u(t, 1) = t3(1, 1, 1)> sind
nun inhomogen, aber die Zeitableitungen vierter Ordnung (das dreistufige Radau-IIA-
Verfahren hat die Stufenordnung 3) von u(t,±1) verschwinden. Wie erwartet ist die
numerisch bestimmte Konvergenzordnung bezüglich der Zeit deshalb erneut gleich 5:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.97 4.99 5.05
24 4.97 4.99 5.05
25 4.97 4.99 5.05.

(4) Wählt man dagegen

u(t, x) = (x2 − 1)(e−t, e−
1
2
t, sin t)> + t4(1, 1, 1)>

als exakte Lösung, so verschwinden auch die Zeitableitungen vierter Ordnung von
u(t,±1) nicht mehr, und man kann eine Ordnungsreduktion beobachten:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.26 4.26 4.26
24 4.26 4.26 4.26
25 4.26 4.26 4.25.

(5) Wählt man die Lösung wie in (1), aber gibt nun (inhomogene) Neumann-
Randbedingungen ux(t,±1) = ±2(e−t, e−

1
2
t, sin t)> vor, so erhält man eine numerisch

bestimmte Zeitordnung von 4.75:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.73 4.74 4.74
24 4.73 4.74 4.74
25 4.73 4.74 4.74.
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(6) Wählt man

u(t, x) = x(
x2

3
− 1)(e−t, e−

1
2
t, sin t)> + xt3(1, 1, 1)>

als exakte Lösung, so verschwinden die vierten Zeitableitungen der Neumann-
Randbedingungen ux(t,±1) = t3(1, 1, 1)>, und man erhält numerisch wieder eine Kon-
vergenzordnung bezüglich der Zeit von 5:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

23 4.98 4.99 5.04
24 4.98 4.99 5.04
25 4.98 4.99 5.04.

(7) Wählt man schließlich die rechte Seite und die Anfangswerte so, daß

u(t, x) = sin(πx)(e−t, e−
1
2
t, sin t)>

exakte Lösung mit periodischen Randbedingungen ist, so erhält man numerisch ebenfalls
die maximal mögliche Zeitordnung 5:

0.1τ−1 22 23 24

0.1h−1

20 4.88 4.94 4.97
21 4.89 4.95 4.97
22 4.91 4.96 4.98. 2

Die folgenden zwei Beispiele sind von höherem Zeitindex:

Beispiel 6.15 Betrachtet wird das eine supraleitende Magnetspule beschreibende lineare
PDA-System (3.1) aus Beispiel 3.6 mit den in Beispiel 3.9 bestimmten Anfangs- und Rand-
werten. Es gelten

Dk =


λk −1 0 0
0 λk 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


und

PkAQk =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , PkDkQk =


κk1 0 0 0

0 κk2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


mit κk1 = − iλk√

1−λk
, κk2 = iλk√

1−λk
und

Pk =


− i√

1−λk
− i

√
1−λk
λk

1 −1
i√

1−λk

i
√

1−λk
λk

1 −1
0 0 1 − 1

λk
1
λk

0 0 0

 , Qk =


1

2(1−λk)
1

2(1−λk) 0 − λk
1−λk

λk
2(1−λk)

λk
2(1−λk) 0 − λk

1−λk

− iλk

2(1−λk)
3
2

iλk

2(1−λk)
3
2

− λk
1−λk

0

− iλ2
k

2(1−λk)
3
2

iλ2
k

2(1−λk)
3
2

− λk
1−λk

0

 .

Das PDA-System hat folglich den differentiellen Zeitindex 2. Analog zu (6.1) folgt λk ≤ −4
l2

und damit Reκk1 = Reκk2 = 0, Voraussetzung (b) von Satz 6.13 ist erfüllt. Da

Qk


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

PkB =
1
2

λk + i
√

1− λk

λk − 1 + iλk

√
1− λk


1

1−λk

1
λk

0 0
λk

1−λk
1 0 0

iλk

(1−λk)
3
2

i√
1−λk

0 0
iλ2

k

(1−λk)
3
2

iλk√
1−λk

0 0

 ,
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Qk


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

PkB =
1
2

λk − i
√

1− λk

λk − 1− iλk

√
1− λk


1

1−λk

1
λk

0 0
λk

1−λk
1 0 0

− iλk

(1−λk)
3
2

− i√
1−λk

0 0

− iλ2
k

(1−λk)
3
2

− iλk√
1−λk

0 0

 ,

Qk


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 a b
0 0 0 a

PkB =


a

1−λk
0 0 0

a
1−λk

0 0 0
b

1−λk
0 0 0

b
1−λk

0 0 0


und die Elemente von 1

κk1/2
Qk und

Q−1
k =


1 −1 − i

√
1−λk
λk

i
√

1−λk
λk

1 −1 i
√

1−λk
λk

− i
√

1−λk
λk

0 0 1 − 1
λk

1 − 1
λk

0 0


sowie

Qk


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Q−1
k =


1

1−λk
− 1

1−λk
0 0

λk
1−λk

− λk
1−λk

0 0
0 0 1

1−λk
− 1

1−λk

0 0 λk
1−λk

− λk
1−λk


und

Qk


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 a b
0 0 0 a

Q−1
k =


− aλk

1−λk

a
1−λk

0 0
− aλk

1−λk

a
1−λk

0 0
− bλk

1−λk

b
1−λk

− aλk
1−λk

a
1−λk

− bλk
1−λk

b
1−λk

− aλk
1−λk

a
1−λk


alle beschränkt sind, ist nach Bemerkung 5.30 auch Voraussetzung (a) erfüllt, und es wird
die Konvergenz des Verfahrens mit der Ordnung 3 bezüglich der Zeit vorausgesagt. Dies wird
auch numerisch bestätigt:

0.1τ−1 24 25 26

0.1h−1

21 3.00 3.00 3.00
22 3.00 3.00 3.00
23 3.00 3.00 3.00. 2

Beispiel 6.16 Betrachtet werde das System aus Beispiel 6.9 mit differentiellem Zeitindex 3.
Wie dort gezeigt wurde, sind die Voraussetzungen (a) und (b) des Satzes 6.13 erfüllt, der damit
eine Konvergenzordnung bezüglich der Zeit von 2 vorhersagt, was auch numerisch bestätigt
wird:

0.1τ−1 24 25 26

0.1h−1

21 1.99 1.99 1.99
22 1.98 1.99 1.99
23 1.98 1.99 1.99.

Die Konvergenzordnung bezüglich des Ortes beträgt wie erwartet ebenfalls 2:

0.1τ−1 24 25 26

0.1h−1

21 1.95 1.95 1.95
22 1.97 1.97 1.97
23 1.99 1.99 1.99. 2
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Zusammenfassung und
weiterführende Bemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Klasse linearer PDA-Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten mittels der Linienmethode numerisch gelöst, indem auf das mittels finiter Differenzen
bezüglich des Ortes diskretisierte System Runge-Kutta-Verfahren angewendet wurden. Es
wurden Konvergenzresultate in Abhängigkeit von den Randwerten und dem differentiellen
Zeitindex angegeben. Das von den DA-Systemen bekannte Indexkonzept hat sich damit auch
hier bewährt. In der diskreten L2-Norm ist die Konvergenzordnung bezüglich der Zeit bei
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen im allgemeinen nichtganzzahlig und geringer als
die für DA-Systeme vom gleichen Index erwartete Ordnung sowie bei Dirichlet- geringer als
bei Neumann-Randbedingungen. Die Konvergenzordnung ist bei homogenen Randwerten um
bis zu eins höher als bei inhomogenen Randwerten, wobei bemerkenswert ist, daß es nicht auf
die Homogenität der Randwerte selbst, sondern auf diejenige ihrer (q+1)-ten Zeitableitungen
ankommt, wobei q die Stufenordnung des betrachteten Runge-Kutta-Verfahrens ist.
Aufbauend auf diesen Resultaten konnten auch für semilineare PDA-Systeme mit konstanten
Koeffizienten Konvergenzsätze hergeleitet werden.
Die theoretischen Untersuchungen dieser Arbeit bilden die Grundlage für die Untersuchung
weiterer Verfahrensklassen bezüglich der Zeitintegration, wie z. B. der linear-impliziten Runge-
Kutta-Verfahren und der BDF-Methoden, die sich bei der numerischen Behandlung steifer
Differentialgleichungen und differentiell-algebraischer Systeme ebenfalls als besonders effektiv
erwiesen haben.
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Anhang A

Bestimmung der Eigenwerte und
Eigenvektoren spezieller Matrizen

A1 Zunächst sollen die Eigenwerte λj ∈ C und Eigenvektoren vj = (vj1, . . . , vjN )>, j = 1, . . . , N ,
der tridiagonalen Matrix

T1 =


b c
a b c

. . . . . .
a b

 ∈ IRN,N (A.1)

mit a, b, c ∈ IR, a, c 6= 0 bestimmt werden. Aus T1vj = λjvj erhält man die Differenzenglei-
chung

avj(k−1) + (b− λj)vjk + cvj(k+1) = 0, k = 1, . . . , N, (A.2)

mit

vj0 = 0, (A.3a)
vj(N+1) = 0, (A.3b)

für die nichttriviale Lösungen gesucht werden.
Hat die zugehörige charakteristische Gleichung

a+ (b− λj)xj + cx2
j = 0 (A.4)

für j = j′ eine doppelte Nullstelle, so folgt für die allgemeine Lösung von (A.2) nach Samarskij
[45]

vj′k =
(
c1j′ + kc2j′

)
xk

j′ , (A.5)

mit Konstanten c1j′ und c2j′ . Aus (A.3a) folgt dann c1j′ = 0 und damit aus (A.3b) vj′k = 0,
man erhält nur die triviale Lösung.
Im folgenden wird deshalb vorausgesetzt, daß die charakteristische Gleichung (A.4) zwei ver-
schiedene Lösungen x1j und x2j hat, d. h.

(b− λj)2 6= 4ac. (A.6)

Dann ergibt sich die allgemeine Lösung der Differenzengleichung (A.2) nach [45] zu

vjk = c1jx
k
1j + c2jx

k
2j , (A.7)

wobei c1j und c2j zunächst beliebige Konstanten sind.
Aus (A.3a) folgt

c1j + c2,j = 0 (A.8)
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und damit aus (A.3b)
xN+1

1j = xN+1
2j . (A.9)

Nach dem Satz von Vieta folgt aus der charakteristischen Gleichung (A.4)

x1jx2j =
a

c
(A.10)

und damit aus (A.9)

x
2(N+1)
1j =

(a
c

)N+1
= x

2(N+1)
2j . (A.11)

Als Lösung von (A.10) und (A.11) erhält man die N Paare verschiedener Wurzeln

x1j =
√
a

c

(
cos

jπ

N + 1
+ i sin

jπ

N + 1

)
, (A.12a)

x2j =
√
a

c

(
cos

jπ

N + 1
− i sin

jπ

N + 1

)
(A.12b)

mit j = 1, . . . , N (für j = N +1 wäre x1j = x2j). Für die Eigenvektoren vj von T1 erhält man
mit (A.7) und (A.8) damit

vjk = cj

√
a

c

k

sin
jkπ

N + 1
, k = 1, . . . , N, cj ∈ C \ {0}, (A.13)

es gilt wegen

sin
(k ± 1)jπ
N + 1

= sin
jkπ

N + 1
cos

jπ

N + 1
± cos

jkπ

N + 1
sin

jπ

N + 1
(A.14)

avj(k−1) + bvjk + cvj(k+1) =
√
ac cos

jπ

N + 1
vjk − cja

√
a

c

k−1

sin
jπ

N + 1
cos

jkπ

N + 1
+ bvjk

+
√
ac cos

jπ

N + 1
vjk + cjc

√
a

c

k+1

sin
jπ

N + 1
cos

jkπ

N + 1

=
(
b+ 2

√
ac cos

jπ

N + 1

)
vjk, k = 1, . . . , N.

Für die Eigenwerte λj von T1 folgt daraus

λj = b+ 2
√
ac cos

jπ

N + 1
, j = 1, . . . , N, (A.15)

sie erfüllen Bedingung (A.6) und sind (wegen ac 6= 0) sämtlich voneinander verschieden. Dieses
Ergebnis findet man auch in Thomas [55].
A2 Nun sollen Eigenwerte und Eigenvektoren der tridiagonalen Matrix

T2 =


a+ b c
a b c

. . . . . .
a b+ c

 ∈ IRN,N

bestimmt werden. Es gelten wieder die Differenzengleichung (A.2), die charakteristische Glei-
chung (A.4) und die Lösungsdarstellungen (A.5) und (A.7). Anstelle von (A.3) hat man

vj0 = vj1 (A.16a)
vjN = vj(N+1) (A.16b)
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In dem Fall, daß die charakteristische Gleichung für j = j′ eine doppelte Nullstelle hat, folgen
aus (A.5) und (A.16)

c1j′ = (c1j′ + c2j′)xj′ ,

c1j′ +Nc2j′ = (c1j′ +Nc2j′ + c2j′)xj′

und daraus nacheinanderNc2j′ = Nc2j′xj′ , c2j′ = 0, x1j′ = 1 (da c1j′ und c2j′ nicht gleichzeitig
verschwinden dürfen) und damit vj′k = cj′ 6= 0. Aus der Differenzengleichung (A.2) erhält man
λj′ = a+ b+ c.
Hat die charakteristische Gleichung zwei verschiedene Nullstellen, so folgen aus (A.7) und
(A.16)

c1j(1− x1j) + c2j(1− x2j) = 0, (A.17)
c1j(xN

1j − xN+1
1j ) + c2j(xN

2j − xN+1
2j ) = 0.

Damit dieses System für c1j , c2j eine nichttriviale Lösung hat, muß

(1− x1j)(xN
2j − xN+1

2j )− (1− x2j)(xN
1j − xN+1

1j ) = (1− x1j)(1− x2j)(xN
2j − xN

1j) = 0

gelten. Sind x1j 6= 1 und x2j 6= 1, so folgt xN
2j = xN

1j und daraus anstelle von (A.12)

x1j =
√
a

c

(
cos

jπ

N
+ i sin

jπ

N

)
,

x2j =
√
a

c

(
cos

jπ

N
− i sin

jπ

N

)
für j = 1, . . . , N − 1 (für j = N wäre x1j = x2j).
Mit (A.7) und (A.17) erhält man für die Eigenvektoren

vjk =
c1j

1− x2j

(
(1− x2j)xk

1j − (1− x1j)xk
2j

)
=

c1j

1− x2j

(
xk

1j − xk
2j − x1jx2j

(
xk−1

1j − xk−1
2j

))
und damit

vjk = c′j

√
a

c

k (
sin

jkπ

N
−
√
a

c
sin

j(k − 1)π
N

)
, j = 1, . . . , N − 1, k = 1, . . . , N.

(A.18a)

Ist (z. B. für j = N) x1N = 1 oder x2N = 1, so folgt aus (A.17) und (A.7)

vNk = cN (A.18b)

und damit wie oben λN = a+ b+ c.
Mit dem Additionstheorem (A.14) folgt

vj(k±1) =
(√

a

c

)±1

cos
jπ

N
vjk ± c′j

(√
a

c

)k±1

sin
jπ

N

(
cos

jkπ

N
−
√
a

c
cos

j(k − 1)π
N

)
,

und daraus erhält man

(a+ b)vj1 + cvj2 = (a+ b)vj1 +
√
ac cos

jπ

N
vj1 + ac′j sin

jπ

N

(
cos

jπ

N
−
√
a

c

)
=
(
b+ 2

√
ac cos

jπ

N

)
vj1,
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avj(k−1) + bvjk + cvj(k+1)

=
√
ac cos

jπ

N
vjk − c′j

√
ac

√
a

c

k

sin
jπ

N

(
cos

jkπ

N
−
√
a

c
cos

j(k − 1)π
N

)
+bvjk +

√
ac cos

jπ

N
vjk + c′j

√
ac

√
a

c

k

sin
jπ

N

(
cos

jkπ

N
−
√
a

c
cos

j(k − 1)π
N

)
=
(
b+ 2

√
ac cos

jπ

N

)
vjk,

avj(N−1) + (b+ c)vjN

=
√
ac cos

jπ

N
vjN − c′j

√
ac

√
a

c

N

sin
jπ

N

(
cos jπ −

√
a

c
cos

j(N − 1)π
N

)
+(b+ c)vjN

=
(√

ac cos
jπ

N
+ b+ c

)
vjN − c′j

√
a

c

N+1

sin
jπ

N
cos jπ

(
c−

√
ac cos

jπ

N

)
=
(
b+ 2

√
ac cos

jπ

N

)
vjN .

Für die Eigenwerte λj von T2 gilt also

λj = b+ 2
√
ac cos

jπ

N
, j = 1, . . . , N − 1,

λN = a+ b+ c.
(A.19)

A3 Für periodische Toeplitz-Matrizen erhält man durch analoges Vorgehen folgendes Lemma:

Lemma A.1 Die N ×N -Matrix 
b c a
a b c

. . . . . .
c a b


hat die Eigenwerte

λj = b+ (a+ c) cos
2jπ
N

+ i(c− a) sin
2jπ
N

, j = 1, . . . , N,

zu den orthonormierten Eigenvektoren

vj = (vj1, . . . , vjN )>

mit
vjk =

1√
N
e

2jkπ
N

i.
2

Beweis: Mit
vj0 =

1√
N

= vjN

und
vj(N−1) =

1√
N
e

2j(N−1)π
N

i =
1√
N
e−

2jπ
N

i = vj(−1)
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erhält man

avj(m−1) + bvjm + cvj(m+1) =
(
ae−

2jπ
N

i + b+ ce
2jπ
N

i
) 1√

N
e

2jmπ
N

i

=
(
b+ (a+ c) cos

2jπ
N

+ i(c− a) sin
2jπ
N

)
vjm.

Da für 1 ≤ j, j′ ≤ N

v̄>j vj′ =
1
N

N∑
k=1

e−
2jkπ

N
ie

2j′kπ
N

i =
1
N

N−1∑
k=0

e−
2(j−j′)kπ

N
i =


1
N

N−1∑
k=0

1 = 1 : j = j′

1
N

1−e−2(j−j′)πi

1−e−2i(j−j′)π/N = 0 : j 6= j′

gilt, sind die Eigenvektoren orthonormiert. 2
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Anhang B

Konvergenz für PDA-Systeme mit
variablen Koeffizienten

In Verallgemeinerung der Wärmeleitungsgleichung mit variablen Koeffizienten,

ut = (p(x)ux)x − q(x)u, p(x) > 0,

können als zweite Aufgabenklasse Systeme betrachtet werden, bei denen (3.2a) ersetzt wird
durch

A ut(t, ~x) +
d∑

i=1

Bi ai(xi)
(
(pi(xi)uxi(t, ~x))xi

+ qi(xi)u(t, ~x)
)

+ C u(t, ~x) = f(t, ~x, u)

(B.1a)

mit
ai(xi) > 0, pi(xi) ≥ 0, xi ∈ [−li, li], i = 1, . . . , d. (B.2)

Im Fall periodischer Randbedingungen (3.2c) wird zusätzlich die Periodizität von pi voraus-
gesetzt,

pi(x) = pi(x+ 2li), x ∈ IR, i ∈Mp. (B.3)

Setzt man
ai(x) = e−rix, pi(x) = erix, qi(x) = 0, (B.4)

so folgt
ai(xi)

(
(pi(xi)uxi(t, ~x))xi

+ qi(xi)u(t, ~x)
)

= uxixi + riuxi .

Das System (3.2) ist deshalb ein Spezialfall von (B.1), die Diskretisierung wird jedoch direkt,
d. h. ohne Berücksichtigung der Transformation (B.4), vorgenommen (vgl. Bemerkung (B.1)).
Die Beispiele 3.1, 3.3 und 3.4 mit ortsabhängigen Diffusionskonstanten Di(xi) bzw. Tempe-
raturleitfähigkeiten ki(xi) sind Beispiele, die vom Typ (B.1), aber nicht vom Typ (3.2) sind.
Probleme in rotationssymmetrischen Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten können ebenfalls auf
Systeme vom Typ (B.1) führen, weil dann der Laplace-Operator die Gestalt ∆u = 1

ρ
∂
∂ρ

(
ρ∂u

∂ρ

)
bzw. ∆u = 1

r2
∂
∂r

(
r2 ∂u

∂r

)
annimmt.

Zunächst soll wieder der Fall d = 1 betrachtet werden.

B.1 Räumlich eindimensionales PDA-System

B.1.1 Dirichlet-Randbedingungen

Auf dem äquidistanten Ortsgitter Ωh aus (4.3) ergibt sich mit den Approximationen
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a(xk) (p(xk)ux(t, xk))x ≈
1
h2
a(xk)

(
p

(
xk +

h

2

)
u(t, xk+1)

−
(
p

(
xk +

h

2

)
+ p

(
xk −

h

2

))
u(t, xk) + p

(
xk −

h

2

)
u(t, xk−1)

)

aus (B.1) die semidiskrete Gleichung

A u̇k(t) +
1
h2
B
(
akpk+ 1

2
uk+1(t) −ak

(
pk+ 1

2
+ pk− 1

2
− h2qk

)
uk(t)

+akpk− 1
2
uk−1(t)

)
+ C uk(t) = fk(t, uk),

wobei ak = a(xk), pk± 1
2

= p(xk ± h
2 ) und qk = q(xk) gesetzt werden.

Durch Taylor-Entwicklung im Punkt xk erhält man

1
h2

[
p

(
xk +

h

2

)
(u(t, xk+1)− u(t, xk)) −p

(
xk −

h

2

)
(u(t, xk)− u(t, xk−1))

]
= p(xk)uxx(t, xk) + p′(xk)ux(t, xk) + h2γk(t), (B.5)

wobei γk(t) Ableitungen nach x von p(x) bis zur dritten und von u(t, x) bis zur vierten
Ordnung enthält, sind diese Ableitungen auf [0, te]×Ω beschränkt, so existiert wieder K mit
(4.11).
Es gilt wieder Gleichung (4.12), wobei aber nun anstelle von (4.13)

ω(t) =
(

1
h2
a1p 1

2
ψ>(t,−l), 0, . . . , 0, 1

h2
aNpN+ 1

2
ψ>(t, l)

)>
(B.6)

und anstelle von (4.14)

P =


−s1 a1p 3

2

a2p 3
2

−s2 a2p 5
2

. . .
aNpN− 1

2
−sN

 (B.7)

mit der Abkürzung
sk = ak

(
pk+ 1

2
+ pk− 1

2
− h2qk

)
gelten.
Weil nach (B.2) a(x)p(x) ≥ 0 ist, folgt aus dem Satz von Gerschgorin (vgl. [52]) für die
Eigenwerte von 1

h2P

λi ≤ h2 max
x∈[−l,l]

a(x)q(x), i = 1, . . . , N. (B.8)

Seien P̃ die Matrix P aus (B.7) für a(x) ≡ 1 und

DS = diag{a(x1), . . . , a(xN )}.

Dann ist P̃ symmetrisch, und es gilt
P = DSP̃.

Da a(x) > 0 gilt, existiert
√
DS und ist regulär. Daher ist die symmetrische Matrix

√
DSP̃

√
DS

ähnlich zu P, und es existiert eine Orthogonalmatrix QS mit

Q>
S

√
DS

1
h2
P̃
√
DSQS = diag{λ1, . . . , λN}.
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Mit
SP = Q>

S

(√
DS

)−1
(B.9)

gilt also

SP
1
h2
PS−1

P = diag{λ1, . . . , λN}.

Für die euklidischen Matrixnormen von SP und S−1
P erhält man ‖SP ‖ = ‖

(√
DS

)−1 ‖ und
‖S−1

P ‖ = ‖
√
DS‖. Daraus folgen

min
x∈[−l,l]

1√
a(x)

≤ ‖SP ‖ ≤ max
x∈[−l,l]

1√
a(x)

, (B.10a)

min
x∈[−l,l]

√
a(x) ≤ ‖S−1

P ‖ ≤ max
x∈[−l,l]

√
a(x). (B.10b)

Bemerkung B.1 Setzt man a(x), p(x) und q(x) gemäß (B.4), so erhält man nach (B.7)
anstelle von (4.14)

P =


−
(
e

1
2
rh + e−

1
2
rh
)

e
1
2
rh

e−
1
2
rh −

(
e

1
2
rh + e−

1
2
rh
)

e
1
2
rh

. . .

e−
1
2
rh −

(
e

1
2
rh + e−

1
2
rh
)

 ,

und aus (B.10) folgen anstelle von (4.23)

e−
|r|l
2 ≤ ‖SP ‖ ≤ e

|r|l
2 , e−

|r|l
2 ≤ ‖S−1

P ‖ ≤ e
|r|l
2 .

2

B.1.2 Periodische Randbedingungen

Diskretisiert man (B.1) mit periodischen Randbedingungen anstelle von Dirichlet-Randbedingungen,
so gelten anstelle von (B.6) ω(t) ≡ 0 und damit F (t, U) ≡ F̃ (t, U) und anstelle von (B.7) unter
Berücksichtigung von (B.3) (pN+ 1

2
= p 1

2
)

P =


−s1 a1p 3

2
a1p 1

2

a2p 3
2

−s2 a2p 5
2

. . .
aNpN+ 1

2
aNpN− 1

2
−sN

 ,

die Gleichungen (B.8) - (B.10) bleiben gültig mit h = 2l
N .

B.1.3 Neumann-Randbedingungen

Auf dem äquidistanten Offsetgitter Ωh aus (4.31) gilt für k = 2, . . . , N − 1 wieder Gleichung
(B.5). Für k = 1 folgt für die Approximation (4.34a) der Randbedingung

1
h2

[
Bp

(
x1 +

h

2

)
(u(t, x2)− u(t, x1)) −p

(
x1 −

h

2

)
hχ(t,−l)

]
=

B

h2

[(
p(x1) +

h

2
p′(x1) +

h2

8
p′′(x1) + . . .

)
(
hux(t, x1) +

h2

2
uxx(t, x1) +

h3

6
uxxx(t, x1) + . . .

)
−
(
p(x1)−

h

2
p′(x1) +

h2

8
p′′(x1)∓ . . .

)
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(
hux(t, x1)−

h2

2
uxx(t, x1) +

h3

8
uxxx(t, x1)∓ . . .

)]
= B

[
p(x1)uxx(t, x1) + p′(x1)ux(t, x1) + hγ1(t)

]
und für k = N analog

1
h2

[
p

(
xN +

h

2

)
hχ(t, l) −Bp

(
xN − h

2

)
(u(t, xN )− u(t, xN−1))

]
= B

[
p(xk)uxx(t, xN ) + p′(xk)ux(t, xN ) + hγN (t)

]
.

Anstelle von (B.6) gilt nun

ω(t) =
(
−
a1p 1

2

h
χ>(t,−l), 0, . . . , 0,

aNpN+ 1
2

h
χ>(t, l)

)>
und anstelle von (B.7)

P =


−s1 + a1p 1

2
a1p 3

2

a2p 3
2

−s2 a2p 5
2

. . .
aNpN− 1

2
−sN + aNpN+ 1

2

 .

Die Gleichungen (B.8) - (B.10) des Abschnitts B.1.1 bleiben mit h = 2l
N wieder erhalten.

B.2 Verallgemeinerung auf räumlich mehrdimensionales PDA-
System

Für d Dimensionen erhält man auf dem Ortsgitter (4.44) wieder das DA-System (4.45), wobei
r~k(t) jetzt durch

r~k(t) =
∑

i∈MD



ai1pi 1
2

h2
i

ψi(t, ~xk1,...,ki−1,0,ki+1,...,kd
) : ki = 1

aiNipi(Ni+
1
2
)

h2
i

ψi(t, ~xk1,...,ki−1,Ni+1,ki+1,...,kd
) : ki = Ni

0 : sonst


+
∑

i∈MN


−
ai1pi 1

2

hi
χi(t, x1,k1 , . . . , xi−1,ki−1

,−li, xi+1,ki+1
, . . .) : ki = 1

aiNpi(N+ 1
2
)

hi
χi(t, x1,k1 , . . . , xi−1,ki−1

, li, xi+1,ki+1
, . . .) : ki = Ni

0 : sonst


definiert ist, die restlichen Gleichungen des Abschnitts 4.1.2 bleiben mit den entsprechenden
Größen erhalten. Für den gemäß (4.49) definierten lokalen Ortsdiskretisierungsfehler folgt
wieder (4.50) mit pi = 2 für periodische und Dirichlet-Randbedingungen (i ∈MP ∪MD) und
pi = 1 für Neumann-Randbedingungen (i ∈MN ).
Damit gelten alle Konvergenzsätze aus Abschnitt 4.2 und Kapitel 5 auch für die hier betrach-
teten PDA-Systeme (B.1). Bei den Untersuchungen zur Beschränktheit von ‖D1+αU

(l)
~h

(t)‖
für α /∈ {−1, 0} wurde jedoch die spezielle Gestalt der Eigenwerte und Eigenvektoren der
diskretisierten Ortsdifferentialoperatoren 1

h2
i
Pi ausgenutzt, so daß die betreffenden Aussagen

nicht direkt übertragen werden können.
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