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Kapitel 1

Einleitung

Die mathematische Modellierung zahlreicher Probleme aus Naturwissenschaft und Technik
fithrt auf Systeme partieller Differentialgleichungen, die aus einer Kopplung von Gleichungen
unterschiedlichen Typs bestehen, zum Beispiel aus parabolischen, elliptischen und algebrai-
schen Gleichungen. Die analytische und numerische Behandlung dieser sogenannten partiel-
len differentiell-algebraischen Gleichungen (PDA-Systeme, engl.: partial differential algebraic
equations, PDAEs) haben in den letzten Jahren wachsendes Interesse gefunden.

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur numerischen Behandlung von PDA-Systemen.
Im Vordergrund stehen dabei Untersuchungen zur Konvergenz von Zeitintegrationsverfahren
vom Runge-Kutta-Typ.

Betrachtet wird eine spezielle Klasse von rdumlich d-dimensionalen Anfangsrandwertaufgaben
partieller differentiell-algebraischer Systeme, ndmlich die semilinearen Systeme mit konstanten
Koeffizienten der Form

d
Aug(t,8) + Y By (U, (£,7) + ritia, (t, ) + Cu(t, @) = f(t,7,u),
i=1
wobei die Matrizen A und B; singulér sein diirfen. Im Gegensatz zu Anfangsrandwertaufgaben
parabolischer Differentialgleichungssysteme kénnen bei PDA-Systemen nicht fiir alle Kompo-
nenten der Losung u(t,#) Anfangs- und Randbedingungen vorgeschrieben werden. Dies ist
ein wesentliches Merkmal von PDA-Systemen.
Die betrachteten PDA-Systeme werden hier mit der Linienmethode numerisch geldst: Zunéchst
erfolgt eine Semidiskretisierung beziiglich der rdumlichen Variablen & = (x4, . .. ,a:d)T, das re-
sultierende differentiell-algebraische System wird dann durch Runge-Kutta-Verfahren gel6st.
Im Fall skalarer parabolischer Anfangsrandwertprobleme ist bekannt, daf§ die Konvergenzord-
nung beziiglich der Zeit bei dieser Vorgehensweise im allgemeinen geringer ist als die klassische
Konvergenzordnung des Runge-Kutta-Verfahrens, in Abhéngigkeit vom Typ der Randwerte
und ihrer Homogenitét oder Inhomogenitéit kann eine Ordnungsreduktion auftreten, die Kon-
vergenzordnung kann nichtganzzahlig sein (vgl. Sanz-Serna/Verwer /Hundsdorfer [46], Verwer
[56], Ostermann/Roche [42]).
Bei differentiell-algebraischen Gleichungen wiederum hat sich das Indexkonzept auch zur Cha-
rakterisierung des Konvergenzverhaltens bewéhrt, die Konvergenzordnung eines Runge-Kutta-
Verfahrens hingt im allgemeinen vom Index ab (vgl. Hairer/Wanner [26], Brenan/Campbell/
Petzold [3]).
Durch Erweiterung des Indexkonzepts auf lineare PDA-Systeme wurde in Lucht/Strehmel/
Eichler-Liebenow [37] fiir das BTCS- und das Crank-Nicolson-Verfahren gezeigt, dafl dort ein
ghnliches Verhalten auftritt.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Konvergenzverhaltens bei Anwendung
allgemeiner Runge-Kutta-Verfahren. Dabei wird sich herausstellen, daf§ im allgemeinen bei-



de Ordnungsreduktionsphénomene auftreten kénnen, das heifit, die Konvergenzordnung ist
einerseits vom Typ der Randbedingungen und andererseits vom differentiellen Zeitindex des
PDA-Systems abhéngig.

In Kapitel 2 werden die verwendeten Hilfsmittel aus den Gebieten der Numerik gewohnlicher
Differentialgleichungen und der differentiell-algebraischen Systeme dargestellt. Der Zugriff auf
dieses Material in den nachfolgenden Kapiteln wird dadurch erleichtert.

In Kapitel 3 werden die hier betrachteten Klassen semilinearer PDA-Systeme vorgestellt und
einige praxisrelevante Beispiele angegeben. Ferner wird an diesen Beispielen gezeigt, wie die
nicht vorschreibbaren Anfangs- und Randbedingungen bestimmt werden kénnen.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit der Semidiskretisierung der PDA-Systeme mittels finiter Diffe-
renzen, dem ersten Schritt der Linienmethode. Fiir lineare PDA-Systeme werden die Konsi-
stenz und Konvergenz des entstehenden linearen differentiell-algebraischen Systems untersucht
und zwei Konvergenzsitze angegeben. Der eine beruht auf der analytischen Darstellung der
Losung des differentiell-algebraischen Systems mittels der Drazin-Inversen, der andere benutzt
eine Weierstraf3-Kronecker-Zerlegung.

In Kapitel 5 werden die semidiskretisierten PDA-Systeme mittels Runge-Kutta-Methoden mit
reguldrer Verfahrensmatrix auch in der Zeit diskretisiert. Es werden hinreichende Bedingungen
fiir die Konvergenz der Gesamtdiskretisierung im linearen Fall angegeben. Die Konvergenz-
ordnung hingt dabei vom Typ der Randbedingungen, ihrer Homogenitéit oder Inhomogenitét
und dem differentiellen Zeitindex des PDA-Systems ab. Auch auf gebrochene (nichtganzzah-
lige) Konvergenzordnungen wird eingegangen.

Aufbauend auf den fiir lineare Systeme erzielten Ergebnissen werden Konvergenzaussagen
fiir Lipschitz-stetige Funktionen f hergeleitet. Abschliefend werden die erhaltenen Resultate
auf spezielle steifgenaue Runge-Kutta-Verfahren mit singuldrer Verfahrensmatrix (z. B. die
Lobatto-IIIC-Verfahren) ausgedehnt.

In Kapitel 6 wird die entwickelte Theorie am Beispiel zweier Runge-Kutta-Verfahren, des im-
pliziten Euler-Verfahrens und des dreistufigen Radau-ITA-Verfahrens, angewendet. Beide Ver-
fahren spielen in der numerischen Losung von Differentialgleichungssystemen und differentiell-
algebraischen Systemen eine wichtige Rolle. Die durchgefithrten numerischen Experimente
bestétigen die erzielten theoretischen Resultate.

Schliellich werden in Anhang [B] die Konvergenzresultate auf semilineare PDA-Systeme der
Gestalt

d
At @)+ Y Biai(a) ((pila)us, (1.8),, + a@)ut,7)) + Cu(t,@) = f(t.7,0)
i=1

iibertragen.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden fiir die nachfolgenden Untersuchungen wesentliche Grundlagen be-
reitgestellt.

2.1 Differentiell-algebraische Gleichungssysteme

2.1.1 Einfiihrung

Klassisch verwendet man zur mathematischen Modellierung eines mechanischen Mehrkorper-
systems mit s Freiheitsgraden sogenannte verallgemeinerte Koordinaten oder Zustandskoor-
dinaten, das sind Groen qi(t),...,qs(t), die die Lage des Systems zum Zeitpunkt t vollig
charakterisieren. Zur Vorhersage der Lage des Systems in zukiinftigen Zeitpunkten benttigt
man zusétzlich die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢y, ..., ¢s. Insgesamt erhilt man zur
Beschreibung des Systemverhaltens zum Beispiel durch den Euler-Lagrange-Formalismus die
Lagrange-Gleichungen zweiter Art und nach Transformation auf ein System erster Ordnung
ein explizites System gewchnlicher Differentialgleichungen

y(t) = f(t,y(t)) (2.1)

mit einem Anfangszustand
y(to) = yo,
wobei y(t) ein 2s-dimensionaler Vektor ist. Neben Anfangswertproblemen kommen in der
Praxis auch Zweipunktrandwertprobleme vor, bei denen die gesuchte Losung y(t) eine Rand-
bedingung der Form
T(y(tO)a y(te)) =0

erfiillt mit ¢ty # t., wobei r ein Vektor von Funktionen ist und die gleiche Dimension wie y
hat. Das System (2.I), das durch eine minimale Anzahl von Koordinaten charakterisiert ist,
wird Zustandsform genannt.

Die Ermittlung der Zustandskoordinaten (zumeist krummlinige Koordinaten) ist oft schwierig.
Einfacher und h&ufig auch automatisch durch Computerprogramme moglich ist die Model-
lierung in redundanten Koordinaten, das Ergebnis ist bei Anwendung des Euler-Lagrange-
Formalismus nach Transformation auf ein System erster Ordnung ein implizites Differential-
gleichungssystem der Form

F(ty(t),y(t) =0, teltote], y: [tote] —IR" (2.2)
mit Anfangs- bzw. Randbedingungen. Dabei ist
F: [to,te] x R" x R" — R"

stetig und stetig nach y(t) = dzél—gt) differenzierbar. Die Jacobi-Matrix Fy(t,y,7) ist aber (in

einer Umgebung der Losung) singuldr, das System ist also nicht lokal eindeutig nach ¢(t)
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auflosbar, sondern enthiélt auch algebraische Gleichungen. Deshalb wird als differentiell-
algebraisches System (DA-System) bezeichnet.

Die Formulierung mit redundanten Koordinaten bezeichnet man auch als Deskriptor-
form. Diese wurde seit Beginn der achtziger Jahre verstirkt untersucht (vgl. Brenan/Camp-
bell/Petzold [3], Griepentrog/Mérz [21], Hairer/Wanner [26], Simeon [47], Arnold [2]). Sie
158t sich durch Einfithrung einer zusétzlichen Variablen z in ein gekoppeltes System doppelter
Dimension von gewthnlichen Differentialgleichungen und nichtlinearen Gleichungen transfor-
mieren:

Y=z (2.3a)
0= F(t,y,=2). (2.3Db)

Damit kénnen ohne Beschriankung der Allgemeinheit anstelle von Systemen der Gestalt
Systeme in semi-expliziter Form betrachtet werden.
Als Losung des DA-Systems auf dem Intervall [ty,t.] wird jede stetig differenzierbare
Funktion

y(t) : st — R mit F(Ly(t),j(6) =0 in [to,t,]

bezeichnet. Entsprechend wird y(t) als Losung des Anfangswertproblems

F (tay(t)ay(t)) =0, y(tO) =1%o

bezeichnet, wenn y Losung des DA-Systems ([2.2) ist und die Anfangsbedingung erfiillt.
Die Anfangsbedingung heifit konsistent, wenn das zugehorige Anfangswertproblem losbar ist,
d. h. mindestens eine Lésung besitzt.

Bemerkung 2.1 Oftmals wird auch eine weniger strenge Definition fiir eine Lésung verwen-
det. Man fordert lediglich stetige Differenzierbarkeit in den Komponenten der Losung, deren
Ableitungen explizit in die Funktion F' eingehen. O

2.1.2 Der Differentiationsindex

Zur Klassifikation von DA-Systemen wurde von Gear [18] der Differentiationsindex eingefiihrt.
Das DA-System (2.2)) hat den Differentiationsindex k, wenn k die kleinste Anzahl von Diffe-
rentiationen ist, so dafl

F(t,y,9) =0,
d .
%F(ta y,?/) - O’
(2.4)
dk )

durch algebraische Umformungen in ein explizites gewohnliches Differentialgleichungssystem

y(t) = o(t,y) (2.5)

iiberfithrt werden kann. Dieses heifit das dem DA-System zugrundeliegende Differentialglei-
chungssystem.

Ein gewohnliches Differentialgleichungssystem hat also den Differentiationsindex 0.
Numerische Differentiation ist bekanntlich ein instabiler Proze83, so daf3 der Differentiations-
index ein Maf fiir den Schwierigkeitsgrad der numerischen Behandlung des DA-Systems ist,
er charakterisiert den algebraischen Anteil.

Das System ist im allgemeinen nicht dquivalent zum System und damit zu ,
weil Zwangsbedingungen der Gestalt r(y,t) = 0 enthalten kann, siehe Beispiel Die

4



Anfangs- oder Randwerte miissen alle Zwangsbedingungen erfiillen. In diesem Fall sind sie
konsistent. Zur numerischen Lésung von Anfangswertproblemen werden stets konsistente An-
fangswerte benotigt. Ihre Ermittlung stellt im allgemeinen ein schwieriges Problem dar und ist
meist nicht analytisch moglich. Eine Moglichkeit zur Bestimmung konsistenter Anfangswerte
von Mehrkorperproblemen ist in Simeon/Fiihrer/Rentrop [49] angegeben und erfolgt iiber die
Berechnung von Lésungen im statischen Gleichgewicht. Weitere Ansétze findet man zum Bei-
spiel in Pantelides [43], Leimkuhler/Petzold /Gear [31] und Brown/Hindmarsh/Petzold [6].
Die Gewinnung des zugrundeliegenden Differentialgleichungssystems und der Zwangsbedin-
gungen zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 2.2 Gegeben sei fiir y > 0 das DA-System (vgl. Mérz [38], Hoschek [27])

T = aw, (2.6a)
z
v ==, 2.6b
; (2.6b)
2?4y = 1. (2.6¢)

Wegen ([2.6¢) liegt die Losung auf einem Kreiszylinder mit dem Radius 1 um die z-Achse.
Durch Differentiation dieser Zwangsbedingung und Einsetzen von (2.6al) und ([2.6bf) erhélt
man

ar’ 4+ 2 =0, (2.7)

die Losung muf} also zusétzlich auf einem parabolischen Zylinder senkrecht zur (x, z)-Ebene
liegen, dies ist eine ,,versteckte“ Zwangsbedingung.

o: $<$§

] sy
=AY

=

=227/

z -t =
N2

Abbildung 2.1: Schnitt von parabolischem Zylinder und Kreiszylinder

Differentiation von ([2.7)) und Einsetzen von (2.6a) liefert
5= 20222 (2.8)

Das System ([2.6a]), (2.6b)) und ([2.8)) ist ein explizites gewohnliches Differentialgleichungssy-
stem erster Ordnung, das dem DA-System (2.6) zugrundeliegt. (2.6) hat also den Differen-
tiationsindex 2. Die Gleichungen (2.6¢) und (2.7]) bilden das System der Zwangsbedingungen.

O



Fiir die numerische Losung von DA-Systemen mit hoherem Index (k > 2) ist die Riickfithrung
des DA-Systems auf das zugrundeliegende explizite gewohnliche Differentialgleichungssystem
h#aufig nicht vorteilhaft, weil dessen Naherungslosungen die Zwangsbedingungen im Ausgangs-
system nicht mehr exakt erfiillen, die numerische Losung , driftet” von der Zwangsmannigfal-
tigkeit ab.

Bemerkung 2.3 Weitere Indexkonzepte sind der von Griepentrog und Mérz [21] eingefiihrte
Traktabilitdtsindex, der anstelle von Differentiationen hoherer Ordnung auf geeigneten Pro-
jektionen beruht, und der von Hairer, Lubich und Roche [24] eingefiihrte Storungsindex (vgl.
auch Deuflhard/Bornemann [I5]). Wihrend der Differentiationsindex den Unterschied zwi-
schen DA-Systemen und gewdhnlichen Differentialgleichungen durch Uberfithren der einen
Klasse in die andere Klasse charakterisiert, ist der Storungsindex ein Maf fiir die Kondition
eines gestellten Anfangswertproblems hinsichtlich der Storungen der rechten Seite des DA-
Systems. Fiir die numerische Behandlung eines DA-Systems ist er daher wesentlicher als der
Differentiationsindex. Seine Bestimmung ist aber im allgemeinen schwierig, so dal man sich
héufig auf den Differentiationsindex beschriankt, welcher nach Gear [19] stets kleiner oder
gleich dem Stoérungsindex ist.
Der von Kunkel und Mehrmann [29] fiir lineare DA-Systeme mit variablen Koeffizienten ein-
gefiihrte Strangeness-Index verallgemeinert den Begriff des Differentiationsindex in dem Sinn,
dafl das DA-System auch Losungen mit unbestimmten Komponenten haben kann. Sind der
Differentiationsindex k und der Strangeness-Index s beide definiert und ist £ > 0, dann gilt
=s+1. O

Da fiir die Behandlung semilinearer partieller differentiell-algebraischer Systeme Losungseigen-
schaften linearer DA-Systeme benttigt werden, sollen diese jetzt vorgestellt werden.

2.1.3 Lineare DA-Systeme

Betrachtet wird ein differentiell-algebraisches Anfangswertproblem der Form

By = Ay + f(t), te [t07te]7 y<t0) =1%o (29)

mit konstanten Matrizen B, A € IR"™", B singuldr, und einer gegebenen vektorwertigen Funk-
tion

f: [to, te] — IR™.
Die Losbarkeit von ((2.9) ist abhingig von der Familie {A + AB}, ¢, die Matrizenbiischel

genannt wird.

Definition 2.4 Das Matrizenbiischel {A + AB} heifit regulér, wenn ein A, € C existiert, so
dal A + A\, B regulér ist,

det(A + AB) # 0,

andernfalls heifit es singulér. |
Ist das Matrizenbiischel {A + AB} singulér, so existieren entweder keine oder unendlich viele
Losungen von (2.9) zu einem gegebenen Anfangswert, vgl. Hairer/Wanner [26].

Fiir reguldre Matrizenbiischel gilt nach Weierstrafl und Kronecker folgender Satz:

Satz 2.5 Sei {A + AB} ein regulires Matrizenbiischel. Dann existieren regulidre Matrizen P,

Q € C™", so daB
C 0 I 0
raa=(§ ). e (1)

6



wobei die blockdiagonale Matrix N durch

0 1 0
N =diag (Nyy,- -, Nppy,)  mit Ny, = 0 1 € Cmimi
0
gegeben und C' in Jordanscher Normalform ist, also
Kq 1 0
C =diag(Ry,...,R) mit R;= c Crimi,
Kq 1
0 Kj O

Mit diesem Satz kann (2.9) nun transformiert werden:
Multipliziert man (2.9) von links mit P und setzt

-a) pro- ()

so erhilt man das entkoppelte System
u=Cu+s(t), Nv=uv+q(t).

Die Gleichung fiir u ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung und besitzt fiir be-
liebige Anfangswerte u(tg) = ug eine eindeutige Losung.

Da N eine blockdiagonale Matrix ist, wird das Gleichungssystem fiir v erneut in k Systeme
der Gestalt

Vip = vi1 + ¢,1(t),

Vim; = Vim;—1 + Qiymi—1(t),

0= Vim, + Qi,m; (t)
entkoppelt, wobei zur Abkiirzung
Vi =V i1 und ¢ ;=q i1
J+ 22 X m
=1 =1
fir j=1,...,m; und ¢ = 1,..., k gesetzt wurden.

v;1 hingt folglich von der (I — 1)-ten Ableitung von ¢;;, [ = 1,...,m;, ab. Das Maximum
m aller m; ist gleich der Nilpotenz der Matrix N (d.h. N™ = 0, N™ ! # 0) und wird als
Nilpotenzindex ind(A, B) oder auch als algebraischer Index des Matrizenbiischels {A + AB}
bezeichnet.

Fiir reguléire Matrizenbiischel gilt also: Ist f(¢) (m — 1)-mal stetig differenzierbar, so existiert

zu jedem Anfangswert
Ug
Yo = Q( >7
Vo

wobei vy zu ¢(t) konsistent vorgegeben sein muf, d.h. durch ¢(t) und dessen Ableitungen
bis zur (m — 1)-ten Ordnung an der Stelle ¢y bestimmt ist, eine eindeutig bestimmte Losung
y(t,up), die aber nicht notwendig in jeder Komponente differenzierbar sein mufl. Das ist ein
wesentlicher Unterschied zu den Losungseigenschaften expliziter gewdhnlicher Differentialglei-
chungssysteme mit konstanten Koeffizienten.



Der Nilpotenzindex ist unabhéngig von der Wahl der Matrizen P und @ (vgl. Hairer/Wanner
[26]) und stimmt mit dem Differentiationsindex und dem Stérungsindex iiberein (vgl. Bre-
nan/Campbell /Petzold [3]).

Fiir reguliire Matrizen S und 7T folgen mit P = PS~' und Q = T-'Q

P(SAT)Q = PAQ und P(SBT)Q = PBQ,
also
ind(A, B) = ind(SAT, SBT).
Ist det(A + A\ B) # 0 mit A\, € C, so gilt mit den Bezeichnungen aus Satz

(A+X\B)"'B=Q(P(A+ \B)Q) ' PBQQ™!

B (C+N\I)7! 0 _
- Q( 0 (I+)\TN)_1N>Q 1

(C+ A1)t 0
_ m— -1
=0 0 N 22(—)\TN)i @

=0

Daraus folgt: Definiert man den Index ind(M) einer quadratischen Matrix M als kleinste
nichtnegative ganze Zahl, fiir die

rang(M*) = rang(M**1)

gilt, so ist

ind(A, B) = ind (A + \.B)"'B). (2.10)
Mit dieser Beziehung kann der Index des Matrizenbiischels ohne Transformation auf Weier-
straf3-Kronecker-Normalform bestimmt werden.
Eine explizite Losungsdarstellung des DA-Systems ([2.9) ohne Transformation auf Weierstraf-

Kronecker-Normalform ist mittels der Drazin-Inversen méglich, vgl. Campbell/Meyer/Rose
[10], Campbell [9] und Simeon/Fiihrer/Rentrop [50]:

Definition 2.6 Fiir jede quadratische Matrix M ist die Drazin-Inverse M® von M definiert
als Losung der drei Gleichungen

MM® = M®°M,
MPMM® = M°,
MPM*L = Mk wobei k= ind(M).
O

Die Drazin-Inverse einer quadratischen Matrix M existiert stets eindeutig und stimmt fiir
regulire M mit M~ iiberein. Sie ist vertriglich mit Ahnlichkeitstransformationen, d.h., mit
reguldren Matrizen S gilt

(S71MS)® =S~ 1M®s. (2.11)

Wird M mit einer regulidren Matrix T" auf Jordansche Normalform transformiert, d. h.

R 0
=1
M=T <0 N)T,

wobei die Matrix R die Jordan-Blocke zu den von Null verschiedenen Eigenwerten von M
und die (nilpotente) Matrix N die Jordan-Blocke der Nulleigenwerte von M enthilt, so folgt

deshalb .
R~ 0
D _ -1
o (B0
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Gilt fiir zwei quadratische Matrizen M7, Mo
MMy = MMy,

so ist auch
My M3 = MP M,

erfiillt.
Mit der so definierten Drazin-Inversen kann man die Losung linearer DA-Systeme mit kon-
stanten Koeffizienten nun wie folgt darstellen:

Satz 2.7 Sei {A + AB} ein regulidres Matrizenbiischel, und ¢ € C werde so gewihlt, daB
(A + ¢B) invertierbar ist. Mit den Abkiirzungen

A=(A+cB)'A, B=(A+c¢B)'B, f=(A+cB)"'f

und k = ind(B) = ind(4, B) gilt dann:
Das differentiell-algebraische Anfangswertproblem ([2.9) hat genau dann eine eindeutige Losung,
wenn f(t) geniigend oft stetig differenzierbar ist und der Anfangswert yg sich in der Form

k—1 .
yo = BB — (I — BB®) (BAQ) AR 70 (¢) (2.12)
=0

mit einem Vektor ¢ darstellen 148t, d. h. konsistent ist. Fiir die Losung gilt dann

¢ k—1 .
y(t) = B At BBOy 1 B / B2 At=9) f(s) ds — (I — BB®) Z( ) AR FO ().
to i=0

(2.13)
Dabei sind die Gleichungen (2.12)) und ([2.13)) unabhéngig von dem gewéhlten c. O
Bemerkung 2.8 Wihrend A und B im allgemeinen nicht kommutieren, gilt wegen
A(A+cB) 'B+c¢B(A+c¢B) 'B=B(A+cB) 'A+B(A+cB) 'cB
stets
A(A+cB)"'B=B(A+cB) A

und damit

AB = BA -

2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Eine umfangreiche Klasse von Standardverfahren zur numerischen Lésung von Anfangswert-
problemen expliziter gewohnlicher Differentialgleichungssysteme

y(t) - f(ta y),

u(to) = w0 (214)

mit ¢ € [to,te], y : [to,te] — R™ und f: [to,te] X R™ — IR" sind die Runge-Kutta-Verfahren.
Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren auf dem Punktgitter

I ={to,t1,...,tar.}, to<t1 <...<ty, <to,

9



mit den Schrittweiten 7 = t,,+1 — t,,, (auf den Index bei der Schrittweite 7 wird wie iiblich
verzichtet), m =0,..., M, — 1, ist gegeben durch

S
U1 = U +T Y biki(tm, U3 7), (2.15a)
i=1
Sm)+1 = Up +72aw (s Um;T), 1=1,...,5, (2.15D)
Fi(tms U T) = fltm +cmuly)), i=1,...,s, (2.15¢)
mit der Verfahrensmatrix 2 = (a;j); j1...s, dem Wichtungsvektor b = (by,...,bs)" und dem
Knotenvektor ¢ = (c1,...,cs)", die das Verfahren vollstindig festlegen. Die Grofien u7(n)+1

()

werden als Stufenwerte, k:m 11 als Steigungswerte bezeichnet. Das Verfahren liefert mit w41
eine Néherung fiir y(tm41)-

Ist A eine strikt untere Dreiecksmatrix, so lassen sich die Gleichungen explizit nach den zu
berechnenden Werten uy,41, uffl) 1 auflosen und man nennt das Verfahren explizit, andernfalls
implizit.

Definition 2.9 Ein Runge-Kutta-Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p, wenn p die
groBite positive ganze Zahl ist, so daB fiir jede geniigend oft differenzierbare Losung y(¢) von
(12.14))
max |jy(t+7) —a(t +7)|gr < CrPTL fiir alle 7 € (0, Timag)
telto,te—T]

gilt mit einer von 7 unabhéngigen Konstanten C und einer positiven Konstanten 7,4, wobei
u(t + 7) das Resultat eines Schrittes des Runge-Kutta-Verfahrens mit dem Startvektor auf
der exakten Losungskurve ist, d.h. 4(t) = y(¢), und || - |g» eine Vektornorm im R"™ ist. O

Zur Bestimmung geeigneter Parameter fiir konsistente Runge-Kutta-Verfahren (p > 1) wurden
von Butcher vereinfachende Bedingungen eingefiihrt (vgl. Butcher [7]), von denen im folgenden
zwei verwendet werden. Die vereinfachende Bedingung

- 1
Blp): Y bicf = o k=1...p (2.16)

bedeutet, dafl die dem Runge-Kutta-Verfahren zugrundeliegende Quadraturmethode Polyno-
me bis zum Grad p — 1 exakt integriert. Fiir ein Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p mufl
sie deshalb stets erfiillt sein.

Die vereinfachende Bedingung

1
c(l) Zam —Ef i=1,...,8, k=1,...,1 (2.17)

besagt entsprechend, dafl die den Stufenwerten ugi) 1 zugrundeliegenden Quadraturmethoden
mindestens den Genauigkeitsgrad [ — 1 besitzen. Das maximale [, fiir das B(l) und C(1) erfiillt

sind, wird als Stufenordnung ¢ des Runge-Kutta-Verfahrens bezelchnet Ist ¢ > 1, so sind
die Stufenwerte ugn)ﬂ Approximationen an die Lésung y von an der Stelle t,, + ¢;7
und die Steigungswerte k;(ty,, um; 7) Approximationen an (¢, + Cﬂ') d.h., es gelten fiir alle
7 € (0, Tmaz) ‘
max |ly(t +¢;7) — a9 (¢ + i) |re < OO
te(toste—T]
und

max ||§(t + 1) — kit y(); ) |mn < CTIH,
te[to,tefT]
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wobei () (t + ¢;7) Stufenwert eines Runge-Kutta-Schrittes mit dem Startvektor auf der ex-
akten Losungskurve ist.

Durch Ausnutzung entsprechender Quadraturformeln kann man s-stufige Runge-Kutta-Ver-
fahren hoher Ordnung gewinnen. So erhélt man durch Festlegung des Wichtungsvektors b
und des Knotenvektors ¢ entsprechend der Gauf-Legendre-Quadraturmethoden die Gauf-
Verfahren mit der maximal moglichen Ordnung 2s, die Verfahrensmatrix 2 wird dabei aus
der Forderung C(s) bestimmt. Analog erhélt man aus den Radau- bzw. Lobatto-Formeln die
Radau- bzw. Lobatto-III-Verfahren mit der Ordnung 2s — 1 bzw. 2s — 2. Fiir die Wahl von
gibt es hier verschiedene Moglichkeiten, entsprechend unterscheidet man Radau-I-, -TIA-, -11-,
-ITA- und Lobatto-IITA-, -IIIB-, -ITIC-Verfahren.

Bemerkung 2.10 Nach Strehmel/Weiner [54] sind die Verfahrensmatrizen der Gau$-, Ra-
dau-TA-, -ITA- und Lobatto-ITIC-Verfahren regulér. O

Die Funktion
R(z) =14 2b" (I, — 220711,

wird als Stabilitatsfunktion des Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet. Sie ist dadurch charakte-
risiert, daf§ das Runge-Kutta-Verfahren bei Anwendung auf die von Dahlquist [13] eingefiihrte
Testgleichung

v =Xy, Rer<0 (2.18)

die Verfahrensvorschrift
Umt1 = R(2)Up, 2z=TA

liefert.
Die exakte Losung
Y(tm + 1) = eTAy(tm)

von ([2.18) hat einen monoton fallenden Betrag, und es gilt

lim tm 4+ 1) = 0. 2.19
T%O\H—ooy( ) ( )
Gilt
|R(2)| <1 fiir alle z mit Re(z) <0,

so hat auch die numerische Losung einen monoton fallenden Betrag, und das Runge-Kutta-
Verfahren heifit A-stabil, die Stabilitétsfunktion A-vertriglich. Beispiele dafiir sind die Gauf}-,
Radau-TA-, -ITA- und Lobatto-IIIA-, -ITIB-, -ITIC-Verfahren.
Gilt zusétzlich
lim R(z)=0,

Rez——o0
so tibertragt sich aulerdem die Eigenschaft , und das Verfahren wird L-stabil genannt.
Erfiillt ein Runge-Kutta-Verfahren die Bedingung

asi:bi, izl,...,s, (220)

so nennt man es steifgenau. Fiir steifgenaue Verfahren mit regulérer Verfahrensmatrix 21 gilt

lim R(z) = 0. Steifgenaue A-stabile Runge-Kutta-Verfahren mit regulérer Verfahrensmatrix
Z——00

2 wie zum Beispiel die Radau-ITA- und Lobatto-IIIC-Verfahren sind also stets L-stabil.

Bemerkung 2.11 Eine andere Darstellung der Stabilitédtsfunktion, die auf Stetter [51] zuriick-
geht, ist
(2) = det (IS — 2+ z]leT)
T T det (I, — 2%)

(2.21)

|
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Um Diskretisierungsverfahren zur numerischen Losung von DA-Systemen zu erhalten, kann
man das System ([2.3)) in ein singulér gestortes Anfangswertproblem mit dem Parameter ¢ > 0
einbetten,

Y=z (2.22a)
ez = F(t,y,2), (2.22b)

und darauf ein Diskretisierungsverfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungssysteme an-
wenden. Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert dann ein Diskretisierungsverfahren fiir das DA-
System. Diese Vorgehensweise bezeichnet man als ,, direkten Weg®, vgl. Strehmel /Weiner [54].
Dabei ist zu beachten, dafl das System fiir kleine € ,,steif* wird, das heifit, explizite Ver-
fahren sind wegen ihrer schlechten Stabilitétseigenschaften nicht anwendbar, sie besitzen nur
ein beschrianktes Stabilitdtsgebiet. Auch die Lobatto-IIIB-Verfahren sind fiir die numerische
Behandlung steifer Systeme nicht geeignet, obwohl sie A-stabil sind, vgl. Hairer/Wanner [26],
S. 227.

Wendet man das Verfahren (2.15) auf (2.22) an, so erhdlt man mit ([2.15¢)

ki i U?S?—&-l
)= INCING
i F(tm + ¢, Upyt-1s Um-l,-l)

und daraus durch Grenziibergang ¢ — 0

0= F(tm + cimu?, | k).

Mit (2.15a) und (2.15b)) ergibt sich insgesamt die Vorschrift

S
U1 = Um + 7 Y biki(tm, thn; ), (2.23a)
i=1
US’:L)—FI - Um-i-TZazJ tm,um, ), Z = 1,...,5, (223b)
0 = F(tm + ¢, ufn)ﬂ, ki(tm,um;T)), i=1,...,5. (2.23¢)

2.3 Weitere Hilfsmittel

2.3.1 Kronecker-Produkt

Fiir eine kompakte Schreibweise von Gleichungssystemen ist oft das Kronecker-Produkt vor-
teilhaft.
Seien A € R*! und B € R"™™ zwei Matrizen. Ihr Kronecker-Produkt A® B ist definiert durch

anB s CLUB
A ® B = e ]Rk:m,ln.
ale ce CLMB

Sind A,C € R** und B, D € R™™, so gilt
(A® B)(C® D)= AC ® BD.
Daraus folgt: Sind A € R¥*¥ und B € R™™ regulr, so gilt

(A B '=A"1e B

12



2.3.2 Matrixfunktionen

Seien A € C™" und f(z) eine skalare Funktion. Die Matrixfunktion f(A) kann dann nach
Golub/van Loan [20] wie folgt erkldrt werden:

Definition 2.12 G sei ein beschrinktes, einfach zusammenhéngendes Gebiet in der komple-
xen Zahlenebene, und T sei eine (mathematisch positiv orientierte) geschlossene C''- Jordan-
Kurve in G. Das von I' umrandete Gebiet enthalte die Eigenwerte der Matrix A, und f(z) sei
in diesem Gebiet analytisch. Dann ist f(A) erklirt durch

fA) = o 74 F(2)(2I — A)~Ad.
T

O
Ist f(A) definiert und A #dhnlich zu einer blockdiagonalen Matrix B,
A=XBX!= Xdiag{By,...,B,} X, B; € C"", (2.24a)
dann folgt
1
f(A) = 2m,yff(z)(zfXBX—l)—ldz
r
1
= Xujéf(z)(zl — diag{By,...,B,}) tdzX "1,
s
r
also ist auch f(A) blockdiagonal,
f(A) = Xf(B)X ™" = Xdiag{f(B1), ..., f(Bp)} X", (2.24D)
Zur Berechnung von f(A) reicht es deshalb aus, die Funktion f fiir Jordan-Blocke
A1 0
B; = ' e Cromi
A1
0 A
berechnen zu kénnen. Mit Definition kann man zeigen, dafl
W (s (ni=1) (),
f(/\z) f ( z) ..... f ( )
1! (nl — 1)'
0 . : :
f(B;) = . - T : ' (2.25)
SN SRR
1!
o - - 0 f()\z)

gilt, vgl. [20].
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2.3.3 Logarithmische Matrixnorm, Theorem von J. von Neumann und Ma-
Ximumnorm

Von Lozinski und Dahlquist wurde, urspriinglich zur Charakterisierung der Stabilitdt von
Differentialgleichungssystemen, die ,logarithmische Matrixnorm“ wie folgt eingefiihrt (vgl.
Hairer/Ngrsett/Wanner [25], Dekker/Verwer [14]):

Sei || - [[o» eine Vektornorm im C", A € C™". Fiir die zugeordnete Matrixnorm ist
I+ 5A||(Cn —1
Al= 1
HlA] 540 J

die zugeordnete ,,logarithmische Norm* der Matrix A.

Dieser Grenzwert existiert fiir alle zugeordneten Matrixnormen und fiir alle Matrizen, vgl.
Dekker/Verwer [14]. u[A] ist jedoch keine Norm im klassischen Sinn (das erste Normaxiom ist
verletzt), sondern ein sublineares Funktional. Fiir die der euklidischen Vektornorm zugeord-
nete Matrixnorm, die Spektralnorm, gelten

- 1 _
— T — T
[4ll2 =  Aumax(AT4), g2l A] = S b (4 + A7) (2:26)

wobei Apax(A) der maximale Eigenwert von A ist.
Es gilt nach Hairer/Wanner [26] der folgende Satz (Version des Satzes von J. von Neumann):

Satz 2.13 Ist fiir eine quadratische Matrix A eine rationale Funktion r(z) beschrénkt fiir
Rez < polA], so gilt
[r(A)l2 < sup r(2)]-
Rez<pus[A]

or(x)= sup |r(z)| wird Fehlerwachstumsfunktion genannt. O
‘Rezgx

Weiterhin gilt nach [I4], da88 po[A] die kleinste Konstante ist, so daf$§ fiir alle ¢ > 0
ety < 2l (2.27)

gilt. Fiir normale Matrizen A (d.h. ATA = AAT) gilt in sogar Gleichheit.
Die Berechnung der Spektralnorm ist aufwendig. Sie kann aber mit der Maximumnorm leicht
abgeschétzt werden. Fiir eine Matrix A = (a;;)i j=1,..n € C"" ist die Maximumnorm definiert
durch

14]lar = nmax|as;],

und es gilt
3 1
n2[[Allar < [[All2 < n”2 | Alfar- (2.28)
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Kapitel 3

Partielle DA-Systeme

3.1 Beispiele partieller DA-Systeme

Viele Modelle in Naturwissenschaft und Technik bestehen aus einer Kopplung von Gleichun-
gen unterschiedlichen Typs, z.B. aus elliptischen, parabolischen, hyperbolischen Differen-
tialgleichungen und algebraischen Gleichungen. Diese gemischten Systeme werden partielle
differentiell-algebraische Gleichungssysteme (PDA-Systeme) genannt.

Im folgenden werden einige praxisrelevante Beispiele von PDA-Systemen angegeben. Geeig-
nete Anfangs- und Randbedingungen werden dabei jeweils als gegeben vorausgesetzt.

Beispiel 3.1 Modellierung einer Populationsdynamik von n Spezies in Abhéingigkeit von m
gleichméBig verteilten Nahrungsquellen [57]:

Ou,; ,

a—tj = DAuj + f(t,u,v), j=1,...,n,

v

(;;Z = gi(t,u,v), i=1,...,m.
Der Dichtevektor u = (uy ..., u,)' der Spezies geniigt einer Diffusionsgleichung, der Dichte-
vektor v = (vi...,v,)" der Nahrungsquellen einer gewohnlichen Differentialgleichung. Die
positive Diffusionskonstante D, die Quellterme f und g seien gegeben. O

Beispiel 3.2 Nichtlineares Zwei-Kompartment-Modell der Pharmakokinetik in der Leber
[17]:
Ouy(t,x) 282u1(t, )  QOoui(t,w)

= —a.3 — —k t k t
ot V2 0p2 v on 12u1(t, 2) + ekarua(t, ),
Vmax

Oua(t, x)
K + u2(t7 $)

T UQ(t,.’E).

= ékmul(t, (E) — kigﬂtg (t, :17) —
u1 beschreibt die Drogenkonzentration im zentralen, uo die im peripheren Kompartment. Das
Volumen V des zentralen Kompartments, der korrigierte Streukoeffizient D, die Perfusatflie3-
geschwindigkeit (), die maximale Abbaurate V4., die Michaelis-Menten-Konstante K,,,, das
Verhiltnis € des Volumens des peripheren Kompartments zum Volumen des zentralen Kom-
partments und die Transferraten ko vom zentralen zum peripheren Kompartment und ks
fiir die Gegenrichtung seien gegeben. |

Beispiel 3.3 Pulververbrennung [30]:

oT
i EAT = Qu(T,Y),
oY
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Dabei sind T' die Temperatur, dividiert durch eine Referenztemperatur, Y die Konzentration
des verbrennenden Reaktionsmittels, k& die Temperaturleitfahigkeit und @) ein Warmefreiset-
zungsparameter, und der Reaktionsterm hat die Gestalt w(7,Y) = KoYe T einer Reaktion
erster Ordnung mit einer dimensionslosen Aktivierungsenergie £ im Arrhenius-Term. O

Wihrend in den vorangegangenen drei Beispielen parabolische und gewohnliche Differenti-
algleichungen miteinander gekoppelt sind, ist das folgende ein Beispiel fiir ein gekoppeltes
System aus parabolischen und elliptischen Differentialgleichungen:

Beispiel 3.4 Réuber-Beute-Modell mit unendlich schneller Reaktionsrate der Réuber [5]:

0 = D1 Au; + fi(z,y, t,u,v,), i=1,...,n,

v, ,

a—tj = DyjAvj + gj(z,y,t,u,v), j=1,...,m.
Im Gegensatz zum Modell in Beispiel ist der Dichtevektor u der Réuber hier durch eine
unendlich schnelle Reaktionsrate charakterisiert, und der Dichtevektor v der Beute geniigt
einer Diffusionsgleichung. Die Quellterme f und g und positive Diffusionskonstanten Dq; und
Dy; seien gegeben.
Ist eine Beutekomponente rdumlich gleichméflig verteilt und wird die entsprechende Diffu-
sionskonstante gleich 0 gesetzt, so kann auch hier als weiterer Typ noch eine gewohnliche
Differentialgleichung hinzukommen. O

Im folgenden Beispiel sind parabolische und gewohnliche Differential- und algebraische Glei-
chungen miteinander gekoppelt:

Beispiel 3.5 Transport-Reaktionssystem in porésem Medium [59, 44 28]:

0
66—1: —V(©DVu) + kVu = fi(u,v, z),
0

87/1‘; = f2(u7 /U? Z)’

0= g(u,v, z).
U = (Uly. . yUpy), © = (V1,...,Up,) und 2z = (21,...,2n,) sind die betrachteten Spezies,
© > 0 ist der volumetrische Wasserinhalt, die symmetrische Matrix D € IR™™ bezeichnet
die Diffusion, x die Sickergeschwindigkeit. % wird als regulédr vorausgesetzt. O

Ein Beispiel mit hyperbolischem Charakter ist das nachstehende:

Beispiel 3.6 Supraleitende Magnetspule [41], [12]:

( fic 8>utt_uxx+(8 é)u:(), xz € (0,1), t>0.

2 D
uq(t, x) ist die Spannung in den Windungen der Spule, us(t, x) die Divergenz der elektrischen
Feldstarke, [ die Lénge der Spule. L, C und D sind weitere Spulenparameter. Transformation
auf ein partielles differentiell-algebraisches Gleichungssystem erster Ordnung in ¢ liefert

00 0 0 1000 01 0 0
00 —L& L 0100 00 0 0
2 D _ —
10 o0 o l“ |oooo|Wtloo 1 ov=0 G
01 0 0 000 0 00 0 —1 -
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Weitere Beispiele dieser Art findet man unter anderem in der Verfahrenstechnik (vgl. Alten-
bach/Deuring/Naumenko [I]), Plasmaphysik und Knochenmodellierung (vgl. Lucht/Debra-
bant [34]). Auch die Navier-Stokes-Gleichungen kénnen als PDA-System aufgefafit werden
(vgl. Lin [32], Lucht/Debrabant [34], Marszalek [40], Rabier/Rheinboldt [44]).

Weitere Typen von PDA-Systemen sind {iber Kontaktbedingungen gekoppelte Systeme von
partiellen Differentialgleichungen und differentiell-algebraischen Gleichungen, die zum Bei-
spiel bei der Modellierung der Wechselwirkung von Kettenwerk und Stromabnehmer auftre-
ten, vgl. Simeon und Arnold [48], und Systeme partieller Differentialgleichungen oder parti-
eller differentiell-algebraischer Gleichungen, deren (zeitabhéngige) Randwerte durch ein DA-
System gegeben sind, vgl. Giinther/Wagner [23].

In den letzten Jahren hat man sich, beginnend mit den Arbeiten von Campbell und Marszalek
([11, 40]), verstiarkt der numerischen Behandlung partieller differentiell-algebraischer Systeme
zugewandt.

3.2 Aufgabenstellung

In dieser Arbeit werden rdumlich d-dimensionale, semilineare PDA-Systeme der Form

d
Awe(t,8) + Y By (U, (t,7) + ritia, (t, F)) + C u(t, @) = f(t,7,u) (3.2a)
=1
betrachtet, wobei
t € (to,te), Te€N= x...xQ, Q CIR, (3.2b)

A B;,CelR™, r,eR, i=1,...,d,
u: [to,te] x Q—R™,  f: [to,te] x Q@ x R" — IR"

und u hinreichend glatt sei. Die Matrizen A, B; und C diirfen hier auch singuldr sein. Die
Beispiele bis sind sidmtlich von diesem Typ, wobei in Beispiel die Parameter O,
D und « als konstant vorausgesetzt werden. Anfangs- bzw. Randbedingungen kénnen im
Unterschied zu parabolischen Anfangsrandwertaufgaben mit reguldaren Matrizen A und B;
nicht fiir alle Komponenten des Losungsvektors vorgegeben werden, wie die folgenden drei
Beispiele zeigen:

Beispiel 3.7 (vgl. Lucht/Strehmel /Eichler-Liebenow [37])
1 0 0 100 1 11 0 £t )
001 0 Ju+| 0 1 0 Juwtr| 0 0 1 Ju=]| folt,2)
0 0 0 0 0 0 01 0 a(t, )

Es gilt ue = f3, us = fo — fat + f3z2- Die Anfangs- und Randbedingungen von us und us sind
also durch die rechte Seite f(t,x) und ihre Zeit- und Ortsableitungen eindeutig bestimmt.
Man sieht, dafl an die Komponenten von f unterschiedliche Glattheitsforderungen zu stellen
sind. |

Beispiel 3.8 (vgl. [37])

(30 Y (Yo (20 Yum (B, et v
—_——

A

Da A regulédr ist, konnen fiir alle Komponenten von u Anfangsbedingungen vorgeschrieben
werden. Aus der zweiten Gleichung erhilt man fiir die Randwerte von us die gewdhnliche
Differentialgleichung

d
%l@(t’ :tl) = fa(t, 1) + u1 (¢, £1).
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Nach Vorgabe der Randwerte von u; kann man diejenigen von ug aus dieser gewohnlichen
Differentialgleichung mit dem Anfangswert wus(to,+l) berechnen. Man kann aber auch die
Randwerte von us vorschreiben und diejenigen von u; dann aus dieser Gleichung durch Dif-
ferentiation von wua(t, £1) erhalten. O

Beispiel 3.9 Betrachtet werde das System aus Beispiel fiir hinreichend glatte Losungen
u. Als Anfangsbedingungen werden

up(0,2) = <E - CDEZ) x+ @x‘?’ uz(0,2) =0

l 6 6! ’
und als Randbedingungen

w(t,0) = us(t,00 =0, w(t,l) =E, us(t,l) = CDE

gewihlt. Dabei ist E die angelegte Quellspannung.

Da die Randwerte von u; und us jeweils konstant sind, folgt aus der dritten und vierten Glei-

chung von , daB} u3 und u4 homogene Randbedingungen erfiillen. Aus der Anfangsbedin-

gung fiir u; und der ersten Gleichung von ergibt sich ug(0,z) = %w. Aus uz(0,2) =0

folgt mit der dritten Gleichung u1+(0,z) = 0 und daraus u144¢(0, ) = 0. Mit der ersten Glei-

chung erhilt man daraus ug (0, ) = 0 und mit der vierten Gleichung schliefflich u4 (0, z) = 0.
O

Im folgenden werden Dirichlet-, Neumann- und periodische Randbedingungen betrachtet: Die
Indexmengen Mp, My und Mp seien paarweise disjunkt und

MDUMNUMPZ{l,...,d}.
Fiir i € Mp U My seien mit [; € IR, [; >0
Qi:(—li,li) und 61-(2:{9?68(2: .%'i::l:li}.

Fiir ¢ € Mp seien auf 0;€2 Dirichlet- und fiir ¢ € My Neumann-Randwerte vorgegeben.
Fiir ¢ € Mp seien periodische Randbedingungen mit 2; = IR und

u(t, @) = u(t, @ + 2l;¢;), T€Q, telto,t.] (3.2¢)
gegeben.
Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl alle Anfangswerte
u(te, ) = o(¥), T€Q (3.2d)

und alle in die Ortsdiskretisierung eingehenden Randwerte der exakten Losung fiir die nume-
rische Berechnung bekannt sind, d. h.

Bu(t, %) = 0(t, @), T€0Q, tE€ltot], i€ Mp, (3.2¢)

0
%Biu(t,f) = Xi(t,f), €0, te [to,te], 1€ My. (3.2f)

Definition 3.10 Eine Funktion
u(t,z) @ [to,te] x @ — R"
ist Losung der Anfangsrandwertaufgabe (3.2)) (im klassischen Sinn), wenn u geniigend glatt

ist, die Gleichung (3.2a)) punktweise erfiillt und eindeutig durch die Anfangs- und Randbedin-
gungen bestimmt ist, vgl. Lucht/Strehmel [36]. O

Bemerkung 3.11 Im Fall periodischer Randbedingungen folgt aus (3.2a)) und (3.2d) auch
die entsprechende Periodizitdt der rechten Seite f und des Anfangswertes ¢:

f(t,f) = f(t,f—l— 2li€i), u(to,f) = u(to,f—l- 2li€i)> T e Q, te [to,te].

|

Bemerkung 3.12 Eine zweite Aufgabenklasse von PDA-Systemen mit variablen Koeffizien-
ten wird in Anhang [B] betrachtet. 0
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Kapitel 4

Semidiskretisierung der
PDA-Systeme

Eine Moglichkeit zur numerischen Behandlung von Anfangsrandwertproblemen partieller Dif-
ferentialgleichungen ist die Linienmethode (method of lines, MOL), vgl. Strehmel /Weiner [53],
GroBmann/Roos [22]. Die Losung erfolgt in zwei Teilschritten. Zuerst wird die Differential-
gleichung semidiskretisiert. Bei der horizontalen Linienmethode (Rothe-Methode) erfolgt die
Semidiskretisierung beziiglich der Zeitvariablen, das Anfangsrandwertproblem wird durch eine
Folge von Randwertaufgaben approximiert, die dann mit geeigneten Verfahren gelost werden
miissen. Bei der vertikalen Linienmethode dagegen erfolgt die Semidiskretisierung beziiglich
der rdumlichen Variablen, zum Beispiel durch finite Differenzen oder die Methode der finiten
Elemente. Parabolische Anfangsrandwertprobleme werden dadurch in ein Anfangswertpro-
blem fiir ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfiihrt, welches
im allgemeinen steif ist, die Steifheit ist von der Feinheit der Ortsdiskretisierung abhingig.
Dieses semidiskrete Problem wird anschlieflend durch geeignete (implizite) Diskretisierungs-
methoden fiir Anfangswertprobleme gewohnlicher Differentialgleichungen gelost.

Die vertikale Linienmethode wird in Abschnitt 1] auf die hier betrachteten semilinearen
PDA-Systeme angewendet. Die Diskretisierung beziiglich des Ortes wird dabei mittels fini-
ter Differenzen durchgefiihrt. Daran anschlielend wird in Abschnitt die Konvergenz der
Ortsdiskretisierung linearer PDA-Systeme sowohl auf der Grundlage der Losungsdarstellung
der linearen Fehlergleichung mittels Drazin-Inverser als auch mit einer Weierstrafl-Kronecker-
Transformation gezeigt. Eine lokale Konvergenzaussage fiir semilineare PDA-Systeme vom
Zeitindex 1 findet man in Lucht/Strehmel [36].

Die Diskretisierung des entstandenen Anfangswertproblems erfolgt dann in Kapitel |5 durch
implizite Runge-Kutta-Verfahren.

4.1 Finitisierung des Ortsraumes und Diagonalisierung des dis-
kretisierten Ortsdifferentialoperators

Im folgenden werden fiir das PDA-System Ortsdiskretisierungen fiir Dirichlet-, fiir pe-
riodische und fiir Neumann-Randbedingungen angegeben. Dabei werden Abschitzungen fiir
die Eigenwerte und die Matrix der Eigenvektoren der diskretisierten Ortsdifferentialoperato-
ren aufgefiihrt, die fiir die nachfolgenden Konvergenzuntersuchungen benétigt werden.

4.1.1 Ré&aumlich eindimensionales PDA-System
4.1.1.1 Dirichlet-Randbedingungen

Um eine iibersichtlichere Darstellung zu erhalten, wird zunéchst der rdumlich eindimensionale
Fall (d = 1) betrachtet, also anstelle von (3.2al)
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Aui(t, z) + B (ugz(t, ) + rug(t,x)) + Cu(t, z) = f(t,x,u), =€ Q= (-11). (4.1)

Es seien N € INT und o

h = Nil (4.2)
Dann kann Q durch das dquidistante Ortsgitter
Qh:{wk:xk:—l—i—kh,kzl,...,N} (4.3)
diskretisiert werden. Mit den 3-Punkt-Differenzenapproximationen
i (£, 1) ~ % (ult, wps1) — 2u(t,20) + ult,zp 1)), k=1,..., N,
fiir die zweite Ortsableitung und den Approximationen
uz(t, xg) ~ 1 (Ou(t, xpt1) + (1 — 20)u(t, zx) + (0 — Du(t, xp—1)) , (4.4)

h
k=1,...,N, 4¢€l0,1],

fiir die erste Ortsableitung (zg = —I, xy4+1 = [) ergibt sich aus Gleichung (4.1)) fiir jeden
Gitterpunkt zj, die semidiskrete Gleichung

Ad(t) + %B (14 o) wiees (1) — (2~ hr(1 — 20)) (1)

F (14 hr(6— 1)) uk,l(t)) FCug(t) = fult,up), (4.5)

wobei ug(t) Niherung der Funktion u(t,z) in den einzelnen Gitterpunkten zy, k =1,..., N,
und fi(t,ur) = f(t, gk, ux) sind und fir Buy und Buy41 die vorgegebenen Randwerte einge-
setzt werden.

Bemerkung 4.1 Fiir § = 0 liefert die Approximation (4.4) den riickwértsgenommenen, fiir
6= % den zentralen und fiir 6 = 1 den vorwértsgenommenen Differenzenquotienten. O

Durch Taylor-Entwicklung bis zur m-ten Ordnung im Gitterpunkt x; erhélt man

1 ( (L+ hrd) u(t, zprr) — (2 — hr(1 —29)) u(t,zr) + (1 + hr(d — 1)) u(t,xk_1)>

h2
1 = Al & ;
= 13D g ) (14 hro + (=1)'(1+ hr(5 = 1))
i=1
hm—l am-i-l (m+1) am—i—l
T (0 gt Qi) + (D™ (U (6 - 1) g ut Gan(0)
= rug(t, xg) + Uge (t, T) + AP (1), (4.6)
dabei ist

2: r =0 (kein konvektiver Term) oder § = 3 (zentraler Differenzenquotient)
PL=0 1: sonst

die Approximationsordnung der verwendeten Diskretisierung, und -~y ist fir py = 1 (m = 2)
durch

3

(o) + 5 { (0 r0) e o)

_r(26—1) 9?
Ve(t) = T a2t

3
—(1+4+hr(6—-1)) gxgu(t, Czk(t))} (4.8a)
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und fiir p; = 2 (m = 3) durch

r o° 1 ot ot
(0) = Tt ) + 5§ (U ) =l Ga(0) + (L hr(5 = 1)) —u(t, Gi(0))
(4.8Db)
definiert mit den Zwischenwerten
Cr(t) € (g, zh+1),  Con(t) € (xp—1,2x), k=1,..,N. (4.9)
Existiert
\ 1+l|7‘\ . _
(t,2)€[0,te] X0 IIaxsu( )H + Haz4 ( )| pr=2
so gilt
I(®lloe <K, k=1,...,N. (4.11)

Aus dem System semidiskreter Gleichungen (4.5) erh&lt man mit dem in Abschnitt
eingefithrten Kronecker-Produkt die kompakte Schreibweise

(In @ A) U(t) + <h2p® B+Iy® C> U(t) = F(t,U) — w(t) =: F(t,U). (4.12)
Dabei ist Iy die N-dimensionale Einheitsmatrix,
T T T N
U(t) = (ul (1), ... ,uN(t)> e RV

und .
F(LU) = (T (), S (G un) )

enthalten die Vektoren u; und fj in den Gitterpunkten,

o(t) = <HM;L(26_1)¢T(75, 1,00, 2hr6¢T(t z>> : (4.13)

enthilt die vorgegebenen Randwerte. Der zum Differentialoperator ((96722 + 7‘%) zugehorige

diskrete Operator %P ist durch

—(2—=hr(1-29)) 14 hré
p 1+ hr(6—1) —(2—hr(1-29)) 1+ hré
1+hr(6—1) —(2—hr(l—29))
(4.14)
mit P € RMY gegeben.
Ferner sei
Ulto) € R™Y (4.15)

ein (konsistenter) Anfangsvektor (vgl. Abschnitt [2.1).

Fiir singuléres A ist (4.12) mit (4.15) ein Anfangswertproblem eines DA-Systems.

Da im Abschnitt fiir die Untersuchung der Konvergenz der Gesamtdiskretisierung die
Eigenwerte und die Norm einer diagonalisierenden Matrix von h—lzP bendtigt werden, sollen

21



diese nun angegeben bzw. abgeschitzt werden.
Nach 1} ergeben sich die Eigenwerte von %P zu

~ 2—hr(1—26) 1+hrd [1+hr(0—1) Jm
A= h2 T 1+hrs ON+1
_1_21+h7“5 1 [14+hr(d—1) _41+hr(5 1+hr(5—1)sin2 g
h h2 1+ hrd h2 1+ hrd 2(N +1)’
j=1...,N. (4.16)

Sie sind samtlich voneinander verschieden.
. T .
Nach (A.13) ist Sp = (Ujk)j,kzl,...,N mit

. gk 1+ hr(d—1)
I =y =/ 4.17
Yk =GOS N 1+ hrs (4.17)
die zugehorige Matrix der Eigenvektoren. Dann gilt
1 .
ﬁPSp = Spdiag{A1,...,An}.
Sp 1aBt sich schreiben als
Sp=DsQs
mit
Dg = diag{dy, dj,...,dp}
und e
. Jkm
@s = (@k)jk=t.Ns ik = CrSI0F (4.18)

Qs entspricht der Matrix der Eigenvektoren von %P fir den Fall, dafl dj, = 1 gilt, d.h. r =0
(kein konvektiver Term). In diesem Fall ist P symmetrisch, und da die Eigenwerte sdmtlich
voneinander verschieden sind, sind die Eigenvektoren untereinander orthogonal. Durch Wahl
von

N . N . N
1 . o Jkm 1 1 2jkm N+1 1 2k
C—%:Zsm N+1:Z<2—2COSN+1 =3 —59“16261\“@
j=1 7=0 7=0
N+1 1_ e*™—1 N+1

= —Re -
2 2 €N+1Z—1

in (4.18) kann man sie beziiglich der euklidischen Norm normieren und erhélt in diesem Fall,
dal Qg eine (symmetrische) Orthogonalmatrix ist,

Qs = Q5 = Qg
Fiir geniigend kleine h (|r|h < 1) ist dj > 0 und also Sp regulér, es gilt

2 1 . gkm

Sp ik =1 ——— : 4.19
(P)]k N—FlszlnN—Fl ( )
Die euklidische Matrixnorm || - || ist invariant unter orthogonalen Transformationen, so dafl
ISP = 1IDsQs|l = IDs]| und [ISp'(| = Q5" Dg'll = [ D5 (4.20)
folgen. Da Dg eine Diagonalmatrix ist, gelten
N ~1 L1
|Ds|| = max {dp,dyy } und [|Dg'| =maxq—,—= ¢. (4.21)
dp, dy
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Aus
hr

li =
hli% 1+ hro

folgt (vgl. Mangoldt/Knopp [39])

h _1-&;Lh7"6
'8 T
li 1-— =
B ( 1+ hr<5> ¢
und daraus
b 2l(l<;h'r§)
r =5
li 1—— = A,
B0 ( 1+ hrd ¢
Da s
li 1-— =1
h—0 ( 1+ hré)
gilt, erhalt man
2L_q
hr h
li 1— _ = 2r
h—0 < 1+ hr6> ‘
und schliellich
lim di =e™'".
N—o0
Fiir geniigend kleine h folgt damit fiir » > 0
1 —lr N
und fiir r < 0
N 3 —lr
und damit )
—e 7l < max{dy,, dN} < §e”r‘.
2 2
Aus (4.20) und (4.21)) folgen fiir geniigend kleine h
1 3 2
567”” <||Sp|l < ie”rl, ge*”r' < |SpH < 26l (4.23)

Im folgenden wird eine Ortsdiskretisierung fiir periodische Randbedingungen betrachtet.

4.1.1.2 Periodische Randbedingungen
Wird anstelle einer Dirichlet-Randbedingung eine periodische Randbedingung

u(t,x) =u(t,x+20), xR, tE€ty,te (4.24)
vorgegeben, so ist eine Diskretisierung zum Beispiel mit N € INT und

he 2 (4.25)

N
auf dem Ortsgitter {xk cxp=—l+kh, keZ } moglich. Da aus (4.24) und (4.25

u(t,xy) = u(t,xppn) firalle keZ
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folgt, reicht es aus, die Diskretisierung auf dem Ortsgitter 1' mit h = QWZ durchzufithren und
die erhaltene Ndherungslosung periodisch fortzusetzen. In diesem Fall bleiben die Gleichungen

(4.5) - (4.12) mit w(t) =0 (d. h. F(t,U) = F(t,U)) giiltig, und (4.14)) wird durch

—(2—=hr(1—29)) 1+ hré 1+ hr(d—1)
p_ 1+hr(6—1) —(2—hr(1-29)) 1+ hré
1+ hrd 1+hr(0—1) —(2—hr(l—26))
(4.26)
ersetzt.
Aus Lemma folgt fiir die Eigenwerte von %P
24+ hr(20 —1) 2 T 2T
AJ:_T (1—COSN +ZESIHW’ ]:1,...,N, (427)
also fiir geniigend kleine h (h < —2 fiir r < 0)
%QAJ' § 0.
Die Matrix der Eigenvektoren Sp = (vjk), .y mit
1 2jkm .
Vit = ——e N ¢ 4.28
7k \/N ( )
ist nach Lemma eine Orthogonalmatrix, und damit gilt
ISPl = IS5l = 1. (4.29)
4.1.1.3 Neumann-Randbedingungen
Die Neumann-Randbedingungen (3.2f)) sollen mittels
_7) — )~ u(t,z1)—u(t,xo)
X(t, —1) = Bug(t, 1) & B="5—=""", (4.30)

o ~ u(t,z )—u(t,zN)
X(t1) = Bug(t,l) ~ BUbane)-ultoy

approximiert werden.

Entsprechend Thomas [55] wire die sich daraus ergebende Ortsdiskretisierung auf dem Gitter
(4.3) mit 29 = —I, xx4+1 = [ nicht konsistent (siehe Deﬁnition. Wie dort soll fiir Neumann-
Randbedingungen deshalb ein sogenanntes Offsetgitter verwendet werden,

h
Qh:{xk:xk:—l—§+l~ch,k:1,...,N}, (4.31)
mit o
h=— 4.32
= (4:32)
und zg = —1 — %, TN+l =1+ % Dabei wird vorausgesetzt, dafl die exakte Losung u auf dem

erweiterten Ortsintervall
Q = (=l — ho, L+ ho) (4.33)

mit einem hg > 0 existiert und hinreichend glatt ist.
Es gelten weiterhin die semidiskreten Gleichungen (4.5)), wobei entsprechend (4.30)

Bug(t) = Bui(t) — hx(t,—1), (4.34a)
Bupny1(t) = Bun(t) + hx(t,1) (4.34b)
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gesetzt werden.
Fir k=2,...,N — 1 gilt wieder die Taylor-Entwicklung (4.6]). Fiir £ = 1 erhdlt man dagegen
fiir die Approximation (4.34al) mit den Zwischenwerten (11 € (z1,z2), (21 € (=1, 1)

5 (4 hrd) But, ) — (2~ hr(1 — 26)) Bu(t, 1)

h2
(14 hr(6 = 1)) (Bu(t, 1) = hx(t, ~1)))
2 3
_1 —ZQLMB (hux(t,xl) + %um(t,xl) + %umm(t, C11(t)))
_ 2
*WB <uz(ta xl) - gumc(t,xl) + %uxﬂm(ta CZl(t))>
= B (ruy(t, z1) + ugz (t,x1) + hP1y1(t)) (4.35)
mit p; = 1 und
’Yl(t) =T <(5 - ;) ucm:(ta 151) + %Uxam(tu Cll(t)) - 1_|—h,,ﬂ8(5_1)uxac:c(ta C21 (t)), (436)

fiir K = N gilt analog

5 (14 ) (Butt, ax) + (1) — (2 — hr(1 — 25)) Bu(t, 2)
+ (14 hr(0 — 1)) Bu(t, xN_1)>

= B (ruz(t,zn) + uge(t,xn) + RPN (1)) (4.37)

mit p; = 1 und

1+ hré 1+hr(d—1)
6

() =r ((5 — ;) Uzg (L, xN) + 3 Ugaz (t, QN (L)) — Ugzz (t, Con(t)) (4.38)

mit iy € (zn,1), G € (Tn-1,ZN).

Es folgt deshalb aus (4.10) wieder (4.11]), und mit

.
w@)=:<—1_+hrwi1)XT@,—0,Q..WO,1+J”5XT@,0>

h

anstelle (4.13]) und

— (1 + hrd) 1+ hré

L+ hr(6—1) —(2—hr(1—26))  1+hrd

p_ (4.39)

L4 hr(6—1) —(1+hr(6—1)

anstelle (4.14]) erhélt man wieder das DA-System (4.12)).
Fir die Eigenwerte von %P folgt aus (A.19)

2-h(1-26)  1+hrd [T4+hr(G—1)

A= 02 02 T+ N
N 1+ hr(d— 1) 14+ hrd [T+ hr(d—1) 5 jm
- _ _9 1— ]l —4 — 4.40
h h2 ( V" 1+ Ao 12 [ hrg O o (4:402)
j=1,... N—1,
Ay = 0. (4.40b)
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Die zugehorige Matrix der Eigenvektoren ist nach 1) durch Sp = (vjk);rkzl it

ik i(k—1
vk = c;-d’;; (gianTr — dj, sin ](N)W) , j=1,...,N -1, (4.41a)

UNk = CN (4.41Db)

fir k=1,..., N und dj, aus (4.17)) gegeben.
Auch fiir die Matrizen Sp und S;l kann man wieder zeigen, dafl ihre euklidischen Matrixnor-

men fiir geniigend kleine i nach oben und gegen Null beschréinkt sind. Zur einfacheren Dar-
stellung soll dies hier nur fiir den Fall » = 0, das heifit d, = 1, gezeigt werden:
In diesem Fall gilt fiir die Eigenvektoren von %P

ik k-1 ] i(2k — 1
Vjp = c; (smTr — sin M) = 209 Sin‘y—wcosu

N N IN 9N

2k — 1
:cjcos](m)”, j=1,....N—1, k=1,....N, (4.42a)
N =c¢n, k=1,...,N, (4.42b)

und P ist symmetrisch. Da die Eigenwerte sédmtlich voneinander verschieden sind, sind die
Eigenvektoren orthogonal. Durch Wahl von

N N
1 (2k — 1) N 1 (2k — 1)
2=’ T =g ) sty
J k=1 k=1
N—-1
N 1 X3 T N
:§+§%e€% e2]k 757 ]:17 .7N—1,
k=0
1
- =N
CN

kann man sie orthonormieren, und es gilt mit dieser Wahl der Konstanten wieder

ISPl = (IS5 =1. (4.43)

4.1.2 Verallgemeinerung auf raumlich mehrdimensionales PDA-System

Sei nun d beliebig. Dann kann das in (3.2b]) gegebene Gebiet 2 diskretisiert werden durch
Qﬁ:th X...Xth, (4.44)

wobei €, fiir Dirichlet- und periodische Randbedingungen (d.h. i€ Mp U Mp) gemaf (4.3 .
und fiir Neumann-Randbedingungen (i € My) geméB (4.31] gewahlt wird. Dabei ist der Vek-
tor der Ortsschrlttwelten h= (h1,...,hq) gegeben durch h = N +1 fiir Dirichlet-Randbedin-

gungen und h; = Z fiir periodische und Neumann—Randbedlngungen N eINT, i=1,...,d.

Sei v(t, x) € LQ(Q IR”) fiir t € [to,te]. Auf dem Ortsgitter (25 aus mit dem Gitterpa-

rameter £ erhiilt man die zugeordnete Gitterfunktion vy (t) aus dem Raum L, (92, IR") der
Gitterfunktionen. Man fordert nun, dafi die Norm || - ||z, . in diesem Raum so beschaffen

ist, daB fiir alle v(¢,Z) € Lo(Q,IR"™) und jedes t € [to, te] fur die zugeordnete Gitterfunktion
vy (t) € Ly (€2, IR™)

log(Dlz, ; = llo(t, Z)||L, fir  |[h] —0

gilt, d. h. die Normen aufeinander abgestimmt sind, vgl. Samarskij [45]. Daraus ergibt sich die
Definition der ,,diskreten Lo-Norm*:
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Definition 4.2 Ist

T
L T T T T nNi-....Ng
’Uh— ('Ull 1,...,’UN1’17_”71,U12 1?"‘7UN1,...,Nd) R s

sy 1Ly

dann ist die diskrete Lo-Norm von v;; gegeben durch

Die der diskreten La-Norm zugeordnete Matrixnorm ist die Spektralnorm. Beide sind invariant
unter orthogonalen Transformationen.
Fiir jeden Gitterpunkt &z=(21k,,---,%Tdk,) € L, k=(k1,. .., kq), seien

eine Nédherung fiir die exakte Lésung im Gitterpunkt & und

fetoug) = fro,ka (G ug) = (L, Ty, ug)-

Mit
N=Ng-...- Ny
erhilt man in Analogie zum rdumlich eindimensionalen Fall ein DA-System der Gestalt
MU(t) = DU(t) + F(t,U), (4.45)
wobei
M=Iy® A,
d
1

i=1""

und }
F(t,U)=F(t,U)—w(t)
sind. Die Ile...-Nj sind dabei Einheitsmatrizen der Dimension N; - N;_1 -...- Nj,
T
U(t) = (w1 @,y a @l a0,y () € RN

und

T T T
F(tU) = (fla (b a)s oo f, (b))

enthalten die Vektoren uz und f7 in den Gitterpunkten,

T
T T T T
) = (Ma @ a0 @k, () (4.46)
mit
( 1+ hirg(6i — 1 )
: lg : )dji(t’ :Ek’la---7ki71707k‘i+17---7kd): ki=1
[
r-(t) = 1+ hir;0; .
k( ) ie%p h? wi(t’xkl,..-7ki—17Ni+1,ki+17---,kd) © ki =N
| 0 :  sonst
(14 hiri(0; — 1
- L l(‘ : )X’L(t7 xl,k:{? et xi*l,kifla _li7 xi+1,ki+17 o ) : kl =1
(]
+ 1+ hirid;
iez]W:N T;“XZ(ta Tl,kyse - 7xi—1,k,'_1alia Lit1,kig1 - - ) : k’L = NZ
0 :  sonst
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enthélt die vorgegebenen Randwerte, U (to) € R™Y sei ein (konsistenter) Anfangsvektor. Die

Matrizen P; € ]RN“ g smd durch , (4.26) bzw. gegeben 1= 1 ,d. Es gilt mit
(4.41]

entsprechend 1 i bzw. ) definierten Matrlzen Sp, = (vjk ~ stets
P J ]k: 1,...,N;

SI; h2

mit A; ; aus - - 4.27)) bzw. , und es existieren nach (4.23] - - 4.29) bzw. (4.43]) positive

Konstanten C4;, C9; mit

PSP = dlag{)\ﬂ, NN )\iNi} (4.47)

Cri < max{||Sp, ||, |55 [} < Cai. (4.48)

Ausgehend von dem DA-System (4.45) kann der differentielle Zeitindex des PDA-Systems
(3-2a) in Anlehnung an Lucht/Strehmel [36] nun wie folgt definiert werden:

Definition 4.3 Kann hg > 0 so gewihlt werden, dal der Differentiationsindex des DA-
Systems 1' fiur alle h mit 0 < h; < hg, i = 1,...,d, existiert und unabhéngig von h
ist, so wird dieser Index als differentieller Zeitindex vy des PDA-Systems bezeichnet. a

Bemerkung 4.4 Im linearen Fall (f unabhéngig von u) ist dies gleichbedeutend damit, dafl
ein hg > 0 existiert, so daf} fiir alle h mit 0 < hi < hg, t = 1,...,d, das Matrizenbiischel
{D + AM} reguliir und sein Nilpotenzindex unabhéingig von h ist. Dann ist der differentielle
Zeitindex vg; gleich diesem Nilpotenzindex. O

Bemerkung 4.5 Die PDA-Systeme in den Beispielen und haben den diffe-
rentiellen Zeitindex 0, das System in Beispiel hat den differentiellen Zeitindex 1, und die
PDA-Systeme in den Beispielen und 3.7 haben den differentiellen Zeitindex 2. O

4.2 Konsistenz und Konvergenz der Semidiskretisierung linea-
rer PDA-Systeme

Zur Definition der Konsistenz der Ortsdiskretisierung wird zunéchst der lokale Ortsdiskreti-
sierungsfehler eingefiihrt:

Definition 4.6 Sei U;(t) der Vektor der auf (2; eingeschréinkten exakten Losung des PDA-
Systems (3.2]). Dann heifit

az(t) = M Uz(t) — DU;(t) — F(t,U;) (4.49)
lokaler Ortsdiskretisierungsfehler. |

Der lokale Ortsdiskretisierungsfehler a;: stellt nach (4.45) den Defekt der Gitterfunktion U;
beziiglich des semidiskreten Systems dar.

Definition 4.7 Die Semidiskretisierung heifit konsistent mit der Ordnung (p1,...,pq), falls

d
max [z (t)]| =D O(h") fir h—0
=1

t€to,te]
gilt. |
Mit den Taylor-Entwicklungen (4.6)) bzw. und (4.37) folgt
d
ag(t) =Y W (In © By (1), (4.50)
i=1
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wobei p; € {1,2} ist in Abhéingigkeit von der jeweiligen Ortsdiskretisierung und yg) (t) gleich

den entsprechend (4.8]) bzw. (4.36]) und (4.38) definierten -, sind. Analog zu (4.11]) existieren

Konstanten K; mit

IVl < K, (4.51)
das heifit .
az(t) =Y O(h").
=1

Um die Giite der Semidiskretisierung abschétzen zu kénnen, wird neben dem lokalen Ortsdis-
kretisierungsfehler der globale Ortsdiskretisierungsfehler untersucht:

Definition 4.8 Seien U(t) die exakte Losung des DA-Systems (4.45) zu gegebenem konsi-
stentem Anfangswert und Uy (t) der Vektor der auf §2; eingeschrénkten exakten Losung des

PDA-Systems (3.2)). Dann heifit der Vektor

n;(0)=U(t) — Ug(t)
globaler Ortsdiskretisierungsfehler. |

Definition 4.9 Die Semidiskretisierung heifit konvergent mit der Ordnung (p1,...,pq), falls

tE[to,te]

d
max [z ()| = > O(hY) fix h—0
=1

gilt. |

Fiir semidiskretisierte lineare PDA-Systeme, das heifit
ft,Z,u) = f(t,7) bzw. F(t,U) = F(t), (4.52)

kann die Konvergenz wie folgt gezeigt werden:
Aus der Definitionsgleichung (4.49)) fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler, dem DA-System
(4.45) und der Definition des globalen Ortsdiskretisierungsfehlers erhélt man das lineare DA-
System

M”E = D?’],—i — Ozﬁ(t) (453&)

mit der Anfangsbedingung
n5(to) = U(to) — Uy (to)- (4.53D)

Im folgenden wird vorausgesetzt, dafl der differentielle Zeitindex vy des PDA-Systems ent-
sprechend Bemerkung existiert. Dann ist das Matrizenbiischel {D + AM} regulér, und
nach Satz kann die eindeutige Losung von bei geniigender Glattheit der exakten
Losung u(7,t) und damit des lokalen Ortsdiskretisierungsfehlers aj(¢) durch

t
0y (1) = M PE NIV (U (ko) — Uy (to)) — M / MOD(=9) G (s) ds
to

+ (1va — N137°) $ (315°)' 5200 (4.54)
1=0

dargestellt werden, wobei mit einem ¢ € C, fiir das (D + ¢M) regulér ist, M und D durch
D=(D+cM)™'D, M=(D+cM)'M (4.55)
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und &;(t) durch

az(t) = (D + M) oz (t) (4.56)
definiert sind (es gilt nach Bemerkung und der Beziehung ([2.10) fiir den Index eines Ma-
trizenbiischels ind(M ) = ind(D, M) = vg).
Durch direkte Abschitzung der rechten Seite der Fehlergleichung (4.54]) wie in Eichler-Liebe-
now [16] wiirde man nur schwer nachpriifbare Bedingungen fiir die Konvergenz der Ortsdiskre-
tisierung erhalten, weil die Dimensionen der zu berechnenden Matrizen fiir gegen Null gehende
Ortsschrittweiten gegen Unendlich gehen. Mittels einer Diagonalisierung dieser Matrizen 148t
sich erreichen, dal nur noch Matrizen fester Dimension, d. h., die Dimension ist unabhéngig

von der Ortsschrittweite I_i, fir die Konvergenzuntersuchungen betrachtet werden miissen.
Sei

Q=5p,®...08p, @I, (4.57)
mit Sp, aus (4.47). Dann gelten
Q'MQ=M und Q 'DQ = diag;{D;}, (4.58)

wobel

d
Dy = — <Z Aoy By + C) (4.59)

v=1

mit \; ; aus (4.47) und
diagip{ Dy} = diag{D1,_.1,.--, DNy 1,1, D12,1,..15- -, DNy Ny )

Aus den Gleichungen 1' fiir D und M folgen deshalb

Q™'DQ = diag;{(D; + cA)"'D;} = diag;{D;}, (4.60a)
Q' MQ = diagp{(Dj + cA) ' A} = diag;{ M}, (4.60b)

wobei
Dy = (Dg+cA)™' Dy, M= (Dp+cA) A (4.61)

Da die Drazin-Inverse nach 1) vertriglich mit Ahnlichkeitstransformationen ist, ergibt sich
daraus
Q'D®Q = diagg{D?}, Q'M®Q = diagy{M}. (4.62)

Aus der Fehlergleichung (4.54]) erhélt man durch Einsetzen der Beziehungen (4.56]), (4.58]),
4.60) und (4.62) und Beriicksichtigung der Kommutativitdt von M. ;? und Dy

ni(t) = @ (diagg {"F PFTONRI2 ) Q7 (U(to) - U (1))

t
—Q/ (diagE {eMI?DE(t_S)ME@(DE + cA)_l}) Q_laﬁ(s) ds
to
th_l

=0

vg = ind(M) = ind(diagp{M;}) = m;x{ind(ME)} = ml?x{ind(DE, A)}. (4.64)

30



Da fiir alle Matrizen S, T'

15 Tl =/ haax ((578) © (TTT)) = 1/ Aunax (57S) Aunax (T7T) = [[S]] |17

gilt, folgt aus der Deﬁnitionsgleichung (4.57) der Matrix Q und der fiir |Sp,|| und ||Sp lH
geltenden Abschéitzung (4.48 , dafB positive Konstanten C7, Cy mit

Cr < max{||Q|I, 1Q7[} < C2 (4.65)

existieren.

Wird A;, € CMkE5H72652 qurch Ay, = ((Ak)j1j2) - in s1 X s9 Blockmatrizen der Dimension
Ji=1;--584

nik X nog unterteilt, so gilt fiir die Spektralnorm

Ji=1,...,si

| (diagk{(Ak:)jle}) , | = | Amax <d1agk{z Ak il )
j’l 17 b

S1
= mkax )\max (Z ((Ag)]z (Ak>il>j,l:1,,..,82>

i=1

= mlilx\/)\max (Al Ag) = max | Akl (4.66)

Mit der Gleichung (4.50) fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler und den Beziehungen

(4.65)), (4.66)) und (2.27)) fir die Spektralnorm folgt aus der Fehlergleichung (4.63)) der folgende
Konvergenzsatz:

Satz 4.10 Die Ortsdiskretisierung sei mit der Ordnung (p1, ..., pq) konsistent. Gilt

d
1U(to) = Ug(to)| = YO} fiir h—0
i=1

und sind die logarithmische Matrixnorm puso[M. E@DE] sowie die Matrizen
NN ~ NN A A (N
MNP, N2(Dp+cA)7'B;, (I, — M MP) (MED%’) D2(Dj; +cA)™!

normméfig nach oben beschrankt fiir alle E, 1=0,...,vg4 —1,7=1,...,d und h— 0, so ist
die Ortsdiskretisierung auch konvergent mit der Ordnung (p1, ..., paq). O

Bemerkung 4.11 Die Spektralnormen der Matrizen in Satz brauchen nicht berechnet
zu werden, da nach Ungleichung (2.28)) || K| fiir eine Matrix K genau dann beschrénkt ist,
wenn alle Elemente von K beschrénkt sind. O

Bemerkung 4.12 Verwendet man als konsistenten Anfangswert des DA-Systems (4.45|)

Var—1 .
Ulto) = MM®Us(to) — (Inn — MI®) Y (MDD)Z DO(D + M) EO () (4.67)
=0

geméB (2.12)), so ist unter den iibrigen Voraussetzungen des Satzes die Voraussetzung
d -
|U(to) — Uz (to)| = Zl O(R") fiir h — 0 erfiillt, da mit
1=
I/dtfl

Uy (to) = MM Uy (to) — (Inn — MA®) Y (Mf)i’)i D2(D + eM)™ (FO@) + (1))
=0
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aus (4.67) und der fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler geltenden Gleichung (4.50)) bei
geniigend glatter exakter Losung

d l/dtfl .
N o ae\T A .
1U(t) ~ Us(to)| < S ma H(In — N T?) (MED%J) D2(Dg + cA) ' Bl|o(nr)
i=1 ;=0
folgt. O
Beispiel 4.13 Betrachtet wird das lineare PDA-System
100 0 -1 0 1 10
0 1 0 Ju(t,2)+ | 0 0 =1 Jug(t,z)+ | 0 0 1 |u(t,z)=f(tx).
0 00 0 0 O 010
—_———
Es gilt nach (4.59) mit d =1 und A=A
1 X—1 0
Dy = 0 0 X—1
0 -1 0
Fiir alle ¢, fiir die (Dy + cA) regulér ist (d.h. ¢ # 1), folgen aus (4.61))
) c—=1X—-1 0 \ ' /=1Xx—1 0
Dk = 0 C )\k -1 0 0 Ak -1
0o -1 0 0 -1 0
Az —
L0 A D Y I = 0 0
= 0 0 -1 0 0 XN-—-1]= 0o 1 0],
1
(U v b v | 0 —1 0 0 1_8)% 1
1 Ap—1 1
) — 0 5 100 — 0 0
My, = 0 0 -1 010 ] = 0 0 0
1 1
0 =1 /\kc—1 000 0 =<0
Daraus folgen
1—¢c 0 0 c—1 0 0 1 00
DP=D;'= 0 1 0|, MP= 0 00|, MMP=]0 00
0 py| 0 00 0 00
und
o -100
o[ MEDy] = po 000 || =-1
000
sowie
1 Ap—1 1
(Dp+cA'B=[ 0 0 -1 0 0-1]={00 0
1 1
(U v )\kc_l 0 0 O 00 =5

Ferner erhélt man aus (4.64))
ind(Dy,, A) = ind(My) = 2 = vg,
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und es gilt

o 000 -1 0 0\"/01 0
(In—MEMED)(MED%)) DDy +eA)'B= {010 00 0] 00 o0
001 0 x50 00 2
(/00 O
00 0 i=0
1
_ 00 25
000
000 ci>1
000

Da wegen A\ < 0 die Norm aller dieser Matrizen fiir h — 0 beschrénkt bleibt, ist nach Satz
die Ortsdiskretisierung mit Anfangswert (4.67)) fiir dieses Beispiel konvergent. a

Auf der Grundlage einer Weierstraf3-Kronecker-Transformation soll nun ein zweiter Konver-
genzsatz hergeleitet werden, der bei bekannten Transformationsmatrizen einfacher als Satz
ist.

Wegen und M = Iy ® A folgt

det(D + AM) = det (Q~ (D + AM)Q) = det (diagz{D;; + AA}) Hdet +AA),
das Matrizenbiischel {D + AM} ist nach Definition also genau dann reguldr, wenn die

Matrizenbiischel {D; + AA} alle regulér sind.
Dann existieren nach Satz regulére Matrizen P und Qp mit

PrAQy = diag{l,_,..., In, ngl, e ,Nm%}, (4.68a)
PeDpQr = dlag{Rkl, . Rksﬂjm]}’ "’ImElE}’ (4.68Db)
wobei
kg, 1 0 0 1 0
R. — € CE"%i, Ny, = € C™EME. (4.68¢
ki kg1 i 0 1 (165¢)
0 K 0 0
Daraus folgt fiir den differentiellen Zeitindex
vgr = max{mg, :i=1,... [z}
k

Aus den Gleichungen 1) fiir DE und M i erhélt man

Dy, = Qpdiag{..., (R, +cln )_1REJ.1, oo (g, + cNma_Q)_l, Yo

kj1
und
ME = QEdlag{ cey (RE]1 + CInEjl)_l’ ceey (Im_ + CNmEjz)_le_h, .. }ngl

kjo

und daraus

AD Ay B ) 1
D7 = Qpdiag{..., (Rkj1 + cInH )ngl ,ImEj2 + cNmE]_Q, . .}QE

und
M~ = Qpdiag{.... Ry +cln, ,....0,.. 3=t
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sowie
Mﬂ delag{...,jol,...,o,...}Qil,
MEM/Z = Qpdiag{. .. 7In,1 0,3 Q7
M§(DE+ cA)™ = Qpdiagf. .. N Y
MED,? = Qpdiag{...,R?, ,...,Nm%,...}Q;,
D%D(DE—F cA)~! = Qpdiag{..., R? v I s Py
Einsetzen in die Fehlergleichung (4.63) liefert mit der fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler
geltenden Gleichung (|4.50))

n;(t) = Q diagg {diiag { o i (t_to), e 0, } Q’gl} Q! (U(to) — Ufl(to))

—0 Z / dlagk Qdiag { =) o } PEBU} Q1 hPon @) (s) ds

v=1y
4 v )
Q> > diag;;{diiag{-- N ,...}PEBU}Q e £ ).

v=1 =0

Mit den Beziehungen (4.65) und (4.66|) fiir die diskrete Lo-Norm und der Darstellung ([2.25)
fiir die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks folgt daraus der folgende Konvergenzsatz:

Satz 4.14 Die Ortsdiskretisierung sei mit der Ordnung (pi,...,pq) konsistent. Fiir h, — 0
d -

(Ny — 00), v = 1,...,d, gelte |U(to) — Uz(to)| = > O(hl*), und es seien fiir alle k& mit
i=1

ky,=1,...,N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(a) | QpcliagiN;,_ | ,...,o}leH,...,IIQ,gdiag{o,-.. S o
|Qyeliag{ Ny, 0. 0 PgBul .. [ Qpdingfo, .0, Ny, }PB|
sind fiir s =0, ...,v44 — 1 beschrinkt,
(b) in (4.68c) sind kp, fiir i = 1,..., s; nach oben beschrénkt.
Dann ist die Ortsdlskretlslerung auch konvergent mit der Ordnung (p1, ..., pq)- O
Beispiel 4.15 Betrachtet werde das PDA-System aus Beispiel Mit
1 0 Ag—1 1 0 0
P.=( 0 1 0 , Q=10 0 1
1
00 -1 0 = 0
gelten
100 -1 00
PAQr=1 0 0 1 |, PDyQr= 0 1
0 00 0 01
und
0 -1 0 10 0
pB=[0 0 -1 |, @'=[00 N-1
0 0 O 0 1 0
Da [|Qk|| und || Py B|| damit beschrénkt sind und
100 100
Q| 000 |Qt=1000
0 00 0 00
gilt, ist die Ortsdiskretisierung mit Anfangswert (4.67)) nach Satz konvergent. O
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Kapitel 5

Diskretisierung des
MOL-DA-Systems

Nachdem in Kapitel 4] die betrachteten PDA-Systeme mittels finiter Differenzen semidiskreti-
siert, wurden, wird im folgenden die Zeitdiskretisierung des MOL-DA-Systems mittels Runge-
Kutta-Methoden betrachtet. Ziel dieses Kapitels ist die Untersuchung der Konvergenzordnung
der entstehenden Gesamtdiskretisierung. Zunéchst fiir lineare Probleme und darauf aufbau-
end auch fiir semilineare Probleme werden hinreichende Konvergenzbedingungen angegeben.
Konvergenzuntersuchungen fiir eine spezielle Klasse quasilinearer PDA-Systeme findet man
in Lucht/Debrabant [35].

Bei parabolischen und hyperbolischen Problemen ist fiir Runge-Kutta-Verfahren hoher Ord-
nung das Phidnomen der Ordnungsreduktion bekannt, in Abhingigkeit von den (rdumlichen)
Randbedingungen konvergiert das Verfahren mit einer geringeren Konvergenzordnung als er-
wartet, vgl. Strehmel/Weiner [53] und Calvo/Palencia [§]. Auch gebrochene (nicht ganzzah-
lige) Konvergenzordnungen kénnen auftreten, vgl. Sanz-Serna/Verwer/Hundsdorfer [46] und
Verwer [56]. Untersuchungen dazu fiir parabolische Probleme in abstrakter Formulierung mit
impliziten Runge-Kutta-Verfahren findet man zum Beispiel in Brenner/Crouzeix/Thomée [4],
Ostermann/Roche [42] und Lubich/Ostermann [33]). Diese konnen nicht unmittelbar auf die
hier betrachteten PDA-Systeme angewendet werden, weil die dortigen Voraussetzungen, ins-
besondere die Regularitit der Matrix A und daf} der Differentialoperator

d
L= Bi(Op,z, +1i0z,) + C

i=1
positiv definit oder Generator einer beschrinkten analytischen Halbgruppe ist, dessen Resol-
ventenmenge 0 enthélt, im allgemeinen nicht erfiillt sind.
5.1 Zeitdiskretisierung durch Runge-Kutta-Verfahren

Die Anwendung eines s-stufigen impliziten Runge-Kutta-Verfahrens (2.23)) auf das DA-System

(4.45) liefert

Unt1 =Un+71 Z biKT(é)Jrl, (5.1a)
=1

UV = Un 7Y aykdy, i=1,...,s (5.1b)
j=1

MED, | = DU + Pty +em, U )), i=1,..s. (5.1c)
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Als Startvektor wird der auf das Ortsgitter eingeschriinkte exakte Anfangswert Uy (to) des
PDA-Systems verwendet,

.
Uo = Uj(to) = (@T(xll, ey T41), ...,@T(xlNl, .. .,ded)) e R™N. (5.2)

Unter Verwendung des Kronecker-Produkts folgen aus (5.1)

Uit = Unm +7 (bT ® INn) Kot (5.3a)
St = L @Up + 7 (A @ Ing) K1, (5.3b)
(Is @ M) K1 = (Is ® D) Sp1 + F(thrl» Sm+1), (5.3c)
wobei 1 der s-dimensionale Vektor (1,...,1)" und

T
T s) T
Km+1 = <KT(;_)|_1 P 7K7(n3,-1 > )
T
T s T
Sm+1 = <U7$—)&-1 7 ’Uvsz—)&-l > )
2 2 W\ 7 o\
F(tm—i-h Sm+1) = (F (tm +ar, Um+1) R (tm + csT, Um+1> )

sind.

Im folgenden sollen zunéchst der Einflul von Stérungen auf die Losung des Systems und
darauf aufbauend die Konvergenzordnung dieses Verfahrens bei Anwendung auf semidiskre-
tisierte lineare PDA-Systeme (d.h. F(t,U) = F(t)) untersucht werden. Unter Verwendung
der fiir lineare Systeme erzielten Ergebnisse werden dann auch fiir semilineare Systeme hin-
reichende Konvergenzbedingungen angegeben.

5.2 Konvergenz der Gesamtdiskretisierung

5.2.1 Einflul von Stérungen in den Runge-Kutta-Gleichungen bei linearen
PDA-Systemen

In diesem Abschnitt soll der Einflul von Stérungen auf die numerische Losung und
die Stufenwerte untersucht werden. Dies stellt die Grundlage fiir eine Abschitzung
des globalen Diskretisierungsfehlers dar und liefert damit das erforderliche Hilfsmittel fiir die
Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens.

Betrachtet wird ein gestortes Runge-Kutta-Verfahren

Um+1 = Um + 7 <bT &® INn> Km—i—l + 9m+1, (54&)
Sm+1 = ]15 & Um + T (Ql & INn) Kerl + @erl, (54b)
(Is & M) Km+1 = (Is ® D) Serl + F(tm+1) + Pm+1- (54C)

Die Storungen 0,41 € RY", ©,,41, pme1 € R*M" kénnen dabei zum Beispiel als Rundungs-
fehler oder als Defekt der exakten Losung bei Einsetzen in das System ([5.3]) interpretiert
werden.

Subtrahiert man (5.3c|) von (5.4c) sowie (5.3b]) von (5.4b]), so folgen

(Is & M) (Km—i-l - Km+1) = (Is X D) (Sm—l-l - Sm—l—l) + Pm+1,

Simit — Syt = 1, ® (Um - Um) (A Iyn) (Km+1 - Km+1) 4 Ot
(5.5)
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und daraus durch Einsetzen der zweiten in die erste Gleichung

A~ A~

(Is X M) (Km—i-l - Km+1) = (]ls ® D) (Um - Um) +7 (Ql X D) <IA(m+1 - Km—l—l)
+(Is ®D) @m—‘rl +/0m+1- (56)
Fiir N € IN und beliebige Matrizen O, K € RVN werden zur Abkiirzung die Matrix G (O,K)

und fiir regulidre G(O, K) auch die Matrizen J(O, K), R(O,K), L(O,K) und H(O, K) wie
folgt definiert:

G(O,K)=1,80 -AQ K, (5.7)
JO,K) = (b" @ I5)G(O,K)™ !, (5.8)
R(O,K) =I5+ J(O,K)(1; ® K), (5.9)
L(O,K) = J(O,K)(I, ® K), (5.10)
H(O,K) = G(O,K)" (1, ® O). (5.11)

Bemerkung 5.1 Im Spezialfall N = 1, O = 1 und K = 7 liefert R(O, K) die klassische
Stabilitatsfunktion R(1,7A) = R(7\) des Runge-Kutta-Verfahrens, so dal R(O, K) als ver-
allgemeinerte Stabilitédtsfunktion angesehen werden kann. O

Mit (5.7]) 148t sich ((5.6)) schreiben als

G(M, D) (Km+1 - Km+1> - (1,® D) (Um - Um) 4 (I, ® D) Opst + s (5.12)

Einsetzen dieser Gleichung in die mit der Matrix G(M, 7D) von links multiplizierte Gleichung

(5.5) liefert unter Beriicksichtigung von (5.7))

N

G(M,7D) (Sm+1 - smﬂ) = (G(M,7D) + 7 (% ® D)) (113 ® (Um . Um) + @mﬂ)
+7 (A @ INn) pmt1
= (I, ® M) (115 ® (Um - Um) + @m+1) (A D Inn) prosi.
(5.13)

Im folgenden wird vorausgesetzt, daf§ die Matrix G(M, D) regulér ist (vgl. Bemerkung [5.8]).
Dann sind das gestorte und das ungestorte System (5.3) und ([5.4]) im linearen Fall eindeutig
l1osbar. Subtrahiert man (5.4a)) von (5.3a)), so erhilt man

Uit — Uit = Uy — Uy + 7 <bT ® INn) (Km+1 - Km+1> Y O

und daraus durch Einsetzen der mit G(M,7D)~! von links multiplizierten Gleichung ([5.12))
und der durch (5.8)) - (5.10]) definierten Grofien

Uit — U1 = R(M,7D) (Um - Um) LM, 7D)Oys1 + 7J (M, 7D)pst + s,
(5.14)

wobei der Einfachheit halber die Zeitschrittweite 7 von nun an stets als konstant vorausgesetzt
wird, d.h. 7 = el

Bemerkung 5.2 Fiir singulire A folgt aus der Regularitit von G(M,7D), dafl die Verfah-
rensmatrix 2 regulér sein muB: Andernfalls wiirden von Null verschiedene Vektoren v; € IR™,
ve € IR existieren mit Mwv; = 0, Ave = 0, daraus wiirde dann G(M,7D)(ve ® v1) = 0 folgen.
Fiir Beispiele von Verfahren mit reguldren Verfahrensmatrizen siche Bemerkung [2.10

Das Konvergenzverhalten einer speziellen Klasse von Runge-Kutta-Verfahren mit singulérer
Verfahrensmatrix, auch fiir singulire Matrizen A, wird in Abschnitt untersucht. O
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Die Ausfiithrung eines Rekursionsschrittes in (5.14)) liefert
Uit — Uit = R(M,7D)? (Um_1 - Um_1> + L(M, 7D)Opms1 + 7J(M, 7D) pm1

041 + R(M, D) (L(M, 7D)Oy, + 7J(M, D) py + em),

und durch weitere Rekursion sowie aus (5.13)) und (5.11)) ergibt sich das folgende Lemma:

Lemma 5.3 Es sei G(M,7D) reguldr. Fiir die Differenz der Losung des gestorten Systems

(5.4) und des Systems ([5.3) gilt dann

Upst — Unmasr = R(M,7D)™+! (Uo _ U0> n Z R(M, 7DY'L(M,7D)Opms1_;

i=0

+7Y  R(M,7D)"J(M,7D)pp1-i + Z R(M,7D) 01—
i=0 1=0

und fiir die Differenz der Stufenwerte
Soit — Syt = H(M,7D) (Um - Um) +G(M,7D)" (I, @ M) Opss

+7G(M, D)L (A @ Inp) pras1- 4

Dieses Storungslemma wird bei den nachfolgenden Konvergenzuntersuchungen fiir lineare
PDA-Systeme Anwendung finden.

5.2.2 Konvergenzuntersuchungen fiir lineare PDA-Systeme

In diesem Abschnitt soll, aufbauend auf den Ergebnissen des vorherigen, die Konvergenz des
Verfahrens (/5.1)) fiir lineare PDA-Systeme untersucht werden.

Definition 5.4 Sei
Cm+1 = Uﬁ(tm_H) — Um+1 (5.15)

der globale Gesamtdiskretisierungsfehler zum Zeitpunkt ¢t = t,,11. Gilt dann fiir jeden Zeit-
punkt ¢, dafl

d
lemi1l = OMY) + O@F"") fiir  (m+1)r = konst., 7, hi — 0
i=1
ist, so heifit die Gesamtdiskretisierung konvergent mit der Ordnung (pi,...,pq,p*) in der
Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Ls-Norm beziiglich des Ortes. a

Setzt man die auf das Ortsgitter eingeschriinkte exakte Losung U~ ) des PDA-Systems (3.2)

und ihre erste Zeitableitung Uﬁ( ) in die Verfahrensvorschrlft . ein, so erhilt man
die Residuenfehler:

Definition 5.5 Mit

Om1=Us(tm +7) = Up(tm) — 7 Z biUﬁ(tm + ¢T) (5.16a)
i=1
bzw.
AY  =Us (tm + 1) — —7 Z iU (t + c57) (5.16b)

werden die Residuenfehler des Verfahrens bzw. der Stufenwerte des Verfahrens bezeichnet. O
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Aus dieser Definition und der Gleichung (4.49) fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler folgt,
dafl die Vektoren

U, = Uﬁ(tm), m=20,..., M,

" T
St = <U}~L(tm term) o Ut + CST)T> C m=0,... M, —1,
~ . T . T T
Kyl = (Uﬁ(tm—l-ClT) yoony Up(tm + cs7) ) , m=0,...,M,—1,

das System (5.4)) mit den Stérungen

Om+1 = Om+1, (5.17a)
W T @ T\
@m—i-l = Am+1: Aerl P Aerl s (517b)
T
Pmtl = Q= (Oé,;(tm +ar) . ap(te + ClT)T) (5.17¢)

erfiillen. Da fiir den gem#f (5.2)) gewéhlten Startvektor Up = Uj(to) die Beziehung eg = 0

gilt, folgt fiir den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler aus Lemma [5.3

emi1 = 3 R(M,7D)'L(M,7D)Apys1-i+7 Y _ R(M,rD)"J(M, D)

Xim+1-i
=0 =0
+)  R(M,7D)'6ms1-i. (5.18)
=0
Fithrt man den Verbundvektor
-
I‘(mvzrl = (7(”) (tm + ClT)T, . ,7(”) (tm + CST)T> (5.19)
ein, so erhélt man aus (4.50) fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler
d
Qg = OB Loy ® By)TW . (5.20)
v=1

Das betrachtete Runge-Kutta-Verfahren habe die Konsistenzordnung p. Die Zeitableitungen
der exakten Losung seien bis zur (p + 1)-ten Ordnung beschrénkt.
Eine Taylor-Entwicklung von U (ty, + ¢;7) und Uy (tm + ¢;7), j = 1,...,s, an der Stelle t,,

bis zur Ordnung p liefert fiir den Residuenfehler ASB 1 der i-ten Stufe

) A\ ~\p+1
A, = Ugtn) + 32 T 00, + Ty g

— rl "h (p+1)! h
S p _
(e;7)" 1) (¢;T)P  (p1)
_Uﬁ(tm)_T,Zlaij (E:l(r]_l), i (tm)—i‘in!Uﬁp (fj)
Jj= r=
_ (@) o) ~ (7)o
; UL (tm)—T;% (r_l)!Uﬁ (tm)

1 S
4P+l cf+ U£p+1)(§ ) — Z a .ﬁUﬁerl) (&)
P ! 0 *J pl R J

mit den Zwischenwerten &g,&; € [tm, tmt1], j =1,...,s. Fithrt man den Vektor
d=(ct,...,c)T (5.21)

rs
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ein, so laBt sich ASL) 41 in der Form

p _r
ALy =0T (& = @) U () + O (522

r=1
schreiben.
Das Runge-Kutta-Verfahren besitze ferner die Stufenordnung ¢, das heift, die vereinfachende
Bedingung C'(q) ist erfiillt (siehe (2.17))). Dann folgt fiir den in (5.17b|) eingefiithrten Verbund-
vektor der Residuenfehler der Stufen aus (5.22])

p r
T . —p—
Amir = Y, o [@-m@ 7] @ U (tn) + O(77H1). (5.23)
r=q+1
Bemerkung 5.6 Nach (5.23)) besitzt der gemafl Definition definierte Residuenfehler der
Stufenwerte mindestens die Konsistenzordnung ¢ (nach Definition ist ¢ < p). Daher riihrt
auch die Bezeichnung Stufenordnung. O

Durch Einsetzen der fiir den lokalen Ortsdiskretisierungsfehler und den Residuenfehler der
Stufen gewonnenen Gleichungen (5.20) und (5.23)) in die Beziehung (5.18) fiir den globalen
Gesamtdiskretisierungsfehler ergibt sich

m p r
emi1 = 3 R(M,7D)L(M,7D) [ S S (& —rae ] @ U (ts) + O
i=0 r=g+1 "
d m '
+7 > 08 N R(M,7D) J(M,mD)(Iy ® BT, |, + Z R(M,7D)"6 1.
v=1 1=0 =0

Unter der Voraussetzung, daf fiir alle hinreichend kleinen 7 und hund r = q+1,...,p Ma-
trizen W,o(M,7D) € RN™N™ existieren mit

(INn — R(M,7D)) Wyo(M,7D)D = J(M,7D) ([¢" — r%¢" '] ® Iny) D (5.24)
(vergleiche Bemerkung , erhdlt man unter Verwendung der in (5.10) definierten Matrix
L(M,TD)

empt =7 YWY R(M,7D)'J(M,7D) Iy ® B,) T\,

+> R(M,7D)'6mi1-i+ Y R(M,7D)'L(M,rD)O(r"*")

i=0 i=0

m p r+1

+ " R(M, D) (Inn — R(M,7D)) Y T Wyo(M, 7D) DU (tm ).
i=0 r=g+1 "

(5.25)
Der letzte Summand
m ' p Tr+1
k=Y R(M,rD)" (Iyn — R(M,7D)) Y _ —~Wao(M,7D) DUIg) (tm—:)

=0 r=q+1

wird nun in eine fiir die nachfolgenden Abschitzungen giinstigere Form gebracht (eine &hnliche
Umformung findet man in Brenner/Crouzeix/Thomée [4]):
Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge erhélt man

7"+1 m

K= Z 2 ROM, D)™ (I — R(M, 7D)) Wro(M, 7D)DU (1),
r=q+1 =0
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Daraus folgt

p r+1 m—1

T m—1i T r

K= Zl . < >~ R(M, D)™~ W,o(M, 7D) DU (t;) + Wo(M, 7 D) DUY (t,,)
r=q+ 1=0

= 3" R(M,7D)" " 'W,o(M, 7D) DU (t;) — R(M, D)™ W,o(M, 7D) DU (t0)> .
=1

Durch Verschieben des Summationsindex und Zusammenfassen ergibt sich

p r m—1
Kk = Z u i Z R(M TD)m_i (M TD)D (UET) (t) o U_(.r) (t' ))
7! ’ 70 ’ po\bi 5 i1

r=q+1 1=0

+Woo(M, 7D) DU () — R(M, 7 D)™ W,o(M, 7 D) DU (t0)>

und daraus

t.
p r+1 m—1 i+1
= T m—i (r+1)
K=Y . (- § R(M,7D) wo(M,TD) / DUV (s)ds
r=q+1 i=0 5
+Wyo(M, 7D)DUY (tm) — R(M, D)™ ' W,o(M, 7D) DU (t0)> . (5.26)

Sind N € N und O, K € RN beliebig, so wird fiir r = ¢+ 1,...,p und «, € IR unter der
Voraussetzung, dal K17 existiert, mit W, (O, K) eine Matrix bezeichnet, die

(Iy — R(O,K)) Wyo, (O, K)K'™r = J(O,K) ([¢" —rA& ] @ Iy) K (5.27)
erfiillt. Die Matrixpotenzfunktion ist dabei entsprechend Abschnitt [2.3.2] definiert.

Bemerkung 5.7 Die Matrizen W,¢ und W, sind Verallgemeinerungen der in Ostermann/
Roche [42] fiir Konvergenzuntersuchungen von Runge-Kutta-Methoden fiir skalare paraboli-
sche Differentialgleichungen eingefiihrten rationalen Funktionen

bT T — 2 —1(zr Ql~7‘—1
Wi (z) = (= 27 (& — 12l ), r>1.
1 - R(z) O
Anstelle der Existenz von Matrizen W,o(M,7D), die (5.24) erfiillen, wird nun vorausgesetzt,
dafl a,- € IR, o, > —1 so gewéhlt werden konnen, daf fiir alle hinreichend kleinen 7 und h
fir r = ¢+ 1,...,p Matrizen W, (M,7D) geméB (5.27)) existieren. Dann gilt entsprechend
(15.26|)

R =

R(M,7D)™ "W, (M,7D) / Dyt (s)ds

t;

tir1
p Frltar -1 !
7! B
1=

r=qg+1
+ Wi, (M, 7D) D U () — R(M, 7 D)™ Wy, (M, 7D) Do U <to>> :
Einsetzen in die Gleichung (5.25)) fiir den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler liefert

d m
emi1 =7y ST R(M,7D).J(M,7D) (Iy ® B,) T,
v=1 =0
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+> R(M,7D)'6mi1-i + Y _ R(M,7D)'L(M,7D)O(r"*)
1=0 =0

tit1
P 7‘7"+1+ar< m-1 "%

+ Y — > | B(M,7D)" " Wa, (M, 7D) DUV (s5)ds

7!
r=q+1 =0 t;

+Wra, (M, 7D) D UL (t,) — R(M, 7 D)™ W,o, (M, 7D) D Fr UL (t0)> :
(5.28)

Die sich daraus durch direkte Abschitzung ergebenden Konvergenzbedingungen wéren nicht
unmittelbar zu iiberpriifen, weil, wie in Abschnitt die Dimensionen der dann zu berech-
nenden Matrizen fiir gegen Null gehende Ortsschrittweiten gegen Unendlich gehen. Deshalb
sollen auch hier durch Diagonalisierung die Normen dieser Matrizen auf die Normen von Ma-
trizen der Dimension n des Ausgangssystems zuriickgefiihrt werden. Da in Abschnitt
durch Weierstraf3-Kronecker-Transformation eine weitere Diagonalisierung erfolgt, werden die
entsprechenden Gleichungen zunéchst mit allgemeinen Matrizen aufgeschrieben.

Es seien P und S reguliire (N x N)-Matrizen mit

POS = diag,{Ar}=diag{A1,...,An}, PKS = diag,{Cy}=diag{C1,...,Cr}, (5.29a)

Ay, Cp € Cem =1, 7,

und

N=> m (5.29D)
k=1

Dann folgen fiir die in ((5.7)) - (5.10]) definierten Grofien

(Is ® P)G(O,K)(Is ® S) = G(diag,{ A}, diag,{Ck}), (5.30a)
SO, K)I, o P~ = (0" @ Iy)(I, ® STHG(0,K) Y (I, @ P71
= (b7 ® Iy)G(diag, {Ax}, diag, {Cy}) ™!

STIR(0,K)S = Iy +7S7'J(0,K)(I, ® P71 (1, ® (PKS))
= Iy + 7J(diagy{Ax}, diag, {Cy})(1s ® diag,{Ck})
= R(diag,{Ax}, diag,{Ck}), (5.30¢)
STIL(O,K)(Is ® S) = L(diag,{ A}, diag, {Cr}). (5.30d)

Bemerkung 5.8 Wegen (|5.30a)) und (4.58) gilt
det G(M,7D) = [[ det G(A,7Dy),
k
G(M,7D) ist also genau dann regulér, wenn dies fiir alle Matrizen G(A, 7Dy) gilt. O
Sind
Ay = (a145)ij=1,..s» A2 = (a2ij)ij=1,.,s € C¥*

und ist fiir alle k
(911 QA + 2o ® Ck)

invertierbar, dann sei

(W @ Ay + Ao © Cp) = TH = (T.(.k))ij:l 5 (5.31)

77777

42



mit (TZ(Jk)) € C™"  das heiBt, T®) wird in s x s quadratische Blockmatrizen der Dimension
ny unterteilt. Damit gilt

(21 ® diagy {Ar} + 2z © diagy {Cy}) (dingi{T}"}). .

= (diagy{a1ij A + a2ijCk}); iy g (diagk{T(k)}>

=1,...,s
= (diagk {Z (@10 Ak + a2uCh) Tl(jk) }) = Iy,
=1 ij=1,...,8
also
(1 ® ding{Ar} + U © diag {C1}) ! = (diag{T}) (5.32)
Setzt man
-1 _. -1
G(Ag, Cp) ™" =t ((G(Ak, Cr) )ij)i,jzl,...,s’

dann folgen deshalb

G(dingy {Ar), ding {Ci)™" = (dingy { (G4 COT)}), (5.33a)

J(dingi{ A}, dingi{Ci}) = (b7 @ Iy ) (dingy { (G4 O, )

1,7=1,...,s

<d1agk{ (b7 @ 1) G(Ak,ck)l)j})

Jj=1,...,8
= (dinge {74 R }) (5.33D)
R(ding; {Ax}, ding {C4}) = Iy + (ding { (746, Ch)), }) (1 @ dingC)
= diagk {Ink + J(Ak, Ck) (]15 ® Ck)}
= diagk{R(Ak, Ck)} (5.33C)
L(dinge{ A}, dingi {Cr}) = (dinge {(J(4, C0) (L@ GOy }) |
- (diagk{(L(Ak,ck))j})jzlws. (5.33d)

Nach - k(’jnnen in (5.29a) P=Q"!,0 =M, S =Q und K = 7D gewihlt werden, und

man erhilt aus und -

(I ® Q—I)G(M, D) NI, ® (dlagk {(G A,7D;) w}>z~,j:17...,s’ (5.34)
Q~'J(M,D)(I, ® (dla ,;{(J A,7D;) })jzl,...,s’ (5.35)
Q*lR(M,TD = diag; {R(A,7D;)} (5.36)

QO L(M, D) (I, ® Q) = (dlagk{ L(A,7D;)). })jzlws. (5.37)

Nach (2.24) sind Matrixfunktionen vertriiglich mit Ahnlichkeitstransformationen, so daf§ sich
aus (4.58)) fiir alle ., fiir die D" existiert,

Q7'D*Q = diagg{D?"} (5.38)

ergibt. Durch Einsetzen von ((5.36]), (5.38]) und ([5.35)) in (5.27)) folgt fir die Matrizen Wi, (M, 7D)

dlagl;{ln - R(A’ TD%)} (Q_IWT‘OLT (M, TD)Q) TardiagE{Dl?ar}
— dingglJ(A7Dy) (7 2] . 1,) Dy}
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und daraus, daB Wy, (M, 7D) genau dann existiert, wenn fiir alle k analog zu (5.27) Matrizen
Wia, (A, 7Dy) existieren, in diesem Fall kann

Wia, (M, 7D)=Qdiag; {W,q, (A, 7D;)} Q7' (5.39)
gesetzt werden.

Bemerkung 5.9 Ist (I — R(O, K)) regulér, so folgt aus der R(O, K) definierenden Glei-
chung (5.9) auch die Regularitéit von K, und es gelten fir r =g+ 1,...,p

Wy0(0,K) = (Iy — R(O,K)) " J(O,K) ([¢" — r&" ] ® Iy) (5.40a)

und
Wi, (0, K) = WO, K)K ™, (5.40Db)

die Matrix Wy, (0, K) existiert damit in diesem Fall fiir alle o, € IR.
Aus (5.36) folgt, dal (I, — R(M,7D)) genau dann reguldr ist, wenn dies fiir alle Matri-
zen (I, — R(A,7Dy)) gilt. Im reguliren Fall erfiillen die durch (5.40) definierten Matrizen

Wia, (M, 7D) und Wp.q, (A, 7Dj) nach , und
Wia, (M, 7D) = QQ'W,o(M,7D)QQ~ (rD)~* QQ "
= Qdiagg{(In, — R(A,7Dg)) " J(A,7D;) ([¢" — rA& | @ I,) (D) > }Q "

und damit ebenfalls ([5.39)).
Die Existenz von W,._1)(A, 7Dj;) kann unter der Voraussetzung, dafi der Realteil der in (4.68c)

eingefithrten . nicht positiv ist, auch bei singulérer Matrix (I, — R(A,7D;)) zum Beispiel
fiir die Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren gesichert werden, vgl. Abschnitt O

Die Bestimmung von Wi, (A, 7Dj) bei singuldrer Matrix (I, — R(A,7Dy)) wird im folgenden
Beispiel gezeigt:

Beispiel 5.10 Gegeben seien die Verfahrensmatrix 2, der Wichtungsvektor b und der Kno-
tenvektor ¢ des dreistufigen Radau-ITA-Verfahrens (siehe Abschnitt sowie das PDA-

System
ur + -0 Uy + 00 u=f
t 00 ) ™ 10 B

Dann gilt nach (4.59) mit d =1 und A=A 4

A O
pe=( % 0)

und nach (2.24)) unter der Voraussetzung \; # 0 fiir o, # —1

- 1 1 - ar .
k -+ & 0 0 1 A N
Aus (5.7) - (5.9) erhilt man

Iy — R(A,7Dy) = —1J(A,7D;) (13 @ Di) = —7(b' @ L) (I3 ® A — 7% ® D)~ (13 ® D)
B (67’)\k - 7'2)\% - 60)7’ _)\k 0
=60 4+367A —972X2 + 73N\ 1 0

und

J(A,7Dy) ([¢" —rU& '] ® D) =

ol W

Jr A O
—60 + 367X — 972N+ 73AF \ —10
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mit
. e =4
Ir = { 73,\k75: r—=5 "
Mit dem Ansatz
Wy, (A,7Dy) = ( v )
folgt aus (5.27)) fir a, # —1

— - 3
(TAk) " (67 A\ *72)\% —60) < Ak(ardi —br) 8 > =_j < Ak 0 ) .

arAg — by 57"\ -1 0
Diese Gleichung ist zum Beispiel fiir a, = ¢, =d, =0, b, = % (n\i)ar 67/\k—1T2/\§—60 erfillt.
Im Fall o, = —1 kann man analog vorgehen. Fiir A\ < 0 ist ||[Wyq, (A, 7Dy)|| damit fiir
ag € [-1,1] und a5 € [—1,0] fiir alle 7 und h beschrénkt. ]

Insgesamt erhilt man fiir den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler durch Diagonalisierung

der in ([5.28) auftretenden Matrizen geméf (5.35) - (5.39)) die Darstellung

7j=1,...,s

d m
emi1 =Y WQY (diag,; { (R(A, 7Dg)!J(A,7Dp)), Bv})  (LehTW,
v=1 =0

+Q ) diagg {R(A,7D)"} Qo1
1=0

+Q i (diagE { (R(A,7D;) L(A, TD,;))j}) (I, ® Q HO(rP 1)
=0

j=1,...,8

p 7_7"+1+ozr 11 )
+Q Y ——— | diagg {Wra, (4, 7Dp)} Q' DU (8,)
T
r=q+1
m—1 b1
-3 / diagy; { R(A, 7Dg)"™ " Wra, (A, 7Dp)} Q7' DMr U (5)ds
=0 7

—diagy; { R(A, 7D)" "' Wya, (A, 7Dp)} Q1 DMy (t0)> . (5.41)

Analog zu Gleichung ([5.22)) fiir den Residuenfehler der Stufen erhilt man fiir den Residuen-
fehler des Verfahrens

P _r

T o r
i = [1 —rb'E 1} U (i) + O(rPH). (5.42)
r=1

Da das Runge-Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung p hat, gelten die Konsistenzbedingun-

gen (2.16)), und es folgt

5m+1—i = O(Tp+1).

Mit Bemerkung sowie den fiir die Spektralnorm geltenden Beziehungen (4.65)) und (|4.66])
ergibt sich damit unter der Voraussetzung, daf} die (p+1)-ten Ableitungen der exakten Losung
nach der Zeit und fiir p; = 1 die dritten und fiir p; = 2 die vierten Ableitungen der exakten
Losung nach x; beschrinkt sind, ¢ = 1,...,d, der folgende Konvergenzsatz:

Satz 5.11 Sei p* € [I,min(p,r + 14+ : 7 =¢+1,...,p)] mit a,, € R, a,, > —1, die
grofite reelle Zahl, so daB8 mit M € IN fiir 7 — 0 (M, — 00), hy — 0 (N, — 00), v =1,...,d,
r=q-+1,...,pund alle k£ mit k, =1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:
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(a) G(A,7Dy) ist regulr,
(b) Wea, (A, 7Dy) existiert gemaf (5.27)),

(c) fiir i = 0,..., M sind ||[TR(A, TDE>iJ(A7TDE) (I, ® B,) ||, ‘|R(A77.DE)z‘7_p+1—p*H und
|R(A, 7Dp)" L(A, TD,;)TpH*p* | beschriinkt,

(d) fir i = M +1,...,Mc — 1sind ||[R(A,7D;)"J(A,7D;) (Is ® By) ||, |R(A, 7Dz)'mP~7" |
und ||R(A, TDE)iL(A, TDE)Tp_p* || beschrénkt,

e) |7t =P R(A, 7D) Wiya. (A, 7D7)|| ist fiir i = 0, ..., M, beschrinkt,
k r k
(5) DU (1)) und [[DMer U (@) sind fiir ¢ € [to, t] beschréink.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3|) fiir lineare Systeme konvergent mit der Ord-
nung (p1,...,pd,p") in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Lo-Norm
beziiglich des Ortes. a

Bemerkung 5.12 Die Terme in den Voraussetzungen (c¢) und (d) in Satz unterscheiden
m .

sich nur um den Faktor 7, weil zum Beispiel Y max ||R(A, 7D;)"||O(7P*1) abgeschéitzt wird
=0 K

1=0
durch

M
> max |R(A, 7Dp) rP P | + (t — to) Heax max || R(A, 7Dy)' 7P| | O(7).
k i=

i—0 M+1 0

Bemerkung 5.13 Ist bei Giiltigkeit der iibrigen Voraussetzungen des Satzes die Be-
schrinktheit der Normen nur unter einer Bedingung an 7 und h, zum Beispiel von der Form

co < SCl, iZl,...,d,

R

erfiillt, so ist das Verfahren bedingt konvergent mit der Ordnung (p1, ..., pq,p*) in der Maxi-
mumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Lo-Norm beziiglich des Ortes. O

Die Beschranktheit der Matrixnormen in Satz ist fiir ein gegebenes Runge-Kutta-Verfahren
und ein gegebenes lineares PDA-System nach Bemerkung einfach iiberpriifbar. Es bleibt

fir | =¢+1,...,p+1 zu untersuchen, fiir welche & > —1 die Matrixnorm HDHaUg)(t)H be-

schrinkt bleibt. Fiir « = —1 ist diese Voraussetzung stets erfiillt. Geniigt Biaal—t?, 1=1,...,d,

homogenen Dirichlet-, homogenen Neumann- oder periodischen Randbedingungen, so gilt

nach den Taylor-Entwicklungen (4.6[), (4.35) und (4.37))

d d
DUty = (v By) (U 1)+ UY 1) + > o)
=1

i_ia:,-;t,-
i=1

mit

0 - 0 -
Ufm, (t) = (ain(t7 1’1“_1), ey %u(t, le---Nd>)

und U (t) entsprechend, und es kann a = 0 gewéhlt werden. Diese Abschitzungen kénnen
weiter verfeinert werden. Dazu wird der folgende Satz benotigt:
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Satz 5.14 Sei Qg = (a1,b1) x...x (a4, ba) C R? ein offener d-dimensionaler Quader. Existie-
ren fiir eine Funktion f : 2o — IR die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung und sind stetig,
so ist fiir alle Zerlegungen 3 von Q¢ mit den Teilpunkten

{1‘11,... ,:L'lnl} X ... X {:L'dl,... ,l’dnd},
xji<xj(i+1), izl,...,nj—l, Tj1 = aj, xjn].:bj, j:1,...,d,
die Summe
S3 = Z [Fifer,.. k]|
ki=1,...m;—1
i=1,....d
mit
5
Vi
Flkyeka] = Z (=)= @1k 401)s - 5 T(hgtva))
v;=0,1
i=1,....d
beschrankt. O

Bemerkung 5.15 Ist d = 1, so entspricht die obige Eigenschaft der Funktion f dem fiir
Funktionen {iber einem eindimensionalen abgeschlossenen Intervall in IR bekannten Begriff
der beschrénkten Schwankung. |

Zum Beweis von Satz wird zunéichst die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Rolle
auf d > 2 Dimensionen bewiesen:

Lemma 5.16 Existieren die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung von f in Q¢ und sind stetig
und gilt

d

2

o=(=1)? > (-1)F a1+ vi(by — @), .., aq + va(ba — aa)) =0, (5.43)
v;=0,1
i=1,...,d
so existiert Ee Qg mit aTla.fi.ade(g) =0. O
bg b1 54
Beweis: Sei J= [ ... [ 5755 (#) doy ... dzg. Tm Fall d = 1 gilt
aq al
by 9
3= [ b ey =1(01) ~ for) = oy
al

Fiir d > 1 folgt durch vollstdndige Induktion ebenfalls J = oy:

by by
J= / /8df(:1_7’) dx dz
) ] Oxy ... 0xy Lo
ag a1
bd dil
= /(1)d_1 Y (-1)E faular + (b — a1, .. ago1 + va1(bao1 — aa-1), Ta) dzg
aq . ZIZ':O,I
i=1,...,d-1
d—1
d—1 2 vi
= (-1 > (-p= (f(m +vi(br —a1),...,a4-1 + vg-1(ba-1 — @a-1), ba)
i:fo.(,)éll—l
—f(a1 +v1(b1 —a1),...,a4-1 +vqg-1(ba—1 — ag—1), ad))
= O']c.
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Damit gilt J = o; = 0. Ware 8:c18j¢f9:cd (Z) > 0 bzw. 8x18.if’9xd () < 0 fiir alle & € Qg, so wire

/adf () dZ >0 b J<0
= ZW. .
J 833‘1...333d v

Wegen der Stetigkeit von a—f— folgt daraus die Behauptung. O

Mit diesem Lemma erhilt man folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der Diffe-
rentialrechnung:

Lemma 5.17 Existieren die partiellen Ableitungen d-ter Ordnung von f in QQ und sind
stetig, dann existiert { € Qg mit

(@)=
ory...0xg > (i — ay)

e

i=1

mit o5 aus (5.43). O

Beweis: Es sei g(7)=0j H 7—ar. Dann erfiillt (f(Z) — g(Z)) wegen o, = o5 die Voraussetzun-

gen des Lemmas Weshalb § € Qg mit

i R
81‘1...8{5d _8x1...8xd

Of

(bi — a;)

6 =

e

=1

existiert. O

Bemerkung 5.18 Eine Abschwiichung der Voraussetzungen der Lemmata [5.16 und [5.17] 1st
moglich, wird hier aber nicht benétigt.

Damit 148t sich nun Satz leicht beweisen:

Beweis: Ist M’ = max |%(f)], so gilt nach Lemma [5.17

re)

% o
S3 = Z |f[k1,...,kd]| = Z H i(ki+1)—z i, ’Mi(fkl...kd)

ki=1,....n;—1 ki=1,.. nl—lz 1
i=1,..d i=1,...d
d d
/ /
<MD I« (Ti(ki+1) -2, ) = M [ — a).
ki =1,..n;—1 =1 1=1
1=1,.. ,Zl U

Nun kann folgender Satz gezeigt werden:
Satz 5.19 Gilt mit einer von h unabhéngigen Konstanten C] fiir alle hinreichend kleinen h
d
y(Dg)ij\ <O (1 +y° |/\v7kv\ﬁ> . i,j=1,...,n, (5.44)
v=1

fiir alle k und vk, AUS und ist im PDA-System (3 1.} r; = 0 fiir 1 € My, so ist fiir alle

Funktionen f : [tg,te] x @ — IR", deren Ableitung 7o faa: in Q existiert und stetig ist, fiir
die zugehorige Gitterfunktion

§0) = (a0 o a0 0T)
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mit fz(¢) = (¢, )
|IDPF()|| < Cp fiiralle 8 < i (5.45)

mit von A unabhéngigen Konstanten Cg. a
Beweis: Nach (/5.38]) gilt
IDP§(#)]| = | Qdiag { DZ}Q 31|,

wobei entsprechend (4.57) @ = Sp, ®...®Sp, ® I, ist. Mit den fiir Sp, geltenden Abschétzun-

gen (4.23), (4.29) und (4.43]) erhdlt man daraus
ID75 (1)) < Colldingz{ D2} (S5} @ ... @ S5 @ 1) §(1)]

5 2 il
mit Cp = 2e'Md bzw.

2
IDPF(H)|? < c%Hh ZHDﬂ ZH ks 7, I

k221

< C%Hh ZHDﬁ I - HZH S

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.19)), (4.28) und (4.42) fiir die Komponenten der Matrizen

Sp! sowie , und ([1.32) fiir by folgt

1 k: k
3 2< 8 12 H si 1jR25T
1075 (1)l %ZIID I Z]H NHdeﬂ PN
ko

kj(2k2;—1) 2k kojm

1 co:k1~<N-} 1 kT,
: H — 2N, J i L. H —e N fa
. X k
N { N klij] jEMp NJ 2
= J1— T und €2 = C29HHMblHMA] TT |
mit d; = iy, wnd O3 = O I1 %
o

Durch Verallgemeinerung der Abelschen partiellen Summation

2

N N

K
D Ak = ANEN+ ) (A — Ap)E mit Ep=) & A& eR
k=1 k=1 =1

auf d Dimensionen erhilt man daraus

|75t |r2<032||Dﬁ - HZHo—l (1is o),
k:g =1

+Z Z ngz(kljw i) Z H 1(K1, kar)

=1 j1,...5i=1,...d =1 koj  1€9Ty . 5

J1<g2<...<Ji jegﬁjlmji

"([’le Ky =) (N D201 1) k2 -] hagi41) - K2l

2
+HUZ k127 f(N1+1 (Nd+1)H
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< CEY DL P Hmax|a, v, ko) 2 HZHW

kl

+Z > D ko ko, 1)) (Ny + D)oy 1) Ko1)oy 1)zl

=11, gi=1,0d kg
J1<j2<..<Jji jefmjl i

(5.46)

+If(vi41)...
wobei der Betrag komponentenweise zu verstehen ist und

mtjl-~~ji = {1> S 7d} \ {jlv cee a]l}

sowie
l
z:: % sin ]I\ffnfl : J€Mp
l k(2m 1)7r: k< N:
aj(k,1) = ]\1;].21{ e (FIEMy
m= . - J
1 l 2km7r7, )
\ N—jmzz:le : j € Mp
gelten.
Ist
M= max {yf»(t )| 2L fi| | 9 O fi ‘ o'fi }
FeRtelto te), STz |7 0xg | | 010z |1 |Oxg102q|’ T |Oxy .. Oxg |

i=1,...,n

so folgt analog zum Beweis von Satz

IDF@)I* < CF Y ID; I H maix [0 (ki Ko |

k1

d
mit Cy = C32%n M’ [ max{1,2l;}.
i=1
Wegen der aus ([2.28) und der Voraussetzung ([5.44)) folgenden Abschétzung

||D§|| < n_%HDgﬂM fmax|( )Z]] < /nCy <1 +Z|)\”€ |ﬂ> (5.47)

und
d 2 4 d
(Zm) :ZQ%A—Q Z aza]<Za + Z a? —I—a dz (5.48)
i=1 i=1 1<i<j<d 1<i<j<d i=1
erhélt man daraus
d d
IDPF)|> < C2 ) (1 +) |>\z',ku\2’6> 11 Iglf{}l |0 (kg ko) (5.49)
B i=1 j=1""

mit C2 = C3nC%(d + 1).
Ist j € Mp, so kann |o;(k,1)| wie folgt abgeschétzt werden:
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. k(l+1)mi
! e Nt —1
1 1 kmmi 1 dl.+1
oi(k,1) = Im Y et = Jm—L—
Nj+1 m:odgn Nj‘l—l %€N7+1—1
J
k(l+1)mi ki
1 (dlil&-le Nl 1) <dlje N+l 1)
= Jm—— :
Nj+1 (dleN’;’L _ 1) (;e—N’z’zl _ 1)
J J
: kl : k k(417w
1 d;1+2 sin 37747 + d% sin Njil — ?il sin ](VjJr)l
- 1 _ 2 k
N;+1 1+d—?—d—coij11
1 kl 1 k 1 k 1 kl
| Zsiny T (d— — cos NJL) + g siny H (1 ~ qr cos NJ_L)
TN, +1 1\2, 2 k
! (1—@) +@<1 COSNL>
Daraus erhélt man
1 .
joi (D) < 1 L 1= dj $), 1t TE smxh
oi(k, )] < —
N;+1 dé.“'l 2(1 — cos N’;L) 2 N;j+1 2 1—cos N];erl
1
L1 f-dl 1 11 T+ .k
_ - — co
Nj+1 d§+1 4sin2% 2 Nj‘f‘l dé Nj'f‘l 2 Q(Nj-f-l)
(5.50)
Mit (4.22) folgt ﬁ < 2¢lilmil fiir 1 > 0. Fiir 2 € (0, %) gilt « < tanz, also
J
1
cotx < - (5.51a)
und zcosz —sinz < 0. % ist folglich in (0, 5 ) monoton fallend, und es gilt
i 2
S”;x > = (5.51b)
T

Damit erhélt man aus ((5.50))

el (NG 1)[1 = dj| 1 g 14 2ellm]
(k. D] < l]‘rjl( J J lilrsl - -
lojk, Dl < e 22 TN T T
Aus dem Mittelwertsatz ergibt sich
1—d; =h; 1
T g ey 1 -
(1 +¢ridj)* /1 — 1555

mit ¢ € (0, h;). Fiir hinreichend kleine h; (hj|r;| < 3) folgt daraus

4V/31;
Nj +1

11 —dj| < ]

und schliefllich o
l:j fiir j € Mp

|oj (R, D] <
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l\T\

mit Cy, = (2v/315]r;| + 1)els ilrsl 4 12e 22
Eine ahnhche Abschétzung erhélt man im Fall J € My: Fiir k < N; gilt

!
1 k(2m —1 ’ bmmi
aj(k,l):ﬁg COSW:%eewﬁ E e Ni
j

k(20—1)mi k(20+1)7i  kmi ki
1 e 2Nj _e 2N; _ g 2Nj | 2N
= —Re =
N; 2(1 — cos N”)
1 cos 719(22[]\,1)” — cos 7“221;]_1) 1 sin lj\l,“ ( )
- =— —J 5.52a
N; 2(1 — cos ?V”) N; QSlnz—Nj
und damit )
loj(k, )| < % fir j € My und k < N;.
Fiir k = Nj gilt
l
1 1 1
(N;, D] = — - < - 5.52b
Fiir j € Mp schlieBlich gilt fiir £ < N;
-1 i
1 ka.ﬂ’l 1 |6 Nj _ 1‘
|loj(k, )] = N N e V=
7 lm=0 TleNi —1|

11 < 1
- N; smN 2min{k, N; — k}

und fiir k = N;

’UJ<NJ7Z

§ : 2mme

Als néchstes sollen Abschéitzungen fiir die Betré’tge der Eigenwerte |\; 1, | hergeleitet werden. Ist
j € Mp, so erhdlt man aus der fiir die Eigenwerte geltenden Gleichung (4.16|) fiir geniigend
klelne hi (hilri| < %, h; definiert gemaf ({ . durch Taylor- Entw1cklung von /1 —x mit

x = 1+]A;Z?;146 und ¢ € (0, 1+h726) sowie Nutzung von sinx < z fiir x > 0
Ti 21 + h;’ri(si 1 R n 1 B2 T 2 (1-0)
8 kir \?
B N
2 (<N~+D>

2
<JT+M<<ﬁ@+;>@

ZZZ—

]

[N

‘)‘i,ki | <

Fiir i € Mp ist nach (4.27)) und (4.25)) fiir geniigend kleine h;

2+ 2h;r;0; 2 B % 2+ 2h;r;0; 1 — cos 2k;m 2 n LZZ 9 _ 2 cos 2k;m
02 hi b2 N; n2 N;

52
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QR Ar? o km

)

h,2 S1n NZ

4
:(2+QMM02—1»(2+2MW@)51

sin

4 2 2
min{k;, N; — k; }* +

47

A

IN

— ki)

I3
’L

2 4 2
< <; + r?) min{ks, N; — k;}%,

wobei wieder sinz < x fiir £ > 0 ausgenutzt wurde.
Fiir ¢ € My schlieflich gelten nach (4.40) und (4.32)) wegen r; =0 fiir k; =1,...,N; — 1

kmw  w?
2 Ki 2
R h—?sm oN, = ahi (5.53)
und A; N, = 0.
Durch Einsetzen der fiir |A; x| und |o;(k14, k2;)| gefundenen Abschétzungen in (5.49) folgt
1D (8>
43
43 . 4 k7 ki < N;
= (1 " Z s Z min{hii, (Ni = ki) 1+ Z {Oh : k1z = Nz }
i€Mp i€Mp €My
1. ) ) 1 . ) :
1 H Rz k1j < Nj H min (R, (N, 7 k1; < Nj
2 1 : kl - 1 : k1~ = N
JEMD ] JjEMy J JEMp J J

N; ) Nj—1 1 Ry 1
<c3l 1 Zﬁ 1T 1+Zﬁ 1+2) 5

jeMp \ k=1 JEMN k=1 jEMp k=1
N; N N1 By 1
48—-2
+ > Dk 11 B IT 1+ = 1+2) 0
i€Mp k=1 JEMp\{i} \ k=1 JEMN k=1 JEMP k=1
N;—1 Nj—1 1 N; 1 L%J 1
DD DL | BN T D Do 1+2) -5
iEMy k=1 jeEMn\{i} k=1 jeMp \ k=1 jEMp k=1
15 15 1 N Nitly
48—2
+ D 2Dk I |12 5 > (12 =)
ieMp k=1 jeEMp\{i} k=1 jeEMp \ k=1 JEMN k=1
wobei
24 B 2\ 28
47 T
asane{ (a7 () ()
7 9 g jJEMp

gesetzt werden kann und |z | fiir eine positive reelle Zahl x deren ganzzahligen Anteil bedeuten

soll.
Aus k:%

%ﬁ < 2 folgt

18

k=1

IDPE@)* < Cg5t | 1+ Y Zk‘*ﬁ ) Zk‘” Ty ik“ 2

i€EMp k=1 €My k=1 i€Mp k=1

d N;
< 0257 <1 +Y Y W?) : (5.54)

i=1 k=1
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Fiir N; — oo sind diese Summenfolgen genau dann konvergent, wenn 45 —2 < —1, also 8 < %
gilt, womit die Behauptung bewiesen ist. o

Bemerkung 5.20 Man kann zeigen, dafl die obere Schranke scharf ist, d. h. glatte Funktionen
f existieren, fiir die HD%S(t)H — oo fiir h — 0 gilt. Da HD%_EUS) || in die Fehlerkonstante des
globalen Diskretisierungsfehlers eingeht, kann diese fiir sehr kleine £ > 0 sehr groff werden:

N;
S k%2 kann wegen

k=1
Ni+1 N; N;
/ #4072 dx < ka—z < 1+/3:4B_2 dx
2 k=1 1
fir 8= = —5durch
1+1_N4ﬂ_1<1+ S
1—4p 1—48  4e

abgeschitzt werden. Aus (5.54) folgt damit fiir kleine € > 0

1) c
DU < —
7
Fir g = % erhélt man dagegen
Al 2
In(N; +1) =2 <Y kP2 <1+ N < 1+1nh4
k=1 ¢

und damit unter den Voraussetzungen (a)-(e) des Satzes fiir den globalen Diskretisie-
rungsfehler

d

d
D (k7T 4 O(rP) + ) O(hEY).
=1

i=1 |

lemt1ll = O

In Konvergenzsatz kann damit unter den Voraussetzungen von Satz
3
oar < o= 1 €

mit € > 0 beliebig klein gewahlt werden.

Ist Mp = Mp = (), d. h., es werden nur Neumann-Randbedingungen vorgeschrieben, so kann
Satz verbessert werden. Der Einfachheit halber wird zusétzlich vorausgesetzt, dafl die
Ortsschrittweiten h; alle gleich einer Konstanten h sind.

Satz 5.21 Gelten zusétzlich zu den Voraussetzungen von Satz Mp = Mp = () und
hi=h,i=1,...,d, so gilt 1) sogarfﬁr5<%. |

In Konvergenzsatz kann dann

1
a,,ga:—z—s

mit € > 0 beliebig klein gewiahlt werden.
Zum Beweis von Satz wird zunéchst das folgende Lemma gezeigt:
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Lemma 5.22 Seien Mp = Mp = Qund h; = h,i=1,...,d. Existieren auf Q' zﬁll X ... X Q:i
mit ﬁ; aus 1j die (d + j)-ten Ableitungen von f und sind stetig, so ist

d
H Ni Z |]([[k1.--/€jﬂ[’€j+1---kd]|
=1

ki=1,...,N;
i=1,....
mit
Vit 2, Wi
fllonbsllyenkea) = 22 2o (=1 =
v;=0,1 p;=0,1
i=1,...dI=1,....j
f(x1g, + (v1 + pa)h, ... s Tjk; + (l/j + Mj)h, T(jl)kjyy T Vigih, ... g, + vgh)

beschrankt. 5

Beweis: Fiir die Funktion

W= X ¥ (-)F
v;=0,1 ;ul:O’l
i=1,..,dI=1,....j

f(@1k, + W1+ p)yts - Tk + V) + 15)Y5, Tk n T Vit1Yi+1s - - Tdky + VaYd)

gelten
2(y) =0, falls y; =0 fireinie{1,...,d}
und fiir ¢ € {1,...,;} auch
2y, () =0, falls y; =0.

Damit verschwinden an § = 0 alle Ableitungen von z(%) bis zur j + d — 1-ten Ordnung, und
der Satz von Taylor in d Dimensionen liefert

j+d ) .
z(h-1y) = (jh+ d)'(]ld VYA€) mit &€ (0,h), i=1,...,d.
Mit
adJrjf 8d+jf 8d+jf adJrjf
M' =max{ |——= (2], . )|, . )l,..., (&
7eQ' { Dt ( dat _18332( Oz Oy dztt @)

(Maximum aller Ableitungen der (d + j)-ten Ordnung iiber ﬁ/) folgt daraus

hj+d ) )
‘f[[kl...kj}][kj+1...kd]‘ = ‘Z(h : ]ld)’ < mdy+d2]+dM/

und damit wegen N;h; < 2I;

: ANTIEY s T
!/
[T D0 sy liteyaskal < ('+d)'2 A 11E I b
=1 k;=1,.,N; J ) i=1  i=j+1
=1 -

Mit diesem Lemma kann nun Satz [5.21] bewiesen werden:

Beweis: Aus (5.52) folgt
Uj(kv Nj) = {

= O
PT‘

Il

=

95



Durch erneute Anwendung der Abelschen partiellen Summation erhélt man damit aus ([5.46])

d
1D < 2 Z 1D 12 | Z [T Nimi (k. ko)
3 i, =1

+Z > H i (ks Ni) > T Nk, k)

=1 j1,...,5i=1,...,d =1 koj 1€y,
11<92<...<7i JEMG g,

'f[[k21---k2(;'171)ﬂ[]\7j1 FU[k2(j; +1)--k2(ia - )]l [[k2(j; 1) ---K2al]

d
+ [ [ VimiCevi, No)Fiv1)... (N1
=1

+Z Z HUJZ (k1> Nj,) ( Z H Ny (K, kar)

=1 jp,.. »Ji=1,.. d =1 koj legﬁ]l s
71<g2<.. <j1 JEM;, . 4,

.f[[k21~~~k2(j1 —DI(N; ADR2(5, +1) kg — )] [k2(; +1) ---kadl]
|9nj1»~j¢‘*1

12
+ Z Z H Nmrﬂ-mr (k'lmra Nmr) Z
2=l my,..miy=1,..,d T=1 kaj
m1<ma<...<mj, JEMG, g omy s, miy
H Nlﬂ'l(klbkﬂ)'f[[kzl ko(mq —)]l[Nmq +1][[. JJ (N, +1)
lejl JismM ey Mg
+ H NiyTig (Ktiz, Nig)f (N1 +1)...(v;, 1+1)](1\rj1+1)...>
z'2€9ﬁj1 -Jq
2
—l—HUz k1is Ni)f(ny+1).. (Nd+1)H
d N;
< CgZHD%HQ‘ [H’gll i (Ks, ki) HHN<Z|f[[k2]]‘
El =1
d—1
+Z Z Z |f[[k21~~~k2(j1—1)”[N]'1+1][[k2(j1+1)~“k2(j2—1)]]--~[[k2(ji+1)~-~k2d”|

i=1 j1,...5,=1,...d koj
1<g2<..<ji jEMy, .,

+|f[(N1+1) (Ng+1) ]|) H

DD (vl DR g T

2l_
i=1 j1,..ji=1,....d =1 lemy,

J1<g2<...<j;
H 11 NZ'( D ilkareday oI, 4D lkagsy 1)y 1)l 1)-bl|
lemjl...ji kgj
jemjlu-h
|mtjl»~ji‘_1
+ ) > > |Flkar. gy — 1)1 Ny TNy +1)...]
12=1 ml,...,mi2:1,...,d k’gj

m1<mae<..<Miy JEM;,  j. . mq,..,m;

C(0: k<N, ?
: 17 7
+|f[(N1+1)A..(Nj171+1>1(le+1>...\) H +]1 { L =N, } Hf(N1+1>..A<Nd+1>||]
=1
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mit
l
ok, 1) = ]\1[ S ik, m). (5.55)

Analog zum Beweis von Lemma folgt daraus

ISH

B 2 2 B2 . Vi
ID75(0)1” < 6F > 1D 1+ | T pds (ks )|

El =1
- Mg Ji - M i
—l—Z Z H { Lt k= N } H n;lzix |71 (kag, kar)| + H { 1: k= N, }]
=1 jy,..5i=1,..d =1 leMy, . g, =1
J1<g2<...<Ji

d
mit Cy = C33¢ (‘Z‘;!ZMTLM " T max{1,1?}, wobei M’ das Maximum der Betrige der Kompo-
i=1

nenten der Funktion f und ihrer Ableitungen bis zur 2d-ten Ordnung {iber Q0 ist.

Einsetzen von ([5.47) und Nutzung von (5.48]) und A; n, = 0 liefern

d

d
N;
Z (1 + Z ’/\v,klv\w> H]?l?fi |7i (ki, koi) |2
El v=1 i=1 21—

ID7F()|* < C3

d-1
+Z Z Z <1+ Z |/\v,k1v|26) H maxlm(ku,km)\ +1

=1 j1,...ji=1,..d k1j veEMy, .45 1eMy, .4,
11<92<...<7; jemjl“-ji

(5.56)

mit C2 = C#nCZ(d + 1)2¢.

Durch Einsetzen von (5.52)) in ([5.55)) folgt

1 kmm
—_— sin k< N;
2N2 sin —2]“]\7; 21 N <N

mi(k, 1) =

' m=1
Fiir k < N; gilt analog zu (5.50))
1 1 1 km
(k)| <
k) < e (o o)
und mit den Abschétzungen (5.51)) folgt schliefilich

1 1 2 1
, < = Z )<= s
ik, D) < 5 <2Ni + lm) <5 k<N

Fiir k = N; erhélt man m;(N;, 1) = UG)) < é Einsetzen in (5.56]) liefert unter Beriicksichtigung

4AN?
von (5.53)
ﬁ{kﬁ : k1i<Ni}
. . kilZ:N

)

ID7F)|* < 8

=1 j1,....5i=1,....d k1
J1<g2<...<Ji jégﬁjlmji

o7



k4ﬂ;k1<N} o ky <N
1+ Lo @ Plu ™ e +1
( Z {0 bk =Ny H gikuzNz

vEMY, 4, leMy, .

d NU_]- Nz 1 d 1 Nifl 1
—aly STl (G 3 i) T (5 2 )

v=1 k=1 = i=1 k=1

U

—1 N—1
45 4 1 1
+ > X Z CH | B D D
4 k4
=1 g1, 0i=1,d V€D, kly=1 1eMyy . jjo
J1<ja2<.. <]z

d— 1 N;—1 1

DD YR I (N ETD O EF

=1 j1,....5i=1,....d lemjl i k=1
J1<g2<...<Ji

8
mit 06—C5max{1,(;f;) : i—l,...,d}.

o
Wegen > 1%4 = QLOQ < % folgt daraus
k=1

d Ni—1
IDF(t)|? < Cg2* (1 +Y 3 k4ﬁ—4> _
=1 k=1
Fiir N; — oo sind diese Summenfolgen genau dann konvergent, wenn 43 —4 < —1, also 3 < 3

gilt. O

Sind die (¢ + 1)-ten Zeitableitungen der Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen in jeder
Raumdimension homogen, d. h.

9ty o o 91y L R
BZW :OfuI‘ZGMD, %BlW:OfUIZGMN, anZQ, (557)
so gilt nach (4.46)), (3.2¢) und (3.2f) w' =0firl=qg+1,...,p+1, und mit der Gleichung

- ) fiir den lokalen Ortsdlskretlslerungsfehler erhélt man unter der Voraussetzung, dafi D*
und damit auch D't existieren,

Fir a < L bzw. o < 1 3 sind unter den Voraussetzungen von Satz [5.19 bzw. Satz die Vek—

tornormen ||DC“MU Hl)( £)|| und || D*F® (¢)| fiir hinreichend kleine & beschréinkt. ||Da ( i
ist nach (| und unter der Voraussetzung, dafl die exakte Losung u genugend glatt
ist, beschrankt falls ||DO‘(IN ® B;)h"||, i =1,...,d, beschriinkt bleibt.

Insgesamt ergibt sich damit nach Diagonalisierung der folgende Satz:

Satz 5.23 Seien im PDA-System r; = 0fiiri € My und 8 < %. Fir hy — 0 (N, — 00),
v =1,...,d, existiere D fiir alle k& mit ky, = 1,...,N,, und es gelte mit einer von h un-
abhingigen Konstanten C'y

d
(DR)igl < C (1 +)° !AU,kv|ﬂ> L ij=1,...,n

v=1

Dann ist HDBUq ()| fiir b — O beschréinkt, [ =q+1,...,p+ 1.
Ist im Fall homogener Dirichlet- und homogener Neumann—Randbedingungen im Sinne von

(5.57) zusdtzlich
DB, |
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beschrankt, so ist sogar ||D1+5U l)( t)|| beschrénkt fiir & — 0.
Gelten Mp = Mp = () und h; = h 1=1,...,d, so kann § < 1 gewihlt werden. O

Abschliefend wird der Fall periodischer Randbedingungen betrachtet. Es gilt allgemein:

Lemma 5.24 Die Funktion w : IR — IR habe periodische Randbedingungen,
w(z) =w(x +2), zclR.

Ist w € C?™ mit m € ]N SO gilt fiir den zum Ortsgitter 1' mit h = % gehorigen Gittervektor
Wi, daB mit -5 P, aus (4.26) || (& Py)™ Wy fir alle A > 0 beschriinkt ist. 0

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion:
Fiir m = 0 ist die Behauptung erfiillt.
Die Behauptung gelte fiir alle m < i € IN. Mit der Taylor-Entwicklung (4.6) folgt

1) = (Ln) ri:th W(2j+1)+(2+hr(25—1))ih2j_2W(2j)
h2'h P\t e CT RV e

h2i
it o)

+(1+ hr(6 — 1)) (“’(2”2)((21)’ o »w(zm)(@N))TH

. P 1 I i4)
= ——h __(_p Wi
’“Zg(zjﬂﬂ (h? h) "

{(1 + hré) (w(21+2)(€11)7 o 7w(21'+2)(ClN)>T

Pj 1 i+1—j ,
+(2 + hr(2 Z <h2 h) W}Ew)
=1
Pl ) . T
+Wh2)' {(1 + hr5) (w(2l+2)(C11)7 s ’w(2z+2) (CIN)>

. . T
F(1+ hr(6 = 1) (0 (Gn), w0 (o) ) }
mit
Clk € (xk’7mk+l)> <2k’ € (xk—laxk)a k= 17"'7N7 W}(Ll) = (w(l)(xl)77w(l)(xN))
Da
| Prll < | Phlloo = |1+ hr(6 —1)| 4+ |2 — hr(1 — 28)| + |1 + hrd| < 4+ 3h|r|d

gilt und aus w € C20HD auch w1 e C2=7) und w®) e C2i+1-9) folgen, erhilt man
daraus die Giiltigkeit der Behauptung fiir m =i + 1. O

Eine analoge Aussage kann man auch fiir vektorwertige Funktionen mit periodischen Rand-
bedingungen auf dem d-dimensionalen Ortsgitter (4.44]) beweisen. Fiir periodische Randbe-
dingungen gilt damit der folgende Satz:

Satz 5.25 Ist die exakte Losung fiir m € IN 2m-mal stetig differenzierbar, so ist HDmU l)( t)]l

fiir periodische Randbedingungen in jeder Raumdimension unabhéngig von h beschrinkt. O

Zusammengefafit liefern die vorangegangenen Untersuchungen folgendes Resultat: Fiir be-

stimmte Beispiele kann man erwarten, dafl das numerische Verfahren bei Aufgaben mit Dirich-

let-Randbedingungen mit einer um % niedrigeren Zeitordnung als bei Neumann-Randbedin-

gungen konvergiert. Im Fall homogener Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen im Sinne
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von konvergiert das Verfahren mit einer um bis zu eins hoheren Zeitordnung als bei
inhomogenen Randbedingungen. Dieses Verhalten ist auch bei semilinearen skalaren parabo-
lischen Anfangsrandwertproblemen bekannt, vgl. Ostermann/Roche [42]. Interessant ist hier,
daB nicht die Randwerte selbst homogen sein miissen, sondern nur ihre (g + 1)-ten Zeitablei-
tungen, siehe Beispiel Werden nur periodische Randbedingungen vorgeschrieben, so sind
dagegen keine gebrochenen Konvergenzordnungen zu erwarten.

Die Zeitordnung des Verfahrens héngt bei PDA-Systemen im allgemeinen nicht nur von den
Randbedingungen, sondern auch von ihrem differentiellen Zeitindex ab, wie im folgenden Ab-
schnitt gezeigt wird.

5.2.3 Konvergenz in Abhingigkeit vom Zeitindex

Um den EinfluB des in Definition eingefithrten differentiellen Zeitindex vy des linearen
PDA-Systems auf die zeitliche Konvergenzordnung des Verfahrens zu untersuchen, wird
zunéchst eine Weierstraf3-Kronecker-Transformation angewendet.

Seien mit einer reguléren Matrix Tgy

Jo = Ty ' ATy (5.58)

die Jordansche Normalform von 2l und 2 reguldr. Dann gilt mit (4.68))

det G(A,7D;) = det (I, ® A — 7.Jy @ Dy) = H det (4~ mag, Df)

1
k S
S m k

1 ki "El
B (det(PE) det(QE))s H(_T)\Q[ = ( TAQLﬁEl)

i=1 =1

Dabei sind die Ay ,, i = 1,...,s, die Eigenwerte der Matrix 2, es gilt Ay, # 0. Es gilt das
folgende Lemma:

Lemma 5.26 Fiir A-stabile Runge-Kutta-Verfahren gilt D‘ie)\mj > 0. Ist fiir ein kK € C
Rex < 0, so folgt T)\Qljl-i # 1 fiir alle 7 > 0. |

Beweis: Aus der A-Stabilitit des Verfahrens folgt, dafl die Stabilitdtsfunktion
R(z) =1+ 2b" (I, — 22)~ 1, fiir alle z € C mit Rez < 0 definiert ist und damit fiir diese
z die Matrix Iy — 2% regulér ist. Wegen

det(I; — 22) = det (I, — zJyg) = [[(1 = 2Ag( ;)
j=1

folgt daraus 1 — z)\Q[j # 0 fiir alle z € C mit Rez < 0 und insbesondere fiir z = 7k. O

Fiir A-stabile Runge—Kutta—Verfahren mit reguldrer Verfahrensmatrix ist damit fiir

Rery, < 0, l =1,. , die Matrix G(A,7Dj) regulir. Entsprechend den Definitionsglei-
chungen (5.8 - ex1stleren dann J(A,7D; ) R(A,7Dy) und L(A,7D;), und aus (5.29),

(5.30)) und 5 33)) erhalt man

J(A,7D;) = Qi (diag{ <J(InE1,TRE1))j L (J(I% ,TRESQ)> , <J(NmE1,TImE1)>j,
J

. (J(Nm%,ﬂm%)>j }>j1 5 (I © P;) (5.59)
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und entsprechend

R(A,7D;) = Qdiag { o R(Ing TR, RN Tl ), } 01, (5.60)
L(A,7D;) = Q; <diag{..., (LI, 7Rz, ))J,...,(L(Nm%,TI,nEjQ))J-,...})j_1 s
-1
(o).

Damit folgt aus (5.41) fiir den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler e, die Darstellung
d m '
il =7 QY <diag,; {diiag { oo (R(Ing, 7R ) (L, TREj1)>j -
v=1 =0
i @
(R(Nm,;m,ﬂm,;jg) J(mezjg’ﬂmm))j e } PEBijzl . (Lo ™I,
+Q Y diag; {QEdiag { o R(Lng, TR ) RN Tl )Y } Q’gl} Q61
i=0
+Q Y diag; {diiag { ., (R(I% TRy VLD, TR,;jl))j .
i=0
i —1 -1 +1
(R, 7l VLN 7T ) b }j L@ hor

+QZ

r=q+1

=1,...,

r+1+a7~

(diag,; {Wra (A, 7Dp) } Q7' DU (1)
m—1 tit1
- m—i — (e 73 r+1
= / diagg; { R(A, 7 D)™ Wye, (A, 7Dp)} Q' DU (5)ds
i=0 {

—diagy { R(A, 7D)" "Wy, (A, 7D;)} Q' D+ U}S:)(to)> .

Im folgenden wird vorausgesetzt, daf3

IQgdiag{N;,_ ,0,....0}Q"],..., | Qdiag{o, .. .o, Nfg,%}@,glu (5.61a)
und
|Qyeliog{ N}, 0. 0 Bl [ Qpdiagfo. ..o, Ny }PB| (5.61b)
fir i =0,...,vy% — 1 und alle hinreichend kleinen h beschrinkt sind.
Fiir die Ableitungen der Funktionen (vgl. (5.8)) - (5.10])
J(z) = J(1,2) =b" (I, — 22A) 7" (5.62a)
1 _ /7
J(z) = Iz = 6T Lz =72~ = ) (;) , (5.62b)
R(2) = R(1,2) =1+ 2J(2)1s,
R(z) = R(z,7) =1+ 7J(z)1, = R (g) , (5.62¢)
L(z) = L(1.7) = 2J(2),
L(z) = L(z,7) = 7J(2) (5.62d)
gelten
JE () = b7 (I, — 22) 7 kkk, TR 0) = bT AR, k>0, (5.63a)
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k!

T7(k _ 3T k —1-k 7(k T k—1
JF(2) = bT (=) k! (T2 —720) 77k, JF(0) = —pT U™ S k=00 (5.63b)
R(0) =1, R®™(0)=kJED(0)1, = kbTA1,, k>1, (5.63¢)
R(0) =1-b"A"'1,, R¥™(0)=—bTAF" 1]18k—k, k>1, (5.63d)
LW (z) = J®(2)z + kJ*V(2), k>0 (5.63€)
=JBEA, k>1 (5.63f)
Mit der Fehlerwachstumsfunktion
pr(z) = sup |R(z)|
%ezgsc
folgt aus Satz Wenn
pr(palRy ) < (5.64)
gilt, so ist ‘ '
HR(In,;jl7TREj1)ZH < HR(In,;jlvTREjl)HZ <1
und damit

D IRy, 7Ry )i = O().
=0

Es gilt nach (2.26) 2[Ry, ] = $Amax(Ry;, + Ry;,). Die Matrix L (R + Ry, ) hat nach (4.68¢
die Gestalt (A.1) mit a =c = %, b= iﬁe/f,;jl. Damit folgt aus ||

T
pa[Ry; | = Rerp, + cos o T
1

(5.64]) ist folglich fiir A-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfiillt, wenn

™
Rerp. < —cos ———
kjv = N +1
gilt.
\|L(I, E]_ ,TREjl)H und HJ([”;;jl’TREjl)H sind nach |i genau dann beschrinkt, wenn
|L*) (Tkg; )| und ’J(k)(TKEjl)‘ fir k = 0,...,np; — 1 beschrénkt sind, das ist nach 1}
und (5.63f) der Fall, wenn |7r;. J(Tkj )| und ’J(k)(T,‘ﬂ',E. )| fiir k= 0,...,n;. —1 beschrénkt
J1 J1 J1 J1
sind, wofiir nach ({5.63a}) die Beschrénktheit von HTIiEjl (IS—THE].IQ[)_IH und H(IS—TIQElel)_IH
ausreichend ist. Wegen (/5.58) und ([2.25)) gilt
Irig,, (I — 7, 2071 < Tl - 1T - g, (s — m,;ﬁJgo*lH
s s—1 i+l
< 1Tyl 1T - — B i),
lz;z 0 Tlik )\Qll ’
wobei N eine nilpotente Matrix gemafl (4.68¢)) ist.
Beschranktheit von ”L(I";:jl’TREjl)” und ||J (I, ’ ’TerZjl)H liegt damit vor, wenn
TRE 1 . . B
=7z, gL, L, und =g, gl oL beschrénkt bleiben, was nach Lemma [5.26| wegen iﬁe/ikjl <0

der Fall ist. Unter obigen Voraussetzungen gelten dann auch
ZHR ng, TR ) Lllng, TR, )77 = O(7)
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und

Z | R(I, A;Jl)hf(z%_l TR ) = O(7).

Mit den in (5.21)) eingefiihrten & erhilt man aus (5.19) durch Taylor-Entwicklung

Vat— 1

Mo = 2 ¢ 1 ® 2 im) + O

und

th_l l/dt—l—k) Tk+l(—z)l k 8k+l

(v) — ~ v v,
Fm-‘rl—i - Z Z [ c'® 6tk+l’y( )(tm) +O(T dt)
k=0 =0
Vdt— 1th—1 1
Z ~k; 0 (v) v
Z Z k,l_ & @ 5 (tm) + O(7")
=k
vagr—1 1
a o
Z @) v
- Z Z k1 l— e o) (tm) +O(77),
=0 k=0

wobei 0 = 1 gesetzt wird. Daraus folgt fiir den Term

a = TQZ <diag,; {diiag {o, .oy 0, (R(NmEI,TImEI)iJ(N mz > TIm
i=0

(R(Nma I, V' T (N T )) P:B, » Q7!
kig kg kig MET) it

des Gesamtdiskretisierungsfehlers

Kk Vdt— 1 Vdt— 1

a=0Q Z Z Z diagy § Qpdiag ¢ o,...,o0, mkn Z B l—

321]0 =0

1=0

g va—1

J2=1 j=0

. i(_i)l—k (TJ‘H}?(z)iJ(z)é’f) ) (0),o0,... ,o} PEBU} Q-

+ Jl'i”% <diag]; {diiag{o, ...,0, Njﬁg_ (TjHR(z)ij(z)) ,

(5.65)

m+1—1

Bei hinreichend glatter exakter Losung reicht es fiir die Beschrénktheit von a unter der Vor-

aussetzung ((5.61b]) deshalb aus, wenn

firl=0,...,7—1, j=1,...,vg4 — 1 gilt und

- JZ (e Z ) (P R ) (0)

firl=j,...,v¢t+ — 1, 7=0,...,vg4 — 1 und

JD( 1R(:)0()) " (0)
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fir j = 0,...,vg — 1 beschrinkt bleiben (der Betrag ist hier wieder komponentenweise zu
verstehen).
Fiir v = 1 heiit dies wegen (5.63b]) und (5.63d)), daf

i TR(0)'J(0)1, = f:(l — b AT M) (—b T A,
=0 1=0

und . .
Y ITR(0)J(0) =7 [(1—b A ) (—b A
=0 i=0
fiir 7 — 0 (m — o0) beschriankt bleiben und also

I1-b"A M, = |R(0) = lim |R(z)| <1
zZ——0Q

gelten muf, dies ist fiir A-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfiillt.

Fiir vg > 1 folgt aus mit j = 1 wegen
0=3"7(REJEL) ©0)= Y7 (RE)(RE - 1) 0)

1=0 =0
= <}?(z)m+1 - 1)’ (0) = (m + 1)R(0)™ TR (0).

Fiir vg > 1 und R'(0) # 0, d.h. nach (5.63d) b" A1 # 0, kann (5.66a]) deshalb nur erfiillt
werden, wenn }
R(0)= lim R(z)=0 bzw. b A1, =1

Z——00
gilt, dies ist fiir L-stabile Runge-Kutta-Verfahren erfiillt. In (5.66) kann dann die Summa-
tionsgrenze m fiir m > vy — 1 durch j ersetzt werden, und nach ((5.63b)) und (5.63d|) gilt

BN () 1
(R=1()" (0) = O(7).

Damit sind (5.66b)) und (5.66¢|) fiir alle v4 beschrankt, und aus ([5.66a) erhélt man die Be-
dingung
1

Zk' 'Z )R (PR )‘j(Z)é’“)(j) (0)=0 (5.67)
k=0

firl=0,...,5—1, j :1,...,th—1.
Analog zu der Taylor-Entwicklung (|5.65)) fiir FS:ZH_Z- folgt fiir den geméaf ([5.16a)) definierten
Residuenfehler unter Berﬁcksichtigung der Konsistenzbedingung ([2.16|)

pFva—2 1 _ ka~k 1)

m+1 —7 — Z Z k)'

I=p+1 k=p+1
Damit gilt firv e IN, v <p

UL () + OGP0,

m
Q) diag; {QEdiag {o, s, R(Npy 7L )Y R(NmElE Tl
=0

(5.68)

Va1 p+ydt 9 NJ l Tk—1

Q Z Z . Z dlagk{delag{ 0, ] 2l Z W
jo=1 7=0 l=p+1 h=ptl

m . % va— Var—J—
e (TJR(Z)i>(j) (0).0,...,0}Qz JQ UV (t) + 3 Zl G

i=0 J2=1 j=0

-; diagj; {QEdiag { ,0, NJ, e (TjR(Z)Z)



Unter obigen Voraussetzungen ist (5.68|) deshalb gleich O(77), falls
! ~k— J .
(1 — k‘chk 1) N .~ i €D
2 i 200 (7R 0 =0 (5.69)

gilt firl=p+1,...;,0+5—1,7=0,...,vg4 — L.
Analog erhélt man

QY diagE{QEdiag{o, .0, (R(Nmzl,ﬂmm)iL(NmEl,rlmzl))j .

1=0

(R(Nm’;l;;’TImElg)ZL(NmEzE’TImEZEO } (Is © ngl) } (Is @ Q7HO(rP*)
J 7j=1,...,s
= O(7Y),
falls
; 1\ ()

> e .Z ) (FRELEE )T 0 =0 (5.70)

k=p+1
firl=p+1,...,v4+75—-1,57=0,...,vu54 — 1 gilt.
Sei

Py, =max{v < p: (5.69) und (5.70) sind fiir [ = p+1,...,v+5—1, j =0,...,vg—1 erfiillt}.

Dann gelten

py, =p fir vg <2 (5.71a)

und
Doy >P+2—vg fir vy >3 (5.71b)
Im folgenden wird zundchst o, € {—1,0} angenommen. Fiir o, = —1 erhélt man durch

Einsetzen der fiir R(A,7Dy), J(A,7D;) und Dy geltenden Gleichungen (5.60)), (5.59) und

[5) in (F27)

diag{...,fn_, — R(Lng, 7R )seo I, = RN Tl ) }Q W,_1)(A, 7D2)Q;

kjq kj kjg

= diag { ooy (I ’TREﬁ) <[5T _ TQ[ET—l] Q1 Ejl) TREjl,

kj1
. 1
oI (N T ) ({cr e @ Im%) }

k

und fiir oo, =0

diag{...jln, ~ Rl TR, )y L, — RN 7l )}

kjq ki1 kjo kjo kjo
Q='W (_1)(A,7Dy) P- diag { B T }
_ diag { o Iy, TR ([e’" 2 ® I%) Ry,
TN T ) ([ET e el %) . } .

Wia, (A, 7Dy) existiert daher genau dann, wenn fiir alle j; und jo Wia, (I”;;j ,TRE].I) und
1
Wia, (N

- ,TImg, ) existieren, in diesem Fall kénnen
J2 J2

. -1
W 1)(A,7Dg) = Qgdiag { o, Wo ) (Dg, 7Ry ) s Wa oty (Nong g, )} Q5

kj kjo

Wyo(A,7Dy) = QEdiag{. W, TR Weo(Nong T ), ...}PE

kj1
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gesetzt werden.
Ist (I, By T R( m%,TI 4_2)) regulér, so existiert WmT(Nm,;]. 71 4_2) nach Bemerkung

eindeutig. Nach der Formel - ) fiir die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks ist dies genau
dann der Fall, wenn R(0) # 1 gilt, d.h. lim R(z) # 1. Dann gilt
Z——00

Tl )yee o,

k1’ k1

diag {o, ceey 0, R(Npyp. ,Tfmgl)inr(Nm

k1

R(leaa ’ TImEza ) Wra, (Nmmﬂ ) TImEza) }
k k k k
& vae! e ()
=3 Y diag{o,....0,—2 (R(z)’er(z)) (0),0,...,0
jo=1 ;=0 J:
J2 J

er(z) = Wra,(2,7) =

Nach ([5.63d)) und (5.63b) gilt

Daraus folgt

diag {o, e 0, RN 7T Y Wia, (N Tl s

: 1
P mElE,TImEZE)}H =0 (TVdH‘Oér)

und, falls fiir o, = —1 die Matrixnormen in (5.61a)) bzw. fiir a,, =0
|Qeing(N 0. 0} el [Qpelingfo ..o Ny, ] (5.72)

beschrinkt sind (daraus folgt die Beschrinktheit der Matrizen in (5.61b))) sowie

Wi, (In];j1 , TRE].I) beschrénkt ist, unter obigen Voraussetzungen schliellich

7| R(A, 7Dg) Woa, (A, 7D5) |

_ Jo@rtitery sy =0 oder WG (0) =0 fiir i = 0,...,vg — 1
O(rrHi-var) . sonst

fir r=q+1,...,p. Nach der Leibnizschen Formel ist

W (2) = Tir zk: (’:) ((1 - R(Z)>—1><k—i> JO(2) [& - raae 1] |

Durch Induktion tiber k£ folgt deshalb, dafl die Bedingung
W9 (0)=0 fir i=0,...,vg4 —1

dquivalent ist zu .
JEO) [ —rAE =0, k=0,...,v4— L

Einsetzen von (|5.63b)) liefert

pra—rle —ppTau*e=1 k=0,...,v4 —1. (5.73)
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Bemerkung 5.27 Fiir steifgenaue Verfahren mit einer Stufenordnung ¢ > 1 gelten nach der
Definitionsgleichung (2.20)) der Steifgenauigkeit und den vereinfachenden Bedingungen C(q)

und B(p) (E17) und @16)) mit k = 1
Tt = eST und ¢4 = Zasj = ij =1.
j=1 j=1

Damit folgt
b te=ele"=1 fir r=q+1,...,p,

Bedingung (5.73)) ist bei diesen Verfahren fiir v4 = 1 stets erfiillt. O

Sei nun wieder a,, > —1 beliebig. Ist W, (A, 7Dj;) beschrénkt, so folgt unter den obigen
Voraussetzungen wegen

; 1
IR 7D = 0 (i )
analog
T | R(A, D) Wia, (A, 7Dp) || = O(rHIFer—maxtOraihy - — g 4 1. p.

Zusammengefafit erhélt man fiir Runge-Kutta-Verfahren mit regulérer Verfahrensmatrix den
folgenden Konvergenzsatz:

Satz 5.28 Seien mit a, € R, ap > —1, fiir 7 — 0 (M, — 00), hy = 0 (N, > 0),v=1,...,d
und alle k£ mit k, = 1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(a) Es existieren fiir die Matrizenbiischel Dj;+\A Weierstrafl-Kronecker-Zerlegungen gemi$
(4.68)) mit beschridnkten Normen

Qg N 0venns0}Q Qv o0V YO (57
und ‘ .
||Q]Zdiag{N1zE1’oa s O}PEBUH? s ||QEd1ag{o7 -y 0, NTZ”EZE }PEBvH
firi=0,...,uq — 1,
0 : nEﬁ =1
b < ™ _ _% : nE]l = 2 . l
) Feng, <~ =0 s L —g o A=honls

(c) fir vg >3 sei (5.67) fir [=0,...,5—1, j=1,...,vg — 1 erfiillt,

(d) im Fall o, ¢ {—1,0} existieren Wy, (A, 7D5) geméB (5.27) und seien beschrénkt, im
Fall o, € {—1,0} existieren beschrinkte Matrizen W, (I, ,TREjl) fir jp =1,...,1,
1

kj

r=q+1,...,p, fir o, =0 sind die Matrixnormen in ([5.72)) beschrénkt,
(e) DY U (@) und | DYerUY TV (0)|] sind fiiw r = q+1,...,p, t € [to, te] beschréinkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3)) fiir L-stabile Runge-Kutta-Methoden (im Fall
vgr = 0 reicht A-Stabilitéit, im Fall vg = 1 A-Stabilitdt mit lim R(z) # 1) mit regulérer
Z—>—00

Verfahrensmatrix fiir lineare Systeme mit geniigend glatter exakter Losung nach vy Zeitschrit-
ten konvergent mit der Ordnung (p1, ..., p4, p*) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und
in der diskreten La-Norm beziiglich des Ortes mit

p* = min{pzdtap?“ Pr=q+ 17'-'7p}a
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wobei

r+14+a, —max{0,vg —1} : o ¢ {—1,0}

r+ 1+, C o €{—1,0} und bTATTE = ppTUAE !
" firi=0,...,v4 —1
r+1—vyg : sonst
gilt. O

Bemerkung 5.29 Die Ursache dafiir, dal im allgemeinen Konvergenz erst nach vy Zeit-
schritten vorliegt, ist, daB als Startvektor der auf das Ortsgitter {1 eingeschrénkte exakte
Anfangswert U (to) verwendet wurde, der im Gegensatz zu U(to) in im allgemeinen
kein konsistenter Anfangswert des MOL-DA-Systems ist, vgl. Beispiel O

Bemerkung 5.30 Voraussetzung (a) von Konvergenzsatz kann wie folgt abgeschwicht
werden: Da mit L(co) = lim L(z)
zZ— 00

diiag {L(I"ENTREI)W - ’L(InEs ’TRESE)j’ 0,..., o} Q]gl
_ -1
- ( ) delag{ Npo e "’I”ESE’O""’O} QE

+Qpdiag {L(I";:ﬁTREl)j — L(00)j, ..., L(In

’TRESE)j — L(oo)j, 0,... ,O} ngl

gilt und z(L(z) — L(c0)) und fiir 4 > 1 auch 2L (2) sowie fiir L-stabile Runge-Kutta-
Verfahren zR®)(2) fiir i > 0 beschriinkt bleiben, sind Tk (L(Inﬂ_ ,TRE ) — L(oo)) || und
J1 kj 71

th(InE]_ TRy )H beschrénkt. Deshalb kann im Fall p* < p—1 anstelle der Beschrénktheit

der Matrlxnormen in (5.74) diejenige von

HQ,;diag{InEl, C ’I"E L0,y O}ngl”’

°k

Tk

1 .
‘delag{ N;E ,0,.. ,o} Q; ,||@rdiag { 0.... 0, — N Lo,....0 Q;
k K/ESE SE
und ‘
|Qpdiag{o..... 0. Nj, 0,....0}Qz ... [Qdiag{o,....0, Ni,_ }Q=!|
k
fir i =0,...,v4 — 1 vorausgesetzt werden. O

Wiéhrend Voraussetzung (e) von Konvergenzsatz Gegenstand der Sitze und
war, liefern die folgenden Lemmata Aussagen iiber die Erfiillung der Voraussetzungen (c) und

(d).

Lemma 5.31 Ist vy = 3 oder vy = 4, dann ist fiir die betrachteten Runge-Kutta-Verfahren
Voraussetzung (c) in Satz erfiillt, wenn ¢ > vg — 2 ist. O

Beweis: Aus der vereinfachenden Bedingung C/(q) (siehe (2.17))) folgt fiir k =1,...,q

bIA~lER = gp Tt = = plp TR (5.75a)
und mit der vereinfachenden Bedingung B(p) (siehe (2.16])) fir £ = 1,...,¢, [ < k und
Ek—1<p-1
k! k!
prAleh = e 5.75b
ST - C (k—1+1) (575b)



Damit erhélt man fiir 7 = 2 aus (5.67)) mit (5.63b)), (5.63d) und den fiir L-stabile Verfahren
geltenden Beziehungen b’ 1, = 1 bzw. R(0) = 0 und J(0)1, = —1

22: (PRE 1) )

1=0

_ 3 (j"(o)ns - %R”(O) +2R(0)F(0)1, — iﬁe’(oﬁ)

—9 (—bTQl_3lls FTATSI, + (bTA2) (b A2,) — (bTQl_Q]lS)Q)

=0,
2

-y (T3R(2)ij(z)ns)" (0) + 22: (FPR(:)(2)e) " (0)

i=0 =0
L o N
_ 3 (TR”(O) —2R(0)J/(0)1, + ~R/(0)?

+J"(0)é + R"(0).J(0)& + 2R’ (0).J(0)é + 2R’(0)2j(0)a)
—2 (—bTQl_?’]ls —(TA2L) (bTA2L,) + 2(bT A21,)?
—bTABE+ (BTABL)(BTATE) + (T A L) (b ATE) — (bTQL*QIIS)Q(bTQl*&D
=2 <be91—3113 +(bTA21,)?

—bTA 20, + (BT AL + (pTAL,) (b AT,) — (bTm—2115)2>
=0

und damit fiir L-stabile Runge-Kutta-Verfahren mit einer Stufenordnung ¢ > 1 keine weiteren
Bedingungen.
Fiir j = 3 ergeben sich analog

ZS: (R J=1,)" )

=0
- 1 - . . . - . .
. (J”’(O)]ls — LRm0) + 3R7(0)7(0)1, + 3R/ (0)7(0)1, — SR (0)R" (0)
T T
F6R/(0)27(0)1, — 76_}?’(0)3>
~ 6 (—bTQl“‘]ls FTATML, + (bTARL) (BT A2L,) + (BT AL (6T A5,

o(bTAL) (b AL, — (b7 A2LL)2(bT A1) + (bTm—2]15)3>

=0,
3 n 3 - Lo~ n
-3 (T4R(z)ij(z)ns) (0) + <T4R(z)’J(z)é> (0)
i=0 =0
=74 (iﬁ,’”(o) —3R"(0)J'(0)1, — 3R'(0).J"(0)1, + gR’(O)R”(O) — 12R'(0)2J'(0)14
+1T—8R’(0)3 + J"(0)é + R"(0)J(0)é + 3R"(0).J'(0)é + 3R/ (0)J"(0)é

F6R!(0)R"(0)J(0)é + 6B (0)2.] (0)é + GR’(0)3J(0)5)
=6 <be91—4]18 —(bTABL) (BT A,) — (BTAT2D) (BT A3,) + 40T AA,) (0T A )
+2(bT A1) (bTAM,) — 3(bTA2L,)% — b A e+ (0T AT (b ATE)
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F( A3 (BTATZE) + (bTAT2D,) (bTAT3E) — 26T AT (BT A3, (BT AT
(0 A2,)2(6TA2E) + (b7 A2, (bTm—Qa))

=6 (=b A, + 2 TAC L) (BT APL) — (bTAPN)P — b AP, b A,
A3 BTAT) + BTATL)(BTA L) — 20" AT2 ) (B AT (BT AT)
—(TAL)2 (BT AL, + (T2, A ))

;iﬂ ( R(2)(2) ) 23:1( J(2)2)" (0) + ;23: (R T(2)2)" (0)

=0 =0 =0

R’( )3 = 2R"(0)J(0)é — 6R"(0)J'(0)é — 6R'(0).J"(0)& — 24R'(0)R"(0).J (0)é

_243'( 2T (0)é — 36R'(0)2.J(0)& + J"(0)&* + R"(0).J(0)é + 3R"(0).J'(0)é>
+3R'(0)J"(0)& 4 6R'(0)R"(0).J(0)& + 6R'(0)2.J'(0)&* + 6 R (0)3.J(0)& )
~3 (bTar‘*ﬂs FOTABL) (G AT, + (0T A2L) (6 TAT,) — 8(bTA2LL) (b A3,
—4(bTATL) (BT AT L) + 9B A2 — 26T AT (b ATE)
—2(bT A3 (BTAT2E) — 26T A2 (BT AT3E) + 8(b AL (A3 L) (b ATE)
+4(0TAT21)(bTAT2E) — 6(bTA)3(BTATE) — b ATE + (bTATM) (b TATE)
F(TAB)(BTATE) + (T A2 (BT AT3E) — 20" A1) (0T A L) (T ATLE)
(b ALL)2 (BT A2E) + (bTW?]lS)?’(bTere?))
=3 (bTQl_4]IS —6(0 AL (BTA2L,) — 4(b A1) +9(bTA21,)% — 2(bT A4,
=20 AL (BTATL) — 26T AT (BT A ,) 4+ 8(bT AT ,) (b A )
+4(b A2 (0 TATL) — 6(bTAT21)3 — 26T A, + bTAT 4+ 20T AT,
+2(0T A1) (0T ATL,) — 26T A1) (0T ATL) — 206" A2, + (bTQl_Q]ls)?’)
=0,

(5.67) ist fiir ¢ > 2 erfiillt. O

Unter den Voraussetzungen des folgenden Lemmas ist fir «, € {—1,0} die Vorausset-
zung (d) in Satz erfiillt:
Lemma 5.32 Das betrachtete Runge-Kutta-Verfahren sei A-stabil mit reguldrer Verfahrens-
matrix, und es gelte fiir die Stabilitdtsfunktion R(it) # 1 fir ¢t € R\ {0} sowie Rerp; <0
(folgt aus Voraussetzung (b) von Satz[5.28) und lim R(z) # 1.

Z——00
Sind dann die Matrixnormen in ([5.72) beschréankt, so existieren fiir r = ¢+ 1,...,p — 1 be-
schriankte Matrizen W, (I,,... ,TR )

k
Sind die Matrixnormen in beschré'mkt (sieche Voraussetzung (a) von Satz [5.28]), so exi-
stieren fir r=q+1,...,p beschrankte Matrizen W, _ 1)( TREjl). |

Beweis: Sei a, € {—1,0}. Aus der Definition [2.12| der Matrixfunktionen und der Formel
fiir die Matrixfunktion eines Jordan-Blocks ([2.25 folgt, daB die Matrizen W, (Inl2 ,TRE].I)

existieren und beschrénkt sind, falls die (gebrochen rationale) Funktion

J(2)[e" —rAc L

[
=R z (5.76)

Wia, (2) = Wi, (1,2) =
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fir z € C™ existiert und beschrénkt ist.

Da R(z) A-vertriiglich ist, ist R(z) analytisch fiir SRez < 0, und es gilt |R(z)| < 1 fir
Rez = 0. Aus dem Maximumprinzip fiir den Betrag analytischer Funktionen folgt deshalb,
daB |R(z)| < 1 und damit R(z) # 1 fiir Rez < 0 gilt. R(it) # 1 fiir t € R\ {0} gilt nach Vor-
aussetzung. Damit ist Wy, (2) fiir z € C™ \ {0} geméiB definiert. An z = 0 gilt jedoch
R(0) = 1, und damit verschwindet der Nenner. Aus den Runge-Kutta-Ordnungsbedingungen
fiir die elementaren Differentiale f"=Df ... fund f/fr=2f ... f folgt b7¢" = b A ! und
damit J(0)[¢" — rAe" Y =0 fir r = ¢+ 1,...,p — 1. Ist a,, = 0, so verschwindet deshalb fiir
r=q+1,...,p—1 auch der Zihler, ist a,, = —1, so gilt dies sogar fiir r = ¢+ 1,...,p. Nach
der Bernoulli-I’Hospitalschen Regel gilt deshalb

! T sr—11,—ar _ ~r 17 —ar—1
lim Wi (2) = lim 2 AE =] — anJ ([ — e
z—0 r 20 —R/(Z)

falls der Ausdruck auf der rechten Seite existiert. Wegen R'(0) = 1 kann deshalb die Liicke im
Definitionsbereich von W, (z) durch Definition von

f =JO)[E =AY =1, r=q+1,...,p
Wrar(o) - { —J’(O)[ET — TQlér_l] ta,=0,r=q+1,....,p—1
glatt geschlossen werden.
Ist (I; — 224) a4 die adjungierte Matrix von (I; — 221), so gilt
1
TG = G =
und mit der Stetterschen Darstellung (2.21) von R(z) folgt aus (/5.76]
b (I — 2A) agle” — rUETHzor
~det(Is — 22%) —det(fy — 2A + 2107

bT(IS — 22) agj,

WTO{,« (Z) (577)

Da 2 reguldr ist und lim R(z) # 1 gilt, hat das Nennerpolynom den Grad s. Das
Z——00

Zahlerpolynom hat hochstens den Grad s. Damit ist W, (z) fiir z € C™ beschrénkt, und es
folgt insgesamt die Behauptung. |

Zum Beispiel fiir die Radau-IA-, Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-Verfahren (L-stabil mit
regulérer Verfahrensmatrix) sowie das einstufige GaufBi-Verfahren sind die Voraussetzungen
von Lemma [5.32| an das Verfahren erfiillt:

Lemma 5.33 Fiir die Stabilitéitsfunktionen der Radau-IA-, Radau-IIA- und Lobatto-IIIC-
Verfahren sowie des einstufigen Gauf-Verfahrens gilt R(it) # 1 fiir t € R\ {0}. O

Beweis: Die Stabilitdtsfunktion des einstufigen Gauf3-Verfahrens ist die Padé-Approximation
vom Index (1,1)

1 z
R(z)= .12
1-3

und die Behauptung folgt fiir dieses Verfahren durch direktes Ausrechnen.

Die Stabilitdtsfunktionen R(z) = gj’;((zz)) (j = grad(Pjx), k = grad(Qjx)) der s-stufigen
J

Radau-TA- und -ITA- bzw. Lobatto-I1IC-Verfahren sind die Padé-Approximationen vom Index
(j, k) = (s,s — 1) bzw. (s,s — 2), und es gilt fiir die Konsistenzordnung p = j + k.

Aus

| Pjk(2)]
Q) (2)]
folgt fiir z = it wegen |e?*| =1 fiir t € IR

Qji(iy)| — | Pir(iy)| = O(PT) fiir y—0

le*| — =0T fir 2—0
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und damit fiir das sogenannte E-Polynom

Ejr(y) = (1Qjk(iy)| — \ij(iy)!)(!ij(iy)! + [ Pjx(iy)])
= |Qjr(iy)[* — |Pirliy)|> = O/ 1) fir y— 0.

Da das E-Polynom in y gerade ist und fiir die betrachteten Verfahren héchstens den Grad 2s
hat, folgt Eg(y) = cpy® fiir k = s — 1 und k = s — 2. Aus grad(Q) > grad(Ps) folgt ¢ > 0
und damit schliefflich Eg(y) > 0 fiir y # 0, was dquivalent ist zu |R(it)| < 1 fiir t € R\ {0}.

O

5.2.4 Konvergenzuntersuchungen fiir semilineare PDA-Systeme

In diesem Abschnitt sollen die Konvergenzuntersuchungen fiir lineare Systeme aus Abschnitt
auf Systeme mit nichtlinearer rechter Seite erweitert werden,

f=Ft2u).

Dazu wird zunéichst eine Abschéitzung fiir den globalen Diskretisierungsfehler der Stufen des
Runge-Kutta-Verfahrens (globaler Stufenfehler) im linearen Fall angegeben, die fiir die Kon-
vergenzuntersuchung im nichtlinearen Fall benotigt wird.

Definition 5.34 Mit ’ '
EW  =Us(tm + ci7) = U,

wird der globale Stufenfehler der i-ten Stufe des Runge-Kutta-Verfahrens bezeichnet. a
Mit -
n T T
b= (00T

und der Definitionsgleichung des globalen Gesamtdiskretisierungsfehlers (5.15) sowie den
Storungen (5.17) folgt aus dem Stérungslemma

Epmy1 = H(M,7D)ey, + G(M, D) (I, @ M)Apy1
d
+7G(M,7D) MA@ Inn) Y hE (Ioy ® By)T'0) ;.

v=1

Daraus erhélt man mit der Gleichung (5.23) des Verbundvektors der Residuenfehler der Stufen
und der Gleichung fiir den globalen Gesamtdiskretisierungsfehler (5.28)) die folgende Darstel-
lung fiir den globalen Stufenfehler:

p r
Em+1 - G(Mv TD)_I(IS X M) Z "7/_”7' [ET B rQ[ér_l] ® UiELT) (tm) T O(Tp+1)
r=q+1
d m
+r S0 S H(M, D) ROM,7D) I (M, 7D) (Toy @ Bo) T2,

v=1 =0
m

- Z H(M,7D)R(M, D)4 1_; + Z H(M,7D)R(M, D) L(M,7D)O(rP*!)
i=0 1=0

tit1
p Frtltar

m—1
+ ) , <—§ / H(M,7D)R(M, 7D)" " Wyq, (M, D) D U (5)ds
T
r=q+1 i=0

t;
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+H (M, 7D)Wya, (M, 7D) D+ UL (1)
—H(M,7D)R(M,7D)" ' W,o, (M, 7D) D+ " (t0)>

d
+7G(M, D) (A @ Ina) > W2 (Liy ©® BT ).

v=1

Aus (4.58) folgen mit (5.34) und H(A,7Dy) = G(A,TDE)_I(]lS ® A)

(Is ® Q") (G(M, D) (Iy @ M)) (I, ® Q) = (diag;g { (G(A, 7Dp) " (I ® A)), })Fl ,

ij
und

(I, ® Q" YH(M,7D)Q = (diag,;{(H(A,TDE))Z}) . (5.78)

i=1,...,s
Mit ;. = —1 ergibt sich damit analog zu Satz das folgende Lemma:

Lemma 5.35 Sei ¢* € [1,min(p,q + 1)] die groBte ganze Zahl, so da8 mit M € IN fiir 7 — 0
(M, — ), hy = 0 (N, — ), v =1,...,d und alle k mit k, = 1,..., N, die folgenden
Voraussetzungen erfiillt sind:

(a) G(A,7Dy) ist regulr,

b) W,_1) (A, 7D;) existiert geméfl (5.27), r=q+1,...,p,

(b) Wiy P

(¢) IG(A,7Dy) (I @ A)rat1=4" || und |I7TG(A, 7D;)~ (2 ® By)|| sind beschréinkt,

(d) fir i =0,...,M sind ||[TH(A,7Dz)R(A,7D;) J(A, 7D;) (I, ® By) ||,
|H(A, 7D7)R(A,7Dg)'rP =7 || und ||H(A,7Dz)R(A,7D;)'L(A, D)7 =7 || be-
schrankt,

(e) fir ¢« = M 4+ 1,...,M, — 1 sind ||H(A,7Dy)R(A,7Dp)"J(A,7D;) (I, ® By) |,
|H(A,7Dz)R(A,7Dg)'mP~7 || und ||H(A, 7D;) R(A, 7D;) ' L(A, 7D7)7P~7" || beschréinkt,

(f) |77~ H(A, TDE)R(A,TDE)iWT(_l)(A,TDE)H ist fiir i =0,..., Mound r=q+1,...,p
beschrankt.

Dann gilt fiir lineare Systeme fiir den Vektor der Diskretisierungsfehler der Stufen des Runge-
Kutta-Verfahrens bei geniigend glatter exakter Losung

B =0 (77) +0 (zd: hgv) .

v=1

|

Im folgenden wird zunéichst vorausgesetzt, dafl f komponentenweise eine globale Lipschitz-
Bedingung erfiillt: Fiir i = 1,...,n existiere [;, mit

|fi(t, &, ur) — [i(t, T u2)| < g flur — uall2 (5.79)
fiir alle uy,ug € R™, t € [to, ], T € Q.
Aus den Gleichungen ([5.3b)) fiir die Stufenwerte S,,+1 und (5.3d) fiir die Steigungswerte K, 1
folgt mit der in (5.7 definierten Matrix G(M, 7D)
G(M,7D)K i1 = (13 ® D)Up, + F(tma1, Smi1) (5.80)
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und damit aus der Verfahrensgleichung (/5.3a)) und den in ([5.8) und (5.9) definierten Matrizen
J(M,7D) und R(M,TD)

Um+1 == Um + T(bT & INn)G(M7 TD)il ((]ls ® D>Um + F(tm—i-l; Sm+1>)

= R(M,7D)Up, + 7J(M,7D)F(tms1, Smi1)-

Ausfiithren der Rekursion liefert

Uit = R(M,7D)™ Uy + 7 Z R(M,7D)"J(M,7D)F (tm+1—i,Sms1—i)- (5.81)
i=0

Durch Einsetzen von (5.80) in ([5.3b|) folgt mit ([5.7)
Smi1 = 1 @ Upy + 7 (A® Inn) G(M, 7D) ™" (14 ® D)Upy + F(tmi1, Smr1))
= G(M, D)"Y (G(M,7D) 4+ A ® D) (1 ® Iny) Un
+7G(M, D)™ (A ® Ing) F(tms1, Sms1)
= G(M, D)t (1, @ M) Uy, + 7G(M, D)™ (A @ Iny) F(tmsts Sme1)  (5.82)

und mit der in definierten Matrix H (M, D)
Spi1 = H(M, DUy, + 7G(M, D)™ (A ® Inp) F(tmit1, Smit)-
Durch Einsetzen von erhélt man
Spi1 = H(M,7D)R(M,7D)"Uy + 7G(M, D) (A ® Iny) F(tms1, Sms1)

m—1
+7 > H(M,7D)R(M,7D)"J(M, D) F (tm i, Sm—i)- (5.83)

i=0
Das System ([5.3) mit vorgegebenem Startvektor Uy hat genau dann eine eindeutige Losung,
wenn ([5.83)) eindeutig l6sbar ist. Es soll deshalb nun unter Verwendung des Banachschen

Fixpunktsatzes eine hinreichende Bedingung dafiir hergeleitet werden.
Aus der Lipschitz-Bedingung ((5.79) folgt fiir alle Vektoren Z;, Zo € R¥N™

| (IsN ® @T> (F(tmr1, Z1) = Fltmi1, 22)) | < 1)1 21 = Za|l, (5.84)
wobei €; € IR™ der i-te Einheitsvektor sei. Fiir die Abbildung
T: ZeRN" — H(M,7D)R(M,7D)"Uy + 7G(M,7D) ™" (A ® Inn) F(tms1, Z)

m—1
+7 Y H(M,7D)R(M,7D)".J(M, 7D)F (tm i, Sm—:) (5.85)
=0

gilt deshalb
ITZ1 = TZs| = 7|G(M, D)™ (A Inn) (F(tm+1, Z1) = F(tm+1, Z2)) |

= 7)Y G(M, D)™ (A @ Inn) (Ioy @ &)
=1

: (IsN X e—»;l’) (F(thrl’Zl) - F(tm+1v Z2)) ”

n
<Y |G D) A wa) | 1|12 - Zl|-
i=1
T bildet den Banachraum (IR*N", || - ||) in sich ab. Ist T kontraktiv, so folgt deshalb aus dem
Banachschen Fixpunktsatz die Existenz einer eindeutigen Losung von (5.83) bzw. (5.3)). Mit

(5.34), (4.58) und der fiir die Normen geltenden Beziehung (4.66]) erhélt man deshalb den
folgenden Existenzsatz:
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Satz 5.36 Sind mit einem x; < 1 fir 7 — 0 (M, — o0), hy — 0 (N, — 00), v =1,...,d und
alle k mit k, = 1,..., N, die Matrizen G(A, 7Dj) regulir und gilt

d n
A JIEA N ER D max IG(A, 7D~ (A @ &) | < k1, (5.86)
i=1 j=1

so besitzt das Verfahren 1) fiir hinreichend kleine 7 und A eine eindeutige Losung. O

Die exakte Losung u(t, &) des Ausgangssystems (3.2) erfiillt das lineare PDA-System

d
Avg(t, )+ Y By (g, (t,T) + 1302, (1, F)) + C o(t, T) = (L, F)
=1

mit O (¢, ¥)=f(t, Z, u(t, Z)). Das zugehorige lineare MOL-DA-System ist analog zu (4.45)) durch

MV (t) = DV (t) + F(t,Uz(1)), (5.87a)
V(to) = Ulto) (5.87h)

gegeben. Dabei ist U;(t) die Einschriankung von u(t, ¥) auf das Ortsgitter ;.. Fiir die nume-
rische Losung V;, dieses Systems mit dem Verfahren (5.3) und die Runge-Kutta-Stufen S

gelten nach (5.81]) und ([5.83)

Vins1 = R(M,vD)™'Ug + 73 R(M,7D)'J (M, 7D)F(tms1-i Sulir_),  (5.88)
=0
Sy 1 = H(M,7D)R(M,7D)"Uy + 7G(M,7D) ™" (A ® Inn) F(tms1, Sglil)
m—1
+7 Y H(M,7D)R(M,7D)"J(M,7D)F (tm—i, Sy ) (5.89)
=0
mit T
Srlr]ﬁi-l = (Uﬁ(tm + ClT)T, ce Uﬁ(tm + CST)T) .
Im folgenden bezeichne der Vektor
U=
EY =8-Sy (5.90)

den Diskretisierungsfehler der Stufen beziiglich der exakten Stufenwerte Snlﬁu des semilinearen
PDA-Systems und der Runge-Kutta-Stufen S 41 des linearen DA-Systems 1) Ferner sei

emt1 = Up(tmi1) = Ving1. (5.91)
Durch Einsetzen von ((5.89)) in (5.90) folgt

Spiy = H(M,7D)R(M,7D)"Us +7G(M,7D)™" (A @ Iy) F(tms1, Spisy)
m—1
+7 Y H(M,7D)R(M,7D)"J (M, 7D)F(tm—i, Sy’ ;) + Exn
1=0
und durch Subtraktion von (5.83))

U
Smh+1 - Sm+1

_ _ U _
= 7G(M, D)t (A® Iny) (F(tm+1, 1) — F(tma1, Sma1)

N—

m—1

+7 Y H(M,rD)R(M,rD)"J(M,7D) (F(tm_,-, SUE ) = F(tm_s, sm_i))
=0
+Ep 1
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Mit der Lipschitz-Bedingung ((5.84)) ergibt sich

n B . U-
190y = Small < D2l GO, 7D) ™ (2 @ &) 1S53 1 = S|
j=0

+3 1y, $§§< | H (M, 7D)R(M, DY J(M,rD) (Isy ® &) |
=0

m—1 U
7Y 1Sy = Sm—ill + 1Bl
=0

Daraus folgt: Ist mit einem My € IN

n
ko= sup { S 1y, | H(M, D) R(M, 7D)" J(M, D) (Iy © &) | :
Me,No>Mow=1,...d | =5
. te — 1
21207...,Me—2,7': eM80}<OO, (592)
so erhélt man unter der Voraussetzung (5.86)
|| I
IS m+1 Sm1]] < T Z 1S @+1 Sivall + il (5.93)

— K1

Nun wird das folgende diskrete Gronwall-Lemma angewendet (vgl. Werner/Arndt [58]):

Lemma 5.37 Seien o; und ;, j = 0,1,...,m, nichtnegative Zahlen mit §o < & < ... < &
Mit 6 >0, (10,71,-..,Tm—1) € RT, tj41 =t; + 7 gelte die Abschétzung

oo <& und Uj+1§527'i0'i+€j+17 7=0,1,...,m—1.

=0

Dann gilt auch
o—] S{]eé(tﬂ_t0)7 j:0717"'7m'

Damit folgt aus (5.93))

(te tO)
U 1
181 — Smtall < || E +1H

Ko K1
T 7(m+1) <
R TR

Mit Lemma [5.35] fiir den globalen Stufenfehler erhélt man

d
IS m+1 Sm1| = O (Tq*) +0 (Z hﬁ”) . (5.94)
v=1
Durch Einsetzen von (5.88)) in ((5.91)) folgt

Ui(tms1) = ROM,7D)" Uy +7 3 R(M, 7D)'J (M, 7D)F(tms1-5, Spls1 ) + ey

i=0
und durch Subtraktion von (5.81))
Us(tm1) = Uit = 7> ROM,7DYI(M, 7D) (F(tms1-is Syl i) = Fltm1 s Smr1 ) )
i=0
+67‘7/1+1'
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Mit der Lipschitz-Bedingung ((5.84)) ergibt sich daraus

n m 7; B U
U5 (bmy1) = Umeiall < D7l Y I R(M, 7D)' T (M, 7D) (Iey ® &) || 118,13 — Sma—ill
j=1 i=0
e - (5.95)

Insgesamt folgt mit (5.94) und durch Diagonalisierung der in (5.92)) und (5.95|) auftretenden
Matrizen der folgende Konvergenzsatz:

Satz 5.38 Sei f komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten Iy,
j=1,...,n. Gilt dann zusétzlich zu den Voraussetzungen von Konvergenzsatz Lem-
ma [5.35] (Konvergenz der Stufenwerte) und Satz [5.36] (Existenz der Runge-Kutta-Losung) fiir
j=1,...,n,da

Iy, ITR(A, TDE)iJ(A,TDE) (Is®é) | fir i=0,...,M,

Iy, |IR(A,7D;)' J(A,7Dp) (I, ®@ &) || fiir i=M+1,...,M.—1

sowie

Iy, |H(A, 7Dz)R(A, 7D) J(A,7Dg) (I, ® &) || fir i=0,...,M, -1

samtlich beschrénkt sind, so ist das Diskretisierungsverfahren ((5.3) konvergent mit der Ord-
nung (p1,...,pd, min{p*, ¢*}) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten
Lo-Norm beziiglich des Ortes. g

Satz ist nur fiir global Lipschitz-stetige Funktionen f anwendbar. Diese Voraussetzung
ist jedoch zum Beispiel fiir Beispiel (Pharmakokinetik in der Leber) und Beispiel
(Pulververbrennung) nicht erfiillt. Ist f nur lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung der
exakten Losung u mit Lipschitz-Konstanten [y, (),

fi(t. 2,y — fi(6 2,97 <y, (Ny' = vl (5.96)

fir y',9%2 € R"™ mit ||y — ullooc < v, |92 — ullo < 7, t € [to,te], 7 € Q, j = 1,...,n und
v € R, v > 0, dann kann die bedingte Konvergenz des Runge-Kutta-Verfahrens wie folgt
gezeigt werden:

Es sei

frt2,y)=f(t,Z,v(y,y)) mit v: RxR"—R"
und
yi ¢y —ul <oy
vi(v,y)=9 wi+7 yi > uty
uj =7 - Yyi < uj =7
Dann ist f7 komponentenweise (global) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten Iy, (7).
Es wird nun das PDA-System betrachtet, das entsteht, wenn f durch f7 ersetzt wird. Auf-
grund der Definition von f7 gilt f7(¢t,Z,u) = f(¢t,Z,u), u ist damit auch exakte Losung des
geéinderten PDA-Systems. Fiir die Stufenwerte S}, ; des zugehérigen Diskretisierungsverfah-
rens gilt unter den Voraussetzungen des Satzes [5.38]

d
1S,y = Sl = O (Tq*) +O (Z h;gv> _
v=1

Gehen 7, h;,i=1,...,d, so gegen Null, dafl

d d
Tzq*/Hhi—m und h?pj/HhiHO fir j=1,...,d
=1 =1
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gelten, so folgt wegen

d
Uz Uy
151 = Smalloon | TT i < 115041 = Sl
i=1

deshalb auch U
1951 = Smalloo — 0

und damit fiir hinreichend kleine 7 und h;

U=
191 = Smpalloe < -

S} .1 erfiillt dann aufgrund der Definition von f7 Gleichung (5.83)), wegen (5.80) und der
Verfahrensgleichung ([5.3a)) liefert die Diskretisierung mit f7 also die gleichen Niaherungswerte
wie diejenige mit f. Daraus folgt:

Satz 5.39 Sei f gemiB (5.96) komponentenweise lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung
der exakten Losung mit Lipschitz-Konstanten Iy,(y), j = 1,...,n. Mit I, (7) seien die Vor-
aussetzungen des Satzes erfiillt. Gehen 7, h;, t =1,...,d, so gegen Null, dafl

72‘1* hz-pj

=0, —— =0, j=1...d (5.97)
[T hi [T hi

=1 =1

so ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) bedingt konvergent mit der Ordnung
(p1,- .., pg, min{p*, ¢*}) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Lo-
Norm beziiglich des Ortes. |

Bemerkung 5.40 Bedingung (5.97) ist im Fall p; = 2, i =1,...,d, nur fiir d < 3 erfiillbar.
Falls ein p; = 1 ist, so muf} d < 2 gelten. |

5.2.5 Konvergenz bei Anwendung steifgenauer Runge-Kutta-Verfahren
mit singulidrer Verfahrensmatrix

Ist die Verfahrensmatrix 21 des Runge-Kutta-Verfahrens singulér, so ist das Runge-Kutta-
System schon im linearen Fall bei singuldrer Matrix A nicht eindeutig lésbar (vgl.
Bemerkung . In diesem Abschnitt soll der Spezialfall betrachtet werden, dafl die Ver-
fahrensmatrix 2 des Runge-Kutta-Verfahrens die Gestalt

A= ( 0 0 > eR* mit aeR*!, AeR5!
a 2A

mit reguldrer Matrix A hat, das Runge-Kutta-Verfahren steifgenau ist, also 1’ erfiillt, und

eine Stufenordnung g > 1 hat. Beispiele fiir solche Methoden sind die Lobatto-IITA-Verfahren.

Im allgemeinen existieren bei singulirem A keine eindeutigen Steigungswerte Kﬁ,?_H, die Stu-

fenwerte U ; und die Losung Uy, kénnen jedoch trotzdem eindeutig bestimmbar sein.

Da die Elerr);lgnte der ersten Zeile der Verfahrensmatrix verschwinden (a;; = 0,i=1,...,s),
gilt
Ul = Up. (5.98a)
Aus der Steifgenauigkeit folgt
U, = Upa. (5.98b)

Zunichst soll wieder ein gestortes Diskretisierungsverfahren ([5.4) betrachtet werden. Die Be-
ziehungen (5.98)) sollen auch fiir das gestorte Diskretisierungsverfahren gelten, das heifit, fiir

den Storungsvektor
+

T s) T
Om41 = <®1(11L)+1 ) ’@gn)+1 )
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zum Zeitpunkt ¢,,11 werden

o) —o (5.99a)
und
0% | = 0,11 (5.99b)
gesetzt. o
Definiert man fiir N € IN und Matrizen O, K € RV
GOK)=1, 190 -4 K (5.100)
und
-
o o T o T
Omi1 = <@§n)+1 S ) ,
-
9 T o T
Smt1 = <U¢(n2—)l-1 1o 7U7(n—)i-1 >
sowie

S = (02,708 T)
wobei (A]T(nlil, ceey lAanS) , die gestorten Stufenwerte seien, so ergibt sich aus unter Bertick-
sichtigung von und der aus und folgenden Beziehung ﬁg}rl =U,
G(M,7D) (§m+1 1) = (@@ D) (U5 — UL ) +7 (@ 2) @ I ) pa
+(Ls—1 ® M) (]1371 ® (Um — Um)
— (L1 © M +78@ D) (U — U
+7 <(ﬁ7 Qvl) ® INn) Pm41-

Unter der Voraussetzung, daf3 G (M, 7D) regulir ist, sind die Stufenwerte S, +1 und §m+1 der
Systeme (5.3)) und (5.4)) im linearen Fall eindeutig bestimmt, und es folgt

V)
v

St — Smy1 = G(M, D)™ (1,_; ® M + 78 ® D) (Um - Um)

+G(M,7D) M (I,—1 @ M)Opiy + 7G(M, 7D) ! ((a, A) @ INn) Pt

(5.101a)
= G(M, D) (1,1, ® M + 18 ® D) (Um - Um) + Oyt
rG(M, D) ((a, A) @ INn> ((Is ® D)Opsi + pm+1). (5.101b)
Mit dem Einheitsvektor €,_1; = (0,...,0,1)" € R*~!, der Definition
J(0,K) = (5}_1 ® IN> G0, K)! ((a, A) @ IN> (5.102)

sowie analog definiertem R und der in eingefithrten Matrix G folgt
R(M,7D) = Iy, +7J(M,7D)(1y ® D)
= Inn + 7 (€01 @ Ina ) GOM,7D) 71 (8, 2) © Iya ) (1, @ D)
= Inn + (€11 @ Inn ) G(M,7D) ™ (ré @ D+ 7(H @ D)(1y1 @ Inn))
— Iy + (ejj_l ® INn) G(M,7D)~?
: (Ta © D+ (Is_y @ M — G(M,7D))(1y_; ® INn)>

- (ef_l ® INn> G(M,7D)™ (1,1 ® M + 78 ® D). (5.103)
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Aus den Runge-Kutta-Gleichungen (5.4a)) und (5.4b) folgt wegen der Steifgenauigkeit und

(5.99b) Ui = U und mit (5.98b)
Um—l—l —Unt1 = Ur(yf-)yl - U7(7f-)|—1 = (éj—l ® INn) <'§m+1 - §m+1) :

Einsetzen von ((5.101b)) liefert schlieBlich mit (5.99b)) und analog (5.10) definiertem L

v

U = Unir = RO, 7D) (U = Un ) 4+ 7J (M, 7D)prs1 + s + LM, 7D)Ops,

eine zu (|b.14]) analoge Gleichung. Mit der Definition
H(O,K)=G(O,K) (1, ® O+ 14 ® K) (5.104)
erhilt man aus
Syt — St = H(M,7D) (O = Unn) + G(M, D) (11 @ M)Bpia
+rG(M, D)t ((a, A) ® INn) Pt

Damit folgt die Giiltigkeit des Storungslemmas [5.3] mit den entsprechenden “-Gréfien auch fiir
die in diesem Abschnitt betrachteten Runge-Kutta-Verfahren, wobei der Term A ® Iy, durch

(a, QVI) ® Iy, ersetzt werden muf.
Aus der vereinfachenden Bedingung C(q) (siehe (2.17))) folgt fiir £ =1

s

ag=c, i=1,...5s (5.105)
j=1

und damit ¢; = 0. Fiir den in (5.16b)) definierten Residuenfehler des ersten Stufenwertes folgt
deshalb
Al — o

Fiir steifgenaue Runge-Kutta-Verfahren (d. h., (2.20)) ist erfiillt) gilt aufgrund der Konsistenz-
bedingung (2.16]) mit £ = 1 und wegen (5.105|)

S S

1= Zbi = ZQSi = ¢s.
i=1 i=1
Damit folgt fiir die in (5.16]) definierten Residuenfehler des Verfahrens und der Stufenwerte

Om+1 = Agz)—&-l'

Die Voraussetzungen ([5.99)) sind fiir die Wahl (5.17)) der Stérungen damit erfiillt. Setzt man
Bo=(aQ7..a07)

so gilt deshalb auch eine zur Fehlergleichung ([5.28]) analoge Formel mit den entsprechenden
“-Grofen fiir die in diesem Abschnitt betrachteten Runge-Kutta-Verfahren.

Mit (5.29) gilt fiir die in (5.100) und (5.102) definierten Matrizen G(O, K) und J(O, K)
(I,_1 ® P)G(O,K)(I,_1 ® §) = G(diag,{ Ay}, diag, {Ci }),

S_lj(O, K)(Is ® P_l) = (g;r—l ® IN)(IS—I X S_l)é(O’K)_l(Is—l & P_l) ((a> Qvl) ® IN)
= (Z11 ® Iy)Gi(ding { Ay}, dinge G 1) ™ (6,2 @ Iy )

= J(diag,{ Ay}, diag;, {Cy}).
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Analog zu ((5.33a) gilt
é(diagk{Ak},diagk{Ck})*l = <diagk {(é(AkaCk)l)ij}> ,

ij=1,0ys—1
und es folgt

J(diag) { Ay}, diag,{Cy}) =
i,j=1,.,s—1

®1
- <diagk {< ! ®I”k) Gk G ((a % ®I"’“>)j}>~
i

]:17"'78

(Ak, C) }

Damit erhélt man analog zu (5.30d)), (5.30d)), (5.33c), (5.33d)) und (5.78)

STUR(0, K)S = diagy { (44, C1)}

S0, K) (I, © S) = (diagk { (E(Ak, ck))]}) :

7j=1,...,s
(L1 ® STHH(O,K) (1, ® §) = (diagy { (H(Aw,C0) }) L
i=1,...,.s—
und es folgt die Giiltigkeit von Konvergenzsatz [5.11] mit den entsprechenden “-Gréfen:

Satz 5.41 Sei p* € [l,min(p,z'—i— l4+ar: r=¢q+1,...;p) mit o, € R, o, > —1, die
groBte reelle Zahl, so dafl mit M € N fiir 7 — 0 (M, — o0), hy — 0 (N, — ), v=1,...,d,
r=q+1,...,pund alle k mit k, = 1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind:

(a) é(A,TDE) ist regular,
(b) Wya(A, 7Dy) existiert analog zu 1 ,

(c) fiir 4 = 0,..., M sind HTR(A,TDE)ij(/LTDE) (I, ® By) |, ||R(A’7-DE)i7_p+1—p*H und
IR(A, TDE)ii(Aa 7D7)TPT17P"|| beschriinkt,

(d) fir i = M +1,..., M, — 1 sind |R(A,7D;)"J(A,7Dz) (I, ® B,) |, |R(A, 7D;)'rP~"||
und ||R(A, 7D;)'L(A, 7D;)TP"|| beschréinkt,

(e) [|7"+i+er=P" R(A, 7D;)'Wya(A, 7D;)| ist fiir i = 0, ..., M, beschréinkt,
(5) [ID* UL (@) und || DU (1)]] sind fiir t € [to, t] beschrénkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3) fiir lineare Systeme mit geniigend glatter Losung

konvergent mit der Ordnung (p1, ..., p4, p*) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in
der diskreten Lo-Norm beziiglich des Ortes. |
Setzt man

:
o 2 T T
B = (B2 o BT )

so a8t sich auch Lemma iibertragen, wobei der Term |[7G(A,7D;) "' (2 ® B,)| durch
|7G(A, 7D;) 71 ((8,2) ® B,)|| ersetzt werden mus :
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Lemma 5.42 Sei ¢* € [1,min(p, q + 1)] die groBte ganze Zahl, so daB mit M € IN fiir 7 — 0
(M, — o), hy — 0 (N, — o0), v =1,...,d und alle k mit k, = 1,..., N, die folgenden
Voraussetzungen erfiillt sind:

9

(a) G(A,7Dy) ist regulr,
(b) WT(_l)(A, 7D;) existiert analog zu l’ r=q+1,...,p,
(¢) G(A,7Dz) Y (I,—1 ® A)77+1=0"|| und ||[7G(A, 7Dg)~((4,2) ® B,)|| sind beschriinkt,

(d) fiw i =0,...,M sind |7H(A, 7D;)R(A, 7D;)'J(A,7D;) (I, ® By) ||,
|H(A,7Dz)R(A,7Dg)!r?™ 14" || und ||H (A, 7Dz)R(A, 7Dz)'L(A,7Dg)m 1 =7|| be-
schrankt,

(e) fir i = M + 1,...,M. — 1 sind |H(A,7D;)R(A,7D;)'J(A,7D;) (I, ® By) |,
|H(A,7Dz)R(A, 7D;)irP~" || und ||H (A, 7D;)R(A, 7Dy L(A, 7Dy)7*~7"|| beschrinkt,

(f) |77 H(A,7Dz)R(A, D) Wy_1y(A, 7D;)| ist fiir i = 0,..., M, und r = g+ 1,...,p
beschrankt.

Dann gilt fiir lineare Systeme fiir den Vektor der Diskretisierungsfehler der Stufen des Runge-
Kutta-Verfahrens bei geniigend glatter exakter Losung

d
Epp1 =0 (Tq*> +0 (Z hﬁ”) .
v=1
Aus (5:82) folgt mit (5.98a)
G(M,7D)Spp1 = 7(@@ D)UY, + (1,4 ® M) Uy + 7 ((a, A1) INn) Fltmn, UYL Sntr)

= (L1 ® M +78® D) Uy + 7 ((a, A1) @ INn> Fltyst, Upy St

und mit der in (5.104) definierten Matrix H (M, 7D) bzw. (5.98b]) und den Gleichungen (|5.103|)
und (5.102) fiir R und J

Syt = H(M,7D)U,, + 7C:(M, 7D)~! ((a, A) @ INn> Fltyts Uny Smt),

v

Uns1 = (5;11 ® INn) Sm+1
= R(M,7D)Up, + 7J (M, 7D)F (tmi1, Upm, Sms1)-

Durch Ausfithren der Rekursion erhélt man daraus die zu (5.81)) und (/5.83)) analogen Glei-
chungen

Uni1 = R(M,7D)" Uy + 73 " R(M,7D)" J(M,7D)F (tmy1-i Ui, Sm11-i),
=0

9]

Syt = H(M,7D)R(M, D)™ Uy + 7C(M, D)~ ((a, A) @ INn) Fltmrt, Un, Smst)

v

m—1
+7 > H(M,7D)R(M,7D)"J(M,7D)F (tym—i, Um-1-is Sm—i)-
=0

Aus der Lipschitz-Bedingung (5.84)) folgt fiir Z;, Zo € RS~
| (1(3_1)1\/ ® @.T) (F(tmi1, Z1) — F(tms1, 22)) || < U1 21 — Zo|.
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Durch Betrachtung von
T: Z e REDN (M, 7D)R(M,7D)"Uy + 7G(M, 7D) ™ ((a, A) INn) Fltmsr,Um, Z)

v

Z (M, 7D)R(M,7D)'J(M,7D)F (ty—i, Unm—1—i, Sm—i)
=0

anstelle von ([5.85)) erhilt man deshalb analog zu Satz den folgenden Existenzsatz:

Satz 5.43 Sind mit einem k; < 1 fir 7 — 0 (M, — ), hy — 0 (N, — 00), v =1,...,d und
alle k mit k, = 1,..., N,y die Matrizen G(A, 7D;) regulir und gilt

d
TSl Iy 1||szj max |G(4,70p) 7 (@) @) [ < .
=1
so besitzt das Verfahren 1) fiir hinreichend kleine 7 und A eine eindeutige Losung. a

Auch die Gleichungen ((5.88)) - (5.95]) lassen sich iibertragen, man erhilt schliefllich analog zu
Satz den folgenden Konvergenzsatz:

Satz 5.44 Sei [ komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten [y,
j=1,...,n. Gilt dann zusétzlich zu den Voraussetzungen von Konvergenzsatz Lem-
ma (Konvergenz der Stufenwerte) und Satz firj=1,...,n, da8

Iy, |ITR(A, 7D;)" J(A,7D;) (I, ® &) || fix i=0,...,M,

Iy, | R(A, 7Dy)' J(A,7D;) (I, ® &) || fir i=M+1,..., M, — 1

sowie
Iy, |H(A, 7D )R(A, 7D;)' J(A,7D;) (I, ® €;) || fix i=0,..., M, —1
samtlich beschrénkt sind, so ist das Diskretisierungsverfahren ([5.3) konvergent mit der Ord-

nung (pi,...,pd, min{p*,¢*}) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten
Lo-Norm beziiglich des Ortes. g

Im linearen Fall lassen sich auch fiir die hier betrachteten Verfahren Aussagen iiber die Kon-
vergenz in Abhéngigkeit vom Zeitindex treffen:
Wegen

b (I, — 20 =&l (I, —22) " =¢l [(I,_; — 20)71(a,2)

stimmt die entsprechend (5.102) definierte Funktion J(z) = J(1, z) mit der in (5.62a)) defi-
nierten iiberein und damit dann auch R(z) und L(z). Aus J(z) = LJ(Z) folgt, daB auch

9

J(2) = J(z,7) = €1 (25— — 72) 71 (4, 2)
fiir z % 0 mit der in (5.62b)) definierten Funktion J (z) iibereinstimmt, fiir z = 0 ist sie gleich

dem entsprechenden Grenzwert. Konvergenzsatz kann damit direkt {ibertragen werden:

Satz 5.45 Seien mit ay € R, ap > —1, fiir 7 — 0 (M, — 00), hy = 0 (Ny > 0),v=1,...,d
und alle k£ mit k, = 1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(a) Es existieren fiir die Matrizenbiischel Dj:+AA Weierstraf-Kronecker-Zerlegungen geméf
(4.68) mit beschriankten Normen

|Qeciag Ny 0, 0}Q= ... [Qpdiag o0, Niy }Q=|
k
und
|Qing(N 0. O} Pl ... [ Qg 0N VP
firt=0,...,vg4 — 1,
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0 : i 1
S R,
b) Rerkz, < —cos —F— = 2 k 1 Lz
( el{kjl — ngjl-i-l - —%\/i . E]1 =3 J1 =1, )
(c) fir vg > 3 sei (5.67) fur [ =0, . —1, 5=1,...,vg — 1 erfiillt,

(d) im Fall o, ¢ {—1,0} existieren er (A, TDE) analogv zZu () und seien beschrankt, im
Fall ;. € {—1,0} existieren beschrinkte Matrizen W"‘“T(I”Ej ,TREJ.I) fir jy =1,...,1,
1

r=q+1,...,p, fiir a,, =0 sind die Matrixnormen in ([5.72)) beschrénkt,
(e) HDHO‘TU ™) (1)|| und HDH‘“U(T+1 (t)]| sind fiir r =g+ 1,...,p, t € [to,te] beschriinkt.

Dann ist das Diskretisierungsverfahren (5.3 fiir L-stabile Runge-Kutta-Methoden (im Fall
vg = 0 reicht A-Stabilitiat, im Fall vy = 1 A-Stabilitat mit lim R(z) # 1) mit regulérer

Verfahrensmatrix fiir lineare Systeme mit geniigend glatter exakter Losung nach vy Zeitschrit-
ten konvergent mit der Ordnung (p1, ..., pq, p*) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und
in der diskreten Lo-Norm beziiglich des Ortes mit

p*=min{p; ,pr: r=q+1,...,p},

wobei
r+1+a, —max{0,vgy — 1} : o ¢ {—1,0}
r+1+a, ap €{=1,0} und furi =0,..., vy — 1 gilt
_ i ie Sl e s
br el A ‘ (a, M) =re] A Z(a,Ql)c’" !
r+1—vg . sonst
gilt. O

Aus der vereinfachenden Bedingung C(q) (siehe (2.17))) folgt fir k =1,...,¢

k
und damit anstelle von ((5.75a)
&l @, 0 = ke 9T @) = = wEl o @, 901,

Mit der vereinfachenden Bedingung B(p) (vgl. (2.16]) erhélt man fir k =1,...,q, [ < k und
k —1 < p—1 anstelle von (|5.75b)

k!

ST oS e S vk—
e;r_lgl (a,m)ck 1 = m

Damit folgt fiir die hier betrachteten Verfahren analog die Giiltigkeit von Lemma
Auch Lemma [5.32] kann im Fall o, = 0 iibertragen werden, wobei anstelle der Regularltat
von 2 diejenige von A vorausgesetzt werden mufl und im Beweis die entsprechende
rationale Funktion nun mindestens den Nennergrad s — 1 und einen Zahlergrad von hochstens
s — 1 hat.

Die Stabilitéitsfunktionen der s-stufigen Lobatto-IIIA-Verfahren sind die Padé-
Approximationen vom Index (s — 1,s — 1). Die Bedingung R(it) # 1 fir t € IR\ {0}
ist deshalb zum Beispiel fiir das dreistufige Lobatto-IIIA-Verfahren erfiillt.
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Kapitel 6

Anwendung spezieller
Runge-Kutta-Verfahren

Die bisher entwickelte Theorie soll nun am Beispiel zweier spezieller Runge-Kutta-Verfahren,
des impliziten Euler-Verfahrens und des dreistufigen Radau-ITA-Verfahrens, angewendet wer-
den.

6.1 Das implizite Euler-Verfahren

Fiir das implizite Euler-Verfahren gelten

Die Anwendung des impliziten Euler-Verfahrens mit der konstanten Schrittweite 7 auf das
DA-System ([4.45) liefert das BTCS-Verfahren (backward in time, centered in space)

G(M, D) Upy1 = MUy, + 7F (tms1, Ums1),
mit Uy = U(ty), Up, = U(ty,) und
G(M,7D)= M —1D.

Aus Satz folgt mit

d
G(A,TDE) = A—TDE =A+T (Z)\z,k7Bz+C> )
=1
J(A,7D;) = G(A,7Dy) 7Y,
R(A,7D;) = I, + 7G(A,7D;)~'D
= G(A,TDE)_IA,

L(A,7D;) = 7G(A,7Dy)"'D

z=G(A,7D;)"" (G(A,7Dg) + 7D;)

P G(A,TDE)flA -1,

Satz 6.1 Sind mit M € N fiir 7 — 0 (M, — 00), hy — 0 (N, — ), v =1,...,d und alle k
mit k, = 1,..., N, die Matrizen G(A, 7Dj) regulir und sind

17 (G(A,7D;) Y A)" G(A,7D) "By, || (G(A,7Dx) " A)" 7| fiix iy =0,..., M
sowie

| (G(A,7Dp) " A)" G(A, 7DR) ' Byll, | (G(A, 7D A)* | fiix ip = M+1,..., Mo —1
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sdmtlich beschrénkt, so ist das BT CS-Verfahren fiir lineare Systeme konvergent mit der Ord-
nung (p1,...,pd,1) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Lo-Norm
beziiglich des Ortes, wenn die zweiten Ableitungen der exakten Losung nach der Zeit und
fir p; = 1 die dritten und fiir p; = 2 die vierten Ableitungen der exakten Lésung nach x;
beschréankt sind, i =1,...,d. O

Bemerkung 6.2 Ist A regulér, hat das System also den Zeitindex 0, so folgt schon aus der
Beschréanktheit von ||7 (G(A,TDE)*IA)Zl+1 Il |l (G(A,TD/,Z)*lA)m+1 || fiir alle k& wegen

_ 7 _ _ 1+1 _
| (G(A, 7D A) G(A,7D) ' By|| < || (G(A,7Dp) ' 4) ™ | |47 B,

die Beschrinktheit der iibrigen Matrizen in Satz d. h., man erhélt das obige Konvergenz-
resultat. m

Beispiel 6.3 Gegeben seien das System aus Beispiel mit differentiellem Zeitindex 2 sowie
konsistente Anfangs- und Randwerte. Die Matrix

1+7 7(1—Xg) 0
G(A,7Dy) = 0 1 (1 —Ag)
0 T 0

ist fiir 7 > 0 und A\; < 0 regulér, es gelten

R 1 72()\k—1) 0 72(1—)\k)2
(A, 7Dy) =72(1+7)<)\k_1) 8 _7(10+T) T(AkIB(Tl+T) ;

0
1
G(A,7Dy) tA = 0 0 0|,
T+ — 1) 0 4 0
1 . 0 —7(M\—1) 0
G(A,7Dy)'B = 0 0 0
T(l—i-T)()\k—l) 0 0 1+7_
und fir 7 > 1
, ) 100
(G(A,7Dy)*A)" = - 000
(1+7) 00 0
sowie fir 7 > 1
, . 0 -1 0
—1 ? —1 _
(G(A,7Dy) 'A) G(A,7Dy)"'B = T 8 8 8

Nach obigem Satz ist das BTCS-Verfahren bei geniigend glatter exakter Losung unbedingt
konvergent mit der Ordnung (2,1). Dies wird auch im numerischen Experiment bestitigt:
Werden Anfangs- und Dirichlet-Randwerte und die rechte Seite zum Beispiel so gew#hlt, daf

e’(1+1t)
u(t,z) = | €*Tsin(t)
e3% cos(t)

in [0,1] x [0,1] die exakte Losung ist, so erhilt man als numerisch bestimmte Zeitordnung
beziiglich der diskreten Lo-Norm 1:
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01771 28 2t 95
0.1n~1

251099 099 1.00
2° 1099 099 1.00

und als numerisch bestimmte Ortsordnung 2:

01771 ] 23 24 25

0.1n~1
28 2.00 2.00 1.99
29 1.99 2.00 2.00. O
Bemerkung 6.4 Sei e_; = lear |l = HUg(tMe) — Uy, || die diskrete Lo-Norm des mit der
Zeitschrittweite 7 und den Ortsschrittweiten i = (hy, ..., hq) erhaltenen globalen Diskretisie-

rungsfehlers zum Zeitpunkt t.. Dann kann die numerische Konvergenzordnung beziiglich der
Zeit ppum bestimmt werden geméfl

Prumz j, = ldia
4 e

wobei 1d(x) den Logarithmus von x zur Basis 2 bezeichnet. Unter der Voraussetzung, daf
e = C17P + (s gilt, wobei C7 und C5 von h abhéngen, folgt

IRl ¢ A
pnumiﬁ—ldw—ldQ =Dp.

Die numerische Konvergenzordnung beziiglich des Ortes wird analog bestimmt. O

Auch Konvergenzsatz kann fiir das BTCS-Verfahren vereinfacht werden. Dazu wird das
folgende Lemma verwendet:

Lemma 6.5 Fiir das implizite Euler-Verfahren gelten fiir beliebigen differentiellen Zeitindex

Vat-:

(a) Bedingung (5.67)) ist erfiillt,

Beweis:
(a) Fiir das implizite Euler-Verfahren gelten nach (5.62b)) und (5.62c)
~ 1 ~ T Z
J(z) = R(z)=1 = .
(2) z2—7 (2) +Z—T Z2—T

Daraus folgt mit der binomischen Reihe

(P71 R(2)' I (2)d) V) (0) = 77 (ﬂ <T>+l) o)

_ ()it (j; s Zz)iﬂ) (0)
= (—1)"Lp lz; <Z 7; l) % (;)Hi (0)

= (—1)”%!(*;)
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und damit, daf§ die Behauptung (a) dquivalent ist zu

l

. J
3 J! S (i) ; :
m (—Z)l k(— +1<2) =0 fU.I' ZZO,,]—I
k=0 " i=0

fiir alle j > 1. Dies ist genau dann erfiillt, wenn fiir j > 1

7 .
sz <>—O fir £=0,...,7—1

i=

gilt, was mittels vollstandiger Induktion {iber k£ bewiesen werden soll:

J L
e Ind.-Anf: Y (=1)'() =0fir j > 1 (k=0).
=0
J L
e Ind-Vor.: > i(—=1)'(J) =0fiirj >k, 0<1<k.
i=0

J s
e Ind-Beh.: > i*(=1)"(J) =0 fiir j > k + 1.

o Ind.-Bew.:
izj;ml(_l)i@):izjglk z<z ) :_]Z (i + 1) ( Z.1>

1

S5 ()5

2

nach Induktionsvoraussetzung, da j — 1 > k > [ gilt.

(b) Damit p; =1 gilt, miissen (5.69) und (5.70) fiir alle j > 2 und [ = 2,. .., j erfiillt sein.

Nach (5.62d) gilt L(z) = 7.J(z). Damit folgt die Giiltigkeit von (5.70) wie im Beweis
von (a).
Wegen

=\ @) j / 2t B i j—i . 2t
(FRE)" © = <j; (Z_T)> (0) = (~1)ir (;zjj (1_)) (0)
— )i Jz<z+l—1>j; (;)IH(O)

_ 0 :1=0
S s iz
folgt wie im obigen Induktionsbeweis
g 1
* (7 R(z ) 0
S () = Sienn(] ) -

fir k=0,...,7 —2, j > 2 und damit auch (5.69) fir [ =2,...,7.
O

Mit diesem Lemma erhilt man aus Satz den folgenden Konvergenzsatz fiir das
BTCS-Verfahren:
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Satz 6.6 Seien fir 7 — 0 (M, — o0), hy — 0 (Ny —»0), v = 1,...,d und alle k mit
ky,=1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt:

(a) Es existieren fiir die Matrizenbiischel Dj;+\A Weierstrafl-Kronecker-Zerlegungen gemif
(4.68)) mit beschrdnkten Normen

|Qpcliag{N: .o, 0}Q2 1. [Qpdiaglo.. ..,0, N}, }Q7|
k
und A
‘|QEdiag{N7Zl,;1’o’ cee 70}PEB”U||7 ceey HQEdlag{o, ..., 0, N%EIE}PEBUH
firi=0,...,uq4 — 1,
0 : ngi, = 1
(b) Mery < u 3o =2
ekp. < —cos = , =1,...,1.
=TT T VR g =30 ;

Dann ist das BTCS-Verfahren fiir lineare Systeme mit geniigend glatter exakter Losung nach
va: Zeitschritten konvergent mit der Ordnung (p1,...,pq, 1) in der Maximumnorm beziiglich
der Zeit und in der diskreten Lo-Norm beziiglich des Ortes. O

Bemerkung 6.7 Die Konvergenz fiir beliebigen Zeitindex ist an die Voraussetzung konstan-
ter Zeitschrittweite gebunden. Im Fall variabler Schrittweite erhélt man fiir Systeme mit einem
Zeitindex grofler als 2 auch bei Erfiillung der Voraussetzungen (a) und (b) von Satz im
allgemeinen keine Konvergenz. O

Beispiel 6.8 Betrachtet werde wie in Beispiel wieder das System aus Beispiel mit
differentiellem Zeitindex 2. Fiir die Weierstraf-Kronecker-Transformation aus Beispiel
gelten neben den dort gezeigten Eigenschaften zusétzlich

0 00 0 00 0 00 0o 0 0
Qe 0 1 0 |@t=1010 und Qx| 0 0 1 |Qt=|0 0 0
001 001 000 0 x5 0
Damit sind auch die Voraussetzungen von Konvergenzsatz erfiillt. O
Beispiel 6.9 Betrachtet werde das lineare PDA-System
010 0 0 -1 -1 -1 -1
0 01 Ju+]| 0 =1 =1 Jug+ 0 -1 0 Ju=f
0 00 0 0 O 0 0 -1
—A -B —c

mit « € [—0.5,0.5], ¢t € [0.0,1.0]. Die rechte Seite, Anfangs- und Dirichlet-Randbedingungen
werden so gewahlt, daf}
e sin(t)
u(t,z) = | €2* cos(t)
e3z+t

die exakte Losung ist.
Aus folgt
1 1 1+ Mg
Dpy=-XB-C=| 0 1+X X
0 0 1
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Mit

Me+1 —1 —x—AZ—1 pyesENU
P, = 0 1 A —1 und Qg = 0 )\k}rl )\lrll*l
0 0 1 0 0o 1

erhélt man die Weierstrafi-Kronecker-Zerlegung

010 100
PAQ,=|0 0 1], PD:Qr=[0 10
000 00 1

Das PDA-System hat also den differentiellen Zeitindex 3. Wegen

A +1 0 0

Q' = 0 M+1 -1
0 0 1
gelten
a b c a b )\Ck_erl
Q| 0 a b Q;l =10 a /\kf)i—l
0 0 00 a
und
a b c 0 o R
Qrl 0 a b | PB=1] 0 _/\;ﬁ%l ——/\;H
0 0 a 0 0 0

Da aus der Gleichung fiir die Eigenwerte (4.16) mit der Gleichung (4.2)) fir A und der
Abschétzung ((5.51Db))

4 . jm (N+1)? jm j°
A= ——gin? 2" — _ 2 < - <4 1
1T TR (N ) 2 MaoNTn ST 2s (6.1)

folgt, sind die Voraussetzungen von Konvergenzsatz damit erfiillt, und das BTCS-
Verfahren konvergiert (nach 3 Zeitschritten).
Numerisch erhélt man im Fall konstanter Zeitschrittweiten eine Konvergenzordnung beziiglich
der Zeit von 1:
01771 2+ 20 26
0.1h~1
28 1 1.01 1.00 1.00
29 11.01 1.00 1.00

und eine Konvergenzordnung beziiglich des Ortes von 2:

01771 2+ 28 26
0.1n 1

28 1.95 1.96 1.95
29 1.91 1.95 1.97.

In der folgenden Tabelle ist der Fehler nach dem jeweils ersten Zeitschritt aufgetragen, und
man sieht, daf er fiir kleiner werdende 7 nicht gegen Null geht:

01771 | 2° 26 27
0.1 1T

27 0.062 0.063 0.064
28 0.062 0.063 0.063
29 0.062 0.063 0.063.
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Auch im Fall variabler Schrittweiten konvergiert das BTCS-Verfahren nicht, wie numerische
Rechnungen bestétigen. m

Im nichtlinearen Fall folgt fiir global Lipschitz-stetige rechte Seiten f mit
H(A,7D;) = G(A,7D;) "' A
aus Satz der folgende Konvergenzsatz:

Satz 6.10 Sei f komponentenweise global Lipschitz-stetig mit den Konstanten Iy,
j=1,...,n. Sind mit M € N fir 7 — 0 (M. — o0), hy — 0 (N, — o), v = 1,...,d
und alle k mit k, = 1,..., N, die Matrizen G(A, 7D;) regulér und sind

I7 (G(A,7D;) " A) G(A,7D) ' B,|l, | (G(A,7Dy)~*A) 7| fiw i=0,...,M
und

1 (G(A,7Dp) " A) G(A, 7D) "By, | (G(A,7Dp) A Y| fir i= M +1,..., M,
sowie

U ITG(A, D) T AG(A, 7D T e, Uyl (G(A, 7DR) 1 A) G(A, 7Dp) ' |

firj=1,...,nund 7 =1,..., M, simtlich beschrinkt und existiert k1 < 1, so daf}

d n
TTTISel 1SEH1D 1y, m}?XlIG(A, D) 'E | < m
i=1 j=1

gilt, so ist das BTCS-Verfahren fiir geniigend glatte exakte Losungen konvergent mit der
Ordnung (p1,...,pq,1) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in der diskreten Lo-
Norm beziiglich des Ortes. a

Die Anwendung dieses Satzes verdeutlichen die folgenden zwei Beispiele:
Beispiel 6.11 Betrachtet wird das System aus Beispiel (Pharmakokinetik in der Leber),

10 ~ 0 |4, —k1ouy + ckotus
V2 _ Ve N
( 01 > e ( 0 0 >(um D te) (;kum — karug — % .

—A =B
Es gilt

0 1
daraus folgt wegen 7, D > 0 und da fiir geniigend kleine h analog zu (6.1)) \x < 0 ist,
|G(A, 7Dy) Al = 1.
Da fiir die exakte Losung us > 0 gilt, folgt aus Satz und Satz mit

k;2 Vmame ?
ly, = \/m und g, (y) = \/5122 + <k21 + (Km—’Y)2>

und den Schranken (4.23) an ||Sp|| und ||Sp'||, daB das BTCS-Verfahren fiir dieses Beispiel

zumindest unter der Bedingung %2 — 0 mit der Ordnung (1,1) gegen die exakte Losung
konvergiert. Zum Beispiel erhélt man fiir das System (vgl. [17])

<0.96 0.00
Ut =

345 3.5 0
0.00  0.00 ) (ta — 10.443%u) + ( 1070 —10.70 >u+ ( Tt >

D S
G(A,7Dy) "A=G(A,7Dy) ' = (A+7\B) ! = ( =Xz :

auf [0,1] x [—3%,4] mit Anfangswert u(0,z) = 0 und Randwerten u;(t,—3) = 20te 1%,
ui(t,3) =0 fiir 6 = 0 (die erste Ortsableitung wird durch den riickwirtsgenommenen Dif-

ferenzenquotienten approximiert) 1 als numerisch bestimmte Zeitordnung;:
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0'17_—1‘ 210 211 212
0.1h71

24 1.00 1.00 1.00
25 0.99 0.99 1.00
26 0.96 0.99 0.99

und auch 1 als numerisch bestimmte Ortsordnung;:

01771 [ 210 2t 22
0.1h~ 1
24 1.09 1.09 1.09
25 1.04 1.04 1.04
26 1.02 1.02 1.02.

Setzt man dagegen § = % (die erste Ortsableitung wird durch den zentralen Differenzenquo-
tienten approximiert), so erhilt man wieder 1 als numerisch bestimmte Zeitordnung:

0177t | 26 27 28
0.1 1
27 1.03 1.02 1.01
28 1.03 1.02 1.01,

aber nun 2 als numerisch bestimmte Ortsordnung;:

01771 | 26 27 28

0.1n 1
27 1.99 1.99 1.98
28 1.99 2.00 2.00. O

Beispiel 6.12 Das System aus Beispiel (Pulververbrennung) 1a8t sich schreiben als

d
1 0 -k 0 _E (@
< 0 1 > up + E ( 0 0 )uxlxl = Kouge ™ (_1>
\ , =1 \ ,

=A =B;
mit & € (—1,1)%, ¢ € (0,1). Als Anfangsbedingung wird
500

<Yo 10 -2

i=1

u(t, @) = ) mit Yy >0

gewihlt. Am Rand werden fiir uq; homogene Neumann-Randbedingungen vorgeschrieben.
Analog zu Beispiel folgt

1
—Fg 0
d
G(A,TDE)_I = G(4, TDE)_IA = R Nk
0 1

Aus (4.40) folgt Ak, < 0 und damit wegen 7, k> 0
I (G(A,TD/,;)_lA)Z | = 1.

Da fiir die exakte Losung w1 > 1 und 0 < ug < Yy gelten, folgt mit



dafl als Lipschitz-Konstanten

16(Y; 2
lf2(’7) = KO\/l + (E?Q;;,Y)a lf1 (’7) = QlfQ('Y)

gewihlt werden konnen. Mit erhélt man aus den Sétzen und dafl das BTCS-
Verfahren fiir dieses Beispiel zumindest unter der Bedingung - — 0 mit der Ordnung (1, 1)
gegen die exakte Losung konvergiert. Dies wird auch numerisch bestétigt, fiir d = 1, Yy = 1,
k = 0.0001, Ko = 5800, E = 11000 und @ = 2700 (vgl. [30]) erhdlt man als numerisch
bestimmte Zeitordnung 1:

01r~t | 25 26 o7
0.1 1

23 1.00 1.00 1.00
24 0.98 0.99 1.00
25 1.00 1.00 1.00

und als numerisch bestimmte Ortsordnung ebenfalls 1:

01771 | 2° 26 27

0.1p 1

23 0.98 0.98 0.98

24 0.99 0.99 0.99

20 1.00 1.00 1.00. O

6.2 Das dreistufige Radau-ITA-Verfahren

Das dreistufige Radau-ITA-Verfahren ist festgelegt durch die Verfahrensmatrix

88—7v/6 296—169v6 —2+3v6

360 1800 225
A — 206+169v6  88+7v6  —2—-3v6
1800 360 225 ’
16—6v/6 164+6v6 1
36 36 9

den Wichtungsvektor
h— (16—6\/6 16+6v6 ;)T
= 36 ° 36 0
und den Knotenvektor

4-/6 446 1)T
0 > 10 ° :

e=(

Es hat die Konsistenzordnung p = 5 und die Stufenordnung ¢ = 3.

Fiir dieses Verfahren gelten nach Py, = 5 fir vy € {0,1,2} und p} y ST — v fiir
vg: > 3. Nach Lemma ist Voraussetzung (c) in Konvergenzsatz fir vy < 4 erfiillt.
Wihlt man fiir vy € {0,1}

0 : alle Randbedingungen sind homogen im Sinne von (5.57)) oder periodisch
ay = —% +¢e: Mp = Mp = () und nicht alle Randbedingungen sind homogen

—5te: sonst

und as = —1 und fiir vy € {2,3,4} a, = —1, so erhélt man aus Satz mit den Sétzen
und und den Lemmata [5.32| und zusammengefafit den folgenden Konvergenzsatz:

Satz 6.13 Seien fiir ein ¢ > 0 und 7 — 0 (M, — o0), hy — 0 (N, — 00), v =1,...,d und
alle k mit k, = 1,..., N, die folgenden Voraussetzungen erfiillt:
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(a) Es existieren fiir die Matrizenbiischel D;:+AA Weierstraf-Kronecker-Zerlegungen geméf
(4.68) mit beschriankten Normen

HQEdlag{N;Lm, 0,... )O}lenu ceey ”Qk’dlag{o’ -0, NTZN‘EZE }leH
und
|Qyeliag (N 0. 0 PgBl .., [ Qpdiagfo, ..o, Ny }PiB|
firt=0,...,vg4 — 1,
0 Ej =
_1 . —
(b) Rekz, < —cos —"— = 1 2 ki1 =1 I~
B S TSR T —hvE g, =30 1= bk

(c) falls vg € {0,1}, so seien r; = 0 fiir i € My, es existiere Dg , und es gelte mit einer von

7 R . 3
h unabhéngigen Konstanten C fiir 0 < g < %

d
|(D§)ij| <O <1+Z)\U7kv|ﬂ> . i,j=1,...,n,

v=1
sowie

(i) falls alle Randbedingungen homogen im Sinne von ((5.57)) oder periodisch sind, so
sind die Matrixnormen in (5.72]) beschrénkt,

(i) falls Mp = Mp = (), so existieren beschrinkte Matrizen W4(—i+5) (A,7Dy),

(iii) andernfalls existieren beschrinkte Matrizen a3 (4, 7Dp).

Dann ist das Diskretisierungsverfahren fiir lineare Systeme mit geniigend glatter exakter
Losung nach vg Zeitschritten (im Fall (¢)(ii) unter der Bedingung h; = h, i = 1,...,d)
konvergent mit der Ordnung (p1,...,pq, p*) in der Maximumnorm beziiglich der Zeit und in
der diskreten Ls-Norm beziiglich des Ortes mit

( 5 ¢ vy € {0,1} und alle Randbedingungen sind homogen im Sinne von ([5.57))

oder periodisch
475 —¢e: vg € {0,1}, Mp = Mp = () und nicht alle Randbedingungen sind
* homogen
PP= 425 —¢: yy e {0,1}, Mp # 0 und nicht alle Randbedingungen sind homogen
3 L Vg = 2
2 U =3
1 L Vgt = 4 O

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Abhéngigkeit der Konvergenzordnung beziiglich der
Zeit von der Art der Randbedingungen:

Beispiel 6.14 Betrachtet werde das Differentialgleichungssystem

0 -1 0
1 =1 0 | w4+ ug —u=f(t,x)
1 -1 0
—_————
—A
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mit z € [—1,1] und ¢t € [0, 1]. Es gilt nach (4.59) Dy = (1 — Ax)I3 mit A\y < 0 wegen (4.16]),

[E27) bow. (D).
Mit

s
I
|

1 0 + 0
V/3i 1 0 und Qp = —@i @z 0
1 L V3 V3 1

3 3

100 ki 0 0
PkAQk = 01 0 s PkaQk = 0 /ik72 0
0 00 0 0 1

- %()\k D1+ VB, s = %()\k S )1 = VB,

Das PDA-System hat also den differentiellen Zeitindex 1. Da die Elemente von Pj fiir alle
A < 0 beschréankt sind und @y und damit auch Q,;l unabhéngig von k sind, ist die Voraus-
setzung (a) des Satzes erfiillt, und auch die Matrixnormen in sind beschrankt.
Wegen Reky/p < —% ist auch die Voraussetzung (b) erfiillt.
Fir0<y,0< g <1und

9(B) =14y’ — (1+y)°

gilt wegen ¢(1) = 0 und
J(B) =y Iy - (1+y) In(l+y) <0

auch
9(B) =0

und damit
(1-=M)P <14 (=\)P fiir \<0, 0<B<1.

Aus den Lemmata und folgt, daf8 beschrinkte Matrizen Wy_1)(A,7Dy) und
Wyo(A, 7Dy) existieren. Da Dy, regulér ist und nach (5.27))

W4a(A, TDk) = W4(_1)(A, TDk)(TDk)_l_a = W40(A, TDk)(TDk)_a

gilt, folgt

i 1 o
|Wia(A, 7Dy) | < min {rw4<_1><A,TDk>u WA, 7D (1~ M) } ,

(7(1 = Ag))

und damit sind die Matrizen Wio (A, 7Dy) fiir o € {—2 + ¢, —% + &} beschréinkt, und auch
die Voraussetzung (c) des Satzes ist fiir dieses Beispiel erfiillt.
Damit wird folgende Konvergenzordnung p* beziiglich der Zeit vorhergesagt:

5 : die Randbedingungen sind homogen im Sinne von (|5.57)) oder periodisch
p* =< 4.75 —e: inhomogene Neumann-Randbedingungen
4.25 — ¢: inhomogene Dirichlet-Randbedingungen

mit € > 0 beliebig klein. Dies wird auch numerisch bestétigt:

(1) Waihlt man die rechte Seite so, da8
u(t,z) = z%(e”, e_%t,simt)T
die exakte Losung ist, so liegen inhomogene Dirichlet-Randwerte
u(t,—1) = ut,1) = (et e 2 sint) "

vor, und die numerisch bestimmte Zeitordnung betriagt 4.25:
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(2)

01771 | 22 23 24
0.1n 1

23 4.24 425 4.25
24 424 425 4.25
20 4.24 424 4.25.

Wird die rechte Seite dagegen so gewahlt, dafl
u(t,z) = (2% — 1) (e, e_%t,sint)T

exakte Losung mit homogenen Dirichlet-Randwerten ist, so erhélt man eine numerisch
bestimmte Konvergenzordnung beziiglich der Zeit von 5:

01771 22 28 2
0.1nh71

23 4.97 4.99 4.99
24 4.97 4.99 4.99
25 497 4.98 5.00.

Die rechte Seite wird nun so gewihlt, dafl
u(t,z) = (22 — 1)(e !, e 2! sint) " +3(1,1,1)"

exakte Losung ist. Die Dirichlet-Randwerte w(t,—1) = wu(t,1) = t3(1,1,1)7 sind
nun inhomogen, aber die Zeitableitungen vierter Ordnung (das dreistufige Radau-ITA-
Verfahren hat die Stufenordnung 3) von wu(t,£1) verschwinden. Wie erwartet ist die
numerisch bestimmte Konvergenzordnung beziiglich der Zeit deshalb erneut gleich 5:

01771 22 28 2t
0.1n1

23 4.97 4.99 5.05
24 497 4.99 5.05
25 4.97 4.99 5.05.

Wahlt man dagegen
u(t,z) = (2% — 1) (e, e 2! sint) T +¢4(1,1,1)7

als exakte Losung, so verschwinden auch die Zeitableitungen vierter Ordnung von
u(t, £1) nicht mehr, und man kann eine Ordnungsreduktion beobachten:

01771 22 28 2
0.1n1

23 426 4.26 4.26
24 426 4.26 4.26
25 426 4.26 4.25.

Wé&hlt man die Losung wie in (1), aber gibt nun (inhomogene) Neumann-
Randbedingungen wu, (¢, +1) = :|:2(e_t,e_%t,sin )T vor, so erhélt man eine numerisch
bestimmte Zeitordnung von 4.75:

01r7' | 22 28 !
0.1n7 1

23 473 474 4.74
24 473 A74 A4
25 473 474 4.74.
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(6) Wihlt man
2

u(t,x) = x(% —1)(e7, e_%t, sint) " +t3(1,1,1) "
als exakte Losung, so verschwinden die vierten Zeitableitungen der Neumann-

Randbedingungen u,(t,+1) = ¢3(1,1,1)T, und man erhilt numerisch wieder eine Kon-
vergenzordnung beziiglich der Zeit von 5:

01771 22 28 2
0.1 1

23 498 4.99 5.04
24 498 4.99 5.04
25 498 4.99 5.04.

(7) Wahlt man schliefllich die rechte Seite und die Anfangswerte so, dafl
u(t, ) = sin(rz) (e, e_%t, sint) "

exakte Losung mit periodischen Randbedingungen ist, so erhéilt man numerisch ebenfalls
die maximal mogliche Zeitordnung 5:

01771 22 28 2

0.1t

20 4.88 4.94 497

21 4.89 4.95 497

22 491 4.96 4.98. O

Die folgenden zwei Beispiele sind von hoherem Zeitindex:

Beispiel 6.15 Betrachtet wird das eine supraleitende Magnetspule beschreibende lineare
PDA-System ({3.1)) aus Beispiel mit den in Beispiel bestimmten Anfangs- und Rand-
werten. Es gelten

A —1 00
_ 0 A 0 0
Pe=1 9 0 10
0 0 0 1
und
1 0 0O kg 0 0 0
_ 01 00 _ 0 kK 0 O
0 0 0O 0O 0 01
mit ki = — %_’i\k, Kk2 = \/% und
S—— e — 2(1— 2(1— -
T " 1 1 ( o k) ( - k) 0 B )\kk
7 1= 1 -1 2(1f)\k) 2(1=Xg) 1—Ag
Pk: = V1= Ak ) , Qk: = i\ . I . . 1i§ 0
0 0 1 — 2(1-) 2 2(1-X) 2 k
1 0 0 0 z/\% Mi Y 0
g 20a0F  21api M

Das PDA-System hat folglich den differentiellen Zeitindex 2. Analog zu 1} folgt Ax < —‘;—2
und damit Rekp; = Rergo = 0, Voraussetzung (b) von Satz ist erfiillt. Da

1 1

~ 00

1 0 00 1}?/« )\lk 00
1 A i1 — A 1=A .

Os 00 0O P.B == k-l—Z. k Mkks i 0o |,
00 00O 2 Mg —14+iMVI= M | a-xpz VIi-h
0000 X VI

(1-rg)3  VIZhe
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1
L 00
0000 L Alk 0 0
_ g _ 1-X
0 0100 Pszl e — iV = A B o |
00 00 2 N —1—idg /T =X 1-X,)2 VI
k k k (1-Xg)
0000 i; M g g
TEWE BT
0000 =% 0 0 0
000 0 | 5 000
Qlooas DB - 000
00 0 a b_ 0 0 0
1—Xg
: 1
und die Elemente von " Q. und
1 -1 i\/i—Ak z\/lA—/\k,
i\/lfk)\k i\/lk;)\k
Qil— 1 1 Ak Ak
~l—
0 0 1 —le
1 —i 0 0
sowie . .
1000 T T 0 0
Q| OO0 g | T T DO
0000 k 0 0 N L
k k
R N
Ak —Ak
" 0000 - S 00
T—X;, 1-Xg
0000 ~ S — 0 0
Ul o0 a b Qi = & Y
T-Ar 1-Xg A\, 1-Xg
00 0 a _ b b _a)Xg a
1-Ag 1—Xg 1-Mg 1-Ag

alle beschrénkt sind, ist nach Bemerkung auch Voraussetzung (a) erfiillt, und es wird
die Konvergenz des Verfahrens mit der Ordnung 3 beziiglich der Zeit vorausgesagt. Dies wird
auch numerisch bestétigt:

01771 2¢ 22 26

0.1n7 1

2! 3.00 3.00 3.00

22 3.00 3.00 3.00

23 | 3.00 3.00 3.00. =

Beispiel 6.16 Betrachtet werde das System aus Beispiel mit differentiellem Zeitindex 3.
Wie dort gezeigt wurde, sind die Voraussetzungen (a) und (b) des Satzes erfiillt, der damit
eine Konvergenzordnung beziiglich der Zeit von 2 vorhersagt, was auch numerisch bestétigt

wird:
01771 | 2¢ 25 20
0.1n 1
2! 1.99 1.99 1.99
22 1.98 1.99 1.99
23 1.98 1.99 1.99.
Die Konvergenzordnung beziiglich des Ortes betridgt wie erwartet ebenfalls 2:
01771 | 2¢ 20 26
0.1n7 1
2! 1.95 1.95 1.95
22 1.97 197 1.97
23 11.99 1.99 1.99. .
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Zusammenfassung und
weiterfiilhrende Bemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Klasse linearer PDA-Systeme mit konstanten Koeffizi-
enten mittels der Linienmethode numerisch gelost, indem auf das mittels finiter Differenzen
beziiglich des Ortes diskretisierte System Runge-Kutta-Verfahren angewendet wurden. Es
wurden Konvergenzresultate in Abhéngigkeit von den Randwerten und dem differentiellen
Zeitindex angegeben. Das von den DA-Systemen bekannte Indexkonzept hat sich damit auch
hier bewéhrt. In der diskreten Ls-Norm ist die Konvergenzordnung beziiglich der Zeit bei
Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen im allgemeinen nichtganzzahlig und geringer als
die fiir DA-Systeme vom gleichen Index erwartete Ordnung sowie bei Dirichlet- geringer als
bei Neumann-Randbedingungen. Die Konvergenzordnung ist bei homogenen Randwerten um
bis zu eins hoher als bei inhomogenen Randwerten, wobei bemerkenswert ist, dafl es nicht auf
die Homogenitét der Randwerte selbst, sondern auf diejenige ihrer (¢+ 1)-ten Zeitableitungen
ankommt, wobei ¢ die Stufenordnung des betrachteten Runge-Kutta-Verfahrens ist.
Aufbauend auf diesen Resultaten konnten auch fiir semilineare PDA-Systeme mit konstanten
Koeflizienten Konvergenzsitze hergeleitet werden.

Die theoretischen Untersuchungen dieser Arbeit bilden die Grundlage fiir die Untersuchung
weiterer Verfahrensklassen beziiglich der Zeitintegration, wie z. B. der linear-impliziten Runge-
Kutta-Verfahren und der BDF-Methoden, die sich bei der numerischen Behandlung steifer
Differentialgleichungen und differentiell-algebraischer Systeme ebenfalls als besonders effektiv
erwiesen haben.
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Anhang A

Bestimmung der Eigenwerte und
Eigenvektoren spezieller Matrizen

A1 Zunichst sollen die Eigenwerte \; € C und Eigenvektoren v; = (vj1,. . ., UjN)T, j=1,...,N,
der tridiagonalen Matrix

T = o e RV (A1)
a b

mit a,b,c € IR, a,c # 0 bestimmt werden. Aus T7v; = Ajv; erhélt man die Differenzenglei-
chung

avj—1) + (b= Xj)vjk + cvjgqy =0, k=1,...,N, (A.2)

mit
Vj0 = 0, (A.3a)
vjnNy1) = 0, (A.3b)

fiir die nichttriviale Losungen gesucht werden.
Hat die zugehorige charakteristische Gleichung

a+ (b—XAj)zx; + ca:? =0 (A.4)

fiir j = ;' eine doppelte Nullstelle, so folgt fiir die allgemeine Losung von (A.2) nach Samarskij
45
[45] - .

Uj/k = (Clj’ + kCQj/) .Tj/, (A5)

mit Konstanten c1j und cyjr. Aus (A.3a)) folgt dann ¢; = 0 und damit aus (A.3b) v, =0,
man erhélt nur die triviale Losung.

Im folgenden wird deshalb vorausgesetzt, dafl die charakteristische Gleichung (A.4)) zwei ver-
schiedene Losungen x1; und xg; hat, d. h.

(b— \j)? # 4dac. (A.6)
Dann ergibt sich die allgemeine Losung der Differenzengleichung (A.2)) nach [45] zu
Vjk = c1jx’fj + Cijgj, (A7)

wobei c1; und co; zunéchst beliebige Konstanten sind.

Aus (A.34) folgt
C1j +c25 = 0 (AS)
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und damit aus (A.3b)

ry = x%H. (A.9)

Nach dem Satz von Vieta folgt aus der charakteristischen Gleichung (A.4))

a
T1jT25 = (A.10)
und damit aus (A.9)
2(N+1 a\NFL o
xlg. ) = (E) = x2§ ), (A.11)
Als Losung von (A.10) und (A.11)) erhélt man die N Paare verschiedener Wurzeln
Ty = % <cos Nji 1 + i sin NJI 1) ) (A.12a)
a jm T
R z - A.12b
2 \ﬁ(COSNH '8 N+1) (A-12b)
mit j =1,..., N (fir j = N +1 wire x1; = x9;). Fiir die Eigenvektoren v; von T erhilt man
mit (A.7) und (A.8)) damit
a” Jkm
vjk:cj\/: SinN—l—l’ k=1,...,N, ¢j€C\{0}, (A.13)
es gilt wegen
E+1)j ik ' ik '
sin ( N +)im = sin ]\‘; —:1 Cos NJ—T- 1 + cos ]\‘Z fl sin NJI 1 (A.14)
g a" ! g jkm
avj(g—1) + bvjk + cvjgi1) = Vaccos N1k cja\/: sin N1 N1 + bujg
- ak—i—l - .
++v/accos Nji—i—lvjk + cjc\/: sin NJ+ 1 cos ]\‘; 1
— <b+2\/@cosjv‘7:il) vig, k=1,...,N.
Fiir die Eigenwerte A\; von 17 folgt daraus
N = b+ 2/accos 27— j—1,...,N (A.15)
= cos ——— =1,... .
¥l ac N + 1) J 9 ) )

sie erfiillen Bedingung (A.6]) und sind (wegen ac # 0) sémtlich voneinander verschieden. Dieses
Ergebnis findet man auch in Thomas [55].
A2 Nun sollen Eigenwerte und Eigenvektoren der tridiagonalen Matrix

at+b c
a b c
Ty = . . EIRN’N
a b+ec

bestimmt werden. Es gelten wieder die Differenzengleichung (A.2)), die charakteristische Glei-
chung (A.4)) und die Losungsdarstellungen (A.5) und (A.7). Anstelle von (A.3]) hat man

’Ujo = Ujl (A16a)
’U]'N = Uj(N—‘rl) (A16b)
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In dem Fall, daf} die charakteristische Gleichung fiir j = 5’ eine doppelte Nullstelle hat, folgen

aus und

Clj’ = (Clj’ + CQj/)fL’j/,
C1j + NCQJ‘/ = (Clj’ + NCQj/ + ng/)Ij/

und daraus nacheinander Ncojo = Negjrajr, cajr = 0, 215 = 1 (da ¢1j und coj nicht gleichzeitig
verschwinden diirfen) und damit v;, = ¢ # 0. Aus der Differenzengleichung erhélt man
Ajp=a+b+ec

Hat die charakteristische Gleichung zwei verschiedene Nullstellen, so folgen aus und
(A19)

Clj(l — l‘lj) + ng(l — l'gj) =0, (A17)
clj(ﬁ\; - xﬁ“) + czj(x%- — $9§+1) 0.

Damit dieses System fiir ¢y, c; eine nichttriviale Losung hat, mufl
N N+1 N N+1 N N
(1 —z15) (295 — $2j+ ) = (1 = z95) (27 — $1j+ )= (1 —z15)(1 — 225)(w3; — 275) =0

gelten. Sind z1; # 1 und z9; # 1, so folgt xé\g = 3:11\; und daraus anstelle von (A.12))

S

j7r+, L ogm
T1; = 4/ — | cos=— + ¢sin =
1j N N )

jm .. T
COS — — 181N —

N N
firj=1,...,N—1 (fﬁrj:Nwéire:nlj:ij).

Mit (A.7) und (A.17)) erhélt man fiir die Eigenvektoren

T25 =

=

€1y k k
Uik = 172 ;Zj ((1 - 372j)951j —(1- xlj)$2j)
_ oy (mk S S (xkﬂ _xkf1>)
1— To; 1j 2j J25 \ 15 2j
und damit
k . )
_, ]a . jkm a . jlk—1Dr . B
Vi = cj\/: (smN— EsmT , j=1,....N—-1, k=1,...,N.
(A.18a)
Ist (z.B. fiir j = N) z15 = 1 oder zon = 1, so folgt aus (A.17) und (A.7)
UNE = CN (A.18b)

und damit wie oben Ay = a + b+ c.
Mit dem Additionstheorem ((A.14]) folgt

+1 . E+1 . . .
; = 4 I e £ 4 sin 22 ( cos JkT _ Ja cos ]7(]{ — U
U](k:tl) c cos N U]k' 7 c N N c N )

und daraus erhalt man

(a+ b)vj1 + cvja = (a+ b)vj1 + Vaccos %vﬂ + ac; sin % <cos % - Z)

= <b + 2v/accos j]\7;> V)1,
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aVj(k—1) + bvjk + CUj(k+1)

' k (k1
= \/?COSl;V ,\F - bm% <COS]77 — \/Ecos M)
c

N N
k . .
k k—1
+bvj +/ ccos vjk + c/ ac E sin % <cos % — %cos ‘7(N)7T>

= (b + 2v/accos ]]\7;> Vjk,

avjn—1) + (b +c)vjn

Jm a jIN-1)m
= Vaccos TLujN — civa \/> sin 25 (COS]TF — \/7005 N

+(b+ c)ujn
jm , aNH .o ) gm
— (@COSN—H)—FC) vjN—cj\/: sin 77 cos jm <c—\/@cosN>
= <b + 2v/accos ‘K;) UjN.
Fiir die Eigenwerte A; von T5 gilt also

Aj :b+2\/accos%, j=1...,N—-1,

(A.19)
AN = a+b+ec.

A3 Fiir periodische Toeplitz-Matrizen erhélt man durch analoges Vorgehen folgendes Lemma:

Lemma A.1 Die N x N-Matrix

b ¢ a
a b ¢
c a b
hat die Eigenwerte
2jm 25w .
=b - — —-— =1,....N
+(a+c)cosN +i(c a)smN, J ooy N,
zu den orthonormierten Eigenvektoren
v = (Uﬂ, e ,Q}jN)T
it
i 1 2jkn
’U]k = 7W€ N O
Beweis: Mit )
’UJO = \/N = UJN
und



erhilt man

_2jm, 24, 1
aVj(m—1) + bVjm + CVjimy1) (ae N'4+b+4ceN )

erJTVnﬂ'i
VN
29T 29T
= b+(a+c)cosW+z(c—a)81n Vjm
Da fiir 1 <j,j7 <N
N-1 1 R .y
7% 2'/167\'- 1 20 —g))km ])k7r, Nzl =1: 1=17
Z e NenN =y52.¢ k=0
— 1 1—e—20G—i")mi A, . .
h=0 N 1_ef2i(j—j’)7r/N =0: j#7
gilt, sind die Eigenvektoren orthonormiert
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Anhang B

Konvergenz fiir PDA-Systeme mit
variablen Koeffizienten

In Verallgemeinerung der Warmeleitungsgleichung mit variablen Koeffizienten,

ur = (p(e)us)e — q(x)u,  plr) >0,

konnen als zweite Aufgabenklasse Systeme betrachtet werden, bei denen (3.2a)) ersetzt wird
durch

d
Aw(t,T) + ZBi ai(z;) ((pi(xi)uxi (t, 7)., + Qi(fl?i)u(tvf)) + Cu(t,z) = f(t,7,u)
i=1
(B.1a)

mit
CLZ(.CL‘Z) > 0, pl(l‘l) >0, =z € [—li, li], 1=1,...,d. (B.Q)
Im Fall periodischer Randbedingungen (3.2¢) wird zusitzlich die Periodizitit von p; voraus-

gesetzt,
pi(z) =pi(x +2l;), xze€lR, i€ M, (B.3)

Setzt man
ai(x) =e " pi(z) =", q(x) =0, (B.4)

so folgt
ai(w) (i), (6 9)),, + @i (@)Ul 7)) = oz, + ritia,

Das System ist deshalb ein Spezialfall von (B.1]), die Diskretisierung wird jedoch direkt,
d. h. ohne Berticksichtigung der Transformation (B.4)), vorgenommen (vgl. Bemerkung ([B.1])).
Die Beispiele und mit ortsabhéngigen Diffusionskonstanten D;(x;) bzw. Tempe-
raturleitfahigkeiten k;(z;) sind Beispiele, die vom Typ (B.I]), aber nicht vom Typ sind.
Probleme in rotationssymmetrischen Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten kénnen ebenfalls auf

Systeme vom Typ (B.1)) fithren, weil dann der Laplace-Operator die Gestalt Au = %a% <pg—’;)

bzw. Au = %2% (rzg—:f) annimmt.
Zunichst soll wieder der Fall d = 1 betrachtet werden.

B.1 Réiumlich eindimensionales PDA-System

B.1.1 Dirichlet-Randbedingungen

Auf dem dquidistanten Ortsgitter €2, aus (4.3)) ergibt sich mit den Approximationen
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o) (plon)us(t, 7)), = ppale) <p (04 ) utt.onn)

- (p <xk + Z) +p (ka - ;L>> u(t,zy) +p (xk — Z) u(t,xk_1)>

aus (B.1)) die semidiskrete Gleichung

1

Ap(t) + 5B (akpk+%uk+1(t) —ay (pk+% TP 1— hQQk) ug(t)

+akpk_%uk—l(t)> + Cu(t) = felt,ur),

wobei ap = a(zy), Prs1 = p(xy £ %) und ¢ = q(z)) gesetzt werden.
Durch Taylor-Entwicklung im Punkt zj; erhélt man

wz o (514 5 ) (o) = ) —p (0= 5 ) (ult) = utmn)
= p(@p) e (t, ) + D' (2 )us(t, 21) + B2 (1), (B.5)

wobei k() Ableitungen nach z von p(z) bis zur dritten und von w(t,x) bis zur vierten
Ordnung enthiilt, sind diese Ableitungen auf [0, ] x Q beschriinkt, so existiert wieder K mit
(@17).

Es gilt wieder Gleichung (4.12)), wobei aber nun anstelle von (4.13))

1 1 i
w(t) = (hQalp;wT(t, ~1),0,...,0, maNpN+§wT(t,l)> (B.6)
und anstelle von (4.14))
—S51 aips
2
p— azps 52 a2ps (B.7)

aNpN_% —SN
mit der Abkiirzung
Sk = ag (kar% T D1~ h2Qk>

gelten.
Weil nach (B.2)) a(z)p(x) > 0 ist, folgt aus dem Satz von Gerschgorin (vgl. [52]) fiir die
Eigenwerte von %P
A < h? n%ai(l]a(x)q(x), i=1,...,N. (B.8)
xe|—1,

Seien P die Matrix P aus (B.7) fiir a(z) = 1 und

Dg = diag{a(z1),...,a(zn)}.

Dann ist P symmetrisch, und es gilt
P= DgP.

Daa(x) > 0 gilt, existiert /Dg und ist regulér. Daher ist die symmetrische Matrix VDgP\/Dg
ghnlich zu P, und es existiert eine Orthogonalmatrix Qg mit

1 -~ .
QE\/DSﬁP\/DSQS = diag{\1,...,A\n}.
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Mit

Sp=Q§ <\/D75> (B.9)

gilt also
N :
Spﬁpspl = diag{\1,...,A\n}.
Fiir die euklidischen Matrixnormen von Sp und S;l erhédlt man ||Sp|| = || (\/DS)_1 || und
1S5t = ||v/Ds||. Daraus folgen
i L sell < L (B.10a)
min max ——, .10a
ze[—1] 1/a,(gj) - Pl = z€[—1,1] a(x)
min _/a(z) < ||Sp!| € max /a(z). (B.10b)

ze[-1]] ze[-1]]

Bemerkung B.1 Setzt man a(z), p(z) und ¢(z) geméafl (B.4]), so erhdlt man nach (B.7))
anstelle von (4.14)

1 1 1
e*ﬁrh . (egrh +€*§Th)

und aus (B.10) folgen anstelle von (4.23))

Il Il el 1 Irlt
< Ispl <, < Sp <

B.1.2 Periodische Randbedingungen

Diskretisiert man (B.1)) mit periodischen Randbedingungen anstelle von Dirichlet-Randbedingungen,
so gelten anstelle von (B.6)) w(t) = 0 und damit F(t,U) = F(t, U) und anstelle von (B.7) unter

Beriicksichtigung von 1) (P4 1=p1 )

—S1 alpg Glp%
asps —5 asps
p— 2P5 2 2]?5 ’
aNpN+% CLNPN,% —SN

die Gleichungen 1) - 1) bleiben giiltig mit h = QNZ

B.1.3 Neumann-Randbedingungen

Auf dem &dquidistanten Offsetgitter Q2 aus (4.31)) gilt fiir £ = 2,..., N — 1 wieder Gleichung
(B.9). Fiir k = 1 folgt fiir die Approximation (4.34al) der Randbedingung

% [Bp (ml + Z) (u(t, x2) —u(t,z1)) —p <961 - Z) hx(t, —l)]

= % [(p(fvl) + gp'(ﬁl) + };22?”(331) + . )

h? h3
<hux(t,x1) + ?um(t,ajl) + Eumz(t, x1)+ .. >

2
- (p(a?1) - gp/(m) + %p”(xl) T.. >
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h? h3
<hux(t,x1) — ?um(t,xl) + gumx(t, x1)F.. >}

= B [p(21)uga(t, z1) + P/ (21)ua(t, 1) + Ay (1)]

und fiir £ = N analog

1

2 {p (:EN - Z) hx(t,1) —Bp (ﬂﬁzv - Z) (u(t, zn) — U(tvaNl))}

=B [p(:nk)um(t,:r]v) + 9 () ug(t, zN) + h’yN(t)] )

Anstelle von gilt nun

h

a1pL ANPp 4L T
W(t) = <_hZXT(t7 _l)7 07 ce e 707 $XT(tv l))

und anstelle von (B.7))

—S1 + a1p% alpg

azps —52 azps
2 2

GNPN_1 —SN T aNDPy1
2 +2

Die Gleichungen 1} - (i des Abschnitts bleiben mit h = QNZ wieder erhalten.

B.2 Verallgemeinerung auf rdumlich mehrdimensionales PDA-

System

Fiir d Dimensionen erhélt man auf dem Ortsgitter (4.44) wieder das DA-System (4.45)), wobei

r;(t) jetzt durch

2

iEMy

ailpi% R
2 wi(t7xkl:-~~7ki71707ki+1:--~7k’d): ki=1
i
aiNipi(Ni+l)
2 = . = N
h2 wl(t7 xkh...,k‘i,l,Ni-‘rl,k‘iJrl,...,kd) . kl - NZ
i
L 0: sonst
¢ apap;L
- - Xl(ta TlkysesLTi—1,k;_1> _li7 xi+1,ki+1> .. ) : k"L =1
i
ANPy(N+1)
2 . —
Xl(t7 ml,klv s 71.7,'71,’%,17 li7 xi+1,ki 19 ) . k’L - N’L
h‘ +
i
0: sonst

definiert ist, die restlichen Gleichungen des Abschnitts bleiben mit den entsprechenden
Groflen erhalten. Fiir den gemif definierten lokalen Ortsdiskretisierungsfehler folgt
wieder mit p; = 2 fiir periodische und Dirichlet-Randbedingungen (i € Mp U Mp) und
p; = 1 fiir Neumann-Randbedingungen (i € My).

Damit gelten alle Konvergenzsétze aus Abschnitt und Kapitel [5| auch fiir die hier betrach-

teten PDA-Systeme

B.1

. Bei den Untersuchungen zur Beschrinktheit von HDHO‘UIg)(t)H

fir « ¢ {—1,0} wurde jedoch die spezielle Gestalt der Eigenwerte und Eigenvektoren der
diskretisierten Ortsdifferentialoperatoren iTl?PZ ausgenutzt, so dafl die betreffenden Aussagen

nicht direkt tibertragen werden kénnen.
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