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Kapitel 1

Einleitung

Das Aussehen dendritischer Kristalle ist praktisch jedem bekannt von der Form
der Schneekristalle, die entstehen, wenn Wasser zu Eis gefriert. Solche kompli-
zierten, baumartig verzweigten Strukturen sind typisch fiir das Erstarren un-
terkiihlter Schmelzen, insbesondere treten dendritische Kristalle beim Erstarren
von Metallschmelzen auf. Die gleichen Phianomene finden sich auch in ande-
ren Zusammenhangen wie der Elektrodeposition oder bei wachsenden Kulturen
von Mirkoorganismen.

Abbildung 1.1: Beispiele fiir dendritische Kristalle. Links: Schneekristall
(Foto: H. Uyeda, http://radar.sci.hokudai.ac.ip/crystal/gallery.html).
Rechts: Dendrit in Edelstahl (Foto: L.A. Boatner u.a., Oak Ridge National Labo-
ratory, USA).

Die Beschreibung und Modellierung von Phasentiibergangen bei Erstar-
rungsprozessen wie dem Kristallwachstum kann auf einem weiten Bereich von
Lingenskalen ansetzen, siche Abbildung[[2l Auf der kleinsten Skala lagern sich
einzelne frei bewegliche Atome an ein Kristallgitter an, als ndchstes wichst die
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Atome Stufen Einzelkristall Gemisch Korner

Abbildung 1.2: Kristallwachstum bzw. Erstarrungsprozesse auf verschiedenen
Skalen.

feste Phase in Stufenformationen, deren Kantenhéhen im Bereich der Molekiil-
grofie liegt, und dartiber treten Einzelkristalle auf, deren Oberflache als glatt an-
genommen wird. Auf weiter vergroberten Skalen werden Phasengemische be-
handelt, die bei komplexen Formationen vieler Kristalle die jeweiligen Anteile
der beiden Phasen in einem gewissen Ausschnitt angeben, und zuletzt bilden
sich Korner mit unterschiedlichen mikroskopischen Eigenschaften aus.

In dieser Arbeit werden Einzelkristalle auf einer mesoskopischen Skala be-
handelt, die aus der Schmelze eines reinen Materials wachsen, also nicht aus
Gemischen verschiedener Substanzen. Es wird angenommen, daf der Transport
im Volumen um Grofenordnungen langsamer als die Phasenumwandlung an
der Grenzflache erfolgt. Aus diesem Grund l&3t sich ein Kontinuumsmodell mit
einer scharfen Grenzfliche als Trennung der Phasen zugrunde legen. Auf den
tibrigen Skalen sind Modelle mit einer Ubergangszone zwichen den Phasen vor-
zuziehen.

Technologisch ist das Verstandnis des dendritischen Kristallwachstums von
Interesse, weil diese Mikrostrukturen das makroskopische Materialverhalten von
Werkstoffen bestimmen. In der theoretischen Physik ist das dendritische Wachs-
tum ein wichtiges Beispiel fiir Strukturbildungsprozesse, bei denen komplexe
Strukturen aus einem anfianglich homogenen Zustand entstehen. Von besonde-
rem Interesse sind dabei Erkenntisse {iber die Selektion bestimmter reprodu-
zierbarer stationdrer Wachstumszustdnde der Kristallspitzen und die Bestim-
mung des Ubergangs zwischen verschiedenen Morphologien, d.h. unterschied-
lichen ausgedehnten Wachstumsmustern. Mathematisch stellt das zugehorige,
stark nichtlineare modifizierte Stefan-Problem eine wichtige Beispielaufgabe aus
dem Bereich der Probleme mit bewegter Grenzfldche dar. Neben einer parabo-
lischen Differentialgleichung sind dabei auf einer Grenzflache Bedingungen so-
wohl fiir die Werte der Losungsfunktion als auch fiir ihre Normalableitung zu
erfiillen. Trotzdem ist das Problem nicht tiberbestimmt, denn die Grenzflachen-
position ist a priori unbekannt und als Teil der vollstindigen Problemlosung zu
bestimmen.



Die numerische Simulation des dendritischen Wachstums ist wegen des
hohen Rechenaufwands noch immer eine Herausforderung. Eine gute Ubersicht
tiber die Entwicklung der numerischen Methoden fiir das Kristallwachstum gibt
[IT96]. Dariiber hinaus wurde in ein Front-Tracking-Verfahren mit Fini-
ten Elementen zur Berechnung dreidimensionaler Dendriten angegeben. Wih-
rend frither die Speicherplatzbegrenzungen eher einen Einsatz von Randinte-
gral-Methoden zur Dimensionsreduktion nahelegten, z.B. [SGMS88] und auch
[ThI96], ermoglichte es die mit der Zeit gewachsene Speicherkapazitit der Com-
puter, zusétzliche Einfliisse und Feldgrofien einzubeziehen. So lafst sich mit der
Phasenfeld-Methode das Problem mit scharfer Grenzflache in ein einfacheres
Problem mit steilen Fronten in den Losungsfunktionen umwandeln. Dazu wird
eine Approximation des mathematischen Modells vorgenommen, wobei eine
zusitzliche Feldgrofie im Volumen benétigt wird. Erweiterungen des mathe-
matischen Modells um Stromungseinfliisse in der fliissigen Phase behandeln
und Verallgemeinerungen auf Multiphasen-Systeme
INWO0, LKPOT].

In dieser Arbeit wird mit dem Level-Set eine zusitzliche Feldgrofie im Vo-
lumen zur Darstellung der Grenzfliche genutzt, aber diese anders als bei der
Phasenfeld-Methode als scharfe Flache beibehalten, womit die Randbedingun-
gen dort explizit in die Methode einfliefen.

Aufbau der Arbeit und Resultate

Kapitel[d dient dazu, das konkrete mathematische Modell fiir diese Arbeit zu
formulieren und eine Beschreibung von dessen qualitativen Eigenschaften und
der thermodynamischen Herleitung der Modellgleichungen zu geben. Hierbei
liegt der Akzent auf einer einheitlichen Darstellungsweise fiir Zwei-Phasen-Sy-
steme mit scharfer oder diffuser Grenzfldche, welche jeweils durch eine Ord-
nungsgrofie im Volumen charakterisiert sind. Zuvor mufs auf die mathematische
Beschreibung von Flachen eingegangen werden. Die mathematische Beschrei-
bung der Grenzflichenbewegung wird erst in Kapitel ll behandelt, zusammen
mit einer Darstellung verschiedener numerischer Verfahren fiir Probleme mit
bewegten Randern oder Grenzfldchen. Insbesondere wird auf Front-Tracking-,
Level-Set- und Phasenfeld-Verfahren eingegangen.

Die stationdre Beschreibung des Wachstumszustands eines Nadelkristalls
ohne Seitenarme ist Gegenstand von Kapitel @ Dabei wird nach Kriterien zur
Selektion bestimmter Dendriten gesucht. In Abschnitt B4l werden Separations-
losungen der Differentialgleichungen fiir die parabelférmige dendritische Platte
bestimmt, wobei hier die Teillosungen nicht einzeln als globale Beschreibungen
eines Nadelkristalls interpretierbar zu sein brauchen. Die Reihenentwicklung ei-
ner Losung fiihrt auf eine Modifikation der Beziehung zwischen der Unterkiih-
lung und der Péclet-Zahl, es verbleibt allerdings eine Inkonsistenz mit der Ste-
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fan-Bedingung auf der Grenzfliache. Eine darauf aufsetzende Anwendung eins
Prinzips maximaler Geschwindigkeit gibt keine brauchbare Selektions-Aussage.
In Abschnitt BH wird ersichtlich, daB bei Beibehaltung der Parabelform durch
Minimierung des verbleibenden Konsistenzfehlers in einer stationdren Finite-
Elemente Simulation keine Aussage {iber die Auswahl der wachsenden Dendri-
ten zu erreichen ist. Dies kann auch nicht durch Einbeziehung einer eingeprag-
ten Stromung in der fliissigen Phase gelingen und bekraftigt damit den Bedarf
nach instationdren Berechnungen, die im weiteren zu erarbeiten sind.

In Kapiteld wird ein Verfahren zur Behandlung von Dirichlet-Bedingun-
gen auf Fliachen im Inneren von Gebieten bei nicht daran angepafiten Gittern
entwickelt und numerisch getestet. Es wird fiir stationdre Probleme festgestellt,
daf$ das Verfahren bei einem stiickweise linearen Ansatz die gleiche Fehlerord-
nung und Stabilitat aufweist, wie bei Einsatz von an die Grenzfliache angepafs-
ten Gittern zu erwarten ist. In Abschnitt wird der Einsatz von Elementen
hoherer Ordnung untersucht. Die Fehleranalysis ergibt, dafs das Verfahren die
maximale Ordnung 3/2 eines quadratischen Finite-Elemente-Ansatzes bei po-
lygonaler Randapproximation erreicht, aber nicht durch krummlinige Elemente
an der Grenzflache auf zweite Ordnung verbessert werden kann. In Abschnitt
E3wird das Verfahren auf den instationédren Fall tibertragen. Dabei werden fiir
die Zeitdiskretisierung Kombinationen des expliziten und des impliziten Euler-
Verfahrens eingesetzt. Fiir Probleme ohne Grenzfliche zeichnet sich das Crank-
Nicolson-Verfahren durch absolute Stabilitit bei einer gegeniiber den anderen
Kombinationen verbesserten Fehlerordnung aus. Es zeigt sich, daf§ eine beweg-
te Grenzfldache bei Anwendung des Crank-Nicolson-Verfahrens Oszillationen in
der numerischen Losung hervorruft, wodurch die Fehlerordnung auf die des
impliziten Euler-Verfahrens reduziert wird.

Kapitel[d beschreibt die Implementierung der vorgestellten Verfahren auf
Basis des Software-Pakets ug. Auch die in dieser Arbeit als Teilkomponenten
genutzten Dikretisierungen von Level-Set- und Fast-Marching-Verfahren waren
zu implementieren und numerisch zu testen. In der Regel werden Level-Set-Ver-
fahren eingesetzt, wo Einfliisse vom Gebietsrand auf die Grenzfliche vernach-
lassigbar sind. In Abschnitt wird das Verhalten der Diskretisierungen am
Gebietsrand analysiert und eine Methode fiir die Realisierung symmetrischer
Randbedingungen fiir die Level-Set-Gleichung angegeben und numerisch veri-
fiziert.

In Kapitel[d werden die zuvor vorgestellten Verfahrenskomponenten fiir
die instationdre Simulation dendritischer Strukturen zusammengeftigt. Es stel-
len sich dabei Dendriten in der Ndhe der theoretischen Vorhersagen ein, die aber
in ihrem stationdren Wachstumszustand und den Seitenarmen auch Einflufs von
numerischen Diskretisierungen aufweisen.



Kapitel 2

Grundlagen zur Modellbildung

In dieser Arbeit wird fiir das dendritische Kristallwachstum ein einfaches mathe-
matisches Modell benétigt. Das tibliche Kontinuumsmodell mit scharfer Grenz-
flache kann weitgehend ad hoc gerechtfertigt werden, wobei fiir mathematische
Details auf verwiesen sei. Eine detaillierte Darstellung der Model-
lierung von Kristallwachstum mit scharfer Grenzfldche in zwei Raumdimensio-
nen ist in zu finden.

Die Wahl eines solchen Modells setzt voraus, daf8 die Erstarrung aus der
Schmelze eines reines Materials beschrieben werden soll, nicht aus Gemischen
verschiedener Substanzen. Es ist allerdings auf anderen Modellierungs-Skalen
oder bei der spiateren Approximation des Modells moglich, auch ein Gemisch
der beiden verschiedenen Phasen zuzulassen. Auf die damit verbundene Pha-
senfeld-Methode wird in Abschnitt 25 eingegangen.

Dieses Kapitel soll nicht nur das mathematische Modell fiir diese Arbeit
begriinden, sondern auch die verschiedenen Modellierungsansitze zusammen-
fassen und verkniipfen. Der thermodynamischen Modellierung sind zwei Ab-
schnitte tiber die Beschreibung von Fliachen und deren geometrischen Eigen-
schaften sowie iiber allgemeine Zwei-Phasen-Systeme vorangestellt.

Eine Einbeziehung von Strémung in der fliissigen Phase findet sich z.B. in
fiir eine scharfe Grenzfliche bzw. in [BDST99] fiir den Phasen-
feld-Ansatz.

2.1 Kurven und Flichen

Kurven und Fldchen sind gewisse niederdimensionale Teilmengen des umge-
benden Raumes, die sich auf unterschiedliche Art und Weise beschreiben lassen.
Naheliegend ist die explizite Parametrisierung einer d — k-dimensionalen Flache
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Abbildung 2.1: Parametrisierung einer Kurve durch einen Weg (links) und einer
Flache mittels einer Kartenabbildung (rechts).

mittels einer Abbildung
¥Y:Dy CRF—TCRY kdeN, k<d. (2.1)

Die Dimension des Urbildes Dy gibt die Dimension der Fldche an, und die Kodi-
mension k ist die Differenz zur Dimension des vollen Raumes. Als Flachen bzw.
oft als Hyperflichen werden Objekte der Kodimension 1, also Dimension d — 1,
bezeichnet. Die parametrisierende Abbildung heif3t Karte. Eindimensionale Ob-
jekte, d.h. solche mit Kodimension d — 1, werden als Kurven und die zugehorige
Abbildung als Weg bezeichnet. Im zweidimensionalen Raum fallen die beiden
Begriffspaare zusammen. Mit der Vorgabe eines Bildbereichs ist nattirlich die
Abbildung nicht bestimmt. Daher miissen alle folgenden geometrischen Eigen-
schaften unabhéngig von der Wahl der Parameterabbildung ¥ sein.

In dieser Arbeit sind nur geschlossene Fldchen von Interesse, die sich nicht
selbst schneiden konnen. Bei Einschrankung auf ein endliches Volumen mdis-
sen dadurch entstehende Rénder der Flichen auf dem Rand des eingeschrank-
ten Gebiets liegen. Solche Fldchen lassen sich als die Grenze auffassen, die den
zu betrachtenden Raum in Teilgebiete unterteilen, die jeweils zu einer von zwei
Phasen gehoren.

Wichtige geometrische Eigenschaften einer stiickweise glatten Flache sind
die lokale Orientierung im Raum — sie wird durch die Orientierung der beriih-
renden Tangentialebenen angegeben — und die Kriimmung «, die an jeder Stel-
le durch die Radien der sich an die Flache anschmiegenden Kreise bestimmt
wird. Wahrend im zweidimensionalen Raum die Kriimmung bis auf das Vor-
zeichen eindeutig als x = 1/R definiert ist, gibt es im dreidimensionalen Fall
verschiedene Moglichkeiten. Die Radien R; und R; des grofiten und des klein-
sten Kreises geben die Hauptkriimmungen, mit denen sich die mittlere Kriim-
mung Ky := 1/Rq + 1/Ry und die GaufSsche Kriimmung g := 1/(R1Ry) de-
finieren lassen. Im Rahmen dieser Arbeit ist mit Krimmung stets die mittlere
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Abbildung 2.2: Darstellung der gleichen Kurve durch eine Parametrisierung
(links) und in der Level-Set-Beschreibung als Hohenmenge (rechts).

Kriimmung gemeint. Eine Normale n auf T ist ein Einheitsvektor, der senkrecht
zur Tangentialebene steht. Bei Flachen der Kodimension 1 ist sie bis auf das Vor-
zeichen eindeutig festgelegt.

Fiir die Bestimmung der geometrischen Grofien einer Flache mit Kodimen-
sion 1 benotigen wir die Tangentialableitung einer auf dem Volumen definierten
Funktion f. Sie ist definiert als der um die Projektion auf die Normale korrigierte

Gradient
Vrf:=Vf—(Vfn)n

Weiterhin wird fiir ein Vektorfeld F = (fy, - - -, f4) der Laplace-Beltrami-Opera-
tor auf I' komponentenweise definiert als

d
= L (S (fi))
Nach [GT98] erhalten wir die geometrischen Gréfen mit Hilfe der identischen
Abbildung idr auf einer Flache I als
Aridr = «n. (2.2)

Besser geeignet fiir eine explizite formelméfige Beschreibung der geome-
trischen Grofen ist eine implizite Definition der Flachen I als Nullstellenmenge
einer Level-Set-Fuktion ®:

r= {xe]Rd | ®(x) :o}. 2.3)
Dabei ist in einer offenen Umgebung von I' zu fordern, daf fast tiberall V& # 0

gilt. Prinzipiell konnen so Fliachen beliebiger Kodimension k beschrieben wer-
den. Um mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen wiederum die Existenz
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Abbildung 2.3: Links: Kurve als Nullstellenmenge, Hohenlinien und die nega-
tiven Gradienten. Rechts: Quellen und Senken des Normalen-Vektorfeldes bei
Kriimmung der Kurve.

einer Kartenabbildung zu sichern, ist aber I' als Nullstellenmenge von k Funk-
tionen ®; zu beschreiben. Das ist gleichbedeutend damit, eine Flache der Kodi-
mension k als Schnitt von k Flachen der Kodimension 1 zu beschreiben.

Weil der Gradient einer Funktion mehrerer Veranderlicher stets senkrecht
zu den Hohenlinien steht, ist die Normalenrichtung einer Flache stets durch den
normierten Gradienten gegeben. Es wird hier die Normale so gewé&hlt, daf$ sie
in Richtung des starksten Abstiegs von ® weist. Weiterhin kénnen die Norma-
len so zu einem Vektorfeld auf dem gesamten Raum fortgesetzt werden. Wie in
Abb.E3zu sehen ist, weist dieses Vektorfeld der Normalen bei einer Kriimmung
der Flache I' Quellen bzw. Senken auf. Daher ist es naheliegend, die Kriimmung
als proportional zur Divergenz des Normalen-Vektorfeldes anzunehmen. Fiir d-
dimensionale Kugeln I mit Radius R kann beispielsweise

®(x) = —[lx[[ + R
gewihlt werden, fiir || x|| = Rist ® = 0. Es folgt dann
x . d (x,x) d—1
n= -, div(n(x)) = — — = ,
||l Il g Il

womit dann der Proportionalitadtsfaktor festgelegt ist.
Definition{] Fiir eine als Nullstellenmenge der Level-Set-Funktion @ ge-

1. Diese Vereinbarungen stellen die Ubereinstimmung mit den meisten Arbeiten der Literatur zum
Kristallwachstum sicher. Sie miifsten aber in einem der beiden Punkte mit entgegengesetztem Vorzei-
chen getroffen werden, um analog zum stabilen Problem der Warmeleitung ¢; — A¢ = 0 den stabilen
Fall des Kriimmungsflusses als V — x = 0 zu formulieren; siehe AbschnittEETl
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gebene Flache sind Normale 7 und mittlere Kriimmung « an jeder Stelle

Vo) )
nx) = TR (242)
K(x) := 7 div(n(x)). (2.4b)

Die Vertraglichkeit mit (Z2) 146t sich durch Einsetzen leicht nachpriifen. Eine
Formel fiir die Kriimmung lafst sich explizit aus der Funktion & bestimmen

. Vo a0 1(VeV(Ive|®
(dfl)K:dw(f”vq)”)f < ( )>

S Jvel "2 vo|?
_ —A®|Vo® " L1 0P (9, 97D + Ly P 9,0, P)
Ive|? Ive|?
_ Y4 Y (00 0@ 9,0, — 920 (9 P)?)
vl '

Dabei wurde benutzt, daf3

d
10; Y (9®)? Z 0P 90, P = 9, PP + Y _ 94D 9,0, P.
k=1 = k#i
Nach eventueller Drehung der Koordinaten gibt es stets eine lokale Dar-
stellung von Flachen der Kodimension 1 als Graphen einer Funktion:

r= {(x,’y(x))T ERY|xe Dy C RH}.

Diese Beschreibungsweise liegt zwischen den beiden bisher genannten, denn
daraus lassen sich einfach sowohl eine Parametrisierung als auch die Level-Set-
Funktion bestimmen

¥(x) = (x(x),  @xy)=(x)—y. (2.5)
Die Normale &8t sich so gemaf (Z4a) ausdriicken als
n = M/ (2.6a)
1+ | Vary|?

und die Kriimmung ist nach @4%)

(d— 1)x = div,,) (M) = divy (#) . (26b)
1+ ||Vx'7||2 1+ ||Vx7||2
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2.2 Scharfe und diffuse Grenzflaichen

Dieser Abschnitt dient zur universellen Beschreibung vielfaltiger Zwei-Phasen-
Systeme. Jede der Phasen kann dabei beispielsweise eine feste, fliissige oder gas-
formige Phase sein, und diese konnen mischbar oder nicht mischbar sein. Stell-
vertretend wird im weiteren aber von einem fest-fliissig-System ausgegangen. In
einem Gebiet QO C R, d = 2,3 nehme die feste Phase ein Teilgebiet O7F ein, und
das Teilgebiet ()~ sei mit der fliissigen Phase ausgefiillt. Dazwischen wird ent-
weder eine Flache I' als scharfe Grenzfliche angenommen oder eine Ubergangs-
zone mit positivem Volumen. Letzeres wird dann als eine diffuse Grenzfldche T
bezeichnet. Weiterhin gelte folgende Konvention:

(N) Die Normale auf die Phasengrenze weist stets von Q1 nach Q).

(K) Die Kriimmung wird positiv gezédhlt, wo Q7T konvex ist, also wenn der

Mittelpunkt des Kriimmungskreises in " liegt.

Abbildung 2.4: Teilgebiete eines Zwei-Phasen-Systems und Andeutung einer
Normale 7 und eines Kriimmungskreises.

Aus einer Parametrisierung der Grenzflache ist es nicht unmittelbar mog-
lich, die Phasenzugehorigkeit jedes Raumpunktes zu ermitteln. Es wére dazu
eine Verbindungsgerade zu einem Punkt bekannter Phasenzugehorigkeit zu zie-
hen und zu priifen, ob diese eine gerade oder ungerade Anzahl von Schnitten
mit der Grenzflache aufweist. Daher werden Parametrisierungen an dieser Stelle
nicht weiter berticksichtigt. In Kapitel Bl wird darauf aber noch einmal eingegan-
gen, namlich bei der Beschreibung von bewegten Flachen und damit verbunde-
nen numerischen Verfahren fiir Zwei-Phasen-Systeme.

Stattdessen dient hier eine Funktion als Ordnungsgrofie, die in jedem Punkt
tiber den Phasenzustand Auskunft gibt. Die erste naheliegende Wahl dafiir ist
die charakteristische Funktion xq+(x) der Menge Q" oder, als symmetrische
Variante, die Phasen-Indikatorfunktion ®(x) = 2xq+(x) — 1. Da diese Funktio-
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Abbildung 2.5: Beschreibung einer scharfen Grenzflache. Links: Charakteristi-
sche Funktion xq+(x) und Phasen-Indikatorfunktion ®(x). Rechts: Beispiel fiir
Level-Set-Funktion ®(x) und vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion dr(x).

nen unstetig sind, wiirden bei den weiteren Rechnungen oftmals glatte Approxi-
mationen daran benotigt. Deshalb gibt es die Moglichkeit, weitgehend beliebige,
nahe der Grenzfldche monotone, stetige Funktionen ® zuzulassen, die tiber das
Vorzeichen eine Zuordnung jedes Punktes im Raum zu den Phasen ermoglichen:

QO ={xeQ|d(x) >0}, QO ={xecQ|d(x) <0}. (2.7)

Die Grenzfldche ist dann, wie in Abschnitt 2Tl die Héhenmenge der Level-Set-
Funktion ®. Dabei wird I' mit der Hohenmenge zum Wert ® = 0 identifiziert,
dhnlich wie die Grenze zwischen Festland und Meer bei der Hohe Om tiber N.N.
verlduft. Eine weitere vorteilhafte Eigenschaft dieser Beschreibung ist, dafd Ver-
einigungen bzw. Durchschnitte von Teilmengen des Raumes durch Maximum-
bzw. Minimum-Bildung der zugehorigen Level-Set-Funktionen bestimmt wer-
den konnen. Fiir glatte Level-Set-Funktionen sind die getroffenen Vereinbarun-
gen (N) und (K) vertrdglich mit den Definitionen €Z4). Im unstetigen Fall sind
dazu noch Glattungen und Grenziibergang notig.

Bei einer diffusen Grenzfldche ist das Erreichen eines Schwellwertes — hier
0.B.d.A. bei +1 — das Kriterium, anhand dessen sich die Punkte x € () den
Phasen oder der Ubergangszone zuordnen lassen. Somit ist

QO ={xeQ|d(x) >1}, QO ={xeQ|d(x) < —1}. (2.8)

Es kann dabei, wie in den Bilder I3 und Ef zu sehen ist, durchaus die glei-
che Funktion sowohl eine scharfe als auch eine diffuse Grenze beschreiben. Der
Unterschied liegt in der Interpretation im Rahmen der weiteren Modellierung.
Auch bei diffuser Grenzfliche lassen sich die Normale und Kriimmung mit Z4)
definieren.
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| I 4 €9)

Abbildung 2.6: Phasen-Indikatorfunktion ®(x) fiir diffuse Grenzfliche.

2.3 Thermodynamische Grundlagen

Dieser Abschnitt ist in vielen Teilen allgemeiner gefafst, als es fiir die spateren
Anwendungen noétig ist. Mit einer tibergreifenden Beschreibung der Modellie-
rungsprinzipien soll ermoglicht werden, im AbschnittEEllGemeinsamkeiten und
Unterschiede zwischen dem in dieser Arbeit vorgestellten Level-Set-Verfahren
und der Phasenfeld-Methode aufzuzeigen. Der zusatzliche Aufwand halt sich
dabei in Grenzen und fiihrt auch nicht zu einem zu starken Verlust an Uber-
sichtlichkeit. Der Fall der scharfen Grenzfliche, mit den dabei giiltigen Randbe-
dingungen, wird in den Unterabschnitten jeweils vertieft. Die Reduktion auf ein
einfaches Modell fiir den praktischen Einsatz erfolgt in AbschnittZ4

Es wird eine allgemeine, glatte oder auch unstetige, Funktion ® als Ord-
nungsgrofie benutzt. Fiir den Fall der scharfen Grenzfliche konnen alle von @
abhangigen Funktionen unstetig sein. Alle hier nur formal durchgefiihrten Re-
chenschritte lassen sich durch distributionelle Ableitungen [Hr83} [RY95) Rud91]]
und mit variationellen Ungleichungen [[N_a_u% rechtfertigen.

Zuerst sind einige Groflen einzufiihrentd und deren konstitutive Zusam-
menhidnge in einer Weise festzulegen, die hinreichend ist, um kompatibel mit
der Thermodynamik, d.h. mit deren beiden Hauptsitzen zu sein. Wir definieren

absolute Temperatur: T, stetig auf ganz ),
Dichte der inneren Energie: e=e(T, D),
Entropiedichte: s =s(T,®),
Wiérmefluf: Q=Q(VT,®).

Als eine daraus abgeleitete Grofle wird die Dichte der freien Energie eingefiihrt:

2. Wenn anstatt konstanten Volumens kostanter Druck angenommen wird, a6t sich die Modellie-
rung in gleicher Weise durchfiihren, nur sind die innere Energie durch die Enthalpie und die freie
Energie durch die Gibbssche freie Energie zu ersetzen.
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f(T,®@) :=e(T,P) — Ts(T, D). (2.9)
Fiir die Kompatibilitiat der getroffenen Definitionen mit der Thermodynamik ist

wie in [Gur93] zu fordern, dafd s = — of ilt. Durch Einsetzen in folgt
TS g

_ of
e=f-Tsr. (2.10)

Es ist zu sehen, daf8 alle Terme von f, die linear in T sind, keinen Einflufs auf e
haben. Wichtige Konstanten als Bezugsgrofien sind

Schmelztemperatur: T , mit (T, —1) = f(Tin, +1), (2.11a)
Latente Wéirme: l:=e(Tw,—1) —e(Tw, 1), (2.11b)

wobei die Werte & = =+ 1 als stellvertretend zur Bezeichnung der festen bzw.
fliissigen Phase zu verstehen sind.

2.3.1 Volumengleichungen

Fiir die Dichte der inneren Energie wird eine Erhaltungsgleichung angesetzt, die
Anderungen von e nur aufgrund des Warmeflusses zulafst

dre + divQ = 0. 2.12)

Zweckmafig sind die folgenden Definitionen mit den konstitutiven Annahmen

)
Spezifische Warmekapazitét: cp = cp(P) := 8_18"' (2.13a)
~ = )
Dichte der latenten Warme: 1=1T,®):= 2%. (2.13b)
Die Erhaltungsgleichung ist dann
. de de . 15 .
0= at€+d1VQ: ﬁatT+£8t®+dva = Cp atT+ Elatq)+d1VQ.

Fiir die Dichte der inneren Energie e wird jetzt ein spezieller Ansatz ge-
macht, der einer Linearisierung um die Schmelztemperatur T,, entspricht und
die latente Warme aus @ITH) einbezieht

e:= (T — Tp)co(®) — JIn(P). (2.14)

Dabei ist i eine in ® monotone Funktion, die wegen @.T1D) zwischen den beiden
Phasenzustinden ® = —1 und ® = 1 die Hohendifferenz 2 aufweisen muf3

LOSUC ) (2.15)
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Geeignet als Wahl fiir 1 sind insbesondere h(®) = ® bei diffuser und h(P) =
sign(®) bei scharfer Grenzfliche und stetiger Ordnungsgrofie ®. Somit ist die
immer noch sehr allgemeine Form der Erhaltungsgleichung

0=1cotT + (T —Tpu)dico — 210h  +divQ (2.16)
=0T + 1 [2(T — Typ)00co — 10h] 9;® + div Q.

=1

Bei phasenabhingiger spezifischer Wirmekapazitit c, ist die Dichte I der laten-
ten Warme also abhéngig von Temperatur und Phasenzustand. Wenn wir fiir
cp(®) einen zu @I4) dhnlichen Ansatz

Co(®) 1= Ty + Goh(P) 2.17)
mit dem Mittelwert ¢; und der Sprunghéthe ¢, machen, erhalten wir aus (ZI8)
o0t T+ 3 [2(T — Ty)& — 1] 0¢h(®) +divQ = 0. (2.18)

Scharfe Grenzflidche

Die Phasen-Indikatorfunktion kann nach wie vor stetig oder unstetig sein, aber
die davon abhingigen Grolen e, Q, s und f diirfen jetzt, im Falle der scharfen
Grenzfldche, nur noch von dem Vorzeichen sign(®) abhingen. Fiir eine bei 0
stetige Ordnungsgroie & wird

h(®) = sign(P)

gewéhlt Die spezifische Warmekapazitiat nimmt in den jeweiligen Teilgebieten
O bestimmte konstante Werte C;—L := Cp &y an. Setzen wir dies in die Bilanz-

gleichung @I8) bzw. @I ein, folgt
cdiT + ((T = T)& — 31) drsign(®) +divQ =0, in Q. (2.19)
Innerhalb jedes der beiden Teilgebiete 3~ und Q' ist offensichtlich
;0T +divQ = 0in O

Ein beliebiges Kontrollvolumen K C () kann in die beiden Teile Kt :=KnNnQ~
und K~ := KN QT zerlegt werden. Mit dem Gauf$schen Satzes bekommen wir

+ _
/K _cra,Tdxdt + /a . (Qm) ds(x)dt =o0. (2.20)

3. Der allgemeine unstetige Fall soll hier nicht weiter beriicksichtigt werden, es ist dabei lediglich
die insgesamt richtige Sprunghche bei ® = 0 einzustellen.
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Aufgrund der Festlegung (N) in Abschnitt22 der zufolge die Normale auf I in
Richtung von Q7T nach O~ orientiert ist, gilt

| o@mase) = [ Qmds@E [ (Qn) ds.

Um Beitrdge der beiden Teile des Kontrollvolumens zusammenzufassen, defi-
nieren wir den Sprung einer Grofie Q bei Ubergang tiber die Grenzflache I' als

Qlr=Q0"-Q~ (2.21)
und erhalten so, unter Verwendung von (Z20),
o:/KcvatTdH/Kdindx
:/K+ cvatdeJr/W (Q,n) dS(x) +/Ki cvatde+/aK7 (Q,n) dS(x)
:/Kcvatde—&—/aK<Q,n> dS(x)+/m[<Q,n>]r ds(x).

Integrieren wir Gleichung @I9) tiber ein hinreichend kleines, aber festes Kon-
trollvolumen K C () und ein Zeitintervall [t, t] und setzen dies ein, so folgt

/:/Kmra)KQ’””F AS(x) dt :/t: (T =Tu)& = §1) assign(®) dwdt. 2.22)

Am Anfang des Abschnittes wurde bei den Konstitutiv-Beziehungen die Stetig-
keit der Temperatur T vorausgesetzt. In jedem Punkt (%, x*) mit der Tempera-
tur T* := T(+*, x*) 146t sich deshalb zu beliebig kleinem p > 0 eine hinreichend
kleine Umgebung [ty, t1] x K finden, in der stets gilt, |T — T*| < p. Mit einem im
asymptotischen zu y proportionalen Term O(u) kénnen wir die rechte Seite in
22 schreiben als

t
("= Tw)& — 31+ 0() / 1 at/Ksign(dD)dxdt
to
und erhalten mit (A32) aus Anhang[AHaus der Gleichung @22) nun

/t: /Kmr(t) [(Q )] dS(x) dt

= (AT = T)& —1+0(n)) /t: /m(t) vV ds(x) dt.
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Auf der rechten Seite bezeichnet dabei V die Normalgeschwindigkeit der Pha-
sengrenze I'(t). Da die obige Beziehung in jedem Punkt (+*, x*) fiir beliebige hin-
reichend kleine Kontrollvolumina und Zeitintervalle gilt, erhalten wir mit y — 0
zusitzlich zur Erhaltungsgleichung in beiden Teilgebieten OF eine Randbedin-
gung auf der Grenzflache I', die Stefan-Bedingung

0=croT+divQ in Q% und (2.23a)
~[Qlr = (1-2(T = Tw)&)V auf I’ (2.23b)

2.3.2 Oberflicheneffekte

Aus der Kompatibilitdtsbeziehung (ZI0) erhalten wir durch Ableiten und Ein-
setzen der Definition der spezifischen Warmekapazitit aus @I3)

Die Losung dieser Differentialgleichung hat die allgemeine Form
f(T,®) = =TIn(T)co(P) + Tk (P) + ko (D).

Aus dem Ansatz (ZT4) fiir die Dichte der inneren Energie e folgt fiir den Para-
meter k die Bedingung ky = —cy(®) T,y — 31h(P). Um weiterhin die Bedingung
@TTa) zur Festlegung der Schmelztemperatur T, zu erfiillen, sollte f(Ty, -) un-
abhingig vom Phasenzustand sein, wozu k1 := In(Ty,)cp (P) + ¢ (P) + %mh(cb)
gewahlt wird. Dies fiihrt insgesamt auf

T— Ty
2Ty

F(T,®) = —Tln (l) co(®) + (T — T )eo (@) + I(®).  (2.24)

Tin
Es wird nun gefordert, daff das Zwei-Phasen-System sich in einer Weise zeitlich
entwickelt, daf dabei die freie Energie minimiert wirdd Dazu wird das Funktio-
nal F der freien Energie definiert als

F(T,®) = / F(T, @) dx (2.25)
Q
und dann mit der Fréchet-Ableitung von F und einem Relaxationsparameter w

eine variationelle Gleichung formuliert:

0 0 . .
/Q wq)E(Ddx = _E‘F(T’Q)W] , fiir alle Testfunktionen ¢. (2.26)

4. Bei ortlich verdnderlicher Temperatur ist eigentlich statt der Minimierung der freien Energie die
Entropie zu maximieren. Das Vorgehen hier entspricht dem beim Phasenfeld-Ansatz, der ebenfalls
mit einer freien Energie F formuliert wird und dabei kompatibel mit der Termodynamik ist [PF93].
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Es ist nun zu sehen, dafs auch ohne eine treibende Kraft durch die Un-
terkithlung, d.h. fiir konstante Temperatur T = T,;, die innere Energie auf ()
beliebig gesenkt werden konnte, indem O, und damit die Oberfliche T, belie-
big wachst. Es ist deshalb in der Definition von F ein Term hinzuzufiigen, der
Oberflacheneffekte beschreibt. Hierzu ist ein geeigneter Modellansatz notig, der
von der Richtung des Gradienten, also der Grenzflachengeometrie, und dem ge-
wichteten Betrag des Gradienten, also letztlich der Oberflachengrofse, abhangt.
Ein moglicher Ansatz ist z.B.

F(T,®) = /Q F(T, ®) + Sp(VD) d, (2.27a)
Sp(®, V) = w, (%) IVR(®)|, (2.27b)

mit Sp(V® = 0) = 0 in einer Weise, dafl St zumindest stetig ist. Dabei laft sich
eine Anisotropie der Oberfldchenspannung in der Funktion w, modellieren.

Bei dem Phasenfeld-Ansatz gibt es die weitere Einschrankung, daf3 die
Ordnungsgrofie ® nur zwischen den Werten +1 interpolieren soll. Dazu kann
dem Funktional der freien Energie (Z27a) ein weiterer Term W(®) hinzugefiigt
werden, der einem Zwei-Mulden- oder Zwei-Hindernis-Potential entspricht. Die
konkrete Form des gewéhlten Potentials wird erst bei einer Verallgemeinerung
auf Mehrphasen-Systeme wichtig, um den genauen Verlauf der erlaubten Pha-
sentibergange im Detail festzulegen [CKPOT]. Anders als in (Z27B) wird
beim Phasenfeld-Ansatz mit

Vo

51(ve) = u? 1oy ) VIR

eine in V® homogene Funktion der Ordnung 2 verwendetl Wir erhalten so fiir
@ eine Allen-Cahn-Gleichung. Durch solche nichtlinearen Reaktions-Diffusions-
Gleichungen lassen sich bistabile Systeme beschreiben, bei denen sich makrosko-
pisch die Phasengrenze lokal proportional zu ihrer mittleren Kriimmung bewegt

[AC79, [ESS97).

Scharfe Grenzflidche

Eine von den vorangegangenen Abschnitten unabhéngige Herleitung der all-
gemeineren mechanischen und thermodynamischen Zusammenhinge an der
scharfen Grenzfliche in zwei Raumdimensionen gibt es in [Gur93]]. Nach Linea-
risierung wird dort die Temperatur auf der Grenzfliche durch die Gibbs-Thom-

5. Dagegen wird im Zusammenhang mit dem Hauptkriimmungsfluff von Flichen eine vom Grad
1 homogene Funktion wie in C2ZB) gefordert, vergleiche AbschnittEl
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son-Bedingung

~ ~ 7
T [r= Ty (1 - W%K - %V) (2.28)

bestimmt. Dabei ist ¢ > 0 der Anisotropie-Parameter, der die Starke der Rich-
tungsabhzngkeit der Oberflichengréfen 7, und B, bestimmt, wobei ¢ = 0 den
isotropen, d.h. richtungsunabhéngigen Fall bezeichnet. Weiter steht 7, fiir die
anisotrope Oberflichenspannung, 7 fiir deren zweite Ableitung beziiglich der
Raumorientierung und f ist ein kinetischer Koeffizient.

Die obige Modellierung der Oberflacheneffekte in dem Funktional der frei-
en Energie wird an dieser Stelle nur in einem einfachen Gleichgewichtszustand
untersucht. Dieser Zustand mufS isotherm sein, also ist T konstant. Weiterhin
wird angenommen, dafd ¢, konstant und die Oberflachenspannung isotrop ist,
also ¢ = 0 und damit 7] = 0 gilt. Das 148t sich beispielsweise durch Sy :=

d 1) [IVh(®)| modellieren, wobei d fiir die Raumdimension steht. Die freie

Energle F gemdfl (Z27Za)) ist dann, bis auf einen nur von der Temperatur T ab-
hingigen Anteil, gegeben durch

T—T,
FLe)= |, szmlh(q’”szl)

o T*Tm '70 / I

=57 l</mh(<1>)dx+/ﬂih(<b) dx> 5T 1 (@) | V| dx
T—Tu

=5 l</0+1dx+/07 —1dx) / ) [V dx,

wobei wieder h(®) = sign(®) eingesetzt wurde. Das zweite Integral gibt nach
Anhang[AH gerade die Grofle der Oberfldche von I an. Es folgt

IVR(D)| dx

T —

T "1(Voly () — Voly (- ))+ﬂVold 1(T).

F(T,®) = T, 7

In dem speziellen Fall eines kugelférmigen inneren Gebiets O 148t sich die freie
Energie F in Abhdngigkeit vom Radius r formulieren. Mit der Bezeichnung >.;
ftir Oberflachengrofle der d-dimensionalen Einheitskugel ist

24 g1, T—Tw)(Za 4 1
F(T,r) = d LA T, l(d Vold(Q)

Im Gleichgewichtszustand muf in Z26) die Ableitung verschwinden, und es ist

- —T
Oé i}'zzd'yord_z—&-lu

>l
or T d
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Daraus erhalten wir die Beziehung

1 T-Ty,
'VOr* Tm ’

der wir insbesondere wieder die Gibbs-Thomson-Bedingung

T |r= Ty (1 - ?K) auf T (2.29)
entnehmen kénnen, da die mittlere Kriimmung einer Kugeloberflache mit Radi-
us v gerade x = 1/ ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein lokales thermodynamisches Gleichge-
wicht an der Phasengrenze angenommen, wodurch der kinetische Koeffizient
BS in @28) verschwindet. Fiir das Phasenfeld-Modell mit diffuser Grenzflache
wird z.B. in [KR98, durch Anpassen von asymptotischen Entwickungen
die Konvergenz gegen (Z28) im Limes scharfer Grenzfliche gezeigt.

2.4 Vereinfachte dimensionslose Modellgleichungen

Mit dem Ziel der Entdimensionalisierung der Modellgleichungen werden jetzt
zwei vereinfachende Festlegungen getroffen. Der Warmeflufs hange linear vom
Gradienten der Temperatur ab

Q(VT,®) = —k(®)VT,
und die spezifische Warmekapazitidt habe die Form
co(®) =Ty + Ch(P).

Aus der Erhaltungsgleichung (ZI6) bekommen wir dann
(T + GI)IT — div(kVT) + (T—Ty)3s(Goh) — %zath —0. (30)

Da der Phaseniibergang nicht augenblicklich bei Erreichen der Schmelztempera-
tur Tj, stattfindet, liegt die Temperatur To, in weiter Entfernung des betrachteten
Kristalls unterhalb von T),. Die charakteristische Grofe ist die dimensionslose
Unterkiihlung -

U= CT” (Ty — Too) - 2.31)

In gleicher Weise wird die Temperatur entdimensioniert:

9= 2 (T - Ta) :CT”

l (T — Tp) + U. (2.32)
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Nun wird der Diffusionskoeffizient als D(P) := %ﬁf) definiert. In der dimensi-
onslosen Termperatur ausgedriickt und nach Division durch /, ist die Gleichung

€30

o cy 1
<1 + E:vh(tb)) 09 — div(D(®)VY) + {(19 — L{)z:v - E} oth(®) =0, (2.33)
v 0
wobei T — T, = % (9 —U) verwendet wurde. Speziell unter der im weiteren

verwendeten Annahme konstanter spezifischer Warmekapazitit, d.h. ¢, = 0,
gilt

96 — div(D(®)V8) — %ath(CD) 0. (2.34)
Die Dichte der inneren Energie e gemif dem Ansatz @I4) und die daraus

resultierende Dichte der freien Energie f nach (ZZ4) sind in den dimensionslosen
GroBen und mit der Definition 9y := ¢(T=0) = —F Teo:

%e(w,cp) =9 <1 + %h(@)) — %h(d)) (2.35a)
Lr(o,0) = {(0@—_@;) :1( q()?,:i(;) ~ -] (1+Zn@) -
U—=o 2

Das in @28) zu minimierende Funktional F (¢, ®) kann unter der Annahme
¢y = 0 vereinfacht werden, da die nur temperaturabhéngigen Terme von f aus
@35D) bei der Fréchet-Ableitung wegfallen. Damit erhalten wir inklusive der
Oberflachenbeitrdge Sr

8 —U h(P)
e 2 (2.36)

F(8,®) = /Q Sr(VO) +

Scharfe Grenzfliche

Mit Annahme einer scharfen Grenzflache 146t sich die Gleichung 33) wieder-
um als eine Diffusionsgleichung in beiden Teilgebieten mit der Stefan-Bedingung
@230) auf der Grenzfliche formulieren:

0;0 = DAY in Q%(t), t € [0,7],

[D*8], = (1 — 2?(19 — U)) 1% aufT(t), t € [0,t"].
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Dazu kommt noch die Gibbs-Thomson-Bedingung nach (Z29)

Ton (e + 77 T,
ci(l? —U)=T-T, = _MK — Tm‘BEV auf T'(t).
[
Mit der Definition der Kapillarititslinge als d. := %(% + /) und analog

Be := %Bg erhalten wir in den dimensionlosen Grofien
O |lr=U —dex — BV auf T'(¢). (2.37)

Die Oberflichenspannung bewirkt iiber ein lokales Absenken der Schmelztem-
peratur eine Verringerung der lokalen Temperaturanstiege und damit eine Ver-
langsamung des Wachstums. Eine anisotrope Oberflichenspannung muf diesen
Effekt in den Vorzugsrichtungen abschwéchen. Als einfache Modellierung von
Anisotropie mit 4-facher Symmetrie wird oftmals

de :=doAe(a) :=dp (1 — ecos(4n)) (2.38)

gewdhlt, wobei « der Winkel zwischen der Oberflichen-Normale und einer vor-
gegebenen Richtung ist.

Vereinfachend werden jetzt noch die Annahme ¢/ = ¢, k™ = k=, und
damit D = D, sowie B, = 0 getroffen. Zur Beschreibung eines wachsenden
dendritischen Kristalls wird nun ein Lésungspaar (8,I") von

0 = DAY nQ\I(t)=Q (HUuQ™(t), t€0,t], (2.39a)
D@0 =V auf T'(t), t € [0,¢], (2.39b)
Olr=U—dex aufT(t), t €[0,t] (2.39¢)

mit geeigneten Anfangsbedingungen und Vorgaben an das Verhalten der Tem-
peratur im Fernfeld des Kristalls gesucht. Die Grofsen V und x sowie n und d,
sind dabei keine unabhéngigen Variablen, sondern durch die Grenzflache I' be-
stimmt.

2.5 Mathematische Losungstheorie und Grenzflichenstabilitat

Das Losen von (Z39) stellt mathematisch ein Problem vom Stefan-Typ dar. Ne-
ben einem solchen zweiphasigen Stefan-Problem spielt in anderen Zusammen-
hiangen auch das einphasige Stefan-Problem eine Rolle, das schon auf einem der
Teilgebiete, z.B. (7, vollstindig formuliert werden kann, da auf dem anderen
Teilgebiet die Diffusion vernachldssigt wird. Das klassische Stefan-Problem be-
sitzt keine geometrischen Einfliisse in der Randbedingung (Z39d), sondern statt



22 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN ZUR MODELLBILDUNG

dessen wird dort eine konstante Grenzflachentemperatur vorgeschrieben. Das
durch @39) gegebene Problem wird im Gegensatz dazu genauer als modifizier-
tes Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson-Bedingung bezeichnet. Dabei wurde fiir
@39) vereinfachend von einem symmetrischen Modell mit gleichen Koeffizien-
ten in beiden Teilgebieten ausgegangen, bei dem es weiterhin keine kinetische
Unterkiihlung durch einen Term B V in Z39d) gibt.

Uberblicke iiber die mathematische Losungstheorie des Stefan-Problems
sind beispielsweise in zu finden. Demnach besitzt das klassi-
sche Stefan-Problem eine eindeutige, globale verallgemeinerte Losung, und un-
ter weiteren Bedingungen lassen sich klassische Losung erhalten.

Fiir das modifizierte Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson-Bedingung wur-
de die Existenz verallgemeinerter Losungen nachgewiesen [Luc90], die aller-
dings mehrdeutig sind. Fiir kleine Zeitintervalle gibt es verschiedene Nachwei-
se der Existenz eindeutiger klassischer Lésungen [Rad91], [EPS03]]. Dane-
ben sichert fiir ein vorgegebenes festes Zeitintervall die Existenz und
Eindeutigkeit klassischer — sogar analytischer — Losungen. Allerdings mufs da-
bei von entspechend kleinen Anfangswerten, d.h. sowohl kleiner Temperatur als
auch kleiner Kriimmung der Grenzfliche, ausgegangen werden.

Grenzfldchenstabilitit und Seitenarme

Zur Untersuchung der Stabilitdt der Phasengrenze wird eine ebene Grenzfldche
mit infinitesimalen sinusférmigen Auslenkungen gestort. Es zeigt sich [MS63],
daf$ langwellige Storungen, d.h. solche mit einer Wellenldnge A oberhalb von

/\MS = 2714/ dQL,

durch ein von Z39) bestimmtes System verstirkt werden, was als Mullins-Se-
kerka-Instabilitéit bezeichnet wird. Die feinwelligen Storungen werden dagegen
aufgrund der Oberfldchenspannung geddmpft. Ohne Berticksichtigung der Ober-
flachenspannung wirken alle Storungen instabil.

Die vielfachen Verzweigungen dendritischer Kristalle in einige Hauptarme
mit vielen Seitenarmen lassen sich mit einer selektiven Verstirkung von Storun-
gen durch diese Instabilitit erkldren. In [Can87, wird thermisches Rau-
schen als Ursache der Storungen untersucht und das Wachstum der Amplitude
von Seitenarmen theoretisch vorhergesagt. Daraus 148t sich als besser mefibare
Grofse der Abstand D; von der Spitze eines Hauptarms bis zum ersten wesentli-
chen Seitenarm ableiten. Dieser Abstand D; hat sich experimentell als eine cha-
rakteristische Grole dendritischer Kristalle herausgestellt und
liegt dabei in einer mit vertraglichen Gréienordnung.



Kapitel 3

Stationdrer Nadelkristall

Trotz der prinzipiellen Instabilitit der Grenzfliche ist das dendritische Wachs-
tum kein vollig beliebiger Prozefs, sondern es werden experimentell Dendriten
vorhersagbarer Struktur, d.h. mit parabelférmiger Spitze der Hauptarme und
jeweils einem bestimmten Abstand der Spitze zu den ersten Seitenarmen, beob-
achtet. Die Entstehung der Seitenarme wird mit einer Verstirkung von Stérun-
gen des Nadelkristalls durch die Oberfldcheninstabilitdt erklartl] Dabei gibt es
zwei Ansitze fiir die Ursache der Storungen:

1. Thermisches Rauschen, dies wird in [[Lan87, theoretisch analysiert
und durch experimentelle Arbeiten sowie numerische Simulation
mit der Phasenfeld-Methode unterstiitzt.

2. Oszilationen in der Geschwindigkeit der Kristallspitze, woftir in [LF02] ein
erster experimenteller Hinweis gefunden wurde.

Fiir die theoretische Beschreibung kann oft von vernachldssigbaren Stérungen
ausgegangen und eine solche Dendritenspitze zu einem unendlich ausgedehn-
ten parabelformigen Kristall ohne Seitenarme abstrahiert bzw. fortgesetzt wer-
den. Dieser wird als Nadelkristall bezeichnet.

Charakteristische Grofien eines dendritischen Kristalls bzw. eines Nadel-
kristalls sind Kritmmungsradius R und Wachstumsgeschwindigkeit V;;,, der Kri-
stallspitze. Diese sind gemdfl experimentellen Beobachtungen reproduzierbar
und daher durch die Materialeigenschaften und die Unterkiihlung ¢/ eindeu-
tig festgelegt. Die Selektion bestimmter Kristalle gilt als weitgehend theoretisch
verstanden. Dabei wird in der Anisotropie der Oberflichenspannung die dafiir
bestimmende Grofe gesehen.

Die Verifikation der theoretischen Selektions-Voraussagen ist schwierig.
Insbesondere kann ein Materialparameter wie die Anisotropie ¢ im Experiment

1. Alternativ gibt es eine selbstahnliche globale Wellenbeschreibung der Grenzfliche, die von An-
fang an die Seitenarme enthilt [XY99]. Diese Theorie ist aber umstritten.

23
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nicht beliebig variiert werden, und der Vergleich verschiedener Materialien birgt
grof8e Unsicherheiten bei der Interpretation von experimentellen Daten. Um die
Gultigkeit der Selektionstheorie fiir einen Nadelkristall zu bestdtigen, sind des-
halb methodisch unabhéngige analytische Zugange und numerische Simulatio-
nen wichtig und werden in diesem Kapitel untersucht.

In diesem Kapitel wird die zweidimensionale dendritische Platte unter-
sucht. Bei Annahme eines rotationssysmmetrischen dreidimensionalen Kristalls
trite ein zusdtzlicher Term in den Differentialgleichungen auf. Fiir die korrek-
te Beschreibung dreidimensionaler Dendriten ist aber die Abweichung von der
Rotationssymmetrie wichtig.

3.1 Stationadres Problem

Abbildung 3.1: Mehrfachbelichtung eines wachsenden Kristalls [GMO93]].

AbbildungBJlzeigt in einer Uberlagerung von Momentaufnahmen das typische
Wachstumsverhalten eines dendritischen Kristalls. Dabei behilt die Kristallspit-
ze wihrend sie sich in Wachstumsrichtung bewegt ihre Parabelform bei. Die Sei-
tenarme wachsen entlang ihrer eigenen, unbewegten Achsen.

Innerhalb eines gewissen mitbewegten Beobachtungsfensters dagegen er-
scheint die wachsende Kristallspitze unverdndert, wie in AbbildungB2skizziert
ist. Alle zeitabhédngig verdanderlichen Vorgédnge finden aufierhalb dieses Fensters
statt und haben nur vernachldssigbaren Einflufl auf die Vorgédnge innerhalb des
Fensters oder wirken nur in stationdrer Weise auf das Innere. Sie kénnen daher
durch eine stationdre Ersatzbeschreibung berticksichtigt werden. Beispielsweise
durch eine geeignete Fortsetzung der Kristallspitze ohne Seitenarme, den Nadel-
kristall.
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Abbildung 3.2: Dendritisches Wachstum mit stationérer Kristallspitze und die
Idealisierung zu einem parabelférmigen Nadelkristall.

In einem (X, )-Koordinatensystem bewege sich die Kristallspitze mit der
Geschwindigkeit V;;, in positive y-Richtung. In dem mitbewegten Koordinaten-
system mit x := X und y := y — V;;, t ist das Temperaturfeld dann

O(t,x,y) = O(L %, 5 — Viip t) == 0(t, X, 7).

Die Annahme einer stationdren Bewegung zieht das Verschwinden der Zeitab-

leitung nach sich, d.h. %,=0H Aus der Diffusionsgleichung (Z39a), wenn sie in &
aufgeschrieben wurde, folgt so

0 = DAS + V9,9 . (3.1)

Diese Differentialgleichung wird im wesentlichen durch die Diffusionsldnge L :=
‘2/:_27 bestimmt. Im weiteren Verlauf wird noch eine raumliche Skalierung zweck-

mafig sein, durch die der Spitzenradius auf 1 normiert wird. Dazu werden die
Koordinaten (x,y) := %(5?,37) definiert, wodurch ein Faktor % in den Differen-
tialgleichungen zu jeder Ableitung, d.h. bei hoheren Ableitungen entsprechend
der Ordnung mehrfach, und in der Gibbs-Thomson-Beziehung der Kriimmung
hinzugefiigt wird. Zur Vereinfachung der Modellgleichungen lassen sich noch

2. Alternativ kann auch ein Ansatz fiir eine selbstihnliche Lésung gemacht werden. Dann ist
8(x,y) := O(x,y — Viipt). Diese Argumentation fithrt auf dieselbe Gleichung (I). Weil die Pha-
sengrenze so zu jedem Zeitpunkt durch entsprechende Verschiebung der Ausgangsgestalt gegeben
ist, muf3 der Kristall notwendig als einseitig unbeschrankt vorausgesetzt werden.
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die Péclet-Zahl p und ein Selektionsparameter o einfiihren, die {iblicherweise
als

R
2D pR

= (3.2)
definiert werden. Dabei ist dy der Koeffizient aus der Festlegung der Kapillari-
tatslange als de = dpA, in @Z38). Wir erhalten somit als mathematisches Modell
fiir einen Nadelkristall mit gleichbleibender Oberflachengestalt das stationére
Randwertproblem fiir die Temperatur ¢:

0 = A9 + 2pa, 0 inQ\T, (3.3a)
[0 = 2p ey, 1) aufT, (3.3b)
O|r =U— prAgx aufT (3.30)

und Abklingbedingung an & oder Vorgabe von ¢  auf 0Q).

Neben U/ und der Materialgrofie ¢ enthdlt das Modell nur noch die Parameter
p und o, aus denen eindeutig der Zustand eines stationdr wachsenden Kristalls
bestimmt werden kann:

2D ,

d
R(p, o) = p—g, Vip(p, @) =GP0 (3.4)

3.2 Die Ivantsov-Losung

Wir gehen jetzt von einem parabelférmigen Nadelkristall aus. Durch die Wahl
einer bestimmten vorgegebenen Grenzflachenform reduziert sich das nichtlinea-
re Stefan-Problem mit freier Grenzflache auf ein lineares Problem.

Mit RandangepafSten Koordinaten, den Parabelkoordinaten (&, 1) aus (AJ3),
wird die Phasengrenze durch die Koordinatenfliche 7 = 1 beschrieben. Die
partielle Differentialgleichung und die Randbedingungen auf I' sind dann laut
(AT3) und (ATD) aus dem Anhang[Akonkret

0 = 28020 +(1 —2p&)ag 0 + 27979 + (1 +2py)ay 8 in Q\T,

(3.5a)

[aenﬂ(g,l)}r: p aufT,  (3.5b)
1 2 _6f+1

(&) [e=U - po ((1 TE eg(l fg);z ) auf I (350)

und Abklingbedingung oder Vorgabe auf 0Q).
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Abbildung 3.3: Ivantsov-Losung fiir einen isothermen parabelférmigen Nadel-
kristall bei p=0.1, d.h. i/ ~=0.405565. Phasengrenze I  ist griin hervorgehoben.

Wir suchen jetzt eine globale analytische Losung fiir einen Nadelkristall. Dies
gelingt mit der Ivantsov-Losung [[vad7)] allerdings nur fiir ein vereinfachtes Mo-
dell, bei dem die Oberflicheneffekte vernachléssigt werden. Nachdem in der
Gibbs-Thomson-Beziehung 1d) der kriimmungsabhingige Term weggelassen
worden ist, sind die Randbedingungen, und damit auch die Lésung, unabhangig
von ¢. Es bleibt lediglich das Problem

278 (7) + (14 2p)d(n) =0 firl # 7 € Ry, (3.6a)
B =p ) r=U (3.6b)

mit einer gewohnlichen Differentialgleichung tibrig. Die analytische Losung ist,
wie im Anhang[A2 gezeigt wird, die Ivantsov-Lésung

80(y) := e’ /P70 {erfc(m oy =1 (37)

erfc(\/pyy) furn > 1.

Die Gibbs-Thomson-Beziehung liefert den Zusammenhang

U =10(1) =ef/prerfc(\/p), (3.8)

aus dem durch Auflgsen der Gleichung eine Abhingigkeit der Form p = p(U)
folgt. Mit der Péclet-Zahl ist allerdings nur das Produkt von R und V;,, festgelegt.
Weil der o-abhingige Term, und damit die auf die Kristalloberfldche bezogene
Langenskala d, bei der Vereinfachung des Modells weggelassen wurde, kann
der genaue Wachstumszustand des Nadelkristalls nicht gema8 (Z) bestimmt
werden. Eine Verallgemeinerung auf isotherme elliptische Paraboloide fiihrt zu
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einer Korrektur der Unterkiihlungs-Péclet-Zahl-Beziehung, abhidngig vom Ver-
hiltnis der Langen der Hauptachsen [HC6I]]. Es bleibt aber die gleiche Unbe-
stimmtheit des stationdren Zustands bestehen.

3.3 Uberblick iiber die Selektionstheorie

Zur Festlegung des stationdren Wachstumszustandes (R, Vtip) sind die Einbezie-
hung von Oberflicheneffekten und physikalischer Prinzipien nétig. Uberblicke
tiber die Entwicklung der Theorie zur Selektion von Dendriten und numerische
Verfahren zu deren Verifikation sind beispielsweise in [GM93| [BB96), [T96] zu fin-
den. Einige Aspekte werden im folgenden beschrieben, um einen Hintergrund
fiir die Abschnitte B4lund B zu liefern.

Eine um Kapillaritats-Effekte korrigierte Oberflaichentemperatur fiihrt im
Rahmen einer Separationslosung [GS67, oder in der selbstkonsistenten
Form von Nash und Glicksmann [NG74] zu einer Beziehung Vj;, = V;;,(R).
Die Hypothese maximaler Geschwindigkeit, d.h. der am schnellsten wachsen-
de Dendrit verdringe die anderen, erdffnet so die Moglichkeit einer Selekti-
onsaussage. Derartige Vorhersagen wurden aber experimentell wiederlegt, siehe
[GMI3].

Vielmehr scheint demnach das dynamische Verhalten der Dendriten fiir
die Selektion entscheidend zu sein, unter anderem z.B. die Stabilitit der Grenz-
flachengestalt gegeniiber Storungen. Oberfldcheneffekte erlauben aufgrund ei-
ner Losbarkeitsbedingung, der Microscopic-Solvability-Condition (MSC), nicht
mehr beliebige Kombinationen aus R und V;;,, sondern nur noch eine diskrete
Menge [BMYT]]. Eine Stabilititsanalyse 148t davon genau eine zu und legt so den
Selektionsparameter fest

oc=0%:= —¢4, (3.9)

mit einem numerisch bestimmten Eigenwert Ay ~ 0.42. Die Diskrepanzen zwi-
schen diesen Vorhersagen und experimentellen Messungen lielen sich im we-
sentlichen auf den Einflufl der durch die Gravitation verursachten Stromung in
der fliissigen Phase zurtickfiithren. Bei Experimenten unter Mikrogravitations-
Bedingungen im Weltraum konnte diese Storung im wesentlichen beseitigt wer-
den, trotzdem blieben gerade bei kleinen Unterkiihlungen noch Differenzen zwi-
schen Messungen und den theoretischen Aussagen [GKW94), [.¥99].

Zum Auflosen dieser Unstimmigkeiten sind einige Annahmen der Selek-
tionstheorie in Frage zu stellen. Beispielsweise ist in Experimenten der beobach-

3. Eine gleiche Festlegung des Selektionsparameters wie (B3 gab es schon vorher mit der Hypo-
these marginaler Stabilitét, d.h. die ausgewahlte Dendritenform befinde sich an der Grenze zwischen
stabilen und instabilen Grenzflichenformen [LM78].
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tete Selektionsparameter o* aus B9 bei geringer Unterkiihlung nicht mehr kon-
stant [GKWY4]]. Anstelle von U wird oft die Péclet-Zahl p als freier Parameter be-
nutzt, auch wenn sie aufler im Fall der isothermen Ivantsov-Parabel nicht allein
aus der Unterkiihlung festgelegt ist und nicht klar ist, wie sie dann aus den Para-
metern berechnet wird. Einige Experimente legen nahe, in drei Dimensionen an-
statt der Parabelform oder von Approximationen 4. Ordnung eher einen Verlauf
der Phasengrenze gemaf y ~ |x|? mit einem B = 1.67 anzunehmen [BBYG]. Im
Experiment ist immer thermisches Rauschen vorhanden, das ein Wachstum rei-
ner Nadelkristalle ausschliefst. Nach einer anfanglichen transienten Phase wird
eine weitgehend konstante Wachstumsgeschwindigkeit erreicht [LKG99]. Dann
sind aber auch schon die Seitenarme entwickelt, und diese haben nach [L99]
Einfluf3 bis zur Kristallspitze.

3.3.1 Selektionstheorie MSC
Als Ausgangspunkt wird hier zuerst die selbstkonsistente Form nach Nash und
Glicksman [NGZ74] hergeleitet. Das mathematische Modell €39) 148t sich so um-
formulieren, daf3 die Stefan-Randbedingung durch einen distributionellen Quell-
term in der partiellen Differentialgleichung ersetzt wird. Es bezeichne dr das sin-
guldre Langenmaf beziiglich der Grenzflache T'H Wie in Abschnitt P erhalten
wir
% = DAY — Vér in [0,t"] x Q, (3.10a)
O|r=U—dx aufI'(t), te[0,t"]. (3.10b)
Im Fall einer selbstdhnlichen Losung, d.h. stationdren Wachstums, wird aus den
Modellgleichungen B3) ganz analog
0= A®+2po, 9 —2p ey, n) or inQ, (3.11a)
Olr=U—porAex aufT. (3.11b)
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung BITa)) erhalten wir aus dem
Faltungsintegral des Quellterms mit der Fundamentallosung G der Gleichun£

0y = [, Gle= oy =) 2peg,m) 6r(&m)

= /r G(x—2¢&,y—mn)2p(ey,n)dl fir (x,y) € Q.  (3.12)

4. Zur Berechnung kann diese durch dr(x) = d(dr(x)) auf die Anwendung der eindimensionalen
Diracsche ¢-Distribution auf die vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion dr bzgl. der Flache I zurtick-
gefiihrt werden, wobei || Vdr| = 1 gilt.

5. Die Funktion G wird auch als Greensche Funktion der Gleichung fiir den gesamten Raum, hier
IR?, bezeichnet. Analog erhalten wir eine Losung von ([&I0@) mittels des Duhamelschen Prinzips aus
einer Faltung des Quellterms mit der Fundamentallosung der Warmeleitungs-Gleichung.
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Die Fundamentallosung G fiir den Operator A + 2pd,, ist Anhang [A4]

Gloy) = g=e MKo(p | (2 y)1), (6.13)

wobei Ky die modifizierte Bessel-Funktion 0-ter Ordnung ist. In I2) kann auf
der Phasengrenze T'(t) die Gibbs-Thomson-Randbedingung @ITH) eingesetzt
werden. Damit erhalten wir die selbstkonsistente, aber implizite Beschreibung
des Problems, aus der das Temperaturfeld vollig eleminiert wurde:

U—poA = Zp/rG(x —&,y—mn) (ey,n)dl fir (x,y) eT. (3.14)

Nun wird angenommen, dafs auch bei Einflufl von Oberflacheneffekten die
Abweichung der Phasengrenze von der Parabelform gering ist und es damit im-
mer noch eine globale Parametrisierung der Grenzflache als Graph einer Funk-
tion gibt. Es sei

7(x) :=qo(x) + ye(x) und I'={(x,7(x)) | xR}, (3.15)

wobei 7g(x) = —x?/2 die Parametrisierung der Ivantsov-Parabel ist und . eine
kleine Storung darstellt. Durch Einsetzen der Parametrisierung von I' wird das
Integral in (&14) unabhingig von Storungen stets auf das gleiches Parameterin-
tervall bezogen und es ist

U — poAex =2p /CGIRG(x —&y—(&)d¢ firxeR. (3.16)

Die Ivantsov-Losung @B7) erfiillt diese Gleichung, hier speziell mit der
konstanten linken Seite U/. Die Differenz von (BI6) mit dieser Gleichung fiir den
ungestorten Fall fiihrt auf

_ASU'K—Z/ G(x =& 7(x) =7(8) = G(x = & v0(x) —70(8)) dg.  (3.17)

Auf der linken Seite kann die Kriimmung in Abhéingigkeit von x und 7 (x) aus-
gedriickt werden. Auf der rechten Seite werden im Rahmen der Selektionstheo-
rie Ndherungen und Asymptotiken fiir verschwindende Péclet-Zahl p < 1 be-
nutzt. Im nachhinein werden die resultierenden Aussagen auch wieder fiir gro-
Bere Péclet-Zahlen gerechtfertigt, solange py/e < 1 ist. Details der folgenden
Rechnungen sind [BMO9T], zu entnehmen und werden auch teilwei-
se in Anhang[Alaufgefiithrt. Wir erhalten insgesamt aus (17)

po— @=L L ) o n@NG D)
(14 (-0t PR (=) (14§ +0)?)
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Um das Integral auf der rechten Seite zu losen, wird ein Ansatz v, := v + 77
gemacht, wobei 7 die in der oberen bzw. in der unteren Halbebene holomorphe
Fortsetzung der Funktionen v, sei. Mit Hilfe des Residuensatzes folgt

Aga(1 :2(/(95) - ;2)5 — 1—;‘x2 ({(x+i)7j(—x+2i) +(x —i)ys (x)}
Ye—Xx)7)*

— [+ i () + (= ) (—x —20)] ) (3.18)

Von hier aus kénnen nun zwei Richtungen weiterverfolgt werden:

Als erstes konnen auf der linken Seite von @I8) die Anisotropie von A
und alle Ableitungen von <, vernachldssigt werden. Nach Multiplikation der
Gleichung mit —i (1 + x?) besitzt der links verbleibende Term ebenfalls eine Dar-
stellung aus jeweils in der oberen bzw. unteren Halbebene holomorphen Fortset-
zungen der Form

gi(1+22) "2 = 0@ T (x) + 0 (x).

Durch Indexverschiebungen erhalten wir eine Reihendarstellung der Formkor-
rektur als

O (x — i4k) <1>+(—x+i4k+2i)> .19)

%(x)z‘f,;)%( Y@k —xr ikt

mit dem wichtigen Ergebnis, dafs der Korrekturterm sich proportional zu o ver-
hélt. In der Nahe der Kristallspitze 148t sich die Formkorrektur durch einen Term
4. Ordnung in der Parametrisierung der Phasengrenze approximieren.

Als zweites lassen sich mit der vollstdndigen rechten Seite von BI8) not-
wendige Losbarkeitsbedingungen suchen. Dafiir werden die Variablen um die
singuldre Stelle x = i reskaliert und fiir diese Transformation unter Verwendung
weiterer Naherungen eine Differentialgleichung aufgestellt. Die daraus erhalte-
nen Losungen miissen dann Anpassungsbedingungen an die oben gefundene
erfiillen. Unter Vernachldssigung der Anisotropie ist das nicht moglich und mit
deren Einbeziehung gibt es eine diskrete Menge von Losungen, verbunden mit

Eigenwerten A; = ei/o, j € INp. Durch eine Stabilitidtsanalyse 146t sich der
Eigenwert A als einzig zuldssiger auswihlen und damit die Selektion der Den-
driten festlegen.

3.3.2 Eingeprigte Stromung

Eine Stromung in der fliissigen Phase in (2~ wird allgemein durch die inkom-
pressiblen Navier-Stokes-Gleichungen modelliert. Es sei ()~ ein unendliches Au-
engebiet, in dem sich fiir grofie y die Stromung asymptotisch einem konstanten
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Stromungsfeld in negative e,-Richtung annéhere. Auf der Grenzflache I' zum ru-
henden Festkorper sind Haft-Randbedingungen zu stellen Fiir das Geschwin-
digkeitsfeld u der Stromung und den Druck P bedeutet dies:

ur+ (Vu)u —vAu = f%VP in[0,t"] x Q7 (), (3.20a)
divi =0 in [0, ] x Q(t), (3.20b)
u|pp=0, ylgr’}ou = —looly fiir t € [0, ). (3.20¢)

Analytische Ergebnisse erfordern wieder eine Reihe vereinfachender Annahmen.
Anstatt des weit komplexeren Falls freier, durch Dichteunterschiede getriebe-
ner Konvektion wird zur Vereinfachung von einer eingeprégten Stromung aus-
gegangen, um die Auswirkung auf Selektionsaussagen aus Abschnitt B3] zu
untersuchen. In der Arbeit [BP89], die eine wichtig Referenz in der Literatur
darstellt, beispielsweise fiir [TA00), TBKLOT, [UMKO3], wird von einem stationér
wachsenden, parabelférmigen Nadelkristall ausgegangen. Die Abweichung von
der Parabelform wird vernachlassigt und die Oseen-Naherung fiir die Stromung
u verwendet, siehe auch Anhang [A3 Wenn das mit der Kristallspitze mitbe-
wegte Koordinatensystem in dem Stromungsfeld mitberticksichtigt wird, ist in
der Differentialgleichung @) ftir die Temperatur ¢ der Advektionsterm +2pd, ¢
durch — (V9, u) zu ersetzen. Bei der Reskalierung auf Spitzenradius 1 ist zu be-
achten, daf8 die Geschwindigkeit u ebenfalls auf die Grofie von R bezogen wird.
Damit lautet Gleichung @3a) nun

R
0= A8 —25% (V8,uR).

Bei Ubergang zu Parabelkoordinaten ist der Advektionsterm

R R 1 ) p)
72% <Vl9,MR> = *ZE\/T—’/I (\/E<M R,€§> a—§ﬂ+ \/ﬁ<u R,e,]> %19) .

Eine Separationslosung mit einem Produktansatz fiir die Temperatur ¢ kann es
nur geben, wenn die Komponenten von u beziiglich der Parabelkoordinaten ge-
wisse Bedingungen erfiillen. Bei dem speziellen Separationsansatz

N (x/ﬁXu(C)Y{,(ﬂ)e YA AN )
PERN Ve T T e )

6. In dem mit der Kristallspitze mitbewegten Koordinatensystem entspricht das einer nichtver-
schwindenden Vorgabe fiir die Geschwindigkeit auf der Grenzfliche, siche [AZ23d

(3.21)
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der nach (ATI) besonders einfach die Divergenzfreiheit sicherstellt, ist dann der
entsprechende, in B5a) einzufiigende, Advektionsterm

0 d
*ZPu <\/ C’?XuYu/a_g19 - gﬂXu/Yu %l9> ’

wobei p, = Rzlg die Péclet-Zahl beziiglich der Stromung ist. Fiir eine Separa-

tion der Temperaturgleichung mit diesem Advektionsterm mufi dann sowohl
/Y. (17) unabhingig von 7 als auch /¢X;, (&) unabhéngig von ¢ sein.

Bei Annahme einer von ¢ unabhingigen Losung ¢ analog zu AbschnittB2)
und damit isotermen Randbedingungen auf T, ist nur die zweite Bedingung zu
erfiillen. Dazu wird X, (&) = /€ gewihlt. Die verbleibende gewo6hnliche Diffe-
rentialgleichung ist dann analog zu (8) und (AT8)

0 =218, (1) + (1 + puv/1Yu(n)) 8., (7). (3.22)

Diese lineare gewdhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in ¢, besitzt
zusammen mit der Stefan-Bedingung @3b) die Losung

71 Yu(s) ) 11 Yu(s)
Bhulp) = —pe N E TP \/L_ v
’ n

Nach der Integration dieser Beziehung erhalten wir wegen des erforderlichen
Abklingens von ¢, fiir 7 — oo

) 1 _
l90u P/ Puf

Ein spezieller Losungsansatz gemif fiir eine Oseensche Stromung, mit
Yu(n) == 2(1 + Viip/tieo) (/1 — 28(1) und einer Funkton g gemafS (AZ7), fiihrt
auf

T Y”

]
o0 d
B0,u(1) =iﬂe”+””/17 % ~pp)TE P * it (3.23)

Daraus ist fiir 7 = 1 analog zu @8) ein Zusammenhang U = U(p, p.) gegeben,
der sich bei Auflosen nach p wie eine stromungsbedingte Modifikation der auf
den Kristall bezogenen Péclet-Zahl auswirkt:

= et [P PTE P TER
1 VT

dr. (3.24)
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Weiterhin wird in [BP89] eine Modifikation der asymptotischen Abhdngigkeit
des Selektionsparameters von der Anisotropie angegeben:

1 7 a(Re) dotteo \ T
Lo <1+ (ke —ZDP) . (3.25)

—_
=

=]

Daraus lassen sich fiir grofie Prandtl-Zahlen asymptotische Beziehungen fiir den
selektierten Wachstumszustand ableiten [Kas(O0]:

4 2 o 1
Vt,'pwl/lwgo und R~U 3uy’.

3.4 Separationslosung hoherer Ordnung

Wie in AbschnittBZerwihnt, verbleibt nach der Vorgabe einer festen Gestalt der
Grenzflache I ein lineares Problem. Solche Probleme kénnen oft durch einen Se-
parationsansatz, Reihenentwicklung der Randwerte und Uberlagerung der Teil-
16sungen gelost werden. Im Gegensatz zu Arbeiten wie [[vad7, [HC6T] [Tr70] geht
es hier aber nicht um eine globale Nadelkristall-Losung: Alles unterhalb einer
Ebene in einer gewissen Entfernung von der Kristallspitze &6t sich nicht in ei-
nem stationdren Modell berticksichtigen, und die stationdre Ersatzbeschreibung
fur die Wirkung dieser Vorgénge auf die Spitze mufB selber keine Interpretation
als Nadelkristall besitzen. Es wird hier nur verlangt, dafl die Phasengrenze nahe
der Kristallspitze durch eine Parabel gegeben ist, auch wenn sie sich als gan-
zes nicht als Graph einer Funktion beschreiben 143t. Im Unterschied zu diesem
Abschnitt beschrianken sich [[va47, [HC61]] auf den Fall isothermer Grenzfldchen,
und geht von dreidimensionalen, aber rotationssymmetrischen Nadelkri-
stallen aus, was auf zu diesem Abschnitt unterschiedliche Differentialgleichun-
gen und Losungsfunktionen fiihrt.

3.4.1 Losungen der Differentialgleichungen

Die partielle Differentialgleichung @.2a) des stationdren Modells 148t sich mit
dem Produktansatz ¢(¢,7) := X(&)Y (1) separieren. Es verbleiben die zwei ge-
wohnlichen Differntialgleichungen

—pnX =2¢X" + (1 -2p¢) X/, (3.26a)
+pnY =2nY" + (1+2py) Y/, (3.26b)

mit dem noch unbestimmten Separationsparameter n. Die Ivantsov-Losung ¢
aus Abschnitt ist bereits eine spezielle Teillosung fiir n = 0, die mit der
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vorausgesetzten Grenzflichenform konsistent ist. Als linear unabhéngigen allge-
meinen Losungen von BZ0) liefert das Computeralgebra-System maple [Gar(T

%(PC) Wit 1 (p¢)
Xn(g): n 1 n 1 ’
64 64
M_a1 1 (p1) W_z 1 (p1)
y%(ﬂ)iz E, 4 + Fy 14 ’
’74 U

mit Konstanten A, B,,, E, und F;, die durch die Randbedingungen des Problems
zu bestimmen sind, und den Whittaker-Funktionen M,, y und W,,, , [WWO96, [Weil].
Diese konfluenten hypergeometrischen Funktionen sind fiir beliebige Parame-
ter m und k definiert. Fiir die hier relevanten Spezialfélle ist es aber weitge-
hend moglich, die Losungsfunktionen einfacher und konkreter darzustellen. Die
Gestalt der gefundenen Losungen motiviert den Ubergang zu neuen Variablen
t = p& bzw. t = pn. Damit erhalten wir als neuen Ausgangspunkt aus den Glei-

chungen B268)

0= tX"(t) + (% - t) X' () + 2X(8), (3.27a)
0=tY"(t) + (% + t) Y'(t) — 2Y (). (3.27b)
Zuerst folgen daraus mit einem weiteren Koordinatenwechsel X(t) =: u(+/t)

bzw. Y (t) =: v(+/t) die Gleichungen

0=1u"(z) —2zu'(z) +2nu(z), (3.28a)
0="0"(z) +2z7'(z) — 2no(z). (3.28b)

Die erste dieser Gleichungen ist die Hermitesche Differentialgleichung, die fiir
n € Ng die Hermite-Polynome

qnt+i
Hy(z) := (—1)" gezz o erf(z) fiirn € Ny,z € R. (3.29)

als Losung besitzen [LebZ3]. Mit diesen Polynomen, als Polynome auf C aufge-
falt, sind dann auch die Polynome

H,(z) := (i) "Hy(iz) fiirn € Ng,z € C

wohldefiniert. Sie haben reelle Koeffizienten und 16sen die zweite Differential-
gleichung B28D). Alternativ lassen sich Losungen von .280) auch durch die
mehrfachen Integrale der Fehlerfunktion ausdriicken [ASZ2].
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Hy(z) =1 Hy(z) =1

Hy(z) =2z Hy(z) =2z

Hy(z) = 422 -2 Hy(z) = 4z2 +2

H3(z) = 82° —12z Hj(z) = 82° +12z

Hy(z) = 16z —487% +12 Hy(z) = 16z 14822 +12

Hs(z) = 322° —160z3 +120z Hs(z) = 3225 +1602° +120z

Hg(z) = 642° —480z* 472022 —120 | He(z) = 642° +480z* +7202% +120

Tabelle 3.1: Hermite-Polynome H,(z) und davon abgeleitete Polynome H,(z).

Fiir die beiden linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in @G27)
bleibt noch jeweils die andere Losung zu bestimmen, die von der oben gefunde-
nen linear unabhingig ist. Mit der Definition w(t) := /tX(t) folgt aus (E2Za)
die verallgemeinerte oder zugeordnete Laguerresche Differentialgleichung

0=zw/(z) + (a+1-2) /() + Aw(z),

wobei hier « = 1 und A = 51 ist. Deren Losungen sind die verallgemeinerten
Laguerreschen Polynome L§ (t) [EMOT53]. Aufgrund der Beziehung
1 e dm zomal N
Lz (z) = PN (e M 2) fir m € Ny

1
sind fiir ungerade n und m = (n — 1) /2 die w,(z) = L2 (z) Polynome vom Grad
m, die stets alle Potenzen in z enthalten. Ansonsten sind die Losungen allge-
meine transzendente Funktionen. Fiir die Gleichung B28B) 148t sich die zweite
Losung o mit der d’Alembertschen Methode der Ordnungsreduktion aus der

bereits ermittelten Losung v = Hy,(z) herleiten:

() = Ha(2) / T (3.30)

Diese zweite Losung ist fiir gerades n wohldefiniert, sogar bis z = 0, denn die
Koeffizienten der Hermite-Polynome sind gegeben durch [LebZ3]

n 1)V (2)2(n—v)
Hop(z) = (2n)! ;%ZZMW, (3.31a)

no(_1\v(7\2(n—v)+1
Hopi1(z) = (2n+ 1)1 Y wwzﬂ"*v)“. (3.31b)
= !
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Beide Familien von Polynomen, H; und I:Ll, enthalten fiir gerades n nur gerade
x-Potenzen und fiir ungerades n nur ungerade Potenzen. Aus @31)) folgt, dafl
alle Koeffizienten der Polynome H,, positiv sind. Sie kénnen somit nur fiir unge-
rades n eine reelle Nullstelle haben, die dann einfach ist und bei z = 0 liegtﬂ Der
Integrant in B30) besitzt also fiir s > 0 keine Polstellen und 146t sich daher, mit
einer geeigneten Konstante C(n), gegen C(n) e~ abschitzen. Die allgemeinen
Losungen von B28) fiir n € IN sind somit

Xu(&) = AnHn(\/pE) + BH%L%(;@, (3.32a)
Yalr) = EaFla (VAT) + FaFla (VP) [ T (3.32b)

3.4.2 Randbedingungen

Anhand des qualitativen Verhaltens der Losungsfunktionen aus @32) und mit
Hilfe der Randbedingungen aus 3) sind nun die geeigneten Ansatzfunktionen
auszuwdhlen.

v |F ‘ ‘ Xn — n=0
=1, p=0.1
— 01 2 2:2, E:O.l
40s5F P ] i
o = 0.0025 — ieszoéhzesrm - n=2: p=0:4
0215 1o
— €=0.18
40547 — £=0.145 ||
— £=0.11
— £=0.075
— £=0.04
4053F — £=0.005 ||
0.0 R/2 R X 0.0 R/2 R x

Abbildung 3.4: Links: Randwerte auf I' in Abhédngigkeit von der Anisotropie e.
Rechts: Ansatzfunktionen X, (&) = H,(y/pC) bei verschiedener Péclet-Zahl p.
Zur Darstellung wurde der rechte Ast der Parabel I iiber x parametrisiert.

Die Symmetrie des Problems beziiglich x = 0 erfordert, da8 die Losungen

7. Nachdem diese Nullstelle gegebenenfalls abdividiert worden ist, verbleibt eine in z gerade Funk-
tion. Alle anderen, stets konjugiert komplex auftretenden Nullstellen miissen daher rein imaginar
sein. Damit sehen wir wiederum, daf8 die Hermite-Polynome n reelle Nullstellen haben, die symme-
trisch um 0 liegen.
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sich gerade fortsetzen lassen. Mit (AI0) erhalten wir die Bedingung

VT (99 00
Ety (ag(érﬂ)Jr 3 (Cny)) : (3.33)

Wegen des Produktansatzes 9(,7) = X(§)Y(#) reicht es, auf der Grenz-
flache I', also fiir 7 = 1, sicherzustellen, daf8 gilt

0= lim(\/£X,,()).

0= lim 3¢, 8(C, ) = 2 lim
X—

x—0

Damit kénnen in (3323} fiir X,,(¢) nur die Hermite-Polynome H, mit geradem
Index n im Ansatz enthalten sein. Die Losungensanteile mit den Laguerre-Poly-
nomen scheiden aus, da die L§ (z) fiir z — 0 beschrénkt sind und diese mit einem
fiir ¢ — 0 unbeschrinkt wachsenden Faktor 1//p¢ multipliziert werden.

Beide Anteile des Ansatzes fiir Y,,(17) weden nun einzeln analy-
siert. Dazu betrachten wir zuerst Teillosungen der partiellen Differentialglei-
chung (53) der Form

021(&,1) = Hau(\/pE) Hou(y/P7) , firn € N. (3.34)

Diese Teillosungen sind in der fliissigen Phase, also fiir 7 > 1, ungeeignet. Denn
mit dem in 5 polynomialen Anteil H,, wachsen die Betrdge beispielsweise unbe-
schréankt fiir x = 0, d.h. ¢ = 0, wenn y, und damit auch 7, gegen co geht.

57 05
4 0.0
3 —05
2 1.0
1 —15
0 ~20
-1 —-25
) -3.0

3 4 5
Abbildung 3.5: Teillssungen 9> (x,y): Links gemaB B34), rechts gemas (B30).

Der andere Ansatz fiir Y, in fiihrt auf die Teilldssungen

[e9]

020(8,17) = Hau (v/2) Flaa(VP) | —
VP (HZn (S))

_s2
C _ds, firneN. (335
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Diese weisen nun in der fliissigen Phase ein mit 77 exponentiell fallendes Verhal-
ten auf. Damit ist dann sichergestellt, daf8 das Produkt 85, (¢, 1) := X2, (&) Y2, (17)
abklingt, wenn y konstant ist und x gegen co geht. Allerdings erfordert die Sym-
metriebedingung an x = 0 nach @33)) in der festen Phase fiir y < 0, wenn also
stets ¢ > 0O ist,

Co
0= %grg)(\/ﬁYé(ﬂ))
Dies ist aber mit den Funktionen aus 335) nicht gewéhrleistet.

Die beiden in den jeweiligen Teilgebieten zuldssigen Ansédtze konnen zu
stetigen Teillosungen

e’ _ds, fiir n<1lneN,

an(\/W)

921(&,17) = Han(1/pE) (3.36)

Hg%‘é%
T

2
e’ furn > 1 .
(Hz,,(s))2 ds, fury>1,nelN

H2n(\/ﬁ)

3

kombiniert werden. Die Ableitungen des r-abhingigen Faktors Y5, (1) sind

2

H, i < ds, <1,
271(\/@)\7/;_) (HZn(S))2 7’]

P
\/; Hy, (v/P77) [ W N n>1,
" i (Fzn(s) Hon(y/P1)

p 1

271_2

was auf der Phasengrenze I, also bei # = 1, zu einem Sprung in der Normalab-
leitung von ¥y, fithrt. Nach (AT0) ist

on92a(E )l = s Py 2an(E )] = 222 (13,0

_ \/?eip H2n(\/ﬁ)
2Hy, (vP) VI+E '

wodurch die Stefan-Bedingung (B.50) verletzt wird, die einen von ¢ unabhéngi-
gen Sprung der Normalableitung fordert.

Insgesamt haben wir keine mit allen Randbedingungen konsistenten glo-
balen Losungen erhalten, wobei das Scheitern dieses Ansatzes nicht ausschlief3t,
daf3 solche Losungen existieren. Der Koordinatenursprung ist sowohl ein sin-
guldrer Punkt des Koordinatensystemﬂ als auch der Losungsfunktionen 335).

8. Ein orthogonales Koordinatensystem aus Parabeln gleicher Kritmmung und Hyperbeln hat keine
solche Singularitit, die Separation der Differentialgleichung ist aber nicht offensichtlich.
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1 2 3 4 5 6 7 1 2 6

Abbildung 3.6: Links: 8 (x,y) gemaf (836). Rechts: Uberlagerung mit der
Ivantsov-Losung zu p = 0.1.

Die zugehorige Singularitat in der partiellen Differentialgleichung wurde bei der
Herleitung von (B0) abdividiert. Daher ist es naheliegend, die Giiltigkeit der in
@B39) gefundenen Losungen auf einen Bereich einzuschrédnken, der eine Umge-
bung der Kristallspitze, aber nicht den Koordinatenursprung enthélt. Fiir diese
sind dann mit anderen Mitteln geeignete Fortsetzungen zu bestimmen. Aller-
dings weist beispielsweise eine solche Teillosung ¢, an der Kristallspitze einen
Wirmeflufs von der Grenzfliche weg nach innen auf. Bei einem stationar wach-
senden Kristall erfordert das aber eine mit y stets fallende Temperaur, was phy-
sikalisch nicht sinnvoll ist.

Trotz der Inkonsistenz mit der Stefan-Bedingung auf I' wird nun der Lo-
sungsansatz

8(¢, 1) = o(n) + i Aop,(E, 1) (3.37)

n=

—_

gemacht, mit der Ivantsov-Losung ¢ aus 7) als Grundmode und htheren Mo-
den ¢, gemaf (336).

Nun konnen auf 7 = 1 stiickweise stetige Randwertvorgaben, die in der
transformierten Variablen z = ,/p¢ mit dem Gewicht e iiber R integrierbar
sind, beztiglich der orthogonalen Hermite-Polynome H,, entwickelt werden. Als
Randwert-Vorgabe auf I' folgt aus 2d)

72 7 p
9(¢(2),1 :19<—,1>:L{— o
@ =0 (2 v\ G E
1 z% — 6pz2 + p?
_ 7/ _ 5/2 P P
“-r U((p+z2)3/2 <p+zz)7/2> (3:38)
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—— ‘ ‘ ‘ — ol(1000, )
(piv’cmsc) L V/Vmsc
01f 1 8
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—0.051 o
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Abbildung 3.7: Links: Ausschnitt des Verlaufs des Selektionsparameters ¢ tiber
der Péclet-Zahl p um die Vorhersage der Selektionstheorie MSC. Rechts: Maxi-
mum der Geschwindigkeit.

= U —p*?obe(p,2).

Aus der Reihen-Entwicklung erhalten wir eine Bedingung fiir den in ¢ konstan-
ten Anteil

/ 8(&(z),1)Hy(z) e dz = / (1) le?dz = e”,/pnerfc(\/ﬁ)/ e % dz
0 0 0
= / e dz — p5/2(7/ bg(p,z)ffz2 dz.
0 0
Daraus folgt mit |;° e P dz = 4 und der Definition By (p) := [, bs(p,z)e_22 dz

U —e* erfc(,/p)
cup) = L epg//gs )

Anstatt des einfachen Unterkiihlungs-Péclet-Zahl-Zusammenhangs @.8)
haben wir nun durch Umkehrung von 839) eine kompliziertere Abhédngigkeit
vom Selektionsparameter ¢, der noch unbestimmt ist. Der Verlauf von ¢ tiber
der Péclet-Zahl p ist in Abbildung BZ angegeben. Da nach @4) die Geschwin-
digkeit Vj;, der Kristallspitze proportional zu p?c ist, lieRe sich mit der Hypo-
these maximaler Geschwindigkeit ein selektierter Wachstumszustand (p, c*) be-
stimmen. Dieser ldge aber um zwei Gro8enordnungen neben den Vorhersagen
der Selektionstheorie und ist auch aufgrund der in Abschnitt B3 erwdhnten Ex-
perimente nicht angemessen. Eine andere Moglichkeit zur Festlegung der noch
unbestimmten Parameter besteht darin, den mit dem Ansatz 37) verbunde-
nen Konsisenzfehler beztiiglich der Stefan-Bedingung zu minimieren, siehe dazu
auch Abschnitt B2

(3.39)
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Grundsitzlich ist festzustellen, daf, bei Berticksichtigung von Oberfldchen-
effekten, eine Verringerung der Péclet-Zahl p gegeniiber dem isotermen Fall der
Ivantsov-Nadel angemessen ist. Die Koeffizienten in der Reihendarstellung @37)
klingen sehr langsam ab. Dies wird mit geringer werdender Péclet-Zahl immer
schlechter und schlie3t die praktische Verwendung des Ansatzes aus.

3.5 Stationire Simulation mit Finiten Elementen

Es soll hier die Moglichkeit untersucht werden, durch numerische Simulation
mit Finiten Elementen eine methodisch unabhéngige Bestdtigung der auf asym-
ptotischer Analyse approximativer Probleme beruhenden Selektionstheorie zu
erreichen.

Wihrend das mathematische Modell (83) von unbeschrinktem Volumen
der beiden Phasen ausgeht, erfordert die Finite-Elemente-Simulation Rechenge-
biete mit endlicher Grofe. Innerhalb eines geeigneten beschrianken Gebiets ()
um die Kristallspitze seien den beiden Phasen die Teilgebiete Q" bzw. Q™ zu-
geordnet. Die Grenzfliche ist I = 9Q" \ 0Q = 9Q~ \ 9Q. Der duflere Rand
0Q) wurde durch die Einschrankung auf ein Gebiet endlicher Grofe kiinstlich in
das Problem eingefiigt. Es kann dabei stets die Symmetrie beztiglich der y-Achse
ausgenutzt werden.

— Dirichlet-Werte auf I’

— Kiinstlicher Rand 9Q)

Detail-VergrofSerung;:

[ —

Abbildung 3.8: Numerisches Rechengebiet mit Startgitter.

Findet die Diffusion so wie beim isothermen Nadelkristall nur in einem
der Volumina Q7 oder O~ statt, so kann dort ein Cauchy-Problem mit den
zwei Randbedingungen aus 3) bzw. (B3) gestellt werden. Ein solches Cauchy-
Problem ist aber im allgemeinen nicht korrekt gestellt [Eva%8], da die stetige
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Abhéangigkeit der Losung von den Daten auf I' dabei nicht gesichert ist und ist
daher nicht fiir die Approximation mit Finiten Elementen geeignet. Mit einem
Dirichlet-Problem aus der Gibbs-Thomson-Beziehung auf I' und geeigneten ver-
traglichen Vorgaben der Funktionswerte auf dQ) erhalten wir dagegen ein kor-
rekt gestelltes Problem, d.h. Existenz und Eindeutigkeit der Losung sowie deren
stetige Abhdngigkeit von den Randdaten. Die Lésung hat dann die Form von
B37) im Abschnitt B4l Allerdings ist tiberhaupt nicht klar, wie die Randwert-
vorgabe auf 0Q) zu stellen ist. Auch ist die Stefan-Bedingung im allgemeinen
nicht mehr zu erfiillen. Wir kénnen lediglich im nachhinein die Konsistenz des
getroffenen Ansatzes, bestehend aus Gebietsform und gewdhlter Randwertvor-
gabe, mit der Stefan-Bedingung tiberpriifen. Zu diesem Zweck wird ein Funktio-
nal fiir den Konsistenzfehler der numerischen Losung @, des Dirichlet-Problems

eingefiihrt:
2
2
£(9) J/ (pm]r ’”<ey’”>> dx . (3.40)
|x|<& 2p

Bei Einschrankung nur auf parabelférmige Grenzflachen 146t sich das Fehler-
funktional umformen zu

2
£ = /C<5 [a%(ﬂhz—lﬂﬂo)h = $/C<: (VVtipVO)zdé’ o4

wobei Vj die Normalgeschwindigkeit des parabelférmigen Ivantsov-Nadelkri-
stalls mit dem zugehorigen Temperaturfeld g ist.

Den Untersuchungen dieses Abschnitts liegt die Vermutung zugrunde, daf3
der selektierte stationdre Wachstumszustand die mit dem Funktional £ gemes-
sene Inkonsistenz minimiert, solange die stationdre Beschreibung nur nahe ge-
nug an den tatsdchlichen Vorgangen liegt. Auf diese Art miiite sich dann auch
noch eine Bestdtigung der Selektionstheorie finden lassen, die mit instationdren
Simulations-Methoden nicht méglich ist. Denn auch die zu hoheren Eigenwerten
gehorenden Dendriten wiirden zu lokalen Minima des Konsistenzfehlers fiihren,
obwohl sie dynamisch instabil und daher instationdr nicht zu erzeugen sind.
Dieser Ansatz hat sich aber insgesamt nicht als erfolgreich erwiesen.

Die Implementierung der numerischen Verfahren erfolgte unter Einbin-
dung des Software-Pakets ug, auf das in Abschnitt B]] eingegangen wird. Zur
Losung der linearen Gleichungssysteme wird ein adaptives Mehrgitterverfah-
ren mit unvollstindiger Zerlegung als Glatter eingesetzt. Riickschliisse auf die
Konditionszahl des Gleichungssystems geben die beobachteten Reduktionsraten
des iterativen Gleichungslosers, bei denen sich eine deutliche Abhédngigkeit von
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der Giite des Gitters feststellen lief3. Bei einer einfachen diffusionsartigen Git-
tergldttung aus ug werden jeweils die Position jedes inneren Knotens mit denen
der umliegenden Knoten gemittelt. Dies kann bei nichtkonvexen Teilgebieten zu
Fehlern im Gitter fiihren, die ein Versagen des iterativen Losers nach sich ziehen
konnen. Deshalb wurde in der Ndhe der Kristallspitze die nichtkonvexe Gebiets-
berandung des dufseren Gebiets an einer Kugel gespiegelt, um zu einer konvexen
Berandung zu kommen. Dann kann die einfache Glattung vorgenommen und
danach wieder an der Kugel gespiegelt werden. Mit zunehmender Entfernung
von der Spitze wird dieses Vorgehen mit dem {tiblichen kombiniert und gegen-
tiber diesem immer schwicher gewichtet. Weiterhin wurde ein modifizierter, an
angelehnter, Fehlerindikator zur Gitteradaption entwickelt. Dabei wird
fur ein Dirichlet-Problem

—div(AVY)+(V8,b) = f inQ,
9=0 aufo)

der Fehler der numerischen Losung 9, auf jedem Element T, mit der Fliche |T|
und den Seiten S € S(T), mit der Linge |S| geschétzt durch den Indikator

Er:i= Y S| [[{AV®, V8)slT2) + IT| (||f||%2(T)+||<V19hrb>||i2m)~
SeS(T)

3.5.1 Grundzustand mit Ivantsov-Losung

Bei vernachléssigten Oberflicheneffekten, oder im Falle ¢ = 0, verbleibt als ein-
ziger Parameter in dem Problem @) die Péclet-Zahl p, die die Reichweite der
Diffusion bestimmt. Daher sollte die Grofie des numerischen Rechengebietes ()
mit der Péclet-Zahl p skaliert werden.

Fiir die folgenden Rechnungen wurde p = 0.1 gewahlt. Die zugehori-
ge Unterkiihlung eines isotermen Ivantsov-Kristalls ist durch B8) festgelegt zu
U ~ 0.405565. Mit der Wahl von ¢ = 0.075 bestimmt die Selektionstheorie gemaf3
B3) o ~ 0.0256. Nach der Festlegung der weiteren Parameter als D = 0.75 und
de = 0.0025 erhalten wir aus @) R ~ 0.976859 und V};, ~ 0.153553.

Diskretisierung des Randwertproblems
Mit der Ivantsov-Losung 0y aus (B2) ist die exakte analytische Losung fiir den
isotermen Nadelkristall bekannt. Diese wird fiir die Vorgabe von Dirichlet-Daten
auf I' und 0Q) benutzt. Das resultierende Randwertproblem
0= A% +2po, ¢ in Q, (3.42a)
4 |r: u und [ |BQ: 190, (342b)
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Abbildung 3.9: Rechts: Fehler in der H'-Norm und der L?>-Norm (gestrichelt)
tiber Anzahl der Gitterverfeinerungen. Links: H!-Fehler iiber Speicherbedarf in
Megabyte und Rechenzeit in Minuten (gestrichelt).

wurde mit verschiedenen Typen von Finiten Elementen numerisch gelost.

In Abbildung B9ist das asymptotische Fehlerverhalten aufgezeigt, das mit
der Theorie der Finiten Elemente iibereinstimmt [BS94]. Fiir lineare P1-
Elemente sehen wir eine mit der Gitterweite linear fallende H'-Norm des Feh-
lers. Bei quadratischen P2-Ansatzfunktionen verbessert sich die Ordnung zu-
nédchst nur auf % Hier dominiert der Fehler durch die stiickweise lineare Gebiets-
approximation an der gekriimmten Grenzfldche. Werden dort krummlinig be-
randete isoparametrische P2-Elemente verwendet, so verbessert sich die asym-
ptotische Ordnung des H!-Fehlers auf 2. Dariiber hinaus ist zu erkennen, daf
sich die Fehlerordnung auch jeweils auf die Verfahrenseffizienz beztiglich Spei-
cheraufwand und Rechenzeit tibertragen laf3t.

Rekonstruktion der Geschwindigkeit

Infolge der fiir die Ivantsov-Losung getroffenen Annahme einer selbstdhnlichen
Losung ist die Grenzflichengeschwindigkeit in y-Richtung {iber den gesamten
Verlauf von ¢ konstant gleich V;;,. Die Normalgeschwindigkeit ist die Projekti-

on auf die Normalenrichtung, also nach (&I0) V = (Viipey, n) = \/‘% Damit

werden die Verhiltnisse in grofierer Entfernung zur Kristallspitze weniger stark
gewichtet, siehe AbbildungBI0

Die Vorgabe der Ivantsov-Losung als Dirichlet-Daten sichert fiir das kon-
tinuierliche Problem Z42) die Vertraglichkeit mit der Stefan-Bedingung (B.2D).
Konsistenzfehler der berechneten Normalgeschwindigkeit der Grenzfldche sind
daher allein auf die Diskretisierung und die Rekonstruktion der Gradienten zu-
riickzufiihren. Die Normalgeschwindigkeit wird hier aus der elementweisen Re-
konstruktion der Gradienten in den Kantenmittelpunkten berechnet, da bei Ver-
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Abbildung 3.10: Grenzflichengeschwindigkeit in y-Richtung und in Normalen-
richtung tiber der Parabel-Koordinate C.
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Abbildung 3.11: Links: Betrag des Fehler der Grenzflichengeschwindigkeit.
Rechts: L2-Norm des Fehlers iiber der Anzahl der Gitterlevel.

wendung von P1- oder P2-Elementen die Gradienten auch innerhalb der einzel-
nen Teilgebiete nicht stetig in den Gitterknoten sind. Dies fiihrt mit P1-Elementen
zu einer systematisch zu niedrig berechneten Geschwindigkeit, wie in Abbil-
dung BTl zu sehen istl Wahrend an der Kristallspitze immer zu niedrige Werte
berechnet werden, wenn auch die Abweichung bei P2-Elementen deutlich klei-
ner ausfdllt als bei P1-Elementen, liefern in weiterer Entfernung von der Spitze
die P2-Elemente leicht zu groe Geschwindigkeiten. Wie in Abbildung B.1T zu
sehen ist, zeigt der Konsistenzfehler der Losungen mit der Stefan-Bedingung in

9. Bei einem linearen P1-Ansatz auf Dreieckselementen ist der Gradient elementweise konstant
und approximiert daher am besten die Steigung der numerischen Losung im Elementmittelpunkt.
Es entsteht ein Fehler in der Gréfenordnung der Gitterweite. Durch verbesserte Rekonstruktion tiber
mehrere Elemente liefSen sich die Fehler verringern und die Ordnung verbessern.
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der L?-Norm bei fortgesetzter Gitterverfeinerung die gleiche asymptotische Ord-
nung, die auch bei der Diskretisierung des Dirichlet-Problems fiir den Fehler in
der H'-Norm beobachtet wird. Bei der Darstellung in Abbildung BIT] links ist
die logarithmische Skala zu beachten. Sie verstarkt im unteren Bereich die Streu-
ung der Werte, die auf Einfliisse des grobsten Basisgitters hindeutet.

Fehlerhafte Randwertvorgaben

Im allgemeinen, also bei nichtkonstanter Oberflichentemperatur, stimmt die Tem-
peratur auf dem kiinstlichen Rand dQ2 nicht mehr mit der Ivantsov-Losung ¢
iiberein. Es ist aber naheliegend, das gleiche asymptotische Abklingverhalten
der Temperatur wie im Fall des isothermen Ivantsov-Kristalls zu erwarten und
daher trotzdem ¢ als Vorgabe zu nutzen. Zur Untersuchung des Einflusses von
daraus resultierenden Fehlern wird hier angenommen, daff die Fehler in den
Randdaten die GroBenordnung der Vorgabe ¢y haben, was eine starke Uber-
schiatzung der Fehler sein sollte. Betrachten wir die Differenz ® := ¢ — ¢, der
Losung ¢ des durch Oberflicheneinfliisse gestorten Problems (842) zur Ivant-
sov-Losung ¢y des ungestorten, dann erfiillt ©® das Randwertproblem

0= A0 +2pdy© in Q, (3.43a)
©r=0, und O |so=(¢—1b0) a0~ —B |aa - (3.43b)
Weil die Ivantsov-Losung ¢y die Stefan-Bedingung erfiillt, ist der resultierende

Sprung der Normalableitung an der Grenzfldche [ae” @} . [ae” 19} . als von der

Storung der Randdaten verursachte Inkonsistenz zu betrachtet.

Xx—Abstand 6/p
* x-Abstand 7/p
* x-Abstand 8/p
Diskretisierung

107>

10710

Abbildung 3.12: Fehlerhafte Vorgaben auf dem oberen Rand. Links: Lésung von
B23) mit einigen Hohenlinien. Rechts: Inkonsistenz in Abhédngigkeit von der
Entfernung des Randes und Diskretisierungsfehler aus Abb. BITlzum Vergleich.

Es sind drei Abschnitte des Randes 0Q) zu unterscheiden: das Fernfeld auf
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dem oberen seitlichen Rand sowie auf dem unteren Rand jeweils ein Teilstiick
innerhalb der festen Kristallphase und eins von der Grenzflache zum Fernfeld.
Bei der Untersuchung L2-Norm des Sprungs in den Normalableitungen an der
Grenzflache zeigt die Asymptotik fiir geringer werdende Gitterweiten jeweils,
daf3 die Inkonsistenzen beztiglich der Stefan-Bedingung ausschlief3lich von den
Randbedingungen und nicht von der Diskretisierung dieses Problems @.Z3)) be-
stimmt sind.

Fehler der Dirichlet-Daten auf dem oberen Rand zum Fernfeld werden
durch den Advektionsterm in der Differentialgleichung vergleichsweise stark
zur Kristallspitze transportiert. Andererseits klingen ja die Phanomene des Kri-
stallwachstums in dieser Richtung zum oberen Gebietsrand hin schnell ab, wo-
durch die anzunehmenden Fehler dort gering sind. Insgesamt lassen sich die
Konsistenzfehler beziiglich der Stefan-Bedingung, die durch falsche Vorgaben
auf dem oberen Rand verursacht sind, auch an der Kristallspitze unter die Feh-
ler driicken, die durch die Diskretisierung von (342) hervorgerufen sind, und
um Grofienordnungen davon trennen.

In Rechnungen wurden der x-Abstand vom unteren Endpunkt der Para-
bel I' zum rechten Gebietsrand und der y-Abstand vom Scheitelpunkt der Pa-
rabel zum oberen Gebietsrand um Vielfache der inversen Péclet-Zahl variiert.
Die unterschiedlichen Farben kennzeichnen in Abbildung BI2l unterschiedliche
Entfernungen zum seitlichen unteren Rand, heller werdende Linien zeigen die
Verringerung der Inkonsistenz bei Vergrofierung des y-Abstandes der Kristall-
spitze zum oberen Gebietsrand. Die dunkle blaue Linie zeigt einen Ausreifler
aufgrund der ungiinstigen Gittergeometrie und der dadurch bei der Gitterglat-
tung auftretenden Probleme.

Flussige Phase
* Feste Phase
Diskretisierung
1075
10—10 } .
%.
0 20 40 g 60 80

Abbildung 3.13: Einfluf3 von Fehlern der Daten auf dem unteren Rand. Hellere
Farben korrespondieren jeweils zu grofierer Entfernung des Randes.

Auf dem unteren Rand sind die Unsicherheiten bei der Wahl der Randda-
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ten grofer, allerdings werden dortige Fehler durch den advektiven Einfluf§ von
der Kristallspitze weggedrangt und wirken somit vorwiegend am Schaft, wie in
Abbildung zu sehen ist. Auch diese Fehler lassen sich um Grofienordnun-
gen von den anderen Diskretisierungsfehlern trennen und haben damit keinen
wesentlichen Einfluf$ auf die Kristallspitze.

3.5.2 Geschwindigkeitsselektion als Minimierungsproblem

Bei parabelformiger Grenzflache I' sind durch die Ivantsov-Losung jeweils Neu-
mann-Daten auf I und Dirichlet-Daten auf der restlichen Berandung von Q"
und O~ festgelegt. Da das gemischte Dirichlet-Neumann-Problem auf den je-
weiligen Teilgebieten korrekt gestellt ist, kann es keine mit diesen Vorgaben kon-
sistente Losung geben, die auf der Phasengrenze I' von dem konstanten Wert
U abweicht. Bei Berticksichtigung des po-abhangigen Oberflachenterms in der
Gibbs-Thomson-Beziehung ist also von einem nichtverschwindenden Konsistenz-
fehler beziiglich der Stefan-Bedingung auzugehen. Es soll nun die Moglichkeit
untersucht werden, bei vorgegebener Parabelform der Grenzfldche das zugeho-
rige Fehlerfunktional £ aus (B40) bzw. BZI) zu minimieren, um die selektierte
Geschwindigkeit zu finden, da im Rahmen der Selektionstheorie der Geometrie-
fehler zumeist als vernachldssigbar angesehen wird.

Feste Materialparameter sind D, € und d,. Die Péclet-Zahl p = 0.1 wird
vorgegeben und daraus U = U(p) gemi @) berechnet. Jetzt kann noch ¢ um

7

: S |
die Vorhersage 0* =

25 €+ variiert werden. Bei Wahl der Materialparameter wie
oben und p = 0.1 ist 0* ~ 0.00256. Es sei 9, die Losung des vollstindigen Pro-
blems @3 fiir den Nadelkristall mit Oberflicheneffekten, und wir betrachten
analog zum vorherigen Abschnitt ®, := 9, — ¥y. Dann erfiillt ©, das Randwert-

problem
0=A0, +2pd,0,  inQ, (3.44a)
Oy |r: 7P(TASK und O |BQ: (l9g - 190) |aQ’R‘J 0. (344b)

Fiir die numerische Berechnung kénnen die Dirichlet-Werte auf 0Q) weitgehend
durch 0 ersetzt werden. Nur beim Ubergang von 9Q) zu T ist ein zu o propor-
tionaler Sprung mit einer Funktion h glatt zu interpolieren. Damit haben die
Randbedingungen statt die Form

Oy 1= —poAexk und O [gjo=0+0ch. (3.45)

Offensichtlich ist jetzt @, linear abhéngig von 7, d.h. ©,; = u®, Vu € R. Wie-
derum offensichtlich ist damit das Fehlerfunktional £(d,) aus @ZI) linear ab-
hingig von o, denn es ist

£(8,) = % ( /é . ([aene)g}r)zdg)l/z . (3.46)
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Es ist also nur ein lokales und globales Minimum bei ¢ = 0 zu erwarten. Das
ist nach @4) der irrelevante Fall R = co und V;;, = 0. Tatséchlich zeigen die
Rechnungen einen mit ¢ linearen Verlauf des Fehlerfunktionals, wie Abbildung
BI4 zu entnehmen ist. Die stationdre Kristallspitze liefert so keine Moglichkeit,
eine Selektion von Dendriten vorherzusagen!

0.06 Fehler in L>-Norm l gfﬂbds;‘é'zsmsen
0.04 1 Diskretisierung
g s
o5 001 002 003 004 o
_2 1
4 T B jooo

Leg.lSiLevel(;.oz 003 004 o 0 20 40 ¢ 60 80

Abbildung 3.14: Links: L>-Norm des Fehler bei Variation von Viip und Abwei-
chung gegentiber einer Geraden. Rechts: Konsistenzfehler durch Oberfldchenef-
fekte.

Es sind nun nach dem Scheitern dieses Ansatzes mogliche Schwiachen des
Vorgehens und Alternativen zu tiberdenken:

Durch eine andere Wahl der approximativen Randbedingungen in (3.45)
liefSe sich zwar die lineare Abhingigkeit der Losung aufbrechen, aber das Ver-
halten an der Kristallspitze nur wenig beeinflussen. Die Inkonsistenz beziiglich
der Stefan-Bedingung an der Kristallspitze ist in den Rechnungen von den Ober-
flacheneffekten in der Gibbs-Thomson-Beziehung bestimmt, die anderen Fehler-
einfliisse sind davon um GroSenordnungen getrennt, siehe Abbildungen B14
und

Waihrend bei der Selektionstheorie zunéchst die Kleinheit der Péclet-Zahl
vorausgesetzt werden muf3, wobei die hier getroffene Wahl p = 0.1 unter Um-
stinden nicht klein genug ist, ist der Minimierungsansatz mit dem Randwert-
problem 244) unabhingig von der konkreten Gréfle von p. Aus praktischen
Griinden kann die Péclet-Zahl nicht beliebig klein gewahlt werden, da dann die
Abstdande der Rénder zur Kristallspitze sehr grofs gew&hlt werden miissen. Ins-
besondere wird der Aufwand zum Glétten der Gitter in der nichtkonvexen fliis-
sigen Phase dann unvertretbar.

Die Einbeziehung einer Oseenschen Stromung nach AbschnittB32dndert
an der linearen Abhangigkeit der Losung von ¢ nichts. Zu gegebenen Péclet-
Zahlen p und p,, lassen sich die zugehorige Unterkiithlung U (p, p, ) nach GZ4)
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und das Stromungsfeld u bestimmen. Mit @23) gibt es wieder eine exakte Lo-
sung  , fiir das Temperaturfeld des isothermen Nadelkristalls. Es sei nun 9,
die Losung mit Oberflicheneffekten, und wir betrachten analog zu oben ®,;, :=
¥ u — B,,- Dann erfiillt @ , das Randwertproblem

0= AOg,y +2pdy@y .y — 2py (VOq,u, 1t/ tico) in Q), (3.47a)
Opu [r= —poAex  und  Opy |30= (Fo,u — Bou) [a0~ 0. (3.47b)

Nach einer zu (B45) analogen glatten Interpolation der Randbedigungen
ist die Losung des Randwertproblems B472) und damit der mit £(9,,,) gemes-
sene Konsistenzfehler linear abhéngig von ¢.

Ein anderer Ansatz besteht darin, e und ¢/ vorzugeben und daraus p, /(o)
duch Umkehren von @39) in Abschnitt B4l zu berechnen. Es sei ¢y, die zu
peu(0) gehorende Ivantsov-Losung und ;4 sei die Losung bei Berticksichti-
gung der Oberfldcheneffekten. Wir betrachten zur Minimierung des Konsistenz-
fehlers analog zu oben die Differenz O, s := 0,1/ — 90 ,. Dann erfiillt ©,;, das
Randwertproblem

0=A0.y +2pcu(0) ay@)gru, in Q, (3.48a)
Ocur 1= —peu(0) 0Ack, und  Opy [s0= (9 — Bocur) 90~ 0.  (3.48b)

Mit (348) wurde die lineare Abhéngigkeit der Losung des Randwertproblems
von o aufgebrochen, was die Moglichkeit nicht mehr ausschlief3t, lokale Minima
von &(Y, ) zu finden. Aber AbbildungB.T4llegt nahe, daf die Oberfldcheneffek-
te eine Formédnderung der Phasengrenze I bewirken. Die Randbedingung macht
eine mit ¢ proportionale Formanderung wie in Abschnitt B30l plausibel. Liefle
sich nun ein Minimum des Konsistenzfehlers finden, dann ist immer noch un-
klar, ob, und wenn ja, wie dies durch die Formkorrektur verschoben wird.

Wird fiir die Phasengrenze I' eine Formkorrektur berticksichtigt, so gibt
es keine exakte Losung 0y fiir einen isothermen Nadelkristall mehr. Das Funk-
tional £(9) fir den Konsistenzfehler ist jetzt gemafl @40) zu bestimmen. Auch
ftir nichtverschwindendes ¢ muf8 das Funktional £ bei der exakten Losung ¢
eines nicht parabelférmigen, nicht isothermen Nadelkristalls ein lokales und ab-
solutes Minimum £(¢) = 0 annehmen. Die Formkorrektur kann entsprechend
AbschnittB3Tlals proportional zu ¢ und an der Kristallspitze in der GréBenord-
nung von o angenommen werden. Der konkrete Verlauf der Korrektur kann statt
Verwendung von (BI9) angenédhert werden, z.B. durch einen Term 4. Ordnung
oder durch Interpolation der Asymptotiken aus @I9) fiir x — 0 und x — oo. In
dem zu untersuchenden Randwertproblem B3) fiir ¢ treten neben den vorgege-
benen Parametern / und ¢ noch die Parameter p und ¢ auf, wobei p nicht mehr
wie bei der Ivantsov-Parabel durch Umkehrung von @38) als p = p(U) festge-
legt ist. Wird nun trotzdem p gemiB @J) festgelegt, verbleibt nur ein Parameter
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o, der durch Minimierung des Konsistenzfehlers auf der Grenzfldche zu bestim-
men ist. Ein Erfolg dieses Vorgehens ist aber nicht von vornherein sichergestellt,
denn die getroffenen Annahmen fiir Starke und Verlauf der Formkorrektur so-
wie fiir die Péclet-Zahl p konnten das gesuchte Minimum verdecken oder in von
o abhéngiger Weise verschieben. Alternativ — oder zur Uberpriifung dieser An-
nahmen — konnte tiber einen zwei- oder dreidimensionalen Parameterraum mi-
nimiert werden, wodurch das Vorgehen insgesamt deutlich aufwendiger wiirde.
Unter numerischen Gesichtspunkten ist ist es ungtinstig, nicht dhnlich wie oben
Randwerteprobleme fiir eine Differenz ® := ¢ — ¢y losen zu konnen, weil in
dem Falle ® in der Regel um Grofienordnungen kleiner als die Losung ¢y des
isotermen Nadelkristalls ist.

Auch nach einer erfolgreichen Selektionssausage durch die Minimierung
stationarer Probleme ist noch die Relevanz dieser Ergebnisse fiir reale Dendriten
mit storungsbedingten Seitenarmen zu diskutieren. Es verbleibt die Unsicher-
heit, ob die gemachten Vereinfachungen und Idealisierungen, wie Vernachlassi-
gung der Seitenarme, unendliche Ausdehnung des Nadelkristalls oder auch das
Verschwinden des kinetischen Koeffizienten, nicht das richtige Minimum ver-
decken wiirden.



Kapitel 4

Grenzflichendynamik

Beim instationdren Kristallwachstum ist neben der zeitlichen Beschreibung des
Temperaturfeldes das Nachverfolgen der Grenzflichenbewegung ein weiterer
Bestandteil der Problemldsung. Topologiednderungen, also das Zusammenwach-
sen oder Abtrennen von Teilen der Phasen, sind hierbei im Gegensatz zu Durch-
dringungen der Grenzflache grundsitzlich erlaubt.

Bei der numerischen Losung eines Problems mit ruhender Grenzflache lafst
sich diese am genauesten und besonders einfach berticksichtigen, wenn das ver-
wendete Gitter der gegebenen Randgeometrie der Teilgebiete (3~ und Q" ange-
pafit ist. In der Regel erfordert das die Verwendung unstrukturierte Gitter. Steht
die Benutzung einfacher Algorithmen auf kartesischen Gittern im Vordergrund,
so miissen zusétzlich Bedingungen auf Grenzfldchen und Gebietsréandern im In-
neren von Elementen bzw. Zellen berticksichtigt werden, beispielsweise mit der
Imersed-Boundary-Method [Pes77].

Sind die Teilgebiete zeitlich verdnderlich, so kann versucht werden, sie
auf zeitlich unveranderliche Referenzgebiete abzubilden und damit die bewegte
Grenzflache auf eine stehende. Dieser als Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE)
bezeichnete Ansatz wird hier nicht weiter verfolgt. Denn durch den physikali-
schen Hintergrund wird er zwar bei durch Masseerhaltung bestimmten Proble-
men nahegelegt, beispielsweise der Deformation von Korpern und damit ver-
bundenen Stromungen [MTOTI, nicht aber bei Umwandlungsprozessen
wie beispielsweise Erstarrung oder Verbrennung. Ein Verfahren dieser Art wird
in fiir das einseitige Modell des dendritischen Wachstums vorgestellt
und analysiert, wobei darauf hingewiesen wird, daf8 es jeweils nur fiir kurze
Zeitintervalle einsetzbar ist und dann neue Referenzgebiete gewéhlt werden miis-
sen. Topologiednderungen der Teilgebiete lassen sich mit Methoden wie ALE
prinzipiell nicht berticksichtigen.

Dem stehen Ansitze fiir bewegte Grenzfldchen gegentiber, die das fiir die
Volumengleichungen verwendete Gitter von der sich zeitlich &ndernden Geo-

53
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metrie der Teilvolumina Q™ und O entkoppeln und stattdessen an dem festen
Gebiet O = O~ U QT ausrichten. Das erlaubt dann entweder den Einsatz karte-
sischer Gitter, mit dazugehorigen einfachen, genauen und effizienten Algorith-
men, oder eine flexiblere Verteilung der Gitterpunkte. So wird das Phasenum-
wandlungsproblem mit scharfer Grenzfldche in [BMRUT] durch eine Enthalpie-
Formulierung in ein Problem mit einer steilen Front umgewandelt und dann
mit einer Moving-Mesh- oder r-Methode [MMST), das Gitter nach dem
qualitativen Verhalten der Losung, jedoch ohne Einschrankungen durch Gebiets-
grenzen, angepafSt. Die Phasenfeld-Methode, auf die im Abschnitt E5 eingegan-
gen wird, benutzt ebenfalls eine solche Umformulierung auf ein Problem mit
einer bewegten Front. Sie beruht aber auf einer Modellierung des Kristallwachs-
tums mit einer diffusen Grenzfldche.

Explizite Grenzflichen-Verfahren wie Front-Tracking oder die Segment-
Projektions-Methode, bei denen fiir die Grenzfldche eigene niederdimensionale
Gitter benutzt werden, sind in Abschnitt .3 dargestellt. Als Alternativen dazu
gibt es verschiedene Ansétze zur impliziten Beschreibung von I', beispielsweise
durch Volumen- oder Masseanteile einzelner Phasen oder eine abstrakte Level-
Set-Funktion wie in AbschnittE4l Wahrend sich mit abstrakten Level-Set-Funk-
tionen die geometrischen Groflen der Grenzfliche I' besser bestimmen lassen,
sind Volumen- und Masseanteile von Vorteil bei Problemen, die Masseerhaltung
der Phasen erfordern, beispielsweise Transportprobleme wie Zweiphasenstro-
mungen. Hierfiir wurde z.B. die Volume-Of-Fluid-Methode (VOF) [HNS&T] ent-
wickelt, die Volumenanteile auf einem kartesischen Gitter benutzt. Weiterhin
gibt es fiir die Massenerhaltung kombinierte Verfahren, so in [SP00] eine Kom-
bination VOF-Level-Set oder das Partikel-Level-Set-Verfahren in [[EFF02]]. Dieser
Aspekt spielt hier aber im weiteren keine Rolle mehr.

4.1 Geometrische partielle Differentialgleichungen

Bei der Formulierung eines geometrischen Problems wird zu einer gegebenen
Flache die weitere zeitliche Entwicklung festgelegt durch die Vorgabe der Nor-
malgeschwindigkeit x; = v = Vn in Abhdngigkeit von Ort, Zeit und den geo-
metrischen Eigenschaften der Flache n und k. Wichtige Beispiele hierfiir sind

konstante Normalgeschwindigkeit: V=1,
Kriimmungsflufs: V=—x

Aus dieser geometrischen Aufgabestellung soll nun eine Beschreibung der Grenz-
flachenbewegung als Problem partieller Differentialgleichungen abgeleitet wer-
den.
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Wir konnen die Bewegung einer Flache I' nachverfolgen, indem wir die
Bahnen x(t) realer oder gedachter infinitesimaler Partikel in der Fliche beobach-
ten. Weil die Beschreibung einer Fliche nicht eindeutig ist, wie in Abschnitt Pl
dargestellt, ist dies auch von ihrer Bewegung nicht zu erwarten. Offensichtlich
fillt eine auf der Stelle um ihre eigene Achse rotierende Kugel stets die gleiche
Teilmenge des Raumes aus. Eine Bewegung in Tangentialrichtung &ndert also
die Flache nicht. In der Level-Set-Beschreibung von Flachen liegt ein Punkt, der
sich mit der Flache I' mitbewegt, stets in der Nullstellenmenge der Level-Set-
Funktion ®. Entlang der Bahn eines solchen Punktes x(t) gilt daher

0= 3<I>(i‘,x(t‘)) = Oi(t,x) + (VP(t,x), xt)

ot
=Dt x) + (VO(t,x) , V(L x,nx)n)
=t x) = V(tx,n,x) |[VO(tx)|,
wobei im letzten Schritt die Definition @Za), n = f%, eingesetzt wurde.

Diese Gleichung lafst sich auf beliebige Punkte im Raum tibertragen, und wir
erhalten die Level-Set—Gleichungﬂ

O —V||V®| =0 in[0,T] x Q. (4.1)

Falls die Normalgeschwindigkeit nicht von der Kriimmung abhangt, ist dies
eine vollstandig nichtlineare Gleichung erster Ordnung vom Hamilton-Jacobi-
Typ. Ist andererseits V abhingig von der Kriimmung, so ist @) eine vollstdn-
dig nichtlineare Gleichung zweiter Ordnung. Speziell fiir den Krimmungsflufs
V = —x ist es giinstig, die Gleichung @) in der Form

V| V|

zu schreiben, um so eine Variationsformulierung zu erhalten, obwohl die Glei-
chung nicht in Divergenzform ist:

¢ Dy / (Vo, Vo) " 1
dx = ~—— ‘" dx furallep € Hy(Q)),t €[0,T].
JaTowr 4 = o e ¢ € Hy(Q)te(0T]

Dies ist in Analogie zum parabolischen Fall der Warmeleitung zu sehen, bei dem
die Nenner verschwinden. Der Kriimmungsfluf hat eine dhnliche glattende Wir-
kung wie die lineare Diffusion, so dafs sich beliebige geschlossene ebene Aus-
gangskurven auf mit der Zeit verschwindende Kreise zuriickziehen [Gra87]]. Die

1. Aufgrund der Festlegung der Normalenrichtung in —V ®-Richtung tritt in dieser Gleichung vor
V im Vergleich zu einem Grofteil der Literatur iiber Level-Set-Methoden das umgekehrte Vorzeichen
auf.
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Verallgemeinerung auf anisotrope mittlere Kriimmung, wie in Abschitt P21 ist
einfach und steht auch in einer Beziehung zur Phasenfeld-Methode in Abschnitt
E3

Wenn dies durch den Modellierungshintergrund nahegelegt wird, kann
aufgrund duferer Einfliisse, also nicht der Geometrie von I, eine Advektion
der Punkte auf der Flache auch in tangentialer Richung zugelassen werden. Ein
solches Advektionsfeld w sollte nicht auf die Normalen projiziert, sondern ge-
sondert berticksichtigt werden Die Geschwindigkeit der Partikel auf I' ist dann
Xt = v = Vn + w, woraus analog zu @&IT)) folgt

@+ (VO,w) — V||[VO| =0 in[0,T] x Q. 4.2)
Die Level-Set Gleichung @) oder @2) wird durch eine Vorgabe
P(0,x) = Pp(x) fiurx € 4.3)

zu einem Anfangswertproblem vervollstandigt. Die implizite Annahme der Le-
vel-Set-Beschreibung von Fldchen, dafl die Nullstellenmenge eine niederdimen-
sionale Teilmenge des Raumes sei, ist nicht durch die Gleichungen &) und @&3)
sichergestellt. Vielmehr konnen Nullstellenmengen der Anfangswertvorgabe ein
Inneres entwickeln, was als fattening bezeichnet wird [BNP98].

Graphen

Bei einer Beschreibung der bewegten Fliche als Graph erhalten wir mit Z3) auf
analogem Wege das Anfangswertproblem

Ye+ Vi/1+||[Vey|| =0 in [0, T] x Q, (4.4a)

7(0,x) = yo(x) fiir x € Q. (4.4b)

Auch in diesem Fall ist bekannt, da§ die Grapheigenschaft nicht bewahrt blei-
ben muf3, sondern es beispielsweise zu Abschniirungen mit vertikaler Tangente
kommen kann.

Parametrisierung

Bei einer Parametrisierung der Grenzflache I ist die Geschwindigkeit von Par-
tikeln darauf durch v = 9;Y gegeben. Das Anfangswertproblem wird auf dem
niederdimensionalen Parameterbereich gestellt

Y. =Vn+w in [0, T] x Dy, (4.5a)
¥(0,5) = Yo(s) fiir s € Dy. (4.5b)
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Fiir die geometrische Aufgabestellung einer vorgegebenen Normalgeschwindig-
keit V ist die Normalenrichtung hier explizit anzugeben, nur im Fall des Kriim-
mungsflusses V = —x ist nach @2)

Tt = ér(t) ldr(t) oY in [0, T] X D\If,

und wir erhalten wieder eine Variationsformulierung des Problems [GGT98], die
die Beziehung des Kriimmungsflusses zur Warmeleitung illustriert

/Q‘I’t(pdx:/0<zr(t>‘f’,zr<t>go> dx Ve Cl(Q),te[0,T]. (46)

Stationédre Level-Set Beschreibung

Bei einer Fldche, die sich ausschliefSlich in entweder positiver oder negativer
Normalenrichtung bewegt, gibt es alternativ neben der Level-Set-Formulierung
mit dem Anfangswertproblem aus @I) und @3) eine stationdre Formulierung
als Randwertproblem. Wegen der monotonen Bewegung der Fliche T'(t) 148t
sich jedem Ort x eine eindeutige Zeit t =: —®(x) zuordnen, zu der dieser erst-
mals von T'(t) erreicht wird. Die Fldche ist also wieder zu jedem Zeitpunkt ¢
Hohenlinie — oder allgemeiner Isomenge — einer Funktion ®, nur nicht mehr
notwendigerweise zum Wert 0. Somit ist die Flaichennormale analog zu (ZZa))
durchn = 7% gegeben.

Wenn wir die Bahn eines Punktes x(t) aus der Grenzfliche mitverfolgen,

dann gilt dabei stets ®(x(t)) = —t. Mit der Vorgabe einer zeitunabhéngigen
Normalgeschwindigkeit x; = V(x, n,x) n folgt damit
1= %@(x(t)) = (VO,x:(t)) =V (VD,n).
Wir bekommen das stationdre Randwertproblerrﬂ
V|IVP| =1 in Q, (4.7a)
®(x) =0 auf I(0), (4.7b)

mit einer Differentialgleichung, die vom Eikonal-Typ ist, wenn V nur vom Ort x
abhéngt. Die Zeit des ersten Erreichens eines Punktes im Raum ist ein direktes
Maf fiir dessen mit der Erreichbarkeit gewichteten Abstand von der Ausgangs-
flache I'(0). Last sich jeder Punkt gleich gut erreichen, so bewegt sich die Flache
mit konstanter Geschwindigkeit in Normalenrichtung. Aufgrund der Vorzei-
chenkonventionen ist fiir die Berechnung der vorzeichenbehafteten Abstands-
funktion ® = dr, mitdr > 0in Q" und dr < 0 in O~ die Normalgeschwindig-
keit V = 1 zu wihlen, und wir erhalten aus @Za)

IVdr| =1  inQ. (4.8)

2. Das Vorzeichen der Geschwindigkeit V ist in diesem Fall im Einklang mit der Literatur.
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4.2 Singularititen, verallgemeinerte Losungen

Bei Vorgabe konstanter Normalgeschwindigkeit kann eine bewegte Fldche in-
nerhalb endlicher Zeit eine Ecke entwickeln, obwohl sie anfangs glatt ist. Weil
mit dem Auftreten von Ecken die Normalenrichtung nicht mehr {iberall wohl-
definiert ist, kann das Problem der Grenzflichenbewegung ab diesem Zeitpunkt
keine klassische bzw. starke Losung mehr haben.

Abbildung 4.1: Entstehen einer Ecke und Fortsetzung der Losung:
links mit Schwalbenschwanz, rechts Entropielosung.

In dem Beispiel in Abbildung ETlist die Geschwindigkeit des markierten
Partikels in der Fliche I' stets in Betrag und Richtung konstant. Somit kénn-
ten wir eine verallgemeinerte Losung des geometrischen Problems definieren,
indem alle Partikel mit konstanter Geschwindigkeit {iber die entstandene Ecke
weitergefiihrt werden. Nun durchdringt die Fldche sich aber selbst und besitzt
nicht mehr an allen Stellen den gleichen Abstand von der Anfangsflache. Die-
ser hier unerwiinschte Effekt 1dft sich durch Abschneiden der Uberfaltungen
beseitigen, und wir gelangen so zu einer anderen verallgemeinerten Losung. Es
verschwinden nun Informationen iiber die Gestalt der Ausgangsfldche, was die
Bezeichnung als Entropielésung nahelegt.

Wird der Geschwindigkeitsvorgabe ein beliebig kleiner negativer Kriim-
mungsterm zugefiigt, so bleibt eine anfangs glatte Fliche glatt. Denn wo sich
sonst eine Ecke bilden wiirde, sorgt nun die Kriimmung fiir eine grofsere Ge-
schwindigkeit, mit der die Selbstdurchdringung verhindert wird. Mit immer
kleiner werdender Korrektur ndhern sich die Losungen der so modifizierten Pro-
bleme dann tatsdchlich der Entropielosung an, weshalb man diese auch als Vis-
kositétslosung bezeichnen kann.

Mit den Singularitdten der Flachen und verallgemeinerten Losungen des
geometrischen Problems stellt sich die Frage nach verallgemeinerten Losungen
der zugehorigen geometrischen partiellen Differentialgleichungen. Das Entste-
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W //////// [ L LA ANNNNNNN]
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Abbildung 4.2: Entstehen einer Stofifront in der Losung bei dem Beispiel in
Abb. Bl Links dreidimensionale Darstellung, rechts Draufsicht.

hen von Singularitdten aus glatten Anfangszustinden und Entropielosungen als
Limes von Losungen viskos modifizierter Gleichungen sind im Zusammenhang
mit hyperbolischen Erhaltungsgleichungen bekannt [[Exa98), [War99].

In dem obigen Beispiel aus Abbildung E1148¢t sich die Fldche I' als Graph
einer Funktion 7 : R — R beschreiben. Dann gilt mit @Zal) und der Vorgabe
V=1

9y +14/1+ (9x7)? =0.

Nun leiten wir formal die Gleichung nach x ab, vertauschen die Reihenfolge
der Differentiation und definieren u := d,7. Damit erhalten wir eine skalare
Erhaltungsgleichung mit der konvexen Fluifunktion F(u) = v/1 + u?

ur + (\/1 —|—u2)x =us+ (F(u)), =0.

Mogliche Anfangswerte zur Beschreibung der Situation in Abbildung ETlsind

—Xx fir x < —1 -1 fir x < —1
Y(0,x) =< V2 —x2 fiir |x| <1 bzw. u(0,x) = \/;‘7 fur [x] <1 (4.9)
x fiir x > 1, 1 fiir x > 1.

Entlang der charakteristischen Linien ist die Losung der Erhaltungsglei-
chung konstant. Der Anstieg der charakteristischen Grundkurven in der (x, t)-
Ebene ist durch den jeweiligen Anfangswert festgelegt als 1/F,(1). Zum Zeit-
punkt f = \/2 treffen sich alle charakteristischen Grundkurven zu Anfangs-
punkten aus x € [—1,1]. Es kommt zu einem Sprung in der Losungsfunktion, ei-
nem Stofs. Die Stofsgeschwindigkeit s ist mit der Rankine-Hougoniot-Bedingung
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durch die Sprunghohe der links- und rechtsseitigen Werte 1, und ug sowie der
zugehorigen der Fliisse festgelegt

(up —ugr)s — (F(ur) — F(ug)) = 0.

In diesem konkreten Fall, mit Anfangswerten aus @9), ist die FluBdifferenz Null,
und es folgt s = 0. Setzen wir fiir die Geschwindigkeit V = 1 — px ein, so erhal-
ten wir die modifizierte Erhaltungsgleichung mit einem nichtlinearen viskosen
Term auf der rechten Seite

wr (Vi) —u(155)

1+ u?

deren glatte Losungen fiir 4 — 0 gegen die Entropielosung des entsprechenden
Anfangswertproblems gehen.

Bei dem Problem einer vorspringenden Ecke und Bewegung mit konstan-
ter Geschwindigkeit ist die verallgemeinerte Losung durch die Vorschrift gege-
ben, daf alle Punkte den gleichen Abstand von der Ausgangskurve haben sol-
len. Ecken der Flache korrespondieren bei der Beschreibung durch einen Graph
mit Unstetigkeiten der Ableitung. Fiir die Ableitungen haben wir eine Erhal-
tungsgleichung hergeleitet. Wahrend spitze Einbuchtungen dabei mit Stoflen in
Beziehung zu setzen sind, gehoren zu vorstehenden Ecken Verdiinnungsfacher
in der Losung der Erhaltungsgleichung, wie in Abbildung 23 dargestellt ist.

Auch wenn keine globale Beschreibung durch Graphen moglich ist, bei-
spielsweise fiir geschlossene Grenzfldchen, gibt es einen analogen Zusammen-
hang. Aus einer allgemeinen Hamilton-Jacobi-Gleichung in einer Raumdimensi-
on erhalten wir durch formales Ableiten stets eine skalare Erhaltungsgleichung.

Abbildung 4.3: Links: Gldttung einer Ecke bei Bewegung mit konstanter
Geschwindigkeit. Rechts: Verdiinnungsfacher der zugehorigen Erhaltungsglei-
chung.
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Im Fall der eindimensionalen Level-Set-Gleichung, die im Vergleich zum gerade
betrachteten Fall nur die Bewegung von Grenzpunkten auf einer Geraden be-
schreibt, ist die FluSfunktion dann aber nichtkonvex. Bei hoherer Raumdimensi-
ond > 1 fiithrt die Umformung der skalaren Hamilton-Jacobi-Gleichung auf ein
System von entsprechend d Erhaltungsgleichungen.

Anstatt tiber den Umweg zugeordneter Probleme von Erhaltungsgleichun-
gen, lassen sich die verallgemeinerten Losungen direkt mit der Theorie der Vis-
kositatslosungen vollstandig nichtlinearer partieller Differentialgleichungen cha-
rakterisieren. Dabei werden alle vorkommenden Ableitungen von der gesuchten
Losung @ auf glatte Testfunktionen ¢ verlagert und die punktweise Erfiillung
von Ungleichungen gefordert [CL83| [Eva%8].

Definition: ® ist Viskositdtslosung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

Oi(t,x) + H(x, VP(t,x)) =0 in [0, 0] x R?,

wenn an jeder Stelle (¢, x*) € [0, 00] x RY, gilt:
1. Jedes ¢ € C®([0,00] x RY), so daf ® — ¢ ein lokales Maximum in (t*, x*)
hat, erfiillt ¢ + H (x*, Vo(t*,x*)) <0,
2. Jedes ¢ € C*(]0,00] x R?), so daB @ — ¢ ein lokales Minimum in (+*, x*)
hat, erfiillt ¢ + H (x*, Vo(t*,x*)) > 0.
Diese Definition von Viskositdtslosung einer Hamilton-Jacobi-Gleichung ist ge-
rechtfertigt, da gezeigt wurde, daf3
o diese bei verschwindender Viskositét {ibereinstimmt mit dem Limes der
Losungen der modifizierten Gleichungen,
e eine glatte Losung auch eine Viskositétslosung ist,
e die verallgemeinerte Losung eindeutig ist und
o die starke Losung dort mit der Viskositdtslosung tibereinstimmt, wo diese
glatt ist.
Weiterhin 146t sich auf d4hnliche Weise die Viskositatslosung fiir die Eikonalglei-
chung @Za) zur stationdren Beschreibung einseitig gerichteter Grenzfldchenbe-
wegung definieren [CL83].

4.3 Explizite Grenzflichen-Verfahren

Die Grenzfldche wird bei diesen Verfahren durch die explizite Angabe der Ko-
ordinaten von darin liegenden Punkten beschrieben. In der numerischen Rech-
nung wirkt sich das vorteilhaft aus. Einerseits ist so die gegentiber dem Volumen
geringere Dimension der Fldche fiir den Rechenaufwand bestimmend, anderer-
seits ist die Position der Grenzfliche mit grofler Genauigkeit verftigbar, da sie
explizit vorliegt und keine Rekonstruktion der Grenzflache benétigt wird.
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Die Implementierung der Verfahren mufl zwangslaufig starkere Unterschie-
de zwischen dem zwei- und dem dreidimensionalen Fall aufweisen als andere
Verfahren. Bei 2D-Rechungen ist es sehr einfach moglich, Knoten in die Grenz-
flache einzufiigen oder daraus zu entfernen, denn es gibt dort nur eine Vorher-
Nachher-Beziehung der Punkte. Im dreidimensionalen Fall sind Nachbarschaf-
ten viel komplizierter und es miissen stark deformierte Gitter, mit sehr stumpfen
oder spitzen Winkeln oder sogar Uberschneidungen, verhindert werden.

Im Kontrast zu anderen Verfahren 148t sich unterschiedliches Grenzfla-
chenverhalten modellieren. Bei Bedarf konnen Teile von Grenzflichen aufge-
trennt, zusammengefiigt oder entfernt werden. Topologiednderungen der Pha-
sen bedtirfen also eines aktiven Eingreifens. Selbstdurchdringungen der Grenz-
flache sind prinzipiell moglich und miissen bei Problemen wie der Erstarrung
aktiv unterdriickt werden. Diese beiden Aufgaben sind wiederum im dreidimen-
sionalen Fall wesentlich schwieriger.

Front-Tracking-Verfahren

Front-Tracking-Verfahren benutzen eine Parametrisierung der Grenzflache und
folgen damit einem Ansatz von mit der Grenzfliche mitbewegten Lagrange-
schen Koordinaten.

Beim Kristallwachstum wird mit der Stefan-Bedingung (Z390) nur eine Be-
wegung der Phasengrenze in Normalenrichtung vorgegeben. Die Orientierung
der Front-Tracking-Verfahren an der Bewegung von Partikeln fiithrt nach Ab-
schnitt B2l zu einer Neigung, bei Auftreten von Ecken der Grenzflache Schwal-
benschwiénze mit Selbstdurchdringung auszubilden. Aus diesem Grund, und
um starke Verzerrungen des verwendeteten Gitters zu vermeiden, sind Nach-
bearbeitungsschritte zum tangentialen Ausgleichen der Gitterknoten nétig, die
sich auch als das Zufiigen des Terms w in der Differentialgleichung @D5al) auffas-
sen lassen.

Front-Tracking-Verfahren wurden zur Berechnung von zweidimensiona-
len dendritischen Kristallen mit Finite-Differenzen-Methoden auf einem festen
kartesischen Gitter fiir die Volumengleichungen kombiniert. In [JT96] wird zur
Beriicksichtigung der Oberfliachenterme die Imersed-Boundary-Method [Pes77]
benutzt. Dabei werden Singularitédten, in diesem Fall durch einen distributio-
nellen Quellterm wie in @33), durch Regularisierung auf Knoten in der Nach-
barschaft der Phasengrenze interpoliert. Die Zeitschrittweite ist aus Stabilitéts-
griinden begrenzt durch die ortliche Gitterweite und dartiber hinaus durch die
Forderung, daf I sich nicht um mehr als 11—0 der Gitterweite bewegen darf. In
wird die Grenzflache scharf beibehalten in dem Sinn, daf8 die
Wirkung der Oberfldcheneinfliisse jeweils auf eine Gitterzelle beschrankt ist. Da-
bei wird im Gegensatz zur Imersed-Interface-Method die Notwendig-
keit von lokal gedrehten Gittern vermieden. In [ZHOT]] wird ein Finite-Elemente-
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Verfahren auf einem kartesischen Gitter benutzt. Die Stefan-Bedingung wird in
der schwachen Form durch ein Linienintegral berticksichtigt, fiir das numerisch
elementweise die einseitigen Ableitungen der Temperatur von auflerhalb des
Elements zu approximieren sind.

Bei nichtverschwindendem kinetischen Koeffizient f # 0 hat die Gibbs-
Thomson-Bedingung €399 die Form eines Hauptkriimmungsflusses mit Quell-
term. Damit bietet sich eine Finite-Elemente-Approximation der Variationsfor-
mulierung @8 an. In wurden so zwei- und dreidimensionale Kristalle
auf adaptiv verfeinerten unstrukturierten Gittern berechnet. Es wird dabei eine
halbimplizite Zeitdiskretisierung vorgenommen, bei der die Tangentialableitun-
gen stets auf der gegebenen Oberfldche des letzten Zeitschritts berechnet werden

(n+1) _ g(n) - (n+1)
/Q (‘F Y ) (de = At/ﬂ<zr(n)(t)‘fr /ZF(n)(t)(P> dx.

Die starken Deformationen der Kristalloberfliche erfordern dabei ein Knoten-
schieben, um Verzerrungen des Gitters auszugleichen.

Segment-Projektions-Methode

)N |
Y,

Abbildung 4.4: Aufteilung einer Kurve (links) in x-Segmente (mitte) und y-
Segmente (rechts). Die markierten Extrema der Segmente geben die Trennstellen
fiir die jeweils andere Aufteilung an.

Die Segment-Projektions-Methode wurde entwickelt, um den Vor-
teil der Rechnung mit niederdimensionalen Grenzflachenobjekten mit Eulerschen
Koordinaten auf einem festen Gitter zu kombinieren. Dazu wird im zweidimen-
sionalen Fall eine Grenzflache, das ist dann eine Kurve, aufgeteilt in tiberlap-
pende Segmente, die jeweils als Graphen tiber der x- bzw. y-Achse dargestellt
werden koénnen. Wie in Abbildung B4 skizziert, wird die Aufteilung so vor-
genommen, daf8 die lokalen Extrema der x-Segmente gerade die Trenn- bzw.
Verbindungsstellen fiir die y-Segmente sind und umgekehrt. Auf diese Weise
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werden stets mehr Segmente benutzt als die minimale Anzahl, die zur lokalen
Darstellung als Graphen notig ist.

Auf jedem Advektionsschritt der Grenzflache folgt die Neuaufteilung der
Segmente. Dabei sind jeweils wieder die Extrema der Segmente zu suchen, und
es konnen, abhédngig vom Modellierungs-Hintergrund, Topologiednderungen der
Phasen vorgenommen werden. Danach ist noch eine Interpolation der jeweils
tiberlappenden Segmente notig, um die Grenzflichenbeschreibung konsistent zu
halten.

Das Verfahren ldfit sich auch im dreidimensionalen Fall anwenden. Dann
werden drei {iberlappende Sitze von Segmenten aus Graphen iiber den Koordi-
natenebenen benétigt. Es wurde aber noch kein allgemeiner Algorithmus fiir die
Neuaufteilungen der Segmente entwickelt [ERT0Z].

4.4 Level-Set-Methode

Aufgrund der Schwiche einer impliziten Darstellung von Grenzflichen durch
Volumenanteile bei Rekonstruktion der geometrischen Eigenschaften wurde in
das Level-Set-Verfahren entwickelt. Es benutzt fiir die Beschreibung der
Grenzflichenbewegung das Anfangswertproblem @I) und @3). Einen Uber-
blick tiber die weitere Entwicklung der Methoden geben die Arbeiten [Sef99,
O]

Wie im Fall des dendritischen Kristallwachstums sind oftmals durch das
der Grenzflichenbewegung zugrundeliegende Problem weder die Anfangswer-
te @((x) noch die Geschwindigkeit V (t,x) im ganzen Raum () festgelegt. Die
Vorgabe der Anfangswerte wird als Initialisierung bezeichnet. Naheliegend ist
die Wahl der vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion ® = dr. Die Normalge-
schwindigkeit mufs geeignet von der Flache in das Volumen fortgesetzt werden,
worauf weiter unten eingegangen wird. Nach einiger Zeit kann die Funktion ®
steile Flanken oder sehr flache Abschnitte ausgebildet haben, was zu Instabili-
tat der numerischen Rechnungen fithren kann. Dann wird eine Reinitialisierung
der Level-Sets auf die Abstandsfunktion notwendig, womit aber die Lage von I
nicht verdndert werden sollte. Das iterative Verfahren fiir diese Reinitialisierung
in beruht darauf, daB die Abstandsfunktion eine stationdre Losung der
Gleichung

®; = sign(@*)(1— | Vo) (4.10)

ist, wobei hier die Grenzflache nur implizit als Nullstellenmenge der temporéar
genutzten Funktion ®* einfliefst. Die Storung der Grenzflache 14ft sich mit dem
Subcell-Fix von verringern.

Mit dem Level-Set-Verfahren entsteht ein erhohter Rechenaufwand, da mit
der Grenzflache alle anderen Hohenmengen mitbewegt werden miissen. Der
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Mehraufwand 1463t sich allerdings eingrenzen, indem nur in einem engen Band
um die Grenzfldche gerechnet wird und aufierhalb des Bandes konstante Werte
fiir & angenommen werden. Abhingig von der Bewegung der Grenzflache ist
dann von Zeit zu Zeit eine weitere Reinitialisierung notig, bei der diesmal die
erneute Festlegung eines Bandes gemeint ist [AS95].

Fortsetzung der Geschwindigkeit

Bei der Simulation von Zweiphasenstromungen kann oft davon ausgegangen
werden, dafs die Grenzflichengeschwindigkeit der dortigen Stromungsgeschwin-
digkeit entspricht. Es ist daher naheliegend, in einem solchen Fall im gesamten
Raum die Level-Sets mit der Fluidgeschwindigkeit zu bewegen. Dieser Ansatz
wird beispielsweise in benutzt und nach jedem Zeitschritt dann ei-
ne Reinitialisierung mittels der Gleichung @I0) vorgenommen. Zusétzlich mufl
zur Massenerhaltung noch eine weitere Korrektur der Level-Sets erfolgen.

Reinitialisierungen lassen sich vermeiden, wenn das Geschwindigkeitsfeld
V sicherstellt, dafl ein Level-Set, das anfanglich als Abstandsfunktion zur Grenz-
flache gewdhlt wurde, die Eigenschaft |[V®| = 1 tiber alle Zeiten beibehalt.
Durch formale Rechnung bzw. mit der Annahme, daf} die Losung glatt ist und
daher die Ableitungen vertauschbar sind, sehen wir, da8

a|ve|* o B Kl
== (VO, VD) =2( VD, atvq>
=2(V®,V (&) =2(VD,V (V||[VP))

= 2(V®,VV) |[V®|| +2( VD,V |Vd| )V.
———— ——r

!
0=

L0 =0, fiir t=0
Anderungen der Geschwindigkeit V(x) diirfen also nur senkrecht zum Gradi-
enten von P auftreten, was gleichbedeutend damit ist, daf V' in Richtung der
Oberflaichennormalen konstant sein muf3

(VV,V®) = 0. (4.11)

Es ist daher sinnvoll, auch wenn es aus der Problemmodellierung heraus eine
nattirliche Einbettung der Grenzflichengeschwindigkeit in ein Vektorfeld im ge-
samten Raum gibt, eine Fortsetzung von V gemafl @TIT) zu konstruieren, insbe-
sondere da dies ohne wesentliche Erhchung des Rechenaufwandes moglich ist.
Ein solches Verfahren ist in angegeben. Mittels der weiter unten beschrie-
benen Fast-Marching-Methode wird dazu durch Losen von ||[V®*|| = 1 eine
temporare Abstandsfunktion ©* berechnet und dabei simultan die Geschwin-
digkeit in Richtung V®* konstant fortgesetzt.
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Bei der Simulation dendritischen Kristallwachstums sind zwei Félle zu un-
terscheiden. Fiir nichtverschwindenden kinetischen Koeffizienten S, # 0 lat
sich die Gibbs-Thomson-Beziehung Z37) formal auf das gesamte Volumen fort-
setzen. Es ist dann

i 0-u
Be Be

Damit hat die Dynamik von I die Gestalt eines inversen Kriimmungsflusses mit
verdnderlichem Quellterm V = « + q(t,x) in [0,t*] x Q. Ein Finite-Elemente-
Verfahren in zwei Raumdimensionen ist fiir diesen Fall in [Fri04] angegeben.
In dem in dieser Arbeit interessierenden Fall diffusionsbegrenzten Wachstums,
also B = 0, mufl die Geschwindigkeit aus der Stefan-Bedingung @390) be-
stimmt werden, fiir die es keine naheliegende Fortsetzung in den Raum gibt. In
wird statt dessen ein Integral tiber die Oberfldche benutzt, das dort die Ge-
schwindigkeit beschreibt, aber auch auflerhalb davon ausgewertet werden kann.
In wird die Stefan-Bedingung auf I' verwendet, um in einem Band
nahe von I' die Geschwindigkeiten vorzugeben und dann durch Transportglei-
chungen der Art

1% in [0, ] x Q. (4.12)

V) 4 sign(@a;,@)a;, V) =0, firi=1,--- ,n

entlang n verschiedener Richtungen ¢; in das Volumen fortzusetzen. Zum Ver-
meiden von Gitterorientierungseffekten wird anschliefend tiber die V() gemit-
telt. In dieser Arbeit wird ein Verfahren nach [[AS99] benutzt, wobei V durch
Auswerten der Stefan-Bedingung auf I' und Fortsetzen gemaf @IT) bestimmt
wird.

Fast-Marching-Verfahren

Bei einseitiger Bewegung von Flachen, wie beispielsweise zur Berechnung der
Abstandsfunktionen, 148t sich durch Umsetzung des stationdren Problems @Z)
mittels der Fast-Marching-Methode der Aufwand um eine Gréf8enordung redu-
zieren.

Dazu gilt es, die numerische Losung an den Gitterpunkten in genau der
Reihenfolge vorzunehmen, die durch die jeweilige Zeit des ersten Erreichens
t = —®(x) aus der Losung des kontinuierlichen Problems gegeben ist. Weil sich
an jedem Punkt x die Ankunftszeit der Grenzflache ausschliefllich aus Punkten
mit grofseren Werten von ® berechnen lafst, gibt es bei diesem Problem einen
einseitigen Transport von Informationen. Dementsprechend ist bei numerischen
Verfahren auf die Aufwind-Approximation des Gradienten zu achten. Die Git-
terpunkte werden in drei Gruppen aufgeteilt:
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Abbildung 4.5: Band um die Grenzfliche I' und Sortierung in bindrem Baum.

V: Vergangenheit. Die Punkte besitzen schon ihre endgiiltigen Werte von &
und werden von den Berechnungen nicht mehr beeinflufst.

Z: Zukunft. Die Punkte haben noch den bei der Initialisierung zugewiesenen
Wert & = —oo und werden nach und nach der Gruppe G zugeordnet.

G: Gegenwart. In dieser Gruppe findet die Losung der Gleichung statt. Der
Punkt mit dem grofiten Wert & wechselt zur Gruppe V. Fiir alle Nachbarn
aus G wird ® neu berechnet und G neu sortiert. Nachbarn, die in Z liegen,
werden zuvor G hinzugefiigt.

Es mufl ein Startband um die Fldche T'(0) mit Werten fiir ® initialisiert wer-
den, die auf andere Weise zu berechnen sind. Die darin enthalten Knoten bil-
den anfangs die Gruppe G. Gitterknoten, die anfangs in der Gruppe V liegen,
wird der Wert ® = 0 zugeordnet. Der Aufwand zur Sortierung der Gitterpunk-
te in G ist fiir das Gesamtverfahren zur Losung des stationdren Problems @Z)
bestimmend. Hier besitzt das Quicksort-Verfahren zur Sortierung mit Hilfe ei-
nes bindren Baumes die optimale asymptotische Ordnung O(nlogn). Somit ist
der Aufwand der Fast-Marching-Methode in einer groben Abschitzung von der
Ordnung O(nlog n) bei n Gitterpunkten im Volumen.

Auch bei Problemen wie dem dendritischen Kristallwachstum, bei denen
sich die Grenzfldache sowohl vorwirts als auch riickwarts bewegen kann, ist die
Fast-Marching-Methode von Interesse. Sie ist dann, wie oben geschildert, ein
wichtiges technisches Hilfsmittel zur geeigneten Fortsetzung der Geschwindig-
keit von der Grenzfldche in das Volumen und zur Berechnung von — moglicher-
weise gewichteten — Abstandsfunktionen.
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4.5 Phasenfeld-Methode fiir Kristallwachstum

Die Phasenfeld-Methode kann einerseits als ein Ansatz zur physikalischen Mo-
dellierung des Kristallwachstums aufgefafit werden oder aber als eine Approxi-
mation des Modells mit scharfer Grenzfliche zu numerischen Zwecken. Neben
einer zusdtzlichen Feldgrofie ® fiir den Phasenzustand wird in deren Rahmen
eine neue Langenskala w, eingefiihrt, die in Beziehung mit der Weite der diffu-
sen Grenzflache zwischen den Phasen steht und deutlich kleiner als die anderen
Langenskalen des Dendriten sein sollte. Eine Phasenfeld-Formulierung des Kri-
stallwachstums muf im Grenzfall fiir verschwindende Dicke der Ubergangszo-
ne dem Modell der scharfen Grenzfliche entsprechen, wofiir in [KR98|
Nachweise zu finden sind. Oft wird die Konsistenz der Phasenfeld-Formulie-
rung mit der Thermodynamik gefordert, siehe dazu [PF90, [WST93]. Eine
wichtige Eigenschaft der Methode ist die leichte Ubertragbarkeit auf Multipha-
sen-Systeme [CKPOTI.

Ausgangspunkt der Phasenfeld-Methode ist der Ansatz eines Energiefunk-
tionals, einer phdnomenologischen freien Energie F (P, ?). Analog zu Abschnitt
E3 wird dann als Variationsproblem formuliert

o 4 .
/Q (V) Sddx = — = F(®,0),), Vo HI(Q). (4.13)

Wegen der impliziten Beschreibung der — hier diffusen — Grenzflache durch die
Funktion ® kann die Phasenfeld-Methode formell als eine Level-Set-Methode
angesehen werden. Allerdings ist die Grenzflachendynamik implizit in @I3)
enthalten und nicht durch die Level-Set-Gleichung @I bestimmt, in die die
Normalgeschwindigkeit V' explizit eingeht. Dies erspart bei der numerischen
Umsetzung das Berechnen der Temperaturgradienten zum Auswerten der Ste-
fan-Bedingung, wobei ein Ordnungsverlust auftreten wiirde. Andererseits sind
neben der Geschwindigkeit auch die bestimmenden Materialparameter nicht ex-
plizit im Modell enthalten, sondern konnen erst tiber Bedingungen an das asym-
ptotische Verhalten fiir verschwindende Grenzflachenweite rekonstruiert wer-
den.

Energiefunktional

Aus dem Kontext von Phaseniibergangsproblemen bistabiler bzw. zweiphasiger
Systeme mit diffuser Grenzflache stammt der erste Beitrag zur phénomenologi-
schen freien Energie F(®, #). Dort wird ein Zwei-Mulden-Potential WW(®) be-
nutzt, das bei ® = +1 lokale Minima besitzt und dadurch stabile Zustiande fiir
die jeweiligen Phasen erzeugt [ACZ9]. Ein glattes Zwei-Mulden-Potential fiithrt
nur zu asymptotischer — wenn auch exponentieller — Anndherung an die stabilen
Phasenzustdnde bei £1. Deshalb kann alternativ ein unstetiges Zwei-Hindernis-
Potential benutzt werden. Dies verkompliziert die analytische Beschreibung des
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Abbildung 4.6: Links: Zwei-Mulden- und Zwei-Hindernis-Potential. Rechts:
Funktion zur Gewichtung der stabilen Zustidnde wegen einer treibenden Kraft.

Problems, fiir die dann variationelle Ungleichungen benétigt werden, ist aber
numerisch oft sogar einfacher zu realisieren, indem die Betrdge der Knotenwer-
te von ® gegebenenfalls auf 1 abzuschneiden sind. Geeignete Ansitze fiir das
Potential sind beispielsweise

1_ 2 firoe[-1,1],
oo sonst.

Die treibende Kraft durch die Unterkiihlung soll in Abhéangigkeit von der
ortlichen Temperatur einen der Phasenzustinde energetisch giinstiger machen.
Liegt die Temperatur unterhalb der Schmelztemperatur, ist also ¢ — U < 0, so
soll die feste Phase bei @ = 1 energetisch giinstiger, d.h. die Mulde tiefer sein. Zu
diesem Zweck wird zu W ein (¢ — U) h(P)-Term addiertfl wobei 1 eine stetige
monotone Funktion ist, die analog zu ZI3) die Bedingung

(1) — h(-1) =2

erfiillt. Wiinschenswert ist, dafs durch diese Modifikation des Potentials WV die
Lage der Minima bei 1 unverdndertbleibt. Deshalb wird in nichth(®) =
® gewihlt, sondern stattdessen i (®) = 15/8 (& — 2®3 + $°/5) .

Die Oberflacheneffekte werden durch einen Term w?(V®) || V(I>||2 model-
liert. Der Anteil || V®||? bestraft das Auftreten von drtlichen Phasentibergangen.
Die Funktion w, : R? 5 p — w¢(p) € R dient dazu, die Stirke des Oberflichen-
einflusses von der Normalenrichtung, also der Orientierung von V®, abhingig

3. Wird bei der Entdimensionalisierung der Temperatur anders als in AbschnittZnicht T., son-
dern T, als BezugsgroBe gewdhlt, so lautet der Term einfach 8 71(®P).
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zu machen. Beispielsweise verwendet [KR9S] fiir 4-fache Symmetrie den Ansatz

de (0xP)* + (9y®@)* + (0:9)*
1—3e Ive|* .

we(VP) := Wy(1 — 3e) (1 +

Im Fall verschwindender Anisotropie ¢ = 0 ist w, konstant und damit die Weite
der Ubergangszone zwischen den Phasen richtungsunabhéngig.
Diese drei Bestandteile setzen wir zusammen und erhalten das mit (Z27a)
bzw. @€.38) vergleichbare Funktional der phdnomenologischen freien Energie
W} (Vo)

F(®,8) = /OT ||V<I>||2+W(<I>)+A(197u)&§)) dx. (4.14)

Zugehorige Differentialgleichung
Die variationelle Ableitung in @I3) 148t sich konkret berechnen als

5 d
57 (@0 = 5

S o F(®+uep, 9).

u=0

Nun vertauschen wir die Differentiation mit der zur Definition von F gehoren-
den Integration. Es ist dann zur Ableitung jedes der drei additiven Terme des
Integranden die Kettenregel zu benutzen. Im ersten Term bilden wir zuerst die

4uRere Ableitung der Funktion p — we(p)?||p||* an der Stelle p = V®, das ist
1
zvp(ws(ch)2 [VO|?) = w0 (VO)Vyw (V) [V + w (VO VD, (415)

und miissen diese dann skalar mit der inneren Ableitung d,(V® + uVe) = Vo
multiplizieren. Wir erhalten insgesamt fiir die variationelle Ableitung

5%?(@,19)[(,,] :/Q%<vgo,v,, (w2(Ve) [VOIP) ) dx

5 15 (4.16)
n /Q ¢ (BTDW(cp) n Aﬁzazh(®)) dx.
Zur Abkiirzung des zweiten Integrals definieren wir
E(®, A, 8) := W(®) +)u9%h(<l>). @.17)

Mit dem Gaufschen Satz wird die Testfunktion im ersten Integral in @I6) von
den Ableitungen befreit. Das Randintegral verschwindet, da V& = 0 auf 0Q) ist,
sofern die Grenzfldche hinreichend von dQ) entfernt ist. Es folgt

5 1 , , N
g F(@,0) = E/ngdw (v, [w2(v) [ve|?]) dx /0(qu>(<1>,/\,19) dx.
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Jetzt kénnen wir aus der Variationsformulierung @T3) leicht die zugehorige par-
tielle Differentialgleichung entnehmen. Insgesamt erhalten wir die in der zwei-
ten Ableitung nichtlineare Gleichung zweiter Ordnung

9

w(V) 5

1.
® = = div (v,, [wg(vq>) ||vq>||2D — Fo(®, A, 9). (4.18)
Zur Vervollstindigung des Phasenfeld-Modells des Kristallwachstums wird
eine weitere Gleichung fiir die Temperatur ¢ benétigt. Dazu definieren wir die
innere Energie e analog zu @I4) bzw. @353 tiber die Beziehung

h(D)

und erhalten die gleiche Differentialgleichung (Z33)

] 190
=0 =div(D(®P — ==h(D).
atl? div(D(®)V9) 5 8th( )

Im Falle verschwindender Anisotropie ¢ = 0 und eines phasenunabhén-
gigen Diffusionskoeffizienten D verbleibt ein quasilineares System, bei dem die
erste Gleichung vom Diffusions-Reaktions-Typ ist

w%@ = w? div (V®) — Fp(®, A, 0), (4.20a)
2~ Ddi (VO) + 12h(c1>) (4.20b)
at — 0 20t '

Numerische Aspekte

Mit der Phasenfeld-Methode liefSen sich erstmals beeindruckende numerische
Ergebnisse des dreidimensionalen Kristallwachstums erreichen [Kob92]. Aller-
dings war dabei die Strukur der Seitenarme stark gitterabhingig. Mit feiner
werdenden Gittern unterdriickt die Phasenfeld-Methode numerisches Rauschen
sehr gut, so dafy zur Untersuchung von Seitenarmen wiederum kontrolliert Rau-
schen als Quellterm zugefiigt werden muf [KR99]. Quantitative Ergebnisse wur-
den mit numerischen Simulationen des Phasenfeld-Modells mit Finite-Differen-
zen-Verfahren erzielt [KR98| [TBKLOT]]. Bei kleinen Unterkiihlungen &/ muf3 das
numerische Rechengebiet sehr grof3 gewéhlt werden, weil dann die Diffusions-
lange grofl im Vergleich zum Spitzenradius des Dendriten ist. Wird ein gleich-
maéfliges Gitter verwendet, daf8 die Grenzfliche mit einer gewissen Anzahl an
Zellen auflgsen mus, so wird der erhohte Aufwand besonders deutlich spiirbar,
zumal mit der der Phasenfeld-Methode eine zweite Differentialgleichung im ge-
samten Raum gelst werden muf8. Er 1dfst sich durch Einsatz von Gitteradaption
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abmildern [[PGD99], dann erfordert aber die Implementierung auf dem Rech-
ner komplexere Software-Strukturen. Zur Vermeidung von Gitteradaption wur-
de auch ein alternativer Weg mit einer statistischen Modellierung der Diffusion
im Fernfeld des Kristalls beschritten [[PKO0].

Da das Ausgangsproblem in Form eines Variationsproblems gegeben ist,
bietet es sich an, nicht die Differentialgleichungen @I8) zu diskretisieren, son-
dern direkt die Variationsformulierung @I3) fiir eine Finite-Elemente-Approxi-
mation zu benutzen. Mit @I8) bekommen wir

_1 2 2
/Q(pw(VCD)CI)tdx —E /Q<v§9/ Vp (ws(vq)) ||V(D|| )> dx
+ /Q(qu)(@’ A, 9)dx fur alle ¢ € H&(Q).

In einer semi-impliziten Diskretisierung dieser Gleichung werden dann nach
Einsetzen von (@I3) alle nichtlinearen Terme explizit berticksichtigt, also auf den
vorangegangenen Zeitschritt bezogen. Es ist eine formale Analogie dieser Glei-
chung zum anisotropen Kriimmungsflufs zu erkennen, allerdings ist der Term
w2 (V) |[V®|* homogen von Ordnung 2 und nicht von Ordnung 1. Bei stiick-
weise linearen Ansatzfunktionen fiir ® ist V® und damit w, auf jedem Element
konstant.

In wird ein Finite-Elemente-Ansatz fiir das Phasenfeld-Modell un-
ter Verwendung eines Zwei-Hindernis-Potentials vorgestellt mit P2-Elementen
fur die Temperatur, aber P1-Elementen fiir das Phasenfeld, da nur bei linearer
Interpolation der Knotenwerte die Bedingung |®| < 1 nach Abschneiden si-
chergestellt werden kann. Dies erfordert dann praktisch unterschiedliche Gitter
fiir die beiden Losungskomponenten, denn wihrend fiir das Temperaturfeld das
Gitter an I' einseitig im Teilgebiet ()~ zu verfeinern ist, erfordert hingegen das
Phasenfeld eine beidseitige Verfeinerung an den Randern der Ubergangszone.

Gerade unter der Sichtweise der Phasenfeld-Methode als Approximation
des Modells mit scharfer Grenzfldche zu numerischen Zwecken ist es nahelie-
gend, auf die Einhaltung der Bedingung |®| < 1 zu verzichten und stattdessen
fiir beide Losungskomponenten P2-Elemente auf einem gemeinsamen Gitter zu
benutzen. Als erster Schritt dazu wurde in [Mos04] die Finite-Elemente-Appro-
ximation des Systems @20) untersucht.

Zur Einbeziehung von Strémung in die Phasenfeld-Methode siehe [BDS¥99)
[TAQO, [TBKLOT]. In einem weiteren Ansatz wird die Phasenfeld-Gleichung direkt
diskretisiert und dies gekoppelt mit kinetischen Schemata fiir das Temperatur-
und Stromungsfeld [MKO4].
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Vorgaben auf inneren Flichen

Fiir numerische Zwecke lassen sich Grenzflachen mit der Level-Set-Methode un-
abhédngig von dem benutzten Gitter durch die Werte einer Funktion darstellen.
Dies ist einerseits vorteilhaft, wenn einfache, strukturierte Gitter verwendet wer-
den sollen, die nicht an die Gebiete angepafit sind, aber den Einsatz von ein-
fachen und effizienten Algorithmen erlauben. Andererseits kann diese Metho-
de auch bei wesentlich komplizierteren unstrukturierten Gittern hilfreich sein,
namlich fiir instationdre Probleme mit bewegter Grenzflache oder in quasi statio-
ndren Problemen bei der Gestaltoptimierung von Bauteilen, wenn eine komplexe
Mehrgitterhierarchie die Reprasentation einer Grenzfliche durch Gitterkanten
praktisch verhindert, siehe Abbildung Bl Dann miissen allerdings gegebenen-
falls Randbedingungen auf Flichen oder entlang von Kurven erfiillt werden, die
nicht auf den Gitterkanten liegen, sondern durch das Innere der Elemente laufen.

AVAVAVAVA

JAVAVAVA

4

Abbildung 5.1: Eine Kurve wird in einem hierarchischen Gitter im allgemeinen
nur auf der feinsten Gitterebene gut durch Gitterkanten wiedergegeben.

73
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Ist das Gitter nicht an die inneren Grenzflidchen angepaflt, so geben bei ei-
nem {iblichen Finite-Elemente-Ansatz mit Lagrange-Elementen die Ansatzfunk-
tionen nicht den bekannten qualitativen Verlauf der Losung wieder. Die Idee
des im folgenden beschriebenen Verfahrens ist, den Raum der Ansatzfunktio-
nen zu erweitern und — nach dem Wechsel auf eine besser angepafite Basis —
die durch die zusétzlich eingefiigten Ansatzfunktionen hinzugekommenen Frei-
heitsgrade direkt wieder an die Grenzflachen-Bedingungen zu binden. Das Ziel
ist eine Diskretisierung, die die Schnittstellen zu einem Gleichungssystem-Loser
unverdndert 1df3t, als ob ein Problem ohne zusétzliche innere Vorgaben vorldge.

XX

1/’]‘:

Abbildung 5.2: Hinzufiigen einer Ansatzfunktion (griin) zum Standard-Ansatz
(grau) und Basiswechsel zum Trennen der Teilgebiete.

Fiir (quasi-)stationdre Probleme mit unstetigen Koeffizienten, die Knicke
in den Gradienten der Losungen hervorrufen, wurden vergleichbare Ansétze in
[MC87] vorgestellt. Dabei wurden nur Ansétze erster Ordnung auf Quadraten
naher untersucht. Alternativ zu dem hier vorgestellten Verfahren liefSen sich in-
nere Grenzflichenbedingungen durch distributionelle Quellterme in den Diffe-
rentialgleichungen beriicksichtigen. Bei der Integration ist dann auf geeignete
Approximation von Spriingen durch die Ansatzfunktionen niedriger Ordnung
zu achten [Tor(2]].

In Verbindung mit einer Level-Set-Methode ist eine Gitterglattung fiir das
Finite-Elemente-Verfahren zumindest in der Néhe der Grenzfldche nicht mog-
lich, weil dadurch die Grenzflache verschoben wiirde. Im Kontrast dazu ist die
r-Methode fiir Finite-Elemente zu sehen, die stets eine optimale 6rt-
liche Verteilung der Knotenpunkte sucht, aber keine Einschrankung durch Pha-
senzugehorigkeit von Elementen berticksichtigt.
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5.1 Stationirer Fall

Die Bedingungen auf einer inneren Fldche I sollen im nachhinein dem tiblichen
Finite-Elemente-Verfahren fiir ein stationdres lineares Randwertproblem hinzu-
gefiigt werden. Es ist ausreichend, das Vorgehen fiir ein Modellproblem mit der
Laplace-Gleichung und homogenen Dirichlet-Randwerten zu erldutern. Ohne
Vorgaben auf einer Grenzflache I' wird zunéchst eine Losung ¢ von

~Ad=q inQCRY deN, (5.1a)
9=0 auf 0Q) (5.1b)

gesucht. Dieses Problem ist zuerst in die schwache Form zu tiberfithren. Dabei
wird eine Losung ¢ € H} (Q) gesucht, die

(Vo, Vo = (9,q)q firalle p € H}(Q) (5.2)

erfiillt, wobei (-, -) hier stets das L?(Q))-Skalarprodukt bezeichnet.

Bei einem Standard-Finite-Elemente-Verfahren
wird eine Zerlegung 7 des Gebietes () in Polyeder zusammen mit einer
Menge von Ansatzfunktionen {¢;} gewéhlt Hier werden nur Elemente vom
Lagrange-Typ betrachtet, wobei auf Ansédtze hoherer Ordnung in Abschnitt
noch einmal genauer eingegangen wird. Fiir die numerische Losung von &I
wird tiblicherweise ein Ansatz

o, = ):Ciq’i (5.3)

als Linearkombination der Ansatzfunktionen gemacht. Aus der Einschrankung
der schwachen Formulierung auf Erfiillen der Bedingung (£2)) in dem durch die
Ansatzfunktionen aufgespannten endlich-dimensionalen Teilraum des H}(Q)
folgt dann ein lineares Gleichungssystem

AE=r (.4)

zur Bestimmung der Koeffizienten ¢;, die hier in dem Vektor ¢ zusammengefafst
sind. Die Eintrdge A[i, k] und r[i] in der Steifigkeitsmatrix A und dem Vektor r
sind

Ali, k] = (Vi Vo), bzw. 1l = (¢i0)q- (5.5)
An den Interpolationspunkten x; der Lagrange-Elemente — das sind im P1-Fall
die Gitterknoten — erfiillen die Ansatzfunktionen die Bedingung ¢;(xy) = d; fiir

1. Esist tiblich, auch nicht-simpliziale Zerlegungen, wie sie hier zugelassen sein sollen, als Triangu-
lierungen zu bezeichnen.
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alle i und k, wobei 6;; das Kronecker-Symbol bezeichnet. Dadurch stimmen in
dem Losungsansatz (&3) die Koeffizienten §; mit den Funktionswerten & (x;)
tiberein.

Die Berticksichtigung inhomogener Dirichlet-Daten auf dem Gebietsrand
0Q) 1Bt sich durch Subtraktion einer geeigneten H'(Q)-Funktion von der Lo-
sung ¢ auf den homogenen Fall zuriickfithren. Praktisch wird die Menge {¢;}
der Ansatzfunktionen vergrofiert, so daf$ die hinzugekommenen Freiheitsgrade
auf dem Rand 0Q) zur Erfillung der Randwerte benutzt werden kénnen.

Nun wird das Gebiet Q) durch eine Flache I in die Teile Q" und Q™ ge-
teilt. Durch das Hinzufiigen einer Dirichlet-Bedingung zum Problem &) und
Einschrankung der Differentialgleichung auf O~ U Q" = O\ T dndert sich das
Verhalten der Losung ¢, die jetzt

—A8 =g inQO\TCRY, deN, (5.6a)
9=0 auf 90, (5.6b)
¥(x) = g(x) aufT (5.6¢)

erfiillt. Sie wird im allgemeinen beim Ubergang tiber die innere Grenzfliche
I' einen Knick aufweisen. Dort, wo die geeignet approximierte Grenzfldche I'),
mit Gitterkanten tibereinstimmt, kann so wie im Standard-Finite-Elemente-Ver-
fahren vorgegangen werden. Dies braucht hier nicht weiter berticksichtigt zu
werden. Verlduft aber I';, im Elementinneren, so miissen den Ansatzfunktionen
{i} zusitzliche Basisfunktionen {¢;} hinzugefiigt werden, um in der numeri-
schen Losung &), den durch die Randbedingung .&d) hervorgerufenen Knick
nachvollziehen zu kénnen. Diese §; werden dhnlich zu den ¢; ebenfalls stetig,
stiickweise polynomial und mit moglichst minimalem Trager gewé&hlt. Bei poly-
gonaler Approximation von I, z.B. aus stiickweise linearer Rekonstruktion einer
Level-Set-Funktion, kdnnen die Funktionen ¢; auf jedem Element stiickweise
(multi)-linear sein. Der Trager wird jeweils auf die Elemente beschrinkt, die an
den zugehorigen Schnittpunkt von I';, mit einer Gitterkante angrenzen. Weiter-
hin sollen die Funktionen in jedem solchen Schnittpunkt x; stets ¢;(x;) = Jj;
erfiillen. Fiir die numerische Losung ¢;, kann nun ein Ansatz der Art

O =Y Cipi + )_Ci¥j
i j

gemacht werden. Statt einer penibel genauen Buchfithrung tiber die Indexmen-
gen gilt im Rahmen dieser Uberlegungen folgende

Konvention: Im Zusammenhang mit den Ansatzfunktionen, die zu den Gitter-
knoten oder allgemeiner zu den Interpolationspunkten von Lagrange-Elementen zum
gegebenen Gitter gehoren, werden die Indizes i und k benutzt. Zu den zusitzlichen An-
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satzfunktionen und Schnittpunkten von Grenzfliche und Gitterkanten gehdren stets die
Indizes jund I.
Durch die folgende Modifikation der Ansatzfunktionen

P = Pk — Y k(X)) ¥ (5.7)
j

gilt an allen Schnittpunkten Xj von Grenzflache und Gitterkanten fiir alle k die
Beziehung ¢y (x;) = 0 = &;;. Mit dem zugehérigen Ansatz

O =Y G+ Y it (5.8)
k j

gilt somit stets ¢,(x;) = ¢;, und die Koeffizienten ¢; vor den zugeftigten An-
satzfunktionen ¢; sind direkt durch die Randwerte an diesen Punkten gegeben
als

!
&L g(x) = g
Die schwache Formulierung des Problems (B.8) ist analog zu (&2), nur ist der

Raum der Testfunktionen auf H}(Q\ T') einzuschréanken. Bei Wahl der ¢; als
Testfunktionen erhalten wir fiir jedes i jeweils

(Voi, Vi) = (9 1)q
= (i) = L 0i(x) (¥),9)q - (59)
]

Auf der rechten Seite ist nun im Vergleich zu (2) ein Korrekturterm hinzugetre-
ten. Auf der linken Seite der Gleichung fiihrt das Einsetzen des Losungsansatzes
) zu deutlich umstiandlicheren Rechnungen, siehe Anhang[Afl Zweckmifi-
ge weitere symbolische Abkiirzungen in Analogie zu &3) sind:

BILjl:==(V¢, Vi), Cljl:==(Vor, V) o, el :=(¥,q)q , (5.10a)
@k, fl:=or(x), vl i=g(x)) . (5.10b)

Als Resultat dieses Vorgehens erhalten wir mit (A34) und den Definitionen
A=A—-dCT-CoT + ®B®T, C:=C-®B und 7:=r—Pp (511)
das gegentiber (&4) modifizierte lineare Gleichungssystem
AZ =7 —Cy. (5.12)

Wenn wir nun das Gleichungssystem (&I2) analysieren, so erkennen wir,
dafs darin die gleichen, mit den Interpolationspunkten des Gitters verbundenen
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Freiheitsgrade bzw. eine Teilmenge davon vorkommen und insbesondere das
Besetzungsmuster der Matrix Ain dem von A enthalten ist. Denn aus E9) sehen
wir
Ali k] = (V§i, Vi) ,

und aus (B2 folgt, daB fir jedes i jeweils der Trager supp(¢;) der Testfunkti-
on ¢; in supp(¢;) enthalten ist. Damit ist die Struktur des Gleichungssystems
fiir den Loser gegeniiber der von 4) unverindert. Bei geometrischen Mehrgit-
ter-Verfahren in vorhandenen Implementierungen, z.B. in dem in Abschnitt
vorgestellten ug, werden Gittertransfer-Operationen benétigt, die nur von dem
— in diesem Fall nicht an die Grenzflache angepafiten — Gitter abhangig sind.
Die Verlagerung aller Information tiber die Grenzfldche I in die rechte Seite des
Gleichungssystems macht das vorgestellte Verfahren auch fiir solche Mehrgitter-
Loser geeignet.

Die Anpassung an die Bedingung auf der inneren Fliche kann dem Stan-
dard-Finite-Elemente-Verfahren fiir das Problem ohne Grenzflichen-Bedingung
als Nachbereitungsschritt angefiigt werden, ohne daf8 zusatzlich Speicher fiir
Werte zu benotigen wird oder die Struktur des Gleichungssystems fiir den Loser
zu dndern ist.

Numerische Tests fiir Ansatz erster Ordnung

Das vorgestellte Verfahren mufs durch numerische Testrechnungen gepriift wer-
den. Details der Implementierung der benétigten Programmteile unter Einbe-
ziehung des Software-Pakets ug sind in Abschnitt p.2] angegeben. Es wurde in
den folgenden Rechnungen stets ein Mehrgitter-Loser mit unvollstindiger Zer-
legung als Glatter eingesetzt.

Als erstes wird nun das Losungsverfahren an einem Beispiel mit kreisfor-
miger Grenzfliche T := {(x,y) € R? | ||(x,y)| = 2} in einem rechteckigen

Gebiet Q) := [-5,5]% C IR? untersucht. Bei Vorgabe der exakten Losung
o) = LU )] >2 -
~In(2) fir | (x,y)] > 2
auf d() ist das zu losende Randwertproblem
—A®=0 inQ\T, (5.14a)
8 Jan = — In(J|(x, )] fir (x,y) €90, (5.14b)
d|r =—-In(2) aufT. (5.14¢)

Die Rechnung, fiir die ein unstrukturiertes Dreiecks-Gitter benutzt wurde,
zeigt nach Abbildung B3 bei sukzessiv verfeinerten Gittern die gleiche Fehler-
asymptotik, die ohne Grenzflichen-Bedingung fiir einen linearen P1-Ansatz zu
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Abbildung 5.3: Losung des Problems (5.14) mit kreisférmiger Grenzfldche und
Fehler der numerischen Losung tiber der Anzahl von Gitter-Verfeinerungen.

erwarten ist [Cia91]]. Tatsichlich entkoppelt das Verfahren im linearen Fall die
Freiheitsgrade der beiden Teilgebiete, indem die zugehorigen Matrix-Eintrage
des linearen Gleichungssystems @I2) geloscht werden. Dadurch entspricht es
der separaten Anwendung des Standard-Verfahrens auf den beiden Teigebieten,
wobei allerdings unter Umstdnden neue Elementtypen einzubeziehen sind. So
treten in Abbildung B4l zu den Dreieckselementen jetzt noch Viereckselemente
hinzu.

In der Analysis von Finite-Elemente-Verfahren wird oft zum Nachweis op-
timaler Fehlerordnung eine Quasiuniformitit des Gitters in Form einer Bedin-

Abbildung 5.4: Virtuelles Aufteilen des Gebietes zur Berticksichtigung von Be-
dingungen im Elementinneren.
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Abbildung 5.5: Links: Aufteilung fiir Problem (&.14) bei unstrukturiertem Gitter.
Rechts: Aufteilung in Teilelemente mit Schwellwert a.

gung an maximale oder minimale Winkel der Elemente, bzw. bei Vierecken an
das Langenverhaltnis der Seiten, vorausgesetzt. Beim Schneiden der Elemente
mit der Grenzflache konnen diese aber prinzipiell beliebig grof8 oder klein wer-
den. Zusétzlich ist zu beriicksichtigen, daf3 die Position der Grenzfliche nur mit
endlicher Genauigkeit vorliegt bzw. rekonstruiert werden kann. Daher miissen
Schnittpunkte von Gitterkanten und der Grenzfliche auf Gitterknoten verlegt
werden, wenn ein Lingenanteil der Kante, der innerhalb eines der Teilgebie-
te OF liegt, einen festgelegten Schwellwert « der Sub-Gitter-Auflésung unter-
schreitet. Wahrend durch Einfiihren eines solchen Schwellwertes die Quasiuni-
formitit des Gitters formal sichergestellt ist, konnen die Konstanten der Fehler-
abschatzung mit geringer werdendem a ansteigen. Andererseits geht mit einem
zu grofien Schwellwert « die Glite der Grenzflachenapproximation verloren.

Um den Einfluf8 der Sub-Gitter-Auflosung « auf das Fehlerverhalten zu
priifen, wird das Problem (&T4) auf einem die Grenzfliche tangential beriihren-
den Gitter, das aus Verfeinerung eines strukturierten Gitters hervorgegangen ist,
numerisch gelost. Dadurch ist das Auftreten spitzer oder stumpfer Schnittwinkel
von Grenzfliche und Gitterkanten bzw. stark anisotrop gestreckter Vierecke si-
chergestellt. Aufgrund der rotationssymmetrischen Losung E13) und der Sym-
metrie des Gitters reicht es, auf einem Ausschnitt mit einem Achtelkreis zu rech-
nen und symmetrische Randbedingungen, also homogene Neumann-Bedingun-
gen, zu stellen.

Die Rechnungen zeigen in Abbildung Bl einen Ordnungsverlust des Ver-
fahrens bei zu grober Gebietsapproximation. Dagegen sind selbst bei sehr klei-
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Abbildung 5.6: Aufteilung in Teilelemente und H 1_Fehler der Losung fiir ver-
schiedene Parameter: a) « = 1/10, b) &« = 1/40, ¢) « = 1/2560.

nen Schwellwerten keine erhohten Fehler festzustellen. Aufgrund der beobach-
teten Reduktionsraten des iterativen Gleichungssystem-Losers ist auch kein Ein-
flufl des Parameters « auf die Konditionszahl der Matrix des zu lésenden Sy-
stems erkennbar.

Um eine solche Abhingigkeit der Konditionszahl des linearen Gleichungs-
systems genauer zu untersuchen, wird in einem weiteren Test eine glatte Losung
vorgegeben, hier

?(x,y) =1—sin (y/\/ﬁ) ,
diese fiir alle Dirichlet-Daten benutzt und die zugehorige rechte Seite der Dif-

ferentialgleichung ausgerechnet. Das Randwertproblem ohne Grenzflachen-Be-
dingung ist

—DA®(x,y) = —sin (%) in Q = [-5,5]2 C R?, (5.15a)
9(x,y) = 1 —sin (%) fiir (x,y) € 0Q. (5.15b)

Wihrend durch die zusitzliche Vorgabe von

. y 2
¥(x,y) =1—sin | == aufI'={(x,y) € R X, =2 5.16
() (%) () eR |yl =2} 616)
bei gleichzeitiger Einschrankung der Differentialgleichung (&I5a) auf QI die Lo-
sung gegeniiber dem Problem (I5) ohne GI8) nicht verdndert wird, dndert
sich aber die Diskretisierung und damit das Gleichungssystem, das die in bei-
den Féllen gleichen Freiheitsgrade miteinander verkniipft. Die Reduktionsraten
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Abbildung 5.7: Links: Losungsfunktion von &I5), bzw. von GI5) und EI8)
und Grenzflache. Rechts: Reduktionsraten tiber Gitterlevel ohne Vorgabe auf
dem Kreis I' und prozentuale Abweichung davon bei Vorgabe auf I".

des iterativen Losers dienen wieder als Indikator fiir die Konditionszahl der Ma-
trix des Gleichungssystems. Wie aus Abbildung b7 zu sehen ist, wird offenbar
die Erweiterung der Anwendbarkeit des Mehrgitter-Losers nicht durch eine Ver-
schlechterung der Kondition des zu lésenden Systems erkauft.

5.2 Hohere Ordnung

Das Verfahren des vorherigen Abschnitts 1148t sich in gleicher Weise anwen-
den, wenn die Menge der Ansatzfunktionen {¢;} als die zu einem P2-Lagrange-
Ansatz zum gegebenen Gitter gehorende Menge von Funktionen gewahlt wird.
Die zugehorigen Ansatzfunktionen ¢ und {¢;} sind fiir den eindimensionalen
Fall in Abbildung B8links oben dargestellt.

Im Unterschied zum stiickweise linearen Ansatz ist so aber kein Trennen
der Teilgebiete und Entkoppeln der Freiheitsgrade der unterschiedlichen Phasen
moglich, da die Ansatzfunktionen einen Trager haben, der tiber die Phasengren-
ze hintiberreicht. Allerdings bilden die Ansatzfunktionen immer noch wie ge-
wiinscht eine Partition der Eins. Die Phasen lassen sich nun trennen, indem die
zu den Kantenmittelpunkten gehorenden Freiheitsgrade einer der Phasen zuge-
ordnet und dann von jeder der Ansatzfunktionen die in die jeweils andere Pha-
se hertiberreichenden Anteile abgeschnitten und den tibrigen Ansatzfunktionen
zugeschlagen werden, siche Abbildung B8 links unten.

Dieser Ansatz ist aber unsymmetrisch. Das Grundproblem ist, daf8 bei der
Aufteilung des Gebietes die Anzahl der inneren Knoten unverandert bleibt, aber
mehr innere Kanten entstehen. Alternativ konnen fiir ein symmetrisches Vorge-
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Abbildung 5.8: Links: Mogliche Ansatzfunktionen fiir den 1D-Fall. Rechts: Vir-
tuelles Aufteilen des Gebietes bei P2-Ansatz, vergleiche Abb. B4l

hen auf den von der Grenzflache geschnittenen Elementen die zu den geschnit-
tenen Kanten gehorenden Freiheitsgrade weggelassen werden, wogegen ein Zu-
fligen weiterer Freiheitsgrade auf den Kanten in dem gegebenen Kontext nicht
moglich ist, da damit die Struktur des resultierenden Gleichungssystems fiir den
Loser verdndert wiirde. Wie in Abbildung B2l werden dazu auf den Teilen der
geschnittenen Elemente zuerst stiickweise (multi-)lineare Ansatzfunktionen be-
stimmt. Um im mehrdimensionalen Fall die Konformitit des Ansatzes bei Uber-
gang zu den nicht geschnittenen Elementen im Inneren der Teilgebiete sicher-
zustellen, miissen dann noch die entsprechenden (multi-)quadratischen Ansatz-
funktionen fiir die jeweiligen Elementteile in den Ansatz eingearbeitet werden,
so daf8 wir wieder eine Partition der Eins und die Eigenschaft ¢;(x;) = d; erhal-
ten.

Numerische Tests

Zuerst wird wieder das Randwertproblem (&I4) mit der kreisférmigen Grenz-
flache in einem rechteckigen Gebiet gelost. Dabei werden das gleiche unstruk-
turierte Gitter und die gleiche elementweise lineare Rekonstruktion der Level-
Set-Funktion wie im vorherigen Abschnitt benutzt. Wie Abbildung B9 zu ent-
nehmen ist, verbessert sich die H! -Fehlerordnung durch Einsatz von Elementen
hoherer Ordnung von O(h) auf O(h3/?) und ermoglicht, den Fehler um eine
Groenordnung zu verringern. Dies ist die zu erwartende optimale Ordnung
des Standard-Verfahrens bei polygonaler Randapproximation [Cia%T]].

Um eine Uberlagerung der Fehlerasymptotik durch Effekte der Grenzfla-
chen-Approximation auszuschlieen, betrachten wir den Fall einer ebenen Grenz-
flaiche T := {(x,y) € Q| y = 0}. Das Randwertproblem



84 KAPITEL 5. VORGABEN AUF INNEREN FLACHEN

1071,
1072
1073, "",”’Nhl.S,
Kreis—P1 <
—o— Kreis—P2
1074 —e— Bessel ) )
3 5 7

Abbildung 5.9: Links: H!-Fehlerasymptotik fiir Ansatz hoherer Ordnung.
Rechts: rotationssymmetrische Losung mit Vorgabe auf ebener Grenzflache.

=A9(x,y) = Jo([| (e, ) inQ =[-55\T, (5.17a)
3(x,y) = Jo(l(xy)l) fiir (x,y) € 9Q, (5.17b)
¥(x,0) = Jo(|x]) auf I':={(x,y) € Q |y =0} (5.17¢)

besitzt die Bessel-Funktion Jo(||(x,y)||) als Losung. Der H!-Fehler bei der nume-
rischen Losung des Problems ist wiederum in Abbildungm angegeben. Es tritt
ein Ordnungsverlust auf, der sich nicht mit der polygonalen Approximation der
Grenzflache begriinden lagt.

Analyse der Fehlerordnung

Es ist der Fehler ¢ — ¢, in der H'- bzw. W'? -Norm ||- 1o auf dem Gebiet )
abzuschatzen. Beim Standard-Verfahren wird zuerst mit dem Lemma von Cea
die Fehlerabschatzung auf die Analyse eines Approximationsproblems zurtick-
gefiihrt. Dazu sei V,, C H'(Q) = W'?(Q) der Raum der Ansatzfunktionen und
Ij, der Projektionsoperator auf Vj,, der also einer Funktion die zum Gitter geho-

rende Interpolierende zuweist. Dann gilt fiir die Finite-Elemente-Losung eines
Problems wie &)

10 = Onlly,q < inf [0 —ovpllyq < 18— LBl q- (5.18)
veV),

Die elementweise Abschitzung des Interpolationsfehlers nach [Cia%T} Kap. 15],
hier mit ¢ statt u, T statt Q) und p,q = 2, verlduft in drei Schritten. Durch die
Riicktransformation ¥~! wird T auf das Referenzelement T abgebildet. Dort
erfolgt fiir m € INg eine Abschétzung der |-, r-Halbnormen des Interpolati-

onsfehlers § — Ihﬁ mit einem Bramble-Hilbert-Lemma, wobei 8 := ¢ o ¥~ ist.
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Zuletzt wird die Transformation von T auf T ausgefiihrt. Dies gibt — mit mogli-
cherweise von Zeile zu Zeile jeweils unterschiedlichen Konstanten C — die Un-
gleichungen

18— 1,9],, 7 < CI[¥~" |det¥ |28 — 8|, - (5.19a)
< CIE " | detY 2 (9], £ (5.19b)
< CIE ™ T [det ¥ [det ¥ |2 [Blisrr. (5.190)

Dabei ist k der maximale Grad, bis zu dem alle Polynome im lokalen Ansatz-
raum auf dem Referenzelement enthalten sind. Wahrend die Betrdge der Deter-
minanten sich aufheben, ist zum weiteren Abschitzen des Produkts der Nor-
men von Hin- und Riicktransformation eine Annahme der Quasiuniformitit des
Gitters notig. Wenn es ein @ > 0 gibt, so dafl fiir die lingste Elementkante it
und den Innenkreisdurchmesser pr jedes Elements ht < a pr gilt, folgt wegen
1| < hg/pr und |[¥]| < hr/p7, siehe

|0 — 10 r < CHgr=m 1®lkta,r - (5.20)

Unter der Voraussetzung ¢ € H*t1(Q) ergibt dies zusammengesetzt tiber alle
Elemente mit I8) die Fehlerabschétzung

18 = Bullo < 19— Lbllig < CH 910 - (5.21)

Fiir Probleme, bei denen wegen der Grenzflichen-Bedingung die Ansatz-
funktionen innerhalb der Elemente nur noch stiickweise glatt sind, lassen sich
die Bramble-Hilbert-Abschétzungen nicht mehr machen. Aber nach dem
Trennen der Freiheitsgrade der einzelnen Phasen haben wir auf den Element-
teilen Tt wieder die tiblichen Ansatzfunktionen, die eine solche Abschitzung
erlauben. Durch den Schwellwert « ist formal die Quasiuniformitét der Tt gesi-
chert. Bei stiickweise linearem P1-Ansatz gibt das Verfahren aus Abschnitt BT]
auf allen Elementen und den Tt die gleiche Approximationsordung. Mit der
Voraussetzung ¢ € H?(Q+ U Q™) erhalten wir wiederum die gleiche globale
Abschédtzung @ZI) mit k = 1 und gegebenenfalls modifizierter Konstante C.

Bei einem P2-Ansatz im Inneren der Phasen ist eine Unterscheidung der
nicht geschnittenen Elemente mit einer Approximationsordnung von O(h?) ge-
gentiiber den Teilen Tt der von I' geschnittenen Elemente nétig, wo wir nur eine
auf O(h) verringerte Approximationsordnung haben. Dies fiihrt auf

10— 8ul}a+ua- <C (h4 19153 0r00- +7) |‘9|%,Tr> :
Tr
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Mit der Annahme ¢ € H3(Qt UQ~)NC*(QF UQ7), die nur im eindimensio-
nalen Fall schon fiir ¢ € H3(Q% U Q™) automatisch erfiillt ist, 148t sich |l9|%,Tr

durch den maximalen Betrag der Ableitungen zweiter Ordnung |19§§§X| abschat-
zen. Die Grundflache jedes Tr hat jeweils die Form hr.I7., und deren Summe
laBst sich insgesamt durch die Gitterweite & und die Lange der It der Grenzflache
abschitzen. Die so erhaltene h-Potenz fiihrt auf

18 = 0l arun- < C (B 193 0rua- +118%x2) (5.22)

und gibt fiir den H!-Fehler die in den numerischen Rechungen beobachtete Ord-
nung 3/2. Tatsdchlich ist das Maximum der zweiten Ableitungen an der Grenz-
flache die fiir die Fehlerordnung entscheidende GroRell Dies 148t sich durch
die numerische Losung quasi-eindimensionaler Probleme analog zu (&I5) oder
E&TI7), mit einer ebenen Grenzfliche T' := {(x,y) € Q | y = 0} und der exakten
Losung

¥(x,y) =1 —sign(y) sin (y/ \/5) , bzw. (5.23a)
O(x,y) = e WI/VD (5.23b)

nachweisen. Wahrend wir fiir den H!-Fehler der numerischen Losung des Pro-
blems mit der Sinus-Funktion @&2Z3a), wo ¢,y(x,0) = 0 und |191(§gx| ~ h gilt,
die volle Ordnung O(h?) feststellen, erhalten wir mit nur die Ordnung
O(h3/2), siehe Abbildung B0

Als Folgerung ist festzuhalten, dafs bei krummliniger Grenzflache I isopa-
rametrische quadratische Ansitze fiir die Funktionen {¢;} auf den Elementtei-
len Tr der von I' geschnittenen Elemente ohne Hinzunahme weiterer Freiheits-
grade im Inneren der Phasen die Verfahrensordnung nicht verbessern konnen.

Eine interessante Alternative zu dem hier vorgestellten Verfahren mit P2-
Lagrange-Elementen ist ein reduzierter kubischer Hermite-Ansatz mit dem Zien-
kiewicz-Dreieck. Hierbei sind wieder — wie beim P1-Ansatz — alle Freiheitsgra-
de den Gitterknoten zugeordnet. Um die erreichbare Fehlerordnung dabei nicht
durch die Gebietsapproximation zu beschréanken, wird allerdings eine stiickwei-
se krummlinige Approximation der Grenzflache nétig, beispielsweise aus einer
stiickweise quadratischen und deshalb nicht mehr elementweisen Rekonstrukti-
on der Grenzfldche aus einem Level-Set.

2. Dasich —aufer fiir lineare Losungsfunktionen — nur im (quasi-)eindimensionalen Fall eine weite-
re Verbesserung der Fehlerordnung hervorrufen lafit, war es naheliegend, zunachst eine Dimensions-
abhingigkeit der erreichbaren Ordnung zu vermuten, was aber durch das Beispiel mit der Losung
E23D) widerlegt wird.
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Abbildung 5.10: H'-Fehlerasymptotik fiir die Losungen der quasi-
eindimensionalen Probleme und die Losungsfunktionen (£23a), bzw. (E230).

5.3 Wairmeleitungsgleichung

Fiir den instationdren Fall wird ein Modellproblem aus der Warmeleitungsglei-
chung mit Quellterm sowie Anfangs- und Randbedingung betrachtet. Gesucht
wird eine Losung ¢ von

% -DAY=gq in[0,t] x Q C R, deN, (5.24a)
9(t,x) =0 auf [0,t] x 9Q), (5.24b)
8(0,x) = 9y(x) furt =0, x € Q. (5.24¢)

Die Zeit- und Ortsdiskretisierung der Differentialgleichung erfolgt tiblicherwei-
se in zwei getrennten Schritten. Mit einer Menge von Zeitpunkten t, € [0, "],
die der Einfachheit halber als dquidistant mit der Schrittweite T angenommen
werden, wird hier zuerst die Zeitdiskretisierung durchgefiihrt. Die Grofien zu
jedem festen Zeitpunkt t, werden mit 8(") bzw. g(")bezeichnet. Mit der Anwen-
dung des expliziten bzw. des impliziten Euler-Verfahren erhalten wir aus
jeweils eine Reihe von semidiskreten Problemen mit Differentialgleichungen

8t _ () _ 1 pagn) — Tq(”) , in Q), bzw. (5.25a)
/1) _ () _ 1 p Agntl) = Tq(”“) . in Q. (5.25b)

In der schwachen Form der zu den stationidren Problemen aus AbschnittBEIlana-
logen semidiskreten Probleme muf jeweils nach Multiplikation von E25) mit
beliebigen Testfunktionen ¢; € H}(Q)) und Integration gelten

<q)i,z9(”+l) 719(”)>0 +T D<Vgol~, vl >Q =T <q)l~,q(”) >Q ,  bzw.
(5.26a)
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. 9(n+1) _o(n) , (n+1)\ . g(n+1)
(pi0 9 >Q +7D(Vg;, V8 >Q = (9iq >Q . (5.26b)
Mit dem Losungsansatz fiir die numerische Losung 19}(;1) zum n-ten Zeitschritt als

Linearkombination der Ansatzfunktionen erhalten wir die mit €4) vergleichba-
ren linearen Gleichungssysteme

acm ) = ) 4 (a— 1D A)EM, (5.27a)
(a+1tDA) g(n+l) = ¢t a@’(”). (5.27b)

Zusitzlich zur Steifigkeitsmatrix A flieft nun die Massenmatrix a in die Glei-
chungen ein, und der Vektor (1) kann vom Zeitschritt n abhédngen. Analog zu

ED) ist dazu
ali, K] == (91, @)y, AliK == (Voi, Vor)g, r"[i]:= <<Pi,q<")>0 (5.28)

zu definieren ] Die beiden Verfahren E29) konnen in einer Konvexkombination
verkniipft werden. Es seien wp, w7 > 0 mit wy + w; = 1, dann kénnen wir aus

(owox)
(a+TtDwA) ") = (a —TDwyA) ¢ + 1 (wo r 4w, r<"+1)) (5.29)

herleitenﬂ wobei wir fiir wy = wy = 1/2 das Crank-Nicolson-Verfahren erhal-
ten, das mit O(h? + 72) eine bessere L2-Fehlerordnung aufweist als die anderen
Kombinationen, die nur von der Ordnung O(h? + 7) sind [Tho97, [KAO0]. Abbil-
dung BTl zeigt das typische Fehlerverhalten bei Verfeinerung der Gitter- bzw.
Schrittweiten, wobei hier fiir die Darstellung die L?-Fehler tiber ein festes Zeit-
intervall [0, t*] gemittelt wurden, da die Schwankungen im zeitlichen Verlauf ge-
geniiber der Fehlerreduktion aufgrund der Verfeinerungen gering sind. Ein wei-
teres Auswahlkriterium fiir den Parameter w; ist durch Konditionszahl der zu
invertierenden Matrix von (E29) gegeben. Neben dem Anwachsen der Konditi-
onszahl mit feiner werdenden ortlichen Gittern [Mos(04]] 148t sich ein Anwachsen
mit grofler werdender Zeitschrittweite T und ein Wachsen mit starkerer Gewich-
tung des impliziten Verfahrensanteils durch grofiere w; beobachten. Das Crank-
Nicolson-Verfahren liegt allerdings an der Grenze des Bereichs w; € [4,1] der
absoluten Stabilitdt, in dem es keine aus der Ortsdiskretisierung resultierende
Beschrankung der zuldssigen Zeitschrittweite gibt.

3. In diesem Abschnitt werden die Matrizen, deren Eintrage jeweils von den gleichen Ansatzfunk-
tionen abhéngen wie die in AbschnittB]] ohne aber die Anwendung des Gradienten in den Skalar-
produkten zu enthalten, mit den dazu jeweils korrespondierenden Kleinbuchstaben bezeichnet.

4. Als weitere Verallgemeinerung kann auch fiir jede Zeile aus eine unterschiedliche Gewich-
tung der Verfahren vorgenommen werden. Dafiir seien wy und w; Diagonalmatrizen mit nichtnega-
tiven Eintrdgen und wp + wy = I, wobei I die entsprechende Einheitsmatrix ist.



5.3. WARMELEITUNGSGLEICHUNG 89

T
— T2
~h 6001 4
1041
h? 400
10-6| — implizit,T~h 2007
| — implizit,T~h?
Crank-Nicolson, T~/
! 3 5 7 025

Abbildung 5.11: Links: L2-Fehler iiber der Anzahl Gitterverfeinerungen fiir das
Problem (B24) mit Losung (E37a); Rechts: Konditionszahl der Systemmatrix von
E29) tiber dem Parameter w1, gestrichelte Linien fiir verdoppelte Gitterweite.

Den bisherigen Ausfiihrungen dieses Abschnitts liegt die Annahme zu-
grunde, daf$ sich die Ansatzfunktionen, d.h. tiblicherweise das Gitter, zwischen
den Zeitschritten nicht dndert. Werden aber Adaptionsschritte vorgenommen,
so ist entweder die numerische Losung des vorangegangenen Schritts zuerst auf
das neue Gitter zu projizieren bzw. interpolieren, oder beim Bilden der Skalar-
produkte in (B26) bzw. (28) sind die verschiedenen Ansatzfunktionen der je-
weiligen Zeitpunkte zu berticksichtigen. In dem resultierenden Gleichungssy-
stem

(a1 +TDwiAy) E" = (ag — T DwoAg) ¢ + 1 (wo 0 4y V(”H))

sind daher verschiedene Massen- oder Steifigkeitsmatrizen enthalten, wobei a,
und A, fiir y € {0,1} definiert werden durchfl

i

aulisk = (9", @) Al K = (V" V") L (530)

Jetzt wird das Anfangs- Randwertproblem (24) so gedndert, daf das Ge-
biet Q) sich aus zwei moglicherweise zeitveranderlichen Teilen OF () zusam-
mensetzt und auf der beweglichen Grenzflidche I'(t) eine Dirichlet-Bedingung

d(t,x) = g(t,x) auf T(t) := aQF(£) \ aQ, t € [0, 7] (5.31)

5. Weil in der schwachen Formulierung mit die Testfunktion stets dem spéateren Zeitpunkt
ty+1 zugeordnet ist, ist der auf der linken Seite der Skalarprodukte auftauchende obere Index fiir
den Zeitschritt stets n 4 1.
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gestellt wird. Die Differentialgleichung (&.24al) ist entsprechend auf den Bereich
Ugeter {1t} X (A\T(#)) einzuschranken. Nach der Zeitdiskretisierung sind die
in den Abschnitten BJlund B2 vorgestellten Verfahren auf die stationdren semi-
diskreten Probleme anwendbar. Es sind jeweils Funktionen 1[)}") zur Erfillung
der Grenzflachenbedingung zum Zeitpunkt ¢, einzufiihren, dann ist von den

mit dem Gitter verbundenen Ansatzfunktionen gvl(n) auf die (]55”)

und ein Ansatz () (n) ~(n) (n) , (n)
n n) ~(n n n

:2 o' JrE 8

- k k ; ]

(n)

fiir die numerische Losung zu machen, wobei die 8

g(ta,x")

ren nach Elimination der Freiheitsgrade auf der Grenzfldche analog zu (&12)) auf
das Gleichungssystem

ElC(nH (llo*TD ) n+0 ) 4 7(n+0)

(co —1DGC ) (n+0) _ ”H) bzw.

zu wechseln

durch die Randwerte

gegeben sind. Das fiihrt fiir das explizite bzw. das implizite Verfah-

(5.32a)

(Zil + TDgl) glntl) —g,g(n+0) 4 3(n+1) 5:320)
5.32
+50,y(n+0 (Cl 1D Cl) (n+1)

Dabei sind die vorkommenden Matrizen analog zu (£.39)

ik = (@ ey, Ak = (Ve ve ), (6533)

1

und analog zu (&I1) und in Einklang mit Anhang[Aflist zu definieren

ay = ay — Prof — @) + D1b Py, = o = Daby (5.34a)

A# = A}l — q)lClT — qu); + (blByq);];/ C# = CP‘ - q)lBP‘
Fntp) . p(np) q;lp(nﬂl)_ (5.34b)

Die komponentenweise Definition dieser Groéfen ist analog zu @&I0)
bull, 1= (0" 9" L Bl = (Vg ) L (5.35)
1) 1

culk,j] : < ;Y ¥ n+;4 >Q <V(Pl(<n+ )'V¢;n+#)>0 , (535h)
n+;4 < n+1) ]n+y >Q 'Yy[]] —g (x](n+;t)) , (5.35¢)
[ ]] ol (n+p) ( ](n+}l)) (5.35d)
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Auch fiir das Problem mit Vorgabe auf der Grenzflache kénnen wieder das
explizite und implizite Vorgehen kombiniert werden:

(51 +TDCU1A1) gt = (ﬁo—TDwOZO) gm +r(w07<”) t 7(n+1))
_ - (5.36)
+ (50 —tD (UoCo) y ) — ('c] +1D a;1C1) An+1)

Gegeniiber Abschnitt BTl geht ein wesentlicher Vorteil des Verfahrens ver-
loren, da es nicht mehr moglich ist, die Grenzfldchenbedingungen in einem Nach-
bearbeitungsschritt allein aus dem momentanen Verlauf der Grenzflache zu be-
riicksichtigen. Es miissen Informationen, die nicht im Gitter enthalten sind, zwi-

schengespeichert werden. Wiirde man darauf verzichten und 19}(;1) aus den zum
Gitter gehorenden Ansatzfunktionen ¢; rekonstruieren, was mit der vorher be-
rechneten Losung zum Zeitpunkt t,, auf allen nicht von der Grenzfliche ge-
schnittenen Elementen im Inneren der Phasen tibereinstimmt, so wiirden in (E35)
die Matrizen by, By, ¢o und Cy zu 0 verschwinden und in (34) wéren ¢y = 0 und
Co = 0, sowie ay = ag — <I>1C1T und Ay = Ay — D, ClT . Das daraus resultierende
vereinfachte Verfahren erreicht aber nicht die volle Ordnung, siehe Abbildung
ET3 und hat eine starkere Neigung zu unerwiinschten Oszillationen in der Lo-
sung. Eine vergleichbare Vereinfachung wird in [ZHOT] als instabil beschrieben.

Numerische Tests

Um geometriebedingte Fehlereinfliisse bei der numerischen Losung auszuschlie-
Ben, werden zuerst quasi-eindimensionale Probleme betrachtet, einmal ohne und
einmal mit einer ebenen, sich mit der Geschwindigkeit V gleichférmig bewegen-
den Grenzfliche I'(t) := {(x,y) € Q | y = Vt}. Aus der gewiinschten exakten
Losung

O(t,x,y) =1 —sin <y\—/%/t - %T) , bzw. (5.37a)
4 e (y-Vt 3nm w
9(t,x,y) =1—sin < 75 1 T X (x)> (5.37b)

sind der Quellterm in und die Randwertvorgabe in (&3] zu berechnen.
Fiir das Problem ohne Grenzfliche und mit der Losung (&37a) werden die
oben genannten analytischen Vorhersagen iiber das L?-Fehlerverhalten in der
numerischen Rechnung erreicht, sieche Abbildung BTl Bei dem Problem mit der
bewegten Grenzfliche und der zugehérigen Losung weist das implizite
Verfahren das gleiche Konvergenzverhalten auf, wie im Fall ohne Grenzfliche,
siehe AbbildungBET2 Fiir das Crank-Nicolson-Verfahren muf8 dagegen eine Ver-
schlechterung der L2-Fehlerordnung von quadratisch auf linear in & festgestellt
werden, in der H'-Norm ist sogar keine Konvergenz mehr festzustellen.
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P

l— implizit,TNh
— implizit, T~ h?
—— Crank-Nicolson, T~/

3 5 7
Abbildung 5.12: Links: Lésungen (B37a) mit und (E370) ohne Grenzfliche zu
einem festen Zeitpunkt. Rechts: L?(Q))-Fehler iiber Gitterverfeinerungen fiir das
Problem mit Losung mit ebener Grenzfliache und gestrichelte Linien fiir
den H'(Q)-Fehler.

Um dieses Verhalten genauer zu analysieren, betrachten wir zwei Proble-
me, bei denen der Quellterm und die vorgegebenen Werte auf der Grenzfliche
verschwinden. Dafiir werden die Losungen

0 inQ*
ot x,y) = {6y+t_1 o
eyttt —1 inQt
0 in Q™

b, (5.38a)

o~ o~

i’ (5.38b)

bzw. O(t,x,y) = {

Abbildung 5.13: Links: Der Losungsverlauf von (538a) wird mit dem impliziten
Verfahren richtig wiedergegeben. Rechts: Das Crank-Nicolson-Verfahren zeigt
bei Vorgabe auf einer bewegten Grenze oszillierendes Verhalten.
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vorgegeben, wobei QT (t) = {(x,y) € Q | Vt—y > 0} sei. Dies erfordert
dann die Wahl der Diffusionskonstante D = 1 und V = +1 bzw. V = —1. Der
erste Fall ist die Losung des Stefan-Problems mit ebener Grenzflache und der
Unterkiihlung U/ = 1. Bei der numerischen Losung des ersten Problems sind Os-
zillationen in der sich ausdehnenden Phase Q)" festzustellen. Noch deutlicher
lassen sich im zweiten Problem die Oszillationen in (3~ der Ausdehnung die-
ser Phase zuschreiben. Die Systemmatrix entkoppelt wie im stationdren Fall die
Freiheitsgrade der beiden Teilgebiete, und durch das Verschwinden der Grenz-
flichenwerte und der Losung auf QO gibt es keine nach Q™ hiniiberreichenden
Einfliisse durch die Losung zum vorangegangenen Zeitpunkt.

;7170
yyayyyy.
2.0 1///))///

2.0

Abbildung 5.14: Numerische Losung fiir den zweiten Fall mit ©.38b)): Links:
implizites Verfahren; Rechts: Crank-Nicolson-Verfahren.

Die Neigung des Crank-Nicolson-Verfahrens, oszillierende numerische Lo-
sungen zu liefern, ist im Zusammenhang mit Spriingen in den Anfangswerten
bekannt [Jst03]. Mit wachsendem Parameter w; verringern sich zwar die Os-
zillationen nahe der Grenzfliche, diese Verfahren weisen aber alle keine bessere
Fehlerordnung auf als das rein implizite Verfahren mit wy = 1.

Als ein echt mehrdimensionales Testbeispiel dient die instationdre Berech-
nung des Ivantsov-Nadelkristalls aus Abschnitt B2l mit den gleichen Werten fiir
R, Viip, D und U wie in AbschnittB3 Es wird die gleichméafiig bewegte parabel-
formige Grenzflache

2
() = { o 7(0) 1106) = 5 = 3 + Vit

vorgegeben. Innerhalb eines beschrankten Gebiets () wird eine Losung ¢ von

8 —DA® =0, in |J {t} x(Q\T(t)) (5.39a)

o<t<t*
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mit den konstanten Dirichlet-Werten

dlr=U auf I'(t) (5.39b)

und Vorgabe der exakten Losungswerte auf dQ) gesucht. Fiir die Zeitdiskretisie-
rung wird das implizite Euler-Verfahren eingesetzt. Wie Abbildung B8 zu ent-
nehmen ist, erreicht das Verfahren auch hier asymptotisch zweite Ordnung fiir
den L2-Fehler, wenn die Zeitschrittweite T proportional zum Quadrat der Git-
terweite /i verkleinert wird. Ein Ansatz von Elementen hoherer Ordnung bringt
keine Verbesserung der Fehlerordnung, sofern die Zeitschrittweite nicht mit der
Gitterweite noch starker reduziert wird. Bei der adaptiven Gitterverfeinerung
traten dabei allerdings gelegentlich abseits der Grenzfliche auf den geander-
ten Elementen dominierende Fehler auf, die die Konvergenz des Verfahrens ver-
hinderten. Die Ursache dieser Fehler ist entweder in der ug-Bibliothek oder im
Zusammenwirken der hier implementierten Verfahren mit dieser zu vermuten,
blieb aber trotz intensiver Suche unklar.

1073
1074| ~h
10~4
PHNZ implified
— P17~ _s5 simplifie A
1051 — p2,T~h? ] 10 — P1LT~h? ‘ ~h
3 4 5 6 3 4 5 6

Abbildung 5.15: Links: L?(Q)-Fehler der numerischen Ivantsov-Losung iiber
Anzahl der Gitterverfeinerungen. Die gestrichelte Linie steht fiir uniforme Git-
terverfeinerung. Rechts: Vergleich mit dem Verhalten des L?(Q)-Fehlers fiir das
vereinfachte Verfahren.



Kapitel 6

Implementierung und numerische Tests

Fiir die numerische Losung von Problemen partieller Differentialgleichungen
muf3 die darin enthaltene unendliche Anzahl von Freiheitsgraden im Zuge einer
Diskretisierung auf eine endliche Menge reduziert werden, welche dann in der
Regel an ein Gitter gebunden ist. Die dafiir eingesetzte Software muf3 diese Gitter
verwalten und Algorithmen bereitstellen, die die Verkniipfungen der Freiheits-
grade entsprechend der Differentialgleichung nachbilden und diese Verkniip-
fungen anschliefend auflosen. In den zuriickliegenden Jahren wurden wichtige
Techniken zur Steigerung der Effizienz dieser Algorithmen entwickelt: adaptive
Methoden, Parallelisierung und Mehrgitter-Verfahren. Weil mit diesen Techni-
ken die Komplexitit der Implementierung deutlich zunimmt, ist die Wiederver-
wertbarkeit von Implementierungen von grofSer Bedeutung.

6.1 Das Software-Paket ug

Fiir diese Arbeit wurde das Softwarepaket ug-3.8 als Basis der Imple-
mentierung der numerischen Verfahren ausgewahlt, da es sich aus einer grofien
Menge numerischer Software durch den Anspruch abhebt, alle oben genann-
ten Techniken zur Effizienzsteigerung umzusetzen. ug wurde als ein akademi-
sches Projekt mit der Zielsetzung entwickelt, einen universellen Baukasten flexi-
bel wiederverwertbarer Methoden fiir Probleme partieller Differentialgleichun-
gen in zwei und drei Raumdimensionen bereitzustellen. Dies umfafSt zuerst ei-
ne ug-eigene, betriebssystemunabhéngige Speicherverwaltung, die fiir die Paral-
lelisierung gegebenenfalls verteilt ausgelegt ist und eine dynamische Speicher-
belegung ermoglicht. Darauf baut die Verwaltung von unstrukturierten adap-
tiven Mehrgittern aus allgemeinen, d.h. nicht nur simplizialen Elementen auf,
die adaptive Verfeinerungen und Vergroberungen zulafit. Die dafiir definierten

95



96 KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG UND NUMERISCHE TESTS

Datenstrukturen werden unten genauer beschrieben. Die numerischen Algorith-
men sind nach einem objektorientierten Konzept angelegt, das aber in der pro-
zeduralen Programmiersprache C realisiert ist. Auch dies wird unten genauer
beschrieben. Weitere Teile von ug umfassen Schnittstellen und Methoden fiir die
Gebiets- und Problembeschreibung, fiir Grafikausgabe und Post-Processing so-
wie fiir den Import und Export von Daten.

Spezieller auf bestimmte Probleme zugeschnittene Algorithmen sind in ei-
ner dartiber angesiedelten Schicht in Problemklassen-Bibliotheken zusammen-
gefafst. So gibt es z.B. die Bibliothek ns fiir die Navier-Stokes-Gleichungen und
die Finite-Elemente-Bibliothek fe, von der Teile in dieser Arbeit benutzt werden.

In Anwendungsprogrammen werden konkrete Gebiets- und Problembe-
schreibungen mit den genannten allgemeinen Bausteinen von ug und gegebe-
nenfalls den Problemklassen-Bibliotheken verbunden. Zur Steuerung des Pro-
grammablaufs dient dabei die ug-Shell. Hier kann ein Nutzer in einer ug-eigenen
Befehlssprache interaktiv Kommandos absetzen oder diese in Skripten zusam-
mengefafit ablaufen lassen. Ein zentraler Bestandteil der ug-Shell ist das Umge-
bungsverzeichnis, der Environment-Baum, in dem Variablen und Verweise fiir
das Zusammenwirken der ug-Bausteine zusammengefafit sind [BIu02].

Der Quelltext von ug steht mit Ausnahme der zentralen Header-Datei un-
terhttp://cox.iwr.uni-heidelberg.de/~ug/|zum Abrufen bereit. Er kann fiir
den wissenschaftlichen und privaten Einsatz kostenfrei lizensiert und an die je-
weiligen Anforderungen angepafst werden. Allerdings ist ug keine freie Software
im Sinne einer z.B. mit der GPL[| oder den DFSA vertrdglichen Lizenz. Damit
verbundene Nachteile sind bei der Nachvollziehbarkeit des Entwicklungspro-
zesses und der Dokumentation der Programmteile zu sehen sowie bei der feh-
lenden Moglichkeit, nicht-fachspezifische Komponenten aus freier Software zu
integrieren.

Datenstrukturen

Die grundlegenden geometrischen und algebraischen Datenstrukturen sind in
ug als strukturierte Datentypen angelegt. Das Ziel der Verarbeitung un-
strukturierter Gitter auf gegebenenfalls verteilten Systemen macht es nahelie-
gend, diese in verketteten Listen anzulegen und damit auch die Flexibilitdt dy-
namischer Speicherbelegung nutzen zu kénnen.

Bei der Diskretisierung eines linearen elliptischen Randwertproblems als
Beispielaufgabe partieller Differentialgleichungen erhalten wir als Resultat

Ax=1b, d.h. Zaikxk = bi fir jedes i, (61)
k

1. GNU General Public License der Free Software Foundation, siehe
http://www.fsf.org/licenses/gpl.html
2. Debian Free Software Guidelines,http://www.debian.org/social_contract#guidelines,


http://cox.iwr.uni-heidelberg.de/~ug/
http://www.fsf.org/licenses/gpl.html
http://www.debian.org/social_contract#guidelines
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GEOM
¥ OB]
VECTOR Zeile i:
pred succ MATRIX MATRIX
obj start vector = next vector = next
value:  Xi |b; | | value:  @ij | .. value:  dik
GEOM
* | “oBy
VECTOR Zeile k:
pred succ MATRIX MATRIX
obj start vector = next vector = next
value: Xk | by |- | value:  Akk| - value: ki

Abbildung 6.1: Nachbildung des linearen Gleichungssystems @) mit den alge-
braischen Datenstrukturen in ug.

mit den zwei Vektoren x und b sowie einer Matrix A. In den Vektoren sind Ein-
trdge — normalerweise als Komponenten bezeichnet — zusammengefafit, die zu
der jeweils gleichen Grofse des kontinuierlichen Problems gehoren, z.B. der Lo-
sung oder dem Quellterm. Alle Eintrdge in einer Zeile des Gleichungssystems
@) haben in der Regel einen ortlichen Bezug zu dem gleichen geometrischen
Objekt, wie z.B. einem Knoten oder Element. Wenn bei der Parallelverarbeitung
die geometrischen Objekte auf verschiedene Rechner mit getrenntem Speicher
verteilt sind, ist es dagegen sinnvoll, die Sortierung oder Gruppierung der Ein-
trage an deren Kopplung an die geometrischen Objekte auszurichten. In ug wer-
den daher jedem geometrischen Objekt alle zugehorigen Vektoreintrage in einer
Variablen vom Typ VECTOR und die Matrixeintrdge in einer gewissen Anzahl an
Variablen vom Typ MATRIX zugeordnet. Die Eintrdge in diesen Datenstrukturen
werden dann als Komponenten bezeichnet. Gemafis Abbildung &l gehort zum
Vektor x aus @J) die 0-te Komponente in der VECTOR-Datenstruktur und zu b
die erste Komponente. Die ug-Shell hilt nicht die kompletten Daten der Vekto-
ren und Matrizen bereit, stattdessen gibt es die Descriptoren VECDATA_DESC und
MATDATA_DESC, die den Variablen des Gleichungssystems und ihrer Bezeichnung
in der ug-Shell die Komponenten in den Datenstrukturen zuordnen.

Mehrgitter werden in ug als Zusammenfassung von Gittern unterschied-
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Abbildung 6.2: Geometrische Datenstrukturen von ug und Beziehungen unter-
einander. Datentypen sind in Groflbuchstaben angegeben, die enthaltenen Ver-
weise in Kleinbuchstaben.

licher Verfeinerungsstufe gebildet, wobei die 0-te Stufe das Ausgangsgitter ist
und die i-te Stufe alle durch i-malige Verfeinerung von Elementen des Aus-
gangsgitters entstandenen Elemente enthilt. Eine solche Mehrgitter-Hierarchie
kann daher in eine Baumstruktur abgebildet und diese zum Suchen darin aus-
genutzt werden. Die wichtigsten geometrischen Objekte als Bestandteile eines
Gitters sind:
e Gitterknoten NODE (in Abb.[&2blau). Sie enthalten Verweise auf Vater- bzw.
Sohn-Objekte auf dem entsprechend groberen bzw. feineren Gitter sowie
Verweise auf Verbindungen zu Nachbarknoten. Die nicht vom Gitterlevel
abhangigen Informationen, wie z.B. die Raumkoordinaten, sind in VERTEX-
Objekten (schwarz) gespeichert.
o Gitterkanten EDGE (lila). Sie stellen eine symmetrische Verbindung von Kno-
ten zu Knoten durch zwei Verbindungen LINK (griin) dar.
e Elemente ELEMENT (orange). Sie enthalten Verweise auf Vater- und Sohn-
Objekte sowie auf Nachbarelemente und Eckpunkte, nicht aber auf Seiten
oder Seitenmittelpunkte.
Es ist zu beachten, daf$ bei zwei Raumdimensionen der Elementrand aus Kanten
besteht, bei drei dagegen aus Seiten, fiir die es in ug keine eigene Datenstruktur
gibt.

Zur Laufzeit der Anwendung erfolgt in der ug-Shell die format-Vereinba-
rung. Das ist eine Festlegung, wie viele Vektoren mit wie vielen Freiheitsgra-
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den in welchen geometrischen Objekten, und wie viele Matrizen mit welchen
Beziehungen der Freiheitsgrade untereinander vorgesehen werden. Die NODE-
und ELEMENT-Objekte besitzen einen weiteren Zeiger data. Dieser wird von ug
z.B. in der Datenstruktur NODE genutzt, um bei Bedarf Verweise von den Knoten
auf die umliegenden Elemente zu erzeugen. Dazu ist eine eigene Datenstruktur
ELEMENTLIST vorgesehen, die an jedem Knoten in einer einfach verketteten Li-
ste angelegt wird. Es ist aber beim Umgang mit diesem data-Zeiger stets genau
darauf zu achten, daf8 in der format-Vereinbarung ein ausreichender zusitzli-
cher Speicherbedarf in den geometrischen Objekten vorgesehen ist.

Weiterhin benétigt die Definition von Mehrgittern in ug neben der format-
Vereinbarung noch eine Beschreibung der Gebietsrander, denen jeweils Verweise
auf Funktionen fiir die Randbedingungen zuzuordnen sind, sowie ein Array von
Zeigern des in ug definierten Typs CoefProcPtr auf Koeffizienten-Funktionen
der Differentialgleichungen.

Numerische Prozeduren

In ug sind die Algorithmen, dort kurz als NumProcs fiir ,Numerische Proze-
duren” bezeichnet, nach einem objektorientierten Konzept angelegt. Eine Klasse
entspricht in der Realisierung in C einem strukturierten Datentyp, der Daten und
Funktionen, die auf diese Daten zugreifen konnen, vereint. Dabei sind alle Daten
offentlich, konnen also von Funktionen auflerhalb der Klasse gedndert werden.
Als grundlegende Basisklasse gibt es in ug die Klasse NP_BASEE

struct np_baseq{

/* data */
ENVVAR v; /* is an environment variable x/
MULTIGRID *mg ; /* associated multigrid */
INT status; /* has a status , NO type and size ... */

/* functions */
INT (*Init)( struct np_base *, INT, char *x); /xinitializing */

INT (*Display) (struct np_base *); /* Display routinex/
INT (*Execute) (struct np_base *, INT, char *x); /x Execute routine x/
};

typedef struct np_base NP_BASE;

Wir sehen hieran wesentliche Eigenschaften aller NumProcs. Durch den ersten
Eintrag lassen sie sich in das Umgebungsverzeichnis der ug-Shell einordnen, der
zweite bezieht die Algorithmen stets auf eine Mehrgitter-Hierarchie, und der
dritte gibt Auskunft, ob die benotigten Funktionszeiger gesetzt sind. Weiterhin
stellt jeder NumProc zumindest drei Funktionen bereit: Init zum Setzen von

3. Angaben in Form von Quelltext sind angemessen, da eine tabellarische Darstellung kaum da-
von abweichen wiirde. Obwohl zu der Definition von Funktionen die Festlegung der Parameterliste
gehort, wird diese im weiteren aus Platzgriinden weggelassen.
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Parametern der Algorithmen, Display, um die Werte der Parameter anzuzeigen,
und Execute fiir die eigentliche Ausfiihrung. Diese Funktionen lassen sich dann
von der ug-Shell mit den Kommandos npinit, npdisplay und npexecute auf-
rufen. Es ist typisch und zweckmifig, dafi alle Funktionen einer Klasse in ihrer
Parameterliste zuerst einen Verweis auf ein Objekt eben dieser Klasse enthal-
ten, um auf die klasseneigenen Daten zugreifen zu kénnen. Ein Objekt einer be-
stimmten Klasse wird durch Belegung des benétigten Speichers und Festlegung
der Funktionen gebildet. Zu diesem Zweck mufl eine Funktion, der Konstruk-
tor, im Umgebungsverzeichnis der ug-Shell verankert werden, die sich dann zur
Laufzeit der Anwendung mit dem Shell-Befehl npcreate ausfiihren laft. Ein ent-
sprechender Destruktor fehlt.

Alle numerischen Algorithmen in ug sind als NumProcs durch Vererbung
von der Klasse NP_BASE abgeleitete Klassen. Das heifit hier, bei der Realisierung
des Konzeptes in C, daf8 der zugehdrige Datentyp stets zuerst ein Feld vom Typ
NP_BASE enthilt. Die Vererbung von Klassen kann in mehreren Stufen gesche-
hen, jedoch ist stets nur eine Vererbung von einer Klasse moglich. Beispielsweise
definiert ug fiir die Diskretisierung die Klasse NP_ASSEMBLE:

struct np_assemble{

NP_BASE base; /* inherits base class x*/
/* data */

VECDATA_DESC *X ; /* solution x/

VECDATA_DESC *b; /* right hand side */

MATDATA_DESC *A ; /* matrix */
/* functions */

INT (*PreProcess) ( <Parameter> ) ;

INT (*Assemble) ( <Parameter> ) ;

INT (*PostProcess)( <Parameter> );

};
typedef struct np_assemble NP_ASSEMBLE;

Diese Klasse enthilt also zusédtzliche Daten, die das Ergebnis der Diskreti-
sierung in einem Gleichungssystem wie @) beschreiben sollen, sowie Funktio-
nen zur Anpassung der Execute-Funktion an die spezielle Form des Problems
partieller Differentialgleichungen. Sie ist in dem Sinne problemunabhéngig defi-
niert, dafl Randbedingungen und Koeffizientenfunktionen nicht explizit einflie-
Ben. Es ist stattdessen iiblich, diese in der PreProcess-Funktion aus der Mehr-
gitter-Beschreibung auszulesen und entsprechende, fiir die Assemble-Funktion
sichtbare, Zeiger zu setzen. Da das Randwertproblem erst zur Laufzeit der An-
wendung festgelegt wird, gibt es keine Kontrolle, ob dieses mit der implemen-
tierten Diskretisierung vertrédglich ist. Ebensowenig ist sichergestellt, daf} die in
einem NumProc realisierten Funktionen auch mit der zur Laufzeit zu treffenden
format-Vereinbarung vertraglich sind. Damit die Init-, Display- oder Execute-
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Funktion aus NP_BASE die zusétzlichen Daten der durch die Vererbung abgeleite-
ten Klasse benutzen kénnen, muf3 der als erstes Argument beim Funktionsaufruf
erhaltene Zeiger vom Typ #*NP_BASE in einen vom Typ *NP_ASSEMBLE umgewan-
delt werden, wobei im allgemeinen nicht sichergestellt ist, daf8 dies auch fiir die
erhaltenen Zeiger zuldssig ist. Hier sind also stets bei der Programmierung im-
plizit getroffene Konventionen einzuhalten, was die Wiederverwertbarkeit von
Programmteilen erschwert.

6.2 Diskretisierung mit inneren Vorgaben

Die in Kapitel Bl vorgestellten Diskretisierungsverfahren benétigen zunéchst ei-
ne elementweise lineare Rekonstruktion der Grenzflache I aus dem Level-Set ®.
Werden bei Unterschreiten des dort eingefiihrten Schwellwertes & Schnittpunk-
te der Gitterkanten und der Grenzfliche mit Gitterknoten identifiziert, so ist die
Konsistenz der Rekonstruktion tiber alle Elemente sicherzustellen. Die nach Ro-
tation und Spiegelung verbleibenden méglichen Aufteilungen eines zweidimen-
sionalen Referenzelements sind in Abbildungle3angegeben. Dabei werden qua-
dratische Referenzelemente auf dreieckige zurtickgefiihrt, weshalb im weiteren
nur noch Dreiecke betrachtet werden.

Im instationéren Fall ist diese Aufteilung der Elemente zu jedem in der Dis-
kretisierung genutzten Zeitpunkt anzuwenden. Daher ist es zweckmafig, sie je-

Abbildung 6.3: Aufteilung des Referenzelements bei linearer Rekonstruktion
der Grenzfldche I' und Knotenpunkte fiir einen stiickweise (bi-)linearen Ansatz.
In a) werden drei neue Freiheitsgrade eingefiihrt, in b) und c) zwei. In c) und d)
werden jeweils ein Freiheitsgrad an die Vorgabe auf I' gebunden, in e) zwei.
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weils zusammen mit den lokalen geometrischen Eigenschaften der Grenzflache
zwischenzuspeichern, um eine mehrmalige Rekonstruktion dieser Informatio-
nen zu vermeiden. Es werden dafiir zwei neue Datentypen definiert: ein struk-
turierter Datentyp SUBELEMENT, der die globalen Ortskoordinaten der Eckpunk-
te jedes Teilelements und deren lokale Koordinaten im Referenzelement enthilt,
sowie IF_DATA durch

struct if_dataf{

ELEMENT *myelem; /* associated element x/
struct if_data *succ; /* linked list */
struct if_data *data_o; /* of previous timestep */
/* description of parts =/
INT n_subelem; /* number of parts */
SUBELEM *subelem [MAX_SUBELEM] ;
INT n_if_nodes; /*number of grid nodes on interf */
INT corner [ MAX_CORNERS_OF_ELEM];
INT n_if_dofs; /*number of grid edges on interf */
INT edge[ MAX_SIDES_OF_ELEM];
/* values */
DOUBLE_VECTOR normal [MAX_CORNERS_OF_ELEM] ;
DOUBLE curv[ MAX_CORNERS_OF_ELEM];
DOUBLE speed[ MAX_CORNERS_OF_ELEM] ;
DOUBLE vall MAX_CORNERS_OF_ELEM] ;
}s

typedef struct if_data IF_DATA;

Die Normalenrichtung und die Kriimmung der Grenzfldche in den n_if_nodes
darauf liegenden Gitterknoten und den n_if_dofs Schnittpunkten mit Gitter-
kanten konnen direkt wahrend der Rekonstruktion der Grenzflache bestimmt
werden, die Verfahren dazu werden in den folgenden Abschnitten .33 und
beschrieben. In der Anwendung auf das dendritische Kristallwachstum lassen
sich daraus auch die jeweils zugehorigen Randwerte in dem Array val festle-
gen, die Geschwindigkeit wird aber in der Regel erst in spédteren Rechenschritten
bestimmt.

Der optional nutzbare Zeiger data der ug-Datenstruktur ELEMENT erhalt
auf von der Grenzfldche geschnittenen Elementen einen Verweis auf eine Varia-
ble vom neu definierten Typ 1F_pATAH Der dortige Zeiger data_o kann dann
einen weiteren Verweis auf die Aufteilung des Elements zum vorangegangenen
Zeitpunkt enthalten.

Bei der Implementierung der Verfahren aus KapitelBlist auf jedem Element
nach einer solchen Rekonstruktion der Grenzflache zu entscheiden, ob entweder
die tibliche oder eine an die Grenzfliche angepafite lokale Diskretisierung vor-

4. Entsprechend ist in der format-Vereinbarung Speicherplatz vorzusehen.
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zunehmen ist. Es wird daher eine neue NumProc-Klasse IF_ASSEMBLE fiir statio-
ndre und instationdre Probleme mit einer inneren Grenzfldche durch Vererbung
von der Klasse NP_ASSEMBLE abgeleitet:

struct if_assemble{

NP_ASSEMBLE assemble; /* inherits assemble class */
/* data */
DOUBLE alpha; /* subgrid—resolution (0 — 0.5) =*/
VECDATA_DESC *1s; /* level —set vector */
IF_DATA xstart; /* reconstruction of interf x/
DOUBLE tstep; /* timestep (>0==> instat .) x/
VECDATA_DESC *1s_o; /* OLD level—set vector x/
IF_DATA xstart_o; /* list of ELEMs on OLD interf =/
/* functions */
INT (*AssembleLocal) ( <Parameter> ); /x standard local assemble */
INT (*Assemblelnterf) (<Parameter> ); /x local assemble of interf x/
};

typedef struct if_assemble IF_ASSEMBLE;

Zur lokalen Assemblierung wird stets das Element bzw. das Teilelement auf das
Einheits-Dreieck oder -Viereck transformiert, wo dann die jeweiligen Skalarpro-
dukte mit den Ansatzfunktionen ¢;, bzw. ¢; und y; gebildet werden. Anschlie-
fend sind die lokalen Beitrédge in das globale Gleichungssystem einzuftigen. Die
Beziehungen zwischen der lokalen Indizierung der Ansatzfunktionen auf einem
Element und der lokalen Indizierung auf den Teilelementen S und S’ ist fiir den
Ansatz hoherer Ordnung in Abbildung B4l angegeben. Dabei ist zu beachten,

a) o e 91 b)

Abbildung 6.4: Modifizierte Ansatzfunktionen auf dem Referenzelement bei ho-
herer Ordnung.
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a) b) d)

Abbildung 6.5: Aufteilungen des Referenzelements durch Schnitte mit der
Grenzfliche T zu den Zeitpunkten ¢") und +("+1) im instationaren Fall.

daf3 die Freiheitsgrade auf den von der Grenzfliche geschnittenen Kanten ent-
fallen. Die Indizierung fiir den Ansatz erster Ordnung ist in der des Ansatzes
hoherer Ordnung enthalten.

Im instationdren Fall werden in jedem Zeitschritt die Losungen 8(") und
8"+ mit unterschiedlichen zugehorigen Aufteilungen der Elemente beziiglich
der Grenzflache I' zu den Zeitpunkten 1) ynd t(”“), benotigt. Die wesentlichen
zu unterscheidenden Fille sind in Abbildung el angegeben.

Waihrend sich die Félle a) und b) weitgehend gegeniiber dem stationdren
Fall unverdndert berticksichtigen lassen, sind die beiden anderen Félle kompli-
zierter. Bei einer Aufteilung eines Elements in die Elementteile S und S’ gemas
der Grenzfliche T(t"+1)) sind die Ansatzfunktionen ¢(")i auf diesen nur noch
stickweise polynomial. Fiir eine Quadratur tiber die Elementteile miissen sie
daher durch Polynome niedrigen Grades approximiert werden. Oder alterna-
tiv sind die Elementteile weiter aufzuteilen, diesmal beziiglich der Grenzfldche
[(t(). Nun sind die resultierenden Teile So und S; von S, bzw. Sy und S} von

F(Hr+ D) r()
PSRRI, P .
«'4_3‘0004 T
% (1)
. =l
& »
7
o 7 d)

Abbildung 6.6: Weitere Aufteilung der Teilgebiete aus Abb.[pH zur Integration
der Ansatzfunktionen.
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S’ unter Umsténden keine Dreiecke oder Vierecke mehr, womit die bisherigen
Quadraturformeln nicht mehr anwendbar wiren. Also ist gegebenenfalls eine
weitere Aufteilung z.B. von §] in S, und S}, erforderlich, sieche Abbildung B8
Fiir die Umsetzung dieses Vorgehens enthélt die Datenstruktur SUBELEMENT die
entsprechenden Verweise

struct subelem *subelem;
struct subelem *complement ;
struct subelem *father;

6.3 Numerische Tests der Level-Set-Verfahren

Weil mit der Level-Set-Beschreibung von Grenzflachenproblemen die Gebiets-
geometrie in den Werten und nicht im Definitionsbereich der Losung enthalten
ist, sind fiir deren numerische Losung kartesische Gitter besonders gut geeig-
net, da sie hohe Genauigkeiten mit vergleichsweise einfachen Verfahren erzie-
len lassen. Ist aber die Grenzflichenbewegung nur ein — unter Umstdnden un-
tergeordneter — Teil eines grofieren Problems, und dies ist beim dendritischen
Kristallwachstum der Fall, so ist es gegebenenfalls effizienter, ein gemeinsames
unstrukturiertes Gitter einzusetzen.

Im Zusammenhang mit den Diskretisierungsverfahren fiir die Level-Set-
Gleichung und das Fast-Marching Verfahren wird in der Regel nicht auf die
Erfiillung von Randbedingungen eingegangen. Zumeist wird eine vollstandige
Beschreibung von geschlossenen Grenzflichen angestrebt, die den Gebietsrand
nicht bertihren. Dabei l463t sich stets das Gebiet so grofs wéhlen, dafs Randeinfliis-
se vernachldssigbar sind. Auch sind die Verfahren mit einem Ausflu3-Verhalten
auf dem Rand vertraglich. In dieser Arbeit sollen aber Symmetrien zur Reduzie-
rung des Rechenaufwandes ausgenutzt werden, weshalb hier besonders sym-
metrische Randbedingungen zu untersuchen sind.

6.3.1 Level-Set-Gleichung

Die Level-Set-Gleichung @) ist von Hamilton-Jacobi-Typ, sofern die Geschwin-
digkeit V unabhéingig von der Kriimmung « ist. Zu deren Diskretisierung be-
trachten wir daher zunéchst einen sowohl allgemeineren als auch spezielleren
Fall mit einem Anfangswertproblem

P+ H(VP) =0 in[0,t] x Q, " >0, (6.2a)
®(0,x) = Poy(x) inQ CR%d=2,3, (6.2b)

bei dem die Hamilton-Funktion H nur vom Gradienten V@ abhangt. Der ortli-
che Bereich Q) wird durch eine Zerlegung 7 in |7 | Elemente T aufgeteilt, wo-
bei das zugehorige Gitter unstrukturiert sein kann. Fiir die gesuchte Funktion
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® wird ein stetiger, stiickweise linearer P1-Ansatz gemacht, wodurch auf jedem
Element T der Gradient V@7 konstant ist. Ein explizites Verfahren zur Zeitdis-
kretisierung hat in jedem Knotenpunkt mit Index j die allgemeine Form

o = ol — (v, Vo), 6.3)
dabei bezeichnet der untere Index stets den ortlichen Bezug zu Elementen oder
Knoten, der obere Index gibt den Zeitschritt an. Mit asymptotisch verschwinden-
den Schrittweiten ist nach [CL84] die Konvergenz gegen die Viskosititslosung
von @2 fiir konsistente monotone Verfahren dieser Art bewiesen. Die Konsi-
stenz des Verfahrens erfordert

Hj(V®, -, V) = H(VP) fiir alle Knoten j,

falls ® ortlich und zeilich lineares Verhalten hat und V& folglich tiberall kon-
stant ist. Ein Ansatz fiir die numerische Hamilton-Funktion H in @J3) der Form

L al) [ H(VO) dx
P (my._TeT 7
Hi(vol",... volh) .= —
L ajp Voly(T)

17|
TeT

(6.4)

stellt die Konsistenz sicher und trennt die Beitrdge aller Elemente T € 7. Die auf-
(n)

tretenden Koeffizienten « jT miissen nichtnegativ und sollen lokal sein, also an
jedem Knoten nur durch Werte aus Elementen in der jeweils engeren Nachbar-
schaft des Knotens bestimmt sein. Ein Verfahren wie &3) heifst monoton, wenn
bei der Anwendung auf ®(") und auf ¥(*) komponentenweise gilt

o <) —  @tl) < ghtl)

Diese Monotonieforderung fiihrt zu einer Beschrankung der zuldssigen Zeit-
schrittweite T in Abhédngigkeit von der Gitterweite, dhnlich einer Courant-Fried-
richs-Lewy-Bedingung, kurz CFL-Bedingung. Unter der gleichen Einschrankung
an die Zeitschrittweite 14t sich mit einem zweistufigen Runge-Kutta-Verfahren

(n+1/2) _ g0 (n) (n)
| = o —TH, (chl” ,---,ch‘;‘) ) (6.52)

1) 1) (n+1/2)\ T, (n+1/2) (n+1/2)
o = S (@ +o) 2y (v vl ) (6.5b)

die Ordnung der Zeitdiskretisierung verbessern.
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Diskretisierung nach Barth und Sethian

Wegen der in Abschnitt 2 geschilderten Beziehung des Problems @2al) zu Er-
haltungsgleichungen, mit einseitig gerichtetem Informationstransport entlang
von charakteristischen Kurven, werden in Methoden aus dem Bereich
der Erhaltungsgleichungen zur Diskretisierung von (@2al) benutzt. Wichtig ist
die Berticksichtigung des Kausalitatsprinzips und die Aufwind-Approximati-
on des Gradienten. Die Monotoniebedingung wird dagegen dahingehend ab-
geschwicht, da8 bei der Formulierung des Verfahrens als

o = @f —TZﬁ]k( " o) (6.6)

nur die Positivitdt der Koeffizienten ,B(Z ) gefordert wird. Es gibt dann zwar kei-
nen strikten Konvergenzbeweis fiir das Verfahren, aber es ist zumindest noch
ein globales diskretes Maximumpinzip und ein lokales Maximumprinzip sicher-
gestellt. Es werden speziell Hamilton-Funktionen betrachtet, die beziiglich V@
homogen von der Ordnung p sind, d.h. fiir die

H(AV®) = \PH(V®)

gilt. Aus dem Eulerschen Satz iiber homogene Funktionen folgt dann pH(V®) =
(VH, V®). Mit dem stetigen, stiickweise linearen P1-Ansatz fiir ® ist auf jedem
Element T der Gradient V&7 konstant, und es giliE

_ VOld ( T)

/H(V(IDT)dx (VH, V) = Hy
T

Bei Einschrankung auf simpliziale Zerlegungen, also ausschliefSlich aus Drei-
ecken bzw. Tetraedern, gibt es fiir den Gradienten V®7 die spezielle Darstellung

Vor = dVld Zn(bl,

wobei die 1; die mit dem (d — 1)-dimensionalen Volumen der Seite gewichteten
Normalen der dem Knoten i gegentiberliegenden Elementseiten sind. Es folgt

ZK®11

5. Die oberen Indizes konnen im weiteren weggelassen werden, da stets alle Groflen auf denselben
Zeitpunkt bezogen sind.
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mit Z?:O K; = 0. Aus dieser kanonischen Form mit den K; erhalten wir durch aus
der Literatur {iber Erhaltungsgleichungen bekannte Umformungen, bei denen
die positven K; als K;" von den negativen K, getrennt werden,

d d !
Hr =) K} (ZK;) ZK (P — @ Z(sﬂ.
i=0 k=0

Daraus lassen sich die Koeffizienten B in @.8) bestimmen, deren Positivitat fiir
spitzwinklige Zerlegungen sichergestellt ist. Im folgenden sind lokale und glo-
bale Indizierung der auftretenden Grofien zu unterscheiden. Die Ecken 7 jedes
Elements T sind bei Bedarf mit einer Funktion j = Nr(i) auf einen globalen
Knotenindex j abzubilden. Die Koeffizienten in (4) werden entsprechend als

Orj

T = TH(V®r) dx
T

(6.7)

gewahlt. Fiir allgemeinere simpliziale Zerlegungen ohne Winkelbedingung ist
eine Modifikation der Koeffizienten nétig

- max(O, 14 ]T)

tX]'T R R —
Yi—o max (0, axr)

Die in der Level-Set-Gleichung @) auftretende Hamilton-Funktion istfl
H(t,x, V®) = —V(t,x) ||[V®| und damit bei festgehaltenen anderen Variablen
beziiglich V® homogen von Ordnung p = 1. Daher ist das Diskretisierungsver-
fahren auf eine Hamilton-Jacobi-Gleichung

P+ H(VP,t,x) =¢q(t,x) in[0,t] xQ,

mit Quelltem g und moglicherweise orts- und zeitabhdngiger Hamilton-Funkti-
on H, zu iibertragen. Die Ortsabhingigkeit wird in durch Mittelung auf
den Elementen berticksichtigt. Aus @) wird dadurch

Z ajr [ (H(VPr) —q) dx
T

Z “]T VOld( )
TeT

Hi(V®y,- -, V7)) = (6.8)

Der konkrete Algorithmus fiir diesen Fall ist in Anhang[AZZlangegeben.

6. Es ist wieder zu beachten, dafl das Vorzeichen der Geschwindigkeit V gegeniiber dem in der
Literatur iiblichen und insbesondere gegeniiber dem in umgekehrt ist.
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Abbildung 6.7: Verhalten der Koeffizienten a7 in Abhéngigkeit von der Rich-
tung der Normalen. Links zeigen die gestrichelten Linien die Verdnderung im
Fall eines rechten Winkels im Knoten i.

Numerische Tests

Die Diskretisierung wird fiir den Fall der Grenzflachenbewegung mit konstan-
ter Geschwindigkeit V' = 1 getestet. Der Aufwind-Charakter dieses Verfahrens
wird dabei aus Abbildung &7 deutlich, wo der Verlauf der Koeffizienten bZ]'T in
Abhéngigkeit von der Richtung des negativen Gradienten —V & aufgetragen ist.
Im rechten Teil der Abbildung ist diese Richtung einmal griin fiir den Winkel
p = 7t/2 dargestellt. Die Koeffizienten K; berechnen sich jeweils aus dem Ska-
larprodukt des negativen Gradienten mit der gewichteten, nach innen gerichte-
ten Seiten-Normalen. Auch deren Richtungen sind im rechten Teil von Abb.
angegeben. Nur wenn diese Skalarprodukte positiv sind, gibt es aus diesem Ele-
ment einen Beitrag zur numerischen Hamilton-Funktion an dem entsprechen-
den Knoten.
Fiir die Testrechnungen wurde das Anfangswertproblem

@ — |VO| =0 in [0,t] x O, t* >0, (6.9a)
®(0,x) = Do(x) in Q) C R? (6.9b)

auf einem quadratischen Gebiet mit einem unstrukturierten Gitter numerisch
gelost. Einige Aspekte der Implementierung im Rahmen des Software-Pakets
ug sind in Abschnitt[p.4] angegeben. Die Anfangswerte wurden zunéchst durch
eine Initialisierung des Level-Sets mit der Abstandsfunktion @ := dr( zur
Ausgangsflidche I'(0) bestimmt.

Es sind drei typische Situationen zu untersuchen, die in Abbildung
dargestellt sind: eine glatte konvexe Ausgangsfldche fiihrt zu einem stets glat-
ten Verlauf der Flache. Dagegen entstehen bei einer glatten nichtkonvexen Aus-
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a) b) . c)

Abbildung 6.8: Numerische Losung des Anfangswertproblems @9): Es sind die
griin markierten Ausgangskurven und deren zeitliche Entwicklung dargestellt.

gangskurve nach endlicher Zeit Ecken. Die anfanglichen Ecken im dritten Fall,
in Abb.[&8 c), werden sofort geglattet.

Zur quantitativen Analyse des Verfahrens mufl an jedem Punkt auf der
berechneten Fldche I';,(t) der Abstand zu der bewegten Fliche I'(t) gemessen
werden, wogegen z.B. ein L?-Fehler der berechneten Level-Set-Funktion &), (a
abseits der Flache nicht von Bedeutung ist. Als Fehler £ wird deshalb definier

1
2

2
ew:={ [ (pw) dsEy)
(x,y)€Tp(t)

Im Fall a) der tiber alle Zeiten glatten Losung 1afst sich ein mit der Git-
terweite i quadratisch abnehmender Fehler beobachten, hingegen hat das Ver-
fahren fiir den Fall ¢) mit den vorstehenden Ecken der Ausgangskurve nur eine
Fehlerordnung von 1/2. Dies entspricht der erreichbaren Ordnung von 1/2 im
allgemeinen Konvergenzbeweis fiir konsistente monotone Verfahren in [CL84].
Das qualitative Verhalten des Fehlers £(t) iiber die Zeit t ist in diesen beiden
Fallen nicht von der Gitterweite abhangig. Anders ist es im Fall b). So ist rechts
in Abbildung zum Zeitpunkt ¢+ = 0.5, in dem die Losung Ecken ausbildet,
zundchst ein mit feinerer Gitterweite deutlicher werdender Anstieg des Fehlers
zu beobachten. Danach verschwinden aber Teile der Grenzfliche und damit ver-
bundene Fehler der numerischen Losung in diesen Ecken, und es folgt eine mit
der Anzahl der Gitter linger werdende Zeitspanne, in der der Fehler insgesamt
kaum noch zunimmt. Dies fiihrt zu einer besser als quadratischen Fehlerord-
nung.

7. Wegen der konstanten Bewegung der Grenzflédche entspricht die Integration dieses Fehlers £ (t)
tiber die Zeit t dem L?-Fehler beziiglich der berechneten Zeit des ersten Erreichens jedes Punktes
durch die Flache.
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Abbildung 6.9: Links: Asymptotik des Fehlers £(t*) bei Gitterverfeinerung.
Rechts: Zeitlicher Verlauf des Fehlers £(t) im Fall b). Die gestrichelten Linien
beziehen sich auf die unten geschilderte Nutzung der Symmetriebedingung.

Bei der Initialisierung ®y = dr(g) mit der Abstandsfunktion und Bewe-
gung der Grenzfldche mit konstanter Geschwindigkeit ist die Grenzflachenposi-
tion fiir alle Zeiten t > 0 schon in den Anfangswerten enthalten, was nattirlich
durch die Diskretisierung erhalten bleiben sollte. Die Viskosititslosung von @3)
ist aber im inneren Gebiet O™ nicht iiberall gleich der Abstandsfunktion zu T'(#),
auch wenn dies in Anwendungen wiinschenswert wire. Die Aufwind-Eigen-
schaft des Verfahrens sichert hier eine Konvergenz der numerischen Losungen
gegen die Viskositdtslosung, und so bildet sich in der Mitte jeweils ein Level-
Set mit positivem Volumen und darauf verschwindendem Gradienten aus, siehe
auch Anhang [A7] Neben der Initialisierung mit der Abstandsfunktion wurde
fiir die Félle a) und ¢) aus Abbildung B8 die Auswirkung einer alternativen In-
itialisierung getestet, sieche Abbildung T Im Fall der glatten Kurve verringert
sich die Ordnung von 2 auf 1, wogegen es im Fall der vorstehenden Ecke zu ei-
ner Verbesserung von 1/2 auf 3/4 kommt. Das hier beobachtete Fehlerverhalten
ist insgesamt mit vertréaglich, wo fiir glatte Ausgangskurven die Fehler-
ordnung mit , etwas schlechter als 1” angegeben ist.

Symmetrische Randbedingungen

Alle in Abbildung .8 dargestellten bewegten Kurven erfiillen iiber den gesam-
ten Zeitabschnitt raumlich die vierfache Symmetrie, die auch beim dendritischen
Kristallwachstum vorhanden ist. Die Koordinatenachsen und die Hauptdiago-
nalen als Symmetrieachsen konnen als kiinstliche Rénder eines reduzierten Re-
chengebietes dienen. Wir benotigen damit hier nur ein dreieckiges Gebiet mit
einem Achtel der Fliche des urspriiglichen Gebietes. Wie aus dem Fall b) in
Abb. zu sehen ist, braucht die Losung bei Ubergang iiber die Symmetrie-
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Abbildung 6.10: Fehlerasymptotik bei Gitterverfeinerung. Die gestrichelte Linie
bezieht sich auf die Nutzung der Symmetriebedingung.

achsen nicht glatt zu sein. Die Symmetriebedingung 1aft sich daher nicht wie
bei vielen anderen Problemstellungen durch die Forderung 9,® = 0 auf den
Réndern sicherstellen.

Abbildung 6.11: Einschrankung des Rechengebiets entlang der Symmetrieach-
sen und angedeutete symmetrische Fortsetzung der Losung. Links: Der un-
veranderte Algorithmus fiihrt zu falschen Ergebnissen, vergleiche Abb. c).
Rechts: Richtige Losung durch Einbeziehung der Symmetriebedingung.

Wir betrachten den Verfahrens-Algorithmus in Anhang[A7 Die element-

weisen Beitrdge zur numerischen Hamilton-Funktion werden durch die K; :=

- Vﬂlégz“f (VOr, Vo;) bestimmt. Wird ein Randelement gespiegelt, so miissen

auch die Ansatzfunktionen ¢; und der Gradient V®r entsprechend gespiegelt
werden, womit die Skalarprodukte und damit die K; und die &;7 in den beiden
gespiegelten Elementen gleich sind, siehe Abbildung B.T2 Damit wiren in @4)
alle Beitrdage zur numerischen Hamilton-Funktion in den Randpunkten doppelt
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zu berticksichtigen, was diese aber nicht dndert, da sich die doppelte Berticksich-
tigung in Nenner und Zihler wieder herauskiirzen laft.

Abbildung 6.12: Links: Spiegelung am Gebietsrand als Symmetrieachse fiihrt
auf paarweise gleiche Koeffizienten K; und &;r. Rechts: Bei nach innen weisen-
der Normale —V ® ist diese fiir symmetrische Randbedingungen auf die Rand-
tangentiale zu projizieren.

Das Verfahren schrankt durch die Aufwind-Approximation den Einfluibe-
reich jedes Gitterpunktes in Richtung fallender Losungswerte ein. Das sorgt da-
fiir, daf3 ein Ausflufi-Verhalten der Losung, d.h. ein durch den Rand nicht gestor-
tes weiteres Ausdehnen der Grenzflache, korrekt wiedergegeben wird. Je nach
Verlauf der Losung kann eine symmetrische Randbedingung einer solchen Aus-
flufbedingung entsprechen, ndmlich falls die Grenzflichen-Normale bzw. der
negative Gradient —V® aus dem Gebiet nach auflen weist. Das ist aber entlang
der kritischen diagonalen Randseite in Abbildung nicht der Fall, weshalb
das Randverhalten dort undefiniert ist.

Um fiir einen Gitterpunkt auf einem Rand mit Symmetriebedingung die
elementweisen Beitrdge zur numerischen Hamilton-Funktion zu bestimmen, wird
eine mit der Symmetriebedingung vertragliche Rekonstruktion des Gradienten
benotigt. Dazu ist der auf diesem Element konstant angenommene Gradient
V&1 mit dem Gradienten auf dem an der Randseite gespiegelten Element zu
mitteln, was einer Projektion des Gradienten auf die Randseite entspricht.

Mit dieser Modifikation erhalten wir fiir die Losungen auf dem einge-
schrankten Gebiet das gleiche Fehlerverhalten wie bei der Rechnung auf dem
gesamten Gebiet ohne Nutzung der Symmetrie, sieche Abbildungene9und 10
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6.3.2 Fast-Marching Level-Sets

Eine Diskretisierung der Eikonalgleichung und Losung des stationdren Grenzfla-
chenproblems @Z) mit der Fast-Marching-Methode ist fiir unstrukturierte Gitter
mit einer simplizialen Zerlegung in [KS98]] angegeben.

o(x) V[ve| =1 (B)
NB)

7
7
7
7
7
7
1
7
7
7
’a
7
7
7

Vv =1

Abbildung 6.13: Bei der Diskretisierung mufs die Level-Set-Normale —V & stets
von einem Punkt innerhalb des Elements auf den zu aktualisierenden Punkt
weisen.

An den Gitterknoten x; ist dabei jeweils zu priifen, ob sich aus den um-
liegenden Elementen ein groerer Wert der Level-Set-Funktion ®(x;) berechnen
148, der fiir eine geringere Entfernung zur Ausgangsfliche I'(0) steht, und dieser
grofiere Wert ist dann gegebenenfalls weiterzuverwenden. Dazu wird element-
weise versucht, eine mit der Eikonalgleichung konsistente lineare Rekonstruk-
tion des Level-Sets aus den tibrigen Knotenwerten des Elements zu bilden. Ist
dies nicht moglich oder wiirde der so erhaltene Wert fiir ®(x;) nicht kleiner sein
als das Minimum der ibrigen Knotenwerte, so wird versucht, die Bedingung
an den Gradienten entlang der Elementkanten zu erfiillen. Dann wird das Ma-
ximum aus den so bestimmten Werten von ®(x;) ausgewdhlt, sieche Abbildung
Dieses Vorgehen sichert die Aufwind-Approximation des Gradienten. Bei
stumpfwinkligen Elementen kann es notig sein, Nachbarelemente in die Berech-
nungen einzubeziehen.

Numerische Tests

Die Fast-Marching-Methode wurde anhand von Testbeispielen gepriift, die de-
nen in Abschnitte3Jlentsprechen. Bei iiberall konstanter Geschwindigkeit V =
1 lassen sich im Auflenraum die Flichen mit gleichem Abstand zu einer Aus-
gangskurve I'(0) aus den Losungen des instationdren Problems zu festen
Zeitpunkten bestimmen. Im inneren Teilgebiet miifite entsprechend beziiglich
der Zeit riickwarts gelost werden. Das hier zu l6sende stationdre Randwertpro-
blem zur Berechnung der vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion beziiglich ei-
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a) ' b) <)

Abbildung 6.14: Hohenlinien der berechneten Abstandsfunktionen zu den grii-
nen Ausgangskurven, vergleiche mit Abb.

ner gegebenen Ausgangskurve ist

Ve[ =1 in Q, (6.10a)
d(x) =0 auf T(0). (6.10b)

Die berechneten Lsungen sind in Abbildung dargestellt. Auch im Fall b)
der glatten nichtkonvexen Ausgangskurve kommt es jetzt zum Entstehen von
Ecken im inneren Teilgebiet. In den numerischen Rechnungen wird stets ein
asymptotisch mit der Gitterweite  linear fallender L2-Fehler beobachtet, siehe
Abbildung E.TH Der wichtige Unterschied gegeniiber Abschnitte3Tlist, daf fiir
die Fast-Marching-Methode keine CFL-Bedingung zu erfiillen ist.

0.04f
0.02 X
002[ _,
0.01 0.01
0.005
. 0.005
a) Kreis
—— b) Ki Krei
) Viereek o) Viereok
3 4 5 6 7 3 4 5 6 7

Abbildung 6.15: L?-Fehlerasymptotik bei Gitterverfeinerung. Im rechten Bild
wurde die Grenzkurve I'(0) nicht durch eine Abstandsfunktion beschrieben. Die
gestrichelten Linien beziehen sich auf die Nutzung der Symmetriebedingung.
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Abbildung 6.16: Darstellung der Losungsabhédngigkeiten bei symmetrischer
Randbedingung im konkaven und konvexen Fall.

Symmetrische Randbedingungen

Das in angegebene Verfahren gewdhrleistet die Vertrédglichkeit mit sym-
metrischen Randbedingungen. Im Fall von am Gebietsrand 0( lokal konkaven
Grenzflachen oder Hohenmengen wiére bei Spiegelung der umliegenden Ele-
mente zur Berechnung der Losung in einem Randknoten das Maximum tiber
jeweils paarweise gleiche, elementweise bestimmte Losungswerte zu bilden. Da-
gegen wird im lokal konvexen Fall durch die Aufwind-Approximation des Gra-
dienten kein Element ausgewihlt, aus dem die Losung des jeweiligen Randkno-
tens bestimmt wird. Stattdessen mufs die Losung entlang der Randkante aus der
Differentialgleichung (@I0al) bestimmt werden, sieche Abbildunge.T6

Fortsetzung von Oberfldchengrofsen ins Volumen

Der Bedarf, auf Flichen definite Grofien in das Volumen fortzusetzen, ist durch
das in AbschnittEEZlangegebene Verfahren begriindet, mit dem im instationdren
Fall ein Entarten des Level-Sets verhindert werden soll. Dazu wird in jedem Zeit-
schritt simultan mit der Berechnung einer temporadren Abstandsfunktion ®* die
Grenzflichengeschwindigkeit gemdB der Bedingung (VV, V®*) = 0 aus @IT)
fortgesetzt. Als Testfall wird hier ein Geschwindigkeitsfeld V untersucht, das
einen konvektiven Transport der Grenzfliache I' in Richtung eines Einheitsvek-
tors p € R? bewirkt. Dabei ist nun die Normalgeschwindigkeit V der Level-Sets
anders als bisher in diesem Abschnitt und in Abschittle3TInicht értlich konstant.
Stattdessen hat sie die Form
V=uw (np),

womit sich die Level-Set-Gleichung ®; — V ||[V®|| = 0 in eine lineare Konvek-
tionsgleichung ®; + (V®, w) = 0 umformen liBt, bei der dann wiederum das

Geschwindigkeitsfeld w = wqp ortlich konstant ist.
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a)

Abbildung 6.17: Farbliche Darstellung des Normalgeschwindigkeitsfeldes V'
zum Transport der griin angegebenen Kurven I in (1,1)-Richtung und quali-
tative Darstellung der Normalenrichtungen.
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Abbildung 6.18: L?(Q2)-Fehler von V tiber der Anzahl der Gitterverfeinerungen.
Die gestrichelten Linien stehen fiir die Einschrankung auf den Auflenraum Q.

Bei den numerischen Tests dieses Abschnitts wurde auch eine entsprechen-
de Fortsetzung mit p = (1,1) durchgefiihrt, siehe Abbildung B&I8 Der L*(Q)-
Fehler der fortgesetzten Geschwindigkeit V nimmt gemaf Abbildung bei
Verfeinerung des Gitters nur sehr langsam ab. Es ist aber zu beachten, dafs dort,
wo die Level-Set-Funktion Knicke aufweist, die Normalen aus verschiedenen
Richtungen aufeinandertreffen und daher die Fortsetzung nur in einem Abstand
der Groflenordnung / von diesen Knicken sinnvoll ist. Schrinken wir die Feh-
lerbetrachtung auf das duflere Gebiet ()~ ein, so verbessert sich die Konvergen-
zordnung Fall a), in dem die Level-Set-Funktion dann glatt ist, auf 1. Das ent-
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spricht der Fehlerordnung, mit der die Abstandsfunktion berechnet wird. Die
verbleibenden Knicke der Level-Sets in ()~ erlauben im Fall b) nur eine Verbes-
serung der Fehlerordnung auf 3/4, siche Abbildung .18

Bei einem Beispiel mit einer vorstehenden Ecke der Grenzflache, so wie in
Abbildunge.T4lc), ist keine Konvergenz von V festzustellen. Diese ist auch nicht
zu erwarten, da eine Ecke bei jeder Gitterauflosung i mit einer gleichbleibenden
Anzahl von Knoten und Elementen dargestellt wird und die dabei gemachten
Fehler auf ein von /1 unabhédngiges Gebiet wirken.

6.3.3 Geometrieberechnung

Aus den Knotenwerten der Level-Set-Funktion ldfsit sich die Normale n leicht
elementweise rekonstruieren, was aber auf den Gitterkanten nicht eindeutig ist
und wobei keine hohere Approximationsordnung erreicht wird. Die Kriimmung
x 1afit sich dagegen auf unstrukturierten simplizialen Gittern nicht in vergleich-
bar einfacher Weise rekonstruieren.

Um numerisch die geometrischen Grofsen n und « in einem beliebigen
Punkt (x*,y*) € Q C R? zu bestimmen, wird das Level-Set ® lokal durch

P(x* +xy" +y) =D (x,y)
= Co+§1x+é’2y+§3x2 +C4xy+é5y2 (+--4) (6.11)

approximiert. Durch diesen verschobenen Ansatz ist ®(x*,y*) ~ ®*(0,0). Die
Koeffizienten ¢; werden mit dem Verfahren gewichteter kleinster Fehlerquadrate
festgelegt. Dazu benétigen wir eine gewisse Menge von Approximationspunk-
ten {(xn, y»)} und die zugehorigen Knotenwerte {®, = ®(x* + x,,, x* + yp) }.
Die Minimierungsaufgabe

2
Zw(xn,yn) ((I)n - q)*(xn,yn)) — r%in
n i
mit geeigneten Gewichten w(x,, y,) fiihrt dann auf ein lineares Gleichungssy-
stem A¢ = b fiir die Koeffizienten ¢; mit den Eintragen

Ali k| = Zw(xn/.‘/n) @i (X, Yn) @k (Xn, Yn) ,
bli] = Zw(xn/.‘/n) ®i(Xn, Yn) P,

wobei mit ¢; die entsprechend zum Koeffizienten ¢; gehdrende Ansatzfunktion
aus (IT) gemeint ist. Die Gewichte w(x,, y,) sollen den Einfluf weiter entfern-
ter Punkte auf die Rekonstruktion abschwichen. Eine geeignete Wahl fiir das
Gewicht ist .

w(xn,yn) = m .
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Abbildung 6.19: Links: Glatte Level-Set-Funktion nach @I2) mit Hohenlinien
und Grenzflache in griin. Rechts: Qualitative Darstellung von Kriimmung und
Normalenrichtungen.

Fiir die Normale und die Kriimmung im Punkt (x*,y*) erhalten wir mit @IT)
aus dem Ansatz @TIT) fiir ©* als Néiherun£

(¢1,82) ~ 2‘:3 ¢262 — 48182 + 05 5151'

n(aty) B8l e
J2ra

Numerische Tests

Die geschilderte Rekonstruktion der geometrischen Grofien nimmt keine Riick-

sicht auf eventuelle Knicke der Level-Set-Funktion. Dort wére eine spezielle, Os-

zillationen vermeidende, einseitige Rekonstruktion notig. Entsprechend sollte

auch bei symmetrischen Randbedingungen, bei denen die Level-Set-Funktion

nicht glatt tiber den Rand fortsetzbar sein muf3, eine einseitige Rekonstruktion

vorgenommen werden, die dann dem normalen Vorgehen im Gebiet entspricht.
In einem ersten Test wird die glatte Level-Set-Funktion

®(x,y) := —y — sin®(x) — sin?(y) (6.12)

benutzt, siehe Abbildung Die numerische Rechnung zeigt geméfl Abbil-
dungBZT] eine quadratische Konvergenz fiir die Normalen und lineare Konver-
genz fiir die Kriimmung. Es wurden dabei jeweils bis zu 14 Knotenpunkte aus

8. Da die Normale und Kriimmung durch die Ableitungen von ®* im Nullpunkt bestimmt wer-
den, dndern weitere polynomiale Anteile im Ansatz @IT) offensichtlich diese Berechnungsvorschrift
nicht. Ein solcher erweiterter Ansatz wird aber im allgemeinen auf andere Koeffizienten ¢; fithren.
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Abbildung 6.20: Qualitative Darstellung von Kriimmung und Normalenrich-
tungen der jeweiligen Abstandsfunktion zur griinen Kurve, vergleiche Abb.ET14

einer Umgebung um (x*,y*) mit Radius von 4 mal der lokalen Gitterweite h
benutzt. Zusitzlich wurden die Abstandsfunktionen der vorherigen Abschnitte
E3Tund fiir weitere Tests benutzt, sieche Abbildung Dabei weist ins-
besondere die Kriimmung an den Knicken der Level-Set-Funktionen so starke
Singularititen auf, da8 nur noch eine lokale Untersuchung der L?-Fehler sinn-
voll ist.

------------- —— a) Kreis
__________ — b) Kreuz
1 — Glatt
0.1
001t Nh H
~H
3 4 5 6 7

Abbildung 6.21: Fehlerasymptotik bei Gitterverfeinerung: Fiir die Normalen ist
die L2(Q)-Norm des Betrags der Differenz zur exakten Normalen dargestellt,
der L?(Q)-Fehler der Kriimmung ist mit gestrichelten Linien angegeben.



6.4. IMPLEMENTIERUNG DER LEVEL-SET-VERFAHREN

6.4 Implementierung der Level-Set-Verfahren

Fiir den Fall der Level-Set-Gleichung ist in Anhang [AZ der konkrete Algorith-
mus [®*, w*] = LS_Assemble (®,V,q) zur Bestimmung der numerischen Ha-
milton-Funktion gemaB @) angegeben. Damit wird das zweistufige Verfahren

@) formuliert als
[@*, w*] = LS_Assemble (Cb(n), V(”),q(”)) ,
o}
¥, — o 7L
] w]*

[@*, w*] = LS_Assemble (‘{’ : V(ﬂ)/q(”)) ,

(o}
) _ 1o @\ T
@] *2((1’1' *TJ) 2w

Zur Umsetzung als NumProc-Klasse in ug wird eine Datenstruktur definiert:

typedef struct NP_LS {

fur alle Knoten j,

fiir alle Knoten j.

NP_BASE base; /* inherits base class
/* data */
VECDATA_DESC *1s; /* level —set vector
VECDATA_DESC *V; /* speed
VECDATA_DESC *q; /* source term
VECDATA_DESC *tmp [3]; /* temporary vectors
DOUBLE timestep; /* timestep width
/* functions */
INT (*PreProcess) <Parameter> ); /* PreProcess
INT (*LS_Assemble) (<Parameter> ) ; /* Discretization
INT (#Integration) (<Parameter> ); /* Time integration
INT (xPostProcess) (<Parameter> ) ; /* PostProcess
};

121

*/

*/
*/
*/
*/
*/

*/
*/
*/
*/

In der PreProcess-Funktion mufl die CFL-Bedingung gepriift werden. Die ma-

ximale zuldssige Zeitschrittweite ist

minre7 It
TCFL = 7‘/ ’
maXre7 VT

wobei ht die minimale Kantenldnge des Elements T und Vr die auf diesem ge-

mittelte Geschwindigkeit ist.

Adaptivitdt und Mehrgitterkonsistenz

Abbildung zeigt exemplarisch eine adaptive Mehrgitter-Verfeinerung. Da-
bei wird an einigen Elementen eine reguldre bzw. ,rote” Verfeinerung vorge-
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Abbildung 6.22: Einem Knoten auf dem Rand des Gitters auf htherem Level
fehlen bei adaptiver Mehrgitter-Verfeinerung angrenzende Elemente oder Nach-
barknoten.

nommen, die die minimalen und maximalen Winkel des Gitters unverandert
1aBt. Um hédngende Knoten im Gitter zu verhindern, miissen weitere Elemen-
te irreguldr bzw. ,griin” verfeinert werden. Ein Streifen von zwei Elementen
Breite wird dann noch auf den hoheren Gitter-Level kopiert. Dies sind ,,gelbe”
Elemente. Das Oberfldchengitter besteht aus allen in einer Draufsicht von oben
sichtbaren Elementen und Knoten.

In jedem Gitterknoten muf bei der Diskretisierung des Level-Set-Verfah-
rens die numerische Hamilton-Funktion aus den Beitrdgen aller umliegenden
Elemente des Oberfldchengitters zusammengesetzt werden. Den Knoten auf dem
Rand eines verfeinerten Gitters fehlen allerdings gegebenenfalls einige der um-
liegenden Elemente des niedrigeren Gitter-Levels, wie in Abbildung B2 zu se-
hen ist. Die ug-Datenstruktur ELEMENT besitzt zwar eine Kennzeichnung von
Randelementen, mit Verweisen auf die Gebietsbeschreibung, es sind damit aber
keine Rénder der Verfeinerung im Inneren des Gebiets gemeint. Um das Level-
Set-Verfahren konsistent auf allen Gittern auszufiihren, sind jeweils die Liste al-
ler umliegenden Elemente zu priifen und gegebenenfalls die Beitrdge zur nu-
merischen Hamilton-Funktion auf den hoheren Level zu kopieren. Da es in ug
keinen direkten Verweis von Knoten auf umliegende Elemente gibt, siehe Abbil-
dunglk?] kann, wie in AbschnitteIlerwéhnt, die ug-Datenstruktur ELEMENTLIST
benutzt werden.Dann ist bei der format-Vereinbarung der benétigte Speicher-
platz in den Knoten vorzusehen.

Fiir die Gitteradaption wurde in den numerischen Tests ein einfaches Ver-
feinerungskriterium verwendet: Ist der mit der Level-Set-Funktion verbundene
Abstand eines Elements zur Grenzfldche kleiner als ein bestimmtes Vielfaches
der minimalen Kantenlidnge des Elements, so wird dieses verfeinert. Dabei ist
zu beachten, daf die Grenzfldche stets auf dem feinsten Gitter-Level liegt und
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Abbildung 6.23: Gitteradaption und Grenzfliche zum Anfangs- und Endzeit-
punkt der Rechnung von Abb. BTl bei Verwendung eines unstrukturierten Ba-
sisgitters.

die Verfeinerungen und Vergroberungen nur in einer gewissen Entfernung da-
von vorgenommen werden. Nach einem Adaptionsschritt ist es zweckmaBig, die
Grenzflicheninformation durch eine Reinitialisierung mit der Abstandsfunktion
in das Volumen zu transportieren. In Abbildunge23ist die Anpassung des Git-
ters tiber den Verlauf einer Rechnung dargestellt.

Fast-Marching-Verfahren

Die Grundlage fiir das Fast-Marching-Verfahren bilden schnelle Sortierverfah-
ren in einem bindren Baum [Knu97]. Bei der Implementation mit ug ist dazu eine
neue Datenstruktur BINTREE einzufiihren, fiir die zwei Funktionen zu realisieren
sind: Nach dem Entfernen des Knotens an der Wurzel des bindren Baumes muf3
jeweils von unten der Knoten mit dem geringeren Abstand zur Grenzfldche eine
Stufe nachriicken, und nach der Aktualisierung des berechneten Losungswer-
tes eines Knotens im Baum oder nach Hinzuftigen eines neuen Knotens in den
Baum muf die Sortierung nach oben hin tiberpriift und gegebenenfalls durch
Vertauschen wiederhergestellt werden.

Zur Aktualisierung des Losungswertes in einem Knoten muf3 die Eikonal-
gleichung in allen umliegenden Elementen gelost werden. Dazu ist es zweck-
maéfig, die ug-Datenstruktur ELEMENTLIST zu benutzen, die von ug an den data-
Zeiger der NODE-Datenstruktur angebunden wird. Nach der Aktualisierung des
Losungswertes wird dann ein Verweis von dem Knoten auf das zugehorige Ob-
jekt im bindren Baum benoétigt. Daneben ist auch bei der Fast-Marching-Methode
auf adaptiven Mehrgittern die Konsistenz {iber alle Gitter sicherzustellen. Dafiir
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ist es niitzlich, fiir jeden Knoten N eine Liste anzulegen mit allen Knoten auf
diesem oder groberen Gitterleveln, die den Knoten N oder seinen Sohn-Knoten
als Nachbarn haben. Analog zu der ug-Datenstruktur ELEMENTLIST wird dazu
die neue Datenstruktur NBLIST definiert. Mit der weiteren neuen Datenstruk-
tur LSDATA werden alle Verweise von den Knoten zusammengefafit. Dabei wird
ELEMENTLIST so erweitert, dafd eine Nutzung in den Level-Set-Verfahren moglich
ist.

struct nblist{ typedef struct LSDATA{
NODE *nb ; ELEMENTLIST list;
struct nblist *next; NBLIST *nbl ;
}; BINTREE *bt ;
typedef struct nblist NBLIST; };

Der wesentliche Anwendungszweck des Fast-Marching-Verfahrens in die-
ser Arbeit besteht in der Berechnung temporarer Abstandsfunktionen und der
Fortsetzung der Grenzflichen-Geschwindigkeit. Daher wird bei der Definition
der Datenstruktur einer neuen NumProc-Klasse NP_FM fiir das Fast-Marching-
Verfahren davon ausgegangen, dafd die Grenzfliche durch Knotenwerte einer
Level-Set-Funktion beschrieben wird. Alternativ konnte eine Parametrisierung
der Grenzfliche den Koeffizientenfunktionen des Randwertproblems zugeor-
dent und das Startband mit einer fiir diesen Zweck angepafsten InitBand-Funk-
tion erzeugt werden.

typedef struct NP_FM {

NP_BASE base; /* inherits base class x/
/*x data */

VECDATA_DESC *X ; /* solution vector */

VECDATA_DESC *1s; /* level —set vector */

VECDATA_DESC *V; /* extension vector (speed) */

BINTREE *bintree; /* binary tree */

INT sign; /* inner /outer domain (1/—1) =/
/* functions */

INT (xPreProcess) <Parameter> ); /*pre processing */

INT (*InitBand) ( <Parameter> ) ; /* initialises Band */

INT (xExtension) (  <Parameter> ); /*from interf to volume x/

INT (¥PostProcess) (<Parameter> ) ; /*post processing */

¥

Geometrieberechnung

Im Rahmen der Bestimmung der Normalenrichtung und der Kriimmung sind
fiir die lokale Rekonstruktion des Level-Sets Gitterknoten des Oberfldchengit-
ters als Approximationspunkte aus einer Umgebung um den jeweiligen Aus-
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wertungspunkt zu suchen. Auf einem unstrukturierten Gitter ist das gleichbe-
deutend damit, lokal Abstandsfunktionen zu einem solchen Auswertungspunkt
der Rekonstruktion zu berechnen. Der NumProc NP_FM fiir das Fast-Marching-
Verfahren kann zu diesem Zweck angepafit werden. Es wird in diesem Zusam-
menhang prinzipell nur in einem AufSenbereich gerechnet, und der Abstand lafst
sich in jedem Knoten explizit und endgiiltig bestimmen. Bei Erreichen einer ge-
wissen Anzahl von Knotenpunkten oder eines gewissen Abstandes vom Aus-
wertungspunkt kann die Berechnung abgebrochen werden. Fiir die wiederholte
Anwendung in verschiedenen Punkten wird aus diesen Griinden ein separater
Schritt zur Initialisierung aller Knoten mit dem Wert —co vorgesehen und wer-
den die wihrend der Berechnung nur in wenigen Knoten in der Nahe des Aus-
wertungspunktes vorgenommenen Anderungen jeweils im nachhinein wieder
zuriickgenommen.

P A

Abbildung 6.24: Besetzung des Startbandes mit dem jeweiligen Abstand d zum
Auswertungspunkt bei der Geometrieberechnung.
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Kapitel 7

Instationare Simulation dendritischen Wachstums

Ziel dieser Arbeit ist, bei der Simulation des dendritischen Kristallwachstums
die Phasengrenze als scharfe Grenzfldche beizubehalten, weshalb keine Appro-
ximation des mathematischen Modells im Sinne einer Phasenfeld-Methode vor-
genommen wird und somit die Grenzflachengeschwindigkeit V explizit im ma-
thematischen Modell auftaucht. Da ein rein diffusionsbegrenztes Wachstum an-
genommen wird, d.h. der kinetische Koeffizient ist § = 0, kann die Grenzfla-
chenbewegung nicht wie z.B. in oder [[Fri04] in Form eines Kriimmungs-
flusses durch die Gibbs-Thomson-Beziehung Z37) beschrieben werden, und die
Geschwindigkeit V' 14fst sich nicht aus dem numerischen Algorithmus eliminie-
ren, sondern mufs explizit aus dem Sprung der einseitigen Temperaturgradien-
ten an der Phasengrenze gemaf der Stefan-Bedingung @.39D)) bestimmt werden.
Gegen die Verwendung von Front-Tracking- und Segment-Projektions-Ver-
fahren spricht der Wunsch, die Methoden einfach auf den dreidimensionalen
Fall tibertragen zu konnen. Als Konsequenz dieser Rahmenbedingungen ist das
mathematische Modell @Z39) mit einer Level-Set-Formulierung der Grenzfla-
chenbewegung zu konkretisieren und zu ergdnzen. Das Level-Set muf8 dabei

O =V |V in[0,t"] x Q, (7.1a)
0=(VV, V) in Q, fiir jedes t € [0, ] (7.1b)

mit geeigneten Anfangsbedingungen erfiillen. Die Festlegung (ZIB) dient dazu,
eine Unbestimmtheit der Geschwindigkeit V im Volumen zu beseitigen.

Die Tempeatur ¢ kann allerdings nicht in gleicher Weise in dem festen, zeit-
lich unverédnderlichen Gebiet () berechnet werden. Die Stefan-Bedingung kann
zwar zu einem solchen Zweck stets wie in Z34) durch einen singuldren Quell-
term in der Differentialgleichung berticksichtigt werden, bei verschwindendem
kinetischen Koeffizienten gibt es aber keine Moglichkeit, zusitzlich die Gibbs-
Thomson-Beziehung einzubeziehen. Von daher wird die Grenzfldche T'(t) nicht

127
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aus dem Modell eliminiert, ist aber nur noch eine aus der Losungskomponente
P abgeleitete Grofle. Es wird insgesamt ein Losungspaar (¢, ®) von (ZI) und

% = DAS in Q\T(t), t € [0,¢] (7.2a)
Slp=U—dx  aufT(t)={xcQ|d(tx)=0}, te[0t], (7.2b)
Vip=D[3,8] aufl(t)={xeQ|d(tx) =0}, tel0t], (7.2¢)

mit geeigneten Anfangsbedingungen und Vorgaben fiir das Verhalten von ¢ im
Fernfeld des Kristalls gesucht.

Bei der ortlichen Diskretisierung des Systems (ZI) und (Z2) werden Fi-
nite Elemente auf einem gegebenenfalls unstrukturierten Gitter eingesetzt. Im
Hinblick auf eine effiziente Berechnung wird eine adaptive Mehrgitterhierarchie
benutzt, wodurch wiederum nahegelegt wird, fiir das Temperaturfeld das in Ka-
pitelBlvorgestellte Verfahren zur Diskretisierung von (Z2al) zusammen mit (Z2b)
einzusetzen. Nach einer Diskretisierung beziiglich der Zeit erhalten wir als Al-
gorithmus fiir einen Zeitschritt:

Gegeben seien zum Zeitpunkt f,;: (ID("), 8 und V(1)

o Zeitschritt @ — & +1): Level-Set-Gleichung mit V().
Liefert neue Phasengrenze I'(t, 1), sieche Abschnitt31l

e Dirichlet-Randwerte & |, )t Aus ®("+1) Normale und
Kriimmung berechnen, siche Abschnitt633

o Zeitschritt 8(") — #(*+1): FEM-Diskretisierung der Warme-
leitung mit Dirichlet-Bedingung im Elementinneren, siehe
Abschnitt B3

e Bestimmen von V |1 : Rekonstruktion des Sprungs in der
Normalableitung von 9 +1) siehe Abschnitt[ZZ1l

e Fortsetzen zu V("1 auf ) siehe AbschnittE32

7.1 Bestimmung und Fortsetzung der Geschwindigkeit

Das in Abschnitt dargestellte Verfahren zur Fortsetzung von Oberflidchen-
groflen in das Volumen arbeitet ausschliefSlich auf Gitterknoten. Da mit dem ein-
gesetzten Verfahren fiir die Diskretisierung der Warmeleitung die Grenzflache
nicht entlang der Gitterkanten verlduft, ist hier ein dreistufiges Vorgehen notig:
Zuerst wird die Differenz der einseitigen Normalableitungen des Temperaturfel-
des in Schnittpunkten von Gitter und Grenzfliche bestimmt, dann erfolgt eine
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Abbildung 7.1: Einseitiges Startband zur Bestimmung der einseitigen Tempe-
raturgradienten, vergleiche dagegen Abb. Links: Startband fiir einen Git-
terknoten, der als auf der Grenzflache liegend angenommen wird. Rechts: Start-
band um markierten Schnittpunkt von Gitter und Grenzfldche.

Interpolation auf die Gitterknoten in einem engen Band um die Grenzflache und
zuletzt die Fortsetzung auf alle Gitterknoten im Volumen.

Bei der Rekonstruktion der Temperaturgradienten in Schnittpunkten von
Gitter und Grenzflache sollen neben den Knotenwerten aus der jeweiligen Um-
gebung die vorgegebenen Randwerte aus der Gibbs-Thomson-Beziehung ein-
fliefsen. Dabei ist zu beachten, daf$ die stirksten Anderungen des Temperatur-
feldes unmittelbar an der Grenzfldche auftreten. Aus diesem Grund liefSe sich
der Gradient ausschlieSlich aus dem jeweils geschnittenen Element berechnen.
Dies wire aber nur von geringer Fehlerordnung und wiirde numerisch instabil,
wenn Teilelemente sehr klein sind. Stattdessen wird hier eine Approximation
der Temperatur mit Hilfe gewichteter kleinster Fehlerquadrate vorgenommen.
Zuerst wird die Normalenrichtung n wie in Abschnitt aus beiden Teilge-
bieten rekonstruiert. Dann sind fiir die Rekonstruktion der Temperatur einseitig

NN
NN
Abbildung 7.2: Links: Ausschnitt eines Startbandes zur Fortsetzung der Ge-

schwindigkeit V. Rechts: Sonderfall, bei dem Informationen tiber V nicht aus
einem im Gitterknoten enthaltenden Element kommen.
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— Kreis, Vaufl
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Abbildung 7.3: Links: L®(T')-Fehler der Geschwindigkeit V und gestrichelt
der L?(Q)-Fehler bei Gitterverfeinerungen. Rechts: Fortgesetzte Geschwindig-
keit fiir den Ivantsov-Nadelkristall.

in dem jeweiligen Teilgebiet Nachbarknoten als Stiitzstellen der Approximation
zu suchen, wobei deren Abstand zum Auswertungspunkt auf der Grenzflache
noch mit der Abweichung gegeniiber der Normalenrichtung gewichtet wird.

Die Fortsetzung der Geschwindigkeit V erfolgt simultan zur Berechnung
einer temporédren Abstandsfunktion beziiglich der Grenzfliche gemaft @TT) aus
Abschnitt 4] bzw. wie in Abschnitt geschildert. Die Geschwindigkeit V
wird auf der Grenzfliche elementweise linear aus den Werten in den Schnitt-
punkten mit den Gitterkanten interpoliert. In jedem Gitterknoten des Startban-
des ist fiir die Geschwindigkeit V der Wert des normal auf die Grenzflache pro-
jizierten Punktes zu benutzen, siehe Abbildung Ein hochfrequentes Fehler-
rauschen der Grenzflachengeschwindigkeit wird noch durch einige Glattungs-
schritte reduziert.

Zum Test des geschilderten Verfahrens wurden zwei Beispielfille unter-
sucht: das stationdre Problem aus Abschnitt Bl mit der kreisférmigen Grenz-
fliche und der Losung (EI3) sowie das instationdre Problem aus Abschnitt
mit einer vorgegebenen gleichformig bewegten Parabel als Grenzfldche und ei-
ner der Ivantsov-Losung aus AbschnittBlentsprechenden exakten Losung. Das
Verhalten der numerischen Fehler bei Gitterverfeinerung ist in Abbildung an-
gegeben. Wir sehen ein mit der Gitterweite leicht besser als lineares Abklingen
der Fehler.



7.2. NUMERISCHE ERGEBNISSE 131

7.2 Numerische Ergebnisse

Die Parameter wurden wie in Abschnitt B8 gewihlt: die dimensionslose Unter-
kithlung sei i/ = 0.405565, was bei einem isotermen Ivantsov-Kristall einer zuge-
horigen Péclet-Zahl von p =~ 0.1 entspricht. Mit der Wahl von £ = 0.075 bestimmt
gemiB (B9) die Selektionstheorie o ~ 0.0256. Nach der Festlegung der weiteren
Parameter als D = 0.75 und d, = 0.0025 erhalten wir fiir die Kristallspitze aus
(B3 den Radius R ~ 0.976859 und die Geschwindigkeit V};,, ~ 0.153553.

Auf dem kiinstlichen Rand des Rechengebiets im Fernfeld des Kristalls
wurde die konstante Temperatur ¢ = 0 vorgegeben. Damit der Einfluf§ dieser
Randbedingung auf die wachsende Kristallspitze gering bleibt, sollte der Rand
zumindest 2.5 Diffusionsldngen von der Spitze entfernt sein; bei feiner Auflo-
sung der Kristallspitze werden Abstinde in der Groflenordnung von 5 Diffu-
sionsldngen benotigt, vergleiche und Abbildung aus Abschnitt B3
Die Diffusionsldnge betrégt hier L = 2D /V;;, & 9.77. Das Rechengebiet wurde
so grofs gewdhlt, dal ein Wachstum der Hauptarme um das hundertfache des
Spitzenradius R moglich ist. Die zeitliche Entwicklung des simulierten dendriti-
schen Kristalls ist in Abbildung[ZZ4ldargestellt. Abbildung[Z3 zeigt Momentauf-
nahmen des berechneten Temperaturfeldes.

Da keine exakten Startwerte bekannt sind, die mit einem selbstiahnlichen
Losungsverlauf vertraglich waren, wurde eine Funktion 4. Ordnung mit Kriim-
mungsradius R an der Spitze als Grenzfldche vorgegeben, die sich an den Sym-
metrieachsen glatt fortsetzen 1dBt. Das Temperaturfeld zum Startzeitpunkt wur-
de durch Rechnung einer Anzahl von Zeitschritten der Warmeleitung bei dabei

0 50 100

20 t

=20 [

Abbildung 7.4: Wachstum eines Hauptarms: Uberlagerung der Grenzflache zu
dquidistanten Zeitpunkten. Gezeigt ist der relevante Ausschnitt des Rechenge-
biets. Die Ausgangsflache ist griin dargestellt, die Symmetrieachsen gepunktet.
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e) f)

Abbildung 7.5: Temperaturfeld und Grenzfliche eines wachsenden dendriti-
schen Kiristalls zu verschiedenen dquidistanten Zeitpunkten.
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Abbildung 7.6: Oben: Wachstum eines Hauptarms bei alternativen Startwerten.
Unten: Vergleich der resultierenden Dendritenform (griin) mit der aus Abb. [Z4

(grau).

vorgegebener Grenzflachenbewegung bestimmt. Die Symmetriebedingung wur-
de nicht entlang der Achsen der Hauptarme angewendet, wo die starkste Bewe-
gung der Grenzfldche stattfindet, denn dies fithrte zu einem Aufspalten der Kri-
stallspitze unmittelbar nach Simulationsbeginn. Stattdessen wurde ein vollstan-
diger Hauptarm berechnet. Als ein typisches Verhalten war bei den Rechnungen
stets zuerst ein Verlassen der vorgegebenen Kristallform mit einem Aufspalten
der Spitze und Ausbilden von Seitenarmen zu beobachten, und erst danach bil-
dete sich ein neuer stabiler Wachstumszustand heraus. Dies schwécht die Bedeu-
tung der Anfangswerte fiir die Resultate der Simulation ab. Die Ergebnisse einer
Rechnung mit einer alternativen Ausgangsgrenzfldche sind in Abbildung[Z@an-
gegeben. Die Lange des Dendriten und die wesentliche Seitenarmstruktur stim-
men in beiden Rechnungen {iiberein, allerdings sind die eher unerwiinschten, in
diagonaler Richtung wachsenden Seitenarme am Schaft, die vom anfanglichen
Aufspalten der Spitze stammen, im zweiten Fall deutlich geringer ausgepragt.
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Einflufs ortlicher und zeitlicher Gitterweiten

Bei der direkten numerischen Simulation von Dendriten mit scharfer Grenzfla-
che ist die Seitenarmstruktur in der Regel von den Gitterweiten abhédngig. Dem-
gegentiiber unterdriickt die Phasenfeld-Methode mit feineren Gittern das Entste-
hen von Seitenarmen, sofern nicht ein kontrolliertes Rauschen zugefiihrt wird
[KR99].

Es werden als nachstes die Ergebnisse von Rechnungen mit verschiede-
nen Orts- und Zeitschrittweiten verglichen. Nach Abbildung [Z7 ist mit feiner
werdender oOrtlicher Gitterweite /i eine Zunahme der Wachstumsgeschwindig-
keit V;, zu beobachten. Demgegentiber fithrt nach Abbildung [Z8 eine grébere
Zeitschrittweite T zu einer Zunahme der Geschwindigkeit V;;,. Aus den beiden
Abbildungen lafit sich entnehmen, daf8 mit kleiner werdender CFL-Zahl fiir die
Diskretisierung der Level-Set-Gleichung der Grenzflichenbewegung, also bei im
Verhaltnis groBerer Gitterweite /1 oder kleiner Zeitschrittweite 7, die Dendriten-
form glatter wird, die Seitenarme weniger stark ausgeprégt sind.
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Abbildung 7.7: Einfluf8 der Gitterweite auf die resultierende Dendritenform
(griin): Oben Vergleich mit der Form aus Abb. [Z4] (grau) bei groberer ortlicher
Gitterweite &, und unten bei feinerer Gitterweite h.
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Abbildung 7.8: Vergleich der resultierenden Dendritenform (griin) mit der aus
Abb.[Z4(grau) bei Rechnung mit halbierter Zeitschrittweite 7.

Fiir Abbildung[ZIwurde in der numerischen Simulation ein weiterer ver-
feinerter Gitterlevel hinzugenommen und entsprechend die Zeitschrittweite T ~
h? reduziert. Der Vergleich mit der zu Abbildung [Z2l gehérenden Rechnung ist
hier schwieriger, da sich hier die Kristallspitze mit der Zeit aufweitet und ver-
langsamt. Bei einer geringeren Gitterweite ist in diesem Fall die CFL-Zahl eben-
falls geringer.
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Abbildung 7.9: Vergleich der resultierenden Dendritenform (griin) mit der aus
Abb. [Z4 (grau) bei Hinzunahme einer weiteren Verfeinerungsstufe des Gitters
und entsprechend T ~ h? verkiirzter Zeitschrittweite.
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Qualitative und quantitative Auswertung

Der Abstand der Kristallspitze zum ersten Seitenarm, dessen Lange mindestens
dem Radius R der Spitze enspricht, wird mit D; bezeichnet. Weiter sei D der Ab-
stand bis zum ersten Auftreten einer Vergroberung, d.h. bis zum ersten Seiten-
arm, dessen Lange geringer ist als die des vorherigen. Nach Auswertung experi-
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menteller Daten wurde in die Unabhingigkeit dieser Grofien D und
D, von der Unterkiihlung festgestellt, sofern sie auf den Radius R bezogen wer-
den. Bei verschwindendem Gravitationseinfluf ist demnach D; = (11.8 £1.7)R
und D, = (30.2 £+ 6.9)R. Wie in Abbildung[ZI0 zu sehen ist, geben die Simula-
tionsergebnisse diese qualitativen Eigenschaften dendritischer Kristalle wieder.
Im Zuge der Vergroberung der Seitenarme kann es zu einem Zuriickschmelzen
von Seitenarmen kommen. Auch ein solches Verhalten wird durch die Rechnun-
gen wiedergegeben, wie in Abbildung[Z.§zu erkennen ist.
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Abbildung 7.10: Abstand D; von der Kristallspitze zum ersten Seitenarm und
Abstand D, zum ersten Auftreten von Vergroberung.

Fiir eine quantitative Auswertung der Simulationsergebnisse wurde die
Kristallspitze durch eine Parabel approximiert. Dabei gibt es 4 freie Parameter:
die Koordinaten xy und y des Scheitelpunktes, den Kriimmungsradius R;, der
Parabel am Scheitelpunkt sowie ihren Offnungswinkel ¢ gegeniiber einer Be-
zugsrichtung. Die Minimierung der gewichteten Fehlerquadrate fiihrt auf ein
nichtlineares System, das mit dem Newton-Verfahren gelost wurde. Geméfs Ab-
bildung [ZT11 148t sich ein gleichférmiges Wachstum des Dendriten feststellen,
aber die Geschwindigkeit V), der Kristallspitze liegt zu niedrig, ebenso die aus
den rekonstruierten Groflen Ry, und Vj, berechnete Péclet-Zahl pj,.

Bei Variation der Unterkiihlung, genauer der damit verbundenen Peclet-
Zahl p, ist gemaB Abbildung[ZT2nicht der nach der Theorie zu erwartende qua-
dratische Verlauf der Geschwindigkeit V), festzustellen. Bei Variation der Aniso-

1. Im Zusammenhang mit diffusionslimitierter Aggregation (DLA) laft sich beobachten, daf3 die
Position der Seitenarme weitgehend unabhingig vom Fehlerrauschen ist, die Amplituden dabei al-
lerdings mit verschwindendem Rauschen abnehmen [Kas96].
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Abbildung 7.11: Links: Die Lange des Dendritenarms wachst gleichformig.
Rechts: Rekonstruierte Werte Ry, Vj, und pj, jeweils bezogen auf die Soll-Werte
nach der Selektionstheorie MSC.
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Abbildung 7.12: Anderung von Geschwindigkeit V}, und Radius Ry, der Kristall-
spitze. Links: bei Variation der Péclet-Zahl p, rechts: bei Variation der Anisotro-
pie e.

tropie e verdndert sich die Geschwindigkeit nur in einem im Vergleich zur Se-
lektionstheorie MSC deutlich zu geringen Umfang. Das 14fit vermuten, dafs die
numerischen Stérungen und dadurch erzeugte Anisotropie zu grof$ sind.

7.3 Bewertung und Ausblick

Die Einzelkomponenten des Verfahrens zur instationdren Simulation dendriti-
schen Wachstums wurden in den Kapiteln B und [ vorgestellt und deren Kon-
vergenz bei kleiner werdenden Diskretisierungsschritten jeweils bestatigt. Im
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Zusammenwirken der Komponenten zeigen die Simulationsergebnisse dendri-
tische Strukturen, die in der Néhe der theoretischen Vorhersagen liegen und
auch qualitative Eigenschaften der Kristalle gut wiedergeben. Trotzdem sind
die Ergebnisse aber quantitativ noch nicht zufriedenstellend, insbesondere der
stationdre Wachstumszustand von Radius R und Geschwindigkeit V;;, der Kri-

stallspitzen folgt nicht hinreichend Anderungen der Parameter p und ¢, sondern
wird zu stark durch numerische Einfliisse bestimmt.

Die erzielten Ergebnisse der Simulation dendritischen Wachstums zeigen
deutliche Auswirkungen von numerischem Rauschen und auch damit verbun-
dene Abhingigkeiten von den Diskretisierungsgittern. Wahrend Berechnungen
mit dem Phasenfeld-Ansatz dieses Rauschen gut unterdriicken kénnen, ldfst es
sich in der direkten Simulation des Modells mit scharfer Grenzfliche schwer
kontrollieren, konnte z.B. durch Mittelung verschiedener Rechnungen auf meh-
reren gegeneinander gedrehter Gitter wie in [[hI96] reduziert werden.

Als eine Moglichkeit numerisches Rauschen zu unterdriicken, kommen
Diskretisierungsmethoden hoherer Ordnung in Frage. Ein ortliches Diskretisie-
rungsverfahren hoherer Ordnung wie in Abschnitt B2 fithrte aber im instatio-
néaren Test nicht zu verringerten numerischen Fehlern, wobei zudem Fehler im
Zusammenhang der Implementierung mit ug einer adaptiven Gitterverfeine-
rung im Wege stehen. Zum Ausnutzen der optimalen Konvergenzordnung miif3-
te bei ortlicher Verfeinerung die Zeitschrittweite quadratisch oder starker mit der
Ortsschrittweite verkleinert werden, was zu zunehmend ungtinstigeren CFL-
Zahlen der Grenzflichenbewegung fiithren wiirde.

Bei ortlicher Diskretisierung mit hoherer Ordnung steigt also der Bedarf
nach Zeitschrittverfahren héherer Ordnung, beispielsweise mit zwei- oder mehr-
stufigen Runge-Kutta-artigen Verfahren. Dem steht aber der hohe Aufwand zur
korrekten Beriicksichtigung von nicht im ortlichen Gitter aufgelosten Grenzfla-
chen zu den verschiedenen Zeitpunkten entgegen.



Anhang

A.1 Parabelkoordinaten

Wir benutzen parabolische Zylinderkoordinaten, um die parabelférmige Spitze
eines Nadelkristalls durch eine Koordinatenfliache darzustellen. Diese Koordina-
ten sind in der Literatur oftmals definiert durch die Koordinatentransformation
J R xRy xR — R3, mit

(ty2)" = T@Enz) = (R, B -2, 2)

Im Kontext des Kristallwachstums ist es tiblich, aufgrund der Symmetrie beziig-
lich der y-Achse nur einen Halbraum zu betrachten. Alle vorkommenden Funk-
tionen miissen dann aber gerade in x und damit auch in ¢ sein oder aber sich
gerade in ¢ fortsetzen lassen und dabei hinreichend glatt sein. Deshalb wird hier
als Transformation definiert J : IRi x R — Ry x R?, mit

(x9,2)" = T@n2) = (RVE, 50y ) (A2)

Die zugehorige inverse Transformation ist

T
(éfﬂ,z)T:J_l(x,y,z): <\/x2+y2—y \/xz-i—yz—i-y/ z) . (A.3)

R ! R

Da wir nur ebene Probleme betrachten wollen, reicht es hier, nur die ersten bei-
den Komponenten zu beriicksichtigen. Wir benétigen die Differentialmatrix der
Koordinatentransformation

T = J_( T o) (A4)

und der inversen Transformation

I@n) = (DTEm) " = =2 (f ,f) (A5)

RE+7)
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Abbildung A.13: Parabelkoordinaten bezogen auf den Spitzenradius R = 1/2.

Die Einheitsvektoren der Parabelkoordinaten sind die normierten Gradienten
Vixy)¢ bzw. V(. ). Aus den Spalten der Differentialmatrix in (AD) konnen

wir ablesen . ;
s = W —ve) 0 = e Vi)~ (A.6)

N Vit

Die Skalarprodukte der krummlinigen mit den kartesischen Einheitsvektoren

sind
(egex) = ,/51—’7, (ez,ey) = — ﬁ, (A.7a)
_ |5 _ [
(e ex) = Ty (eg ey) = Fy (A.7b)

Um Ableitungen beztiiglich der transformierten Variablen auszudriicken, ist all-
gemein die Kettenregel zu benutzen. Es ist aber einfacher, wie in Kap.
13.2] mit metrischen Koeffizienten fiir krummlinige orthogonale Koordinatensy-
steme zu arbeiten. Die metrische Koeffizienten sind durch die Norm der Zeilen

von ([AZ) gegeben:

+

N =

5%, (A.8a)
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__R TN_R Je+n
Chtv] RCON o T

Der Gradient einer Funktion ¢ in Parabelkoordinaten ausgedrtickt ist

1 99 1 99
2 1 819
_ = + A.9b

Die Richtungsableitungen beziiglich der Einheitsvektoren berechnen sich als Ska-
larprodukt des Gradienten mit den Einheitsvektoren. Mit (A7) und (A9) folgt

2 /¢y (08 Y
0, 0 = Rity <8§ + = ) , (A.10a)
2 1 a¢ 0t
agyﬂ = Em <*€£ + 7’]%) ’ (AlOb)
2 | ¢ o8
9,0 = = s (A.10¢)
2 I 819
de, 0 = 4 (A.10d)
Die Divergenz eines Vektorfeldes © := @%e; + @, ist in Parabelkoordinaten
1 ) d
— 2 &)+ = U
dive = ;- ( 5 (m©) + 5 (2@ )) (A.11a)
S - (ﬁi (Ve+net)+ i (Ve+ 17@’7)) . (Allb)
R2(¢ +17) 9 o

Fiir den Laplace-Operator folgt aus (A9) und (ATI)
1 (9 (hyao\ o (hzdd
AY = div(V9 <—< ! >+ < >>
(Vo) = hgh,, o¢ \ hg o¢ hy o

(2 (5)+ 2 (/22
2 (gﬂ %9 99 8219)

ey (5 %t Uy

(A.12)
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A.2 Transformierte Modellgleichungen, Ivantsov-Lésung

Wir gehen hier von einem parabelférmigen Nadelkristall aus, dessen Spitze sich
mit der Geschwindigkeit V};, in positve y-Richtung bewegt. Werden die reska-
lierten Gleichungen @3) benutzt, so ist zu beachten, daf in den Transformatio-
nen auf Parabelkoordinaten R = 1 zu setzen ist. Das gleiche Ergebnis liefert @)
unter Verwendung von (AT2) und (AI0). Die Differentialgleichung ist somit

2D (a&+ 220 0%0 anr 8219) 2Vip (768_19+ 8_19)
REC ) \a¢ X5 Ty ey ) TRE )\t ey
bzw. mit Hilfe der Péclet-Zahl p = tsz/ 2D aus @2) kiirzer ausgedriickt
29 0?9 av %9 29 roLi
0= <a€+2§azé +27782,7>+2p <—§a—€+77%>. (A.13)
Randbedingungen

Die Phasengrenze ist durch die Koordinatenfldche fiir # = 1 gegeben. In der
Stefan-Bedingung (33D ist die Normalgeschwindigkeit wegen (A7)

[ 1
V= <‘/tl'pe]/’ €,7> = ‘/tl'p m , (A14)

und auf der linken Seite steht wegen (AI0)

[Danﬂ(g,l)}r - [Dagnw(g,n}r - % [Daﬂw(g,n}r

In der Gibbs-Thomson-Beziehung wird die spezielle Geometrie der ange-
nommenen parabelférmigen Grenzfliche eingesetzt. Mit der Parametrisierung

v(x) := x?/(2R) der Phasengrenze lassen sich die Normale und Kriimmung
leicht berechnen
T T
I G 2 I _Wey (A.15a)
T+ (V)2 VITE
_ ,)//I 1
= ‘' = A.15b
T+ RO+E77 )
Fiir beliebige feste Werte von # 148t sich analog im Level-Set-Kontext berechnen
T
n=ey _ VeV , (A.16a)
Vet
K = div(x,y) n \/ﬁ (A16b)

CRE
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Der Winkel « zwischen der Normalen 1 = ¢;, und der ausgezeichneten Richtung
von e, ist nach (A7) an jedem beliebigen Punkt der Phasengrenze

& = arccos ((n,e,)) = arccos <\/%) .

Dies setzen wir in die Anisotropie-Funktion A, = 1 — ecos(4a) aus Z33) ein.
Mit cos(4a) = 2cos?(2a) — 1 = 8cos*(a) — 8cos?(a) + 1 folgt

2
A€:1—£(1—8 T g 1 ):1—84—88 611

Gy (G+m)? (& +mn)?
2 _ 2
S el i/
(&+m)
Insgesamt lauten die Randbedingungen somit fiir 7 = 1

ot

—(¢,1 } =p, (A.17a)
S| -

! 60+ 1) . (A17b)

261 == (g~

Separation mit Produktansatz

Durch Einsetzen des Produktansatzes ¢(¢, ) = X(&)Y(n) in die Differential-
gleichung (AT3) erhalten wir

0= X'Y +28X"Y + XY’ + 27 XY" — 2pEX'Y + 2p XY’
Nach Division durch X(&)Y () lassen sich die Verdnderlichen separieren:

X/I X/ Y/I Y/

=:1—m? =m?
Somit erhalten wir die zwei gewohnlichen Differentialgleichungen
—pnX 1= —m?X = 28X" + (1 - 2p&) X/, (A.18a)
+pnY = +m?Y =2pY" + (14 2py) Y’ (A.18b)

mit einem zundchst noch unbestimmten Separationsparameter m € R, bzw. n >
0. Die Randbedingungen (A7) sind in der Produktform

XQNMWr=n (A.19)

1 Z-6¢+1
X@OV0) =U=po (emn )

(A.19b)
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Bei Vernachlédssigung der verdnderlichen Terme in der Randbedingung
kann die Funktion X(¢) lediglich konstant gew&hlt werden. Dies erlaubt dann
in (AI8) nur noch den verschwindenden Separationsparameter n = 0. Wir be-
kommen die Ivantsov-Losung

Bol) = Y () = evm{erf‘-‘W) fiiry <1, (A20)

erfc(\/pyy) furn >1.

Far y < 1ist 9y konstant, so daf8 hier alle Ableitungen von ¢ verschwinden. Aus

oy erfe(n) = —%6*72 folgt

P
3, 80(n) = —eP JiT—F—e 1 = Pl g1,
nO0n) = =P i !
P 1
82 8 — pe e P <_ + > firn > 1.

Daraus ist sofort zu sehen, daf8 8 die Differentialgleichung @.6a), bzw. (AI8E)
mit m = 0, erfiillt. Zur Uberpiifung der Stefan-Bedingung bilden wir noch

[0,80(1)] = 0—3,8(1) = p.

A.3 Oseensche Umstromung der Parabel

Wegen des stationdren Wachstums des Nadelkristalls benutzen wir auch fiir die
Umstromung den Ansatz i(t, x,y) := u(x,y — Viipt) + Vijpey, d.-h. in einem mit
der Kristallspitze mitbewegten Koordinatensystem beobachten wir das statio-
nidre Geschwindigkeitsfeld u. Aus B20) folgt das stationére Problem fiir u:

Viipoytt — (Vu) (u + Viipey) + vAu = %VP inQ, (A.21a)
divii =0 inQ-,  (A21b)
u lr= —Vipey, ylgrl)\ou = —(Uoo + Viip)ey - (A.21¢)

Bei der Oseen-Ndherung wird mit Hilfe des Strémungsverhaltens im Fernfeld,
also hier fiir y — oo, eine Linearisierung des Konvektionsterms in der Impuls-

gleichung @20a) vorgenommen. Mit (AZId) nehmen wir an
(Vu)u = (Vu) (—tteo — Viipey) ey = —(tteo + Viip) Oyt .
Damit folgt aus (AZT)
VAU + (tteo + Vi) Oytt = %VP inQ, (A.22a)
divu =0 inQ". (A.22b)
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Fiir die rdumliche Skalierung beziiglich der Lange R ist eine Transformation der
Art u(x,y) = 1/Ru(Rx,Ry) anzuwenden. Mit der Definition der Reynolds-

Zahl Re (uwﬂ/“” ) erhalten wir aus A2 und AZIJ
1
Au + Redyu = —VP inQ, (A.23a)
vp
divu =0 inQ), (A.23b)
Viip . oo + Viip
ulr= —R o ylgro\ou =-—Fx - (A.23¢)

Die beiden aus (AZ23d) folgenden Gleichungen fiir die kartesischen Komponen-
ten 11 und u; von u haben in Parabelkoordinaten bei konstantem Druck P und
nach Multiplikation mit 1/2(¢ + #) die Form

2

9 d
Uy /2 +2178—772u1/2 + (1 ZReC) uy+ (1+2Ren)=—uy;p =0. (A.24)

agz a¢

Der die Divergenzfreiheit von u sichernde Ansatz @ZI) ist in kartesischen Ko-
ordinaten

uoc Xu(C)Yu( ) - gXu (C) M( )
o= s (B G o

Durch die Forderung der Divergenzfreiheit sind die Funktionen X, und Y, nur
bis auf eine additive Konstante festgelegt. Die Wahl von X, (¢) = /¢ im An-
satz (AZD) fiihrt in der zweiten kartesischen Komponente von Gleichung (AZ24)
entlang der Geraden ¢ = 0 auf die gewohnliche Differentialgleichung

4nY,," (1) + (2+2Ren)Y, (1) — Re Yy (7) =0 fiiryy > 1.

Deren allgemeine Losung mit zwei freien Parametern k; und k; ist

Yu(n7) = kiy/1 + k2 (\/ﬁerfc ( %U) —4/ %e@e”) , (A.26)

womit wir sogar eine Losung der vollstindigen Oseenschen Gleichungen bei
konstantem Druck erhalten haben! Die zweite Randbedingung aus (AZ3d) lautet
nach Einsetzen des Separationssansatzes @.21))

o Uoo + Vi
lim u(0,%) = " Jim 7Yu(77) e LTy

= ey .
—0o0 ZR n—oc0 /0+;7 U R U
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Durch Einsetzen der allgemeinen Losung (A28) folgt daraus

Uoo | Ueco Ltip
1 - - ,
UIII;IOM(O 1) = ZRkl = R

und damit erhalten wir k; = 2(1 + V;;,/ ). Dies nutzen wir um die Losung

(AZ8) in der Form
Yiu(17) := 2(1+ Viip/ tieo) /17 — 28 (17)

zu schreiben und die verbleibende Randbedingung zu untersuchen. Sie lautet

u(@1) = R\/§T <fyu flyu(l)eq) ! R\/ng( \/—€§+e,7)

und erfordert damit Y, (1) = 2Y;,(1) = V;/ue, also g(1) = 2¢'(1) = 1. Mit
dem einen verbleibenden Parameter k, in (AZ28) ist dies aber nicht zu erfiillen.
Als Ausweg kann zu Y), eine additive Konstante zur Beseitigung des zur Erfiil-
lung von ¢(1) = 1 storenden Exponentialterms hinzugefiigt werden, die dann
allerdings einen Rest in den Oseenschen Gleichungen bewirkt, der als Druckgra-
dient interpretiert werden mufs. Der zugehorige Druck ist bis auf eine additive
Konstante proportional zu P = 1 —/i7/ (¢ + #) und klingt nicht mit wachsender
Entfernung zum Kristall ab. Damit erhalten wir die angegebene Losung

Yo (17) := 2(1 + Viip/tieo) /17 — 28(17) ,  mit (A.27a)
g(n) = _ {\/ﬁerfc (\/ R{n) + % (ff%£ fe’%gﬂ) } (A.27b)
erfc (\/g) ke

A.4 Selbstkonsistente Form und Storungsansatz

Als Fundamentallosung fiir den Operator A +2pd, muf die in EI3) angegebene
Funktion G(X,Y) = 5-e PYKo(p (X, Y)|)) die Bedingung

AG(X,Y) +2pdyG(X,Y) = 5(x,y)

erfiillen. Unter Benutzung von K{(z) = —Kj(z) berechnen wir dafiir

_ pew 1 x 0
VG(x,y) = — = Kl(P||(x/3/)||)_”(x,y)” (y) T (KO(pH(x,y)II))LZS
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Zur Bestimmung von AG(x,y) = div VG(x,y) sind zuerst die Ableitungen der
ersten modifizierten Bessel-Funktion K/ (z) = —Ko(z) — 1K;(z) mitsamt der in-
neren Ableitungen zu berechnen, als zweites wird der exponentielle Faktor abge-
leitet, dann werden die Ableitungen des normierten Vektors (x,y) hinzugefiigt
und zuletzt die Ableitung des verbleibenden Ky-Terms berticksichtigt

2 2
AG(x,y) = Eem v

1
(]atp 1) + S @I ) 7t

<1<1<p||<x DT +Kolp 1o >||>)

B T C V1 [0 T
Kap o)== s TR I D e o

Zusammenfassend erhalten wir

2

8G(y) = e [Kalp e ) D s + Kalp 1))

womit durch Kombination mit (A28) das Verschwinden der Anwendung des
Operators A + 2pdy auf G {iberall auferhalb des Nullpunkts gezeigt ist. Es ver-
bleibt noch zu zeigen

~

14 /IR (A +2p3,)G(x,y) d(x, ). (A.29)

Hierfiir muB lediglich iiber Kugeln B(0, #/p) um den Nullpunkt mit Radius
u/p > 0 integriert und der Grenzfall fiir verschwindendes y untersucht wer-
den. Auf diesen Kugeln kann der Gaufische Satz angewendet werden, und wir
erhalten mit dem spateren Ubergang zu Polarkoordinaten

[ (842p2,)G(x, ) d(x, ).

= lim X, (JC ]/) 7]/ x
=) <VG( V) e, >||>“’( My )

u—0.J9B(0,u/p)

p . - - Y
=L PYK , —e VK ’ —— 7 dS(x,
im /anW K 1P [ y)I) —e P Ko(p || (x, y)I) TE=DI (x,y)

27 u—0

—using _ ,—using : E
= 5= uﬂo/ e Ki(p)—e Ko(p) sm(p) pdgo

27 27 .
:hn})ﬂlziﬂ)/ eHSing g O#IE(;EV)/ SN0 gin o dg
y—» 0 ],1—» 0
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Der Integrand im ersten Integral geht fiir 4 — 0 gegen 1 und somit das Integral
insgesamt gegen 27. Das zweite Integral ist beschrankt. Mit den Asymptotiken
fiir die Bessel-Funktionen bei kleinen Argumenten

lirr}J #Ko(p) =0  und lin}) uKi(p) =1, (A.30)
B p—=
siehe dazu [[ASZ7], ist damit insgesamt die Eigenschaft (AZ9) gezeigt.

Die aus dem Stérungsansatz resultierende Differenz in BI7) wird durch

eine Linearisierung von G um die Beitrdge des ungestorten Zustands angena-
hert. Aus der Taylor-Entwicklung erhalten wir

G(x,y+h) — G(x,y) = 9,G(x,y) h + O(h?)

= e (pRalp o)+ pRa(p ] (el T ) 4002).

In die Gleichung @I7) ist dabei y = yo(x) — y0(&) sowie h = 7¢(x) — 7¢(¢)
einzusetzen, und es folgt

Aok = l (%(x) _ %(g))e—iﬂ(“ro(x)—“ro(é))

7T JZeR
(- w&mx—c% @)
+pKi (|l (x = & 70(x H)Hx—é‘vz 70(6) H)d@’

Es wird nun der Grenzfall p — 0 betrachtet, damit der Exponentialterm zu 1
wird und gemiB (A30) der Kop-Term zu 0 verschwindet sowie die Ngherung
Ki(y) = % angewendet werden kann. Diese Vereinfachungen fiithren auf

! 70(x) = 70(8)
Aok = — [ (7e(x) = 7e(0)) dc.
7T JEeR H(x—g,%(x)—%(g))uz
Wird jetzt yo(x) = — ’(22 eingesetzt und die Oberflichenkriimmung x an der ent-

spechenden Stelle ausgerechnet, so folgt

(7e(x) - %) 1 (7e0) = 7€) (2 = &) .
b GER 2

Ao 3 - i -
e
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Durch Kiirzen erhalten wir daraus

A= 1 (re(x) — (@D +8) 4o (A31)
U(H(véfx)z)‘f /éeR( —{) (1+%(x+c3)2)

A.5 Integralbeziehungen mit Oberflichentermen

Die Nullstellenmenge einer stetigen Level-Set-Funktion ®(t, x) beschreibe eine
bewegliche Grenzflache T'(t). Sie zerlege ein Kontrollvolumen K C R? in die
beiden Teile K* (), wobei sign(®(t,x)) = +1 in K*(t) gelte. Zur Herleitung der
Stefan-Bedingung in Kapitel Pl berechnen wir

/1n dx—i /
dat Jx o8 at e T a

Fiir die Integration tiber zeitverdnderliche Gebiete ist der Reynoldssche Trans-
portsatz anwendbar. Er lautet

dt/ F(t,x)dx = /Q(t) 0¢F(t, x) + div (F(t,x) u(t,x)) dx,

wobei F(t, x) eine beliebige stetig differenzierbare Funktion und u(t, x) das durch
die Zeitableitung der Lagrangeschen Koordinaten von Q(t) hervorgegangene
Vektorfeld ist, siche [War99]. Wir wihlen ein konstantes F(x) = 1 und zuerst
Q(t) = K*(t). Damit erhalten wir

d . -
T K+(t)1 dx = /I<+(t§)+d1v (1 -u(t,x)) dx = /aw(t)(u(t,x),n) dS(x) .

Da 9K™ () \ T(#) jeweils mit Abschnitten des unbewegten Randes 9K iiberein-
stimmt, verschwindet dort die Normalkomponente von u(t, x). Auf I'(t) erhalten
wir dagegen die Normalgeschwindigkeit V von I', also

)0 auf oK () \T(¢),
(ult,x),m) = {V auf KNT(F).

Fiir das zweite Teilgebiet K™ (¢) kénnen wir in gleicher Weise vorgehen, nur daf

u(t,x) hierbei auf der Grenzfliche das entgegengesetzte Vorzeichen hat. Dies
fassen wir zusammen zu

T / sign(®) dx 72/ VdS(x
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Durch Vertauschen von Differentiation und Integration mit Hilfe der Theorie der
Distributionen folgern wir

/ 3 sign () dx = 2 Vds(x), (A32)
K KAT(1)

wobei das linke Integral als Integration beziiglich des geeigneten singuldren Ma-
3es zu interpretieren ist.

Von Interesse ist auch die Umwandlung eines Oberflachenintegrals in ein
Volumenintegral mit Diracscher é-Distribution:

/QF(x) V()| 5(®(x))dx:/rF(x) ds(x). (A33)

Der Nachweis in [CHMOO96] beruht darauf, daf sich jede Hohenmenge von @ als
eine Koordinatenfldche in einem transformierten Koordinatensystem auffassen
laBt. Es ist nur die Betrachtung eines Volumens (2, mit maximaler Ausdehnung

# > 0 von der Fliche T notwendig. Es sei J : (®, &) +— x eine solche Koor-
dinatentransformation und D 7 ihr Definitionsbereich. Die tibrigen Koordinaten
@ lassen sich dann so wihlen, da8 sie auf Q) u senkrecht zur Koordinate @ sind,
d.h.

<vq>(x),vq>f(x)> =0 farie{l,---,d—1}

Fiir die Differentialmatrix der Riicktransformation J ~1 : x + (®, &) gilt
T
Vo Vo Vo
et (52| = e () e (32
Vo
= \/det ( (chi) (Vo, vqﬁ))

Vo2 0
— \ldet (” . I chLchN) = V| \/det (chl (chl)T).

Es ist weiterhin moglich die zur Grenzflache senkrechten Koordinaten &+ so zu

wihlen, daf \/det (Vd)l (V@J-)T) = 1 gilt. Dann ist

‘det vl ‘ -

€ _ 1 = !
4tV (®,90)| = T e e ~ Ve
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Mit der Transformationsformel der Integralrechnung folgern wir

[, B@ V@) o) ax

7/ T(@,94)) Vo |det V.7 (@, )| (@) d(@, @)
= [ F(J(®d1))6(D)d(D,dh)
Dy

= | FI©0h))at :/rp(x) ds(x),

womit (A33) nachgewiesen ist. Zusammen mit der Level-Set-Gleichung &)
®; = V || V|| erhalten wir eine alternative unabhéngige Begriindung von (A32):

/K 3y sign () dx = /K 9D 5(D) dx

:/V||vq>|| (5(<I>)dx:/ VdS(x).
K KNI(f)

A.6 Modifizierte Massen und Steifigkeitsmatrizen

Der Ansatz (B3 fiir die Finite-Elemente-Losung lautet nach Einsetzen der Rand-
werte g; als Koeffizienten vor den hinzugefiigten Ansatzfunktionen ¢;

Oy = ;ék% + 28;’4%
j

Bei der schwachen Formulierung des Problems &I} sind Skalarprodukte der
Form (V@;, V&) zu berechnen. Um spiter flir den instationdren Fall in Ab-
schnitt B3 den Bezug der Grofen zu unterschiedlichen Zeitpunkten erkennbar
zu machen, sind die von 8, stammenden, gegebenenfalls zeitabhidngigen Terme
farblich gekennzeichnet. Aus der Definition ¢; = ¢; — Y_; ¢;(x;); erhalten wir

(Vo Viag= Y (Vi &Voa+ Y (Vi &V ) g
k j

;ék<( - Lon), (¢k—24’k<xf>4’f)>ﬂ

]

+ Z}Z;’ <V(§01 - ;(Pi(xl)l[)l),vwf> .
! (@]
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Nach dem Ausmultiplizieren des Skalarprodukts in der zweiten Zeile wird, wo
es moglich ist, der Summationsindex von [ nach j umbenannt und dann die Sum-
mation zusammengefaf3t

(Voi, Vg ):ek (Voi, Vor) o
~L [ ; (#i(x)) (Vgr Vi) + (Vi V) 91(x))
= EE ) (V1 V4 g 1) |
+ )7_‘,%;( (Vei, Vi) g — )7_: 9 (x1) (Vi V), )-
Mit Hilfe der in &3) und (I0) definierten Matrizen wird dies abgekiirzt zu
(Voi, Vina :):Gk Ali, k|

Lo [z (@l ACHk 1+ Cli 1l /|~ Z @l B 0l 1) |

+ );g,- (C i — );cb[i,l]B[l,j])
und dann, soweit moglich, durch die Produkt-Matrizen ausgedriickt als

(Vi Voo =1 0 (A[i, K= (®CT)[i, K] = (COT)[i, K] + (®BOT)[i, K] )

L (clivjl = (@B)inj1)- (A.34)

A.7 Level-Set-Algorithmus

Zur Bestimmung der numerischen Hamilton-Funktion ist entsprechend @38) durch

Y a]Tf( (V1) —q)dx

o
Te ]
H(VDy, -, VD7) = = L. (A35
i(Vq 7)) Z T Vola(T) w; (A.35)
TeT

in jedem Gitterknoten j ein Quotient von Werten @7 und w? zu bestimmen. Der
konkrete Algorithmus ist in diesem Fall in Anlehnung an [BS98
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[@*, w*] = Assemble (P, V,q) :

Initialisieren der Knotenwerte <I>]’f und w;‘ mit 0.

Fiir jedes Element T € 7 die lokalen Beitrédge zu H; ermitteln:

1 1
> Vr = W(T)/TV(JC) dx, qr = W(T)/I‘q(x) dx
d

> V®r:=) ®Ve; ausPl-Ansatzfunktionen {¢o, - - -, ¢4}
i=0

>  Fiir jeden Eckpunkt von T, d.h. fiiri € {0, -- ,d}:

7V01d(T)VT (V®r, Vi)
[Vor|

Kl' =

d
> Hr:= ZKi (Of
i=0

> Firjedesi € {0, - ,d} und globalen Knotenindex j := Nr(i):
d 1
bri=K [ Y K| ) K (P — D)
k=0 k=0
. maX(O, 5Ti/HT)
Y4 max(0, 67/ Hr)

ZE]-T :
@ = CDJ* +EjT(5Ti = qTVOId(T))

w]* = w]* +EjTV01d(T)
Die Bestimmung der &7 setzt elementweise Hr # 0 und damit V&1 # 0 vor-
aus. Allerdings kann die exakte Losung der Level-Set-Gleichung im allgemeinen
Gebiete mit darin verschwindendem Gradient ausbilden. Insbesondere ist auch
bei konstanter Normalgeschwindigkeit der Grenzfldche und Initialisierung des
Level-Sets mit der Abstandsfunktion die Viskositdtslosung nicht notwendiger-
weise fiir alle Zeit eine Abstandsfunktion. Wir betrachten dazu das eindimen-
sionale Beispiel:

D — [Py =0 fuirx € R,t >0,
P0,x) =1— |x] furt=0.
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Die Losung des Anfangswertproblems ist nicht
D(t,x) =1+t—|x|,

was einer Abstandsfunktion zu zwei sich auseinander bewegenden Grenzpunk-
ten entsprechen wiirde. Denn mit der Wahl der glatten Testfunktion

p(t,x) =1+t>+1/4

gilt ® — ¢ <0 und ®(4,0) — ¢(4,0) = 0 ist ein lokales Maximum. Es ist aber

9i(3,0) —

9:(3,0)| =24 -0=1>0,

was der Definition einer Viskositatslosung nach AbschnittE2lwiderspricht. Statt-
dessen ist die korrekte Viskositdtslosung

®O(t,x) = min(1,1++— |x|),

wobei zum Nachweis nur die Knickstellen bei x = =+t zu betrachten sind. Mit
der Testfunktion

p(t,x) =1+c(P+1/4—x), fireinc € (0,1),

gilt ® — ¢ <0 und &(3, ) = 0 ist ein lokales Maximum mit

N—

) — (3,

N|—

o33 —|ex(h 1) =2¢3 —c=0<0.

Diese Uberlegungen kénnen iibertragen werden auf beliebige glatte Testfunktio-
nen, die in (1/2,1/2) tangential an ¢ verlaufen und fiir die & — ¢ daher dort ein
lokales Maximum hat, und schlielich durch Verschieben fiir alle Punkte x = 4t
wiederholt werden.

Nun untersuchen wir das Verhalten des oben angegebenen Algorithmus
in der Mitte eines sich mit konstanter Normalgeschwindigkeit ausdehnenden
Kreises. Wir betrachten zundchst ein spezielles Gitter, bei dem der Gitterpunkt
j der Mittelpunkt des Kreises sei und alle angrenzenden Knoten den gleichen,
geringeren Wert von ® besitzen. Damit weist der negative Gradient —V®r in
jedem an den Knoten j angrenzenden Element T jeweils normal zur gegentiber-
liegenden Seite nach auflen und es verschwinden jeweils die zugehorigen Koef-
fizienten K;", &;7 und & mit j = Nr(i), vergleiche auch Abbildung Es ist
nun zwar &7 = 0, aber auch w* = 0. Damit der Algorithmus auf die Viskositats-
l6sung fiihrt, ist in diesem Fall die numerische Hamilton-Funktion H i =0zu
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setzen. Bei leichten Verdnderungen des Gitters lassen sich diese Uberlegungen
iibertragen.

Gebiete mit verschwindendem Gradienten V&7 = 0 werden in der Regel
abseits der Grenzflache auftreten, wo eine korrekte Losung des Anfangswert-
problems der Level-Set-Gleichung nicht entscheidend fiir die Grenzflachenbe-
wegung ist. Sie lassen sich durch eine von Zeit zu Zeit durchzufiihrende Re-
initialisierung des Level-Sets auf die Abstandsfunktion beseitigen. Tritt der Fall
V&1 = 0 trozdem auf, ist sicherzustellen, daf3 H]'T = 0 gesetzt wird.
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