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EinfUhrung

Das Thema dieser Arbeit entstand nach der Diskussion nmeneiersicherungsma-
thematiker Giber die Problematik der Bestimmung der \ienigi des Endkapitals eines
Wertpapiersparplans. Man denke z.B. an einen persomli§parplan, wobei ein Anle-
ger regelmalfiig in ein einzelnes Wertpapier oder ein Rarthoehrerer Wertpapiere in-
vestiert. Oder an eine Personenversicherung (wie z.B.t&lapebens- oder Rentenver-
sicherung), wo die Beitrage (oder zumindest der nicht zelme3ung der Garantierente/-
verzinsung benotigte Teil davon, vermindert um die aefalen Kosten) fondsgebunden
angelegt werden. Von Interesse seien die gesamte VegaiesmEndkapitals, zumindest
aber relevante Kenngrof3en, wie z.B. Quantile und anderesne Risikomalie.

Die Problematik liegt nun darin, dass das Endkapital stmgtteine Summe lognor-
malverteilter Zufallsvariablen ist, wenn Preisprozesea an der Borse gehandelten
Wertpapieren als geometrische Brownsche Bewegungen fiestielerden, was bli-
cherweise (und so auch in dieser Arbeit) der Fall ist. Digafemg einer solchen Sum-
me lognormalverteilter Zufallsvariablen ist einer anigthen Betrachtung jedoch nicht
zuganglich. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit einepAgximation derselben. Die
angesprochene Modellierung hat zur Folge, dass Summenrogiverteilter Zufalls-
variablen in der Finanzmathematik auch tber die oben @ngelsene Situation eines
Wertpapiersparplans hinaus eine grof3e Rolle spielen, masaufe der Arbeit noch
deutlich werden wird.

Zunachst zur Gliederung der Arbeit. Kapitel 1 ist grunéied fur das Verstand-
nis der weiteren Kapitel. Wir diskutieren geeignete Rigila®3e, wobei gestutzten Er-
wartungswerten, wiegt[(X — ¢)*] fur eine ZufallsvariableX, eine besondere Rolle
zukommt. Mit letzteren eng verbunden sind die wichtigen x&pte der konvexen Hal-
bordnung und der Komonotonie von Wahrscheinlichkeit®iengen, die wir ebenso
vorstellen, wie die wichtigsten Eigenschaften der Lograduerteilung.

Kapitel 2 stellt Approximationsmoglichkeiten fur einellebige Summenverteilung
vor, welche auf dem Konzept der konvexen Halbordnung berubese Halbordnung
ist aquivalent zu einer Halbordnung aller gestutzten Ewwveswerte. Wir erlautern
zunachst, wie man Zufallsvariablghbzw. S (konvexe Schrankgkonstruieren kann,
welche die in Frage stehende Sumfan Sinne der konvexen Halbordnung dominie-
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ren bzw. von ihr dominiert werden. Hierbei spielt das Korizgr Komonotonie eine
entscheidende Rolle. Wir konstruieren dann auf Basis gjeemetrischen Ansatzes ei-
ne obere Schranke fur den Approximationsfehler, im SireseAbstandes der gestutzten
Erwartungswerte, welcher bei Approximation durch einedexe Schranke auftritt. Wir
vergleichen diese Fehlerschranke mit einer bereits votséheund Sandmann (2003)
eingefuihrten. Auf Basis dieser Fehlerschranken konnanweitere obere und untere
Schranken (uber die durch S gegebenen hinaus) fiir die gestutzen Erwartungswerte
von S abgeleitet werden.

In Kapitel 3 sollen die allgemeinen Ergebnisse aus KapitlfZlen Fall einer Sum-
me lognormalverteilter Zufallsvariablen angewandt warddéier kbnnen mehr oder we-
niger explizite Formeln fur wichtige KenngrofR3en der kexen Schranken angegeben
werden, ebenso fiur eine der Fehlerschranken. Aul3erdedhdiskutiert, welche der
zur Auswahl stehenden konvexen Schranken zur (approxiemgtiMinimierung des
Approximationsfehlers (in einem noch zu spezifizierendam& zu wahlen ist. Wir
illustrieren die Ergebnisse an der Auszahlung einer Asthgn Option.

In Kapitel 4 liefern wir eine theoretische Rechtfertigurig tiie populare Appro-
ximation der Verteilung einer Summe lognormalverteiltefaisvariablen durch eine
Lognormalverteilung. Wir gehen zu einem stetigen Modeitdgration tiber eine geo-
metrische Brownsche Bewegung statt Summation lognormtaliter Zufallsvariablen)
uber, welches die Ableitung weiterer Approximationstesga ermoglicht.

Schlie3lich spannen wir in Kapitel 5 den Bogen zuriick zunsgangsproblem
der approximativen Bestimmung der Verteilung des Endkigpéines Fonds-Sparplans.
Hier tritt nun folgendes Problem auf: Die Rendite eines Roald Konvexkombination
von lognormalverteilten Wertpapierrenditen ist nichtdognalverteilt, womit das End-
kapital keine Summe lognormalverteilter Zufallsvariatabeehr ist. Wir begrinden aber,
dass die Lognormalverteilung eine gute Approximation tdtsind benutzen dann die
Ergebnisse der vorhergehenden Kapitel. Um die Sensitid@s Modells gegentber die-
ser Abweichung von den Modellannahmen zu quantifizieremljed®en wir die Arbeit
mit einer Simulationsstudie fur eine konkrete Vertragsgkung des Fonds-Sparplans.

Mit dem eingangs erwahnten Versicherungsmathematikémi&brigen Prof. Dr.
Berthold Heiligers angesprochen, dem ich fiur die Konfation mit diesem Thema und
seine Betreuung — insbesondere in Anbetracht der rauerii€hstanz — herzlich dan-
ken mochte. In besonderem Mal3e danke ich auch Prof. Dr.do@affke, der durch
jahrelanges Fordern und Fordern einen nicht unbetigbbth Anteil daran hat, dass
diese Dissertation nun vorliegt.



Kapitel 1
Grundlagen

Zu Beginn diskutieren wir kurz, welche Risikomafie im finanad versicherungsma-
thematischen Kontext sinnvoll sind. Da in deren DefinitimwbBerechnung in der
Regel gestutzte Erwartungswerte eingehen, beleuchteaushr deren Eigenschaften.
Danach erlautern wir das Konzept der konvexen HalbordwongNVahrscheinlichkeits-
verteilungen, welches eine gewisse Ordnung von Risikeglioht.

Wenn wir spater Verteilungen von Summen von Zufallsvdeatbetrachten wer-
den, und deren Risiko abschatzen wollen, ist das Konzeptalmonotonie von groRem
Nutzen. Dieses beschreibt eine in gewisse Weise extremamgagkeitsform von Zu-
fallsvariablen.

Schlie3lich fassen wir noch die wesentlichen Eigenschader ein- und mehrdi-
mensionalen Lognormalverteilung zusammen, auf die wir aufe der Arbeit wieder-
holt Bezug nehmen werden.

Wir vereinbaren an dieser Stelle, dass wann immer im Folgendn Zufallsva-
riablen die Rede ist, diese stets auf einem (immer demseibémur im Hintergrund
agierenden) Wahrscheinlichkeitsrayfy, A, P) definiert sind, sofern nichts Gegentei-
liges erwahnt ist. Ist der Wertebereidh einer Zufallsvariablen eine Teilmenge VB,

n € N, so denke man sich den Bildraum der Zufallsvariablen alsderitBorel'schen
Spur-Sigma-Algebr&y;, ausgestattet.

1.1 Risikomalie

In der klassischen Portfoliotheorie werden Wertpapiedeaad der Erwartungswerte
und Varianzen ihrer Renditéveschrieben, wobei die Standardabweichung als Risiko-
mal} interpretiert wird. Man spricht vom sogenanntes-Prinzip. Ein Portfolio wird

Allgemein wollen wir unter der Rendite einer Kapitalanlagen. eines Wertpapiers hier und im
Folgenden die relative Wert- bzw. Preisanderphgs 1verstehen.
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einem anderen vorgezogen, falls es eine groRere Renditeché groRerem "Risiko”
(hier: Standardabweichung) erwarten lasst.

Dieses bereits seit Jahrzehnten populare Konzept hathegioen nicht unerheb-
lichen Makel: es beriicksichtigt nicht die Schiefe der Riawerteilung. So wirde z.B.
einem Portfolio mit rechtsschiefer Renditeverteilungsadise Risiko zugewiesen wie ei-
nem Portfolio mit linksschiefer Renditeverteilung, sgamur die Varianzen identisch
sind. Dabei resultieren die mittleren Abweichungen voma&tungswert bei linksschie-
fer Verteilung von den (oft realisierten) niedrigen Readiher, bei rechtsschiefer Ver-
teilung sind sie Ausdruck einer (oft realisiertet)derrendite”.

In letzter Zeit ist man deshalb dazu Ubergegangen, sogemasymmetrische Ri-
sikomal3e zu betrachten. Dies geschieht in Abgrenzung zgalggmannten symmetri-
schen Risikomal3en, wie z.B. der Varianz, die nicht zwisghasitiven und negativen
Abweichungen von einem Referenzwert unterscheiden.

Wir prazisieren nun, was wir unter einem Risikomal3 verstelollen und welches
winschenswerte Eigenschaften eines solchen sind.

Definition 1.1 (koharentes Risikomal3)

SeilV eine Menge reeller Zufallsvariablen. Eine Funktijopn/V — R heil3tRisikomald
p heil3tkoharentwenn es die Eigenschaftei),(i:),(iii),(iv) oder die Eigenschaften

(¢"),(@7"),(zi7),(iv) besitzt.

(?) Isotonie
d.h. furalleX,Y e Wmit X <Y gilt p(X) < p(Y).

(«') Antitonig
d.h. furalleX,Y e Wmit X <Y gilt p(X) > p(Y).

(i7) Translationg&quivarianz
d.h. furalleX € Wunda € Rmit X +a € Wgilt p(X +a) = p(X) + a.

(17") negative Translatiorégjuivarianz
d.h. fur alleX € Wunda € Rmit X +a € W gilt p(X +a) = p(X) — a.

(727) positive Homogenrit,
d.h. furalleX € Wundc > 0 mit cX € W gilt p(cX) = cp(X).

(fv) Subadditiviét,
d.h.furalleX, Y e Wmit X +Y e Wqilt p(X +Y) < p(X) + p(Y).

Artzner, Delbaen, Eber und Heath (1999) legen ausfuhdahwarum die Betrach-
tung koharenter Risikomalf3e sinnvoll ist.
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Bemerkung 1.2

Seip ein Risikomal und das Risikomaf3definiert gemafy’'(X) := p(—X). Erfullt
p die Eigenschaftij bzw. (i), so erfullty’ die Eigenschafti() bzw. (i'). Erfullt p die
Eigenschaft{ii) bzw. (v), so auchy’'. [

Bemerkung 1.3 (Gewinn- und Verlustvariablen)
Welches Risikomalf? in der Praxis zur Quantifizierung deskBssgewahlt wird, hangt
davon ab, ob positive oder negative Abweichungen von einefarBnzwert als Risiko
empfunden werden. Eine entsprechende Unterscheidungwerid nun vornehmen.

Sind gro3e Werte voiX (oder dessen positive Abweichung von einem Referenz-
wert) "ungunstig” und stellen somit ein entsprechendesk@idar (z.B. wennX den
zufalligen Verlust eines Portfolios beschreibt), so wolivir X als Verlustvariablebe-
zeichnen. Sind hingegen kleine Werte v@n(oder dessen negative Abweichung von
einem Referenzwert) "unginstig” und stellen ein entspeades Risiko dar (z.B. wenn
X die zufallige Rendite eines Portfolios beschreibt), seslpen wir vonX alsGewinn-
variable

Soll nun das Risiko einer Verlustvariable quantifiziert dear, so wird man dies
mittels eines isotonen und translationsaquivarianteikBimales tun; das Risko einer
Gewinnvariable hingegen mittels eines antitonen und negrainslationsaquivarianten
Risikomal3es. Bemerkung 1.2 liefert eine einfache Methadésenerierung eines an-
titonen und negativ-translationsaquivarianten Risik8es auf der Basis eines isotonen
und translationsaquivarianten Risikomal3es. Dabei wirghanutzt, dass eine mitl
multiplizierte Verlustvariable eine Gewinnvariable ist. |

Nach obiger Definition ist ein Risikomal3 eine Funktion, @esArgumente Zufalls-
variablen sind. Haben nun zwei Zufallsvariablen diesekeéfung, so wird man davon
ausgehen wollen, das ihnen auch dasselbe Risiko zugewigsen

XYeW: XLy = pX)=pY). (1.1)

Diese zusatzliche Forderung an ein Risikomal3 wird in dearatur oft alsverteilungs-
invarianzbezeichnet; wir halten diese Formulierung zwar fir uoglich, werden sie
aber dennoch verwenden.

Im Folgenden sollen einige Kenngrof3en von Zufallsvadgaldaraufhin untersucht
werden, ob sie koharente Risikomale darstellen.

Definition 1.4 (Quantile)
Sei X eine reelle Zufallsvariable mit Verteilungsfunktidfy .Zu gegebenem € [0, 1]
(mit der Konventionnf () := oo undsup () := —oo) heilt

¢(X) =inf{z €R: Fx(r) >p} €R
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dasuntere (kleinstep-Quantilvon X, sowie
¢"(X):=sup{z €R: Fx(x) <p} €R

dasobere (gbl3te)p-Quantilvon X .

Bemerkung 1.5
Es gilt ¢,(X) < ¢?(X); die Gleichheit gilt genau dann, wenn die Menge € R :
Fx(x) = p} einelementig oder leer ist. Es besteht der folgende Zusaninamg:

(X)) = —qp(—=X) . (1.2)

Die gewahlten Bezeichnungen fur die Quantile unterstren die Abhangigkeit von
der Zufallsvariable; dies ist im Kontext der RisikomaRensoil. Oft soll jedoch die
Abhangigkeit vom Niveaw betont werden; in diesem Fall werden wir die folgenden
Bezeichnungen wahlen:

Fil'(p) = qp(X) , Fx(p):=¢"(X). (1.3)

Die FunktionenF'y'(p) sowie Fi (p), p € (0,1), sind linksseitig stetig und isoton;
beides sindPseudoinversewon F'y. [

Man verifiziert leicht, dasg, undg? fur allep € (0, 1) isotone, translationsaquivari-
ante, positiv homogene und verteilungsinvariante (im &wwon (1.11)) Risikomalie auf
der Menge aller reellen Zufallsvariablen sind. Allerdirsgsd sie nicht subadditiv.

Beispiel 1.6 (Quantile sind nicht subadditiv)
SeienX; : Q — {0,1}, i = 1,2, zwei stochastisch unabhangige Zufallsvariablen mit
P(X; = 1) = 0.7. Man verifiziert leichtggo5(X1) = qo.25(X2) = 0 und goo5(X; +
X5) =1, d.h. es giltgp 25( X7 + X3) > qo.25(X1) + qo.25(X2).

Somit istgg o5 nicht subadditiv und damit kein koharentes Risikomalf3 anfenge
aller reellen Zufallsvariablen.

Bemerkung 1.7 (Value-at-Risk)

Fur eine VerlustvariableX ist fur ¢;_,(X) auch die Bezeichnungalue-at-Risk zum
Niveaua gebrauchlichy ist dabei Ublicherweise klein, meist wird= 0.01 gewahlt.
Der Verlust Uibersteigt diesen Value-at-Risk offenbar eniter Wahrscheinlichkeit von
hochstensy, und das ist der kleinste Wert mit dieser Eigenschaft. @t der Inhaber
eines Verlust-Portfolios (z.B. ein Versicherungsuntamen bei Versicherungsportfo-
lios oder eine Bank bei Kreditportfolios) Kapital in HohesdValue-at-Risk vor, dann
reicht dieses mit hoher Wahrscheinlichkeit, namlich resténsl — «, zur Bedienung
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der Forderungen (aus Versicherungszahlungen oder Kuosftitéen) aus. Vor diesem
Hintergrund ist auch einsichtig, warum das kleinste- «)-Quantil als Value-at-Risk
gewahlt wird.

Obwohl in der Praxis bisher weniger ublich, lasst sich Haszept des Value-at-
Risk nun auch auf den Fall einer Gewinnvarialdlaibertragen. Das resultierende anti-
tone Risikomal? ist gegeben durgh ,(—X) = —¢“(X). Wir bezeichnen hier jedoch
¢*(X) als Value-at-Risk zum Niveau. Der Gewinn unterschreitet diesen Wert mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von hochstemgwiederum klein), und dies ist der grof3te Wert
mit dieser Eigenschaft. Sagt z.B. der Inhaber eines Gewontfolios (z.B. ein Versi-
cherungsunternehmen bei einem personlichen fondsgebendAltersvorsorgekonto)
einem Dritten eine Auszahlung in Hohe des Value-at-Risksoukann er diese Zusa-
ge mit hoher Wahrscheinlichkeit, namlich mindesténs «, einhalten. Auch hier ist
unmittelbar einsichtig, warum das grofteQuantil als Value-at-Risk gewahit wirdll

Die Eigenschaft der Subadditivitat eines Risikomafisstlaich offenbar dahinge-
hend interpretieren, dass Diversifikation (in zwei "RigikeX undY’) jedenfalls nicht
zu einer Erhohung des Risikos (gegenuber der SutimeY” der beiden Einzelrisiken)
fuhrt. Da der Value-at-Risk diese Eigenschaft nicht austyeeduziert Diversifikation
also nicht notwendig den Value-at-Risk. Dies ist jedocthnhiter einzige Nachteil bei
Wahl des Value-at-Risk als Risikomal3. Es bleibt auch wnbesichtigt, wie hoch der
Verlust bzw. der Gewinn imvorst casast. Dabei sei das Eintreten de®rst casale-
finiert alsUber- (bei Verlustvariablen) bzw. Unterschreiten (bei Gewariablen) des
Value-at-Risk zu einem vorgegebenen Niveau

Im Folgenden werden Risikomalie eingefuhrt, welche diedHies Verlustes bzw.
Gewinns imworst caséberiicksichtigen und obendrein subadditiv sind.

Definition 1.8 (Tail-Value-at-Risk)
Seia € (0,1) und X eine reelle Zufallsvariable. Dann heif3t

1
TVaR,(X) := é/ Fil'(p)dp €R
11—«

derTail-Value-at-Riskzum Niveaux) von X .

Lemma 1.9
Seia € (0,1) und X eine reelle Zufallsvariable. Dann gelten die folgendensisiun-
gen:

TVaR,(X) = g1 o(X) 4~ B[(X — 1 o(X))" (1.4)
TVaR,(X) = E[X|X > q_o(X)], falls Fx(Fy'(1—a))=1—a. (1.5)
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Beweis:
Darstellung (1.4) folgt (unter Verwendung vai® = (R,;)*x und des elementaren
Transformationssatzes fur Integrale) aus

BI(X = qia(X))*] = / (F5 () — q1_a(X))dp = / ) dp - aa(X)

Darstellung (1.5) ergibt sich wegen

E[(X — qi-o(X))']

E(X|X > qi_o(X)) = q1-a(X) + P(X > q_o(X))

der Ausdruck im Nenner ist nach Voraussetzung gleich 0. |

Es gilt TVaR,(X) € R, falls E[(X — ¢1-(X))"] < co. Man verifiziert leicht, dass
TVaR, ein isotones, translationsaquivariantes, positiv hoeneg und verteilungsinva-
riantes (im Sinne von (1.1)) Risikomal3 auf der Menge

{X : X ist reelle Zufallsvariable mi[(X — ¢;_(X))"] < oo}

ist. Es ist auch subadditiv (und damit koharent); den Nagbwlessen werden wir
an spaterer Stelle erbringen. Es wird jedoch ledigliahdiine VerlustvariableX ein
adaquates Risikomal} darstellen, da es ausschlieRlichyge tailder Verteilung (der
extrem hohe Verluste beschreibt) quantifiziert.

Im Fall einer GewinnvariabletX wird ein Risikomal3 adaquat sein, welches den
lower tail der Verteilung (der zu extrem niedrigen Gewinnen korresipent) quantifi-
ziert. Wir Ubertragen den eben eingefiihrten Begriff dai-Value-at-Risk gemal3 Be-
merkung 1.2 und erhalten das antitone RisikormpaR) := TVaR,(—X). Wegen der
besseren Interpretierbarkeit werden wir jedoch hier unéalgenden stets die mit1
multiplizierte Risikomal3zahl betrachten.

Definition 1.10 (Lower-Tail-Value-at-Risk)
Fur eine reelle Zufallsvariabl& ist derenLower-Tail-Value-at-Riskzum Niveaux €
(0, 1)) definiert gemaf

L-TVaR,(X) := —TVaR,(—X) . (1.6)



1.2. Gestutzte Erwartungswerte

Folgerung 1.11
Aus Definition 1.10 ergeben sich (unter Beriicksichtiguog 141.2")) sofort die folgen-
den Darstellungen fur alle € (0, 1):

L-TVaR,(X) = é / ) Fy(p) dp (1.7)
LTVaR,(X) = ¢*(X) — ~E[(g"(X) ~ X)7] (18)
L-TVaR,(X) = E[X|X < ¢*(X)], fals P(X < ¢*(X))=a.  (1.9)

[ |

Die BedingungFx (F;'(1 —a)) = 1 —ain (L.5) bzw.P(X < ¢*(X)) = ain (1.9)
ist insbesondere dann erfullt, wenn die Verteilungsfimkt’y von X stetig ist.

Gilt ¢;_o(X) = ¢'7*(X), so lasst sich der Erwartungswert v&noffenbar zerlegen
gemal

E(X)=(1—-«a)L-TVaR,;_,(X) + aTVaR,(X) . (1.10)

Untersuchen wir nun die praktische Relevanz des (Lowei-YBdue-at-Risk, vor
allem im Vergleich zum Value-at-Risk, vgl. Bemerkung 1.7altHder Inhaber eines
Verlust-Portfolios Reserven in Hohe des Tail-Value-&kRder offenbar stets mindes-
tens so grol3 wie der entsprechende Value-at-Risk ist) aon deichen diese Reserven
aus, um die inworst caseanfallenden Forderungen (Portfolioweirt) Mittel zu bedie-
nen. Macht der Inhaber eines Gewinn-Portfolios einem @&rifusagen in Hohe des
Lower-Tail-Value-at-Risk (der stets nicht gro3er als datsprechende Value-at-Risk
ist), so wird imworst caseder Portfoliowertim Mittel ausreichen, um diese Zusage
einhalten zu kdnnen.

1.2 Gestutzte Erwartungswerte

Zur konkreten Bestimmung des (Lower-)Tail-Value-at-Regker ZufallsvariableX wird
dessen Definition in der Praxis wenig hilfreich sein. DietBemung gemal: (1.4) oder
(1.8) (bzw. (1.5) oder (1.9) bei stetiger Verteilungsfuokj ist in der Regel einfacher.
Hierbei sind sogenanntgestutzte Erwartungswernt®n X involviert,

E(X -t)"] bzw. E[t—-X)'], teR.

Zur besseren Unterscheidung sprechen wir dabeilnbsseitigbzw. rechtsseitigge-
stutzten Erwartungswerten. Je nach Anwendungsgebiefigimiese unterschiedliche
Bezeichnungen gebrauchlich: fur die linksseitigen ingegrated survival functionnd
stop-loss-premiugrfir die rechtsseitigen u.a@xpected (target) shortfallower partial
first momentunddownside expectatich

2Man beachte, dass in der Literatur keine Einigkeit iber@ehrauch dieser Bezeichnungen besteht.



1.2. Gestutzte Erwartungswerte

Die Vielzahl dieser Bezeichnungen deutet darauf hin, dassutzte Erwartungs-
werte (nicht nur wegen ihrer Beteiligung bei der Berechndag (Lower-)Tail-Value-
at-Risk) von grof3em Interesse zu sein scheinen. So steldnse selbst bereits sinn-
volle — wenn auch keine koharenten — Risikomal3e dar. Umadregisehen, betrachte
man zum Beispiel einen Schadenversicherer mit zufalradensummg& und De-
ckungskapital/Ruickstellungen in Hohe viorrtir den Fall, dassdurch X Giberschritten
wird, wird sich der Versicherer in der Regel bei einem Rigkicherer absichern (dann
zahlt der Ruckversicherer dem Versicherer den Differetray X — ¢), und zwar ge-
gen einen Versicherungsbeitragqp-loss-premiujnin Hohe vonE[(X —¢)*]. Um eine
Verbindung zum vorangehenden Abschnitt herzustellerefragn sich, wie zu wahlen
ist (d.h. wie die Beitrage festzusetzen sind), damit desigaerer nur inworst caseuf
den Ruckversicherer zuriickgreifen muss.

Nun wollen wir Eigenschaften gestutzter Erwartungsweantammentragen, dir wir
im weiteren Verlauf der Arbeit haufig ausnutzen werden. Baemulierung erfolgt hier
lediglich fur die linksseitig gestutzten ErwartungsveerDies stellt jedoch keine Ein-
schrankung dar, da sich entsprechende Eigenschafteieféechtsseitig gestutzten Er-
wartungswerte aus den Resultaten Uber die linksseitigstutgten Erwartungswerte in
der Regel problemlos auf Grund der Beziehung

E[(t—X)=E[(X-t)*—E(X—1t), teR, (1.11)

ableiten lassen. Iflbrigen werden wir uns auch im weiteren Verlauf der Arbeit au
linksseitig gestutzte Erwartungswerte konzentrieres; diasem Grund verzichten wir
im Folgenden zumeist auf den Zusétiksseitig

Lemma 1.12 (Eigenschaften gestutzter Erwartungswerte)
Sei X eine integrierbare reelle Zufallsvariable mit Verteilsiunktion F'y. Bezeichne
E(t) == E[(X —t)"]furt e R.

£(t) = max{0, E(X) — 1} = (E(X) — 1), (112)
lm £(t)=0,  lim £(t) ~ (B(X) 1) =0, (1.13)
) =E(X)—t <= Fx(t—)=0 (1.14)
1) =0 <= Fy(t)=1 (1.15)
£(t) = /too 1 — Fy(s) ds . (1.16)

[ |

10



1.2. Gestutzte Erwartungswerte

Die beiden Aussagen in (1.13) ergeben sich (nach Ausnutzangl.1..) bei der
zweiten Aussage) mit Hilfe des Satzes von der majorisiet@mvergenz. Die letzte
Formel folgt aus der bekannten Formel fur den Erwartungseiaer nicht-negativen
Zufallsvariable unter Berticksichtigung véiy )+ (s) = Fx(s+t)1j,«)(s).Die ande-
ren Aussagen sind ebenso leicht einsichtig.

Folgerung 1.13

Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen vommiaeinl22 gelten die
folgenden Aussagen:

(?) & istkonvex autR.

(72) & besitzt die links- bzw. rechtsseitigen Ableitungen

(t)=Fx(t—)—1 bzw. & (t)=Fx(t)—-1, teR. (1.17)

(iii)
/ £(t) — (E(X) — )T dA\(t) = %Var(X) . (1.18)

(iv) SeiY eine integrierbare reelle Zufallsvariable miitY) = E(X); X oderY sei
guadrat-integrierbar. Dann:

/ E[(X — )] — B[(Y — )*] d\(t) = %(Var(X) —var(Y)).  (1.19)

Beweis:

(?) Eine bekannte Charakterisierung konvexer Funktionediéstolgende, vgl. Ro-
berts und Varberg (1973, Theorem 12A): $&i R ein Intervall undf : I — R.

f ist genau dann konvex auf wenn eine auf isotone Funktiory existiert, so
dass

f(t)— fle) = /tg(s)ds, furallet,ce I. (1.20)
Mit (1.16) gilt nun aber offenbar
f(t)—f(c):/tFX(s)—lds, furallet,ce R, (1.21)

und der Integrand ist auf Grund der Eigenschaften der Vengsfunktion isoton,
womit die Konvexitat vort nachgewiesen ist.

11



1.2. Gestutzte Erwartungswerte

(i2)

(iid)

Auf Grund der Konvexitat existieren in jedem Punktc R die linksseitigen
und rechtsseitigen Ableitungéh (¢) bzw.£', (t), vgl. Roberts und Varberg (1973,
Theorem 11B).

Es gilt allgemein das folgende Resultat: fskonvex auf einem Intervall undg
die auf! isotone Funktion, die (1.20) erfillt, so gift (t) = g(t—) und f.(t) =
g(t+).

Furg(t) = Fx(t) — 1, vgl. Beweisteil ), ergibt sich dann

() =Fx(t=)—1 , &(t)=Fx(t)-1.

Zum Nachweis des eben angesprochenen Resultatsssdi fest gewahlt. Wir
betrachten fuk > 0 den Differenzenquotienten

fO) = ft=h) _ 1/t

- =7 g(s) ds.

—h

Auf Grund der Isotonie vopg existiert fur alles > 0 eind > 0, so dass gilt:
lg(t—) —g(s)| <e furalles e (t —4,t).

Damit erhalten wir fur < § die folgende Abschatzung fur den Differenzenquo-
tienten

/g(t—)—sds < w - %
—h

Furh — 0 unde — 0 ergibt sich daraus

S

g(t—)—e = / g(t—)+eds=g(t—)+e.
“h

t T

g(t=) < fL(t) < g(t-),
was zu zeigen war. Analog zeigt mgn(t) = g(t+).

Zunachst gilt
/E[(X—t)*]—(E(X)—t)*dA(t): / E[(t—X)"]d\(t) + / E[(X—t)1]dA(¢) .
R (—00,B(X)) (B(X),00)

Schreiben der gestutzten Erwartungswertefalmtegral, Vertauschung der In-
tegrationsreihenfolge nach dem Satz von Fubini und arefdfide Auswertung
des inneren Integrals liefert

/ E[(X—)"]dA(t) = / / (x—tmx(f,)dpx(x):% / (z—B(X))2dPX(z).
(B(X),00) (

R (E(X),00)

12



1.3. Konvexe Halbordnung von W'\Verteilungen

Analog erhalt man:

[ Ee-xrmo-; [ @- B
(=00, E(X)) (=00, E(X))

zusammen ergibt sich die Behauptung.

(7v) folgt unmittelbar ausi(:).

Bemerkung 1.14 (Verlauf der GEW-Funktion)

Wir wollen die Funktioné(t) = E[(X —t)T], t € R, zukiinftig alsSGEW-Funktion von
X ansprechen. Die Abkurzung GEW steht dabeiGigstutzeErwartung§Vert. £ weist
—neben ihrer Konvexitat — die folgenden Eigenschaften auf

e ¢ ist stetig, was unmittelbar aus der Konvexitat folgt.

e Die links- und rechtsseitigen Ableitungéh und¢’, sind isoton; sie wachsen fir
wachsendesvon —1 auf(. Dies ergibt sich sofort aus (1.17) unter Berucksichti-
gung der Isotonie von Verteilungsfunktionen.

e ¢ ist antiton. Dies folgt aus der Isotonie veh unter Verwendung des folgenden
allgemeinen Resultats: Igt konvex auf einem Intervall C R und f’ (z) < 0
(bzw.> 0) fur allex € I, dannistf auf/ strikt antiton (bzw. strikt isoton). Dieses
Resultat sieht man leicht mit Hilfe der Integraldarstetjui.20) der konvexen
Funktion f ein; demnach ist

z+h
f(:zc+h)—f(x):/ fi(s)ds furz e Rundh>0.
e FUrt — oo verschwindet; furt — —ociist ¢t — E(X) —t die Asymptote von

&, vgl. (1.13).

Abbildung 1.2 auf Seite 1.7 zeigt beispielhaft den Verlauf @GEW-Funktion einer Zu-
fallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion.

1.3 Konvexe Halbordnung von W'Verteilungen

Definition 1.15 (Konvexe Halbordung von W'Verteilungen)

Seien; und @, zwei W'Verteilungen ubefR, %5) mit endlichen Erwartungswerten.
1 wird in der konvexen Halbordung dominiert dur€h (Schreibweise(), <.. @),
falls fur alle konvexen Funktionemn: R — R, die Q- undQ.-integrierbar sind, gilt:

EQl(U) < EQ2(U) .

13



1.3. Konvexe Halbordnung von W'\Verteilungen

Bemerkung 1.16 (Konvexe Halbordnung von Zufallsvariablei)
(7) Die Definition der konvexen Halbordung lasst sich in kasoher Weise auf inte-
grierbare reelle Zufallsvariablen tbertragen:

X<.,Y «— P¥<,PY.

(i7) Gilt X <. Y, so folgt wegen der Konvexitat der Funktieft) = —¢ sofort
—X <. —Y,und weiter£(X) = E(Y). Man beachte in diesem Zusammen-
hang, dass au¥ < Y im Allgemeinen nichtX <., Y folgt.

(ii7) Wegen der Konvexitat der Funktiar(t) = t* folgt aus X <. Y im Fall der
Quadrat-Integrierbarkeit voX undY

Var(X) < Var(Y) ,

wobei hier Gleichheit genau dann gilt, weRrt = PY. Zum Beweis diesekqui-
valenzaussage benutze man das folgende Lemma in Verbimaliti{@. 1).

Lemma 1.17
SeienX, Y integrierbare reelle Zufallsvariablen. Es gilt<., Y genau dann, wenn die
folgenden Bedingungen erfullt sind:

Der Beweis der Hinrichtung ist einfachi) (hatten wir bereits in Bemerkung 1.16
nachgewiesen undij folgt auf Grund der Konvexitat der Funktion(z) = (x — t)7,
x € R, fur allet € R. Fur den Beweis der Rickrichtung siehe Muller und Stoyan
(2002).

Bemerkung 1.18 (Konvexe Halbordnung via rechtsseitig gestzte E-Werte)
Die Bedingung i) in Lemma. 1.17 lasst sich ersetzen durch die Bedingung

(i) Et—-X)*<E(t-Y)" VteR.
Dies folgt aus (1.11).
Gilt X <., Y, so kdnnte man mit Blick auf Lemma 1.17 davon sprechen, dass

gleichmalig kleinerapper tailsalsY besitzt. SindX, Y Verlustvariablen (z.B. zu leis-
tende Zahlungen), so wird ein risikoaverser Entscheidshae die ZahlungX der

SEsgiltsogarX <Y P-fs.— X £, Y.

14



1.3. Konvexe Halbordnung von W'\Verteilungen

ZahlungY vorziehen. SindX,Y Gewinnvariablen (z.B. eingehende Zahlungen), so
wird derselbe Entscheider mit Blick auf Bemerkung 1.18 sbedie ZahlungX der
ZahlungY” vorziehen.

Das Konzept der konvexen Halbordnung besitzt also durcbmespraktische Re-
levanz. Man betrachte zum Beispiel ein Versicherungsoetenen, welches bei der
Pramienkalkulation fur eine Verlustvariabk (mit unbekannter oder schwer handzu-
habender Verteilung) diese durch eine Zufallsvariables., X (mit leicht handzuha-
bender Verteilung) ersetzt — und damit offenbar ihremditan Vorsichtsprinzip folgt,
weil sie das Risiko (im Sinne der gestutzten Erwartungsyetets tberschatzt.

Bemerkung 1.19

Es ist leicht einzusehen, dass die Ordnungsrelation™auf der Menge/V der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen a(R, 8) mit endlichen Erwartungswerten tatsachlich ei-
ne Halbordnung ist, da sie die erforderlichen EigenschaReflexivitat, Transitivitat
und Antisymmetrie aufweist. Sie ist jedoch keine (totaleyiifungsrelation, weil sich
offensichtlich nicht alle Elemente ad®% miteinander vergleichen lassen. Uns dessen
bewusst wollen wir trotzdem zwei Verteilungen (oder aucliellsvariablen), die sich

in der konvexen Halbordnung vergleichen lassen, als kogeexdnetezeichnen. B

Lemma 1.20
Gegeben seien integrierbare reelle Zufallsvariablei und eine weitere Zufallsvaria-
bleZ : Q@ — N. Es gelte:

pXlZ== < PYI?=* fir P?fastallez € N .
Dann gilt:
PX <. PY.
Beweis:
Nach Voraussetzung gilt fur jede konvexe Funktion
E(wvoX|Z)< E(voY|Z) P-fastsicher
Damit erhalt man sofort:

E(woX)=E(E(voX|Z)) < E(E(voY|Z)) = E(voY).

Im Folgenden bezeichnet

suppX = {teR:Fx(t—e)< Fx(t) Ve>0}

15



1.3. Konvexe Halbordnung von W'\Verteilungen

denTrage” der Verteilung einer reellen Zufallsvariabléf es gilt:
suppX = {t € R: F'(Fx(t)) =t} .

\Von Interesse ist im Folgenden auch die Menge{0 < Fx < 1}, die wir alsTrager-
intervall der Verteilung vonX bezeichnen wollen. Man verifiziert leicht die Darstellung
int {0 < Fx <1} = (Fx(0), F'(1)). Es besteht der folgende Zusammenhang:

int{0 < Fx < 1} =int conv suppX ;

d.h. das Tragerintervall ist das kleinste Intervall, vinels das Innere des Tragers um-
fasst. Diese Begriffsbildung ist in gewisser Weise komsistist der Trager bereits ein
Intervall, alsoFy auf suppX strikt isoton, so fallen das Innere des Tragers und das
Tragerintervall zusammen.

Man verifiziert leicht mit (1.14) uncl (1.15), dass fur korygeordnete Zufallsvaria-
blenX <. Y die Tragerintervalle wie folgt geordnet sind,

int {0 < Fx <1} Ciant {0 < Fy < 1}. (1.22)

Bemerkung 1.21

Man kann zeigen, dass sogar die TeilmengenbezieRong: Fx < 1} C {0 <
Fy < 1} gilt. Dazu verbleibt lediglich nachzuweisen, dass &ys0) = Fy- (0) (=: t*)
notwendigFx (t*) < Fy(t*) folgt. Betrachten wir dazu die beiden Funktionen=
E[(X —.)Tlundb := E[(Y — .)*], fur diea < b auf Grund vonX <. Y gilt. We-
gen (1.14) gilta(t*) = b(t*). Nehmen wir an, es geltEx (t*) > Fy(t*), dann folgte
al, (t*) >V, (t*) (wegen (1.17)) und dahet(t*+) > b(t*+), was im Widerspruch zu
a < b stunde.

Bemerkung 1.22 (Zusammenhang Quantil- und Verteilungsfuktion)
Ist die QuantilfunktionF;*(p), p € (0,1), einer ZufallsvariableX gegeben, so lasst
sich deren Verteilungsfunktion offenbar gemani

Fx(z) =sup{p € (0,1) : Fx'(p) <z}

bestimmen. Ist supX ein Intervall, alsof’y auf suppX strikt isoton, so ist fur alle
x € suppX der Wert der Verteilungsfunktion an dieser Steltg;(x), die eindeutige
Losung (furp) der GleichungF's ' (p) = = . [ |

4Man beachte, dass abweichend von dieser Begriffsbildungdger in der Literatur oft als Ab-
schluss von supf definiert wird.
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BE(X,) |

(0,0)

E(X1)

Abbildung 1.1: GEW-Funktionery;, fo zweier konvex geordneter Zufallsvariablen
X1 <. X, mit TragerR und stetiger Verteilungsfunktion

Abbildung 1.2 visualisiert beispielhaft fur zwei konvegardnete Zufallsvariablen
X <. X, den Verlauf ihnrer GEW-Funktionefi(t) = E[(X; —t)T],t € R, i = 1,2,
Sie beruicksichtigt neben unserem Wissen uber den pratiep Verlauf von GEW-
Funktionen, vgl. Bemerkurig 1.14, dasoffenbar stets nicht unterhalb vgnverlauft
und beide Funktionen auf Grund des identischen Erwartuedew/dieselben Asympto-
ten besitzen.

Wir werden nun sehen, dass die konvexe Halbordnung zwefatl&ariablen nicht
nur aquivalent zu einer entsprechenden Halbordnung gdlstutzten Erwartungswerte
ist, sondern auch eine gewisse Halbordnung des Tail-\@Risk impliziert.

Lemma 1.23
Fur zwei gemalX <., Y konvex geordnete Zufallsvariablen Y gilt:

()  TVaR,(X) < TVaR,(Y) Vae(0,1),

(id) L-TVaR,(X) > L-TVaR,(Y) Va e (0,1) .

SDie beiden Funktionerf; und f, kdnnen sich jedoch beriihren.

17



1.4. Komonotonie von W'Verteilungen

Beweis:

(7) Betrachte fury € (0, 1) die Funktion
1
fit)y=t+ aE[(X —)*], teR

Die notwendige und hinreichende Bedingung an eine Minitabést, der kon-
vexen Funktionf lautet: f' (t,) < 0 < fi(to). Mit Hilfe von (1.17) redu-
ziert sich diese Bedingung aify (tp—) < 1 — a < Fx(t), welche vont, =
¢1—o(X) erfullt wird. Nun konnen wir unter Berucksichtigung v{ih4) wie folgt
abschatzen:

TVaR,(X) = f(1-o(X)) < f(g1-a(Y)) < TVaR,(Y),
was zu zeigen walr.

(77) ergibt sich aus:j unter Beachtung von Bemerkung 1.19 (nd Definition 1.10.

1.4 Komonotonie von W’Verteilungen

In diesem Abschnitt beleuchten wir eine 'extreme’ Abh@hkgitsform zwischen Zu-
fallsvariablen: Die ZufallsvariableX, . .., X, hangen alle gleichlaufig von einer ein-
zigen anderen reellen Zufallsvariablgrab (d.h. sie sind allesamt isotone Transforma-
tionen vonY’), verhalten sich also 'mehr oder weniger’ wie Dies mag auch gleich die
BezeichnungKomonotonigfur diese Abhangigkeitsform motivieren, die wir zunath
als Eigenschaft von Verteilungen einfuhren.

Definition 1.24 (Komonotone Wahrscheinlichkeitsverteilung)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilurg auf (R™, 8™) heildt komonoton, falls eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung) auf (R, ) und isotone messbare Funktiongn. .., g, :
R — R existieren, so dass gilt:

Lemma 1.25 @Aquivalente Charakterisierungen der Komonotonie)

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilghguf (R", 28™) mit den eindimensio-
nalen Randverteilunge®;, i = 1,...,n, und Randverteilungsfunktiondr. Die fol-
genden Aussagen sind aquivalent:

18



1.4. Komonotonie von W'Verteilungen

(?) @ ist komonoton.

(z7) Es existieren eine WahrscheinIichkeitsverteiI@guf(R, B) und antitone Funk-
tionenhy,...,h, : R — R, so dass gilt:

(7v) Die Verteilungsfunktion vord) ist gegeben durch

Fo(xy, ... xp) min Fi(z;) Yaq,...,z, €R.

i=

.....

Ein Beweis findet sich in Dhaene, Denuit, Goovaerts, Kaasvymtke (2002).

Bemerkung 1.26 (Komonotone Zufallsvariable)

Die Definition der Komonotonie lasst sich in kanonischernd&eauf Zufallsvariablen
Ubertragen. Ein®"-wertige ZufallsvariableX = (X, ..., X,,) hei3t (oder auch: die
ZufallsvariablenXy, . . ., X,, heiRen) komonoton, wenRX1--X») komonoton ist. W

Von besonderem Interesse wird im Folgenden die Verteilwrgsdimme der Kom-
ponenten einer komonotonen Zufallsvariablen (oder emmfder Summe komonotoner
Zufallsvariablen) sein. Das folgende Lemma offenbart zhesondere Eigenschaften
einer solchen Summe: deren Quantile und gestutzte Ervgmiarte lassen sich leicht
aus den (Rand-)Verteilungen der Summanden bestimmen.

Lemma 1.27
Sei X = (X{,..., X¢) eine komonotone integrierbalfé'-wertige Zufallsvariable mit
Randverteilungsfunktionefi, . . ., F),. Bezeichne5® = """ | X¢. Dann gilt:

() Fo'(p) =X Fi ' (p) Vpe(0,1].

(i) E([S¢—d") = anE([Xf — F N (Fse()]F) = [d = Fg.! (Fse(d))](1 — Fse(d))
- Vde int {0 < Fse <1}.

Beweis:

Bezeichnel eine R ;-verteilte Zufallsvariable (die auch auf einem anderen &R
als (€2, A, P) definiert sein mag). Charakterisierung:il der Komonotonie in Lemma
1.25 liefert die DarstellungX¢, ..., X¢) < (F7Y(U), ..., F7Y(U)).

n
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1.4. Komonotonie von W'Verteilungen

(z) Offenbar gilts® 2 (U) mit der monoton wachsenden und linksseitig stetigen
Funktionh(u) = Y"1 F; ' (u), u € (0,1).

Fur jede monoton wachsende und linksseitig stetige Fanktiund jede reelle
ZufallsvariableY gilt

F () = g(Fy'(p)) furalle pe(0,1). (1.23)

Dies folgt aus der fur alle € R undp € (0, 1) giltigenAquivalenzkette

Foxyp) <o & p<Fuo@) 8 p< Fxlsuplylgly ) < x})
“ Fit(p) <sup{y|g ) <z} g )<,
mit Fx(—o0) := 0 und Fx (o) := 1; dabei folgen dighquivalenzen ¢) jeweils

aus der Quantildefinition, und diequivalenzen §) jeweils auf Grund der fiir jede
isotone und linksseitig stetige Funktigrgultigen Beziehung(z) < =z < 2z <

sup{y|g(y) < x}.
Damit ergibt sich

Fs(p) = Fyn(p) = B(F () = b(p) = Y F ' (p)  furalle p € (0,1) ;

Grenziibergang fiw — 1 liefert wegen der linksseitigen Stetigkeit von Quantil-
funktionen die Behauptung fir= 1.

(i7) Ausd € int {0 < Fs. < 1} folgt notwendigF, ' (Fs:(d)) € R fur allei =
1,...,n. Wir formen wie folgt um:

ZE([XE—E’l(FSC(d))V) = ZE([F;’l(U)—Ffl(Fsc(d))]*)

= > [ B - B )

Fse(d)
1 n n
- / SOE ) = S F T (Fe(d)) dp
Fsc(d) =1 =1

Mit (i) ist die zweite Summe unter dem Integralzeichen gléigh(Fs.(d)) < d,
die erste gleich's.' (p). Damit ist nun

ZE (1X; = FAE @) = [ Fd) —ddp+ [ d= F(Fse(@) dp
Fse(d) Fse(d)
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1.4. Komonotonie von W'Verteilungen

Das erste Integral vereinfacht sich wegen Fs.(d) < Fg.'(p) > d zu
1

JIF ) = a7 dp = B(F©) - ) = B - d").
und das zweite Integral ist glei¢hh — Fg.!' (Fse(d))](1 — Fs.(d)), was zu zeigen
war.

Bemerkung 1.28 (gestutzte Erwartungswerte einer komonoteen Summe)
Teil (z) des vorstehenden Lemmas liefert alle Quantile ¥6nund nach Bemerkung
1.22 erhalt man aus diesen sofort den in T&)l ljendtigten Wert der Verteilungsfunkti-
on vons«©.

Offensichtlich gilt im Falld € suppS¢ geradeF . (Fs(d)) = d und damit

[d — Fg.' (Fse(d))(1 — Fse(d)) =0,

womit sich die Formel fU[(S¢ — d)*] in Lemma. 1.27 {;) entsprechend vereinfacht.
Fur den Falld ¢ int {0 < Fg. < 1} giltim Ubrigen wegen (1.14) und (1.15):

0 fallsd > F3(1)

E([sc—d*) = { E(S°—d) |, fallsd < Fy(0)

Das folgende Lemma kann dahingehend interpretiert wentsess, sich durch Diver-
sifizierung das als (Lower-)Tail-Value-at-Risk gemesdeisgko nicht verringert, wenn
die 'Risiken’, in die investiert wird, komonoton sind. Voredem Hintergrund ist die
komonotone Additivitt eine Forderung an ein Risikomal3, die zusatzlich zu der nach
dessen Koharenz aul3erst sinnvoll erscheint.

Lemma 1.29 (Komonotone Additivitat des (Lower-)Tail-Value-at-Risk)
In der Situation von Lemma 1.27 gilt fur altec (0, 1):

(4) TVaR,(5°) = >_i1; TVaR.(X7),
(i)  L-TVaR,(S°) = 3", L-TVaR,(X?) .
m

Dies folgt sofort aus der Definition des (Lower-)Tail-ValaeRisk in Verbindung
mit Lemma 1.274).
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1.5. Die Lognormalverteilung

1.5 Die Lognormalverteilung

In der Einfuhrung zu Beginn der vorliegenden Arbeit istédesr deutlich geworden,
dass lognormalverteilte Zufallsvariablen eine wichtig@l®&bei der Modellbildung im
Finanzwesen spielen. Dies ist zumeist durch die Modehligrvon Aktienkursen als
Geometrische Brownsche Bewegung verursacht. Deshalimsbésem Abschnitt Wis-
senswertes Uber die Lognormalverteilung zusammengatragrden, so dass spater
darauf zurtick gegriffen werden kann.

Definition 1.30
Eine reelle Zufallsvariabl& > 0 heil3tlognormalverteiltmit Parametern € R und
A2 > 0, wenn

Y =In(X)

eine N (r, A\?)-verteilte Zufallsvariable ist. Man schreifst ~ £(7, \?). [ ]

Es folgt unmittelbar, dass eine mit einem positiven Faktanultiplizierte £(7, \?)-

verteilte ZufallsvariableX wiederum lognormalverteilt istt X ~ £(7 + Ina, A?). Ent-

sprechendes gilt bei Potenzbildung mit einkr# 0: X° ~ £(br, (bA\)?). Beides sind
Folgerungen aus der linearen Transformationseigensdeaftormalverteilung.

Lemma 1.31 (Kenng©3en der Lognormalverteilung)
Flr eine Zufallsvariabl& ~ £(7, \?) gilt:

Fx(t) = & <m@%) Vit>0 (1.24)
(X)) = @PX)=e P vpe(0,1) (1.25)
E(X) = e (1.26)
Var(X) = e (1.27)
E[(X—1)Y] = e o (HT_IH )—t@(%ln(t)) Vis0 (1.28)
)\2 ) ()\ + T— ln >
E[X|X >t = % p— Vit>0 (1.29)
® (=)
TVaR,(X) = e+ QA= (A=) e (0,1). (1.30)

o
|

Die Formeln fur die Verteilungsfunktion und die Quantiiadleicht zu verifizieren.
Formel (1.23) fur gestutzte Erwartungswerte erhalt machreiner langeren Rechnung
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1.5. Die Lognormalverteilung

uber die Definition des Erwartungswertes; alternativelertan die gegebene Formel
nacht ab, und vergewissere sich, dass man als Ableitting- 1 erhalt. Die Formeln
fur den bedingten Erwartungswert und den Tail-Value-skRolgen unmittelbar. Den
Erwartungswert erhalt man aus (1.28) fiw- 0, die Varianz uber die Definition oder,
vorteilhafter, unter Ausnutzung vakiz ~ £(27, (2))?).

Bemerkung 1.32
Eine Formel furE[(t — X )] ergibt sich leicht aus (1.28) unter Ausnutzung von (1.11);
ferner erhalt man

Elt —X)"]
EX| X <tl=t - ———+
[X]X <] XD
und daraus durch Setzen voe- ¢*(.X) schlie3lich den Lower-Tail-Value-at-Risk zum
Niveaua. u

Ist X eine lognormalverteilte Zufallsvariable mi(X) = p und VafX) = o2, so
ergeben sich die Verteilungsparameteund \? offenbar als eindeutige Losung des
Gleichungssystems

)\2
uo o= exp{T%—?}
2

o? = exp {2(7 + %)} (exp{\?} — 1),

welche gegeben ist durch

2
A o= In (1 + 0—2) (1.31)
1
1
7 = In(p) — 5 N (1.32)

Mit Hilfe dieser Inversionsformelrkdnnen also die Parameter einer Lognormalvertei-
lung in Abhangigkeit von ihren ersten beiden Momentenilbest werden.

Wenden wir uns nun der multivariaten Lognormalverteilungdenn in der interes-
sierenden Anwendung werden wir es in der Regel mit kortelrelognormalverteilten
Zufallsvariablen zu tun haben.

Definition 1.33 (n-dimensionale Lognormalverteilung)
Eine ZufallsvariableX = (Xi,..., X,)" mit Werten in(0, co)" heif3tn-dimensional

lognormalverteilt mit Parametemn= (7;);=1,.._, € R" undA = ((\;;))i j=1,... € R™*"
nicht-negativ definit, wenn

Z = (In(X1),...,In(X,))"
eine N (7, A)-verteilte Zufallsvariable ist. Man schreibt: ~ £(7, A). [
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1.5. Die Lognormalverteilung

.....

1
p; = exp{n; + 5/\11} , (1.33)

1 1
Uij = exp{Ti —+ 5)\”} exp{Tj + akjj}(exp{)\ij} — 1) (134)

Bemerkung 1.34

Die Komponenten einen-dimensional lognormalverteilten Zufallsvariablen sijed
weils 1-dimensional lognormalverteilt. Die-dimensional lognormalverteilten Zufalls-
variablenX, ..., X, sind genau dann stochastisch unabhangig, wenn sie uh&drre
sind. Beide Aussagen folgen unmittelbar aus den entspndeineAussagen fur normal-
verteilte Zufallsvariablen.

Lemma 1.35
Seien ein Vektoy: € R™ und eine nicht-negativ definite Matrix € R"*" gegeben und
X eine lognormalverteilte Zufallsvariable. Bezeichne

A= )\ij 1<ij<n = In %ij . 3
(%) (( (1+Miﬂj)))1gi,jgn (139

Dann sind die beiden folgenden Aussagen aquivalent:
(@) E(X)=pundCoX) =% ,
(i7) X ~ £(r,A) mit
2 1<i<n

Die Implikation (i)=-(i) folgt sofort nach Einsetzen von (1.35) und (1.36) in (1.33)
und [1.34). Zum Beweis der Umkehrung verbleibt lediglicktzeistellen, dass und

A gemal (1.35) und (1.36) die eindeutige Losung des Glag$systems (1.33) und
(1.34) darstellt.

Mit Hilfe der beideninversionsformelr{1.3%) und (1.36) konnen also die Parame-
ter der Lognormalverteilung bestimmt werden, wenn deremagungswertvektor und
Kovarianzmatrix vorgegeben sind.

Das folgende Lemma ist eine unmittelbare Konsequenz ausnéaren Transfor-
mationseigenschaft der multivariaten Normalverteilung.
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1.5. Die Lognormalverteilung

Lemma 1.36 (Abgeschlossenheit bzgl. Produktbildung)
SeiX = (Xi,...,X,)" ~ £(r,A) mit 7 € R* und A € R™" nicht-negativ definit,
sowiec = (cy,...,c,)" € R™ Dann gilt:

HXZC? ~ L(c'r,c"Ac).

i=1

Bemerkung 1.37 (Korrelierte Aktienpreisprozesse im BlackScholes-Modell)
Sei ( s(l), ey s(”))t>0 ein n-dimensionaler Standard-Wienerpro£zsiessen Kom-
ponenten nicht als stochastisch unabhangig vorausgesatiz Der zufallige Preis des
k-ten Wertpapiers zum Zeitpunkiwird beschrieben durch die Zufallsvariable

2
Agk)ZAék)eXP{(Mk_%)S—FUkWs,(k)}a k=1,...n,

wobeiu, € Rundo, > Ofurallek =1,..., n vorausgesetzt seiﬁlék) sei eine positive
Konstante.(Agk))8>0 ist also eine im Punk([Ag“)) startende geometrische Brownsche
Bewegung mit Drift, und Volatilitat (u, — %).

Fur die (matrixwertige) Kovarianzfunktion

K(s,1) = (CoMWP, W) Dpima,..m

des involviertenV-dimensionalen Wienerprozesses géités, t) = min{s, ¢} - C, wo-
bei C = (ox)iiet..... Mit gy = Cov(W ¥ W), Diese Struktur impliziert die Un-
abhangigkeit von (nicht Uberlappenden) Zuwachsen giemKomponenten,

Cov (W — W WO WOy =0 furs; <sy<t; <ty;

S92 S1

was im betrachteten Finanzmarktmodell eine durchaus sile&nnahme zu sein scheint:
Wenn der Wertzuwachs einer Aktie in einer Periode unabigaran dem Wertzuwachs
dieser Aktie in einer vorhergehenden Periode modelliend ydann sollte letzteres auch
fur eine andere Aktie gelten. Ebenso impliziert die gegeb®truktur vonk (s, t) eine
gewisse zeitliche Homogenitat der Kovarianz,

Couw (), W) s - Cov(Wy”, W") ;
dies sorgt dafur, dass die Korrelation nicht von der Zeftzaigt:

Cor(w®, Wy = Cor(w ™, wy .

8Ein n-dimensionaler stochastischer Prozess heilRe Standandevifirozess, wenn dessen Zuwachse
n-dimensional normalverteilt und Uber nicht-UberlapgeZeitintervalle stochastisch unabhéngig sind
sowie jede Komponente ein Standard-Wienerprozess islwérhnE(Wt(k)) =0und Var(Wt(k)) =t fur
allet > 0undallek =1,...,nqgilt.
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1.5. Die Lognormalverteilung

Vor diesem Hintergrund konnte man algg auch einfach als "die Korrelation” dérten
und/-ten Komponente des Wienerprozesses ansprechen. Mandedass die Diago-
nalelemente vord' samtlich gleich 1 sind, da wir von einem Standard-Wienzzess
ausgegangen waren.

Die Rendite de&-ten Wertpapiers Uber einem Zeitinterviall¢] ist nun offenbar

o _ ALY (¥) 5 o
1) = 2 = e { oW - W)+ = B =) L k=1,
und die Rendite allen Wertpapiere Giber dem Zeitintervadl ¢], aufgefasst als Spalten-
vektor,
Rov= (R, RU)T,
ist eine(r, A)-verteilte Zufallsvariable, wobei sich deren Parametex folgt bestim-
men:
2

g
Tk — (uk—?k)(t—s), kzl,...,n,

)\kl = O'kUlel(t—S), k,lzl,...,n.

Erwartungswerte und Kovarianzen der Renditen ergebenirsi@bhangigkeit von
den Parametern des Aktienpreisprozesses gemal3 (1.3%1.349t

e = E(Rgft)) = =) =1 ... .n,
Op = COV(R(k) R(l)) = emlt=s)gmlt=s)(gorvaonlt=9) _ 1) = L 1=1 ... n.

s,t ) tlst
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Kapitel 2

Approximation einer
Summenverteilung in der konvexen
Halbordnung

In diesem Kapitel sollen Methoden zur Approximation dertgung einer Summe

i=1

von beliebigen reellen Zufallsvariablek;, ..., X, vorgestellt werden, die auf dem
Konzept der konvexen Halbordnung beruhen. Dazu erlawt@raunachst ausfihrlich,
wie man Zufallsvariable® bzw. S konstruieren kann, welche die Zufallsvarialslém
Sinne der konvexen Halbordnung dominieren bzw. von ihr ddoeni werden:

S < S <@ S.

Wir werden im Folgenders bzw. S als oberebzw. untere konvexe SchrankerfsS
ansprechen. Die Verteilung der in Abschnitt 2.1 konstteieiSchranken wird sich in
der Regel als relativ einfach bestimmbar herausstellerphi spielt das Konzept der
Komonotonie eine entscheidende Rolle.

Wir hatten in Kapitel 1 bereits erwahnt, dass es gerade tagjdstellungen im Be-
reich des Finanz- und Versicherungswesens sinnvoll sein,kdie Zufallsvariables
(mit schwer handzuhabender Verteilung) in den Berechnudgech eine (je nach Fra-
gestellung) untere oder obere konvexe Schranke zu ersethemu approximieren. Hier
stellt sich nun sogleich die Frage nach der Gute der Apprakon. Zu deren Beantwor-
tung werden wir spater einen einfachen Abstandsbegnftieren, der es erlaubt, obere
Schranken fur diesen Abstand zu konstruieren — oder aagegedrickt: den maximal
moglichen Approximationsfehler zu quantifizieren.
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2.1 Konvexe Schranken

Die im folgenden Resultat behauptete obere konvexe Scaraagiert auf deoberen
Fréchet-Schrank&ir den VektorX = (X1,..., X,,) der Summanden vofi. Dabei ist
die obere Fréchet-Schranke gegeben durch den komonafarfgisvektor mit densel-
ben Randverteilungen wik.

Satz 2.1 (Komonotone obere Schranke fur Summenverteilurem)

SeiX = (Xi,...,X,) eine integrierbar®"-wertige Zufallsvariable und

X¢ = (X7,...,X:) eine komonotone integrierbaR®-wertige Zufallsvariable mit den-
selben Randverteilungen wie. Dann gilt:

(S=) ZXi <cz ZXE(::SC).

Beweis:
Zu zeigen verbleibE[(S — ¢)T] < E[(S¢ — t)*], denn die Erwartungswerte stimmen
wegen der gleichen Randverteilungen bereits Uberein.egZeithnenf,, .. ., F, die

Randverteilungsfunktionen vak (und somit vonX¢).

(¢) Seit ¢ {0 < Fsc < 1}.
Wir zeigen zunachst, dass daraug {0 < Fg < 1} folgt:
Es gilt
P (S < Zﬂl(n) > P (ﬂ{Xz- < Fﬂ(l)}) =1,
=1 i=1
und weiter}_" | F7'(1) = Fg'(1) nach Lemma 1.27:), womit Fg'(1) < Fg.'(1)
gezeigt ist. Andererseits gilt

P (s > iF;(O)) > p (ﬁ{xi > F;(O)}) 1

und weiterd_" | F; (0) = F5.(0) nach Lemma 1.27i) in Verbindung mit (1.2) und
Ausnutzung der Komonotonie vorX ¢, womit Fg (0) > F.(0) gezeigt ist.
Somit erhalten wir, unter Berticksichtigung von (1..14) (bd.5),

0 , fallst > Fg.!'(1)

E[(S —t)*] = E[(S° —t)7] z{ B(S)—t . fallst < Fa(0)

womit E[(S — t)7] < E[(S° — t)*] sogar mit Gleichheit erfullt ist.
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2.1. Konvexe Schranken

(i7) Seit € {0 < Fsc < 1}. Der weitere Beweis erfolgt nun lediglich fur den Fall, slas
der Trager vonS© ein Intervall ist, also fur{0 < Fs. < 1} C suppS¢; siehe Kaas,
Dhaene und Goovaerts (2000) fur den allgemeinen Fall. Wége (Fs:(t)) = t gilt
zunachst

(S —1)F = (S — Fol(Fs-(1))" .

Nun lasst sich gemaR Lemma 1.2Y £5.! (Fs(t)) durch_" | F.'(Fs(t)) ersetzen;
andererseits gil " | (z; — )]t <> (v; — t;) T furallez;, t; € R, womit wir wie
folgt abschatzen kdnnen:

(S — Fg (Fse(1)))" = [Xni (Xi- F(Fs0) )] < 3 (- F(Fse0))

i=1 =

Erwartungswertbildung auf beiden Seiten liefert

Blis-01 <3 B[ (x- ).

und nach Ersetzen vaol,; durch X¢ ist die rechte Seite nach Lemma 1.2%) gerade
E[(S¢—1t)"]. [

Der vorstehende Satz kann auch wie folgt gelesen werdearhatb der Menge al-
ler Zufallsvektoren mit vorgegebenen Randverteilungstionen £, . . ., F,, dominiert
die Summe der Komponenten des komonotonen ZufallsvekterSumme der Kom-
ponenten jedes anderen Zufallsvektors in der konvexendtadiing. Das Resultat geht
zuriick auf Ruschendorf (1983); alternative Beweisaud&fiden sich in Denneberg
(1994), Dhaene und Goovaerts (1996) sowie Muller (1997).

Bemerkung 2.2
(/) Die Quantilfunktionf.'(p), p € (0, 1), und die GEW-FunktichE[(S°—t)*], t €
R, lassen sich gemald Lemma 1.27 einfach bestimmen. Dieiagsfunktion
von 5S¢ erhalt man aus der Quantilfunktion gemaf3 Bemerkung 1.22.

(i) Nach Lemma 1.25 giltx® < (F7HU), ..., E7HU)) mit einer Ry ;-verteilten
ZufallsvariableU.
Zur spateren Verwendung wollen wir Satz 2.1 in kanonisdNeise fur Vertei-

lungen formulieren: Seiy) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung a@i&™, 6") mit
endlichem Erwartungswert, Randverteilunggrund Randverteilungsfunktionen

!Eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass die TrageBdenmanden allesamt Intervalle sind.
2GEW steht wie bisher firr Gestutzte-Erwartungswerte-fionk
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F;,,i=1,...,n. Bezeichner; diei-te Projektionsabbildung,= 1,...,n. Dann
gilt:

Kaas et al. (2000) konnten diese komonotone obere konvexe8e verbessern.
Zur Konstruktion dieser verbesserten oberen konvexenaBikbrsind jedoch zunachst
noch einige Vorbereitungen notig.

Lemma 2.3 (Hilfsresultat)
Gegeben seien zwei stochastisch unabhangige ZufaliblenXx : (Q,A4) — (B, B)
undZ : (22, A) — (C,C) sowie eine messbare Funktign (B x C,B®C) — (R,B).
Dann gilt:

plX2z=: — pI&2)  fyr pZfastallez € C'.

Beweis:
Die gemalK (z, E) := P/X*)(E) definierte Funktion : C' x B — [0, 1] ist offenbar
ein Markov-Kern vonC, C) nach(RR, 8). Es verbleibt zu zeigen, dass fur allec B
und F' € C gilt:

PUXDD)(F x F) = / PI&A(E) dP%(z2) . (2.1)

F

Bezeichnen wiy : (z, z) — (f(z, 2), z), S0 erhalten wir unter Ausnutzung der stochas-
tischen Unabhangigkeit vo und Z:

PUSDIEXF) = [ 1prgle,2) P2 a.2)

_ / / Lp(f(x, 2))1p(2) dPX(2) dP%(2)

= /F /E dPI XA (1) dP?(2) .

Das innere Integral ist jedoch gera®éX:?) (E), womit (2.1) gezeigt ist.
Also ist K eine bedingte Verteilung vofi( X, Z) gegebery. Da diese eindeutig ist
im Sinne von

K(z,.) = PIXDIZ=2()  figr P?fastallez € C,
folgt die Behauptung. [ |
Im Folgenden bezeichne fur zwei Zufallsvariablgn 2 — RundZ: Q — C

Fy 7. die Verteilungsfunktion vorPY1?== ~» ¢ (C. Fir eine weitere Zufallsvariable
U:Q — (0,1) definiert man daniy.}, (U) := g(U, Z), wobeig(u, z) := Fy;_,(u).

Y|Z=z
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2.1. Konvexe Schranken

Satz 2.4 (sclrfere obere Schranke fir eine Summenverteilung)
Gegeben seien integrierbare reelle Zufallsvariablen . ., X,,, sowie weitere Zufalls-
variablenZ undU ~ R, ;; dabei seiert, U stochastisch unabhanglg.

Dann gilt:
ZX <o Z x12(U) = 5"

Beweis:

SeiZ : 2 — C'undz € C beliebig, aber fest gewahlt. Wir benutzen nun die Versiam v
Satz 2.1 fir Verteilungen, vgl. Bemerkuna 2id(wahlen wir dort) = PX1-Xn)lZ=2
dann erhalten wir unter Beruicksichtigung vBn= F,|z—.-

i XilZ == > ict F)}jZ:Z(U)
P < P .

Ccx

Wegen der stochastischen Unabhangigkeit Zoand U gilt mit Lemma 2.3 (man
wahle dortf(z,z) = >, X\Z (z)undX = U)

ZZ 1 XIZ z(U) Zz 1 X|Z( NZ ==z

= fur P?-fastallez € C';

Lemma. 1.20 liefert schlief3lich die Behauptung. |

Bemerkung 2.5
(¢) Die Zufallsvariable(F' |Z(U) ..,F;j‘Z(U)) hat dieselben Randverteilungen
wie X, denn es gilt

PP <t) @ [ PR (o0, t)aP (2

2 PY (=00, 1]) = Fx,(t);

dabei folgen die Identitatern) jeweils auf Grund der Eigenschaften von beding-
ten Verteilungen und die Identitéh)(wegen der stochastischen Unabhangigkeit
vonU, Z in Verbindung mit Lemma 2.3.

31



2.1. Konvexe Schranken

(i2)

(iid)

(iv)

Im Lichte von Lemma 2.1 folgt ausg)(
Su Scw Sc ) (22)

was nichts anderes bedeutet, als dass mittels einer bedieg& ufallsvariablen
Z eine obere konvexe Schranke gefunden werden kann, welandgesiens so
scharf ist wie die komonotone obere Schranke aus Lemma 8ideR/erscharfung
ergibt sich im Fall der stochastischen Unabhangigkeit¥amd Z, weil dann die
beiden oberen Schranken offensichtlich zusammenfallen.

Andererseits giltP® = P5“, falls X komonoton ist (denn dann gilt neben (2.2)
auch nochPS = P*°) oder PX!%== firr alle = € N komonoton ist. Letzteres sieht
man wiederum mit Bemerkung 2.2 ein.

Auf Grund der Isotonie von Verteilungsfunktionen ist fille z € C die Vertei-
lung
Fol, (U),....F,_(U))

P( X1|Z== )T X |Z==

welche nach Lemma 2.3 fift4-fast allez € C mit

p(Fxiz(0)s o Fl,(U)|Z = 2

Ubereinstimmt, komonoton. Daher lassen sich gemal3 Lefing&vadie (beding-
te) QuantilfunktionFg, ,_. sowie die GEW-FunktiorZ[(S* — .)*|Z = 2] ein-
fach bestimmen. Die Verteilungsfunktion vaét¥“!14== erhalt man aus der Quan-
tilfunktion gemalR Bemerkurig 1.22. ErwartungswertbilgiveziiglichP? liefert
schliel3lich die gewiinschten unbedingten Versionen vateMengs- und GEW-
Funktion.

[

Das folgende Resultat zeigt, wie mit Hilfe der Jensen-Uisgleng eine untere konve-
xe Schranke fus' konstruiert werden kann. Der mit den Grundlagen der Mathiema
schen Statistik vertraute Leser wird darin eine gewisséixdung zum Satz von Rao-
Blackwell erkennen.

Satz 2.6 (untere Schranke flir eine Summenverteilung)
Gegeben seien integrierbare reelle Zufallsvariabten. . ., X,, und eine weitere Zu-
fallsvariableZ.

Dann gilt:
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Beweis:
Unter Ausnutzung der Jensen-Ungleichung ergibt sichlféarkanvexen Funktionen,
fur diev(S) integrierbar ist:

E[U(S)\Z] > U(E<5|z>> Ps.;

Erwartungswertbildung auf beiden Seiten liefert die Bettang. [

Bemerkung 2.7

(2)

(i)

(iid)

Ist die bedingende Zufallsvariabtereellwertig und wird sie so gewahlt, dass die
Funktionen
giiz—EXi|Z=2) , i=1,...,n

samtlich isoton (oder samtlich antiton) sind, dann(Bt X,|2), ..., E(X,|%))
nach Definition komonoton. In diesem Fall liefert Lemma 1vi#@@éderum eine
einfache Moglichkeit zur Bestimmung der Quantilfunktiemd damit der Vertei-
lungsfunktion gemald Bemerkung 1.22) sowie von gestutZt@rartungswerten
von S,

Sind dieg;, i = 1,...,n, samlich isoton, so lasst sich unter der zusatzlichen
Voraussetzung ihrer linksseitigen Stetigkeit die Quéuntition vonS' mit Hilfe
von (1.23) besonders einfach berechnen; man erhalti&ipal (0, 1):

n

Fél(p) = Z FE(lxi|Z)<p) - ZFg:(lZ)(m
i=1

= Zgz(Fz_l(p)) = ZE(XAZ = F;'(p); (2.3)

eine ahnliche Aussage gilt auch fur den antitonen Fall.

Im Allgemeinen hat £(X,|Z), ..., E(X,|Z)) — im Unterschied zu den Sum-
manden vort© und S* — nicht dieselben Randverteilungen wie

Wird S durch Z P-fast sicher determiniert, gilt als& = f o Z P-f.s. fur eine
Abbildung f, so ergibt sichS! = S P-f.s als "beste”, jedoch in der Praxis nutz-
lose untere konvexe Schranke. Sif\dZ stochastisch unabhangig, so ergibt sich
St = E(S) P-f.s. (d.h.S! ist einpunktverteilt ink(S)) als "schlechteste” untere
konvexe Schranke.
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2.2. Gute der Approximatiom-Abstand

Bemerkung 2.8 (Wahl der bedingenden Zufallsvariable?)

In der Praxis wird man nur fur bestimmte Wahlen der bedidgenZufallsvariableZ
die bedingten Verteilungen deé¥; gegebern”Z und damit die Verteilungen der verbes-
serten oberen Schrankg = S*(Z) bzw. der unteren Schrank = S'(Z) bestimmen
konnen. Mochte man — was nicht unplausibel erscheint —IdeAbstand der GEW-
Funktion vonS zu der vonS“(Z) bzw. S'(Z) minimieren, so wird man sich unter
den zur Auswahl stehenden bedingenden Zufallsvariabbbrcjegerade fur diejenige
ZufallsvariableZ entscheiden, fir welche Vi@ (7)) minimal bzw. VatS'(Z)) maxi-
mal wird. Denn nach (1.1.9) ist ja dér-Abstand der GEW-Funktionen zweier konvex
geordneter Zufallsvariablen gleich dem halben Absolu#tgetier Differenz ihrer Vari-
anzen. In diesem Sinne kann eine solche WahlXaann algylobal optimal(unter den
zur Auswahl stehender) angesehen werden.

2.2 Gute der Approximation, o-Abstand

Es stellt sich nun die Frage, wie der Approximationsfehleir Approximation einer
Summenvariablé durch eine ihrer konvexen Schranken quantifiziert werdéin so

Gangige Abstandsmalie fur den Abstand zweier Verteiligg€)’ auf (R, 8) sind
beispielsweise ddfolmogorov-Abstand

dx(Q, Q') :=sup |[Fo(t) — For (t)]

teR
oder derTotalvariationsabstand

1(Q.Q) = s |Q(B) - Q'B) =5 [ 1alt) - for®)] dutt).
Be®! —00

wobei letztere Darstellung nur dann sinnvoll ist, wegnund Q" Dichten beziglich
eines MaReg auf (R, B') besitzen. Die Bestimmung dieser Abstande, oder zumindest
von Schranken fur letztere, ist jedoch praktisch nichghob, wenn (wie im spater
noch zu untersuchenden Fall, dagglie Verteilung eine Summe lognormalverteilter
Zufallsvariablen ist) die Verteilungs- bzw. Dichtefurdi vonQ nur schwer oder gar
nicht bestimmt werden kann.

Statt dessen betrachten wir mit Blick auf die eingangswdusth motivierten Ri-
sikomal3e, die uns ja Uberhaupt erst zum Konzept der konvdatbordnung gefiihrt
hatten, einen anderen einfachen, aber zweckmafigennisttegriff.

Dazu definieren wir eine Familie von Pseudometriker},.r auf der Menge aller
Wahrscheinlichkeitsverteilungen a(ig, ©8) mit endlichem Erwartungswert durch

0(Q, Q) := |Eg[(id — t)*] — Eg/[(id — t)¥]|, teR.
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2.3. Konstruktion einer varianzgleichen Approximation.

Dies ist lediglich eine Pseudometrik, weil(Q, Q') = 0 fur eint € R nicht@ = @’
impliziert. Die beiden Verteilungen sind jedoch genau dglaich, wenng;(Q, Q') =
0 fur allet € R gilt. Wenn wir im Folgenden kurz vom-Abstandzweier Verteilungen
sprechen, so ist damit die Familig, };cr (0der aquivalent die Funktion— o,(Q, Q"),
t € R) angesprochen. Sing, )’ die Verteilungen zweier reeller Zufallsvariablgns’,
so schreiben wir vereinfachend aughiS, S’) := 0:(Q, Q).

Sei S nun und im weiteren Verlauf dieses Kapitels eine beliebiggdyat-integrier-
bare reelle Zufallsvariable, also abweichend von der bigae Notation nicht notwen-
dig eine Summenvariable, usd eine quadrat-integrierbare (untere oder obere) konvexe
Schranke furS. Fur solche konvex geordneten Zufallsvariabtes” werden wir in Ab-
schnitt 2.4 auf Basis eines geometrischen Ansatzes eintReder Art

Var(S") — Var(S)| <e = (S5,5") <d(et)

herleiten, wobei in die Funktiof nur die Verteilung einer der beiden Zufallsvariablen
eingeht. Anschliel3end soll in Abschnitt 2.5 noch eine aligve obere Schranke fur die
spezielle Wahl’ = E(S|Z) gemal} Satz 2.6 betrachtet werden.

Zuvor stellen wir noch kurz eine andere interessante Methmun Approximation
der Verteilung vors vor, in die sowohl eine untere als auch eine obere konvexaska
fur S involviert sind.

2.3 Konstruktion einer varianzgleichen Approximation.

Vyncke, Goovaerts und Dhaene (2004) haben vorgeschlageejrer oberen und einer
unteren konvexen Schranke fiireine Zufallsvariable zu konstruieren, welche dieselbe
Varianz wieS hat.
SeiS eine quadrat-integrierbare reelle Zufallsvariablejne untere konvexe Schran-
ke fur S und S eine quadrat-integrierbare obere konvexe Schranks fir
Sei eine Familie von Zufallsvariablef, = € [0, 1], gegeben mit
Fsz(t) = ZFs(t) + (1 — Z)Fg(t) VteR.

Integration auf beiden Seiten unter Beriicksichtigung (doh6) liefert:
E[(S. - )T =2E[(S— )|+ (1 = 2)E[(S—t)"] VteR. (2.4)

Nun gilt jedoch weger (1.19):

Var(s.) — Var(S) — 2 / EI(S. — )] — B[(S — )] dt.

—00
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Nullsetzen, Einsetzen von (2.4) und Auflosen nadiefert

*

z

_ Var(S) — Var(S)
~ Var(S) — Var(S)

e [0,1].

Die Verteilung vonS..- ist eine Konvexkombination voRS und P> mit derselben Vari-
anz wieP?*. Bezeichnen wis™ := S.., so lasst sicl$™ nun allerdings im Allgemeinen
nicht mehr in der konvexen Halbordnung mitvergleichen. Die hier vorgestellte Kon-
struktionsidee erscheint jedoch sinnvoll, wehidurch eine Zufallsvariable mit densel-
ben ersten beiden Momenten approximiert werden®soll.

Um eine Aussage uber die Gute dieser Approximation tnetie konnen, quantifi-
zieren wir den Approximationsfehler im Sinne de#\bstandes. Mit der Dreiecksun-
gleichung erhalten wir fur jede Konvexkombinatisn =z € [0, 1], und damit insbeson-
dere furz = z*, und allet € R:

Qt(Sa Sz) < ZQt(Sa §) + (1 - z)gt(S, §) . (2.5)

Maximierung der rechten Seite (bzgl(S, S) und g, (S, S) bei festenmt) unter der Ne-
benbedingung; (S, S) + 0:(S, S) = 0,(S, S) liefert die folgende Abschatzung:

0,(5,5.) <max{z,1— 2}g,(S,8) furallez € [0,1]. (2.6)

Wie bereits angekundigt, werden wir im folgenden AbsdiAliischatzungen nach oben
fur 0:(S,.S) und g;(S, S) — und damit fir die rechte Seite von (2.5) — konstruieren.
Die so erhaltene obere Schranke S, S.) kann dann mit der oberen Schranke (2.6)
verglichen werden.

2.4 Geometrische Schranken fur denp-Abstand

SeiS eine quadrat-integrierbare reelle Zufallsvariablejne quadrat-integrierbare obe-
re konvexe Schranke fi§ und S eine untere konvexe Schranke ffir d.h. es gelte
S <. S <. S. Per Definition der konvexen Ordnung gilt also

E[(S-t)T<E[(S—-t)"|<E[(S—t)"] furalletcR.

Unter Beruicksichtigung des typischen Verlaufs von GEVidi&ionen, vgl. Bemerkung
1.1<4, ergibt sich fur die GEW-Funktionen véin.S und.S ein schematischer Verlauf wie
in Abbildung 2.... Es stellt sich nun, insbesondere im Lickgebeiden vorhergehenden
Abschnitte, die Frage, wie weit die z%1 korrespondierende (und damit in der Regel
unbekannte) Kurve von den entsprechenden Kurven seingeken Schranken entfernt
Ist.

3Der Superindex in der Notatioi™ steht denn auch fiv oment.
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Abbildung 2.1: schematischer Verlauf der GEW-Funktionen ¥ufallsvariablery <.,
S <. S (Ausschnitt)

Wir werden im Folgenden fir jedegse R eine reelle ZahNVg(t) bzw. Ag(t) be-
stimmen, welche eine obere Schranke fur den Abstafi§i S) bzw. (.S, .S) darstellt.
Die FunktionenVg bzw. Ag (als Funktionen vort € R) sind dann obere Schranken
fur den Fehler ("Fehlerschranken”) im Sinne @e&bstands, wenis durch seine obere
konvexe Schrank& bzw. durch seine untere konvexe Schraskapproximiert wird.

Bemerkung 2.9 (triviale obere Schranke)
Offensichtlich gilt fur allet € R

0:(5.9), (8, 8) < E[(S—1)"] = E[(S —1)"] = (S, 5) - (2.7)

Allerdings konnte diestiviale obere Fehlerschranke zu grob sein. Dies wird jedenfalls
dann der Fall sein, wenn mindestens eine der konvexen Saaginen grol3emp;-
Abstand zuS besitzt. Andererseits konntg(S, S) in der Praxis auch gar nicht oder nur
aufwendig zu berechnen sein, z.B. weil die untere konvekes®&e keine komonotone
Struktur besitzt oder zur Berechnung der oberen konvexéraBke eine numerische
Integration erforderlich ist, vgl. die Bemerkungen 2.5 2l
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

2.4.1 Obere Schranke(n) fur denp-Abstand

Im Sinne derUbersichtlichkeit beschranken wir uns im Folgenden auéizkonvex
geordnete Zufallsvariable?! <., Y, und bestimmen eine obere SchrankediX, Y")
fur den Fall, dass wir Uber die Verteilung einer der beiderfiallsvariablen Kenntnis
haben. In der oben besprochenen Situation setzexhan S undY = S, oder man
setzeX = SundY = S.

Lemma 2.10
Sei X eine integrierbare reelle Zufallsvariable mit VerteilghgnktionF'x and bezeich-
neg:s— E[(X —s)"], s€ R.Dann:

(?) Fur jedes feste € R ist die Funktion
g s g(s) —g(t) + (s —1), se{Fx >0},

strikt isoton. Es existiert die Umkehrfunktign' auf dem Bildg, ({Fx > 0}) D
(0, 00).

(17) Die Funktiong|;r, <1} ist strikt antiton. Es existiert die Umkehrfunktign' auf
dem Bildg({Fx < 1}) = (0, c0).

(7i7) Fur jedes festé € R ist die Funktion
he sz z-lg7 (2) =g H(g(t) +2)], 2 € (0,00,

strikt isoton. Es existiert die Umkehrfunktidiy ' auf dem Bildh,((0, 00)) =
(0, 00).

Beweis:

(7) Seit € R fest gewahlt. Wir zeigen zunachst, dgsgine isotone Funktion isty
ist als Summe zweier konvexer Funktionen konvex. Esqilts) = (Fx(s) —
1)+ 1= Fx(s) > 0furs e {Fx > 0}, und damit istg; auf { 'y > 0} strikt
isoton, vgl. das allgemeine Resultat in Bemerkung 1.14.

Offensichtlich gilt auf Grund der Eigenschaften einer ¥gungsfunktion entwe-
der{Fyx > 0} = R, oder{Fx > 0} ist eine echte Teilmenge vd In letzterem
Fall ist {Fx > 0} von der Form[c, co) oder (¢, 00) fur ein ¢ € R; hier gilt
Fx(c—) = 0 und damit wegen (1.14) augfic) = E(X) — c. Einsetzen liefert
q@(c) = (E(X) —t) — g(t), und dieser Wert ist wegen (1.12) nicht-positiv. We-
gen der Isotonie und Stetigkeit vgnund wegenim;_., ¢;(s) = oo folgt sofort
a({Fx > 0}) 2 (0,00). Analog zeigt many({Fx > 0}) 2 (0,00) im Fall
{Fx >0} =R,
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

(i) Nach Folgerung 1.1.3 igteine konvexe Funktion mif (s) = Fix(s) —1 < 0 far
s € {Fx < 1}. Daher sty (vgl. wiederum das allgemeine Resultat in Bemerkung
1.14) strikt antiton auf F'y < 1}. Wegen (1.15) gil{F'xy < 1} = {g > 0},
woraus sofory({F'y < 1}) C (0,00) folgt. Ferner gilt{ Fx < 1} = R, oder
{Fx < 1} istvon der Formc, oo) fur einc € R; ahnliche Argumente (Stetigkeit,
Antitonie vong) wie im Beweis von<) lieferng({Fx < 1}) 2 (0, o).

(i47) Sei wiederumt € R fest gewahlt. Wir betrachten die Hilfsfunktion(z) =
g (g(t) + 2), z € (0,00). Diese ist als Inverse einer strikt antitonen Funktion
ebenfalls strikt antiton. Ferner gift ' (z) > v(z) fur alle z > 0; dies ergibt sich
nach Anwendung der (strikt isotonen) Funktigrauf beiden Seiten und weiteren
aquivalenten Umformungen. In Verbindung mi} étellt sich damit schliellich
die Funktionh,(z) = z - [¢; *(2) — v(z)], z > 0, als strikt isoton heraus. Wegen
lim, .o .~0 ht(2) = 0 und der Stetigkeit voi, folgt /.((0, c0)) = (0, c0).

Die Existenz der Umkehrfunktion folgt jeweils aus der Sjkeit der Funktionen. W

Nun sind wir in der Lage, das angekiindigte Resultat UleeFdhlerschranke fur den
o-Abstand zweier konvex geordneter Zufallsvariablen zmidreren. Die Konstruktion
der Fehlerschranken beruht im Wesentlichen auf der Eidparfisicl.19) von gestutzten
Erwartungswerten. Diese lasst sich im Lichte des Abstaagisffeso wie folgt formu-
lieren: Fur quadrat-integrierbare ZufallsvariablEnyY mit X <., Y gilt:

/Oo o(X,Y) dt = %(Var(Y) — Var(X)) . (2.8)

Anders ausgedrickt: Die halbe Differenz der Varianzeglesth dem Uber ganR stetig
kumuliertenp;-Abstand, also dem Flacheninhalt des von den beiden GENKtfeunen
eingeschlossenen Bereichs.

Satz 2.11
SeienX, Y zwei quadrat-integrierbare reelle Zufallsvariablen it<., Y. Es be-
zeichneFy die Verteilungsfunktion vory’, M = int{0 < Fy < 1} das Innere des
Tragerintervalls vory” sowiec := Var(Y') — Var(X) > 0.

SeihX definiert wie in Lemma 2.10 fur die Zufallsvariahlé, sowie fur allet € R:

N

o = (s o) VR, 29)
Ax(t) = (b)) (2.10)
Dann qilt fur allet € M:

0(X,Y) < min{ Vy(t), Ax(t) } < 3vE. (2.11)
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Furallet € R\ M gilt o;(X,Y) =0.

Bemerkung 2.12

Mit Blick auf die Definitionen vornVy und A x stellt man fest, dass bei der Berechnung
der Fehlerschrank¥, die Verteilung vonX (tber ihre Varianz hinaus) nicht eingeht,
ebenso wenig wie die Verteilung vanbei der Berechnung vofd x . Dies ist auch sinn-
voll, denn wir waren ja davon ausgegangen, dass wir nur dieeng einer der beiden
ZufallsvariablenX undY kennen; anderenfalls lie3e sioi( X, Y) sofort ausrechnen.
Eigentlich liefert der vorstehende Satz also zwei Fehleestken

min{Vy(¢), 3y} und min{Ax(t), 1z},

von denen in der Praxis jedoch nur eine zu bestimmen sein wird

Man beachte, dass — gegeben die VarianzenXoumnd Y — die Berechnung von
Vy(t) nur Kenntnis Uber dakkale Verhalten der GEW-Funktion vol' (im Punkt
t) erfordert, wahrend in die Berechnung vy (¢) dasglobale Verhalten der GEW-
Funktion vonX einflief3t. Dies wird im nun folgenden Beweis des Satzes necitlidh
werden.

a\
Sl

w
(@)

Abbildung 2.2: Abschatzung der Flache zwischen den lbedeven nach unten gegen
die Flache des Viereckd BC D
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Beweis von Satz 2.11.:
Bezeichne wie in Lemma 2.14)s) = E[(X — s)*] und weiterf(s) = E[(Y — s)*].
Damit gilt o:(X,Y) = f(t) — g(1).

Die letzte Aussage des Satzes ist leicht einzusehen. WEgen, Y ist £(X) =
E(Y) sowieg(t) < f(t) fur allet € R. Offensichtlich giltt € R\ M genau dann, wenn
Fy(t—) = 0 oderFy(t) = 1 gilt. Ist Fy (t—) = 0, so gilt mit (1.14)

ft)=E(Y)-t=EX)-t<E[(X-t)"]=g(t) < f(t),

alsop;(X,Y) = 0. Ist hingegerFy (t) = 1, so gilt mit (1.15)0 = f(¢) > g(t) > 0, also
folgt auch in diesem Fab,(X,Y") = 0.

Sei nun im weiterent = ¢, € M fest gewahlt und bezeichre:= o, (X,Y"). Wir
erlautern zunachst die Idee fur den Beweis von (2..118) (&fert die obere Schranke
/2 fur den Flacheninhalt der von den Funktiongmund g eingeschlossenen Flache.
Um nun zu der behaupteten Fehlerschranke (2.11) zu gelangeden wir einfache
geometrische Figuren (mit moglichst groRem Flacherdihaischen die Funktionen
f und g einbeschreiben und ausnutzen, dass deren Flachenimlchltoben durch/2
beschrankt ist. Als geometrische Figuren wahlen wir 8cke, deren eine Seitenlange
gerade) ist und nutzen unser Wissen tiber die GEW-Funktiofemnd g aus.

(z): Abbildung 2.2 zeigt, wie sich zwischen den Kurvénndg ein Viereck ABC D
(bestehend aus den beiden DreieckeaB D und A BC D) einbeschreiben lasst, dessen
Flacheninhalt offenbar nach obey2 beschrankt ist.

Dabei sind die Eckpunkte wie folgt gewahlt:

B = (to, g(to)), D = (to, f(to)),

der PunktA als der Schnittpunkt der linksseitigen Tangéntan f im Punkt, mit
der Geradenv(s) = —s + g(to) + to (welche durchB verlauft und die Steigung-1
aufweist) sowieC' der Schnittpunkt der rechtsseitigen Tangentef an t, mit der zur
Abzissenachse parallelen Geraderis) = g(to).

Die Lange der zur Ordinatenachse parallelen SBifeist gerade) und die Lange
der zur Abzissenachse parallelen Sé#€ ist

4]

AN
womit wir fur den Flacheninhalt des rechtwinkligen Dieie A BC' D erhalten:
1 &2
2 f4(to)

3Die links- bzw. rechtsseitige Tangente #rin t, ist hier definiert als die Gerade durch den Punkt
(to, f(to)), deren Steigung gerade die linksseitige Ableityfig¢y,) bzw. die rechtsseitige Ableitung
f_?_(to) Vonf in tq ist.

aredABCD) =
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Das DreieckA ABD ist so konstruiert, dass der von den Seited und BD einge-
schlossene Winkel5° betragt. Dies sichert, dass dieses Dreieck auch wirkidbahen
den beiden Kurven liegt. Letzteres sieht man leicht einnd#a SeiteA B ist ein Seg-
ment der Geraden, (s) = —s + g(ty) + to mit Steigungw/(s) = —1, und wegen
g.(s) = Fx(s) =1 > —1furalle s hat mang(s) < w;(s) fur alles < .

Wir bezeichnen fur den Moment die Innenwinkel des DreietksB D in den Punk-
tenA, B bzw. D mit «, 8 bzw.~ und berechnen die Dreiecksflache mit Hilfe der Formel
62 sin(3) sin(v)

aredAABD) = ER———

Dazu stellen wir, unter Beruicksichtigung ven= 7, fest:

v = g —arctan(f’ (tg)), a=r—0F—~v= % + arctan(f’ (t9)) .

Nun verwenden wir jeweils das wohlbekannte Additionsteesiin(z+y) = sin(x) cos(y)+
cos(z) sin(y), benutzen hernach die fitre (—n/2, 7/2) giltigen Beziehungen

) ( ) tanx ( ) 1
sin(z) = ————, cos(r) = ————
V14 tan?z V1+tan?z
und erhalten
1 ; V2 14 f ()

0= Arrwr MY sy

woraus sich der gesuchte Flacheninhalt des Dreiédck®3 D ergibt:

2 o3 : 2

aredAABD) = 5——Sln(@ sin(y) et .

2 sin(w) 2 1+ f.(to)

Der Flacheninhalt des Viereck6BC' D ist dann schliel3lich als Summe der Flachenin-
halte der beiden Dreiecke gleich

52 1 1

2 <f’(t0) +1 f’+(t0))
und als solches nicht groRer als der Flacheninhaltdes von den beiden Kurveh
und g eingeschlossenen Gebiets. Wir erhalten alsajflunter Berticksichtigung von
I (to) = Fy(to—)—1sowief’ (t) = Fy(to) —1, vgl. Folgerung 1.13i)) die folgende
Abschatzung nach oben,

5 < ! V= Vy(to) .

- 1 1
\/Fy(to—) + 1—Fy(t0)
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Nun gilt wegen der Isotonie vohy offenbar

Vy (tg) < ! Ve, (2.12)

1 1
\/Fy(to) + 17Fy(t0)

und die rechte Seite kann auch noch vorteilhaft umgeformderg

5 1
Vi(to) < /P (to) = Fi(to) - VA< 5VE

Die letzte Ungleichung ergibt sich auf Grund der Abschatgh, — F2 < 1.

Abbildung 2.3: Abschatzung der Flache zwischen den Ioeileven nach unten gegen
die Flache des Viereckd BC D

(74): Nun lasst sich auch auf andere Weise ein VieraékC' D zwischen den beiden
Kurven f und g einbeschreiben, siehe Abbildung 2.3. Dieses Mal werderjesioch
unsere Kenntnis tiber den Verlauf der Kugvausnutzen. Wir betrachten dazu zunachst
das rechtwinklige Dreieckh AB D, dessen Eckpunkte wiefolgt gewahlt sind:

A=(g7"(f(to)), f(to)), B=(to,g(to)), D = (to,[(t)) -

Der PunktA ist nach Lemma 2.1.04) wohldefiniert. Dieses Dreieck liegt auf Grund der
Antitonie von f und der Konvexitat vorg zwischen den beiden Kurvefhundg.
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Die Lange der zur Ordinatenachse parallelen Katligteist 6 und die der zur Ab-
zissenachse parallelen Kathet® ist offenbarty — g~ (f(t9)) = to — g 1 (g(to) + 9).
Damit erhalten wir fur den Flacheninhalt des Dreiecks:

ared AABD) = (g — g (glto) + )

Der PunktC' ist als Schnittpunkt der Funktiog(s) mit der Gerademn(s) := —s +
g(to) + 0 + to (durch D mit Steigung—1) gewahlt. Diese Wahl vofy' sichert, dass das
Dreieck ABC' D tatsachlich zwischen den beiden Kurvénund g liegt, denn es gilt
m(s) < f(s) fur s > t,. Letzteres sieht man sofort ein, denn es giltty) = f(to),
m/(s) = —1und f\(s) > —1 furalles.

Die Abzisse vorC' ergibt sich also als Losung der Gleichun@) = m(s), d.h. als
Losung (furs) von

g9(s) — g(to) + (s —to) = 0.
Aber die eindeutige Losung dieser Gleichung hatten Wirqgjh(é) bezeichnet, vgl.
Lemma. 2.104). Wir erhalten:

C = (g5 (0),m(g,'(9)) ) -

Somit ergibt sich die Lange der SeiteC'D als

w= /(g (6) — t0)2 + [mla, (6)) — (g(to) + )2 = Vg5, (8) — to)

und die Lange der SeitB D ist §; der Winkel zwischen diesen beiden Seiten ist offen-
sichtlich45°. Damit erhalten wir:

aredABCD) = %(M Sin(%) = g(qt_ol(é) — 1) .

Der Flacheninhalt des Viereck$ BC' D ist als Summe der Flacheninhalte der beiden
Dreiecke gleich

S0 105 (0) — 0 (gl1o) +8)] = 2hX(5) 2.13)

und als solches nicht gro3er als der Flacheninhalt deslearbeiden Kurver und f
eingeschlossenen Gebiets; neach (1.19) haben wir also

1 1
Nach Lemma 2.10i{) ist hfg strikt isoton, womit wir schlie3lich erhalten:
0 < (hyg)7H(e) = Ax(to) ;

unter Berucksichtigung der Ergebnisse in Télldes Beweises ergibt sich weiter:

5 < min{Vy (to), Ax (o)} < %\/5.
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Nun hatten wir aber zu Beging € M beliebig gewahlt und = ¢;,(X,Y’) gesetzt,
womit die Behauptung bewiesen ist. [ |

Bemerkung 2.13 (zum Beweis von Satz 2.11)

(7) Die Gleichheit in (2.12) gilt offenbar genau dann, wegrein Stetigkeitspunkt
von Fy ist, d.h. falls f in ¢, differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so fuhrt dies
zu einer Degeneration des Viereck&C' D zu einem DreieckAN ABC', vgl. Ab-
bildung 2.2, und — einigermal3en bemerkenswert — zu eineckchterung der
Fehlerschrank&,- im Vergleich zum unstetigen Fall.

(1) Die Funktion X hat eine weitere geometrische Interpretation. Mit Blick au
(2.13) isthy (0) ist offenbar gerade der Flacheninhalt des Rechtecks irilAbb

dung 2.3, dessen eine Seitenlandeetragt und dessen andere Seitenlange gerade

so grol3 ist wie der Abstand der Abzissen der PunkendC'.

(i13) Existiert eint* mit Fy(t*) = 0.5 (was insbesondere dann der Fall ist, wénn
absolut-stetig verteilt ist), dann iét\/g die kleinste konstante Majorante fur die
Fehlerschrank®&y, denn letztere nimmt ihr Maximu@\/g in t* an. Siehe dazu
das folgende Beispizl 2.14.

1/ istjedoch im Allgemeinen keine Majorante filry, siehe dazu Beispiel 2.15
unten.

Beispiel 2.14 (Exponentialverteilung als dominierende Mgeilung)
Es seiY” eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Erwartangrt1/\, A > 0. Fur
die FunktionVy (¢) gemaf Satz 2.11 gilt:

VY(t) = eiAt\/ 6)‘t — 1\/5 1(0700) (t) .

Ihr eindeutiges Maximum nimmt sie in;(Y') = —5 In(3) an. Abbildung 2.4 zeigt den
Verlauf der FunktioriVy fur den FallA = 1 unde = % [

Beispiel 2.15 (Einpunktverteilung als dominierte Verteiling)
Es seiX eine im Punkt, € R einpunktverteilte Zufallsvariable. Man verifiziert leich
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32 0.36

Abbildung 2.4: Obere Schranké,  im Fall einer exponentialverteilten Zufallsvariable
Y

dass mit den Bezeichnungen von Satz 2.11 bzw. Lemma 2.10 gilt

g(s) = (to—95)"T, seR

tO—Z furtzto

t furt <t

Gz = ST MRSt o
z+t furt >t
t—z furt<t

g gt)+2) = { L 2>0

222 to—t furt < ¢
{ Z+(O )Z 0 z>0

222 — (tg — t)z  furt > tg

(to—t) (to—=t)* | & £
_ - + + < furt <t
Ax(t) — ht 1(8) — 4 16 2

(to—t) (to—t)2 .
o=+ 016 +5 furt >ty

Man beachte, dass wegeng(s) = (to—s)"™ vonjederZufallsvariable mit Erwartungs-
wertt, im Sinne der konvexen Halbordnung dominiert wird. Die FimktA x besitzt
ihre Maximalstelle im Punkt,, das korrespondierende Maximum b&é\/é > 1y/E.
Abbildung 2.5 zeigt den Verlauf der Funktiaxy fur den Fallty = 0 unde = 1.
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0.8

0.0
~

Abbildung 2.5: Obere Schrankey im Fall einer im Punkt O einpunktverteilten Zufalls-
variable X

Satz 2.16
In der Situation von Sarz 2.11 gilt:

(Z) limt/F;1(1) VY(t) =0 y limt\F;(O) VY(t) =0.
(17)  lmy_ee Ax(t) =0, limy._oo Ax(t) =0.

Beweis:
Aussage 1) ist auf Grund der Eigenschaften der Verteilungsfunktign unmittelbar
einzusehen. Es folgt der Beweis van)(

Bezeichney(s) = E[(X — s)t], s € R. Wir betrachten fur beliebigesc R das
Gleichungssystemiifs, z) € R x (0, c0),

) 2(s—g (gt)+2) =¢
(D) g(s)+s—(g(t)+1t)==z.

Nach Lemma 2.10 besitzt dieses Gleichungssystem fir jedesR eine eindeutige
Losung, die mit(s;, z;) bezeichnet sei. Offenbar gidt = Ax(¢). Zu untersuchen bleibt
also das asymptotische Verhalten von des Losungskompmnen

t — o0
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Sei(t,)nen C R eine Folge mit,, — oo. Es folgtg(t,,) — 0 wegen (1.13). Fur alle
n € N gilt die Gleichung

(1) g(se,) + 81, — (9(tn) +tn) = 2,
~

—00

Esfolgts;, — oo, denni(s) := g(s)+s ist eine isotone Funktion miitm;_. ., {(s) = oo,
vgl. den Beweis von Lemma 2.1 (

Angenommeny,, ist nach oben unbeschrankt. Dann existiert eine Teilfge ren
mit z;, — oo. Auf Grund der Giltigkeit der Gleichung

D 2, (si, — g (g(tn,) + Zt,, ) =€,
NCANN - 2

—00 —00 ——00

fur alle £ € N ergibt sich ein offensichtlicher Widerspruch zur Annahmabei ha-
ben wir die Antitonie der Funktion—! ausgenutzt, und dass deren Argument gegen
strebt.

Also ist z;, beschrankt. Aus der Gultigkeit der Gleichung

0z, (se, —g (gltn) +2,)) =€,
NGOG )

beschr. —oo beschr.

fur allen € Nfolgt nunz,, — 0.

t — —o0:

Sei(t,).en C R eine Folge mit,, — —oc. Es folgtg(t,) + t, — E(X) wegen (1.13).
Angenommeny,, ist nach oben unbeschrankt. Dann existiert eine Teilfge rcn

mit z;, — oo. Fur allek € N gilt Gleichung

() g(se,,) + st — (9(tn) +tny) = 21, -
— =~

Es folgts,, — oo wegen der Eigenschaften der Funktids) = g(s) + s, vgl. die
Ausfuhrungen im Falt — oo. Auf Grund der Gultigkeit der Gleichung

N 2, (s, — g Hg(tn,) + 2, ) =€,
—~— ™

J/

—00  —00 ——00

fur alle k € N ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme.
Also istz;, nach oben beschrankt. Damit existiert ein Haufungspunk.
Angenommeng > 0. Dann existiert eine Teilfolgé,,, ) zeny Mit zt,, — ¢ AUS der
Gultigkeit von

J

(I) Ztnk, (Stnk, - gil(g(tnk) + Ztnk,)) =&,
~~ ~

v
—c ——00
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

farallek € Nfolgts;, — —oo. Dabei haben wir ausgenutzt, dass syétg > E(X)—
s gilt, vgl. (1.12), womit das Argument der Funktign! gegen unendlich strebt. Auf
Grund der Gultigkeit von

—_— —m——— ~—~
—E(X) —E(X) —c>0

fur alle k € N ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme.
Damitistz,, — 0 gezeigt. [ |

Das vorstehende Lemma besagt, dass die Fehlerschrakend A x asymptotisch
(d.h. fur|t| — oo) scharf sind, denn nach (1.13) gilt bekanntlighy, .. 0:(X,Y") = 0.

2.4.2 Untere und obere Schranken flir gestutzte Erwartungserte

Kommen wir nun auf die zu Beginn dieses Abschnitts bespmel&tuation zuriick:
Fur eine beliebige quadrat-integrierbare reelle ZufallimbleS seiS bzw. S eine untere
bzw. obere konvexe Schrankgsei quadrat-integrierbar.

Es bezeichn&/s die obere Schranke fiur (S, S) gemaR Satz 2.11 (man wahle dort
X = SundY = S) und Ag die obere Schranke fiir (5, .S) gemaR Satz 2.11 (man
wahle dortX = SundY = 95).

Bemerkung 2.17 (Konstruktion von S bzw. S fiir eine Summenvariable S)

Wir haben in Abschnitt 2.1 Methoden vorgestellt, wie korey&chranken fur eine Sum-
menvariableS konstruiert werden konnen. Der fur die Bestimmung ¥o#(t) notwen-
dige WertFx(t) lasst sich bei Wahl vol§ = S¢ oderS = S(Z) (fur eine Zufallsva-
riable Z gemal Satz 2.4) dann nach der dort beschriebenen Vorgetisesrmitteln;
dasselbe gilt fir die zur Bestimmung vaxy(¢) bendtigte GEW-Funktio[(S — .)*]
bei Wahl vonS = S'(Z) (fur eine ZufallsvariableZ gemal Satz 2.6), fall§'(Z) ko-
monotone Summanden hat.

Satz 2.11 motiviert nun nochmals (vgl. Bemerkung 2.8) diehMder bedingen-
den ZufallsvariableZ, so dass VA1S“(Z)) moglichst klein (bzw. VaiS'(Z)) moglichst
groB) ist: um eine moglichst kleine Fehlerschrake. z)(t) (bzw. Agi(z)(t)) zu er-
reichen. Denn die halbe Quadratwurzel aus der (dann klgDi#ierenz der Varianzen
der beiden beteiligten Zufallsvariablen ist nach $atz 2ibh& obere Schranke fur den
Fehler im Sinne deg-Abstands. [ |

Im Ergebnis von Saiz 2.11 induziert die obere Schraviikeinmittelbar die folgende
untere Schranke @ir £[(S — t)*] auf der Basis der konvexen oberen Schranke

LBs(t) := E[(S — )] — Vz(t) , (2.14)
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

welche in dieser Eigenschaft offenbar rhit( S — ¢) ™| konkurriert. LB steht hierbei fur
LowerBound

Analog erhalten wir eine
obere Schrankeir E[(S — t)*] auf der Basis der konvexen unteren Schranl

UBs(t) := E[(S — t)*] + min {Ai(t), L Nar(s) = Var(§)} , (2.15)
welche in dieser Eigenschaft mit{(S — ¢)*] konkurriert. UB steht hierbei flildpper
Bound

Das nun folgende Korollar gibt Auskunft dartiber, welchezie Verfugung stehen-
den oberen bzw. unteren SchrankenilitS — ¢)*| scharfer sind.

Korollar 2.18
SeiS eine quadrat-integierbare reelle Zufallsvariable mitde@n Schrankef undS,
S < S <. S; S sei quadrat-integrierbar. Sei R fest gewahlt.

BezeichneA(t) bzw. Vg(t) die obere Schranke fi; (S, S) bzw. (S, S) gemaR
Satz 2.11. Sehti definiert wie in Lemma 2.1.0 (wobei doX durchS zu ersetzen ist),
sowie LBg(¢) und UBs(t) wie in (2.14) und (2.15). Dann gilt:

(¢) Die untere Schranke LB¢) ist scharfer (d.h. groRer) als[(S —¢) "], genau dann
wenn

Var(S) — Var(S) < <FS<1t_) +1- ;s(t)) [o:(S, 9))? . (2.16)

(i) Die obere Schranke Ugt) ist scharfer (d.h. kleiner) al&[(S —t)*], genau dann
wenn
Var(s) — Var(S) < max { i (0(S, 5)). 20.(S, 5P} . (217)

Der Beweis ergibt sich im Wesentlichen durch elementareddgmdéingen der Un-

gleichungen®[(S — ¢)*] < LBg(t) bzw. UBs(t) < E[(S — t)*].

Bemerkung 2.19 (geometrische Interpretation)
Man beachte, dass die Verteilung der Zufallsvarigbleur tiber ihre Varianz in (2..16)
und (2.17) eingeht; somit konnen diese Bedingungen léisbtprift werden. Nachdem
man sie jeweils auf beiden Seiten mjitmultipliziert hat, haben sie eine interessante
geometrische Interpretation.

Die linke Seite von (2.16) ist dann der Flacheninhalt ziwestden GEW-Funktionen
von S undS, wahrend die rechte Seite gerade der Flacheninhalt aeedksABCD in
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2.4. Geometrische Schranken fiir geAbstand

Teil (i) des Beweises von Satz 2.11 ist (fir= S, Y = S undt, = t), vgl. Abbildung
2.2.

Die linke Seite von (2.17) ist der Flacheninhalt zwischen GEW-Funktionen von
S undS. Auf der rechten Seite i%{hti(gt(ﬁ, S)) gerade der Flacheninhalt des Vierecks
ABCD in Teil (ii) des Beweises von Satz 2.11 (wiederumXie= S, Y = S undt, =
t), vgl. Abbildung 2.3; der verbleibende Ausdruck im Maximishder Flacheninhalt
eines offensichtlichen Rechtecks.

Ein Uberpriifen der Bedingungen (2.16) und (2.17) lauft samitden Vergleich
von Flacheninhalten hinaus.

Bemerkung 2.20
Wegen Satz 2.1.6 gilt offensichtlich
lim LBg(t) — (E(S)—1t) =0, tlim LBg(t) =0. (2.18)

t——o0

Damit sind zwei notwendige Bedingungen dafur erfullisslaBg(¢) — als Funktion von
t € R betrachtet — die GEW-Funktion einer Zufallsvariabl&nist. Ware Letzteres der
Fall, dann wirddV durch.S im Sinne der konvexen Halbordnung dominiert und sich
die Verteilungsfunktion voil” durch Differentiation von LB(¢) ergeben, vgl. (1.1.7).

Wir fragen also: Existiert eine Zufallsvarialdig mit der Eigenschaf’[(1V —t)*] =
LBg(t) fur allet € R? Hinreichend fur die Existenz eines solch&nware es, wenn die
(rechtsseitige) Ableitung der Funktion kB ) die Eigenschaften einer (mitsubtrahier-
ten) Verteilungsfunktion aufweist. Eine analoge Bemertkgitt fur die obere Schranke
UBgs(1).

Im Allgemeinen existiert eine solche Zufallsvariablenicht, vgl. das folgende Bei-
spiel 2.21. In Spezialfallen ist dies jedoch durchauslmbgwie das Beispiel 2.222 unten
zeigt.

Beispiel 2.21 (Fortsetzung von Bsp. 2.14)
SeiS eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Erwartengrt:, A € R, undS <.,
S mit Var(S) — Var(S) = e. Man verifiziert leicht
— 1
E[(S—t)"] = Xe—”, t>0.
Mit den Ergebnissen von Beispiel 2.14 erhalten wir

1
LBg(t) = Xe’” —e My e — 14/

GLBs(t) = —Ae™ <X_ 6<€M_1)>_5m'
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Es giltlimy o £LBg(t) = —oo, womit1 + LBz keine Verteilungsfunktion und somit
LB3 keine GEW-Funktion ist.

Beispiel 2.22 (Fortsetzung von Bsp. 2.15)

Sei S eine im Punkt,, einpunktverteilte Zufallsvariable unfl <., S mit Var(S) =

e (man beachte, dass V&) = 0 gilt). Wir betrachten zunachst die folgende obere
Schranke fulz[(S — ¢)*],

UBS() = EI(S — )] + As(t), tER,

die etwas grober als UBist, vgl. (2.15). Mit den Ergebnissen von Beispiel 2.15 &sma

WIr
smr - | =)= 5 /B i<
S

- )

(to—t) (to—t)? .
o=+ 016 +5 furt >ty

vgl. Abbildung 2.6 fur den Fall, = 0 unde = 1. Differentiation liefert

S T T T T T T T T T
— UBj
BI(S-t)*] |1
: : t
6 8 10

Abbildung 2.6: Obere Schranke YBur E[(S — ¢)*] auf Basis einer im Punkt O ein-
punktverteilten Zufallsvariablg (die GEW-Funktion jeder Zufallsvariable >, S mit
Var(S) = ¢ liegt zwischen den beiden Kurven)
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3 _ 1 tet i
. 16\/@0%)2 - furt < tq
dUBL(t) = % T2
dt S 1 1 to—t i
= — 1" s T—— furt >t

Die Funktionl + %UB*E(t) erfullt alle Eigenschaften einer Verteilungsfunktiordust
somit die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariableng diim Sinne der konvexen Hal-
bordnung dominiert. Abbildung 2.7 zeigt den Verlauf dieSerteilungfunktion (wie-
derum fur den Falt, = 0 unde = 1).

1.0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

0.4

Abbildung 2.7: Zu UB korrespondierende Verteilungsfunktion- <= UB(#)

Die Eigenschaft von UB, die GEW-Funktion einer Zufallsvariablen zu sein, Gliggtr
sich auf Grund der Minimumbildung m%t\/Ejedoch nicht auf UB.

2.5 Alternative obere Schranke

Im Folgenden soll eine weitere Moglichkeit zur Konstroktieiner oberen Schranke
fur E[(S — t)*] vorgestellt werden. Diese Konstruktion basiert auf deetert konve-
xen Schrankes! = E(S|Z) (fur irgendeine Wahl vor¥ gemaf Satz 2.6) und geht auf
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Rogers und Shi (1995) zurtick; Nielsen und Sandmann (208I8)rhdiese weiterentwi-
ckelt. Wir stellen diese hier aus mehreren Grinden vor.

Zum einen, weil fur eine Summenvariatffedie konvexe obere Schranlk€ gemal
Satz 2.1 im Sinne der konvexen Halbordnung haufig rechtweaits entfernt liegt; ent-
sprechend schlecht wird die resultierende obere Schrafl& — ¢)*] fur E[(S —¢)*]
sein. Es lassen sich zwar bekanntlich fibessere obere konvexe Schrankém, {/gl.
Satz 2.4) al$“ finden, allerdings sind deren Verteilungen (und damit auelgestutzten
Erwartungswerte) recht schwierig zu bestimmen, weil eumaerische Integration notig
ist, vgl. Bemerkung 2.5. Die Verteilung der unteren konveSehrankeS! = F(S|2)
ist hingegen im komonotonen Fall von Bemerkung 2)7e{nfach zu bestimmen, und
liegt in praktisch relevanten Fallen (bei geeigneter Wam ) im Sinne der konvexen
Halbordnung in der Regel recht nah &n

Zum anderen, weil die aus dem Ansatz von Nielen/Sandmanitis¥ende obere
Schranke fu[(S—t)*], S Summenvariable, in praktisch relevanten Fallen schatfe
die meisten anderen bisher bekannten oberen Schrankemzagckeint; in Nielsen und
Sandmann (2003) sind entsprechende vergleichende Uclensgen angestellt worden.
Wir wollen diese auch mit der nach unserem geometrischeatareshaltenen oberen
Schranke UB: (t) vergleichen.

Ausgangspunkt der Konstruktion von Rogers und Shi (1995Jiesfolgende Un-
gleichung, die fur jede beliebige Wahl von rellen ZufadlgablenX und Z gilt:

0 < B(X*) — B[BE(X|2)"] < %E [ Var(X\Z)} : (2.19)

dabei bezeichne wie UblieWar(X|Z) = E(X?|Z) — E*(X|Z). Ungleichung (2.19)
ist wie folgt einzusehen: Zunachst gilt fur jede Zufalsable X die Beziehung

2- (BE(XT) - E(X)") = B(IX]) - [E(X)],

welche sich leicht nachweisen lasst, indem man die Betaafjder rechten Seite jeweils
in ihre Positiv- und Negativteile zerlegt. Nun lasst sieh gkchte Seite auch schreiben
als E(|X| — |E(X)]), was sich mittels einer Version der DreiecksungleichuwmrgBé-
trage nach oben gegéi(| X — £(X)|) und mittels der Jensen-Ungleichung weiter nach
oben gegen/Var(X) abschatzen lasst. Damit erhalten wir:

0< B(X*) - B(X)* < %\/Va (X) .

Nun gilt Letzteres sicher auch fur bedingte Erwartungssyesienn diese sind nichts
anderes als die Erwartungswerte von bedingten Verteilregegilt also

1
0<EBEXTZ=2)-EX|Z=2)T"< 5 Var(X|Z = z) fur P?-fast allez € R.
(2.20)

Sunter Beachtung der hier und im Folgenden verwendeten iota®(.) := [E(.)]?
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Eine Integration bzgl. der Verteilung vanauf beiden Seiten liefert schlie3lich (2.19).

Setzen wir nunX = S — t und bezeichnen wie vorhé&f = E(S|Z), so ergibt sich
daraus die folgende obere Schranke fur den Abstand deuwtgest Erwartungswerte
der beiden konvex geordneten Zufallsvariabfennd S°,

(0(S,8) =) E(S—t)") = E[(S'—1)"] < %E [ Var(S\Z)} , furallet € R.
(2.22)
Man beachte, dass die rechte Seite nichtivahhangt. Daher ist dies®nstantgbzgl.
t) obere Schranke zumindest fir sehr kleine bzw. sehr gtoféenig aussagekraftig,
denn wegen (1.1.3) giltmy, .« 0:(S, S") = 0.
An dieser Stelle setzen Nielsen und Sandmann (2003) an wsshlzane Abhangig-
keit vont ein. Dazu nutzen Sie mogliches Wissen Uber die gemein¥anteilung von
S und Z geschickt aus. Sei dazu zunachst R fest gewahlt. Ist dann die Bedingung

Jd(t) eR:{Z >d(t)} c {S >t} (2.22)
erfullt, dann folgt offenbar
E[(S = 0)%Z] - 1zsawy = E(S —t|Z) - Lizsawy = E(S — t|Z)" - Lizsawy P-f.s.
Unter Ausnutzung dessen und Beachtung von (2.20) ergibtssialiel3lich:

0<a(S5) = B(E[S - <Sl 0")
— E((B[(S = (E(812) = )") - Liz<aay)
[

1
§E \/Var S‘Z 1{Z<d t)}

= %V ENar(S|2)1z<aupV/P(Z < d(t)) =: AF(t) (2.23)

IN

wobei die letzte Abschatzung (Cauchy-Schwarz-Ungleighuleshalb vorgenommen
wurde, weil in der Regel[/Var(S|2)1{z<a4x);] wesentlich schwieriger zu bestimmen
istalsE[Var(S|Z)1iz<aw);)-

Die von Nielsen und Sandmann (2003) gemachte Vorausse{2u2i) kann noch
ein wenig abgeschwacht werden; offenbar geniigt es, dideFang{Z > d(t)} C
{S >t} durchP(S < t,Z > d(t) ) = 0 zu ersetzen.

Wir nehmen im Folgenden an, ddés alle ¢t € R eind(t) < co mit P(S < t,Z >
d(t) ) = 0 existiert, und dasd(t) auf ganzR isoton ist. Letzteres wird zum Beispiel
durch die Wahl

dit):=inf{deR: P(S<t, Z>d) =0}, (2.24)

erreicht: Fur monoton wachsendesussP(Z > d(t)) monoton fallen, umP(S <
t,Z > d(t)) = 0 zu erfullen, und damit muss audk¢) monoton wachsen.
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Unter diesen Voraussetzungen ist die FunkidYP(¢) als Funktion vort € R auf
ganzR offenbar isoton. Ferner gilt

lim d(t) =

t—o0

F;H(D)+ , falls F, (1) < oo
%) , sonst

Damit haben wilim, .., P(Z < d(t)) = 1, und 1744 strebt furt — oo P-fast
sicher gegen. AY3(¢) konvergiert also filt — oo gegens\/E[Var(S|Z)].
Nun gilt jedoch
ElVar(s|2)] = E[E(S%Z) - E*(S|Z)]
= B(S*) - B*(S) + E*[E(S|Z)] - E[E*(S|2)]
= Var(S) — Var(s") , (2.25)

womit wir schlieRlich erhalten:

AR(t) %\/Var(S) —Var(S) (t — o0) . (2.26)

Also liefert der hier vorgestellte Ansatz — einigermaliembeenswert — dieselbe
konstanteobere Schranke fug (S, S') wie Satz 2.11 (dort bezeichneten wir Y&y —
Var(S') =: €), d.h.g (S, 5") < 34/ fur allet € R. Diese konstante obere Schranke ist
strikt positiv, wenn wir voraussetzen, daSsicht gerade eine Transformation van
(im fast sicheren Sinne, vgl. Bemerkung 2.7) ist.

Einerseits folgt somit aus (2.26) und der asymptotischéra®e vonAg:, vgl. Satz
2.16, dass es eif € R geben muss, so dass gilt:

Ag(t) < A%(t) furallet >t . (2.27)

In Worten: Fur grol3e (¢ > t,) liefert der geometrische Ansatz (Satz 2.11) eine scharfe-
re obere Schranke fig; (S, S!) als der eben vorgestellte Nielsen-Sandmann-Ansatz.
Andererseits ist auch klar, dass die resultierende obdmaske fUrE[(S — ¢)*],

UBLR(t) = E[(S' — )] + AR(1),

als Funktion vort € R betrachtet, keinesfalls eine GEW-Funktion sein kann, éa di
dafur notwendige Bedingurigm, ... AP(t) = 0 nicht erfullt ist®

2.6 Vorteile des geometrischen Ansatzes

Nielsen und Sandmann (2003) haben (fur den Fall einer Sunvami@bleS) in einer ver-
gleichenden Studie gezeigt, dass ihre obere SchranRgWBir E[(S — t)*] zumeist

®Man kann jedoch zeigen, dadg?(¢) \, 0 (t — —o0) gilt.
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2.6. orteile des geometrischen Ansatzes

scharfer als andere bekannte obere Schranken, insbesauié@rfer al€[(S — )],
ist. Wegen (2.27) hat sich nun die hier vorgestellte gedsudte Schranke UB(t) ab
einem bestimmtenals noch scharfer erwiesen. Dies ist besonders vor deneiginmnd
interessant, dass zur Bestimmung des TVaR-Risikomal3es \énlustvariablert der
"Schwellenwert’t gerade al§1l — «)-Quantil vonS zu wahlen ist, und letzteres ist fur
kleinesa typischerweise grof3.

Unser geometrische Ansatz ist besonders dann hilfreichnweine Zufallsvariable
Z gefunden werden kann, sodass die Verteilung #¢f|Z) bestimmt werden kann. In
diesem Fall ist es offenbar nicht moglich, die Verteilurg dnteren konvexen Schranke
S gemaR Satz 2.6 zu bestimmen, ebenso versagt der Nielseimm@an-Ansatz, da bei
der Berechnung vo\¥7(¢) ebenfalls die Verteilung voi'(S|Z) eingeht.

Unser geometrischer Ansatz liefert jedoch stets eine erSehranke fulz[(S —
t)*]: Ist S eine obere konvexe Schranke mit bekannter Verteilung (neame z.B. die
komonotone obere konvexe Schrankegemald Satz 2.1), so ist k%) eine untere
Schranke fulz[(S — ¢)*].

Andererseits liefert der geometrische Ansatz eine obdreaBke UB;(¢) fur £[(S—
t)*], solange furS irgendeineuntere konvexe Schrankg mit bekannter Verteilung
verfugbar ist. Der Nielsen-Sandmann-Ansatz zur Konsioalberuht jedoch zwingend
auf dem Vorhandensein einer unteren konvexen Schragke? ) fur irgendeinz. Zwar
hat nach dem Satz von Strassen (vgl. Shaked und Shantik@8t4)( Theorem 5.A.1)
jede konvexe untere Schrankevon S eine Darstellung als bedingte Erwartung (es
existieren Zufallsvariable® < S undZ £ S, so dassS < E(S|Z) gilt), allerdings
erforderte die Bestimmung vah?(¢) dann bekanntlich Kenntnis tiber die gemeinsame
Verteilung vonS und Z, welche im Allgemeinen nicht gegeben ist.
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Kapitel 3

Schranken fur Summen
lognormalverteilter Zufallsvariablen

Es sollen nun die Ergebnisse des vorhergehenden KapitelSuemmen gemeinsam
lognormalverteilter Zufallsvariablen angewendet werden

3.1 Motivation und Modell

Wir wollen zur Motivation zwei spezielle Situationen aus Beanzwelt betrachten, wo
sich als Folge der Modellierung von Wertpapierpreispregrsls geometrische Brown-
sche Bewegungen (vgl. Bemerkung 1.37) Summen von logneamallten Zufallsva-
riablen ergeben, deren Verteilung von Interesse ist.

e Rendite eines Fonds. (Situation 1)
Ein Investor investiert Kapital in verschiedene Wertpapiere, davon jeweils einen
Anteil b, € [0, 1] in Wertpapieri, welches Uber den betrachteten Anlagehorizont
eine zufallige Rendite voR; erbringt. Ein gangiges Modell fir die Gesamtrendite

S=> bR, (XL bi=1)
i=1

dieser Investition ist das folgende:
Y = (Yi,...,Y,)" ~ N(1,A)

R = €% (i=1,...,n).

e Wertpapiersparplan. (Situation I1)
Ein Investor investiert: Perioden lang regelmafiig Kapital in Hohe vign> 0
(zusatzlich zum bis dahin erreichten AnlagevermogenBeginn von Periode
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3.1. Motivation und Modell

in ein (nicht notwendig in jeder Periode dasselbe) Wergradabei sei; die
wahrend dei-ten Periode erzielte zufallige Rendite. Ein gangigesiMbfur das
Anlagevermogen

i=1
am Ende von Periode ist das folgende:

Y = (Yi,....Y,)" ~ N(r,A)
Ry = €% (i=1,...,n).

In beiden Modellen ist die Zufallsvariable eine (gewichtete) Summe von lognor-
malverteilten Zufallsvariablen. Es ist unmittelbar engiich, dass beide Modelle in ein
allgemeines Basismodell eingebettet werden kdnnen:

Basismodell
_ T m
S = ;bz eXp{wi Y} s bz S R, w; € R s (31)
Y = (Yi,....Y)" ~N(r,A), 7€R™, AcR™™ nicht-neg. definit
Bezeichnet) = (wq,...,w,) € R™*" die Matrix mit den Spalten;, : = 1,...,n,

dann erhalt man den Spezialfall von Situation | fiir= [,, (Einheitsmatrix imR™*");
den von Situation Il hingegen fur

100 0
110 0

o=|111 0 | ermn, (3.2)
111 - 1

wenn alsd? eine untere Dreiecksmatrix ist, deren Eintrage auf undnnaib der Haupt-
diagonalen samtlich 1 sind.

In der praktischen Anwendung wird die Kovarianzmatkixn der Situation | meist
keine Diagonalmatrix sein, da die Renditen von Wertpapiétger denselben Zeitho-
rizont als (unter Umstanden sogar stark) korreliert anganen werden, wahrendl
in der Situation Il meist Diagonalform haben wird, welil dierRliten von Wertpapie-
ren Uber nicht-uberlappende Zeitintervalle oft als amtisch unabhangig angenommen
werden. Trotzdem sind auch in Situation Il im Allgemeinea S8ummanden vof kor-
reliert (aufgrund der Struktur van).
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3.2. Konvexe Schranken

3.2 Konvexe Schranken

Wir wollen nun die in Kapitel 2 hergeleiteten konvexen Sciken .S¢, S* sowieS! fur
die Summe

S = Z bi exp{w; Y}
i=1

konkret bestimmen. Die dortigen Satze, welche Schranigeni€E Summe beliebiger
ZufallsvariablenXy, ..., X,, lieferten, konnen nach Setzen vof) := b; exp{w,' Y}
direkt Anwendung finden.

Wir formulieren die Resultate als Lemmata, welche sichhinli@éher Form bereits
in Kaas et al. (2000) finden lassen, wo ein Spezialfall batetiavurde. Die Darstellun-
gen furse¢, S¥, S' werden aus Griinden des besseren Leseflusses zunachatgeme
formuliert und dann im Anschluss bewiesen.

Lemma 3.1 (Komonotone obere Schranke)

Gegeben sei eine-dimensional normalverteilte Zufallsvariab¥é = (Y;,...,Y,,)"
mit Erwartungswertvektor € R™ und (nicht-negativ definiter) Kovarianzmatrix €
R™*™ sowie eine MatriX2 € R”*", dereni-te Spalte mitv; (i = 1,...,n) bezeichnet
ist, d.h.Q = (wy,...,w,). Bezeichne weiter

po= EQTY)=Q"r (3.3)
Y = ((0i)):=Cov(Q'Y) = QTAQ (3.4)
02 = o4 =Var(lw, Y)=w Aw;, (3.5)
sowieU eine R ;-verteilte Zufallsvariable. Betrachte far= (b, .. b)) T € R die
Zufallsvariable .
S = Zbi exp{w, Y}.
=1
Dann qilt:
S <o 8= brexp{p; + ;9 (U)} . (3.6)
i=1

Lemma 3.2 (Untere Schranke)
Bezeichne in der Situation von Lemma 3.1

ri(B) :=Cor(B'Y,wY), i=1,....n, B€R™.

Dann qilt fur alles € R™:

SHB) :ibi exp {ui +74(B)o: @1 (U) + %(1 - r?(ﬁ))af} <z S (3.7)

i=1
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3.2. Konvexe Schranken

Lemma 3.3 (Sclarfere obere Schranke)
Sei in der Situation von Lemma 3.1 noch eine v68tochastisch unabhangige Zufalls-
variableV ~ R, ; gegeben.

Dann gilt mit den Bezeichnungen von Lemma 3.2 fur glle R™:

S <e S*(B): :Z bi exp {Mi +7i(3)ai @™ (V) + 04y /1 = 17(B) q)_l(U)} (3.8)
i=1
Ferner gilt:
SUB) <ex S¢ Vp3eR". (3.9)

Bemerkung 3.4

Die in den Lemmata 3.2 und 3.3 angegebenen Schrankehif@ruhen (in der Notation
der Satze 2.6 und 2.4) auf der Wahl van= 'Y als bedingende Zufallsvariable,
welche als Linearkombination gemeinsam normalvertedigiallsvariablen ebenfalls
einer Normalverteilung unterliegt.

Da in die konvexen Schrankesf und S* bereits jeweils eine? ;-verteilte Zu-
fallsvariable involviert ist, vgl. Satze 2.1 und 2.4, habeir in den eben gegebenen
Darstellungen vors*(3) bzw. S'(3) die ZufallsvariableZ durch die verteilungsglei-
che Zufallsvariabler;®~1(V) + uz bzw. 0,071 (U) + uy ersetzt. Dabei bezeichne
uz = E(Z) sowies? = Var(Z). Dies hat allerdings zur Folge, dass diese "nur” in Ver-
teilung mit den Schranken in den Satzen 2.1 und 2.4 Ubstreimen. Alle drei konve-
xen Schrankes®, 5*(3), S'(3) sind nunmehr als Transformationen vBp,-verteilten
Zufallsvariablen dargestellt. [ |

Fur den Moment setzen wiX; = b; exp{w, Y} ,i=1,...,n, schreiben

¥
=1

und bezeichnen mit; die Verteilungsfunktion vork;;.

Beweis von Lemmea 3.1:

Nach Satz 2.1 gil5® = >~7 | X¢, wobei X¢ = (X¢,..., X¢)" eine komonotone Zu-

fallsvariable mit denselben Randverteilungen wie= (X, ..., X,,)" bezeichnet.
SeiU ~ Ry,. Nach Lemma 1.25 haben wir

XLFEYU), i=1,...,n.
Nun gilt aber

X; =exp{lnb; +w; Y} ~ £(Inb; + w7, w Aw;)
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3.2. Konvexe Schranken

bzw. mit den Bezeichnungen im Vorspann des Lemmass £(Inb; + p; , o?). Unter
Beruicksichtigung vori (1.25) ergibt sich
F-ﬁl(U) = bz exp{ui -+ O'iq)il(U>} s

2

was zu beweisen war. [ |

Wir erwahnen an dieser Stelle ein Resultat im Zusammenimgiigormalverteilun-
gen, das in den folgenden Beweisen benotigt wird.

Lemma 3.5 (Hilfsresultat)
Gegeben sei eine bivariat normalverteilte Zufallsvagabl

() () (5,
A wz )’ pPOXxTyz cr% '
Dann gilt fur allez € R:

() pX17=2 = N <,MX +oxp <Z_MZ> , ox(1— P2)> :

oz

(44) piZ=r = ¢ (MX +oxp (Z;§Z> , 0% (1 - P2)> :
Beweis von Lemmel 3.2:
GemaR Bemerkung 3.4 setzen Wir= 3'Y fir ein beliebig gewahltes, aber vorerst
festesg € R™, und unterdriicken zunachst die Abhangigkeit yoim der Notation.
Nach Satz 2.6 giltS' = >°" | E(X;|2).
Nach dem vorgangegangenen Hilfsresultat haben wir farzal R

pXiZ= _ g (mbi + i + 730 (Z — “Z) (1= T?)G?) : (3.10)

0z

WegenE(X;|Z = z) = Epx,z--(id) erhalten wir aus daraus in Verbindung mit (1..26)
sofort

— 1 —7r2)o?
E(Xi|Z = z) = exp {lnbi + i + 1o (Z MZ) I ( ;z)az } .
0z

Gehen wir nun vom bedingten Erwartungswert zur bedingtevaBung tber und er-
setzen anschliel3end die standardnormalverteilte Zuéaible(Z — 117) /o, durch die
verteilungsgleiche Zufallsvariabfe~! (U), so erhalten wir

1
E(X;|Z) 2 b exp {,ui + 70:®H(U) + 5(1 — rf)af} . (3.11)
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3.2. Konvexe Schranken

Dies gilt aber fur jedeg € R™, was zu zeigen war. [ |

Beweis von Lemmel 3.3:
Wir setzen wie ebel = 3'Y fir beliebiges, aber festegs € R™. Nach Satz 2.4 gilt

St = Z?:l F);1|Z(U)
Wegen (3.10) erhalten wir wiederum mit (1.25) fur gaQuantil vonPX:l#:

_ Z—p / _
inl|z(p) = bjexp {Mz’ + 70 ( oy Z) + 0\ /1 =17 ® 1(2?)} .
Ersetzen wiZ — uz)/oz durch®~1(V') und anschlieRengddurchU, so ergibt sich
F);11|Z<U) é bz exXp {,uz + T’Z'O'iq)il(V) —+ Ti\/ 1— 7’12 @1([])} . (312)

Nach Bemerkung 2.5 gilt fir das so konstruieste S* <., S°. Nun war( fest, aber
beliebig gewahlt. Das bisher Gezeigte gilt damit fur alle R, was zu zeigen wall

Bemerkung 3.6 (Schranken in Matrix-Notation)
Im Folgenden sind die vorkommenden Transformatiarien?, /= komponentenweise
zu verstehen, sofern Sie auf Vektoren angewendet werden.

Die in den Lemmata 3.1-3.3 gegebenen Schranken fur

S=0b"exp{Q'Y}

lassen sich auch in Matrix-Notation darstellen, was sichvalrteilhaft fur numeri-
sche Berechnungen mit Hilfe von matrizenorientierten Rrogniersprachen (wie z.B.
GAUSS) erweisen wird.
Bezeichne dazu:
o? = (67,...,0) = (o11,...,0m)" . (3.13)
Offensichtlich gilt
ﬁTAwi 1 ﬁTAwi 1 _ .
ri(P) = = — == Vi=1,...,n.
(5) VBTAB W Aw; 00 \/BTAB 0 ()
Nach Ersetzen von(/3)o; in den Formeln fur die Schranken durgiig), Vereinbarung
von

1

VBTAB

undUbergang zur Matrix-Notation ergeben sich schlieRlichfdigenden Ausdriicke

QTAB

7(8) = (F(B),...,1(8) " =

S¢ = blexp{u+a®(U)} (3.14)
SUB) = blexp{u+7(B) 27 (V) +4/a? =7 (B) 2 (U)}  (3.15)
SU8) = B exp{u+7(8) @HV) + 5 (o ~7(B)} (3.16)
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3.3 Formeln fur die Kenngrof3en der Schranken

Wir wollen nun (moglichst) explizite Formeln fur Quamtjlgestutzte Erwartungswer-
te und den Lower-Tail-Value-at-Riskler im vorigen Abschnitt hergeleiteten konvexen
Schranken fus angeben. Da die Summanden dieser konvexen Schrankenafisid
derum lognormalverteilt sind, bestimmen sich die Kenfigioder Summanden jeweils
gemal Lemma 1.31.

3.3.1 Komonotone obere Schrank&*

Dasp-Quantil (p € (0,1)) von S¢ist nach Lemma 1.227%) gegeben durch

F'(p) = Z?z exp (i + 027 (p)); (3.17)

i=1 g

=Fy! ()

man erhalt fur alle: € suppS® = (0, co0) den Wert der Verteilungsfunktiofs.(x) als
eindeutige Losung von

Z biexp (i + 007 (Fse(x))) = . (3.18)

=1
Lemma 1.274) liefert

Blis - 0% = 3 B[ (- () ] (319)

i 2
> biexp {M + %} @(m - ¢—1(Fsc(t)))] (1 - Fse()).  (3.20)
=1
Der Lower-Tail-Value-at-Risk bestimmt sich gemal Lemnel

1 — 1 2
L-TVaR,(5¢) = — § bt T2 d(0 ) — o) (3.21)
(0%
=1

3.3.2 \erbesserte obere Schrank&"

Die bedingte Verteilung vos" gegeben/ = v ist offenbar komonoton, vgl. Bemer-
kung 2.5 (v). Also ergibt sich nach Lemma 1.2%) flasp-Quantil vonP*“IV=" als

Fs_ul\vzv(p) = Z b; exp {Mz‘ + ;0@ (v) + o1 —r? @—1(]3)} (3.22)

=1

Wir geben hier Formeln fiir den Lower-Tail-Value-at-Rigk, aveil wir es in den noch folgenden
Beispielen und Anwendungen stets mit einer Gewinnvaridtte tun haben werden. Formeln fur den
Tail-Value-at-Risk sind ebenso leicht zu bestimmen.
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3.3. Formeln fir die KenngréBen der Schranken

Fura € suppP9"1V=" = (0, co) ist der Wert der bedingten Verteilungsfunktigg. y —, ()
dann die eindeutige Losung der Gleichung

Z b; exp {ui +7;0:® 7 (v) + o4y /1 — 12 @1(F5u|VU(:c))} =x; (3.23)
i=1

woraus man schlie3lich durch Integration die (unbedingég)eilungsfunktion vors™
erhalt:

Fsu(z) = /0 Foupy—(x) dv . (3.24)

Ahnlich der Vorgehensweise fis® lasst sich der (nun allerdingspdingtegestutzte
Erwartungswert vos™* bestimmen:

E[(S" =)V =] = ZE[(X Fylyo U(F5u|VU(t))>+

Zb 6“7+r707 1(v)-l—lUQ(l r?) 10 (gzm — @—1(5))

mit { := Fguy—,(t). Den gewlinschten (unbedingten) gestutzten Erwartungswealt
man schlief3lich gemali

V= v} (3.25)

—t1-¢), (3.26)

E[(S" — #)*] = /01 E[(S" — )|V = o] dv. (3.27)

Der Lower-Tail-Value-at-Risk ergibt sich dann gemal Lear9.

3.3.3 Untere SchrankesS"

Hier ist es sinnvoll, die Vorgehensweise danach zu diffeeen, obS’ komonoto-
ne Summanden hat oder nicht. Mit Blick auf Lemma 3.2 ist eest®ffenbar genau
dann der Fall, wenn alle auftretenden Korrelationskoeffignr; = Corr(w,'Y, 37Y),

i = 1,...,n dasselbe Vorzeichen aufweisen, denn in diesem Fall simidishe Sum-
manden vonS' isotone (bzw. samtliche Summanden antitone) Transfoomen von
U.

Summanden vonS! komonoton.

Es gelte also; < Ofurallei = 1,...,n, oderr; > 0faralle: = 1,...,n. Letzteres
ist z.B. in der zu Beginn dieses Kapitels angesprochenemi®n Il der Fall, wenm\
eine Diagonalmatrix ist (dies entspricht dort der Annahneelsastisch unabhangiger
Periodenrenditen) ung, > O furallei = 1, ..., n gilt.
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3.3. Formeln fir die KenngréBen der Schranken

Wir folgen der uiblichen Vorgehensweise (Lemma 1.27 bhz@8Ylzur Bestimmung
der KenngroRRen einer komonotonen Summe. Danach erglbtlaisp-Quantil von S
wie folgt:

& 1
F;(?) = Z bi exp (Mz‘ + 70,07 (p) + 5(1 - 7’1‘2)0@'2) ) (3.28)
=1
woraus sichFg (z) (fur > 0) als eindeutige Losung der Gleichung

- 1
Z b; exp <,ui + 1,00 (Fgi () + 5(1 — rf)af) =x (3.29)

=1

bestimmt. Der zugehorige gestutzte Erwartungswernt $sls explizit bestimmen gemali

E[(S' —t)* [Zbewz% @(rlal O~ (Fa(t)) )] (1 - Fa(1), (3.30)

ebenso wie der Lower-Tail-Value-at-Risk,

L-TVaR,( Zbeﬂlﬂ (DD () — ri0) (3.31)

Summanden vonS! nicht komonoton.

In diesem Fall existieren also Indizeésj € {1,...,n} mitr; < O undr; > 0. Hier
lasst sich immerhin noch eine explizite Formel fir gegtiErwartungswerte voR'
angeben. Die Idee zur Konstruktion derselben, die furreBygezialfall auf Lord (2006)
zurtickgeht, soll nun beschrieben werden.

Seit € R im Folgenden fixiert. Wahlen wir die Mengé € B gemal

Ar={z€eR:E(S|Z=2)>1}, (3.32)
wobei wie bisheZ = 3"Y bezeichnet, dann folgt offenbar
E((S' =" = EUBIS|Z] = lizern) = BIESIZ)izean] ~ ¢ Bllizean)
- ZE (XilZ)1zean] —t- P(Z € A,) .
Wir zeigen nun, dass im hier vorliegenden Fall die Menyjegerade das Komple-
ment eines (moglicherweise leeren) Intervalls ist, was eine explizite Berechnung
von E[(S! — t)*] erlauben wird.

Bei der Darstellung vos! = F(S|Z) hatten wir zur Vereinfachunf = @(Z;—;‘Z)
gesetzt; wir wollen dies hier beibehalten. Damit @iltS|2) = ¢(U), mit

- 1
= Z b; exp {,ui + 730, (u) + 5(1 — r?)af} ., uwe(0,1),

i=1
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3.3. Formeln fir die KenngréBen der Schranken

vgl. Satz 3.2. Wahlen wir nui; := {u € (0,1) : g(u) > t}, so gilt offenbar4; =
o797 1(By) + gz sowie{Z € A} = {U € B;}.

Zur konkreten Bestimmung der Mengk betrachten wir die Ableitung der Funktion
9,

1 " 1
g'(u) = 0 E b;rio; exp {,ul- + riai@_l(u) + 5(1 — r?)af} )
U
i=1

(P~ (u)) <

Der Zahler ist eine strikt isotone und stetige Funktion ugderen Funktionswerte fur

u — 0 gegen—oo und furu — 1 gegenco konvergieren. Daher muss der Zahler genau
eine Nullstelleu* besitzen, welche wegen der Positivitat des Nenners gleit die
eindeutige Nullstelle vow’ ist. Da nunlim,, .o g(u) = lim,_.; g(u) = oo gilt, mussu*

die eindeutige Minimalstelle von sein; offenbar ist alsg auf (0, «*) antiton und auf
(u*, 1) isoton. Ist nury(u*) > t, so giltalsog(u) > ¢ furalleu € (0, 1). Bezeichnen wir
anderenfalls, d.h. fig(u*) < t, die beiden Nullstellen der Funktidn(u) := g(u) — t

mit ¢, bzw. d; (¢; < d;), so qilt{g < t} = (¢, d;). Somit erhalten wir also fur die
gesuchte Menge

B — (0,1) , falls g(u*) >t
"7 0,1\ (¢r,di) . sonst

Nun wollen wir E[E(X;|Z)1{zca,3] =: ¢; bestimmenj = 1,... n. Unter Berlick-
sichtigung von (3.11) erhalten wir:

wi — E[bieui+ri0i<1>_1(U)—i—%(l—r?)af1{UeBt}] — bielii'i‘%(l_rzz)azzE[eTiUi‘I)_l(U)1{U6Bt}] .

Fir den FallB, = (0, 1) erhalten wir sofort); = E(X;) = b;e*+3°7 . Zur Behandlung
des verbleibenden Falld3, = (0,1) \ (¢, d;) stellen wir zunachst fest, dass fur jede
£(u, o?)-verteilte ZufallsvariableX und jede reelle Zahl > 0 gilt:

g ~1
E[X1xsy = %0 <a+“ ns) (3.33)
o
02 l -
E[Xlxey] = 770 < S —a> . (3.34)
g

Dies lasst sich leicht mit Hilfe von (1.28) einsehen. Nubhaffenbar furX := e~ ()
geradeX ~ £(0,7202) und{U € B,} = {X < e"o® (@)} U {X > ero® (W)} Es

[ A}

ergibt sich damit

2 2
rio;

E[erigi‘bil(U)l{UeBt}] —e 2z . [CE(CID*l(Ct) — TZ‘O'Z') -+ q)(TiO'Z' —+ (I)il(dt»} s

und schlieflich

2

wi = bieer% . [@(bel(ct) — TZ‘O'Z') + q)(TiO'Z' + (I)il(dt))} .

Fassen wir zusammen: Bezeichnétlie eindeutige Minimalstelle vof so erhalten
wir fur die gestutzten Erwartungswerte v6h
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3.4. Wahl der bedingenden Zufallsvariable

(2) im Fall g(u*) > t:

E[(S'—1)7] = B(S) —t = Y bt ¢,
=1

(27) im Fall g(u*) < t:

E[(Sl—t)Jr] = Zn: bie‘uiJrﬁ- [‘I’((I)*l(ct) — TZ'UZ') + ‘I’(Tidi + (I)il(dt))] —t(l—i—ct—dt) ,
=1

(3.35)
wobeic; < d; die beiden Nullstellen der Funktidn(u) = g(u) — t bezeichnen.

Aus (i) folgt in Verbindung mit (1.14) offenbar suggj = (g(u*), ).

Wir bemerken, dass zur Bestimmung des gestutzten ErwaentesF|(S! — ) *]
hochstens drei Nullstellen zu bestimmen sind: die eindeWullstellex* der Funktion
g’ sowie — fallsg(u*) < t — die beiden Nullstellen der Funktion.

Soll nun die gesamte GEW-Funktign— E[(S' — t)*] bestimmt werden (z.B.
um durch (numerisches) Differenzieren derselben die Wengsfunktion vonS! zu
erhalten), so empfiehlt sich die folgende Vorgehensweigedie beiden streng mono-
tonen und stetigen Funktionén := g|(..+] Sowieh, = g|w-1) werden ihre Inversen
hit, hy' (numerisch) bestimmt. Die filr jedeésc R mit g(u*) < ¢ benotigten Nullstel-
len der Funktiorh, ergeben sich dann offenbar gemaR- h;*(t), d, = hy *(t). Sollen
noch Quantile vors! bestimmt werden, die ja zur Bestimmung des (Lower-)Talli¥a
at-Risk benotigt wirden, so ist die Verteilungsfunktiasch numerisch zu invertieren.

3.4 Wahl der bedingenden Zufallsvariable

Nun stellt sich die Frage, wie der Koeffizientenvektater bedingenden Zufallsvariable
Z = [TY zu wahlen ist, so dass die Verteilungen der darauf berwreSthranken
SY3) und S%(3) die Verteilung vonS moglichst gut approximieren.

Damit ist vor allem der praktisch relevante Fall angespeochvo es keirg € R™
mit r;(5) = 1 furallei = 1,...,m gibt, denn in diesem Fall fielen die Schranken
bereits in Verteilung mis zusammen.

3.4.1 Approximative global-optimale Schranken
Auf Grund von (1.19) gilt fir quadrat-integrierbare ZugaariablenX, Y mit X <., Y
/ o (X,Y) dt = %(Var(Y) — Var(X)) . (3.36)

[e.e]
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3.4. Wahl der bedingenden Zufallsvariable

Die rechte Seite kann offenbar als Mal3 fur den globalend¥étm Sinne deg-Abstands
bei Approximation vonY” durch X interpretiert werden. Andererseits ist unmittelbar
einsichtig, dass bei Verschwinden der rechten Seite s&fre PY folgt.

In diesem Sinne wollen wir eine untere konvexe Schrastkg*) (und auch die kor-
respondierende bedingende Zufallsvariabile- (5*)"Y sowie 3*) als global-optimal
bezeichnen, falls

Var(S'(5%)) > Var(s'(3)) furalleg e R™ .

Entsprechend bezeichnen wir eine obere konvexe Schisit(ke) als global-optimal,
falls
Var(S*(3*)) < Var(S*(g)) furalleg e R™.

Da die entsprechende Minimierungs- bzw. Maximierungsaloéggm Allgemeinen
nur numerisch und dann auch nur aufwandig zu l6sen sed) stellen wir nun Moglich-
keiten vor, wie die global-optimalen Schrankagproximativbestimmt werden konnen.

Z als lineare Approximation von S.

Bei genauerer Betrachtung der Schranken wird klar, dasddyg(in der Praxis leider
nicht moglichen) Wahl vor¥ = S P-f.s. die konvexen Schrankeii(Z) sowie S*(Z)
in Verteilung mit S zusammenfallen. Dhaene, Denuit, Goovaerts, Kaas und \&ynck
(2002b) schlussfolgern daraus und aus den eben gemachten Austiéwr, dasg und
S sich so gleichartig wie moglich ("as alike as possible”jhadten sollten, um global-
optimale konvexe Schranken zu erhalten. Mit anderen Watdlte der Vektors also
so gewahlt werden, dagé = 37V die ZufallsvariableS = 37, b;e* ¥ so gut wie
moglich nachbildet.

Dhaene et al. (2008 schlagen deshalb vofi so zu wahlen, das& eine lineare
Approximation vonS ist. Wir erhalten also mittels Taylor-Approximatios(~ 1 + x
fur kleinesx):

S = Z bieti el Y —hi oy Z biet (14 (WY — ;) = Z bie"w'Y + ¢, (3.37)
i=1 i=1 i=1

mit einer gewissen Konstantenc R. Die Approximation ist umso besser, je "kleiner”
lw,'Y — p;| ist, also je kleinep? = Var(w,Y) fur allei = 1,. .., nist?
Diese Betrachtungen legen die folgende Wahl yorahe:

Bra=0a mit a=(bie')i=1 ., (3.38)

2In diesem Sinne konnte man auch formulieren: Die Approxiomaist umso besser, je kleiner
[|[Cov(QTY)]|| ist, wobei||.|| eine geeignete Matrixnorm bezeichne.
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3.4. Wahl der bedingenden Zufallsvariable

wobei der IndexF' A fur First order Approximationsteht. Wir bemerken, dass man fir
die resultierende bedingende Zufallsvariallle; = (3r4) 'Y intuitiv erwartet, dass
E[Var(S|Zr,)] Klein ist, und damit VaiS (5r.)) = Var(S) — E[Var(S|Zr,)] groR,
vgl. (2.25).

Z als logarithmiertes geometrisches Mittel der Summandenaen S.

Nielsen und Sandmann (2003) haben im Kontext der Bewertugigti8dcher Optionen
vorgeschlagen, als bedingende Zufallsvariable das libgaierte geometrische Mittel
der SummandeX, ..., X,, von S zu wahlen. Dem scheint eine ahnliche Idee wie bei
der Konstruktion vor¥ 4 zu Grunde zu liegen: Fur kleine' Y (also fur kleineu; und
o;),1=1,...,n, gilt offenbar

g Zbiew;y ~ Zbi(l +wY) = Zbi 4 ZbiwiTY =c+1n (H(ewfy)m) )
=1 =1 =1 =1 =1
Wir wahlen also als bedingende Zufallsvariatdg, = >, biw, Y, was die Form
Zaa = (BGA)TY aufweist mit
Boa = Qb, (3.39)

wobei der IndexG' A fur GeometricAveragesteht.

Z maximiert lineare Approximation von Var (S?).

Vanduffel, Hoedemakers und Dhaene (2005) konstruierem goproximative global-
optimale unterekonvexe Schranke, indem Sie anstelle von(¥ar eine lineare Ap-

proximation dessen maximieren. Es ergibt sich mit (1.34) anschlie3ender Taylor-
Approximation:

Val'(Sl(ﬁ)) = Z Z bibjeﬂi‘i’U%/Qeﬂj‘i’U]z/Q(eT'iTjO'ia'j o 1)
i=1 j=1
>0 bibye et (1)

i=1 j=1

Q

_ i i TS Y Cov('Y,w; Y)Cov(Y,w/Y)
© Var(3TY)

i=1 j=1
2

1
Var(57Y)

Cov (Z bie T2 (WTY) BTY>
1=1

2 n
Var (Z bt i (W] Y))

i=1

Corr (Z bt 2 (WYY 5TY>

i=1

70



3.4. Wahl der bedingenden Zufallsvariable

Dieser Ausdruck wird offensichtlich maximal, wenn die aefénde Korrelation gleich
1 ist. Dies gelingt durch Wahl vo# als

BVM = QCL mlt a = (bzeuz+072/2)7,:1 ..... n (340)

wobei der IndeX/ M fur VarianceMaximizingsteht. Die durchgefuhrte Taylor-Appro-
ximation ist umso besser, je kleingr;o;0; fur alleé, j = 1,...,nist.

Analoge Argumente lassen sich zur approximativen Miniomervon VafS*) auf
Grund dessen schwierigerer Struktur, val. (3.8), nicht@emien.

3.4.2 Approximative lokal-optimale Schranken

Nun ist es jedoch nicht immer von Interesse, eine im Sinnegeklkstandes global-
optimale konvexe Schranke véfzu bestimmen. Man denke zum Beispiel an das TVaR-
Risikomal3, welches vor allem das Verhalten twls der entsprechenden Verteilung
quantifiziert. Beispielsweise geht in die Berechnung voaR\(S) das(1 — «)-Quantil
¢1-o(S) sowie der gestutzte Erwartungswelt'S — ¢:—,(S)) "] ein, vgl. (1.4), wobei
in der Regel klein ist. Aus diesem Blickwinkel wiirdealso durch eine solche Zufalls-
variable gut approximiert werden, welche sich in dgfs — in diesem Sinne alslokal
— ahnlich wieS verhalt; ihr Verhalten dartber hinaus — also global — Biggegen
keine Rolle.

In Anlehnung an den oben eingefiihrten globalen Optimtsltégriff fir konvexe
Schranken bezeichnen wir eine untere bzw. obere konvexa@a@t! (5*) bzw. S*(3*)
fur S alslokal-optimal zum Niveaw, wenn deren Tail-Value-at-Risk zu einem vorge-
gebenen Niveaw maximal bzw. minimal ist. Dies legt die nach Lemma 1.23 file a
a € (0,1) gultige Beziehung

TVaR,(S'(B)) < TVaR,(S) < TVaR,(S“(3)) furalle3 ¢ R™

nahe. Wir bezeichnen dann — wie oben — ad¢h= 3* 'Y sowie3* als lokal-optimal.

Vanduffel, Chen, Dhaene, Goovaerts, Henrard und Kaas j2@&léen die in Ab-
schnitt 3.4.1 vorgestellte Methode der approximativendvamaximierung zur Bestim-
mung einer approximativen global-optimalen unteren kaeweSchranke auf den lokal-
optimalen Fall Ubertragen.

Sei dazu ein Startwert, € R™ vorgegeben, bezeichri& = (3°)"Y die resultie-
rende bedingende Zufallsvariable sowfe:= Corr(Z,,w, Y). Vanduffel et al. (2006)
wahlen 3y, = [y, mit Gy, gemal (3.40). Uns scheint jede andere approximativ
global-optimale Wahl vom jedoch ebenso plausibel zu sein.

In der Formel fur den Tail-Value-at-Risk approximierenr wunachst die Vertei-
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3.4. Wahl der bedingenden Zufallsvariable

lungsfunktion® um den Punkt{s; — ®~1(1 — «) linear:

TVaR,(5'(8)) = E[S'(B)SHB) > q1—a(SH(B))]

1 n
= 2 Z bi6“i+%‘7i2<l>(rioi — o711 -0))
i=1

%

1 o 112 _ _
LS et 42 (6100, — 711~ ) + (0 — 611 )i — 1201
i=1

Als Funktion vons betrachtet (man beachte, dass diedije = 1,...,n, vonj3
abhangen) wird dies genau dann maximal, wenn der folgenddiick maximal wird,

> b Ao — 07N (1 - a))rien
i=1

dieser schreibt sich unter Berticksichtigung ven= Corr(3"Y,w,'Y") und mit der
Bezeichnungy, := bie"i+27 o(r%0; — (1 — a)) als

Cont a7 ).579)- v (Y1)
=1 =1

Der auftretende Korrelationsterm ist offensichtlich gteil, falls 3 = Qv gewahlt

wird mit v = (v;)i=1,...». Auswertung der Dichtefunktion der Standardnormalvertei

lung und Vernachlassigung einer die Maximierung nichtitfeessenden Konstanten

liefert schlief3lich fur die Maximalstelle:

Bro=Qa mit a= (bie“ﬁ%"?e*%(r?"i*@_l(lﬂ)y)‘ , (3.41)

wobei der Index.O fur Locally Optimal steht.

Bemerkung 3.7

Vanduffel et al. (2006) erwahnen, dass sich dieselbe Vagsweise nun iterativ wie-
derholen lieRe, indem man im nachsten Schittm die Steller/%c; — (1 — «)
entwickelte, wobeir’? := Corr(f.o'Y,w,Y), usw. Man erwartet intuitiv, dass mit
jeder lteration die resultierende bedingende Zufallsdde Z,, = (.0'Y zu einer
weiteren Verbesserung der Approximation fuhrt. [ |

Der hier verwendete lokale Optimalitatsbegriff ist in geser Weise unabhangig
davon, ob sich "lokal” auf deteft tail oder deright tail bezieht. Um dies einzusehen,
nutzen wir die folgende Dualitat zwischen dem Tail-VahteRisk und dem Lower-Tail-
Value-at-Risk aus,

E(S) = (1 — a)L-TVaR,_(SY(B)) + aTVaR,(S'(8)) furallea € (0,1),
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3.5. Alternative obere Schranke

vgl. (1.10). Offenbar ist daher TVaRS'(/3)) genau dann maximal, wenn L-TVaR, (S'(3))
minimal ist.

Wir hatten also (aquivalent) eingangs "lokal-optimahziiveaua” auch vialeft-
tail definieren konnen, im Sinne vaningcg- L-TVaR; . (S'(3)), was wegen

L-TVaR,(S) <.. L-TVaR,(S'(3)) furalled c R™ o < (0,1),

vgl. Lemme. 1.23, eine plausible Begriffsbildung ist.

Bemerkung 3.8
(?) Liegt eine Verlustvariable vor, dann wird man an einer gud@proximation des
right tail interessiert sein und zu vorgegebenem kleinea (0, 1) das zum Ni-
veaua (approximativ) lokal-optimalg,, gemal? (3.41) bestimmen. Liegt hinge-
gen eine Gewinnvariable vor, dann wird man an einer guterrépmation des
left tail interessiert sein und zu vorgegebenem kleinen (0, 1) das zum Niveau
1 — «a (approximativ) lokal-optimale; o, gemal (3.41) bestimmen.

(i7) In bestimmten Situationen ist es moglicherweise wiiasskerty, (S, S) fur ein
fixiertest € R zu minimieren, d.hE[(S! — ¢)*] zu maximieren. Mit Blick auf
die Struktur vonE/[(S! — ¢)T], vgl. (3.30) oder gar (3.35), stellt sich jedoch die
Ubertragung der eben vorgestellten Methode auf dieseddPnatls schwerlich
moglich heraus.

(zi7) Die hier vorgestellte Methode kann leider nicht zur apprativen Bestimmung
einer lokal-optimalen oberen konvexen Schranke verwewdeden, da es keine
explizite Darstellung fur TVaR(S*) bzw. L-TVaR,(S") gibt.

3.5 Alternative obere Schranke

Im Folgenden soll eine explizite Formel fur die in AbschifitE vorgestellte obere
Schranke

APt = %\/E[Var(S\Z)l{kd(t)}] P(Z < d(t)) (3.42)

fur den g,-Abstand der Summenvariable von ihrer unteren konvexen Schranké
bestimmt werden. Hierbei wahlen wir (wie bisher in dieseapkel) S' = S'(3) fur
ein 3 € R™ gemal Lemma 3.2, schreiben manchmal stattdessen(ch, um die
Abhangigkeit von der bedingenden Zufallsvariale- 37Y in der Notation zum Aus-
druck kommen zu lassen.

Wir prasentieren das Resultat aus Grilndentearsichtlichkeit in einem Lemma.
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3.5. Alternative obere Schranke

Lemma 3.9
SeisS=>", biewi Y definiert wie in Lemma 3.1 und = 37Y fur ein 8 € R™. Es

existiere eind(t) € Rmit {Z > d(t)} C {S > t} und es bezeichn& (t) = %TE((ZZ;

Mit den Bezeichnungen von Lemrna 3.2 gilt dann fir die geK34&.) definierte obere
Schranke

N

Agzs(t) — 1 (@(d*(t)) Z Z bibj(eo'ij _emrjaiay) Hitpi+35 (0 +U ) (d*(t)—TZ'O'i—TjO'j)

2 — <
i=1 j=1
(3.43)

Beweis:

Die Wahrscheinlichkeit unter der zweiten Wurzel in (3.49) offenbar®(d*(t)). Es
verbleibt die Bestimmung des Ausdrucks unter der erstere@uder sich jedoch wie
folgt zerlegen lasst:

E(NVar(S|Z2)1z<auy) = E(E(S*|2)1z<awy) — E(E*(S|Z)1z<awy) - (3.44)
Wir kiirzen abyuy = FE(Z), 0*(Z) = Var(Z).

(7) Der erste Summand besitzt die Darstellung

E(E(S*|2)1z<awy) ZbeE (€ 2) 1 z<awy] -

i=1 j=1

mit U;; := w; Y +w] Y. Es gilt offenbal/;; = N (u;+ 15, 07 + 07 +20,5); es bezeichne
pu,; = E(Usy) sowiea?J = Var(U;;). Wegen Lemma 3.5i4) erhalten wir unter
Berucksichtigung von Co@ ij, Z) = (rio; +1j0;) /0oy, nun

EleYi

Z — 1
Z] = exp {MUij + (rio; +1;0;) (TMZ) + 5( 2 — (rio; + 7’]0])2)}
Z
= hiy(2)
mit einer offensichtlich monotonen Transformatiby : R — (0,00); h;; ist strikt
isoton (bzw. strikt antiton) fur;o; + r;o; > 0 (bzw. < 0), oderh,; ist eine Konstante
(fur ri0; + 105 = 0) Es gllt
1 1
hZJ(Z) ~ £ (,LLUZ.]. + 50'(2]” — 5(7"1‘0'1' + Tjo'j)z , (’I’Z'O'Z' + 7’]’0']-)2) .

Nun erhalten wir unter Beriicksichtigung von (32.33) un@43.

E(hij(Z>]l{hi]'(z)<hij(d(t))}) , falls ri0; + rio; > 0
]1{Z<d(t)}) = E(eUij) . P(Z < d(t)) , falls r0; + rio; = 0

E(hij(Z)]l{hij(Z)>h¢j(d(t))}) , falls r,0; + rio; < 0

E(E[eY"

) 41524 52 . d(t)—
= eHitHtzloitoi)tei ¢ (% = Ti0i — Tjaj> '
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(77) Wenden wir uns nun der Bestimmung des zweiten Summandedeautch-
ten Seite von (3.44) zu. Benutzen wir die in Lemma 3.2 gegeli2arstellung von
E(S)Z) (dort mit S(3) bezeichnet) und ersetzen in dieser die standardnormeilvert
te Zufallsvariabled~ (U) (mit U ~ Ry ;) durch die verteilungsgleiche Zufallsvariable
(Z — nz)/oz, so schreibt sich der gesuchte Ausdruck als

n n

E[E*(S|2)Liz<aup] = Y D bibiEle”i 1 zcu0)]

i=1 j=1

mit [71-]- = i + pj + 3(07 + 02) — L(rio? + r2o?) + (rioi + rjo;) <Z;Z“Z>

Die weitere Vorgehensweise ist analog deren’)ne(ﬁw' ist entweder eine Konstante,
oder eine lognormalverteilte Zufallsvariable und einerstr monotone Transformation
von Z, wodurch sich mit Hilfe von (3.23) bzw. (3.34) bestimmesda

Ui _ pitpti(o?4o)+rivjoio; d(t)—pz
B[V Ly zcquy] = et Trtaloitoi)irinoio; g =t —rio;—rjo;) .

Damit sind die beiden Summanden von (3.44) bestimmt; Zusamfassen der bei-
den Doppelsummen liefert schlief3lich die Behauptung. [ |

Das eben bewiesene Lemma findet sich fir den Spezialfas BgS — ¢)*] die
Auszahlung eineBasket-bzw. AsiatischerCall-Option ist, bereits in Deelstra, Liinev
und Vanmaele (2004) bzw. Vanmaele, Deelstra, Liinev, Dhasrd Goovaerts (2006).

Da in die obere Schrank&}? die Verteilung der unteren konvexen SchraskeZ)
eingeht, ergeben sich dabei je nach Wahl vbifwas tber die;,, 7 = 1,...,n und
d(t)) eingeht) unterschiedliche Formeln. Wir zeigen nun, désslfe in Abschnitt 3.4
vorgeschlagenen Wahlety 4, Zv s, Zga Und Zo und allet € R jeweils ein Wert
d(t) € R existiert, welcher die Voraussetzungen von Lemima 3.9lerfu

Dazu stellen wir zunachst fest, dass die in Abschnitt 3fihaeten Zufallsvariablen
Zra, Zvu, Zaa und Zro jeweils die Formy_" | bic;(w,'Y) mit ¢; > 0 aufweisen;
Tabelle 3.1 enthalt die korrespondierendgen

Z C;
Zpa et
Zv M em+a§/2
ZGA 1
Zr0 eMH—%J?e—%(r?m—‘b’l(l—a)ﬁ

Tabelle 3.1: Darstellung = > | bic;(w,' Y') fur spezielle Wahlen vo&
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

Bezeichnen wir .
ci= Z bic;(1 —1Ing;),
=1

so erhalten wir unter Ausnutzung der Abschatzehg 1 + z fur allex € R:

=1

S = i biew;ry = i biciewiTY—lnci Z i szl(]_ —1In Cl‘) + i bzcz(wZTY) =c+ 7.
i=1 1=1 i=1 i=

J . s

g ~~

=c =7

Fur allet € R erfullt nun offenbari(t) = ¢t — ¢ die Bedingung{Z > d(t)} C {S > t}
und somit die Voraussetzungen von Lemma 3.9. Ferné(isisoton int, womit (2.26)
folgt.

Bemerkung 3.10

Wir haben im bisherigen Verlauf dieses Kapitels gesehens d&ch fur die Vertei-
lung von Summen lognormalverteilter Zufallsvariablercieizu berechnende obere
und untere Schranken fur gestutzte Erwartungswerte undidg-Value-at-Risk. Da-
durch eroffnen sich vielfaltige Anwendungsmoglichikai gerade auf dem Gebiet der
Finanz- und Versicherungsmathematik. Erwahnt seiendieeArbeiten von Hoedema-
kers, Darkiewicz, Deelstra, Dhaene und Vanmaele (2009)€hsversicherung), Van-
duffel, Dhaene und Goovaerts (2005) (Spar-Entnahmeep|&haene, Vanduffel, Goo-
vaerts, Kaas und Vyncke (2005) (Optimale Portfolioausyvatdnmaele et al. (2006)
(Asiatische Optionen) sowie Deelstra, Diallo und Vanm#2@06) (Basket-Optionen).
Auch Erweiterungen des Konzeptes sind moglich, z.B. fiimehArkombinationen von
(lognormalverteilten) Zufallsvariablen mit zufalligémnearkoeffizienten (vgl. Hoede-
makers, Darkiewicz und Goovaerts (2005) sowie Ahcan, @arkiz, Goovaerts und
Hoedemakers (2006)).

3.6 Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

Eine (gewohnliche) Option auf ein Wertpapier ist ein Dati{’abgeleitetes Wertpa-
pier”), dessen Auszahlung durch den Kurs eines Wertpafues sogenanntdBasis-
werteg zu einem vereinbarten Zeitpunkt € N ("Stichtag”) bestimmt ist. Optionen
dienen in der Regel dazu, sich gegen eine stark negative pm$#tive Entwicklung
des Kurses des Basiswertes abzusichern oder auf solchéecEtvgen zu spekulieren.
Legt man dabei das populare Black-Scholes-Modell zu Geusal wird der Kursverlauf
(As)s>0 des Basiswertes durch eine geometrische Brownsche Bewegodelliert,

o2

Ay =ap- e T)HWs o5 0, (3.45)
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

wobeiy € Rundo > 0 sei, (W) einen Standard-Wienerprozess und> 0 den
Initialkurs bezeichne. Die Auszahlung eirteuropaischen Call-Optiorauf diesen Ba-
siswert mit Stichtag” und Basispreis ist beispielsweise gegeben duich, —¢)*. Die
erwartete Auszahlung[(Ar —t)*], welche (bis auf Multiplikation mit einem konstan-
ten Diskontierungsfaktor) den Preis der Option darstiitleicht zu berechnen, weil
Ar offenbar einer Lognormalverteilung unterliegt.

Auszahlungen von gewodhnlichen Optionen sind allerdirgét anfallig fur Kurs-
manipulationen am Stichtag, wie sie haufig von grof3en Meaitkehmern initiiert wer-
den. Weniger anfallig gegen solche Manipulationen istdiszahlung einefsiatischen
Option Diese ist durch das arithmetische Mittel von Kursen dessBastes an mehre-
ren vereinbarten Stichtagen bestimmit.

Wir wollen nun eine (spezielle) Asiatische Option betrachideren Auszahlung
durch die Kurse des Basiswertes zu aeft T Zeitpunktenl’ — n + 1, ..., T wie folgt
bestimmt ist:

: 1 <&
X=(S—-t" mit S:E;ATM.

Dabei gilt wegen (3.45) fur die Verteilung des Vektots= (Ar_,11,..., Ar):
A~ L(T,A)

m|t T = (7—1, ey Tn)T! A = (()\U))%le

.....

T, = 1na0+(u—%)(T—i+1), i=1,...,n,

)\'U = 02m1n{T—Z—I—1,T—j—}—1}7 i)j:17...,n'

Offenbar handelt es sich bei diesem Modell $imm einen Spezialfall des Basismodells
(3.1), mit7 und A wie oben,

bi:l, i1=1,....,n, und Q=1,.
n
Die exakte Bestimmung der erwarteten AuszahlBifg —t)*]| ist unter diesen Umstan-
den bekanntlich nicht moglich. Deshalb wollen wir nun genider in diesem Kapitel
vorgestellten Approximationen hinsichtlich ihrer Gutergieichen, und zwar fur die
konkrete Wahl

0.04 0.25
:1 pu— pu— T p— pu— .
ag 00, u 12 o Nivk 36, n =36

Diese Modellspezifikation wurde auch bereits von Nielsedt 8andmann (2003) und
Vanmaele et al. (2006) verwendet, weshalb wir auf derenridatdungen vergleichend
zurtickgreifen konnen.

Es bezeichne im Folgenden abkirzérddie GEW-Funktiortx (t) = E[(X —t)"],
t € R, einer ZufallsvariablerX'.
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

Approximation der erwarteten Auszahlung durch konvexe Schanken.

Wir wollen zunachst die Approximation vafy durchés. und &g untersuchen, wobei
S¢ eine obere konvexe Schranke gemaR Satz 3.19irene untere konvexe Schran-
ke gemal Saiz 2.2 fiff sind. Die bedingende Zufallsvariabfg auf deren Basis' =
S'(Z) bestimmt wird, haben wir approximativ varianzmaximiergedaf (3.40) gewahlt.

Zunachst haben wir auf der Basis voh= 100000 Realisierungen:, ..., xy der
ZufallsvariableS derenempirische GEW—Funktiocﬁg,

N
Es(t) = & S (wm—1)", tER,
=1

als Schatzung figs bestimmt; vgl. Bemerkung A.5 im Anhang fur nahere Austirz
gen zu empirischen gestutzten Erwartungswerten. Wir geissem von uns gewahlten
Stichprobenumfang von einer guten Naherung aus, wetlfért € R der empirische
gestutzte Erwartungsweéﬁ;(t), als Zufallsvariable aufgefasgt;fast sicher gegefy (¢)
konvergiert.

Somit wird auchts. (t) — £(t) eine gute Schatzung fifg. (t) — £s(t) = 0,(S, S°)
darstellen, ebenso wig: (t) — gs(t) fur £qi(t) — &5(t) = —04(S, SY). Abbildung 3.1
visualisiert diese Schatzungen als Funktionen#anR.
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Abbildung 3.1: Abweichungen der GEW-Funktionen der komre$chranken
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

Um die Grol3e der Abweichungen besser einordnen zu kotaden wir versucht,
die durch die Simulation verursachte Unsicherheit bzwidilitat geeignet zu quanti-
fizieren. Dies soll uns dabei helfen zu entscheiden, ob digeddhungen im Wesentli-
chen durch die Simulation oder durch die Unterschiede in\@gteilungen begriindet
sind. Als Hilfsmittel bedienen wir uns eing®nfidenzbandef$ir £s:

Fur jedes fixierte¢ € R ist ein approximativesl — «)-Konfidenzintervall furgs(¢)
gegeben durch

1) = [&(t) £ u-g VK@)

wobei K (t) eine erwartungstreue SchatzErigr die Varianz vons(t) und u;—o das
(1 — $)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichne, vgi&eung A.5. Als (ap-
proximatives)(1 — «)-Konfidenzbandur die Funktionés bezeichnen wir die Menge
{(t,y) € R? : y € I(t)}. Man beachte, dass es sich dabieht um einen ("simulta-
nen”) Konfidenzbereich fur die (gesamte) Funktigrhandelt.

Eingezeichnet in Abbildung 3.1 sind nun nicht die untered aberen Grenzen des
99%-Konfidenzbandes fiffs, sondern vielmehr deren Entsprechungen os+/ K (%)
fur die Differenzgs(t) — Es(t). Offenbar ist die auf der Simulation beruhende Unsicher-
heit fur kleine Werte von nicht unbetrachtlich, wahrend sie fur wachsendaisnimmit.
Es ist zu erkennen, dass die GEW-Funktign fur nahezu alleé € R innerhalb des
Konfidenzbandes liegt.

Wie ist dies nun zu interpretieren? Man stelle sich vor, daas sich zwischen
zwei Approximationsalternativen zu entscheiden hat: dgprAximation vor¢s durch
£q1, Oder durchgs auf der Basis von (maximaly = 100000 Realisierungen vory.
Dies sind durchaus keine "kuinstlichen” Alternativen, de&imulationen nehmen Zeit
in Anspruch und sind mit Kosten verbunden. Lig€gt(¢), ¢ € R, nun innerhalb des
99%-Konfidenzbandes, in diesem Sinne also im Rahmen deh digcSimulation ver-
ursachten Unsicherheit, dann legt dies nahe, dass die Appaiion vonés(¢) durch
¢s zumindest nicht schlechter ist als jene duggty).

Die GEW-Funktion vonS¢ weicht hingegen recht stark vcfr:g ab; wir hatten ja
bereits erwahnt, das$S® zwar eine einfach bestimmbare, in der Regel jedoch relativ
grobe obere konvexe Schranke ist.

Geometrische Schranken und alternative Schranke fir den pproximationsfehler.

Nun wollen wir uns den in dieser Arbeit betrachteten thescben oberen Schranken
fur 0,(S, S¢) und g;(S, S') widmen. Abbildung 3.2 visualisiert fi; (S, S¢) die geome-
trische Schrank® s-(¢) (gemaf Satz 2..11) sowie diéviale obere Schranke; (5!, 5¢).
Letztere ist fur nahezu alle € R scharfer als erstere. Dies liegt an der relativ grof3en

3Wir bezeichnen hier abkiirzend die Realisierung eines ruwgstreuen Schatzers als erwartungs-
treue Schatzung.
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

Abbildung 3.2: Schranken fil; (.S, S°)

Differenz (263.09) der Varianzen vahund S¢. Nach Bemerkung 2.13i¢) nimmt die
FunktionAg. ihr Maximum gerade iy 5(S¢) an; diese Maximalstelle liegt wegen der
geringen Schiefe der Verteilung nabgsS<) = E(S) = 106.42.

Abbildung 3.3 visualisiert fup, (S, S') die triviale obere Schranke;(S’, 5¢), die
geometrische Schrankeg: () (gemaf Salz 2..11), sowie die Nielsen-Sandmann-Schran-
ke A¥P(t) (gemaR (3.43)). Da die Differenz (@) — Var(S') hier sehr klein (1.57) ist,
sind die nicht-trivialen Schranken beide recht scharf. Wssen, dass es einen Basis-
wert geben muss, ab dem die geometrische Schrankg) scharfer als die Schranke
Ag?(t) ist, vgl. (2.27). Letzteres ist etwa fur Basiswette- 135 der Fall, was inso-
fern bemerkenswert ist, weil Nielsen und Sandmann (2008)igehaben, dasa?(¢)
fur Basispreis¢ > 160 die scharfste unter allen von ihnen betrachteten Schrinke
ist. Insofern stellt die in dieser Arbeit konstruierte gestrische Schranké: (t) fur
t € [135,160] eine Verbesserung gegenuber den bisher verfugbarear8am dar. Im
Ubrigen schlagt die triviale Schrankg(S', 5¢) die anderen beiden Schranken fur sehr
kleine und sehr gro3e Es scheint also (nicht nur in unserem Anwendungsbeispiel)
geboten, die verfligbaren oberen Schrankernof(is, S!) zu einer einzigen zu kombi-

“In dem genannten Artikel werden mehrere obere Schranken (8, S') verglichen.
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option
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Abbildung 3.3: Schranken fu, (S, S*)
nieren:

Qt(Sl7 S) < min{ASlv Aglsu Qt(Sla SC)} :

Vergleich unterer und oberer Schranken fur die erwartete Auszahlung.

Wir wollen nun fur eine bestimmte Auswahl von Basispreisentere und obere Schran-
ken, welche auf der unteren konvexen Schrafike?) von S beruhen, fur die erwarte-

te Auszahlungts(t) genauer untersuchen. Besonderes Augenmerk soll dabeifdara
liegen, welche Wahl der bedingenden Zufallsvariablgeweils die scharfste (untere
bzw. obere) Schranke liefert. In den nun folgenden Tabdlied die jeweils scharfsten
Schranken fett gedruckt.

Tabelle 3.2 enthalt fur eine Auswahl von Basispreisgweils den empirischen ge-
stutzten Erwartungswefg(t) sowie die unteren Schrankéw ) (t), Z € {Zva,Zga,
ZraZro}, furs(t). Dabei istZr 4 gemal (3.38)Z.4 gemal (3.39) undy,, gemal
(3.40) gewahlt;Z;, ist (approximativ) lokal-optimal zum Niveau = 0.99 gemalid
(3.41) gewahlt. AulRerdem ist zur Quantifizierung der Unerbeit der Schétzur@(t)
in der mit+KB tUberschriebenen Spalte die halbe Lange defy(nrj symmetrischen
99%-Konfidenzintervalls fugs () angegeben. Bei der Betrachtung der Ergebnisse stel-
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

([ &) =KB e ()

VM GA FA LO
50| 56,415 0,231 56,428 56,428 56,428 56,428
70| 36,817 0,226 36,822 36,824 36,823 36,8185
90| 20,239 0,198 20,216 20,218 20,217 20,200
110| 9,497 0,149 9,456 9,455 9,455 9,447
130| 3,989 0,101 3,955 3,953 3,953 3,955
150| 1,566 0,065 1,549 1,546 1,547 1,553
170 0,595 0,040 0,586 0,584 0,585 0,590
190| 0,228 0,025 0,219 0,218 0,218 0,222

Tabelle 3.2: Simulierte erwartete Auszahlung der Optiodh wimtere Schranken

len wir folgendes fest: unabhangig vom Basispreis lietdla bedingenden Zufallsva-
riablen sehr scharfe untere Schranken fiir die erwarteszahlung, die imJbrigen
annahernd gleich sind (Abweichung stets kleiner als 0.8Rl&nheiten). Hohe Basis-
preise,t > 130, korrespondieren zurapper tail der Verteilung, so dass es uns nicht
uberrascht, dass dort die zum Niveau 0.99 approximatigltoptimale Wahl7Z;, die
scharfsten unteren Schranken liefert. Fur Basispreisg 50, 70} sind die simulierten
Werte kleiner als einige untere Schranken. Daraus ist fedacht zu schliel3en, dass
wir bei der Bestimmung der unteren Schranke und/oder deul&tman einen Fehler
gemacht haben. Vielmehr ist in diesen Fallen die Abweighder unteren Schranke
vom wahren Wert sehr klein, zumindest im Vergleich zur Unsrbeit des empirischen
gestutzten Erwartungswertes (hier quantifiziert durchSpalte+KB) auf Grund der
Simulation.

t UBs:() UBT (1)

VM GA FA LO VM GA FA LO
50| 56,546 56,562 56,557 56,58466,448 57,112 56,44256,435
70| 37,163 37,198 37,188 37,23636,897 37,507 36,883 37,043
90| 20,808 20,860 20,847 20,920,391 20,901 20,366 20,873
110} 10,077 10,133 10,120 10,2069,746 10,139 9,720 10,204

130| 4,450 4,493 4,484 4,559 4,361 4,636 4,367 4,718

150 1,895 1,924 1915 1,977 2,067 2,230 2,105 2,315

170} 0,813 0,834 0,828 0,871 1,178 1,268 1,223 1,353

190| 0,367 0,381 0,377 0,407 0,838 0,902 0,881 0,984

Tabelle 3.3: Obere Schranken fur die erwartete Auszahdi@ng@ption
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3.6. Anwendung: Auszahlung einer Asiatischen Option

Da sich die unteren Schranken f{}(¢) nun also als recht scharf herausgestellt ha-
ben und wir vorher den Approximationsfehlex.S, ') durch Ag (¢) bzw. A¥(t) ei-
nigermalen beschranken konnten, vermuten wir, dass diel@o unteren Schranken
gemal (2.15) induzierten oberen Schranken brauchbaribélle 3.3 enthalt die obe-
ren Schranken

UBSZ(Z)(t) = fsl(z) + Asl(z)(t) sowie UB;ZS(Z)(t) = Ssl(z) + AEZS(Z)(t) ,

wiederum jeweils fUrZ € {Zy ., Zaa, Zra, Z1o} und dieselbe Auswahl von Basis-
preisent. Wir stellen fest, dass sich bei Wahl véfy, fur hohe Basispreise zwar die
scharfsten unteren Schranken, jedoch offemielnt die scharfsten oberen Schranken
ergeben. Eine der scharfsten oberen Schranken, haufig diegcharfste, liefert stets
Zvr, und zwar unabhangig davon, ob Wder UBE? betrachtet wird. Als Faust-Regel
(die bekanntlich durch Ausnahmen sogar bestatigt wiudgiie scharfe obere Schranke
fur s(t) konnte man formulieren: Wahle bei kleinen Basispreisenotbere Schranke
UBY?Y(¢) auf Basis der bedingenden Zufallsvariab&n,, und bei groRen Basispreisen
die obere Schranke UB(t) auf Basis der bedingenden Zufallsvariablgn,, .

Bemerkung 3.11

Die untere Schranke (t) fur {s(¢) konkurriert bekanntlich mit der unteren Schranke
LBs<(t) = &sc(t) — Vse(t). Letztere ist jedoch fur nahezu alle= R grober, denn es
gilt mit Blick auf Abbildung 3.2V s (t) > 0,(S*, S¢) fur nahezu alle € R.

Die oberen Schranken UBund UBY? filr £5(t) konkurrieren mit der oberen Schran-
ke £sc(t). Letztere ist jedoch fut € [50,230] grober als die scharfere der beiden an-
deren, denn es gilt mit Blick auf Abbildung 3i8in{Ag (t), AL ()} < 0,(S", S°) fur
t € [50,230].

Aus diesem Grunde haben wir auf die Einbeziehung der auf dallZvariablens©
basierenden oberen und unteren Schrankefyfiirdie obigen Vergleiche bzw. Tabellen
verzichtet. [
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Kapitel 4

Momentenbasierte Approximationen
einer Summe von
Lognormalverteilungen

4.1 Approximation durch eine Lognormalverteilung

Simulationen zeigen, dass die Summe lognormalverteiltdalBvariablen haufig an-
nahernd wieder lognormalverteilt ist. Deshalb ist esdifldie Verteilung einer sol-
chen Summe durch eine Lognormalverteilung zu approximiddabei werden die Pa-
rameterwerte der approximierenden Lognormalverteiluaghso gewahlt, dass Erwar-
tungswerte und Varianzen der approximierenden und appiexien Verteilung jeweils
Ubereinstimmer.So plausibel dies auch erscheinen mag, so lag jedoch diggepA
ximation in der Vergangenheit kein theoretisches Resmitgrunde, was als Rechtfer-
tigung dessen dienen konnte. Erst ein Resultat in Dufrézp@4), was wir im Laufe
dieses Kapitels noch erwahnen werden, kann — nach Komrektes Fehlers — als
solche angesehen werden.

Obwohl sich der folgende Satz spater als Spezialfall dgsResultats herausstel-
len wird, wird er hier in dieser Form — soweit uns bekannt —traedig formuliert.
Er stellt eine theoretische Grundlage fir die oben angesignene Approximation bei
hinreichend kleinen (Ko-)varianzen der Summanden dar.

Satz 4.1
Seient € R", w € [0,00)™ \ {0,}, A* € R™" nicht-negativ definitZ, ~ £(r, p?A*),

IMoglicherweise ist zwar in der Praxis eine gute Approximratines bestimmten Quantils, gestutz-
ten Erwartungswertes oder Tail-Value-at-Risk von hotregtellenwert als die der ersten beiden Momen-
te der Summenverteilung. Letztere sind jedoch, im Gegermatien anderen erwahnten Kenngrof3en,
leicht zu ermitteln.

84



4.1. Approximation durch eine Lognormalverteilung

p > 0, und bezeichn@ = (wye™ )1 ... . Dann gilt:

.....

1w vZ
w1n<u]iT~p) <, N0, w' A*w) furp — 0.
p w

Beweis:
SeiU ~ N(0,A*). Dann gilt furZ, = (Zy, ..., Z,,)" offenbar die folgende Darstel-
lung

Z, 4 (e™ (eUl)p ..., em (eU")p)T , p>0.

wie'k

Bezeichnen wir nochy, = &,k =1,...,n, so gilt also:

1 In (w:{l’) 4 1

p 1w p
Furp — 0 ist die rechte Seite ein Ausdruck vom T%pweshalb dessen Grenzwert nach
I'Hospital mit dem Grenzwert des folgenden Ausdrucks zusamfallt,

d n
% In <Z Vk (eUk)p> Zk eUk kaUk y

k=1

falls dieser existiert. Dies ist jedoch der Fall; wir braanmurp = 0 einzusetzen und
auszunutzen, dass,,_, v, = 1 gilt, und erhalten als Grenzwe}t,,_, v,U,. Zusam-
menfassend haben wir also, mit= (vy,...,v,) 7,

-
1 In v %p LT
D 17w

Nun gilt offenbar, unter Ausnutzung der linearen Transfationseigenschaft der multi-

variaten Normalverteilung,"U ~ N(0,v" A*v); unter Berlicksichtigung von = -
ergibt sich schlie3lich die Behauptung.

ls‘

Um eine praktisch anwendbare Approximationsheuristikrbhaleen, argumentieren
wir nun so ahnlich, wie es Ublicherweise beim Zentralear@wertsatz der Fall ist: Fur
kleinesp ist die Approximation der "normalisierten” Summenveneig

17w (wTZp)
In =
D 17w

durch ihre Grenzverteilung gut, d.h.

T, 4 T~ L g~
w' Z, = S(ln(l w) , (1T/&7)2w (p°A )w) .
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4.1. Approximation durch eine Lognormalverteilung

Nun geht auf beiden SeitgnausschlieRlich als Faktgr vor der Matrix A* ein. Die
Approximation wird also gut sein, wenn die Matrix = p?A* klein im Sinne einer
geeigneten Matrixnorm.|| ist. DieseUberlegungen filhren uns zur folgenden wichtigen
Folgerung aus Satz 4.1.

Folgerung 4.2
Seienr € R", w € [0,00)" \ {0,}, A € R™*" nicht-negativ definitZ ~ £(7, A), und
bezeichnev = (wie™)i—1.. - ||A|| Sei klein. Dann gilt:

.....

d - T A~
w'Z = £ (ln(lTw) : (1Tw)2wTAw) .

Bemerkung 4.3

Die ersten beiden Momente der approximierenden Lognommi@ilung in Folgerung
4.2 stimmemicht mit denen vonS := w' Z Giberein. Um dies einzusehen, bestimmen
wir die Parameter derjenigen Lognormalverteilung, weldites leistet. Es gilt

ES) = wip= ZwieTﬁ%A“’ (4.2)
i=1
Var(S) _ ’(UTE’(U _ Z Zwieﬂ'ﬂr%)\iiwieﬂ'ﬁr%)\jj (ez\ij _ 1) , (42)

i=1 j=1

wobeiy = E(Z) undX = Cov(Z) gemal’ (1.33) und (1.34) bestimmt wurden.
Die beiden Parameteundi? der Lognormalverteilung(z, /%) mit denselben ersten
beiden Momenten wi¢' erhalt man nun gemarn (1.32) und (1..31),

1

t = 1n(E(S))—§l2, (4.3)
2 Var(S)
? = In <1+ EQ(S)> : (4.4)

Diese Parameter unterscheiden sich offenbar von denempdenamierenden Lognor-
malverteilung in Folgeruna 4.2. Wir werden am Ende diesqsti€ls jedoch noch sehen,
dass diese beiden Wahlen der Parameter asymptotiscrateqtisind (bei gleichmalig
kleiner werdender Kovarianzmatrixim Sinne von Satz 4.1). Insofern lage dann auch
eine theoretische Rechtfertigung fur die Approximatiaree Linearkombinatiorb lo-
gnormalverteilter ZufallsvariablZrdurch eine lognormalverteilte Zufallsvariable mit
denselben ersten beiden Momenten s/ieor. [ |

’mit nicht-negativen Linearkoeffizienten
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4.2. Verstetigung

Bemerkung 4.4 (Historie)

Schon seit 1969 erfahrt das Problem der Approximationrethenme von Lognor-
malverteilungen grof3e Aufmerksamkeit. Naus (1969) leltetmomentenerzeugende
Funktion dedogarithmiertenSumme zweier unabhangiger Lognormalverteilungen her,
Hamdan (1971) lasst spater die Unabhangigkeitsanndhltea. Janos (1970) unter-
sucht das asymptotische Verhalten tgls der Verteilung einer Summe lognormalver-
teilter Zufallsvariablen und konstruiert Schranken filverlebenswahrscheinlichkeiten
sowie hohere Momente. Slimane (2001) konstruiert Scleailir die Verteilungsfunk-
tion einer Summe von unabhangigen lognormalverteilteialBvariablen auf der Ba-
sis von Ordnungsstatistiken. Mahmoud und Oada (1973) appreren die Dichte der
Summenverteilung von aquikorrelierten lognormalvétetai Zufallsvariablen auf Ba-
sis der Pearson-Systematik (Pearson Typ I-VI). Barakat&L@nd Barouch, Kaufman
und Glasser (1986) finden eine explizite Darstellung deratttaristischen Funktion der
Summe im Fall unabhangiger Summanden (mittels einer Reiftevicklung), so dass
die Verteilungsfunktion durch inverse Fourier-Transfation erhalten werden kann.
Diese Arbeiten waren motiviert durch das Auftreten solcBemmenverteilungen in
der Technik, vor auf dem Gebiet der Kommunikation (Supétjgwsvon verschiedenen
Signalquellen).

4.2 \Verstetigung

Um weitere Approximationsresultate zu erhalten, gehemwir zu einem stetigen Mo-
dell Uber. Zur Motivation betrachten wir die Situation esreinfachen Wertpapier-Spar-
plans Ubem Perioden, wie er in Abschnitt 3.1 beschrieben wurde. Digéoden seien
alle gleich lang, und zu Beginn einer jeden Periode{1, ..., n} werde ein Beitrag in
Hohe vonb; = ¢/n in ein Wertpapier investiert, dessen Preisprozess,-, durch eine
geometrische Brownsche Bewegung mit Djft— "2—2) und \olatilitato beschrieben ist,
d.h.
A, :Aoexp{<,u— "2—2> s+oWs}, s>0,

wobei (W)~o einen Standard-Wienerprozess bezeichne And- 0 den konstanten
Initialpreis.

Der zufallige Vermogensendwert des Wertpapierspagpéen Ende den-ten Peri-
ode, also zum Zeitpunkt ist dann gegeben durch

"t A, "Lt o’ (i —1)
Stvnzzmﬂfzﬁexp{(”‘?) (t‘ p ) oW Wan,) g

i=1 i=1
(4.5)
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4.2. Verstetigung

Lasst man nun die Anzahl der Perioden gegestreben, so gilt offenbar
t 2
g, s / (T W W= 5= g5 (n s o0)
0

denn der Integrand ist wegen detfast sicher stetigen Pfade des Wienerprozesgses
fast sicher Riemann-integrierbar. Der Grenzwert hat nasealbe Verteilung wie die
Zufallsvariable

t 2
M, = / e?Wst =58 (s | (4.6)
0

was man unter Bertuicksichtigung der Verteilungsgleichder beiden stochastischen
ProzesséV, — W)sso und (W,_;)s>0 fur gegebenes > 0 leicht einsieht. In diesem
Sinne kann)M, also als Vermogensendwert bei stetiger Investition in \dastpapier
aufgefasst werden. Nach dem Satz von Fubini gilt

E(M,) = /Ot et ds = %(e“t —-1). 4.7)

Da die Verteilung vonV/; selbst nicht bestimmt werden kann, werden wir zunachst
das asymptotische Verhalten vau, fur ¢ — oo untersuchen. Da sich als Grenzver-
teilung unter anderem diReziprok-Gammaverteilurgrgeben wird, wollen wir deren
Eigenschaften zuvor noch zusammenfassen.

Bemerkung 4.5 (Reziprok-Gammaverteilung)
Eine ZufallsvariableX > 0 heisstreziprok-gammaverteilbder auchnvers-gammaver-
teilt zu Parameterwerten, 5 > 0, (SchreibweiseX ~ IGa(«, 7)), wennY = 1/X
Gammaverteilt mit denselben Parameterwerteryist; Gala, ).

Dabei sei die\!-Dichte einer Gé, 3)-verteilten Zufallsvariablel” gegeben durch

B ye—le=By  fiury > 0
= Twfe Y a,f>0).
fY(y) { 0 ,SonSt ) ( aﬁ )

Die wichtigsten Kenngrol3en einer reziprok-gammavegeiZufallsvariableX ~
IGa(«, ) sind gegeben durch:

Fx(t) = (1 — FGa(a,ﬂ) (%)) , t>0 (48)
1
WX) = gy PEO (4.9)
EX) = m, fallsa > 1 (4.10)
1
Var(X) = Fla—1%a—2) falls oo > 2 (4.11)
1 1
TVaR,(X) = b B(X) Feaa-1,8) (m) , fallsa>1. (4.12)

88



4.2. Verstetigung

Fura < 1istdas erste Moment; := E(X) unendlich; fura < 2 ist das zweite
Momentm, := E(X?) unendlich. Mit Hilfe der folgenden Inversionsformeln kim
die Parameter der Reziprok-Gammaverteilung in Abharegigion den ersten beiden
Momentenm; undms, von X (falls diese endlich sind) berechnet werden,

2
B 2my — mj MoMy

=T PE T

Satz 4.6
Sei M, definiert gemar: (4.6) und bezeichme= (1 — %°). Dann gilt furt — oc:

(z) imFall o < 0:
2
M, -4 IGa(l ok U—) ,

o2’ 2

(27) im Fall o = 0:

— |Z|, wobeiZ ~ N(0,1),

(zi7) im Fall o > 0:

(7) wurde erstmals in Dufresne (1990) bewiesen. Ein alteregtetwas handlicherer
Beweis, findet sich in Milevsky und Posner (1998), der allegd Kenntnisse auf dem
Gebiet der Stochastischen Analysis (Diffusionsprozdssd,emma) voraussetzt.

Ein Beweis von{;) findet sich in Comtet, Monthus und Yor (1998).

Wir fiuhren nun den Beweis vorii(), da der Original-Beweis von Dufresne (2004)
eher als Skizze angesehen werden kann.

Beweis von Satz 4.6i(:):
Nach den Ausfuhrungen zu Beginn dieses Abschnitts gilt

t
d — 05—
Mt 2 th+0’Wt/ e 08 awsds;
0

Logarithmieren, Subtraktion vost und Division durchy/¢ liefert

S

In My — ot 4

1 ! —os—oWs
Vi a% + %ln{/o e ds} . (4.13)
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4.2. Verstetigung

Der erste Summand auf der rechten Seite unterliegt offezihar N (0, o%)-Verteilung.
Der zweite konvergierf’-fast-sicher gegen 0, den nicht unbedingt evidenten Beweis
dessen bleibt allerdings Dufresne (2004) schuldig, wéstiahier nachgereicht wird.

Fur das asymptotische Pfadverhalten des WienerprozetisggsStarke Gesetz der
grof3en Zahlenifr die Brownsche Bewegung

lim e =0 P-fs.,

s—o0 8§

denn bekanntlich (vgl. z.B. Bauer (1991, Satz 40.7)) istliijtauch der stochastische
Prozesgs- W/, 10,00)(5))s>0 €in P-fast sicher in O startender Wienerprozess, weshalb
lim,_o sW;,s = 0 P-f.s. gilt.

Daher existiert eiiy > 0 derart, so dass gilt:

_£<W3
207 s

<2 furalles >t . (4.14)
20

Wir zerlegen nun den Integrationsbereiéht| des Integrals in (4.1.3) gemd® t,| U
(to, t] und schatzen anschlief3end mit Hilfe von (4.14) nach oberuaten ab:

t t t
C +/ e™057205 05 < / e Wsgs < O —i—/ em0s 208 s ,
to 0 to

wobeiC' die nicht vont abhangende Zufallsvariable
to
C = / e 957 Ws (s
0

bezeichnet. Nach Bestimmung der vorkommenden Integrglbtesich schliellich fol-
gende Abschatzung:

i {C+ 2 = (em200 — e_%gt)}

t

1 t 1 2 1 1
< —In / e_QS_JWSds} < —In {C’+ Z(e" 200 _ o350t }
\/E { 0 \/E Q( )

Sowohl obere als auch untere Schranke konvergieren fir oo fast sicher gegen 0,
was zu beweisen war. [ |

Bemerkung 4.7
Satz 4.5) fasst eigentlich drei Resultate zusammen; genauer gettien der gemach-
ten Voraussetzung (und mit der Bezeichnudg, := lim,_. ., M;) die Aussagen:

2
(I)Mtp_fiMoo, (2) Moo <00 P —fs.  und (S)MOONIGa<1—2ﬁ2,%),
g
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz konvengigoeh alle Momente von
M, gegen die entsprechenden Momente der Grenzverteilunge\dal0) ist der Er-
wartungswert der Grenzverteilung allerdings nur im rak 0 endlich und in diesem
Fall gleich—%; die Varianz der Grenzverteilung ist nur fiar< —§ endlich, vgl. (4.11).
Auch in (Gz) und @iz) liegt — neben der Konvergenz in Verteilung — die Konver-
genz aller Momente gegen die entsprechenden Momente daeyerteilung vor, vgl.
Dufresne (2004). |

Je nach Vorzeichen des Driftkoeffizientemer geometrischen Brownschen Bewe-
gung kennen wir somit die asymptotische Verteilung van Wir kdnnen also davon
ausgehen, dass diese die Verteilung des durch (4.5) gegredemmogensendwertes
Sn.+ des Wertpapiersparplans zumindest fir langen Zeithiotizand grof3e Perioden-
anzahln gut approximiert.

4.3 Verallgemeinertes Modell

Nun ist in der Praxis die Periodenanzahhicht immer grof3, auch sind die Perioden
moglicherweise nicht gleich lang und/oder die Periodéndoge nicht proportional zur
Periodenlange. In diesen Fallen ist défvergang zum stetigen Modell4,) offenbar
nicht gerechtfertigt.

Aber selbst wenn ddibergang zum stetigen Modell gerechtfertigt ist, so kérnter
Zeithorizontt nicht grof3 genug sein, um eine gute Approximation gemaR &éitzu
gewahrleisten.

Auch Uber den Vermogensendwert eines Sparplans hinaugais oft weniger an
der Verteilung eines stetigen Mittels mit konstanten Gévan wie in (4.5) interessiert,
sondern eher an diskreten Mitteln mit nicht-konstanten iGlaten. Zur Preisfestsetzung
Asiatischer Optionen ist z.B. die Verteilung eines gewatén Mittels

m
E ijtj
Jj=1

von Werten einer einzelnen geometrischen Brownschen Bawggal;).~o von Interes-
se, zur Preisfestsetzung von Basket-Optionen hingegéaredieillung eines gewichteten

Mittels .
D> widy)
k=1
von Werten mehrerer (nicht notwendig stochastisch unadpar) geometrischer Brown-

scher Bewegunge'™),.o, k = 1, ..., n. Kombinationen von beiden Mittelungsarten
sind ebenso von Interesse, z.B. bei Asiatischen Baskat/@gt.
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Wir werden nun eine sehr allgemeine Modellbildung vornelni@ese erlaubt so-
wohl eine stetige als auch eine diskrete Mittelung einenggdschen Brownschen Be-
wegung; auch eine weitere diskrete Mittelung tiber mehge@netrische Brownsche
Bewegungen ist im Modell enthalten.

4.3.1 Modell

Bezeichne(Ws(l), .. .,W§”))S>0 einenn-dimensionalen Standard-Wienerprozess, vgl.
Bemerkung 1.37. Seiem, € R, o, > 0 undv® ein endliches MaR aufR, B), k =
1,...,n.

Gegenstand der folgenden Betrachtungen ispfitrO die Zufallsvariable

n 2
X, = Z/( ]eXp { (uk _ Zk) ) s +pakWS(k)} dv™(s) . (4.15)
k=17 (Ot

Je nach Wahl des MaRe$§", k = 1,...,n verbirgt sich hinter der Integration in
(4.15) eine stetige oder diskrete Mittelung der geométaadrownschen Bewegung

) _ 40 _ o)’ C
AW = Ay exp < | 5 s+ (pop)W" 5 s € (0, . (4.16)

Man erhalt ein spezielles stetiges Mittel, werif als das MaR mit dex-Dichte

A%
S %1(07,5}(3), seR

gewahlt wird:
n 1 t
X, =Y - [ AW gs.
=3 [ A as
k=1
Ein spezielles diskretes Mittel (zu Mittelungszeitpumkte < t;1,...,txn, < t)
ergibt sich fur

ng
v® =" AP s, (4.17)
j=1

wobei die Gewichteuy“) far alle 7, k£ positiv sein mogen und, die Einpunktverteilung
in = bezeichnet; man erhalt in diesem Fall:

n N

X, =23 waAl (4.18)

k=1 j=1
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Bemerkung 4.8 (5, und M, als Spezialélle)
Man betrachte die Situation eines Wertpapiersparplaasriili’erioden mit Parametern
i, o der involvierten geometrischen Brownschen Bewegung,diglAusfuhrungen zu
Beginn von Abschniit 4.2.

Betrachte die Zufallsvariabl&, furn =1, 3 = p, 00 =1, p = 0.

() Bei Wahl vonutV = £ 37", 6, .1, ergibt sich, wie man leicht verifizierf,, =

St.m, Wobei S, ,, den Vermogensendwert eines Wertpapiersparplans geri)? (
bezeichnet.

(i7) Bei Wahl vonu") = M\, , ergibt sichX,, = M,, vgl. (4.€) fur die Definition von
M.

Wir wollen im Folgenden das asymptotische Verhalten @rfir p — 0 untersu-
chen. Lassen wip gegen 0 streben, so gilt das offenbar ebenso fur die itdddhpo,
aller geometrischen Brownschen Bewegungﬂﬁ))szo. Bevor wir das entsprechende
Konvergenzresulat formulieren, sind jedoch noch einigd¥ceitungen notig.

4.3.2 \Vorbereitungen

Im nun folgenden Lemma fasse man die Funkiiofy)1,~¢, als auf ganR definiert
auf, indem man sie ayf-oo, 0] verschwinden lasst.

Lemma 4.9

Sei(an)nen € R\ {0} eine Nullfolge,(Z,,).en €ine Folge reeller Zufallsvariablen sowie
Z eine weitere reelle Zufallsvariable.

(?) Gilt Z, Pts 7, dann folgt

1 g
- In(1 + @ Zn) 1140, 2,50} M3z,

(i) Gilt Z, - 7, dann folgt

1
- In(1 + anZn) {114, 2,50 7.

Beweis:
Wir bezeichnen

1
fol(z) == . In(1+ ap2)lgta,2505, 2~ €R.
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4.3. Verallgemeinertes Modell

(7): Zu zeigen ist:
fuZy) — Z P-fs. (4.19)

Zweckmaligerweise erweitert man dazu auf der linken Saite7,, und setzt detber-
sicht halbemr,, 7Z,, =: X,,; die linke Seite ist somit gleich

In(1+ X,)

Ly x, >0y -

Nun gilt wegenX,, P10 auch Liigx, >0 Pl 1, und auBerdem (mit 'Hospital)

In(1+ X,)/X, P12 1, womit (4.19) gezeigt ist.

(ii): Nach dem Darstellungssatz von Skorokhod existieren elRan(€2, A, P) und
(jeweils auf die§em W-Raum definierte) Zufallsvariablén n € N, mit dgr Eigen-
schaftP?» = P~ sowie eine Zufallsvariablg mit der EigenschafP? = PZ, fur die

gilt:

—h

~ Pis

7, S 7
(?) liefert

= \ Pfs

FulZn) =3 7, (4.20)

was sofort impliziert

)

was zu zeigen war. [ |

Lemma 4.10 (Integrierte Pfade eines Wienerprozesses)
Seient > 0und C = ((gx))ki=1...n» € R™™ nicht-negativ definit. Seien weiter
( D Ws(”))szo ein n-dimensionaler Standard-Wienerprozess mit Kovariarkefun
tion K (s,u) = min(s,u) - C, s,u > 0, sowiecM ... ¢™ endliche MaRe aufR, B).

Es bezeichne

Zp = W® ac®(s), k=1,....n
(0.4]

sowie
V= ((Ukl))k:,lzl ..... n mlt Vrl = le/ miD(S, U) df(k)(s) df(l)(u) .
(0,¢] J(0,¢]

Dann qilt:
(Z1,...,Z,)" ~N(0,V).
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Beweis:
Fast alle Pfade des Wienerprozes(sléék))szo, k =1,...,n, sind stetig und auf, |
beschrankt. Daher ist\") (w) fur P-fast allew € ©Q ¢®-integrierbar und es gilt:

Ziw =Y WO L) P57, (m—o0), k=1,...n,
i=1 "

woraus sofort folgt:

Yo .= (Zimr s Zum) 23 (Z0,. . Za) (M — 00). (4.21)

Auf Grund der Verteilungseigenschaften eines mehrdinoer@den Wienerprozesses gilt
Y ~ N(0,V,,) (4.22)

Mit Vi, = ((COM Zkims Zim)) ) k=1

.....

COM Zkmy Zim) = 0w Y, Y min(5t, £1) €W (e, L4]) €O (e, L))

i=1 j=1

m—00

Nun gilt offenbar CoVZy .., Zi,,) — vk, d.h. (bei elementweiser Auffassung des
Limes)
Vin =V (m— ). (4.23)

(4.21)-(4.23) liefern zusammen die Behauptung. |
Speziell ergibt sich aus dem vorstehenden Lemma imyFall1 undé® = \! die

folgende Aussage:
Ist (Ws)s>0 ein Standard-Wienerprozess, so gilt

t
/ W, ds ~ N(0, 3¢%) . (4.24)
0
Folgerung 4.11
Sei (Ws(l), ce W§"))SZO ein n-dimensionaler Standard-Wienerprozess mit Kovarianz-
funktion K (s, u) = min(s, v)-C und nicht-negativ definiter Matri&' = ((ox))k.i=1....n

e R™ ™,
Fur endliche MaRe™, ..., ¢™ auf(R,B) undoy, . ..,o0, € R bezeichne

0,4]

Y = ng ( WHde® (s) .
k=1

Dann qilt:
Y ~ N(0,v?),
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4.3. Verallgemeinertes Modell

mit n
vt = Zawszz/ min(s, u) d¢™(s) d§ (u) .
(0,¢] J(0,4]

=1 I=1

o

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus Lemma 4.10.

4.3.3 Kernresultat

In dem bereits mehrfach zitierten Artikel von Dufresne (@Dfindet sich (als Theorem
4.1) auch ein Resultat Uber das asymptotische VerhaltanXyofur p — 0. Dieses
scheint jedoch fehlerhaft zu sein; wir korrigieren dies wobei wir uns bei der Be-
weisfuhrung dennoch an der Beweisskizze von Dufresned(2@@entieren.

Satz4.12
Sei (Ws(l), e WS("))SZO ein Standard-Wienerprozess wie in Folgerung 4.11..8gi
ein endliches MaB aufR, B'), sowiey, € Rundo, > Ofurallek =1,...,n. SeiY
definiert wie in Folgerung 4.11, wobg&f®), k = 1,...,n, das MaR aufR, 5) mit der
v¥)-Dichte f¥)(s) = e#**, s € R, bezeichnet.

Dann gelten fur die gema? (4.15) definierte Zufallsvdeab, die folgenden Aus-
sagen:

(i) S U G VA

(i7) l1n< s ) pis Y

Beweis:

Beweis von (i)

Die folgenden Betrachtungen erfolgen punktweise, d.hfdétesv € (). Elementare
Umformungen von (4.15) liefern

etesdy ) (s) (4.25)

X, - E(X,) < / exp{p oW — pPoist —1
p i1 ¥ (0.t] p

Wir ersetzen zunachst**dv*) (s) durchd¢é®) (s). Der verbleibende Integrand konver-
giert nach I'HospitalP-f.s. gegen:rkWS(’“). Um den Satz von der majorisierten Konver-
genz anwenden zu konnen, verbleibt zu zeigen, dass degramie betragsmaldig durch
eine integrierbare Funktion majorisiert werden kann. Wir tlies 0.B.d.A. fup < 1.
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Zunachst stellen wir fest, dass fir ales R gilt: |e¢ — 1| < el — 1. Damit (und nach
weiteren offensichtlichen Abschatzungen) erhalten wir

L (ernw®-tprats _ )| < Ligatow _qy

p

]

mit der nicht-negativen und ag, ¢] beschrankten Funktio(s) = o;,|[W.¥| + tpois.
Nun lasst sich leicht verifizieren, dass die rechte Serie sotone Funktion vop (bei
festems) ist. Eine integrierbare Majorante ist als® — 1; der Satz von der majorisier-
ten Konvergenz liefert die fast sichere Konvergenz derteetBeite von (4.25) gegen

Beweis von (ii)
Zunachst stellen wir fest, dass nach dem Satz von Fubini gil

E(X,) =) / et dy®(s) = X, furallep > 0.
Unter Ausnutzung dessen erhalten wir

1 X 1 X X,— E(X
—ln( P ):——Oln(l—kﬁ—p ( p)),
p E<Xp) Xo p Xo p

und die rechte Seite konvergiert nach Lemma 4.9, dessenus&etzungen wegen) (
und wegerp/ X, — 0 (p — 0) erfullt sind, P-fast sicher gegen

1
—VY.
Xo

Bemerkung 4.13
(?) In der Formulierung der Aussagef) (ind (ii) kann wegenk(X,) = X, also
E(X,) durchX, ersetzt werden.

(77) Dufresne (2004) untersucht eigentlich die asymptotiséréeilung der Zufalls-

variable .
)?; = Z/ euk8+p0kW§k)dy(k)(5) ,
i=1 (O,t}

bei der offensichtlich die Abhangigkeit der Drift der gesimschen Brownschen
Bewegung vorp nicht beriicksichtigt ist. Nun kann man jedoch mit 'Hogpit
leicht nachprifen, dass

X —X
Ze 0 pds. (p—0)
p
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gilt, womit in der Formulierung von Satz 4.1%, durch)Tp ersetzt werden kann.
Asymptotisch ist es also aquivalent, ob die Drift konsigleich 1, ist oder qua-
dratisch inp gegenu;, konvergiert, wie es bgiu, — %(pak)2) der Fall ist.

Bemerkung 4.14
Satz 4.12 eroffnet in Verbindung mit Folgeruna 4.11 offenthie folgende Approxima-
tionsmaoglichkeit fur kleineg > 0:

d Y p?v?
X, = Xpexp {pfo} ~ £ (ln(Xo), X—S) ,
mit v wie in Folgerung 4.11.

Auf den ersten Blick mag dies einen Widerspruch zum tibhamement matching
darstellen, bei dem die Verteilung vofi, durch eine Lognormalverteilung mit densel-
ben ersten beiden Momenten approximiert wird,

X, ~ ¢ (m(E(Xp)) - %111 (52(()2))) 1o <§2((X)i)))) ’

vgl. (1.32)-(1.31). Dufresne (2004) zeigt jedoch, dagsyfi— 0 die Parameterwer-
te asymptotisch aquivalent sind, er gibt sogar die Koreergrdnung an. Da die Lo-
gnormalverteilung durch ihre Parameter stetig paramettizird, sind somit auch die
beiden Verteilungen asymptotisch aquivalent.

Wir wollen nun Satz 4.12 auf zwei spezielle Falle einer chsén Mittelung gemal
(4.17) anwenden.

Beispiel 4.15 (Auszahlung einer Asiatischen Option)
Wir betrachten ein gemafd,, . . ., w,, gewichtetes Mittel von Werten einer eindimen-
sionalen geometrischen Brownschen Bewegung zu Zeitpankte. . ¢,

m m 5
Xp = ijAt]- = ij Ao exp{(p — 5)t; +pWi, }.
j=1 Jj=1

Es handelt sich hier um einen Spezialfall von (4.18)/fit= 1 undn; = m, der durch
Wahl vony) = > i w;iAody, erreicht wird. (Wir verzichten deshalb auf den Index
fur die Komponente des Wienerprozesses. Weil es dann aucbimen einzigen Vola-
tilitatsparameter? := (po;)? gibt, setzen wir zweckmaRigerweise = 1; es ist also
p=o0.)

Die erwartete Auszahlung einer Asiatischen Option ergdbt als gestutzter Erwar-
tungswert eines solchen Mittels, vgl. Abschnitt 3.6.

98



4.3. Verallgemeinertes Modell

Nach Satz 4.12 gilt dann figr — 0:

1 X P-f.s. Y . - :
—1In —p)%—, mit Y = w; Age! W, .

Bezeichnetn := (wl-Aoe“ti)Z-zl ..........
R™ ™ dann gilt offenbal” ~ N(0,a’Ca).

Beispiel 4.16 (Fondsrendite)
Ein Fonds, der aus Wertpapieren besteht, deren gemeinsamer Preisprozess dur
(AN, AM)Y o mit A gemaR (4.16) beschrieben ist, liefert im Zeitintervayk]
die Rendite

n A(k; n

X, Zwk Zwk expq (pr — )t—i— (pak)W( +,

wenn die Fonds geméﬂ&l, ..., w, gewichtet werden. Es handelt sich hier um einen
Spezialfall von (4.15) fun, = 1, ¢, = t sowiev®) = w6, furallek =1,...,n
Dann gilt furp — 0:

1 X,\ pis. Y . -
p 0 —

Es gilt mita := (wre! ') =1, undC = (toroiom)):

Y ~ N(0, a'Ca) .

Bemerkung 4.17 (Alternative Betrachtung des vorangehendeBeispiels)
Die Betrachtungen in Beispizl 4.16 konnen auch losgeldsteinern-dimensionalen
geometrischen Brownschen Bewegung erfolgen. In diesehséfaint es geboten, an-
stelle vonX, die in Bemerkung 4.1.3 angesprochene Zufallsvaria@eu betrachten;
die bedeutet keine Einschrankung, denn nach den dortigefuArungen verhalten sich
die beiden GroRen asymptotisch gleich.

Zweckmalfigerweise setzen wir 0.B.d#A= 1 (lasst sich inu, bzw. o, "schieben”)
und bezeichnew := (wy, ..., w,)" sowieZ, := (Z,, ..., Zy,)", wobei

Zo = exp{p+ (por) W}, k=1,....n.

Bezeichnet weiteh := (040106 ki=1,..n € R, 0 1= (wiet* )=, € R" sowie
pi= (p,...,un)" € R™, dann gilt offensichtlichZ, ~ £(u,p?A) und es |stXp =

w' Z,. Nach (4.25) hat man schlielich:

-----

X,

Ko <Y> L N0, @TAw)  furp—0. (4.27)

p 0
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Nun hat aber\ (neben der positiven Definitheit, die sich vdpy;)) Ubertragt) keine
spezielle Struktur. Damit ergibt sich in diesem SpezibHak Satz 4.12 gerade der zu
Beginn dieses Kapitels formulierte Satz 4.1.

In Verbindung mit Bemerkung 4..14 konnen somit in Folgerdriydie Parameter der
approximierenden Lognormalverteilung so gewahlt weydiass deren ersten beiden
Momente mit jenen der zu approximierenden Summenverigiiloereinstimmen.

4.3.4 \Weitere asymptotische Betrachtungen

Nach Bemerkung 4.8 ergibt sich/; (definiert gemald (4.6)) als gewisser Spezialfall
aus X,,. Als Folgerung aus Safz 4.13 erhalten wir deshalb unmétefias folgende
Konvergenzresultat.

Folgerung 4.18 (Grenzverteilungen von/; fir o — 0)
SeiM,;, t > 0, wie in (4.6) und bezeichne

t t
v(o) = 02/ / min{s,u} e’e" ds du .
0 Jo
Dann gilt fure — 0:

(i) M- E(My)  _a, N(0,1)

V(o)

Wir wollen nun untersuchen, ob eine Verbindung mit dem fotign Resultat von
Dufresne (2004) besteht. Zu diesem Zweck werden wir desse®iB kurz skizzieren.

Satz 4.19 (Dufresne (2004))
SeiM,, t > 0, definiert wie in (4.5).
Dann qilt furt — 0:

(i) A —  N(0,1)
E(M) M, d
) Var(oD) In {E(Mt)} — N(0,1).
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Beweis:
Man substituiert in (4.6} = o2s und setzt anschlieBend

z =0t (4.28)

sowiev := 4 — +. Definiert man nun

—~

MZ::/eXp{V’u—i—Wu}du, z2>0,
0

so gilt offenbar
1

o?
zum Nachweis dessen benutze man, dass fir gegebenédie Prozessé\/cV;),~o
und (W.s)s>o verteilungsgleich sind.

Man zeigt nun

M, L = M., furalet> o0 (4.29)

M, — E(M
M. - EQM:) _a, N(0,1) fir z — 0, (4.30)

—~

Var(M.,)
woraus unter Beriuicksichtigung der Substitution (4.28rdsar folgt:

Mox = EMo) _a, N(0,1) fur t — 0. (4.31)

Var(]\702t)

Unter Berticksichtigung von (4.29) ergibt sich nuh (i7) folgt aus ¢) mit Lemma. 4.9.
[

Dufresne (2004) folgert nun in Anbetracht der von ihm ggtah Substitutionr =
o*t, dass die in (4.20) behauptete Konvergenz:fix: 0 nicht nur durcht — 0 (bei
konstantena) sondern auch durch — 0 (bei konstantem) erreicht werden kann. Dies
aber kame der folgenden Behauptung gleich:

MiZ BM) 4, N1y fare —o0. (4.32)
Var(M;)

Dies wirde jedoch nur dann aus (4.30) folgen, wemmcht vono abhangt. Es gilt

H 1
jedochy = £ — 2.

Wir weisen nun nach, dass (4.32) trotzdem richtig ist.

Lemma 4.20
In Folgerung 4.18 lasst sial{¢) durch VaK M,) ersetzen. |
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4.3. Verallgemeinertes Modell

Beweis:
Zu zeigen ist:

Vi

lim ar(M,)
0 v(0)

In der Situation von Folgerung 4.18 gilt offenbar

¢
v(o) = o*Var </ Wet® ds) :
0

vgl. Folgerung 4.11. Daher genugt der Nachweis von

=1.

1
—Var (M) —>Var(/ We’“ds) (c —0).

Eine Taylorreihen-Entwicklung (mit Integralrestgliedrd~unktions +— "= um den
Nullpunkt liefert

t 1 )
M, = / (1 + oW, + UQWSQ/ e y(1 — y)dy) e=5)% ds .
0 0

Unter Ausnutzung der Linearitat des Integrals erhalt marden Bezeichnungen

t 9 t o2
= / W75 ds | Y, = / er(“_T)s/ e (1 — y) dy ds
0 0

sowie einer positiven reellen Konstanten
M, =c+ oY, + %!
und schlief3lich
Var(M,) = o*Var(Y,) + o*Var(Y!) + o*Cov(Y,, V).

Furo — 0 folgt mit majorisierter Konvergenz

t
Var(Y,) — Var( / Wget® ds) |
0
Var(Y]) — ¢ €[0,00),
Cov(Y,,Y!) — ceR,

und daraus die Behauptung. [ |

Bemerkung 4.21

In einigen Fallen waren fur die (moglicherweise infisiteale) Summe lognormalver-
teilter Zufallsvariablen gleichzeitig zwei Grenzvertgiben (auf der Basis zweier ver-
schiedener "Normalisierungen”), die Normal- und die Lognalverteilung, vorhan-
den, welche in gewisser Weise miteinander konkurrierensggdoch bekannt, dass
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4.3. Verallgemeinertes Modell

in der Regel die Approximation durch eine Normalverteiluvesentlich schlechter ist,
als die durch eine Lognormalverteilung. Hier kann also dazasgegangen werden,
dass die Konvergenz gegen die Lognormalverteilung "sériedrfolgt, als die gegen
die Normalverteilung. Aus diesem Grund wird die Normalgéung als Approxima-
tionsmoglichkeit fur eine Summe von Lognormalvertegen in den noch folgenden
Untersuchungen nicht weiter berticksichtigt.
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Kapitel 5
Anwendung: Fondssparen

Die in den vorhergehenden Kapiteln erhaltenen Ergebnagsnsun beispielhaft zur
Losung einer Problemklasse aus der Praxis dienen, mitmet&éleger, Banken und
Versicherer gleichermal3en konfrontiert sind. Betrachied die Situation der Bespa-
rung eines typischen Fonds-Sparplans, wie er so odercihnlim Zwecke der priva-
ten Altersvorsorge bei den meisten Banken und Versichemaf@geschlossen werden
kann.

Zunachst formulieren wir das zu Grunde liegende Modellil\&leh dieses als zu
komplex erweisen wird, stellen wir in Abschnitt 5.2 ein Eesaodell vor. In Abschnitt
5.3 stellen wir zusammen, welche Fragestellungen und Kéfeg im Modell typi-
scherweise von Interesse sind und reichern das Modell naotkinigen Details an,
welche die Investitionsentscheidung betreffen. Die Ageit des Ersatzmodells Uber-
prufen wir mittels Simulation in Abschnitt £.4, wahrendbgchnitt 5.5 Approximatio-
nen und Schranken interessierender KenngrofRen fur yoeche Modellspezifikation
enthalt.

5.1 Modell

Wir betrachten eim-Perioden-Modellp € N. Eine Periode ist dabei, je nach Produkt,
meist ein Monat, ein Quartal, ein Halbjahr oder sogar eim;Jahdie Modellierung ist
dies nicht von Belang.

Zu Beginn der Periodéwerde ein (nicht-stochastisch@gitrag

angelegt. Dieser versteht sich Netto, d.h. etwaige fixe (ch der jeweiligen Anlage
unabhangige) Kosten sind schon abgezogen.

Es bezeichne;, i = 1,...,n, das zufallige Fondsvermogen am Ende dzn
Periode.
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5.1. Modell

Der zu Beginn der Periodeeingehende Beitrag werde, zusatzlich zu dem zu die-
sem Zeitpunkt bereits erreichten Fondsvermogen, wahrend deri-ten Periode so
angelegt, dass die zufallige Rendite dieser Anlage in deoBeR; betragt.

Rekursiv ergibt sich also, mH, := 0, die folgende Formel fur d&Sondsvermbgen
am Ende der j-ten Periode

S;=(S,1+b) R, jEN. (5.1)

Sukzessives Einsetzen liefert fur ddermogensendwerfalso das Fondsvermodgen am
Ende dem-ten Periode):

Sp=Y bRi-...-R,. (5.2)
=1

Die folgende Darstellung fuf,, wird sich ebenfalls als niitzlich erweisen, etwa dann,
wenn der WertS;_; des Fondsvermdgens am Ende von Peripdel, j € {1,...,n},
bereits bekannt ist,

n 0 far ie{1,....j—1}
=1 b; fur ie{j+1,....,n}

Es verbleibt die stochastische Modellierung der PeriocgletitenR;, i = 1,. .., n.
Hierfuir nehmen wir an, dass stets in einen oder mehreré goN Grundfonds investiert

wird. Diese weisen in derten Periode die Renditeﬁ-l, ..., R;; auf, wobei wir fur die
gemeinsame Verteilung d&enditen der Grundfonds voraussetzen:

R, = (ﬁil, . .,Eﬂ)T ~ £(T, K) ,i1=1,....n, f%l, . .,En stoch. unabh. (5.4)
mit 7 € R und A € R nicht-negativ definit. Diese Lognormalverteilungsnnahme
ist eine Konsequenz aus der ublichen Modellierung von pégierpreisprozessen als
geometrische Brownsche Bewegungen, ebenso wie die Ungigik&itsannahme. Die
Parameterwerté und A der Verteilungen der Grundfonds-Renditen seien bekannt.

Bei einer Aufteilung der in Periodeanzulegenden Anlagesumme auf di@rund-

fonds (mit nichtnegativen Gewichten;, . .., ;) ergibt sich die Rendite der Gesamt-
anlage in Periodé— die i-te Periodenrendite— gemali

Ri=a R, i=1,....n, (5.5)

wobei fur deni-ten Allokationsvektor a; = (a1, ...,ay)" gilt: of 1, = 1. Wir
wollen die Menge der zulassigen Allokationsvektoren bEmeen mit

A={pco1):1/3=1}.

Man beachte, dass sich die stochastische Unabhangi@(eﬁld. e R, auf die Peri-
odenrenditery, . .., R, Ubertragt.
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5.1. Modell

Bemerkung 5.1 (Renditen der Grundfonds)
In der Praxis wird man fif undA Schatzungen auf der Basis von Grundfonds-Rendite-
daten aus der Vergangenheit verwenden.

Bei langen Laufzeiten wird die Anlagegesellschaft dabemeglich nicht umhin-
kommen, in gewissen Abstanden die Parametervieuted A zu andern (auf Grund von
neuen Schatzungen auf verbreiterter oder aktualisiBdéznbasis). Findet eine solche
Anpassung am Beginn dgften Periode statt, so ist die Realisierung; von S;_; be-
reits bekannt und,, ergibt sich gemaf; (5.3); im Modell sind die Parameterweead
A nun aber entsprechend der neuen Schatzungen zu wahlen.

Bemerkung 5.2 (Sequentielle Betrachtung)

Auch ohne Veranderung der Parameterwerte wahrend dézeiades Sparplans scheint
es geboten, die Information Uber das bis zu einem bestimaggpunkt angesammelte
Vermogen zu nutzen, um auf dieser Basis die Verteilung $przu bestimmen. Am
Beginn derj-ten Periodej € {1,...,n}, ist die Realisierung;_, von S;_; ja bereits
bekannt. Daher kanfi,, gemaf (5.3) bestimmt und dessen Verteilung nun als bedingt
Verteilung vonsS,, unterS;_; = s,;_; gesehen werden.

Bemerkung 5.3 (Spezialille)
Wir wollen zunachst noch zwei Spezialfalle betrachtea dés eben formulierte Modell
beinhaltet.

e Ein-Perioden-Modell.
Setzen wirn = 1, so degeneriert der Fondssparplan zu einer Einmalanlédge. F
den Vermogensendwert erhalten wir
Sl = b1 . (Oéirél) s

d.h.S; /b, ist gerade die Rendite der Einmalanlage.

e Ein-Fonds- oder Switch-Modell
Hiermit ist der Spezialfall angesprochen, wo in jeder Riider gesamte Anla-
gebetrag in genau einen Fonds investiert wird, wobei letzia jeder Periode ein
anderer sein kann. Formal erhalten wir diesen Speziaifall f

a; € {er,...,e} furallei=1,... n, (5.6)
wobeie; denj-ten Einheitsvektor inR! bezeichnej = 1,.. ., 1.

Beides sind Spezialfalle ergibt des Basis-Mocells 3.1¢kes wir in Kapitel 3 ausfuhr-
lich untersucht hatten. Es handelt sich bei dem Vermogeivgert jeweils um eine Sum-
me lognormalverteilter Zufallsvariablen; dabei entdpridas Ein-Perioden-Modell der
in Abschnitt 3.1 angesprochenen Situation (1), das Eindsedodell der Situation (I1).
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5.2. Ersatzmodell

5.2 Ersatzmodell

Liegt keiner der beiden Spezialfalle aus Bemerkung 5.3s@wmwird die folgende Pro-
blematik offenbar: Die Periodenrenditéd, . . ., R, sind jeweils Summen lognormal-
verteilter Zufallsvariablen, womit deren Verteilungemesi analytischen Betrachtung
nicht zuganglich sind. Diese konnten nun zwar gemaRm&apitel 3 vorgestellten (auf
dem Konzept der konvexen Halbordnung beruhenden) Methapgroximiert werden,
allerdings lieRen sich dann die Verteilungen von beliebigeodukten defz; und damit
auch des zufalligen Vermogensendwertes,

i= j=t

nur schwer handhaben.

Um diese Schwierigkeit zu umgehen, gehen wir zu einem Hrsadell Uber. In
diesem approximieren wir die Periodenrendite(motiviert durch die Ausfihrungen in
Kapitel 4) durch eine lognormalverteilte Zufallsvarialiie mit denselben ersten beiden
Momenten wieR;, d. h. mit

E(R}) = E(R;) und VarR}) =Var(R;), j=1,...,n.

Da dieR;,..., R, stochastisch unabhangig sind, wahlen wir aégh. .., R’ als sto-
chastisch unabhangig.
Weiterhin nehmen wir an, da$®;, ..., R:)" n-dimensional lognormalverteilt ist.

Damit sind auch beliebige Produkte déf lognormalverteilt, womit deMermogen-
sendwert im Ersatzmodell
Sp=2_u1lR; .
i=1  j=i

eine Summe lognormalverteilter Zufallsvariablen ist urgithlb zur approximativen
Bestimmung von dessen Verteilung gemal Kapitel 3 vorgggrawerden kann.

5.2.1 Wahl der Verteilungsparameter

Die Grundfonds-Renditeﬁl, ey En hatten wir als unabhangig und identisefr, 7\)-
verteilt angenommen. Bezeichnen Wir= E(R;) und := Cov(R; ), so gilt mit (1.33)
und (1.34):

- - 1x
Hoo= <eXp{Ti+§)\ii})

Y = ((exp{ﬁ + %Xz‘i} exp{7; + %ij}(eXP{Xﬁ} B 1))) it
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5.2. Ersatzmodell

und folglich fur die ersten beiden Momente deen Periodenrendit®;,i € {1,...,n}:

E(R) = ojfi
Var(RZ‘) = OZZTEOZZ‘.
Gemal den Inversionsforme'n (1.35) und (1.36) erhaltemun die Parametet, und

A\? jener Lognormalverteilung, welche dieselben ersten lmeMdemente wieR; auf-
weist,

TS,
No— |14 H =% 5.7
| “( +(a?ﬁ)2> &0
1
T = ln(a;ﬁ)—éz\?. (5.8)

Mit diesen Bezeichnungen haben wir also fur die Verteildeg Periodenrenditen im
Ersatzmodell:

R ~ &(1,)\}),i=1,....n, R}, ..., R stoch.unabh. (5.9)

5.2.2 Resultierendes Modell fur den Verndigensendwert

Wir wollen das Ersatzmodell nun so (um-)formulieren, dasskErgebnisse aus Ab-
schnitt 3.2 unmittelbar angewendet werden konnen. Bereidazd” = (V3,...,Y,)",
mit

Y,:=InR;, i=1,....n.

Dann befinden wir uns im Basismodell (3.1) von Kagitel 3: &#&n Vermogensendwert
ergibt sich die Darstellung
S:L = Z bie“iTY s
=1

wobei
PY = N(r,A) mit 7= (y,...,7,)" , A =diag\?,..., \?)

wie oben sowie

w; = ZekaraIIez' =1,...,n,
k=i
d.h. die erstern — 1 Komponenten vow; sind gleich 0, die restlichen gleich &,(be-
zeichne wie ublich dehk-ten Einheitsvektor inR™) — dies entspricht der Wahl van
als untere Dreiecksmatrix wie in (3.2). Die Diagonalforrmvb ergibt sich auf Grund
der stochastischen Unabhangigkeit d&r...,Y,,, welche sich von deR},..., R}
ubertragt.
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5.3. Fragestellung, interessierende Kenngréf3en

5.3

Fragestellung, interessierende Kenn@fden

Gegenstand der Untersuchungen ist die Verteilung des dgensendwertes,, bzw.
deren KenngrofRen. Approximationen oder Schranken fefale Kenngrof3en der Ver-
teilung vons,, sind dabei insbesondere von Interesse:

(4)

(i2)

(iid)

(iv)

(v)

Werte deMerteilungsfunktion Fg, (t) furt¢ € R.

Beispiel: Fur gegeben&sel r € (0, o) (r z.B. der Vermodgensendwert der korre-
spondierenden sicheren Anlage)ist, (r) = P(S,, < r) die Wahrscheinlichkeit,
dass der Vermogensendwert des Fondssparplans sein &iekenieicht. Der An-
wender bezeichndfis, (r) oft als(target) shortfall probability

Quantile ¢,(S,,) furp € (0, 1).

Beispiel: Der Vermogensendwert uberschreitgf; (.S,,) mit Wahrscheinlichkeit
99%. Der Anwender spricht dann manchmal davon, dass dieser'stechastisch
gesichert” nicht unterschritten wird. Wikg o; (.5,,) unterschritten, so wollen wir
davon sprechen, dass deorst caseeingetreten ist.

gestutzte Erwartungswerte E[(.S,, — t)*] bzw. E[(t — S,,)"] fur ¢t € R.
Beispiel: E[(S, — r)*] bzw. E[(r — S,)*] ist der erwartete absolutdberschuss
bzw. Unterschuss im Vergleich zum Ziel

bedingte Erwartungswerte E[S,,|S,, > t| bzw. E[S,,|S,, < t] furt € R.
Beispiel: E[S,|S, < qo.01(Sy,)] ist gerade der erwartete Vermogensendwert, falls
derworst caseeintritt.

denLower-Tail-Value-at-Risk TVaR,(S,,) fur « € (0,1).

Es gilt: L-TVaRy01(S,) = E[S.|S, < qo.01(S,)]. Garantiert die Anlagegesell-
schaft (Bank oder Versicherer) dem Sparer eine Auszahluitphe dieses Wer-
tes zum Ende der-ten Periode, so wird der Vermodgensendwert (soganyarst
caseim Mittel ausreichen, diese Auszahlung zu leisten, vgl Aliefuhrungen in
Abschnitt 1.1.

In der Praxis mussten die Verteilung vSp bzw. deren Kenngrof3en bisher aufwen-
dig simuliert werden, und zwar letztlich fur jeden indivigllen Fondssparplan separat.
Denn die Verteilung vory,, hangt vomBeitragsvektor

b= (b,....b,)"

ebenso ab wie von der Aufteilung (Allokation) auf di&rundfonds in jeder Periode,
d.h. von derAllokations-Matrix

A:(OlezQ ---an)ERlX”.
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5.3. Fragestellung, interessierende Kenngréf3en

Da sowohlb als auchA je nach Sparvertrag unterschiedlich, also in diesem Simaie |
viduell sind, stellt sich eine Simulation der Verteilungsdedividuellen Vermodgensend-
wertes als unpraktikabel heraus, wenn — wie es bei BankerMargicherungen der
Fall ist — viele Sparvertrage vorliegen.

Von grofRem Interesse fur die Anlagegesellschaft wird dbangigkeit des Vermo-
gensendwertes von der Wahl der Allokationeni = 1,...,n, sein! In der Praxis
wird man namlich in den ersten Perioden (d.h. fur kleineine andere Aufteilung des
Beitrages auf die Grundfonds wahlen als in den letzteroBen (fur grof3€), denn fur
den Anleger steht anfangs der Renditeaspekt, am Ende jel@o@icherheitsaspekt im
Vordergrund. Dies wird insofern berticksichtigt, indenficerys eher in Fonds mit hoher
erwarteter Rendite — verbunden mit einer hohen Varianz —estiert wird; wahrend
der Laufzeit verschiebt sich dann die Gewichtung hin zu Band geringer Rendite-
Varianz — verbunden mit geringer Renditeerwartung.

5.3.1 Allokationsverlauf, Volatilit atsreduktion

Im Hinblick auf die sich mit der Laufzeit verandernde Eglking des Beitragszahlers
gegeniiber dem Risiko wird die Anlagegesellschaft wathmer Laufzeit eine Volati-
litatsreduktion vornehmen.

Wir werden uns die Standardabweichupgler j-ten Periodenrendit®; vorgeben,
und die Allokationa; auf die Grundfonds in dej-ten Periode gerade entsprechend
wahlen, d.h. so dass

Var(R;) = o Sa; = (¢ (5.10)

J

dabei ist(; innerhalb gewisser Grenzen zu wahlen, siehe (5.12) ufdenst plau-
sibel, dass bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ausschite$ii den Grundfonds mit
der hochsten Renditeerwartung, verbunden mit der héohsilatilitat, investiert wird.
Ebenso plausibel ist es, ab einem bestimmten Zeitpunkt acin rene Allokation zu
wahlen, fur welche die Volatilitat der zugehorigen iBdenrendite minimal ist. Zwi-
schen diesen Zeitpunkten sollte die Volatilitat in immgrker werdendem Mal3e ab-
nehmen. Wir wollen diese typische Volatilitatsentwiakduformalisieren:

Dazu bezeichne, € {1,...,n} die Nummer der ersten Periode mit verringerter
Volatilitat, undt, € {¢t, +1,...,n} die Nummer der Periode, ab der keine \olatilitats-
reduktion mehr stattfindet, d.h.

Co fo]E{l,,tQ—l}
= 5.11
“ { Cmin fUrj e {ts,...,n} ’ (11

LAus Griinden debbersichtlichkeit haben wir in der Bezeichnung der PenwdaditeR; auf eine
explizite Abhangigkeit vomy; verzichtet.
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5.3. Fragestellung, interessierende Kenngréf3en

WObeiCmin S CO S Cmax mlt

2 _ ~ 2 T
Conax = Jnax O Gnin = éré%ﬁ 0. (5.12)
(o stellt hier offenbar eine individuelle (je nach Riskoe&lking) \Volatilitatsobergrenze
dar. In den restlichen Perioden werden die Standardabwegen wie folgt gewahlt:

(1+ )/ tott

(15 oo (Co— Camin) s J € {to,...,t1 — 1}, (5.13)

CjZCo—ll__

wobei einc > 0 vorgegeben ist. Durch diese Wahl wachst die absolute \rtidédre-
duktion ("superlinear”) im Vergleich zur Vorperiode um100%. Im Fallc = 0, d.h. im
Fall linearer Volatilitatsreduktion, ist (5.13) als Liméirc — 0 zu verstehen, d.h.

J—to+1 .
G =G — ——F—(C0 = Cuin) , JE{to,...,t1 —1}. (5.14)
t—to+1
Cj ‘9» T T T T T T T T T
(@]
Sl \ — ¢=0.1 |
S \
°| N - =0 ]
21 NNl | e Switch-Modell | |
o
“l
O'k
(@]
Sk
S
ol
oL
S
-l
O'k
(@]
ol
oL
S
-l
oL
S
5 1 1 .
S0 10 20 J

Abbildung 5.1: Volatilitatsreduktion fiin = 60, tqg = 21, t; = 50, (o = (uax = 0.0956
und Copin = 0.0109.

Abbildung 5.1 zeigt beispielhaft fiar= 0 sowiec = 0.1 die Volatilitatsentwicklung
fur eine bestimmte Wahl der Parametett, t1, (o, (max UNd (uin. ZUM Vergleich ist
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5.3. Fragestellung, interessierende Kenngréf3en

auch beispielhaft die Volatilitatsentwicklung einwitch-Modell$ mit 3 Grundfonds
angegeben, im dessen Rahmen die folgenden Allokationealdewerden:

(1,0,0)7 furje{1,... to—1},
=1 (0.1,0)" furj e {to,....t: — 1},
(0,0,1)T  furj e {ty,...,n}.

Dabei haben wir vorausgesetzt, dass die Elemente auf dgattHagonalen vorr ab-
steigend geordnet sind. Auch im Rahmen dieses Switch-N&életlet wahrend der
Laufzeit also eine, wenn auch sprunghafte, Volatiligdsiktion statt.

Bemerkung 5.4 (Risiko)

Bei der in diesem Abschnitt beschriebenen Volatilitadsigion dient offenbar die Vari-
anz der Periodenrendite als Risikomal3. Dies geschieht dusl&n der Einfachheit und
nicht zuletzt deshalb, weil dann — wie im folgenden Absdhnit Resultate aus der
Portfoliotheorie Anwendung finden konnen. Es sprichtrdllegs einiges dafur, auch
hier asymmetrische Risikomal3e zu betrachten (denn Abwegdn von der erwarteten
Rendite nach oben werden in der Regel nicht als Risiko enajefio)n [ |

5.3.2 Effiziente Allokationen

Firr einen Grundfonds-RenditevektBr und eine zulassige Allokatiof gibt 37z den
Erwartungswert ungs "3 die Varianz der resultierenden Periodenrendite?, an.
Abbildung 5.2 visualisiert beispielhaft den Rand der Menge

D={(\/87E5,8Th): B € A}

im sogenannteRendite-Volatiliits-Diagrammund zwar gerade fur die spezielle Wahl

1.0348 0.914  0.266 —0.063
= 10266 |, =001 0.266  0.264 —0.031 | . (5.15)
1.0193 —0.063 —0.031  0.021

Zu jedem Punkfz,y) € D korrespondiert dabei eine Allokatighmit 377 = y
und3T3 = 2.

Ist die Standardabweichurdg der j-ten Periodenrendite vorgegeben, dann wird es
im Allgemeinen mehrere Allokationsvektorémit der Eigenschaﬁf = ﬁTiﬁ geben.
Es liegt auf der Hand, dass wir unter diesen gerade jene atilmk wahlen werden,
welche die erwartete Rendite maximiert,

= Th: BT83=(2Y .
o argggj{ﬁ i BN3 =}

2vgl. Bemerkung 5.3
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Yy T T T T T T T T T
A
-+
(5]
o 4
[
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o 4
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[ ]
]
=1 4
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13
5 1 ] 1 ] ] 1 ] 1 ] x
— 0.00 O.q 0.az 0.a3 a.04 0.05 a.08 0.7 008 0.09 010
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Abbildung 5.2: Rendite-Volatilitats-Diagramri(ist die von der Kurve eingeschlossene
Menge)

Eine solche Allokation — die zu vorgegebener \Volatilité¢ @érwartete Rendite ma-
ximiert — heil3teffizient Offensichtlich sind gerade jene Allokationen effizieng du
Punkten des nordwestlichen Randes (Randsegment zwisehdétutiktemrd und B) von
D korrespondieren. Der nordlichste Punkder MengeD korrespondiert zur effizien-
ten Allokation mit der hochsten Standardabweichgpg, = 0.0956; der westlichste
Punkt, B, korrespondiert zur effizienten Allokation mit der geritegs Standardabwei-
chung(min = 0.0109.

Bemerkung 5.5 (Beschreibung des effizienten Randes)

Die Portfoliotheoriebeschaftigt sich damit, wie effiziente Allokationen bestit wer-
den. Ein zentrales Resultat besagt, dass der effiziente Ratglstiickweise aus Hy-
perbelsegmenten besteht, was eine explizite Darstellaagedvartungswertes der Pe-
riodenrendite; = o] R, in Abhangigkeit vorg; erlaubt:

2
Y2 Y13 — V2 4 -9 )
EF(R:))=—+ 4 ——=((* — ,
( ]) Vs \/ Y3 (CJ V3 )

wobei diev;, 79, 73 entsprechend zu wahlen sind. Dabei exisiert fur jedesrhglseg-
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mentein/ C {1,...,1}, |I| > 1, so dass
=S =4S, s = S

Dabei bezeichnet; den|/|-dimensionalen Teilvektor voa mit den in/ enthaltenen
Komponentenindizes. Entsprechend bezeichhedlie |I| x |I|-dimensionale Matrix,
die nach Streichung jener Zeilen und Spalten tUbrigbleibtche zu den nicht id ent-
haltenen Indizes korrespondieren. Die zu einem vorgegetigiikorrespondierende In-
dexmengd enthalt dabei gerade die Indizes der positiven Kompomeshs zugehori-
gen (effizienten) Allokationsvektors;. Damit verbleibt flr gegebené&s nur noch das
korrespondierené zu bestimmen, d.h. festzustellen, auf welcher Hyperbel siem
gerade befindet. Wie dies geschieht, soll hier nicht im Detéutert werden.

Flr unsere spezielle Wahl (5.15) der Parametervferf?eergeben sich die folgenden
Indexmengen:

G € [Coin; 0.0676) = I ={1,2,3},
G € [0.0676, G —> T =1{1,2} .

In letzterem Fall wird also durch effiziente Allokationerr d®nds mit der geringsten
erwarteten Rendite (und geringsten Volatilitat) nichthmieerticksichtigt. [ |

Ist die Standardabweichung der Periodenrendité; vorgegeben, so ergibt sich
fur unsere spezielle Wahl (5.15) der Parameterwgerte die folgende Formel fur den
Erwartungswert der Periodenrendite = o Ry,

1.0207 + \/0.0242 - (¢2—0.0001) ,  fUr¢; € [Cuin, 0.0676)

1.0266 + \/0.0105 -(¢7 —0.0026) , fur¢; € [0.0676, Crax]
(5.16)
Eine explizite Formel fur die (in der Regel eindeutig bestite?) effiziente Alloka-
tion o ist ebenfalls verfugbar und fur die konkrete Anwendung kiochstem Interesse,
wird aber hier fur die weiteren Berechnungen nicht begtoti

E(R;) =

5.4 Simulation

In diesem Abschnitt wollen wir anhand einer konkreten Mg zifikation Uberprifen,
ob derUbergang zum Ersatzmodell, vgl. Abschnitt 5.2, gerectitfeist.

Dabei gehen wir in zwei Schritten vor: Zunachst tberenifir, ob die Periodenren-
ditenR;, 7 = 1,...,n, gut durch lognormalverteilte Zufallsvariablétf, : = 1,...,n,
mit denselben ersten beiden Momenten approximiert werdandn.

3Dies ist der Fall, wenn die Komponenten vampaarweise verschieden sind uﬁcpositiv definit ist.
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In einem zweiten Schritt Uberprifen wir die Gute der Appmation des Vermogen-
sendwertes,, durch den Vermodgensendweit} im Ersatzmodell.

5.4.1 Periodenrendite im Modell vs. Ersatzmodell

Die Grundfonds-Renditevektord@,j =1,...,n, sind identisch verteilt. Wir wollen
nun die Verteilungen vomk, = ﬁTﬁl (der Periodenrendite im Modell) und; (der
Periodenrendite im Ersatzmodell) fur verschiedene Waklles Allokationsvektorg
vergleichen.

Es seien = 3 Grundfonds verfiigbar; die Parameterwerte der Verteild(ig A)
des Grundfonds-Renditevekto% seien gegeben durch

0.030 085 0.25 —0.06
T=1 0025 |, A=0.01- 025 025 —-0.03 . (5.17)
0.019 —-0.06 —0.03  0.02

Diese Parameter sind (mit Lemma 1.35) gerade so gewabkH,gik:
E(Ry) =i und Co\R,) =%,

mit ﬁ,i wie in (5.15). Abbildungen 5.1 und 5.2 sowie die Beschregoyb.16) des
effizienten Randes korrespondieren also gerade zu dempeeifigierten Modell fur
die Grundfonds-Renditen. Die Parameterwahl (5.17) kastypisch fur die gemeinsa-
me Verteilung der Halbjahresrenditen dreier Grundfonddiéh-, Renten-, Geldmark-
fonds) angesehen werden.

Um einschatzen zu konnen, wie grol3 der Fehler bei der Apmiation vonR; =
ﬁTﬁl durch R; ist, haben wir nun die Verteilung voR; fur verschiedene Wahlen des
Allokationsvektors? simuliert. Bezeichné/ := {0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8}. Fur jeden der
18 verschiedenen (in gewisser Weise reprasentativenkétiionsvektoren

B {(x, 29, 23)" € M3\ {(0,0,0)} : z1 + x5 + 25 = 1}

wurden mit Hilfe eines RechnerS = 10000 unabhangige Realisierungen, . .., xy
der Zufallsvariable?, = 3T R, erzeugt und die resultierende empirische Verteilungs-
lungsfunktionen im Anhang.

In den N Sprungpunkten, ..., zy dieser Funktion haben wir die Funktionswer-
te der Verteilungsfunktio’z: der approximierenden Lognormalverteilung berechnet,
wobei deren Parameter gemal3 (5.7) und (5.8) bestimmt wurleschlielRend haben

-----

bestimmt gemali

A (P Frg) = 100X {1 Boy (@) = P (@] 5 [P (20=) = Firg ()|}

;w
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5.4. Simulation

welcher (als Schatzer aufgefasst) fiir — oo fast sicher geged(Fg,, Fry) kon-
vergiert, vgl. die Ausfuhrungen zum Kolmogorov-AbstandAnhang. Wir gehen bei
N = 10000 von einer guten Naherung aus. In Tabelle 5.1 ist fur jedel@eunter-

.....

dk (Fr,, Fr:) angegeben.

BT di(Fuy,. an, FrY)

0 0.2 0.8 0.0102
0 04 0.6 0.0051
0 06 04 0.0050
0 08 0.2 0.0033
0.2 0 0.8 0.0148
0.2 0.2 0.6 0.0097
0.2 04 04 0.0048
0.2 0.6 0.2 0.0020
0.2 0.8 0 0.0036
0.4 0 0.6 0.0128
0.4 0.2 04 0.0079
0.4 04 0.2 0.0022
0.4 0.6 0 0.0026
0.6 0 04 0.0087
0.6 0.2 0.2 0.0068
0.6 04 0 0.0043
0.8 0 0.2 0.0047
0.8 0.2 0 0.0057

Tabelle 5.1: Kolmogorov-Abstand zwischen empirischet&&mg und approximieren-
der Lognormalverteilung

In Abbildung 5.3 ist beispielhaft fur die fett gedruckte@dkation3 = (0.2,0,0.8)"
gezeichnet. Die gestrichelten Linien sollen wieder daamnen, die Grol3e der Abwei-
chungen besser einschatzen zu konnen, denn schliefidie iempirische Verteilungs-
funktion als Ergebnis der Simulation mit einer gewissenitherheit behaftet.

e Quantifizierung der lokalen Unsicherheit
Die beiden nicht-linearen gestrichelten Linien visualisn das approximative
95%-Konfidenzbantlir F,. Ist I(t) ein (1 — «)-Konfidenzintervall furFg, (t),
dann bezeichnen wir die Mengét,y) € R x [0,1] : y € I(t)} als 95%-
Konfidenzband furs,, vgl. Bemerkung A.4 im Anhang. Eingezeichnet sind hier
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0.004 0.008 0.012 0.016

-0.004

-0.012

0.96 0.98 1.00 1.02 1.04 1.06 1.08 1.10

Abbildung 5.3: Differenz der empirischen Verteilungsftiok und der Verteilungsfunk-
tion der approximierenden Lognormalverteilung

jedoch nicht die oberen und unteren Grenzen des KonfidedelsdiirF'z,, son-
dern deren Entsprechungen (positive und negative halbgd_des Konfidenzin-
tervalls fur F, ) fur die DifferenzF,, ., — Fr

o .
Abbildung 5.3 ist zu entnehmen, dass die Unsicherheit auh@&der Simulation
fur sehr kleine und sehr grof3e Werte va@ehr gering ist; wahrend sie fur mittlere
Werte vont groRer ist. Selbst wenfg, durch Fz- nahezu perfekt approximiert
wirde, waren dort also groRere Abweichungen zu erwaes Abbildung 5.3
ist auBerdem abzulesen, dass im hier visualisierten FalFdnktionF: nicht
allzu stark aus dem 95%-Konfidenzband i, ausbricht. Vgl. hinsichtlich der
Interpretation dessen die Ausfuhrungen zum Konfidenzkearet GEW-Funktion

in Abschnitt 3.6.

¢ Quantifizierung der globalen Unsicherheit
Die beiden gestrichelten Geraden visualisieren den (gesitind negativen) kri-
tischen Wertk9p000.95 ~ 0.0136 des Kolmogorov-Smirnov-Tests zum Niveau
0.05 fur das Testproblem

Hy FRleR*{ gegen H FR1 %FRT,

vgl. Bemerkung A.3 im Anhang. Dieser Test lehnt die Nullhtyese ab, wenn
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.....

Letzteres ist bei der hier visualisierten Allokation (irriggem Mal3e), jedoch bei
keiner der anderen 17 untersuchten Allokationen der Fagll,fabelle 5.1.

Bemerkung 5.6 (Zur Anwendung des Kolmogorov-Smirnov-Test)

Wir wissen dass fir Allokationsvektoren, deren Komponenten samttleiner alsl
sind ("echte” Mischungen), die Alternativhypothese righst. Zur Beurteilung, ob die
Approximation vonFpg, durch F- gerechtfertigt ist, wollen wir jedoch dieses Wissen
fur den Moment ignorieren. Wir stellen uns auf den Stan#putiass die untersuchte
Approximation nur dann schlecht ist, wenn sie im Sinne dekniégorov-Abstandes
gewahltenN) ist. Letzeres wiirde nahe gelegt, wenn die Daten SignifikanF, #
Fg: zu dem gewahlten Niveau 95% zeigen. [

Die Daten zeigen bei 17 von 18 untersuchten Allokationen&&ignifikanz fur
Fr, # Fr:, bei der verbleibenden nur "knapp”. Und selbst bei dieserdgg sich die
Verteilungsfunktion der approximierenden Lognormaleguingim Wesentlichemner-
halb der 95%-Konfidenzbander der zu approximierendereMengsfunktion.

Offenbar ist die Approximation der Verteilung der Periodsrditen durch eine Lo-
gnormalverteilung mit denselben ersten beiden Momentanratht gut. Im Lichte von
Satz 4.1 (und der diesem nachfolgenden Bemerkung 4.3)sistda Kovarianzmatrix
3. offenbar so "klein”, dass die Verteilungskonvergenz gedienLognormalverteilung
bereits spurbar "greift”.

Bemerkung 5.7

Wir verschweigen nicht, dass uns die Gute dieser Approtkanan gewisser Wei-
se nicht Uberrascht. Da es ublich ist, Wertpapier-Renddls lognormalverteilt an-
zunehmen, ist die Rendite eines Fonds nun als Konvexkortidmeehrerer solcher
Wertpapier-Renditen im Allgemeinen nicht lognormalvatrtéllerdings kann ein Fonds
durchaus auch als Wertpapier aufgefasst werden, womiedédsndite auch als lognor-
malverteilt angenommen werden konnte. Diese Auffassshereits in das Modell
eingegangen, indem die Renditen der Grundfonds als logawenteilt angenommen
wurden. Daher ware es nur konsequent, die Rendite einedraviseilfonds bestehen-
den Fonds ebenfalls als lognormalverteilt anzunehmenretdridntersuchungen stitzen
dies: die Verteilung der Rendite eines Fonds, der aus dreipafgieren (hier gerade
unsere Grundfonds) besteht, und die Lognormalverteilunglemselben ersten beiden
Momenten stimmen in der Regel naherungsweise tiberein.
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5.4. Simulation

5.4.2 Vermbgensendwert im Modell vs. Ersatzmodell

Nach den eben gemachten Ausfuhrungen scheint es also wodiegenden Situation

durchaus gerechtfertigt, das Ersatzmodell an Stelle destichen Modells zu Grunde
zu legen. Zu untersuchen bleibt jedoch noch, wie sich dien(wauch offenbar klei-

nen) Approximationsfehler bei den Periodenrenditen démaddukt- und Summenbil-

dung auf den Vermogensendwert auswirken. Es ist immerankloar, dass diese sich
so kumulieren, dass die Approximation v8p durchS? (vgl. Abschnitt 5.2) schlecht

ausfallt. Dass Letzteres nicht der Fall ist, werden wir iluistrieren. Dazu mussen wir
noch die restlichen Modellparameter fixieren.

08
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Abbildung 5.4: Differenz der empirischen Verteilungsftioken vonsS,, und.S:.

Wir nehmen als Laufzeit des Sparplans- 60 Periodef an; wir werden deshalb im
Folgenden auf den Periodenindex in den Notatiosieand.S;: verzichten. Die Beitrage
seien konstant, d.h.

bij=0b>0 furallei=1,...,n,

wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinhkit= 1 setzen. Die Parametét A
der Grundfonds-Renditevektoren seien wie in (5.17) géwé&lir die Periodenrendi-
ten(R;);=1,., » gemald (5.11) und (5.13) zu-
grunde gelegt, mity = 21, t; = 50, (s = Cmax UNdc = 0.1; (uax = 0.0956 und

-----

4Man stelle sich vor, dass eine Periode gerade ein Halbjahr is
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5.4. Simulation

Cmin = 0.0109 ergeben sich gemal (5.12); diese Volatilitatsentwicglwurde bereits
in Abbildung 5. L illustriert. Die Allokationen; sind jeweils effizient gewahlt, und zwar
so, dass die Varianz vaR; = a}ﬁj gleich dem vorgegebenen Weftist,j =1,...,n.

Um einschatzen zu konnen, wie grof3 der Fehler bei der Aqmiation vonS durch
S* ist, haben wir beide Verteilungen auf einem Rechner simubeif diesem haben wir
N = 100000 unabhangige Realisierungen, . .., xzy der Zufallsvariable5 und ebenso
viele unabhangige Realisierungen .. ., 23, der Zufallsvariableés* erzeugt.

Abbildung 5.4 zeigt die Differenz der beiden empirischemt&éungsfunktionen.
Offenbar ist die betragsmalig grof3te Abweichung klealer0.007, was durchaus als
klein angesehen werden kann. Zur besseren Einordnung d&e@er Abweichung ist
auch da99%-Konfidenzband der Verteilungsfunktion véheingezeichnet.

50 100 150 200 250 300 350 400 450

~
Q

Abbildung 5.5: empirische linksseitig (links) bzw. rectegig (rechts) gestutzte Erwar-
tungswerte vord

Abbildung 5.5 gibt einen Eindruck von der Grof3enordunglidéss- bzw. rechtssei-
tig gestutzten Erwartungswerte vén

Abbildunger 5.5 -- 5.9 zeigen die (absoluten und relativemyéichungen der em-
pirischen Quantile, gestutzten Erwartungswerte und LR'%aSind gepunktete Linien
einzeichnet, so handelt es sich um die 99%-Konfidenzbaeteentsprechenden empi-
rischen gestutzten Erwartungswerte rdie wir zum Vergleich angegeben haben.

Diese Abbildungen legen nahe, dass der Fehler, den wir maatenn wir flr
den Vermogensendwert das Ersatzmodell anstelle dedimgdprthen Modells zugrun-
de legen, hinsichtlich aller betrachteten KenngroRemt@ilengsfunktionen, Quantile,
gestutzte Erwartungswerte, L-TVaR) zu vernachlassigemsird. Gerade der Fehler
bezuglich des Lower-Tail-Value-at-Risk, der stets 1%afre) nicht Ubersteigt, ist als
sehr klein anzusehen.
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Abbildung 5.6: Differenz der empirischen linksseitig ggsten Erwartungswerte vah
und S* (links absolut, rechts relativ)
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Abbildung 5.7: Differenz der empirischen rechtsseitigtgeten Erwartungswerte von
S undS* (links absolut, rechts relativ)
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Abbildung 5.8: Differenz der empirischen Quantile v6rund S* (links absolut, rechts
relativ)
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Abbildung 5.9: Differenz der empirischen L-TVaR’s vérund.S* (links absolut, rechts
relativ)
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5.5 Approximationen und Schranken flir den Vermbgen-
sendwert

Auf Grund der im vorherigen Abschnitt gemachten Untersagam ist also davon
auszugehen, dass fur die dort unterstellte Modellspatifik die Approximation des
Vermogensendwertes durch den Vermogensendweit im Ersatzmodell sehr gut ist.
Wir wollen nun die Verteilung vors™ mittels der in den Kapiteln 3 uncl 4 vorgestellten
Methoden approximieren.

Dazu betrachten wir die folgendefs; und damit auchS approximierenden, Zu-
fallsvariablen:

e Schranken im Sinne der konvexen Halbordnung

— 5¢, die komonotone obere konvexe SchrankeStir

— S!, die komonotone untere konvexe Schrankedtirwobei als bedingende
ZufallsvariableZy ,; gewahlt wurde (gemal3 (3.40))

e Momentenbasierte Approximationen

— 8™ die Konvexkombination ausc undS* mit denselben ersten beiden Mo-
menten wieS* (gemald Abschnitt 2.3)

— L, eine lognormalverteilte Zufallsvariable mit denselbesten beiden Mo-
menten wieS*

— J, eine reziprok-gammauverteilte Zufallsvariable mit ddbse ersten beiden
Momenten wieS*

Die ersten beiden Momente vohund S* fallen nach Konstruktion zusammen; es gilt:
E(S) = 160.80 und VarS) = 2999.67 ;

dies entspricht einer Standardabweichung %adrv7. Wir weisen darauf hin, dasS
und S* im Allgemeinen nicht konvex geordnet sein werden. Somid slie konvexen
Schranken fus* keinekonvexen Schranken mehr it entsprechendes gilt fur die auf
diesen basierenden oberen Schranken fif*, S') und o (S*, S°).

Hinsichtlich der Approximation durch eine reziprok-ganvedeilte Zufallsvariable
ist zu erwahnen, dass Satz 4ipl€diglich als Motivation dafur verstanden werden kann.
Die Voraussetzungen des Satzes konnen kaum als erfgiisahen werden; insbeson-
dere kdonnen positive Werte van = E(In R}), wie sie hier vorliegen, nicht zu einer
negativen Drift der korrespondierenden geometrischemvBschen Bewegung fuhren,
wie sie im erwahnten Satz gefordert wird.
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Wir untersuchen im Folgenden stets den Fehler bei der Apmiadion vonS (und
nicht von der Hilfsvariablert*) durchS¢, S¢, S™, J, L. Soweit KenngroRen simuliert
worden sind, so beruhen diese stets&uf 100000 Realisierungen der Zufallsvariable
S. Wir bezeichnen im Folgenden aus KonsistenzgrUnden?hétne Zufallsvariable,
deren Verteilung gerade die auf diesen Realisierungernbade empirische Verteilung
Ist.

5.5.1 Verteilungsfunktion

Abbildung 5.10 visualisiert die (absoluten) Abweichungkar Verteilungsfunktionen
der approximierenden Zufallsvariablen von der empiriscterteilungsfunktion vors.
Die starker schwankende der beiden durchgezogenen Likoieaspondiert zwp*. Die
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Abbildung 5.10: Abweichungen der Verteilungsfunktionemwder empirischen Vertei-
lungsfunktion vonS

zu S™ korrespondierende Linie ist nicht eingezeichnet, da stéscp von der zuS'
korrespondierenden Linie nicht zu unterscheiden ist. Dégg daran, dass der Anteil
der konvexen unteren Schranke an der Konvexkombination aiel0.99 betragt. Die
optisch beste Anpassung liefert jedenfaifs dessen Verteilungsfunktiam Wesent-
lichen innerhalb des 99%-Konfidenzbandes fiiverlauft und mit einem Fehler, der
betragsmallig nie grof3er als 0.005 ist.
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5.5. Approximationen und Schranken fir den Vermoégenseni

Zur lllustration betrachten wir das Ziel= 93.27. Dies ist der Vermodgensendwert

eines (sicheren) Banksparplans selber Laufzeit (60 Pemjonhit einer Verzinsung in

Hohe von 2.75% p.a. Die folgende Tabelle enthalt die Appnationen furFs(r), also
fur die Wahrscheinlichkeit, dass der Fondssparplan kegné3eren Vermogensendwert

als der sichere Banksparplan liefert. Die beste Approxmnaist hier offenbar durch

S™ gegeben.

Fs(r) | Fr(r)

FJ(T’)

Fse(r) Fai(r) Fgm(r)

0.0511 | 0.0696 0.0477 0.0868 0.0476 0.0480

5.5.2 Gestutzte Erwartungswerte

Abbildung 5.1.1 bzw. 5.12 visualisieren fur die auf der kexen Halbordnung basieren-

den Approximationen die (absoluten und relativen) Abwergfen der linksseitig bzw.

rechtsseitig gestutzten Erwartungswerte von ihren esgdien Entsprechungen vén
Die gepunkteten Linien visualisieren jeweils das 99%-Kaerizband.

Abbildung 5.11: Konvexe Schranken: Abweichungen der kekisy gestutzten Erwar-
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tungswerte von den empirischen v8r{links absolut, rechts relativ)

600

t

Augenscheinlich liefers! stets die beste Anpassung; die Abweichung liegt fur die
linksseitig gestutzten Erwartungswerte stets innerhalb iKonfidenzbandes, wahrend

sie fur die rechtsseitig gestutzten Wesentlichemnerhalb liegt. (Der steile Abfall der
zu S' korrespondierenden Kurve in der rechten Grafik von Abbitr/eri 1. ist auf eine

numerische Instabilitat bei der Berechnung zuriickiatgi.)

Abbildung 5.13 bzw. 5.14 visualisiert fur die momentenbgen Approximationen

die (absoluten und relativen) Abweichungen der linksgdatiw. rechtsseitig gestutzten

Erwartungswerte von ihren empirischen Entsprechungerbvaéne gepunkteten Linien
visualisieren wieder das 99%-Konfidenzband.
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Abbildung 5.12: Konvexe Schranken: Abweichungen der ssgitig gestutzten Erwar-
tungswerte von den empirischen v8r{links absolut, rechts relativ)
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Abbildung 5.13: Momentbasierte Approximationen: Abweiogen der linksseitig ge-
stutzten Erwartungswerte von den empirischen §dhinks absolut, rechts relativ)

Nachdem wir bereits bemerkt hatten, dass die Verteilungars¥ undS! sehr ahn-
lich sind, Uiberrascht es nicht, dass unter den momentemteas Approximationerd™
die beste Anpassung beziiglich der gestutzten Erwartwergs\iefert, denrs! lieferte
ja bereits eine sehr gute Anpassung. Offenbar ist jedodh digcAnpassung durch die
reziprok-gamma-verteilte Zufallsvariablerecht gut; fur Argumente kleiner als 100 ist
sie sogar besser als die durgtt.

Die folgende Tabelle enthalt Approximationen bzw. Sckeanfur den erwarteten
Uber- bzw. Unterschuss bezogen auf das Ziet 93.27 (Vermbgensendwert des si-
cheren Banksparplans). Auch hier liefert die reziprok-geverteilte Zufallsvariable
eine gute, im Fall des Unterschusses sogar die beste Appation. Man beachte, dass
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Abbildung 5.14: Momentbasierte Approximationen: Abweingen der rechtsseitig ge-
stutzten Erwartungswerte von den empirischen §dhinks absolut, rechts relativ)

der simulierteUberschuss kleiner alB[(S' — r)*] ist, welches zwar stets eine untere
Schranke fulE[(S* — r)*], jedoch im Allgemeinen nicht fUE[(S — r) "] ist. Nichtsde-
stotrotz liefertS! die beste Approximation fiir dedberschuss.

S| L J § g g
E[(.—r)T] | 67.74]68.37 67.96 68.54 67.94 67.95
E[(r—.)*]]0.459|0.841 0.430 1.008 0.409 0.415

Schlie3lich wollen wir in Abbildung 5.1.5 einige in dieserb&it thematisierte obere
Schranken fiir dep-Abstand zwischer® und S* bzw. zwischenS! und S* visuali-
sieren und vergleichen. Dabei ergibt sich ein ahnlichdd ®ie bei der Auszahlung
der Asiatischen Option in Abschnitt 3.6: die geometriscbler&nkeV s. ist vergleichs-
weise schlecht gegenuiber der trivialen oberen Schrarike, S!), wahrend die geome-
trische Schranké\s: ab einem bestimmten Wert (hier fur Argumente grof3er a) 22
die Nielsen-Sandmann-Schranké? schlagt. Fur sehr kleine Argumente (kleiner als
75) oder sehr grofRe (grofder als 400) ist jedoch auch hietrigdiale obere Schranke
0.(5¢, S') die beste.

Wie bereits erwahnt, sind diese oberen Schranken fisr, 5¢) bzw. o (S5*, S') im
Allgemeinenkeineoberen Schranken mehr fiar(S, S¢) bzw. o (S, S!). Approximativ
bleibt diese Eigenschaft aber sicher erhalten, dehapproximiertS bekanntlich sehr
gut.

5.5.3 Quantile und Lower-Tail-Value-at-Risk

Wir wollen die Gute der Approximation hinsichtlich der Quide und des Tail-Value-
at-Risk untersuchen. Eine gewisse Aufmerksamkeit wollemun auch dem Einfluss
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Abbildung 5.15: obere Schranken fig(S*, 5¢) (links) bzw. g,(S*, S!) (rechts)

der Wahl der bedingenden Zufallsvariatdevidmen.

Tabelle 5.2 bzw. 5.3 enthalt fur eine relevante Auswahl Moveausy jeweils neben
dem simulierten Quantil bzw. Tail-Value-at-Risk die emesghenden Approximationen.
Die jeweils besten Approximationen sind wie ublich fettvoegehoben.

o S J L s° St Sm

VM LO FA GA| VWM LO FA GA

0.0001 58.22 56.95 44.40 48.7D 59.72 58.92 59.59 58.9259.74 57.97 59.60 57.63
0.0005 63.16| 62.7351.17 54.01 64.74 64.09 64.63 64.1064.77 62.32 64.63 62.32
0.001] 65.98/ 65.6554.68 56.81 67.38 66.81 67.27 66.§167.42 65.38 67.28 65.38
0.002§ 70.36/ 70.1360.06 61.16 71.46 71.00 71.37 71.0171.49 69.72 71.22 69.12
0.005| 73.83 74.14 64.84 65.10 75.14 74.78 75.05 74.1975.09 73.66 74.95 73.53
0.01| 78.27| 78.83 70.43 69.7P 79.50 79.24 79.42 79.2579.44 78.22 79.30 78.11
0.025 85.81] 86.50 79.52 77.6D 86.72 86.62 86.66 86.6486.71 85.75 86.57 85.75
0.05| 93.02 93.84 88.27 85.31 93.82 93.85 93.78 93.§893.77 93.16 93.7093.09
0.1/102.54103.48 99.56 95.64103.22 103.39102.80 103.42103.21 102.80 103.14 102.8(Q

Tabelle 5.2: Quantile: Approximationen und simulierte Y&er

Es stellt sich heraus, dass die Approximationen dufcsowie durchS™ (wenn
die bedingende Zufallsvariable lokal-optimal (LO) geWwatird) in der Regel ausge-
zeichnet sind. Dies ist nicht sonderlich UberraschensidBbwas die Approximation
der Verteilungsfunktion als auch der gestutzten Erwaswegte vonS betrifft, war die
Approximation durch/ (unter den momentenbasierten) b##. (unter den auf der kon-
vexen Ordnung basierenden) unter den besten — zumindddefiie Argumente. Die
Gute dieser Approximation uibertragt sich auf den Lowait-Value-at-Risk (fur kleine
Niveausw), vgl. dessen Definition.

Wir wissen, dass L-TVaR(S) gerade der erwartete Vermodgensendwert ist, falls der
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o S J L S¢ St sm
VM LO FA~ GA| VM LO FA GA
0.0001| 54.95| 54.13 41.12 46.1957.33 56.45 57.20 56.4456.61 53.99 56.33 53.7
0.0005| 59.81| 59.17 47.04 50.77 61.68 60.94 61.56 60.9461.26 58.45 61.05 58.3
0.001| 62.23| 61.72 50.07 53.15 63.93 63.26 63.82 63.2663.59 61.09 63.40 60.9
0.0025| 65.93| 65.58 54.64 56.81 67.37 66.80 67.26 66.8067.11 65.01 66.95 64.9
0.005| 69.08| 68.94 58.66 60.0§ 70.42 69.93 70.32 69.9470.20 68.38 70.06 68.3
0.01| 72.63| 72.81 63.27 63.84 73.96 73.56 73.87 73.9773.78 72.22 73.65 72.1
0.025| 78.47| 78.94 70.59 70.0079.68 79.41 79.60 79.4379.53 78.31 79.43 78.25
0.05| 84.09| 84.68 77.41 75.8885.10 84.96 85.04 84.9834.98 84.00 84.89 83.95
0.1/91.10{91.82 85.85 83.3591.96 91.94 9191 91.9M1.86 91.12 91.7991.09

OO O kP, NF, O

Tabelle 5.3: Lower-Tail-Value-at-Risk: Approximationend simulierte Werte

worst caseeintritt (wobei letzterer gerade als das Ereignis defirigtrtdass der Ver-
mogensendwert seim-Quantil nicht tbersteigt). Ist nun eine (moglichst sédaun-
tere Schranke fur L-TVaR,(S) verfugbar, und garantiert die Anlagegesellschaft dem
Beitragszahler zum Ende der Laufzeit eine Auszahlung ihéH@nw, so wird der
Vermogensendwert bei Eintritt degorst caseam Mittel ausreichen, diese Auszahlung
zu leisten. Garantiert die Anlagegesellschaft dem Bestzafgler eine Auszahlung in
Hohe vonv > u, SO muss sie einen Betrag in Hohe vor- u zurticklegen (oder sich
in Hohe dieses Betrages ruickversichern), unwianst casalie garantierte Auszahlung
leisten zu konnen.

Nun erinnern wir uns daran, dass L-TVaRR¢) < L-TVaR,(S*) < L-TVaR,(S")
gilt. Wir kdbnnen davon ausgehen, dass diese Ungleichupgpapnativ richtig bleibt,
wenn wir S* durchS ersetzen, denn wir hatten bereits (auf der Basis von Simuokt)
herausgefunden, dass der Fehler bei Ersetzems\aurchS* bezuglich des Tail-Value-
at-Risk sehr klein ist (weniger als 1%). Allerdings hilftaudas in unserem Fall kaum
weiter: wahlen wir zum Beispiel (wie in der Praxis Ublieh)= 0.01, so liegt die untere
Schranke L-TVaR(S5¢) = 63.83 relativ weit vom simulierten Lower-Tail-Value-at-Risk
72.63 entfernt.

Statt also nach einer ohnehin nicht exakten unteren Scaéramkuchen, scheint es
zweckmalfiger zu sein, nach einer guten ApproximatiorLfIiVaR,(S) zu suchen.
Im Fall o« = 0.01 kommt dafur z.B. L-TVaR (/) = 72.81 in Frage, dessen relative
Abweichung vom simulierten Wef.63 weniger als 0,25% betragt.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass je nachlsjoeigfikation eine
bestimmte Approximationsmethode gute oder schlechteliigee liefern kann. Bei
der hier betrachteten war beispielsweise die Approximadiarch die Zufallsvariabld
recht gut. Dass dies nicht immer der Fall sein muss, un&cstrdas folgende Beispiel.
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Bemerkung 5.8 (Vergleich mit dem Switch-Modell)

Zum Vergleich haben wir einmal ein Switch-Modell untersticimd zwar gerade jenes,
welches (annahernd) denselben erwarteten Vermogewsentbiefert, wie die bisher
untersuchte Modellspezifikation. Dies wird erreicht dudad folgenden Allokationen:

(1,0,0)" furje{1,...,31},
a; =] (0,1,0)7 furje {32,...,57},
(0,0,1)"  furj e {58,...,60}.

Fur den Vermogendendweft dieses Sparplans ergeben sighS) = 160.84 sowie
Var(S) = 3217.81. Es Uiberrascht nicht, dass die Varianz hier hoher dusiéd bei der
oben untersuchten Modellspezifikation (dort war(\Mgr= 2999.67), denn erstens sind
ab Periode 32 die Allokationen nicht mehr effizient und zemstwirken sich naturlich
auch die sprunghaften Umschichtungen in der 32. und 58dRedes jeweils bis dahin
angesammelten Kapitals auf die Varianz ungiinstig auswafilen nicht noch einmal
zwei grol3e Tabellen prasentieren und beschranken uriseUitersuchung der Quan-
tile und des Lower-Tail-Value-at-Risk zum Niveau= 0.01.

S J L 5S¢ St Sm

VM LO FA°~ GA| VM LO FA  GA
go.o1 | 74.65| 77.22 68.39 65.1875.90 75.53 75.79 75.6075.77 74.13 75.58 73.8§

TVaRy.01 | 68.25] 71.19 61.23 58.8769.98 69.40 69.85 69.45%9.74 67.59 69.55 67.3]

Tabelle 5.4: Approximationen fur Risikomal3e zum Niveat 0.01 im Switch-Modell

Mit Blick auf die Tabelle fallt auf, dass hier die Approxitnan durchS™ um einiges
besser ist als jene durch

Ubrigens: Eine Anlagegesellschaft, welche LTVaRS) auf der Basis vors™
(LO) schatzt, kann dem Beitragszahler im oben betraahtktedell eine um 6,85%
hdohere Auszahlurig72,22) garantieren, als im Switch-Modell (67,59). |

5.5.4 AbschlieRende Bemerkungen

Wir haben beispielhaft einen typischen Fondsparplan sabft, wobei wir die Peri-
odenrenditen jedes einzelnen von drei Fonds als lognoertalit vorausgesetzt haben.
Dabei haben wir angenommen, dass in jeder Periode die itwassumme zuzuglich
zum bis dahin erreichten Vermogen effizient auf die dreidsoaufgeteilt wird. Dies
geschieht im Hinblick auf die sich mit der Laufzeit veranue Einstellung gegenuber
dem Risiko so, dass wahrend der Laufzeit eine stetige Ndédreduktion vorgenom-
men wird.

Sdie sie im worst case im Mittel aus dem Endvermogen des Spepestreiten kann
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Wir haben im Laufe der Zeit fur einige weitere Modellspdationen die verschie-
denen Approximationsmdoglichkeiten untersucht. Dabei waser Eindruck, dass die
Approximation mittelsS™ (bzgl. aller hier untersuchter Kenngrof3en) stets gute Er-
gebnisse lieferte; wenn sie einmal nicht die beste war, deamsie meist nur wenig
schlechter als diese. Wir wagen also hier die EmpfehluregVdrteilung vonS durch
die Verteilung der ZufallsvariableA™ zu approximieren, welche ganz nebenbei den
Vorteil hat, dieselben ersten beiden Momente Wigufzuweisen.

Nun zur konkreten Anwendung der erzielten Ergebnisse irPdaxis. Die Anlage-
gesellschaft wird fur in gewisser Weise "typische” Ausgésingen der Sparplane (et-
wa: Laufzeit kurz, mittel, lang; Volatilitatsreduktiomkar, superlinear, Fonds-Switch)
den resultierenden Vermodgensendwert simulieren unihféressierende Kenngrol3en
die jeweils besten Approximationsmoglichkeiten erntitt&oll nun fir einen konkreten
Sparplan eine gewisse Kenngrof3e der Vermogensendwteitvag bestimmt werden,
so wird der Sparplan zunachst einem ahnlichen "typistisrarplan zugeordnet, fur
den dann bereits die beste Approximationsmoglichkeigbeakist.

Fur Lebensversicherer ist sicherlich die UntersuchungiSpar-Entnahme-Plans
(fondsgebundene Rentenversicherung) interessant, wabaszu einem bestimmten,
determinierten Zeitpunkt (Rentenbeginn) Beitrage géd¢iwerden, danach finden nur
noch Entnahmen statt (Rentenzahlungen); das noch nicidramene Vermogen bleibt
dabei weiter in den Fonds investiert. Hier ist z.B. die Misitiéhe der (konstanten) Bei-
trage von Interesse, welche geleistet werden musserit danihoher Wahrscheinlich-
keit alle geplanten (bzw. zugesicherten) Entnahmen mlbglind. Siehe hierzu Van-
duffel, Dhaene und Goovaerts (2005) fur den FeatlesFonds (also mitdentischlo-
gnormalverteilten Periodenrenditen). Eine "FortsetZudes oben untersuchten Fonds-
Sparplans auf einen Fonds-Spar-Entnahmeplan war im Rakasar Arbeit jedoch
nicht mehr moglich.
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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, Moglichkeiten zur Apximation des Vermogen-
sendwerts von Fonds-Sparplanen, wie sie typischerwaseBanken und Versiche-
rungen angeboten werden, aufzuspiren und zu untersudbreinteresse sind hierbei
Approximationen fur die Verteilungsfunktion, Quantitgstutzte Erwartungswerte und
Tail-Values-at-Risk. Die Modellierung der zu Grunde liaden Wertpapierpreisprozes-
se erfolgt, wie Ublich, als geometrische Brownsche Bewggwodurch der Vermogen-
sendwert eines Wertpapiersparplans strukturell eine Sategnormalverteilter Zu-
fallsvariablen ist. Die Verteilung einer solchen Summeadoch bekanntlich nicht ex-
plizit anzugeben; deren Simulation ist nattirlich mogli@doch ob der Vielzahl von bei
einer Bank oder Versicherung zu verwaltender Sparplapeaktikabel.

Immer wieder stof3t man auf Arbeiten, in denen darauf hingssn wird, dass die
Summe von lognormalverteilten Zufallsvariablen gut dusshe eindimensional lo-
gnormalverteilte Zufallsvariable, in der Regel durch emi demselben Erwartungs-
wert und derselben Varianz, approximiert wiirde. Dies kemmeist einzig und allein
durch Simulationen und numerische Berechnungen gestigizten. Wir prasentieren
hier ein Resultat, welches eine Rechtfertigung fur dieagee Approximation liefert:
die Verteilungskonvergenz gegen eine Lognormalvertgilbei verschwindenden Va-
rianzen/Kovarianzen der Summanden. Es stellt sich hedass sich dieses Resultat
sich als Spezialfall eines Resultats von Dufresne (20@theder in jenem Artikel die
asymptotische Verteilung von stetigen und diskreten Mitjeometrischer Brownscher
Bewegungen untersucht.

Relativ neu ist die Idee, Approximationen fur die Summeteiking auf der Basis
der Konzepte der Komonotonie und der konvexen HalbordnumgZufallsvariablen
zu konstruieren. Eine obere konvexe Schranke ist gegelreh die Summe der Kom-
ponenten der bekannterieren Frechet-SchranKar den Vektor der Summanden; ei-
ne verbesserte obere Schranke konnte von Kaas et al. (2008irkiert werden. Eine
konvexe untere Schranke fur die Summe geht zuriick auf Raged Shi (1995). Die
Anwendung dieser Resultate auf Summen mit lognormalveEmeSummanden liefert
sofort leicht zu berechnende obere und untere Schrankege$iutzte Erwartungswerte
und den Tail-Value-at-Risk der Summenverteilungen. Delderoffnen sich vielfaltige
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Anwendungsmaoglichkeiten gerade auf dem Gebiet der Finama Versicherungsma-
thematik.

Bei der Approximation der Summenverteilung durch einerilotgeren oder unte-
ren konvexen Schranken stellt sich die Frage nach der Girtépproximation. Wir
konstruieren auf Basis eines geometrischen Ansatzes bere &chranke fur den Ap-
proximationsfehler im Sinne des Abstandes der gestutaearfiingswerte. Eine her-
ausragende Eigenschaft dieser Schranke ist es, dass die2/dre einzige Kenngrolie
der Summenverteilung ist, die in die Berechnung eingehs. &ihranke fur den Ap-
proximationsfehler der oberen konvexen Schranke indugiee neue untere Schranke,
die Schranke fur den Approximationsfehler der unterenr&dte induziert eine neue
obere Schranke fur die gestutzten Erwartungswerte denfunverteilung. Die letztere
vergleichen wir mit einer bereits von Nielsen und Sandma&@038) konstruierten. Un-
sere "geometrische” Schranke ist im Gegensatz zur Nigksamdmann-Schranke stets
verfugbar, solange nur irgendeine konvexe untere Schramk bekannter Verteilung
fur die Summenverteilung vorhanden ist; aul3erdem siehtiseraus, dass die geome-
trische Schranke fur bestimmte gestutzte Erwartungsvgstiarfer als die von Nielsen
und Sandmann ist.

Schlie3lich widmen wir uns als Anwendung der realen Sitimgines "echten”
Fondssparplans, bei dem also in jeder Periode nicht numireiezelnes Wertpapier,
sondern in mehrere Wertpapiere investiert werden darf.r@srltierende Vermogens-
endwert ist nun nicht langer eine Summe lognormalveetedufallsvariablen. Wir zei-
gen, dass die Summanden jedoch approximativ als lognoemrteilt angenommen wer-
den konnen, und zwar auf Grund des oben erwahnten Resiilbar die asymptoti-
sche Verteilung einer Summe lognormalverteilter Zufatsblen mit verschwinden-
den Varianzen/Kovarianzen. Wir weisen an Hand von Simutaim nach, dass diese
Approximation in der von uns uberpriften konkreten Sitrmausgezeichnet ist. Diese
Gute Ubertragt sich auch auf die Approximation des tesseinden Vermogensendwer-
tes. Schlief3lich werden alle in dieser Arbeit untersucgproximationsmoglichkeiten
fur die Verteilung des (nunmehr als Summe lognormalvitéeteZufallsvariablen an-
genommenen) Vermogensendwertes verglichen. Insbesoaihe Konvexkombination
aus konvexer oberer und unterer Schranke, welche dieseliséen beiden Momente
wie die Summenverteilung aufweist, erzielt hier gute Apraationsergebnisse. Der
Nutzen dieser Approximation liegt vor allem darin, dassdam Anleger bzw. der An-
lagegesellschaft zu jedem Zeitpunkt wahrend der Lauftesit~ondssparplans (bei einer
beliebigen festgelegten Anlagestrategie) die einfachpr(ximative) Bestimmung re-
levanter Kenngrol3en der Vermogensendwertverteilulagiet.
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Abstract

The intention of this work was to find and investigate appmation methods for the
distribution of the final wealth of a fund saving plan, as itgially offered by banks or
insurance companies. Of special interest are approximatbthe cumulative distribu-
tion function, quantiles, truncated first moments andvallies-at-risk. The final wealth
of a stock saving plan is a sum of lognormally distributedd@n variables due to the
modelling of stock price processes as geometric Browniatiom®. It is well known
that the distribution of such a sum can not be calculated@#pl Although simulation
is possible, mostly it is not practicable due to the large am@f saving plans which
have to be managed by a bank or insurer.

In many articles it is claimed that the sum of lognormallytdimited random va-
riables is well approximated by a single lognormally disited random variable ha-
ving the same expectation and variance like the sum. Thisastlgnonly based on
simulations. We now present a result, which justifies thigrapimation: the suitably
normalized sum converges in distribution to a lognormairitistion, when the varian-
ces/covariances of the summands tend to zero. We find ttsaisthi special case of a
result in Dufresne (2004) about the asymptotic distributdd continuous and discrete
averages of geometric Brownian motions.

Relatively new is the idea to construct approximations toa slistribution based
on the concepts of comonotonicity and convex order. An ugperex bound for the
sum distribution is given by the sum of the components of tle#-known upper Fre-
chet boundor the vector of the summands. An improved upper bound wasdoced
by Kaas et al. (2000), while a lower bound goes back to RogaasShi (1995). Appli-
cation of this bounds to sums of lognormally distributedd@m variables leads to easy
computable upper and lower bounds for truncated first mosreamd tail-values-at-risk.
Thus, this approach can be applied to many problems in insarand finance.

In order to quantify the error when approximating the suntriigtion by one of its
convex order bounds, we construct an upper bound for theajppation error in terms
of truncated first moments. One important feature of thissuffgmund, which is found
on the basis of a geometric approach, is the following: threaaae is the only charac-
teristic of the sum distribution which is involved in its cpotation. The bound for the
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error of the approximation by the upper convex bound yieldewa lower bound for
truncated first moments of the sum distribution. Similatthg bound for the error of the
approximation by the lower convex bound yields a new uppeanbddor them. We com-
pare the latter with those obtained by Nielsen und Sandn2008). Our "geometrical”
bound can (in contrast to the latter) be easily computedoag dsany lower convex
bound (with known distribution) for the sum distributionagailable. Additionally, it is
for certain truncated first moments sharper than the Niegsrdmann bound. We also
discuss, how in the special situation of sums of lognormaikyributed random varia-
bles the convex order bounds have to be chosen in order taonzethe approximation
error in a specific sense.

At the end we consider as practical application a fund saglag, where in each
period the investment can be made in more than one stockriunggely, the resulting
final wealth is then no longer a sum of lognormally distriltuitandom variables. Ho-
wever, we show that its summands can be assumed &ppmximatelylognormally
distributed, justified by the above mentioned result ableaitetisymptotic distribution of
a normalized sum of lognormals. The quality of this appration is very good, as we
show by simulation in a specific setting. This quality casraer to the approximation
of the final wealth. Furthermore, we compare all approxioratnethods for the final
wealth (now assumed to be lognormally distributed) ex@dim this thesis. It turns
out, that a convex combination of an upper and a lower coneext having the same
expectation and variance like the sum yields in many casesyagood approximation.
The benefit of this approximation is that it allows at any ticuging the saving plan’s
duration an easy computation of relevant characterisfitseodistribution of the final
wealth.
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Anhang A

Anhang zur Statistik

Seien im FolgendeX, ..., X stets unabhangige und identisch verteilte reelle Zu-
fallsvariablen mit Verteilungsfunktiof'.

Bemerkung A.1 (empirische Verteilungsfunktion)

heil3stempirische Verteilungsfunktioron X1, . . ., X . Fur Realisierungen; = X;(w),
i=1,...,N,w € €, heildt dann

N
~ 1
Fxl ..... TN (l‘) = N Z ]l(—oo,a:](xk) 5 r e R )

.....

77777

Bemerkung A.2 (Kolmogorov-Abstand)
SindG und H die Verteilungsfunktionen zweier reeller Zufallsvariai] so heifl3t

dig (G, H) :=sup |G(z) — H(z)|

zeR

derKolmogorov-Abstangon G und H.
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.....

sowie nach dem Satz von Glivenko-Cantelli

dK(F\Xl ..... xy: F) P;fls'o (N — o0).

Bemerkung A.3 (Kolmogorov-Smirnov-Test)
Sei F' unbekannt undF, eine gegebene stetige Verteilungsfunktion. BhNiveau-
Signifikanztest fur das Testproblem

H()ZF:FO gegen HliF#FO

ist gegeben durch

.....

(Letztgenannte Verteilung hangt nicht vép ab; die Quantilé:y ;_,, liegen deshalb in
tabellierter Form vor.)

Bemerkung A.4 (Konfidenzbereich/Konfidenzband furF)
Ein (1 — a)-Konfidenzbereickur die Verteilungsfunktiorf' ist offenbar gegeben durch

.....

Dieser leitet sich unmittelbar aus dem Kolmogorov-Smiriest ab, unter Beachtung
derAquivalenz

..... TN G) S kN,l—a <~ |ﬁa}1 TN G| S kN,l—a .

-----

Fur jedesr € R ist der Wert der empirischen Verteilungsfunktiﬁ?l,g1 _____ =y () die
Realisierung einer Zufallsvariable. Auf Basis dieser Rgaiung konnen wir fir grofRes
N ein approximativesl — «)-Konfidenzintervall furF'(x) angeben,

.....

- ﬁz T 1_F\$ T
I(z) =< z€[0,1] : |F, zn(x)—z|§u1—%\/ BN BEC)

wobeiug dasg-Quantil vonN (0, 1) bezeichnetg € (0, 1). Wir bezeichnen die Menge
{(z,z) e Rx[0,1] : z € I(x)} als (approximatives)l — «)-Konfidenzbanéur F'. Der
WortbestandteiKonfidenast hier offenbar punktweise zu verstehen.
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Bemerkung A.5 (empirische GEW-Funktion und deren Konfidenband)
Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktiaf. Als Schatzer fur den gestutzten

Erwartungswert
() =E[(X-1)"], teR,

betrachten wir deempirischen gestutzten Erwartungswert

N

und ein erwartungstreuer Schatzer fur diese ist gegetwad

~

Kx,..xy(t) = m (Z[(Xz —t)*]* = Nléx, ..., XN(t>]2> :

=1

.....

tisch (fur grof3esV) normalverteilt ist, erhalten wir auf der Basis von Realiangen
x1,...,xy der ZufallsvariablerX,, . . ., Xy ein approximativesl —«)-Konfidenzintervall
fur £(t) gemafk

Wir bezeichnen die Mengé(t,y) € R? : y € I(t)} als (approximativesjl — «)-
Konfidenzband fur die Funktiofi(t).
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