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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der optimalen Versuchsplanung fiir verschiedene Re-
gressionsmodelle, insbesondere dem Proportional Hazards Modell mit zensierten Daten.
Fiir multiple Regressionsmodelle mit beliebig vielen Kovariablen werden allgemeine Re-
sultate zur Struktur optimaler Designs hergeleitet. Es wird die Existenz eines optimalen
Designs mit Stiitzpunkten nur auf den Kanten des Designraums bewiesen, wenn der
Designraum ein Polytop ist. Ferner wird gezeigt, dass fiir viele Optimalitétskriterien die
Stiitzpunkte eines optimalen Designs auf den Kanten des Designraums liegen miissen.
Basierend auf diesen Strukturresultaten wird gezeigt, dass unter gewissen Bedingungen
D-optimale Designs fiir multiple Regressionsmodelle aus den D-optimalen Designs in
den marginalen Modellen mit einer Kovariablen konstruiert werden konnen. Diese neuen
Methoden ermdglichen eine einfache Bestimmung optimaler Designs fiir viele nichtlinea-
re Modelle, fiir die bisher keine optimalen Designs bei mehreren Kovariablen bekannt
waren. Es werden D-optimale Designs und standardisiert Maximin D-optimale Designs
fiir multiple Regression fiir eine grofte Klasse von Modellen bestimmt. Diese umfasst
das Proportional Hazards Modell, bei dem verschiedene Zensierungsarten wie Typ I und
zuféllige Zensierung berticksichtigt werden kénnen.

Fiir diese Modellklasse mit einer Kovariablen sind c-optimale Designs bisher nur fiir
einzelne Vektoren ¢ bekannt. In der vorliegenden Arbeit gelingt eine vollstdndige Cha-
rakterisierung c-optimaler Designs fiir alle Vektoren ¢. Auferdem werden fiir multiple
Regression mit beliebig vielen Kovariablen c-optimale Designs fiir bestimmte Vektoren
c analytisch hergeleitet.

Fiir die Kriterien L-Optimalitdt und ¢g-Optimalitat, wobei letzteres eine Verallgemei-
nerung vieler hdufig verwendeter Optimalitéatskriterien ist, werden fiir Modelle mit einer
Kovariablen und fiir multiple Regression unter Verwendung der neuen Resultate opti-

male Designs bestimmt.



Abstract

This thesis deals with the optimal design of experiments for different regression models,
in particular for the proportional hazards model with censored data. For multiple regres-
sion models with an arbitrary number of covariates general results on the structure of
optimal designs are derived. The existence of an optimal design with support points only
on the edges of the design region is proved, if the design region is a polytope. Moreover, it
is shown that for many optimality criteria the support points of an optimal design must
be located on the edges of the design region. Based on these structural results it is shown
that under certain conditions D-optimal designs for multiple regression models can be
constructed from the D-optimal designs in the marginal models with a single covariate.
These new methods allow a simple determination of optimal designs for many nonlinear
models, for which no optimal designs have been known in the case of multiple covariates.
D-optimal designs and standardized maximin D-optimal designs for multiple regression
are determined for a large class of models. This class includes the proportional hazards
model, for which different types of censoring such as type I and random censoring can
be considered.

For this class of models with one covariate c-optimal designs are only known for par-
ticular vectors c. In this thesis a complete characterization of c-optimal designs for all
vectors c is established. In addition, for multiple regression with an arbitrary number of
covariates c-optimal designs for certain vectors ¢ are derived analytically.

For the criteria L-optimality and ¢g-optimality, the latter being a generalization of many
frequently used optimality criteria, optimal designs are determined for models with one

covariate and for multiple regression using the new results.
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1 Einleitung

Ereignisdaten entstehen, wenn fiir verschiedene Individuen oder Objekte die Zeit bis
zum Eintritt eines interessierenden Ereignisses beobachtet wird. Die Analyse solcher Er-
eignisdaten spielt in vielen Bereichen wie in der Medizin, Biologie, Soziologie und in
den Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften eine wichtige Rolle. In der Medizin sind
Heilung oder Tod von Patienten einer klinischen Studie oder eines wissenschaftlichen
Experiments interessierende Ereignisse. Bei Zuverléssigkeitsanalysen sind Objekte wie
z. B. Maschinen Gegenstand solcher Untersuchungen. Dann ist hdufig die Zeit bis zum

Ausfall gewisser Komponenten oder des gesamten Systems von Interesse.

Ein besonderes Merkmal von Ereignisdaten ist Zensierung. Zensierte Daten sind Daten,
bei denen einige Werte nicht vollstdndig bekannt sind. In der Praxis tritt Zensierung
typischerweise in Form der Rechtszensierung auf, wenn beim Beenden einer Studie bzw.
eines Experiments das interessierende Ereignis noch nicht bei allen Individuen beob-
achtet wurde. Dann liegen fiir einige Individuen unvollstdndige Beobachtungen vor. Ihr
exakter Ereigniszeitpunkt ist unbekannt, muss jedoch grofer sein als die Beobachtungs-
dauer. Solche zensierten Beobachtungen beinhalten somit Informationen und sind bei

der statistischen Analyse zu beriicksichtigen.

Zensierung kann auf verschiedene Arten auftreten. Einen ganz gewthnlichen Zensie-
rungsmechanismus stellt das Beenden eines Experiments beispielsweise aus Zeit- oder
Kostengriinden dar. Dann liegt ein fester Zensierungszeitpunkt vor, der gleich dem End-
zeitpunkt des Experiments ist. Scheiden Teilnehmer aus anderen Griinden als dem zu
untersuchenden Ereignis aus dem Experiment aus, so erfolgt eine zuféllige Zensierung.
Beispiele hierfiir sind der Abbruch der Teilnahme an dem Experiment aufgrund eines
Umzugs oder wegen Desinteresses. Auch der Tod durch eine andere Krankheit fiihrt zum

Verlust des Individuums fiir die weitere Beobachtung.

Die Ereigniszeiten der Individuen hdngen haufig von Einflussfaktoren ab. Dies konnen
quantitative Variablen wie Medikamentendosis oder qualitative Variablen wie Behand-

lungsindikatoren sein. Von Interesse ist die Bestimmung des Zusammenhangs zwischen



den Ereigniszeiten und diesen Kovariablen. Das Proportional Hazards Modell von Cox
ist ein weit verbreitetes Modell in der Ereigniszeitanalyse, das den Einfluss von Kova-
riablen auf die Ereigniszeiten modelliert. Verschiedene Zensierungsarten lassen sich in

diesem Modell berticksichtigen.

Zur Quantifizierung des Zusammenhangs werden die unbekannten Modellparameter auf
Basis der Beobachtungen aus dem Experiment geschétzt. Ziel ist die interessierenden
Parameter so préazise wie moglich zu schitzen, um moglichst genaue Schlussfolgerungen
ziehen zu konnen. Die Parameterschatzungen héngen von den gewihlten Versuchsein-
stellungen ab. Daher sind vor Durchfiihrung des Experiments die Werte der Versuchsein-
stellungen sowie die Anzahl der Wiederholungen so zu bestimmen, dass die Qualitat der
Schétzungen in einem gewiinschten Sinne optimiert wird. Diesbeziiglich existieren ver-
schiedene Optimalitétskriterien, die je nach Fragestellung oder Zielsetzung ausgewéhlt
werden. Man spricht bei den gefundenen optimalen Versuchsplanen auch von optimalen
Designs.

Die Verwendung optimaler Designs gewéhrleistet eine minimale Anzahl von Versuchs-
durchfiihrungen. Dies bewirkt eine Verringerung der fiir das Experiment benotigten Res-
sourcen und fiihrt somit auch zu Kostensenkungen. Optimale Designs sollten auch aus
ethischen Griinden z. B. bei Menschen- und Tierversuchen verwendet werden, damit die
Anzahl der fiir das Experiment benotigten Individuen moglichst gering gehalten werden

kann.

Die Theorie der optimalen Versuchsplanung stellt viele Hilfsmittel zur Losung dieser Op-
timierungsprobleme und zur Bestimmung optimaler Designs zur Verfiigung. Fiir nichtli-
neare Modelle mit mehreren Kovariablen sind die Identifikation optimaler Designs und
der Nachweis der Optimalitdt dennoch mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden. Im
Fokus dieser Arbeit steht die Entwicklung neuer Methoden und Resultate zur Bestim-
mung optimaler Designs fiir multiple Regressionsmodelle. Besondere Aufmerksamkeit
wird der Untersuchung der Struktur optimaler Designs fiir diese Modelle gewidmet, um

mit Hilfe der gewonnenen Aussagen konkrete Designs anzugeben.

In der Regel konnen die Kovariablen Werte aus einem stetigen Intervall annehmen. In der
Praxis kommt es aber auch vor, dass die Werte der Kovariablen aus einer vorgegebenen
diskreten Menge gewahlt werden. So gibt es bei der Verabreichung von Arzneimitteln
héufig eine vorgegebene Menge von diskreten Dosisstufen, die typischerweise dquidistant
im logarithmischen Mafstab sind. Der Vergleich zweier Gruppen mit unterschiedlichen

Behandlungen kann mit einer bindren Kovariablen codiert werden. Dies motiviert die



Betrachtung sowohl stetiger als auch diskreter Designraume.

Die Arbeit ist folgendermafen gegliedert. Kapitel 2 présentiert die mathematischen
Grundlagen zu zensierten Daten, wichtigen Grofsen der Ereigniszeitanalyse und dem
Proportional Hazards Modell. In Kapitel 3 erfolgt eine Einfiihrung in die Theorie der
optimalen Versuchsplanung. Nach der Darstellung des Konzepts der approximativen
Designtheorie werden verschiedene Optimalitéitskriterien definiert und zugehérige Aqui-
valenzsétze vorgestellt. Abschliekend werden einige Strukturresultate fiir multiple Re-
gressionsmodelle hergeleitet.

Die folgenden Kapitel widmen sich der Berechnung optimaler Designs fiir die eingefiihr-
ten Optimalitatskriterien. Kapitel 4 befasst sich mit D-Optimalitdt. Zunéchst werden
allgemeine Ergebnisse zur Bestimmung D-optimaler Designs fiir multiple Regressionsmo-
delle hergeleitet, die dann auf eine grofse Klasse von Modellen angewendet werden. Diese
Modellklasse umfasst das Proportional Hazards Modell mit verschiedenen Zensierungs-
arten sowie das Poisson- und Negativ-Binomial-Modell. Ferner werden standardisiert
Maximin D-optimale Designs und Pseudo-Bayessche D-optimale Designs fiir multiple
Regression sowie D-optimale Designs fiir Modelle mit zwei Kovariablen und einem In-
teraktionsterm bestimmt, die in einer gewissen Klasse von Designs optimal sind.

In Kapitel 5 steht die Herleitung c-optimaler Designs fiir Modelle mit einer oder meh-
reren Kovariablen im Vordergrund. Auch Pseudo-Bayessche c-optimale Designs werden
fiir spezielle Proportional Hazards Modelle mit zensierten Daten berechnet. Kapitel 6
und 7 behandeln L- und ¢,-Optimalitat fiir Modelle mit einer Kovariablen und multiple
Regression. Als Spezialfall der ¢p-Kriterien werden F-optimale Designs fiir Modelle mit

einer Kovariablen bestimmt.






2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zu zensierten Daten vorgestellt, Grundbe-
griffe der Ereigniszeitanalyse und ihre Zusammenhénge erldutert und das Proportional
Hazards Modell eingefiihrt. Es erfolgt die Herleitung der Fisher-Informationsmatrix fiir

verschiedene Zensierungsarten.

2.1 Zensierte Daten

In der Praxis ist die Rechtszensierung die am héufigsten auftretende Art der Zensierung.
Das interessierende Ereignis wird bei rechtszensierten Daten bis zum Ende des Experi-
ments nicht beobachtet, sodass der tatsachliche Ereigniszeitpunkt unbekannt ist.

Es seien Y7i,...,Y, unabhéngige, nichtnegative Zufallsvariablen, die die Zeit bis zum
Eintritt des interessierenden Ereignisses der Individuen beschreiben. Diese Ereigniszeiten
werden im Folgenden als Lebensdauern bezeichnet. Die Zensierungszeiten der Individuen
werden mit C, ..., C, bezeichnet. Sie geben die maximale Beobachtungsdauer an und
konnen zuféllig oder fest sein. Ist das interessierende Ereignis fiir das i-te Individuum
bis zum Zensierungszeitpunkt C; noch nicht eingetreten, so wird die Lebensdauer bei C;
zensiert. Aufgrund der Zensierung kénnen nur die Paare (7;,6;),7 = 1,...,n, beobachtet

werden (vgl. Klein und Moeschberger, 2003, S. 65):

T; = min(Y;, C;), (2.1)
1 fallsY; <
;= ) (2.2)
0 sonst

Dabei gibt die Zufallsvariable T; den Ereignis- bzw. Zensierungszeitpunkt an und ¢; ist
ein Zensierungsindikator mit Wert 0 bei Zensierung und Wert 1 bei einer exakten Beob-

achtung der Lebensdauer.

Es werden zwei verschiedene Zensierungsarten betrachtet: Typ I Zensierung und zu-

fillige Zensierung.



Bei der Typ I Zensierung treten alle Individuen dem Experiment zur gleichen Zeit bei.
Das Experiment wird zu einem vorgegebenen festen Zeitpunkt ¢ beendet, sodass die
Zensierungszeiten C; = ¢ fest und fiir alle Individuen gleich sind.

Auch bei der zufilligen Zensierung treten die Individuen dem Experiment gleichzeitig
bei. Die Zensierungszeiten C; der Individuen sind jedoch Zufallsvariablen und keine fes-
ten Werte. Sie werden als unabhéingig und identisch verteilt angenommen. Aufserdem
sollen sie unabhéngig von den Lebensdauern Y; und den interessierenden Parametern

der Verteilung der Lebensdauern sein.

2.2 Grundbegriffe der Ereigniszeitanalyse

Eine der wichtigsten Groken in der Ereigniszeitanalyse ist die Uberlebensfunktion Sy (#)
von Y. Sie ist definiert als die Wahrscheinlichkeit, dass das interessierende Ereignis bis

zum Zeitpunkt ¢ noch nicht eingetreten ist:
Sy(t):=PY >t)=1— Fy(t). (2.3)

Dabei bezeichnet Fy(t) die Verteilungsfunktion von Y.
Eine weitere zentrale Grofse in der Ereigniszeitanalyse ist die Hazardfunktion, die auch
als Hazardrate bezeichnet wird. Fiir absolut stetiges Y ist die Hazardfunktion Ay ()

definiert als

< >
A (1) it PEEY St AV 21

i > . .
lim N Yt mit P(Y > t) > 0 (2.4)

Das Produkt Ay (t)At gibt approximativ die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass das in-
teressierende Ereignis im Zeitintervall At eintritt, unter der Bedingung, dass es bis zum
Zeitpunkt ¢ nicht eingetreten ist (vgl. Klein und Moeschberger, 2003, S. 27).

Zwischen der Hazardfunktion Ay (t), der Uberlebensfunktion Sy (¢) und der Dichtefunk-
tion fy(t) von Y gilt der Zusammenhang

Ay (t) = (2.5)

der auch als alternative dquivalente Definition der Hazardfunktion verwendet wird. Eine

weitere Grofle ist die kumulierte Hazardfunktion

Hy (1) = /0 M (u) du. (2.6)



Die Uberlebensfunktion ist mit der Hazardfunktion und kumulierten Hazardfunktion
verkniipft iiber die Beziehung (vgl. Klein und Moeschberger, 2003, S. 27)

Sy (t) = exp(— /0 Ay (w) du) — oxp(—Hy (1)). 2.7)

2.3 Das Proportional Hazards Modell

Eines der am héaufigsten verwendeten Modelle fiir Ereignisdaten ist das Proportional
Hazards Modell von Cox (1972). Es handelt sich um ein semiparametrisches Regressi-
onsmodell, das den Einfluss von Kovariablen auf die Lebensdauern der Individuen be-
schreibt. Fiir i = 1,...,n bezeichne @; = (z;1,...,%;p-1)" den Vektor der Kovariablen
des ¢-ten Individuums. Dies sind die Versuchseinstellungen des Experiments und somit

feste Werte, die vom Versuchsleiter auszuwéhlen sind.

Das Proportional Hazards Modell stellt den folgenden Zusammenhang zwischen der Ha-
zardfunktion und den Kovariablen her (Cox, 1972):

Ay, () = Ao(t) exp(f(x:)"B). (2.8)

Dabei ist \o(t) eine Baseline-Hazardfunktion, f = (f1,..., f,-1)T ein Vektor von bekann-
ten Regressionsfunktionen und ﬁ = (64, ..., ﬁp,l)T € RP7! der Vektor der unbekannten
Parameter. Der Name des Modells riihrt daher, dass die Hazardfunktionen zweier Indi-
viduen proportional zueinander sind, da ihr Quotient zeitunabhéngig ist (vgl. Klein und
Moeschberger, 2003, S. 48).

Géangige Parametrisierungen der Baseline-Hazardfunktion beruhen auf der Exponential-
verteilung mit \g(¢) = A, der Weibullverteilung mit A\o(t) = Apt’~! und der Gompertz-
verteilung mit A\o(t) = Aexp(7t), die zu entsprechenden Verteilungen der Lebensdauern
fithren (vgl. Duchateau und Janssen, 2008, Abschnitt 1.4.2). In dieser Arbeit wird die
folgende Parametrisierung der Baseline-Hazardfunktion gewéhlt (vgl. Cox und Oakes
(1984, S.40), Konstantinou et al. (2014)):

Ao(t) = Mho(t) = exp(Bo)ho(t), (2.9)

wobei der Parameter A > 0 zu exp(fy) umparametrisiert wurde. Die Funktion hg(t) > 0
ist eine beliebige bekannte positive Funktion, die nicht von den interessierenden Para-

metern §; abhéngt. In ho(t) auftretende Parameter werden als bekannt vorausgesetzt.



Mit f = (1, f1,---, foo1)" und B = (Bo, B1, - - -, Bp_1)" € RP liisst sich das parametrische
Proportional Hazards Modell wie folgt darstellen:

Ay, (t; ;) = ho(t) exp(f (x:)" B). (2.10)

Mit Hilfe der Zusammenhénge des vorigen Abschnitts lassen sich die kumulierte Ha-
zardfunktion, Uberlebensfunktion und Dichtefunktion der Lebensdauern berechnen. Die

kumulierte Hazardfunktion berechnet sich nach (2.6) zu

HYi(t):/o )\m(u;a}i)du:exp(f(wi)T,B)/o ho(u) du (2.11)

und die Uberlebensfunktion ergibt sich iiber die Beziehung (2.7) zu

Sy, (t) = exp(—Hy,(t)) = exp (— exp(f(x:)"B) /0 ho(u) du) : (2.12)

Mit fy,(t) = Ay, (t; x;) - Sy,(t) nach Gleichung (2.5) berechnet sich die Dichtefunktion zu

fri(t) = ho(t) exp(f(a:i)T,B) exp <— exp(f(mi)Tﬁ) /0 ho(w) du) ) (2.13)

In den folgenden Abschnitten wird die Fisher-Informationsmatrix fiir das Proportional

Hazards Modell fiir die beschriebenen Zensierungsarten hergeleitet.

2.3.1 Fisher-Information fiir Typ | Zensierung

In diesem Abschnitt wird die Typ I Zensierung betrachtet, bei der die Zensierungszeiten
C; = c fest sind. Es gilt T; = min(Y;,¢) fiir ¢ = 1,...,n. Die gemeinsame Dichte von
(T3, ;) beziiglich des Produktmafes aus Lebesgue-Maf und Zahlmaf ist gegeben durch
(vgl. Klein und Moeschberger, 2003, S.75)

faron(t,d) = fri()? - Syi(e)' ™. (2.14)

Aus der Unabhéngigkeit der Y; folgt, dass auch die Zufallsvariablen (771,01), ..., (T}, d,)
unabhéngig sind. Es seien ¢; = min(y;, ¢) die beobachteten Ereignis- oder Zensierungszei-

ten und d; die beobachteten Zensierungsindikatoren. Die Likelihood-Funktion ist gegeben

durch

L(B) =[] e - St (2.15)



Es folgt die Log-Likelihood-Funktion, die unter Verwendung von (2.5) und (2.7) umge-
schrieben werden kann (vgl. Cox und Oakes, 1984, S.33):

log L(3 Zd log fy. (t;) + (1 — d;) log Sy, (; Zd log Ay, (ts; ;) + log Sy (;)
i=1
= dilog Ay, (ti; ;) — Hy,(t:). (2.16)
i=1

Fiir das betrachtete Proportional Hazards Modell gilt log Ay (t; ;) = log ho(t)+ f ()T 8.
Dieser Ausdruck ist linear in 3 und verschwindet bei zweimaliger Ableitung nach 3. Fiir
die kumulierte Hazardfunktion (2.11) gilt 0Hy,(t)/08; = Hy,(t)f;(x;). Somit ergeben
sich die zweiten partiellen Ableitungen der Log-Likelihood-Funktion nach den Parame-

tern fir j,k=0,1,...,p— 1 zu

PlogL(B)
Mit partieller Integration, dem Zusammenhang fy(t) = —S% (¢) und Anwendung von

Gleichung (2.5) ldsst sich die folgende Identitét zeigen (vgl. Cox und Oakes, 1984, S. 46):
B(ty (D) = [ By O Odt+ By (@PY >0
0

= [_Hy(t)sy(t)}g +/c Ay (t)Sy (t) dt + Hy (c)Sy (¢)

0

= —Hy(C>Sy<C) + /OC fy(t) dt + Hy(C)Sy(C) = Fy(C). (218)

Das Element (j, k) der Fisher-Informationsmatrix berechnet sich zu

I(Jk) = ( ZHY fj ZL; fk &L ) ZFY f] wz)fk(wz)

_ Z 1o —e(f@)’) [ mia)| sen@). @)

Somit ist die Fisher-Informationsmatrix gegeben durch

n

10) =3 [1- (- ew(£(@)8) [ matwau)| f@os@). 220

=1



Sie ist die Summe der Fisher-Informationsmatrizen I(x;, 3) fiir eine Beobachtung. Die

Fisher-Informationsmatrix lasst sich in der Form
=> I(z:,B) Z Q(f(x:)"B) f(a:) f(x:)" (2.21)
i=1
darstellen mit Intensitatsfunktion (vgl. Fedorov, 1972, S. 39)

Q) =1 — exp (— exp(0) /0 " ho(u) du) . (2.22)

Diese Funktion @ fiir Typ I Zensierung erfiillt die folgenden vier Bedingungen (A1)—(A4)
(vgl. Konstantinou et al., 2014):

A1) Q(0) ist positiv fiir alle # € R und zweimal stetig differenzierbar.

(A1)

(A2) Q'(0) ist positiv fiir alle 6 € R.

(A3) Die zweite Ableitung g”(#) der Funktion ¢g(6) = 1/Q(0) ist injektiv.
(A4)

A4) Die Funktion Q(0)/Q’() ist monoton wachsend.

Die Bedingung (A4) ist dquivalent dazu, dass die Funktion @) log-konkav ist. Dies be-
deutet, dass log Q(f) eine konkave Funktion ist. Die vier Bedingungen (A1)—(A4) sind
von wesentlicher Bedeutung in dieser Arbeit. Bei der spéteren Berechnung optimaler

Designs werden Modelle mit diesen Bedingungen fiir die Intensitatsfunktion betrachtet.

2.3.2 Fisher-Information fiir zufallige Zensierung

In diesem Abschnitt wird die zuféllige Zensierung betrachtet, bei der die Zensierungszei-
ten C; Zufallsvariablen sind. Die gemeinsame Dichte von (77}, §;) beztiglich des Produkt-
mafes aus Lebesgue-Maf und Zéhlmaf ist gegeben durch (vgl. Duchateau und Janssen,
2008, S.19-20)

Fero(t.d) = [Sc(t) fri(®)] - [Svi () fo()] ™, (2.23)

wobei S¢ die Uberlebensfunktion und fo die Dichtefunktion der Zensierungszeiten C;
bezeichnen. Die Zufallsvariablen (77,6;), ..., (T,,,) sind aufgrund der Unabhéngigkeit
der Zufallsvariablen Y; und C; ebenfalls unabhéngig. Es folgt die Likelihood-Funktion

n

L(B) = [ [Sc(t:) frt)]™ - [Sv.(t) fo(t)] ™. (2.24)

=1

10



Die Faktoren Sc(t;)% und fo(t;)'~% werden bei der Log-Likelihood-Funktion zu additi-
ven Summanden, die nicht von dem Parametervektor 3 abhéngen. Sie fallen daher beim
Ableiten weg, sodass die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der Log-Likelihood-
Funktion mit denen bei der Typ I Zensierung iibereinstimmen. Der zur Berechnung der
Fisher-Informationsmatrix zu bestimmende Erwartungswert E (Hyi (T,)) unterscheidet
sich zur Typ I Zensierung dadurch, dass die Zensierungszeiten diesmal Zufallsvariablen

sind. Da die Zufallsvariablen Y; und C; unabhéngig sind, folgt unter Verwendung von
(2.18)

E(Hy,(T;)| C; = ¢) = E(Hy, (min(Y;, C})) | C; = ¢) = E(Hy, (min(Y;, ¢))) = Fy,(c)

und der Erwartungswert von Hy; (7;) berechnet sich zu (vgl. Konstantinou et al., 2014)
B (1) = E(B(H(T) |C)) = [ Bn(T)]C= ) - folo)de
0

_ /0 ” {1—exp(—exp(f(wi)T,B) /0 " hou) du)] fole)de.  (2.25)

Es folgt, dass die Fisher-Informationsmatrix von der Form (2.21) ist mit Intensitatsfunk-

tion
Q(0) = /0 h {1—exp(—exp(0) /0 " hou) duﬂ - fele) de. (2.26)

Konstantinou (2013) zeigte, dass diese Intensitatsfunktion fiir stetig gleichverteilte Zen-
sierungszeiten die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) erfiillt, wobei die Baseline-Hazard-
funktion A\o(t) = Aho(t) gewisse Voraussetzungen erfiillen muss. Schmidt und Schwabe
(2017) haben unter Annahme geeigneter Voraussetzungen gezeigt, dass fiir viele Ver-
teilungen der Zensierungszeiten und eine konstante Baseline-Hazardfunktion die Inten-
sitdtsfunktion die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) erfiillt. Die folgenden Lemmata

fihren diese Resultate zusammen.

Lemma 2.1
Die Dichte fo der Zensierungszeiten sei stetig. Dann erfiillt die Funktion @ aus (2.26)
fir die zuféllige Zensierung die Bedingungen (A1) und (A2).

Beweis:
Der Integrand in (2.26) ist zweimal differenzierbar beziiglich . Seine Ableitungen werden
durch die integrierbare Funktion M - fo(c) majorisiert, wobei M eine geniigend grofe

Konstante ist. Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz kénnen Differentiation
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(beziiglich ) und Integration (beziiglich c¢) vertauscht werden. Daher ist () zweimal

differenzierbar und
"(0) = h xp (6 Ch du - exp| — exp(0 Ch du | - d )
Q'(0) /0 ep()/o o(u) Uep< ep()/o o(u) u) fe(e)de >0 O

Lemma 2.2

Die Dichte fo der Zensierungszeiten sei stetig und log-konkav. Aufserdem sei die Funktion
fo ho(u) du log-konkav mit stetig differenzierbarer Funktion hq. Dann erfiillt die

Funktlon @ aus (2.26) fiir die zufillige Zensierung die Bedingung (A4).

Beweis:

Die Funktion m(6,¢) = 1 — exp(— exp(f fo ho(u du) ist eine log-konkave Funktion in
0 und ¢ (Konstantinou, 2013). Das Produkt m(#,c) - fo(c) ist ebenfalls log-konkav, da
log(m(8,c) - fc(c)) = logm(8,c) + log fe(c) gilt. Nach Theorem 6 von Prékopa (1973)
folgt, dass Q(0) eine log-konkave Funktion ist. ]

Fiir die Log-Konkavitit der Funktion h(x fo ho(u) du ist es hinreichend, wenn die
Funktion hy log-konkav ist (vgl. Bagnoli und Bergstrom, 2005). Diese Bedingung fiir
ho ist allerdings nicht notwendig So ist die Funktion ho(t) = pt*~! fiir p € (0, 1) nicht
log-konkav, aber die Funktion h(x fo ho(u) du = 2 ist log-konkav.

Viele Wahrschemhchkeltsvertellungen besrczen log-konkave Dichten. Bagnoli und Berg-
strom (2005) haben eine Liste von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit log-konkaven
Dichten zusammengestellt, zu denen unter anderem die Normalverteilung, logistische
Verteilung, Gleichverteilung, Exponentialverteilung und Chi-Quadrat-Verteilung geho-
ren sowie fiir bestimmte Parameterwerte die Weibullverteilung, Gammaverteilung und
Betaverteilung. Fiir die Zensierung konnen auch abgeschnittene Verteilungen von In-
teresse sein. Die abgeschnittene Verteilung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung mit log-
konkaver Dichte hat ebenfalls eine log-konkave Dichte (vgl. Bagnoli und Bergstrom,
2005). Spatere Resultate sind somit fiir eine ganze Klasse von Modellen mit zufélliger

Zensierung giiltig.

Im Folgenden wird der Einfachheit halber ho(t) = 1 gewahlt. Dann gilt [ ho(u)du = c.
Werden die Zensierungszeiten C; als exponentialverteilt mit Parameter A > 0 angenom-
men, so berechnet sich die Intensitatsfunktion () zu

A !

=1— = . (2.27
e? + A 69—1-)\( )

)\efc(eGJr)\) o
e’ + A

Q) =1 —/ e NeMde=1-— [—
0

Da die Dichte der Exponentialverteilung stetig und log-konkav ist, gelten die Bedingun-
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gen (A1), (A2) und (A4) nach Lemmata 2.1 und 2.2. Fiir g(0) := 1/Q(#) = 1 + Xe~ ist
die zweite Ableitung gegeben durch ¢”(6) = Ae~. Sie ist injektiv und somit ist auch die
Bedingung (A3) erfiillt. Die Intensitatsfunktion ist proportional zur Intensitatsfunktion
eines Negativ-Binomial-Modells (vgl. Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz, 2007)
bzw. Poisson-Gamma-Modells (vgl. Grafhoff et al., 2016).

Konstantinou et al. (2014) haben Zensierungszeiten betrachtet, die auf dem Intervall

[0, ] stetig gleichverteilt sind. Die resultierende Intensitétsfunktion ist gegeben durch

1 — exp(—cexp(f))

QO =1- cexp(0)

(2.28)

Es kann gezeigt werden, dass sie die Bedingung (A3) erfiillt (vgl. Schmidt, 2013). Au-
fserdem gelten (A1), (A2) und (A4) nach Lemmata 2.1 und 2.2.

Das folgende Lemma liefert eine Eigenschaft der betrachteten Intensitatsfunktionen, die

hilfreich bei der Anwendung der spiter eingefithrten Aquivalenzsitze ist.

Lemma 2.3
Es sei () eine Funktion, die die Bedingungen (Al), (A2) und (A4) erfiillt. Dann fallt
Q(0) exponentiell schnell auf null fir § — —oo, d. h. es gilt

lim p(0)Q(#) =0 (2.29)

6——o0

fiir ein beliebiges Polynom p().

Beweis:

Es sei n der Grad des Polynoms p(f). Zunéchst sei festgestellt, dass die Funktion
h(0) == 0+ (n+ 1)Q(0)/Q'(0) wegen (A4) eine streng monoton wachsende und somit
bijektive Funktion ist. Sie hat daher genau eine Nullstelle, die sich bei 6 <0 befindet,
da Q(#) und Q'(0) positiv sind.

Es wird nun die Funktion r(6) := 6"*'Q(#) mit n > 0 betrachtet. Thre Ableitung be-
rechnet sich zu r'(0) = (n + 1)0"Q(0) + 6"'Q'(0) = 0"Q'(0)h (). Diese Ableitung hat
eine Nullstelle bei 0 und eine weitere Nullstelle bei § < 0. Die Funktion r kann keinen
Sattelpunkt bei 6 haben, weil ihre Ableitung bei 6 das Vorzeichen wechselt. Fiir unge-
rades n handelt es sich bei # um ein Maximum von r, da 7(0) = 0 und 7(#) > 0 fiir alle
0 # 0 gilt. Fiir gerades n handelt es sich bei 6 um ein Minimum von r, da r(0) = 0 und
r(A) < 0 fiir alle § < 0 gilt. Daher ist die Funktion 7(#) monoton fiir # < # und durch
null beschriankt fiir 6 — —oo. Es folgt die Konvergenz von r(6) fiir # — —oo und damit

limg_, o, p(0)Q(6) = 0. O
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3 Optimale Versuchsplanung

Die Qualitat der Parameterschitzungen hiangt von der Wahl der Versuchseinstellungen
ab. Um moglichst prézise Schatzungen der Parameter zu erhalten, werden optimale
Werte der Kovariablen bendtigt. Dies fiihrt auf die Berechnung von optimalen Designs.

In diesem Kapitel wird die Theorie der optimalen Versuchsplanung vorgestellt.

3.1 Grundlagen der Versuchsplanung

Die Versuchseinstellungen 1, ..., x, zum Stichprobenumfang n kénnen aus dem Ver-
suchsbereich 2~ C R?~! gewihlt werden. Diese Menge wird auch Designraum genannt.
Die einzelnen Versuchseinstellungen kénnen auch mehrfach verwendet werden. Es seien
Ty,..., T, mit m < n unterschiedliche Werte der Versuchseinstellungen und ry, ..., 7y,
die zugehorigen Haufigkeiten mit > " r; = n. Ein exaktes Design &, hat die folgende
Gestalt (vgl. Atkinson et al., 2007, S. 120):

L1 Lo . Ly
§n = { } : (3.1)
r/n re/n ... ry/n
Das Design &, lésst sich als diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2~ auffassen, das jeder
Versuchseinstellung «; das Gewicht w; = r;/n zuordnet. Dieser Wert gibt den Anteil der

Beobachtungen bei x; an.

Die Fisher-Informationsmatrix héngt von der Wahl der Versuchseinstellungen, d. h. vom

gewahlten Design ab:
I(¢0, B) = Z ril (z, B). (3.2)
i=1

Eine untere Schranke fiir die Kovarianzmatrix eines erwartungstreuen Schétzers 3 fiir 8

wird unter Regularitdtsbedingungen durch die Informationsungleichung geliefert. Diese
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Schranke ist durch die Inverse der Fisher-Informationsmatrix gegeben:

Covg(B) > I(¢.,8) " (3.3)

Dabei ist ,,>“ fiir Matrizen im positiv semidefiniten Sinne gemeint, d.h. die Differenz
Covg (B) — I(&,,8)7! ist positiv semidefinit.

Unter geeigneten Regularititsbedingungen ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 3
asymptotisch effizient und somit ist die Inverse der Fisher-Informationsmatrix gleich
der asymptotischen Kovarianzmatrix. Daher soll die Inverse der Informationsmatrix in
einem gewissen Sinne minimiert werden bzw. die Informationsmatrix maximiert werden,
um die optimalen Werte der Versuchseinstellungen zu finden und somit die Parameter

moglichst prazise schéitzen zu konnen.

3.2 Approximative Designtheorie

Da es sich bei den Gewichten um Vielfache von 1/n handelt, liegt ein Optimierungs-
problem mit ganzzahligen Variablen vor. Die Berechnung optimaler Designs kann sehr
kompliziert sein. Daher wird das von Elfving (1952) und Kiefer (1959) eingefiihrte Kon-

zept approximativer Designs verwendet.

Definition 3.1 (Approximatives Design)
Ein approximatives Design £ ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2" mit endlichem Tré-

ger.

Es entfillt die Forderung, dass die Produkte nw; ganzzahlig sein miissen. Somit gilt fiir

die Gewichte 0 < w; < 1 fiiri=1,...,m und ) ", w; = 1. Ein approximatives Design

¢ hat die folgende Gestalt:
W W ... Wnpy

Insbesondere ist das approximative Designproblem unabhéngig von n. Ein optimales
approximatives Design £ stellt in der Regel eine gute Approximation fiir das ganzzah-
lige Optimierungsproblem dar. Sind die Produkte nw; fiir ¢ = 1,...,m ganzzahlig, so
liegt ein exaktes Design, wie im vorangegangenen Abschnitt beschrieben, vor. Sind sie
nicht ganzzahlig, so muss mit Hilfe geeigneter Rundungsverfahren ein exaktes Design
konstruiert werden, um es in der Praxis umsetzen zu konnen. Solche Rundungsverfahren

werden beispielsweise von Pukelsheim und Rieder (1992) vorgestellt.
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Es lassen sich auch stetige Designs betrachten, die durch stetige Wahrscheinlichkeits-
make gegeben sind. Die Informationsmatrix M (£, 3) eines beliebigen Designs £ wird

definiert als (vgl. Silvey, 1980, S.53)

M(£,8) = / I(z, B)¢(d). (3.5)

Z

Fiir ein approximatives Design ergibt sich die Informationsmatrix zu
M(g,B8) =y wil(x:.0) (36)
i=1

und damit zu einer gewichteten Version der Fisher-Informationsmatrix. Fiir ein exaktes

Design gilt M (&,,3) = %I(fn,ﬁ)

Es werden Modelle mit Fisher-Informationsmatrix I(z, 3) = Q(f(x)"8) f(x) f (x)” be-
trachtet, wie sie fiir das Proportional Hazards Modell mit Typ I und zufélliger Zensierung
und héufig bei verallgemeinerten linearen Modellen vorkommen. Die Informationsmatri-

zen haben somit die Form
M, B) =Y wQ(f(@:)"B) f(m:) f(m:)". (3.7)
i=1

Es sei = die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf 2" und .#z = {M (£,3) : £ € =}
die Menge aller Informationsmatrizen fiir festes 3. Es gilt #g = conv{I(x,3) : x € 2}
(vgl. Silvey, 1980, S.54), wobei conv(S) die konvexe Hiille der Menge S bezeichnet.
Die Informationsmatrizen sind symmetrische positiv semidefinite p x p-Matrizen, die
als Vektoren im RPP+D/2 dargestellt werden konnen. Dies erlaubt die Anwendung des
Satzes von Carathéodory, was zu folgendem Resultat fiihrt (vgl. Silvey (1980, S.16,72),
Fedorov (1972, S.66)).

Satz 3.2

Jede Informationsmatrix M € .#j lésst sich darstellen als Konvexkombination
M=) wl(z;,3) (3.8)
i=1

mit @; € 2 firi=1,...,m und m < {p(p+ 1) + 1. Fiir Randpunkte M € .#p gilt
m < 3p(p+1).

Nach Satz 3.2 existiert zu jeder Informationsmatrix M € .#p ein Design £, das einen
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endlichen Trager hat, mit M = M (£, 3). Insbesondere existiert also immer ein optima-
les approximatives Design, sodass man sich bei der Suche nach optimalen Designs auf
approximative Designs beschréanken kann. Satz 3.2 liefert ferner eine obere Schranke fiir

die Anzahl verschiedener Stiitzpunkte eines optimalen Designs.

3.3 Optimalitatskriterien

Ein Design &*, fiir das M (£*,8) > M (&, 3) fir alle Designs ¢ € = gilt, existiert im
Allgemeinen nicht (vgl. Silvey, 1980, S.10). Es werden daher reellwertige Funktionen @
von der Informationsmatrix des Designs betrachtet, die beziiglich des Designs maximiert
oder minimiert werden. Jedes Minimierungsproblem kann in ein Maximierungsproblem
iiberfithrt werden und umgekehrt. Um die Existenz optimaler Designs zu sichern, wird
der Designraum 2" als kompakt und die Intensitatsfunktion @ sowie die Regressions-
funktionen f;, i = 1,...,p, als stetig vorausgesetzt.

Eine Besonderheit bei den hier betrachteten nichtlinearen Modellen besteht darin, dass
die optimalen Designs von den Werten der unbekannten Parameter abhéngen. Solche
Designs, die optimal fiir einen vorgegebenen Parameterwert sind, werden lokal optimal

genannt (Chernoff, 1953). Im Folgenden wird auf die Bezeichnung ,lokal“ verzichtet.

Definition 3.3 (D-Optimalitét)
Ein Design {* = {5 mit reguldrer Informationsmatrix M (€%, B) heifst D-optimal, wenn
det(M(f’*,B)) > det(M(f’,B)) fir alle € € = gilt (vgl. Silvey, 1980, S. 54).

Bei D-Optimalitat handelt es sich um eines der am héufigsten verwendeten Optimali-
tatskriterien. Ein D-optimales Design minimiert das Volumen des Konfidenzellipsoids
fiir die Parameter. Aufserdem ist D-Optimalitdt invariant unter linearen Umparametri-
sierungen (vgl. Schwabe, 1996, S.9).

Bei c-Optimalitét fiir einen Vektor ¢ € R, ¢ # 0,, liegt Interesse darin, den linearen
Aspekt ¢’ 3 mit minimaler Varianz zu schitzen. Der lineare Aspekt ¢! 3 muss identifi-
zierbar sein, d.h. es muss ¢ = M (&, B)y fir einen Vektor y € RP gelten (vgl. Silvey,
1980, S. 25). Designs mit singulédrer Informationsmatrix sind als c-optimale Designs mog-
lich.

Definition 3.4 (c-Optimalitét)

Ein Design £* heift c-optimal, wenn der lineare Aspekt ¢! 3 identifizierbar ist und wenn
c"M(&5,8) c < "M (&,8) c fiir alle € € = gilt, fiir die ¢ 3 identifizierbar ist. Dabei
ist M (£, 3)” eine verallgemeinerte Inverse von M (€, 3).
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Definition 3.5 (L-Optimalitét)
Ein Design £* mit reguldrer Informationsmatrix M (£*, 3) heifst L-optimal, wenn fiir
alle £ € E mit reguldrer Informationsmatrix Spur(M (¢*, 3) 7' B) < Spur(M (¢, 8) ' B)

gilt. Dabei ist B eine symmetrische positiv definite Matrix.

L-Optimalitdt kann als Verallgemeinerung von c-Optimalitit aufgefasst werden, wenn
positiv semidefinite Matrizen B zugelassen werden. Hier wird die Matrix B als positiv
definit und damit regulér vorausgesetzt. Somit muss ein L-optimales Design eine regulére
Informationsmatrix haben (vgl. Silvey, 1980, S.50). Wird die Matrix B als Einheitsma-
trix I, gewdhlt, so ergibt sich A-Optimalitat. Ein weiterer Spezialfall von L-Optimalitét
ist V-Optimalitét, bei dem der Integrated Mean Squared Error minimiert wird. Gesucht

ist ein Design, das den Ausdruck

%/ﬂ@”W@ﬂVV@MMn) (3.9)
J

minimiert, wobei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2" ist (vgl. Atkinson et al.,
2007, S.143). Dieser Ausdruck kann umgeschrieben werden zu Spur(M (&, B)_IB) mit

B:/fwﬁuﬁmw» (3.10)

V-Optimalitéat ist ebenso wie D-Optimalitdt invariant unter Umparametrisierungen.

Eine allgemeine Klasse von Optimalititskriterien bilden die ¢g-Kriterien von Kiefer
(1974) mit k € [—o0,1]. Zunéchst wird eine beliebige Potenz einer Matrix definiert.
Jede symmetrische Matrix M ist orthogonal diagonalisierbar, d. h. es existiert eine Dia-
gonalmatrix D und eine orthogonale Matrix U mit M = UDU?”. Die Matrixpotenz
MP" mit k € R ist definiert als M* = UD*UT”. Fiir eine positiv definite p x p-Matrix
M sei

1/k
(% Spur(Mk)> fiir k£ # —o00,0,

Ox(M) = 4 det(M)V/> fiir k = 0, (3.11)
Amin (M) fiir k = —oo0,

wobei Apin(M) den kleinsten Eigenwert der Matrix M bezeichnet (vgl. Pukelsheim,
1993, S. 141).
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Definition 3.6 (¢,-Optimalitét)
Ein Design & mit reguldrer Informationsmatrix M (&}, 3) heifit ¢-optimal, wenn fiir

alle £ € Z mit regulirer Informationsmatrix ¢, (M (&, 8)) > ¢, (M (&, B)) gilt.

Die Félle k =0, k = —1 und k£ = —oo entsprechen D-, A- und E-Optimalitét.

Zum Vergleich verschiedener Designs wird die Effizienz berechnet, die den Wert der
Kriteriumsfunktion eines Designs ins Verhéltnis zum Wert der Kriteriumsfunktion fiir

das optimale Design setzt.

Definition 3.7 (Effizienz)
Die (a) D-Effizienz, (b) c-Effizienz, (¢) L-Effizienz, (d) ¢-Effizienz eines Designs & ist

definiert als

[ det(M(E, B)) z
(a) effp(¢, B) = (det(M(ﬁZ;,,B))) : (3.12)
c"'M(£5,8) ¢
(b) effe(.8) = — M<f§ 5))_6, (3.13)
B Spur(M(fZ;,,B)_lB)
() eff (€, 8) = Spur(M (¢, 8)1B) (3.14)
(d) effy, (€, B) = (M B) (3.15)

or(M(E5,8))

Dabei ist {5 das lokal optimale Design fiir das jeweilige Optimalitatskriterium.

Die Effizienz nimmt Werte zwischen 0 und 1 an, wobei der Wert 1 fiir optimale Designs

angenommen wird.

Infolge der Parameterabhéngigkeit der optimalen Designs konnen sich bei Fehlspezifika-
tion der unbekannten Parameter ineffiziente Designs ergeben. Eine Herangehensweise zur
Losung dieser Problematik ist die Bestimmung von standardisiert Maximin optimalen
Designs (vgl. Miiller (1995), Dette (1997)). Dafiir werden zusétzliche Informationen in
Form eines Wertebereichs © fiir die Parameter benétigt. Die Menge © wird als kompakt
vorausgesetzt. Die Idee besteht darin, die minimale Effizienz zu maximieren und damit

robuste Designs zu erhalten.
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Definition 3.8 (Standardisierte Maximin D-Optimalitét)
Ein Design £* mit regulérer Informationsmatrix M (£*, 3) fiir alle 3 € © heifst standardi-

siert Maximin D-optimal, wenn es die beziiglich 3 € © minimale D-Effizienz maximiert:

min det(M({*,B)) ;:maxmin det(M(f,,B)) % (3 16)
36 det(M(ffwﬁ)) £€E BeO det(M(fg,ﬁ)) : ,

Dabei ist {5 das lokal D-optimale Design.

Eine weitere Moglichkeit zur Vermeidung der Problematik, dass optimale Designs von
den unbekannten Parametern abhéngen, sind Bayessche Vorbewertungen fiir die Parame-
ter. Bei diesen Pseudo-Bayesschen Optimalitatskriterien wird eine Gewichtung in Form
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer Parametermenge © fiir die Parameter an-
genommen. Es wird der Erwartungswert beziiglich dieser vorgegebenen Gewichtung von
einer Funktion der Informationsmatrix maximiert oder minimiert. Im Folgenden wird
bei diesen Kriterien auf den Begriff ,Pseudo” verzichtet.

Es existieren verschiedene Bayessche Versionen fiir D-Optimalitit (vgl. Firth und Hin-
de (1997), Atkinson et al. (2007, S.293)). Hier werden die folgenden zwei Versionen
betrachtet.

Definition 3.9 (Bayessche D-Optimalitét)
Ein Design £* mit regulérer Informationsmatrix M (£*, B) fiir alle B € © heifst Bayessches
D-optimales Design nach Version (I) bzw. (II) beziiglich einer Gewichtung = fiir die

Parameter, wenn
(1) Er[logdet(M(&*, 8))] = Ex[logdet(M (&, 3))] (3.17)
(11) log E, [det(M(g*, ﬁ))‘l} < log E, [det(M(g, 5))‘1] (3.18)
fiir alle € € = gilt.

Definition 3.10 (Bayessche ¢-Optimalitét)
Ein Design £* heifst Bayessches c-optimales Design beziiglich einer Gewichtung  fiir die

Parameter, wenn der lineare Aspekt ¢’ 3 fiir alle 3 € © identifizierbar ist, d.h. es muss
c= M(&, B)y(B) mit einem Vektor y(3) € R? fiir alle 3 € © gelten, und wenn

E.[c"M(¢*,8) c] < E.[c"M(¢,8) ] (3.19)

fiir alle ¢ € = gilt, fiir die ¢’ 3 fiir alle B € © identifizierbar ist.
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Fiir die Bayesschen Kriterien kann der Satz von Carathéodory bei nichtlinearen Modellen
nicht mehr angewendet werden (vgl. Chaloner und Verdinelli, 1995). Somit ist die Anzahl
der Stiitzpunkte eines Bayesschen optimalen Designs nicht durch 3 p (p+1)+1 begrenzt.

3.4 Aquivalenzsitze

Eines der wichtigsten Werkzeuge zur Konstruktion optimaler Designs und zum Nach-
weis der Optimalitit ist der Aquivalenzsatz. Im Folgenden wird angenommen, dass die
Kriteriumsfunktion ® maximiert werden soll. Die Kriteriumsfunktion ® sei konkav auf
Mg, d.h. fir alle My, My € 43 und « € [0, 1] gilt

(M + (1 — a)Ms) > a®(M;) + (1 — a)P(M>). (3.20)

Gilt in (3.20) ,,>* fiir alle @ € (0, 1) und Matrizen My # M, so heifst ® streng konkav.
Da die Kriteriumsfunktion ® eine Funktion von Matrizen ist, wird eine Ableitung fiir
Matrizen betrachtet. Die Fréchet-Ableitung von ® bei M in Richtung von M, ist
definiert als (vgl. Silvey, 1980, S. 18)

1
Fs(M, My) = 11?3 . [@((1 —e)M; +cM,) — ®(M;)] . (3.21)
Die Funktion & ist differenzierbar bei M; genau dann, wenn Fg(M7,-) linear in der
zweiten Komponente ist. Es gilt der folgende allgemeine Aquivalenzsatz (vgl. Silvey,
1980, S.54):

Satz 3.11 (Aquivalenzsatz)

Es sei B fest. Die Kriteriumsfunktion ® sei konkav auf .#Z3 und differenzierbar bei
M(¢*,8). Das Design £* maximiert (I)(M (5,6)) genau dann, wenn die Ungleichung
Fs (M(f*,ﬁ),I(az,,@)) < 0 fir alle x € 2 gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt
Gleichheit.

Viele Kriterien lassen sich mit Hilfe geeigneter monotoner Transformationen der Kri-
teriumsfunktion in konkave Versionen tberfiihren. So ist ®(M) = logdet(M) sogar
eine streng konkave Version fiir D-Optimalitit auf der Menge PD(p) der symmetrischen
positiv definiten p x p-Matrizen (vgl. Fedorov, 1972, S.71), woraus die Eindeutigkeit
der optimalen Informationsmatrix fiir D-Optimalitét folgt (vgl. Silvey, 1980, S.17). Die
¢r-Kriterien sind streng konkav auf PD(p) fir & € (=00, 1) in dem Sinne, dass in (3.20)
,> fir alle My, My € PD(p) mit My # aM;, a > 0, gilt (vgl. Pukelsheim, 1993,

S.116,151). Auch fiir sie ist die optimale Informationsmatrix eindeutig. Die Kriterien
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fir L- und E-Optimalitidt sind konkav auf PD(p) (vgl. Pronzato und Pazman, 2013,
S.116-117).

Fiir die verschiedenen Optimalititskriterien lassen sich die folgenden Aquivalenzsitze
angeben (vgl. Kiefer (1974), Pukelsheim (1993, S. 180)):

Satz 3.12 (Aquivalenzsitze)

Ein Design £* (bzw. &) mit reguldrer Informationsmatrix M (£*, B) (bzw. M (&, B)) ist
(a) D-optimal, (b) L-optimal, (c) ¢-optimal fiir k € (—o0, 1] genau dann, wenn fiir alle
x € 2 gilt:

(a) Q(f(x)'B)  f(x)' M(&™,8) ' f(z) <p, (3.22)
(b)  Q(f(=)'B) - f(=)" M(&", ) BM(E",B)" f(x) < Spur(M(§7,8)"'B), (3.23)
() Q(f()'B) - flx)" M(&, B) " f(z) < Spur(M(&, B)F).  (3.24)

An den Stiitzpunkten von &* (bzw. &) gilt Gleichheit.

Die jeweilige Funktion auf der linken Seite dieser Ungleichungen wird als Sensitivitéts-
funktion bezeichnet. Da c-Optimalitit mit B = ec” als Spezialfall von L-Optimalitéit
aufgefasst werden kann, gilt der Aquivalenzsatz auch fiir c-Optimalitét bei regulirer In-
formationsmatrix. In der Bedingung (3.23) muss B = cc’ gesetzt werden.

Der Fall £ = —oo fiir E-Optimalitéit ist bei den ¢p-Kriterien ausgenommen. Hier existiert
der folgende Aquivalenzsatz (vgl. Pukelsheim, 1993, S. 182):

Satz 3.13 (Aquivalenzsatz fiir E-Optimalitit)

Ein Design £* mit regulérer Informationsmatrix M (£*, 3) ist genau dann FE-optimal,
wenn eine positiv semidefinite Matrix E mit Spur(E) = 1 existiert, sodass fiir alle
x e X gilt:

Q(f(®)B) - f(x)"Ef(x) < Auin(M(£7, 8)). (3.25)
An den Stiitzpunkten von £* gilt Gleichheit.

Liegt Interesse darin, nicht den gesamten Parametervektor, sondern nur einzelne Linear-
kombinationen AT 3 der Parameter bestmdglich zu schiitzen, wobei A eine p x s-Matrix
mit Rang(A) = s < p ist, so sind optimale Designs mit singulédrer Informationsma-
trix moglich. Es bezeichnen PSD(p) die Menge der symmetrischen positiv semidefiniten
p X p-Matrizen und A4 = {M € PSD(p) : Y € RP** mit A = MY} die Menge der
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symmetrischen positiv semidefiniten Matrizen, die die Identifizierbarkeitsbedingung er-

fiillen. Typische Kriteriumsfunktionen sind von der Form

T _ ..
(M) — Y(A "M~ A) fir M € %7 (3.26)

—00 sonst

wobei 9 eine endliche Funktion auf PD(s) ist und die Definition von ® hier von .# auf
die Menge PSD(p) erweitert wurde. Die Funktion ® wird als konkav angenommen. Fiir
viele Kriterien ist sie differenzierbar bei reguldren Matrizen und nicht differenzierbar
bei singulidren Matrizen. So erfordern die Aquivalenzsitze 3.12 eine regulire Informati-
onsmatrix. Sie lassen sich nicht anwenden, wenn die Informationsmatrix eines optimalen
Designs singulér ist, wie es beispielsweise bei ¢-Optimalitiat geschehen kann. Silvey (1978)
und Pukelsheim und Titterington (1983) haben folgenden Aquivalenzsatz fiir den Fall

singuldrer Informationsmatrizen hergeleitet.

Satz 3.14 (Aquivalenzsatz fiir singulire Matrizen)

Es sei 3 fest. Die Kriteriumsfunktion ® sei konkav auf .44 und differenzierbar bei regulé-
ren Matrizen. Ein Design £*, dessen Informationsmatrix M (£*, B) € 4 N N4 singulér
mit Rang r < p ist, maximiert (IJ(M (f,ﬁ)) auf .#3 N A4 genau dann, wenn eine
p x (p—r)-Matrix H mit Rang(H) = p —r existiert, so dass M (¢*, 3) + HH" regulir
ist und Fg (M(f*,ﬁ) +HHT, I(a:,ﬁ)) < 0 fiir alle x € 2" gilt. An den Stiitzpunkten
von &* gilt Gleichheit.

Dieser Satz gilt insbesondere fiir c-Optimalitéit, deren Kriteriumsfunktion konkav auf
N4 ist (vgl. Pronzato und Pazman, 2013, S. 116).

Fiir standardisierte Maximin D-Optimalitét gilt der folgende Aquivalenzsatz (vgl. Dette
et al., 2007).

Satz 3.15 (Aquivalenzsatz fiir standardisierte Maximin D-Optimalitit)
Es sei £* ein Design mit regulérer Informationsmatrix M (£*, 3) fiir alle 3 € © und es

sel

L d(M(e.B) ) (de(M(e,8) )
N(E)={BeoO (det(M(%,m)) = min (det(M(§§,ﬂ))> (3.27)

die Menge aller Parameterwerte 3, bei denen die D-Effizienz des Designs £* minimal ist.

Das Design &* ist standardisiert Maximin D-optimal genau dann, wenn eine a-priori-

24



Verteilung 7 auf der Menge N (£*) existiert, sodass die Ungleichung
| QU@ s) - @) M ) f@)m(as) < p (3.28)
N(&¥)
fiir alle © € 2" gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.

Auch fiir die Bayesschen Optimalitétskriterien lassen sich Aquivalenzsitze herleiten (vgl.
Chaloner und Larntz (1989), Firth und Hinde (1997)).

Satz 3.16 (Aquivalenzsitze fiir Bayes-Kriterien)

Ein Design £* mit reguldrer Informationsmatrix M (£*, 3) fir alle 3 € O ist (a) ein
Bayessches D-optimales Design nach Version (I), (b) ein Bayessches D-optimales Design
nach Version (II), (c¢) ein Bayessches c-optimales Design beziiglich einer Gewichtung

genau dann, wenn

(a) E[Q(f(x)"B) - f(x)" M(s",8)" f(=)] —p <0 (3-29)

B, |[det(M(€.8) ™" - Q(£(2)7B) - F(@)" M(&".8)"' f(w)|

: —p<0  (3.30)
£ [aer (0 (e 8) ] ’

(b)

(©  E|QU@)8)- (f@)M(E.8)e)| — B[ M(E.B) e <0 (331)

fiir alle ® € 2" gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.

3.5 Resultate zu Optimalitatskriterien

In diesem Abschnitt werden einige Charakterisierungen optimaler Designs, Eigenschaf-
ten von und Zusammenhéinge zwischen Optimalitatskriterien dargestellt.

Fiir D-Optimalitéit lasst sich zeigen, dass die Determinante bei einem Randpunkt von
M3 maximiert wird (vgl. Fedorov, 1972, S.79). Daher existiert ein D-optimales Design
mit héchstens % p (p+1) Stiitzpunkten. Bei ¢-Optimalitat existiert ein optimales Design
mit hochstens p Stiitzpunkten (vgl. Pukelsheim, 1993, S. 190).

Eine geometrische Charakterisierung c-optimaler Designs stammt von Elfving (1952).

Dabei wird die konvexe Hiille

&= conv<{f(ac) lze 2YU{-f(a)|ze %}) (3.32)
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mit f'(a:) =/ Q(f(x)TB) - f(x) betrachtet, die als Elfving-Menge bezeichnet wird. Es
gilt der folgende Satz (vgl. Schwabe, 1996, S. 14).

Satz 3.17 (Satz von Elfving)
Ein Design £* mit Stiitzpunkten xq, ..., x,, und Gewichten wy, ..., w,, ist c-optimal fiir
einen Aspekt ¢’ 3 genau dann, wenn Zahlen v > 0 und €1,...,&, € {—1, 1} existieren,

so dass e ein Randpunkt der Elfving-Menge &% ist und
i=1

Die Bedingung (3.33) besagt, dass der Randpunkt ¢ die Konvexkombination von zu den
Designpunkten zugehdrigen Punkten der Elfving-Menge & ist und die Gewichte dieser

Konvexkombination die c-optimalen Gewichte sind.

Der kleinste Eigenwert A, einer symmetrischen Matrix A lésst sich iiber die Formel

Amin = min y? Ay (3.34)

yillyl=1
berechnen. Dabei bezeichnet ||-|| die euklidische Norm. Bei E-Optimalitiat handelt es sich
somit um ein maximin-Kriterium. Es wird die Varianz der am schlechtesten geschatzten
Linearkombination y”/3 minimiert (vgl. Atkinson et al., 2007, S.135-136). Der folgende
Satz zeigt, dass das E-optimale Design mit einem c-optimalen Design iibereinstimmt,
wenn der kleinste Eigenwert Vielfachheit 1 besitzt (vgl. Pukelsheim und Studden, 1993).

Satz 3.18
Es sei £* ein Design mit regulédrer Informationsmatrix M (£*, 3) und es sei z ein Eigen-
vektor zum kleinsten Eigenwert Ap, von M (&, 8). Hat Ay, Vielfachheit 1, so ist das

Design &* genau dann F-optimal, wenn es c-optimal fiir ¢ = z ist.

Auch fiir E-Optimalitét existiert eine geometrische Interpretation, falls der kleinste Ei-
genwert Vielfachheit 1 hat. So zeigt der Vektor v/ A - 2/ || 2] auf den Beriihrungspunkt
der grofsten Kugel innerhalb der Elfving-Menge &% mit dem Rand der Elfving-Menge,
d.h. die Menge {y Nyl < \/E} ist die grofste Kugel innerhalb der Elfving-Menge
und der Vektor vApin - 2/ ||z]| liegt auf dem Rand der Elfving-Menge (vgl. Dette und
Studden, 1993). Solch ein Vektor wird als Inkugel-Vektor bezeichnet.

Lemma 3.19

Die Informationsmatrix lisst sich zerlegen in M (¢, 8) = X TDMX mit Diagonalmatrix
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D, = diag(wy,...,wn), X = (f(a:l), e f(a:m))T und f(w) = /Q(f(x)'B8) - f(x).
Die Matrix X lisst sich schreiben als X = Q2X mit X = (f(x1),..., f(:cm))T und

Q? = diag(v/Q(f ®1)7B), ..., /Q(f (@)7B)). Folglich gilt:

M B) =X DX =XTQD,Q:X. (3.35)

Basierend auf dieser Zerlegung der Informationsmatrix liefert der folgende Satz optima-
le Gewichte fiir verschiedene Optimalitatskriterien (vgl. Silvey (1980, S. 42), Pukelsheim
und Torsney (1991)). Dabei wird vorausgesetzt, dass die Vektoren der Regressionsfunk-

tionen linear unabhéngig sind, d. h. die Zeilen der Matrix X sind linear unabhéngig.

Satz 3.20

Die (a) D-optimalen Gewichte eines Designs mit minimalem Tréger (d. h. p Stiitzpunkte),
(b) c-optimalen Gewichte fiir ein Design mit m < p Stiitzpunkten, (c) L-optimalen
Gewichte fiir ein Design mit minimalem Tréger, (d) ¢x-optimalen Gewichte, k € (—oo, 1],

fiir ein Design mit minimalem Trager sind gegeben durch

1

(a) w! = . fir i=1,...,p, (3.36)

(b) w; = % fir i=1,...,m mit wv:= (XXT)_l)Zc, (3.37)
j=11YJ

(c) wi= Zpﬂ fir ¢=1,...,p mit S:= (XT)_lBX_l, (3.38)
=1V 53j

* Sii .. . ) ~T\ 1 il o1
(d) wf==r—— fir i=1,...,p mit S§:=(X ) M(EB)""'X . (3.39)

j=1V"53j

Dabei sind v; die Eintrage des Vektors v und s;; die Diagonaleintrage der Matrix S.

Da bei ¢p-Optimalitat fir & # —1 die Informationsmatrix M (£, 3) und somit die Ge-
wichte in der Matrix S auftreten, muss (3.39) als Gleichungssystem aufgefasst und nach
den Gewichten w; aufgelost werden. Es handelt sich hierbei um eine Fixpunktgleichung.
Fiir D-Optimalitdt mit & = 0 erhilt man S = diag(w7, ..., w;) und damit die Losungen
wf =1/pfiiri=1,..., pin Ubereinstimmung mit (3.36) (vgl. Pukelsheim und Torsney,
1991). Ferner hat Atwood (1973) gezeigt, dass fiir die Gewichte eines D-optimalen De-
signs immer w; < 1/p gilt.

Wie bei D-Optimalitat sind die optimalen Gewichte eines standardisiert Maximin D-

optimalen oder Bayesschen D-optimalen Designs mit minimalem Trager gegeben durch
1/p.
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3.6 Optimales Design fiir multiple Regression

Fiir das in diesem Abschnitt betrachtete multiple Regressionsmodell mit p — 1 Ko-
variablen, p > 3, sind die Informationsmatrizen von der Form (3.7). Zunéchst gelte
flx) = (1,2")T mit * = (21,...,2,1)" € & C R’ Als Designraum wird ein
mehrdimensionales Polytop betrachtet, welches als konvexe Hiille endlich vieler Punkte
definiert ist und somit insbesondere beschrinkt ist. Fiir solche Designraume lésst sich
das allgemeine Resultat herleiten, dass fiir viele Optimalitétskriterien die Stiitzpunkte
eines optimalen Designs auf den Kanten des Designraums liegen (Schmidt und Schwabe,
2017).

Lemma 3.21
Die Menge 2" sei ein mehrdimensionales Polytop und die Funktion ) #Z 0 sei nichtne-

gativ. Das Maximum der Funktion

d(x) = Q(f(=)'B) - f(x)" Af(x) (3.40)
mit positiv definiter Matrix A wird nur auf den Kanten von 2~ angenommen.

Beweis:
Es sei A = (a;j),

ij=1...p und Aq; die Teilmatrix von A, die durch Streichen der ersten

Zeile und der ersten Spalte entsteht. Es gilt
p(x) = f(x)"Af(x) =" Az +2a"x + ayy

mit @ = (ajs,...,a1,)". Da A positiv definit ist, ist auch A, positiv definit und somit
ist die Funktion p(x) streng konvex. Fiir beliebiges n € R wird die Funktion d auf der
Hyperebene H, = {& € R"": f(x)" B = n} betrachtet. Auf H, ist Q(f(x)"B) = Q(n)
konstant und d|g, () = Q(n)p(x) wird aufgrund der strengen Konvexitat der Funktion
p(x) an den Ecken von 2" N H, maximal. Es folgt, dass d an den Kanten von 2" maximal
wird. O

Aus dem Beweis folgt fiir einen beliebigen Designraum 2", dass die Funktion d auf dem
Rand des Designraums maximal wird. Solche Funktionen treten in den Aquivalenzsitzen
vieler Optimalitétskriterien auf, wie z. B. bei D-,; L- und ¢,-Optimalitét in Satz 3.12. Es
kann nun direkt der néchste Satz gefolgert werden, der ein allgemeines Strukturresultat

fiir ein multiples Regressionsmodell angibt.
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Satz 3.22
Die Voraussetzungen von Lemma 3.21 seien erfiillt. Ist die Bedingung im Aquivalenzsatz

von der Form

Q(f(x)'B) - f(z) Af(x) < c (3.41)

mit positiv definiter Matrix A und Konstante ¢ > 0, so miissen die Stiitzpunkte eines

optimalen Designs auf den Kanten des Designraums 2~ liegen.

In Satz 3.22 diirfen die Matrix A = A(£*) und die Konstante ¢ = ¢(£*) von dem
optimalen Design £* abhingen. So gilt beispielsweise fiir A-Optimalitit A = M (£*, 3) 2
und ¢ = Spur(M (5*,6)_1). Satz 3.22 ist somit giiltig fiir viele Optimalitédtskriterien
wie die allgemeine Klasse der ¢p-Kriterien fir £ € (—o0, 1], die auch D-Optimalitét
einschliefen.

D-optimale Designs fiir multiple Regressionsmodelle mit Stiitzpunkten auf den Kanten
des Designraums wurden von Russell et al. (2009) fiir das Poisson-Modell mit beliebig
vielen Kovariablen und von Kabera et al. (2015) fiir das logistische Regressionsmodell
mit zwei Kovariablen berechnet.

Satz 3.22 kann auf unbeschrinkte Designraume erweitert werden, d. h. auf Polyeder, die
als Durchschnitt endlich vieler Halbrdume definiert sind. Ein typisches Beispiel fiir solch

ein Polyeder ist ein Quadrant. Dann liegen die Stiitzpunkte eines optimalen Designs auf
den Achsen.

Korollar 3.23

Der Designraum 2~ sei ein mehrdimensionales Polyeder und die Bedingung im Aquiva-
lenzsatz sei von der Form (3.41). Sind die Hyperebenen H,, = {x € R*~': f(z)"8 = n}
auf 2" beschrénkt, so ist ein Design £* genau dann optimal, wenn die Bedingung (3.41)
auf den Kanten des Designraums erfiillt ist. Die Stiitzpunkte von £* liegen dann auf den

Kanten des Designraums.

Die Forderung der Beschrénktheit von 2" N H, sichert im Fall eines unbeschrankten
Polyeders, dass die Sensitivitatsfunktion auf den Kanten des Designraums maximal
wird. Sonst existiert kein optimales Design, da die Sensitivitatsfunktion nach oben un-
beschrankt ist.

Die bisherigen Resultate setzen die positive Definitheit der Matrix A im Aquivalenz-

satz voraus. Ist diese Matrix nur positiv semidefinit, so kénnen optimale Designs mit

Stiitzpunkten im Inneren des Designraums existieren. Dies ist bei c-Optimalitat der Fall
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und wird in Abschnitt 5.2 gezeigt. Das folgende Resultat zeigt, dass immer ein optimales

Design mit Stiitzpunkten nur auf den Kanten existiert.

Satz 3.24
Der Designraum 2~ sei ein mehrdimensionales Polytop. Zu jedem Design £ existiert ein
Design &', dessen Stiitzpunkte nur auf den Kanten liegen, mit M (¢, 3) > M (&, 3).

Beweis:

Es sei & ein Stiitzpunkt, der nicht auf einer Kante liegt und es sei n = f(Z)73. Es seien
Z1,..., &, die Schnittpunkte der Hyperebene H, = {a: cR: f(x)'B = 77} mit den
Kanten des Designraums. Dann ist @ = 221 o;x; eine Konvexkombination der x; mit
a; € (0,1) fiir mindestens zwei i € {1,...,m} und es gilt f(&) = >~ a;f(x;). Nach
Lemma 8.4 in Pukelsheim (1993, S.190-191) folgt

I1(z,8) = Q) f@) f(@)" <Qn) Z aif () f(z,)" = Z%I(asi,ﬁ)

und insbesondere I(&,3) # >, oy I(x;, 3). Ersetzt man die Stiitzpunkte eines Designs
&, die sich nicht auf einer Kante befinden, durch solche Konvexkombinationen von Punk-
ten auf den Kanten wie oben, so erhdlt man ein Design ¢’ mit M (¢',3) > M (£,3). O

Alle Kriteriumsfunktionen ® sind isoton, d.h. es gilt ®(M) > &(M,) fiir M, > M,
(vgl. Pronzato und Pazman, 2013, S. 118), wenn die Kriteriumsfunktion maximiert wer-
den soll. Gilt sogar ®(M ) > &(M,) fir My > My mit My # M, so heift die Krite-
riumsfunktion ® streng isoton. Beispielsweise sind D-Optimalitdt und die ¢,-Kriterien,
k € (—o0, 1], streng isoton auf PD(p) (vgl. Pukelsheim, 1993, S.151). Fiir streng isotone

Kriterien folgt aus dem Beweis von Satz 3.24 das folgende Korollar.

Korollar 3.25
Der Designraum 2~ sei ein mehrdimensionales Polytop. Ist die Kriteriumsfunktion streng

isoton, so kann ein optimales Design Stiitzpunkte nur auf den Kanten des Designraums
haben.

Unter Verwendung geeigneter Bedingungen fiir die Intensitatsfunktion () kann das fol-
gende Resultat zur Anzahl der Stiitzpunkte je Kante gezeigt werden, das auch fiir den

Fall p = 2 mit einer Kovariablen giiltig ist.
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Lemma 3.26

Der Designraum £ sei ein Polyeder und die Bedingungen (A1) und (A3) seien erfiillt. Ist
die Bedingung im Aquivalenzsatz von der Form (3.41) mit positiv semidefiniter Matrix
A und Konstante ¢ > 0, so hat ein optimales Design hochstens zwei Stiitzpunkte je
Kante.

Beweis:

Es seien p(x) := f(x)"Af(x) und h(z) = p(x) — ¢/Q(f(x)"B). Dann ist Bedin-
gung 3.41 dquivalent zu h(x) < 0. Es wird die Funktion h auf einer beliebigen Kante
K = {:B ERF iz =s4yr,y> O} betrachtet. Dabei ist s eine zur Kante K inzi-
dente Ecke und r gibt die Richtung der Kante an. Bei p(y) := p(s + yr) handelt es
sich um ein quadratisches Polynom, dessen zweite Ableitung konstant ist. Da die zweite
Ableitung von 1/ nach (A3) injektiv ist, ist auch die zweite Ableitung der Funktion
h(y) := h(s+yr) injektiv und kann hochstens eine Nullstelle haben. Nach dem Satz von
Rolle kann 7’ héchstens zwei Nullstellen haben und folglich weist die Funktion A hchs-
tens zwei Extrema auf. Ein optimales Design kann daher hochstens zwei Stiitzpunkte je
Kante haben. O

In diesem Abschnitt wurden multiple Regressionsmodelle mit f(x) = (1,27)T betrach-

tet. Nun gelte allgemeiner f(z) = (1, fi(z1),..., fp_l(:cp_l))T mit stetigen Funktionen

fi,i=1,...,p—1. Der Designraum sei das Polytop 2~ = [u1, v1]X...X[t,_1,V,—1]. Dieser
Fall kann mit der Transformation z; = f;(x;), i =1,...,p — 1, auf den vorigen zuriick-
gefiihrt werden. Im transformierten Modell gilt f(z) = (1, 27)7 mit z = (21,...,2,.1)".
Der transformierte Designraum Z = [ty,?1] X ... X [lp_1,Tp—1] behdlt seine Struk-

tur. Dabei gilt @; = min{fi(z;) : x; € [us, v;]} und 0; = max {f;(z;) : z; € [u;,v]} fiir
1 =1,...,p— 1. Somit lésst sich aus dem optimalen Design fiir das transformierte Mo-
dell das optimale Design fiir das urspriingliche Modell herleiten. Sind die Funktionen
fi: [wi,v;] — [a;, 5] bijektiv, so konnen die Stiitzpunkte eindeutig zuriicktransformiert
werden. Sind die Funktionen f; jedoch nicht bijektiv, so kann es mehrere optimale De-
signs im urspriinglichen Modell geben. Dies wird anhand eines Beispiels in Abschnitt 4.6
gezeigt. Fiir diese additiven Modelle miissen die Stiitzpunkte eines optimalen Designs
nicht auf den Kanten des Designraums liegen. Sie konnen sich auch im Inneren des
Designraums befinden, wenn die Extrema der Funktionen f; im Inneren des Intervalls

[u;, v;] liegen.
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4 D-optimale Designs

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Bestimmung von D-optimalen Designs. In Ab-
schnitt 4.1 wird zunéchst allgemein gezeigt, wie fiir ein multiples Regressionsmodell
D-optimale Designs konstruiert werden konnen. In den darauf folgenden Abschnitten
werden fiir die in dieser Arbeit betrachtete Modellklasse D-optimale Designs berech-
net. Abschnitt 4.2 behandelt D-optimale Designs fiir das Modell mit einer Kovariablen.
Anschliefslend werden fiir ein multiples Regressionsmodell in Abschnitt 4.3 D-optimale
Designs und in Abschnitt 4.4 standardisiert Maximin D-optimale Designs hergeleitet.
Bayessche D-optimale Designs werden in Abschnitt 4.5 behandelt. In Abschnitt 4.6 wer-
den die am Ende von Abschnitt 3.6 diskutierten additiven Modelle mit nur jeweils einem
Effektparameter je erklarender Variable betrachtet und in Abschnitt 4.7 wird ein Inter-

aktionsterm beriicksichtigt.

4.1 Allgemeine Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird ein multiples Regressionsmodell mit p — 1 Kovariablen, p > 3,
und rechteckigem Designraum betrachtet. Die Informationsmatrizen seien von der Form
(3.7) mit f(z) = (1,2")" und @ = (z1,...,7,-1)" € 2. Der Parametervektor sei gege-
ben durch 8 = (B, f1,-- -, Bp-1)".

Zur Berechnung D-optimaler Designs sind die D-optimalen Designs in den margina-
len Modellen mit einer einzigen Kovariablen hilfreich. Fiir die marginalen Modelle gilt
Fari(zi) = (1,2;)" firi = 1,...,p—1. Der Parametervektor im i-ten marginalen Modell
ist zweidimensional und wird mit BZ bezeichnet. Das D-optimale Design im Gesamtmo-
dell mit p—1 Kovariablen kann aus den D-optimalen Designs in den marginalen Modellen
mit einer einzigen Kovariablen konstruiert werden (Schmidt und Schwabe, 2017). Der
folgende Satz gibt das Resultat zunéchst fiir den Fall identischer Designrdume in den
marginalen Modellen an. Dabei bezeichnet 0,_; = (0, ...,0)” den (p — 1)-dimensionalen
Nullvektor.
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Satz 4.1
Sei

w0
fi—{l/Q 1/2} (4.1)

ein D-optimales Design im marginalen Modell mit einer Kovariablen, Parametervektor

B; = (Bo, 5;)" und Designraum 2; = (—00,0],7=1,...,p— 1. Es sei } die Einbettung
von z} in den (p—1)-dimensionalen Designraum 2" = 27 x...x Z,_1 mit Komponenten

zy; =0 fiir j # ¢ und zj; = x7. Unter den Bedingungen von Korollar 3.23 ist das Design

. Jx ooy 0
5_{1/]7 .. 1/p 1/p} (42)

D-optimal im Gesamtmodell mit p — 1 Kovariablen und Designraum 2.

Beweis:
Es seien * = (z7,...,25 )" und 1,_; = (1,...,1)" (p— 1)-dimensionale Vektoren. Die
Informationsmatrix des Designs £* ist gegeben durch M (¢*, 3) = X7 QX /p mit

x_ (! 0/,
1,1 diag(z”)

und Q = diag(Q(ﬁo), Q(Bo+ prxy), ..., QLo+ ﬁp_lx;_l)), wobei diag(x) die Diagonal-
matrix ist, deren Diagonaleintrige gleich den Komponenten von « sind. Es bezeichne

d(¢*, x) die Sensitivitdtsfunktion fiir das Design £*. Nach Korollar 3.23 und Satz 3.12

ist das Design £* genau dann D-optimal, wenn fiir alle x <0

p>d(E ze) = Q(f(ve;))' B) - fze) M(E*,8) " f(wes)

=p- Qo+ fix) - (1, ze] ) X'Q7H(X")T'(1, ze])"

fir i = 1,...,p — 1 gilt. Dabei bezeichnet e; den i-ten Einheitsvektor. Die Inverse der

Matrix X berechnet sich zu
x_ [ 1 0],
—y* diag(y*)

mit y* = (1/2f,...,1/z; )" Es gilt (LzeH) X' = (1 — z/a}, (x/z})el) und somit

(2
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folgt

2 2
A€, ver) = p- QB + i) - (%) + ) 5 € 0)
) ) 0 [ Q(ﬂo) Q(BO‘FBQI':() P 9 M,i\S; » )

wobei dyr;(&F, ) die Sensitivitdtsfunktion fir das Design & im marginalen Modell be-
zeichnet. Da & im marginalen Modell D-optimal ist, gilt das:(&, 2) < 2 fiir alle < 0

und daher d(&*, xe;) < p. Es folgt, dass das Design £* D-optimal ist. O

Im Folgenden seien Sp, 52 C {1,...,p — 1} Indexmengen (nicht notwendigerweise nicht-
leer) mit S; NSy = ) und S; U Sy = {1,...,p— 1}. Der nichste Satz liefert die D-
optimalen Designs fiir den allgemeinen Fall, bei dem die Designrdume der marginalen

Modelle linksseitig unbeschrankt oder rechtsseitig unbeschrankt sein konnen.

Satz 4.2

Fir i € Sy und j € Sy selen Z; = (—00,a;] und Z; = [a;,00) die Designraume in den
marginalen Modellen mit einer Kovariablen. Die Parameter fiir die marginalen Modelle
seien definiert durch Bk = (50 + Zl?ﬁk Blal,ﬁk)T firk=1,...,p— 1. Es seien

gzLﬁlﬁ} und ;:Lé]é} (4:3)

D-optimale Designs in den entsprechenden marginalen Modellen, i € Sy, j € Sy. Fiir
k=1,...,p—1 sei o} definiert durch zj;, = a; fir | # k und zj, = zj. Ferner sei
a = (ai,...,a,1)". Unter den Bedingungen von Korollar 3.23 ist das folgende Design D-

optimal im Gesamtmodell mit p—1 Kovariablen und Designraum 2 = 27 x...xX %Z,_1:

e ] ... T, ,; a . (4.4)
/p ... 1/p 1/p
Beweis:
Mit der Transformation z; = z; — a; fiir ¢« € S; und z; = a; — x; fiir j € S, lésst sich
das Design-Problem auf eine kanonische Version zuriickfiihren, wobei z; € (—o0, 0] fur
k=1,....,p—1 (vgl. Ford et al., 1992). Der Parametervektor 3 wird transformiert
_ T . .

zu /Bz = (ﬂO + E?:ll 5lalaﬂz,17 ce 7ﬂz,p71) ) wobei ﬂz,i = B@ fur 1€ Sl und ﬂz,j = _Bj
fiir j € Sy gilt. Die marginalen Modelle kénnen in der gleichen Weise transformiert

werden. Dabei werden die Parametervektoren der marginalen Modelle transformiert zu
= . T oo . = — T e . .
B.;= (ﬁo—i—Zf:f Biay, 51‘) firi € Sy und B, ; = (ﬁo—i—zg’:f Bay, —Bj) fiir j € S,. Die
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D-optimalen Designs in den transformierten marginalen Modellen sind gegeben durch

e i —a; O and e = aj—a; 0
’ /2 1/2 ’ /2 1/2

fiir i € S und j € Sy. Satz 4.1 liefert das D-optimale Design fiir das kanonische Modell.
Die Riicktransformation liefert das D-optimale Design (4.4). O

Bemerkung 4.3

Gilt 8; > 0fiiri € S;und 8; <O fiir j € Sy bzw. 3; < 0fiir< € S; und 3; > 0 fiir j € S5,
so sind die Hyperebenen H, = {x € R""': f (x)'B = n} auf 2" beschréinkt und somit
die Bedingungen von Korollar 3.23 erfiillt.

Bemerkung 4.4

Satz 4.2 kann auch fiir beschrénkte Designraume formuliert werden. Die Designraume
der marginalen Modelle sind gegeben durch %; = (—o0,v;] fiir i € S und Z; = [u;, o)
fir j € S;. Der Designraum des Gesamtmodells 2" = [ug,v1] X ... X [up_1,vp—1] ist
beschrankt. Es sei a; = v; fir ¢ € 51 und a; = u; fiir j € Sy. Mit dieser Definition
konnen die Vektoren a und x}, k =1,...,p — 1, wie in Satz 4.2 gewéhlt werden. Dann
ist das Design (4.4) D-optimal, wenn zusétzlich uv; < z7 fir ¢ € S; und r; < v fir
J €5, gilt.

Ist der Designraum 2" so klein, dass die Stiitzpunkte fiir das Gesamtmodell, die aus den
optimalen Stiitzpunkten fiir die marginalen Modelle konstruiert wurden, aufserhalb des
Designraums liegen, dann muss es kein D-optimales Design mit minimalem Trager ge-
ben. Designs mit zusétzlichen Stiitzpunkten auf den anderen Kanten kénnen D-optimal
werden.

Das folgende Beispiel demonstriert fiir ein haufig verwendetes Modell die Anwendung
von Satz 4.2. Es zeigt, dass die Einschrankung des Designraums bzw. die Wahl eines

geeigneten Designraums zur Erfiillung der Voraussetzungen von Satz 4.2 fiihren kann.

Beispiel 4.5

Es wird das logistische Regressionsmodell betrachtet, bei dem die Funktion @) gegeben ist
durch Q(0) = €/(1 + ¢%)2. Das D-optimale Design fiir den unbeschriinkten Designraum
2 = R im marginalen Modell mit einer Kovariablen und Parametervektor 3; = (0,1)7
hat zwei Stiitzpunkte 7 = —1,543 und x5 = 1,543 mit gleichen Gewichten. Fiir den
beschrankten Designraum 35”1 = [0, 00) hat das D-optimale Design die zwei Stiitzpunkte
xf = 0 und 25 = 2,399 mit gleichen Gewichten (vgl. Ford et al. (1992), Sebastiani
und Settimi (1997)). Im letzteren Fall ist Satz 4.2 anwendbar. Fiir das Modell mit zwei
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Kovariablen, Parametervektor 3 = (0,1,1)” und Designraum 2" = [0, 00) x [0, 00) ist

das folgende Design D-optimal:

o = (2,399;0) (0;2,399) (0:0)
B 1/3 1/3 1/3 [

Dies stimmt mit den Resultaten von Kabera et al. (2015) {iberein, die das logistische
Regressionsmodell mit zwei Kovariablen betrachtet haben. Die Erweiterung auf eine

beliebige Anzahl von Kovariablen ist leicht moglich.

4.2 Modell mit einer Kovariablen

Eine Moglichkeit zur Erfiillung der Voraussetzungen von Satz 4.2 ist die Annahme geeig-
neter Bedingungen an die Intensitéatsfunktion (). In diesem und den folgenden Abschnit-
ten wird angenommen, dass die Funktion @) die vier Bedingungen (A1)—(A4) erfiillt, wie
es bei dem Proportional Hazards Modell mit verschiedenen Zensierungsarten der Fall ist.
Diese Bedingungen garantieren, dass die D-optimalen Designs in den marginalen Model-
len immer 2-Punkt-Designs sind, die einen Randpunkt des Designraums als Stiitzpunkt
haben.

In diesem Abschnitt wird das Modell mit einer Kovariablen betrachtet, d. h. es gilt p = 2,
f(z)=(1,2)" und B = (By, 51)". Konstantinou et al. (2014) haben D-optimale Designs
fiir ein Modell mit dhnlichen Bedingungen an die Intensitatsfunktion ) bestimmt. Das
Resultat ist im folgenden Satz fiir die hier verwendeten Bedingungen und den Design-

raum 2 = [u,v] angegeben.

Satz 4.6
Es sei 2" = [u,v] und die Bedingungen (A1)-(A4) seien erfiillt.
a) Fir §; > 0 ist das eindeutige D-optimale Design gegeben durch

&= {1/12 1/2}' (4.5)

Dabei ist 7 = u, falls 81 (v —u) < 2Q(5o + f1u)/Q' (o + Fru) gilt. Ansonsten ist z7 die
eindeutige Losung der Gleichung S (v — x1) — 2Q(Bo + f1x1)/Q’' (o + Srx1) = 0.
b) Fiir 51 < 0 ist das eindeutige D-optimale Design gegeben durch

&= {1/2 1/2}' (4.6)
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Dabei ist x5 = v, falls f1(v — u) > —2Q(5o + S1v)/Q' (5o + P1v) gilt. Ansonsten ist x3
die eindeutige Losung der Gleichung £y (z2 — u) + 2Q(By + Srx2)/Q' (Bo + Prx2) = 0.

Es wird nun die Funktion ¢4(-): R — R mit @ = (ay,...,a,-1)" allgemein eingefiihrt.
Sie sei definiert als (vgl. Schmidt und Schwabe, 2017)

,. Qf(@)8 1)
Q (Fla)B—2)

Pa(T) =2 — (4.7)
Das folgende Lemma liefert einige wichtige Eigenschaften der Funktion ¢, (vgl. Schmidt
und Schwabe, 2017).

Lemma 4.7
Die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) seien erfiillt. Die Funktion ¢, ist streng monoton
wachsend, stetig und bijektiv. Daher existiert die Umkehrfunktion ¢,! mit denselben

Eigenschaften.

Da in diesem Abschnitt p = 2 gilt, ist der Vektor a = a eindimensional. Mit Hilfe der
Funktion ¢, lassen sich die Stiitzpunkte des D-optimalen Designs aus Satz 4.6 kompakt
formulieren. Fiir 3; > 0 sind sie gegeben durch z} = max(v — ¢;(0)/61,u) und x5 = v.
Fiir 8; < 0 sind sie gegeben durch z3 = u und x5 = min(u — ¢, '(0)/B1,v). Im Falle
By = 0 ist die Informationsmatrix proportional zu der fiir das lineare Modell. Das D-

optimale Design hat die Stiitzpunkte u und v mit gleichen Gewichten.

Nun wird ein diskreter Designraum 2" = {xy,..., 2} mit x; < x5 < ... < x4, betrach-
tet. Fiir a € (w1, xx) sel 27 (a) := max{z; € Z : x; < a} das néchstkleinere Element
des Designraums und x*(a) := min{z; € 2" : x; > a} das néichstgrofere Element des
Designraums, wobei hier Gleichheit mit a zugelassen wird.

Schmidt und Schwabe (2015) haben gezeigt, dass es bei einem diskreten Designraum drei
verschiedene Typen von D-optimalen Designs geben kann. Die Ergebnisse lassen sich in

der hier verwendeten Notation mit der Funktion ¢, folgendermafen zusammenfassen.

Satz 4.8

Essei " = {x1,...,2x} mit x; < ... < x;. Die Bedingungen (A1)—(A4) seien erfiillt.
a) Es sei 81 > 0 und z* := v — ¢;1(0)/3;. Gilt 2* < z1, so hat das D-optimale Design
die Stiitzpunkte x; und zj. Fiir £* > z; sind als D-optimales Design nur drei Designs

mit folgenden Stiitzpunkten moglich:

i) {a*(2"), 2} i) {o7(2%), 2} iif) {z7(z"), 2" (2%), 21} .
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b) Es sei 8; < 0 und z* := u — ¢;(0)/6;. Gilt * > z, so hat das D-optimale Design
die Stiitzpunkte x; und zj. Fiir * < x sind als D-optimales Design nur drei Designs

mit folgenden Stiitzpunkten moglich:
i) {z1,27(z")} i) {a1,2%(z")} i) {zy, 2" (z%), 2% (z")}.
c¢) Fir 8; = 0 hat das D-optimale Design die Stiitzpunkte x; und xy.
Schmidt und Schwabe (2015) haben ferner weitere Bedingungen fiir die D-Optimalitét
der einzelnen Designs sowie die optimalen Gewichte des 3-Punkt-Designs angegeben.

4.3 Multiple Regression

Mit Hilfe von Satz 4.2 lassen sich aus den D-optimalen Designs aus Satz 4.6 D-optimale
Designs fiir ein multiples Regressionsmodell mit p — 1 Kovariablen und Parametervektor
B = (8o, B1,---,B,-1)" herleiten, wobei p > 3 gelte (Schmidt und Schwabe, 2017).

Satz 4.9
Es sel 2" = [uy,v1] X ... X [up—1,vp—1] und die Bedingungen (A1)-(A4) seien erfiillt. Fir
i=1,...,p—1seia; = v, falls 3; > 0und a; = u;, falls 3; < 0. Essei a = (ay,...,a,1)".

Gilt ¢,1(0) < |8i] (v; — w;) fiir i = 1,...,p — 1, so ist das Design

e = x; xy ... @ (4.8)
Ip /p ... 1/p
mit Stiitzpunkten z; = a — (¢,'(0)/5;) €;, i =1,...,p — 1, und x} = @ D-optimal.

Beweis:

Fir g; > 0 hat das D-optimale Design im marginalen Modell mit einer Kovariablen,
Parametervektor Bz = (ﬁ0+zk# Braz, @)T und Designraum 2; = (—o0, v;] zwei Stiitz-
punkte x} und z% = v; mit gleichen Gewichten. Der Stiitzpunkt x7 ist nach Satz 4.6 die

eindeutige Losung der Gleichung

Q(ﬁo + Zk# Brax + 5@1)
i (Vi — -2 =0
i (v =) Q (Bo + > i P + Bix1)

Mit 2z = v; — z ergibt sich die Gleichung zu ¢4(3;2) = 0 mit Losung z = ¢,1(0)/5;. Es

folgt 7 = v; — ¢;1(0)/5:.
Fiir 8; < 0 hat das D-optimale Design im marginalen Modell mit einer Kovariablen,
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Parametervektor BZ = (Bg +> i Brag, BZ-)T und Designraum 2; = [u;, 00) zwei Stiitz-
punkte 7 = u; und x5 = u; — ¢;1(0)/3; mit gleichen Gewichten.

Die Ungleichungen ¢,*(0) < |8;| (v; — w;) fiir ¢ = 1,...,p — 1 sichern in beiden Féllen,
dass die Stiitzpunkte innerhalb des Designraums liegen. Satz 4.9 folgt aus Satz 4.2 und
Bemerkungen 4.3 und 4.4. ]

Bemerkung 4.10

Es geniigt, dass die Intensitatsfunktion ) die Bedingungen (A1)—(A4) nur auf dem Inter-
vall [f(a)”B, f(a)”B] erfiillt, wobei @ = (ay, ..., ap—1)" mit @; € {u;, v;}\{a;}, d.h. @
bezeichnet den anderen Randpunkt des Intervalls [u;, v;]. Somit lassen sich die Resultate
auch fiir die Funktionen Q(0) = €?/(1 + ¢%)2, 0 € (—o0,0), fiir logistische Regression
und Q(A) = 0", 6 € (0, 00) angeben.

Bemerkung 4.11
Die Nullstelle ¢,'(0) der Funktion ¢, liegt im Intervall (0,2Q(f(a)”8)/Q'(f(a)"8)].
Dies folgt wegen ¢q(0) < 0 und ¢, (2Q(f(a)"8)/Q'(f(a)"8)) > 0 (nach (A4)) aus dem

Zwischenwertsatz.

Die Aussage von Satz 4.9 ist nur giiltig, falls alle g1, ..., 8,-1 von null verschieden sind.
Ist eines dieser (3; gleich null, dann muss es kein optimales Design mit minimalem Tra-
ger geben. Optimale Designs lassen sich dann als Produktdesign von einem Design mit
gleichen Gewichten auf den Ecken fiir diejenigen Komponenten, fiir die £, = 0 ist, und
einem Design von der Struktur der optimalen Designs aus Satz 4.9 fiir diejenigen Kom-
ponenten mit 3; # 0 konstruieren. Fiir letztere Komponenten kénnen die Stiitzpunkte
von den optimalen marginalen Designpunkten aus Satz 4.9 abweichen. Dies wird in Bei-

spiel 4.13 gezeigt.

Satz 4.9 besagt, dass ein Stiitzpunkt des D-optimalen Designs die Ecke a ist, die in
Abhéngigkeit von den Vorzeichen der Parameter /3, ..., 8,_; bestimmt wird. Sind alle
diese Parameter positiv, so gilt @ = v = (v1,...,v,-1)". Die anderen p — 1 Stiitzpunkte
befinden sich auf den p—1 Kanten, die inzident zur Ecke a sind, mit Abstand ¢_*(0)/ |3;|
zu a. Die Ecke a ist der Punkt im Designraum mit dem hochsten Wert fiir die Intensi-

tatsfunktion ). Der Designraum darf auch unbeschrankt sein, sofern die Ecke a endlich

bleibt.

Zur Berechnung des D-optimalen Designs muss also lediglich ¢, (0) bestimmt und somit
nur eine einzige Gleichung gelost werden. Fiir Q(0) = €’ erhiilt man ¢_*(0) = 2 und da-
mit das Resultat von Russell et al. (2009) fiir das Poisson-Modell. Fiir Q(0) = /(e + \)
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mit einer Konstante A\, wobei es sich um die Intensitatsfunktion eines Proportional Ha-
zards Modells mit exponentialverteilten Zensierungszeiten oder eines Negativ-Binomial-
Modells bzw. Poisson-Gamma-Modells handelt, hat die Gleichung ¢4(x) = 0 ebenfalls
eine analytische Losung. Es gilt Q'(0) = Xef /(e +))? und somit Q(0)/Q’'(0) = (e’ +\) /.
Es folgt:

ef(a)Tﬂ_x _'_ )\ .

a(@) =22 0
balr) = -
2 2 fla)TB—2

= (x—2)-e =3¢

2 T3
<— x—QZW(X-ef(a)ﬁQ)

1 2 @72

= r=q¢, (0)=2+W Y€ :

Hierbei bezeichnet W den oberen Zweig der Lambertschen W-Funktion, die als Umkehr-
funktion von g(w) = we™ fir w > —1 definiert ist (vgl. Corless et al., 1996).

Beispiel 4.12

a) Fiir das Poisson-Gamma-Modell haben Grafhoff et al. (2016) D-optimale Designs fiir
den Fall zweier bindrer Kovariablen bestimmt. Sie zeigen, dass unter einer bestimmten
Bedingung fiir die Parameter das Design £* mit Designpunkten (1,0), (0,1) und (0, 0)
und gleichen Gewichten D-optimal ist. Fiir den Parametervektor 3 = (4, —4, —4)" und
A = 1 ist dieses Design nach Satz 4.9 auch D-optimal auf dem stetigen Designraum
2 = [0,00) x [0,00). Die D-Effizienz des Produktdesigns mit gleichen Gewichten auf
allen vier bindren Designpunkten (0,0), (1,0), (0,1) und (1,1), bei dem es sich um das
D-optimale Design im linearen Modell mit 2" = [0, 1] x [0, 1] handelt, ist gegeben durch
0,772. Somit ist das D-optimale 3-Punkt-Design £* dem Produktdesign iiberlegen, des-
sen Effizienzverlust durchaus betrachtlich ist.

b) Fiir das lineare Modell mit drei Kovariablen und Z = [0,1]? sind die beiden Designs
& mit Stiitzpunkten (0,0,0), (0,1,1), (1,0,1) und (1,1,0) und & mit Stiitzpunkten
(1,1,1), (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1) und jeweils gleichen Gewichten D-optimale De-
signs mit minimalem Tréger. Das Design &5 = %(51 + &) mit gleichen Gewichten auf
allen acht Eckpunkten des Designraums ist ebenfalls D-optimal.

Fiir das Poisson-Gamma-Modell mit Parametervektor 8 = (4, —4, —4, —4)T und De-
signtaum 2" = [0,00)? ist das Design &* mit Stiitzpunkten (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)
und (0,0, 0) und gleichen Gewichten nach Satz 4.9 D-optimal. Die optimalen Designs im

linearen Modell weisen einen erheblichen Effizienzverlust im Vergleich zum D-optimalen
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Design &* auf. Die D-Effizienzen der Designs & und & sind gegeben durch 0,117 und
0,192. Das 8-Punkt-Design &3 erreicht noch eine D-Effizienz von 0,533.

Beispiel 4.13
Zur Illustration des Falls, wenn einige (3;, ¢ > 0, gleich null sind, wird das Poisson-Modell
mit drei Kovariablen und 8 = (0, —1,—1,0)T betrachtet. Fiir das Poisson-Modell ist
das D-optimale Design unabhéngig von 5y (vgl. Russell et al., 2009). Das numerisch
berechnete D-optimale Design auf dem Designraum 2” = [0, 10]? ist gegeben durch das
Produktdesign

=808

~ ] (0;0;0) (1,86;0;0) (0;1,86;0) (0;0;10) (1,86;0;10) (0;1,86;10)
0,23 0,13 0,13 0,23 0,13 0,13 '

Dabei weist fiir die ersten zwei Komponenten das Design &5, der Ecke (0;0) das Gewicht
0,46 und beiden Achsenpunkten (0;1,86) und (1,86;0) das Gewicht 0,27 zu, und fiir
die dritte Komponente weist das Design &; den Endpunkten 0 und 10 des Designraums
[0,10] gleiche Gewichte 0,5 zu. Die Stiitzpunkte und Gewichte unterscheiden sich im
Vergleich zu dem Produktdesign

(0,0,0) (2,0,0) (0,2,0) @QN)@QN)@ZN?

512®5§:{1/6 16 1/6 1/6 1/6 1/6

das aus dem optimalen marginalen Design &5 fiir 1 = 85 = —1 fiir die ersten zwei Kom-
ponenten mit gleichen Gewichten 1/3 auf der Ecke (0,0) und den Achsenpunkten (0, 2)
und (2,0) und dem optimalen Design &} fiir B3 = 0 fiir die dritte Komponente konstru-
iert wurde. Fiir das optimale marginale Design £, verschieben sich die Designpunkte auf
den Achsen zur Ecke hin, die ein groferes Gewicht erhélt. Der Effizienzverlust ist jedoch
nicht erheblich. Das aus den optimalen marginalen Designs konstruierte Produktdesign
&12 ® &5 hat eine D-Effizienz von 0,965. Weitere Berechnungen lassen vermuten, dass das
Design &7, unabhangig von dem Designraum der dritten Komponente ist.

Fiir das Produktdesign &2 ® &5 und die analog konstruierten Produktdesigns fiir Modelle
mit weiteren Kovariablen konnen Effizienzschranken angegeben werden. Die D-Effizienz

eines Designs ¢ kann ohne Kenntnis des D-optimalen Designs abgeschétzt werden iiber

(vgl. Atwood (1969), Dette (1996))

p

effp(¢, B) = maxges Q(f(x)78) - f(x)"M(E, B) " f(x)

(4.9)
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Fiir das Poisson-Modell mit p — 1 Kovariablen, Parametervektor 3 = (0, —1;_2, 0)T und
Designraum 2~ = [0, 10]?~! werden die Produktdesigns

0,2 2e1, 2 ... 2e, 9, 0 10
gp = { pl : ellm i eP 12717 2} ® { } (4'10)

m E .. E ]_/2 1/2
betrachtet, wobei e;, den i-ten Einheitsvektor im R* bezeichnet und p > 3 gilt. Nu-
merisch stellt sich heraus, dass das Maximum im Nenner von (4.9) bei = 0,_; und

x = 10e,_1 ,—1 angenommen wird. Fiir die Designs ¢, folgt nach einigen Rechenschritten

die Effizienzschranke

p(e*+p—2)
(p—1)(22+p—2)

Einzelne Werte sind in Tabelle 4.1 festgehalten. Die tatsichliche D-Effizienz des Designs
&4 = 12 ® &5 ist mit 0,965 deutlich hoher als die berechnete Effizienzschranke.

eﬁD(fp’ /6) >

(4.11)

Anzahl Kovariablen 2 3 4 5 6 10 20 50
Effizienzschranke 0,798 0,746 0,730 0,728 0,731 0,758 0,820 0,902

Tabelle 4.1: Effizienzschranken

Beispiel 4.14

Dieses Beispiel behandelt den Fall, wenn die Ungleichungen ¢;*(0) < |5;| (v; — w;) in
Satz 4.9 nicht erfiillt sind. Dazu wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zen-
sierung, Experimentdauer ¢ = 1 und zwei Kovariablen betrachtet. Es sei 8 = (-7, 3, 3)7
und 2" = [1,2] x [1,2]. Dann gilt ¢,'(0) = 4,604 > 3- (2 — 1) und Satz 4.9 kann nicht
angewendet werden.

Das D-optimale Design in der Klasse der 3-Punkt-Designs hat die Stiitzpunkte (2,2),
(1,2) und (2,1) mit gleichen Gewichten. In der Klasse der 4-Punkt-Designs sind die
beiden folgenden Designs D-optimal:

2:2) (1;2) (2;1) (1;1,513
¢ = (22) (1;2) (1) ( ) | (112)
0,318 0,255 0,318 0,108

2:2) (1;2) (2;1) (1,513;1
€, = (22) (1;2) (Z1) ( g (1.13)
0,318 0,318 0255 0,108

43



Das global D-optimale Design ist das folgende 5-Punkt-Design:

5*:{(2;2) (1;2) (2;1) (1,531;1) (1;1,531)}‘ (4.14)

0,317 0,281 0,281 0,061 0,061

In diesem Beispiel sind die D-Effizienzen der optimalen Designs in der Klasse der Designs
mit drei bzw. vier Stiitzpunkten sehr hoch. Das 3-Punkt-Design hat eine D-Effizienz von
0,988. Die beiden 4-Punkt-Designs weisen eine D-Effizienz von 0,9991 auf.

4.4 Standardisiert Maximin D-optimale Designs

In diesem Abschnitt wird weiterhin ein multiples Regressionsmodell mit p—1 Kovariablen
betrachtet, p > 2. Fiir die Parameter 3;, i = 1,...,p — 1, sei ein Wertebereich [b,,;, b, ;]
bekannt, der nicht den Wert 0 enthélt. Der Parameter (3, sei fest. Die Designraume [u;, v;]
fiir die einzelnen Kovariablen seien derart, dass stets ein Randpunkt des Intervalls bei
null liegt. Dabei handele es sich um den Randpunkt, bei dem die Intensitéatsfunktion @)
maximal wird.

Es werden Designs von der Gestalt

r1€e; ... Tp_1€p—1 Op,1
_ , 415
. { I/p ... 1/p l/p} (4.15)

betrachtet, von der auch das lokal D-optimale Design nach Satz 4.9 ist. Es miissen also
die optimalen Werte fiir z1,...,2,_; ermittelt werden.

Fiir das Modell mit einer Kovariablen haben Konstantinou et al. (2014) das standardi-
siert Maximin D-optimale Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs bestimmt, das von
der Gestalt (4.15) ist. Sie haben eine Gleichung zur Berechnung des optimalen Werts fiir
x1 angegeben. Im néchsten Satz wird das standardisiert Maximin D-optimale Design in
der Klasse der Designs von der Gestalt (4.15) bestimmt, wobei gezeigt wird, dass sich

die von Konstantinou et al. (2014) angegebene Gleichung vereinfachen lésst.

Satz 4.15

Es sei & = [ug,v1] X ... X [up—1,v,_1] und die Bedingungen (A1l)-(A4) seien erfiillt. Es
gelte B; € [by,i, boy] fiir ¢ = 1,...,p — 1 und fy sei fest. Es gelte entweder b,; > 0 und
v; = 0 oder b,; < 0 und u; = 0. Ferner gelte qbaplfl (0) < 18] (v; —uy;) fur alle B; € [by.;, bo.i]
undt=1,...,p— 1.

Fiir das standardisiert Maximin D-optimale Design in der Klasse der Designs von der

Gestalt (4.15) sind die optimalen Werte x} fiir i = 1, ..., p—1 die Losungen der folgenden
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Gleichungen:

Q(Bo + buiri) bg,i
Q(Bo + boixi) bzz

(4.16)

Beweis:

Es bezeichne z;(3;) = —QSEP{ (0)/B;. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist das
Design mit Stitzpunkten z;(5;)e;, ¢ = 1,...,p—1, und 0,_; und gleichen Gewichten nach
Satz 4.9 fir alle ; € [by,, b,;] lokal D-optimal. Die Informationsmatrix eines Designs &
von der Gestalt (4.15) ergibt sich zu M (¢, 3) = X7 QX /p mit

x_[ ! 0.,
1,1 diag(z)

und Q = diag(Q(ﬂo), Q(ﬁo + 51-%1), cee Q(ﬁo + Bpflxp71>)7 wobel & = (3317 ce 7«’L’p71)T-

Die Determinante der Informationsmatrix von £ berechnet sich zu

p—1
et (M€, 8)) = - det(@) det(X)* = —-Q() [] Qo + Biar)a?
=1

Damit ergibt sich die D-Effizienz von £ zu

o _ = Q(Bo + Bixi)x} g

Es sei ki(x;) := Q(Bo + Bixi)x?/ [Q(ﬁo + ﬂzxz(ﬁz))xz(ﬂl)ﬂ Bei k;(z;)'/? handelt es sich
um die D-Effizienz im marginalen Modell mit einer Kovariablen fiir ein Design mit
Stiitzpunkten x; und 0 und gleichen Gewichten (vgl. Konstantinou et al., 2014). Da
die D-Effizienz von £ in (4.17) bis auf Exponenten das Produkt der D-Effizienzen in
den marginalen Modellen ist, lasst sich das Design-Problem auf das fiir eine Kovariable
zurlickfiihren. Konstantinou et al. (2014) haben fiir das marginale Modell mit einer Ko-
variablen gezeigt, dass sich der optimale Wert fiir x; als Losung der folgenden Gleichung

ergibt:

Q(Bo + bu,il’i)Q(ﬁo + bo,i$i(bo,i))xi(bo,i)2 = Q(Bo + bo,ixi)Q(BO + buz$z(buz))$z(buz)2
(4.18)

Es gilt Q(Bo + bmxi(bo’i)) = Q(ﬁo _ ¢6p1_1 (0)) _ Q(ﬁo + bmxz(bm)) Beide Faktoren sind

identisch und kénnen aus Gleichung (4.18) eliminiert werden. Unter Beriicksichtigung
von x;(f3;) = —gbap{ (0)/; lasst sich (4.18) weiter vereinfachen zu Gleichung (4.16). [
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Zur Bestimmung des standardisiert Maximin D-optimalen Designs ist also die Berech-
nung der Stiitzpunkte lokal D-optimaler Designs fiir bestimmte Parameterwerte nicht
notig.

In typischen Anwendungsfillen besitzen die Parameter 3, ..., 3,_1 das gleiche Vorzei-
chen. Sind sie positiv, so gilt in Satz 4.15 der Fall b,; > 0 und v; = 0, d.h. es ist
Z = [u,0] X ... %X [up_1,0].

Bemerkung 4.16

Die Ungleichung gbap{ (0) < [Bi] (vi — u;) aus Satz 4.15 ist genau dann fiir alle Parame-
terwerte 3; € [y, b, ] erfiillt, wenn fiir b, ; > 0 die Ungleichung (bap{ L(0) < —byu; gilt
bzw. fiir b,; < 0 die Ungleichung ¢6p1_1(0) < —b,v; gilt.

Da fiir das Poisson-Modell optimale Designs unabhéngig von [y sind, kann fiir dieses
Modell auch ein Wertebereich fiir Sy zugelassen werden.

Das folgende Beispiel zeigt einen Fall, bei dem die Designs in den marginalen Modellen
standardisiert Maximin D-optimal in der Klasse aller Designs sind und das aus diesen
Designs konstruierte Design aus Satz 4.15 fiir das multiple Regressionsmodell ebenfalls

standardisiert Maximin D-optimal ist.

Beispiel 4.17

Es wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung und Experimentdau-
er ¢ = 1 betrachtet. Der Designraum im marginalen Modell mit einer Kovariablen sei
21 = (—00,0]. Fiir den Parameter f; sei der Wertebereich ©1 = [by1,b,1] = [%,%]
gegeben und es sei fy = 0. Die Losung der Gleichung (4.16) berechnet sich numerisch
zu x7 = —2,067. Das Design £ mit Stiitzpunkten —2,067 und 0 und gleichen Gewichten
ist standardisiert Maximin D-optimal in der Klasse der 2-Punkt-Designs. Konstantinou
et al. (2014) haben gezeigt, dass die minimale D-Effizienz bei den Randpunkten von
©; angenommen wird. Es sei m; die a-priori-Verteilung auf b, ; = % und b1 = % mit
zugehorigen Gewichten 0,567 und 0,433. Graphisch lasst sich zeigen, dass das Design &
standardisiert Maximin D-optimal in der Klasse aller Designs ist. In Abbildung 4.1 ist die
Funktion d(¢f,z) = [ Q(f(x)"8) - f(x)"M (&, B)~ f(z) m1(dBr) aus dem Aquivalenz-
satz graphisch dargestellt, wobei die Variable x mittels der nichtlinearen Transformation
z =x/(1 — x) auf das endliche Intervall [—1, 0] abgebildet wurde.

Nun wird das Modell mit zwei Kovariablen und Designaum 2" = [—5,0] x [—5,0] be-
trachtet. Es sei fp = 0 und fiir die Parameter 5, und [, seien die Parameterbereiche
©1 = 0, = 2, 3] gegeben. Die Ungleichungen q55p171(0) < |Bi| (v; — u;) aus Satz 4.15 sind
nach Bermerkung 4.16 wegen qbapl_l(O) = 2124 < =2 . (=5) = —b,u; fiir alle §; € O,
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d(gf’ z—T—l )

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung der Funktion d (éi", ﬁ)

1 = 1,2, erfiillt. Es soll nun demonstriert werden, dass das Design

(4.19)

o (—2,067;0) (0;—2,067) (0;0)
B 1/3 1/3 1/3

aus Satz 4.15 standardisiert Maximin D-optimal ist. Da die D-Effizienz des Designs £*
nach Gleichung (4.17) bis auf Exponenten das Produkt der D-Effizienzen der standar-
disiert Maximin D-optimalen Designs £ = &; in den beiden identischen marginalen
Modellen ist, ergibt sich die Menge N (£*) aus (3.27), die alle Parameterwerte enthélt,
bei denen die D-Effizienz des Designs £* minimal ist, zu N(£*) = N (&) x N (&). Es sei
7 das Produktmaf 7 = m ® mp auf N(£*), wobei m; = 7 ist. In Abbildung 4.2 ist die
Funktion d(¢*, @) = [Q(f(x)"8) - f(x)" M (&, 8)~ f(x) 7(d(B1, B2)) aus dem Aqui-
valenzsatz graphisch dargestellt. Es folgt, dass das Design &* standardisiert Maximin

D-optimal ist.
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Abbildung 4.2: Graphische Darstellung der Funktion d(£*, x)

Eine naheliegende Vermutung ist, dass im multiplen Regressionsmodell die Stiitzpunk-

te eines standardisiert Maximin D-optimalen Designs auf den Kanten des Designraums
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liegen und sich die optimalen Designs analog zum Vorgehen in Abschnitt 4.1 fiir D-
Optimalitat aus den optimalen Designs in den marginalen Modellen konstruieren lassen.
Die linke Seite der Ungleichung (3.28) des Aquivalenzsatzes muss jedoch nicht auf den
Kanten des Designraums maximal sein. Die Richtung der Hyperebenen H,, auf denen die
Intensitatsfunktion ) konstant ist, hangt von den Parameterwerten ab. Daher konnen
bei der Integration iiber die Parameter Maxima im Inneren des Designraums auftreten.
Entsprechende Resultate wie bei D-Optimalitét lassen sich somit nicht analog zeigen.

Als Beispiel hierzu wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung, Ex-
perimentdauer ¢ = 1 und zwei Kovariablen betrachtet. Es sei m die Verteilung, die den
vier Parameterwerten (0;0,1;0,1), (0;0,1;5), (0;5;0,1) und (0; 5; 5) gleiche Gewichte 1/4
zuweist. Die Funktion d(&, z) = [ Q(f(x)"8) - f(x)" M (&, 8)" f(x) 7(dB) fiir das De-
sign £ mit Stiitzpunkten (—2;0), (0; —2) und (0;0) und gleichen Gewichten 1/3 ist in
Abbildung 4.3 graphisch dargestellt. Sie wird nicht auf den Kanten, sondern im Inneren

des Designraums maximal.
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Abbildung 4.3: Graphische Darstellung der Funktion d(&, x)

4.5 Bayessche D-optimale Designs

In diesem Abschnitt werden Bayessche D-optimale Designs fiir spezielle Modelle mit
zensierten Daten bestimmt. Zunéchst werden Bayessche D-optimale Designs nach Ver-
sion (I) gesucht, die die Kriteriumsfunktion E; [logdet(M (¢, 3))] maximieren. Dabei
wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung und Experimentdauer ¢ = 1
betrachtet.
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Fiir das Modell mit einer Kovariablen seien voneinander unabhingige Gewichtungen
N(0,1) fiir By und N(p,0%) fiir B gegeben, wobei N(u,c?) die Normalverteilung mit
Parametern p und o2 bezeichnet. Eine Schwierigkeit ergibt sich dadurch, dass die Inte-
grale der Kriteriumsfunktion nicht analytisch berechnet werden kénnen. Die Berechnung
optimaler Designs erfolgt daher numerisch.

Die Integrale werden mittels Quadraturformeln in einer Umgebung von fiinf Standardab-
weichungen um den Mittelwert ndherungsweise berechnet. Der Verlust an Wahrschein-
lichkeitsmasse betrigt damit nur 0,573 - 107% pro Integral. Es wird die abgeschlossene

Newton-Cotes-Formel
b n
/ fla)de ~ (b—a)- Y wif() (4.20)
a i=0

verwendet. Dabei sind x; Stiitzstellen und w; Gewichte. Die Stiitzstellen z; sind dqui-
distant auf dem Integrationsintervall [a,b]. Sie sind fiir ¢ = 0,...,n gegeben durch
x; = a+i-(b—a)/n. Die hier verwendete Newton-Cotes-Formel vom Grad n = 4 ist auch
als Boole- oder Milne-Regel bekannt und fiir Polynome bis zum Grad n + 1 = 5 exakt.
Die Gewichte sind gegeben durch wy; = 7/90, wy = 32/90, w3 = 12/90, w4 = 32/90 und
ws = 7/90. Um eine bessere Approximationsgenauigkeit zu erreichen, wird das Integrati-
onsintervall in 20 gleich grofe Teilintervalle unterteilt, auf denen jeweils die Boole-Regel
angewendet wird. Anschlieffend werden die Naherungen addiert.

In Tabelle 4.2 sind die numerisch bestimmten Bayesschen D-optimalen Designs nach

Version (I) auf dem Designraum 2" = [0, 1] zusammengestellt.

=0 p =09 =38

52— 1 0 1 0,072 1 0,116 1
1= 1/2 1/2 /2 1/2 /2 1/2
52— 3 0 0267 1 0,059 1 0,106 1
L 0,488 0,023 0,490 /2 1/2 /2 1/2
o2 — A 0 0255 1 0 008 1 0,094 1
L= 0,426 0,147 0,427 0,214 0,290 0,496 /2 1/2

Tabelle 4.2: Bayessche D-optimale Designs nach Version (I) fiir das Proportional Ha-
zards Modell mit Typ I Zensierung

Es lésst sich das in der Literatur hiufig genannte Phénomen beobachten, dass die Anzahl
der Stiitzpunkte des optimalen Designs mit grofer werdender Varianz der Gewichtungs-
verteilung steigt (vgl. Chaloner und Larntz (1989), Atkinson et al. (2007, S.298-299)).

Die aus dem Satz von Carathéodory gewonnene Aussage, dass ein optimales Design mit
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héchstens 3 p (p+1) Stiitzpunkten existiert, gilt nicht mehr. Die Anzahl der Stiitzpunkte
eines optimalen Designs kann sogar beliebig grofs werden (vgl. Braess und Dette, 2007).
In Abbildung 4.4 ist zu den optimalen Designs aus Tabelle 4.2 die Fréchet-Ableitung
graphisch dargestellt.

0 0 0
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2 _ _ _

o? =3 -04 0.4 0.4
-0.6 -06 -0.6
-0.8 -0.8 -0.8
-1 -1 -1

0 05 1 0 05 1 0 05 1
0 0 0
-0.2 -02 -0.2
o} =45 04 0.4 o4
-06 -06 -0.6
-0.8 -038 -0.8
-1 -1 -1

0 05 1 0 05 1 0 05 1

p1 =10 M1 =95 =8

Abbildung 4.4: Fréchet-Ableitung fiir die optimalen Designs aus Tabelle 4.2

Es konnen auch andere Gewichtungen fiir die Parameter verwendet werden. Im folgenden
Beispiel wird das Modell mit einer und zwei Kovariablen betrachtet und als Gewichtung

eine Gleichverteilung angesetzt.

Beispiel 4.18

Wie in Beispiel 4.17 sei 27 = (—00,0] und fy = 0 im marginalen Modell. Fiir den

%, %] gegeben. Das

numerisch bestimmte Bayessche D-optimale Design nach Version (I) hat die Stiitzpunkte
—1,961 und 0 mit Gewichten 1/2.

Die Berechnung Bayesscher D-optimaler Designs fiir Modelle mit mehreren Kovariablen

Parameter [, sei als Gewichtung eine Gleichverteilung auf ©; = [

ist in der Regel sehr schwierig. Fiir das Modell mit zwei Kovariablen und Designraum

2 = [-5,0] x [-5,0] seien als Gewichtungen fiir 5; und (s voneinander unabhéngige

2 3

Gleichverteilungen auf ©; = 0, = [3, 5] gegeben. Es sei fy = 0. Analog zum Vorgehen
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bei D-Optimalitat wird das folgende Design betrachtet:

o {(—1,961;0) (0;—1,961) <0;0>}. (4.21)

1/3 1/3 1/3

In Abbildung 4.5 ist die Fréchet-Ableitung fiir das Design &* graphisch dargestellt. Es
zeigt sich, dass das Design £* Bayes-optimal ist.
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Abbildung 4.5: Fréchet-Ableitung fiir das Design £* in (4.21)

Wie bei standardisierter Maximin D-Optimalitat liegt die Vermutung nahe, dass sich im
multiplen Regressionsmodell Bayessche D-optimale Designs nach Version (I) wie in Ab-
schnitt 4.1 aus den optimalen Designs in den marginalen Modellen konstruieren lassen,
falls diese 2-Punkt-Designs mit dem Randpunkt 0 des Designraums als Stiitzpunkt sind.
Das Beispiel am Ende von Abschnitt 4.4 fiir das Vorliegen eines Maximums im Inneren
des Designraums der Funktion d(§, ) = [ Q(f(x)"8)- f(x)" M (&, 8)"' f(x) n(dB) aus
dem Aquivalenzsatz zeigt, dass sich auch fiir das Bayes-Kriterium entsprechende Resul-

tate wie bei D-Optimalitidt nicht analog beweisen lassen.

Fiir Bayessche D-Optimalitét nach Version (II) ist die zu minimierende Kriteriumsfunk-
tion gegeben durch log E; [det (M (&, ,3))71]. Es kann das folgende analytische Resultat
fiir das Proportional Hazards Modell mit exponentialverteilten Zensierungszeiten bzw.
Negativ-Binomial-Modell mit einer Kovariablen gezeigt werden, dessen Beweis sich im
Anhang befindet. Dabei bezeichnet W den oberen Zweig der Lambertschen W-Funktion.
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Satz 4.19
Es sei Q(0) = €?/(e’ + \) und 2" = [u,v]. Es seien die voneinander unabhiingigen
Gewichtungen N (pq,0?) fiir o und N(0,03) fiir 3; gegeben. Es sei

1 1 2
¥ = o \/2 +2W (5 (1 + A2e~2n0+200) . euo—éﬂg—l>' (4.22)

Das Bayessche D-optimale Design nach Version (II) in der Klasse der 2-Punkt-Designs

£ = {1/2 1/2}. (4.23)

Dabei ist 7 = —2* und x5 = «*, falls £2* € 2.
Gilt —z* ¢ 2 oder z* ¢ 2, so seien C) 1= Ae 029 (Y := A2e 2404295 ypd

ist gegeben durch

2,.2 2.2

oix o?(a+x)? oja

D,(z) = Cie 2 (oiz(z —a)—2) + Cee” 2 (of(a+z)(z—a)—2) —2—2Ce 2.

Fiir u+v > 0ist 7 = wund 5 = min(Z, v), wobei Z die eindeutige Losung der Gleichung
D,(z) =0 im Intervall (u, co) ist.
Fir u +v < 0 ist 3 = v und z7 = max(u, ), wobei T die eindeutige Losung der

Gleichung D,(z) = 0 im Intervall (—oo,v) ist.

Bemerkung 4.20
Ist w = 0 oder v = 0, so hat die Gleichung Dy(x) = 0 analytische Losungen:

Do(ﬂf) =0

= (O + )37 (o222 — 2) =2 420,

122 1 1+Cl
sote=1 (22,2 1) _
< e <201x ) —6(01+02)
155 14+ C4
_ —1l=W —
= Lo (6(01+02))
1 1+C4
<— =+— 4 /24+2W| ———— |.
* 01 \/ <€(Cl+02)>

Ist der Designraum groft genug, so liegen die Stiitzpunkte des Designs aus Satz 4.19
symmetrisch um den Erwartungswert pq; = 0 fiir 5;. Numerische Berechnungen zeigen,

dass fiir gy # 0 die optimalen Stiitzpunkte nicht mehr symmetrisch um g, liegen.
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Beispiel 4.21

Es wird das Proportional Hazards Modell mit Exp(1)-verteilten Zensierungszeiten und
2" = [0;1,5] betrachtet. Es seien voneinander unabhéngige Gewichtungen N(0, 1) fiir
Bo und N(0,1) fiir 5; gegeben. Dann berechnet sich x* aus (4.22) zu x* = 1,757. Somit
gilt —a* ¢ 2" und 2* ¢ 2. Das Bayessche D-optimale Design nach Version (II) in der
Klasse der 2-Punkt-Designs hat nach Satz 4.19 und Bemerkung 4.20 die Stiitzpunkte
7 = 0 und zj = 1,482. Insbesondere liegt der zweite Stiitzpunkt nicht beim Randpunkt
1,5.

4.6 Additives Modell mit einem Effektparameter je

erklarender Variable

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe eines konkreten Beispiels dargestellt werden, wie
man D-optimale Designs fiir Modelle mit Informationsmatrizen von der Form (3.7) mit
f(x) = (1, fi(z1),... ,fp_l(xp_l))T berechnen kann.

Es sei f(x) = (1,22, 22)T. Betrachtet wird das Poisson-Modell mit Parametervektor
B = (0,—1,—1)T und Designraum 2~ = [—+/v, /0] X [—y/v, /0] mit v > 2. Der durch
die Transformation z; = f;(z;) = 2%, i = 1,2, induzierte Designraum ist gegeben durch
Z =[0,v] x [0,v]. Satz 4.9 liefert fiir das transformierte Modell das D-optimale Design

oo {(2,o> (0,2) <o,o>}, (424
/3 1/3 1/3

Da die Funktionen f;, i = 1,2, nicht bijektiv sind, ist keine eindeutige Riicktransforma-
tion der Stiitzpunkte moglich. Sowohl z; = V2 als auch z; = —/2 liefern 2 =2=z.
Es gibt daher mehrere D-optimale Designs. Da die Kriteriumsfunktion konkav ist, sind
alle Konvexkombinationen D-optimaler Designs ebenfalls D-optimal. Somit folgt, dass
alle Designs der Gestalt

o _ {(ﬁ,m (~v2.0) (0,v2) (0,-v2) <o,o>} (425

a2 a1 1—a; g 1—as 1

3 3 3 3 3

mit «; € [0, 1], i = 1,2, D-optimal sind und wegen der strengen Konkavitét der Kriteri-
umsfunktion die gleiche Informationsmatrix haben. Alle Stiitzpunkte dieser D-optimalen
Designs befinden sich im Inneren des Designraums. Die Sensitivitatsfunktion fiir die De-

signs &, ,, ist in Abbildung 4.6 fiir v = 9 graphisch dargestellt.
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Abbildung 4.6: Sensitivitatsfunktion d(¢. . , @) fiir die Designs & in (4.25)

ap,a) 1,02

4.7 Modell mit Interaktionsterm

In diesem Abschnitt wird ein Modell mit zwei Kovariablen und einem Interaktions-
term betrachtet. Es gilt f(x) = (1,21, 29, 7172)" und © = (z1,29)7 € 2. Der De-
signraum ist gegeben durch 2 = [ug,v1] X [ug,vs] und der Parametervektor lautet
B = (50; B, B, 512)T-

Fiir nichtlineare Modelle mit Interaktionstermen sind kaum analytische Resultate be-
kannt. Fiir das Poisson-Modell, das in der hier betrachteten Klasse von Modellen enthal-
ten ist, haben Wang et al. (2006) D-optimale Designs numerisch berechnet und Kénner
(2011) hat die Stiitzpunkte eines optimalen 4-Punkt-Designs fiir einzelne Félle bestimmt.

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Resultate aus Abschnitt 3.6 nicht fiir Modelle mit
Interaktionstermen giiltig sind. Insbesondere miissen die Stiitzpunkte eines D-optimalen
Designs nicht auf den Kanten liegen, sondern kénnen sich auch im Inneren des Design-

raums befinden.

Beispiel 4.22

Es wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung und Experimentdauer
¢ = 1 betrachtet. Es sei 2" = [—4,0] x [—4,0] und der Parametervektor sei gegeben
durch B8 = (0,1,1,—1)T. Das folgende Design ist D-optimal:

(4.26)

. 000 (—2,024;0) (0;-2,124) (~1,016;—1,016)
<= 1/4 1/4 1/4 1/4 '
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Dies kann mit Hilfe des Aquivalenzsatzes graphisch verifiziert werden. Die Sensitivitits-
funktion ist in Abbildung 4.7 dargestellt.
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Abbildung 4.7: Sensitivitatsfunktion d(&*, «) fiir das Design &* in (4.26)

Die Struktur des D-optimalen Designs aus Beispiel 4.22 weist Gemeinsamkeiten und
Unterschiede zum D-optimalen Design fiir das Modell ohne Interaktionsterm aus Satz 4.9
auf. So hat es den gleichen Eckpunkt des Designraums als Stiitzpunkt und zwei weitere
Stiitzpunkte auf den zu dieser Ecke inzidenten Kanten des Designraums. Zusétzlich
gibt es allerdings noch einen vierten Stiitzpunkt, der sich im Inneren des Designraums
befindet. Numerische Berechnungen mit anderen Parameterwerten und Designrdumen
fiir den in Beispiel 4.22 betrachteten Fall gy > 0, B > 0, B2 < 0, v1 < 0, v9 < 0
lassen vermuten, dass das D-optimale Design immer von dieser Gestalt ist, sofern der
Designraum grof genug ist. Im vorliegenden Fall mit 55 < 0 liegt ein Synergieeffekt
vor. Die einzelnen Terme des linearen Pridiktors f(x)? 3 kénnen gleichzeitig maximiert
werden, d.h. der Term mit Interaktion [isz129 wird fiir die Werte der Kovariablen
maximal, die auch die Terme ohne Interaktion $;x1 und Sozs maximieren.

Im Folgenden wird der Fall 5; > 0, 53 > 0, B12 < 0, v1 < 0, v, < 0 betrachtet und der

Ansatz eines Designs von der folgenden Gestalt gemacht:

¢ = (Ula U2) (U1 — T, UQ) (01, Uy — I2) (Ul — Z3,V2 — $4) ‘ (4‘27)
1/4 1/4 1/4 1/4
Es miissen also die optimalen Werte fiir x1,...,24 > 0 bestimmt werden. Zunéchst

werden zwei Funktionen eingefiihrt. Die Funktion ¢q(-): R — R mit a = (a1, as)? sei
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definiert wie in (4.7):

Q(f(a)'B — 1)
Q' (f(a)B—=)

Go(z) =2 —2" (4.28)
Der Unterschied zu (4.7) besteht nur in der Definition der Funktion f. Somit gelten die
Aussagen aus Lemma 4.7. Es sei C := (85 + B12v1) * (81 + Biav2) und v = (vy,v2)T. Die
Funktion ¢(-): R — R sei definiert als

RO SR IT AN Qf()"B—x- (2 58))
((x) = (1 C) QQI(f(mTﬁ_x'(z_ﬂlcﬁ)).

Der folgende Satz, dessen Beweis sich im Anhang befindet, liefert das D-optimale Design
in der Klasse der Designs von der Gestalt (4.27).

(4.29)

Satz 4.23

Es sei 2" = [u1,v1] X [ug,ve] und die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) seien erfiillt.
Es gelte 81 > 0, B2 > 0, B12 < 0, v1 < 0, vo < 0. Es sei 7 die eindeutige Losung der
Gleichung ¢(x) = 0 im Intervall (0, 00) und es sei v = (vy, v2)7.

Fiir das D-optimale Design in der Klasse der Designs von der Gestalt (4.27) gilt

R ()

x] = min {vl Uy, Bt Bras } : (4.30)
. B ¢, (0)

x5 = min {'UQ U, ot Brotn } . (4.31)

Fir /(81 + fr2v2) < v1 —ug und /(B + Brovr) < vg — ug gilt 5 = /(1 + Pr2vs) und
ry = I/(B2 + Bravr).
Fir 2/(51 4 fiav2) > v1 — uy gilt x5 = v; — uy und

Dot vy (0)
i =min{ vy — Uy, =2~ 5 4.32
* { 2 ? Ba + Prauy ( )
Fiir Z/(Bs + B12v1) > v — ug gilt x5 = vy — ug und
¢(_11 2)T(O)
i =min{ v, —uy, 52—~ b 4.33
s { ! ! B1 + Biaua ( )

Wie im Beweis gezeigt wurde, ldsst sich die Gleichung ((z) = 0 auch so skalieren, dass

als Losung direkt die optimalen Werte von zj oder xj erzielt werden. Fiir x} ist sie
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gegeben durch

Q(f(v)"B — 2C(2B1 + 2B12v2 — Pro))

((z) := xC (B + Prave — Prax) — 2 - Q’(f(’U)TIB _ xé(251 + 2B19v9 — ﬁum))

(4.34)

mit C' = (By + Biav1)/(B1 + Pi2vs). Die Funktion ¢(z) nimmt aber in der in (4.29)
gegebenen Form eine einfachere Gestalt an und die optimalen Werte fiir 27 und z§ bzw.

fiir 5 und x; haben eine dhnliche Struktur. Es folgen einige Bemerkungen zu Satz 4.23.

Bemerkung 4.24

Es gilt o5 < 27 und 2} < 273.

Beweis:

Es wird nur z; < 2 gezeigt, da die Ungleichung 25 < x] analog folgt. Fiir 25 = vy — uy
ist die Aussage klar. Sei also 25 = ¢;1(0)/(B2 + Si2v1). Einsetzen von 27 in ¢ liefert mit
(A4) und C' = (B + B1av1) « (B1 + Biave) > 0 unter Beachtung von S12¢,(0)/C < 0 die
folgende Abschétzung:

Q(F(v)"B = ¢,1(0) - (2 2262))
Q(F(0)78  631(0) - (2 - 22%1))
QF ()" — 6, (0))

> ¢, (0) —2- O = o10) = ¢u(¢,'(0)) = 0= (7).

5@9=¢me(1_ﬁ£%19)_2.

Da die Funktion ¢(z) fiir 2 > 0 streng monoton wachsend ist, folgt o} > 7.
Es muss noch der Fall /(5 4 f12v2) > v1 — u; aus Satz 4.23 betrachtet werden. Es gilt:

_9. Q(BO + Biuy + Bave + Prauive — gb;l((]))
Q' (50 + Bruy + Bava + Brauva — gb;l(()))
o

Q(Bo + Prv1 + Bava + Praviva — 1(0))
Q' (Bo + Brv1 + Bavz + Brzvive — ¢51(0))

= va ((rbz_yl(o)) =0= qb(ul,vg)T (gb(_ullym)T (0))

(b(ul,vg)T (¢;1(0)) - QSEI(O)

> ¢, (0) =2

Da ¢y, v,)r streng monoton wachsend ist, folgt gb(’ll w7 (0) < &y 1(0) und somit

u

*

— x2-

b Q@ 037(0)
Y Bat Browr T Po+ Brav

Folglich gilt in allen Fallen x} < 3. [
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Aus dem Beweis wird ersichtlich, dass in Bemerkung 4.24 Gleichheit nur fiir das Poisson-

Modell mit 15 = 0 eintreten kann oder wenn der Designraum zu klein ist.

Bemerkung 4.25

a) Gelten die beiden Ungleichungen & /(51 + f12v2) > v1 —uy und Z/(Bo+ f12v1) > vo—us,
so folgt x5 = v; — uy und 2z} = v9 — up und somit sind wegen Bemerkung 4.24 alle
Eckpunkte des Designraums Stiitzpunkte des D-optimalen Designs.

b) Ist der Designraum grofs genug, so gilt die folgende Beziehung:

T 75 ot Bon

x5 B xy B B1 + Biave

In der folgenden Bemerkung sind weitere Kombinationen von Parametern und Design-
rdumen gegeben, fiir die ein Synergieeffekt vorliegt und ein Resultat wie in Satz 4.23

erzielt werden kann.

Bemerkung 4.26
Die folgenden Félle lassen sich mit der Transformation f(x) — f(z) = T f(x) mit
T = diag(1, 1, B2, £152) auf den Fall in Satz 4.23 zurtickfiihren.

1> B1<07/82<07ﬁ12§07u1207u2207

11) Bl>0762<07512207U1§0au2207

iii) 81 <0, B2 >0, P12 >0, u; >0, v2 <0.

Numerische Untersuchungen sowie die Analogie zum D-optimalen Design fiir ein mul-

tiples Regressionsmodell lassen die folgende Vermutung anstellen.

Vermutung 4.27
Gilt ¢, 1(0)/(B1 + Biave) < vy —uy und ¢, (0)/ (B2 + Bizv1) < va — ug, so ist das Design
aus Satz 4.23 D-optimal in der Klasse aller Designs.

Es gibt weitere Parameter / Designraum-Kombinationen mit Synergieeffekten. Das fol-
gende Beispiel zeigt fiir den Fall 51 > 0, o > 0, B2 > 0, uy > 0, ug > 0, dass ein
Resultat analog zu Satz 4.23 nicht gilt.

Beispiel 4.28
Es wird das Proportional Hazards Modell mit Typ [ Zensierung, Experimentdauer ¢ = 1
und B = (=3,1,1,1)T betrachtet. Fiir den Designraum 27 = [0;1,944] x [0;1,944] ist
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das folgende Design D-optimal in der Klasse der 4-Punkt-Designs:

(1,944;1,944) (1,944;0,471) (0,471;1,944) (0,468;0,468)
&= : (4.35)

1/4 1/4 1/4 1/4

Fiir den geringfiigig verkleinerten Designraum 25 = [0; 1,943] x [0; 1,943] ist das folgende
Design D-optimal in der Klasse der 4-Punkt-Designs:

1,943;1,943) (1,943;0,471) (0,471;1,943) (0;0
52:{< ) ) ) >}. (436)

1/4 1/4 1/4 1/4

Es ist jedoch keines der beiden Designs D-optimal in der Klasse aller Designs. Fiir den

Designraum 27 ist das folgende 5-Punkt-Design global D-optimal:

o (1,944;1,944) (1,944;0,471) (0,471;1,944) (0,58;0,58) (0;0) (437)
B 0,25 0,249 0,249 0,111 0,142 '

Zum Nachweis der D-Optimalitdt von &* ist die Sensitivitdtsfunktion in Abbildung 4.8
graphisch dargestellt.
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Abbildung 4.8: Sensitivitatsfunktion d(&*, ) fiir das Design £* in (4.37)
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5 c-optimale Designs

In diesem Kapitel werden c-optimale Designs fiir einen linearen Aspekt ¢’'3 berechnet.
In Abschnitt 5.1 werden c-optimale Designs fiir das Modell mit einer Kovariablen fiir
einen stetigen oder diskreten Designraum bestimmt. In Abschnitt 5.2 wird ein multiples
Regressionsmodell betrachtet. Abschnitt 5.3 befasst sich mit Bayesschen c-optimalen

Designs.

5.1 Modell mit einer Kovariablen

In diesem Abschnitt wird das Modell mit einer Kovariablen betrachtet. Es gilt also p = 2,
F(@) = (1,2)7 und B = (fo, ).

Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007) haben c-optimale Designs fiir das
Poisson-Modell und das Negativ-Binomial-Modell fiir die Vektoren ¢ = (1,0)7 und
c = (0,1)” bestimmt. Fiir die hier betrachtete Modellklasse, die das Poisson-Modell und
das Negativ-Binomial-Modell beinhaltet, haben Konstantinou et al. (2014) c-optimale
Designs fiir den Vektor ¢ = (0,1)” berechnet. Nun werden c-optimale Designs fiir einen
beliebigen Vektor ¢ = (cy, ;)T bestimmt.

Dazu werden die c-optimalen Gewichte ben6tigt. Fiir ein 2-Punkt-Design mit Stiitzpunk-

ten x; und zy ergeben sich die c-optimalen Gewichte aus (3.37) zu

. _ \/Q(ﬁo + p112) - (c1m2 — ¢2)?
wi =
VQ(Bo + Bizy) - (crzr — 2)? + /Q(Bo + Bra2) - (12 — ¢2)?

i = VU + B (o1 — e )

\/Q(ﬁo + Bixy) - (g — c2)? + \/Q(ﬁo + Bi2) - (129 — 2)?

: (5.1a)

Zunichst wird die Funktion 14 (-): R — R mit @ = (ay,...,a,-1)" allgemein eingefiihrt.

Sie sei definiert als

Qf(@)B ) (¢@<f<a>w —0) 1> 6y
Q(f(a)"B)
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Analog zu Lemma 4.7 kénnen fiir die Funktion 1, die gleichen Eigenschaften wie fiir die

Funktion ¢, angegeben werden.

Lemma 5.1
Die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) seien erfiillt. Die Funktion v, ist streng monoton
wachsend, stetig und bijektiv. Daher existiert die Umkehrfunktion ;' mit denselben

Eigenschaften.

Satz 5.2
Es sei 2 = [u, v] und die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) seien erfiillt. Die Funktion
g sei definiert als g(z) := (c;z — )%

a) Es sei 8 > 0 und z* = max {u,v — 1, 1(0)/51}.

Gilt co/cq ¢ [2*,v], so ist das eindeutige c-optimale Design gegeben durch

T* )

£ = QBo+B1v)g(v) Qo517 g(@") . (5.3)
VQ(Bo+B1*)g(x*)+1/Q(Bo+B1v)g(v)  \/Q(Bo+Brz*)g(x*)++/Q(Bo+B1v)g(v)

Gilt ¢y/c; € [2*,v], dann ist das 1-Punkt-Design mit Stiitzpunkt cy/c; das eindeutige
c-optimale Design.
b) Es sei 81 < 0 und x* = min {v,u — ¢, 1(0)/5:}.

Gilt ¢co/cy ¢ [u, x*], so ist das eindeutige c-optimale Design gegeben durch

*

u i

§ = VQBo+Brz")g(a") QBo+Bru)g(w) - (5.4)
VQ(Bo+B1u)g(u)+1/Q(Bo+Brz*)g(z*) 1/ Q(Bo+Bru)g(u)+1/Q(Bo+B1a*)g(x*)

Gilt ¢y/c; € [u,x*], dann ist das 1-Punkt-Design mit Stiitzpunkt c¢,/c; das eindeutige

c-optimale Design.

Beweis:
Es sei T = (4, 4 ). Mit der kanonischen Transformation f(z) — f(z) = Tf(z) ist
die Minimierung von ¢’ M (¢, 3) ¢ #quivalent zur Minimierung von ¢! M ,(£)” ¢, mit

Informationsmatrix
M. (§) = ZwiQ(zi>f(Zi)f(Zz’>T7
i=1

c. = Te, transformiertem Parametervektor 3, = (0,1)” und induziertem Designraum
Z =00+ /% =:[u,0] (vgl. Ford et al., 1992). Zunéichst wird gezeigt, dass die Kurve
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f(z) = Q) - f(z) = VQ(2) - (1,2)T streng konvex ist. Dazu seien z(z) := /Q(2)
und y(z) := \/Q(z)z. Es gilt:

dy &2 VA 2Q(2)

T wE T Tewy CTQw)
dx ddz <23Q(JT)Z)> v
d?y d 2Q(2) 1 d Q(2) ) 2vQ()
de? — dz (Z+ Q’(z)) REOR (1+2.$Q’(2)> Q)

dz

Die Funktion Q(z)/Q’(z) ist nach (A4) monoton wachsend und somit ist ihre Ableitung

nichtnegativ. Da Q(z) und Q'(z) positiv sind, folgt % > 0 und damit die strenge

Konvexitét. Es gibt also einen eindeutigen Punkt f(z*), sodass der Rand der Elfving-
Menge aus den beiden Verbindungsstrecken von — f(%) zu f(z*) und von f(?) zu — f(z*)
und aus den Kurven f(z) und —f(z), z € [z*, 0], besteht. In Abbildung 5.1 ist die
Elfving-Menge graphisch dargestellt.

Abbildung 5.1: Elfving-Menge

Die Verbindungsstrecke von — f (D) zu f (z*) muss die Tangente an den Punkt f (2*) sein,

sofern der Designraum grofs genug ist. Dann berechnet sich z* durch
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Mit z = ¥ — 2* ergibt sich die Gleichung zu ¥;(z) = 0 mit Losung z = ¥ '(0). Es folgt
2z =10 — 5 (0).

Schneidet die durch den Vektor ¢, beschriebene Gerade den Rand der Elfving-Menge
auf der Verbindungsstrecke von —f(?) zu f(z*) oder von f(7) zu —f(z*), so ist das
Design mit Stiitzpunkten z* und v nach dem Satz von Elfving c-optimal fiir den Vektor
c.. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢, »/c, 1 ¢ [2*, 7] gilt.

Fiir ¢.5/c.1 € [2*,0] ist ein 1-Punkt-Design c-optimal. Wegen ¢, || f(c.2/c.1) hat es
den Stiitzpunkt c,2/c, 1.

Gilt & — 1;'(0) < @, so besteht der Rand der Elfving-Menge aus den beiden Verbin-
dungsstrecken von — £(0) zu f(@) und von f(?) zu — £ (@) und aus den Kurven f(z) und
— f (2), z € [u,0]. Mit gleicher Argumentation wie oben folgen die c-optimalen Designs.

Die Riicktransformation liefert die c-optimalen Designs aus Satz 5.2. m

Bemerkung 5.3
Fiir ¢; = 0 sind in Satz 5.2 fiir 51 > 0 der Fall ¢o/c; ¢ [2*,v] und fiir 5; < 0 der Fall

ca/c1 ¢ [u, x*] anzuwenden.

Satz 5.2 stimmt mit den Resultaten von Konstantinou et al. (2014) und Rodriguez-
Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007) iiberein. Fiir das Poisson-Modell mit Q(6) = ¢’
hat die Gleichung v, (z) = 0 eine analytische Losung:

wa(w):x—2.<e*%x+1>:0

— (lx — 1) e27 ! = 1
2
1 -1
= 3%~ 1=W(e)
= z=1,"(0)=2-(1+W(e")) ~ 2,557

Hier bezeichnet W wieder den oberen Zweig der Lambertschen W-Funktion.

Fiir einen diskreten Designraum 2" = {z1,..., 2} mit x; < x5 < ... < x} bezeich-
nen x~ (a) und 27 (a) wie in Abschnitt 4.2 das néchstkleinere bzw. das néchstgrofere
Element des Designraums von a € (z1, z), wobei bei 7 (a) Gleichheit mit a zugelassen

wird.
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Satz 5.4
Essel 2" = {x1,...,x} mit 21 < ... < x5 Die Bedingungen (A1), (A2) und (A4) seien

erfiillt und die Funktionen g und h seien definiert als g(x) := (c;z — ¢2)? und

h(z1,72) = VQ(Bo + Brz1)z1 + 1/ Q(Bo + 51@)962- (5.5)
7 VQ(Bo + Srz1) + /Q(Bo + Bia)

a) Es sei f; > 0 und Z = x4, — ;' (0)/f1. Ferner sei

T falls 7 < x4

*

a* =S 27 (%) falls > 21 und h(z* (%), z3)

v

W™ (T), xr)

() falls & > 2z und h(z™(Z),zx) < h(x™(Z), z)

=1

Gilt co/cy € [x%,2g] und co/cy € Z7, so ist das 1-Punkt-Design mit Stiitzpunkt cs/cy

c-optimal. Ansonsten ist das folgende 2-Punkt-Design c-optimal:

a3 3
£ = /QBo+Bi3)g(ah) NCIEE R . (5.6)

V/QBo+Bray)g(x})+4/QBo+Bras)g(w3)  \/Q(Bo+Bix})g(y)++/Q(Bo+Biws)g(xs)

Fir co/cy € [2*, 2] und co/c1 ¢ 2 gilt 25 = 27 (ca/c1) und x5 = 2 (cy/c1).
Fiir co/cy ¢ [2*, xy] gilt 2 = 2* und 2} = xy.

b) Es sei f; < 0 und & = 2y —¢;'(0)/5;. Ferner sei

T, falls £ > xy,
rh =2t (3) falls 7 < xy, und h(xt (), 21) < h(a~ (%), 1)
2= (2) falls & < zp und h(x*(Z),21) > h(x™(T), 1)

Gilt co/cy € [x1,2*] und co/c; € 27, so ist das 1-Punkt-Design mit Stiitzpunkt cs/cy
c-optimal. Ansonsten ist das 2-Punkt-Design (5.6) c-optimal.
Fir co/cy € [z1, 2] und cy/c; ¢ 2 gilt a7 = 27 (c2/c1) und x5 = 21 (c2/c1).

Fiir ca/cy ¢ [z1,2*] gilt 27 = 21 und = = x*.

Beweis:

Es wird wieder das kanonische Design-Problem betrachtet. Der induzierte Designraum
ist gegeben durch Z = {z; = By + fixi | vs € Z,i=1,...,k}. Essei 2 = 0 —1;"(0) mit
U :=max{z,...,2x} und es sei @ := min{z, ..., z;}. Da fiir den stetigen Designraum

die Punkte +£(z) fiir z € [max {@, 2}, 7] auf dem Rand der Elfving-Menge liegen, gilt
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dies im Fall Z < @ fiir alle Vektoren :l:f(zi), t=1,...,k, und im Fall Z > @ fiir die Vek-
toren £ f(z;) mit z; > 2% (%). Auch die Vektoren :I:f(z*(é)) konnen auf dem Rand der
Elfving-Menge liegen. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Steigung der Geraden durch
die Punkte —f (0) und f (z_ (2)) kleiner oder gleich der Steigung der Geraden durch die
Punkte — f () und f (z*(%)) ist. Dasjenige Geradenstiick mit kleinerer Steigung bildet
den Rand der Elfving-Menge. Die c-optimalen Designs folgen nun wie beim Beweis von

Satz 5.2 aus dem Satz von Elfving. Die Steigung ist nach Riicktransformation gegeben
durch (5.5). O

Bemerkung 5.5

Gilt bei a) h(xt(Z),zx) = h(z™(Z),xx), so gibt es fir co/c; ¢ [v7(Z), zx] ein weiteres
c-optimales 2-Punkt-Design mit den Stitzpunkten ] = 7 (Z) und z} = x; sowie ein
c-optimales 3-Punkt-Design mit den Stiitzpunkten = (Z), 7 (Z) und xy.

Gilt bei b) h(z™(Z),21) = h(x~(Z),z1), so gibt es fir co/c1 ¢ [z1,27(Z)] ein weiteres
c-optimales 2-Punkt-Design mit den Stiitzpunkten x} = z; und z} = 27 (Z) sowie ein

c-optimales 3-Punkt-Design mit den Stiitzpunkten z1, 27 (Z) und 27 ().

Beweis:

Bei gleichen Steigungen der Geraden von —f(7) zu f(z_ (%)) bzw. zu f(z*(é)) bildet
das Geradenstiick durch die drei Punkte —f(?), f (27(2)) und f (2%(2)) den Rand der
Elfving-Menge. Daher lasst sich der Vektor ¢, im Fall ¢,5/c. ;1 ¢ [27(Z2), 0] zusétzlich zu
den Konvexkombinationen mit den in Satz 5.4 angegebenen Stiitzpunkten als Konvex-
kombination der Punkte —f(7) und f (27(2)) bzw. aller drei Punkte schreiben. O

5.2 Multiple Regression

In diesem Abschnitt werden c-optimale Designs fiir ein multiples Regressionsmodell mit
p—1 Kovariablen und rechteckigem Designraum bestimmt. Es gilt p > 3, f(x) = (1, 27)T

und « = (zy,...,2,1)" € 2.

Satz 5.6
Es sei 2" = [ui,v1] X ... X [up-1,vp—1] und die Bedingungen (Al), (A2) und (A4)
seien erfiillt. Der Vektor ¢ sei gegeben durch ¢ = (0, ET)T mit é = (c,...,cp1)". Fiir

1=1,...,p—1 gelte B; # 0. Es gelte entweder S;c; > 0flirt=1,...,p—1 oder F;c; <0
firi=1,...,p— 1. Es sei a; = v;, falls §; > 0 und a; = u;, falls §; < 0. Ferner sei
r* = f(a)'B — ¢, (0) mit @ = (ai,...,a, 1)".
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Gilt |e;] 151 (0) < "B (v; —wy) fiir i = 1,...,p— 1, so ist das folgende 2-Punkt-Design
c-optimal:
-1
a— —szg)) - C a
<= Qf(@)B) Vae) ' (57
VOE)+/Q(F(@TB)  /Qa")+/Q(f(a)78)

Gilt zudem ¢; # 0 fiir mindestens zwei i € {1,...,p — 1}, so sind die folgenden m-Punkt-

Designs

* *

9. VQF @) QU@ Q)

L /R Q@) 8) T QE QU @TB) Q) +/Q(F (@) B)

a

mit m > 3 ebenfalls c-optimal, wobei

x; € %ﬂ{wERp_l : f(w)T,B::v*} Qconv{a—lpaT()~ei,i: 1,...,p—1}
fir i =1,...,m — 1 und die Konvexkombination der Stiitzpunkte &} den ersten Stiitz-
punkt des c-optimalen 2-Punkt-Designs (5.7) ergibt:

(S vg'(0)
Z el =a— -2 - C. (5.8)

Beweis:

Der Beweis wird fiir den Fall S;¢c; > 0, ¢ = 1,...,p — 1, gefiihrt. Da c-Optimalitat
unabhéngig vom Vorzeichen des Vektors c ist, sind die Ergebnisse auch giiltig, wenn
Bic; <0 fire=1,...,p—1 gilt.

Die Matrix T sei definiert durch

1 0 0 0 ... 0
Bo B B2 Bz ... Bpoa
0O 0 By 0 ... 0
T=1. . . . . .
: : 0
0 0 ... oo 0 B

Mit der kanonischen Transformation f(x) — f(z) = T f(x) ist die Minimierung von
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T M (¢, B)~ ¢ dquivalent zur Minimierung von ¢! M ,(£)~ ¢, mit Informationsmatrix
§) = ijQ<zj,l)f(zj)f(zj)Ta
j=1

c, = Tec = (0 Z Blcl, 202,...,6p_1cp_1)T und transformiertem Parametervektor
B, = (0,e)T (vgl. Ford et al., 1992). Im transformierten Modell kénnen die Kompo-
nenten z;, i = 2,...,p — 1, einer Versuchseinstellung z Werte aus dem Intervall [a;, 0;]
annehmen, wobei [u;, 0;] := [Bu;, Biv;] fiir 5; > 0 und [a;, 9] == [Biv;, Biw] fir B; < 0. Fiir
die Komponente z; gilt z; € [Zf;ll Uy, Zf;ll ¥;], wobei [ty, 1] := [Bo + Brua, Bo + Brvi]
fir 1 > 0 und [ay, 1] = [Bo + Biv1, Bo + Prwg] fir 51 < 0. Dabei ist zu beach-
ten, dass die einzelnen Komponenten nicht unabhéngig voneinander sind, denn es gilt

2= f(@)78 = fo+ by + X000 &

Die Flache f =/Q(z1) f(2) =/Q(21) (1, 21,...,2,_1)" stimmt in den ersten bei-

den Komponenten mit der Kurve fiir den zweidimensionalen Fall mit einer Kovariablen
iiberein. Daher kann analog zum Beweis von Satz 5.2 gefolgert werden, dass die Ver-

bindungsflache vom Punkt f(zl _11 Vi, Day ... ,171,,1) zu den Punkten —f(z*, 295y Zpe1)

auf dem Rand der Elfving-Menge liegt, wobei 2* = SV §; — e +5,_,(0) ist mit der
Funktion ¢ fiir das Modell mit einer Kovariablen fiir 3 = (0, 1)”. Fiir die Komponenten
Zi, 1 =2,...,p— 1, muss wegen der Abhéngigkeit zur ersten Komponente, die den Wert
2* hat, z* — 370 2 € [y, O] gelten. Es sei
* ~ ﬁ’LC’L -1
=0 =t Yo, (0)
P By T

fire=2,...,p—1und

) Q> )
wl - 1 J
V Q(Z*> + \/ Q(Zf:_1 77z)
. 0
VaE o )
Damit der Punkt (z*, 23, ... , z,_1) im Designraum liegt, muss z; > @, fiiri = 2,...,p—1

und

pfl ﬁ c
~ 161 —1 ~
Z* - Z Z’;k =1 — p—1 ' 77Z)f)1-|—...+ﬁp,1(0) > Uy
i=2 j=1 Bici
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gelten. Dann liegt der Punkt (z*,23,...,25 ;) sowie jeder Punkt auf der Verbindungs-

strecke zu (Zf:_ll ¥;, Ua, ..., Up—1) auf dem Rand der Elfving-Menge. Es folgt
~ _[/pr—1
wf . (_f(Z*, Z;a R ,Z;—l)) + u); . f (Z 771" 172, R ,'lh}p_1>
i=1
0
p—1
* -1 ~ _ - /BC
\/Q(z Q3 %) Vi 4, (0) Z]ﬁlc ]]
- ' 1 : 2C2
VQE) +4/Q(X1Z) W) i1 556 :

Bp— 1 Cp— 1
= Cy,

wobei v gleich dem Vorfaktor ist. Nach dem Satz von Elfving ist das Design mit Stiitz-
punkten (z*, 23,...,2; ;) und (Zf;ll Vg, Vg, . .. ,6p_1) und zugehorigen Gewichten w} und
w; c-optimal fiir den Vektor c,.

Es gibt beliebig viele weitere c-optimale Designs mit m > 3 Stiitzpunkten, sofern
¢; # 0 fiir mindestens zwei ¢ € {1,...,p— 1} gilt. Dann lésst sich der Stiitzpunkt

(2%, 25,...,2,_1) als Konvexkombination von Punkten (z*, z7),..., (2%, 2}, ,

) aus dem
Designraum, welche auf der Hyperebene {z € RP™: f(2)78, = 21 = 2*} liegen, dar-

stellen:
(2%, 20) = (25,25, ..., 25 ).

Folglich sind alle Designs

*

* k
oWy . Wy w;

5* _ {(Z*, Z{) . (2*7 Zg;_l) (Zf:_ll 61’)627 . ,@p_l)}

ebenfalls c-optimal. Die Riicktransformation liefert das Resultat aus Satz 5.6. Die Be-
dingungen, dass der Stiitzpunkt (z*,23,...,2, ;) im transformierten Designraum liegt,
ergeben sich zu |¢;[ 151 (0) < |8 (v — w;) fiiri=1,...,p— 1. O

Aus dem Beweis folgt, dass neben diskreten auch c-optimale Designs mit stetigem Anteil

existieren.

Satz 5.7

Die Voraussetzungen von Satz 5.6 seien gegeben. Es bezeichnen w} und wj die Gewichte
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des c-optimalen 2-Punkt-Designs (5.7). Es sei & ein beliebiges, nicht notwendigerweise
diskretes Design auf 2" N {x € R"': f(x)"B =2} mit E(§) =a — w‘c‘%g)) - ¢ und es
bezeichne & das 1-Punkt-Design mit Stiitzpunkt a. Dann ist das Design £* = wi& +w3&s

c-optimal.

Bemerkung 5.8
Die Nullstelle ¢, '(0) der Funktion v, liegt im Intervall (0,4Q(f(a)”8)/Q'(f(a)’B)).

Mit dem Vektor ¢ = (0, e;)T erhilt man aus Satz 5.6 fiir i = 1,...,p— 1 die c-optimalen
Designs fiir 8; mit Stiitzpunkten a — (¢;*(0)/;) €; und a. Diese Designs sind eindeutig,
denn der Vektor ¢ hat nur eine Komponente ungleich null. Der erste Stiitzpunkt liegt
somit auf einer Kante des Designraums und lasst sich daher nicht als Konvexkombination

weiterer Stiitzpunkte darstellen.

Korollar 5.9

Es gelte ¥,1(0) < |8i] (v; —w;) fiiri = 1,...,p—1 und die Voraussetzungen von Satz 5.6
seien erfiillt. Es seien £ die eindeutigen c-optimalen Designs fiir 5; mit Stiitzpunkten
a— (¢¥;1(0)/8;) e; und @ und es seien o; = Bic;/(c'B) fiir i = 1,...,p— 1. Dann ist das
Design £* = Zf;ll a; &7, dessen Stiitzpunkte nur auf den Kanten des Designraums liegen,
c-optimal fiir den Vektor ¢ = (0,¢1,...,¢,—1)". Dies folgt aus Satz 5.6, da die Konvex-
kombination der Stiitzpunkte a — (/;1(0)/3;) ; der Designs £ den ersten Stiitzpunkt
des c-optimalen 2-Punkt-Designs (5.7) ergibt.

Abbildung 5.2 zeigt die Struktur der c-optimalen Designs fiir das Modell mit zwei Ko-
variablen (p = 3). Die von a verschiedenen Stiitzpunkte der c-optimalen Designs aus
Satz 5.6 liegen auf der durch f(x)”3 = z* definierten Hyperebene, die im vorliegenden
Fall eine Gerade ist.

Die Informationsmatrix des c-optimalen 2-Punkt-Designs ist singuldr. Um alle Para-
meter schitzen zu kénnen, werden Designs mit reguldrer Informationsmatrix benétigt.
Daher sind die m-Punkt-Designs aus Satz 5.6 von Interesse. Die folgende Bemerkung

liefert genaue Formeln fiir die c-optimalen 3-Punkt-Designs zu Abbildung 5.2.

Bemerkung 5.10
Die c-optimalen 3-Punkt-Designs fiir das Modell mit zwei Kovariablen (p = 3) sind von
der Gestalt

T 5 a
§=19 QI @™B) . QF@B) Nes

5 Q) /QUF@TB) T \/QE)+/QUF@TA) /R )+/QF(@)TB)
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T2

X1

Abbildung 5.2: Struktur der c-optimalen Designs

mit

2t = (al YO Y (0) +L>

gt B Peaye) By
1 —1
o= (= oo+ S = Yo, )

. c — Bic —
fiir r € (0, 57222 - ¢,'(0)] und s € (0, 5222 — -4, (0)].

Beweis:
Im transformierten Modell wie im Beweis von Satz 5.6 sind die c-optimalen 3-Punkt-

Designs fiir zwei Kovariablen von der Gestalt

S *
s W s Wi W

e = {(z*,z§‘ +7r) (2525 —s) (01 + 172,172)}

wobei r € (0,0, — 23] und s € (0, 25 — ¥, +¢511+m+ﬁp_1(0)}. Die Riicktransformation liefert

die Formeln in Bemerkung 5.10. [

Das c-optimale 2-Punkt-Design kann bei der vorliegenden multiplen Regression einen
Stiitzpunkt im Inneren des Designraums haben. Es kénnen auch c-optimale m-Punkt-
Designs, m > 3, mit Stiitzpunkten im Inneren des Designraums existieren. Dies stellt
keinen Widerspruch zu Satz 3.22 dar, weil die Matrix A = Mecc” M im Aquivalenzsatz
fiir c-Optimalitat, wobei M = (M &8+ HH T)_l fiir Designs mit singularer In-
formationsmatrix und M = M (£*,3)~! fiir Designs mit regulirer Informationsmatrix

gilt, nicht positiv definit, sondern nur positiv semidefinit ist. Daher ist die Funktion
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p(x) == f(x)T Af(x) fiir c-Optimalitit nicht streng konvex und kann somit auch im
Inneren des Designraums maximal sein. Sie wird allerdings auch immer an den Ecken
maximal und nach Satz 3.24 existiert auch ein c-optimales Design mit Stiitzpunkten
nur auf den Kanten des Designraums. Es sind unendlich viele c-optimale Designs mog-
lich. Sitter und Torsney (1995) haben fiir andere Modelle mit 2 Kovariablen mit Hilfe
des Satzes von Elfving optimale Designs bestimmt und ebenfalls festgestellt, dass es

verschiedene c-optimale Designs geben kann.

Beispiel 5.11

Es wird das Proportional Hazards Modell mit Typ [ Zensierung, Experimentdauer ¢ = 1
und zwei Kovariablen betrachtet. Der Designraum sei 2~ = [0,10] x [0,10] und der
Parametervektor sei gegeben durch 8 = (0, —1, —1). Gesucht ist das c-optimale Design
fir ¢ = (0,1,1)". Es gilt ¢5,'(0) = 2,723 und nach Satz 5.6 ist das folgende 2-Punkt-

Design c-optimal:

- (1,361;1,361) (0;0)
B 0,759 0,241 [

Es existiert ein c-optimales Design mit Stiitzpunkten nur auf den Kanten des Design-
raums. Dazu seien & fiir ¢ = 1,2 die eindeutigen c-optimalen Designs fiir 8; mit Stiitz-
punkten 2,723e; und 05 und Gewichten 0,759 und 0,241. Dann ist nach Korollar 5.9 das
folgende Design mit Stiitzpunkten nur auf den Kanten c-optimal fiir ¢ = (0,1, 1)7:
P . 2,723;0) (0;2,723) (0;0
AR {( 0,380 N 0,380 | ((),241}'

Insbesondere besitzt dieses Design eine regulire Informationsmatrix.

5.3 Bayessche c-optimale Designs

In diesem Abschnitt werden fiir spezielle Modelle mit zensierten Daten und mit einer
Kovariablen Bayessche c-optimale Designs fiir den Effektparameter 5 berechnet, d. h. es
gilt ¢ = (0,1)?. Zunichst wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung,
Experimentdauer ¢ = 1 und voneinander unabhéngigen Gewichtungen N (0, 1) fiir Sy und
N(uy,0?) fiir 81 betrachtet. Die Bestimmung der optimalen Designs erfolgt numerisch.
Dabei werden die Integrale in der Kriteriumsfunktion wie in Abschnitt 4.5 beschrieben
durch Quadraturformeln ndherungsweise berechnet. Die Bayesschen c-optimalen Designs

fir §; auf dem Designraum 2" = [0, 1] sind in Tabelle 5.1 angegeben.
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p1 =0 p =4 p1 =10

02— 1 0 1 0 1 0,088 1
1 0,451 0,549 0,600 0,400 0,541 0,459
52— 3 0 0421 1 0 0262 1 0,082 1
1= 0,256 0,440 0,304 0,378 0,149 0,473 0,546 0,454
o2 — 45 0 0320 1 0 0325 1 0 0136 1
1 ’ 0,249 0,579 0,172 0,246 0,405 0,349 0,245 0,297 0,458

Tabelle 5.1: Bayessche c-optimale Designs fiir das Proportional Hazards Modell mit
Typ I Zensierung

Die Aussage aus Abschnitt 3.5, dass ein c-optimales Design mit hochstens zwei Stiitz-
punkten existiert, gilt fiir das Bayes-Kriterium nicht mehr. In Abbildung 5.3 ist zu den
optimalen Designs aus Tabelle 5.1 die Fréchet-Ableitung graphisch dargestellt.

0 0 0
-2
-2 -2
2 _ -4
oy =1
-6
-4 -4
-8
-10 -6 -6
0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
0 0 0
10 - 2
) _ _
oy =3
1 -2
-20 . -4
-30 -4 -6
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
0 0 0
) -20 -5 -2
o1 =45
-40 -10 -4
-60 -15 -6
0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
pn1 =10 p =4 m =10

Abbildung 5.3: Fréchet-Ableitung fiir die optimalen Designs aus Tabelle 5.1

Im Folgenden wird das Proportional Hazards Modell mit exponentialverteilten Zensie-
rungszeiten bzw. Negativ-Binomial-Modell betrachtet. Die Beweise der folgenden Resul-

tate befinden sich im Anhang.
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Satz 5.12
Es sei Q(0) = €?/(e’ + \) und 2" = [u,v]. Es seien die voneinander unabhiingigen
Gewichtungen N (uq,07) fiir o und N(p1,03) fiir 3; gegeben. Es sei

1 1 ol 2
=242 S -2 L 1)), 5.9
e (e F gk ) 6

Gilt py/o? £ 2* € 2, so ist das Bayessche c-optimale Design fiir 8; in der Klasse der

2-Punkt-Designs gegeben durch

. Jmfoi—at m/of+a*
¢ _{ Lo o } (5.10)

Fiir pu1/0? — 2% < u bzw. py/o? + z* > v ist es gegeben durch
2 5

= w(z?) w(z3) : (5.11)

w(zy)+w(zs)  wz])+w(zh)

wobei die Funktion w definiert sei wie folgt:

2 2,72
w(x) = \/1 + )\exp(—,uo + % — iy + x201>' (5.12)

Gilt p1 /07 — 2* < u, so ist 2} = v und zj = min(Z,v), wobei 7 die eindeutige Losung
der Gleichung w'(z)(z — u) — w(u) — w(z) = 0 im Intervall (u, 0o0) ist.
Gilt py/0? +2* > v, so ist x5 = v und x} = max(u, T), wobei 7 die eindeutige Losung

der Gleichung w'(z)(x — v) — w(v) — w(z) = 0 im Intervall (—oo, v) ist.

Fiir den néchsten Satz werden Gewichtungen der Parameter verwendet, die nur auf
der Menge der positiven reellen Zahlen definiert sind. Hierbei handelt es sich um die
Gamma- und Exponentialverteilung. Fiir die Dichtefunktion der Gammaverteilung wird
die folgende Parametrisierung gewéhlt, wobei I'(+) die Gammafunktion bezeichnet:

ba
Jeamma(ap) (%) = F(a)x“‘le“"’”, z > 0. (5.13)

Als Spezialfall der Gammaverteilung erhélt man fiir a = 1 eine Exponentialverteilung

mit Parameter b.
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Satz 5.13
Es sei Q(0) = €?/(e’ + \) und 2" = [u,v]. Es seien die voneinander unabhiingigen
Gewichtungen Gamma(a, b) fiir Sy und Exp(9) fur £ mit u > —1 gegeben. Die Funktion

w sei definiert wie folgt:

w(x) = \/1 + e 1);[3:; o) (5.14)

Das Bayessche c-optimale Design fiir 5; in der Klasse der 2-Punkt-Designs ist gegeben
durch

i} ] v
w(z])+w) w(z])+wv)
Dabei ist
A L[ A\ A"+ v)
* 9y =7 4= . 1
L 2(b+1)“+2\/((b+1)“> IR (5.16)
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6 L-optimale Designs

In diesem Kapitel werden L-optimale Designs bestimmt. In Abschnitt 6.1 wird das Mo-
dell mit einer Kovariablen betrachtet. Dabei kann der Designraum stetig oder diskret
sein. In Abschnitt 6.2 werden L-optimale Designs fiir ein multiples Regressionsmodell
berechnet.

Die Matrix B = (b;;), ._ , wird als positiv definit und damit regulér angenommen. Da-
her muss ein L-optimales Design eine regulére Informationsmatrix und somit mindestens

p Stiitzpunkte haben.

6.1 Modell mit einer Kovariablen

Fiir das in diesem Abschnitt betrachtete Modell mit einer Kovariablen gilt p = 2,
£(@) = (1,2)7 und B = (fo, B)".

Ein L-optimales Design muss mindestens zwei Stiitzpunkte haben. Die L-optimalen Ge-
wichte aus (3.38) berechnen sich fiir ein 2-Punkt-Design mit Stiitzpunkten z; und

zZu

ot VQ(Bo + i) - glaa)
' \/Q(ﬂo + Biz1) - g(x1) + \/Q(ﬁo + B1z2) - g(x2)

VQ(Bo + i) - glay)
\/Q(ﬁo + Bixq) - g(x1) + \/Q(ﬁo + Bixa) - g(x2)

*_
Wy =

mit g(x) := by12* — 2b127 + by. Die Funktion 7,(+): R — R sei definiert als

Q(Bo + fix) ‘ (1 LV Q(fo + fix) bnwa — bio(z +a) + 522) ‘

Ya(®) = Pi(a —x) =2

Q' (Bo + Bix) VQ(Bo + fra) Va(z)g(a)

Satz 6.1
Es sei & = [u, v] und die Bedingungen (A1)—(A4) seien erfiillt. Die Matrix B sei positiv
definit und die Funktion g sei definiert als g(z) = byj12% — 2b1o2 + bao.
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a) Es sei f; > 0. Das eindeutige L-optimale Design ist gegeben durch

x] v
£ = Q(Bo+B10)9(v) V@BotBra)g(w]) . (6.1)
VQBo+B17})g(x7)+4/Q(Bo+B1v)g(v) 1/ Q(Bo+B177)g(})+1/Q(Bo+B1v)g(v)

Dabei ist x7 = max {u,z*}, wobei z* die eindeutige Losung der Gleichung v, (x) = 0 im
Intervall (—oo,v) ist.

b) Es sei 1 < 0. Das eindeutige L-optimale Design ist gegeben durch

*
U x5

£ = V@Bt Bra3)e(3) NG . (6.2)

VQBo+B1uw)g(w)+1/Q(Bo+B13)g(w3)  1/Q(Bo+B1u)g(w)+1/Q(Bo+Bra3)g(w)

Dabei ist x5 = min {v,z*}, wobei z* die eindeutige Losung der Gleichung 7, (z) = 0 im

Intervall (u, 00) ist.

Der Beweis wird spéater im Abschnitt iiber multiple Regressionsmodelle erbracht. Fiir
£ = 0 ist die Informationsmatrix proportional zu der fiir das lineare Modell und das

L-optimale Design hat die beiden Randpunkte v und v des Designraums als Stiitzpunkte.

Es wird nun ein diskreter Designraum 2~ = {z1,..., 21} mit 77 < 29 < ... < T%
betrachtet. Der folgende Satz zeigt, dass es fiir 81 > 0 bzw. 5; < 0 vier verschiedene
Typen von L-optimalen Designs gibt. Der Beweis befindet sich im Anhang.

Satz 6.2

Es sei 2" = {1,...,2x} mit x; < ... < xx. Die Bedingungen (A1)—(A4) seien erfiillt
und die Matrix B sei positiv definit.

a) Es sel f; > 0 und z* die eindeutige Losung der Gleichung ~,, (z) = 0 im Intervall
(—o00, xy). Gilt x* < x4, so hat das L-optimale Design die Stiitzpunkte x; und z.

Fiir * > 1 sind als L-optimales Design nur vier Designs mit folgenden Stiitzpunkten

moglich:
i) {a7 (@), 2} i) {27 (2%), 2} iil) {27 (2%), 2" (=)} iv) {7 (z"), 2T (z"), 2} .

b) Es sei f; < 0 und z* die eindeutige Losung der Gleichung 7,,(x) = 0 im Intervall
(x1,00). Gilt z* > zy, so hat das L-optimale Design die Stiitzpunkte z; und z.

Fiir 2* < 2y sind als L-optimales Design nur vier Designs mit folgenden Stiitzpunkten
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moglich:
i) {z, 27 (2"} i) {a, 27 (@)} iiD) {7 (2"), 2 (")} iv) {z1,27(2"), 27 (2")}.
c) Fiir $; = 0 hat das L-optimale Design die Stiitzpunkte z; und zy.

Satz 6.2 liefert eine Auswahl von méoglichen L-optimalen Designs. Diese Auswahl kann
nicht weiter verringert werden, da sich zu jedem der angegebenen Designs ein Beispiel
finden lasst, sodass das Design auch tatsédchlich L-optimal ist. Fiir die beiden 2-Punkt-
Designs vom Typ i) und ii) ist dies ersichtlich, wenn 2~ (2*) bzw. z(z*) nahe bei z* liegt.
Dass auch die anderen beiden Designs L-optimal sein konnen, wird im nachsten Beispiel
gezeigt. Die optimalen Gewichte der 2-Punkt-Designs wurden bereits angegeben. Die
Gewichte des 3-Punkt-Designs miissen numerisch bestimmt werden.

Die Struktur der L-optimalen Designs auf dem diskreten Designraum &hnelt der von den
D-optimalen Designs aus Satz 4.8. Im Gegensatz zu D-Optimalitét kann jedoch auf dem
diskreten Designraum ein Design vom Typ iii) ohne maximales oder minimales Element
des Designraums L-optimal sein. Fiir einen stetigen Designraum ist dies nicht moglich, da

das L-optimale Design nach Satz 6.1 immer einen Randpunkt des Designraums besitzt.

Beispiel 6.3

a) Es wird das Proportional Hazards Modell mit Typ I Zensierung, Experimentdauer
¢ = 1 und diskretem Designraum 27 = {—4, —3,2, 3} betrachtet. Fiir 3 = (0,1)” und
B = I, ist 2* = —0,239 die eindeutige Losung von ~3(x) = 0 im Intervall (—o0, 3).
In diesem Fall ist L-Optimalitdt gleich A-Optimalitdt und das A-optimale Design ist
gegeben durch

-3 2
= . 6.3
G {0,762 0,238} .

b) Fiir das gleiche Modell wie in a) wird der Designraum zu 25 = {—4, —3, 1,3} verén-
dert. Das A-optimale Design ist nun das folgende 3-Punkt-Design:

-3 1 3
;= . 6.4
“ {0,437 0,431 0,132} (64)

Die Optimalitiit der beiden Designs in a) und b) kann mit dem Aquivalenzsatz verifiziert
werden. Die Fréchet-Ableitung wird in Abbildung 6.1 fiir eine stetige Variable x auf dem
Intervall [—4, 4] graphisch dargestellt.
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Abbildung 6.1: Fréchet-Ableitung: links fiir £}, rechts fiir &

6.2 Multiple Regression

In diesem Abschnitt wird ein multiples Regressionsmodell mit p — 1 Kovariablen, p > 2,
betrachtet. Es gilt f(z) = (1,27)" und ¢ = (21,...,2,1)" € Z".

Zunachst werden L-optimale Designs fiir ein kanonisches Design-Problem bestimmt.

Satz 6.4

Es sei 2" = [u1,0] X ... X [up—1,0] und die Bedingungen (A1)—(A4) seien erfiillt. Der
Parametervektor sei gegeben durch B = (g, 1,...,1)" und die Matrix S = (Sio’)i,j:1 .... .
sei definiert wie in (3.38) als S = (XT)leX_l fir ein Design mit Stiitzpunkten
ri€,..., 016,13 und 0,1 = (0,...,0)7.

Firi=1,...,p—1 seien z} die eindeutigen Losungen des folgenden Gleichungssystems

im Intervall (—o0,0):

gy Q) () VOB ) | s ) (6.5)
Q' (Bo + ;) VQ(5o) V' S1,18i4+1,i+1
Gilt x] > w; fiiri = 1,...,p—1, so ist das Design {* mit Stiitzpunkten zjey, ..., z; €, 1

und 0,_; und zugehorigen Gewichten aus (3.38) das eindeutige L-optimale Design.

Beweis:
Es wird das Design-Problem auf dem unbeschriankten Designraum mit x; € (—oo, 0] fiir

1 =1,...,p— 1 betrachtet. Es seien

pi(x) = f(re)" M(E,B)"' BM(&,8) f(ze:).

Nach Satz 3.12, Korollar 3.23 und Bemerkung 4.3 ist ein Design £ genau dann L-optimal,
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wenn

Q(f(zie)"B) - pi(x;) — Spur(M(¢,8)'B) <0

fire=1,...,p— 1 gilt. Diese Bedingung ist dquivalent zu

Spur(M(€.5)'B) _ (6.6)

hi(xi) = pi(xi) — Q(f(zie)TB) ~

Aus der positiven Definitheit der Matrix M (£, 8) " 'BM (£, 3)~! folgt, dass die quadra-
tischen Polynome p;(z;) positiv sind fiir alle z; € R. Sie streben somit fiir x; — 0o gegen
unendlich. Dies gilt auch fiir h;(z;), da die Funktion @ streng monoton wachsend ist.
Nach Lemma 2.3 folgt

pi(z:)Q(Bo + xi) — SPUT(M(fa [3)713)

lim h;(x;) = lim — — 00
Ti—>—00 ( ) Ti——00 Q(60+xz)

Aus dem Beweis von Lemma 3.26 folgt, dass h;(x;) hochstens zwei Extrema hat und
ein L-optimales Design kann daher hochstens zwei Stiitzpunkte je Kante haben. Da
fiir ein L-optimales Design in (6.6) Gleichheit an den Stiitzpunkten gilt, muss infolge
der Grenzwertbetrachtungen einer der beiden Stiitzpunkte auf einer Kante bei der Ecke
0,1 liegen. Bei dem anderen Stiitzpunkt auf der Kante muss ein Maximum der Funktion
hi(x;) vorliegen. Zwischen diesen beiden Stiitzpunkten existiert ein Minimum von h;(x;).
Weitere Extrema der Funktion h;(z;) gibt es nicht. Ein L-optimales Design £* muss also
Stiitzpunkte x7ei,...,x; €, 1 und 0, ; haben mit L-optimalen Gewichten in (3.38),
wobei z7 < 0 fiir + = 1,...,p — 1. Die Informationsmatrix eines solchen Designs £* lésst

sich geméf (3.35) in der Form

M, 8) =X D, X =XTQ:D,Q* X

darstellen, wobei die Matrizen Q7 = diag (\/Q (o) VQ(Bo + 7).,/ Q(Bo + 2_1))

*

und D, = diag(wy, . ..,w) Diagonalmatrizen sind und die Matrix X gegeben ist durch

»p
x_ (! 0/,
1,1 diag(z”)

mit Vektoren * = (z},...,25_;)" und 1, = (1,...,1)".
-1

Die Polynome p;(z;) berechnen sich unter Verwendung der Matrix S = (X T)_IBX
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aus (3.38) zu

1

pZ(ZEfL) = f(xiez-)T (XTDWX)_ B(XTDWX)_lf((L’iei>
= (LzeNX 'D;'(X')'BX D (X)) (1, 2:e")"
= (1,2,¢")X'Q:D;'SD;'Q = (XT) ' (1,zel)".

Die Inverse der Matrix X ist wie im Beweis von Satz 4.1 gegeben durch

X*l — 1 Og—l
—y* diag(y*)

mit y* = (1/x},..., 1/a;_)". Mit (1,z;e]) X' = (1 — a;/a7, (x;/a})el) folgt

(1 - = g 511 (%)2 “Sitlit1 (1 - I—i) 251441
Y=y +2. —
(W) @(Bo)  (wpyy)” Q(Bo + ) wiwi 17/ Q(Bo)/Q(Bo + )

2 . . _ _ o s
N (Z \/%) . Qo) * Q(Bo + ;) e VQ(Bo)V/Q(Bo + %)

Aufserdem gilt:

1

Spur(M(¢7,8)"'B) = Spur((X' D,X)"'B) = Spur(X ' D;'(X')'B)

= Spur(DJl(XT)*lBXil) = Spur(DJIS)
p Si: p p p 2
=D TV Ve = (v
=1 1 =1 i=1 j=1
Es gilt h;(xf) = h;(0) = 0. Es muss nun gezeigt werden, dass die Funktionen h;(z;) bei

x; = x} ein Maximum haben. Dazu geniigt es wegen der Grenzwertbetrachtungen zu

zeigen, dass die Gleichungen hl(z}) =0 firi=1,...,p — 1 erfiillt sind. Es gilt

C Y E () e men
() = — . z x; S1 15041011 0 :
o <J; \/S_ﬂ> Q(bo +a7) " VQ(Bo)\/Q(Bo + x7) * Q(Bo + x})?

Die Gleichungen h(z}) = 0 sind dquivalent zu den Gleichungen k;(z}) = 0 mit

Fa(s) = 2 Q(Bo + i) (1 VOB +m) s ) s (6.7)

Q' (Bo + ;) VQ(Bo)  VS11Si41im
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firi=1,....,p—1,da k;i(z}) = C - hl(z}) mit C = z:Q(By + z})*/Q'(Bo + x}) < 0 gilt.
Losen die z} dieses Gleichungssystem, so ist das Design £* L-optimal.

Zunéchst wird die Existenz einer Losung gezeigt. Nach Lemma A.1 im Anhang gilt
limg, 0 S1i41/v/S1.15i+1i+1 = —1 und daher folgt lim,, o ki(z;) = 4Q(50)/Q'(5o) > 0.
Fiir die Variable z; existiert somit eine Umgebung um 0, in der k;(z;) positiv ist.

Da die Matrix S fiir 2; € (—00,0) positiv definit ist, gilt s7,,, < s1,18i41i41. Es folgt
S1i41/v51.15i41i+1 € (—1,1) und der gesamte Ausdruck in runden Klammern in (6.7)
nimmt somit Werte im Intervall (0,2) an. Es gilt mit (A4)

(-1QB) . Q) 4Q(A)
’“( Q'(5) )<2 00 2 Q)

=0

fir i = 1,...,p — 1. Aus dem Satz von Poincaré-Miranda (vgl. Kulpa, 1997) folgt die
Existenz einer Losung des Gleichungssystems k;(xf) = 0, ¢ = 1,...,p — 1, die sich im
Inneren des Wiirfels [—4Q(5,)/Q’(5o), 0}1)_1 befinden muss.

Angenommen, dieses Gleichungssystem hétte mehrere Losungen. Dann erfiillen alle aus
diesen Losungen konstruierten Designs den Aquivalenzsatz und wiren daher L-optimal.
Sind & und &; zwei solche L-optimale Designs, dann wéare auch das Design &5 = %(fl +&3)
L-optimal, da die Kriteriumsfunktion konkav ist. Es existiert eine Kante, auf der das
Design &3 drei Stiitzpunkte hat. Dies liefert einen Widerspruch zu Lemma 3.26 und es
folgt die Eindeutigkeit der Losung des Gleichungssystems.

Nun wird der Fall p = 2 betrachtet, d.h. das Modell mit einer Kovariablen. Im Be-
weis von Lemma A.1 wurde der Ausdruck s ;11//5115i+1,i+1 berechnet. Somit ist die
Gleichung fiir x] gegeben durch

ki (z) ::2.—62(50—1-&3) : (1— QU + ) bia? — b ) +x=0
Q'(Bo + ) VQ(Bo)  +/9(0)g(x)

mit g(z) := by12%—2b157+boy. Es wird der Fall betrachtet, dass die Losung der Gleichung

ki(z) = 0 kleiner als u; ist. Fiir das Design mit Stiitzpunkten u; und 0 gilt A} (u1) < 0
genau dann, wenn ky(uy) > 0 ist, da k; (u;) = C- R} (uy) mit C' < 0 gilt. Da die Gleichung
ki(xz) = 0 nach Annahme keine Losung im Intervall [u;, 0] hat, haben k1 (u1) und k4 (0)
das gleiche Vorzeichen. Wegen k1 (0) = 4Q(5y)/Q' (o) > 0 ist es positiv und somit folgt
hi(u1) < 0. Das Maximum & von h; liegt also bei & < u; und es gilt hy(z1) < 0 fiir
alle 71 € [ug,0]. Nach dem Aquivalenzsatz ist das Design mit Stiitzpunkten u; und 0
L-optimal. O
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Mit Hilfe von Satz 6.4 lassen sich L-optimale Designs fiir beliebige Designraume und

Parametervektoren herleiten.

Satz 6.5

Es sei 2" = [ug,v1] X ... X [up-1,vp—1] und die Bedingungen (A1l)-(A4) seien erfiillt.
Firi=1,...,p—1sei a; = v;, falls §; > 0 und a; = u,, falls §; < 0. Die Matrix
S sei definiert wie in (3.38) als S = (XT)_lBX_l fiir ein Design mit Stiitzpunkten
a—(r1/B)er,...,a— (v,_1/By-1)e,—1 und a = (ay,...,a, 1)".

Firi=1,...,p— 1 seien z] die eindeutigen Losungen des folgenden Gleichungssystems

im Intervall (0, c0):

Q(f(a)Tﬁ — xz) N VO(f(@)TB — ;) . S1it1 _
Ql(f(a)T’B B xl) (1 \/Q(f(a)Tﬁ) \/31,13i+1,i+1> 0 (6.8)

Gilt =7 < |6i| (v —w;) fiir ¢ = 1,...,p — 1, so ist das Design mit den Stiitzpunkten
—(x7/B1)er,...,a—(x} /By 1)e, 1 und a und zugehdrigen Gewichten aus (3.38) das

eindeutige L-optimale Design.

Beweis:
Es sei d = (Byay, ..., By-1a,-1)". Die Matrix T sei definiert durch

(! 0, .
—d diag(ﬂl, Ce ,ﬂp_l)

Mit der kanonischen Transformation f(x) — f(z) = T f(x) folgt der Zusammenhang
M(,B8) =T 'M.(£.,8,) (T_I)T mit transformiertem Design ., Informationsmatrix

fza szQ Zl T/6 )-f( )f(zi)Ta

und transformiertem Parametervektor 3, = ( fl@)rs,1,..., 1)T. Es folgt
Spur(M (¢, 8)"'B) = Spur(T" M.(&.. 8.)'TB) = Spur(M. (&, 8.)"'B:)

mit B, = TBT". Nach Lemma 3.19 gilt M, (¢,,8.) = ZTDWZ, wobei Z' = TX

ist. Die Matrix S bleibt unter linearen Transformationen invariant:

)'B.Z ' = (Z')'TBT"Z = (T'Z
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Es gilt z; € [— |Bi] (v; — ), 0} firi = 1,...,p—1. Damit liegen die Voraussetzungen von
Satz 6.4 vor. Das L-optimale Design folgt aus der Riicktransformation des L-optimalen

Designs aus Satz 6.4. Dabei wird das Gleichungssystem (6.5) transformiert zu

Q(f(a)Tﬂ + Bi(x; — ai))
Q/(f(a)TIB + Bi(z; — ai))

. 1— \/Q T/6 + Bz(xz - z)) . Sl,i-i—l
\/ (@)TB) VS11Sit1i1 |

Mit der Umparametrisierung z; = a; — ;/; folgt das Gleichungssystem in (6.8). O

Ozﬁz(acz—a,)—l—Q

Bemerkung 6.6
Die optimalen Gewichte des L-optimalen Designs aus Satz 6.5 sind nach Satz 3.20 fiir
1=1,...,p gegeben durch

Sii
w. =

C VG

wobei S = (XT)_le(_l. Mit y* = (B1/27,. .., Bp—1/x}_,)" berechnen sich die Diago-

naleintrédge von S fiir j =2,...,p—1 zu

1 Bkl 2. 5115k1
=—— | (1 —ay" )’ + Ejb §j
oLt Q(f(a)TB) 1l “y) M + —2 e T Ty

6 — 5?_1 bl 1(1] 1 leyj(lj_l + b]',j
7 (x;k‘—l)Q Q(f( )8 — x;ll)

Der Beweis zu Bemerkung 6.6 befindet sich im Anhang.

Aus dem Beweis von Satz 6.4 folgt, dass die eindeutigen Losungen x} des Gleichungssys-
tems (6.8) im Intervall (0,4Q(f(a)”B)/Q'(f(a)"B)) liegen. Dieses Gleichungssystem
muss numerisch gelost werden. Es ldsst sich als Fixpunktgleichung x = k() schreiben.
Ausgehend von einem Startvektor &g kann das Fixpunktverfahren @, = k(x,) verwen-
det werden, um iterativ eine Losung zu bestimmen. Bei numerischen Untersuchungen
konvergierte dieses Verfahren immer gegen den Fixpunkt.

Die Struktur der L-optimalen Designs aus Satz 6.5 und der D-optimalen Designs aus
Satz 4.9 ist in Bezug auf die Lage der Stiitzpunkte dhnlich. Ein Stiitzpunkt ist die Ecke
des Designraums, bei der die Intensitatsfunktion ) maximal wird, und die weiteren

Stiitzpunkte befinden sich auf den zu dieser Ecke inzidenten Kanten des Designraums.

85



Beziiglich der Gewichte unterscheiden sich die L-optimalen Designs von den D-optimalen
Designs. Wahrend bei D-Optimalitéit gleiche Gewichte optimal sind, sind die optimalen
Gewichte bei L-Optimalitdt im Allgemeinen unterschiedlich, wie das folgende Beispiel

zeigt.

Beispiel 6.7

Es wird die Situation aus Beispiel 5.11 betrachtet, d. h. das Proportional Hazards Modell
mit Typ I Zensierung, Experimentdauer ¢ = 1, zwei Kovariablen, 2" = [0, 10] x [0, 10]
und 8 = (0,-1,—-1)7.

a) Gesucht ist das A-optimale Design, d.h. es ist B = I. Die Eintrdge der Matrix S
aus (3.38) sind fiir i = 1,2 gegeben durch

1 1+1+1
S _ —_—— - -
HTQ(0) a? a3)’

1
S14 = - )
B Q0)Q(—x;)?
1
Sit1i4+1 = Q(—%)IQ

In diesem Beispiel sind die zwei Gleichungen des Gleichungssystems (6.8) identisch,
woraus unmittelbar z7 = x3 folgt. Es muss daher nur eine Gleichung gelost werden. Man

erhalt x] = 23 = 2,379. Das A-optimale Design ergibt sich nach Satz 6.5 zu

o _ {(2,379;0) (0;2,379) (0;0)}' 69)

0,329 0,329 0,341

Fiir das marginale Modell mit einer Kovariablen, 27 = [0,10] und 3 = (0, —1)T hat
das A-optimale Design die Stiitzpunkte 2,394 und 0 mit Gewichten 0,509 und 0,491.
Der Abstand der Stiitzpunkte auf den Kanten zur Ecke im Modell mit zwei Kovariablen
verringert sich in diesem Beispiel unwesentlich im Vergleich zum Abstand der Stiitz-
punkte im marginalen Modell. Es veréndert sich jedoch die Gewichtung zwischen den
Stiitzpunkten. Wéahrend im marginalen Modell dem Randpunkt 0 ein kleineres Gewicht
zugewiesen wird, erhélt die Ecke (0;0) im Modell mit zwei Kovariablen ein groferes Ge-
wicht im Vergleich zu den Stiitzpunkten auf den Kanten.

Fiir das aus den optimalen marginalen Designpunkten konstruierte Design mit den
Stiitzpunkten (2,394;0), (0;2,394) und (0;0) ergeben sich die optimalen Gewichte zu
wi = w; = 0,330 und wj = 0,341. Dieses Design weist eine A-Effizienz von 0,99996 auf.

Die Beschrinkung auf die Optimierung der Gewichte liefert nicht immer Designs mit
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so hohen Effizienzen. Beispielsweise hat fiir den Designraum 2~ = [—3,3] x [—3,3] das
resultierende Design eine A-Effizienz von nur 0,812.

b) Gesucht ist das V-optimale Design. Es sei o die Gleichverteilung auf 2". Die Matrix
B ist gegeben durch

1 5 5
B- / F@)f (@) p(de) = |5 20 95 | (6.10)
7 5 25 O

3

Das Gleichungssystem (6.8), das sich wieder zu einer Gleichung reduzieren lésst, hat die

Losung ] = x5 = 2,689. Das V-optimale Design ergibt sich nach Satz 6.5 zu

2,689;0) (0;2,689) (0;0
5* — ( ? ? ) ( » = ) ( ) ) ) (611)
0,405 0,405 0,189

Die beiden Stiitzpunkte auf den Kanten sind weiter entfernt von der Ecke als beim A-
optimalen Design. Die Ecke erhélt im Gegensatz zum A-optimalen Design ein geringeres

Gewicht als die Stiitzpunkte auf den Kanten.

Fiir den Fall, dass einige 3;, ¢ > 0, gleich null sind, lassen sich aus numerischen Untersu-
chungen die gleichen Erkenntnisse wie bei D-Optimalitdt gewinnen. Optimale Designs
lassen sich als Produkt von einem optimalen marginalen Design auf den Ecken fiir die-
jenigen Komponenten mit §; = 0 und einem Design von der Struktur des L-optimalen

Designs aus Satz 6.5 fiir diejenigen Komponenten mit 3; # 0 konstruieren.
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7 ¢p-optimale Designs

Dieses Kapitel widmet sich der Bestimmung ¢g-optimaler Designs. In Abschnitt 7.1
werden ¢g-optimale Designs fiir k& € (—oo, 1) berechnet. Da der Aquivalenzsatz 3.12
nicht fiir £ = —oo gilt, wird dieser Fall, bei dem es sich um FE-Optimalitit handelt, in
Abschnitt 7.2 separat behandelt.

7.1 ¢y-optimale Designs fiir k € (—o0, 1)

In diesem Abschnitt werden fiir £ € (—o00,1) ¢r-optimale Designs fiir ein Modell mit
p— 1 Kovariablen, p > 2, f(z) = (1,2")" und & = (21, ...,2,_1)" € 2 berechnet. Der
Fall p = 2 ist also mit eingeschlossen. Die ¢g-optimalen Designs lassen sich dhnlich zum

Beweis von Satz 6.4 fiir L-Optimalitit bestimmen.

Satz 7.1
Es sel & = [u1,v1] X ... X [up—1,v,_1] und die Bedingungen (A1)-(A4) seien erfiillt. Fiir
1 =1,...,p—1sei a; = v;, falls §; > 0 und a; = u;, falls 5; < 0. Die Matrix S sei

definiert wie in (3.39) als S = ()ZTT)_IM(g7 B)k“)z_l fiir ein Design mit Stiitzpunkten
a—(zr1/B)er,...,a— (v,-1/Bp-1)e,—1 und @ = (a1, ...,a, 1)".
Falls eine Losung existiert, so seien 2} € (0,00) und w} firi = 1,...,p—1 die eindeutigen

Losungen des gemeinsamen Gleichungssystems (7.1) und (3.39):

QU@ B-x) (| VOU@B—1) _ sun ) _
' (fla)s - ) (1 Va(f(a)B) ¢> v

Gilt «f < |5 (v; —w;) fir i = 1,...,p — 1, so ist das Design &; mit den Stiitzpunkten
a—(zi/Bi)er,...,a—(x;_,/Bp-1)e, 1 und @ und zugehorigen Gewichten wy, ..., wy das

eindeutige ¢,-optimale Design.

Der Beweis befindet sich im Anhang. Satz 7.1 unterscheidet sich von Satz 6.5 fiir L-
Optimalitédt in der Definition der Matrix S. Da sie von den Gewichten abhéngt, bein-
haltet das zu 16sende Gleichungssystem zusétzlich auch die Gleichungen fiir die optimalen

Gewichte. Dieses gemeinsame Gleichungssystem muss numerisch gelost werden. Es ldsst
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sich wie bei L-Optimalitat als Fixpunktgleichung schreiben und mit iterativen Verfahren

16sen. Bei numerischen Untersuchungen hatte es immer eine Losung.

Bemerkung 7.2

Satz 7.1 gilt bis auf die Eindeutigkeit des ¢g-optimalen Designs auch fiir £ = 1. Da
in diesem Fall die Kriteriumsfunktion linear und daher nicht streng konkav ist (vgl.
Pukelsheim, 1993, S. 138-139), ldsst sich die Eindeutigkeit nur fiir die Stiitzpunkte, nicht

aber fiir die Gewichte zeigen.

Bemerkung 7.3

Fir D-Optimalitét gilt S = diag(wy,...,w,) und somit s1,47 = 0, ¢ = 1,...,p — L.
Damit vereinfacht sich das Gleichungssystem (7.1) zu p — 1 identischen Gleichungen von
der Form ¢4(x;) = 0 mit Losungen x; = ¢,'(0), wobei die Funktion ¢, in (4.7) definiert
ist. Somit kann Satz 4.9 aus Satz 7.1 gefolgert werden. Insbesondere ist das D-optimale

Design aus Satz 4.9 eindeutig.

Beispiel 7.4

Es wird die Situation aus den Beispielen 5.11 und 6.7 betrachtet. Gesucht ist das ¢y-
optimale Design fiir & = —2. Die Eintrdge der Matrix S aus (3.39) sind fiir 1 = 1,2
gegeben durch

1+ 5+ ;12) 1 1
TR0 QR | QU)Q(—wa) ks
L+ 5+ 5 1
T Qi ke QO)lQ(—) et
1 1

Si-‘rl,i-‘rl = Q(O)Q(—ZEZ)IEfwl + Q(_xi)Qx;lwi—&-l‘

Das gemeinsame Gleichungssystem (7.1) und (3.39) hat die Losung 27 = x5 = 2,513,
wi = w; = 0,327 und wj = 0,345. Das ¢_s-optimale Design ist in Tabelle 7.1 angegeben.
Zum Vergleich sind fiir das gleiche Modell das D-optimale Design, das A-optimale De-
sign (vgl. Beispiel 6.7) und das c-optimale Design fiir ¢ = (0,1,1)? (vgl. Beispiel 5.11)
in Tabelle 7.1 angegeben. Als c-optimales Design wurde das 3-Punkt-Design mit allen
Stiitzpunkten auf dem Rand des Designraums ausgewéahlt. Auferdem wurden die Effi-
zienzen der optimalen Designs beziiglich der anderen Optimalitétskriterien berechnet.
Es zeigt sich, dass alle Designs relativ hohe Effizienzen beziiglich der anderen Kriterien

aufweisen.

90



Effizienzen

Kriterium Optimales D681gn c A Do

(2,124;0) (0;2,124)
1/3 1/3

{27%30 (0;2,723)

D-Optimalitat (¢o) 1 /3
0,380 0,380 0 24
O 34

1 0,920 0,986 0,965

c-Optimalitat
(2,379;0)  (0;2,379)
0,329 0,329

2,513;0) (0;2,513) (0;0
0,327 0,327 0,345

A-Optimalitat (¢

} 0030 1 0943 0931
} 0090 0956 1  0.996

;0)
1
;0)
1
)

¢_o-Optimalitit {< } 0,977 0,960 00997 1

Tabelle 7.1: Vergleich optimaler Designs fiir verschiedene Optimalitétskriterien

7.2 E-optimale Designs

In diesem Abschnitt werden E-optimale Designs fiir das Modell mit einer Kovariablen
bestimmt. Es gilt p = 2, f(z) = (1,2)T und B = (B, 51)7.

Dette und Haines (1994) haben Modelle mit zwei Parametern betrachtet und explizite
Formeln fiir die optimalen Gewichte und die Eigenwerte der Informationsmatrix eines
FE-optimalen Designs mit zwei Stiitzpunkten angegeben. Wie im Kapitel iiber c-optimale
Designs sei f(z) = \/Q(Bo + f1z) - f(z). Die E-optimalen Gewichte eines Designs mit

Stiitzpunkten x; und x5 lassen sich darstellen als

: f<x1>T<Jj<m> J;i )y

und wy = )
I£¢ ¥

falls fiir den Winkel o = <t(f(21), f(a2)) € [0°,180°) gilt, dass a > 90° ist. Gilt o < 90°,
so ist f(xy) durch —f(x3) zu ersetzen. Das folgende Resultat von Dette und Haines
(1994) liefert eine geometrische Bedingung, wann das E-optimale Design mit einem
c-optimalen Design iibereinstimmt. Dabei wird das Konzept des Inkugel-Vektors ver-
wendet, der auf den Beriihrungspunkt der grofsten Kugel innerhalb der Elfving-Menge
Z mit dem Rand der Elfving-Menge zeigt.

Satz 7.5

Fiir ein Modell mit zwei Parametern existiert ein Inkugel-Vektor ¢, sodass das FE-
optimale Design mit dem c-optimalen Design fiir ¢ iibereinstimmt, genau dann, wenn
der Rand der Elfving-Menge ein Geradenstiick enthélt, sodass das mit dem Ursprung

gebildete Dreieck einen Winkel grofier oder gleich 90° am Ursprung aufweist.
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Betragt der Winkel mehr als 90°; so ist der Inkugel-Vektor bis auf Vorzeichen eindeutig,
betragt er 90°, so kann es nur dann mehrere Inkugel-Vektoren geben, wenn die Elfving-
Menge ein Quadrat ist. Im folgenden Satz wird die Funktion v, verwendet, die in (5.2)
definiert ist.

Satz 7.6

Es sei 2 = [u,v] und die Bedingungen (A1)—(A4) seien erfiillt. Die Funktion ¢ sei
definiert als g(z) := (c;z — ¢q)? fiir einen Vektor ¢ = (¢, c2)7.

a) Es sei 81 > 0 und z* = max {u,v —¢;1(0)/5:}. Gilt 1+ vz* > 0, so stimmt das

eindeutige F-optimale Design mit dem c-optimalen Design fiir

(x*\/Q(Bo i) +oy/QB + ﬁw)) 73)
~VQ + Hiz?) = QB + i) |

iuberein:

*

T (%

§ = Qo+ B10)g(v) /QBotBrz)g(@") . (T4)
VQBo+B17%)g(z*)+4/Q(Bo+B1v)g(v) 1/ Q(Bo+B12*)g(x*)+1/Q(Bo+Br1v)g(v)

Gilt 1+ vaz* < 0, so ist das eindeutige E-optimale Design gegeben durch

—1/v v

&= v2Q (B0t B1v) Q(Bo—51 /)
Q(Bo—PB1/v)+v2Q(Bo+B1v)  Q(Bo—PB1/v)+v2Q(Bo+B1v)

(7.5)

b) Es sei 8; < 0 und z* = min {v,u — v, '(0)/51}. Gilt 1 + uz* > 0, so stimmt das

eindeutige F-optimale Design mit dem c-optimalen Design fiir

. (x*\/Q(ﬁo 5 +uy/QUB + &u)) 76)
—/Q(Bo + Brz*) — /Q(Bo + fru) '

iuberein:

*

u T

= N QUBo+Bru)g(w) - (T7)
VQBo+B1u)g(u)+1/Q(Bo+B12*)g(x*) 1/ Q(Bo+Bru)g(u)++/Q(Bo+B1z*)g(a*)

Gilt 1+ ux* < 0, so ist das eindeutige F-optimale Design gegeben durch

u —1/u

&= Q(Bo—B1 /) 2Q(Bo+B1u)
Q(Bo—PB1/u)+u2Q(Bo+B1u)  Q(Bo—p1/u)+u2Q(Bo+F1u)

(7.8)
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Beweis:

a) Es sei f; > 0. Der Rand der Elfving-Menge wurde im Beweis von Satz 5.2 fiir das
kanonische Modell charakterisiert. Er besteht fiir 3, > 0 aus den Kurven +f(z) fiir
z € [z*,v] und aus den Geradenstiicken von —f(v) zu f(z*) und von — f(z*) zu f(v),
wobei x* in Satz 7.6 a) definiert ist. Das von den Geradenstiicken mit dem Ursprung
gebildete Dreieck weist genau dann einen Winkel groffer oder gleich 90° am Ursprung
auf, wenn <I(—f'(v), f(x*)) > 90° gilt. Diese Bedingung ist aquivalent zu 1 + vz* > 0.
Die groftte Kugel innerhalb der Elfving-Menge beriihrt die beiden Geradenstiicke an
der Stelle mit dem geringsten Abstand zum Ursprung. Der Inkugel-Vektor, der vom
Ursprung zu diesem Beriihrungspunkt zeigt, muss also senkrecht zum Geradenstiick

sein. Die Richtung des Inkugel-Vektors ergibt sich zu

o ( fala®) + fav) ) _ (;,; /Q(Bo + Bra*) +UN/Q(50+51U>> 79)
~V Qo + Bra®) = \/Q(Bo + Biv) ) '

—fi(@™) = fi(v)

wobei das Minuszeichen in die zweite Komponente gesetzt wurde. Nach Satz 7.5 stimmt
das F-optimale Design mit dem c-optimalen Design fiir den Vektor ¢ iiberein, da c-
Optimalitat unabhéngig von der Skalierung und vom Vorzeichen des Vektors c ist. Ins-
besondere erhélt man als E-optimale Gewichte die c-optimalen Gewichte, die mit (7.2)
iibereinstimmen, und die Eindeutigkeit des F-optimalen Designs.

Gilt 1 + vx* < 0, so stimmt das FE-optimale Design nach Satz 7.5 nicht mit einem
c-optimalen Design iiberein. Die F-optimale Informationsmatrix hat daher einen Eigen-
wert mit Vielfachheit 2. Nach dem Aquivalenzsatz ist ein Design ¢ genau dann E-optimal,

wenn eine positiv semidefinite Matrix E mit Spur(E) = 1 existiert, sodass

)\mm(M<€7/8)) <0

h(z) :== f(x)"Ef(z) — Q(Bo + fix)

(7.10)
fir alle z € [u, v] gilt. Aufgrund der Kompaktheit des Designraums und der Stetigkeit der
Kriteriumsfunktion existiert ein F-optimales Design, wobei Gleichheit in (7.10) an den
Stiitzpunkten gilt. Wie in den Beweisen von Lemma 3.26 und Satz 6.4 1asst sich zeigen,
dass die Funktion h'(x) hochstens zwei Nullstellen hat und lim, ,.. h(z) = +oo gilt.
Somit hat das E-optimale Design genau zwei Stiitzpunkte, wobei sich ein Stiitzpunkt
bei v befinden muss. Nach Lemma 3.3 von Dette und Haines (1994) muss fiir die E-
optimalen Stiitzpunkte 21 und v gelten, dass f(z1) und f(v) senkrecht zueinander sind,
damit der Eigenwert Vielfachheit 2 besitzt. Daraus folgt 21 = —1/v. Wegen 1+ vz* < 0
gilt * < —1/v. Somit ist der Designraum grofs genug, dass —1/v € 2 gilt. Die E-
optimalen Gewichte (7.2) berechnen sich zu denen in Satz 7.6.

b) Der Fall 8; < 0 kann analog gezeigt werden. O]
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Bemerkung 7.7
In den Féllen 14 vz* > 0 bei a) und 1+ uz* > 0 bei b) wird die Bedingung (A3) nicht
bendtigt.

Die Ungleichungen in Bemerkung 7.7 konnen nur dann nicht erfiillt sein, wenn der De-
signraum positive und negative Werte enthélt. Fiir Designrdume, bei denen alle Werte

gleiches Vorzeichen haben, sind diese Ungleichungen also stets erfiillt.
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8 Diskussion

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Bestimmung optimaler Designs fiir multiple Re-
gressionsmodelle. Fiir diese Modelle konnten allgemeine Resultate zur Struktur optimaler
Designs gezeigt werden, die fiir viele Optimalitatskriterien giiltig sind. Ist der Design-
raum ein Polytop, so existiert ein optimales Design, dessen Stiitzpunkte nur auf den
Kanten des Designraums liegen. Bei vielen Kriterien wie z. B. D-; L- und ¢;-Optimalitét
miissen sich die Stiitzpunkte eines optimalen Designs auf den Kanten des Designraums
befinden. Rechteckige Polytope ergeben sich als Designraum, wenn jede Kovariable un-
abhéngig von den anderen Kovariablen Werte aus einem Intervall annehmen kann. Auch
fiir beliebige Designraume wie z. B. eine Kugel ldsst sich festhalten, dass die Stiitzpunkte
eines optimalen Designs auf dem Rand liegen.

Fiir diese Ergebnisse ist es notwendig, dass nur lineare Terme der Kovariablen in das
Modell eingehen. Insbesondere diirfen keine Interaktionsterme vorhanden sein. Anhand
eines Beispiels wurde gezeigt, dass optimale Designs fiir Modelle mit einem Interakti-
onsterm Stiitzpunkte im Inneren des Designraums haben konnen.

Diese Strukturresultate sind auch zur numerischen Bestimmung optimaler Designs vor-
teilhaft, da die Kanten-Restriktion die Anzahl der freien Variablen eines Stiitzpunktes
von p—1 auf 1 reduziert. Ferner konnte gezeigt werden, dass unter geeigneten Bedingun-
gen ein optimales Design nur zwei Stiitzpunkte je Kante haben kann. Mit Hilfe dieser
Ergebnisse wurden optimale Designs fiir Modelle mit zensierten Daten fiir verschiedene

Optimalitatskriterien hergeleitet.

Fir D-Optimalitat wurde gezeigt, dass sich optimale Designs fiir ein multiples Regres-
sionsmodell aus den optimalen Designs in den marginalen Modellen mit einer einzigen
Kovariablen konstruieren lassen. Fiir dieses Ergebnis miissen neben der Existenz eines
D-optimalen Designs nur zwei Voraussetzungen erfiillt sein: Die D-optimalen Designs in
den marginalen Modellen miissen 2-Punkt-Designs sein und sie miissen einen Randpunkt
des Designraums als Stiitzpunkt haben. Diese Bedingungen sind haufig erfiillt, wenn der
Designraum abgeschnitten wird, so dass einer der Stiitzpunkte des D-optimalen Designs
auf dem erweiterten Designraum R sich aufserhalb des abgeschnittenen Designraums be-

findet. Dies wurde anhand eines Beispiels fiir das logistische Regressionsmodell demons-
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triert, fir das D-optimale Designs direkt gefolgert werden konnten. Weitere Beispiele
fiir optimale Designs mit einem Randpunkt des Designraums als Stiitzpunkt sind bei
Biedermann et al. (2006) zu finden. Die zur Konstruktion der D-optimalen Designs im
multiplen Regressionsmodell bendtigten D-optimalen Designs in den marginalen Mo-
dellen sind iiblicherweise bekannt oder kénnen zumindest leicht numerisch berechnet
werden.

Fiir die in dieser Arbeit betrachtete Klasse nichtlinearer Modelle sind die genannten Vor-
aussetzungen durch Annahme geeigneter Bedingungen an die Intensitétsfunktion erfiillt.
Zu dieser Klasse gehoren das Proportional Hazards Modell mit Typ I und zufalliger Zen-
sierung sowie das Poisson- und Negativ-Binomial-Modell. Fiir die Zensierungszeiten sind
viele Verteilungen moglich, bei denen die Intensitatsfunktion die Bedingungen (A1)—(A4)
erfiillt. Fiir diese Modellklasse sind die D-optimalen Designs in den marginalen Model-
len bekannt. Die Anwendung der bisherigen Resultate lieferte D-optimale Designs fiir
multiple Regression.

Fiir die additiven Modelle, bei denen beliebige Regressionsfunktionen zugelassen sind,
die jeweils nur von einer Kovariablen abhéngen, wurde gezeigt, wie sich mit Hilfe der
Ergebnisse D-optimale Designs herleiten lassen. Dabei stellte sich heraus, dass die D-

optimalen Designs Stiitzpunkte im Inneren des Designraums haben kénnen.

Ferner wurden L- und ¢g-optimale Designs fiir Modelle mit einer oder mehreren Ko-
variablen berechnet. Es zeigten sich Gemeinsamkeiten bei der Lage der Stiitzpunkte
optimaler Designs fiir die verschiedenen Kriterien. Optimale Designs haben die Ecke des
Designraums als Stiitzpunkt, bei der die Intensitédtsfunktion maximal wird. Die weiteren
Stiitzpunkte liegen auf den zu dieser Ecke inzidenten Kanten des Designraums. Insbe-
sondere besitzen die optimalen Designs immer einen minimalen Trager. Dies ist speziell
bei einer grofsen Anzahl von Kovariablen vorteilhaft, da diese Designs in der Praxis ein-
facher umgesetzt werden konnen als Designs mit mehr Stiitzpunkten, wie z. B. das 21
vollfaktorielle Design auf Basis der optimalen marginalen Designpunkte. Es ist zudem
einfacher das Design zu einem exakten Design zu runden, falls dies notwendig ist.

Wihrend bei D-Optimalitdt nur die eindeutige Losung einer nichtlinearen Gleichung
zu finden ist, muss bei L-Optimalitéit ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Stiitz-
punkte und bei ¢x-Optimalitdt ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Stiitzpunkte
und Gewichte gelost werden. Fiir L-Optimalitdt wurde die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung des Gleichungssystems bewiesen. Fiir ¢,-Optimalitét ist die Existenz einer
Losung nicht bewiesen, jedoch die Eindeutigkeit, falls eine Losung existiert. Obwohl das
Gleichungssystem insbesondere bei ¢-Optimalitéit eine Schwierigkeit bei der Berech-

nung eines optimalen Designs darstellt und letztendlich numerisch gelost werden muss,

96



bieten diese Resultate Vorteile gegeniiber einer direkten numerischen Herangehensweise
zur Berechnung optimaler Designs. So hat man die Sicherheit, dass es sich tatsdchlich
um ein optimales Design handelt, wenn eine Losung des Gleichungssystems gefunden
wurde. Bei numerischen Optimierungsverfahren besteht immer die Problematik, dass
nur ein lokales Maximum oder Minimum gefunden werden kann. Zudem sind diese Op-
timierungsverfahren in der Regel deutlich aufwendiger.

Bei der Betrachtung der ¢y -Kriterien wurde der Fall £ = —oo fiir £-Optimalitidt zu-
nachst ausgeschlossen, da die Kriteriumsfunktion nicht differenzierbar sein muss und
ein separater Aquivalenzsatz gilt. Fiir das Modell mit einer Kovariablen konnten die E-
optimalen Designs bestimmt werden. Die Berechnung E-optimaler Designs fiir mehrere

Kovariablen ist vermutlich sehr schwierig und ein Thema fiir weitere Forschung.

Auch bei der Berechnung D- und L-optimaler Designs fiir Modelle mit einer Kova-
riablen und einem diskreten Designraum lassen sich Ahnlichkeiten feststellen. So gibt es
drei Typen von moglichen D-optimalen Designs, die auch bei L-Optimalitat vorkommen.
Zusétzlich gibt es bei L-Optimalitéit jedoch einen vierten Typ von Design, der nicht als

D-optimales Design moglich ist.

Bei ¢-Optimalitit gelang fiir Modelle mit einer Kovariablen eine umfassende Charakteri-
sierung c-optimaler Designs fiir einen stetigen und diskreten Designraum. Bisher waren
nur fiir spezielle Modelle aus der betrachteten Modellklasse oder bestimmte c-Vektoren
c-optimale Designs bekannt.

Fiir multiple Regressionsmodelle wurden c-optimale Designs fiir bestimmte c-Vektoren
hergeleitet. Thre Struktur weicht von der fiir die anderen Optimalitatskriterien ab. So
existieren c-optimale Designs mit Stiitzpunkten im Inneren des Designraums. Als Ur-
sache dafiir konnte die fehlende Regularitiat der im Aquivalenzsatz fiir c-Optimalitéit
auftretenden Matrix identifiziert werden. In Ubereinstimmung mit den Ergebnissen fiir
multiple Regressionsmodelle existiert auch ein c-optimales Design mit Stiitzpunkten aus-
schlieflich auf den Kanten des Designraums. Eine natiirliche Erweiterung der vorliegen-
den Resultate ist die Bestimmung c-optimaler Designs fiir die bisher nicht betrachteten

Vektoren c.

Bei der Berechnung D-optimaler Designs fiir Modelle mit zwei Kovariablen und einem
Interaktionsterm konnten fiir bestimmte Parameter- und Designraum-Kombinationen
Designs gefunden werden, die in einer gewissen Klasse optimal sind. Die Verifikation der
bisher nur aufgrund numerischer Berechnungen vermuteten D-Optimalitét dieser De-

signs ist ein Thema zukiinftiger Forschung.
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Zur Losung der Parameterabhéngigkeit lokal optimaler Designs gibt es mehrere Ansétze.
In dieser Arbeit wurden standardisiert Maximin D-optimale Designs und Bayessche D-
und c-optimale Designs bestimmt.

Ein Resultat von Konstantinou et al. (2014) zum standardisiert Maximin D-optimalen
Design fiir Modelle mit einer Kovariablen konnte auf den mehrdimensionalen Fall inner-
halb einer speziellen Designklasse erweitert werden. In Beispielen wurden standardisiert
Maximin D-optimale Designs und Bayessche D-optimale Designs fiir multiple Regressi-
onsmodelle aus den optimalen Designs in den marginalen Modellen konstruiert. Dabei
sind die optimalen Designs in den marginalen Modellen 2-Punkt-Designs, die den Rand-
punkt 0 des Designraums als Stiitzpunkt haben. Ob dieses Vorgehen immer optimale
Designs liefert, ist ein Thema fiir weitere Untersuchungen.

Fiir die Bayesschen Kriterien konnten unter Verwendung von Quadraturformeln zur
naherungsweisen Berechnung der Integrale numerisch optimale Designs fiir das Pro-
portional Hazards Modell mit Typ I Zensierung bestimmt werden. Fiir das Proportional
Hazards Modell mit exponentialverteilten Zensierungszeiten bzw. das Negativ-Binomial-
Modell und einer Kovariablen wurden fiir verschiedene Gewichtungen analytische Resul-
tate hergeleitet, wobei die gefundenen Designs optimal in der Klasse der 2-Punkt-Designs

sind.

Die vorgestellten Methoden und Resultate zur Bestimmung optimaler Designs fiir mul-
tiple Regression lassen sich auf weitere Modelle und Optimalitédtskriterien anwenden.
Bisher waren fiir nichtlineare multiple Regressionsmodelle nur wenige Ergebnisse sowohl
fiir D-Optimalitdat als auch insbesondere fiir ¢-, L- und ¢-Optimalitidt bekannt. Die-
se Arbeit liefert somit einen wichtigen Beitrag zur weiteren Entwicklung der optimalen

Versuchsplanung fiir nichtlineare multiple Regressionsmodelle.
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A Anhang

Beweise zu Kapitel 4

Beweis von Satz 4.19:
Die Funktion @ berechnet sich zu Q(0) = €/(e? + \) = 1/(1 + Xe™?). Fiir ein 2-Punkt-
Design ¢ mit Stiitzpunkten x; und x5 gilt

(1 + )\6*50*51951>(1 + )\6*/80*,31$2)

w1CU2(CL’2 — I1)2

det(M(¢,8)) " =

Zur Berechnung der Kriteriumsfunktion ist das folgende Integral hilfreich:

o 1 _ (B—)? 2202 ©© 1 ,M
/ e b e 207 dBf=e T2 . / e 202 dg
o V2mo? oo V202

202

= T, (A.1)

Die Kriteriumsfunktion ergibt sich ohne den Logarithmus, der nur eine monotone Trans-

formation darstellt, zu

2202 o2 I o2 02 , ,
14+ Ne zr—Hot3 4 Ne g Hot T | N2 (@1te2)’—2u0+203

Eg|det(M (¢, 8) '] =

w1w2($2 - !171)2

Die optimalen Gewichte sind wj = wj = 1/2. Es seien C} und C; definiert wie in Satz 4.19

1.2.2 . . . . .
und 7(z) := €297*". Dann kann die Kriteriumsfunktion geschrieben werden als

1+ Cl . (T’(l’l) + 7“(%2)) + 02 : T(-Tl + .%2)

%(xz - I1)2

h(l’l, 332) = .
Es gelte o > x1. Der Punkt (—x,z) liegt auf der durch x; = —x definierten Ebene.
Wegen h(—z +y,z +y) = h(—x — y,x — y) fir alle z > 0 und y > 0 ist die Funktion
h symmetrisch zur Ebene, die durch x; = —xy gegeben ist. Es wird die Funktion A

senkrecht zu dieser Symmetrieebene betrachtet. Dazu sei h(y) := h(—z + v,z + y). Die
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Ableitung von h(y) berechnet sich fiir z > 0 und y > 0 zu

B’(y) _ C - (r’(—m +y)+7'(z+ y)) +Cy - 27"’(23/)'

T2

Dabei ist die Ableitung der Funktion r gegeben durch 7'(z) = O'%ZB%U%ZQ. Es gelten

'(—z) = —r'(2) und '(0) = 0 und somit folgt A’(0) = 0. Die zweite Ableitung von r
berechnet sich zu r”(z) = (024 0422)e27t%* > (. Die Funktion r’ ist also streng monoton
wachsend. Dann ist die Funktion /' als Summe streng monoton wachsender Funktionen
ebenfalls streng monoton wachsend. Es folgt 2/ (y) > 0 fiir y > 0. Die Funktion h wéchst
zu beiden Seiten um die Symmetrieebene und wird folglich fiir ;1 = —x9 minimiert. Es
wird daher die Funktion

. ‘ 1+ G- 2r(x) + Gy
: o 2

x
beziiglich > 0 minimiert. Die Ableitung von h ist gegeben durch

() = Cy - 20323 r(z) — (1+ Oy - 2r(x) + Cy) - 2x.

4

Sie ist fiir z > 0 genau dann gleich null, wenn gilt:

0=Crr(x) - (0j2* —2) —1—Cs

= =e291" 7. | - —1
2Ce ¢ 71t
T+ 1,5
— W = - -1
( 2016 ) 20'15E
1 1+ C.
— v=t— oo (22
01 2016

Da fL(x) fiir £ — 0 und * — oo gegen unendlich strebt, liegt bei der positiven Losung,

die mit 2* bezeichnet wird, ein Minimum vor. Es folgt ] = —z* und 2z} = z*.

Nun wird der Fall betrachtet, dass —z* auflerhalb des Designraums liegt, d.h. es gilt
—x* < u. Die Funktion h(zy, z2) wichst zu beiden Seiten senkrecht zur Symmetrieebene
und féllt auf der Symmetrieebene in Richtung (—x*,z*). Sie wird daher fiir u +v > 0
bei 2} = w minimiert und fir v +v < 0 bei x5 = v (vgl. Abbildung A.1).
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T2 Z2
_ ¥ *
(=", %) v (—z*, z*)
To > T v
u v gy U v 1
To > Tq
u
u
(a) u+v>0 b)u+v<0

Abbildung A.1: Beweisskizze: Die Symmetrieebene ist durch die blaue Gerade darge-
stellt. Die Funktion h(xy, z2) wird im Dreieck mit x5 > 7 auf der roten
Linie minimiert.

Im ersten Fall v + v > 0 ist die Funktion

1+ Cy - (r(uw) 4+ r(z2)) + Co - r(u+ z2)

i(fﬁg —u)?

k(xg) = h(u,x9) =

fiir x9 > uw zu minimieren. Thre Ableitung berechnet sich zu

4

(23 —u)?

K (22) = : [(01  02ar(12) + Co - 02 (1 + ) (u + 22)) + (2 — w)

—2-(1+Cr- (r(u) +r(22) + Co-r(u+ xg))]

Diese Ableitung ist genau dann gleich null, wenn der Term in eckigen Klammern gleich

null ist. Dieser kann geschrieben werden als

D () := Cir(xs) (07 w2(zs — u) — 2) + Cor(u+ x2) (07 (u + 2) (z2 — u) — 2)
—2—2Cr(u).
Er ist genau dann gleich null, wenn I(x2) := D,(x2)/(z2 — u) = 0 gilt. Nun wird ge-
zeigt, dass die Funktion I(z3) streng monoton wachsend ist fiir 2o > w und k'(z5) da-

her héchstens eine Nullstelle im Intervall (u, 00) hat. Dazu wird zunéchst die Funktion
li(x2) == Cir(x2) (03 w2 (w2 — u) — 2) /(z2 — u) fiir 25 > u betrachtet. Thre Ableitung ist
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gegeben durch

1

G ) [ (oteate = w) = 2) + ot — )] (22— w)

l(x2) =

— Cyr(m2) (0F@a (2 — u) — 2)}

_ Cyr(zsg) - [Uf(xg —u) (U%I%(l’g —u) —u— xg) + 2]
(22 — u)?

Diese Ableitung ist positiv, wenn m(zs) := o} (22 — u) (023 (22 — u) — u — x2) 42 positiv
ist. Da m(xq) fiir 5 — oo gegen unendlich strebt und m(u) = 2 > 0 gilt, gentigt es

m(z2) an den Extrema auszuwerten, um zu zeigen, dass m(zy) fiir o > u positiv ist.

Die Ableitung von m(xs) berechnet sich zu
m/(z2) = o (0725 (12 — u) — u — 2) + 07 (22 — u) (07 (323 — 2z9u) — 1)
= o722 (07 (22 — ) (day — 2u) — 2).
Sie hat die drei Nullstellen

0 3 N u? n 1 3 u? N 1
Ty = To = —U —+ — To=—-U—4|—+ —5.
2T Ty 16 202’ ! 16 202

Da die dritte Nullstelle kleiner als wu ist, sind nur die ersten beiden Nullstellen von
Interesse. Es gilt m(0) = o2u? +2 > 0. Mit S = /% + 515 gilt:
1

3 YR 273 AR | 7
m(zu—i—S)—al _ZU+S) (ZU+S> + o7 —Z—lu—f—S —ZU—S +2

3 1 u? 1)’ 7 3 u? 1

4 2 2 2

e - -4 o2 —u?2—Zus — — — — 2
! < 16u QUS 16 202> ! (16u 2uS 16 20%)
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Zur Bestimmung der Werte von wu, fiir die der obige Ausdruck gleich null ist, muss die

folgende Gleichung nach u aufgelost werden:

1 1 3 7
(gu?’af + uaf) S = §u4af + gu%f + T

Quadrieren liefert:

I 65,1 45 2 4 u? 1 _usaia 3 66, 1 44, 21 55 49
(64u01+4u01+u01 16—1-20% —1024+128u01+4u01+16u01—1-16

< 0= 1—16u4cri1 + 1—21&7% + %

Mit der Substitution z = u? erhélt man die Gleichung 0 = 220} + {2z07 + 13 mit
den imagindren Losungen z = —% + —%. Daher sind auch die Losungen u = +4/z
imaginar. Der Ausdruck m(%u +5 ) wird also fiir kein reelles u gleich null und ist somit
entweder fiir alle u positiv oder negativ. Fir u = 0 gilt m(S) = 7/4 > 0 und es folgt,
dass m(xs) positiv ist fiir zo > u und Iy (z5) somit streng monoton wéchst.

Analog folgt, dass die Funktion ly(zs) := Cor(u + z2) (0F (u + 22)(x2 — u) — 2) /(z2 — w)
streng monoton wachsend ist fiir 3 > u. Die Funktion l3(xs) := (=2 —2C17(u))/(xe —u)
ist auch streng monoton wachsend fiir x5 > u. Wegen l(x2) = l1(z2) + l2(x2) + l3(x2) ist
[(x9) streng monoton wachsend fiir xo > u. Folglich hat k'(z3) hochstens eine Nullstelle
im Intervall (u,o0). Da k(z9) fiir xo — u und 25 — oo gegen unendlich strebt, existiert
genau ein Minimum. Liegt das Minimum auferhalb des Designraums, dann ist 25 = v
der zweite Stiitzpunkt.

Die Fille u + v < 0 und z* > v konnen analog gezeigt werden. O]

Beweis von Satz 4.23:
Es wird der Fall B3 < 0 betrachtet. Fiir 815 = 0 folgt der Beweis analog. Die Deter-

minante der Informationsmatrix von £ aus (4.27) berechnet sich mit Hilfe von (3.35)

zu
1 4
det (M (€, 8)) = 5= | [ Q(F(2:)78) - det(X)?
i=1
mit
1 v Uy V1U3
det(X) = det Lo - 2 (o1 =1 )us
1 U1 Vo — T2 UI(UQ — 1'2)
1 V1 — T3 Vg — X4 (’Ul — I3)<U2 - 134)
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Subtrahieren der ersten Zeile von der zweiten, dritten und vierten Zeile liefert

1 v Vg U1V2

0 —=x 0 —Tv
det(X) = det ! e

0 0 — T2 —U1T2

0 —x3 —X4 X3T4 — Va3 — V1l4

Subtrahiert man nun das (x3/x;)-fache der zweiten Zeile und das (x4/x9)-fache der

dritten Zeile von der vierten Zeile, so ergibt sich

1 U1 Vo V1V2
0 — 0 -
det(X) = det = ez T1ToT3L4.
0 0 —x9 —vix9
0 0 0 T34

Die Determinante der Informationsmatrix von ¢ ist ein Produkt verschiedener Faktoren,
die unabhéngig voneinander maximiert werden konnen. Zur Maximierung beziiglich z,

ist die folgende Funktion zu maximieren:

gi1(z1) = Q(ﬁo + B1(v1 — 1) + Bovg + Bra(vy — $1)”U2) -2

Q(f(v)'B — (B + Biava)z1) - 2f.

Ihre Ableitung ist gegeben durch

g1(z1) = = (B + Br2v2) Q' (£ (0)"B — (By + Brava)w) 2}
+201Q (£ (v)" B — (B1 + Prava)1).

Diese Ableitung hat eine Nullstelle bei x; = 0. Es handelt sich um ein Minimum von ¢y,
da ¢1(0) = 0 und ¢;(z1) > 0 fir x; # 0. Eine weitere Nullstelle von g] ergibt sich als
Losung der folgenden Gleichung:

Q(f('v)Tﬁ — (B + 51202)151)
Q/(f(’U)TB —(B1+ ﬁ12v2)$1)

0= —(f1 + Prave)xy + 2 -

= =0 ((B1 + Brava2)21).

Die eindeutige Losung @} = ¢,(0)/(1 + Pi2v2) befindet sich im Intervall (0, 00), da
die Funktionen ) und @’ positiv sind und S; + Bi2v2 > 0 gilt. Es handelt sich um ein

Maximum von gi, da die Ableitung an dieser Stelle das Vorzeichen von positiv zu negativ
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wechselt. Gilt ¢51(0)/(81 + Biave) > v1 — uy, so wird die Determinante bei z} = v; — uy
maximiert.

Zur Maximierung der Determinante beziiglich x5 ist folgende Funktion zu maximieren:

Ga(x2) = Q(ﬁo + Brv1 + Ba(va — x2) + Bravr(ve — 332)) -3
= Q(f(U)TB — (B2 + 5121)1)952) - a3,
Analog wie bei der Berechnung von x} folgt z3 = ¢,(0)/(Bs + Bizv:). Fiir den Fall
5 (0) /(B2 + Biavi) > vy — ug wird die Determinante bei % = vy — uy maximiert.

Zur Bestimmung der optimalen Werte von x3 und x4 ist die folgende Funktion zu maxi-

mieren:

g(r3,4) := Q(ﬁo + Bi(vr — 23) + Ba(va — 24) + Pra(v1 — 3)(v2 — 5174)) - (w34)”

Sie wird auf den Kurven betrachtet, bei denen das Argument der Funktion @) konstant

ist, d. h.

—51333 - 52£U4 - 5125153112 - 512"01-T4 + 512933554 =1

n+ (B2 + Biavi)xy
B+ Biave — Biaxs

— 13 =ua3(14,7m) = (A.2)

mit 7 < 0. Dabei handelt es sich um streng monoton fallende Kurven, denn es gilt

das(zs,n)  (Ba+ Biav1)(Br + Brava — Prazs) + (77 + (B2 + 5127)1)334)512

dzy (B1 + Brava — Praxs)?

_ (B2 + Brav1)(B1 + Brava) + nbra <0

(B1 + Biava — Braxs)?

Es muss x3 > 0 gelten und daher gilt auf diesen Kurven x; < —n/(f82 + f12v1). Somit

ist die folgende Funktion beziiglich x4 € (0, zZU maximieren:

_ #)
B2+B12v1

n+ (B2 + 512U1)$4>2 2

Ty) = glx3(Tg,M), Tq) = v) 8+ 1) - (
gn( 4) g( 3(24,7m) 4) Q(f( )’ B 77) 81 + Brgvs — Brata
Ihre Ableitung ergibt sich zu

N+ (B2 + Srav1)xs '
(B1 + Prava — Brazy)?

: [(77 +2(f2 + 5127)1)354) - (B 4 Brava — Praxa) + Pro (77 + (B2 + 512?11)334)374} .

Iy(x4) = Q(f(v)' B+n)-2-

Xyq
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Diese Ableitung hat vier Nullstellen, eine bei x4 = 0, eine bei x4 = —n/(B2 + fr2v1) > 0
und zwei weitere bei den Nullstellen des quadratischen Polynoms in eckigen Klammern.
Bei den ersten beiden Nullstellen handelt es sich jeweils um ein Minimum der Funktion
g, weil sie an diesen Stellen gleich null ist und ansonsten nichtnegativ. Da die Polstelle
von g, bei x4 = (B1 + Prav2) /P12 < 0 liegt, muss zwischen den Minima ein Maximum

existieren. Wegen

lim T4) = 00 und lim T4) = 00
a:4—>—oog77( 4) z4—(B1+B12v2)/B12 gn( 4)

B1+B12v2
» o Pz

Extrema von g, klassifiziert. Zur Berechnung der Ortskurve, auf der die Maxima liegen,

muss es auferdem ein Minimum im Intervall (—oco ) geben. Damit sind alle

wird das Polynom in eckigen Klammern nach n aufgelost:

— _l'4(52 + 512”1)(2ﬁ1 + 26121)2 — /6121'4)
B+ Brave

Einsetzen von 7 in (A.2) liefert mit C = (B2 + Biav1)/ (L1 + Pr2v2)

B —3540(251 + 281202 — Biawy) + é(ﬁl + Brava) 2y
B+ Biava — Braxy

= é$4.

T3 =

Auf dieser Geraden liegen die Maxima der Funktion g, (x4) fiir verschiedene 7. Nun wird

die Funktion g(x3,z4) auf dieser Geraden betrachtet:

9(354) = g(éw4, 33'4) = Q(f(U)Tﬁ - 1‘46’(251 + 281202 — 5121'4)) - C?. 963-

Die Ableitung von g berechnet sich zu

gl(x4) = Q(f(v)T/B - 374@(251 + 2ﬁ12'U2 - 512374)) . CNQ . 41'?1

- Q/(f(’U)Tﬁ - $4é(251 + 2B1209 — 5123@4)) OB Ii : 2(ﬁ1 + Biavs — 512I4)~

Diese Ableitung hat eine dreifache Nullstelle bei x4 = 0, bei der es sich um ein Minimum
von ¢ handelt, da §(0) = 0 und g(x4) > 0 fiir 4 # 0. Eine weitere Nullstelle von §’
ergibt sich als Losung der folgenden Gleichung;:

Q(f(’U)TIB — 24C(261 + 2B1209 — ﬁum))

2. ’ L N
Q’(f('v)TB — 24C (261 + 251209 — 512$4)) 24C(Br + Brovs — Prawa)

Das Argument der Funktion @)/@Q’ auf der linken Seite ist eine quadratische Funktion in

x4 mit einem Maximum bei x4 = (81 + B12v2)/F12 < 0. Sie ist daher fiir 24 > 0 monoton
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fallend und wegen (A4) gilt dies fiir die gesamte linke Seite. Die quadratische Funktion
auf der rechten Seite hat ein Minimum bei x4 = (1 + P12v2)/(2612) < 0 und ist somit
streng monoton wachsend fiir 4, > 0. Da die linke Seite positiv ist und die rechte Seite
fir x4 = 0 gleich null ist, existiert genau eine Losung & im Intervall (0, 00). Es handelt
sich um ein Maximum von §, da §(0) = 0 und lim,, , §(z4) = 0 nach Lemma 2.3.

Mit der Skalierung z4 = x /(2 + f12v1) ergibt sich die Gleichung zu

‘ Q(f("))Tﬁ—x (2_ 'Blczw)) . - Brax
> Stera-r ety ()

mit C' = ([ + frav1) - (1 + Prav2). Sie hat die eindeutige Losung & = & - (B9 + S12v1) im
Intervall (0,00). Es folgt z} = /(B2 + Pr2v1) und x§ = Z/(51 + Si2v2).

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, dass /(82 + fiav1) > ve — uy gilt und das
berechnete Maximum somit aufserhalb des Designraums liegt. Die Funktion g, (z4) ist
auf fallenden Kurven definiert und wird fiir jedes n < 0 auf der Geraden z4 = x3/ C
maximiert. Die Funktion g(xs,x,) wéchst auf dieser Geraden streng monoton bis zum
berechneten Maximum. Daher wird g(x3, x4) fiir (v; — ul)/é > vy — Uy bel Ty = vy — Usy

maximiert und fir (v; — ul)/é’ < vy — ug bei x3 = v; — uy (vgl. Abbildung A.2).

Tg A Ta A
T T T T
B1+PB12v2’ Ba+Piavi B1+B12v2? B2+ Bi2v1
Vo — U3
V2 — U2
OO V] — Uy x3’ 00 V] — Uy :L'3,

(a) (vl—ul)/C’ZszUQ (b) (vl—ul)/é’ngqu

Abbildung A.2: Beweisskizze: Die blaue Gerade stellt die Gerade x; = 3/ C dar. Ver-
lauft sie bei x3 = v; — uy oberhalb von v, — us, so wird die Funktion
g(x3,z4) auf der roten Linie bei x4 = vy — us maximiert. Verlauft sie bei
x3 = v; — up unterhalb von vy — ug, so wird die Funktion g(z3,z4) auf
der roten Linie bel z3 = v; — u; maximiert.

Im ersten Fall (v; — ul)/é' > vg — ug ist die Funktion g(x3,vy — ug) beziiglich z3 zu
maximieren und analog zur Berechnung von z7j folgt x5 = qﬁ(_vll uQ)T(O) /(B1 + Braus).

Im zweiten Fall (v; — ul)/é’ < vy — ug ist die Funktion g(v; — uq,x4) beziiglich x4 zu

107



maximieren. Das Maximum ergibt sich analog zu vorherigen Berechnungen als Losung
der Gleichung ¢y, v,)7 ((52 + Blgul)m) = (. Es wird nun gezeigt, dass die Losung dieser

Gleichung grofer als vy — us ist. Nach Voraussetzung gilt

(01 — U1)(@2 + Bra11)

& = (v1 — u1)(B1 + Pi2vz)

T > (v2 — u2) (B2 + Pravy) =

und somit folgt u; > vy — /(B + Biavs). Insbesondere gilt f(uy,ve)'B > f(v)T8 — 7.
Unter Verwendung dieser beiden Abschétzungen fiir die erste Ungleichung und der Ab-
schitzung x4 < /(B2 + P12v1) fir die zweite Ungleichung folgt fiir alle 24 € (0, vy — s

Q(f(ub v2)"B — (B2 + 512U1)$4)
Q’(f(ul, v2)TB — (B2 + 512U1)5U4)

> . Q(f(U)Tﬁ - <52 + Prav1 — 51?51?1)2) 1’4)
Q(f(v)"B—2— (52 + B2y — 51?&%) 5104)

_Pei) ., QUW'B- (2-2)1)
<<1 0) T Qe - 22

Do) (B2 + Praur)xs) = (B2 + Brour)zg — 2 -

= (ﬁ 2+ Pty — flzﬁivz

mit C' = (B2+ P12v1)(B1+ P12v2) und daher wird g(v; —uq, 24) bei 2 = vy —uy maximiert.
Der Fall £/(8; + B12v2) > v1 — u; kann analog behandelt werden. O

Beweise zu Kapitel 5

Beweis von Satz 5.12:

Fiir ein 2-Punkt-Design ¢ mit Stiitzpunkten x; und xs gilt mit 6; = Gy + f1z; fiiri = 1,2

T 1. le(Ql) + WQQ(QQ) . w1 (1 + )\6792) + 0%5) (1 + )\6791)
¢ M(&,8)" e = w1w2Q(01)Q(02) (w9 — 1) wiws (g — 1)?

(A.3)
und die Kriteriumsfunktion berechnet sich mit Hilfe von (A.1) zu

Eg [cTM(é“, B) 'c]

0'2 120‘2 (7'2 :1:20'2
w1<1 + Aexp(—uo + 5 — o + 221)) +w2(1 + Aexp(—uo + 35—z + 1;))

w1w2($2 - I1)2

Sie ist von der Form (A.3) wie die Kriteriumsfunktion fiir c-Optimalitét eines 2-Punkt-

Designs, fiir das die c-optimalen Gewichte in (5.1) angegeben sind. Mit der in (5.12)
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definierten Funktion w folgen die optimalen Gewichte

x w(z2) 'LU([L'1)
wy = = : (A.4a)
1 w(;l) + w(lm) w(ml) + w(l‘g)
: w(as)
* w(w1) 2
’ w(i"l) ’Ll)(i?g) w(xl) + ’LU(.TQ)

Einsetzen der optimalen Gewichte in die Kriteriumsfunktion liefert

(w(xl) + w(xg))Q

Egs [CTM(é,ﬂ)_lc] =

=: h(xq,x2).

(22 — 21)?
Zur kiirzeren Schreibweise sei C' := exp(— o + %3 — %) und die Funktion r sei definiert
1

als

2 22 2 2
o %0 o1\ g3 H1
r(z) .—/\exp(—uo+?—zul+ 5 )—/\C’exp<? <z—0—%) )

Es gilt der Zusammenhang w(z) = /1 +7(z) und w(p, [0} — 2) = w(ps /o} + 2).

Es gelte x5 > 1. Der Punkt (1 /0% — x, 1 /o? + ) liegt auf der durch zy + x5 = 2y /o2
definierten Ebene. Es gilt h(uy /0% —x+y, pu1/oi+x+y) = h(pu /ot —x—y, p1 /ot +x—y)
fiir alle z > 0 und y > 0 und daher ist die Funktion A symmetrisch zur Ebene, die durch
T1+15 = 2p1 /0% gegeben ist. Es wird die Funktion h(y) := h(u1 /02 —x—+y, iy /o2 +x+7)
senkrecht zur Symmetrieebene betrachtet. Thre Ableitung berechnet sich fiir x > 0 und

y > 0 zu

71 w(%_x+y)+w<5_%+x+y) i M1 [ M1
h(y)=2- w P—ery +w F+x+y :

2
4x ] 7

Die Ableitung der Funktion w(z) = y/1 + r(2) ist gegeben durch

w/(z):%.&za_%.(z_&>.ﬁ,

1+7r(z) 2 o} 1+7r(2)

Aus r(u/o? — 2) = r(ui/o? + z) folgt w'(puy/o} — 2z) = —w'(u1/0? + 2) und damit
W (0) = 0. Die zweite Ableitung von w(z) berechnet sich zu

2 0'2 2 r(z
) (a%(z—%) +1)r(z)\/1+r(z)—71-<z—5—%> : ()22

by 9 :
w'(z) = i

1+ 7(z2)
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2 o2 2
0%. .U%<Z—ﬁ—%> +1+r(z)+71-<z—g—%> -r(2)

2 (1+7(2))

Njw

Es gilt w”(z) > 0 fiir alle z und somit ist w’ eine streng monoton wachsende Funktion.
Insbesondere folgt fiir y > 0, dass w'(u1/0? — x +y) + w'(p1/o? + 4+ y) > 0 ist und
damit A’ (y) > 0 gilt. Die Funktion h wéchst zu beiden Seiten um die Symmetrieebene

und wird fiir x; = 2p1 /07 — x5 minimal. Es ist also die Funktion
1+ r(z)
(-3)
a1

fiir # > p11/0? zu minimieren. Die Ableitung von & berechnet sich zu

hz) = h(2p )o? — x,2) =

o? (:c — %1)27“(1:) —2- (1+r(z))

W (x) =

125} 1 1
— ==+ —4/24+2 — .
g o? oy \/ * W(AC’@)

Es sei 2* definiert wie in (5.9). Da die Funktion () fiir 2 — p1/0? und z — 0o gegen
unendlich strebt, liegt bei x = 1y /07 + x* ein Minimum vor. Die Funktion h(z;, z5) wird
daher fiir 23 = pui/0? + z* und 2% = py/o} — r* minimiert. Da die optimalen Stiitz-
punkte symmetrisch um p; /o3 liegen, ergeben sich die optimalen Gewichte in (A.4) zu
1

x ko
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Nun wird der Fall y; /07 — z* < u betrachtet, bei dem das Minimum auferhalb des
Designraums liegt. Da die Funktion h(z, x2) zu beiden Seiten senkrecht zur Symmetrie-
ebene wiichst und auf der Symmetrieebene in Richtung (u1/0? — z*, 1 /o} + x*) fillt,
kann wie im Beweis von Satz 4.19 gefolgert werden, dass sie fiir u + v > 2u;/0? bei
2} = v und fir v + v < 2u1/0? bei x5 = v minimiert wird (vgl. Abbildung A.1). Im
ersten Fall u + v > 2u; /0% ist also die Funktion

(w(w) + w(z5))”

(29 — u)?

k(x9) = h(u,z5) =

fiir 9 > u zu minimieren. Thre Ableitung berechnet sich zu

w(u) +w(@z) w'(zz)(@2 —u) —wlu) — w(azz).

/ — 2 .
K () Ty — U (x9 —u)?

Die Funktion I(z1, 22) sei definiert als
(21, 22) := W' (21) (21 — 22) — w(21) — w(22).

Die Ableitung A’ (z;) ist fiir 2o > u genau dann gleich null, wenn I, (z5) = I(z3, u) gleich

null ist. Die Ableitung von [, () ist gegeben durch

U (22) = W' (22) (22 — u) + w'(x2) — w'(x9) = w"(xq) (2 — u) > 0.

Die Funktion I, (z,) ist fiir 25 > u streng monoton wachsend und kann daher héchstens
eine Nullstelle haben. Folglich kann die Funktion k(z3) hochstens ein Extremum im In-
tervall (u, oo) haben. Da k(z3) fiir 25 — u und s — oo gegen unendlich strebt, existiert
genau ein Minimum, das sich bei der eindeutigen Losung der Gleichung lNU(xg) im Inter-
vall (u, 00) befindet. Liegt das Minimum auferhalb des Designraums, so ist x5 = v der
zweite Stiitzpunkt.

Fiir den zweiten Fall u+v < 2u; /0% ist die Funktion A(z1,v) fiir #; < v zu maximieren.
Es soll nun gezeigt werden, dass der Stiitzpunkt bei x; = u liegt. Analog zu obiger Her-
leitung folgt, dass die Funktion h(z1,v) genau ein Minimum hat, das sich als eindeutige
Losung der Gleichung I(zq,v) = 0 im Intervall (—oo, v) berechnet. Ebenfalls folgt, dass
die Funktion I,(z1) := I(x1,v) fiir #; < v streng monoton fallend ist. Nun soll fiir alle

x1 € [u,v] die folgende Ungleichungskette gezeigt werden:

ly(z1) = l(z1,v) < l(u,v) < l(p1 /ot —a*,v) <l /o? —x* p/or +2*) =0. (A.5)
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Fiir die eindeutige Losung # der Gleichung [(z1,v) = 0 im Intervall (—oo,v) gilt dann
Z < u. Das Minimum liegt also auferhalb des Designraums und h(z1,v) wird bei 27 = u
minimiert.

Die ersten zwei Ungleichungen gelten, da Zv(:vl) fiir x1 < v streng monoton fallend
ist und da nach Voraussetzung p,/0} — z* < u < x; gilt. Fiir die dritte Ungleichung
wird zuniichst festgehalten, dass aus p; /07 — 2* < u < 2u;/0? — v die Ungleichung
v < pi/o? + x* folgt. Die Funktion [ sei definiert als I(z) := I(u1/0? — 2*, z), wobei
2 < p1/0? + z*. Fiir ihre Ableitung gilt

A

l/(Z) = —w/(,ul/af —z") — w’(z) > —w/(ﬂl/gf — ") — w,(Ml/U% +2) =0,

da die Funktion v’ streng monoton wachsend ist. Somit ist [ (z) streng monoton wachsend
und wegen v < py/o} + x* folgt die Ungleichungskette (A.5).
Der Fall u;/0? + x* > v kann analog gezeigt werden. O]

Beweis von Satz 5.13:
Aus u > —0 folgt x + 9 > 0 und somit gilt

> b e Mt (b+1)° be
—Bo—Biz | a—1,-bbo 43, = . a—1,~(+1)fo 43, —
/o ¢ T ¢ =Gy / @) o © o=y )

* poghr b > by
C9e” 81 48, = / 9+ —(0+2)B1 413, —
/o o Y ey ), OO = T

fir alle x € 2. Die Kriteriumsfunktion eines 2-Punkt-Designs £ mit Stiitzpunkten x,

und xo ergibt sich mit (A.3) zu

o (i) o ( o)

2

Egle"M(¢,8) 7 c] =
[3[ (5 ﬁ) ] w1w2(x2 — xl)
Mit der in (5.14) definierten Funktion w folgen analog zum Beweis von Satz 5.12 die

optimalen Gewichte

x w(zz)

* w(zy) _
und Wy = W) + w(zy)

w1 w(zy) + w(xs)

Setzt man die optimalen Gewichte in die Kriteriumsfunktion ein, so ergibt sie sich zu

(w(xl) + w(xg))2

(29 — 21)?

Egs [CTM(é,ﬁ)_lc] =

Sie ist fiir x5 > 1 streng monoton fallend mit x5 und wird daher bei 2 = v minimiert.
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Zur Bestimmung des zweiten Stiitzpunktes muss die Funktion

(w(:rl) + w(v))2
(v —x1)?

h(zy) =

minimiert werden. Ihre Ableitung berechnet sich zu

21) +w(v) w(zr)(v —z1) +w(z) + wv)
v — 1 (v —x1)? '

W) =2

Zur kiirzeren Schreibweise sei C' := Ab*0/(b + 1)* und die Funktion r sei definiert als
r(z) :== C/(¥ + ). Die Ableitung h'(x1) ist genau dann gleich null, wenn gilt:

0=w'(z1)(v—u1) +w(z) + wv)

_ ¢, (v — 1) r(z r(v
2 1+r(a:1)(19+x1)2+\/1+ AR

—1—r(x).

= ¢1+r(v)¢1+r<x1):§.m

(19 + LZ’1)2

Quadrieren beider Seiten liefert:

B (§-(v—mz)— (W +a1)?-C- (19+x1))2
(+r@)i+rien) = R

w|Q

W+o+C) W+ +C) (S (v—21) = @ +2)(+ 21+ C))°
W +0)0 + 1) - (9 + a1)* '

Diese Gleichung ist dquivalent zu:

0= (M—(ﬁ%—ml)(ﬁ—l—xleC)) (0 +v) — (9 +v+C)I+ 21+ C) (D + 21)°

— M —C(v—21)(0 +21)(V + 21 + C)) (¥ +v)

+CW+ 21?0+ 21+ O) v —11)

_ C?*(v — Ijl)2(19 +v) C(v—21)*(0 4+ 21) (9 + 21 + C)

=Cv—mx)*- {%(ﬁqu) — (0 +z)( 0+ 21+ C’)} :

Es miissen die Nullstellen der quadratischen Funktion in eckigen Klammern bestimmt
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werden. Diese berechnen sich zu:

1
x1:—0—§i§¢02+0(19+v).

Wegen — — § — $,/C? + C(J + v) < —9 ist nur die andere Losung zu betrachten, die
grofer als — ist. Da h(x;) fir ; — —¢ und 2y — v gegen unendlich strebt, handelt es
sich um ein Minimum. Liegt das Minimum auferhalb des Designraums, so wird h(xq)

bei 7 = v minimiert. O

Beweise zu Kapitel 6 und Hilfssatz

Beweis von Satz 6.2:
a) Es sei 81 > 0 und z* sei die eindeutige Losung der Gleichung ., (z) = 0 im Intervall

(=00, x1). Die Funktion A sei definiert als

B Spur(M(S, ,8)*13) ‘

() = £ MIE B BMIEB) () — =0 e s

(A.6)

Nach dem Aquivalenzsatz ist ein Design ¢ genau dann L-optimal, wenn h(z;) < 0 fiir alle
x; € 2 gilt mit Gleichheit an den Stiitzpunkten. Im Beweis von Satz 6.4 wird gezeigt,
dass die Funktion A’ hochstens zwei Nullstellen hat und lim, 1., h(x) = +o00. Die Funk-
tion h kann daher hochstens drei Nullstellen a; < as < as besitzen. In Abbildung A.3
ist der Verlauf dieser Funktion graphisch dargestellt.

h(z)

0 /\ N
“ (\/Lg v

Abbildung A.3: Beweisskizze: Verlauf der Funktion h(x)

Gilt z* < x4, so hat das L-optimale Design auf dem stetigen Designraum [x7, z;] nach
Satz 6.1 die Stiitzpunkte z; und . Dieses Design ist auf dem diskreten Designraum so-
mit ebenfalls L-optimal. Sei nun z* > ;. Zunéchst werden 2-Punkt-Designs betrachtet.

i) Ein L-optimales Design mit Stiitzpunkten x; < x; muss einen Stiitzpunkt haben, der
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grofer als x* ist. Angenommen, es gilt z; < x; < x*. Ist x; = as, so folgt h(z) > 0 fiir
alle x > x; und insbesondere h(z;) > 0. Es muss also x; = ay sein. Dann gilt allerdings
wegen der L-Optimalitat h(zy) < 0 und somit h(2*) < 0 und das Design wére auch auf
2 U{z*} L-optimal. Dies widerspricht Satz 6.1.

ii) Hat ein L-optimales Design zwei Stiitzpunkte z; < x; mit 2* < z; < z;, so muss
xr; = wy gelten. Angenommen, es gilt z; < x,. Wie bei i) folgt z; = ay und somit
x; = ay. Da h(z) < 0 fir alle z < a; = z;, gilt insbesondere h(z*) < 0. Es folgt wieder
der Widerspruch, dass das Design auch auf 2" U {z*} L-optimal ist.

iii) Hat ein L-optimales Design zwei Stiitzpunkte z; < zj mit z* < x; < xj, so muss
x; = xt(2*) gelten. Angenommen, es gilt z; > z(z*). Ist x; = a4, so folgt h(x) < 0
fir alle z < x; und insbesondere h(z*) < 0. Es folgt der Widerspruch, dass das Design
auch auf 2" U {z*} L-optimal ist. Also gilt z; = as. Wegen der L-Optimalitdt muss
h(z*) > 0 gelten, d.h. z* € (a1, ;). Da o™ (z*) € [2*, z;), folgt h(z"(2*)) > 0 und damit
der Widerspruch, dass das Design nicht L-optimal ist.

iv) Hat ein L-optimales Design zwei Stiitzpunkte x; < z; mit z; < 2* < z;, so muss
x; = o~ (x*) gelten. Angenommen, es gilt z; < = (z*). Ist x; = ao, so folgt z; = a3 und
somit h(z*) < 0 und das Design wére auch auf 2" U {z*} L-optimal. Also muss z; = a,
sein und h(z*) > 0, d.h. z* € (2;,as). Da 2™ (z*) € (x;,2%), gilt h(z~(z*)) > 0 und es
folgt der Widerspruch, dass das Design nicht L-optimal ist.

v) Hat ein L-optimales Design zwei Stiitzpunkte z; < x; mit z; < 2* < x;, so muss
x; = zt(2*) oder z; = x), gelten. Angenommen, es gilt z; ¢ {z7(2*),z;}. Wie bei 1)
folgt x; = as und es muss h(z*) > 0 gelten, d.h. z* € (a1, ;). Da z*(2%) € [z*, z;), gilt
h(z"(2*)) > 0 und somit ist das Design nicht L-optimal.

Ist ein 3-Punkt-Design mit Stiitzpunkten z; < x; < a; L-optimal, so gilt z; = ay,
x; = ap und z; = as. Da h(z) > 0 fir alle x > z;, muss fiir ein L-optimales Design
x; = x, sein. Auberdem muss h(z*) > 0 gelten, d.h. z* € (z;,z;). Es folgt x; = 2~ (2%)
und z; =zt (2%).

b) Der Fall 8; < 0 folgt analog.

c¢) Der Fall p; = 0 folgt aus Resultaten fiir das lineare Modell. m

Beweis von Bemerkung 6.6:

Die Matrix S lasst sich mit Hilfe von Lemma 3.19 darstellen als

S=(X")"'BX '=Q(X")'BX'Q*.
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Die Matrix X ist gegeben durch

X 1 a’
1,1 1, 10”7 — diag(z*)

mit Vektoren x* = (z3/f1,..., 25 1/Bp-1)" und 1,4 = (1,...,1)". Die Inverse der
Matrix X berechnet sich zu

Xil _ 1- a’Ty* (z*)T
y* —diag(y’)
mit y* = (61/x7,. .. ,6p_1/m;_1)T und z* = (a1 /x5, . .. ,ap_lﬂp_l/m;_l)T.

Die Eintrage r; ; der Matrix R := BX 'sindfiri=1,...,pund j =2,...,p gegeben
durch

p
rig = b (1—a’y*) + Z bik Bl:_l,
k=2 k-1
Bj-
rij = 2= (biaa; 1 — bij).
Th

Nun sind die Eintrége d; ; der symmetrischen Matrix D := (XT)_IR = (XT)_IBX_1

zu bestimmen. Der Eintrag d; ; ergibt sich zu

P
dig=(1—a"y")ri+ Z Yi—1Ti
1=2

:(l—a,Ty*)<b11 1—ay Zblk

)

1= T1-1 h— kel

+ Z ﬁi_l <bz,1(1 —a’y*) + Z by /BI:_1>

— bia(1 - aTy")? + Zblkﬁk 1+iib ﬁz 1 Be-1

-1 =2 k=2 Tr1
Die restlichen Eintréage in der ersten Zeile bzw. Spalte berechnen sich fir j = 2,...,p zu
dij=dj1=(1- T1J+Zyk 1Tk
= Bi— (1 —a’ y*)(biaaj1 —biy) + i bk 1aj_1 —bj) | -
Tji1 -1
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Die iibrigen Eintréage ergeben sich fiir i,j = 2,...,p zu

_ * *
dij = 2; 171j+ (=Y )T

a'flﬁ'fl 5‘71 5‘71 ﬁ'ﬂ
== (hiaaj1 = biy) — - = - (bi1a;1 — i)
Liq T q Ti1 Tjq
_ Bic1 B

- (b Qi —1Q;— —-b iy —bl Qa;_— bl
T T (br1ai—1aj_1 — by ja; 1aj—1 + b;j)
Esgilt S = Q_%DQ_%. Die beiden Diagonalmatrizen Q_% bewirken eine Multiplikation
des Eintrags d; ; der Matrix D mit dem Faktor 1/4/¢;,q; ;, wobei ¢ ; den Diagonalein-

trag (k, k) der Matrix Q = diag(Q (f(a,)TB), Q(f(a)T,B — ZL‘T), . Q(f(a)T,B — x;_l))
bezeichnet. N

Lemma A.1

Die Matrix S = (s;;), ;_, , sei definiert wie in (3.38) als S = (XT)leX_l fiir ein
Design mit Stiitzpunkten zies,..., 2, 1€,_1 und 0,_; = (0,...,0)”, wobei z; < 0 fiir
i =1,...,p — 1 gilt. Dabei ist B = (biaj)i,jzl,...,p eine symmetrische positiv definite
Matrix. Dann gilt fir¢=1,...,p — 1

. 51,i+1
lim — - —1.

;=0 4/81 18441,4i+1
Beweis:

Aus dem Beweis von Bemerkung 6.6 folgen die Eintrége d; ; der symmetrischen Matrix

D= (X")'BX 'firi,j=2,...,p

dij=dj, =
J J,1
Tj-1 —2 Lj—1Tj-1
_ biy
dij
Ti—1Tj—-1

Aufserdem folgt S = Q_%DQ_% und damit s; ; = d; ;/v/¢i.i4;;, wobei g den Diagonal-
eintrag (k?, k) der Matrix Q bezeichnet. Es gllt Sl,i—l—l/\/ $1,15i4+1,i+1 = d17i+1/\/ dl,ldi+1,i+1-
Aufgrund der positiven Definitheit sind die Diagonaleintrige der Matrizen S, D und B
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positiv. Es folgt fir e =1,....,p—1:

S1,i4+1 d; i+l T dl Jit+1
lm ——— = lim ————— = lim >
=0 4/8118i41,441 %0 \/d1 1dz+1 it1 @0 \/$ dy 1\/$ dz—i—l i+l
—bi
+1,0+1
= —1. ]

- \/bi+l,i+1 \/bi+1,i+1 a

Beweis zu Kapitel 7

Beweis von Satz 7.1:
Es wird gezeigt, dass das Design & auch auf dem unbeschrankten Designraum mit
x; € (—oo, vy fir B; > 0 und z; € [u;, 00) fir §; < 0 ¢g-optimal ist. Fiiri =1,...,p—1

seien

pi(z) = fla+ (z —a)e;) M(&.B) " fa+ (x — a))e;).

Das Design &; ist nach Satz 3.12, Korollar 3.23 und Bemerkung 4.3 genau dann ¢-

optimal, wenn

Q(f(a)"B + Bi(z; — a;)) - pi(x;) — Spur(M (&5, 8)") <0
fir i =1,...,p— 1 gilt. Diese Bedingung ist dquivalent zu

Spur(M(&:,8))  _

hi(x;) := pi(z;) — Q(f(a)Tﬁ + Bi(x; — ai)) B

Die Informationsmatrix des Designs &; lasst sich geméff Lemma 3.19 in der Form
* T ¥ TAHL 1
M(,8)=X D,X=X"Q:2D,Q:X

darstellen. Die Matrix X und die Inverse X ' sind wie im Beweis von Bemerkung 6.6

gegeben durch

1 T 1 4T, % *\T
X = e wmd  x-=(Tev E0
1,1 1, 10" — diag(z*) Y — diag(y”)

wobei 1, 1 = (1,..., )T, * = (a}/p1, ... ,x;gfl/ﬁp,l)T, y* = (B1/x3,. .. ,ﬁp,l/x;l)T

und z* = (a1 01/, ..., ap-1Bp1 /75 )"
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=T

Unter Verwendung der Matrix S = (X )_IM(ﬁz,ﬁ)k“X_l aus (3.39) folgt

M (&, B)" ' = M(&, 8) ' M (&, B) ' M (¢, 8) "
-1

=X 'DN(X") ' M(g.pr X DIN(X)
— X'QD;'SD;'Q *(X")!
und
Spur (M (&, B)*) = Spur(M (&, 8) " M (&5, 8)™)
—Spur(X ' DZN(X) Mg, 8))

= Spur(D; (X' )"'M (&, B)F X ") = Spur(DS'S)
P P P P 2
DI WD N Vo) B
=1 7 j=1 i=1 =1
Es bezeichne e;, den i-ten Einheitsvektor im RP. Es gilt (XT)f1 f(a) = ey, und
(XT)flf(a — (z}/B;)€;) = €ip1p, 1 =1,...,p— 1. Damit folgt
pi(a) = f(a)"'M(&. )" fa) = (@) X'Q:D;'SD;'Q *(X") ' f(a)

2
> i 3jj>

_ T féD—lqu -1 _ S1,1 _ ( J
el,pQ w w Q €1p (wT)Z Q(f(a)Tﬁ) Q(f(a)T,B)

und analog

Si+1,i+1

(i) Q(F(a)T8 — x7)

pila; — 7 /B;) = eiT+1,pQ_%D;15D;1Q_%€i+1,p =

_ (Zle Sjj>2
Q(f(a)TB—x3)

Es gilt h;(a;) = 0 und h;(a; — xf/B;) = 0. Wie in den Beweisen von Lemma 3.26 und
Satz 6.4 kann gezeigt werden, dass die Funktionen Af(x;) hochstens zwei Nullstellen
haben und lim,, 1o hi(z;) = oo fiir §; > 0 und lim,, 4o hi(x;) = Foo fir 5; < 0.
Es muss gezeigt werden, dass die Funktionen h;(z;) bei x; = a; — x}/; ein Maximum

haben. Wegen der Grenzwertbetrachtungen geniigt es zu zeigen, dass die Gleichungen
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hi(a; —xf/B;) =0 fir i = 1,...,p — 1 erfiillt sind. Es gilt
p;( ) =2 el+1p <€Zvﬁ>k_1f(a’ + (I - ai)ei)
und mit e, X' = (B;/a}, —(B;/x})el’) folgt

pila; — a}/Bi) =2- el , M (&, B8)" ' f(a — (z}/B;)e;:)
L,X'Q:D;'SD;'Q (XT) ' fla— (x7/8)e:)

= 2(Bi/x}) - (1 —-€; )Q 2D 15D 'Q > eH—lp

=2-e

B 2. S B 2. g Sit1,i+1
wiwiVQ(f(a) Tﬂ VOF(@TB—=)  (wr)*Q(f(a)"B—a)
Daher gilt
/ o P 2 2. 8. \/ails:iﬂ 2.8
& (‘” B E) - (g “S_> | [¢@< Té VOf@B ) Q@B 1)

| BQ(f(a)"8 ~ )
Q(f(a)T8 —z;)°

Die Gleichungen h.(a; — x}/;) = 0 sind dquivalent zu den Gleichungen

, Qf(@)B—ai) (mumm —7) _ sun 1) o
Q' (f(a)'B —x7) VQ(f(a)TB) VS1,18i41,i+1 ‘

Losen die z7 und w; dieses Gleichungssystem gemeinsam mit (3.39), so ist das Design
&) ¢r-optimal. Mit gleicher Argumentation wie im Beweis von Satz 6.4 kann gefolgert
werden, dass eine Losung dieses gemeinsamen Gleichungssystems fiir die Stiitzpunkte
eindeutig sein muss.

Angenommen, es gabe zwei gbk—optimale Designs & und & mit gleichen Stiitzpunkten

aber unterschiedlichen Gewichten w ) baw. w( ) ,i=1,...,p. Da die optimale Informa-
tionsmatrix eindeutig ist, gilt 0 = M (&, 8) — M (&, B) = T(D(l) D(2))X, wobei
Dg) = diag(w(j), (])) j =1,2. Da die Matrix X reguldr ist, folgt D fo) =0
und damit wz( ) = w ) fiir § = 1,...,p. Es folgt & = & und damit die Eindeutigkeit der
Losung des gemeinsamen Gleichungssystems. O

120



Abbildungsverzeichnis

4.1  Graphische Darstellung der Funktion d (fi“, Z—il) .............. 47
4.2 Graphische Darstellung der Funktion d(&*,®) . . . . . . ... ... ... 47
4.3 Graphische Darstellung der Funktion d(&,2) . . . . . . . ... ... ... 48
4.4 Fréchet-Ableitung fiir die optimalen Designs aus Tabelle 4.2 . . . . . . . 20
4.5  Fréchet-Ableitung fiir das Design £*in (4.21) . . . . . . .. .. ... ... 51
4.6  Sensitivitdtsfunktion d(&7, ,,, z) fiir die Designs £, in (4.25) . . . . .. 54
4.7 Sensitivitdtsfunktion d(£*, x) fiir das Design £* in (4.26) . . . ... ... 55
4.8 Sensitivitdtsfunktion d(£*, x) fiir das Design £* in (4.37) . . . ... ... 59
5.1 Elfving-Menge . . . . . . . . .. 63
5.2 Struktur der c-optimalen Designs . . . . . . .. ... ... ... ... 71
5.3 Fréchet-Ableitung fiir die optimalen Designs aus Tabelle 5.1 . . . . . . . 73
6.1 Fréchet-Ableitung fiir die Designs in (6.3) und (6.4) . . . . .. ... ... 80
A.1 Beweisskizze zu Satz 4.19. . . . . . . . ... 101
A.2 Beweisskizze zu Satz 4.23 . . . . . ... 107
A.3 Beweisskizze zu Satz 6.2 . . . . .. ... 114

121



Symbolverzeichnis

<I(’Ul,’02)
&1 ®&

B = (Bo, b1, -

diag(xy,...,zp)

€;

€k
effo(¢, B)
effp (5» 5)
effL(§> 5)

eff¢k (57 /8)
Exp())

fr ()

I'(-)
Gamma(a, b)
Hy (")
I(z,B)
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