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Teil 1

Anschauungsmodelle in der

mathematischen Forschung
deutscher Gelehrter 1860-1877






1. Einleitung

Das Institut fiir Mathematik der Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg ver-
fiigt {iber eine umfangreiche Sammlung mathematischer Anschauungsmodelle aus
dem ausgehenden 19. Jahrhundert. Der gesamte Bestand umfasst mehr als 200 Ob-
jekte — hierunter Gipsformen, Fadenkonstruktionen und Drahtgestelle — aus ver-
schiedenen Materialien und unterschiedlicher Grofie, von denen viele in Vitrinen des
Institutes ausgestellt sind. Trotz ihres Alters sind die meisten Anschauungsmodel-
le der Sammlung in einem guten Zustand. Dem Betrachter geben sie immer noch
Auskunft {iber eine Periode in der Geschichte der Mathematik, in der die Veran-
schaulichung geometrischer Formen eine besondere Bedeutung besafs. Die Objekte

werfen historische Fragen auf, denen in dieser Dissertation nachgegangen wird.

Forschungsstand

In den vergangenen Jahren riefen geometrische Modelle verstiarkt wissenschaftliches
Interesse hervor. Die historische Forschung befasste sich vorrangig mit der Zeit nach
1877, in der die Objekte vornehmlich als Lehrmittel groke Verbreitung fanden. Anja
Sattelmacher beschéftigte sich in ihrer Dissertation, die im vergangenen Jahr (2021)
erschienen ist, mit kulturwissenschaftlichen Aspekten der Geschichte mathematischer
Modelle.! Sie betrachtet die Entwiirfe als Ausdruck einer Wissens- und Ausstel-
lungskultur des ausgehenden 19. Jahrhunderts. Die wissenschaftliche Verwendung
der Modelle spielt bei ihr indes nur eine untergeordnete Rolle. Weitaus ndher an
dem Thema der vorliegenden Arbeit ist ein Sammelband, der anlésslich einer Aus-
stellung mathematischer Modelle der Tiibinger Universitat im Jahr 2018 erschienen

ist.2 Der Katalog versammelt mehrere Beitriige, in denen auch auf die wissenschaft-

1 Sattelmacher, Anja. Anschauen, Anfassen, Auffassen: Eine Wissensgeschichte Mathe-
matischer Modelle. Mathematik im Kontext. Berlin Heidelberg: Springer Spektrum, 2021.

2 Seidl, Ernst, Loose, Frank und Bierende, Edgar, Hrsg. Mathematik mit Modellen: Alex-
ander von Brill und die Tibinger Modellsammlung. Schriften des Museums der Universitét

Tiibingen. Tiibingen: Verlag Museum der Universitdt Tiibingen, 2018.
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liche Verwendung der Objekte eingegangen wird.? Neben den lingeren Artikeln sind
kiirzere Texte einzelnen Modellserien gewidmet, wobei Fragen zur Provenienz im Mit-
telpunkt stehen. Die Beitrége legen allerdings weniger Gewicht auf eine Einordnung
der Objekte in den mathematischen Entstehungskontext.

Der Mathematikhistoriker David E. Rowe hat sich mit verschiedenen Modellen
der Jahre 18601890 befasst.* In seinen Artikeln hat er den wissenschaftlichen Kon-
text erhellt, in dem die betrachteten Entwiirfe entstanden sind. Auferdem wies Ro-
we nachdriicklich darauf hin, dass viele Modelle wissenschaftlichen Zwecken dienten,
bevor sie in der Lehre Verwendung fanden. Sein Blick richtet sich jedoch weniger
auf tbergreifende Fragen zur Geschichte der Anschauungsmodelle. Aufierhalb sei-
nes Fokus liegt auch die Problematik der geometrischen Anschauung, welche mit
der Konzeption und Verwendung der Objekte verbunden ist. Vor Rowe hatte be-
reits Herbert Mehrtens auf die heuristische Bedeutung der Objekte in Felix Kleins
Untersuchungen hingewiesen.® Jiingst hob Klaus Volkert die Bedeutung der poly-
technischen Tradition fiir die Praxis des wissenschaftlichen Modellbaus hervor.® Er
wirft Licht auf die Zeit vor 1860, in der Modelle an Technischen Hochschulen bereits
fiir Lehr- und Ubungszwecke Verwendung fanden. Neben den genannten Artikeln gibt
es einige Beitrdge zu Personen, die als Hersteller und Forderer von Modellen auftra-

ten.” Des Weiteren sind einige Ubersichtsartikel zu dem mathematischen Modellbau

3 Loose, Frank. ,Bahnbrechende Ideen in der Geometrie“. In: Mathematik mit Modellen:
Alezander von Brill und die Tibinger Modellsammlung. Hrsg. von Seidl, Ernst, Loose, Frank
und Bierende, Edgar. Schriften des Museums der Universitéit Tiibingen. Tiibingen: Verlag
Museum der Universitdt Tiibingen, 2018.

4 Rowe, David E. ,Mathematical Models as Artefacts for Research: Felix Klein and the
Case of Kummer Surfaces*. In: Mathematische Semesterberichte 60.1 (2013); Rowe, David
E. ,On Models and Visualizations of Some Special Quartic Surfaces“. In: The Mathematical
Intelligencer 40.1 (2018).

5 Mehrtens, Herbert. ,Mathematical Models*. In: Models: The Third Dimension of
Science. Hrsg. von Chadarevian, Soraya de und Hopwood, Nick. Stanford University Press,
2004.

6 Volkert, Klaus. ,Mathematische Modelle und die polytechnische Tradition“. In: Siegener
Beitrige zur Geschichte und Philosophie der Mathematik. Hrsg. von Kréomer, Ralf und Nickel,
Gregor. Bd. 10. Siegen: Universitéatsverlag Siegen, 2018.

" Barrow-Green, June. ,“Knowledge gained by experience” Olaus Henrici—Engineer,
Geometer and Maker of Mathematical Models®. In: Historia Mathematica 54 (2021); Hervé,
J. M. ,Théodore Olivier (1793-1853)“. In: Distinguished Figures in Mechanism and Ma-
chine Science: Their Contributions and Legacies. Hrsg. von Ceccarelli, Marco. History of
Mechanism and Machine Science. Springer Netherlands, 2007; Bierende, Edgar. ,,Geome-

trie gegossen in Gips“. In: Mathematik mit Modellen: Alezander von Brill und die Tibinger
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in verschiedenen Landern erschienen.®

Die angefiihrten Arbeiten haben das Verstdndnis fiir die Herkunft und Bedeutung
vieler Modelle aus der zweiten Hélfe des 19. Jahrhunderts verbessert. Inzwischen ist
bekannt, dass die Objekte im weitaus grofseren Mafe wissenschaftliche Instrumente
waren, als es lange Zeit vermutet wurde. An diese Erkenntnisse schliefst die vorliegen-
de Arbeit an. In ihrem Fokus steht die Herstellung und Verwendung geometrischer
Anschauungsmodelle in der mathematischen Forschung wiahrend der Zeit 1860-1877.
Sie 6ffnet jedoch auch den Blick fiir die historische Verflechtung dieser Praxis mit
verschiedenen Entwicklungen, welche die Geschichte der Geometrie wihrend des 19.
Jahrhunderts pragten. Hierbei werden wesentliche Motive herausgearbeitet, die das
Interesse an handgreiflichen Objekten zur Veranschaulichung geometrischer Gegen-
stdnde wahrend jener Zeit priagten, wodurch die Geschichte der Modelle in einem
neuen Licht erscheint. Ausgehend von den Anschauungsmodellen wird {iberdies nach-
gezeichnet, wie sich der Blick deutscher Gelehrter auf die Geometrie wihrend des 19.

Jahrhunderts wandelte.

Historischer Hintergrund

Der Bau mathematischer Modelle etablierte sich Ende des 18. Jahrhunderts in Frank-
reich im Umfeld der Ecole polytechnique. Nach 1860 begannen auch deutsche Gelehr-
te, sich der Technik zu bedienen, um Flachen zu veranschaulichen, mit deren Unter-
suchung sie befasst waren. Die ersten Modelle jener Zeit wurden fiir die Forschung
hergestellt. Die Geometer nahmen ihre Entwiirfe aber auch zu Vortrigen bei Ver-
sammlungen und Sitzungen wissenschaftlicher Akademien mit, wo sie die Ergebnisse
ihrer Arbeit vorstellten. Im Laufe der 1860er Jahre fand die Konstruktion von Model-
len als Praxis langsam Verbreitung unter deutschen Mathematikern. Neue Entwiirfe
wurden im kleinen Mafistab vervielfaltigt und ihre Erscheinung in Fachzeitschriften
angekiindigt. Mitte der 1870er Jahre lasst sich dann eine gewisse Professionalisierung
der Modellherstellung beobachten.

Modellsammlung. Hrsg. von Seidl, Ernst und Loose, Frank. Schriften des Museums der Uni-
versitat Tiibingen. Tiibingen: Verlag Museum der Universitat Tiibingen, 2018.

8 Giacardi, Livia. ,Models in Mathematics Teaching in Italy (1850-1950)“. In: Mathema-
tics and Arts I11. Hrsg. von Bruter, Claude Paul. Cassini, 2015; Kidwell, Peggy A. ,,American
Mathematics Viewed Objectively: The Case of Geometric Models*. In: Vita Mathematica:
Historical Research and Integration with Teaching. Hrsg. von Calinger, Ronald. Cambridge:
Cambridge University Press, 1996; Palladino, Nicla. ,I modelli matematici costruiti per
I'insegnamento delle matematiche superiori pure e applicate.“ In: Ratio Mathematica 19
(2009).



An der Technischen Hochschule in Miinchen wurde 1875 auf Bestreben Felix Kleins
eine Werkstatt eingerichtet, in der Studenten als Seminararbeit Modelle anfertig-
ten. Wenig spéter organisierte eine Darmstadter Verlagshandlung den Vertrieb der
studentischen Entwiirfe innerhalb und aufterhalb des Deutschen Reichs. Sie wendete
sich zuerst an wissenschaftliche Kreise. An Hochschulen und Universitdten wurden
Modellsammlungen angelegt, wodurch die Modelle an Popularitdt gewannen. In den
1880er Jahren fanden sie als Lehrmittel fiir den hoheren Unterricht grofen Absatz.
Gleichzeitig jedoch entstanden immer seltener neue Entwiirfe fiir die Forschung. Das
Miinchener Projekt schlief nach dem Weggang von Alexander Brill und Felix Klein
ein, die gemeinsam das Modellierkabinett aufgebaut hatten. Andernorts fand die Idee
nur wenig Nachahmung. Spéatestens 1890 zeichnete sich ein Nachlassen des Interes-
ses an Anschauungsmodellen geometrischer Formen unter Mathematikern ab. Neue

Entwiirfe entstanden in Deutschland fast nur noch fiir die Lehre.

Die Praxis des wissenschaftlichen Modellbaus blieb wéhrend der Jahre 18601890
nicht auf die deutschen Lander beschriankt, besall dort jedoch ihr Zentrum. Unter
den Konstrukteuren finden sich prominente Namen wieder. Zu den Pionieren auf
dem Gebiet des Modellbaus gehorten Ernst Kummer, Julius Pliicker, Felix Klein,
Hermann Amandus Schwarz und Christian Wiener. Aufterhalb Deutschlands waren
es Arthur Cayley und Giuseppe Veronese, die in ihren Heimatldndern die Entwurfs-
praxis bekannt machten. In Frankreich gab es seit dem ausgehenden 18. Jahrhundert
wiederum eine eigenstandige Tradition, was Gegenstand eines anderen Promotions-
vorhabens an der Universitat Halle ist. Obwohl die Herstellung geometrischer Modelle
dort auch nach der Jahrhundertmitte weiterging, entstanden jenseits des Rheins nur

wenige Entwiirfe fiir wissenschaftliche Zwecke.

Die Geschichte der Objekte ist innig verwoben mit den Entwicklungen der Ma-
thematik wiahrend des 19. Jahrhunderts. Die Modelle fiihrten den Gelehrten vor
Augen, was sich ihrem unmittelbaren Vorstellungsvermogen entzog. Sie vermittelten
ihnen ein anschauliches Bild der geometrischen Formen und Zusammenhénge, mit
deren Untersuchung sie befasst waren. Die Herstellung von Anschauungsmodellen
war ein wichtiges Hilfsmittel geometrischer Forschung. Die Modelle waren jedoch
nicht nur Instrumente sondern auch Produkte wissenschaftlicher Arbeit. Die Kon-
struktion eines Modells verlangte mehr als nur handwerkliches Geschick. Sie hielt
Probleme bereit, deren Uberwindung weitreichende Uberlegungen verlangte. Oft-
mals war nicht einmal eine Gleichung des Gebildes bekannt, das dargestellt werden
sollte. In diesem Fall musste erst eine passende Methode entwickelt werden, mit der
sich ein Modell anfertigen liefs. Nicht selten vergingen Jahre nach der Entdeckung

einer interessanten geometrischen Fliache bis zu ihrer Veranschaulichung durch eine
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handgreifliche Form. In dem Problem der mathematischen Konstruktion spiegelten
sich auch die inneren Widerspriiche der Geometrie, die im Laufe des 19. Jahrhunderts
immer abstraktere Ziige annahm. Die Anschauungsmodelle werfen jedoch nicht nur
Licht auf die Entwicklung der Wissenschaft wahrend dieser Zeit, sie geben auch Aus-
kunft iiber die damalige Arbeits- und Sichtweise deutscher Geometer. Als Mittel der
Veranschaulichung reflektieren sie den Blick, mit dem die Gelehrten den Gegenstand

ihrer Forschung betrachteten.

Forschungsfragen und -ziele

Das Augenmerk dieser Arbeit liegt auf den wissenschaftlichen Aspekten des mathe-
matischen Modellbaus. Im Zentrum stehen die Jahre 1860-1877, in denen es noch
keinen institutionalisierten Vertrieb gab, sich die Praxis jedoch im wissenschaftlichen
Umfeld verbreitete. Da es vor allem deutsche Mathematiker waren, die wahrend die-
ser Zeit Modelle fiir die Forschung herstellten, werden auf den folgenden Seiten haufig
ihre Entwiirfe besprochen.

Fiir die Arbeit werden mehrere Entwiirfe aus der betrachteten Zeitspanne be-
trachtet, die Aufschluss iiber die Rolle von Anschauungsmodellen in der wissen-
schaftlichen Praxis deutscher Geometer geben. Fiir einige Modelle, wie die Entwiir-
fe Julius Pliickers, deren genaue Bedeutung bislang unbekannt war, wird erstmals
eine mathematische Beschreibung gegeben. Es wird jeweils untersucht, welche wis-
senschaftlichen Fragen Anlass zur Anfertigung der Modelle gaben, welche Probleme
ihre mathematische Konstruktion hervorrief, wie sie nach der Herstellung verwendet
worden sind und welche Erkenntnisse sie vermittelten. Hierliber wird die wissen-
schaftliche Herstellung und Verwendung der Objekte erschlossen.

Vor dem Hintergrund dieser Fallstudien werden die historischen Wechselbezie-
hungen zwischen den Modellen und der Geometrie herausgearbeitet. Zum einen geht
es um die Frage nach der zeitlichen Entwicklung: Warum wuchs das wissenschaftliche
Interesse an mathematischen Anschauungsmodellen nach 1860 und weshalb nahm es
bereits dreifig Jahre spéter wieder ab? Zum anderen wird die geographische Verbrei-
tung des wissenschaftlichen Modellbaus problematisiert: Wieso konzentrierte sich die
Praxis in den Jahren 1860-1890 vor allem auf die deutschsprachigen Lander Mittel-
europas? Diese Fragen lenken den Blick auf die Geschichte der Geometrie wihrend
des 19. Jahrhunderts. Am Ende der Arbeit werden die wissenschaftlichen Motive auf-
gezeigt, welche fiir die Entwicklung und Verbreitung des mathematischen Modellbaus
nach 1860 in Deutschland von besonderer Wichtigkeit waren.

Die Ziele der vorliegenden Dissertation lassen sich folgendermafen zusammenfas-

sen: (1.) die Untersuchung der Herstellung und Verwendung geometrischer Modelle
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fiir wissenschaftliche Zwecke nach 1860, (2.) die Einordnung dieser Praxis in den wis-
senschaftshistorischen Zusammenhang und (3.) die Beschreibung ausgewéihlter und

bislang wenig verstandener Objekte.

Umsetzung, Methoden und Quellen

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf die Auswertung verschiedenster Quellen, al-
len voran auf die Betrachtung der Modelle selbst. Von den meisten Objekten gibt
es immer noch Exemplare in verschiedenen Sammlungen deutscher Universitéaten.
Trotz fehlerhafter Konstruktionen, altersbedingter Schiaden und fragwiirdiger Aus-
besserungen befinden sich viele Modelle noch immer in einem guten Zustand. Die
Objekte geben wichtige Hinweise auf den wissenschaftlichen Hintergrund, in dem sie
entstanden sind, aber auch auf die Sicht der Konstrukteure.

Um die Bedeutung der Modelle zu ergriinden, wurden historische Quellen ge-
nutzt. In erster Linie waren dies wissenschaftliche Abhandlungen, die héufig zusam-
men mit den Objekten vertffentlicht worden sind, aber auch Herstellerannoncen und
Verlagsangaben. Auskunft gaben nicht zuletzt die Forschungsartikel, in denen die Er-
gebnisse der Untersuchungen erschienen sind. Sie halfen auch dabei, die Gestalt und
Bedeutung der Modelle zu rekonstruieren, wenn genaue Angaben fehlten. Auf diesem
Wege entstanden einige virtuelle Nachbildungen der Modelle mithilfe von Computer-
Algebra-Systemen, welche die Originalformen veranschaulichen. In der Arbeit sind
teilweise Ansichten dieser Computergrafiken verwendet worden, um gewisse Aspekte
der betrachteten Modelle hervorzuheben.

Um die Herstellung und Verwendung der Entwiirfe zu erschlieffen, wurden ver-
schiedene Arten historischer Textquellen herangezogen. Die Verlage versendeten zu-
sammen mit den Modellen auch Abhandlungen, die auf den mathematischen Hin-
tergrund eingehen und Informationen zur Entstehung der Objekte enthalten. Ver-
schiedene Exemplare dieser Beitexte befinden sich noch heute in den Archiven der
Tiibinger Universitdt. Auch am Deutschen Museum in Miinchen fanden sich einige
niitzliche Unterlagen zu verschiedenen Modellen. Anlésslich mehrerer Ausstellungen
wissenschaftlicher Instrumente und Modelle Ende des 19. Jahrhunderts sind Kataloge
erschienen, die Teil der Recherche waren.

Aufserdem wurden die Modelle haufig nach ihrer Fertigstellung in wissenschaftli-
chen Akademien présentiert. Die Mitglieder nutzten regelméfig Sitzungen, um iiber
ihre Forschung Mitteilung zu machen. Die Berichte der Treffen geben Auskunft iiber
den wissenschaftlichen Entstehungskontext der Objekte. Nicht selten enthalten sie
Angaben zur mathematischen Konstruktion. Zuweilen liefsen sie auch Riickschliis-

se auf die Motive der Hersteller und die Verwendung der Modelle zu. Sie bildeten
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neben den Verlagsmaterialien die wichtigste Quelle fiir die vorliegende Arbeit. Um
den Hintergrund zu erhellen, vor dem die Modelle entstanden sind, waren auch die
in Fachzeitschriften publizierten Abhandlungen hilfreich, in denen die Forschungser-
gebnisse verdffentlicht worden sind.

Private Notizen und Korrespondenzen spielten insgesamt nur eine untergeordne-
te Rolle. Mit der Arbeit soll weniger die personliche Sicht der Akteure — Forscher,
Konstrukteure und Verleger — ergriindet werden, als vielmehr der historische und
wissenschaftliche Zusammenhang, in dem sie wirkten. Deswegen wurde vor allem auf
publizierte Aukerungen zuriickgegriffen, auch wenn zuweilen Passagen aus Briefwech-
seln und Tagebiichern zitiert werden, wenn sie ein besonderes Licht auf die Modelle

und deren Entstehungskontext werfen.

Aufbau

Am Anfang der Arbeit wird ein Abriss {iber die Geschichte der mathematischen
Modelle im 19. Jahrhundert gegeben, um den wissenschaftsgeschichtlichen Kontext
zu erhellen. Danach wird anhand verschiedener Beispiele aus der Zeit 1860-1877
die Herstellung und Verwendung von Anschauungsmodellen in der wissenschaftli-
chen Praxis untersucht. Hierfiir werden zuerst Entwiirfe Ernst Kummers, Hermann
Schwarz’, Arthur Cayleys und Karl Rohns betrachtet, die im Zusammenhang zur
Erforschung quartischer Flachen stehen. Anschlieftend folgen Entwiirfe von Julius
Pliicker und Felix Klein zur Theorie quadratischer Linienkomplexe. Schlussendlich
werden mehrere Modelle besprochen, mit denen Christian Wiener, Wilhelm Fied-
ler und verschiedene Schiiler Felix Kleins Flachen der dritten Ordnung dargestellt
haben. Nach dieser Betrachtung folgt ein Kapitel, in dem wissenschaftliche Aspek-
ten des Modellbaus und -gebrauchs untersucht werden. Am FEnde der Arbeit geht
es um die wissenschaftshistorischen Verbindungen zwischen den Objekten und der

Geometrie.
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2. Mathematische Modelle im 19. Jahrhundert

Die Geschichte mathematischer Anschauungsmodelle fiir die héhere Mathematik
weist zuriick in die Zeit der Franzosischen Revolution. Nach der Griindung der Pa-
riser Ecole polytechnique im Jahr 1794 gewannen die Objekte als Lehrmittel in der
Ausbildung von Ingenieuren eine zentrale Bedeutung. In der Darstellenden Geome-
trie {ibten die Schiiler mithilfe von Modellen das Zeichnen rdumlicher Gebilde. Am
Anfang des 19. Jahrhunderts griindeten sich diesseits des Rheins zahlreiche Schu-
len nach dem Vorbild der Pariser Schule. Im Zuge dessen verbreitete sich auch in
den deutschen Landern die Herstellung von Modellen, zuerst im Rahmen des tech-
nischen Unterrichts, nach der Jahrhunderthélfte dann auch im wissenschaftlichen
Umfeld. Ab den 1860er Jahren begannen deutsche Mathematiker damit, handliche
Modelle von ihren Studienobjekten anzufertigen. Ernst Kummer (1810-1893), Julius
Pliicker (1801-1868) und Christian Wiener (1826-1896) und ihre Schiiler Hermann
A. Schwarz (1843-1921) und Felix Klein (1849-1925) gehorten zu den Pionieren auf
diesem Feld. Sie prasentierten ihre Entwiirfe regelméfig auf Sitzungen wissenschaft-
licher Akademien. In den 1870er Jahren waren des oOfteren kleinere Ausstellungen
geometrischer Modelle anlésslich verschiedener Zusammenkiinfte deutscher Mathe-
matiker zu sehen. Unterdessen begannen technische Hochschulen damit, spezielle
Sammlungen anzulegen und Werkstétten einzurichten. Im Jahr 1877 griindete sich
in Deutschland die erste Verlagshandlung, die mathematische Modelle fiir Forschung
und Lehre im In- und Ausland vertrieb. In dieser Zeit genoss die deutsche Wissen-
schaft einen ausgezeichneten Ruf. Vor allem Gelehrte aus den Vereinigten Staaten
und Italien reisten nach Deutschland, um vor Ort ihre mathematische Bildung zu

1 Zwei grofie internationale Ausstellungen in Miinchen und Chicago des

vertiefen.
Jahres 1893 trugen zur weiteren Popularisierung des Modellbaus bei. Wahrend im-
mer mehr Hochschulen dies- und jenseits des Atlantiks gegen Ende des Jahrhunderts

neue Lehrsammlungen anlegten, verschwanden die Anschauungsmittel langsam aus

1 Siegmund-Schultze, Reinhard. ,,The Emancipation of Mathematical Research Publis-
hing in the United States from German Dominance (1878-1945)“. In: Historia Mathematica
24.2 (1997).
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der mathematischen Forschung. Als die Geometrie immer abstraktere Ziige annahm,
verlor sich auch das Interesse an anschaulichen Modellen. Zwar gingen die Herstel-
lung und der Vertrieb auch nach der Jahrhundertwende weiter, ehe sie mit Beginn
des ersten Weltkrieges de facto zum Erliegen kamen, aber fiir die wissenschaftliche
Arbeit deutscher Mathematiker besafken die Objekte nur noch wenig Wert.

2.1 Polytechnische Tradition

Die Geschichte des wissenschaftlichen Modellbaus im 19. Jahrhundert reicht zuriick
bis zur Franzosischen Revolution. Gaspard Monge (1746-1818), Mitbegriinder der
Ecole polytechnique in Paris, nutzte in seinen Vorlesungen regelmifig Modelle geo-
metrischer Kérper, um das rdumliche Denken seiner Schiiler zu iiben. Sie fertigten
technische Zeichnungen der Objekte an, um auf die Losung praktischer Konstruk-
tionsprobleme hinzuarbeiten. Die grafische Abbildung rdumlicher Gebilde mithilfe
von Projektionen und Schnitten bildete das zentrale Thema in Monges Géométrie
descriptive.”

Uber die Modelle, die Gaspard Monge fiir den Unterricht verwendet hat, ist leider
nur wenig bekannt. Von den Entwiirfen seines Schiilers Théodore Olivier (1793-1853)
sind jedoch zahlreiche Nachbauten erhalten. Sie sind von Fabre de Lagrange angefer-
tigt worden, der vermutlich eine feinmechanische Werkstatt fiihrte. Er verkaufte 1872
eine umfassende Sammlung dieser Kopien an das South Kensington Museum in Lon-
don, das die Objekte fiir Lehrzwecke erwarb. Ein Katalog gibt detailliert Auskunft
iiber die 45-teilige Serie.? Olivier gehorte 1829 zu den Mitbegriindern der Ecole Cen-
trale des Arts et Manufactures in Paris. In dieser Zeit begann er mit der Herstellung
geometrischer Lehrmodelle.? Seine Entwiirfe unterscheiden sich stark von denen, die

5

nach 1860 in den deutschen Léndern entstanden.® Es handelt sich weniger um plas-

tische Vollkorper, sondern eher um grofformatige und bewegliche Apparaturen (vgl.

Abb. 2.1). Olivier verwendete hiufig Faden, um die Geradenschar von Regelflachen

2 Zur Geschichte der Darstellenden Geometrie siehe: Barbin, Evelyne, Menghini, Marta
und Volkert, Klaus, Hrsg. Descriptive Geometry, The Spread of a Polytechnic Art. Interna-
tional Studies in the History of Mathematics and its Teaching. Springer Cham, 2019.

3 Lagrange, Fabre de und Merrifield, C. W. A catalogue of a collection of models of ruled
surfaces. With an appendiz, containing an account of the application of analysis to their
investigation and classification by C. W. Merrifield. London: George E. Eyre und William
Spottiswoode, 1872.

4 Hervé, ,,Théodore Olivier (1793-1853) S. 297 f.

5 Eine umfassende Sammlung von Oliviers Modellen befindet sich am Musée des Arts et
Meétiers in Paris. Eine Ubersicht iiber den Bestand gibt: ebd., S. 301 f.
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darzustellen. Die mechanischen Teile liefs er aus Messing fertigen, fiir den Unterbau
griff er zu Holz. Bei der Herstellung legte er Wert darauf, dass die Gestalt der Mo-
delle sich verdndern liefs, wie aus der Einleitung eines Katalogs hervorgeht, der die
Objekte bewarb: ,,The models are constructed with especial reference to the possi-
bility of changing their shape, by moving some of the supports of the strings, by
altering the lengths or positions of certain parts, or by converting upright forms into
oblique. The possibility of deformation, as the process is technically called, greatly
enhances the value of the models, by allowing them to represent a much greater
variety of surfaces than if they were fixed.“6 Ein bewegliches Fadenmodell Oliviers
veranschaulicht etwa den Ubergang vom Zylinder iiber das einschalige Hyperboloid
hin zum Doppelkegel. Andere Objekte des franzdsischen Mathematikers zeigen ver-
schiedene Raumkurven als Durchschnitt zweier Regelflichen. Er nutzte die Modelle
primér als Lehrobjekte.”

Die meisten seiner Modelle zeigen Regelflichen, mit denen sich bereits Gaspard
Monge intensiv beschéftigt hat. Es handelt sich dabei um Fliachen, die von einer
Schar von Geraden erzeugt werden. Im technischen Bereich bilden sie zusammen
mit den Rotationsflichen eine wichtige Klasse geometrischer Gebilde. Regelflichen
sind in Monges Géométrie descriptive nicht zuletzt deshalb von Interesse, weil sie
Projektionen beschreiben. Die einzelnen Geraden stehen hierbei fiir die Strahlen der
zugehorigen Abbildung. Surface réglée treten vielerorts auch in der geometrischen
Optik auf, dariiber hinaus jedoch auch in der Mechanik. Einerseits besitzen Regel-
flachen einen technischen Vorteil gegeniiber anderen Flachen, weil sie sich mithilfe
steifer und gerader Elemente formen lassen. Dies begriindet auch das Interesse an
ihnen in der Architektur. Andererseits sind sie fiir mechanische Systeme von Bedeu-
tung.® Michel Chasles (1793-1880), ein Zeitgenosse Oliviers, formulierte 1830 ein
Theorem, das wohl zuerst von dem Italiener Giulio G. Mozzi (1730-1813) aufgestellt

worden ist.” Es besagt, dass sich die Bewegung eines starren Korpers auffassen lisst

6 Lagrange und Merrifield, A catalogue of a collection of models of ruled surfaces. With
an appendiz, containing an account of the application of analysis to their investigation and
classification by C. W. Merrifield. S. 4.

7 Xavier, Joao Pedro und Pinho, Eliana Manuel. ,,Olivier String Models and the Teaching
of Descriptive Geometry“. In: Dig where you stand 4: Proceedings of the Fourth International
Conference on the History of Mathematics Education, September 23-26, 2015, at University
of Turin, Italy. Hrsg. von Bjarnadottir, Kristin u. a. Rom: Edizioni Nuova Cultura, 2017.

8 Darauf weist J. M. Hervé hin: Hervé, ,Théodore Olivier (1793-1853)%, S. 313.

9 Chasles, Michel. ,,Note sur les propriétés générales du systéme de deux corps semblables
entr’eux®. In: Bulletin des Sciences Mathématiques, Astronomiques, Physiques et Chemiques

14 (1830).
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LTS

Abb. 2.1: Die Fotografie zeigt ein Modell Fabre de Lagranges aus der Sammlung des
South Kensington Museums. Foto: Isabel Agnes Cowper, 1872. @ Victoria and Albert

Museum, London

als Kombination einer Bewegung entlang und einer Rotation um eine gerade Linie.!°

Zusammen entspricht dies einer Schraubenbewegung um eine Achse. Die kontinuier-
liche Bewegung eines Korpers ldsst sich so durch eine einparametrige Familie von
Linien beschreiben, die zusammen eine Regelfliche bilden.!!

Viele von Oliviers Konstruktionen fanden nach seinem Tod 1853 ihren Weg an
amerikanische Universititen, wo noch heute Sammlungen existieren.'? Die von La-

grange angefertigten Nachbauten wurden zusammen mit anderen franzésischen Wer-

10 Die Aussage ist heute als Satz von Chasles bekannt.

11 Chasles Beitrag zur geometrischen Mechanik wird behandelt in: Ziegler, Renatus. Die
Geschichte der geometrischen Mechanik im 19. Jahrhundert: Eine historisch-systematische
Untersuchung von Mdébius und Pliicker bis zu Klein und Lindemann. Stuttgart: Franz Steiner
Verlag, 1985.

12 Eine grofere Anzahl von Oliviers Entwiirfen befindet sich am Union College in New
York. Sie stammen aus dem Nachlass von Professor William M. Gillespie (1794-1881), der
sie 1855 von Oliviers Witwe fiir die Lehre erworben hat: Xavier und Pinho, ,,Olivier String
Models and the Teaching of Descriptive Geometry*, S. 410.
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ken von dem Verlag Charles Delagraves (1842-1934) vertrieben, der 1865 in Paris
gegriindet wurde. Darunter auch die Charles Murets (1852-1910), die in Deutschland

grofe Verbreitung fanden.!?

Die Ausgangssituation in Deutschland

Der deutsche Mathematiker Carl Gustav Jacobi (1804-1851) erinnerte sich 1835 an
einen Besuch der Ecole polytechnique. Sein Bericht fillt in eine Zeit, in der preuRische
Beamte die Griindung einer Hochschule nach franzosischem Muster diskutierten.!
Vor einem Kreis von Gelehrten in Konigsberg, wo er eine Professur innehatte, zeigte
sich Jacobi beeindruckt von den praktischen Arbeiten, die in Paris zu Ubungszwecken
entstanden sind: ,Die von den Schiilern in einem Jahre angefertigten geometrischen
Zeichnungen iibertreffen durch ihre Zahl und Schwierigkeit jede Vorstellung. (...) Im
Jahre 1829 hatte ich durch die Gefélligkeit des damaligen Studiendirectors, Herrn
Binet, Gelegenheit, diese Zeichnungen selbst in Augenschein zu nehmen, die ich nicht
ohne Verwunderung betrachten konnte, sowie die mancherlei Modelle in Gips und
Holz, welche die Zoglinge selbst ausfithren mussten.“!®

Uber die Modelle, die Jacobis Bericht nach an der franzosischen Vorzeigeschule
entstanden sind, ist leider nur wenig bekannt. Es gab jedoch auch an Hochschulen in
den deutschen Landern Bemiihungen, die Herstellung plastischer Anschauungsmittel
in die Lehre zu integrieren. An dem Karlsruher Polytechnikum, das 1825 gegriindet
worden ist, lief Guido Schreiber (1799-1871) ab 1830 seine Schiiler Modelle anferti-
gen.' Die Verwendung geometrischer Anschauungsmittel in der Lehre war jedoch
unter Schreibers Zeitgenossen nicht unumstritten. Einige seiner deutschen Kollegen

lehnten den Gebrauch von Figuren und Modellen in der Lehre rundherum ab, da sie

13 Murets Sortiment umfasste mehr als 600 verschiedene Modelle, wie ausgefiihrt wird
in: Apéry, Frangois. ,,The Cabinet de mathématiques of the Henri Poincaré Institute in
Paris®. In: Kwartalnik Historii Nauki i Techniki 65.3 (2020). Die Sammlungen in Gottingen
und Tiibingen besitzen jeweils einige Objekte der Collection Muret. Einen aufschlussreichen
Beitrag iiber Charles Muret, iiber den nur wenig bekannt ist, findet sich in dem Katalog
zur Tiibinger Ausstellung: Lehleiter, Janine. ,,Charles Muret“. In: Mathematik mit Modellen:
Alexander von Brill und die Tibinger Modellsammlung. Hrsg. von Seidl, Ernst, Loose, Frank
und Bierende, Edgar. Schriften des Museums der Universitdt Tiibingen. Tiibingen: Verlag
Museum der Universitdt Tiibingen, 2018.

14 Lorey, Wilhelm. Das Studium der Mathematik an den deutschen Universititen seit An-
fang des 19. Jahrhundert. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner, 1916, S. 31.

15 Jacobi, Carl Gustav. ,,Uber die Pariser polytechnische Schule®. In: Gesammelte Werke.
Hrsg. von Weierstrass, Karl. 1. Aufl. Bd. 7. Berlin: Georg Reimer, 1891, S. 363.

16 Volkert, ,Mathematische Modelle und die polytechnische Tradition®, S. 171.
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die Ausbildung einer inneren Anschauung bei den Schiilern verhindern wiirden. Die-
ser Ansicht waren etwa Bernhard Gugler (1843-1880) und Carl Wolff (1803-1861),
die jeweils Lehrbiicher zur Darstellenden Geometrie verfasst haben.!” Trotz dieser
Vorbehalte fanden die Modelle eine gewisse Verbreitung an den technischen Hoch-
schulen. Christian Wiener, der 1851 Schreibers Nachfolge in Karlsruhe antrat, schuf

ein Seminar, in dem zahlreiche Entwiirfe entstanden sind.'®

2.2 Anfinge des wissenschaftlichen Modellbaus
1860-1877

Nach 1860 begann der wissenschaftliche Modellbau in Deutschland. Ernst Kummer
(1810-1893) war einer der ersten deutschen Gelehrten, der auf die handwerkliche
Praxis zuriickgriff, um die Gegenstédnde seiner Forschung zu veranschaulichen. Der
Professor an der Berliner Universitét présentierte in den 1860er Jahren regelméafig
Entwiirfe bei Sitzungen der Preuflischen Akademie der Wissenschaften in Berlin.
Auch Julius Pliicker (1801-1868), der in Bonn einen Lehrstuhl innehatte, begann in
jener Zeit mit der Herstellung eigener Modelle, die er bei verschiedenen Vortragen
prasentierte. Die Arbeiten der beiden deutschen Mathematiker besitzen nur wenig

Ahnlichkeit mit den grofformatigen und mechanischen Fabrikaten Théodore Oliviers.

Instrumente der Wissenschaft

Ernst Kummer und Julius Pliicker begriindeten eine eigenstdndige Praxis des wissen-
schaftlichen Modellbaus, die von ihren Schiilern Hermann Amandus Schwarz (1843
1921) und Felix Klein (1849-1925) in den 1870er Jahren fortgefiihrt worden ist. Sie
bildete sich im Umfeld geometrischer Studien aus, die ab 1860 von deutschen Ma-
thematikern durchgefiihrt worden sind.

Ziel dieser Untersuchungen war die Erforschung unbekannter Kurven und Fla-
chen. Obwohl diesen Studien oftmals ein rein geometrisches Interesse an der Gestalt
zugrunde lag, gaben zuweilen auch physikalische Arbeiten den Anstof fiir die Be-

trachtungen. Insbesondere Forschung auf dem Gebiet der Optik lenkte die Aufmerk-

17 Nadine Benstein untersuchte die Ausgestaltung des Fachs an deutschen Hochschulen. In
ihrer Dissertation zeigt sie auch, dass es iiber die Verwendung von Anschauungsmodellen ver-
schiedene Ansichten gab: Benstein, Nadine. ,,Zwischen Zeichenkunst und Mathematik: Die
darstellende Geometrie und ihre Lehrer an den Technischen Hochschulen und deren Vorgin-
gern in ausgewéhlten deutschen Landern im 19. Jahrhundert®. Diss. Wuppertal: Bergische
Universitdt Wuppertal, 2019.

18 Volkert, ,Mathematische Modelle und die polytechnische Tradition®, S. 171.
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samkeit auf Flachen der héheren Ordnung. Ernst Kummer war bei Untersuchungen
optischer Phénomene auf Brennflichen gestofien, die er im Nachgang unter geome-
trischen Gesichtspunkten studierte. Im Rahmen seiner Forschung stellte er mehrere
Draht- und Gipsmodelle her, die er bei Sitzungen der Berliner Akademie der Wissen-
schaften prisentierte, wo er iiber die Ergebnisse seiner Forschung sprach.'® In den
Jahren 1860-1872 stellte er mindestens sechsmal Modelle vor, darunter auch Ent-
wiirfe, zu denen er seinen Schiiler Hermann Amandus Schwarz angeregt hat. Obwohl
die Objekte eine wichtiges Anschauungsmittel bei Vortragen waren, dienten sie nicht
nur der Présentation. Stattdessen halfen sie den Mathematikern dabei, sich eine An-
schauung von den Formen zu entwickeln, deren Gestalt ihnen bis zur Herstellung
eines Modells unbekannt war. Julius Pliicker entwarf in den Jahren 1864-1868 meh-
rere Darstellungen von Fliachen der vierten Ordnung, die er selbst entdeckt hatte. Die
Modelle gaben ihm eine bessere Vorstellung von den Gebilden. Wie bei Ernst Kum-
mer auch, begleitete die Herstellung der Modelle seine Forschung an den Fléchen. In
die Konstruktion der Objekte floss erworbenes Wissen ein, gleichzeitig verhalfen sie
aber auch zu neuen Einsichten. Auch Pliicker nutzte die Modelle bei Vortragen. Er
nahm mehrere Holzmodelle mit nach England, wo er 1866 beim Treffen der British
Association for the Advancement of Science in Nottingham iiber seine Forschung
sprach. Die Originale stiefsen bei dem Publikum auf reges Interesse. Nach seiner
Riickkehr lieks er bei Johannes Epkens, einem Bonner Handwerker, weitere Exem-
plare anfertigen, die er auf Bitten nach London sandte. Sie befinden sich heute im

Besitz der London Mathematical Society. Epkens vertrieb Pliickers Modelle auf An-

19 Interessanterweise schrieb der Mathematiker Kurt Hensel (1861-1941) in seiner Wiirdi-
gung von Kummers Werk anlésslich dessen 100. Geburtstags: ,,Er hatte in hohem Mafe das
Talent, Figuren in der Luft mit der Hand vor seinen Zuhdhern gleichsam entstehen zu lassen.
Modelle benutzte er nie, sprach sich sogar iiber deren Gebrauch mifsbilligend aus.“ Hensel,
Kurt. ,Kummer und sein Lebenswerk®. In: Festschrift zur Feier des 100. Geburtstages Eduard
Kummers mit Briefen an seine Mutter und an Leopold Kronecker. Hrsg. von Berliner Mathe-
matischen Gesellschaft. Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften
mit Einschluss ihrer Anwendungen. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner, 1910, S. 16. Es ist
nicht bekannt, worauf Hensel diese Aussage stiitzt. Womoglich bezog sich Ernst Kummers
Missbilligung nur auf die Verwendung von Modellen in Vorlesungen, wenn er sie iiberhaupt
jemals so ausgesprochen hat. Vorstellbar wére, dass er den Gebrauch anschaulicher Modelle
ablehnte, weil er sie fiir ungeeignet hielt, die Entwicklung der inneren Anschauung zu for-
dern. Diesen Gedanken teilten einige deutsche Gelehrte: Benstein, ,Zwischen Zeichenkunst
und Mathematik: Die darstellende Geometrie und ihre Lehrer an den Technischen Hoch-
schulen und deren Vorgéngern in ausgewahlten deutschen Léndern im 19. Jahrhundert, S.
109 ff.
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frage. Mit seinen Arbeiten war er auf der Pariser Weltausstellung 1867 vertreten.2’
Pliicker liefs aufferdem noch eine umfangreiche Serie von Metallmodellen derselben
Klasse von Fliachen bei Johann Eigel in Koln herstellen, von denen sich heute noch
Exemplare an der Universitit Tiibingen befinden.?!

Die technische Ausarbeitung der Entwiirfe iibernahmen héufiger Handwerker, In-
strumentenbauer und Feinmechaniker. Julius Pliicker hatte gemeinsam mit seinem
Assistenten Felix Klein Prototypen hergestellt, nach denen Johannes Epkens und
Johann Figel die Modelle bauten. Nicht immer waren jedoch Handwerker an der
Herstellung der Anschauungsmodelle beteiligt. Ernst Kummer griff selbst zu Draht,
um die Konfiguration von Kegelschnitten zu veranschaulichen, die seine Flachen cha-
rakterisiert. Christian Wiener (1826-1896), der ab 1852 in Karlsruhe eine Professur
fiir darstellende Geometrie innehatte, stellte 1868 ein grofformatiges Gipsmodell ei-
ner Fliache dritter Ordnung mit 27 Geraden her, iiber dessen Konstruktion er en
détail Auskunft gab. Er hatte Architektur in Giefsen studiert und besafs die nétigen
Fertigkeiten, um den Entwurf ohne Zuhilfenahme eines Handwerkers auszuarbeiten.
Wie diese Beispiele zeigen, tibernahmen Mathematiker die technische Herstellung der
Objekte nicht selten selbst. Die Beauftragung eines Dritten erfolgte hdufig nur dann,
wenn die Modelle in groferer Stiickzahl vervielfaltigt werden sollten.

Die regelméfige Préasentation von Anschauungsmodellen bei mathematischen Vor-
tragen in den 1860er Jahren trug zur Popularisierung der Praxis bei. Einen entschei-
denden Anteil daran hatte auch Pliickers Assistent Felix Klein, der seinem Lehrer bei
der Konstruktion seiner Modelle geholfen hat. Nach Pliickers Tod 1868 veroffentlichte
Klein 1871 vier neue Metallmodelle, um die bestehende Serie zu komplementieren.??
Bereits im Mérz 1870 préasentierte er einen Entwurf bei der Physikalischen Gesell-
schaft zu Berlin. Zwei Jahre spéter, als er Privatdozent in Gottingen war, stellte
er gemeinsam mit Alfred Clebsch (1833-1872) bei einer Sitzung der Koniglichen
Gesellschaft der Wissenschaften mehrere Gips- und Drahtmodelle vor, die zwei Stu-

denten in einem Seminar unter der Leitung von Clebsch und Klein angefertigt hatten.

20 Chevalier, Michel. Rapports du jury international. Bd. 2. Paris: Paul Dupont, 1868, S.
541.

2l Eine Auskunft iiber die Tiibinger Modelle gibt: Diedrichs, Hanna Gabriela. , Julius
Pliicker: Meridian- und Aquitorialflichen, vor 1866 und um 1870 sowie 1880“. In: Mathema-
tik mit Modellen: Alexander von Brill und die Tibinger Modellsammlung. Hrsg. von Seidl,
Ernst, Loose, Frank und Bierende, Edgar. Schriften des Museums der Universitit Tiibingen.
Tibingen: Verlag Museum der Universitdt Tiibingen, 2018. Weitere Metallmodelle befin-
den sich an den mathematischen Instituten in Gottingen und Karlsruhe. Zudem besitzt das
Deutsche Museum eine Sammlung.

22 Klein, Felix. Vier Modelle zur Theorie der Linien-Complexe zweiten Grades. 1871.
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Auch bei den jéhrlichen Versammlungen der Gesellschaft Deutscher Naturforscher
und Arzte sind in der Sektion der Mathematik ab dem Jahr 1863 haufiger Model-
le prisentiert worden, wie es aus einem Verzeichnis der Vortrige hervorgeht.?? Die
Vortragstitel lassen vermuten, dass die Objekte mal selbst Gegenstand der Beitriage
waren, mal aber auch zur Veranschaulichung des Vortrages dienten. Christian Wie-
ner stellt dort 1868 sein Gipsmodell der Flachen mit 27 Geraden erstmals vor, das
er im selben Jahr hergestellt hatte. Felix Klein sprach 1877 iiber die ,Gestalten der
Kummer “schen Flache”. Bei dieser Gelegenheit zeigte er Gipsmodelle, die sein Dok-
torand Karl Rohn (1855-1920) wéihrend seiner Promotion zu dem Thema hergestellt
hat. Es war héufig so, dass die Betreuer Entwiirfe ihrer Studenten vorzeigten, wie
diese Beispiele zeigen.

Der mathematische Modellbau etablierte sich in den 1860er Jahren im Zusam-
menhang mit geometrischen Studien. Namhafte Gelehrte begannen wéhrend dieser
Zeit, eigene Entwiirfe herzustellen. Wahrenddessen fand die Praxis langsam Verbrei-
tung. Die Anfertigung eines Modells war jedoch eine anspruchsvolle Arbeit, die viel
Zeit und ein hohes Mafs an Geschick erforderte. Trotz dieser Hiirden, wuchs das In-
teresse an der Herstellung und Verwendung der Objekte in den folgenden Jahren

weiter.

Ausstellungen mathematischer Modelle

Einen wesentlichen Beitrag zur Verbreitung und Anerkennung des wissenschaftlichen
Modellbaus leisteten zwei Ausstellungen, bei denen viele Entwiirfe zu sehen waren.
Waéhrend 1873 in Gottingen die Mathematiker noch unter sich blieben, sahen drei
Jahre spéter Tausende ihre Modelle bei einer internationalen Ausstellung iiber wis-

senschaftliche Apparate des South Kensington Museums in London.

Zusammentreffen in Gottingen 1873

Die Modelle von Ernst Kummer, Julius Pliicker, Christian Wiener und ihren Schiilern
waren 1873 in Goéttingen zu sehen, wo die erste Ausstellung geometrischer Model-
le stattfand. Anlass war das mehrtigige Zusammentreffen deutscher Gelehrter im
April, bei dem die Griindung einer Vereinigung deutscher Mathematiker beschlossen

werden sollte. Die Organisation der Modellausstellung iibernahm Felix Klein, der

23 Eine Chronologie der mathematischen Vortriige mit Titel und Referenten findet sich in:
Tobies, Renate und Volkert, Klaus. Mathematik auf den Versammlungen der Gesellschaft
Deutscher Naturforscher und Arzte : 1843-1890. Bd. 7. Schriftenreihe zur Geschichte der
Versammlungen Deutscher Naturforscher und Arzte. Stuttgart: Wissenschaftliche Verlags-
gesellschaft mbH, 1998.
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zu jener Zeit als Privatdozent an der Gottinger Universitat lehrte. Er gehorte auch
einem 13-kopfigen Komitee an, das eingerichtet worden war, um die Versammlung

vorzubereiten.4

Wiéhrend der dreitdgigen Zusammenkunft war im Physikalischen
Institut von Gottingen eine Sammlung mathematischer Modelle zu sehen. Wie sich
einem Bericht Felix Miillers (1843-1928) in der Voisschen Zeitung entnehmen ldsst,
wurden dort auch Pliickers Metallmodelle und die vier Modelle Kleins gezeigt. Kum-
mers Schiiler, Hermann Amandus Schwarz, zu jener Zeit Professor am Polytechnikum
in Ziirich, war ebenfalls mit Entwiirfen vertreten: ,,Hr. Prof. Schwarz aus Ziirich hat-
te sehr schone Gypsmodelle der von ihm untersuchten Minimalflichen gesandt. Die
Herren Ohrtmann und Miiller aus Berlin hatten eine Anzahl Pariser Fadenmodel-
le mitgebracht, die jetzt im Besitz der kgl. Kriegsakademie sind. Leider war durch
Nachlédfigkeit der Eisenbahn-Verwaltung ein Transport von Gyps- und Fadenmo-
dellen nicht zur rechten Zeit angelangt, welche Hr. Charles Muret aus Paris der
Versammlung geschickt hatte. Ein ausfiihrlicher Katalog und ein Album mit pho-
tographischen Abbildungen dieser Modelle lag zur Ansicht aus.“?> Bei den Pariser
Fadenmodellen handelt es sich um Arbeiten Oliviers. Neben den genannten waren
auch noch Entwiirfe Adolf Weilers (1815-1916) zu sehen, die 1872 in dem Géttinger

Seminar unter Leitung Felix Kleins und Alfred Clebschs entstanden waren.?%

Ausstellung am South Kensington Museum 1876

Drei Jahre spéter fand dann die erste internationale Ausstellung statt, bei der auch
eine Vielzahl an mathematischen Anschauungsmodellen zu sehen war. Die Schau am
South Kensington Museum in London 1876 zeigte wissenschaftliche Apparate aus

Europa und Nordamerika.?” Neben vielen Instrumenten fiir die Lehre und Untersu-

24 In dem Komitee saRen neben Felix Klein auch Alexander Brill (1842-1935), Alfred En-
neper (1830-1885), Ludwig Kiepert (1846-1934), Emil Lampe (1840-1918), Adolf Mayer,
Felix Miiller, Friedrich Neesen (1849-1923), Max Nother (1844-1921), Carl Ohrtmann
(1839-1885), Friedrich J. P. Riecke (1794-1876), Hermann Schubert (1848-1911) und Fried-
rich Tietjen (1832-1895). Gutzmer, August. ,,Geschichte der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung”. In: Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. Hrsg. von Gutz-
mer, August und Mehmke, Rudolf. Bd. 10. Leipzig: B. G. Teubner, 1909, S. 2.

25 Miiller, Felix. ,,Die erste deutsche Mathematiker-Versammlung®. In: Sonntagsbeilage der
Konigl. privilegierten Berlinischen Zeitung (Vossische Zeitung) 115 (18. Mai 1873).

26 Gutzmer, ,Geschichte der Deutschen Mathematiker-Vereinigung®, S. 23.

27 In Belgien, Frankreich, Deutschland, Italien, den Niederlanden, Norwegen, dem Rus-
sischen Kaiserreich, der Schweiz, Osterreich-Ungarn, Spanien und den Vereinigten Staaten
bildeten sich Komitees, um die Beteiligung vor Ort zu organisieren: South Kensington Mu-

seum, Hrsg. Catalogue of the Special Loan Collection of Scientific Apparatus at the South
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chungen aus den Bereichen Mechanik, Physik, Chemie, Biologie und Geologie waren
auch mehrere mathematische Instrumente und geometrische Modelle zu sehen. Die
gesamte Ausstellung war untergliedert in 18 Abteilungen, die alle Bereiche aus den
Naturwissenschaften abdeckten.?®

In der Sektion Geometrie waren vor allem Zeichengerite, daneben aber auch ei-
ne Reihe von Modellen ausgestellt. Zu den Exponaten gehorten die Nachbauten der
Entwiirfe Fabre de Lagranges, die sich seit 1872 im Besitz des Museums befinden.
Die London Mathematical Society zeigte ihre Sammlung Pliickerscher Holzmodelle.
Der Englédnder Arthur Cayley (1821-1895) présentierte seine Darstellung der Steiner-
schen Fléche. Auffallend ist die groffe Anzahl an Modellen deutscher Konstrukteure.
Zu ihnen zahlten Olaus Henrici (1840-1918), der allerdings seit 1865 in London lebte,
Joseph Oppel (1815-1894) aus Frankfurt am Main, Alexander Brill aus Miinchen,
Christian Wiener aus Karlsruhe, der Bildhauer Ludwig Lohde (1806-1875) und Karl
Wilhelm Borchardt (1817-1880) aus Berlin, Eduard Heis (1806-1877) aus Miinster,
sowie Paul Wiecke aus Kassel.?? Gemeinsam mit den Pliickerschen Entwiirfen bil-
deten ihre Arbeiten einen Grofiteil der Exponate in der Unterabteilung ,,Models of
Figures in Space®.

In einem Bericht {iber die Londoner Ausstellung fiir preufische Minister wird
dieser grofe Beitrag Deutschlands hervorgehoben.?? Er enthilt auch einen ausfiihr-
lichen Beitrag {iber die Ausstellungsstiicke der Sektion Geometrie. Wilhelm Stahl
(1846-1894), der zu jener Zeit Professor fiir Geometrie an der Kéniglich Rheinisch-
Westphiélischen polytechnischen Schule in Aachen war, ging auf die Modelle rdumli-
cher Gebilde ein. In seiner allgemeinen Einfiihrung hebt er die Miihen hervor, die mit
der Anfertigung eines gelungenen Entwurfs verbunden sind: ,Die Herstellung solcher
Modelle ist eine Arbeit, fiir welche die Geometrie vielfach zu hohem Dank verpflich-
tet ist. Denn meistens gehort, abgesehen natiirlich von den einfacheren Féllen, schon
eine ziemlich grosse Gewandtheit und Uebung in den Methoden der analytischen
und synthetischen Geometrie dazu, um sich den Verlauf einer Flache oder Raumcur-

ve in einem anschaulichem Bilde aus den einzelnen analytischen oder synthetischen

Kensington Museum. 3. Aufl. London: George E. Eyre und William Spottiswoode, 1877, S.
XIV.

28 Ebd., S. XIX.

29 Paul Wiecke war lange Zeit Direktor der Gewerbeschule in Kassel: S. 115 Anonym.
Kéniglich PreufSischer Staatsdienst-Kalender fiir den Regierungsbezirk Cassel. Cassel: Verlag
des reformirten Waisenhauses, 1871.

30 Fiir die Abteilung Geometrie werden 35 Exponate von 13 Ausstellern aus Deutschland
angegeben: Hofmann, A. W., Hrsg. Bericht tiber die wissenschaftlichen Apparte auf der

Londoner internationalen Ausstellung im Jahre 1876. Braunschweig: Vieweg, 1878, S. XVI.
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Elementen zu construieren.“3! Ein ausgearbeitetes Modell erleichtere es erheblich,
eine Anschauung von den dargestellten Gebilden zu gewinnen. Aufserdem erspare es
Arbeit fiir andere, die sich mit demselben Gegenstand beschéftigen. , Allerdings sind
bisher nicht selten wichtige Eigenschaften geometrischer Gebilde, z.B. der Flachen
dritter Ordnung, erkannt und untersucht worden, bevor man ein anschauliches Bild
besass; gleichwohl ist der Werth solcher Modelle als Hiilfsmittel fiir den geometrischen
Unterricht nicht zu unterschétzen, zumal da in complicirteren Féllen die Meisten von
ihrer Phantasie vollig im Stiche gelassen werden.“32 Wilhelm Stahl relativiert den
Wert von Modellen fiir die mathematische Forschung, die nicht auf sie angewiesen
sei. Den Platz der ausgestellten Anschauungsmittel verortet er stattdessen in der
Lehre.

In seinem Beitrag zum Ausstellungskatalog betont der irische Mathematiker Hen-
ry Smith (1826-1883), der ab 1874 das Universitdtsmuseum in Oxford leitete, dage-
gen den allgemeinen Wert der Modelle fiir die Geometrie. Er hebt hervor, dass sie
die Gestalt geometrischer Gegenstinde wiedergeben, von denen sich nur schwer eine
Vorstellung machen ldsst. Smith benennt zugleich auch historische Tendenzen, durch
die das Interesse an geometrischen Betrachtungen verloren gegangen war: ,So great
has been the influence of the Cartesian mode of representation upon geometrical spe-
culation that it has perhaps, to a certain extent, and in certain cases, unduly led away
the minds of geometricians from that direct intuition of space upon which geometry
must after all be founded. And there can be no doubt that an Exhibition of models
such as those included in the present Catalogue is calculated to render a great service
to geometrical science by calling attention to the concrete shapes of objects, which
are too apt, even in the mind of the serious student, to exist only as conceptions very
imperfectly realised.“33 Spiter spricht Smith iiber die grofe Entwicklung der geo-
metrischen ,Spekulation“ in jiingerer Zeit, wodurch sich das Interesse an Modellen

auf ein grokeres Spektrum an Gegenstinden erweitert habe.34

Die Londoner Schau von 1876 gibt einen Uberblick iiber die regen Aktivitiiten,
die es auf dem Gebiet des mathematischen Modellbaus zu jener Zeit gab. Sie mach-

te auch die nationalen Differenzen sichtbar, die in dieser Hinsicht bestanden. Mit

31 Hofmann, Bericht iiber die wissenschaftlichen Apparte auf der Londoner internationalen
Ausstellung im Jahre 1876, S. 135.

32 Ebd., S. 136.

33 Smith, Henry. ,,Geometrical Instruments and Models®. In: Handbook to the Special Loan
Collection of Special Apparatus. Hrsg. von South Kensington Museum. London: Chapman
und Hall, 1876, S. 35.

34 Ebd., S. 45.
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Abstand die meisten Exponate kamen aus Deutschland, das zu jener Zeit zum Zen-
trum mathematischer Forschung avancierte. Zwar dauerte es noch bis 1893, ehe dort
die erste grofse Modellausstellung stattfand, in der Mitte der 1870er Jahre begannen
jedoch viele deutsche Hochschulen und Universitdten damit, Sammlungen fiir die

Forschung und Lehre anzulegen.

Modellsammlungen an deutschen Hochschulen

Der mathematische Modellbau ist in den 1870er Jahren untrennbar mit dem Namen
Felix Klein verbunden. Er trug mafigeblich dazu bei, dass sich im Laufe des Jahr-
zehnts gewerbsméfige Strukturen zur Herstellung und zum Vertrieb von Modellen
ausbildeten. Vor dem Hintergrund seiner eigenen Erfahrungen bemiihte er sich, An-
schauungsmodelle in die Lehre zu integrieren. Sobald er 1872 seine erste Professur in
Erlangen antrat, legte Felix Klein eine Modellsammlung an. Nach seiner Berufung
an die Polytechnische Hochschule in Miinchen 1875 liefs er dann eine Werkstatt ein-
richten, in der Studenten selber Entwiirfe anfertigen konnten. Klein wollte mit diesen

Initiativen nicht nur die Lehre, sondern auch die Forschung férdern.

Universitat Erlangen

Eine der ersten Modellkollektionen ist von Felix Klein in Erlangen eingerichtet wor-
den, nachdem er dort 1872 seine Professur angetreten hat.?® Zu jener Zeit gab es
bereits kleinere Sammlungen an verschiedenen Hochschulen. Im mathematischen Se-
minar in Berlin befanden sich Ernst Kummers Entwiirfe. An der technischen Hoch-
schule in Karlsruhe wurden die Arbeiten von Guido Schreibers und Christian Wieners
Schiilern aufbewahrt. Felix Klein schwebte indes eine andere Art von Sammlung vor.
In seiner Erlanger Antrittsrede #uferte er den Wunsch, dass Ubungen abgehalten
werden, in denen Studenten selbststdndig Modelle anfertigen. Offenbar wusste er
um die Vorbehalte, welche es unter deutschen Gelehrten gegeniiber der Verwendung
von Anschauungsmitteln gab: ,Wenn man gelegentlich gesagt hat, die raeumliche
Anschauung beduerfe solcher Huelfsmittel nicht, so gilt das doch erst von einer geu-
ebten Anschauung, die eben durch Zeichnen, durch Modellieren sich ausgebildet hat.
Mir scheint eine wenn auch voruebergehende Beschaeftigung des Studirenden in die-

ser Richtung in unserem Fache eben so nothwendig, als es in den einzelnen natur-

35 Lorey, Das Studium der Mathematik an den deutschen Universititen seit Anfang des
19. Jahrhundert, S. 324.
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wissenschaftlichen Faechern die Practica sind.“3¢ Durch Ubungen im Zeichnen und
Modellieren sollte das rdumliche Denken der Studenten geschult werden. Felix Klein
erhoffte sich allerdings auch, dass sie zu neuen Ideen anregen und das allgemeine
Versténdnis fordern. In seiner Rede legte er dar, welchen Anteil die Anschauung bei

dem Auffinden neuer Sitze spielt.3”

Die Einrichtung einer Sammlung sollte in Erlangen demnach mit der Herstel-
lung von Modellen zu Lern- und Ubungszwecken Hand in Hand gehen. Erst ab 1874
standen dafiir Raumlichkeiten zur Verfiigung: ,In einem Schrank, der anfangs nur
im Auditorium Platz fand, konnte er Modelle unterbringen.“3® Die Modelle fiir den
Aufbau der Sammlung bezog Felix Klein auch von der Pariser Verlagsbuchhandlung
Delagrave. Weitere Exponate hatte er von seiner Reise nach Grofbritannien 1873 mit-
gebracht, u.a. Modelle des deutschen Mathematikers Olaus Henrici (1840-1918) und
eine Gezeitenmaschine des britischen Physikers William Thomson (1824-1907).%9

Modellierkabinett an der Polytechnischen Hochschule Miinchen

In Miinchen fand Felix Klein nach seiner Berufung an die Polytechnische Schule 1875
wesentlich bessere Verhéltnisse fiir die Umsetzung seiner Plane vor. Die Hohrerzah-
len waren viel groRer als in dem kleinen Erlangen.*® Auferdem war ein Kurs in
Darstellender Geometrie am Polytechnikum obligatorisch, an dem aufserdem mehr
Kapazititen vorhanden waren, um Ubungen durchzufithren. Gemeinsam mit Alex-
ander Brill (1842-1935), der im selben Jahr wie Klein an die Miinchener Hochschule
berufen wurde, strebte er den Aufbau eines neuen Instituts fiir Mathematik an. Noch
bevor er seine Professur antrat, wendete er sich an das Direktorium der Hochschule,
um die Einrichtung einer Modellierwerkstatt zu erwirken. In einem Antrag von Ende
1874 verweist Klein auf seine eigenen Erfahrungen: ,Es ist fiir mich zu wiederholten
Malen Gegenstand andauernder Beschéftigung gewesen, durch wirkliche Herstellung

von Modellen abstracte geometrische Verhéltnisse zu versinnlichen und so unmittel-

36 Rowe, David E und Klein, Felix. ,,Felix Klein’s ‘Erlanger Antrittsrede™. In: Historia
Mathematica 12.2 (1985), S. 135.

37 Ebd., S. 131.

38 Tobies, Renate. Feliz Klein: Visionen fiir Mathematik, Anwendungen und Unterricht.
Berlin Heidelberg: Springer Spektrum, 2019, S. 125.

39 Ebd., S. 127.

40 Renate Tobies berichtet von elf Studenten, die 1874 in Mathematik und Physik in
Erlangen eingeschrieben waren. Dagegen studierten in Miinchen im Studienjahr 1875-1876

mehrere hundert angehende Ingenieure und Lehramtsstudenten: ebd., S. 137.
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bar eindringender Forschung zuginglich zu machen“.*! Daneben beantragte Klein

die Einrichtung eines Sammlungszimmers.

Offenbar hatte er damit auf Erfolg. Ab 1875 stand eine kleine Modellsammlung
und auch ein Arbeitsraum fiir die Studenten zur Verfiigung, wie sich den Jahresbe-
richten des Polytechnikums entnehmen lisst.*?> Die Sammlung untergliederte sich
in zwei Abteilungen. Neben einer fiir ,Reine Geometrie, worunter die Theorie al-
gebraischer Kurven und Flichen verstanden worden ist, gab es noch eine Sektion
mit Lehrmitteln zu ,Differentialrechnung, Mechanik und mathematische Physik®. In
dem Jahresbericht der Hochschule heifst es: ,Diese Modelle kommen bei den betref-
fenden Vorlesungen zur Verwendung, wenn es gilt, die Anschauung der Zuhorer zu
unterstiitzen oder zu beleben, anderseits dienen sie als Vorbilder bei selbststéandi-
gen Arbeiten, die von vorgeschrittenen Zuhorern zu Hause oder in dem (vorab nur
provisorisch eingerichteten) mit dem Institute verbundenen Arbeitsraume gefertigt
werden.“4? Anschlieend wird ein Uberblick iiber die Gegenstinde gegeben, die von
der Modellsammlung abgedeckt werden.** Anfang des niichsten Studienjahres besaff
das neue Institut ein eigenes Modellierkabinett. Die Leitung der Ubungen iibernahm
Alexander Brill, der Architektur und Mathematik in Karlsruhe studiert hatte, wo
sein Onkel Christian Wiener lehrte. Im Wintersemester des Studienjahres 1876-1877
betreute er sechs, im Sommersemester bereits acht Studenten, wie sich dem Bericht
der Hochschule entnehmen lisst.*> Die Teilnehmer stellten hiufig Modelle der geo-
metrischen Gegenstédnde her, die sie zur selben Zeit im mathematischen Seminar
behandelten. Thre Arbeit war demnach mit eigenstédndigen Studien verbunden. Die
Modelle veranschaulichten Fléachen, regelméfige Kérper und Raumkurven, die in der
Geometrie aber auch in der Mechanik und mathematischen Physik auftraten. Zu-

meist ist Gips verwendet worden, um den Verlauf von Flachen nachzubilden, hin

41 Der Antrag ist abgedruckt als Anhang in: Tobies, Renate. ,,Felix Klein in Erlangen und
Miinchen: ein Beitrag zur Biographie®. In: Amphora: Festschrift fir Hans Wussing zu seinem
65. Geburtstag. Hrsg. von Demidov, Sergei S. u. a. Basel: Birkh&user, 1992.

42 Tn dem Bericht fiir das Studienjahr 18751876 finden sich auch Angaben iiber die Betei-
ligung an Kleins und Brills mathematischen Seminar. Im Wintersemester saften dort zwdlf,
im Sommersemester 35 Zuhohrer. Anonym. Bericht tiber die Kénigl. Polytechnische Schule
zu Miinchen 1875-1876. Hrsg. von Koniglich-Bayerische Polytechnische Schule zu Miinchen.
Miinchen: F. Straub, 1876, S. 16, 27.

43 Ebd., S. 27.

44 Flichen der dritten Klasse, Rotationsflichen mit konstantem Kriimmungsmaf, Faden-
modelle zur Theorie linearer Komplexe und Regelflichen dritten Grades, Brennflichen usw.

45 Anonym. Bericht iiber die Konigl. Technische Hochschule zu Miinchen 1877-1878. Hrsg.
von Konigl. Technische Hochschule zu Miinchen. Miinchen: F. Straub, 1878, S. 16.
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und wieder aber auch Holz.

Bis zum Weggang Brills 1884 entstanden etwa 10-20 Modelle jahrlich in den
Ubungen wihrend der gesamten Zeit 1875-1884.46 Klein und Brill strebten schon
1876 eine Veroffentlichung gelungener und interessanter Erzeugnisse an. Sie beauf-
tragten einen ortsansassigen Gipsmodelleur damit, Abgiisse der Modelle herzustellen,
mit denen sie eine Sammlung am Institut aufbauten.*” Der Bericht des Studienjahres
1876-1877 erwahnt die Publikation einer ersten Serie im Buchhandel: ,Bei dem unbe-
streitbar grossen Mangel an Anschauungsmitteln fiir den mathematischen Unterricht
an Hochschulen glauben die Vorstédnde des Institutes durch diese Verbreitung einem
lebhaft gefiihlten Bediirfnisse entgegenzukommen.“4® Max Noether (1844-1921), der
mit Brill befreundet war, verfasste mehrere Rezensionen der Modelle fiir die Zeit-
schrift fir Mathematik und Physik.*®

Geometrische Spezialstudien

Ab 1878 fiihrte Alexander Brill die Leitung der Werkstatten und der Sammlung wei-
testgehend alleine fort.’® Er hatte bereits zuvor ein Grofteil der Projekte im Mo-
dellierkabinett betreut. Bei einer Rede iiber die Miinchener Sammlung in Tiibingen
1887 erklarte er: ,Die Meisten dieser Modelle sind jedoch bestimmt zur Foérderung
geometrischer Spezialstudien. Die Untersuchung der gestaltlichen Verhéltnisse auch
von Gebilden, die dem Geometer sonst wohl bekannt sind, fordert zu neuen und oft
folgenreichen Fragestellungen auf. Selbst eine Frucht oft mithsamer Einzelforschun-

gen wenden sich viele dieser Modelle von Fléchen und rdumlichen Kurven mit ihren

46 Diese Schitzung beruht auf den Angaben iiber die hergestellten Objekte, die sich in
den Berichten der Hochschule wiederfinden. Renate Tobies spricht von 300 neu gefertigten
Modellen bis 1877. Vermutlich bezieht sich die Zahl auf den gesamten Bestand der Samm-
lung, die auch durch Schenkungen und Ank&ufe erweitert worden ist: Tobies, Felix Klein,
S. 153. In seinen Erinnerungen spricht Brill von hundert Modellen, die wihrend seiner Zeit
entstanden seien. Womoglich bezieht er dabei auch die relativ kleine Anzahl an Entwiirfen
mit ein, die unter der Leitung Felix Kleins angefertigt worden: Brill, Alexander. Aus meinem
Leben. Bd. 1-2. 3 Bde. Tiibingen, 1887, S. 27.

47 Auskunft iiber den besagten Modelleur Jospeh Kreittmayr gibt Edgar Bierende in sei-
nem Beitrag: Bierende, ,Geometrie gegossen in Gips“, S. 109.

48 Anonym. Bericht iiber die Konigl. Polytechnische Schule zu Miinchen 1876-1877. Hrsg.
von Koniglich-Bayerische Polytechnische Schule zu Miinchen. Miinchen: F. Straub, 1877, S.
16.

49 Noether, Max. ,,Mathematische Modelle“. In: Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 23
(1878).

50 Tobies, ,Felix Klein in Erlangen und Miinchen®, S. 153.
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meist vorher unbekannten oder schwer vorstellbaren Formen an den Forscher, dem
sie Aufschluss geben iiber Fragen, die ihn vielleicht sonst schon beschéftigten oder
zu denen das Modell selbst Anlass gab. In diesem Sinn ist eine solche Sammlung wie
eine Bibliothek anzusehen oder wie ein Naturalienkabinett, nur dass sie nicht mit
Zufalligkeiten und Unwesentlichem zu kdmpfen hat, wie auch die beste systemati-
sche Anordnung eines solchen.*®! Fiir Brill war die Miinchener Sammlung mehr als
eine blofte Zusammenstellung von Lehrmitteln. Mithilfe der Modelle fand er den Ein-
stieg in die Differentialgeometrie, wie er sich in seinen autobiographischen Schriften

erinnert."2

Tatséchlich waren viele der Miinchener Modelle mit Untersuchungen verbunden
(Tab. 8.3). Karl Rohn (1855-1920) modellierte unter Leitung von Brill den Verlauf
der geoditischen Linien auf einem Rotationsellipsoid (1v) mit Gips.?® Spiter stellte
er unterschiedliche Gestalten der Kummerschen Flachen dar, wahrend er bei Fe-
lix Klein zu dem Thema promovierte. Walther Dyck (1856-1934) formte erstmals
die Flache der Kriimmungsmittelpunkte eines einschaligen Hyperboloids (111) nach.
Wie seines, so zeigten nicht wenige Modelle erstmals unbekannte Formen. Teilweise
sind in der Werkstatt auch neue Gebilde entdeckt worden. Theodor Kuen fand dort
als Brills Assistent die heute nach ihm benannte Fliche konstant negativer Gaufs-
kriimmung. Nach seiner Entdeckung liefs er ein berithmtes Gipsmodell von einem
Studenten gestalten.®* Die Herstellung der Entwiirfe war oftmals auch ein mathe-

matisches Problem, wie auch die Abhandlungen zeigen, die mit den Modellen heraus-

51 Brill, Alexander. ,,Uber die Modellsammlung des mathematischen Seminars der Uni-
versitét Tiibingen [1887]“. In: Mathematisch-naturwissenschaftliche Mitteilungen. Hrsg. von
Boklen, Otto. Bd. 2. Stuttgart, 1889.

52 Meine Modellbestrebungen, sowie eine Vorlesung iiber Oberflichenkriimmung, fiithrten
mich in ein neues Kapitel der Geometrie ein, das ich bis dahin kaum dem Namen nach kannte:
Theorie der Kriimmung der Oberflichen, ihrer Kriimmungs-Asymptoten- und geodétischen
Linien. Zwar hat es mir bis jetzt nur Stoff zu einer kleinen Arbeit {iber krumme Raume
(Math. Ana. Bd. 25) geliefert, aber die Themata zu mehreren der unter meiner Leitung
entstandenen Studenten-Arbeiten entsprangen aus dem Wunsche, gewisse gestaltliche Ei-
genschaften dieser Gebilde genauer zu erforschen. Eine Vorlesung {iber Kriimmungs-Theorie
a8t sich an der Hand meiner zahlreichen Modelle, die ich zu verschiedenen Teilen dieser
Theorie anfertigen lief, farbenreich und lebendig gestalten. Brill, Aus meinem Leben, S. 30.

%3 Die folgende Nummerierung bezieht sich auf die Angaben im Katalog des Brill-Verlages
von 1885. Dort sind alle Modelle der Miinchener Hochschule durch rémische Ziffern indiziert.
Ein Abguss des Rohnschen Entwurfs befindet sich in der Géttinger Sammlung.

5 Auch dieses Modell nahm Brill in sein Verlagsprogramm mit auf. Zur Entstehungsge-
schichte des Objekts siehe: Loose, ,,Bahnbrechende Ideen in der Geometrie, S. 67.
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gegeben worden sind.’® Die Berechnung geoditischer Linien und die Bestimmung
von Brennflichen waren schwierig und verlangten teilweise die Entwicklung neuer
Methoden. Insofern waren die Miinchener Modelle auch das Ergebnis wissenschaftli-
cher Arbeiten. In den seltensten Féllen war ihre Herstellung ein bloffes Mittel, um das
Anschauungsvermogen zu schulen. Stattdessen gaben die plastischen Modelle Ant-
worten auf offene Fragen, welche auf die Gestalt und Geometrie der untersuchten
Gebilde abazielten.

2.3 Hochphase des Modellbaus 1877-1898

Ende der 1870er Jahre begannen dann auch andere Universitéten systematisch Mo-
delle zu sammeln. Hermann Amandus Schwarz liefs wihrend seiner Professur in Gét-
tingen 1875-1892 regelméafig Formen fiir die Lehre anschaffen. Dort entstand in den
folgenden Jahrzehnten eine der grofiten Sammlungen in Deutschland, die seit dem
Neubau des Instituts in den 1920er Jahren in der Bunsenstrafse im Foyer ausgestellt
ist.”® Anfang des 20. Jahrhunderts besak nach Wilhelm Lorey vermutlich jedes In-
stitut in Deutschland wenigstens ein paar Vitrinen mit verschiedenen Anschauungs-

57 Der Aufbau von Modellsammlungen wurde dabei durch die Tatigkeit

modellen.
eines Darmstadter Verlages 1877 wesentlich erleichtert, der sich in den Handen der
Familie Brill befand. In diesem Jahr begann Ludwig Brill die Geschéfte seines Va-
ters zu libernehmen und Abgiisse von Gipsformen, die an der Miinchener Hochschule
unter der Leitung seines Bruders Alexander entstanden sind, zu vertreiben. Mit der
Ausbildung geschéiftsméfiger Vertriebs- und Fertigungsstrukturen begann sogleich

die Hochphase in der Geschichte des mathematischen Modellbaus.

Ludwig Brills Modellverlag 1877-1898

Uber die Anfangsjahre des Verlages ist allerdings nur wenig bekannt. Ludwig Brill

iibernahm das Geschéft von seinem Vater, der seit 1869 eine Buchhandlung fiir Un-

58

terrichtsmaterialien in Darmstadt fiihrte.”® Gemeinsam mit seinem Bruder begann

55 Eine unvollstéindige Kollektion dieser Beihefte befindet sich in gebundener Form in
Tiibingen.

56 Sattelmacher, Anja. ,,Zwischen Asthetisierung und Historisierung: Die Sammlung geo-
metrischer Modelle des Gottinger mathematischen Instituts”. In: Mathematische Semester-
berichte 61 (2014).

5T Lorey, Das Studium der Mathematik an den deutschen Universititen seit Anfang des
19. Jahrhundert, S. 324.

58 Bierende, ,Geometrie gegossen in Gips“, S. 111.
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er im Jahr 1877 damit, Anschauungsmodelle iiber den Verlag zu vertreiben. In diesem
Jahr wird das Erscheinen der 1. Serie von Modellen des Verlages in den Mathemati-
schen Annalen beworben.’® Von da an erweiterten die Geschwister nach und nach
das Programm, wobei Alexander Brill den Kontakt in die mathematische Welt hielt.
Er wirkte als wissenschaftlicher Beirat. Von den Arbeiten, die unter seiner und Kleins
Betreuung in Miinchen entstanden, wéhlte er geeignete Entwiirfe aus. Auferdem trat
er an andere Konstrukteure heran, um sie fiir den Verlag zu gewinnen. Ludwig Brill
fithrte indes die Geschéfte des Unternehmens. Er verdffentlichte in regelméfigen Ab-
stdnden Kataloge, die auch kurze Angaben zu den gehandelten Modellen enthielten.
Zusammen mit den Formen wurden mehrseitige Beschreibungen der Konstrukteure
versandt. Sie geben auch einen Einblick in die umfangreichen Vorarbeiten, welche

der handwerklichen Ausgestaltung vorausgingen.

Die Kataloge geben wiederum Aufschluss iiber die inhaltliche Ausrichtung des
Verlagsprogramms. In den Jahren 1877-1898 erschienen insgesamt fiinf Auflagen.5°
In der Einleitung der dritten Ausgabe von 1885 heifit es: ,Wie seither, so wird es
auch kiinftig das Bestreben der Verlagshandlung sein, denjenigen wissenschaftlichen
Kreisen zu dienen, welche in dem Gebrauch von Modellen und Zeichnungen ein Hiilfs-
mittel und eine kraftige Stiitze zur Forderung und Belebung mathematischer Studien
erblicken.“6? Das Programm des Verlages orientierte sich in den Anfangsjahren sehr
an dem Konzept, das Klein und Brill gemeinsam in Miinchen erprobt haben. Die
Modelle sind primér als Mittel der Forschung beworben worden. Ihre Eignung fir
die Lehre war dagegen aus Verlagssicht nachrangig. Im Jahr 1885 umfasste das Pro-
gramm bereits 160 Objekte, die in mehrere Serien unterteilt waren. Der iibergrofie
Teil geht auf Vorlagen aus dem Miinchener Modellierkabinett zuriick. Neben den
Entwiirfen Karl Rohns und Theodor Kuens sind auch die Arbeiten Rudolf Diesels
(1858-1913) in dem Verlag erschienen. Seine 18-teilige Serie von Gipsmodellen stellt

verschiedene Typen von Quadriken dar, teilweise mit Kriimmungslinien.5?

Nach dem Weggang Alexander Brills aus Miinchen 1884 wuchs das Verlagspro-
gramm nur noch langsam. Die meisten Neuerscheinungen stammten nun aus dem

Karlsruher Seminar, in dem Christian Wiener Modelle herstellen lieft. Allein sein

%) Ebd., S. 108.

60 Die erste Auflage ist 1881 verdffentlicht worden, die nachfolgenden sind in den Jahren
1882, 1885, 1888 und 1892 erschienen. Die Angaben sind den Jahrbichern tber die Fort-
schritte der Mathematik entnommen.

61 Brill, Ludwig. Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Un-
terricht. 3. Aufl. Darmstadt: Verlagshandlung Brill, 1885, S. 1v.
62 Ebd., S. 7.
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Abb. 2.2: Ausschnitt aus dem Katalog Ludwig Brills (3. Auflage). 1. Reihe, links:
Kriimmungsmittelpunktsfliche eines einschaligen Hyperboloids (Walther Dyck); 1. Reihe,
rechts: Flache von konstant negativer Kriimmung (Theodor Kuen); 3. Reihe, Mitte: Modell

einer Kummerschen Flidche (Karl Rohn).

Student Carl Tesch entwarf vier Serien. Wahrend immer weniger Modelle erschienen,
erweiterte Ludwig Brill jedoch den Kundenkreis. Im Jahr 1893 préasentierte er den

Verlag auf der Weltausstellung in Chicago im Auftrag der Koniglich Preufischen Un-
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terrichtsverwaltung.%> Nebenher lieR er Annoncen in amerikanischen Fachzeitschrif-
ten schalten.%* Noch heute befinden sich grofere Sammlungen der Brillschen Modelle
an amerikanischen Universitéiten.%% Brill vertrieb die Objekte nun auch verstérkt im
Ausland. Ende der 1890er Jahren verkaufte er dennoch die Verlagshandlung. Mog-
licherweise waren personliche Griinde ausschlaggebend, wie es die biographischen
Aufzeichnungen seines Bruders nahelegen.®® Vorstellbar ist aber auch, dass nach-
lassendes Interesse an den Modellen sich in den Verkaufszahlen niederschlug. Zwar
gibt es dafiir kein direktes Anzeichen. In den Schwierigkeiten jedoch, Produzenten
fiir neue wissenschaftliche Modelle zu finden, welche sich fiir die Jahre 1885-1898
beobachten lassen, spiegelt sich moglicherweise eine allgemeine Tendenz wider, die
sich auch in den Bestellbiichern des Verlages bemerkbar machte. Mit dem Inhaber-
wechsel erfolgte jedenfalls auch ein Wandel in der Ausrichtung des Programms, wie
spater gezeigt wird. Zuerst soll jedoch auf eine Ausstellung eingegangen werden, die

1893 in Miinchen zu sehen war.

Miinchener Ausstellung 1893

Die Griindung einer deutschen Mathematiker-Vereinigung in Géttingen 1873 war aus
verschiedenen Griinden gescheitert. Es dauerte noch bis 1890, ehe sie gelang. Auf der
ersten reguldren Versammlung der neugegriindeten Vereinigung in Halle (Saale) ein
Jahr spiter wurde die Organisation einer Ausstellung mathematischer Instrumente
und Modelle beschlossen, deren Planung Walther Dyck (1856-1934) iibernahm.57
Dyck hatte bei Felix Klein in Leipzig habilitiert, bevor er 1884 die Nachfolge von
Alexander Brill an der Technischen Hochschule in Miinchen antrat. Die Ausstellung
sollte 1892 beim Niirnberger Treffen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und
Arzte zu sehen sein, musste jedoch aufgrund der damals grassierenden Cholera aus-

fallen. Da in Miinchen R&ume fiir eine ldngere und grofsere Ausstellung zur Verfiigung

63 Kidwell, ,,American Mathematics Viewed Objectively: The Case of Geometric Models®.

64 Eine Anzeige ist im 12. Band des American Journal of Mathematics abgedruckt, der
im Juli 1890 erschienen ist.

65 Die Unidversity of Illinois in Urbana und Champaign besitzt einen umfangreichen Be-
stand.

66 Alexander Brill erwiihnt 1888 wirtschaftliche Schwierigkeiten, in denen sich die Drucke-
rei seines Bruders befindet. Zwei Jahre spéter schreibt er seiner Frau: ,Mit Ludwig hatte
ich heute eine Unterredung, die sich auf die Modelle bezog. — Er will sich von mir losls-
sen, und ich will ihm nicht entgegen sein, sondern auf einen Vergleich eingehen, der ihn der
Verpflichtung gegen mich erledigt. Brill, Aus meinem Leben, S. 86.

7 Hashagen, Ulf. Walther von Dyck (1856-1934): Mathematik, Technik und Wissen-
schaftsorganisation an der TH Miinchen. Stuttgart: Franz Steiner Verlag, 2003, S. 419 ff.
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standen, entschloss sich die Vereinigung, ihre néchste Jahresversammlung ebenfalls
in der bayrischen Hauptstadt abzuhalten. Am 5. September 1893 wurde die Ausstel-
lung fiir einen Monat er6ffnet. In mehreren Sélen der Hochschule waren mehr als 500
Exponate aus der ganzen Welt zu sehen.%® Dazu erschien ein umfangreicher Katalog
mit Zeichnungen und Beschreibungen der ausgestellten Instrumente und Modelle. Er
enthélt auch Fotografien der Ausstellungsridume, die Dyck gliicklicherweise anfertigen
liefs (vgl. Abb. 2.3).

Abb. 2.3: Fotografie des Saals zur Geometrie bei der Miinchener Ausstellung 1893. Rechts
im Hintergrund ist erh6ht eine quadratische Vitrine mit Christian Wieners Gipsmodell
einer kubischen Fliache mit 27 Geraden zu erkennen. Auf der linken Seite im Vordergrund
sind mehrere Gipsmodelle ausgestellt, die an der Hochschule in Miinchen entstanden sind.
Auszug aus: Dyck, Walther, Hrsg. Katalog mathematischer und
mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente (Nachdruck). Hildesheim:
Georg Olms, 1994.

Der gesamte Rundgang war in vier Abteilungen untergliedert: Analysis, Geome-
trie, Mechanik und Mathematische Physik. Die Geometrie nahm mit Abstand den
groften Teil der Ausstellung ein. In der Sektion waren Zeichenapparate wie Perspek-
tivlineale und Ellipsenzirkel zu sehen. Es iiberwogen jedoch Modelle und Zeichnun-
gen, die sich iiber mehrere Unterabteilungen erstreckten.%® Der Saal der Geometrie

war Descartes gewidmet. In dem iibervollen Raum waren die Modelle Julius Pliick-

68 Fischer, Joachim. ,Vorwort. In: Katalog mathematischer und mathematisch-
physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente (Nachdruck). Hrsg. von Dyck, Walther.
Hildesheim: Georg Olms, 1994.

69 In dem Katalog zur Ausstellung findet sich folgende Gliederung fiir die Geometrie wie-
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ers, Ernst Kummers und Christian Wieners aus den 1860er Jahren zu sehen. Dazwi-
schen standen aber auch viele Objekte, die von Studenten an Hochschulen entworfen
worden sind. Walther Dyck erwdhnt vor allem neben Alexander Brills Tétigkeit in
Miinchen die Sammlungen und Initiativen von Otto Wilhelm Fiedler (1832-1912) in
Ziirich, Christian Wiener in Karlsruhe und Hermann Schwarz in Gottingen, die viel

zur Entwicklung des Modellbaus in Deutschland beigetragen héatten.

Internationale Beteiligung

Walther Dyck war um internationale Beitriige bemiiht gewesen ist.”® Insbesonde-
re aus dem Vereinigten Konigreich sind zahlreiche Objekte nach Bayern iibersandt
worden. Auffallend ist, dass zwar insgesamt viele Exponate aus dem Ausland kamen.
Von diesen waren jedoch nur wenige in der Geometrie ausgestellt. In der gesamten
zweiten Abteilung waren nur einige Modelle des in London lebenden Deutschen Olaus
Henrici, des Iren Robert Stawell Ball (1840-1913) und des Niederldnders Diederik
J. Korteweg (1848-1941) zu sehen.” Mit Abstand die meisten geometrischen An-
schauungsmodelle der Ausstellung sind von Deutschen entworfen worden. Die vielen
Beitrage englischsprachiger Hersteller verteilen sich auf die anderen beiden Abtei-
lungen.

Das Ubergewicht deutscher Exponate unter den Modellen lisst sich nicht al-
leine mit dem Ort erkldren. Immerhin war das Bild bei der Londoner Ausstellung
1876 ahnlich gewesen. Stattdessen spiegelte die Herkunft der Modelle — zumindest
tendenziell — die realen Verhéaltnisse wider. Zwar gab es auch aufserhalb der deutsch-
sprachigen Lander Mitteleuropas Initiativen, um den Bau mathematischer Modelle

fiir Forschung und Hochschullehre zu férdern. In Groftbritannien war die Herstellung

der: Zeichenapparate; Modelle fiir den Elementar-Unterricht; Polyeder, Polygon- und Poly-
edereinteilung von Flidchen und Rdumen; Ebene Kurven; Algebraische Flachen; Raumkurven
und abwickelbare Fliachen, Regelflichen; Modelle zur Liniengeometrie; Modelle und Zeich-
nungen zur Kriimmungstheorie; Singulire Vorkommnisse bei Kurven und Flédchen. Dyck,
Walther, Hrsg. Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Appara-
te und Instrumente (Nachdruck). Hildesheim: Georg Olms, 1994, S. 243 ff.

70 In einem Vortrag zur Eréffnung der Ausstellung hebt Dyck ein Komitee hervor, das in
Grofibritannien unter Fithrung von Lord Kelvin (William Thomson) und den beiden Mathe-
matikern Alfred G. Greenhill (1847-1927) und Olaus Henrici (1840-1918) gebildet worden
sei, um verschiedene Exemplare fiir die Sammlung in Miinchen zusammenzutragen. Dyck,
Walther. FEinleitender Bericht iber die mathematische Ausstellung in Miinchen. Sonderabdr.
Miinchen: Cotta, 1893.

! Diese Beschreibung bezieht sich auf die Exponatserien Nr. 115 — 232 im Katalog, die
Modelle der Abteilung ,Geometrie” zeigen. ebd., S. 243-306.
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plastischer Anschauungsmittel in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts unter Phy-
sikern durchaus verbreitet. Doch trotz der guten Voraussetzungen dnderte auch die
Griindung des Cambridge Modelling Club 1873 durch Arthur Cayley (1821-1895) und
James Clerk Maxwell (1831-1879), die nach einem Besuch Felix Kleins erfolgte, nichts
grundlegend daran, dass nur wenige geometrische Modelle in England entstanden.”
Die italienischen Mathematiker besafen enge Verbindungen nach Deutschland. Der
Geometer Giuseppe Veronese (1854-1917) warb fiir die Einrichtung einer nationalen
Werkstatt zur Herstellung von Modellen in Italien nach dem Vorbild des Miinchener
Kabinetts, scheiterte jedoch mit seinem Versuch.” Der Bau geometrischer Modelle
fiir die Forschung fand vor allem in den deutschsprachigen Léndern Verbreitung.™
Jenseits des Atlantiks scheint der Modellbau mehr Nachahmung gefunden zu ha-
ben. Einen wichtigen Beitrag dazu lieferte auch eine grofie Ausstellung in Chicago
im Friihjahr 1893, mit deren Organisation ebenfalls Walther Dyck vom Preufiischen
Kultusministerium beauftragt war.”™ Anlésslich der World’s Columbian Exposition
wurden zahlreiche Objekte bei der deutschen Universitdtsausstellung gezeigt. Bei
der Gelegenheit ist auch Einblick in die Sammlungen mathematischer Institute in
Deutschland gegeben worden. ,,Die mathematische Ausstellung will von unserer mo-
dernen Forschung und von unseren gegenwartigen Methoden und Hiilfsmitteln des
héheren mathematischen Unterrichts Zeugnis geben, und fasst dabei, wie dies in
unserem Fache den gemeinsamen Aufgaben entspricht, die Théatigkeit unserer Deut-
schen Universititen und Technischen Hochschulen zusammen.“"® Im August hielt
Felix Klein, der als offizieller Vertreter der Regierung zur Weltausstellung in Chicago
angereist war, bei einem Kolloquium an der Universitdt Evanston eine Reihe von Vor-
triigen iiber den Entwicklungsstand der Mathematik.”” Das Interesse der Vereinigten

Staaten an mathematischen Modelle belegen nicht nur die diversen Sammlungen, die

72 Barrow-Green, ,,“Knowledge gained by experience™.

7 Der Artikel von Nicla Palladino geht auf die Bemiihungen von Giuseppe Veronse und
sein Scheitern ein: Palladino, ,] modelli matematici costruiti per 'insegnamento delle mate-
matiche superiori pure e applicate.“ Livia Giacardi diskutiert ebenfalls die Frage, weshalb
es in Italien nicht zu einer nennenswerten Produktion geometrischer Modelle kam: Giacardi,
,Models in Mathematics Teaching in Italy (1850-1950)%.

™ Die Frage nach den Griinden hierfiir, wird in dem letzten Kapitel dieser Arbeit wieder
aufgegriffen.

75> Hashagen, Walther von Dyck (1856-1934): Mathematik, Technik und Wissenschaftsor-
ganisation an der TH Miinchen, S. 427.

76 Dyck, Walther. Deutsche Unterrichts-Ausstellung in Chicago 1893: Specialkatalog der
mathematischen Ausstellung. Buchdr. v. Wolfoe S. in Miinchen, 1893, v.

77 Tobies, Feliz Klein, S. 362 ff.
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noch heute an amerikanischen Universitdten zu finden sind. Nach der Jahrhundert-
wende stellten die Mathematiker Albert Harry Wheeler (1873-1950) und Richard
P. Baker (1866-1937) zahlreiche Modelle her. Insbesondere Baker orientierte sich

offenbar an den deutschen Produkten.”

2.4 Niedergang des Vertriebs

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts liefs das Interesse an plastischen Modellen langsam
nach. Eine Ausstellung wie in Miinchen gab es nicht noch einmal.”™ Das langsame
Verschwinden der Modelle aus der Wissenschaft wurde noch einige Zeit {iberdeckt
durch den Vertrieb und Verkauf plastischer Lehrmittel, der noch bis zum Beginn
des ersten Weltkrieges auf dhnlichem Niveau weiterlief. Aber auch bei den Verlagen
machte sich der Wandel bemerkbar.

Verlagshandlung Martin Schilling 1899-1929

Nachdem Ludwig Brill den Verlag und die Druckerei 1898 abgetreten hatte, ging das
Geschift iber Umwege ein Jahr spéater in den Besitz der Firma Martin Schillings
iiber, die zu jener Zeit in Halle an der Saale anséssig war, bevor sie einige Jahre
spater in das nahegelegene Leipzig iibersiedelte.8? Der neue Inhaber erweiterte den
Umfang des Programms nochmal erheblich. Die sechste Auflage des Kataloges von
1902 listet 321 Einzelstiicke. Gleichzeitig weitete Schilling das Profil des Verlages.
In der Einleitung heift es: ,,Und so iibergeben wir denn diesen neuen Katalog, der
Zeugnis davon ablegt, welche Bedeutung das mathematische Modell als belebendes
und das Verstdndnis des Vortrages forderndes Element bei den Vorlesungen gewon-
nen hat, der mathematischen Welt in der zuversichtlichen Hoffnung, damit den Kreis
der Gonner und Freunde unseres Unternehmens wiederum zu erweitern, und mit der

ergebenen Bitte, nun auch unseren Bestrebungen durch umfangreiche Bestellungen

"8 Eine groke Anzahl der Arbeiten Wheelers und Bakers befinden sich heute an
der Smithsonian Institution in Washington: https://www.si.edu/spotlight/geometric-
models-baker und https://www.si.edu/spotlight /maa-charter/geometric-models-a-harry-
wheeler (21. Juni 2022).

™ Nach der Schau sind jedoch noch im kleineren Umfang Modelle bei verschiedenen Ver-
sammlungen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung zu sehen gewesen. August Gutz-
mer (1860-1924) erwihnt Ausstellungen in Frankfurt, Braunschweig, Hamburg, Karlsbad
und Kassel. Gutzmer, August und Mehmke, Rudolf, Hrsg. Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker- Vereinigung. Bd. 10. Leipzig: B. G. Teubner, 1909, S. 8.

80 Bierende, ,Geometrie gegossen in Gips®, S. 114.
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die wiinschenswerte Forderung angedeihen zu lassen.“®! Von einer Belebung wis-
senschaftlicher Studien, die Ludwig Brill noch als Ziel ausgegeben hatte, ist nun
keine Rede mehr. Von seinem Nachfolger werden die Modelle stattdessen als an-
schauliche Lehrmittel angepriesen. Aus den Sétzen spricht aber auch die Sorge, den
Anschluss an die mathematische Welt zu verlieren. Das Interesse an den Modellen
seitens der Mathematiker war zu diesem Zeitpunkt bereits abgekiihlt. Moglicherwei-
se auch deshalb kiindigt Schilling an, dass die angewandte Mathematik in seinem
Verlag zukiinftig stdrker vertreten sein wird. Als wissenschaftlicher Beirat wirkt nun
Friedrich G. Schilling (1868-1950) an der Ausgestaltung des Programms mit. Der
Bruder des Verlegers war ein Schiiler Felix Kleins. Zum Zeitpunkt der Ubernahme
war er Professor in Gottingen fiir Darstellende Geometrie, wo er auch die Sammlung
mathematischer Modelle und Instrumente kuratierte. Im Jahr 1904 ging er dann an
die technische Hochschule nach Danzig. In der Einleitung des Kataloges wird zudem
Guido Hauck (1845-1905), den beiden S6hnen Christian Wieners, Hermann Wiener
(1857-1939) und Otto Wiener (1862-1927), sowie Hermann Grassmann (1857-1922)
und Walther Ludwig (1876-1946) gedankt, die neue Modelle beigesteuert haben.®?
Im Gegensatz zu den fritheren Konstrukteuren bewegten sich die Genannten fasst alle
im Umfeld der technischen Hochschulen. Hauck war Professor an der Berliner, Her-
mann Wiener an der Darmstédter Schule. Auch sein Bruder Otto stand als Physiker
der Anwendung nahe. Nachdem Martin Schilling die Geschéfte 1899 {ibernommen
hat, sind nur noch wenige Objekte veroffentlicht worden, die Gegenstiande aus der

reinen Mathematik veranschaulichen (vgl. Tab. 8.4).

Die néchste Auflage des Kataloges erschien erst 1911, acht Jahre nach der Ver-
offentlichung der sechsten Ausgabe. Zu jenem Zeitpunkt ist der Verlag bereits von
Karoline Schilling gefiihrt worden, die nach dem Tod ihres Manns 1908 die Geschéf-
te iibernahm.®¥ Das Programm wurde um elf Serien (XXX-XL) erweitert (Tab. 8.3).
Auffallend ist, dass Friedrich Schilling an der Herausgabe fast aller neu verdffent-
lichter Modelle beteiligt war. Unter seiner Mitwirkung erschienen die Entwurfsserien
von Wilhelm Thlenburg (geb. 1884), Karl Doehlemann (1864-1926), Ernst Meissner
(1883-1939).8* An der Herstellung dreier weiterer Serien war Schilling selbst unmit-

81 Schilling, Martin. Catalog mathematischer Modelle. 6. Aufl. Halle an der Saale: Verlags-
handlung Martin Schilling, 1903, S. 1v.

82 Bei Hermann Grassmann handelt sich um den Sohn des gleichnamigen Begriinders der
Ausdehnungslehre.

83 Bierende, ,Geometrie gegossen in Gips®, S. 114.

84 Wilhelm Thlenburg war Doktorand bei Felix Klein in Géttingen. Seine Dissertation trug

den Titel: ,,Uber die geometrischen Eigenschaften der Kreisbogenvierecke”.
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telbar beteiligt. Neben der zentralen Bedeutung seiner Person fiir das Unternehmen
bestétigte sich eine weitere Tendenz in der neuen Auflage. Viele Modelle, die nach
dem Besitzerwechsel erschienen sind, behandeln randsténdige und bekannte Themen
der Mathematik. Nur die Serie XXXV von Ihlenburg entstand im Zusammenhang mit
einer Forschungsarbeit.

Wiéhrend und nach dem ersten Weltkrieg erschienen nur noch wenige Modelle.
Ein Werbeschreiben aus dem Jahr 1934 l&sst vermuten, dass weniger als vier Serien
seit 1911 zum Programm hinzugekommen sind. Trotzdem fiihrte Karoline Schilling
die Geschiifte bis 1929 fort.®> Im Jahr 1932 teilte die Verlagshandlung dem Géttinger
Institut fiir Mathematik mit, dass in den vergangenen Jahren keine neuen Modelle
erschienen seien.®6 Wie Edgar Bierende herausfinden konnte, existierte der Verlag
noch bis 1960 weiter.8” Die Universitit Dresden kaufte in diesem Jahr offenbar eine

Vielzahl an Originalformen und Modellen aus dem Bestand auf.

2.5 Zusammenfassung

In dem historischen Abriss zeichnen sich bereits einige wichtige Entwicklungslinien
ab, die nun resiimiert werden sollen, bevor in den folgenden Kapiteln ausgewéhlte
Modellserien der Jahre 1860-1877 im Detail betrachtet werden.

(1.) Noch bevor die Modellherstellung ab 1877 einen organisierten Zug annahm
und sich gewerbsméfige Verlagsstrukturen etablierten, sind Anschauungsmittel im
Umfeld geometrischer Untersuchungen fiir wissenschaftliche Zwecke hergestellt, ver-
wendet und im kleinen Umfang vertrieben worden. (2.) Die Geschichte der beiden
Verlagshandlungen von Ludwig Brill und Martin Schilling dokumentiert auch, wie
sich das Interesse an den Objekten bereits vor der Jahrhundertwende langsam von
der Forschung loste. Spétestens mit dem Beginn des 20. Jahrhunderts zeichnete sich
deutlich ab, dass die Anschauungsmittel kaum noch in der Wissenschaft Verwendung
fanden, auch wenn das Interesse an den plastischen Modellen als Lehrmittel fortbe-
stand. (3.) Felix Klein trug sehr zur Verbreitung von mathematischen Modellen bei.

Die Anschauungsmittel waren mit seiner frithen Karriere verbunden. Nicht zuletzt

85 Richter, Karin. ,,,... Modelle wurden mir in den Vorlesungen unentbehrlich.¢ Zum 100.
Todestag des Verlegers Martin Schilling der Modellfirma M. Schilling®. In: Cantor-Hefte 10
(2008), S. 39.

86 Fischer, Gerd, Hrsg. Mathematical Models. From the Collections of Universities and
Museums — Photograph Volume and Commentary. 2. Aufl. Springer Spektrum, 2017, S. X111
f.

87 Bierende, ,Geometrie gegossen in Gips®, S. 121.
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mit der Einrichtung verschiedener Werkstatten und Sammlungen in Erlangen, Miin-
chen und Leipzig in den 1870er Jahren forderte er die Verbreitung mathematischer
Modelle erheblich. Zwar betreute Alexander Brill mit Abstand die meisten Arbei-
ten in Miinchen. Aber es ldsst sich bezweifeln, ob es ohne die Initiative Felix Kleins
jemals zur Einrichtung eines Modellierkabinetts gekommen wiére. Selbst nachdem
sich Klein Ende der 1870er Jahre verstirkt von der Geometrie algebraischer Gebil-
de entfernte, um sich der Funktionentheorie zuzuwenden, fiihrten seine Studenten
die Tradition fort.®® Gleichwohl sollte nicht iibergangen werden, dass sich an dem
Bau geometrischer Modelle viele deutsche Mathematiker beteiligten. (4.) Unabhén-
gig von dem Wirken Kleins gab es allerdings auch eine polytechnische Tradition in
den deutschen Léndern, wie Klaus Volkert und Nadine Benstein gezeigt haben, die
ihren Ursprung in Frankreich hatte. Christian Wiener konnte in Karlsruhe an die
Arbeit seines Vorgéngers Guido Schreiber ankniipfen. Wilhelm Fiedler (1832-1912),
der zuerst in Prag, ab 1867 dann in Ziirich Professor fiir Darstellende Geometrie
war, stand ebenfalls in dieser Traditionslinie. An den Hochschulen in Karlsruhe und
Darmstadt entstanden ebenfalls Modelle. Parallel hierzu war die Herstellung von Mo-
dellen unter Physikern bereits vor 1860 verbreitet gewesen ist. Auch diese Tradition
iibte Einfluss auf die deutschen Mathematiker aus. Immerhin entstanden Pliickers

und Kummers frithe Entwiirfe im Umfeld physikalischer Arbeiten.

88 Friedrich Schilling, Karl Rodenberg, Karl Rohn, Adolf Weiler, Walther Dyck haben bei

Felix Klein zeitweise studiert.

42



3. Kummers Quartiken

Ende der 1850er Jahre beschiftigte sich Ernst E. Kummer (1810-1893), seinerzeit
Professor an der Friedrich- Wilhelms-Universitit Berlin, mit Problemen der geome-
trischen Optik, die bereits vor der Jahrhunderthélfte Anlass fiir die Untersuchung
hoherer Flachen gab. Mit seinen Untersuchungen zu Strahlensystemen und -biindeln
kniipfte Kummer an Arbeiten William R. Hamiltons (1805-1865) aus den 1830er
Jahren an. Wahrend seiner Forschung stellte Ernst Kummer eine dreiteilige Serie
von Fadenmodellen her. Das Thema fiithrte ihn auf Flachen der vierten Ordnung,
die er ab 1862 untersuchte. Er entdeckte hierbei eine Klasse spezieller Quartiken,
die immer noch unter seinem Namen bekannt sind. Wahrend seiner geometrischen
Untersuchungen stellte er wiederholt verschiedene Draht- und Gipsmodelle her, die
er bei Vortragen an der Berliner Akademie der Wissenschaften prisentierte. Seine
Entdeckungen riefen unter deutschen Geometern grofe Aufmerksamkeit hervor. Als
Felix Klein auf einen unvermuteten Zusammenhang zu den Pliickerschen Komplexfla-
chen stief (vgl. Kap. 4), wuchs das Interesse der Mathematiker an den Kummerschen
Flachen weiter. Mitte der 1870er Jahre befasste sich Karl Rohn (1855-1920) mit ih-
ren gestaltlichen Auspridgungen. Auch er stellte Gipsmodelle her, um verschiedene
Typen dieser Gebilde zu veranschaulichen. In diesem Kapitel geben wir eine Uber-
sicht iiber die verschiedenen Modelle, die im Zusammenhang mit der Erforschung
quartischer Fléachen wéhrend der Jahre 1860-1877 entstanden sind.

3.1 Fresnelsche Wellenflache

Dem Franzosen August J. Fresnel (1788-1827) gelang Anfang 1820er Jahren die Be-
schreibung des Brechungsverhaltens von Licht in Kristallen.! Wenn Lichtbiindel auf

anisotrope Medien treffen, werden sie in zwei Richtungen abgelenkt. Mit der Wellen-

! Ein Abriss zur Geschichte der Optik findet sich in dem Lehrbuch des Nobelpreistrigers
Max Born (1882-1970): Born, Max und Wolf, Emil. Principles of Optics: Electromagnetic
Theory of Propagation, Interference and Diffraction of Light. 6. Aufl. Cambridge: Cambridge
University Press, 1986.
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flache konnte Fresnel dieses Phdnomen der Doppelbrechung erkléren, das bereits im
17. Jahrhundert bei bestimmten Kristallen wie Calcit beobachtet worden war. Sie
weckte das Interesse fiir Gebilde héherer Ordnung, die zu jener Zeit studiert wurden.
Durch eigene Untersuchungen zur Geometrie der Fresnelschen Wellenflache gelang
es 1832 dem Iren William R. Hamilton (1805-1865), das Phénomen der konischen
Refraktion vorherzusagen. Wenn ein Lichtstrahl in einem bestimmten Winkel auf
den Kristall tritt, bricht er in unendlich viele Strahlen, die den Mantel eines Kegels

bilden. 2

MacCullaghs Konstruktion

August Fresnel selber war es nur mithsam gelungen, die Gleichung der Wellenfliche
herzuleiten. Er plagte sich mit den schwierigen und umsténdlichen Berechnungen,
weswegen er ihre Mitteilung ausliefs, wie der Ire James MacCullagh (1809-1847) er-
liuterte.? Zusammen mit William R. Hamilton entwickelte MacCullagh die Theorie
in den 1830er Jahren mafsgeblich weiter. MacCullagh entwarf eine elegante Konstruk-
tion der Wellenfldche, die vom Indexellipsoid ausging. Dieses Ellipsoid hatte ebenfalls
Fresnel eingefithrt, um die Richtung und Stérke der Lichtbrechung in einem Kristall

zu beschreiben. Seine Gleichung kann auf die Form
€7 + ey’ + 627 =1 (3.1)

gebracht werden, wobei €, €, und €, Hauptdielektrizitdtskonstanten heifen. Sie hén-
gen vom Medium ab, in dem sich das Licht ausbreitet.

MacCullagh verwendete nun folgende Konstruktion, um die Form der zugehéri-
gen Wellenfliche zu finden (Abb. 3.1). Das Ellipsoid wird von Ebenen durch seinen
Mittelpunkt im Allgemeinen in Ellipsen geschnitten, wenn die Langen aller drei Halb-

achsen
1 1 1

verschieden sind. Nur fiir zwei ausgezeichnete Lagen handelt es sich um Kreise. Die

(3.2)

beiden Halbachsen einer Ellipse seien nun « und 8 mit o > 8. Wenn diese Langen

nun in den beiden entgegengesetzten Richtungen der Normalen der Ebene abgetragen

2 Die Ergebnisse seiner Arbeit erschienen erst 1837 im 17. Band der Transaction of the
Royal Irish Academy. Hamilton, William. ,,Third Supplement to an Essay on the Theory of
Surfaces of Rays”. In: The Transactions of the Royal Irish Academy 17 (1832).

3 MacCullagh, James. ,,On the Double Refraction of Light on a crytallized Medium, ac-
cording to the Principles of Fresnel“. In: The Transactions of the Royal Irish Academy 16
(1830), S. 65.
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werden, in der die Ellipse liegt, so entstehen zwei Punktepaare. Die beiden Punkte
eines jeden Paares haben dabei den gleichen Abstand zum Mittelpunkt des Ellipsoids.
Sie liegen auf der Fresnelschen Wellenflache, wie MacCullagh zeigte. Alle Punkte der

Fliche lassen sich auf diesem Wege konstruieren.?

Abb. 3.1: Die Grafik zeigt die Hauptschnitte eines Indexellipsoids mit
€s 1 €y 1 €, = 2: 3 : 4. Die gestrichelte Ellipse zeigt den Schnitt mit einer Ebene durch den
Ursprung des Ellipsoids. Dargestellt sind ihre beiden Halbachsen. Grafik: H. Junker

Hamiltons Entdeckung der konischen Refraktion

Wenn sdmtliche Punkte der Wellenflache in einem Koordinatensystem abgetragen
werden, dessen Ursprung mit der Lichtquelle zusammenféllt, so ergeben sich zwei
Schalen fiir die beiden Wellenfronten. Die Geschwindigkeit des Lichts entlang einer
festen Richtung & = (&;,&y, &) hangt hier von den Hauptdielektrizitatskonstanten
€z, €y, €; des Kristalls ab. Die Fresnelsche Normalengleichung fiir die Normalenge-

schwindigkeit v lautet:

€a &y £

v2 —a

=05 (3.3)

4 Ebd., S. 75.
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6 Die Hauptlichtgeschwindigkeiten

Co b Co €o

= CcC =

a =

héngen fiir monochromatisches Licht nur von den Eigenschaften des Mediums ab,
durch welches die Welle propagiert.” Die Gleichung 3.3 ist quadratisch in v2. Fiir
jede feste Richtung k = (&, &y, &;) breitet sich das Licht in zwei Geschwindigkeiten

aus. Wenn die Koordinaten angepasst werden,
Le=a-x §=b-y, &=c 2z
dann lisst sich die Gleichung mit v? = 22 + y% + 22 zu
a?b? P+ (22 +y2 +22) (a*2? + 02y +¢%2%) = a* (B + ) + b7 (a* + )y + P (a +b?) 22

umformen.® Diese implizite Gleichung vierten Grades definiert die Fresnelsche Wel-

lenflache.

Abb. 3.2: Die Abbildung zeigt einen Schnitt y = 0 durch die Wellenflache fiir
a:b:c=1:12:2 Die punktierten Linien zeigen die beiden Koordinatenachsen an. Die
durchgezogenen Geraden stellen eine der beiden optischen Achsen und die Schnittgerade
der Doppelebene mit y = 0 dar. Grafik: H. Junker

6 Born und Wolf, Principles of Optics, S. 671.
7 Mit ¢o wird hierbei die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet.
8 Auf diesem Wege leitete vermutlich erstmals Hamilton die Fresnelsche Wellengleichung

her: Hamilton, ,,Third Supplement to an Essay on the Theory of Surfaces of Rays“, S. 130.
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In seinen ergidnzenden Bemerkungen zu seiner Theory of Systems of Rays untersucht
Hamilton die Gestalt dieser quartischen Fliche ndher.” Fiir ¢ < b < ¢ besteht
sie aus zwei verschiedenen Schalen. Sie beschreiben die beiden Wellenfronten, die
sich aus den beiden Normalengeschwindigkeiten ergeben, mit denen sich das Licht
in einem biaxialen Kristall in eine feste Richtung ausbreitet. Die Schnitte mit den
Koordinatenebenen bestehen jeweils aus einem Kreis und einer Ellipse (Abb. 3.2).

Die beiden Schalen der Fliache treffen sich genau in vier Punkten:

[a2 — 12 b2 — 2
T =Zc PR y=0, 2==a PR

Es handelt sich zum die Schnittpunkte des Kreises und der Ellipse in der Ebene
y = 0. Sie haben die Gleichung

2

x +22

v =0, a?2? + 22—’ =0.
Entlang der Richtungen, die von den vier Schnittpunkten der beiden Schalen defi-
niert werden, sind beide Normalengeschwindigkeiten gleich. Es gibt demnach genau
zwei Richtungen in einem biaxialen Kristall, in denen sich das Licht nur mit einer
festen Geschwindigkeit ausbreitet. Nach Hamilton wére es Fresnel gewesen, der sie
als optische Achsen des Kristalls bezeichnet hat.°

Hamilton untersuchte die Flache in der Nahe der vier ausgezeichneten Punkte
ndher. In der Tiefe seiner Betrachtungen ging er iiber Fresnel hinaus. Analytisch
stellte er fest, dass der Tangentenkegel an die Fldche in den Punkten nicht zerféllt,
weswegen es sich um gewohnliche Doppelpunkte (conoidal cusp) handeln muss.!!
Aufserdem wird die Fléche in der Umgebung dieser Punkte jeweils von einer Doppel-
ebene entlang eines Kreises beriihrt, wie er zeigen konnte.!? Demnach gibt es neben
den vier Doppelpunkten ebensoviele Doppelkreise, die Fresnel unbekannt geblieben
sind. Aus diesen geometrischen Resultaten schliefst Hamilton nun auf ein neues Bre-
chungsgesetz. Alle Strahlen, die aus einem biaxialen Kristall austreten, werden im
Allgemeinen in zwei Strahlen zerlegt. Strahlen jedoch, die in Richtung der optischen
Achsen verlaufen, miissen beim Austritt aus der Flache kegelformig aufgespreizt wer-

den. Die Lichtstrahlen verlaufen auf dem Mantel, der durch den Tangentenkegel in

9 Die folgenden Bemerkungen zu Hamiltons Entdeckung stiitzen sich auf: O’Hara, J G.
,, The Prediction and Discovery of Conical Refraction by William Rowan Hamilton and Hum-
phrey Lloyd (1832-1833)%. In: Proceedings of the Royal Irish Academy 82.2 (1982).

10 Hamilton, ,,Third Supplement to an Essay on the Theory of Surfaces of Rays®, S. 130.

1 Ebd., S. 133.

12 Ebd., S. 134.
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den Doppelpunkten beschrieben wird.'®> Hamilton nannte dieses Phéinomen (exter-

ne) konische Refraktion.!*

Nach seiner Entdeckung bat Hamilton seinen Kollegen am Dubliner Trinity Col-
lege, den Physiker Humphrey Lloyd (1800-1881), um eine experimentelle Bestéti-
gung seiner Vermutung, die er wenig spiter auch erhielt.'® Die Ergebnisse sind im
Anschluss an Hamiltons Artikel in den Transactions of the Royal Irish Academy

abgedruckt.'6

Modelle der Fresnelschen Wellenflache

Es ist nicht bekannt, ob James MacCullagh oder William Hamilton anschauliche
Modelle der Wellenflache besafsen. In ihrer Forschung, die sich auf analytische Be-
rechnungen stiitzte, spielte die Anschauung jedenfalls keine tragende Rolle. Hamilton
sagte das Phédnomen der konischen Lichtbrechung durch das Studium der singulé-
ren Punkte auf der Fresnelschen Wellenfliche vorher. Seine Erkenntnisse regten zur
weiteren Forschung auf dem Gebiet der geometrischen Optik an, belebten aber auch

das Studium von Flichen der héheren Ordnung.'”

Nach 1870 entstanden mehrere Gipsmodelle, die die Konstruktion Fresnels veran-
schaulichen. Eine vierteilige Reihe von Modellen entstand vor 1880 an der Hochschule
in Miinchen auf Veranlassung von Alexander Brill. Sie sind in der Verlagshandlung
von Ludwig Brill als Teil der sechsten Serie erschienen (Abb. 8.4).1% Das Londo-
ner Science Museum besitzt auferdem ein Gipsmodell von 1876 des Pariser Verlages

Delagrave.

13 Born und Wolf, Principles of Optics, S. 684 ff.

14 Hamilton, ,,Third Supplement to an Essay on the Theory of Surfaces of Rays®, S. 136.

15 Ebd., S. vIL.

16 Tloyd, Humphrey. ,,On the Phenomena Presented by Light in Its Passage along the
Axes of Biaxal Crystals“. In: The Transactions of the Royal Irish Academy 17 (1833).

7 In den ersten Ausgaben des Cambridge Mathematical Journal sind mehrere Artikel
mit geometrischen Betrachtungen erschienen, die explizit auf die Arbeiten zur Wellenflache
verweisen: Gregory, Duncan F. ,Circular Section in Surfaces of the Second Order*. In: The
Cambridge Mathematical Journal 1.2 (1837); Greatheed, Samuel S. ,,On the Condition that
a Surface may be Touched by a Plane in a Curved Line*. In: The Cambridge Mathematical
Journal 2.7 (1839); Gregory, Duncan F.  Singular Points in Surfaces“. In: The Cambridge
Mathematical Journal 2.12 (1841).

18 Brill, Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Unterricht, S.
13.
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3.2 Modelle von Strahlenbiindeln und Brennflachen

Phillipp Ludwig von Seidel (1821-1896) war seit 1855 ordentlicher Professor in Miin-
chen. Seinerzeit war er bekannt fiir seine Untersuchungen iiber Abbildungsfehler, die
bei optischen Apparaten auftreten.'® Im Januar 1857 hielt er einen Vortrag an der
Bayerischen Akademie der Wissenschaften unter dem Titel ,,Theorie der kaustischen
Fléchen, welche in Folge der Spiegelung oder Brechung von Strahlenbiischeln an den
Flichen eines optischen Apparates erzeugt werden“.?’ Bei seiner Rede zeigte Ludwig
Seidel ein Modell, das spéter Anlass fiir Diskussionen gab. Sein Entwurf gehort zu

den ersten Anschauungsmodellen, die in dieser Phase entstanden sind.

Seidels Vortrag

Zu Beginn seines Vortrages erklirt Seidel, wie ein leuchtender Punkt eine ebene Fla-
che in grofser Entfernung gleichméfig erhellt. Er interessiert sich jedoch fiir die Vertei-
lung des Lichtes auf einem Schirm, wenn die Strahlen zuvor eine Abfolge von ,,Spiege-
lung oder Brechung an einer regelméfig gerundeten und polirten Fldche* durchlaufen
haben. Denn ,abgesehen von ganz speziellen Ausnahmsfillen findet man alsdann die
Vertheilung der Helligkeit auf dem erleuchteten Schirme ungleich, und namentlich
bemerkt man darin gewisse Linien von ausgezeichnetem Glanze, von eigenthiimlicher,
meist mit Spitzen versehener Figur, die sich um so deutlicher hervorheben, je ndher
die Gestalt der Flachen, an welchen das Licht gebrochen wurde, sich mathematischer
Regelméfigkeit ndhert. (...) Man hat diese Linien grofter Helligkeit kaustische Lini-
en genannt, oder Brennlinien.“ Was sich auf dem Schirm abzeichnet, entspricht dem
Schnitt durch eine unsichtbare Fliche, wie Seidel ausfiihrt, denn ,wenn man den
Apparat optischer Fldchen, an welchem die Strahlen abgelenkt wurden, so wie den
leuchtenden Punkt unverriickt lasst, die Lage des Schirmes, auf welchem die Lichtfi-
gur betrachtet wird, aber etwas veréndert, so bemerkt man noch immer eine dhnliche

Brennlinie, und es ist klar, dass alle solchen Linien, die gleichzeitig in der Luft schwe-

19 Seidel, Philipp Ludwig. ,,Ueber die Theorie der Fehler, mit welchen die durch optische
Instrumente gesehenen Bilder behaftet sind und iiber die mathematischen Bedingungen ihrer
Authebung®. In: Abhandlungen der Naturwissenschaftlich-Technischen Commission bei der
Konigl. Bayerischen Akademie der Wissenschaften in Miinchen. Bd. 1. Miinchen: J. G.
Cotta’schen Buchhandlung, 1857.

20 Seidel, Philipp Ludwig. ,,Betreffend die Theorie der kaustischen Flichen, welche in Folge
der Spiegelung oder Brechung von Strahlenbiischeln an den Fléchen eines optischen Appara-
tes erzeugt werden®. In: Gelehrte Anzeigen der K. Bayerischen Akademie der Wissenschaften
34 (1857). Hrsg. von Koniglich Bayerische Akademie der Wissenschaften.
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ben, und von welchen uns nur diejenige sichtbar ist, die wir gerade auffangen, zu-
sammen im Raume eine krumme Flache bedecken, die sogenannte kaustische Fldche,
deren Durchschnitte mit verschiedenen Ebenen die einzelnen Brennlinien sind.“?!
Nach dieser Beschreibung des Phénomens, erlautert Seidel die optischen Griinde fiir

die ungleichméfige Verteilung der gebrochenen und abgelenkten Lichtstrahlen.

Seidel interessierte sich fiir die kaustische Fléche, die bei einem optischen Appa-
rat entsteht, dessen Linsen kugelférmig und entlang einer gemeinsamen Achse ausge-
richtet sind, sobald sich die punktformige Lichtquelle nicht auf der optischen Achse
befindet. Wenn der Punkt stattdessen auf der Achse liegt, wird das gesamte System
der Strahlen rotationssymmetrisch, was die Betrachtung wesentlich erleichtert. Fiir
den komplizierten Fall, mit dem er sich befasst, teilt Seidel seine Rechnungen nicht
mit. Er verweist stattdessen auf einen Artikel in den Astronomischen Nachrichten,
in dem er den Gang der Strahlen berechnet.?? Auf der Sitzung bemiiht er sich nur
darum, die Gestalt der resultierenden Brennfliche zu veranschaulichen. Fiir diesen
Zweck konstruierte er ein Modell, ,um eine deutlichere Vorstellung von dem Verlauf
der beiden Flichen zu erhalten“.?® Sein Entwurf ist mutmaglich verschollen. In der
Hallenser Sammlung befindet sich jedoch eine dreiteilige Serie von Gipsmodellen einer
,Brennfliche eines Strahlensystems* aus dem Programm der Verlagshandlung Mar-
tin Schilling, die 1877 von Alexander Brills Schwager an der Miinchener Hochschule
hergestellt worden ist.24 Ludwig Schleiermacher (1855-1927) orientierte sich bei der
Herstellung stark an den Angaben Seidels, wie sich der beigegebenen Abhandlungen
entnehmen lisst.?® Er stellte im Wesentlichen dieselbe Fliiche dar, veranschaulichte
aber auferdem noch die beiden Schalen getrennt voneinander. Auch die bildhafte

Beschreibung des vorgezeigten Modells, die Ludwig Seidel auf der Sitzung 1857 gab,

21 Die Hervorhebungen wurden aus dem Original iibernommen: Seidel, ,,Theorie der kaus-
tischen Flachen®, S. 242.

22 Seidel, Philipp Ludwig. ,,Ueber die Entwicklung der Glieder 3ter Ordnung, welche den
Weg eines ausserhalb der Ebene der Axe gelegenen Lichtstrahles durch ein System brechen-
der Medien bestimmen®. In: Astronomische Nachrichten 43.1027 (1856).

23 Seidel, , Theorie der kaustischen Flichen®, S. 250.

24 Alexander Brill war ab 1875 mit der #lteren Schwester Joh. Christiane Schleiermacher
von Ludwig Schleiermacher verheiratet. Schleiermachers Modelle sind in dem Verlag als
Teil der ersten Serie erschienen (Nr. 2): Schilling, Martin. Catalog mathematischer Modelle.
7. Aufl. Leipzig: Schilling, 1911, S. 3.

25 Schleiermacher, Ludwig. ,,II. Die Brennfliche eines Strahlensystems, welche mit der F1i-
che der Kriimmungscentra des elliptischen Paraboloids in collinearer Verwandtschaft steht®.
In: Mathematische Modelle angefertigt im mathematischen Institut des k. Polytechnikums zu
Miinchen (1877).
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lassen auf eine groRe Ahnlichkeit mit der Fliche schliefen, die Schleiermacher spéter
modelliert hat (Abb. 8.5).

Ludwig Seidel hatte die beiden Méntel seiner Brennfliche unterschiedlich einge-
farbt, wie er in seinem Vortrag erklarte, damit die Zuhorer sie besser voneinander
trennen konnen. ,Die eine von ihnen, welche ich die vordere nennen will, hat einige
Ahnlichkeit mit einer vielseitigen Pyramide: Sie bietet wie diese vier Fronten dar,
von welchen je zwei in scharfen Kanten (den Aesten der beiden appollonischen Pa-
rabeln) auf einander treffen. Nach der Seite, welche ich die vordere nenne, verjiingen
sich nach und nach ihre transversalen Dimensionen; zuletzt runden sich von ihren
vier Kanten diejenigen beiden gegeniiberliegenden ab, welche einander néher als die
anderen stehen, und die Nappe lauft [sic] von da an mehr flach, um es so auszu-
driicken, zungenférmig zu bis zu ihrem Ende. Die zweite oder hintere Nappe hat im
Ganzen ein kegelformiges Aussehen.“?6 Die beiden verschiedenen Mintel, die Sei-
del als Nappen bezeichnet, durchdringen sich in einer mit ,yvier Spitzen versehenen
Curve doppelter Kriimmung®, wie er ausfiihrt. Trotz seiner Bemiihungen um An-
schaulichkeit, war er sich bewusst, dass die blofse Betrachtung nur wenig iiber die
eigentiimliche Flache verrat: ,.Die genaue Einsicht in die Natur dieser Flachen ge-
wahrt natiirlich nur die mathematischen Untersuchung, fiir welche die Gleichungen

sich sehr bequem darbieten.“?”

Ludwig Seidel erlautert, dass die Gestalt der Fldche nicht wesentlich von der An-
ordnung und Form der einzelnen Kugeln abhingt.?® Die unterschiedlichen Brennfli-
chen wiirden sich im Mafsstab unterscheiden — abgesehen von einer Ausnahme, auf

die Seidel jedoch nicht weiter eingeht.

Kummers Theorie gradliniger Strahlensysteme

Ludwig Seidel verwies in seiner Abhandlung immer wieder auf das frithe Werk Gaufs’
zur Dioptrik. Vermutlich kannte er Hamiltons Arbeiten iiber Strahlensysteme nicht.
Obwohl er um den Zusammenhang zur Theorie der Flachenkriimmung wusste, be-
trachtete Seidel das Problem ohnehin weniger vom geometrischen Standpunkt aus.
Ernst Kummer begann Ende der 1850er Jahre damit, sich intensiver mit der Optik
zu befassen. Er interessierte sich vor allem fiir das geometrische Problem, dass die

Beschreibung von Strahlensystemen bereitet. Seine Theorie der gradlinigen Strah-

26 Hervorhebungen im Original: Seidel, ,, Theorie der kaustischen Flichen“, S. 248.
2T Ebd., S. 250.
28 Ebd., S. 247.
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lensysteme erschien 1860 in Crelles Journal.?® Kummer wollte sie als Ergéinzung
und Vervollstandigung zu Hamiltons frithen Arbeiten verstanden wissen, die ver-
streut liber einen langeren Zeitraum erschienen sind. Aufterdem wollte er die Theorie
auf der analytischen Geometrie griinden, wie er in dem Vorwort seiner Abhandlung
schreibt.3 Ein wichtiger Referenzpunkt fiir ihn war fiir seine Untersuchung der allge-
meinen Strahlensysteme das Werk Carl Friedrich Gauf’ (1777-1855), der mit seiner
Schrift Disquisitiones generales cirva superficies curvas von 1827 die Theorie der
Flachenkriimmungen geprégt hat.

Unter einem Strahlensystem verstand Kummer ,Systeme gerader Linien, wel-
che den ganzen Raum oder einen Theil des Raumes so ausfiillen, daf durch jeden
Punkt ein Strahl oder eine gewisse Anzahl discreter Strahlen geht“.3" Mit solchen
Systemen ist seinerzeit die Ausbreitung von Licht in der Optik beschrieben worden.
Fiir isotrope Medien deckt sich die Theorie vollstdndig mit der geometrischen Lehre
von den Normalen einer Fliche, die wesentlich von Gaspard Monge und Carl Fried-
rich Gauft begriindet worden ist. Wenn Licht von einem Punkt ausgestrahlt wird,
breiten sich die Strahlen orthogonal zu der Oberfliche einer Kugel aus, solange sie
nicht gebrochen werden. Die beiden franzosischen Mathematiker Etienne-Louis Ma-
lus (1775-1823) und Charles Dupin (1784-1873) haben gezeigt, dass solch ein System
von Normalen bei Refraktion und Reflexionen an den meisten Medien erhalten bleibt.
Treten die Strahlen jedoch in Kristalle ein, so gilt dies nicht uneingeschrinkt, was
seit der Entdeckung der Doppelbrechung dem 17. Jahrhundert bekannt ist.3? Strah-
lensysteme, die sich nicht durch die Normalen einer Fléche beschreiben lassen, nennt
Ernst Kummer irreguldr. In seiner Abhandlung verallgemeinert er die Theorie fiir
diesen Fall.

Im Zuge seiner Untersuchungen diskutiert Kummer vor allem das Verhalten von
Systemen gerader Linien im Kleinen. Strahlenbiindel beschreiben die Ausbreitung des
Lichtes in der infinitesimalen Umgebung einer Achse, die Hauptstrahl des Biindels
genannt wird. Geometrisch versteht Kummer darunter alle Strahlen des betrachteten
Systems, die der Achse beliebig nahe kommen. In seiner Abhandlung spricht er von

,unendlich diinnen Stahlenbiindeln“.?® Um einen Strahl des Systems zu beschreiben,

29 Kummer, Ernst E. ,,Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme“. In: Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 1860.57 (1860).

30 Ebd., S. 190.

31 Ebd., S. 189.

32 Wangerin, A. ,,Optik. Altere Theorie“. In: Encyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften mit Einschluss ihrer Anwendungen. Hrsg. von Sommerfeld, Arnold. Bd. 5. Leipzig:
B.G. Teubner, 1909, S. 6.

33 Kummer, ,,Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme, S. 213.
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nutzt Kummer verschiedene Koordinaten. Mit z, y, z beschreibt er die Punkte, durch
die der Strahl hindurchgeht. Um die Richtung des Strahls auszudriicken, verwendet er
Punkte &, 7, ¢ auf der Sphére mit Radius Eins im Ursprung, d.h. £24n?+(? = 1. Jeder
Punkt auf einem Strahl ist dann durch seinen Abstand r zum Ausgangspunkt (x, y, z)
bestimmt. Kummer nimmt nun an, dass die Koordinaten Funktionen von unabhén-
gigem Variablen v und v sind. Anschliefend bestimmt er die partiellen Ableitungen,
wobei er sich an Gauf’ Notation orientiert. Fiir ® := (£,n,¢) und X := (z,y, 2)

schreibt Kummer:
E=%,9, F=®,2,G=9,P,, e =P, Xy, f =P, Xy, f/ =P, Xy, g = Py Xy

Wenn es sich um ein Normalensystem handelt, dann ist ® die normierte Norma-
le X, x X, an die Fliche in dem Punkt (z,y,z). In diesem Fall liegen auf jedem
Strahl des Systems zwei Brennpunkte, die mit den Mittelpunkten der Hauptkriim-
mungskugeln an die Fliache im Fulipunkt des Strahls zusammenfallen. Fiir allgemeine
Strahlensysteme leitet Kummer nun eine quadratische Gleichung her, deren Losun-

gen die Abzissen moglicher Brennpunkte eines Strahls angeben:

gE — (f +Af’)F teG L —Aff’

r? + =0, A=EG - F°. (3.4)
Die Losungen dieser Gleichung konnen auch konjugiert imaginar sein. Die zugeho-
rigen Punkte auf dem Strahl bezeichnet Kummer in Ubereinstimmung mit GauR’
Theorie als Brennpunkte. Nach ihm werde der Strahl in diesen Punkten von unend-
lich nahen Linien des Systems geschnitten.?* Wenn die Punkte reell sind, so gibt es
zwei Ebenen, die durch den betrachteten Strahl und seine Schnittlinien gehen. Kum-
mer nennt sie die Fokalebenen des Strahls. Er gibt eine Formel fiir den Winkel w an,
den sie miteinander bilden. Fiir Normalensysteme werden die beiden Fokalebenen
von den Haupttangenten im Fufspunkt des Strahls definiert. Dementsprechend ist
w = 90°. Die Abzissen der Brennpunkte sind dann die Kehrwerte der beiden Haupt-
kriitmmungen des Punktes, in dem der Strahl normal auf der Fléche steht, so dass die
Brennpunkte mit den beiden Mittelpunkten der Schmiegekugeln zusammenfallen.
Ernst Kummer betrachtet nun alle Strahlen, die einer festen Linie des Systems
beliebig nahe kommen. Er spricht von einem Strahlenbiindel und seiner Achse. Alle
Strahlen des Biindels schneiden eine Ebene, die auf der Achse senkrecht steht. Die
Schnittpunkte liegen dabei in unmittelbarer Nahe zum Fufspunkt der Linie. Kummer
betrachtet nun alle Strahlen, die durch eine Kurve in der Ebene gehen, welche die

Achse umschliefit. Sie wiirden eine Fliche erzeugen, die das Biindel umhiillt. Die

34 Ebd., S. 200f.
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Abb. 3.3: Die Abbildung zeigt die beiden Schmiegekugeln fiir einen hyperbolischen
Punkt. Die Mittelpunkte der Sphéren liegen auf der vertikalen Normalen an das
Flachenstiick. Die beiden gestrichelten Linien zeigen die Hauptkriimmungslinien durch den
Punkt. Grafik: H. Junker

parallelen Querschnitte seien Ellipsen, die in den beiden Brennpunkten der Achse
jedoch zu unendlich kleinen geraden Linien werden wiirden, wie Kummer in seiner
Abhandlung schreibt: ,Hieraus folgt auch, dass die umgréanzende Fliche eines jeden
unendlich diinnen Strahlenbiindels mit realen Brennpunkten durch Bewegung einer
geraden Linie construirt werden kann, welche stets durch eine unendlich kleine ebene
Curve und durch zwei grade Linien hindurchgeht, die auf einem im Inneren der
kleinen Curve auf der Ebene desselben errichteten Perpendikels senkrecht stehen.*3?
Anschliefsend zeigt er, dass die beiden geraden Linien in den Fokalebenen der Achse
liegen. Demnach ist die Gestalt eines Biindels vollstdndig durch die Lage der beiden

Brennpunkte und den Winkel der Fokalebenen bestimmt, die zu seiner Achse gehoren.

Ernst Kummer unterscheidet nun mehrere Arten von Strahlenbiindeln. Die beiden

35 Kummer, ,,Allgemeine Theorie der gradlinigen Strahlensysteme®, S. 222.

o4



Fokalebenen der Achse konnen wie bei Normalensystemen senkrecht aufeinander ste-
hen. Sie kénnen aber auch einen spitzen Winkel bilden. Dann gehen alle Linien durch
zwei Geraden. Wenn die beiden Losungen der Gleichung (3.4) imaginér werden, kann
es auch keine reellen Fokalebenen geben. In diesem Fall dhnelt das Strahlenbiindel
einem einschaligen Hyperboloiden. Neben diesen drei Moéglichkeiten zdhlt Kummer
noch zwei weitere Arten von Strahlenbiindeln auf. Sie treten auch bei den Systemen
auf, die von den Normalen an eine Fliache gebildet werden. Wenn im Fufipunkt der
Achse die beiden Hauptkriimmungen gleich sind, so fallen die Brennpunkte zusam-
men. Die umhiillende Flache nimmt dann die Gestalt eines Doppelkegels an. Es sei
denn, die beiden Kriimmungen der Fldche verschwinden. In diesem Fall dhnelt die

Flache einem Zylinder.

Kummers Fadenmodelle von Strahlenbiindeln

Zur Veranschaulichung der verschiedenen Arten solcher Biindel entwarf Kummer
mehrere Fadenmodelle, die er im Juli 1860 bei einer Sitzung der Preufischen Akade-
mie der Wissenschaften in Berlin prisentierte.?0 Spiter sind sie von dem Gottinger
Universitdtsmechaniker W. Apel gefertigt worden, wie es sich dem Katalog zur Miin-
chener Ausstellung von 1893 entnehmen lasst, bei der die Kummerschen Modelle zu
sehen waren.?” Vor der Sitzung hat Kummer bereits seinem Freund, dem Mathema-
tiker Leopold Kronecker (1823-1891), angekiindigt, woriiber er demnéchst vortragen
mochte, ,némlich tiber die drei Arten von Strahlenbiindel (deren Modelle ich vorzei-
gen werde), in wiefern dieselben in der Natur wirklich vorkommen.“3® Tatsichlich
zeigte er in seinem Vortrag auch, unter welchen Bedingungen die dargestellten Strah-
lenbiindel auftreten.

Es ist leider weder bekannt, ob Kummer selbst die Entwiirfe angefertigt hat, noch
ob es die ersten Modelle waren, die der Berliner Professor fiir seine Arbeit benutzt
hat.?¥ Mit den Fadenmodellen stellte er jedenfalls drei Arten von Strahlenbiindeln
dar, welche er in seiner Abhandlung anhand der beiden Brennlinien und Fokalebenen

unterschieden hat. Die Faden sind zwischen zwei horizontale Holzplatten gespannt,

36 Kummer, Ernst E. ,,30. Juli 1860. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“
In: Monatsberichte der Kéoniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1860). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1860.

37 Dyck, Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und
Instrumente (Nachdruck), S. 280.

38 Hensel, , Kummer und sein Lebenswerk®, S. 97.

39 Ernst Kummer war ab 1855 bis 1883 Professor fiir Mathematik an der Berliner Friedrich-
Wilhelms-Universitat.
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welche die Unter- und Oberseiten eines langgezogenen Quaders bilden. Die Achse
des Biindels ist als vertikaler roter Faden dargestellt. Am unteren und oberen En-
de der Konstruktion schneidet er die Mittelpunkte zweier ellipsenféormiger Kurven.
Zwischen ihnen sind von Punkt zu Punkt Faden gespannt. Zusammen wiirden sie
eine Regelfliche des vierten Grades erzeugen, wie Kummer erlautert. Sie umhiillt
das Strahlenbiindel. Die waagerechten Querschnitte durch die drei Fliachen sind al-
le Ellipsen. Das erste Modell zeigt ein Biindel eines Normalensystems, bei dem die
beiden Fokalebenen senkrecht aufeinander stehen. Sie gehen jeweils durch die Ach-
se des Biindels und eine Brennlinie. Die beiden Brennlinien zeichnen sich deutlich
ab, wenn das Modell um die vertikale Achse gedreht wird. Ein zweites Modell veran-
schaulicht den Fall, in dem die beiden Fokalebenen einen spitzen Winkel miteinander
bilden. Der letzte Entwurf seiner Serie zeigt ein Strahlenbiindel mit zwei imaginéren
Brennpunkten. Die Fokalebenen und Brennlinien sind ebenfalls imaginar, wodurch

die umhiillte Fliche einem einschaligen Hyperboloiden &hnelt (Abb. 8.6).

Quinckes Experimente und Matthiessens Einwand

In seinem Bericht vor der Preuftischen Akademie erlauterte Ernst Kummer auch, wie
sich Strahlenbiindel aller Arten erzeugen lieflen. Die Gestalt eines Strahlenbiindels in
einem homogenen Medium héngt von der Richtung der Achse ab, dann aber auch von
dem Winkel der beiden Fokalebenen. Sie wird dann bestimmt durch das Aussehen der
Wellenfliache des jeweiligen Mediums in dem Endpunkt des Radiusvektors, der zur
Achse parallel ist. Fiir isotrope Medien ist die Wellenflache eine Kugel. Fiir doppelt
brechende Kristalle wird die Ausbreitung des Lichts hingegen durch zweischalige
Flachen beschrieben. Bei einachsigen Kristallen zerfallt die Wellenflache in eine Kugel
und ein Rotationsellipsoid, fiir zweiachsige Korper ist sie von Fresnel beschrieben
worden. Nachdem er die verschiedenen Strahlenbiindel untersucht hatte, bat Ernst
Kummer seinen Kollegen Georg Hermann Quincke (1834-1924), der den Lehrstuhl
fiir Physik an der Berliner Universitét innehatte, um eine experimentelle Bestatigung
seiner Theorie.*® Quincke maf bei Experimenten an Calcit und Aragonit Winkel, die
nur geringfiigig von den Gréfen abwichen, die sich aus Kummers Formeln ergaben.4!

Bei Kummers Modellen stehen die Brennlinien jeweils senkrecht auf der Ach-
se, die durch einen Faden darstellt ist. Kummer beweist diese Beziehung in seiner
Abhandlung. In einer Mitteilung an die Akademie der Wissenschaften zu Miinchen
erklarte der Physiker Ludwig Matthiessen (1830-1906) 1883, mehr als zwei Jahr-

40 Hensel, ,Kummer und sein Lebenswerk®, S. 101.

41 Quincke, Georg Hermann. ,Experimentelle Untersuchungen iiber Kummersche Strah-
lenbiindel“. In: Annalen der Physik. 4. Ser. 27 (1862).
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zehnte spéter, dass die Brennlinien nicht notwendigerweise orthogonal auf der Achse
stehen miissten.?? Als Gegenbeispiel fiihrte er den Fall an, bei dem ein homogenes
Biindel paralleler Strahlen an der Oberflache einer Sphére gebrochen wird, auf die
es schrig trifft. Anschliefend, so Matthiessen, ergidbe sich zwar ein Strahlenbiindel
mit zwei Leitlinien, die senkrecht aufeinander stéanden (1. Art). Diese trafen jedoch
den Hauptstrahl des Biindels nicht im rechten Winkel. Demnach sei es falsch, was
Kummer bei der Préasentation seiner Modelle erklart habe: ,,Die durch diese Modelle
dargestellten drei Arten von Strahlenbiindeln mit ihren Grénzfillen [sic|, ndmlich
dem conischen und dem cylindrischen, sind, wie ich in der angefiihrten Abhandlung
nachgewiesen habe, die einzigen mathematisch moglichen.“4® Nach Matthiessen, zu
jener Zeit Professor in Rostock, miisste noch der Fall betrachtet werden, dass die

Brennlinien in einem spitzen Winkel die Achse des Biindels schneiden.

Obwohl der spéte Einwand von Matthiessen gegen die Theorie Kummers rich-
tig erscheint, beruht er auf einer irrtiimlichen Vorstellung, wie Julius Weingarten
(1836-1910) erliuterte.** Weingarten war damals Professor an der Bauakademie
Charlottenburg. Heute ist er bekannt fiir seine Arbeiten auf dem Gebiet der Dif-
ferentialgeometrie. In einer Note erlautert Weingarten, dass es sich bei den beiden
Brennlinien nicht um zwei Geraden handelt, durch die tatsachlich alle Strahlen eines
unendlich diinnen Strahlenbiindels im geometrischen Sinne hindurchgehen. Stattdes-
sen handele sich es um Linien, welche die Achse des Biindels so schneiden, dass an
ihnen alle Strahlen des Biindels ,in einem kiirzesten Abstand” vorbeigehen. Weingar-
ten weist mit analytischen Mitteln fiir ein Normalbiindel mit vertikaler Achse nach,
dass es beliebig viele Strahlen des Biindels gibt, die auch diese Eigenschaft erfiillen.
Neben diesen gibt es jedoch genau zwei eindeutig bestimmte Geraden, welche die
Achse senkrecht in den beiden Brennpunkten schneiden, welche in demselben Sinne
Brennlinien genannt werden kénnen. ,Wenn der Nachweis der Existenz von Brenn-
linien, welche die Axe eines unendlich diinnen Normalenbiindels nicht unter rechten
Winkel durchschneiden, sich in der erwdhnten classischen Theorien nicht findet, so
erscheint dies dadurch ohne Weiteres gerechtfertigt, dass fiir die Zielpunkte jener Un-
tersuchungen grade die Auswahl gewisser, durch ihre Lage bevorzugter, Brennlinien

angezeigt war.“*® Matthiessen hat mit anderen Worten nicht beriicksichtigt, dass

42 Matthiessen, Ludwig. ,,Ueber die Form der unendlich diinnen astigmatischen Strah-

¢

lenbiindel und {iber die Kummerschen Modelle*. In: Sitzungsberichte der mathematisch-
physikalischen Classe der k. b. Akademie der Wissenschaften zu Minchen 2 (1883).

43 Kummer, ,,30. Juli 1860. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 469.

44 Mehrere Begriffe sind heute mit Julius Weingartens Namen verbunden.

45 Weingarten, J. ,,Note iiber die Brennlinien eines unendlich diinnen Strahlenbiindels.”
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die Orthogonalitéit der Brennlinien zur Achse eine Forderung ist, die sie erst unter

unendlich vielen anderen Linien auszeichnet.

3.3 Schwarz’ Gipsmodell einer Centraflache

Im Jahr 1861 wechselte Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) fiir das Studium der
Mathematik an die Universitat Berlin. Schwarz fand sich schnell zurecht. Gemeinsam
mit anderen Studenten griindete er den Mathematischen Verein.*® Im Jahr 1864
promovierte er bei Ernst Kummer.

Kummer fiihrte Schwarz auch an die Herstellung von Modellen heran. Im Jahr
1862 prasentierte Kummer bei der Preuffischen Akademie ein Gipsgussmodell seines
begabten Schiilers, das die sogenannte Kriimmungsmittelpunktsfliche eines dreiach-
sigen Ellipsoiden zeigt.*” Es ist nicht klar, bei welchem Anlass Schwarz’ Entwurf
entstanden ist. Ebensowenig ist bekannt, ob noch Kopien seiner Modelle existieren.
Fiir die Ausstellung in Miinchen 1893 sind welche von einem Berliner Bildhauer ange-
fertigt worden, wie sich dem Katalog entnehmen lisst.*® Moglicherweise sind die Mo-
delle nie in das Programm des Schilling-Verlages aufgenommen worden.*? Schwarz

originaler Entwurf besteht aus vier einzelnen Formen. Zwei Modelle zeigen die beiden

In: Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 98 (1885).

46 Calinger, Ronald. ,, The Mathematics Seminar at the Universtiy of Berlin: Origins, Foun-
ding, and the Kummer-Weierstrass Years“. In: Vita Mathematica: Historical Research and
Integration with Teaching. Hrsg. von Calinger, Ronald. Cambridge: Cambridge University
Press, 1996.

47 Kummer, Ernst E. ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.”
In: Monatsberichte der Koniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1862). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1863.

48 Dyck, Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und
Instrumente (Nachdruck), S. 282.

49 In der Sammlung des Instituts Halle befinden sich jedoch zwei Modelle der Serie XLIII,
die die Centraflache eines Ellipsoids zeigen. Sie stammen vermutlich von Hans Schréder
(gebr. 1887), der 1913 eine Dissertation mit dem Titel ,Die Zentraflichen der Paraboloide
und Mittelpunktsflachen® bei Albert Wangerin (1844-1933) verfasst hat, zu der er nach ei-
gener Auskunft von Friedrich Schilling (1868-1950) angeregt worden sei. In seiner Arbeit
beschreibt Schréder die Konstruktion u.a. dreier Modelle, die alle Zentraflichen unterschied-
licher Ellipsoide zeigen. An der entsprechenden Stelle erwiahnt er auch Schwarz’ Modell von
1862, das im mathematischen Institut der Technischen Hochschule in Miinchen vorhanden
sei: Schréder, Hans. Die Zentrafidchen der Paraboloide und Mittelpunktsflichen zweiten Gra-
des. Halle an der Saale: Heinrich John, 1913, S. 72. Mein Dank fiir diesen Hinweis gilt Karin
Richter.
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Schalen der Fliache, die von den Kehrwerten der kleinsten und grofiten Kriimmung
definiert werden. Auf ihnen liegen die Mittelpunkte der beiden Kriimmungskugeln,
die fiir jeden Punkt des Ellipsoids definiert sind. Ein weiteres Modell zeigte offenbar
beide Schalen zusammen. Eine andere Form muss das Innere der Fliche wiedergege-
ben haben. Der Bericht enthélt die Angaben Kummers zu dem Verhéltnis, in dem die
Léangen der Halbachsen des Ellipsoids standen (3 : 4 : 5). Dadurch ist es heute immer
noch moglich, die Gestalt der dargestellten Flache zu rekonstruieren (Abb. 3.5).

Abb. 3.4: Die Abbildung zeigt den Schnitt y = 0 durch die Centralfliche eines
dreiachsigen Ellipsoids mit Halbachsen a : b: ¢ = V3 :v4: /5. Die gestrichelte Gerade ist
normal an die Ellipse, in der das Ellipsoid geschnitten wird, und tangential an die
Centraflache. Grafik: H. Junker

In dem Sitzungsbericht heifst es, das Modell wére geeignet, einige Unklarheiten
und falsche Vorstellungen iiber die Gestalt der Centrafliche eines Ellipsoids zu be-
seitigen. ,Fs ist bei dieser Fléache, welche, wie Joachimsthal gezeigt hat, die Rdume
von einander trennt, in denen die Punkte liegen, durch welche zwei, oder vier, oder
sechs reale Normalen an das Ellipsoid gezogen werden kénnen, nicht leicht, eine ge-
naue Vorstellung zu gewinnen, und das angefertigte Modell kann dazu dienen, falsche
Vorstellungen iiber diese besondere Flache, so wie iiber die Kriimmungsmittelpunkts-
flichen im allgemeinen, zu berichtigen.**® Ferdinand Joachimsthal (1818-1861) war
ein Schiiler von Ernst E. Kummer, als dieser von 1833-1842 Lehrer an einem Gym-
nasium in Liegnitz (Legnica) war. Der Artikel, auf den Kummer hier anspielt, ist in
dem Todesjahr von Joachimsthal in Crelles Journal erschienen.’’ Kummer wies in

seinem Vortrag weiter darauf hin, dass die beiden Schalen der Flache sich nicht nur in

50 Kummer, ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 427.

51 Joachimsthal, Ferdinand. ,, Ueber die Anzahl reeller Normalen, welche von einem Punkte
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vier Stellen beriihren, obwohl es auf jedem Ellipsoid genau vier Punkte (sog. Nabel-
punkte) gibt, in denen die beiden Hauptkriimmungen gleich sind. Die vier Punkte
entsprechen stattdessen nur den Spitzen einer Raumkurve, in der sich die beiden
Maéntel treffen. Zu allen anderen Punkten dieser Kurve gehoren jedoch jeweils zwei
Normale an das Ellipsoid. Nach Kummer hétte bereits Gaspard Monge in der An-
nahme geirrt, dass einer gemeinsamen Kurve der beiden Schalen einer Centrafliche
immer eine Kurve von Nabelpunkten auf der Flache entsprechen miisse. Er zitiert
eine Passage aus dem Werk des franzosischen Mathematikers.®?

Uber die Konstruktion der Fliche ist wenig bekannt. Kummer erwihnt jedoch
am Ende eine gelaufige Parametrisierung der Centrafliche, die erstmals von Geor-
ge Salmon angegeben worden ist.>> Vermutlich verwendete Hermann Schwarz diese
Darstellung, um das mehrteilige Modell zu konstruieren.?® Kummer erklirt nach
seiner Bemerkung zur Parametrisierung, dass es ihm gelungen sei, eine implizite
Punkt- und Ebenengleichung fiir die Flache zu bestimmen, ohne sie jedoch mitzutei-
len. Sie zeigen, dass die Kriimmungsmittelpunktsfliche eines dreiachsigen Ellipsoids

von zwolfter Ordnung und vierter Klasse ist.

Seidels Brief an Kummer

Ludwig Seidel kam im September des Jahres 1862 nach Berlin, wo auch er Kummer
traf, der ihm Schwarz’ Modelle zeigte. Der Entwurf sorgte fiir rege Diskussionen zwi-
schen den beiden, da Seidel eine grofe Ahnlichkeit zu seinen eigenen Modellen der
Brennflache feststellte, das er 1857 angefertigt hatte, wie aus einem langeren Brief
von Seidel an den Mathematiker vom Dezember hervorgeht, aus dem Kummer bei

einer Sitzung der Preufischen Akademie vortrug.’® Beide hegten die Vermutung,

an ein Ellipsoid gezogen werden konnen®. In: Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik 59 (1861).

52 Kummer, ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 427 f.

53 Salmon, George. ,,On the Equation of the Surface of Centres of an Ellipsoid“. In: The
Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics 2 (1858).

54 Als Student an der Hochschule Miinchen verwendete Walther Dyck spéter dieses Verfah-
ren, um unter der Betreuung von Alexander Brill die Kriimmungsmittelpunktsfliche eines
Hyperboloids zu konstruieren. Er berechnete neben den Hauptschnitten noch zwei horizon-
tale Schnitte: Dyck, Walther. ,,III. Die Centrafliche des einschaligen Hyperboloids®. In: Ma-
thematische Modelle angefertigt im mathematischen Institut des koniglichen Polytechnikums
2u Miinchen (1878).

55 Seidel, Philipp Ludwig. ,,30. Dezember 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen
Klasse.“ In: Monatsberichte der Kioniglichen Preuflischen Akademie zu Berlin (1862). Berlin:
Ferd. Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1863.
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Abb. 3.5: Die Abbildungen veranschaulichen die Centrafliche eines Ellipsoids mit den
Halbachsenverhéltnissen a : b : ¢ = /3 : /4 : V/5. Zu sehen sind drei verschiedene
Ansichten einer Hélfte der doppelschaligen Fliche. Grafik: H. Junker

dass es eine enge Beziehung zwischen Seidels Entwiirfen und der Centrafliche ei-
nes Paraboloiden bestehen muss. Irritiert waren sie jedoch davon, dass es gewisse

Abweichungen gab, die sich nicht erkléren liefsen.

Nach seiner Riickkehr ging Seidel seine alten Aufzeichnungen iiber die Berechnung
der Flache durch. Er stellte bald fest, dass seine und Kummers Vermutung richtig
war. Tatséchlich hatte er die Flache der Kriimmungsmittelpunkte eines Paraboloiden

berechnet, ohne sich dessen bewusst gewesen zu sein.

3.4 Steiners Flache

Der Schweizer Mathematiker Jakob Steiner (1796-1863) entdeckte wihrend seines
Aufenthalts in Rom 1844 eine merkwiirdige Fldche, die nach seinem Tod Gegen-
stand zahlreicher Abhandlungen geworden ist. Sie ist heute unter seinem Namen
bekannt, aber auch unter der Bezeichnung Romerfliache, die Steiner selbst verwendet
hat. Nachdem der Schweizer verstorben war, teilte Karl Weierstraf (1815-1897) der
Nachwelt mit, was er iiber den Hintergrund dieser Entdeckung wusste. Es waren auch
diese Mitteilungen des Berliner Mathematikers, die Ernst Kummer dazu bewogen,

sich eingehender mit Flachen der vierten Ordnung zu befassen.
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Steiners Konstruktion

Jakob Steiner war auf die Rémerfliche nicht durch eine Gleichung gestofen, sondern
mittels einer Konstruktion. s waren ihm nédmlich Zweifel dariiber geblieben, ob die
Flache, wie er durch Betrachtungen, die ihm selbst nicht geniigten, gefunden hatte,
wirklich vom vierten, und nicht etwa vom sechsten Grade sei. Moglicherweise ndhm-
lich, meinte er, konne der Durchschnitt der Flache mit jeder ihrer Tangentialebenen
aus zwei reellen und einem bestdndig imagindr bleibenden Kegelschnitt bestehen,
so dass die Flédche, wie er sich selbst ausdriickte, von einem ,Gespenst‘ begleitet
wiire.“%6 Karl Weierstraf (1815-1897), der Herausgeber der Gesammelten Schriften
Jakob Steiners, berichtet weiter: ,Dass er iiber diesen Punct mit den ihm gewohn-
ten Betrachtungsweisen nicht in’s Klare zu kommen vermochte, verdross ihn so sehr,
dass er lange Zeit sich nicht entschliessen konnte, einem Analytiker die Sache zur
Priifung vorzulegen. Erst etwa ein Jahr vor seinem Tode sprach er mit mir iiber sei-
ne Fliche und ersuchte mich, was er dariiber gefunden, analytisch zu verificiren.“?7
Weierstral berichtet von den Schwierigkeiten Steiners, dem es nicht gelungen war,
die Frage nach der Ordnung zweifelsfrei zu beantworten. Die Schilderung verweist auf

die grundlegenden Schwierigkeiten, auf welche die Anschauung immer wieder stiefs.

Steiner hat Weierstraft auch eine Konstruktion der Fliche mitgeteilt. Sie basiert
auf einem Satz, den vor Steiner schon Otto Hesse (1811-1874) im Jahr 1837 bewiesen

58

hat, wie Weierstraf erklarte.°® Weierstralt scheint seinerseits iibersehen zu haben,

dass Hesse an der betreffenden Stelle auf eine Arbeit des franzosischen Mathematikers

Fregier verweist, der die Aussage bereits 1817 gekannt und bewiesen hat.%

Der Satz verwendet den Begriff der konjugierten Durchmesser. Wenn v eine Seh-
ne durch den Mittelpunkt einer Quadrik (Durchmesser) ist, dann liegen die Mit-
telpunkte aller zu v orthogonalen Sehnen in einer Ebene. Wenn wir einen weiteren
Durchmesser w in dieser Ebene wéahlen, dann liegen die Mittelpunkte aller zu w par-
allelen Sehnen auf einer weiteren Ebene. Die gemeinsame Achse der beiden Ebenen

definiert einen dritten Durchmesser u der Quadrik. Die drei Geraden v, w, u werden

56 Weierstrass, Karl. ,,Anmerkungen und Zusitze“. In: Jacob Steiner’s Gesammelte Werke.
Hrsg. von Weierstrass, Karl. Bd. 2. Cambridge Library Collection - Mathematics. Cambridge:
Cambridge University Press, 2013, S. 741.

5T Ebd., S. 741.

58 Hesse, Otto. ,Ueber Oberflichen zweiter Ordnung®. In: Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 18 (1838), S. 110.

59 Frégier. ,,Géométrie analitique. Théorémes nouveaux, sur les lignes et surfaces du second

ordre’. In: Annales de mathématiques pures et appliquées 7 (1816).
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konjugierte Durchmesser der Quadrik genannt.5°

Abb. 3.6: Die Grafik veranschaulicht Steiners Konstruktion fiir Kegelschnitte. Die
Durchmesser sind hier konjugiert in Bezug auf einen Kreis §. Sie stehen demnach
senkrecht aufeinander. Alle Geraden, die Schnittpunkte konjugierter Sehnen durch p mit
der Ellipse 8 verbinden, treffen sich in einem ausgezeichneten Punkt g. Eingezeichnet sind

vier Paare konjugierter Durchmesser. Grafik: H. Junker

Der Satz besagt das Folgende:

Wenn durch einen beliebigen Punkt p einer Quadrik 8 ein System kon-
jugierter Durchmesser einer beliebigen anderen Quadrik § gelegt wird,
dann geht die Ebene, welche die drei Schnittpunkte der Durchmesser mit
B verbindet, durch einen festen Punkt ¢. Die Lage dieses Punkte hingt
fiir feste p und P nur von § ab, nicht jedoch von dem System konjugierter

Durchmesser.

Steiner nennt den Punkt ¢ Pol von § in Beziehung auf ¥ und p. Fiir seine
Konstruktion wéahlt er eine feste Quadrik 8 mit einem Punkt p. Nun betrachtet er
eine 2-parametrige Familie von Quadriken § ,. Die Pole beziiglich dieser Quadriken
in Beziehung zu P und p wiirden eine Flache bilden, auf der eine unendliche Schar

von Kegelschnitten liegt.

Kummers Kegelschnittflichen

Offenbar hatte Steiner nie ein Modell der Fliche anfertigen lassen. Eine Gleichung
war ihm aufserdem nicht bekannt. Nachdem Weierstraf auf die Entdeckung Steiners
aufmerksam machte, widmete sich Ernst Kummer dem Thema. Im Juli 1863, we-
nige Monate nach dem Tod Steiners, trug er in der Akademie {iber Fliachen vierter

Ordnung vor, auf denen eine Familie von Kegelschnitten liegt.! Kummer verstand

60 Wenn 2! Az = 1 die Gleichung einer Quadrik in geeigneten Koordinaten ist, dann gilt
fiir drei konjugierte Durchmesser v, u, w gerade: ut Av = w'Au = vt Aw = 0.

61 Kummer, ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“
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darunter Quartiken, die von der Bewegung eines verénderlichen Kegelschnitts er-
zeugt werden. Ihm war bewusst, dass diese Klasse von Fldachen auch jene umfasste,
auf die Steiner gestofsen war, wie sich dem Bericht entnehmen lésst.

Dem Bericht nach beginnt er mit folgenden Uberlegungen: ,Wenn eine Ebene aus
irgend einer Fliche eine Curve mit Doppelpunkten ausschneidet, so ist jeder die-
ser Doppelpunkte entweder ein Doppelpunkt der Fléache, oder ein Berithungspunkt
der Ebene und der Fliche.“5? Eine Ebene schneidet aus einer quartischen Fliche
eine Kurve der vierten Ordnung aus. Wenn die Fliache von Kegelschnitten erzeugt
wird, liegt jeder Punkt auf mindestens einem Kegelschnitt. Die Ebene durch diesen
Kegelschnitt muss aus der Flache — aufgrund ihrer Ordnung — noch einen zweiten
Kegelschnitt ausschneiden. Diese beiden Kegelschnitte haben im Allgemeinen vier
Punkte gemeinsam, die nach Kummers Uberlegung entweder Doppelpunkte der Fli-
che sein miissen oder aber Beriihrungspunkte der Ebene bilden. Ernst Kummer leitet
hieraus nun drei Falle ab. Er betrachtet zum einen die Flachen, bei denen die Ebenen
mit den erzeugenden Kegelschnitten die Flache nie, einmal oder doppelt bertihren.
Im ersten Fall geht jede Ebene durch vier, im zweiten durch drei und im dritten durch
zwei Doppelpunkte. Kummer untersucht nun jede dieser verschiedenen Moglichkeiten
der Reihe nach. Er teilt hierbei Gleichungen mit, ohne sie jedoch herzuleiten.

Wenn jede Ebene der Schar die Fliche in genau einem Punkt beriihrt (2. Fall),
dann bilden die drei verbleibenden Schnittpunkte des zugehdrigen Kegelschnittpaars
Doppelpunkte der Fléche. Zu diesem Fall gehort auch die Steinersche Fliche, wie
Kummer erwihnt.% Sie besitzt drei Doppelpunktgeraden, die sich in einem Punkt

schneiden. Thre allgemeine Gleichung wére nach Kummer
A¢*r? + Brip? 4+ Cp?q* + 2Dpqrs = 0,

wobei p, ¢, und s Polynome ersten Grades, A, B,C' und D indes Konstanten sind.
Die Doppelgeraden sind hierbei gerade die Schnittlinien der Ebenen p = 0,¢ = 0
und 7 = 0. Eine Ebene schneidet aus der Flache im Allgemeinen drei Doppelpunkte
aus. Demnach muss auf ihr ein Kegelschnitt liegen. Die Steinerschen Fliachen wiir-
den deswegen von einer unendlichen Schar von Kegelschnitten erzeugt werden, wie

Kummer darlegt.

Modell der Steinerschen Flache

Im Anschluss an den Vortrag erlautert Weierstrafl, wie Steiner zur Konstruktion sei-

ner Flachen gekommen war. Ernst Kummer griff das Thema im November desselben

62 Kummer, ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 324.
63 Ebd., S. 332.
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Jahres bei einem zweiten Vortrag nochmal auf.%% Diesmal fiihrte er auch ein Gips-
modell der Steinerschen Fléche vor, das er dem Bericht zufolge selber angefertigt
hat. Er iiberliefs es zusammen mit anderen spéater der Verlagshandlung Ludwig Brill,

die Abgiisse seiner Entwiirfe nahm, um sie zu vervielfiltigen.5

Abb. 3.7: Die Grafik zeigt eine Steinersche Flache, die in einem Tetraeder eingeschrieben
ist. Die Seitenflachen des Polyeders beriihren die Flédche entlang von Doppelkreisen. Die

durchgezogenen Linien zeigen die Doppelgeraden an. Grafik: H. Junker

Kummer legte bei der Herstellung Wert darauf, dass die dargestellte Flache ,eine
endliche, allseitig begrénzte ist, daft in ihren Teilen die gréfstmdgliche Symmetrie
herrscht, und daf alle Haupteigenschaften der allgemeinen Steinerschen Flache an
ihr in realer Weise sichtbar hervortreten.“56 Er teilt anschliefend die Gleichung der

dargestellten Flache mit:
y2z2 + 222 + x2y2 — 2cxyz = 0.

64 Kummer, Ernst E. ,,26. November 1863. Gesammtsitzung der Akademie.“ In: Monats-
berichte der Koniglichen Preuflischen Akademie zu Berlin (1863). Berlin: Ferd. Diimmler’s
Verlags-Buchhandlung, 1864.

65 Das Modell ist in das Programm des Verlages als Nr. 3 in die Serie 1X von Kummerschen
Entwiirfen aufgenommen worden. Schilling, Catalog mathematischer Modelle, S. 19. Die Ab-
giisse des Verlages zeigen auch die Asymptotenkurven der Fléiche. Als Kummer das Modell
prasentierte, erwahnte er sie nicht. Moglicherweise sind die Kurven erst spéter eingezeichnet
worden.

66 Kummer, ,,26. November 1863. Gesammtsitzung der Akademie., S. 539.
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Die drei Doppelgeraden der Steinerschen Fléache fallen mit den Koordinatenachsen
zusammen. Sie liegen nur teilweise auf der Flache, wie Kummer dem Publikum er-
ldutert. In einer gewissen Entfernung vom Koordinatenursprung bilden sie isolierte
Geraden. Auferdem beséfen die Modelle konvex-konvex und konkav-konvexe Par-
tien. Alle Tangentialebenen wiirden sie in einem Paar von Kegelschnitten treffen.
Wenn die Fliche im Beriihrungspunkt konvex-konvex (elliptisch) gekriimmt ist, so
sind beide Kegelschnitte imaginér. Im Falle einer konkav-konvexen Krimmung wéren
sie indes real, wie Kummer erklart. Vier ausgezeichnete Ebenen beriihren die Flache
indes jeweils entlang eines zusammenfallenden Paars von Kreisen. Die vier Kreise

trennen den elliptischen vom hyperbolischen Teil der Flidche (vgl. Abb. 3.7).67

Cayleys Modell

Arthur Cayley (1821-1895) war einer der produktivsten Mathematiker des Viktoria-
nischen Zeitalters in England. Seine Arbeiten fanden weit iiber die Grenzen des Ko-
nigreichs hinaus Anerkennung.%® Noch heute ist sein Name mit zahlreichen Begriffen
und Satzen auf den unterschiedlichsten Gebieten — Gruppentheorie, Invariantentheo-
rie, Linearen Algebra, Geometrie — der Mathematik verbunden. Cayley verfolgte die
Entwicklungen auf dem Kontinent mit grofsem Interesse.

Im Dezember 1873 stellte er bei einer Sitzung der London Mathematical Society
eine Konstruktion der Steinerschen Flache vor, die er offenbar selbst dafiir genutzt
hatte, ein Modell herzustellen. Er wollte damit der Zuhéorerschaft die allgemeine Form
dieser Flichen beschreiben, um dann mit ihrer analytischen Theorie anschliefen zu
konnen. Die Konstruktion beginnt mit der Wahl eines regelméfigen Tetraeders (vgl.
Abb. 3.7). Anschliefend wird auf jeder dreieckigen Seitenfliche der Innenkreis ein-
gezeichnet. Da die Dreiecke gleichseitig sind, beriihren sich die vier Kreise jeweils
in den Mittelpunkten der Tetraederkanten. Wie Cayley dem Publikum erldutert,
wiirden die drei Geraden zwischen den gegeniiberliegenden Mittelpunkten sich im
Zentrum des Tetraeders schneiden. Die vier Kreise und diese drei Verbindungslinien
liegen vollstandig auf der Flache. Um die Konstruktion fertigzustellen, muss ein wei-
teres Tetraeder konstruiert werden, dessen Seitenflachen parallel zu denen des ersten

liegen, deren Abstand zum Zentrum jedoch nur % der urspriinglichen Léange betrage.

67 Dies ist spater von Alfred Clebsch bestitigt worden, der die Asymptotenkurven der
Fléache explizit berechnet hat: Clebsch, Alfred. ,, Ueber die Steinersche Fliache“. In: Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 67 (1867).

68 Tony Crilly hat eine Biographie iiber das Leben und Werk des englischen Mathematikers
verfasst, in der auch Cayleys Modelle besprochen werden: Crilly, Tony. Arthur Cayley :
Mathematician Laureate of the Victorian Age. 2006.
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Die Form der Steinerschen Fléche lasst sich bereits erahnen. Von den Mittelpunk-
ten des inneren Tetraeders miisse die Form nun zu den begrenzenden Kreisen hin
symmetrisch abgerundet werden. Die iibrige Form muss anschliefend vom Kreis aus-
gehend hinab zum Mittelpunkt des Tetraeders so ausgehohlt werden, dass die drei
Verbindungslinien auf der Fléche liegen. Die parallelen Schnitte entlang der Achse,
die den Mittelpunkt der jeweiligen Seitenfliche mit dem des Tetraeders verbindet,
miissen dabei langsam von Kreisen in gleichseitige Dreiecke iibergehen.%”

Die fertige Form zeigt eine Steinersche Flache. Cayley fiihrt nun aus, dass die
Punkte der drei Geraden, die die sechs Mittelpunkte der Tetraederkanten verbinden,
singuldr sind. Die Mittelpunkte selbst bilden Zwickpunkte der Flache, das Zentrum
des Tetraeders ist ein Dreifachpunkt. In diesem verschwinden die zweiten Ableitun-
gen, der Tangentenkegel zerfallt in drei Ebenen. Erst nachdem er so ausfiihrlich die
plastische Konstruktion der Fldche beschrieben hat, behandelt Cayley sie mit analy-
tischen Methoden. Er untersucht zwei verschiedene Systeme von parallelen Schnitt-
kurven. Zuerst betrachtet er alle Kurven, die auf der Steinerschen Fléche parallel
zu einer der Tetraederseiten liegen. Danach dann jene, die parallel zu den Ebenen
verlaufen, die von den Richtungen zweier gegeniiberliegender Kanten definiert wer-
den. Fiir beide Familien von Kurven wéhlt er angepasste Koordinatensysteme fiir die
Fldache. Wenn die Achsen des Koordinatensystems in die drei Doppelpunktgeraden

gelegt werden, so lautet die Gleichung der Steinerschen Flache
Y222 4+ 222% + 2%y +rayz =0,

wobei r der Abstand zwischen zwei gegeniiberliegenden Kanten ist.

Cayleys Modell wurde spéter auch bei der grofsen Ausstellung des South Ken-
sington Museums unter dem vielsagenden Titel ,Rough Model of Steiner’s Surface®
ausgestellt.”” Offenbar gab es nur die groben Ziige der Fliche wieder. Es diirfte von
der Ausfiihrungsqualitdt nicht an das Modell der Steinerschen Fléche heran gereicht

haben, das im Auftrage Kummers entstanden ist. Die Beschreibung in dem Katalog

69 Now truncate the tetrahedron by planes parallel to the faces so as to reduce the altitudes
each to three-fourths of the original value, and from the centre of each new face round off
symmetrically up to the adjacent three circles; an within each circle scoop down to the centre
of the tetrahedron, the bounding surface of the excavation passing through the three right
lines, and the sections (by planes parallel to the face) being in the neighbourhood of the face
nearly circular, but as they approach the centre, assuming a trigonoidal form, and being
close to the centre an indefinitely small equilateral triangle.“ Cayley, Arthur. ,On Steiner’s
Surface. In: Proceedings of the London Mathematical Society s1-5.1 (1873), S. 14.

70 South Kensington Museum, Hrsg. Handbook to the Special Loan Collection of Special
Apparatus. London: Chapman und Hall, 1876, S. 34.
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der Ausstellung orientiert sich stark an Cayleys eigenen Ausfiihrungen. An einer Stel-
le wird jedoch ein Problem erwahnt, das bei der Herstellung geometrischer Modelle
héufiger auftrat. Das Modell zeigt zwar scheinbar die gesamte Fléiche, tatséchlich
fehlen jedoch Teile der drei Doppelgeraden. Sie gehoren ihrer ganzen Lange nach der

Fléche an, was sich anhand ihrer Gleichungen
r=0undy=0, y=0undz=0, z=0und 2=0

leicht erkennen lasst. Aufserhalb des zugrunde gelegten Tetraeders verlaufen sie je-

doch als isolierte Geraden. Diese Strecken sind nicht dargestellt worden.

3.5 Die Entdeckung der Kummerschen Fliche 1864

Auf einer Sitzung der Preufischen Akademie der Wissenschaften im April des Jahres
1864 hielt Kummer erneut einen Vortrag iiber Flachen des vierten Grades, auf denen
16 Doppelpunkte liegen.”t Vermutlich ist er auf diese spezielle Klasse von Gebilden
durch die Kegelschnittflichen gestofsen, mit denen er sich zuvor befasst hat.

Zu Beginn spricht er iiber die Fresnelsche Wellenflache, die von allen Ebenen
durch eine ihrer Hauptachsen in zwei Ellipsen geschnitten wird. Sie besitzt aufser-
dem 16 Doppelpunkte, von denen jedoch nur vier reell sind, wie Ernst Kummer
seinen Zuhorern mitteilt. In dem Bericht zu seinem Vortrag heifst es: ,Die Fresnel-
sche Wellenflache ist eine Flache vierten Grades, welche 16 singuldare Punkte hat,
von denen vier in der einen Hauptebene liegende real, acht in den beiden anderen
Hauptebenen liegende imaginér sind und die iibrigen vier in einer unendlich entfern-

ten Ebene liegen.“"?

Die Formulierung zeigt, wie stark Kummer in geometrischen
Bildern dachte. Die drei Hauptebenen schneiden die Wellenfliche jeweils in einem
Paar von Ellipsen, die sich nur fiir eine dieser Ebenen in vier reellen Punkten treffen.
In den anderen beiden Féllen sind die algebraischen Losungen komplex. Deswegen
nennt Kummer die Punkte imagindr. Wie er allerdings darauf schliefst, dass die vier
verbleibenden Punkte in der unendlich fernen Ebene liegen miissen, wird nicht er-
sichtlich. Vermutlich bezieht er sich hier auf die Gleichung der Fléche, die im Bericht
jedoch nicht erwahnt wird. Mehr als 16 isolierte Doppelpunkte kénnen auf einer

quartischen Fliache nicht liegen. Kummer begriindet dies mit der Klasse, die fiir eine

"I Kummer, Ernst E. ,18. April 1864. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.”
In: Monatsberichte der Kéniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1864). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1864.

"2 Ebd., S. 246.
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allgemeine Fliche diesen Grades 36 ist.”> Da jeder gewdhnliche Doppelpunkt diese
Zahl um zwei reduziert, konne die Klasse — sprich die Ordnung der dualen Flachen

— fiir mehr als 16 Doppelpunkte nicht grofer als zwei sein.

Abb. 3.8: Schematische Darstellung von einer Doppelebene einer Kummerschen Fléche.
Die gestrichelten Linien zeigen die Schnittgeraden mit den anderen Doppelebenen an. Sie
gehen jeweils durch Paare der 6 Doppelpunkte a—f, die auf dem Kegelschnitt (hier als Kreis
dargestellt) liegen, in dem die Ebene die Fldche schneidet. Grafik: H. Junker

Nach diesen Vorbemerkungen erlautert Kummer die allgemeine Geometrie von quar-
tischen Flachen mit der Maximalanzahl an isolierten Doppelpunkten. Der einhiillende
Tangentialkegel ist in einem Doppelpunkt von sechster Ordnung.” Auf diesem Kegel
muss jede Linie liegen, die den Doppelpunkt im Apex mit einem anderen singuléren
Punkt der Fliache verbindet. Diese Linien miissen aufserdem Doppelkanten des Ke-
gels sein. Ein Kegel der sechsten Ordnung kann jedoch nur dann 15 Doppelkanten
besitzen, wenn er in sechs Ebenen zerfillt. Da jede dieser Ebenen von den anderen
flinf in einer Kante geschnitten wird, miissen auf ihr sechs Doppelpunkte der Fliache
liegen (s. Abb. 3.8). Sie gehoren dem Schnitt der Ebene mit der Flidche an und miis-
sen demnach auf einer Kurve der vierten Ordnung liegen. Bei dieser Kurve kann es
sich nur um einen doppelten Kegelschnitt handeln, da die Ebene in jedem Punkt der
Kurve die Flache beriihrt.

In seinem Vortrag nennt Kummer die besagten Ebenen ,Doppelebenen der Quar-
tik. Insgesamt gibt es 16 ausgezeichnete Ebenen, auf denen jeweils sechs Doppelpunk-

te der Fliche liegen.” Alles in allem hat Kummer gezeigt: ,Jede Fliche des vierten

3 Fiir eine allgemeine Fliche der n-ten Ordnung ist die Klasse n(n —1)2. Salmon, George.
A Treatise on the Analytic Geometry of Three Dimensions. Cambridge: Hodges, Smith &
Co., 1862, S. 193.

™ Fiir einen beliebigen Punkt ist der Kegel von der Ordnung n(n — 1).

7> Auf jeder Doppelebene liegen sechs Punkte. Jede andere Doppelebene schneidet notwen-
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Grades mit 16 singulédren Punkten hat zugleich 16 singuldre Tangentialebenen, und
diese Punkte und Ebenen liegen so, dafs jede der 16 Ebenen 6 von den Punkten
enthélt, und daf durch jeden der 16 Punkte 6 von den Ebenen hindurchgehen.“”®

Kummers Drahtmodell

Nachdem Kummer so die Geometrie der Flichen diskutiert hat, leitet er eine allge-
meine Gleichung vierten Grades fiir sie her. Er wahlt dafiir vier Doppelebenen, die
er fortan Fundamentalebenen nennt. Er bezeichnet sie mit p, q,r, s, und zeigt dass

alle Flachen diesen Typs einer Gleichung der Form
#? = 16K pqrs
geniigen, wobei ¢ ein Polynom des zweiten Grades von der Gestalt
¢ =p° + ¢ +1° + 5>+ 2a(qr + ps) + 2b(rp + gs) + 2c(pq + rs)

ist und K = a? + b + ¢ — 2abc — 1 von drei reellen Parametern a, b, ¢ abhingt.””
Anschliefsend prasentierte er den Anwesenden der Sitzung ein Drahtmodell, das er
offenbar selber hergestellt hatte. In dem Bericht heifst es: ,,Um iiber die Lage dieser
16 Punkte, 16 Ebenen und 16 Kegelschnitte eine moglichst klare Anschauung zu
gewinnen, habe ich dieselben in dem vorliegenden aus Drahten angefertigten Modell
dargestellt.“™® Leider ist der Verbleib von Kummers Entwurf ungeklirt. Da er je-
doch genaue Angaben zur Wahl der Fundamentalebenen und der freien Konstanten
machte, wére ein Nachbau mdglich. Die Abb. 3.9 zeigt die Projektion des Kegel-
schnittgeriistes, das sich bei Kummers Wahl der Parameter ergibt. Die Drahte gaben
offenbar den Verlauf der Kegelschnitte wieder, die sich zu sechst in den Doppelpunk-
ten der Fléache treffen. Kummer erlauterte den Zuhorern anhand der Konstruktion
den Verlauf der Fléche:

Die Flache besteht aus 12 gesonderten Theilen, welche unter einander nur
mittels der 16 singuldren Punkte in Verbindung stehen. Vier von diesen

Theilen, welche von einander vollstiandig getrennt sind, setzen sich mit

digerweise diese Ebene in einer Geraden, die zwei der sechs Punkte miteinander verbindet.
Umgekehrt liegt jede dieser Geraden auf einer der Doppelebenen. Es gibt 15 verbindende Ge-
raden, die auf der betrachteten Ebene liegen. Demnach muss es insgesamt 16 Doppelebenen
geben.

76 Kummer, ,,18. April 1864. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 247.

T Ebd., S. 253.

"8 Ebd., S. 253.
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je drei Punkten an vier andere Teile an, die Basis eines jeden derselben
geht bis nahe an eine der vier Tetraederflichen heran, sie werden in gro-
ferer Entfernung von dieser Basis immer dicker und erstrecken sich jeder
fiir sich in’s Unendliche. Vier andere Theile der Flédche sind endlich und
ihre Gestalt kommt der von dreiseitigen Pyramiden nahe, jeder derselben
steht mit dreien der vorherbestimmten Theile durch je einen singulédren
Punkt in Verbindung und aufterdem in einem singuldren Punkte noch
mit einem der iibrigen Fléchentheile. Jeder dieser letzteren sieht im Gan-
zen kegelformig aus, steht mit den tibrigen Theilen nur in einem einzigen
Punkte in Verbindung, und erstreckt sich von diesem Punkte aus in’s
Unendliche.™

Trotz des Drahtgestells vor Augen und deiktischer Gesten des Referenten muss es
fiir die Zuhorer schwer gewesen sein, sich anhand dieser Beschreibung die Gestalt
der vielgliedrigen Flache vorzustellen. Kummers Erlduterungen diirften den Wunsch
nach einem plastischen Modell, das die Fléache selbst darstellt, noch beférdert haben.
Seine ausfiihrliche und detaillierte Beschreibung zeigt jedoch auch, dass er mithilfe
der Konstruktion in der Lage gewesen ist, sich selbst nach und nach ein genaues
Bild von der Gestalt der gesamten Fléache zu machen. Ohne diese Stiitze wéare es ihm

vermutlich nicht gelungen, sich auch nur ansatzweise die Form zu erschlieffen.

3.6 Merkwiirdige Flachen vierten Grades

Nachdem Ernst Kummer seine verbliiffende Entdeckung der Offentlichkeit prisen-
tiert hat, forschte er weiter an Quartiken. Im April 1866 las Ernst Kummer erneut
niber zwei merkwiirdige Flachen vierten Grades“ bei einer Sitzung der Preufsischen
Akademie. Wie es in dem Bericht heifit, zeigte er dabei zwei ,yon ihm selbst ange-
fertigte Gipsmodelle vor.8? Die dargestellten Gebilde gehérten zu einer Klasse von

quartischen Fléachen, deren Gleichung sich in der Form
d)2 — 4 pgrs =0

schreiben ldsst, wobei p, g, r, s Polynome erster Ordnung bezeichnen, wiahrend ¢ = 0

eine Quadrik und ) eine reelle Konstante sei. Die sechs Schnittkanten des Tetraeders,

™ Ebd., S. 254.

80 Kummer, Ernst E. ,,23. April 1866. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.*
In: Monatsberichte der Kéniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1866). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1867.
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Abb. 3.9: Die Grafik zeigt eine orthogonale Projektion der 16 Kegelschnitte einer
Kummerschen Fliche. Grafik: H. Junker

das von den vier Ebenen p = 0,¢ = 0,7 = 0 und s = 0 gebildet wird, treffen die Qua-
drik ¢ = 0 jeweils in zwei Doppelpunkten. Im generischen Fall besitzt die betrachtete
Flache demnach mindestens zwolf Doppelpunkte, die aber unter besonderen Umstén-
den zusammenfallen kénnen. Die Kummersche Fléche, die von Kummer zwei Jahre
zuvor erstmals beschrieben worden ist, gehort auch dieser Klasse an. Auf ihr liegen

vier weitere Doppelpunkte auf den verlangerten Achsen des Tetraeders.

Durch die Form der Gleichung gelingt es Kummer, sich einen Uberblick iiber die
gesamte Klasse an Flachen zu verschaffen. Er diskutierte auf der Sitzung der Reihe
nach mehrere Félle, die er anhand der wechselseitigen Lagebeziehungen von Qua-
drik und Tetraeder unterschied. Seine Arbeitsweise erinnert an Pliickers Methode

der abkiirzenden Bezeichnung. Zuerst betrachtete Kummer die Flachen, bei denen
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die Quadrik das Tetraeder in den vier Ecken schneidet, wodurch jeweils drei Doppel-
punkte in einem uniplanaren Punkt zusammenfallen. Bei der Sitzung im Jahre 1866
zeigte er ein Gipsmodell, das diesen Typ veranschaulicht (Nr. 5, Abb. 3.11). Bei der
Gestaltung legte er erneut grofsen Wert auf Symmetrie. Fiir die Darstellung wéhlte
er deswegen eine Kugel, die einem regulidren Tetraeder umschrieben ist. Er erhielt
als Gleichung
1
(2 4+ 92+ 22 =32 = AM(z = k2 —22%)((z + k) =205 =0, \= 3
Kummer wéhlte die Fliache so, ,daf die Knotenpunkte real sind und daf die Flache
moglichst symmetrisch wird und nicht in’s Unendliche geht”, wie es im Bericht heifst.

81 Jeweils drei Segmente treffen

Die Gipsform zeigt sechs kongruente Flachenteile.
sich in den vier uniplanaren Punkten. Wie Kummer seinen Zuhorern auf der Sit-
zung erlauterte, seien die Punkte von der allgemeinsten Art. Die Doppelebene, in
der ihr Tangentialkegel zerfallen ist, schneide die Fléache in einer reellen Kurve mit
Dreifachpunkt.

Das zweite Modell, das Kummer zu dieser Sitzung mitgebracht hat, zeigt eine
Fléache, bei dem die Kugel in dem Tetraeder liegt (Nr. 1, Abb. 3.10). In den sechs
Beriihrungspunkten entlang der Kanten fallen jeweils zwei Doppelpunkte in biplanare
Punkte zusammen. Die Punkte liegen in der Mitte der Kanten. Durch sie gehen
jeweils zwei Seiten des Tetraeders, die die beiden Biebenen der Punkte bilden. Auf
ihnen liegen jeweils drei biplanare Punkte, weswegen sie aus der Quartik quadratische
Doppelkurven ausschneiden, wie Kummer ausfithrt. Das Modell besteht aus vier
kongruenten Teilen, die in den Kontenpunkten verbunden sind. Kummer wies darauf
hin, dass alle Ebenen durch eine Biachse die Fliache in Kurven treffen, die sich in dem
singuldren Punkte selbst beriihren. Er erwéhnt auflerdem, dass die Steinersche Fléache
ein Spezialfall einer Quartik mit sechs biplanaren Punkten sei. Von dieser Flédche
hatte Kummer bereits frither ein Modell entworfen (Nr. 3, Abb. 3.10). Die biplanaren
Punkte liegen hier auf den drei Doppelgeraden, die sich im Symmetriezentrum der
Flache schneiden.

Spéter lieff Ernst Kummer weitere Gipsmodelle von anderen Arten dieser FIa-
chen anfertigen. Er présentierte sie zusammen mit den fritheren Entwiirfen bei ei-
ner Sitzung 1872. Sie sind 1883 zusammen mit anderen Modellen Kummers in das
Verlagsprogramm von Ludwig Brill aufgenommen worden. Abgiisse dieser Entwiirfe
befinden sich heute u.a. in der Tiibinger Sammlung (Abb. 8.7).82

81 Kummer, ,23. April 1866. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.“, S. 217.
82 David E. Rowe hat den Briefwechsel aus dem Friihjahr und Sommer 1883, in dem

Alexander Brill und Karl Weierstrafl die Vervielfdltigung und Veréffentlichung der Modelle
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Abb. 3.10: Die Grafiken veranschaulichen die Fliachen, die von Ernst Kummers Modellen
Nr. 1-4 der Serie 1X der Verlagshandlung Ludwig Brill dargestellt werden. Grafiken: H.
Junker

3.7 Rohns Gestalten der Kummerschen Flache

Karl Rohn (1855-1920) begann sein Studium der Ingeniuerswissenschaften 1872 in
Darmstadt. Alexander Brill, der zu jener Zeit dort Professor war, iiberzeugt ihn,
sich der Mathematik zu widmen. Nachdem er fiir ein Jahr in Leipzig studiert hatte,

wechselte er im Sommer 1875 nach Miinchen, wo er unter anderem Kurse bei Felix

besprachen, abgedruckt: Rowe, David E. A Richer Picture of Mathematics: The Gdéttingen
Tradition and Beyond. Springer Cham, 2018, S. 93. In der Auflage von 1885 werden sie als
neunte Serie gefiihrt: Brill, Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen
Unterricht, S. 19.
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Abb. 3.11: Die Grafiken veranschaulichen die Fldchen, die von Ernst Kummers Modellen
Nr. 5-7 der Serie 1X der Verlagshandlung Ludwig Brill dargestellt werden. Grafiken: H.

Junker

Klein, Alexander Brill und Ludwig Seidel belegte.®3 Zwei Jahre spiter legte er die
Priifung fiir Lehrer ab. Er entwarf wiahrend seiner Zeit an der Universitdt Miinchen
mehrere Modelle. Dazu gehoren auch drei Gipsmodelle Kummerscher Fliachen, die
er im Sommer 1877 unter der Betreuung von Felix Klein herstellte (Abb. 8.8). Sie
sind — wie viele andere Entwiirfe Karl Rohns — in das Programm des Brill-Verlages
als Teil der zweiten Serie aufgenommen worden.3*

Felix Klein hatte sich seinerseits mit den Kummerschen Fliachen beschéftigt. Er

83 Tobies, Feliz Klein, S. 171.
84 Brill, Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Unterricht, S.
35.
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hatte festgestellt, dass die Komplexflachen seines Lehrers Julius Pliicker zu derselben
Klasse von Quartiken gehoren. In Miinchen interessierte er Karl Rohn fiir die Frage,
wie die Gestalt der Fliachen sich &ndert, wenn nicht alle der 16 Doppelpunkte reell
sind. Anlésslich der 50. Jahresversammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Arzte, die im September 1877 in Miinchen abgehalten wurde, hielt Klein einen
Vortrag unter dem Titel ,,Ueber die Gestalten der Kummer’schen Fliache”, bei dem
er Rohns Modelle prisentierte.8> Wie sich dem offiziellen Bericht entnehmen lisst,
unterschied er vier Arten der allgemeinen Kummerschen Fldche anhand der Reali-
tatsverhéltnisse der sechs Fundamentalkomplexe, die ihr zugrunde liegen. Er verweist
damit auf einen Zusammenhang, den er bereits 1870 hergeleitet hat.®¢ Die Menge
aller singuldren Punkte (Singularitdtenfliche) eines quadratischen Komplexes, der

sich als Summe
Xlx%—i—...—l—x(;x%:Omitx%+...+$%:0

von Quadraten linearer Komplexe x; schreiben lasst, ist eine Kummersche Fliche
(vgl. Abschn. 4.2). Er nennt die z; Fundamentalkomplexe der Flache. Karl Rohn
verwendete diese Darstellung spéter, um die verschiedenen Gestalten der Kummer-
schen Fliche herzuleiten.®” In seiner Klassifikation zihlt er vier verschiedene Typen
I-1v auf, die er anhand der Realitdtsverhéltnisse der Fundamentalkomplexe x; und

der Koeffizienten y; unterscheidet.

Wenn x1, ..., xg reell sind, so kénnen entweder alle 16 Doppelpunkte und -ebenen
reell sein (I a), alle imaginér, die Fliche jedoch reell (1 b), oder die gesamte Fliche
imaginér (1 ¢). Sind von den Koeffizienten y; wiederum genau zwei paarweise konju-
giert, dann sind entweder acht reelle Doppelpunkte und -ebenen reell (11 a), oder alle
sind imaginér, die Flache jedoch reell (11 b). Bei dem dritten Typus sind nur zwei
Koeffizienten reell, die anderen paarweise konjugiert. Die Kummersche Fliache besitzt
nun vier reelle Doppelpunkte und -ebenen (111). Wenn alle Koeffizieten imaginér sind
(1v), dann lassen sich zwei Fille unterscheiden. Entweder vier Punkte und Ebenen

sind reell, aber im Gegensatz zu dem dritten Typ gehen die Ebenen nicht durch die

85 Klein, Felix. ,,Ueber die Gestalten der Kummerschen Fliche®. In: Amtlicher Bericht der
50. Versammlung Deutscher Naturforscher und Arzte in Mimchen. Hrsg. von Klein, Felix.
Miinchen: F. Staub, 1877.

86 Klein, Felix. ,,Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten Grades®. In: Ma-
thematische Annalen 2.2 (1870), S. 213.

87 Rohn, Karl. ,,Die verschiedenen Gestalten der Kummer’schen Fliche®. In: Mathemati-
sche Annalen 18.1 (1881).
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Punkte (1v a).%% Oder die Fliche ist imaginir, abgesehen von vier singuliren Punk-
ten und Ebenen (1v b).8° Mit den Modellen, die Felix Klein bei seinem Vortrag
zeigte, hat Karl Rohn jeweils die Félle (a) der Typen 1, 11 und 111 veranschaulicht.

Rohns Modelle

Das erste Modell Karl Rohns zeigt eine symmetrische Flache, die aus acht tetra-
ederférmigen Teilen besteht (Nr. 1, Abb. 8.8). Die duferen drei Teile sind durch das
unendlich Ferne allerdings getrennt. Die Flédche besitzt 16 reelle Doppelpunkte und
-ebenen. Jede Doppelebene bertihrt die Fliache in einem Kegelschnitt (Kreise und
Hyperbeln), auf dem jeweils sechs Doppelpunkte liegen. Durch jeden Doppelpunkt
gehen umgekehrt wiederum sechs Doppelebenen.

Der zweite Entwurf der dreiteiligen Serie zeigt eine Flache vom zweiten Typ
mit acht singuliren Punkten und Ebenen (Nr. 2). Auf jeder Ebene liegen nun vier
Punkte, durch jeden Punkt gehen nur noch vier Ebenen. Insgesamt besteht die un-
symmetrische Flache aus vier Teilen, die in den Doppelpunkten zusammenhéngen.
Nach Karl Rohn wiirde die allgemeine Pliickersche Komplexfliche, wie sie Felix Klein
mit seinem Modell Nr. 1 dargestellt hat, einen Ubergang zwischen den Fillen bilden,
die von den ersten beiden Modellen seiner Serie veranschaulicht werden.”"

Bei der Pliickerschen Komplexflache sind jeweils zwei Doppelpunkte entlang der
16 Kegelschnitte paarweise ineinander gefallen. Dasselbe gilt auch fiir die 16 Doppele-
benen, die ebenfalls zu acht Paaren zusammengefallen sind. Zwei der acht Flachentei-
le des ersten Rohnschen Modells sind dadurch zu isolierten Stiicken der Doppelgerade
degeneriert. Bei Rohns zweitem Modell sind die zusammengefallenen Doppelpunkte
imaginér geworden, die auf der Doppelgeraden der Pliickerschen Fléache lagen.

Das dritte Gipsmodell Rohns besteht nur noch aus zwei Teilen (Nr. 3). Um sie
aus der Flache des zweiten Modells zu erzeugen, miissen von den vier Doppelpunkten
auf einer Ebene wieder zwei paarweise zusammenfallen. Nun gibt es nur noch vier
(einfache) Doppelpunkte und -ebenen, wenn die zweifachen Doppelpunkte imaginir

sind.

88 Von dieser Art ist die Wellenfléiche, fiir welche Felix Klein eine explizite Darstellung fiir
die sechs zugehorigen Fundamentalkomplexe angibt. Klein, ,,Zur Theorie der Liniencomplexe
des ersten und zweiten Grades®, S. 214.

89 Pascal, Ernesto. Repertorium der héheren Mathematik: Geometrie. Hrsg. von Timer-
ding, H. E. Ubers. von Schepp, Adolf. 1. Aufl. Bd. 2. Leipzig: Teubner, 1902, S. 307.

90 Rohn, Karl. ,,VI. Drei Modelle der Kummer’schen Fliche®. In: Mathematische Modelle
angefertigt im mathematischen Institut des koniglichen Polytechnikums zu Miinchen (1877),
S. 2.

7



Konstruktion

In dem kurzen Begleittext, der zusammen mit den Modellen von dem Brill-Verlag
vertrieben worden ist, geht Karl Rohn mit knappen Worten auf die Herstellung der
Modelle ein. Zuerst wihlte er vier Doppelebenen, die ein (echtes) Tetraeder bilden.
Danach schrieb er auf einer dieser Ebenen einen beliebigen Kegelschnitt ein, der die
drei Tetraederkanten in sechs Punkten pq,...,pg schneidet. Von den sechs Kanten
des Tetraeders liegen drei nicht auf der betrachteten Ebene. Wenn auf ihnen ein
Doppelpunkt p7; willkiirlich gewéhlt wird, wére die Fliche eindeutig festgelegt. An
dieser Stelle schreibt Karl Rohn, dass sich die verbleibenden fiinf Doppelpunkte auf
den Kanten ermitteln liefen, weil ,sich die Verbindungslinien zweier Punkte einer
Doppelebene und der entsprechenden Punkte einer anderen Doppelebene schneiden

“91 Eg ist nicht verstdndlich, was Karl Rohn als entsprechende Punkte be-

miissen.
trachtet. Aufserdem ist unklar, was es mit dem gemeinsamen Schnittpunkt der beiden
Verbindungsgeraden auf sich hat. Das erste Problem scheint darin zu bestehen, mit-
hilfe der Verbindungsgeraden des Punktes p7 zu den anderen sechs Doppelpunkten
weitere Doppelebenen zu ermitteln (vgl. Abb. 3.12). Mithilfe dieser Ebenen liefen
sich dann wiederum die restlichen fiinf Doppelpunkte bestimmen, die auf den Kanten
des Tetraeders liegen. Ausgehend von den zwolf Doppelpunkten ldsst sich nun die
Lage aller 16 Doppelebenen und schlussendlich auch die Position der restlichen vier
Doppelpunkte ermitteln.”?

Nachdem Karl Rohn das Geriist aller Punkte und Ebenen festgelegt hat, be-
stimmte er die 16 Kegelschnitte. Wie er hierbei vorging, teilt er allerdings nicht mit.
In seinem Lehrbuch zur Darstellenden Geometrie beschreibt er jedoch die konstrukti-
ve Losung dieser Aufgabe.?3 Moglicherweise berechnet er jedoch auch Gleichungen.
Anschliefsend bestimmte er dann die Form der Flachenteile. Offenbar stellte er zu-
erst die grobe Lage der Fldchenteile fest, die in Kammern von zwolf, acht oder vier
Doppelebenen eingeschlossen sind. Auch hier verliert er kein Wort dariiber, wie er
die Ebenen identifiziert hat, zwischen denen die Teile liegen. Stattdessen sagt er nur,
dass die Form der Teile von den Kegelschnitten umrissen wird. Sie liefsen sich dem-
nach ,Jleicht“ aus den eckigen Kérpern ,ausschilen, wie er schreibt.?* Offenbar baute
er die Form nicht plastisch auf, sondern arbeitete sie — wie es auch Arthur Cayley

bei seinem Modell der Steinerschen Fliache getan hatte — skulptural heraus.

91 Rohn, ,,VI. Drei Modelle der Kummer’schen Fliche®, S. 3.

92 Hier sei auf den Anhang verwiesen, in welchem das Problem der Konstruktion einge-
hender behandelt wird.

93 Rohn, Karl. Lehrbuch der Darstellenden Geometrie. Bd. 2. Leipzig: Veit & Comp., 1901.

94 Rohn, ,,VI. Drei Modelle der Kummer’schen Fliche®, S. 3.
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Abb. 3.12: Die Grafik links veranschaulicht die Konstruktion von Karl Rohn. Dargestellt
sind die sechs Kanten eines regelméfigen Tetraeders. Auf einer Seitenfliche des Tetraeders
liegt ein Kreis, der drei Kanten in sechs Punkten schneidet. Auf einer der iibrigen drei
Kanten ist ein beliebiger Punkt als siebenter Doppelpunkt abgetragen. Rechts ist die
Flédche in derselben Orientierung dargestellt. Grafiken: H. Junker

Wie er bei den Fliachen mit imagindren Punkten vorging, teilt er in einem Satz
mit: ,,Sind die Knotenpunkte zum Theil imaginédr, so nimmt man die zugehorige
Involution zu Hilfe und construirt so die Beriihrungskegelschnitte.*> In dem ers-
ten Band seines Lehrbuches iiber Darstellende Geometrie zeigt Rohn, wie sich ein
Kegelschnitt mit imaginiren Punkten konstruieren lisst.”® Er nutzte hierfiir eine
Darstellung imaginérer Punkte mithilfe reeller Punktepaare, die auf Karl von Staudt
(1898-1867) zuriickgeht.””

9 Ebd., S. 3.
96 Rohn, Lehrbuch der Darstellenden Geometrie, S. 230.
97 Felix Klein beschreibt das Vorgehen in seiner Elementargeometrie: Klein, Felix. FEle-

mentarmathematik vom héheren Standpunkte aus. Bd. 2. Berlin: Julius Springer, 1925, S.
133ft.
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4. Plickersche Komplexflachen

Der Name Julius Pliicker (1801-1868) ist heute nicht nur Mathematikern, sondern
auch vielen Physikern gelaufig. Wahrend einer langen Phase seines Lebens beschéf-
tigte sich der gebiirtige Elberfelder ausschlieklich mit physikalischen Fragen.! Mit
der Verleihung der Copley-Medaille im Jahr 1866 wiirdigte die Royal Society neben
Pliickers Forschung auf dem Gebiet der analytischen Geometrie auch seine Arbeit
zum Magnetismus und zur Spektralanalyse von Gasen. Zu jener Zeit, Mitte der
1860er Jahre, war der Professor fiir Experimentalphysik an der Bonner Universitit
jedoch wieder zur Geometrie zuriickgekehrt. Im Jahr 1864 hielt er auf einer Versamm-
lung der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte einen Vortrag unter dem
Titel ,,Uber eine neue Auffassung des Raumes vermoge der Geraden als Raumele-
ment“.? . In seinem Vortrag beschrieb Pliicker, wie sich anstelle von Punkten Linien
verwenden lassen, um eine neue Geometrie zu begriinden. Dieser fundamentale Ge-
danke beschéftigte ihn die letzten Jahre seines Lebens. Der erste Band seiner Neuen
Geometrie erschien noch zu seinen Lebzeiten. Mit der Ausarbeitung seines Manu-
skriptes fiir den zweiten Band beauftragte Pliicker seinen jungen Assistenten. Felix
Klein (1849-1925) gelang die Veroffentlichung genau ein Jahr nach dem Todestag
seines Lehrers im Mai 1869.

In Pliickers Forschung fiel der geometrischen Anschauung ein grofte Bedeutung
zu. Gemeinsam mit Felix Klein entwarf er in der Zeit 1865-1868 mehrere Modelle
von Gebilden, die ihn im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen interessierten.

Sie bekundeten seine Vorliebe fiir die Gestalt geometrischer Formen, halfen ihm aber

! In ihrer Dissertation gibt Mechthild U. Plump eine Darstellung des mathematischen
Werks Julius Pliickers: Plump, Mechthild Ulrike. ,,Julius Pliicker - Leben und Werk eines
analytischen Geometers im 19. Jahrhundert“. Dissertation. Wuppertal: Universitat Wupper-
tal, 2014. Michael Wieschers Artikel beschreibt die frithen Jahre des Physikers und Mathe-
matikers: Wiescher, Michael. ,,Julius Pliicker, Familie und Studienjahre®. In: Sudhoffs Archiv
100.1 (2016).

2 Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Arzte, Hrsg. Amtlicher Bericht iiber die Ver-
sammlung Deutscher Naturforscher und Arzte. 39. 1864 (1865). Bd. 39. Giessen: Wilhelm
Keller, 1865, S. 58.
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auch dabei, sich auf dem unbekannten Terrain zurecht zu finden, in das ihn seine
Uberlegungen gefiihrt hatten. Pliickers Modelle gehérten zu den frithesten Anschau-
ungsmitteln, die in Deutschland wahrend jener Zeit von Mathematikern hergestellt
worden sind. Sie sind auch deshalb von Interesse, weil sie spéater Anlass fiir Felix Klein
waren, selber Entwiirfe anzufertigen. In diesem Kapitel soll zuerst der mathemati-
sche Kontext erortert werden, in dem Pliickers und Kleins Modelle entstanden sind,
bevor anschliefsend eine Beschreibung der einzelnen Objekte gegeben wird. Spéter
soll dann die wissenschaftliche Verwendung und Bedeutung der Modelle diskutiert

werden.

4.1 Auf dem Weg zur Neuen Geometrie

Julius Pliickers Liniengeometrie beruhte auf Ideen, die bis an den Anfang des 19.
Jahrhunderts zuriickweisen. Die beiden franzosischen Mathematiker Joseph D. Ger-
gonne (1771-1859) und Jean-Victor Poncelet (1788-1867) hatten in den 1820er Jah-
ren festgestellt, dass gewisse Sdtze ihre Giiltigkeit behielten, wenn nur die Worte
Punkte und Linien vertauscht werden. Um die Entdeckung dieses Prinzips, das in-
nerhalb der projektiven Geometrie gilt, entbrannte zwischen beiden eine Auseinan-
dersetzung, die hauptséichlich in den Annales des Mathématique ausgetragen wurde.
Es gelang ihnen jedoch nicht, eine triftige Begriindung fiir den Dualismus anzuge-
ben.? Erst Julius Pliicker, der mit den Arbeiten franzosischer Mathematiker vertraut
war, gelang eine Herleitung des Prinzips. Er wies auf die Symmetrie hin, die sich in
der homogenen Gleichung einer Linie wiederfindet. Damit vollzog er einen ersten

Schritt auf dem Weg zu einer neuen Geometrie, in der Linien im Zentrum stehen.

Oerter zweiter Classe

Pliicker verdffentlichte 1830 in dem Journal fiir reine und angewandte Mathematik,
das drei Jahre zuvor erstmals von August L. Crelle (1780-1855) herausgegeben wor-

den ist, eine Abhandlung mit dem vielsagenden Titel ,Uber eine neue Art, in der

3 Nach Carl B. Boyer entwickelte Poncelet die Idee der reziproken Polaren. Jeder nicht-
degenerierte Kegelschnitt C ( Conic directrice) stiftet eine eindeutige Korrespondenz zwischen
den Punkten und Linien in der projektiven Ebene. Durch einen Punkt p verlaufen zwei
Tangenten an C. Die Verbindungslinie der beiden Beriihrungspunkte wird Polare des Pols p
genannt. Gergonne wiederum hatte den Gedanken ausgesprochen, dass gewisse Sétze in der
planaren Geometrie auch dann noch ihre Giiltigkeit bewahren, wenn die Worte Linie und
Punkt vertauscht werden. Er erblickte darin eine allgemeine Symmetrie, deren Beweis ihm
jedoch nicht gelang. Siehe: Boyer, Carl B. History of Analytic Geometry. New York: Scripta
Mathematica, 1956, S. 238ff.
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analytischen Geometrie Puncte und Curven durch Gleichungen darzustellen“.* In

dem Artikel betrachtet er die homogene Gleichung
au+bv + cw =0, (4.1)

in der zwischen den Variablen a, b, ¢ und u, v, w eine Symmetrie besteht. Die gleich-
zeitige Vertauschung von a mit u, b mit v und ¢ mit w &ndert den Ausdruck nicht.
Werden a, b und c als homogene Koordinaten von Punkten in der Ebene betrachtet,
so lasst sich die Gleichung auf zweierlei Arten interpretieren. Fiir feste Werte von
u, v, w definiert sie eine Gerade in der projektiven Ebene. Wenn jedoch u, v, w als Va-
riablen betrachten werden, so beschreibt die Gleichung die Gesamtheit aller Linien,
die durch den festen Punkt mit homogenen Koordinaten a, b, ¢ laufen. Auf diese Wei-
se lassen sich u, v, w als die Koordinaten einer Linie auffassen. Julius Pliicker spricht
in seinem 1832 erschienen Werk Analytisch-geometrische Entwicklungen erstmals von
Linienkoordinaten.?

In dem angesprochenen Artikel aus Crelles Journal zeigt Pliicker, dass es zwei
verschiedene Moglichkeiten gibt, um eine plane Kurve zu beschreiben. Nach ihm liefs
sie sich einerseits mithilfe einer Gleichung zwischen Punktkoordinaten darstellen.
Die Kurve erscheine so als ,unendliche Menge stetig aufeinander folgender Punkte'.
Andererseits konne die Kurve aber auch durch unendlich viele Linien dargestellt wer-
den, die ,nach einem Gesetze stetig aufeinander folgend, sie umhiillen, was nach dem
Autor in einer ebenso ,einfache(n) Gleichung zwischen verdnderlichen Grofen® resul-

tiere.® Obwohl er noch nicht von Linienkoordinaten sprach, betrachtete er bereits in

4 Pliicker, Julius. ,,Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und Curven
durch Gleichungen darzustellen“. In: Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 6
(1830).

5 Zur Verwendung des Begriffs vergleiche Plump, ,Julius Pliicker - Leben und Werk ei-
nes analytischen Geometers im 19. Jahrhundert®, S. 226. Gemeint ist hier: Pliicker, Julius.
Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd. 2. Essen: G. D. Baedeker Verlag, 1831.

6 Man denkt sich némlich, indem man eine Curve wie gewdhnlich durch eine Gleichung
zwischen verénderlichen Grossen darstellt, welche, wenn man bestimmte Werthe beilegt,
die Coordinaten eines bestimmten Punktes bedeuten, diese Curve als aus einer unendlichen
Menge stetig auf einander folgender Punkte bestehend, oder, wenn man lieber will, als durch
die Bewegung eines Punktes beschrieben. Man kann aber auch durch nicht minder einfache
und bequeme Gleichungen zwischen verdnderlichen Gréfien, durch welche, wenn man ihnen
bestimmte Werthe beilegt, eine bestimmte gerade Linie gegeben ist, unendlich viele gerade
Linien darstellen, die nach einem Gesetze stetig aufeinander folgen, und also eine bestimmte
Curve umhdllen.” Die Hervorhebungen sind aus dem Original iibernommen worden: Pliicker,
,Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und Curven durch Gleichungen
darzustellen®, S. 107.
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seiner Abhandlung homogene Gleichungen der Form
f(u7 v, U)) = 07

wobei (u, v, w) Geraden reprasentieren. Die Gesamtheit aller Linien, deren Koordi-
naten u, v, w dieser Gleichung geniigen, umhiillen im Allgemeinen eine stetige Kurve.
Julius Pliicker fasst nicht die Linien selbst ins Auge, sondern betrachtet sie nur in
Hinblick auf diese Kurve, deren Tangenten sie bilden.” Den Grad der Gleichung
f = 0 bezeichnet er als die Klasse der zugehorigen Kurve.® Wie er in einer Fufinote
anmerkt, entlehnte Pliicker diesen Begriff Joseph Gergonne, der darunter die Anzahl
an Tangenten verstand, die sich von einem beliebigen Punkt aus an die Kurve le-
gen lassen. Gergonne ging jedoch félschlicherweise davon aus, dass die Klasse und
die Ordnung einer Kurve iibereinstimmen.? Pliicker erkannte darin einen Fehler. Er
nannte Punkte Orte erster Classe, da ihre Darstellung mithilfe umhiillender Lini-
en auf eine Gleichung entsprechender Ordnung fithrt. Als ,Oerter zweiter Classe®

bezeichnete er demnach Kurven, deren Tangenten einer Gleichung der Form
au® + 2buv + cv? + 2duw + 2evw + fw? =0

geniigen. Uber weite Strecken seiner Abhandlung diskutiert Julius Pliicker Kurven

der zweiten Klasse anhand dieser Gleichung.

Linienkoordinaten

Im Jahr 1830 war Pliicker dem Gedanken, anstelle von Punktmengen Gebilde aus Li-
nien zu betrachten, bereits nahe gekommen. Dennoch blieben seine Uberlegungen zu
jenem Zeitpunkt immer auf Kurven bezogen. Er machte zwar ausfiihrlich Gebrauch
von Linienkoordinaten. Sie dienten ihm jedoch nur zur Beschreibung von Punktmen-
gen. Mitte der 1840er Jahren dehnte Pliicker seine Gedanken auf den Raum aus.
Wie zuvor Linien-, so fiihrte er homogene Ebenenkoordinaten ein. Mit der Verdffent-
lichung seines Systems der Geometrie des Raumes im Jahr 1846 und einiger weiterer
Artikel im darauffolgenden Jahr brachte er seine Uberlegungen zu einem vorliufigen
Abschluss. Bis 1865 erschienen von ihm keine Arbeiten mehr zur Geometrie.

Zu jener Zeit lag der Gedanke einer Geometrie der Liniengebilde in der Luft.
Bereits 1859 hatte Arthur Cayley (1821-1895) erklart, dass sich die Ebene als der

7 Pliicker, ,,Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und Curven durch
Gleichungen darzustellen®, S. 180.
8 Ebd., S. 109.

9 Boyer, History of Analytic Geometry, S. 251.
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locus quo der zweidimensionalen Geometrie sowohl aus Punkten als auch aus Linien
aufbauen liefe.'? Ein Jahr spéter entwickelte er ein System von sechs homogenen
Koordinaten, die ihm niitzlich erschienen, um Kurven im Raum zu beschreiben.!!
Julius Pliicker verwendete dann 1865 dieselben Koordinaten fiir die Darstellung von
Liniengebilden. Wie er mitteilte, war es nicht zuletzt das Interesse englischer Geo-
meter an seinen Arbeiten, die ihn seine frithere Forschung wieder aufnehmen lief.!?
Julius Pliicker publizierte 1865 die Grundziige seiner neuen Theorie unter dem Titel
,On a New Geometry of Space” in den Philosophical Transactions der Royal Society
of London, nachdem er in demselben Jahr einen Vortrag bei einer Versammlung in
Nottingham gehalten hatte.!> Einleitend beschreibt Pliicker in seiner Abhandlung
zwei unterschiedliche Auffassungsweisen des Raumes, die sich beide auf die Linie
als zentrales Element beziehen. Nach der einen wird die Linie als Verbindungsstre-
cke zweier Punkte betrachtet, nach der anderen als gemeinsame Schnittlinie eines
Paares von Ebenen. Je nach Perspektive spricht Julius Pliicker von Strahlen oder
Achsen. Fiir die beiden unterschiedlichen Sichtweisen leitet er Koordinaten her. Als

Strahlenkoordinaten einer Linie, die von den Gleichungen
rT=rz+p, Yy=82+o0

definiert wird, fasst er die vier Groken 7, s, p,o auf.'* Er nutzt jedoch noch eine
fiinfte Variable

n=sp—1r0

als Koordinate, um eine grofere Symmetrie zu erreichen, wie er schreibt.!® In ana-
loger Weise fiihrt er anschliefsend fiinf Achsenkoordinaten ein, indem er von den

Gleichungen zweier Ebenen ausgeht.

10 Cayley, Arthur. ,,A Sixth Memoir upon Quantics®. In: Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 149 (1859).

11 Cayley, Arthur. ,On a New Analytical Representation of Curves in Space®. In: The
Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics 3 (1860).

12 Pliicker, Julius. ,,Fundamental Views regarding Mechanics (Abstract)®. In: Proceedings
of the Royal Society of London 15 (1866).

13 Pliicker, Julius. ,,On a New Geometry of Space”. In: Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 155 (1865).

14 Ebd., S. 726.

15 Das Problem besteht darin, dass die vier Grofen alleine nicht geniigen, um fiir feste
Punktkoordinaten x,y, z jede Linie darzustellen. Die Linie zum Beispiel, die in den Koordi-
naten die Gleichung x = 0, z = 0 erfiillt, ldsst sich mithilfe der Parameter r, p, s, o alleine
nicht beschreiben. ebd., S. 733.
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4.2 Von quadratischen Komplexen zu Komplexflichen

Das System dieser Linienkoordinaten war bereits Arthur Cayley bekannt. Der ent-
scheidende Schritt ist jedoch, dass Pliicker nun erstmals beliebige Gleichungen zwi-
schen ihnen ins Auge fasste. Uberdies betrachtete er nun die Liniengebilde fiir sich,
anstatt sie bloff zur Beschreibung von Punktmengen zu verwenden. Nachdem sei-
ne Abhandlung erschienen war, begann er Liniengebilde in systematischer Weise zu
studieren. Im Zentrum seines Interesses standen hierbei Linienkomplexe, worunter
Pliicker das Ensemble von Geraden verstand, deren Koordinaten r,p,s,o,n einer

Gleichung der Form

f(r7p7370—777> =0

geniigen.'6

Komplexe zweiten Grades

Die Linien eines Komplexes des n-ten Gerades, die durch einen festen Punkt des
Raumes gehen, bilden einen Kegel desselben Grades. Alle Linien des Komplexes
wiederum, die auf einer Ebene liegen, umhiillen eine Kurve der n-ten Klasse.'” Julius
Pliicker begann seine Untersuchungen mit linearen Komplexen. Sie werden von den
Tangenten an Schraubenlinien beschrieben, die auf koaxialen Zylindern liegen, wie er
bald zeigen konnte.'® Ein Sonderfall tritt allerdings ein, wenn die Koeffizienten von
f einer quadratischen Bedingung gentigen. Diese speziellen Komplexe bestehen aus
allen Linien, die eine feste Gerade schneiden. Nachdem Pliicker sich eine Anschauung
von den Komplexen ersten Grades gemacht hatte, fiilhrte er seine Untersuchung der
Liniengebilde mit quadratischen Komplexen fort.

Sie bildeten das Thema eines Vortrages, den Julius Pliicker beim 36. Treffen der
British Association for the Advancement of Science im August 1866 in Nottingham
hielt.'® Wihrend ein linearer Komplex von sechs homogenen Grofen abhingt, liegen
einem quadratischen Komplex zwanzig homogene Koeffizienten zugrunde. Die grofe
Anzahl an Parametern brachte Schwierigkeiten mit sich, die Pliickers Untersuchun-

gen im Wege standen: ,Bei der grossen Complication eines Complexes des zweiten

16 Pliicker, ,,On a New Geometry of Space“, S. 741.

17 Pliicker, Julius. Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Hrsg. von Clebsch, Alfred. Bd. 1. Leipzig: Teubner, 1868, S. 17ff.

18 Eine geometrische Charakterisierung der linearen Komplexe findet sich in: Ebd., S. 56f.

19 Anonym. ,,On Complexes of the Second Order®. In: Report of the British Association
for the Advancement of Science. 36th Meeting (1866). London, 1866.
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Grades miissen wir darauf Bedacht nehmen, dass wir die Uebersicht erleichtern, und
dadurch der Anschauung zu Hiilfe kommen.“?° Anstatt alle Komplexlinien zu be-
trachten, beschrinkte er sich vorerst auf jene Linien des Komplexes, die durch eine
feste Gerade des Raumes gehen. Die Gesamtheit dieser Linien umbhiillt eine gewhn-
liche Punktmenge, welche Pliicker Komplexflache nannte. Die ausgezeichnete Gerade

bezeichnete er als Achse.

Geometrie der Komplexflachen

Ein Grofteil seiner Neuen Geometrie ist diesen Komplexflachen gewidmet. Von ihrem
Studium erhoffte sich Pliicker, Einblicke in die Natur quadratischer Komplexe zu
erhalten. Aber auch ungeachtet dessen, rief ihre Geometrie sein Interesse hervor.
Pliicker unterschied zwei Arten von Komplexflichen anhand der Lage ihrer Achsen.
Wenn die Achse ins unendlich Ferne riickt, liegen alle Komplexkurven auf parallelen
Ebenen. Bleibt sie indes im Endlichen, so drehen sich alle Komplexkurven in ihren
Ebenen um sie herum. In Anlehnung an das Gradnetz der Erde sprach Pliicker von
Aquatorial- und Meridianflichen.?!

Eine Komplexfliche ist im Allgemeinen von vierter Ordnung und Klasse, wie
Pliicker zeigte.?? Ihre Achse bildet eine Doppelpunktlinie der Fliche. Alle Ebenen
durch die Achse treffen die zugehorige Komplexflache in Kurven zweiter Klasse, die
Pliicker als Komplexkurven bezeichnet. Gemeinsam mit der Achse beschreibt die

Familie dieser Kurven die gesamte Fliche.

Eine Kurve der zweiten Klasse artet unter bestimmten Umsténden in ein Punkte-
paar aus.?? Wie Pliicker zeigt, zerfallen vier Kurven einer generischen Komplexfliche
derart.?* Diese vier Punktepaare bilden acht Doppelpunkte der Fliche.?? Die Linie
zwischen den Punkten eines Paares liegt aulerdem auch auf der Fliache, wo sie die
Achse trifft. Diese vier Linien werden von Pliicker als singuldre Strahlen bezeichnet.
Er unterscheidet zwischen zwei Arten. Wenn das Doppelpunktpaar reell ist, spricht

er von singuldren Strahlen der ersten Art, andernfalls von Strahlen der zweiten Art.

20 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 158.

2l Ebd., S. 161 ff.

22 Ebd., S. 171.

2 Die Gleichung f(u,v,w) = 0 einer degenerierten Kurve zweiter Klasse zerfillt in das
Produkt zweier lineare Gleichungen. Jede dieser Gleichungen beschreibt eine Schar von Li-
nien mit Koordinaten u, v, w, die jeweils durch einen festen Punkt gehen.

24 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 188.

25 Ebd., S. 180.
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Abb. 4.1: Die Grafik veranschaulicht eine degenerierte Kurve zweiter Klasse. Grafik: H.

Junker

Pliicker fihrt in seiner Neuen Geometrie eine doppelte Diskussion der Komplexfla-
chen durch, indem er ihre zweifache Darstellung in Strahlen- und Achsenkoordinaten
verwendet. Wie Liniengebilde im Allgemeinen, so sind auch Komplexflachen zu sich
selbst dual. Demnach besitzt jede Flache nicht nur acht Doppelpunkte, sondern auch
dieselbe Anzahl an Doppelebenen. Sie beriihren die Komplexflache entlang eines Ke-
gelschnitts. Unter den acht Doppelebenen gibt es vier Paare. Die beiden Ebenen
eines Paares treffen sich in einer ausgezeichneten Linie, die Pliicker singulédre Achsen
nennt. Aufserdem gehen durch jeden Doppelpunkt vier Doppelebenen, wahrend auf
jeder Doppelebene genau vier Doppelpunkte liegen. Diese Symmetrie regte Pliickers
Interesse an den Flachen weiter an.

Alle Punkte entlang der Achse sind Doppelpunkte der zugehorigen Komplex-
flache. Es gibt jedoch vier ausgezeichnete Punkte, in denen die Doppelpunktlinie
von den singuldren Achsen geschnitten wird, in denen der Tangentialkegel in ein
Paar iibereinstimmender Ebenen zerfillt.26 Es handelt sich um singulire Punkte
des quadratischen Komplexes. Hierunter verstand Pliicker Punkte, in denen der Ke-
gel zweiten Grades aller Komplexlinien entartet. Die Menge aller derartigen Punkte
ist eine Fléache, die Pliicker schlicht ® nannte. Spéter bezeichnete sie Klein als die

Singularitdtenfliche des Komplexes. Fiir einen quadratischen Komplex ist sie von

26 Zu Pliickers Lebzeiten sind diese speziellen Arten von uniplanaren Punkten als ,pinch
points* (dt. Zwickpunkte) bezeichnet worden, da sich in ihnen zwei verschiedene Zweige der
Fléache beriihren. Die Bezeichnung geht auf Arthur Cayley zuriick. Cayley, Arthur. ,On the
Singularities of Surfaces”. In: Cambridge and Dublin Mathematical Journal 7 (1852), S. 332.
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vierter Ordnung und Klasse. Die vier Punkte markieren den Schnitt der Achse mit

@.27

4.3 Pliickers Klassifikation der Aquatorialflichen

Von Aquatorialflichen lisst sich wesentlich leichter eine Anschauung als von Meri-
dianflichen gewinnen, da die Komplexkurven in parallelen Ebenen liegen. Pliicker
begann damit, sie systematisch zu untersuchen. In diesem Zusammenhang konstru-
ierte er auch gemeinsam mit Felix Klein mehrere Modelle, um sich wesentliche Typen
zu veranschaulichen. Die Neue Geometrie endet mit einer umfassenden Klassifikation
einer speziellen Klasse von Aquatorialflichen, die mit den Worten eingeleitet wird:
»Es leitet uns daher die doppelte Absicht, einmal, an leicht und iibersichtlich con-
struierbaren Flachen eine Bestétigung der bisherigen Resultate zu finden; dann aber
besonders, durch diese Flachen in etwa eine Anschauung von der Vielgestaltigkeit
der Complexflichen tiberhaupt und dadurch von der Vertheilung der geraden Linie
in einem Complexe des zweiten Grades zu gewinnen.“?® Wie es Pliickers Arbeits-
weise entsprach, begann er seine Untersuchungen mit einer Betrachtung besonderer
Fléchen, von denen er sich leichter eine Vorstellung bilden konnte. Wenn er dann eine
innere Anschauung entwickelt hatte, schritt er zu den allgemeinen Féllen fort. Ob-
wohl sie in seinem Werk nicht enthalten ist, muss Pliicker auch noch eine umfassende
Klassifikation der Meridianflichen in mehr als 600 verschiedene Arten vorgenommen
haben.?? In diesem Abschnitt wollen wir einen Uberblick iiber seine Klassifikation
der Aquatorialfliche geben, bevor wir eine Beschreibung seiner Holz- und Metallm-

odelle geben.

Geometrie einer Aquatorialfliche

Die Mittelpunkte der Breitenkurven — so bezeichnet Pliicker die Komplexkurven von

Aquatorialflichen — liegen alle auf einer geraden Linie, dem Durchmesser der Fli-

27 Pliicker erldutert die gesamte Konfiguration der singuldren Punkte, Linien und Ebenen
am Ende des zweiten Abschnitts seiner Neuen Geometrie: Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1,
S. 205 ff.

28 Ebd., S. 344.

29 Am Ende des zweiten Bandes der Neuen Geometrie heifit es nur: ,Es hat uns geniigt,
an dem Beispiele der Aequatorialflichen gezeigt zu haben, wie leicht es im Anschlusse an die
Theorie der Complexe zweiten Grades gelingt, die so vielgestaltigen Flidchen dieser Complexe

der geometrischen Anschauung zu unterwerfen. ebd., S. 372.

89



che.3? Fiir Meridianflichen befinden sich wiederum die Pole der Achse beziiglich der
Komplexkurven auf einer geraden Linie, die Pliicker als Polare der Fliche bezeich-

net.3!

Abb. 4.2: Die Abbildung zeigt den Ausschnitt einer nicht tordierten Aquatorialfliche. Der
Durchmesser steht senkrecht auf der Achse, die horizontal im unendlich Fernen verlauft.
Die Breitenkurven liegen in parallelen Ebenen. Sie sind zusammen mit den beiden
Charakteristiken als durchgehende Linie eingezeichnet. Aufserdem lassen sich die acht

Doppelpunkte erkennen, die jeweils paarweise auf einem singuléren Strahl liegen. Grafik:
H. Junker

Die Achse von Aquatorialflichen verliuft im unendlich Fernen, weswegen alle Brei-
tenkurven in parallelen Ebenen liegen. Die Gestalt dieser Flachen wird durch eine
Schar paralleler Kegelschnitte beschrieben, deren Mittelpunkt in den Durchmesser
fallt. Solange die Achse nicht dem zugrundeliegenden Komplex angehért, handelt es

sich — im Allgemeinen — um reelle oder imaginédre Ellipsen und Hyperbeln. Die Aus-

30 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 161.

31 Jeder nicht-entartete Kegelschnitt in der Ebene stiftet eine eindeutige Korrespondenz
zwischen den Punkten und Linien. Durch einen Punkt der Ebene lassen sich im Allgemei-
nen genau zwei Tangenten an den Kegelschnitt legen. Die Verbindungsgerade der beiden
Beriihrungspunkte wird Polare genannt: Salmon, George. Analytische Geometrie der Ke-

gelschnitte : mit besonderer Beriicksichtigung der neueren Methoden. Ubers. von Fiedler,
Wilhelm. Leipzig : B.G. Teubner, 1878, S. 147.
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nahme bilden nur vier singuldre Ebenen, auf denen die Breitkurven zu Punktepaaren
entarten.

Pliicker beschrinkt sich bei seiner Diskussion auf Aquatorialfliichen, deren Durch-
messer senkrecht auf den parallelen Breitenebenen steht. Aufserdem nimmt er an,
dass die Hauptachsen aller Kegelschnitte gleich gerichtet sind. Sie liegen dann auf
zwei Ebenen, die sich im Durchmesser kreuzen. Wenn die Breitenkurven von Ebenen
zu Ebene hingegen gegeneinander gedreht sind, spricht Pliicker von tordierten Aqua-
torialflichen. Er entwarf auch einige Modelle dieser Fléachen, die ansonsten jedoch in
der Klassifikation nicht weiter behandelt werden. In seinem Werk heifst es lediglich:
SWir erhalten eine Anschauung von einer allgemeinen Aequatorialfliche, wenn wir
uns die Breiten-Curven einer der bisher betrachteten Fléachen in ihren Ebenen gegen

einander gedreht denken.“3?

Charakteristiken einer Aquatorialfliche

Fiir die algebraische Darstellung der Aquatorialflichen wihlt Pliicker ein System
orthogonaler Punktkoordinaten x,,z so, dass die x-Achse mit dem Durchmesser
der betrachten Fliche zusammenfillt. Eine nicht-tordierte Aquatorialfliche geniigt

dann einer Gleichung der Form
a(z)y? + B(x)2* + a(z)B(z) =0,

wobei o und B quadratische Polynome mit reellen Koeffizienten sind.?3 In dieser
Gleichung parametrisiert « die Breitenebenen, welche alle parallel zur yz-Ebene lie-
gen. Fiir einen festen Wert auf der Achse beschreibt sie einen Kegelschnitt. Pliicker
betrachtet nun die beiden Kegelschnitte, die in der xy- und der xz-Ebene aus der

Flache ausgeschnitten werden:
2 _ 2 _
Yy +B(x) =0, 2" + a(z) = 0.

Zusammen mit jeweils zwei Geraden, die von den Nullstellen von o und g definiert
werden, bilden diese beiden quadratischen Kurven den vollstdndigen Schnitt der
Aquatorialfliche mit jenen Ebenen. Ihr Typ und die gegenseitige Lage bestimmen
die Gestalt der Flache, weswegen Pliicker sie Charakteristiken nennt.

Die Nullstellen von « und § definieren die vier singuldren Strahlen der Fliche,

auf denen jeweils zwei Doppelpunkte in gleichem Abstand zur Achse liegen. Entlang

32 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 363.
33 Pliicker, Julius. Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Hrsg. von Klein, Felix. Bd. 2. Leipzig: Teubner, 1869, S. 346.
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des Durchmessers dndert sich der Typ der zugehérigen Breitenkurven erst, wenn ein
singulérer Strahl passiert wird.?* Pliicker unterscheidet nun die einzelnen Flichen-
teile nach dem Typ der zugehorigen Breitenkurve. Imagindre Ellipsen bestimmen
imaginire, reelle Ellipsen elliptische und Hyperbeln hyperbolische Flichenteile.3?
Demnach besteht die Aquatorialfliiche aus einem Teil, falls die Nullstellen von o und
B imagindr sind. Wenn es dagegen ein Paar reeller Wurzeln gibt, dann existieren drei
affine Flichenteile, von denen sich jedoch die Aufieren im unendlich Fernen treffen.
Falls es keine imagindren Nullstellen gibt, so besteht die Fliche aus fiinf verschiede-

nen Teilen.

Die Koeffizienten von @ und 8 bestimmen iiber den jeweiligen Typ der Charak-
teristik. Indem Pliicker beide in einer Ebene iibereinander legt, sprich das Bild der
beiden Kurven 32 + 3(z) = 0 und 22 + a(z) = 0 zusammen betrachtet, erhilt er ein
aussagekréaftiges Diagramm fiir jede Flache (vgl. Abb. 4.3). An ihm lédsst sich die
Gestalt der Fliache ablesen. Die vertikale Linie sei die x-Achse. Sie zeigt den Durch-
messer an, auf dem die Mittelpunkte aller Breitenkurven liegen. Ein fester Punkt

x = c auf der Linie entspricht genau einer Kurve, deren Gleichung durch
a(e)y? + B(e)2* + ale)B(e) =0,

gegeben ist. Thr Typ lésst sich anhand der Ausdriicke a(c) und S(c) bestimmen.
Sind beide negativ, so handelt es sich um eine reelle Ellipse. Wenn nur eine Grofie
negativ ist, bildet die zugehorige Breitenkurve indes eine Hyperbel. Sind wiederum
beide Werte positiv, so ist die Kurve eine imaginére Ellipse.

In dhnlicher Weise lassen sich die beiden Arten singulérer Strahlen unterscheiden.
Wenn ¢ eine Nullstelle von «, wihrend 3(c) negativ ist, so handelt es sich um einen

Strahl erster Art, andernfalls um einen der zweiten Art. Jeder Strahl der ersten Art

34 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 348.

35 Die Abfolge der Flichenteile entlang des Durchmessers notiert Pliicker fiir jeden Typ
schematisch mithilfe der Symbole I, E und H, die er aneinanderreihte. Zwei aufeinander-
folgende Komponenten werden stets von einem singuldren Strahl getrennt. Wenn in dem
zugehorigen Punkt auf dem Durchmesser ein Paar gerader Linien ihren Schnittpunkt ha-
ben, was die 1I. und 111. Gruppe von Aquatorialflichen auszeichnet, so kennzeichnet dies
Pliicker durch die Einfligung eines oder zweier vertikaler Striche, je nachdem um welche Art
von Strahl es sich handelt. Wenn sich jedoch zwei Charakteristiken schneiden (1v. Grup-
pe), verwendet er ein Kreuz (Bsp.: 1 X EHa I, Nr. 34), um auf die sich absondernde Ebene
hinzuweisen. Punkte, in denen sich ein Paar gerader Linien und eine Charakteristik treffen
(Gruppe V), entsprechen ebenfalls sich absondernden Breitenebenen, die Pliicker jedoch mit
einem waagerechten Strich notiert (Bsp.: Hy — Eg, Nr. 61). Siehe: ebd., S. 351f.
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Abb. 4.3: Die Abbildung zeigt zwei verschiedene Pliickersche Diagramme. Links: Die erste
Charakteristik ist eine Ellipse, die zweite eine Hyperbel, deren Hauptachse in den
Durchmesser (gestrichelte Linie) der Fliche fillt. Ein Scheitel der Hyperbel liegt innerhalb
der Ellipse. Der Durchmesser wird in vier Punkten von den Charakteristiken geschnitten,
daher gibt es vier singulére Strahlen erster Art (Abb. 4.2). Es handelt sich um die Nr. 14
der Pliickerschen Klassifikation. Rechts: Die Charakteristiken sind von demselben Typ. Der
Scheitel der Hyperbel liegt nun jedoch aufterhalb der Ellipse, wodurch alle singuldren

Strahlen von der zweiten Art sind.

trennt einen hyperbolischen von einem elliptischen Flachenteil, wiahrend zwischen

imaginédren und hyperbolischen Flachenteilen immer ein Strahl der zweiten Art liegt.

Pliickers Einteilung der nicht-tordierten Aquatorialflichen

Pliickers Klassifikation in dem letzten Abschnitt der Neuen Geometrie umfasst 78
Arten von nicht tordierten Aquatorialflichen. Es werden nur Flichen ohne parabo-
lische Breitenkurven beriicksichtigt. Seine Einteilung folgt keinem strengen Prinzip.
Stattdessen unterscheidet er die Flachen anhand gestaltlicher Merkmale. Er nutzte
hierfiir das Diagramm mit den beiden Charakteristiken: ,,Das Princip der Eintheilung
der Aequatorialflichen dieser Art ist also zu entlehnen aus der verschiedenen Natur
und der gegenseitigen Lage der Charakteristiken.“36 Mit der graphischen Metho-
de ist es leichter, den Uberblick iiber die verschiedenen Fille zu bewahren. Fiir die
Charakteristiken lasst sich jede beliebige Kombination affiner Kegelschnitte wahlen.
Mafgeblich fiir die Gestalt sind auch die Lage der beiden Charakteristiken entlang
des Durchmessers und die Punkte, in denen sie diese Linie treffen. Die Punkte ent-

sprechen singuliren Strahlen der zugehorigen Aquatorialflichen (Abb. 4.3). Da alle
36 Ebd., S. 346.
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Breitenkurven zwischen zwei benachbarten Strahlen vom gleichen Typ sind, markie-

ren sie Anderungen im Flichentyp.

Gr. Typen & Charakteristiken

I 1-17 1 Hyperbeln und Ellipsen

11 1829 2 eine Hyperbel oder Ellipse und ein Paar nicht paralleler Ge-
raden

111 30-32 3 zwei Paare nicht paralleler Geraden

v 33-39 4 Hyperbeln und Ellipsen mit einem gemeinsamen Punkt

\Y% 40-43 - eine Hyperbel oder Ellipse und ein Paar nicht paralleler Ge-
raden mit einem gemeinsamen Punkt

VI 44-61 - eine Parabel

VII 62-73 - ein Paar paralleler Geraden

VI 7476 - zwei Parabeln

X 7778 - eine Parabel und ein Paar paralleler Geraden

Tab. 4.1: Die Tabelle zeigt die Gruppierung der nicht-tordierten und nicht-parabolischen

Aquatorialflichen, wie sie Pliicker vornahm.

Pliicker teilt die Fliachen zuerst anhand des Typs der beiden Charakteristiken in
Gruppen ein (Tab. 4.1). Die 1. Gruppe (Typ 1-17) umfasst alle Flachen, bei denen
beide Charakteristiken Hyperbeln, reelle oder imaginére Ellipsen sind. Pliicker ord-
net sie in drei Untergruppen, je nach Anzahl der reellen singuldren Strahlen. Die 11.
Gruppe (Typ 18-29) umfasst Flachen, in denen genau eine Charakteristik zu einem
Paar gerader Linien ausartet, die sich auf dem Durchmesser schneiden. In diesem
Fall fallen zwei singulére Strahlen in Doppelgeraden unmittelbar zusammen. Bei den
drei Flachen (Typ 30-32) der dritten Gruppe (111) sind beide Charakteristiken Paare
sich schneidender Geraden, wodurch es zwei Doppelgeraden gibt. In der 1v. Grup-
pe (Typ 33-39) sind alle Aquatorialflichen versammelt, bei denen sich die beiden
Charakteristiken in einem Punkt auf dem Durchmesser schneiden. In diesem Fall
gehen zwei der singuldren Strahlen in derselben Breitenebene, die eine abgesonderte
Doppelebene der Fliche bildet.?7

Die Fliachen der v. Gruppe (Typ 40-43) sind durch ein Paar reeller oder imagi-
nérer Linien charakterisiert, die in einem Punkt auf dem Durchmesser einen Kegel-
schnitt schneiden. Wenn eine Charakteristik zur Parabel wird, so liegt ein singulérer
Strahl im unendlich Fernen. Flichen dieser Art zdhlt Pliicker zur vi. Gruppe (Typ

44-61). Falls die Parabel zu einem Paar gerader Linien ausartet, die reell oder imagi-

37 Die beiden Polynome o und 3 haben einen gemeinsamen linearen Faktor.
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nér sind, so wird der unendlich ferne Strahl zur Doppelgeraden. Diesen Fall stellt die
viI. Gruppe (Typ 62-73) vor. Sind beiden Charakteristiken Parabeln, wodurch sich
die Fliachen (Typ 74-76) der Gruppe VIII auszeichnen, so wird die unendlich ferne
Ebene zur abgesonderten Doppelebene. In der letzten Gruppe (Nr. 1X) fasst Pliicker
alle Flachen (Typ 77-78) zusammen, bei denen die eine Charakteristik eine Parabel

ist, die andere hingegen ein Paar gerader paralleler Linien.

4.4 Die Pluckerschen Holz- und Metallmodelle

Julius Pliicker entwarf parallel zu seiner Erforschung der Aquatorial- und Meridian-
flachen eine Vielzahl von Modellen. Zwischen 1865 und 1866 konstruierte er mehrere
Holzmodelle (Tab. 8.5), deren Herstellung er Johannes Epkens in Bonn iiberlief. Er
prasentierte sie unter anderem beim Nottingham Meeting der British Association for
the Advancement of Science 1866, wo sie grofes Interesse hervorriefen. Auf Bitten
von Thomas Archer Hirst (1830-1892), dem damaligen Vorsitzenden der neugegriin-
deten London Mathematical Society, sandte er nach seiner Riickkehr 14 Modelle nach
England. In vier Briefen an Hirst erlauterte Pliicker die verschiedenen Entwiirfe sei-
ner Serie.®® Dennoch blieben bei den englischen Mathematikern einige Fragen offen.
Arthur Cayley verfasste 1868 eine detailliertere Beschreibung einiger Holzmodelle
fir die Proceedings der Society.?® Aber auch ihm gelang es nicht, fiir alle Model-
le der Serie eine Darstellung zu geben. Zu der Serie gehdren auch Nachbildungen
von tordierten und parabolischen Aquatorialfliichen, die in der Neuen Geometrie nur
fliichtig besprochen werden. Uberdies war die Ausfithrung zweier Modelle falsch, was
das Verstédndnis insgesamt erschwerte.

Nach 1866 lieft Pliicker zudem noch eine umfangreiche Serie an Metallmodellen
bei den mechanischen Werkstidtten von Johann Eigel Sohn in Koéln herstellen, um
seine Theorie der Komplexflichen zu veranschaulichen. Er iibernahm fast alle Ent-
wiirfe, die bereits zuvor in Holz ausgefiihrt worden waren, fligte aber eine Vielzahl
neuer Entwiirfe hinzu.?® Mehrere Modelle der 27-teiligen Serie zeigen Meridianfli-
chen, die Pliicker ebenfalls zuvor klassifiziert haben muss, wie es sich den Briefen an

Thomas A. Hirst entnehmen lasst. Auf den néchsten Seiten wird eine Beschreibung

38 Fotos der Modelle und Abschriften von Pliickers Briefen befinden sich auf der Inter-
netseite der Gesellschaft: www.lms.ac.uk/archive/plucker-collection (18. Juli 2022).

39 Cayley, Arthur. ,,On Pliicker’s Models of certain Quartic Surfaces®. In: Proceedings of
the London Mathematical Society 3.1 (1869).

40 Die arabischen Ziffern beziehen sich auf die Holzmodelle der Tab. 8.5, die rémischen
Ziffern indes auf die Metallmodelle der Tab. 8.6-8.7.
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der Pliickerschen Holz- und Metallmodelle gegeben. Von den erstgenannten werden
nur die beiden Nummern behandelt, die nicht nochmal als Gussmodelle umgesetzt
worden sind. Fiir die Beschreibung alle anderen Holzmodelle wird auf das entspre-

chende Metallmodell verwiesen.

Holzmodelle

Von den 14 Holzmodellen der London Mathematical Society zeigen acht Aquato-
rialflaichen (Nr. 1-7 und 14), deren Breitenkurven alle gleichgerichtet sind. In allen
Féllen steht der Durchmesser senkrecht auf der Standflache. Die Breitenkurven liegen
demnach horizontal. Die restlichen Modelle der Serie stellen tordierte oder paraboli-
sche Aquatorialflichen dar. Bis auf die Nummern 11 und 12 lief Pliicker spéter alle

Entwiirfe nochmal in Metall ausfiithren.*!

Nr. 11 Das Modell zeigt eine parabolische Aquatorialfliiche, wobei die Brennpunkte
der Parabeln auf den horizontalen Breitenebenen auf einer senkrechten Linie liegen.

Zu sehen sind zwei reelle Doppelpunkte.

Metallmodelle

Die Modellnummern beziehen sie im Folgenden auf die Tab. 8.6 — 8.7, sofern nicht
anders gekennzeichnet. Wenn im nachstehenden Text von Typ die Rede ist, so bezieht
sich dies auf die 78 verschiedenen Typen von Aquatorialflichen, die Pliicker in seiner

Neuen Geometrie klassifiziert hat.

41 Vermutlich sind dies gerade jene Modelle, iiber die Pliicker in einen der Briefe an Hirst
erklart: ,Here I must signalise a mistake made in connecting the single parts of the two
last models. The singular lines are not double lines. Each singular line is an infinite one,
consisting of two parts joining in one point. Accordingly for instance, the extreme parts of the
last model are to be turned through an angle of 180°.“ Pliicker, Julius. Four letters written
by Julius Pliicker to Thomas Archer Hirst: September 1866 — October 1867. Es scheint so,
als wire der Fehler bei den Modellen behoben worden. Womoglich geschah dies im Vorfeld
der Ausstellung im South Kensington Museum, die 1876 stattfand. In dem Katalogtext heifst
es, dass die Objekte unter Aufsicht von Olaus Henrici von einem Studenten des University
Colleges ummontiert worden seien. South Kensington Museum, Catalogue of the Special
Loan Collection of Scientific Apparatus at the South Kensington Museum, S. 34. Bei Modell
Nr. 11 — von dem Pliicker vermutlich in dem Zitat spricht —, sind die beiden &ufteren Teile

jedenfalls in der richtigen Anordnung zu sehen.
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Nicht-tordierte Aquatorialflichen 1-xVvI1

Nr. 1 Eine Hyperbel und reelle Ellipse bilden hier die beiden Charakteristiken
(Typ 13). Die Hauptachse der Hyperbel fallt mit dem vertikalen Durchmesser der
dargestellten Fléche zusammen. Thre Scheitel liegen innerhalb der Ellipse. Die nicht-
entarteten Breitenkurven der Flédche sind demnach Hyperbeln und Ellipsen. Das
Modell zeigte eine allgemeine Aquatorialfiziche.

Es lassen sich vier reelle singulére Strahlen erster Art erkennen, die jeweils zwei
reelle Doppelpunkte miteinander verbinden. Neben den acht Doppelpunkten liegen
noch vier Zwickpunkte auf der unendlich fernen Achse. In der Pliickerschen Serie
gibt es ein weiteres Modell einer allgemeinen Meridianfliche (Nr. XX), auf dem die
Zwickpunkte entlang der Doppelgeraden zu sehen sind.

Nr. 11 Das Modell zeigt eine Aquatorialfliche mit zwei Paaren von Linien als Cha-
rakteristiken, die sich in zwei verschiedenen Punkten auf dem horizontalen Durchmes-
ser schneiden (Typ 32).#2 Es handelt sich um eine Regelfliche der vierten Ordnung.
Die Breitenkurven sind alle Ellipsen, abgesehen von zwei singuléren Strahlen erster
Art, die senkrecht aufeinander stehen. Sie sind zugleich Doppelgeraden der darge-
stellten Flache. Es handelt sich demnach um das Modell einer Komplexfliche mit
drei Doppelgeraden, von denen eine hier im unendlich Fernen liegt. Die acht Dop-
pelpunkte fallen paarweise in vier biplanare Punkte zusammen, welche die reellen
Teilstiicke beider Strahlen begrenzen.

Nr. 111 Im Gegensatz zu dem zweiten Modell sind hier die Geraden eines Paares
parallel (Typ 73).*3 Auferdem steht der Durchmesser vertikal. Die dargestellten Fli-
chen beider Modelle sind projektiv dquivalent. Die horizontalen Breitenkurven bei
Nr. 111 sind alle reelle Ellipsen, abgesehen von der nach wie vor sichtbaren Doppelge-
raden. Die andere Doppelgerade von Nr. 1T liegt bei dieser Darstellung ebenfalls im
unendlich Fernen, wo sie sich mit der Achse orthogonal schneidet.

Nr. v Das vierte Modell der Serie stellt eine Aquatorialfliche mit zwei reellen
Ellipsen als Charakteristiken dar. Die Scheitel einer Ellipse liegen dabei zwischen
denen der anderen (Typ 9). Als Breitenkurven treten reelle und imaginire Ellipsen
sowie Hyperbeln auf. Zwischen den hyperbolischen und elliptischen Teilen liegen
zwei singuldre Strahlen erster Art. Unterdessen lassen sich am oberen und unteren
Ende des Modells zwei der zweiten Art erkennen, die sich im Unendlichen treffen.

Sie verbinden jeweils zwei imagindre Knotenpunkte. Von den acht Doppelpunkten

42 Bei dem Modell der Tiibinger Sammlung fehlt leider der Mittelteil.
43 Bei dem Tiibinger Modell fehlt der obere Teil, der spiegelsymmetrisch auf dem vorhan-

denen Flachenstiick safs.
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sind nur vier reell, wahrend alle Zwickpunkte imaginér sind. Die Flache ist auflerdem

noch als Meridianfliche gestaltet worden (Nr. XXIII).

Nr. v Die modellierte Flache Nr. v veranschaulicht den Typ 31 von Pliickers Klas-
sifikation der Aquatorialflichen. Die Charakteristiken: Zwei Linienpaare schneiden
sich auf dem horizontalen Durchmesser, wobei eines der beiden Linienpaare imagi-
nér ist (vgl. Nr. 11). Neben der Achse im unendlich Fernen lassen sich zwei windschiefe
Doppelgeraden erkennen. Die acht Doppelpunkte fallen paarweise in vier biplanaren
Punkten zusammen, von denen jedoch nur zwei reell sind. Sie liegen auf den beiden
zusammengefallenen singuldren Strahlen erster Art, die horizontal zur Grundfiiche
verlaufen und zwei hyperbolische Flachenteile trennen. In der senkrechten Doppel-
geraden sind wiederum zwei singulére Strahlen der zweiten Art zusammengefallen.

Auch sie trennt zwei hyperbolische Flachenteile.

Nr. vi Das Modell zeigt eine Aquatorialfliche der vierten Gruppe in Pliickers
Klassifikation. Die Charakteristiken sind zwei Hyperbeln, deren Hauptachsen in den
Durchmesser fallen, und die sich dort in einem Scheitel schneiden (Typ 38). Von der
Flache hat sich hierdurch eine Ebene mit vier Doppelpunkten, zwei Zwickpunkten
und zwei singuldren Strahlen abgespalten, die den elliptischen Teil im Durchmesser
beriihrt. Diese Ebene ist nicht dargestellt. Wird sie nicht mitgezéhlt, so ist die Flache
von dritter Ordnung.

Der Schnittpunkt beider Hyperbeln auf dem Durchmesser markiert die Lage der
abgesonderten Ebene. Sie befindet sich dort, wo der elliptische in den imaginéren
Fléchenteil iibergeht. Die beiden {ibrig gebliebenen Strahlen sind von der ersten und
zweiten Art. Es sind nur zwei Doppelpunkte reell.

Nr. vii  Die dargestellte Fliche ist eine Aquatorialfliche vom Typ 34, die projektiv
dquivalent zu Nr. vI ist. Die beiden Fldchen unterscheiden sich nur hinsichtlich ihrer
Lage gegeniiber der unendlich fernen Ebene. Fiir Nr. viI geht sie durch den imagi-
nédren Teil der Fliche von Nr. vi. Die Charakteristiken sind hier dementsprechend
zwei Ellipsen, die sich in einem Punkt auf dem Durchmesser schneiden.

Nr. viir  Die dargestellte Aquatorialfliche entsteht, wenn eine der beiden reellen
Ellipsen von Nr. Vil zu einem imagindren Paar von Linien entartet, die sich in ei-
nem der beiden Schnittpunkte der anderen Ellipse mit dem Durchmesser schneiden
(Typ 40). Der elliptische Teil von Nr. viI verschwindet dadurch. Als nicht-entartete
Breitenkurven treten nur noch Hyperbeln und imaginére Ellipsen auf.

Es lassen sich immer noch zwei windschiefe Strahlen erkennen, einer der ersten
Art und einer der zweiten Art. Sie begrenzen den hyperbolischen Teil der Fléche.
In dem singuldren Punkt, der oberhalb des elliptischen Durchgangs sichtbar wird,

sind die beiden Doppelpunkte von Nr. Vil zusammengefallen. Wahrenddessen sind
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die anderen beiden Doppelpunkte imaginir.*4

Nr. 1x Eine Parabel und zwei reelle Geraden bilden die Charakteristiken der mo-
dellierten Aquatorialfliche. Die Geraden schneiden sich in dem Scheitel der Parabel
(Typ 61). Die Flache gehort demnach zur sechsten Gruppe in Pliickers Einteilung.
Der Durchmesser verlduft waagerecht zur Grundfliche des Modells. Ein singulérer
Strahl erster Art trennt die hyperbolische von der elliptischen Partie. Seine beiden
reellen Doppelpunkte sind in dem Beriihrungspunkt der Flache zusammengefallen,
der sich deutlich erkennen lésst. Der Strahl liegt zusammen mit diesem Punkt in ei-
ner Doppelebene, die sich von der Flache abgesondert hat. Ein weiterer Strahl erster
Art ist wiederum zusammen mit zwei reellen Doppelpunkten in das unendlich Ferne
geriickt. Wie bei den vorangegangenen Modellen auch (Nr. vi-1X) ist die dargestellte
Flédche von dritter Ordnung.

Nr. x Das Modell zeigt eine allgemeine Aquatorialfliiche der ersten Gruppe, die
aus zwei hyperbolischen Teilen besteht, von denen einer durch die unendlich ferne
Ebene geht. Die Charakteristiken sind an der Form zu erkennen. Es handelt sich um
eine reelle Ellipse und eine Hyperbel, deren Hauptachse in den Durchmesser féllt. Die
Ellipse liegt (im Unterschied zu Nr. 1) zwischen ihren Scheiteln (Typ 11). Demnach
gibt es vier singuldre Strahlen der zweiten Art, welche den Ubergang zwischen reel-
len und imagindren Breitenkurven entlang des senkrechten Durchmessers anzeigen.
Hiernach sind alle acht Doppelpunkte imaginér.

Nr. x1 Die Charakteristiken der dargestellten Aquatorialfliche sind hier zwei re-
elle Hyperbeln, deren Hauptachsen sich auf dem vertikalen Durchmesser schneiden
(Typ 7). Die Flache besteht aus einem elliptischen und hyperbolischen Teil, die durch
zwei singuldre Strahlen der ersten Art getrennt sind. Demnach sind vier der acht
Doppelpunkte reell.

Nr. x11  Das Modell lasst einen hyperbolischen Flachenteil erkennen, der vollstan-
dig im Endlichen liegt. Die dargestellte Aquatorialfliche wird durch eine reelle und
imaginére Ellipse charakterisiert (Typ 4). Demnach gibt es zwei Strahlen der zweiten

Art. Alle acht Doppelpunkte sind imaginér. Die Achse gehort nicht zum Komplex.*?

44 Die Fliche ist auch von Karl Rodenberg (1851-1933) innerhalb seiner Serie kubischer
Fléchen dargestellt worden (Nr. XI11).

45 In der Seminararbeit von Clausen heifit es, dass dieses eines der Modelle sei, die aufgrund
von ,ungenauer und fehlerhafter Herstellung” aus der Sammlung entfernt worden sind: Clau-
sen. Klassifikation der Pliickerschen Komplexflichen und der vier Kleinschen Modelle. 1919,
S. 8. Neben diesen werden noch die Nummern 111,XI111 und XVI aufgezihlt. Vermutlich hat
Felix Klein selbst die Aussortierung der Modelle veranlasst. Die genauen Griinde dafiir sind
unbekannt. Bei der Betrachtung der Modelle X11, X1II und XVI der Tiibinger Sammlung fallt

jedoch auf, dass die Uberginge von den hyperbolischen zu den imaginiren Flichenteilen
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Nr. x111  Bei diesem Modell liegt der Durchmesser horizontal. Die Flache besteht
aus einem hyperbolischen Teil, der durch die unendlich ferne Ebene geht. Die Charak-
teristiken sind eine Hyperbel, deren Hauptachse in den Durchmesser fillt, und eine
imaginére Ellipse (Typ 5). Der hyperbolische Teil wird von zwei singuléren Strahlen
zweiter Art begrenzt. Simtliche Doppelpunkte sind imaginér.

Nr. x1v Das Modell zeigt wie Nr. XIII eine Aquatorialfliche der ersten Grup-
pe (Typ 3). Ihre Charakteristiken sind zwei Hyperbeln, deren Nebenachsen in den
Durchmesser fallen. Demnach sind sdmtliche singuldren Strahlen und Doppelpunkte
imaginar.

Nr. xv Die dargestellte Flache gehort — wie bei den vorangegangenen Modellen
— ebenfalls in die erste Gruppe von Pliickers Klassifikation der Aquatorialflichen.
Sie wird durch eine Hyperbel und eine imaginire Ellipse charakterisiert (Typ 2).
Die Nebenachse der Hyperbel fillt in den Durchmesser der Aquatorialfliche. Auch
hier sind alle singuléren Strahlen und Doppelpunkte imaginér, weswegen die Fléache
nur aus einem hyperbolischen Teilstlick besteht, das sich durch die unendlich ferne
Ebene zieht. Nach Clausen wire das Modell projektiv dquivalent zur Meridianflache
Nr. xxv.46

Nr. xvi Das Modell veranschaulicht die Form einer parabolischen Aquatorialfli-
che.4” Alle Breitenkurven sind unterschiedlich geéffnete Parabeln, deren Hauptach-
sen jedoch in einer Ebene liegen. Die Achse der Komplexfliche gehort dem zugrun-
deliegenden Komplex an. Sie ist demnach eine singulére Linie der Fléche, in die zwei
Strahlen zusammengefallen sind. Die verbliebenen beiden Strahlen liegen parallel
in einer Ebene, die durch den Durchmesser geht. Auf ihnen liegt jeweils ein reeller

Doppelpunkt im Endlichen und einer im unendlich Fernen.

Tordierte Aquatorialflichen XVII-XIX

Nr. xvir  Der Entwurf gibt die Fliache des Modells Nr. 1v in tordierter Form wieder.
Die singuldren Strahlen stehen hier senkrecht aufeinander.
Nr. xviir  Das Modell zeigt eine tordierte Aquatorialfliche, deren Achse nicht dem

Komplex angehort. Alle Breitenkurven sind Hyperbeln.*® Sie verlaufen waagerecht

abrupt erfolgen. Insbesondere bei der Nr. XII wirkt es so, als wére die Fliache in den Punkten
des singuléren Strahls nicht regulér. Sie ist es jedoch, auch wenn Pliickers Bezeichnung und
die Darstellung etwas anderes suggerieren.

46 Clausen, Klassifikation der Pliickerschen Komplexfiichen und der vier Kleinschen Mo-
delle, S. 17.

47 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 2, S. 372.

48 Die Beschreibung von Clausen passt hier nicht zu dem Modell.
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zur Grundfliche. Von ihren Asymptoten liegt jeweils eine in einer festen Ebene. In

ihr liegt auch ein singuldrer Strahl.

Nr. X1X Bei dieser Aquatorialfliche bildet die Achse eine Cuspidallinie der Fliiche.
Die Breitenkurven sind dementsprechend alle Parabeln, die in horizontalen Ebe-
nen liegen. Thre Achsen drehen sich um den Durchmesser, welcher senkrecht auf der

Grundflache steht. Alle singuléren Strahlen und Punkte sind imaginér.

Meridianflaichen XX—XXVII

Nr. xxX Es handelt sich um eine symmetrische Darstellung einer allgemeinen Me-
ridianflache mit acht reellen Doppelpunkten und -ebenen, die aus sechs Partien be-
steht. Ein Paar von singuldren Strahlen verlduft parallel zur senkrechten Achse, auf
der sich vier reelle Zwickpunkte erkennen lassen. Die anderen beiden Strahlen liegen

in einer horizontalen Ebene. Sie kreuzen sich auf der Achse.

Die entsprechende Aquatorialfliche wird von Nr. 1 dargestellt. Beim Ubergang
zu dieser Fldche riickt die Achse ins unendliche Ferne. Die beiden Strahlen, welche
sich bei dem Modell Nr. XX auf der Achse schneiden, werden hierbei parallel. Die

anderen beiden Strahlen bleiben indes gleich gerichtet.?

Nr. xx1 Alle vier Zwickpunkte der modellierten Fldchen sind imaginér. Von den
acht Doppelpunkten sind nur vier reell, die auf einem Paar reeller Strahlen liegen.
Sie verlaufen waagerecht. Ein anderes Paar von Strahlen verlauft parallel zur senk-
rechten Achse. Es handelt sich um Strahlen der zweiten Art. Die gesamte Form
ist symmetrisch. Aquatorialflichen desselben Typs zeigen die Modelle Nr. xviI und
Nr. 1v.

Nr. xxX11 Die dargestellte Meridianflache ist projektiv dquivalent zur Nr. XXI, wo-
bei die Achse bei diesem Modell waagerecht liegt.

Nr. xx111 Das Modell stellt eine Meridianfliche dar, bei der nur ein Paar von
singuldren Strahlen erster Art reell ist. Sie verlaufen parallel zur vertikalen Achse,
auf der sich neben den vier Doppelpunkten noch zwei Zwickpunkte erkennen lassen.
Nr. XX1v Bei der modellierten Fliche liegt die Achse waagerecht.’® Sie ist eine
Selbstberiihrungsgerade. Auf ihr liegen vier Zwickpunkte, wobei zwei in einen Punkt

zusammenfallen. In diesem Punkt wird die Achse von einer reellen Doppelgeraden

49 Eine weitere Darstellung der allgemeinen Komplexfliche gibt das zweite Modell der
Kleinschen Serie.
50 Das Tiibinger Modell ist beschidigt. Die obere und untere Hilfte sind getrennt, gehéren

jedoch zusammen. Das Gottinger Modell Nr. 108 zeigt die zusammengesetzte Form.
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senkrecht geschnitten. Am anderen Ende der besagten Doppelgerade sind zwei Dop-
pelpunkte zusammengefallen.®!

Nr. xxv Das Modell zeigt eine Meridianfliche mit Ellipsen als Komplexkurven.
Die Achse liegt waagerecht zur Grundfliche. Auf ihr lassen sich vier Zwickpunk-
te erkennen. In den duferen Punkten sind die beiden Doppelebenen jeweils reell.
Sie beriithren die Fliache entlang von Kreisen. Alle acht Doppelpunkte sind indes
imaginéir. Die Nr. Xv der Serie veranschaulicht eine Aquatorialfliche mit denselben
Realitatsverhaltnissen.

Nr. xxvi Die modellierte Flache unterscheidet sich von jener, die bon Nr. xxXv
dargestellt wird, nur durch eine reelle projektive Transformation. An den Realitéts-
verhéltnissen hat sich dementsprechend nichts geédndert.

Nr. xxviit Wahrend bei den vorangegangenen Modellen sémtliche Komplexkurven
Kreise sind, wird die Fldche dieses Modells durch Ellipsen erzeugt. Aukerdem gibt
es zwei reelle Doppelgeraden, die sich in einem Punkt schneiden. Von ihnen kommt

jede als Achse der Fliache infrage.

4.5 Kleins Dissertation

Nach Pliickers Tod arbeitete Felix Klein das Manuskript seines Lehrers fiir den Druck
des zweiten Bandes aus und begann nach einem geeigneten Thema fiir seine Disser-
tation zu suchen.’? Uber die Arbeit an der Neuen Geometrie kam er in Kontakt mit
Alfred Clebsch, der zu jener Zeit in Giefien Professor war. Clebsch machte Klein auf
Arbeiten des italienischen Mathematikers Giuseppe Battaglini (1826-1894) aufmerk-
sam, die in seinem Giornale di Matematiche erschienen sind.®® In dem Artikel gab
der Neapolitanische Professor fiir héhere Geometrie eine einfache Gleichung fiir den
allgemeinen Komplex zweiten Grades an. Sie umfasste jedoch nicht alle Félle, wie
Klein beim Lesen von Battaglinis Arbeit erkannte. Er entschied sich, die Herleitung
einer allgemeinen kanonischen Form zu dem Gegenstand seiner Dissertation zu ma-

chen. Klein verwendete dafiir sechs (redundante) homogene Koordinaten py, ..., pg

51 Wie Clausen erldutert, entsteht die Fliche durch eine Deformation der Meridianfliche
Nr. 111, die von Felix Klein hergestellt worden ist. Wenn ihre beiden reellen Doppelpunkte
zusammengehen, so entsteht neben der Selbstberithungsgeraden eine Doppelgerade.

52 Felix Klein erinnert sich an diese Zeit im ersten Band seiner Gesammelten Mathema-
tischen Abhandlungen: Klein, Felix. Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Hrsg. von
Vermeil, Hermann und Fricke, R. Bd. 1. Berlin: Springer-Verlag Berlin, 1921, S. 2. Renate
Tobies schildert diese Episode in ihrer Biographie: Tobies, Feliz Klein, S. 33ff.

53 Battaglini, Giuseppe. ,Intorno ai Sistemi di Rette di Secondo Grado“. In: Giornale di
Matematiche 6 (1868).
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zur Beschreibung einer Linie, was sich an vielen Stellen als vorteilhaft erwies. Sie sind
iiber eine quadratische Gleichung der Form P = p1p4 + paps + psps = 0 verbunden.
Anschliefsend betrachtete er quadratische Komplexe als verallgemeinerte Quadriken
in diesen Koordinaten, nicht als Gebilde von Linien im dreidimensionalen Anschau-
ungsraum. Von Rudolf Lipschitz (1832-1903), der Professor fiir Mathematik in Bonn
war, erhielt Klein die Korrekturbogen zu einem Artikel von Karl Weierstrafs (1815—
1897) iiber quadratische und bilineare Formen.?® Die dort entwickelte Theorie der
Elementarteiler enthielt die Losung fiir Kleins eigenes Problem.

Felix Kleins Dissertation wurde spéter erneut in den Mathematischen Annalen
abgedruckt.?> Unter der Voraussetzung, dass Q(pi, ..., ps) = 0 die homogene Glei-
chung eines quadratischen Komplexes ist, betrachtete Klein die Determinante der
Form Q + AP, wie es Karl Weierstrall in seinem Artikel fiir eine beliebige Anzahl
von Variablen getan hatte. Er interessierte sich fiir die Wurzeln ¢ der Determinan-
te und ihrer Vielfachheiten I. Die Potenzen der Linearfaktoren (A — c)! lassen sich
in das Produkt von Elementarteilern (A — ¢) zerlegen. Wenn [; die groftmogliche
Potenz ist, fiir die A — ¢ alle Unterdeterminanten der Ordnung 6 — 4 teilt, dann ist
e; = l; — l;_1. Felix Klein spricht von der Ordnung des Elementarteilers zur Wurzel
c der Determinante.

Nun konnte er sich auf einen Satz Weierstralt’ berufen, nach dem eine Trans-
formation der Koordinaten pi,...,pg die sechs Elementarteiler der Determinante
unverandert lasst. Besitzen umgekehrt zwei Paare 2, P und @, P’ wiederum diesel-
ben Elementarteiler, so existiert eine reguldre Transformation, welche die Formen
iiberfiihrt.”® Anhand dieser Elementarteiler unterschied Felix Klein elf Arten qua-
dratischer Komplexe. Denn es gibt genau elf Moglichkeiten, die Zahl 6 in Summanden
zu zerlegen. Felix Kleins Klassifikation ist von seinem Schiiler Adolf Weiler (1851—

1916) verfeinert worden.®” Spiiter wies der italienische Mathematiker Corrado Segre

1 Die Abhandlung ist in den 1869 verdffentlichten Monatsberichten der Preuflischen Aka-
demie der Wissenschaften enthalten: Weierstrass, Karl. ,,Zur Theorie der bilinearen und
quadratischen Formen“. In: Monatsberichte der Koniglichen Preussische Akademie des Wis-
senschaften zu Berlin (1868). Weierstrafl hatte im Mai 1868 dariiber bei einer Sitzung der
physikalisch-mathematischen Klasse vorgetragen. Lipschitz betreute Kleins Dissertation.

55 Klein, Felix. ,,Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades
zwischen Linien-Coordinaten auf eine canonische Form®. In: Mathematische Annalen 23.4
(1884).

56 Klein, Felix. ,,Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades
zwischen Linien-Coordinaten auf eine canonische Form“. In: Mathematische Annalen 23.4
(1884), S. 557.

5T Weiler hat unter Klein seine Dissertation zu dem Thema verfasst. Ihre Ergebnisse sind
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(1863-1924) auf Fehler hin, die Weiler bei seiner Einteilung unterlaufen waren.?®

Weiler unterteilte Kleins Arten weiter, indem er den Elementarteilern ihre Wurzeln
zuordnete, wodurch er insgesamt 58 Falle erhielt.

Die systematische Einteilung quadratischer Komplexe lieferte auch Kriterien fiir
die Klassifikation Kummerscher Flachen. Die Singularitdtenflache eines allgemeinen
Komplexes des zweiten Grades gehort zu jener Klasse quartischer Fliachen, die Ernst
Kummer erstmals beschrieben hat. Felix Klein bewies diesen Zusammenhang in ei-
nem Artikel, der 1869 in den Mathematischen Annalen erschienen ist.>® Die Pliick-
erschen Komplexflachen sind wiederum spezielle Arten Kummerscher Flachen. Bei
ihnen sind von den 16 Doppelpunkten acht paarweise zusammenfallen, so dass vier
Zwickpunkte entstehen, welche auf einer Doppelgeraden (der ausgezeichneten Achse
der Komplexflache) liegen. Auf diesem Wege lésst sich die Klassifikation der quadra-

tischen Komplexe auch fiir die Einteilung der Komplexflachen verwenden.

4.6 Kleins Modellserie

Im Marz 1870 présentierte Felix Klein bei der Berliner Physikalischen Gesellschaft
ein Modell der Pliickerschen Komplexfldche, bei dessen Herstellung ihm sein Schul-
freund Alfred Wenker geholfen hat.%0 Insgesamt entwarfen die beiden Diisseldorfer
vier verschiedene Metallmodelle, die nach Wenkers frithem Tod 1871 in den Kol-
ner Werkstitten von Johann Eigel Sohn hergestellt worden sind (Abb. 8.9).6! Ein

Entwurf zeigt die allgemeine Kummersche Fldche. Die anderen drei Modelle zeigen

im siebten Band der Mathematischen Annalen erschienen: Weiler, Adolf. ,,Ueber die verschie-
denen Gattungen der Complexe zweiten Grades®. In: Mathematische Annalen 7.2 (1874).

%8 David E. Rowe hat die Entstehung der Theorie quadratischer Linienkomplexe in einem
Beitrag nachgezeichnet: Rowe, David E. ,,Segre, Klein, and the Theory of Quadratic Line
Complexes®. In: From Classical to Modern Algebraic Geometry. Hrsg. von Casnati, Gian-
franco u. a. Trends in the History of Science. Springer International Publishing, 2016. Eine
Erlauterung der Klassifikation mitsamt einer Tabelle, in der alle Arten aufgefiihrt sind, die
Segre unterschied, findet sich in: Pascal, Ernesto. Repertorium der héheren Mathematik:
Geometrie. Hrsg. von Timerding, H. E. Ubers. von Schepp, Adolf. 1. Aufl. Bd. 2. Leipzig:
Teubner, 1902, S. 393 ff.

59 Klein, Felix. ,,Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten Grades®. In: Ma-
thematische Annalen 2.2 (1870).

60 Ein entsprechender Verweis findet sich im 24. Band der Zeitschrift Die Fortschritte der
Physik, die von der Gesellschaft herausgegeben wird: ,,Inhaltsverzeichnis“. In: Die Fortschrit-
te der Physik 24 (1872). Hrsg. von Physikalische Gesellschaft zu Berlin, X11.

61 Tobies, Renate. Feliz Klein: Visionen fiir Mathematik, Anwendungen und Unterricht.
Berlin Heidelberg: Springer Spektrum, 2019, S. 50.
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verschiedene Typen von Komplexflachen, die Pliicker in seiner generellen Einteilung
unterschieden hat. Sie sind als eine Serie zusammen mit einer Beschreibung vertrie-

ben worden. In den Mathematischen Annalen erschienen zudem Anzeigen.5?

Spéter erlauterte Felix Klein, was ihn dazu veranlasst hat, weitere Modelle von
Komplexflaichen herzustellen. Er kommt auch auf die Entwiirfe seines Lehrers zu
sprechen: ,Bekanntlich hat Pliicker in den letzten Jahren seines Lebens bei seinem
Studium der Liniencomplexe zweiten Grades zahlreiche auf deren Theorie beziigli-
che Modelle anfertigen lassen. Das allgemeine Interesse an den wirklichen Gestalten
auch complicirterer Flachen war ihm aus seiner physikalischen Beschéftigung erwach-
sen [FuBnote im Zitat]; die ndhere Gliederung seiner Ansétze habe ich hernach, so
gut das unter Benutzung des Nachlasses gelingen wollte, in der 1869 erschienenen
zweiten Abteilung der Neuen Geometrie des Raumes zur Darstellung gebracht. Die
so auf Pliicker selbst zuriickgehenden Modelle bildeten indess keine vollstandige Se-
rie, waren auch im einzelnen ungleichwertig, und es lag gewiss nicht im Sinne ihres
Urhebers, wenn dieselben spéter trotzdem verschiedentlich als zusammengehorige
Collection verbreitet worden sind. Ich habe deshalb im Herbst 1891, um das Wesent-
liche der Sache herauszuheben, von mir aus vier neue Modelle der hauptséchlichen
in Betracht kommenden Fldchentypen verdffentlicht, wobei ich die Verhéltnisse so
wahlte, dass die jedesmal in Betracht kommenden singulédren Punkte und Ebenen

samtlich reell ausfielen.“63

Felix Klein weist nicht nur darauf hin, dass in der Kollektion von Metallmodel-
len der rote Faden fehlt. Die Pliickerschen Modelle bringen zwar einige Félle zur
Anschauung. Unklar ist jedoch, warum diese Typen von Aquatorialflichen nachge-
bildet worden sind, wihrend andere in der Serie fehlen. Kleins Auferungen werfen
allerdings die Frage auf, weshalb die Modelle trotzdem in dieser Form veroffentlicht
worden sind, wenn es nicht im Sinne ihres Urheber war. Immerhin hat Felix Klein
spater seine Entwiirfe bei derselben Kolner Werkstatt verdffentlicht, bei der auch
die Modelle Pliickers erschienen sind. Mit seinen eigenen Entwiirfen versuchte Klein
nicht nur Liicken zu fiillen. Stattdessen ging er bei der Auswahl vollig anderes als
sein Lehrer vor. Wihrend Pliicker die Motive anscheinend so wéhlte, dass er am En-

de einen reprisentativen Eindruck von den verschiedenen Gestalten der Aquatorial-

62 Seidl, Ernst, Loose, Frank und Bierende, Edgar, Hrsg. Mathematik mit Modellen: Alex-
ander von Brill und die Tibinger Modellsammlung. Schriften des Museums der Universitét
Tiibingen. Tiibingen: Verlag Museum der Universitdt Tiibingen, 2018, S. 198.

63 Klein, Felix. ,,Vier Modelle zur Theorie der Liniencomplexe zweiten Grades®. In: Katalog

mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente. Hrsg.
von Dyck, Walther. Miinchen: K. Hof- und Universitdtsdruckerei, 1892, S. 283 f.
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und Merdianflichen bekam, orientierte sich Felix Klein an einer iibergreifenderen
Einteilung der Fliachen. Er interessierte sich nicht fiir den besonderen, sondern fiir
den allgemeinen Fall. Dementsprechend wahlte er als Achse eine beliebige Gerade im
Raum, weshalb seine Modelle alle Meridianflichen darstellen. In dem weiteren Text
verweist er auf einen Vortrag, den er 1877 auf der Versammlung der Naturforscher

in Miinchen gehalten hat.

Metallmodelle

Die Nummerierung der Modelle bezieht sich im folgenden auf die urspriingliche Be-

t.54 Sie wurde spiter von Felix

schreibung, welche mit der Serie vertrieben worden is
Klein so abgedndert, dass die Nachbildung einer allgemeinen Singularitdtenflache zur
Nr. 1 wurde.

Nr. 1 Das erste Modelle der Serie zeigt eine allgemeine Komplexflache (Abb. 8.9).
Die vertikale Achse ist eine Doppellinie der Fliche, die nicht zum zugehorigen Kom-
plex gehort. An dem Modell lassen sich sechs verschiedene Partien erkennen, von
denen allerdings einige durch die unendlich ferne Ebene hindurchgehen. Zwei besit-
zen die Form eines Tetraeders. Sie liegen vollstdndig im Endlichen. Thre Ecken bilden
jeweils vier Doppelpunkte der Flache. Die anderen vier Teile grenzen an die Achse.
Sie werden jeweils von zwei Doppelpunkten und zwei Zwickpunkten begrenzt, die
auf der Achse den Ubergang von reellen zu imaginiren Teilstiicken markieren. Drei
dieser Teile ziehen sich durch das unendlich Ferne, wahrend eines vollstdndig sichtbar
ist.

Bei den Komplexkurven handelt es sich um Ellipsen und Hyperbeln. In vier aus-
gezeichneten Lagen der zugehorigen Ebenen degenerieren sie zu vier reelle singuléren
Strahlen erster Art, welche die Achse in den Zwickpunkten treffen. Auf jeder dieser
vier Geraden liegt ein Paar von Doppelpunkten der Flache. Unter diesen acht Punk-
ten gibt es acht Quadrupel, die jeweils auf einer Ebene liegen. Diese acht Ebenen
heiffen Doppelebenen. Sie beriihren die Flache jeweils in einem Kegelschnitt, die auf
dem Modell eingezeichnet sind.®®> Die zugehorige Aquatorialfliche wird von dem
Modell Nr. 1 der Pliickerschen Serie dargestellt. Das Modell Nr. XX zeigt wiederum
dieselbe (allgemeine) Meridianfliche wie Kleins Nr. 1, allerdings in symmetrischer

Gestalt. Zwei der singuldren Strahlen sind dort parallel.

64 Klein, Felix. Vier Modelle zur Theorie der Linien-Complexe zweiten Grades. 1871.

65 Die Fliche dhnelt dem zweiten Entwurf der dreiteiligen Reihe von Modellen zur Kum-
merschen Flichen, die Karl Rohn (1855-1920) an der Miinchener Hochschule hergestellt
hat, und die 1877 im Brill-Verlag als Teil der zweiten Serie erschienen ist. Schilling, Martin.
Catalog mathematischer Modelle. 7. Aufl. Leipzig: Schilling, 1911, S. 5.
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Nr. 11 Die zweite Form der Serie zeigt die Gestalt einer Meridianfléche, deren Achse
dem quadratischen Komplex selbst angehort (Abb. 8.9).°6 Eine beliebige Ebene
schneidet die Quartik in einer Kurve, die auf der Geraden eine Spitze hat. Eine
Meridianebene schneidet die Flache wiederum in einem Kegelschnitt, der die Achse in
einem Punkt beriihrt. Von den acht Doppelpunkten der allgemeinen Komplexflache,
die paarweise auf den vier singuldren Strahlen lagen, ist nun ein Punkt von jedem
Paar in den zugehorigen Zwickpunkt auf die Achse gefallen, der dadurch zu einem
uniplanaren Punkt degeneriert ist. Demnach gibt es nur noch vier Doppelpunkte
und Doppelebenen. Die Ebenen begrenzen gerade das Tetraeder, welches von den
Punkten gebildet wird.

Nr. 111 Das dritte Modell stellt eine spezielle Komplexflache dar, deren Achse eine
singulire Linie des zugehdrigen Komplexes ist (Abb. 8.9).57 Es existiert folglich ein
fester Punkt auf der Achse, in dem alle Komplexkurven die Gerade beriihren.%® Es
handelt sich um einen Selbstberiihrungspunkt der Fliche.

Nr. 1v  Der Entwurf zeigt die Singularitdtenflache eines allgemeinen quadratischen
Komplexes (Abb. 8.10).9 Es handelt sich um eine allgemeine Kummersche Fliche
mit 16 Doppelpunkten, die auf 16 Doppelebenen von 16 Kegelschnitten verbunden
werden. Die Flidche besteht aus acht tetraederférmigen Teilen, wobei drei Partien

durch das unendlich Ferne getrennt sind.

66 Pliicker, Julius. Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Hrsg. von Klein, Felix. Bd. 2. Leipzig: Teubner, 1869, S. 216 ff.

67 Pliicker bezeichnet damit solche Geraden des Komplexes, welche die zugehérige Sin-
gularitdtenfliche ® in einem Punkt beriihren und in zwei anderen schneiden. Solche Kom-
plexflachen vertreten demnach der zweiten Art in Pliickers allgemeinen Einteilung. ebd., S.
339.

68 Ebd., S. 300ff.

69 Das hier angesprochene Modell ist in einer vierteiligen Serie im Herbst 1871 als Nr. I
veroffentlicht worden: Klein, Vier Modelle zur Theorie der Linien-Complexe zweiten Grades.
In einem spéteren Beitrag bezeichnet es Felix Klein jedoch als Nr. 11. Diese Bezeichnung
stimmt mit der Nummerierung der Modelle in der Go6ttinger Sammlung iiberein. Klein,
WVier Modelle zur Theorie der Liniencomplexe zweiten Grades”. Auferdem ist das Modell
spater von Karl Rohn in seine Serie von Gipsmodellen Kummerscher Fléachen ibernommen

worden.
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5. Flachen dritter Ordnung

Im Jahr 1849 machten die beiden Mathematiker Arthur Cayley (1821-1895) und
George Salmon (1819-1904) eine bahnbrechende Entdeckung. Sie hatten sich ein
Jahr zuvor in Dublin kennengelernt, wo Salmon Vortrige am Trinity College hielt.
Cayley war als Fellow von Cambridge im Juni 1848 fiir eine Reise in die irische
Hauptstadt aufgebrochen. Wahrend seines Aufenthalts horte er Salmon {iber dessen
Theorie der Reziprokalflichen sprechen.! Zwischen den beiden Mathematikern be-
gann ein duferst fruchtbarer Briefwechsel. Nicht lange nach seinem Besuch duflerte
Cayley gegeniiber Salmon die Vermutung, dass auf jeder Flache dritten Grades eine
endliche Anzahl an Geraden liege. Der Ire erwiderte ihm, dass es genau 27 verschie-
dene Linien seien miissten. Gemeinsam gelang ihnen ein Beweis der verbliiffenden
Aussage, den Cayley ein Jahr spéter im Cambridge and Dublin Mathematical Jour-

nal veroffentlichte.?

Ihr merkwiirdiges Resultat rief bald das Interesse anderer Mathematiker an Fla-
chen des dritten Grades, aber auch an Singularitdten von Fldchen hervor. Immer
mehr interessante Zusammenhéinge kamen ans Tageslicht. Trotzdem sollte es noch
léngere Zeit dauern, bis es den Gelehrten gelang, sich ein vollstdndiges Bild von dem
System der 27 Linien zu machen. Nun entstanden auch die ersten Modelle, die einen
Eindruck von der Gestalt einer allgemeinen kubischen Fliache gaben. In diesem Ka-
pitel wird gezeigt, wie die Objekte wissenschaftliche Arbeiten anregten. Am Anfang
wird ein grober Abriss der wichtigsten Forschungsarbeiten gegeben, die der Herstel-
lung von Modellen vorausging. Das Kapitel schliefst mit der Diskussion von Modellen,
die Karl Friedrich Rodenberg (1851-1933) zur Veranschaulichung kubischer Flédchen

entworfen hat.

! Crilly, Tony. ,, The Young Arthur Cayley". In: Notes and Records of the Royal Society
of London 52.2 (1998).

2 Cayley, Arthur. ,,On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order®. In: The
Cambridge and Dublin Mathematical Journal 4 (1849).
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5.1 Die 27 Linien

LA surface of the third order contains in general a certain number of straight lines.“?

Mit diesem Satz beginnt ein Artikel, der 1849 im Cambridge and Dublin Mathe-
matical Journal erschienen ist. Er war das Ergebnis einer gemeinsamen Diskussion
von Arthur Cayley und George Salmon. Der Satz blieb zunéchst unbewiesen. Ca-
yley konnte jedoch zeigte, dass es genau 27 Linien sein miissen, wenn die Aussage
wahr ist. Er betrachtete dafiir alle Ebenen durch eine Linie, die auf der Flache liegt.
Jede von ihnen schneidet aus der Flache neben der Linie noch einen Kegelschnitt
aus. Unter all den Ebenen beféinden sich nach Cayley genau fiinf, fiir die dieser in
ein Paar von Geraden zerfallt. Er bewies diese Aussage an der Stelle nicht, sondern
erwihnte nur, sie lieRe sich einfach nachweisen.* Jede dieser Ebenen trifft die Fliche
in drei Linien.> Cayley nannte sie deshalb Tritangentialebenen (engl. triple tangent
planes), da sie die Flache in den Schnittpunkten dieser Linien beriihren.

Er betrachtete eine feste Ebene, welche die Fliche in drei Linien schneidet. Jede
Linie wird von acht weiteren Geraden geschnitten, die paarweise auf den vier Tritan-
gentialebenen liegen, die neben der ausgezeichneten Ebene durch jene Linie gehen.
Demzufolge wird die Ebene von 3-8 = 24 Linien geschnitten. Zusammen mit den drei
Geraden, die auf ihr verlaufen, ergeben sich 27 Linien, welche auf der Fléache liegen
miissen. Cayley zeigte anschliefsend durch einen Widerspruchsbeweis, dass es auch
nicht mehr Linien sein konnen. Denn jede zusétzliche Linie muss auch die betrachtete
Ebene treffen. Der Schnittpunkt fiele dann in eine der drei Linien. Zusammen mit

dieser Linie wiirde die Gerade jedoch eine weitere Ebene definieren, die ebenfalls eine

3 Cayley, ,;On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order®, S. 118.

4 The number of lines and triple tangent planes is determined by means of a theorem
very easily demonstrated, viz. that through each line there may be drawn five (and only
five) triple tangent planes.” ebd., S. 118. Die Aussage ldsst sich zeigen, indem die qua-
dratische Gleichung o = 0 des Kegelschnittes bestimmt wird, in welchem die Ebene die
Flédche schneidet. Sie hédngt von einem Winkel 6 ab, der die Ebene durch die Linie parame-
trisiert. Die Bedingungsgleichung fiir das Zerfallen des Kegelschnitts ist vom fiinften Grad
in 6. Es muss jedoch noch gezeigt werden, dass die fiinf Nullstellen nicht zusammenfallen,
wenn die Flache regular ist. Der britische Mathematiker Miles Reid gibt in seinem Lehr-
buch zur Algebraischen Geometrie einen mehrseitigen Beweis zur Existenz der 27 Linien an,
der auf analytischen Methoden basiert. Ein Vergleich verdeutlicht, welche problematischen
Schlussfolgerungen Cayleys Argumentation impliziert: Reid, Miles. Undergraduate Algebraic
Geometry. London Mathematical Society Student Texts. Cambridge: Cambridge University
Press, 1988, S. 110.

5 Von diesen Linien kénnen nie zwei zusammenfallen, solange die Fliche nicht singulire

Punkte einschliefft. Arthur Cayley erwéhnt dies jedoch nicht explizit.
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Tritangentialebene sein miisste. Mehr als fiinf jener Ebenen kénnen aber nicht durch

eine Linie gehen.

Salmons Herleitung

Arthur Cayley présentierte im Anschluss daran eine Herleitung, welche die Existenz
einer Linie auf der Flache nicht voraussetzt. Die Idee fiir den Beweis kam von George
Salmon. Der Dubliner hatte sich seit etwa 1846 intensiv mit der Theorie der Rezipro-
kalflichen befasst und in diesem Zuge auch die Tangentenkegel an Flachen studiert.
Unter der Reziprokalfliche einer algebraischen Flache f = 0 verstanden Salmon und
seine Zeitgenossen, was heute unter dem Namen Dualfliche behandelt wird. Thre
Gleichung ¢ = ¢(ug, u1,uz,u3) = 0 ergibt durch Elimination von xg,x1,x2, 3 aus

dem System homogener Gleichungen

pU; = ﬁ, 1=0,1,2,3.
0x;
Der Tangentenkegel wiederum besteht aus allen Tangenten an die Fléche, die durch
cinen festen Punkt des Raumes gehen. Der Kegel war unter anderem deswegen fiir
Salmon von Interesse, weil sich mit ihm gewisse Aussagen iliber die Fliache auf solche
iiber ebene Kurven zuriickfiihren lassen. Jede Bitangentialebene an den Kegel ist
auch eine an die Fléche. Sie beriihrt die Flache in zwei Punkten und den Tangenten-
kegel in den beiden Linien, die diese Punkte mit seinem Scheitel verbinden. Cayley
schrieb nun, dass jede dieser Bitangentialebenen durch eine Linie auf der Fléache geht
und das visa versa jede Ebene durch solch eine Linie, die aufserdem den Scheitel des
Kegels enthilt, diesen entlang zweier Linien beriihrt.” Deshalb ist die Anzahl der
doppelten Tangentialebenen eines Tangentenkegels dieselbe wie die der Linien auf
der Fldche. Dieser Zusammenhang erméglichte es Salmon, von seinen frither gefun-

denen Resultaten iiber die Geometrie eines Tangentenkegels an eine Flache der n-ten

6 Der Tangentenkegel ist auch unter den allerdings seltener gebrauchten Namen Beriihrke-
gel bekannt. Kuno Fladt und Arnold Baur zeigen in ihrem Lehrbuch, wie sich seine Gleichung
berechnen lasst: Fladt, Kuno und Baur, Arnold. Analytische Geometrie spezieller Fldichen
und Raumkurven. Sammlung Vieweg. Friedr. Vieweg & Sohn Verlag, 1975, S. 238.

7 Cayley liek unerwihnt, dass die beiden Beriihrungspunkte einer Bitangentialebene an
die Flache zugleich Doppelpunkte der Kurve sein miissen, welche die Ebene aus der Fliche
ausschneidet. Die Ordnung der Schnittkurve wiederum ist dieselbe wie die der Fliche. Jede
Kurve dritter Ordnung jedoch, welche zwei Doppelpunkte enthélt, muss in eine Linie und
einen weiteren (moglicherweise entarteten) Kegelschnitt zerfallen. Die Linie verbindet die
beiden Punkte. Deswegen schneidet jede Bitangentialebene des Kegels die Fléache in einer

Geraden.
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Ordnung Gebrauch zu machen. Er hatte Formeln fiir die Ordnung und die Anzahl
der Riickkehr- und Doppelkanten im allgemeinen Fall gefunden.® Mit diesen Gro-
Ren liek sich auch die Anzahl der Bitangentialebenen mithilfe einer weiteren Formel
bestimmen, welche Julius Pliicker fiir algebraische Kurven hergeleitet hatte, die sich
jedoch auch auf Kegel anwenden lasst.

Salmons Beweis ist elegant, verrdt allerdings nur wenig iiber die Konfiguration
der 27 Linien. Mdglicherweise zog sein Freund aus Cambridge deshalb die erste Her-
leitung vor, bei der die Existenz einer Linie vorausgesetzt wird. Sie verdeutlicht, dass
es neben den Linien auch eine endliche Anzahl von Ebenen gibt, welche die Flache in
drei Geraden schneiden. Von diesen Ebenen gehen fiinf durch jede Linie. Demnach
gehoren 45 = 27:5/3 Tritangentialebenen zu einer (regulédren) Fliache dritten Grades,
wie Cayley in seiner Abhandlung nachwies. Obwohl er Gleichungen fiir sdmtliche
Ebenen angeben konnte, liefs sich die Anordnung der Linien nur schwer erfassen.
Cayley ahnte, dass die Schwierigkeiten, welche die 27 Linien und 45 Ebenen der
Anschauung bereiten, eng mit der mathematischen Beschreibung des gesamten Sys-
tems zusammenhingen: , There is a great difficulty in conceiving the complete figure
formed by the twenty-seven lines, indeed this can hardly I think be accomplished
until a more perfect notation is discovered.“? Zwar fiel es leicht, verschiedene Sitze
iiber die Beziehungen eines Teils der Linien zu beweisen, was der Englander auch im
Anschluss an seiner Bemerkung demonstrierte. Sie halfen jedoch beim Verstdndnis

des gesamten Systems nur wenig.

Schliflis Doppelsechs

Die Situation verbesserte sich erst neun Jahre nach Cayleys und Salmons Verof-
fentlichung entscheidend. Der Schweizer Mathematiker Ludwig Schléfli (1814-1895)
konnte mit einem Artikel im Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics
1858 zeigen, dass sich unter den Linien einer kubischen Fliche immer zwolf finden

lassen, die das gesamte System beschreiben.!® Sie bestehen aus zwei Mengen von

8 Im Allgemeinen ist die Ordnung eines Kegels, der eine (regulire) Fliche n-ter Ordnung
umhiillt, wenn dessen Spitze nicht auf der Fliache selbst liegt, n(n—1). Fir kubische Fléchen
(n = 3) besitzt er keine Doppellinien, dafiir jedoch sechs Riickkehrkanten.

9 Cayley, ,,On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order®, S. 127.

10.Schlafli, Ludwig. ,,An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upon a Surface of
the Third Order, and to devide such Surfaces into Species in reference to the Reality of the
Lines upon the Surface. (1. Teil)*. Ubers. von Cayley, Arthur. In: The Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics 2 (1858). Schlafli hatte die Theorie der ,,Doppelsechser®
bereits 1854 entworfen, wie aus Briefen Schléiflis an seinen Freund Jakob Steiner (1796-1863)
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jeweils sechs paarweise windschiefen Linien. Jeder Linie der einen Menge ist zudem
eindeutig eine der anderen Menge zugeordnet, die von ihr nicht geschnitten wird. Ab-
gesehen von dieser trifft sie jedoch jede der verbleibenden fiinf Linien. Schléfli nannte

dieses symmetrische System eine Doppelsechs. Er notiert es in einem 2 x 6-Schema:

ai az agz a4 as Aag

b1 by b3 by bs bg.

In die erste Zeile schrieb der Berner Professor die Linien der ersten Sechs, darunter
die der zweiten, wobei er die Paare einander windschiefer Linien in dieselbe Spalte
eintrug.

Eine Doppelsechs bestimmt die Lage der iibrigen Linien auf einer kubischen Fla-
che vollstdndig. Ein Paar a; und b; sich schneidender Linien definiert eine Ebene,
in der notwendigerweise noch eine weitere Linie ¢;; liegen muss. Sie schneidet beide,
kann daher selber nicht zur Doppelsechs gehoren. Zusammen mit a; und b; bildet
diese dritte Linie den vollstdndigen Schnitt der Ebene mit der Fléache. Da die Linie b;
weder a; noch b; schneidet, jedoch die Ebene treffen muss, passiert sie ¢;;. Dasselbe
gilt fiir a;. Demnach liegt ¢;; im Schnitt der beiden Ebenen, die von dem Paar a; und
b; und dem Paar der ihnen korrespondierenden Linien a; und b; definiert werden.
Da es insgesamt 15 dieser Doppelpaare gibt, bestimmt eine Doppelsechs alle iibrigen
Linien auf einer Flache der dritten Ordnung eindeutig. Schlifli zeigte auch, dass sich

unter den 27 Geraden genau 36 verschiedene Doppelsechsen finden lassen.!!

Schlaflis Konstruktion

In seinem Aufsatz beschrieb der Schweizer auch die Konstruktion einer Doppelsechs,
die er in Form eines Satzes formulierte.!? Nach ihr geniigt es, durch eine gegebe-

nen Linie a1 fiinf weitere bo, ..., bg zu legen, die sie in einem Punkt treffen, um das

hervorgeht: Steiner, Jakob und Schlafli, Ludwig. Der Briefwechsel zwischen Jakob Steiner
und Ludwig Schldfli. Hrsg. von Graf, Johann Heinrich. Bern: Wyss, 1896, S. 68 ff.

11 George Salmon wusste Schliflis Entdeckung zu schiitzen: ,Prof. Schlifli has made a new
arrangement of the lines (Quarterly Journal of Mathematics, Vol. 11, p. 116) which leads to
a simpler notation, and gives a clearer conception how they lie.“ Salmon, George. A Treatise
on the Analytic Geometry of Three Dimensions. Cambridge: Hodges, Smith & Co., 1862, S.
389.

12 The double-sixes give rise to the remark that there is here to exposed the view an
apparently very elementary theorem which may be thus enuntiated: ,Drawing at pleasure
five lines a, b, c,d,e which meet a line F', then may any four of the five lines be intersec-
ted by another line besides F'. Suppose that A, B,C, D, E are the other lines intersecting
(b,e,d,e), (c,d,e,a),(d, e a,b), (e a,b,c), and (a,b,c,d) respectively. Then A, B, C, D are in-

113



System der beiden Sechsen eindeutig festzulegen. Nach einem bekannten Satz, wer-
den vier paarweise windschiefe Linien in allgemeiner Lage von genau zwei Geraden
geschnitten.!® Deswegen sind die Linien a9, a3, a4, as, ag durch die Konstruktion be-
reits bestimmt. Es handelt sich jeweils um die zweite Linie, welche neben a; vier der
flinf b-Linien bo, b3, by, b5, bg trifft. Die vier Linien a9, a3, a4, a5 werden neben bg von
einer zweiten Linie b; geschnitten. Schldflis Theorem besagt nun, dass diese Linie
auch ag trifft und somit das gesamte System eine Doppelsechs bildet. Er gibt jedoch
keine nihere Begriindung an.'

Schlaflis Anleitung verdeutlicht, dass das gesamte System der 27 Linien bereits
eindeutig festgelegt ist, wenn fiinf Linien bestimmt werden, die eine gemeinsame
Transversale haben und von denen keine vier auf einem Hyperboloid liegen. Seine
Doppelsechs vermittelte nicht nur eine besseres Bild iiber die Inzidenzstuktur der
Linien, wie George Salmon spéter hervorhob. Sie zeigte auch den Weg auf, wie sich
ein plastisches Modell herstellen ldsst. Es vergingen allerdings noch einige Jahre, bis
es Christian Wiener (1826-1896) gelang, die schwierige Konstruktion umzusetzen.
Zuvor war es abermals Schléfli, der mit seiner Arbeit zur Beantwortung einer anderen

Frage beitrug, die mit der Entdeckung der 27 Linien verbunden war.

5.2 Ludwig Schlafli ,,On the Distribution of Surfaces*

Arthur Cayley wusste bei seiner Publikation, dass der Satz {iber die 27 Linien nicht
fiir jede Flédche dritten Grades uneingeschriankt giiltig war, wie er mit den Worten

,contains in general® angezeigt hat. Es schloss das Vorhandensein von singuldren

tersected by the line e; there must be another line f intersecting these four lines, and this
line will of itself intersect the remaining line E; i.e. there will be a line f intersecting the
five lines A, B,C, D, E.*“ Schlifli, ,An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upon
a Surface of the Third Order®, S. 117.

13 Drei windschiefe Geraden o, g, a3 definieren ein einschaliges Hyperboloid. Jede Linien,
welche diese drei Geraden schneidet, liegt ebenfalls auf der Fliche. Sie gehort jedoch der
zweiten Schar von Erzeugenden an. Wenn nun eine vierte Gerade a4 gegeben ist, dann kann
sie entweder (a) das Hyperboloid in zwei Punkten schneiden, (b) es in einem Punkt doppelt
beriihren, (¢) ihm ganz angehoren oder (c) es iiberhaupt nicht treffen. Nur in dem ersten Fall
gibt es zwei verschiedene Linien 51 und (2, die alle vier Geraden passieren. Es handelt sich um
die beiden Erzeugenden der zweiten Schar, welche durch die Schnittpunkt von a4 mit dem
Hyperboloid gehen. Demnach muss es nicht immer zwei reelle und verschiedene Linien geben,
die alle vier schneiden. Hilbert, David und Cohn-Vossen, Stephan. Anschauliche Geometrie.
Bd. 37. Reihe Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Berlin Heidelberg: Springer-
Verlag, 1996, S. 146.

14 Ein anschaulichen Beweis dieses Satzes findet sich in: ebd., S. 146 ff.
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Doppelpunkten aus. In seiner Abhandlung erwéhnte er aulerdem, dass die gesamte
Theorie grundlegend abgedndert werden miisse, wenn die Flache einen oder mehrere
konische Punkte besifie.!> Unter einem konischen Punkt verstanden er und George
Salmon gewissermafsen die allgemeine Form eines Doppelpunktes. Die Bezeichnung
rithrt daher, dass die Flache in der Néhe eines solchen Punkte einem Doppelkegel
dhnelt.

Salmons Zahlweise

In einem ergénzenden Beitrag, der zusammen mit Cayleys Ausfiihrungen in dersel-
ben Ausgabe des Cambridge and Dublin Mathematical Journals erschienen ist, ging
George Salmon niher auf die Frage nach dem singuliren Fall ein.'® Er zeigte, wie
sich die Theorie der 27 Linien fiir Flachen mit Doppelpunkten und héheren Singu-
laritdten erweitern lasst, wenn die Zahlweise angepasst wird. Ihm war bekannt, dass
durch jeden konischen Punkt auf einer Fléche dritten Gerades sechs Linien gingen.
Wenn nun diese Geraden auf eine bestimmte Art und Weise mehrfach gezéhlt wer-
den, bleiben es in der Summe 27. Um dies zu zeigen, betrachtete Salmon verschiedene
Konfigurationen von singuldren Punkten, die auf Flachen dritten Grades auftreten
kénnen.

Er unterschied dafiir zuerst verschiedene Typen von Doppelpunkten. Salmon be-

trachtete dafiir den Tangentenkegel in einem dieser Punkte p, dessen Gleichung
> 5ot s, -
8:@890]- v

fiir algebraische Flachen f = 0 lautet. Solange dieser quadratische Kegel nicht zu
einem Paar von Ebenen ausartet, sprach der Ire von einem konischen Punkt (engl.
conical point). Zerfallt er jedoch, so nannte er p wiederum einen bi- oder uniplanaren
Punkt (engl. bi- and uniplanar point), je nachdem ob die beiden Ebenen zusammen-
fallen.!”

15 Tt should be remarked that the preceding theory is very materially modified when the
surface of the third order has one or more conical points; and in the case of a double line (for
which the surface becomes a rules surface) the theory entirely ceases to be applicable.“ Ca-
yley, ,,On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order®, S. 132.

16 Salmon, George. ,,Notes: On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order*.
In: The Cambridge and Dublin Mathematical Journal 4 (1849).

17 Diese Unterscheidung lisst sich mit der Hesse-Matrix H(p) = ( azQafmj (p)) in dem Punkt
p formulieren. Fiir einen konischen Punkt hat H(p) den Rang drei, fiir einen biplanaren zwei

und fiir einen uniplanaren Punkt eins: Fladt und Baur, Analytische Geometrie spezieller
Fldchen und Raumkurven, S. 147.
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Salmon passt nun seine Zahlweise der Geraden an. Jede Linie durch einen konischen
Punkt z&hlt er doppelt, jede durch zwei konische Punkte indes vierfach. Eine Linie
durch einen biplanaren Punkt wertet er dreifach, jede durch zwei biplanare Punkte
neunfach. Verbindet eine Linie einen konischen mit einem biplanaren Punkt, so zahlt
Salmon sie sechsfach. Alle Linien durch einen uniplanaren Punkt, beriicksichtigt er
wiederum achtfach. Fiir seine Zahlweise gibt Salmon keine nidhere Begriindung an.
Offenbar gewichtete er die Passage durch einen bestimmten Doppelpunkt mit einem
Faktor. Verband die Linie zwei Doppelpunkte miteinander, so zéhlte er sie geméfs
des Produktes der entsprechenden Faktoren. Nach der Erlduterung seiner Zahlweise
gab Salmon die Anordnung der Linien fiir verschiedene Kombinationen von Doppel-
punkten an, die auf einer Fliachen der dritten Ordnung auftreten konnen. Insgesamt
betrachtete er elf Fille (s. Tab. 5.2). Salmon teilte die zugehorigen Rechnungen aller-
dings nicht mit, sondern prisentierte lediglich die Ergebnisse seiner Uberlegungen.
Er stellt nur am Rande seiner Fallbetrachtungen fest, dass durch jeden Dop-
pelpunkt sechs Linien der kubischen Flache gehen miissen. In diesen schneidet der
quadratische Tangentenkegel die Fléache. Bei einem biplanaren Punkt liegen jeweils
drei Linien auf den beiden Hauptebenen. Wenn die Ebenen zusammentfallen (unipla-
narer Punkt), so koinzidieren auch die Linien paarweise. Unerwahnt ldsst er, dass die
Linie zwischen zwei Doppelpunkten immer der Flache angehéren muss, auch wenn
er von der Aussage Gebrauch macht. Zudem bewies er nicht die Vollstandigkeit der
Fille, an denen er seine Uberlegungen aufzeigte. Dennoch enthielt Salmons Beitrag
die erste grobe Einteilung von Fléchen dritten Grades nach den Doppelpunkten, die
bei ihnen auftreten kénnen. Er bildete auch einen wichtigen Ausgangspunkt fiir das

Studium von singuléren Punkten.

Schlaflis Klassifikation

Ludwig Schlafli war bereits am Ende seines Artikel iiber die Doppelsechs von 1858
in einer kurzen Randnotiz auf den singuliren Fall eingegangen. In Ubereinstimmung
mit Salmon erwahnte er, dass durch jeden Doppelpunkt einer Fliache dritten Grades
sechs Linien gehen miissten. Ohne Angabe eines Beweises stellte er fest, dass in ihnen

Paare nicht-inzidenter Geraden einer Doppelsechs zusammen fallen wiirden.'®

18 TIn conclusion I remark that the double-sixes play a part in the theory of the nodes of a
cubic surface. (...) If a surface of the third order f = 0 has a proper node (w, x,y, z) then the
six lines passing through such node and represented by the equations D2f = 0, D3f = 0
form a double-six, in which each two corresponding (non-intersecting) lines of the sixes
coincide.” Schlafli, ,An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upon a Surface of the
Third Order, S. 216. Diese Ansicht hat Schléfli bereits in einen Brief 1855 an seinen Freund
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Der Schweizer belies es jedoch nicht bei dieser Anmerkung, sondern entwarf in den
folgenden Jahren eine systematische Klassifikation fiir die singuldren Flachen drit-
ten Grades. Seine Arbeit ist 1863 unter dem Titel ,On the Distribution of Surfaces
of Third Order* von Arthur Cayley iibersetzt und in den Philosophical Transactions
veroffentlicht worden.' Sie enthielt eine vollstindige Auflistung der Typen und mog-
lichen Konfigurationen von Doppelpunkten, die auf einer kubischen Fliache auftreten
konnen. Insgesamt gab Schlafli 21 verschiedene Arten an, die er mit romischen Ziffern
(1-xx1) bezeichnete. Fiir jeden Typ von Fliche untersuchte er auferdem die Méglich-
keiten, die fiir die Anzahl an reellen Linien und Ebenen bestanden. Die Diskussion
der Realitétsfrage fithrte Schléafli insgesamt auf 59 Unterarten (vgl. Tab. 5.2).

Problem der Klasse

Fiir seine Klassifikation verfeinerte Schléfli zuerst die frithere Unterteilung George
Salmons, der bei Punktsingularitdten nur zwischen konischen, bi- und uniplanaren
Doppelpunkten unterschieden hatte. Auferdem beriicksichtigte er bei seiner Eintei-
lung die Klasse der Fléche. Schlaflis Zeitgenossen verstanden darunter den Grad der
Reziprokalfliche, der wiederum der Anzahl an Tangentialebenen entspricht, welche
sich durch eine Linie in allgemeiner Lage an eine reguldre Fléche legen lassen. In
seiner Abhandlung von 1847 hatte George Salmon bereits gezeigt, dass die Klasse
einer algebraischen Fliche des n-ten Grades im Allgemeinen n(n — 1)2 ist.20 Sobald
Doppelpunkte auftreten, verringert sich diese Zahl jedoch um einen gewissen Grad.
Das war bereits seit Julius Pliickers Untersuchungen algebraischer Kurven bekannt,
bei denen die Klasse allerdings die Anzahl an Tangenten reprasentiert, welche durch

einen generischen Punkt gehen.

Salmon war es gelungen, den Grad der Verminderung fiir seine drei Arten von
Doppelpunkten zu bestimmen. Nach ihm verringert sich die Klasse um zwei Einheiten

fiir jeden konischen, um drei fiir jeden biplanaren und um sechs fiir jeden uniplanaren

Jakob Steiner gedufiert. Steiner und Schlafli, Der Briefwechsel zwischen Jakob Steiner und
Ludwig Schlifii, S. 134.

19 Cayley nahm auch eine Anpassung in der Terminologie vor, um die Begriffe an den
Sprachgebrauch der englischen Mathematiker anzupassen. Schléfli, Ludwig. ,,On the Distri-
bution of Surfaces of the Third Order into Species, in Reference to the Absence or Presence
of Singular Points, and the Reality of their Lines“. In: Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 153 (1863).

20 Salmon, George. ,,On the Degree of a Surface Reciprocal to a Given One®. In: The
Cambridge and Dublin Mathematical Journal 2 (1847).
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Punkt auf der Fliche.?! Die Ordnung der Reziprokalfliiche ist demnach ein wichti-
ges Merkmal, um verschiedene Typen von singuléren Fléchen zu unterscheiden. Die
Klasse zeigt auferdem, welche Kombinationen von Doppelpunkten iiberhaupt nur
auftreten konnen. Sie muss positiv sein, was die Anzahl der prinzipiell méglichen
Kombinationen auf endlich viele Fille beschréankt.

Dies war auch Ludwig Schlafli bekannt, der Salmons Formeln jedoch vermutlich
nicht gekannt hat.?? Um alle méglichen Typen von Doppelpunkten zu bestimmen,
die auf einer algebraischen Fliche dritten Grades auftreten kdnnen, untersuchte er
systematisch ihre allgemeine Gleichung f = 0. Wenn der Koordinatenursprung in den

Doppelpunkt der Flache gelegt wird, so ist

f(z,y,z,w) = wP(z,y,2) + Q(z,y, 2), (5.1)

wobei P fiir ein homogenes Polynom vom zweiten Grad und @ fiir ein solches vom
dritten Grad steht. Die Gleichung des Tangentenkegels in dem Ursprung ist P = 0.
Fiir einen konischen Punkt bildet er einen quadratischen Kegel, andernfalls ein Paar
von Ebenen. Schlifli berechnet nun die Klasse der Fliche fiir alle moglichen Fél-
le. Dafiir geht er von einer Linie in allgemeiner Lage aus. Er wéhlt nun passende
(homogene) Koordinaten z,y, z, w, fiir die diese Linie der Gleichungen z =0, w =0
geniigt. Anschliefsend schreibt er die Bedingungen nieder, welche von den Punkten ¢
der Flache erfiillt werden miissen, in denen die Tangentialebene durch die generische

Linie geht:

fl@) =0, fz(q) =0, fy(q) = 0.

Schléfli ermittelt die Anzahl der Losungen dieses Gleichungssystem, um hieriiber die
Klasse der Fldche zu bestimmen. Indem er verfolgt, wie sich dieser Zahl &ndert, wenn
der Tangentenkegel in dem singuldren Punkt weiter zerfallt, bestimmt er den Index,

um den sich die Klasse der Flache verringert.

Schlaflis Arten

Schlafli erhielt so eine Liste aller méglichen Arten von singuldren Punkten, welche
auf kubischen Flichen auftreten kénnen. Die Tab. 5.1 gibt eine summarische Uber-

sicht {iber seine Klassifikation. Im Folgenden geben wir hier Schléflis geometrische

21 Salmon, ,;On the Degree of a Surface Reciprocal to a Given One, S. 70.

22 Das legt ein Brief an Jakob Steiner vom 13. Mérz 1855 nahe, in dem Schléfli dieselben
Zahlen verkiindet: Steiner und Schléfli, Der Briefwechsel zwischen Jakob Steiner und Ludwig
Schldfli, S. 138.

118



Beschreibung der einzelnen Arten wieder, wobei wir auf eine eingéingige Notation
zuriickgreifen, die Arthur Cayley eingefiihrt hat.?? Mit dem beigestellte Index wird
angegeben, um welchen Grad die Klasse der Fliache reduziert wird. Bei dem gewthn-
lichen Doppelpunkt (C3) ist der Tangentenkegel nicht entartet. Er vermindert die
Klasse um den Index 2. In einem biplanaren Punkt fallen die beiden Ebenen des
Tangentenkegels nicht zusammen. Thre gemeinsame Achse gehért im Allgemeinen
der Fliche nicht an (Not. B3). Wenn sie jedoch auf ihr liegt, so beriihren die beiden
Ebenen die Fliache entweder ldngs der Achse nicht (B4), oder eine beriihrt sie dort
einfach (Bs) oder zweifach (Bg). Wenn die beiden Ebenen zusammenfallen, so ent-
steht ein uniplanarer Punkt. Fiir kubische Flachen ldsst sich nun unterscheiden, ob
die doppelte Ebene die Fldche in drei verschiedenen (Ug), in zwei koinzidenten und
einer weiteren (U7), oder in drei zusammengefallenen Geraden (Ug) trifft. Andere Ar-
ten von bi- oder uniplanaren Punkten konnen bei kubischen Flachen nicht auftreten.

Schléfli fand so insgesamt acht verschiedene Typen von Singularitit.?4

Nachdem er die verschiedenen Typen von Doppelpunkten bestimmt hatte, gab
er eine Liste aller moglichen Kombinationen an, die bei Fléchen des dritten Grades
auftreten konnen. Schléfli bewies die Vollstdndigkeit seiner Aufzéhlung nicht extra.
So zeigte er beispielsweise nicht, dass neben einem uniplanaren Punkt kein anderer
Doppelpunkt auf der Fléche liegen kann. Stattdessen begniigte er sich mit der Angabe

aller moglichen Fille.?

Er begann mit dem allgemeinen Fall einer reguldren Fldche (1), um dann zu
immer spezielleren Typen fortzuschreiten, bei denen mehrere und héhere Punktsin-
gularitdten auftreten (II-XXI). Am Ende betrachtete Schlafli aufserdem noch zwei
verschiedene Arten von Regelflichen dritten Grades (xxXi11—xxii1). Es handelt sich

23 Sie wurde von ihm in seiner bekannten Abhandlung {iber Flichen dritten Grades ge-
nutzt: Cayley, Arthur. ,,A Memoir on Cubic Surfaces”. In: Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 159 (1869).

24 Eine moderne Formulierung von Schliflis Klassifikation findet sich in dem Artikel: Bru-
ce, J. W. und Wall, C. T. C. ,,On the Classification of Cubic Surfaces”. In: Journal of the
London Mathematical Society $2-19.2 (1979). Die beiden britischen Autoren zeigen, dass
der Schweizer alle einfachen Singularitdten beschrieben hat. Sie zeigen die Vollstdndigkeit
seiner Auflistung unter Verwendung von Methoden und Begriffen der modernen Singulari-
téatentheorie, wie sie von Wladimir I. Arnold (1937-2010) geprigt worden ist: Arnol’d, V. L.
,Normal Forms for Functions near Degenerate Critical Points, the Weyl Groups of Ay, Dy,
Ex and Lagrangian Singularities®. In: Functional Analysis and Its Applications 6.4 (1972).

25 Eine strenge Klassifikation, die heutigen Mafistdben geniigt und sich zugleich an der
Arbeit des Schweizers orientiert, enthéilt: Knorrer, Horst und Miller, Thomas. ,, Topologische
Typen reeller kubischer Flachen“. In: Mathematische Zeitschrift 195.1 (1. Mérz 1987).
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Singularitaten einer kubischen Flachen F

Singularitét Typ Gleichung Tangentenkegel

Konischer Doppelpunkt Co P+Q Doppelkegel
B3 zy+Q zwei Ebenen mit Achse b

) By - b liegt auf F

Biplanarer Punkt
Bs — eine Ebene beriihrt F' langs b
Bg - eine Ebene beriihrt F' langs b doppelt
Ug 22+ Q eine doppelte Ebene

Uniplanarer Punkt Uy - die Ebene schneidet F' in zwei Linien
Ug - die Ebene schneidet F' in einer Linie

Tab. 5.1: Die Tabelle zeigt unterschiedliche Typen von Doppelpunkten, die von Ludwig
Schlafli unterschieden worden sind (vgl. Abschnitt 5.2).

um kubische Fldchen, auf denen eine Doppelpunktlinie liegt. Fiir alle seiner 23 ver-
schiedenen Arten gab er eine allgemeine Gleichung an. Auferdem bestimmte er die
Anzahl der Linien und Ebenen, wobei er sich an der Salmonschen Z&hlweise orientier-
te. Er betrachtete dabei Linien, welche zwei Doppelpunkte miteinander verbinden,
nur einen passieren oder keinen enthalten, getrennt voneinander. Er sprach von Ach-
sen, Strahlen und Transversalen. Uberdies gab Schlifli fiir jede Art die Gleichung
der zugehorigen Reziprokalflache, der Hesseschen Flidche und der parabolischen Kur-

ve (engl. spinode curve) an.2

Realitatsfragen

In seiner Abhandlung diskutierte Schléfli fiir alle Arten von kubischen Flidchen ohne
Doppelpunktlinie die Frage, wie viele der vorhandenen Linien und Ebenen reell sein
konnen. Am Ende der seiner 1858 veroffentlichen Abhandlung, in der er die Dop-
pelsechs einfiihrte, hatte er bereits eine Antwort fiir den allgemeinen Fall gegeben,

in dem keine Singularitdten vorhanden waren: ,The question however arises, how

26 Die Hessesche Fliche umfasst alle Punkte des Raumes, in denen die Determinante der
Hesse-Matrix von f verschwindet. Sie trifft die Fldche in der parabolischen Kurve, welche
wiederum durch alle Doppelpunkte geht. Der Begriff spinode curve, welcher in Schléflis
Arbeit verwendet wird, geht auf Arthur Cayley zuriick: Cayley, Arthur. ,,On the Singularities
of Surfaces®. In: Cambridge and Dublin Mathematical Journal 7 (1852), S. 167. In der Arbeit

fasste Cayley parabolische Punkte noch als Singularitdten auf, daher die Bezeichnung.
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many of the twenty-seven lines and forty-five planes may be imaginary? The com-
plete investigation would be tedious, and I content myself giving a mere survey of
the species into which the general surface of the third order divides itself in regard
to the reality of the 27 lines.“?” Wie er anschliefend ausfiihrt, kénne es nur fiinf
verschiedene Moglichkeiten geben. Entweder sind alle oder jeweils 15 oder 7 Linien
und 5 Ebenen oder 3 Linien und 13 Ebenen oder 3 Linien und 7 Ebenen reell.

Zur Herleitung schrieb er die Gleichung dritten Grades in der Form
wow + zyz = 0, (5.2)

wobei u, v, w und x,y, z jeweils fiir lineare Polynome in drei Variablen stehen. Diese
Darstellung war bereits 1849 von Arthur Cayley und George Salmon hergeleitet
worden, um die Linien und Ebenen einer kubischen Fliche zu beschreiben.?® Sie
bringt den grofen Vorteil mit sich, dass auf Anhieb neun Linien der Fliache bekannt
sind. Es handelt sich um die gemeinsamen Achsen jeweils zweier Ebenen, von denen
eine zu dem Triple u, v, w, die andere aber zu z,y, z gehort. Schlafli bezeichnet diese
Linien mit ux, vy, uz, ve, vy, vz, we, wy, wz. Durch die Linie ux miissen neben u = 0
und « = 0 noch drei weitere dreifache Tritangentialebenen gehen. Ihre Gleichungen

seien
a;u+dix=0,1=1,2,3.

Aus (5.2) folgt damit unmittelbar, dass es jeweils noch zwei weitere Linien in jeder
dieser drei Ebene geben muss, von denen eine neben ux noch durch vy und wz, eine
noch durch vz und wy geht. Wenn wir nun noch die 2 - 3 Ebenen miteinbeziehen, die
durch uy und uz gehen, erhalten wir insgesamt 3 - 3 Ebenen mit jeweils zwei weiteren
Linien, alles in allem demnach 3 -3 -2 = 18 zusétzliche Linien.

Die Darstellung (5.2) ist jedoch nicht eindeutig. Auferdem miissen die linearen
Polynome u,v,w, x,y, z nicht reell sein, damit das Polynom wvw + xyz nur reel-
le Koeffizienten umfasst. Und selbst wenn alle dieser Polynome reell sind, so kann
dennoch eine gewisse Anzahl der 18 Linien imaginir sein, die nicht auf den Ebe-
nen u = 0,v = 0 etc. liegen. Schléfli betrachtet systematisch alle Moglichkeiten fiir
die Realitdtsverhéltnisse der sechs Ebenen, fiir die alle Koeffizienten des Polynoms
uvw + xyz reell bleiben. Am Ende findet er so die fiinf moglichen Kombinationen.

Bei der Bestimmung der Realitdtsverhéltnisse aller anderen Arten 11-XXII ku-

bischer Flichen stellt Ludwig Schlafli #hnliche Uberlegungen an. Die Existenz der

27 Schlifli, ,An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upon a Surface of the Third
Order, S. 214.
28 Cayley, ,;On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order“, S.451.
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Doppelpunkte gibt ihm Bedingungen vor, die er in die Gleichung (5.2) einfliefen ldsst.
Insgesamt erhélt er so fiir jede Art mehrere Unterarten, die sich hinsichtlich der Rea-
litdtsverhéltnisse der Linien und Ebenen unterscheiden. Alles in allem umfasst seine

Klassifikation der Fléchen dritten Grades so 59 unterschiedliche Typen.

5.3 Wieners Gipsmodell

Im September 1867 tagte die Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte in
Frankfurt. Die Mitglieder der mathematischen Sektion sprachen iiber die 27 Geraden
einer kubischen Fliche, die der Gegenstand eines Vortrages waren. Es wurde Interes-
se an einem plastischen Modell gedufsert, welches das gesamte System der 27 Linien
darstellt. Spéater berichtete Christian Wiener, dass die anwesenden Mathematiker
mit der Bitte an ihn heran getreten seien, einen passenden Entwurf anzufertigen.
Wiener war zu jener Zeit Professor fiir darstellende Geometrie in Karlsruhe, wo er
Modelle fiir die Lehre verwendete. Nach seiner Riickkehr aus Frankfurt begann er
mit der Ausarbeitung eines Gipsmodells. Er beendete seine Arbeit im Frithjahr 1868.
Bei einer Wanderung, die ein Kreis deutscher Mathematiker iiber Pfingsten auf der
Bergstrake unternahm, présentierte er seinen Entwurf (Abb. 8.11). Wiener liefs Ab-
glisse des Modells anfertigen, die er zusammen mit zwei stereoskopischen Fotografien
und einem erlduternden Text vertrieb.?

Fiir den Entwurf nutzte Wiener eine Konstruktion, die in Schléiflis Abhandlung
1858 beschrieben worden ist (Absch. 5.1). Bei der Anfertigung seines Modells ging
er von einem Wiirfel mit Seitenldnge von 46 Zentimetern aus. Die Geraden bildete
er mit gespannten Seidenfiden unterschiedlicher Farbe nach. Nachdem er sich auf
die Geraden aq, bg, b3, b4, b5, bg festgelegt hatte, welche die Doppelsechs eindeutig be-
stimmen, musste Wiener mehrmals Transversalen durch jeweils vier gegebene Linien
bestimmen. In seinem Begleittext beschrieb er, wie ihm eine zeichnerische Losung
des Problems gelang.?? Nachdem er so alle Linien der Doppelsechs bestimmte hatte,
suchte er die verbleibenden 15 Geraden c¢;; des Systems auf. In ihnen schneiden sich
die beiden Ebenen, die durch a; und b; sowie a; und b; definiert werden. Danach
ermittelte Wiener die Form der Fldche. Er betrachtete dafiir verschiedene Ebenen
durch eine der Linien. Sie schneiden aus der kubischen Fléche einen weiteren Kegel-
schnitt aus. Auf ihm liegen 16 der insgesamt 26 Schnittpunkte, in denen die Ebene

von den verbleibenden Linien getroffen wird. Wiener erwéhnt, dass er so 16 Ke-

29 Wiener, Christian. Stereoscopische Photographien des Modelles einer Fliche dritter Ord-
nung mit 27 reellen Geraden: mit erlduterndem Texte. Leipzig: Teubner, 1869.
30 Ebd., S. 6f.
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Abb. 5.1: Die Grafiken zeigen vier unterschiedliche Ansichten einer virtuellen Kopie von
Wieners Modell. Die roten und blauen Geraden gehéren zu einer Doppelsechs. Die 15
griinen Linien liegen jeweils mit einer roten und blauen Gerade in einer Ebene. Grafik: H.

Junker

gelschnitte bestimmte, welche auf Ebenen mit gleichen Winkelabstand zueinander
lagen. Er fertigte Zeichnungen an, und liefs die Flache in Gips formen, um sie verviel-
faltigen zu konnen. Auf dem Gipsmodell wurden jeweils die Linien und ermittelten

Kegelschnitte eingeritzt.

Fiedlers und Cayleys Miihen

Ein Abguss von Wieners Modell befindet sich heute in der mathematischen Modell-
sammlung in Tlbingen. Die Doppelsechs lasst sich gut erkennen, ebenso die restlichen
Linien. Dennoch besitzt die Darstellung einige unverkennbare Schwéachen. Das Modell

weist keine Symmetrien auf. Dadurch wird es erschwert, die Anordnung der 27 Linien
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auf einen Blick zu erfassen. Trotz der Grofe des Modells liegen viele Schnittpunkte
der Linien nahe beieinander, wihrend sich einige vollig auflerhalb des dargestellten
Bereiches befinden. Vieles spielt sich auf einem kleinen Raum ab, manches tritt gar
nicht in Erscheinung. Das Modell biit dadurch an Ubersichtlichkeit ein.

Die Nachteile der Darstellung sind der Konstruktionsmethode geschuldet. Bei der
Wahl der sechs Linien aq, bo, ..., bg konnte Wiener nicht absehen, wie die restlichen
Geraden verlaufen wiirden. Die Form des Modells liefs sich mit der Methode nicht
planen. Die ungewollte Ndhe der Schnittpunkte beeintriachtigte jedoch nicht nur die
Wahrnehmung der gesamten Konfiguration, sondern erschwerte auch die Konstruk-
tion. In seiner Besprechung des Gipsmodells und der stereoskopischen Fotografien
erwdhnte Wilhelm Fiedler (1832-1912) seine eigenen Miihen, die er mit der Anferti-
gung eines Drahtmodells der 27 Linien hatte. Einen ersten Versuch unternahm er im
Sommer 1861, nachdem er einem Bericht in der Comptes Rendus gelesen hatte.3!
Er scheiterte offenbar daran, dass es ihm nicht gelang eine geeignete Doppelsechs zu
bestimmen, so dass am Ende die zehn Schnittpunkte auf einer jeden Geraden weit
genug auseinander liegen, um sie zeichnerisch darzustellen.??

Fiedler erwdhnt in dem Zusammenhang einen Artikel Arthur Cayleys, der 1870
im Quaterley Journal of Mathematics erschienen war.?3 Der Text enthélt ausschwei-
fende Rechnungen, mit denen der Autor ausgehend von vier Linien die verbleibenden
einer Doppelsechs ermittelte. Cayley hatte sie in der Absicht unternommen, ein Mo-
dell anzufertigen. Er musste jedoch bald feststellen, dass zwei Paare der berechneten
Linien sich so nahe kamen, dass eine Darstellung trotz grofstmoglicher Genauigkeit
nicht méglich war. Offenbar waren Fiedler und Cayley bei ihren Versuchen unabhén-
gig voneinander an demselben Problem gescheitert. Spéater unternahm Fiedler einen
erneuten Anlauf, um ein Modell anzufertigen, wie er selbst in seiner Besprechung be-
richtet.3* Anstatt jedoch abermals zu versuchen, die Geraden vorab zu berechnen,
ging er wie Wiener Schritt fiir Schritt vor. So arbeitete er keinen Konstruktionsplan
aus, sondern bestimmte die Linien am Entwurf, teilweise offenbar durch Einvisieren.

Bei der Umsetzung half Fiedler nach seinen Angaben Rafael Morstadt, der Assistent

31 Fiedler spricht vermutlich von dem Beitrag des britischen Mathematikers James J.
Sylvesters (1814-1897): Sylvester, James J. ,,Note sur les 27 droites d’une surface du 3e
degré’. In: Comptes Rendus de I’Académie des sciences (1861).

32 Fiedler, Wilhelm. ,,Stereoskopische Photographien des Modelles einer Fliche dritter
Ordnung mit 27 reellen Geraden®. In: Zeitschrift fir Mathematik und Physik 14 (1869).

33 Cayley, Arthur. ,,On the Double-Sixers of a Cubic Surface”. In: The Quarterly Journal
of Pure and Applied Mathematics 10 (1870).

34 Fiedler, ,,Stereoskopische Photographien des Modelles einer Fliche dritter Ordnung mit

27 reellen Geraden®.
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der darstellenden Geometrie am Prager Polytechnikum gewesen war.> Sein Stabmo-
dell aus zusammen geldteten Drahten maf nach seiner Auskunft etwa 60 Zentimeter
in jede Raumrichtung. Ob es heute noch existiert, ist leider nicht bekannt.

Auch Cayley beschéftigte sich spéter intensiv mit dem Gipsmodell Wieners. Er
vermafl es griindlich, um die Gleichungen der Linien zu bestimmen, die zur Dop-
pelsechs gehorten. Dafiir ermittelte er die Punkte, in denen die zwolf Geraden die
Seiten des zugrundeliegenden Quaders trafen. So erhielt er Gleichungen, die er al-
lerdings noch anpassen musste, um die Ungenauigkeiten der Ausfiihrung auszuglei-
chen, damit die Inzidenzbedingungen der Doppelsechs erfiillt sind. Er présentierte
seine Untersuchung bei einer Sitzung der Cambridge Philosophical Society im Jahr
1871.3% Im Anschluss seiner Besprechung des Wienerschen Modells, stellte er einen
weiteren Ansatz fiir eine Konstruktion vor, den er nach seinem ersten missgliickten
Versuch verfolgt hatte. Er war dabei von einer Gleichung dritten Grades ausgegan-
gen, die neun Parametern umfasste. Aus ihr liefen sich die Darstellungen von acht
Linien einer Doppelsechs sofort ablesen. Fiir die verbleibenden vier teilte Cayley die
Gleichungen mit, welche er aufgestellt hatte. Nachdem er sich auf Parameter festlegt
hatte, fertigte er ein Fadenmodell der zugehorigen Doppelsechs an. Trotz seiner sorg-
faltigen Wahl, sind sich zwei Linien sehr nahe gekommen, wie er berichtete. Offenbar
gelang es ihm auch bei seinem zweiten Versuch nicht, ein Modell aller 27 Linien

fertigzustellen.

5.4 Clebsche Diagonalflache

Trotz seiner angesprochenen Méngel stieft Wieners Modell auf viel Interesse. Seinem
Konstrukteur war etwas gelungen, was andere vor grofse Probleme gestellt hatte.
Nicht nur bei Arthur Cayley und Wilhelm Fiedler hinterliefs das Modell deswegen
einen tiefen Eindruck. Auch Felix Klein erinnerte sich an es viele Jahre spéter. Er
erwahnt es in seiner Vorbemerkung zu seinen Arbeiten zur anschaulichen Geome-
trie, die 1922 im zweiten Band seiner Gesammelten Mathematischen Abhandlungen
verdffentlicht worden sind, in der er von seinem eigenen Interesse an Modellen berich-

tet: ,,Einen wesentlichen Impuls hatten meine hier in Betracht kommenden Bestre-

35 Wilhelm Fiedler befand sich wihrend der Jahre 1864-1867 Professor fiir darstellende
Geometrie in Prag: Stark, Franz, Gintl, Wilhelm und Griinwald, Anton, Hrsg. Die K. K.
Deutsche Technische Hochschule in Prag 1806-1906: Festschrift zur Hundertjahrfeier. Prag:
A. Haase, 1906, S. 358. Rafael Morstadt war Assistent an dem Polytechnikum: ebd., S. 39.

36 Cayley, Arthur. ,,On Dr. Wiener’s Model of a Cubic Surface with 27 Real Lines; And
on the Construction of a Double-Sixer“. In: Transactions of the Cambridge Philosophical
Society 12 (1873).
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bungen auch dadurch erhalten, dafs ich Pfingsten 1868, gelegentlich der damaligen
Zusammenkunft von Mathematikern auf der Bergstrafse, das spéter vielbesprochene
(auch noch ganz unsymmetrische, durch empirische Konstruktion hergestellte) Mo-
dell Christian Wieners einer Fliache dritter Ordnung mit 27 reellen Graden hatte
kennen lernen.“37

Klein benannte die Nachteile des Entwurfs, wobei er auf das Vorgehen bei der
Konstruktion verwies. Fiir die Herstellung eines iibersichtlicheren und handlicheren
Modells war eine andere Herangehensweise notig. Zwei Jahre nach der Zusammen-
kunft auf der Bergstrafie, bei der Wiener sein Gipsmodell prasentiert hatte, gelang
Alfred Clebsch (1833-1872) eine Entdeckung, die Abhilfe versprach. Am Rande einer
Arbeit iiber polynomiale Gleichungen fiinften Grades war er auf eine spezielle Klasse
merkwiirdiger Fliachen der dritten Ordnung gestofen.?® Sie besafen eine Darstellung

der Form
G4+ +8=0, H+...+&=0 (5.3)

wobei & = & (x,y, z) lineare Polynome erster Ordnung sind. Die Gleichungen der Fla-
che hingen somit einzig und alleine von der Wahl der fiinf Ebenen & = 0 ab, weshalb
Clebsch von &1, ..., &5 als Pentaederkoordinaten sprach. Die Gesamtheit der Ebenen
bildet ein Pentaeder im Raum. Clebsch wahlte den Begriff auch mit Gedanken an Ja-
mes J. Sylvester (1814-1897). Sylvester hatte 1851 den Satz aufgestellt, dass sich die
Gleichung jeder Fliche der dritten Ordnung in die Form a1&$+. .. +as£2 = 0 bringen
lasst, ohne ihn zu beweisen. Demnach war Clebsch auf einen Spezialfall dieses allge-
meinen Ausdrucks gestoften, bei der die Koeffizienten ay, ..., as bis auf gemeinsame
Vielfache gleich waren. In seiner Arbeit gab er eine geometrische Interpretation fiir
seine Gleichung an. Jede Fliache & = 0 des Pentaeders wird von den anderen Ebe-
nen in vier Geraden geschnitten. Im Allgemeinen bilden sie ein Vierseit mit sechs
Ecken, die paarweise von drei Diagonalen verbunden werden. Die Gleichungen dieser

Diagonalen in der Ebene £; = 0 lauten beispielsweise

E+64=0,8L+E=0, G+ =0.

Da & + ...+ & = 0 gilt, erfiillt jede davon auch die Gleichung & + ... + & =0

der Fldche. Auf den fiinf Seiten des Pentaeders verlaufen jeweils drei Diagonalen.

37 Klein, Felix. ,,Vorbemerkungen zu den Arbeiten zur Anschaulichen Geometrie®. In: Felix
Klein — Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Hrsg. von Vermeil, Hermann und Fricke,
R. Bd. 2. Berlin: Springer-Verlag Berlin, 1922.

38 Clebsch, Alfred. ,Ueber die Anwendung der quadratischen Substitution auf die Glei-
chungen 5Hten Grades und die geometrische Theorie des ebenen Fiinfseits“. In: Mathematische
Annalen 4.2 (1871).
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Insgesamt lassen sich somit die Gleichungen von 15 Linien sofort hinschreiben, die
vollstandig auf der Fléache liegen. Die restlichen zwolf Linien sind durch sie eindeutig
bestimmt, wie Clebsch schreibt.

Noch bevor seine Arbeit in den Mathematischen Annalen erschien, prasentierte er
bereits im Juni 1871 seine Ergebnisse bei einer Sitzung der Géttinger Gesellschaft der
Wissenschaften.® In der zugehdrigen Mitteilung legte Clebsch nahe, ein Modell einer
seiner Diagonalflichen anzufertigen, um die Anordnung der Linien auf einer Flédche
der dritten Ordnung zu veranschaulichen: ,Fiir die wirkliche Darstellung des Systems
der 27 Geraden einer Oberflache dritter Ordnung, welche ein sehr verwickeltes System
bilden, giebt die Diagonalfliche ein einfaches und leicht construierbares Beispiel,
welches zugleich die grésste Zahl der Eigenschaften des allgemeinen Systems ohne zu
grosse Modification aufweist. Es diirfte sich daher zu Herstellung bequemer Modelle
dieser Fliche besonders empfehlen.“4? Clebsch war sich offenbar der Méoglichkeiten
bewusst, die seine Darstellung bot. Schon im Sommer des nichsten Jahres konnte er
an derselben Stelle ein Gipsmodell vorstellen, das die Anordnung der Linien auf einer
Diagonalfliche zeigte, und das hinsichtlich der Ubersichtlichkeit der Darstellung nur

wenig Spielraum fiir Verbesserungen liefs.

Weilers Gipsmodell

Zwischen Mai und Juli 1872 hielten Clebsch und Klein in G&ttingen gemeinsam ein
Seminar ab, in dem auch Flachen dritter Ordnung behandelt worden sind. Zu den
Teilnehmern gehorten u.a. die Studenten Adolf Weiler (1851-1916), Friedrich Neesen
(1849-1923) und Karl Fr. Rodenberg (1851-1933).4' In dem Seminar entstanden
mindestens drei Modelle, die Clebsch und Klein bei einer Sitzung der Gdttinger
Akademie der Wissenschaften im August prisentierten.??

Weiler hatte auf Clebschs Anregung hin zwei Modelle entworfen. Eines aus Gips,
das eine Diagonalflache zeigt, auf dem die alle Linien eingeritzt waren (Abb. 8.12).

Und eines, welches nur das zugehorige System der 27 Linien darstellte.*> Bei der

39 Clebsch, Alfred. ,,Ueber die geometrische Interpretation der hoheren Transformationen
bindrer Formen und der Formen 5ter Ordnung insbesondere.“ In: Nachrichten von der Koé-
niglichen Gesellschaft der Wissenschaften und der Georg-Augusts-Universitat 12 (1871).

40 Ebd., S. 342.

41 Tobies, Feliz Klein, S. 95.

42 Klein, Felix und Clebsch, Alfred. ,,Modelle von Flichen dritter Ordnung®. In: Nachrich-
ten von der kéniglichen Gesellschaft der Wissenschaften und der George-August- Universitit
aus dem Jahre 1872 20 (1872).

43 Noch heute existieren mehrere Abgiisse des Gipsmodells. Ob sich das zweite Modell
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Vorstellung beschrieb Clebsch die beiden Modelle ausfiihrlich, vor allem die Wahl
des verwendeten Pentaeders.* Thm liegt ein regulires Tetraeder mit horizontaler
Grundebene zugrunde. Die drei anschliefenden Seitenflichen sind kongruent. Die
fiinfte Ebene ist so gewéhlt worden, dass sie parallel zur Grundebene liegt. Sie teilt
die Pyramide in halber Hohe zwischen Spitze und Basis. Durch diese Wahl des Pen-
taeders ergibt sich eine symmetrische Fliche, die bei einer Drehung von 120 Grad um
die Achse, welche senkrecht auf der Basis steht und durch die Spitze des Tetraeders
geht, in sich selbst iiberfithrt wird.

Abb. 5.2: Die Grafiken geben unterschiedliche Ansichten eines digitalen Modells von
Weilers Entwurf wieder. Die gestrichelten Linien bilden eine Doppelsechs, wihrend die
durchgezogenen Geraden die 15 Kanten des zugehorigen Pentaeders anzeigen. Grafik: H.

Junker

Das Modell zeigt — wie das von Wiener auch — drei Durchgénge. Sie sind gleich-
formig und liegen auflerdem symmetrisch zur senkrechten Achse. Die beiden Dar-
stellungen unterscheiden sich jedoch noch in anderer Hinsicht. Auf der Clebschen
Diagonalfliche liegen zehn ausgezeichnete Punkte, in denen sich jeweils drei Geraden
treffen. Diese speziellen Punkte auf kubischen Fléichen, in denen drei Schnittpunkte
von Geradenpaaren zusammenfallen, sind heute nach F. E. Eckardt benannt, der sie

ausgiebig studiert hat.*> Die zehn Eckardt-Punkte der Diagonalfliiche sind gerade

noch irgendwo befindet, konnte leider nicht festgestellt werden.

44 Ob sie durch Weiler selbst erfolgt war, teilte er allerdings nicht mit.

45 Eckardt hat seine Untersuchung 1876 verdffentlicht: Eckardt, F. E. ,,Ueber diejenigen
Flachen dritten Grades, auf denen sich drei gerade Linien in einem Punkte schneiden®. In:
Mathematische Annalen 10.2 (1876).
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die Ecken des zugehorigen Pentaeders. In ihnen treffen sich drei der fiinf Ebenen
und damit auch jeweils drei Diagonalen, die auf einer der 45 Tritangentialebene der
Flédche liegen. Weilers Modell zeigt sieben FEckardt-Punkte. Die verbleibenden drei
befinden sich im unendlich Fernen. Hingegen existiert bei der von Wiener konstruier-
ten Flache nur ein derartiger Punkt. Es handelt sich bei ihr um einen anderen Typ
von Kubik.%6

Weilers Entwurf weist klare Vorziige gegeniiber dem Gipsmodell Wieners auf,
nicht nur hinsichtlich der Mafe. Die Symmetrie vereinfacht das Erfassen der Linien
und ihrer Schnittkonfiguration erheblich. Die erzielten Verbesserungen bei der Dar-
stellung des gesamten Systems sind erst durch Clebschs Arbeit moglich geworden.
Bei der Nachbildung der Diagonalfliche reduzierte sich das Problem der Konstruk-
tion weitestgehend auf die Wahl eines geeigneten Pentaeders. Verglichen mit dem
Verfahren Wieners, der von sechs Geraden ausging, liefs sich so wesentlich leichter ei-
ne tibersichtliche Anordnung der 27 Linien finden. Bei dem Vergleich beider Modelle
muss auch beriicksichtigt werden, dass sie unterschiedliche Typen von Flache zei-
gen. Ob es iiberhaupt eine symmetrische Kubik mit nur einem Eckardt-Punkt gibt,
scheint eine offene Frage zu sein. Unter diesem Gesichtspunkt liefse sich sogar sagen,
dass Wieners Modell besser geeignet ist, eine Vorstellung von der Gestalt einer all-
gemeinen Fliache dritter Ordnung mit 27 reellen Linien zu geben, eben weil es keine

Symmetrien aufweist.

5.5 Felix Klein ,,Uber Flichen dritter Ordnung®

Auf der angesprochenen Sitzung der Géttinger Akademie der Wissenschaften prasen-
tierte auch Felix Klein ein Modell, das von Friedrich Neesen wihrend des Seminars
angefertigt worden war. Es zeigte eine Fléche dritter Ordnung mit vier isolierten Dop-
pelpunkten. Sie stand im Zentrum von Kleins eigenen Untersuchungen iiber kubische
Fldachen. Wenig spéter liefs er ein weiteres Modell entwerfen, um eine Darstellung zu

erhalten, die er fiir geeigneter hielt.*”

46 Die mogliche Anzahl an Eckardt-Punkte auf einer nicht-singuliren Kubik hat 1942 Be-
niamino Segre (1903-1977) angegeben: Segre, Beniamino. The Non-singular Cubic Surfaces.
Oxford: Oxford University Press, 1942, S. 152. Siehe auch: Dolgachev, Igor V. Classic Alge-
braic Geometry. Cambridge: Cambridge University Press, 2012, S. 491 fI.

47 Diese spezielle Fliche ist heute im englischen Sprachraum unter dem Namen Cayleys
bekannt, der 1869 eine umfangreiche Arbeit zu kubischen Fliachen veroffentlicht hat: Cayley,
., A Memoir on Cubic Surfaces®. Sie basiert auf Schlaflis Klassifikation von 1862, in der bereits
gezeigt worden ist, dass auf einer kubischen Fléche hochstens vier konische Doppelpunkte

liegen konnen.
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Neesens und Weilers Modelle

Bei der Prisentation gab Felix Klein den Anwesenden der Sitzung eine detaillierte
Beschreibung des Modells. Neesens Originalentwurf scheint verschollen zu sein. Um so
wichtiger ist deshalb der Bericht des Gottinger Privatdozenten. Seine Ausfiihrungen
legen nahe, dass die Arbeit einem spateren Entwurf (Nr. 5) Karl Rodenbergs &hnlich
gewesen sein muss, der 1878 eine mehrteilige Serie von Modellen verschiedener Typen
von Flichen dritter Ordnung herausgab (Abb. 8.14).48

Das Unendlichferne

Nach Klein bilden die vier singuldren Punkte der dargestellten Fléache die Ecken eines
Tetraeders, dem Neesen eine symmetrische Form gegeben hat. Die Grundfliche sei
von ihm horizontal gewdhlt worden. Anschlieffend fahrt Felix Klein fort: ,Die Fl&-
che besteht aus einem iiberall elliptisch gekriimmten, endlichen Theile, der das von
den vier Knoten begréinzte Tetraeder ausfiillt, und aus einem, sich in’s Unendliche
erstreckenden, hyperbolisch gekriimmten Theile.“ Bei dem Rodenbergschen Modell
lassen sich drei Flachenteile erkennen, die in den Ecken des Tetraeders in der Form
eines Doppelkegels zusammenstofen. Klein betrachtet die beiden an das Vieflach
angrenzenden Flachenstiicke jedoch als ein zusammengehoriges Teil. , Letzterer wird
durch’s Unendliche in zwei Partien zerlegt; in einen Kegel, der sich oberhalb des
hochstgelegenen Knotenpunctes erhebt, und in ein sich wesentlich horizontal aus-
breitendes Flachenstiick, das sich an die drei in der Grundfliche des Tetraeder’s
gelegenen Knoten hinanhebt, von ihnen ab sich in der Mitte in’s Unendliche trichter-
artig hinabsenkt, und dadurch die Vereinigung mit dem nach oben gehenden Kegel
herstellt.

Dieses Zitat beschreibt Felix Kleins Sichtweise. Er ist sich bewusst, dass die Ge-
stalt im Endlichen und unendlich Fernen nichts ist, was eine Fléche innerhalb der
projektiven Geometrie auszeichnet. Direkt im Anschluss an das Zitat erwdhnt er so-
gar, dass alle kubischen Flachen mit vier reellen Knotenpunkten sich mithilfe einer
Kollineation ineinander iiberfiithren lassen, da sie keine absoluten Invarianten beséi-

fen, wie er schreibt.?® Dennoch interessiert er sich fiir die Lage der Fliche in Bezug

48 Dafiir spricht auch, dass Rodenberg fiir seine Serie Weilers Entwurf der Clebschen Dia-
gonalfliche iibernommen hat. Aufierdem hatte er zusammen mit Neesen und Weiler in dem
Seminar gesessen, das von Alfred Clebsch und Felix Klein 1872 veranstaltet worden ist.

49 Mit dem Begriff Kollineation bezeichnet Klein eine bijektive Abbildung, die Geraden auf
Geraden abbildet. Gemeint ist hier, dass es fiir zwei (kubische) Fléchen f; =0 und fo =0

mit jeweils vier konischen Doppelpunkten immer eine Kollineation ¢ mit f; o 0 = f5 gibt.
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aus das Unendliche. Bei der Sitzung erklirte er, dass diesbeziiglich fiinf Hauptty-
pen unterschieden werden miissten. Der Bericht enthélt jedoch an dieser Stelle keine
weiteren Erlduterungen.’® Felix Klein diirfte genau an die fiinf verschiedenen Fil-
le gedacht haben, die Rodenberg spéter innerhalb seiner Serie mit den Modellen
Nr. 2-6 zur Anschauung gebracht hat. Sie zeigen alle Ansichten einer Flache dritter
Ordnung mit vier reellen Knotenpunkten, welche sich aus der Wahl spezieller affiner

Koordinaten ergeben. Wenn

flz,y,z,w) =0 (5.4)

die zugehorige Gleichung in homogenen Koordinaten ist, so ergeben sich die verschie-
denen Darstellungen durch die Wahl einer unendlich fernen Ebene ax+by+cz+dw =
0. Ist d # 0, so ergibt sich der zugehdrige Gleichung in den affinen Koordinaten x, y, 2
durch die Substitution

1
w:—g(l—ax—i-by—i-cz) (5.5)

in den Ausdruck (5.4). In einer Beschreibung seiner Serie erklért Rodenberg die
Unterschiede zwischen den fiinf dargestellten Fallen. Er geht dafiir von dem zweiten
Modell aus. Anschlieffend beschreibt er fiir die restlichen vier Entwiirfe die jeweilige
Lage der sogenannte Gegenebene der Kollineation, welche das Modell aus Nr. 2
iiberfithrt. In diesem Sinne heifit es etwa iiber die Entstehung der fiinften Ansicht
(Nr. 5), dass die Darstellung entstiinde, wenn die Gegenebene das Knotentetraeder
des zweiten Modells oberhalb der untersten Ecke parallel zur Grundfliche in einem

5L Das Oval fallt dann bei der entstandenen Fliache ins unendlich

Oval schneide.
Ferne.

Die Lage der Flache beziiglich des unendlich Fernen spielt fiir die Anschauung
eine groke Bedeutung. Bei einer unpassenden Wahl der zugehérigen Ebene kénnen
wichtige Merkmale der Flache aus dem sichtbaren Bereich verschwinden. Dennoch
ist die Situation nicht vergleichbar mit den imagindren Elementen innerhalb der
Geometrie. Oftmals erlaubt das, was durch die Wahl affiner Koordinaten sichtbar
wird, Riickschliisse auf die Gestalt der Fldche im Unendlichen. Sie wird beschrie-

ben durch das asymptotische Verhalten des sichtbaren Teils. Auf algebraischer Seite

50 Wortwortlich heifst es: ,Da eine Flidche mit 4 Knoten keine absolute Invariante hat, so
lassen sich aus der vorliegenden alle anderen mit 4 reellen Knoten durch reelle Collineati-
on ableiten. Hinsichtlich des Verhaltens im Unendlichen muss man dabei fiinf Haupttypen
unterscheiden.” Klein und Clebsch, ,Gottinger Nachrichten®, S. 404.

51 Brill, Ludwig. Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Un-
terricht. 3. Aufl. Darmstadt: Verlagshandlung Brill, 1885, S. 30.
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entspricht dies dem Verhalten der Terme hochster Ordnung in der zugehérigen Glei-
chung (5.4). Wenn f ein homogenes Polynom n-ten Grades ist, so lésst es sich in
der Form f = fo+ f1 + ...+ fn schreiben, wobei f; aus allen Monomen von f vom
Grad d besteht. Die Gleichung f, = 0 beschreibt einen Kegel (Asymptotenkegel),
dem sich die zugehorige Flache nach der Substitution (5.5) asymptotisch annéhert.
Das Verhalten einer Fliche im Unendlichen lésst sich durch die punktsymmetrische
Kurve veranschaulichen, die sich beim Schnitt des Kegels mit einer Sphire um den
Ursprung ergibt. Die Gestalt dieser Kurve, welche alleine von den héchsten Termen

in der Fliachengleichung abhéngt, beschreibt die Richtungen der Asymptoten.

Ein zweites Modell

Fiir Felix Klein waren die Unterschiede in der Darstellungsweise der Flachen nicht
unerheblich. Sein Interesse an Neesens Modell war eng verbunden mit einer Idee, die
er auf der Sitzung schildert: ,Deformirt man eine solche Fléache im Endlichen durch
stetige Processe, wobei die in einem Knotenpuncte an einander stossenden Theile
sich entweder vereinigen oder sich vollends treffen kénnen, so erhélt man schema-
tisch die Gestalten anderer Fldchen dritten Grades. Man beweist, dass man alle
Fléchen dritten Grades auf diese Weise erzeugen kann, so dass man auf diesem Wege
eine vollstéandige Uebersicht der bei Flachen dritten Grades {iberhaupt moglichen
Gestalten erhalt.«52

In dem Bericht fiihrt Felix Klein den Gedanken nicht weiter aus, der ihn jedoch
dariiber hinaus beschéftigte. Aufgrund seiner neuen Professur in Erlangen und des
Todes Alfred Clebschs im November 1872 kam er erst im darauffolgenden Jahr dazu,
seine Idee auszuarbeiten.®® Im Mai des Jahres 1873 griff er das Thema bei einer
Sitzung der Physikalisch-Medizinische Sozietit zu Erlangen wieder auf.>* Am Beginn
des Protokolls wird erwahnt, dass Klein Modelle von Herrn Weiler vorgelegt habe,
welche Flachen dritter und vierter Ordnung zeigen. Neesens Werk wurde zwar auf der
Sitzung erwahnt, aber offenbar hatte es Klein nicht mitgebracht. Stattdessen wird
auf den Bericht in den Gottinger Nachrichten verwiesen, der die Beschreibung des
Modells enthélt. Felix Klein hatte in der Zwischenzeit Adolf Weiler darum gebeten,
ein neues Modell herzustellen, das die Flache mit vier reellen Knotenpunkten in

einer anderen Lage beziiglich der unendlich fernen Ebene zeigt. Weiler kam seiner

52 Klein und Clebsch, ,Gottinger Nachrichten®, S. 404.

53 Tobies, Feliz Klein, S. 96.

54 Klein, Felix. ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®. In: Physikalisch-Medizinische Sozietit
zu Erlangen: Sitzungsberichte der Physikalisch-Medizinischen Sozietit zu Erlangen 5 (1873).
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Bitte nach.?® Es ist nicht bekannt, wo sein Originalentwurf verblieben ist. In einem
Artikel, der im Dezember desselben Jahres in den Mathematischen Annalen unter
dem Titel ,,Uber Flichen dritter Ordnung® veréffentlicht hat, gibt Felix Klein jedoch
eine Beschreibung des Weilerschen Modells. Offenbar bildete es spéter die Vorlage
fiir Rodenbergs zweite Form (vgl. Abb. 8.13).

Die Knotenpunkte bilden ein gleichseitiges Tetraeder, das nach unten gekehrt
ist. Daneben besteht die Flache noch aus einen zweiten Teil. Er ist iiberall hyper-
bolisch gekriimmt, wihrend das Tetraeder abgesehen von den Ecken nur aus ellip-
tischen Punkten besteht. Im Gegensatz zu Neesens Modell besteht Weilers Modell
nur aus zwei Flachenstiicken. Das elliptische Tetraeder verbleibt im Endlichen.,Der
hyperbolische Teil setzt sich nach aufsen an die vier Knotenpunkte an und breitet
sich von diesen ab wesentlich horizontal aus, so dafs er die unendlich ferne Ebene
in einen symmetrischen Kurvenzuge schneidet, der drei auf einer Horizontalen ge-
legene Wendungen besitzt. Das unendlich Ferne schneidet hier nur einen Teil der
Fldche, wahrenddessen er bei Neesen zwei Fléchenstiicke voneinander trennte. Fiir
Felix Klein war dies nicht unerheblich, auch wenn beide Flachen ,fiir die projektivi-
sche Auffassung” zu derselben Art gehoren. Denn: ,Die rdumliche Anschauung 16st
sich aber nur schwer von der gewéhnlichen Weise ab, fiir welche das Unendlich-Weite

seine besondere Geltung beansprucht.“56

,,Uber Flichen dritter Ordnung

Die Modelle spielten in Felix Kleins Forschung eine tragende Rolle. Er entwickelte an
ihnen seine Idee von der Deformation kubischer Fliche. In seinem Artikel ,,Uber Fli-
chen dritter Ordnung” schildert er zwei unterschiedliche Prozesse, mit denen sich die
singuldren Punkte auflosen lassen. In einem reellen Doppelpunkt kommen zwei ver-
schiedene Partien der Flache zusammen. In einer Umgebung des Punktes dhnelt die
Fliche einem doppelseitigen Kegel, dem Tangentenkegel in diesem Punkt.’” Wenn
die beiden Partien in dem Punkt miteinander verbunden werden, geht der Tangen-
tenkegel gewissermafen in ein einschaliges Hyperboloid {iber. Werden sie stattdessen
getrennt, so entsteht anstelle des Kegel ein zweischaliges Hyperboloid. Durch beide

Formen der lokalen Deformationen wird der betreffende Doppelpunkt aufgeldst, wie

55 Wann genau Weiler das Modell fertig gestellt hat und ob es zu denen gehérte, die Klein
zur Erlanger Sitzung mitbrachte, ist allerdings unklar.

56 Klein, Felix. ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®. In: Mathematische Annalen 6.4 (1873),
S. 555.

5T Der Tangentenkegel einer Fliche f = 0 in einem singuliren Punkte p wird von dem

quadratischen Teil des Taylorpolynoms von f in p definiert.
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Klein erldutert. Die neu entstandene Fliche besitzt einen singuldren Punkt weniger.
Ohne es explizit zu erwahnen, zieht Felix Klein offenbar nur solche Deformationen
in Betracht, die den Grad der Flache unverédndert lassen.

Wenn die beiden Prozesse des Trennen und Verbindens der Reihe nach auf n der
vier Knoten angewendet werden, so entstehen n + 1 verschiedene Typen von Fla-
chen mit 4 — n Knoten. Felix Klein bezeichnet sie mit romischen Ziffern. Er enthélt
demnach fiinf verschiedene Typen von regulidren Flachen. Um sie in Schliflis Klas-
sifikation einzuordnen, versucht er anschliefend, die Anzahl der reellen Linien zu
bestimmen, die beim Auflésen eines Doppelpunktes durch Verbinden und Trennen
der angrenzenden Flachenpartien hinzukommen oder verschwinden. Je zwei Dop-
pelpunkte werden von einer Linie verbunden, die ihrer ganzen Lénge nach auf der
Flache liegt. Nach Klein wiirde jede reelle Linie, die durch einen Doppelpunkt 1auft,
sich beim Trennen in zwei neue aufspalten, wihrend sie beim Verbinden imaginir
werde.”® Werden demnach zwei Punkte aufgelost, indem die Partien an ihrer Stelle
zusammengefiihrt werden, so wiirden demnach vier neue Geraden aus der gemeinsa-
men Verbindungslinie hervorgehen. Die Linien jedoch, die nicht durch den aufgelésten

Doppelpunkt gehen, blieben durch die Deformation erhalten.

Doppeltangenten

Was Felix Klein iiber die Anzahl der Linien erldutert, die bei den beiden Prozes-
sen des Auflésens jeweils entstehen und verschwinden, ldsst sich nicht ohne Weiteres
nachvollziehen. Er war sich der Schwierigkeiten bewusst, die der Versuch hervorruft,
sich den Prozess der Deformation vorzustellen. Deshalb suchte er nach einem ande-
ren Weg, um die Anderungen an der Fliche zu veranschaulichen: ,,Um dies sicherer
einzusehen, als es bei der geringen Uebung, welche unsere raumliche Anschauung in
solchen Dingen besitzt, gelingen will, bilde ich die Fléache dritten Grades von einem
ihrer Punkte durch Projection auf eine Doppelebene ab.**® Anstatt demnach die
Verdnderung an der Fliache zu verfolgen, betrachtet er ihr Bild unter einer Projekti-
on.

Felix Klein verweist in diesem Zusammenhang auf eine Arbeit des Schweizer
Mathematikers Carl F. Geiser (1843-1934), die einige Jahre zuvor in den Annalen
verdffentlicht worden ist.%0 In dem Artikel bewies Geiser, dass die 27 Linien einer

kubischen Fléche in einer engen Beziehung zu den Doppeltangenten einer Quartik

58 Klein, ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®, S. 564.
59 Ebd., S. 564.

60 Geiser. ,,Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve vierten Grades“. In: Mathema-
tische Annalen 1.1 (1869).
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standen. Julius Pliicker hatte 1839 gezeigt, dass es fiir eine reguldre Kurve vierten
Grades genau 28 Geraden gibt, die sie in zwei Punkten die Kurven tangential beriih-
ren. Er konnte auch die Gleichung einer Quartik angeben, fiir die alle Geraden reell
sind.

Geiser ging bei seinem Beweis in mehreren Schritten vor. Der Projektionskegel in
einem beliebigen Punkt besteht aus allen Tangenten, die sich durch den Punkt an die
Fléche legen lassen. Zu ihm gehoren auch alle Geraden, welche seine Spitze mit den
singuldren Flachenpunkten verbinden. Fiir Flachen dritten Grades ist dieser Kegel
von sechster Ordnung. Arthur Cayley hat gezeigt, dass dieser Projektionskegel im
Allgemeinen 27 Doppelebenen besitzt.! Wenn jedoch das Zentrum der Projektion
auf der Flache liegt, so zerfillt er in eine doppelzdhlende Tangentialebene in diesen
Punkt und einen Kegel der vierten Ordnung. Geiser betrachtete den Schnitt des
Kegels mit einer festen Ebene. Diese Kurve (Schattenriss) ist von vierter Ordnung.
Doppelpunkte der Flache werden auf Doppelpunkte der Kurve projiziert. Fiir eine
kubischen Flédche mit vier reellen Doppelpunkten muss der Schattenriss deswegen in
zwel Kegelschnitte zerfallen.

Felix Klein méchte nun die Anderungen der Flichenform unter einer Deforma-
tion anhand der Projektionskurve nachvollziehen. Er verweist seine Leser auf eine
Zeichnung, die Adolf Weiler von seinem Modell angefertigt hat (s. Abb. 5.3). Sie
zeigt das Tetraeder, welches von den vier Doppelpunkten gebildet wird. Klein legt
das Zentrum des Projektionskegel in den hochsten Punkt dieses Polyeder. Der Vor-
teil dieser Wahl besteht darin, dass der elliptische Teil der Fliche innerhalb des
Kegels liegt.%2 Die Tangenten an Punkte des Tetraeders liegen deshalb nicht auf
dem Projektionskegel. Klein folgert, dass die beiden Kegelschnitte des Schattenrisses
imaginér sind. Sein reeller Teil besteht allein aus vier Schnittpunkten.5® Die sechs
Verbindungslinien dieser Punkte sind Doppeltangenten der Kurve. Sie sind die Bilder

der Tetraederkanten.

Auflésung der Doppelpunkte

Anschliefend beschreibt Klein, wie sich die Gestalt der Projektionskurve &ndert,
wenn die Flache in der Néhe eines Doppelpunktes deformiert wird. Der zugehorige
Punkt auf der Bildebene verschwénde, sobald die Flache im zugehdrigen Knoten ge-
trennt werde. Werden die angrenzenden Flachenteile jedoch verbunden, so ginge der

Bildpunkt der Projektion in ein Oval iiber. Beim Trennen werde jede Doppeltangente

61 Cayley, ,On the Triple Tangent Planes of Surfaces of the Third Order".
62 Klein, ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®, S. 564.
63 Felix Klein macht hier keine Angaben zur Wahl der Bildebene.
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Abb. 5.3: Weilers Zeichnung seines Modells. Quelle: Klein, Felix. ,,Ueber Flachen dritter
Ordnung®. In: Mathematische Annalen 6.4 (1873).

imaginar, die zuvor durch den besagten Punkt ging. Beim Verbinden spalte sie sich
hingegen in zwei neue auf. Ausgehend davon bestimmt Klein die Gesamtanzahl der
reellen Linien, die auf den Flachen liegen, die beim sukzessiven Anwenden der beiden
Prozesse auf die vier reellen Doppelpunkte entstehen. Er bemerkt am Rande, dass
beim Auflésen eines singuldren Punktes alle Geraden der Fléche erhalten blieben,
die nicht durch den betreffenden Doppelpunkt gingen. Deshalb beriicksichtigt er nur
die Anderungen, welche die Verbindungslinien zweier Knoten betreffen. Die Tabelle

5.3 gibt fiir jeden Typ, der durch die Deformationen entsteht, die jeweilige Anzahl
an reellen Linien an.

In fast allen Féllen ist es moglich, den zugehorigen Typ von kubischer Fléachen der

Schléflischen Klassifikation anhand dieser Zahl zu bestimmen. Die einzige Ausnahme
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bilden die Flachen mit vier aufgelosten Knoten (vgl. Tab. 5.3), unter denen sich zwei
Typen 1v und v mit derselben Anzahl an reellen Linien befinden. Bei einem wurde
einmal der Prozess des Verbindens zur Auflésung verwendet, bei dem anderen nie.
Demnach bestehen alle Flachen des Typs v aus zwei Teilen, wahrend die des erstge-
nannten nur aus einer zusammenhangenden Komponenten bestehen. Klein verweist
an dieser Stelle auf Ludwig Schléifli, der bereits gezeigt hat, dass seine fiinfte Art

einer zweiteiligen Flache entspricht.

Klein fasst alle Flachen unter einer Art, die sich (stetig) ineinander tiberfiihren
liefken, ohne dass sich dabei die Anzahl und der Typ der auftretenden Singularitéiten
dndert. Im modernen Sinne liefe sich dies folgendermafien formulieren: Jede Fliche
kann mit einem Punkt im 19-dimensionalen projektiven Raum identifiziert werden.
Zwei Flachen heifsen dann in Kleins Sinne dquivalent, wenn es zwischen den ihnen
entsprechenden Punkten f; und fo einen stetigen Pfad gibt, der beide miteinander

verbindet, und der zudem nur solche Punkte durchlauft, die Flachen mit derselben

Konfiguration an Singularititen reprisentieren. 4

64 Diese Vorstellung war Klein durchaus vertraut, der schrieb: ,Eine Fliche dritter Ord-
nung hingt von 19 Konstanten ab. Die Gesamtheit aller Flichen dritter Ordnung (wobei
nur an Flachen mit reellen Koeffizienten gedacht sein soll) bilden also eine Mannigfaltig-
keit von 19 Dimensionen. In dieser Mannigfaltigkeit fiillen die Fldchen mit Knotenpunkten
einen Raum von nur 18 Dimensionen aus, welcher die ganze Mannigfaltigkeit zerlegt, so dafs
man aus einem Gebiete in ein anderes nur dadurch treten kann, daf man diesen Raum von
18 Dimensionen durchsetzt. Jedes dieser Gebiete représentiert nun eine Art von Fliachen
ohne Knotenpunkt.“ In dhnlicher Weise, so fiihrt er aus, wiirde die 18-dimensionale Man-
nigfaltigkeit der Flichen mit singuldren Punkten durch die Mannigfaltigkeit der Flachen
mit zwei konischen Punkten oder einem biplanaren Punkt (Typ Bs) in disjunkte Gebiete
zerlegt werden. Felix Kleins Ausfiihrungen erinnern bereits sehr an die moderne Sichtwei-
se. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Fliche dritter Ordnung
{f = 0} Singularititen hat, ist die Existenz einer gemeinsamen Nullstelle aller 4 partiellen
Ableitung von f. Diese existiert dann und nur dann, wenn ihre gemeinsame Diskriminante
A(f) verschwindet. Im Allgemeinen ist A ein Polynom vom Grad 32 in den Koeffizienten
von f. George Salmon und Alfred Clebsch ver6ffentlichten 1860 jeweils eine Darstellung
fiir A als Polynom in 4 fundamentalen Invarianten, die sie unabhéngig von einander ent-
wickelt hatten: Salmon, George. ,,On Quaternary Cubics®. In: Philosophical Transactions of
the Royal Society of London 150 (1860). Der britische Mathematischer William Edge wies
1980 darauf hin, dass die Formel Salmons falsch ist, und gab eine Korrektur: Edge, W. L.
,,The Discriminant of a Cubic Surface”. In: Proceedings of the Royal Irish Academy. Section
A: Mathematical and Physical Sciences 80A.1 (1980).
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Durchgang durch einen Biknoten

Felix Klein betrachtet in seiner Arbeit auch die Transformation eines Doppelpunktes
in einem biplanaren Punkt durch Deformationen. In einem biplanaren Punkt ist der
Tangentenkegel in ein Paar von Biebenen zerfallen, die auch beide imaginir sein

konnen, deren gemeinsame Achse jedoch immer reell ist. %

Abb. 5.4: Weilers Zeichnungen zeigen eine Flache mit Doppelpunkt (links), der durch den
Prozess des Verbindens aufgelost wird (rechts). Quelle: Klein, Felix. ,,Ueber Flichen dritter
Ordnung”. In: Mathematische Annalen 6.4 (1873).

Klein beschreibt zuerst, wie eine Fldche dritten Grades in der Néhe eines bipla-
naren Punktes aussehen kann. Abermals unterstiitzt er seine Erlauterungen mithilfe
zweier Zeichnungen, die Weiler angefertigt hat (Abb. 5.5). Sie zeigen verschiedene
Formen einer Fléche mit reellen Biebenen. Gleichzeitig beschreibt er die Gestalt von
charakteristischen Kurven, in denen die Flache von Ebenen geschnitten wird, welche
durch die Achse der beiden Biebenen gehen. Fiir den Fall zweier imaginarer Biebenen
erklért er nur, dass die Flache dann an die Form erinnere, die bei der Rotation einer
Kurve mit Spitze um deren Tangente entstiinde. Er verzichtet auf eine Abbildung.

Felix Klein beschreibt unterschiedliche Deformationen, bei denen biplanare Punk-
te entstehen. Ein biplanarer Punkt mit imagindren Biebenen bilde den Ubergang
zwischen einer Fldche mit isoliertem und einer mit nicht isoliertem Doppelpunkt.
Hier verzichtet Klein auf eine Veranschaulichung. Schwieriger sind die Verhéltnisse
bei einem biplanaren Punkt mit reellen Ebenen. Er entstiinde durch das Zuziehen
des Durchganges, der an den Punkt anschliefst. Felix Klein verweist an dieser Stelle
auf Weilers Zeichnung, die hier als Abb. 5.4 wiedergegeben ist. Wird der biplanare

Punkt weiter deformiert, so entstiinde abermals eine Flache mit Doppelpunkt, deren

65 Die beiden verschiedenen Typen sind spiter von Karl Rodenberg dargestellt worden.
Es handelt sich um die Modelle Nr. 10 (imaginére Biebenen) und Nr. 11 (reelle Biebenen)

seiner Serie.
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Offnung jedoch anders orientiert sei. Wenn eine Fliche in der Nihe eines Doppel-
punktes verformt wird, indem der Punkt durch einen biplanaren Punkt hindurchgeht,
entsteht wieder eine Fldche mit derselben Anzahl an Doppelpunkten. Die Doppel-
punkte besitzen jedoch eine andere Orientierung. Wenn diese Deformation gestattet
wird, dann lassen sich mithilfe der beschriebenen Prozesse alle kubischen Fléchen

mit Doppelpunkten gewinnen.

Abb. 5.5: Weilers Zeichnungen zeigen jeweils eine Fldche mit unterschiedlichen Arten von
biplanaren Punkt. Seine Biebenen kénnen die Fliche in nur einer (links) oder in drei
reellen Geraden (rechts) schneiden. Quelle: Klein, Felix. ,,Ueber Flachen dritter Ordnung®.
In: Mathematische Annalen 6.4 (1873).

5.6 Rodenbergs Modelle

Karl Rodenberg konstruierte 1878 eine Serie von 26 Gipsmodellen, um die ver-
schiedenen Singularitdten darzustellen, die bei kubischen Flidchen auftreten kénnen
(Abb. 8.12 - 8.26). Sie entstand wéhrend seiner Arbeit an einer Dissertation zur Klas-
sifikation kubischer Flichen, die Rodenberg bei Felix Klein schrieb.%¢ Er orientierte
sich bei seiner Einteilung an Klein, der von der Fliche mit vier einfachen Knoten
ausgegangen war, um aus ihr andere Typen durch Deformationen zu erzeugen.
Rodenberg fasste jene Fldchen als gleich auf, die sich durch kontinuierliche Defor-
mationen ineinander iiberfithren liefen, ohne dass dabei eine neue Singularitéit auf-
tritt oder vorhandene ihren Typ veriindern, wie er in seiner Beschreibung festhilt.67
Seine Modellserie zeigt 13 verschiedene Typen der Schlaflischen Klassifikation. Bei
der Auswahl der dargestellten Typen orientierte sich Rodenberg an der Ordnung, die
Felix Klein in seiner Arbeit entworfen hatte. Fiir die Flache mit vier reellen Knoten

gab er fiinf verschiedene Darstellungen (Nr. 2-6). Von den Konfigurationen hoher

66 Rodenberg, Carl. ,,Zur Classification der Flichen dritter Ordnung®. In: Mathematische
Annalen 14.1 (1878).
67 Rodenberg, Carl. ,,VII: Modelle von Flichen 3. Ordnung®. In: Mathematische Modelle

angefertigt im mathematischen Institut des koniglichen Polytechnikums zu Miinchen (1878).
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Kodimension entwarf er mehrere Modelle, von den Typen mit niedriger hingegen nur
wenige (Tab. 5.2).

Im Folgenden werden die Modelle der Serie beschrieben. Die Nummern beziehen

sich auf die Reihenfolge, die Rodenberg verwendet hat, und welche im Katalog des
Verlages von Martin Schilling beibehalten worden ist.%® Die Farbangaben zu den
Linien beziehen sich auf dieselbe Quelle. Im Katalog ist von weifsen, roten, blauen
und griinen Linien die Rede. Weifs steht — in der Regel — fiir unére, die restlichen
Farben hingegen fiir mehrfach zéhlende und andersartige Linien.
Nr. 1 Das erste Modell der Serie zeigt eine Clebsche Diagonalfliche (Abb. 8.12).
Es handelt sich um eine spezielle Flache des Schléflischen Typs 1. Sie besitzt zehn
Eckardt-Punkte, wiahrend die allgemeine Flache dritten Grades nur einen Punkt auf-
weist. Von den zehn Punkten befinden sich jedoch drei im unendlich Fernen.. Es
handelt sich um die Eckpunkte des zugrundeliegenden Pentaeders, dessen 15 Diago-
nalen weift dargestellt sind.

Die verbleibenden zwdlf roten Linien formen eine Schléflische Doppelsechs. Sie
tragen die Nummern 1-6 mit und ohne Apostroph, je nachdem zu welcher der beiden
Sechsen sie gehoren. Rote Linien mit gleicher Nummer schneiden sich nicht, wihrend
alle {ibrigen Paare zusammen mit einer weiften Linie in einer Ebene liegen. Die Dia-
gonalen sind mit einer zweistelligen Nummer gekennzeichnet, die sich aus den beiden
Ziffern der roten Linien zusammensetzen, von denen sie getroffen werden.

Die 45 Tritangentialebenen unterteilen sich in die fiinf Seiten- und zehn Dia-

gonalflichen des Pentaeders und 30 Ebenen, die von Paaren inzidenter Linien der
Doppelsechs bestimmt werden. Die Ecken des Pentaeders bilden die einzig reellen
Punkte der parabolischen Kurve. Von ihnen liegen drei im unendlich Fernen. Die
Flache ist tiberall hyperbolisch gekriimmt.
Nr. 2-6 Diese Modelle zeigen alle unterschiedliche affine Ansichten einer Fliche
mit vier gewohnlichen Doppelpunkten (Abb. 8.13 — 8.14). Sie bilden ein Tetraeder,
dessen verldngerte Kanten vollstdndig auf der Fléche liegen. Diese sechs Linien zdhlen
vierfach, da sie jeweils zwei Doppelpunkte verbinden. Daneben verlaufen drei weitere
Linien auf einer separaten Ebene, wobei eine davon beim Modell Nr. 6 im unendlich
Fernen liegt.

Die fiinf Modelle unterscheiden sich nur durch die Lage der unendlich fernen
Ebene. Zwischen ihnen gibt es jeweils eine reelle Kollineation, welche die Flachen
ineinander {iberfiihrt. Das Bild der unendlich fernen Ebene unter dieser Abbildung

wird von Rodenberg Gegenebene der Kollineation genannt. Die Form der Modelle

68 Brill, Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Unterricht, S.

30.
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Nr. 3-6 entstehen, wenn eine Gegenebene in Bezug auf das zweite Modell gewéhlt
wird. Wenn sie das Tetraeder nicht (Nr. 3), es oberhalb der vier Doppelpunkte (Nr. 4),
zwischen ihnen und dem untersten Punkt (Nr. 5) oder zwischen zwei Knotenpaaren in
einer der weifen Linien (Nr. 6) schneidet, entstehen die jeweils dargestellten Fliachen.
Der Asymptotenkegel trifft das unendlich Ferne fiir die Modelle Nr. 3-6 in einer
Kurve mit Oval, beim zweiten jedoch in einem zusammenhéingenden Kurvenzug.
Dementsprechend bestehen die zuerst genannten aus drei Komponenten, das letzte
hingegen nur aus zwei Teilen, die in den Knotenpunkten zusammenhéngen. Bei den
Formen 3,4 und 6 liegt allerdings jeweils ein Flachenstiick unter dem Gips verborgen,
das sich kegelférmig nach unten erstreckt. Die parabolische Kurve besteht bei allen
Modellen aus den doppelt zdhlenden Kanten des Tetraeders, dessen Punkte sonst
jedoch elliptisch gekriimmt sind. Der andere Flachenteil ist dagegen hyperbolisch
gekrimmt.
Nr. 7-8 Die Modelle stellen jeweils eine Fliache mit drei gewohnlichen Doppel-
punkten dar (Abb. 8.15). Sie ist vom Schlaflischen Typ viil. Das siebente verhalt
sich zu dem achten Modell der Serie wie eine Positiv- zu einer Negativform. Die
Fléche zerlegt den Raum in zwei Kammern, von denen jede einmal als Gussform

verwendet worden ist.59

Von den zwolf reellen Linien, die auf den Modellen zu sehen sind, verbinden drei
Doppelpunktpaare. Sie zéhlen vierfach. Durch jeden Doppelpunkt gehen zudem noch
zwei doppelt zéhlende Linien. Es handelt sich um die blau eingefarbten Geraden. Un-
terhalb des Dreiecks, das von den drei Doppelpunkten gebildet wird, liegen noch drei
einfache (weifle) Linien. Sie schneiden sich in einem Eckardt-Punkt. Im Allgemeinen
treffen sie sich jedoch nicht in einem Punkt. Thre Schnittpunkte bilden stattdessen

ein echtes Dreieck.

Der Asymptotenkegel schneidet hier das unendlich Ferne in einer durchgehenden
Kurve. In dem Katalog des Schilling- Verlages heift es, dass die parabolische Kurve
aus den drei jeweils doppelt zéhlenden roten Linien und einer Kurve der sechsten
Ordnung bestéinde.” Sie habe drei Doppelpunkte in den Cy-Punkten. Moglicherwei-
se war Karl Rodenberg hier bei seinem urspriinglichen Entwurf ein Fehler unterlau-
fen, wie es spéter der Miinchener Professor Gustav Bauer (1820-1906) im Mai 1883

69 Rodenberg beschreibt seine Entscheidung, einen zweiten Entwurf anzufertigen, mit den
Worten: ,Modell 8 wurde ausgefiihrt, um das Kegelférmige der Parthien in der Néhe der
Knoten besser zur Anschauung zu bringen, man erkennt die Uebereinstimmung der Art
beider, wenn man eines mit seinem Fusse nach oben kehrt.“ Rodenberg, ,,VII: Modelle von
Flachen 3. Ordnung, S. 6.

0 Schilling, Catalog mathematischer Modelle, S. 117.
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bei einer Sitzung der Miinchener Akademie der Wissenschaften behauptet hat.”!
Ob Rodenbergs Darstellung der parabolischen Kurve tatsdchlich falsch war und erst
nachtraglich korrigiert worden ist, lieft sich in dieser Arbeit nicht kldaren. Auf dem
Modell ist die Kurve jedenfalls richtig und geméaft Bauers Beschreibung dargestellt.
Nr. 9 Das Modell zeigt drei biplanare Punkte vom Typ Bs mit reellen Bi- oder
Hauptebenen (Abb. 8.16). Es handelt sich um eine Darstellung des Schlaflischen
Typs XX1. Die drei Linien, welche auf der Flache liegen und die singuléaren Punk-
te miteinander verbinden, zéhlen neunfach. Gemeinsam bilden sie die parabolische
Kurve, die elliptisch gekriimmte Regionen der Fliche trennt. Thr Asymptotenkegel
zerféllt nicht.

Nr. 10-11 Die beiden Formen stellen eine kubische Flache mit einem biplanaren
Punkt dar (Abb. 8.18). Demnach veranschaulichen sie den Schléaflischen Typ 111
Allerdings unterscheiden sie sich hinsichtlich der Realitdtsverhéltnisse. Bei Nr. 10
sind die beiden Biebenen reell, bei Nr. 11 hingegen konjugiert imaginér. Rodenberg
weikt darauf hin, dass das elfte Modell einen Spezialfall veranschaulicht.”

In dem ersten Fall reeller Biebenen sind 15 reelle Linien vorhanden, in dem an-
deren hingegen nur drei. Von den fiinfzehn Linien bei Nr. 10 gehen sechs durch den
singuldren Punkt, die jeweils dreifach zu zéhlen sind. Daneben gehdren noch neun
unére Geraden zur Fliche, von denen jedoch im vorliegenden Fall drei in der unend-
lich fernen Ebene liegen. Wenn die Haupt- oder Biebenen imaginér sind (Nr. 11), so
gibt es nur drei einfache reelle Linien,

Beim zehnten Modell zerfillt der Asymptotenkegel in drei Ebenen, beim elften
schneidet er das unendlich Ferne hingegen in einem Kurvenzug. Der reelle Anteil der
parabolischen Kurve besteht bei Nr. 10 aus einer Kurve, von der vier Zweige durch
den biplanaren Punkt hindurchgehen. Sie besteht aus zwei ovalférmigen Schleifen,
die seitlich am Knoten anliegen, und zwei parabelférmigen Ziigen, welche sich auf
den beiden Fliigeln der Fléache ins unendlich Ferne erstrecken. Bei Nr. 11 zerfillt die
parabolische Kurve (wie die Hessesche Fliache auch) in zwei Teile: Der Schnittkurve
eines Kegels dritter Ordnung mit unendlich ferner Spitze und der Schnittkurve einer
horizontalen Ebene mit der Fliache, die durch ihren biplanaren Punkt hindurchgeht.
Nr. 12 Das Modell zeigt eine Fliche mit einem biplanaren und zwei konischen
Punkten. Die Achse, in der sich die beiden reellen Biebenen schneiden, verlauft auf

der Fldche. Der Punkt ist demnach vom Typ Bj. In ihm haben sich zwei Doppel-

"I Bauer, Gustav. ,,Von den gestaltlichen Verhiltnissen der parabolischen Curve auf einer
Fléche dritter Ordnung’. In: Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Classe der k.
b. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen (1883). Bd. 13. Miinchen: F. Straub, 1884.

"2 Rodenberg, ,,VIL: Modelle von Flichen 3. Ordnung®, S. 23.
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punkte vereinigt, deren Verbindungsgerade dann zur Achse geworden ist.

Die beiden Doppelpunkte sind mit dem biplanaren Punkt durch zwei Geraden
verbunden, die jeweils achtfach zdhlen. Eine weitere Gerade komplimentiert das Kno-
tendreieck. Sie zéhlt vierfach und geht durch die beiden konischen Punkte. Neben
der griinen sechsfach zéhlenden Achse liegt noch eine unére (weifse) Linie auf der
Fléche.

Nr. 13 Im Gegensatz zu dem vorherigen Modell, sind hier beide Doppelpunkte
imaginér (Abb. 8.20). Dasselbe gilt fiir die Biebenen, die sich jedoch nach wie vor in
einer Linie treffen, die auf der Fléache liegt. Sie zahlt vierfach. Die abseits verlaufende
Gerade verbindet die beiden imaginédren Doppelpunkte. Ihre Anwesenheit mache sich
nach Rodenberg durch die ,feste Tangentialebene, welche die Flache ersichtlich langs
der Geraden besitzt, bemerkbar“.”™ Deswegen miisse auch die Linie vierfach gezihlt
werden.

Nr. 14 Das Modell zeigt eine Flache mit einem biplanaren Punkt vom Typ Bs und
einem weiteren Doppelpunkt (Abb. 8.21). Die beiden reellen Biebenen treffen sich
in einer horizontalen Linie, die zehnfach zdhlt. Eine schneidet die Fliche aufserdem
noch in einer weiteren (finffachen) Linie orthogonal zur Grundflache. Die andere
Biebene bertihrt die Flache horizontal langs einer Linie, die beide singularen Punkte
miteinander verbindet. Sie muss zehnfach gezéhlt werden. Daneben befindet sich
noch ein doppelt zdhlender Strahl auf der Fldche, der durch den Doppelpunkt geht.
Nr. 15 Die dargestellt Fliche hat einen biplanaren Punkt vom Typ Bg mit zwei
reellen Ebenen und einen Doppelpunkt (Abb. 8.22). Neben der Biachse gibt es nur
noch eine weitere Gerade, die beide Punkte miteinander verbindet. Sie zahlt zwolf-
fach, wahrend die Achse 17 Linien absorbiert. Sie bilden gemeinsam die parabolische
Kurve. Die beiden Punkte trennen zwei Partien, die gegenséatzlich gekriimmt sind.
Der tropfenformige Teil ist elliptisch.

Nr. 16-17 Die Formen veranschaulichen jeweils eine kubische Flache mit einem
uniplanaren Punkt vom Typ Ug (Abb. 8.23). Bei Nr. 16 wird die Flache von der Ebene
durch den Punkt entlang von drei Geraden geschnitten, die jeweils achtfach zdhlen.
Hinzu kommen drei unére Linien, die unterhalb des Knotens in einer horizontalen
Ebene liegen. Sie treffen sich in einem Eckardt-Punkt. Rodenberg schreibt, dass die
Fléche iiberall negativ (hyperbolisch) gekriimmt sei. Die parabolische Kurve bestehe
aus den drei Strahlen durch den singuldren Punkt und dem Schnittpunkt der drei
uniren Geraden.™ Die Fliche ist iiberall hyperbolisch gekriimmt.

Wiéhrenddessen trifft die Ebene bei Modell Nr. 17 die Flache nur in einer Geraden,

3 Ebd., S. 24.
" Ebd., S. 29.
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die achtfach zéhlt. Neben jener gibt es nur noch eine unére Linie, die unterhalb des
singuldren Punktes horizontal verlauft. Die parabolische Kurve ldsst sich deutlich
auf dem Modell erkennen. Sie besteht aus der Geraden und einem sich zweifach
durchkreuzenden Kurvenzug. Sie trennt zwei elliptische von einer hyperbolischen
Flachenpartie, die wiederum von der mehrfach zédhlenden Geraden in zwei Bereiche

getrennt wird.

Nr. 18 Bei diesem Modell hat die dargestellte Fléiche einen uniplanaren Punkt vom
Typ Uz (Abb. 8.24). Die Ebene durch den Punkt geht durch zwei Linien, von denen
eine 16-fach, die andere zehnfach gezdhlt werden muss. Parallel zu einer Geraden
verlduft noch eine unére Linie unterhalb des Knotens. Die parabolische Kurve besteht
— abgesehen von Strahlen durch den Knoten — aus einem Oval, das ein elliptischen
von einem hyperbolischen Flachenteil trennt. Nach der Verlagsbeschreibung wiirde

diese Fliche den Ubergang zwischen Nr. 16 und Nr. 17 markieren.”

Nr. 19 Der uniplanare Punkt, den das Modell zeigt, ist vom Typ Us (Abb. 8.25).
Er ist die einzige Singularitat auf der Fliache. Die Ebene schmiegt sich an die Fléache
entlang einer Geraden an, die 27-fach zu zéhlen ist. Die parabolische Kurven besteht

aus dieser Linie und einem Oval, das durch den singuléren Punkt geht.

Nr. 20-23 Die Modelle zeigen allesamt Regelflachen (Abb. 8.26). Sie besitzen alle
eine Doppelpunktgerade. Auflerdem liegt auf ihnen jeweils ein Kreis und eine gera-
de Linie, durch die alle erzeugenden Geraden der Regelfliche gehen. Die Linie war
urspriinglich griin eingefarbt. Die Doppelgerade geht ebenfalls durch den Kreis. Sie
wird von der griinen Linie bei Nr. 20 und 21 nicht geschnitten. Bei dem erstgenannten
Modell geht die Linie durch das Innere des Kreises, beim letztgenannten nicht. Bei
Nr. 21 sind zwei uniplanare Punkte (Zwickpunkte) auf der Doppelgeraden entstan-
den. In ihnen wird die Doppelgerade durch zwei erzeugende Geraden geschnitten,
die rot gefirbt gewesen waren. Den Ubergang zwischen den beiden Modellen veran-
schaulicht die Nr. 22. Es zeigt den besonderen Fall, bei dem die griine Leitlinie den
Kreis passiert, wodurch sie mit der Doppelgeraden zusammenfallt. Nr. 22 zeigt die
Cayleysche Regelfliiche.™ Die beiden uniplanaren Punkte sind in einen Punkt vom
Typ Us zusammengefallen, der sich jedoch im unendlich Fernen befindet. Das Modell
Nr. 23 zeigt ihn. Es gibt eine andere Darstellung der Cayleyschen Regelflache, bei

7 Brill, Catalog mathematischer Modelle fiir den héheren mathematischen Unterricht, S.
32.

76 Diese Fliche ist zuerst von Arthur Cayley beschrieben worden, der Regelflichen ver-
schiedener Ordnung untersucht hat: Cayley, Arthur. ,A Second Memoir on skew Surfaces,
otherwise Scrolls®. In: Philosophical Transactions of the Royal Society of London 154 (1864),
S. 570.
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der der Kreis im Unendlichen verschwunden ist.

Nr. 24-25 Die Modelle stellen beide Hessesche Flachen dar. Nr. 24 besteht aus
zwei Formen (a) und (b). Sie zeigen beide verschiedene Ansichten und Ausschnitte der
Hesseschen Flache von Nr. 2 und 3. Wahrenddessen stellt Nr. 25 das entsprechende
Gebilde von Nr. 7 dar.
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Schlaflis Klassifikation kubischer Flachen

Schlafli Art. Bez. T S A v Cod. Mod.
I 5 - 27 - - 12 0 1

11 5 Cy 15 6-2 - 10 1

11 4 Bs 9 6-3 - 9 2 10-11
v 6 2Cy 7 8-2 1-4 8 2

v 4 B, 5 4-44+1-6 - 8§ 3

VI 2 B3 + Cs 3 3-2+4-3 1-6 7 3

VII 2 Bs 2 3-0+1-10 - 7 4

VIII 4 3Cy 3 6-2 34 6 3 7-8
IX 4 2Bs3 - 6-3 1 6 4

X 2 B, + Cy 1 22424+16 1-8 6 4

XI 2 Bg - 2-64+1-15 - 6 )

XII 2 Us 3 3-8 - ) ) 16-17
XI1I 2 Bs+2C; 1 2:242-3 1-4+26 5 4

X1V 1 Bs 4+ Cs - 1.24+1564+110 1-10 5 ) 14
XV 1 U~ 1 1-10+1-16 - ) ) 18
XVI 3 4Cy 3 - 6-4 4 4 2-6
XVII 3 2B +Cy - 2-3 2.6+1-9 4 5

XVIII 1 By+2C, 1 1-6 2:841-4 4 5 12-13
XIX 1 Bs + Cs - 1-15 1-12 4 6 15
XX 1 Us - 1-27 - 4 6 19
XXI 2 3B3 - - 3-9 3 6 9
XXII 3 - - - - 2 - 20-21

Tab. 5.2: Die Tabelle zeigt die Klassifikation Schéflis. Unter T, S, A ist jeweils die Anzahl
der Linien angegeben, welche durch keinen, einen oder zwei Doppelpunkte gehen. Die kursi-
ve Zahl gibt jeweils die Vielfachheit angibt. Mit v wird die Klasse bezeichnet. In der letzten
Spalte sind die Nummern der Modelle Rodenbergs aufgefiihrt, die den jeweiligen Typ ver-

anschaulichen.
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Auflésung von Doppelpunkten

Aufgeloste Doppelpunkte  Typ Linien Ebenen Schlafli Klein
- — 9 - XVI —
Einer + 12 14 VIII I
— 6 5 VIII II
Zweil ++ 16 7 v I
+— 8 3 v 11
—— 4 3 v 111
Drei + 4+ + 21 30 11 I
++ — 11 10 11 11
+ - - 5 6 II 111
- —— 3 10 11 v
Vier + + ++ 27 45 I I
+++— 15 15 I 11
+ 4+ —— 7 5 I 111
+ - —— 3 13 I v
- 3 7 I Y%

Tab. 5.3: Die Tabelle zeigt die Klassifikation Felix Kleins.
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6. Modelle in der wissenschaftlichen Arbeit

Die vorangegangenen Seiten haben gezeigt, wie die Modelle der Jahre 1860-1877
in der damaligen Forschung verwendet worden sind. In diesem Kapitel soll nun der
wissenschaftliche Stellenwert der Objekte ndher betrachtet werden. In einem Arti-
kel iiber Felix Kleins vierteilige Modellserie (Absch. 4.6) sprach David E. Rowe von
JArtefacts of Research“.! Der Ausdruck ist treffend, denn er verweist auf die eigen-
tiimliche Doppelstellung der Objekte innerhalb geometrischer Untersuchungen. Die
Modelle waren Instrumente und Produkte wissenschaftlicher Arbeit gleichermafen.
Als Anschauungsmittel gaben sie Aufschluss {iber die Geometrie der studierten Ge-
genstinde. Gleichzeitig zeigten sie jedoch auch die Ergebnisse von Untersuchungen,
mit denen die Gestalt algebraische Gebilde ergriindet werden sollte. Ihre Herstellung
beforderte den Erkenntnisprozess, setzte aber auch mathematisches Wissen voraus.

In diesem Abschnitt soll anhand der in den vorangegangenen Kapiteln betrachte-
ten Beispiele die Position der Modelle innerhalb der Untersuchungen nachgezeichnet
werden, in denen sie entstanden. Es wird gezeigt, was zur Herstellung und Verwen-
dung der Objekte den Anstof gab, welche Zwecke sie erfiillten und worin ihr Nutzen
bestand. Am Ende wird auch auf die Probleme eingegangen, die mit der Konstruktion
verbunden waren. Spéater soll dann der Fokus auf die historischen Zusammenhénge

erweitert werden.

6.1 Verwendung in der Forschungspraxis

In den Jahren 1860-1877 fanden anschauliche Modelle verstiarkt Verbreitung in der
Geometrie. Sie besafen dabei verschiedene Funktionen im Kontext der Forschung.
Fast alle entstanden im Rahmen spezieller Untersuchungen geometrischer Gebilde.
Die Modelle waren innig mit der Forschung verbunden, die zu ihrer Herstellung
Anlass gab. Obwohl mit ihnen héufig neuentdeckte Formen veranschaulicht wurden,

waren sie weitaus mehr als blofe Stiitzen der Anschauung.

! Rowe, David E. ,Mathematical Models as Artefacts for Research: Felix Klein and the
Case of Kummer Surfaces”. In: Mathematische Semesterberichte 60.1 (2013).
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Stiitzen der Anschauung

Die Holz- und Metallmodelle, die Julius Pliicker in den 1860er Jahren wahrend der
Ausarbeitung seiner Neuen Geometrie entwarf, zeigen die Gestalten verschiedener
Aquatorial- und Meridianflichen. Der Herausgeber des ersten Bandes von Pliickers
letztem Werk, Alfred Clebsch, schrieb 1869 in einer Rezension: ,,Die bei den Comple-
xen zweiter Ordnung entstehenden Complexflachen interessirten Pliicker iiberhaupt
sowohl ihren allgemeinen Eigenschaften als ihrer Gestalt nach. Eine grosse Anzahl
Modelle, welche er ausfiihren liess, und welche seitdem o6fters reproducirt wurden,
sind ebenso an sich von hohem Interesse, als sie insbesondre auch Pliickers geome-
trische Art zu denken und zu arbeiten in prignantester Weise characterisiren.*?
Was sich nach Clebsch in den Entwiirfen wiederfindet, ist eine spezielle Denk- und
Arbeitsweise, die das Werk Pliickers prégte.

Fiir Pliicker war die Anschauung von aufserordentlicher Bedeutung. Der ,erste
Spezialist der analytischen Geometrie“ (Carl B. Boyer) verlief sich weitaus mehr
auf sein Vorstellungsvermogen, als es spatere Darstellungen seiner Person und seines
Werkes vermuten lassen.® In jungen Jahren orientierte sich der Rheinlinder stark
an den Arbeiten der franzosischen Mathematiker im Umfeld der Ecole polytechnique,
die von Gaspard Monge (1746-1818) gepréagt waren. Pliicker verbrachte 1823 als
junger Mann einige Monate in Paris, wo er Vorlesungen besuchte und die Sichtweise
der neuen Geometrie kennengelernte.* Der Aufenthalt hinterlief einen bleibenden
Eindruck bei ihm. In einer Rezension schrieb er 1833, dass Monge eine neue Geome-
trie geschaffen hétte: ,,So wie die Figur auf dem Papier eine Darstellung der Curve
giebt, so thut es ihm auch eine Gleichung. Er sieht einen vollstdndigen Parallelismus
zwischen Construction und Rechnung, allen geometrischen Beziehungen entsprechen
algebraische. Eine algebraische Rechnung bildet sich ab in der Construction, eine
geometrische Construction wird ausgedriickt durch die Sprache der Algebra.“> An
einer anderen Stelle schreibt Pliicker mit Bezug auf die Arbeiten des franzosischen

Mathematikers: ,Hier ist es, wo ich gelernt habe und wo sich die Richtung, welche

2 Clebsch, Alfred. ,,Pliickers Neue Geometrie des Raumes®. In: Géttingische gelehrte An-
zeigen 2 (1869), S. 1577.

3 Boyer, Carl B. History of Analytic Geometry. New York: Scripta Mathematica, 1956,
S. 244.

4 Plump, Mechthild Ulrike. ,,Julius Pliicker - Leben und Werk eines analytischen Geo-
meters im 19. Jahrhundert®. Dissertation. Wuppertal: Universitdt Wuppertal, 2014, S. 30
ff.

5 Pliicker, Julius. Wissenschaftliche Abhandlungen. Hrsg. von Schoenflies, Arthur und
Pockels, Friedrich. Bd. 1. Leipzig: B. G. Teubner, 1895, S. 617.
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meine mathematischen Bestrebungen genommen haben, bestimmt hat .6

Was Pliicker begeisterte, war weniger die Moglichkeit, durch den Gebrauch von
homogenen Koordinaten und das Aufstellen von Gleichungen geometrische Proble-
me zu losen. Stattdessen war es vielmehr die Erfahrung, dass sich algebraische Aus-
driicke als geometrische Formen interpretieren liefen, die ihn fesselte. Sein Schiiler
Felix Klein beschrieb das Wechselspiel von analytischen Entwicklungen und geome-
trischen Uberlegungen, das die Arbeit seines Lehrers durchzog: ,In der Pliickerschen
Geometrie wird die blofse Kombination von Gleichungen in geometrische Auffassung
iibersetzt und riickwérts durch letztere die analytische Operation geleitet. Rechnung
wird nach Maoglichkeit vermieden, dafiir aber eine bis zur Virtuositit gesteigerte
Beweglichkeit der inneren Anschauung, der geometrischen Ausdeutung vorliegen-
der analytischer Gleichungen ausgebildet und in reichem MaRe verwendet.“” Woran
Klein dachte, findet seinen sinnbildlichen Ausdruck in der Methode der abkiirzen-
den Bezeichnungen, die Pliicker in den 1830er Jahren weiterentwickelt hat. Sie ist
nach Carl Boyer zuerst von franzosischen Mathematikern verwendet worden.® Im
Wesentlichen besteht sie darin, in Gleichungen mehrere Terme durch einen einzigen
Ausdruck zu substituieren, der sich geometrisch deuten liefs. Pliicker machte von
der Methode ausgiebig in seinem System der analytischen Geometrie Gebrauch, das
1835 erschienen ist.? In dem Werk zeigte er, dass sich eine Kurve dritter Ordnung

im Allgemeinen fiir geeignete Koordinaten in der Form
pqr + ps =0

schreiben lisst.! Mit p,q,r und s bezeichnete Pliicker lineare Polynome in zwei
Variablen, mit p einen unbestimmten Koeffizienten. Er betrachtet sie jedoch nicht
als algebraische Ausdriicke, sondern stellte sich stattdessen vier Geraden vor, die von
den Gleichungen p = 0, ¢ = 0 etc. definiert werden. Anhand der méglichen Lagen, die
sie zueinander einnehmen konnen, unterschied er anschliefend verschiedene Arten
von Kurven. Bei der rechnerischen Herleitung konnte er sich auf die Anschauung

stiitzen.11

6 Pliicker, Julius. Theorie der algebraischen Curven. Bonn: Adolph Marcus, 1839, S. vii.

7 Klein, Felix. Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert.
Berlin: Springer, 1926, S. 122.

8 Boyer, History of Analytic Geometry, S. 246.

9 Pliicker, Julius. System der analytischen Geometrie. Berlin: Verlag von Duncker und
Mumblet, 1835.

10 Ebd., S. 132.

1 Dieselbe Methode ist auch von Ernst Kummer verwendet worden, der mit ihr die Gestalt
der Kummerschen Fliche bestimmte (vgl. Absch. 3.5).
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Abb. 6.1: Tafel aus Julius Pliicker System der analytischen Geometrie.
Quelle: Pliicker, Julius. System der analytischen Geometrie. Berlin: Verlag von Duncker
und Mumblet, 1835, Fig. 111.

Wahrend es Julius Pliicker leicht fiel, sich von der Gestalt kubischer Kurven ein
Bild zu machen (Abb. 6.1), geriet er beim Studium quadratischer Linienkomplexe
an die Grenzen seines Vorstellungsvermdégens. Anlésslich der Verdffentlichung seiner
eigenen Modellserie 1871 erldutert Felix Klein die Bredouille, in welcher sich die An-
schauung in Anbetracht der Gebilde befindet. ,Die geometrische Vorstellung eines
solchen Linien-Complexes wird dadurch schwierig, weil die unendlich vielen Linien,
welche ihn constituiren, den Raum vollstdndig ausfiillen, weil also das vorzustellende
Gebilde keine Gestalt hat. Um so mehr ist es wiinschenswerth, Modelle zu besitzen,
welche der geometrischen Anschauung zu Hiilfe kommen.“'? Das Vorstellungsvermo-
gen lieft Pliicker bei seinen Rechnungen im Stich. Der Wunsch, sich eine Anschauung
der abstrakten Liniengebilde zu machen, fiihrte ihn schliefslich auf die Betrachtung
von Komplexflachen, die von der Gesamtheit aller Linien des Komplexes umbhiillt
werden, die eine feste Gerade im Raum passieren. Obwohl die Lage dieser Leitlinie

in Bezug auf das unendlich Ferne fiir die Auffassung der projektiven Geometrie un-

12 Klein, Felix. Vier Modelle zur Theorie der Linien-Compleze zweiten Grades. 1871.
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wesentlich ist, unterschied Pliicker die Flidchen hiernach. In seiner Besprechung der
Neuen Geometrie berichtet Alfred Clebsch: ,Der Fall, wo die gegebene feste Gerade
im Unendlichen liegt, wird von Pliicker wegen der Anschaulichkeit seiner Eigenschaf-
ten immer noch besonders behandelt, und durch den Namen ,Aequatorialfliche’ von
dem allgemeinen Fall (,Meridianfliche‘) unterschieden.!3 Pliicker widmete sich zu-
erst dem leichteren Sonderfall, bei dem die Leitlinie in der unendlich fernen Ebene
liegt, wodurch die quadratischen Komplexkurven parallel liegen. Die Vorziige be-
schrieb er mit den Worten: ,Wir gehen zu der Discussion dieser Aquatorialflichen
und zunéchst einer beschriankten Familie derselben iiber. Es leitet uns dabei die
doppelte Absicht, einmal, an leicht und iibersichtlich construirbaren Flichen eine
Bestéatigung der bisherigen Resultate zu finden; dann aber besonders, durch diese
Flachen etwa eine Anschauung [Hervorhebung im Original| von der Vielgestaltigkeit
der Complexflachen tiberhaupt und dadurch von der Vertheilung der geraden Linien
in einem Complexe des zweiten Grades zu gewinnen.“!4

In diesem Zusammenhang entstanden die im Kapitel 4 besprochenen Modelle.
Von ihnen erhoffte sich Pliicker, dass sie ihm eine bessere Vorstellung von dem Aus-
sehen der unbekannten Aquatorial- und Merdianflichen géiben. Welche Erkenntnisse
er durch sie fiir das Studium der quadratischen Komplexe selbst gewinnen konnte,
lasst sich anhand der Quellen nicht ermitteln. Julius Pliicker werden die Modelle
spezieller Aquatorialflichen jedenfalls Aufschluss iiber Anzahl, Lage und Typen von
Singularitiiten bei beliebigen Komplexfliche gegeben haben.'® Durch die Darstel-
lung einiger besonderer Falle, erhielt er so Auskunft iiber das, was im Allgemeinen

galt.

Empirische Forschung

In Pliickers Forschung erfiillte die Herstellung von Modellen dhnliche Funktionen, wie
die Durchfiihrung von Experimenten in der Physik. Mit seinen Entwiirfen ndhrte er
sich dem Gegenstand, stellte Beobachtungen an und iiberpriifte Vermutungen. Fiir
ihn waren geometrische Formen keine abstrakten Entitdten. Sie besafsen eine physi-
sche Gestalt, die sich betrachten liefs. Wenn er davon sprach, dass sich Gleichungen
in Konstruktionen iibersetzen liefsen, meinte er es in diesem Sinne. Diese Vorstel-

lung ist auch durch seine Arbeit auf dem Gebiet der Physik geprigt worden. In den

13 Clebsch, ,Pliickers Neue Geometrie des Raumes“, S. 1577.

14 Pliicker, Julius. Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Hrsg. von Klein, Felix. Bd. 2. Leipzig: Teubner, 1869, S. 344.

15 Dies wird auch von Alfred Clebsch in seiner Rezension bestétigt: Clebsch, ,Pliickers
Neue Geometrie des Raumes®, S. 1580 f.
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ersten Publikationen fiihrte er die neuen Gebilde ein, indem er auf das Bild sich
ausbreitenden Lichts verwies, das von Punkten ausgehend, in Strahlen den gesamten
Raum durchzieht.'® An einer Stelle sprach er von den ,six coordinates of forces*,
die er betrachte.!” Nicht zuletzt die Unterscheidung zwischen Strahlen- und Ach-
senkoordinaten, die seine Neue Geometrie durchzieht, obwohl sie unter analytischen
Gesichtspunkten irrelevant ist, ldsst erahnen, wie sehr Pliicker in gegensténdlichen
geometrischen Bildern dachte. In diese Denk- und Sichtweise fiigt sich auch die Ver-
wendung von Modellen ein, wie sein Schiiler bestétigte: ,,Bekanntlich hat Pliicker in
den letzten Jahren seines Lebens bei seinem Studium der Liniencomplexe zweiten
Grades zahlreiche auf deren Theorie beziigliche Modelle anfertigen lassen. Das allge-
meine Interesse an den wirklichen Gestalten auch complicirterer Flachen war ihm aus

seiner physikalischen Beschiftigung erwachsen; ... .18

In einer beigestellten Fufino-
te erwdhnt Felix Klein, dass Pliicker ihm einmal erzadhlt habe, dass er durch den
Verkehr mit dem englischen Physiker Michael Faraday (1791-1867) zur Herstellung
von Modellen angeregt worden sei.

Felix Klein war seinem Lehrer aber darin dhnlich, dass er die Mathematik als
eine empirische Wissenschaft verstand, welche auf die Anschauung nicht verzichten
kann. Er war der festen Uberzeugung, dass der mathematische Erkenntnisprozess
selten den Weg der strengen Deduktion geht. In seiner FErlanger Antrittsrede von
1872 erklérte er seinem Publikum — Studenten und Professoren verschiedener Wis-
senschaften: ,Glauben Sie nicht etwa, dass mathematische Production eine einfache
deductive Thaetigkeit sei. Im Gegentheil, das Erste ist immer, dass man inductiv,
haeufig nur auf Analogien gestuetzt, die Richtigkeit einer Beziehung ahnt, sie auf-
fasst, in ihren Consequenzen verfolgt; — und erst allmaehlich sucht man die Momente
zu einem wirklichen Beweise zusammen.“!® In derselben Rede betonte er nicht nur
die Nihe von Physik und Geometrie, die er als Raumwissenschaft bezeichnete.?’
Er trat auch fiir Ubungen im Zeichnen und Modellieren ein, damit die réumliche

Anschauung der Studenten ausgebildet wird: ,,Mir scheint eine wenn auch vorueber-

16 Pliicker, Julius. ,,On a New Geometry of Space”. In: Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 155 (1865), S. 726.

17 Pliicker, Julius. ,,Fundamental Views regarding Mechanics (Abstract)®. In: Proceedings
of the Royal Society of London 15 (1866), S. 205.

18 Klein, Felix. ,,Vier Modelle zur Theorie der Liniencomplexe zweiten Grades“. In: Katalog
mathematischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und Instrumente. Hrsg.
von Dyck, Walther. Miinchen: K. Hof- und Universitdtsdruckerei, 1892, S. 283 f.

19 Hervorhebung im Original: Rowe, David E und Klein, Felix. ,,Felix Klein’s ‘Erlanger
Antrittsrede™. In: Historia Mathematica 12.2 (1985), S. 131.

20 Ebd., S. 133.
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gehende Beschaeftigung des Studirenden in dieser Richtung in unserem Fache eben
so nothwendig, als es in den einzelnen naturwissenschaftlichen Faechern die Practica
sind.“?! In den Augen Felix Kleins war die Geometrie ein empirisches Studium, in
dem Zeichnen und Modellieren die Rolle naturwissenschaftlicher Experimente zufiel.
Eine Ansicht, die sein Lehrer mutmaflich geteilt hétte.

Wie der Stift in den Hadnden neue Ideen entstehen lassen konnte, wusste Felix
Klein aus eigenen Erfahrungen zu berichten. Uber eine Arbeit, die 1876 in den Mathe-
matischen Annalen erschienen ist,?? stellte er eine Beziehung zwischen der Anzahl
reeller Wendepunkte und isolierter Doppeltangenten einer algebraischen Kurven her.
In einer Vorbemerkung zum Wiederabdruck dieser Abhandlung in seinen Gesam-
melten Werken schreibt er: | Es ist ganz klar, dass ein strenger Beweis nur gefiihrt
werden kann, wenn man neben den geometrischen Axiomen irgendeine zureichende
Definition der Kurven, welche algebraisch genannt werden, heranzieht — am einfachs-
ten also, wenn man sich kurz entschlossen auf den Boden der abstrakten analytischen
Geometrie stellt. (...) Trotzdem hat das empirischen Zeichnen von Kurvenformen
mit unbestimmter Anlehnung an die analytischen Beziehungen zur Auffindung der
Relation und ihrer wesentlichen Beweisgriinde gefiihrt. Ich empfehle diese Tatsache,
neben vielen dhnlichen, die in der Geschichte der Mathematik bekannt genug sind,
der Aufmerksamkeit all derjenigen, die sich fiir das Zustandekommen mathematischer
Einsichten interessieren.“?® Felix Klein stellt hier die Art und Weise, wie mathemati-
sche Ideen gewonnen werden, ihrer letztendlichen Deduktion im Beweis an die Seite.
Die entscheidenden Gedanken fiir seine Arbeit waren ihm beim Zeichnen entstanden.
Nach ihm war dies nur einer von vielen Belegen, die sich in der Geschichte finden
lassen, in denen eine Skizze auf die Idee fithrte. Nicht zuletzt seine eigene Arbeit

enthélt zahlreiche Beispiele hierfiir.

Anregung zu neuen Ideen

In keiner anderen wissenschaftlichen Arbeit sind die Modelle so préasent, wie in Felix
Kleins Abhandlung ,Ueber Flichen dritter Ordnung* von 1873.24 In dem Artikel

beschreibt er, wie sich verschiedene Arten kubischer Flachen erzeugen lassen, indem

21 Ebd., S. 135.

22 Klein, Felix. ,Eine neue Relation zwischen den Singularitéiten einer algebraischen Cur-
ve'. In: Mathematische Annalen 10 (1876).

23 Klein, Felix. ,,Vorbemerkungen zu den erkenntnistheoretischen Abhandlungen®. In: Felix
Klein — Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Hrsg. von Vermeil, Hermann und Fricke,
R. Bd. 2. Berlin: Springer-Verlag Berlin, 1922, S. 213.

24 Klein, Felix. ,,Ueber Flichen dritter Ordnung“. In: Mathematische Annalen 6.4 (1873).
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einzelne Partien deformiert werden (vgl. Abschn. 5.5). Eingangs erlautert er, dass
der Gedanken hierfiir auf seinen Lehrer zuriickginge, der dhnliche Uberlegungen fiir
kubische Kurven angestellt habe.?? Anschliefiend fiihrt er aus, wie sich mithilfe von
Deformation singuldre Punkte von Fldchen auflésen lassen: ,Man construirt eine
besondere Fléche derselben Ordnung, die mit einzelnen Knotenpunkten oder mit
Doppelcurven behaftet sein mag, und leitet aus ihr eine allgemeinere dadurch ab,
dass man die an die singuléren Stellen hinantretenden Fléchentheile durch &hnlich
verlaufende ersetzt. Indem ich auf die Art versuchte, mir eine grossere Zahl von
Flache dritter Ordnung zu construiren, bemerkte ich, dass die Methode bei ihnen,
wie bei den Curven dritter Ordnung, fast ohne Weiteres tiberhaupt alle Gestalten
ergiebt. %6

Womdglich entstand die Idee fiir diese Arbeit in dem Seminar, welches er im Som-
mer 1872 gemeinsam mit Alfred Clebsch in Géttingen abhielt, und in dem Friedrich
Neesen und Adolf Weiler zwei verschiedene Modelle entwarfen. Weilers Entwurf zeig-
te die Clebsche Diagonalfliche, Nessens eine Flédche mit vier Doppelpunkten. Der
Herstellungsprozess, bei dem die Modelle aus Gips geformt wurden, weckte vielleicht
den Gedanken der Deformation. Moglicherweise entstand er auch beim vergleichen-
den Betrachten der beiden fertigen Modelle. Die Ahnlichkeit rief vermutlich den Ein-
druck hervor, dass zwischen den dargestellten Flache ein Zusammenhang besteht.
Fiir Kleins Idee war die unmittelbare Anschauung jedenfalls aufterordentlich wich-
tig. Sobald Klein den Gedanken der Deformation gefasst hatte, liek er ein weiteres
Modell einer kubischen Flache mit vier Doppelpunkten von Weiler herstellen. Um die
Anderungen nachvollziehen zu kénnen, die sich durch Deformationen der Punkte an
der Flache vollziehen, war es seiner Meinung nach geeigneter als Neesens frither Ent-
wurf. In dem Artikel gab er eine ausfiihrliche Beschreibung des Weilerschen Modells
(vgl. Absch. 5.4): ,Es wurde bereits hervorgehoben, dass die Flache dritter Ordnung
mit vier reellen Knotenpunkten fiir die projectivische Auffassung nur eine Art dar-
stellt, und in diesem Sinne représentirt das geschilderte Modell also alle deratigen
Flachen. Die rdumliche Anschauung 16st sich aber nur schwer von der gewohnlichen
Weise ab, fiir welche das Unendlich-Weite eine besondere Geltung beansprucht. In-
sofern ist es nicht gleichgiiltig, dass in dem Modell gerade ein Fall dargestellt ist,
in welchem die unendlich ferne Ebene nur den hyperbolischen Theil der Fldche und
zwar nach einer Kurve ohne Oval schneidet. Es werden dadurch gewisse charakte-
ristische Uebergéinge, deren Betrachtung im Folgenden nothwendig wird, besonders

anschaulich, indem sie ihren Einfluss nur auf ganz im Endlichen gelegene Partieen der

25 Klein, ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®, S. 551.

26 Die Hervorhebung wurde aus der Quelle {ibernommen: ebd., S. 551 f.
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Fléche erstrecken. Das in der Einleitung erwédhnte Neesen’sche Modell hatte einen
anderen Fall zur Anschauung gebracht (das Unendlich-Weite ist bei ihm eine auch
ganz auf dem hyperbolischen Theile gelegene Curve, aber mit Oval); bei ihm sind
die beziiglichen Verhéltnisse nicht so leicht zu verfolgen.*%7

Zusatzlich zu dem Modell liefs er von Weiler eine Zeichnung anfertigen, die in den
Mathematischen Annalen mit abgedruckt ist (Abb. 5.3). Er verwies an mehreren
Stellen seines Artikels auf die Figuren, um seinen Gedankengang zu illustrieren. In
einem Zusatz zu seiner Abhandlung, der in den Gesammelten Schriften erschienen
ist, rdt er den Lesern: ,Man muf sich in die Einzelheiten der Figur, die sich nur
schwer in Worten ausdriicken lassen, hineindenken. Am besten ist es, daf sich der
Leser selbst ein Modell, etwa aus Plastilin herstellt, oder zum mindesten eine kotierte
Projektion der Fliche (...) zeichnet.“?® Felix Klein wusste, was dem Verstiindnis
seines Artikels im Wege stand. Er musste die Anschauung seiner Leser beanspru-
chen, weil ihm die geeigneten Begriffe fehlten, um den Gedanken der Deformation
mathematisch zu fassen und die Argumentation stichhaltig zu begriinden. Er hatte
sie mithilfe von Modellen entwickelt und wusste deswegen um die Bedeutung der rich-
tigen Anschauung. Das Beispiel zeigt, wie die Anfertigung eines plastischen Modells
bei der Ausformulierung einer neuen Idee half.?"

Dieser Aspekt wird auch durch eine andere Quelle bestétigt. In einem Text von
1891, der an seine Studenten gerichtet war und spéter fiir die Leserschaft des Bulle-
tin of the American Mathematical Society libersetzt worden ist, reflektiert der italie-
nische Mathematiker Corrado Segre (1863-1924) iiber die jiingeren Entwicklungen
seines Fachs. In dem Artikel berichtet er auch von den Arbeitsmitteln, von denen
er und seine Kollegen gelegentlich Gebrauch gemacht haben: ,Schliefflich méchte ich
vermerken, dass manchmal auf Zeichnungen und Modelle geometrischer Formen zu-
riickgegriffen worden ist, um gewissen Eigenschaften (insbesondere der Gestalt oder
reeller Natur) gewahr zu werden, von denen niemand weifs, wie sie allein durch de-

duktive Schlussweise erkannt werden sollen.“3? Fiir Segre waren graphische Darstel-

27 Hervorhebungen im Original: ebd., S. 555.

28 Klein, Felix. Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Hrsg. von Vermeil, Hermann
und Fricke, R. Bd. 2. Berlin: Springer-Verlag Berlin, 1922, S. 46.

29 Das Konzept der miniversellen Deformation von Varietéiten hat heute seinen festen Platz
in der Singularitétentheorie.

30 Finally I will record that sometimes recourse has been had even to drawings and models
of geometric forms in order to see certain properties (especially of form or of reality) which no
one knew how to obtain by deductive reasoning alone.* Segre, Corrado. ,,On Some Tendencies

in Geometric Investigations“. Ubers. von Young, John Wesley. In: Bulletin of the American
Mathematical Society 10 (1904), S. 14.
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lungen nicht nur ein Mittel neben anderen. Stattdessen boten sie oftmals die einzige
Moglichkeit, um Aufschluss iiber die Geometrie von Gebilden zu erhalten. Womoglich
dachte er an das Geschlecht einer Flidche, dessen Bedeutung zu jener Zeit bekannt
war, von dem aber niemand sagen konnte, wie es sich ausgehend von einer Gleichung
berechnen lieke. Dasselbe gilt fiir die Anzahl der reellen Fliachenteile. Oftmals war
die Veranschaulichung das letzte Mittel, um sich ein vollstdndiges Bild einer Fliache

zu machen.

Handgreifliche Formen

Die Herstellung von Modellen war ein wichtiges Mittel, um das Unbekannte besser
zu verstehen. Viele Entwiirfe der Jahre 1860-77 zeigten die Formen von Gebilden,
die zuvor noch niemand zu Gesicht bekommen hatte. Ihre Entdeckung 16ste regel-
maéfig Erstaunen aus, wovon auch Kommentare zeugen. In einem Bericht tiber einen
Vortrag, den Ernst Kummer 1866 bei der Preuflischen Akademie der Wissenschaften
gehalten hat, wird dies zum Ausdruck gebracht: ,Hr. Kummer las iiber zwei merk-
wiirdige Fléchen vierten Grades und zeigte von ihm selbst angefertigte Gypsmodelle

derselben vor.“3!

Mit seiner Forschung betrat Kummer Neuland. Von der Konfigu-
ration der Doppelpunkte einer Kummerscher Fliache besa niemand zuvor eine Idee,
geschweige denn ein Bild. Auch Ernst Kummer war anfangs nur die Gleichung der
Flache bekannt, von der er auf die Existenz der gesamten Konfiguration schloss. Als
er schliefslich erkannt hatte, in welcher interessanten Anordnung die Doppelpunkte
lagen, diirfte es ihm ein groftes Bediirfnis gewesen sein, sie mit den eigenen Augen zu
sehen. Er griff vermutlich auch deshalb zu Draht, um etwas in den Handen zu haben,
was er betrachten und vorzeigen konnte.Vor der Herstellung eines greifbaren Modells,
das die gesamten Konfiguration der Kegelschnitte zeigt, besaft Kummer wenig mehr
als die Gewissheit ihrer Existenz.

In nicht wenigen Féllen besafen die Geometer nicht einmal eine Gleichung des Ge-
genstandes ihrer Untersuchungen. Manchmal hatten sie nur einen Satz, der ihnen die
Existenz einer bestimmten Fléache verbiirgte, manchmal auch nicht mehr als die blofke
Vermutung, dass es sie geben kénnte. Als Arthur Cayley und George Salmon 1849 auf
die 27 Linien einer allgemeinen Kubik stiefien, kannten sie weder eine Gleichung noch
ein Verfahren, mit dem sie ein Modell hétten herstellen kénnen. IThr Beweis beruhte
auf synthetischen Argumenten und allgemeinen Existenzaussagen. Zu dem Zeitpunkt

der Entdeckung war nicht einmal bekannt, ob es iberhaupt eine Fliche gab, bei der

31 Kummer, Ernst E. ,,23. April 1866. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.*
In: Monatsberichte der Koniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1866). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1867, S. 216.
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alle Linien tatséchlich reell sind. Nachdem Ludwig Schlafli die Doppelsechs fand, mit
der sich alle Geraden konstruieren liefen, versuchte Cayley schliefslich ein geeignetes
Modell herzustellen. Er berichtete von den Schwierigkeiten, die sein Vorhaben schei-
tern liefsen (vgl. Absch. 5.1). Wie ihm ging es mehreren Mathematikern, die sich mit
kubischen Fléchen befassten. Sie alle vermissten ein Modell, das ihnen die Linien
vor Augen fiihrt. Christian Wiener gelang es schliefslich 1868, die handwerklichen
Hiirden zu iiberwinden. Sein Entwurf rief die Aufmerksamkeit Cayleys hervor. We-
nig iiberraschend, immerhin war es die erste bekannte Darstellung einer kubischen
Fliche mit allen 27 Linien.?? Bis er Wieners Entwurf sah, hatte er nie das gesamte

System gesehen.

Dass Modelle nicht nur Bekanntes bestétigen, sondern zuweilen auch Irrtiimer
korrigieren konnten, zeigt das Beispiel der Krimmungsmittelpunktsfliche eines El-
lipsoids, die Hermann A. Schwarz nach Angaben von Ernst Kummer 1862 erstmals
dargestellt hat (vgl. Abschn. 3.2). Mithilfe des Entwurfs konnten sie falsche Annah-
men von Gaspard Monges widerlegen. Monge war davon ausgegangen, die beiden
Schalen der Flédche sich nur in vier Punkten treffen kénnen, die den Nabelpunkten
des Ellipsoids entsprechen. Er hatte die Mdoglichkeit gesehen, dass ein gemeinsamer
Punkt beider Schalen zu zwei verschiedenen Normalen gehoren kann.?? Anscheinend
besals er kein Modell der Fliache, dass den Schnitt beider Méntel entlang eine voll-
stdndigen Kurve darstellt. Ansonsten wére ihm sein Fehler aufgefallen. Wie dieses
Beispiel zeigt, half die Anfertigung einer Zeichnung oder eines Modells mitunter auch,

Fehlschliisse aufzudecken.

6.2 Konzeptionelle Fragen der Herstellung

Die Konstruktion eines geometrischen Modells war nicht nur ein handwerkliches Pro-
blem. Stattdessen war sie stets von Fragen begleitet, welche die Darstellung betrafen.
Was fiir eine Flache gezeigt werden soll, stand in den wenigsten Félle fest. Ein Modell
sollte vielmehr eine gesamte Klasse von Flachen veranschaulichen. Es musste erst eine
reprasentative Darstellung gefunden werden, die nach Moglichkeit das Wesentliche

zeigte. Mathematisch gesehen bestand die Aufgabe héufig darin, Parameter in Glei-

32 Wilhelm Fiedler hatte nur ein Stabmodell entworfen, was er aukerdem fiir seine eigenen
Zwecke nutzte: vgl. Abschn. 5.3.

33 Kummer, Ernst E. ,,30. Juni 1862. Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse.”
In: Monatsberichte der Koniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1862). Berlin: Ferd.
Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1863, S. 427f.

159



chungen geeignet zu wihlen. Der Ausfiihrung gingen demnach viele Entscheidungen

voraus, die das Aussehen des Modells mafgeblich beeinflussten.

Das unendlich Ferne

Welchen Einfluss die Wahl der unendlich fernen Ebene auf die Gestalt einer Fl&-
che ausiibt, hat Karl Rodenberg in seiner Modellserie zu kubischen Flachen veran-
schaulicht. Die Entwiirfe Nr. 2 — 6 zeigen alle eine Fliche dritter Ordnung mit vier
gewohnlichen Doppelpunkten (Abb. 8.14). Unter projektiven Gesichtspunkten han-
delt es sich um Darstellungen ein und derselben Fliche, da sich ihre Gleichungen
fi(z,y,z) = 0 mithilfe gebrochen rationaler Transformationen o;; : R3 — R? inein-
ander iiberfilhren lassen. Demnach unterscheiden sich die Fldchen nur durch ihre
Lage zur unendlich fernen Ebene.

Dennoch weisen alle Modelle #uferlich nur grobe Ahnlichkeit auf. Einige Ent-
wiirfe lassen drei, andere wiederum nur zwei Flichenteile erkennen. Nur die Modelle
Nr. 2 und Nr. 5 zeigen das Tetraeder der vier Doppelpunkte als abgeschlossenen
Gipskorper, wahrend es bei allen anderen nicht hervortritt. Vier Formen zeigen au-
flerdem neun Geraden, wohingegen bei Nr. 6 indes nur acht Linien zu sehen sind. Das
letztgenannte Modell ist aufterdem spiegelsymmetrisch, was auf die anderen Entwiir-
fe nicht zutrifft. Sie werden lediglich durch 120°-Rotationen um die vertikale Achse
unverandert gelassen.

Die fiinf Modelle der Rodenbergschen Serie unterscheiden sich in wesentlichen
Aspekten der Gestalt. Die Gleichheit der dargestellten Flachen unter projektiven
Gesichtspunkten lésst sich fiir ungeschulte Augen kaum erkennen. Das Beispiel ver-
deutlicht, wie weit sich die Geometrie zu jenem Zeitpunkt bereits von der gewhnli-
chen Raumwahrnehmung entfernt hat. Die absolute und relative Lage von Punkten,
die Lange von Strecken und das Mak von Flachen, die Parallelitdt und Orthogo-
nalitdt von Geraden werden durch Zentralprojektionen nicht bewahrt. Wéhrend es
noch verhéltnisméifig leicht fallt, die Ahnlichkeit zweier Figuren in der Ebene zu
erkennen, erfordert die projektive Auffassung ein weitaus grofseres Maft an Abstrak-
tion. Um beispielsweise die Verwandtschaft einer Ellipse und Hyperbel zu sehen, ist
die Einiibung einer bestimmten Anschauung nétig. Felix Klein war sich durchaus
bewusst, welche Schwierigkeiten die Einfiihrungen des unendlich Fernen fiir das Vor-
stellungsvermogen bereitstellt. In einem nachtréaglichen Kommentar zu seinen 1871
verdffentlichten Metallentwiirfen erkléart er, dass die topologischen Verhéltnisse bei
den Komplexflachen ,mit voller Lebendigkeit nur an den Modellen selbst erfasst wer-
den koénnen“. Und weiter fiigt er dann an: ,Vor allem mufs man sich daran gewShnen,

dass zwei Stiicke einer Figur, die nach entgegensetzten Richtungen ins Unendliche
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laufen, geméf projektiver Auffassung im Unendlichen zusammenhéngen und insofern

«34

als ein Stiick anzusehen sind. Die Auffassung der projektiven Geometrie weicht

von der gewOhnlichen Raumwahrnehmung ab. Sie muss erst antrainiert werden.

Generische Darstellung

Ein zweites Problem machte sich bei der Darstellung projektiver Fliachen bemerkbar.
Nachdem sein Lehrer verstorben war, stellte Klein gemeinsam mit seinem Diisseldor-
fer Schulfreund Albert Wenker vier weitere Modelle von Komplexflachen her (vgl.
Absch. 4.6).3 In dem zweiten Band der Gesammelten Mathematischen Abhandlun-
gen, der noch zu Kleins Lebzeiten 1922 erschienen ist, berichtet er in einem Vorwort
iiber ihre gemeinsame Arbeit.?¢ Eingangs teilt er mit, dass Pliicker frithere Metallm-
odelle anhand verschiedener Schnitte konstruiert hat, die mithilfe einer Gleichung
f = 0 der Fliache berechnet wurden. ,Im Gegensatz dazu sind die (...) 1871 von mir
herausgegebenen Metallmodelle geometrisch konstruiert worden, indem ich die Ebe-
nen benutzte, welche die Flachen nach Erstreckung ganzer Kegelschnitte beriihren.
(...) Wir haben dabei insbesondere auf das Modell der allgemeinen Komplexfliche
eine ganz aufserordentliche Miihe verwandt, indem wir uns einen Fall aussuchten,
welcher keinerlei besondere, den Uberblick und gleichzeitig die Konstruktion erleich-
ternde Symmetrie besafs. Bei den anderen Modellen ist dieses Prinzip, welches sich
weiterhin als nicht zweckmiRig erwies, bereits verlassen.“3” Obwohl es der Uber-
sichtlichkeit abtraglich und mit zusétzlichem Aufwand verbunden war, vermied Felix
Klein jede Symmetrie bei dem Entwurf zur Darstellung der allgemeinen Komplex-
flache. Es lasst sich zwar nicht mit letzter Gewissheit sagen, was ihn dabei bewogen
hat, aber es liegt die Vermutung nahe, dass er damit die Intention verband, der
Gestalt einer generischen Flache moglichst nahe zu kommen. Er wusste jedenfalls,
dass die symmetrischen Flachen gewissermafen einen atypischen Sonderfall bilden.
Als sich Wenker und Klein an die Arbeit machten, gab es bereits ein Metallmodell

der allgemeinen Komplexflache. Es war zusammen mit anderen Modellen als Teil der

34 Hervorhebung im Original: Klein, ,Vier Modelle zur Theorie der Liniencomplexe zweiten
Grades®, S. 8.

35 Tobies, Renate. Feliz Klein: Visionen fiir Mathematik, Anwendungen und Unterricht.
Berlin Heidelberg: Springer Spektrum, 2019, S. 50.

36 Klein, Felix. ,, Vorbemerkungen zu den Arbeiten zur Anschaulichen Geometrie®. In: Felix
Klein — Gesammelte Mathematische Abhandlungen. Hrsg. von Vermeil, Hermann und Fricke,
R. Bd. 2. Berlin: Springer-Verlag Berlin, 1922.

37 Ebd., S. 3.
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Pliickerschen Serie unter der Nummer XX erschienen.?® Von dem spiteren Modell
Felix Kleins unterscheidet sich die frithere Darstellung hauptséichlich dadurch, dass

die verschiedenen Flichenteile nun spiegelsymmetrisch zueinander liegen (Abb. 8.32).

Aus welchen Griinden sich Felix Klein entschieden hat, bei den anderen Ent-
wiirfen eine symmetrische Darstellungsweise zu wahlen, lasst sich nicht mit letzter
Bestimmtheit sagen. Womdglich waren es praktische Erwagungen, die den Ausschlag
gaben. Es lasst sich aber auch vorstellen, dass er zur Einsicht gelangt ist, dass das
Modell einer projektiven Fléche nie mehr sein kann, als eine schematische Darstel-
lung, und es deswegen wichtiger war, auf eine {iberschaubare Form zu achten, bei der
sich das Wesentliche auf einen Blick erschloss. In einem seiner Vortrige, die er auf
dem Mathematikerkongress in Chicago 1893 hielt, erwdhnt er Weilers symmetrisches
Modell der Clebschen Diagonalflache, das auf der dortigen Weltausstellung zu sehen
war. In diesem Zusammenhang erklarte er mit deutlichen Worten, wie wichtig es ist,
eine moglichst gleichméfige Form zu finden, die Eindruck beim Betrachter hinter-
ldsst: , It may here be mentioned as a general rule, that in selecting a particular case
for construction a model the first prerequisite is regularity. By selecting a symme-
trical form for the model, not only is the execution simplified, but what is of more
importance, the model will be of such a character as to impress on the mind.“39
Wahrend Felix Klein in jungen Jahren selber die Wirkung des Modells hintanstellte,
um eine moglichst getreue Darstellung der Fléache zu finden, erhebt er zwanzig Jahre

spater Symmetrie zur Regel.

Es wére interessant zu wissen, was den Sinneswandel bei Felix Klein ausloste.
Seine Uberlegungen spiegeln jedenfalls ein grundsitzliches Problem wieder, das bei
der Herstellung von Modellen in Erscheinung trat. Die Konstrukteure mussten fest-
legen, wie sie die Objekte ihrer geometrischen Studien veranschaulichen wollten. Sie
besafien keine festgeschriebene Gestalt, die wie bei der Ausarbeitung einer wirklich-
keitsgetreuen Skulptur nachgebildet werden konnte. Die Geometer mussten selber

bestimmen, was die Modelle zeigen sollen, ehe sie ihre Formen erforschen konnten.

38 Die Verwandtschaft der beiden Entwiirfe wird in anschaulichen Worten von einem Stu-
dent beschrieben, der 1919 bei Felix Klein eine Seminararbeit {iber die Pliickerschen und
Kleinschen Modelle der Géttinger Sammlung verfasst hat: ,Will man den Ubergang von
der Kleinschen Fliche Nr. 11 zur Pliickerschen Komplexflache Nr. I moglichst anschaulich
machen, so denke man sich Mod. 11 méglichst symmetrisch gestaltet wie es bei Mod. XX ver-
wirklicht ist, und dann erst die d-Linie unendlich weit fortgeriickt.“ Clausen. Klassifikation
der Pliickerschen Komplexflichen und der vier Kleinschen Modelle. 1919, S. 11.

39 Klein, Felix. Lectures on Mathematics. Boston: Macmillan und Co., 1893, S. 26.
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6.3 Aspekte der handwerklichen Konstruktion

Héufig erfolgte der Entwurf eines Modells im Arbeits- und Studierzimmer, in dem
die Mathematiker ihre Untersuchungen durchfiihrten. Es lasst sich vermuten, dass
viele Objekte nie das Licht der Offentlichkeit erblickt haben. Stattdessen erfiillten
sie ihren Zweck an dem Ort ihrer Entstehung. Oftmals geniigt wohl die Herstellung
eines rudimentiren Entwurfs, um offene Frage beantworten zu kénnen und entschei-
dende Einsichten in die Geometrie der studierten Objekte zu erhalten. Bereits die
Konstruktion gewédhrte dem Entwerfer Aufschluss, nicht erst das Studium des fer-
tigen Modells. Léngst nicht alle Entwiirfe diirften deswegen die hohe Qualitéit in
der Ausfithrung erreicht haben, welche die Objekte der Verlagshandlungen Ludwig
Brill und Martin Schilling aufwiesen. Die Anfertigung eines ausgereiften Modells war
wohl oftmals zu aufwendig, wenn es nur darum ging, sich ein Bild von den unter-
suchten Gebilden zu verschaffen. In den allermeisten Fillen geniigte ein rudimentérer

Entwurf, um das Wesentliche zur Anschauung zu bringen.

Abb. 6.2: Die Grafiken illustrieren unterschiedliche Arten von Modellen: Faden-, Steck-,
Draht- und Gipsmodelle. Sie stammen aus dem Katalog er Verlagshandlung Martin
Schilling: Schilling, Martin. Catalog mathematischer Modelle. 7. Aufl. Leipzig: Schilling,
1911.

Die Herstellung eines serienreifen Modells war héufig mit einem grofsen Aufwand
verbunden. Das Beispiel der allgemeinen kubischen Fldche mit 27 Linien zeigt, wie
viel Arbeit die mathematische Konstruktion und technische Ausfithrung erforderten.
Eine gelungene Darstellung war eine Leistung, die zur damaligen Zeit durchaus Aner-
kennung hervorrief. Felix Klein schrieb in einem Brief an Wilhelm Fiedler 1872 iiber
seinen Studenten Adolf Weiler, dem er zwei Modelle kubischer Flachen verdankte: , Fr
hat ausgesprochenes geometrisches Talent, und hat uns alle schon wiederholt durch

Modelle entziickt, die er angefertigt hat.“4% Der Verfasser dieses Lobes wusste aus ei-

40 Confalonieri, Sara, Peter-Maximilian, Schmidt und Volkert, Klaus. Der Briefwechsel von
Wilhelm Fiedler mit Alfred Clebsch, Felix Klein und italienischen Mathematikern. Bd. 12.

Siegener Beitrige zur Geschichte und Philosophie der Mathematik. Siegen: Universitétsver-
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gener Erfahrungen um die zahlreichen Schwierigkeiten, die mit der Anfertigung eines
Entwurf verbunden waren. Bei der Konstruktion seiner eigenen vierteiligen Serie von

Metallmodellen war er auf die Hilfe seines Freundes Alfred Wenkers angewiesen.*!

Der Modellbau verlangte handwerkliches Geschick. Nicht wenige Konstrukteure,
die sich mit ihren Entwiirfen unter den Mathematikern einen Namen machten, be-
safsen zumindest eine hohe Affinitét zu technisch-handwerklichen Tétigkeiten, wenn
nicht sogar eine entsprechende Vorbildung. Alexander Brill hatte neben Mathema-
tik auch Architektur an der Karlsruher Hochschule studiert. Karl Rohn wechsel-
te auf Brills Anraten in die Mathematik, nachdem er ein Jahr lang das Studium
der Ingenieurswissenschaften in Darmstadt verfolgt hatte. Hermann Schwarz wieder-
um war Sohn eines Baumeisters. Er kannte dementsprechend seit seiner Kindheit
Modelle. Nicht wenige Konstrukteure hatten aufserdem ein Studium an einer poly-
technischen Schule durchlaufen. Die Anfertigung grafischer Zeichnungen, technischer
Plane und zuweilen auch die Konstruktion rdumlicher Modelle gehorte im 19. Jahr-
hundert zum festen Lehrplan. Umgekehrt wiederum prédestinierte die erfolgreiche
Anfertigung geometrischer Modelle fiir eine Lehrtatigkeit an einer technischen Hoch-
schule in ,Darstellender Geometrie, wie das Beispiel von Karl Rohn zeigt. In einem
Brief von 1885 erkundigte sich Alex Harnack (1851-1888) bei Felix Klein nach sei-
nem Schiiler. Er suchte nach einen moglichen Kandidaten fiir seine Nachfolge an
der Hochschule in Dresden. Wie aus der Antwort Felix Kleins hervorgeht, sprach
Harnack auch die Modelle Rohns an.*? Auch andere Modellhersteller wie Christi-
an Wiener (1852-1896, Karlsruhe), Wilhelm Fiedler (1864-1907, Prag und Ziirich),
Carl Rodenberg (1884-1921, Hannover), Karl Rohn (1885-1905, Dresden), Friedrich
Schilling (1897-1936, Aachen und Danzig) unterrichteten ldngere Zeit an technischen
Hochschulen.

Neben handwerklichen Fertigkeiten erforderte die Herstellung aber auch die Uber-
windung technischer Schwierigkeiten, die eng mit mathematischen Problemen ver-
bunden waren. Von dem Prozess der Modellherstellung gibt es leider nur wenige
Zeugnisse. Die Dokumentation lohnte sich oftmals nur, wenn neuartige Methoden
zur Anwendung kamen. Nachstehend werden einige Aspekte benannt, die bei der
technischen Umsetzung eine wichtige Rolle spielten. Anschlieftend wird dann auf die

mathematischen Probleme der Darstellung eingegangen, welche mit der Konstruktion

lag Siegen, 2019, S. 93.

41 Tobies, Felixz Klein, S. 19.

42 Voss, Waltraud. Mathematiker als Rektoren der Technischen Hochschule Dresden: Ho-
here Lehrerbildung und Mathematische Gesellschaft im Wandel. transcript Verlag, 2021, S.
58.
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von Modellen verbunden waren.

Gipsmodelle

Fiir die Herstellung mathematischer Modelle sind unterschiedliche Materialien und
Techniken verwendet worden. Die Wahl richtete sich nach den geometrischen Cha-
rakteristika der Fléache, die zur Darstellung gebracht werden sollten. Grundsétzlich
lassen sich geschlossene Formen — plastische Kérper aus Wachs, Gips und Metall —
von mehrteiligen Konstruktionen — Steckverbindungen aus Karton, in Rahmen ein-
gespannte Faden und Drahtgestelle — unterscheiden. Um die Gestalt von Flachen
nachzubilden, ist hdufig Gips verwendet worden. Nicht zuletzt bei der Darstellung
von Rotationsflichen erweist es seine Vorteile.*> Wenn es auf die Formfestigkeit bei
der Herstellung nicht ankam, geniigte auch Plastilin, wie es Felix Klein seinen Lesern
nahelegte.** Wie Gips bietet es den Vorzug, sich leicht verarbeiten zu lassen.

Eine geschlossene Form bot noch einen weiteren Vorteil. Nachtraglich liefsen sich
charakteristische Kurven abtragen. Karl Rohn zeichnete die Doppelkurven ein, die
auf den dargestellten Fléchen liegen. Auf Karl Rodenbers Gipsformen ist neben den
geraden Linien auch die parabolische Kurve eingeritzt (vgl. Absch. 5.6). Sie trennt
die Bereiche unterschiedlicher Kriimmung. Wahrend Konstruktionen aus Scheiben,
Dréhten oder Faden die Gestalt einer Fliche nur stellenweise wiedergeben, zeigt ein
Vollkorper die gesamte Form in einem festen Bereich. Die Kriimmung und Zusam-
menhédnge einzelner Partien lassen sich dadurch besser erkennen.

Nichtsdestotrotz gibt es mitunter Griinde, diskrete Darstellungen zu bevorzugen.
Massive Formen aus Holz, Gips oder Metall bieten einen entscheidenden Nachteil,
wenn es um die Darstellung mehrteiliger Fliachen geht. Um verschiedene Partien in
Position zu halten, sind aufserdem zusétzliche Draht- und Stabkonstruktionen nétig.
Probleme bereitet zudem die Darstellung isolierter Teile. Arthur Cayley musste es
bei den Hinweis belassen, dass die Linien seines Modells der Steinerschen Fléache, der
gesamten Lange nach der Fliache angehoren (vgl. Absch. 3.4). Mit eigenen Augen
sehen konnten es die Betrachter jedoch nicht. Eine Darstellung isolierter Geraden
und losgelster Ebenen mit Gips ist unmoglich. Ein schwerwiegenderes Problem gab
es, wenn sich die Flache aus mehreren Méanteln zusammensetzte. Mit einer geschlos-

senen Form liefs sich immer nur das Gebiet darstellen, das von einem Mantel umhiillt

43 Bei der Ausstellung in Miinchen 1893 waren auch Photographien eines Apparates zweier
ungarischer Mathematiker zu sehen, der zur Herstellung drehsymmetrischer Modelle verwen-
det wurde. Dyck, Walther, Hrsg. Katalog mathematischer und mathematisch-physikalischer
Modelle, Apparate und Instrumente (Nachdruck). Hildesheim: Georg Olms, 1994, S. 62.

44 Klein, Gesammelte Mathematische Abhandlungen, S. 46.
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wird. Sobald jedoch — wie bei der Wellenflache — mehrere Schalen auftreten, ist die
Darstellung der gesamten Fliche mit einer Form hiufig ausgeschlossen.?® Entweder
miissen mehrere Modelle entworfen werden — wie es Hermann Schwarz bei der zwei-
schaligen Kriimmungsmittelpunktsfliche des Ellipsoids getan hat —, oder aber einige
Partien der Fliche bleiben notwendigerweise im Verborgenen (vgl. Abschn. 3.2).46
Fiir die Herstellung eines Gipsmodells ist mitunter zuerst eine Konstruktion aus
Kartonscheiben angefertigt worden, die den Verlauf verschiedener Schnitte anzeigte.
Auf diesem Weg fertigte Christian Wiener seinen Entwurf an, wie er berichtet.47
Karl Rohn verwendete das System der Beriihrungskurven, um den Verlauf der Kum-
merschen Flachen zu approximieren (vgl. Absch. 3.7). Das Verfahren eignet sich nicht
zuletzt, wenn zumindest eine implizite Gleichung der Flache bekannt ist, die darge-
stellt werden soll. Julius Pliicker hat mithilfe von Gleichungen verschiedene Schnitte

durch eine feste Achse berechnet, um die Gestalt der Flache zu beschreiben.

Fadenmodelle

Nicht zuletzt deshalb ist vermutlich héufig auf andere Darstellungsweisen zuriick-
gegriffen worden. Regelflachen liefen mit gestrafften Faden darstellen, da sie durch
eine Schar von Geraden erzeugt werden. Die Technik kam h&ufig zum Einsatz, um
Raumkurven darzustellen. Die Tangenten doppelt gekriimmter Kurven bilden eine
abwickelbare Fléache, die zur Klasse der Regelflachen gehoren. Hermann Wiener und
Karl Rohn nutzten dies, um verschiedene Typen von Raumkurven der vierten Ord-
nung mithilfe von Fadenmodellen darzustellen.*?

Die Anfertigung eines Modells geschah haufig mithilfe eines quaderférmigen Holz-
rahmens, auf dessen Seiten dann — ausgehend von einer Gleichung — die Schnittkurven

mit der Regelfliche abgetragen worden sind. Die eingezeichneten Kurven dienten ge-

45 Ein entsprechendes Modell der Wellenfléiche ist als Nr. 1 der Serie Vi im Schilling-Verlang
erschienen.

46 Tm Schilling-Verlag sind mehrere Modelle von Kriimmungsmittelpunktsflichen erschie-
nen. Die Entwiirfe Ludwig Schleiermachers (Nr. 2 der Serie I, Abb. 8.5) veranschaulichen
das Problem, das hier beschrieben worden ist. Schilling, Martin. Catalog mathematischer
Modelle. 7. Aufl. Leipzig: Schilling, 1911, S. 3.

47 Bei der Unterrichtsausstellung in Chicago waren Photographien des Scheibenmodells zu
sehen, nach dem das Gipsmodell hergestellt worden ist, wie sich dem Katalog entnehmen
lasst: Dyck, Walther. Deutsche Unterrichts-Ausstellung in Chicago 1893: Specialkatalog der
mathematischen Ausstellung. Buchdr. v. Wolfoe S. in Miinchen, 1893, S. 46.

48 Wieners Modelle sind als Serie XII in der Verlagshandlung Martin Schilling erschienen,
Rohns als Serie xx1: Schilling, Martin. Catalog mathematischer Modelle. 6. Aufl. Halle an
der Saale: Verlagshandlung Martin Schilling, 1903.

166



wissermafen als Leitkurven fiir die Flache. Entlang von ihnen ist dann der Rahmen
freigestellt worden, so dass nur noch diinne Holzstege stehen blieben. Zwischen den
Stegen wurden anschlieffend Fédden gespannt, um den Verlauf der Geraden anzu-
zeigen. Holz lésst sich leicht verarbeiten, weswegen es als Material fiir den Rahmen
oftmals den Vorzug gegeniiber Metall erhielt. Es besafs jedoch den Nachteil, dass eine
Kriimmung der begrenzenden Randfliachen, in denen die Féaden eingespannt worden
sind, sich nur schwierig realisieren lief.

Hermann Wiener verwendete deswegen anstatt Holz zwei gebogene Drahte, die
parallel laufen. Er schildert das Verfahren in einem Beitrag fiir den Katalog des
deutschen Unterrichtsausstellung auf der World’s Columbian Exposition in Chicago
1893.4 Den Zwischenraum fiillte Wiener mit einer wachsartigen Masse aus, in der er
Locher einstach, durch die er dann Féaden zog. Er konnte die Begrenzung frei gestal-
ten, ohne durch Metall bohren zu miissen. Mit dem Verfahren stellte Wiener verschie-
dene Typen von Kegeln und Raumkurven der dritten Ordnung dar. Er verwendete
Holzformen, um den Verlauf der Begrenzungsfliche vorzugeben. Anschliefsend bog
er die beiden benétigten Drahte an der Form entlang parallel der gewéhlten Leit-
kurve. An verschiedenen Stellen verlotete er sie, bevor er eine Masse aus Wachs und
Kolophonium in den Zwischenraum einfiigte. Nach dem Aushérten stach Hermann
Wiener Locher ein, durch die er dann Faden zog (vgl. Abb. 8.35).

49 Dyck, Deutsche Unterrichts-Ausstellung in Chicago 1893, S. 43.
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7. Verlust der Anschauung

Die Geschichte der geometrischen Anschauungsmodelle nach 1860 ist in vielfacher
Weise mit dem Weg verbunden, den die Geometrie wihrend dieser Zeit gegangen ist.
Die meisten Modelle, die auf den vorangegangenen Seiten betrachtet worden sind,
entstanden im Zuge von geometrischen Untersuchungen, bei denen das Augenmerk
auf gestaltlichen Merkmalen der studierten Objekte lag. In diesem Zusammenhang
besafen sie eine wissenschaftliche Funktion, indem sie den Geometern Auskunft iiber
die haufig unbekannten Formen gaben. Sie waren aber auch ein Mittel, um die her-
geleiteten Resultate und gemachten Entdeckungen vor Augen zu fithren.

Dieses Kapitel ist historischen Fragen gewidmet, die mit dem FErscheinen und
Vergehen des wissenschaftlichen Modellbaus in Deutschland verbunden sind. Im Zen-
trum steht die Geschichte der geometrischen Untersuchungen, in deren unmittelba-
rem Umfeld ab 1860 viele Objekte entstanden. Sie beginnt mit dem Aufstieg der
Geometrie in den deutschen Léndern nach 1820. Seine Protagonisten entwickelten
neue Methoden, mit denen sie die Gestalt hoherer Kurven in einer systematischen
Weise studierten. Zur Jahrhundertmitte dehnten sie ihre Forschung auf Flachen des
dritten und vierten Grades aus. Wéahrend sie sich noch stark an der Anschauung
orientierten, nahm die Wissenschaft nach der Jahrhundertmitte immer abstraktere
Ziige an. Angesichts der Akzeptanz héherdimensionaler Raume und der Entdeckung
dualer Verbindungen verlor der Gegenstand der Geometrie an Kontur. Felix Kleins
Erlanger Programm von 1872 steht fiir die Bemiihungen, den Inhalt und Zweck der
Geometrie neu zu bestimmen. Mit einiger Verspatung sorgte diese Entwicklung da-
fiir, dass das Interesse an geometrischen Untersuchungen gestaltlicher Verhéltnisse
nachliefs. Mit ihm verlor sich auch die Begeisterung fiir anschauliche Modelle Schritt
fiir Schritt.

7.1 Geordnete Erscheinungen 1820-1849

In den 1820er Jahren befand sich die Geometrie in den deutschen Landern im Auf-
wind. Im Jahr 1826 wurde durch August L. Crelle (1780-1855) mit dem Journal
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fir die reine und angewandte Mathematik die erste deutschsprachige Fachzeitschrift
ins Leben gerufen. In Crelles Journal — wie das Periodikum genannt wurde — verof-
fentlichten fiihrende deutsche Geometer wie August F. Mobius (1790-1868), Jakob
Steiner (1796-1863), Karl von Staudt (1798-1867), Julius Pliicker (1801-1868), Carl
G. J. Jacobi (1804-1851) oder Otto Hesse (1811-1874) ihre Arbeiten. Sie waren von
franzosischen Mathematikern beeinflusst, die lange Zeit fiithrend auf dem Gebiet der
Geometrie waren. Preuflische Beamte erwogen lange die Einrichtung einer Schule
nach Vorbild der Pariser Ecole polytechnique, um die Wissenschaft auf das Niveau

1 Unterdessen unternahmen Pliicker und Jacobi Rei-

des Nachbarlandes zu heben.
sen in die franzosische Hauptstadt, wo sie die Verhéltnisse vor Ort studierten. In
den folgenden Jahren entwickelten die deutschen Mathematiker neue Methoden, die
der Geometrie allzumal Auftrieb gab und das Studium von Kurven und Fliachen der

hoheren Ordnung erméglichte.

Monges Schiiler

Die Grundlage fiir die Bliite der Geometrie in den deutschsprachigen Léndern ab
1826 ist in Frankreich nach der Revolution gelegt worden. Die ,Great Period“ (Ju-
lian Coolidge) der projektiven Geometrie begann mit Gaspard Monge (1746-1818),
Mitbegriinder der Ecole polytechnique, und seinen Schiilern Joseph Gregonne (1771
1859), Charles Dupin (1784-1873), Victor Poncelet (1788-1867) und Michel Chasles
(1793-1880), welche in den Jahren 1795-1825 die Grundziige einer neuen Lehre vom
Raum entwarfen.? Poncelets Werk Traité des proprietes projectives des figures war
das erste Lehrbuch zur neuen Geometrie.? Es enthielt Untersuchungen iiber die
Eigenschaften geometrischer Figuren, die von Abstdnden und Winkeln unabhéngig
sind, aber von Zentralprojektionen bewahrt werden. Poncelet wusste, dass die kol-
lineare Lage dreier Punkte sich nicht &ndert, wenn die Punkte von einem festen

4

Zentrum auf eine andere Ebene projiziert werden.® Chasles erkannte spater, dass

! Eccarius, W. ,,Der Gegensatz zwischen Julius Pliicker und Jakob Steiner im Lichte ihrer
Beziehungen zu August Leopold Crelle®. In: Annals of Science 37.2 (1980).

2 Coolidge, Julian Lowell. ,,The Rise and Fall of Projective Geometry*. In: The American
Mathematical Monthly 41.4 (1934).

3 Poncelet, Victor. Traité des propriétés projectives des figures: ouvrage utile a ceur qui
s’occupent des applications de la géométrie descriptive et d’opérations géométriques sur le
terrain. Paris: Bachelier, 1822.

4 Hankel, Hermann. Die Elemente der projectivischen Geometrie. B.G. Teubner, 1875, S.
15.
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dies auch fiir das Doppelverhdltnis von vier Punkten einer Geraden gilt.?

In seinem 1822 erschienenen Werk beschrieb Poncelet sein Prinzip der Kontinui-
tit.5 Nach ihm bleiben die wesentlichen Eigenschaften einer Figur erhalten, wenn
sie in eine andere stetig iiberfiihrt wird.” Obwohl dieses Prinzip nur vage formuliert
war, was bereits Zeitgenossen Poncelets monierten, brachte es einen weitreichenden
Gedanken zum Ausdruck. Die Idee ndmlich, dass es geniigt, spezielle Figuren zu be-
trachten, um Riickschliisse auf den allgemeinen Fall ziehen zu kénnen. In dieser Weise
benutzte Poncelet das Prinzip selbst.® Der Kreis gab demnach Auskunft iiber die
projektiven Eigenschaften der Parabel, die aus ihm durch Zentralprojektion entsteht.
Zwischen den beiden gemeinsamen Punkten zweier sich schneidender Kreise gibt es
genau eine Gerade, die Sekante. Nach Poncelet ldsst sich nun schliefen, dass eine
solche eindeutig bestimmte Gerade auch dann noch existieren muss, wenn die Kreise
auseinander geriickt werden, bis sie sich nicht mehr beriihren. In der Tat existiert
solch eine Linie. Sie verbindet die beiden imagindr gewordenen Durchschnittspunk-
te.? Die Beispiele verdeutlichen, wie Poncelets Prinzip zur Anerkennung imaginérer

und unendlich ferner Elemente in der Geometrie beitrug.

Eine andere Idee entstand wahrend jener Zeit in Frankreich, die fiir das Studium
von Figuren einen unschitzbaren Wert besafs. Als Poncelet das Prinzip der Dualitét
erkannte, gab es bereits den Begriff der reziproken Polaren. Jeder nicht-entartete Ke-
gelschnitt stiftet in der Ebene eine eindeutige Korrespondenz zwischen Punkten und
Linien. Durch jeden beliebigen Punkt der Ebene lassen sich genau zwei Tangenten
an den Kegelschnitt legen. Die Verbindungslinie der beiden Beriihrungspunkte heift
Polare des Punktes, der wiederum Pol genannt wird. Im Raum stiftet jede quadra-
tische Flache eine Beziehung zwischen den Punkten und Ebenen. Das Prinzip der
reziproken Polaren war deshalb so bedeutsam, weil nach ihm jeder Satz iiber die pro-
jektiven Verhéltnisse von ebenen Figuren auch dann noch seine Giiltigkeit bewahrt,
wenn die Worter Punkte und Linien in ihm ausgetauscht werden. Nach Boyer war es

Joseph Gregonne (1771-1859), der die Universalitit dieses Dualismus zuerst erkannt

5 Coolidge, ,,The Rise and Fall of Projective Geometry®, S. 221.

6 Boyer, History of Analytic Geometry, S. 231.

" Felix Klein erliutert das Prinzip in der Entwicklung der Mathematik mit folgenden
Worten: ,Es sagt aus, dass eine an einer Figur mit hinreichender Allgemeinheit erkannte
Beziehung auch fiir alle anderen Figuren gilt, die sich aus ihr durch kontinuierliche Lagever-
dnderung ableiten lassen.“ Klein, Vorlesungen tber die Entwicklung der Mathematik im 19.
Jahrhundert, S. 81.

8 Hankel, Die Elemente der projectivischen Geometrie, S. 17.

9Ebd., S. 7 f.
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hat.!9 Er sprach von dem Prinzip der Dualitét. In einem Streit mit Poncelet hob er
hervor, dass es sich von Poncelets Theorie der Polaren unterscheide, da es ohne jed-
weden Kegelschnitt auskomme. Weder Gregonne noch Poncelet gelang eine strenge
Begriindung des Prinzips.

Einen wesentlichen Beitrag zum Aufschwung leisten Julius Pliicker und August
Mébius auf dem Gebiet der analytischen Geometrie durch die Einfithrung homoge-
ner Koordinaten. Mit ihnen gelang es, die projektive Anschauung fiir das Kalkiil
zu erschlieffen. Fortan war es moglich, zahlreiche Probleme durch die Auflésung von
Gleichungen zu bewiltigen. Die Vorziige der analytischen Methoden waren uniiber-
sehbar. Die Verwendung unbestimmter Ausdriicke gestattete eine grofsere Verall-
gemeinerung der Resultate. Auferdem liefen sich geometrische Probleme durch die
Zuhilfenahme von Koordinaten quasi mechanisch 16sen. Fiir den Beweise eines Satzes
war nicht langer ein genialer Einfall vonnoéten, sondern oftmals gentigte eine sorgfal-
tige Rechnung. Dennoch — oder gerade deswegen — stiefs das Vorgehen der Analytiker
auf Widerspruch. Fiir die Verfechter der synthetischen Geometrie, die an der Figur
selbst argumentierten, ohne Anleihen in der Algebra zu machen, entehrte die Koor-
dinatenmethode die Wissenschaft. Die Operation mit abstrakten Symbolen gewéhrte
ihrer Ansicht nach wenig Einblicke in die wirklichen Zusammenhénge. Selbst wenn
sie nicht umhinkamen, die Erfolge der Analytiker anzuerkennen, so verwiesen sie auf
die Umsténdlichkeit ihrer Methode. Gegeniiber seitenlangen Rechnungen zogen sie

die Eleganz einer geometrischen Argumentation vor.

Paradigmen deutscher Geometer

Trotz des Streites, der unter den deutschen Mathematikern in den 1820er Jahren
iiber die richtige Methode entbrannte, iiberwogen die Gemeinsamkeiten zwischen

ihnen.!!

Julius Pliicker sorgte selbst fiir eine Versohnung der beiden — scheinbar
gegensétzlichen — Methoden. Er iibertrug die Mdoglichkeit, mit den Figuren selbst
zu argumentieren, wodurch sich die synthetische Verfahrensweise auszeichnet, auf
die Arbeit mit Gleichungen mithilfe seiner Methode der abkiirzenden Bezeichnun-
gen.'? Zeichnungen der studierten Figuren spielten in seiner Arbeit eine wichtige
Rolle. Sein Erfolg beim Studium geometrischer Gebilde basierte auch darauf, dass
es ihm zumindest partiell gelang, die geometrische Anschauung mit in die Rechnung

hineinzutragen.

10 Boyer, History of Analytic Geometry, S. 239 ff.

11 Lorenat, Jemma. ,,Synthetic and Analytic Geometries in the Publications of Jakob Stei-
ner and Julius Pliicker (1827-1829)“. In: Archive for History of Exact Sciences 70.4 (2016).

12 Die besagte Methode ist in Abschn. 6.1 erliutert worden.
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Jakob Steiner

Umgekehrt erkliarte Jakob Steiner, der lange Zeit als Gegenspieler Julius Pliickers
und Vertreter der synthetischen Richtung betrachtet worden ist, dass es ihm nicht
primér um die Methode ging. In der Vorrede zu seiner ersten grofsen Schrift, die 1832
unter dem Titel Systematischen Entwicklung der Abhdngigkeit geometrischer Gestal-
ten erschien, erldutert er die Grundsétze seiner Arbeitsweise: ,Gegenwértige Schrift
hat es versucht, den Organismus aufzudecken, durch welchen die verschiedenartigsten
Erscheinungen in der Raumwelt mit einander verbunden sind. Es giebt eine gerin-
ge Zahl von ganz einfachen Fundamentalbeziehungen, worin sich der Schematismus
ausspricht, nach welchem sich die {ibrige Masse von Satzen folgerecht und ohne alle
Schwierigkeit entwickelt. Durch gehorige Aneignung der wenigen Grundbeziehungen
macht man sich zum Herrn des gesamten Gegenstandes; es tritt Ordnung in das
Chaos ein und man sieht, wie alle Theile naturgeméaf in einander greifen, in schons-
ter Ordnung sich in Reihen stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen sich
vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleichsam in den Besitz der Elemente, von
welchen die Natur ausgeht, um mit moglichster Sparsamkeit und auf die einfachste
Weise den Figuren unzéhlig viele Eigenschaften verleihen zu kénnen. Hierbei macht
weder die synthetische, noch die analytische Methode, den Kern der Sache aus, der
darin besteht, daf die Abhéngigkeit der Gestalten von einander, und die Art und
Weise aufgedeckt wird, wie ihre Eigenschaften von den einfachen Figuren zu den zu-
sammengesetzteren sich fortpflanzen. Dieser Zusammenhang und Uebergang ist die

eigentliche Quelle der Geometrie.“!?

. Wie aus dem Zitat hervorgeht, war die Me-
thode fiir Jakob Steiner im Grunde genommen unwichtig. Stattdessen — und darin
war er sich mit seinem vermeintlichen Widersacher Julius Pliicker einig — legte er
bei seinen geometrischen Untersuchungen Wert auf eine systematische Darstellung,
die vom Einfachen zum Zusammengesetzten fortschreitet, wie es dem organischen
Aufbau der Erscheinungen entspréche. Fiir ihn ist Wahl der Methode unerheblich,
solange sie nicht der natiirlichen Ordnung der Figuren widerstrebt.

Jakob Steiner formulierte in seiner Vorrede Gedanken, die unter den deutschen
Geometern wiahrend des 19. Jahrhunderts weitverbreitet waren und ihre Ansichten

iiber die Wissenschaften prigten.!* In ihnen hallten Ideen der deutschen Naturphi-

13 Steiner, Jakob. Systematische Entwicklung der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten
von einander, mit Beriicksichtigung der Arbeiten alter und neuer Geometer iiber Porismen,
Projections-Methoden, Geometrie der Lage, Transversalen, Dualitdt und Reciprocitit etc.
Berlin: G. Fincke, 1832, S.vf.

14 Wilhelm Fiedler (1832-1912) berief sich spéter auf die zitierte Passage aus Steiners Vor-

rede und sprach 1877 von einem ,Bediirfnis nach einem organischen Aufbau des Systems un-
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losophie nach, die auch bei Physikern wie Christoph Heinrich Pfaff (1773-1852) und
Georg Friedrich Pohl (1788-1849) allgegenwirtig waren.'?

Julius Pliicker

Mit seinem ersten Werk, den Analytisch-geometrischen Entwicklungen, das in zwei
Bénden 1828 und 1831 erschienen ist, hegte Julius Pliicker dhnliche Absichten wie
Jakob Steiner. Auch er wollte die Geometrie mithilfe einer allgemeinen Methode
ordnen. Versprengte analytische Beweisfiihrungen sollten in den generischen Zusam-
menhang gebracht werden, in dem sie stinden. Wie Steiner war er aufserdem an einer
systematischen Behandlung des Gegenstandes interessiert, weniger an einer losen Zu-
sammenstellung von Aufgaben, Sdtzen und Beweisen, was viele franzosische Arbeiten
jener Zeit pragte. Das Wort System taucht nicht zufélligerweise in den Titeln zweier
seiner fritheren Werke auf.

Im Gegensatz zu dem Schweizer Sohn eines Bergbauerns hegte Pliicker, der in
Wuppertal im Hause eines Kaufmanns aufgewachsen war, jedoch eine empirische
Sicht auf sein Fach. Damit stand er Monge weitaus néher. Ihm lag viel daran, die
neuen Methoden der analytischen Geometrie zu verwenden, um die unbekannten Ge-
stalten hoherer Kurven und Flachen von Grund auf Weise zu untersuchen. In seinen
frithen Werken bekréftigte er wiederholt die Ansicht, dass es einen Parallelismus zwi-
schen analytischen und geometrischen Formen gébe, wobei er sich auf Monge berief.
Das Studium von Gleichungen war fiir ihn dabei der Schliissel fiir die Erforschung der
Figuren. Obwohl Pliicker immer wieder davon sprach, dass Kalkiil und Konstruktion
einander entsprachen und sich wechselseitig anregen wiirden, besafs die Analysis fir
ihn den Vorrang. Er pochte nicht nur auf die Reinheit der Methode, worin er Steiner

wiederum nicht unihnlich war.'® Fiir ihn war die Analysis eine Wissenschaft, die

serer Kenntnisse vom Raum und seinen Gestalten®, das er um sich herum wahrnehme: Fied-
ler, Wilhelm. ,,Zur Reform des geometrischen Unterrichts”. In: Naturforschende Gesellschaft
Ziirich (1877), S. 84. Klaus Volkert beschreibt den Einfluss Steiners auf Wilhelm Fiedler,
der sich auch in dessen Terminologie widerspiegele: Volkert, Klaus. ,,Otto Wilhelm Fiedler
and the Synthesis of Projective and Descriptive Geometry“. In: Descriptive Geometry, The
Spread of a Polytechnic Art: The Legacy of Gaspard Monge. Hrsg. von Barbin, Evelyne,
Menghini, Marta und Volkert, Klaus. International Studies in the History of Mathematics
and its Teaching. Springer International Publishing, 2019.

15 Heidelberger, M. ,,Some Patterns of Change in the Baconian Sciences of the Early 19th
Century Germany*. In: Epistemological and Social Problems of the Sciences in the Early
Nineteenth Century. Hrsg. von Jahnke, Hans Niels und Otte, M. Dordrecht: Reidel, 1979.

16 In der Vorrede zu seinem ersten Band finden sich entsprechende Aukerungen: Pliicker,
Julius. Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd. 1. Essen: G. D. Baedeker Verlag, 1828,
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yunabhéngig von jeder Anwendung, selbststandig fiir sich alleine dasteht”, wahrend
die Geometrie ,blof als die bildliche Deutung gewisser Beziehungen aus dem grossen

t.“17 Die Anschauung war zwar hilfreich, um iiberfliissige

erhabenen Ganzen erschein
Eliminationen und analytische Entwicklungen zu vermeiden. Gleichzeitig jedoch be-
tonte Pliicker die Vorteile, die sich ergeben, wenn jede ,Vermischung von Rechnung
und Construktion“ aus der analytischen Geometrie verbannt wird: ,,Alsdann eréffnet
sich in ihr ein neues Feld der Forschung, in welchem man sich viel leichter bewegen
kann, weil hier Alles auf eine Combination blofer Symbole ankommt.“'® Voll zur Gel-
tung kiimen die Vorziige der analytischen Methode in der Geometrie des Raumes, da
ihre Konstruktionen die Einbildungskraft in hoherem Mafe beanspruchen wiirden.
Solange es jedoch nur um den Inhalt ging, war es fiir Pliicker — wie fiir Jakob Stei-
ner auch — nebenséchlich, ob unmittelbar Figuren oder ihre Gleichungen betrachtet
werden. Die analytische Methode besaf seiner Ansicht nach jedoch den Vorteil, dass

sie Verallgemeinerungen gestattet, weswegen er sie vorzog.

Geometrie als reine Lehre von der Gestalt

Obwohl Julius Pliicker und Jakob Steiner andere Methoden vorzogen, dhnelten sie
sich unter vielen Gesichtspunkten. Sie teilten gemeinsame Ansichten, die unter deut-
schen Geometern Anfang des 19. Jahrhunderts weit verbreitet waren. In ihrer Vor-
stellungswelt standen die Gebilde des Raumes in einer festen, natiirlichen und har-
monischen Ordnung. Dieses Bild eines strengen Aufbaus war teilweise verbunden mit
einem Asthetizismus, der die Wahrheit in der Gestalt vermutete. Zwar reicht er nicht
bei jedem so weit, wie bei Ernst Kummer, aber viele diirften ihm zugestimmt haben:
,Solche Eindriicke wird auch jeder Mathematiker sich bewusst sein, denn in dem Rei-
che des Mathematischen herrscht eine eigenthiimliche Schonheit, welche nicht sowohl
mit der Schonheit der Kunstwerke, als vielmehr mit der Schonheit der Natur iiberein-
stimmt und welche auf den sinnigen Menschen, der das Verstdndnis dafiir gewonnen
hat, in ganz dhnlicher Weise einwirkt, wie diese.“!” Auch andere hegten #hnliche
Gedanken, wenn sie vom ,erhabenen Ganzen“ (Julius Pliicker) und der ,schonsten

Ordnung” (Jakob Steiner) schwérmten, die im Bereich der Geometrie anzutreffen

S. iv.

7 Pliicker, Julius. Analytisch-geometrische Entwicklungen. Bd. 2. Essen: G. D. Baedeker
Verlag, 1831, S. ix.

18 Pliicker, Analytisch-geometrische Entwicklungen, S. iv.

19 Kummer, Ernst E. 4. Juli 1867. Offentliche Sitzung zur Feier des Leibnizischen Jahres-
tages.“ In: Monatsberichte der Koniglichen Preufischen Akademie zu Berlin (1862). Berlin:
Ferd. Diimmler’s Verlags-Buchhandlung, 1867, S. 395.
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sei.?0 In der Vorrede zu seiner Theorie der algebraischen Kurven von 1839 erklirte
Pliicker: ,Das Kriterium fiir den Werth oder Unwerth eines neuen Resultates, wie
einer neuen Methode, liegt keinesweges in ihrer moglichen Nutzanwendung, sondern
unmittelbar in ihnen selbst: sie miissen, ich glaube mich nicht bezeichnender aus-
driicken zu kénnen, ein rein #sthetisches Interesse fiir sich in Anspruch nehmen.“?!
Das &sthetische Interesse deutscher Geometer lenkte ihr Augenmerk auf die Ge-
stalt der studierten Formen. Obwohl Pliicker, M&bius und Steiner sich projektiver
Methoden bedienten, beriicksichtigten sie in ihren Betrachtungen haufig noch, wie
die Gebilde gegeniiber der unendlich fernen Ebene lagen. Wahrend diese Lageverhélt-
nisse vom Standpunkt der projektiven Geometrie unerheblich sind, spielen sie fiir die
Anschauung eine fundamentale Rolle. Aus demselben Grund differenzierten sie auch
zwischen imaginiren und reellen Groken.?? Fiir die deutschen Geometer in der ers-
ten Hélfte des Jahrhunderts war Geometrie langst keine abstrakte Wissenschaft. In
ihren Augen war es die Lehre von den Gestalten der ebenen und raumlichen Gebilde.
Untrennbar mit dem #sthetizistischen Ideen verbunden war die Uberzeugung,
dass die Mathematik eine reine Wissenschaft sei. Nicht nur August Crelle und Carl
Jacobi blickten abschétzig auf das Nachbarland, in dem Gaspard Monge die Losung
praktischer Aufgaben mithilfe der Geometrie lehrte. In seiner Kénigsberger Antritts-
rede des Jahres 1832 vertrat Jacobi die Ansicht, dass die ,meisten franzosischen
Geometer, die aus der Schule des beriihmten Grafe de Laplace hervorgegangen sei-
en, vom rechten Pfad abgekommen sind: ,Wéahrend diese das Heil der Mathematik
allein aus physikalischen Fragestellung erstreben, verlassen sie jenen wahren und na-
tiirlichen Weg der Disziplin, nach dessen Beschreiten einst Euler und Lagrange die
analytische Kunst zu dem Gipfel gefiihrt haben, dessen sie sich jetzt erfreut.“?3 Der
Aufbau der Mathematik spiegele die gottliche Ordnung der Natur wider. ,,Die wahre
Ursache des Fortschritts der Mathematik ist deren notwendige Entfaltung, die ge-

20 Steiner, Systematische Entwicklung, vi; Pliicker, Analytisch-geometrische Entwicklun-
gen, IX.

21 Pliicker, Theorie der algebraischen Curven, VIIL

22 Felix Klein hob dies bei Julius Pliicker hervor: ,Pliicker war bei all seinen Leistungen
zum Ausbau der projektiven Geometrie kein Projektiviker im eigentlichen Sinne. Im Stile
der alten Geometer des 18. Jahrhunderts haftete er am Konkreten, richtete sein Augenmerk
auf das Verhalten der Kurven im Unendlichen, widmete z. B. ausfiihrliche Untersuchungen
der Frage nach den Asymptoten usw., alles Dinge, deren Bedeutung vom rein projektiven
Standpunkt aus verschwindet.”“ Klein, Vorlesungen diber die Entwicklung der Mathematik im
19. Jahrhundert, S. 126.

23 Knobloch, Eberhard, Pieper, Herbert und Pulte, Helmut. ,,... das Wesen der reinen
Mathematik verherrlichen®. In: Mathematische Semesterberichte 42.2 (1995), S. 112.

176



mék den dem menschlichen Geist eingepflanzten ewigen Gesetzen geschieht.“?* Eine
Orientierung an physikalischen Fragen koénne indes niemals zu wahrer Erkenntnis
fiihren.

Die Aversion gegen praktische Erwidgungen war unter deutschen Mathematikern
weit verbreitet.2> Zwar war sie nicht bei jedem Gelehrten so ausgeprigt wie bei Carl
Jacobi. Aber selbst diejenigen, die weniger Beriihrungséngste gegeniiber praktischen
Problemen verspiirten, betrieben die Erforschung der geometrischen Formen in erster
Linie um ihrer selbst willen. Es erschien ihnen als Ziel an sich, auch die Gestalten
einzelner Kurven, Flachen und Kérpern en détail zu untersuchen. Die Frage, was sich

aus diesen Studien schlussfolgern liefe, war demgegeniiber zweitrangig.

Das Studium der ebenen Kurven héherer Ordnung

Die Vorstellungen deutscher Geometer wurden auch durch Erfolge befliigelt, die beim
Studium der geometrischen Eigenschaften von Gebilden héherer Ordnung wihrend
der ersten Hélfte des 19. Jahrhunderts erzielt wurden. Vor allem die Erforschung
ebener Kurven machte wahrend dieser Zeit Fortschritte.

Julius Pliicker présentierte in seinem System der analytischen Geometrie (1835)
eine umfangreiche Klassifikation der Kurven dritten Grades. Er unterschied 219 ver-
schiedene Arten, wobei er seine Einteilung nach gestaltlichen (affinen), aber auch
algebraischen Merkmalen vornahm. Seine Vorgehensweise war etwas undurchsichtig,
da er keinen Verwandtschaftsbegriff definierte. Die Formen sdmtlicher Arten hielt er
auf mehreren Tafeln fest (Abb. 6.1).25 In den folgenden zwei Jahrzehnten rief der
Gegenstand grofses Interesse unter den deutschen Geometern hervor. August Mobi-
us teilte die kubischen Kurven in seiner Abhandlung ,Ueber die Grundformen der
Linien der dritten Ordnung* (1852) in sieben Gattungen ein, worunter er Klassen
kollinearer Kurven verstand.?” Im Gegensatz zu Pliickers friiherer Klassifikation fuf-

te Mobius Arbeit auf klaren Prinzipien. In dem Vorwort seiner Abhandlung heifst

24 Ebd., S. 111.

25 Der deutsche Historiker Gert Schubring hat in Anlehnung an R. Steven Turner beschrie-
ben, dass ihre Ansichten mit dem Wunsch und Bemiihen verbunden waren, Mathematik als
eigensténdige Wissenschaft an den deutschen Universitdten im frithen 19. Jahrhundert zu
etablieren. Er zitiert auch AuRerungen August Crelles, die denen Jacobis dhneln: Schubring,
Gert. ,,The Conception of Pure Mathematics as an Instrument in the Professionalization of
Mathematics“. In: Social History of Nineteenth Century Mathematics. Hrsg. von Mehrtens,
Herbert, Bos, Henk und Schneider, Ivo. Boston, MA: Birkh&user, 1981.

26 Pliicker, System der analytischen Geometrie.

2T Mobius, August Ferdinand. ,,Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung.
In: Abhandlungen der kéniglichen sdichsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1 (1852).
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es: ,FEhe man es unternimmt, sie in Arten zu sondern, wird man sie zuvor nach ei-
nem hoheren Collectivbegriff — nach Gattungen — einzutheilen haben, so dass alle
einander collinearen Linien derselben Ordnung zu einerlei Gattung dieser Ordnung,
und hierauf alle einander affinen Linien derselben Gattung zu einerlei Art dieser
Gattung gerechnet werden.“?® Mdbius, der zu jener Zeit als Professor in Leipzig
tatig war, berief sich auf sein fritheres Werk Der barycentrische Calcul (1827), in
dem er den Begriff der Verwandtschaft geometrischer Figuren eingefiihrt hatte.??
Fiir seine Diskussion der kubischen Kurven verwendete er neben analytischen auch
geometrische Methoden. Anstatt unmittelbar die Gestalt der ebenen Kurven zu un-
tersuchen, betrachtete Mobius ihre Bilder unter Projektionen auf eine Kugel. Der
Ubergang zur Diskussion der sphirischen Kurven erleichterte die Anschauung, da
nun das unendliche Ferne als Aquator sichtbar wurde. Auch er veréffentlichte eine
Tafel mit verschiedensten Figuren. M6bius verwendete sie sowohl als Stiitzen fiir sei-
ne geometrischen Betrachtungen als auch zur Veranschaulichung der Grundformen.
Zwischen den beiden Arbeiten Pliickers und Mobius sind zahlreiche weitere Abhand-
lungen iiber Kurven dritter Ordnung in Crelles Journal erschienen. In den 1840er
Jahren verdffentlichten Otto Hesse, Jakob Steiner, Hermann Grafsmann und Julius

Pliicker mehrere Arbeiten zu dem Thema.3?

Mit seinen Arbeiten griff Otto Hesse Pliickers frithere Gedanken zu den neuen
Wendepunkten einer kubischen Kurve f = 0 wieder auf. Er zeigte, dass sie zugleich
auf der Kurve dritter Ordnung liegen, die durch die Determinante von f definiert
wird. Im Gegensatz zu Julius Pliicker und August Mobius verliefs sich Hesse voll
und ganz auf analytische Methoden. Er verzichtete nicht nur auf die Verwendung

von Figuren, sondern arbeitete durchgehend mit homogenen Koordinaten. Aufer-

28 Hervorhebungen im Original: Mébius, ,,Ueber die Grundformen der Linien der dritten
Ordnung®, S. 2.

29 Mobius, August Ferdinand. Der barycentrische Calcul: Ein neues Hiilfsmittel zur ana-
lytischen Behandlung der Geometrie. Leipzig: Johann Ambrosius Barth, 1827.

30 Grafmann, Hermann. ,,Uber die Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch gerade
Linien, und iiber die geometrische Definition dieser Curven®. In: Journal fir die reine und
angewandte Mathematik 36 (1848); Pliicker, Julius. ,Uber Curven dritter Ordnung und
analytische Beweisfiihrung®. In: Journal fir die reine und angewandte Mathematik 34 (1847);
Steiner, Jakob. ,Sdtze {iber Curven zweiter und dritter Ordnung®. In: Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik 32 (1846); Hesse, Otto. ,,Uber Curven dritter Ordnung und
die Kegelschnitte, welche diese Curven in drei verschiedenen Puncten beriihren®. In: Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik 36 (1848); Hesse, Otto. ,,Ueber Curven dritter
Classe und Curven dritter Ordnung®. In: Journal fiir die reine und angewandte Mathematik

38 (1849).
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dem bemiihte er sich stets um die groftmogliche Verallgemeinerung seiner Sétze, die
er nach Moglichkeit zuerst fiir Kurven beliebiger Ordnung n bewies, bevor er den Fall
n = 3 betrachtete. Nachdem er seine Klassifikation von Kurven der dritten Ordnung
abgeschlossen hatte, veroffentlichte Julius Pliicker 1839 seine Theorie der algebrai-
schen Kurven. In dem Werk verdffentlichte er die beriihmten Formeln, die einen
Zusammenhang zwischen der Ordnung n und Klasse k einer ebenen Kurve mit der
Anzahl ihrer Doppel- und Riickkehrpunkte (Spitzen) d und r herstellt.?! Sie enthielt
Ansitze zu einer allgemeinen Lehre der ebenen Kurven beliebiger Ordnung. In einem
grofsen Teil seines Werk studierte Pliicker jedoch quartische Kurven, von denen er
mithilfe seiner Formeln zeigen konnte, dass sie im Allgemeinen 28 Doppeltangenten

besitzen. Er unterteilte sie in 152 verschiedenen Arten.32

7.2 Neue Geometrien 1849-1891

Zur Jahrhunderthélfte wendeten sich die européischen Geometer verstiarkt dem Stu-
dium der Flachen héherer Ordnung zu. Ein wichtiger Impuls ging von einer iiberra-
schenden Entdeckung aus, die George Salmon und Arthur Cayley 1849 machten. Sie
zeigten, dass auf einer allgemeinen Fléache der dritten Ordnung 27 verschiedene Ge-
raden liegen. Das Resultat sorgte nicht zuletzt unter deutschen Gelehrten fiir grofies
Aufsehen, die sich — wie die Geometer des Vereinigten Konigreiches — fortan dem
Studium der kubischen Fliachen verschrieben. Wahrend der Erforschung von Flachen
der hoheren Ordnung wuchs bei ihnen der Wunsch, die neuentdeckten Formen zu ver-
anschaulichen. Ab den 1860er Jahren fanden nach und nach handgreifliche Modelle
Anerkennung bei deutschen Geometern. Sie halfen ihnen auch {iber die Hindernisse
hinweg, die die unbekannten und verwickelten Fléchen fiir das Vorstellungsvermogen
bereit hielten. Parallel zu diesen Entwicklungen, die das Feld der Geometrie erwei-
terten, spitzte sich mit der Zeit eine andere Tendenz zu. Die Geometrie nahm nach
und nach immer abstraktere Ziige an. Der Prozess vollzog sich schleichend, auch
wenn oftmals einzelne Ereignisse in der Historiographie hervorgehoben worden sind.
Weitaus wichtiger als die Entdeckung der nicht-euklidischen Geometrien war die Al-
gebraisierung. Sie sorgte fiir eine langsame Erosion der traditionellen Anschauung,
nach der es die Aufgabe der Geometrie sei, die Gestalten der ebenen und raumlichen
Gebilde zu erforschen. In den 1870er Jahren des Jahrhunderts liefen sich die ersten

Anzeichen wahrnehmen, dass die alten Uberzeugungen ins Wanken geraten waren.

31 Pliicker, Theorie der algebraischen Curven, S. 211.
32 Ebd., S. 136-149.
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Studium der Flachen hoherer Ordnung

Zur Jahrhunderthélfte wendeten sich die Mathematiker dann verstarkt dem Studium
der Flachen hoherer Ordnung zu. Bis zum Anfang der 1840er Jahren sind nur we-
nige derartige Gebilde von franzosischen, deutschen und englischen Mathematikern
untersucht worden. Charles Dupin entdeckte als Schiiler Gaspard Monges 1803 die
Zykliden, welche heute seinen Namen tragen.?® Viele Arbeiten zu hoheren Flichen
wurden durch physikalische Fragen angeregt. Die Wellenflache etwa, die die Aus-
breitung von Licht in Kristallen beschreibt, ist auch unter geometrischen Aspekten
studiert worden.3* Arthur Cayley beschrieb Tetraedroide (1846), die eine Klasse
quartischer Fliachen bilden, die auch die Wellenflaiche mit einschliefft. Bis zur Jahr-
hundertmitte blieb es meist bei einzelnen Studien zu speziellen Fliachen dritter und
vierter Ordnung. Zwar wurden Fldchen héherer Ordnung auch unter allgemeineren
Gesichtspunkten studiert. Jean-Victor Poncelet (1788-1867) ermittelte die Klasse ei-
ner allgemeinen Fléache n-ter Ordnung, wahrend Julius Pliicker Kontaktbedingungen

35 Trotz einzelner Erfolge fand

fiir Flachen verschiedener Ordnungen untersuchte.
sich jedoch kein Ansatz fiir eine systematische Klassifikation von Gebilden, die in
ihrer Komplexitét {iber die bekannten Quadriken hinausgingen.

Dies dnderte sich Mitte der 1840er Jahre, in denen die projektive Geometrie
auch im Vereinigten Konigreich an Bedeutung gewann.?® Die Griindungen verschie-
dener Zeitungen ab Ende der 1830er Jahre kiindeten von dieser Entwicklung. In dem
Cambridge and Dublin Mathematical Journal, das in den Jahren 1846-1854 erschien,
publizierten viele englische Geometer wie George Salmon (1819-1904) und Arthur
Cayley (1821-1895) ihre Arbeiten.?” Salmon, der am Trinity College in Dublin tiitig

war, veroffentlichte in steter Abfolge kurze, teilweise nur zweiseitige Artikel, in de-

33 Belhoste, Bruno. ,,Charles Dupin et I‘héritage de Monge en Géomeétrie”. In: Christen,
Carole u.a. Charles Dupin (1784-1873): Ingénieur, savant économiste, pédagogue et parle-
mentaire du Premier au Second empire. Rennes: Presses universitaires de Rennes, 2009, S.
86.

34 Pliicker, Julius. ,Discussion de la forme générale des ondes lumineuses.“ In: Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik 19 (1839).

35 Pliicker, Julius. ,,Uber die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend zwei Flichen einen
Contact der verschiedenen Ordnungen haben.“ In: Journal fir die reine und angewandte
Mathematik 4 (1829), S. 351-370.

36 Richards, Joan L. ,Projective geometry and mathematical progress in mid-Victorian
Britain®. In: Studies in History and Philosophy of Science Part A 17.3 (1986), S. 310.

37 Crilly, Tony. ,,The Cambridge Mathematical Journal and its Descendants: the Linchpin
of a Research Community in the Early and Mid-Victorian Age“. In: Historia Mathematica
31.4 (2004).
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nen er die allgemeinen Figenschaften von Flachen n-ter Ordnung untersuchte, wobei
ihn insbesondere enumerative Fragen interessierten.?® Arthur Cayley hatte seinen
Abschluss in Cambridge gemacht. Er begutachtete 1847 einen Artikel ,On the De-
gree of a Surface Reciprocal to a Given One* fiir das Journal, in dem er den Grad
der reziproken Fliche einer Fliche n-ter Ordnung hergeleitet wurde.?? George Sal-
mons Arbeit hinterlief einen tiefen Eindruck bei Cayley.?? Als er Salmon ein Jahr
spater kennenlernte, der inzwischen zum Dozenten an das Trinity College in Dublin
berufen worden war, begann eine fruchtbare Freundschaft. Gemeinsam konnten die
beiden Freunde 1849 beweisen, dass auf einer allgemeinen kubischen Flache genau
27 Geraden liegen miissen.

Ihre iiberraschende und merkwiirdige Entdeckung sorgte fiir groffes Aufsehen un-
ter Mathematikern, die sich fortan verstirkt dem Studium héherer Fliachen zuwende-
ten. James J. Sylvester (1814-1897) stieft 1851 auf ein Pentaeder, das in eindeutiger
Weise jeder kubischen Fliche zugeordnet werden kann.*! Trotz des Aufblithens der
Forschung im Viktorianischen England gegen Mitte des Jahrhunderts, blieben vorerst
die deutschsprachigen Lander das Zentrum der geometrischen Forschung in Europa.
Es waren grofstenteils immer noch die Vertreter der fritheren Generation, die in den
deutschsprachigen Léndern die wissenschaftliche Arbeit auf diesem Feld vorantrie-
ben. Jakob Steiner berichtet 1856 auf einer Sitzung bei der Berliner Akademie von
Ergebnissen, die er bei der Untersuchung kubischer Flichen erzielt hitte.*? Sein
Freund, der Schweizer Ludwig Schlafli (1814-1895), befasste sich indes mit der Kon-
figuration der 27 Geraden. Nachdem er 1858 das System der Doppelsechs beschrieben

38 Salmon, George. ,,Note on the Parabolic Points of Surface*. In: The Cambridge and
Dublin Mathematical Journal 2 (1847); Salmon, George. ,,On the Condition that a Plane
should touch a Surface along a Curve Line“. In: The Cambridge and Dublin Mathematical
Journal 3 (1848); Salmon, George. ,,On the Number of Normals which can be Drawn from
a given Point to a given Surface“. In: The Cambridge and Dublin Mathematical Journal 3
(1848).

39 Salmon, George. ,,On the Degree of a Surface Reciprocal to a Given One*. In: The
Cambridge and Dublin Mathematical Journal 2 (1847).

40 Crilly, Tony. ,,The Young Arthur Cayley“. In: Notes and Records of the Royal Society
of London 52.2 (1998), S. 277.

41 Sylvester, James J. ,,Scetch of a Memoir on Elimination, Transformation, and Canonical
Forms*. In: The Cambridge and Dublin Mathematical Journal 6 (1851).

42 Steiner teilte die Resultat bei seinem Vortrag mit, ohne jedoch Beweise anzugeben.
Deswegen lasst sich auch nicht nachvollziehen, ob er die 27 Geraden und das Pentaeder
entdeckt hat, ohne die Arbeiten aus dem Vereinigten Konigreich zu kennen: Steiner, Jakob.
,Uber die Flichen dritten Grades“. In: Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
53 (1857).
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hatte, klassifizierte er 1863 schlieflich alle Arten kubischer Flachen hinsichtlich ihrer
Singularitdten und der Realitdtsverhéltnisse ihrer Geraden. Seine Arbeiten erschie-
nen beide in englischen Journals.*?

Schléflis Einteilung war auch deswegen interessant, weil er das Augenmerk auf
die Realitétsverhéltnisse legte. Er untersuchte fiir jede Art explizit, wie viele Lini-
en reell sein konnten. In ihrer Arbeit von 1849 hatten George Salmon und Arthur
Cayley nur zeigen konnen, dass es 27 Geraden geben muss, von denen einige nach
bestimmten Regeln zusammenfallen, sobald Singularitdten auftreten. Sie haben je-
doch keine Aussage dariiber getroffen, ob es iiberhaupt eine Flédche dritten Grades
geben konnte, bei der all diese Geraden auch reell sind. In ihrem Beweis schlossen
sie an einer Stelle vom Grad eines Polynoms auf die Anzahl der Lésungen. Sie ver-
wendeten mit anderen Worten den Fundamentalsatz der Algebra. Von diesem Punkt
aus konnten sie nicht benennen, wie viele der Losungen reell sein konnen.** Mit
diesem Problem war die gesamte Forschung in der Geometrie behaftet, deren Fort-
schritt wiahrend des 19. Jahrhunderts enorm auf der Einfithrung komplexer Zahlen
beruhte. Bekannt war zu jenem Zeitpunkt bereits, dass es keinen Grund gab, auf die
Existenz reeller Losungen zu vertrauen. Julius Pliicker hatte mithilfe seiner Formeln
zeigen konnen, dass jede Kurve dritten Grades neun Wendepunkte besitzen muss.
Von diesem sind aber immer mindestens sechs paarweise konjugiert imaginar. Mit

45 Vor diesem

anderen Worten, die Aussage besitzt alleine algebraische Bedeutung.
Hintergrund l&dsst sich der Erkenntniswert bemessen, den die separate Erforschung
der Realitétsverhéltnisse besaly, wie sie Ludwig Schlifli fiir die Flachen vornahm.
In den 1860er Jahren wurden immer mehr Untersuchungen zu Gebilden hoherer
Ordnung durchgefiithrt. Wahrend weitere Studien zu Flachen dritter Ordnung er-
schienen, weckte Ernst Kummer das Interesse fiir die quartischen Gebilde. Im Zuge

seiner Arbeiten entdeckte er die Klasse von Flédchen, die spdter nach ihm benannt

43 Schlafli, Ludwig. ,An Attempt to Determine the Twenty-Seven Lines upon a Surface of
the Third Order, and to devide such Surfaces into Species in reference to the Reality of the
Lines upon the Surface. (2. Teil)“. Ubers. von Cayley, Arthur. In: The Quarterly Journal of
Pure and Applied Mathematics 2 (1858); Schlifli, Ludwig. ,,On the Distribution of Surfaces
of the Third Order into Species, in Reference to the Absence or Presence of Singular Points,
and the Reality of their Lines“. In: Philosophical Transactions of the Royal Society of London
153 (1863).

44 Thr Bewetis ist an dieser Stelle ohnehin fehlerhaft, da sie die Verschiedenheit der Lésungen
voraussetzen, ohne sie jedoch zu beweisen.

45 Im Jahr 1876 gelang es Felix Klein, eine Formel zu finden, mit der sich die Anzahl der re-
ellen Wendepunkte bestimmen lésst. Klein, ,Eine neue Relation zwischen den Singularitédten

einer algebraischen Curve'.
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worden sind, und welche sich durch Anzahl von 16 Doppelpunkten gegeniiber an-
deren Fldchen der vierten Ordnung auszeichnen. Fir Erstaunen bei den Gelehrten
sorgte vor allem die Konfiguration, in der sich die Punkte befanden. Durch jeden
gingen genau sechs Ebenen, welche die Fliche entlang eines Kegelschnitt beriihr-
ten, und die deswegen von Kummer Doppelebenen genannt worden sind. Insgesamt
handelt es sich um 16 Ebenen, auf denen jeweils genau sechs Doppelpunkte liegen.
Diese Symmetrie zwischen den Punkten und Ebenen {iberraschte die Zeitgenossen
Kummers weitaus mehr, als die blofe Anzahl der Doppelpunkte. Ernst Kummer ver-
Offentlichte weitere Arbeiten zu anderen Klassen quartischer Flachen, die sich jeweils
durch besondere Eigenschaften gegeniiber der uniibersichtlichen Masse an Gebilden
dieser Ordnung auszeichneten. Seine Beschéftigung ist auch durch die geometrische
Optik angeregt worden, mit der er sich um 1860 herum befasste. Mitte des Jahr-
zehnts begann sich dann Julius Pliicker, nachdem er sich fiir mehrere Jahre voll und
ganz physikalischen Untersuchungen gewidmet hatte, wieder rein geometrischen Stu-
dien zu zuwenden. Wahrend seiner Ausarbeitung der Neuen Geometrie studierte er
auch intensiv eine Klasse von Fliachen des vierten Grades, die damit verstéarkt in den
Fokus der Mathematiker traten. Sein Schiiler Felix Klein entdeckte dann, dass es sich

bei den Studienobjekten seines Lehrers, um spezielle Kummersche Flachen handelt.

Felix Klein gehorte zu einer langen Reihe von jungen deutschen Mathematikern,
die ab Ende der 1860er Jahre die geometrische Forschung der Generation von Ernst
Kummer und Julius Pliicker fortfithrten. Zu ihnen z&hlte Rudolf Sturm (1841-1919),
der anlésslich eines Preisausschreibens der Berliner Akademie der Wissenschaften
des Jahres 1864 dazu veranlasst worden war, eine Arbeit tiber kubische Flachen zu
verfassen, die nur auf synthetischen Methoden beruhte, wie es die Ausschreibung
verlangte.?® Er bekam die Hilfte des Preises zugesprochen, die andere ging an den
Italiener Luigi Cremona (1830-1903), der dieselbe Fragestellung bearbeitet hatte.*”
Vereinzelt betraten jetzt auch italienische Geometer die Biihne.*® Vorerst blieben es
jedoch Gelehrte der deutschsprachigen Lénder, welche die Erforschung der Flachen
dritter und vierter Ordnung vorantrieben. Wéahrenddessen erschienen nur noch weni-
ge Arbeiten englischer Mathematiker auf diesem Gebiet. Sie vertieften sich zu jener

Zeit in die Invariantentheorie, mit der sie die Untersuchungen vom algebraischen

46 Sturm, Rudolf. Synthetische Untersuchungen iiber die Flichen dritter Ordnung. Leipzig:
B. G. Teubner, 1867.

47 Cremona, Luigi. ,Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troisiéme ordre,“ in:
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 68 (1868).

48 Noether, Max. ,,Luigi Cremona“. In: Mathematische Annalen 59 (1904).
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Standpunkt aus fortfithrten.*

Nach 1870 betraten in den deutschen Lindern vermehrt neue Gelehrte das Feld.
Sie unterschieden sich zwar von den &lteren Vertretern, teilten jedoch das Interesse
fiir anschauliche Fragen. Trotz der Tendenzen im Vereinigten Konigreich blieben es
hauptséchlich die gestaltlichen Verhaltnisse der Gebilde, fiir die sie sich interessier-
ten. Wichtige Arbeiten auf diesem Gebiet stammten von Adolf Weiler (1851-1916),
Karl Rohn (1855-1920) und Karl F. Rodenberg (1854-1926), die alle bei Felix Klein
studiert haben. Rodenberg beschéftigte sich bereits in seiner Dissertation, die er bei
Alfred Clebsch schrieb, mit dem Pentaeder der kubischen Flachen, das zuerst von
James J. Sylvester entdeckt worden war.’® Er leitete die Gestalt des Pentaeders fiir
alle Typen her, die Schléafli in seiner Klassifikation unterschieden hat. Spéter ging er
von den fiinf Ebenen aus, um die Gestalt der kubischen Flachen zu diskutieren, von
denen sie das Pentaeder bilden.’" Karl Rohn fiihrte das Studium der quartischen Fli-
chen fort, die er mit Hinblick auf die Realitdtsverhéltnisse in Arten einteilte. In den
1880er Jahren verfolgte er dieselbe Fragestellung fiir Regelflachen und Raumkurven.
Angeregt durch eine Preisaufgabe der Jablonowskische Gesellschaft der Wissenschaf-
ten vom Jahr 1882, wendete sich Rohn erneut dem Studium der quartischen Fléche
zu. In der Aufgabenstellung heifit es, dass die Fortschritte bei der Theorie kubischer
Flachen es inzwischen ermdgliche, ,die Gesamtheit der bei diesen Flachen auftre-
tenden Gestalten zu iiberblicken“.??> Die Gesellschaft wiinschte etwas Vergleichbares
fiir die vierte Ordnung. Obwohl Karl Rohn eingestehen musste, dass es ihm in sei-
ner Schrift Die Flachen vierter Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer
Gestaltung“ nicht gelungen war, die Aufgabe zu erfiillen, bekam er 1886 den Preis
zugesprochen. Womoglich waren sich alle der Schwierigkeiten bewusst, die mit solch
einem Vorhaben verbunden waren.

Mitte der 1880er Jahre, als Karl Rohn seine Preisschrift einreichte, begann das
Interesse an einem Studium der gestaltlichen Verhéltnisse von Gebilden der hoheren
Ordnung merklich abzuflachen. Die Griinde fiir das Nachlassen sind auch in den

Schwierigkeiten zu suchen, die bei den Flidchen vierter Ordnung aufgetreten waren.

49 Eine Ausnahme bildeten verschiedene Arbeiten iiber Regelflichen, die Arthur Cayley
vero6ffentlicht hat.

50 Rodenberg, Carl. Das Pentaeder der Flichen dritter Ordnung beim Auftreten von Sin-
gularititen. Gottingen: E. A. Huth, 1874.

51 Rodenberg, Carl. ,,Zur Classification der Flichen dritter Ordnung®. In: Mathematische
Annalen 14.1 (1878).

52 Rohn, Karl. Die Flichen vierter Ordnung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Ge-
staltung. Preisschriften der Fiirstlichen Jablonowskischen Gesellschaft 26. Leipzig: S. Hirzel,
1886.
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Gino Loria (1862-1954) erklért in seiner Geschichte der Geometrie, die 1887 im
italienischen Original erstmals veréffentlicht worden ist, bezogen auf die kubischen
Fléchen, dass die ,,Theorie dieser geometrischen Gebilde, von welchem Punkte man
sie auch betrachten mag, heute einen beachtenswerten Grad der Vollendung erreicht
hat.“53 Fiir die Flichen des vierten Grades lasse sich dies jedoch nicht behaupten, wie
Loria im unmittelbaren Anschluss schreibt. Die Anzahl an Freiheitsgraden wachst mit
der Ordnung betréchtlich. Aufserdem fehlten Resultate iiber die allgemeine quartische
Flache. Mafigeblich fiir den Fortschritt, der in dem Fall n = 3 erzielt werden konnte,
war neben der Entdeckung der 27 Geraden, die des Pentaeders. Sie erleichterten die
Beschreibung und Diskussion aller moglichen Falle erheblich. Fiir quartische Flachen
waren solche Resultate ausgeblieben.

Die Geometer wandten sich jedoch nicht nur deshalb anderen Fragen zu, weil sie
keine Losung fiir die Probleme fanden, die beim Studium héherer Gebilde auftraten.
Waéhrend die deutschen Gelehrten ihr Interesse an der Erforschung der gestaltlichen
Verhéltnisse von Kurven und Flichen verloren, dnderte sich auch ihre Sicht auf den
Gegenstand ihrer Forschung. Mit der Zeit schwand ihre Uberzeugung, dass es ein
lohnenswertes Ziel sei, in systematischer Weise die geometrischen Formen der Ebene
und des Raumes zu untersuchen. Natiirlich trug die Erniichterung dariiber, dass
weitere Erfolge beim Studium der Gebilde ausgeblieben waren, hierzu bei. Es gab

jedoch noch andere Griinde, weshalb ihnen immer mehr Zweifel kamen.

Abstrakte Geometrie

Die Untersuchungen geometrischer Gebilde, die nach der Jahrhundertmitte eine Blii-
te erlebten, ehe sich das Interessen an ihnen in den 1880er Jahren langsam abnahm,
haftete noch sehr an dem euklidischen Anschauungsraum. Es wurden vornehmlich
Figuren betrachtet, die sich auch wahrnehmen liefen. Die Geometrie begann wéh-
rend dieser Jahre jedoch langsam ihren Fokus zu erweitern. Anstatt sich auf Kurven,
Fléachen und Korper im Raum zu beschranken, dehnte Julius Pliicker seine Betrach-
tungen auf Liniengebilde aus. Unterdessen verloren auch hoherdimensionale Radume
langsam ihren Schrecken. Die Geometrie nahm immer mehr abstrakte Ziige an. Die
Entwicklung schiirte Zweifel unter den Gelehrten daran, dass ihr Fach die Lehre von
dem Raum und seinen Gesetzen ist. Spatestens 1890 liefs sich nicht mehr iibersehen,
dass sich die Geometrie in einer Krise befand.

Im Jahr 1844 legte Hermann Grafmann (1809-1877), damals Lehrer an einer

Schule in seiner Heimatstadt Stettin, der sich wahrend seines Studiums an der Uni-

53 Loria, Gino. Die hauptséchlichsten Theorien der Geometrie in ihrer fritheren und heu-
tigen Entwicklung. Ubers. von Schiitte, Fritz. Leipzig: B. G. Teubner, 1888, S. 39.
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versitit Berlin in die Mathematik eingearbeitet hatte, seine Ausdehnungslehre vor.>*

In dem Werk beschrieb Grafsmann eine Lehre n-dimensionaler Groken, begleitet von
philosophischen Betrachtungen. Der Stettiner wollte damit eine neue Wissenschaft
begriinden, von der die Geometrie selbst nur eine spezielle Anwendung sei, wie er in
dem Vorwort der ersten Auflage schrieb: ,Schon lange war es mir ndmlich einleuch-
tend geworden, dass die Geometrie keinesweges in dem Sinne wie die Arithmetik
oder die Kombinationslehre als ein Zweig der Mathematik anzusehen sei, vielmehr
die Geometrie schon auf ein in der Natur gegebenes (ndmlich den Raum) sich beziehe,
und dass es daher einen Zweig der Mathematik geben miisse, der in rein abstrak-
ter Weise dhnliche Gesetze aus sich erzeuge, wie sie in der Geometrie an den Raum
gebunden erscheinen.“% Fiir Grafmann konnte die Geometrie nur bedingt als Diszi-
plin der Mathematik betrachtet werden, weil sie die Natur erforsche. Obwohl er seine
Lehre als Verallgemeinerung der Geometrie verstanden wissen wollte, betrachtete er
sie zugleich als neue, abstrakte Wissenschaft, deren Gesetze vom Verstand erzeugt
werden. Diese widerspriichlichen Aussagen zeigen, wie schwer es Grafmann fiel, sich
von der Vorstellung zu 16sen, dass die Geometrie die Lehre des Anschauungsraumes
ist.

Der Stettiner war sich bewusst, welche Vorteile eine abstrakte Lehre bot, die
nach den Gesetzen der Geometrie geformt ist, von ihrem Inhalt jedoch absieht. Die
Beschrankung auf drei Dimensionen fiel weg. Dennoch blieb sein Werk —im Gegensatz
zu anderen Arbeiten Graffmanns — weitestgehend unbeachtet, wie der Autor selbst
im Vorwort zur zweiten Auflage feststellen musste, die erst in seinem Todesjahr 1877
erschienen ist.”® Die Form seiner Schrift hatte zweifelsohne Anteil an der geringen
Aufmerksamkeit, die sie erhielt. Seine Ideen verband Graffmann mit philosophischen
Gedanken. Wiahrend er in seinem Werk nur wenige Formeln verwendete, stellte er
eine Einleitung voran, in denen er iiber den Begriff und das Wesen der Mathematik
résonierte. Es wére allerdings falsch, das geringe Interesse an der Ausdehnungslehre
alleine seiner Form anzulasten. Die Gedanken, mit denen sich Grafmann herumtrug,
sind auch ihrem Inhalt nach abstrakt. Ob der Gebrauch von Symbolen und eine
Gliederung in Axiomen, Definitionen und Sétzen zu einer groferen Verbreitung seiner
Uberlegungen gefiihrt hétte, ist zweifelhaft. Seine Arbeit zeigt in jedem Fall, wie

stark die Geometrie und alle Vorstellungen, die mit ihr verbunden waren, zu jener

54 Grakmann, Hermann. Die Wissenschaft der extensiven Grésse oder die Ausdehnungs-
lehre. 1. Aufl. Leipzig: Otto Wigand, 1844.

%5 Grakmann, Hermann. Die Wissenschaft der extensiven Grésse oder die Ausdehnungs-
lehre. 2. Aufl. Leipzig: Otto Wigand, 1878, S. vII.

6 Ebd., S. XV.
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Zeit noch an dem Anschauungsraum hing. Das musste auch ein anderer Zeitgenosse
erfahren, der acht Jahre nach dem Erscheinen der Ausdehnungslehre seinerseits die
Geometrie zu einer Theorie von n Variablen ausbaute.

Im Jahr 1852 stellte Ludwig Schlafli seine Theorie der vielfachen Kontinuitdt als
Manuskript fertig.’” Obwohl sich Schlifli um eine Veroffentlichung bemiihte, fand
er allerdings keinen Verlag. Sein Werk erschien erst 1901 nach dem Tod des Autors
als Denkschrift der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft.>® Ahnlich wie
Grafmann, wollte der Schweizer mit seiner Lehre die analytische Geometrie zu einer
Theorie von n Variablen verallgemeinern. Schlafli legte auch Wert darauf, dass sie
als Teil der Analysis verstanden wird, wie aus einer Anzeige deutlich wird, mit der er
einen Verleger fiir seine Schrift suchte.’® Mit Bedacht vermied er geometrische Aus-
driicke. Wahrend er sich in Wien und Berlin vergeblich um einen Abdruck bemiihte,
erschienen zumindest Ausziige seines Werkes in den Jahren 1858-1860 im Quaterly

Journal of Pure and Applied Mathematics.5°

Britische Sichtweise

Es war nicht nur Zuféllen geschuldet, dass Ludwig Schléfli mit seinen Gedanken im
Vereinigten Konigreich auf mehr Gehor stiefs. Die britischen Mathematiker waren
gegeniiber einer Geometrie von n Dimensionen aufgeschlossener als die Vertreter in
den deutschsprachigen Landern Mitteleuropas. Sie betrachteten ihr Fach stédrker un-
ter logischen und algebraischen Gesichtspunkten. Diese Tradition l&sst sich bis in das
Jahr 1818 zuriickverfolgen, in dem die Analytical Society gegriindet worden ist. Thre
Mitglieder — unter ihnen George Peacock (1791-1858), Charles Babbage (1791-1871)
und John Herschel (1792-1871) — wollten Einfluss darauf nehmen, wie die Mathe-
matik in Cambridge gelehrt wird. Die geometrische Tradition, insbesondere bei dem
Gebrauch des Calculus, die in England das Erbe Newtons war, betrachteten sie als

hemmend fiir den Fortschritt der Wissenschaft.6! Sie warben demgegeniiber fiir die

5T Klaus Volkert gibt ausfiihrliche Darstellung von Schliflis Arbeit: Volkert, Klaus. In
héheren Rdumen: Der Weg der Geometrie in die vierte Dimension. Mathematik im Kontext.
Berlin Heidelberg: Springer Spektrum, 2018, S. 52 ff.

58 Burckhardt, J. J. ,Nachwort zur Theorie der vielfachen Kontinuit#it®. In: Gesammelte
Mathematische Abhandlungen: Band I. Basel: Springer, 1950, S. 388-392.

59 Schlafli, Ludwig. ,, Theorie der vielfachen Kontinuitit“. In: Gesammelte Mathematische
Abhandlungen: Band I. Hrsg. von Steiner-Schlifli-Komitee der Schweizerischen Naturfor-
schenden Gesellschaft. Basel: Springer, 1950.

60 Volkert, In héheren Riumen, S. 60.

61 Richards, Joan L. Mathematical Visions: The Pursuit of Geometry in Victorian Eng-
land. Boston: Academic Press Inc, 1988, S. 17.
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Verwendung analytischer Methoden, die auf dem européischen Festland verbreitet
waren. Peacock und Babbage befassten sich intensiv mit dem Studium der Algebra.
Im Jahr 1830 erschien Peacocks bertihmte Arbeit A Treatise on Algebra, Babbage
wiederum befasste sich mit der Herstellung von Rechenmaschinen zur Berechnung
numerischer Tabellen.%? In derselben Traditionslinie algebraischer Forschung stehen
Augustus DeMorgan (1806-1871) und George Boole (1815-1864).9% Sie priigten eine
Sicht auf Mathematik, die sich auch in der geometrischen Forschung niederschlug.

Ab 1840 erschienen regelméifsig Artikel im Cambridge Mathematical Journal und
seinen Nachfolgern, die einen starken algebraischen Ansatz in geometrischen Fra-
gen verfolgten. Ducan F. Gregory (1813-1844) und William Walton (1813-1901)
bemiihten sich in einer Serie von Artikeln um eine Verallgemeinerung geometrischer
Methoden durch die Anwendung symbolischer Algebra. Vor diesem Hintergrund ver-
offentlichten dann Arthur Cayley und Joseph J. Sylvester, die zu den fithrenden
Mathematikern der Viktorianischen Zeit gehorten, mehrere Arbeiten, in denen sie
sich auf Formen in n Variablen bezogen.%*

In einer Abhandlung, die 1851 im Philosophical Magazine erschienen ist, unter-
sucht Sylvester den Kontakt quadratischer Gebilde.%> Er fiihrt sie als Nullstellen-
mengen homogener Funktionen f = f(z1,29,...,x,) in mehreren Variablen ein. In
seinen Betrachtungen beschrénkt er sich zwar auf solche Gebilde, die dem Raum an-
gehoren. In einer Fufinote merkt er jedoch an: If the impressions of outward objects
came only through the sight, and there were no sense of touch or resistance, would
not space of three dimensions have been physically inconceivable? The geometry of
three dimensions in ordinary parlance would then have been called transcendental.
But in very truth the distinction is vain and futile. Geometry, to be properly un-
derstood, must be studied under a universal point of view; every (even the most
elementary) proposition must be regarded as a fact, and but as a single specimen

of an infinite series of homologous facts.“®® Im Gegensatz zu Hermann Grafmann

62 Peacock, George. A Treatise on Algebra. Cambridge: J. & J. J. Deighton, 1830.

63 Koppelman, Elaine. ,,The Calculus of Operations and the Rise of Abstract Algebra“. In:
Archive for History of Exact Sciences 8.3 (1971).

64 Eine Auflistung dieser Arbeiten gibt Corrado Segre in seinem Artikel zur ,Mehrdimen-
sionalen Geometrie, den er fiir die Enzyklopédie verfasst hat: Segre, Corrado. ,,Mehrdimen-
sionale Geometrie“. In: Encyklopddie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss
ihrer Anwendungen. Hrsg. von Meyer, W. Fr. und Mohrmann, H. Bd. 3. Leipzig: B.G. Teub-
ner, 1907, S. 774.

65 Sylvester, James J. ,An Enumeration of the Contacts of Lines and Surfaces of the
Second Order®. In: Philosophical Magazine 1.2 (1851).

66 Ebd., S. 119.
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und Ludwig Schlafli, die ihre Betrachtungen als Teil der Analysis verstanden wissen
wollten, erschien Sylvester eine n-dimensionale Geometrie als natiirliche Verallgemei-
nerung.

Es dauert allerdings noch zwei Jahrzehnte, bis diese Sichtweise Sylvesters unter
den Mathematikern Groftbritanniens salonfihig wurde. In einer Rede, die er 1869
bei einem Treffen der British Association for the Advancement of Science als Prési-
dent der Sektion fiir Mathematik und Physik hielt, betonte Joseph J. Sylvester den
praktischen Nutzen, den eine vollstdndige Akzeptanz hoherdimensionale Rédume be-
séfe.57 In eine dhnliche Richtung geht Arthur Cayley in einem Artikel iiber Abstract
Geometry, der ein Jahr spéter in den Philosophical Transactions erschienen ist.%® Er
verweist auf jiingere Entwicklungen in der Geometrie, die es notwendig gemacht hét-
ten, hohere Dimensionen in die Betrachtungen miteinzubeziehen. Nach ihm waren
es geometrische Untersuchungen von Figuren und Gebilden des Raumes, die zu dem
Schritt angeregt hétten: ,An important instance in plane geometry has actually pre-
sented itself in the question of the number of curves which satisfy given conditions:
the conditions imply relations between the coefficients in the equation of the curve;
and for the better understanding of these relations it was expedient to consider the
coefficients as the coordinates of a point in a space of the proper dimensionality.“%
Wenn die Koeffizienten von Polynomen ihrerseits als Koordinaten aufgefasst werden,
lassen sie sich mit Punkten in héherdimensionalen Rdumen identifizieren. Eine Geo-
metrie von n Dimensionen erscheint unter diesen Gesichtspunkten weniger als eine
Frage philosophischer Natur, sondern als eine naheliegende Verallgemeinerung, die
sich aus dem geometrischen Studium ebener und rdumlicher Figuren ergibt.

Zu jenem Zeitpunkt, um 1870 herum, lag eine derartige Erweiterung der Sicht-
weise in der Luft. Bereits Sylvester verwies in seiner Rede darauf , dass die projektive
Geometrie iiblicherweise perspektivische Darstellung von Gebilden im vierdimensio-
nalen Raum betrachte.”® Mitte der 1860er Jahre hatte Julius Pliicker damit be-
gonnen, in seiner Neuen Geometrie Liniengebilde zu studieren, die er mithilfe von
homogenen Gleichungen in sechs Variablen studierte. Gegenstand seiner Betrach-

tungen waren de facto Teilmengen des fiinfdimensionalen projektiven Raums, auch

67 Sylvester, James J. ,A Plea for the Mathematician I*. In: Nature 1.9 (1869), S. 238.

68 Cayley, Arthur. ,,A Memoir on Abstract Geometry“. In: Philosophical Transactions of
the Royal Society of London 160 (1870).

69 Ebd., S. 51.

70 Moreover, it should be borne in mind that every perspective representation of figured
space of four dimensions is a figure in real space, and that the properties of figures admit of
being studied to a great extent, if not completely, in their perspective representations. Syl-
vester, ,,A Plea for the Mathematician I, S. 238.
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wenn ihm diese Vorstellung noch fremd war. Anstatt sie in diesem Sinne als spezielle
Punktgebilde zu betrachten, studierte er sie als Liniengebilde im Anschauungsraum.
Fiir seinen Schiiler war der Gedanke einer héherdimensionalen Geometrie langst nicht
mehr abwegig. In seiner Dissertation beschrieb Felix Klein quadratische Linienkom-
plexe als Quadriken im projektiven Raum mit fiinf Dimensionen. Spéter, 1872, teilte
er am Rande seiner Arbeit iiber Fldchen der dritten Ordnung mit, dass sich die
Gebilde auch als Punkte in einem 19-dimensionalen Raum auffassen liefen.”t Er
begriindete diese Sicht damit, dass jedes Polynom dritten Grades 20 unbestimm-
te Koeflizienten umfasse. Fiir Felix Klein hatten hoherdimensionale Raume ihren

Schrecken verloren.

Merkwiirdige Parallelen

Der Vorstofs in hohere Dimensionen war mit einer anderen Entwicklung eng ver-
bunden, die sich in den Jahren nach der Jahrhundertmitte zuspitzte. In den 1860er
Jahren geriet die Vorstellung, dass die Gebilde des Raumes in einer unverénderlichen,
festen Ordnung stédnden, immer mehr ins Wanken. Mit seiner Liniengeometrie hatte
Julius Pliicker der Wissenschaft ein vollig neues Feld erdffnet. Neben den gewohn-
lichen Punktgebilden, die wahrend jener Zeit intensiv studiert worden sind, gab es
eine ganze Welt bestehend aus Liniengebilden, die sich mit denselben geometrischen
Methoden untersuchen liefen. Aber nicht nur die Anzahl an Geometrien erweiterte
sich wahrend jener Periode. Es wurden auch immer mehr unvermutete Zusammen-
hénge zwischen ihnen entdeckt, die gleichermafen den Glauben an ein festes System
der Gestalten infrage stellten.

Seitdem es Julius Pliicker in den 1830er Jahren gelungen war, fiir die Dualitét
von Punkten und Linien in der Ebene sowie Punkten und Ebenen im Raum eine
Erkldrung zu geben, die auf der Symmetrie beruht, die zwischen den Koeffizienten
a; und Variablen x; einer homogenen Gleichung a1z1 + ... + a,x, = 0 herrscht, war
den Geometern der Gedanke nicht mehr fremd, dass zwei Geometrien, die dem Inhalt
nach verschieden voneinander sind, der Form nach identisch sein konnen. Den be-
redtesten Ausdruck fand dieser Dualismus in den Spaltensatz, der in Gregonnes und
Crelles Journalen lange Zeit genutzt worden ist, um duale Aussagen nebeneinander

zu drucken.” Die Mathematiker waren sich der Vorziige derartiger Symmetrien be-

" Klein, ,,Ueber Flichen dritter Ordnung®.

72 Julius Pliicker lieR einen ganzen Artikel iiber den Kontakt zwischen Kegelschnitten, der
1827 in den Annales de mathématiques pures et appliquées erschienen ist, in diesem Stil
abdrucken: Pliicker, Julius. ,,Géométrie de la régle. Théorémes et problémes, sur les contacts

des sections coniques”. In: Annales de mathématiques pures et appliquées 17 (1826).
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wusst. Wenn sie einen Satz iiber die Elemente der einen Geometrie beweisen konnten,
hatten sie damit sogleich die Giiltigkeit des dualen Satzes in der anderen Geometrie
gezeigt.

In den folgenden Jahrzehnten wich dieser Dualismus zunehmend einem Plu-
ralismus gleichberechtigter Sichtweisen. Im Jahr 1860 zeigte Arthur Cayley, wie
sich Raumkurven durch homogene Gleichungen zwischen sechs Linienkoordinaten
D,q,1,S,t,u definieren lassen, V(p,q,r,s,t,u) = 0, die einer quadratischen Relation
ps + qt + ru = 0 geniigen.”® Die Gleichung V = 0 umschreibt hierbei die Linien
aller moglichen Kegel, welche durch die betreffende Kurve gehen. Cayley betrachtete
diese Darstellungsform als eine Alternative zu der analytischen Représentation einer
Raumkurve als Schnitt zweier Flichen mit Gleichungen.”™ Wihrend Cayleys Augen-
merk auf dem Studium der Kurven lag, verschob Julius Pliicker einige Jahre spéater
den Fokus. Er nutzte dieselben Relationen, um Gebilde zu definieren, die sich aus Li-
nien zusammensetzen. Seine Untersuchungen zu Linienkomplexen und -kongruenzen
beschéftigten ihn die néchsten Jahre, in denen er sich um die Ausarbeitung einer
allgemeinen Theorie bemiihte. Er studierte die Geometrie dieser Objekte mit dersel-
ben Systematik, mit der nur Punktgebilde untersucht worden waren. Mit seinem Tod
1868 hinterlieft Julius Pliicker der Mathematik ein vollig neues Untersuchungsfeld:
Die Liniengeometrie.

In seiner Rezension von Pliickers Neuen Geometrie, blickte Alfred Clebsch auf
die langfristigen Entwicklungen zuriick, die dem Werk den Boden bereitet haben:
,Die Ausdehnung und Vervollstindigung des Ideenkreises der Geometrie gehort zu
den wesentlichsten und fruchtbarsten Arbeiten, welche die letzten Jahrzehnte voll-
bracht haben. Indem die Geometrie sich der analytischen Anschauung geméss auf

algebraische Gebilde beschrinkte, dehnten sich ihre Betrachtungen zugleich auf alle
Gebilde dieser Art aus.“"

Lies Linien-Kugel-Transformation

In den 1860er Jahren zeichnete sich immer deutlicher ab, dass es beliebig viele M6g-
lichkeiten gibt, um geometrische Gebilde mithilfe von Gleichungen zu beschreiben
und — umgekehrt — Relationen zwischen Variablen geometrisch zu interpretieren. Je
mehr dieser Gedanke bei den Geometern Kontur gewann, desto mehr gewannen sie

die Uberzeugung, dass die Form dieser Gebilde nebenséchlich ist.

™ Cayley, Arthur. ,On a New Analytical Representation of Curves in Space”. In: The
Quarterly Journal of Pure and Applied Mathematics 3 (1860).

" Ebd., S. 284.

75 Clebsch, ,Pliickers Neue Geometrie des Raumes®, S. 1569.
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Im Sommer 1870 war Pliickers Schiiler Felix Klein zusammen mit dem norwe-
gischen Mathematiker Sophus Lie (1842-1899) in Paris zu Besuch. In der Stadt
schlossen sie Bekanntschaft mit dem franzosischen Mathematiker Gaston Darboux
(1842-1917). Wihrend ihres Aufenthalts entdeckte Lie eine geometrische Transfor-
mation, die Sétze {iber Linien in Sétze iiber Kugeln iiberfithrt. Sie verwandelte die
Kriimmungslinien einer Fldche in Asymptotenlinien der Bildfliche, was er umge-
hend der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania mitteilte.”® Er begann noch
auf seiner Riickreise damit, diesen Gedanken weiter auszuformulieren. Die Linien-
Kugel-Transformation stiftete eine Korrespondenz, wie er bald bemerkte, zwischen
der Pliickersche Liniengeometrien und einer Geometrie, in der Kugeln die zentralen
Elemente bilden. Seine neuartigen Erkenntnisse formulierte Lie in seiner Doktorar-
beit aus. Eine Ubersetzung erschien 1872 in den Mathematischen Annalen.”” . In der

Abhandlung zeigt er, dass die beiden homogenen Gleichungen

aW —(X+iY)+Z2=0 (7.1)
(X —iY)z—yW +Zw=0 (7.2)

eine Relation zwischen den Elementen zweier unterschiedlicher Rdume r und R stif-
ten. Die Linien des einen Raumes korrespondieren mit den Kugeln des anderen Raum-
es, wobei sich schneidende Linien auf sich beriihrende Kugeln abgebildet werden -
vice versa.

Lies Linien-Kugel-Transformation besitzt viele Ahnlichkeiten mit der Dualitét
von Punkten und Ebenen im Raum. Der Norweger sprach in seiner Abhandlung
selbst von einer ,Neuen Reciprocitit im Raum“.”® . Fiir Lie waren die alte und neue
Reciprocitit Ausdruck einer Unbestimmtheit innerhalb der Kartesischen Geometrie.
Bei Descartes stdnden Koordinaten x,y immer fiir Punkte in der Ebene. Pliicker
habe dann jedoch gezeigt, dass sie sich auch als Koordinaten einer Linie auffassen
liefsen. So habe er den Blick fiir die Willkiir in Descartes Interpretation geffnet. Nach
Lie kann die Geometrie der Ebene nicht nur mit Punkten und Linien dargestellt

werden. Jede zweiparametrige Kurvenschar konne an ihre Stelle treten. Denn die

76 Uber die Umstéinde der Entdeckung berichtet Arild Stubhaug in seiner Biographie iiber
den norwegischen Mathematiker: Stubhaug, Arild. Es war die Kihnheit meiner Gedanken:
Der Mathematiker Sophus Lie. Berlin Heidelberg: Springer-Verlag, 2003, S. 147. Die Mittei-
lung ist in dem ersten Band von Lies Gesammelten Abhandlungen abgedruckt.

T Lie, Sophus. ,,Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugel-Complexe, mit Anwen-
dung auf die Theorie partieller Differential-Gleichungen®. In: Mathematische Annalen 5.1
(1872).

8 Ebd., S. 147.
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Wahl des Elements betreffe nur die Form der sinnlichen Darstellung. Fiir Lie ist sie
etwas Akzidentielles, was den Inhalt unberiihrt lasst: ,,Die Cartesische analytische
Geometrie iibersetzt beliebige Theoreme in algebraische, und macht dadurch aus der
Geometrie der Ebene eine sinnliche Darstellung der Algebra zweier Variablen und
ebenso aus der Geometrie des Raumes eine Représentation einer Algebra, die drei
variable Grofen umfasst.“™ Lie spricht von einer zweifachen Willkiirlichkeit, die
in der Kartesischen Geometrie walte. Zur Unbestimmtheit des Raumelements kidme

noch die der Koordinaten.

Kleins Erlanger Programm (1872)

In demselben Jahr, 1872, in dem Sophus Lies Abhandlung in den Mathematischen
Annalen erschienen ist, erfolgte die Berufung Felix Kleins nach Erlangen. Im Zu-
ge dessen erschien sein ,Programm zum FEintritt in die philosophische Fakultat",
das unter dem Namen Erlanger Programm beriihmt geworden ist. Es enthélt vie-
le Gedanken, die beide Freunde zusammen in Gesprichen erértert haben.®? Ein
wiederkehrendes Thema bei ihren Treffen waren die merkwiirdigen Zusammenhénge
zwischen Geometrien gewesen, die ihrem Inhalt nach vollig verschieden voneinander
sind.

In dem Erlanger Programm zeigte Felix Klein auf, worauf die Ahnlichkeiten und
Gemeinsamkeiten beruhten. Es gelang ihm, indem er von dem inhaltlichen Gegen-
stand all dieser Geometrien absah. Sie wéren sich darin gleich, dass sie alle die geo-
metrischen Eigenschaften von Gebilden untersuchen, die von Transformationen nicht
verandert werden.®! Unter Gebilden verstand er Teilmengen von geometrischen Réiu-
men, die er — abweichend vom heutigen Gebrauch des Wortes — als mehrfach ausge-
dehnte Mannigfaltigkeiten bezeichnete. Mit dem Begriff wollte sich Felix Klein von
den problematischen Konnotationen 16sen, die bei dem Wort Raum mitschwingen.

Unter der Transformation einer Mannigfaltigkeit M wiederum verstand er, was wir

™ Ebd., S. 150.

80 Die Bedeutung von Lies Theorie fiir das Programm hat der Mathematikhistoriker Tho-
mas Hawkins in den 1980er Jahren herausgearbeitet: Hawkins, Thomas. ,, The Erlanger Pro-
gramm of Felix Klein: Reflections on its Place in the History of Mathematics®. In: Historia
Mathematica 11.4 (1984). David E. Rowe zeichnet ebenfalls die historischen Umsténde nach,
unter denen die Schrift entstand. Rowe, David E. ,,Klein, Lie, and the “Erlanger programm”.
In: 1830-1950: A Century of Geometry. Hrsg. von Boi, Luciano, Flament, Dominique und
Salanskis, Jean-Michel. Bd. 402. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin Heidelberg, 1992.

81 Klein, Felix. Das Erlanger Programm : Vergleichende Betrachtungen iber neuere geo-
metrische Forschungen. Hrsg. von Wufing, Hans. Ostwalds Klassiker der exakten Wissen-
schaften. Leipzig: Geest & Portig, 1974.
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heute als bijektive Abbildungen « : M — M’ betrachten wiirden. Er sprach von der

Gruppe G von Transformationen, deren Invarianten die Geometrie studiere.®?

In seiner Schrift formulierte Felix Klein die Grundgedanken der moderne Sicht-
weise auf die Geometrie. Nach ihr ist es unerheblich, in welcher Mannigfaltigkeit
ein Gebilde studiert wird. Jede bijektive Abbildung o : M — M’ induziert auch
eine Bijektion o* : G — G’ zwischen den jeweiligen Gruppen der Transformationen.
Obwohl ihm die exakten Begriffe fehlten, hatte Felix Klein diesen Zusammenhang
vor Augen, wenn er an die Aquivalenz verschiedener Geometrien dachte.®3 An einer
anderen Stelle seiner Schrift spricht er tiber ,Willkiirlichkeit in der Wahl des Raum-
elements“.®* Die Wortwahl lisst an Sophus Lie denken und verweist auf die Nihe
ihrer Gedanken. In der Passage schreibt Klein, dass jedes Gebilde der Mannigfaltig-
keit als Element der Geometrie infrage kime. , Aber solange wir der geometrischen
Untersuchung dieselbe Gruppe von Anderungen zugrunde legen, bleibt der Inhalt der
Geometrie unverdndert, das heifst, jeder Satz, der bei einer Annahme des Raumele-
ments sich ergab, ist auch ein Satz bei beliebiger anderer Annahme, nur die Anord-
nung und Verkniipfung der Sitze ist gedindert.“®> Er bestimmt in diesem Satz den
Inhalt der Geometrie als etwas Abstraktes, demgegeniiber die Wahl der Raumele-
mente gleichgiiltig ist. Dem Inhalt nach kénnen Geometrien gleich sein, auch wenn
sie von vollig verschiedenen Raumelementen ausgehen. Woran Felix Klein an dieser
Stelle dachte, war offenbar die Parallelitédt zwischen der Punkt- und Ebenengeome-
trie des Raumes. Jeder Satz in der einen Geometrie entspricht automatisch einem
Satz in der anderen Geometrie, genauso wie alle Aussagen iiber die Schnittstruktur
von Geraden ihre Giiltigkeit behalten, wenn stattdessen von beriihrenden Kugeln

gesprochen wird.

Das Erlanger Programm war mehr als nur der Versuch, verschiedene Geometrien
auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen. In seiner Schrift gab Felix Klein eine
abstrakte Beschreibung von dem Gegenstand der Geometrie. Sie wich weit von der
in den 1870er Jahren vorherrschenden Sichtweise ab. Klein war in der Lage, die
verschiedensten Zweige unter demselben Oberbegriff zu fassen. Noch wichtiger war

jedoch, dass seine Formulierung aufzeigte, was beim Studium von geometrischen

82 Felix Klein verwendete den Begriff so, wie wir ihn heute gebrauchen.

83 Diese Interpretation stammt von David E. Rowe: Rowe, ,Klein, Lie, and the “Erlanger
programm’™, S. 45.

84 Klein, Das Erlanger Programm : Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische
Forschungen, S. 467.

85 Hervorhebung im Original: ebd., S. 467.
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Gebilden wesentlich und was unwesentlich war.86

Felix Klein diirfte geahnt haben, dass seine Uberlegungen zusitzliche Erliute-
rungen erfordern. Womoglich deshalb stellte er seiner Schrift mehrere Bemerkungen
bei, in denen er versuchte, einige Punkte zu erhellen. In einer Note diskutiert er den
Werth rdumlicher Anschauung*, wobei er auch auf den Zweck von Anschauungsmo-
dellen zu sprechen kommt, die ihn zu jener Zeit beschiftigt haben.®” Er bemiihte
sich darum, Missverstandnisse vorzubeugen: ,Wenn wir im Texte die rdumliche An-
schauung als etwas Beildufiges bezeichnen, so ist dies mit Bezug auf den rein ma-
thematischen Inhalt der zu formulierenden Betrachtungen gemeint.“ Sie beséfe fiir
den Inhalt nur den Wert der Veranschaulichung. In diesem Zusammenhang spricht
er von den Modellen als lehrreiche und interessante Objekte. Nachdem er so die Be-
deutung der Anschauung fiir die Forschung relativiert hat, schreibt er: ,Ganz anders
stellt sich aber die Frage nach dem Werte der rédumlichen Anschauung iiberhaupt.
Ich stelle denselben als etwas Selbststdndiges hin. Es gibt eine eigentliche Geometrie,
die nicht, wie die im Texte besprochenen Untersuchungen, nur eine veranschaulich-
te Form abstrakter Untersuchungen sein will. In ihr gilt es, die rdumlichen Figuren
nach ihrer vollen gestaltlichen Wirklichkeit aufzufassen, und (was die mathemati-
sche Seite ist) die fiir sie geltenden Beziehungen als evidente Folgen der Grundsétze
rdumlicher Anschauung zu verstehen. Ein Modell — mag es nun ausgefiihrt und an-
geschaut oder nur lebhaft vorgestellt sein — ist fiir diese Geometrie nicht ein Mittel
zum Zwecke, sondern die Sache selbst.“®® In seiner ergiinzenden Bemerkung stellt
Felix Klein seinen Ausfithrungen iiber Mannigfaltigkeiten, Transformationen und In-
varianten eine Geometrie im engeren Sinne gegeniiber, welche die Gestalt raumlicher

Figuren erforsche.

Diese Gegeniiberstellung am Ende seiner Schrift ist merkwiirdig. Zuvor schreibt
Felix Klein tiber den Inhalt der geometrischen Forschung per se. Nun nimmt er jedoch
einen Zweig von seinen Auferungen aus, den er sogar als eigentliche Geometrie be-
zeichnet. In dem Text schreibt er: Fiir den heutigen Standpunkt sind zwei einander
dualistisch entgegenstehende Figuren nicht mehr als zwei unterschiedene, sondern
als wesentlich dieselben Figuren anzusehen.“®” In seiner nachgestellten Bemerkung
spricht er dann wiederum von einer Geometrie, fiir die ein handgreifliches Modell die

Sache selbst sei. Felix Klein wechselt hier also zwischen zwei gegenlédufigen Vorstellun-

86 Rowe, ,Klein, Lie, and the “Erlanger programm™, S. 47.

87 Klein, Das Erlanger Programm : Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische
Forschungen, S. 491.

88 Ebd., S. 491.

89 Ebd., S. 470f.
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gen. Moglicherweise fiel es ihm schwer, sich von dem Gedanken an einer Verankerung

der Geometrie in der Anschauung zu 16sen.

Spiate Resonanz auf das Erlanger Programm

Das Erlanger Programm erhielt lange Zeit nur eine geringe Aufmerksamkeit.” Zum
Zeitpunkt der Verdffentlichung diirften nur wenige Mathematiker den Inhalt in seiner
vollen Bedeutung verstanden haben. Die Schrift zeigt jedoch, dass Gelehrte wie Felix
Klein und Sophus Lie Anfang der 1870er Jahre sich der Verinderungen bewusst
waren, die ihr Fach durchlief. Dieser Wandel stellte grundlegende Ansichten iiber
den Inhalt und Zweck der Geometrie infrage. Wenn die geometrische Interpretation
einer Gleichung fiir den Inhalt der Geometrie letztendlich unerheblich war, welche
Rolle spielte dann iiberhaupt noch die Gestalt eines Gebildes? Wenn es beliebig viele
Moglichkeiten fiir die Wahl eines Raumelements gab, was fiir eine Bedeutung besafen
dann noch Zeichnungen und Modelle? Mit der Zeit wuchsen die Zweifel daran, dass es
die konkreten Gestalten der rdumlichen Gebilde sind, die den Inhalt der Geometrie
bilden. Es dauerte allerdings noch mehr als fiinfzehn Jahre, bis die Gedanken des
Erlanger Programms grofere Verbreitung fanden. Die spite Anerkennung der Schrift

war eng mit dem Aufstieg Italiens zum neuem Zentrum der Geometrie verbunden.

7.3 Wissenschaftliche Neuorientierung nach 1891

Vor allem unter italienischen Mathematikern stiefen die Gedanken Kleins auf grofse
Resonanz. Gino Fano (1871-1952) fertigte 1890 eine Ubersetzung seiner Schrift an,

91 Waihrenddessen dauerte es in Felix

die in den Annali di matematica erschien.
Kleins Heimatland noch bis 1893, ehe ein Wiederabdruck des bis dahin wenig beach-

teten Erlanger Programms in den Mathematischen Annalen erfolgte.

Die Italienische Schule

Im Norden der Apenninischen Halbinsel machte sich zu jener Zeit eine neue Gene-
ration von Mathematikern einen Namen: Giuseppe Veronese (1854-1917), Giuseppe
Peano (1858-1932), Corrado Segre (1863-1924), Guido Castelnuovo (1865-1952), Gi-

90 Hawkins, ,,The Erlanger Programm of Felix Klein®, S. 444.

91 Conte, Alberto und Giacardi, Livia. ,,Segre’s University Courses and the Blossoming of
the Italian School of Algebraic Geometry®. In: From Classical to Modern Algebraic Geometry:
Corrado Segre’s Mastership and Legacy. Hrsg. von Casnati, Gianfranco u.a. Birkh&user,
2017, S. 19.
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no Fano (1871-1952) und Federigo Enriques (1871-1946). Fiur das Studium der Ma-
thematik gingen sie zeitweise nach Deutschland. Veronese und Fano lernten bei Felix
Klein. Segre stand mit vielen deutschen Mathematikern in Korrespondenz.”2 Ob-
wohl sie sich stark an den Arbeiten der deutschen Geometer orientierten, beschritten
die italienischen Mathematiker bald eigene Wege. Spétestens nach der Jahrhundert-
wende liefs sich nicht mehr iibersehen, dass sie es waren, die fiir den Fortschritt der
Geometrie sorgten. Die Herausgeber der mehrbéandigen Enzyklopddie der mathema-
tischen Wissenschaften waren auf Mitarbeit aus Italien angewiesen. Mehrere Artikel
zur Geometrie sind bekanntlich von italienischen Autoren verfasst worden. Auch H.
E. Timberding erklérte in seinem Vorwort 1909 fiir die Neuauflage des Repertoriums
der Héheren Geometrie, dass die Mitarbeiter des Bandes sich auf Deutschland, Itali-
en und Dédnemark verteilen wiirden: ,Das Schwinden des geometrischen Interesses in
Deutschland lie es nicht anders moglich erscheinen®.?3 Der US-amerikanische Ma-
thematiker Julian Coolidge (1873-1954) erkldrte 1903 den Lesern des Bulletin der
American Mathematical Society, welche Moglichkeiten ein Studium in Italien bot.?*

Wie bereits angedeutet, entwickelte die neue italienische Schule neue Zugénge zur
Geometrie.”” Thre Arbeiten zeichneten sich im Gegensatz zu den Beitriagen deutscher
Gelehrter durch ein weitaus hoheren Abstraktionsgrad aus. Mehrere Entwicklungen
trugen hierzu bei. In den 1880er Jahren forderten Veronese, Segre und Fano das Stu-
dium von Hyperflachen in n-dimensionalen Rdumen. Unterdessen entwickelten Guido
Castelnuovo und Federigo Enriques die birationale Geometrie weiter, die von Lui-
gi Cremona (1830-1903) mitbegriindet worden ist. Sie studierten die Eigenschaften
von Kurven und Flachen, die unter rationalen Transformationen invariant blieben.
Sie iiberwanden damit Schwierigkeiten der projektiven Geometrie, indem sie einen
allgemeineren Standpunkt einnahmen. Im Jahr 1888 veroffentlichte Giuseppe Peano
(1858-1932) seine bahnbrechende Abhandlung Calcolo Geometrico, in der er Ideen
aus Hermann Grasmanns Ausdehnungslehre formalisierte. In seinem Werk verzich-
tete der Turiner auf geometrische Argumente zugunsten einer symbolischen Schreib-

weise. Obwohl seine Arbeit bereits 1891 in deutscher Ubersetzung erschien, stief

92 Ebd., S. 7.

93 Timerding, H. E. ,,Vorwort“. In: Pascal, Ernesto. Repertorium der héheren Mathematik.
Hrsg. von Epstein, P. und Timerding, H. E. Ubers. von Schepp, Adolf. 2. Aufl. Bd. 2. Leipzig
und Berlin: Teubner, 1910, S. V1.

94 Coolidge, Julian. ,,The Opportunities for Mathematical Study in Italy“. In: Bulletin of
the American Mathematical Society 11.1 (1904).

9 Eine gute Ubersicht iiber die Entstehung der algebraischen Geometrie in Italien bietet
der Sammelband: Casnati, Gianfranco u.a. From Classical to Modern Algebraic Geometry:

Corrado Segre’s Mastership and Legacy. Birkhduser, 2017.
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Peanos Symbolik nérdlich der Alpen auf Ablehnung.”?® Jahre bevor David Hilbert
sein Werk zur Axiomatisierung der Geometrie veroffentlichte, befassten sich italieni-
sche Mathematiker mit der Aufgabe. Die bedeutendste Arbeit aus ihren Reihen kam
von Gino Fano (1871-1952), der 1892 ein System von Postulaten verdffentlichte, um

die Theorie der linearen Réume zu begriinden.”7

Corrado Segre priigte die italienische Schule der algebraischen Geometrie.”® Er
verdffentlichte 1891 einen vielbeachteten Aufsatz in der ersten Ausgabe der Rivista
di Matematica, die von Guiseppe Peano herausgegeben worden ist.%? In dem Text,
der sich an angehende Mathematiker richtet, kritisiert Segre einige Tendenzen in der
damaligen Geometrie. Er iibte auf die jlingere Generation italienischer Mathematiker

einen groken Einfluss aus.!%°

Segre beklagte in seinem Text, dass viele Arbeiten seiner Zeit wenig zutage for-
dern wiirden, was von wissenschaftlichem Nutzen sei. Er dachte dabei wohl an die
geometrischen Untersuchungen, die sich nicht nur unter deutschen Mathematikern
so lange grofser Beliebtheit erfreut haben, die aber seiner Meinung nach wenig Neues
boten: ,In the innumerable multitude of scientific publications geometric writings are
not rare in which one would seek in vain for an idea at all novel, for a resulat which
sooner oder later might be of service, for anything in fact which might be destined to
survive in the science; and one finds instead treatises on trivial problems or investiga-
tions on special forms which have absolutely no use, no importance, which have their
origin not in the science itself but purely in the caprice of the author; or one finds
applications of known methods which have already been made thousands of times;

.“101 - Ap anderer Stelle in seinem Text schreibt er: It is true, for example, that

the study of particular rational curves and surfaces by means of their parametric

96 Tn einem Brief an Mario Peiri (1860-1913) erliuterte Felix Klein, dass Arbeiten in dieser
Form in Deutschland so gut wie keine Leser fanden: Avellone, Maurizio, Brigaglia, Aldo und
Zappulla, Carmela. ,, The Foundations of Projective Geometry in Italy from De Paolis to
Pieri“. In: Archive for History of Exact Sciences 56.5 (1. Juli 2002), S. 418.

97 Fano, Gino. ,,Sui postulati fondamentali della geometria in uno spazio lineare ad un
numero qualunque di dimensioni“. In: Giornale di Matematiche 30 (1892).

98 Conte und Giacardi, ,Segre’s University Courses and the Blossoming of the Italian
School of Algebraic Geometry*.

99 Segre, Corrado. ,,Su alcuni indirizzi nelle investigazioni geometriche®. In: Revista di Ma-
thematica 1 (1891). Der Text ist spater von John W. Young fiir das Bulletin der American
Mathematical Society iibersetzt worden: Segre, ,On Some Tendencies in Geometric Investi-
gations®.

100 Casnati u. a., From Classical to Modern Algebraic Geometry, S. 114f.

101 Gegre, , On Some Tendencies in Geometric Investigations®, S. 444.
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representation, or their representation on a straight line or plane, and likewise the
study of particular birational correspondences between two planes or two spaces, no
longer commands the interest it had some twenty years ago. At that time they led
to the consideration of new objects and very interesting problems, and the best geo-
meters turned to them with profit.“1°2 Nach Segres forderten Untersuchungen von
besonderen Kurven und Fliachen nur noch wenig Neues zutage, was der Entdeckung
Wert wire. Sie wiirden auch deshalb nicht mehr das Interesse hervorrufen, wie sie es
noch zwanzig Jahre frither getan héatten.

Segres Artikel von 1891 zeigt, wie sich der Blick auf die geometrische Forschung
wahrend dieser Zeit gewandelt hat. Gino Loria (1862-1954), seit 1886 Professor fiir
Algebra und analytische Geometrie in Genua, hatte bereits frither auf das grofe
Interesse hingewiesen, das geometrischen Untersuchungen spezieller Gebilde lange
Zeit entgegen gebracht worden ist. Wie Segre hatte auch er bei Enrico D’Ovidio
(1842-1933) in Turin studiert. In seiner Abhandlung tiber die Theorien der Geome-
trie in ihrer historischen Entwicklung, die im italienischen Original 1887 erschienen
ist, schreibt Loria iiber das Studium der Flachen: ,Die Fragen, die noch zu lésen
bleiben, sind zahlreich und von fundamentaler Wichtigkeit, und die Mittel, die zur
Uberwindung der Schwierigkeiten, welche deren Losung bietet, zur Verfiigung stehen,
sind noch nicht geniigend vervollkommnet. Vielleicht ist das der Grund dafiir, dass
so viele Gelehrte sich zum Studium besonderer Flachen wandten, indem sie hofften,
nicht nur auf diesem Felde eine reichlichere Ernte von Wahrheiten zu machen, son-
dern auch zu Untersuchungsmethoden zu gelangen, die der Verallgemeinerung fiahig
sind.“193 Lorias Darstellung der fritheren Forschung dhnelt der Segres, wenngleich er
weitaus zuriickhaltender in seinem Urteil ist. Ihre Worte bezeugen, dass das Ziel geo-
metrischer Untersuchungen um 1890 herum wesentlich stérker hinterfragt worden ist.
Fin wichtiges Kriterium war hierbei, in wie weit die Resultate sich verallgemeinern
lieffen.Studien, die die Geometrie von Gebilden um ihrer selbst willen untersuchten,
riefen nur noch wenig Interesse hervor. In ihren Ansichten iiber den Zweck geome-
trischer Forschung waren Gino Loria und Corrado Segre von ihrem Lehrer Enrico
D’Ovidio beeinflusst.!%4

Uber die italienische Schule schrieb Federigo Enriques spéter: ,Seit Klein und
Lie hat die abstrakte Geometrie eine groke Entwicklung erfahren, und sie wurde

spéter (seit Segre) ein gewohnliches Arbeitsinstrument der modernen italienischen

102 Hervorhebung im Original: ebd., S. 457.

103 T.oria, Theorien der Geometrie, S. 35.

104 Conte und Giacardi, ,Segre’s University Courses and the Blossoming of the Italian
School of Algebraic Geometry“, S. 6.
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Geometer.“1%% Der Vorteil des abstrakten Standpunkts sei gerade der Pluralismus,
den er bei der Interpretation von Resultaten biete: ,In der Tat ist nichts fruchtbarer
als die Vervielfachung unserer intuitiven Kréfte, die man jenem Prinzip verdankt;
es ist so, als ob zu den sterblichen Augen, mit denen man eine Figur aus gewissen
Gesichtspunkten betrachtet, tausend geistige Augen hinzukommen, um eben so viele
Verwandlungen zu sehen. Indes bleibt die Einheit des Gegenstandes in der so berei-
cherten Vernunft bestehen, und man kann mit Leichtigkeit von der einen zur anderen
Form iibergehen.“1% Worauf Enriques hier anspielt, ist die Moglichkeit, dass sich ein
und dasselbe algebraische Gebilde auf verschiedene Weise geometrisch interpretieren
(Wahl des Raumelements) lésst.

Neue Forschungsfelder

In den mathematischen Publikationen der Jahre 1860-1900 lassen sich drei Tenden-
zen beobachten. Zum Ersten gab es einen relativen Riickgang von Neuverdffentli-
chungen auf dem Gebiet der Geometrie im Verhéltnis zu anderen Disziplinen, zum
Zweiten lésst sich ein starkes Desinteresse innerhalb der Geometrie an Untersuchun-
gen spezieller Konfigurationen und Gebilde feststellen und zum Dritten lief das In-
teresse an der Geometrie in Deutschland stirker nach als in anderen Lindern. Uber
die internationale Forschung gibt der mathematische Index im Catalogue of Scientific
Papers Auskunft, den die Royal Society ab 1867 herausgab. Mit der Veroffentlichung
verband die Gesellschaft das Ziel, einen Index aller Artikel zu erstellen, die nach 1800
in wissenschaftlichen Periodika erschienen sind. Trotz der Unmengen an Neuerschei-
nungen gilt der Catalogue als nahezu vollsténdig. Er ist von Roland Wagner-Dobler
und Jan Berg verwendet worden, um die mathematische Publikationstétigkeit wah-
rend des 19. Jahrhunderts zu messen.'0”

Ihre Ergebnisse zeigen, dass die Anzahl an jéhrlich publizierten Artikeln in der
Mathematik wahrend des gesamten 19. Jahrhunderts kontinuierlich anwuchs, was we-
nig tiberrascht. Sie verdeutlichen allerdings auch, dass sich diese Entwicklung nicht
auf allen Gebieten der Wissenschaft gleichméfig vollzog. So erfassten die beiden Au-
toren den Anteil, den die Publikationen eines Gebietes an der Gesamtanzahl der
verdffentlichten Artikel per annum hatten. Sie zéhlten aber auch die Anzahl an Au-

toren, die auf einem bestimmen Gebiet pro Jahr publizierten. Die Zuordnung der

105 Enriques, Federigo. Zur Geschichte der Logik. Ubers. von Bieberbach, Ludwig. Wissen-
schaft und Hypothese. Wiesbaden: Springer, 1927, S. 114.

106 Ehd., S. 114.

107 Wagner-Débler, Roland und Berg, Jan. ,,Nineteenth-Century Mathematics in the Mirror
of Its Literature: A Quantitative Approach”. In: Historia Mathematica 23.3 (1996).
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Artikel zu den Gebieten iibernahmen sie aus dem Catalogue. Der Anteil von Ver-
offentlichung zu algebraischer Kurven (a) nahm 1860 etwa 5% ein, stieg dann bis
1880 auf 9% an, und nahm danach stetig ab (1900: 5%). Noch markanter ist das
Bild fiir die Anzahl der Autoren (1860: 30; 1885: 110; 1900: 50). Ahnlich verlief die
Zu- und Abnahme der Publikationstéitigkeit bei den algebraischen Fldchen. Um 1860
erschienen nur 1% aller mathematischer Artikel auf diesem Gebiet. Zum Hohepunkt
1875 waren es etwa 4%, bevor der Anteil bis zur Jahrhundertwende wieder auf etwa
2% abfiel.

Die Aussagekraft dieser Zahlen ist natiirlich dufserst beschrénkt. Sie sollen hier
auch nur dazu dienen, eine grobe Tendenz nachzuzeichnen. Der Catalogue beriicksich-
tigte die Publikationstétigkeit in der gesamten Welt. Der tatséichliche Gesamtanteil,
den geometrische Spezialuntersuchungen in den Jahren 1860-1890 an der Gesamt-
produktion in den deutschen Léndern hatten, diirfte wesentlich hoher gewesen sein
als im Rest der Welt. Im Jahr 1868 griindeten Alfred Clebsch (1833-1872) und Carl
G. Neumann (1832-1925) die bertihmten Mathematischen Annalen, die unmittelbar
internationales Renommee besafsen. Renate Tobies und David E. Rowe haben ge-
schétzt, dass in den ersten zehn Jahren 1868-1878 des Bestehens etwa ein Drittel
der veroffentlichten Abhandlungen der algebraischen Geometrie zuzuschreiben sind,
der Anteil in der Zeit 1876-1888 (Bd. 11-30) jedoch auf ein Viertel sank und danach
stark abnahm. Fiir die Bande 31-40 beziffern sie ihn auf ein Sechstel und fiir 41-50

schlieRlich nur noch auf ein Achtel.108

7.4 Zusammenfassung

Was die Publikationszahlen auf dem Gebiet der Mathematik widerspiegeln, ist das
Resultat verschiedener Entwicklungen im 19. Jahrhundert, welche die Geschichte der
Wissenschaft gepridgt haben. Am Beginn dieses Zeitraum setzte sich endgiiltig der
projektive Standpunkt in der Geometrie durch. In den deutschen Léndern fiel diese
Entwicklung mit einer Belebung der geometrischen Forschung zusammen. Mit gestei-
gertem Interesse wendeten sich die deutschen Gelehrten dem Studium der Figuren
und Gebilde zu. Ihre Sicht war geprigt von der Uberzeugung, dass die geometrischen
Formen eine natiirliche Ordnung bilden wiirden. Geometrie war fiir sie weniger eine
logische Wissenschaft, die durch begriffliche Deduktionen geprégt ist. Fiir sie war es

weitaus mehr eine anschauliche Form- und Raumlehre.

108 Klein, Felix und Mayer, Adolf. Korrespondenz Feliz Klein — Adolph Mayer: Auswahl
aus den Jahren 1871-1907. Hrsg. von Tobies, Renate und Rowe, Daniel E. Teubner-Archiv
zur Mathematik. Wien: Springer-Verlag, 1990, S. 41.
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In der ersten Hilfte des Jahrhunderts erzielten deutsche Gelehrte Erfolge bei
ihren Untersuchungen, nicht zuletzt bei der Klassifikation kubischer Kurven. Die-
se Fortschritte wurden durch die Weiterentwicklung der analytischen Methode, aber
auch durch die Ubernahme des projektiven Standpunkts begiinstigt. Die Anschauung
spielte hierbei eine wichtige Rolle. Wenngleich sie in einem gewissen Spannungsver-
héltnis zur Rechnung mit imaginédren Grofen stand, suchte Julius Pliicker nach einer

geometrischen Interpretation der Gleichungen.

Mitte des Jahrhunderts wurde auch das Studium der Flachen hoherer Ordnung
belebt, nachdem Arthur Cayley und George Salmon auf die 27 Linien gestoften wa-
ren, die kubische Fldchen auszeichnen. Thre Entdeckung stief auf grofse Resonanz.
Forschungen auf dem Gebiet der Optik lenkten die Aufmerksamkeit der Gelehrten
auf Flachen hoéherer Ordnung. Ernst Kummer stief im Umfeld seiner Forschung
zu Strahlensystemen und -biindeln auf spezielle Klassen quartischer Flachen. Julius
Pliicker wendete sich erneut der Geometrie zu, um quadratische Liniengebilde zu stu-
dieren. Seine Arbeit fithrte ihn ebenfalls auf Flachen der vierten Ordnung, mit denen
er sich intensiv befasste. Diese Fortschritte beim Studium raumlicher Gebilde rie-
fen das Bediirfnis nach anschaulichen Modellen hervor. Die neu entdeckten Flachen
wiesen unvermutete Eigenschaften auf. Modelle gaben den deutschen Gelehrten eine
Idee von den unbekannten Formen dieser Flachen, deren Gestalt sich dem Vorstel-
lungsvermogen entzog. Dementsprechend fand die Herstellung anschaulicher Modelle

Verbreitung unter den Geometern.

Die neuen Fléchen stellten die geometrische Anschauung vor eine Herausforde-
rung. Wahrend die Klassifikation von Flachen vierter Ordnung angesichts der groken
Menge moglicher Félle als unlésbare Aufgabe erschien, &ndert sich auch der Blick auf
die Geometrie. Die Entdeckung neuer Zweige, wie Julius Pliickers Linien- und Sophus
Lies Kugelgeometrie, die iiberdies noch Gemeinsamkeiten aufwiesen, lief Zweifel an
der Vorstellung aufkommen, dass die Anschauung die Essenz der Geometrie bildet.
Die unlésbaren Schwierigkeiten, welche bei der Darstellung imaginérer Elemente auf-
traten, taten ihr Ubriges, um die tradierte Vorstellung ins Wanken zu bringen. Der
Aufstieg der algebraischen Geometrie in Italien, die Hinwendung zu héherdimen-
sionalen Rdumen und zu birationalen Abbildungen, beschleunigte die Entwicklung.
Wahrenddessen lieff das Interesse an geometrischen Fragen insgesamt nach. Die Ma-
thematiker wendeten sich neuen Gebieten zu, von deren Erforschung sie sich mehr
versprachen. Der Niedergang der projektiven Geometrie fiel mit dem Aufstieg anderer
Zweige wie der Funktionentheorie, der Mengenlehre und der Gruppentheorie zusam-
men. Wahrenddessen wendeten sich die Mathematiker von Spezialuntersuchungen

ab, um ihre wissenschaftliche Arbeit an allgemeineren Fragestellungen auszurichten.
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Im Zuge dieser Neuorientierung verlor sich auch das Interesse an Modellen. Fiir die
geometrische Forschung entstanden nach 1890 nur noch wenige Objekte. Neue Ent-
wiirfe waren fiir die Lehre an Hochschulen und Universititen bestimmt.

Mit dem Ausbruch des ersten Weltkrieges endet die Geschichte des mathema-
tischen Modellbaus fiir die Forschung in Deutschland weitestgehend. Heutzutage
wendet sich die Wissenschaft erneut der Praxis zu. Zwar sind es vor allem Histo-
riker und Kulturwissenschaftler, die sich derzeit mit dem Thema befassen. Aber es
ist langst keine ausgemachte Sache, dass nicht auch Mathematiker erneut Gefallen
an dem wissenschaftlichen Modellbau finden, wenn sie sich eines Tages wieder ver-
starkt dem Studium der geometrischen Formen zuwenden. Die technischen Vorziige

des 3D-Drucks sind unléngst fiir die Herstellung neuer Entwiirfe genutzt worden.
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8. Anhang

8.1 Projektive Geometrie

Bei der Arbeit mit den literarischen Quellen war es des Ofteren nétig, Abschnitte
zuerst in die Sprache der heutigen Mathematik zu {ibertragen, um sie verstehen
zu konnen. Nicht immer war nach dem erstmaligen Lesen offensichtlich, was von
den Autoren gemeint war. Die gesamte Wissenschaft hat sich seit dem Ende des
19. Jahrhunderts ihrer Form und ihrem Inhalt nach gewandelt. Begriffe, die den
Gelehrten der damaligen Zeit geldufig waren, sagen uns heute nichts mehr. Andere
Ausdriicke haben ihre Bedeutung im Laufe der Jahre verédndert. Oftmals stehen
zudem nur Worte, wo wir unmissversténdliche Formeln erwarten wiirden. Mitunter
ahnen wir beim Lesen, was gemeint sein konnte, bleiben uns jedoch unsicher, bis
wir die Gedanken in unserer Sprache formuliert haben. In diesem Abschnitt werden
einige Begriffe eingefiihrt, die fiir das Verstédndnis der historischen Abhandlungen

hilfreich waren. Wir haben hierfiir auf verschiedene Quellen zuriickgegriffen.!

Projektive Raume

1. Um eine Figur in einer beliebigen Ebene (Objektebene) C' mithilfe einer Zentral-
projektion auf eine andere Ebene (Bildebene) C” abzubilden, muss ein fester Punkt
(Projektionszentrum) ¢ im Raum gewihlt werden, wobei ¢ ¢ C und ¢ ¢ C’ gelten
muss. Nun wird jeder Punkt p der Figur mit Geraden durch ¢ mit einem Punkt p/
auf der Bildebene verbunden. Die Gesamtheit der Geraden bilden einen Kegel. Das

entstandene Bild zeigt eine andere Ansicht der Figur. Es stellt sich die Frage, wie sich

! Die folgenden Arbeiten sind neben anderen verwendet worden. Sie heben sich dadurch
hervor, dass sie eine Darstellung historischer Begriffe und Methoden der algebraischen Geo-
metrie geben: Beltrametti, Mauro C. u. a. Lectures on Curves, Surfaces and Projective Varie-
ties. EMS textbooks in mathematics. Ziirich: European Mathematical Society, 2009; Fischer,
Gerd. Analytische Geometrie. Grundkurs Mathematik. Wiesbaden: Vieweg, 1992; Dolgachev,
Igor V. Classic Algebraic Geometry. Cambridge: Cambridge University Press, 2012.
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diese Ansicht verédndert, wenn wir ein anderes Projektionszentrum und eine andere
Bildebene wahlen.

2. Die Menge P, aller eindimensionalen Unterrdume (Ursprungsgeraden) von K"}
wird projektiver Raum der Dimension n genannt. Die Elemente von P, heifsen pro-
jektive Punkte. Die kanonische Projektion 7 : v + (v) bildet Vektoren v € K™\ {0}
auf Ursprungsgeraden (v) € P, ab. Fiir n = 2 sprechen wir von der projektive Ebene,

fiir n = 3 vom projektiven Raum.

Abb. 8.1: Die Grafik veranschaulicht die projektive Ebene als Menge aller
Ursprungsgeraden im Raum. Jeder Punkt der oberen Ebene A entspricht genau einer
Ursprungsgeraden. Es gibt jedoch Geraden (gestrichelte Linien), die in einer parallelen

Ebene H durch den Ursprung gehen und demnach die obere Ebene nicht treffen.

3. Es sei A eine affine Hyperebene im K"*! mit 0 ¢ A. Mit H sei die Hyperebene
bezeichnet, die zu A parallel durch den Ursprung von K™t! geht. Das Bild der
kanonischen Projektion 7 von H \ {0} in P, enthélt alle Ursprungsgeraden des K™ "1,
die in H liegen. Das Komplement besteht wiederum aus allen Geraden, welche A
treffen. Demnach kénnen wir den projektiven Raum P, nach der Wahl einer affinen
Hyperebene A immer in zwei disjunkte Teile zerlegen (Abb. 8.1). Wir nennen A
affines Bild und H unendlich ferne Hyperebene von P,

Homogene Koordinaten

4. BEsseiv = (vg,...,v,) € K" Das Tupel (vg : ... : v,) wird homogene Koor-

dinaten von (v) € P,, genannt. Sie sind nur bis auf gemeinsame Vielfache bestimmt.
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AuRerdem hiingen sie von den gewihlten Koordinaten in K™t ab.
5. Wir nennen i : K™ — P,(K) mit

i (v, o) — (Lrop oo ioy)

die Standardeinbettung des K™ in den P, (K).

6. Jede Ursprungsgerade des K" ! schneidet eine Sphire S” := {v € K"! : |v| = 1}
um den Ursprung in zwei gegeniiber liegenden Punkten. Demnach lassen sich die
Punkte des projektiven Raumes mit Paaren diametraler Punkte auf dieser Sphére
assoziieren. Wenn wir uns fiir eine affine Hyperebene A = {(vg,...,vn) : vo = 1}
festlegen, dann erhalten wir eine Halbkugel {v € K" : |v| = 1 und vg > 0}.
Jeder Punkt im Inneren dieser Halbkugel entspricht genauer einer Ursprungsgeraden,
wahrend antipodische Punkte auf dem Rand unendlich ferne Punkte reprasentieren.
Die beiden Modelle werden sphérisches und semi-sphérisches Modell der projektiven
Ebene genannt.

7. Mit dem sphérischen Modell konnen wir Kurven in der projektiven Ebene mit
Kurven auf S? assoziieren, die punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs sind. Die
unendlich ferne Gerade wird hierbei durch einen GroRkreis S := {v € H : |v| = 1}
reprisentiert. Wenn wir die Punkte der Halbkugel {v € K* : |v| = 1 und vy > 0} auf
das Innere der Kreisscheibe {v € H : |v| < 1} projizieren, erhalten wir wiederum ein
ebenes Modell der projektiven Ebene. Die unendlich ferne Gerade wird durch den
Kreisrand dargestellt, wobei gegeniiber liegende Punkte wieder miteinander identifi-
ziert werden mdiissen.

8. Das sphérische Modell ist auch bei der Betrachtung des projektiven Raumes P3
hilfreich. Die unendlich ferne Ebene H beziiglich eines affinen Bildes A ldsst sich hier
durch eine Sphire S? := {v € H : |v| = 1} darstellen.

Projektive Abbildungen

9. Eine projektive Abbildung F : P, — P, bildet Ursprungsgeraden im K"+ auf
Ursprungsgeraden im K™+ ab. Zwei projektive Abbildungen F und F’ sind genau
dann gleich, wenn F' = A\F’ fiir ein A € K gilt. Nach der Wahl von Koordinaten in
P, und P,, kénnen wir F' mithilfe einer (n 4 1) x (m 4+ 1)-Matrix (a;;) beschreiben:

m m
F:(Uol’ul : ...:vn)|—>(2a0jvj:...:Zanjvj)
j=1 j=1

10. Offenbar induziert jeder Monomorphismus f : K"t!1 — K™+ cine projektive
Abbildung F': P, — P,, durch F((v)) = (f(v)).
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11. Wenn F bijektiv ist, so sprechen wir von einer projektiven Transformation.
Geldufig ist auch der Ausdruck Kollineation. Die Menge der projektiven Transfor-
mationen F : P, — P, bilden eine Gruppe PGL(K"*!).

12. Zentralprojektionen zwischen Hyperebenen im K™ sind spezielle (projektive)

Transformationen Z : P,, — P,, die allerdings keine Gruppe bilden.

Affine Karten

13. Gegeben seien nun Basen o und 8 auf K™™' mit Koordinatenabbildungen kg
und kg. Dann gibt es einen Koordinatenwechsel kqg : vo — vg. Diese Abbildung
induziert einen Wechsel ko3 : P, (K) — P,(K) der homogenen Koordinaten durch
kap((Va)) = (kap(va)). Es sei Aqg = (a;5) die Matrix des Koordinatenwechsel kqg,

dann ist
Ko : Vo = (Z0,...,%n) —> (Z aogjxj, ..., Zanjxj) = vg.
J J

14. Wir wollen nun Koordinaten fiir eine beliebige affine Hyperebene A = {v €
K™ y(v) = 1} mit v € (K""1)* und v # 0 bestimmen.? Es sei {eg,e1,...,e,}
eine geordnete Basis von K" mit v(eg) = 1 und v(ej) = 0 fiir j = 1,...,n. Die
Vektoren ey, ..., e, spannen demnach den Kern von v auf. Wenn wir die Koordinaten
eines Vektors v € K™t! in diesem System mit v, ..., v, bezeichnen, dann heifen
1
(Vo t ...t Uy) —> %(Ul,...,vn) =:(x1,...,2Tn)

affine Koordinaten von v in A. Sie héngen offensichtlich auch von der Wahl der Basis
{ep,e€1,...,en} ab. Die Abbildung definiert eine Projektion, die {(v) € P, : v(v) = 1}
auf K" abbildet.

15. Eine projektive Transformation F' € PGL(K"*!) induziert eine gebrochen-
lineare Transformation f : K™ +— K". Wenn (a;;) die Matrix von F ist, dann erhalten

wir f =4"'o Foi mit

n n
a0 + DG 4155 ano + D51 OnjT;

n PR n .
aoo + > _j—1 ao;T; apo + D_j_1 A0;T;

(21, .., 2p)

Die Abbildung ist nur aufserhalb der Hyperebene agg + Z?zl ap;x; = 0 definiert.

2 Mit (K™1)* bezeichnen wir den Dualraum von K™*! d.h. den Vektorraum der linearen
Abbildungen K"+ — K.
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Affine Bilder eines projektiven Kegelschnitts

16. Essei M = {(vg : v1 : v2) : v} + v} —v3 = 0}. Wir wollen das Bild dieser Menge

fiir verschiedene affine Karten berechnen.

(1.) Wenn wir v(v) = vg wahlen, so bilden eg = (1,0,0), e; = (0,1,0) und ep =
(0,0, 1) eine passende Basis von K3. Wir erhalten die Einbettung i : (21, z2) — (1 :
x1 @ w2). Damit ist M’ =i~ Y (M) = {(1,22) : 1+2? —2% = 0} das affine Bild von M.

(2.) Fiir v(v) = vy bilden eg = (0,0, 1), 1 = (1,0,0) und ez = (0, 1,0) eine geeignete
Basis fiir K3. Nun bekommen wir die Einbettung 4 : (z1,22) — (22 : x1 : 1) und
sehen M’ = {(z1,72) : 23 + 23 = 1}.

(3.) Wenn wir stattdessen v(v) = v1 +vg wihlen, bilden eg = (0,1,0), e; = (0,1, —1)
und ey = (1,0,0) eine geeignete Basis fiir 3. Nun bekommen wir die Einbettung

i (r1,22) = (z2: 1+ 21 : —21) und sehen M’ = {(x1,22) : 23 + 221 = —1}.

Wir erhalten als affines Bild des projektiven Kegelschnitts M eine Hyperbel (1),
Ellipse (2) und Parabel (3).

Abb. 8.2: Die Grafiken zeigen Kegel w? + 12 — 23 = 0 eines projektiven Kegelschnitts. Die
roten Kurven gehoren zu unterschiedlichen affinen Bildern. In ihnen wird der Kegel von den
Ebenen mit Gleichung v(w, z, z) = 1 geschnitten. Die blauen Ursprungsgeraden markieren

den reellen Schnitt des Kegels mit der unendliche fernen Hyperbene v(w,x, z) = 0.

Wenn wir den Schnitt von M mit der unendlich fernen Gerade H = {v : v(v) = 0}

berechnen, erhalten wir fiir (1.) zwei reelle Punkte, fiir (2.) die leere Menge und fiir
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(3.) einen doppelt zéhlenden reellen Punkt.

| .I 1 |
| b £
.

Oy | Y | NS

—_

Abb. 8.3: Die Grafiken zeigen die sphérischen Bilder der Félle 1-3 fiir den projektiven

Kegelschnitt (rote Kurve). Die blaue Linie représentiert die unendlich ferne Gerade.

Affine und projektive Varietiten

17. Unter einer affinen Varietéten iiber K™ verstehen wir Nullstellenmengen

V{fi,....fm} ={pe K" : filp) = ... = fu(p) = 0}

von Polynomen fi,..., fm € Klzo,...,2,].> Varietiten der Form V(f) mit f # 0
nennen wir affine Hyperflachen.

18. Wir nennen f € K|xo, ..., r,] homogen vom Grad d, wenn f(\z) = A\?f(z) gilt.
Jedes Polynom f mit deg f = d lasst sich als Summe f = f© + @ 4 4 £ jp
homogener Polynome f® mit deg f®) = i schreiben, wobei f® die Summe aller
Monome vom Grad ¢ von f ist. Falls f nicht homogen ist, so betrachten wir statt-

dessen das Polynom
= aldf @ 4pd= 1O g gD 4 (@)

welches homogen vom Grad d ist.

19. Essei nun f € K|xg,...,%,] ein homogenes Polynom vom Grad d, dann heifst
V(f) = {(p) € P,: f(p) =0} projektive Hyperfliche der Ordnung d. Wir schreiben
X =V(f). Wenn f nicht irreduzibel ist, so existiert eine Darstellung

F= g

3 Unter K|zo,...,x,] wird hier der Ring der Polynome in n Variablen mit Koeffizienten

aus K verstanden.
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mit verschiedenen, irreduziblen Polynomen f;. Dann ist V(f) = V(f1) U... UV(fs).
Wir nennen X; := V(f;) irreduzible Komponente von X, und p; ihre Vielfachheit.*

20. Esseii: K" — P, eine Einbettung fiir die affine Karte A = {z € K"™! : v(x) =
1}. Dann heift V(f) = {x € K™ :i(z) € V(f)} affines Bild von V(f) beziiglich 1.

Tangential- und Polarkegel an Hyperflaichen

21. Wir schreiben

o° o°
%1p) = 8x£ ®) = g .fax%n )

fiir die partiellen Ableitungen von f im Punkt p € V(f), wobei a = (ao, ..., a,) ein
Multiindex sei. Die Ordnung der Ableitung ist

n
loo| = Z Q.
=1
22. Fiir homogene Polynome f € Klzg,...,z,] vom Grad d gilt

podof(p) + ...+ pnOnf(p) =d- f(p)

fiir p = (po,...,pn) € K", Diese Beziechung ist bekannt unter dem Namen Euler-
sche Identitét.’
23. Mit

T,(f) = {zx € K" Zaif(p)xi =0}
i=0
wird die Tangentialebene an X := V(f) in dem Punkt p € X bezeichnet. Aufgrund
der Eulerschen Identitét und f(p) = 0 gilt

> 0if(p)(wi—pi) = > 20 f(p).
5 i=0

24. Die Hyperflache Pﬁ(f) = {z € K"l A’;f(:n) = 0} mit A];f(x) = (po0do +
e+ Pn0n)E f(z) der Ordnung d — k heifit k-te Polare von p beziiglich X .6

25. Alle Punkte z € X mit AXf(p) = 0 liegen auf einer Geraden nach p € K"*1,
die X in z mit Vielfachheit > k bertihren.

4 Beltrametti u. a., Lectures on curves, surfaces and projective varieties, S. 106f.
5 Ebd., S. 60.
6 Ebd., S. 122.
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Es gilt

1 k _ 1 d—k

weswegen x der k-ten Polare im Punkt p genau dann angehort, wenn p in der (d — k)-
ten Polare im Punkt z liegt.”

26. Es sei p € X ein reguldrer Punkt, dann ist 7),(f) = P;,i_l(f) fir d = deg f.%
27. Fiir n = 3 wird der Schnitt der ersten Polare A’; f(z) = 0 mit X Beriihrungs-
kurve genannt, falls p ¢ X.

Singuldre Punkte
28. Ein Punkt p € K™t heikt k-facher Punkt von X, falls alle partiellen Ableitungen

(0%
0uf ) = 0 L)

der Ordnung |a| =k — 1 von f in p verschwinden. Fiir £ = 2 wird p Doppelpunkt
genannt. Wenn V(9o f,...,0,f) nicht nur aus isolierten Punkten besteht, sondern
Kurven enthilt, so werden diese Doppelkurven von X genannt.’

29. Wenn p € X ein reguldrer Punkt ist, so werden die beiden Geraden im Schnitt
von Tangentenebene und Tangentenkegel in p Haupttangenten genannt.'®

30. Die Hessesche Flache von X wird durch Hy(x) = det(d;; f(x)) = O definiert.

Ihren Schnitt mit X nennen wir parabolische Kurve.

Affine und projektive Quadriken

31. Essei f € K[z1,...,%,] ein Polynom des zweiten Grades. Wir nennen @ :=
V(f) ={z € K™: f(z) = 0} affine Quadrik der Dimension n—1. Fiir n = 2 sprechen

wir von affinen Kegelschnitten. Wir konnen die Gleichung f(z) = 0 in der Form
(1,z1,...,2,)A(l,z1,...,2,)' =0

mit einer symmetrischen (n+1) x (n+ 1)-Matrix A = A? schreiben, wobei A nur bis
auf skalare Vielfache A\ # 0 bestimmt ist.

32. Wenn f € K[xg,x1,...,2,] homogen vom zweiten Grad ist, so wird V(f) =
{(z) € P, : f(z) = 0} projektive Quadrik der Dimension n — 2 genannt. Vom affinen

7 Dolgachev, Classic Algebraic Geometry, S. 7.

8 Beltrametti u. a., Lectures on curves, surfaces and projective varieties, S. 126.
9 Ebd., S. 108.

10 Ebd., S. 111.
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Standpunkt aus kénnen wir V(f) als Kegel zweiter Ordnung im K" auffassen. Wie
im affinen Fall (31), ldsst sich f(z) = 0 in der Form

(xo,x1,. .., Tn)A(zo, 21, . . ., ) =0

mit einer symmetrischen (n + 1) x (n + 1)-Matrix A = A! schreiben.

33. Eine Polaritéit ist eine lineare Abbildung p : P, — P} mit p — p(p) = Ap mit
A = A'. Wir nennen p den Pol von Ap beziiglich der Polaritit und Ap die Polare von
p. Offenbar definiert jede Quadrik eine Polaritét. Die erste Polare von p beziiglich
eines projektiven Kegelschnitts X ist gerade die Linie, welche die Berithrungspunkte
der beiden Tangenten an X durch p verbindet.!!

34. Es sei A eine symmetrische Bilinearform, die mit einer Quadrik @) assoziiert ist.
Die zu @ duale Quadrik ist definiert als

Q" = {{q) € B} : qadj(A)q" = 0}.

Mit adj(A) = ((—1)*7 det A;;) bezeichnen wir die Adjunkte von A. Hierbei ist A;;
die n x n-Matrix, die sich aus A durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte
ergibt.!?

Affine Kegelschnitte

35. Gegeben sei ein affiner Kegelschnitt @ mit Gleichung

ail aiz2 a3 T
(xaya]-) ai2 Qa2 a3 y|=0.
a13 a3 as3 1

Der duale Kegelschnitt Q* erfiillt dann die Gleichung

c11 Ci2 €13 u
(w,v,w) [ c12 caa co3 v | =0,
C13 (23 (33 w

wobei ¢;; = (—1)"7 det(A;;) ist. Hierbei bezeichnet A;; die Matrix, die aus A = (a;5)
durch das Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
36. Es sei

rg A =m' und rg Azz = m.

' Ebd., S. 121.
12 Ebd., S. 119.
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Fiir m’ < 3 nennen wir @) uneigentlich bzw. degeneriert. Des Weiteren seien o (M)
und o_ (M) die Anzahl der positiven bzw. negativen Eigenwerte einer Matrix M.
Mit ¢ := 04(A) — 0_(A) und s := 04 (A33) — 0_(As3) konnen wir den Typ des
Kegelschnitts anhand der Koeffizienten a;; identifizieren (vgl. Tab. 8.1)
37. Fir c33 = ar1a9 — a%2 =% 0 heifit @ Mittelpunktskegelschnitt. Fiir den Mittel-
punkt M = (zo,yo) gilt

€13 €23

o= " Yo = -

€33 €33

Durch M gehen zwei ausgezeichnete Geraden, die Hauptachsen von @) genannt wer-

den. Thre Richtung wird durch die Eigenvektoren der Matrix

ailr  a12
Asz = < )
a2  G22
definiert. Fiir den Winkel 6 der Eigenvektoren mit den Koordinatenachsen gilt

2
tan(29) = ﬁ

Ist (e, e2) ein Eigenvektor, so heifsen

ea(x —x0) —e1(y —yo) =0, er(x —x0) +e2(y —yo) =0

Hauptachsen des Kegelschnitts Q.

Wenn det Agz = c33 > 0 ist, so bildet @) eine Ellipse. Sie ist genau dann reell, wenn
(a11 + agz) det(A) < 0 gilt. Fiir (a11 + age) det(A) > 0 ist sie hingegen imaginér.
Fiir c33 < 0 ist Q eine Hyperbel. In diesem Fall zerfillt a2,z + 2a122y + a2,y? in zwei
Geraden ajx + asy = und f1x + Boy = 0, welche die Richtung der Asymptoten

a1(x —x9) + a2(y —yo) =0, Bi(x — ) + B2(y —y0) =0

anzeigen.
38. Fiir det A # 0 und c33 = 0 bildet @ eine Parabel. In diesem Fall zerfallt die

Gleichung
ailr a2 T
() (7]
a2 @22 Yy

in das Quadrat einer linearen Gleichung oz + Sy = 0 mit o® = a1 und % = ag.
Der Parameter der Parabel @) ist

—det A

P=\ 7T 3»
(a11 + a22)3
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wahrend die Symmetrieachse der Gleichung

aa1z + Bazs

=0
a? + 32

ax + Py +

geniigt.
39. Jedes quadratische Polynom f € R[z,y]| ldsst sich mithilfe einer (reellen) Affi-
nitéit o : R? — R? auf eine Normalform der Tab. 8.1 transformieren.!3

40. Wenn wir eine quadratische Gleichung

aj; a1z @13 U
(u,v,w) a1z Q22 a3 v|=0.
a1z a3 a33 w

betrachten, wobei wir nun u,v,w als Koordinaten einer Linie auffassen, erhalten
wir ebenso neun verschiedene Typen I-1v von Liniengebilden. Die Tab. 8.2 zeigt, in

welchem Verhéltnis die Typen stehen.

Typ Beschreibung m/,m s s Normalformen Kofaktoren

I Reelle Ellipse 3,2 1,2 2 +y? -1 c33 >0

I Imaginare Ellipse 3,2 3,2 22+ +1 c33 >0

- Hyperbel 3,2 1,0 a22—y?+1 c33 <0

v Parabel 3,1 1,1 x? — 2 c33 =0

\Y% Parallele Geraden 2,1 0,1 x? -1 Ccoo >0, c33=0
VI Doppelgerade 1,1 1,1 x? coo =0, c33=0
VII Parallele imagindre Geraden 2,2 2,1 2 +1 Coo <0, c33=0
vill  Imagindre Geraden (Punkt) 2,2 2,2 z? + 42 c33 >0

X Nicht-parallele Geraden 2,2 0,0 2 — g2 c33 <0

Tab. 8.1: Die Tabelle zeigt die unterschiedlichen affinen Typen von Kegelschnitten. Die
Typen v — 1X sind heiffen uneigentlich. Fiir sie gilt det A = 0, wahrend fiir die eigentlichen
Kegelschnitte 1 — 1v stets det A # 0 gilt. Kegelschnitte ohne Mittelpunkt werden von 1v —

VII reprasentiert. Die Symbole m/, m und s’, s werden im Paragraphen 36 erldutert.

8.2 Pliickers Komplexflachen

41. Eine Linie durch die beiden Punkte (z¢ : 1 : 2 : x3) und (yo : y1 : y2 : y3)
im projektiven Raum P3 lisst sich durch homogene Koordinaten p;; = x;y; — x;v;

beschreiben. Wir nennen (po1 : po2 : pos : p23 : P31 : pi2) mit

Po1p23 + Po2p31 + pospiz =0
13 Fischer, Analytische Geometrie, S. 61.
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Typ Kegelschnitt Dualer Kegelschnitt

I Reelle Ellipse Reelle Ellipse

11 Imaginére Ellipse Imaginére Ellipse

111 Hyperbel Hyperbel

v Parabel Parabel

A Parallele Geraden Punktepaar im Unendlichen
VI Doppelgerade Doppelpunkt

vil  Parallele imaginire Geraden  Konjugiertes imagindres Punkte-

paar

vl Imagindre Geraden (Punkt)  Gerade durch konjugierte Punkte
X Nicht-parallele Geraden Zwei Punkte

Tab. 8.2: Die Tabelle veranschaulicht die Korrespondenz zwischen Kegelschnitten und ihren
dualen Gebilden.

homogene Pliicker-Koordinaten der Linie. Demnach wird die Menge aller Linien £
in P3 durch Punkte auf einer Quadrik im Ps5 reprasentiert.

42. Eine Gleichung zweiten Grades pQlp? = 0 mit Q = Q! definiert einen quadrati-
schen Linienkomplex @ C L.

43. Eine Komplexfliche C C P53 wird von allen Linien des Komplexes umbhiillt, die
durch eine feste Gerade ¢ des Raumes gehen. Sie wird Achse (bzw. Doppellinie) der
Flache genannt.

44. Zwei Geraden p,q € L schneiden sich genau dann, wenn

D194 + P2g5 + P3qe + Paq1 + P5q2 + pegq3s = 0

gilt.

45. Eine Komplexfliche ist im allgemeinen von vierter Ordnung. Jede Ebene durch
q schneidet aus ihr noch einen Kegelschnitt aus, wiahrend ¢ selbst eine Doppelgerade
der Flache bildet. Eine Komplexflache wird demnach durch eine Schar quadratischer
Kurven erzeugt, die in Ebenen durch die Achse liegen.

46. Das affine Bild einer Komplexfliche wird Aquatorialfliche genannt, falls ¢ im

unendlich Fernen liegt, andernfalls Meridianflache.

Aquatorialflichen

47. Die allgemeine Gleichung einer Aquatorialfliche, deren Breitenkurven in Ebenen

x = const liegen, lautet in gemischten Punkt- und Linienkoordinaten
(w:u:v)A)(w:u:v) =0. (8.1)
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Mit A(z) wird eine symmetrische Matrix mit quadratischen Polynomen a;;(x) € R|z]
als Eintrigen bezeichnet.'* Fiir ein festes = definiert die Gleichung einen Kegelschnitt

in den Linienkoordinaten w, u, v.

48. Fiur
a d b
Alz)=|d f e (82)
b e ¢

gibt es Linienkoordinaten so, dass

f=FE2’+2Uz+C, e=Kaz?>—0x—G, c¢=F2*— Rx+ B,
d=Mx+T, b=Lx— S, a=2D.
gilt. Die Groftbuchstaben stehen fiir reelle Koeffizienten. Sie folgen Pliickers Notati-
on.
49. Dieselbe Aquatorialfliche, die durch die Gleichung (8.2) reprisentiert wird, lisst
sich noch auf einem anderen Weg beschreiben.!® Die Linien des quadratischen Kom-
plexes durch einen festen Punkt der Doppellinie (Achse) bilden einen quadratischen
Kegel. Wenn die Doppellinie in der unendlich fernen Ebene liegt, dann werden aus
den Kegeln Zylinder. Die Gesamtheit dieser Zylinder umhiillt die Aquatorialfisiche.
Wenn die Breitenkurven einer Flidche parallel zur Ebene x = 0 sind, so miissen es
auch die Achsen der Zylinder sein. Wenn ¢ die Richtungen in dieser Ebene beschreibt,

d.h.
tan(¢) = £, (8:3)
dann definiert die Gleichung

(z,2,1)B(¢)(x,2,1)' =0

mit
a B 6
B@)=|B v e
0 € (
und
o = Ftan(¢)? — 2K tan(¢) + E, B = —(Ltan(¢) — M) tan(¢),
v = Dtan(¢)?, §= —Rtan(¢)? + O tan(¢) + U,
e = (Stan(¢) + T) tan(¢), ¢ = Btan(¢)? + 2G tan(¢) + C

14 Pliicker, Julius. Neue Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung der geraden
Linie als Raumelement. Hrsg. von Clebsch, Alfred. Bd. 1. Leipzig: Teubner, 1868, S. 158 ff.

15 Ebd., S. 160.

16 Ebd., S. 172.
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die Schnittkurve des Zylinders, dessen Achse in Richtung ¢ liegt, mit der Ebene
y = 0.7
50. Die Mittelpunkte der Breitenkurven liegen auf einer Geraden, dem Durchmesser

der Aquatorialfliche.!® Thre Punkte (z,v,2) geniigen den Gleichungen
Dz—Lx+S5=0, Dy—Mx—T=0.

51. Die Gleichung einer allgemeinen Aquatorialfliche, deren Breitenkurven in den

Ebenen x = const liegen, lautet in reinen Punktkoordinaten

(yv 2, 1) adj [A(x)](y, Zs 1)t =0,

wobei

b> —ac ae—bd dc—be
adj[A(z)] = |ae—bd d?>—af bf —de
dc—be bf —de e*>—cf

die Adjunkte zu A(x) ist.*?

52. Eine Breitenkurve in der Ebene x = xzg zerfillt genau dann in ein Paar von
Punkten, wenn det A(zg) = 0 gilt. Die beiden Punkte liegen auf einer Geraden, die
in der besagten Ebene durch den Durchmesser der Fliache geht. Pliicker nennt sie
einen singuldren Strahl der Fliche. Er leitet die Berechnung der Doppelpunkt her.2?
Eine Komplexfliche besitzt im Allgemeinen vier singuldre Strahlen S;, weswegen
neben der Linie aus Doppelpunkten noch acht isolierte Doppelpunkte auf einer all-
gemeinen KomplexIfidche liegen. Die singuldren Strahlen schneiden die Doppellinie
(Achse) der Fliche in vier Punkten P;.2!

Nicht-tordierte Aquatorialfliichen

53. Wenn die beiden Hauptachsen jeder quadratischen Breitenkurven in die Ebenen
y = 0 und z = 0 fallen sollen, so muss e = d = b = 0 sein.?? Pliicker spricht in
diesem Fall von nicht-tordierten Aquatorialflichen. Ist wiederum a = 0, so bilden
alle Breitenkurven Parabeln. Die Klasse von Flachen nennt Pliicker parabolische

Aquatorialflichen.?

17 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 174.
18 Ebd., S. 161.

19 Ebd., S. 162.

20 Ebd., S. 189.

21 Ebd., S. 188.

22 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 2, S. 344 f.
23 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 191.
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54. Die allgemeine Gleichung fiir nicht-tordierte Aquatorialfliichen ohne parabolische

Breitenkurven, deren Durchmesser mit der x-Achse zusammenfallt, lautet
4+ f224+cf =0

mit ¢(z) = Fz? — Rr + B und f(z) = E2? +2Uz + C.
55. Die beiden Kurven 22+ ¢(z) = 0 und y? + f(x) = 0 heifen Charakteristiken der

Fliche.?* Thre Schnittpunkte mit dem Durchmesser y = 0, z = 0 werden durch
-U+ VU2 - EC _ R+VR!-FB
E ’ - F

bestimmt. Sie definieren die (vier) singuléren Strahlen ¢ — (z12,0,t) und t —

T12 = 3.4

(23,4,t,0). Ob sie reell sind, héngt allein von den Diskriminanten von ¢ und f ab.
56. Die singuliren Punkte der Aquatorialfliche liegen auf den Strahlen. Sie haben

die Koordinaten

(73.4,1/ —f(234),0), (212,0,4/—c(w12)).

57. Mithilfe der Tab. 8.1 lasst sich der Typ der Breitenkurve in der Ebene x = xg
in Abhéngigkeit von ¢ und f bestimmen. Fiir ¢(xg) > 0 und f(xp) > 0 handelt es
sich um eine imaginére Ellipse, fiir ¢(xo) und f(zp) < 0 um eine reelle Ellipse und
fiir e(xo) - f(zo) < 0 um eine Hyperbel. Wenn entweder ¢(z) = 0 oder f(zp) = 0 ist,
dann handelt es sich um eine Doppelgerade. Sind wiederum c¢(zg) = 0 und f(xo) = 0,

so gehort die gesamte Ebene der Fliche an.

Parabolische Aquatorialflichen

58. Die allgemeine Gleichung einer parabolischen Aquatorialfliche in gemischten
Punkt- und Linienkoordinaten ergibt sich aus (8.1) fir D = 0. Alle Breitenkurven
der Fléache sind Parabeln.

59. Wenn a der Winkel zwischen der Achse einer parabolischen Breitenkurve zur

z-Achse ist, dann gilt

tana = &= Mz+T
b Lx-S’
wobei der Brennpunkt die Koordinaten
_ 2bc—d(c—f) _ 2de+blc—f)

T Tom ) 7T 2R+ &)
hat.2’

24 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 2, S. 346.
25 Ebd., S. 373.
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Meridianflachen

60. Die allgemeine Gleichung einer Meridianflache, deren Achse mit der x-Achse

zusammenfallt, lautet in gemischten Punkt- und Linienkoordinaten

(w:t:v)M(p)(w:t:v) =0

mit
a b d
M(@)= [b ¢ e,
d e f

wobei die Eintrége von M (¢) homogene Polynome in sin(¢) und cos(¢) sind:

)

a = Fsin(¢)? — 2K sin(¢) cos(¢) + E cos(¢)?,
b= Rsin(6)? — Osin(6) cos() — U cos(9)2,
¢ = Bsin(¢)? + 2G sin(e) cos(¢p) + C cos(¢)?,
d = ~Qsin(g) + P cos(6),

— —Jsin(¢) — H cos(9),
f=A

Der Winkel ¢ parametrisiert die Komplexebenen, welche die Achse (Doppellinie)

schneiden Fiir phi = const definiert die Gleichung eine Kurve zweiten Grades in

Linienkoordinaten w, ¢, v i in der entsprechenden Ebene.?6

8.3 Steinersche Flache

61. Wenn @ eine Fliche der zweiten Ordnung mit Gleichung ! Az + 2bx = 1 ist,

dann heifen u, v, w € R? konjugierte Richtungen von @, falls
utAv =0, ' Aw =0, v’ Aw =0

gilt. Die zugehorigen Geraden durch den Mittelpunkt der Quadrik heifien konjugierte
Durchmesser.
62. Wenn 3222+ 2222 4 2%y? — 2cxyzw = 0 die implizite Gleichung der Steinerschen

Flache in homogener Form ist, so lautet eine mogliche Parametrisierung
(u,v,t) — (u? + 0> + 12, ¢-uv,c- ut,c- vt).

FEine rationale, affine Form ist dann gegeben durch

c-uv c-u c-v
I+u?+02" 14+ u?+ 02" 1+ u? + 02
26 Pliicker, Neue Geometrie Bd. 1, S. 165.

).

(u, v) — (
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8.4 Kummers Fadenmodell

63. Es sei (u,v) — X (u,v) die Parametrisierung einer reguliren Fliche F C R3
in einer Umgebung des Punktes p = X(0,0). Es sei ®(u,v) ein normierter Einheits-
vektor. Die Linien X (u,v)+ ¢®(u,v) bilden dann ein System von Strahlen durch die

Punkte von F. Wenn die Strahlen in Richtung der Flichennormalen zeigen, ist

X(u,v)y X X(u,v),

®(u,v) = | X (1, 0)y X X (u,0)y]

8.5 Centraflache eines dreiachsigen Ellipsoids

64. Die allgemeine Gleichung eines dreiachsigen Ellipsoids F ist

1

1
2 2
—x
a? +

1
Y +C—222:1, a>b>c>0. (8.4)
Um die Centraflache zu bestimmen, werden gewohnlich elliptische Koordinaten k1, ko
verwendet.?” Ist (z,y, z) ein Punkt des Ellipsoids, so handelt es sich dabei um die
Nullstellen der Gleichung
1 9 1, 1

2
2t TerrY Tarrt (8.5)

65. Die elliptischen Koordinaten eines Punktes werden durch die beiden konfokalen
Quadriken des Ellipsoids definiert, die sich in ihm schneiden. Wenn k; und k9 nun

die Gleichung (8.5) erfiillen, dann gilt zusammen mit (8.4)

_5’)’1’2 = az(a2 + kl)(a2 + kg),
—ayy? = b2 (b + k1) (b + k2), (8.6)
—afz? = (P + k1) ( + k)

mit a = b? — 2,8 = 2 — a?,y = a® — b%. Die Gleichung (8.5) ist von der Form

0=k- (k2 + Lk + M) mit
Li=a2"+y*+22— (a®+ 0 + ), &7
M = (b? + *)a® + (a* + A)y* + (a* + b2)2* — (B* + a’c? + a?b?), .

wegen (8.4). Die parametrisierte Gleichung der Normalen an E in einem Punkt
(z,y,z) ist
t t t
x—i—gﬂe, y+b—2y, z—l—c—Qz, t e R.
2T Cayley, Arthur. ,On the Centro-Surface of an Ellipsoid“. In: Transactions of the Cam-
bridge Philosophical Society 12 (1873).
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Die Brennpunkte der Normalen ergeben sich gerade fiir ¢ = k1 und t = ko, womit
die Nullstellen von k2 + Lk + M bezeichnet werden.?® Wenn die drei resultierenden

Gleichungen quadriert werden, dann folgt mit (8.6):

—Bya*x? = (a* + k1)3(a® + k2)
—ayb?y? = (0% + k1)* (0% + ko) (8.8)
—afBc?2? = (A + k1) (c® + ko)

Diese Gleichungen parametrisieren die Centrafliche des Ellipsoids. Dabei entsprechen
(k1, ko) acht Punkte (z,y, z) auf der Flache.

8.6 Kummers Drahtmodell

66. Die implizite Gleichung lautet
$? = 16K pqrs

mit ¢ = p? + ¢% + r?2 + 5% + 2a(qr + ps) + 2b(rp + ¢s) + 2¢(pq + rs) und K =
a® 4+ b + ¢ — 2abc — 1. Nach seinen Angaben wihlte Kummer fiir sein Drahtmodell
a = b =c = 2. Aukerdem bestimmt er p,q,r, s so, dass sie die Seitenflachen eines

reguldren Tetraeders bilden. Wir wihlen
p=k—2—-V22,qg=k—z2+4+V2,r=k+2+V2zx, s=k+z— 2.

Dann ist ¢ = —4(2? + y? + 22 — 7) und K = —5. Nun lassen sich die 16 Doppel-
punkte der zugehoren Fléche bestimmen. Anschliefslend werden die 16 Doppelebenen

ermittelt, auf denen jeweils 6 der Punkte liegen.

8.7 Rohns Konstruktion

Die Inzidenzbeziehungen der 16 Doppelpunkte und -ebenen einer Kummerschen F1a-
che lassen sich mit einem quadratischen 4 x 4-Schema beschreiben.?? Jede Position
in dem Diagramm steht fiir einen Punkt. Wenn eine beliebige Spalte und Zeile aus-
gewdhlt werden, dann gibt es 6 Punkte, wenn der Punkt unberiicksichtigt bleibt, in
dem sich die Spalte und Zeile kreuzen. Diese 6 Punkte liegen in einer Doppelebene.

Auf derselben Art lassen sich die Inzidenzbeziehungen fiir die Ebenen beschreiben.

28 Cayley, ,;On the Centro-Surface of an Ellipsoid“, S. 323.
29 Hudson, Ronald W. H. T. Kummer’s Quartic Surface. Cambridge: Cambridge Univer-
sity Press, 1905, S. 8.
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Mit diesen Diagrammen lédsst sich Karl Rohns Konstruktion erkldren, die er fiir
die Herstellung seiner Modelle verwendet hat. Ist die Lage eines Punktes und einer
Ebenen unbekannt, wird das Symbol e verwendet, andernfalls x. Rohn beginnt mit
einem Tetraeder. Auf einer Ebene legt er anschliefsend sechs Punkte fest. Da sie alle
koinzidieren, miissen ihre Eintrdge in einer Zeile und einer Spalte liegen, wie bei
dem linken Schema der folgenden Darstellung. Wenn die Ecken des Tetraeders keine
Doppelpunkte der Fléche sind, ergibt sich das rechte Schema fiir die vier gewéhlten

Doppelebenen. In jeder Zeile und Spalte gibt es nur einen Eintrag.

e X X X X e e e
X e e e e X e o
X e e e e o X o
X o e @ e o o X

Wenn jetzt ein siebenter Doppelpunkte auf einer der drei verbleibenden Tetraeder-
kanten gewéhlt wird, so gibt es jeweils zwei Mo6glichkeiten fiir die Position des Ein-
trages im linken Schema. Wenn diese Position festgelegt wird, dann lassen sich vier
neue Doppelebenen bestimmen, deren Eintrdge mit o markiert sind. Sie verbinden

jeweils drei bekannte Punkte.

e X X X X e [ o
X L] L] [ ] [ ] X [ ] @)
X ° (] X (¢] (¢] X °
X L] L] [ ] [ ] [ ] [ ] X

Nun lassen sich die Lage weiterer Doppelpunkte bestimmen, die im Schema mit o
bezeichnet werden, da sich in ihnen jeweils drei Doppelebenen schneiden. Sie liegen

auf den Kanten des Tetraeders.

e X X X X e e
X e 0o © e X o
X o e X X X X e
X o e e e o o X

Im letzten Schritt ldsst sich die Lage aller verbleibenden Doppelebenen mithilfe der
bekannten Doppelpunkte ermitteln, wodurch dann wiederum die Lage aller verblei-
benden Doppelpunkte bestimmt ist. Sobald Rohn dieses Geriist aus 16 Doppelpunk-
ten und 16 Doppelebenen der Fléche ermittelt hat, musste er die Lage und Gestalt

der Beriihungskegelschnitte festlegen, die in den Doppelebenen liegen.
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Modellverzeichnisse



Minchener Modelle

Nr. Beschreibung Entwurf Jahr
I Rotationsfliche der Tractrix mit Geoddten und Asympto- 1. Bacharach 1876
tenkurven
11 Brennflache eines Strahlensystems L. Schleiermacher 1877
111 Centrafléche des Hyperboloids W. Dyck 1877
v Geoditen auf einem Rotationsellipsoid K. Rohn 1876
Y4 Geodaten durch die Nabelpunkte eines Ellipsoids K. Rohn 1876
VI Kummersche Fliache K. Rohn 1877
VII Haupttangentenkurven einer kubischen F1. mit vier Knoten J. Bacharach 1877
viil  Rotationsflichen konstant mittlerer Kriimmung mit Geo- A. Braunmiihl 1877
déten
IX Rotationsfl. konst. neg. Kriimmung (Kegel-Typus) J. Bacharach 1877
X Rotationsfl. konst. neg. Kriimmung (Hyperboloid-Typus) W. Dyck 1877
X1 Bahnkurve eines schweren Punktes auf der Kugel - 1877
XI1 Darstellung der elliptischen Funktion ¢ = am(u, k) Th. Kuen u. Chr. Wolff 1880
X1r  Rotationsflaichen konstant positiver Krimmung mit geodd- P. Vogel 1880
tischen Linien
X1v  Auf Kugeln abwickelbare Schrauben- und Umdrehungsfli- Th. Kuen 1880
chen
XV Schraubenfliche von konstantem Kriimmungsmafs P. Vogel 1880
xvi  Parabolische Ringzyklide S. Finsterwalder 1883
xvil  Kettenlinie auf der Kugel - 1883
xvill  Enveloppen geodétischer Linien auf Rotationsellipsoiden A. Braunmiihl 1880
XIX  Raumkurven dritter Ordnung E. Lange 1880
XX FL. konst. negativem Kriimmungsmalfs J. Mack 1881
XXI  Minimalfliche neunter Ordnung G. Herting 1881
xx11  Fliache 12. Ordnung S. Finsterwalder 1881
xx111  Reliefperspektivische Darstellungen H. Thoma 1882
xxX1v  Kriimmungsfliche der Rohrenschraubenfliche Th. Kuen 1881
XXV Windschiefe Schraubenflache G. Herting 1882
xxvl Auf Rotationsflichen abwickelbare Schraubenfldchen nach E. Bour 1882
xxvil Fliche vierter Ordnung S. Finsterwalder 1885
XXVII Zykliden S. Finsterwalder 1885
xx1x FIl achter Ordnung S. Finsterwalder 1885
xxX  Rotationsflichen mit Asymptotenkurven G. Herting 1885
XXXI Bohnenférmig gestalteter Kérper unbekannt 1885
xxX11 Enveloppen geodétischer Linien A. Braunmiihl 1885
xxXI1I Dreiachsiges Ellipsoid unbekannt 1885
xxX1v Fliachenstreifen von konst. negativem Kriimmungsmafy - 1885

Tab. 8.3: Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Modelle in dem Programm der Verlagshandlung von
Ludwig Brill, die an der Miinchener Hochschule entstanden sind. Die Herstellung der Nr. vI, VII, XIX ist
von Felix Klein betreut worden, wihrend alle anderen Entwiirfe unter der Leitung von Alexander Brill

ausgefiihrt worden sind.
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Serie

11
II1
v

VI
VII
VIII
X

XI

XII
XIII
XIV
XV
XVI
XVII
XVIII
XIX
XX
XXI
XXII
XXIII
XXIV
XXV
XXVI
XXVII
XXVIII
XXIX
XXX
XXXI
XXXII
XXXIII
XXXIV
XXXV
XXXVI
XXXVII
XXXVIII
XXXIX
XL

Modellserien im Brill-Schilling-Verlag

Beschreibung

Mod. unterschiedlicher Flachen

Mod. unterschiedlicher Fléachen

Mod. quadratischer Flichen

Fadenmod. quadratischer Flachen

Gipsmod. unterschiedlicher Flachen

Gipsmod. unterschiedlicher Fldchen

Gipsmod. kubischer Flachen

Gipsmod. unterschiedlicher Flachen

Gipsmod. quartischer Flachen

Gips-, Draht- und Messingblechmod.
Drahtmod. zur Projektionen von Raumkurven
Fadenmod. zu Raumkurven der vierten Ordnung
Fadenmod. von quartischen Regelflichen

Mod. zur Funktionentheorie

Projektionsmod. regelméfiger Korper in vier Dim.

Gipsmod. konfokaler quadratischer Flachen
Verschiedene Gipsmod.

Fadenmod. von kubischen Regelflichen
Gebietseinteilungen im Raum

Fadenmod. von Regelschraubenflichen
Abwickelbare Fliachen quartischer Raumkurven
Kartonmod.zur Flachenkriimmung

Modelle quadratischer Flachen
Kinematische Mod.

Fadenmod. von kubischen Kegeln
Lehrmittel fiir darstellende Geometrie
Drahtmod. elektrischer Aquipotentiallinien
Modelle zu kubischen Raumkurven
Modelle zur Kreiseltheorie

Gipsmodelle unterschiedlicher Flachen
Kinematische Modelle 11

Verschiedene Modelle

Fadenmodelle von Diskriminantenflachen
Singularitdten von Raumcurven
Kreisbogenvierecke

Affine Transformationen von Punktsystemen
Sternvielflache

Theorie des Nullsystems

Erzeugung des Rotationshyperboloids
Flachen konstanter Breite

Entwurf
Versch.
Versch.

R. Diesel
Verlag
Versch.
Versch.

C. Rodenberg
Versch.

E. Kummer
Versch.

C. Wiener
H. Wiener
K. Rohn

W. Dyck

V. Schlegel
E. R. Neovius
Versch.

. Tesch

. Schoenflies
. Tesch

. Rohn
Tesch
Tesch

. Schilling

. Wiener

. Hauck

O. Wiener
W. Ludwig
F. Schilling
Versch.

F. Schilling
Versch.
Versch.

H. Lund

W. Thlenburg
F. Klein

amHEMaaRarE o

O. Wiesing u. F. Schilling

F. Schilling

K. Doehlemann

E. Meissner

Jahr
1877
1877
1877
1879
1880
1880
1881
1882
1883
1883
1884
1884
1886
1886
1886
1888
1888-98
1891
1891
1891-98
1892
1894
1898
1898
1899
1901
1901
1902
1902
1903-10
1905
190608
1908-09
1908
1909
1910
1910
1910
1911
1911

Tab. 8.4: Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Modellserien, die in der 6. Auflage (1903) im Katalog
von Martin Schilling aufgefiihrt sind.
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Pliickers Holzmodelle von Aquatorialflichen

Nr. Metall Typ Beschreibung

1 XV 2 Reelle Hyperbel und imaginére Ellipse mit gleicher Achse

2 X1V 3 Zwei reelle Hyperbeln, deren Nebenachsen auf dem Durchmesser liegen

3 XII 4 Zwei Ellipsen, von denen eine imaginér ist

4 v 9 Reelle Ellipsen, die Scheitel der einen liegen zwischen denen der anderen

5 I 13 Reelle Hyperbel und Ellipse, die Scheitel der Hyperbel liegen zwischen den

Scheiteln der Ellipse

6 111 32 Zwei reelle Geradenpaare

7 VII 34 Reelle Ellipsen, die sich in einem Scheitel schneiden

8 XVII - Tordierte Aquatorialfliche zu Nr. 4

9 XVIII - Tordierte Aquatorialfliiche

10 XVI - Parabolische (nicht tordierte) Aquatorialfliche

11 - -

12 - -

13 XIX - Parabolische (tordierte) Aquatorialfliiche

14 VIII 40 Ellipse und imaginéres Paar von Geraden, die sich in einem Scheitel der

Ellipse schneiden

Tab. 8.5: Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Pliickerschen Holzmodelle, die sich heute im Besitz
der London Mathematical Society befinden. Die Nummern zum Typ beziehen sich auf die Pliickersche
Klassifikation der nicht tordierten Aquatorialflichen. In der Spalte mit Uberschrift ,Metall“ sind die
Ziffernnummern der zugehorigen Metallmodelle angegeben. Die Beschreibungen beziehen sich fiir die nicht
tordierten und nicht parabolischen Aquatorialflichen auf das System der beiden Charakteristiken. Sie
orientieren sich an den Angaben eines Dokuments, das sich im Archiv des Deutschen Museums Miinchen

befindet: Anonym. Eingangsbuch zu den Pliickerschen Modellen. 1913.
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Pliickers Metallmodelle von Komplexflichen

Nr. Typ Go&t. Tiib. Beschreibung

I 13 121 70 Eine Ellipse und Hyperbel mit demselben Zentrum

I 32 103 71 Zwei Systeme reeller gerader Linien

II1 73 - 72 Die Geraden des einen Systems sind parallel

v 9 110 73 Zwei konzentrische Ellipsen

A% 31 109 48 Ein System zweier reeller und ein System zweier imaginérer gerader Linien

VI 38 113 75 Zwei Hyperbeln, die sich in einem ihrer Scheitel schneiden

vii 34 112 89 Zwei Ellipsen mit einem gemeinsamen Punkt

vir - 40 104 77 Eine Ellipse und ein Paar imagindrer Geraden, deren reeller Schnittpunkt
auf einen Scheitel der Ellipse fallt

X 61 102 78 Eine Parabel und zwei sich in ihrem Scheitel schneidende Geraden

X 11 100 79 Eine Hyperbel und eine konzentrische Ellipse, deren eine Achse mit der

Hauptachse der Hyperbel zusammenféllt

XI 7 116 83 Zwei Hyperbeln, deren Hauptachsen sich kreuzen

X 4 - 82 Zwei konzentrische Ellipsen, von denen die eine imaginér ist

X1r 5 - 81 Eine Hyperbel und eine (imaginére) konzentrische Ellipse

Xwv 3 107 80 Zwei Hyperbeln, deren Nebenachsen dieselbe Richtung haben

Xv 2 115 &4 Eine Hyperbel und eine konzentrische imaginére Ellipse, deren eine Achse
mit der Nebenachse der Hyperbel gleich gerichtet ist

XVI - 106 85 Die erzeugenden Kegelschnitte sind Parabeln

XVII - 114 86 Tordierte Aquatorialfliche, die Iv entspricht

XVIII - - 87 Die Breitenkurven sind Hyperbeln, deren eine Asymptote eine feste Rich-
tung hat

XIX - 120 88 Die Breitenkurven sind Parabeln

XX - 101 - Neunteilige Flache

XXI - 117 90 Siebenteilige Flache

XXIT - 106 91 Vierteilig, hat zwei doppelzihlende Geraden

XXII - 99 92 Fiinfteilige Fliche

XXIV - 108 99 Zweiteilig, hat zwei doppelzdhlende Geraden

XXV - 111 94 Die Erzeugenden sind konzentrische Kreise

XXVI - 118 95 Die Erzeugenden sind konzentrische Ellipsen

XXVII - 119 96 Die Achsen der erzeugenden Ellipsen sind gegen die Rotationsachse ge-
neigt

Tab. 8.6: Die Zahlen in der Spalte Go6t. beziehen geben die zugehorigen Modellnummern der Géttinger
Sammlung an, wahrend jene in der Spalte T1ib. auf die Tiibinger Sammlung verweisen. Die Beschreibungen
beziehen sich fiir die nicht tordierten und nicht parabolischen Aquatorialfiichen auf das System der beiden
Charakteristiken. Sie orientieren sich an den Angaben eines Dokument, das sich im Archiv des Deutschen

Museums Miinchen befindet: Anonym. Fingangsbuch zu den Pliickerschen Modellen. 1913.
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Nr.

11
111

v

Got. Tiib.
9% 97
97 98
98 93
9% -

Kleins Metallmodelle von Komplexflichen

Beschreibung

Allgemeine Komplexflache

Komplexfldche, deren Achse dem Komplex angehort
Komplexfldche, deren Achse eine singulére Linie des Komplexes
ist

Allgemeine Singularitiatenfliche (Kummersche Fliche)

Tab. 8.7: Die Zahlen in der Spalte Got. beziehen geben die zugehorigen Modellnummern der Géttinger

Sammlung an, wiahrend jene in der Spalte Tiib. auf die Tiibinger Sammlung verweisen.

© 0 N O Gl A W N
z

I e e e SO SOy Y
© 00 I O Ot = W N = O

Rodenbergs Gipsmodelle kubischer Flichen

Sing. Linien Biebenen
_ 27 _

4C, 9 -

4Cs 9 -

4CYy 9 -

4C, 9 -

4CYy 9(1) -

3CY 12 -

3C 12 -

3B3 3 reell

Bs 15 (3) reell

Bs 3 imaginar
Bs+2Cy 5 reell
By+2Cy 2 (1) imaginér
Bs+Cy 4 reell
Bsg+Cy 2 reell

Us 6 -

Us 2 -

Uy 3 -

Us 1 -

Tab. 8.8: Die Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Gipsmodelle der Rodenberg-Serie. In der Spalte
,Linien“ wird die Gesamtanzahl an Linien angegeben, die auf der jeweiligen Fliche liegt. Die Zahl in

Klammern gibt die Anzahl an Linien wieder, die im unendlich Fernen liegen. Die Ziffern in der Spalte

,»chlafli“ geben den jeweiligen Typ der Klassifikation Ludwig Schliflis an.
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Teil 11

Modellfotografien






Abb. 8.4: Die Fotografien zeigen das zweiteilige Modell einer Wellenflache fiir optisch zweiachsige Kristalle aus der
Halleschen Sammlung. Die beiden Formen stellen zwei Oktanten der Fliche dar, die beide in einem Doppelpunkt
zusammenstofen. Bei dem Modell handelt es sich um Nr. 4 der Serie VI der Verlagshandlung Martin

Schilling: Schilling, Martin. Catalog mathematischer Modelle. 7. Aufl. Leipzig: Schilling, 1911, S. 13. Fotos: Sascha
Herrmann 2019



Abb. 8.5: Die Fotografien zeigen drei Gipsmodelle der Verlagshandlung Martin Schilling aus der Hallenser

Sammlung, die Ludwig Schleiermacher 1877 als Student in Miinchen unter Leitung von Alexander Brill konstruiert

hat. Auf dem Originalautkleber (Fotografie unten) steht: ,Centrafliche eines Paraboloids - 1. Serie, Nr. 2b. - Verlag

v. Martin Schilling, Leipzig*. Links oben und rechts oben: die beiden Méntel getrennt; Unten: die beiden Méntel der
Fléche vereinigt. Fotos: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.6: Die Fotografie zeigt die Fadenmodelle verschiedener Arten von Strahlenbiindeln der Tiibinger Sammlung,
die Ernst Kummer entworfen hat. Foto: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.7: Gipsmodelle nach Entwiirfen Ernst Kummers in der Tiibinger Sammlung Mathematischer Modelle. Es
handelt sich um die Modelle Nr. 1-3 und Nr. 5 der neunten Serie der Verlagshandlung Ludwig Brill. Fotos: MUT | V.
Marquardt 2018
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Abb. 8.8: Gipsmodelle Kummerscher Fliachen von Karl Rohn in der Hallenser Sammlung Mathematischer Modelle.
Erste Reihe: Nr. 1 zum Typ 1 (a); Zweite Reihe: Nr. 2 zum Typ 11 (a); Dritte Reihe: Nr. 3 zum Typ 11. Fotos: Sascha
Herrmann 2019
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Abb. 8.9: Kleins Modelle Nr. 1 — 111 aus der Gottinger Sammlung. Fotos: Modellsammlung des Mathematischen
Instituts Gottingen 2021
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Abb. 8.10: Kleins Modell Nr. 1v einer allgemeinen Komplexfliche (Kummersche Fliche) aus der Tiibinger
Sammlung. Foto: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.11: Wieners Gipsmodell einer kubischen Fliache mit 27 reellen Linien. Foto: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.12: Weilers Gipsmodell der Clebschen Diagonalfliche (Rodenbergs Modell Nr. 1) in der Tiibinger Sammlung
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Abb. 8.13: Rodenbergs Modell Nr. 2 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.14: Rodenbergs Modell Nr. 3-6 aus der Halleschen Sammlung. Fotos: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.15: Rodenbergs Modelle Nr. 7 und Nr. 8 aus der Halleschen Sammlung. Fotos: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.16: Rodenbergs Modell Nr. 9 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.17: Rodenbergs Modell Nr. 10 aus der Tiibinger Sammlung. Foto: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.18: Rodenbergs Modell Nr. 11 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.19: Rodenbergs Modell Nr. 12 aus der Tiibinger Sammlung. Foto: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.20: Rodenbergs Modell Nr. 13 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.21: Rodenbergs Modell Nr. 14 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.22: Rodenbergs Modell Nr. 15 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019

281



Abb. 8.23: Rodenbergs Modelle Nr. 16 und Nr. 17 aus der Halleschen Sammlung. Fotos: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.24: Rodenbergs Modell Nr. 18 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019

283



Abb. 8.25: Rodenbergs Modell Nr. 19 aus der Halleschen Sammlung. Foto: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.26: Rodenbergs Modell Nr. 20-23 aus der Halleschen Sammlung. Fotos: Sascha Herrmann 2019
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Abb. 8.27: Pliickers Metallmodelle Nr. 1-1v aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.28: Pliickers Metallmodelle Nr. v—vIiI aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.29: Pliickers Metallmodelle Nr. 1x-xII aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.30: Pliickers Metallmodelle Nr. x111-xvI aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.31: Pliickers Metallmodelle Nr. XxvII-XIX aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.32: Pliickers Metallmodell Nr. XX aus der Gottinger Sammlung. Foto: Modellsammlung des
Mathematischen Instituts Gottingen 2021
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Abb. 8.33: Pliickers Metallmodelle Nr. xx1-xX1v aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.34: Pliickers Metallmodelle Nr. Xxxv-XxVII aus der Tiibinger Sammlung. Fotos: MUT | V. Marquardt 2018
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Abb. 8.35: Hermann Wieners Modell Nr. 4 der Serie XXV der Verlagshandlung Martin Schilling aus der Halleschen

Sammlung. Das Fadenmodell zeigt einen Kegel dritter Ordnung. Die Féden sind in einem Metallrahmen verankert,

der aus zwei parallel laufenden Drihten besteht. Foto: Sascha Herrmann 2019






