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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Bestimmung der Drehung eines axialsymmetrischen
Partikels, das in einer viskosen Fliissigkeit suspendiert ist. Der ingenieurpraktische Hintergrund hierzu
ist die Ausrichtung von Kurzfasern in einer Polymerschmelze wahrend des Spritzgussprozesses. Mit
Hilfe einer geeigneten Simulationssoftware kann diese bestimmt werden. In der Regel geschieht das
auf der Basis des von Jeffery (Proc. R. Soc. London, Ser. A, 102: 161-179, 1922) entwickelten
Modells zur Bewegung von Rotationsellipsoiden in einem viskosen Fluid, nach dem die Enden der
langen Achse des Ellipsoids eine Bahn auf einer Kugelflache, dem ,, Jeffery-Orbit", beschreiben.

In dieser Arbeit wird ein alternatives Modell vorgestellt, mit dem ausgehend von der Drehimpulsbilanz
die Bewegungsgleichung aufgestellt und fiir verschiedene Stromungen und Partikelgeometrien gelost
wird. Im Unterschied zum Jeffery-Modell wird die Wechselwirkung zwischen Partikel und umgebendem
Medium beriicksichtigt. In einer Reihe von Beispiellosungen wird gezeigt, dass das Einbeziehen des
Einflusses aus Partikel- und Fluidtragheit dazu fiihrt, dass das Partikel in die Stromungsebene driftet
und sich dort in Stromungsrichtung ausrichtet.

Wiinschenswert ist eine allgemeine analytische Losung der Bewegungsgleichung axialsymmetrischer
Partikel fiir alle von Giesekus klassifizierten ebenen Stromungen. Die zu Iosenden Bewegungsglei-
chungen sind inhomogene nichtlineare Vektordifferentialgleichungssysteme. Um diese zu 10sen, wur-
den verschiedene vereinfachende Annahmen getroffen, um die Plausibilitat der Losungen zu priifen.
Diese Vereinfachungen waren zunachst die Reduzierung der Geometrie des Partikels auf einen schlan-
ken Stab und die numerische Losung des Differentialgleichungssystems fiir zylindrische Korper. Fiir
bestimmte ebene Stromungen wurde mit Hilfe der Perturbationsmethode eine naherungsweise analy-
tische Losung gefunden. Ein Vergleich mit der numerischen Losung zeigt, dass beide Losungen nahe
beieinanderliegen und physikalisch plausibel sind.






Abstract

The thesis submitted herewith is about the determination of the rotation of an axisymmetric particle,
suspended in a viscous fluid. The background to this topic from the engineering point of view is
the orientation of short fibers in a polymer melt during the injection moulding process. It can be
determined by help of a suitable simulation software. In practice, this is usually carried out on the
basis of the model developed by Jeffery (Proc. R. Soc. London, Ser. A, 102: 161-179, 1922) on the
motion of ellipsoidal particles immersed in a viscous fluid, which indicates that the ends of its long
axis describe a closed orbit, the so called , Jeffery Orbit".

With this study, an alternative model is introduced. Based on the balance equation of the angular
momentum, the equation of motion is developed and solved considering different flow types and
particle geometries. As distinguished from the model of Jeffery, the interaction between particle
and surrounding medium is considered. In a series of examplary solutions, it is shown that the
consideration of influences resulting from the inertia of particle and fluid leads to a drift of the
particle into the flow plane and to its orientation in flow direction.

A general analytical solution of the equation of motion of axisymmetric particles for all plane flows
classified by Giesekus is preferable. The equations of motion to be solved are inhomogeneous and
non-linear systems of vectorial differential equations. To solve them initially, several simplifying
assumptions are made to verify the plausibility of the solutions. These simplifications were the
reduction of the geometry of the particle to a slender fiber as well as the numerical solution of
the system of differential equations of a cylindrical solid. By help of the perturbation method, an
approximative analytical solution for certain plane flows has been derived. The comparison with the
numerical solution shows that both solutions are in good agreement with each other and plausible
from the physical point of view.
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1 Einleitung

Ein Stab, der in eine stromende Fliissigkeit gebracht wird, bewegt sich mit der Fliissigkeit transla-
torisch und rotatorisch. Seine Bewegung (die Geschwindigkeit und die Richtung) und seine Lage im
Raum stellen sich entsprechend der Stromung ein. In dieser Weise verhalt sich eine Kurzglasfaser
in einer Polymerschmelze, wenn die Schmelze mit hohem Druck in eine Kavitat gespritzt wird, um
ein bestimmtes Bauteil zu fertigen (Spritzgussprozess). Die Drehung eines starren axialsymmetri-
schen Partikels, suspendiert in einer viskosen Fliissigkeit, wird in dieser Arbeit beschrieben. Die Frage,
wie sich suspendierte Partikel unter bestimmten Bedingungen im umgebenden Medium ausrichten,
ist in vielen Anwendungsbereichen von Bedeutung, z. B. beim Spritzguss faserverstarkter Polyme-
re [7, 8, 53], in der Papierherstellung [36, 48, 49], bei Oberflachenbeschichtungen [30, 34] oder in
biologischen Systemen [46, 59].

Aus vielen Industriezweigen sind Kunststoffbauteile nicht mehr wegzudenken. Jedes Unternehmen
muss seine Produkte immer wieder an sich andernde Anforderungen des Marktes anpassen. Um Ko-
sten, etwa in der Herstellung zu minimieren werden Bauteile, wenn moglich, aus Polymeren gefertigt.
Hierflir steht mit dem Spritzguss ein Herstellungsverfahren fiir groBindustrielle Anwendungen zur
Verfligung. Es handelt sich um ein Hochgeschwindigkeitsverfahren, mit dem Bauteile mit komplexer
Geometrie in jeweils einem Schritt hergestellt werden konnen [60]. Nachbearbeitungen der Formteile
sind in der Regel nicht notwendig. Da Polymere im Vergleich zu Werkstoffen anderer Klassen bei
niedrigen Temperaturen von ca. 250 bis 300°C verarbeitet werden, ist auch der Energiebedarf ver-
gleichsweise gering. In den mechanischen Eigenschaften wie Festigkeit und Steifigkeit unterscheiden
sich Polymere deutlich von anderen Konstruktionswerkstoffen wie z. B. Stahl. Die Zugfestigkeit liegt
fur Stahl (je nach Typ) im Bereich von 440 — 930 MPa, fiir Polyamid (PA) dagegen bei deutlich
geringeren Werten von etwa 35 — 90 MPa,! der Elastizititsmodul betridgt bei Stahl 108 — 212 GPa
und bei Polyamid 0,6 — 3,5 GPa.?

Um die mechanischen Eigenschaften zu verbessern, werden Verstarkungsstoffe, wie z. B. Glasfasern,
beigemischt. Der Elastizitdtsmodul von Polyamid lasst sich durch Beimischung von 30% Glasfasern
auf ca. 5 GPa erhthen [44]. Das ist zwar eine Steigerung um nahezu das Doppelte, gemessen an
den Werten fiir Stahl ist das jedoch immer noch sehr wenig. Stahl oder auch Aluminium werden
dennoch - soweit moglich - haufig durch polymere Werkstoffe ersetzt, weil diese durch die Moglich-
keit, im Spritzguss Bauteile kostengiinstig in groler Stlickzahl herzustellen, Vorteile hinsichtlich der
Wirtschaftlichkeit aufweisen. Ebenso ist das Verhaltnis zwischen Formteilgewicht und Festigkeit von
Polymeren deutlich glinstiger als bei metallischen Werkstoffen. lhre chemische Bestandigkeit gegen-

1Es gibt verschiedene Typen von Polyamiden (z. B. PA6, PA66, PA12), abhingig vom jeweiligen Syntheseverfahren.
Alle Polyamide sind hygroskopisch. Je nach aufgenommener Wassermenge variieren die Kennwerte. Die Zugfestigkeiten
liegen fiir die verschiedenen PA-Typen in den Bereichen: PA6 zwischen 60 und 90 MPa (trocken) bzw. 35 bis 70 MPa
(feucht), PA66 zwischen 70 und 90 MPa (trocken) bzw. 55 bis 75 MPa (feucht), PA12 zwischen 35 und 50 MPa.
Gegenliber PA6 (max. 11 %) und PA66 (max. 9 %) kann PA12 nur sehr wenig Wasser aufnehmen (bis zu 1,3 %)
[18, 44].

2PA6 0,6 bis 1,6 GPa (feucht) bzw. 1,5 bis 3,2 GPa (trocken), PA66 1,2 bis 2,1 GPa (feucht) bzw. 2 bis 3,5 GPa
(trocken), PA12 1,2 — 1,6 GPa. [18]
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tiber Sauren ist oft hoher und sie lassen sich einfarben. Weiterhin kdnnen durch eine Faserverstar-
kung unkompliziert Werkstoffeigenschaften entsprechend dem Anforderungsprofil eingestellt werden,
indem unterschiedliche Basispolymere mit verschiedenen Verstarkungsfasern (verschieden hinsichtlich
der Faserlange und dem Werkstoff) kombiniert werden konnen. So kénnen auch andere als nur me-
chanische Werkstoffeigenschaften verbessert werden, wie z. B. Warme- oder Dimensionsstabilitat,
elektrische Eigenschaften oder Gleit- und Verschleiverhalten [23].

Faserverstarkte Polymere gehoren zur Klasse der Komposite. Das sind Werkstoffe, die aus minde-
stens zwei verschiedenen Komponenten bestehen. Mit der Verstarkung polymerer Werkstoffe durch
Kurzglasfasern stehen Werkstoffe zur Verfiigung, deren Einsatzfelder und Verarbeitungsmoglichkei-
ten gegeniiber traditionellen Werkstoffen wie Stahl, Aluminium oder Beton deutlich erweitert sind
[41].

Der Bestimmung der Orientierung von Verstarkungsfasern in Polymeren kommt wahrend des Entwick-
lungsprozesses spritzgegossener Bauteile eine entscheidende Bedeutung zu. Da der Spritzgussprozess
ein Hochgeschwindigkeitsprozess ist, mit dem in einem Schritt ein Bauteil mit komplexer Geometrie
hergestellt werden kann, kommt er in der industriellen Serienfertigung zum Einsatz. Die einzelnen
Phasen des Spritzgussprozesses sollen hier kurz vorgestellt werden, s. Abb. 1.1. Nach dem Plastifizie-
ren wird in der ersten Phase die Schmelze durch Vorschub der Schnecke in das Werkzeug gespritzt
und dort verdichtet (Abb. 1.1a). Bei thermoplastischen Polymeren wird das Werkzeug gekiihlt. Um
eine Schwindung im Bauteil infolge der Abkiihlung zu vermeiden, wird bis zum Erreichen des Sie-
gelpunktes Schmelze nachgedriickt (Abb. 1.1b). Zur Minimierung von Energieverlusten wird die be-
heizte Spritzeinheit von der gekiihlten SchlieBeinheit getrennt. Das Bauteil wird bis zum Erreichen
der Formstabilitat gekiihlt (Abb. 1.1c) und im letzten Schritt ausgeworfen (Abb. 1.1d). Wahrend
der Kihlphase bewegt sich die Schnecke innerhalb der Spritzeinheit zurlick, iiber den Einfilltrich-
ter wird neues Granulat in den Zylinder dosiert, dort geschmolzen und durch die Schneckenrotation
homogenisiert. Nach dem SchlieBen der Werkzeugplatten beginnt ein neuer Zyklus.

a Werkzeug b

= j==t

}é‘r I\ Zylinder # \ Schnecke

Z

Werkzeugplatten

Rl b L]

g

Abbildung 1.1. Verfahrensablauf beim Spritzgielen. a Formfiillung, b Nachdruck, ¢ Kiihlung, d Aus-
werfen




Faserverstarkte Polymere zeigen richtungsabhangiges Verhalten. Schon im Konstruktionsstadium ist
es daher unerlasslich, die Orientierung der Fasern in einer Simulation zu bestimmen, um das Bauteil
entsprechend den Anforderungen fiir seinen Einsatz auszulegen. Aus experimentellen Untersuchun-
gen ist bekannt, dass die Orientierung der Fasern lber die Bauteildicke nicht konstant ist [53]. Die
Fasern nehmen abhangig von ihrer Position Vorzugsrichtungen ein. Die Mikrostruktur der Faserori-
entierungen bildet sich im wesentlichen wahrend der Einspritzphase aus [8] und dndert sich nach der
Verfestigung nicht mehr. Zunachst liegen die Fasern statistisch orientiert in der Polymerschmelze
vor. Wahrend des Einfiillvorgangs wird die Schmelze unter hohem Druck in die Kavitat gespritzt. Die
suspendierten Fasern werden von der Stromung translatorisch und rotatorisch bewegt. Schnittbilder
spritzgegossener Probekorper zeigen eine Schichtstruktur mit unterschiedlichen Faserorientierungen
(s. Abb. 1.2). In der Mitte des Probekdrpers liegen die Fasern hauptsachlich senkrecht, in den aufle-
ren Schichten parallel zur Stromungsrichtung. In der Ubergangsschicht dazwischen sind die Fasern
regellos ausgerichtet. In den Randbereichen der Probekorper zur Kavitat hin wird eine geringere Faser-
konzentration als in den anderen Schichten beobachtet, die Orientierungen sind ebenfalls chaotisch.
Die beschriebene Schichtstruktur geht auf die Stromungsverhaltnisse wahrend des Einspritzvorgangs
zuriick [8, 27, 57].

Kurzfaserverstarkungen kommen haufig bei Thermoplasten zum Einsatz, z. B. als glasfaserverstark-
tes Polyamid (PA-GF) oder Polypropylen (PP-GF) im Automobilbau (fiir Motorabdeckungen, PA-GF
auch fiir Olbehilter, Zylinderkopfabdeckungen, Saugrohre und Lager, PP-GF u. a. fiir Leuchten und
Fiihrungsteile) [23]. Verarbeitet werden sie im schmelzfliissigen Zustand. Polymerschmelzen zeigen
sowohl viskose als auch elastische Eigenschaften. Da sie zwischen denen eines rein viskosen Fluids
und denen eines elastischen Festkorpers liegen, wird das Verhalten einer Schmelze als viskoelastisch
bezeichnet [43]. In der vorliegenden Arbeit liegt der Fokus auf der Ausbildung der Faserorientierung
wahrend der Einfiillphase des Spritzgussprozesses, weshalb die Eigenschaften im schmelzfliissigen
Zustand von besonderem Interesse sind. Das Stromungsverhalten der Polymerschmelze wird ent-

FlieBrichtung

Randschicht Ubergangsschicht Kernschicht
Fasern || FlieBrichtung regellose Verteilung Fasern L Fliekrichtung

Abbildung 1.2. Schnitt durch einen spritzgegossenen Probekorper, Schnittbild aus [53]
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sprechend der Klassifikation von Giesekus modelliert (s. Kapitel 3.3). Die Schmelze wird als viskose
Fliissigkeit angenommen, die Verstarkungsfasern als in der Schmelze suspendierte (verteilte) Parti-
kel.3

Wahrend des Fiillvorgangs im Spritzgussprozess schielt die Polymerschmelze mit hoher Geschwindig-
keit in eine Kavitat mit in der Regel komplexer Geometrie. Die Bauteildicke muss gering sein (um die
Zeit fiur die Abkihlung und damit auch die Zykluszeit gering zu halten und um iibermaBige Schwin-
dung und Verzug zu vermeiden). Bay und Tucker [7] gehen von einem Verhaltnis d// < 1 aus (d -
Bauteildicke, / - Lange der Kavitat in FlieRBrichtung). Die Schmelze stromt also durch einen schmalen
Spalt. Wenn man die Stromungsverhaltnisse in einem spritzgegossenen Bauteil bestimmen mochte,
startet man haufig mit einem Bauteil mit einfacher Geometrie (z. B. zwei parallele Platten, zentral
angespritzt) und analysiert zunachst einfache Stromungsformen, etwa eine laminare Strémung.* Die-
ses Beispiel wurde in verschiedenen Publikationen, z. B. in [2, 7, 51, 57], als ,center gated disk"
beschrieben. In Rotationsrheometern wird dafiir die sogenannte Platte-Platte-Anordnung gewahlt,
um rheologische Messungen an Fasersuspensionen durchzufiihren [16].

In Abb. 1.3 ist exemplarisch die Fliekfront einer solchen Stromung gezeigt. Der Abstand zwischen den
Platten ist klein gegen deren Radius. Bay und Tucker unterscheiden in [7] zwischen drei Gebieten
mit unterschiedlichen Stromungsformen: Angusszone, Lubrikationszone und Fliekfront. Durch den
Angusskanal gelangt die Schmelze in die Kavitat. In der Lubrikationszone verteilt sie sich. Hier wird
die Stromung als zweidimensional angenommen, die Geschwindigkeitskomponente in Dickenrichtung
wird in der Regel vernachlassigt. Mit der Annahme eines parabolischen Geschwindigkeitsprofils konnen
qualitative Aussagen liber die Partikelbewegungen gemacht werden. In der Mittelschicht dieser Zone
erfahrt die Schmelze eine Dehnstromung mit maximaler Dehnrate in Umfangsrichtung [41]. Die
Fasern in diesem Bereich richten sich daher senkrecht zur FlieBrichtung aus. In Wandnahe ist die
Schmelze dagegen einer Scherstromung ausgesetzt, was dazu fiihrt, dass die Fasern in FlieBrichtung
orientiert sind.

Die FlieRfront wird mit einer Quellstromung beschrieben [7, 15], einer nicht-isothermen Strémung
mit sich bewegender freier Oberflache. Sie verteilt die Fluidelemente von der Kernzone zu den Rand-
zonen der Kavitat. Das Stromungsverhalten insgesamt ist komplex. Polymerschmelze und Wand der
Kavitat haben unterschiedliche Temperaturen. In der Lubrikationszone erstarrt die Schmelze inner-
halb weniger Sekunden vom Rand her und fixiert die suspendierten Fasern in ihrer Lage. Im Bereich
der freien Oberflache der Schmelze fiihrt das FlieBverhalten zu einer geringeren Faserkonzentration
ohne bevorzugte Orientierung.

In der vorliegenden Arbeit wird die Drehung axialsymmetrischer Partikel, suspendiert in einer viskosen
Flissigkeit, analysiert. Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im folgenden Kapitel 2 wird das Modell
von Jeffery [29] (Rotation eines suspendierten Rotationsellipsoids) mit seiner Losung vorgestellt und
der Stand der Forschung dargestellt. Allgemeine Grundlagen wie die Rotation starrer Korper (mit der
Bestimmung der Massentragheitsmomente verschiedener axialsymmetrischer Korper), die Wechsel-
wirkung zwischen Partikel und umgebendem Medium und die Strémung des umgebenden Mediums
werden im Kapitel 3 diskutiert. Im Kapitel 4 wird ausgehend von der Drehimpulsbilanz unter Beriick-
sichtigung der Tragheit die Bewegungsgleichung axialsymmetrischer Partikel hergeleitet. Im ersten
Schritt zur Lésung wurde daraus als Spezialfall die Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes ab-
geleitet und fiir die von Giesekus in [22] klassifizierten ebenen Strémungen gelost. Mit Vergleichen

3Zur viskosen Fliissigkeit s. Anhang A.4.
4Zur laminaren Stromung s. Anhang A.5.
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Abbildung 1.3. Schematische Darstellung einer laminaren Stromung zwischen zwei parallelen Platten,
aus [6]

mit der Losung von Jeffery, bei der der Einfluss des viskosen Fluids auf die Bewegung unberiick-
sichtigt bleibt, konnte gezeigt werden, dass die Einbeziehung der Tragheit von Partikel und Fluid
die Bewegung des Partikels beeinflusst. Die Bestimmung der Koeffizienten der allgemeinen Bewe-
gungsgleichungen ist ausfiihrlich dargestellt, ebenso ein Vergleich der Bewegung zylindrischer und
abgerundeter zylindrischer Partikel in einem Scherstromungsfeld anhand der numerischen Losung der
Bewegungsgleichung. Unter Verwendung der Perturbationsmethode wird anschliekend die Bewegung
abgerundeter Zylinder in einer Rotations- und einer Dehnstromung analysiert. Mit dieser Methode
wird mit vereinfachenden Annahmen die Bewegungsgleichung analytisch gelost. Offen bleibt eine all-
gemeine analytische Losung der Bewegungsgleichung eines einzelnen Partikels, die fiir alle ebenen
Stromungen und alle Geometrien gilt. Eine solche Losung konnte wegen der Nichtlinearitat der Be-
wegungsgleichung auch mit der Perturbationsmethode nicht gefunden werden. Am Ende der Arbeit
findet sich eine Zusammenfassung und ein Ausblick.






2 Stand der Forschung

Die mechanischen Eigenschaften eines spritzgegossenen faserverstarkten Bauteils hangen malgeblich
von der Verteilung und der Orientierung der Fasern ab. Die Beschreibung ihrer Verteilung ist nicht
Gegenstand dieser Arbeit. lhre Orientierung bildet sich im Wesentlichen wahrend des Fiillvorganges
aus und ist das Resultat ihrer Rotation. Die Drehung von suspendierten, nicht kugelférmigen Korpern
unter vorgegebenen Anfangsbedingungen wird seit langer Zeit untersucht. Im Jahr 1922 wurde die
Arbeit ,, The Motion of Ellipsoidal Particles Immersed in a Viscous Fluid* [29] von Jeffery veroffentlicht,
auf die in zahlreichen Arbeiten iiber die Drehung von suspendierten Korpern Bezug genommen wird,
z. B. von Bretherton (1962) [10], Leal (1980) [33], Feng und Joseph [19], Broday, Fichman, Shapiro
und Gutfinger (1998) [11], Ding und Aidun (2000) [13], Qi und Luo (2003) [50], Subramanian und
Koch (2005) [55], Yu, Phan-Thien und Tanner (2007) [58], Altenbach, Naumenko, Pylypenko und
Renner (2007) [5], Ku und Lin (2009) [32], Lundell und Carlsson (2010) [38] und Mao und Alexeev
(2014) [42].

2.1 Drehung eines Rotationsellipsoids nach Jeffery

Jeffery bestimmte in [29] die Drehung eines Rotationsellipsoids, das in einer inkompressiblen viskosen
Flissigkeit suspendiert ist. Das umgebende Fluid bewegt sich mit einer laminaren Scherstromung.
Das bedeutet, dass die Reynolds-Zahl klein sein muss, wobei Jeffery explizit keinen Wert fiir die
Reynolds-Zahl angibt.! Die folgenden Annahmen hat Jeffery seinen Berechnungen zugrunde gelegt:

1. Die Stromung des Fluids ist laminar und, abgesehen von der Storung in direkter Umgebung
des Partikels, stetig und ungestort. Jeffery bestimmte die rotatorische Bewegung eines starren
Partikels in einer Scherstrémung.?

2. Bewegt sich das Fluid in einer Entfernung vom Partikel translatorisch relativ zum Partikel,
unterliegt das Partikel der Wirkung einer resultierenden Kraft. Eine rotatorische Bewegung des
Fluids fiihrt dazu, dass ein resultierendes Moment auf das Partikel wirkt. In der Folge dreht
sich das Partikel um seinen Massenschwerpunkt, den Jeffery als in Ruhe annimmt.

3. Die Bewegung des Partikels ist langsam.

Die Drehung eines Korpers wird durch den Widerstand, den die umgebende Fliissigkeit der Bewegung
entgegensetzt, gebremst. Diesen , Tragheitseffekt” hat Jeffery vernachlassigt, indem er das resultie-
rende Moment, das auf das Partikel wirkt, gleich Null setzt. Mit diesen Voraussetzungen bestimmte
er die Orientierung der Rotationsachse® mit Hilfe der drei Euler-Winkel bezogen auf die Achsen ei-

!Die Reynolds-Zahl ist ein in der Strémungslehre verwendeter Ahnlichkeitskoeffizient. Sie ist ein MaR fiir den
Einfluss der Tragheit des Fluids auf die Bewegung des Partikels, s. Anhang A.2.1.

2 Jeffery bezieht seine Betrachtungen auf kleine Korper oder ,Corpuscel’ und verwendet dafiir den Betriff Partikel.
Mit dem Hintergrund, die Ausrichtung von Verstarkungsfasern wahrend des Spritzgussprozesses zu beschreiben, wird
der Begriff ,Partikel” in dieser Arbeit libernommen.

3Als Rotationsachse wird die Symmetriachse eines axialsymetrischen Kérpers, z. B. eines Rotationsellipsoids, bzw.
dessen 1. Hauptachse bezeichnet.



2 Stand der Forschung

nes raumfesten Koordinatensystems und zeigte, dass das Partikel sich in einem geschlossenen Orbit
(dem sogenannten Jeffery-Orbit) um die Wirbelachse des Stromungsfeldes dreht. In Abb. 2.1 ist ein
Beispiel fiir einen Jeffery-Orbit gezeigt. Es gibt unendlich viele solcher Orbits. In welchem Orbit sich
das Partikel bewegt, hangt von seiner Anfangsorientierung ab.

Im Folgenden soll die Jeffery-Losung (d. h. die Lage der Symmetrieachse in Abhangigkeit von den
Euler-Winkeln) vorgestellt werden. Die Drehung der Achse m wird dargestellt mit

m = Q-k, (2.1)
Q = Q¢k) Q&) Q(¥k). (2.2)

Die Winkel ¥ (0 < 9 < 2m), 0 (0 <08 < 7)und ¢ (0 < ¢ < 2m) werden als Eigenrotations-,
Nutations- und Prazessionswinkel bezeichnet [25]. Sie sind in Abb. 2.2 gezeigt. Die ,Null-Lage" des
Nutationswinkels 6 ist bei Jeffery die Wirbelachse k, die senkrecht auf der Stromungsebene steht.
Ein Drehtensor Q(aa) beschreibt die Drehung mit dem Winkel a um eine Achse a [61]:

Q(axa) =aa+cosa(E —aa)+sinaaxE. (2.3)

Die 1. Drehung nach Gl. (2.1), die Eigendrehung mit dem Winkel ¥ um die Achse k, fiihrt zu keiner
Lagednderung von k. Deshalb wird die Lage von m beschrieben mit

m = Q(yk) - Q(6)) - k. (2.4)

Setzt man in Gl. (2.4) die Gl. (2.3) entsprechenden Drehtensoren ein und fiihrt die Skalarprodukte
aus, erhalt man fiir den Vektor m die folgende Darstellung:

m = cospsinfi+sinpsinfj + cosO k. (2.5)

Die Vektoren r und n in Abb. 2.2 sind

r=Q(wk)-i=coswi-+sinyj, r-r=1, (2.6)
n=Q(pk) -j=—sinpi+cospj=kxr, n-n=1. (2.7)
k
A
Py
m
/ 0
{ > J
©
r
I‘ n
Abbildung 2.1. Bahnkurve in einem geschlos- Abbildung 2.2. Lage der Partikelachse m im
senen Jeffery-Orbit Koordinatensystem ijk



2.1 Drehung eines Rotationsellipsoids nach Jeffery

Der Vektor n steht senkrecht auf der Ebene, die von den Vektoren k und r aufgespannt wird. Aus
dem Drehtensor Q in Gl. (2.1) kann die zugehorige Drehgeschwindigkeit w abgeleitet werden. Sie
folgt aus dem Darboux-Problem [61]

w(t) = —% @-Q"), (2.8)
und ist
w=¢k+0Q(vk) j+PQ(pk)-Q(8) k. (2.9)

Das tief gestellte x in Gl. (2.8) kennzeichnet die Vektorinvariante des Tensors Q - Q. Mit den
Gln. (2.4) und (2.7) wird (2.9) zu

w=pk+06n+4ym. (2.10)

In Abb. 2.3 ist die aktuelle (gedrehte) Lage der Partikelachse m im in dieser Arbeit verwendeten und im
Kapitel 4 eingefiihrten [jk-Koordinatensystem der Stromung dargestellt. In Klammern steht jeweils die
Bezeichnung, die Jeffery verwendet hat. Bei ihm ist das gestrichene Koordinatensystem raumfest und
das ungestrichene das mitbewegte Partikelsystem. Er gibt die Rotationsgeschwindigkeit des Partikels
in ihren Komponenten an (w1 = wy, W2 = wy, w3 = wW;). Die Einheitsrichtungsvektoren x, y und z

sind

= m, (2.11)
= Qi (2.12)
= (cosgcosfcosy —sinpsiny) i+ (sinycoshcosy + cospsin)j (2.13)
— sinfcosvy k,

z = Q-j (2.14)
= —(coscosfsiny + sinpcos)i — (sinpcosfsint — cospcos)j (2.15)
+ sinfsiny k.

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit bei Jeffery ergeben sich aus

Wy = W-X=pcosh+1p, (2.16)
Wy = w-y=—@psinfcosy + Osiny, (2.17)
W, = w-z=@sinfsiny +Hcos. (2.18)

Die Lage der Achse m bestimmt Jeffery aus dem Differentialgleichungssystem

. 1
pcosO+yY = Efycosé, (2.19)
(2> +b%) 6 = ~(a®— b?)sin6cosbsinpcosp, (2.20)
(a®+b*) 9 = v(a’cos®p+ b’sin’ ) (2.21)
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Abbildung 2.3. Lage der Partikelachse m im ijk-Koordinatensystem der Stromung, in Klammern die
von Jeffery [29] verwendeten Koordinaten

(GIn. (45)-(47) in [29]) und gibt sie mit Hilfe der Winkel ¢ und 6 wie folgt an:

a ~yabt
tan<p = E tan m, (222)
2b2
tan2§ = 2 (2.23)

k2(a2 cos2 @ + b2sin? )’

aund b (a > b) sind die Halbachsen des von Jeffery in seiner Berechnung verwendeten Rotationsellip-
soids, v die Schergeschwindigkeit und k eine Integrationskonstante. Fiir den dritten Euler-Winkel 1
gibt Jeffery keine Losung an.

2.2 Bewegung starrer suspendierter Partikel - ein Uberblick

Bretherton untersuchte in [10] die Bewegung allgemein axialsymmetrischer Partikel in einer Scher-
stromung unter den Annahmen, dass keine duleren Krafte und Momente wirken und Tragheitseffekte
vernachlassigt werden. Er fand heraus, dass sich die Enden der Symmetrieachsen in geschlossenen
Orbits bewegen und erweiterte damit die Arbeit von Jeffery. Bei bestimmten Partikelgeometrien
(sehr lang und diinn)* ist die Bewegung allerdings nicht mehr periodisch, und die Symmetrieachse
richtet sich in einer von zwei entgegengesetzt gerichteten Orientierungen aus. Als mogliche Ursache
fuir dieses Driften in einen bestimmten Orbit benennt Bretherton auftretende Tragheitseffekte. Leal
wies in [33] darauf hin, dass Tragheitseffekte des Fluids die Bewegung von (tragheitslosen) Partikeln
beeinflussen, insbesondere das Driften des Partikels in die Stromungsebene.

In den letzten Jahren wurden in zahlreichen Arbeiten verschiedene Erweiterungen zu den Arbeiten
von Jeffery, Bretherton und Leal vorgenommen, z. B. auf andere Stromungen, die Berlicksichtigung
der Tragheit oder in Bezug auf die Partikelzahl. Feng und Joseph [19] untersuchen u. a. die Drehung

* Bretherton schreibt ,extremely long and thin“, ohne genaue MaBangaben zu machen.
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2.2 Bewegung starrer suspendierter Partikel - ein Uberblick

eines Ellipsoids in einer Scherstromung unter Beriicksichtigung von Partikel- und Fluidtragheit.®> Die
Beriicksichtigung von Tragheit des Partikels und des Fluids (bei kleiner Reynolds-Zahl Re = 0, 25)
fiihrt in ihrer Arbeit zu einer leichten Abweichung von der Jeffery-Losung. Feng und Joseph be-
trachten die Drehung einer ebenen Ellipse in der Stromungsebene mit der Stromungsgeschwindigkeit
als Anfangsbedingung. Sowohl in der Orientierung () der groBen Symmetrieachse als auch in der
Rotationsgeschwindigkeit () des Partikels ergeben sich kleine Abweichungen (Ax/7 liegt in der
GroRBenordnung 1072) von der Jeffery-Losung, die Feng und Joseph auf die Beriicksichtigung der
Tragheiten zuriickfihren.

Broday et al. betrachten in [11] die Bewegung (Translation und Rotation kombiniert) von gestreckten
Rotationsellipsoiden in senkrechten Scherstromungen.® Die Partikel haben eine Tragheit und nicht
notwendigerweise dieselbe Dichte wie das umgebende Fluid. Betrachtet wurden sowohl die freie Dre-
hung von Partikeln, als auch von Partikeln, deren Orientierung mit Hilfe aulerer Momente fixiert war.
Frei drehbare Rotationsellipsoide zeigten bei Beriicksichtigung ihrer Tragheit ein Driften und stell-
ten sich mit ihrer langen Achse schlielich in der Strémungsrichtung ein, auch gegen die Richtung
der Gravitation. In der gewahlten Anordnung (senkrechte Stromung) hatte die Anfangsorientierung
keinen signifikanten Einfluss auf die Bewegung.

Ding und Aidun bestimmen in [13] den Einfluss der Tragheit auf die Bewegung fester suspendierter
Partikel (kreisrunder Zylinder, elliptischer Zylinder und Ellipsoid) in einer Scherstromung. Sie modellie-
ren dafiir das umgebende Fluid als eine Anzahl von Fliissigkeitspartikeln, die sich in einem kubischen
Gitter mit diskreten Geschwindigkeiten bewegen. lhre Geschwindigkeit wird mit einer Boltzmann-
Gleichung beschrieben. Bei sehr kleiner Reynolds-Zahl (Re = 0,08) fanden sie eine gute Uberein-
stimmung mit der Jeffery-Losung. Eine Erhohung bewirkt, dass die Bewegung des in der Flissigkeit
suspendierten Partikels von der Tragheit beeinflusst und schlielich dominiert wird. Sie geht von einer
periodischen Rotation (liber in einen zeitunabhangigen stationaren Zustand.

Qi und Luo bestimmen in [50] per Simulation das Rotationsverhalten von kugelférmigen Partikeln
(,spheroidal particles”) mit derselben Dichte wie das umgebende Medium in einer dreidimensionalen
Couette-Stromung in Abhangigkeit von Reynolds-Zahl und der Form der Partikel (gestreckte oder
abgeflachte Rotationsellipsoide). Gestreckte Rotationsellipsoide drehen sich bei Reynolds-Zahlen bis
Re; ~ 205 um ihre kleine Achse, die parallel zur Wirbelachse’ der Couette-Strémung® ausgerich-
tet ist, die Hauptachse bleibt dabei senkrecht auf der Wirbelachse. Im Bereich Re; < Re < Rey,
Re, = 345 fanden sie eine Prazessionsbewegung um den Wirbelvektor der Strémung, kombiniert mit
einer Nutation, also einer Pendelbewegung um die Stromungsebene. Mit steigender Reynolds-Zahl
tber Rep / 345 hinaus verringert sich der Nutationswinkel, und die Hauptachse des Rotationsellip-
soids richtet sich schliellich parallel zum Wirbelvektor aus. Flache Rotationsellipsoide drehen sich
im Reynolds-Zahl-Bereich 0 < Re < Rej, Re; &~ 220 um ihre kleine Achse (die Symmetrieachse),
welche parallel zur Wirbelachse ausgerichtet ist. Bei groReren Reynolds-Zahlen (Re > 220) drehen
sie sich weiterhin um die Symmetrieachse, die sich aber unter einem Neigungswinkel zur Wirbelachse
einstellt.

®Weiterhin untersuchten sie die Sedimentation von Ellipsen (2D-Analyse) in einer ruhenden Fliissigkeit und die
Bewegung einer Ellipse in einer Poiseuille-Stromung. Poiseuille-Stromung s. Anhang A.5.

5Mit senkrechter Scherstromung meinen die Autoren die raumliche Anordnung - die Stromlinien liegen parallel zur
Gravitationsrichtung. Des Weiteren betrachteten sie die Bewegung von Partikeln in Poiseuille-Strémungen.

"Die Wirbelachse ist die Richtung des Wirbelvektors ¢ des Strémungsfeldes, s. Kap. 3.3. In Abb. 2.3 ist das der
Vektor k.

8 Couette-Stromung s. Anhang A 5.
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Subramanian und Koch bestimmen in [55] mit einer theoretischen Untersuchung die Rotation einer
schlanken axialsymmetrischen Faser in einfacher Scherstromung® bei kleiner Reynolds-Zahl. Die Faser
wurde als Kombination von Kraften mit derselben Wirkungslinie modelliert. Die Bewegung der Faser
wurde aus stromungsmechanischer Sicht betrachtet. Mit einer von Null verschiedenen Reynolds-
Zahl wurde die Tragheit des umgebenden Fluids in die Berechnung einbezogen. Die Tragheit der
Faser wurde nicht beriicksichtigt. Im ersten Schritt ihrer Analyse bei Reynolds-Zahl Re = 0 rotierte
die Faser in einem (aus einem Satz von unendlich vielen) Jeffery-Orbit um die Wirbelachse des
Stromungsfeldes. In den meisten der Orbits naherte sich die Faser der Stromungsrichtung an und
blieb in dieser Ausrichtung fiir lange Zeit.'° Die Beriicksichtigung der Tragheit des Fluids dnderte
das Verhalten der Fasern auf zwei Arten:

1. Fluidtragheit verursacht ein Driften durch verschiedene Orbits.

2. Die Drehgeschwindigkeit der Faser nimmt ab. Oberhalb einer kritischen Reynolds-Zahl Re,,
hort die Drehung ganz auf, und die Faser verbleibt nahe der Wirbelebene der Strémung und
bewegt sich dann langsam in eine feste Orientierung nahe der Stromungsrichtung.

In einer numerischen Simulation untersuchen Yu, Phan-Thien und Tanner in [58] die Drehung eines
Rotationsellipsoids in einer ebenen Couette-Stromung. Tragheitseffekte werden beriicksichtigt, indem
in das Jeffery-Modell ein ,effektiver" Geschwindigkeitsgradiententensor (des Fluids) implementiert
wird. In einem Bereich von 0 < Re < 256 wurde das Verhalten eines gestreckten Rotationsellipsoids
untersucht und mit der Drehung nach Jeffery verglichen. Anhand von Orbit-Konstanten, die iiber das
Aspektverhaltnis der Halbachsen des Rotationsellipsoids und die Lage der groken Halbachse relativ
zum Stromungsfeld definiert sind, wird die Drehung in verschiedene Bereiche unterteilt. Bei Re=0
rotiert das Partikel in einem Jeffery-Orbit. Bei hoheren Reynolds-Zahlen dreht sich zunachst das
Rotationsellipsoid mit seiner Symmetrieachse in die Strémungsebene (bis zu einer kritischen Reynolds-
Zahl Re ~ 160). Oberhalb von Re=160 dreht sich die Symmetrieachse parallel zur Wirbelachse des
Stromungsfeldes, steht dann also senkrecht auf der Stromungsebene.

Der Einfluss der Partikeltragheit auf seine Drehbewegung wurde in [5] fiir einen schlanken Stab
in verschiedenen ebenen Stromungsfeldern untersucht. Fiir einige Stromungen konnten analytische
Losungen der Bewegungsgleichungen gefunden werden. Diese, wie auch numerische Losungen anderer
Stréomungen, zeigen, dass das Partikel unter dem Einfluss seiner Tragheit nicht langer in einem Jeffery-
Orbit rotiert, sondern in die Stromungsebene driftet. Die Analysen in [5] und Erweiterungen dazu
sind im Kapitel 4.3.6 ausfiihrlich dargestellt.

Lundell und Carlsson analysierten in [38] den Einfluss der Tragheit auf die Bewegung von schweren
Ellipsoiden in einer Scherstromung.'! Sie integrierten dafiir numerisch die Bewegungsgleichung fiir
verschiedene Stokes-Zahlen,'? die sie mit St = pey/?/n (0e - Dichte des Ellipsoids, + - Scherrate, /
- Lange der groRen Achse des Ellipsoids, n - dynamische Viskositat des Fluids) definieren. Bleiben g,
4 und m konstant, dann andert sich die Stokes-Zahl nur iiber die Lange des Partikels und beschreibt
den Einfluss der Partikeltragheit auf seine Bewegung im Fluid. Bei kleiner Stokes-Zahl dreht sich

°In einer einfachen Scherstrémung (simple shear) ist nur eine Komponente des Geschwindigkeitsgradiententensors L

0 4 0
ungleich 0: [Ll=1 0 0o O | [22].
0 0 O

0 Sybramanian und Koch schreiben ,for a large fraction of the time period”, ohne nihere Angaben iiber die Dauer
zu machen oder zu erkldren, was danach passierte.

11 undell und Carlsson verwenden den Begriff ,heavy ellipsoids”, wenn die Trigheit beriicksichtigt ist. Andernfalls
sprechen sie von ,light ellipsoids".

12Dje Stokes-Zahl ist ein MaB fiir den Einfluss der Massentrigheit des Partikels auf seine Bewegung, s. Anhang A.2.
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2.2 Bewegung starrer suspendierter Partikel - ein Uberblick

das Ellipsoid entsprechend der Jeffery-Losung. Bei groReren Stokes-Zahlen bewegt sich das Partikel
auf einer annahernd geschlossenen Kreisbahn entsprechend einem Jeffery-Orbit (St = 100), bzw.
richtet sich in einer spiralformigen Bewegung parallel zur Wirbelachse aus (St = 316). Bei groRken
Stokes-Zahlen ab St = 103 geht die Bewegung von einer Pendelbewegung um die Partikelachse
(,kayaking") iiber in eine Drehung um eine Achse, die schrag zur Wirbelachse steht, und unterscheidet
sich fundamental von einer Drehung in einem Jeffery-Orbit.

In [4] wurde der Einfluss der Tragheit auf die Drehung eines schlanken Partikels in einer Scherstréomung
und die Stabilitat der Losung analysiert. Die Wirkung des umgebenden Mediums auf die Drehung
des Partikels wird mit einem hydrodynamischen Moment modelliert. Mit einer speziellen Anfangsbe-
dingung kann die Bewegungsgleichung fiir die Drehung des Stabes (bezogen auf eine feste Achse)
zu einer Differentialgleichung 1. Ordnung reduziert werden. Mit einer Phasenanalyse wird gezeigt,
wie die Drehung von der Anfangsbedingung und der Tragheit abhangt. Bis zu einem bestimmten
Wert des verwendeten Tragheitsparameters'® richtet sich das Partikel fiir alle Anfangsbedingungen
parallel zu den Stromlinien aus. Wird der Tragheitsparameter groBer, konnen verschiedene Falle der
Ausrichtung beobachtet werden. Dazu gehdren die Ausrichtung in metastabiler Gleichgewichtslage!'#,
ungleichformige Drehung um eine feste Achse sowie der Quantisierungseffekt (das Partikel bleibt
tiber eine relativ lange Zeit in der Nahe des ersten Gleichgewichtspunkts und dreht sich dann zum
nachsten). All diese Effekte konnen nur beobachtet werden, wenn die Tragheit des Partikels und des
umgebenden Fluids beriicksichtigt werden.

Mao und Alexeev untersuchten in [42] in einer Simulation den Einfluss der Tragheit auf die Bewegung
von Rotationsellipsoiden in einer Scherstromung. Bei Vernachlassigung der Tragheit sowohl des Fluids
(Re = 0), als auch des Partikels (,vernachlissigbar kleine" Stokes-Zahl St)'° rotiert das Partikel
in einem Jeffery-Orbit. Bleibt die Tragheit des Fluids unberiicksichtigt, andert sich mit steigender
Stokes-Zahl die Rotationsgeschwindigkeit des Partikels. Die maximale Drehgeschwindigkeit sinkt
und die minimale steigt. Bei der Simulation mit verschiedenen Aspekt-Verhaltnissen zeigte sich, dass
durch die Tragheit des Fluids schlanke Partikel starker beeinflusst werden. Werden beide Tragheiten
(des Partikels und des umgebenden Fluids) beriicksichtigt, fiihrt das dazu, dass der Orbit, in dem
sich das Partikel dreht, nicht mehr geschlossen ist und dass gestreckte Rotationsellipsoide in die
Stromungsebene (,tumbling”) und abgeflachte gegen die Wirbelachse driften (,rolling"). Mao und
Alexeev kommen zu dem Schluss, dass bei freier Drehung eines Rotationsellipsoids beide Tragheiten
berticksichtigt werden miissen.

In der Vielzahl der Untersuchungen der Bewegung suspendierter Partikel gibt es bisher keine Arbeit,
die zu einer generellen Losung der Bewegungsgleichung fiir die Rotation eines axialsymmetrischen
Partikels kommt. In den einzelnen Arbeiten ist eine bestimmte Partikelgeometrie oder eine bestimmte
Stromung vorgegeben. Haufig verwendete Geometrien sind Rotationsellipsoide (z. B. in [11], [19],
[38], [50], [58]) und schlanke Stabe (z. B. in [4], [5], [55]). In wenigen Arbeiten wird die Drehung von
Zylindern (z. B. in [13] und [52]) oder allgemein axialsymmetrischen Partikeln betrachtet (z. B. in
[10]). Die am haufigsten betrachtete Stromungsform ist die Scherstromung. Dazu machen verschie-
dene Autoren die Einschrankung, dass ihre Ergebnisse nur fiir ,neutrally buoyant particles” giiltig sind,
also fiir den Fall, dass Partikel und Fluid dieselbe Dichte haben. Derzeit ist keine Arbeit bekannt, in
der die Rotation allgemein axialsymmetrischer Teilchen in einer beliebigen Stromung unter Berlick-

13Die GroBe des Trigheitsparameters ist umgekehrt proportional zur Viskositit des umgebenden Fluids.

“Metastabilitit wird als lokal stabile Lage verstanden und bedeutet Stabilitit gegen kleine, aber Instabilitit gegen
groRBe Anderungen.

5Mao und Alexeev schreiben ,neglibily small St*, geben aber keinen konkreten Wert fiir St an.
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sichtigung von Partikel- und Fluidtragheit abschlieBend behandelt ist. In der vorliegenden Arbeit wird
der Versuch unternommen, eine allgemeine Beschreibung der Drehung eines einzelnen Partikels zu
geben. Ausgehend von der Drehimpulsbilanz wird unter Beriicksichtigung der Tragheiten die Bewe-
gungsgleichung eines allgemein axialsymmetrischen Partikels'® in einer ebenen Strémung aufgestellt.
Eine analytische Losung wurde fiir bestimmte Geometrien (schlanker Stab und Zylinder) in einzelnen
Stromungen gefunden.

1874 axialsymmetrischen Partikeln s. Anhang A.1.
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3 Rotation eines suspendierten Partikels

In dieser Arbeit werden starre axialsymmetrische Partikel betrachtet, die in einer viskosen Fliissig-
keit suspendiert sind. Wie schon in der Einleitung dargelegt, soll sie eine theoretische Grundlage
fiir Programme sein, mit denen technische Prozesse, wie der Spritzguss faserverstarkter Polymere,
simuliert werden konnen. Wir beschranken uns auf ein einzelnes starres Partikel, das sich als Folge
der Strémung des umgebenden Mediums bewegt. Im praktischen Anwendungsfall (Spritzguss) sind
Verstarkungsfasern haufig aus Glas, die sich u. a. durch ihre hohe Steifigkeit auszeichnen [12].

Bay und Tucker stellen in ihrer Arbeit [8] zur Faserorientierung in spritzgegossenen Bauteilen expe-
rimentelle Ergebnisse iber die Faserorientierung, die sich in spritzgegossenen Probekorpern einstellt,
vor. Sie verwendeten hierfiir ein mit 43 Gew.-% Kurzglasfasern verstirktes Polyamid 66.1 Kurzglas-
fasern werden aus vielen miteinander versponnenen Endlosfasern geschnitten. Die Faserlange betragt
standardmaRig etwa 100 bis 300 um und ihr Durchmesser 3 bis 25 um [43]. In Arbeiten, in denen die
Faserausrichtung numerisch berechnet wird, nimmt man die Fasern i. a. als starre axialsymmetrische?
Partikel an (z. B. in [5, 13, 31, 32]).

Wie auch in der Arbeit von Jeffery wird die Geschwindigkeit, mit der sich das Partikel relativ zum
umgebenden Medium dreht, als klein angenommen. In glasfaserverstarkten Polymeren ist eine gute
Haftung der Schmelze auf den Fasern die Voraussetzung dafiir, dass die mechanische Eigenschaften
des Verbundes durch die Faserverstarkung verbessert werden konnen. In der Praxis wird das durch
den Zusatz eines Haftvermittlers erreicht [35, 54]. Haftung der Schmelze auf der Partikeloberflache
impliziert, dass der Geschwindigkeitsunterschied zwischen Partikel und Fluid gering ist.

Die Annahmen, unter denen die Rotation eines suspendierten Partikels in dieser Arbeit untersucht
wird, sind zusammengefasst:

1. Das Partikel ist starr.
2. Das umgebende Fluid ist hochviskos.

3. Die Rotationsgeschwindigkeit des Partikels relativ zum umgebenden Fluid ist klein.

3.1 Starrkorperrotation

Im folgenden betrachten wir einen beliebigen Starrkorper. Die Lage jedes einzelnen seiner Punkte
wird mit seinem Ortsvektor beschrieben, in Relation zu einem Bezugssystem. In Abb. 3.1 sind rq
und r die Ortsvektoren des Referenzpunktes Q bzw. eines beliebigen Punktes P in der Ausgangslage
(Zeit ty) und Rq(t) und R(t) ihre Ortsvektoren in der aktuellen Lage (Zeit t > tg). Der Ortsvektor
des raumfesten Punktes Pregt ISt I fest.

Polyamide konnen auf zwei verschiedenen Synthesearten hergestellt werden - durch Polykondensation von Diami-
nen und Dicarbonsduren (z. B. PA 66 aus Hexamethylendiamin und Adipinsaure, PA 6 10 aus Hexamethylendiamin und
Sebacinsaure) oder durch Polymerisation von Aminocarbonsauren (z. B. PA 6 aus Caprolactam, PA 11 aus Aminounde-
cansaure, PA 12 aus Laurinlactam)

2Die Begriffe axialsymmetrisch und rotationssymmetrisch werden in dieser Arbeit synonym verwendet.
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3 Rotation eines suspendierten Partikels

r Fost

Pfest
Abbildung 3.1. Referenz- und aktuelle Lage der Punkte eines Starrkorpers

Die beliebige Bewegung des Starrkorpers kann mit der Gleichung
R(t) = Rq(t) +Q(t) - (r — rq) (3.1)

beschrieben werden [25], in der Q(t) der Drehtensor ist.®> Durch Differenziation der Gl. (3.1) nach
der Zeit erhilt man mit der Poisson-Gleichung Q@ = w x Q (w ist die Winkelgeschwindigkeit) fiir
Jeden Punkt des Starrkorpers die Geschwindigkeit

v(t) = vq(t) +w(t) x [R(t) — Rq(t)] (3.2)
= vq(t) +w(t) x Q(t) - (r —rq) (3.3)

v(t) = R(t)

va(t) = Rq(t)

() = &

Diese Gleichung wird auch als Euler-Gleichung der Geschwindigkeitsverteilung in einem starren Kor-
per bezeichnet [26]. Die Bewegung setzt sich aus translatorischem vq(t) und rotatorischem Anteil
w(t) x [R(t) — Rq(t)] zusammen.

Um die Bewegung des Starrkorpers insgesamt zu bestimmen zu konnen, werden nun die Bilanzglei-
chungen fiir Impulsvektor K1 und Drehimpulsvektor K>

d d

herangezogen (Impuls- und Drehimpulsbilanz s. [25]). K1 und K> folgen aus der Gleichung der
kinetischen Energie K eines Korpers

1

K:E/v-vdm. (3.5)

m

3Zum Drehtensor s. Anhang A.6.
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3.1 Starrkorperrotation
Gleichung (3.3) in (3.5) eingesetzt fiihrt nach Integration iiber die Masse m auf

1 1
K—m<§v-v+v-B-w+§w-C-w>. (3.6)
Die Rechnung dazu findet sich im Anhang A.7. In Gl. (3.6) sind B and C Tragheitstensoren. Der 1.
und 3. Term in Gl. (3.6) beschreiben die Translationsenergie infolge der Geschwindigkeit v bzw. die
Rotationsenergie als Folge der Winkelgeschwindigkeit w. Der mittlere Term resultiert aus Translation
und Rotation des starren Korpers [39]. Impuls K71 und Drehimpuls K, folgen aus den partiellen

Ableitungen
oK

K, = Em (3.7)

und
0K 0K

Ko = [R(t) — I fest] “5v T 3w (3.8)
Aus den GIn. (3.6) bis (3.8) folgen

Ki=m(v+ B w) (3.9)
und

Ko=(Rq—-rp)xKi+v-B+C-w (3.10)
Fiir den Tragheitstensor B gilt (s. Anhang A.7)

B(t) = Q(t)-By-Q'(t) (3.11)

By = m(rq—r)xE (3.12)

mit E als Einheitstensor zweiter Stufe. Bewegt sich ein Starrkorper ausschlieBlich rotatorisch, ist
seine Translationsgeschwindigkeit vq = 0. Impuls und Drehimpuls sind dann

Ki = 0 (3.13)
Ky = C-w. (3.14)

Der Tragheitstensor C ist in derselben Weise wie auch der Tensor B (s. Gl. (3.11)) zeitabhangig
(s. Anhang A.7)

C(t) =Q(t) - Co- QT (1) (3.15)

mit Cp als Referenz-Tragheitstensor, d. h. er beschreibt die Tragheit des Korpers zur Anfangszeit ty.
Er kann fiir jeden Starrkorper nach dem folgenden Schema berechnet werden [25]:

K, = /Q[R(t) —rp] xvdV. (3.16)
v
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3 Rotation eines suspendierten Partikels

Hier ist o die Massendichte des Korpers. Fiir die Geschwindigkeit v wird die Gl. (3.3) eingesetzt.
Umformung fiihrt unter Verwendung der Gl. (3.15) auf

c()=Q(®)- e [ [(r~ralE - (r~ra) (r ~ra)] dV { - QT (1) (3.17)

v
Durch Vergleich von (3.15) und (3.17) kann Cyp aus GI. (3.15) bestimmt werden:
Co= Q/ [(r—rQ)’E —(r—rq)(r—rq)]dVv. (3.18)
v
Der Referenzpunkt Q kann, wie sein Ortsvektor rq, beliebig gewahlt werden. Legt man ihn, wie auch
den Ursprung eines Koordinatensystems, in den Massenmittelpunkt, wird rq =0 und Cq zu
CO—Q/(r2E—rr)d\/, rP=r-r, (3.19)
v

diese Darstellung des Tragheitstensors eines starren Korpers s. [25]. Aus Gl. (3.19) kdnnen die Trag-
heitsmomente fiir jede beliebige Geometrie berechnet werden. Ist das Partikel axialsymmetrisch, was
I. a. vorausgesetzt wird, wenn die Bewegung von suspendierten Kurzfasern untersucht wird, ist der
Tragheitstensor transversal isotrop. Er hat dann die Form

Co=mg m0+u(E—mo mo) (3.20)
(mg bezeichnet die Achse des Partikels zur Referenzzeit ty) bzw. fiir beliebiges t
C=x mm+ u(E —mm). (3.21)

Die Konstanten A und u werden als Massentragheitsmomente bezeichnet. Fiir ein zylindrisches Par-
tikel mit dem Radius R und der Hohe H (s. Abb. 3.2 a) sind Az und uz

Ay = gRQ:QgR“H, (3.22)
m 2 2 ™ 4 2,3
wz = 5 3R+ H?) = 075 (3R*H + RPHP).

Bei einer Rotation wie nach Gl. (3.15) andert sich nur die Richtung der Symmetrieachse m, die
Tragheitsmomente bleiben gleich. Allgemein gilt dann

C= xmm+ u(E—mm) (3.23)

Da die Kanten eines zylindrischen Partikels die Bewegung in einer Suspension beeinflussen (z. B. kann
die Stromung des Fluids an den Kanten abreiRen), sollte eine andere ,abgerundete” Partikelform
gewahlt werden. Jeffery analysierte die Bewegung von Rotationsellipsoiden [29]. Kanten kdnnen
auch einfach dadurch vermieden werden, dass auf Grund- und Deckflache des Zylinders jeweils eine
Halbkugel mit demselben Radius R gesetzt wird (s. Abb. 3.2b). Die Tragheitsmomente Azpk und
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3.1 Starrkorperrotation

Abbildung 3.2. Axialsymmetrische Korper: a Zylinder, b abgerundeter Zylinder, ¢ schlanker Stab,
d Rotationsellipsoid

UzHK eines so modifizierten Zylinders sind

8 R4H
_ 8 g5 H 24
AZHK om <15 + 5 ) , (3.24)
B 8 s RH . R3H?2 . R2H3
Hzhk = €T\ 75 4 3 12

Ist die Hohe H eines abgerundeten Zylinders gleich 0, dann erhadlt man eine Kugel mit dem Radius R.
Eine Kugel hat keine Vorzugsrichtung, daher ist ihr Tragheitstensor C isotrop, die Tragheitsmomen-
te Aznk und puznpk sind dann gleich. Zu diesem Ergebnis kommt man auch, wenn man H = 0 in die
GlIn. (3.24) fiir Azyk bzw. uzuk einsetzt, die Tragheitsmomente sind in dem Fall

8
AZHKO = bzHKO = TeTs R>. (3.25)

Kurzglasfasern, die ja der praktische Anwendungsfall fiir die Analyse der Rotation sind, haben ein
groBes Aspektverhaltnis (H > R). Ihre Tragheit kann daher mit dem Modell eines schlanken Stabes
(s. Abb. 3.2c) in guter Naherung beschrieben werden. Man betrachtet einen schlanken Stab als ,ein-
dimensionalen Korper", sein Radius R ist dann gleich 0, seine Dichte ist die ,Liniendichte” o5 = m/I.
Es bleibt dann als von Null verschieden nur noch das Tragheitsmoment g

m/? 3
As =0, Hs =75 = 0575 (3.26)
Die Massentragheitsmomente eines Rotationsellipsoids (Abb. 3.2d) sind [24]
M = om—ath (3.27)
RE = @ 15 :
4
LURE = Q7r1—532b (a® + b?). (3.28)

Die Massentragheitsmomente der hier genannten axialsymmetrischen Korper finden sich auch im
Anhang A.1.

19



3 Rotation eines suspendierten Partikels

3.2 Partikel-Medium-Wechselwirkung

Partikel und umgebendes Medium beeinflussen sich in ihrer Bewegung gegenseitig. Zu dieser Wech-
selwirkung gehoren der Widerstand, den die Flissigkeit der Drehung des Partikels entgegensetzt. Er
ergibt sich aus der Druckdifferenz zwischen Anstrom- und gegeniiberliegender Seite. Ebenso kann
das Partikel durch die Stromung eine Beschleunigung erfahren. Weiterhin tritt Reibung auf, wenn
das Fluid iiber die Partikeloberflache gleitet bzw. Haftung, wenn es das nicht tut. All diese Wechsel-
wirkungen konnen mit Hilfe einer Wechselwirkungskraft F beschrieben werden, die auf das Partikel
wirkt. Eine auf das differentielle Element dA der Partikeloberflache wirkende Kraft F kann in eine
Komponente normal und eine tangential zum Flachenelement zerlegt werden:

F=F,+F. (3.29)

Die tangentiale Komponente von F stellt eine Reibungskraft dar, die normale beschreibt den Wider-
stand, den das Partikel durch die Stromung des umgebenden Mediums erfahrt, bzw. die Beschleuni-
gung. Im allgemeinen ist die Kraft F nicht konstant, weshalb sie differentiell dargestellt wird:

dF = fdA (3.30)
dFy = fidA (3.31)
dF, = f,dA. (3.32)

Die GroRen f, fy und f, werden als Intensitdten der Krafte F, F; und F, bezeichnet. Im allgemeinen
bewegen sich Fliissigkeit und Partikel mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten (v¢ bzw. v;). Die
Translationsgeschwindigkeit vp = v, — v¢ des Punktes P kann ebenfalls in einen tangentialen und
einen normalen Anteil zerlegt werden:

vp=Vi+vy=(vp—vs) - (E—nn)+(vp—v¢)-nn. (3.33)
Der Betrag der Kraft F ist
|Fl=F=vVF-F, (3.34)

die Intensitat fy ihrer tangentiale Komponente Fy

fi=——"—
' lvp — vsl

CIFal, 0<—-n<1 (3.35)

fi =0, —.n<o. (3.36)

Der Vektor nin GIn. (3.35) und (3.36) ist ein Einheitsvektor und bezeichnet den AuBennormalenvektor
des Oberflachenelements dA, s. Abb. 3.3, die skalare Groke ( ist ein Viskositatskoeffizient, der bei
Reibung des Fluids auf der Partikeloberflache auftritt. Gleichungen (3.35) und (3.36) sagen aus,
dass Reibung nur dort auftritt, wo das umgebende Medium einen Druck auf das Partikel ausiibt.
An den Orten der Oberflache, an denen die Wechselwirkung mit einer Zugkraft beschrieben werden
kann, existiert keine Reibungskraft. Mit Hilfe des tangentialen Anteils der Geschwindigkeit vp des
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3.2 Partikel-Medium-Wechselwirkung
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Abbildung 3.3. Normal- und Tangentialkraft fiir ein zylindrisches Partikel

3y

Punktes P der Oberflache kann die Intensitat f; der Reibungskraft F; dargestellt werden mit
fi =—Cvi=—((vp—vs) - (E—nn). (3.37)

Die Intensitat iy der Widerstandskraft F, ist

fn_{fwz—é(vp—vf)mn . (vp—vi)-n>0 (3.38)

0 . (vp—vs)-n<0

mit £ als ein Viskositatskoeffizient, der den Widerstand des umgebenden Mediums auf das Partikel
beschreibt. Nur ein Teil der normalen Komponente f, beschreibt einen Widerstand, daher wird auch
nur dieser Teil [die 1. Gl. in (3.38)] als Intensitat fi,, der Widerstandskraft bezeichnet. Ist die Ge-
schwindigkeit v, des Partikels gleich der Geschwindigkeit v¢ des Mediums, dann erfahrt das Partikel
keinen Widerstand. Bewegt sich das Partikel schneller als das umgebende Fluid (vp-n > v¢-n), dann
bezeichnet F\y tatsachlich eine Widerstandskraft. Bewegt es sich langsamer (v, - n < v¢ - n), wird
es durch die Flissigkeit beschleunigt.

Bei der Analyse der Bewegung eines suspendierten Partikels soll seine Rotation im Vordergrund stehen.
Aus der Annahme, dass das Partikel in seinem Massenmittelpunkt momentenfrei gelagert ist, folgt,
dass die Wechselwirkung mit der umgebenden Flissigkeit mit einem Moment beschrieben werden
kann. Dieses hydrodynamische Moment Mg der ungestorten Fliissigkeit nimmt Brenner zufolge [9]
die folgende Form an (der Index O bezeichnet den Massenmittelpunkt des Partikels, s. z. B. Abb. 3.6)

Mo = G-(p—w)+®G--D, (3.39)
= %va, (3.40)
D = %[VV-{—(VV)T] (3.41)

Die Tensoren D und ¢ x E sind der symmetrische und antimetrische Teil des Geschwindigkeitsgradi-
enten L = Vv einer ungestorten Stromung mit der Stromungsgeschwindigkeit v

L=D-¢xE (3.42)

und stellen Dehngeschwindigkeits- (D) und Rotationsgeschwindigkeitstensor (¢ x E) dar [22]. Brenner
fordert, dass die Bewegung des Fluids in groBem Abstand zum Partikel ungestort ist. In Gl. (3.39)
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3 Rotation eines suspendierten Partikels

sind G und ®G Widerstandstensoren 2. und 3. Stufe

G = amm+(G(E—mm), (3.43)
G = %n(meermxe'me,-), (3.44)

a, B und n sind Widerstandskoeffizienten. Die Vektoren e;, i = 1,2,3 bezeichnen eine beliebige
Basis und die Vektoren e’ die reziproke Basis, das bedeutet e;-eX = 6f‘ mit 6Ik als Kronecker-Symbol.
Die Tensoren in GIn. (3.43) und (3.44) charakterisieren den Widerstand des Partikels gegeniiber der
Strémung bei kleiner Reynolds-Zahl und hangen von den viskosen Eigenschaften des Fluids und der
Partikelgeometrie ab. Setzt man die GIn. (3.43) und (3.44) in (3.39) ein, erhalt man fiir das Moment

Mo =[amm+B(E—mm)| - (¢ —w)+nmxD-m. (3.45)

Beschranken wir uns zunachst auf den Fall eines ruhenden Mediums. Storungen der Stromung, die das
Partikel selbst verursacht, werden nicht diskutiert. Daraus folgt, dass in Gl. (3.39) D=0und ¢ =0
sind. Das hydrodynamische Moment ist dann eine lineare Funktion der Winkelgeschwindigkeit w

M(t) = Q(t) - Go - QT (1) - w(t). (3.46)

Der Tensor Gy ist der Referenzwiderstandstensor (Referenzzeit ty), Q der Drehtensor. Fiir ein axial-
symmetrisches Partikel ist Gg transversal isotrop

Gy = amgmg —|—ﬁ(E—mo mo). (3.47)

Die Widerstandskoeffizienten a und B beschreiben den Einfluss des umgebenden Mediums auf die
Rotation des Partikels, a steht fiir die Drehung um die Partikelachse m (bzw. mg fiir t = 0) und 3
fiir die Drehung in der Ebene senkrecht zur Partikelachse E — mm (bzw. E — mg mq fiir t = 0). Sie
sind abhangig von der Geometrie und den Oberflacheneigenschaften des Partikels und vom Fluid.

Das hydrodynamische Moment lasst sich mit

M = /rp x (Fy + f) dA (3.48)
A

berechnen, fi und f, s. Gl. (3.37) und (3.38). Betrachten wir die Rotation eines zylindrischen Parti-
kels. Die Widerstandskraft wirkt nicht auf die gesamte Oberflache, sondern nur auf einen bestimmten
Teil. Um diesen Bereich der Oberflache zu bestimmen, wird die Ungleichung vp-n > 0 aus Gl. (3.38)
gelost. Mit der Winkelgeschwindigkeit w kann vp spezifiziert werden

Vp(fp) =W X rp. (3.49)

Jeder Punkt der Oberflache kann mit Hilfe der Zylinderkoordinaten r, ¢ und z durch einen Ortsvektor

re(z, o) =re.+zmg (3.50)

beschrieben werden, mg ist der Einheitsvektor in z-Richtung. Der Einheitsnormalenvektor n und der
Ortsvektor rp sind fiir Mantel-, Deck- und Grundflache verschieden, s. Abb. 3.4. Auf der Mantelflache
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3.2 Partikel-Medium-Wechselwirkung
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Abbildung 3.4. Auennormalenvektor n eines Zylinders

sind

ny = e, (3.51)

re = Re+zmy.

Die Punkte der Deck- und Grundflache werden mit

np = mMmg, (3.52)
ng = —mg,

H
re = rer+ 5 mo

beschrieben. Die Ungleichung vp - n > 0 wird dann zu

ze - (wxmg) > 0 fiir die Mantelfliche bzw. (3.53)

re-(wxmg) < 0 fiir Grund- und Deckflache.

Das Vektorprodukt w x mg ist der Normalenvektor der Ebene, die von den Vektoren w und mg
aufgespannt wird. Die Bedeutung der Ungleichungen (3.53) ist offensichtlich. Sie charakterisieren
die Teile der Oberflache, auf die die Widerstandskraft wirkt. Die Losung ist in Abb. 3.5 gezeigt, der
Ubersichtlichkeit wegen nur fiir den oberen Teil des Zylinders (0 < z < H/2). Ersetzt man nun fy,
f,und rp in Gl. (3.48) durch die GIn. (3.37), (3.38) und (3.50), erhalt man die Konstanten o und
B des Widerstandstensors Gg in (3.47) fiir einen Zylinder

az = w((R*+2R%*H), (3.54)
R?H?  RH® R*  RH®
_ 3
ﬁz_7r<;<RH+ 5 +12>+7r£<2+24>.
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3 Rotation eines suspendierten Partikels
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Abbildung 3.5. Teile der Oberflache eines Zylinders, auf die die Widerstandskraft wirkt

Die Koeffizienten ¢ und £ werden im folgenden als Viskositatskoeffizienten bezeichnet. Sie haben die
2571 und beinhalten verschiedene GroRen, die die Wechselwirkung zwischen Partikel
und Medium beschreiben, wie z. B. die Viskositat des Mediums oder die Oberflachenbeschaffenheit des

Dimension kg m™

Partikels, also die Grenzschicht zwischen Partikel und Fluid. Im Kapitel 4.4 wird auf die Koeffizienten
naher eingegangen. Fiir einen Zylinder mit aufgesetzten Halbkugeln (Abb. 3.2b) ist die Berechnung
der Konstanten analog und fiihrt auf

4
azuk = 2m¢ <§R4 + R3H> , (3.55)

4 RH?3 RH?3
= 2 —R* 4+ —— —_—
Bzhk ¢ <3 + >+7FE 2
Wie der Tragheitstensor C, so ist auch der Widerstandstensor G isotrop, wenn die Hohe H des
abgerundeten Zylinders gleich 0 gesetzt wird und dieser damit zu einer Kugel ,schrumpft”. Seine
Koeffizienten azpyk und Bzuk sind dann gleich. Zu diesem Resultat kommt man auch, wenn H =0
in (3.55) eingesetzt wird:

azHko = BzHko = ngR4. (3.56)
Betrachtet man einen schlanken Stab (Abb. 3.2¢), kdnnen Gy und M verkiirzt dargestellt werden.
Der Koeffizient a des Tensors Gg steht fiir die Rotation um die Partikelachse mg und kann daher
vernachlassigt werden. Ein schlanker (eindimensionaler) Stab kann als Linie mit einem infinitesimalen
Linienelement ds beschrieben werden, s. Abb. 3.6. Nur der normale Anteil der Kraft dF, = f,ds, die
auf das Linienelement wirkt, erzeugt ein Moment um den Massenmittelpunkt. Die Geschwindigkeits-
vektoren v, des Partikels und v der Flussigkeit werden auf die Mittelquerschnittsebene des Stabes
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3.2 Partikel-Medium-Wechselwirkung

Abbildung 3.6. Normal- und Tangentialkraft fiir ein stabformiges Partikel

projiziert:
vii = (E—mm)- vy, (3.57)
Vo, = (E—mm)-v,. (3.58)

Nehmen wir an, dass die Intensitat f,, der Normalkraft F,, die auf das Linienelement ds wirkt, propor-
tional ist zur Differenz zwischen dem normalen Anteil des Geschwindigkeitsvektors der ungestorten
Stromung vs, an der Stelle ry(s, t) = s m(t) und dem normalen Anteil der Partikelgeschwindigkeit vy,
an derselben Stelle:

o = Bo(E — mm) - (v, - vp,). (3.59)

Der Koeffizient Gy ist ein Viskositatskoeffizient. Ist die Geschwindigkeit v der ungestorten Flissigkeit
gleich 0, dann erhadlt man die iibliche linear viskose Reibungskraft. Bewegt sich das Element ds
mit dem ungestorten Fluid, dann verschwindet die Kraft. Mit diesen Annahmen berechnet sich das
resultierende hydrodynamische Moment Mg eines schlanken Stabes wie folgt:

1/2

Mgy = /smxfnds
—1/2
1/2

= Bo / smx (E—mm)- (v, — vy, )ds. (3.60)
—1/2

Unter Berlicksichtigung von v, = sw x m wird Gl. (3.60) zu

3
Mo:ﬁo%[(E—mm)-(dJ—w)—i—mxD-m]. (3.61)
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3 Rotation eines suspendierten Partikels
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Abbildung 3.7. Rotationsellipsoid
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Durch den Vergleich von GI. (3.61) mit (3.41) ist ersichtlich, dass der Widerstandskoeffizient ag
eines schlanken Stabes gleich 0 ist und dass die anderen beiden Koeffizienten gleich sind

as = 0, (3.62)
/3
Bs = 7152505- (3.63)

Jeffery [29] fand die geschlossene Losung einer quasistatischen Stokes-Stromung um einen Rotati-
onsellipsoid (Abb. 3.7) mit den Achsen a (Langsachse) und b (jede Achse senkrecht zu a). Aus der
Spannungsverteilung auf der Oberflache berechnete er das hydrodynamische Moment in Gl. (3.39)
mit den Widerstandskoeffizienten

16mua’ 1
- = 64
QRre DN (3.64)
16mpa’ a2+ b°
Pre = 3 &%k + b2\’ (3.65)
16mpa a% — b°
RE = 3 a’k+ b2\ (3.66)
mit w als Viskositat, Kk und A sind [5]
T d
K = / . (3.67)
J (x+1)2 (x+2)
T d
A = / > (3.68)
J (x+1)2 (x+3)

Ist das Rotationsellipsoid schlank mit dem Achsenverhaltnis b/a < 1, dann sind die Widerstandsko-

effizienten
16mpa’ b2
« = 25 (3.69)
16mpa’ 1
b=m="3 gne_1 (3.70)
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3.3 Stréomung des Mediums
3.3 Stromung des Mediums
Mit Hilfe des Stromungsgradienten L = Vv einer ungestorten Stromung der Geschwindigkeit v

und seiner Zerlegung in den symmetrischen Dehngeschwindigkeitstensor D und den antimetrischen
Drehgeschwindigkeitstensor ¢ x E

L — D-¢xE, (3.71)
D = % (Vv +(Vv)T], (3.72)
6 = SVxv (3.73)

nach Giesekus [22] konnen verschiedene ebene Stromungen klassifiziert werden. ¢ ist der Wirbelvektor
des Stromungsfeldes. In den GIn. (3.71) - (3.73) ist v = v(r) die Fluidgeschwindigkeit an einem
Punkt mit dem Ortsvektor r im Bezugssystem. Man spricht von einem homogenen Strémungsfeld,
wenn der Geschwindigkeitsgradient L(r,t) nur von der Zeit, nicht aber vom Ort abhangt. Ist er
zusatzlich unabhangig von der Zeit, dann ist das Stromungsfeld stationar. Giesekus klassifiziert in [22]
Stromungsfelder. Ausgehend von einer ebenen Strémung kénnen D und ¢ mit den Einheitsvektoren ny
und n, der Hauptachsen von D wie folgt dargestellt werden:

D = dy(nyny — nany),

¢ = Pony x no, (3.74)

dp und ¢ sind der Dehnungs- und der Rotationsanteil. ZweckmaRigerweise nehmen wir an, dass
beide positiv sind (dp > 0 und ¢g > 0).

Giesekus unterteilt die Stromungen anhand der Koeffizienten dy und ¢g. In der oberen Reihe der
Abb. 3.8 sind aulen die speziellen Falle dargestellt, in denen einer der beiden Koeffizienten Null ist.
Oben links ist das Stromlinienbild einer Rotationsstromung (dyp = 0), oben rechts das einer Dehn-
stromung (¢o = 0). Dazwischen ist die Scherstromung angeordnet, in der die Koeffizienten gleich
sind (o = dp). Nimmt ausgehend von einer Rotationsstromung der Dehnungsanteil an der Sromung
zu, gehort diese Stromung nach Giesekus bis zur Gleichheit der Koeffizienten zu den elliptischen
Stromungen. Entsprechend sprechen wir von einer hyperbolischen Stromung bei Abnahme des Rota-
tionsanteils ausgehend von einer Scherstromung.

Das sich wahrend der Einfiillphase des Spritzgussprozesses ausbildende Stromungsfeld wird im all-
gemeinen als Scherstromung angenommen [60]. Zudem sind spritzgegossene Bauteile diinnwandig
und konnen daher als abschnittsweise zweidimensional angenommen werden. In den meisten der im
Kapitel 2 zitierten Arbeiten [10, 11, 13, 19, 37, 42, 50, 55, 58] wurde die Bewegung von Partikeln
in einer Scherstromung untersucht. Reale im Spritzguss hergestellte Bauteile sind in der Regel drei-
dimensional und haben oft eine komplexe Geometrie. In Bauteilecken beispielsweise kann nicht mehr
von einer einfachen Scherstromung ausgegangen werden. Daher wird im folgenden Kapitel die Dre-
hung eines schlanken Stabes in allen von Giesekus beschriebenen ebenen Stromungen untersucht. Die
Drehung allgemein axialsymmetrischer Partikel (Zylinder und abgerundeter Zylinder) wird zunachst
numerisch in einer Scherstromung berechnet. Fiir die Berechnung der Orientierung von Verstarkungs-
fasern ist sicher die Scherstromung diejenige, die den Stromungsverhaltnissen im realen Prozess in
weiten Bereichen* am nichsten kommt. Die Rotation eines abgerundeten Zylinders wird im Kapi-

“Die Bereiche, in denen die Ausdehnung in der Fliche groB ist gegen die Bauteildicke.
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3 Rotation eines suspendierten Partikels

Rotationsstromung Scherstromung Dehnstromung
$o#0,dg=0 $o = do $o=0,dy #0

V

Elliptische Stromung Hyperbolische Stromung

$o > do $o < do
Abbildung 3.8. Ebene Stromungen nach Giesekus [22]

/
A\

tel 4.6 ndherungsweise analytisch berechnet, wobei eine Rotations- (dy = 0) und eine Dehnstromung
(o = 0) berlicksichtigt werden. Diese beiden Stromungen haben entweder keinen Dehnungs- oder
keinen Rotationsanteil bzw. lassen sich nur mit dem antimetrischen Anteil ¢ x E oder nur mit dem
symmetrischen Anteil D des Geschwindigkeitsgradienten L beschreiben und stellen daher Spezialfille
dar. Die dritte spezielle Stromung nach Giesekus, die Scherstromung (do = ¢o), ist demnach die
nachste, fiir die eine analytische Naherungslosung zu suchen ist.
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4 Bewegungsgleichung

Die Ausrichtung der Verstarkungsfasern wahrend des Spritzgussprozesses und damit ihre Orientie-
rung im Bauteil bestimmt dessen richtungsabhangige mechanische Eigenschaften. Die Ausrichtung
ist das Resultat von Translation und Rotation der Faser und lasst sich aus der Bewegungsgleichung
berechnen. Die Translation ist in ihrer Richtung und Geschwindigkeit dominiert durch die Stromung
der Polymerschmelze wahrend der Formfiillung. Fiir die Ausrichtung der Fasern ist ihre Rotation von
besonderem Interesse. Im Folgenden wird die Bewegungsgleichung fiir die Rotation eines axialsym-
metrischen Korpers aus seiner Drehimpulsbilanz hergeleitet und gelost.

4.1 Bewegungsgleichung eines axialsymmetrischen Korpers

In Abb. 4.1 ist ein axialsymmetrischer Korper beliebiger Form dargestellt. Seine Symmetrieachse ist
mit dem Einheitsvektor m gekennzeichnet. Der Punkt O ist der Massenmittelpunkt des Korpers. Wir
nehmen an, dass der Korper in seinem Massenmittelpunkt momentenfrei gelagert ist. Sein Tragheits-
tensor C ist in Gl. (3.21) gegeben und wird hier zur besseren Ubersicht erneut aufgefiihrt:

C=xmm+ u(E —mm). (4.1)

Die Drehimpulsbilanz ist [s. 2. Gl. (3.4)]

d
Ke=M (4.2)

mit K, = C-w [s. Gl. (3.14)]. Das hydrodynamische Moment bezogen auf den Massenmittelpunkt O

Abbildung 4.1. Axialsymmetrischer Korper mit Massenmittelpunkt O und Symmetrieachse m
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4 Bewegungsgleichung

des Korpers

Mo =[amm+B(E—-mm)| - (¢ —w)+nmxD-m. (4.3)
steht in Gl. (3.41). Aus der Drehimpulsbilanz (4.2) folgt mit (4.1) und (4.3)

Awy + pwr = [amm+B(E—mm)] - (¢ —w)+nmxD-m. (4.4)

Die Winkelgeschwindigkeit w setzt sich zusammen aus den Drehgeschwindigkeiten wy um die Achse m
und wT in der Ebene senkrecht zu m:

W = WNtwT, (4.5)
WwN = W-mm=wym, (4.6)
wr = w-(E—mm). (4.7)

Die Konstanten X und p des Tragheitstensors sowie o und 3 des hydrodynamischen Moments sind
fiir verschiedene Partikelgeometrien in den Kapiteln 3.1 und 3.2 und im Anhang A.1 angegeben. Die
Losung der Vektordifferentialgleichung (4.4) sind die jeweils 3 Komponenten des Geschwindigkeits-
vektors w und der Achse m. Gleichung (4.4) wird umgeformt durch 2 Projektionen (s. Abb. 4.2):

1. Projektion auf die Achse m durch skalare Multiplikation mit m. Man erhalt die skalare Differen-
tialgleichung

wN:%(¢’m_WN)v WN=w-m, (4.8)

die die Rotation um die Achse m beschreibt.

Abbildung 4.2. Projektionen. a auf die Partikelachse m durch skalare Multiplikation der Bewegungs-
gleichung (4.4) mit m, b auf die Ebene senkrecht zu m durch skalare Multiplikation mit E — mm
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4.2 Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

2. Projektion in die (E — mm)-Ebene. Skalare Multiplikation mit dem Projektor E — mm fiihrt
auf

A
wt = ——wNeré(d)—d)-mm—wT)JrﬁmxD-m, (4.9)
% % %
m = wtxm, (4.10)
ein System aus 2 vektoriellen Differentialgleichungen.

Das Gleichungssystem (4.8)-(4.10) besteht aus 7 skalaren Gleichungen und ist iiberbestimmt. Die
Losungen sind die Koordinaten von m und wr sowie der Betrag von wy. Der Vektor m ist ein Ein-
heitsvektor, es sind also nur 2 seiner 3 Komponenten unabhangig. Weiterhin ist wt - m = 0, was
bedeutet, dass von den 3 Komponenten von w+ auch nur 2 unabhangig sind. Fiir die Losung der 5 un-
abhangigen Komponenten geniigt also eigentlich ein Differentialgleichungssystem aus 5 Gleichungen,
das aber aus den GIn. (4.8)-(4.10) in direkter Notation nicht einfach abgeleitet werden kann. Wird
das System (4.8)-(4.10) gelost, muss also iiberpriift werden, ob m-m = 1 und wt - m = 0 erfiillt
sind. Eine erste Annaherung an die Losung des Differentialgleichungssystems (4.8)-(4.10) bietet die
Vereinfachung der Partikelgeometrie auf einen schlanken Stab.

4.2 Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

Der Tragheitstensor Cs eines schlanken Stabes ist

/3

Cs = us(E —mm), Hs = 0575, (4.11)

os = m/[ ist die ,Liniendichte", mit m als Partikelmasse und / als Partikellange. Sein hydrodynami-

sches Moment [s. Gl. (3.61)]

Mgozﬁog[(E—mm)-(¢—w)+mxD-m]. (4.12)

Hier und im Folgenden steht der Index S fiir den Stab, Index O steht weiterhin fiir den Massenmit-
telpunkt. Unter Verwendung der Gin. (4.11), (4.12) und von m = w x m folgt aus der Drehimpuls-
bilanz [2. Gl. in (3.4)]

xwr = mxLT-m-wr, (4.13)
m = wrtXxm, (4.14)
wr = w-(E—mm). (4.15)

Der Koeffizient x = ps/Bo, [x] = s steht fiir die Wechselwirkung mit dem umgebenden Medium, L ist
der Geschwindigkeitsgradient des stromenden Mediums, s. Gl. (3.71). Gleichungen (4.13) und (4.14)
beschreiben die rotatorische Bewegung eines schlanken Stabes. Dieses Differentialgleichungssystem
besteht aus 6 skalaren Gleichungen.

Aus m = wt x m folgt nach zyklischer Vertauschung wt = m x m, was mit einer kurzen Uber-
legung gezeigt werden kann. Die Vektoren wt und m stehen senkrecht aufeinander, da w+ in der
E — mm — Ebene liegt, s. Abb. 4.2. Der Vektor m der Partikelachse ist ein Einheitsvektor - es gilt
m-m = 1. Die Vektoren wt, m und m lassen sich im kartesischen Koordinatensystem e;esesz wie
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4 Bewegungsgleichung

folgt darstellen:

wtT = wte
m = 6
m = WTXMmM=wTe| X ey =wTes.

Fir wr ergibt sich damit

m
WT = WrtérXeéez3=wtTmXxX —
wT

Wt = mxm.

Die Zeitableitung von Gl. (4.20) ist
wT=-—-Mmxm.

Damit lasst sich Gl. (4.13) umformen zu

xmxm+mxm=-mxL"-m,

und man erhalt durch linksseitige Vektormultiplikation mit m

xm—xm-mm+m=L" - m—m-L"T -mm.
Beriicksichtigt man, dass m- m = 1 ist, dann folgt daraus
m-m=20
und mit % (m-m) =0 auch
m-m=—m-m.

Damit wird Gl. (4.23) schlieBlich zu

x(m+m-mm)+m=L"-m-m-L" -mm.

(4.16)
(4.17)
(4.18)

(4.19)
(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

Betrachtet man die Drehung eines schlanken Stabes (z. B. einer Glasfaser) in einem viskosen Medium

(einer Polymerschmelze), dann kann der Koeffizient x [s. GI. (4.14)] als kleiner Parameter angenom-

men werden. Das folgt aus seiner Definition x = ps/Bo. Der Nenner By enthdlt die Viskositat des

umgebenden hochviskosen Fluids. Setzt man x = 0, vernachlassigt man damit den Widerstand, den

das Partikel vom umgebenden viskosen Medium bei seiner Drehung erfahrt. Dieser Ansatz geht zuriick

auf die Arbeit von Jeffery [29] iliber die Drehung eines Rotationsellipsoids in einem viskosen Fluid.

Aus Gl. (4.13) leitet sich die Bewegungsgleichung eines sich widerstandsfrei drehenden Partikels ab:

wr = mxLT-m bzw.

m = L -m-—m-L"T -mm.
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

Gleichung (4.28) wird in statistischen Modellen von Fasersuspensionen (z. B. in [14]) und in Spritz-
gusssimulationen (z. B. in [2]) verwendet.

Die Gl. (4.13) der Drehung eines schlanken Stabes kann auch aus der entsprechenden Gl. (4.4) eines
allgemein axialsymmetrischen Kérpers abgeleitet werden. Gleichung (4.4) sei zur besseren Ubersicht
hier erneut angegeben:

Ay + pwt = [amm+B(E—mm)] - (¢ —w)+nmx D -m. (4.29)

Bei einem schlanken Stab sind As = 0, as = 0, us = ps /3/12 und 15 = Bs = Bo I°/12. Setzt man
dies alles in Gl. (4.29) ein, erhdlt man

xwtr=¢ - (E—mm)—-wt+mxD-m, xzﬁzﬁ. (4.30)
Bo Bs
Wegen der Gleichheit
- (E—mm=¢p—- mm=mx(pxE)-m (4.31)
folgt aus Gl. (4.30)
xwr=mx (D+¢xE) - m—wr. (4.32)

Mit LT = (D + ¢ x E) ist Gl. (4.32) identisch mit (4.13).

Mit As = 0 verschwindet auch wy aus Gl. (4.29). wy stellt die Winkelbeschleunigung um die Stabach-
se dar, die aber nicht notwendigerweise Null sein muss. Die Vereinfachung der Bewegungsgleichung
eines allgemein axialsymmetrischen Korpers auf die eines schlanken Stabes bedeutet, dass man jede
Information Uber die Drehung des Stabes um seine eigene Achse verliert.

4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

Fir die Losung der Bewegungsgleichungen muss das Stromungsfeld charakterisiert werden. Dazu
wird das kartesische Koordinatensystem i-j-k eingefiihrt. Der Tensor der Dehngeschwindigkeiten D
und der Rotationsgeschwindigkeitsvektor ¢ des Stromungsfeldes sind in den GlIn. (3.74) angegeben.
Beide lassen sich in dquivalenter Weise mit den Einheitsvektoren i und j angeben, die beide in der
Stromungsebene liegen (s. Abb. 4.3 am Beispiel der Scherstrémung). Die i-Achse ist um 7/4 ge-
geniiber der Hauptachse n; gedreht. Die Wirbelbachse k = i x j ist entgegengesetzt orientiert zur
Achse n = ny xn, = —k. Ein solches Koordinatensystem wird auch von Giesekus fiir die Beschreibung
der Drehung suspendierter Partikel verwendet [22]. Im ijk-System sind D und ¢

D = dy(ij+ji), (4.33)
¢ = ¢ojxi. (4.34)

Wie im Kapitel 3.3 beschrieben, sind spritzgegossene Bauteile aus prozesstechnischen Griinden diinn-
wandig. Daher wird in Simulationen die Stromung haufig als zweidimensionale Scherstromung ange-
nommen [60]. In einer Scherstromung sind Dehnungsanteil dy des Tensors D und Rotationssanteil ¢g
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4 Bewegungsgleichung

Abbildung 4.3. Ebene Scherstromung

des Wirbelvektors ¢ gleich, dy = ¢o = v. Der Geschwindigkeitsgradient L in GIl. (3.71) nimmt die
Form

L =2vji (4.35)

an, v wird als Schergeschwindigkeit bezeichnet.

Die Bewegungsgleichung (4.13) ist nichtlinear und daher nicht ohne Weiteres analytisch zu |6sen.
Fir die ,widerstandsfreie” Gleichung (4.27) ist die Losung in verschiedenen Publikationen zu finden,
z. B. in [14, 17, 29]. Die Rotation eines freien Partikels im ruhenden Medium wurde fiir beliebige
axialsymmetrische Korper in [28] gelost. Die numerische Losung fiir die Drehung eines zylindrischen
Korpers beziiglich der rechten Winkelgeschwindigkeit und des Drehvektors ist in [52] angegeben. In
diesem Kapitel soll die Gl. (4.13) fiir die von Giesekus in [22] klassifizierten ebenen Stromungen
gelost werden.

4.3.1 Ruhendes Medium

Das umgebende Medium ist in Ruhe, wenn seine Geschwindigkeit v¢ = 0 und damit auch der Gradi-
ententensor L = 0 ist. Aus Gl. (4.13) erhalt man

XWT 4wt = 0. (4.36)

Mit der Anfangsbedingung w(0) = wq ist die Losung der Differentialgleichung (4.36)

t
WT = W EXP <—;> . (4.37)

Damit ist die Rotationsgeschwindigkeit w+ bekannt. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann der
Vektor wr wie folgt dargestellt werden:

wT:wTk, k-k=1. (438)

Die Lage der Achse m ist bestimmt durch die Drehung aus ihrer Ausgangslage mg. Diese Drehung
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

"\

Abbildung 4.4. Drehung eines Stabes aus der Ausgangslage mg in die Lage m

ist dargestellt in Abb. 4.4 und wird beschrieben mit Hilfe eines Drehtensors:

m = Q- mo, (4.39)
Q = Qpk) Q(wnmg). (4.40)

Mit Gl. (4.40) ist beriicksichtigt, dass sich der Stab auch um seine eigene Achse mit der Winkelge-
schwindigkeit wy drehen kann. Da Q(wn mg) - mg = myq ist (das bedeutet, dass die Drehung um die
eigene Achse die Lage des Stabes nicht verandert), gilt fiir m:

m = Q(pk)-mo, (4.41)
Q(ok) = kk+cosp(E—kk)+sinpk xE. (4.42)

Aus Gl. (4.40) leitet sich die Winkelgeschwindigkeit w+, mit der sich mg um die Achse k dreht,
folgendermaRen ab [61]:

_ (4.39)
wT:<pk+wNQ(<pk)-mo =" ¢ok+wym. (4.43)

Gleichung (4.43) wird mit dem Vektor k skalar multipliziert. Dafiir wird zunachst aus Gl. (4.5)

wr m=w-(E—mm)-m=0 (4.44)
und
4.38
kem U290 9T g (4.45)
wT
(4.45)
k-m = k-Qlpk) - my=k-mg = "0 (4.46)

bestimmt. Das Skalarprodukt von Gl. (4.43) mit k fiihrt damit auf
W = ¢ (4.47)

In Gl. (4.47) ist die Drehung um die Stabachse folgerichtig (wegen m - k = 0) nicht enthalten. Das
ist auch physikalisch klar, denn die beiden Winkelgeschwindigkeitskomponenten w+ und wy stehen
senkrecht aufeinander, s. Gl. (4.5). Mit Gl. (4.47) kann die Orientierung von m berechnet werden.
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4 Bewegungsgleichung

a wr,s

0 2 4 6 8 10 ¢ot,—

10 A

0 2 4 6 8 10 ¢ot,—

Abbildung 4.5. Losung der Bewegungsgleichung (4.36) eines schlanken Stabes im ruhenden Medium.
a Winkelgeschwindigkeit |w| = wt, b Drehung der Stabachse

Mit wto = wto k wird Gl. (4.37) zu

Yk = wTgexp (—%) k. (4.48)

Die Anfangsbedingung sei ¢(0) = . Die Losung der Differentialgleichung (4.48) ist

o(t) = po + xwTo [1 —exp <—§)] : (4.49)

@ ist der Winkel, um den sich der Stab von seiner Ausgangslage mg in die aktuelle Lage m dreht,
s. Gl. (4.41) und Abb. 4.4. Mit GI. (4.49) ist ¢(t) bekannt und damit auch die Orientierung der
Stabachse m. Der Stab rotiert um den Vektor k mit abnehmender Winkelgeschwindigkeit. Nach der
Zeit t — oo ist sein Orientierungswinkel Qo = ©o + XWTo-

In Abb. 4.5 ist die Losung der Bewegungsgleichung (4.36) grafisch dargestellt. Als Anfangsbedingun-
gen wurden gewihlt: wtg = 1571 und @ = 20°. Die Winkelgeschwindigkeit wt nimmt bis auf Null
ab. Genauso lange dreht sich die Stabachse um den Vektor k.
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

4.3.2 Rotationsstromung

In einer Rotationsstromung (Abb. 4.6) ist wegen dy = 0 auch D = 0, und der Geschwindigkeitsgra-
dient L reduziert sich zu seinem antimetrischen Teil L = ¢ x E. Fiir die Bewegungsgleichung (4.13)
folgt daraus

XWwr = MX(@XxE) m—wr=(mMxEx¢) - m—wr (4.50)
= (¢m—-@¢ -mE) m—-wr
= (0—-¢-mm)—wr. (4.51)
Mit
¢r=¢ - (E—mm) (4.52)

ist die Bewegungsgleichung

Xwt = ¢1—wr, (4.53)
m = wtxm. (4.54)

Vernachlassigt man in Gl. (4.53) den Widerstand, den das umgebende Medium der Drehung des
Stabes entgegensetzt (x = 0), folgt

wr=¢r=¢on-(E—mm), ¢ = ¢on. (4.55)

Die Drehung der Achse m und ihre Winkelgeschwindigkeit w sind entsprechend Gin. (4.41) und
(4.43)

m = Q(pn)-mg, (4.56)

Wwr = @Yn—wym (4.57)
und mtwr =w-(E—mm)=w—-w-mm

wr=¢n-(E—mm). (4.58)

Abbildung 4.6. Rotationsstromung
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4 Bewegungsgleichung

Durch Gleichsetzen von (4.55) und (4.58) erhalt man

¢pon-(E—mm) = ¢n-(E—mm), (4.59)
® = ¢o, (4.60)
o(t) = ¢ot+ o, ©(0) = wo. (4.61)

Nach GI. (4.56) rotiert die Achse m des Partikels mit der Stromung um die Wirbelachse n mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit. Die Enden der Partikelachse beschreiben einen kreisrunden peri-
odischen Orbit, den sogenannten Jeffery-Orbit, der die Bewegung eines Rotationsellipsoids in einer
Scherstromung darstellt. Die Losung (4.55) geniigt allerdings nicht der Differentialgleichung (4.50).
Deren stationdre Gleichung ist

wt =0, m(t)-n=0 (4.62)
mit der Losung
wr=¢,.  m(t) =Q (e(t)n) - mo. (4.63)

Im stationaren Zustand rotiert der schlanke Stab also in der Stromungsebene um die Wirbelachse n
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit ¢g. Damit ist gezeigt, dass sich der Stab ohne den Einfluss
des Widerstandes vom Medium fortwahrend um die Achse ¢ und im stationdren Zustand um ¢ in
der Stromungsebene dreht.

Fiir den langsamen Ubergang des Stabes von einer beliebigen Ausgangslage mqg - n # 0 bis zu einer
stabilen Drehung in der Stromungsebene wird eine analytische Naherungslosung gesucht [5]. Da-
fiir wird die Perturbationsmethode angewendet, die immer dann eine gute Naherung bietet, wenn
die Bewegungsgleichung einen kleinen Faktor enthalt, in (4.53) ist das der Koeffizient x [62]. Die
Naherungslosung besteht aus einer Anzahl kleiner werdender Terme, die sich der Losung der Diffe-
rentialgleichung annahern. Wir suchen eine Losung der Form

WT =WTo + XWTI. (4.64)

In Gl. (4.64) ist wto der ,widerstandsfreie” Anteil der Losung und xwr1 eine Art Korrektur, mit der
der Widerstand des umgebenden Mediums beschrieben ist. Die Zeitableitung von Gl. (4.64) ist

WT = WTo + XWT1. (4.65)

Der Perturbationsansatz (4.64) und dessen Ableitung nach der Zeit (4.65) werden in die Bewegungs-
gleichung (4.53) eingesetzt. Mit Gl. (4.52) erhdlt man

XWT0 + X WT1 + WTo + XWT1 = Po N - (E —mm). (4.66)
Der Methode entsprechend werden die verschiedenen Potenzen von x nacheinander Null gesetzt:

(x°) wto=¢on-(E—mm), (4.67)
(x!) wro + w1 =0. (4.68)
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

Da x klein ist, gilt x? — 0, der Term x2@T1 in (4.66) wird daher vernachlassigt. Gleichung (4.67)

ist die ,widerstandsfreie” oder Jeffery-Losung. lhre Zeitableitung ist
wto=—¢on-(Mm+mm).
Diese in Gl. (4.68) eingesetzt ergibt fiir wry
wt1=¢on-(Mm-+ mm)
und mit m=wt xm
wr1 = ¢on- [(wr x m)m+m(wr x m)].
Fiir wt wird in Gl. (4.71) der Perturbationsansatz (4.64) eingesetzt:
wt1 = ¢o N [(Wro + xwWT1) X Mmm + m(wro + Xwr1) X M].
In Gl. (4.72) ist
wroxm=¢on-(E—mm)xm=¢o(n—n-mm)xm=¢onxm.
Damit wird w1 zu

wr1 = ¢an-(nxm)m+doxn- (Wri x m)m

+ @5n-mnxm+doxn-mwry xm
und mitn-(nxm)=0zu
wt1 = d¢ox[n- (Wt XMmM+n-mwty ><m]—|—<]b§n-mn><m.
Gleichung (4.65) ergibt mit Gl. (4.68)

wT = —WwT1 + XWT1
(4.75)
- ®o

Gleichung (4.77) mit (4.64) und (4.67) in die Bewegungsgleichung (4.53) eingesetzt ergibt

' : 1 .
- <150X2 [n'(lexm)m+n-mwT1Xm——le]

bo
— ¢ixn-mnxm+¢on-(E—mm)+ xwr,=don-(E—mm).

Da x klein ist, ist x2 = 0, und aus Gl. (4.76) erhalten wir fiir w;

Wty =¢3n-mnxm.

Mit den GIn. (4.67) und (4.79) ist die Rotationsgeschwindigkeit wt gemal Gl. (4.64)

wt=¢on-(E—mm)+xd3n-mnx m.

. . 1 .
—doX [n-(le X m)m+n-mwr, xm——wn} —@3n-mnxm.

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

39



4 Bewegungsgleichung

Mit Gl. (4.80) ist die Geschwindigkeit bestimmt, mit der der Stab rotiert. Das ist die halbe Losung
der Bewegungsgleichung (4.53). Im nachsten Schritt muss die zugehorige Orientierung der Achse m
gefunden werden. Eine allgemeine Drehung eines Vektors m kann als Folge der 3 Euler-Drehungen
Prazession (Drehwinkel ), Nutation (Drehwinkel 1) und Eigenrotation (1) dargestellt werden:

m = Q-p, (4.81)
Q = Qen)-Q(pxn) QYp), (4.82)
m = Q(en)-Q(¥pxn)-p.  QMWp)-p=p (4.83)

Ausgangslage fiir die Drehung (4.83) ist ein Vektor p, p-p = 1, der in der Stromungsebene liegt.
Der Vektor n ist kollinear mit dem Wirbelvektor ¢ = ¢gn, n und p, s. Abb. 4.7. Aus der Drehung der
Achse m in Gl. (4.83) kann die zugehdrige Rotationsgeschwindigkeit w bestimmt werden [61] nach
der Gleichung

w = ¢en+9Q(pn)-pxn+ym, (4.84)
P = Qen) p, (4.85)
= on+39p xn+yYm. (4.86)

w in (4.86) ist die gesamte Rotationsgeschwindigkeit, mit der sich m dreht. Mit Gl. (4.80) haben wir
die Drehgeschwindigkeit wt senkrecht zur Achse m bestimmt. Mit Gl. (4.5) ist

Wt = W—w-mm, (4.87)

w-mm = on-mm+9(p xn)-mm+yPm, (4.88)
wr = on+9p xn+yYym—on-mm—3(p' xn)-mm—ym,

= ¢on-(E—mm)+3%p xn-(E—mm). (4.89)

Aus Abb. 4.7 ist ersichtlich, dass der Term (p’ x n)-m =0, da p’ x n L p’ und m durch die Dre-
hung m = Q(9 p’ x n) - p’ dargestellt werden kann. Mit dieser Drehung bewegt sich der Vektor p” auf
dem ,Meridian* auf m, und der rechte Winkel zwischen p’ x n und p’ bleibt erhalten. Gleichung (4.89)
wird damit zu

wr=¢n-(E—mm)+9p xn. (4.90)
Die Achse m kann mit Hilfe der Winkel ¢ und ¥ dargestellt werden. Gelingt es, aus (4.90) ¢ und 9 zu

bestimmen, ist damit auch die Orientierung von m bekannt. Die GIn. (4.80) und (4.90) gleichgesetzt
ergibt

pon-(E—mm)+xpin-mnxm=pn-(E—mm)+9p xn. (4.91)
Gl. (4.91) wird nacheinander mit den Vektoren n und (p’ x n) skalar multipliziert. Daraus ergibt sich

o[1-(n-m?=¢o [1-(n-m?] =  @=¢ (4.92)
9 =xp5n-m(nxm)-(p' xn). (4.93)
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

pP'=Q(pn)-p

Abbildung 4.7. Aktuelle Orientierung der Partikelachse als Kombination zweier Drehungen

Aus Gl. (4.92) folgt die Losung fiir den Winkel ¢

©(t) = ¢ot + o, ©(0) = wo (4.94)

und mit
n-m = sin?, (4.95)
(nxm)-(p'xn) = m-(pxnxn)=-m-p’ =—cos? (4.96)

fiir ¥ die Differentialgleichung

2
%= —x% sin(219) (4.97)

mit der Losung
tan ¥ = tan(do) exp (—x¢5 t) . 9(0) = Yo. (4.98)

Der zweite Term in Gl. (4.80) und die GIn. (4.94) und (4.98) sind eine Korrektur der Losung in
Gl. (4.55), in der der Effekt der Tragheit auf die Bewegung des Partikels vernachlassigt war. Die
Anderung des Winkels 9 mit der Zeit stellt das Driften des Partikels in die Stromungsebene dar. Dort
rotiert es dann im stationdren Zustand um die Wirbelachse. Die Naherungslosungen (4.80) und (4.94)
bzw. (4.98) sind, da sie mit Hilfe der Perturbationsmethode gefunden wurden, nur giiltig fiir kleines
X (x < 1). Trotz dieser Einschrankung zeigen die Naherungslosungen, dass das Vernachlassigen der
Tragheit zu qualitativen Fehlern in der Beschreibung der langsamen Partikelbewegung fiihrt.

Die Rotation eines schlanken Partikels in einer Rotationsstromung ist in den Abbildungen 4.8 und 4.9
gezeigt. Die Anfangsbedingungen sind ¢ = 30° und wT(0) =0, x = 0,2s, ¢o = 1s7*. In Abb. 4.8
ist die numerische Losung der Bewegungsgleichungen (4.53) und (4.54) der analytischen Nahe-
rungslosung der GIn. (4.94) und (4.98) gegeniibergestellt. Resultat der numerischen Losung des
Systems (4.53)-(4.54) sind die Koordinaten der Achse m und des Vektors w+ im [jk-System. Aus
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sche Losung der Bewegungsgleichung (4.53)

und analytische Naherungslosungen (4.94) i

und (4.98). a Drehung um n in der Stro-

mungsebene, b Drehung in die Stromungsebe- Abbildung 4.10. Partikelachse m und Win-
ne kel @ und ¥ im ijk-Koordinatensystem

den Koordinaten von m, m-m = 1, werden die Winkel ¢ und 9 wie folgt bestimmt (s. auch Abb. 4.10):

= arctan <ﬂ> , (4.99)
mj
9 = arcsin (mg). (4.100)

Der Winkel 9 nimmt mit der Zeit ab, bis das Partikel in der Stromungsebene um die Wirbelachse
n = ¢/¢po rotiert, s. Abb. 4.9. Die Losungen ¥(t) (numerisch und analytisch mit Perturbation) fiir
das Driften in die Stromungsebene unterscheiden sich nur im Anfangsbereich. Die Bewegung ist also
mit dem Ansatz (4.80) und der Losung (4.94)-(4.98) in guter Naherung beschrieben.

Der Winkel 99 hat seine ,Nulllage” in diesem Kapitel zwischen der Partikelachse m und der Stro-
mungsebene ij, im Gegensatz zur Jeffery-Definition des Nutationswinkels, s. Kapitel 2, daher die
unterschiedlichen Schreibweisen % und 6 (Jeffery). Da bei der Losung der Bewegungsgleichungen bis
auf wenige spezielle Ausgangslagen® erwartet wurde, dass sich die Partikelachse in die Stromungsebe-

17. B. die Anfangsorientierung senkrecht auf der Stromungsebene (mo = k) in einer Rotationsstromung.

42



4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

ne absenkt, wenn eine Wechselwirkung mit dem umgebenden Medium berlicksichtigt wird, erscheint
es sinnvoll, ¥ so einzufiihren, dass das Absenken aus ¥ direkt abgelesen werden kann.

4.3.3 Scherstromung

In einer Scherstromung (Abb. 4.11) sind die Koeffizienten dy des Tensors D und ¢ des Wirbelvek-
tors ¢ gleich groB. Mit dy = ¢ wird die Bewegungsgleichung (4.13) zu

XWT +WT =2¢gf-mm X i, m=wt xm. (4.101)

Die Gleichungen (4.101) haben unendlich viele Gleichgewichtslosungen m-j = 0, w = 0. Ist der
Widerstandskoeffizient" x = 0, dann sind die beiden Losungen m = =i stabil [17], der Vektor m
ist dann parallel zu den Stromlinien ausgerichtet. Ericksen zeigt in [17], dass m sich fiir jede Aus-
gangslage mg dieser stationaren Ausrichtung nahert. Beriicksichtigt man nun den Widerstand des
umgebenden Mediums, verzichtet man also auf die Annahme x = 0, sollte sich das Partikel trotz-
dem in derselben Weise ausrichten. Um das zu verifizieren, wird im folgenden die GIl. (4.101) mit
der speziellen Anfangsbedingung wr(0) - i = 0 analysiert. Zur Zeit t = 0 ist m dann in i-Richtung
ausgerichtet (m = =£i). Das Skalarprodukt der ersten Gleichung in (4.101) mit i fiihrt auf

xwi + w1 =0, Wi =WT-I. (4.102)
Mit der Anfangsbedingung w;(0) = 0 folgt aus Gl. (4.102)
wl(t) :wT(t)-i:O. (4.103)

Die aktuelle Lage der Partikelachse m ist analog zur Darstellung in Kapitel 4.3.2 bestimmt durch die
Aufeinanderfolge der Drehungen um =, o und B:°

m = Q-i, (4.104)
Q = QUBi) Qak) Qi) (4.105)
m = Q(Bi) Q(ak)-i, (4.106)
= Q(ak)-i (4.107)
= cosal+sinacosBj+sinasinBk. (4.108)

In Gl. (4.107) ist
k' =Q(Bi) k (4.109)

Wie Gl. (4.106) zeigt, filhren nur 2 der Drehungen zu einer Lageanderung von m. Um die aktuel-
le Lage von m zu beschreiben, reichen also 2 skalare Parameter aus. Das sind in Gl. (4.106) die
beiden Winkel o und 3, mit denen m um 2 feste Achsen (k = i x j und i) rotiert, s. Abb. 4.12.
Gleichung (4.103) impliziert, dass nur eine der beiden Rotationen unabhangig ist. Die zur Gl. (4.106)

2Die ij-Ebene ist nach wie vor die Stromungsebene, die Winkel o und 8 in Abb. 4.12 sind daher nicht identisch mit
den Winkeln ¢ und ¢ in Abb. 4.10
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Abbildung 4.11. Scherstromung

Abbildung 4.12. Darstellung des Vektors m
als Aufeinanderfolge der Drehungen um o und

6]
gehorige Winkelgeschwindigkeit ist [61]
w=0Bi+aQ(Bi) k++ym (4.110)
und mit Q(Bi) - k = k'’
w=0i+ak +ym. (4.111)

Durch skalare Multiplikation mit dem Projektor P = E — mm erhdlt man aus Gl. (4.111)
wr=0i-(E-—mm)+ak' —ak'-mm. (4.112)
Das Skalarprodukt k" - min Gl. (4.112) ist

kK -m = [Q(Bi)- k] -m, (4.113)
= [(ii+cosB(E—i-i)+sinBixE)-k]-m,
= (cosBk —sinBj)-m,
= —sinasinGcosB + sinasinBcosB = 0. (4.114)

Somit ist GI. (4.112)
wr=0i-(E—mm)+ak'. (4.115)

Die Anfangsbedingungen der Differentialgleichung (4.112) sind a(0) = ap und B(0) = Bo. Glei-
chung (4.115) skalar mit i multipliziert ergibt

wr-i=p[1-(i-m)’] =0. (4.116)
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Fiir m # +i ist 8 = 0 und die Lésung der Gl. (4.113) B = Bo. Mit 8 = 0 vereinfachen sich
GIn. (4.107) und (4.115) zu

m = Q(ak')-i, k' =Q(Boi), (4.117)
wr = ak' (4.118)

Mit der speziellen Anfangsbedingung w1(0) = O rotiert das Partikel um die feste Achse k’. Die
Rotationsgeschwindigkeit w in Gl. (4.118) wird in die Bewegungsgleichung (4.101) eingesetzt. Dafiir
wird zunachst die Zeitableitung gebildet:

wr = ak'+ak’ (4.119)
k' = cosBok —sinBoJ, (4.120)
K = o, (4.121)
wr = ak'. (4.122)

Mit GIn. (4.108), (4.118), (4.122) und nach skalarer Multiplikation mit k" wird Gl. (4.101) zu
X0+ & = —2¢q sin? o cos o, (4.123)

einer skalaren Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Rotation um a.

Bei Vernachlassigung des Widerstands des umgebenden Mediums (x = 0) hat Gl. (4.123) die L6sung
cota(t) = 2¢pp cos B t + cot ag. (4.124)

Fiir alle Anfangsbedingungen auBer mg -j = 0 (d. h. ag = 0) richtet sich das Partikel parallel zu den
Stromlinien aus. Fliirmg-j=0ist mit x =0

a=0 = a = ag, (4.125)

und m adndert seine Lage nicht. Die numerische Losung der Gl. (4.123) liegt fiir einen kleinen ,Wi-
derstandskoeffizienten* x < 1 und &(0) = 0 nahe der Losung (4.124), in der kein Widerstand
beriicksichtigt ist. In Abb. 4.13 sind beide Ldsungen gezeigt mit x = 0,2s, ¢o = 1s~! und den An-
fangsbedingungen ag = 179° und By = 45°. Das Partikel rotiert im Uhrzeigersinn um den Vektor k’
und strebt der stationaren Orientierung parallel zu den Stromlinien zu. Nach jeder kleinen Auslenkung
aus der stationaren Lage gegen den Uhrzeigersinn dreht sich das Partikel in diese Lage zuriick, bei
kleiner Auslenkung im Uhrzeigersinn hingegen dreht sich das Partikel um fast 180° und befindet sich
dann auch wieder in der stationaren Lage (s. Abb. 4.13).

Fiir grokBere Werte von x < 1 unterscheiden sich die numerische Losung der Gl. (4.123) und die
,widerstandsfreie" Losung (4.124) auch qualitativ. In Abb. 4.14 sind diese Losungen gezeigt fiir o = 0
(das Partikel liegt zur Anfangszeit t = 0 in der Stromungsebene)®, ¢g = 1s7% und ag = 179°.
Die rote Kurve zeigt die Losung vom Jeffery-Typ mit x = 0, die blaue die numerische Losung
der Differentialgleichung 2. Ordnung mit x = 0, 36s. Bei Berlicksichtigung des Widerstands (mit

3Der Winkel Bo ist in diesem Kapitel der Anfangswert des Winkels 8 in Abb. 4.12 und nicht der Koeffizient in
Gl. (4.30).
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a,
180 1 — x =0, Losung der Gl. (4.124)
x =0,2s, Losung der Gl. (4.123)
135 A
90 -
45
0 . . ; ; ,

0 20 40 60 80 100 ¢o't, —

Abbildung 4.13. Scherstromung, Partikelausrichtung in der Stromungsebene fiir x = 0, 2s
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Abbildung 4.14. Scherstromung, Partikelbewegung in der Stromungsebene fiir x = 0,36s

grokerem x = 0,365s) gibt es keine Ausrichtung parallel zu den Stromlinien, sondern das Partikel
springt iiber die stationire Lage hinaus und rotiert weiter im Uhrzeigersinn um den Vektor k.4
4.3.4 Dehnstromung

Im Dehnstromungsfeld (Abb. 4.15) ist der Rotationsanteil ¢g = 0. Der Geschwindigkeitsgradient L
ist gleich dem Tensor D, und die Bewegungsgleichung (4.13) reduziert sich zu

xwWwt=mxD-m—wT. (4.126)

Die rechte Seite der Bewegungsgleichung (4.126) ist nichtlinear, was zu erheblichen Schwierigkeiten
fiihrt, eine analytische Losung zu finden. Fiir ein allgemein axialsymmetrisches Partikel ist das versucht
worden, s. Kapitel 4.6.

“Bei kleineren Werten, z. B. x = 0, 355, ist das Uberspringen iiber die stationire Lage nicht zu beobachten.
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Abbildung 4.16. Dehnstréomung, numerische Ldsung
der Bewegungsgleichung (4.126). a Ausrichtung des
Partikels, b Winkelgeschwindigkeit |wt| = wT

Die Asymptoten der Stromlinien stehen in einer Dehnstromung senkrecht aufeinander und fallen mit
den Hauptachsen von D zusammen, s. Abb. 4.15. Erwartet wird eine Ausrichtung des Partikels in
Richtung der 1. Hauptachse, mit der in Gl. (4.33) gewahlten Darstellung des Tensors D entspricht
das einer um /4 gegeniiber der i-Achse des Stromungsfeldes gedrehten Lage. Die numerische L6-
sung® der Bewegungsgleichung (4.126) mit den Anfangsbedingungen ¢(0) = 60°, 9(0) = 60° und
wt(0) = 0 ist in Abb. 4.16 gezeigt, die Winkel ¢ und ¥ s. Abb. 4.10. Die Achse m des Partikels
driftet in die Stromungsebene und richtet sich dort in der n;-Richtung aus.

Interessant ist die Frage, wie sich ein Stab verhalt, der zur Anfangszeit aus der ni- bzw. der n,-
Lage ausgelenkt wird. Diese Drehungen sind in den Abb. 4.17 und 4.18 gezeigt. Wir erkennen eine
stabile Lage in Richtung der 1. Hauptachse n; von D und metastabile Lagen in ny- und in k-Richtung,
k = n1 xn>. Eine Lage wird dann als stabil bezeichnet, wenn eine Auslenkung aus dieser Lage zu einer
Riickkehr in die Ausgangslage fiihrt [25]. Metastabil bedeutet in diesem Zusammenhang Stabilitat
gegen kleine, aber Instabilitit gegen groBe Anderungen oder, anders ausgedriickt, eine lokal stabile
Lage.

Analog zur Losung in einem Rotationsstromungsfeld wurde auch hier mit wr(0) = 0 gerechnet, das
Partikel hat keine Anfangsgeschwindigkeit. Liegt es, wie in Abb. 4.17 a, zur Zeit t = 0 in n;-Richtung
(d. h. 45° zur i-Richtung), dandert es seine Lage nicht (schwarze Kurve). Eine kleine Auslenkung fiihrt
wieder auf dieselbe Ausrichtung. Gezeigt ist in Abb. 4.17 eine Auslenkung um jeweils 1° mit dem (blaue
Kurve) und gegen den Uhrzeigersinn (rote Kurve). Die zugehdrige Rotationsgeschwindigkeit w ist
in Abb. 4.17 b dargestellt. Sie bleibt erwartungsgemal Null, wenn sich die Achse m nicht aus der

SNumerische Lésung mit dem Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver Schrittweite
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Abbildung 4.18. Dehnstromung, numerische
Losung der Bewegungsgleichung (4.126), Aus-
gangslage nahe der 2. Hauptrichtung n, von D.
a Drehung um +£90° nach kleiner Auslenkung
aus der metastabilen Lage, b Winkelgeschwin-
digkeit wT

Abbildung 4.17. Dehnstréomung, numerische
Losung der Bewegungsgleichung (4.126), Aus-
gangslage nahe der 1. Hauptrichtung ny von D.
a Riickkehr in die stabile Lage nach kleiner Aus-
lenkung, b Winkelgeschwindigkeit wT

stabilen Lage bewegt (schwarze Kurve) und andert sich in einem sehr kleinen Bereich, wenn m aus
der stabilen Lage ausgelenkt wird, solange, bis m zuriick in die ni-Richtung gedreht ist.

Ist die Ausgangslage genau in Richtung der metastabilen Achse n, (das entspricht —45° zur i-
Richtung), verbleibt das Partikel wiederum in dieser Lage, s. Abb. 4.18 a, schwarze Kurve. Bei kleiner
Auslenkung um 1° im Uhrzeigersinn auf —44° dreht sich das Partikel in die stabile Richtung nq, bei
Auslenkung gegen den Uhrzeigersinn auf —46° in Richtung —n;. Der Ausschlag in der Rotationsge-
schwindigkeit wt (Abb. 4.18 b) ist um eine GréBenordnung groBer als bei kleiner Auslenkung aus der
stabilen Lage in ni-Richtung, was konsistent ist mit der hier ,,grokeren” Drehung um fast 90°.

In Abb. 4.19 ist die zweite metastabile Lage in k-Richtung gezeigt. Als Anfangsgeschwindigkeit
wurde auch hier wt(0) = 0 gewdhlt. Liegt das Partikel genau in k-Richtung, bleibt es auch in
dieser Lage (schwarze Kurve). Bei kleiner Auslenkung um 1° (99 = 89°), driftet das Partikel in die
Strémungsebene.

4.3.5 Elliptische Stromung

In einer elliptischen Strémung sind beide Stromungsanteile (Dehn- und Rotationsstromung) enthalten,
wobei der Anteil der Rotation groBer ist (¢g > dy), s. Abb. 4.20. Im folgenden wird das Verhaltnis
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Abbildung 4.19. Dehnstromung, numerische Losung der Bewegungsgleichung (4.126), Driften in die
Stromungsebene

beider Anteile durch den Koeffizienten k ausgedriickt:

_ G
b0’

K (4.127)

der in elliptischen Stromungen im Bereich 0 < k < 1 liegt. Die Bewegungsgleichung eines Partikels
in elliptischer und hyperbolischer Stromung ist

XWT = d)omx[(1+f~c)ij—(1—/<)ji]-m—wT, (4.128)

m = wtxm. (4.129)

Vernachlassigt man den Widerstandskoeffizienten :x, dann rotiert das Partikel mit der Winkelgeschwin-
digkeit

wr=¢omx[(1+K)ij—(1—K)ji]-m (4.130)

\
/]

Abbildung 4.20. Elliptische Stromung
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Gleichung (4.130) hat dieselbe Form wie die Bewegungsgleichung, die Jeffery in [29] fiir die Drehung
eines Rotationsellipsoids in einer Scherstromung erhalten hat. Die Jeffery-Losung ist

a1

wr=¢omx [(1+Q)ij—(1—=Qji]-m, C—m- (4.131)
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Abbildung 4.21. Elliptische Stromung, Partikelbewegung. a Vergleich der Bewegung bei berlicksich-
tigtem (blaue Kurven) und vernachlassigtem (rote Kurven) Widerstand, b Driften in die Stromungs-
ebene, ¢ Trajektorie der Partikelachse

Aus der Winkelgeschwindigkeit (4.131) bestimmte Jeffery die Euler-Winkel und leitete daraus die
Lage der Achse ab. Nach seiner Losung rotiert das Partikel so, dass die Enden der langen Ach-
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4.3 Losung der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes

19’0
30 1 — Kk = 0, Rotationsstromung
— k=1/3
kK=2/3
20 A /
— Kk=4/5
k = 1, Scherstromung
10 A
O T T T 1
0 10 20 30 40 ¢ot, —

Abbildung 4.22. Elliptische Stromung, Partikelbewegung (Winkel ¢ zwischen Partikelachse und Stro-
mungsebene) fiir verschiedene k

se einen geschlossenen periodischen Orbit beschreiben (den sog. Jeffery-Orbit, s. Kapitel 2). Die
Differentialgleichung fiir die Lage der Partikelachse m erhalt man aus GIn. (4.129) und (4.130):

m=¢o(E—mm)-[(1+k)ij—(1—k)ji]-m. (4.132)

Die Losung der Gl. (4.132) ist in der Abb. 4.21 a als rote Kurve gezeigt. Die blauen Kurven stellen die
numerische Losung der Bewegungsgleichung (4.128) fiir eine elliptische Stromung unter Beriicksich-
tigung des Widerstands des umgebenden Mediums (d. h. x # 0) dar. Fiir die Rechnung wurden der
Koeffizient des Wirbelvektors ¢ mit ¢o = 15~ und k = 2/3 gewihlt. Die Ausgangslage des Partikels
ist 3(0) = 99 = 30° und (0) = ¢y = 45°. Nach dem Modell von Jeffery rotiert das Partikel fiir jede
Zeit t in gleicher Weise weiter. Bezieht man den Fliissigkeitswiderstand in das Modell mit ein, driftet
die Achse in die Stromungsebene. Deutlicher dargestellt ist das Driften in Abb. 4.21 b fiir dieselben
Ausgangsbedingungen, nur fiir einen grolkeren Zeitraum. Abbildung 4.21 ¢ zeigt die Bahn, die das
Ende des Vektors m zieht fiir eine Umdrehung. Die rote Jeffery-Kurve ist geschlossen, nach einer
Umdrehung hat die Achse wieder die Ausgangsposition erreicht. Die blaue Kurve zeigt dagegen, wie
sich die Achse in die Stromungsebene absenkt.

In Abb. 4.22 ist die Partikelbewegung fiir verschiedene Werte von k gezeigt, wiederum mit ¢g = 1571,
Yo = 30° und @o = 45°. Die Kurven fiir Kk = 0 (d. h. dy = 0, Rotationsstromung) und Kk = 1
(d. h. dy = ¢o, Scherstromung) markieren dabei die Grenzfalle der elliptischen Stromung. In beiden
Grenzfallen driftet das Partikel direkt, also ohne Oszillation in die Stromungsebene, am schnellsten in
einer Scherstromung. Im Anfangsbereich liegen die Kurven, die eine elliptische Stréomung darstellen,
sehr nahe an der Kurve der Scherstromung. Mit zunehmender Zeit nahern sie sich der Kurve einer
Rotationsstromung an.
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4 Bewegungsgleichung
4.3.6 Hyperbolische Stromung

In einer hyperbolischen Stromung (s. Abb. 4.23) ist der Dehnungsanteil dy groRer als der Rotations-
anteil ¢g und damit x > 1. Der Geschwindigkeitsgradiententensor L ist im i-j-System

L =(do—¢o)ij+ (do+o)ji. (4.133)

Den Neigungswinkel @ der Asymptoten der Hyperbeln gegen die i-Achse berechnet Giesekus [20]

dn —
tanpa = £4 | dz n 22. (4.134)

Er gibt die stationdre Orientierung in der Stromungsebene an, bezogen auf das i-j-System. In

mit

Abb. 4.24 a ist die Ausrichtung des Partikels in der Stromungsebene fiir verschiedene Werte von
k gezeigt. Je groRer der Wert von k ist, desto geringer ist der Anteil der Rotation (¢p) an der
Stromung. Ist ¢g = 0, dann liegt eine Dehnstromung vor , d. h. Kk — oo. Das Partikel richtet sich
in der 1. Hauptrichtung (n1) des Tensors D aus, s. Kapitel 4.3.4, also unter dem Winkel von 45°
zur i-Richtung. Fiir k = 1 ist ¢g = dp, das entspricht einer Scherstromung. Beide Grenzfille sind in
Abb. 4.24 a mit eingezeichnet.

Mit abnehmendem & sinkt auch der Wert des Winkels ¢, unter dem sich das Partikel ausrichtet. Die
Stromlinienbilder fiir verschiedene k sind in Abb. 4.24 b gezeigt. Sie folgen aus dem Geschwindig-
keitsgradiententensor L = Vvs. Es gilt [21]

de =dx - VVf, X = X€j, i=1,2,3. (4.135)

Ist L ein konstanter Tensor und wahlt man ein Koordinatensystem so, dass im Ursprung vs = 0 gilt,
dann koénnen in Gl. (4.135) die Differentiale durch die entsprechenden GroBen selbst ersetzt werden:

vi=x=x-L (4.136)

Gleichung (4.136) ist die Differentialgleichung des dem Gradiententensor L zugeordneten Stromungs-
feldes. In Koordinatenschreibweise lautet Gl. (4.136)

x=(do+ o)y, y = (do — o) x (4.137)

NS
N A

Abbildung 4.23. Hyperbolische Stromung
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Abbildung 4.24. Hyperbolische Stromung. a Ausrichtung des Partikels in der Stromungsebene fiir
verschiedene Kk, b Stromlinien fiir verschiedene

Die Losungen der Differentialgleichungen (4.137) sind

d .

X = xpcosh (w/dg—qb%t)—l—yo d2t225|nh< dg—qbgt) (4.138)
d —

y = yocosh<\/dg—¢(2)t>+xo dz+£zsinh< ds — 37.“), (4.139)

Xo und yp sind die Koordinaten des betreffenden Bahnpunktes zur Zeit t = 0.

4.4 Losung der Bewegungsgleichung eines zylindrischen Korpers

Der schlanke Stab ist ein zu einer Linie geschrumpfter Zylinder und damit ein Spezialfall eines axial-
symmetrischen Korpers. Mit Blick auf die Bestimmung der Faserausrichtungen in spritzgegossenen
kurzfaserverstarkten Polymeren ist ein schlanker Stab mit seiner Geometrie einer realen Faser dhn-
lich. Dennoch ist es wiinschenswert, die Bewegung eines Korpers bestimmen zu konnen, der nicht der
strikten Einschrankung der Eindimensionalitat unterliegt. Zunachst wird nun die Bewegungsgleichung
eines zylindrischen Korpers gelost.
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4 Bewegungsgleichung

4.4.1 Bestimmung der Koeffizienten

Das folgende Differentialgleichungssystem, das die Bewegung eines axialsymmetrischen Korpers be-
schreibt, wurde im Kapitel 4.1 hergeleitet:

oy = —(d-m—uwN), wn=w-m, (4.140)
A

D SN o Ui

wr = —;wNm+;(¢—¢-mm—wT)+;mxD-m, (4.141)

m = wtXxm. (4.142)

Dort wurde ebenfalls gezeigt, dass die Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes aus der eines
allgemein axialsymmetrischen Korpers abgeleitet werden kann. Ein Zylinder mit H > R (Hohe H
und Radius R) sollte sich qualitativ so bewegen wie ein schlanker Stab. Um dies prinzipiell zu zeigen,
miissen fiir die Losung des Systems (4.140)-(4.142) die Widerstandskoeffizienten az, Bz und 1z in
Gl. (3.41) eines Zylinders an den Koeffizienten x des schlanken Stabes angepasst werden, fiir den
im Kapitel 4.3 x = 0,2s gewahlt worden ist. Die Koeffizienten a und 8 des Widerstandstensors
enthalten neben den geometrischen Groken R und H auch die in dieser Arbeit so bezeichneten
Viskositatskoeffizienten ¢ und £.° Da fiir sie keine experimentell ermittelten Werte vorliegen, miissen
fiir die Losung der Bewegungsgleichung eines Zylinders Werte vorgegeben werden. Dafiir werden die
folgenden Annahmen getroffen:

1. Glasfasern haben einen Durchmesser D = 3...25 um und eine Dichte p = 2,6 g/cm® [45]. Von

Kurzfasern spricht man bei einer Faserlange H = 100...300 um [43]. Die folgenden Werte wer-
den fiir die Berechnungen zugrunde gelegt:

R = 10um, 4.14
0 143
= um, 4.144
H 200 1
e = 4£0g/cm-. 4.145
= 2,6g/cm’ 1

Die Konstanten Az und uz des Tragheitstensors in Gl. (3.22) hangen allein von den MaRen des
Zylinders und seiner Dichte ab und sind

Az = 8,2-10"°gum?, (4.146)
puz = 5,5-10"*gum?. (4.147)

2. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Koeffizienten 87 und 7z gleich sind. Damit
ist zwar die Allgemeingiiltigkeit der Bewegungsgleichung eingeschrankt, sie gibt uns aber die
Moglichkeit, die Koeffizienten so zu bestimmen, dass es physikalisch nachvollzogen werden
kann. Da fiir nz keine Werte aus anderen Veroffentlichungen vorliegen, ware die Alternative,
willklirlich einen Wert festzulegen. Aus Gl. (4.141) wird

A
wT = ——ZwNm & (m x LT -m —wT> . (4.148)
Kz Kz

3. Ausgehend vom gedachten Anwendungsfall, dem Spritzgussprozess, ist anzunehmen, dass die

Drehung um die Symmetrieachse mit der Geschwindigkeit wy nur eine untergeordnete Rolle

5Sje enthalten neben der Viskositat des Fluids auch andere Informationen, z. B. iiber die Grenzschicht zwischen
Partikel und Fluid, s. Kapitel3.2.
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4.4 [ 6sung der Bewegungsgleichung eines zylindrischen Kérpers

spielt. Setzen wir wy = 0, erhalten wir aus Gl. (4.148)

wT:&<meT-m—wT). (4.149)
Kz

Damit ist nicht festgelegt, dass wy in allen Berechnungen vernachldssigt werden muss. Die
Annahme wy = 0 wird nur fiir die Bestimmung der Koeffizienten ¢ und £ getroffen. Durch den

Vergleich mit GI. (4.13) ergibt sich

Bz _ 1430 ps

_ , (4.150)
vz X KUs
Mit uz aus Gl. (4.147) und x =0, 2s ist
g um?
Bz =mz=2,7-107°=— (4.151)

4. Der Widerstandstensor G in Gl. (3.40) und der Tragheitstensor C in (3.23) haben dieselbe
Struktur. Um den Koeffizienten az von G vorlaufig bestimmen zu kdnnen, muss eine weitere
Annahme getroffen werden. Wir setzen

Az oz

— = 4.152

vz Bz ( )
Auch das ist eine Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit, die gemacht wurde, um auf dem Weg
zur Bestimmung der Viskositatskoeffizienten ¢ und £ die Zahl der Unbekannten zu reduzieren.
Mit Gl. (4.152) ist

2
az=4,1-10-5 84 (4.153)
S

Aus Gl. (3.54) lassen sich, nachdem az und Bz bestimmt sind, die Viskositatskoeffizienten ¢
und £ berechnen:

C 1 2Sv ( )

Die Koeffizienten acz und Bz hangen auRer von ¢ und £ noch von den MaBen H und R ab, s. Gl. (3.54).
Berechnet man die Bewegung fiir verschiedene H/R, kann der Wert fiir Bz in Gl. (4.151) und fiir
az in (4.153) daher nur als Referenzwert verstanden werden. Mit GIn. (4.154) und (4.155) wurden
die Koeffizienten ¢ und £ einmalig bestimmt, mit denen die Viskositat des umgebenden Mediums, die
Oberflachenbeschaffenheit des Partikels, Haftung/Gleitung des Mediums an der Partikeloberflache
u. a. m. beschrieben wird. All dies soll in der Rechnung fiir alle Partikelgeometrien gleich sein, daher
werden ¢ und ¢ fiir alle folgenden Berechnungen mit den Werten in (4.154) und (4.155) als konstant
angenommen. Mit verandertem H/R andern sich auch Az, uz, az und Bz, die Gleichungen fiir die
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4 Bewegungsgleichung

Koeffizienten wurden in den Kapiteln 3.1 und 3.2 hergeleitet:

Ay = ggR“H, (4.156)
pr = oys (3RH+ RPH?), (4.157)
az = w((R*+2R%H), (4.158)
R?H?> RH?3 R* RH?3
_ 3 _ -
Bz = WC<R Ht——+ 12>+7r£<2 + 24> (4.159)

In Tabelle 4.1 sind die Tragheits- und Widerstandskoeffizienten fiir verschiedene H/R berechnet, nz
ist bei allen Rechnungen gleich B7. Je kleiner das Verhaltnis H/R wird, desto kleiner werden auch
alle Tragheits- und Widerstandskoeffizienten. Starker nehmen dabei pz und Bz ab, da H hier in der
3. Potenz steht im Gegensatz zur 1. Potenz bei Az und ay.

In Abb. 4.25 ist das Ausrichten eines Zylinders mit H = 20 R und eines schlanken Stabes im Ver-
gleich in einem Scherstromungsfeld gezeigt.” In beiden Fillen wurden 99 = 0, wT(0) = wto = k
und wn(0) = wno = 0 gewahlt. Die Partikel lagen also anfangs in der Stromungsebene, die Bewe-
gungsgleichungen wurden numerisch gelost. Nach der Koeffizientenanpassung sind beide Kurven fiir
H = 20 R identisch.

Die Ausrichtung von Zylindern mit verschiedenen H/R zeigt Abb. 4.26, die Anfangsbedingungen sind
dieselben, wie sie fiir Abb. 4.25 verwendet wurden: %9 = 0, wT(0) = wto = k und wn(0) = wno = 0.
Sind Zylinderhohe und -radius derselben Grokenordnung (z. B. bei H = R), ist der Zylinder nicht mehr
schlank und wird im folgenden als kompakt bezeichnet. Wird H kleiner als R (wie bei H =1/10R),
dann hat der Zylinder die Form einer flachen, kreisrunden Scheibe. Auch eine Scheibe richtet sich mit
ihrer Achse m in Stromungsrichtung aus, das bedeutet, dass sie senkrecht auf der Stromung steht,
s. Abb. 4.27.

Mit den Koeffizienten ¢ und € in (4.154) und (4.155) lasst sich eine Ubereinstimmung der Rotation des
Zylinders H = 20 R mit der eines schlanken Stabes erzielen. Zylinder mit anderen H/R-Verhaltnissen
verhalten sich sehr ahnlich. Das ist ein Hinweis darauf, dass die Koeffizienten geeignet sind fiir die
Bestimmung der Bewegung eines Zylinders. Da aber mehrere Annahmen getroffen wurden, um die
Koeffizienten zu bestimmen, und nicht bekannt ist, wie gut diese Annahmen sind, kann man aus der
Losung in Abb. 4.26 nicht automatisch schlieBen, dass die Drehung eines Zylinders bei Verwendung
dieser Koeffizienten fiir alle Stromungsverhaltnisse realitatsnah abgebildet werden kann. Die Koeffizi-

Tabelle 4.1. Koeffizienten fiir die Rotation eines Zylinders

Az Wz az Bz

[g um?] [g um?] [gum?s7!] [gum?s™?]
H=100R 4,1-107° 6,8-1072 2,0-107% 0,32
H=50R 2,0-107° 8,5-103 1,0-107% 4,1-102
H=20R 8,2-107° 55-107% 4,1-107° 2,7-1073
H=10R 4.1-107° 7,0-107° 2,1-107° 3,8-107%
H=R 4,1-10~" 2,7-1077 3,0-107° 4,6-107°
H=1/10R 4,1-1078 2,0-1078 1,2-107° 2,9-107°

"Das sich wihrend der Einfiillphase des Spritzgussprozesses ausbildende Strémungsfeld wird i. a. als Scherstrémung
angenommen [60], daher werden die Bewegungsgleichungen in diesem Kapitel in einer Scherstromung (do = ¢o = )
gelost.
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Abbildung 4.25. Scherstrémung, Rotationen Abbildung 4.26. Scherstromung, Ausrichtung
von Zylinder (H = 20 R) und schlankem Stab, von Zylindern mit verschiedenen H/R im Stro-
die Kurven sind deckungsgleich mungsfeld

enten ¢ und & beschreiben z. B. Fluideigenschaften wie die Viskositat, die Oberflachenbeschaffenheit
der Faser und die Haftung des Fluids am Partikel. Auf diese Eigenschaften wird in dieser Arbeit
nicht eingegangen. Deutlich wird, dass ¢, £ und damit auch die Widerstandskoeffizienten o, 8 und n
die Bewegung des Zylinders maRgeblich beeinflussen. Fiir deren Bestimmung wurden als erstes Ho-
he H und Radius R entsprechend den Abmessungen, die Kurzglasfasern iiblicherweise haben, sowie
die Dichte p = 2,6g/cm3 (Glas) angenommen. Diese physikalischen Annahmen kénnen plausibel
nachvollzogen werden. Dennoch liegt in der Wahl der Koeffizienten eine betrachtliche Unsicherheit,
da weitere Annahmen getroffen wurden, um sie zu bestimmen. Insbesondere das Gleichsetzen der
beiden Widerstandsparameter 3 und 7 ist der Tatsache geschuldet, dass keine experimentellen Daten
vorliegen, die man fiir die Berechnung heranziehen kann.

4.4.2 Zylinder und abgerundeter Zylinder in einer Scherstromung

Bisher lag der Zylinder in allen Rechnungen anfangs in der Stromungsebene (%9 = 0), aus der er sich
auch nicht mehr herausbewegte. In Abb. 4.28 ist die Lésung fiir oo = 45°, 99 = 60° gezeigt. In den

Abbildung 4.27. Scherstrémung, Ausrichtung eines Zylinders mit H = 1/10 R im Stromungsfeld
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Abbildung 4.28. Scherstromung. a Ausrichtung in Stromungsrichtung, b Drehung von Zylindern in
die Stromungsebene

Anfangskoordinaten der Zylinderachse mg heilst das:

1
m = Myy=—=, 4.160
10 20=57% ( )
mzg = V3
0 = S
Mit m-wt = 0 (s. Kapitel 4.1), sind die Anfangskoordinaten der Winkelgeschwindigkeit wg
V3
w = w = —, 4.161
T10 T20 2/ ( )
B 1
WT30 = 5

Als Anfangsdrehung um die Zylinderachse wurde wng = 1 gewahlt. Da die Kurven fiir die schlanken
Zylinder H=100R, H=50R und H = 10 R fast deckungsgleich mit der Kurve fiir H = 20 R sind,
sind die drei erstgenannten in Abb. 4.28 nicht dargestellt. Die Zylinder driften mit ihrer Achse m in
die Stromungsebene (Abb. 4.28 b) und richten sich dort in Stromungsrichtung aus (Abb. 4.28 a).

Im Kapitel 3.1 wurde ein Zylinder mit abgerundeten Grundflachen vorgestellt. Geometrisch gesehen
liegt je eine Halbkugel auf Grund- bzw. Deckflache. Fiir  und £ nach GlIn. (4.154) bzw. (4.155) sind

Tabelle 4.2. Koeffizienten fiir die Rotation eines abgerundeten Zylinders

AZHK UZHK QAZHK Bzhk

[g um?] [g um?] [gum?s!] [gum?s™?]
H=98R 4,0-107° 0,067 2,0-107% 0,297
H =48R 2,0-107° 8,1-1073 9,8-107° 0,035
H=18R 7,8-107° 4,8-107% 3,9-107° 1,8-103
H=8R 3,7-10°° 5,1-107° 1,9-107° 1,6-107%
H=1/10R 4,8-1071 4,210 2,9-10°° 2,7-107°
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Tabelle 4.3. H/R-Verhaltnisse von Zylindern und abgerundeten Zylindern bei gleichem Volumen

Zylinder | abgerundeter Zylinder

H =100 R H=9823R
H=50R H=482/3R
H=120R H=1823R
H=10R H=2823R

in Tabelle 4.2 fiir die verschiedenen H/R die Werte der Konstanten

8 R*H
A = — R —— 4.162
ZHK om <15 +— > : (4.162)
8 _s5 R*H R3H? R2H3
UzHk = ©OT <1—5R Tt ) (4.163)
4
azpk = 22n¢ <§R4 + R3H> , (4.164)
B = 2n¢ iR‘HL—RHa + &—RH3 (4.165)
ZHK = 2T (3 24 ) TTTog '

des Tragheits- und des Widerstandstensors eines Zylinders mit Halbkugeln (ZHK) angegeben. Da sich
auf Grund- und Deckflache des Zylinders je eine Halbkugel mit dem Radius R befindet, entspricht
das Langenverhaltnis H = 98 R eines solchen abgerundeten Zylinders dem Verhaltnis H = 100 R
eines Zylinders. In Tabelle 4.2 sind die Koeffizienten flir abgerundete Zylinder mit kleiner werdender
Hohe H angegeben.

Statt die Langenverhaltnisse von Zylinder Z und abgerundetem Zylinder ZHK aufeinander abzustim-
men, kann man sich auch auf das Volumen beziehen und die Hohe des abgerundeten Zylinders fiir
konstanten Radius R und das entsprechende Volumen eines Zylinders berechnen. Das Volumen eines
Zylinders ist

Vo = mTR?Hz, (4.166)
das eines abgerundeten Zylinders (s. Abb. 3.2)
2 4 03
Vouk = TR Hzuk + g’er . (4.167)
Durch Gleichsetzen von (4.166) und (4.167) erhalt man einen Ausdruck fiir Hzyk:
4
Hzuk = Hz — §R' (4.168)

mit dem fiir vorgegebene H/R-Verhaltnisse der Zylinder die entsprechenden Verhaltnisse fiir abge-
rundete Zylinder berechnet werden konnen. Die entsprechenden Massentragheitsmomente Azpk und
Wwzrk und die Widerstandskoeffizienten azpk und Bzpk sind in Tabelle 4.3 gegeben.

Abbildung 4.29 a zeigt die Ausrichtung der abgerundeten Zylinder, bei denen die Lange an die Zylinder
angepasst wurden, in einem Scherstromungsfeld. Die Ausgangsorientierung ist (g = 45° und 99 = 0°.
lhre Anfangsrotationen sind wto = —k und wy = 1. Die abgerundeten Zylinder (Abb. 4.29 a) richten
sich in gleicher Weise wie Zylinder in Stromungsrichtung aus.
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a (p’o b(p,o
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Abbildung 4.29. Scherstromung. a Rotation abgerundeter Zylinder und Ausrichtung in Stromungs-
richtung, b Rotation abgerundeter Zylinder nach Anpassung der Lange (gestrichelte Kurven) bzw.
des Volumens (durchgezogene Linien) an entsprechende Zylinder

Die abgerundeten Zylinder, fiir die das Volumen an das der entsprechenden Zylinder angepasst wurde
(s. Tabelle 4.3), verhalten sich dhnlich denen mit Langenanpassung (Abb. 4.29 a). Einige H/R-
Verhdltnisse sind in Abb. 4.29 b dargestellt. Zwischen den schlanken ZHK mit H = 98 2/3 R und
H = 482/3R bzw. H=98R und H = 48 R ist in deren Ausrichtung im Stromungsfeld kein Unter-
schied sichtbar. Da nach Gl. (4.168) zur Berechnung des H/R-Verhaltnisses bei konstantem Volumen
Hz > 4/3 R sein muss, gibt es fiir den kompakten Zylinder H = 1/10 R keinen entsprechenden abge-
rundeten Zylinder mit demselben Volumen. Daher wird als Referenzzylinder Hz = 7/3 R gewahlt. Die
entsprechenden abgerundeten Zylinder sind dann Hzpyk = 1/3 R (Z und ZHK sind gleich lang) bzw.
Hzuk = R (Z und ZHK haben dasselbe Volumen). Die Ausrichtung der abgerundeten Zylinder ist
ahnlich, egal, ob sie an die Lange oder an das Volumen der Zylinder angepasst wurden, die volumen-
angepassten bewegen sich etwas schneller in die Stromungsrichtung. Ab etwa ¢gt = 10 sind kaum
noch Unterschiede zu sehen. Im folgenden sind alle abgerundeten Zylinder langenangepasst.

Zylinder und abgerundete Zylinder verhalten sich ganz ahnlich. In Abb. 4.30 sind sie gegeniibergestellt,
die Zylinder sind mit gestrichelten Linien dargestellt. Es wurden einige H/R-Verhaltnisse ausgewahlt -
ein sehr schlankes Partikel (Zylinder Z, H = 100 R und abgerundeter Zylinder ZHK, H = 98 R),
ein kompaktes Partikel (Z mit H = 2R und ZHK mit H = 1/10R) und ein Partikel mit einem
H/R-Verhaltnis dazwischen (Z mit H = 10 R und ZHK mit H = 8R). Der kompakte abgerundete
Zylinder H = 1/10 R entspricht geometrisch annahernd einer Kugel. Er verhalt sich aber wie alle
anderen Partikel, auch er richtet sich mit seiner Achse m in Strémungsrichtung aus. Setzt man die
Hohe H des Zylinders gleich 0, ,schrumpft” das Partikel zu einer Kugel. lhre Bewegung kann mit
dem Differentialgleichungssystem (4.8)-(4.10) nicht berechnet werden, da mit der Hohe auch die
Zylinderachse m verschwindet. In Abb. 4.30 wird deutlich, dass sich die abgerundeten Zylinder etwas
schneller in der Stromungsrichtung ausrichten als die Zylinder mit vergleichbaren H/R-Verhaltnissen.
Grund hierfiir sind moglicherweise die Kanten zwischen Deck- und Mantelflache beim Zylinder, die es
beim abgerundeten Zylinder nicht gibt. Man muss davon ausgehen, dass diese Kanten die Bewegung
eines Korpers beeinflussen, da hier beispielsweise der Stromfaden abreien kann, sich Wirbel bilden
und Riickstromungen entstehen konnen.
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a b
®,° ®,°
45 1 — H=098R, ZHK 45
— H=8R, ZHK \
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30 H=100R, Z 30 1
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Abbildung 4.30. Scherstromung, Vergleich der Rotation abgerundeter Zylinder (ZHK) mit den
entsprechenden Zylindern (Z). a Zeitintervall 0s< t < 20s, b Anfangsbereich derselben Kurven
0s<t<5s

4.5 Reduktion der Bewegungsgleichung eines axialsymmetrischen
Korpers

In Kapitel 4.1 wurde beschrieben, dass das Differentialgleichungssystem (4.8)-(4.10), das aus 7 ska-
laren Differentialgleichungen besteht, liberbestimmt ist. Da |m| = 1 und m - wt = 0 sind, miissen
5 Gleichungen ausreichen, um die Bewegung eines Korpers im Stromungsfeld zu beschreiben. In jeder
numerischen Rechnung, mit der die Bewegung eines axialsymmetrischen Korpers nach dem Glei-
chungssystem (4.8)-(4.10) bestimmt wurde, waren fiir alle Zeitschritte die ebengenannten Bedingun-
gen erfiillt. Im folgenden wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem, ausgehend von den GIn. (4.8)-(4.10),
ein System aus nur 5 Differentialgleichungen fiir die Drehung eines axialsymmetrischen Korpers auf-
gestellt und gelost wird.

Der Vektor m der Partikelachse wird in Abhangigkeit der Winkel ¢ und 1 in Kugelkoordinaten darge-
stellt (Abb. 4.31):

m = cospcosi +sinpcos¥j + sind k. (4.169)

Das Kugelkoordinatensystem hat die Basisvektoren e, (0 < r < 1), e, (0 < ¢ < 2m) und ey
(—m/2 <Y < m/2) mit

e, = —sinpi+cosyj, (4.170)
ey = —cospsin®i—sinpsindj+ cosdk, (4.171)
e = m, r-r=1. (4.172)

Der Winkel ¢ lauft in dieser Darstellung ausgehend von der Stromungsebene um 7/2 in k- bzw.
—k-Richtung, da sich mit der Stromungsebene als ,Null-Ebene” die Lage der Partikelachse im Raum
aus der Losung einfach ablesen ldsst.
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€y

Abbildung 4.31. Einheitskugel mit Partikelachse m und den Basisvektoren e, e, und ey des Par-
tikelkoordinatensystems (blau), i, j und k sind die Basisvektoren des Stromungskoordinatensystems
(rot)

Die Einheitsvektoren i, j und k des Koordinatensystems, das die Stromungsebene beschreibt, sind in
Abhangigkeit von m, e, und ey (s. Abb. 4.31)

i = cosp(costm—sintdey) —sinpe,y,, (4.173)
J = sinp(cos¥m —sindey) + cos ey,
k = sintm+ cos?des.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Rotation eines axialsymmetrischen Korpers, wie sie in Kapitel 4.3.6
hergeleitet wurden, sind

oy = (@ m-wN), wn=w-m, (4.174)
A

N N o n

wt = —ﬁwNm—I—;(dJ—d)-mm—wT)—l—ﬁmxD-m, (4.175)

m = wtxm. (4.176)

Aus Gl. (4.169) folgt

m = p(—sinpcos®i+ cosycosVj) +¥(—cospsin®i —sinpsin®j + cos 9 k) (4.177)

und mit
m = wyxm (4.178)
wtr = @costey— Ve, (4.179)
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In einer Scherstromung (dy = ¢o = y) wird die Bewegungsgleichung (4.175) zu

B

g, 1 o A s, 1y :
— (9 + Zp?sin29 - = 9+ 9 + ==~ sin209sin 2 4.180
< + a4 sin M(pr cosY + ) + >0 sin 249 sin (p> e, ( )

. N .
+ <<bcosz9 —28%¢sin® + gtpcosﬁ + ;wNz‘}—k %Ycosﬁ — %cosz‘)cos&p) es =0.

Der Vektor der Partikelachse m ist nicht mehr enthalten, die Vektorgleichung (4.175) besteht nach
dieser Umformung aus nur noch 2 skalaren Gleichungen:

1 _ A .1 _ .
9+ Z¢?sin 29 — =@wy cos V¥ + éﬁ + -m sin2¢sin2¢p = 0, (4.181)
2 W W 2 @
. N .
pcost® —20¢sint + %p cosY + ;wNﬁ + % cos Y — % cos ¥ cos2p = 0. (4.182)

Nach Division durch cos® wird Gl. (4.182) zu

. w 6. X UJN'S By mv
—2 +5p+ = + 21— T os2p = 0. 4.1
¢ —2%ptan® %) s cos2p =0 (4.183)

Fiir die Umformung zur Gl. (4.183) muss ¢ # 4m/2 gefordert werden, damit eine Division durch
0 ausgeschlossen ist. 4 = +m/2 bedeutet, dass das Partikel mit seiner Achse m senkrecht auf
der Stromungsebene steht. Das ist ein singuldrer Fall, der mit den GIn. (4.181) und (4.183) nicht
gelost werden kann. Diese Einschrankung gilt nur fiir dieses Gleichungssystem, nicht aber fiir das
System (4.174) - (4.176). Aus der Bewegungsgleichung (4.174) fiir die Drehung um die Partikelachse
wird mit (4.169) und (4.173)

. 7_% _ﬂ.
WN =~ WN~ sin . (4.184)

Die Differentialgleichungen (4.181) und (4.183) sind 2. Ordnung. |hr Grad wird reduziert mit

v =(0) = o = =@ =@ = @1, (4.185)
9 = 9(0) = 99 =9 =19, =19 = 91. (4.186)

Das nun zu losende Differentialgleichungssystem ist 1. Ordnung und besteht aus 5 skalaren Gleichun-

gen:
Oy = —%MN - a—; sin 9, (4.187)
$ = o1, (4.188)
. Atwn By B ny
~ 9 A ol B il I os2 4.1
1 Y141 tan ¥ Lcoste & M‘Pl"‘ 052w, (4.189)
9§ = O, (4.190)
. 1 A 1
’191 = —E(p% sin 2’!90 + ;(ple COS’l?o - 5’191 - 5% sin 2’!90 sin 2(p0. (4.191)

Dieses Gleichungssystem wird wieder mit dem Runge-Kutta-Verfahren mit adaptiver Schrittweite
gelost. Zunachst soll auch mit diesem System eine ebene Drehung berechnet und diese mit der
Drehung aus Abb. 4.26 verglichen werden. Dafiir miissen die Anfangsbedingungen angepasst werden,
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da die Winkelgeschwindigkeit wT nicht mehr explizit vorkommt, dafiir aber ¢ und . In Abb. 4.26
waren die Anfangsbedingungen des Vektors m der Partikelachse mig = mog = \/§/2, mszg = 0, der
Winkelgeschwindigkeit wtg = k und wng = 0. Auf die Winkeln ¢ und 9 umgerechnet heifst das
po = 45° und 99 = 0°. Wegen k - k = 1 ist |wT(0)| = wtg =1, d. h.

lwT(0)] = wr1(0)? + wr2(0)? + wrs(0)? = 1. (4.192)
Aus Gl. (4.179) folgt mit (4.170) und (4.171)

wT = (—%tpsin 29 cos ¢ + ¥ sin <p> i+ (—%tpsin 29 sinp — 19c05<p> Jj+@cos’ O k. (4.193)
©(0) =7/4, 9(0) = 0 und Gl. (4.192) in Gl. (4.193) eingesetzt fiihrt auf

$?(0) +92(0) = 1. (4.194)

Gleichung (4.194) ist nicht eindeutig 6sbar. Es liegt nahe, 1 = 0 vorzugeben, da zunichst eine
ebene Drehung berechnet werden soll, fiir die 9(0) = 0 gilt, um beide Gleichungssysteme verglei-
chen zu konnen. Dann kann ¢(0) die beiden Werte +1 annehmen. Wir wahlen zunachst ¢(0) = 1.
Zusammengefasst sind die Anfangsbedingungen fiir das Gleichungssystem (4.187)-(4.191) nun

wn(0) = 0, (4.195)
™

p(0) = 2

¢(0) = 1,

9(0) = O,

9(0) = 0.

In Abb. 4.32 ist die Drehung von Zylindern mit verschiedenen H/R-Verhaltnissen und den in (4.195)
genannten Anfangsbedingungen als Losung des Differentialgleichungssystems (4.187)-(4.191) ge-
zeigt. Das Vorzeichen von ¢(0) bestimmt die Anfangsdrehrichtung. Ist ¢(0) = 1, wie in Gl. (4.195),

©,
60 -
— H=20R
45 — H=2R
HZl/lOR
30 A
o ¥
0 T T T —
0 5 10 15 20 ¢ot, —

Abbildung 4.32. Scherstromung, Rotation von Zylindern mit verschiedenen H/R-Verhaltnissen nach
GlIn. (4.187)-(4.191)
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(¢}

®,
45 1 — Lésung aus (4.174) - (4.176)
—— Losung aus (4.187) - (4.191)
30 A
15
O T T T 1

0 5 10 15 20 ¢ot, —
Abbildung 4.33. Scherstromung, Rotation von Zylindern H = 20 R mit ¢(0) = —1s~*

sind die Anfangsdrehrichtungen fiir die beiden Gleichungssysteme (4.174)-(4.176) aus 7 bzw. (4.187)-
(4.191) aus 5 Differentialgleichungen gleich. Das Partikel dreht sich in beiden Fallen zunachst gegen
die Stromungsrichtung, bevor der Einfluss der Stromung auf die Drehung dominant wird. Die Kur-
ven H=100R, H =50R und H = 10 R sind nahezu deckungsgleich mit der Kurve H = 20 R und
deshalb nicht extra in der Abbildung dargestellt. Die Kurven unterscheiden sich nicht von denen in
Abb. 4.26, fiir die das Gleichungssystem (4.174)-(4.176) gelost wurde. Mit der nach Gl. (4.194)
zweiten moglichen Anfangsbedingung fiir die Drehung um ¢ (¢(0) = —1) dreht sich das Partikel
identisch zur Drehung nach (4.174) - (4.176) mit der fiir dieses System giiltigen Anfangsbedingung
wTo = —k. Exemplarisch ist diese Drehung fiir H = 20 R in Abb. 4.33 dargestellt.

Im folgenden soll eine raumliche Drehung mit der Anfangsorientierung ¢(0) = /4 und 9(0) = /3
als Losung des Differentialgleichungssystems (4.187)-(4.191) mit der Losung aus (4.174)-(4.176)
verglichen werden. Als Beispiel werden abgerundete Zylinder mit H = 18 R gewahlt. Zunachst mis-
sen wieder die Anfangsbedingungen der beiden Gleichungssysteme aneinander angepasst werden. In
den GIn. (4.160) und (4.161) sind die Anfangskoordinaten mg und wq fiir diese Anfangsorientierung
gegeben, die fiir das Gleichungssystem (4.187)-(4.191) eingesetzt werden. Auf das andere System
aus 5 Gleichungen angewendet bedeutet das, dass wiederum Gl. (4.192) erfiillt sein muss. Die An-
fangsorientierung ©(0) = /4 und 9(0) = /3 in (4.193) eingesetzt fiihrt auf

@ +9%(0) = 1. (4.196)
Auch Gl. (4.196) kann nur geldst werden, wenn entweder ¢y oder ¥ vorgegeben wird, und selbst
dann gibt es bis zu 4 Lésungspaare. Wahlt man z. B. 9% = 1/4s72, dann sind die Lésungspaare

Yo =V3s ! B9 =1/2s71, (4.197)
o =—V3s! ¥ =1/2s71, (4.198)
¢o=—V3s! o= —1/2s71, (4.199)
¢o=V3s? g =—1/2s71. (4.200)

Die Rotationen nach GIn. (4.187)-(4.191) mit den 4 Paaren von Anfangsbedingungen (4.197)-(4.200)
sind fiir H = 18 R eines abgerundeten Zylinders in Abb. 4.34 dargestellt.
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a
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Abbildung 4.34. Scherstromung, Rotation abgerundeter Zylinder mit H = 18 R mit verschiedenen
Anfangsbedingungen (AB). a Ausrichtung in der Stromungsebene, b Drehung in die Stromungsebene

Die schwarzen Kurven in Abb. 4.34 zeigen zum Vergleich die Losung des Gleichungssystems aus 7 Dif-
ferentialgleichungen (4.174)-(4.176). Was die Ausrichtung in der Ebene betrifft (¢p-Kurve), liegt die
Kurve mit den Anfangsbedingungen aus (4.198) am nachsten. Beim Driften in die Strémungsebene
(9-Kurve) liegt keine der Kurven aus dem Gleichungssystem (4.187) - (4.191) nahe an der schwar-
zen Referenzkurve. Aber alle Partikel richten sich in der Stromungsebene und in Stromungsrichtung
aus. Die blaue und die rote -Kurve zeigen zunachst eine Drehung gegen die Stromungsrichtung.
Beide haben die positive Anfangsbedingung ¢ = v/3s~ 1. Offensichtlich stimmt die Richtung die-
ser Anfangswinkelgeschwindigkeit nicht mit der Richtung von wtg aus Gl. (4.161) iiberein. Eine zur
schwarzen Kurve iibereinstimmende Losung konnte aus dem System der 5 Gleichungen mit den An-
fangsbedingungen (4.197)-(4.200) nicht gefunden werden. Da aber alle Kurven in Abb. 4.34 den
gleichen qualitativen Verlauf zeigen (Ausrichtung in der Stromungsebene in i-Richtung), ist davon
auszugehen, dass nur aufgrund nicht bereinstimmender Anfangsbedingungen keine Deckungsgleich-
heit zwischen einer Kurve aus dem System (4.174)-(4.176) mit einer aus (4.187)-(4.191) hergestellt
werden konnte.
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4.6 Analytische Ndherungslosung der Bewegungsgleichungen eines
abgerundeten Zylinders

Die Bewegungsgleichungen (4.8) und (4.9) sind mit (4.10)

Ay +oawy = ad-m, (4.201)
PpWT + ANwWT XM+ Lwr = B¢-(E—mm)+nmxD-m. (4.202)

In den GIn. (4.201)-(4.202) sind

WN = W-mm=wym, (4.203)

wr = w-(E—mm)=w —wy. (4.204)

Zunachst wird fiilr wt = 0 die Losung der Bewegungsgleichung (4.201) gesucht, in der wy die
einzige unbekannte Winkelgeschwindigkeit ist. Der Vektor m auf der rechten Seite der Gleichung ist
zeitabhangig. Eine allgemeine analytische Losung dieser Gleichung kann nicht gefunden werden. Wir
suchen daher eine analytische Naherungslosung nach der Perturbationsmethode. Diese Methode kann
angewendet werden fiir die Losung ordentlicher Differentialgleichungen mit einem kleinen Parameter
[62]. Die Naherungslosung besteht aus einer Anzahl kleiner werdender Terme, die sich in der Summe
der exakten (aber unbekannten) Losung der Differentialgleichung nahern. Dieses Verfahren wurde
bereits angewendet, um die Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes in einer Rotationsstromung
zu bestimmen (s. Kapitel 4.3.2).

Gleichung (4.201) wird zunachst wie folgt normiert:

A
€lwN T wn =@ -m, €= (4.205)

Der Parameter A ist ein Massentragheitsmoment, o ein Widerstandskoeffizient. Im Widerstands-
koeffizienten sind verschiedene physikalische Grolen enthalten, wie die Oberflachenbeschaffenheit,
Haftung/Gleitung des umgebenden Mediums an der Partikeloberflache und die Viskositat des um-
gebenden Mediums. Bei einer Polymerschmelze als umgebendes Fluid kann von einem hochviskosen
Medium ausgegangen werden. Hohe Viskositat bedeutet einen hohen Widerstand des Mediums gegen
die Bewegung des Partikels, also einen groen Widerstandskoeffizienten a. Damit ist €7 ein kleiner
Koeffizient. Mit ¢ = 3,2 - 10711 g/um?s, wie in Gl. (4.154) berechnet, erhalt man fiir einen abgerun-
deten Zylinder mit dem Radius R = 1 um und der Hohe H = 18 R den Wert €1 = 0, 2s, s. Tabelle 4.2.
Fiir die in dieser Arbeit verwendeten Geometrien der Partikel und die ,Viskositatskoeffizienten" ist es
also gerechtfertigt, €; als kleinen Koeffizienten anzunehmen. Die Naherungslosung der Gl. (4.205)
wird als Summe kleiner werdender Terme angenommen:

WN = WNo + E1WNT + €TWND + . .. (4.206)

Mit ;7 = 0,2sist €2 = 0, 04 s2. Es ist zu erwarten, dass der Term €3wyz in Gl. (4.206) die Genauigkeit
der Losung der Gl. (4.205) nicht signifikant erhoht, daher wird die Reihe (4.206) nach dem 2. Glied
abgebrochen. Gesucht wird also eine Losung der Form

WN = WNo + €1WN].- (4.207)
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Aus Gl. (4.207) folgt

WN = WNo + €1WN1. (4.208)
Die GIn. (4.207) und (4.208) in (4.205) eingesetzt ergibt

€1WN0 + €10Wn1 + Wng + E1WNT = @ - m. (4.209)

In Gl. (4.209) sind die Terme gleicher GroBenordnung in derselben Farbe dargestellt. Bei den roten
Termen ist das offensichtlich, beide enthalten den kleinen Parameter €. Die blauen Terme liegen in
der GroBenordnung zwischen -1 und 1. In der numerischen Losung der Bewegungsgleichung wurde
die Anfangsdrehgeschwindigkeit wy(0) um die Achse m entweder vernachlassigt und mit wy(0) =0
vorgegeben oder wy(0) = +1s~! gewdhlt. Im letzteren Fall wurde erwartet, dass wy infolge der
Tragheit mit der Zeit abklingt, was mit der Losung der Bewegungsgleichung bestatigt wurde. Der
Betrag des Skalarprodukts ¢ - m liegt ebenfalls im Bereich 0 < |p-m| < 1, denn mit ¢ = ¢gj X | =
—@ok, s. Gl. (4.33), ist aus Abb. 2.2 ersichtlich, dass ¢ - m = ¢g cos6 ist. Der Koeffizient ¢ wurde
bisher in allen Losungen entweder ¢g = 0 oder ¢g = 151 gesetzt, und es gilt —1 < cosf < 1. Der
griine Term ist wegen e% = 0 sehr klein und wird im folgenden vernachlassigt. Entsprechend dem
Losungsmuster der Perturbationsmethode werden die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von
€1 Null gesetzt. Man erhdlt die folgenden Gleichungen:

() wno = ¢ - m, (4.210)
(e1) wno + w1 = 0. (4.211)

Gleichung (4.210) wird nach der Zeit abgeleitet und in Gl. (4.211) eingesetzt:

wNo = d)-m:d)-wam, (4212)
wni = —@-wT xm. (4.213)

Mit Gl. (4.207) erhalten wir als ,Losung" der Bewegungsgleichung (4.205)
WN=@ - m—e1¢ -wt xm. (4.214)

Da in Gl. (4.214) der Vektor m enthalten ist, kann man an dieser Stelle noch nicht von einer voll-
standigen Losung sprechen. Gleichung (4.214) ist der erste Schritt der Losung. Sie nahert sich
asymptotisch dem Wert ¢ - m. Der 2. Term gibt die Abweichung vom asymptotischen Wert an, die
aus der Beriicksichtigung des Widerstands des umgebenden Mediums auf das Partikel resultiert. An-
dert sich die Orientierung des Partikels nicht mehr, ist also m(t) = const., dann ist wegen m = 0
auch €1¢-wt xm=0.

Im zweiten Schritt wird die Bewegungsgleichung (4.202) mit der Perturbationsmethode gelost. Mit
dem kleinen Parameter e = 0, 3s fiir einen abgerundeten Zylinder mit Radius R = 1um und
Hohe H = 18 R und ¢ = 3,2- 107 g/um?s und € = 1,8 -1071%g/um?s (s. Tabelle 4.2) wird
Gl. (4.202) zu

A
E207 + 5 wnwr X m+wr =¢-(E—mm)+2mxD-m, €2 =

5 5 (4.215)

Lt
5
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Es wird der Reihen-Ansatz entsprechend Gl. (4.206) angewendet, wegen €3 = 0, 07 s> wiederum mit
Abbruch nach dem 2. Glied:

Wt = Wo+ewT, (4.216)

WT = Wi+ eErwT. (4.217)

Gleichung (4.215) wird zu

A
. 9 .. . .
E2WTo +SWT1 + — (WnWTo X M+ 2wty X M) +WTo + €2WT1

6]

= d)-(E—mm)—i—gme-m (4.218)
In Gl. (4.218) sind wieder die Terme gleicher GroRBenordnung in derselben Farbe dargestellt, analog
zu Gl. (4.209). Mit den Werten fiir Az und Bz aus Tabelle 4.1 erhdlt man fiir den Zylinder mit
H = 20 R den Quotienten Az/Bz = 0,0031s bzw. fiir den abgerundeten Zylinder mit H = 18 R mit
AzHk und Bzyk aus Tabelle 4.2 den Quotienten A\zyk/BzHk = 0,0043s. Beide Quotienten sind
eine GroRenordnung kleiner als €3 2 0, das selbst schon vernachlissigt wird. Daher ist der A/B-Term
in Gl. (4.218) in derselben Farbe dargestellt. Durch Nullsetzen der Koeffizienten mit verschiedenen
Potenzen von €5 erhdlt man

(€9) wTO:(b-(E—mm)—I—gme-m, (4.219)

(¢}) wto +wr1 =0. (4.220)

Die Zeitableitung von Gl. (4.219) ist

wTo:—¢-(mm+mm)+g(mxD-m+m><D-r'n), (4.221)

eingesetzt in Gl. (4.220) ergibt sich

le:¢-(mm+mm)—g(mxD-m+m><D-m). (4.222)

Die Zeitableitung von m ist m = wt x m. Mit Gl. (4.219) und Gl. (4.222) wird Gl. (4.216) zu

WTo + 2wty = ¢-(E—mm)+gme-m (4.223)

+ ¢ [(Wro+ewT) X mm+m(wro + e2wry) X m]
€2ﬁ
B

[(WTo + €2wT1) X M) x D-mm x D - (wto + €2wt1) X M]
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bzw. zu

Wto + w1y = ¢(E—mm)—|—gm><Dm (4224)

¢ (Wroxmm+e¢- (wrp x m)m

+ o+

2 .
P - MmwtoXmM+e5¢ - mwry xm

— egg(wToxm)xD-m—egg(lexm)xD~m

nme-(wToxm)—eggme-(le><m).

625

Wieder werden die verschiedenen Potenzen von e Null gesetzt. Mit (€3) erhdlt man Gl. (4.219), die

~

grinen Terme mit €5 = 0 werden vernachlassigt,

(e3) wr1 = @ (Wwroxm)m+¢-m(wro x m) (4.225)

[(Wroxm)xD-m+mxD - (wtg x m).

w3 S

Die analytische Naherungslosung der Differentialgleichung (4.215) ist

wr = ¢-(E—mm)+gme-m (4.226)

s €2{¢'(WT0Xm)m+¢'m(UToXm)—g[(wToXm)XD'm+mXD'(wToxm)]}-

Die Losung wt in Gl. (4.226) ist wie schon wy in Gl. (4.214) wegen der Abhdngigkeit von m
noch keine vollstandige Losung. Sie setzt sich wiederum aus einem widerstandsfreien 1. Term und
einem 2. Term, der den Widerstand des umgebenden Mediums beschreibt (gekennzeichnet durch die
Koeffizienten €1 bzw. €5), zusammen.

Die Losung (4.214) fiir wy muss, nachdem w+ mit Gl. (4.226) bestimmt ist, noch prazisiert werden,
da sie selbst w enthalt. Setzt man den Perturbationsansatz (4.216) in Gl. (4.214) ein, erhalt man

wn=¢ m-—e1 ¢ (Wro+ewr1)x m. (4.227)

Da €; und € jeweils kleine Terme sind, ist deren Produkt derselben GroBenordnung wie €2 und €3
und damit vernachlassigbar klein. Damit wird Gl. (4.227) zu

wn=¢ -m—e€1¢ wtgx m. (4.228)

Mit Gl. (4.226) ist erfiillt, dass die Vektoren der Partikelachse m und der Rotationsgeschwindigkeit w+
aufeinander senkrecht stehen (w+-m = 0). Mit den GIn. (4.210) und (4.219) ist die Summe wq der
widerstandsfreien Terme

Wo = WNoM+WTo, (4.229)
wy = ¢+gme-m, (4.230)
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4.6 Analytische Naherungslosung der Bewegungsgleichungen eines abgerundeten Zylinders

was der Jeffery-Losung in Gl. (4.131) entspricht. Mit w = wy m+wT und wg konnen die analytischen
Naherungslosungen (4.214) fiir wy und Gl. (4.226) fiir wt zusammengefasst werden zu

w = wo—ewot(e2—€1)P - (Woxmm+erd-muwgxm, (4.231)
€ = A =1
1 - ar 2_6

In Gln. (4.231) und (4.230) gibt es keine Einschrankungen fiir die Stromung (die Koeffizienten dy des
Dehngeschwindigkeitstensors D und ¢ des Drehgeschwindigkeitsvektors ¢ sind nicht festgelegt) und
fir die Partikelgeometrie (fiir die Tragheitsmomente A und w und die Widerstandskoeffizienten a und
B). In diesem Sinne ist die Losung allgemein, d. h. sie gilt fiir alle Stromungsformen nach Giesekus
(s. Kapitel 3.3) und fiir alle axialsymmetrischen Partikel.

Fiir die vollstandige Losung der Bewegungsgleichungen (4.140)-(4.142) muss noch die Lage der
Partikelachse m gefunden werden. Mit der |dentitat

Mm=wXxXm=wT xm (4.232)
kann die entsprechende Differentialgleichung aus GI. (4.231) abgeleitet werden:
m=wypxXxm-—ewyxXm+ed-m(wyxm)xm. (4.233)

Aus Gl. (4.230) folgt

wOZ%(me-erme-m). (4.234)

Das Kreuzprodukt wg x m ist

n

Woxm = E(—m-D-merm-D-(E—mm)), (4.235)
- g(—m-D-mm—i—D-m—mm-D-m) (4.236)

und
(Wo xm)xm=—wq-(E—mm). (4.237)

Damit wird Gl. (4.233) zu

n
B

In Gl. (4.238) ist ¢ -m = wp - m. Die beiden m-Terme in Gl. (4.238) auf eine Seite gebracht und mit
m = m - E erhdlt man

m=wogxm—-e;=(D—mm-D—m-D-mE) - m—e¢ - mwy- (E—mm). (4.238)

m-E+egg(D—mm-D—m-D-mE)-m

- Kl—ezgm-D-m>E—I—ezg(D—mm-D i (4.239)

71



4 Bewegungsgleichung
und damit fiir GI. (4.238)

Kl —ezgm-D-m> E—i—ezg(D—mm-D)] ‘M =wWoXM—exWo-Mwy-(E—mm). (4.240)

Wir bezeichnen den Tensor in der eckigen Klammer in Gl. (4.240) mit B:

- (1—62gm-D-m>E+62g(D-P), (4.241)
= E—mm (4.242)

und erhalten
B-m=wygxm-—ewy - mwy-P. (4.243)

Der Tensor B muss nun invertiert werden, um m auf der linken Seite von (4.243) isolieren zu kdnnen.
Dafiir nutzen wir den Satz von Caley-Hamilton [3], nachdem fiir jeden Tensor 2. Stufe gilt:

B2 —1,(B)B +1,(B)E

_1 _

B~ = >(B) , (4.244)
L(B) = spB, (4.245)
1(B) = % [(spB)* —sp (B?)], (4.246)
I5(B) = % (spB)® — %sszp (B?) + %sp (B®) =det B (4.247)

mit B2 = B - B und entsprechend B3 = B - B - B. |1, |> und I3 sind Invarianten des Tensors B. In
den Gln. (4.244)-(4.247) sind

B — (1—262gm-o-m>E+262g(D-P), (4.248)
1L(B) = 3—4ezgm-D-m, (4.249)
IL,(B) = 3—8€2gm-D-m, (4.250)
13(B) = 1_462gm-o-m. (4.251)

Bei der 3. Invariante von B wurden alle Terme mit dem Koeffizienten €3 = 0 vernachlassigt. Aus B2
und den 3 Invarianten von B in (4.248)-(4.251) erhalten wir die Inverse

e D, NP,
B_1:(1 3626mDm)E 23D P-

4252
1—452gm-D-m ( )
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Um eine moglichst einfache Darstellung fiir m zu erhalten, vereinfachen wir B~ mit einer Polynom-
division. Diese Vereinfachung liefert einen niherungsweise giiltigen Ausdruck fiir B~1. Mit

a = Eggm'D'm, (4.253)
b = ezg und (4.254)
c = m-D-m (4.255)

lasst sich B~ darstellen mit

~1-3a b

B 1= —
1—4a 1—4bc

D-P. (4.256)

Die Division der beiden Polynome in Gl. (4.256) liefert

145 = l1+a+4a"+..., (4.257)
b 2
Ty b+4b*c+ ... (4.258)

Die Terme 4a2 und 4b%c in den GIn. (4.257) und (4.258) enthalten €3 = 0, die in den Reihen
folgenden Terme hohere Potenzen von a und b und damit auch von €>. Daher werden diese Terme
jeweils vernachlassigt. Fiir B~1 ergibt sich dann niherungsweise

Bl'~(1+a)E-bD-P (4.259)
bzw.

B—leHQg(m-D-mE—D-P), (4.260)
Durch linksseitige skalare Multiplikation der Gl. (4.243) mit der Inversen B! erhalten wir fiir m

m= E+egg(m-D-mE—D-P) wo xm—exwo - mwg - P . (4.261)

Ausmultipliziert unter Vernachlassigung von e% = 0 erhalten wir als Differentialgleichung fiir die

Drehung eines axialsymmetrischen Partikels

m:wo><m—ezwo-mwo-P—i—ng(m-D-mE—D-E)-(wo><m). (4.262)

Gleichung (4.262) ist naherungsweise giiltig in dem Sinne, dass alle Terme, die e% = 0 enthalten,
eliminiert wurden. Wiirde man zusatzlich den kleinen Koeffizienten €, aus Gl. (4.262) eliminieren,
bliebe allein m = wo x m iibrig, was auf die Jeffery-Losung fiir die Drehung eines Partikels (Rotati-
onsellipsoid bei Jeffery) fiihrt. Gleichung (4.262) ist allerdings auch nichtlinear, was im allgemeinen
bei der Losung einer Differentialgleichung ein erhebliches Problem darstellt. Auch fiir diese vereinfach-
te Gleichung konnte keine allgemeine Losung (eine Losung, die fiir alle von Giesekus beschriebenen
ebenen Stromungen gilt) gefunden werden. Daher beschranken wir uns im folgenden auf die ebe-
nen Stromungen, in denen der Geschwindigkeitsgradient Vv = L = D — ¢ x E der umgebenden
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4 Bewegungsgleichung

Flussigkeit nur aus seinem antimetrischen Anteil ¢ x E (Rotationsstromung) bzw. nur aus seinem
symmetrischen Anteil D (Dehnstrémung) besteht.

4.6.1 Rotationsstromung

Eine Rotationsstromung nach Giesekus [22] hat keinen Dehnungsanteil. Der Dehnungskoeffizient ist
do = 0, damit ist auch D = 0. Damit reduziert sich die Rotationsgeschwindigkeit wq in GI. (4.230)
zu

wo = (4.263)
und deren Zeitableitung wq zu

wo =0. (4.264)
Die Drehgeschwindigkeitsgleichung (4.231) wird zu

w=¢p+ed-mpxm. (4.265)

Fiir eine vollstandige Losung der Bewegungsgleichungen (4.8)-(4.10) muss neben den Drehgeschwin-
digkeiten auch die Orientierung der Achse m gefunden werden. Die Idee zur Losung ist wie im
Kapitel 4.3, ausgehend von einer Koordinatendarstellung von m eine zugehorige Drehgeschwindigkeit
abzuleiten, um im Anschluss mit Gl. (4.265) die Koeffizienten zu vergleichen.

Der Vektor m der Partikelachse kann mit den 3 Euler-Drehungen Eigenrotation (mit dem Winkel
¥ um k), Nutation (mit 6 um j) und Préazession (mit ¢ wiederum um k) [61] dargestellt werden,
s. Abb. 4.35. Die Lage von m wird mit einer Folge von Drehungen (Drehtensor Q) ausgehend von
der Koordinatenachse k = i x j wie folgt beschrieben:

m = Q-k (4.266)
Q Q(pk)-Q(0)) - QY k). (4.267)

Da die Eigenrotation Q(% k)-k = k zu keiner Lageanderung fiihrt, kann m ausgedriickt werden durch

m = Q(pk) -Q(6J) - k (4.268)
bzw. mit

Q(ok) = kk+cosep(E—kk)+sinpk x E, (4.269)

Q6)) = jj+cosO(E—jj)+sinbjxE (4.270)
als

m = cospsinfi+sinypsinfj + cosO k. (4.271)

Aus der Kombination der Drehtensoren (4.267), die die 3 Euler-Drehungen reprasentieren, kann die
Winkelgeschwindigkeit w, mit der sich die Achse m dreht, als Summe der 3 Drehungen mit den
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a b k=Q(k) k b Yk
DY y
Q0J) -k
0
- C -
J o J
i i
c L k
P>y m=Q(pk)-Q(6)) -k
="/
|
|
|
g |
|
= i >
® ~_ | J

Abbildung 4.35. Nacheinanderausfiihrung der Euler-Drehungen. a Eigenrotation, b Nutation und
¢ Prazession

Winkelgeschwindigkeiten ¢, 8 und 4 [61] abgeleitet werden:

w=0pk+0Q(pk) j+YQ(vk) Q6)) k (4.272)
und mit Gl. (4.268)

w=9pk+0Q(ok) j+yYm. (4.273)

Beide GIn. (4.265) und (4.273) beschreiben dieselbe Drehung. Mit einem Koeffizientenvergleich las-
sen sich die Winkelgeschwindigkeiten ¢, 8 und 1) bestimmen. Sind diese GréRen bekannt, ist mit
Gl. (4.271) auch die Orientierung der Achse m gegeben. Bevor die Gleichungen der Winkelgeschwin-
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4 Bewegungsgleichung

digkeiten gleichgesetzt werden, miissen noch die folgenden Terme bestimmt werden:

o — ook (4.274)

b-m = —gok-m= ¢ cos, (4279
dxm = —¢osinf(—singi+cosej),

— o sin6Qok) ), (4.276)

Q(pk)-j = —sinpi-+cosyj. (4.277)

Mit den GIn. (4.274)-(4.277) wird Gleichung (4.265) zu

w = —pok+ers cosOsinfQ(wk)-J,
2
= —dok + 62% sin20 Q(wk) - . (4.278)

Das Gleichsetzen der beiden Winkelgeschwindigkeitsgleichungen (4.273) und (4.278) fiihrt auf

2
Ok +0Q(pk)-j+vYm=—pok+ 62% sin(20) Q(w k) - J. (4.279)

Gleichung (4.279) wird nacheinander mit k, Q(¢ k) - j und m skalar multipliziert. Daraus erhalt man
das Gleichungssystem

¢ +pcosd = —go, (4.280)
2

6 = 62% sin(20), (4.281)

@ cos@+P = —¢g cosh. (4.282)

Die Losung der Gleichung (4.281) ist mit der Anfangsbedingung 6(0) = 6,

tanf(t) = tanfg exp (23 t), (4.283)
0(t) = arctan [tanf exp (€295 t)] - (4.284)

Das entspricht qualitativ der Losung (4.98) der Drehung eines schlanken Stabes in einer Rotationsstro-
mung. Die unterschiedlichen Vorzeichen der Exponenten in den GIn. (4.98) und (4.283) resultieren
aus den verschieden gewahlten ¢ und 6. Gleichung (4.282) mit (— cos8) multipliziert und von (4.280)
subtrahiert ergibt

9(1 —cos?0) = —¢o(1—cos?9), (4.285)
$ = —do,  sin?0#0 (4.286)

und mit der Anfangsbedingung ¢(0) = g die Losung

o(t) = —¢o t + ¥o. (4.287)

Die Einschrinkung sin>6 # 0 in Gl. (4.285) stellt den speziellen Fall dar, dass das Partikel mit
seiner Achse m initial senkrecht auf der Stromungsebene steht (6 s. Abb. 4.35). Fiir diese spezielle
Ausgangslage gilt die Losung (4.287) nicht.
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Multipliziert man GI. (4.280) mit cos 6 und subtrahiert davon Gl. (4.282), erhalt man
Psin?0 = 0. (4.288)

Da sin 6 # 0 angenommen wurde, s. Gl. (4.286), muss 9 = 0 sein. Die Losung ist mit der Anfangs-
bedingung ¥(0) = g

W) = vo. (4.289)

Die Losungen (4.283) und (4.287) sind, bis auf die unterschiedlichen Koeffizienten x und €5, iden-
tisch mit den im Kapitel 4.3.2 erhaltenen Losungen der Bewegungsgleichung eines schlanken Stabes.
Sie gelten fiir die Drehung allgemein axialsymmetrischer Korper in einer Rotationsstromung. Die un-
terschiedlichen Vorzeichen stammen aus den entgegengesetzten Richtungen der Vektoren n = %
(s. Gl. 4.55) bzw. k = —% (s. Gl. 4.274). Mit GI. (4.289) liegt eine Losung fiir die Eigenrotation
eines axialsymmetrischen Korpers vor, die fiir den Stab aus der Differentialgleichung fiir w+ nicht
gefunden werden kann. Die Eigenrotation 4 ist mit der Achse m verkniipft [y m in Gl. (4.86)], also
kollinear mit wy, die wiederum senkrecht auf w steht. Aus diesem Grund ist ¥ nicht in der Glei-
chung (4.89) fiir wt eines Stabes enthalten. Mit GI. (4.289) ist die Eigenrotation 1 konstant gleich
der Anfangseigenrotation 1o. Nach Gl. (4.287) richtet sich die Achse m nicht in der Stromungsebene
aus, sondern rotiert immer weiter um die Wirbelachse. Da das umgebende Medium einer konstanten

Rotationsstromung unterliegt, dreht es das Partikel fortlaufend mit.

4.6.2 Dehnstromung

In einer Dehnstromung gibt es keinen Rotationsanteil. Der Geschwindigkeitsgradient des Mediums,
das das Partikel umgibt, ist L = Vv¢ = D. Aus der analytischen Naherungslosung (4.231) der
Drehgeschwindigkeit w wird mit ¢ =0

W =wqg — 620)0. (4.290)
Mit
_n _
wy = meD-m, ¢ =0, (4.291)
m = wpxm, (4.292)
wy = g[(woxm)xD-erme-(woxm)] (4.293)

wird Gl. (4.290) zu

w:ﬂme-m—Qﬁ [(woxm)xD-m+mxD - (wyxm)]. (4.294)

6] 6]
Mit
(D-m—m-D-mm) (4.295)

woxm=—-mx(D-m)xm=

I3
I3
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erhalten wir
(Wwoxm)xD-m = —gm-D-mme-m, (4.296)
mxD-(wgxm) = g[me-(D-m)—m-D-mme-m] (4.297)
und fiir w schlieBlich
n n\?
w:Bme-ereQ(B) 2m-D-mmxD-m—mxD-(D-m). (4.298)

Die Partikelachse m in den Koordinaten ijk des Stromungsfeldes steht in GI. (4.271) und ist hier zur
besseren Ubersicht erneut notiert:

m = cospsinfi+sinypsinfj + cosO k. (4.299)

Wir suchen fiir w eine Darstellung, die es uns nach Moglichkeit erlaubt, die nichtlinearen Terme aus
Gl. (4.298) zu eliminieren. Die Projektion des Vektors m in die Stromungsebene ist

d*=m-(E—kk)=sinf(cospi+sinpj). (4.300)

Wir normieren d* auf die Lange 1 und erhalten den Vektor d mit
d= W = Ccospi +singj. (4.301)

In der Stromungsebene gibt es einen Vektor b, der senkrecht sowohl auf der Partikelachse m als auch
auf d steht:

b=—-Q(pk)-j=dxk=sinpi—cosypj, b-b=1. (4.302)

Die Vektoren d und b sind in Abb. 4.36 dargestellt. Ausgehend von den Vektoren m und b bilden
wir ein Vektortripel bem aus 3 Einheitsvektoren, die senkrecht aufeinander stehen und die Basis
eines korperfesten kartesischen Koordinatensystems bilden, s. Abb. 4.37. Der Vektor e folgt aus dem
Kreuzprodukt von m und b:

e=mxb=cosfd —sinbk. (4.303)

Ausgehend von Gl. (4.299), der Darstellung von m im ijk-Koordinatensystem, leitet sich die Gleichung

Abbildung 4.36. Lage der Vektoren b und d in der Stromungsebene
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k

Abbildung 4.37. Korperfestes Koordinatensystem bem

der zu m gehdrenden Drehgeschwindigkeit w gemal Gl. (4.273) ab. Mit
k= —sinfe+ cosOm (4.304)
und GI. (4.302) wird Gl. (4.273) zu

w = ¢(—sinfe+cosdm)—0b+yYm
= —0b—¢sinfe+ (¢ cosh+ 1)) m. (4.305)

Die w-Gleichung (4.298) wird nun ebenfalls in die bem-Koordinaten tiberfiihrt. Die einzelnen Terme
in (4.298) sind

mxD-m = dysinf(—sin2pcosfb— cos2pe), (4.306)
m-D-m = dysin2psin?0, (4.307)

d2
mxD-(D-m) = —70 sin20 b, (4.308)

und die Winkelgeschwindigkeit w nach Gl. (4.298) ist

1
w = —gdo (ESinZwsinZGb—i-c052<psin9e>
2
n 5 . I 1 . . _ 1 .
+ € 5 ds [2sin2¢sin“ 0 —Esm2<psm29b—c052<psm9e +§sm29b
2 2
ndo . : Ui : 5 n\" dy .
= |—=Z2sin20psin26 1+ 26, = 2 2) ZLsin2 4.
[ 525m @ sin 9( + 62'66/0 sin 2@ sin 9>+€2<ﬁ> 5 sin20| b (4.309)

— gdo cos2psinf <1 + 262% dg sin 2(,os.in2 9> e.
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Mit den GlIn. (4.305) und (4.309) liegen nun 2 Gleichungen fiir w vor, beide im korperfesten, mitge-
drehten, kartesischen Koordinatensystem bem. Beide Gleichungen werden gleichgesetzt. Mit einem
Vergleich der Koeffizienten kann daraus ein System aus 3 Differentialgleichungen in folgender Weise
aufgestellt werden:

2 2
g _Ndo - Mo si in2 n\ %
(b) 0= 52 sin 2 sin 26 <1+2€25d0 sin 2@ sin 9>+€2 <ﬁ> > sin 20
(4.310)
(e) —@sing = —g do cos 2 sin 6 <1 + 2¢5 g do sin 2¢ sin? 9> (4.311)
(m) 0=pcosf+1. (4.312)

Die GIn. (4.310) und (4.311) enthalten beide denselben Klammerausdruck. Gleichung (4.311) nach
der Klammer umgestellt ergibt

®

14 2¢ g do sin2¢psin?0 = W' cos2p #0 (4.313)
und GI. (4.313) in Gl. (4.310) eingesetzt
1 o n\° d3 .
<nod 2 tan2pp = —e <E> > sin260 # 0, (4.314)
g 1 n\° d2
_ = 2 = — - ) 2dr. 431
snog 2 an2wde €2 (5) 5 dt (4.315)

In den GIn. (4.313) und (4.314) miissen die Orientierungen ¢ = 7/4, 3/4m,...und 86 =0, 7/2, ...
ausgeschlossen werden. Das bedeutet, diese Gleichungen gelten nicht, wenn die Partikelachse in der
Stromungsebene oder senkrecht zu ihr bzw. wenn sie in Richtung einer der beiden Hauptrichtungen
des Geschwindigkeitsgradienten L = D des Dehnstrémungsfeldes liegt.

Gleichung (4.315) integriert liefert

L intang + 2 incos2p = U 2d—gwc (4.316)
2nan 4I']COS Y = €2 ﬁ > .

mit C als Integrationskonstante. Zundchst wird Gl. (4.316) umgeformt:

1 1 1 B n\>
5|ntan9+§|ntan9+§|n cos2¢p = —é <E> at+C, (4.317)
n\2
In(tan?@cos2p) = —2 [62 <E> d>t+C|, (4.318)
tan?0cos2p = Deft, (4.319)
2
K = -2 <g> d2. (4.320)

Die Integrationskonstante C ist in D enthalten: D = e2¢. Es geniigt, D in Gl. (4.319) zu bestimmen.
Mit den Anfangsbedingungen ©(0) = o und 6(0) = 6y ist D = tan? 6y cos(2¢g). Die Gl. (4.316)
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wird zu

2
tan? 6 cos 2¢ = tan? g cos 2¢pg et K = —2¢; <ﬂ> ds. (4.321)

6]
Mit Gl. (4.321) liegt eine Losung tiber 2 Variablen vor. Jede fiir sich ist damit noch nicht bestimmt.
Man kann nun die Losung (4.321) in eine der beiden Gleichungen (4.310) oder (4.311) einsetzen und
sie dadurch von einer Variablen entkoppeln, erneut integrieren und hat dann 2 Losungen, mit denen
die Variablen ¢ und 6 bestimmt sind. Uber die Losung fiir ¢ erhilt man danach mit der Integration
der Gl. (4.312) die Losung fiir 1. Dieser Weg ist theoretisch moglich, hat aber praktisch nicht zu
einer analytisch integrierbaren Gleichung gefiihrt.

Wenn fiir das Differentialgleichungssystem (4.310)-(4.312) keine vollstandige analytische Losung
gefunden werden kann, bietet es sich an, wenigstens mit Vernachlassigung des kleinen Koeffizienten €»
zu versuchen, eine Losung zu erhalten. Mit €2 = u/B = 0 wird die Tragheit des Partikels aus der
Bewegungsgleichung eliminiert. Das stellt eine Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit dar und fiihrt
zu einer Losung, zu der man auch mit der Jeffery-Annahme kommt, nach der das aulere Moment,
das der Bewegung des Partikels entgegen steht, gleich Null ist.

In Kapitel 4.4 wurde vereinfachend 8 = n angenommen. Da beide in den GIn. (4.310)-(4.312)
ausschlieBlich als Quotient n/6 = 1 vorkommen, sollen sie im folgenden nicht vernachlassigt werden.
Mit diesem Ansatz (e = 0) werden die Gleichungen (4.310)-(4.312) zu

n do

6 = 52 sin(2¢) sin(26) (4.322)
p = g do cos(2¢p) (4.323)
= pcosh+ . (4.324)

Gleichung (4.323) kann durch Trennung der Veranderlichen gelost werden. Mit der Anfangsbedin-
gung ©(0) = g ist die Losung der Differentialgleichung (4.325)

de n
= — dodt 4.32
cos 2¢p 6] 0 (4.325)
™ _ T\ At

tan ((p + 4) = tan <<p0 + 4) e, (4.326)
A — 2% do. (4.327)

¢ = arctan (Be™t) — % (4.328)

T
B = tan <(p0 v Z) . (4.329)

Mit der Losung fiir ¢ in Gl. (4.328) wird Gl. (4.322) zu

do . A . At ™
Snog — 4 SN2 [arctan (Be™) — Z} dt. (4.330)
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4 Bewegungsgleichung

Mit den Entsprechungen

sin[2(a— b)] = sin(2a) cos(2b) — cos(2a) sin(2b), (4.331)
a = arctan (Be), (4.332)
b = g (4.333)

wird aus Gl. (4.330)

4 do
Asin 26

= {sin [2arctan (BeAt)] cosg — cos [2arctan (BeAt)] sin g} dt,
— cos [2arctan (Be?t)] dt. (4.334)

Die Losung der Differentialgleichung (4.334) ist

2 1 (Be”t)? +1
A In(tan) = ) [In ( 53 —At| +C, (4.335)
1 BeAt)? 41
tan = Dexp 5 [In (% — At]|, D = eA. (4.336)

Mit der Anfangsbedingung 6(0) = 6 ist

[ B2

Damit ist die Losung fiir den Winkel 8
[ B2 1 (Be”t)? +1
tanf = 827—{—1 tan(@o) exp 5 [In <T — At (4338)

[(BeAt)? +1 _a
tanf = tan(@o) %e 2t, (4339)
| (BeAt) +1
6 = arctan | tan(6p) %eéﬁ : (4.340)

Aus Gleichung (4.324) folgt mit GI. (4.323) fiir ¢:

dyp = —gdo cos2¢p(t) cosO(t)dt + (0). (4.341)
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4.6 Analytische Naherungslosung der Bewegungsgleichungen eines abgerundeten Zylinders

Gleichung (4.341) wird numerisch gelost und im Anschluss graphisch ausgewertet. Die analytischen
Naherungslosungen fiir ¢ und 8 sind hier noch einmal zusammengefasst:

¢ = arctan (Be’t) — % (4.342)
[ (BeAt)” + 1
6 = arctan | tan(6p) % e 2 |, (4.343)
U
A = 2 5 do, (4.344)
™
B = tan <<p0 + Z) . (4.345)

In Abb. 4.38 sind die Graphen der 3 Euler-Winkel miteinander verglichen. Fiir die numerische Losung
wurden die Differentialgleichungssysteme (4.8)-(4.10) und (4.187)-(4.191) gelost. Die Ausgangsori-
entierung g = 60°, Y99 = 60° fiihrt auf die folgenden Anfangskoordinaten der Achse m:

V3. V3

mg :Z/Jr— +—k (4.346)

Fiir wt wurden die folgenden Koordinaten vorgegeben:

V3. 3. 1
wTo—Tl-i-ZJ_Ek- (4.347)

Zusammen mit wynp = 1s! bilden die GIn. (4.346) und (4.347) die Anfangsbedingungen fiir das
System (4.8)-(4.10). Fiir das Differentialgleichungssystem (4.187)-(4.191) wurden zu denselben An-
fangsorientierungen g und 9 und zu wyg = 151 die Anfangswinkelgeschwindigkeiten g = —v/3s71
und d¢ = —% s~ ! entsprechend Gl. (4.199) vorgegeben. Aus den Lésungen des Vektors m(t) wurden
die Winkel (t) und 9(t) bestimmt, die die Lage der Achse m im [jk-Koordinatensystem beschreiben.
Die Drehung mit ¥ um die Achse m wurde bei der numerischen Losung nicht bestimmt.

Der Vergleich der numerischen mit der analytischen Naherungslosung nach der Perturbationsmethode
zeigt bis etwa dy t = 5 Unterschiede, besonders deutlich in der ¢(t)-Kurve, die die Ausrichtung in
der Stromungsebene beschreibt. Ab dy t = 5 sind sowohl die ¢(t)- als auch die 6(t)-Kurven nahezu
deckungsgleich. Bemerkenswert ist der deutliche Unterschied im Anfangsbereich der ¢-Kurven. Nach
den numerischen Losungen schwingt das Partikel iiber die stabile Ausrichtung (45°) hinaus, nicht
aber nach der analytischen Naherungslosung.

Die Ursache fiir das ,,Uberschwingen” iiber die stabile Lage (im Winkel von 45° zur i-Achse bzw. in
der 1. Hauptrichtung n; des Geschwindigkeitsgradienten L = D) liegt in der Anfangsorientierung des
Drehgeschwindigkeitsvektors wr. Aus

wr=w-(E—mm) (4.348)
folgt

m-wt = 0. (4.349)

83



4 Bewegungsgleichung

45 1

-

—— numerische Losung nach GIn. (4.8)-(4.10)
— numerische Losung nach GIn. (4.187)-(4.191)

15 | —— analytische Naherungslosung nach Gin. (4.342)-(4.343)
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Abbildung 4.38. Dehnstromung. a Ausrichtung der Achse m in der Stromungsebene, b Bewegung
in die Stromungsebene, ¢ Eigendrehung der Achse m
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4.6 Analytische Naherungslosung der Bewegungsgleichungen eines abgerundeten Zylinders

Die Anfangsbedingungen wurden fiir alle Rechnungen in dieser Arbeit in erster Linie nach der Aus-
gangsorientierung mg der Achse m gewahlt, d. h. es wurden die Anfangswinkel ¢g und 9 vorgege-
ben, daraus eindeutig die Koordinaten von mg bestimmt, dann aber willkiirlich eine Anfangsorientie-
rung wro vorgegeben, die Gl. (4.349) erfiillt. Es gibt aber unendlich viele Moglichkeiten fiir wtg, die
alle in der Ebene senkrecht zu mg liegen. In Abb. 4.39 sind die Ausrichtung in der Stromungsebene
und das Absenken der Achse m in die Stromungsebene fiir dieselbe Ausgangslage von m (¢o = 60°
und %9 = 60°), aber verschiedene wrg gezeigt. Bei einigen Kurven dreht sich die Achse m zunachst
von ny weg, bei anderen schwingt sie tber ny hinaus, und bei einigen richtet sie sich direkt in nq-
Richtung aus. Das Uberschwingen in Abb. 4.38 sagt also nichts iiber den Dampfungsgrad aus, sondern
resultiert allein aus unterschiedlichen Ausgangslagen wq des Drehgeschwindigkeitsvektors w in der
Ebene senkrecht zu m.

Mit der oben beschriebenen Annahme, €> zu vernachlassigen, konnte das Differentialgleichungssy-
stem (4.322)-(4.324) naherungsweise analytisch gelost werden. Bei dem Vergleich der Graphen der
einzelnen Winkel ergibt sich nun das Problem, dass das numerisch geloste System mit Beriicksich-
tigung der Wechselwirkung zwischen dem Partikel und dem umgebenden Medium dem analytisch
gelosten gendherten System bei vernachlassigter Tragheit gegeniibergestellt wird. Dass die jeweiligen
Graphen im gesamten Bereich sehr nahe beieinanderliegen, konnte daher von vornherein nicht erwar-
tet werden. Dennoch zeigen die roten Kurven der analytischen Naherungslosung eine Ausrichtung,
die physikalisch plausibel ist. Die Achse m driftet in die Stromungsebene und richtet sich dort in Rich-
tung der 1. Hauptachse n; des Dehngeschwindigkeitstensors D, d. h. unter einem Winkel von 45°
zur i-Achse, aus. Die Eigendrehung sinkt von ¥y = 30° auf einen Wert nahe 20° bei etwa dyt = 3
und bleibt dann konstant.
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4 Bewegungsgleichung

a
30 A
15 -
0 2 4 6 8 10 dp t, —
b 6,°
75 1
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30

15
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Abbildung 4.39. Dehnstromung, Ausrichtung bei verschiedenen Ausgangsorientierungen von wg
mit derselben Ausgangslage der Achse m (¢o = 60°, 99 = 60°). a Ausrichtung der Achse m in der
Stromungsebene, b Bewegung in die Stromungsebene
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5 Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die Bewegungsgleichung fiir die Rotation eines starren axialsymme-
trischen Partikels, das in einer viskosen Flissigkeit suspendiert ist, aufgestellt. Fiir schlanke Partikel
wurde die Bewegungsgleichung fiir ein ruhendes Medium analytisch, in einer Rotationsstromung nahe-
rungsweise analytisch, in einer Scherstromung fiir tragheitsfreie Bewegung analytisch und in Dehnstro-
mung, elliptischer und hyperbolischer Stromung numerisch gelost. Anschlielend wurde die Geometrie
des Partikels auf einen Zylinder und einen Zylinder mit abgerundeten Deckflachen ,erweitert”. Dessen
Bewegungsgleichung wurde in einer Scherstromung numerisch gelost. Ein Vergleich mit der Losung
des schlanken Stabes zeigte gute Ubereinstimmung. Das Partikel driftet unabhzngig von seiner Aus-
gangslage (mit den Einschrankungen, dass es anfanglich nicht parallel zur Wirbel- oder einer der
Hauptrichtungen des Verzerrungsgeschwindigkeitstensors liegt) in die Stromungsebene und richtet
sich in Stromungsrichtung aus. Fiir die beiden speziellen Stromungen Rotationsstromung (Dehnge-
schwindigkeitstensor D = 0) und Dehnstromung (Rotationsanteil und damit Wirbelvektor ¢ = 0)
wurden mit Hilfe der Perturbationsmethode eine analytische Naherungslosung fiir die Drehung eines
abgerundeten Zylinders gefunden, in einer Dehnstromung allerdings nur mit der weiteren Einschran-
kung, die Bewegungsgleichung durch die Vernachlassigung kleiner Terme zu vereinfachen.

Aus der Bewegungsgleichung
Ay + pwt = [amm+B(E—mm)] - (¢ —w)+nmx D -m, (5.1)

s. Gl. (4.4) wurden die beiden Differentialgleichungssysteme (4.8)-(4.10) bzw. (4.187)-(4.191) ab-
geleitet, die die Drehung axialsymmetrischer Partikel in einem viskosen Medium bei Berticksichtigung
von Partikel- und Fluidtragheit beschreiben. Gleichung (5.1) wurde aus der Drehimpulsbilanz des
Partikels hergeleitet. In vielen Arbeiten, die im Kapitel 3.3 zitiert wurden (z. B. in [19], [13], [50],
[55], [58], [32], [38] und [42]), wird die Fluidtragheit mit Hilfe der Reynolds-Zahl und in einigen die
Partikeltragheit mit der Stokes-Zahl (z. B. [38], [42]) beschrieben.

Eine Darstellung der Tragheiten liber Reynolds- und Stokes-Zahl ist in der vorliegenden Arbeit nicht
gewahlt worden. Der Widerstand, den das umgebende Fluid der Bewegung des Partikels entgegen-
setzt, ist hier mit Hilfe des Widerstands- bzw. hydrodynamischen Moments Mg nach Gl. (3.45)
dargestellt, das Jeffery in seiner Arbeit [29] gleich Null gesetzt hat. Der Einfluss der Stromung des
umgebenden Fluids ist iiber den Wirbelvektor ¢ und den Tensor D im hydrodynamischen Moment
enthalten. Die Widerstandskoeffizienten o, B und 7 enthalten die Partikelgeometrie und Informatio-
nen lber die Viskositat des Fluids, die Oberflachenbeschaffenheit des Partikels, Haftung/Gleitung des
Fluids an der Partikeloberflache u. a. m. Die Tragheit des Partikels geht (iber seinen Tragheitsten-
sor C in die Bewegungsgleichung ein, der sich in GI. (5.1) in den Massentragheitsmomenten A und w
wiederfindet. Eine Vernachlassigung der Partikeltragheit wiirde dazu fiihren, dass die linke Seite der
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Bewegungsgleichung (5.1) gleich Null wird, die Vernachlassigung der Fluidtragheit wiirde die rechte
Seite verschwinden lassen. Ausgangspunkt der Arbeit iliber die Rotation von suspendierten Partikeln
war die Annahme, dass die Bewegung unter Berlicksichtigung der Tragheiten bestimmt werden soll.
Daher wurde der Ansatz liber die Drehimpulsbilanz gewahit.

Es ergibt sich nun die Schwierigkeit, die Ergebnisse der hier vorliegenden Arbeit mit den eingangs
zitierten zu vergleichen. Qualitativ ist das moglich. Beschranken wir uns auf die Arbeiten, in denen
das Fluid mit einer Scherstromung beschrieben war ([11], [13], [55], [38] und [42]), dann fiihrt die
Berlicksichtigung der Tragheit dazu, dass sich das Partikel nicht mehr in einem geschlossenen Jeffery-
Orbit bewegt, sondern in die Stromungsebene driftet und sich schliellich mit seiner Symmetrieachse
in Stromungsrichtung ausrichtet. Zu demselben Ergebnis fiihrt die Losung der Bewegungsgleichung
mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell. Die numerischen Losungen aus den beiden Differential-
gleichungssystemen (4.8)-(4.10) bzw. (4.187)-(4.191) waren nicht zueinander deckungsgleich, was
darauf zuriickzufiihren ist, dass die jeweiligen Anfangsbedingungen nicht eindeutig miteinander in
Beziehung gesetzt werden konnen.

Fiir einen axialsymmetrischen Korper wurde die Bewegungsgleichung (Rotations- und Dehnstromung)
mit Hilfe der Perturbationsmethode naherungsweise analytisch gelost. Diese Losungen sind nicht mit
der Bewegung in einer Scherstromung gleichzusetzen. Dennoch zeigen beide Losungen, dass die Be-
riicksichtigung der Tragheit auch hier zu einem Driften der Partikelachse in die Stromungsebene
fiihrt, solange seine Ausgangslage nicht genau senkrecht zur Stromungsebene ist. Insgesamt wurde
in dieser Arbeit gezeigt, dass die Beriicksichtigung der Tragheiten (Fluid und Partikel) zu einer si-
gnifikanten Abweichung von der Jeffery-Losung fiihrt. Die in den Diagrammen gezeigten Losungen
gelten fiir Zylinder (Z) bzw. abgerundete Zylinder (ZHK). Die Partikelgeometrien stellen jedoch keine
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit der Losungen dar, da sie nur Einfluss auf die Koeffizienten (die
Massentragheitsmomente X und u bzw. die Widerstandskoeffizienten o und 3) haben. Die gefunde-
nen Losungen sind physikalisch plausibel und stimmen qualitativ mit den in anderen Arbeiten anhand
anderer Modelle berechneten Losungen uberein.

5.2 Ausblick

Eine vollstandige Losung der Bewegungsgleichung eines axialsymmetrischen Partikels konnte auch
mit analytischen Naherungsverfahren nicht gefunden werden. Insbesondere die Losung fiir die Rota-
tion eines Partikels in einer Scherstromung ist mit Blick auf die Faserorientierung spritzgegossener
Bauteile von Interesse. Hinsichtlich der praktischen Anwendbarkeit des Modells ist eine vollstiandige
Losung fiir alle von Giesekus beschriebenen Stromungsformen notig. Da mit dem Spritzgussverfahren
nur diinnwandige Bauteile hergestellt werden kdnnen, wird oft von einer Scherstromung ausgegangen.
Fiir flachige Bauteile trifft das sicher im Wesentlichen zu, in der Praxis werden im Spritzguss aber
hauptsachlich Bauteile mit komplexer Geometrie hergestellt. An Ecken, sonstigen scharfen Geome-
triednderungen oder umstromten Teilen liegt keine reine Scherstromung vor. Um die Ausbildung der
Faserorientierung allgemein bestimmen zu konnen, braucht man eine allgemeine Losung der Bewe-
gungsgleichung der suspendierten Partikel, in der es keine Einschrankungen fiir die Koeffizienten dy
und ¢g des Geschwindigkeitsgradienten L gibt. Um sie zu finden, sollten noch andere analytische
Naherungsverfahren getestet werden. Desweiteren muss vor einer Anwendung in einer Simulations-
software das Modell auf ein Viel-Partikel-Modell erweitert werden, das auch die Wechselwirkung der
Partikel untereinander beriicksichtigt. Hier kann auf bestehende Erweiterungen zuriickgegriffen wer-
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5.2 Ausblick

den, die derzeit in den Simulationsprogrammen, die auf dem Jeffery-Modell fuBen, implementiert
sind.

Weiterhin besteht Unsicherheit hinsichtlich der Wechselwirkungskoeffizienten ¢ und &, die im Kapi-
tel 4.4 ausfiihrlich beschrieben wurde. Wiinschenswert ist hier, dass diese Koeffizienten mit Groen
wie der Viskositat des Fluids (unter Beriicksichtigung der Abhangigkeit von der Temperatur und der
Anzahl der suspendierten Partikel) und GroRen, die die Oberflachenbeschaffenheit des Partikels und
die Reibung bzw. Gleitung des Fluids auf seiner Oberflache beschreiben, in eine eindeutige Zuordnung
gebracht werden konnen. In dieser Arbeit wurden die genannten GroBen in den Koeffizienten ¢ und
& pauschal zusammengefasst. Vor einer Anwendung des Modells in der Praxis miissen die verschie-
denen Einfliisse gegeneinander gewichtet und quantifiziert werden. Grolen wie die Viskositat eines
Polymers sind Standarddaten, die beim Hersteller erfragt werden konnen bzw. frei verfligbar sind. In
kurzfaserverstarkten Polymeren fiir den Einsatz im Spritzguss kommen haufig Glasfasern zum Einsatz
[43]. Da die Polymerschmelze auf ihrer Oberflache schlecht haftet und eine schlechte Haftung sich
auf die mechanischen Kennwerte negativ auswirkt, werden die Fasern mit Haftvermittlern vorbehan-
delt. Das flihrt zu einer deutlichen Verbesserung mechanischer Kennwerte [35, 54]. Fiir eine genaue
Bestimmung von ¢ und £ muss ein quantitatives MaB fiir die Haftung gefunden werden, das in erster
Naherung aus veroffentlichten Studien abgeschatzt werden kann.
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Anhang

A.1 Axialsymmetrische Korper

Axialsymmetrische Korper besitzen eine Symmetrieachse, die auch die 1. Hauptachse des Korpers ist.
Bei eine Drehung um die Symmetrieachse bleibt die Lage des Korpers unverandert. Die in dieser Arbeit
als Modell fiir Kurzglasfasern verwendeten Partikelgeometrien sind Zylinder, abgerundeter Zylinder
und schlanker Stab. In Abb. A.1 sind diese Geometrien gezeigt, aulerdem das von Jeffery in seiner
Arbeit [29] verwendete Rotationsellipsoid. Der Vektor m ist der Einheitsvektor der Symmetrieachse.
Der Tragheitstensor C axialsymmetrischer Korper ist transversal isotrop und hat die Form:

C=xmm+ u(E —mm). (A.2)

A und u sind die Massentragheitsmomente. Die Wechselwirkung zwischen Partikel und umgebendem
Medium wird mit Hilfe des Widerstandstensors G beschrieben, s. Kapitel 3.2. Auch der Widerstand-
stensor G ist transversal isotrop:

G=amm+B(E—mm). (A.3)

Die Massentragheitsmomente A und w sowie die Widerstandskoeffizienten o und 3 der in dieser Arbeit
verwendeten Geometrien werden aus den Glin. (3.17) und (3.48) berechnet! und sind in Tabelle A.1
zusammengefasst.

Die Widerstandskoeffizienten arg und Brge gelten fiir schlanke Rotationsellipsoide mit dem Achsen-
verhaltnis b/a < 1, w ist die Viskositdat des umgebenden Fluids.

Abbildung A.1. Axialsymmetrische Korper. a Zylinder, b abgerundeter Zylinder, ¢ schlanker Stab, d
Rotationsellipsoid

1Gl. (3.48) zusammen mit den GIn. (3.37), (3.38) und (3.50)
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Tabelle A.1. Massentragheitsmomente und Widerstandskoeffizienten axialsymmetrischer Korper

Massentragheitsmomente und Widerstandskoeffizienten

Zylinder Ay = Q% R*H
pz =075 BR*H + R?H?)

az =n¢ (R*+ 2R3H)

abgerundeter Zylinder AZHK = OT 15

2142 3 4 3
azpx = 2m¢ <R3H+—R2H +—ngl >—|—7r£ <R7+—R2% >

3 3
Do =2n¢ (4 + B2 4 e B2

schlanker Stab As =0

Rotationsellipsoid A\rE = Qﬂ%a%

URE = Qﬂf—Sazb (a® + b?)
_ 16mua’ B2

ARE 3 ] 2

Bre = lémua 1

3 a
o2l 1
"1
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A.2 Ahnlichkeitskoeffizienten
A.2 Ahnlichkeitskoeffizienten

Es gibt eine ganze Reihe von in der Stromungsmechanik verwendeten Ahnlichkeitskoeffizienten. Sie
dienen einerseits der Ubersichtlichkeit Stromungsvorgzange beschreibender Gleichungen, indem mit ih-
rer Hilfe diese Differentialgleichungen entdimensioniert werden, andererseits um mit ihrer Hilfe quan-
titative Aussagen bei geometrisch ahnlichen Stromungskanalen bzw. ahnlichen umstromten Korpern
treffen zu konnen [1].

A.2.1 Reynolds-Zahl

Die Reynolds-Zahl ist eine dimensionslose Kennzahl, die in der Stromungslehre verwendet wird, um

beispielsweise den Einfluss der Tragheit eines stromenden Fluids auf darin suspendierte Teilchen zu

bezeichnen. Sie gibt das Verhaltnis von Tragheitskraft zur Zahigkeitskraft an und ist definiert mit [1]
_orvd vd

Re = A4
o= 802 (A4)

In Gl. (A.4) sind pf die Dichte der Flissigkeit, v die Stromungsgeschwindigkeit des Fluids relativ zu
der des Korpers, d eine charakteristische Lange des Korpers (oder z. B. eines Rohres, durch das eine
Fliissigkeit stromt), n = v die dynamische Viskositat und v die kinematische Viskositat. Bei kleiner
Reynolds-Zahl ist die Stromung laminar, ab einem kritischen Wert Re,, schlagt die Stromung um in
eine turbulente. Setzt man die Reynolds-Zahl gleich Null, verschwindet damit auch der Einfluss, den
die Tragheit des Fluids auf die Bewegung eines suspendierten Teilchens hat.

A.2.2 Stokes-Zahl

Die Stokes-Zahl ist ein Mal fiir den Einfluss der Massentragheit eines suspendierten Korpers auf
seine Bewegung in einem bewegten Fluid. Sie steht im Zusammenhang mit der Reynolds-Zahl

St = KRe, (A.5)
Qp

Kk = -, A6
or ( )

op ist die Dichte des Partikels, or die der umgebenden Fliissigkeit [37]. Haben Partikel und Fliissig-
keit dieselbe Dichte, spricht man von ,neutrally buoyant particles”. In diesem Fall sind Stokes- und
Reynolds-Zahl gleich.

A.3 Newtonsche Fliissigkeit

Eine Fliissigkeit wird als Newtonsche Fliissigkeit bezeichnet, wenn sie dichtebestandig und reibungs-
behaftet ist. Giesekus [22] ordnet Newtonsche Fliissigkeiten in die Klasse der linear rein-viskosen
Flissigkeiten ein. Sie ist durch die Gleichung

o=—-pE+2nD (A.7)
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gegeben, in der ¢ als Spannungstensor, p als Druck, 1 als dynamische Scherviskositat und D als Ver-
formungsgeschwindigkeitstensor bezeichnet sind. Der Tensor E ist der Einheitstensor zweiter Stufe.
Mit diesem Modell kann das Verhalten von niedermolekularen Fliissigkeiten und Gasen i. a. beschrie-
ben werden.

A.4 Viskose Fliissigkeit

Eine Flissigkeit wird als viskos bezeichnet, wenn zwischen ihren stromenden Teilchen Schubspannun-
gen auftreten, die ihre Bewegung hemmen und ihrer Relativgeschwindigkeit proportional sind [56].
Als viskose Eigenschaft einer Fliissigkeit wird ihre Zahigkeit bezeichnet [43]. Die Fliissigkeit setzt
dem Flielen einen inneren Widerstand entgegen. Zur Aufrechterhaltung des FlieBprozesses ist im-
mer eine Kraft erforderlich, die u. a. vom Aufbau der Makromolekiile (aus denen die Fliissigkeit
besteht) abhangt. Unterliegt eine viskose Fliissigkeit einer Scherdeformation, dann duBert sich die-
se Kraft in einer Schubspannung. Der Proportionalitatsfaktor zwischen Schubspannung 7 und der
Schergeschwindigkeit 1 ist die stationare Scherviskositat n:

n=—. (A.8)
5
Die Viskositat einer Flissigkeit hangt u. a. ab von ihrem molekularen Aufbau, von der Temperatur
und dem Fiillstoffgehalt. Polymerschmelzen zeigen eine ausgepragte Abhangigkeit von der Scherge-
schwindigkeit.

A.5 Laminare Stromung

Bei jedem Verarbeitungsschritt eines Polymers im schmelzfliissigen Zustand tritt Scherdeformation
auf. Betrachtet man die Schmelze als aus Schichten bestehend, die sich unter einer Deformati-
on relativ zueinander bewegen, spricht man von einer laminaren Stromung, wenn sich die Fliissig-
keitsschichten nicht miteinander vermischen. Wegen ihrer hohen Viskositat und somit ihrer geringen
Reynolds-Zahl flieBen Polymerschmelzen stets laminar [43].

In Abb. A.2a ist eine eindimensionale Stromung gezeigt. Zwischen einer ruhenden unteren Platte und
einer mit konstanter Geschwindigkeit v bewegten oberen Platte stellt sich eine konstante Scherrate
mit einem linearen Geschwindigkeitsprofil v(z) ein. Diese Stromung wird als Couette-Stromung
bezeichnet [1]. An den Plattenoberflachen gilt als Randbedingung die Haftbedingung, die an der
unteren Platte zu v = 0 und an der oberen zu v = v, fiihrt. In einer Couette-Stromung ergibt sich
ein lineares Geschwindigkeitsprofil und daraus

oV d (N fdy A (A.9)
Tay = May \at) " "Tar\ay) =" \ar) = '

Gilt zwischen der Schubspannung 7 und dem Geschwindigkeitsgradienten g—; eine lineare Beziehung,

sprechen wir von einem Newtonschen Fluid [47].

Eine stationdre Stromung durch ein gerades kreiszylindrisches Rohr als Folge eines Druckgefalles, der
Schwerkraft oder einer Kombination aus beidem wird als Poiseuille-Stromung bezeichnet [22]. Das
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A.6 Drehtensor

a Plattengeschwindigkeit v b

bewegte Platte

dv
[ X [
y dy

Vmax VA

feststehende Platte

Abbildung A.2. Laminare Scherstromung, Geschwindigkeitsverteilung. a Couette-Stromung zwi-
schen 2 parallelen Platten, b Poiseuille-Stromung im kreiszylindrischen Rohr

Geschwindigkeitsprofil einer solchen ebenen stationaren Kanalstromung ist parabolisch, s. Abb. A.2b.
Mit der radialen Koordinate r, dem Radius R und der maximalen Geschwindigkeit Vjax = v(0) ist
die Geschwindigkeitsverteilung einer Poiseuille-Stromung [40]

V() = Vi [1 - <g)2] | (A10)

A.6 Drehtensor

Der Drehtensor Q(t) beschreibt die Drehung eines bewegten Systems gegeniiber einem raumfesten
System. Er ist der Operator fiir die Basistransformation fiir alle Zeiten t [25]

a*(t) = Q(t) - a(t). (A.11)

In GI. (A.11) bildet der Drehtensor Q(t) den Vektor a(t) auf a*(t) ab. Er gehdrt zur Klasse der
orthogonalen Tensoren, fiir die

Q! = QT (A.13)
gilt mit E als Einheitstensor 2. Stufe. Die Determinante eines orthogonalen Tensors Q ist det @ = +1,
wobei ein Drehtensor die Determinante det@Q = 1 hat. Ein orthogonaler Tensor @ mit der Determi-

nante det @ = —1 wird als uneigentlich orthogonaler Tensor bezeichnet, er beschreibt eine Drehspie-
gelung.

A.7 Kinetische Energie eines Starrkorpers

Die kinetische Energie K einer starren Korpers ist

2

m

K—l/v-vdm. (A.14)
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Mit Gl. (3.3) folgt

K—%/{VQ—FL«JX Q- (r—ro)}*dm.

m

Der Term w x [Q - (r — rg)] in Gl. (A.15) kann wie folgt umgeformt werden:

wx[Q -(r—rQ)=wx(Q-a) a=r—rq
=wxb b=Q-a
=w-(Exb)=w-(bxE) s. GIn. (A.24)-(A.25)
=w-A A=Exb

A = Exb=Ex(Q-a)=(Q-a)xE=Q -(axE)-Q".
Mit GIn. (A.16) und (A.17) folgt

wx[Q-(r-rQ)] = w-{Q-[(r—rq)xE]-Q"}
{Q-(r—rQ)xE]" Q"}-w
= {Q@-lro-NxE-Q"} w.

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)
(A.19)
(A.20)

Die letzte Identitat in GI.(A.17) findet sich in [61]. Die Beziehung w x b = w - (b x E) in (A.16)
kann einfach gezeigt werden. Die Vektoren w und b und der Einheitstensor E sind im kartesischen

Koordinatensystem e; e> e3

= Wwie; +wrer+ wses,

b = biei+ bres+ bses,
= eje;t+erer+ezes.
Damit ist
w(b><E) = w-[(b1e1+b2e2+b3e3)><(e1e1—|—e2e2—|—e3e3)]
= wie€; +wreér+ wses
(—b3€1€2+b2€183+b36281—b18283—b28361+b18362)
= —bswier+bywies+bswre; —biwrez —brwzer + bywser
= (bswos —bowz)er + (b1wz — bswy)ex + (bowy — by wo) €3
und
wxb = (w1e1+w2e2+w3e3)x(b1e1+b2e2+b3e3)

= —biwoes+biwser+ bowies — bywz3; — bswy e+ bzwsr e
= (bswy —byws) ey + (byws — bzwi)er + (brwi — by wo) €3
= w-(bxE).
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A.7 Kinetische Energie eines Starrkorpers
Das Skalarprodukt unter dem Integral in GI. (A.15) ergibt mit GIn. (A.19) und (A.20) und a=r—rg

{fvo+twx[Q-(r—ro)l} {vo+wx[Q-(r—ro)l} (A.26)
= v Vvo+Vvo [Q (-axE) Q" w+w- Q- (axE)- Q"] - [w-Q-(axE) Q7]

Die schiefsymmetrischen Tensoren
Q- (-axE)-Q"=B (A.27)

in der aktuellen Lage und

Boz—/axEdm:/(rQ—r)xEdm (A.28)
m m

in der Ausgangslage sind Tragheitstensoren. Der letzte Summand in Gl. (A.26) kann wie folgt umge-
formt werden:

w-Q (axE) QT w-Q-(axE) QT (A.29)
= w-Q (axE)-Q"- [Q.(axg).QT]T.w

wQ (axE)QT-Q-(axE)"-Q" w.
Ein schiefsymmetrischer Tensor wird wie folgt transponiert:

(ax E)T =—axE. (A.30)

Damit lasst sich Gl. (A.29) weiter umformen:

w-Q (axE) QT w-Q-(axE) QT (A.31)
= w-Q (axE)-(axE)- Q" w.

Das Produkt (a x E) - (a x E) kann zu a x E x a vereinfacht werden. Diese Vereinfachung kann
einfach nachgewiesen werden mit den Koordinatendarstellungen a = a;e; + a»e> + azesz und
E = e1 e; + e>e5 + e3 ez im orthonormierten Koordinatensystem:

(axE)-(axE) = axExa (A.32)

—(a3+ a3)e1e1 + arar e e + ajaze; €3

+ aijareéere; — (a% + a%) €reo + araz ér es
+ ajazeézeé; + apaz ez ey — (a% + 85)63 es.
Mit GlI. (A.32) ist
~w-Q-(axE) - (axE) Q" - w=-w-Q-(axExa) Q" -w (A.33)

und mit der Identitat a x E x a=aa — a- aE schlieRlich

w-Q (axE) QT w-Q (axE) QT=w-Q (a-aE—-aa) Q" -w (A.34)
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Den Tensor [(a-aE —aa)dm in Gl. (A.33) ist ein Tragheitstensor [25], wir nennen ihn Cq, der

m
Index O steht fiir die Ausgangslage. Der Tragheitstensor des Starrkorpers in der aktuellen Lage ist
C=Q-Co-Q". (A.35)
Mit den GIn. (A.26)-(A.28) und (A.33) wird GI. (A.15) zu

1
KZ%VQ'VQ—I—VQ'B'N-FEUJ'C'N. (A36)
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