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1. EINLEITUNG

1.1 Eine aktuelle Thematik

Die Minimierung von Abbildungen, welche aus konvexen Funktionen und deren Komposi-
ta mit vektorwertigen Funktionen gebildet sind, ist ein Optimierungsproblem, das gerade in
jiingster Zeit auf Gebieten wie der komprimierten Erfassung (vor allem der Bildbearbeitung),
Datenanalyse und des maschinellen Lernens (Support Vector Machine) auftritt. Von besonderer
Bedeutung ist hier das sogenannte Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO)-
Problem, insbesondere in Form des ” /1 -Regularized Least Square Optimization Problem ”,
eingefiihrt von Tibshirani [79]:

1
Minimiere EHAV_bH%+‘ZHVH1 fir v € R™. (1.1)

Dabei sind b € R", ¢ > 0, A eine n x m— Matrix, | - ||2 die euklidische Norm sowie || - || die
tibliche Summennorm ||v||; = Y7 | |vi|. Fiir gegen O strebendes ¢ erreicht man Losungen von
Av = b mit minimaler Summennorm. Wie sehr die GroBe der Koeffizienten von v gegeniiber
dem “Kleinste-Quadrate-Term” ||Av — b||5 ins Gewicht fillt, wird dabei durch g bestimmt.

Da die Summennorm nur in Punkten (vy,...,v,,) mit v; # O fiir alle k = 1,...,m differenzierbar
ist, bedeutet dies eine in dieser Hinsicht schwierigere Behandlung von (1.1) gegeniiber der fol-
genden Ersatzaufgabe inverser Probleme (eine wohlgestellte Ndherung im Sinne der Tychonoff-
Regularisierung)

Minimiere F(v) = ||Av—b|3+g¢|v|3 fir v € R™ (1.2)
mit der Minimalitdtsbedingung
F'(v)=0s (ATA+qE,)v=ATb,

wobei AT fiir ” A transponiert ”* steht und E,, fiir die m—reihige Einheitsmatrix.

Das Problem (1.1) a6t immer eine Optimallosung zu (siehe dazu [79]), und in der unldngst
veroffentlichten Arbeit [52] wenden Khanh, Mordukhovich, Phat und Tran unter der Vorausset-
zung, daB AT A positiv semidefinit ist, einen verallgemeinerten gedimpften Newton-Algorithmus
zum eigentlichen Losen von (1.1) an.

Die Zielfunktionen in (1.1) und (1.2) stellen zusammengesetzte Funktionen sehr spezieller Art
dar. Sie sind auf euklidischen, endlichdimensionalen Rdumen definiert und Summen von Norm-
abbildungen beziehungsweise deren Quadrate mit einer affin-linearen inneren Funktion. In der
vorliegenden Arbeit werden hingegen Optimierungsprobleme fiir beliebige normierte Riume
behandelt, gleichzeitig mit moglichst geringen Einschrankungen beziiglich der (duleren) kon-
vexen und (inneren) differenzierbaren (oder stetigen) Funktionen der zusammengesetzten Ab-
bildungen.
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1.2 Konvex-zusammengesetzte Funktionen

Die natiirliche Ordnung der reellen Zahlen R erlaubt eine sinnvolle Vorstellung von Maxima
und Minima reellwertiger Funktionen. Diese kann man als eine durch den Kegel der nichtnega-
tiven Zahlen R induzierte Ordnung ansehen, ndmlich s > r < s —r € R,.. Vor dem Hintergrund
der aus der Analysis bekannten hinreichenden bzw. notwendigen Bedingungen fiir Extrema sol-
cher Funktionen erhebt sich die Frage nach deren Generalisierung, wenn in einem deutlich all-
gemeineren Zusammenhang beispielsweise topologische Vektorrdume betrachtet werden, die
mittels eines Kegels (halb-)geordnet sind. Dabei interessieren insbesondere jene fiir differen-
zierbare Funktionen f : X — Y, wobei X und Y reelle normierte Rdume sind. Geht man von
der reell-skalaren Situation aus, also ¥ = R, so wire ein "Minimum” von f auf einer Menge
A C X bzgl. einer durch y >g x < y —x € K fiir einen Kegel K C Y gegebenen Ordnung dann
ein x € A mit f(x) <k f(v) fiir jedes v € A. Wird diese Ordnung auf Y, eine Relation auf ¥ x Y,
durch einen konvexen (wenn K + K C K) und spitzen (wenn K N—K = {0}) Kegel induziert, so
kann man diese als ”verniinftig” in dem Sinne ansehen, daf} sowohl Transitivitit, d. h. x <gy
und y <g z = x <k z, als auch Antisymmetrie, d. h. x <g y und y <g x = x =y, vorliegen.
Praktischerweise wird in der Regel ein schwicherer Minimalitétsbegriff verwendet, nimlich
“effiziente” Elemente von f(A), welche solche f(x) sind, fiir die

(f(A) = f(x)N—K ={0} (1.3)

gilt, was bedeutet, daB kein w € A mit f(w) <g f(x) und f(w) # f(x) existiert. Ein solches
Element f(x) ist dann gleichsam Losung eines Optimierungsproblems, bei dem die Zielfunk-
tion ihre Werte in einem reellen normierten Raum Y annimmt und das Losungskonzept konvexe
Kegel K C Y verwendet. Im Falle eines endlichdimensionalen Bildraumes ¥ = R” bedeutet die
Bedingung (1.3), da} solche Losungen gesucht werden, bei denen eine Verbesserung in einer
Zielfunktion nur durch eine Verschlechterung in einer anderen moglich ist.

Der Effizienz- / Minimalitéitsbegriff in (1.3) erweist sich allerdings mitunter als recht grob
und wird in der Literatur auf verschiedene Weise prizisiert bzw. verschirft, was insbesondere
der Hervorhebung bestimmter Aspekte der Optimierungsaufgabe dienen soll. Letztlich basieren
diese Varianten aber meistens auf demselben Grundgedanken der Trennung einer Obermenge
von f(A) — f(x) und einer (offenen) Obermenge des negativen Ordnungskegels. Dies legt
natiirlicherweise die Verwendung der konvexen Distanzfunktion

d(y, —K) :=inf{[ly — (k)| | k € K} = inf{|[y + k|| | k € K}

bei der Formulierung von Effizienzbedingungen nahe; sie gestattet insbesondere, das vektor-
wertige Ausgangsproblem auf ein skalares zuriickzufiihren. Ist beispielsweise x € A ein striktes
Minimum der Funktion d(f(-) — f(x), —K), alsod(f(w) — f(x), —K) > O fiir w # x, so liegt
in f(x) ein effizienter Punkt von f(A) vor. Im 4. Abschnitt dieser Arbeit werden hinreichende
und notwendige Effizienzkriterien angegeben, die auf dieser Art der Skalarisierung fu3en; das
folgende Beispiel soll dies illustrieren.

Es seien der Raum R? aus gestattet mit der euklidischen Norm, f eine Funktion, definiert durch

f:R*>(p,q) — (—pq,p+4q) € R?,



A :=[0, 1] x [~1, 0] und als Ordnungskegel auf R? der nichtnegative Quadrant
R% := {(m,n) €R*|m >0, n> 0}.
Mit der durch R% induzierten Ordnung gilt £(0,—1) <m2 f (u,v) fiir alle (u,v) € A. AuBerdem

hat mand(f(u,v)— £(0,—1), —R%) >0, wenn (u,v) € A\ {(0,—1)}. Nach dem oben Gesagten
istalso f(0,—1) ein effizienter Punkt von f(A), d.h. (f(A) — f(0,—1)) N —R% = {(0,0)}.
Dariiber hinaus gilt aber noch mehr:

Essind R:(A—(0,—1)) =R% und B:= {(t,1—1) |t €[0, 1]} eine Basis von R%, was unter
anderem bedeutet, dal R, B = ]Ri gilt. Wegen

f(p.q) = ( _1q _1p )
hat man

(0,1)f’(0,—1)( lis):(O,l)(i ?)( lis>:(o,1)( “;):1>0.

Somit existiert zu jedem Punkt # € B ein Element e aus der Schnittmenge von Ordnungskegel
und {v € R?||v|| < 1}, dem Einheitskreis, mit

e+ f/(0,~1)(u) >0,
namlich e = (0,1). Zudem ist Ri sein eigener Dualkegel, d. h. der Kegel bestehend aus den
Punkten y € R? mit k-y > 0 fiir jedes k € Ri. Damit sind die Voraussetzungen erfiillt, unter
denen im 4. Abschnitt zweierlei unter allgemeineren Bedingungen gezeigt wird.
Zum einen gilt fiir hinreichend nahe an x := (0, —1) gelegene Punkte w € A, mit anderen Worten
firwe A N B(x, s), B(x, s) = {v € R?| ||x—v|| < s} mit hinreichend kleinem s > 0, daf

d(f(w) = f(x), ~R}) = d|w—x] (1.4)
sowie
d(f(w) = f(x), =R%) > cllf(w) = f); (1.5)
wobei ¢ > 0, d > 0, und zum anderen resultiert aus (1.5) eine Effizienzaussage, die deutlich
starker als (1.3) ist, ndmlich

Ve>038>0 R, (f(A N Bx, s))— f(x)) N (B(0, §)—R2) C B(0, ¢).

Dariiber hinaus folgt wegen (1.4) die Wohlgestelltheit des parametrisierten Minimierungspro-
blems

min{ d(f(w) — f(x), -R}) |w € A}
im Tychonoffschen Sinne (siehe z.B. [68]), da es eine eindeutige Losung x gibt, gegen die alle
Folgen {w,},w, € A, mit d(f(w,)— f(x), —R%) — 0 konvergieren.

Das Vorangegangene zeigt typischerweise, dafl die Behandlung von vielen Vektoroptimierungs-
problemen mittels Skalarisierung zur Minimierung von Funktionen fiihrt, die Kompositionen
einer vektorwertigen, stetigen oder differenzierbaren (inneren) Abbildung mit einer konvexen
(duBeren) Funktion darstellen. Diese sind seit langerem Gegenstand von Veroffentlichungen
und werden darin oftmals unter der Sammelbezeichnung "Convex composite functions” einge-
ordnet. Lemaire [59] entwickelt Kettenregeln fiir den Fall, daf die innere vektorwertige Funk-
tion konvex beziiglich einer Teilordnung des Bildraumes ist. Burke / Ferris [18] behandeln
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die Minimierung solcher Komposita durch einen Algorithmus vom Gauss-Newton-Typ. Bur-
ke / Poliquin [19] sowie Yang [88] geben Minimalitdtsbedingungen an, welche die zweifache
Differenzierbarkeit der inneren Funktion voraussetzen. Minimalitdtsbedingungen vom Karush-
Kuhn-Tucker-Typ finden sich bei Zheng / Ng [93]. Fiir stetige lineare innere Funktionen be-
handeln Mordukhovich und Nam [64] Optimierungsprobleme dieser Klasse von Abbildungen
als primale Aufgabe in der Dualitédtstheorie. Studniarski / Jeyakumar [77] untersuchen den Fall
(lokal) Lipschitz-stetiger duBlerer Funktionen, was stetige konvexe Abbildungen einschlief3t.

Im Rahmen dieser Arbeit soll der Begriff “konvex-zusammengesetzte Funktionen” verwen-
det werden, der fiir Komposita

gof
mit differenzierbarem f : X — Y (als innerer Abbildung) und konvexem g : Y — R U {+oo}
(als duBerer Abbildung) steht. Dabei sind X ein linearer oder normierter Raum und Y ein nor-
mierter Raum.

Die Betrachtung konvex-zusammengesetzter Funktionen ermoglicht unter anderem eine natiir-
liche Generalisierung rein konvexer Optimierungsprobleme. In der Vektoroptimierung kann die
Abbildung g wie im oben angegebenen Beispiel als Distanzfunktion auftreten, in der Approxi-
mationstheorie etwa als Norm. Letzterer Fall wurde bereits seit Ende der sechziger Jahre unter
anderem bei Brosowski [14], Henze [41], Krabs [56] und Wulbert [85] untersucht. Bei einer
Erweiterung des Bereichs reellwertiger Normen auf solche, die vektorwertig sind, bieten sich
Kombinationen aus Distanz- und Normabbildung als duflere, konvexe Funktion an, nimlich je-
ne vom Typ d(|||- ||| = |||f(x)|||, —K) mit vektorieller Norm |||-||| und innerer Funktion f.

Approximationsprobleme vektorieller Art mit affin-linearen inneren Abbildungen werden in
[31] und [33] untersucht.

Die Frage nach Kiriterien fiir Minima konvex-zusammengesetzter Funktionen wird in einem
allgemeineren Ansatz von Jeyakumar [51] behandelt, unter anderem durch Benutzung entspre-
chender Kettenregeln. Ahnliche Methoden ermdglichen iiber Skalarisierung bei Yang und Jeya-
kumar [87] die Angabe von Effizienzbedingungen fiir eine Menge G(A) beziiglich eines Ord-
nungskegels R’ , wobei A konvexe Teilmenge eines vollstindigen Raumes X ist und

G:X3vi— ((g10fi)(V),.....(gpo fp)(v)) €RP
mit f; : X — R Lipschitz-stetig / differenzierbar, g; : R — R konvex, i = 1,..., p, sind.

Fiir die Formulierung von Minimalitdtsaussagen empfiehlt sich eine geeignete Wahl der an-
gewendeten Minimalitdtsbegriffe, und einfache Beispiele legen nahe, daf3 sowohl das stark ein-
deutige Minimum (”Sharp minimum”) als auch die Menge stark mehrdeutiger Minima (”Set of
weak sharp minima”) in Frage kommen. Fiir eine Funktion /4 auf einem normierten Raum X mit
Wertebereich R U {40} und eine Menge B C X liegt in x € B ein stark eindeutiges Minimum
vor, falls (lokal) um x

h(v) > h(x)+allv—x|| (1.6)
fiir w € B und eine positive Zahl a gilt. Beispielsweise hat eine Abbildung

/() = f(x) || mit f: R" — R™, m > n,
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ein stark eindeutiges Minimum in x, falls f Fréchet-differenzierbar in x mit injektivem f’(x) ist,
so etwa fiir x = (—2,0)

R* 3 (p,q) — [|(pg, P> +2p)|| = ||.f(p,q) — f(—2,0)|| € R;
dabei ist f(p,q) := (pg+1,(p+1)?).

Fig. 1 h(p,q) = ||(pg, p*+2p)| = /P*(¢*+ (p +2)2)

Als ”Strongly unique local minimum” bezeichnet, finden stark eindeutige Minima Eingang
bei Cromme [24]. Eng dazu verwandt ist der von Newman und Shapiro geprigte Begriff der
’Strong uniqueness” [66] (siehe dazu auch [21]).

In einer Arbeit von Zheng, Yang und Teo [94] werden im Kontext der Vektoroptimierung
Kriterien fiir stark eindeutige Minima einer skalarisierten vektorwertigen Funktion

d(f(-)— f(x), —K) +d(-, A) entwickelt.

Die Notwendigkeit, insbesondere bei konvex-zusammengesetzten Funktionen die Moglichkeit
mehrerer Minima zuzulassen, zeigt sich schon bei Komposita einfacher Funktionen. Als Bei-
spiel sei go f : R? — R mit f(p,q) := (p,—p,—pq), g(u,v,w) := max{u,v,w} genannt. Die
Funktion g o f ist nichtkonvex und hat in (0,0) kein stark eindeutiges Minimum, aber eine
Menge von Minima, zu der auch (0,0) gehort, ndmlich C := {0} x R mit

(8o f)(p,q) = (g0 f)(x,y) +Ipl = (g0f)(x,y)+d((p,q), C) =d((p,q), C)
fiir (p.q) € R?, (x,y) € C.
Als eine Konsequenz fiihrten Burke und Ferris [17] den Begriftf des ”Set of weak sharp minima”

ein. Dieses Konzept erweitert und verallgemeinert den Begriff des stark eindeutigen Minimums,
indem der Term ||v —x|| in (1.6) durch d(v, C), der Distanz von v zu einer Menge C C A von
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Minima, ersetzt und
h(v) > h(y)+ad(v, C)

fiir alle ve€ A, y € C und ein a > 0 gefordert wird; 4 ist dann also auf C konstant. Die bereits
erwihnte Abbildung /1 : R? > (p,q) — ||(pq, p> +2p)|| = /P?(¢* + (p +2)?) € R hat gemiB
dieser Definition neben dem stark eindeutigen Minimum in (—2,0) auch eine Menge stark

3
mehrdeutiger Minima, denn fiir (p,q) € A :={(s,1) | — 3 < s}und (0,r) € C:={0} xR gilt

1 1 1
h(p,q) = 5|pl =0+ 3 d((p.q), C) = h(0,r) + 5 d((p,q)-
Man beachte, da3 die konvex-zusammengesetzte Funktion 4 nicht konvex auf A ist; siehe dazu
auch Fig. 1.

Burke und Deng [15] geben notwendige und hinreichende Kriterien fiir stark mehrdeutige Mi-
nima konvexer unterhalbstetiger Abbildungen an, die auch als Ausgangspunkt fiir Uberlegungen
zu konvex-zusammengesetzten Funktionen wichtig sind.

In [76] (endlich-dimensionaler Spezialfall) und [86] werden lokale mehrdeutige Minima

x € C von Skalarisierungsfunktionen d(f(-) — f(x), —K) im Falle eines Ordnungskegels K
mit nichtleerem Inneren und gegebener kompakter Basis B des Dualkegels zu K durch eine
Uberdeckungseigenschaft charakterisiert, nimlich der Existenz einer Umgebung U von x, a > 0
und Mengen A;, [ Extrempunkt von B, mit |J A; 2 ANU und (lof)(v) —(lof)(x) > ad(v, C)
firve (A;NU) \ C.

Ausgehend von vollstindigen normierten Riumen X und Y, E C X abgeschlossen und
konvex, glatten Abbildungen f;: X — Y sowie unterhalbstetigen konvexen Abbildungen
gk Y — RU{+oo}, k=0,1,...,m, betrachten Zheng und Ng [93] die Menge

D= ] {v € E|(giof)v) <0},

i=1,....m

fiir » > 0 die Funktion
h:X>w+— (goo fo)(w) +b(Zmax{(g,-of,~)(w), 0} +d(w, E)) € RU{+oo}
i=1

und x € D. Mit Hilfe entsprechend modifizierter Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen erhalten
sie dann hinreichende beziehungsweise notwendige Bedingungen dafiir, da a > 0, r > 0 mit
h(u) > h(x)+ ad(u, C) fiir alle u € B(x, r) existieren, wobei die Menge C durch

C:={w € D|(goofo)(w) < (goofo)(x)} definiert ist.

Die Bedeutung der beiden genannten Minimalitédtsbegriffe besteht darin, Funktionen

ool -—x|| bzw. ao d(-, C), wobei o eine Gerade mit positiver Steigung ist, auf A derart
unterhalb 4 zu plazieren, daf3 erstere / in x beriihrt und letztere dies in den Punkten

von C tut (siehe Fig. 2).
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Fig. 2 Funktion mit Menge mehrdeutiger Minima

1
Daneben liefern die Ungleichungen —(h(v) —h(x)) > |[[v—x| bzw.
a

1
—(h(v) —h(y)) > d(v, C) auch “Error bounds” fiir die Mengen {x} bzw. C sowie ferner, falls
a
eine (Richtungs-)Differenzierbarkeit von /4 und entsprechende sonstige Voraussetzungen - wie

z. B. die Konvexitit von A - vorliegen, notwendige Minimalitdtsbedingungen der Form

W, (x,v—x) > alv—x|,veEA bzw. k' (y, v—y) > ad(-, C)'.(y, v—y), vEA, y€C;

dabei seien die Ableitungen rechtsseitige.

Vor dem Hintergrund des oben Ausgefiihrten und der erwihnten Literatur ergeben sich fiinf

wesentliche Ziele dieser Arbeit. Diese sind

e die Entwicklung von neuartigen hinreichenden Bedingungen fiir stark eindeutige Mi-
nima konvex-zusammengesetzter Funktionen, welche Standardvoraussetzungen, bei-
spielsweise festgelegte topologische Eigenschaften der betrachteten Mengen (wie die
geforderte Abgeschlossenheit von A in [94, Definition 2.1]) oder die Beschriankung auf
bestimmte Typen dullerer Abbildungen (wie die ausschlieBlichen Betrachtung von Nor-
men in der Approximationstheorie [85] oder von Distanzfunktionen [94]), weitestge-
hend vermeiden.

die Formulierung einer hinreichenden Bedingung fiir stark mehrdeutige Minima konvex-
zusammengesetzter Funktion unter Zulassung unendlich-dimensionaler, nicht notwen-
dig vollstdndiger Rdume, da [93, Theorem 4.1], die nach unserem besten Wissen einzige
dazu bekannte Aussage, zwingend die Vollstindigkeit des Definitionsraumes voraus-
setzt und der Beweis Unklarheiten zuriicklaf3t. Das bereits erwédhnte Resultat in [86] be-
zieht sich speziell auf Vektoroptimierungsprobleme, bei denen der Losungsbegriff durch
einen Ordnungskegel K mit nichtleerem Inneren gegeben ist, und nutzt eine Skalarisie-
rung mittels Distanzfunktionen d(f(-) — f(x), —K). Die Forderung nach einem Kegel



mit nichtleerem Inneren ist jedoch stark einschrinkend und in allgemeinen Raumen oft
nicht erfiillt. Gleichzeitig ist die Aussage in [86] unspezifisch hinsichtlich der Eigen-
schaften der inneren Abbildung.

Im Gegensatz zu den oben genannten Ergebnissen ist ein Kriterium fiir allgemeine
konvex-zusammengesetzte Funktionen anzustreben.

Dariiber hinaus sollen Bedingungen fiir die (Un-)Beschrinktheit von Mengen stark
mehrdeutiger Minima angegeben werden, was nach unserem besten Wissen in der Lite-
ratur bislang nicht geschehen ist.

e die Betrachtung der grundlegenden der verwendeten Minimalitdtsbedingungen in einem
allgemeineren Rahmen als den normierter Riume.

e die Verwendung der erzielten Minimalititsbedingungen in der Vektoroptimierung zur
Entwicklung von neuen Kriterien fiir effiziente Elemente von Mengen f(A) mit diffe-
renzierbarem f mittels Skalarisierung, und zwar hinsichtlich des von Borwein / Zhuang
eingefiihrten und untersuchten Begriffs der Supereffizienz, da verwandte Resultate in
der Literatur als unbefriedigend erscheinen. Wichtig zugunsten einer moglichst gro3en
Allgemeinheit ist der Verzicht auf zusitzliche Konvexititsbedingungen - wie bei dem
thematisch dhnlichen Theorem 4.4 in [30] - beziehungsweise topologische Eigenschaf-
ten der betrachteten Mengen und die Einbeziehung beliebiger unendlich-dimensionaler
Riume in Kontrast etwa zu [87].

e die Erzielung von neuen Bedingungen fiir effiziente Elemente speziell in der vektorwer-
tigen Approximation, namentlich der Minimierung von Mengen |||F (A)||| mit differen-
zierbarem F und vektorieller Norm ||| - ||| beziiglich eines vorgegebenen Ordnungske-
gels. Dabei sollen F und ||| - ||| keiner speziellen Klasse von Abbildungen (wie etwa den
stetigen linearen) beziehungsweise Normen angehdren sowie neben der ”gewohnlichen”
Effizienz zumindest auch die starke / strikte in Betracht gezogen und damit ein letztlich
umfassenderer Ansatz als in [31] und [47] gewéhlt werden.

Die Resultate finden sich wie nachfolgend aufgefiihrt in den einzelnen Abschnitten:

Abschnitt 2 enthilt neben einer Zusammenstellung relevanter Definitionen und Aussagen auch
eine Verallgemeinerung des Satzes von Alaoglu im Kontext der Konvexen Analysis linearer
topologischer Raume (Theorem 2.14). In Abschnitt 3 flieft diese in die Formulierung zwei-
er hinreichender Minimalitétskriterien fiir konvex-zusammengesetzte Abbildungen ein. Dabei
wird fiir das grundlegende Theorem 3.1 eine Voraussetzung benutzt, die aus einer entsprechen-
den Modifikation der in Theorem 2.16 (2) angegebenen Pschenichnyi-Rockafellar-Bedingung
folgt. Die Aquivalenz beider Bedingungen unter einer Konvexititsannahme trifft auch in einer
generalisierten Form zu, was Inhalt von Theorem 3.3 ist.

Eine notwendige Minimalitdtsbedingung, wobei die duB3ere Abbildung lokal Lipschitz-stetig ist,
liefert Proposition 3.1.
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Mit Theorem 3.5 wird ein hinreichendes Minimalitdtskriterium fiir stark mehrdeutige Mini-
ma konvex-zusammengesetzter Funktionen bewiesen. Es verwendet eine Abschwichung ei-
ner auf dem Satz von Brgnsted-Rockafellar beruhenden Projektionsaussage, wobei auf die
Vollstandigkeit der Raume verzichtet wird, dies analog zu den bekannten Ergebnissen iiber
stark mehrdeutige Minima rein konvexer Abbildungen. Je ein hinreichendes und ein not-
wendiges Kriterium fiir die (Un-)Beschrinktheit von Mengen stark mehrdeutiger Minima
sind in Theorem 3.7 zusammengefaft.

Die neuen Resultate iiber stark eindeutige beziehungsweise stark mehrdeutige Minima aus Ab-
schnitt 3, namentlich die Theoreme 3.2 und 3.5, dienen dann in Abschnitt 4 zum Beweis von
Optimalitdtsbedingungen auf der Grundlage einer Skalarisierung per Distanzfunktion. So ergibt
sich mittels Anwendung von Theorem 3.2 mit Theorem 4.9 eine Minimalititsaussage beziiglich
eines skalarisierten Optimierungsproblems. Zudem werden sowohl hinreichende als auch not-
wendige Bedingungen fiir effiziente, stark effiziente, Henig- und supereffiziente Elemente an-
gefiihrt. Die Frage, welche Effizienzaussagen getroffen werden konnen, falls eine Skalarisie-
rungsabbildung eine Menge stark mehrdeutiger Minima besitzt, behandelt Abschnitt 4.5. Eine
Antwort darauf erhilt man mit Theorem 4.13, das auf Theorem 3.5 basiert.

Gegenstand von Abschnitt 5 ist mit der vektorwertigen Approximation ein Spezialfall der Vek-
toroptimierung. Auch hier werden hinreichende sowie notwendige Effizienzkriterien entwickelt,
und zwar unter Benutzung von Ergebnissen der Abschnitte 3 und 4, wobei sich der Begriff der
starken / strikten Effizienz im wichtigsten Resultat (Theorem 5.1) als besonders niitzlich er-
weist. Als wesentliche Bedingung dafiir, daB F (x) ein stark / striktes Element von |||F(A)]|] ist,
wird in diesem Satz fiir gegebenen Ordnungskegel K die Existenz von Elementen /* des Dualke-
gels von K und A des Subdifferentials der vektoriellen Norm in F (x) mit (I* o A)(F'(x)(u)) >0
fiir alle Elemente u einer kompakten Basis eines R (A — x) einschlieBenden Kegels gefordert.



2. BEZEICHNUNGEN, DEFINITIONEN UND GRUNDLEGENDE SATZE

Dieser Abschnitt enthélt Darstellungen der in den Abschnitten 3, 4 und 5 verwendeten Definitio-
nen und Aussagen, die, dem Gegenstand dieser Arbeit entsprechend, vorwiegend den Gebieten
Funktionalanalysis und Konvexe Analysis zuzuordnen sind, wobei die Differentiation, insbe-
sondere jene konvexer Funktionen, einen Schwerpunkt bildet. Neben solchen von allgemeinem
Interesse finden sich auch speziellere Ergebnisse, die in den Beweisen verwendet werden,
beziehungsweise der Erlduterung der erzielten Resultate dienen, wie etwa die Lemmata 2.1
und 2.2.

2.1 Spezielle Mengen

Wie iiblich bezeichnen N die Menge der natiirlichen Zahlen, R den Korper der reellen Zahlen
und R4 (R7, RS) die Menge der nichtnegativen (positiven, negativen) reellen Zahlen. Dane-
ben stehen RU {+oo} bzw. RU {00} fiir erweiterte reelle Zahlen, die dazu dienen, reellwertige
Funktionen auBerhalb ihres Definitionsbereiches unter Benutzung von +oo (gelegentlich auch
—oo) fortzusetzen, etwa durch Summenbildung mit der Indikatorfunktion beziiglich der Defini-
tionsmenge (siehe dazu Definition 2.23). Damit kdnnen beispielsweise Optimierungsaufgaben
mit Nebenbedingungen in dquivalente ohne Nebenbedingungen transformiert werden. Es gelten
die folgenden Rechenregeln:

r+ (+e) = +oo+r=+oo fiir r# —oo,
r+(—oo) = —cotr = —oo fiir r7# oo,
r-(doo) = too-r = doo fiir rERiU{—l—w},
r-(Foo) = doo.r=Foo fiir r€RSU{—oo},
=0 fir reR
i—:o::I:oo fir reR7,

“+o0
r

= Too fiir r€ RS,

Sind M und N nichtleere Mengen, wird mit N die Menge der Abbildungen von M nach N
bezeichnet.

Definition 2.1. Es seien T ein topologischer Raum und S C T.

(1) Das Innere von S wird mit int(S) bezeichnet und ist definiert durch

int(S) := U 0.

O C S, O offen
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(2) Der Abschlu3 von S wird mit cl(S) bezeichnet und ist definiert durch

cl(S) := N A.

S C A, A abgeschlossen

(3) Der Rand von S wird mit dS bezeichnet und ist definiert durch
as :=cl(S) \ int(S).

Definition 2.2. Ein topologischer Raum T heilit separabel, wenn eine hochstens abzédhlbare
Teilmenge S von T mit cl(S) = T existiert.

Eine wichtige Trennungseigenschaft topologischer Rdume gibt Anlaf} zu unten stehender
Definition.

Definition 2.3. Ein topologischer Raum T heif3t hausdorffsch, wenn es fiir alle x, y € T mit
x # y offene Umgebungen U von x und V von y mit U NV = 0 gibt.

Die Vorstellung von Kompaktheit einer Teilmenge des euklidischen Anschauungsraums als Ab-
geschlossenheit zusammen mit Beschrinktheit ist nach dem Satz von Heine-Borel gleichbedeu-
tend der Eigenschaft, daB jede Uberdeckung der Teilmenge mit offenen Mengen eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Dieser Sachverhalt fiihrt zu einer Verallgemeinerung dieses Kompakt-
heitsbegriffs auf beliebige topologische Riaume.

Definition 2.4. Es sei T ein topologischer Raum. Dann heift K C T kompakt, falls jede Uberdeckung
K C U 0,‘, 0,’ offen
iel
eine endliche Teiliiberdeckung

n
K C U Oij
Jj=0
enthalt.

Bemerkung 2.1

e Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt.

e Eine kompakte Teilmenge eines hausdorffschen Raumes ist abgeschlossen.

e Das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Funktion ist kompakt,
insbesondere nehmen reellwertige Funktionen auf einer kompakten Menge ein
globales Minimum und ein globales Maximum an.

Beispiel 2.1 Aus Definition 2.4 folgt unmittelbar, da Rdume mit endlich vielen Elementen
bzw. endlich vielen offenen Mengen kompakt sind.



Beispiel 2.2 Das reelle Intervall [0, 1] ist kompakt, aber dessen Schnittmenge mit den
rationalen Zahlen nicht.

Beispiel 2.3 Sind T ein hausdorffscher topologischer Raum, © dessen Topologie und o ein
Element, das nicht zu T gehort, so wird durch

S:=0U{(TuU{e})\ K | K kompakte Teilmenge von T}

eine Topologie S auf TU{eo} definiert, die TU{oo} zu einem kompakten Raum macht (Alexandroff-
Kompaktifizierung).

Der Satz von Tychonoff geht in den Beweis von Theorem 2.14 ein.

Theorem 2.1. (Tychonoff) [71, Satz 8.12], [64, Theorem 1.48]
Sind I eine nichtleere Menge und {T;}; ¢ | eine Familie topologischer Réiume, so sind dquivalent:

(1) Das kartesische Produkt []; ¢ ; T; ist kompakt beziiglich der Produkttopologie.
(2) T; ist kompakt fiir alle i € 1.

2.2 Lineare Riaume

Alle Mengen, die im folgenden betrachtet werden, sind in Mengen enthalten, die eine algebra-
ische Struktur mit zwei Rechenoperationen tragen und als lineare Raume bezeichnet werden.
Diese Rechenoperationen sind eine innere Verkniipfung auf dem kartesischen Produkt der je-
weiligen Menge mit sich selber und eine Verkniipfung der Elemente der Menge mit denen eines
Korpers, bei dem es sich in dieser Arbeit um den der reellen Zahlen handelt.

Definition 2.5. Es seien X eine nichtleere Menge und - : Rx X — X sowie + : X x X — X
Funktionen. Dann heif3t das Tripel (X, +, -) (reeller) linearer Raum, falls (X, +) eine kommuta-
tive Gruppe ist und die Beziehungen

r-(u+v)=ru+rv,

(r+s) -u=ru+su,

(r-s)-u=r-(s-u),
lru=u

fiir alle r, s € Rund u, v € X gelten.
Das neutrale Element der Gruppe (X, +) wird mit ”0” bezeichnet, und zur Vereinfachung

schreibt man statt (X, +, -) kurz X und 148t das ”-” weg.
Fir alle r € Rund u € X gilt (—r)u = —(ru) = r(—u) sowie ru = 0 < r =0 oder u = 0.

Abbildungen zwischen linearen Rdumen, welche die algebraischen Strukturen respektieren,
sind von besonderer Bedeutung.
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Definition 2.6. Es seien X und Y lineare Rdume. Eine Funktion [ : X — Y heift linear, falls
die Beziehungen
Hu+v)=1u)+1(v),
I(ru) =rl(u)
fiir alle r € R und u, v € X gelten.

Definition 2.7. N(I) :={p € M |I(p) = 0} steht fiir die Nullmenge einer Funktion/: M — X,
wobei X ein linearer Raum und M eine nichtleere Menge sind.

Wichtige Mengenbegriffe fiir lineare Raume werden in den beiden nédchsten Definitionen
aufgefiihrt. Konvexe Mengen spielen eine zentrale Rolle in vielen wichtigen Aussagen der
(Funktional-)Analysis.

Definition 2.8. Sei X ein linearer Raum und S C X

(1) K C X heifit konvex, falls ru+ (1 —¢)v €K firaller € [0,1] und u, v € K gilt.
(2) Die konvexe Hiille von S C X wird mit kon(S) bezeichnet und ist definiert durch

kon(S) := ﬂ T.
S C T, T konvex

(3) IstK C X eine konvexe Menge, so heiit p € K Extrempunkt von K, falls K\ { p} konvex
ist; die Menge aller Extrempunkte von K wird mit ext(K) bezeichnet.
(4) Das algebraische Innere von S wird mit cor(S) bezeichnet und ist definiert durch
cor(S):={seS|VpeX It >0mit[s, s+1p] CS}.

(5) Ein Element x € X heif3t linear erreichbar von S, wennes einy € Smity+#(x—y) € S
fir alle 7 €]0, 1] gibt.

(6) Durch acl(S) :={v € X | v linear erreichbar von S} wird der algebraische Abschlufl von
S definiert. Im Falle der Gleichheit acl(S) = S heift S algebraisch abgeschlossen.

Definition 2.9. Sei X ein linearer Raum. K C X heifit Kegel, falls tk € K fiir alle k € K und
t € Ry. Er heift iiberdies spitz, falls zusitzlich KN —K = {0} gilt.

Ein Kegel ist genau dann konvex, wenn die Inklusion K 4+ K C K besteht [46, Lemma 1.11].

Fiir einen konvexen Kegel K wird mittels "<k die durch x <k y :< y — x € K definierte Ord-
nungsrelation bezeichnet.

Es seien X ein linearer Raum, K C X ein konvexer Kegel und g ein Element, welches nicht zu
X gehort, mit den Rechenregeln

Vtoog =oog +y=oog, VEX; r-oog =oog, rER7.
Dann werde die durch K induzierte Ordnungsrelation auf X durch die Festlegung
VveX v <g ook

zu einer Relation auf X U {eog } erweitert. Im Falle X = R, K = R schreibt man +eo statt cog
mit den in 2.1 angegebenen Rechenregeln.
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Ist M eine nichtleere Menge, so ist der effektive Definitionsbereich dom /4 einer Funktion
h: M — X U{eog} die Menge dom h:={p € M | h(p) # ok} gegeben.

2.3 Topologische lineare und metrische Riume

Zahlreiche wichtige Optimierungsprobleme werden auf der Basis linearer Rdume, die mit einer
Topologie versehen sind, formuliert, wodurch auch Begriffe wie Abgeschlossenheit, Kompakt-
heit, Umgebung oder die Stetigkeit von Funktionen zentrale Rollen spielen.

Definition 2.10. Es seien X ein linearer Raum und O eine Topologie auf X. Dann heif3t das
Paar (X, O) topologischer linearer Raum, falls {v} fiir jedes v € X abgeschlossen ist und die
Funktionen - : R x X — X und + : X x X — X stetig auf R x X bzw. X x X sind, wobei
R x X bzw. X x X die entsprechenden Produkttopologien tragen. Ein topologischer linearer
Raum wird lokalkonvexer Raum genannt, wenn O eine Umgebungsbasis von 0 aus konvexen
Mengen besitzt.

Ein topologischer linearer Raum gemél obiger Definition ist hausdorffsch.

Zur Vereinfachung schreibt man X statt (X, Q).

Definition 2.11. Eine Teilmenge S eines topologischen linearen Raumes heifit beschrinkt, wenn
es fiir jede Nullumgebung U ein r € R, mit S C rU gibt.

Eine wichtige Tatsache iiber konvexe Teilmengen topologischer linearer Raume ist die Aussage
von Proposition 2.1.

Proposition 2.1. [64, Proposition 2.11]
Ist M eine konvexe Teilmenge eines topologischen linearen Raumes, so sind int(M) und cl(M)
ebenfalls konvex.

Definition 2.12. Es seien X,Y topologische lineare Riume.
(1) L(X, Y):={l:X — Y | linear und stetig}
Im Falle Y = R schreibt man statt L(X,R) kurz X*. Diese Menge wird dann als (topo-
logischer) Dualraum von X bezeichnet.

(2) Die Initialtopologie auf X beziiglich X* wird als schwache Topologie bezeichnet.
(3) Die Initialtopologie auf L(X, Y) beziiglich der Menge linearer Funktionen

{hy :L(X,Y)>L+—L(x) €Y | x € X} wirdmit T(L(X, Y), X) bezeichnet.
Ist Y = R, so spricht man auch von der Schwach*-Topologie (auf X*).
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Wie der Dualraum einem topologischen linearen Raum, so ist die adjungierte Abbildung ei-
ner stetigen linearen Funktion zugeordnet.

Definition 2.13. Es seien X und Y topologische lineare Riume und / € L(X, Y). Dann heif3it die
Abbildung

[*¥:Y* 3 y¥— y*ol € X*
die adjungierte Abbildung von /.

Bemerkung 2.2 Fiir einen linearen topologischen Raum X bildet die Gesamtheit der Mengen
Vi, x, ¢, definiert durch

Vaxe = () {1 €X* | |I*(x;)] < £}
j=1

mitn > 1, x = (x1,....,x,) € X", € > 0, eine Umgebungsbasis von 0 der Schwach*-Topologie.
Somit ist

{L¥*4+V, x e|n>1,x€X", >0}

eine Umgebungsbasis eines beliebigen L* € X*. Der Dualraum X* ist, ausgestattet mit der
Schwach*-Topologie, ein lokalkonvexer Raum.

Der Abschluf} einer Menge S C X* beziiglich der Schwach*-Topologie wird im folgenden zur
besseren Unterscheidung mit cl*(S) bezeichnet.

Theorem 2.2 ist ein Trennungssatz fiir schwach*-abgeschlossene konvexe Mengen.

Theorem 2.2. [64, Corollary 2.68]
Sind X ein lokalkonvexer Raum, A C X* schwach*-abgeschlossen und konvex sowie L* € X*\ A,
so existiert ein 7 € X mit

L*(z) > sup {I*(z) | I* € A}.

Weitere Trennungssitze findet man in [47], insbesondere den Satz von Eidelheit iiber die
Trennung zweier nichtleerer, konvexer Teilmengen eines linearen topologischen Raumes X,
von denen eine ein nichtleeres Innere besitzt, durch ein Funktional aus X *. Neuere Trennungs-
aussagen fiir konvexe Kegel linearer Riume mit nichtleerem Relativ-Inneren werden in [53]
angegeben.

Fiir den Satz von Alaoglu (Theorem 2.15), der eine fundamental wichtige Kompaktheitsaus-
sage ist, wird der Begriff der polaren Menge benotigt.
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Definition 2.14. Fiir eine nichtleere Teilmenge M eines topologischen linearen Raumes X wird
deren polare Menge M° durch

Me ={l*eX*|VveM:I*(v) <1}

definiert.

Mit der gleichgradigen Stetigkeit wird eine Art Stetigkeitsbegriff fiir Familien von Funktionen
formuliert und im Satz von Arzela-Ascoli (Theorem 2.18) und Theorem 3.3 verwendet.

Definition 2.15. Es seien X und Y topologische lineare Riume sowie F C YX. Dann heift F
gleichgradig stetig, falls fiir alle x € X und alle Nullumgebungen W C Y eine Nullumgebung
U C X existiert, so daB fiir jedes f € F die Inklusion f(x+U) C f(x)+ W gilt.

Theorem 2.3. (siche [65, Theorem 8.6.4])
Fiir einen topologischen linearen Raum X und F C X* sind dquivalent:

(1) F ist gleichgradig stetig.

(2) Fiir jedes € > 0 existiert eine Nullumgebung U C X
mit |I*(u)| < € fiiralleue U, I* € F.

(3) Es existiert eine Nullumgebung V. C X mit F C V°.

Kegelbasen sind Teilmengen von Kegeln, deren Elemente durch Bildung von Vielfachen alle
Kegelpunkte darstellen konnen. In der Literatur wird fiir eine Basis oftmals die Eindeutigkeit
der Darstellung verlangt, worauf aber in Definition 2.16 (2) verzichtet wird.

Unter anderem bei der Formulierung von Minimalititskriterien ist der jedem Kegel zugeordnete
Dualkegel ebenso wie der mit einer Menge A und x € A verkniipfte Normalenkegel N(A, x) von
besonderer Bedeutung.

Definition 2.16. Es seien X ein topologischer linearer Raum, x € A C X und K C X ein Kegel.

(1) Eine Teilmenge E von K heifit erzeugende Menge von K, wenn K = R [E sowie
0 ¢ cl(EE) gelten.

(2) Eine Teilmenge B von K heiBt Basis von K, wenn B konvex ist und K erzeugt.

(3) Die Menge K* := {I* € X* | I*(k) > 0 fiir alle k € K} heift Dualkegel von K.

(4) Die Menge K™ := {I* € X* | I*(k) > 0 fiir alle k € K\ {0}} heiBt
Quasi-Inneres von K.

(5) Die Menge N(A, x) :={v¥ € X* | v¥(w—x) <O fiir alle w € A} heit Normalenkegel
von A in x (siehe Fig. 3)

Man beachte, dal ein Kegel, der eine Basis besitzt, auch spitz ist.
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N(A, %)

Fig. 3 Normalenkegel N(A, x) von A in x.

Definition 2.17. Es seien X ein topologischer linearer Raum, K C X ein konvexer Kegel. Dann
heifit K Daniell-Kegel, falls jedes Netz {x;} in K, das monoton fillt (d.h. i < j = x; >k x;), ein
Infimum besitzt und dieses auch dessen topologischer Grenzwert ist.

Sind beispielsweise K ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel eines topologischen li-
nearen Raumes X und die beziiglich "<k durch [x, zJg :={y € X |x <g y <k z}firz >gx
definierten Intervalle kompakt, so ist K ein Daniell-Kegel [46, Lemma 1.47].

Man beachte, dal ein Daniell-Kegel stets spitz ist (siehe dazu [61, Remark 10]).

Definition 2.18. Sind X eine nichtleere Menge und d : X x X — R eine Funktion mit
d(x,y)=0&x=y
d(x, y) =d(y, x)
d(x, z) <d(x, y) +d(y, 2)

fiir alle x, y, z € X, so hei3t das Paar (X, d) metrischer Raum und d Metrik auf X.

Zur Vereinfachung schreibt man statt (X, d) kurz X.



Fir B(x, r):={y€ X | d(x, y) <r} mitx € X, r > 0 definiert die Menge {B(x, r) | x€ X, r >0}
die Basis einer Topologie auf X.

Definition 2.19. Ein metrischer Raum X heifit vollstidndig, falls jede Cauchyfolge {x;} in X,
d.h. jede Folge {x} mitVe >03INeNVm, n> N :d(xy, x,) < €, konvergiert, was bedeutet,
daBeseinx e XmitVe>03INeNVn>N:d(x,, x) <& gibt.

Beispiel 2.4 Zusammen mit d(r, s) := |arctan(r) — arctan(s)| bilden die reellen Zahlen R einen
metrischen Raum, der aber nicht vollstindig ist, wie die Cauchyfolge {n},cn zeigt.

Spezialfille metrischer Rdume sind normierte Raume:

Definition 2.20. (siehe dazu [47, Definition 1.35]) Es seien X und Y lineare Raume und K C Y

ein konvexer Kegel. Eine Funktion ||| - ||| : X — K mit
[ el [[ = [Hrael ],
el [ ([T = [ +v1]] € K,
[ull|=0=u=0 2.1)
fiir alle u, v € X, r € R heiB3it vektorielle Norm auf X. Im Falle von Y = R, K = R wird
sie Norm genannt und mit || - || bezeichnet. Das Paar (X, | -||) heiBt dann normierter Raum. Ist

Bedingung (2.1) nicht erfiillt, so wird || - || Halbnorm genannt.

Zur Vereinfachung schreibt man statt (X, || - ||) kurz X.

Approximationsprobleme, bei denen |||F (-)||| fiir eine vektorwertige Funktion F minimiert wer-
den soll, sind Gegenstand von Abschnitt 5.

Beispiel 2.5 Es seien K ein kompakter topologischer Hausdorffraum und C(K) der lineare
Raum aller auf K reellwertigen stetigen Funktionen. Dann wird durch

If1]:= max{[f(r)] | € K}

eine Norm auf C(K) definiert, die C(K) zu einem vollstindigen normierten Raum macht.

Beispiel 2.6 Der lineare Raum reeller Folgen [, fiir p > 1 durch

ly:={{rj}|rjeRund Z |ri|P < oo}
i=0

- 1/p
[{ri}| = (;)IM”)

ein vollstindiger normierter Raum.

definiert, ist zusammen mit
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Durch d(u, v) := |ju —v|| fiir u, v € X wird eine Metrik auf X induziert. Somit kann ein nor-
mierter Raum als metrischer Raum aufgefaflt werden, und mittels der Definition

M C X heiBt offen :<&VxeMIr>0:B(x,r)CM

1

erhilt man eine Topologie auf X mit einer Nullumgebungsbasis U,cn {0} B(0, —); normierte
n

Réume sind insbesondere lokalkonvex.

Es seien || - ||; und || - || zwei Normen auf einem linearen Raum X. Gilt
da, b>0VveX:a|v] <|vl2<blv|,

so werden diese Normen dquivalent genannt.

Die abgeschlossene Einheitskugel eines normierten Raumes X, d.h. die Menge
{veX ||| <1}, wird mit By bezeichnet.

Es seien X und Y normierte Rdume. Dann wird auf dem linearen Raum der stetigen linearen
Funktionen von X nach Y durch

IZ][ := sup {ILO)] | v € Bx} (2.2)

eine Norm definiert. Ausgestattet mit dieser fiir Y = R, wird insbesondere der topologische
Dualraum X* eines normierten Raumes X selbst zu einem normierten Raum.

Ist X* der Dualraum eines normierten Raumes X, so folgt aus der Schwach*-Kompaktheit einer
Menge K C X* nicht notwendigerweise deren Normbeschrinktheit. Es gilt aber die folgende
Aussage:

Theorem 2.4. [44, Theorem in 12E]
Es sei X ein normierter Raum. Dann ist eine schwach*-kompakte und konvexe Teilmenge von
X* stets normbeschrdnkt.

Definition 2.21. Es seien X ein normierter Raum und X* sein Dualraum, versehen mit der in
(2.2) definierten Norm. Dann bezeichnet X ** := (X*)* den sogenannten Bidualraum.

Definition 2.22. Es seien X ein normierter Raum und X ** sein Bidualraum, versehen mit der
Norm ||®|| = sup {|D(L*)| | L* € Bx+}. Ist die lineare injektive Funktion

Xovi— [y : X* 3 1*— I*(v) € R] € X**
bijektiv, so wird X als reflexiv bezeichnet.

Bemerkung 2.3 Jeder reflexive Raum ist vollstindig, die Umkehrung gilt im allgemeinen je-
doch nicht (sieche dazu auch [50]).
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Eine Projektionsaussage fiir abgeschlossene konvexe Teilmengen vollstindiger normierter Rdaume
wird in Lemma 2.1 festgehalten und in abgeschwichter Form in Abschnitt 3 bei der Formulie-
rung einer hinreichenden Bedingung fiir stark mehrdeutige Minima konvex-zusammengesetzter
Funktionen Verwendung finden (Theorem 3.5). Man beachte dabei, da3 deren Beweis in [67]
wesentlich auf dem Satz von Brgnsted-Rockafellar basiert.

Lemma 2.1. [67, Proposition 1.3]

Es seien X ein vollstdandiger normierter Raum und C C X abgeschlossen und konvex.
Dann gilt stets

Veelo, 1I[,weX\C3IzeC, I*eN(C, z) N Bx=: I*(w—2) > c|lw—z].

2.4 Spezielle Funktionen

Durch die Indikatorfunktion werden beliebige Mengen mittels einer zweielementigen Werte-
menge erfallt; sie wird im Beweis von Theorem 2.15 verwendet.

Definition 2.23. Es seien Mengen M O N # 0 gegeben. Die Indikatorfunktion der Menge N ist
dann durch

0, xeN

€ R U {+
+oo, xEM\N (ool

lN:M9x>—>{

definiert.

Die Minkowski-Funktion ist eine fiir den allgemeinen Fall linearer Riume definierte Abbildung,
die in enger Verwandtschaft zu Normen steht.

Definition 2.24. Fiir einen linearen Raum X und X O § # () wird die Abbildung
mg:X dx+—inf{t >0|x € tS} € R U {+oo}
Minkowski-Funktion von § genannt.

Durch Kegel konnen Normen mit Hilfe von Minkowski-Funktionen definiert werden.

Proposition 2.2. [78, Theorem 2.2.10 (b)]
Sind X ein linearer Raum, K C X ein algebraisch abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel
sowie p € cor(K), so ist die Minkowski-Funktion M, plg des Intervalls

[—p, plki={v € X| —p <k v <k p}=(K—p)N(p—K)

eine Norm auf X.
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‘v
o Z
Yy
X
w
Fig. 4

O<r<s<t,x=(nr),y=/_(ss), z=(t,1)

r t
ms(v) = mg(w) = +oo, mg(x) = 3’ mg(z) = 5

Definition 2.25. Es seien X ein topologischer linearer Raum und g: X — R U {d-oo}.
(1)
g*: X* 3 ¥ — sup{l*(v) —g(v) |v € X} e RU{£eo}
heifit konvex-konjugierte Funktion zu g.
(2)
g X* s I*——inf{l*(v) —g(v) |v € X} e RU{%oo}

heift konkav-konjugierte Funktion zu g.
3)
g¥* 1 X S vi— sup{l*(v) —g*(I*) | I* € X*} € RU{doo}

heift doppelt konjugierte Funktion zu g.

Beim Beweis des Satzes von Alaoglu (Theorem 2.15) wird die Konvex-Konjugierte einer
Minkowski-Funktion benutzt.

Die konvexen Funktionen bilden aufgrund ihrer besonderen Eigenschaften (so haben sie kei-
ne lokalen Minima, die nicht global sind) gewissermaflen die Verbindung zwischen linearer
und nichtlinearer Funktionalanalysis.

Definition 2.26. Es seien X und Y lineare Raume sowie K C Y ein konvexer Kegel.
(1) Eine Funktion g: X — Y U {eog} heifit K—konvex, falls

tg(p)+(1-1)g(q) 2k g(tp+ (1-1)q)
fiir alle p, g € X und ¢ € [0. 1] gilt.
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(2) Eine Funktion g: X — R U {=£eo} heifit konvex, falls

tg(p) + (1 —1)g(q) = gltp+ (1 -1)q)
fiir alle p, ¢ € X und 7 € [0. 1] gilt.
(3) Eine Funktion 7: X — R U {+eo} heilit konkav, falls —A konvex ist.
(4) Sindg: X — Y U {oog} K—konvex und x € dom g, so heilt eine lineare Abbildung
L: X — Y Subgradient von g in x, falls die Ungleichung

g(y) —g(x) >k L(y—x)

fiir alle y € X gilt.
(5) Eine Funktion 6: X — R U{+oo} heifit sublinear, falls

o(x+y) <o(x)+0o(y) und o(tx) =r0(x)
firallex, y € X und t € R gilt.

Beispielsweise ist die Indikatorfunktion 1y genau dann eine konvexe Funktion, wenn N eine
konvexe Teilmenge eines linearen Raumes ist, und fiir eine konvexe Menge S mit 0 € cor(S) ist
mg eine sublineare Funktion mit mg(v) # oo fiir alle v € S. Ist § zusitzlich noch ausgewogen,
d.h. £S C S fiir |¢| < 1, so liegt in mg eine Halbnorm vor [64, Theorem 2.26, Theorem 2.29].

Im Falle eines topologischen linearen Raumes X ist myg stetig fiir S konvex mit O € int(S)

[64, Corollary 2.27]. Aus ”interessanten” konvexen Funktionen konnen durch Bildung der
Konvex-Konjugierten wieder solche generiert werden, denn fiir eine konvexe unterhalbstetige
Funktion g: X — R U {+oco} auf einem normierten Raum X mit dom g # 0 ist g* ebenfalls
konvex und unterhalbstetig mit dom g* # 0.

Die K— Konvexitit flieft in Effizienzresultate der Abschnitte 4 (Proposition 4.5, Theorem 4.10)
und 5 (Proposition 5.1) ein. Fiir eine K— konvexe Funktion f ist f(X)+ K konvex (sieche

Fig. 5), was gleichbedeutend mit kon(f (X)) C f(X)+ K ist.

/

f(X)
Fig.5 f(X)-+K fiir f K—konvex
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Eine wichtige Aussage zur Beziehung zwischen einer konvexen Funktion und deren doppelt
Konjugierten liefert das folgende Theorem 2.5.

Theorem 2.5. [64, Theorem 4.15]
Es seien X ein lokalkovexer Raum, g: X — RU {doo} eine Abbildung nicht identisch —oo
und M :={o: X — R | a=10*+b, I* € X* beR}. Dann ist ist die Menge

M(g):={aoeM|VveX: al) < g}
nichtleer, falls g unterhalbstetig und konvex ist. Dariiber hinaus sind die folgenden Aussagen

dquivalent:

(1) g ist unterhalbstetig und konvex
(2) VxeX:g(x) =sup{a(x) | a € M(g)}
(3) g** =g

Lipschitz-Stetigkeit ist eine besondere Form der gleichmiBigen Stetigkeit. Lipschitz-stetige
Abbildungen konnen sich, etwas vereinfacht ausgedriickt, nur in beschrianktem Malle dndern.

Definition 2.27. Es sei X ein normierter Raum. Eine Funktion L: X — R U {400} heif3t
Lipschitz-stetig auf S, wenn S C dom L und es ein ¢ > 0 mit

IL(p) — L(q)| < cllp—q]

fiir alle p, g € S gibt.

Beispielsweise ist eine differenzierbare Funktion f : R — R mit beschrinkter erster Ableitung
auch Lipschitz-stetig.

Ob Lipschitz-Stetigkeit vorliegt, kann von der Wahl der Menge S abhingen. So ist die Abbil-
dung f(x) := x?, x € R, auf einem Intervall [a, b] wegen

lf ()= fw)| = v+w|lv—w| <clv—w| fiir c := max{|v+w| | v, w € [a, D]} =2 max{]|al, ||}

Lipschitz—stetig; auf S = R ist sie es hingegen nicht.

Eine fundamentale Eigenschaft konvexer Funktionen gibt das ndchste Resultat an. Es besagt,
daB deren Stetigkeit aus lokaler Beschrinktheit folgt.

Proposition 2.3. [64, Proposition 2.143]
Es sei X ein topologischer linearer Raum. Ist eine konvexe Abbildung g: X — R U {doo} in
einer Umgebung eines Punktes x € X nach oben beschrdnkt, so ist sie auch stetig in x.

Konvexe, auf einem normierten Raum definierte und lokal beschrinkte Funktionen sind sogar
lokal Lipschitz-stetig. Von dieser Tatsache wird bei der Benutzung der in Proposition 2.6 ge-
zeigten Kettenregel wiederholt Gebrauch gemacht.
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Theorem 2.6. [73,1V.41, Theorem B]

Sind X ein normierter Raum, g: X — R U{+o} eine konvexe Funktion, V eine offene und
konvexe Teilmenge von X mit V C dom g sowie g in einer Umgebung eines Punktes von V nach
oben beschrdinkt, so gilt:

Vx €eVIr>03c>0Vwy, wi €B(x, r):|gwo) —gwi)| < c|lwo—wi]|

Definition 2.28. Es sei X ein topologischer linearer Raum. Dann werden mittels
os(l*) :=sup {I*(v) |ve S}firSC X, I* € X*
bzw.
or(v):=sup {l*(v) |I*€T}furT C X*, veX
Stiitzfunktionen beziiglich der Mengen S bzw. T definiert.

Eine wichtige Aussage im Zusammenhang mit Stiitzfunktionen beziiglich
schwach*-abgeschlossener Teilmengen von Dualrdumen gibt Theorem 2.7 an.

Theorem 2.7. (siche [45])
Fiir einen lokalkonvexen Raum X sowie S C X* schwach*-abgeschlossen und konvex gilt

965(0) = S.

Der Trennungssatz Theorem 2.2 verhilft zu obigem Theorem 2.7: Aus [* € dog(0) \ S folgt
namlich einerseits [*(h) < og(h) — 05(0) = og(h) fiir alle h € X, andererseits im Widerspruch
dazu aber auch die Existenz von u € X, € > 0 mit [*(u) — € > sup{¢*(u) | ¢* € S} = o5(u).

Die Distanzfunktion ist fiir Skalarisierungen in der Vektoroptimierung von
zentraler Bedeutung.

Definition 2.29. Es seien X ein normierter Raum sowie S C X. Dann heif3t
d(-,S):Xs>pr—inf{||p—s| |s€S}eR
Distanzfunktion beziiglich S.

Fiir konvexes S istd(-, S) eine konvexe Funktion. Ist S dariiber hinaus auch abgeschlossen, kann
sie unter Verwendung einer Stiitzfunktion explizit dargestellt werden.

Theorem 2.8. [60, 3.12, Theorem 1] [90, Theorem 3.8.2]
Es seien X ein normierter Raum sowie S C X konvex und abgeschlossen. Dann gilt:

VveX\S: d(v, S)=max {I*(v) —os(I*) | I*€ Bx=}.

Wie in der Einleitung erwihnt, ist die Skalarisierung ein essentiell wichtiges Mittel zur Be-
handlung von Vektoroptimierungsproblemen. Zu den wesentlichen Skalarisierungsfunktionen
zihlen neben der Distanzfunktion auch die beiden, nachfolgend aufgefiihrten Abbildungen. Sie
ermoglichen die Behandlung vieler, insbesondere nichtglatter Optimierungsprobleme von ei-
nem geometrischen Standpunkt aus und werden in den Abschnitten 4.2 und 5 bei der Formulie-
rung von Effizienzbedingungen benutzt.
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Definition 2.30. Es seien X ein linearer Raum, ® # M C X und p € X \ {0}. Die Funktion
om, p:Xdv—inf{teR|ve tp—M} € RU{£oo}

heiBt Gerstewitz-Funktion beziiglich M und p.

\4

Fig. 6 Zur Definition 2.30

Diese Funktion basiert auf einer Idee von Gerstewitz (Tammer) [29]. Untenstehend sind einige
Eigenschaften dieser Abbildung zusammengefalt.

Theorem 2.9. (siehe [31, Theorem 2.3.1 und Corollary 2.3.5])
Es seien X ein topologischer linearer Raum, M C X abgeschlossen, p € X \ {0} mit
M+Ryp CMund ¢ := @y, p.
(1) @ ist unterhalbstetig mit dom @ = Rp — M. Aufierdem gilt
VseR:{veX|ov)<st=sp—M
sowie
VweXVteR:ow+itp)=@(w)+t.

(2) @ ist konvex < M ist konvex.

B)VveXVs>0:0(sv) =s@(v) < M ist ein Kegel.

(4) Fiirve Xgilt: o(v) # —o& 3t eR:v+1p ¢ M.

(5) ¢ ist subadditiv M + M C M.

(6) Ist zusditzlich M +RZ p C int(M), so ist @ stetig, und es gilt

VseR:{veX | @) <s}=sp—int(M)
sowie
VseR:{veX|olv)=s}=sp—IM.

(7) Sind M ein abgeschlossener Kegel und p € int(M), so ist dom @ = X, und @ ist eine
stetige sublineare Funktion.

Wegen Propostion 2.2 ist die nachfolgend angegebene Beziehung zwischen Minkowski- und
Gerstewitz-Funktion von besonderem Interesse.
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Proposition 2.4. [81, Proposition 11]
Sind X ein linearer Raum, K C X ein algebraisch abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel,
p € cor(K) sowie y € X, so gilt fiir jedes v € y+ K

mi_p, p]K(v_y) = Pk—y, P(v)'

Definition 2.31. Es seien X ein normierter Raum und 0 ## S C X. Die Funktion
A(+, S): Xdv—d(v, S)—d(v, X\S) eR

hei3t erweiterte Distanzfunktion beziiglich S.

Unter Verwendung der in Definition 2.29 angegebenen Distanzfunktion wurde mit der erwei-
terten Distanzfunktion eine weitere Skalarisierungsabbildung von Gorokhovik [32] und
Hiriart-Urruty [42] eingefiihrt. Einige ihrer Eigenschaften sind in Proposition 2.5 aufgelistet.

Proposition 2.5. (siehe [89, Proposition 3.2])
Es seien X ein normierter Raum und 0 #+ S C X.
(1) A(+, S) ist Lipschitz-stetig auf X.
(2) Es gilt A(v, S) <0 fiirv €int(S), A(v, S) =0 fiirv € dS und A(v, S) >0 fiir
veint(X\S).
(3) Ist S abgeschlossen, so gilt S ={v e X | A(v, S) <0}.
(4) A(-, S) ist eine konvexe Funktion, wenn S konvex ist.
(5) A(+, S) ist eine sublineare Funktion, wenn S ein konvexer Kegel ist.

Bemerkung 2.4 Es seien X ein reflexiver Raum mit der Norm || - ||, K C X ein abgeschlossener,
konvexer und spitzer Kegel sowie p € int(K). Dann existiert eine zu || - || dquivalente Norm || - ||
auf X derart, daf fiir die erweiterte Distanzfunktion A(-, —K) beziiglich || - ||1, also

A(v, —K) =inf{||[v+k|; | k€ K} —inf{|[v—w|; | w € X\ =K},
die Gleichheit A(-, —K) = @k, , besteht [72, Theorem 3.2.7], [13, Theorem 4].

2.5 Differentiationsbegriffe

2.5.1 Allgemeines: Definitionen und wichtige Aussagen

Definition 2.32. Sind X ein linearer und Y ein normierter Raum, ferner 4: X — R U {+oo},
x, p zwei Punkte in X, fiir die es ein a > 0 mit [x, x+ap] C dom g gibt, oder h: X — Y und
x, p zwei beliebige Punkte in X, so steht
1
Hy (x, p) = lim = (h{x+1p) = h(x)
t

fiir die rechtsseitige Richtungsableitung von 4 in x in Richtung p, falls der Grenzwert existiert.
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Zur rechtsseitigen Differenzierbarkeit konvexer Funktionen kann folgendes festgehalten wer-
den:

Theorem 2.10. (siehe dazu [64, Proposition 4.46])
Es seien X ein linearer Raum, Y ein topologischer linearer Raum, K CY ein Daniell-Kegel sowie
g : X — Y U{eox} K—konvex. Sind dann x, p zwei Punkte in X, fiir die es ein a >0 mit

1
[x—ap, x+ap] C dom g gibt, so existiert das Infimum der Menge {;(g(x—i—tp) —g(x)) >0}
beziiglich der durch K induzierten Halbordnung. Auferdem gilt
| S|

—inf {—(g(x—1p) —g(x)) [ 1> 0} =g inf{_(g(x+1p)—g(x))[r>0},  (2.3)

insbesondere
| o1
—inf {~(g(x—1p) —g(x)) [ 1> 0} <k L(p) < inf {(g(x+1p)—g(x))[1>0}

fiir jeden Subgradienten L von g in x. Im Falle Y = R, K = R ist g rechtsseitig richtungsdiffe-
renzierbar in x in Richtung p mit

€. (e p) =inf {((x-+1p) —g(x)) | 1> 0},

Beweis. Fiir eine konvexe Funktion 7: R — Y U{eog} und r <0< s <t mitr, 0, s, ¢ aus
dom h besteht die Ungleichung

MO)—h(r) _ hs)=h(0) _

—r s t

h(t) — h(0)

Y

somit fiir r <0 <s <tmitx+rp, x+sp, x+tp aus dom g
g) —glx+rp) _ glxtsp)—glx) _ glatip) —glr)
K K .

—-r S t

(2.4)

Die Folge

I ~r

{g(x+ )80 o) g(etrp) }

n
fillt monoton in K und besitzt daher ein Infimum 7, gegen das sie konvergiert; es ist dann

1+g<x>_f(rx+”’) zinf{;(g(x-l-tp)—g(x)) 7> 0}

Aus (2.4) ergibt sich zudem auch die Ungleichung (2.3). UJ

In Proposition 2.6 wird eine Kettenregel fiir zusammengesetzte Funktionen angegeben, die ins-
besondere in Theorem 3.4 zur Charakterisierung von stark eindeutigen Minima zusammen-
gesetzter Funktionen und in verschiedenen Beweisen von Aussagen in den Kapiteln 3 und 5
eine wesentliche Rolle spielt. Man beachte dabei, daB3 (lokal) beschrinkte konvexe Funktionen
gemdl Theorem 2.6 lokal Lipschitz-stetig sind.
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Proposition 2.6. (siehe [9, Proposition 2.47 und 2.49])

Es seien X und Y normierte Ridume sowie f: X — Y rechtsseitig richtungsdifferenzierbar in x,
h:Y — R U{+oo} lokal Lipschitz-stetig in einer Umgebung von f(x) und in f(x) rechtsseitig
richtungsdifferenzierbar. Dann ist ho f rechtsseitig richtungsdifferenzierbar in x mit

(h o f)\(x, p) = Ky (f(x),fL(x, p))
fiir alle p € X.

Die in den folgenden Abschnitten entwickelten Aussagen iiber konvex-zusammengesetzte Ab-
bildungen enthalten verschiedene Differentiationsbegriffe beziiglich der inneren Funktion, wel-
che in Definition 2.33 zusammengefal3t werden.

Definition 2.33. Es seien X und Y normierte Riume und f: X — Y.

(1) f heilt Gateaux-differenzierbar in x € X , wenn es eine stetige lineare Funktion
f'(x) e L(X, Y) mit

£@)(p) = lim L (f(ct1p) — F))

t—0t
fiir alle p € X gibt.
(2) f heiBt Fréchet-differenzierbar in x € X, falls eine stetige lineare Funktion
f(x) € L(X, Y) existiert, fiir die
Ve>036>0Vwe X:|w—x|[ <8 = | f(w)—f(x)—f(x)(w—x)| <elw—x||
gilt.
(3) Ist f auf einer Teilmenge M von X Gateaux-differenzierbar mit

Ve>038>0Vp, ge M:|p—qll<d = |f(p)—fla)—f(@)p—a)l <elp—dl,
so heilit f gleichmiBig differenzierbar auf M.

Beispiel 2.7 Eine Normfunktion || - || auf einem linearen Raum X ist konvex und daher gemif
Theorem 2.10 rechtsseitig richtungsdifferenzierbar.
Dariiber hinaus bestehen die folgenden Aquivalenzen:

e |||l istin einem Punkt x € X mit ||x|| = 1 genau dann Gateaux-differenzierbar, wenn ein
L* € X* mit ||L*|| = L*(x) = 1 existiert. In diesem Fall gilt || - ||’ (x) = L*.
e |- || ist in einem Punkt x € X mit ||x|| = 1 genau dann Fréchet-differenzierbar, wenn

es ein L* € X* mit ||L*|| = L*(x) = 1 und ||L* — L*,|| — O fiir Folgen {L*,} mit
L*, € By, L*n(x) — 1 gibt.
Beispiel 2.8 Der Raum C'[0, 1] der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall
0, 1] sei mit der Norm ||v|| := max{|v(¢)| | r € [0, 1]} +max{[V'(¢)| | # € [0, 1]} versehen. Fiir
eine stetige Abbildung s: [0, 1] — R ist dann

1
p:C'0,1]> vr—>/ s(u)\/1+V (u)?du e R
0
Fréchet-differenzierbar mit

o0 = [ s g,

14" (u)?
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Bemerkung 2.5 Man beachte, daB fiir f : X — Y (Gateaux-)differenzierbar die folgenden
Aussagen dquivalent sind [22, Lemma 3]:

(1) Fiir jede beschrinkte Teilmenge B von X gilt
Ve>036>0Vge BYveX:[v—gql|<d = f(v)—fla)—f(@)(v—aq)ll <elv—ql.

(2) f’ist auf jeder beschriinkten Teilmenge von X gleichmiBig stetig.

Von Nutzen bei der Entwicklung einer notwendigen Bedingung fiir stark mehrdeutige Mini-
ma konvex-zusammengesetzter Funktionen in Abschnitt 3 wird das folgende Lemma sein.

Lemma 2.2. [92, Lemma 3.6]

Es seien X und Y vollstindige normierte Riume, x € X, f : X — Y Fréchet-differenzierbar
auf X mit stetiger Abbildung X > w +— f'(w) € L(X, Y) und f'(x) surjektiv. Dann existieren
r>0,s>0mit

sBy C f'(v)(Bx) f.a. vEB(x, r).

2.5.2 Das Subdifferential

Es seien X ein normierter Raum und g: X — R U{+eo} eine konvexe und in x stetige Funk-
tion. GemiB Theorem 2.10 existiert die rechtsseitige Ableitung g’ (x, &), aber dariiber hinaus
gilt zusitzlich, dall g genau dann in x Gateaux-differenzierbar ist, wenn es ein einzigen stetigen
Subgradienten von g in x gibt (siehe dazu [69, Proposition 1.8]). Die Menge der (stetigen) Sub-
gradienten ist also von besonderer Bedeutung, was Anlal} zu der folgenden Definition gibt.

Definition 2.34.

(1) Es seien X und Y lineare Rdume, K C Y ein konvexer Kegel, g: X — Y U {oog}
eine K—konvexe Funktion und x € dom g. Dann steht

dag(x) :={l: X — Y | [ ist Subgradient von g in x}

fiir das algebraische Subdifferential von g in x.
(2) Sind zusitzlich X und Y topologische lineare Raume, so wird durch

dg(x):=dag(x) N L(X,7Y)
das Subdifferential von g in x definiert. Die Menge

dom dg:={y € dom g | dg(y) # 0}

ist der effektive Definitionsbereich des Subdifferentials.
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Das erste der folgenden Beispiele wird in Abschnitt 5 von Wichtigkeit sein.

Beispiel 2.9 Es seien X und Y topologische lineare Rdume, K C Y ein konvexer spitzer
Kegel und ||| - ||| : X — K eine vektorielle Norm auf X. Dann gilt fiir alle u € X

- I1(w) ={A € L(X, ¥) [ A () = [||ul[[ und Vv € X : [[[v][[-A(v) € K}
(siehe [47, Example 2.22]).

Beispiel 2.10 Durch || (vy,...., V) || := max{|v;| | 1 <i < n} wird die Maximumsnorm auf R”"

definiert. Unter Verwendung der Bezeichnungen I (v, ....,v,) :={1 <i<n| |vi|=||(vi,-cer; V)|l }
und ¢y, fiir den k—ten Einheitsvektor erhilt man fiir deren Subdifferential in x = (xy, .....,x,) die
Beziehung

| - fleo(x) = ek vl <1}, x=0
B {Xrer) cxsgnx)er | Licioexr =1, ¢; >0 fir jel(x)}, x#0.

Beispiel 2.11 Man betrachte die Indikatorabbildung 14 fiir einen topologischen linearen
Raum X und A C X konvex. Dann besteht fiir jedes x € A die Beziehnung d14(x) = N(A, x).

Das Subdifferential der Gerstewitz-Funktion kann unter gewissen Voraussetzungen konkret
dargestellt werden.

Beispiel 2.12 (siehe [26, Theorem 2.2]) Es seien X ein topologischer linearer Raum, M C X
abgeschlossen und konvex, p € X \ {0} mit M+ R p C M. AuBerdem existiere zu jedem w € X
einz € R mit w+1p ¢ M. Dann gilt fiir x € dom @y,

Aoy, p(x) ={I* € X* | I*(x) =1 und I*(v+x) > @u, p(x) f.a.veM}.

Gegenstand des Satzes von Moreau-Rockafellar ist eine Summenregel fiir Subdifferentiale.

Theorem 2.11. (Moreau-Rockafellar) [64, Theorem 3.48]
Es seien X ein linearer topologischer Raum und g: X — R U {4oo}, h: X — R U {+oo}
konvexe Funktionen. Dann gilt

dg(v)+dh(v) Cd(g+h)(v)

fiir alle v € dom g N dom h. Ist eine der beiden Abbildungen dariiber hinaus in einem Punkt
u € dom g N dom h stetig, besteht die Gleichheit

dg(v)+dh(v)=3d(g+h)(v)
fiir alle v € dom g N dom h.

Einen wichtigen Zusammenhang zwischen der rechtsseitigen Richtungsableitung einer (steti-
gen) konvexen Funktion und deren Subdifferential in einem Punkt zeigt der Satz von Moreau-
Pschenichnyi.
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Theorem 2.12. (Moreau-Pschenichnyi) [64, Theorem 4.50 (c)]
Sind X ein topologischer linearer Raum sowie g : X — R U{+oo} eine in x € dom g stetige
konvexe Funktion, so ist dg(x) nichtleer, und fiir jedes p € X gilt

g (x, p) = max {I*(p) | I* € dg(x)}
und
—g' (x, —p) = min {I*(p) | I* € dg(x)}.

Fiir nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmengen S eines normierten Raumes X
kann man das Subdifferential der Distanzfunktion d(-, S) mit Hilfe von Normalenkegeln
(Definition 2.16, (5)) explizit angeben.

Theorem 2.13. [16, Theorem 1]
Es seien X ein normierter Raum sowie O # S C X konvex und abgeschlossen. Dann gilt:

N(S+d(w, S)Bx, w)NdBxx, weX\S

ad(w, S) =
(v, §) {N(S, w)NBxx, wES.

Das unten stehende Theorem 2.14 beinhaltet ein wichtiges Resultat iiber das Subdifferential
konvexer Funktionen, von dem ein Spezialfall auch in den hinreichenden Bedingungen fiir stark
eindeutige Minima (Theoreme 3.1 und 3.2) verwendet wird, und erginzt [80, Théoreme 6 und
Corollaire 7], [96, Theorem 3.3]. Man beachte dazu auch [58].

Theorem 2.14.

Sind Y und Z topologische lineare Ridume, K C Z ein Daniell-Kegel mit kompakten Intervallen
v, Wik fiir ww e Z, g: Y — Z U{eog} eine K—konvexe Funktion, y € cor(dom g) sowie
dag(y) = 9g(y), so ist dg(y) eine (moglicherweise leere) T(L(Y, Z), Y)—kompakte Teilmenge
von L(Y, Z) und, sofern es sich bei Y um einen normierten Raum handelt und Z =R, K =R,
liberdies normbeschrdnkt.

Beweis. Es seien L(Y, Z) mit der T(L(Y, Z), Y)—Topologie, Z¥ mit der Produkttopologie ver-
sehen, und man betrachte die injektive Abbildung

@:LY,Z) 31— (I(v))y ey €Z".

Diese ist stetig, denn erstens ist die Produkttopologie die Initialtopologie beziiglich der Projek-
tionen

pW:ZYB(aD)U€y>—>aWEZ,

w € Y, zweitens gilt die Gleichheit
(pwo®@)(1) = I(w) = hw(l)
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firweY, €LY, Z)und hy, : L(Y, Z) > m — m(w) € Z. Zudem ist

o d(L(Y, 2)) — LY, Z)
stetig, wobei ®(L(Y, Z)) als Unterraum von Z! aufgefaBt wird. Dies ergibt sich aus
der Beziehung

(hwo @) (@(1)) = (1) = 1(W) = Pulaw(y, 2 (1)
firweY, l € L(Y, Z). Die Menge

A={(ap)pey €Z" |Vu,ve, reR:a,y = a, +a,und a,, = ra,}

ist abgeschlossen, da die Abbildungen ¢, , : AR (ap)veyr— ayrv—ay—a, R u, vey,
und ;.\, : A= (av)v ey — ary —ray, €R, w e Y, r € R stetig sind und die Gleichheit

:<M7QY"’“’IV<O)) " (WGQERW&V(()))-

besteht.

Ist y € cor(dom g), so gilt fiir [ € L(Y, Z) die Aquivalenz

1€ 0(0) &V w e ¥ 1(w) € [inf {(g(y—1w) () |1 > O}, inf { (gly-+1w) () |+ > O}

(siehe Theorem 2.10), aus der wegen dag(y) =dg(y)

(2g(y)) =A N [ [inf {(glr—1w) ~g0)) | 1> 0}, inf { (a(y+0w) () |1 > 0}

weyY

folgt. Somit ist ®(dg(y)) gemiB Theorem 2.1 eine kompakte Teilmenge von Z' und daher
dg(y) eine solche von L(Y, Z).

Im Falle eines normierten Raumes Y, Z = R und K = R ergibt sich die Normbeschrinktheit
aus Theorem 2.4, da dg(y) eine konvexe Menge ist. O

Theorem 2.14 verallgemeinert den Satz von Alaoglu auf natiirliche Weise: Fiir eine Nullum-
gebung U eines linearen topologischen Raumes Y sind 0 € cor(U) bzw. 0 € cor(kon(U)) und
m := Myon(yy - ¥ — R eine sublineare Funktion mit dam(0) = dm(0) sowie m™* = tyqp (o
(siehe [3, Proposition 14.12]). Des weiteren gilt dm(0) = kon(U)° = U° wegen

I* € dm(0) < m(0) + m*(I*) = 1*(0) & m*(I*) =0 < I* € kon(U)°.
Theorem 2.14, angewendet auf Z =R, K =R, g = mund y = 0, liefert daher das

Theorem 2.15. (Alaoglu) [62, Theorem 1.112]
Fiir jede Nullumgebung U eines linearen topologischen Raumes ist U° kompakt
in der Schwach*-Topologie.

Bemerkung 2.6 Nach [55, Satz 11.5.2] ist g/, (y, -) stetig, wenn die Voraussetzungen von
Theorem 2.14 fiir einen normierten Raum ¥ und Z =R, K = R, erfiillt und dg(y) # 0 sind.
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Die folgende Aussage charakterisiert Minima konvexer Funktionen auf konvexen Mengen.

Theorem 2.16. (Pschenichnyi-Rockafellar) (siehe dazu [11])
Es seien X ein normierter Raum, A C X konvex sowie g: X — R U {4} eine konvexe
Funktion. Ferner gelte dom g N int(A) # 0 oder g stetig in einem v € dom g N A. Dann sind
fiir x € dom g N A dquivalent:

(1) g(x) = inf {g(w) [w € A}

(2) 0 € dg(x)+N(A, x).

Beispiel 2.13 Betrachte X = R? mit euklidischer Norm, A = {(t,—t +2) | t € R}, x = (1,1)
und g(v) == [[v— (2,2)|]?,v € R%. Wegen (—2,—2) € dg(1,1) und (2,2) € N(A, (1,1)) gilt
0e€dg(x)+N(A, x).

2.6 Einige grundlegende Sitze der Funktionalanalysis

Fiir abzdhlbar viele offene und dichte Teilmengen eines vollstindigen metrischen Raumes ist
deren Durchschnitt dicht. Eine Folgerung aus dieser Tatsache ist der Satz von Baire, aus dem
sich seinerseits wichtige Aussagen der Funktionalanalysis, wie beispielsweise das Prinzip der
gleichmifigen Beschrinktheit, ableiten lassen. Er kommt im Beweis von Proposition 4.7 zur
Anwendung, indem ausgenutzt wird, dal Dualrdume normierter Rdume stets vollstdndig sind.

Theorem 2.17. (Baire) [25, Korollar 3.4]
Sind X ein vollstindiger metrischer Raum und {S,} eine Folge abgeschlossener Teilmengen
von X, fiir die r > 0, x € X mit
B(x, r) C U Sy,
neN
existieren, so gibtesm € N, s >0, y € X mit B(y, s) C S.

Der Satz von Arzela-Ascoli liefert eine Existenzaussage fiir kompakte Teilmengen von
Funktionenrdumen.

Theorem 2.18. (Arzela-Ascoli) [75, Theorem 3.5]

Sind (X, d) ein kompakter metrischer Raum, C(X) = {f : X — R | f stetig} versehen mit der
Maximumsnorm ||f|| := max{|f(¢)| | t € X} sowie M C C(X) beschrinkt und gleichgradig
stetig, so ist M eine relativ kompakte Teilmenge von C(X) (d. h. cl(M) ist kompakt).

Wichtige, die schwachen Topologien betreffende Aussagen sind in den beiden folgenden Sitzen
enthalten. Gemil Theorem 2.19 ist eine schwach kompakte Teilmenge eines normierten
Raumes stets beschriinkt. Eine beschrinkte und schwach abgeschlossene Teilmenge braucht da-
gegen im allgemeinen nicht schwach kompakt zu sein. Werden aber die Reflexivitit des Raumes
und die Konvexitit einer Menge M angenommen, gilt sogar:

M ist abgeschlossen und beschrinkt < M ist schwach kompakt.



34

Theorem 2.19. [83, Korollar IV.2.2]
Ist X ein normierter Raum, so sind fiir M C X dquivalent:

(1) M ist beschrdnkt
(2) Fiir alle I** € X* ist I*(M) beschrdinkt.

Insbesondere ist eine schwach kompakte Teilmenge von X stets (norm-)beschrdnkt.

Theorem 2.20. ([23, Satz 11.5] in Verbindung mit [62, Satz 23.25])
Es seien X ein reflexiver normierter Raum und M C X konvex. Dann sind dquivalent:

(1) M ist abgeschlossen und beschrdnkt
(2) M ist schwach kompakt.

Die Bedeutung des Satzes von Krein-Milman ist umittelbar verstdndlich, denn er gibt unter
anderem an, wie kompakte konvexe Teilmengen lokalkonvexer Rdume aus ihren Extrempunkten
aufgebaut sind.

Theorem 2.21. (Krein - Milman) [43, Theorem in § 5 e)]
Es sei K eine kompakte und konvexe Teilmenge eines lokalkonvexen Raumes X. Dann sind fiir
M C K die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) sup{l*(y) |y € M} =max {l*(z) |z €K} fiiralle I* € X*

(2) cl(kon(M)) = K
(3) ext(K) C cl(M).
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3. MINIMALITATSBEDINGUNGEN

In diesem Abschnitt werden hinreichende und notwendige Minimalitdtsbedingungen fiir konvex-
zusammengesetzte Funktionen angegeben, und zwar fiir stark eindeutige Minima (in 3.1) und
stark mehrdeutige Minima (in 3.2), wobei in beiden Féllen von moglichst geringen Vorausset-
zungen ausgegangen wird, etwa bis auf Theorem 3.7 (2) unter Verzicht auf die Vollstiandigkeit
der betrachteten Riume oder eine stetige Differenzierbarkeit.

3.1 Stark eindeutige Minima / Sharp minima zusammengesetzter Funktionen

Um sich einen Anhaltspunkt dafiir zu verschaffen, welche(r) Minimalitétsbegriff(e) fiir konvex-
zusammengesetzte Funktionen geeignet sein konnte(n), betrachte man folgende endlichdimen-
sionale Situation: f : R” — R™, wobei m > n, f Fréchet-differenzierbar im Punkt x mit
Rang f’(x) = n und g eine Norm auf R". Wird € := min {|| f'(x)(p)|| | ||p|| = 1} gesetzt und

€
8 > 0 derart gewihlt, daB || f(v) — f(x) — f/(x) (v —x)|| < §||v—x|] fiir v € B(x, ), so ergibt
sich fiir solche v die Ungleichung

ellv—xl < IF @) =)l = I70) = ) + FO) = £0) = @)=
<) = F@I+ 5 v =

und daraus || £ (v)[| = [|f(x)]] +§HV—XH mit fx(-) = f(-) = f(x).

Dies fiihrt unmittelbar zur

Definition 3.1. (siche [17]) Esseien A C X, h: X — RU{+} und x € A N dom A. Dann
heiB3t x stark eindeutiges Minimum (Sharp minimum) von 4 auf A, falls es d > 0 und r > 0 gibt,
so dal

h(v) > h(x)+d|v—x| firalleveA N B(x, r)
gilt.
Neben dem Beispiel eines stark eindeutigen Minimums in der Einleitung seien nachfolgend

noch zwei weitere genannt.
Beispiel 3.1 Fiir a, b € R hat die Funktion

R?> (p.q) — /|p—al+/|g—b| € R

ein stark eindeutiges Minimum in (a,b) auf R,
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Fig. 7 f(p,q) = /Ip|+ 4l

Beispiel 3.2 Fiir die Funktion

1 5
fR*>(p,g)— (p+a*—1, —=p*—q+=>, —q+2) R’

2 2
mit | s
filp,g)=(p+q*—1), fr(p,q) = (_EPZ_Q+§)’ A(p,q) = (—q+2)
gilt
1 2¢
f/(pch): a4 —1 9
0 -1
1 2
fL,D) =111, f/(1L,)=[ -1 —1
0 -1
sowie

3

Y. ssen(f(1L1)f{(1,1) =0

i=1

fiir alle (p,q) € R?. Wegen [84, Satz 2.1.9] sind die Voraussetzungen von [84, Satz 3.4.8] ge-

geben, der die Existenz von d > 0, r > 0 mit

1F (P, )llee = Nf (1, Dl + dll(p—1,= 1)l
fiir (p,q) € B((1,1), r) garantiert.
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Im folgenden stehen X, Y, Z fiir normierte Riume, f fiir eine Funktion f : X — Y
und g fiir eine konvexe Funktion g: ¥ — R U {+}

Da stetige konvexe Funktionen sogar lokal Lipschitz-stetig sind, erhdlt man durch die folgende
Proposition 3.1 eine wichtige notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines stark eindeutigen
Minimums, ndmlich die Injektivitdt der Ableitung. Dabei muf nur die Gateaux-Differenzier-
barkeit von f vorausgesetzt werden.

Proposition 3.1. (siehe [37, Beweis zu Theorem 3.1])

Sind x € cor(A) C A C X, f Gateaux-differenzierbar in x, L:Y — RU{+eo} Lipschitz-stetig
in einer Umgebung von f(x) und x ein stark eindeutiges Minimum von L o f auf A, so ist f'(x)
injektiv.

Beweis. Man nehme an, es gibt ein u € N(f'(x)) \ {0}. Nach Voraussetzung existieren R > 0,
so daB L Lipschitz-stetig auf B(f(x), R) mit einer Lipschitz-Konstante ¢ > 0 ist, s > 0 mit
[x, x+su] CA sowied >0, r>0 mit |L(f(w))—L(f(x))| >d|w—x|| fiirallew €A N B(x, r).
Damit folgt fiir hinreichend kleine t > 0

dlul _ 1

/ _ 1 B
> et )~ £) — £ ) )| = et )~ £G0)
f(x+rtu) € B(f(x), R) (f ist in x Giteaux-differenzierbar) und auch

dt||u]
2

Widerspruch! (]

> cllf(e+tu) = Ol = [L(f(x+1u)) = L(f(x))| = dlleu| = dr]u].

Fiir das im eingangs dieses Abschnitts dargestellten endlichdimensionalen Fall definierte € > 0
sowie beliebiges w € R" hat man wegen f(x) = 0 beziiglich der Stiitzfunktion 6. (#.(x)) die
Ungleichung

O sy (e (w=x)) = [If () (w—x)[| > ellw—x],

die sich, wie Theorem 3.1 zeigt, als eine hinreichende Minimalititsbedingung unter Verwen-
dung des Subdifferentials und deutlich allgemeineren Voraussetzungen eignet.

Theorem 3.1. (siehe [37, Theorem 2.3])
Es seien A C X, die Funktion fin x € A N dom g Fréchet-differenzierbar und a > 0. Ferner
gelte eine der beiden folgenden Aussagen:

(1) Es existiert ein b > 0 mit dg(f(x)) N bBys # 0 und
Cag(f(x))  bay-(f (X)(W—x)) > allw—x|| = Gupy.(W—x) foa. weA (3.1
(2) f(x) € cor(dom g) Ndom dg, dag(f(x)) = dg(f(x)) und
Cag(r(x) (f () (w—2x)) > allw—x|| = Cupy.(W—x) f.a. weA. (3.2)

Dann hat g o f ein stark eindeutiges Minimum auf A in x.
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Beweis. Es stehe o fir 6y4(f(x)) n pBy., Wenn Voraussetzung (1) erfillt ist, oder fir 0y, ¢(x))
wenn Voraussetzung (2) erfiillt ist. In beiden Fillen ist o stetig, was in letzterem Fall aus Theo-
rem 2.14 folgt.

Seid € [0, a]. Wegen hm ﬁ =0 fiir p(v) := f'(x)(v) = f(x+v) + f(x) und der

Stetigkeit von o kann r > 0 hinreichend klein mit

[o(p()] < (a=d)|]v]

fiir alle v € B(0, r) gewihlt werden. Daraus ergibt sich firw € A N B(x, r)

g(f(w)) —g(f(x)) = a(f(w) = f(x))
=o(f'(x)(w—x) = p(w—x))
> o(f'(x)(w—x)) = o(p(w—x))
> aljw —x|| = o (p(w—x))
> dllw—x]|

O

Es ist unter einer zusitzlichen Voraussetzung moglich, den Term “al|lw — x||” durch 0 zu
ersetzen:

Theorem 3.2. (siehe [37, Corollary 2.5])

Es seien A C X, f Fréchet-differenzierbar in x € A N dom g und S C X ein Kegel mit

S D R4 (A —x), der von der schwach kompakten Menge | erzeugt wird. Ferner gelte eine
der beiden folgenden Aussagen:

(1) Es existiert ein b > 0 mit dg(f(x)) N bBy+ # 0 und
Cag(r(x) N bBy.(f (X)(v)) > 0 f.a veE. (3.3)
(2) f(x) € cor(dom g) N dom dg, dag(f(x)) = dg(f(x)) und
Gag(f(x))(f/<x)(v)) >0 f.a vek. (3.4)
Dann hat g o f ein stark eindeutiges Minimum auf x + R (A —x) in x.
Beweis. Es stehe wie im Beweis von Theorem 3.1 o fiir 6y, #(x)) 0 bBy., Wenn Voraussetzung
(1) erfiillt ist, oder fiir Odg(f(x))» Wenn Voraussetzung (2) erfiillt ist. Wie bereits erwéhnt, ist &
in beiden Fillen stetig.

Aufgrund der Kompaktheit von [E gibt es sowohl ein M > 0 mit ||v|| < M fiir alle v € E (Theorem
2.19) als auch wegen (3.3) bzw. (3.4) ein m > 0 mit

o(f (x)(v)) > m fiirallev € E.
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Fiir s > 0und w € A\ {x} existieren u € E, > 0 mit s(w —x) = tu, und es folgt
o(f'(x)(x+s(w—x) —x)) = o(f'(x)(s(w—x)))
=10(f'(x)(u))
>tm
tm
> My
= Tl s(w—x) =]
Nun wende man Theorem 3.1 an. UJ

Bemerkung 3.1 Fiir die Anwendung von Theorem 3.2 ist es wichtig zu wissen, unter welchen
Bedingungen ein Kegel eine schwach kompakte und erzeugende Menge besitzt. Eine in dieser
Hinsicht niitzliche Aussage wird von Ferro in [28, Proposition 3.1] angegeben: Ein abgeschlos-
sener, konvexer und spitzer Kegel K eines reflexiven Raumes besitzt genau dann eine schwach
kompakte Basis mit eindeutiger Darstellung der Elemente von K, wenn int(K*) # 0.

Man betrachte die Abbildung f aus Beispiel 3.2. Fiir alle (p,q) # (0,0) ist

p+2q
O u(r1,1) (L) (P:9) = O3ty | —P—4q | >0,
—-q
denn die Einheitsvektoren e; = (1,0,0), e = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) gehdren zu 9| - [|»(1,1,1)
(siehe Beispiel 2.10), und aus der Annahme
p+2q
ei-| —p—q | £0 firallei=1,23
—-q
resultiert der Widerspruch p = ¢ = 0. Man kann also Theorem 3.2 auf S = A = R?, x = (1,1)

und etwa E = dBp. anwenden, aus dem sich ebenfalls ergibt, daB die Funktion || f()||- ein
stark eindeutiges Minimum in (1, 1) besitzt.

Ein weiteres Beispiel fiir die Anwendung von Theorem 3.2 wird in Abschnitt 4 angegeben
(Beispiel 4.2).

Bemerkung 3.2 Man sieht leicht, da3 Bedingung (3.2) erfiillt ist, falls es @ > 0 mit
aBxx C dg(f(x))o f(x)+ N(4, x)

gibt, also eine modifizierte Pschenichnyi-Rockafellar-Bedingung gilt; man beachte dazu Theo-
rem 2.16 (2). Im Falle der Schwach*-Kompaktheit von dg(f(x)) ergibt sich die Umkeh-
rung zumindest fiir konvexes A durch Anwendung des unten stehenden Theorems 3.3 auf
E =A, B =aByx sowie D = dg(f(x)) o f'(x). Man beachte, daB dann dg(f(x)) o f’(x) gemiB
Theorem 2.4 normbeschrinkt und damit gleichgradig stetig ist.
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Theorem 3.3.
Es seien W ein lokalkonvexer Raum, B und D nichtleere Teilmengen von W*, wobei D
gleichgradig stetig ist, sowie E C W konvex und x € E. Dann sind

op(v—x) < op(v—x) f.a. veE E

und
kon(B) C cl*(kon(D))+N(E, x) (3.5)

dquivalent.

Beweis. ” = Aufgrund der gleichgradigen Stetigkeit von D ist op in 0 € dom op N dom 1g_,
stetig; sieche dazu Theorem 2.3. Durch Anwendung der Theoreme 2.7 und 2.11 nebst
Proposition 2.1 erhilt man

B C a(GD + lE—x) (O)
= aGD(O) + 81E_x(0)
= 90¢i(kon(p)) (0) + I1E—x(0)
= cl*(kon(D)) + N(E, x)

und damit (3.5), da cl*(kon(D)) + N(E, x) konvex ist.
7 <7 Aus (3.5) ergibt sich fiirv € E

05(v —x) = Okon(B) (V= X) < Oct(kon(D))+N(E, x) (V= X) = Oct#(kon(p)) (v —X) = Op(v —x).

O

Es seien X ein normierter Raum, M C K C X* mit K konvex und schwach*-kompakt. Theo-
rem 2.21, angewendet auf X*, versehen mit der Schwach*-Topologie, ergibt dann insbeson-
dere die Aquivalenz von V v € X : oy(v) = ok(v) und cl*(kon(M)) = K. Dabei ist zu be-
achten, dal die beziiglich der Schwach*-Topologie stetigen Funktionale auf X* gerade jene
von der Form [* — [*(u), u € X, sind. Nach Theorem 2.3 ist K normbeschrinkt, mithin
cl*(kon(M)) schwach*-kompakt sowie normbeschrinkt und daher auch gleichgradig stetig. Die
obige Aquivalenz erhilt man deshalb auch aus Theorem 3.3 mit W = X, D = cl*(kon(M)),

B=K, E=Bxund x=0.

In Abschnitt 4 wird sich die folgende Aussage als hilfreich fiir den Beweis von Theorem 4.11
erweisen.

Proposition 3.2.
Ist f Fréchet-differenzierbar in x € A C X und hat go f ein stark eindeutiges Minimum
auf Ain x, so gilt

3d>0Vc¢>03s>0VveANB(x, s):g(f(v)—g(fx) > d(x)HHf(v)—f(x)H

c+|f
(3.6)
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Beweis. Es existieren ein d > 0, r > 0 derart, daf}

g(f(w)) —g(f(x) = dlw—x]|

fiir alle w € AN B(x, r). Sei nun ¢ > 0. Dann gibt es ein s € |0, r| mit

£ ) = FE = [IF ) =0l <1 F () = fx) = F () (v =x)[| < ellv—x]|
bzw.
£ ) = FN < ellv =2+ @y =] = (e + £ ) DIy — x|

fiir alle v € B(x, s), woraus insgesamt (3.6) resultiert. O

Die Gerstewitz-Funktion @y , aus Definition 2.30 wurde von Gutiérrez, Miglierina, Molho
und Novo fiir einen lokalkonvexen Raum X , einen konvexen Kegel K mit nichtleerem Inneren,
peint(K) sowie0 #M CX(M+K #X) zu

Wi p:2X3T+——inf {sER|sp+ M CT+K} € RU {Zoo0}

verallgemeinert [35]. Dariiber hinaus wurde von Gutiérrez, Jiménez, Miglierina und Molho in
[34] die Aquivalenz

v, p(T) <r & rp+M C cl(T +K) (3.7)

fiir T C X, r € R gezeigt. Dieses Resultat wird fiir das zusammenfassende Theorem 3.4 benutzt:

Theorem 3.4. (siehe [38, Theorem 2.2])

(1) Es seien A C X konvex, f Fréchet-differenzierbar in x € A und g stetig in f(x) € dom g.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) g o fhat ein stark eindeutiges Minimum auf A in x.
(b) Es gibt ein a >0 mit

oy (f () (w—x)) > allw—x|| fa weA.
(c) Es gibt ein b > 0 mit

g (f(x), f(x)(v=x)) = bllv—x|| f.a. veEA.

(d) 0 € int(dg(f(x)) o f'(x) +N(A, x)).
(2) Gilt zusitzlich zu den Voraussetzungen von (1) noch x € cor(A), so ist f'(x) injektiv.
(3) Sind zusditzlich zu den Voraussetzungen von (1) int(N(A, x)) # 0 (bzgl. der Dualnorm)
und p € int(N(A, x)), so sind die folgende Aussage (e) und (a), (b), (c), (d) dquivalent.
(e) Es gibt ein ¢ > 0 mit

Ve, p(g(F())0 f'(x)) < 0.

Beweis. Die Aussagen ergeben sich aus Theorem 3.1 und 3.3 sowie Proposition 2.6 und 3.1
nebst Anwendung von (3.7) auf K = N(A, x), M = ¢Bx+ und T = dg(f(x)) o f'(x) unter Be-
achtung der Tatsache, daB dg(f(x))o f'(x) + N(A, x) (schwach*-) abgeschlossen ist. O



4

3.2 Stark mehrdeutige Minima / Weak sharp minima zusammengesetzter Funktionen

Eine Fixierung auf den Begriff des stark eindeutigen Minimums bei der Formulierung
von Minimalitdtsbedingungen fiir konvex-zusammengesetzte Funktionen hitte vor allem den
Nachteil, die Moglichkeit mehrerer Minima von vornherein auszuschlieBen. Schon einfache
Beispiele, wie das folgende aus [39], zeigen aber die Notwendigkeit eines weiter gefa3ten Mi-
nimalitdtsbegriffes. So hat etwa die nichtkonvexe konvex-zusammengesetzte Funktion g o f mit

[R5 (p1,p2) — (p1,—p1,—pip2) €R
und
g: R’ 3 (q1,92,93) — max{q1,q2,q3} €R

einerseits weder auf B! := R x R, noch auf B? :=R? ein stark eindeutiges Minimum im Null-
punkt, andererseits gilt aber

(8o f)(P') — (go/)) = (8o f)(P') = Ipil = d(p', C')
firi = 1,2 und y' := (y,3)) € C%, p':= (p},p) € B, C! := {0} x Ry bzw. C? := {0} x R.
Damit sind C' und C? Mengen stark mehrdeutiger Minima (Weak sharp minima) im Sinne der
unten stehenden Definition, die dem von Burke und Ferris [17] eingefiihrten Konzept folgt.

Definition 3.2. Esseien B C X, h: X — RU{+oo}, C eine mehrelementige Menge mit
C C B N dom A& und a > 0. Dann heifit C Menge stark mehrdeutiger Minima von % auf B
modulo a, wenn

h(v) > h(y) +ad(v, C)
fiir alle ve Bund y € C gilt.

Beispiel 3.3 Sind /* € X* und B:= (I*)~'([-1, 1]), so ist die Hyperebene
C := (I*)~'(0) = N(I*) eine Menge mehrdeutiger Minima von
|l*(u)’7 ueB

€ RU{+oo
+oo, ueX\B (ool

h:XBur—>{

modulo ||/*||, denn fiir v € B, y € C ergibt sich

h(v) = h(y) = VW) = VIPF0) = VIFE) 2 [1#(0)] = [[#]ld (v, ©). (3.8)
Hier sind B und C konvexe und abgeschlossene Teilmengen von X.
Als konkretes Beispiel betrachte man etwa X = C[0, 1], ausgestattet mit der Maximumsnorm
(siehe Beispiel 2.5), sowie das Funktional /*: C[0, 1] > u — fol u(t)sin(t)dt € R mit der Norm
||| = fol |sin(s)|ds = fo sin(s)ds. In diesem speziellen Fall bedeutet (3.8) also

\/ | Jsin(1)dt| > ( /0 1 sin(s)ds) d(v, C),

wobeive B, yeC.
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Beispiel 3.4 Eine Funktion /2 : R” — RU {4}, n € N\ {0} heifit polyedrisch, falls
dom £ ein Polyeder istund m > 1, py,...,pm € R", r1,...,1 € R mit

fv)=max{p;-v+ri| 1 <i<m}

fiir alle v € dom £ existieren (siehe dazu [7, Proposition 2.3.5]). Hat eine polyedrische Funktion
eine mehrelementige Menge von Minima, so ist diese eine Menge stark mehrdeutiger Minima
[7, Proposition 5.1.6].

Charakterisierungen stark mehrdeutiger Minima iiber sowohl Richtungsableitungen als auch
Subdifferentiale und Normalenkegel finden sich in [15] und [57] (hier insbesondere fiir solche
unterhalbstetiger konvexer Funktionen) sowie in [95].

Von nun an sei C eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge von X.

Es stellt sich konsequenterweise die Frage sowohl nach hinreichenden als auch notwendigen
Minimalitdtsbedingungen fiir Mengen stark mehrdeutiger Minima konvex-zusammengesetzter
Funktionen unter Verzicht auf die Vollstdndigkeit der betrachteten Raume, entsprechend den
Ergebnissen von Abschnitt 3.1. Eine Antwort darauf bieten die Theoreme 3.5, 3.6 und 3.7 (1).
Den Weg zum unten stehenden Resultat weist (3.1) von Theorem 3.1.

Aussagen, die in enger Verwandtschaft zu dieser Problemstellung stehen, finden sich in [2].
Dort werden fiir stetig differenzierbares f, abgeschlossenes B (diese Menge auBlerdem mit ei-
ner zusitzlichen Eigenschaft) und x € £~!(B) Bedingungen angegeben, unter denen ¢ > 0, r > 0
mit cd(v, f~1(B)) <d(f(v), B), v € B(x, r), existieren.

Theorem 3.5. [39, Theorem 2.2]
Es seienx € C CACX, f(x) € dom gund g(f(x)) =g(f(y)) fiir alle y € C. Ferner gebe
es a>0,b>0,c>0, r>O0derart, daf3 f gleichmdpfig differenzierbar auf B(x, r) ist,
dg(f(y))N bBy+ # 0 fiir alley € C N B(x, r) und
Cag(r(y)) N bBy-(f W —=Y)) = One, y)nase.(W—Y) f.a. weA, yeC N B(x, r) 3.9)

sowie
Va>0,veA\CIzeC,L*eN(C,z) N Bx+: L¥*(v—z) > ¢c|v—2z] — a  (3.10)

gelten. Dann existiert ein s > 0 mit
ac
§(f(v)) = g(f(y) + 5d(» C)

fiiralle ve B:={u €A N B(x, s) |d(u, C) <cs} undy € C. Insbesondere ist CN B(x, s) eine
Menge stark mehrdeutiger Minima von go f auf B N{p € X |d(p, C) =d(p, CN B(x, s))}

modulo a—.

Beweis. Man wihle ry € ]0, r| hinreichend klein mit

1f(p)—fla)—f(a)(p—aq)l <

ac

2b||P—61||
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fiir alle p, g € B(x, rp) und setze s := %0. Fiir beliebige v € B\ C und & € ]0, cs| existieren
wegen (3.10) z€ C, L* € N(C, z) N By mit L*(v—2z) > c|v—z|| — . Aus

d(v, C) = max {I*(v) —oc(I*) | I* € Bx+} (Theorem 2.8)
> sup {l*(V—y) | yEC, I*e N(C7 y) N BX*}7

folgt

[
p—

lv—z|| < -(L*(v—2z)+a) < —-dv,C)+a) < s+
und daher
Ix—z|| < [[x=v]|+|v—2z] < s+2s=r.

Fiir y € C ergibt sich demnach

g(f(v) —&(f(y) = g(f(v )) g(f(2))
(v) = f(2))

> Gag ) N bBy+ (f
(

F1@) (v =2)) = Gag(r(2)) 1 by (F(2) = F(V) + £ () (v = 2))

ac
> ON(C, z) N aBy= (V_Z> - b%HV—ZH

Z G&g ﬁ bBy

ac
2 al*(v—z) = —[lv—z]

ac
2 acllv —zf| —ao— =-|lv —z]
> a—zcd(v, C)—aa

und somit die Behauptung, da & eine beliebige Zahl aus dem Intervall |0, cs| ist.

Im Falle der Vollstindigkeit von X ist (3.10) gemal Lemma 2.1 erfiillt.

Nach Theorem 3.3 ist (3.9) mit

N(C, y) N aBx+ C (dg(f(y)) N bBy+)o f'(y) +N(A,y) f. a. yeC N B(x, r)

gleichbedeutend, wenn A als konvex vorausgesetzt wird. Zudem kann folgende Aussage festge-

halten werden:

Proposition 3.3. [39, Propositon 2.1]

Sind C C A C X mit konvexem A, f Gateaux-differenzierbar auf C, g stetig, dg normbeschriinkt

auf f(C) und
(g0 /) (3 v—y) > ad(v—y, cl(R+(C~y)))
fiireina >0 und alleve A, y e C, so gilt (3.9).
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Beweis. Sei b > 0 derart gewihlt, daB dg(f(C)) C bBy+. Die Anwendung von Theorem 2.6,
Theorem 2.13 und Proposition 2.6 ergibt firve A, ye C
Cag(r) N bBy« (f (v =)) = Cag(r(y)) (f (v =)
= g+(f( ),f'( )(v=y))
= (8o Nilnv—y)
> d(v =y (R (C—y)))
= ON(C, y) N aBx» (v—y),
da
9d(- ,cl(Ry(C—)))(0) = N(C, y)N By

Beispiel 3.5 Man betrachte X = R3. ¥ = R? (mit euklidischer Norm),
A={(u,v,w)|w > —v}, C={(1,0,0)k+ (0,—1,1)l | k, I € R}, die Abbildungen
RS (u,v,w) — (v+w, —u(v+w)) € R?
sowie
g:R?3 (p,q) — max{p,q} € R

und stelle fest: go f ist eine konvex-zusammengesetzte Funktion, die nicht konvex auf A ist.
Ferner gilt fiir jedes h aus C :

F(h) = (0,0), g(f(k)) = §(0,0) =0, N(C, h) = {(0,1,1)m | m € R} und

dg(f(h)) =kon({(1,0), (0,1)}) (51e [4, Example 3.51]).

Esseiena =b=1,(y,—z,2) € C,(u,v,w) € A.

Dann folgt fiir beliebiges (0,m,m) € N(C, (y,—z,z)) N Bps

Gag(f(y,—z,z))ﬂBRz(f/<y>_ZJZ)((u>V,W)_<y7_Z7Z))) > (I,O)f'(y,—z,z)(u—y,v+z,w—z)

u—y
0o 1 1
=(1,0 vV+2z
( ><O—y _y)

w—2z
:(170)< —yv(:rJ-VW) )

=v+w
>m(v+w)
=m(v+z+w—2z)
u—y
= (0,m,m) | v+z
w—z
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Fiir x = (0,0,0) und ein r > 0 ist damit (3.9) erfiillt, (3.10) wegen Lemma 2.1 sowieso.

GemiB Theorem 3.5 gibt es daher ein s > 0, so da C N B((0,0,0), s) eine Menge mehr-
deutiger Minima von go f ist. Tatsdchlich gilt in diesem Fall noch mehr, denn man hat fiir
beliebige (u,v,w) € Aund (k,—1,]) € C

(gof)(u,v,w) - (gof)(k,—l,l) = (gOf)(u,V,W)

>v4w

1
ZE(VJFW)

u 1

(O,—l,—l)( v |-10 )‘
B w 0
B ||(07_17_1)||
=d((u,v,w), C).

Dagegen ist aber (0,0,0) kein stark eindeutiges Minimum von go f auf A!

Der néchste Satz liefert eine notwendige Minimalitdtsbedingung fiir stark mehrdeutige Minima,
die durch eine Modifikation der Pschenichnyi-Rockafellar-Bedingung der Konvexen Analysis
(Theorem 2.16) ausgedriickt wird. Ausreichend ist dabei, lediglich die Gateaux-Differenzierbarkeit
von f auf C vorauszusetzen.

Theorem 3.6. [39, Theorem 2.3]
Es seien f stetig in x € C C A C X mit konvexem A und Gateaux-differenzierbar auf C, wobei
flauf C N W (W eine Umgebung von x) beschriinkt ist, sowie g stetig in f(x) € dom g und

a>0,c>0. Ist dann C eine Menge stark mehrdeutiger Minima von g o f auf
{ucA| d(u, C) <c} modulo a, d. h.

g(f(w) = g(f(y)) +ad(w, C)
fiirallewe {ucA| d(u, C) <c} undy € C, so existierend >0, s >0 mit
N(C, z) N aBxx C (dg(f(z))of'(z)) N dBx=+N(A, z) = dg(f(2)) o f'(z) +N(4, z) (B.11)
fiiralleze C N B(x, s).

Beweis. Da g stetig in f(x) ist, gibt es gemédB Theorem 2.6 so > 0, dp > 0 mit

lg(vo) —g(y1)| < dollyo—y1l| fiir alle yo, y1 € B(f(x), s0)

sowie s; > 0, s > 0, d; > 0, so daB f(B(x, s1)) C B(f(x), so) und || f'(y)|| < d, fiir jedes
y € C N B(x, s2). Man setze s := min{sy, sz }, wihle beliebige z € C N B(x, s), v € A und hat,
wenn ¢ €]0, 1] hinreichend klein ist, z+7(v—z) € {u € A | d(u, C) < c} nebst

1

;(g(f(Zth(v—Z))) —8(f(2)) = ~(d(z+1t(v—2), C) —d(z, C)).

=~ Q



Unter Benutzung von Theorem 2.13, Theorem 2.12 und Proposition 2.6 folgt

Cag(f(2) of (1) (V—2) = &4 (f(2),f'(2)(v—2))
= (gof)g-(@ v—72)
> ad(-, C);(Zv v—2)

= ON(C, ) N aBy= (v—2)

und aufgrund von Theorem 3.3 auch
N(C, z) N aBxx C dg(f(2)) o f'(z) + N(A, 2).
Ferner ist | do
T(e(flz+1p)) —5(f(2)) = —~lf(z+1p) — f2)]

fiir alle p € X und hinreichend kleine ¢ € |0, 1], daher des weiteren
Fog(£(0)) (f (2)(P)) = &4(f(2), f(2)(P)) < dollf' @)(P)Il < dodilpll,

woraus sich schlieBlich - wiederum wegen Theorem 3.3 -

dg(f(2)) o f'(z) C do dBx+
ergibt. Es gilt also (3.11) fiir d := dy d;.

Beispiel 3.6 Man betrachte das eingangs dieses Abschnitts beschriebene Beispiel mit
A=B>=R? C=C?={0} xRund a = 1. Fiir ein beliebiges (0,7) € C, r € R, gilt
f(0,r)=1(0,0,0), ferner
1 0
f/<07 I’) = -1 0 [,
-r 0
2g(£(0,r)) = 3g(0,0,0) = {(t1,12,13) |ty +t2 +13 =1 und ; > 0, i=1,2,3}
(siehe [4, Example 3.51]) und N(C, (0,r)) =R x {0}, N(A, (0,r)) ={(0,0)}.
GemiB Theorem 3.6 existiert fiir x = (0,0) ein s > 0 derart, daf}
[—1, 1] x {0} = N(C, (0,r)) N\ Bp:
C 9g(f(0,r)) o f'(0,r) +N(4, (0,r))
1 0
=9g(0,0,0) [ —1 0
—r 0

={(t1 —tr—r13,0) |t} +tr+t3=1undt; > 0,i=1,2,3}
fiir alle (0,r) € B((0,0), s) N C; man hat aber sogar
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(3.12)

N(C, (0,r))NBp2=[—1, 1]x{0} C{(tj —t2—r13,0) |ty +tr+t3=1undt; > 0, i=1,2,3}

fiir alle (0,r) € C.
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Bemerkung 3.4 Sind zusitzlich zu den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes X und Y
vollstindig, f stetig differenzierbar und f’(x) surjektiv, so erhilt man die Giiltigkeit von (3.9):
Aus Lemma 2.2 folgt die Existenz von m > 0 und r € ]0, s mit
mBy C f'(u)(By) fiiralle u € B(x, r),
was bedeutet, daB f’(u) fiir jedes u € B(x, r) surjektiv ist. Seien nun z € CN B(x, r) sowie
g € Y. Dann gibt es ein p € X derart, daB f/(z)(p) = ¢, und wegen (3.12) ergibt sich
Ga4(1(2) (@) = Gag((n (F (2)(P)) < dollf @) ()Nl = dollgll,
folglich
9¢(f(2)) S doBy+;
demnach gilt (3.9) fiir b = dp.

1 0
Im zu Beginn dieses Abschnitts erwihnten Beispielist | —1 0 die Funktional-
-q —Pp

matrix der Funktion f in einem Punkt (p,g). Daher ist N(f'(y)) = C? fiir jedes y € C?> D C!
und
N N/'()=C*={0} xR, i=1,2.

yeCi

In Theorem 3.7 wird dieser Sachverhalt in gewisser Weise verallgemeinert, wobei wiederum
nur die Gateaux-Differenzierbarkeit von f angenommen werden muf. Es beinhaltet zwei Aus-
sagen: eine notwendige Bedingung fiir die schwache Kompaktheit von C sowie fiir reflexive
Réume (und damit fiir eine Vielzahl betrachtenswerter Rdume) eine hinreichende Bedingung
fiir die Unbeschrinktheit von C, beides ausgedriickt durch die Schnittmenge der Nullmengen
von f'(y) iiber alle y € C.

Theorem 3.7.
Es seien C C cor(A) C A C X, f Gateaux-differenzierbar auf C sowie g stetig auf f(C),
a>0und C eine Menge stark mehrdeutiger Minima von g o f auf A modulo a,
d h.g(f(v)) > g(f(y)+ad(v, C) fiiralleve Aund y € C.

(1) Ist C schwach kompakt, so gilt

M N(/') = {0}.
yeC
(2) Ist X reflexiv, so folgt die Unbeschrdinktheit von C, falls

() N(F'() #{0}.

yecC
Beweis. (1) Wihle ein beliebiges u € C und definiere die Funktion ' : X — Y durch
F(w):=fw+u),weX.FirB:=A—uund D :=C—u gilt D C cor(B), D schwach kom-
pakt, F(D) = f(C), F Gateaux-differenzierbar auf D mit F'(y —u) = f'(y) fiir y € C sowie
g(F(w)) > g(F(z))+ad(w, D) firw € B, z€ D.
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Betrachte z € D und p € N(F'(z)) \ {0}. Es existieren ein s > 0 mit [z, z-+ sp] C B sowie
ein r > 0 derart, daf g Lipschitz-stetig auf B(F(z), r) ist (Theorem 2.6). Sei nun 7 > 0 hinrei-
chend klein mit F(z+1p) € B(F(z), r) (moglich, da F in z Gateaux-differenzierbar) und

t €10, s]. Dann ist

S§(F(+1p) ~ 8(F(2) = “(d(e+1p), D) ~d(z, D)),
woraus unter Anwendung von Theorem 2.13, Theorem 2.12 und Proposition 2.6
0=¢.(F(2), 0)
=g\ (F(2),F'(z)(p))
=(8°F)\(z, p)
>ad(-, D)\ (z, p)
= aoy(p, z) n By«(P) =0

und wegen 0 € D

0= 0N, z) N By-(P) = ON(D, 2) N By (P) + OND, 2) 0 By (0—2) = OnD, ) N By (P—2) =0
(3.13)

resultiert. Man nehme nun die Existenz eines
g < [V NFON\{0}= () N(F'(2))\ {0},
yecC z€D

an. Es ist dann auch mgq fiir m # 0 in dieser Menge enthalten, und aufgrund von (3.13) sowie
der Kompaktheit von D ergibt sich folglich

d(mq, D) = max {l*(mq) — op(I*) | I* € Bx« }(Theorem 2.8)
=max {{*(mg—z) | z€ D, I*€ N(D, z)N Bx+} =0.
Damit enthilt D die Gerade Rg, was aber in Widerspruch zur ihrer Beschrinktheit steht.

(2) Nimmt man die Beschrinktheit von C an, so ist C gemill Theorem 2.20 auch schwach
kompakt; ein nichttrivialer Durchschnitt widerspricht dann aber (1). U

3.3 Dualitit und zusammengesetzte Funktionen

Ein bedeutendes Resultat der Konvexen Analysis ist der Satz von Fenchel-Rockafellar, welches
kurz gefaB3t aussagt, daf} ein Paar von Optimierungsaufgaben, in enger Beziehung stehend und
aus konvexen Funktionen bzw. deren Konjugierten gebildet, unter gewissen Voraussetzungen
einen gemeinsamen Optimalwert besitzen. Dem (primalen) Problem

Minimiere g(v) —h(v) firveX, (D1)

wobei g : X — RU {00} eine konvexe und i : X — R U {+eo} eine konkave Funktion ist,
wird das (duale) Problem

Maximiere h®(1*) — g*(I*) fir [* € X* (D2)
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zugeordnet (siehe dazu Definition 2.25). Setzt man
My :=inf{g(v) —h(v) | v € X}, mg:=sup{h®(I*)—g*(I*) | [* € X*},
wobei My, mp € RU{+eo}, so gilt wegen
h(v) +h*(1%) < F(v) < g(v) +g*(1*¥)

fiirve X, I* € X* stets My > my; es liegt eine sogenannte schwache Dualitét vor. Das duale Pro-
blem erlaubt es also, den Optimalwert des primalen von unten anzundhern. Der Idealfall besteht
nun darin, da} das duale Problem einfacher als das primale zu behandeln ist und man, sofern
die Gleichheit My = myg gilt, aus einer Losung eine solche der - eigentlich interessierenden -
Ausgangsaufgabe (D1) erhilt. Zu dieser Fragestellung zunéchst ein illustrierendes Beispiel.

Beispiel 3.7 Die Aufgabe, g(u,v) := 7%, (u,v) € R?, auf S:= {(r,s) €R*> | r=0, s >0}
zu minimieren, kann zum primalen Problem
Minimiere g(u,v) — (—ts(u,v)) = g(u,v) +15(u,v) fiir (u,v) € R
umformuliert werden. Es ist
My = inf{g(u,v) +15(u,v) | (u,v) € R*} =1,

und wegen

—pIn(—=p)+p, p<0,g=0

_ —u 21 O’ p:()7 = )
g*(p,q) =sup{pu+qv—e| (u,v) eR7} = oo, p>0,4=0
+oo, q#0
nebst
(—15)*(p,q) = inf{ pu+qv+15(u,v) | (u,v) € R*} = {(lx,, Z i 8
hat man

mo = sup{(—15)*(p.q) —g*(p.q) | (p.q) € R*} =sup{pIn(—p)—p| p <0} =1.

Wie Theorem 3.8 zeigt, ergibt sich die Gleichheit My = my im oben gezeigten Beispiel aber
schon direkt und damit ohne groBen Aufwand aus der Stetigkeit von g auf dom g N dom 1g :

Theorem 3.8. (Fenchel-Rockafellar) [74]
Existiert ein Punkt x € dom g N dom (—h), in dem eine der beiden Funktionen g und —h stetig
ist, so folgt

My =inf{g(v) —h(v) | v € X} =sup{h®(I*) — g*(I*) | I € X*} = my.

Ferner wird das Supremum im Falle My < 4o angenommen.

Besitzt das duale Problem eine Optimalldsung und gilt My = myg, so spricht man von starker
Dualitit, wie sie beispielsweise unter den Voraussetzungen von Theorem 3.8 gegeben ist.
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Bemerkung 3.5 Auch bei der Lagrange-Dualitit ist der Wert der dualen Optimallosung stets
kleiner oder gleich der primalen. In einer Standardformulierung lautet hier das primale Problem
fiir einen (abgeschlossenen) konvexen Kegel K CVY, f: X — R, g: X —Yundh: X —Z

Minimiere f(v) firve X mitg(v) € —K, h(v) =0
und das dazugehorige duale Problem

Maximiere inf{ f(w) + y*(g(w)) + z*(h(w)) | w € X } fiir y* € K*, z* € Z*.

Im allgemeineren Bereich lokalkonvexer Rdume kann ein Resultat angegeben werden, welches
den Satz von Fenchel-Rockafellar erweitert und dabei auch die Minimierung einer konvex-
zusammengesetzten Funktion zum Gegenstand hat, wobei die innere Funktion linear und stetig
ist. Dazu betrachte man fiir zwei lokalkonvexe Rdume V und W, g:V — RU {40} konvex,
h:W — RU{+oe} konkav sowie S € L(V, W) und deren Adjungierte S* : W* — V* die
Optimierungsprobleme
Minimiere g(v) —h(S(v)) firveV
sowie
Maximiere — (—h)*(—L*) — g*(S*(L*)) = h®(L*) — g*(S*(L*)) fiir L* € W*
und setze
M, :=inf{g(v) —h(S(v)) |v € V}, my :=sup{h®(L*) —g*(S*(L*)) | L* € W*}.

Dann beinhaltet das folgende Theorem 3.9 ein Theorem 3.8 in gewisser Weise
generalisierendes Resultat.

Theorem 3.9. [64, Theorem 4.63]
Es seien V., W, g, h und S wie oben genannt, und es gelte zusdtzlich eine der beiden folgenden
Aussagen:

(1) Es exisistiert ein x € dom g derart, daBl —h in S(x) stetig ist.

(2) Vund W sind vollstindige normierte Rdume, g und —h unterhalbstetig sowie

R4 (dom (—h) — S(dom g))
ein abgeschlossener Unterraum von W.

Dann besteht die Gleichheit M| = m;. Ist zudem M, endlich, wird das Supremum in der Defini-
tion von m| angenommen.

Ein Ansatz, der die in diesem Abschnitt beschriebene Fragestellung unter weitgehendem
Verzicht auf topologische bzw. die Konvexitit betreffende Annahmen behandelt, findet sich
in [8]. Man beachte dazu auch [12], [27].

Verallgemeinerte Dualitétsresultate erzielen Bednarczuk und Tran [6] auf der Grundlage ab-
strakter Konvexitit und Dualitiét, die eine Loslosung von linearen Strukturen gestatten. Ansatz-
punkte bieten dabei Aussagen iiber Konvexe Funktionen wie Theorem 2.5.
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Ausgehend von einer nichtleeren Menge V werden Familien reellwertiger Abbildungen auf V,
die beziiglich der Addition von Konstanten abgeschlossen sind, betrachtet und elementar
auf V genannt. Eine Funktion g : V. — R U {+-oo} heiBt dann ®—konvex, falls ® eine elemen-
tare Menge auf V ist und die Gleichheit
g(x) =sup{p(x) [ @ c P:g(v) > p(v) f.a.veV}

fiir alle x € V gilt. Daneben werden fiir g : V — RU{+o0} deren ®— Konjugierte durch

g*a(@) :=sup{p(v) —g(v) [v € V}, g @
sowie fiir € > 0 das € — ®— Subdifferential von g in x € dom g mittels

ded 8(x) :={pc®[g(v)—glx) > o(v) —p(x) —& faveV}

definiert.

Mit Hilfe der oben gennanten Begriffe behandeln Bednarczuk und Tran
Minimiere g(v) +h(T(v)) firveV
als primales Problem und
Maximiere —sup{—y(T(v))—g(v)|ve X} —h*g(y) firyecW¥

als duales Problem fiir eine nichtleere Menge V, einen linearen Raum W,

g:V—RU{+e}, h: W — RU{+e}, T:V — W sowie eine elementare Menge ¥ auf
W und erhalten unter zusitzlichen Bedingungen eine Aussage zur Gleichheit der Optimalwerte,
die in Analogie zu den Theoremen 3.8 und 3.9 steht.

Theorem 3.10. [6, Theorem 4.3, Remark 4.3]
Es seien V, W, g, h, T und ¥ wie oben genannt sowie ® eine elementare Menge auf V, ferner
dom gNT(domh) # 0, 0 € @, 0 € V. Existieren zu jedem € > 0 dann x¢ €V, Q¢ € de @ g(x¢),
Ve € dep W(T (x¢)) mit

Pe(v) +Ve(T(v)) =0 f.a.veV,

so gilt
—inf{g(v)+h(T(¥)) | v €V} = —sup{—sup{—y(T(+)) —g(v) | v €V} — () | y € ¥} < +e.
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4. ANWENDUNGEN IN DER VEKTOROPTIMIERUNG

Ausgehend von ihren Urspriingen, die im wesentlichen in den Arbeiten von Edgeworth und
Pareto zu finden sind, hat die Vektoroptimierung seit den fiinfziger Jahren bedeutend zur Wei-
terentwicklung zahlreicher Teilbereiche der Mathematik beigetragen, darunter die Funktional-
analysis, Approximations- und Spieltheorie. Fiir die im Laufe der letzten Jahre erschienene
Literatur seien beispielhaft die Biicher von Jahn [46], [47] genannt, welche dieses Gebiet auf
einer breiten, allgemeinen Basis behandeln und in denen zusitzlich auf verschiedene Anwen-
dungen eingegangen wird.

Hauptgegenstand der Vektoroptimierung ist es, Aussagen iliber die optimalen Elemente einer ge-
gebenen Teilmenge eines teilweise geordneten linearen Raumes zu formulieren, wozu insbeson-
dere hinreichende und notwendige Existenzbedingungen zédhlen. Ein spezieller Ausgangspunkt
ist dabei die Generalisierung von Maximalitéts- bzw. Minimalitdtsbedingungen reellwertiger
Funktionen.

4.1 Effizienzbegriffe

Die Bildmenge einer beliebigen reellwertigen Funktion F ist auf natiirliche Weise durch
F(p) > F(q) = F(p) — F(q) € R geordnet. Dies 148t sich fiir den Fall einer vektorwertigen
Funktion f: X — Y (X und Y seien lineare Raume) verallgemeinern, indem man mittels eines
spitzen konvexen Kegels K C Y eine Relation auf Yx Y gemil z >k y :& z—y € K definiert;
diese ist dann sowohl transitiv, d.h. z; <g z2 und 7, <k z3 = 71 <k 23, als auch antisymmetrisch,
d.h. 71 <g 22 und 7 <k z1 = 71 = 22. Soist es moglich, auch ein abstraktes Optimierungs-
problem

Minimiere f(w) fir w € A C X beziiglich” <k ” (P1)

zu stellen: Man finde Punkte x € A mit f(x) <g f(w) fiir alle w € A oder, dquivalent dazu,
f(A) C f(x)+ K. Jene Vorstellung von Minimalitit ist allerdings ziemlich einschrénkend, und
ein Weg, sie - auch aus Griinden der Praktikabilitéit - in verniinftiger Weise abzuschwéchen,
besteht in der Betrachtung von (P1) mit dem Ziel, Kriterien fiir die Existenz sogenannter effizi-
enter Elemente zu formulieren.

4.1.1 Effiziente und schwach effiziente Elemente

Definition 4.1. Es seien Y ein linearer Raum, K C Y ein konvexer Kegel und @ #M CY.

(1) [1] Istcor(K) # @, so hei3it der Punkt z € M schwach effizientes Element
von M beziiglich K, bezeichnet durch z € ES(M, K), falls die folgende Gleichheit be-
steht:

(M —z)N—cor(K) = 0.

(2) [89], [91] Ist K spitz, so heifit der Punkt z € M effizientes Element von M beziiglich K,
bezeichnet durch z € E(M, K), falls die folgende Gleichheit besteht:

(M —z)Nn—K = {0}.
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v

Fig. 8 Schwach effizientes Element z einer Menge M beziiglich des Kegels K

A M

Fig. 9 Effizientes Element z einer Menge M beziiglich des Kegels K

Anders ausgedriickt, z € M ist ein effizienter Punkt, wenn es kein w € M \ {z} mit w <g z gibt
oder, beziiglich (P1) fiir M = f(A), z = f(x) formuliert, kein w € A mit f(w) # f(x) und
f(w) <k f(x) existiert, was eine im allgemeinen weit weniger einschrinkende Bedingung als
f(A) C f(x)+ K darstellt.

4.1.2 Weitere Effizienzbegriffe

Durch die Formulierung von Effizienzbegriffen, die restriktiver als die in 4.1.1 angegebenen
sind, sollen unerwiinschte, abnorme Effizienzlosungen vermieden werden. Dazu zihlen etwa
solche, die ein asymptotisches Verhalten unbeschrinkter Folgen in der zu optimierenden Menge
nicht ausschlieBen; sieche dazu Bemerkung 4.1. Die Begriffe von Definition 4.2 dhneln einander:
Der Durchschnitt von M — z beziehungsweise dem von M — z erzeugten Kegel mit einer (offe-
nen) Obermenge des negativen Ordnungskegels ist der Nullpunkt oder in einer vorgegebenen
Nullumgebung enthalten.
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Definition 4.2. Es seien Y ein lokalkonvexer Raum, K C Y ein abgeschlossener, konvexer und
spitzer Kegel sowieze M CY.

(1) (siehe Bednarczuk / Song [5], Zheng [91]) Existiert zu jeder Nullumgebung V eine
Nullumgebung U mit

M—-z)N(U-K)CV
oder, gleichwertig dazu,
(M\(z+V))+U) N (z—K) =0,
so heifit z stark / strikt effizientes Element von M, bezeichnet durch z € S(M, K).

(2) (siehe Qiu / Hao [70]) Sei B eine Basis von K. Dann heifit z Henig-effizientes Element
von M bzgl. B, bezeichnet durch z € H(M, B), falls es fiir jede konvexe Nullumgebung V mit
0 ¢ B+ V eine konvexe Nullumgebung U mit U C V und

RiM—z)n —(B+U)=0
oder, gleichwertig dazu,
Ry(M—z) N =Ry (B+U)={0}
gibt.

(3) (siehe Borwein / Zhuang [10], Zheng [91]) Existiert zu jeder Nullumgebung V eine
Nullumgebung U mit

Ri(M—z) N (U-K)CV,

so heiBt z supereffizientes Element (Super efficient point) von M, bezeichnet durch z € SE(M, K).

Bemerkung 4.1 Es gilt stets S(M, K) C E(M, K), denn andernfalls existieren fiir
z€S(M, K)\ E(M, K) ein Punkt y € Y sowie Nullumgebungen S und T mit y ¢ T und

yeM—-z) N —-KCM—-z) N (S—K)CT.
Das Umgekehrte gilt im allgemeinen aber nicht, wie man etwa am Beispiel
K:Ri, z=1(0,0), M:Riu{(x,y) € R? |x>0,xy<—1}

erkennen kann.
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Fig. 10 z=(0,0) € E(M, K)\S(M, K)

Theorem 4.1. [91, Proposition 3.7] [89, Theorem 4.4]
Es seien Y ein lokalkonvexer Raum, K C 'Y ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel
sowie z € M C Y. Dann sind dquivalent:
(1) ze S(M, K).
(2) Sind{zy}, {wy} NetzeinY mitw, € M, zj — 0 sowie z— (7, +w,) €K,
so folgt wy — z.
Im Falle eines normierten Raumes Y ist aufserdem
(3) Es gibt eine monoton wachsende Funktion v : R, — Ry mit w(t) >0 fiir t > 0 und
dw—z, —K) > y(|lw—2z||) fiiralleweM
dquivalent zu (1) und (2).

Qiu und Hao geben in [70] die folgende Charakterisierung Henig-effizienter Elemente an. Fiir
deren Beweis benutzen sie eine Gerstewitz-Funktion ¢ g, (g 4¢), 1 (siehe Definition 2.30), wobei
B eine Basis des Ordnungskegels, U eine Nullumgebung und k € B sind.

Theorem 4.2. [70, Theorem 3.1]
Es seien Y ein lokalkonvexer Raum, K C 'Y ein abgeschlossener, konvexer Kegel mit Basis B
sowie z € M C Y. Dann sind dquivalent:
(1) ze HM, B).
(2) Es existieren eine sublineare und stetige Funktion ¢ : Y — R sowie 6 > 0 mit
@QVweM:ow—2z)>0
(b) VkeB:o(—k) <-6.

Im allgemeinen gilt SE(M, K) C H(M, B) ([91, Proposition 3.5 (i)]). Theorem 4.3 liefert eine
Charakterisierung supereffizienter Elemente:
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Theorem 4.3. [89, Theorem 4.6] [10, Propositions 2.2, 2.9]
Fiir einen normierten Raum Y, einen abgeschlossenen, konvexen und spitzen Kegel K C 'Y
und z € M CY sind die folgenden Aussagen (1) und (2) dquivalent. Setzt man zusdtzlich die
Vollstiindigkeit von Y und Konvexitit von M voraus, sind (1) — (3) dquivalent und, sofern K
dariiber hinaus eine abgeschlossene beschrdnkte Basis besitzt, sogar (1) — (4) :

(1) z€ SE(M, K).

2)dJe>0VweM:dw—z, —K) > c|w—z].

3) Y* = K*+N(M, z).

(4) 3 1I* € int(K*) (das Norminnere von K*) Yy e M : I*(y—z) > 0.

4.2 Skalarisierung

Will man hinreichende oder notwendige Bedingungen fiir die Existenz effizienter Elemente
entwickeln, so ist es naheliegend, auch mit Blick auf die Theoreme 4.1 bis 4.3, das eigentliche,
mittels Vektoren formulierte Optimierungsproblem nach Moglichkeit in eine skalare Ersatzauf-
gabe zu transformieren, denn fiir reellwertige Funktionen steht eine umfangreiche Theorie zur
Verfiigung. Idealerweise 10st ein Element x nach der Skalarisierung genau dann die Ersatzaufga-
be, wenn x eine Losung des vektorwertigen Problems ist; man siehe beispielsweise Proposition
4.1 bzw. 4.2. Dabei ist es natiirlich von gro3em Vorteil, wenn dies mit Hilfe von Funktionen
geschehen kann, die gut kontrollierbare Eigenschaften besitzen, namentlich lineare und subli-
neare. Beispielsweise konnen unter Verwendung von Halbnormen wie der Minkowski-Funktion
M1k n (p—k) (K ein konvexer und spitzer Kegel mit cor(K) # @ und p € cor(K)) Bedingun-
gen fiir (schwach) effiziente Elemente angeben werden (vergleiche dazu [47, Abschnitt I1.5]).

4.2.1 Skalarisierung durch die Gerstewitz-Funktion

Es ist moglich, Niveaumengen der Gerstewitz-Funktion (Definition 2.30) explizit anzugeben.
Insbesondere besteht fiir einen linearen Raum Y, M C Y, p € Y \ {0} und beliebiges r € R die
Beziehung

veY|o_m,v)<t}=M-Rip+ip
(siehe [78, Theorem 4.2.1]). GemiB [78, Theorem 6.2.29] folgt daraus fiir einen konvexen spit-
zen Kegel und p € K\ {0}

EM,K+R:p)={zeM| ok »(z) =min{@x_, ,(w) |w € M}}

und wegen E(M, K) =, cx\{0} E(M, K+R7p) die nachfolgend angegebene Charak-
terisierung effizienter Elemente durch eine entsprechende Skalarisierung unter Benutzung der
Abbildung @x_, 5.

Proposition 4.1. [82], [78, Proposition 6.2.34]
Es seien Y ein linearer Raum, K C 'Y ein konvexer spitzer Kegel, p € K\ {0} und ze M CY.
Dann gilt:

z€EM, K) <V peK\{0}:@k_; p(z) =min {@x_; p(w) | we M} 4.1)
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In der Aquivalenz (4.1) kann die rechtsstehende Aussage beim Vorhandensein einer Basis B
von K auf eine echte Teilmenge von K reduziert werden, denn wegen der Gleichheit

?(pK,L v = Qg_z 1 fiirt > 0 gilt in diesem Fall zusitzlich

VpeK\{0}: ok p(z) =min {@x_, (W) |l weM} <
VbeB: Pk, b(Z) = min {‘PK*Z, b(w) ‘ we M}

Fiir schwach effiziente Elemente hat man zudem das in Propostion 4.2 festgehaltene Resultat.

Proposition 4.2. [78, Corollary 6.2.33]
Es seien Y ein topologischer linearer Raum, K C'Y ein konvexer Kegel, p € int(K)
undz € M C Y. Dann gilt:

z€ES(M, K) & @x—;, p(z) =min {Qx_, ,(w) | we M}. (4.2)

Proposition 4.1 wirft naheliegenderweise die Frage auf, ob entsprechende Effizienzaussagen fiir
die Skalarisierung durch Abbildungen @g_, , mit festem y € ¥ angegeben werden konnen. Es
zeigt sich, daB3 man sie bejahen kann, wenn fiir die Menge M eine obere bzw. untere Schranke
(beziiglich ” >k ) existiert. Eine solche Aussage stammt von Weidner [82]:

Theorem 4.4. (siche [82], [78, Theorem 6.2.39])
Sind Y ein linearer Raum, K C Y ein algebraisch abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel,

ferner M eine Teilmenge von Y, fiir die esy € Y \M mit M C y+ K gibt, so gilt
E(M, K)={z €M |3peK\{0}Vwe M\{2}: 9k pl2) < @k p(w)}.

Dabei sind die Funktionen Qg , allesamt konvex.

Fiir einen algebraisch abgeschlossenen, konvexen und spitzen Kegel K C Y und p € cor(K) ist

m_p pl, gemdl Proposition 2.2 eine Norm auf Y, die fiir y € Y in der Beziehung
Vwey+K:m_, p}K(w—y) = Qx—y, p(W)

zur Gerstewitz-Funktion @k, , steht [81, Proposition 11]. Dariiber hinaus gilt das im folgen-

den aufgefiihrte hinreichende Kriterium fiir effiziente Elemente.

Theorem 4.5. (siche [81, Theorem 11])

Es seien Y ein linearer Raum, K C Y ein algebraisch abgeschlossener, konvexer und spitzer
Kegel, fernery € Y mit M C y+cor(K), z € M sowie p € cor(K). Gilt dann

VweM\{z}: mi—p, P]K(Z_y) = 0k —y, p(2) < Qk—y, p(W) = mi—p, p}K(W_y)a
so folgt z€ E(M, K).
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4.2.2 Skalarisierung durch die erweiterte Distanzfunktion

Mittels der erweiterten Distanzfunktion konnen ebenfalls Effizienzbedingungen ausgedriickt
werden. Gilt etwa zusitzlich zu den Voraussetzungen von Proposition 4.2, da3 Y ein normierter
Raum ist, so erhilt man erginzend zu (4.2) die Aquivalenz

z€EESM, K)&VweM:Alw—z, —K) >0,
denn es gilt gemél Proposition 2.5 (2), [78, Lemma 2.3.1 (d), Proposition 2.3.6 (II) (b)]
¢ ESMM, K)3IweM:w—z€ —cor(K)=—int(K) &3IweM:Alw—2z, —K) <0.

4.2.3 Skalarisierung durch —K- reprisentierende Funktionen

Zu einem generalisierten Ansatz gelangt man durch Betrachtung der sogenannten
—K-reprisentierenden Abbildungen, basierend auf [48] eingefiihrt in [49].

Definition 4.3. Es seien Y ein linearer Raum und K C Y ein konvexer Kegel. Dann heif3t
v :Y — R —K-reprisentierend, falls

—k={y e Y|y(y) < 0}
Beispiel 4.1 Es sei Y ein normierter Raum.
e Fiir /* € Y* und den Bishop-Phelps-Kegel
K(1%):={w € Y [ I*(w) = [wl[}

(siehe dazu auch [36]) ist y = [* + || - || eine —K (/*)- reprisentierende Abbildung.
e A(:, —K) ist nach Proposition 2.5 (3) eine —K-reprisentierende Funktion, falls K ein
konvexer abgeschlossener Kegel in Y ist.

Es gilt die unten stehende Charakterisierung effizienter Elemente.

Theorem 4.6. [49, Theorem 4.1]
Sind Y ein linearer Raum , K ein konvexer spitzer Kegel, z € M CY und y eine —K-repriisen-
tierende Funktion mit y(0) =0, so gilt

ZzEEM, K)< VYw e M\ {x}:y(w—2z)>0.

4.3 Existenzaussagen fiir effiziente Elemente

In diesem Abschnitt werden drei wichtige Kriterien angegeben, welche die Existenz effizienter
beziehungsweise supereffizienter Elemente garantieren.

Eine grundlegende Aussage basiert auf einer Arbeit von Hartley [40]; dabei seien Y ein to-
pologischer linearer Raum, M C Y und K C Y ein konvexer spitzer Kegel mit K™ # 0 (Man
beachte, dal letztere Voraussetzung beispielsweise dann gegeben ist, wenn Y ein separabler
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normierter Raum und K abgeschlossen sind [47, Theorem 3.38]). Existiert dann iiberdies ein
v €Y, fiir das die Menge (v — K) N M schwach kompakt ist, so gilt E(M, K) # 0. Man wihle
néimlich ein beliebiges [* € —K ™, welches sein Maximum auf (v—K) N M in x € M annimmt.
Ein 0 #y € (M —x) N —K kann es nicht geben, denn sonst existieren 0 # k; € K, w € M mit
—ky =y=w—ux, folglichv— (ko +k;) =x—k; =x+y=wfireink, € K,dax€v—K. Aus
I*(x) > I*(x+y) resultiert dann aber der Widerspruch 0 > I*(y) = [*(—k;) > 0.
Zusammengefal3t ergibt sich also das unten stehende Resultat:

Theorem 4.7. (siehe [40, Theorem 4.1])

Es seien Y ein topologischer linearer Raum, M C Y und K C Y ein spitzer konvexer Kegel mit
K" = 0. Dann ist E(M, K) nichileer; falls es ein v € Y gibt, fiir das (v—K) N M schwach
kompakt ist.

Fiir den Fall, da3 Y ein normierter Raum und K ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel
sind, ist eine Charakterisierung der Existenz effizienter Elemente mit Hilfe der Distanzfunktion
d(- — K) moglich. Fiir ein eindeutiges Minimum x von d(- —y, —K) auf M kann es nidmlich
keinw € M mitw —x € —K \ {0} geben, denn sonst folgt der Widerspruch

0<dw—y, —=K)—d(x—y, —K) <d(w—y—(x—y), = K)=d(w—x, —K) =0.

Umgekehrt gilt fiirx € E(M, K), ve M\ {x}, daB v —x ¢ —K und folglichd(v —x, —K) > 0.
Damit erhélt man die folgende Aussage von Miglierina:

Proposition 4.3. (siehe [63])
Es seien Y ein normierter Raum, M C Y und K C Y ein abgeschlossener, konvexer und spitzer
Kegel. Dann sind dquivalent:

(1) Es existiert ein'y € Y derart, dafy die Funktion d(- —y, —K) ein eindeutiges Minimum
auf M besitzt.
2) E(M, K) #0.

Ein wichtiges Kriterium fiir die Existenz supereffizienter Elemente geben Borwein und Zhuang
[10] an. Dabei wird die Tatsache benutzt, daB fiir einen abgeschlossenen und konvexen Kegel K
eines vollstindigen normierten Raumes Y mit abgeschlossener beschrinkter Basis B die Kegel

K(B, €) :=cl(R(B+¢€By))
fir 0 < &€ < 8 mit 6 := inf{||u|| | u € B} stets Daniell-Kegel sind [10, Theorem 1.1 (5)]. Ist M
zudem eine abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von Y, so folgt E(M, K(B, €)) # 0 und

wegen [10, Corollary 2.6] auch die Existenz supereffizienter Elemente in M, somit insgesamt
das folgende Theorem 4.8.

Theorem 4.8. [10, Theorem 2.7]

Ist Y ein vollstindiger normierter Raum und hat der abgeschlossene konvexe Kegel K eine
abgeschlossene beschrdnkte Basis, so folgt SE(M, K) # 0 fiir jede abgeschlossene beschrdnkte
Menge M C Y.
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4.4 Hinreichende und notwendige Optimalitidtsbedingungen

Im folgenden stehen X und Y fiir normierte Ridume, f fiir eine Funktion f: X — Y
sowie K fiir einen abgeschlossenen, konvexen und spitzen Kegel in Y.

In diesem Abschnitt werden eine hinreichende Bedingung fiir ein stark eindeutiges Minimum
einer skalarisierten Vektoroptimierungsaufgabe sowie notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir effiziente, stark effiziente, Henig-effiziente und supereffiziente Elemente entwickelt,
wenn f eine differenzierbare oder zumindest stetige Funktion ist. Dabei zeigt sich, daf} es nicht
nur um der Einheitlichkeit des Ansatzes willen vorteilhaft ist, zur Skalarisierung die Distanz-
funktion beziiglich des negativen Ordnungskegels d(-,—K) zu verwenden, sondern auch auf-
grund ihrer Handhabbarkeit vermoge der Beziehung

d(v,—K) = max {I*(v) | I* € dd(-, —K)(0) = K* N By+}.

Betrachtet wird unter anderem die konvex-zusammengesetzte Funktion d(f(-) — f(x), —K),
wobei Ergebnisse von Abschnitt 3 Verwendung finden.

4.4.1 Eine hinreichende Bedingung fiir stark eindeutige Minima des
skalarisierten Problems

Wie das unten stehende Theorem 4.9 zeigt, verhilft Theorem 3.2 zu einer hinreichenden Mi-
nimalititsbedingung fiir die Funktion d(f(-) — f(x), —K).

Theorem 4.9. (siehe [38, Theorem 3.1])
Es seien f Fréchet-differenzierbar in x € A C X und S ein Kegel mit S O R (A — x). Existiert
dann eine schwach kompakte und erzeugende Menge | von S mit

VveEIIxeK*: I*(f'(x)(v)) > 0, (4.3)
so hat d(f(-)— f(x), —K) ein stark eindeutiges Minimum auf x+ R (A —x) in x.
Beweis. Wegen dd(- — f(x), —K)(f(x)) = dd(-, —K)(0) = K* N By+ gemiB Theorem 2.13
folgt aus (4.3)
O'ag(f(x))(f/(x) (V)) >0 f.a.vek,
wobei g =d(- — f(x), —K). Nun wende man Theorem 3.2 an. O

Es sei bemerkt, daB in [94] statt Bedingungen fiir stark eindeutige Minima vond(f(-) — f(x), —K)
solche fiir die Funktion d(f(-) — f(x), —K)+d(-, A) mit abgeschlossenem A formuliert
werden. Dieser Ansatz verwendet Modifikationen der Pschenichnyi-Rockafellar-Bedingung
(siehe Theorem 2.16 (2) und Bemerkung 3.2).
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4.4.2 Eine hinreichende Bedingung fiir effiziente Elemente

Proposition 4.4. (siehe [20, Proposition 3.3])
Sind W ein linearer Raum, A C W konvex, h : W — X rechtsseitig richtungsdifferenzierbar in
x € A und int(K) # 0, so gilt
h(x) € ES(h(A), K) = 0 € ES(K, (x, A—x), K)
und ferner, falls auferdem h K — konvex auf A ist, auch die Umkehrung.

Man beachte dabei: int(K) # 0 = cor (K) =int (K) ([78, Proposition 2.3.6]). Wird die K —Konvexitit
von h vorausgesetzt, kann auch eine hinreichende Bedingung fiir effiziente Elemente von /(A)
angegeben werden, wie Proposition 4.5 zeigt.

Proposition 4.5.
Es seien W ein linearer Raum, A C W, h: W — Y K—konvex und rechtsseitig richtungs-
differenzierbar in x € A. Dann gilt

0 E(H,(x, A—x), K) = h(x) € E((A), K)
Beweis. Angenommen, es existiert ein w € A mit 0 # h(w) — h(x) € —
Da h K—konvex ist, gilt A(w) —h(x) —t~ ' (h(x+t(w—x)) —h(x)) € K furt €10, 1], folglich
auch h(w) — h(x) — ', (x, w—x) € K, und man hat /, (x, w—x) # 0, denn andernfalls ergibt
sich h(w) — h(x) € KN —K = {0}. GemiB Voraussetzung ist also 4/, (x w—x) ¢ —K, woraus
ein Widerspruch resultiert:
0 =d (K, (x, w—x) = (h(w) — h(x)), —K)
>d(h, (x, w—x), —K
=d(l (x, w—x), —K

4.4.3 Eine hinreichende Bedingung fiir stark effiziente Elemente

Wird auf die Differenzierbarkeit von f verzichtet und lediglich dessen Stetigkeit voraus-
gesetzt, erweist sich die starke / strikte Effizienz als passender Effizienzbegriff, und auch hier
wird die konvex-zusammengesetzte Funktion d(f(-) — f(x), —K) benutzt. Man vergleiche dazu
Theorem 4.1.

Proposition 4.6.
Es sei x € A C X. Ferner existiere eine monoton wachsende Funktion ¢ : R, — R, mit
() >0 fiir t>0 und d(f(v)—f(x), —K) > @(||v—x||) fiir alle v € A. Ist dann f stetig

in x, so folgt f(x) € S(f(A), K), d.h.
Ve>030>0:(f(A)—f(x)) N (B(0,0)—K) C B(0, ¢). 4.4)
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Beweis. Man nehme an:
1
de > 0Vn € N\{0}dw, € A:|f(wn)—f(x)|| > &, aber d(f(w,)— f(x), —K) < .
Wegen @(||w, —x||) < d(f(w,)—f(x), —K) <% folgt @(||w, —x||) — 0 und aufgrund

der Monotonie von ¢ auch ||w, —x|| — 0, was aber der Stetigkeit von f in x widerspricht.
Also gilt

Ve >03dn € N\{0}Vw € A: d(f(w)— f(x), —K)<%:>Hf(w)—f(x)H < €
und damit (4.4). O

4.4.4 Eine hinreichende und eine notwendige Bedingung fiir Henig-effiziente Elemente

Durch Anwendung von Theorem 4.2 ist es moglich, eine hinreichende Existenzbedingung fiir
Henig-effiziente Elemente anzugeben, bei der wie in Proposition 4.5 lediglich die einseitige
Richtungsdifferenzierbarkeit fiir eine K—konvexe Zielfunktion erforderlich ist.

Theorem 4.10.
Es seien W ein linearer Raum, A C W, h: W — Y rechtsseitig richtungsdifferenzierbar
in x € A sowie B eine Basis von K.

(1) Isth K—konvex, so gilt

0€ H(H (x, A—x), B) = h(x) € H(h(A), B).
(2) Ist A konvex, so gilt

h(x) € H(h(A), B) = 0€ H(K (x, A—x), B).

Beweis. (1) Sei0€ H(I_(x, A—x), B). GemidB Theorem 4.2 gibt es eine sublineare und stetige
Funktion 0 : ¥ — R sowie 6 > 0 mit o (4, (x, v—x)) > 0 fiir alle v € A und

o(—k) < -4 firalle k € B. Seiw € A\ {x}. Wegen der K—Konvexitit von 4 gilt zudem

h(w) —h(x) —H (x, w—x) € K.

1. Fall: A(w) — h(x) —h'_(x, w—x) = 0.

Dann folgt 6 (h(w) — h(x)) = o (I (x, w—x)) > 0.

2. Fall: h(w) — h(x) — I/, (x, w—x) #0.

Angenommen, es ist 6(h(w) —h(x)) <0.Das >0, k € B mit h(w) —h(x) — A, (x, w—x) = sk
existieren, resultiert daraus aber ein Widerspruch:

0> —s0
> so(—k)
o(—sk)

= o (hy (x, w—x) = (h(w) — h(x)))
(7 (x, w—x)) — o (h(w) — h(x))
(

i
W, (x, w—x))

AVARAVARLY,

c
c
0.
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Im 2. Fall gilt also o(h(w) — h(x)) > 0 und daher insgesamt o (h(v) — h(x)) > O fiir alle v € A.
Jetzt benutze man wiederum Theorem 4.2.

(2) Es gibt eine sublineare und stetige Funktion wie oben erwihnt mit o(h(v) —ha(x)) > 0
firalleve A. Sindv €A, ¢ €]0, 1], soist o(h(x+#(v—x)) —h(x)) > 0 und somit
o(h (x, v—x)) > 0; man wende nun nochmals Theorem 4.2 an. O

4.4.5 Eine hinreichende Bedingung fiir supereffiziente Elemente

In Proposition 4.5 wird einerseits nur die Richtungsdifferenzierbarkeit von f in x € A voraus-
gesetzt, andererseits jedoch auch deren K—Konvexitit, also eine recht stark einschrinkende
Bedingung. Aus den Voraussetzungen von Theorem 4.9 ergibt sich dagegen, daB in f(x) zu-
mindest lokal sogar ein supereffzientes Element vorliegt.

Theorem 4.11. (sieche [38, Theorem 3.1] in Verbindung mit [39, Einleitung zu Abschnitt 3])
Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.9 existiert ein s > 0 mit

f(x) € SE(f((x+R(A=x)) N B(x, 5)), K).

Beweis. Resultiert aus Proposition 3.2, Theorem 4.3 und Theorem 4.9. UJ

Beispiel 4.2 Es bezeichne C|0, 1] den Raum aller stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall [0, 1], versehen mit der Maximumsnorm |[|v|| := max{|v(z)| | t € [0, 1]}. Die
Abbildung

f:Cl0, 1] 5 v+——sinov € CJ0, 1]
vom Nemytskyi-Typ ist auf C[0, 1] Fréchet-differenzierbar, wobei f’(v)(h) = (cosov)h, insbe-
sondere f'(0)(h) = h. Man beachte nimlich, daB in f/(v) : C[0, 1] 2 h— (cosov)h € C[0, 1]
wegen
[(cosov)hl| < [lcosovl[[|all < |lAll
eine beschrinkte lineare Funktion vorliegt und aulerdem die Beziehung
sin(v+h) = sin v cos h+cos vsin h =sinv + (cos v)h +sin v(cos h— 1) +cos v(sin 1 — h)

bzw.
sin(v+h) —sin v — (cos v)h = sin v(cos h— 1) 4 cos v(sin h — h)

besteht. Definiert man eine Menge P durch
t
P:={veClo, 1]|v(r) = / y(u)du, y € C[0, 1] mitm < y(s) <M fiiralle s € [0, 1]}
0
mit 0 < m < M, so ist diese wegen

\—|/ duy</yy )du <Mt <M

und
(1) = v(s |_|/ w)du| < M(t —s)
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firveP, s, t €[0, 1] (r > s) sowohl (gleichmiBig) beschrinkt als auch gleichgradig stetig,
nach Theorem 2.18 also relativ kompakt. Man setze Q := cl(P) und

K:={veCl0, 1]| v(t) >0 firalle ¢ € [0, 1]}.

K ist ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel. Das durch /*(p) := fol p(u)du definierte
Funktional [* gehort zu K*, und es gilt

PP (0)(v)) = 1%(v) = /0 (W) > 0

firv e Q.

Aufgrund der Kompaktheit von Q folgt durch die Anwendung der Theoreme 4.9 und 4.11 auf
A=R,Q, x=0die Existenz vond >0, s > 0mitd(f(w), —K)=d(f(w)—f(0), —K) >d||w||
fir allew € RyQN B(0, s) und 0 = f(0) € SE(f(R+Q N B(0, s)), K).

Die Aquivalenz
7ESEM,K) & Y*= K*+N(M, z)
fiir einen vollstindigen normierten Raum Y und konvexes M fiihrt, vor dem Hintergrund von

Theorem 4.9 und Theorem 4.11 betrachtet, zu den unten stehenden Aussagen (vergleiche dazu
[94, Theorem 3.3] mit dhnlicher Anwendung von Theorem 2.17).

Proposition 4.7. [38, Proposition 3.1]
Es seien x € A C X und f wie in Theorem 4.9.

(1) X*=K*o f'(x) +N(A, x) =
d(f(-) — f(x), —K) hat ein stark eindeutiges Minimum auf A in x =
ds>0: f(x) € SE(f(A N B(x, 5)), K).

(2) Ist A konvex, so gilt auch die Umkehrung der ersten Implikation, d. h.
d(f(-) — f(x), —K) hat ein stark eindeutiges Minimum auf A in x =
X*=K*o f/(x) +N(A, x).

Beweis. (1) Nach Voraussetzung gilt

X*= [ (K*N mBy«)o f'(x) +N(A, x).
m>1

Da die Mengen (K* N mBys)o f'(x), m > 1, schwach*-kompakt und daher
(K* N mByx)o f'(x) + N(A, x), m > 1, (schwach*-)abgeschlossen sind, existieren gemil
Theorem 2.17 n > 1, [* € X* und r > 0 mit

B(I*, r) C (K* N nByx)o f'(x)+N(A, x).
Wird p > 1 derart gewdhlt, daf3
—I* € (K* N pByx)o f'(x)+N(A, x),
so ergibt sich

B(O, 7‘) g (K* N nBy*)of'(x)—i—(K* N pBY*)of/(x)—f—N(A, x)
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und damit
,

n—+p

B(0, ) C (K* N Bys)o f(x) +N(A, x)

=dd(-, —K)(0)o f'(x) + N(A, x).
= dd(-— f(x), =K)(f(x)) o f'(x) +N(A, x).

Nun wende man Theorem 3.1 fiir die erste, Proposition 3.2 und Theorem 4.3 fiir die zweite
Implikation an.

(2) Hat d(f(-)— f(x), —K) ein stark eindeutiges Minimum auf A in x, so ergibt sich mit
Theorem 3.4

0 € int(dd(- — f(x), —=K)(f(x))o f'(x) + N(A, x))
1nt((K* N By«)o f'(x) +N(A, x))
int(K*o f'(x) + N(A, x)),

folglich X* = K*o f'(x) + N(A, x), denn K*o f’(x) und N(A, x) sind Kegel. O

Dieausz € SE(M, K) < Y* = K*+4+N(M, z) durch Modifikation entsprechend einer konvex-
zusammengesetzten Ausgangssituation hervorgegangene Gleichheit X* = K*o f'(x) + N(A, x)
ist also ohne zusitzliche Bedingung an die Menge A dafiir hinreichend, daB in f(x) ein super-
effizientes Element vorliegt. Hinsichtlich Theorem 4.9 folgt sie fiir konvexes A notwendiger-
weise, wenn x ein stark eindeutiges Minimum von d(f(-) — f(x), —K) ist; in diesem Fall gilt
somit insbesondere

VxteX*Jk* e K*VweA:x*(w—x) < (k*of (x)(w—x).

4.4.6 Eine notwendige Bedingung fiir supereffiziente Elemente

Aus den Theoremen 4.9 und 4.11 sowie Proposition 4.7 (1) ergibt sich unmittelbar die Frage,
ob und gegebenenfalls unter welchen zusitzlichen Voraussetzungen aus f(x) € SE(f(A), K)
geschlossen werden kann, daB die konvex-zusammengesetzte Funktion d(f () — f(x), —K) ein
stark eindeutiges Minimum auf A in x besitzt. Wiinchenswert wére es, auch dabei ohne be-
sondere Annahmen beziiglich A, wie etwa die Forderung nach deren Konvexitit, auszukom-
men. Nach [38, Theorem 3.2] liegt fiir d(f(-) — f(x), —K) ein solches Minimum vor, falls
f(x) € H(f(A), B) fiir eine beschrinkte Basis B von K und f’(x) eine beschrinkte Inverse
besitzt. Wegen H(f(A), B) = SE(f(A), K) (siche dazu [91, Proposition 3.5 (ii)]) liefert das
folgende Theorem 4.12 ein allgemeineres Resultat.

Lemma 4.1.

Es sei f inx € A C X Fréchet-differenzierbar;, und f'(x) besitze eine beschrinkte Inverse.
Ferner seien b > 0 sowie 0 : Y — R eine stetige sublineare Funktion mit

o(f(v)—f(x)) > b|lf(v)— f(x)| fiir alle v € A. Dann existieren a > 0, s > 0 derart, daf3
o(f'(x)(w—x)) > a|lw—x|| fiirallewe A N B(x, s) gilt; insbesondere hat o(f(-) — f(x))
ein stark eindeutiges Minimum auf A in x.
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Beweis. Setze p(u) := f(x+u) — f(x) — f'(x)(u), c:=sup{||l*|| | I* € d6(0)} und
b
Man wihle s > 0 hinreichend klein mit || p(u)|| <
Pl 2 eyl

el i

O
|ul| <s. Istwe A N B(x, s), so folgt

> b(|lf(x)(w=x)[| = lp(w—2))

b
bzw.
O ()00 =3) 2 Db == (04 Q)G )]
b b
BTG R o P
=allw—x|.

Durch Anwendung von Theorem 3.1 auf g = o(- — f(x)) (mit dg(f(x)) = dc(0), also
Cag(f(x)) (f (x)(w—x)) = o (f'(x)(w —x))) ergibt sich auch die zweite Behauptung:
o(f(-) — f(x)) hat ein stark eindeutiges Minimum auf A in x. O

Theorem 4.12.
Sind f in x € A C X Fréchet-differenzierbar, wobei f’(x) eine beschriinkte Inverse besitzt, und
f(x) € SE(f(A), K), so existieren a > 0, s > 0 mit

d(f'(x)(w—x), =K) > aljw—x]|
fiiralle w € A N B(x, s). Insbesondere gibt es zu jedem w € A N B(x, s)\ {x} ein [* € K*
derart, daf3 1*(f' (x)(w —x)) > a||lw —x||, und d(f(-) — f(x), —K) hat ein stark eindeutiges
Minimum auf A in x.

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich aus Theorem 4.3 in Verbindung mit Lemma 4.1. [J

Beispiel 4.3 Betrachte das Beispiel in der Einleitung mit f : R?> 3 (p,q) — (—pq, p+q) € R?,
A=10, 1]x[~1, 0], x=(0,—1) und K = R?.. Schon durch die bloBe Kenntnis von

f(x) € SE(f(ANB(x, s)), R%) fiir ein s > 0 weiB man aufgrund von Theorem 4.12 unmittelbar,
daB x ein stark eindeutiges Minimum der Funktion d(f(-) — f(x), —R2) ist, denn die Invertier-

barkeit von f’(x) = ( i (1) ) ist sofort ersichtlich.



68

4.5 Eine Anwendung von Theorem 3.5

Unter den Voraussetzungen von Theorem 4.9 hat d(f(-) — f(x), —K) ein stark eindeutiges
Minimum auf A in x, und es ist f(x) € SE(f(A N B(x, s)), K) firein s > 0, d. h.

Ve>038>0 Ry (f(A N Bx, ) — f(x)) N (B, §)—K) C B(0, ¢). (4.5)

Hinsichtlich stark mehrdeutiger Minima der (Skalarisierungs-) Funktiond(f(-), —K) kann man
nicht erwarten, ebenfalls von deren Existenz auf eine solche supereffizienter Elemente schliefen
zu konnen. Das folgende Theorem 4.13 zeigt jedoch, daf} unter entsprechenden Voraussetzun-
gen und Benutzung von Theorem 3.5 statt (4.5) immerhin (4.6) fiir gewisse v € A Giiltigkeit
besitzt. Fiir dessen Anwendung beachte man die Inklusion dd(- , —K)(Y) C By-.

Theorem 4.13. [39, Theorem 3.1]

Es seien f gleichmdif3ig stetig auf A C X, x€ C C A und d(f(x), —K) = d(f(y), —K)
fiiralle y € C. Ferner gebe es a>0, c>0, r >0 derart, daf} f gleichmdpfig differenzierbar
auf B(x, r) ist und

Gaa(., —k)(r) ' W =2)) = 0w, y)nay.(W—Y) f.a. weA, yeC N B(x,r)
als auch
Va>0,veA\CIzeC, L*eN(C, z) N Bxx:L*¥*(v—z) > c|v—z|| — a
gelten. Dann existiert ein s > 0, fiir das die Aussage

Ve>030>0VveB:JyeC(f(v)—f(y)€B(0,0)—K)=3z€C(f(v)—f(z) € B0, €))
(4.6)
mit B:={u €A N B(x, s) |d(u, C) < cs} richtig ist.

Beweis. Aus Theorem 3.5 folgt die Existenz einer Zahl s > 0 mit

d(f(v), =K) = d(f(), —K) + Zd(v, C)

firalleve B={ucA N B(x, s) |d(u, C) <cs}, y € C. Man wihle ein beliebiges € > 0 und
dazu y > 0, 0 > 0 derart, dal

1f(p)—flg)]| <& firp, geAmit|p—gqg| <y

und

d(h, —K)| < %Y fiir |[A]| < &

gelten. Sei nun

fO)=fy) =h—ke (f(B)-f(C)) N (B0, §) - K),



wobeiveEB, yeC, he B(0, §), k€ K: Es gibt y* € dd(-, —K)(0) = K*N By+ mit
y¥(h—k)=d(h—k, —K) sowie z€ C mit d(v, C) > |[v—z| — %/, und es folgt
%’ > d(h, —K)

> y*(h)

> y¥*(h—k)

=d(h—k, —K)

=d(f(v) - f(y), —K)

>d(f(v), —K) =d(f(y), —K)

> —“;d(v, C)

ac Y
> (|lv—z| - 2).
>3 (Ilv—=z|| 2)

Dies impliziert ||v —z|| < ¥y und damit || f(v) — f(2)|| < €.
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5. EIN VEKTORWERTIGES APPROXIMATIONSPROBLEM

Das fiir eine Funktion F : X — Y, X und Y normierte Rdume, formulierte skalare
Approximationsproblem

Minimiere ||F(v)|, veACX (P2)

(siehe dazu beispielsweise [84]) kann durch Verwendung vektorieller Normen in einen abstrak-
teren Rahmen gesetzt werden. Fiir einen linearen (beziehungsweise normierten) Raum Z, einen
konvexen spitzem Kegel K C Z sowie eine vektorielle Norm |||-||| : Y — K auf Y (siche
Definition 2.20), sind mogliche Aufgabestellungen unter anderem

Minimiere |||F(w)||| firwe A CX beziiglich” <g ”,

wobei < fiir die durch K induzierte Halbordnung steht, oder
Berechne die Menge E(|||F(A)]||, K);
man vergleiche dazu etwa [47, Abschnitt I11.9], [31, 4.1.1].

Ein Spezialfall ergibt sich fiir F(v) =v—y, y € X, als Verallgemeinerung einer grundlegenden
skalaren Approximationsaufgabe. Ahnliche Fragestellungen werden in [47, Abschnitte I11.9.2
und II1.9.3] behandelt, in der erweiterten Form

n
Minimiere h(w)+ Z ckl||Lx(u) —wy|]| firw € A beziiglich” <gm ”
k=1

mit stetigen linearen Abbildungen L; : X — Y, einer stetigen und komponentenweise konvexen
Abbildung i : X — R™, einer stetigen vektoriellen Norm ||| ||| : Y — R, A C X abgeschlos-
sen mit int(A) # 0, c¢; > 0, w; € Y fiir einen vollstindigen Raum X, einen reflexiven Raum Y
und 1 < j < nin [33]. Eine Ergiinzung dazu stellt Proposition 5.1 dar.

Die Ergebnisse der Abschnitte 3 und 4 erlauben fiir Fréchet-differenzierbares F' die Angabe
einer hinreichenden Effizienzbedingung; sie ist Inhalt von Theorem 5.1.

Im folgenden stehen X, Y und Z fiir normierte Riume.
5.1 Eine hinreichende Effizienzbedingung

Um mit Theorem 3.2 eine hinreichende Bedingung fiir stark eindeutige Minima anwenden zu
konnen, wird das Subdifferential der vektoriellen Norm benutzt; siche dazu Beispiel 2.6.

Theorem S.1.

Es seien K C Z ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel, x € A C X derart, daf} ein
Kegel S mit schwach kompakter und erzeugender Menge IE und S O R (A — x) existiert,

F : X — Y Fréchet-differenzierbar in x sowie ||| - ||| : Y — K eine vektorielle Norm auf Y,
die in F(x) stetig ist. Gibt es dann zu jedem u € E Funktionen [* € K* und
Aed|l-[[(F(x)) =

{AeLX, Y)[A(F)=[[F()|[[und Vv € X: (||| -A(v) € K}
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mit
(l*oA)(F/(x)(u)) > 0, (5.1

so existiert ein r > 0 mit |||F (x)||| € S(|||F((x+R+(A—x)) N B(x, r)|||, K), d.h. |||F(x)||| ist
stark / strikt effizientes Element von |||F ((x+ R4 (A —x)) N B(x, r))]|].

Beweis. g:=d(-, —K)o(|||-||| = |||F (x)|||) ist stetig in F(x) und auch konvex, denn fiir y und
zaus Y sowie 7 € [0, 1] ergibt sich
glty+ (1 =1)z) =d([[|ry+ (1 =)zl = [[IF )], —K)
=d([|ley[[| + 11 = 2)zll| = k= [[IF ], —K)
< d([[ley[|[ + (1 =Dzl = [[[FI], —K) +d(—k, —K)
= d(e([[[y[Il = [I1F ) + =) (llll] = [F ), —K)

<1g(y)+(1-1)g(z)
fiir ein k € K. AuBerdem gilt fiir h € Y, [* € K*\ {0} sowie A € d|||-|||(F(x)) wegen
*
12| € K*N Bz« = dd(-, —K)(0) die Beziehung
8(F(x) +h) = g(F (x)) = d(|||F (x) +hl[| = |[[F () [[], =K)
I*
Z g U+ A= IF D
[*
]

[*
> W(A(h))

(A(h) +k)

%

17]

fiir ein k € K. Also ist oA € dg(F(x)), folglich aufgrund von (5.1)

Cag(r () (F'(x) (1)) >0
fiir alle u € [E. Gemal Theorem 3.2 existieren daher d > 0, r > 0 mit

d([[[FWIII = I[FIl, —K) = g(F(w)) = g(F(w)) —g(F(x)) = d|w—x| (5.2)
firallew € (x+ R (A—x)) N B(x, r).
SchlieBlich wende man Proposition 4.6 auf f = |||-||| o F an. O

Man beachte, daB3 (5.2) die Wohlgestelltheit des parametrisierten Minimierungsproblems
min{ d([[|F(w)[[| = [|IF)[Il, =K) | w € A}

im Tychonoffschen Sinne zeigt: Es existiert eine eindeutige Losung x, gegen die alle Folgen
{wn}, wy €A N B(x, r), mit d(|||F(w,)|||—|||F(x)|||, —K) — 0 konvergieren.

Beispiel 5.1 Ein relevanter Spezialfall hinsichtlich Bedingung (5.1) ist der folgende: Man be-
trachte das kartesische Produkt [T_, ¥; von normierten Réumen (Y, [|-[|;), i=1,...,n, welches
seinerseits mit der durch  ||(y1,...., yn)H :=Yi_1 |lyjllj definierten Norm ausgestattet ist. Fer-
ner seien F : X 3 v+ (Fi(v),....,Fa(v)) € [1j_, Y, Fréchet-differenzierbar in x € X sowie
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] - ]]| die mittels |||(y1,....,y)|[| :== ([y1ll1, -, [[¥nlln) € R festgelegte vektorielle Norm. Fiir
I*#; € 9| -i(yi), yi €Y, i=1,...,n, ist die Abbildung

n
Al*l,nu,l*n : HYJ > (V],....,Vn) — (l*](V]),...., l*n(vn)) cR"
j=l

ein Element von d||| - |||(y1,-..-,y»). Daher ist (5.1) erfiillt, wenn zu jedem u € E Abbildungen
L*; € d| - ||i(Fi(x)) und p; > 0,i = 1,....,n, existieren, fiir die

(P1yeeees Pn) A, 1%, (F'(x) (u)) > 0.

gilt.

Fir F: X >vr— L(v)—y€Y mitye€Y und L:X — Y linear erhilt man in (P2) eine
Standardaufgabe der Approximationstheorie, nimlich

Minimiere |[L(v) —y|, veACX.

Ubertragen auf vektorielle Normen kann mit Hilfe eines weiteren Ergebnisses aus Abschnitt 4
die unten stehende hinreichende Effizienzbedingung festgehalten werden.

Proposition 5.1. Es seien V, W lineare Riume, A CV, K C X ein Daniell-Kegel,

|| - ||| : W — K eine vektorielle Norm auf W und ferner L; : V — W linear, ¢c; > 0,w; € W,
i=1,....,n, sowie h: V — X K—konvex und rechtsseitig richtungsdifferenzierbar in x € A.
Dann gilt fiir die Funktion

G:Vour— h(u)+ ick|||Lk(u) —willl €X
k=1
die Implikation
W, (x, v—x)+ Zn: crll L () = wiel || (x, v—x) =G (x, v—x) >k 0 f.a. v € A
k=1
= G(x) € E(G(A), K).
Beweis. Die Funktionen cy|||Li(-) — wg]||| sind offensichlich K—konvex und auch rechtsseitig

richtungsdifferenzierbar (siehe [47, Lemma 2.24]). Damit gilt dies auch fiir G. Aulerdem hat
man die Implikation

G\ (x,v—x)>k0 f a veA=0€E(G, (x,A—x), K),

denn andernfalls existiert ein w € A mit G, (x, w—x) € —K \ {0}, was aber in Widerspruch
zur Annahme steht, dal K ein Daniell-Kegel und damit insbesondere spitz ist. Die Behauptung
folgt nun aus Proposition 4.5. 0

Hinsichtlich der Voraussetzungen von Proposition 5.1 beachte man, dafl ein abgeschlossener,
konvexer und spitzer Kegel ein Daniell-Kegel ist, wenn die Intervalle [x, z]x kompakt sind (sie-
he dazu die Bemerkung zu Definition 2.17).
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5.2 Eine notwendige Effizienzbedingung

Aus Theorem 5.1 ergibt sich die Frage, wie umgekehrt eine notwendige Bedingung fiir
I||1F(x)||| € S(|||F(A)]||, K) aussehen kann. Theorem 4.1 zufolge gibt es auf jeden Fall eine
monoton wachsende Funktion y : Ry — Ry mit y(z) > 0 fiir 7 > 0 und
d(IF )l = IIF@II, =K) = w(ll IIE@) = [[IF I 1l) fiir alle w € A. Hierbei wird al-
lerdings kein Bezug auf die Differenzierbarkeit von ' genommen. Betrachtet man an Stelle der
Menge der strikt effizienten Elemente allgemeiner die schwach effizienten, kann zumindest die
folgende Aussage angegeben werden, in der die erweiterte Distanzfunktion nach Hiriart-Urruty
(Definition 2.31, Proposition 2.5) verwendet wird.

Proposition 5.2. Es seien A C X konvex, K C Z ein abgeschlossener, konvexer und spitzer Kegel
mit int(K) # 0, F : X — Y rechtsseitig richtungsdifferenzierbar in x € Aund |||-|||: Y — K
eine vektorielle Norm auf Y, die in F(x) stetig ist. Gilt dann |||F (x)||| € ES(|||F(A)|||, K), so
folgt fiir alle w € A

(ACs =Ko (11| = NF D) (F (x), Fy (x, w.—x)) = 0.
Beweis. Die Funktion g := A(-, —K) o (||| - ||| = |||F(x)]||) ist konvex (siche den Beweis von
Theorem 5.1). Nach 4.2.2 gilt A(|||F (W)||| — |||F (x)]||, —K) >0 fiir v € A, folglich auch
1 1
0 < “A([[F(x+1(w=2))[[[ = [[[F)IIl, —K) = ~(8(F (x+1(w—x))) = g(F (x)))

fiirr €]0, 1], w € A. Da g stetig in F(x) ist, ergibt sich mittels Anwendung von Proposition 2.6
die Behauptung. 0

Beispiel 5.2 Im Falle Z = R, K = R ist A(-, —K) die identische Abbildung auf R, und man
hat |F(x)|| € ES(||F(A)]|, K) < |[F(x)| <||F(w)| fiir alle w € A. Daraus folgt gemif
Proposition 2.6

max{/*(F_(x, w—x)) | I* €Y*: [*(F(x)) = [|F (x)|| und I*(y) < |ly[| f. a.y € Y}
=l II}(F(x),Fy.(x, w—x)) > 0,
eine Bedingung fiir skalare Normen, die in Proposition 5.2 verallgemeinert wird.
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6. RESUMEE UND AUSBLICK

Als wesentliche Ergebnisse dieser Arbeit konnen genannt werden:

e Eine neue Verallgemeinerung des Satzes von Alaoglu (Theorem 2.14), die in den Be-

reich der Konvexen Analysis fillt und eine Aussage iiber das Subdifferential konvexer
Funktionen auf topologischen linearen Rdumen macht, aus der sich die Standardversi-
on dieses Satzes durch Anwendung auf eine Minkowski-Funktion ergibt. Gleichzeitig
stellt sie eine Ergédnzung zu bekannten Ergebnissen von Valadier [80] und Zowe [96] dar
und wird in Abschnitt 3 fiir die Formulierung von Minimalititsbedingungen fiir konvex-
zusammengesetzte Abbildungen verwendet.

Hinreichende Minimalitdtsbedingungen fiir stark ein- beziehungsweise mehrdeutige Mi-
nima konvex-zusammengesetzter Funktionen beziiglich einer Menge A (Theoreme 3.1,
3.2 und 3.5), welche den Vorteil besitzen, uneingeschrinkt fiir alle normierten Rdume
zu gelten, also insbesondere auch fiir unendlich-dimensionale und nicht notwendig voll-
standige. Dariiber hinaus kann bei ihnen sowohl auf weitergehende Voraussetzungen an
A, wie etwa deren Abgeschlossenheit oder Konvexitit, als auch auf eine Limitierung
der duferen, konvexen Abbildungen auf bestimmte Klassen, beispielsweise Normen
oder Distanzfunktionen, verzichtet werden. Damit ergibt sich eine zumindest teilwei-
se groflere Allgemeinheit im Vergleich zu den in der Einleitungen erwéhnten Arbeiten
[85], [87], [93] und [94]. Die Minimalitdtsbedingungen (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) und (3.9)
entsprechen fiir konvexes A einer abgewandelten Pschenichnyi-Rockafellar-Bedingung.
Dieser Sachverhalt gilt verallgemeinert auch im Kontext lokalkonvexer Rdume, was mit
Theorem 3.3 gezeigt wird.

Zwei Aussagen iiber die (Un-)Beschrianktheit von Mengen mehrdeutiger Minima (Theo-
rem 3.7). Sie basieren auf Durchschnittseigenschaften der Nullmengen der Ableitungen
f'(p), wobei f die innere Funktion und p ein Minimalpunkt sind. Diese Fragestellung
wurde in der Literatur offenbar noch nicht behandelt.

Anwendung von Theorem 3.2 in der Vektoroptimierung hinsichlich des Problems der
Minimierung von f : X — Y iiber A C Y (f Fréchet-differenzierbar, X, ¥ normier-
te Rdume) beziiglich eines Ordnungskegels durch die Formulierung einer hinreichen-
den Minimalititsbedingung fiir die Skalarisierungsabbildung d(f(-) — f(x), —K) sowie
dariiber hinaus je ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir supereffiziente Ele-
mente. Im Gegensatz zu [30] und [94] werden dabei keine besondere Voraussetzungen
an A gestellt, wie etwa deren Abgeschlossenheit oder Konvexitit. Anders als in [87],
wo der Bildraum als endlichdimensional vorausgesetzt wird, gelten die Aussagen fiir
beliebige normierte Raume.
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¢ Eine hinreichende Effizienzbedingung im Sinne einer abgeschwichten Variante der Su-
pereffizienz, beruhend auf einem Kriterium fiir stark mehrdeutige Minima der Distanz-
funktion d(f(-), —K) (f differenzierbar, K der Ordnungskegel), welches aus Theorem
3.5 gewonnen wird. Vergleichbare Ergebnisse sind in der Literatur nach unserem
besten Wissen nicht vorhanden.

e Ein hinreichendes Kriterium in Theorem 5.1 fiir stark / strikt effiziente Elemente in der
Vektorapproximation hinsichtlich Mengen |||F(A)||| mit Fréchet-differenzierbarem F
und vektorieller Norm ||| - ||| unter Benutzung von zuvor entwickelten Ergebnissen der
Abschnitte 3 und 4, und zwar ohne Beschrinkung auf spezielle Normen oder Abbildun-
gen. Auch durch den Bezug zur starken / striken Effizienz geht dieses in verschiedener
Hinsicht iiber verwandte Aussagen hinaus, die in [31] und [47] zu finden sind.

Die in der vorliegenden Arbeit erzielten Resultate geben Anregung zu weiterfiihrenden Untersu-
chungen, die den Themenkomplex vervollstindigen und breitere Anwendungen der Ergebnisse
ermoglichen. Insbesondere sind die folgenden drei offenen Fragen von Interesse.

(1) Inwieweit konnen die Resultate verallgemeinert werden, wenn der Definitionsraum X
oder der Werteraum Y der Funktion f : X — Y ein nicht notwendig normierter, son-
dern ein metrischer oder lokalkonvexer Raum ist - mit entsprechend weiter gefalitem
Differentiationsbegriff (zum Beispiel das metrische Differential, sieche dazu etwa [54])?

(2) Welche Aussagen dhnlich Theorem 3.7 konnen iiber die (Un-)Beschrinktheit einer Men-
ge C gemacht werden, wenn diese Menge stark mehrdeutiger Minima einer konvex-
zusammengesetzten Funktion auf A ist, jedoch nicht notwendigerweise die Inklusion
C C cor(A) besteht? Damit wire auch der Fall abgedeckt, daB - wie in Beispiel 3.5 -

C Teilmenge des Randes von A ist.

(3) Ist die Formulierung einer notwendigen Bedingung fiir supereffiziente Elemente in Hin-
blick auf Theorem 4.12 moglich, ohne die Invertierbarkeit einer Ableitung zu fordern
- aber auch ohne zusitzliche, deutlich einschrinkende Voraussetzungen wie beispiels-
weise die Abgeschlossenheit oder Konvexitidt von A?
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Darstellung der Beitrige
Einige Aussagen der vorliegenden Arbeit wurden in den Veroffentlichungen

[37] S. Hamann, A sufficient minimality condition for convex composite functions,
Far East Journal of Appl. Math. 97 (2017), 75-83.
http://www.pphmj.com/abstract/11279.htm

[38] S. Hamann, Minimality conditions for convex composite functions and efficiency
conditions in vector optimization, Appl. Set-Valued Anal. Optim. 1 (2019), 221-229.
The final publication is available at Applied Set-Valued Analysis and Optimization,
via https://doi.org/10.23952/asva0.1.2019.3.03

[39] S. Hamann, Minimality conditions for convex composite functions and an application in
vector optimization, Appl. Set-Valued Anal. Optim. 3 (2021), 309-316.

The final publication is available at Applied Set-Valued Analysis and Optimization,
via https://doi.org/10.23952/asva0.3.2021.3.05

dargestellt. Im einzelnen sind dies:

e Proposition 3.1 (findet sich bezogen auf konvexe duflere Funktionen als Teil
von [37, Theorem 3.1])

e Theorem 3.1 (entspricht [37, Theorem 2.3] mit zwei Varianten der Minimalitdtsbedingung)

e Theorem 3.2 (entspricht [37, Corollary 2.5] in etwas verallgemeinerter Form mit zwei
Varianten der Minimalititsbedingung)

e Theorem 3.5 (ist [39, Theorem 2.2])

e Proposition 3.3 (ist [39, Proposition 2.1])

e Theorem 3.6 (ist [39, Theorem 2.3])

e Theorem 4.9 (ist ein etwas verallgemeinerter Teil von [38, Theorem 3.1])
e Theorem 4.11 (basiert auf der Einleitung zu Abschnitt 3 in [39])

e Proposition 4.7 (ist [38, Proposition 3.1])

e Theorem 4.13 (ist [39, Theorem 3.1])
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