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1 Einleitung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mittels eines neuartigen Ansatzes fiir verschiede-
ne Problemstellungen der nichtkonvexen Standortoptimierung notwendige Optimali-
tatsbedingungen herzuleiten und zu vereinheitlichen. Unser Ansatz basiert dabei auf
der Nutzung zweier verallgemeinerter Subdifferentiale, dem approximierenden Sub-
differential nach Alexander D. Ioffe und dem Limiting-Subdifferential nach Alexan-
der Y. Kruger und Boris S. Mordukhovich, sowie der dazugehorigen Kalkiile. Diese
stellen jeweils Erweiterungen des klassischen Subdifferentialbegriffs auf nicht not-
wendigerweise konvexe Funktionen dar.

Obgleich eine Vielzahl theoretischer Resultate zu diesen Subdifferentialen existiert,
war es bisher dennoch kaum moglich, sie fiir praktische Zwecke zu etablieren. Wir
werden im Folgenden aber einen nach unserem besten Wissen und Gewissen bislang
ununtersuchten Ansatz verfolgen und nutzen dabei neben der Struktur der zugrun-
de liegenden Problemstellungen sowie Teilen der Subdifferentialkalkiile auch unsere
(ebenfalls zum Grofsteil neuen) expliziten Berechnungen nichtkonvexer Subdifferen-
tiale fiir mehrere wichtige Funktionen. Die erzielten Resultate generalisieren und
erweitern dabei nicht nur bekannte Ergebnisse aus konvexen Aufgabenstellungen,
sondern vereinfachen durch den einheitlichen Zugang auch weitere Forschungen.

Basierend auf diesen Resultaten lassen sich auferdem Algorithmen entwickeln, wel-
che etablierte Algorithmen der Standortoptimierung verallgemeinern und zur L&-
sung weitaus praxisrelevanterer Problemstellungen mit entsprechenden nichtkonve-
xen Zielsetzungen beféhigen.

1.1 Historische Entwicklung und Motivation

Die Standortoptimierung ist ein in besonders hohem Mafse von praktischen Pro-
blemstellungen gepragter Teilbereich der Mathematik. Ziel der Aufgabenstellungen
ist es dabei, einen oder mehrere neue Standorte so zu lokalisieren, dass diese unter
Beriicksichtigung gewisser Abstandsbegriffe und Nebenbedingungen optimal zu be-
reits existierenden Standorten platziert sind.

Historisch gesehen wurde diese Problemklasse dabei das erste Mal von Pierre de
Fermat in einem Brief an Evangelista Torricelli um das Jahr 1640 aufgeworfen. Da-
bei stellte Fermat die Aufgabe, zu einem gegebenen Dreieck ABC' einen Punkt D
zu konstruieren, so dass die Summe der Abstdnde des Punktes zu den Dreieckseck-
punkten minimal wird. Torricelli konnte diese Aufgabe geometrisch 16sen und wurde
somit zum ersten Standortoptimierer der Geschichte. Abbildung 1.1 zeigt diese geo-
metrische Losung iiber die Konstruktion gleichseitiger Dreiecke auf den Seiten des
gegebenen Dreiecks, der Schnittpunkt der Umkreise dieser Dreiecke ist der gesuchte
Fermat-Torricelli-Punkt D.

Ein gutes Jahrhundert spéter verallgemeinerte Simpson (1750) in seinem Buch ,/ The
doctrine and application of fluxions die Aufgabenstellung, indem er den Eckpunk-
ten des Dreiecks nicht mehr unbedingt gleiche Anziehungskrifte zuwies und eine

1



Kapitel 1 - Einleitung

geometrische Konstruktion der Losung bewies. Dadurch war es moglich, jeden der
Punkte mehr oder weniger zu gewichten als die anderen, jedoch nach wie vor in
einer rein geometrischen Aufgabenstellung. Heutzutage wird meist Weber (1909) als
derjenige genannt, der diese verallgemeinerte Problemstellung erstmals praktisch im
Kontext der Optimierung von (Industrie-)Standorten formuliert und genutzt hat.

Abbildung 1.1: Torricellis geometrische Losung des Fermat-Problems (eigene Dar-
stellung mit GeoGebra)

Allerdings weisen beispielsweise Pinto (1977) in einer diesbeziiglichen Abhandlung
oder Laporte, Nickel und Saldanha da Gama (2015) in ihrem Standardwerk zur
Standortoptimierung darauf hin, dass Launhardt (1887, 1900) bereits lange vor We-
ber optimale Standorte in der Industrie unter Beriicksichtigung gewichteter Trans-
portkosten untersucht hat. Da Weber aber auferdem als Erster eine Formalisierung
der Problemstellung vorschlug und diese auch auf mehr als drei Standorte auswei-
tete, scheint die heute iibliche Bezeichnung des Optimierungsproblems als Fermat-
Weber-Problem oder schlicht Weber-Problem dennoch nicht ungerechtfertigt.

Fiir drei Standorte ermittelte Launhardt ebenfalls eine geometrische Losung des ge-
wichteten Problems, indem er neben dem Dreieck ABC der Standorte ein weiteres
Dreieck ABO nutzte, dessen Kantenldngen proportional zu den Wichtungen der ent-
sprechenden Punkte sind und welches daher spater von Weber als Gewichts-Dreieck
bezeichnet wurde. Der Schnittpunkt zwischen dem Umbkreis dieses Dreiecks und der
Geraden durch O und C ergibt den gesuchten optimalen Standort D. Abbildung 1.2
zeigt diese Konstruktion fiir dasselbe Ausgangsdreieck ABC wie in Abbildung 1.1
und macht deutlich, wie sehr sich die Lage des Punktes D durch die Gewichtung der
Eckpunkte verschiebt.

Trotz einiger weiterer Untersuchungen und Verdffentlichungen in den folgenden De-
kaden gelangte die Standortoptimierung erst in den 1960er Jahren mit der Entwick-
lung des Computers und der damit einhergehenden, starker algorithmisch gepragten
Denkweise zum Durchbruch. Zu den ersten wichtigen Arbeiten der folgenden Bliite-
zeit der Standortoptimierung gehorten die Verdffentlichung von Kuhn und Kuenne

9



Kapitel 1 - Einleitung

(1962), welche einen bereits von Weiszfeld (1937) entwickelten Algorithmus zur Lo-
sung des verallgemeinerten Fermat-Weber-Problems ,wiederentdeckten®, die Unter-
suchung optimaler Netzwerkverbindungen durch Miehle (1958) sowie die Arbeiten
von Hakimi (1964, 1965) zur optimalen Positionierung von einer bzw. mehreren
neuen Schaltanlagen in Netzwerken. Cooper (1963) untersuchte in seinem Uber-
sichtsartikel unter anderem auch die optimale simultane Platzierung mehrerer neuer
Standorte und warf damit eine ganz neue Problemklasse auf, welche auch heutzuta-
ge noch ungebrochenes Forschungsinteresse erfiahrt, zum Beispiel bei Brimberg und
Drezner (2013) oder Drezner, Brimberg, Mladenovi¢ und Salhi (2015).

Cc

Abbildung 1.2: Launhardts geometrische Losung der gewichteten Problemstellung
(eigene Darstellung mit GeoGebra)

Seitdem ist die Entwicklung der Standortoptimierung vor allem von zwei Bestre-
bungen gepragt: Einerseits versucht man, praktische Problemstellungen so genau
wie moglich zu modellieren und theoretischen Betrachtungen zugénglich zu machen
und andererseits sollen die dabei entstehenden, immer komplexer werdenden Pro-
blemstellungen natiirlich auch gelost werden, sei es vermittels der Herleitung von
Optimalitétsbedingungen oder durch exakt bzw. heuristisch agierende Algorithmen.

Fiir eine tiefere und detailliertere Darstellung der geschichtlichen Entwicklung der
Standortoptimierung und ihrer mannigfaltigen Facetten, welche den Rahmen dieser
Arbeit sprengen wiirde, sei der interessierte Leser auf die Vielzahl an diesbeziiglichen
Ubersichtswerken verwiesen. Insbesondere die Biicher von Love, Morris und Weso-
lowsky (1988), Drezner (1995), Drezner und Hamacher (2002), Nickel und Puerto
(2005) sowie Laporte, Nickel und Saldanha da Gama (2015) sind seit vielen Jahren
anerkannte Standardwerke und liefern einen breiten Uberblick sowie eine Fiille an
Referenzen zu diesem Thema. Weiter bietet Wagner (2015) in ihrer Dissertation eine
umfangreiche Literaturiibersicht und -analyse. Speziell der Geschichte des Fermat-
Weber-Problems widmet sich zudem Wesolowsky (1993) in aller Ausfiihrlichkeit.

Fiir die vorliegende Arbeit sind unter den verschiedenen Herangehensweisen zur ver-
besserten Modellierung praktischer Problemstellungen drei Konzepte von elementa-
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rer Bedeutung: Die Wahl anderer Abstandsmafse fiir die einzelnen Absténde, andere
Verkniipfungen dieser Einzelabstdnde in der Zielfunktion sowie die Einfiihrung ab-
stofsender Standorte.

Wiéhrend im klassischen Sinne der Abstandsbegriff beinahe ,naiv* durch die An-
schauung als Luftlinie zwischen zwei Objekten festgesetzt wurde, ist dies lingst nicht
fiir alle Standortoptimierungsprobleme ein geeignetes Mafs. Innerhalb von Stéddten
kann es beispielsweise deutlich sinnvoller sein, Absténde auf dem Verlauf des Stra-
fsennetzes zu basieren. Automatische Fertigungsanlagen und Industrieroboter bewe-
gen sich hingegen meist auf mehreren Achsen gleichzeitig, so dass hier der Betrag
des langsten Weges auf einer einzelnen Achse ein sinnvolles Abstandsmaf darstellt.
Wir werden ebenfalls verschiedene Abstandsmafe nutzen und diese dafiir in Kapitel
2 noch mathematisch exakt formulieren.

Die so gewonnenen einzelnen Abstdnde kénnen nun wiederum auf unterschiedliche
Art und Weise miteinander in Relation gesetzt werden. Im Fermat-Weber-Problem
werden die Einzelabstdnde des neuen Standortes zu den gegebenen Punkten auf-
addiert, von dieser Summe wird das Minimum gesucht. Praktischen Nutzen haben
aber auch viele andere Konzepte, wie beispielsweise die Minimierung des Maximums
der Einzelabstdnde oder der komponentenweise Vergleich. Die daraus resultierenden
Modelle und mégliche Losungsalgorithmen unterscheiden sich in vielen Aspekten
fundamental voneinander. In dieser Arbeit untersuchen wir mit den drei soeben ge-
nannten Ansétzen sowie der Centdian-Zielfunktion die vier wichtigsten Zielfunktio-
nen und werden dieses Thema in Unterkapitel 1.2 noch einmal ausfiihrlich aufgreifen.

Der letzte fiir uns relevante Punkt bei der realitdatsndheren Modellierung von Stand-
ortoptimierungsproblemen besteht darin, dass bereits existierende Standorte nicht
immer vorteilhaft fiir einen neuen Standort sein miissen. Oft genug ist das Gegenteil
der Fall und der neue Standort soll, aus unterschiedlichen Griinden, moglichst weit
fernab eines oder mehrerer dieser Standorte realisiert werden.

Fiir das Fermat-Weber-Problem wurde diese Erweiterung der Aufgabenstellung erst-
mals von Tellier (1985) formuliert und fiir drei Standorte gelost. Den abstofsen-
den Einfluss von einigen der existierenden Standorte realisierte er dabei, indem
er fiir diese in der Formulierung der Problemstellung auch negative Gewichtungen
zuliek. Da hierdurch im Allgemeinen jedoch die Konvexitat der Zielfunktion verloren
geht, macht diese Vorgehensweise die Losung der Aufgabe zwar deutlich schwieri-
ger, gleichzeitig aber lassen sich nur so viele praktisch relevante Probleme sinnvoll
modellieren. Weitere Forschungen etablierten in den folgenden Jahren verschiedene
exakte und heuristische Verfahren zur Losung dieser verallgemeinerten Problem-
stellungen (siehe z.B. Drezner und Wesolowsky (1991), Chen, Hansen, Jaumard
und Tuy (1992), Maranas und Floudas (1994) und Nickel und Dudenhéffer (1997)).
Carrizosa und Plastria (1999) geben in ihrem Artikel eine sehr gute und kritische
Ubersicht iiber die verschiedenen Forschungsansitze in diesem Zeitraum.

Ein Musterbeispiel fiir die praktische Relevanz dieser Untersuchungen ist die Stadt-
planung. Bei der Erschliefstung neuer Wohnfléchen steht immer mehr die Optimie-
rung der Lebensqualitéit im Vordergrund und so gilt es, sowohl positive Standortfak-
toren (z.B. Einkaufsmoglichkeiten, Nahverkehrsanbindung, Arbeitsplatze, Schulen,
Arztpraxen etc.) als auch negative Standortfaktoren (z.B. Fabriken, Gefingnisse,
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Flughéfen, Larmquellen, stark befahrene Strafen etc.) zu beriicksichtigen. Einige
dieser Elemente vereinigen dabei sogar beide Eigenschaften, eventuell auch mit un-
terschiedlichen Abstandsfunktionen. So muss zum Beispiel eine fufsldufige Erreich-
barkeit des Nahverkehrs anders modelliert werden als der von diesem ausgehende
Geréauschpegel, beide Komponenten sind aber gegebenenfalls fiir die Planung zu be-
achten.

Ein anderes Beispiel sind automatisierte Produktionsstéatten, bei denen verschiedene
Produktionsstellen durch eine Maschine auf moglichst kurzen Wegen erreicht wer-
den sollen, andererseits zu gewissen Punkten oder Bereichen aber moglichst grofse
Abstédnde gehalten werden miissen, um die Sicherheit der Anlage zu gewéhrleisten
und Konflikte mit Arbeitern oder anderen Anlagen auszuschliefsen.

Ein hochgradig aktuelles und durch die Lage Halles inmitten des mitteldeutschen
Braunkohlerevieres auch lokal priasentes Anwendungsgebiet der Standortoptimie-
rung ist durch den Energiewandel gegeben. Im Abschlussbericht der Kommission
,Wachstum, Strukturwandel und Beschéftigung® aus dem Bundesministerium fiir
Wirtschaft und Energie (2019) heift es dazu, ,|...], dass erneute Strukturbriiche
sowie soziale und demografische Verwerfungen fiir die Menschen in allen Revieren
dringend zu vermeiden sind und Wertschépfungsketten vor Ort erhalten bleiben miis-
sen., (S. 51) und ,Die Kommission empfiehlt deshalb, Mafnahmen zur Beschleuni-
gung von Genehmigungsprozessen zur Errichtung neuer Gaskraftwerke insbesondere
an bestehenden Kohlekraftwerksstandorten zu priifen.”, (S. 68) sowie speziell {iber
die mitteldeutsche Region ,Das Revier gewinnt eine hohe Lebensqualitit aus dem
Ineinandergreifen und der Vernetzung stadtischer und landlicher Rdume mit urban-
vitalen Quartieren und einer vielseitigen Kulturlandschaft sowie Bergbaufolgeland-
schaft mit einer hohen Umwelt-, Lebens- und Wohnqualitét,|...]*, (S.80). Allein diese
drei Aussagen bieten bereits Grundlage fiir eine Vielzahl hochkomplexer Standort-
optimierungsfragen.

Unsere einleitenden Beispiele belegen bereits gut die Vielfalt an Aufgabenstellun-
gen, welche in dieser Arbeit untersucht werden sollen. Wir werden daher als Erstes
verschiedene Moglichkeiten zur Modellierung von Standortoptimierungsproblemen
mit sowohl anziehenden als auch abstofenden Standorten (wir werden diese Proble-
me im Folgenden in Anlehnung an die englische Bezeichnung ,semi-obnoxious” als
teil-abstofsend oder Probleme mit teilweiser Abstokung bezeichnen) vorstellen und
erlautern, wieso deren Untersuchung von so hohem wissenschaftlichem Interesse ist.

1.2 Modellierung und Klassifikation der Aufgaben-
stellungen

Zunéchst ist es wichtig, die in dieser Arbeit betrachteten Aufgabenstellungen exakt
zu definieren und schematisch einzuordnen. In der Theorie der Standortoptimierung
mit ausschlieflich anziehenden Standorten und Konvexitéat der Zielfunktion werden
im Wesentlichen drei Modelle zur Verkniipfung der einzelnen Absténde genutzt: Das
skalare Medianproblem (mit Summenzielfunktion), das skalare Centerproblem und
der mehrkriterielle bzw. vektorielle Ansatz. Einen guten Uberblick iiber verschiedene
Modellierungen im konvexen Fall liefern Hamacher, Klamroth und Tammer (2008).
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Wir werden diese drei Modelle so erweitern, dass sie einerseits unserer Problemstel-
lung geniigen und andererseits in die klassischen konvexen Modelle zuriickiiberfiihrt
werden konnen. Zusétzlich wollen wir mit der Centdian-Formulierung noch einen
eher exotischeren Ansatz betrachten, welcher, wie der Name bereits vermuten lasst,
Center- und Medianproblem miteinander verkniipft. Aufserdem geben wir fiir jedes
Modell mogliche praktische Anwendungen an und erldutern Stérken und Schwéchen
der jeweiligen Formulierung.

Zur Klassifikation dieser Probleme nutzen wir das von Hamacher (1995) vorgeschla-
gene Schema sowie dessen Erweiterungen in den folgenden Jahren durch Hamacher,
Nickel und Schneider (1996) sowie Hamacher und Nickel (1998). Die Klassifikati-
on von Problemstellungen ist in der Standortoptimierung wichtig, um diese schnell
einordnen und geeignete Losungsmethoden finden zu kénnen. Auch Solver und Soft-
warepakete wie beispielsweise der Facility Location Optimizer (FLO) von Giinther,
Hillmann, Tammer und Winkler (2016) oder die von Hamacher, Maier, Gross und
Hefler (2015) entwickelte Library of Location and Layout Algorithms (LoLoLa)
greifen auf dieses Schema zuriick und ordnen ihre Algorithmen entsprechend ein.

1.2.1 Klassifikation von Standortoptimierungsproblemen

Das Klassifikationsschema nach Hamacher besteht aus fiinf Positionen der Form
Pos. 1 / Pos. 2 / Pos. 3 / Pos. 4 / Pos. 5,

wobei die Positionen folgende Bedeutungen haben:
Pos. 1.: Anzahl und Art der neu zu platzierenden Standorte

Dieser Eintrag enthélt eine natiirliche Zahl n € N, welche die Anzahl
der neuen Standorte angibt, sowie gegebenenfalls einen Buchstaben, der
zusétzliche Angaben iiber deren Art (Linien, Kreise, etc.) codiert. In
dieser Arbeit wird der Eintrag immer eine 1 sein, wir beschéftigen uns
ausschlieflich mit Problemen, bei welchen ein einzelner neuer Standort
punktuell platziert werden soll.

Pos. 2.:  Art des Standortoptimierungsproblems

Hier sollte generell zumindest der grobe Typus des Standortoptimie-
rungsproblems vermerkt sein (stetig, diskret oder auf einem Netzwerk),
meist enthélt dieser Eintrag aber noch genauere Informationen wie ein
P fiir planare (zweidimensionale) Probleme, R™ fiir Probleme im all-
gemeinen n-dimensionalen Vektorraum oder Ahnliches. Wir behandeln
hier stets stetige Probleme im R”, entsprechend wird dieser Eintrag
immer R" sein.

Pos. 3.:  Besonderheiten des Standortoptimierungsproblems

Diese Position ist wohl am vielfiltigsten belegbar und enthélt beispiels-
weise Informationen iiber zuldssige Bereiche, verbotene Gebiete, positi-
ve und/oder negative Gewichte, Barrieren und vieles mehr. Fiir unsere
Arbeit von besonderer Bedeutung sind hier die Eintragungen iiber die
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Gewichtungen der einzelnen Standorte, eine Beschrankung des zuléssi-
gen Bereiches betrachten wir nicht.

Pos. 4.:  Definition der Einzelabstande zwischen existierenden und neuen Stand-
orten

Auf dieser Position wird angegeben, auf welche Art und Weise die Ab-
stande zwischen den Standorten gemessen werden. Dies kann entwe-
der mit einer eigenen Distanzfunktion fiir jede einzelne Paarung von
Standorten geschehen oder uniform mittels einer einzigen Funktion fiir
all diese Abstdnde. Gebrauchliche Mafse und damit Eintragungen auf
dieser Position sind durch Normen oder Gauges definierte Funktionen
oder Kosten- bzw. Nutzenfunktionen. In dieser Arbeit werden wir stets
durch ¢,-Normen induzierte Abstandsmafse verwenden, dabei kann aber
durchaus jedem einzelnen existierenden Standort eine andere induzie-
rende Norm zugeordnet werden. Neben dem allgemeinen Fall werden
wir auch Problemstellungen mit einheitlichen Abstandsmafien untersu-
chen und dann entsprechend stéarkere Resultate herleiten konnen, dies
wird jeweils durch die Eintragung ;" im Falle gemischter Metriken bzw.
nur ¢, im Falle einheitlicher Metriken an dieser Position gekennzeichnet.

Pos. 5.: Beschreibung der Zielfunktion

Die letzte Position gibt an, wie die an Position 4 festgelegten Einzel-
absténde zur Zielfunktion verkniipft werden. Moglichkeiten hierfiir sind
Summenzielfunktionen, Maximumsfunktionen, mehrkriterielle Proble-
me, Centdian-Funktionen und noch einige mehr. Wir werden in dieser
Arbeit genau die vier soeben namentlich erwéihnten Funktionen verwen-
den und mit einem einheitlichen Ansatz bearbeiten. Auf diese Position
und die damit verbundene Modellierung werden die folgenden Sektionen
allerdings fiir jede Zielfunktion nochmals gesondert eingehen.

Sind in einer Position keine Eintragungen nétig, so wird dies durch e markiert. Das
in Unterkapitel 1.1 beschriebene klassische Weber-Problem hat damit beispielsweise
das Schema 1/P/ e /{5/% - ein neuer Standort soll planar platziert werden, ohne
zusatzliche Besonderheiten, mit der euklidischen Norm als Maf fiir die Einzelab-
stdnde und mit einer Summenzielfunktion. Fiir weiterfithrende Informationen zum
Klassifikationsschema, insbesondere zu allen moglichen Eintragungen in den einzel-
nen Positionen, sei nochmals auf Hamacher, Nickel und Schneider (1996) verwiesen.

Abbildung 1.3 zeigt die schematische Darstellung eines teil-abstofenden Standort-
optimierungsproblems zur Planung von Wohnraum in Halle mit der Software FLO
(Kartendaten von OpenStreetMap). Dabei sind 7 existierende Standorte zu bertick-
sichtigen, von diesen sind 5 anziehende Standorte (blau geférbt) und 2 abstofende
Standorte (rot gefarbt). Den Standorten wurden bereits entsprechende positive bzw.
negative Gewichte zugewiesen, die hier einfach einer personlichen Gewichtung ent-
sprechen. Noch ausstehend sind in diesem Beispiel die Zuweisung von Einzelabstan-
den zu den Standorten und die Wahl einer geeigneten Zielfunktion. Die Problem-
stellung hat in der Klassifikation daher momentan das Schema 1/P/w; = 0/ e /e,
wobei die Positionen 4 und 5 noch konkret besetzt werden miissen.
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Abbildung 1.3: Ein teil-abstofsendes Standortoptimierungsproblem in Halle (eigene
Darstellung mittels FLO)

Als Néchstes wollen wir uns nun mit den verschiedenen Modellierungsmoglichkeiten
fiir Problemstellungen mit teilweiser Abstoffung durch unterschiedliche Zielfunktio-
nen befassen und diese nach dem soeben eingefiihrten Schema klassifizieren.

1.2.2 Das skalare Medianproblem

Der Median- oder Summenzielfunktions-Ansatz ist die wahrscheinlich intuitivste
Moglichkeit zur Bestimmung der Zielfunktion eines Standortoptimierungsproblems
und zugleich der Ansatz, welcher auch beim Fermat-Weber-Problem zum Tragen
kommt. Die Zielfunktion ist hier die gewichtete Summe der einzelnen Absténde des
neuen Standortes zu allen bereits existierenden Standorten, diese Funktion bildet in
die reellen Zahlen ab und wird dort minimiert.

Bei einem Problem mit teilweiser Abstofsung wird dabei analog zu Tellier (1985)
anziehenden Standorten ein positives Gewicht und abstofsenden Standorten ein ne-
gatives Gewicht zugeordnet, wobei der Absolutbetrag des Gewichtes den Grad der
Anziehung bzw. Abstofung bestimmt. Wir betrachten bei dieser und allen folgenden
Modellierungen bewusst keine Standorte mit Gewicht 0, da diese keinen Einfluss auf
die Problemstellung haben und somit redundant sind oder die Berechnungen ohne
Erbringung eines zuséatzlichen Nutzens sogar erheblich schwieriger machen.

Die Zielfunktion des teil-abstofsenden Medianproblems ergibt sich durch Addition
der anziehenden und der abstofenden Komponenten als

T m
= Zwidi(x,ai) + Z w;d;(x,a’) — min .
TERM
=1 Jj=r+1
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Es bezeichnet z € R™ den neu zu platzierenden Standort und a',...,a™ € R" die
bereits existierenden Standorte als Punkte in R"™. Dabei sollen die ersten r Stand-
orte a',...,a" anziehend und die iibrigen m — r Standorte a"*!,...,a™ abstokend

sein, mit 0 < r < m. Unsere Theorie umfasst als Spezialfille fiir r = m bzw. r = 0
also insbesondere auch Probleme mit ausschlieftlich anziehenden bzw. ausschliefslich
abstoflenden Standorten, die Zielfunktion geht dann in die klassische Zielfunktion
eines solchen konvexen bzw. konkaven Problems iiber.

Weiterhin bezeichnet w = (wy, ..., w,,) € R™ den Vektor, welcher den existierenden
Standorten ihre Gewichte zuordnet, es ist w; > 0 fiir 1 <14 < r (die den anziehenden
Standorten zugeordneten Gewichte) und w; < 0 fiir r +1 < j < m (die den ab-
stofenden Standorten zugeordneten Gewichte). Analog zu den Gewichten ist jedem
existierenden Standort a® mit 1 < k < m auch eine zugehdrige Abstandsfunktion
dp: R" x R™ — R zugeordnet, welche den Einzelabstand zwischen diesem Standort
a® und x misst.

Die Zielfunktion lasst sich nun noch dquivalent umformulieren, um sie unserem An-
satz besser zugénglich zu machen:

ful(x) = Zwidi(x,ai) - Z w;d;(x, a?)
i=1 j=rt1
= lwildi(z, ") + Y (—|wjl)d;(x, af)
i=1 j=r+1

= Z lw;|d; (z, a") + Z |w;|(—d;(x,a’)) — min . (SP)

— rER”™
j=r

Dies entspricht also der Aufgabe, bei ausschliefslich positiven Gewichten die Summe
aus den gewichteten Abstdnden zu den anziehenden Standorten abziiglich der Sum-
me der gewichteten Abstédnde zu den abstoffenden Standorten zu minimieren.

In der Klassifikation der Standortoptimierungsprobleme ergibt sich fiir das teil-
abstofende Medianproblem das Schema 1/R"/w;, = 0/ e /3. Wir wollen einen neuen
Standort so platzieren, dass er optimal fiir bereits existierende Standorte in R™ liegt.
Die existierenden Standorte sind dabei teilweise anziehend und teilweise abstofsend,
jedem Standort ist eine eigene, noch nicht néher definierte Abstandsfunktion zu-
geordnet und diese Einzelabstidnde werden mittels einer Summenzielfunktion ver-
kniipft. Wir nutzen in dieser Arbeit norminduzierte Abstandsmafe und werden in
Kapitel 4 dementsprechend das schematisierte Problem 1/R"/wj, 2 0/¢;"/% unter-
suchen.

Der grofse Vorteil des Median-Ansatzes liegt neben seiner Einfachheit und Anschau-
lichkeit vor allem in der vielfdltigen Anwendbarkeit, fiir viele Aufgabenstellungen ist
die simple Formulierung als Medianproblem zugleich der beste Ansatz. Allerdings
verleitet dies auch oft dazu, direkt eine Summenzielfunktion aufzustellen und andere
Modellierungen gar nicht in Erwégung zu zichen, obwohl diese méglicherweise besser
passend sind.

Dieses Modell ist immer dann besonders geeignet, wenn alle Einzelabstdnde zu-
gleich von Bedeutung sind und in die Zielfunktion einfliefen sollen. Unter anderem

— 9 —
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ist dies im bereits beschriebenen Beispiel der Stadtplanung der Fall, aber auch bei
der Optimierung von Produktionsanlagen oder der Allokation von Lagern. Den An-
wendungen ist dabei gemein, dass der gesamte Abstand zu den existierenden Stand-
orten optimiert werden soll, auch wenn dies zu Lasten eines oder mehrerer einzelner
Standorte geht und die Absténde zu diesen besonders grofs (bzw. besonders klein im
Falle von abstofenden Standorten) werden. Ist diese Voraussetzung nicht gegeben,
so bietet sich vielmehr die Formulierung als Centerproblem oder mittels gemischtem
Centdian-Ansatz an.

Des Weiteren ist es wichtig, dass bereits ein Gewichtungsvektor bekannt ist, sei es
aus Erfahrungswerten, Umfragen oder anderen Quellen. Sind hingegen keine Ge-
wichte gegeben, so ist die mehrkriterielle Formulierung zu bevorzugen. Diese liefert
im Regelfall eine Menge an Losungen, aus denen ein Entscheidungstriager dann die
fiir ihn am besten geeignete auswéhlen kann.

1.2.3 Das skalare Centerproblem

Standortoptimierungsprobleme mit Center- oder Maximumszielfunktion basieren
auf einem Ansatz, welcher sich deutlich von dem der Summenzielfunktionen unter-
scheidet. Bei klassischen Problemstellungen mit ausschliefslich anziehenden Stand-
orten ist das Ziel hierbei dadurch charakterisiert, das Maximum der (gewichteten)
Einzelabsténde zu minimieren, die iibrigen Absténde sind fiir den Zielfunktionswert
ohne Bedeutung. Damit ergibt sich in den meisten Féllen auch eine komplett andere
Losungsmenge.

Anschaulich entspricht die Aufgabenstellung ohne Gewichte dabei dem Problem, den
Mittelpunkt eines Kreises (oder seines hoherdimensionalen Aquivalents) zu finden,
welcher bei moglichst kleinem Radius immer noch alle der existierenden Standorte
tiberdeckt (smallest circle problem). Aus dieser Betrachtungsweise entspringt auch
der Name Centerproblem.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Problemstellungen mit teilweiser Abstofsung
ordnen wir wiederum anziehenden Standorten ein positives Gewicht sowie abstofsen-
den Standorten ein negatives Gewicht zu und verkniipfen die beiden Komponenten-
funktionen additiv. Als Zielfunktion ergibt sich also

fu(z) = ie%%%r} wid;(x,a") + je{ﬂ%{m} w;d;(z,a’) — min .
Die additive Verkniipfung erscheint hier zunéchst weniger naheliegend als beim Me-
dianproblem. Da bei einem Centerproblem aber nur der maximale Einzelabstand fiir
den Zielfunktionswert relevant ist, wiirde ein Zusammenfassen beider Zielfunktions-
terme in einem Maximum den abstofsenden Teil der Problemstellung obsolet werden
lassen und hétte damit nur eine hohere Komplexitéit des Problems ohne nutzbrin-
gende Eigenschaften zur Folge.

Wieder bezeichnet x € R” den neu zu platzierenden Standort und a', ..., a™ € R®
die bereits existierenden Standorte, wobei die ersten r Standorte a',...,a" mit
0 < r < m, anziehend und die iibrigen m — r Standorte a"!,..., a™ abstofend

sind. In den Spezialfillen ohne anziehende (r = 0) oder abstofende (r = m) Stand-
orte bettet sich die Zielfunktion erneut iibergangslos in die klassische Theorie ein.
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Im Falle ausschlieflich abstoffender Standorte entspricht das dabei der Aufgaben-
stellung, das Minimum der (gewichteten) Einzelabsténde zu maximieren, also den
Mindestabstand zu den unerwiinschten Standorten moglichst grofs zu halten. Ohne
Gewichte kommt dies wiederum dem geometrischen Problem gleich, den Mittelpunkt
eines Kreises zu finden, der diesmal aber bei moglichst grofem Radius keinen der
existierenden Standorte beinhalten soll.

Des Weiteren wird auch hier jedem der existierenden Standorte a mit 1 < k < m
sowohl eine Funktion dj: R x R® — R zum Messen des Abstandes zwischen a*
und z als auch mittels des Gewichtungsvektors w = (wy, ..., w,,) € R™ ein Gewicht
zugeordnet, mit w; > 0 fiir 1 < i < r (Gewichte, die den anziehenden Standorten
zugeordnet sind) und w; < 0 fir r +1 < j < m (Gewichte, die den abstofenden
Standorten zugeordnet sind).

Das teil-abstofende Centerproblem wird als 1/R™/wy = 0/ ¢ / max klassifiziert. Ge-
nau wie beim teil-abstofsenden Medianproblem soll ein neuer Standort optimal in R"
platziert werden, wobei die existierenden Standorte gemischt anziehend und absto-
fsend sein kénnen und jeder Standort noch eine eigene Abstandsfunktion zugeordnet
bekommt. Der grofse Unterschied besteht in der Verkniipfung dieser Einzelabstan-
de zur Zielfunktion, fiir welche hier die Maximumsfunktion genutzt wird. In unserer
Arbeit werden wir durch die Wahl norminduzierter Abstandsfunktionen fiir Position
4 des Schemas daher das Centerproblem 1/R"/wj, 2 0/£}'/ max untersuchen.

Wir wollen zudem wieder eine dquivalente Formulierung der Zielfunktion nutzen,
welche fiir unseren Ansatz besser geeignet ist, und fiir dieses Optimierungsproblem
dann in Kapitel 5 notwendige Optimalitdtsbedingungen herleiten:

w - zdz ) g id; ) J
Fule) = s i)+ w0
= max |wi|di(z,a’)+ max —|w;|d;(z,ad
Z,e{lw}l |di(, a") jepmax |w;d; (@, a’)
= max |w|d;(z,a")+ ma w;l(—d;(x,a’)) = min . CP
Jmax_fuld(z,a)+ max ful(~d(n.e) > min. (CP)

Die haufigste Anwendung erfahren klassische Centerprobleme in Standortplanungen
zur (Notfall-)Versorgung. Soll beispielsweise eine neue Feuerwehrstation errichtet
werden, so ist es unsinnig, darauf zu achten, dass die Gesamtsumme aller Fahrt-
wege der Feuerwehrfahrzeuge méglichst kurz ist, wenn dafiir die weiter auferhalb
liegenden H&user vor Eintreffen eines Loschwagens niedergebrannt sind. Stattdessen
wird man hier natiirlich versuchen, den Standort so zu wahlen, dass auch die ldngs-
te Einsatzzeit noch moglichst kurz ist, also das Gebiet gleichméfig abgedeckt ist.
Weniger kritisch trifft diese Betrachtung unter anderem auch auf Versorgungsnetze
oder Lieferdienste zu.

Die Formulierung als teil-abstofendes Problem bietet dabei noch den zusétzlichen
Vorteil, gleichzeitig eine bereits bestehende Versorgungslage einbeziehen zu kénnen,
indem man als abstofsende Standorte zum Beispiel die bereits existierenden Feu-
erwehrstationen wéhlt. Der Standort einer neu zu errichtenden Station kann bei
geeigneter Wahl der Gewichte nun so optimiert werden, dass bei weiterhin guter
Abdeckung der gewiinschten Gebiete der Abstand zu den iibrigen Stationen maxi-
miert wird. Dadurch kann das zumeist hoch kostenintensive Versorgungsnetz breiter
gestreut werden, ohne dass es zu nennenswerten Einbufsen bei der Versorgungslage
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kommt. Ein Lieferdienst kann dementsprechend in seiner Planung bereits existieren-
de eigene oder fremde Filialen beriicksichtigen.

Da das Centerproblem aber gewissermafen das Gegenstiick zum Medianproblem
darstellt, liegt sein grofter Nachteil auch darin, dass die Summe der Einzelabstande
keine Rolle spielt. Fiir solche Aufgabenstellungen ist dieses Modell daher ungeeignet
und eine andere Zielfunktion sollte genutzt werden. Aufserdem ist, ebenso wie bei
den iibrigen skalaren Problemen und in scharfer Abgrenzung zum mehrkriteriellen
Fall, das Vorhandensein eines Gewichtungsvektors essentiell. Ohne diesen ist das
Nutzen eines mehrkriteriellen Ansatzes sinnvoller, um so zunéchst einen Uberblick
iiber mogliche Losungen zu gewinnen.

1.2.4 Das skalare Centdianproblem

Centdianprobleme sind eine eher selten genutzte Moglichkeit bei der Modellierung
von Standortoptimierungsproblemen und vereinen, nicht nur dem Namen nach,
Center- und Medianprobleme in sich. Das erste Mal erschien diese Problemstellung
bei Halpern (1976, 1978) in der parametrischen Optimierung von Konvexkombina-
tionen aus Median- und Centerproblem auf Graphen. Der Grundgedanke dahinter
ist es, durch eine Kombination dieser beiden Problemstellungen und die Steuerung
iiber einen Parameter die jeweiligen Nachteile der Grundprobleme auszugleichen.

So beschreiben beispielsweise Pérez-Brito und Moreno Pérez (2000), dass aufgrund
der unterschiedlichen Besiedlungsdichte in stadtischen Gebieten und im Umland fiir
die Platzierung von o6ffentlichen Einrichtungen weder Median- noch Centerprobleme
komplett geeignet sind. Bei Verwendung eines Median-Ansatzes werden léndliche
Gebiete durch die geringe Gewichtung oftmals benachteiligt, wahrend beim Cen-
terproblem die teils groffen Entfernungen den Zielfunktionswert iiberproportional
beeinflussen. Pérez-Brito und Moreno Pérez schlagen daher hierfiir einen Centdian-
Ansatz vor, um besser geeignete Modellierungen und Losungen zu erhalten.

Im Falle von Problemen mit teilweiser Abstofung kann dieser Grundgedanke wei-
terverfolgt werden, um auch hier fiir gewisse Aufgabenstellungen mit dem Centdian-
Ansatz geeignetere Modellierungen zu schaffen. Analog zur klassischen Problemstel-
lung von Halpern erhélt man die Zielfunktion dabei durch die Konvexkombination
von Medianproblem (SP) und Centerproblem (CP) als

fualr) = o (Z wilde,a) + Y |wj|<—dj<x,af>>> (CDP)
i=1 j=r+1

w0 (o fudd () + e Juli-doa)) ) - min.
Die einzelnen Bezeichnungen sind analog zum Median- oder Centerproblem zu sehen:
Mit z € R™ wird der neu zu platzierende Standort bezeichnet, mit at,...,a™ € R"
die bereits existierenden Standorte. Wieder sind die ersten r Standorte a!,..., a",
0 < r < m, anziehend, dies entspricht dem jeweils vorderen Median- bzw. Center-
anteil der Zielfunktion, und die {ibrigen m — r Standorte a"*!,... a™ abstofiend,
was dann kongruent dem hinteren Median- bzw. Centeranteil entspricht. In den
Spezialfiallen 7 = 0 (keine anziehenden Standorte) und r = m (keine abstofenden
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Standorte) fithrt auch das Centdianproblem (CDP) wieder auf die bekannten Auf-
gabenstellungen der konvexen bzw. konkaven Optimierung zuriick.

Jedem der existierenden Standorte a* mit 1 < k < m ist sowohl eine Abstandsfunkti-
on di: R" x R" — R als auch durch den Gewichtungsvektor w = (wy, ..., w,,) € R™
ein Gewicht w; > 0 fiir 1 <7 < r bzw. w; < 0 fiir r +1 < j < m zugeordnet.
Die Wichtung von Median- und Centerproblem in der Zielfunktion wird mittels des
Parameters « € [0, 1] gesteuert, in den Grenzféllen aw = 0 bzw. a = 1 geht die Auf-
gabenstellung dabei in ein reines Center- bzw. in ein reines Medianproblem {iber.

In der Klassifikation der Standortoptimierungsprobleme éndert sich im Vergleich zu
den beiden anderen skalaren Problemstellungen wieder nur die Zielfunktion und da-
mit der Eintrag an Position 5, fiir das teil-abstofende Centdianproblem ergibt sich al-
so das Schema 1/R"/wy, = 0/e/ CD. Es soll erneut ein neuer Standort optimal im R™
platziert werden, die existierenden Standorte konnen wiederum gemischt anziehend
und abstofsend sein und jeweils eigene Abstandsfunktionen besitzen, diese werden
nun aber mit einer Centdian-Zielfunktion verkniipft. Im Falle von norminduzierten
Abstandsfunktionen ergibt sich entsprechend das Schema 1/R" /w; 2 0/£/ CD, wir
untersuchen diese Centdian-Probleme im Kapitel 6 der Arbeit.

Wie bereits beschrieben liegt das Ziel des Centdian-Ansatzes darin, durch Verkniip-
fung von Center- und Medianproblem die Nachteile der beiden Modelle abzuschwa-
chen oder gar auszugleichen. Neben dem von Pérez-Brito und Moreno Pérez (2000)
beschriebenen Stadt-Umland-Problem liegen gut geeignete Problemstellungen fiir
die Centdian-Modellierung immer dann vor, wenn sich die existierenden Standorte
auf eine grofere und relativ nah zusammenliegende Menge sowie einige weiter ent-
fernte ,Ausreifier aufteilen. Diese Situation findet man beispielsweise auch bei der
Verteilung von Einzelhandelsgeschéften vor: Wahrend sich viele Geschéfte im In-
nenstadtbereich ballen, sind spezialisierte Geschéfte mit groferem Einzugsbereich
(Autoh&user, Mobelliaden, Baumérkte,. . .) oftmals nur in der stddtischen Peripherie
zu finden. Fiir die Platzierung eines Standortes mit optimaler Versorgungslage ist
daher die Modellierung als Centdianproblem sinnvoll, die Losung lasst sich dann
auch parametrisch steuern. Uber den Aspekt der teilweisen Abstofung kénnen zu-
sétzlich noch unerwiinschte Einflussfaktoren eingebunden werden.

Andererseits gibt es jedoch aufgrund der doch sehr speziellen Struktur dieser Pro-
blemklasse viele Aufgabenstellungen, in denen sich eine Modellierung als Centdian-
problem gegeniiber Median- und Centerproblem als nachteilhaft erweist und deren
Schwiichen sogar kombiniert und verstirkt. Zudem besitzen sowohl das Medianpro-
blem (SP) als auch das Centerproblem (CP) bereits sehr viele freie Parameter, so
dass eine Formulierung als Centdianproblem oftmals nur zu einer erh6hten Komple-
xitat der Aufgabenstellung ohne entsprechenden Vorteil fiihrt.

Eine sorgfiltige Analyse der Problemstellung ist daher hier noch wichtiger, um zu
bestmoglichen Ergebnissen zu gelangen. Weiterhin gilt fiir das Centdianproblem, wie
auch fiir die {ibrigen skalaren Modelle, dass eine Gewichtung der Standorte vor der
weiteren Untersuchung gegeben sein muss. Auch wenn dies hier teilweise noch durch
die inneliegende Parametrisierung ausgeglichen werden kann, so ist doch bei einem
volligen Fehlen von Ideen zu moglichen Gewichtungen die im Folgenden vorgestellte
mehrkriterielle Formulierung vorzuziehen.
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1.2.5 Mehrkriterielle Formulierung

Wihrend sich die drei bisherigen Ansétze dadurch dhneln, dass sie alle skalare Ziel-
funktionen besitzen, geht man bei der mehrkriteriellen Formulierung einen anderen
Weg. Anstatt die einzelnen Abstandsfunktionen zu den existierenden Standorten,
welche jeweils Abbildungen in die reellen Zahlen sind, auf irgendeine Weise wieder
zu einer reellwertigen Zielfunktion zu verkniipfen, fasst man sie nun stattdessen zu ei-
nem Vektor zusammen. Dieser fungiert dann als Zielfunktion fiir das mehrkriterielle
Problem, seine Dimension entspricht dabei der Anzahl der existierenden Standorte.

Das veréndert die gesamte Aufgabenstellung grundlegend. Da sich Vektoren iiber
den reellen Zahlen, anders als die reellen Zahlen selbst, im Allgemeinen nicht direkt
miteinander vergleichen lassen, bendtigen wir zundchst einen neuen Losungsbegriff.
Wir werden dafiir das Konzept der schwachen Pareto-Minimalitédt benutzen und su-
chen daher anschaulich nach Elementen, deren Abbild unter der Zielfunktion sich
nicht in ausnahmslos allen Komponenten noch weiter verbessern lasst. In Sektion
2.1.4 werden wir darauf zuriickkommen und diesen Losungsbegriff mathematisch
exakt formulieren.

Auch die Modellierung der Problemstellung weicht bei diesem Ansatz von denen der
vorherigen Sektionen ab. Vollig anders als bei skalaren Problemen ist die genaue Ge-
wichtung der Standorte abseits von positiv/negativ ndmlich komplett unerheblich.
In Kapitel 7 werden wir auch noch genau darauf eingehen, wieso dies in mehrkriteri-
ellen Aufgabenstellungen der Fall ist. Es reicht hier also aus, abstofsende Standorte
mit einem Minuszeichen zu versehen. Daher ordnen wir nun anziehenden Standorten
den Faktor 1 und abstofenden Standorten den Faktor —1 zu, um das Problem zu
modellieren. Damit ergibt sich das zu l6sende Problem als

dl (ZE, al)

d.(x,a") .
= ’ — V- : MP
f(l’) _dr+1(x7 ar—l—l) V;Z%}Lln ( )

—dp(z,a™)

Es ist wieder # € R der neu zu bestimmende Standort und a',...,a™ € R sind
die existierenden Standorte, die Zielfunktion f bildet damit also von R™ nach R™
ab. Die ersten r Standorte a', ..., a" mit 0 < r < m sind wiederum die anziehenden
Standorte (hier mit Faktor 1), die iibrigen m — r Standorte a"*',... a™ die ab-

stofsenden Standorte mit Faktor —1. Aufterdem ist wieder jedem der existierenden
Standorte a* mit 1 < k < m eine Abstandsfunktion d;: R™ x R" — R zugeordnet.
In den Spezialfillen » = m und r = 0 geht auch diese Zielfunktion in die jeweiligen
Zielfunktionen der klassischen konvexen bzw. konkaven Theorie iiber.

Obwohl sich die mehrkriterielle Formulierung so stark von den bisherigen Ansét-
zen unterscheidet, &ndern sich im Klassifikationsschema nur zwei Positionen. Einem
mehrkriteriellen Standortoptimierungsproblem mit teilweiser Abstoflung wird das
Schema 1/R"/wy, = £1/e/m—3" . zugeordnet. Es soll ein neuer Standort so in R"
platziert werden, dass dieser schwach Pareto-minimal unter der m-komponentigen
Zielfunktion ist, wobei Anziehung und Abstofung der existierenden Standorte so-
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wie deren noch festzulegende Abstandsfunktionen beriicksichtigt werden. Position
5 sagt insbesondere aus, dass die Vektorzielfunktion komponentenweise Summen-
zielfunktionen als Eintrége besitzt, diese bestehen bei uns allerdings nur aus jeweils
einem Element. Fiir ein mehrkriterielles Problem mit (moglicherweise verschiede-
nen) norminduzierten Abstandsfunktionen ergibt sich entsprechend die Klassifikati-

on 1/R" /wy = £1/0 /m — 3

wpar”

Im Unterschied zu den skalaren Problemstellungen ist die Losungsmenge mehrkrite-
rieller Standortoptimierungsprobleme im Allgemeinen tiberabzéahlbar. Darum bedarf
es eines Entscheidungstrigers, der im Anschluss an die mathematische Losung des
mehrkriteriellen Problems aus dieser Menge noch die fiir ihn am besten geeignete
Moglichkeit fiir den neuen Standort auswéahlt. Da andererseits keinerlei Gewichte
mehr notwendig sind, verschiebt sich der externe Faktor weg von der Modellierung
des Problems zur tatséchlichen Auswahl einer Losung.

Dies stellt einen entscheidenden Vorteil des mehrkriteriellen Ansatzes dar: Gibt es
keine Vorgabe an Gewichten oder ist ungewiss, welche Wichtung geeignet ist, dann
kann mit der mehrkriteriellen Formulierung trotzdem sinnvoll eine Aufgabenstellung
modelliert werden. Damit ist es moglich, einen Uberblick iiber die Losungsmenge zu
gewinnen und gegebenenfalls auch Gewichte fiir eine andere Zielfunktion zu finden.
Wir werden in Kapitel 7 bei der Untersuchung mehrkriterieller Problemstellungen

sehen, dass in dieser Hinsicht sogar eine sehr enge Verkniipfung zwischen den Pro-
blemen (MP) und (SP) besteht.

Die entstehende Losungsmenge stellt allerdings auch einen grofen Nachteil dieser
Modellierung dar, da in der Praxis zum tatséchlichen Festlegen eines einzigen neu-
en Standortes (fast) immer noch der Input eines Entscheidungstrigers notwendig
ist. Oftmals sind diese Entscheidungstriger dann von der Vielzahl an Mo6glichkeiten
schlicht iiberfordert oder wihlen eine Option, die sich mit keiner der vorab formu-
lierten moglichen Gewichtungen in Einklang bringen lésst.

Zudem sind von vornherein alle Standorte gleich wichtig und werden in der Zielfunk-
tion gleichermafen beriicksichtigt. Entsprechend bieten mehrkriterielle Modelle in
dieser Hinsicht die gleichen Vor- und Nachteile wie Medianprobleme und sind damit
auch am besten fiir solche Problemstellungen geeignet, fiir die bei Vorgabe einer Ge-
wichtung ein Medianproblem genutzt werden wiirde. Fiir andere Aufgabenstellungen
ist eine Formulierung als Centerproblem oder Centdianproblem meist effektiver.

1.3 Aufbau der Arbeit

In diesem ersten Kapitel wurde die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit vorgestellt:
Wir wollen die bisher grofstenteils nicht bekannten Limiting-Subdifferentiale fiir po-
sitive und negative £,-Normen konkret berechnen und anschliefend mithilfe dieser
Berechnungen sowie eines neuen und vereinheitlichten Ansatzes notwendige Optima-
litdtsbedingungen fiir eine Vielzahl praktisch hochrelevanter, nichtkonvexer Stand-
ortoptimierungsprobleme herleiten, fiir die solche Bedingungen bisher iiberhaupt
nicht oder nur bruchstiickhaft existieren. Die unterschiedlichen zu betrachtenden
Aufgabenstellungen haben wir in diesem Kapitel dafiir exakt formuliert und klassi-
fiziert sowie in den historischen und mathematischen Kontext eingeordnet.
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In Kapitel 2 steht zunéchst eine Rekapitulation grundlegender, aber unverzichtbarer
analytischer Begriffe wie Metriken und Normen oder Stetigkeit an. Da unsere Arbeit
wesentlich auf dem approximierenden Subdifferential nach IToffe und dem Limiting-
Subdifferential nach Kruger und Mordukhovich aufbaut, werden wir dann zunéchst
die allgemeine Theorie der Subdifferentiale darlegen und dabei neben den genann-
ten auch noch weitere Subdifferentiale prasentieren. Anschliefsend werden wir jedoch
ausfithren, warum sich aus der Vielzahl von Subdifferentialbegriffen fiir den nicht-
konvexen Fall genau diese beiden fiir unsere Zwecke als besonders geeignet erweisen.
Kapitel 2 wird fortgefithrt durch die explizite Vorstellung des approximierenden
und des Limiting-Subdifferentials sowie des jeweiligen Subdifferentialkalkiils. Den
Abschluss dieses Kapitels bildet ein Vergleich beider Subdifferentiale, insbesondere
fiir die von uns betrachteten Aufgabenstellungen.

Beginnend mit dem folgenden Kapitel 3 prasentieren wir die im Rahmen dieser
Promotion erarbeiteten eigenen Resultate. Wahrend es fiir die vorgestellten Subdif-
ferentiale fiir nichtkonvexe Funktionen zwar eine Vielzahl theoretischer Betrachtun-
gen gibt, ist ihre praktische Anwendung aufgrund der Schwierigkeit der Berechnun-
gen jedoch hochst selten moglich. Wir werden hingegen die approximierenden bzw.
Limiting-Subdifferentiale von verschiedenen Normfunktionen und ihren Negativen
konkret berechnen, was uns iiberhaupt erst den Zugang zum gewiinschten subdif-
ferentialbasierten Ansatz zur Herleitung von Optimalitdatsbedingungen ermoglicht.
Weiter stellen wir auch das Limiting-Subdifferential fiir die Maximumsfunktion und
das Limiting-Subdifferential eines nichtlinearen Skalarisierungsfunktionals vor.

Auf diesen Ergebnissen basieren die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die
soeben dargestellten Modellierungen, welche den inhaltlichen Schwerpunkt der Ar-
beit bilden. Im nun folgenden Kapitel 4 stellen wir diese Optimalitdtsbedingungen
und ihre Herleitungen zunéchst fiir das skalare Medianproblem vor. Dieses Kapitel
ist nochmals zweigeteilt, wobei das erste Unterkapitel die Resultate fiir solche Me-
dianprobleme enthélt, bei denen spezielle Metriken als Maf fiir die Einzelabstande
genutzt werden. Im zweiten Unterkapitel werden wir anschlieffend das wichtigste
Resultat dieser Promotion in Form einer notwendigen Optimalititsbedingung fiir
Medianprobleme mit gemischten ¢,-Normen vorstellen und beweisen.

Ebenso werden wir in den Kapiteln 5, 6 und 7 neuartige notwendige Optimalitéts-
bedingungen fiir Centerprobleme, Centdianprobleme und mehrkriterielle Probleme
unter der Nutzung verschiedener Abstandsfunktionen prasentieren. Allerdings stel-
len wir in diesen Kapiteln jeweils das Resultat zu Problemstellungen mit gemischten
¢,-Normen vorweg, welches sich durch unseren Ansatz stets auf die notwendige Op-
timalitdtsbedingung eines zugehorigen Medianproblems zuriickfiihren lisst. Von die-
sem allgemeinen Resultat gehen wir dann zu den spezielleren Betrachtungen iiber.

Im vorletzten Kapitel 8 diskutieren wir noch kurz die Verwendung der Resultate
in Losungsalgorithmen als méglichen Anwendungsbereich der erzielten Ergebnisse.
Dabei werden wir auch sehen, dass sich hierdurch bereits existierende Algorithmen
fiir konvexe Falle harmonisch erweitern lassen.

Abgeschlossen wird die Arbeit mit Kapitel 9, in welchem die erreichten Resulta-
te nochmals reflektiert sowie weitere offene Fragestellungen und mégliche Ankniip-
fungspunkte an diese Arbeit aufgezeigt werden.
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2 Mathematische Grundlagen

Im folgenden Kapitel soll die mathematische Basis fiir unsere gesamte Arbeit geschaf-
fen werden, um danach auf diesen Grundlagen aufbauend weiterfithrende Resultate
erzielen zu kénnen. Dazu werden zunéchst alle benotigten Begriffe eingefiihrt bzw.
wiederholt und einige Bezeichnungen festgesetzt. Wir werden dabei noch eine Zwei-
teilung vornehmen zwischen analytischem und algebraischem Basiswissen und der
spezielleren, aber fiir diese Arbeit unerlésslichen, verallgemeinerten Differentiation.

2.1 Analytische und algebraische Grundlagen

Dieses Unterkapitel soll also zuerst eine kurze Wiederholung grundlegender Begriffe
aus Analysis und (linearer) Algebra liefern, welche fiir diese Arbeit von grofter Be-
deutung sind. Das beinhaltet vor allem Metriken und Normen sowie die zugehorigen
Réaume, topologische Grundbegriffe, Eigenschaften der betrachteten Funktionale,
insbesondere verschiedene Arten der Stetigkeit, sowie die Skalarisierung. Wir grei-
fen fiir diese Definitionen auf verschiedene Grundlagenwerke beider Bereiche zuriick
und wenden sie in geeigneter Weise an.

2.1.1 Metrische und normierte Raume

Metrische und normierte Rdume sind auf gleich zweierlei Art essentiell fiir unsere
Arbeit: Einerseits werden sie zur Definition der verallgemeinerten Subdifferentiale
in Unterkapitel 2.2 ben6tigt und andererseits liefern Metriken und Normen uns die
Abstandsmafe in den zu untersuchenden Optimierungsproblemen (vgl. Unterkapitel
1.2). Wir werden uns schrittweise von allgemeinen zu immer spezielleren Rdumen
bewegen und beginnen dabei mit der Definition von Vektorrdumen, welche wir an
Definition 2.5.4 in Behrends (2004a) anlehnen.

Definition 2.1.1

Es seien K ein Korper, V' eine Menge, +: V x V' — V eine innere Abbildung

sowie -: K x V. — V eine dukere Abbildung. Wir nennen das Tripel (V,+,-)
einen Vektorraum iiber dem Koérper K oder einen K-Vektorraum, wenn
fiir alle u,v,w € V und «, f € K die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(V1) u+ v =v+u (Kommutativgesetz)
(V2) u+ (v +w) = (u+v) +w (Assoziativgesetz)

(V3) Es existiert ein Element 0y € V mit v + 0y = Oy +v = v (neutrales
Element oder Nullelement beziiglich + ).

(V4) Es existiert ein Element —v € V mit v + (—v) = 0 (inverses Element
beziiglich +).

(S1) a- (u+v) = (a-u) + (- v) (Distributivgesetz)
(52) (a+5)-v=(a-v)+(8-v)
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(83) (a-B)-v=a-(8-v)
(S4) Fiir das Einselement 1 € K gilt 1-v = v.

Die gebrauchlichsten K-Vektorrdume sind Vektorrdume iiber den Korpern der re-
ellen Zahlen R oder der komplexen Zahlen C. Wenn aus dem Zusammenhang er-
sichtlich ist, welche Abbildungen den Vektorraum (V) +,-) definieren, so werden wir
diesen nur mit V' bezeichnen. Lésst sich zusétzlich noch eine Art  Mafsfunktion“ eta-
blieren, so erhalten wir die fiir uns so wichtigen metrischen und normierten Réaume,
diese findet man auch als Definition 3.1.1 und 3.1.2 bei Behrends (2004a).
Definition 2.1.2
Fiir eine beliebige Menge M heiit die Abbildung dy;: M x M — R Metrik

oder Abstandsfunktion auf M, wenn d,, fiir alle x,y,z € M die Bedingungen

(M1) dp(z,y) > 0 und dy(z,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist (Definitheit),

(M2) dy(z,y) = dy(y, ) (Symmetrie) und

(M3) dy(z,z) < dp(z,y) + du(y, z) (Dreiecksungleichung)

erfiillt. Ist M ein Vektorraum, so nennen wir das Tupel (M,dy;) einen metri-
schen Raum.

Definition 2.1.3

Es sei X ein Vektorraum tiber dem Koérper K der reellen oder der komplexen
Zahlen. Wir nennen || - ||x: X - Ry :={x € R| x > 0} eine Norm auf X und
(X,]| - |lx) einen normierten Raum, wenn || - ||x fiir alle x,y € X und o € K
die folgenden FEigenschaften erfiillt:

(N1) Es ist |z|]|x = 0 genau dann, wenn x = 0 ist (Definitheit),
(N2) ||lax||x = |al||z||x (Homogenitét) und
(N3) ||z +yl|lx < |lz|lx + ||yllx (Dreiecksungleichung).
Zwischen Metriken und Normen besteht iiberdies ein wichtiger Zusammenhang:

Bemerkung 2.1.1
Jede Norm erzeugt mittels dx (x,y) := ||z —y||x in eindeutiger Weise eine Metrik
auf X bzw. auf Teilmengen von X, die induzierte Metrik.

Fiir uns ist besonders die folgende Klasse von Normen auf endlich-dimensionalen
RéAumen von hohem Interesse, da deren induzierte Metriken als Abstandsfunktionen
fiir in die Unterkapitel 1.2 modellierten Aufgabenstellungen fungieren.

Lemma 2.1.1
Fiir jedes p € RU {400} mit p > 1 ist durch die Funktion | - ||,: R® — R mit

1
n P
|z, == (ZW’) firpeR  bzw. ||| = max}]:z:i\

i€{l,...,n
=1 {

eine Norm auf R" definiert, die sogenannte {,-Norm.
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Beweis: Es lésst sich leicht nachrechnen, dass fiir all diese Funktionen die Eigenschaf-
ten (N1) — (N3) aus Definition 2.1.3 erfiillt sind. |

Abbildung 2.1 zeigt fiir wichtige Spezialfdlle der £,-Normen, namlich fiir die Manhat-
tan-Norm /; (links), die euklidische Norm ¢y (Mitte) und die Maximums-Norm (.
(rechts), die Einheitssphiren in der Ebene, also die Menge aller Punkte in R? mit
einer Norm von 1.

Abbildung 2.1: Einheitssphéren von Manhattan-Norm, euklidischer Norm und Maxi-
mums-Norm in R? (eigene Darstellung mit GeoGebra)

Die von den £,-Normen induzierten Metriken werden auch als Minkowski-Metriken
bezeichnet und bilden in dieser Arbeit die Basis fiir die Messung der Einzelabstdnde
in unseren Standortoptimierungsproblemen. Abbildung 2.1 verdeutlicht nochmals,
welchen grofen Einfluss die Wahl dieses Abstandsmafes auf die zu untersuchenden
Problemstellungen hat.

Die néchste von uns betrachtete Klasse von Radumen sind die Banachrdume, deren
Definition sich unter anderem als Definition 1.1.2 in Werner (2018) findet.

Definition 2.1.4

FEin Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Raum (X, || - ||x), also ein
normierter Raum, in dem jede Cauchy-Folge aus Elementen von X in der von
der Norm induzierten Metrik konvergiert.

Obgleich Banachrdaume in unserer Arbeit eine essentielle Rolle spielen, wiirde eine
komplette Einfithrung des Begriffes der Vollstandigkeit den Rahmen dieses Kapitels
sprengen. Hierzu sei daher, ebenso wie fiir sonstige weiterfithrende Aussagen zu die-
sem Grundlagenkapitel, auf die Vielzahl an Biichern iiber Grundlagen der Analysis
und Funktionalanalysis verwiesen, zum Beispiel Behrends (2004a,b), Gopfert und
Riedrich (1994) oder Werner (2018).

Die von uns betrachteten Rdume haben aufgrund des folgenden Resultates (Korollar
1.2.6 in Werner (2018)) immer die Banach-Eigenschaft.
Satz 2.1.1

Jeder endlich-dimensionale normierte Raum ist ein Banachraum.
Wir werden in den néchsten beiden Sektionen mit den topologischen Vektorrdumen

und den Asplundrdumen noch zwei weitere wichtige Arten von Rdumen einfiihren.
Dafiir benétigen wir aber zunéchst einige weitere Begrifflichkeiten.
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2.1.2 Topologien, Stetigkeitseigenschaften und Konvexitat

In der folgenden Sektion werden wir grundlegende Eigenschaften von Funktionen
und Mengen definieren, auf die wir spéater fortwahrend zuriickgreifen werden. Von
besonderer Wichtigkeit sind hierbei die unterschiedlichen Stetigkeitsbegriffe, welche
fiir die Arbeit mit Subdifferentialen unerlésslich sind.

Dabei wird im Folgenden die Menge R der (affin) erweiterten reellen Zahlen eine
grofse Rolle spielen, diese besteht aus den reellen Zahlen zuziiglich zweier Elemente
,minus unendlich“ (—oo) und ,plus unendlich” (+oc), also R := RU{—o0, +oc}. Fiir
die beiden zusétzlichen Elemente sollen die folgenden iiblichen Rechenregeln gelten,
wobei a stets eine beliebige (endliche) reelle Zahl darstellt:

Vergleiche und Negation: —oo < a < +00
—(+o0) = Foo
Addition/Subtraktion: (£o00) +a =a+ (£o0) = £oo
+00 + (+00) = 00

—00 + (—00) = —00
Multiplikation: (£o00)-a=a-(+oo) = +oo fira >0
(£00)-a=a-(+oo) = Foo fira <0
(£00) - (+00) = (+00) - (F00) = +oo
(£00) - (=00) = (—00) - (00) = Foo
Division: ﬁ =
if“ =doo fiira>0
+oo

= =Foo fiira <0

Neben Ausdriicken wie §, welche bereits auf R undefiniert sind, gibt es auf R leider
zahlreiche weitere Operationen, die nicht definiert werden kénnen ohne grundlegen-
de Rechengesetze oder das Permanenzprinzip zu verletzen, so zum Beispiel 0 - (£00)

oder (+00) + (—00).

Fiir Funktionen, die auf diese erweiterten reellen Zahlen abbilden, fiithren wir einige
Begriffe ein, die uns im néchsten Unterkapitel 2.2 bei der Konstruktion der Sub-
differentiale von Nutzen sein werden (vgl. S.20 in Bot, Grad und Wanka (2009)).

Definition 2.1.5

Ist X eine nichtleere Menge und f: X — R, dann nennen wir die Menge
domf = {z € X | f(z) < +o0} den effektiven Definitionsbereich oder
Domain von f. Ist f(x) > —oo fiir alle x € X und dom f # (), so heift [ ei-
gentlich. Weiter ist mittels epi f := {(z,7) € X x R | f(z) <r} der Epigraph
von f definiert.

Wir wollen die Definitionen und Aussagen in dieser Sektion sowie den folgenden
Sektionen und Kapiteln stets so allgemein wie moglich formulieren. Deshalb ist es
vielfach bereits eine zu starke Forderung, den zugrunde liegenden Raum als me-
trisch oder gar normiert vorauszusetzen. Aus diesem Grund fithren wir zunéchst
noch die Klasse der topologischen Vektorrdume ein, welche entsprechend schwicher
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strukturiert sind. Die dafiir im Folgenden bendétigten topologischen Grundbegriffe
entnehmen wir den Definitionen 2.1.7 und 2.1.10 in Tammer und Weidner (2020).

Definition 2.1.6

Es sei T eine nichtleere Menge und 7 C 27 eine Menge von Teilmengen von T.
Wir nennen 7 eine Topologie auf T', wenn

(T1) die Grundmenge T und die leere Menge () Elemente von 7 sind,

(T2) jede Vereinigung von (endlich oder unendlich vielen) Mengen aus T wieder
zu T gehort und

(T3) jeder Durchschnitt endlich vieler Mengen aus T ebenfalls wieder zu T gehort.

Die Elemente von 7 heifsen offene Mengen und das Tupel (T, 7) topologischer
Raum. Eine Menge A C T heifst abgeschlossen, wenn T\ A :={zx € T' |z ¢ A}
offen ist.

Wenn in dieser Arbeit topologische Eigenschaften auf metrischen Rdumen genutzt
werden, dann ist dies stets im Sinne der metrischen Topologie zu verstehen. Deren
Definition mithilfe offener Kugeln entspricht den Definitionen 3.41 und 3.42 bei
Manetti (2015).

Definition 2.1.7
Es sei (M,dy) ein metrischer Raum. Mit B,(z) = {y € M | dy(z,y) < r}

)
bezeichnen wir die offene Kugel und mit B,(z) := {y € M | dy(z,y) < r} die
abgeschlossene Kugel mit Radius r um x € M.

Die von der Metrik d; auf M induzierte Topologie T); nennen wir die metrische
Topologie. Dabei ist O € 1y fiir O C M (O ist also eine offene Menge beziiglich
der metrischen Topologie), wenn fiir jedes x € O ein € > 0 existiert, so dass
B.(x) C O gilt.

Weiterhin verlangen lokale Eigenschaften von Funktionen, wie zum Beispiel die lokale
(Lipschitz-)Stetigkeit, ein mathematisch exaktes Verstédndnis von Umgebungen von
Punkten. Wir nutzen dafiir Definition 2.1.8 in Tammer und Weidner (2020).

Definition 2.1.8
Es sei (T, T) ein topologischer Raum. Eine Menge U C T heiit Umgebung von
x € T, falls es eine offene Menge O € T mit x € O C U gibt.

Auf topologischen Rdumen koénnen wir, in analoger Weise zu Definition 2.1.16 in
Tammer und Weidner (2020), nun bereits eine der fiir uns wichtigsten Eigenschaften
von Funktionen definieren, die Stetigkeit.

Definition 2.1.9

Es seien (T, 1) und (S, o) topologische Rdume sowie f: T — S. Wir sagen, dass
f stetig in xq € T ist, wenn zu jeder Umgebung V von f(xq) eine Umgebung U
von xq existiert, so dass f(x) € V fiir jedes x € U gilt.

f heifst stetig (auf T'), wenn f in jedem Punkt x € T stetig ist.
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Indem wir fiir einen Vektorraum die Stetigkeit der ihn definierenden Abbildungen
fordern und so eine Verkniipfung zwischen algebraischer und topologischer Struktur
schaffen, gelangen wir zum Begriff der topologischen Vektorrdume (vgl. Definition
2.1.19 in Tammer und Weidner (2020)).

Definition 2.1.10

Es sei (V,+,-) ein K-Vektorraum, welcher zudem mit einer Topologie v verse-
hen ist. Wir nennen das Quadrupel (V,+, -, v) einen topologischen K-Vektor-
raum, wenn + und - stetige Operationen beziiglich der Topologie v sind.

Genau wie bei den K-Vektorrdumen aus Sektion 2.1.1 werden wir auch im Falle der
topologischen K-Vektorrdume auf die Angabe der Operationen bzw. der Topologie
verzichten, wenn diese aus dem Kontext klar ersichtlich sind.

Fiir unsere Arbeit benotigen wir neben der ,normalen Stetigkeit aus Definition 2.1.9
noch weitere Abstufungen dieses Begriffes. Diese Stetigkeitseigenschaften sichern uns
vor allem die Anwendbarkeit vieler Rechenregeln fiir die im néchsten Unterkapitel
folgenden Subdifferentiale. Die in diesem Zusammenhang wichtigste Art der Stetig-
keit ist die Lipschitz-Stetigkeit, wir orientieren uns bei deren Definition an Definition
3.3.2 in Behrends (2004a) und Definition 3.3.4 in Tammer und Weidner (2020).

Definition 2.1.11

Es seien (M,dy) und (N,dy) metrische Raume. Eine Funktion f: M — N
heifft Lipschitz-stetig auf My C M mit My # (), falls eine reelle Zahl L > 0
(eine Lipschitz-Konstante) existiert, so dass dy(f(x1), f(x2)) < L-dp (1, x9) fiir
alle xv,x9 € M, gilt.

f heift lokal Lipschitz-stetig auf M, wenn es zu jedem x € M, eine Umgebung
U C M von x gibt, so dass f auf My N U Lipschitz-stetig ist.

Lipschitz-Stetigkeit ist dabei eine stidrkere Anforderung an eine Funktion als Ste-
tigkeit, denn es gilt folgender Zusammenhang (siehe z. B. S.71 bei Tammer und
Weidner (2020) oder Satz 3.3.3 bei Behrends (2004a)):

Lemma 2.1.2

Es seien (M,dy;) und (N,dy) metrische Radume. Jede Funktion f: M — N,
welche in einer Umgebung von x € M lokal Lipschitz-stetig ist, ist stetig in x.
Insbesondere ist jede Lipschitz-stetige Funktion auch stetig.

Die Umkehrung dieses Resultates gilt im Allgemeinen nicht.

Die letzte Form der Stetigkeit, welche fiir uns von Interesse ist, ist die Unter- bzw.
Oberhalbstetigkeit einer Funktion. Wir entnehmen diese der Definition 3.3.5 in Tam-
mer und Weidner (2020).

Definition 2.1.12

Es sei (T,T) ein topologischer Raum. Eine Funktion f: T — R heift unter-
halbstetig in xo € T, wenn entweder f(xy) = —oo ist oder wenn fiir jedes h € R
mit h < f(x) eine Ungebung U C T von x, existiert, so dass h < f(x) fiir alle
x e U gilt.
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f heifst oberhalbstetig in xo, wenn — f unterhalbstetig in x ist, wenn also ent-
weder f(xy) = +oo ist oder wenn fiir jedes h € R mit h > f(x() eine Umgebung
U C T von x, existiert, so dass h > f(z) fiir alle x € U gilt.

Wir nennen die Funktion f unterhalbstetig bzw. oberhalbstetig, wenn f unter-
halbstetig bzw. oberhalbstetig in jedem Punkt x € T ist.

Man sieht leicht den Zusammenhang zwischen Unter- bzw. Oberhalbstetigkeit und
Stetigkeit, dies ist Lemma 3.3.7(b) in Tammer und Weidner (2020):

Lemma 2.1.3

Es sei (T, T) ein topologischer Raum und x € T. Die Funktion f: T — R ist
genau dann stetig in x, wenn f sowohl unterhalbstetig als auch oberhalbstetig in
ist. f ist genau dann stetig, wenn f sowohl unterhalbstetig als auch oberhalbstetig
ist.

Zu jeder der soeben eingefiihrten Arten von Stetigkeit gibt es mehrere dquivalen-
te Charakterisierungen, auf welche wir in dieser Arbeit aber nicht weiter eingehen
werden. Hierfiir sei stattdessen auf die einschlagige Literatur zu diesem Thema ver-
wiesen, beispielsweise auf die Biicher von Bot, Grad und Wanka (2009) oder von
Tammer und Weidner (2020).

Abbildung 2.2 veranschaulicht nochmals die verschiedenen Stetigkeitsbegriffe. Die

—1 firz<0
links abgebildete Funktion f(z) = 1'{1r TV st unterhalbstetig, aber nicht
1 fiir x >0

oberhalbstetig und damit in ihrer Gesamtheit auch weder stetig noch Lipschitz-
stetig. Sie ist allerdings stetig und lokal Lipschitz-stetig in jedem Punkt x # 0.

Hingegen ist die rechts abgebildete Funktion f(r) = z? zwar stetig (und damit
auch unter- und oberhalbstetig nach Lemma 2.1.3), aber nicht Lipschitz-stetig, da
ihr Anstieg nicht durch eine Lipschitz-Konstante beschriankt werden kann. Diese
Funktion ist aber trotzdem auf jeder Teilmenge ihres Definitionsbereiches R lokal
Lipschitz-stetig.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2 -2 -1 0 1 2

Abbildung 2.2: Beispielfunktionen zu Stetigkeitseigenschaften: Unterhalbstetigkeit
(links) und lokale Lipschitz-Stetigkeit (rechts) (eigene Darstellung mit GeoGebra)

Da Metriken und Normen einen zentralen Bestandteil dieser Arbeit bilden, ist es na-
tiirlich von besonderem Interesse fiir uns, die Stetigkeitseigenschaften dieser Funk-
tionen zu untersuchen.
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Bemerkung 2.1.2

In jedem normierten Raum (X, || -||x) gilt fiir beliebige z,y € X die umgekehrte
Dreiecksungleichung |||z|| x —||y|| x| < ||x—yl|/x. Auch in jedem metrischen Raum
(M, dyr) gilt stets |dy(z,y) — du(y, 2)| < dy(x,2) fiir alle z,y,z € M. Das
liefert aber gerade, dass alle Abstandsfunktionen und Normen Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante 1 sind.

Als letzte Eigenschaft von Funktionen wollen wir in dieser Sektion noch Konvexitét
definieren, denn diese nimmt, auch durch ihre Abwesenheit in unseren Aufgaben-
stellungen, in dieser Arbeit eine wesentliche Rolle ein. Wir orientieren uns dabei
an Definition 7.2.1 in Behrends (2004b) und ergénzen die Definition einer konvexen
Menge von S.262 im selben Buch.

Definition 2.1.13

Eine Teilmenge U eines K-Vektorraumes (V,+,-) heifst konvex, wenn fiir alle
xz,y € U und X\ € [0,1] auch \x + (1 — Ny € U gilt.

Auf einer konvexen Menge U C V nennen wir die Funktion f: U — R konvex,
wenn die Ungleichung f(Ax + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — \) f(y) fiir alle z,y € U
und A € [0, 1] erfiillt ist.

f heifst konkav, falls — f konvex ist.

2.1.3 Asplund-Raume

Gewisse Eigenschaften der verallgemeinerten Subdifferentiale aus Unterkapitel 2.2
gelten nicht in allen Banachrdumen, sondern nur in den noch spezielleren Asplund-
Réumen. Um diese im Folgenden einfiihren zu kénnen, wollen wir zundchst angeben,
was unter Dichtheit (Definition 3.1.11 in Behrends (2004a)) zu verstehen ist.

Definition 2.1.14

Es sei (M, dys) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge D von M heifit dicht in
M, wenn M die kleinste abgeschlossene Menge ist, welche D enthalt.

Eine alternative Charakterisierung (vgl. S.30 in Werner (2018)) ist, dass D genau
dann dicht in M ist, wenn jede nichtleere offene Teilmenge von M mindestens ein
Element von D enthalt.

Des Weiteren benotigen wir noch den Begriff der Fréchet-Differenzierbarkeit, dieser
findet sich z. B. als Definition 1.12 in Phelps (1993).

Definition 2.1.15

Es seien (X, | - [|x) und (Y,|| - |ly) normierte Radume sowie U eine offene Teil-
menge von X. Eine stetige Funktion f: U — Y heiit Fréchet-differenzierbar
in xg € U, wenn es eine stetige lineare Abbildung f'(x¢): X — Y gibt, so dass
zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert mit

1f (o + ) = f (o) — f'(wo)(@)lly < ellzflx

fiir alle x € X mit ||z||x < §. Die dadurch eindeutig bestimmte Funktion f’(z)
nennen wir die Fréchet-Ableitung von f in x.
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Damit konnen wir jetzt zunéchst die gelaufigste Definition der Asplund-Raume an-
geben, welche auch von Gopfert, Riedrich und Tammer (2017) als Definition 3.1.19
genutzt wird.

Definition 2.1.16

Ein Banachraum (X, | - ||x) heit Asplund-Raum, wenn jede konvexe stetige
Funktion f: U — R, wobei U eine offene konvexe Teilmenge von X ist, Fréchet-
differenzierbar auf einer dichten Teilmenge von U ist.

Mit dieser Definition lasst sich allerdings eher schlecht arbeiten, weswegen wir noch
eine weitere der vielen dquivalenten Darstellungen von Asplund-Riéumen angeben
wollen. Diese basiert auf der Betrachtung des stetigen Dualraumes, dessen Definition
entspricht Definition 3.3 in Gopfert, Riedrich und Tammer (2009).

Definition 2.1.17

Es sei (X,|| - ||x) ein normierter Raum. Die Menge aller (stetigen) linearen
Abbildungen auf X nennen wir den zu X gehdrigen (stetigen) Dualraum X*.

Der stetige Dualraum X* zu einem normierten Raum (X, || - || x) wird iiblicherweise
mit der Operatornorm
[ "]l = sup [2"(x)|
TEe
llzllx <1
versehen. Dadurch wird (X*, | - [|«) ebenfalls zu einem normierten Raum, sogar zu
einem Banachraum (siche Satz 3.4 in Gopfert, Riedrich und Tammer (2009)).

Fiir die folgenden Resultate benotigen wir aufserdem Separabilitdt und fiihren diese
daher analog zu Definition 1.2.9 bei Werner (2018) ein.

Definition 2.1.18
FEin topologischer Raum (T, T) heifst separabel, wenn es eine héchstens abzahl-

bare Teilmenge von T' gibt, die in diesem Raum dicht liegt.

Nun konnen wir Asplund-Raume wie gewiinscht alternativ charakterisieren, diese
Aussage findet sich z. B. als Theorem 2.34 in Phelps (1993).

Satz 2.1.2

Ein Banachraum (X, ||-||x) ist genau dann ein Asplund-Raum, wenn jeder sepa-
rable abgeschlossene Unterraum W von X einen separablen stetigen Dualraum
W* besitzt.

Fiir separable Banachraume gilt sogar das folgende, etwas scharfere Resultat, welches
ebenfalls im Buch von Phelps (1993) zu finden ist, dort als Theorem 2.19.

Satz 2.1.3

FEin separabler Banachraum (X, || - ||x) ist genau dann ein Asplund-Raum, wenn
X* separabel ist.

Die Zielfunktionen der in dieser Arbeit betrachteten und in Kapitel 1 prasentierten
Aufgabenstellungen sind immer Abbildungen aus dem R"™. Als Schlussfolgerung aus
Satz 2.1.3 konnen wir nun direkt eine Aussage iiber dessen Asplund-Eigenschaft
treffen.
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Korollar 2.1.1
R" ist ein Asplund-Raum.

Beweis: R" ist separabel, da Q™ abzéhlbar ist und dicht in R” liegt. Damit ist auch
(R™)* = R™ separabel und die Asplund-Eigenschaft folgt sofort aus Satz 2.1.3. |

Interessant ist nun noch die Frage, welche der weiteren héufig untersuchten Ba-
nachrdume die Asplund-Eigenschaft besitzen und welche nicht. Khan, Tammer und
Zalinescu (2015) geben in Bemerkung 3.5.4 an, dass neben den von Satz 2.1.3 er-
fassten Banachrdumen auch jeder reflexive Banachraum (das heiftt, jeder Banach-
raum der seinem Bidualraum entspricht) ein Asplund-Raum ist. Beispielsweise sind
die Folgenrdume ¢q und [ sowie die Funktionenrdume LP[0,1] fir 1 < p < 400
Asplund-Riume, [* und [* sind hingegen keine.

2.1.4 Losungskonzepte und Skalarisierung

Diese letzte Sektion zu den algebraischen und analytischen Grundlagen beschéf-
tigt sich vor allem mit den Begriffen, welche zur Behandlung des mehrkriteriellen
Problems (MP) unverzichtbar sind. Da im vektoriellen Fall zwei Elemente im All-
gemeinen nicht mehr direkt miteinander vergleichbar sind, benotigen wir zunéchst
einen geeigneten Losungsbegriff. Auferdem wollen wir uns mit Skalarisierung be-
schaftigen, um Beziehungen zwischen Losungen der mehrkriteriellen Aufgabe und
solchen des skalaren Medianproblems herstellen zu konnen.

Im skalaren Fall unterscheiden wir im Wesentlichen nur zwischen lokalen und glo-
balen Minimalstellen einer Funktion, deren Definitionen wir zunéchst rekapitulieren
wollen (vgl. S.35/36 in Forst und Hoffmann (2010)).

Definition 2.1.19

Es sei (V,+,-,v) ein topologischer K-Vektorraum und f:V — R. Wir sagen,
dass o € V ein globales Minimum von f ist, wenn f(zo) < f(z) fiir alle
x eV gilt.

Gibt es eine Umgebung U C V' von zg mit f(xg) < f(z) fiir alle x € U, so
nennen wir xo ein lokales Minimum von f.

Fiir mehrkriterielle Problemstellungen gibt es hingegen deutlich mehr unterschiedli-
che Losungsbegriffe. Am héufigsten wird dabei das Konzept der (Pareto-)Minimali-
tét genutzt, beispielsweise auch von Gerth und Weidner (1990) in ihrer wegweisenden
Arbeit zur Skalarisierung.

Zum Rechnen mit Mengen und mengenwertigen Funktionen benttigen wir zunéchst
noch eine Addition und eine Skalarmultiplikation und folgen dabei Definition 1.2 bei
Jahn (2004). Sind also A und B zwei Teilmengen eines Vektorraumes (V, +, ) iiber
dem Korper R sowie t € R, dann definieren wir A+ B := {a+b|a € A, b € B} (ins-
besondere a+ B := {a+b | b€ B} firjedesa e V),A—B:={a—blac A be B}
und t-A:={t-a|a€ A}

Die folgende Definition der Minimalitdt im vektoriellen Fall entspricht Definition
3.1 bei Gerth und Weidner (1990) oder Definition 2.4.1 bei Khan, Tammer und
Zalinescu (2015).
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Definition 2.1.20

Es seien (W, ®, ®,w) ein topologischer K-Vektorraum und D C W, F C W
nichtleere Mengen. Ein Punkt yo € F' heifst minimales Element von F' beziig-
lich D, wenn fiir jeden Punkt y € F mit yy € y+ D schon y = yq folgt. Die Menge
aller minimalen Elemente von F beziiglich D bezeichnen wir mit Min(F, D).

Ist auch (V,+,-,v) ein topologischer K-Vektorraum, A C V und f: V — W,
dann nennen wir ro € A ein Minimum von f iiber A beziiglich D, wenn

f(zo) € Min(f(A), D) erfiillt ist.

Wir wollen fiir diese Arbeit dennoch ein anderes Losungskonzept nutzen, namlich
das der schwachen Minimalitdt. Gegeniiber anderen Minimalitéits- oder Effizienz-
begriffen liegt der Vorteil der schwachen Minimalitdt darin, dass die Menge aller
schwachen Minima einer Funktion oft zusammenhéngend ist oder andere niitzliche
Eigenschaften wie Abgeschlossenheit besitzt. Des Weiteren werden wir in Kapitel 7
sehen, dass genau die schwachen Minima des mehrkriteriellen Problems (MP) mittels
nichtlinearer Skalarisierung wesentlich mit den notwendigen Optimalitatsbedingun-
gen des skalaren Medianproblems (SP) verkniipft sind.

Vereinfacht dargestellt ist ein Element einer Menge genau dann schwach minimal,
wenn kein anderes Element dieser Menge in jeder Komponente ,besser ist. Eine
exakte Definition des Begriffes entnehmen wir Definition 3.2 bei Gerth und Weidner
(1990) oder Definition 2.4.2 bei Khan, Tammer und Zalinescu (2015).

Definition 2.1.21

Es seien (W, ®,®,w) ein topologischer K-Vektorraum, D C W eine Menge
mit nichtleerem algebraischen Inneren sowie F' C W nichtleer. Ein Punkt y, € F
heifit schwach minimales Element von F' beziiglich D, wenn kein Punkty € F
existiert, fiir welchen yy € y + int D gilt. Die Menge aller schwach minimalen
Elemente von F' beziiglich D bezeichnen wir mit WMin(F, D).

Ist auch (V,+,-,v) ein topologischer K-Vektorraum, A C V und f: V — W,
dann nennen wir xg € A ein schwaches Minimum von f iiber A beziiglich D,
wenn f(xg) € WMin(f(A), D) erfiillt ist.

Gilt in den obigen Definitionen 0 ¢ int D fiir die Ordnungsmenge D, dann folgt
wegen int D C D\ {0} sofort, dass jedes minimale Element auch schwach minimal
ist, insbesondere sind in der Menge aller schwach minimalen Elemente also stets
alle minimalen Elemente enthalten. Die Forderung 0 ¢ int D ist dabei praktisch
keine Einschrdnkung und wird von jeder relevanten Ordnungsmenge (z. B. auch von
jedem Ordnungskegel) erfiillt. Das folgende Lemma fasst diese Aussage nochmals
zusammen, vgl. Proposition 2.4.5 (iii) in Khan, Tammer und Zalinescu (2015).

Lemma 2.1.4

Ist (W, ®, ®,w) ein topologischer K-Vektorraum, D C W eine Menge mit nicht-
leerem algebraischen Inneren und 0 ¢ int D sowie F© C W nichtleer, dann gilt
Min(F, D) € WMin(F, D).

Wir fiihren als Néchstes das nichtlineare Skalarisierungsfunktional ein, welches wir
fiir die Herleitung von Optimalitatsbedingungen in Kapitel 7 nutzen werden. Dieses
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Funktional wurde erstmals in der Dissertation von Gerstewitz (1984) zur Herleitung
von Trennungssétzen fiir nicht notwendigerweise konvexe Mengen beschrieben. Zu-
dem wurden in dieser Arbeit auch entsprechende Eigenschaften des Funktionals zur
Skalarisierung von Vektoroptimierungsproblemen diskutiert und in spéateren Verof-
fentlichungen vertieft, siche dazu Gerstewitz und Iwanow (1985) und Gerth und
Weidner (1990). Aus diesem Grund wird das nichtlineare Skalarisierungsfunktional
in der Literatur héufig nur als Gerstewitz-Funktional bezeichnet. Auch der Name
Pascoletti-Serafini-Skalarisierung wird teilweise verwendet, da Pascoletti und Serafi-
ni (1984) ein skalares Ersatzproblem diskutiert haben, welches in seinen Grundziigen
mit der Skalarisierung iibereinstimmt, die durch das Gerstewitz-Funktional beschrie-
ben wird.

Die in unserer Arbeit verwendete Definition des nichtlinearen Skalarisierungsfunktio-
nals findet sich z. B. auf S. 6 in Bao, Hillmann und Tammer (2017) oder auf S. 39/40
in Gopfert, Riahi, Tammer und Zalinescu (2003).

Definition 2.1.22

Es seien (V,+,-,v) ein topologischer R-Vektorraum, A eine nichtleere Teilmen-
ge von V und k € V' \ {0} ein Richtungsvektor. Wir definieren die Funktion
war: V — R mittels

oar(y) =inf{teR |y eth— A} (2.1)

und nennen sie ein nichtlineares Skalarisierungsfunktional beziiglich der
Menge A und der Richtung k.

Bemerkenswert an der Definition des Skalarisierungsfunktionals ist, dass zunéchst
keine weiteren Anforderungen an die Menge A gestellt werden. Diese Menge kann
also beispielsweise hochgradig nichtkonvex sein und das nichtlineare Skalarisierungs-
funktional ist trotzdem wohldefiniert.

Allerdings werden wir spéter in Lemma 2.1.5 erkennen, dass viele wichtige Eigen-
schaften des Skalarisierungsfunktionals dennoch so stark mit Eigenschaften der Men-
ge A korrelieren, dass gewisse Forderungen an A unter praktischen Gesichtspunkten
unumganglich sind.

Fiir einige Eigenschaften des Skalarisierungsfunktionals und fiir dessen Anwendung
in den folgenden Kapiteln ist der Begriff des Kegels relevant, wir nutzen hier die
auch von Khan, Tammer und Zalinescu (2015) in Definition 2.1.9 verwendete Cha-
rakterisierung.

Definition 2.1.23

Es sei (V,+,-) ein R-Vektorraum. Eine nichtleere Menge C C V' heifst Kegel,
wenn fiir alle c € C' und A € R, auch Ac € C gilt.

Wir nennen den Kegel C

a) konvex, wenn aus c1,cy € C stets auch ¢; + ¢ € C folgt,
b) eigentlich, wenn C' # {0} und C # V ist und
c¢) spitz, wenn C'N —C = {0} gilt.
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Man sieht leicht, dass ein Kegel C' genau dann konvex ist, wenn C' eine konvexe
Menge ist.

Abbildung 2.3 veranschaulicht das nichtlineare Skalarisierungsfunktional aus Defi-
nition 2.1.22 im Raum R?. Als Menge A, beziiglich welcher das Skalarisierungsfunk-
tional definiert ist, fungiert hier mit A = R := {(a,b) € R* | a > 0,b > 0} der
gewohnliche Ordnungskegel in R? und als Richtungsvektor k = (1,2).

Anschaulich erhélt man dabei durch Verschiebung der Menge — A entlang des Strahls
tk verschiedene Niveaulinien des Funktionals, also Mengen von Punkten mit demsel-
ben Funktionswert. Davon sind in Abbildung 2.3 zwei Niveaulinien eingetragen: Die
Punkte Z, T und 7 liegen auf der Niveaulinie des Funktionswertes ¢, und die Punkte
¥, y und ¢ werden vom Skalarisierungsfunktional alle auf den Wert ¢, abgebildet.

tk

l\\\\\\\\\\i\\\\\\\\

t.k—A

A

\

Abbildung 2.3: Verschiedene Niveaulinien des Skalarisierungsfunktionals in R? be-
ziiglich der Menge R? und Richtung k& = (1,2) (eigene Darstellung mit GeoGebra)

/177717711114 4444 77717777

Zum Abschluss dieser Sektion kénnen wir nun noch eine Vielzahl niitzlicher Eigen-
schaften des Skalarisierungsfunktionals angeben, diese finden sich als Theorem 2.3.1
in Gopfert, Riahi, Tammer und Zalinescu (2003).

Lemma 2.1.5 (FEigenschaften des Skalarisierungsfunktionals)

Es seien (V,+,-,v) ein topologischer R-Vektorraum, A C V nichtleer und abge-
schlossen und k € V'\ {0} ein Richtungsvektor, so dass der von k erzeugte Strahl
in A liegt, das heifit, so dass

A+10,+0)-ECA (2.2)

gilt.
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Dann gelten fiir das mittels (2.1) definierte Funktional ¢ die folgenden Aus-
sagen:

a) pay Ist unterhalbstetig mit Domain dompay = Rk — A, fiir aller € R
sind die Niveaumengen des Funktionals gegeben durch

lveViparly) <r}=rk—A

und fiir Verschiebungen in Richtung k gilt ¢4 x(y + A\k) = war(y) + A fiir
beliebige y € V und )\ € R.

b) @ay ist konvex genau dann, wenn A konvex ist.

c) @ay ist positiv homogen, das heifst, es gilt par(\y) = Apax(y) fiir alle
y € V und \ > 0 genau dann, wenn A ein Kegel ist.

d) pay ist eigentlich genau dann, wenn A keine zu k parallelen Geraden ent-
hélt, wenn also fiir alley € V eint € R mit y + tk ¢ A existiert.

e) @a nimmt genau dann nur endliche Werte an, wenn A keine zu k parallelen
Geraden enthdlt und zusétzlich Rk — A =V gilt.

f) Fiir jede Menge B C V ist @4 B-monoton, das heifst, aus y» — y1 € B
folgt stets par(y1) < par(y2), genau dann, wenn A+ B C A gilt.

g) pay ist subadditiv, das heit, es gilt par(y1 + y2) < ©ar(v1) + par(y2),
genau dann, wenn A+ A C A gilt.

Erfiillen A und k aulerdem die Forderung
A+ (0,400) -k Cint A, (2.3)
so erhalt man weiterhin:

h) pay ist stetig und die Niveaulinien des Funktionals sind fiir alle r € R
gegeben durch
{y eV | varly) =r} =rk—DbdA.

2.2 Verallgemeinerte Differentiation

Das zweite Unterkapitel zu den Grundlagen dieser Arbeit befasst sich nun mit ver-
allgemeinerter Differentiation. Da unser ganzer Ansatz zur Herleitung von Optima-
litdtsbedingungen auf der Berechnung und Nutzung verallgemeinerter Subdifferen-
tiale fiir nicht notwendigerweise konvexe Funktionen beruht, ist es unerlésslich, diese
vorab griindlich zu studieren.

Dazu werden wir in Sektion 2.2.1 zunéchst eine kurze Einfiihrung in die Thematik
geben und darlegen, was unter Subdifferentialen sowohl im konvexen als auch im
nichtkonvexen Fall generell zu verstehen ist. Auferdem gehen wir darauf ein, wieso
sich unter den vielen Subdifferentialkonzepten genau die beiden von loffe und Kru-
ger/Mordukhovich als fiir unsere Zwecke am besten geeignet erwiesen haben.
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Des Weiteren sollen dann natiirlich diese beiden verallgemeinerten Subdifferentiale
ausfithrlich vorgestellt werden. Neben der Herleitung und Konstruktion des jeweili-
gen Subdifferentials beinhalten die Sektionen 2.2.2 und 2.2.3 auch einen Uberblick
iiber deren geschichtliche Entstehung sowie wichtige Resultate des einhergehenden
Subdifferentialkalkiils. Eben dieser Kalkiil ermoglicht es uns erst, die Berechnungen
der Subdifferentiale auch in unseren Aufgabenstellungen anzuwenden.

Abschliefsen wird dieses Unterkapitel eine kurze Gegeniiberstellung der beiden Sub-
differentiale in Sektion 2.2.4, gerade auch im fiir uns besonders interessanten Vek-
torraum R™.

2.2.1 Konzept und Theorie der Subdifferentiale

Bereits in der Schule lernt man, iiber die Nullstellen der Ableitungsfunktion Minima
und Maxima von Funktionen zu bestimmen. Viele Funktionen sind aber gar nicht,
nicht iiberall oder nicht an den fiir die jeweilige Anwendung wichtigen Funktions-
werten differenzierbar, womit diese Herangehensweise im Allgemeinen nicht mehr
zielfithrend ist. Zu den nicht (iiberall) differenzierbaren Funktionen gehoren dabei
schon so einfache Funktionen wie die Betragsfunktion auf den reellen Zahlen, welche
genau in ihrem globalen Minimum xy = 0 nicht differenzierbar ist.

Eine Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffes ist daher unumgénglich und ge-
schieht mittels der Subgradienten bzw. Subableitungen. Im klassischen Sinne sind
diese dabei zunéchst nur fiir konvexe Funktionen definiert, wir orientieren uns hier
an Definition 3.1.13 in Gopfert, Riedrich und Tammer (2017).

Definition 2.2.1

Es seien (X, || - ||x) ein normierter Raum, f: X — R eine konvexe Funktion und
zo € X mit |f(xg)| # +oo. Dann nennen wir die Menge

Of (zg) :={a" € X" |Vz e X: z"(x —x0) < f(x) — f(x0)}

das Subdifferential von f an der Stelle xy und die einzelnen Elemente von
0f(xy) Subgradienten oder Subableitungen von f an der Stelle x.

Ist hingegen |f(xq)| = +00, so setzen wir Of (zg) := 0.

Dieses Subdifferential wird manchmal auch als ,klassisches® Subdifferential oder
Fenchel-Subdifferential bezeichnet. Subgradienten wurden erstmals in den 1960er
Jahren eingefiihrt, vorrangig von Moreau (1962, 1963) und Rockafellar (1963, 1964),
eine sehr gute Ubersicht iiber das Thema liefert auch Rockafellar (1970).

Abbildung 2.4 zeigt die Betragsfunktion |- | auf den reellen Zahlen in schwarz sowie
rot gestrichelt einige Elemente ihres Subdifferentials an der Stelle 2y = 0. Man sieht
gut, warum die Bezeichnung Subgradienten sinnvoll ist: Wéhrend die Ableitung ei-
ner Funktion in einem Punkt zy die Tangente dieser Funktion an xq bildet und in
xo denselben Anstieg wie die Funktion hat, bilden die Elemente des Subdifferentials
gerade die Geraden, welche durch zy und ansonsten vollstédndig unterhalb des Gra-
phen bzw. hiéchstens auf dem Graphen der gegebenen Funktion verlaufen (wie hier
die Geraden mit Anstieg —1 bzw. 1).
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Abbildung 2.4: Subgradienten der Betragsfunktion in R an der Stelle 2o = 0 (eigene
Darstellung mit GeoGebra)

Der folgende Satz, zu finden als Theorem 25.1 in Rockafellar (1970), besagt, dass im
Falle differenzierbarer Funktionen Subgradient und Gradient iibereinstimmen und
somit das Subdifferential eine natiirliche Erweiterung des Differentials darstellt.

Satz 2.2.1

Es seien (X, || - ||x) ein normierter Raum, f: X — R konvex und zy € X, so
dass f(xg) endlich ist. Es ist f genau dann differenzierbar in xo, wenn V f(xg)
der einzige Subgradient von f an der Stelle x ist.

Es gibt fiir das Subdifferential fiir konvexe Funktionen einen umfangreichen Rechen-
kalkiil, aus welchem fiir uns besonders die Summenregel wichtig ist, diese findet sich
als Satz 3.1.2 im Buch von Gépfert, Riedrich und Tammer (2017).

Satz 2.2.2 (Summenregel fiir konvere Subdifferentiale)

Es seien (X, | - ||x) ein normierter Raum und fi,..., fr: X — R mit k > 2
konvexe Funktionale. Weiter existiere ein xq € X, so dass fi,..., fr in xo nur
endliche Werte annehmen und mindestens k—1 der Funktionale in x( stetig sind.

Dann gilt
k k
) (Z f,-) (z) = Za fi(z)

fiir alle x € X.

Fiir die Optimierung sind Subdifferentiale deswegen so wichtig, weil sie das Extre-
malprinzip zur Bestimmung der Minima einer Funktion von der Klasse der diffe-
renzierbaren Funktionen auf die Klasse aller konvexen Funktionen verallgemeinern.
Diese Aussage entspricht Satz 3.1.3 in Gopfert, Riedrich und Tammer (2017).
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Satz 2.2.3

Es seien (X, || - ||x) ein normierter Raum und f: X — R eine eigentliche und
konvexe Funktion. Dann ist xo € X genau dann eine (globale) Minimall6sung
des Problems f(x) — mi)r(l, wenn 0 € 0f(xz) ist.

e

Leider gehoren aber viele der Funktionen, welche besondere Relevanz fiir praktische
Anwendungen haben, auch nicht zur Klasse der konvexen Funktionen. Zu diesen
nichtkonvexen Funktionen zéhlen unter anderem die mit einem negativen Vorzei-
chen versehenen Abstandsfunktionen und Normen, welche auch in dieser Arbeit von
hochster Bedeutung sind.

Deswegen wurde in den nachfolgenden Jahren zunehmend versucht, den Subdiffe-
rentialbegriff entsprechend zu erweitern. Die ersten verallgemeinerten Subgradien-
ten etablierte Clarke (1973, 1975). Eine vollstindige Ubersicht iiber das Clarke-
Subdifferential mitsamt dem zugehorigen Kalkil findet man in Clarke (1983), bis
heute ist dies eines der am besten studierten und meistgenutzten Subdifferentiale
im nichtkonvexen Fall. Wir werden aber noch darauf eingehen, wieso es fiir unseren
Ansatz dennoch nicht geeignet ist.

In der Folge entwickelten sich bis heute mehrere Hundert verschiedene Subdifferen-
tiale fiir den nichtkonvexen Fall, die sich teilweise nur geringfiigig voneinander unter-
scheiden und deren Beziehungen untereinander fast uniiberschaubar sind. Wahrend
es fiir konvexe Funktionen genau ein Subdifferential im konvexen Sinne gibt, ist im
nichtkonvexen Szenario nicht einmal genau umrissen, was unter einem Subdifferen-
tial eigentlich zu verstehen ist. Selbst loffe, der seit Jahrzehnten zu den fiihrenden
Forschern auf diesem Gebiet gehort und der eines der wichtigsten Subdifferentiale
gepragt hat, musste eingestehen: It is probably hopeless (and likely unnecessary)
to find an appropriate formal definition of the concept.“ (Ioffe (2017), S. 151).

Im Wesentlichen lassen sich die verallgemeinerten Subdifferentiale jedoch in zwei
Gruppen einteilen: Die erste Gruppe besteht dabei aus den Subdifferentialen, die
an ein verallgemeinertes Differential angelehnt sind und aus diesem meist durch
Abschwéchung einer Gleichheitsbedingung zu einer Ungleichung hervorgehen. Alle
iibrigen Subdifferentiale der zweiten Gruppe entspringen hingegen mehr oder we-
niger komplex konstruierten Normalenkegeln an den Epigraphen des Funktionals,
Grenzwertbetrachtungen oder Kombinationen aus beidem.

Zu den wichtigsten Vertretern der erstgenannten Gruppe gehoren, neben dem bereits
erwiahnten Clarke-Subdifferential, das Fréchet-Subdifferential, das Dini-Hadamard-
Subdifferential (welches in der Literatur teils auch nur als Dini-Subdifferential oder
Hadamard-Subdifferential zu finden ist) und das Michel-Pernot-Subdifferential. Der
grofste Vorteil all dieser Subdifferentiale ist es, dass sie sich relativ einfach berechnen
lassen, meist sogar fiir die aus praktischen Problemstellungen entstehenden Zielfunk-
tionen. Damit einher geht allerdings auch ihr wesentlicher Nachteil, denn fiir diese
Berechnungen nutzt man nur sehr wenig von der Struktur der zugrunde liegenden
Funktion. Darum sind diese Subdifferentiale meist schon fiir einfache Funktionen auf
grofen Teilen ihres Domains leer, wie Ioffe (2000) auf S. 533 anmerkt. Weiterhin feh-
len diesen Subdifferentialen oftmals wichtige Rechenregeln, z. B. gelten tiblicherweise
nur unscharfe (fuzzy) und keine exakten Summenregeln. Zudem sind Subdifferen-
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tiale dieser ersten Gruppe stets konvexe Mengen, was unter anderem loffe (2017)
in Kapitel 4.5 zeigt. Diese meist sehr vorteilhafte Eigenschaft verkehrt sich jedoch
oft ins Negative, wenn man mittels Subdifferentialen notwendige Optimalitédtsbe-
dingungen herleiten will. Die Subdifferentiale sind dann némlich in einem gewissen
Sinne ,sehr grofs* und die aus ihnen abgeleiteten Aussagen verlieren somit massiv
an Nutzen, siche dazu beispielsweise S. 61 ff. in Mordukhovich (2018).

Zu der zweiten, wesentlich gréfseren Gruppe verallgemeinerter Subdifferentiale ge-
horen zuerst einmal natiirlich die von uns verwendeten Subdifferentiale, das appro-
ximierende Subdifferential nach Ioffe und das Limiting-Subdifferential nach Kruger
und Mordukhovich, aber beispielsweise auch das Bouligand-Subdifferential oder das
Rubinov-Subdifferential. Thre Berechnungen sind hochgradig technisch und komplex
und damit zwar fiir theoretische Betrachtungen bemerkenswert, fiir praktische Pro-
blemstellungen im Allgemeinen aber nicht nutzbar bzw. wurden solche moglichen
Anwendungen unseres Wissens nach in der Forschung bisher noch gar nicht the-
matisiert. Wir erschlieffen daher mit dieser Arbeit auch einen bisher unerforschten
Anwendungsbereich dieser Subdifferentiale.

Fiir ausfiihrlichere Betrachtungen sowohl zum historischen Hintergrund und zu den
Eigenschaften aller hier erwédhnten Subdifferentiale als auch zu weiteren Subdiffe-
rentialbegriffen verweisen wir an dieser Stelle auf die schier unermessliche Fiille an
Werken zu Variationsrechnung und verallgemeinerter Differentiation, von denen ins-
besondere die Biicher von Rockafellar und Wets (1998), Mordukhovich (2006a,b,
2018) und loffe (2017), die Artikel von Borwein und Zhu (1999) und loffe (2000,
2012) sowie die Referenzen in diesen empfehlenswert sind.

In der modernen Theorie der Subdifferentiale ist man aufgrund der Vielzahl an Sub-
differentialbegriffen grofstenteils zum Konzept des abstrakten Subdifferentials {iber-
gegangen. Statt einzelner, spezieller Subdifferentiale untersucht man dabei vielmehr
Klassen von Funktionalen mit gewissen Eigenschaften, welche man als grundlegend
und charakterisierend fiir ein Subdifferential ansieht, die jedoch auch je nach Autor
variieren konnen. Fiir diese Klassen von Funktionalen leitet man dann allgemein
weitere Resultate her, die fiir jedes spezielle Subdifferential, welches die Charak-
teristiken des abstrakten Subdifferentials erfiillt, sofort Giiltigkeit besitzen. Einen
ausfithrlicheren Einblick in diese Vorgehensweise liefern beispielsweise Kapitel 5.6 in
Gopfert, Riedrich und Tammer (2017) oder Kapitel 4.2 in Ioffe (2017). Dieses Modell
hat jedoch schon aus dem naheliegenden Grund, dass ein abstraktes Konzept keine
konkreten Berechnungen ermdglicht, fiir unsere Arbeit keine Relevanz.

Zum Abschluss dieser Sektion wollen wir noch kurz darlegen, weshalb wir in un-
serer Arbeit genau die Subdifferentiale nach Ioffe sowie Kruger und Mordukhovich
verwenden. Zunéchst ist fiir uns die Minimalitdt der verwendeten Subdifferentia-
le wichtig und zwar in dem Sinne, dass sie in einer Klasse von mengenwertigen
Funktionalen mit gewissen charakteristischen Eigenschaften in allen anderen Funk-
tionalen enthalten sind. Aussagen dieser Art findet man beispielsweise in Theo-
rem 9.7 in Mordukhovich und Shao (1996), als Proposition 2.45 in Mordukhovich
(2006a) oder auf S.537/538 in loffe (2000). Diese Minimalitétsforderung macht un-
ter anderem viele Subdifferentiale der ersten Gruppe obsolet, denn diese sind auf-
grund ihrer Konvexitat oft erheblich umfangreichere Mengen (so ist zum Beispiel das
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Clarke-Subdifferential fiir lokal Lipschitz-stetige Funktionen stets der Abschluss der
konvexen Hiille des Limiting-Subdifferentials, vgl. Theorem 3.57 in Mordukhovich
(2006a)). Es wiirden sich zwar in gleicher Art und Weise Optimalitidtsbedingungen
fiir die betrachteten Problemstellungen herleiten lassen, diese Bedingungen wéren
aber geradezu trivial.

Die iibrigen Subdifferentiale der ersten Gruppe sind fiir unsere Arbeit aufgrund
der weiteren, oben benannten Nachteile ebenfalls nicht geeignet. Zum einen ist die
Existenz einer exakten Summenregel fiir die Untersuchung der zusammengesetzten
Zielfunktionen aus Kapitel 1 unverzichtbar und zum anderen werden wir in den Be-
rechnungen von Kapitel 3 exemplarisch sehen, auf wievielen Punkten des Domains
das Dini-Hadamard-Subdifferential nur der leeren Menge entspricht. Fiir unsere Be-
trachtungen koénnen also nur Subdifferentiale der zweiten Gruppe in Frage kommen.

Aus dieser zweiten Gruppe sind das approximierende Subdifferential und das Limi-
ting-Subdifferential diejenigen, welche am weitesten verbreitet sind und schon in der
Vergangenheit grofes Forschungsinteresse erfahren haben. Daher gibt es zu beiden
Subdifferentialen sowohl einen breit gefacherten Rechenkalkiil als auch eine Viel-
zahl an Resultaten iiber ihre Figenschaften. Nicht zuletzt ist es iiberhaupt moglich,
beide Subdifferentiale fiir unsere Aufgabenstellungen explizit zu berechnen, dies ist
bei Weitem keine Selbstverstédndlichkeit und hebt sie in besonderem Mafse von den
iibrigen Konstruktionen ab.

In Sektion 2.2.4 werden wir aufserdem noch darauf eingehen, welche Zusammenhén-
ge zwischen dem approximierenden Subdifferential und dem Limiting-Subdifferential
bestehen, wo ihre Vor- und Nachteile liegen und vor allem, wieso wir in dieser Arbeit
iiberhaupt mit zwei verschiedenen Subdifferentialbegriffen operieren.

2.2.2 Das approximierende Subdifferential nach Ioffe

Wir wollen uns jetzt ausfithrlich mit den Grundlagen der beiden von uns verwen-
deten Subdifferentiale beschéftigen und beginnen dabei mit dem approximieren-
den Subdifferential. Im Jahr 1981 fing Alexander D. Ioffe mit der Einfiihrung einer
neuen Konstruktion an, die Ioffe (1981a) selbst damals noch als ,approximate M-
subdifferential“ bezeichnete. Interessant ist, dass die Benennung ,approximierend*
(approximate) dabei hochstwahrscheinlich auf einen Ubersetzungsfehler aus dem
Russischen und Franzosischen ins Englische zuriickzufiihren ist, wie beispielswei-
se Rockafellar und Wets (1998) auf S.347 anmerken. Das Subdifferential selbst ist
namlich exakt und in keiner Weise approximierend, der Name sollte urspriinglich
vielmehr, wie auch beim Limiting-Subdifferential, das Anndhern im Sinne eines
Grenzwertes zum Ausdruck bringen. Die Bezeichnung wurde allerdings nie korri-
giert und hat sich gleichsam mit dem Subdifferential etabliert.

In spéteren Arbeiten desselben Jahres verfeinerte Ioffe (1981b,c,d) die Definition des
approximierenden Subdifferentials und arbeitete weitere Ergebnisse aus, aber erst ei-
nige Jahre spiter wurde die finalisierte Theorie von Ioffe (1984, 1986, 1989) in einer
dreiteiligen Veroffentlichungsreihe zu ,Approximate subdifferentials and applicati-
ons* publiziert. Das M-Subdifferential ist in diesen Artikeln durch eine Aufteilung
zwischen zwei auf unterschiedliche Weise konstruierten Subdifferentialen ersetzt wor-
den, dem analytischen A-Subdifferential und dem geometrischen G-Subdifferential.
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Weitere Resultate wiesen in den 1990er-Jahren dann nach, dass das A-Subdifferential
in dieser Form ebenfalls redundant ist bzw. vollstindig vom G-Subdifferential ab-
gedeckt wird, so dass heutzutage mit dem Term approximierendes Subdifferential
stets das gemeint ist, was loffe in den Originalveroffentlichungen als Nukleus des
G-Subdifferentials (,nuclei of the corresponding G-subdifferentials, G-normal cones
etc. or just G-nuclei“, Toffe (1989), S.3) bezeichnet, vergleiche dazu Borwein und
Toffe (1996) sowie loffe (2000).

Auch unsere Arbeit orientiert sich in Bezug auf das approximierende Subdifferential
an den modernen Ver6ffentlichungen von Ioffe (2000, 2012, 2017) und folgt deren
dreischrittiger Vorgehensweise zur Definition desselben: Zuerst werden wir das ap-
proximierende Subdifferential ausschlieflich fiir lokal Lipschitz-stetige Funktionen
iiber Haufungspunkte des Dini-Hadamard-Subdifferentials definieren. Dieses werden
wir anschliefsend nutzen, um den zugehdrigen approximierenden Normalenkegel via
des approximierenden Subdifferentials der Abstandsfunktion zu beschreiben. Zuletzt
konnen wir dann das approximierende Subdifferential beliebiger Funktionen (mittels
der allgemein giiltigen Beziehung zwischen einem Subdifferential und dem mit ihm
verbundenen Normalenkegel) iiber gewisse Elemente des Normalenkegels an ihrem
Epigraphen definieren.

Fiir diese Konstruktionen benotigen wir also zunéchst die Definition des Dini-Hada-
mard-Subdifferentials. Dieses erhélt man, wie bereits weiter oben beschrieben, aus
der Dini-Richtungsableitung durch Abschwichung der Gleichheit zu einer Unglei-
chung, vgl. dazu auch S.123/124 in Borwein und Lewis (2006).

Definition 2.2.2
Es seien (X, || - ||x) ein normierter Raum und f: X — R eine Funktion, die in

x € X lokal Lipschitz-stetig ist und fiir die |f(x)| < 400 gilt. Dann heifst

d~ f(z,h) := liminf f(x +1th) - f(z)
t\,0 t

die (untere) Dini-Richtungsableitung von f im Punkt x in Richtung h € X.

Definition 2.2.3

Es seien (X, || - ||x) ein normierter Raum und f: X — R Iokal Lipschitz-stetig
inz e X. Gilt |f(z)| < 400, so nennen wir die Menge

O flz) ={a" e X" |Vhe X: (z",h) <d f(x,h)}

das Dini-Hadamard-Subdifferential von f in x und die einzelnen Elemente
dieser Menge Dini-Hadamard-Subgradienten von f in x.

Ist hingegen | f(z)| = 400, dann setzen wir 0~ f(x) := ().

Im Falle eines unendlich-dimensionalen Banachraumes (X, | - ||x) wird das appro-
ximierende Subdifferential als Schnittmenge von Haufungspunkten der Dini-Hada-
mard-Subdifferentiale auf abgeschlossenen, endlich-dimensionalen Unterrdumen de-
finiert. Ist £ ein solcher Unterraum von X, so setzen wir

O f(x) ={a" € X" |Vhe L: (z" h) <d f(z,h)}.
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Damit kénnen wir nun analog zu S. 534 in Ioffe (2000) das approximierende Subdif-
ferential fiir lokal Lipschitz-stetige Funktionen definieren.

Definition 2.2.4

Es seien (X,|| - ||x) ein Banachraum, f: X — R eine Funktion, die Iokal
Lipschitz-stetig in xy € X ist und fiir welche |f(xy)| < +oo gilt, sowie F die
Vereinigung aller endlich-dimensionalen Unterrdume von X. Die Menge

Ouf(xg) := ﬂ limsup d; f(z) = ﬂ ﬂ U 0, f(z)

cer PO LEF >0 ||z—ol|x <e
bezeichnen wir als das approximierende Subdifferential von f im Punkt x.
Fiir xo € X mit | f(xo)| = +00 setzen wir auch hier 0, f (o) := (.

Ist (X, | -|x) selbst ein endlich-dimensionaler Banachraum, wie es auch fiir unsere
Aufgabenstellungen der Fall ist, so vereinfacht sich die Definition des approximie-
renden Subdifferentials zu

Ouf(xg) :=limsup 0~ f(x) = ﬂ U 0~ f(x).

=0 e>0 ||lz—zo||<e

Wir wollen diesen Subdifferentialbegriff im Folgenden auf Funktionen ausdehnen, die
nicht lokal Lipschitz-stetig sind. Dazu bendtigen wir im zweiten Schritt unserer Kon-
struktionskette den zugehorigen Normalenkegel. Dies ist der erste Teil von Definition
7.1 in Toffe (1989), der dort noch als Nukleus des G-Normalenkegels bezeichnete Ke-
gel entspricht dem heutzutage verwendeten approximierenden Normalenkegel.

Definition 2.2.5

Ist (X,|| - ||x) ein Banachraum, A C X eine abgeschlossene Menge mit der
zugehorigen Abstandsfunktion da(x) = inf1 |z — y|| und zq € A, so definieren
ye

wir den approximierenden Normalenkegel an A im Punkt xy durch

Na(wo, A) := | Auda(zo).

A>0

Der approximierende Normalenkegel ist wohldefiniert, da Abstandsfunktionen stets
Lipschitz-stetig sind (siehe Bemerkung 2.1.2) und die Definition unabhéngig von der
verwendeten Norm ist, solange dquivalente Normen zugrunde liegen (vgl. Theorem
2.2 sowie S. 27 in Ioffe (1989) oder S. 175 ff., besonders Korollar 4.63, in Toffe (2017)).
Im Gegensatz zu loffes urspriinglicher Definition nutzen wir in Definition 2.2.5 die
Formulierung A > 0 statt A > 0, um die Kegeleigenschaft hervorzuheben. Korollar
4.64 in Ioffe (2017) bestétigt aber die Gleichheit beider Definitionen.

Jetzt kénnen wir im finalen Schritt das approximierende Subdifferential fiir (fast)
beliebige Funktionen mittels einer allgemeinen Beziehung zwischen Subdifferential
und zugehorigem Normalenkegel definieren, dies entspricht nun dem zweiten Teil der
Definition 7.1 in Ioffe (1989). Formel (1) auf S.534 in Ioffe (2000) fasst die beiden
letzten Konstruktionsschritte zusammen, ohne den approximierenden Normalenke-
gel explizit zu benennen.
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Definition 2.2.6

Es seien (X,|| - ||x) ein Banachraum und f: X — R eine unterhalbstetige
Funktion. Wir nennen

Oaf(2o) :=A{a" € X* | (¢", =1) € Nu((wo, f(20)), epi f)}
das (verallgemeinerte) approximierende Subdifferential von f in zo € X.

Fiir lokal Lipschitz-stetige Funktionen f stimmt diese Definition mit Definition 2.2.4
tiberein (siehe dazu Proposition 4.65 in loffe (2017)) und bildet daher eine sinnvolle
Erweiterung des Begriffes.

Die Bezeichnung als Subdifferential ist auch gerechtfertigt, denn 0,(-) besitzt die
typischen und wichtigen Eigenschaften, durch welche auch abstrakte Subdifferentiale
charakterisiert werden. Ioffe (2000) listet unter anderem die folgenden Eigenschaften
in Abschnitt 1.5 von Kapitel 2 auf:

Lemma 2.2.1 (Eigenschaften des approrimierenden Subdifferentials)

Es seien (X, || - ||x) ein Banachraum und f: X — R eine unterhalbstetige
Funktion.

(A1) Ist x € dom f, so ist O, f(x) = 0.

(A2) Fiir jede konvexe Funktion f stimmt 0, f mit dem Subdifferential fiir kon-
vexe Funktionen Of aus Definition 2.2.1 iiberein.

(A3) Ist f in x € X lokal Lipschitz-stetig mit Konstante L, dann gilt ||z*||. < L
fiir alle z* € O, f(x).

(A4) Ist f eigentlich und x € X ein lokales Minimum von f, dann gilt 0 € 0, f(x).

Die letzte Eigenschaft (A4) ist hier von besonderer Bedeutung, denn diese liefert die
grundlegende Aussage zur Herleitung aller notwendigen Optimalitétsbedingungen.
(A2) stellt aufserdem sicher, dass das approximierende Subdifferential eine harmo-
nische Erweiterung der Subdifferentialtheorie auf nichtkonvexe Funktionen bildet.
Fiir uns ist zusétzlich noch die Summenregel des approximierenden Subdifferentials
wichtig, diese ist in Theorem 4.69 in loffe (2017) enthalten.

Satz 2.2.4 (Summenregel fiir approximierende Subdifferentiale)

Es seien (X, || - |x) ein Banachraum und fi, ..., fy mit k > 2 unterhalbstetige
Funktionen, welche von X nach R abbilden und von denen zumindest k — 1 in

k
x € () dom f; lokal Lipschitz-stetig sind. Dann gilt

=1

Ou(fi+ ...+ fi)(@) COfi(x)+ ...+ Oufi(x).

Das approximierende Subdifferential verfiigt auch noch iiber zahlreiche weitere Ei-
genschaften und Kalkiilregeln, welche den Rahmen dieser Arbeit aber bei Weitem
iiberschreiten wiirden. Daher sei fiir eine tiefergehende Beschéftigung mit dem ap-
proximierenden Subdifferential auf die in dieser Sektion aufgefiihrten Quellen ver-
wiesen.
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2.2.3 Das Limiting-Subdifferential nach Kruger und Morduk-
hovich

Das zweite nichtlineare Subdifferential, welches wir in dieser Arbeit intensiv nutzen
werden, ist das von Mordukhovich und Kruger erdachte Limiting-Subdifferential
(in der Literatur teils auch als ,basic subdifferential zu finden). Dieses wird eben-
so wie das approximierende Subdifferential mittels seines zugehorigen Normalenke-
gels definiert. Beide Begriffe, die des Limiting-Subdifferentials und des Limiting-
Normalenkegels, sind das erste Mal bei Mordukhovich (1976) zu finden und wur-
den damit nur kurze Zeit nach Clarkes verallgemeinertem Gradienten entwickelt. In
diesem Artikel wird der Limiting-Normalenkegel allerdings noch {iber Grenzwertbe-
trachtungen von Tangenten definiert und alle der zugrunde liegenden Radume sind
endlich-dimensional.

Zum Limiting-Normalenkegel und dessen Anwendungsmoglichkeiten, vor allem in
Problemstellungen der optimalen Steuerung, erschienen in den darauf folgenden Jah-
ren die Publikationen von Mordukhovich und Kruger (1976), Mordukhovich (1977)
sowie Kruger und Mordukhovich (1978). Die heute tibliche Darstellung des Limiting-
Normalenkegels iiber sequentielle Grenzwerte, mit der wir ebenfalls arbeiten werden,
sowie die Erweiterung der Theorie auf moglicherweise unendlich-dimensionale Ba-
nachrdume wurde von Kruger und Mordukhovich (1980a,b) begonnen, durch Kru-
ger (1981a) in dessen Dissertation unter Mordukhovichs Betreuung fortgefiihrt und
schlieflich von Kruger (1981b, 1985) in abgeschlossener Form veréffentlicht. Mor-
dukhovich (1988) stellte dann die erste komplette Ubersicht iiber die bis dahin ge-
wonnenen Resultate vor.

Uberraschenderweise gab es jedoch zum Limiting-Subdifferential, trotz der heut-
zutage so intensiv betriebenen Forschung und den weit gefdcherten Anwendungs-
moglichkeiten, in den folgenden Jahren vorerst kaum weitere Publikationen. Eini-
ge zusitzliche, wichtige Eigenschaften entstammen den Artikeln von Mordukho-
vich (1980, 1984) sowie, unter verallgemeinerteren Bedingungen, denen von Kruger
(1981b, 1985), doch erst das Ubersichtswerk von Mordukhovich (1988), in welchem
auch die gesamte Theorie des Limiting-Subdifferentials dargelegt wurde, erzeugte
ein breiteres Forschungsinteresse. Einige der wichtigsten Resultate und die Verall-
gemeinerung der bisherigen Ergebnisse fiir Asplund-Réume wurden dabei von Mor-
dukhovich und Shao (1995, 1996) publiziert.

Bei allen Definitionen und Eigenschaften, die wir in dieser Sektion vorstellen, orien-
tieren wir uns an den aktuellen Standardwerken von Mordukhovich (2006a,b, 2018),
in welchen unter anderem samtliche Forschungsergebnisse zu Limiting-Normalenke-
gel und Limiting-Subdifferential detailliert dargestellt werden. Da wir uns bei der
Auswahl der Eigenschaften und Rechenregeln nur auf diejenigen beschréinken, wel-
che fiir uns zwingend notwendig sind, sei daher sowohl fiir viele weitere Resultate
und weiterfithrende Literatur als auch fiir einen Uberblick iiber noch offene Pro-
blemstellungen auf diese Biicher verwiesen.

Wir werden im Folgenden das Limiting-Subdifferential in seiner allgemeinen Form
mithilfe des Limiting-Normalenkegels definieren. Dafiir benétigen wir jedoch noch
einen speziellen Grenzwertbegriff fiir mengenwertige Funktionen, den man z. B. als

(1.1) auf S.3 bei Mordukhovich (2006a) findet.
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Definition 2.2.7

Essei F': X = X* eine mengenwertige Abbildung zwischen einem Banachraum
(X, |l - [|x) und seinem Dualraum. Dann bilden wir den sequentiellen oberen
Painlevé-Kuratowski-Grenzwert beziiglich der Normtopologie auf X und der
schwach*-Topologie auf X* mittels

Lim sup F(z) := {x* € X* | es existieren Folgen x;, — xo und x} = x*
T—T0

mit xy, € F(xy) fiir alle k € N}.

Nun kénnen wir im Banachraum (X, ||-||x) an beliebigen Mengen Q2 C X sogenannte
e-Normale definieren und erhalten dann durch den sequentiellen Grenziibergang un-
seren Limiting-Normalenkegel, diese ndchsten beiden Definitionen entsprechen De-
finition 1.1 (i) und (ii) in Mordukhovich (2006a).

Definition 2.2.8

Es sei Q) eine nichtleere Teilmenge des Banachraumes (X, || -||x). Fiir x € Q und
€ > 0 bezeichnen wir

* —_—
Ne(z,Q):=a2" € X*| limsupM <e
u€e ||u - 1'||X
uU—T

als die Menge aller e-Normalen an €2 in x.

Fiir ¢ = 0 verzichten wir auf den Index und nennen die Menge N(z,Q) den
Pria-Normalenkegel an () in x, seine einzelnen Elemente nennen wir Fréchet-
Normale.

Ist x & (), so setzen wir ]va(a:, Q) := 0 fiir alle e > 0.

Definition 2.2.9

Es sei ) eine nichtleere Teilmenge des Banachraumes (X, || - ||x). Fiir zo € Q
heikt * € X* Basis-Normal oder Limiting-Normal an €} in x,, wenn Folgen
er (0, z = o mit x; € Q und x} W gt existieren, so dass xj € ﬁak (xg, Q) fiir
alle k € N gilt. Die Vereinigung aller solcher Normalen

Np(xo,) := Limsup ]vg(a:, 0)
e\0
T—T0
nennen wir den Basis- oder Limiting-Normalenkegel an () in x.
Analog zu Definition 2.2.8 setzen wir auch Np(xq,Q) := ) fiir xq & .

Es lasst sich leicht nachweisen, dass zwar die Mengen der e-Normalen fiir e > 0
von der gewédhlten Norm auf X abhéngen, jedoch sowohl der Pra-Normalenkegel als
auch der Normalenkegel invariant unter dquivalenten Normen sind und diese Defi-
nitionen damit sinnvoll formuliert sind. Aufserdem ist die Menge aller e-Normalen
fiir jedes € > 0 stets konvex, der Limiting-Normalenkegel selbst ist im Allgemeinen
aber schon fiir sehr einfach strukturierte Mengen ) eine nichtkonvexe Menge (vgl.
S.5 in Mordukhovich (2006a)).
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In endlich-dimensionalen Rédumen lassen sich Limiting-Normalenkegel deutlich ein-
facher berechnen, man kann namlich entweder auf die e-Grenzwertbetrachtung ver-
zichten und den sequentiellen Grenziibergang direkt vom Pré-Normalenkegel voll-
ziehen oder alternativ euklidische Projektoren auf die Menge nutzen und von diesen
ausgehend den Limiting-Normalenkegel bestimmen. Beide Formeln sind in Theorem
1.6 in Mordukhovich (2006a) zu finden, die Definition des euklidischen Projektors
ist diesem Theorem auf derselben Seite vorangestellt.

Definition 2.2.10
Es seien 2 C R™ nichtleer und x € R" beliebig, dann bildet die Menge

(z, Q) = {w €Q|||z—wl|2= HelgszQZ - qu}

den euklidischen Projektor von x auf ().

Satz 2.2.5 (Limiting-Normalenkegel in R™)

Es sei €2 C R™ nichtleer und lokal abgeschlossen um xy € €2, das heifst, es gibt
eine Umgebung U C R"™ von xg, so dass U N ) abgeschlossen ist. Dann gelten

Np(z9,) = Limsup ]\Af(m,Q) und

T—rT0

Np(xo,Q) = Limsup [cone(z — II(x, )]

Tr—T0

= Limsup {aw € R" |a > 0,w € z — [I(z,Q)}.

Tr—T0

In Asplund-Réumen vereinfacht sich die Bestimmung der Limiting-Normalenkegel
ebenso, auch hier kann auf die e-Grenzwertbetrachtung verzichtet werden. Dieser
Zusammenhang ist sogar so stark, dass Asplund-Réume dariiber vollstandig charak-
terisiert werden konnen, siche dazu auch Theorem 2.35 in Mordukhovich (2006a).

Satz 2.2.6 (Limiting-Normalenkegel in Asplundriumen)

Ein Banachraum (X, | - ||x) ist genau dann ein Asplund-Raum, wenn fiir jede
abgeschlossene Menge ) C X und jedes o € §) die Beziehung

Np(z9,Q) = Limsup ]/\\[(ZL‘, Q)

T—rT0
gilt.

Jetzt konnen wir fiir beliebige Funktionen das Limiting-Subdifferential konstruie-
ren. Analog zur Vorgehensweise beim approximierenden Subdifferential erfolgt diese
Konstruktion mittels des zugehorigen Normalenkegels am Epigraphen der Funktion,
dies ist Definition 1.77 (i) in Mordukhovich (2006a).

Definition 2.2.11

Es seien (X, || - ||x) ein Banachraum, f: X — R und x € X mit |f(x)| < +oo.
Dann nennen wir die Menge

Opf(w) = {a" € X" | (¢", 1) € Ni((=, f(x)), epi f)}
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das Basis- oder Limiting-Subdifferential von f in x und die Elemente dieser
Menge Basis- bzw. Limiting-Subgradienten von f in x.

In gewohnter Weise setzen wir 0y, f (x) := 0 fiir | f(z)| = +oo fest.

Natiirlich besitzt auch das Limiting-Subdifferential die {iblichen und wichtigen Ei-
genschaften, welche es als Subdifferential auszeichnen. Von diesen wollen wir hier
nur die folgenden vier Eigenschaften vorstellen, da sie fiir unsere Arbeit von grofter
Bedeutung sind. Alle dieser Aussagen sind bei Mordukhovich (2006a) zu finden, die
erste Eigenschaft als Anmerkung auf S. 112, die tibrigen (in dieser Reihenfolge) in
Theorem 1.93, Korollar 1.81 und Proposition 1.114.

Lemma 2.2.2 (Eigenschaften des Limiting-Subdifferentials)

Es seien (X, || - ||x) ein Banachraum und f: X — R. Dann gelten:
(L1) Fiir A > 0 ist O, (Af)(x) = AJLf(x).

(L2) Fiir jede konvexe Funktion f stimmt O, f mit dem Subdifferential fiir kon-
vexe Funktionen Of aus Definition 2.2.1 iiberein.

(L3) Ist f in x € X lokal Lipschitz-stetig mit Konstante L, dann gilt ||z*||. < L
fiir alle z* € O, f(x).

(L4) Ist f eigentlich und x € X ein lokales Minimum von f, so gilt 0 € Jp f(x).

Eigenschaft (L2) sichert, dass auch das Limiting-Subdifferential eine Erweiterung
des konvexen Subdifferentials darstellt, welche sich liickenlos in die klassische Theo-
rie einfiigt. Mit (L4) wiederum werden wir spéter die gewiinschten notwendigen
Optimalitdtsbedingungen herleiten.

Auch zum Limiting-Subdifferential existiert ein umfangreicher Kalkiil, welcher die
Rechnungen mit diesem Konstrukt vereinfacht. Anders als beim approximierenden
Subdifferential gibt es in diesem Kalkiil aber nur einige wenige Resultate, welche
in beliebigen Banachrdumen gelten. Eine wirkliche Vielzahl an Rechenregeln er-
reicht man erst, wenn der zugrunde liegende Raum ein Asplund-Raum ist. Ahnlich
der Charakterisierung in Satz 2.2.6 sind Asplund-Rdume auch mit den Limiting-
Subdifferentialen so eng verkniipft, dass man sie direkt {iber eine wesentliche Eigen-
schaft dieser definieren kann (vgl. Korollar 2.25 in Mordukhovich (2006a)):

Satz 2.2.7

Ein Banachraum (X, ||-||x) ist genau dann ein Asplund-Raum, wenn Jp f () #
fiir jede in x € X lokal Lipschitz-stetige Funktion f: X — R ist.

Aus dem Kalkiil des Limiting-Subdifferentials in Asplund-Ré&umen sind fiir uns die
Summenregel und die Kettenregel besonders wichtig. Wir wollen dabei fiir beide
Aussagen Formulierungen nutzen, die lokale Lipschitz-Stetigkeit der zugrunde lie-
genden Funktionen voraussetzen und sich damit von den tiblicherweise verwendeten
Resultaten unterscheiden.

Der folgende Satz basiert auf Theorem 3.36 in Mordukhovich (2006a) und den die-
sem Theorem folgenden Anmerkungen. Aufterdem liefern Theorem 1.26 und Korollar
1.81 im selben Buch die Giiltigkeit der in Theorem 3.36 geforderten SNEC- und Qua-




Kapitel 2 - Mathematische Grundlagen

lifikationsbedingungen, wenn lokale Lipschitz-Stetigkeit anstelle dieser Bedingungen
gegeben ist.

Satz 2.2.8 (Summenregel fiir Limiting-Subdifferentiale)
Es seien (X, | - ||x) ein Asplund-Raum und fi,...,fr: X — R mit k > 2
k

unterhalbstetige Funktionen, von denen mindestens k — 1 in x € (") dom f; lokal
i=1
Lipschitz-stetig sind. Dann gilt

8L(f1 —+ ..+ fk)(l’) C 8Lf1(x) + ...+ aLfk<JI)

Der von uns verwendeten Kettenregel liegen in gleicher Weise Theorem 3.41 und
Korollar 3.43 in Mordukhovich (2006a) zugrunde, die Forderung lokaler Lipschitz-
Stetigkeit zusammen mit Theorem 1.26 und Korollar 1.81 ebenda liefert wiederum
die in Korollar 3.43 eigentlich benotigten SNEC- und Qualifikationsbedingungen. Zu-
dem betrachten wir nur Abbildungen auf endlich-dimensionale Rdume, da in diesem
Fall die von uns vorausgesetzte lokale Lipschitz-Stetigkeit dquivalent zur strikten
Lipschitz-Stetigkeit aus Korollar 3.43 ist.

Satz 2.2.9 (Kettenregel fiir Limiting-Subdifferentiale)

Es seien (X, || - [|x) ein Asplund-Raum, (Y, | - ||y) ein endlich-dimensionaler
Asplund-Raum, f: X — Y lokal Lipschitz-stetig in x € X und g: Y — R lokal
Lipschitz-stetig in f(x). Dann gilt

dlge N c U oty fla)).

y*€drg(f(x))

Zum Abschluss dieser Sektion sei fiir viele weitere Eigenschaften und Rechenregeln
des Limiting-Subdifferentials, die wir hier nicht alle explizit vorstellen kénnen, noch-
mals auf Mordukhovich (2006a,b, 2018) verwiesen.

2.2.4 Vergleich von approximierendem und Limiting-Subdif-
ferential

Nachdem wir in Sektion 2.2.1 bereits erdrtert haben, wieso sich die soeben vor-
gestellten Subdifferentiale nach Ioffe und nach Kruger/Mordukhovich fiir unseren
Ansatz am besten eignen, wollen wir unser Kapitel mit einer kurzen Gegeniiberstel-
lung dieser Subdifferentiale beschliefsen. Insbesondere wollen wir dabei auch darauf
eingehen, wieso wir in dieser Arbeit zwei verschiedene Subdifferentiale verwenden,
statt uns auf eines zu beschranken.

Beide der betrachteten Subdifferentiale verfiigen sowohl iiber verschiedene Vorziige
als auch tiber gewisse Schwiichen. Der groftte Vorteil des Limiting-Subdifferentials ge-
geniiber dem approximierenden Subdifferential ist sein deutlich umfangreicherer und
besser zu handhabender Kalkiil. Allerdings gelten die meisten dieser Resultate nur
in Asplund-Réumen, weswegen das approximierende Subdifferential in Banachrau-
men ohne Asplund-FEigenschaft {iblicherweise besser geeignet ist. Zudem ist dessen
Berechnung, obwohl ebenfalls komplex und selten explizit moglich, im Allgemeinen
immer noch leichter zu handhaben als die des Limiting-Subdifferentials.
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Der wichtigste Zusammenhang zwischen beiden Subdifferentialen wird in Punkt (iii)
des Theorems 3.59 bei Mordukhovich (2006a) beschrieben, dies ist die Minimalitét
des Limiting-Subdifferentials gegeniiber dem approximierenden Subdifferential.

Satz 2.2.10

Es seien (X, | - ||x) ein Asplund-Raum und f: X — R unterhalbstetig in einer
Umgebung U von x € dom f, dann gilt stets

aLf(I) g aaf(x)

Ist f sogar lokal Lipschitz-stetig in x und X schwach kompakt erzeugt, dann gilt
in der Formel Gleichheit.

Wir nennen einen Banachraum (X, || - ||x) dabei schwach kompakt erzeugt, wenn
es eine schwach kompakte Menge K C X mit X = cl(span K) gibt. Mordukho-
vich (2006a) listet auf S.319/320 verschiedene Klassen schwach kompakt erzeugter
Banachraume auf, dazu gehoren unter anderem alle reflexiven und alle separablen
Banachrdume. Beliebige Asplund-Raume sind zwar im Allgemeinen nicht schwach
kompakt erzeugt, dafiir vererbt sich in schwach kompakt erzeugten Asplund-Raumen
diese Eigenschaft auf Unterrdume.

In all diesen Réaumen stimmen die beiden betrachteten Subdifferentiale fiir lokal
Lipschitz-stetige Funktionen also komplett iiberein. Es bieten sich damit stets meh-
rere Moglichkeiten zur Berechnung und Nutzung beider Subdifferentiale, von denen
je nach gegebener Struktur des Raumes einige leichter zu realisieren sein kénnen.

Da auch R” ein separabler Banachraum ist, folgt direkt aus Satz 2.2.10 das folgende
Korollar:

Korollar 2.2.1
Ist f: R® — R lokal Lipschitz-stetig in x € dom f, so gilt Opf(x) = 0.f ().

Dieses Resultat begriindet zusammen mit der Lipschitz-Stetigkeit der von uns ver-
wendeten Abstandsfunktionen (siehe Bemerkung 2.1.2) sofort die Verwendung bei-
der Subdifferentiale. Wir haben hierdurch fiir unsere Anwendungen im R" zwei gut
erforschte Subdifferentialbegriffe mit einem jeweils umfangreichen Kalkiil zur Hand,
zwischen denen wir bei Bedarf einfach wechseln konnen, ohne dabei irgendwelche
Nachteile zu erfahren. Die oben beschriebenen unterschiedlichen Charakteristiken
der Subdifferentiale gereichen uns mit dieser Moglichkeit zur parallelen Nutzung
beider Subdifferentiale also nur zum Vorteil.

In dieser Arbeit werden wir das Limiting-Subdifferential etwas héufiger verwen-
den und daher im Folgenden auch nur dieses fiir Benennungen nutzen, aufgrund der
Gleichheit beider Subdifferentiale fiir unsere Aufgabenstellungen ist dabei aber auch
immer das approximierende Subdifferential eingeschlossen.

Wir haben damit nun alle Grundlagen fiir die weitere Arbeit gelegt und werden diese
im folgenden Kapitel 3 nutzen, um (Limiting-)Subdifferentiale fiir alle bendtigten
Funktionen explizit zu berechnen.




3 Limiting-Subdifferentiale speziel-
ler Funktionen

In diesem Kapitel werden die Berechnungen der (Limiting-)Subdifferentiale aller
Funktionen vorgestellt, die wir in den weiteren Kapiteln fiir die Herleitung der not-
wendigen Optimalitdtsbedingungen benétigen. Diese Funktionen lassen sich dabei
in drei Kategorien einteilen, welchen im Folgenden auch jeweils ein Unterkapitel
gewidmet ist: ¢,-Normen, mit negativem Vorzeichen behaftete ¢,-Normen (welche
wir auch haufig einfach als negative £,-Normen bezeichnen werden) sowie die be-
notigten Hilfsfunktionen, ndmlich die Maximumsfunktion und das nichtlineare Ska-
larisierungsfunktional aus Sektion 2.1.4. Anzumerken ist hierbei, dass die beiden
letztgenannten Unterkapitel 3.2 und 3.3, obgleich fiir diese Arbeit noch den Grund-
lagen zugeordnet, selbst schon bemerkenswerte neue Resultate enthalten.

3.1 Limiting-Subdifferentiale der ¢,-Normen

Zunéchst wollen wir die Limiting-Subdifferentiale der ,klassischen® ¢,-Normen be-
rechnen, welche wir in Lemma 2.1.1 eingefiihrt haben. Diese fliefen iiber ihre indu-
zierten Metriken jeweils in den Teil der Zielfunktionen ein, welcher den existierenden
anziehenden Standorten zugeordnet werden kann. Da alle £,-Normen konvexe Funk-
tionen sind, gilt fiir sie nach Eigenschaft (L2) aus Lemma 2.2.2 die Gleichheit von
Limiting-Subdifferential und konvexem Subdifferential, so dass die deutlich einfache-
re Berechnung des konvexen Subdifferentials jeweils ausreichend ist. Fiir beliebige
Normen gilt dabei das folgende bekannte Resultat, dieses findet man zum Beispiel
als Satz 5.15 bei Gopfert, Riedrich und Tammer (2009):

Satz 3.1.1 (Fenchel-Subdifferential fiir Normen)

Ist (X,|| - ||x) ein reeller Banachraum, so ist die Norm || - ||x: X — Ry subdif-
ferenzierbar und es gilt

Ol - [lx(x) = O - [ x(2) = {e" € X* | 2™ (x) = [lz]lx, [l="[|. = 1}
fiir jedes x € X \ {0} sowie
Ol - [1x(0) = 9l - |x(0) = {=" € X* [ ||l="][. < 1}.

Fiir den Raum R™ erhélt man aus Satz 3.1.1 wegen der Selbstdualitdt (R™")* = R™
sofort das folgende Korollar:

Korollar 3.1.1
Auf R™ ist jede Norm || - ||: R"™ — R, subdifferenzierbar und es gilt

Al - [I(x)
Al - 11(0)

| - [l(x) = {«" € R* [ &™(x) = [l [J«"||. = 1} fiir v € R\ {0},
O - 1(0) = {=" € R™ | [l2"[|. <1},
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Allerdings sind die Berechnungen der Subdifferentiale fiir die ¢,-Normen auf R"
trotzdem umfangreich und in der Literatur unseres Wissens nach kaum aufzufinden,
deswegen werden wir alle Resultate dieses Unterkapitels mit vollstdndiger Beweisfiih-
rung angeben. Die erste Aussage zum Limiting-Subdifferential der ¢;-Norm wurde
bereits in der Masterarbeit von Hillmann (2013) genutzt und ist dort Satz 2.10.

Satz 3.1.2 (Subdifferential der £,-Norm)
Die ¢;-Norm || - [|;: R® — R mit || - ||:(z) = i |z;| besitzt das Limiting-
Subdifferential -
{1} fiir z; > 0
oLl - hi(z) =<2 eR" |Vie{l,...,n}: 2] € L [-1,1] firz; =0
{-1}  fiirz; <0
Beweis: Fiir x = 0 gilt mit Korollar 3.1.1 und (|| - [[1)+ = || * ||
Il - 11(0) = {a" e R" [ [a¥||oo <1} ={2" € R" | 27| < 1,i=1,...,n}
und daher 9| - [[1(0) = {z* € R | 2} € [-1,1] fiir 2, = 0,4 =1,...,n}.
Sei also z € R™ \ {0}, dann liefert wiederum Korollar 3.1.1

Il - [h(z) = {z" € R* [ 27(z) = [[]l1, (|J2"[[1) = 1}

n n
) { R | Y= lail, "o = 1}
=1 =1
={z* eR"|Vie{l,...,n}: zix; = |z|, ||*]|oo = 1} .

Die letzte Gleichung erhélt man, da fiir alle ¢ € {1,...,n} wegen ||z*|« = 1 schon
|z7| < 1ist und damit stets xfx; < |z;] gilt.

Fiir z; < 0 gilt die Gleichheit genau fiir 27 = —1, fiir 2; > 0 genau fiir 7 = 1. Da
mindestens eine Komponente von = von 0 verschieden ist, wird ||2*||«c = 1 dadurch
schon erfiillt. Also folgt «} € [—1,1] fiir ; = 0 und damit genau die Behauptung. W

Der néchste Satz ist in dieser Arbeit neu bewiesen, er trifft eine allgemeine Aussage
zum Limiting-Subdifferential aller ¢,-Normen auferhalb der Spezialfille p = 1 und
p = 00.

Satz 3.1.3 (Subdifferential allgemeiner £,-Normen)
Fiir beliebiges p € R mit p > 1 ist das Limiting-Subdifferential der ¢,-Norm

11l R™ — R mit |- ||, (x) = (z |xi|p>” gegeben durch

=1
1 _ _ , n
001 o) = { ey el st ) ) o € R f0)
p

Oul - 1(0) = {o" € R" | [lo" |l &, <1}

Beweis : Das Limiting-Subdifferential in 2 = 0 erhdlt man wegen ([ - [|p)« = || - |2
7
sofort aus Korollar 3.1.1.
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Sei also x € R™ \ {0}, dann liefert Korollar 3.1.1
Il - llp(z) = {2* € R" | 2% (z) = [[z[|p, (|27 [|p)« = 1}

n
- { R | 3w} = ol a”]z, = 1}
=1
L 1}_
—1
p—1

_ {m R | Z v
Nach der Holderschen Unglelchung gllt stets
n n % n v P
> |miaf| < (Z Ixi\p> (Z |~’CZ‘|P‘1> = llzllpllz™ 2,
i=1 i=1 i=1
fiir alle z, z* € R™. Es ergibt sich die Ungleichungskette

n n n
Yowir <Y lww] < lalpllatll e, = wiaf,
i=1 i=1 i=1

woraus .
D |wiay| = 2 llpllz* ) 2y (3.1)
=1

und

n n
> wap =) |wiay] (3.2)
=1 =1

folgen. Gleichung (3.1) ist gerade die Holdersche Ungleichung mit Gleichheit, diese
gilt genau dann, wenn (|z1|?,..., |z, |P) und (|x}‘\%, cee |x7’;\%) linear abhéngig
sind. Man erhélt also mit einem Faktor » € R weiter

n

Ol - lp(w) = { eR" | > wia} = |alplle| e, 0" 2, = 1}
=1

c{a* e R |Vie {1, n}: 0] 7T = rlail?, 22, = 1}

Weil |z;| sowie |x}| fiir alle s € {1,...,n} nichtnegativ sind, ist auch r nichtnegativ.
Damit liefert Einsetzen der ersten Nebenbedingung in die zweite Nebenbedingung

p—1 1 pfl

p=1 p=1 1
1= |lz* _ - *| 5oy T - P S - 1P ’
= llz"ll 2, = pREAE =D rfal =re > il

i=1 i=1 i=1

1
=7 [lz|p

bzw.

—1
[Bd7
Mittels weiterer Umformungen folgt nun

B *
Orl| - l) _{x ER" | Vi€ {L,...,n}: 27T = rlal, 2] 2, =1}

-1
p—

n ozl
2t €R™|Vie {l,...,n}: |z| = =
| [p

|p—1
e R"|Viel, ...7n}:x;‘::i:‘||$l||’p_1}.

47



Kapitel 3 - Limiting-Subdifferentiale spezieller Funktionen

Allerdings muss jedes Element des Subdifferentials auch (3.2) erfiillen, diese Glei-
chung ist (zusammen mit dem Ergebnis des letzten Umformungsschrittes) dquiva-
lent zu sgn(z}) = sgn(x;) fir alle i € {1,...,n}. Damit folgt

|p—1
ALl - llp(e) C {w ER"|Vie{1,...,n}: 2} = sgn(a;) {f]‘,p_l } ,
Z|lp

Einsetzen in die Ausgangsgleichung verifiziert, dass das einzige Element der rechts-
seitigen Menge tatséchlich im Limiting-Subdifferential liegt und somit die Gleich-
heit gilt. Das war gerade die Behauptung. |

Die (mit Abstand) wichtigste der ¢,-Normen in der Praxis ist die euklidische Norm
{5, so dass wir diese nochmals separat betrachten.

Korollar 3.1.2 (Subdifferential der £y-Norm)

D=

Die ly-Norm || - ||2: R" — R mit || - ||2(z) = (Z xf) besitzt das Limiting-
Subdifferential

i=1

oLl - ll2(z) = {” I } fiir € R™ \ {0} und
arll - ]2(0) = {z* € R™ | [|z"[|2 < 1}.
Beweis: Die Aussage folgt durch Einsetzen von p = 2 sofort aus Satz 3.1.3. |

In Satz 3.1.3 werden zwei spezielle Normen ausgenommen, fiir welche nicht alle Um-
formungen und Rechenschritte wohldefiniert gewesen wéren: Die £;-Norm bzw. deren
Limiting-Subdifferential hatten wir bereits in Satz 3.1.2 untersucht, der folgende Satz
beschéftigt sich nun mit dem anderen Spezialfall, dem Limiting-Subdifferential der
l-Norm. Ein Ergebnis dazu findet sich auch als Satz 2.12 bei Hillmann (2013), im
Sinne einer besseren praktischen Anwendbarkeit in den folgenden Kapiteln wollen
wir hier aber eine deutlich iiberarbeitete Formulierung prasentieren.

Satz 3.1.4 (Subdifferential der €-.-Norm)
Die lo-Norm || - ||oo: R® — R mit || - ||(z) = max |z;| hat das Limiting-
ie{l,...,
Subdifferential

L[ - [oo ()

=z eR"|Vie{l,....n}: 2z, il =0, =1
{x eR"|Vie{l,...,n}: xfo; — |x]| nax | Z|x| }

PERRRY L%

= {g;* eR"|Vie{l,...,n}: af(Ja;] — ?fax}’fﬂi\) =0,
1el,...,n

Va; #0: sgn(z)) = sgn(xi),z |zf| = 1} fir r € R\ {0},
i=1

O]l - [loo(0) = {2" € R | [l2"][, < 1}.
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Beweis : Der zweite Teil des Satzes, also das Limiting-Subdifferential im Punkt z = 0,
folgt mit (|| - |loc)« = || - |1 wieder direkt aus Korollar 3.1.1.

Fir x € R™ mit x # 0 liefert Korollar 3.1.1 hingegen

I - lloo(@) = {2 € R | 2%(2) = [|2]loos (127 [[o0)« = 1}
= {a" e R" |27 (2) = [J]loo, l27[1 = 1}

n n
:{x*eR”Z:ﬁ;‘xi: max !xi,zmﬂzl}

P 1e{1,...,n} P

n n n
—{w*ER”Zﬁxi—ZWﬂ max ’wi\)72|xf\_1}~

— = ie{1,...,n} =1

Weil auch zfz; < |z7| max |z fiir alle i € {1,...,n} gilt, folgt daraus direkt
7 )
iz, = |zf| max |z;|firallei € {1,...,n} und damit bereits die erste der beiden
ief1,...,
Gleichungen.

Weiterhin gilt fiir jedes Element «* € 91 || - || () die Ungleichungskette

n n n n
D apr < laflle] < (2] max ag)) =) afa,
=1 i1 =1 i€{Lmmn} =1
woraus sich

n n
> lafllzil = Z(\x?!iemax |zil) (3.3)
i=1 1

— {1,...,n}
und
n n

Y aiwi=) |l (34)

i=1 i=1
ergeben.
Nattirlich gilt |z;] < max , |;| fiir alled € {1,...,n}, also muss in Gleichung (3.3)

e{l,...,n

sogar komponentenweise Gleichheit gelten und es folgt die dquivalente Bedingung

|27 |zi| = [a7] max |zl

goooy

& lzgl(lz] = max | ai[) =0

<z (fag| — ierrllaxn} |zi]) =0

fur alle i € {1,...,n}.

Analog ist xfx; < |z}||x;| fiir alle i € {1,...,n}, also gilt auch in Gleichung (3.4)
komponentenweise Gleichheit. Das ist aber dquivalent dazu, dass zjz; = 0 oder
sgn(x}) = sgn(z;) fiir alle ¢ € {1,...,n} ist, womit auch die zweite Gleichung gilt. W

3.2 Limiting-Subdifferentiale negativer ¢,-Normen

Im folgenden Unterkapitel wollen wir die Limiting-Subdifferentiale derselben Nor-
men wie in Unterkapitel 3.1 berechnen, diesmal allerdings mit einem negativen Vor-
zeichen behaftet. In unseren Aufgabenstellungen gehen die induzierten Metriken
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dieser negativen /,-Normen jeweils in den Teil der Zielfunktionen ein, welcher zu
den existierenden abstoffenden Standorten gehort.

Der Unterschied zwischen £,-Normen und ihren Negativen mag dabei nur &ufserst
geringfiigig erscheinen, er hat aber fiir unsere Betrachtungen gravierende Auswir-
kungen, denn durch das negative Vorzeichen verlieren diese Funktionen ihre Konve-
xitat. Damit ist jedoch die Voraussetzung zur Anwendung von Satz 3.1.1 nicht mehr
gegeben und wir bendtigen einen vollig anderen Beweisweg. Wir werden daher im
Folgenden stets das fiir diese Funktionen etwas leichter zu berechnende approximie-
rende Subdifferential herleiten und regen Gebrauch von Korollar 2.2.1 machen. Da
die negativen ¢,-Normen immer noch Lipschitz-stetig sind, liefert uns dieses Korollar
direkt die Gleichheit von approximierendem und Limiting-Subdifferential.

Zuerst untersuchen wir das Limiting-Subdifferential der negativen ¢,-Norm, das fol-
gende Resultat findet sich als Satz 3.2 bereits bei Hillmann (2013). Wir préisentieren
hier jedoch einen neuen und komplett elementaren Beweis dieser Aussage, so dass
nicht mehr wie zuvor umfangreiche zusétzliche Resultate benutzt werden miissen.

Satz 3.2.1 (Subdifferential der negativen £1-Norm)

Die negative (1-Norm —|| - ||1: R" — R mit —|| - ||1(z) = — >_ |z;| besitzt das
i=1
Limiting-Subdifferential

o= - h)(x) =<z eR" | Vie{l,...,n}: 2] € < {-1,1} fiirz; =0
{1} fiir x; <0

Beweis: Da —|| - |1 Lipschitz-stetig ist und nur endliche Werte annimmt, berechnen
wir das approximierende Subdifferential dieser Funktion geméfs Definition 2.2.4.
Diese Berechnung basiert auf dem Dini-Hadamard-Subdifferential aus Definition
2.2.3, welches wir deshalb zuerst herleiten.

Sei also z € R™ beliebig. Ist x = 0 fiir irgendein k& € {1,...,n}, so betrachten
wir den Richtungsvektor h = (0,...,0,1,0,...,0) € R, welcher als k-ten Eintrag
eine Eins und ansonsten nur Nullen enthélt. Fiir jedes Element z* € 0~ (—|| - ||1)(z)
miisste dann einerseits

ay, = (¢, h)
<d (=), h)
g e+ Rl el
t\0 t

n n
- Z ‘:L’Z +thi‘ + E |xz|
— liminf —=L =1

t\.0 t
n n
=20 @il + k] — |loe + 2]+ X ]

i=1 i=1

= lim inf
t\0 t
= lim inf ﬂ
N0

=1
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gelten, aber andererseits auch

—zp = (z*, —h)
<d (= ll)(z,=h)

— ||z —thl[s + ||z

= liminf
t\0 t
n n
- Z |$l - thl‘| + Z ]azz\
= lim inf —=1 =1
t\0 t
n n
= il ] — o — t]+ 3
= lim inf —=* =1
t\0 t
-t
= liminf =1
t\,0
=—1.
Ein solches z* kann aber nicht existieren, also gilt 9~ (—|| - ||1)(xz) = 0 fiir jedes
x € R"™ mit x5 = 0 fiir mindestens ein k € {1,...,n}.

Sei daher nun z € R™ mit x; # 0 fiir alle ¢ € {1,...,n}. Wéhlen wir k € {1,...,n}
beliebig und betrachten den Richtungsvektor h = (0,...,0,z,0,...,0) € R”, dann
folgen fiir jedes * € 07 (—|| - ||1)(z) die beiden Ungleichungen

tarxy = (¥, £h)

<d (= - ll1)(z, £h)
—|lz £ thl[s + ||z

= liminf
t\0 t
n n
—»§:|xij:thiy+-§:]xi
= lim inf —=1 =1
t\0 t
n n
=2 |il + |zk| = |k £ tap] + 3 |ai]
= liminf —=* =1
N0 t
—(1x¢
= liminf okl = ( Izl
t\0 t
t
= liminf Flwl
t\,0
= Flakl.
Zusammengefasst liefert das zjx, = —|zi| = —wpsgn(zry) und wegen xp, # 0
ist dies dquivalent zu z}, = —sgn(xy). Da k beliebig gewéhlt war, erhalten wir
somit 07 (—|| - [1)(z) C {(—sgn(z1),...,—sgn(zy,))}. Es bleibt noch zu zeigen,

dass das einzige Element der rechtsseitigen Menge tatséchlich ein Dini-Hadamard-
Subgradient von 07 (—|| - ||1) in z ist.

Wir nutzen dabei im Folgenden aus, dass fiir alle ¢ € {1,...,n} und jedes h € R"
wegen x; # 0 stets sgn(x;) = sgn(x; + th;) gilt, wenn ¢ > 0 nur hinreichend klein
genug ist. Insbesondere gilt diese Gleichheit fiir h # 0 (der Fall h = 0 ist trivial) auf

- min |z
dem Intervall [O, %) in jeder Komponente und somit auch im Grenzwert.
ie{l,..n}
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Sei also h € R” beliebig, dann gilt

—llz + thll + [lz]x

™ (=l - 1), h) = lim inf

t
n n
— 2 @i+ thil + X |l
= lim inf —=" =1
t\O t
n n
= 2o sgn(@i + th) (@i + thi) + - sgn(wi)z;
= lim inf —=1 =1
t\,0 t
n n
— >~ sen(z;)(z; + thy) + > sgn(z;)x;
= liminf —=2 =1
t\O t
n n n
— > sgn(x)z; —t Y sgn(x;)h; + 5 sgn(x;)z;
= liminf —=1 = =L
t\0 t
n
= liminf — sgn(x;)h;
nipt =2

= — i bgn(ml)hl
i=1

= ((—sgn(x1), ..., —sgn(zn)), k)
und damit (—sgn(z1),...,—sgn(zy,)) € 0~ (—| - ||1)(z). Das liefert nun die Gleich-
heit 9 (—| - 1) (&) = {(— sam(z1), .., - sen(za)).
Jetzt konnen wir das approximierende Subdifferential von —|| - || als Menge der

oberen Haufungspunkte des Dini-Hadamard-Subdifferentials bestimmen und dabei
im endlich-dimensionalen Raum R™ die vereinfachte Form der Berechnung nutzen,
fiir beliebiges x € R™ gilt also

Oa(=| - )(z) = limsupd~ (= - [V =[] U (=11

i £>0 [y—z|1 <
Jeder approximierende Subgradient von —|| - ||; in « ist insbesondere auch ein Dini-
Hadamard-Subgradient von —||-||; (in einem moglicherweise anderen Punkt y € R™)

und kann daher komponentenweise ebenfalls nur die Werte 1 oder —1 annehmen.

Fir jedes 7 € {1,...,n} mit z; # 0 gilt stets sgn(y;) = sgn(x;) fir alle y € R”

mit ||y — z||1 < |z;|. Jeder Dini-Hadamard-Subgradient, der fiir ein Element aus

dieser offenen Kugel existiert, kann also als i-te Komponente sogar nur den Wert
—sgn(z;) haben. Zusammen liefert dies bereits

* n . Lk {_ Sgn($l)} fiir L 7é 0

Oa(—1 - 1) (z) C {:L' eER™|Vie{l,...,n}: 2] € {{_1’1} fir 2, — O}'

Wir betrachten nun zu beliebigem, aber festem ¢ > 0 die Menge

{z;} fir x; # O}

g 3 3 L —
{—%, 5n fur xX; = 0

Yo(x) := {yER”VZ’E{l,...,n}:in{

Fiir jedes y € Yz(x) gilt ||y — z[[1 < € und jedes y € Y-(x) ist in jeder Komponente
von Null verschieden. Damit existiert aber ein Dini-Hadamard-Subgradient von
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—|| - |l zu jedem y € Y-(x) und da dieser jeweils sogar unabhéngig von ¢ ist, folgt

G-Il 1)@= U ol

e>0ly—z(1<e

>N U o -I-nw

e>0yeYe(z)

= {1‘* 6Rn|V’i€{1,.,,7n}; x;é {{_Sgn(%’i)} fir 1‘17&0}

{-1,1} fir z; =0

Mit Korollar 2.2.1 erhélt man nun sofort die Aussage des Satzes. |

Genau wie im vorhergehenden Unterkapitel 3.1 présentieren wir im néchsten Satz
das Limiting-Subdifferential der negativen ¢,-Normen fiir den Fall 1 < p < +o0,
dabei handelt es sich wieder um ein komplett neues Resultat dieser Arbeit.

Satz 3.2.2 (Subdifferential allgemeiner negativer £,-Normen)

Fiir beliebiges p € R mit p > 1 hat die negative {,-Norm —|| - ||,: R* — R mit

(= lp)(x) = — (Z |xi|p> * das Limiting-Subdifferential

ou(—| - I)(x) = {—ﬁ (ol sente o) |
fiir x € R™\ {0} bzw.
Ou(=1 - I)(0) = {* € R" | a"]l &, =1}

Beweis : Fiir jedes p € R mit p > 1 ist —|| -, Lipschitz-stetig und nimmt nur endliche
Werte an, wir konnen also wieder das Dini-Hadamard-Subdifferential nach Definiti-
on 2.2.3 und das approximierende Subdifferential nach Definition 2.2.4 berechnen.

In z = 0 miisste jedes Element 2* € 9~ (—| - ||;)(0) des Dini-Hadamard-Subdiffe-
rentials fir beliebiges h € R™ sowohl
(2%, h) < d” (= - [lp) (=, h)
et thly 4 el
t\0 t
= lim inf M
t\0 t
= —|[Ally

als auch
— (2" h) = (2", —h) <d (= - [|p)(z, —h)
—llz = thilp + llzllp

= lim inf
t\.0 t
—|—t
= liminf M
t\0 t
= —|[hllp

erfiilllen. Wegen ||h|, > 0 fiir alle h # 0 ist dies aber fiir kein 2* € R™ moglich,
daher folgt 0~ (—|| - [|)(0) = 0.
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Im Folgenden nutzen wir vielfach die Bernoullische Ungleichung (1 4 )" > 1+ ra
fir € R mit > —1 und » € R mit » > 1 sowie die (Taylor-)Reihenentwicklung

(1+z)"=> (;):L’J =147z + g(z) mit g(x) € O(2?) fiir + € R mit |z| < 1 und
5=0
reR.

Sei also z € R™\ {0} und k € {1,...,n} beliebig. Ist z} # 0, so betrachten wir den
Richtungsvektor h = (0,...,0,2%,0,...,0) € R™. Fiir jedes z* € 07 (—| - ||,)(x)
muss dann

rpr = (2, h)
<d (= -llp)(z,h)
—lz 4 thllp + ||z,

= liminf
t\0 t
n 1
p
- <Z 21 +th¢|}°) + el
= l 1 f 1=
IItI{‘lon ;
n 1
p
= 1 3 f 1=
IItl’{‘lél -
1
iming — 205 = el + O+ P eil?)7 + 2]l
tN\0 n
1
i i — 7R — [z + (4 pt)lael”)? + ]y
—t\0 ;
1
—iming —=le Pt + [l
t\0 t
1
t P D
— fiminf — (1ot (1 + 25 ))p + |l
N t\0 t
1
el (1+ )7+ Ja],
- 1 ptlag|? (pt|:pk‘P>)
— liminf Il (1+P [ Ty B + [zl
t\0 t
— lzx]? ( P\%V’))
= lim inf I=l <t”$”5 AT
t\0 t
plzgl?
— el ) i in o (1)
P [Edi7s PR t
|z |P
- 1
[E3]

gelten. Vollig analog folgt mittels Betrachtung des Richtungsvektors —h € R", dass
jeder Dini-Hadamard-Subgradient «* € 07 (—|| - ||,)(x) auch

|z |P

-1
[E4]5

—rprE <
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erfiillen muss. Insgesamt muss also

p p—1
—TLT = ‘xkp‘_l bzw. zp = ——Sgn(l‘k)l:fli’
1lp 2]

fur jedes 2* € 07 (—|| - ||p)(z) und jedes k € {1,...,n} mit x; # 0 gelten.

Ist hingegen z = 0 fiir k¥ € {1,...,n}, dann liefern die obigen Betrachtungen
nur die triviale Ungleichung 0 < 0. Stattdessen untersuchen wir in diesen Féllen
den Richtungsvektor h = (0,...,0,1,0,...,0) € R™, welcher genau an der k-ten
Position eine Eins und ansonsten nur Nullen enthélt. Fir jedes z* € 07 (—|| - ||) ()
gilt dann in dhnlicher Weise wie zuvor die Ungleichung

zp = (" h)
< d” (=l llp)(z; )
—llz + thllp + [l

= lim inf
t\O t
. 1
P
~ (£ bt i) + el
= liminf =1
t\O t
" 1
p
~ (£ b~ aul 4o +11) " + el
= liminf =1
t\0 t
1
= (el )7+ fall
N0 t
1
_ r \
= lim inf Itly (1 + H»”UHg) + ll=lly
t\O t
— 1 &P tP
g Tl (1 358 + 0 () + lels
t\O t
— p_1 p_1
— ("o +9 ("))
t\O t
-0,
wobei sich der Grenzwert wegen p > 1 aus li?{‘iglf % = 0 ergibt.
Weiterhin erhédlt man auch hier fiir jedes 2* € 07 (—|| - ||p)(x) durch Betrachtung

des Richtungsvektors —h € R™ die umgekehrte Implikation
_xlt S 07
zusammengefasst liefert das

~sgn(ay)|zg[P!
-1
[Ed7

fir jedes z* € 07 (—|| - ||p)(«) und jedes k € {1,...,n} mit z; = 0.

Ist fiir beliebiges z € R™ \ {0} also z* € 0~ (—|| - ||p)(x), so gilt stets

*

1 _ _
_W (sgn(x1)|x1\p 1,...,sgn(:vn)]a:n]p 1).
p
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Dieses Element ist auch wirklich ein Dini-Hadamard-Subgradient von —|| - ||, in
z und das Dini-Hadamard-Subdifferential damit in jedem von Null verschiedenen
Punkt einelementig, denn fiir beliebiges A € R™ gilt immer

d (= lp)(x, k)
el thllp +
t\0 t
n 1
P
~(Etoi+ )+l
= lim inf — ="
t\.0 t
1
P
n n
— ( Yooz FthiP 4+ D0 |+ thil? |+ |zl
i=1 =1
. i:(]
= lim inf - °
t\0 t
n
(z il (14 ¢2) 4 5 Jthal? |+l
i=1
= lim inf “i70 2=
t\.0 t
1
p
n
- ( S Jail (14 pth g () 4+ 3 (il |+ fal,
=1
7 0 1:0
= lim inf m# *
t\0 t
1
P
S E i nt 3 gl 3 ey (1) £ 3l | el
— liminf J:ﬁéo xﬁéO a:ﬁéO xl O
N0 t
1
P
n
h;
- (xg 1+ ||$H Z ’xi‘pa"i‘r + [[zllp
1:
= lim inf o
t\.0 t
1
P
h;
el | 1+ 2 2 il o |+l
i 7£0
= lim inf x?é
t\0 t
allp |1+ [ 2 3 fnl | k| 2 3 P | |+ el
p p | Tl & Pila B AP P
= lim inf i ni70
t\0 t )
wobei

1 O hi RN
r= |zi|Pg <tl> +— |hi|P
g 2 15 () + g 2 e
xi;ﬁo ;=0

und k(z) € O(x?) sein sollen.
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Wegen
k(t)

lim inf [ 0 und liminf —% =0
tNO T t\0 t

gilt weiterhin

d™ (= - llp) (2, )

n n
—llzllp {1+ | 2 2 P+ |+ k| B 2 e I R
=1 1=

0
= liminf 270 zi
t\0 n
n
h; B
—llzllp \;B”P ZZ |@i[P 5t + T+k Hgﬁg 121 |5t + 7
im i zi#0 2;#0
= lim inf
t\0 t
1 T n h:
0
= lim inf - Z | Z|1o z;
O ||p t
a:ﬁéO

h.
- 1 Z‘ il"—
e ||p i

mﬁSO

= H T Z sgn(x;)|x:| P~ hy
mﬁéO

T L3 sl
i=1

:< H ” (Sgn($1)|$1‘p 1""7Sgn(fﬁn)’xn|p71) ,h> .

Daraus folgt nun mit der Definition des Dini-Hadamard-Subdifferentials und weil
h € R" beliebig gewahlt war

1 _ _ -
S (sgn(en)le1 P ... sgn(an)eaP™) € 07 (=] - [Ip)(2),
p

somit gilt

I (=l llp) (=) = {— r (sgn(ze)lz [P ’Sgn(fcn)lwnl”_l)}

1
(el
fiir jedes z € R™\ {0}.

Das approximierende Subdifferential von —|| - ||, ergibt sich fiir € R™ im endlich-
dimensionalen Raum R™ nun definitionsgemaf als

8a(—H'Hp)(a?):ﬁgljyp6 =N U o=l

e>0ly—zlp<e
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Wir unterscheiden im Folgenden wieder zwei Fille. Sei zuerst x € R™ \ {0}, dann
folgt sofort 0~ (—||-||p)(x) € Ou(—||-|lp)(x). Sei weiter € > 0 beliebig und y € R™\{0}

mit ||z —y||, < e. Dann ist <_W (sen(y)l P71, ... ,sgn(yn)lyn\p’l)) das ein-
p
zige Element in 07 (—|| - ||,)(y) und es gilt

1 _ _
- (sgn(m1)|x1\p L sgn(ay)|zn|P 1)
[E4[5
1 p—1 p—1
— | = (senn)lya P sen(yn) lyalP )
l[yllp e
p—1
_Db
_ [~ ey lyilP Tt sen(a) a7
- Z p—1 N p—1 (3.5)
= vl ][
Ist x; =0 fir i € {1,...,n}, so gilt im Falle y; =0
sgn(yi)|yilP~" sgn(ay)|zP |yl e
-1 -1 = -1 -1
lyllp [E3[F lyllp [E3lF
und anderenfalls
Ny |P—1 N |P—1 |p—1 p—1 |p—1
Sgn(yz)l?izl‘ _ Sgn(f’fz)lill‘ = | sgn(y;)| |yl|p—1 - |y7l|p71 _ |xz’p71 _
l[yllp [E4]52 [yl [yl [E4152

Ist hingegen x; # 0 fir 7 € {1,...,n}, dann gilt sgn(z;) = sgn(y;) fiir hinreichend
kleines € > 0. Damit folgt auch in diesem Fall

sgn(ya)lyalP ! sen(@q)|ziP | _ |sgn(zs)| ] o ot R 7] b 7] s
Iyl [E2ia Tl el i =l
also gilt stets
sgn(yi)lyilP~"  sgn(ay)|zPH | Pt P!
Iyl lel= | [l i
Einsetzen in Formel (3.5) liefert daher
p o\ BL
i sgn(yi)lyiP~ sen(ay)|z PP
=1 lylip~" [l
et e )
- Z lllp ™ el
5
(s et = ™
i—1 Il [l
und es gilt mit |||z|| — [|y[|| < ||z — y|lp, < € offenbar
" . L\ T
O ol TR

e\0

—1 —1
i lyllp ™l

9
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Damit folgt fiir z € R™ \ {0} aber direkt
O (=l - lp)(z) = limsup &~ (|| - [I,)(y) = 0a

<_

1
Iyllp~

Yy—x

gn(y1)|y P71,

., sgn(yn) Iyn\p1)>

der einzige Dini-Hadamard-Subgradient von —|| - ||, in y und es gilt

1

Daraus folgt bereits

Oa(=1 - I[)(0) = limnsup 0~ (=] - [,)(y) € {a” € R* | o] o, =1}
y—0

Sei nun andererseits 2* € R™ beliebig mit ||z _z_
=

-1
lyll

(Hy\lp 2l )
¢

P
uyup”y”p>

p

p—1

( H H (Sgn(yl)\yﬂp

’p ——— sgn(yi) |y’

y Sgn(yn)lynlp_1)>

p

p—1

p—1
p

p_ P
| sgn(ya)| 7T - |yt

fest, dann betrachten wir y € R™ mit

fur alle i € {1,...

lylly =

yi = —5 sgn(

€
2

1
)i [T

,n}. Aufgrund von ||$*le”j =1 gilt

(Z)—sgn |xl\P I
( |- [ sen() P |77

hSA

)

=

n E
e|P _p_
- (\2\ Ei!wﬂp”l)
i=1

: (Si) ")

8

5"

1
IV"1

1

p—1

(=1~ [lp) ().

Als zweiten Fall betrachten wir nun « = 0. Zu beliebigem y € R™ \ {0} ist

T (s

= 1 und € > 0 beliebig, aber
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Zudem ist wegen z* # 0 auch y # 0 und damit

0~ (=1l lIn)(w) = { <—|y||1pl (sen(y)ln P~ ,sgn(yn)\yn!”l)> } :

Weiter gilt

L * * _L_p—l
o sen(=sen(e)lai |77 ) | <5 sen(a) o]
” Hp Tp—1 Sgn yz)’yl’ == ‘é‘pfl
2
* -1 p-1
sgn (—sgn(a)) [ -5 [sen(a) P [Jag |7
o Hi
2
= —(—sgn(a}))la])
::L‘*

daher ist also
" €07 (= llp)(y).

Zu jedem z* € R™ mit ||lz*|| 2 =1 und jedem € > 0 existiert also ein y € R" mit
-

lyll, < e und z* € 0~ (—| - ||p)(y), daraus folgt nun
{oer ol e, =1} <) U 071 o)) = 0ul=11- 1,)(0)
>0 lyllp<e

bzw. zusammen mit der obigen Implikation
{o" e R o)z, =1} = dul= - )(0)
Korollar 2.2.1 liefert jetzt sofort die Aussage des Satzes. |

Aufgrund ihrer Bedeutung fiir Anwendungen geben wir fiir die negative ¢5-Norm
das Limiting-Subdifferential auch hier explizit an:

Korollar 3.2.1 (Subdifferential der negativen €5-Norm)

Das Limiting-Subdifferential der negativen ¢y-Norm —|| - ||z : R" — R mit
n 3

(=l []2)(x) = — (Z xf) ist gegeben durch
i=1

O~ - o) (@) = {‘W} fiir + € B"\ {0} und
O~ - [)(0) = {* € B" | "] = 1}.

Beweis: Einsetzen von p = 2 in Satz 3.2.2 liefert sofort die Behauptung. |

Analog zu Satz 3.1.3 aus dem vorherigen Unterkapitel 3.1 ldsst auch Satz 3.2.2
die negative ¢;-Norm und die negative ¢,.-Norm als Spezialfdlle aus. Das Limiting-
Subdifferential der negativen ¢;-Norm wiederum wurde bereits in Satz 3.2.1 unter-
sucht, wir miissen also nun noch das Limiting-Subdifferential der negativen ¢,,-Norm
bestimmen. Ein Ergebnis dazu ist schon als Satz 3.4 bei Hillmann (2013) zu finden,
wir wollen jedoch auch hier eine Umformulierung dieser Aussage sowie einen iiber-
arbeiteten und deutlich priziseren Beweis derselben préisentieren.
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Satz 3.2.3 (Subdifferential der negativen .- Norm)
Die negative {oo-Norm —|| - | : R* = R mit (—| - ||o)(z) = — max |z;| hat

e{1,...,n}
das Limiting-Subdifferential

OL(=l - lloo) ()
= {x* eR™|Vie{l,...,n}: afz; + |z]| gnax |z;| = 0,
ief1

)
n

S el =1, 07l = 1}

=1

= {x* eR"|Vie{l,...,n}: z}(Jz;] — max |z;]) =0,

e{1,...,n}

Vaf #0: 0] = =sgu(e), 3 lail = 1] fiir o € R\ (0,

=1
OL(=[ - ) (0) = {z" € R™ [ [[2"[ly = 1, [|27[[oc = 1}-

Beweis: Auch —|| - || ist Lipschitz-stetig und nimmt nur endliche Werte an, wir kon-
nen daher in gewohnter Weise zunéchst das Dini-Hadamard-Subdifferential nach
Definition 2.2.3 und anschliefend das approximierende Subdifferential nach Defini-
tion 2.2.4 berechnen.

Im Folgenden soll dabei zur besseren Notation fiir jedes x € R™ mit J, die Menge
bezeichnet werden, welche die Indizes der betragsmaéfig grofsten Komponenten von
x enthélt, also

Jp = {j e{1,...,n} ||z :ie?llaxn} |:c,\} ={je{l,....n}||zj] = ||z|o} -

-----

In = 0 miisste auch hier fiir jedes Element 2* € 07 (—|| - ||o)(0) des Dini-Hada-
mard-Subdifferentials und beliebiges h € R™ sowohl

<$*,h> < d_(_H ’ ”OO)('% h)

I L o L
t\0 t

= lim inf 7_|t|”h”°o
t\0 t

= —[|[los

als auch

— (2%, h) = (2%, —h)
< d (= - lloo) (2, =h)

—llz = thileo + [l

= lim inf
t\0 t
= lim inf 7_’ — tlAllo
t\O t
= —[|2lles

gelten. Dies ist aufgrund von ||h||s > 0 fiir alle A # 0 jedoch fir kein z* € R
moglich, daher folgt 07 (—|| - ||oo)(0) = 0.
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Es sei also nun z € R™ mit x # 0. Ist fir & € {1,...,n} zunéchst k € J,, so
betrachten wir den Richtungsvektor h = (0,...,0,2%,0,...,0) € R™. Offenbar gilt
auch k € J,yy, fir jedes t > 0 und jedes 2* € 07 (—|| - ||oo)(z) muss demzufolge

e = (x*, h)
< d™ (=] - [loo) (2, )

t\0 t
= lim inf — |kt ton] |zl
t\0 t
—(1+¢
= liminf (LA )|ow] + |zl
t\0 t
—t
= liminf ﬂ
t\,0
= —|xg]

erfiillen. Wegen = # 0 und k € J, ist auch zj # 0, damit muss insbesondere
xprr < —lxg] <0 (3.6)

gelten.

Wir unterscheiden nun erneut zwei Fille: Sei zunéchst |J,| = 1, dann ist |zg| > |z;]
fir alle 7 € {1,...,n} \ {k}. Fir hinreichend kleines ¢ > 0 ist dann immer auch
(1 —1t)|xg| > |=;| fir allei € {1,...,n}\ {k} und damit k € J,_4,. Die Betrachtung
des Richtungsvektors —h liefert daher
—zpxp = (¥, —h)
< d™ (=] - [loo) (2, —h)
=l e+ [l
t\0 t
= liminf o = ] + |z
t\0 t
— timinf — =Dl £ o]
t\O t
tlak|

= liminf

N0
= |kl
Zusammen mit (3.6) ergibt sich fiir & € J, mit |J,| = 1 fiir jedes * € 0~ (—||*||0o) ()

also die Bedingung xjxy, = —|zi| baw. z} = —sgn(zy).

Im Falle |J;| > 2 hingegen existiert ein [ € {1,...,n} \ {k} mit |z;| = |zg|. Damit
gilt |x;| > (1—t)|xg| fiir jedes t > 0, also k & J,_4p, aber | € J,_y4p,. Die Betrachtung
des gleichen Richtungsvektors —h fiihrt daher hier zu
—xpx = (¥, —h)
<d (= - lloo)(x, =h)
—llz = thlloo + [zl

= liminf
t\,0 t
= liminf 7_|$l| + |z
t\0 t
=0.
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Diese Ungleichung bildet aber sofort einen Widerspruch zu (3.6), somit folgt fiir
x € R™\ {0} mit |J,| > 2 immer 0~ (—|| - [|oc)(z) = 0.

Ist hingegen schon k ¢ J,, so untersuchen wir stattdessen den Richtungsvektor
h = (0,...,0,1,0,...,0) € R™ welcher genau an der k-ten Position eine Eins
und ansonsten nur Nullen enthélt. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt dann sowohl
k & Jyien als auch k € J,_4, und wir erhalten die Ungleichungen

tay = (2, +h)
< d7(=] - lloo) (, £h)
—llz % thfloo + [[#]loo

= liminf
N0 t
— max |x,j:th|+ _max | ;]
= liminf el S
t\.0 t
= lim inf [l + |
t\J t
=0.
Fiir jedes z* € 07(—|| - ||oc)(x) muss also z; = 0 fiir jedes k € {1,...,n} mit

k & J, gelten. Insgesamt kann das Dini-Hadamard-Subdifferential demzufolge nur
fir z € R" \ {0} mit |J;| = 1 eine nichtleere Menge sein und jeder solche Dini-
Hadamard-Subgradient * € 07 (—|| - [|oc)(x) muss die Form x} = —sgn(xy) fiir
k € J, sowie x7 =0 fiir k € {1,...,n} \ J; haben.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass dieser Vektor tatsédchlich ein Dini-Hadamard-
Subgradient von — || ||oo in  ist. Sei dafiir x € R™\ {0} beliebig mit |J;| = {k} und
h € R™ beliebig, dann gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0 stets |zx + thg| > |x; + th|
fir alle ¢ € {1,...,n} \ {k}, also ist k € Jy 44, Fiir hinreichend kleines ¢t > 0 gilt
wegen zj # 0 weiterhin sgn(xy + thy) = sgn(zy), also folgt

—llz + thloo + [l

A (—|| - loo)(, h) = lim inf
(=11 loe) (2, h) = lim in

t
o —|xk+thkl—|—]a¢k!
= lim inf
t\0 t
— liminf = sgn(zy + thy)(zx + thy) + sgn(zy)xy
t\,0 t
— liminf = sgn(xg)(xg + thy) + sen(zg)xy
N0 t
i inf =S8Rkt
tN\O t
= —sgn(wg)hy,
= (x*,h).

Damit ist aber z* = (0,...,0, —sgn(zx),0,...,0) € 0~ (—H lloo ) (), also gilt zusam-
menfassend 07 (—|| - ||oo ) (x) = {(O0, ... O, sgn(zk),0,...,0)} fir jedes z € R™\ {0}
mit J; = {k} und 07 (—| - |leo)(z) = 0 sonst.

Nun konnen wir das approximierende Subdifferential von —|| - ||oc bestimmen, im
endlich-dimensionalen Raum R™ erhilt man dieses fiir zg € R"™ wiederum mittels

(= - loo) (@) = limsupd~ (|- o)) = () U 07 (=l o) ®)-

_>
v >0 |ly—zlco<e
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Sei x € R™\ {0} beliebig, dann existiert zu jedem ¢ > 0 und jedem k € J,
ein y € R” mit ||y — z[|oc < € und J, = {k}, hierfiir kann man beispielsweise
y=(x1,...,Tk—1,2 +0,5-sgn(zk)e, 11, .., Ty) wahlen. Daraus folgt nun sofort

{(07 oy 0y _Sgn(xk)aoa <o 70)} = a_(_” : HOO)(y) C aa(_H : HOO)('%')
fur alle k € J,.

Andererseits gilt aber J,, C J, fiir alle y € R™ mit ||y — 2|l < €, sofern ¢ > 0 nur
hinreichend klein gewéhlt wird, da bei entsprechender Wahl von ¢ fir alle k£ € J,
und alle i € {1,...,n}\ J, stets |xg| —e > |z;] gilt. Auberdem ist wegen x # 0 fiir
hinreichend kleines € > 0 auch sgn(yx) = sgn(zy) fiir alle y € R” mit ||y — z||e < €
und alle k£ € J,. Daher konnen keine weiteren als die soeben bestimmten Elemente
in Og(—|| - ||oc) () liegen, fiir z € R™\ {0} gilt unter Verwendung von Korollar 2.2.1
somit

8L(_H ’ HOO)(‘T) = aa(_H ’ Hoo)(x) = U {(07 -0, _Sgn(xk)voa T 70)} : (37>

keJz

Man sieht leicht, dass alle Limiting-Subgradienten aus (3.7) in den beiden in Satz
3.2.3 angegebenen Mengen liegen.

Ist andererseits x* € {:IJ* eR"|Vie{l,...,n}: xfa; + |z}| ?llax }|xZ| =0,

% )

n
Yolzi =1, |a* oo = 1}, so folgt bereits aus der ersten Bedingung x} = 0 fiir alle
i=1

ie{l,...,n}\ Jy und x} = 0 oder sgn(z}) = —sgn(x;) fiir alle i € J,. Die dritte
Bedingung liefert zudem, dass |z}| < 1 fiir alle ¢ € J, und |z}| = 1 fiir mindestens
ein i € J, gilt und aus der zweiten Bedingung folgt nun, dass |z}| = 1 fiir genau
ein k € Jy und zf = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} \ {k} ist. Damit ist aber gerade
beschrieben, dass z* in der Menge aus (3.7) liegt.

Gilt hingegen zuletzt z* € {:c* eR*|Vie{l,...,n}: xf(|z;| = max |z;]) =0,
(2

e{1,...,n}
n
Valf # 0:zf = —sgn(x;), > |z} = 1}, dann folgt aus der dritten Bedingung
i=1
zunéchst |z7] < 1 fiir alle ¢ € {1,...,n} und aus der zweiten Bedingung damit,
dass |z}| = 1 mit 2} = —sgn(xy) fiir genau ein k € {1,...,n} und = = 0 fiir alle

iibrigen Komponenten gilt. Die erste Bedingung liefert abschliekend k € J,, womit
wiederum z* in der Menge aus (3.7) enthalten ist.

Es fehlt nun noch das approximierende Subdifferental im Punkt x = 0. Bezeichnet
e; den n-dimensionalen Vektor, welcher an der i-ten Stelle eine Eins und ansonsten
nur Nullen enthalt, so gilt natiirlich

Ba(=l - l)(0) € U{eu —€i},

da in der rechten Menge alle méglichen Dini-Hadamard-Subgradienten von —|| - ||
zu Elementen aus R™ enthalten sind.

Andererseits kann man fiir beliebiges € > 0 stets die Menge

n
g 15
Y::| I{* —— }
€ o B €; ) €q
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betrachten. Es ist |J,| = 1 fiir alle y € Y., daher existieren Dini-Hadamard-
Subgradienten von —|| - ||« zu allen Elementen aus Y. und fir alle ¢ € {1,...,n}
ist gerade 07 (—|| - [|oc) (£5 - &) = {Fei}. Weiter gilt ||y — 0o < ¢ fiir alle y € Y7,
damit erhédlt man aber schon

n

Ufei—eit = [J 07 (=11 o) ®) S a1l - ) (0)-
i=1 yeYe

Aus beiden Inklusionen und mit Korollar 2.2.1 folgt nun sofort

n

U{ei—ei} = 0n(=1 - 0)(0).

i=1

Fiir jedes Element z* € 9r(—| - |loo)(0) gilt offenbar ||z*||1 = ||#*||cc = 1. Ist
andererseits z* € R" mit [|z*||; = ||2*]cc = 1, so folgt aus ||2*||cc = 1, dass |2} <1
fir alle ¢ € {1,...,n} und |z}| = 1 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,n} gilt. Mit
|lz*||1 = 1 folgt dann weiter, dass |z}| =1 fiir genau ein k € {1,...,n} und 27 =0
fiir alle iibrigen Komponenten von z* gilt. Damit gilt aber * € 9r.(—|| - ||0)(0) und
die letzte Aussage des Satzes ist gezeigt. |

Bemerkung 3.2.1

In ihrer Dissertation untersuchte Wagner (2015) das skalare Medianproblem (SP)
mit Abstandsfunktionen, welche von polyedrischen Gauges induziert werden. Un-
ter Nutzung der von Toland (1978) und Singer (1979) erarbeiteten Dualitéts-
theorie leitete sie dabei auf geometrischen Abbildungen basierende Lésungsal-
gorithmen fiir diese Problemstellungen her, deren Fortentwicklung von Wagner,
Martinez-Legaz und Tammer (2016) publiziert wurde. Da die zur ¢,-Norm und
zur {s-Norm gehdrigen FEinheitskugeln auch polyedrische Gauges sind, entspre-
chen die von diesen Normen induzierten Abstandsfunktionen gerade den von
Wagner (2015) bzw. Wagner, Martinez-Legaz und Tammer (2016) untersuchten.
Unsere in Satz 3.2.1 und Satz 3.2.3 gewonnenen Ergebnisse formalisieren nun
genau diesen Teil der dabei erzielten Resultate.

3.3 Limiting-Subdifferentiale des Skalarisierungs-
funktionals und der Maximumsfunktion

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir nun noch die Limiting-Subdifferentiale
zweier Funktionen angeben, welche grundlegend fiir den Umgang mit bestimmten
Klassen der von uns betrachteten Standortoptimierungsprobleme sind: Die Maxi-
mumsfunktion ist ein zentraler Bestandteil des skalaren Centerproblems (CP) bzw.
des skalaren Centdianproblems (CDP) und das nichtlineare Skalarisierungsfunktio-
nal aus Sektion 2.1.4 benotigen wir, um notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir
die mehrkriterielle Formulierung (MP) erarbeiten zu konnen.

Zuerst werden wir das Limiting-Subdifferential der Maximumsfunktion auf einem
Asplund-Raum (X, || - ||x) untersuchen, das heifst, einer Funktion der Form

7’6{1771C 7’6{177]6}

( max}fz) (¢) = max_fi(z)
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mit Teilfunktionen fi,..., fu: X — R. Die Minimierung einer solchen Maximums-
funktion steht unter anderem auch in enger Verbindung zur Tschebyscheff-Skalari-
sierung, welche Tammer und Weidner (2020) in Sektion 7.3.1 beschreiben. Das fol-
gende Resultat ist Punkt (ii) in Theorem 3.46 bei Mordukhovich (2006a).

Satz 3.3.1 (Limiting-Subdifferential der Maximumsfunktion)

Es seien (X, | - ||x) ein Asplund-Raum und fi,...,fr: X — R mit k > 2
k

Funktionen, welche in x € (| dom f; lokal Lipschitz-stetig sind. Dann gilt
i=1

o Q;?%ax fl) c o (ZA fz) -Ja (ZA ﬁ) ),

.....

AEA, i€l AEA,
wobel
i k ; Y . _ . — e
Ay = {A ERE [Vie{l,... . k}: N\ (fz(x) (ier{?%} fz> (m)) 0,2& 1}
und

I, = {z e {1,... .k} | fi(z) = ( max fi) (@}

sein sollen.

Ein Resultat zum Limiting-Subdifferential des nichtlinearen Skalarisierungsfunktio-
nals, welches in dieser Arbeit zur Bestimmung notwendiger Optimalitatsbedingun-
gen des Problems (MP) in Kapitel 7 genutzt werden soll, wurde von uns bereits als
Proposition 3.1 in Bao, Hillmann und Tammer (2017) verdffentlicht.

Der Beweis dieser Aussage basiert in hohem Mafse auf der Nutzung von Ko-Ableitun-
gen und Resultaten iiber diese. Da der folgende Satz jedoch auch das einzige Ergebnis
unserer Arbeit ist, fiir welches Ko-Ableitungen eine Rolle spielen und zugleich die
ihnen zugrunde liegende Theorie sehr umfangreich ist, wurde auf die Einfithrung von
Ko-Ableitungen in dieser Arbeit bewusst verzichtet. Fiir den Beweis des folgenden
Resultates sei daher nochmals auf Bao, Hillmann und Tammer (2017) verwiesen.

Satz 3.3.2 (Limiting-Subdifferential des Skalarisierungsfunktionals)

Es seien (X, ||-||x) ein Asplund-Raum, A C X nichtleer und abgeschlossen sowie
k € X\ {0} ein Richtungsvektor, so dass A+ (0,+0o0) -k C int A gilt (also (2.3)
erfiillt ist). Dann hat das durch (2.1) definierte nichtlineare Skalarisierungsfunk-
tional 41 in x € dom gy, das Limiting-Subdifferential

Orpar(zr) ={z" € X* |2"(k) =1,—2" € Np(par(z)k —x,bd A)}.

Damit stehen uns nun alle Resultate zur Verfiigung, welche wir in dieser Arbeit zur
Herleitung von notwendigen Optimalitdtsbedingungen benétigen. Wir werden dazu
in den néachsten Kapiteln die Ergebnisse dieses Kapitels mit den grundlegenden
Eigenschaften der Subdifferentiale aus Unterkapitel 2.2 verkniipfen und aukerdem
die generelle Struktur der Problemstellungen fiir uns nutzen.




4 Notwendige Optimalitatsbedin-
gungen fir nichtkonvexe skalare
Medianprobleme

In diesem und den néchsten drei Kapiteln prasentieren wir die priméren Resultate
unserer Arbeit in der Form von notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die in
Kapitel 1 vorgestellten Klassen von Standortoptimierungsproblemen. Wir werden
dabei im Folgenden der allgemein iiblichen Benennung folgen und Problemstellun-
gen mit nichtkonvexer Zielfunktion verkiirzt als nichtkonvexe Probleme bezeichnen.
Weiterhin werden wir fiir den restlichen Verlauf der Arbeit davon ausgehen, dass je-
dem der existierenden Standorte jede mogliche Abstandsfunktion héchstens einmal
zugeordnet wird, dies stellt schon aus der reinen Anschauung eine sinnvolle Konven-
tion dar.

Als erste Modellierung betrachten wir nun das nichtkonvexe skalare Medianproblem
(SP) aus Sektion 1.2.2 als Verallgemeinerung des ,klassischsten Standortoptimie-
rungsproblems. Die dabei erhaltenen Ergebnisse sind von besonderer Wichtigkeit,
da alle notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die in den folgenden Kapiteln be-
trachteten Probleme eng mit diesen Resultaten verkniipft sind.

4.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Medianprobleme mit speziellen Metriken

Wir wollen zunéchst solche Aufgabenstellungen behandeln, in denen jedem der exis-

tierenden anziehenden und abstoRenden Standorte a* mit & = 1,...,m die gleiche
Minkowski-Metrik als Abstandsfunktion zum neu zu bestimmenden Standort = zu-
geordnet wird, es ist demnach dy(z,a") = d(z,a") = ||z — a*||, fiir k= 1,...,m und

p € R mit p > 1. Dieses Problem hat in der Klassifikation von Standortoptimie-
rungsproblemen nach Sektion 1.2.1 das Schema 1/R™/w; 2 0/(,/%.

Zuerst untersuchen wir hierbei den Fall, dass allen Standorten als Abstandsfunktion
die von der ¢;-Norm induzierte Metrik zugeordnet ist, also Problemstellungen des
Schemas 1/R"™/wy 2 0/¢,/%. Dieser Satz ist der einzige in diesem Kapitel, welcher
kein neues Ergebnis dieser Arbeit, sondern bereits als Korollar 4.1 bei Hillmann
(2013) zu finden ist.

Satz 4.1.1 (Notwendige Optimalititsbedingung fir 1/R™/w, = 0/£,/%)

Ist T € R"™ ein lokales Minimum des Problems (SP) mit dy(z,a") = ||z — a*||;
fiir alle k € {1,...,m}, dann gilt fiir allel € {1,...,n}

- ({wi} firT, >a . ({—|wl} fiir 7, > af
0€d s{-lwl}  firzm<a+ Y {{lwl} fiir 7 < af -
=l fwi) fiir m = aj 3= {=Jwy] Jwyl} fiir 7 = of
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Beweis: Es sei T ein lokales Minimum von (SP) mit dy(x,a) = ||z — o|); fiir alle
k € {1,...,m}. Nach Eigenschaft (L4) des Limiting-Subdifferentials aus Lemma
2.2.2 muss dann

0 € 01 fu(T)
=1 | Y lwilllz —a'lh + Y fwjl(=llz = a[h) | (@)
i=1 j=r+1
gelten.

Wir formen diese Bedingung mithilfe der Summenregel fiir Limiting-Subdifferentia-
le (Satz 2.2.8) und Eigenschaft (L1) aus Lemma 2.2.2, der positiven Homogenitét
des Limiting-Subdifferentials, weiter um und erhalten

0€dr (Y lwille—a'lli+ Y lwjl(=le—dlh) | @
i=1

Jj=r+1

C D oc(wille —a'll) + > dn(lwsl(=llz = d’|h)) | (@)
=1

j=r+1
= [ D lwilor(le —a'l) + D wilde(=lle = a[h) | (@).
=1 j=r+1

Setzen wir nun unsere Ergebnisse zum Limiting-Subdifferential der ¢;-Norm aus
Satz 3.1.2 und zum Limiting-Subdifferential der negativen ¢1-Norm aus Satz 3.2.1
ein, so folgt fiir die Bedingung

0 | D lwilon(llz —a'lln) + Y lwildr(=llz = alh) | (@)
i=1 j=r+1
, {1} fiir 7, — a} > 0
:Z\wil z*eR"|Vie{l,...,n}:af € {{-1} firzy —a <0

=1 [-1,1] firz—al=0
m {-1} fir 7, — a{ >0
+ Z lwj| S z* € R" |VIie{l,...,n}:a] € < {1} fiir@—a{<0
j=r+1 {-1,1} firz —a] =0
, {Jwil} fiir 7 > af
=Y QxR |VIe{l,...,n}: i € { {~|w} fiir 7 < af
= [~ lwil, wil] - fir 7 = qf
. {~Jw;l} fiir @ > a
+ Z " eR" | VIe{l,...,n}: 2] € ¢ {|lw,|} fﬁr§l<a{
j=r+l {—|wjl, lw;|}  fir 7 =]

Die Komponenten der Vektoren, welche in der Menge auf der rechten Seite dieser
notwendigen Optimalitdtsbedingung enthalten sind, sind stets alle voneinander un-
abhéngig. Daher ergibt sich durch komponentenweise Betrachtung nun sofort die
Aussage des Satzes. |
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Bemerkung 4.1.1

In Satz 4.1.1 wurden die Absolutbetriage der Gewichte in der notwendigen Op-
timalitatsbedingung beibehalten, um die Struktur dieser Bedingung besser zu
verdeutlichen. Natiirlich lassen sich diese Absolutbetrige wegen w; > 0 fiir alle
ie{l,...,r} und w; < O fiir alle j € {r +1,...,m} aber auch auflésen, eine
dquivalente Formulierung der Optimalitdtsbedingung in Satz 4.1.1 ist daher:

+ [({wi} fiir T, > aj m {w;} fiir T; > a{

OEZ {—w;} fir T, < a} + Z {—w,;} fiirfl<a{.
[~wi,wi]  fiir T =a) =\ {~wy,w,y fiir T = af

Auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir zum Teil auf Kompaktheit
der Resultate verzichten, um dafiir die Struktur der Optimalitdtsbedingungen
besser herausstellen zu kénnen.

Als Néchstes wollen wir eine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir Problemstel-
lungen mit dem Klassifikationsschema 1/R"/wy 2 0/¢, 1<p<to0/% présentieren, al-
so nichtkonvexe Medianprobleme des Typs (SP) untersuchen, bei welchen alle Ab-
standsfunktionen von derselben ¢,-Norm mit p € R und p > 1 induziert werden.
Dabei handelt es sich um ein komplett neues Ergebnis dieser Promotion.

Satz 4.1.2 (Notw. Optimalitatsbedingung fir 1/R™/wi 2 0/€p1<p<ctoo/X)
Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (SP) mit dy(z,ad") = ||z — a¥|,

fiir ein p € R mit p > 1 und fiir alle k € {1,...,m}, dann ist entweder T = a*
fiir ein k € {1,...,r} und es gilt
f: ;] sgu(af — af)|af — af P! sgn(ay —aj)|ay — aj [P
w] - — goeeey ) —
S la* — ad[l5™ la* — as |l

——jijl sgn(af —a)lat — i sen(af — ah)lal — aj)"” 1 <
|M—MW1 U el -
z;ékz

i
L

oder es ist T = a” fireink € {r +1,...,m} und es gilt

Z | <sgn al - a1)|a1 - a1|p ! Sgn(aﬁ - ai;)lafi - a?z|p1)
wj

la® — a7 ;™" la* — a5~

Jj=r+1
J#k
Z w, sgn(ai —aj)lal —ai’"'  sgn(ay —ap)|ay — ap P! -
— . = |w
nw—mm* U et il k
P
oder es ist T & {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen
0— Z s sgn al)\xl Z w |sgn :cl al)|a:l —al|p!
wj
alp! —ally

Jj=r+1

fiir alle | € {1,...,n}.
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Beweis: Esseip € Rmit p > 1 beliebig, aber fest und Z ein lokales Minimum von (SP)
mit di(z,a*) = ||z — a*||, fiir alle k € {1,...,m}. Wir nutzen wieder Eigenschaft
(L4) des Limiting-Subdifferentials aus Lemma 2.2.2, formen diese notwendige Opti-
malitdtsbedingung mit der Summenregel fiir Limiting-Subdifferentiale (Satz 2.2.8)
sowie Eigenschaft (L1) aus demselben Lemma 2.2.2 weiter um und erhalten so

0e awa(f)
=0 | D lwilllz —d'lly+ Y wil(=llz = dll,) | ()
i=1 j=r+1
C D aclwilllz = a'll) + Y dnllwil(~lle = d’p) | (@)
i=1 j=r+1

= leilaL(HI—aillp)ﬂL Y wilor(=lle = dlly) | (@).

j=r+1

Nun kénnen wir die drei Félle aus dem Satz unterscheiden und jeweils unsere Er-
gebnisse fiir das Limiting-Subdifferential der £,-Norm aus Satz 3.1.3 und fiir das
Limiting-Subdifferential der negativen ¢,-Norm aus Satz 3.2.2 einsetzen. Ist zu-
niichst T einer der existierenden Standorte mit anziehender Wirkung, also & = a”
fiir ein k € {1,...,r}, dann folgt

0 | D lwildr(le —a'llp) + Y lwjlor(~llz —dlly) | (a")

i=1 j=r+1

Z ] sgn(af — af)laf — aj[’~! sgn(ay, — ap)lay — ap [P~
- (2 . — L . —
Hak — il o la® — ai[|;~

+ \wk] {x ER" | [2*] 2, < 1}

+ i |w,| _sgn(alf - ajl)la'f - ajl\pfl _sgn(ag — agl)|a§ _ agl‘pfl
J Hak g p—1 ) 3 Hak ]

Das ist jedoch schon dquivalent zu

> ful (Sgn(alf —a)laf —afr!  sem(ah —ahlal - a%rp1>
j —— e T

la® — ad|fp~ la® — ad|f5™

j:r+1
_ Z ] sgn(af —aj)laf —ai[P""  sgn(ay — aj)lay — a7
W; — ——
Ha’“ alpt o lak — ai|fp ™"
z;ék

e {a* R | [a”] 2, < i}
2

bzw. zu
Z lw I(Sgn aj — a})|a} — a]|P~! Sgn(afi—afz)aﬁ—aﬂpl)
wj S h—1 PR S o—1

S la* —adllp la* —ad|lp
fD sen(af — ai)lof — ! sem(ah—alaf —abP Y| |
k i|p—1 e k_ i|p—1 - kil

H —a'lp |a* — a'[[p

z;ﬁk _p_

i
I
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Ist T hingegen einer der existierenden Standorte mit abstofender Wirkung, also
T =adf firein k € {r+1,...,m}, so liefert das Einsetzen in analoger Weise

0 | D lwildr(le —a'llp) + Y lwjlor(—llz —dlly) | (a")

i=1 j=r+1

Z‘ | sgn(af — af)laf — aj [~ sgn(ay, — ay)lay — ap [P~
- Z . — s . —
Ha’“ —aillp™ o la® — ai[|;~

+ g {x ER" | [o"| 2, = 1}

S sgn(af —a)laf — ™" sgn(af - ah)laj — an P!
+ > fwl | - e ey P .
St la% —a/f; la% — a3
J#k
Dies lasst sich wieder dquivalent umformen, zuerst in
> <Sgn(a’f —a)laf — ™" sgn(af - ah)laj r)
w] - 1 PRI ) 1
j=rt1 la¥ — a3 lak — a7l|
J#k
Z oy sgn(af —af)laf —af[P""  sgn(af —aj)lay —ap P!
- f[/ . _1 .« .. . _1
Ha’c a'llp o la* — a3

(o B | ol o, = o}
p—1

und schlieflich zu

3 ! <Sgn ok —a)laf —alP~!  sgn(ak — al)la - a%rf“)
wj Co—1 PR To—1
o la* — a7l lak — al[p
ik
- Zl | (sgn —aplof —aft  sen(al — a)eg azr“) _
w; ——— ey ] = )
lak — a[p lak — a|[p
_p
p—1
Zuletzt betrachten wir noch den allgemeinsten Fall 7 ¢ {a!,...,a™}. Hier liefert
das Einsetzen der berechneten Limiting-Subdifferentiale die Bedingung
0 [ S wlontle —a'ly) + Y lwslon(~lle —all) | @)
i=1 j=r+1
= Z\ | { (Sgn —alm — el sen(@n — al)[T - azr“) }
w; T ey —
[z — atllp™ 1z — atllp
+ Y { <_sgn<x1 —a)m —allrt seu(@, — ah)[E - |> }
7 — C—1 ey — o—1 .
ST 1z —alllp 1z — a3

Die Menge auf der rechten Seite der Gleichung ist nur einelementig, es muss also
sogar die Gleichheit

o—Z| \<Sgnfv1 DT e R
Z PR ] .
-

— -1
a'llp” 1z — [

sgn T — al)\:cl — al\p 1 sen (T, — a%)]fn — a%PD*1
+ Z |w;] e — —

et Iz - alfly ! Iz — o}

71—
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gelten. Komponentenweise Betrachtung dieser notwendigen Optimalitdtsbedingung
liefert uns jetzt sofort die Behauptung. |

Aufgrund ihrer praktischen Relevanz betrachten wir auch hier die ¢5-Norm noch
einmal separat. Das folgende Korollar ist dabei bereits als Korollar 4.3 von Hill-
mann (2013) bewiesen worden, hier folgt es nun als Spezialfall aus dem deutlich
umfanglicheren Satz 4.1.2.

Korollar 4.1.1 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/w; = 0/£2/3)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (SP) mit dy(z,a") = ||z — a*||
fiir alle k € {1,...,m}, dann ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,7} und es
gilt

j=r+1

Z |wjl Z |wi| < [uw|
’ ||a’“ CNH z || [la* — a'l[ al||
z;ﬁk

oder es ist T = a” fiireink € {r +1,...,m} und es g11t

j=r+1
i#k )
oder es ist T € {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen
'
0= w
>, Z =
fir allel € {1,...,n}.
Beweis : Die Behauptung folgt durch Einsetzen von p = 2 sofort aus Satz 4.1.2. |

Bemerkung 4.1.2

Mithilfe der exakt gleichen Beweisschritte, wie sie soeben im Beweis von Satz

4.1.2 angewandt wurden, lassen sich auch allgemeinere Resultate fiir Aufga-
benstellungen erzielen, bei welchen die Abstandsfunktionen nicht alle von der-
selben {,-Norm induziert werden. Fiir solche Problemstellungen des Schemas
L/R™Jwy 2 0/071 -y /> konnen zwei Félle unterschieden werden, welche wie-
derum Spezialfille von Satz 4.2.1 aus dem folgenden Unterkapitel 4.2 sind.

(i)  Sind die existierenden Standorte a', ... a™ alle paarweise verschieden, so
andern sich gegeniiber Satz 4.1.2 nur die durch die induzierenden Normen be-
dingten Variablen und man gelangt mit den obigen Beweisschritten zu folgender
Aussage:

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (SP) und sind alle existieren-
den Standorte a', ..., a™ paarweise verschieden sowie dy,(x,a*) = ||z — a*||,, mit
pr € R und p, > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann ist entweder T = a* fiir ein
ke{l,...,r} und es gilt

79
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e

fwm<@M%WMﬁ_W”‘ S@M—%mﬁwwﬂ>
J
1

j=r+

r k i k i |pi—1 k Q k i |pi—1
sgnlay —aq)|lay —a sgnia, — a a, —a

i=1 —a 52_1 Y |a* — o’ 53_1
ik _PE_
p—1
oder es ist T = a” fiirein k € {r +1,...,m} und es gilt
E:r|6@afwm%—%w wm%wm%—%wl>
Wy 1 PRI o—1
= la* — @[z la* — @[z
itk
S oy ([ et sl — ik P |
= la* — a5~ o la® — a5
Pk
pr—1
oder es ist T & {a',...,a™} und T I6st das System nichtlinearer Gleichungen
0= Z | Sgn al)|xl pl Z | ‘Sgn ?)|El B a{|pj71
- —1 Wy P —1
a% fared —ay

fiirallel € {1,...,n}.

(ii)  Ein existierender Standort, welchem mehr als eine Abstandsfunktion zuge-
ordnet wird, entspricht in unserer Formulierung zwei oder mehr gleichen Stand-
orten mit jeweils einer unterschiedlichen zugeordneten Abstandsfunktion. Wir
fassen die Indizes dieser gleichen Standorte in Indexmengen Ky mits € {1,...,u}
zusammen, indem wir fordern, dass fiir diese

(a) SQIKS:{l,...,m},

(b) a? = a" fiir alle g, h € K, und fiir alle s € {1,...,u} sowie
(c) a9 # a fiir alle g € K,,h € K; mit s,t € {1,...,u} und s #t

gelten. Mit diesen Indexmengen lésst sich nun eine Aussage fiir den Fall treffen,
dass die existierenden Standorte a', ..., a™ nicht alle paarweise verschieden sind.
Wenn wir hiertiir die Schritte aus dem Beweis von Satz 4.1.2 nachvollziehen, so
dndert sich zusétzlich zu Fall (i) noch die notwendige Optimalitdtsbedingung fiir
die existierenden Standorte und wir erhalten folgende Aussage:

Ist T € R"™ ein lokales Minimum des Problems (SP), die existierenden Standorte
in Indexmengen K, mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen, sowie
di(x,a*) = ||x — a*||,, mit p, € R und py > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann ist
entweder T = af fiir ein g € K, mit s € {1,...,u} und es gilt
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Z | (sgn af — af)|af — a1|p] sgn(a? — a’)|ad — a? |pj1)
W

e —
j=r+1 HCLQ—CL]HPJ- Ha’g _CLJHp]
k.
_ Z ] [ 32200 —aplef — ey sgn(af — ay)|af — ap [P
||ag —allp o lag — ;"
zéKs
T m
eEXfewwwmsm&+Z{ﬁﬂwmww=m@
i—1 Pi— j=r+1 pj—1
€K jEKs
oder es ist T & {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen
r 7 — a7, — qtlpi— '__jpj_l
0= Z |wi|sgn(xz - al)’ixzpilal Z | ]|sgn )\xlp 7?1’
i=1 HI‘—CL pi j=r+1 | - j“ y

fir allel € {1,...,n}.

Zum Abschluss dieses Unterkapitels untersuchen wir nun noch Aufgabenstellungen
des Typs (SP), bei denen alle Abstandsfunktionen von der ¢, -Norm induziert wer-
den, also di(z,a") = ||z — a"||« fiir alle k € {1,...,m} gilt. Dies entspricht dem
Schema 1/R"/wy, 2 0/l /% in der Klassifikation der Standortoptimierungsproble-
me. Der folgende Satz ist dabei wiederum ein neues Resultat dieser Arbeit.

Satz 4.1.3 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/wy 2 0/l /%)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (SP) mit di(x,a") = ||z — a"||«
fiir alle k € {1,...,m}, dann ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,r} und es
existieren x*» € R" fiir alle h € {1,...,m} \ {k}, welche

(1) leh!x "< Twl,
Wk i |
(2) (e —ap) = || max oy — aj] =0,

[ARES}

(3) :p?j(af—al)+|x/| max |al_al|_0

(4) 1l = 1 und ol = 1

fiirallei € {1,...,r}\{k}, fiirallej € {r+1,...,m} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist T = a" fiir ein k € {r +1,...,m} und es existieren z*» € R"
fiir alle h € {1,...,m} \ {k}, welche

(1) Z|@Uh|l“h = |wgl, Z|wh|33h = [wil,

h;ﬁk 1 h;ék o

(2) xz (af—al) |$l | max |az —af| =0,

yeeey

(3) (@ —af) +|a’| max |af —aj| =0,
le{1,....,n}

(4)

=1,||%; =1 und ||z ||c = 1

T4
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fiirallei € {1,...,r}, firalle j € {r+1,...,m}\{k} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist schlieflich T ¢ {a',... ,a™} und es existieren z*» € R" fiir
alle h € {1,...,m}, welche

(1) > |walz™ =0,
h=1

(2) ai(ar —aj) = |a7"

ko i
- - 0
?llax , la; — qj ,

[ARR)

3) ok —al) + |a’| maxJof —af| =0,

goeey

(4) o™ =1, [l2% ]l = 1 und [z = 1

fiir alle 1 € {1,...,r}, fir alle j € {r +1,...,m} und fiir alle | € {1,...,n}
erfiillen.

Beweis: Es sei 7 ein lokales Minimum von (SP) mit dy(x,a*) = ||z — a”||s fiir alle

k € {1,...,m}. Aus Eigenschaft (L4) des Limiting-Subdifferentials aus Lemma
2.2.2 erhalten wir erneut die notwendige Optimalitétsbedingung, zur Umformung
dieser nutzen wir auch hier die Summenregel fiir Limiting-Subdifferentiale aus Satz
2.2.8 und Eigenschaft (L1) aus Lemma 2.2.2. Damit ergibt sich

0 € awa(T)

=0 | D lwilllz = d'll + D lwjl(=llz =’ |lx) | ()
i=1

Jj=r+1

C | D aulwille —a'llso) + D Or(lwsl(~le —d’ll)) | (@)
i=1

j=r+1
= | 2 lwildr(llz —a'leo) + D wjlor(—llz — o’ llx) | (@).
i=1 j=r+1

Wir setzen in diese Bedingung nun die in Satz 3.1.4 und Satz 3.2.3 berechneten
Limiting-Subdifferentiale der positiven und negativen £,,-Norm ein und gehen dabei
die drei Félle des Satzes durch.

Zuerst sei T = aF fiir ein k € {1,...,r} einer der anzichenden Standorte, dann
erhalten wir

0 | D lwildr(le —a'llo) + D lwjldr(=llz —a’|ls) | (a¥)

i=1 j=r+1

I8
= |wi\{a:* R |VIE (L n}s af(of —af) — fof| pax Jaf —ail =0,

i=1 el

ik

n m

S Ja =1}+|wk\{x* eR | <1} + Y \wjl{x* ER" | o]0 = L,
=1 j=r+1

n
Y lail=1vIe{l,...,n}: zj(a] —af) + \xﬂleglax }\af —dl| = 0}.
=1

goony
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Das ist aber dquivalent zur Existenz eines y* € R", fiir welches die Aussagen

T
"€ {2 e R |Vie{l,...,n}: zf(af —a}) — |2} kgl =0,
Yy Z |wz‘{1’ ‘ { n} X (al al) ‘.Z'l ’le?llax ) |al al’

goony

=1

itk

n

Z|:c7\=1} 3 W{x e R | [l oo = 1, Zm\—l
=1 Jj=r+1

Vie{l,....,n}: 2f(aF — a) + |2} —dl|=0
{ n}: xj(aj al) |$z\l€glax}|az al }

seeesTY
sowie
—y* € {z" € R" [ [|2™]]1 < [wgl}

gelten und dies ist dquivalent dazu, dass z*» € R™ fur alle h € {1,...,m} \ {k}
existieren, welche das folgende System von Bedingungen erfiillen:

m
(1) ||D_ lwnla™|| < Jwgl,

h=1

hk L
(2)Vi€{1,...,r}\{k}Vl6{1,...,n}:a;}”(af—af)—\x;‘illegaxn}\af—aﬂ:O,
(S)Vj6{r+1,...,m}Vl€{1,...,n}::czsj(af—a‘g)—i—\x;j]leglax}\ —al|—0,

(4)Vhe{l,...,mp\{k}: |21 =1
BG)Vje{r+1,...,m}: [[2% oo =1
Ist hingegen einer der abstofsenden Standorte ein lokales Minimum der Problem-

stellung, also T = a¥ fiir ein k € {r+1,...,m}, so liefert das Einsetzen der vorher
berechneten Limiting-Subdifferentiale die notwendige Optimalitdtsbedingung

T m
0e | D lwildr(le —a'llee) + Y |wlor(=llz —a]loo) | (a¥)
i=1 j=r+1
r . .
:Z\wil{x* eR"|VIe{l,...,n}: zf(af —a}) — |zf| max |af —al| =0,
= le{1,...,n}
n m
> =il = 1} +wg {z* € R" | &*[i =1, [|2*]loo = 1} + ijl{fc* €R" |

=1 j=r+1
i#k

n
Z|xﬂ:1,Hx*”ooz1,Vl€{1,...7n}:937(f—al)+|:cl| Irllaxn}] —al—O}

77777

Mit den gleichen Schritten wie zuvor ist dies dquivalent zur Existenz eines y* € R",
welches

20ty

T
y*€Z|wi|{x*€R"|Vl€{1,...,n}:x?(a;€af)|x2"] max |af —af| =0,
le }

=1
n
Zmn:l} Syl {:r ER" | [a” Hoo—lzlwz\—l
=1 Jj=r+1
J#k

Vie{l,...,n}: 25 (aF —a) + |2f] max |af —a —O}
{ beoag(a) ) ‘l‘le{lx}|l z’

geoey
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und
—y* € {z" € R" | [|27]l1 = [wgl, [[2"|loc = |wi|}

erfiillt bzw. dquivalent zur Existenz von x*» € R™ fiir alle h € {1,...,m} \ {k}, die
dem folgenden System von Bedingungen geniigen:

m m

@) D ol || = Jwgl, D [wnla™ | = Jwgl,
h=1 h=1
h#k 1 h#k -

-----

(2)Vie{l,...,r}Vle{l,...,n}: % (af — a) — |x?i|l€?11ax }|af—af =

(3) Vj€{r+1,...,m}\{k‘}Vl6{1,...,n}:x;j(af—ag)+]a:7j|le?l1ax }|af—a{]:

@) Yhe {1,...,my\ {k}: || =1,
GYVie{r+1,...,mi\{k}: |20 = 1

Sei zuletzt T ¢ {a',...,a™}, dann erhalten wir durch das Einsetzen unserer Ergeb-
nisse aus den Sétzen 3.1.4 und 3.2.3

0 | Y lwilor(lz —a'llec) + D |wjlor(=llz —a’ll) | (@)

i=1 j=r+1

'
=> wi]{a:* eR™|VIe{l,...,n}: af(z —a}) — \xﬂleglax }m —al|l =0,

i=1
n m

Z\w7|=1}+ >, wj|{x*eR”||rw*||oo=17|xm=1,
=1 j=r+1

;Vl e{l,...,n}:af(@m—a])+ |x?‘\l€glax }|§l —aj| :0},

geeey

Dies ist nun direkt dquivalent zur Existenz von z*» € R" fir alle h € {1,...,m},
so dass das System

m
(1) D lwpla™ =0,
h=1
2)Vie{l,...,r}Vie{l,...,n}: 277 —a}) — |mz<"\lemax |Z) — a}| = 0,

20ty

(3) VjE{7’—|—1,...,m}Vl€{1,...,n}:x;j(il—a{)+|x77|legax }\El—aﬂzo,

@) Yhe{l,...,m}: |z |y = 1 und
(BYVielr+1,...,m}: 2" oo = 1

erfullt ist. [

Bemerkung 4.1.3

Alle Ergebnisse dieses Unterkapitels fiihren im Spezialfall ausschlieflich anziehen-
der existierender Standorte, wenn also r = m gilt, auf die bekannten Ergebnisse
der konvexen Standortoptimierung zuriick: Die notwendige Optimalitdtsbedin-
gung in Satz 4.1.1 liefert dann eine Aussage, welche dquivalent zu Korollar 2.2
bei Hamacher (1995) ist, die Fallunterscheidung in Korollar 4.1.1 geht genau in
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die Testbedingung und die Rekursionsvorschrift des Weiszfeld-Algorithmus iiber
(vgl. Satz 2.8 und Algorithmus 2.5 bei Hamacher (1995)) und Satz 4.1.2 reduziert
sich zu Testbedingung und Rekursionsvorschrift des hyperbolischen Approxima-
tionsalgorithmus (vgl. Satz 2.9 und Algorithmus 2.6 bei Hamacher (1995)). Die
von Hamacher (1995) fiir den planaren Fall n = 2 vorgestellten Resultate lassen
sich dabei (mit Ausnahme der Aussage iiber den Zusammenhang von {1-Norm
und {+-Norm) ohne Einschrankung auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.

Unsere notwendigen Optimalititsbedingungen stellen somit richtige und natiir-
liche Fortsetzungen der klassischen konvexen Theorie dar.

4.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Medianprobleme mit gemischten Minkowski-
Metriken

Nach den notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir Medianprobleme mit gleichen
Abstandsfunktionen wollen wir eine solche notwendige Optimalitdtsbedingung jetzt
auch fiir das Problem (SP) herleiten, wenn die zugeordneten Metriken zu den exis-
tierenden Standorten a” fiir alle k € {1,...,m} von unterschiedlichen ¢, -Normen
(mit pr, € R und p; > 1) induziert werden. Eine derartige Problemstellung hat in der
Klassifikation der Standortoptimierungsprobleme das Schema 1/R"/wy 2 0/6]"/%.

Es kann bei dieser Aufgabenstellung nun der Fall auftreten, dass demselben exis-
tierenden Standort mehrere verschiedene Abstandsfunktionen zugeordnet sind, bei-
spielsweise kann im Kontext der Stadtplanung eine Fabrik aufgrund der zur Ver-
fliigung stehenden Arbeitsplatze sowohl anziehender Standort mit ¢/;-Norm sein als
auch gleichzeitig abstofsender Standort mit ¢,-Norm, da von dieser Fabrik Larmbe-
lastigung ausgeht oder Abgase verbreitet werden. In unserer Zielfunktion aus Sektion
1.2.2 wird dies durch zwei oder mehr gleiche existierende Standorte mit jeweils einer
dieser Metriken als zugeordneter Abstandsfunktion modelliert.

Die existierenden Standorte seien dabei im Folgenden ohne Beschrankung der All-
gemeinheit nach ihren zugeordneten Abstandsfunktionen geordnet, so dass also

o dy(z,a") = ||z—a”||; fiirallek € {1,...,m}mit 1 <k <rjoderr+1 <k <rj,

o di(z,a") = ||z — a"|,, mit pp € R, p > 1 fiir alle k& € {1,...,m} mit
ri+1<k<ryoderrs+1<k<r,sowie

o di(z,a") = ||z — a"|» fiir alle k € {1,...,m} mit 1, +1 < k < r oder
rg +1<k<m

gilt, wobei 0 < 1y <7y <r <713 <71y <m sein soll.

Fiir die Notation nutzen wir zudem Indexmengen K mit s € {1,...,u}, in denen
die Indizes gleicher Standorte zusammengefasst werden (vgl. Bemerkung 4.1.2 (ii)
im vorherigen Unterkapitel) und welche dafiir die Eigenschaften

(a) SLZJlKS:{l,...,m},
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(b) a9 = a" fiir alle g, h € K, und fiir alle s € {1,...,u} sowie
(c) a9 # a" fiir alle g € K,,h € K; mit s,t € {1,...,u} und s # ¢

erfiillen miissen. Damit kénnen wir nun das wichtigste Resultat unserer Arbeit for-
mulieren.

Satz 4.2.1 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/w, 2 0/€7" /%)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (SP), die existierenden Standorte

in Indexmengen K, mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen, sowie
di(x,a*) = ||x — a¥||,, mit p, € R und py > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann ist
entweder T = a? fiir ein g € K, mit s € {1,...,u} und es existieren x*» € R" fiir

alleh € {1,...,r,ro+1,...,r3,rs+ 1,...,m} \ K, welche

(1) Z|wz|w*’+ Z jwilz™ + Z |wylz™ + Z |w;| ™

Z¢Ks Zlé?s_l ]3611;51 ]Jé%{tl
i Z lw; sgn(af — aj)]af — aj " sgn(af — ay)|ag — ap [P
. L 9oy . L
S las — a5~ las — @[l
12K,
i Jw;| (Sgn@i —aj)laf —aft sgn(ag — aj)|ag — azglpﬂ)
— w] A 71 PR . 71
Pl las — ad [ las — ad [z
JEKs
T1 r2
X R el <fulh+ 3 {o e R ol < it}
i=1 i=r1+1 a
€K €K
r T4
+ > {zeR | o) < Jwil} + D {x eR" | ||z*|| » = \wj\}
i=rot1 j=rs+1 P
€K JEKs
r3 m
+ > {—wjw}" + > {at € R [l = fwyl, 2" oo = fuwjl},
j=r+1 Jj=ra+1
JEKS JEKS
({1} fiir a —aj >0

(2) :L‘F €< {-1} fiir ay — a? <0,
|[-1,1] fiira] —aj =0

4 -~
{-1} fir aj —a] >0
(3) x;kj €4 {1} fiir a —al <0,
{-1.1} fira] — al =0

(4) 2} (af — af) —

max ) laj — aﬂ =0,

le{1,...,
(5)% ( _al) |xl ’l 1{(r11ax |al _al| =0,
= 1 sowie

(7) llz"3]ly = 1 und |27 ||oo = 1

firallel € {1,...,n}, firallei € {1,...,r}\ Ky, firallei € {ro+1,...,7}\ K,
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fir alle j € {r+1,...,r3}\ K, und fiir alle j € {ry+1,...,m}\ K, erfiillen oder
esist T € {a',...,a™} und fiir alle h € {1,...,r,ro +1,... ;73,74 +1,...,m}
existieren Vektoren x*» € R"™, welche

T4 7 AN J|pj—1
sgn(Ty — ay)|T; — af|Pi sen(z, — )|z, — al [Pt
(1) Y Iyl ( ” T

jmratl 7 —dl|; Iz — a5
sgn(T; — al)|xy — at|Pi~! sen(T, — ab)|z, — a’ |Pi~!
_Z;ﬂ' ( Tl T ol )
= Z |w;|z™ + Z |w; |z* + Z |wj|z™ + Z lw;|x™,
i=ra+1 j=r+1 j=ra+1
({1} fiirfl—a}>0

(2)x7 € {{-1} firz —a <0,
(-1, 1] firT —aj =0
({—1} fiir 7, — a; >0
(3) :1:;5 €< {1} fﬁrfl—az<0,
{-1.1}  fir® —a) =0

) 5 ) - 27| max |7 — aj] =0,

LA

(5) & (% _az)+ | e{rllax}\xl _az|

yeees Tl

(6) ||z*i||y = 1 sowie
(7) 2%l = 1 und [ || = 1

fiirallel € {1,...,n}, firalle € {1,...,m}, fiir alle € {ry+1,...,r}, fiir alle
je{r—+1,...,r3} und fiir alle j € {ry +1,...,m} erfiillen.

Beweis: Es sei 7 ein lokales Minimum von (SP) mit di(z,a*) = ||z — a*|,,, pr € R
und pr > 1 fiir alle & € {1,...,m}. Eigenschaft (L4) aus Lemma 2.2.2 gibt uns
erneut die allgemein notwendige Optimalitdtsbedingung vor, welche wir mit der
Summenregel fiir Limiting-Subdifferentiale aus Satz 2.2.8 und der Homogenitéts-
Eigenschaft (L1) aus Lemma 2.2.2 entsprechend umformen. Wir erhalten dann die
notwendige Optimalitétsbedingung

0e 8wa(§)

= 0L (szfca’pﬂr > lwl(=lle—d pj))( )

Jj=r+1

< (Z Or(jwilllz —a'lly,) + Y Or(lws|(~la — ajpj))> (7)
=1

j=r+1

j=r+1

(Z [wil O (llz = a’llp) + Y w;ldL(~llz — ajp])) (7)
i=1
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1 T2
= | ) lwiloc(lz —a'l) + Y |wilon(lz - a'llp,)
i=1 i=r1+1
+ > |wildn(lle = a'llee) + Y fwjln(=|lz — @)
i=ro+1 j=r+1
T4 . m )
+ D wilon(=llz —dlp,) + D wilon(=llz — ) | (@)
j=r3+1 j=ra+1

Wir setzen in diese Bedingung nun unsere gesamten Berechnungen aus den Unter-
kapiteln 3.1 und 3.2 ein. Beginnen wir zuerst mit dem Fall T = a9 fiir ein g € K

mit s € {1,...,u}, so liefert das Einsetzen
T1 ) T2 )
0e | Y lwilor(lz—a'l)+ D |wildr(lle—dly,)
i=1 i=r1+1
T ) T3 )
+ Y wildn(lr — a'lleo) + Y |wyldn(—llz — a’|l)
i=ro+1 Jj=r+1
T4 ' m 4
+ Y |wlon(=lle =) + Y wilon(=llz — a'|lw) | (a?)
j=ra+1 Jj=ra+1
" {1} fir o —aj >0
:Z]w” g € R"[VIe{l,...,n}:af € ¢ {-1} fiira] —a} <0
Z%:Kls [-1,1]  fiir of — af =0

T1
+ ) |wil {z* €R™ [ V1€ {1,...,n}: 2] € [-1,1]}

=1
1€Ks

S sgn(af —af)la{ —ajP~t  sgn(ah —aj)lad — ap [P
+ Z |wz| i—1 v i—1

P a9 — a'|lp a9 —a'lp
iZKs

)
£ 3 pulfer e r o7 oy <1}

i=r1+1
1€Ks

7 i

T
+ Z ]wﬁ{x*ER”|Vl€{1,...,n}:x?(af—a§)—]ajﬂlemax ! —aj| =0,

a1 1,....,n}
igK,
n '
>Slail=1}+ 3 fulfa e R |l < 1)
=1 i=ro+1
i€k,
s {-1} fiir aj — a{: >0
+ Z lwj| ¢ 2" € R" |VIe{l,...,n}: o] € ¢ {1} fiir af —a] <0
J’;}gj {-1,1} firal —a/ =0

T3
+ ) | {z" eR"|VIE{L,... ,n}:af € {-1,1}}

Jj=r+1
JEKs

81 —
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b Y { (—sgnmi —a]laf —aj»"'  sgn(af — ah)laf — ahfPr!

—1
jmradl — allp; lag — ad|ly]
j§ZKs

+ Z \wjy{x e R | ||lz*| o _1}
j=r3+1
JjeEKS

m
+ Z \wj]{x*e]]{"’Vle{1,...,n}:xf‘(alg—af)%—]xﬂl?llax}\al—al|—0
e
j=ra+1

geoey

JEKs
n m
Skl =Ll = Lp 4 D sl o € R o’ = 1, " = 1.
=1 j=7‘4+1
JEKS

Das ist dquivalent zur Existenz eines y* € R” mit

" {1} fir af —a} >0
y' e > |wi{a* R |VIe{l,...,n}raf € { {-1} firal —a} <0
N [-1,1] firaf —a} =0
sgn(a aila?d — at|pi—1 sen(a? — at)|ad — a® [Pi—1
s M{( aniaf ool — P! sgnlol— o)l o
il Hag — a'|p; lad — a?[|,;
iZKs

.
+ E |wz\{x* eER™|VIe{l,...,n}: 2z} (a) —a}) — |zf| max |af —aj| =0,
1=ro+1
1€ K,

n
3 o] = 1}
=1

{-1} fiir af — af >0

T3
+ Z lw;| 2" e R"|VIie{l,...,n}: 2] € {1} fiira‘?—a{<0
j?}gl {-1,1} firal —a] =0
> sgn(af —al)lal —al[P=t  sgn(al — af)lah — ah[Pi!
wW; — —
P 4 |ag alit T lag — @i~
JEKs

m
+ Z |wj]{a;*eRn\Vle{1,...,n}:xf(azq—a{)—i—\xﬁleglax}|al—al|:O,

=rat1
JEKs
n
Z!mﬂ—l,ux*noo—l};
=1
71 T2
e Y (ot R | e < i} + Y { B | 0" o, <\wzr}
=1 i=r1+1
€K €K
' T4
£ Y @ eR et < jul - Y {x*ewruxw:\wj}
i=ra+1 j=r3+1 it
leKs ]eK.s
r3 m
£ fwpudtt 3 et € R ol = [l 0 oo = Jusl)
j=r+1 Jj=ra+1
jGKS jeKs

89
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bzw. dquivalent dazu, dass fur alle h € {1,...,7r,ro+1,...,r3, 74+ 1,... ,m}\ K
Vektoren z*h € R" existieren, welche das System

(1) Z |w;|x™ + Z |w;|x™ 4+ Z lwjlx™ + Z lw;j |z

1 1 1
Z%K Zzé%(+ J]é’;’s j]é%(t
sen(a! — ap)lad — aiP~! sgn(ad — ai)|ad — ai !
+ Z T S
ey Jas — o] las — ol
€K
S Juy) (Sgn<ai’ Cal)lad — ! sgn(ad — ab)lad — ')
- J pi—1 L] pi—1
= las — @il las — a2
JEKs
T1 T2
e e |l <l + 3 {o € R |17l g, < ol
=1 i=r1+1
€K ieKs
T T4
LY @ eR et <l - Y {x*eR”\ux*wzrwj\}
i=ra+1 j=raz+1 it
'LGKS ]eKs
3 m
3wt Y {et € R et = gl 2 oo = usl}
j=r+1 j=ra+1
JEKS JEKS
{1} fir af —a} >0

2)Vie{l,...,m}\ K, Vle{l,...,n}:a;" € { {1}  fiira) —a} <0,
[-1,1] firal —a} =0
{-1} fiir af — a] > 0
B)Vie{r+1,...,rs}\ K, Ve {l,...,n}: 2,7 € {1} fﬁralg—a{<0,
{-1,1} firal —a/ =0
(4)Vi€{r2+1,...,r}\KSVle{1,...,n}:x?i(af—af)—m?i!leglax}\af—aﬂ:O,

goony

(5) v;'e{r4+1,...,m}\f<swe{1,...,n}:xjj(alg—a{)+|z7|l£ax }\al —d]| =0,

goeny

6)Vie{ra+1,...,r}\ Ks: ||z¥|1 = 1 sowie
(M Vje{rs+1,....,m}\ Ks: |91 =1 und [|27 || =1

erfiillen.

Ist hingegen T & {a',...,a™}, dann liefert das Einsetzen der in den Unterkapiteln
3.1 und 3.2 berechneten Limiting-Subdifferentiale in die notwendige Optimalitats-
bedingung

T1 T2
0 | > lwilor(lz —a'l) + Y lwildr(le —a'lly,)
i=1 i=r1+1

r T3
+ > |wildr(le = a'lloo) + Y fwjlor(=lle —a'[1)

i=ro+1 Jj=r+1

+ Y lwilon(=lle —dlly,) + Y lwild(-llz — d’|lx) | (@)

j=ra+1 j=ra+1
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- {1} fiir 7, — a} > 0
:Z]wﬂ e eR" [Vie{l,...,n}:af € { {-1}  firzy —a} <0
=t [~1,1]  fir T —af =0
b3 fug d (T Im T s o) T
BT el
1=r1+1

+ |z e R | VIe{l,....,n}: 2} (T — a}) — |z} Z; —al| =0,
> |w\{a: Vi€ Lo} (e — af) — o] _max 7 - df

i=ro+1 et
n
S Jef] = 1}
=1

(-1}  firz —a] >0

T3
+ Z lwj| ¢ 2" € R" |Vl e {l,...,n}: 2] € < {1} fﬁrfl—az<0
j=r+1 {-1,1} firz—a =0
= sgn T, — a1)|$1 — a1|pﬂ sgn (T, — afl)ﬁn — a%|pj—1
+ Z |w] 1 gy T _ pi—1
. —aJ — aj|Pi
]*7’3—1—1 1z — ol |7 — a|lp]

+ Z \w]]{ eR"|VIe{l,. n}:a:f(fl—a{)—i-\a:ﬂ
Jj=ra+1

n
AR :1}.
=1

Dies ist nun aber schon direkt dquivalent zur Existenz von Vektoren z*» € R" fiir
alle h e {1,...,;r,ro+1,...,73,74 + 1,...,m}, welche das System

T4 = _ I\|7, _ 4d|pi—1 = _ I\ _ 4d|pi—1
(1) Z | (sgn(xl ai)|z — ayl 7”"sgn(xn ay)| T, — an| )

_ pi—1 _ p—1
j2ratl 17— adly; Iz — ad|y;

TZQ |w | sgn(z1 — a7y — aj [P sgn(Tn — ap) [Ty — ap [P
' |7 — ail5 ! — el

i—r1+1 T — a*||p;

—Z]wﬁx*’—i— Z |w;|z™ 4+ Z lwjlz™ + Z lwjla™,

i=ra+l j=r+1 j=ra+1
{1} fiir 7, — a} >0
2 Vie{l,...,m}Vie{l,....,n}: 2 e {-1} fiirz;—al <0,
[-1,1] firz —al=0

max |Z; —a’| =0
le{1 }‘l l’ ’

eyl

{-1} fiir 7, —a{ >0
B)Vje{r+1,...,r3}VIie{l,...,n}: z’ € ¢ {1} fir 7 — a] <0,
{~1,1} fir® —a] =0

Q) Vie{ro+1,...,r}Vie{l,...,n}: 2] (F — af) — |x?i]l€g1ax |Z; — ai| =0,

goooy

G)YVje{ra+1,....m}VIie{l,..., n}: x?j(fl—a{)+\x;j]l€glax }\xl—all

(6) Vie{ra+1,...,r}: ||z%|1 = 1 sowie
(MYVje{rs+1,....,m}: ||[z" 1 =1 und ||2" || = 1

erfiillen. [ |
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Bemerkung 4.2.1

2)

b)

Aufgrund unserer Betrachtungen zu Beginn dieses Kapitels kann in jeder
Indexmenge gleicher existierender Standorte jede Abstandsfunktion héchs-
tens einem dieser Standorte zugeordnet sein. Insbesondere kann also in
jeder solchen Indexmenge auch jeweils hchstens ein (anziehender oder ab-
stofsender) Standort enthalten sein, dessen Abstandsfunktion von der (;-
Norm bzw. der {.-Norm induziert wird.

Das heifit aber, dass in der notwendigen Optimalitdtsbedingung fiir existie-
rende Standorte mindestens zwei der rechtsseitigen Summen in Bedingung
(1) immer leer sind. Diese Bedingung ist also stets leichter zu tiberpriifen,
als dies in Satz 4.2.1 den Anschein hat. Dennoch ist die gewahlte For-
mulierung in Satz 4.2.1 wesentlich kompakter und iibersichtlicher als eine
vollstandige Unterscheidung aller durch diese Uberlegung mdéglichen neun
Falle.

Aus demselben Grund sind aufserdem in jeder Indexmenge existierender
Standorte die induzierenden (,-Normen der zugeordneten Abstandsfunk-
tionen mit p € R und p > 1 allesamt verschieden.

In der Praxis tritt haufig der Spezialfall auf, dass die existierenden Stand-
orte {a',... a™} alle paarweise verschieden sind, also |K,| = 1 fiir alle
s € {1,...,u} gilt. In diesem Fall zerfallt die Testbedingung aus Satz
4.2.1, ob die notwendige Optimalitdtsbedingung bereits von einem oder
mehreren der existierenden Standorte a* mit k € {1,...,m} erfiillt wird,
in bis zu sechs einfacher zu priifende Fille fiir die (mdéglicherweise lee-
ren) Mengen k € {1,...,r}, k € {ri +1,....m} k € {ra+1,...,7r},
ke{r+1,...;r3}, ke {rs+1,...,ry} und k € {ry+1,...,m}. Dies ent-
spricht den verschiedenen Moglichkeiten der induzierenden Norm fiir die
dem Standort zugeordnete Abstandsfunktion, jeweils separat fiir die an-
ziehenden und abstofsenden existierenden Standorte. Die notwendige Opti-
malitdtsbedingung fiir Punkte, welche keine existierenden Standorte sind,
bleibt dabei wie in Satz 4.2.1 erhalten.

Wir haben mit Satz 4.2.1 eine allgemeine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir
skalare Medianprobleme mit Anziehung und Abstofung sowie beliebigen Minkowski-
Metriken als Abstandsmafien hergeleitet. In den folgenden Kapiteln 5, 6 und 7 wer-
den wir sehen, dass sich zudem auch die grundlegenden Ergebnisse dieser Kapitel,
namlich notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir die jeweilige Aufgabenstellung mit
Anziehung und Abstofung sowie beliebigen Minkowski-Metriken (Satz 5.1.1, Satz
6.1.1 und Satz 7.1.2) unter gewissen Voraussetzungen stets auf die Aussagen aus Satz
4.2.1 zuriickfiihren lassen. Daher bildet dieser Satz das Kernstiick unserer Arbeit.




5 Notwendige Optimalitatsbedin-
gungen fir nichtkonvexe skalare
Centerprobleme

Nach dem skalaren Medianproblem (SP) gehen wir im folgenden Kapitel zur néchs-
ten Klasse von Standortoptimierungsproblemen iiber und beschéftigen uns nun mit
dem skalaren Centerproblem (CP) mit Anziehung und Abstofsung aus Sektion 1.2.3,
fiir dieses Problem wollen wir ebenfalls notwendige Optimalitatsbedingungen unter
Verwendung unterschiedlicher Abstandsfunktionen herleiten.

Hierbei gehen wir jedoch genau andersherum vor als in Kapitel 4 und beweisen zu-
nachst ein allgemeines Resultat fiir Centerprobleme mit beliebigen, von £,-Normen
induzierten Abstandsfunktionen, aus welchem sich dann die weiteren Ergebnisse des
zweiten Unterkapitels ableiten lassen. Samtliche Aussagen im gesamten Kapitel 5
sind dabei neue Resultate dieser Arbeit.

5.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Centerprobleme mit gemischten Minkowski-
Metriken

Wir betrachten im Folgenden das Centerproblem (CP), wobei jedem der existie-
renden Standorte a',...,a™ eine Abstandsfunktion zugeordnet ist, welche fiir alle
k€ {1,...,m} jeweils von einer £, -Norm mit p, € R und p; > 1 induziert wird.
Ohne weitere Anforderungen an die Abstandsmafie hat eine solche Aufgabenstellung
in der Klassifikation aus Sektion 1.2.1 das Schema 1/R"/wj, 2 0/{7"/ max.

Ein Standort mit mehreren verschiedenen zugeordneten Abstandsfunktionen wird
dabei wie gehabt als mehrere gleiche existierende Standorte modelliert, welchen
jeweils eine dieser Abstandsfunktionen zugeordnet ist, wobei diesen gleichen exis-
tierenden Standorten wiederum jede mogliche Abstandsfunktion héchstens einmal
zugeordnet werden darf.

Die existierenden Standorte seien aufserdem in gleicher Art und Weise geordnet und
ihre Indizes in Indexmengen K mit s € {1,...,u} zusammengefasst, wie dies in
Unterkapitel 4.2 fiir die entsprechenden Medianprobleme eingefiihrt wurde. Eine
notwendige Optimalitdtsbedingung fiir ein solches Centerproblem ldsst sich dann
folgendermafen auf die in Satz 4.2.1 formulierte notwendige Optimalitatsbedingung
eines zugeordneten Medianproblems zuriickfiihren:

Satz 5.1.1 (Notw. Optimalititsbedingung fiir 1/R"/w, 2 0/£7'/ max)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CP), die existierenden Standorte
in Indexmengen K mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen, sowie
dp(z,a*) = ||z — a*||,, mit p, € R und py > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann
existieren A € Az und @ € Oz mit




Kapitel 5 - Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir nichtkonvexe skalare
Centerprobleme

Ay = {AeRg|ZAi:1,v¢e{1,...,r}:
=1

(e = ol — o il = ol ) =0}

sowie
m
O = {@GRT’"\ Z p;=1Vje{r+1,...,m}:
Jj=r+1

o (1wl = all) = _max | usli=lle = ol,) ) =0,

JE{T—"_lv"'vm

so dass in T die notwendige Optimalititsbedingung aus Satz 4.2.1 fiir das Me-
dianproblem

T
> Xilwil[lz - o’
=1

m
wt 2 Bl (—llw = all,,) — min
j=r+1

erfiillt ist.

Beweis: Ist 7 ein lokales Minimum des Problems (CP) mit di(x,a%) = ||z — a¥||,,,
pr € Rund py, > 1 fiir alle k € {1,...,m}, so muss 7 nach (L4) aus Lemma 2.2.2
die notwendige Optimalitdtsbedingung

0€ 8wa(f)
—on ( mx fulle = al, + _max il - ol ) @)
erfiillen.

Diese Bedingung formen wir weiter um, indem wir mehrfach die Summenregel fiir
Limiting-Subdifferentiale aus Satz 2.2.8, das Ergebnis zum Limiting-Subdifferential
der Maximumsfunktion aus Satz 3.3.1 sowie Eigenschaft (L1) aus Lemma 2.2.2, die
positive Homogenitéat des Limiting-Subdifferentials, nutzen. Es ergibt sich damit
die notwendige Optimalitdtsbedingung

seeesT J T seeey 1T

ocor (o fulle = ally, +_max (-l - @l,)) @

con (e fuille =l ) )+

yeuny je{r+1,...,m}
c o (ZA |willlz — a' ”m) @+ U 0L< > wjlel(—llw—aj\pj)> (T)
AeAF pedz j=r+1
=y ZaL (Nilwilllz = a'llp,) @ + Z L (wjlwjl(=llz = d’|ly,)) (@)
AeAz i=1 pedz j=r+1
- U ZA wilor, (lz = a'llp) @) + |J Z jlwilor(—llz — [l (@),
AEAZ i=1 pEedD7 j=r+1
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wobei
Ay = {AGRQ|2Ai=1,we{1,...,r}:
=1

A (|wi|||:c— @il — max w7 - ainm) _ o}
1e{1 }

yeeesT

und

m
@w:{weR’f—w Y e =1Vjef{r+1,...,m}:

Jj=r+1
) A=l — a7l ) — N=lF—=dall.)) =0
oi (Il =) = maxfusl(-lw = el ) =0
sein sollen. Es miissen also A € Az und @ € ®; existieren, so dass
0€ Y Nlwilr (I - a'llp) @ + Y #jlwjlor (<l = a’l,;) @)
i=1 j=r+1

gilt.

Dies ist aber im Beweis von Satz 4.2.1 nach den ersten Umformungsschritten gerade
die notwendige Optimalitdtsbedingung fiir das Medianproblem

r m
> Alwillle = atllp, + 3 @jlwl(=lle = a/lly,) — min,
i=1 J=r+l

aus welcher wir anschliefsend die Aussage dieses Satzes herleiten. Daher muss in Z
auch die notwendige Optimalitdtsbedingung aus Satz 4.2.1 fiir das obige Median-
problem erfiillt sein. |

Bemerkung 5.1.1

Fast immer werden viele der Eintrége von X\ und @ gleich Null sein (ndmlich min-
destens jene, fiir die die gewichtete Abstandsfunktion zum zugehérigen Standort
nicht dem Maximum der gewichteten Abstdnde entspricht). Im FEinklang mit
unseren Festlegungen aus Sektion 1.2.2 werden diese Komponenten im zugeord-
neten Medianproblem dann auch nicht beriicksichtigt und die Komplexitét der
Aufgabenstellung damit erheblich verringert.

Besonders bei der Testbedingung, ob bereits einer oder mehrere der existieren-
den Standorte lokale Optima der Problemstellung sein kénnten, lassen sich die
zu priifenden Bedingungen dabei erheblich vereinfachen. Ist in einer Indexmen-
ge K mit s € {1,...,u} kein Index zu einem abstoBenden Standort enthalten,
also KsN{r+1,...,m} = 0, so fallen einfach die drei entsprechenden Men-
gen auf der rechten Seite von Bedingung (1) im ersten Teil von Satz 4.2.1 weg.
Enthélt K, hingegen den Index mindestens eines abstofsenden Standortes, dann
gilt —d;(Z,a’) = 0 fiir alle solchen Standorte mit j € K;N{r+1,...,m} und
—d;(T,a’) < 0 fiir alle o mit j € {r +1,...,m} \ K. Daraus folgt aufgrund
der Definition von ®z aber sofort p; = 0 fiir alle j ¢ K, N {r+1,...,m}, in
Satz 4.2.1 entfallen damit die drei zugehérigen Summen auf der linken Seite von
Bedingung (1) sowie die kompletten Bedingungen (3), (5) und (7).
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Ahnliche Betrachtungen lassen sich fiir die anziehenden Standorte durchfiihren,
auch hier entfallen einfach die drei entsprechenden Mengen auf der rechten Seite
von Bedingung (1) des ersten Teils von Satz 4.2.1, wenn K, mit s € {1,...,u}
keinen Index eines anziehenden Standortes enthélt, also K;N{1,...,r} = 0 gilt.
Enthélt K, mindestens einen, aber nicht alle der anziehenden Standorte, dann
gilt d;(z,a’) = 0 fiir alle Standorte mit i € K, N {1,...,r} und d;(Z,a") > 0 fiir
alle iibrigen anziehenden Standorte mit i € {1,...,r} \ K. Aus der Definition
von Az folgt dann \; = 0 fiir allei € K,N{1,...,r}, daher verschwinden auch in
diesem Fall dieselben drei Mengen auf der rechten Seite von Bedingung (1). Sind
in K, hingegen alle anziehenden Standorte enthalten, also {1, ... ,r} C K, dann
fallen in Satz 4.2.1 direkt die drei zu den anziehenden Standorten gehorenden
Summen in Bedingung (1) sowie die Bedingungen (2), (4) und (6) weg.

Wir werden auf diese Uberlegungen in Unterkapitel 5.2 nochmals zuriickgrei-
fen, um die dort gewonnenen notwendigen Optimalititsbedingungen weiter zu
vereinfachen.

Bemerkung 5.1.2

Auch wenn T € R" in Satz 5.1.1 die notwendige Optimalitatsbedingung aus Satz
4.2.1 fiir das Medianproblem

T
> Xilwil[lz - o’
=1

erfiillt, so folgt daraus nicht zwangslaufig die stiarkere Bedingung

0€d (meimx —a'
=1

und T ist daher im Allgemeinen auch kein lokales Minimum dieses Problems.

m
bt Y Blusl(=llz =) > min
j=r+1

it D Bilwsl(—lle — aijj)) (7)

Jj=r+1

Wir betrachten als einfaches Gegenbeispiel dazu ein Centerproblem mit vier exis-
tierenden Standorten a' = (—2,0), a* = (2,0), a® = (0,—2) und a* = (0,2),
wobei a' und a? anziehende Standorte mit Gewichten wy = wy = 1 und a® sowie
a* abstoende Standorte mit Gewichten ws = wy = —1 sein sollen. Allen Stand-
orten gleichermafsen ist als Abstandsfunktion die von der ¢;-Norm induzierte
Metrik zugeordnet. Fiir x € [—2,2] x [—2,2] erhdlt man als Zielfunktionswert
des zugehérigen Problems (CP)

f(z) = max {||(=2,0) — [+, [[(2,0) — 2 }
+ max {—|(0, =2) — x|, —[|(0,2) — x|}
=max{| —2— |+ | — 22,12 — x| + | — 22|}

+max{—|[ -z = | =2 —aof, —[ — 21| = |2 — 22[}
=2+ |og| + |wo| + (=2 — |21] + |22])
= 2 |I‘2|,

fiir 7 = (0,0) ist also f(Z) = 0 und daher T nach Definition 2.1.19 ein lokales
(und sogar globales Minimum) dieses Problems. Abbildung 5.1 visualisiert das
Beispiel nochmals.
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4
at = (0,2)
2@ wy=—1
]

a' = (-2,0) a? = (2,0)
e 1 7 =(0,0) wy =1
° - * : °
—2 -1 0 1 2

-1
a® = (0,-2)
2@ wy = —1

Abbildung 5.1: Ein Beispiel zu notwendigen Optimalitdtsbedingungen von (CP)
(eigene Darstellung mit GeoGebra)

Nach Satz 5.1.1 existieren dann
ANeA={NeER: [ M+ d=1}und B € bz ={pcR: | ps+ ¢, =1},
so dass die beiden notwendigen Optimalitidtsbedingungen

0 € {Aifwnl} + {=Aofwal|} + {~Ps|wsl Bslws[} + {~Fylwal, By wal} und
0 € [=Mfwi], Arfwr ] + [=Aofwal, Ao|ws|] + {—Pslws|} + {@4wal}
erfiillt sind. Dies ist beispielsweise fiir \; = Xy = @3 = P, = % der Fall, in diesem

Beispiel gibt es aber sogar unendlich viele Méglichkeiten fiir die Wahl von X € Az
und p € ®z. Die Aussage von Satz 5.1.1 ist also korrekt.

Der Zielfunktionswert des zugeordneten Medianproblems kann fiir jede der még-
lichen Gewichtungen \ € Az, © € ®; mittels

fu(@) = Mlwi|||lz — atl|ly + Xe|ws ||z — a®|x
+ Bslws|(=|lz = a®|l1) + Bylwa|(— ]|z — a*[|1)
= M|z + 2] + |z2]) + Ao(|z1 — 2| + |22])

= @s(lza] + |22 + 2) = Py([za| + |22 — 2[) = Inin

berechnet werden und betragt fiir die drei Punkte T = (0,0), £ = (¢,0) und
T = (—¢,0) mit beliebigem 0 < ¢ < 2 immer
fu(T) =27 + 22X — 275 — 2,
=2(\1 + o) = 2B + By)
=0,
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fu@) =2+ + 2 -l — 2+6)7 — (2+)7,
=2(A1 + A2) + (M = o) = 2(F3 + By) — £(P5 + Py)
=e(A — A — 1)
=2\, und
@ =2+ 2+e)he— 2+e)ps — (2+¢)7,
=2(M1 +A2) + (A2 = A1) — 2(@3 + Py) — £(P5 + Py)
=c(dg— A — 1)
= —2e)\.
Unabhéingig von A\ € Ay und B € Oy existiert damit in jeder Umgebung von
7 mindestens ein Punkt xo mit fy(xg) < fu(T). Es gibt also unendlich viele
mogliche Gewichtungen und entsprechende Medianprobleme, fiir welche T die

notwendige Optimalitatsbedingung aus Satz 4.2.1 erfiillt, nach Definition 2.1.19
ist T = (0,0) aber fiir kein einziges dieser Medianprobleme ein lokales Minimum.

FEine allgemeine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir das nichtkonvexe Center-
problem mit Schema 1/R" /wy, 2 0/¢;!/ max kann daher nicht schérfer formuliert
werden als in Satz 5.1.1.

5.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Centerprobleme mit speziellen Metriken

Die soeben in Satz 5.1.1 hergeleitete notwendige Optimalitatsbedingung fiir das all-
gemeine Centerproblem mit Minkowski-Metriken wollen wir nun im zweiten Teil
dieses Kapitels nutzen, um fiir einige speziellere Problemstellungen mit Maximums-
zielfunktion noch stéarkere Resultate auszuarbeiten.

Dabei betrachten wir zuerst Aufgabenstellungen des Schemas 1/R" /wy 2 0/¢;/ max,
bei welchen allen der existierenden Standorte a* mit k& € {1,...,m} die von der /;-
Norm induzierte Abstandsfunktion dy(z, a*) = d(x, a*) = ||z —a*||; zugeordnet wird.
Korollar 5.2.1 (Notw. Optimalititsbedingung fiir 1/R™/wy =2 0/£,/ max)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CP) mit dy(z,a") = |z — a"||;
fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A € Ay und g € ¢ mit

Az:{/\eRi\Z)\izl,WE{l,...,r}:
=1

A (|wiu|f—aiu1 ~ max |wiu|f—aiu1) _ o}
ie{l,...,r}

sowie

cbx:{@emw Y pi=1Vje{r+1,... m}:

j=r+1

o (Il = 'l = _max (I = /1)) =0,
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so dass
e[ ilwil} fir 7 >a} o [{-7;lwl} fiir 7 > af
0ed’ {=Nilwil} fir 7 < aj+ Y 4 {B;wl} fiir 7 < af
=UNwl, Xlwi] - fiie 7 = a7 {95 w|, B |wyl} fiir T = af

fiir allel € {1,...,n} erfiillt ist.

Beweis: Die Aussage folgt sofort durch Einsetzen von p,, = 1 fur alle k € {1,...,m}
in Satz 5.1.1. [ ]

Als Néchstes wollen wir einige notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir verschiede-
ne Aufgabenstellungen herleiten, in deren Zielfunktionen keine von der ¢;-Norm oder
von der /,-Norm induzierten Metriken vorkommen, die zu den existierenden Stand-
orten a* zugehorigen Abstandsfunktionen werden demzufolge fiir alle k € {1,...,m}
von /,, -Normen mit p, € R und p; > 1 erzeugt. Das folgende Korollar gibt ein
allgemeines Resultat fiir solche Problemstellungen mit dem Klassifikationsschema
/R Jwy, 2 0/631 | o/ max an.
Korollar 5.2.2 (Notw. Optimalitdtsbed. fir 1/R"/w, 2 0/€7, . ./ max)
Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CP), die existierenden Standorte
in Indexmengen K mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen, sowie
di(x,a*) = ||x — a*|,, mit p, € R und p, > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann
existieren \ € Ay und @ € Oz mit

Ax:{)\GRQ|Z)\i:1,‘v’z’€{1,...,r}:

i=1

(il = ol — o il = ol ) =0}
ie{1,...,r}

sowie

q)z:{goeRT’"\ Z p;=1Vje{r+1,...,m}:

Jj=r+1
o (1wl = all) = o usli=lle = ol,) ) =0,
und es ist entweder T = a? fiir ein g € K, mit s € {1,...,u}, so dass

[ sen(ad —af)lal —afPt sgn(af — af)|ag — aj P!
Z ?;lw;|

T pi—1 PRI D —1
Pt (e (e

JEKs
BTN B o e et
(2 (2 . p— PRI , ]

P las — a*|l; las — a*|l5;

iZKs

T m

€ Z {x* e R" | ||x*||% < /\i|wz~|} + Z {x* € R" | ||x*||p711 :¢j|wj|}

=1 ' j=r+1 "
ZeKs JGKS

92
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gilt oder es ist T & {a',...,a™} und T I6st das System nichtlinearer Gleichungen
m — I\ [— I p:—1
sgn(, az)|ﬂfz - 58T — ap) [T — P
O—ZM = Y Flu) L
—a gi j=r+1 ”f - CL]HZ;

fir allel € {1,...,n}.

Beweis: Die Aussage folgt mit py # 1 und pg # oo fur alle k € {1,...,m} direkt aus
Satz 5.1.1. |

Sind alle der existierenden Standorte a',...,a™ paarweise verschieden, dann lisst
sich die notwendige Optimalitdtsbedingung aus Korollar 5.2.2 nochmals stark ver-
einfachen:

Korollar 5.2.3
Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CP) mit paarweise verschiedenen

existierenden Standorten a', ..., a™ sowie di(x,a*) = ||z — a*||,, mit pr € R und

pr > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A\ € Az und g € 5 mit

Ax:{Ae]Ri|Z/\,-:1,We{1,...,r}:

i=1

)\i i T — i — i :0
(1wll =t s sl 'l ) =0}

(I)xZ{QOGRT_T| Z p;=1Vje{r+1,...,m}:

sowie

Jj=r+1
s (1ol = ) = _ o usli=lle = ol,) ) =0,
und es ist entweder T = a* fiir ein k € {r +1,...,m}, so dass
(Sgn Zl)|alf - ali it sgn(aﬁ - a;)lag - afz pil) | |
= |w
loF —alp=" T ek o
et

gilt oder es ist T = a' der einzige existierende anziehende Standort und es gilt

i¢'|w'| sgn(aj — aj)laj —ajfPi! sgn(a,, — al)|a, —al [P < Jw|
= la—ally ™ T e —aifly .
P

oder es ist T = a* fiir ein k € {1,...,r} mit r > 2 und es gilt

0= )\ | Sgn Z)la’éC _ a;' il - i @ |w‘|SgH(af - a{)|al — al |p‘771

— . |, it
’(Zk all Di ) J Hak _ a]”ij
z;ék

fiir allel € {1,...,n} oder es ist T &€ {a',...,a™} und T l6st das System nicht-
linearer Gleichungen
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sgn(T, al)]xl — aj|pi—t . sen(Z; — a) )T — al [Pi~!
O_Z/\| pi—1 - Z ij|wj| _ o1
—a Di j=r+1 ||I‘ - a]Hpj

fir allel € {1,...,n}.

Beweis: Die Aussage folgt mit |Ks| = 1 fiir alle s € {1,...,u} aus Korollar 5.2.2.
Zur Vereinfachung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen in den existierenden
Standorten T = aF fiir alle k € {1,..., m} nutzen wir auferdem die Vorbetrachtun-
gen aus Bemerkung 5.1.1. |

In Korollar 5.2.3 ist auch der Spezialfall inbegriffen, dass alle Abstandsfunktionen zu
den existierenden Standorten von derselben £,-Norm mit p € R und p > 1 induziert
werden, dass also di(x,a*) = d(z,a*) = ||z — a*||, fiir alle k € {1,...,m} gilt.
Wir wollen diese Folgerung aufgrund ihrer Wichtigkeit aber noch einmal separat
festhalten.

Korollar 5.2.4 (Notw. Optimalitdtsbed. fiir 1/R™/wy, 2 0/€p1<p<too/ Mmax)

Ist T € R ein lokales Minimum des Problems (CP) mit dy(z,a") = ||z — a*|,
fiir ein p € R mit p > 1 und fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren \ € Az und

Ax:{)\GR’;|Z)\i:1,Vie{1,...,r}:

=1

 (lwll = o, — el - l,) =0}

sowie
m
Oz = {QOERT_T | Z p;=1Vje{r+1,...,m}:
j=r+1
o (lwlt-le =l — _maxfusl-le =) =0},
und es ist entweder T = a” fiir ein k € {r +1,...,m}, so dass
sgn(af — aj)laf — ayP”! sgn(ay, — ay)|ay — ap P!
Z)\\ —— e - |wy]
||a'“ —a'lp la* — a3 .

gilt oder es ist T = a'! der einzige existierende anziehende Standort und es gilt

Y e\ e A R 1 R
= L N I )

B =

oder es ist T = a* fiir ein k € {1,...,r} mit r > 2 und es gilt
0=S"N|uw Sgn af — aj)|af — aj|P~! _ i 7| "Sgn(af —a))|af — ai|"!
= =1 j1Wj =1
la* — a’[f5 S la* — a5
z;ék

fiir allel € {1,...,n} oder es ist T &€ {a',...,a™} und T l6st das System nicht-
linearer Gleichungen
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sgn —a )|xl aip~1 L sgn(T — ) |3 — dl P!
O_Z)‘| : pll _Z(’Dﬂwﬂ —ljpfll
a‘llp St [z —al,
fir allel € {1,...,n}.
Beweis: Dieses Resultat ist Korollar 5.2.3 mit py = p fiir alle k € {1,...,m}. |

Fiir praktische Anwendungen wie die Standortoptimierung ist die euklidische Norm
{5 die wichtigste der £,-Normen, da sie den intuitiven Abstandsbegriff widerspiegelt.
Deswegen geben wir noch eine eigene notwendige Optimalitdtsbedingung fiir Auf-
gabenstellungen mit Maximumszielfunktion an, bei denen die Abstandsfunktionen
di(z,a*) = ||z — a*||y fiir alle k € {1,...,m} von der ¢,-Norm induziert sind.

Korollar 5.2.5 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/wy =2 0/€;/ max)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CP) mit dy,(z,a*) = ||z — a"|,
fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A\ € Az und g € 5 mit

Aw:{)\GRQ|Z)\i:1,we{1,...,r}:
=1

& ('“’i'”f— @'l = max fu||[F — a%) - 0}
ie{l,...,r}

sowie
O = {@ERT‘W Z pi=1Vje{r+1,...,m}:
j=r+1
) A —=ll7F — o7 _ A(—ll77 — J =0
s (lolt=le =l — _max i1z - o'la)) =0,
und es ist entweder T = a fiir ein k € {7" +1,...,m}, so dass

= |wy]

\i|w;| ————
Z || . GZH

gilt oder es ist T = a' der einzige existierende anziehende Standort und es gilt

aj
Z%’“’J' v

< |

oder es ist T = a* fiir ein k € {1 r} mit r > 2 und es gilt

m k J

— ai —a
0=> X\ @;|w;| 7—=———
’wz’H aZH Z %le‘Hak—aJHz

j=r+1
z;ék

fir allel € {1,...,n} oder es ist T &€ {a',...,a™} und T l6st das System nicht-
linearer Gleichungen

m

= J
§ : E : Sl | L%
0= )‘ |w1’H$ aZH SOjle‘HT_ajHZ

j=r+1

fir allel € {1,...,n}.
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Beweis: Die Aussage folgt mit p = 2 direkt aus Korollar 5.2.4. |

Zum Abschluss dieses Unterkapitels préasentieren wir nun noch eine notwendige Op-
timalitdtsbedingung fiir Problemstellungen mit ausschliefslich von der £, -Norm in-
duzierten Metriken, wenn also di(x,a*) = ||z — a*| fiir alle k € {1,...,m} gilt.

Korollar 5.2.6 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/wy 2 0/€s/ max)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CP) mit dy.(z,a") = ||z — a"||s
fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A\ € Az und g € Oz mit

sz{/\eRCr|Z)\i:1,we{1,...,r}:
=1

(ol ol s ol ) =0}

geeey

sowie
q>$={¢eRT—T| Y pi=1Vje{r+1,. .. m}:
j=r+1
w0l (=T = d]|) = max  |wy|(—||T — a’||w) ) =0,
s (10l = ) = max =l - o)) =0
und es ist entweder T = a* fiir ein k € {r +1,...,m} und es existieren z*i € R"

fiir alle i € {1,...,r}, welche

T '
Z Ai|wi |z Z Ai|w; |z
i=1 1 i=1

(2) a7 (a — ap) = |a7"] hax laf — aj| = 0 und [|l2"™]|, =1

3ty

= |wk|7

(1)

= |wk|7

o0

fir alle i € {1,...,r} und fiir alle | € {1,...,n} erfiillen oder es ist T = a'

der einzige existierende anziehende Standort und es existieren x*i € R"™ fiir alle
Jj€42,...,m}, welche

S |w1|7

(1)

m
Z@ﬂwﬂz*j
Jj=2 1

2) (e} = af) + |a’| i Ja} — af] =0

(3) [la"lly =1 und ||zl = 1
fiir alle j € {2,...,m} und fiir alle l € {1,...,n} erfiillen oder es ist T = a* fiir
eink € {1,...,r} mitr > 2 und es existieren z* € R™ fiir allei € {1,...,r}\{k}
sowie z* € R™ fiir alle j € {r +1,...,m}, welche

z;llg j=r+1

(2) (e —ap) = || max oy — aj] =0,

geeey

(3) (e = af) + o] e [af —af] =0,

(4) =

1= 1 lz¥ ]l =1 und |27 | =1
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fiirallei € {1,...,r}\{k}, fiirallej € {r+1,...,m} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist schlieflich T & {a',...,a™} und es existieren z* € R" fiir
alle1 € {1,...,r} sowie % € R" fiir alle j € {r +1,...,m}, welche

=1

Jj=r+1
9 w0k AN % ki =0
(2) (&) —a7) — |z, ’le?llﬁ.}fn}mz ay| )
(3) x’(af —a]) + 2’| max |af —af| =0,
le{1,...,n}

(4) =

fiir alle 1 € {1,...,r}, fir alle j € {r +1,...,m} und fiir alle l € {1,...,n}

1= 1 [lz7][y = 1 und [2% [l =1

erfiillen.
Beweis: Die Aussage folgt mit py = oo fir alle k € {1,...,m} und unter Nutzung
der vorherigen Uberlegungen in Bemerkung 5.1.1 direkt aus Satz 5.1.1. |




6 Notwendige Optimalitatsbedin-
gungen fir nichtkonvexe skalare
Centdianprobleme

Im folgenden Kapitel wollen wir mit dem skalaren Centdianproblem die letzte der
drei skalaren Problemstellungen untersuchen, welche wir am Anfang der Arbeit in
Unterkapitel 1.2 formuliert hatten. Bei Aufgabenstellungen mit Centdian-Ansatz
wird die Zielfunktion durch eine Konvexkombination aus den Zielfunktionen je ei-
nes Median- und eines Centerproblems gebildet. Es liegt daher nahe, auch zur Ge-
winnung von notwendigen Optimalitatsbedingungen fiir das Centdianproblem diese
zunachst auf notwendige Optimalitdtsbedingungen des Median- und des Centerpro-
blems zurtlickzufiihren und dann auf die fiir diese beiden Probleme bereits in den
Kapiteln 4 und 5 hergeleiteten Aussagen zuriickzugreifen. Erneut sind alle der in
diesem Kapitel prasentierten Ergebnisse bisher unveroffentlichte und im Rahmen
dieser Promotion neu entwickelte Resultate.

6.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Centdianprobleme mit gemischten Minkowski-
Metriken

Wie bereits im vorhergehenden Kapitel wollen wir auch fiir die Centdianproble-
me zuerst eine notwendige Optimalititsbedingung fiir den allgemeinen Fall herlei-
ten, in welchem die zu den existierenden Standorten a* gehérenden Abstandsfunk-
tionen fiir alle k& € {1,...,m} von beliebigen und gegebenenfalls komplett ver-
schiedenen ¢, -Normen mit p;, € R und pr > 1 induziert werden. In der Klassifi-
kation der Standortoptimierungsprobleme hat diese Aufgabenstellung das Schema
1/R"/wy, 2 0/£7/CD. Das erzielte Ergebnis fiir den allgemeinen Fall nutzen wir
dann im néchsten Unterkapitel 6.2, um durch den Ubergang zu konkreten Normen
notwendige Optimalitatsbedingungen fiir einige wichtige speziellere Problemstellun-
gen zu folgern.

Fiir die Modellierung fordern wir auch hier, dass jedem existierenden Standort jede
Abstandsfunktion héchstens einmal zugeordnet ist, anderenfalls lassen sich die Ge-
wichte der betreffenden Standorte einfach aufaddieren. Mit gleichen existierenden
Standorten, denen jedoch jeweils verschiedene Abstandsfunktionen zugeordnet sind,
bilden wir in unserem Modell wie zuvor den méglicherweise auftretenden Fall eines
Standortes mit mehreren zugeordneten Abstandsfunktionen ab.

Zudem ordnen wir die existierenden Standorte wieder genauso nach ihren zugeord-
neten Abstandsfunktionen um und fassen Indizes gleicher Standorte in Indexmengen
Ks mit s € {1,...,u} zusammen, wie dies am Anfang von Unterkapitel 4.2 einge-
fiihrt wurde. Damit lasst sich nun unter Nutzung von Satz 4.2.1 und Satz 5.1.1 eine
allgemeine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir das Problem (CDP) formulieren.
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Satz 6.1.1 (Notw. Optimalititsbedingung fiir 1/R"/wy, 2 0/£7'/ CD)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit « € [0, 1], die exis-
tierenden Standorte in Indexmengen K, mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche
(a) - (c) geniigen, sowie dy(z,a*) = ||z — a*||,, mit p,, € R und py > 1 fiir alle
ke {1,...,m}, dann existieren A € Az und p € ®5z mit

Ax:{)\GRQ|Z/\,~:1,‘v’z'€{1,...,r}:

i=1

(e = o'l — ol = ol ) =0}

sowie

Jj=r+1

o (1ol = all) = _max usli=lle = ol,) ) =0,

je{T+17-"7m

so dass in T die notwendige Optimalititsbedingung aus Satz 4.2.1 fiir das Me-
dianproblem

T

Y (et —a)willle —a'll, + Y (a+ (1 —a)p)lwl(~llz = a’|l,) = min

- . zeR”
=1 Jj=r+1

erfiillt ist.

Beweis: Ist T ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit dy(z, a*) = ||z — a¥||,,,

pr € Rund pp > 1 fiir alle k € {1,...,m} sowie a € [0, 1], dann folgt aufgrund von
Eigenschaft (L4) aus Lemma 2.2.2, dass T stets die notwendige Optimalitatsbedin-

gung
0e awa,oc (E)

T ) m )
—op (o [ Slwille —aillp + Y Twl(-lle —a?ll,)
=1

Jj=r+1

+ (1 —« ma; wil||lz — da*ll,, + ma wil(=|lz — a||,. T
(1-a) | max fuillle —alp, +_ max fugl(-lle - o], | | @)

erflillen muss. Wir formen diese Bedingung um, indem wir wiederum Satz 2.2.8 (die
Summenregel fiir das Limiting-Subdifferential) und (L1) aus Lemma 2.2.2 (die po-
sitive Homogenitat des Limiting-Subdifferentials) anwenden. Damit muss fiir jedes
lokale Minimum Z des Problems (CDP)

r m
ocar || lwillle —all, + 3 luyl(—lle - al,)
=1

j=r+1

+(1-a) | max J|willz—d'lp + max |wjl(=llz —dll,) | | @
7 R Jjer+1,....m
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T

Cop|a| X lwillle —d'lp, + Y lwjl(=llz —d’ll,,) | | @

i=1 j=r+1

rou (=) (o fullle = o'l max Jul-le - l,) ) @

T

=alo D |willlz—aly, + > |wil(=llz—dll,) | | @)

i=1 j=r+1

-0 (o0 (max fuille =+ max Juil-le =) ) @)

{17""7‘} je{T+1,,m}
gelten.

Die weiteren Umformungen fiir diese beiden Limiting-Subdifferentiale haben wir
in den Beweisen von Satz 4.2.1 und von Satz 5.1.1 bereits vorgenommen. Setzen
wir die dabei erhaltenen Resultate hier ein, so ergibt sich fiir das Centdianproblem
(CDP) die notwendige Optimalititsbedingung

Ocalar | |willle—dall+ Y lwl(=lz—dl,) | | @
=1

j=r+1

-0 (o0 (max fulle -l +_ max Jul-le - L)) ) @)

.....

Ca| Y lwildr(lz —a'llp,) + Y lwild(=llz —d’,,) | (@)

=1 j=r+1
+ =) | U Do Nwilow (lz = all,) + U D esilwilon(=llz =) | @),
A€Az i=1 pEPz j=r+1
wobeil wieder
Az = {)\ ERL [ Y N=1Viefl,. .. r}:
i=1

v (losll =l — sl 'l ) =0

yeeesT

und

m
@w:{weR’f—w Y e =1Vje{r+1,...,m}:
Jj=r+1

. A=l — a7l ) — N=lF—=dall.)) =0
oi (Il =) = maxfusl(-lw - el ) =0

sein sollen. Somit miissen A € Az und © € ®z existieren, so dass

0ca| Y lwildrlz —ally,) + D lwild(=llz —d’l,) | (@)

i=1 j=r+1
+ (=) [ D Nlwilor (lz —d'llp,) + Y @ilwslon(=llz —all,,) | (@)
i=1 j=r+1
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=Y _afwilor(llz = a'p) @) + D alwildp(=lle = a’|lp,) (@)
=1 j=r+1
+ 3 (1= aXlwildr, (lx = a'll,) @) + Y (1= a)@;lw;|or(~ e — o/ ,) (@)
i=1 j=r+1

—Zoz—i— (1= a)%0) il (12 — 'l ) (7)

+ Z (a + (1= 0)B)[w;|0L(~ |z — o’ |, (@)
Jj=r+1

gilt.

Das entspricht aber genau der notwendigen Optimalitdtsbedingung im Punkt 7 fiir
das Medianproblem

T

> (a+ (1= a)X)|wil|z —a’lp, + Z a+(1- a)Gj)!wjl(—Hw—aij)%mﬁgg
i=1 j=r+1

welche am Anfang des Beweises von Satz 4.2.1 durch die ersten Umformungen ent-
standen ist.

Dementsprechend muss T auch die im weiteren Verlauf des Beweises daraus gefol-
gerten Bedingungen erfiillen, also muss in Z die notwendige Optimalitdtsbedingung
aus Satz 4.2.1 fiir ebendieses Medianproblem erfiillt sein. |

Bemerkung 6.1.1
Die Einschrankungen, welche wir in Bemerkung 5.1.2 hinsichtlich der notwendi-
gen Optimalitdtsbedingung des Centerproblems (CP) aus Satz 5.1.1 festgestellt
haben, gelten in analoger Weise auch fiir das Centdianproblem (fiir o € [0,1)
kann beispielsweise sogar das gleiche Gegenbeispiel wie in Bemerkung 5.1.2 be-
trachtet werden).

Wenn T € R" die notwendige Optimalitatsbedingung aus Satz 6.1.1 erfiillt und
somit der notwendigen Optimalitidtsbedingung aus Satz 4.2.1 fiir das Median-
problem

T

Y (a+(Q—a)uwilllz —a'll, + Y (a+ (1—a)p))wyl(~llx —a’[l,,) — min

reR”
i=1 j=r+1

mit A € Az und @ € 5 geniigt, dann folgt daraus im Allgemeinen nicht die
starkere Aussage

0€ 8L<Z(a+ (1= @) |willlz = all,

T Z a+ (1= a)g;)|w;|(=|lz - aj!lpj)>(f)-

Es ldsst sich also aus Satz 6.1.1 nicht ableiten, ob T auch ein lokales Minimum
eines solchen verkniipften Medianproblems ist.
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6.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
Centdianprobleme mit speziellen Metriken

Wir wollen die soeben in Unterkapitel 6.1 hergeleitete notwendige Optimalitétsbe-
dingung fiir den allgemeinen Fall aus Satz 6.1.1 nun nutzen, um fiir einige Problem-
stellungen mit Centdian-Zielfunktion und gleichen oder gleichartigen Abstandsfunk-
tionen zu allen existierenden Standorten besser handhabbare Resultate abzuleiten.

Zuerst betrachten wir dabei wieder den Fall, dass allen existierenden Standorten die
von der /;-Norm induzierte Metrik als Abstandsfunktion zugeordnet ist, dass also
dy(z,a") = d(x,a*) = ||x—a"|; fiir alle k € {1,...,m} gilt. Diese Aufgabe hat in der
Klassifikation der Standortoptimierungsprobleme das Schema 1/R"/wy, 2 0/¢;/ CD.
Korollar 6.2.1 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/w; = 0/£;/ CD)

Ist 7 € R" ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0,1] und
di(z,a®) = ||x — aF||; fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren X € Az und
© € Oz mit

Ax:{)\GRQ|Z)\i:1,W€{1,...,r}:

i=1

.....

sowie

(I)x:{QOERT_T| Z p;=1Vje{r+1,...,m}:

j=r+1
©j <|w]|(—||f —d'[|y) —je{gl?’?im} lw;|(—||7 — aj||1)> = 0},
so dass

s [({le+ (1= a))|wil} fiir T, > al
0€Y §{—(a+(1—a)uwl} fiir 7 < af
= [=(a+ (1= a)X)|wi, (a+ (1 —a)X)|w|]  fiir 7 = of

m [ {=(a+ (1 —a)p;)|w} fiir 7, > a{

+ 3 S+ (1= a)p)|wl} fiir 7, < o

= e+ (L= a)g)lwjl, (a + (1= )g))uyl}  fir 7 = of
fiir allel € {1,...,n} erfiillt ist.

Beweis: Die Aussage folgt mit pp =1 fiir alle k € {1,...,m} direkt aus Satz 6.1.1. H

Die néchsten Korollare geben notwendige Optimalitdtsbedingungen fiir Problemstel-
lungen an, bei denen die Abstandsfunktionen zu den existierenden Standorten a*
fur alle k € {1,...,m} von ¢, -Normen mit p; € R und p; > 1 erzeugt werden. Fiir
den allgemeinen Fall mit dem Schema 1/R"/wy 2 0/6_, ./ CD erhalten wir
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dabei in Abhéngigkeit davon, ob den existierenden Standorten auch mehrere Ab-
standsfunktionen zugeordnet sein diirfen oder nicht, die folgenden beiden Resultate.

Korollar 6.2.2 (Notw. Optimalititsbed. fir 1/R™/w, 20/ _ .,/ CD)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0, 1], die exis-
tierenden Standorte in Indexmengen K, mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche
(a) - (c) geniigen, sowie di(z,a*) = ||z — a”||,, mit pr € R und py > 1 fiir alle
ke {1,...,m}, dann existieren A € Az und p € O mit

Ax:{)\GRCF|Z)\i:1,Vi€{1,...,r}:

i=1

(e = ol — ol = ol ) =0}

sowie

@z:{weRT_T| Z p;=1Vje{r+1,...,m}:

j=r+1
s (1=l = all) = max (-l = all,) ) =0

und es ist entweder T = a? fiir ein g € K, mit s € {1,...,u}, so dass

— (a+ (1 - a)F))|w| - 15y . o
S0 R (o a)lad — P ()~ ada — al)
j=r+1 a9 — a/|[p;
j§ZKs
— Z (1= a)A)fwi ((af — a})|af — ai P2, (af — a)|al — al, [P ~?)
|Clg |Pz—1 1 1 1 1 ) ) n n n n
z&Ks
€ Z{x R | ||a"] i, < (a+ (1-0) i>|wz~|}
’LEKS
s {o R 1] 21, = (a4 (- 0l }
Jj=r+1
JjeEK
gilt oder es ist T & {a',...,a™} und 7 I6st das System nichtlinearer Gleichungen

r

_ v, AYES _ ipi—l
0= Z(a + (1 _ Oé))\i)’wi‘sgn(xl CLZ)|I1 al‘

i=1 Hf —a’ 53_1
m T — )z Jpj—1
_ sgn(T — @) [T — [P
- Z (a+ (1 —a)p;)|w,l 711
— ai||P
j=r+1 |z ||

fir allel € {1,...,n}.

Beweis: Dieses Ergebnis ist Satz 6.1.1 mit pg # 1 und pg, # oo firalle k € {1,...,m}. B
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Korollar 6.2.3

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0, 1], paarweise
verschiedenen existierenden Standorten al,... a™ sowie di(x,a*) = ||z — a*||,,
mit pr € R und p, > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren X\ € Az und
© € Oz mit

Ax:{AeR1|ZJM:1Nie{L”wry

i=1

(e = ol — ol = ol ) =0}

sowie
@x:{chRT_T| Z o, =1Vje{r+1,...,m}:
j=r+1
. A=l — 21l ) — =lIlz=dll.)] =0
s (1ol = ) = _max Jusl-le = al,)) =0
und es ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,r}, so dass

m k

., sen(at — a)laf — aff !
> (@t (1= a)p))wl
j J X goeeey

P —1
j=r+1 |a" — af Hg

(a+a—aW)m1%M%—ﬂQM?—%W*>
J J

R
lak — a|l3;

<

_Z ((a—l-(l—a))\mwiysgn(al ay)lai — ay .

o =l

=1
itk

sgn(ay, — ay)|ay — ay, [P
o

(a4 (1 — @)X |w]

o —a

) < (4 (1= a)Ay)[wy|

Pk
pE—1

gilt oder es ist T = a* fiir ein k € {r +1,...,m} und es gilt

m k

236a+a—awnwf@m“‘ﬂW*‘ﬂw4
j 7 .7 goee ey

: 1
j=r+1 |ak — a3||£§

i#k
1y S80 (0 — af)ay, — ag [P
a+ (1 —a)p,)|w; ——
(o (1 =)l B2 s
d ~ sgn(al — at)|ak — at|Pi—!
=) (@4 (1= a)X)|wil Ll
i=1 Ha’ — @'|p;
1 580 — ay)lay, — a, [P -
(o 4 (1 = @) A ] o = (a+ (1 = )y |wyl
la* = a'[[5;

pp—1
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oder es ist T & {a',...,a™} und T I6st das System nichtlinearer Gleichungen
r = N ipi—1
- sgn(z; — ap)|T; — a
O:Z<a+(]—_a)>\z)|wz| g ( l_ l)| lp.ill
i—1 H$ —a' p;
=
m = |7 Jpi—1
o sen(® — a) [T — a7
= 3 (ot (1 - a)py)fuy T )T 4
j=r+1 |7 — aJHpj
fiir allel € {1,...,n}.
Beweis: Die Aussage erhdlt man mit |K,| = 1 fir alle s € {1,...,u} direkt aus
Korollar 6.2.2. |

Fiir praktische Anwendungen ist der Fall einheitlicher Abstandsfunktionen einmal
mehr von besonderem Interesse. Werden diese Abstandsfunktionen alle von dersel-
ben ¢,-Norm mit p € R und p > 1 induziert, so erhalten wir die folgende notwendige
Optimalitdtsbedingung:

Korollar 6.2.4 (Notw. Optimalititsbed. fiir 1/R™/wi Z 0/£€,1<p<t00/ CD)

Ist T € R™ ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0,1] sowie
d(,a*) = ||z — a”||, fiir ein p € R mit p > 1 und fiir alle k € {1,...,m}, dann
existieren A € Az und p € ®; mit

Ay = {)\GR’;|Z)\i:1,Vz‘€{1,...,r}:
=1

goeey

 (lwlle = o', ~ el -], ) =0}

sowie
O = {ngRTT\ Z p;=1Vje{r+1,...,m}:
j=r+1
N Jwi| (=T = d]],) = ma w;|(—||Z — o’ =0
o (lli-le =l - _max Juili-le -l =0}
und es ist entweder T = a” fiir ein k € {1,...,r}, so dass

m

k__ kE__ . J|p—1
3 <<a+<1—a>@>|wj|sg“<al alar —al”

=1
i la* — al|3

(a-+ (1 - a)p sy L0 = i)l “f?'“)
J J

p—1
la* — /|

r kE_ i,k _ qi|p—1
— sgn(ai —a})lai —a
_Z (a+ (1 — a)h)|wil gn(ay g 1)|¢1p—1 1| .
i=1 ||a _a”p
i#k
sgn(ay; — a;,)|a;

(a+ (1 — o)) |wi] n_ailpl) < (a+ (1= a)h) fwy|

p—1
la* — a3
p

p—1
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gilt oder es ist T = a* fiirein k € {r +1,...,m} und es gilt

m

E_ 7 E_ J|p—1
3 (<a+<1—a>¢j>rwjrsg“(al ala —al”

la® — a5~

j=r+1
J#k
o Sen(ay — a)|ay — ag [P
a+(1—-a)p:)w; ,
r _ k_ i E__ i|p—1
= (o + (1 — )X s 2L k“l”?lp_l“l'
i=1 “a _GZHP
T\l S80( — @)y — a7 _
(a+ (1 —a)X)|wl T = (a+ (1 —a)p,)|w
- p
_p
p—1
oder es ist T & {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen
- - sen(T; — ai)|z; — aifp~?
0=> (a+(1—a)k)uw| —
i=1 HZE —a Hp
“ _ sgn(T, — al)|7 — al [P
=3 (04 (1 - )y BT T
j=r+1 ||SL’ —a HP

fiir allel € {1,...,n}.

Beweis: Durch Setzen von py, = p fiir alle k € {1,...,m} in Korollar 6.2.3 erhélt man
sofort die Aussage. [ |

Unter den ¢,-Normen mit p € R und p > 1 ist die £o-Norm die mit Abstand wich-
tigste Norm zur Abstandsmessung. Wir wollen daher als néchstes Resultat eine not-
wendige Optimalitétsbedingung fiir das Centdianproblem angeben, wenn bei diesem
alle Metriken von der ¢,-Norm erzeugt werden.

Korollar 6.2.5 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/w; = 0/£2/ CD)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0, 1] sowie
dy(z,a*) = ||z —a*||, fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A € Az und ¢ € &5

mit
T
Az = {AGRQ Y AN=1Vie{l, ... r}:
=1
& ('“’i'”f— @'l = max fu||[F — a%) - 0}
ie{l,..,r}
sowie

@m:{QOERTT\ Y wi=1Vje{r+1,... m}:

Jj=r+1

s (1ol = @) - _max sl I - ) ) <o

je{r+1,...m
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und es ist entweder T = a” fiir ein k € {1,...,r}, so dass
“ ak —a’ : — at — a
a+ (1 —-a)p,)|w)|——— — a+ (1 —a)\)|w|—————
2o (o G, = 2o (M,
itk 5
< (a+ (1 —a)Ay)|ws|
gilt oder es ist T = a* fiir ein k € {r +1,...,m} und es gilt
“ ab —a’ : - ab —a
a+ (1 —-a)p,)|w|———— — a+ (1 —a)\)|w)|—————
_Z ( ( )@])' JlHak_ajHZ Z( ( ) )’ ’”ak_alHZ
Jj=r+1 =1
s )
= (a+ (1 - a)p)|w]
oder es ist T € {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen
T — i m — ]
— Xy — _ Ty —
0= CY+1—04)\Z' Wil~—— — o+ 11—« NNWi |\ w————
Zl( ( ) )| |H913—G1H2 _Z ( ( )90])| J|H$_GJH2
1= j=r+1
fiir allel € {1,...,n}.
Beweis : Dieses Ergebnis ist Korollar 6.2.4 mit p = 2. |

Als letztes Korollar in diesem Unterkapitel formulieren wir nachfolgend noch eine
notwendige Optimalitdtsbedingung fiir Centdianprobleme mit dem Klassifikations-
schema 1/R"/wy 2 0/{~/ CD. Bei diesen Problemstellungen werden alle Abstands-
funktionen von der /,.-Norm induziert, es gilt also di(z, a*) = d(z,a") = ||z — a*||
fur alle k € {1,...,m}.

Korollar 6.2.6 (Notw. Optimalititsbedingung fir 1/R™/wy 2 0/€~/ CD)

Ist T € R" ein lokales Minimum des Problems (CDP) mit o € [0,1] sowie
dp(z,a") = ||z — a¥||« fiir alle k € {1,...,m}, dann existieren A\ € Az und
© € Oz mit

Am:{AGRQ|2Ai:1,we{1,...,r}:

=1
. ('“’"'”f— ailloo — max w7~ ainoo) - O}
€{l,...,r}

sowie

<I>x={90€RT’"! Y ei=1Vjie{r+1,...,m}:

j=r+1
o (loli=le = @l = _ o ful(-Jfe - 1)) =0
und es ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,7} und es existieren z* € R" fiir
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allei € {1,...,r}\ {k} sowie 2% € R" fiir alle j € {r + 1,...,m}, welche

r

(1) Z(Oé + (1= o)) |wila™ + ) (a+ (1 — a)p;)|w;|a*
%;zzéllc g=r+1 )
<(a+(1- oz)x;c)|w;€|

(2) (0] —aj) — g@;l%~—%l—0
(3) ( _az)+|$;j|l€%ﬁ>’<n}| _al|_0

(4) o™ =1, [l ]l = 1 und [z = 1

fiirallei € {1,...,r}\{k}, fiiralle j € {r+1,...,m} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist T = a” fiir ein k € {r +1,...,m} und es existieren x* € R"
fiir allei € {1,...,r} sowie x* € R™ fiir alle j € {r +1,...,m} \ {k}, welche

r

W [Tt -l + 3 @+ (1 - @)l
i=1 jz:kﬂ 1

r

=) (o + (1= )X w2 + Z a+ (1 - a);)|w,|a*
=1 Jj=r+1
i#k oo

= (o + (1 — a)gy)|wsl,
(2) ai'(eb — a) ~ || e Jaf — af] =0,
(3) (et~ ) +1a?| max Jof o =0,
(4) |
fiirallei € {1,...,r}, firalle j € {r+1,...,m}\{k} und fiir allel € {1,...,n}

erfiillen oder es ist schlieflich T ¢ {a',...,a™} und es existieren z* € R" fiir
alle1 € {1,...,r} sowie % € R" fiir alle j € {r +1,...,m}, welche

=1,||lz%]; =1 und ||z ||c = 1

(1) Z(a + (1 — a)Xi) wi|z* + Z (a+ (1 - a)p;)|w;|z* =0,

j r+1

(2) ai(af i) -
@ et )+l Jmax_af —a] =0,
4

fiir alle 1 € {1,...,r}, fir alle j € {r +1,...,m} und fiir alle l € {1,...,n}
erfiillen.

TL

7777

Ul =Ll = 1 und [Ja7 ]l =1

Beweis: Die Aussage folgt mit py = oo fiir alle k € {1,...,m} direkt aus Satz 6.1.1. W
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7 Notwendige Optimalitatsbedin-
gungen fur nichtkonvexe mehr-
kriterielle Standortoptimierungs-
probleme

Neben den skalaren Problemstellungen, fiir welche wir in den Kapiteln 4, 5 und 6
bereits eine Vielzahl an notwendigen Optimalitétsbedingungen unter verschiedenen
Voraussetzungen hergeleitet haben, hatten wir in Unterkapitel 1.2 mit der mehr-
kriteriellen Formulierung (MP) noch ein weiteres Modell eingefiihrt, welches sich
erheblich von den zuvor betrachteten Modellierungen unterscheidet. Bei der mehr-
kriteriellen Formulierung studieren wir im Folgenden eine vektorwertige Zielfunktion
und suchen nach neuen Standorten, welche fiir diese Zielfunktion beziiglich einer ge-
gebenen Ordnungsmenge A das Kriterium der schwachen Minimalitéit aus Definition
2.1.21 erfiillen.

Auch in diesem Kapitel wollen wir zunéchst eine notwendige Optimalitatsbedingung
fiir die allgemein formulierte Aufgabenstellung beweisen und aus dieser dann stér-
kere Resultate fiir Aufgabenstellungen mit spezifischen Abstandsfunktionen ablei-
ten. Gerade fiir mehrkriterielle bzw. vektorielle Optimierungsprobleme stellen solche
notwendigen Optimalitatsbedingungen oder Multiplikatorenregeln einen besonderen
Schwerpunkt der aktuellen Forschung dar, wie beispielsweise bei Khan und Raciti
(2003) oder Khan und Sama (2012). Alle Aussagen in diesem Kapitel sind wieder
neue Ergebnisse der Promotion.

7.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
mehrkriterielle Standortoptimierungsprobleme
mit gemischten Minkowski-Metriken

Bevor wir eine allgemeine notwendige Optimalitdtsbedingung fiir das Problem (MP)
priasentieren kdnnen, miissen wir zuerst auf einen wichtigen Aspekt bei der Model-
lierung der Aufgabenstellung eingehen. In Sektion 1.2.5 hatten wir bereits erwahnt,
dass im Falle von mehrkriteriellen Standortoptimierungsproblemen die Gewichtung
der existierenden Standorte abseits von positiv und negativ nicht notwendig ist,
ganz im Gegenteil wird bei der Losung des mehrkriteriellen Standortproblems mit-
tels Skalarisierung eine entsprechende Gewichtung sogar mitbestimmt. Gerade diese
Eigenschaft macht die mehrkriterielle Formulierung fiir praktische Anwendungen
sehr niitzlich, weil vorab kein Gewichtungsvektor bekannt sein muss.

Da in der Standortoptimierung die Problemstellungen auch fast immer durch prakti-
sche Anwendungen motiviert sind, wird fiir Standortoptimierungsprobleme zumeist
der gewohnliche Ordnungskegel R’} als Ordnungsmenge verwendet. Beziiglich dieses
Kegels haben Gewichte {iberhaupt keinen Einfluss auf die Losungsmenge und mit
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dem folgenden Lemma zeigen wir, warum mehrkriteriellen Standortoptimierungs-
problemen diese Eigenschaft innewohnt.

Ehrgott (2005) beweist eine etwas stirkere Aussage mittels der Betrachtung von
Niveaulinien, wir werden den Beweis hier allerdings elementar und anschaulich tiber
die Verkniipfung des gewohnlichen Ordnungskegels mit den gewohnten Konzepten
,besser und ,schlechter fiihren. Die verwendeten Benennungen entsprechen dabei
alle den in Sektion 1.2.5 eingefiihrten Bezeichnungen.

Lemma 7.1.1

Fiir jeden Gewichtsvektor (wy, ..., w,) € R™ mit w; > 0 fir allei € {1,...,r}
und w; < 0 fiir alle j € {r+1,...,m} ist T € R" tiber R" genau dann ein
schwaches Minimum der gewichteten Funktion f,: R™ — R™ mit

wldl (.Z', a1>

wyd,(x,a")

fw(x) = 7"+1)

w'r—i—ldr—l—l (1:) a

Wiy (z,a™)

beziiglich des gewhnlichen Ordnungskegels R, wenn T iiber R" ein schwaches
Minimum von f: R" — R™ mit

d1<£L', al)

f@) = | _ )

—dp(z,a™)
beziiglich R} ist.

Beweis: Ist T € R" iiber R™ ein schwaches Minimum von f beziiglich R, so ist
y = f(Z) ein schwach minimales Element von f(R") beziiglich R'?". Das heift, es
existiert kein Punkt yo € f(R™) mit § € yo+int R, also gibt es fiir jedes y € f(R"™)
immer mindestens ein k € {1,...,m}, so dass 7, < y; gilt.

Damit gilt auch |wg |7, < |wg|yg fiir alle y € f(R™), mindestens ein k € {1,...,m}
und jeden beliebigen Gewichtsvektor w = (wy,...,wy,) € R™. Demzufolge kann
kein Element (|wil,...,|wm|)yvo € (Jwil,...,|wn|)f(R™) existieren, fiir welches
(Jwil, ..., |wm|)7 € (Jwil, - .., |wm])yo + int R gilt.

Wegen fy,(x) = (Jwi],...,|wn|)f(x) fir alle x € R™ liefert das aber gerade, dass
(lwi], ..., |wm|)y = fuw(T) ein schwach minimales Element von f,(R™) beziiglich
R’ ist bzw. dass 7 iiber R" ein schwaches Minimum von f,, beziiglich R’ ist.

Die Riickrichtung lésst sich vollig analog beweisen, indem man den Gewichtsvektor
( L. L) betrachtet. |

fwi]?* 777 Jwm|
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Wir wollen nun zwei Resultate zu notwendigen Optimalitdtsbedingungen des allge-
meinen mehrkriteriellen Problems (MP) angeben, bei welchem die Abstandsfunk-
tionen fiir alle k& € {1,...,m} Minkowski-Metriken zu beliebigen ¢, -Normen mit
pe € R und p, > 1 sein sollen. Diese Aufgabenstellung hat in der Klassifikation
der Standortoptimierungsprobleme das Schema 1/R" /wy = £1/6"/m—3_, .. Wir
unterscheiden fiir die folgenden Ergebnisse aber noch, beziiglich welcher Ordnungs-
menge wir die schwachen Minima des Problems bestimmen.

Zuerst nutzen wir dafiir eine Ordnungsmenge A, an die wir moglichst wenige Vor-
aussetzungen stellen, und betrachten eine Skalarisierung des mehrkriteriellen Pro-
blems mithilfe des in (2.1) definierten nichtlinearen Skalarisierungsfunktionals ¢4 x
aus Sektion 2.1.4, um schwach minimale Elemente von f(R™) beziiglich A zu bestim-
men. Dieses Resultat ist eine Verallgemeinerung von Theorem 5.6 aus Bao, Hillmann
und Tammer (2017).

Satz 7.1.1 (Notw. Optimalitdtsbed. fir 1/R"/w, = £1/€]"/m —
Essei A C R™ eine abgeschlossene Menge mit nichtleerem algebraischen Inneren,
0 € bdA und k € R™ \ {0} ein Richtungsvektor, so dass (2.3) erfiillt ist, also
A+ (0,400) - k C int A gilt. Weiter sei f(T) € WMin(f(R"), A), die Funktion
O, sei fiir alle y € R™ definiert mittels ®4x(y) == par(y — f(Z)) und lokal
Lipschitz-stetig in f().

wpar)

Dann existiert ein y* € A :={y* € R" | y*(k) = 1, —y* € Np(par(0)k,bd A)}

mit
0€ar(y" f) (@)

Beweis: Theorem 6.2.31 in Tammer und Weidner (2020) besagt, dass genau dann
f(z) € WMin(f(R"), A) gilt, wenn 7 ein (lokales) Minimum des skalarisierten Pro-
blems

) o f(z) — min
Ak o f(z) — min

ist. Eigenschaft (L4) aus Lemma 2.2.2 liefert dann die notwendige Optimalitétsbe-
dingung 0 € O, (P4 o f) (T).

f ist eine Funktion, die komponentenweise nur aus Normfunktionen besteht, und
damit lokal Lipschitz-stetig in 7 und ® 4, ist nach Voraussetzung lokal Lipschitz-
stetig in f(Z), also konnen wir die Kettenregel fiir Limiting-Subdifferentiale (Satz
2.2.9) anwenden und erhalten

0€dL (Parof) (@ C U oL (", f) (T).

y* €L P Ak (f(T))

Das Limiting-Subdifferential des nichtlinearen Skalarisierungsfunktionals ¢4 ha-
ben wir bereits in Satz 3.3.2 bestimmt, damit ist O, ® 4 (f(ZT)) = Orpar(0) = A
und die Aussage des Satzes gezeigt. |

Bemerkung 7.1.1

Um im Beweis von Satz 7.1.1 die Kettenregel fiir Limiting-Subdifferentiale aus
Satz 2.2.9 anwenden zu kénnen, miissen wir die lokale Lipschitz-Stetigkeit von
® 4, in f(T) fordern. Diese Eigenschaft ist z. B. stets gegeben, wenn A zusétzlich
zu den Voraussetzungen von Satz 7.1.1 noch konvex ist.
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Wihlen wir als Ordnungsmenge A C R™ den gewohnlichen Ordnungskegel R'",
lasst sich auch die notwendige Optimalitatsbedingung fiir das allgemeine mehrkrl—
terielle Standortoptimierungsproblem mit beliebigen, fiir alle £ € {1,...,m} von
(p.-Normen mit p, € R und p; > 1 induzierten Abstandsfunktionen auf die not-
wendige Optimalitdtsbedingung eines zugehorigen Medianproblems aus Satz 4.2.1
zuriickfiihren.

Mithilfe unseres Ansatzes konnen wir also nicht nur die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen fiir die in den Kapiteln 4, 5 und 6 betrachteten skalaren Zielfunktionen
vereinheitlichen, sondern auch der vektorielle Ansatz fiigt sich nahtlos in die entwi-
ckelte Theorie ein.

Um die notwendige Optimalitdtsbedingung aus Satz 4.2.1 direkt anwenden zu kon-
nen, ohne die existierenden Standorte nochmals umsortieren zu miissen, fordern
wir auch hier, dass die existierenden Standorte vorab nach ihren zugeordneten Ab-
standsfunktionen sortiert und deren Indizes in Indexmengen K, mit s € {1,...,u}
zusammengefasst seien, wie wir dies in Unterkapitel 4.2 eingefiihrt haben.

Satz 7.1.2 (Notw. Optimalititsbed. fiir 1/R™/wy = £1/€7%/m — > ..)

Ist f(z) € WMin(f(R"),R7") ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R, k € intR? ein chhtungsvektor die existierenden Stand-
orte in Indexmengen K, mit s € {1,...,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen,
sowie dy(x,a*) = H:v — a*||,, mit p, € R und py > 1 fiir alle k € {1,...,m},
dann existiert ein y* € {y* € R} | y*(k) = 1}, so dass in T die notwendige
Optimalitdtsbedingung aus Satz 4.2.1 fiir das Medianproblem

T m
>y + > 4 (=llz = d’ll,,) - min
=1 Jj=r+1

erfillt ist.

Beweis: Wir wenden Satz 7.1.1 unter Nutzung der Ordnungsmenge A = R’ an.
Ist k¥ € int R, so sind alle Voraussetzungen von Satz 7.1.1 bereits erfiillt. Die
lokale Lipschitz-Stetigkeit der Funktion q’RT,k folgt dabei, wie in Bemerkung 7.1.1
beschrieben, aus der Konvexitit des Ordnungskegels R'!".

Es existiert also ein y* € {y* € R™ | y*(k) = 1, —y" € Nr(prrp 1(0)k,bdRT)} mit
0€ 9L (y", f) (@). Wegen ¢rrp (0) = 0 und N (0,bdRT') = —R gilt weiter
{y* e R" | y*(k

( 1,—y" € Np(rm 1(0)k, bd RT)}
={y" eR™ | y"(k

(

(

) =
)=1,—y" € N.(0,bdR™)}
)=1,-y" € -RT}

) =1}

Die notwendige Optimalitatsbedingung

0¢€ aL <y*af> (f)

={y" eR" | y"(k
={y" e R} [y"(k

=L Zy@Hw—aalﬂr Z yi (=llz = d’lp,) | (@)

Jj=r+1
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entspricht genau der notwendigen Optimalitdtsbedingung, die Eigenschaft (L4) aus
Lemma 2.2.2 fiir das Medianproblem

r m
Zyz*Hx —a'llp, + Z y; (=llz —allp,) = féﬁgi
1=1 j=r+1

liefert. Damit muss dieses Medianproblem in T auch der notwendigen Optimalitats-
bedingung aus Satz 4.2.1 geniigen. |

7.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir
mehrkriterielle Standortoptimierungsprobleme
mit speziellen Metriken

Auch in diesem Kapitel wollen wir das zweite Unterkapitel dafiir verwenden, aus der
allgemeinen notwendigen Optimalitdtsbedingung des Satzes 7.1.2 weitere Resultate
fiir speziellere Problemstellungen herzuleiten. Wir betrachten dazu im Folgenden
mehrkriterielle Standortoptimierungsprobleme, bei denen die Abstandsfunktionen
zu allen existierenden Standorten homogen sind.

Zuerst untersuchen wir wieder Aufgabenstellungen mit ausschlieflich von der ¢;-
Norm induzierten Metriken, bei Verwendung einer mehrkriteriellen Zielfunktion ha-
ben diese das Schema 1/R"/wy = +1/6,/m — >

wpar”

Korollar 7.2.1 (Notw. Opt.bed. fir 1/R"/wy = £1/b/m — 3, ..)

Ist f(z) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R, k € int RT ein Richtungsvektor und di(z,a") = ||z — a*||;
fir alle k € {1,...,m}, dann existiert ein y* € {y* € RT | y*(k) = 1}, so dass

r {y:} flll” Tl > CL; m {—y;"} fUI' fl > a{
0 S{-y} firzm<a+ ) {y} fiir 7 < af

==yl fir T =ap T\ {—yp Yy fiir T = a)
fiir allel € {1,...,n} erfiillt ist.

Beweis: Diese Aussage ist Satz 7.1.2 mit p,, = 1 fiir alle k € {1,...,m}. |

Nun wollen wir zur Betrachtung solcher Aufgabenstellungen iibergehen, bei denen
die Abstandsfunktionen zu den existierenden Standorten fiir alle k € {1,...,m} von
¢p.-Normen mit p; € R und p; > 1 induziert werden. Dabei beginnen wir mit dem
allgemeineren Fall, in welchem die Abstandsfunktionen alle voneinander verschieden
sein konnen.

Dieses Problem entspricht dem Schema 1/R"/wy = 1/, o/m — >, .. in
der Klassifikation der Standortoptimierungsprobleme. Die folgenden beiden Korol-
lare unterscheiden sich jedoch nochmals darin, ob die existierenden Standorte gleich
sein bzw. mehrere Zielfunktionen zugeordnet bekommen diirfen oder ob diese alle

paarweise verschieden sein sollen.
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Korollar 7.2.2 (Notw. Opt.bed. fir 1/R"/wy = £1/67 .\ /™ — 3 0r)

Ist f(z) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R?, k € int R ein Richtungsvektor, die existierenden Standorte
in Indexmengen K mit s € {1 ..,u} aufgeteilt, welche (a) - (c) geniigen, sowie
d(z,a") = ||z — a¥||,, mit p, € R und py > 1 fiir alle k € {1,...,m}, dann
existiert ein y* € {y* € R | y*(k) = 1} und es ist entweder T = a? fiir ein
g € Ky mit s € {1,...,u}, so dass

(it e e
j . 1 ot . 1
j=r+1 ’ lag — a3 lag — ai||y]
JEKs
B Z sgn(af — aj)la] — af|P! sgn(a, — ay)|af, — a [P~
L N P
1€K5
m
e {rer i, <t X o er e, =)
=1 ' j=r+1 Pi
ZEKS jeKs
gilt oder es ist T &€ {a',...,a™} und 7 I6st das System nichtlinearer Gleichungen

r L i Lsen(T — af)|7 — af P!
- i

Lsen(T — a))|z; —a

— ; i—1 _ . 1
i=1 ||JZ - angz j=r+1 HiC - aJHg

fir allel € {1,...,n}.

Beweis: Die Aussage folgt sofort, indem man in Satz 7.1.2 sowohl p; # 1 als auch
pr # oo fiir alle k € {1,...,m} setzt. [ |

Falls alle der existierenden Standorte a',...,a™ paarweise verschieden sind, dann
erhélt man aus Korollar 7.2.2 die vereinfachte Formulierung:

Korollar 7.2.3

Ist f(z) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) bezughch R™, k € int R ein Richtungsvektor und sind die existierenden

Standorte a', ... a™ paarweise Verschieden mit dy(z,a") = ||z —a*||,, mitp, € R
und py, > 1 fiir a]]e ke {l,...,m}, dann existiert ein y* € {y* € R} | y*(k) = 1}
und es ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,r} und es gilt
fz*C@w—ﬂm%wWH %Mﬁ—%m%wwﬂ>
Y; . —1 [ . —1
Pt la* — |l la* — a3
Z sgn(af — af)laf — ajfP sgn(ay, — ap,)|ay — ap [P < o
Hw—wzrl T ek -l e
Py
pE—1
oder es ist T = a” fiir ein k € {r +1,...,m} und es gilt
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ié*(%Mﬁ—%Wﬁ—%W* %MM—MWﬁ—wwﬂ>

Pl e [
jk
_ Z sgn(ay —ay)laf —aiPt sgn(ap —aj)lay —ap [P || i
T :
Pk
pp—1
oder es ist T & {a',...,a™} und T Iést das System nichtlinearer Gleichungen

L@ —a) @ —all Tt o Lsen(m — o)) [T — af [P
0=> v Pl -

|7 — |7 — ad|fp ™

i=1 j=r+1

fir allel € {1,...,n}.

Beweis: Die Aussage folgt mit |K | = 1 fiir alle s € {1,...,u} direkt aus Korollar
7.2.2. |

Werden alle der Abstandsfunktionen im Problem (MP) von derselben ¢,-Norm mit
p € R und p > 1 induziert, so ergibt sich das folgende Resultat als wichtiger Spezi-
alfall von Korollar 7.2.3.

Korollar 7.2.4 (Notw. Opt.bed. fir 1/R"/wy = £1/€p1<p<too/M — D ypar)
Ist f(z) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R, k € int R”" ein Richtungsvektor und gilt dy,(z, a") = ||z—a|,
fiir ein p € R m1t p > 1 SOWie fiir alle k € {1,...,m}, dann existiert ein
y* € {y* € R? | y*(k) = 1} und es ist entweder T = a* fiir ein k € {1,...,r}
und es gilt

! la* — ai 5™ la* — a5~

fz*C@w—@m%wW1 w@%w%ﬁ—%?j

j=r+1
Z sgn(ay —a)lay —ai["™" sgn(ay, — @)y —a P\
uw—wwl U e —al -
z;ék P
p—1
oder es ist T = a” fiireink € {r+1,...,m} und es gilt

fz*C@w—@mﬁwWI w@%wﬂﬁ—%@j

¢ —— Srip—1

farii la —atlp N

i#k

_22 sen(of — af)laf —af"”!  sen(af —ap)laf eyt | L
[ A Py k
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oder es ist T & {a',...,a™} und T I6st das System nichtlinearer Gleichungen

— .sen(T — a)|z — ajt O sen(T — a)) [T — af [P
0= Zyi - Z Yj

— - —1 _ . —1
i=1 Haj - &ZHg j=r—+1 Haj - ang
fir allel € {1,...,n}.
Beweis: Dieses Resultat ist Korollar 7.2.3 mit py = p fiir alle k € {1,...,m}. |

Ein weiterer wichtiger Spezialfall von Korollar 7.2.3 bzw. von Korollar 7.2.4 sind
Aufgabenstellungen, die nur die />-Norm als induzierende Funktion fiir alle Metriken
besitzen. Diese Problemstellungen sind fiir den praktischen Einsatz von so grofier
Bedeutung, dass wir auch fiir diesen Fall ein separates Ergebnis angeben wollen.

Korollar 7.2.5 (Notw. Opt.bed. fir 1/R"/wy = £1/L/m — > ..)

Ist f(x) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R, k € int RT ein Richtungsvektor und di(z,a”) = ||z — a¥|,
fiir alle k € {1,...,m}, dann existiert ein y* € {y* € R | y*(k) = 1} und es ist
entweder T = a* fiir ein k € {1,...,r} und es gilt

> v~ S | <
yﬂuak—aﬂn YR = ol \ak—azu =
Jj=r+1 z;ék

2

oder es ist T = a” fiir ein k € {r +1,...,m} und es gilt

ak —al a* — a .
Z T T " — il Zyz la* — il = Y

Jj=r+1
Jj#k 2

oder es ist T & {a',...,a™} und T I6st das System nichtlinearer Gleichungen

r

* Il_al
0=
> i ||x—az|| Z e —als

=1 j=r+1
fir allel € {1,...,n}.
Beweis: Die Aussage des Korollars folgt mit p = 2 sofort aus Korollar 7.2.4. |

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch ein Ergebnis fiir mehrkriterielle
Standortprobleme mit ausschlieflich von der ¢,.-Norm erzeugten Abstandsfunktio-
nen, wenn also di(z,a*) = d(x,ad*) = ||z — a*||« fiir alle k € {1,...,m} gilt, aus
Satz 7.1.2 ableiten.

Dies ist zugleich die letzte notwendige Optimalitdtsbedingung in dieser Arbeit, nach-
dem wir nun fiir alle der vier Modellierungen aus Unterkapitel 1.2 eine Vielzahl
solcher Optimalitdtsbedingungen fiir die unterschiedlichsten Problemstellungen her-
leiten konnten.
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Korollar 7.2.6 (Notw. Opt.bed. fir 1/R"/wy = £1/lec/m — >, 0,)
Ist f(z) € WMin(f(R"),R7) ein schwach minimales Element des Problems
(MP) beziiglich R, k € int R ein Richtungsvektor und dy(z,a*) = ||z — a”||o
fiir alle k € {1,...,m}, dann eXJStiert ein y* € {y* € R? | y*(k) = 1} und es

ist entweder T = ak fiir ein k € {1,...,r} und es existieren z*» € R" fiir alle
he{l,...,m}\ {k}, welche

(1) Zy* <y,

h;ék 1
(2) x;‘i(af—a) |xl]lmax |a1_az|_0
€{1,....,n}
3) o af = al) +[a7] _max Jof —af] =0,

(4)

firallei € {1,...,r}\{k}, firallej € {r+1,...,m} und fiirallel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist T = a* fiir ein k € {r +1,...,m} und es existieren z*» € R"
fiir alle h € {1,...,m} \ {k}, welche

=1,||lz%; =1 und |27 ||c = 1

h;ék 1 h;ék ~
(2) ay'(af — ap) —

,,,,,

(3) (el — af) + [o}’| max[af — af] =0,

.....

(4) el = 1, [[2% ]y = 1 und [lz]je =1

fiirallei € {1,...,r}, firalle j € {r+1,...,m}\{k} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen oder es ist schlieflich T ¢ {a',...,a™} und es existieren x*» € R" fiir
alle h € {1,...,m}, welche

(1) Zy =

@) ot - | _max |af — aj] =0,
€{l,...,n}

(3) xl (a;c - az) + |x?| leglfl,,},{ , |a;€ - a§| =0,
(4)

fiir alle i € {1,...,r}, fir alle j € {r+1,...,m} und fiir allel € {1,...,n}
erfiillen.

“illy =1, |21 = 1 und ||2" |00 = 1

Beweis: Dieses Ergebnis erhalten wir direkt aus Satz 7.1.2, indem wir p, = oo fiir
alle k € {1,...,m} einsetzen. [ |
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8 Algorithmen

Wir wollen diese Arbeit mit einem kurzen Einblick in die Méglichkeiten zur prakti-
schen Anwendung der erzielten theoretischen Resultate fiir die Herleitung von Algo-
rithmen abschlieffen. Aus den verschiedenen notwendigen Optimalitdtsbedingungen
lassen sich Algorithmen entwickeln, welche einzelne oder sogar alle Elemente in R"
liefern, die die jeweilige notwendige Optimalitdtsbedingung erfiillen. Auch ohne hin-
reichendes Kriterium schrinken solche Algorithmen die Menge der als Losung infrage
kommenden Elemente erheblich ein oder fithren sogar direkt zu Losungen.

In seiner Masterarbeit hat Hillmann (2013) bereits einen Algorithmus zur Lésung
des teil-abstofenden Medianproblems mit der ¢;-Norm als induzierender Norm al-
ler Abstandsfunktionen entwickelt. Dieser Algorithmus basiert auf der notwendigen
Optimalitatsbedingung fiir das Problem 1/R"/wy = 0/¢,/%, die wir in Satz 4.1.1
vorgestellt haben.

Da in R? die ¢;-Norm und die /.-Norm dquivalent sind und fiir alle z = (21, zo) € R?
mittels der linearen Transformation ||(z1,22)[ec = ||2(z1 + 22, —21 + 22) H1 ineinan-
der iiberfiihrt werden kénnen, 16st der Algorithmus in R? auRerdem auch solche
teil-abstoflenden Medianprobleme, bei denen alle Abstandsfunktionen von der /.-
Norm induziert werden.

Wir wollen nun einen Algorithmus fiir Aufgabenstellungen mit dem Klassifikations-
schema 1/R"/wy, 2 0/07Y -, ../% entwickeln, bei denen fir alle k£ € {1,...,m}
der Abstand zw1schen dem existierenden Standort a* und dem neuen Standort x
durch die Minkowski-Metrik zu einer £, -Norm mit p; € R und p; > 1 gemessen
wird. Damit schliefsen wir die bestehende Liicke zwischen den beiden bereits von
Hillmann (2013) hergeleiteten Algorithmen. Die Minkowski-Metriken kénnen dabei
fiir alle existierenden Standorte unterschiedlich sein, wir wollen allerdings voraus-
setzen, dass auch alle der existierenden Standorte paarweise verschieden sind.

Der Algorithmus wird die notwendige Optimalitdtsbedingung aus Satz 4.1.2 bzw.
aus der anschliefenden Bemerkung 4.1.2 nutzen, um iterativ Elemente zu generie-
ren, welche diese notwendige Optimalitdtsbedingung nédherungsweise immer besser
erfilllen. Zur Berechnung dieser Elemente formen wir die notwendige Optimalitéts-
bedingung fiir den Fall T & {a', ..., a™} aus Bemerkung 4.1.2 um. Die Formel lisst
sich zwar nicht geschlossen nach x auflosen, allerdings erhalten wir so trotzdem eine
geeignete Iterationsvorschrift.

Fiir alle [ € {1,...,n} muss dabei

0= 3 AT )T it g s )T aff?
- ¢ — pi—1 wj Cpi—1
i=1 7 — a|ln: j=r+1 = — a7l
el WO >\xl—a{rw—2
= 7 ||I a/l pz 1 ] ] j—l
=1 j=r+1 ||pj
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P R i 9P s
1

7 — a|ln: =z —alp

=1
m

oy mlulmo g el =
a1

-1
j=r+1 |7 — aij] G=r+1 1z —

gelten, dies ist dquivalent zu

(Z Iwszz - a,

e |w;|[T — af [P
Z — ipi—1

j=r+1 ||I_a]||pj
_Z i lwil i N Z j lwsl|z — af P
U e e
bzw. zu r il aipi R
Z: mal—ﬁl_jglalw

T =

_ i m 5
Z lwil|F—aj[Pi=? D [w;||Z— allpJ
_ inPi—1 —1

i=1 H‘Tfal”pi j=r+1 llz— aJ”Pj

Wenn wir auf der rechten Seite dieser Gleichung das zuletzt berechnete Element ein-
setzen, so konnen wir eine bessere Ndherungslosung erhalten und diese dann wieder-
um im néchsten Iterationsschritt verwenden. Als Startpunkt bietet sich hierfiir zum
Beispiel ein Erfahrungswert oder die Losung desselben Problems mit quadratischer
l5-Norm als induzierender Metrik an, ein entsprechender Losungsalgorithmus findet
sich ebenfalls bei Hillmann (2013). Durch die Vorgabe unterschiedlicher Startpunkte
lassen sich gegebenfalls auch mehrere verschiedene Elemente generieren, welche die
notwendige Optimalitdtsbedingung ndherungsweise erfiillen.

Vor dem Beginn der Iterationen priifen wir aufserdem mit den beiden anderen Glei-
chungen aus Satz 4.1.2 bzw. aus Bemerkung 4.1.2, ob bereits einer oder mehrere
der existierenden Standorte optimal sein konnten, da fiir diese nicht die der Itera-
tionsvorschrift zugrunde liegende notwendige Optimalitdatsbedingung gilt. Falls es
existierende Standorte gibt, die die jeweils notwendige Optimalitdtsbedingung erfiil-
len, so geben wir diese Menge zusatzlich zu dem iterativ berechneten Element aus.

In Pseudocode ergibt sich damit folgender Algorithmus:
Algorithmus 8.0.1 (Iterativer Alg. fir 1/R™/w, 2 0/€3, . /%)
FEingabe: Existierende Standorte a', ..., a™ € R", Vektorw = (wy, ..., w,,) € R™

der zugehérigen Gewichte, Vektor (p1,...,pm) € R™ der Parameter fiir die zu-
gehérigen induzierenden Normen, Startpunkt x™"

Ausgabe: Approximation eines Punktes x™", welcher die notwendige Optima-
litdtsbedingung fiir das Problem 1/R"/wy, 2 0/0_, . /> erfiillt, sowie alle
existierenden Standorte, welche die entsprechende notwendige Optimalitéitsbe-

dingung erfiillen

Start;
Initialisiere N = ();
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Firk=1 bisr
Falls
S Juy (SR = aDlet — APt sen(al — alaf - agt
J . i—1 - —
ot — o — al
B PR 1 1 1 i | [P
Z k— qi||hi~! Y k| pi—] < |wg
=1 H(l a ’pi ”a, a |pi
itk .
p—1
Fiige a* zu N hinzu;
Ende;
Ende;
Fiir k =r+1 bism
Falls
S Juy) (2200 —eDled — P sen(el — o)l — a7
j=rt1 ’ la* —ai |5 s llak — ad |~
J#k
B Y -t el . - C S Vil | Y
l k— qi||pi—! B k _ o i|pi—1 = |Wg
=1 H(I a |:Dz' H(L a ’pi
Pk
p—1
Fiige a* zu N hinzu;
Ende;
Ende;
Solange eine Abbruchbedingung nicht erfiillt ist
Setze x = gnev;
Firl=1 bisn
Setze
T — m o
j [wilzf! —aj|Pi—2 g lwjllaf"t —a][*s
al% — a -
new __ z:zjl : [|zett—ai||p? ! j:zr;&-l l ”wazt_aj”Z; T |
T L U o 11 | ’
o el S eatt—ai |
Ende;
Ende;

Gib N als Menge der Standorte aus, die bereits Lésungen sein kénnten;

Gib x™" als Approximation eines Punktes aus, welcher die notwendige Optima-
litdtsbedingung erftiillt;

Ende;

Als Abbruchbedingung kann hier beispielsweise gewahlt werden, dass der Abstand
zwischen dem neu berechneten und dem im letzten Iterationsschritt bestimmten
Element weniger als eine vorgegebene Genauigkeit ¢ > 0 betrigt, aber auch das
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Erreichen einer festgelegten Anzahl an Iterationsschritten oder eines vorgegebenen
Zielfunktionswertes sind mogliche Abbruchbedingungen.

Fir den Fall ausschliefslich anziehender existierender Standorte mit der ¢9-Norm
als induzierender Norm fiir alle Abstandsfunktionen veroffentlichte bereits Weisz-
feld (1937) einen Algorithmus zur Bestimmung von Ndherungslésungen. Dieser fand
zunéchst wenig Beachtung, bevor Kuhn und Kuenne (1962) ihn erneut beschrieben.
Plastria (2011) gibt einen umfassenden aktuellen Uberblick iiber den Weiszfeld-
Algorithmus sowie dessen Varianten und Weiterentwicklungen.

Wenn p, = 2 fiir alle £ € {1,...,m} ist, dann entspricht Algorithmus 8.0.1 nun
genau einer Verallgemeinerung des Weiszfeld-Algorithmus. Sowohl die Testbedin-
gungen fiir die existierenden Standorte als auch die Iterationsvorschrift verallgemei-
nern dann die Funktionsweise des Weiszfeld-Algorithmus fiir teil-abstofende Proble-
me und im Falle r = m, also bei Problemstellungen ohne abstofende existierende
Standorte, geht Algorithmus 8.0.1 genau in den Weiszfeld-Algorithmus {iber. Damit
kann unser Algorithmus als natiirliche Erweiterung eines der wichtigsten Losungs-
algorithmen aus der konvexen Standortoptimierung betrachtet werden.
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9 Abschlielsende Betrachtungen und
mogliche Ankniipfungspunkte

In der vorliegenden Promotion haben wir einen neuartigen und vereinheitlichten An-
satz verfolgt, um mithilfe der von Ioffe sowie von Kruger und Mordukhovich bereits
in den 80er Jahren des letzten Jahrhunderts entwickelten nichtkonvexen Subdifferen-
tiale eine Vielzahl von notwendigen Optimalitétsbedingungen fiir mehrere Klassen
von Standortoptimierungsproblemen mit Anziehung und Abstoffung herzuleiten.

Dabei haben wir vier verschiedene Ansétze, welche klassischerweise fiir konvexe oder
konkave Zielstellungen verwendet werden, fiir die von uns betrachteten Aufgaben an-
gepasst und erweitert. Die hierdurch erhaltenen Modelle fiir nichtkonvexe Standort-
optimierungsprobleme (SP) mit Median-Zielfunktion, (CP) mit Center-Zielfunktion,
(CDP) mit Centdian-Zielfunktion sowie (MP) im mehrkriteriellen Fall wurden in
Kapitel 1 vorgestellt und in das Klassifikationsschema nach Hamacher (1995) einge-
ordnet.

Als Abstandsfunktionen, welche die Distanz zwischen den existierenden Standorten
und dem neu zu platzierenden Standort messen, verwendeten wir in allen Aufga-
benstellungen die von den £,-Normen mit p € R und p > 1 induzierten Metriken.
Nach einem ausfiihrlichen Einblick in die Theorie nichtkonvexer Subdifferentiale
und ihrer Kalkiile in Kapitel 2 haben wir daher im darauf folgenden Kapitel 3 die
Limiting-Subdifferentiale (und damit auch direkt die fiir unseren Fall dquivalenten
approximierenden Subdifferentiale) fiir die sowohl mit positivem als auch mit nega-
tivem Vorzeichen behafteten ¢,-Normen exakt berechnet. Des Weiteren haben wir
in diesem Kapitel auch Resultate zu den Limiting-Subdifferentialen der Maximums-
funktion und eines nichtlinearen Skalarisierungsfunktionals vorgestellt.

Mittels dieser Resultate liefsen sich nun in den Kapiteln 4 bis 7 notwendige Opti-
malitétsbedingungen fiir alle der zuvor modellierten Standortoptimierungsprobleme
herleiten. Dabei konnten wir weitreichende theoretische Aussagen zu notwendigen
Optimalitdtsbedingungen fiir die allgemeinste Form des jeweiligen Problemtyps mit
beliebigen gemischten Abstandsfunktionen zu den existierenden Standorten gewinn-
nen. Zudem liefsen sich noch stéarkere Resultate fiir praktisch relevante Aufgaben-
stellungen generieren, bei denen allen existierenden Standorten die gleichen oder
zumindest gleichartige Metriken zugeordnet sind.

Abgeschlossen wurde die Arbeit mit einem kurzen Abriss zu moglichen Anwendun-
gen der erzielten Ergebnisse in Form von Algorithmen, welche Elemente generieren,
die die notwendige Optimalitdtsbedingung der jeweiligen Problemstellung erfiillen.

Mit dieser Promotion wurde die von Hillmann (2013) im Rahmen der Masterar-
beit begonnene Forschungstétigkeit fortgefiithrt. Erfreulicherweise konnten hier viele
der in dieser Masterarbeit noch als Ankniipfungspunkte aufgeworfenen Fragestellun-
gen umfassend beantwortet werden. Insbesondere die Ergebnisse zu den Limiting-
Subdifferentialen der (negativen) ¢,-Normen fiir p € R und p > 1 und die daraus
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abgeleiteten notwendigen Optimalitdtsbedingungen, die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen fiir Probleme mit /,.-Norm als abstandsinduzierende Funktion zu allen
Standorten, die Betrachtung von Problemstellungen mit gemischten Abstandsfunk-
tionen und die Herleitung von notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir diese sowie
die Modellierung und Erforschung von teil-abstofsenden Standortoptimierungspro-
blemen mit anderen Zielfunktionen sind Resultate, mit denen mehrere der wich-
tigsten von Hillmann (2013) vorgestellten Forschungsbereiche abgeschlossen werden
konnten.

Fiir exakte Losungsmethoden bendtigt man neben den notwendigen Optimalitéts-
bedingungen jedoch zumeist auch hinreichende Optimalitéatsbedingungen, um nicht
alle der (gegebenenfalls unendlich vielen) moglicherweise minimalen Punkte auf ih-
re tatsidchliche Minimalitdt priifen zu miissen. Zur Herleitung solcher hinreichen-
der Optimalitdtsbedingungen hatte Hillmann (2013) die Verwendung des Limiting-
Subdifferentials zweiter Ordnung und seines zugehorigen Kalkiils vorgeschlagen. Im
Rahmen der Promotion wurde zwar auch in dieser Richtung recherchiert, allerdings
erweist sich das Limiting-Subdifferential zweiter Ordnung selbst fiir einfache prak-
tische Aufgabenstellungen schnell als zu komplex und nicht mehr beherrschbar. Da
hinreichende Optimalitdtsbedingungen aber auch weiterhin von grofem Interesse fiir
die Losung teil-abstofsender Standortoptimierungsprobleme sind, wéren diesbeziig-
liche Untersuchungen ein wichtiger Ankniipfungspunkt an diese Arbeit.

Ein weiterer wesentlicher Aspekt moglicher zukiinftiger Forschungsaktivitat liegt zu-
dem in der Untersuchung von N-Standortproblemen. Wahrend im Rahmen dieser
Promotion stets Aufgabenstellungen betrachtet wurden, in denen nur ein einziger
neuer Standort zu lokalisieren ist, kommt in praktischen Anwendungen héufig auch
die gleichzeitige Platzierung mehrerer neuer Standorte vor. Solche Aufgabenstellun-
gen sind vor allem dadurch motiviert, dass hierbei auch die Entfernungen zwischen
allen neu zu errichtenden Standorten direkt in der Zielfunktion mitberiicksichtigt
werden und somit mdoglicherweise Synergieeffekte und Kostenersparnisse gegentiber
der zeitlich versetzten Errichtung mehrerer einzelner neuer Standorte realisiert wer-
den konnen.

Zuletzt sind durch die hergeleiteten notwendigen Optimalitdtsbedingungen, auch
ohne hinreichendes Kriterium, viele Moglichkeiten zur Entwicklung von weiteren
Algorithmen gegeben. Insbesondere fiir generalisierte Proximal-Point-Algorithmen
liegen den entsprechenden notwendigen Optimalitdtsbedingungen bereits geeignete
Strukturen zugrunde. Die Implementierung der Ergebnisse in Algorithmen, deren
Erprobung und das Erbringen von Nachweisen iiber ihre Funktionalitat und Eigen-
schaften bietet somit ein weiteres vielschichtiges Betétigungsfeld fiir anschliefsende
Forschungen.
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