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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Notation und Bezeichnungen

Im ersten Abschnitt legen wir zunédchst einige Schreibweisen und Bezeichnungen

fest, die im Verlauf der Arbeit verwendet werden.

In dieser Arbeit wird die tibliche mengentheoretische Schreibweise verwendet. Da-
bei sei zu beachten, dass mit IN die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null ge-

meint ist, wohingegen INy die Menge der natiirlichen Zahlen mit Null bezeichnet.

Es sei stets H ein reeller separabler Hilbertraum. Dann bezeichne £(H) den Ba-
nanchraum aller beschidnkten, linearen Operatoren in H. Des Weiteren bezeichne
GL(H) die Teilmenge von L(H), die alle invertierbaren Operatoren enthélt. Eine
wichtige Klasse von linearen Operatoren bilden die Fredholmoperatoren. Sie sind
nach dem schwedischen Mathematiker ERIK IVAR FREDHOLM benannt, der Ende
des 19. und Anfang des 20. Jahrhunderts wichtige Beitrdge zur Theorie linearer
Operatoren geleistet hat. Ein linearer Operator T € £(H) heist Fredholmoperator,
falls die Dimension des Kerns von T und die Kodimension des Bildes von T endlich
sind. Die Zahl
ind(T) = dim(ker(T)) — codim(im(T)) € Z

bezeichne den Index von T und ist in gewisser Art und Weise ein Maf$ dafiir, wie
weit der Operator T von der Invertierbarkeit entfernt ist. Die Menge aller Fred-

holmoperatoren in H wird mit 7 (H) C L(H) bezeichnet. Des Weiteren bezeichne
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FS(H) C F(H) die Menge aller selbstadjungierten Fredholmoperatoren. Ein be-
kanntes Resultat von ATIYAH und SINGER ([4], Theorem B) besagt, dass der Raum

FS(H) nicht zusammenhingend ist. Sei T € L£(H) und bezeichne
Oess(T) = {A € R | T — Al ist kein Fredholmoperator}

das essentielle Spektrum von T. Dann hat FS(H) die drei Zusammenhangskom-

ponenten
e T € FS"(H) genau dann, wenn ess(T) C R,
e T € FS (H) genau dann, wenn 0ess(T) C R_,

e T € FS8"(H) genau dann, wenn T sowohl positives, als auch negatives es-

sentielles Spektrum besitzt.

1.2 Problemstellung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Untersuchung von Familien elliptischer
indefiniter Differentialgleichungen, welche von einem reellen Parameter abhéngen
und fiir die die konstante Funktion 0 eine Losung darstellt. Genauer sei fiir N € IN
U C RN eine offene und beschrinkte Menge mit glattem Rand. Dann betrachten
wir das System elliptischer Differentialgleichungen

AAu(x) = V,F(A, x,u(x)) inU

(1.2.1)
u erfiille die Randbedingung,

wobei A := diag{—1,..,—1,1,..,1} € RP?,p € Nund F € C?>(I x U x R?,R).
Ein zentrales Anliegen der Bifurkationstheorie ist es, zu untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen nichttriviale Losungen aus der Nulllosung entstehen. Dabei
werden die Losungen der Differentialgleichungen als kritische Punkte von Funk-
tionalen auf einem Hilbertraum betrachtet. Sei nun also f : I x H — R eine Fami-

lie von C2-Funktionalen, die auf einem Hilbertraum H definiert sind und fiir die
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0 € H fur alle A € [ ein kritischer Punkt von f, := f(A,-) : H — R ist. Ein Bi-
furkationspunkt kritischer Punkte von f ist ein Parameterwert A* € I so, dass jede
Umgebung von (A*,0) € I x H Elemente (A, u) enthilt so, dass u # 0 ein kritischer
Punkt von f, ist. Um die Frage nach der Existenz von Bifurkationspunkten zu kla-
ren, werden nun diese Familien von Funktionalen untersucht. Dazu betrachten wir
die Rieszdarstellung der zweiten Ableitung V3f(A,-) am kritischen Punkt 0 € H
und erhalten somit einen Weg L = {L } 1< selbstadjungierter Operatoren.

Aus dem Satz tiber implizite Funktionen erhalten wir, dass Bifurkationspunkte nur
fiir Parameterwerte A € I, fiir den der Operator Ly nicht invertierbar ist, auftreten
kann. Weiterhin besagt ein bekanntes Ergebnis aus der Bifurkationstheorie, dass
bei Funktionalen mit endlichem Morseindex, wobei der Morseindex die Anzahl
der negativen Eigenwerte gezdhlt mit Vielfachheiten beschreibt, ein Parameterwert
ein Bifurktaionspunkt ist, wenn sich der Morseindex beim Durchlaufen dieses Pa-
rameterwertes dndert und der Weg invertierbare Anfangs- und Endpunkte besitzt.
Im Jahre 1999 haben FITZPATRICK, PEJSACHOWICZ und RECHT ein Resultat vorge-
stellt, das zur Untersuchung von Bifurkationspunkten den Spektralfluss betrachtet.
Ein nichtverschwindender Spektralfluss von L = {L, } ¢ stellt dabei eine hinrei-
chende Bedingung fiir die Exsitenz von Bifurkationspunkten dar. Der Spektralfluss
ist eine Homotopieinvariante fiir Wege selbstadjungierter Fredholmoperatoren, der
in den 1960er Jahren von ATIYAH und SINGER eingefiihrt wurde. Dies er6ffnet die
Moglichkeit, die Existenz von Bifurkationspunkten auch fiir Funktionale mit un-
endlichen Morseindex zu untersuchen.

In Kapitel 2.1 wird zunachst ein Uberblick iiber die Definition des Spektralflus-
ses und dessen Eigenschaften gegeben. Kapitel 3 widmet sich dann dem Versuch,
unter Anwendung des genannten Ergebnisses von FITZPATRICK, PEJSACHOWICZ
und RECHT Kiriterien fiir die Existenz von Bifurkationspunkten fiir Systeme vom
Typ (1.2.1) zu bestimmen. Im ersten Teil betrachten wir zundchst das System un-
ter Dirichlet-Randbedingungen. Dafiir definieren wir zuerst die Familie von Funk-

tionalen auf einem geeigneten Hilbertraum so, dass die schwachen Losungen des
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Systems mit den kritischen Punkten der Funktionale {ibereinstimmen und bestim-
men damit den Weg L = {L,}c; selbstadjungierter Fredholmoperatoren. An-
schlieSend betrachten wir den Fall, dass die rechte Seite des Systems nicht explizt
von x € U abhidngt. Hier definieren wir einen Index durch geeignete Zerlegung
des zugehorigen Hilbertraumes und nutzen diesen, um Kriterien fiir die Existenz
von Bifurkationspunkten unter Anwendung des Bifurkationsresultates von FITZ-
PATRICK, PEJSACHOWICZ und RECHT zu bestimmen. Nachfolgend betrachten wir
den Fall, in dem die rechte Seite des Systems auch von x € U abhédngen kann.
Dabei zeigen wir ein entsprechendes Bifurkationsresultat unter Anwendung von
Vergleichsmethoden fiir den Spektralfluss. Letzendlich schliefSen wir das Teilkapi-
tel mit der Anwendung auf Systeme auf zusammenziehenbare Gebieten ab. Das
zweite Teilkapitel zeigt, das unter analogem Vorgehen dhnliche Resultate auch fiir
Systeme unter Neumann-Randbedingungen gezeigt werden konnen.

Da Differentialgleichungen aus Anwendungen in den Naturwissenschaften, wie
Physik oder Chemie, oft Symmetrien, welche durch Wirkung von geeigneten Lie-
Gruppen beschrieben werden konnen, aufweisen, kann eine Bifurkation oft nicht
allein mittels des Morseindex oder Spektralflusses nachgewiesen werden. SMOL-
LER und WASSERMANN haben 1990 eine Methode, die auf Gruppendarstellungen
basiert, entwickelt, um das Bifurkationsproblem zu losen. Mit Hilfe des kiirzlich
eingefiihrten dquivarianten Spektralflusses kann eine dquivariante Version des Bi-
furkationsresulatates von FITZPATRICK, PEJSACHOWICZ und RECHT gezeigt wer-
den. Kapitel 2.2 dieser Arbeit liefert zunédchst einen Einblick in die dquivariante
Definition des Spektralflusses nach IZYDOREK, JANCZEWSKA, und WATERSTRAAT.
Kapitel 4 richtet den Fokus auf die Anpassung des Problems auf den dquivarian-
ten Fall, der mit bisherigen Methoden nicht untersucht werden konnte. Hier wird
zundchst eine dquivariante Version des Bifurkationsresultates von FITZPATRICK,
PEJSACHOWICZ und RECHT mit Hilfe der Ideen von SMOLLER und WASSERMANN
entwickelt. Anschlieffend betrachten wir das dquivariante System unter verschie-
denen Gruppenwirkungen, um Kriterien fiir die Existenz von Bifurktaionspunkten

zu ermitteln.



Kapitel 2

Vom klassischen Spektralfluss

zum dquivarianten Spektralfluss

2.1 Der klassische Spektralfluss

Der Spektralfluss ist ein Konzept aus der Funktionalanalysis und beschreibt die
Verdanderung des Spektrums eines selbstadjungierten Fredholmoperators entlang
eines Weges im Raum der selbstadjungierten Fredholmoperatoren. Die Anfinge
des Spektralflusses liegen in den 1970er Jahren und gehen zuriick auf ATIYAH, PA-
TODI und SINGER [3]. Seitdem tauchte der Spektralfluss in vielen Gebieten der Ma-
thematik auf.

Der Spektralfluss eines Weges L = {L, },¢; im Raum der selbstadjungierten Fred-
holmoperatoren, bezeichnet mit sf(L, I), ist ein ganzzahliger Index. Grob gespro-
chen z&hlt der Spektralfluss die orientierte Anzahl der Eigenwerte, die im Verlauf
des Weges die Null durchqueren. Wir wollen im Folgenden einen kurzen Einblick
in die Definition des Spektralflusses fiir beschrankte Operatoren nach [16] geben.
Im Folgenden bezeichnen wir fiir T € FS(H) und a,b & ¢(T) mit x,(T) die
Spektralprojektion beziiglich des Intervalls [a, b]. Mit folgenden Lemma, welches
im Wesentlichen auf der Stabilitdt des Spektrums basiert ([10], II., Theorem 4.1),

legen wir die Grundlage fiir die Definition des Spektralflusses.

Lemma 2.1.1 ([16]).

Sei T € FS(H). Dann existieren eine Zahl a > 0 und eine offene Umgebung N um T in
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FS(H) so, dass die Abbildung

N — L(H),S = X|—a,4(S) (2.1.1)
stetig ist und fiir alle T € N gilt

dim(im(x[_4,q(T))) < o0.

Beweis.

Da T ein selbstadjungierter Fredholmoperator ist, liegt 0 entweder in der Resol-
vente oder ist ein isolierter Eigenwert mit endlicher Vielfachheit ([23], Cor. 3.4.4).
Somit existiert ein a > 0so, dass [—a,a] N (T) C {0}. Da insbesondere +a ¢ ¢(T),

existiert ein € > 0 so, dass

[—a—¢e,—a+e|Nco(T)=0Q,

[a—ea+elNo(T)=0Q,
Betrachten wir nun die Menge
N:={SeFs(H)|[-a—¢ —a+elU[a—ea+e|No(S) =0}, (2.1.2)

so ist die Abbildung (2.1.1) stetig auf N, da X[—a,a) mit der stetigen Funktion
f 1R = R definiert durch

(x+a+e)

f(x) = f)([—a—e,—a](x) +X[—a,u](x) -

(x—a—e)

c Xla,a+e] (x) (2.1.3)

ibereinstimmt.

Sei nun

N := {S € N | HX[fa,a](S) _X[fu,a](r)H < 1} (214)
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T T T T

—a—€ —a a a-+e€

ABBILDUNG 2.1: Graph von f

Da 0ess(T) N [—a,a] = D gilt, ist x[_, 4 (T) die Orthogonalprojektion auf die direkte

Summe der Eigenrdume beziiglich Eigenwerte in [—a, a]. Insbesondere gilt
dim(im(X[—a,u} (T))) <,

da [—a, a] nur isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit enthalt. Mit ([10], Lemma

I1.4.3) gilt nun fiir alle S € N

dim(im(x[_4,4(5))) = dim(im(x (4, (T))) < o°.

Fiir x,y € R und N (siehe (2.1.4)) bezeichne fiir alle T € N

E(T,[x,y]) = €D ker(uly—T) (2.1.5)
pexy]
die direkte Summe der Eigenrdume von T beziiglich der Eigenwerte in [x,y]. Sei
nun

L= {Ly}rer € FS(H)

ein Weg von selbstadjungierten Fredholmoperatoren in H. Nach Lemma 2.1.1 exis-
tiert fiir alle A € I eine Zahl 2 > 0 und eine offenen Umgebung Nr, , C FS (H) so,
dass die Abbildung

Niyo — L(H), T+ X[—0a)(T)

stetig ist und fur alle T € Ny, , gilt +£a ¢ o(T). Betrachten wir nun die Urbilder der

Umgebungen N, ,, so erhalten wir eine offene Uberdeckung des Intervalls I = [0, 1]
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und weiter eine Zerlegung
0=Ag <A < - <Ap=1 (2.1.6)
vonI =[0,1] und a;,i € {1, ..., n} so, dass die Abbildungen
[Aic1,Ai] 2 A= X[—a,0)(La) € L(H)
stetig sind. Insbesondere gilt miti € {1, ..., n} beliebig, fiir alle A € [A;_1, A;], dass

‘Tess(L/\) N [_ai/ ﬂj] = ®1

+a; ¢ o(Ly). (2.1.7)

Definition 2.1.2. (Spektralfluss)
Der Spektralfluss des Weges L = { L) } re1 wird nun definiert durch

sf(L, 1) := i (dim E(Ly,, [0,4;]) — dim E(Ly,_,, [0,4;])) . (2.1.8)
i=1

Das nachfolgende Lemma zeigt die Wohldefiniert des Spektralflusses, d.h. die De-
finition ist sowohl unabhéngig von der gewéhlten Zerlegung (2.1.6), als auch den

gewidhlten a;,i € {1, ..., n}.

Lemma 2.1.3 (Proposition 2, [16]).
SeiL:[0,1] — FS(H) ein stetiger Weg. Dann ist der Spektralfluss sf(L) wohldefiniert,
d.h. er hiingt nur von der stetigen Abbildung L : [0,1] — FS(H) ab.

Der Spektralfluss hat einige wichtige Eigenschaften, die seine Bedeutung und An-

wendbarkeit in vielen Gebieten der Mathematik und Physik unterstreichen.

Satz 2.1.4.
Der Spektralfluss (2.1.8) erfiillt folgende Eigenschaften
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(N) Normalisierung: Sei L = {L,},ej ein Weg in FS(H) mit invertierbaren End-

punkten und H ein endlich dimensionaler Hilbertraum, dann gilt

Sf(L, I) = VMorse(LO) - ,uMorse(Ll)/ (2-1-9)

wobei yptorse (L) die Anzahl negativer Eigenwerte von Ly, gezithlt mit Vielfachhei-

ten, genannt Morse-Index, bezeichne.

(Z) Zentralisierung: Sei L = {L)} ¢ ein Weg in FS(H) so, dass L, fiir alle A € 1

invertierbar ist. Dann gilt

sf(L, 1) = 0. (2.1.10)

(A) Additivitit: Seien Hy und H, reelle separable Hilbertriume und Ly : I — FS(Hy)

bzw. Ly : I — FS(Hz) Wege mit invertierbaren Endpunkten. Dann gilt

sf(Ly ® Ly, I) = sf(Ly, ) + sf(Ly, I). (2.1.11)

(H) Homotopie-Invarianz: Sei h : I x I — FS(H) stetig so, dass h(t,0), h(t,1)

invertierbar sind fiir alle t € I. Dann gilt

sf(h(0,-)) = sf(h(1,-)). 2.1.12)

Auf den Beweis von Lemma 2.1.3 und Satz 2.1.4 wird an dieser Stelle verzichtet,
da es sich hierbei um Spezialfille von Resultaten aus Abschnitt 2.2 fiir G = {id}
handelt.

Insbesondere folgt mit ([6], Theorem 5) die Eindeutigkeit des Spektralflusses, d.h.
es existiert genau eine Abbildung, die einem Weg selbstadjungierter Fredholmope-
ratoren eine ganze Zahl zuordnet so, dass die Eigenschaften (N), (Z), (A) und (H)
erfiillt sind. Ist H ein endlich dimensionaler Hilbertraum, so folgt die Eindeutig-
keit unmittelbar aus der Eigenschaft (N). Fiir H unendlich-dimensional folgt die

Eindeutigkeit durch orthogonale Zerlegung von H und Reduktion auf den endlich



10 Kapitel 2. Vom klassischen Spektralfluss zum dquivarianten Spektralfluss

dimensionalen Fall.

Im Folgenden wollen wir uns mit der Anwendung des Spektralflusses in der Bi-
furkationstheorie beschiftigen. Dazu betrachten wir eine Familie von Funktiona-
len f : I x H — R so, dass fiir alle A € I die Abbildung f, := f(A,-) eine
C2-Abbildung ist und 0 € H ein kritischer Punkt von f, ist. Fiir alle A € I ist
somit L, := V3f,, die Riezdarstellung der zweiten Ableitungen von f, am kriti-
schen Punkt 0 € H, ein selbstadjungierter Operator. Definiert L := {L, } ¢ einen
Weg selbstadjungierter Fredholmoperatoren, so kann fiir diesen der Spektralfluss
berechnet werden. Mit nachfolgenden Resultat von FITZPATRICK, PEJSACHOWICZ
und RECHT erhalten wir den Zusammenhang zur Untersuchung von Bifurkations-

punkten.

Satz 2.1.5 ([8], Theorem 1).
Seien Ly, Ly invertierbar und sf(L) # 0. Dann existiert ein Bifukrationspunkt von kriti-
schen Punkten von f, d.h. ein A* € (0,1) so, dass in jeder Umgebung U C I x H von

(A*,0) ein (A, u) existiert so, dass u # 0 ein kritischer Punkt von f ist.

Die Nichttrivialitdt des Spektralflusses liefert somit die Existenz von Bifurkations-
punkten. Die Herausforderung in der Anwendung von Satz 2.1.5 besteht in der
Berechnungen des Spektralflusses, da die exakte Berechnung des Spektralflusses
oftmals keine leichte Aufgabe darstellt. Das nachfolgende Resultat von PEJSACHO-
WICZ und WATERSTRAAT liefert uns als Folgerung eine Moéglichkeit den Spektral-
fluss abzuschétzen, um so Bedingungen zu finden, die die Nichttrivialitdt des Spek-
tralflusses garantieren. Zudchst halten wir fest, dass auf der Menge der selbstadjun-

gierten Fredholmoperatoren FS(H) eine Halbordnung existiert, definiert durch

T>S, falls ((T—S)u,u) >0, u € H.

Satz 2.1.6 ([14], Propostision 7.3).
Sei L : [a,b] — FS(H) ein nichtfallender Weg selbstadjungierter Fredholmoperatoren,
d.h. fiir A > p gilt Ly > L. Dann gilt sf(L) > 0.
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Beweis.

Fiir jedes A € [a,b] =: I sei By = B(Ly,e)) C FS(H) mit €, > 0. Des Weiteren
wihlen wir eine Zerlegung Z von I mit Maschenweite kleiner einer Lebesguezahl
der Uberdeckung U/ := {L~1(B,) : A € I}. Somit ist fiir ] € Z beliebig L(]) enthal-
tenin By C FS(H). Seinun | = [c,d] € Z beliebig. Weiterhin bezeichne

Ny=(d—c) ' [(A—c)Ly+ (d —c)L]

den geradlinigen Weg zwischen L. und L;. Betrachten wir nun die Homotopie
h:[0,1] x [c,d] = FS(H) gegeben durch h(t,A) = (1 — t)M, + tN, zwischen den
beiden Wegen M = L |; und N. Insbesondere ist fiir alle t € [0,1] und A € [c,d]
h(t,A) € FS(H), danach Wahl der Zerlegung L |; (J) C B;. Aufgrund der Homo-

topieinvarianz des Spektralflusses erhalten wir

sf(L|;) = sf(N)

Ist T € FS(H) ein nichtinvertierbarer Operator, so ist 0 ein isolierter Eigenwert
mit endlichen Vielfachheit. Daher existiert § > 0 so, dass T + Aly invertierbar ist

fir 0 < A < 4. Insbesondere gilt somit

sf(L |7) = sf(M) = sf(N) = sf(N + 1), (2.1.13)

wobei § > 0 so gewdhlt sei, dass N + Aly invertierbar ist fiir alle 0 < A < und
zusitzlich (N +61y)(J) C By gilt. Wahlen wir nun p > 0 hinreichend klein so, dass

zwischen dem Weg gegeben durch

Ry = (d—c) 7' [(A =) (La + pln) + (d = A)(Le + pln)],

und N eine Homotopie in FS(H) mit invertierbaren Endpunkten existiert . Dann

folgt aus der Homotopieinvarianz (vgl. Satz 2.1.4) und (2.1.13), dass

sf(L | J) = sf(N) = sf(R). (2.1.14)
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Weiterhin existiert € > 0 so, dass der Weg R" := R, + vIg,¢; nur reguldre Cros-
sings besitzt fiir |v| < e. Insbesondere folgt aus der Homotopieinvarianz (vgl. ([8],

Prop. 3.8)), dass fiir hinreichend kleines v > 0
sf(R) = sf(R")

gilt. Damit ist R ein differenzierbarer Weg und fiir ker Ry # {0} ist die Crossig-
Form

a4

Q(R",A) : kerRy +vig = R, Q(R,A) := <d)t

(Ry +vig)u, u>

positiv definit nach Voraussetzung. Somit gilt nach ([21], Theorem 2.7) und (2.1.14)

sf(L [j) = sf(R") = AE]sgn(Q(R”,A)) > 0.

Die Aussage des Satzes folgt nun durch Summation tiiber alle Intervalle in der ge-

wihlten Zerlegung Z. O

Proposition 2.1.7 ([14], Theorem 7.1).
Seih :[0,1] x [a,b] — FS(H) eine Homotopie so, dass

® h(-,a) fallend, d.h. h(A,a) < h(u,a) fiir A > u,
* h(-,b) wachsend, d.h. h(A,b) > h(u,b) fiir A > .

Dann gilt
sf(h(0,-)) <sf(h(1,-)).

Beweis.
Da D = [0,1] x [a, b] zusammenziehbar ist, ist der Spektralfluss von der Einschran-
kung von H auf den Rand von D gleich Null. Des Weiteren folgt aus der Voraus-
setzung, dass h(-,a) fallend und h(-, b) wachsend ist und Satz 2.1.6, dass
sf(h(1—-,a)) = —sf(h(-,a)) > 0und sf(h(-,b)) > 0. Insgesamt folgt nun aus ([8],
Prop. 3.7)

sf(h(0,-)) < sf(h(1,-))
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und somit die Aussage. ]

Sind nun L = {L}cfap und M = {M, },c(ap) Zwei Wege in FS(H) so, dass fiir

alle A € [a,b] gilt Ly — M, ist kompakt, dann ist
h(t,A) :== M+ t(L — M)

eine Homotopie in FS(H) zwischen den beiden Wegen L und M. Gilt zudem
L, < M, und M, < L; so, folgt aus Proposition 2.1.7 die Aussage des folgenden

Korollars.

Korollar 2.1.8 ([14], Korollar 7.2).
Seien L = {L)}rer und M = { M) }rc; Wege selbstadjungierter Fredholmoperatoren so,
dass Ly — M, fiir alle A € I kompakt ist. Gilt nun

L() Z M() und L1 S Ml,

dann folgt
sf(L) < sf(M).

2.2 Der dquivariante Spektralfluss

Definition 2.2.1 (reeller Darstellungsring, [19]).

Sei G eine kompakte Liegruppe. Dann heifst die Grothendieck-Gruppe aller Isomorphieklas-
sen von endlich dimensionalen reellen linearen Darstellungen von G der reelle Darstel-
lungsring von G, bezeichnet mit RO(G). Die Elemente des Darstellungsrings RO(G)
sind Differenzen [U] — [V] von Isomorphieklassen von G-Darstellungen U,V modulo der

Aquivalenzrelation gegeben durch
uj—[V]~[UeW]—-[VaeWw|.

Bemerkung 2.2.2 ([?], Def. 3.26).

Fiir kompakte Gruppen G kann der reelle Darstellungsring RO(G) auch dquivalent als
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freie abelsche Gruppe erzeugt von allen Isomorphieklassen irreduzibler reeller Darstellun-

gen von G aufgefasst werden.

RO(G) := { Y ajlo] | aj € Z,p;,j € N alle irreduziblen Darstellungen von G
jeN

iiber R bis auf Isomorphie}

(2.2.1)

Beispiel 2.2.3.

Wir betrachten die Gruppe

G = S0(2)

_ cos(¢p) —sin(¢) 1§ € [0,27] (2.2.2)

sin(¢p)  cos(¢)
Die irreduziblen reellen Darstellungen von G sind gegeben durch die eindimensionale tri-
viale Darstellung p und den nichttrivialen Darstellungen o/, j € IN gegeben durch
j

GocG ol [@ @ | _ [eosig) —singe))

sin(¢)  cos(¢) sin(j-¢)  cos(j- ¢)

Man beachte dabei, dass fiir alle j € IN die Darstellung p/ iiquivalent zu der Darstellung
p~/ ist. Nach Gleichung (2.2.1) ist der reelle Darstellungsring RO(G) die freie abelsche
Gruppe, die von allen Isomorphieklassen irreduzibler reeller Darstellungen der Gruppe G
erzeugt wird. Weiter besitzt die Gruppe G nach Gleichung (2.2.3) abzihlbar unendliche
viele irreduzible Darstellungen, welche nicht dquivalent zueinander sind. Der reelle Dar-

stellungsring von G ist als abelsche Gruppe isomorph zum Polynomring Z[x].

Seien nun G eine kompakte Liegruppe und H ein reeller separabler Hilbertraum

so, dass G auf H orthogonal operiert. Wir betrachten nun einen Weg L = {L, } ¢;
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selbstadjungierter Fredholmoperatoren so, dass fiir alle A € I der Operator L, G-

dquivariant ist, d.h. fiir alle g € G und u € H gilt

Lr(gu) = g(Lau). (2.2.4)

Des Weiteren bezeichnen wir mit FS¢(H) die Menge aller selbstadjungierten, G-
dquivarianten Fredholmoperatoren in H.
Analog zu Abschnitt 2.1 betrachten wir weiter die Zerlegung in (2.1.6) von I und

a; >0,i€{1,..,n}so,dass firallei € {1,...,n}

[Aic1, Ai] DA = X[—a,a) (LA) € L(H)

eine Familie von stetigen Abbildungen ist. Dann sind nach (2.1.5) fiir alle i €
{1,.n} und A € (0,1) mit A;_; < A < A; die Rdume E(L,,[0,4;]) endlich di-

mensionale reelle G-Darstellungen.

Definition 2.2.4. (iquivariante Spektralfluss)
Der iiquivariante Spektralfluss des Weges L = { L, } r¢| selbstadjungierter, G-iiquivarianter

Fredholmoperatoren ist dann definiert durch

M-

I
—_

sfG(L) = ) ([E(Lx, [0,a1])] — [E(La,_,, [0,ai])]) € RO(G). (2.2.5)

1

Das nachfolgende Lemma ist ein wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis der Wohlde-

finiertheit des dquivarianten Spektralflusses und dessen weiteren Eigenschaften.

Lemma 2.2.5 ([12], Lemma 2.2).
Seien [c,d] C I und [a,b] C R so, dass a,b ¢ o(Ly) und [a,b] N 0ess(Ly) = @ fiir
A € [c,d]. Dann sind E(L,, [a,b]) und E(Ly, [a, b]) als G-Darstellungen isomorph.

Beweis.
Nach Voraussetzung ist die Abbildung [c,d] > A — x[,4(La) € L(H) stetig und

somit existiert eine Zerlegung des Intervalls [c, d] gegeben durch

C:)L()S/\lg...g/\n:d
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so, dass || X[a,5(La;) — X[ap (Lr,,) || < 1 gilt. Insbesondere sind diese Projektionen
G-dquivariant.

Seien nun also P, Q G-dquivariante Projektionen mit endlich dimensionalem Bild
und so, dass ||P — Q|| < 1 gilt. Wir zeigen nun, dass dann im(P) und im(Q) als

G-Darstellungen isomorph sind. Mit ([10], Lemma I1.4.3) gilt
dim(im(P)) = dim(im(Q)) < oo. (2.2.6)

Betrachten wir nun die G-dquivariante Abbildung U := PQ + (Ig — P)(Ig — Q),
so bildet diese das Bild von P auf das Bild von Q ab. Weiter gilt

(QP + (In — Q)(Iu — P))U

= (QP+ (In — Q)(In — P))(PQ(In — P)(In — Q))

=QP*Q+ QP(Iy — P)(In — Q) + (In — Q)(Iy — P)PQ
+ (e —Q)(In — P)(In — P)(In — Q)

=QPQ + (In — Q)(In — P)(In — Q)

—Iy— Q- P+ PQ+QP

~li— (P~ QP

Da ||P - Q|| < 1gilt, ist Iy — (P — Q)? ein [Isomorphismus und somit die Abbildung

U injektiv. Demzufolge ist
U [im(p): im(P) — im(Q)

ein G-dquivarianter Isomorphismus. Damit folgt schlieslich die Behauptung des

Lemmas. OJ

Lemma 2.2.6 ([12]).

Der in (2.2.5) definierte dquivariante Spektralfluss ist wohldefiniert.
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Beweis.

Der Beweis der Wohldefiniertheit gliedert sich in drei Schritte und orientiert sich
am nicht dquivarianten Fall nach [16].

Zunichst seien Ay, ..., A, und ay, ..., a, wie in (2.1.6) und wir fiigen ein A* € (0,1) zu
der Zerlegung hinzu so, dass fiir eini € {1,...,n} gilt A;_1 < A* < A;. Betrachten

wir nun statt der Abbildung [A;1,A;] 3 A = X[, 4,)(La) die beiden Abbildungen
[Aic, AT] 2 A= X (a0 (L), A5 A 2 A= Xaa) (L),

fiihrt dies in der Berechnung des dquivarianten Spektralflusses zu folgender An-
passung: Der Term

[E(La,, [0,ai])] = [E(L,_,, [0, ai])]

wird durch den Term

((E(La,, [0,ai])] = [E(La+, [0,@i])]) + ([E(La-, [0,ai])] — [E(La,_,, [0, ai])])

ersetzt. Da [E(Ly+, [0,4;])] — [E(La+, [0,4;])] = 0 € RO(G) ist, hat dies jedoch keine
Auswirkungen auf das Ergebnis.

Im néchsten Schritt behalten wir die Zerlegung in (2.1.6) bei und betrachten den
Fall, dass fir i € {1,..,n} b; # a; existiert so, dass +b; ¢ o(L,) und [—b;, b;] N
Tess(Ly) = @ fur A € [A;j_1, A;]. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit betrachten
wir den Fall b; > a;. Als Eigenrdume von L), sind E(L,,, [0,4;]) und E(Ly,, [a;, b;])

G-invariant und schneiden sich nur trivial. Mit Lemma 2.2.5 folgt

[E(LA;, [0,bi])] — [E(LA,_,, [0, bi])]
= ([E(La,, [0,a;]) ® E(Ly,, [ai, b:])]) = ([E(La,_,, [0,ai]) © E(La,_,, [a;, bi])])
([E(La,, [0,ai])] = [E(La,_y, [0,@])]) + ([E(La,, [4;, bi])] — [E(La,_,, [ai, bi])])

= [E(Lay, [0, ai])] = [E(La,_,, [0,4i])]-

Damit ist die Berechnung des dquivarianten Spektralflusses auch unabhingig von

den gewdhlten a;.
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Im letzten Schritt betrachten wir nun zwei verschiedene Zerlegungen 0 = Ag <
M<..o<A =1und0 =1 <1 < .. < v, =1von I mit zugehorigen
Zahlen a;,i € {1,..,n} bzw. b;,i € {1,..,m} und figen diese zu einer ggf. feine-
ren Zerlegung zusammen. Fiir die Berechnung des dquivarianten Spektralflusses
nach (2.2.5) kénnen nun sowohl die Zahlen a;,i € {1,..,n}, als auch die Zahlen
bi,i € {1,...,m} verwendet werden. Nach Schritt 1 und Schritt 2 hat dieses Vorge-

hen jedoch keine Auswirkungen auf das Ergebnis. O

Nachfolgend zeigen wir, dass der dquivariante Spektralfluss aus (2.2.5) die selben

Eigenschaften, wie der klassische Spektralfluss aus (2.1.8) erfiillt (vgl. Satz 2.1.4).
Lemma 2.2.7 ([12]).
1. Seien L' = {L}},e;, L? = {L3} e zwei Wege selbstadjungierter, G-iquivarianter

Fredholmoperatoren so, dass L1 = L. Dann gilt

sfg(L! % L?) = sfg (L) + sfg(L?).

2. Sei L = {Ly}rer € FSG(H) ein Weg und fiir alle A € I sei L) := Ly_,. Dann

gilt
sfg(L)) = —sfa(L).

3. Sei L = {L)} e C FSG(H) so, dass fiir alle A € I der Operator L, invertierbar

ist. Dann gilt

SfG(L) =0.

Beweis.

1./2. Die ersten beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition des
dquivarianten Spektralflusses (2.2.5). Fiir die zweite Eigenschaft beachte man,
dass das inverse Element von [E(L,._, [0,4;])] — [E(Ly,, [0,4i])] € RO(G) ge-
geben ist durch [E(L,,, [0,4;])] — [E(Ly,,, [0,4i])] € RO(G).
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3. Da I = [0,1] kompakt ist und GL(H) C L(H) offen, existiert ein § > 0 so,
dass firalle A € I gilto(Ly) N [—0d,5] = @. Nun folgt die Behauptung aus der
Berechnung des dquivarianten Spektralflusses nach (2.2.5) unter Verwendung

von Lemma 2.2.5.

Lemma 2.2.8 ([12]).
Sei L = {Lj}re; € FSG(H), wobei H := Hj @& Hj so, dass Hy, Hy G-invariant sind
und fiiralle A € 1gilt L) |g.€ FSc(H;), i € {1,2}. Dann gilt

SfG(L) = SfG(L ’Hl) +SfG(L ’Hz)'

Beweis.
Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition des dquivarianten Spektral-

flusses (2.2.5), da fuir alle A € I und [a,b] C R gilt
E(Ly, [a,b]) = E(La |1y, [a,0]) @ E(L |1y, [a,D]).

O]

Abschliefiend betrachten wir, die wohl wichtigste Eigenschaft des dquivarianten
Spektralflusses, die Homotopieinvarianz. Der Beweis folgt dabei ([12], Prop. 2.8)

und basiert auf dem nicht dquivarianten Fall nach [16].

Lemma 2.2.9. [12]

Seih:1x1— FSc(H) eine Homotopie. Dann gilt
sfg(h(0,-)) = sfg(h(-,0)) +sfc(h(1,-)) —stg(h(-,1)). (2.2.7)

Beweis.

Da h(I x I) C FSc(H) kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung

hIxI)c|JN;
i=1
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wobei N; C FSg(H) die offene Mengen aus der Konstruktion des Spektralflusses
sind (siehe Lemma 2.1.1). Damit existiert fiir jede Menge N; ein a; > 0 so, dass
+a; € 0(T) und [—a;,a;] N 0ess(T) = @ fiir alle T € N;. Des Weiteren ist die Abbil-
dung

N;i 3> T+ X[—a,0](T) € L(H)

stetig. Sei nun € > 0 eine Lebesguezahl der offenen Uberdeckung
n
IxI=Jr(Ny).
i=1

so, dass jede Teilmenge M von I x I mit Durchmesser d(M) < e fireini € {1, ..., n}
im Urbild h~!(N;) enthalten ist. Sei nun 0 = Ay < ... < A, = 1 so, dass fiir
i € {1,...,m} gllt ‘)\z — /\1;1‘ < \% Dann ist h([)\iflr)\i] X [/\],1,/\]]) fur alle l,] S
{1,...,m} in einer der Mengen Ny mit k € {1,...,n} enthalten. Seien nun also i,j €

{1, ..., m} beliebig und

g = h(Aic1-) Iy
hil,] = h(/\‘ll ) |[A/_1'A/],
Wiy = h(, A1) I

h?,j =h(, A7) I -

bezeichnen die horizontalen beziehungsweise vertikalen Wege des Randes von

[)\l‘,l, )\i] X [/\]‘,1,/\]‘]. Dann sind h?.

h v / h . oy .
Di1 * hi,]. * (hl.’].) und hi—l,j zwei Wege mit identi-

schen Anfangs- und Endpunkten. Dabei bezeichne (/] ].), den Weg h? ., der in umge-

i,j’

kehrter Richtung durchlaufen wird (siehe Lemma 2.2.7 (2.)). Mit Gleichung (2.2.4)
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und Lemma 2.2.7 folgt nun

sfc (h- 1) = [E((h?—u)lr [0, ak])] — [E((h?—l,j)()/ [0, ax])]
=[E((hfj_y * b * (h)) )1, [0, ai])]

- [E((hz'q * hi,' . (h?,j)/)ol [0, ax])]

!/

= st (hj_y # il # ()

PEW st (1) + sta(hly) + st ()

L.2.2.7(2.
72 st (25 1) + sfa () — st (k). (2.2.8)

Damit gilt weiter

Ms

sfg(h(0,+)) = SfG(ho])

j=1

(228) - (sfe(hij—1) + SfG(h?J) —sfa (ki)
=1

= SfG (hzl),o) SfG( + Z SfG h1]
j=1

Unter Verwendung von Gleichung (2.2.8) folgt

Zsfc h]il] Z Sfc h2] 1 + SfG (hZ]) Sfc (hg,]))
]:] ]:1
L h
= sfa(h5y) —stc(h3,,) + ) stc(hy;)

j=1

und erhalten

m
sfc (h(0,)) = sfa (hig) + sfa(h5,) — sfa(h],,) —sfa () + ) sfa ().
j=1
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Berechnen wir nun weiter 2;”:1 sfg (h’; ]-) unter Verwendung von (2.2.8) und setzen

dieses Vorgehen analog fort, so erhalten wir schliefllich

Il
—
Il
_

Korollar 2.2.10.
Seih:Ix1 — FSc(H) eine Homotopie so, dass h(A,0) und h(A, 1) fiir alle A € 1

invertierbar ist. Dann gilt

sfc(h(0,-)) = sfc(h(1,-)).

Beweis.
Dies folgt unmittelbar aus Lemma 2.2.9 unter Verwendung der Normalisierungsei-

genschaft des dquivarianten Spektralflusses aus Lemma 2.2.7(3.). O

Bemerkung 2.2.11.

Es existiert ein klassischer Homomorphismus

F:RO(G) — Z,[U] — [V] = dim(U) — dim(V). (2.2.9)

Insbesondere gilt so mit der Definition des klassichen bzw. dquivarianten Spektralflusses

fiir jeden Weg L selbstadjungierter Fredholmoperatoren F(sfg(L)) = sf(L).

Definition 2.2.12.

Sei G eine kompakte Liegruppe. Dann heif$t G nice, falls fiir V, W beliebige G-Darstellungen
gilt:

Falls D(V)/S(V) und D(W)/S(W), wobei fiir eine G-Darstellung U die Einheitsscheibe
in U mit D(U) und die Einheitssphire in U mit S(U) bezeichnet sei, den gleichen dquiva-

rianten Homotopietyp haben, dann sind V und W (als G-Darstellungen) isomorph.
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Kapitel 3

Nicht-dquivarianter Fall und

Anwendung

Fiir ein N € IN sei stets U C RN eine offene und beschrénkte Menge mit glattem
Rand. Des Weiteren betrachten wir in diesem Abschnitt folgendes System ellipti-
scher Differentialgleichungen

AAu(x) = V,F(A,x,u(x)) inU (3.0.1)

u erfiille die Randbedingung,

wobei A := diag{ay,..,a,} € RP*?, p € IN. Das Problem (3.0.1) ist in der Litera-
tur bekannt und wurde beispielsweise von A. Gotebiewski und S. Rybicki in [11]
untersucht. Im ersten Teilabschnitt 3.1 werden wir das System (3.0.1) mit Dirichlet-
Randbedingungen betrachten. Anschliefsfend werden wir im zweiten Teilabschnitt
3.2 zeigen, dass analoge Resultate unter kleinen Anpassungen auch fiir Neumann-
Randbedingungen giiltig sind. Die wesentliche Strategie folgt dabei [22]. Zunachst
werden wir eine Familie von C2-Funktionalen f I x H — R, welche auf einem
geeigneten Hilbertraum H definiert sind, einfiihren. Die Funktionale f seien dabei
so gewihlt, dass 0 € H fiir alle A € I ein kritischer Punkt von f (A, ) ist. Betrachten
wir nun die Rieszdarstellung von V3£ (A, -) so erhalten wir einen Weg L = {L, } 11
selbstadjungierter Fredholmoperatoren L, so, dass der Spektralfluss von L auf dem

Intervall I untersucht werden kann. Unser Ziel ist es dabei, geeignete Formeln fiir
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die Berechnung des Spektralflusses dieser Operatoren zu finden und unter Ver-
wendung von Satz 2.1.5 Bedingungen fiir die Existenz von Bifurkationspunkten

von System (3.0.1) angeben zu kénnen.

3.1 System (3.0.1) mit Dirichlet-Randbedingungen

Wir betrachten zunéchst das System (3.0.1) mit Dirichlet-Randbedingung, d.h.

ADu(x) = V,F(A,x,u(x)) inlU (3.1.1)
u(x) =0 auf oll.

Fiir die weiteren Betrachtungen, gelten folgende Annahmen
(A1) F € C*(I x U xR”,R),

(A2) 0istein kritischer Punkt von F) := F(A,x,-) : R — R furalle (A, x) € T x U.
Des Weiteren sei

Ba(x) := V2F(A, x,0).
(A3) Falls N > 3ist, so existiert ein C > 0und 1 <s < (N +2)(N —2)~! so, dass
IVAF(A, x,u)| < C(L+ [ul*1). (3.1.2)

Falls N = 2 ist, so wihle s € [1,00). Man beachte, dass fiir N = 1 keine

Wachstumsbedingung, wie in (3.1.2), erforderlich ist.
(A4) Es existiert ein p; € {0, ..., p} so, dass
ay=..=ap = —1, Ap 41 = .. =dp = 1,
d.h., A =diag{-1,.., -1, 1,...,1 }.
g{_\,d \,_/}

P1 p2:=p—"r1

Sei nun H}(U) der Standardsobolevraum mit Skalarprodukt

(11, 00) gy ) = /u (Vi (x), Vor (x)) dx. (3.1.3)
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Dann definiert H := @!_, H}(U) einen Hilbertraum mit Skalarprodukt gegeben
durch

4
Z Ui, ;) HI(U (3.1.4)
i=1

Wir betrachten nun die Abbildung f : I x H — R gegeben durch

P
— ;/u;(—ai|Vui(x)]2)dx—/UF(/\,x,u(x))dx. (3.1.5)

Die Abbildung f ist so gewahlt, dass die schwachen Losungen von (3.1.1) gerade

den kritischen Punkten der Funktionale
fa=f(A):H—=R

entsprechen und fiir alle A € [ist 0 € H ein kritischer Punkt von f,. Nach Annah-

me (A2) existiert ein ¢ € C2(I x U x R?,R) so, dass
1
F(A, x,u) = 3 (Br(x)u,u) + (A, x,u)
und fiir jedes A € I, x € U gilt V,, g(A, x,0) = 0, sowie V2 ¢(A, x,0) = 0.
Lemma 3.1.1 ([13]).
Unter Anwendung der Annahmen (A1)-(A4) ist f € C2(I x H,R). Des Weiteren erhal-

ten wir

Vuf(Au) =Tu+ Kyu — V(A u),
wobei

(i) T: H — H ist ein selbstadjungierter, invertierbarer Operator gegeben durch

T(ui, ..., up) = (—aquy, .., —aplip). (3.1.6)
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(ii) K, : H — H gegeben durch

(Kat, 0y = = [ (BA(x)u(x),0(2))g dx (3.17)

ist ein selbstadjungierter, kompakter Operator.

(iii) 1 : I x H — R ist eine C>-Abbildung definiert durch

1) = [ gz u(x)dx,

und es gelte V,17(A,0) = 0, sowie V217(A,0) = 0 fiiralle A € 1,

Beweis.

Wir halten zunichst fest, dass

p
£ u) :;/UZ%(—ai\Vui(x)]z)dx—/uF()\,x,u(x))dx

p
:% /u Z;(—ai\Vui(x)!z) dx — /u % (Br(x)u(x), u(x)) + g(A, u(x)) dx

1

=5 ((Tu, u) gy + (K, u) ) — (A, u).

Damit erhalten wir
(Vuf(Au),0)y = (Tu,0) g + (Kau,0)y — (Vi (A,u),0)y, v e H.

Die Eigenschaften aus (i) und (ii) folgen aus der Definition der Operatoren. Der

Operator K, : H — H definiert durch

(Knw, o)y = = [ (Ba(e)u(x),0(x)) o dx

ist kompakt, da die zugrunde liegende Bilinearform {iber eine punktweise Multi-
plikation mit einer L*- Matrixfunktion aus @/ _, L*(u) definiert ist und die Ein-
bettung H = @!_, H}(U) — @, L*(U) kompakt ist. Fiir den Beweis, dass die
Abbildung 77 : I x H — R eine C?-Abbildung ist, siehe [17]. O
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Wir erhalten somit, dass die Rieszdarstellung von \% fr an der Stelle 0 € H die

selbstadjungierten Operatoren
Ly:=T+K, (3.1.8)

sind. Aufgrund der Tatsache, dass der Operator T : H — H als invertierbarer
Operator ein Fredholmoperator von Index 0 ist, ist fiir alle A € I der Operator L)
als kompakte Storung eines Fredholmoperators selbst ein Fredholmoperator vom
selben Index. Damit definiert L := {L) } ¢ einen Weg selbstadjungierter Fredhol-

moperatoren.

3.1.1 Index und Bifurkation

In diesem Abschnitt betrachten wir das System (3.1.1) unter den Annahmen
(A1)-(A4) in dem speziellen Fall, dass die Abbildung F nicht von x € U abhéngt,
d.h.

AAu =V, F(Au) inU

(3.1.9)
u =0 auf ol,

wobei A = diag(ay,...,ay) € RP*Y,p € Nund U C RN eine offene und be-
schrinkte Menge mit glattem Rand ist. AuBlerdem sei { f,; } nen eine Orthonormal-
basis von Hé(ll) so, dass —Af, = PBnfn gilt. Fir die dazugehorenden Eigenwer-
te B, gilt 0 < B, < By fir m > n. Mit den Greenschen Formeln folgt, fiir alle

n,meN, m#*n

0= /u Fofmdx (3.1.10)

und

1= /u IV ol dx = 5”/uf’3 dx. (3.1.11)
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Somit erhalten wir eine orthogonale Zerlegung von H in endlich dimensionale Teil-

rdume gegeben durch

p
H=@Hy(U) = P Hi (3.1.12)

i=1 keN

mit Hy := span{fi-¢; | 1 <i < p}, wobei {¢;}/_, die Standardbasis im IR” bezeich-
ne. Aufgrund der Definition des Operators T (siehe (3.1.6)) folgt, dass T die Raume
Hj invariant ldsst. Das folgende Lemma zeigt, dass die Raume Hy auch unter dem

Operator K, (siehe (3.1.7)) invariant sind.

Lemma 3.1.2 ([13]).
Fiir alle k € IN bezeichne Py die Orthogonalprojektion in H auf Hy. Seien nun k,| &
IN, k 5 [ beliebig. Dann gilt

PK\ P = 0.

Beweis.
Es gilt
(PeKaPyu,v) y = (KyPu, Pro),, u,v € H.

Fiir u = fre; und v = fre;, wobei 1 < i,j < p, folgt

1.10)

<K)\u/v>H:/ufkfl<B/\eifej> dx = <B/\ei’ej>/ufkfldx (3.: 0.

Damit gilt P,K P, = 0 fiir k # [. O

Sei nun die Einschrankung der Operatoren L) mit A € I definiert durch
LY .= P(T +K)\)P : Hy — Hy, k€ N (3.1.13)

Da fiir alle k € IN die Rdume Hy endlich dimensional sind, besitzt der Operator L’)‘\

fur alle k € IN, A € I eine Darstellung als Matrix.
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Lemma 3.1.3. [13]

Fiir alle k € N hat der Operator L% folgende Darstellung als Matrix

I 0
Lk=| """ — ;BA, Ael (3.1.14)
k

0 - IPZ X pz
beziiglich der Orthonormalbasis { fye; | 1 < i < p} von Hj.

Beweis.

.....

ter k € IN fest gewahlt und uy := (a1 fg, ..., apfk)T € H;.

Dann gilt

(Toug, ug)y = <T(“1fkr et fie) T (a1 fi, ""a”ff)T>H
— <([x1fk, coor 8y fr =01 flr oer —0p fe) T, (01 fis oo "‘pfk)T>

= (diag (I, xp,, —Lpyxp, )i i) (3.1.15)

und

(Kaug, ug) o

(Baug, ug) dx (3.1.16)

o

bi1(A)ar fie + bz (A)az fie + oo + brp (A fi
B / < by (/\)lefk + bzz()\)ﬂész —+ ...+ bQP()\)DCpfk
u :

, (oclfk, ceey Dépfk)T> dx

bp1 (/\)Délfk + bpz(/\)l)ész + ..+ bpp()\)ocpfk
= — /ubll (/\)zx%flg -+ blz()L)leazf]? + ...+ blp(/\)letxpf,g

+by (/\)txloczf,? + bzz()\)&é%f;? + ...+ bzp(/\)txptxszz

+Fbpr (M) wrp ff+ bpa(A)aawp f§ + .+ bpy(A)a fdx

p r
= — /u (, Y bii(A)ase;) fidx = (. Y bij(A)aia)) /u fidx (3.1.17)

p r
=1j=1

Il
=
~.

Il
_

-
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Mit (3.1.11), folgt weiter

= <—B/\Mk,uk> (3118)
k H

Damit erhalten wir

(Laug, tg) g = (Tug, wg) gy + (Kauig, uge)

. 1
= <d1ag(1p1><p1, —Ipzxpz)uk, uk>H + <—B)\Mk, uk>
Pr H

. 1
- <(d1ag(1pl><pl, ~Lyyxpy) — EBA))uk, uk>H (3.1.19)

Folglich hat der Operator L% die Darstellung als Matrix

rk— | o 0 _lpoael
0 _IPZXPZ ‘Bk
beziiglich der Orthonormalbasis {fxe; | 1 <i < p} von Hy. O

Da weiterhin f; — oo fiir k — oo, existiert ein n € IN so, dass LI/‘\ invertierbar ist

und

sgn(LX) —sgn(—A) =0 firallek >n, A € 1. (3.1.20)

Im Folgenden sei nun fiir alle A € I ein Index definiert durch

[ee]

(By) = 5 L (sgn(L5) —sgn(~4)).
=1

Satz 2.1.6 besagt, dass falls fiir alle A € I die Rieszdarstellungen L, von V3f)

Fredholmoperatoren und Lo, L; invertierbar sind, so ist ein nichtverschwindender
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Spektralfluss von {L, } 1| eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Bifur-
kationspunkten. Eine Anwendung dieses Resultates liefert uns den nachfolgenden

Satz.

Satz 3.1.4 ([13]).

Unter den oben genannten Annahmen (A1)-(A4) und Notationen gilt:

Falls Lo, Ly invertierbar sind und i(By) # i(Bo) gilt, existiert ein Bifurkationspunkt
schwacher Losungen fiir (3.1.9) in (0,1).

Beweis.

Seien n € N beliebig so, dass H = H! & H? mit H! := @}_, Hy und H? := (H!)*.
Fiir alle k € IN bezeichne weiterhin Py die Orthogonalprojektion in H auf Hi. Dann
ist durch Q, := Y}, Px die Orthogonalprojektion auf H' gegeben und entspre-
chend durch Qy := (Iy — Q) die Orthogonalprojektion auf H2. Mit Lemma 3.1.2

und Gleichung (3.1.8) folgt nun

Ly =T+ QuK\Qu + QuKrQp + Qr KaQu + Qr KAQ;r
N e’ N e’
=0 =0 (3.1.21)

=T+ QuK\Qn + Qi KA Q5.

Aus der starken Konvergenz von Q, gegen 0 fiir n — oo und der Kompaktheit der
Operatoren K),A € I konvergiert fiir A € I sowohl K,Q;, als auch Q;-K; in der

Operatornorm gegen 0. Da ||Q; || = 1 gilt, folgt insbesondere
1Quw KaQir Il < 1Qu [l 1K Qur | < [IKAQir [ = 0,1 — o0

Da weiter A — K, normstetig auf dem kompakten Intervall I = [0, 1] ist, ist die
Menge {K) } 1¢ relativ kompakt im Raum der kompakten Operatoren auf H. Daher

ist die Konvergenz

QKA Qi || =0, n — o0 (3.1.22)
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gleichméaflig in A € I. Nach Voraussetzung ist der Operator L, invertierbar fiir

A € {0,1}. Somit existiert ein C > 0 so, dass
ILou]| = 3C)ull, u € H,

und

|Liu|| > 3C|lu||, u € H.

Sei nun ng geeignet grof3 so, dass gilt
1Q KA Qy |l < C, 1> n. (3.1.23)
Dann folgt aus Gleichung (3.1.21) und Gleichung (3.1.22), dass
| Tu + QuK \Quul| > 2C||lu||, u € H,A=0,1, n > ny. (3.1.24)

Im Folgenden sei nun ng € IN so grofs gewdhlt, dass neben Gleichung (3.1.24),
weiterhin L’R invertierbar ist und Gleichung (3.1.20) fiir alle k > ny erfiillt ist.

Des Weiteren sei nun fiir n > ng die Homotopie
h:1xI— Fs(H)

definiert durch

h(t,A) = T+ QuKyQn + Q- KA Q.

Mit Gleichung (3.1.23) und Gleichung (3.1.24), folgt fiir A € {0,1}

1B (t, A)ull = Cllull, u € H,
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so, dass h(t,0) und h(t,1) invertierbar sind fiir alle t € I. Dann folgt aus den Eigen-

schaften des Spektralflusses

sE(L) 2 Sf(L 1) + sf(L |H2) L L )

(3.1.25)

A)/(Z -
( ):( ) Z L |Hk Z UMorse LQ |Hk ,UMorse(Ll ‘Hk)
k=1 k=1

Da zwischen der Signatur und dem Morseindex einer symmetrischen p x p-Matrix

M folgender Zusammenhang
sgn(M) = p — 2piMorse (M)

besteht, folgt mit Gleichung (3.1.25) weiter

n

Z (,uMorse(LO |Hk) - ,uMorse(Ll |Hk))

k=1
=Y 2(E D sgn(th) £+ Zsgn(i})
k=1
1 n
=5 Y (sgn(L}) — sgn(L§) + sgn(—A) — sgn(—A)) (31.26)
k=1
1 ¢ k 1 ¢ k
=5 2(sgn(L ) —sgn(— ~5 Z sgn(Ly) —sgn(—A))
k=1 k=1
= i(By1) — i(By),
Insgesamt gilt nun
sf(L) =i(By) —i(Bo), (3.1.27)
Unter Verwendung von Satz 2.1.5 folgt nun die Aussage von Satz 3.1.4. O

3.1.2 Bifurkation mittels Vergleichsmethoden fiir (3.1.1)

In diesem Abschnitt betrachten wir erneut das System (3.1.1) unter den Annahmen
(A1)-(A4). Das Ziel des folgenden Abschnittes ist es ein Kriterium fiir die Existenz
von Bifurkationspunkten fiir (3.1.1) mit Hilfe von Vergleichsprinzipien des Spek-

tralflusses zu finden.
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Analog zu Abschnitt 3.1 bezeichnet L, die Rieszdarstellung von V2 f, fiir den kri-
tischen Punkt 0 € H. Weiterhin betrachten wir die folgenden Wege M = { M, },¢;
und N = {N, } ¢ in Fs(H) gegeben durch

(Mpu,v)y := (Tu,v) —/ (Cau,v) dx (3.1.28)
u
und
(Nau,v) g := (Tu,v) —/ (Dau,v) dx, (3.1.29)
u
Cl,A 0 DL)\ 0
wobei C) := und D, := symmetrische Matrizen sei-
0 G 0 Dy,

en so, dass die Matrizen By(x) — Cy, C; — B1(x) und Dy — By(x), B1(x) — D fiir alle
x € U positiv semidefinit sind. Des Weiteren bezeichenen wir fiir eine n x n-Matrix

M mit n € N im Folgenden die Eigenwerte von M durch p;(M) firi € {1,...,n}.

Satz 3.1.5 ([13]).
Unter den Annahmen (A1)-(A4) und falls Ly, Ly invertierbar sind, gilt

(i) Falls C19 > Cy,1, Co0 > Co1 gilt undesein j € {1, ..., p1} gibt so, dass

ﬂj(cl,l) < ,Bk < }lj(CLo)ﬂirk €N

oderesein j € {1,..., p2} gibt so,dass

1i(Co1) < —PBr < uj(Cap) fiir k € N,

gilt, dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.1).

(ii) Falls D11 > D1, D1 > Dy gilt undesein j € {1, ..., p1} gibt so, dass

‘u]'(DLQ) < ,Bk < ;l]'(DLl)fiirk €N
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oder esein j € {1,..., p2} gibt so, dass

‘uj(Dzlo) < —,Bk < plj(Dzll)ﬁ/irk €N,

gilt, dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.1).

Beweis. Da

(L — My, o)y = /u ((Ca = Ba(x))u,0) dx, u,0 € H

und

((Ly — N))u,v)y = /u ((Dx — Ba(x))u,v)dx, u,v € H,

gilt, sind Ly — M) und L) — N kompakt fiir alle A € I. Fiir alle x € U sind By(x) —
Co, C1 — B1(x) und Dy — By(x), B1(x) — D; positiv semidefinit und somit gilt Ny <

Ly < Mpund M; < L; < Nj. Damit folgt aus Korollar 2.1.8.
sf(M,I) <sf(L,I) <sf(N,I).

Falls wir nun zeigen konnen, dass sf(M,I) > 0 unter den Annahmen von (i) und
sf(N, I) < 0 unter den Annahmen von (ii) gilt, folgt die Behauptung mit Satz 2.1.5.
Betrachten wir zuerst den Weg M. Mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 3.1.1, wis-
sen wir das eine Zerlegung von H in endlich dimensionale Teilrdaume Hy, k € IN
existiert, so dass L, durch Hy reduziert wird. Analog wird M, durch diese Zerle-
gung reduziert und wir erhalten fiir alle k € IN folgende Darstellung von M~ als
Matrix

Ml)i _ IP1XP1 0 1

0 _IPZXPZ
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Weiterhin, wissen wir mit (3.1.27), dass gilt

sf(M, I) = i(Cy) —i(Co)

= 5 L (sBn(M}) —sgn(~4) 3 Y-(sgn(M) —sgn(~A)

—_

,uMorse MO VMorse(le))- (3130)

||M8

. . IPl Xp1 O 1 .
Da die Matrizen und _EC ) fur alle A € I kommutieren, er-
0 —Ip,xp,
S TIE o k . Im xP1 0
halten wir die Eigenwerte von M) als Summe der Eigenwerte von
0 -1
P2xp2

und — éC ). Fiir das Spektrum von C, besteht folgender Zusammenhang

O'(C)L) = O'(CL)\) U U'(CQ,/\).

Fiir jedes k € IN gilt nun

1-— VZ(EM) < 0 genau dann, wenn By < ;(Cy ) furi € {1,..,p1}, A €1
k
und
1i(Cop) L
—1— 5222 < 0 genaudann, wenn — By < p;(Cyp) firi € {1,.., p2}, A € L.

Bk

Zusammenfassend gilt nun

yMorse(Mﬁ) = [(Bx,00) N (Cyp)| + |(—Br,0) N (Cyp )| fiir alle k € IN.

Zusammen mit Gleichung (3.1.30) erhalten wir somit

E!ﬁk, ) N (Cro)| + |(—Br %) N (Cap)] (3.131)

—|(Bk,20) N (Cp,1)| = [(—=Br, ) N (Ca1)|
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Da Cl,O > C1,1 und Cz/o > C2,1; CLO — Cl,l sowie Cz/o — C2,1 pOSitiV semidefinite

Matrizen sind, gilt mit Hilfe der Weyl-Ungleichung fiir symmetrische Matrizen

yi(Cl,l) S yi(Cl,l —+ (CLO - C,ll)) = Vi(cl,o) fiirallei € {1, ceey Pl} (3.1.32)

und

}ll’(CZJ) < ]«li(CQll + (CZ,O — C2,1)) = ‘ui(CQ,o) furallei € {1,..., pz}. (3.1.33)

Somit erhalten wir fiir jedes k € IN

|(Bk,0) N (Ci0)| > [(Br, ) N (C11)|

und

[(=Br0) N (Cap)| = |(=Pr ) N (Can)l,

da By eine monoton wachsende Folge ist. Mit Gleichung (3.1.31) erhalten wir somit

sf(M, I) > 0 und schliefllich ist sf(M, I) > O fallsein j € {1, ..., p1 } existiert so, dass

]/l]‘(CLl) < ,Bk < y]-(Cl,o) fuirk e N

odereinj € {1,..., p2} existiert so, dass

Vj(CZ,l) < =B < ]/lj(CZ,o)fl'irk € N.

Auf analoge Art und Weise, zeigt man dass unter der Annahme aus (ii) sf(N,I) < 0

gilt. O
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Bemerkung 3.1.6 ([13]).

(1) Zuerst halten wir fest, dass wir im Beweis von Satz 3.1.5 die Giiltigkeit der folgenden

Spektralflussformel

(o]

sf(M, I) =k_21<| (Br,00) N (Cr0)| + |(=pr,00) N (Crp)|

—[(Br,00) N (Cr1)| — [(—Bk,0) N (Cp1))).

fiir Wege M = {M, } ¢ in Fs(H) gegeben durch

(Mpu,v)y := (Tu,v) y — ./u (Cau,v) dx

Cy A 0
wobei C) := ' eine symmetrische Matrix ist, gezeigt haben.
0 CZ, A

(ii) Weiterhin stellten wir fest, dass die Voraussetzungen in Satz 3.1.5 implizieren, dass

entweder By(x) > By(x) oder By(x) > Bo(x) fiir alle x € U gilt.
Fir A € I sei

72 i= sup{p1(Br(x)), ..., up(Ba(x)) },

xel
oy = i?é{]/‘l(B/\(x))r~-'I.MP(BA(X))}~

Korollar 3.1.7 ([13]).

Betrachten wir System (3.1.1) unter den Annahmen (A1)-(A4).

1. Falls ay > 1 und ein k € IN existiert so, dass

71 < Br < g oder y1 < —Br < &

dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.1).

2. Falls oy > yo und ein k € N existiert so, dass

’)’0<‘Bk<061 oder Yo < —ﬁk<lxl
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dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.1).

Beweis.
Wir setzen Cy = (a9 + A(y1 — ap))Ipxp und Dy := (70 + A(a1 — 70))Ipxp in Satz
3.15. -

An dieser Stelle sei erwdhnt, dass in ([22], Abschnitt 4) bereits eine Klasse von
Systemen stark indefiniter elliptischer Differentialgleichungssysteme mittels Ver-
gleichsmethoden des Spektralflusses auf Existenz von Bifurkationspunkten unter-
sucht wurde und ein zu Korollar 3.1.7 analoges Resultat erzielt wurde. Mit Hilfe
der nachfolgenden Bemerkung wollen wir zeigen, dass Satz 3.1.5 jedoch eine echte

Verallgemeinerung von Korollar 3.1.7 darstellt.

Bemerkung 3.1.8 ([13]).
Wir betrachten erneut das System (3.1.9) fiir den Spezialfall, dass U = (0, 7t) und p; =

1 = po, d.h. das System ist von der Form

—u; = V,,F(A,u(x)) in (0,7)

u, =V, F(Au(x)) in (0, ) (3.1.34)
u(0) =u(mr)=0,

Des Weiteren gelte Annahme (A2) so, dass

5 8§ -2 ) -3 1
By := V2F(0,0) = and By := V4F(1,0) =
-2 5 1 2

Wir halten fest, dass die Dirichleteigenwerte beziiglich des Gebietes U = (0, 71) gegeben
sind durch By = k?, k € IN. Sei nun Cy = (ag + A(y1 — ao))laxa, wobei ag = 4 der
kleinste Eigenwert von By und vy = @ der grofite Eigenwert von By ist. Da kein

k € IN existiert so, dass y1 < Br < «g gilt, konnen wir Korollar 3.1.7 nicht verwenden,

um Bifurkationspunkte von Gleichung (3.1.34) zu untersuchen. Falls wir nun

C 0 50 C 0 10
o= " = andCy = | —

0 Cao 0 3 0 Gy 0 3
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in Satz 3.1.5 setzen, so erhalten wir die Existenz von Bifurkationspunkten fiir Gleichung
(3.1.34), da

y(CLl) =1< 4 <5= y(CLO).
:ﬁz

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass p = 2 und p; = 1 = p; gilt, d.h. das

System (3.1.1) ist von der Form

—Aui(x) =V, F(Axu(x)) inU
Aup(x) =V, F(A,xu(x)) inlU (3.1.35)
u(x) = auf ol,

wobei fiir ein N € IN die Menge U C RN ein beschréanktes glattes Gebiet ist. In

Anlehnung an Annahme (A2), setzen wir

bi1(A,x) bip(A, x
By (x) := nlbx) b)) e

b12 (/\, x) bzz (/\, x)

Reelle, symmetrische und schwachdiagonaldominante Matrizen mit nicht negati-
ven Diagonaleintrigen sind positiv semidefinit. Da nach Annahme (A2) fiir alle
A € I,x € U die Matrizen B, (x) reelle symmetrische Matrizen sind, wollen wir
diese Eigenschaft nutzen und unter Anwendung von Satz 3.1.5 Bedingungen fiir
die Existenz von Bifurkationspunkten fiir System (3.1.35) angeben, die nur von den
Eintrdgen der Matrizen B, (x) und C, abhidngen.

cip O diy, O

Falls wir nun C, := € R**?2und D, := € R?*? wahlen,
0 Con 0 d2)\

so erhalten wir mit Satz 3.1.5

1. Falls c19, 11, ¢20, c21 € R existieren so, dass

min by (0, x) — max [b12(0,x)| > c20 > c21 > max bxn (1, x) + max [bia(1, x)|
xel xel xelu xel

und ein k € IN existiert so, dass

min b1 (0, x) — max |b12(0,x)| > c190 > ax > c11 > max by1(1, x) + max |b12(1, x)|
xel xeld xel xel
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dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.35).

2. Falls c¢q9, c11, c20, €21 € R existieren so, dass

max bll(O,x) — max |b12(0,x)] > €19 = €11 = max bll(l,x) + max |b12(1,x)]
xel xel xel xel

und ein k € IN existiert so, dass

Img bzz(o,x) — max ]bu(O,x)\ > Cp0 > — Q&) > C21 > max bzz(l,x) +m@< |b12(1,x)]
xel xel xel xel

dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.35).

3. Falls dq,d11,d20,d21 € R existiert so, dass

min bzz(l,x) — max |b12(1, X)| > dy1 > dyy > max b22(0, x) + max |b12(0, x)]
xel xel xel xel

und ein k € N existiert so, dass

min bll(l, x) — max ’blz(l,x)‘ > dyg > X > dig > max bn(O,x) + max ‘blz(o, X)|
xel xel xel xel

dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.35).

4. Falls dqg,d11,d20, d>1 € R existiert so, dass

mlg bll(l,x) — max |b12(1, X)| > d11 > dl() > max bll(O,X) +m@< ]bu(O, x)]
xel xel xel xel

und ein k € N existiert so, dass

min b22(1,x> — max ’blz(l,x)‘ > dy > —wp > dyg > max b22(0,x) + max \blz(O,x)|
xel xel xel xel

dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.1.35).

Bemerkung 3.1.9.

Man beachte jedoch, dass die Bedingungen 1.-4. nicht dquivalent zu den Bedingungen
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(i),(ii) aus Satz 3.1.5 sind. Das liegt daran, dass es sich bei der Aussage ,Jede reelle sym-
metrische und schwachdiagonaldominante Matrix mit nicht negativen Diagonaleintrigen

ist positiv semidefinit.” um keine Aquivalenzaussage handelt.

Beispiel 3.1.10.

Betrachten wir erneut das System (3.1.34) so, dass fiir alle x € U gilt

bll (0, X) b12(0, x) 2 0.3
Bo(x) = =
b12(0, X) bzz(O,X) 03 1.2
und
bll(l,X) b]z(l,X) 0.5 0
B1 (x) = =
blz(l,x) bzz(l,x) 0 0.3
Wihlen wir nun
c 0 16 0 c 0 08 0
Co = 10 = und C; = " =
0 ¢ 0 1 0 c»n 0 05

Nach Wahl von Cy und Cy gilt sowohl
co=12>05=cy alsauch cip = 1.6 > 0.8 = c11. (3.1.36)
Da jedoch

migbzz(O,x) — max |b12(0, x)] =12-03=09<1=1cy
xel xel

gilt, gilt weder Bedingung (1.) noch (2.). Aufgrund von (3.1.36) erhalten wir Cy > Cy und

weiter gilt fiir alle x € U, dass

04 0.3 03 0
Bo(x) — Cp = und C; — By (x) =
03 02 0 0.2
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positiv semidefinit sind. Beziiglich der Menge U = (0, 7t) sind die Dirichleteigenwerte
gegeben durch By = k?, k € IN. Da weiter

]/ll(C11> =08< 1 <1l6=1u (Clo) (3.1.37)
:ﬁ]

gilt, erhalten wir mit Satz 3.1.5 die Existenz eines Bifurkationspunktes fiir System (3.1.34).

3.1.3 Anwendung auf zusammenziehbare Gebiete

Ziel dieses Abschnittes ist die Untersuchung von Systemen auf sternférmigen Ge-
bieten beziiglich 0 hinsichtlich der Existenz von Bifurkationspunkten durch An-
wendung der im voherigen Abschnitt erzielten Resultate. Der Bifurkationspara-
meter wird dabei durch Zusammenziehen des Gebietes eingefiihrt. Wir betrachten
also das folgende System

AAu(x) =V,F(xu(x)) inU

(3.1.38)
u(x) =0 auf oU

wobei U C RY ein beschrinktes, sternformiges Gebiet beziiglich 0 mit glattem
Rand und A wie in (A4) am Anfang von Kapitel 3 gewahlt sei. Weiterhin sei 0 fiir

alle x € U ein kritischer Punkt von F(x, -) : R? — R und wir setzen
B(x) := V2F(x,0). (3.1.39)
Zu guter Letzt nehmen wir an, dass analog zur Annahme (A3) aus Kapitel 3 gelte :
Falls N > 3 ist, so existieren ein C > Qund 1 < s < (N +2)(N —2)~! so, dass
[VEE(x,u)] < C(1+ Jul™).

Falls N = 2 ist, so wihle s € [1,00). Fiir N = 1 ist keine Wachstumsbedingung notwen-

dig.
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Sei nun U, := {r-x : x € U} und wir betrachten das System (3.1.38) auf U,,
d.h.

Abu(x) = VyF(x,u(x)) inlU, (3.1.40)
u(x) =0 auf ol,.

Da 0 ein kritischer Punkt von F(x, -) fiir alle x € U ist, ist u = 0 eine Losung von
(3.1.40) fiir alle 0 < r < 1. Zudem nennen wir r* € (0,1] Bifurkationsradius fiir
(3.1.38), falls eine Folge {r,},en und schwache Losungen 0 # u, € H}(U,,, RP)
existieren so, dass r, — r* und ||u|| HI(U,, kr) — 0 fiir n — oo. Betrachten wir nun

das Funktional f : H}(U,, RP) — R definiert durch

/u —a;|u’ (x )dx—/rF(x,u(x))dx,

ri=

so entsprechen die Losungen von (3.1.40) den kritischen Punkten von f. Durch

Koordinatentransformation x — r - x erhalten wir

wobei u,(x) := u(r- x) fiir x € U.Im Folgenden betrachten wir nun also die Familie

von Funktionalen f : [0,1] x H} (U, R?) — R gegeben durch

IANE 2/2 —a;|Vu;(x)|*dx — / F(r-x,u(x))dx.

Da die zweite Ableitung von f, : H} (U, R) — R gegeben ist durch

p
V%fr(u,v):/uzi(—ai <Vui(x),Vvi(x)>)dx—rz/u(B(r-x)u(x),v(x))dx

= ((T+K)uw,v) gy ur) -
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wobei B,(x) := r?B(r - x) ist, ist die Rieszdarstellung von V3, an der Stelle 0 €

H} (U, RP) gegeben durch die selbstadjungierten Operatoren

L,:=T+K,.

Da T ein Fredholmoperator von Index 0 ist, ist L, fiir alle r € [0, 1] als kompakte

Storung selbst ein Fredholmoperator vom Index 0.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass B in (3.1.39) nicht von x € U abhangt.

Satz 3.1.11.

Ist Ly invertierbar, so existiert ein Bifurkationsradius r* € (0, 1) fiir (3.1.40), falls

Y " (sgn(L¥) — sgn(—A)) #0,
k=1
wobei
o [P 0 ) _ g
00—y, P

und (By) bezeichne die Folge der Dirichleteigenwerte von U.

Beweis.
Fiir r = 0 gilt Ko = 0 und somit insbesondere i(By) = 0. Durch Anwendung von

Satz 3.1.4 erhalten wir somit das Resultat. O

Fiir eine p x p-Matrix,p € IN bezeichnen wir im Folgenden die Eigenwerte durch
ui(+) fur j € {1,.., p}. Insbesondere betrachten wir stets folgende Sortierung der

Eigenwerte einer Matrix

Pmax () = p1(+) = o = pp(+) = pmin(),

wobel pimax(+) bzw. Umin(-) den groiten bzw. kleinsten Eigenwert dieser Matrix

bezeichne.
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Korollar 3.1.12. Seien 1 < p1,pp < p—1.

(i) Ist Ly invertierbar, so existiert ein Bifurkationsradius r* € (0,1) fiir (3.1.40), falls

,umin(B) > ,Blz

wobei B1 den kleinsten Dirichleteigenwert bezeichne.

(ii) Ist Ly invertierbar, so existiert ein Bifurkationsradius r* € (0, 1) fiir (3.1.40), falls

,umin(B) > _,Bl

und ein Eigenwert y im Spektrum von B existiert so, dass

1> B,

wobei B1 den kleinsten Dirichleteigenwert bezeichne.

Beweis.

Fiir alle k € N sei L¥ definiert durch

Iy, xp, 0 1

Lk = ~ —B,
B

0 _IPZXPZ

=M

wobei (B )ren die Folge der Dirichleteigenwerte auf U bezeichne. Da zwischen der
Signatur und dem Morse-Index einer p x p-Matrix M, p € IN folgender Zusam-

menhang besteht

sgn(M) = p — 2pmorse (M),

gilt fir alle k € IN

sgn(Lk) =p—- 2lflMorse(Lk>

sgn(—A) = p — 2UMorse(—A) = p1+ p2 — 2p1 = p1 — p2-
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und somit

Sgn(Lk) - Sgn(_A) =P + p2 — 2]/‘M0rse(Lk) —P1 + p2 = 2792 - 2,“Morse(]—'k)

Damit gilt

gk

(sgn(L¥) —sgn(— Z P2 — HUMorse(LF)) (3.1.41)
k k=1

1

Fir k € N beliebig und j € {1, ..., p} gilt

1m=uAM»—émﬂﬂw>

wi(L*) = pj (M) + Mj(—ﬁk

(i) Durch Anwendung des Satzes von Courant-Fischer erhalten wir folgende
Abschitzung fiir die Eigenwerte von LK, k € IN. Sei nun k € N beliebig. Dann

gilt fiir beliebiges j € {1, ..., p}

m@USVMM%HM—ém

- Seij € {1,..,p1}. Dann gilt

(M) + m(—ﬁlkB) =1- ﬁlkup(B) <0
= —‘Blkﬂp(B) <-1

<= up(B) > Br.
- Seije {p1+1,.. p}. Dann gilt

ui(M) + Vl(_@B) —1——up(B) <0

Ist nun py(B) = pmin(B) > Pi, so ist der Ausdruck in Gleichung (3.1.41)
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verschieden von Null und nach Satz 3.1.11 erhalten wir die Existenz eines

Bifurkationsradius von (3.1.40).

(ii) Sei nun k € IN beliebig. Mit Hilfe der Weyl-Ungleichung (siehe [24], §1) gilt
furi,je{l,.,ptmiti+j<p+1

pisia (L) < (M) + m(—;kB).

- Seieni € {p1+1,...,p},j€{1,.., p2}. Dann gilt

1 1
pivj1 (L) < =1+ Vj(_EB) =-1- EV}?—]‘-H(B) <0
1

<~ —Elxlp_]q_l(B) <1
< pp-j+1(B) > —Pr.
- Seieni € {1,..,p1},j € {1,..., p}. Dann gilt

; 1 1

pivj-1(L7) <1+ P‘j(_EB) =1- E}”pfﬁl(B) <0
1
— —Hp—j+1(B) < -1

B

< "up,jJrl(B) > ,Bk-

Zusammenfassend erhalten wir nun also, dass der Ausdruck in Gleichung

(3.1.41) verschieden von Null ist, falls

Umin(B) > —Brund I € 0(B) : u > B.

Nach Satz 3.1.11 liefert dies die Existenz eines Bifurkationsradius von (3.1.40).

O]
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Wir betrachten nun das allgemeine System (3.1.40) in dem Spezialfall mit zwei Glei-

chungen, d.h.
—Au(x) = g—ﬁ(x,u(x),v(x)) in U,
A - 9F s s in U,
v(x) & (x,u(x),v(x)) inl, (3.142)
u(x) =0, auf oU,
v(x) =0, auf oU,

mit u, v skalaren Funktionen. Des Weiteren sei

B(x) = bi(x) bia(x) ,

bn(X) b22(x)
wobei B(x) = V3F die Hessische der Funktion mit F : U x R> — R am Punkt

0 € R? sei. Durch Anwendung der Resultate des Kapitels 3.1.2 auf diese Problem-

stellung erhalten wir folgenden Satz:

Satz 3.1.13.

Ist Ly invertiertbar und gilt

(i) max byy(x) < —max |bip(x)| und max by (x) < —max |bia(x)| — 1,
xel xel xeld xel

oder

(ii) min by (x) > max [bia(x)| und min by (x) > max [ba(x)| + By,
xel xel xel xel

wobei B1 den kleinsten Dirichleteigenwert bezeichne, so existiert ein Bifukrationsradius fiir

(3.1.42).

Beispiel 3.1.14.
Wir betrachten nun System (3.1.42) auf U = D? C R? mit Radius r > 0. Die Dirichletei-

genwerte auf D? sind gegeben durch

2
Bum = (“r:n) ,neNU{0},m €N,
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wobei wy,y, die m-te positive Nullstelle der n-ten Besselfunktion bezeichnet. Die kleineste
dieser Zahlen ist gegeben durch ngy ~ 2.40483. Damit gilt 5 < oc%/l < 6. Durch Anwen-
dung von Satz 3.1.13 erhalten wir die Existenz eines Bifurkationsradius fiir (3.1.42) auf

U = D?, wenn entweder

6
max by (x) < —max|bia(x)| und maxbxn(x) < —max|bp(x)| —
xeD? xeD? xeD? xeD? r
oder
6
min by (x) > max |biz(x)| und min by (x) > max |bia(x)| + —
xeD? xeD? xeD? xeD? r
gilt.

3.2 System (3.0.1) mit Neumann-Randbedingungen

Wir betrachten hier das System (3.0.1) unter Neumann-Randbedingungen, d.h.

AAu(x) =V, F(Axu(x)) inU (32.1)
uo_g auf U B

Des Weiteren gelten die Annahmen (A1)-(A4). Wir werden nun durch analoges
Vorgehen wie in Abschnitt 3.1 zeigen, dass unter Neumann-Randbedingungen ana-

loge Resultate erhalten werden konnen.

Wir betrachten hier den Standardsobolevraum H!(U) mit Skalarprodukt gegeben
durch

<”1/UI>Hl(u) = /u (Vuy(x), Voi(x))ge + u1(x) - v1(x) dx.

Dann ist H := @!_, H'(U) ein Hilbertraum, wobei das Skalarprodukt gegeben ist
durch

p
(u,0) g =Y (i, i) i) -
=1

1
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Betrachte nun die Abbildung f : I x H — R gegeben durch
1 P 5
fu) =5 /u Y (—a; [Vig(x)2) dx — /u F(A, u(x)) dx. (32.2)
i=1
Nach Annahme (A2) existiert ein g € C2(I x U x R?,R) so, dass
1
F(AI I/I) = E <B/\u/ u>]RP + g(/\l X, 1/[)

und fiirjedes A € I, x € U gelte V,,¢(A, x,0) = 0 sowie V2¢(A, x,0) = 0.

Aufgrund der Annahmen (A1)-(A3) folgt f € C?(I x H,R). Des Weiteren ent-
sprechen die kritischen Punkte von f, := f(A,-) den schwachen Losungen der

Gleichung (3.2.1).

Lemma 3.2.1.

Unter Anwendung der Annahmen (A1)-(A4) erhalten wir
Vuf(Au) =Tu+ Kyu— V(A u),

wobei

(i) T: H — H gegeben durch

T(ui, ..., up) = (—aruy, .., —aplip)

ist ein selbstadjungierter Fredholmoperator vom Index 0.

(ii) Ky : H — H gegeben durch

(Kyu, vy = /u (Au(x) — Byu(x),v(x))gp dx

ist ein selbstadjungierter, kompakter Operator.
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(iii) 17 : I x H — R ist eine C>-Abbildung definiert durch

nu) = [ g(hxu(x) dx,

und es gelte V,17(A,0) = 0, sowie V215 (A,0) = 0 fiiralle A € I,

Beweis.

Zunichst gilt

=

% Y- (~ai Vu(0)P)dx — [ F3,u(x)) dx

Uiz

1 [ CalViP) — (el det L [ Y (a0 ax

i=1 i=1 i=1

H
S

N =

—/ui<Bw<x>,u<x>>w+g<w<x>>dx

P
:;121( az””anl +/ Za1|u —%<B)LM(X),M(JC)>]R;¢ dx
—/ug(/\,u(x))dx
=n(Au)
=Ty + [ 2 (A, () gy — 5 (Bau(x),u(x)) gy dx — (A, 1)
5 Uy U2 ’ RP 7 A ’ R? n

Somit gilt fiir allev € H

<VGfOLu%vhf=<ﬂbvhy+/z<bﬁdx)—BAOKXD/WRVdx—<VMUOLu%Uhy

Die Eigenschaften aus (i) und (ii) folgen aus der Definition der Operatoren. Fiir

den Beweis, dass die Abbildung # : I x H — R eine CZ—Abbildung ist, siehe [2]. O

Die zweite Ableitung V2 an der Stelle 0 € H kann mit Hilfe des Rieszschen

Darstellungssatz geschrieben werden als

Ly:=T+K,. (3.2.3)
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Fiir alle A € Iist L, als kompakte Storung eines Fredholmoperators selbst ein Fred-
holmoperator. Damit definiert L := {L, } \c; einen Weg selbstadjungierter Fredhol-

moperatoren.
3.2.1 Index und Bifurkation
Wir betrachten zundchst wieder den speziellen Fall von System (3.2.1), dass die

Abbildung F nicht von x € U abhédngt, d.h.

AMu(x) =V,F(Au(x)) inU (3.2.4)

g—z =0 auf oll.

Sei weiter {f,},eN eine Orthonormalbasis von H'(U) so, dass —Af, = B fn gilt.
Fiir die dazugehorigen Eigenwerte B, gilt 0 < B, < By, fiir m > n. Mit der ersten

Greenschen Formel gilt fiir alle f; mit k € IN Losungen von —Afy = By fi, aaﬁ =0

v

/Ufn(—Afm)dXZ/qun~medx:/u(—Afn)fmdx.

Daraus folgt somit die Selbstadjungiertheit des Laplaceoperators bzgl. des L2- Ska-

larproduktes

(=B fus fn) = {fu, =BSm)-

Somit gilt fiir Eigenfunktionen f,, f; zu verschiedenen Eigenwerten ,, # B

B <fn/fm> = <_Afnrfm>
= (fu, =Dfm) = Bm (fur f) s

also insobesondere (f,, f,,) = 0. Damit gilt fiir allen,m € N, m # n

0= /u Fufmdo. (3.2.5)
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Somit erhalten wir eine orthogonale Zerlegung von

p

H=@H(U) = P H (3.2.6)

i=1 keN

mit Hy := span{fy-¢; | 1 <i < p}, wobei {¢;}/_, die Standardbasis im IR” bezeich-

ne.

Lemma 3.2.2.
Fiir alle k € IN bezeichne Py die Orthogonalprojektion in H auf Hy. Seien nun k,I &
IN, k # [ beliebig. Dann gilt

PK\P; = 0.

Beweis.
Es gilt
(PkKAPlu, Z)>H = <KAPlu, PkU>H, u,v € H.

Fiir u = fre; und v = fiej;, wobei1 < i,j < p, folgt

Ky, 0) = /ufkfl<(A — By)ei,ej) dx = ((A — By)ej, ef) /ufkfl dx ®2¥ 0.

Damit gilt PK)P; = 0 fiir k # [. O

Somit gilt, dass sowohl T, als auch K, die Rdume Hj invariant lasst.

Da weiterhin py fiir k gegen unendlich konvergiert, existiert ein n € IN so, dass
LY := PLyP = P (T + K, P
invertierbar ist und

sgn(LX) = sgn(—A) (3.2.7)
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fur alle k > n. Analog zu Lemma 3.1.3 erhalten wir fiir alle k € IN die folgende

Darstellung von L'j\ : Hp — Hj als Matrix

I 0 1
k=" +
o -1,] 1tk

(A—B/\),)LEI

beziiglich der Orthonormalbasis {fxe; | 1 < i < p} von Hy.
Im Folgenden sei nun fiir alle A € I ein Index definiert durch
1 (o)

i(B)) := Ek[;sgn(fjg) —sgn(—A). (3.2.8)
=1

Unter Verwendung des Bifurkationsresultates aus Satz 2.1.5, welches besagt, dass
unter der Voraussetzung, dass die Rieszdarstellungen L, der zweiten Ableitung
V2 £y an der Stelle 0 € H Fredholmoperatoren fiir alle A € I und Lo, L1 invertier-
bar sind, ein nicht verschwindender Spektralfluss die Existenz von Bifurkation von

kritischen Punkten von f garantiert, erhalten wir:

Satz 3.2.3.
Unter den oben genannten Annahmen und Notationen gilt:

Falls Lo, Ly invertierbar sind und i(By) # i(B1) ist, existiert eine Bifurkationspunkt fiir
(3.2.4) in (0,1).

Beweis.

Der Beweis des Satzes 3.2.3 verlauft analog zum Beweis des Satzes 3.1.4 fiir Dirirchlet-
Randbedingungen.

Seien n € N beliebig so, dass H = H' & H? mit H' := @}_, Hy und H? := (H')*.
Fiir alle k € IN bezeichne weiterhin Py die Orthogonalprojektion in H auf Hy. Dann
ist durch Q, := Y}, Px die Orthogonalprojektion auf H' gegeben und entspre-
chend durch Q;- := (Iy — Q) die Orthogonalprojektion auf H2.

Aus der Definition der Operatoren T und K folgt unmittelbar, dass sowohl T(Hy) C
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Hjy als auch K, (Hg) C Hy gilt. Somit gilt mit Gleichung (3.2.3)

Ly =T+ QuKiQu + QuKiQiF + Qi KrQu + Qi KaQy
=0 =0

=T+ QuKrQn + Qi Ky Q; (3.2.9)

Aus der starken Konvergenz von Q;- gegen 0 fiir n — oo und da |Q;- || = 1, folgt
1Q: KrQy || = 0, n — o0 (3.2.10)

Nach Voraussetzung ist fiir A = 0,1 der Operator L, invertierbar. Somit existiert
ein C > 0 so, dass

|Loull = 3CIJul, u € H,

und

|Liul| > 3C|lu||, u € H.

Aus (3.2.9)und (3.2.10) folgt somit, dass ein ny € IN existiert so, dass fiir alle n > ny
| Tu + QuKrQuu|| > 2C||ul|, u € H,A =0, 1. (3.2.11)

Durch die Wahl von ng geeignet grof3, gilt mit (3.2.10) weiterhin fiir A € I
1QKAQy || < C. (3.2.12)

Im Folgenden sei nun 1y € IN so gewdhlt, dass neben (3.2.11) und (3.2.12) auch

(3.2.7) tur alle k > ng gilt. Des Weiteren sei nun
h:1xI— ®s5(H)

definiert durch

h(t,A) = T+ QuKrQu + Q- KA Q.
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Mit (3.2.11) und (3.2.12) folgt fiir A = 0,1

[A(t, A)ull = Clluf|, v c H

sodass h(t,0) und h(t,1) invertierbar sind fiir alle t € I. Dann folgt aus den Eigen-

schaften des Spektralflusses

=

SE(L, 1) Y SE(L [0, 1)+ sE(L 1, 1) 72 sE(L 41, 1)

(4) & (N) &
: Z L |Hk/ I) = E ,uMorse(LO |Hk) - ﬂMorse(Ll |Hk) (3213)
k=1 k=1

Da zwischen der Signatur und dem Morseindex einer symmetrischen p X p—Matrix

M folgender Zusammenhang besteht
SgI’I(M) =p— 2#M0rse(M),

folgt mit (3.2.13) weiter

M:

VMorse(LO ’Hk) - ,uMorse(Ll ‘Hk)

»
I
—

— é Z_ —sgn(Lk) — g + sgn(Lk))

P

(sgn(L1) — sgn(L§) +sgn(—A) —sgn(—A))

1 n
= > k;
1 n k ]. n k—
5 2 (sgn(L7) — sgn(— 5 2 (ssn(Lg) —sgn(—A))
2 k=1 2 k=1
= i(By) —i(By), (3.2.14)

Somit gilt nun also

sf(L,I) = i(By) — i(Bo).

Unter Verwendung des Bifurkationsresultates von Fitzpatrick, Pejsachowicz und

Recht (siehe Satz 2.1.5) folgt nun die Aussage des Satzes. O
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3.2.2 Bifurkation mit Hilfe von Vergleichsprinzipien fiir (3.2.1)

Wir betrachten die folgenden Wege M = {M,} c; und N = {N,}¢; in Fs(H)

gegeben durch
(Mpu,v)yy := (Tu,v) y — / ((A—Cy)u,v)dx
u
und
(Nai, 0}y = (Tu, 0) 1y — / (A= Dy)u,) dx,
u
CLA 0 DL)L 0
wobei C) := und D, := symmetrische Matrizen sei-
0 GCua 0 Dy,

en so, dass die Matrizen By(x) — Cy, C; — B1(x) und Dy — By(x), B1(x) — D; fiir alle

x € U positive semidefinit sind.

Satz 3.2.4.
Unter den Annahmen (A1)-(A4) und falls Ly, Ly invertierbar ist, gilt:

(i) Falls C19 > C11, Co0 > Coq gilt und esein j € {1, ..., p1} gibt so, dass

yj(—CLo) < —‘Bk < Vj(_cl,l)ﬁ;irk eIN

oder esein j € {1,..., p2} gibt so,dass

pui(—Can) < Br < pj(—Cap) fiirk € N,

gilt, dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.2.1).

(ii) Falls D11 > D1, Da1 > Dy gilt und esein j € {1, ..., p1} gibt so, dass

,uj(_Dl,l) < —‘Bk < yj(—Dl,o)ﬁirk €N

oderesein j € {1,..., p2} gibt so, dass

Vj(_DZ,O) < ,Bk < "l/l]‘(—Dzll)fili’k € N,
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gilt, dann existiert ein Bifurkationspunkt fiir (3.2.1).

Beweis.

Da
((Ly — Mp)u,v)y = /u ((Cy —Ba(x))u,v)dx, u,v € H

und

(Ly — N )u, 0}y = /u ((Dx — Ba(x))u,0) dx, u,0 € H,

gilt, sind Ly — M, und L)y — N, kompakt fiir alle A € I. Da auBerdem By(x) —
Co,C1 — Bi(x) und Dy — By(x), Bi(x) — Dy positiv semidefinit fiir alle x € U sind,
gilt No < Lo < Mp und M; < L; < Nj. Damit folgt aus Satz 2.1.8

sf(M,I) <sf(L,I) <sf(N,I).

Falls wir nun zeigen konnen, dass sf(M, I) > 0 unter den Annahmen von (i) und
sf(N,I) < 0 unter den Annahmen von (ii) gilt, folgt die Behauptung mit Satz 2.1.5.
Betrachten wir zuerst den Weg M. Mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt 4.2.1, wis-
sen wir das eine Zerlegung von H in endlich dimensionale Teilraume Hy, k € IN
existiert, so dass L, durch Hy reduziert wird. Analog wird M, durch diese Zerle-

gung reduziert und wir erhalten folgende Darstellung von MX als Matrix

Mk — | o L B (A—Cy), A€l
0 -1 1+ Br Mt
p2XxXp2
Weiterhin, wissen wir mit (3.2.8), dass gilt
sf(M, 1) =i(Cy) —i(Cp)
18 18
= 5 Y (sgn(M}) — sgn(=4)) — 5 Y (sgn(M§) — sgn(~4))
k=1 k=1

= Z(VMOI'SE(MI(;) - .uMorse(Mll())- (3215)
k=1
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I 0
Da die Matrizen prep

und 75 /3 (A —C,) fur alle A € [ kommutie-
O - IPZ X pz
ren, erhalten wir die Eigenwerte von M’;\ als Summe der Eigenwerte von

und A — C,). Fur das Spektrum von A — C, besteht

1+/5 (
0 —Ip,xp,

folgender Zusammenhang
O'(A—C)\):O'( C1)\)U0’( P2 Cz/\)

Fiir jedes k € IN gilt nun

(=1, —C
1 + ;’ll( pP1 1//\) < 0 <— _ﬁk > ,Hi(_cl,)\> ful'l S {1/---1 Pl}
1+ Bk
und
(=1, —C
14 il =l — Cop) <0 <= B > ui(—Cyp) firi € {1, ..., p2}.

14 B

Zusammenfassend gilt nun fiir alle k € N

HMorse(M}) = (=00, =Bi) N (=Ci)| + |(=00, Bi) N (= Ca))

Zusammen mit Gleichung (3.2.15) erhalten wir somit

Z] —o00, —Br) N (—Cr0)| + |(—o0, Br) N (—Cap)| (3.2.16)

— (=00, =Bk) N (=Cr1)| — [(—00, Br) N (—C21)|

Da Ci9 > Ci1 und G0 > Caq, Ci9 — C11 sowie Cy9 — Cpq positiv semidefinite

Matrizen sind, gilt mit Hilfe der Weyl-Ungleichung fiir symmetrische Matrizen

#i(Ci1) < pi(Cii + (Cro — Crp)) (3.2.17)

= u;i(C1p) furallei € {1, ..., p1}
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und
1i(Co1) < pi(Cop + (Co0+ C21)) (3.2.18)
= u;i(Cyp) furallei € {1, ..., p2}.
Damit gilt
ui(—C11) > pi(—Cyp) furallei € {1, ..., p1} (3.2.19)
und
ui(—Cop) > pi(—Cop) frallei € {1,..., p2}. (3.2.20)

Somit erhalten wir die fiir jedes k € IN gilt

[(—00, =Bx) N (=Cr0)| > |(—00, =) N (—=C11)

und

[ (=00, Bi) N (=Cap)| = [(—00, fr) N (=Caa)l,

da Bj eine monoton wachsende Folge ist. Mit Gleichung (3.2.16) erhalten wir somit

sf(M, I) > 0 und schlieBlich ist sf(M, I) > O fallses ein j € {1, ..., p1} gibt so, dass

ui(—Cio) < —Br < pj(—Cip) firk € N

odereseinj € {1,..., p2} gibt so,dass

}lj(—CZJ) < Br < ‘u]'(—CZ,o) fiir k € IN.

Auf analoge Art und Weise, zeigt man dass unter der Annahme aus (i7) sf(N,I) < 0

gilt. O
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Kapitel 4

Aquivarianter Fall und

Anwendung

Im Folgenden verwenden wir die in Kapitel 3 eingefiihrten Notationen und Be-
zeichnungen. Auf Anpassungen und abweichende Bezeichnungen im dquivarian-
ten Fall werden wir jedoch an den entsprechenden Stellen hinweisen.

Wir betrachten nun also das System (3.1.9) im dquivarianten Fall unten den Annah-

men (A1)-(A4). Sei dazu G eine kompakte Liegruppe so, dass der Hilbertraum

eine orthogonale Darstellung der Gruppe G ist. Dabei unterscheiden wir zunéachst

zwischen einer inneren und dufleren Gruppenwirkung auf H.

(IG) Sei U C RY eine G-invariante Menge. Dann ist die innere Gruppenwirkung

von G auf H gegeben durch: Fiir alle g € Gund u € H sei
qu(x) == u(g 'x). (4.0.1)

Man beachte, falls G eine abelsche Gruppe ist, betrachten wir die innere Wir-

kung von G auf H gegeben durch: Fiir alle g € Gund u € H sei

Qu(x) = u(gx). (4.0.2)
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(AG) Die duere Gruppenwirkung von G auf H sei gegeben durch: Fiir alle g € G

und u € H sei

gu(x) := (gu)(x).

Des Weiteren sei G so gewdhlt, dass fiir das Skalarprodukt (3.1.4) in H gilt :

(4.0.3)

(S1) Das Skalarprodukt in H ist G-invariant, d.h. fiiralle g € G, u,v € H gilt

(81,80)y = (U, V) -

(52) Insbesondere gelte fiir alle ¢ € G, u € H, dass

(Agu, gu)y = (Au,u)y .

Weiterhin ersetzen wir die Annahme (A1) durch

(A1) F € C?(I x R?,R) ist G-invariant. Insbesondere hingt hierbei F € C?(I x

R?,R) nicht von x € U ab.

Nach Abschnitt 3 existiert eine Familie von Funktionalen f) : H = R, A € I gege-

ben durch

—_

falu z/é (—ai| Vu;|?) dX—/UF(A,u)dx.

Da fiir alle A € I gilt

~

M“:\

= |
—_

fr(u) =

NIl= Nl= N

Il
—_

(— ai|Vui\2)dx—/ F(A, u)dx
u

P
=1
(—ailluil, )>—/UP(/\,u)dx
(-

a; <M1,M1>H1(u)) —/UF(A,u)dx

(4.0.4)
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p

Z <<_aiui/ui>Hé(u)> —/UF(/\,u)dx

i=1

= - (Au,u)y — /UP(/\,u)dx,

—_ N =

N

folgt mit (52) und (A1), dass fiir alle A € I die Funktionale f, G-invariant sind.
Dann ist fiir alle A € I der Operator L, aus Gleichung (3.1.8) G-dquivariant. Somit
bezeichnet L := {L,}c; einen Weg selbstadjungierter, G-dquivarianter Fredhol-

mopertoren. Fiir die weiteren Uberlegungen gelte zusitzlich folgende Annahme

(A5) Es gibt eine Zerlegung von H = @!_, H}(U) gegeben durch
H=XaY, (4.0.5)

wobei X ein endlich dimensionaler G-invarianter Raum und Y = X so, dass

Ly |x€ FS(X)und L) |y € FS(Y) invertierbar ist.

Dann gilt sf(L |y) = 0 und somit erhalten wir mit Lemma 2.2.8 weiter
sf(L) = sfc(L [x) +sfc(L |y) = sfc(L [x). (4.0.6)

Da X endlich dimensional ist, sind alle Elemente im Spektrum von L, |x Eigen-
werte endlicher Vielfachheit. Des Weiteren existiert ein 2 > 0 in (2.2.5) so, dass

+a ¢ o(Ly |x) und 0(L, |x) C [—a,a]. Nun gilt mit Lemma 2.2.5 fiir alle [¢,d] C I

0= [E(Lg |x,[—a,a])] = [E(Lc |x, [—a,4])]
= [E(Ly |x,[~4,0]) ® E(Lq |x,[0,4a]] — [E(Lc |x, [~4,0]) ® E(L¢ |x, [0,a])]

= [E(La [x, [=a,0])] — [E(Lc [x, [=a,0])] + [E(Lq |x, [0,a]] — E(Lc [x, [0, a]]
Damit gilt also

[E(La |x,[0,a]] — E(Le |x, [0,a]] = [E(Lc [x, [—a,0])] — [E(L4 |x, [-4,0])] (4.0.7)



66 Kapitel 4. Aquivarianter Fall und Anwendung

Seinun 0 = Ag < ... < Ay, = 1 eine Zerlegung von I und a; > 0,i = 1,...,m, wie in

(2.2.5). Dann folgt aus (4.0.6) und (4.0.7)

m

sfc(L) = sfo(L |x) = Y ([E(Lx, |x, [0,ai])] — [E(La_, |x,[0,a])])

M= I

Il
—_

([E™ (Lay [x)] = [E(La; [x)])

1

= [E7 (Lo |x)] = [E™ (L1 [x)], (4.0.8)

wobei E~ (L, |x) fir A € [0,1] die direkte Summe der Eigenrdume beziiglich nega-

tiver Eigenwerte von L, |x bezeichne.

4,1 Bifurkationsresultat

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass unter der Voraussetzung, dass G nice
istund Ly, L; invertierbar sind, auch im dquivarianten Fall ein nicht verschwinden-
der dquivarianter Spektralfluss eine hinreichende Bedinung fiir die Existenz von
Bifurkationspunkten fiir das System (3.1.9) darstellt. Dazu benétigen wir zunédchst
folgende dquivariante Version des Satzes iiber implizite Funktionen. Der Beweis
dieses Satzes nutzt dabei die Giiltigkeit der Aussage im nicht-dquivarianten Fall,

siehe dazu ([14], Lemma 4.2).

Satz 4.1.1 ([12], Lemma 3.7).
Seien H ein reeller Hilbertraum und G eine kompakte Liegruppe, die auf H orthogonal
operiert. Seien weiter U C H eine offene invariante Teilmenge von H so, dass 0 € U und

f: I x U — R eine Familie von stetigen G-invarianten C>-Funktionalen ist. Weiter sei

M(A, u) = (Vfa)(u)

und M(A,0) = 0 fiiralle A € 1. Angenommen es existiert eine orthogonale Zerlegung von
H gegeben durch H = X ® Y mit X ist ein endlich dimensionaler G-invarianter Raum so,

dass

M(Au) = (Mi(A, x,y), Mo(A,x,y) € XY, u=(x,y) € XY,
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wobei (VyM3)(A,0,0) : Y — Y fiir alle A € I invertierbar ist. Dann gilt:

1. Es existiert eine offene Umgebung Bx = B(0,0) C X und eine eindeutige stetige

Familie von G-iquivarianten C'-Abbildungen

n:IxBx =Y

so, dass 7(A,0) = 0O fiiralle A € T und

My(A, x,7(A,x)) =0, (A,x) € I x Bx. (4.1.1)

2. Sei f : I x Bx — R ein Familie von Funktionalen und M : I x Bx — X definiert
durch
fAx) = f(A,x,1(A,x)), M(A,x) = Mi(A, x,77(A, x)).

Dann ist f eine stetige Familie von G-invarianten C?>-Funktionalen auf Bx und

Vf(A x)=M(A,x) (A, x) €1 x By,

wobei M G-idiquivariant ist.

Satz 4.1.2.
Seien G nice, Lo, Ly invertierbar und sfg(L) # 0. Dann existiert ein Bifurkationspunkt

A* € (0,1) fiir (3.1.9).

Beweis.

Nach Annahme (A5) existiert eine Zerlegung des Raumes H gegeben durch

H=X@aY,

wobei X ein endlich dimensionaler Raum und Y := X' so, dass L) |x € FS(X)
und L, |y € FS(Y) invertierbar ist. Zudem bezeichne Px die Orthogonalprojektion
auf X. Weiterist firu = (x,y) e H=X®Yund A € I

M(Au) == (Vi) = (Mi(Ax,y), Ma(A, x,y))
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mit My (A, x,y) := PxM(A, u) und Ma(A, x,y) = (Ig — Px)M(A, u). Mit Satz 4.1.1
existiert eine offene Umgebung By um 0 in X und eine Familie f : [ X Bx — Y

von G-invarianten C?-Funktionalen gegeben durch

fAx) = f(A, (A, x)), (41.2)

wobei 77, : By —> Y die stetige Familie G-dquivarianter C!-Abbildungen aus Satz

4.1.1 sei. Dann ist M : I x Bx — definiert durch
M(A, x) = (VF(A,x)) = Mi(A, x,17(A, x)).
Durch Ableiten von Gleichung (4.1.1) erhalten wir

Vonny = —(VyMa(A,0, 0)) 'V+M,(A,0,0)

= —(Ly |y) (I — Px)Ly |x (4.1.3)
=0

Fiir alle A € I bezeichne nun ¢, die Rieszdarstellung von V3f) und ¢ = {{)}ac;

den Weg der selbstadjungierten Fredholmoperatoren ¢,. Mit Gleichung (4.1.3) gilt

fy =1L, ’X +L) |X V()ﬂ)L:L)L ‘X (4.1.4)
N
=0

und somit erhalten wir mit Gleichung (4.0.6) und (4.1.4)
0 # sfg(L) = sfc(L [x) +sfc(L [v) = sfc(L [x) = sfc(¢) (4.1.5)

Des Weiteren folgt aus Gleichung (4.0.8), dass der dquivariante Spektralfluss von ¢

berechnet werden kann durch

sfc(£) = [E™(€o)] — [E™ (1)]. (4.1.6)
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Fiir den néchsten Schritt des Beweises benétigen wir den dquivarianten Conleyin-
dex. Der Conleyindex ist eine Homotopieinvariante, die in den 1970er Jahren von
CHARLES CONLEY in seinen Untersuchungen zu dynamischen Systemen entdeckt
wurde. Im Folgenden wollen wir uns die Definition des dquivarianten Conleyindex
anschauen. Fiir einen tieferen Einblick in die klassische Theorie des Conleyindex,
siehe [7] oder [18] bzw. in die dquivariante Theorie des Conleyindex, siehe [5], [15]
oder [9].

Definition 4.1.3.
Seien W eine Darstellung einer kompakten Liegruppe G und M : W — W ein G-

dquivariantes Vektorfeld. Dann definiert die Differenzialgleichung

= M(u)

einen lokalen G-Fluss, d.h. eine stetige Abbildung ¢ : R x W — W so, dass
* ¢(0,x) =xfiirallex € W
o p(s+t,x)=¢(t¢(s,x)) fiirallet,s € R, x € W.

Insbesondere ist ¢ dann G-idquivariant, d.h. ¢(t,gx) = gp(t, x) fiirallet € R, x € W
und § € G. Des Weiteren bezeichnen wir mit ¢y : W — W, die durch ¢ induzierte
Abbildung auf X fiir festes t € R.

Im Folgenden sei stets W eine Darstellung der kompakten Liegruppe G.

Definition 4.1.4.
Sei ¢ : R x W — W ein G-Fluss. Fiir eine G-invariante Menge U C W ist die maximal

invariante Teilmenge von U gegeben durch

inv(U) = {x e U | ¢s(x) € U fiiralles € R}.

Insbesondere ist die Menge inv(U) dann G-invariant. Ist zusitzlich U C W kompakt
und inv(U) C int(U), dann heifit U isolierende invariante Umgebung und inv(U)

isolierte invariante Menge.
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Definition 4.1.5.

Sei ¢ : R x W — W ein G-Fluss. Fiir eine isolierte G-invariante Menge U C W heifSt ein
kompaktes Paar (N, M) von G-invarianten Teilmengen M C N C W ein G-Indexpaar
(N, M), falls

1. U C int(N\M) und N\M ist eine isolierte Umgebung von U,
2. M ist positiv invariant beziiglich N unter ¢,

3. Ist x € Nunds > 0 mit ¢(s,x) ¢ N, dann existiert ein § € [0,s] so, dass

$(5,x) € M.

Definition 4.1.6.
Seien ¢ : R x W — W ein G-Fluss und U C W eine isolierte G-invariante Umgebung.
Der dquivariante Conleyindex hg (U, ¢) von inv(U) ist der G-iquivariante Homoto-

pietyp des punktierten Raumes N/ M, wobei (N, M) eine G-Indexpaar fiir U ist.

Aus der Definition des dquivarianten Conleyindex und dem Hartman-Grobman-

Satz folgt

Bemerkung 4.1.7 ([20]).

Wir betrachten den Fluss ¢y, der durch die Differentialgleichung

i = (Vfy)(u)

induziert wird, wobei fiir alle A € I die Abbildung fy = f(A,-) : X — R eine C2-
Abbildung sei. Fiir € > 0sei Ne := B¢(0) C H eine kleine G-invariante offene Umgebung
von 0 so, dass inv(Ng) C N und Ng eine isolierende Umgebung ist. Falls L, invertierbar

ist, so kann der dquivariante Conleyindex hg (0, ¢, ) identifiziert werden durch

ha(0,¢2) == he(Ne,¢a) = D(E™(L2))/S(E™ (La))-

Im dquivarianten Fall gelten fiir den Conleyindex die selben Eigenschaften, wie fiir

den klassischen Conleyindex. Insbesondere gilt folgende Stetigkeitsaussage
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Lemma 4.1.8.
Sei¢p: I xR x W — W stetig so, dass ¢, := ¢(A, -, -) ein G-Fluss in W ist. Falls U eine
isolierte invariante Umgebung fiir g, A € [0,1] ist, gilt hg (U, o) = he(U, ¢1).

Setzen wir nun unseren Beweis von Satz 4.1.2 fort. Analog zu Bemerkung 4.1.7
bezeichne
pr:IxX—=X

den Fluss, der durch die Differentialgleichung

it = (Vfi)(u),

wobei {]T)L} rc1 die in (4.1.2) eingefiihrt Familie G-invarianter C2-Funktionale sei, in-
duziert wird. Da der dquivariante Spektralfluss von ¢ nach Gleichung (4.1.5) nicht
trivial ist, folgt aus Gleichung (4.1.6), dass E~(¢1) und E~ (/) als G-Darstellung
nicht isomorph sind. Da die betrachtete Liegruppe nach Voraussetzung nice ist,
folgt, dass D(E~(¢y))/S(E~ (€o)) und D(E~(¢1))/S(E~ (1)) nicht den gleichen
dquivarianten Homotopietyp besitzen. Insbesondere erhalten wir aus der Inver-
tierbarkeit von Lo und L; zusammen mit Gleichung (4.1.4) die Invertierbarkeit der

Operatoren ¢y und ¢;. Somit folgt aus Bemerkung 4.1.7 weiter, dass

he(0,¢0) # he (0, ¢1). (4.1.7)

Wir wollen nun zeigen, dass aus Gleichung (4.1.7) die Existenz von Bifurkations-
punkten fiir (3.1.9) folgt. Sei dazu € > 0 und Ne := B(0,¢) C X eine Umgebung in
X um 0. Mit Lemma 4.1.8 erhalten wir fiir ein A € I, dass U = {0} keine maximal
invariante Menge in N, sein kann. Also existiert ein Ay, € I so, dass U = {0} keine

maximal invariante Menge in N fiir Pax, ist. Damit existiert ein x € inv(Ng) so,

dass x # 0 ist. Betrachten wir nun die zu x zugehorigen a- und w-Limesmengen

a(x) :={y € Ne : Hsnltnen — o, nh_{{}o‘PANe (sn,x) =V}, (4.1.8)

w(x) :={y € Ne: I{sn}nen — —00, 7}310104)/\N€ (sn, %) = y}.
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Da Ne kompakt ist, sind a(x) und w(x) nichtleer. Des Weiteren gilt

(@ (63) = gy (40 @.19)

Mit Gleichung (4.1.9) ist — f inbesondere streng monoton fallend entlang nichtkon-

stanten Losungen. Angenommen a(x) = w(x) = {0}. Dann gilt

@ (~F(gay (t,2)) = Ofiir t € R.

Zusammen mit (4.1.9) folgt somit x = 0. Also existiert ein y € (w(x)Ua(x))\{0}.
Insbesondere folgt aus Gleichung (4.1.9), dass y ein kritischer Punkt von f ist. Zie-
hen wir nun unsere Umgebeung N, auf 0 zusammen, so erhalten wir eine Folge
(AN,)e—o C I. Da I kompakt ist, besitzt diese Folge (An.) eine gegen ein A € I
konvergente Teilfolge. Zusammenfassend erhalten wir aus unseren Uberlegungen

somit, dass der Punkt (0, Ag) ein Bifurkationspunkt fiir das System (3.1.9) ist. [

4.2 Anwendung

4.2.1 AuBere Gruppenwirkung der SO(2)

In diesem Abschnitt betrachten wir nun das System (3.1.9) im dquivarianten Fall
mit einer dufleren Gruppenwirkung der Gruppe G = SO(2) in dem Spezialfall,
dass p = 4. Fiirein N € N sei U C RN ein beschrinktes glattes Gebiet. Wir

betrachten nun also das System

-1 0 00
0 -1 00
Au =V ,F(Au) inU
0 0 10 (4.2.1)
0 0 01
u=20 auf oU,

unter den Annahmen (A1), (A2)-(A4).
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Sei nun also B, in (A2) so, dass gilt
B) := Al (4.2.2)

Nach Beispiel 2.2.3 ist der Darstellungsring RO(SO(2)) von G als abelsche Gruppe
isomorph zu Z[x]. Demzufolge existiert ein Isomorphismus ¢ : RO(SO(2)) — Z|x]

gegeben durch

X =Yl = (a)jen (4.2.3)
jEN
Des Weiteren ist H := @}, H}(U) eine orthogonale Darstellung von G, wobei die

Wirkung von G auf H wie folgt gegeben sei:
Qu(x) := u | (x), (4.2.4)

wobei s,t € Ny, s # t sind und p%, p' bezeichnen die zugehdorigen irreduziblen
reellen Darstellungen aus (2.2.3). Man beachte, fiir s, t = 0 bezeichne po die zweidi-

mensionale triviale Darstellung gegeben durch

Vg€ G, o'(g) = cos(0-¢) —sin(0-¢) _ 10 425)
sin(0-¢) cos(0-¢) 01

Als néchstes zeigen wir, dass das in (3.1.4) definierte Skalarprodukt invariant unter
der in (4.2.4) definierten Gruppenwirkung ist.
cos@ —sing

Seien dazu g := € Gund u := (uy,...,uy),v := (v1,...,04) € H
sing  cos ¢
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beliebig. Dann gilt

(g1,80) 1 = (cos(sg)us —sin(sq)us, cos(59)o1 — sin(s9)o2) 1
+ (sin(sg) it -+ cos(s)iiz, sin(s9)01 + cos(59)02) 1 1y
+ (cos(tp)uz — sin(t@)ua, cos(te)vs — sin(tqo)v4>H(1)(u)
+ (sin(t@)us + cos(t@)us, sin(tp)vs + cos(t@)vs) gy

= (cos*(s) + sin(s9)) (11,01} )

+ (-~ sin(sp) cos(sg) + sin(se) cos(sg)) {1, 020
+ (= sin(s) cos(sp) + sin(s) cos(s¢)) {12, 01)
+ (cos?(sp) + sin(sg)) {12, 02) )

+ ...

+ (cos?(tg) + sin (1)) (43,03 1)

+ (= sin(tg) cos(tg) + sin(tg) cos(tg)) (13, 01) s
+ (-~ sin(tg) cos(tp) + sintp) cos(tg)) (us,23) g

+ (cos?(tg) + sin®(t9)) (1, va)

4
=Y (uj, Ui>H§(u) = (1, v)y (4.2.6)
i=1

Demzufolge ist das Skalarprodukt in H invariant unter der Gruppenwirkung (4.2.4)
und die Bedingung (S1) erfiillt. Aufgrund der Blockstruktur der Gruppenwirkung
(4.2.4) ist zudem die Bedingung (52) erfiillt.

Mit Gleichung (3.1.12) erhalten wir weiter eine Zerlegung von H in endlich di-
mensionale Raume H;. Seien nun also k € N fest, u = (a1 fy, ..., a4fx)’ € Hy und
cos@ —sing

Q= € 50(2)
sing  cos ¢
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beliebig. Dann gilt

&1 fi
quto = | |* @
Py lX4fk
cos(sp) —sin(se) 0 0 f
X1Jk
sin(sp)  cos(sg) 0 0 :

cos(s@)a fr — sin(sp)az f
—sin(s@)a fr + cos(s@)az fi
cos(tg)as fr — sin(te)ay fi
—sin(t@)as fi + cos(t@)ay fr
(cos(s@)ag — sin(s@)az) fr
(—sin(sg)ar + cos(sp)az) fi
(cos(tp)as — sin(tp)as) fi
(—sin(tp)as + cos(te)as) fr

Also sind fiir alle k € IN die Rdéume Hy invariant unter der Gruppenwirkung (4.2.4).

Weiterhin sei fiir alle k € IN die Einschrankung des Operator L, auf Hj mit L’)i be-
zeichnet, siehe (3.1.13). Nach Gleichung (3.1.20) existiert somit ein n € IN so, dass
L% fiir alle k > n ein Isomorphismus ist. Seien nun X := @}_; Hy und Y := X*.
Da fiir alle k € IN die Rdume H; endlich dimensional und G-invariant sind, ist
insbesondere X endlich dimensional und G-invariant. Nach Wahl von n € IN ist
fiir alle k > n der Operator L% ein Isomorphismus. Demzufolge ist auch L, |y ein

Isomorphismus und damit gilt

stc(L |y) = 0.
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Durch die Wahl der Rdume X und Y erhalten wir somit eine Zerlegung, wie in

Annahme (A5) gefordert. Mit Gleichung (4.0.8) erhalten wir weiter

n

sfc(L) = [E~ (Lo |x)] — [E~ (L1 |x)] Z E~(LY)] (4.2.7)

Im Folgenden wollen wir unter Verwendung von Lemma 3.1.3 die Eigenrdume be-
ziiglich negativer Eigenwerte von L% und dessen G-Darstellung fiir A € {0,1},k €

IN genauer betrachten. Sei nun k € {1, ..., n} beliebig.

e Betrachtung der Eigenrdume beziiglich negativer Eigenwerte von L¥:

Nach Lemma 3.1.3 und Gleichung (4.2.2) ist LO gegeben durch

Iyo 0
L’é =
0 —Dyo

Damit ist —1 der einzige negative Eigenwert von L’{) und
E~ (LK) = span{fie; | i € {3,4}}.

Des Weiteren ist E~(Lf) eine endlich dimensionale reelle G-Darstellung ge-

geben durch

PE-(1h) = 0" (4.2.8)

0

e Betrachtung der Eigenrdume beziiglich negativer Eigenwerte von Lk:

Nach Lemma 3.1.3 und Gleichung (4.2.2) ist L’l‘ gegeben durch

12 2 0 1 (1 — 7)[2 2 0
k= - F14x4 = Pl
0 —Iyo (—1- @)INZ
1. Fall By > 1:

Dann ist —1 — - der einzige negative Eigenwert von L} und
Bk 1

E~ (LX) = span{fie; | i € {3,4}}.
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Des Weiteren ist E~ (LX) eine endlich dimensionale reelle G-Darstellung

gegeben durch
OE- (1) = o' (4.2.9)

2. Fall B < 1:
Dann sind alle Eigenwerte von L’l‘ negativ, d.h. sowohl 1 — é, als auch
-1- é Demzufolge ist E~(LY) = H; und die endlich dimensionale

G-Darstellung von E~ (LX) gegeben durch
PE-1t) = 0" D p". (42.10)

* Folgerungen fiir den klassischen und dquivarianten Spektralfluss:

1. Fall B > 1:
Dann gilt E~ (L) = E~(LY). Insbesondere sind diese beiden Raume

dann als G-Darstellungen isomorph, d.h.
[E~(LE)] — [E~(L¥)] = 0 € RO(G). (4.2.11)

2. Fall By < 1:
Dann gilt mit (4.2.8) und (4.2.10)

[E(L)] — [E7(LD)] = [0'] = [(0* @ p")] = [0°] #0 € RO(G). (42.12)

Insgesamt folgt nun aus den Gleichungen (4.2.11) und (4.2.12) zusammen mit

Gleichung (4.2.7)

sfa(L) = YO[B~ (LE)] — [E-(L5)] = [{k: B < 1} ] (42.13)
k=1
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Bemerkung 4.2.1.
Man beachte, da insbesondere sf(L) = 2 |{k : By < 1}| gilt, folgt

sfg(L) =0 € RO(G) & sf(L) =0 € Z. (4.2.14)

Mit dem nachfolgenden Beispiel wollen wir zeigen, dass es durch Doppelung des
Systems bei der dufleren Gruppenwirkung dennoch moglich ist, trotz eines trivia-
len klassischen Spektralfluss einen nichttrivialen dquivarianten Spektralfluss zu er-

halten.

Beispiel 4.2.2.
Im Folgenden betrachten wir also den Weg L = {Ly} ey mit Ly : Hx H - Hx H

gegeben durch

Des Weiteren ist H x H eine orthogonale Darstellung der SO(2) mittels Wirkung gegeben
durch: Seien s,t € N, s # t. Fiiralle g € SO(2),u = (uy,...,us)’T € H x H sei

Qu(x) == u | (x), (4.2.15)

wobei p°, p* die zugehorigen irreduziblen reellen Darstellungen aus (2.2.3) bezeichnen. Mit
Gleichung (3.1.12) erhalten wir eine orthogonale Zerlegung von H x H in endlich dimen-

sionale Ridume Hy x Hy so, dass wir die folgende Darstellung von

ik = Pk(i‘)L)Pk : Hy X Hy — Hy x Hy
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als Matrix erhalten

Ik = S — ,AeL (4.2.16)
- P —B)

L —B,

Da Br — oo fiir k — oo, existiert nach Gleichung (3.1.20) ein n € IN so, dass
tir alle k > n die Operatoren i’j\ Isomorphismen sind. Betrachten wir nun X :=
D1 Hy X @}_; Hy und Y := X, so erfiillen diese beiden Rdume die Annahme

(A5). Insbesondere gilt nun mit Gleichung (4.0.8) fiir den Spektralfluss von L

sfso() (L, I) = stso) (L |x, I) + sfso) (L |y, I)
%,_/
0

= sfso) (L Ix, 1) = Y sfso() (L5, 1)

k=1
n
“LE

h«l

E~(I5] € RO(50(2)), (4.2.17)

wobei E~ (LX) die direkte Summe der Eigenraume von L% beziiglich negativer Ei-
genwerte und pp; ) die zugehorige Darstellung bezeichne. Sei nun k € {1,..,n}

beliebig.

e Betrachtung der Eigenrédume beziiglich negativer Eigenwerte von L:

Betrachten wir

so gilt —1 ist der einzige negative Eigenwert von Lf und

E~(LY) = span(fres, fres, fres, fies)-
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Des Weiteren ist E~(Lf) eine endlich dimensionale Darstellung der SO(2)

gegeben durch
Pty =P B p". (4.2.18)

e Betrachtung der Eigenrdume beziiglich negativer Eigenwerte von Lk:

Analog betrachten wir

1. Fall B > 1:
Dann sind —1 — % und —1 + 7 die einzigen negativen Eigenwerte. Wei-
k Bk

ter ist

E~(LY) = span(fies, frea, fres, fies)-

Auch hier ist E~ (LX) eine endlich dimensionale Darstellung der SO(2)

gegeben durch
PE-(1r) = 0° D p". (4.2.19)

2. Fall By < 1:

Sosind 1 — £ und —1 — 1 die einzigen negativen Eigenwerte. Dann ist
Bk B

E™(LY) = span(fiey, fvea, fces, fcea)-

Des Weiteren ist E~ (LX) eine endlich dimensionale Darstellung der SO(2)

gegeben durch

P (1) = 2+ 0" (4.2.20)
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¢ Polgerungen fiir den klassischen und dquivarianten Spektralfluss:

1. Fall By > 1:
Dann gilt E~ (LK) = E~(L}). Damit folgt

stso) (L5, I) = [E™(L§)] — [E~(LD)] = [(0° @ )] — [(p° @ p")] = Ogzf)-

2. Fall B < 1:
Dann gilt mit (4.2.18) und (4.2.20)

= [ @p'] = [20°] = = [(-1) - p" @ p'] # Ozpy.

Somit folgt mit Gleichung (4.2.17)

Sfsom) (L 1) = kius-(i’an — [E ()]
=1

= [{k: B <1H[(=1) - p°] @ [{k : B < 1} [p"] (4.2.21)

Schlielich erhalten wir, dass der dquivariante Spektralfluss von L verschie-
den von Null ist, falls [{k : B < 1}| # 0. Aus Symmetriegriinden ist aller-
dings sf(L,I) = 0.

Bemerkung 4.2.3.

Man beachte, dass analoge Resultate auch fiir andere p € IN, p > 3 erzielt werden konnen.
Fiir p = 2 ist unter den Annahmen (A1), (A2)-(A5), die einzige migliche duflere Grup-
penwirkung auf H, die triviale Wirkung auf H. Dann ist der dquivariante Spektralfluss
dquivalent zum klassischen Spektralfluss und kann ggf. durch die Resultate aus Kapitel 3

untersucht werden.

4.2.2 Innere Gruppenwirkung der SO(2)

Wir betrachten hier erneut das System (3.1.9) im dquivarianten Fall mit einer in-

neren Gruppenwirkung der Gruppe G = SO(2) fiir den Spezialfall N, p = 2. Sei
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nun also U C R? eine offene, beschrénkte und SO(2)-invariante Menge mit glat-
tem Rand. Wir betrachten also das folgende System unter den Annahmen (A1),
(A2)-(A4)
AAu(x) =V,F(Axu(x)) inU
u(x) =0 auf al,

0
wobei A := € R?%2,

Es ist R? eine orthogonale Darstellung der Gruppe SO(2), d.h. es existiert ein ste-
tiger Homomorphismus p : SO(2) — O(2,R), wobei die Wirkung von SO(2) auf
R? gegeben sei durch

cos¢ —sin
V(x,y) €eR?g= ¢ ¢ € 50(2) :
sing cos¢

s =p@)@nT= | @7 T y

sing  cos¢
Da G abelsch ist, ist die Wirkung von G auf H gegeben durch

cos¢ —sin
Vg = ¢ ¢ € 50(2), (x,y)T € R?:
sing  cos¢

qu ((x,y)T> =u (g(x,y)T) =u cosg —sing (x, )T |. (4.2.22)

sing  cos¢

und damit H := @?_, H}(U) eine orthogonale Darstellung von G.



4.2. Anwendung 83

Als nichstes zeigen wir, dass das in (3.1.3) definierte Skalarprodukt in H SO(2)-
e cos¢ —sing . .
invariant ist. Sei dazu g = € 50(2) beliebig. Dann gilt

sing  cos¢

(x%,y) :=g(x,y) = (cos¢-x —sin¢ - y,singp - x+cos¢p-y) € U, (x,y) € U
(4.2.23)

Durch Umstellen erhalten wir

X =cos¢p-X+sing -y,

Y= —sin¢g-xX+cos¢-v.

Mit
a—x—cos a—y——sin E)—x—sin a—y—cos
ox ‘b’ay_ 4”ay_ ‘P’ay_ ¢
folgt nun fiiru € H

aj:afuilx—kafuafy:a—ucosgb—a—usinq)
0X Jxdx dJyox  Ox ay

aj:afuafx%—afua—y:a—usin(p—ka—ucosq)
dy dxdy OJydy Ox dy '

Damit gilt schliefdlich

Va(goy) = Vu@m) = | 7 | = [ T uxy) = g(Vulxny)).

= sing  cos¢

(4.2.24)
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Mit Gleichung (4.2.24) erhalten wir nun die Invarianz des Skalarproduktes

<gu,gv>Hl(U)=/ <Vgu(x)fvgv(x)>dx:/U<W(gX)/Vv(gX)>dx
= [, {gVu(x),gVo() dx = [ (gVu(x)) (§Vo(x)dx
/ g7 eVo(x )dx:/u(Vu(x))TVv(x)dx
/ (x)) dx = (1, ) ) - (4.2.25)

Insbesondere gilt somit auch die Bedingung (S1), also die Invarianz des Skalarpro-

duktes in H. Fiir ¢ € SO(2),u = (u1,uz) € H beliebig gilt weiter

o <A e u1<gx>>
’ H — ’

_ —11(gx)
uy(gx)

= (—u1(gx),u1(gx) HY( (ua(gx), ”2(8x)>Hg,(u)
BE g (x), 01 () oy + (2(3), 12(2)) g
= (Au,u)y, (4.2.26)

)]
)

womit auch die Bedingung (S2) erfiillt ist.

Wir betrachten nun die folgende Zerlegung

H:= P Hy (4.2.27)
kelN

von H in endlich dimensionale Teilrdume Hy := V_(Bx) ® V_a(Bi). Fiirallek € IN

bezeichne dabei

IBkEO'(—A,U):{O<ﬁ1 <,32<--~<,Bk<-~-}
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die Eigenwerte des Dirichlet-Eigenwertproblem und V_,(By) den dazugehorigen
Eigenraum, der Dimension ji;. Insbesondere folgt aus der G-Aquivarianz des Ope-

rators A fur alle k € IN die G-Invarianz der Raume H;.

Bemerkung 4.2.4.
Man beachte, dass die Zerlequng von H

H=@Q H,

keN

mit Hy := span{fy -e; | 1 < i < p}, wobei {e;}}_, die Standardbasis im RP bezeichne
aus Kapitel 3, welche wir auch bei der Untersuchung der dufleren Gruppenwirkung von
G = SO(2) verwendet haben, hier keine Anwendung findet, da die Teilriume Hy, k € N

unter der inneren Gruppenwirkung von SO(2) nicht invariant sind.

Analog zu Gleichung (3.1.13) bezeichne L fiir alle k € IN die Einschrankung des

Operators auf den Raum Hj.

Lemma 4.2.5.

Fiir alle k € N hat der Operator L% folgende Darstellung als Matrix

r 1 0 1
Lk = _ _ByAcel 4228
A
o -1) P

beziiglich einer Orthonormalbasis {b; | 1 < j < py} von Hy.
Beweis.
Seien nun also B = (by, ..., by, ) eine Orthonormalbasis von V_, (B ), sowie

ue = (u1,uz) = (@b + ... + ay by, 11b1 + . + vy by, ) € Hy.

Weiter sei nach (A2)
a1(A)  az(A)
Elz(/\) Ll3(/\)
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Nach Gleichung (3.1.8) gilt

<L§Mk, Mk>H = (Tug, ug) y + (Kastg, ug)

Des Weiteren gilt

(Tuk, uk>H = <T(u1/u2)/ (u1/u2)>H

= (=) w1, m2)) g = [ Vv = [ Vo] d

=Y af-Y 7 (4.2.29)

und

<K/\Mk,1/lk>H = —‘/u (B)Luk, Mk> dx (4.2.30)
[ < a(d) m)) [u) [m > ;
S , x
u 112()\) 113(/\) 175 175

B / < a1 (A)ug + ax(A)uy i > p
S , x
u (A)u2

a(A)uq + az Uy

=— / a1 (A)u? + 2ax(A)uquy + az(A)usdx
u

= — <a1()t)/Llu%dx+2a2()\)/uuluzdx+a3()\)/uu%dx>

1 1y ) 1233 Hk 2
:—ﬁGNU(Z%>+”MM<ZFWJ+ﬂ%U<Z7J>
: = = =

Damit erhalten wir

LA = — —By, A€l

O

Da By — oo fiir k — oo, existiert ein n € IN so, dass fiir alle k > n der Operator L')‘\
invertierbar ist. Damit liefert X := @} _; Hy und Y := X eine Zerlegung von H,

die die Bedingungen aus Annahme (A5) erfiillt. Weiterhin gilt mit Gleichung (4.0.6)
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und (4.0.8)

sfso(2) (L, I) = sfso() (L [x, I) + stsorz) (L |y, I)
N—_— ———
=0
n

= sfsop)(L |x, 1) = Y sfso@) (L5, 1)
=

= f[E*(L’f)} — [E7(L§)] € RO(SO(2)), (4.2.31)
k=1

wobei erneut E~ (LX) die direkte Summe der Eigenrdume von L% beziiglich negati-

ver Eigenwerte bezeichne.
Seinunk € {1,...,n} beliebig und
By = AbLyo. (4.2.32)

Betrachten wir nun die Eigenrdume von L& und LX.

e Betrachtung der Eigenrdume beziiglich negativer Eigenwerte von L:

Nach Lemma 4.2.5 und Gleichung (4.2.32) ist Lk gegeben durch

1 0
Llé =
0 -1

Damit ist —1 der einzige negative Eigenwert von L§ und
E (L) = {0} @ Va(Be)-

Des Weiteren ist dim(E~ (L§)) = u.

e Betrachtung der Eigenrdume beziiglich negativer Eigenwerte von L:

Nach Lemma 4.2.5 und Gleichung (4.2.32) ist L¥ gegeben durch



88 Kapitel 4. Aquivarianter Fall und Anwendung

1. Fall B > 1:

Dann ist —1 — 2 der einzige negative Eigenwert von Lf und
Bk 1

E”(Lf) = {0} @ Va(By)-

Des Weiteren ist dim(E~ (LF)) = p.

2. Fall B < 1:
Dann sind alle Eigenwerte von L’l‘ negativ, d.h. sowohl 1 — é, als auch

_1-1

5, - Demzufolge ist E~(LY) = Hy und dim(E~ (L%)) = 2.

¢ Polgerungen fiir den klassischen und dquivarianten Spektralfluss:

1. Fall By > 1:
Dann gilt E(LF) = E~(LY). Insbesondere sind diese beiden Raume

dann als G-Darstellungen isomorph, d.h.
[E~(LE)] — [E~(LX)] = 0 € RO(G). (4.2.33)

2. Fall B < 1:
Dann gilt
dim(E™(Lf)) = 2puy # px = dim(E~(Lf)).

Demzufolge sind E~ (L§) und E~ (LX) als SO(2)-Darstellungen nicht iso-

morph und somit gilt
sfc(LY) = [E™(Lg§)] — [E~(L})] # 0 € RO(G). (4.2.34)

Insgesamt folgt nun

o (L) = ki[E-@S)]—[E-(L%)]: {Z}w-@’an—w-(ﬂ;n (4.2.35)
=1 ke{l,.n
Br<1

Bemerkung 4.2.6.
Man beachte, dass auch hier analog zu Bemerkung 4.2.1 sf(L) = 2|{k: By < 1}| gilt.
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Somit folgt mit Bemerkung 2.2.11
sfc(L) =0 € RO(G) & sf(L) =0 € Z.

Als Nachstes betrachten wir die Doppelung des Systems, wie in Beispiel 4.2.2.

Beispiel 4.2.7.

Wir betrachten nun also den Weg L = {Ly} ey mit Ly : H x H — H x H gegeben durch

Des Weiteren ist H x H eine orthogonale Darstellung der SO(2), wobei die Wirkung von
SO(2) auf H x H gegeben sei durch :

Vg € SO(2),u = (uy,up) € Hx H:

gu(x) = g(uy, uz)(x) = (u1(gx), u2(gx)) (4.2.36)

Mit Gleichung (4.2.27) erhalten wir eine Zerlegqung von H X H in endlich-dimensionale

Raume Hy x Hy so, dass wir die folgende Darstellung von
ik = Pk(i/\)Pk : Hp X Hy — Hy X Hg

als Matrix erhalten

10 0 0

_ 0 -1 0 0 B

Ik = g el (4.2.37)
0 0 -1 0] Pr B,
00 0 1

Da By — oo fiir k — oo, existiert ein n € IN so, dass fiir alle k > n die Operatoren
L% Isomorphismen sind. Betrachten wir nun X := @}_; Hy X @}_; Hy und Y := X+,

so etfiillen diese beiden Riaume die Annahme (A5). Insbesondere gilt nun mit Gleichung
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(4.0.8) fiir den Spektralfluss von L

fso@) (L 1) = sfso) (L 1x, 1) + sfso) (L v, 1)

=0
= sfso)(L [x, 1) = kZ fsor) (L5, 1)
=1
f (LH)] — [E~ (L¥)] € RO(SO(2)), (4.2.38)

wobei E~ (LX) die direkte Summe der Eigenriume von LX beziiglich negativer Eigenwerte

bezeichne. Sei nun k € {1, ..., n} beliebig.

e Betrachtung der Eigenriume beziiglich negativer Eigenwerte von Lk:

Betrachten wir

1 0 0 0
3 0 -1 0 0
Lk = ,
0 0 -1 0
0 0 0 1

so ist —1 der einzige negative Eigenwert von Lk und

E~(L§) = {0} & V_a(Be) ® Voa(Br) © {0}

Des Weiteren ist dim(E~ (LK) = 2py.

e Betrachtung der Eigenridume beziiglich negativer Eigenwerte von Lk:

Analog betrachten wir

(1 - é) 0 0 0
b 0 (—1 - é) 0 0
0 0 (—1+ﬁ) 0

0 0 0 (1+ é)

1. Fall B > 1:

Dann sind —1 — 13— und —1 + 5 dze einzigen negativen Eigenwerte. Weiter



4.2. Anwendung 91

ist
E(L}) = {0} ® V_a(Bx) ® V_a(Br) ® {0}

und dim(E~ (LX) = 2py.
2. Fall By < 1:

. 1 1 . . . . . .
Sosind 1 — B und —1 — B die einzigen negativen Eigenwerte. Dann ist

E~(LY) = V_a(Bx) ® V_a(Br) ® {0} @ {0}

und dim(E~ (LX) = 2py.

e Folgerungen fiir den klassischen und dquivarianten Spektralfluss:

1. Fall Fiirallek € {1, ..., n} gilt By > 1:

Dann gilt E~ (LK) = E~(LY). Damit folgt [E~ (LE)] = [E~ (LX)] und somit

o
=
|
o
—~
~
—_=
=
Il
(==}
N
=

Sfsow) (L5, 1) = [E~(L

Insgesamt folgt mit Gleichung (4.2.38)

n

SfSO(Z)(i’ I)= ZSfSO(z)G-‘];uI) = 0z[y- (4.2.39)
k=1

2. Fall Existiert ein k € {1, ..., n}so, dass By < 1:

In diesem Fall kann iiber die Nichttrivialitit des Spektralflusses keine allgmeine

Aussage getroffen werden. Der Spektralfluss kann jeodch mit Hilfe der Formel

n n

Sfsow) (L 1) = Y sfsom (L3, D) = ) ([E‘(Tfé)] - [E_(Tj{)]) . (4.2.40)

k=1 k=1

bestimmt werden.

Aus Symmetriegriinden gilt in beiden Fillen, dass der klassische Spektralfluss von L

trivial ist.

Bemerkung 4.2.8.

Auch hier konnen ganz analoge Resultate fiir beliebige N € IN und p € IN gezeigt werden.
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Dann ist die Wirkung von SO(2) auf RN gegeben durch

Vx € RN,g€SO(2): gx:=p(g)x.

Genauer: Fiir N gerade gilt

cos¢ —sin cos¢p-In —sing-I
vg= 7 T es0@)ip(e) = |0 T
sing cos¢ sin4>-lg cos¢-lg
und fiir N ungerade gilt
cos¢p-In1 —sing-Ina 0
cos¢p —sing : :
Vg = €50(2):p(8) == | sing-In1 cosdp-In1 0
sing cos¢ : :
0 0 1

Mit Gleichung (4.0.2) ist H dann eine orthogonale Darstellung von G.

4.2.3 Gruppenwirkung einer endlichen Liegruppe

Beispiel 4.2.9.
Wir betrachten nun den folgenden Spezialfall von System (3.1.9) im dquivarianten Fall
mit G = Zy unter den Annahmen (A1), (A2)—(A4), d.h.

(

-1 0 O

0 -1 0|AMu=V,F(Au) inlU
(4.2.41)
0 0 1

u=20 auf oll,

\

wobei U = (—4,4) C R. Weiter sei R eine orthogonale Darstellung von Z, = {1z,,8},

d.h. es existiert ein stetiger Homomorphismus

p:Zy — GL(R) mit p(g) = —1
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Insbesondere gilt dann

0(1z,) = p(8*) = p(g)p(g) = 1.

Damit ist die Wirkung von G auf R gegeben durch:
Vg € Zyx € R:gx:=p(g)x. (4.2.42)

Insbesondere ist U dann Zy-invariant und H := @?_, H}(U) eine orthogonale Darstel-

lung der Gruppe Zy mit Wirkung
Vg € Zy,u e H: (gu)(x):=u(gx). (4.2.43)

Weiter sind fiir U = (—4,4) die Eigenwerte des Dirichlet-Eigenwertproblem gegeben
durch By = ¥ und

82
. [k
V_a(Bx) := span {sm <8(x + 4)> | x € LI} ) (4.2.44)
Betrachten wir nun
10 0
By:=Af0o L o0 |- (4.2.45)
0 0 -1

Nach Gleichung ist fiir alle k € IN die Matrix L& gegeben durch

h

o

I
o o ~
o ~ o
I o o
[

Somit gilt weiter fiir alle k € N pporse (LK) = 1 und E~ (LK) = {0} & {0} & V_a(Br).

Sei nun k € IN und wir betrachten L'l‘:
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e Fullk=1

Dann ist mit Gleichung (4.2.45), sowie 1 = ’g—i

-3 0 0
Li=f o 1-2 o0
0 0o -1+

7T

Somit gilt pintorse (LX) = 2und E~(LY) = V_p(B1) ® V_a(B1) & {0}. Insbesondere

gilt

Sf(L}\) = VMOVSe(L(l)) - VMOI’SE(L%) =1-2=-1. (4246)

e Fallk =2

2

Dann ist mit Gleichung (4.2.45), sowie By = ¢

1-5 0 0
Li=| o 1-%& o0
0 0 -1+

Somit hat L% keine negativen Eigenwerte und pipgorse (LX) = 0. Weiter gilt
Sf(L3) = tmorse(L3) — pmorse(L3) =1 —0 =1, (4.2.47)

e Fallk >3

. . . . 2
Dann ist mit Gleichung (4.2.45), sowie B3 > 22~

1
l—g 0 0
k _ 1
Ly 01— 0
1
0 0 —1+g

Somit gilt pptorse(LX) = 1 und E=(LE) = {0} @ {0} @ V_4(Bx). Damit gilt

SE(LX) = tntorse(LE) — pintorse (LX) =1 -1 =0. (4.2.48)
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SchliefSlich folgt aus den Gleichungen (4.2.46)—(4.2.48)

sf(L) = f sf(LX) = 0. (4.2.49)
k=1

Im niichsten Schritt wollen wir den dquivarianten Spektralfluss von L berechnen. Man

beachte dazu, dass ein Isomorphismus « : RO(Z,) — Z & Z existiert, gegeben durch
IX([E()] - [El]) = (d1m(E0) - dim(E1),dim((E0)G) — dim((El)G)), (4250)

wobei (Eg)g C Eg bzw. (E1)c C E; die Teilrdume von Ey bzw. Eq, der unter Z, fixtieren
Punkten bezeichnet. Fiir k € N,k > 3 gilt E~ (LK) = E~(LY) und somit erhalten wir mit

Gleichung (4.2.50)

sfe(LY) = [E™(L§)] — [E(LY)]
= (dim(E~ (L)) — dim(E~ (LY)), dim(E~ (L§)¢) — dim(E~ (L¥)¢))

= (0,0). (4.2.51)

Fiir k = 1 und k = 2 miissen wir zunichst die Eigenriume von V_u(Py) des Dirichlet-

Eigenwertproblems genauer betrachten. Unter Verwendung der Dirichlet-Randbedingung
u(—4)=0=u(4)

erhalten wir mit Gleichung (4.2.44)

V_a(B1) = span {sin <%(x +4)) |x € u}, (4.2.52)

sowie

V_a(B2) = span {sin (g(x +4)) |x € u} . (4.2.53)
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Nun gilt
E~(LY)e = E~(L}), A € {0,1} (4.2.54)
sowie
3
E~(L3)c = {0}, A € {0,1}. (4.2.55)
i=1
Damit gilt nun zusammen mit Gleichung (4.2.50)

sfc(Ly) = [E™(Ly)] — [E™(L1)]
= (dim(E’(Lé)) —dim(E~(L1)),dim(E~(L})¢) — dim(E*(Li)G))
(

—-2,1-2)=(-1,-1), (4.2.56)
sowie

sfo(L3) = [E™(L§)] — [E™(L})]
= (dim(E™(L§)) — dim(E™(L})), dim(E™ (L)) — dim(E™ (L{)c))

=(1-0,0-0)=(1,0). (4.2.57)
Schlieflich gilt

sfg(L) = kz sfc (LK) = (0, —1) # Oro(z,)- (4.2.58)
=1
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