LOKAL D-OPTIMALE DESIGNS
FUR NICHTLINEARE MODELLE

AUF DER k-DIMENSIONALEN KUGEL

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

doctor rerum naturalium
(Dr. rer. nat.)

von Dipl.-Math. Martin Radloff
geb. am 01. September 1986 in Wolfen

genehmigt durch die Fakultéat fiir Mathematik
der Otto-von-Guericke-Universitat Magdeburg

Gutachter: Prof. Dr. Rainer Schwabe
Prof. Dr. Kirsten Schorning

eingereicht am: 29. April 2025
Verteidigung am: 21. November 2025



Martin Radloff

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der optimalen Versuchsplanung fiir unterschied-
liche nichtlineare Modelle der multiplen Regression. Dabei werden unter anderem die
Poisson- und die Negativ-Binomial-Regression sowie die logistische Regression und das
Probit-Modell ausgiebig untersucht. Bei diesen Beispielen handelt es sich um verallge-
meinerte lineare Modelle, welche in der statistischen Datenanalyse weit verbreitet sind.
Auferdem gehoren sie zwei Klassen von Modellen an, welche neben weiteren zu bespre-
chenden Eigenschaften entweder eine monotone oder eine unimodale Intensitétsfunktion
besitzen. Die gewthnliche lineare multiple Regression wird dabei als Sonder- beziehungs-
weise Grenzfall mit betrachtet. Als Versuchsbereich dieser Modelle wird die k-dimensionale
Einheitskugel angenommen, wobei durch Aquivarianzbetrachtungen beliebig grofe Ku-
geln und Ellipsoide eingebettet im k-dimensionalen euklidischen Raum dienen koénnen.
Solche Versuchsbereiche treten beispielsweise im Zusammenhang mit Response-Surface-
Methoden auf.

Fiir diese Modelle werden lokal D-optimale Designs ermittelt, welche bis auf Sonderfal-
le, wie das lineare Modell oder £ = 1, bisher unbekannt waren. Dabei werden wiederum
intensiv Invarianz- und Aquivarianzeigenschaften des Modells, des Versuchsbereiches und
des Optimalitéatskriteriums ausgenutzt. Es stellt sich heraus, dass ein moglicher verallge-
meinerter lokal D-optimaler Versuchsplan nur Masse auf zwei Orbits besitzt, welche sich
im Schnitt von Kugeloberfliche und jeweils einer Hyperebene orthogonal zur Richtung der
hochsten Intensitdat befinden. Einer dieser beiden Orbits kann zu einem einzelnen Punkt,

einem Pol, degeneriert sein.

Im Falle der Klasse mit monotoner Intensitédtsfunktion gibt es immer einen echten Orbit
und einen zu einem Pol degenerierten Orbit. Aufgrund der sich ergebenden Designgewichte
lésst sich der echte Orbit durch k& Designpunkte, welche die Eckpunkte eines darin maximal
aufgespannten reguldaren Simplex sind, diskretisieren, sodass ein exakter Versuchsplan
mit k£ + 1 gleichgewichteten Designpunkten entsteht. Dies ist die minimale Anzahl von
Designpunkten zum Schétzen des Parametervektors der multiplen Regression. Gleiches
gilt zum Teil fiir die Klasse mit unimodaler Intensitatsfunktion. Hier konnen aber auch
lokal D-optimale Designs mit zwei echten Orbits auftreten, die nur bedingt zu einem
Design mit minimaler Anzahl von Punkten diskretisiert werden konnen. Unbeschadet

dessen lassen sich effiziente Versuchspldne mit minimaler Anzahl von Punkten angeben.

Als weiteres Resultat fithrt eine zusétzliche Symmetrieeigenschaft in der Klasse der Mo-
delle mit unimodaler Intensitatsfunktion zu einer Vereinfachung in der Bestimmung der

beiden Orbitpositionen.
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Abstract

This thesis deals with the optimal experimental design for various nonlinear multiple
regression models. Among others, the Poisson and negative binomial regression as well
as logistic regression and the probit model are examined extensively. These examples are
generalized linear models, which are widely used in statistical data analysis. They also
belong to two classes of models which, among other properties being discussed, have either
a monotonic or a unimodal intensity function. The standard linear multiple regression is
treated as a special or boundary case. The k-dimensional unit sphere is assumed to be
the design region for these models, whereby equivariance considerations allow arbitrarily
large spheres and ellipsoids embedded in the k-dimensional Euclidean space. Such design

regions arise, for example, in the context of response surface methods.

For these models, locally D-optimal designs are determined, which were previously un-
known except for special cases such as the linear model or £ = 1. Again, invariance and
equivariance properties of the model, the design region and the optimality criterion are
used intensively. It results that a feasible generalized locally D-optimal experimental de-
sign only has mass on two orbits, which are located in the intersection of the surface of
the ball and a hyperplane orthogonal to the direction of highest intensity. One of these

two orbits can be degenerated into a single point, a pole.

In the case of the class with a monotonic intensity function, there is always a proper orbit
and an orbit degenerated to a pole. Due to the resulting design weights, the proper orbit
can be discretized by k design points, which are the vertices of a regular simplex spanned
to the maximum within the orbit, so that an exact experimental design with k41 equally
weighted design points evolves. This is the minimal number of design points for estimating
the multiple regression parameter vector. The same is partially true for the class with
a unimodal intensity function. However, here locally D-optimal designs with two proper
orbits can also occur, which can only be discretized into a design with the minimal number
of points to a limited extent. Regardless of this, efficient experimental designs with the

minimal number of points can be determined.

As a further result, an additional symmetry property in the class of models with unimodal

intensity functions leads to simplification of determining the two orbit positions.
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1 Einfiihrung

Aber Fein voltumener Corpus ift /daf
N allenthalben glei dyer ift dann ein Eigel |.. ]

Sim orptten {ind Corpora die allenthalben glend
find /on felberen /eden ond fenten /die Der
Cutlives corpora reqularia nennet /der befdyreibt
jr filnfie /barumb dad jr nit mer finnen fein /die
a in ein fugel darin fie allenthalben an riiren
verfaft miigen werdenn |. . |

Shm erften ift ein drpanglidy corpus dasd bhat vier
e¢bne drpedete felt von glepdyen windlen / pnd bat
audy vier glende driedete ed /ond fedyf glendye
fharpfe fepten.

Abbildung 1.1: Tllustration eines Tetraeders mit Umkugel und Zitat von Albrecht Diirer, vergleiche Diirer
(1525| Seiten 9 und 142).

Bereits Albrecht Diirer erwidhnte vor knapp 500 Jahren in seinem Werk Underweysung
der messung mit dem zirckel unfd] richtscheyt, in Linien ebnen unnd gantzen corporen,
vergleiche Durer| (1525, Seiten 9 und 142), dass die Kugel der ,yollkommenste* Korper
ist und in ihr nur fiinf verschiedene regulédre Polyeder im dreidimensionalen euklidischen
Raum einbeschrieben werden kénnen. Dazu zéhlt auch die dreiseitige regelméfige Pyra-
mide, welche Tetraeder oder dreidimensionaler regulirer Simplex genannt wird. Ahnliche
Ausfiihrungen befinden sich aber auch schon in Euklids Werk Elemente aus dem dritten
Jahrhundert vor Beginn unserer Zeitrechnung, vergleiche Euklid (1781). Aber was hat

dies mit statistischer Modellbildung und Versuchsplanung zu tun?

Lineare Modelle und nichtlineare Modelle, wie die Poisson-Regression oder die logistische

Regression, werden héufig zur Abbildung der Realitét in der statistischen Modellbildung
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verwendet. Deshalb werden solche Modelle auch ebenso haufig in der wissenschaftlichen
Literatur beschrieben und untersucht. Insbesondere wird dabei auch das Ziel verfolgt,
optimale Versuchspléne fiir sie zu entwickeln. Am héufigsten findet dabei das sogenannte
D-Kriterium Anwendung. Deshalb und aufgrund seiner guten analytischen Eigenschaften
wird in dieser Arbeit ausschlieflich das D-Kriterium zum Erzeugen sogenannter (lokal)

D-optimaler Designs verwendet.

Verallgemeinerte lineare Modelle, welche in Anwendungen einen grofen Teil der nicht-
linearen Modelle ausmachen, wurden beispielsweise ausfiihrlich in McCullagh und Nel-
der| (1989) beschrieben und in vielen Arbeiten wie |Ford et al. (1992) oder Biedermann
et al.| (2006) mit optimalen Designs versehen. Fiir die Poisson-Regression oder Negativ-
Binomial-Regression folgten in Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007)) opti-

male Designs.

Bestimmte Modelle, wie die Poisson- oder Negativ-Binomial-Regression oder gewisse Mo-
delle mit zensierten Daten, gehoren zu einer Klasse von Modellen, die neben weiteren wich-
tigen anderen Eigenschaften eine monotone Intensitéatsfunktion besitzen, die den Einfluss
auf den Informationsgehalt einer Beobachtung angibt. Diese Klasse wurde in Konstantinou
et al. (2014) eingefiihrt. Hierzu wurden ebendort passende lokal D-optimale Designs auf
eindimensionalen Intervallen entwickelt. Schmidt und Schwabe (2017) erweiterten dies fiir
die multiple Regression auf mehrdimensionale (teils unbeschrénkte) Intervalle, das heifst

auf Quader oder Orthanten oder eine Kombination aus beidem.

Fiir den laut Diirer ,yollkommensten Koérper — die Kugel — als Versuchsbereich fehlen
derartige Untersuchungen nichtlinearer Modelle bis auf zwei Ausnahmen aber génzlich.
Erstens konnen Intervalle als eindimensionale Kugeln angesehen werden. Die Resultate
dieser Arbeit lassen sich auch auf diese Sonderfille mit £ = 1 anwenden und liefern
die gleichen optimalen Designs wie in den zuvor genannten Verdffentlichungen. Zweitens
ist flir die standardméfige lineare multiple Regression auf der k-dimensionalen Kugel
das D-optimale Design bekannt, vergleiche dazu [Pukelsheim (1993, Abschnitt 15.12).
Dieses optimale Design besteht aus den Eckpunkten eines beliebig rotierten und in die
Kugel einbeschriebenen reguldren k-dimensionalen Simplex. Also fiir £ = 3 sind dies die
Eckpunkte eines einbeschriebenen Tetraeders. Diese Uberlegung schliekt zwar den Kreis zu
Albrecht Diirers Ausfithrungen oben, ist aber der eigentliche Anfang der hier vorgestellten

Untersuchungen.

Bevor die Bestimmung von optimalen Designs beginnt, sollte noch kurz betrachtet wer-

den, ob die Kugel als Versuchsbereich iiberhaupt (praktisch) relevant ist. Auf der einen
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Seite behandelten bereits Kiefer| (1961) und |[Farrell et al| (1967) die polynomielle Re-
gression auf der Kugel. Auf der anderen Seite lassen sich praktische Anwendungen in den
Ingenieurswissenschaften und der Physik aufzeigen, wo die Giiltigkeit eines (statistischen)
Modells in der Umgebung um einen Untersuchungsgegenstand angenommen wird. Die bei
Versuchen oft verwendeten Response-Surface-Methoden versuchen den Effekt verschie-
dener Einflussfaktoren (erkldrende Variablen) auf das Ergebnis (abhédngige Variablen)
technischer Systeme zu beschreiben. Bei der Verwendung eines faktoriellen Designs wird
die erwihnte Umgebung oft als wiirfelférmig angenommen, vergleiche Box und Draper

(1987)). Genauso kann sie aber auch als kugelférmig betrachtet werden.

Grofse Teile dieser Arbeit wurden bereits in vier Publikationen verdffentlicht. In [Radloff
und Schwabe, (2019a) wurden die Modelle der Klasse mit monotonen Intensitétsfunktio-
nen betrachtet. Dazu zéhlen die Poisson-Regression, die Negativ-Binomial-Regression und
gewisse Proportional-Hazard-Modelle mit zensierten Daten. Dort konnte zunéchst gezeigt
werden, dass ein potentielles verallgemeinertes lokal D-optimales Design nur Masse auf
zwei Orbits besitzt, welche sich im Schnitt von Kugeloberflache und jeweils einer Hyper-
ebenen orthogonal zur Richtung der hochsten Intensitédt befinden. Dabei ist der Orbit
mit der hoheren Intensitat zu einem einzelnen Punkt degeneriert — einem Pol. Der echte,
also nichtdegenerierte Orbit ldsst sich anschlieffend durch k£ Punkte, welche die Eckpunkte
eines darin maximal aufgespannten reguléren Simplex sind, diskretisieren. Damit entsteht
ein exakter Versuchsplan mit &£+ 1 Designpunkten. Diese k + 1 Punkte spannen zwar wie-
der einen Simplex in der Kugel auf, welcher aber zumeist nicht regulér ist. Angemerkt sei
noch, dass k + 1 die minimale Anzahl von Punkten zum Schétzen des Parametervektors

der multiplen Regression ist.

In der darauffolgenden Arbeit, Radloff und Schwabe (2019b), wurden die Resultate auf
eine grofere Klasse von Modellen ausgeweitet. Das Logit-Modell beziehungsweise die logis-
tische Regression und das Probit-Modell sowie das komplementére log-log-Modell besitzen
eine unimodale Intensitatsfunktion. Unimodal heift, es gibt nur ein lokales Maximum und
keine lokalen Minima. Diese Modelle haben zum Teil auch optimale Designs mit einem Pol
und einem echten Orbit, sodass sie genau wie im Fall mit monotoner Intensitétsfunktion
einen exakten Versuchsplan mit &£+ 1 Designpunkten repréasentieren konnen. Aber es gibt

auch Situationen, in denen Designs mit zwei echten Orbits lokal D-optimal sind.

Diese lassen sich nur eingeschrankt unter Beibehaltung der Optimalitdt zu einem De-
sign mit minimaler Anzahl von Versuchspunkten diskretisieren. Aber zumindest effiziente

Versuchspldne mit minimaler Anzahl von Punkten lassen sich angeben. Dies wird neben
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einem weiteren Resultat {iber eine zusétzliche Symmetrieeigenschaft zur Vereinfachung der
Berechnung der beiden Orbitpositionen in Radloff und Schwabe| (2023)) thematisiert.

Allem vorangestellt ist aber eine Publikation, Radloff und Schwabe| (2016, zur Verwen-
dung von Invarianz- und Aquivarianzeigenschaften in der optimalen Versuchsplanung bei
nichtlinearen Modellen. Die dort aufgezeigten Zusammenhénge wurden intensiv in den

drei zuvor genannten Verdffentlichungen ausgenutzt.

Die vorliegende Arbeit umfasst sechs Kapitel und zwei umfangreiche Anhénge. Das Kapi-
tel[2|legt die Basis fiir diese Arbeit. Zunéchst wird das zugrundeliegende Modell mit dessen
multipler Regressionsstruktur eingefiihrt. Dann wird auf eine grofe Klasse von speziellen
Modellen, den verallgemeinerten linearen Modellen, eingegangen. Dabei werden beispiel-
haft fiinf konkrete verallgemeinerte lineare Modelle aufgezeigt, die im Verlaufe der Arbeit
wieder aufgegriffen und néher untersucht werden. Im néchsten Abschnitt wird auf die
Versuchsplanung und Designs eingegangen, wobei anschliefsend ihre Optimalitit behan-
delt wird. Dies ist hier ausschlieklich die D-Optimalitit, welche durch den Aquivalenzsatz
von Kiefer und Wolfowitz charakterisiert wird, siehe Kiefer und Wolfowitz| (1960) und bei-
spielsweise Pronzato und Pazman| (2013 Abschnitt 5.2.2). Abschliefend werden in diesem
Kapitel algebraische Grundlagen zu Gruppen und Isometrien aufgefiihrt, die nachfolgend

fiir Invarianz- und Aquivarianzeigenschaften der optimalen Designs benétigt werden.

Im Kapitel |3 geht es um Invarianz und Aquivarianz von Designs in der Versuchsplanung.
Dazu sind auch Konzepte wie invariante Mafse und Haar-Mafe essentiell. Mit diesem
Wissen lassen sich die optimalen Designs fiir die beiden hier betrachteten Klassen der

Modelle mit monotoner beziehungsweise unimodaler Intensitatsfunktion bestimmen.

Im Kapitel [4] wird zunéchst allgemein fiir die Klasse der Modelle mit monotoner Intensi-
tatsfunktion ein D-optimales Design bestimmt und dieses dann anhand von konkreten Bei-
spielen illustriert. Dazu zéhlen die Poisson-Regression, die Negativ-Binomial-Regression

und weitere Modelle mit zensierten Daten.

Im Kapitel 5| stehen die Modelle mit unimodaler Intensitatsfunktion im Fokus. Hier lassen
sich nicht in allen Féllen exakte Versuchsplane finden, wobei jedoch mittels geeigneter Dis-
kretisierung ein zumindest (sehr) effizientes Design angegeben werden kann. Dies erfolgt
hier beispielhaft fiir das Logit- und Probit-Modell sowie fiir das komplementare log-log-
Modell. Gleichzeitig wird in diesem Kapitel noch eine weitere Eigenschaft betrachtet und

ausgenutzt, ndmlich wenn die Intensitdtsfunktion symmetrisch ist.
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Im abschliefenden Kapitel [6] werden die Ergebnisse noch einmal kurz eingeordnet und
bewertet, bevor ein Ausblick auf weitere Forschungs- und Untersuchungsmoglichkeiten

gegeben wird.

Abgerundet wird die Arbeit durch zwei Anhénge. Im Anhang [A] wird ein technisches Re-
sultat fiir einen wichtigen Satz im Kapitel [5] bewiesen. Im Anhang [Blwerden der Vollstén-
digkeit halber die benétigten Eigenschaften der Modelle mit monotoner Intensitdtsfunkti-
on, siehe (A1) bis (A4) auf Seite [p4], und mit unimodaler Intensitétsfunktion, siehe (A1),
(A2'), (A3"), (A4) und (Ab) auf den Seiten [77| und nachgewiesen. Dies ist insbeson-
dere fiir das Probit-Modell sehr umfangreich und notwendig, da die Darstellung in der

vorhandenen Literatur unvollstandig ist.

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 5



2 Grundlagen

2.1 Modell

Im Rahmen dieser Arbeit soll das parametrische Modell

Y(z) = p(x, B) + (=)

betrachtet werden. Dabei wird jeder Versuchseinstellung & und jedem unbekannten Pa-
rametervektor 3 aus dem Versuchsbereich 2" beziehungsweise Parameterraum % mit-
tels der Wirkungsfunktion p : 2" x 2 — R und einem additiven (zufélligen) Beobach-
tungsfehler e(x) ein Versuchsergebnis Y () zugeordnet. Zusétzlich sei der Erwartungs-
wert E(Y (x)) = p(x, 8) und damit E(e(x)) = 0.

Auch wenn die lineare multiple Regression als Grenzfall mit dazugehort, soll hier haupt-
séchlich eine bestimmte Klasse von nichtlinearen multiplen Regressionsmodellen auf der
k-dimensionalen Einheitskugel im Fokus stehen. Bei diesen Modellen hangt jede Beobach-
tung Y von einer speziellen Einstellung der Kontrollvariablen, der sogenannten Versuchs-

einstellung beziehungsweise dem Designpunkt, ab. Jeder Designpunkt

T = (xl,...,xk)T,

wobei k£ € N die Anzahl der verschiedenen Faktoren ist, befindet sich im Versuchsbe-

reich 2", welcher hier die k-dimensionale Einheitskugel
X =B, ={xcRF : 234+ .. +2] <1}
ist. Fiir die multiple Regression dient f : 2" — R**! mit

fox— (Lo, .., o)

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 6



2.1 Modell Martin Radloff

als Regressionsfunktion und

B = (BO:Bl?"'aﬂk)T

als Parametervektor, welcher unbekannt ist und im Parameterraum 4 liegt. Fiir den Para-
meterraum wird gefordert, dass dieser rotationsinvariant beziiglich Sy, . . ., B ist. Hier wird
der Einfachheit halber 2 = RP = R**! mit der Dimension des Parameterraums p = k+1,
angenommen. & = R x S;_; wére aber auch vorstellbar. Dabei ist S;_; die Einheitssphére

im k-dimensionalen Raum, also die Oberfliche der k-dimensionalen Einheitskugel By:
Skei={xeR" : 2?2+ . +al=1}.

Analog dazu lassen sich auch die Kugel und Sphére im k-dimensionalen Raum mit festem

Radius r definieren:

Be(r)={x e R* : 22+ .. +27<r?, Spa(r)={xecR" : 22+ .  +2}=r"}.

Aus der Regressionsfunktion f und dem Parametervektor 3 ergibt sich der lineare Pra-
diktor zu

f(w)TB = Bo+ Prxi + ...+ Brxg (2.1)

Im Falle der linearen multiplen Regression lasst sich direkt der Zusammenhang zwischen
Regressionsfunktion, Parametervektor und somit linearem Pradiktor zur Wirkungsfunk-
tion herstellen. Es ist u(x,3) = f(x)' 3. Die multiple Regression bei verallgemeinerten
linearen Modellen wird im nachfolgenden Abschnitt beschrieben.

Neben der Forderung einer multiplen Regression ist fiir das betrachtete Modell in dieser
Arbeit eine weitere Voraussetzung notwendig. Die Informationsmatrix M (x, 3), welche
auf nur einer Versuchseinstellung beruht, also die Ein-Punkt-Informationsmatrix bezie-
hungsweise elementare Informationsmatrix oder elementare Information, muss sich in der

Form
M(x,8) = \(f(=)'8) f(x)f(x) (2.2)

schreiben lassen. Dabei ist A : R — R die Intensitédtsfunktion, welche hier nur vom Wert
des linearen Pradiktors abhéngen darf. Diese Intensitatsfunktion lasst sich zum Beispiel
in [Fedorov]| (1972, Section 1.5) oder |Atkinson et al.| (2014) finden und wird héufig auch

Effizienzfunktion genannt.

In verallgemeinerten linearen Modellen mit einer eindimensionalen suffizienten Statistik

oder auch zum Beispiel in Modellen fiir zensierte Daten, siehe [Schmidt und Schwabe
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2.2 Verallgemeinerte lineare Modelle Martin Radloff

(2017)), sind diese Voraussetzungen erfiillt. Um konkrete verallgemeinerte lineare Modelle
spater beispielhaft betrachten zu kénnen, werden zunéchst diese kurz eingefiihrt und einige

Eigenschaften aufgegriffen.

2.2 Verallgemeinerte lineare Modelle

Die folgenden Betrachtungen zu verallgemeinerten linearen Modellen lehnen sich stark an
den Ausfithrungen von |[McCullagh und Nelder| (1989) sowie Pronzato und Pazman| (2013,
Abschnitt 4.3) und [McCulloch und Searle| (2001, Kapitel 5) an.

Die unabhéngigen Beobachtungen bei verallgemeinerten linearen Modellen (mit einer ein-
dimensionalen suffizienten Statistik) folgen einer Verteilung, welche zu einer Exponential-
familie gehort und deren Dichte beziiglich eines Mafes v, des Lebesgue-Mafes oder eines
Zahlmafes, folgende Form hat:

fr@)(y) = eXp<T(y)Al()9()T)_ B) _ C(y, T))

Dabei sind # der eindimensionale Parameter und 7 ein bekannter und fester Dispersionspa-
rameter. Die Funktionen A, B, C, D und T miissen geeignet differenzierbar, invertierbar
und integrierbar sein. Fiir die hierbei nétigen Regularitdtsvoraussetzungen sei auf obige
Literatur verwiesen. Es sei noch angemerkt, dass D und 7 in der Darstellung der Expo-
nentialfamilie ignoriert werden kénnen, da 7 konstant ist und somit D(7) in A und B
einflieflen kann. Fiir das Modell der linearen Regression, vergleiche Beispiel ist diese
Notation trotzdem hilfreich.

Weiterhin sind die erwarteten Versuchsausgange fiir verallgemeinerte lineare Modelle mit-

tels einer Linkfunktion, etwa h, an den linearen Pradiktor gekoppelt, das heift

Der Vorteil der Exponentialfamilie ist, dass sich daraus direkt Erwartungswert, Varianz
und Fisher-Information bestimmen lassen. Dies wird im Folgenden kurz angerissen. Fiir
gewohnlich wird bei verallgemeinerten linearen Modellen von einer natiirlichen Exponen-
tialfamilie ausgegangen, das heiftt, dass insbesondere 7" und A jeweils Identitdten sind.

Trotzdem werden diese zunéchst der Vollstédndigkeit halber noch mit betrachtet.

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 8



2.2 Verallgemeinerte lineare Modelle Martin Radloff

Aus der Eigenschaft als Dichte

/fY v(dy) =1

exp(_DB(E_e))) / exp (% — C(y,T)) v(dy) =1

B(6) = D(r) log / exp<T(ly))(f)(9) _ O 7)) V(dy) .

Unter Ausnutzung der Vertauschbarkeit der Differentiation und Integration unter Regu-

folgt direkt

und

laritdtsvoraussetzungen

[ (T(y)f)w) o T)) T4

D D(r
o i)

&)
(7)

B'(0) = D(r)

und der Gleichheit des Nenners mit ex

b
50 =ew( D) [ew(TLAD 0. ) 410 a0

— A(0) / T(y) fy @) (y) v(d y) - A'<e> B(T(Y (x)))

ein skalierter Erwartungswert von T'(Y (x)). Analog ergibt sich fiir die zweite Ableitung

B"() = c?e (A'(e) / T(Y) fv ) (y) v(dy))
= A"(0) / T(y) frw(y) v(dy) + A'(6) / T(y) fra)(y) T<y)A/l(f<>T)_ =

v(dy)

und mit B'(0) = A'(0) E(T(Y (x))) weiter

+

B'(0) = A"(0) E(T(Y (z))) + ) [T fra ) (T) — BT @) wi)

= A"(0) E(T(Y (=))) + D() (B(T(Y(2))) - (B(T(Y())))°)

= A" E(T(Y(2))) + 7

+
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2.2 Verallgemeinerte lineare Modelle Martin Radloff

Wie erwdahnt wird meist von einer natiirlichen Parametrisierung ausgegangen, das heift,
dass A die Identitit ist. Diese natiirliche Parametrisierung kann durch den Ubergang von
der Parametrisierung in 6 zu 0 = A(0) erreicht werden. Und sofern A bijektiv ist, ergibt

sich B = Bo A~!. Also liegt folgende umparametrisierte Dichte vor

fr(@)(y) = exp (W — C(y, T)) :

Somit sind die beiden Ableitungen von B

Mit (2.3) und 7' als Identitdt definiert B beziehungsweise eigentlich (é’ )~! die kano-
nische Linkfunktion, welche den Erwartungswert E(Y (x)) in den Raum der nattirlichen

Parametrisierung iiberfiihrt.

Damit lassen sich zur Veranschaulichung folgende Zusammenhénge von Parameter 6, na-
tiirlichem Parameter 6, Erwartungswert E(Y (x)) und linearem Prédiktor f(x)T3 her-

stellen:

Wird als Linkfunktion der kanonische Link verwendet, so gilt direkt 0 = f(x)"B. Damit
sind die Dichtefunktion

y f(z)"B— B(f(x)"B)
fr@ () = eXp( D) - C(y, T))

und die Scorefunktion als Ableitung der log-Likelihood

1

d log fy(w) . Y(il?) _
D(r)

8 |,y D)

B(f(x)"8) f(z)" =
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und folglich die Fisher-Informationsmatrix

B dlog fy (=) %

M(w,ﬁ) = E< dﬁT =Y () dgs y:Y(w)>
~ Var(Y(x)) 2) flz)T — - )7 x)f(x)"
= e TEI@T = 5o BU@T f@)f @)

Wird hingegen eine beliebige Linkfunktion h verwendet, so ergibt sich

(BY M (h (f(=)B)) — B((B) ' (h ' (f(=)'B
fy(m)(y)exp« (o >>D(T)( 0 >>>C(w))

als Dichte und damit die Scorefunktion

dl%gm) e E((wi ((B)) (7 (F@)78)) - (1) (F(@)78) - F()T
1 =/ I —1 -1 T
- 5 B ()7 (07 (@) 78)))

Dabei wurde B’ o (B')~' = id und h~'(f(z)"B8) = E(Y (x)) ausgenutzt. Weiterhin sei zu

erwiahnen, dass mit der Umkehrregel der Differentiation

<(§/)71), B B o (1§/)—1

gilt. Dies wird nun bei der Fisher-Information ausgenutzt:

v 8 - 48 fr@ dlog fy (a)
M( ) /6) E ( d/@T =Y () d,@ yY(w))
= 5 () 0 (F@78) - () (1@ 8) - F@)f (@)

(b (f(2)7B))"

= fl@)f()".

D(r) - B ((B)~ (= (£ () B)))
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Folglich besitzen verallgemeinerte lineare Modelle die Struktur wie in (2.2)) gefordert und
die Intensitatsfunktion lésst sich direkt aus der Exponentialfamilie ableiten. Fiir den ka-

nonischen Link ist die Intensitatsfunktion

M) = 5 BE) (2.5)
und fiir eine beliebige Linkfunktion h
1 Sn—1) (7 -1 -1/ 2
Mo = 5 (BY7) 0@ - (7))
() (2)° (2.6)

o B ((B) (=)

Ergéinzend seien noch zwei Dinge bemerkt. Zum Ersten ist D(7) - E”((E’)_l(h_l(z)))
= Var(Y(x)) nach ( ., also

M) = v (@)

Zum Zweiten ergibt (2.6) bei der Wahl der Linkfunktion als kanonischen Link h = (B/)~*
und folglich (A=) = B die gleiche Aussage wie (12.5)).

Mit diesen Grundlagen konnen nun einige konkrete Beispiele aufgefiihrt werden, die in
spateren Betrachtungen wieder aufgegriffen werden. Die aufgezeigten Modelle und Ergeb-
nisse werden in der Literatur hdufig genutzt, siche zum Beispiel Atkinson et al.| (2014).

Trotzdem sollen sie hier recht ausfiihrlich eingefiihrt werden.

Beispiel 2.1 (Poisson-Regression)

Bei der Poisson-Regression wird jede Beobachtung Y (x;) zur Versuchseinstellung x; als
Poisson-verteilt mit Erwartungswert E(Y (x;)) = p; = exp(f(x;)"B) angenommen. Auf-
grund der geforderten Unabhéngigkeit der Beobachtungen gentigt es zur einfacheren Hand-
habung die folgenden Betrachtungen nur fiir eine Versuchseinstellung @ und damit Er-
wartungswert p durchzufiihren.

Die Poisson-Verteilung mit Parameter § > 0 ist eine diskrete Verteilung mit der Dichte

Fria) =P () =3) = o —exp (BP0 gy
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2.2 Verallgemeinerte lineare Modelle Martin Radloff

Hier liegt offensichtlich eine Exponentialfamilie mit
Tly)=y, A0)=log(0), B)=0, Cly71)=logy!, D(r)=1

vor. Die natiirliche Parametrisierung Lisst sich mittels § = A(#) = log(d) und B(6) =
exp(0) herstellen. Dies abgeleitet und invertiert ergibt den kanonischen Link (B')~!(p) =
log pu sowie in der zweiten Ableitung B”(6) = exp(6). Da wie oben gefordert als Link der
kanonische Link des verallgemeinerten linearen Modells genutzt wird, ergibt sich mit

daraus die Ein-Punkt-Informationsmatrix Mp(x, 3) fiir die Poisson-Regression

Mp(z, 8) = exp(f(z)'B) f(z) f(z)"

und die Intensitatsfunktion
Ap(z) = exp(z) .

Beispiel 2.2 (Negativ-Binomial-Regression oder Poisson-Gamma-Regression)

Eine Erweiterung der Poisson-Regression ist die Negativ-Binomial-Regression, welche
auch Poisson-Gamma-Regression genannt wird. Fiir jede Beobachtung Y (x;) wird an-
genommen, dass diese negativ-binomial-verteilt ist. Dies bedeutet, dass Y (x;) Erfolge mit
Erfolgswahrscheinlichkeit 6 € [0, 1] bei a Misserfolgen auftreten. Dabei ist a eine feste und
bekannte natiirliche Zahl. Damit ergibt sich die diskrete Dichte zu

Frim () = P(Y(2) = y) = (y o 1) (1o en
_ eXp(@/ log(6) + alog(1-0) , (y +a— 1)> |
Yy

1
Dies lésst sich auch auf positive reelle Werte von a mittels der Dichte

frw(y) =P (x)=y) = %

B y log(8) + a log(1 — 0) ['(y+a)
= exp( 1 + log W)

(1—6) Y

verallgemeinern. Dabei ist I" die Eulersche Gammafunktion zur Verallgemeinerung der Fa-
kultét, I'(n) = (n—1)!. Diese Dichte wird auch durch die Mischung der Poisson-Verteilung,
deren Parameter als gammaverteilte Zufallsvariable betrachtet wird, erzeugt. Dies erklart

die Bezeichnung als Poisson-Gamma-Regression, welche die Poisson-Regression erweitert.
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Die Dichten gehéren zur Exponentialfamilie mit

T(0) =, A(6) =log0), B) = ~alo(1~6), Cly.7) = ~log /2L D(r) =1

Die natiirliche Parametrisierung lisst sich wiederum durch 6 = A(6) = log(#) und B(6) =

—a log(1—exp(f)) erzeugen. Daraus lassen sich direkt die ersten beiden Ableitungen und
die kanonische Linkfunktion bestimmen:

() ex (6) M exp(@) N —
B@) =a—2Y_ Bf)=a . (B)Y(p) =log
(1 - exp(@)) atp

1 — exp(0)
Fiir die Negativ-Binomial-Regression wird gewdéhnlich aber nicht der kanonische Link,
sondern der log-Link h(u) = log pu verwendet. Aus (2.6 folgt direkt die Intensitétsfunktion

Beispiel 2.3 (Logistische Regression)

Bei der logistischen Regression beziehungsweise dem Logit-Modell werden die unabhén-
gigen Beobachtungen Y (x;) zu den Versuchseinstellungen x; als Bernoulli-verteilt ange-
nommen. Aufgrund der Unabhéngigkeit ist auch hier wiederum die Betrachtung einer
Versuchseinstellung x ausreichend. Die diskrete Dichte der Bernoulli-Verteilung mit Er-
folgswahrscheinlichkeit 6 € [0, 1]

y log(0) 4 (1 — y) log(1 — 9))
1

frio(y) = P(Y(@) = ) = 0¥ (1 — 6)" ¥ = exp(

log(-%) + log(1 — 6
:eXp<y g(7%5) + log( )+o>

1

gehért zur Exponentialfamilie mit

0

Ty =y, A) = log<m> , B#)=—log(1-0), C(y,7)=0, D(r)=1.
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Zur Herstellung einer natiirlichen Parametrisierung § = A(f) = log(1%;) dient deren

~1/pn\ _ exp(9)
Inverse A=*(0) = e (@) Daraus folgen
B() = 10g<1 + exp(5)> , B'(f) = L@ 7 B"(0) = eXP(Q)N .
1+ exp(0) (1 n exp(@))

und der kanonische Link

(B") "' (p) = log

1—p’
welcher als Logit-Link bezeichnet wird. Die logistische Regression nutzt genau diesen Link,
sodass sich aus (2.5 direkt die Intensitdtsfunktion

() = exp(2)
Mogit (2) 0T o2 (2.7)

ablesen lasst.

Beispiel 2.4 (Probit-Modell)

Ahnlich der logistischen Regression bezieht sich das Probit-Modell auf Bernoulli-verteilte,
unabhéngige Beobachtungen Y (x;) zu den Versuchseinstellungen x;. Hierbei wird aber
als Linkfunktion nicht der kanonische Link (vergleiche Beispiel verwendet. Es werden
die Eintrittswahrscheinlichkeit beziehungsweise der Erwartungswert E(Y (x;)) gleich dem
Wert der Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung <I>( flz)" ,6) gesetzt und so
iiber den sogenannten Probit-Link y +— ®~1(u) mit dem linearen Préidiktor verkniipft. Da-
bei sind ¢ : R — [0, 00) mit ¢(z) = ——¢ 27" und ® : R — [0, 1] mit ®(z) = S neg @) dt

Var
die Dichtefunktion beziehungsweise Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

Auch hier lasst sich die Intensitatsfunktion mit (2.6) nun direkt ermitteln:

2 ®(z) ’
(2)* _ #e) (H 1—<I><z)> _ o)
Bz d(2) O(2)(1-D(2))
exp(log 1_é(L)> o) (2) ( (2))

2
(1 +exp <log féf()z) ))

)\probit (Z) =

Beispiel 2.5 (Komplementires log-log-Modell)
Genau wie die logistische Regression und das Probit-Modell beruht das komplementa-

re log-log-Modell auf Bernoulli-verteilten, unabhéngigen Beobachtungen Y (x;) zu den
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Versuchseinstellungen x;. Im Gegensatz zu diesen beiden Modellen wird hier als Link-

funktion h der sogenannte komplementare log-log-Link u — log(—log(1 — p)) genutzt.

Wie im Probit-Modell lasst sich die Intensitatsfunktion mit (2.6 unter Zuhilfenahme
von h™'(z) = 1 — exp(— exp(2)) sowie (b1 (2) = exp(— exp(z)) exp(z) bestimmen:

\ B (exp(—exp(z)) exp(z))” B exp(22)
comploglog(2) = log —L=exp(=exp(2)) - explexp(z)) =1
€xp| log 1—(1—exp(—exp(z)))

2
1—exp(— exp(z))
(HGXP <1Og 1—<1—e§p<—e§p(z>>>)>

Beispiel 2.6 (Lineare Regression)

Der Vollstédndigkeit halber soll hier noch die lineare Regression als Spezialfall der verall-
gemeinerten linearen Modelle erwédhnt werden. Die unabhéngigen Beobachtungen Y (x;)
werden als normalverteilt modelliert. Fiir die Versuchseinstellung x wird der Erwartungs-
wertparameter 0 genutzt. Der Varianzparameter o? sei bekannt und konstant in . Damit

ergibt sich wiederum die Zugehorigkeit zur Exponentialfamilie, da die Dichte

1 1 (y—0) yo — 30° =, 1y

fr@(y) = org? exp(—g T2 )T exp T2 log V2mo? + 252
ist. T und A sind jeweils die Identitiit, sodass B(d) = B(f) = %52 ist. Daraus fol-
gen B'(6) = 6 und B"(A) = 1 sowie die Identitéit als kanonischer Link. Unter Verwendung

des kanonischen Links ergeben sich die konstante Intensitit \j,(z) = % und die Fisher-

Information fiir eine Beobachtung zu

M (2, 8) = — f(z) f(2)"

2.3 Versuchsplane

Ein essentieller Begriff der Versuchsplanung ist der Versuchsplan, auch Design genannt. Er
lésst sich auf mehreren Verallgemeinerungsstufen definieren. Grundsétzlich gibt ein Ver-

suchsplan die Versuchseinstellungen an, an denen das Experiment durchgefiihrt wird.

Das Tupel (x1,...,x,) heifst realer Versuchsplan oder Design zum Stichprobenumfang

n € N auf dem Versuchsbereich 2", wenn xq,...,x, € 2 die Versuchseinstellungen
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beziehungsweise Designpunkte sind. Dabei miissen die Versuchseinstellungen nicht zwin-
gend paarweise verschieden sein. Werden in einem Design manche Einstellungen mehrfach
ausgewertet, so kann das Design mit J verschiedenen Auswertungspunkten verkiirzt ge-

schrieben werden als:

J
w e w
<1 J) mit an:nundnl,...,njENundwi#wj‘v’i#j

ny -+ Ny st

Da in der Regel von unabhingigen Beobachtungen ausgegangen wird, ldsst sich die ge-
meinsame Likelihood-Funktion als Produkt der einzelnen Likelihood-Funktionen der Be-
obachtungen darstellen. Damit ist die gemeinsame log-Likelihood-Funktion die Summe
der einzelnen log-Likelihood-Funktionen und auch die Fisher-Informationsmatrix des Ge-
samtexperiments ergibt sich als Summe der Ein-Punkt-Informationsmatrizen der einzel-

nen Beobachtungen, vergleiche (2.2)), zu

anM(mj,g) . (2.9)

Folglich hiangt die Informationsmatrix auch nicht von der Reihenfolge der Beobachtungen
ab.

Werden in einem néchsten Verallgemeinerungsschritt anstatt der absoluten Haufigkei-

ten nq,...,n, die relativen Haufigkeiten w; = % notiert, so beschreibt das Design
a_': .. w J

f:(n_ll - n_j) mit an:nundnl,...,nJENund:cl-;éccij'#j
n n 7=1

ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafs auf dem Versuchsbereich 2" und geeigneter Sigma-
Algebra X mit {(x;) = 2 = w; fir j € {1,...,J}. Diese Art des Versuchsplans wird
exaktes Design genannt, da er mittels eines Stichprobenumfangs von n realisiert werden
kann. Die entsprechende Sigma-Algebra ist zumeist die Borel’sche Sigma-Algebra zum
Versuchsbereich 2" und wird im weiteren Verlauf nicht mehr gesondert erwéhnt.

Die standardisierte Fisher-Informationsmatrix fiir dieses Design, beruhend auf unabhén-
gigen Beobachtungen, definiert sich ebenfalls aus den Ein-Punkt-Informationsmatrizen

zu

M(s,B) = % Z n; M (z;, 3) = Z %M(a;j, B) = /x M(z, 8) £(dz) .
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Bei der standardisierten Fisher-Informationsmatrix handelt es sich also um die Fisher-
Informationsmatrix fiir ein reales Design, welche mit dem Faktor % normiert wurde, wor-

aus eine Unabhéngigkeit vom Stichprobenumfang resultiert.

Zur Einbettung des eigentlich diskreten und ganzzahligen Problems in einen stetigen und
reellwertigen Kontext, lassen sich die relativen H&aufigkeiten im exakten Design durch

beliebige, reellwertige Gewichte w; ersetzen. In

J
&= (:1:1 wJ) mit ijzlundwl,...,wJE(O,l] und x; # x; Vi # j

wl DY wJ j:1

bleibt weiterhin die Struktur eines Wahrscheinlichkeitsmafes mit {(x;) = w; fiir j €

{1,...,J} bestehen. Hier ergibt sich die standardisierte Informationsmatrix zu
J
M(e.0)= [ M@.p) elde) = Y wM(a;.0). (210)
j=1

Aus diesen sogenannten approximativen Designs lasst sich nicht zwingend ein exakter und
folglich realer Versuchsplan konstruieren, denn es gibt nicht immer ein geeignetes n € N,
sodass nw; € N fiir alle j = 1,...,J ist. Fiir einen gegebenen Stichprobenumfang lasst
sich die Anzahl von Auswertungen pro Versuchseinstellung somit haufig nur durch gewis-
ses Runden generieren. Trotzdem sind diese Designs eine Md&glichkeit Designpunkte und

Gewichte analytisch statt ganzzahlig zu optimieren.

In einer abschliefenden Abstraktionsebene, vergleiche [Silvey| (1980), kann die Forderung
nach einer endlichen Anzahl von Versuchseinstellungen aufgegeben werden. Ein sogenann-
tes verallgemeinertes Design ¢ ist ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafs auf dem Ver-
suchsbereich 2" mit geeigneter Sigma-Algebra X. Die zugehorige standardisierte Fisher-

Informationsmatrix ist

M@maéMmmww.

Hieraus lassen sich folglich exakte und damit reale Designs noch schwieriger produzieren.
Dennoch stellen diese Designs eine gute Basis dar, im Raum aller Designs zu optimieren,
insbesondere wenn spéater von gewissen Invarianzen beziiglich spezieller Gruppen gespro-

chen wird.

Auch wenn das Erzeugen eines exakten Designs aus einem verallgemeinerten Design nicht
trivial oder gar unmoglich ist, erlaubt der Satz von Carathéodory, vergleiche [Silvey| (1980,

Seiten 16 und 72f), zumindest das Uberfithren des verallgemeinerten Designs in ein ap-
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proximatives Design mit endlich vielen Versuchseinstellungen.
Die standardisierte Informationsmatrix M (£, B) ist eine symmetrische, positiv semide-
finite p x p-Matrix. Im Falle der multiplen Regression ist p = k& + 1. Die Menge aller

Informationsmatrizen fiir ein gegebenes 3 sei

M(B) ={M(E,B) : $€Ea},

wobei =4 die Menge aller verallgemeinerten Designs & auf 2  bezeichne. Die Men-
ge M(B) ist die konvexe Hiille von {A(f(z)'8) f(x)f(x)" : € 2} mit den Ein-
Punkt-Informationsmatrizen M (&, 8) = A(f(z)'8) f(z)f(x)".

Sind der Versuchsbereich 2" kompakt und die Regressionsfunktion f sowie Intensitéts-
funktion A stetig, dann ist auch die Menge M (3) kompakt. Die Kompaktheit des Ver-
suchsbereiches und die Stetigkeit der Regressionsfunktion sind bei der multiplen Regressi-
on auf der k-dimensionalen Kugel erfiillt. Die Stetigkeit der jeweiligen Intensitétsfunktion
muss hingegen iiberpriift werden oder ist fiir bestimmte Modelle bereits bekannt.

Durch die Symmetrie der standardisierten Informationsmatrix M (£, 3) lasst sich die-
se als Punkt im R"%" repréasentieren, sodass nach Carathéodory hochstens @ +1
Versuchseinstellungen x;, j = 1,...,J mit J < ptl) 4 1, notig sind, um M (&, B) als

2
Konvexkombination

M(,B) = Z%M(wg‘ﬁ)

mit w; € (0,1], j =1,...,J, darzustellen.

Nach Carathéodory sind sogar @ Versuchseinstellungen ausreichend, also ein Design-

punkt weniger, sofern M (£, 3) auf dem Rand von M(3) liegt.
Konkret fiir die multiple Regression auf der k-dimensionalen Kugel bedeutet dies, dass die
(standardisierte) Informationsmatrix jedes verallgemeinerten Designs durch eine identi-

sche Informationsmatrix eines approximativen Designs, basierend auf hochstens

(k+1)(k+2)
2

Verlauf dieser Arbeit einige Designprobleme aufgegriffen, deren optimales Design sogar

+ 1 Versuchseinstellungen, ersetzt werden kann. Nichtsdestotrotz werden im

nur auf der minimal moglichen Anzahl von Designpunkten, ndmlich k + 1, beruht. Dabei
ist p = k + 1 die Dimension des Parametervektors 8. Um diesen vollstiandig schétzen
zu konnen muss die Informationsmatrix vollen Rang haben, also invertierbar sein. Auf-
grund der Struktur der Informationsmatrix basierend auf endlich vielen Beobachtungen,
vergleiche in Verbindung mit , lasst sich dies nur mit mindestens p = k + 1
verschiedenen Versuchseinstellungen realisieren, die nicht in einem Unterraum niedrigerer

Dimension liegen diirfen.
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2.4 D-Optimalitat

Die Rao-Cramér-Informationsungleichung bietet unter gewissen Regularitdtsvorausset-
zungen eine untere Schranke fiir die Kovarianzmatrix eines erwartungstreuen Schétzers B
fir 3 — die Inverse der Fisher-Informationsmatrix, vergleiche (2.9) . Es gilt

Covg(B) = (Z n; M (z;, 5))

im positiv semidefiniten Sinne, das heifst, es ist A = B, sofern A — B positiv semidefinit
ist. Dabei wére eigentlich eine obere Schranke fiir die Kovarianzmatrix wiinschenswert,
welche dann minimiert werden wiirde. Eine solche Schranke gibt es jedoch nicht.
Weiterhin ist unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen der Maximum-Likelihood-
Schétzer fir B asymptotisch effizient, sodass die asymptotische Kovarianzmatrix gleich
der Inversen der Informationsmatrix ist.

Um optimale Versuchseinstellungen zum moglichst genauen Schétzen zu finden, bietet es
sich an, dass die Inverse der Fisher-Informationsmatrix in gewisser Art und Weise mini-
miert beziehungsweise die Informationsmatrix maximiert werden.

Da ein konstanter Faktor % vor der Informationsmatrix den Optimierungsprozess und das
Ergebnis nicht verédndert, kann im weiteren Verlauf auch auf die standardisierte Fisher-

Informationsmatrix ([2.10)) zuriickgegriffen werden.

Eine Besonderheit der hier betrachteten nichtlinearen Modelle, deren Informationsmatrix
und somit auch deren optimale Designs ist, dass diese vom Wert der unbekannten Pa-
rameter beziehungsweise des unbekannten Parametervektors abhingen. Solche optimalen
Designs 52;0 unter der Annahme eines gegebenen Wertes 3° fiir den unbekannten Para-
meter 3 werden lokal optimal genannt. Diese Annahme geschieht in der Hoffnung, dass
das so ermittelte Design moglichst wenig vom optimalen Design fiir den tatséchlichen

Parameter abweicht.

Auf allgemeinen Matrizen besteht in der Regel keine Ordnung. Auf symmetrischen, po-
sitiv semidefiniten Matrizen, wie den Informationsmatrizen, kann eine Halbordnung im
semidefiniten Sinne konstruiert werden, die sogenannte Lowner-Ordnung, vergleiche Pu-
kelsheim| (1993, Kapitel 4). Damit ergibt sich ein Lowner-optimales Design 520, sofern
es

M(Gy.8) = MY M € M(8)
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erfiillt. Dieses Konstrukt ist schwierig auswertbar und im Allgemeinen existiert keine
Losung fiir diese Ungleichung im semidefiniten Sinne. Deshalb wird es durch reellwertige

Kriteriumsfunktionen ¢ auf den Informationsmatrizen ersetzt.

Eine Kriteriumsfunktion ist eine reellwertige Funktion ¢ : M5, — R, die auf der

PXp

Menge der positiv semidefiniten p x p-Matrizen M=, operiert. Drei sinnvolle Eigenschaften

PXp
dieser Funktionen seien nun kurz aufgefiihrt, vergleiche Pronzato und Pazman| (2013,
Abschnitt 5.1.3).

Eine Funktion ¢ : M-

oxp — R heifit positiv homogen, wenn

o(aM) = ap(M) Ya>0,M c M5

PXp

gilt. Sie heifst konkav bei

o((1— )My +aMs) > (1 — a)p(M,) + ap(Mj) Yo € (0,1), M, M, € M,

PXPp

und streng konkav bei strikter Ungleichheit fiir alle positiv definiten Matrizen M, M, €
M., Gilt

SO(Ml)zgp(M2> V‘Z\4—1E-Z\427‘Z\417]\4—2€IMIt

pPXp 7

so wird ¢ isoton beziiglich der Léwner-Ordnung genannt.

Wird als Kriteriumsfunktion eine isotone Funktion auf der Menge der positiv semidefiniten
Matrizen gewéhlt, so ist zum Finden des ¢-optimalen Designs f;o nur das Maximierungs-

problem
p(M(&5,8%) = 0(M) ¥V M e M(B")

zu 16sen, welches sich dquivalent auch einfach in ein Minimierungsproblem iiberfiihren
lasst. Die Kompaktheit des Designraums 2™ und Stetigkeit der Regressionsfunktion, hier
die k-dimensionale Kugel und multiple Regression, sichern, sofern die Intensitéatsfunkti-

on A\ stetig ist, die Existenz optimaler Designs.

Es lassen sich viele Kriteriumsfunktionen ¢ definieren. In dieser Arbeit liegt aber der Fo-
kus auf D-optimalen Designs. Die D-Optimalitét ist eines der am meisten verwendeten
Optimalitéatskriterien in der Versuchsplanung — anschaulich minimiert ein D-optimales
Design das Volumen des asymptotischen Konfidenzellipsoids fiir die unbekannten Parame-
ter. Die Kriteriumsfunktion fiir die D-Optimalitét ist die p-te Wurzel der Determinante

der Informationsmatrix, also ¢() = det(-)%. Diese Funktion ist positiv homogen, (streng)
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konkav und isoton, vergleiche Pronzato und Pazman (2013, Abschnitt 5.1.3). Somit ist
ein Design &5, (lokal) D-optimal, wenn

det(M (&5, 8%)7 > det(M)r ¥ M € M(8°) .

Im Fall der hier betrachteten multiplen Regression im k-dimensionalen Raum ist die
Dimension des unbekannten Parametervektors 3 der Wert p = k£ + 1. Somit sind die
Informationsmatrizen (k + 1) x (k + 1)-Matrizen.

Da die p-te Wurzel auf [0, 00) streng monoton ist, ist es eigentlich auch ausreichend nur die
Determinante ¢(-) = det(-) zu betrachten. Diese Funktion ist aber weder positiv homogen
noch konkav, sondern nur isoton. Haufig wird auch der (natiirliche) Logarithmus der
Determinante der Informationsmatrix ¢(-) = logdet(-) verwendet. Hier liegt zwar keine
positive Homogenitét, sondern nur Isotonie und (strenge) Konkavitét vor, dafiir lassen sich
aber bei der Optimierung direkt leichter Ableitungen als bei (-) = det(‘)% ermitteln. Also
ist £50 ebenso (lokal) D-optimal, falls

log det(M(égo,ﬂO)) > logdet(M) ¥V M € M(3°)
ist. Diese Kriteriumsfunktion wird spéter in dieser Arbeit noch ausgiebig genutzt.

Bisher wurde nur iiber die Optimalitdt von Versuchspldnen gesprochen. Was ist aber,
wenn es nur ein optimales verallgemeinertes Design gibt und sich daraus kein ebenso op-
timales exaktes Design konstruieren lésst oder sich das optimale Design nur schwer finden
ldsst und ein anderes Design, das nicht optimal ist, als Ersatzlosung verwendet werden
muss? Um die Qualitét eines solchen Designs beziehungsweise dessen Ndhe zum optimalen
Versuchsplan zu ermitteln, wird die Effizienz eingefiihrt. Fiir eine positiv homogene und
isotone Kriteriumsfunktion ¢ léasst sich die Effizienz eines Designs £ in Bezug zu einem

(lokal) ¢-optimalen (verallgemeinerten) Design 5;0, sofern dieses existiert, als

A(M(£,8")
oM (€. 8°)

Eff,(§,8°) = € [0,1]

definieren, vergleiche Pronzato und Pazman| (2013, Abschnitt 5.1.8).
Fiir die D-Optimalitat erfiillt dies ¢(-) = det(-)%. Damit ergibt sich die D-Effizienz zu

det(M (€, 8°)»
det(M(£5, 8"))»

Effp(¢,8°%) = € [0,1] . (2.11)
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Wie bereits erwahnt liegt die Effizienz immer zwischen 0 und 1. Ein Design hat eine
Effizienz von 1, wenn dessen Kriteriumsfunktion den gleichen Wert liefert wie die Kriteri-
umsfunktion angewendet auf das optimale Design. Also sind beide Designs gleich gut und
damit optimal. Je kleiner der Wert der Effizienz ist, desto weiter ist das Design von der
Optimalitédt entfernt. Eine Aussage, ein Design mit Effizienz 0.5 wére nur halb so gut wie
das optimale Design, ist hingegen irrefithrend. Aufgrund der positiven Homogenitét 1asst
sich die Effizienz (bei einem Design mit endlicher Anzahl von Versuchseinstellungen) eher
als Anteil von Beobachtungen interpretieren, die unter dem optimalen Design benétigt
werden, um den gleichen Wert des Kriteriums fiir das auf Effizienz untersuchte Design
zu erzielen. Fiir den Fall einer Effizienz von 0.5 wiirden unter dem optimalen Design nur

halb so viele Beobachtungen benotigt.

2.5 Aquivalenzsatz

Sei p : M=

pXP
semidefiniten Matrizen. In der Designtheorie, vergleiche Pronzato und Pazman| (2013,
Abschnitt 5.2.1) oder [Silvey| (1980, Abschnitt 3.5), wird die Richtungsableitung F,

MZ, x M2, — R in M aus Richtung My — M,

pXp pXp

— R eine reellwertige Kriteriumsfunktion auf der Menge aller positiv

.1
Fy(My, M) = lim (p((1 = )My + aM>) — o(My)) |
sofern die rechte Seite existiert, definiert. Hierbei ist sichergestellt, dass (1 —a)M+aMy
fiir a € [0, 1] sowohl in der konvexen Menge ngp als auch (noch wichtiger) innerhalb der
konvexen Menge M(3) liegt.

In der Arbeit von Kiefer und Wolfowitz (1960) wurde erstmalig die Aquivalenz von zwei
Optimalitatskriterien (D- und G-Optimalitét) gezeigt und essentielle Grundlagen fiir die
Bestimmung von optimalen Designs gelegt. Thnen zu Ehren wird dieser Satz auch Aquiva-
lenzsatz oder Aquivalenzsatz von Kiefer und Wolfowitz genannt, vergleiche [Pronzato und

Pazman (2013, Abschnitt 5.2.2).
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Satz 2.7 (Aquivalenzsatz)
Seien 3° fest und die Kriteriumsfunktion ¢ konkav auf M(B"). Das Design 52;0 ist genau
dann (lokal) p-optimal in 3°, wenn

Fo(M(&0,8°),M)<0 ¥V M e M(B)
beziehungsweise (in anderer Notation)

sup  F(M(&y, B%), M) = 0.
MeM(B°)

Der Aquivalenzsatz besagt also, dass fiir eine konkave Funktion, die auf einer konvexen
Menge definiert ist, das Supremum beziehungsweise (sofern existent) Maximum in einem
Punkt (hier Design oder Informationsmatrix) angenommen wird, in dem in keine Richtung

ein positiver Anstieg vorliegt.

Gilt zusétzlich, dass fiir jede (endliche) Konvexkombination >, w; M ; mit 3, w; =1
Fp (M, Y, 0M; ) = 3w Fo(M, M) (2.12)
J

ist, so wird das Kriterium ¢ auch differenzierbar genannt, vergleiche Pronzato und Pdzman

(2013, Abschnitt 5.2.1) und [Silvey| (1980, Abschnitt 3.5.2).

Durch (2.12)) und dem Satz von Carathéodory lisst sich die Aussage des Aquivalenzsatzes
(Satz [2.7)) unter der zusétzlichen Voraussetzung der Differenzierbarkeit der Kriteriums-
funktion ¢ noch vereinfachter formulieren:

Das Design £, ist genau dann (lokal) @-optimal in 3°, wenn
Fo(M (€50, 8), M(f(2)B) f(2)f(2)7) <0 Vaez. (2.13)
Hierbei wird Gleichheit in den Designpunkten des optimalen Designs angenommen.

Speziell fiir die D-Optimalitét mit der Kriteriumsfunktion ¢(-) = log det(-), welche isoton,

(streng) konkav, aber nicht positiv homogen ist, ergibt sich die Richtungsableitung

Fiogact (M1, M) = Spur (M, — M) M ")
= Spur (MQMfl — ]Ip) = Spur (Mngl) -p,
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vergleiche Pronzato und Pazman (2013, Abschnitt 5.2.1). Damit gilt unter Ausnutzung
der Rechenregeln der Spur auch die Bedingung (2.12)) fiir diese Kriteriumsfunktion, denn
fiir MQ = Zj ijg,j mit ij]‘ =1 ist

Flog det (Ml, > WjM2,j) = Spur ((Z] WjM2,j> M1_1> -P
= Spur (Ej ijz,jMfl) —p=;w;Spur (My; M) —p

=22, w; (Spur (Mo, M") —p) = 3=, wj Fogaes (M1, M) .
Somit ist die Kriteriumsfunktion ¢(-) = logdet(-) auch differenzierbar.

Fiir einen kompakten Versuchsbereich ergibt sich nun fiir die D-Optimalitét mit ¢(-) =
log det(+) unter Anwendung von (2.13]) und den Rechenregeln der Spur der folgende Satz.

Satz 2.8 (Aquivalenzsatz fiir D-Optimalitéit)
Seien B° fest und der Versuchsbereich 2" kompakt. Das Design 5;0 ist genau dann (lokal)

D-optimal in 8°, wenn

p=max A(f(z)'B) flx)" M (&5, 8°) f(x) .

zeX

Die Funktion v : 2" X Z4 — R mit

V(@ €) = A(f(z)'8°) flx) M~ (&, 8°) f(=) (2.14)

wird Sensitivititsfunktion genannt. Mit dieser Notation lisst sich der Aquivalenzsatz fiir
die D-Optimalitat formulieren als: Das Design 5;0 ist genau dann (lokal) D-optimal in 3°,
wenn

blx,Ep)<p Vwex .

Insbesondere wird wieder Gleichheit in den Designpunkten des optimalen Designs ange-
nommen.

Zur Sensitivitdtsfunktion von ¢ fiir das (lokale) D-Kriterium in 8° und zum Aquiva-
lenzsatz fiir D-Optimalitat sei noch angemerkt, dass diese nur fiir Designs mit regulérer
Informationsmatrix definiert sind. Damit ist die Informationsmatrix hier nicht nur positiv

semidefinit, sondern sogar positiv definit.
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2.6 Algebraische Grundlagen: Gruppen und Isometrien

Zur Komplexitatsreduktion bei der Bestimmung von optimalen Designs werden Betrach-
tungen von Invarianzen und Aquivarianzen niitzlich sein. Dabei stehen Transformationen
des Versuchsbereichs und Parameterbereiches im Fokus. Diese Operationen bilden in der
Regel Gruppen, wobei fiir Invarianzen zwingend Gruppen von Transformationen vorliegen
miissen. Dabei wird jede nichtleere Menge G mit einer Verkniipfung o : G x G — G als
Gruppe bezeichnet, vergleiche [Fischer| (2002, Abschnitt 1.2), sofern Folgendes gilt:

e Es gibt ein neutrales Element e € (G, sodass eo g = goe = g fiir alle g € G gilt.

e Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element ¢g7! € G, sodass gog ! =g log=e

gilt.
e Fiir alle g1, 92,93 € G gilt (g1 0 g2) 0 g3 = g1 0 (92 © g3). (Assoziativgesetz)

Im Folgenden wird héufig anstatt des Symbols o fiir die Verkniipfung ¢, o go die multipli-

kative Schreibweise g;¢g2 ohne das Symbol o verwendet.

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heifit Untergruppe, falls U mit der Verkniipfung von G
selbst eine Gruppe ist.

Seien G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Die Aquivalenzrelation

g~g & gldeU <& JegU={gu:uclU} (2.15)
definiert die Aquivalenzklassen beziehungsweise Linksnebenklassen gU mit g € G. Analog
gilt dies auch fiir die Rechtsnebenklassen Ug mit g € G. Der Index von U in G ist die

Anzahl der Links- beziehungsweise Rechtsnebenklassen und wird mit |G : U| bezeichnet.

Seien G eine Gruppe und 2 eine Menge. Eine Gruppenoperation von G auf € ist die
Menge aller Abbildungen g : Q — €, die

(9192)(w) = g1(g2(w)) Vgi,90 € Gow € und

1
e(w) =w Vwe (e ist das neutrale Element in G)

erfilllen. Hiufig wird auch hier statt der funktionalen Schreibweise g(w) die Schreibwei-
se gw als multiplikative Linksoperation verwendet.

Operiert G auf , so wird durch w ~ ' < I g € G : W = gw eine Aquivalenzrelation
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auf  definiert. Die Aquivalenzklassen heifen Orbits oder Bahnen der Gruppenoperation.
Dabei ist Gw = {gw : g € G} der Orbit, welcher w enthélt.

Im Falle der Designtheorie auf der k-dimensionalen Kugel wird als Menge €2, auf der die
Gruppenoperationen angewendet werden, der k-dimensionale R-Vektorraum R* verwen-

det. Mit dem Skalarprodukt (-, -) : R* x R* mit

k
<CB, y> = szyz
=1

und der daraus resultierenden 2-Norm ||-|| : R¥ — R mit ||z| = /(=, ), auch euklidische

Norm genannt, wird dieser zum euklidischen Vektorraum.

Besonders interessant sind Abbildungen oder Operationen auf dem euklidischen Vektor-
raum R*, welche Winkel und Abstéinde erhalten. Eine (lineare) Abbildung g, welche

(9z,gy) = (x,y) Vax,yeR

erfiillt, also winkeltreu ist, heifft orthogonal. Da folglich fiir g auch [|gz| = ||| gilt,
handelt es sich um eine Isometrie, also eine Abbildung, die die Langen erhélt. Umgekehrt
ist jede lineare Abbildung g : R* — R*, die ||gz|| = ||| fiir alle € R* erfiillt, orthogonal.
Vergleiche hierzu beispielsweise [Fischer| (2002, Abschnitt 5.5) oder [Huppert und Willems
(2006, Abschnitt 9.1).

Bevor die Menge aller Isometrien auf R* betrachtet werden kann, seien zunéchst noch
folgende Notationen gegeben, die sowohl in diesem als auch in den néchsten Kapiteln

verwendet werden.

Notation 2.9

Der d-dimensionale Nullvektor wird mit Q4 bezeichnet. Qg a4, beschreibt die dy x dy-di-
mensionale Nullmatrix. 1, ist der d-dimensionale Einser-Vektor und 1, die d X d-dimensio-
nale Einheitsmatrix. Die Identitdtsfunktion wird mit id notiert. e, ; ist der d-dimensionale

Einheitsvektor mit 1 in der i-ten Komponente.

Die Menge aller Isometrien auf dem euklidischen Vektorraum R* bildet die orthogonale
Gruppe O(k). Da sich jede lineare Abbildung R*¥ — R* durch eine Matrix im R***
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repréasentieren lasst, wird haufig auch die Menge aller reellwertigen, orthogonalen k x k-

Matrizen
Ok)={AecR” : ATA=1}

als orthogonale Gruppe bezeichnet. Auch in dieser Arbeit werden beide Begriffe ineinander
iibergehen.

Ist A € O(k), so gilt fiir die Determinante det(A) € {—1, 1}. Die Menge der orthogonalen
Abbildungen beziehungsweise Matrizen mit Determinante 1 ist eine Untergruppe der O(k)
und bildet die sogenannte spezielle orthogonale Gruppe SO(k). Es ist der Index |O(k) :
SO(k)| = 2 und fiir jedes A € O(k) mit det(A) = —1 ist

O(k) = SO(k) U A SO(K) .

Weiterhin sei folgende wichtige Eigenschaft von orthogonalen Abbildungen angegeben,
vergleiche Huppert und Willems (2006, Abschnitt 9.1). Sei dazu A € O(k). Dann existiert

eine orthogonale Zerlegung
RE=VEL... LV, mit £<k

des euklidischen Vektorraumes in Untervektorraume mit A V; = V;. Dabei liegt einer der

folgenden Félle vor:
e V; ist eindimensional mit Basis {v;} und

Avj =v; (2.16) oder Avj = —v; (2.17)

J
e V; ist zweidimensional und fiir jede Orthonormalbasis {v;1,v;2} von V; gilt

Avjy = cos(p;) v+ sin(p;) v;
n= e (5) vj1 + sin(p;) vj2 (2.18)
Avj = —sin(p;) v;1 + cos(p;) vjo

mit 0 < ¢; < 7. Insbesondere ist det(Al;,) = 1. Dabei ist A|,, die Einschrénkung
von A auf den Untervektorraum V; mit A\Vj v = Av fir alle v € V}, vergleiche
Huppert und Willems| (2006], Definition 3.1.9).

Dies bedeutet, dass sich jede orthogonale Abbildung aus Identitéiten , Spiegelun-
gen ([2.17) und Rotationen auf Untervektorrdumen zusammensetzt. Trotzdem wer-
den im spéteren Verlauf dieser Arbeit teilweise Designs als rotationsinvariant bezeichnet,
auch wenn die zugrundeliegende Transformationsgruppe nicht ausschliefslich auf Rotatio-

nen beruht.
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Die orthogonale Gruppe O(k) und die spezielle orthogonale Gruppe SO(k) sind soge-
nannte Lie-Gruppen. Dies sind (reelle) analytische Mannigfaltigkeiten, die zusétzlich die
Struktur einer Gruppe besitzen. Dabei miissen die Gruppenverkniipfung und die Inver-
senbildung wiederum analytisch sein. Haufig wird auch von einer glatten Mannigfaltigkeit
mit Gruppenstruktur gesprochen, deren Verkniipfung und Inversenbildung beliebig oft

differenzierbar sind. Vergleiche dazu beispielsweise |Wijsman/| (1990, Abschnitt 5.1).

Alle Lie-Gruppen wiederum sind lokal kompakte Gruppen. Dies sind Gruppen, die mit
einer Topologie versehen sind und bei denen jeder Punkt (jedes Gruppenelement) eine Um-
gebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt. Somit sind insbesondere O(k) und SO(k)
lokal kompakte Gruppen.

Fiir diese Arbeit sind Untergruppen der orthogonalen beziehungsweise speziellen orthogo-
nalen Gruppe wichtig, die jeweils die erste Komponente der zu transformierenden Vektoren

festhalten. Dies wird nun kurz definiert.

Definition 2.10
Es sei

O(k;1) = {A eR"™* . ATA =1, und Aep, = ek,l}

die orthogonale Gruppe des k-dimensionalen euklidischen Raumes, die nur auf den Kom-
ponenten s, . . ., x) operiert und die x1-Komponente unverédndert lasst. Analog ergibt sich

die spezielle orthogonale Gruppe nur auf den Komponenten s, . .., X zu

SO(k;1) = SO(k) N O(k; 1) .

Aus Aey; = ey lasst sich ablesen, dass die erste Spalte von A die Gestalt des ersten

Einheitsvektors ey ; haben muss. Aber auch die erste Zeile hat diese Form, denn
Alep =A"Aey; = e = e -

Damit lasst sich anschaulicher schreiben:

1 O
O(k; 1) = { (@ ;—1> . BeR*DxE-D ynd B'TB = ]Ikl}
k—1

:{< ! @;—1> :BeO(k;—l)}
0., B
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Bemerkung 2.11
Der Orbit der orthogonalen Gruppe O(k) fiir & = (z1,79,...,2)" € RF ist die Sphire

O(k)z = {gz : g € O(k)} = S ({[]]) -

Es handelt sich also um die Menge aller Punkte, die zum Ursprung O, den gleichen
Abstand, namlich ||x||, haben. Fiir die Orbits der speziellen orthogonalen Gruppe gilt
ebenfalls SO(k)x = Si_1(||x]).

Bei den Gruppen O(k; 1) und SO(k; 1) ist dies etwas komplizierter. Hier bleibt zwar auch
der Abstand zum Ursprung Qy konstant, nur liegt der Orbit ausschliefslich in der Hyper-

ebene, die x, fixiert. Somit ist auch der Abstand dieser Punkte zum Punkt (x1,0,...,0)"

konstant \/a3 + ...+ x3, also
O(k; N =S (||lzl]) N {y € R* 1 yy = 21} = {21} X Sp_2 ( e +xi> :

Fiir SO(k; 1) gilt analog SO(k; 1) = {x1} X Sg_a(\/23 + ...+ 22).

Abschliefsend sei hier noch auf eine spéter héufig verwendete orthogonale Matrix einge-
gangen, die Householder-Matrix.
Fiir jeden sogenannten Householder-Vektor v € R¥ beschreibt

H=1,—- %mﬁ (2.19)

v'v

eine orthogonale und symmetrische Spiegelmatrix, die Householder-Matrix. Fiir ein ge-
gebenes x € R* ist y = Hx € R* die Spiegelung von x an der Hyperebene span{v}+
= {vv:v € R}t = {u € R¥ : {(u,v) = 0}, die durch die Menge aller zu v orthogonalen
Vektoren gebildet wird. Siehe (Quarteroni et al.| (2002, Abschnitt 5.6).
Normalerweise werden Matrizen dieser Form haufig in der numerischen Mathematik und
insbesondere dort bei einer effizienten Implementation der QR-Zerlegung verwendet. Hier
hingegen werden sie nur als Hilfsmittel dienen, um einen reguldren Simplex in eine be-

stimmte Hyperebene zu legen.
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Nachdem im Kapitel 2| die Grundlagen der Designtheorie aufgezeigt wurden, werden im
nun folgenden Kapitel die Begriffe Invarianz und Aquivarianz definiert und deren Anwen-
dung auf Versuchspléne sowie deren Optimierung dargestellt. Dabei wird immer wieder
Bezug zu den Ausfithrungen, Definitionen und Sétzen aus |Schwabe| (1996, Seite 20 bis 23)
und der eigenen Veroffentlichung Radloff und Schwabe| (2016) genommen.

Beide Begriffe basieren auf der bijektiven Abbildung g : 2 — 2, die den Versuchs-
bereich 2 in einen ,anderen” Versuchsbereich 2 transformiert. Dabei miissen die bei-
den Versuchsbereiche im gleichen k-dimensionalen euklidischen Vektorraum R¥ eingebet-
tet sein, also 27,2 C RF. So lisst sich beispielsweise die k-dimensionale Einheitsku-
gel 27 = By, auf eine beliebige k-dimensionale Kugel 27 = By (r) mit r > 0 (Skalierung)

oder sogar einen beliebigen k-dimensionalen Ellipsoiden
2 2
ff—{a:eR’“ : x—§+...+x—§§1}
r r
1 k
mit den Halbachsen ry,...,ry > 0 iiberfithren. Im gleichen Sinn sind auch orthogonale

Abbildungen fiir g méglich, wobei hier beide Versuchsbereiche identisch sind (2~ = Z).

Fiir die folgende Definition der sogenannten lineare Transformation der Regressionsfunk-
tion muss deshalb der bisherige Definitionsbereich der Regressionsfunktion f : 2~ — R?
auf 2" U Z erweitert werden.

Definition 3.1
FEine bijektive Abbildung g : 2 — % induziert eine lineare Transformation der Regres-
sionsfunktion f : 2" U 2 — RP, sofern fiir g eine reguldre p x p-Matrix Q, mit

flg(x) =Quf(x) Ve (3.1)

existiert.
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Die Transformation g operiert nicht nur auf dem Versuchsbereich 2, sondern kann auch

ein Design £ auf 2" verdndern. Dies fiihrt zum Begriff des induzierten Designs.

Definition 3.2
Durch
¢9(A) =¢&(g7'(A) VY A C % messbar

wird das induzierte Design &9 bestimmt.

Dabei ist das induzierte Design £9 aufgrund des Mafiibertragungssatzes wiederum ein
Mafk mit geeigneter Sigma-Algebra, namlich das Bildmafs von £ unter g, und damit ein
Design auf 2, vergleiche [Elstrodt, (2007, Seite 87).

3.1 Aquivarianz

Im folgenden Unterkapitel wird wie bereits in (2.2)) gefordert, dass die Ein-Punkt-Infor-

mationsmatrix die Form

M(x.B) = \(f(2)'B) f(z)f(x)"

hat. Dabei ist wiederum A : R — R die Intensitdtsfunktion, welche hier nur vom Wert des
linearen Pridiktors f(x)' 3 abhiingt.

Induziert die bijektive Abbildung g : 2" — % eine lineare Transformation der Regressi-
onsfunktion f, also existiert eine p x p-Matrix Q, mit f(g(x)) = Q, f(x) fiir alle x € 27,
so ware es wiinschenswert, wenn der Wert des linearen Pradiktors unverdndert wére. Die-
se Situation lasst sich herstellen, indem nicht nur der Versuchsbereich 2~ transformiert

wird, sondern in analoger Art und Weise auch der Parameterbereich 2.

Normalerweise miisste bei dieser Transformation hier auch zwischen Parameterbereich %
und transformiertem Parameterbereich unterschieden werden, wobei diese wiederum im
gleichen p-dimensionalen euklidischen Vektorraum R? eingebettet sein miissten. Da in der
Versuchsplanung bei vielen, insbesondere den hier betrachteten, Modellen h&ufig keine

konkreten Anforderungen an die Form des Parameterbereiches gestellt werden, kann auch
hier wie bei der Modellspezifikation im Abschnitt [2.1] der Einfachheit halber 2 = RP oder
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spezieller fiir die multiple Regression % = RF! gesetzt werden.

Folglich sei g : & — % die ndtige Transformation, die

flg(x)'g(B) = f(z)'B

erfiillt. Sofern g : 2~ — Z eine lineare Transformation der Regressionsfunktion f indu-

ziert, stellt

9(8)=(Q,)"'8 (3.2)

eine solche Transformation fiir die reguldre Matrix @, dar, denn

Flg(@) 3(B) = (Quf (@) (@) 'B=F(@)Q Q) 'B=f@)B.
Solch ein Verhalten wird als Aquivarianz bezeichnet.

Eine Transformation des Versuchsbereiches zieht ebenso eine Transformation der Design-
punkte des Versuchsplans nach sich. Aber wie dndern sich die Informationsmatrix und der
Wert der Kriteriumsfunktion, wenn nun die Aquivarianz ausgenutzt wird und zusétzlich

die Parametervektoren wie in (|3.2) mittransformiert werden?

Lemma 3.3
Induziert die bijektive Abbildung g : 2~ — % eine lineare Transformation der Regressi-

onsfunktion f und ist g : # — A die zugehorige Transformation des Parameterbereiches

aus , S0 ist
M(2,§(8)) = QM (. 8)Q,

die entsprechende Fisher-Informationsmatrix.

Beweis. Es ist
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N /)\<f<w>TQ; (Q;)_lﬂ) Q,f (@) f(x)'Q, &(dx)

Z

B / AMf(@)'8) Quf (@) (%) Qq &(dw)

_qQ, / A(f(@)B) F(x)f ()" €(de) Q]
VA

=Q,M(£.8)Q, - [

Ein Optimalitatskriterium ¢ wird als Aquivariant beziiglich einer Transformation g : 2~ —
% des Versuchsbereichs und der korrespondierenden Transformation g : & — £ des

Parameterbereiches bezeichnet, sofern eine Konstante ¢4 > 0 existiert und

(M (£7,9(B))) = cgp(M(£,8)) firalle{ € Eyp
also p(Q,M (£, 8)Q,) = cgp(M (&, B)) fiir alle £ € E- gilt.

Im speziellen Fall der D-Optimalitat existiert fiir alle invertierbaren linearen Abbildun-

gen g, reprasentiert durch @, diese Konstante in Form von ¢4 = det(Qg)2 > 0.

Die Aquivarianz iibertrigt sich auch auf die lokale Optimalitiit, da hier die Informations-
matrix vom Parametervektor B abhéngt. Daraus ergibt sich als Konsequenz: Ist 5;0 ein
lokal optimales Design auf 2~ fiir 3° beziiglich ¢, dann ist (5;0)9 lokal optimal auf Z
fiir §(B") und umgekehrt. Anderenfalls wiirde, wenn ein besseres Design ¢ fiir (8%

existiert, (5)9_1 ein besseres Design fiir 8° sein; ein Widerspruch. Somit ist die lokale

Optimalitdt im Allgemeinen nicht invariant.

Der Begriff der Invarianz wird im Folgenden in vielen seiner Facetten erldutert.

3.2 Invarianz, invariante Malie und Designs

Nach dem Begriff der Aquivarianz ist auch der Begriff der Invarianz essentiell, um die
Komplexitdt bei der Bestimmung von (lokal) optimalen Designs zu reduzieren. Bevor
invariante Mafte und Designs im Fokus liegen, wird zunéchst die Invarianz von Optimali-

tatskriterien betrachtet.
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Grundsitzlich unterscheidet sich die Aquivarianz, die sich nur auf eine einzelne bijektive
Abbildung g : & — Z bezieht, von der Invarianz, die immer beziiglich einer Gruppe G
von bijektiven Transformationen g : 2~ — 2  Anwendung findet. Hierbei sei auf einen
identischen Werte- und Definitionsbereich hingewiesen, da anderenfalls keine Verkettun-

gen der Gruppenelemente, den bijektiven Abbildungen, moglich waren.

Induziert jede Transformation g € GG eine lineare Transformation der Regressionsfunkti-

on f: 2 — RP also existiert fiir jedes g eine regulire p x p-Matrix @, mit

flg(x) =Quf(x) Ve,

so induziert die Gruppe G lineare Transformationen der Regressionsfunktion f. Ferner

ist dann auch {Q, : g € G} eine Gruppe mit Q, -1 = Q;l.

Folglich wird wie bei der Aquivarianz auch der Parameterbereich % durch ein geeigne-
tes g : B — P mittransformiert, sodass f(g(z))'g(B) = f(z)'B ist. Wie in (3.2) ist

dann §(8) = (Q;) 6.

Aus der Definition der Aquivarianz von Optimalititskriterien lisst sich direkt deren Inva-
rianz ableiten. Ein Optimalitatskriterium ¢ wird als invariant beziiglich einer Gruppe G
von Transformationen g : 2~ — 2  des Versuchsbereichs und der korrespondierenden
Transformationen g : &4 — % des Parameterbereiches bezeichnet, sofern ¢, = 1 fiir

alle g € G ist, also

p(M(£9,3(8)) = ¢(Q,M (£, 8)Q,) = p(M(£,8)) Yged .

Im Falle von linearen Modellen, bei denen keine Abhéngigkeit der Informationsmatrix
vom zuvor gewéhlten Parametervektor besteht, ergibt sich M (£9) = Q,M (£)Q; und
(M (&9)) = go(QgM(f)Q;) = (M (£)). Bei linearen Modellen ist bekannt, welche
Bedingungen die transformierenden Matrizen @, bezichungsweise die ganze Gruppe G
erfiillen miissen, um den Wert der Kriteriumsfunktion unverédndert zu lassen. So ist es
zum Beispiel im speziellen Fall der D-Optimalitdt ausreichend, wenn unimodulare Matri-
zen Q, vorliegen. Dies sind Matrizen mit Determinante —1 oder 1 und gehdren folglich
zur orthogonalen Gruppe. Aber genau dieses Verhalten ist auch bei den nichtlinearen
Modellen erforderlich.

Aber wie sieht es konkret bei den nichtlinearen multiplen Regressionsmodellen, die ([2.1])
und ([2.2)) erfiillen, aus?
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Bemerkung 3.4

Das D-Kriterium ist invariant in Bezug auf orthogonale Abbildungen, das heifit, fiir jede
orthogonale Abbildung g : R* — R¥ existiert eine Transformation g auf 3 derart, dass
det(M(£9,9(8))) = det(M (&, B)). Diese wird nun néher spezifiziert. Zu jeder orthogona-
len Abbildung g existiert eine eindeutige (orthogonale) Matrix Ry, det(Ry) = £1, sodass
g(x) = Ry erfiillt ist. Dann wird

1 O
s = (@k RZ)
definiert. Q, ist dabei wiederum eine orthogonale (k + 1) x (k + 1)-Matrix mit Determi-
nante £1, da det(Q,) = det(Ry), sodass f(g(x)) = Q,f (x) mit f(x) = (1,z1,...,2x)",
der Regressionsfunktion der multiplen Regression, ist. Mit der korrespondierenden ortho-
gonalen Abbildung g(3) = (Q;)*l,ﬂ = Q,B, wobei die letzte Gleichheit aufgrund der
Orthogonalitiit gilt, ergibt sich f(g(x))"g(8) = f(x)' 3.
Als Informationsmatrix von 9 = £ o g~! ergibt sich dann M (£9,g(83)) = Q,M(¢, ,B)Q;

und es ist

det(M (€9, §(8))) = det(Q,M (&, B)Q]) = det(M(¢, B)) .

Da zu den orthogonalen Abbildungen, wie bereits im Abschnitt beschrieben, vor al-
lem Rotationen zéhlen, wird hier hdufig nur von Rotationsdquivarianz gesprochen. Dies
bedeutet: Wenn das Design oder der Versuchsbereich rotiert wird, dann muss auch der
Parameterraum auf beschriebener Art und Weise mitrotiert werden.

Bei der Herleitung der optimalen Designs in den folgenden Kapiteln wird aber eher die um-
gekehrte Richtung angewendet. Aus einer Transformation, hier orthogonalen Abbildung,
des Parameterbereiches lésst sich die korrespondierende Transformation des Versuchsbe-

reiches und damit des Designs bestimmen.

Nachdem nun der Begriff der invarianten Kriteriumsfunktion besprochen wurde, stellen
sich die Fragen, ob es auch invariante Designs gibt und wie diese bei der Komplexitatsre-
duktion helfen.

Da sich aus jedem Design in gewisser Art und Weise invariante Designs, sogenannte sym-
metrisierte Designs, konstruieren lassen und diese zumindest nicht schlechter als die Ur-
sprungsdesigns sind, kann die Suche des optimalen Designs in der Menge der invarianten
Designs erfolgen. Natiirlich lieffen sich gegebenenfalls weitere Designs konstruieren, die
ebenfalls optimal sind. Doch mit der Bestimmung eines optimalen Designs ist das eigent-

liche Ziel erreicht.

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 36



3.2 Invarianz, invariante Mafke und Designs Martin Radloff

Dabei wird ein Design £ beziehungsweise ein Wahrscheinlichkeitsmaf als invariant unter

einer Gruppe G bezeichnet, sofern
¢=¢ Vgeai
ist.

Auf der k-dimensionalen Einheitskugel By ldsst sich recht schnell ein Borel-Wahrschein-
lichkeitsmafs pp, konstruieren, welches invariant unter der orthogonalen Gruppe O(k) und

der speziellen orthogonalen Gruppe SO(k) ist:

. :U“]Tiebesgue(A N Bk)

up, (A) = V A Borel-Menge in R*
* lulljebesgue (Bk )

Dabei beschreibt ufebesgue das Lebesgue-Mafs eingebettet im k-dimensionalen euklidischen
Vektorraum.

Dieses Verfahren ldsst sich leider nicht auf die (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der
Sphéare S;_; verallgemeinern. Eine Moglichkeit besteht aber darin, die Fliche auf der
Sphére als entsprechenden Kugelsektor zu betrachten und diesen ins Verhéaltnis zum Ku-

gelvolumen zu setzen. Demzufolge ist

{te : ®x € ANSp_1,t €10,1]})

M’Eebesgue (Bk)

k
ps,_, (A) = Hlcbesgue ¥ A Borel-Menge in R* . (3.3)
Somit sind in gewisser Art und Weise sowohl eine Gleichverteilung auf der Einheitskugel
als auch auf der Einheitssphire angegeben. Durch geeignete Skalierung lassen sich diese

Mafe auch auf Sphéaren und Kugeln beliebigen Radius r > 0 iiberfiihren,

fsi () und i) - (3.4)

Aber nicht immer lassen sich direkt invariante Mafse beziiglich einer Gruppe G angeben. Ist
die Gruppe G endlich, also |G| < 0o, so lisst sich das symmetrisierte Design & beziiglich G
als

_ 1 g
= @Zg (3.5)

geaG

definieren. Dabei ist das symmetrisierte Design & wiederum ein Design und ist invariant
beziiglich der Gruppe G. Der Beweis dazu wurde beispielsweise in |Schwabe]| (1996, Seite 21)

erbracht.
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Um eine Verallgemeinerung dieser symmetrisierten Designs fiir unendliche Gruppen zu

definieren sind noch zwei essentielle Begriffe und deren Eigenschaften einzufiihren.

Zum Ersten wird ein Maf p auf der Gruppe G als linksseitig invariant beziehungsweise

als ein linksseitiges Haar-Malfs bezeichnet, wenn
u(gH) = p(H) fir alle g € G und H C G messbar

ist. Fiir jede lokal kompakte Gruppe GG, worunter auch die orthogonale Gruppe O(k) und
die spezielle orthogonale Gruppe SO(k) zéahlen, existiert ein von null verschiedenes, bis auf
einen konstanten reellen Faktor eindeutiges, linksseitiges Haar-Maf, vergleiche Wijsman
(1990, Abschnitt 7.1). Folglich ist auch das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafs eindeutig.
In Christensen| (1970)) wird demonstriert, dass sich das Haar-Maf insbesondere der Grup-
pen O(k) und SO(k) bis auf einen positiven Faktor genauso verhélt wie die Gleich-
verteilung us, , auf der Einheitssphire. Die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmake g

und pso(k) sind dann wieder identisch.

Zum Zweiten bildet  : Qy x 20y — [0, 1] mit den beiden Messraumen (€27, 2f;) und (22, As)

einen stochastischen Kern oder Markov-Kern, sofern
(i) k(-,Ag) fiir jedes Ay € A  A;j-messbar und
(i) k(wy, -) fiir jedes wy € 1 ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, 21s)

ist. Vergleiche dazu Klenke| (2013, Abschnitt 8.3). Existiert zusatzlich ein Wahrscheinlich-
keitsmaf p auf (€21,%2;), so beschreibt

v(Ay) = / K(wi, Ao) p(dwy) V Ay € 2y
Q1

ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf (22, 2s).

Damit lasst sich solch ein Bildmafs &9 fiir lokal kompakte Gruppen G auch als Markov-
Kern betrachten. Mit x(g, - ) = £9( - ) liegt fiir alle g € G ein Wahrscheinlichkeitsmaf vor.
Sei g das Haar-Wahrscheinlichkeitsmaf auf GG, dann ist durch

E(A) = / (g, A) pe(dg) ¥ A Borel-Menge in R” (3.6)
G

auch das symmetrisierte Design ¢ (MaR) fiir unendliche Gruppen G gegeben.
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Als wichtige Eigenschaft eines symmetrisierten Designs ¢ sei dessen Invarianz beziiglich G

erwahnt. Denn fiir beliebiges g € G ist

EA) = E(571(A)) = / 5(9.97(4)) poldg) = / £9(57(4)) paldg)
_ /G (071G 1(A)) neldg) = / £((G9) 1 (4)) paldg)

G

Mittels Substitution von gg = g und gG = G ergibt sich
E) = [ 6@ ) noldg) = [ €04) nadg) = [ #(3.4) nald) =€)
aG G G

Gleichzeitig generiert sich ein bereits beziiglich G invariantes Design ¢ durch Symmetri-
sierung selbst, also & = £. Folglich sind die symmetrisierten Designs genau die invarianten

Designs.

Der Vorteil der symmetrisierten beziehungsweise invarianten Designs zeigt sich bei der
Optimierung. Ist die Kriteriumsfunktion ¢ konkav und invariant beziiglich der Gruppe G,
dann gilt

p(§) Ze§) VEEES .

Dies folgt recht schnell aus der Jensen’schen Ungleichung fiir Konkavitét, siehe [Elstrodt

(2007, Seite 221), sowie unter Ausnutzung der Invarianz von ¢ und Normiertheit von pg,
da

0 (6) = ( [ Mc(dg)) > [ olen netag)
= [ (0 natdg) = () [ 1 uctda) = o (6) -

Zusammenfassend lédsst sich sagen: Induziert die Gruppe G eine lineare Transformation
auf f, also insbesondere bei der orthogonalen und speziellen orthogonalen Gruppe, dann
sind die invarianten Designs beziiglich des (lokalen) D-Kriteriums — sofern auch 8° in-
variant beziiglich aller durch G induzierten Transformationen g ist — zumindest nicht
schlechter als Designs, die nicht invariant sind. Somit lésst sich die Suche nach (lokal)
optimalen Versuchsplanen auf invariante Designs einschranken, welche aus der Symmetri-

sierung hervorgehen.
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Dieses Kapitel beruht auf den Erkenntnissen der Publikation von Radloft und Schwabe
(2019a)) und gibt diese wieder.

Auch wenn zu Anfang noch nicht ersichtlich, bezieht sich dieses Kapitel auf eine Klasse
von Modellen, die iiber eine monotone Intensitatsfunktion verfiigen. Diese Eigenschaft
wird dann explizit in der Forderung (A2) auf Seite [p4] benttigt.

Auch in diesem Kapitel bleibt die Forderung bestehen, dass das zu untersuchende Modell

eine Ein-Punkt-Informationsmatrix der Form

M(z,B) = \(f(2)'B) f(z)f(x)"

wie in (2.2) hat. An die Intensitdtsfunktion A : R — R, die hier wiederum nur vom
Wert des linearen Pradiktors abhingt, werden im Laufe des Kapitels weitere Forderungen
gestellt. Unter diesen Bedingungen werden die zu ermittelten (lokal) D-optimalen Designs

besondere Eigenschaften, insbesondere in ihrer Gestalt, besitzen.

Aber bevor die Resultate fiir die speziellen nichtlinearen Modelle folgen, sollen zunéchst
das lineare Modell, als Spezialfall von (2.2) mit A\ = U% betrachtet und die bekannten

Resultate zusammengetragen werden.

4.1 Das lineare Modell

Zu Beginn beschéftigt sich dieses Kapitel mit linearen Modellen, die in der Literatur be-
reits gut untersucht sind und einen Spezialfall der nichtlinearen Modelle darstellen. Hierbei
ist die Intensitédtsfunktion A konstant gleich 0—12, vergleiche Beispiel und héangt nicht
vom gegebenen Parameter 3 ab. Folglich sind die Informationsmatrix und das D-optimale

Design unabhéngig von 3. Zur Vereinfachung kann deshalb die Fisher-Informationsmatrix

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 40



4.1 Das lineare Modell Martin Radloff

des Designs als M (§) statt M (£, B) geschrieben werden. In [Pukelsheim! (1993, Abschnitt
15.12), zum Beispiel, kann das folgende leicht angepasste Resultat fiir die multiple Re-

gression mit Regressionsfunktion

flx)=1,2zy,...,26)"

gefunden werden.

Satz 4.1

Im linearen Fall der multiplen Regression bilden die (gleichgewichteten) Ecken eines be-
liebig rotierten k-dimensionalen reguldren Simplex, dessen Ecken auf der Oberfliche des
Versuchsbereiches 2 = By, also auf der Sphére Sy_; liegen, ein D-optimales Design auf

der Einheitskugel By. Die zugehérige Informationsmatrix ist die Diagonalmatrix

M(€) = L diag(1,,...,2)

Bl

Dabei bedeutet die Regularitit des Simplex, dass dessen Kanten alle die gleiche Lénge
haben.

Bemerkung 4.2

In einer Dimension vereinfacht sich der Versuchsbereich zu einer Strecke beziehungsweise
einem Intervall, sodass 1 und —1 die zwei Designpunkte sind. In zwei Dimensionen sind es
die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks. Und in drei Dimensionen bilden die Ecken eines
reguldren Tetraeders ein optimales Design.

Im k-dimensionalen Fall, k > 1, ist eine mogliche Darstellung der k + 1 Designpunkte aus
Bemerkung mit

3 1
P,
18] k
1
xIQZ—E und
H =T
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in (4.12)) gegeben. Konkret handelt es sich hierbei um den Punkt _\/LE 1 und die Punkte

resultierend aus den Spalten von

VE+1-1_ + VE+1
R AL 1 P S

VE vk

Diese Tragerpunkte kénnen mit einer beliebigen Rotation beziehungsweise orthogona-

I .

len Abbildung des R¥ transformiert werden. Die so erhaltenen Punkte bilden aufgrund
der Invarianz des D-Kriteriums gegeniiber orthogonalen Abbildungen, vergleiche Bemer-
kung[3.4, ebenfalls ein D-optimales Design.

Lemma 4.3

Das gleichverteilte Design ps, ,, siche (3.3), auf der k-dimensionalen Sphére Sy_; hat die
gleiche Informationsmatrix wie das optimale Design aus Satz : S diag(1,4,...,7)
Beweis. Sei § = ps, , das (stetig) gleichverteilte Design (oder besser: stetig gleichverteilte
Wahrscheinlichkeitsmafs) auf Si_;. So sind nachfolgende Momente endlich und existent.
Zunéchst sei k > 2. Fir alle i € {1,2,...,k} sei (Xy,...,X;,..., Xk) ~ & & ist inva-
riant beziiglich eines Vorzeichenwechsels (spezielle Spiegelungen) und der Permutation
der Komponenten. Folglich ist (Xy,...,—X;, ..., Xg), (Xi, ..., Xq1,..., Xg) ~ & Somit
ist E(X;) = E(—X;) und weiter E(X;) = 0 fiir alle ¢ sowie E(X;X;) = E((—X;)X;) und
dadurch E(X;X;) = 0 fiir alle ¢ # j. Auferdem ist E(X7) = E(X}?) fiir alle ¢ und damit

EE(X)) =BX) +.. . +EXP)=EX?+...+ X)) =E(1)=1.

Demzufolge ist E(X7) = ... = E(X?) = . Damit ist offensichtlich

M({):/]Bﬁfdefz C%/(l,xl,...,xk)T(l,xl,...,xk) ¢(dx) = %diag(l,%,...,%) .

Sk—1

Fiir £ = 1 sind die Sphére Sy und die Ecken des Simplex [—1, 1] identisch, ndmlich —1

und 1. Deshalb stimmen die Informationsmatrizen iiberein. ]

Folglich ist das (stetig) gleichverteilte Design us, , auch D-optimal.

Auch das k-dimensionale Kreuzpolytop und der k-dimensionale Wiirfel, jeweils mit den
Ecken auf der Einheitssphiare S;_;, besitzen diese Informationsmatrix und sind damit

D-optimal, wie das folgende Lemma zeigt.
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Lemma 4.4
Die Informationsmatrix des Designs fiir die multiple Regression, bestehend aus den gleich-

gewichteten und jeweils auf der Finheitssphére S;_; liegenden Ecken
e des k-dimensionalen Kreuzpolytops beziehungsweise

e des k-dimensionalen Wriirfels,

ist die Diagonalmatrix % diag(1, %, . %)
Beweis. Das k-dimensionale Kreuzpolytop besitzt die 2k Ecken ey, 1, —ey 1, ..., €px, —€4 k-

Daraus ergibt sich

f(ek,i)f(ek7i>T + f(—ek,i)j"(—e,m)T —
@)

=9 (ek+1’1ek+171 + ek—i—l,i—i—lek—i-l,i—i—l)

fir i = 1,..., k. Dies aufsummiert tiber alle £ Eckenpaare (e;; und —ey ;) und mit ﬁ ge-
wichtet ergibt unter Beachtung des Vorfaktors % die Informationsmatrix

% Z (f(ek,i>f(ek,i)T + f(_ek,i)f(_ekﬂ')T)

k k
L § 2 T+ L § 2 I
=7 €r+1,1€ =7 €L+1,4+1€ i
2k 4 1 + k11T 51 - +1,i+1€k 41441
1= 1=

1 k

= ek+1,16g+1,1 + T Z €k+1,i+16;+1,i+1
=1
und folglich den ersten Teil der Behauptung.
Der k-dimensionale Wiirfel besitzt die 2% Ecken v = \/Lg(jzl, ...,%1) € R*. Daraus ergibt

sich fir die Ein-Punkt-Informationsmatrix fir eine Ecke
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Wihrend das Aufsummieren aller Wiirfelecken

1
Zv:ﬁ Zw:@)k

we{—1,1}k

noch recht schnell ersichtlich ist, da in jeder Komponente jeweils 2¥~'-mal —1 und 1
auftreten, benotigt es fiir > vv' eine vollstéindige Induktion.

Es soll gezeigt werden, dass

waT:T]IZ» fir i€ N

we{—1,1}

ist. Fiir i = 1ist (—1)- (=1)+1-1=2= 2. Nun ist

Z ww' = Z(wT,—l)T(wT,—l)—i- Z(’wT,l)T(wT,l)

we{-1,1}++1 we{-1,1} we{-1,1}
Sww’ -Yw) [ Yea' Yu
_ we{—1,1}* we{—1,1} + we{—1,1} we{—1,1}*
-2 w1 dow )1
we{-1,1} wef{—1,1}¢ we{—1,1} we{—1,1}¢
2 Z ww' O
= |we{-1,1}* = o+l ]Ii+1 .
0/ 2.2

)

Damit folgt unter Beachtung des Vorfaktors % fiir die Informationsmatrix des k-dimen-

sionalen Wiirfels

2k 0,
It =L o 1S wwr | =%
o 4 v v = ok Oy EZ'ww = 0, 1I[k .

we{-1,1}F k

Damit ist der zweite Teil des Lemmas gezeigt. ]

Bevor zu den nichtlinearen Modellen iibergegangen wird, sollen noch kurz zwei Bemer-

kungen erfolgen.

Bemerkung 4.5
Wie in Bemerkung [3.4] lassen sich diese Designs beliebig rotieren beziehungsweise durch

eine orthogonale Abbildung g : R¥ — R¥ transformieren, ohne dass sich die Informations-
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matrix verdndert. Dazu existiert die (orthogonale) Matrix Ry mit det(R,) = £1. Folglich

1 O]
Q, = g
O, R,

dann die Regressionsfunktion beziiglich der multiplen Regression. Mit Q, wird ebenfalls

transformiert die Matrix

die Informationsmatrix dquivariant transformiert, vergleiche dazu Lemma [3.3
¥
gesehen vom Vorfaktor 0—12 bis auf den ersten Diagonaleintrag 1 alles identische Diagonal-

Da aber die Informationsmatrix % diag(1, %, ..., ) hier eine Diagonalmatrix ist, die ab-

elemente % besitzt, ist die Informationsmatrix sogar invariant.

, 1 (1 O, 1 O]
Qg%dlag(l,%,‘..,%)Q;:—< Rk>d1ag(1,%,...,%)< k)

Somit bleiben die Informationsmatrix und auch die Optimalitét des Designs erhalten.

Bemerkung 4.6

In diesem Abschnitt wurden bisher nur der Simplex, das Kreuzpolytop und der Wiirfel
betrachtet. Dies sind auch die einzigen regularen konvexen Polytope, die in allen Dimen-
sionen existieren. Es gibt noch weitere reguldre Polytope, die dann aber nur in bestimmten
Dimensionen auftreten. Im zweidimensionalen euklidischen Raum erfiillen alle reguldren
n-Ecke die Bedingung. Im dreidimensionalen Raum gibt es noch das Dodekaeder und das
Ikosaeder. Das 24-, 120- und 600-Zell komplettieren die reguldren Polytope in vier Dimen-
sionen. In héheren Dimensionen gibt es keine weiteren regularen Polytope.

All diesen aufgezahlten Korpern ist gemein, dass sie aufgrund ihrer Symmetrien die sel-
be Informationsmatrix, wie im Lemma gegeben, besitzen. Dies sei hier ohne Beweis

angefiihrt.
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4.2 Nichtlineares Modell — Monotone

Intensitatsfunktion

In diesem Abschnitt wird das erste Hauptresultat hergeleitet. Die Konzepte der Invari-
anz und Aquivarianz, siche Kapitel 7 helfen bei der Reduktion der Komplexitit dieses
Vorhabens.

Wie im Abschnitt erlautert ist das D-Kriterium fiir nichtlineare multiple Regressions-
modelle dquivariant in Bezug auf orthogonale Abbildungen, das heifst, fiir jede orthogonale
Abbildung g : R¥ — R* und zugehorige Matrix R, mit g(x) = Ry erfiillt die ebenfalls

orthogonale Matrix
1 O
Q, = ¢
Or Ry

sowohl f(g(x)) = Q, f(x) als auch g(B) = (Q;)_l,ﬁ = Q,B3. Damit ist f(g(x))'g(8) =
f(x)"B und det(M (£9,g(83))) = det(M (€, 3)) sichergestellt.

Als erste Aussage auf dem Weg zu den optimalen Designs in dieser Arbeit wird folgendes

Lemma bendtigt.

Lemma 4.7

Die Tragerpunkte eines jeden (lokal) D-optimalen Designs fiir die durch und
beschriebene Klasse von nichtlinearen multiplen Regressionsmodellen mit nichtnegativer
Intensitatsfunktion \ befinden sich auf dem Rand der Kugel 2~ = By, also auf der Sphé-

re Sp_1.

Bemerkung 4.8

Der nun folgende Beweis orientiert sich sehr stark an |Schmidt und Schwabe (2017, Lem-
ma 1). Ihr Beweis beruht darauf, das Polytop in Scheiben (Schnitte mit Hyperebenen) zu
zerlegen, in denen jeweils f(x)' B konstant ist, sodass die konvexe Sensitivititsfunktion
ihre Maxima auf dem Rand dieser Hyperpolytope beziehungsweise genauer sogar nur in
dessen Eckpunkten annehmen muss. Alle diese Ecken, vereinigt tiber alle diese Hyperpo-
Iytope, ergeben die Kanten des Polytops.

Fiir das Lemma werden die Rander der Schnitte mit den Hyperebenen Sphéren sein.
Hier lésst sich das Resultat nicht auf Ecken prézisieren, da die Spharen keine Ecken ha-

ben. Die Vereinigung der Rénder ergibt dann wiederum die Sphére Sy_;.
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FEine andere Moglichkeit des eher direkten Beweises stellen die Ansétze in der Arbeit

von |[Ehrenteld (1956) dar. Diese werden hier aber nicht aufgezeigt.

Beweis von Lemma[{.7 Nach Satz muss zur Bestimmung der Triagerpunkte des (lo-
kal) D-optimalen Designs £* die Sensitivitatsfunktion ([2.14])

MF(z)'B°) fz) M, B°) f (=)

auf € Bj, maximiert werden. Die Informationsmatrix M (£*, 3°) ist positiv semidefinit.
Da sie aber hier gleichzeitig auch invertierbar sein muss, kann sogar positive Definitheit
vorausgesetzt werden. Beim Invertieren bleibt A = M ~*(¢*, 8°) positiv definit.

Von der Matrix A kann nun die erste Zeile und erste Spalte in der Form

. (an aT)
a Ay

abgetrennt werden. Die Matrix A;; ist dabei ebenfalls positiv definit.

Fiir die multiple Regression muss insbesondere
fl)"Af(x) =x" Az +2a'x + ap

maximiert werden. Dies ist aufgrund der positiven Definitheit von Aq; streng konvex.

Fiir ein beliebiges a € R sei H, = {x € R* : f(x)"B" = a} die Hyperebene, auf
der der lineare Pradiktor konstant a ist. Folglich ist auf jeder dieser Hyperebenen auch
A(f(2)"B%) = A(a) jeweils konstant. Die Sensitivitétsfunktion, eingeschréinkt auf die
Hyperebene H,, nimmt ihre Maxima folglich auf dem Rand von B, N H, an — eine
Sphire eingebettet im R*. Folglich wird die Sensititvititsfunktion auf der Sphire S;_;
maximiert, sodass dies der mogliche Ort aller Tréagerpunkte des D-optimalen Designs &*
ist. O]

Bemerkung 4.9

Fiir jeden gegebenen Parametervektor 3° = (By, B, ..., B,) | existiert eine orthogonale
Abbildung beziehungsweise Rotation g derart, dass g(3o, 81, -- -, 8k)" = (Bo, 3,0, ... ,0)T
mit 3, = ||(B1,...,5:)T||, wobei || - || die euklidische Norm ist. Es wird also die erste
Komponente [, unveréindert belassen und (B, ...,[0)" vollstindig in die (-Richtung
gedreht.

Wihrend bei der Aquivarianz im Kapitel Eﬁ’] meist davon ausgegangen wurde, dass eine

Transformation des Versuchsbereiches eine Transformation des Parameterbereiches nach
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sich zieht, lasst sich umgekehrt von einer orthogonalen Transformation g des Parameter-
bereiches eine orthogonale Transformation g des Versuchsbereiches herleiten, sodass sich
mit Hilfe der Aquivarianz die (Iokal) optimalen Designs mittels g beziehungsweise g~
ebenfalls iibertragen lassen. Hierbei sei noch angemerkt, dass die orthogonale Abbildung
die k-dimensionale Kugel, den Versuchsbereich, eigentlich nicht verdndert.

Somit wird das eigentliche Problem zunéchst auf den Fall
Bo € R beliebig, (1 >0, po=...=0=0 (4.1)

iiberfiihrt. Dann wird das optimale Design bestimmt und dieses dann wieder zuriicktrans-
formiert.

Die Suche nach einem (lokal) optimalen Design mit einer Anfangsvermutung fiir den Pa-
rametervektor im ganzen Parameterbereich reduziert sich so ausschliefslich auf die Léange
des Vektors (B1,...,B)".

Im Folgenden werden deshalb alle Transformationen zur Ausnutzung der Aquivarianz
ignoriert und es wird nur fiir den Fall versucht ein (lokal) D-optimales Design zu
bestimmen.

Falls (By,...,Bx)" = Qy ist, dann ist eine Transformation § gar nicht erst nétig, da

Br=8,=(B,....8) 7| =0.

Die nun folgenden Resultate beziehen sich in der Regel auf die Konstellation (|4.1))
mit $; > 0. Der Fall 5, = 0 wird in der nachstehenden Bemerkung diskutiert.

Bemerkung 4.10

Ist $, = 0 in (£1)), dann sind f(z)"B° = By und A(f(z)"B%) = A(Bo) konstant. Damit
héngt die Informationsmatrix zwar immer noch von B° ab, aber sie ist proportional zu
der im linearen Modell. Damit ist das D-optimale Design im linearen Modell auch in der
soeben diskutierten Konstellation fiir (3,...,0:)" = Oy optimal. Wie im Satz und
Lemma besteht ein mogliches diskretisiertes Design aus den gleichgewichteten FEck-
punkten eines regularen Simplex, der in diese Sphére einbeschrieben ist. Die Orientierung
des Simplex ist dabei wiederum beliebig. Lemma sowie die Bemerkungen [4.5 und
sollen nicht unerwahnt bleiben, da sie unter anderem auch beliebig rotierte Kreuzpolyto-
pe und Wiirfel erlauben. Trotzdem ist das Simplex-Design das Design mit den wenigsten

Tragerpunkten.
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Fir das nachstehende Lemma sei an die Gruppen O(k;1) und SO(k;1) aus Definiti-
on [2.10] erinnert. Es sind die orthogonale und spezielle orthogonale Gruppe und somit im
Wesentlichen alle Rotationen und Spiegelungen, die x; festhalten und nur auf zo, ...,z

operieren.

Lemma 4.11
Fiir alle 8°, welche ([4.1) erfiillen, ist das D-Kriterium invariant beziiglich der Grup-
pen O(k; 1) und SO(k;1).

Beweis. Falls g € O(k; 1) eine orthogonale Transformation nur auf z,, ..., z; mit zuge-
horiger (k — 1) x (k — 1)-Matrix R, € O(k — 1) ist, wird analog zu Bemerkung

I O (g
Qg _ 2 2x(k—1)
O@pr—1)x2 R,

definiert. @ ist orthogonal mit Determinante 1 und erfiillt f(g(x)) = Q, f(x). Folglich
ist g(8°) = (Q;)_lﬁo = Qgﬁo. Fiir alle 3°, welche (4.1 erfiillen, ergibt sich also §(8°) =

B° und somit
det(M (&2, 8%)) = det(M (€7, §(8"))) = det(Q,M (€, 8°)Q,) = det(M (€, 8%)) .

Analog gilt dies auch fiir SO(k;1). O

Demzufolge lasst sich ein optimales Design innerhalb der Klasse der O(k; 1)- beziehungs-
weise SO(k; 1)-invarianten Designs auf der Kugeloberflache finden. Zu diesem Zweck kann
nun das Konzept der marginalen und bedingten Designs, siehe |Cook und Thibodeau
(1980), genutzt werden. Die entstehende Zerlegung erleichtert im néchsten Schritt die

Bestimmung der Fisher-Informationsmatrix.

Lemma 4.12

Fiir alle B°, welche erfiillen, sind die beziiglich der Gruppen O(k;1) und SO(k;1)
invarianten Designs (auf der Sphére) durch £ ®7 gegeben, wobei &; ein marginales Design
auf der Komponente x1 und 7 ein Markov-Kern (bedingtes Design) auf den Komponen-
ten T, ..., xy sind. Fir festes x1 € [—1, 1] ist der Kern 7j(z1, ) die (stetige) Gleichvertei-
Iung auf der Oberfléiche einer (k — 1)-dimensionalen Kugel mit Radius /1 — 3.
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Bemerkung 4.13
Ist ©y € {—1,1}, dann ist die (k — 1)-dimensionale Kugel mit der Gleichverteilung zu

einem einzelnen Punkt degeneriert. Somit handelt es sich nur um ein Ein-Punkt-Mafs.

Beweis von Lemma[{.13 Jedes Design beziehungsweise Wahrscheinlichkeitsmaft & auf
dem k-dimensionalen Borel’schen Mefraum (R, B(R¥)) = (R x R*! B(R) ® B(R*!))
kann in ein marginales Wahrscheinlichkeitsma$ &, auf (R, B(R)) mit &;(A) = (A x RF1)
und einen Markov-Kern 7 von (R, B(R)) nach (RF~ B(R*"!)) (eindeutig bis auf Null-
mengen) aufgesplittet werden, siche zum Beispiel Klenke (2013, Abschnitt 8.3). Folglich
ist
=617

Der Fokus soll nur auf Designs liegen, die auf dem Rand der k-dimensionalen Kugel, der
Sphére Si_1, definiert sind. Somit konnen die Definitionsbereiche dieser Mafe und Kerne
cingeschréinkt werden. Es gilt £(Sg_1) = 1, &([—1,1]) = 1 und 5(z1, Sp_o(y/1 — 22)) = 1
fir alle z, € [—1,1].

Jedes beziiglich O(k; 1) oder SO(k; 1) invariante Design & besteht aus einem O(k —1)- be-
ziehungsweise SO(k — 1)-invarianten Kern 7, das heift, fiir den Kern ist n(z1, -) invariant
fir alle z1. Die Gruppe O(k; 1) bezichungsweise SO(k; 1) aller (speziellen) orthogonalen
Transformationen von s, . . ., zy, ist eine lokal kompakte Gruppe, vergleiche Abschnitt[2.6]
sodass das Haar’sche Wahrscheinlichkeitsmafs das eindeutige invariante Wahrscheinlich-
keitsmafs in Bezug auf diese Gruppe ist, sieche Halmos (1974} §60). Die (stetige) Gleich-
verteilung ist ein solches invariantes Maf. Folglich muss n(zq,-) das (stetige) Gleichver-

teilungsmaf Hs\ (/1) auf Sy_o(+/1 — 2?) sein, vergleiche (3.4). In Anlehnung an die

symmetrisierten Designs wird n mit 77 bezeichnet. [

Lemma 4.14
Sei 3° in der Gestalt von (4.1)). Die Informationsmatrix der multiplen Regression fiir das
Design & ® 7], wie es im Lemma [4.12 definiert wurde, lautet

Jqd&  [qiddg
o . - Oax (k-1
M onB") = [qiddg [qid®dg : (4.2)
@(k—l)XQ ‘ k—il fq (1 - idQ) déy Ty

Dabei sei Q(xl) = A(ﬁo + 517;1) mit ﬁo = (607 617 07 s 7O)T'
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Bemerkung 4.15

In der Fisher-Informationsmatrix M (&, &7, 3°) wurde noch einmal explizit der vorgegebe-
ne Parameterwert 3° erwihnt, wobei dieser folgt. Im weiteren Verlauf wird deshalb
darauf aber haufig verzichtet. Meist wird nur das nétige 3y und 3; erwahnt oder dies in
der Funktion q implizit vorausgesetzt. Diese Kurzschreibweise q(x;) fiir die Intensitéts-
funktion \, angewendet auf den linearen Pridiktor f(x)" 8" mit gegebenen 3°, soll den
Fokus auf die Abhéngigkeit von der z;-Komponente legen. Deshalb taucht 3° auch nicht
mehr auf der rechten Seite von auf, obwohl es natiirlich davon abhangt.

Beweis von Lemma[].13 Sei & = (zq,...,x;)". Es muss

/ a(wn) ot (6 @ 7)(d(a1, F)) = / o(x2) / 22 (i, dF) & (d,)
Sk-1 [-1.1] Sk—Q(\/l__m%

firi,7 € {1,...,k} und k,v € {0,1} bestimmt werden, wobei i = j zuléssig ist. Effektiv
braucht nur das innere Integral mit (stetigem) Gleichverteilungsmafs 77(z1, ) betrachtet

werden, wobei xi-Faktoren herausgezogen werden kénnen. Demzufolge ist

/ ﬁ(I‘l, di) =1
50+ (VI)

und fiir j € {2,3,...,k} ergibt sich

/ Lj ﬁ(xla d‘%)
Sk,Q (\/ 17:B%)
- [wwaa s [ o+ [ oge.
Sk_o (\/ l—x%)ﬁ{xj >0} Sk_o (\/ 1—1‘%)ﬂ{l3j<0} Sk_o (\/ 1—3}%)0{333‘:0}
= / T ﬁ(l'l,d.’;}) — / T ﬁ(l'l,d.’f}) =0.
Sk—2 (\/1—I%>Q{Ij>0} Sk—2 (w/l—x%>ﬁ{a:j>0}
Auch im Falle 4,5 € {2,3,...,k} mit ¢ # j und kK = v = 1 kann das innere Integral im
Wesentlichen auf die Bereiche {x; > 0}n{z; > 0}, {z; < 0}n{z; > 0}, {z; > 0}n{z; < 0}
und {z; < 0} N {z; < 0} (und einige Nullterme) aufgeteilt werden, die sich gegenseitig

aufheben, woraus [ z;z;7(x1,dZ) = 0 folgt.

Fiir die Diagonalelemente muss nun | x? 7(zy,d) fiir j € {2,3,..., k} bestimmt werden.
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Aufgrund der (stetigen) Gleichverteilung ist dieses Integral unabhéngig von der Wahl der

Komponente x,, ..., xx, also
(k—1) 22 7(x1, dE) = / x5 Nz, dE) + ... + / 23 7(z1,dZ)
Sk,2< l—iﬂ%) Skfg( l—x%) Sk,Q (\/ 1—27%)
= 34+ 2} gy, dE) = / 1— 22 f(zy,dx) =1 — a7 .

Su-2(v/1-47) 512 (v/179)

Hierbei sei noch kurz angemerkt, dass x?+z3+...+z7 = 1 und damit 23+.. .+ = 1—2?
aufgrund der Lage auf der Einheitssphére ist.

Da nun fiir alle Kombinationen das innere Integral bekannt ist, kann direkt das &ufsere
Integral und damit die Informationsmatrix wie in bestimmt werden. ]

Um den Aquivalenzsatz von Kiefer und Wolfowitz fiir D-Optimalitit, vergleiche Satz ,

anwenden zu konnen, wird die Struktur der Sensitivitdtsfunktion, siehe (2.14)),

V(@ & @n) = Af(z)'8°) fle) M~ (& ©7,8°) f(z)

genauer analysiert. Dabei fillt auf, dass hier die positive Semidefinitheit der Informati-
onsmatrix nicht ausreicht, sondern diese regular und damit auch positiv definit sein muss.
Die Forderung nach Regularitét der Informationsmatrix ist auch sinnvoll, da anderenfalls

der Parametervektor B nicht vollstandig schatzbar ware.

Lemma 4.16

Erfiille 3° wieder die Bedingung ({.1)). Fiir die beziiglich O(k; 1) beziehungsweise SO(k; 1)
invarianten Designs & ® 1 ist die Sensitivitatsfunktion 1 ebenfalls invariant beziiglich
derartiger orthogonaler Transformationen und insbesondere in Bezug auf Rotationen. Die

Sensitivitatsfunktion hat daher die Form

@/J(w,& ®ﬁ) = q(.l’l) 'pl(ZL‘l) fiir = (ZL’l, Ce ,IL‘k)T € Sk—l s

wobei py ein Polynom vom Grad (héchstens) zwei in x ist. Somit ist die Sensitivitatsfunk-
tion konstant auf den Orbits der orthogonalen Transformationen O(k;1) und SO(k;1),
vergleiche Bemerkung [2.1]]
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Beweis. Bezeichne D = [qd&; [qid*dé — ([ ¢id d£1)2 die Determinante des 2 x 2-
Blocks oben links in der Darstellung der Informationsmatrix aus Lemma . Da
generell gefordert wird, dass die Informationsmatrix M (£; ® 77, 8°) regulir ist, und diese
nach eine Blockdiagonalstruktur hat, muss auch fiir den 2 x 2-Block gelten, dass
dessen Determinante D # 0 ist. Somit ergibt sich

L [qid*d& —% [qiddg
—1 — 0 @2><(k:—1)
M7 (&GenB)=| -1L[qidds L [qdg
k—1
@(k—l)x2 Tq(—id?)de; I—1

Mit 23 + ... + 22 = 1 — 2? folgt weiter

Y(x, & @7) = q(z1) - pi(a)

wobel

1 k—1)(1 - a2
pz) = 5 (/qid2 d&; — 2z, /qiddfl + 27 /qd&) + }9(1 z(id2)f11§)1

ein Polynom (hochstens) zweiten Grades in z; ist.

Wenn k£ = 1 ist, entfallen der Diagonalmatrixanteil Ta I,_; der invertierten In-

k—1
(1-id%) dgs

formationsmatrix und damit der letzte Summand f(k_l)(l_z%)

m im Polynom P1- U]

Bemerkung 4.17

Wie bereits angemerkt, ist die Invertierbarkeit beziehungsweise Regularitéit der Informa-
tionsmatrix M (&, @7, 3°) zwingend, um den Parametervektor 3 vollstindig schétzen zu
kénnen. Aus diesem Grund musste auch die Determinante D des oberen 2 x 2-Blocks
ungleich null sein. Dies geht aber nicht, wenn & nur eine einzige Tragerstelle x1, hétte,

denn

2
D= / ¢ dé, / gid?dé, — ( / qiddgl) = q(on) - g(on) 2 — (glen) o)’ =0

Damit sind immer mindestens zwei Tragerstellen des marginalen Designs & notig. Um-
gekehrt garantieren zwei Trégerstellen noch keine reguldre Informationsmatrix. So ist
beispielsweise fiir k > 1 und x1; = 1 und x5 = —1 der untere Diagonalblock der Infor-

mationsmatrix gleich O _1)xx-1), da [ ¢ (1 — id?) d¢, = 0, und damit nicht regulir. Dass
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fiir die spéter untersuchten, speziellen Modelle genau zwei Trégerstellen ausreichen (und
wie diese aussehen), wird im Lemma aufgezeigt.

Als Néchstes werden die folgenden vier Bedingungen an die Intensitdatsfunktion A\ gestellt,
wobei (A1) bis (A3) immer und nur (A4) je nach Bedarf gefordert wird. Diese vier Be-
dingungen lassen sich bereits unter anderem in Konstantinou et al.| (2014) oder Schmidt
und Schwabe (2017) finden. Die Bedingung (A2) ist der Grund fiir die Bezeichnung dieser

Modelle als Modelle mit monotonen Intensitatsfunktionen.

(A1) A ist positiv auf R und zweifach stetig differenzierbar.
(A2) Die erste Ableitung A’ ist positiv auf R.
(A3) Die zweite Ableitung v” von u = § ist injektiv auf R.

(A4) Die Funktion /\T, ist nichtwachsend.

Bevor nun mit Hilfe dieser vier Bedingungen optimale Designs bestimmt werden, sollen

zunéchst die beiden Bedingungen (A3) und (A4) kurz nidher untersucht werden.

Bemerkung 4.18

Zur néheren Betrachtung der beiden Bedingungen (A3) und (A4) werden die Bedingun-
gen (Al) und (A2) als erfiillt vorausgesetzt. Somit kann von einer Intensitdtsfunktion A
ausgegangen werden, die mit A > 0 sowie \' > 0 zweifach stetig differenzierbar auf ganz R
ISt.

Die Funktion & aus (A4) ist stetig und soll nichtwachsend sein. Also muss fiir ihre erste

A
Ableit
crung N / A\ — ()\/)2
— ] =— <
(3)="w e

gelten. Die zweite Ableitung von u = 1 aus (A3) ist

" o__ _)‘//)‘ _ 2(>‘/)2

=———5
und ebenfalls stetig, da A > 0 ist. Eine reellwertige stetige Funktion ist genau dann
injektiv, wenn sie streng monoton ist. Unter der Voraussetzung (A4) und mit \"A—(\')? >

N'A —2(X)? ist u” nichtnegativ und streng monoton. Aus (A4) folgt also (A3).
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Zugegebenermafsen miissen hier die Bedingungen nicht auf komplett R, sondern aufgrund
der Einheitssphére nur fiir das Intervall x; € [—1,1] gelten. Dies impliziert dann ein z
zwischen By — 1 und Sy + (1. Folglich muss u” im Inneren des Intervalls positiv sein und
kann nur an einer Randstelle die Null annehmen. Dies iibertrégt sich auch wieder zurtick
auf ()\7/)/ in (A4), sodass die Ableitung auch im Inneren des Intervalls negativ und damit )\X/
(streng) fallend ist.

Bemerkung 4.19
In|Konstantinou et al.| (2014) oder|Schmidt und Schwabe (2017) sieht die Bedingung (A4)
etwas anders aus. Dort soll ndmlich die Funktion % nichtfallend sein. Allerdings sind beide

Aussagen dquivalent, wenn (A1) und (A2) vorausgesetzt werden.

Lemma 4.20

Sei 31 > 0. Die Intensitatsfunktion X\ erfiillt genau dann die Bedingung (A1), wenn auch
die Funktion ¢ mit q(z1) = X8y + B121), wie im Lemma [4.14) definiert, die entsprechen-
de Bedingung erfiillt. Analoge Aquivalenzen gelten fiir die Bedingungen (A2) bis (A4),

wobei u = ¥ fiir (A3) sei.
q

Beweis.

(A1): g(x1) = AM(Bo + frx1) > 0 fiir alle x; € R. Die innere (8y + S1x1) und die dufe-
re Funktion () sind zweifach stetig differenzierbar, sodass auch die Verkettung

zweifach stetig differenzierbar ist. Umgekehrt muss

Az) = CI(Z — 50) (4.3)

A

betrachtet werden. Dabei greifen dieselben Argumentationsschritte.

(A2): ¢'(z1) = BN (Bo + Bixy1). Egal ob X oder ¢ positiv ist, aufgrund von g; > 0 ist

auch immer das jeweils andere positiv.

(A3) () =s- (3) o i)

Die Injektivitdt von ()" iibertrégt sich auf (%)” . Dies wird auch nicht durch die

lineare Transformation By + Bix1, 81 > 0, und Skalierung mit 52 > 0 beeinflusst.
Die umgekehrte Betrachtung bezogen auf (4.3]) liefert die Riickrichtung.
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o ({Jr- S (o

Die streng wachsende lineare Transformation [y 4+ 5121, verkettet mit der nicht-

wachsenden Funktion ’\7/ und dem positiven Vorfaktor i, ergibt wieder eine nicht-

wachsende Funktion. Die Riickrichtung erfolgt analog mittels (4.3)). [

Damit kann nun beliebig zwischen den Bedingungen fiir die Intensitatsfunktion A und die
(abgekiirzte) Intensitdtsfunktion ¢ hin- und hergewechselt werden. Nur bei den konkreten

Berechnungen diirfen die positiven Vorfaktoren nicht unterschlagen werden.

Fiir die beiden konkreten Anwendungen, die Poisson-Regression und die Negativ-Bino-
mial-Regression, vergleiche Beispiele 2.1 und [2.2] wird nun kurz tiberpriift, ob diese die
Bedingungen (A1) bis (A4) erfiillen. Ein ausfiihrlicher Nachweis der Bedingungen erfolgt
im Anhang[B|Lemma[B.IJund Lemma[B.2] Im Abschnitt [4.3]werden diese Beispiele wieder

aufgegriffen.

Beispiel 4.21 (Fortsetzung der Beispiele und
Bei der Poisson-Regression lautet die Intensitéitsfunktion A\p(f(x)'3) = exp(f(z)'B) =
exp(Bo + P171). Bei der Negativ-Binomial-Regression (oder Poisson-Gamma-Regression)

ist es

_ exp(f(x)'B) _ exp(Bo + Brz1)
)\NB(f(CE)Tﬂ) T ltalep(f(x)B) 1+atexp(Bort firr)

Die (abgekiirzten) Intensitédtsfunktionen werden mit gp und gng bezeichnet.

e <o) el = ol S
i) = oploBin) o) = R )

qp(21) 3 (1) 51
! gn(z1) 1+ a texp(Bo + Frx1)

Analog sind up und uxp die Kehrwerte der (abgekiirzten) Intensitédtsfunktionen, wie sie
in (A3) in Verbindung mit Lemma definiert sind:

1 +a " exp(fy + fiz1)
exp(fBo + Prr1)

up(x1) = 85 exp(—Bo — Piz1) ugg(z1) = 7 exp(—Bo — Bix1)

up (1) = exp(—LFy — fi21) unp(r1) =

Beide Regressionsmodelle erfiillen (A1), (A2), (A3) und (A4), solange (; > 0 ist.
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Lemma 4.22

Erfiillt die Intensitdtsfunktion A (beziehungsweise ¢q) die Bedingungen (A1), (A2) und
(A3) sowie lim zA(z) = 0, dann besteht das (lokal) D-optimale marginale Design &;
aus genau ;;einrégerpunkten x3y,@%y. Dabei ist xj; = 1 und zj, € [—1,1). Ferner
ist #3, € (—1,1) fiir k > 2.

Bemerkung 4.23

& wird (lokal) D-optimales marginales Design genannt, wenn das zugehérige invariante
Design £* = & @7 (lokal) D-optimal ist.

Die Intensitatsfunktionen der Poisson-Regression und der Negativ-Binomial-Regression
(oder Poisson-Gamma-Regression) erfiillen die zusétzliche Bedingung lim z\(z) = 0.
Diese Bedingung éhnelt der Bedingung (A5) von Seite[S0} o

Die grobe Beweisidee, dass aus den Nullstellen von Ableitungen von (polynomiellen) Sen-
sitivitdtsfunktionen auf die Anzahl der Extrema und damit Tragerpunkte des optimalen
Designs geschlossen werden kann, findet sich teils in Publikationen zu linearen Modellen
wieder. Dies wurde dann von Biedermann et al. (2006)) fiir spezielle nichtlineare Modelle
abgewandelt. Bereits im Beweis des Lemmas 1 in Konstantinou et al.| (2014)) wurde fiir
hier vergleichbare Modelle eine &hnliche Ungleichung zur nachfolgenden Bedingung

untersucht.

Beweis von Lemma[{.23 Mittels des Aquivalenzsatzes von Kiefer und Wolfowitz fiir D-
Optimalitét, vergleiche Satz , soll das (lokal) D-optimale marginale Design & charak-

terisiert werden. Dies iibernimmt die Ungleichungsbedingung
k+1> 9,6 0n) =q(n) - pi(e) firalle @=(ry,...,2)" €By,

wobei zusétzlich Gleichheit in den Tragerstellen von & gelten muss. Die Ungleichung ist
aquivalent zu

pl(I1) <

E+1 = q(xy)

fur alle z; € [-1,1] . (4.4)

Die linke Seite der Ungleichung sei mit ¢, also £(z;) = & ,z(fll),

in (A3) mit u, also u(z;) = @, bezeichnet. So lasst sich (4.4)) auch als ¢(z1) —u(z1) <0

V 21 € [—1, 1] schreiben. Dabei ist £ ein Polynom vom Grad (hochstens) 2 und seine zweite

und die rechte Seite wie

Ableitung konstant. Wegen (A3) ist die zweite Ableitung von u injektiv, sodass die zweite

Ableitung von ¢(x1) — u(x;) hochstens eine Nullstelle haben kann.
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Nach dem (verallgemeinerten) Mittelwertsatz der Differentialrechnung, vergleiche bei-
spielsweise Walter| (2004, S. 256), kann die erste Ableitung von ¢(x;) —u(z) hochstens zwei
Nullstellen aufweisen, sodass ¢(z1) — u(z1) aufgrund der Differenzierbarkeit hochstens ein
lokales Minimum und ein lokales Maximum hat. Mit der Erkenntnis aus Bemerkung
hat & aber mindestens zwei Tréagerstellen, sodass mindestens eine Trégerstelle auf dem
Rand von [—1, 1] liegen muss. Ferner kénnen fiir £ > 2 nicht beide Trégerstellen auf dem
Rand liegen, da sonst ein Zwei-Punkte-Design und folglich eine singulére Informations-
matrix resultieren wiirden, vergleiche dazu ebenfalls Bemerkung [4.17]

Die erste Ableitung von —u ist g—;. Da Zéhler und Nenner wegen (A2) und (A1) positiv
sind, ist auch die erste Ableitung von —u positiv. So ist —u (streng) monoton wachsend.
Ist der Koeffizient vor dem quadratischen Glied der Parabel ¢(x;) = ’% positiv, dann
geht ((z1) — u(x;) fir x; — oo gegen unendlich, sodass die Randtréigerstelle bei x; = 1
liegt. Ist dieser Koeffizient fiir das optimale Design hingegen negativ, so geht ¢(z1) —u(zq)
fir 1 — —oo gegen —oo. Da —oo, Randmaximum (ohne gleichzeitig lokales Maximum
zu sein), lokales Minimum und lokales Maximum in dieser Reihenfolge nicht auftreten
konnen, kann das Randmaximum nicht bei z; = —1 sein. Da eine Trigerstelle bei einem
optimalen Design nicht ausreicht, muss folglich das Randmaximum bei z; = 1 liegen.

Ist dieser Koeffizient nun null und der Koeffizient vor dem linearen Glied nichtnegativ, so
ist (1) — u(z1) (streng) monoton wachsend und es kann auf [—1, 1] keine zwei Maxima
geben. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass es ein optimales Design ist.

Fiir den Fall, dass der quadratische Koeffizient null und der lineare Koeffizient negativ ist,

greift die Bedingung lim z A(z) = 0. Unter Beachtung von (A1) ist diese dquivalent zu
Z—r—00

lim “(ZZ) = —o00. Das heifst, dass —u fiir £;1 = —oo schneller gegen —oo als ¢ gegen +oo
Z—>r—00
strebt. Damit geht ¢(z1) — u(zy) fiir x; — —oo0 gegen —oo und das Randmaximum kann

nicht bei z; = —1 sein. Folglich muss auch hier das Randmaximum bei x; = 1 liegen. [

Das néchste Lemma charakterisiert die Gewichte der beiden Tragerstellen der Orbits
naher, wohingegen die Position des zweiten Orbits 27, erst im Satz spezifiziert wird.

Lemma 4.24
In der Situation von Lemma sind die zu einem (lokal) D-optimalen marginalen De-

sign & mit den Trégerstellen o7, = 1 und z7, € [—1,1) zugehorigen Gewichte

k

* * 1 * *
£ () = k——l—l und £ (7,) = k’——l—l . (4.5)

Beweis. Seien kurz &f(z3;) = a > 0 und & (z},) = 1 — a > 0. Dann ist

/qidﬂ d§t = q(z1y)aty " + q(a]y)21," (1 — ), £ €{0,1,2},
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und folglich
2
D= [qag [aicag - ( [aid dgr) — glal gl (@h — el — a)

Damit und mit den Formeln aus dem Beweis von Lemma lasst sich das Polynom p,
bestimmen.
q(aiy) (w1 — 21)%a + q(aty) (2], — 21)*(1 — a)
q(z71)q(@1y) (27, — 215)%a(l — a)
(k—1)(1 — =)
q(zi)(1 = zi?)a + q(27,) (1 — 27,*) (1 — «)

Pl(ﬂﬂl) =

- (4.6)

Fiir #3; = 1 wird nun untersucht, ob sich ein a und ein z, € [—1,1) derart finden lassen,
dass & ein (lokal) D-optimales marginales Design ist.

Fiir k& = 1 fehlt, wie bereits im Lemma erwiahnt, der zweite Summand in p;. Somit

ist #7, = —1 moglich.
Fiir z; = a3, = 1 ergibt sich eingesetzt in (4.6) der Wert p;(1) = ﬁ. Zuriick zur
Ungleichung (4.4) des Aquivalenzsatzes von Kiefer und Wolfowitz, siche Satz ist

kE+1
(71)

Dabei gilt Gleichheit in dieser Ungleichung fiir die Tragerstellen des optimalen Designs.

pi(z1) <

LS

Also muss fiir x; =27, =1

I k+1
g(Da q(1)
gelten. Somit ist a = k+_1 und folglich 1 —a = kiﬂ Die noch unbekannte und nicht weiter

spezifizierte Trégerstelle 7, in (4.6]) eingesetzt ergibt

(%) 1 N (k—1) E+1
Pi1\To) = " " = )

q(z7)(1—a)  qlz)(1—a)  q(z],)
wobei der zweite Schritt aus dem Ersetzen von 1 —«a = kiﬂ resultiert. Dies ist die Gleich-
heitsaussage der Ungleichung (4.4) in x7,. Folglich erfiillt das Design mit 2}, = 1 und den
Gewichten k—}rl sowie kiﬂ genau die Optimalitatsbedingungen. ]

Bemerkung 4.25

Im Vorgriff auf Satz[4.27 wird das diskretisierte Design aus k+1 gleichgewichteten Design-
punkten bestehen. Hierbei wird die (stetige) Gleichverteilung in dem x7,-Orbit durch k De-
signpunkte analog zum Satz ersetzt. Dadurch bleibt die Informationsmatrix unveran-

dert. Die optimalen Gewichte, welche im Lemma hergeleitet wurden, erlauben eine
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derartige Diskretisierung. Somit kann das optimale Design als exaktes Design mit Stich-

probenumfang k + 1 oder einem ganzzahligen Vielfachen davon realisiert werden.

Satz 4.26
Es liege die Situation aus Lemma vor.

(a) Fiir k > 2 ergibt sich die zweite Trégerstelle x}, € (—1,1) des (lokal) D-optimalen

marginalen Designs als Losung der Gleichung

q(z7y) k(11— 5”?22) .

Ist zusétzlich (A4) erfiillt, so ist die Losung z7, eindeutig.

(b) Im Fall k =1 ist die zweite Tragerstelle x7, entweder die Losung der Gleichung

/ * 2
q ({12) _ — (4.8)
Q(%z) 1 —ai,

falls eine derartige Losung in [—1, 1) existiert, oder anderenfalls xj, = —1.

Ist wiederum zusétzlich (A4) erfiillt, so ist die Lisung x7, eindeutig.

Beweis. Zu (a): Mit x}, = 1, §f(25,) = 77, &) = k—_’il und der Notation aus Lem-

ma ergibt sich die Determinante der Informationsmatrix fir k& > 2 zu

det(M (¢ @7, 8°)) = (/qdﬁ/qid2 déy — (/qiddéf)Q)
(ﬁ / q(l—iolz)d&i‘)k1

und logarithmiert weiter zu

log det(M (& @7, 8°)) =log (a(Da(wia)(1 - 21,)* 5
+(k—1) (log(q(x‘fz)(l - xif)%) — log(k — 1)) :

(4.9)

Um dies zu optimieren, muss 0 = dgﬁ log det(M (¢ @7, 8°)), also

q'(v7y) | —2(1—a7y) (q’(:ﬁ?) —27, )
q(z7,) (1 —a7,)? q(77y) I $122
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gelost werden. Wegen 1 —x7, # 0 und 1+27, # 0 existiert zum einen die Ableitung der In-
formationsmatrix und zum anderen vereinfacht sich deshalb auch die Gleichung zu .
Die rechte Seite i(&t—iﬁ%; von hat Polstellen in —1 und 1 und ist streng monoton
wachsend auf (—1,1) mit Werten in (—oo, 00). Wegen (A1) und (A2) ist % stetig auf R.
Somit existiert eine Schnittstelle zwischen der linken und der rechten Seite von (4.7)).

Zur Eindeutigkeit: Ist % nichtwachsend in Bezug auf (A4), so ist diese Schnittstelle ein-

deutig.

Zu (b): Fiir k = 1 verschwindet, wie bereits erwihnt, der dritte Summand des Ausdrucks
log det(M (¢ ® 7, 3°)). Deshalb muss

q/(ﬁz) i —2 (1 - fb)
q(7y) (1—a7,)?

gelost werden. Wegen 1 — x7, # 0 vereinfacht sich diese Bedingung zu (4.8). Besitzt (4.8)
keine Losung in [—1,1), dann wird das Maximum von log det(M (& @ 77, 8°)) auf dem

log det(M (&7 @77, 8°)) = =0

*
dx7,

Rand angenommen. Dies ist dquivalent zum Maximieren von ¢(z7,)(1 — x3,)? auf dem
Rand, sodass 7, = —1 sein muss.

Zur Eindeutigkeit: Die rechte Seite von (4.8)), %, ist wieder streng monoton wach-
12

send auf [—1,1) mit Werten, die [1,00) abdecken. Ist % < 1, so kann keine Losung

von (4.8) existieren. Somit ist z], = —1 und eindeutig. Sind hingegen ‘f;((__ll)) > 1 und die

Bedingung (A4) erfiillt, so ist die Losung von (4.8) eindeutig. O

Nun lésst sich das ermittelte (verallgemeinerte) Design diskretisieren.

Satz 4.27
Es existiert ein (lokal) D-optimales Design fiir das betrachtete Problem, mit $; > 0,
By =...= B =0, By € R, welches einen Trigerpunkt in (1,0,...,0)" und die ande-

ren k Tragerpunkte in den Ecken eines beliebig rotierten (k — 1)-dimensionalen Simplex
hat, welcher maximal im Schnitt der k-dimensionalen Einheitskugel und der Hyperebe-
ne mit 1 = x3, aus Satz einbeschrieben ist. Die Tragerpunkte sind gleichgewichtet

|
mit Tl

Beweis. Ist k = 1, so besteht das (lokal) D-optimale (verallgemeinerte) Design £* = £ @7
bereits aus zwei Punkten (sp = 1 und s; = z7,) mit gleichen Gewichten % Dies ist also
ein diskretes Design.

Anderenfalls ist ein expliziter Designpunkt der Pol sy = (1,0,...,0)" mit Gewicht k%l
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Folglich muss nun nur noch die (stetige) Gleichverteilung auf dem Orbit

{255} X Sp_a(+/1 — x}1,?) diskretisiert werden.

Mit & = (x9, ..., xy) ist die betrachtete Informationsmatrix:

M6~ [ (@) B @) (@) )
= 2 s e+ S [ ((112) (("’;»T (e d8)
s (V)

Nun soll dieser Orbit auf eine Einheitssphéare skaliert und dann ausschliefslich die letzten
k — 1 Komponenten angesehen werden. Sei us, , die (stetige) Gleichverteilung auf der

Sphiire S;_5 und sei f das (k — 1)-dimensionale Analogon zu f und

1
Q- ., D25 (k-1)
\ 1-— Z'T22 ]Ik,1
Damit ist f((23,, 2 )') = Qf () mit = = \/1;—2&3 € Sk_2 und
M8 = 2 poo) o)+ EE Q [ F@) 7 e, (08) QT

Sk—_2

Seien 3, ..., 8; die Ecken des (beliebig rotierten) Simplex aus Satz in der (k —1)-
dimensionalen Situation und 3, = /1 — 27,2 3., k € {1,...,k}, die skalierten Ecken.
Durch Ausnutzung des Lemmas [£.3] und Satzes [4.1] ergibt sich

k
]- k 1 R - R
x g0y _ T x T AT
Mg, 8% = ;7 a)f(s0)f(s0)" + ;=7 ale1) @ ¢ ;ﬂsn)ﬂsn) Q
1 i x] 2\
_ T x 12 12
= g frosansen + e #((52)) £((3)) ]
Demzufolge hat das konstruierte diskrete Design mit sy und s, = (2%,,5.)7, k €
{1,...,k}, die gleiche Informationsmatrix wie das optimale (verallgemeinerte) Design.
Somit ist es auch (lokal) D-optimal. O

Nun folgen einige weitergehende Bemerkungen zur Anwendung des Satzes [£.27] Doch

zuvor werden noch einige Figenschaften eines reguléren Simplex bendtigt.
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Bemerkung 4.28
Der sogenannte Standard-Simplex ist ein reguldrer Simplex im euklidischen Vektorraum
R¥. Er besteht aus den k Eckpunkten

er1 = (1,0,...,0)", era=1(0,1,...,0)", ..., ewr=1(0,0,...,1)".

Er spannt aber nur einen (k — 1)-dimensionalen Unterraum, eine Hyperebene, auf. Trotz-
dem lassen sich damit wichtige Eigenschaft eines reguldren Simplex herleiten. Der Mittel-
punkt dieser k Punkte ist %]lk = (%, ce %) Aufgrund der Regularitat des Simplex dient
dieser Mittelpunkt sowohl als Umkugel- als auch Inkugelmittelpunkt beziiglich des (k—1)-
dimensionalen Unterraums. Der Abstand zwischen Koordinatenursprung Oy und dem
Mittelpunkt %]1 r beschreibt die Distanz zwischen dem Unterraum, in dem der Standard-

Simplex liegt, und dem Koordinatenursprung Q) und ist

k (%)2 _ % | (4.10)

Der Abstand zwischen Mittelpunkt und einem beliebigen Eckpunkt betragt

\/<%—1>2+(k;—1) (%)Zz % (4.11)

Dies ist der Umkugelradius. Die Distanz zwischen zwei Eckpunkten, also die Kantenldnge

des Standard-Simplex, ist

VO (12 + (k—2)- 0= V2.

Um den Standard-Simplex zu einem vollstéindig den euklidischen Vektorraum R* aufspan-
nenden, reguldren Simplex S zu erganzen, wird ein weiterer Punkt benétigt. Dieser liegt
auf der Normalen zum obigen Unterraum durch den Punkt %]lk, also al; mit a € R.
Aufgrund der Kantenlinge v/2 ergibt sich a = %m Dieser Punkt liegt zwar innerhalb
der Einheitskugel, aber nicht auf deren Rand.

Damit ein reguldrer Simplex entsteht, der die Einheitskugel By, aufspannt und dessen Eck-
punkte auf der Einheitssphére Sy_1 liegen, muss dieser Simplex S noch geeignet skaliert
und verschoben werden. Um den Skalierungsfaktor zu bestimmen, hilft der Standard-

Simplex im euklidischen Vektorraum R*+1, also eine Dimension héher. Dieser besitzt die

Kantenlinge /2 und den Umkugelradius kiﬂ Folglich muss S im R¥ mit % skaliert
werden.
Dadurch entsteht ein Simplex mit der Kantenlidnge V2 k—zl Der skalierte Standard-
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Simplex beziehungsweise dessen Unterraum besitzt somit einen Abstand zum Koordina-

tenursprung von \/LE‘ / % Dessen Umkugelradius betragt ,/%, / k—zl

Zur Bestimmung der nétigen Verschiebung stellt sich die Frage, wie weit dieser skalier-

te Standard-Simplex mit Umkugelradius %, / % vom Koordinatenursprung entfernt

sein muss, sodass die Eckpunkte auf der Einheitssphére liegen. Dazu wird ein Abstand

benétigt. Somit muss um eine Lédnge von

1 1 [k+1 1-vVE+1

ko VEV & 2

von

in 1x-Richtung verschoben werden. Dies entspricht einer Verschiebung von 1_k— V}k“]l k-

Die Eckpunkte des Standard-Simplex lassen sich kompakt als die Spalten der Einheits-

matrix [, schreiben. Darauf die Skalierung und Verschiebung angewendet ergibt

/C-l—lH +1— k+1
Eor N

Fiir den (k + 1)-ten Eckpunkt folgt

E+1/1—+vVk+1 1—vVk+1 1
Ty) +— Y = ——1, .
k k kvVk

11) .

Bemerkung 4.29 (Anwendung des Satzes

Soll ein optimales Design fiir ein vorgegebenes allgemeines 3° = (B, B1,...,B) be-
stimmt werden, welches nicht erfiillt, so miissen der Versuchsbereich und der Para-
meterbereich rotiert beziehungsweise orthogonal transformiert werden. Anschliefsend muss
ein (lokal) D-optimales Design gefunden werden, welches dann wieder zuriickrotiert be-
ziehungsweise -transformiert wird.

Dazu wird eine geeignete Darstellung eines (k — 1)-dimensionalen reguldren Simplex, wie
der Standard-Simplex aus Bemerkung und Satz benétigt. Solch ein (lokal) D-
optimales Design besteht aus k + 1 gleichgewichteten Tragerpunkten. Dies sind

0

0‘ mit 30:(61;---7BK>T7

!

o
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der Punkt mit dem gréfiten Wert der Intensitétsfunktion tiber den kompletten Versuchsbe-

reich By, und die k Eckpunkte eines reguldren Simplex, der in einem Orbit einbeschrieben
0

ist, welcher orthogonal zur Achse durch Oy und dem erstgenannten Tragerpunkt % liegt.
Diese k Punkte sind die Spalten von

~0
V1 — a2 k
'?—O]I,I 334{2_’_—3712 +H vk 1— 7,2 . (4.12)
13| vVk—1 k—1

Im zweiten Summanden wird der Standard-Simplex, welcher sich als die Spalten der Iden-
titatsmatrix I, schreiben ldsst und sich orthogonal zur Achse von Q) und \/LE]lk befindet,
durch die Householder-Matrix, siehe ([2.19)),

~0

B 1

2
I‘.I‘Z]Ik——’U’U—r mit 'l):~—0+—]lk

v B vk

~0
gekippt beziehungsweise gespiegelt, sodass der Standard-Simplex nun orthogonal zu £

ist. Dabei ist HI, = H. Wie in Bemerkunghat der (gekippte) Standard-Simplex in
k—1
k

der Hyperebene einen Umkugelradius von , vergleiche (4.11)), und muss auf einen

0
Radius von /1 — 21,2 an der Orbitposition x%, skaliert werden. Ist 2 = —\/Lgllk, SO

18°
ware v = Oy, fiir die Housholder-Matrix. Damit ist kein Kippen nétig, sodass in der oben
aufgefiihrten Darstellung H = 1, gewédhlt werden kann.
Der erste Summand verschiebt den skalierten und gekippten Standard-Simplex dann so,

~0
dass er sich in der richtigen Distanz zum Pol % befindet. Der Standard-Simplex hat

einen Abstand von \/LE’ vergleiche (4.10)), zum Koordinatenursprung. Wird dies mit 4 / %
und /1 — %,% skaliert, ergibt sich ein Abstand von

Ak s Vi
VE V-1 12 VE—1

~0
Diesen Abstand in %—Richtung ausgeglichen und auf z73, gebracht, ergibt den ersten

Summanden.

Bemerkung 4.30

Soll das Design aus Bemerkung rotiert werden, so kann dies durch Kippen des
Standard-Simplex in eine Ebene, welche orthogonal zur xi-Richtung ist, dem Rotieren
des Simplex mit festem x, und anschlieendem Kippen in die richtige Richtung erfolgen.
Dazu muss in der Term H durch HyRH ersetzt werden. Dabei ist H, die
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Householder-Matrix mit v = ey + \/ig]lk fiir das erste Kippen und Hy die Householder-
~0
Matrix mit v = 25 — ei,1 fiir das zweite Kippen und

18"
ro[ ! 0;_,
Op—1 Ry

mit einer beliebigen Rotationsmatrix Ry_; des R¥~! (oder orthogonalen Matrix) fiir die
Rotation des Designs. Somit ist R € O(k; 1), vergleiche Definition [2.10}

4.3 Beispiele

4.3.1 Poisson-Regression

Wie bereits im Beispiel [4.21] basierend auf Beispiel 2.1 beziehungsweise im Anhang B Lem-
ma gezeigt wurde, erfiillt die Poisson-Regression die Bedingungen (A1) bis (A4).

Im Falle der Poisson-Regression ldsst sich sogar eine explizite Losung fiir x7, zu gegebe-
nem B° = (B, B, ..., P)" finden. Durch Verwendung von Satz ist

~2(1 + kayy)

B = fir  k>2 (4.13)

zu l6sen. Es ist direkt ersichtlich, dass die Losung unabhéngig von [ ist. Es ergibt sich

* B1
Tig =

furﬁlzo

I =

L., —1—4/1-2 2 ) Lo _1-./1-23,132
Dabei ist # nur eine Scheinlésung, da #

Orbit aufserhalb der Kugel liegen wiirde.

< —1 ist und somit der

Es ist weiterhin zu bemerken, dass die Losung rechtsseitig stetig in 81 = 0 ist. Dies ergibt

sich aus der Regel von de I’'Hospital, da sowohl Zahler als auch Nenner gegen 0 gehen,

—1+44/1—-28, + 2 _2 498 1
lim = lim k = —
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Die fiir den Fall $; = 0 bestimmte Losung von (4.13)) stimmt mit den Resultaten aus
Bemerkung iiberein.

Fir £ = 1, was die Poisson-Regression auf dem eindimensionalen Intervall [—1,1] ist,

vereinfacht sich die Losung zu

-1 flir Bl S [O, 1]

2 .
I_E fiir gy > 1.

*
L9 =

Dies fallt mit der Losung von Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007) und
Russell et al. (2009)) beziehungsweise Schmidt und Schwabe| (2017)) zusammen.

Fiir festes k > 2 ist x7, als Funktion in Abhéngigkeit von 3; > 0 streng monoton wachsend,
da

—2 420
Br— (—1+4/1— 25+ B}
d$>{2_2\/1__51+61 ( >i+ ~1+ 16
4 o I VAT

positiv ist — sowohl fir #; > k, denn —1 + %61 > 0, als auch fiir f; < k, denn

V1= 280+ 8 =/ (1-18)° + 82— 5B > 1- 161

Fiir 8, — oo konvergiert diese Funktion fiir festes £ > 2 gegen 1, denn

—1+\/1—%51+5%

i Iim — ———+1=1.
B1—>00 o3 oo 51 \/ 51 k51

lim

Umgekehrt wéchst fiir festes 81 > 0 die Losung 7, monoton in k, da

—1+\/1 k+1/31+5% —14 /1= 26+ B

~ B

recht schnell d4quivalent zu k+1 > k umgeformt werden kann, und konvergiert fiir k& — oo

“1+1+8

otz = B,

gegen die Grenzfunktion

Auch fiir 81 = 0 konvergiert die Losung fiir & — oo von unten gegen .z}, = 0. Zur
Veranschaulichung dieses Sachverhaltes siehe Abbildung [4.1]
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0.75 t

0.5 T

0.25 t

—0.25 1

—0.5 -

Abbildung 4.1: Position des Orbits z}, in Abhéngigkeit von /5, fiir die Poisson-Regression.

In Worten formuliert bewegt sich fiir festes & > 2 der x7,-Orbit mit wachsendem (3, €
[0,00) von 2}, = —+ auf der negativen Hemisphére (27, < 0) des Versuchsbereiches iiber
den Aquator (x%, = 0) und die positive Hemisphére bis hin zum Pol (2%, = 1), erreicht

diesen natirlich nicht.

Nun soll fiir beliebig gegebene Anfangsparameter 3" ein (lokal) D-optimales Design
bestimmt werden. Unter Verwendung von Bemerkung lasst sich fiir die Poisson-
Regression auf der dreidimensionalen Einheitskugel (kK = 3) mit gegebenen Anfangspa-
rametern 3° = (-,1,2,2)", also BO = (1,2,2)" und |BO| = 3, die Position des Orbits
bei a3, = “42Y2 20,6095 bestimmen. Mit

~0

P 1 T_ (1
'v—’BO’+\/§(1,1,1) —<3+

ist die Householder-Matrix (alle Eintriage auf vier Nachkommastellen gerundet)

/3

V32 V3
373 3

w
C»JI[\D
5

—7

) 0.5774 —0.5774 —0.5774
H:]Ig—m'va% —0.5774  0.2113 —0.7887
—0.5774 —0.7887  0.2113
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Abbildung 4.2: D-optimales Design zur Poisson-Regression auf der dreidimensionalen Einheitskugel mit
gegebenem 3° = (,1,2,2)7.

~0
Ein Tragerpunkt des optimalen Designs ist é_‘)\ = (%, %, %)T und die restlichen drei Tra-
gerpunkte sind die Spalten von

~0 0.9506 —0.1706 —0.1706
VI 2 i

—‘{30‘112 2y + ¥ == xf H 13_1 1—at2~ 02195 09852  0.0143

E - -

0.2195 0.0143  0.9852

Die vier Designpunkte

(0.3333,0.6667,0.6667) ",  (0.9506,0.2195,0.2195)",
(—0.1706,0.9852,0.0143)7, (—0.1706,0.0143,0.9852) "

sind in Abbildung [4.2] dargestellt. Wie bereits implizit in der Notation des Anfangspara-
metervektors B° angedeutet, ist das optimale Design hier unabhingig von der Wahl der

ersten Komponente [y.
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4.3.2 Negativ-Binomial-Regression

Wie auch im Beispiel und Beispiel 2.2] erwéhnt, erfiillt die Negativ-Binomial-Regres-
sion die Bedingungen (A1) bis (A4), siche dazu auch Anhang[B|Lemma[B.2] Im Gegensatz
zur Poisson-Regression kann die Losung der Gleichung (4.7)), also konkret

P _ 2(1 + kaiy)
1+atexp(By + Bizty) k(1 —2%?)

fir k> 2, (4.14)

nicht explizit dargestellt werden. Offenbar wird hier die Losung sowohl von f; als auch
vom zuvor gewéhlten a > 0 abhédngen. Dabei sind diese beiden Abhéngigkeiten nicht
beliebig, sondern fliefsen effektiv als 5y — loga ein. In Abbildung ist eine numerische
Losung fiir Sy — loga = 0 dargestellt.

*
T12 R

0.25 +

—0.25 1

—0.5 -

Abbildung 4.3: Position des Orbits z3, in Abhéngigkeit von (; fiir die Negativ-Binomial-Regression
mit Sy — loga = 0.

Auch das Verhalten der Position des z7,-Orbits unterscheidet sich zu dem der Poisson-
Regression. Fiir festes k > 2 wandert der Orbit mit wachsendem ; € [0, 00) von a7}, = —¢
auf der negativen Hemisphire des Versuchsbereiches iiber den Aquator (z%, = 0) in die

positive Hemisphére und dann wieder zuriick Richtung Aquator.

Aber durch den Satz iiber die implizite Funktion ist bekannt, dass der [;-xj,-Graph
stetig und differenzierbar auf (0,00) ist. Zusétzlich gibt es nur eine Nullstelle in 5, =
2 (14 a'exp(fy)) und die Ableitung des Graphen ist in dieser Nullstelle positiv. Fiir
£1 — 0 konvergiert der Graph zu —%. Folglich ist z7, fiir alle B; rechts der Nullstelle

positiv.
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Umgekehrt kann der x7j,-(1-Graph mittels der Standard-Lambert-W-Funktion, der inver-

sen Funktion von x — zexp(x), als

1 W(_Za—l iy (1 + kxiy) X (50 . 227,(1 4+ kgf{f))) N 2 (1 + kx7y)
Tio k(11— xﬁz) k(1— ff22)

dargestellt werden.

Hier lasst sich der Grund fiir das Verhalten des eigentlichen J;-z7,-Graphen ersehen.
Der Hauptast der Lambert-W-Funktion zeigt sich fiir das Verhalten und die Form des
Graphen links des Maximums und der untere Ast fiir das Verhalten des Graphen rechts

des Maximums verantwortlich.

Es wurde bereits erwihnt, dass die Losung auch von 5y — log a abhéngt. In Abbildung [4.4]
ist die numerische Losung fiir £ = 2 und verschiedene Werte von [y — log a dargestellt. Es
ist bereits in dieser Abbildung ersichtlich, dass der Funktionsgraph fiir gy — loga — —o0
gegen den Funktionsgraphen der Poisson-Regression in gleicher Dimension (hier k = 2)
konvergiert. Dies lasst sich auch aus der Gleichung ablesen, wenn [y —loga — —o0
geht, denn

q'(275) B o

lim = lim == =P
Bo—loga——oo q(x75)  Bo-loga——oo 1 + a~texp(fy + fr12},) 1 o

Es ergibt sich die gleiche implizite Funktionsdarstellung wie in fir B; € [0, 00) bei
der Poisson-Regression. Erwéhnt werden sollte hier aber, dass es sich um eine punktweise
Konvergenz der Funktionen handelt. Eine gleichméfige Konvergenz wird durch das Ver-
halten fiir grofe 5 (f; — oo) verhindert.

Fiir By — loga — oo folgt aus

i q' (275) _ . i
im = lim
Bo—log a—o0 q(l’ﬁ) Bo—log a—0 1 + a‘l exp(ﬁo + Bll‘ﬁ)

bl

dass z7, = —% fir alle 1 € [0, 00) sein muss, sodass die Eckpunkte des reguléren Simplex

das optimale Design bilden.

4.3.3 Modelle mit zensierten Daten

Sowohl [Konstantinou et al. (2014) als auch [Schmidt und Schwabe (2017) betrachteten
spezielle Proportional-Hazard-Modelle. Darunter befinden sich auch drei Félle der Zensie-

rung und deren Intensitédtsfunktionen. Diese erfiillen die vier Bedingungen (A1) bis (A4).
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0.75 +

0.5

0.25

-0.25
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Abbildung 4.4: Position des Orbits z7, in Abhéngigkeit von (5 fiir die Negativ-Binomial-Regression mit

verschiedenen Werten fiir 8y — loga bei k = 2.

Als erstes ist die Typ-I-Zensierung mit fester Zensierungszeit ¢ zu erwéihnen. Sie hat die

Intensitatsfunktion

qci(z1) = 1 — exp(—cexp(Bo + [1x1)) -

Als néchstes gilt fiir das zufillige Zensieren mit auf dem Intervall [0, ¢] gleichverteilten

Zensierungszeiten
exp(—cexp(By + frn)) — 1
cexp(Bo + [1x1)

Ahnlich wie bei der Negativ-Binomial-Regression ist in diesen beiden Fillen die Abhén-

qeu(xy) =1+

gigkeit vom jeweiligen ¢ und der Wahl des Wertes von [ nicht beliebig. Hier flieken beide
wieder gekoppelt ein, sodass effektiv eine Abhéngigkeit von [y + logc besteht. Abbil-
dung dient zur Veranschaulichung der beiden Modelle und der Position des Orbits
in Abhéngigkeit von f3; fiir verschiedene Dimensionen k. Es ist ersichtlich, dass das Ver-
halten des x7,-Orbits auch dhnlich dem im Modell der Negativ-Binomial-Regression ist.
Fiir 8; = 0 befindet sich der Orbit bei 7, = —1 und bewegt sich dann fiir wachsende 3,
auf der negativen Hemisphire zum Aquator und weiter auf der positiven Hemisphére und
wieder zuriick in Richtung Aquator fiir 8, — oo.

In Abbildung ist wiederum fiir die Dimension k = 2 beispielhaft fiir einige Wer-

te von [y + logc das Verhalten des z7,-Orbits dargestellt. Genau wie bei der Negativ-

1
-1
Fir gy + log c — —oo verhalt er sich wie bei der Poisson-Regression. Urséchlich dafiir ist

Binomial-Regression bleibt der Orbit fir 5y + logc — oo unverandert bei zj, =

in beiden Modellen wiederum

/ * / *
lim q'(77,) — 8 und lim q'(77,)

=0.
Bo+log c——o0 q(w*{Q) Bo+log c—oo Q("L‘T2)
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Abbildung 4.5: Position des Orbits z}, in Abhéngigkeit von 5 fiir die Typ-I-Zensierung mit fester Zen-
sierungszeit ¢ (linke Grafik) und fiir die zuféllige Zensierung mit [0, ¢]-gleichverteilten

Zensierungszeiten (rechte Grafik) mit Sy + loge = 0.
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0.5 1

0.25 1

—0.25 1
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Abbildung 4.6: Position des Orbits z}, in Abhéngigkeit von 5 fiir die Typ-I-Zensierung mit fester Zen-
sierungszeit ¢ (linke Grafik) und fiir die zuféllige Zensierung mit [0, ¢]-gleichverteilten

Zensierungszeiten (rechte Grafik) mit verschiedenen Werten fiir 5y + log ¢ bei k = 2.

Als letztes der drei betrachteten Proportional-Hazard-Modelle besitzt die zuféllige Zen-

sierung mit zur Rate A exponentiell verteilten Zensierungszeiten die Intensitatsfunktion

(21) = exp(fo + Siz1)
fdoelf) = exp(Bo + Srx1) + A

welche der Intensitédtsfunktion der Negativ-Binomial-Regression mit a = A\ dhnelt, denn

(1) = 1 exp(Bo + frz1) 1 (z1)
QoBlTL) = o T exp(Bo + Sir1) +1  a INBiTL) -

Somit unterscheiden sich beide Intensitatsfunktionen nur um einen fixen Vorfaktor, sodass

sich identische (lokal) D-optimale Designs ergeben.
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4.4 Kurze Zusammenfassung

Die (lokal) D-optimalen Designs, die hier hergeleitet wurden, kénnen auf eine grofe Klas-
se von nichtlinearen Problemen zur multiplen Regression, wie zum Beispiel Poisson- oder
Negativ-Binomial-Regression oder Modelle mit zensierten Daten, angewendet werden. In
all diesen Fallen ist der Versuchsbereich die k-dimensionale Einheitskugel und die Inten-
sitatsfunktion muss monoton sein. Dabei wurde zunéchst ein O(k — 1)- beziehungsweise
SO(k — 1)-invariantes verallgemeinertes Design bestehend aus einem Pol und einem Orbit
bestimmt und anschliefsend dieses mittels Satz zu einem exakten Design bestehend
aus genau k + 1 gleichgewichteten Designpunkten diskretisiert. Wird jeder dieser Trager-
punkte auch nur einmal genutzt, so handelt es sich um ein Design mit minimaler Anzahl

von Punkten, um den Parametervektor schitzen zu kénnen.

Durch Ausnutzung der Aquivarianz mittels linearer Transformationen (Skalierungen und
Rotationen) lédsst sich der Versuchsbereich — die Einheitskugel — auf beliebige Kugeln

und Ellipsoide verallgemeinern.

Die Tatsache, dass bisher nur monotone Intensitdtsfunktionen betrachtet wurden, ist
schon sehr einschrinkend. Im folgenden Kapitel soll deshalb eine weitere Klasse betrachtet
werden. Zu dieser werden die logistische Regression und das Probit-Modell zéhlen, denn

sie besitzen eine unimodale Intensitatsfunktion.
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Die ersten Teile dieses Kapitels beruhen auf den Ausfithrungen in der Publikation von|Rad-
loff und Schwabe (2019b), die eine weitere Klasse von Intensitétsfunktionen und damit
insbesondere die logistische Regression und das Probit-Modell betrachten. Diese Erkennt-

nisse werden im Anschluss in dieser Arbeit ergdnzt und erweitert und wurden bereits in

Radloff und Schwabe| (2023) verdffentlicht.

Im letzten Kapitel wurde an das zu untersuchende Modell der multiplen Regression die

Forderung gestellt, dass die Ein-Punkt-Informationsmatrix die Form

Mz, B) = \(f(x)'B) f(z)f(x)"

wie in (2.2) hat. Die dabei verwendeten Intensitdtsfunktionen A : R — R, die nur vom
Wert des linearen Préadiktors abhéngen, sollten die Bedingungen (A1) bis (A3) und teil-
weise zuséitzlich (A4) erfiillen. Zur besseren Nachvollziehbarkeit werden diese vier Bedin-

gungen von Seite [54] an dieser Stelle noch einmal aufgefiihrt:

(A1) X ist positiv auf R und zweifach stetig differenzierbar.
(A2) Die erste Ableitung X ist positiv auf R.
(A3) Die zweite Ableitung u” von u = 5 ist injektiv auf R.

(A4) Die Funktion /\X, ist nichtwachsend.

Die Intensitédtsfunktion der logistischen Regression lautet, vergleiche dazu Beispiel

und (2.7),
exp(z)

Mogit(2) = G (2
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Fiir das Probit-Modell ist sie, vergleiche Beispiel 2.4 und (2.8)),

)\probit(2> -
Dabei sind zur Erinnerung ¢ : R — [0,00) mit ¢(z) = #6*522 und ¢ : R — [0,1]
mit $(z) = f(_oo B ¢(t)dt die Dichtefunktion beziehungsweise Verteilungsfunktion der

Standard-Normalverteilung.

Die Intensitatsfunktionen des Logit- und Probit-Modells erfiillen zwar die Bedingun-
gen (A1) und (A4), scheitern aber im Allgemeinen an (A2) und (A3). Dies wird in der
grafischen Darstellung der Intensitatsfunktionen in Abbildung ersichtlich, konnte aber

auch formal gezeigt werden — der Beweis erfolgt hier nicht.

Ao T Aogit(2)
TN -t )\probit<z>

Abbildung 5.1: Darstellung der Intensitatsfunktionen Aiogit und Aprobic sowie der zweiten Ableitungen

derer Reziproke zur grafischen Falsifizierung von (A2) und (A3).

Daher ergibt sich die Fragestellung: Lassen sich diese Differenzen irgendwie ausrdumen,
sodass auch hier (lokal) D-optimale Designs zumindest unter Ausnutzung eines Teils der

bisherigen Erkenntnisse bestimmt werden konnen? Dieser Frage wird nun nachgegangen.

5.1 Erweiterung auf unimodale Intensitatsfunktionen

Wie bereits erwihnt, erfiillen die Intensitatsfunktionen der logistischen Regression (Logit-
Modell) und des Probit-Modells zwar die Bedingungen (A1) und (A4), scheitern aber im
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Allgemeinen an (A2) und (A3). Aber sie erfiillen die beiden folgenden Bedingungen (A2')
und (A3'):

(A2') X ist unimodal mit Modus c(AAQI) eR.

(A3') Es existiert ein Schwellenwert CE\A?’,) € R derart, dass die zweite Ableitung u”

1 (A3 3/)

von u = 5 sowohl injektiv auf (—oo, ¢, "] als auch injektiv auf [C&A ,00) ist.

Dabei bedeutet die Bedingung (A2') in Verbindung mit (A1), dass ein lokales Maxi-

mum CE\A?) € R der Intensitatsfunktion A derart existiert, dass A" positiv auf (—oo, C&AZI))

cE\AQ/), 00) ist sowie in C&AZ,) den Wert null annimmt. Folglich gibt es nur

und negativ auf (
ein lokales Maximum, welches zeitgleich ein globales Maximum ist. Die Eigenschaft (A3')
wird spéter benétigt, um den Aquivalenzsatz von Kiefer und Wolfowitz fiir D-Optimalitéit
anwenden zu kénnen. Die Unimodalitét aus der Eigenschaft (A2') ist der Grund dafiir,
dass Intensitdatsfunktionen, welche (A1), (A2') und (A3') erfiillen, hier als unimodale In-

tensitatsfunktionen bezeichnet werden.

Fiir den Beweis des technischen Resultats, dass das Logit- und das Probit-Modell die
Bedingungen (A1), (A2'), (A3') und (A4) erfiillen, sei auf den Anhang [B| Lemma[B.3 und

Lemma [B.4] verwiesen.

In einigen Beispielen, wie im Logit- und Probit-Modell, welche (A2') und (A3') erfiillen,

Cg\A2’) (A3')

fallen Modus und Schwellenwert zusammen ( = ¢, /), welcher dann kurz als c)

bezeichnet wird. Fiir das Logit- und Probit-Modell ist c¢) = 0.

Nicht nur diese beiden Modelle gehoren zu dieser Klasse der unimodalen Intensitatsfunk-
tionen. So erfiillt zum Beispiel das komplementére log-log-Modell, siehe |Ford et al.| (1992)
und vergleiche Beispiel mit der Intensitatsfunktion

exp(2z)

)\com oglo =

riostel2) = e exp(2)) — 1

auch (A1), (A2) mit ¢{**” ~ 0.466011, (A3') mit ¢{** ~ 0.049084 und (A4). Die Inten-
sitdtsfunktion und die zweite Ableitung derer Reziproke ist in Abbildung dargestellt.
Im Vorgriff auf Bedingung (A5) von Seite |80] wird auch diese erfiillt. Zum Nachweis die-
ser fiinf Bedingungen im komplementiren log-log-Modell sei auf Anhang [B] Lemma

verwiesen.
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- )\comp log log (Z)

/c,omp log log (’Z)
-0 /\double exp (Z)

- ugouble exp (2)
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Abbildung 5.2: Darstellung der Intensitétsfunktionen Acompiogiog Und Adoubleexp SOWie der zweiten Ab-

leitungen derer Reziproke.

Da hier einige Beispiele angegeben wurden, sollte noch erwdhnt werden, dass nicht zwin-
gend alle (scheinbar) ,unimodalen“ Intensitatsfunktionen die Bedingungen erfiillen. Das

Doppelexponentialmodell mit der Intensitatsfunktion

1

A ouble ex = 5 N 1
R T

vergleiche ebenfalls Ford et al| (1992)), besitzt zwar nur ein Maximum in z = 0, siehe
Abbildung [5.2] und erfiillt damit (A2'). Allerdings ist die Intensitdtsfunktion und deren
Reziprokes u = ; nicht differenzierbar in z = 0, sodass (A1) entfillt. Somit sind die

Erkenntnisse dieses Kapitels im Allgemeinen nicht auf dieses Modell anwendbar.

Zuriick von den Beispielen lasst sich genau wie im Fall der monotonen Intensitatsfunk-
tionen, vergleiche Bemerkung unter Ausnutzung von Aquivarianz und Invarianz eine
Rotation beziehungsweise orthogonale Transformation finden, sodass es ausreichend ist,

fiir den gegebenen Parameter 3°

Po € R beliebig, £, >0, Br=...=0=0 (.1)

zu betrachten und das eigentlich mehrdimensionale zu einem eindimensionalen Problem
zu reduzieren. Damit lasst sich wieder wie im Lemma die Intensitdtsfunktion A,
angewendet auf den linearen Pridiktor ()" 3" mit gegebenem 3°, kiirzer schreiben als

q(z1) = M(Bo + Bix1) = M(f(x)"B°). Hierzu sei noch angemerkt:
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Bemerkung 5.1

Unabhéngig von den Bedingungen (A1), (A2'), (A3') und (A4) oder dem spéter einge-
fiihrten (A5) ergibt sich bei ) = 0, dass q bezichungsweise A(f(x)"3") konstant sind.
Analog dem linearen Modell bilden auch hier die gleichgewichteten Eckpunkte eines regu-
ldren Simplex, dessen Ecken auf der Einheitssphére liegen, ein (lokal) D-optimales Design.
Dabei ist dessen Orientierung beliebig. Vergleiche dazu Bemerkung [4.10, Somit reduziert
sich fiir dieses Kapitel die Betrachtung von auf

By € R beliehig, B, >0, Ba=...=B=0.

Unter Ausnutzung der beschriebenen Aquivarianz und mit der Erkenntnis A\(f(z)"8%) =

A(Bo + B1x1) lasst sich zu den Bedingungen konstatieren:

Bemerkung 5.2

Die Bedingung (A2) impliziert nicht (A2') und (A3) impliziert nicht (A3'). Aber aufgrund
der Einheitssphire wird nur das Intervall xy € [—1,1] benétigt. Dies impliziert dann
ein z zwischen By — By und [y + B1. In diesem speziellen Fall kénnen (A2) und (A3)
auf (A2") beziehungsweise (A3') iiberfiihrt werden. Dazu wird ein beliebiges ¢y > [y + (1
verwendet. Damit liegt ¢, aukerhalb des Intervalls [—1, 1] und somit auerhalb der Kugel,
sodass nur ein Ast der Intensitdtsfunktion betrachtet werden muss. Umgekehrt wurden
fiir die Aussagen im letzten Kapitel die Eigenschaften von (A2) und (A3) nicht auf den
ganzen reellen Zahlen R, wie gefordert, benétigt, sondern nur fiir das Intervall innerhalb
der Kugel. Trotzdem ist es im Allgemeinen nicht ausreichend die Bedingungen nur fiir
ein bestimmtes Intervall zu fordern, da das Modell zwar von dem konkret gegebenen
Parameter 3° abhéngt, dieser Parameter aber beliebig ist. Somit liegen die Forderungen

doch auf ganz R.

So wie sich die Eigenschaften (A1) bis (A4) der Intensitdtsfunktion A auf die abgekiirzte
Form ¢ fiir 8, > 0 iibertragen lassen und umgekehrt, vergleiche Lemma [4.20], passiert hier
das Gleiche bei (A2") und (A3’) — analog dazu mit ) = (zg;—jﬁ(), wobei (+) durch (A2)
oder (A3') zu ersetzen oder leer ist.

Es sind

exp(fBo + Biz1)
1+ exp(Bo + f121))?

Qogit <I1> = (
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exp(fo + Biz1) (1 — exp(Bo + Si71))
(14 exp(Bo + fr71))?

Unogit (1) = 2 + exp(Bo + Biz1) + exp(—(Bo + f121))
Ui (1) = 57 (exp(Bo + Sra1) + exp(—(Bo + fra1)))

q{ogit (‘rl) = 61

im Logit-Modell und

Gprobit (1) = !
probit L1 (13(50 + lel) . (1 — (I)(BO + /lel))

im Probit-Modell. Die weiteren Terme des Probit-Modells werden hier aufgrund ihrer
Komplexitat ausgespart. Die entsprechenden Intensitatsfunktionen Aoy und Appopic SO-
wie ui (2) und up 5 (2) sind in Abbildung skizziert. Erwahnt sei noch, dass ®'(z) =
¢(2) und ¢'(2) = —z ¢(2) ist.

Auferdem gilt in beiden Modellen ¢, = 0 fiir A und analog ¢, = —bo

5 fiir q.

Nun wird eine fiinfte Bedingung eingefiihrt:
(AD) u = % dominiert asymptotisch 22 fiir z — oo.

Grundsatzlich bedeutet diese Bedingung, es muss

lim u(j) = 00
z—oo | Z
gelten. Anders formuliert geht u(z) = ﬁ schneller gegen (+) unendlich als 22 fiir z — oco.

Eigentlich waren, wie oben erwihnt, alle Bedingungen nur auf den Gebieten innerhalb der
Kugel, also fiir z € [By — (1, fo + P1], zu erfiillen. Fiir (A5) ist gegebenenfalls die Fort-
setzung der Intensitdtsfunktion A auf ganz R notig. Dies sollte, wie in Bemerkung [5.2
beschrieben, in der Regel aber kein Problem darstellen.

Beziiglich der Definition u = % muss ohnehin A(z) # 0 fir alle z € R gelten. Da
die Intensititsfunktion \ der Koeffizient vor f(z)f(z)" ist und beide die Ein-Punkt-
Informationsmatrix in bilden und diese eine positiv semidefinite Matrix ist, muss
per se A(z) > 0 fiir alle z € R sein. Die Forderung A(z) # 0 fiihrt also automatisch zum
ersten Teil der Bedingung (A1), welche aber hier immer vorausgesetzt wird. Das Logit-,
das Probit- und das komplementére log-log-Modell erfiillen sowohl (A5) als auch (A1),
vergleiche Anhang B]

Die Bedingung (A1) fithrt zu A(z) > 0 und u(z) = ﬁ > 0 fiir alle z € R. Damit kon-
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nen die Betragsstriche in (A5) entfallen. Folglich ist die Bedingung (A5) in Kombination

mit (A1) dquivalent zu

lim M

2300 22

In Worten formuliert bedeutet dies, dass u(z) schneller gegen unendlich geht als 2?2 fiir 2 —

oo. Mit der Definition u(z) = ﬁ ist dies wiederum &dquivalent zu
li !
im ——— =00
200 22\(2)
beziehungsweise
lim 2°A(z) =0 . (5.1)
Z—00

Ein weiterer Fakt beziiglich (A5), der an das Lemma 2.3 in [Schmidt| (2017)) angelehnt ist,

lautet:

Lemma 5.3
Erfiillt \ die Bedingungen (A1), (A2') und (A4) auf ganz R, so gilt

lim p(2)A(2) =0

Z—00

fiir beliebige Polynome p vom Grad n > 0. Insbesondere erfiillt A dann auch (A5).

Beweis. Der Beweis folgt den Ideen aus [Schmidt| (2017, Lemma 2.3) und passt diese an.
Zunachst werden nur die Monome z", n > 1, betrachtet und entsprechend die Funktio-
nen hy, : (0,00) - R,

hn(z) = 2"A(2)

definiert. Wegen (A1) existiert die Ableitung

R (2) = nz"TA(2) + 2" N(2) = 2" A (2) (n + 2 //\\/((j))) .

Es ist 2"7' > 0 und wegen (A1) auch A(z) > 0 fiir alle z € (0,00). Zur Bestimmung

der potentiellen (lokalen) Extremstellen miissen die Nullstellen von n + 2z - /X((j)) ermittelt

werden. z = 0 kann keine Nullstelle sein, sodass

N(z)

o) 0T T

n—+z-
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Da —2 fiir z € (0,00) streng monoton wachsend (—o0,0) abdeckt und f\/((zz)) nach (A4)
monoton nichtwachsend ist und eine Nullstelle nach (A2') in cE\AQI)

besitzt, existiert genau

eine Schnittstelle ze, zwischen beiden Seiten der Gleichung. Dabei ist 0 < 2oy, und
(A2')
CA < Zextr'

Andererseits lasst sich A/ (2) fiir z > 0 und z > cE\AZI) mittels (A2") auch in der Form

) =N (n 5 )

darstellen. Es ist 2"™' > 0 und N (z) < 0. Mit (A1), (A2') und (A4) ist ebenfalls fiir alle

z>0und z > cg\AT) der Quotient ;\,((ZZ)) nichtfallend in z. z ist streng monoton wachsend,
sodass n A}‘,((ZZ)) + z auch streng monoton wachsend ist. Daher vollzieht A/ (z) um dessen

Nullstelle zey, einen Vorzeichenwechsel von 4+ nach —, also ze, eine Maximalstelle ist.
Fiir alle z > zeyr ist h,(z) folglich streng monoton fallend, aber gleichzeitig wegen (A1)
auch nach unten durch null beschrénkt. Somit ist h,(z) fir z — oo konvergent mit
Grenzwert g,, n > 1.

Jetzt muss noch kurz hy : (0,00) — R mit ho(z) = A(z) und hi(z) = N(z) betrachtet
werden. Wegen (A2') gibt es nur ein Maximum in cE\AQI) und fiir z > cE\AT) ist ho(z)
streng monoton fallend. Wegen (A1) ist die Funktion nach unten durch null beschrénkt,
sodass hg(z) fir z — oo konvergent mit Grenzwert gy ist.

Nun ist

Gn+1 = lim h,yq(2) = lim zh,(2) und
Z—00 Z— 00

gn = lim h,(2)

Z—00

fir n > 0. Angenommen g, > 0, dann wére lim z h,(z) = oo, also ein Widerspruch.
Z—> 00
Deshalb muss ¢, = 0 fiir alle n > 0 sein. Abschliefsend lassen sich aus den Monomen

beliebige Polynome p durch Addition erzeugen, sodass lim p(z)A(z) = 0 folgt. O
Z—00

Neben Bemerkung lassen sich auch andere Resultate aus dem Kapitel zu den Mo-
dellen mit monotoner Intensitatsfunktion problemlos auf die Situation mit unimodaler

Intensitdtsfunktion iibertragen, da diese zuvor nicht die spezielle Struktur ausnutzten.

Hier gilt wie im Lemmal[4.7] dass die Trigerpunkte eines jeden (lokal) D-optimalen Designs
fiir die durch und beschriebene Klasse von nichtlinearen multiplen Regressions-
modellen mit nichtnegativer Intensitédtsfunktion A sich auf dem Rand der Kugel 2™ = By,
also auf der Sphére S;_1, befinden. Und analog zu Lemma ist fiir alle 3°, welche (4.1
erfiillen, das D-Kriterium invariant beziiglich der Gruppen O(k; 1) und SO(k; 1), also der
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orthogonalen und speziellen orthogonalen Gruppe, die x; festhalten und nur auf x,, ..., x;
operieren. Somit ldsst sich ein optimales Design innerhalb der Klasse der O(k;1)- oder

SO(k; 1)-invarianten Designs auf der Kugeloberfléche finden.

Wie im Lemma sind fiir alle 3°, welche (&.1)) erfiillen, die beziiglich der Grup-
pen O(k;1) und SO(k;1) invarianten Designs (auf der Sphére) durch & ® 77 gegeben.
Dabei ist &; ein marginales Design auf der Komponente z; und 7 ein spezieller Markov-
Kern auf den Komponenten x, ...,z Fir festes x; € [—1,1] ist der Kern 7(zy,-) die
(stetige) Gleichverteilung auf der Oberflache einer (k — 1)-dimensionalen Kugel mit Ra-
dius 4/1 — 22. Dieser Orbit kann mit z; € {—1,1} wiederum zu einem einzelnen Punkt
degenerieren und somit ein Ein-Punkt-Maf nach sich ziehen.

Daraus ldsst sich dann auch die Fisher-Informationsmatrix, vergleiche Lemma

Jqd&  [qiddg
0 . o O2x (k-1)
M(&@n.p7) = | [qiddg [qid®dé E2)
O-1)x2 ‘ = Ja(1- id*) d&; Ly

herleiten.

Bei der ndheren Analyse der Struktur der Sensitivitdtsfunktion, siehe (2.14)),

W, & @n) =Af(x) B°) fl) M (4 on,8°) f(z)

zur Anwendung des Aquivalenzsatzes von Kiefer und Wolfowitz fiir D-Optimalitéit, verglei-
che Satz 2.8 wird wiederum festgestellt, dass die Sensitivitatsfunktion dann die Form

7/1(50,51 ®ﬁ) ZQ(Z'l) 'pl(l’l) fir o= ($1,...,$k)T GS}C,1
hat, siehe Lemma [1.16] Hierbei ist p; ein Polynom vom Grad (héchstens) 2 in ;.

Ebenso lasst sich ableiten, dass es nicht nur genau zwei Tragerstellen der Orbits des
(lokal) D-optimalen Designs geben kann. Zumindest steht auch hier wieder fest, dass eine
Tragerstelle des marginalen Designs nicht ausreicht, da so die Informationsmatrix nicht

reguldr und der Parametervektor @ nicht vollstandig schatzbar ware.

Diese Analyse erfolgt nun im néchsten Lemma. Dabei wird im Gegensatz zur Beweisaus-
fiihrung aus Lemma [£.22] mittels verallgemeinerten Mittelwertsatzes der Differentialrech-

nung eine andere Idee aufgegriffen.

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 83



5.1 Erweiterung auf unimodale Intensitédtsfunktionen Martin Radloff

Lemma 5.4

Erfiillt die (abgekiirzte) Intensititsfunktion g die Bedingungen (Al), (A2') und (A3),
dann besteht das (lokal) D-optimale marginale Design £ entweder aus genau zwei Tré-
gerstellen x5, x7, € [—1,1] oder aus genau drei Trédgerstellen xf, = 1, 7, € (—1,1) und
i3 = —1L.

Wenn q zusétzlich (Ab) erfiillt, dann ist nur der Fall mit zwei Trégerstellen méglich.

Beweis. Dieser Beweis beruht wieder (vergleiche Lemma [4.22) auf dem Aquivalenzsatz

von Kiefer und Wolfowitz fiir D-Optimalitat. Es muss

E+1>¢(x, & @70) =q(x) -pi(zy) firale == (z,...,2%)"

iiberpriift werden. Dies ist wieder dquivalent zu

p) L g (5.2)

E+1  qz) —

Gleichheit herrscht in den Tragerstellen des optimalen Designs.

Angenommen, £} hétte nur genau eine Tragerstelle. So wéare die Determinante des ersten
Blocks der Informationsmatrix M (£ ®77) im Lemma gleich null und die Inverse der
Informationsmatrix und folglich das Polynom p; wiirden nicht existieren, was zu einem
Widerspruch fiihrt. Damit hat £ mindestens zwei Trégerstellen.

Bezeichne v(z;) die linke Seite der Ungleichung . Die zweite Ableitung von v ist
V'(zy) = ¢ — (q(9161)>”’ wobei ¢ die Konstante ist, die beim Ableiten des Polynoms ’%
vom Grad 2 (siehe Lemma entsteht. Die Bedingung (A3') besagt, dass v” hochs-

tens zwei Nullstellen haben kann. Aufgrund der Differenzierbarkeit und der Stetigkeit der

ersten Ableitung v’ von v hat v hochstens drei Nullstellen. Das heifst, v hat hochstens
drei potentielle innere (lokale) Extremstellen mit abwechselnden Minima und Maxima.
Handelt es sich um Minimum-Maximum-Minimum, dann kénnen z3;, = 1, 23, € (—1,1)
und zj3 = —1 die drei Stellen fiir die Maxima von v sein, wobei 1 und —1 Randstellen
sind. Gilt zusétzlich (A5), so ist lim,, . v(z1) = —o0, sodass bei 1 kein Randmaximum
vorliegen kann, sofern die anderen drei (lokalen) Extremstellen kleiner als 1 sind. Im
Falle von (Ab) ist die einzige Situation mit genau drei inneren Extremstellen Maximum-
Minimum-Maximum. In allen anderen Fillen gibt es hochstens zwei Maxima (innere oder

auf dem Rand) und folglich hochstens zwei Tragerstellen fir &;. O

Der folgende Satz charakterisiert die Trégerstellen des optimalen marginalen Designs &7,
sofern dieses genau zwei Trégerstellen besitzt. Wéhrend die Fille (a) und (b) mit Satz
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und den Resultaten aus Radloff und Schwabe| (2019a)) einhergehen, liegt das eigentliche
(a2 , (A3
- (A3") e =ho

Hauptaugenmerk auf dem Fall (¢), wenn némlich céAQ/) = CAB—IBO oder ¢; 7' = 2
in [—1,1] — also innerhalb der Kugel — liegen. Dort ist das Verhalten nicht so einfach.

Es handelt sich dabei um die Wechselzone zwischen (a) und (b). Dazu werden héaufig
numerische Berechnungen benutzt, wobei diese in einigen Spezialfillen weiter in ihrer

Komplexitéit reduziert werden kénnen. Dazu aber spéater mehr.

Es wird mit & > 2 begonnen. Dieser Satz entstammt bis auf minimale Anderungen Radloff
und Schwabe| (2019b)).

Satz 5.5

Fiir k > 2 und in der Situation von Lemma und mit q, welches (Ab) erfiillt, besitzt das
(lokal) D-optimale marginale Design &} genau 2 Tragerstellen x7, und x7, mit 3, > x7,
und Gewichten wy = & (275;) und wy = & (x7,).

Es gibt drei Félle:

(a) Ist chzl) > 1 und c((JAg,) ¢ [-1,1], dann sind o}, = 1, wy = 7, wa = kiﬂ und z7, €
(—1,1) ist Lésung der Gleichung
q(271,) k(1 —a1y?)
Gilt zusdtzlich (A4), so ist x7, eindeutig.
(b) Ist M < 1 und M) ¢ [—1,1], dann sind x}, = —1, w; = %, Wy = 5
und z7, € (—1,1) ist Losung der Gleichung

gzi) k(-2

Gilt zusatzlich (A4), so ist ], eindeutig.
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(¢) Anderenfalls ist ¢**) € [~1,1] oder ¢**) € [-1,1].
Seien x,y € R mit x >y und o € (—%, %) Losung des Gleichungssystems

J@) 2 @ —) () e (20 (A—a)
e I oo ey ey a7 s ) Yy R )

dly) 2 AW =)Gta)+aly) (—2y) G +a)
O N G I T Ol e T

11 B q(z) (1 = %) — q(y) (1 = y*) _
T [ e T [ R L A
(c0) Sind z,y € (—1,1) mit + > y und o € (—3,1) eine Losung des Gleichungs-

systems, dann sind die beiden Tragerstellen xj, = x, xj, = y mit Gewich-

tenwlzé—aundwgzé%—a.

(c1) Ist x > 1 und y € (—1,1), dann sind zj; = 1, w; = k—j_l, wy = kiﬂ
und x3, € (—1,1) ist Losung der Gleichung (/5.3)).
(c2) Ist y < —1 und x € (—1,1), dann sind =5, = —1, w; = kiﬂ, wy = k+r1

und =3, € (—1,1) ist Lésung der Gleichung (5.4)).

Beweis. Im Fall (a) sind fiir alle z; € [—1, 1] die Bedingungen (A1), (A2) und (A3) erfiillt.
Und dies ist genau die Situation von Satz [£.26]

Im Fall (b) sind fiir alle z; € [—1, 1] die Bedingungen (A1) und (A3) erfiillt, aber A\ bezie-
hungsweise ¢ sind streng monoton fallend. Durch die Anwendung der Spiegelung x; — —x;
liegt auch (A2) vor. Mittels Aquivarianz muss das optimale Design aus Satz ebenfalls
nur gespiegelt werden. Somit liegt der Punkt der maximalen Intensitat bei —1.

Im Fall (c) lautet analog zu die logarithmierte Determinante der Informationsma-

trix M (& ® 77) mit einem marginalen Design mit 2 Trégerstellen

log q(x7,) + log g(x1,) + log(z}; — ff2>2 + 10%(% —a)+ log(% + )
+ (k= 1) [=log(k — 1) +log (q(z1,) (1 = 23,) (5 — @) + q(27,) (1 — 27,°) (5 + )]
(5.8)

Dies muss nun unter (¢) maximiert werden. Sind =3, ¢ (—1,1) oder 27, ¢ (—1,1) und
a ¢ (—%, %), dann muss es ein Randmaximum geben und es muss zj; = 1 beziehungs-
weise 27, = —1 gelten. Dies fiihrt zu den Situationen (cI) beziehungsweise (¢2), welche

analog zu (a) beziehungsweise (b) sind. O
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Bemerkung 5.6

Die Fallunterscheidung im Satz bedarf noch einer kurzen Erlduterung. In den ersten
beiden Fiélle (a) und (b) liegen Modus c((]AQ/) und Schwellenwert chg/) aufserhalb des In-
tervalls [—1, 1] beziehungsweise aufierhalb der Einheitskugel. Dadurch lassen sich beide
direkt durch Anwendung von Satz[4.20| bearbeiten.

Im Fall (¢) liegen Modus und Schwellenwert hingegen nicht mehr beide aufserhalb des In-
tervalls [—1,1]. Somit lisst sich hier Satz[4.26| nicht anwenden, sondern es muss das Glei-
chungssystem bestehend aus den Gleichungen , und gelost werden. Liegen
die Lésungen x und y fiir die beiden Tragerstellen x}, und z73, der Orbits in (—1,1), also
innerhalb der Kugel, und die Losung o in (—%, %) und bildet daher reale Gewichte % -«
und 3 + «, so Ist ein optimales Design gefunden — Fall (c0). Anderenfalls muss es sich
um ein Randmaximum handeln, wobei einer der Orbits zu einem Pol degeneriert ist, also
entweder x1; = 1 bei (c1) oder 15 = —1 bei (c2). Dies bestimmt dann auch die Gewichte
des Designs, sodass nur noch die Position des anderen Orbits wie in (a) und (b) ermittelt
werden muss.

Somit gehen die eigentlichen drei Félle (a), (b) und (c¢) zu den drei Féllen (c0) mit genau
zweil nicht ausgearteten Orbits, (a) mit (c1) sowie (b) mit (c2), die jeweils ein Pol und
ein Orbit mit festen Gewichten umfassen, iiber.

Eine Illustration dieses Sachverhaltes befindet sich in Abbildung fiir die logistische
Regression und in Abbildung [5.4 fiir das Probit-Modell auf den folgenden Seiten.

Fiir k = 1 vereinfachen sich die Berechnungen erheblich. Es gilt der folgende Satz, welcher
sich in dhnlicher Form auch in [Ford et al. (1992, Abschnitt 6) oder Biedermann et al.
(2006) wiederfindet.

Satz 5.7
In der gleichen Situation wie Satz aber mit k = 1 sind die Gewichte w; = wy = % und

es konnen folgende drei Falle auftreten:

(a) Ist c,(lAzl) > 1 und c,(lA?’/) ¢ [—1,1], dann ist 3, = 1. Wenn z eine Lésung von

qlz) 1-—ux '
ist und x € [—1,1) liegt, dann ist x;, = z. Sonst xj, = —1.

Gilt zusdtzlich (A4), so ist die Lésung x7}, eindeutig.
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(b) Ist M) < —1 und M) ¢ [—1,1], dann ist x}, = —1. Wenn x eine Losung von
/
—2
a(x) _ (5.10)
q(z) 1+

ist und x € (—1,1] liegt, dann ist a3, = x. Sonst x}, = 1.

Gilt zusétzlich (A4), so ist die Losung z7, eindeutig.

(c) Anderenfalls ist CSIAQ/) € [—1,1] oder CSIABI) e [-1,1].
Seien x,y € R mit x > y Losung des Gleichungssystems

q (z) 2

q@)+w—y_0
) 2 _,
qly) -y '

(c0) Sind x,y € (—1,1) mit > y eine Lésung des Gleichungssystems, dann sind

die beiden Tragerstellen z7, = x und z7, = y.

(c1) Ist > 1 und y € (—1,1), dann sind 7, = 1 und x3, € (—1,1) ist Losung der

Gleichung (5.9).

(¢2) Ist y < —1 und x € (—1,1), dann sind x}, = —1 und z7}, € (—1,1) ist Losung

der Gleichung (5.10)).

Beweis. Die Falle (a) und (b) ergeben sich wieder direkt aus Satz fir £ = 1.
Im Fall (¢) lautet die logarithmierte Determinante der Informationsmatrix (5.8)) fiir k = 1

log q(x1,) + log q(x7,) + log(x}; — a7,)* + log(% —a)+ log(% +a).

Dies nach « abgeleitet und null gesetzt liefert direkt o = 0. Nach = und y ergibt sich das
Gleichungssystem. Der Rest ist analog zu Satz O

Aber nun soll der Satz 5.5 in Anwendung aufgezeigt werden.
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5.2 Beispiele

5.2.1 Die logistische Regression und das Probit-Modell

Wie bereits erwdhnt und in Anhang [B] Lemma und Lemma gezeigt, erfiillen
sowohl das Logit- als auch das Probit-Modell die Bedingungen (A1), (A2'), (A3'), (A4)
und (A5). Dabei ist ¢y = CE\AQI) = C(AASI) = 0. Dies ist die Stelle des Maximums der
Intensitéatsfunktion A und analog fiir ¢ ist ¢, = c((lAy) = chS/) = —%. Da 3, > 0 ist,

héngt ¢, von —fy ab. (Fiir ; = 0 vergleiche Bemerkung [5.1]) Oft wird 3, = 1 gesetat,

sodass ¢, = —f ist. Daher wird im Folgenden sich nur auf —f, anstatt auf 3, bezogen.

Unter Verwendung von Satz[5.5/kénnen die beiden Trégerstellen des marginalen Designs &£;
im Logit-Modell bestimmt werden. In Abbildung erfolgte dies numerisch fiir —f, €
[—1.2,1.2] und festes f; = 1 und den Dimensionen k& = 3 und k = 6. Der Fall (¢0), bei
dem tatséchlich zwei innere Tragerstellen vorliegen, tritt nur fiir —f, € (—0.403,0.403)
(gerundet) bei k = 3 und fir —f, € (—0.480,0.480) bei &k = 6 ein. Das Probit-Modell
zeigt, wie in Abbildung zu sehen, ein fast identisches Verhalten. Hier ist das interes-

(b) (c2) (c0) (c1) (a) (b) (c2) (c0) (c1) (a)
= —— 1

_____________________

_____________________

*
L2

(a) k=3 (b) k=6

Abbildung 5.3: Logit-Modell fiir feste Dimension k& = 3 (linke Abbildung) beziehungsweise k = 6 (rechte
Abbildung) mit 51 = 1: Abhéngigkeit von x7; und =3, (durchgezogene Linien) und deren
zugehorige Gewichte wq und wy = 1—wq (gestrichelte Linien) von ¢y = —f € [-1.2,1.2].
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(b) (c2) (c0) (c1) (a) (b) (c2) (c0) (c1) (o)
1 1

___________

________________

Abbildung 5.4: Probit-Modell fiir feste Dimension k& = 3 (linke Abbildung) beziehungsweise k = 6 (rechte
Abbildung) mit 5, = 1: Abhéngigkeit von z7j; und x5 (durchgezogene Linien) und deren

zugehorige Gewichte wq und wy = 1—w; (gestrichelte Linien) von ¢, = —fy € [-1.2,1.2].

sierende Intervall fiir —fy, wo es zwei innere Tragerstellen gibt, (—0.436,0.436) fir k = 3
und (—0.507,0.507) fiir £ = 6. Hierzu sei auf Beispiel verwiesen.

Aber es gibt trotzdem einen grofen Unterschied, der in den Abbildungen und
nicht ersichtlich ist, ndmlich das Verhalten im Unendlichen im Fall (a) beziehungswei-
se (b). Fiir —fy — oo oder —fy — —oo konvergiert im Probit-Modell die einzelne innere
Tragerstelle von unten gegen 1 beziehungsweise von oben gegen —1, also der Orbit des
Designs wandert zu dem Pol, welcher auch Designpunkt ist. Im Logit-Model hingegen

konvergiert die innere Tragerstelle gegen

SHVIERH g B s 0

B
fiir /81 =0.

=

Fiir 5 = 1 ergibt sich folglich —1 + \/g ~ 0.1547 (k = 3) und —1 + \/g ~ 0.2910
(k=6).

Wie im Satz kann nun wiederum der Orbit, der zu den inneren Tragerstellen z7,
beziehungsweise 27, im Fall (a) oder (b) gehort, durch die Eckpunkte eines (k — 1)-di-

mensionalen reguldren Simplex diskretisiert werden. So liegen folglich exakte (lokal) D-
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optimale Designs mit identischen Gewichten k#ﬂ Vor.

Die Diskretisierung im Fall (¢) ist hingegen schwieriger. Sind die Gewichte w; und w,
geeignet, so kann die Diskretisierung mittels (k — 1)-dimensionaler reguldrer Simplexe,
Kreuzpolytope und Wiirfel oder anderer Diskretisierungen der Gleichverteilung auf der

Kugeloberflache, wie oben in Bemerkung [4.6] erwéhnt, erfolgen.

? ' ¢
S O ... ~— —_—-t e —
: i .=
(a) =Bo =05 (¢) =Bo=—0.1

Abbildung 5.5: Logit-Modell: Diskretisierte (lokal) D-optimale Designs fiir 51 = 1 und k = 3.

In der Abbildung werden drei Beispiele zur logistischen Regression mit $; = 1 zur
Dimension £ = 3 betrachtet. Die Werte fiir —f, sind derart gewéhlt, um verschiedene
Méoglichkeiten von exakten und beinahe exakten (gerundeten) Designs zu illustrieren.
Fir —f, = 0.5 ergeben sich aus Satz die Positionen zj; = 1 fiir den Pol
und zj, ~ —0.18 fiir die Position des Orbits. Dabei ist der Pol mit w; = &(z},) = 1
gewichtet. Der Orbit mit Gewicht wy = 1 — wy = &f(z},) = 2 kann durch die drei Eck-
punkte eines gleichseitigen Dreiecks (zweidimensionaler Simplex) diskretisiert werden. Es
entsteht ein exaktes Design mit minimaler Anzahl von Tragerpunkten.

Fir —f, = 0 gibt es neben der Rotationsinvarianz (O(k;1)- beziehungsweise SO(k;1)-
Invarianz) eine zusétzliche Invarianz — die Spiegelung in z;-Richtung. Insbesondere ist die
Intensitéatsfunktion des Logit-Modells symmetrisch. Deshalb miissen auch die beiden Tra-
gerstellen des marginalen Designs &; symmetrisch um 0, also 27, = —z7,, und die Gewichte
gleich & (z3,) = & (x7,) = 0.5 sein. Durch Berechnungen ergibt sich zj;, = —a7, ~ 0.52.
Auch diese beiden Orbits konnen beispielsweise durch die Eckpunkte von gleichseitigen
Dreiecken oder Quadraten diskretisiert werden, es entsteht ein exaktes Design mit sechs
oder acht gleichgewichteten Tragerpunkten. Aber im Gegensatz zum Fall mit —5; = 0.5
ist dies kein Design mit minimaler Anzahl von Designpunkten. Somit besteht durchaus
die Moglichkeit, dass ein ebenfalls (lokal) D-optimales Design existiert, welches weniger
Punkte benétigt. Deshalb wird im Abschnitt eine Moglichkeit aufgezeigt, wie sich die
Anzahl der Trégerpunkte in solch einem Fall auf die minimale Anzahl reduzieren lasst,
ohne die Informationsmatrix zu verandern.

Fiir —fBy = —0.1 entsteht ein optimales aber verallgemeinertes Design £* mit x}; ~ 0.42,

23y ~ —0.62 und & (27,) ~ 0.4297. Es ist 0.4297 ~ 2. Deshalb bietet es sich an, ein gerun-
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detes Design £~ mit den gleichen Orbit-Trégerstellen x7; und =7, zu wéhlen. Die Gewichte
des marginalen Designs werden dann zu £(27,) = 2 und &§(27,) = 7 angepasst. Folglich
lasst sich der Orbit zu z7; durch die drei Eckpunkte eines zweidimensionalen Simplex
— eines gleichseitigen Dreiecks — und der Orbit zu x], durch die vier Eckpunkte ei-
nes zweidimensionalen Wiirfels oder Kreuzpolytops — eines Quadrates — ersetzen. Trotz
der kleinen Rundungen ist dieses exakte Design, das aus sieben gleichgewichteten Tra-
gerpunkten besteht, nahe einem optimalen Design. Um dies zu verifizieren, lasst sich die
D-Effizienz, siehe , berechnen, welche das gerundete Design £~ mit dem (nicht ge-

rundeten) D-optimalen Design £* vergleicht — hier k = 3, p = 4und 8° = (0.1,1,0,0) ":

_ det(M(¢,8%)
det(M (5, 8"))

~ 0.999757 .

B =l S

Effp(£7, 8%)

Im Abschnitt werden derartige Effizienzbetrachtungen fortgesetzt, wobei dabei sogar
wieder nur Designs betrachtet werden, die eine minimale Anzahl von Tragerpunkten auf-
weisen, dies war bei der hier gezeigten Diskretisierung bei — 3, = —0.1 mit sieben Punkten

noch nicht erfillt.

Die beiden zunéchst betrachteten Beispiele, logistische Regression und Probit-Modell, er-
fiillen bereits eine Eigenschaft, die im néchsten Abschnitt ndher beleuchtet werden soll
und eine einfachere Berechnung der Orbitpositionen und Orbitgewichte erlauben. Sie be-
sitzen sogenannte symmetrische Intensitétsfunktionen, sieche Abschnitt [5.3] Deshalb soll
hier noch kurz ein Beispiel mit einer Intensitatsfunktion betrachtet werden, die nicht

symmetrisch ist.

5.2.2 Das komplementare log-log-Modell

Das komplementéare log-log-Modell, vergleiche Seite und Beispiel 2.5 besitzt eine
derartige Intensitatsfunktion, die schon aufgrund der unterschiedlichen Lage von Mo-
dus cE\A2/) ~ 0.466011 und Schwellenwert cE\ASI) ~ 0.049084 nicht symmetrisch sein kann,
siehe dazu Anhang [B] Lemma [B.10] und Bemerkung [B.11] Da der Fokus in dieser Arbeit
nicht auf diesem Modell liegt, werden hier die optimalen Orbitpositionen und Gewichte in

Abhéngigkeit von [y nur fiir die Dimension k& = 3 bei festem [, = 1 numerisch geplottet.

In Abbildung [5.6] ldsst sich leicht erkennen, dass der interessierende Bereich (Fall (c0)),

namlich —fy € (—0.356,0.495) (gerundet), mit zwei inneren Trigerstellen weder sym-
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(b) (c2) (c0) (c1) (a)
1

Abbildung 5.6: Komplementires log-log-Modell fiir feste Dimension ¥ = 3 mit 5; = 1: Abhéngigkeit
von zj; und z7, (durchgezogene Linien) und deren zugehdrige Gewichte wy und wy =
1 — wy (gestrichelte Linien) von —fp € [—1.7,1.2].

metrisch um null noch symmetrisch um Modus oder Schwellenwert ist. Auch die Ver-
laufe der Gewichte oder Orbitpositionen zueinander sowie die Bereiche [—1.466, —0.356]
und [0.495,0.951] (gerundet) fur die Félle (¢2) bezichungsweise (c1) scheinen keiner of-

fensichtlichen Symmetrie zu folgen.

Interessant beim komplementaren log-log-Modell ist aber auch das sich unterscheidende
Verhalten im Unendlichen. Fiir —fy — co konvergiert die innere Tragerstelle &hnlich der

logistischen Regression gegen

SHVIESH e B s 0
B1

furﬁlz()

e

Mit f; = 1 und k = 3 ergibt sich gleichfalls —1 + \/g ~ 0.1547. Fiir —fy — —o0
bewegt sich die innere Tragerstelle allerdings gegen den Pol —1, der in diesen Designs ein

Versuchspunkt ist.

Nach diesem kurzen Abstecher zu einem Modell mit nichtsymmetrischer Intensitétsfunk-
tion soll nun den symmetrischen Intensitdtsfunktionen wieder die volle Aufmerksamkeit

geschenkt werden.
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5.3 Symmetrische Intensitatsfunktion

In Radloff und Schwabe| (2019b)) wurde bereits im Abschnitt Zusammenfassung und Dis-
kussion eine interessante Beobachtung fiir Modelle mit Intensitétsfunktionen festgehalten,
bei denen Modus und Schwellenwert zusammenfallen (¢{**”) = ¢{**) = ¢,). Dies tritt bei-

spielsweise im Logit- und Probit-Modell mit ¢y = 0 auf.

,,There is one property observed in the numerical calculations for both the logit
and probit model [...] which deserves further investigations: If the intensity
function A is symmetrical, which means A(c) + z) = A(c\ — ), then the two
support points are also symmetric around c) as long as these support points are
in the interior of the marginal design region. [...] For the one-dimensional case
this has been proved in Ford et al.| (1992, Section 6.5 and 6.6), but this proof
cannot be extended to higher dimensions directly because of the additional
asymmetric term (1 — %)%

Radloff und Schwabe| (2019b, Abschnitt ,Summary and discussion®)

Diese Aussage ist so jedoch nur im standardisierten Fall 55 = 0 und ; = 1 richtig. Im
allgemeinen Fall sind die beiden Trégerstellen zwar auch symmetrisch, aber nicht zu c,,
sondern zu ¢, = C*ﬁ_—lﬂo Die nun folgenden Erkenntnisse wurden bereits in [Radloff und
Schwabe, (2023, Abschnitt 4) veroffentlicht. Sie werden aber trotzdem hier ausfiihrlich er-

ortert. Den Start macht deshalb die Definition einer symmetrischen Intensitatsfunktion.

Definition 5.8
FEine Intensitédtsfunktion A, bei der Modus und Schwellenwert (C&Azl) = cg\A?’/) = ¢, ) tiber-

einstimmen, heilst symmetrisch um cy, falls fiir alle z € R
AMen+2) = Aen — 2)

gilt.

In dieser Arbeit werden nur die logistische Regression und das Probit-Modell als in der
Praxis wichtigste Vertreter dieser Modellklasse betrachtet. Diese beiden Modelle haben
eine symmetrische Intensitétsfunktion und erfiillen die fiinf Bedingungen (A1), (A2'),
(A3"), (A4) und (A5) mit ¢\ = cg\AT) = cE\ASI) = 0. Dazu sei auf Anhang |B| Lemma
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und Lemma [B.4] verwiesen. Weitere Modelle in dieser Klasse sind vorstellbar, wurden aber

hier weder bestimmt noch untersucht.

Der folgende Satz, welcher aber nur in Verbindung mit Satz angewendet werden kann,
stellt das Hauptresultat dieses Abschnittes fiir symmetrische Intensitatsfunktionen dar.
Ein analoges Resultat fiir Dimension k = 1 schlieft sich im Satz [5.13] an. In Kombination
mit Satz folgt sogar die Eindeutigkeit der jeweiligen Losungen fiir die Orbitpositionen
und Gewichte.

Satz 5.9
Sei in der Situation von Satz (c0) die Intensititsfunktion \ zusétzlich symmetrisch

u cy,.

e Fliir By # ¢y seien r die Losung der Gleichung

/\/(CA+T) _ A(k77n7 ¢, Bl) (5 11)
Alex+r) (k+1)7 (r4c—B1)(r+c+pB1)(r—c+p51)(r—c—p5) '
mit Zahlerfunktion
A(k7 rc, ﬁl) =—-2 kTZ (ﬁ%+02—r2) + (ﬁ%—c2—7'2)2—4 02 7’2
F(Br- ) (B (1)
und ¢ = ¢y — [y. Dann ist
c r
xr = E + E 5 (5.12)
c T
y = E — E , (5.13)
i L e R T -

4(k+1)cr
eine Losung des Gleichungssystems (5.5)—(5.7)).

o Fiir fy = cyistx = 3,y = —5- und o = 0 eine Losung von (5.5)—(5.7). Dabei ist r
Lésung der Gleichung
N(ex+7r) 2(8 —kr?)

Nortr) e Dr(B—r)" (5.15)
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Bemerkung 5.10
Da das Gleichungssystem (5.5))—(5.7]) im Satz (c0) eine Lésung mit zwei inneren Tré-

gerstellen fiir das marginale Design liefern soll, ist x,y € (—1, 1) gefordert. Also muss

cx — o r

B + E <1
gelten. Dies fithrt mit f; > 0 zu r € (—(cx — fo) — b1, —(ex — Bo) + 1) und gleichzei-
tig r € ((ex — Po) — b1, (cx — Po) + P1). Folglich miissen sich beide Intervalle iiberschnei-
den. Das ist fiir ¢y — Sy > 0 der Fall bei 0 < ¢y — By < (1 und fiir ¢y — By < 0 der Fall bei
—p1 <ecx— By <0.
Somit muss ¢y — fy € (—fB1, 51) und insbesondere 32 > (c\ — By)? gelten. Dann liegt r im

Intervall (|cx — Bo| — B1, —|ea — Bol + Br).
Dies gilt insbesondere fiir 5y = ¢y, also ¢y — By = 0. Hier liegt speziell r in (—f, B1).

-1<

Bemerkung 5.11

Im folgenden Beweis wird eine etwas ungewohnliche Notation fiir Briiche verwendet. Dabei
werden aufgrund von Platzmangel Ziahler und Nenner teilweise mehrzeilig, insbesondere
zweizeilig, liber- beziehungsweise unterhalb des Bruchstriches dargestellt. Eine Verwen-
dung der Standardnotation von Briichen und damit der Zerlegung des ,,groken® Bruchs in

mehrere Funktionen und Teile wiirde der Lesbarkeit wahrscheinlich noch weniger helfen.

Beweis von Satz[5.9. Zunéchst wird (5.12) und (5.13)) in (5.7)) eingesetzt:
Bo Bo 2
CA— r — (&= r
q( B +/31> (1 < B +5l) )
2
—qglezbe _ _(@aazbo _
1 1 q( )\51 . 51) (1 ( )\61 . Bl) >
= — l + o - c —ﬁ N c —B 'r‘ 2
? ’ q(A51O+E> 1_<A510+E) ( _a)

cx—pB T cx—pB T 1
ta(252 - %) (“(%‘E) ) (3 +)

o N |—=

Dies vereinfacht sich zu

Mex+1) (B = ((ex = Bo) +7)7)
1 1 , —Mex =) (B = ((ex = o) = 1))
I—a Ll+a AMea+7) (B2 = ((ex—Bo) +71)%) (3 — )
+AMex =) (B2 = ((ex = o) =1)°) (5 +a)

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 96



5.3 Symmetrische Intensitatsfunktion Martin Radloff

und mit Ausnutzung der Symmetrie A(cy +7) = A(cy — ) zu

RS Y (8 = ((ex =) +1)) = (B = ((er =) —1)°)
I-a jta (%= ((ex=Bo) 7)) (3=) + (B~ ((ex—Fo)—r)?) (3+0)

2

=0

und weiter zu

-2« B 4(cx— Bo)r
C-aGra) TV IG R rat B (-G

Als ein Bruch ergibt sich

=0.

—2a (4 (ex—Bo) ra+(Bi—(cx—Bo)*—r2)+4 (k—1) (cx— o) r (3 —a) (3 +a) 0
(2—a) (3+a) (4(cr = Bo) ra+(B7—(ca—o)*>—1?)) '

Im Zé&hler steht ein Polynom zweiten Grades in «
o (=4(k+1)(ex—Bo)r) + (=287 — (ex— Bo)* —77)) + (k= 1) (cx — Bo) . (5.16)

Dabei ist r» # 0, sonst wére es nur ein Orbit und die Informationsmatrix wére nicht
reguldr, und wie gefordert ¢y — By # 0. Also ist 4 (k + 1) (ex — fo) r # 0, sodass sich die

beiden Nullstellen des Polynoms ergeben zu

—(5f—(CA—50)2—7"2)$\/(5%—(CA—50)2—7"2)2+4(’€+1)(’€—1)(CA—50)27“2
4(k+1)(ex—Bo)r '

Die erste Nullstelle mit Minus vor der Wurzel sei a_(r) und die zweite Nullstelle mit
Plus vor der Wurzel sei a(r). Nur —|cx — So| — 51, |ex — Bol — Bi, —lea — Bol + S
beziehungsweise |cy — fo| + A1 konnen Losung des Ausdrucks a4 (r) = £3 sein. Dabei
liegen aber —|cy — Bo| — 1 und |cy — Fo| + F1 aukerhalb des interessierenden Bereiches

fir r. Es ist

a_ (£(lex = Bol = £1)) = i% sign(cy — fp) und
E—1

. ((lex — ol = 51)) = F5 sign(er — o) 1 -

2

Da (mlt B% — (C>\ — 50)2 > 0)

li}% a_ (r) = sign(cx — fp)oo  und

lim a_ (r) = —sign(cx — f)oo

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 97



5.3 Symmetrische Intensitatsfunktion Martin Radloff

ist, nimmt a_ im Intervall r € [|ex — Bo| — f1, —|cx — Bo| + B1] nur Werte aufserhalb
von (—3,3) an. Somit kann a_ keine relevante Nullstelle des Polynoms sein.

oy hingegen liefie sich wegen llil’[l) ay (r) = 0sogar in r = 0 stetig fortsetzen. Also nimmt o,
auf dem Intervall r € [|cx — Bo| — B1, —|ex — Bo| + B1] nur Werte in (—1,1) an. Folglich
ist o, die relevante Nullstelle des Polynoms .

Nun wird (5.12)) und (5.13)) in (5.5)) eingesetzt und vereinfacht:

(CA+7”)51 (82 = ((ex — Bo) +7)°)

(
Metn)f, 2 o HNenE 2) (252 + %) 8
Meatr) 25 Mea+1) (8 = ((ex = o) +77°) (& =

+Aex =) (B2 = ((ex = Bo) = 7)°)

|=

=
G-

(67

(3 +

) =

l\DI'—‘v V)
\—/

Ausnutzung der Symmetrie von A und weitere Vereinfachungen liefern

N(ea+7) (87 = ((ex = Bo) +7)°) (%(— @) )
Nen+r) 1 B + Aex+7)(=2) ((ex = o) +7) (5 — @ _
A(CA+7”)+7"+(]€ D Aea+7) (B2 = ((ex — Bo) +7)%) (3 — ) oo O

+ Mea+7) (B2 = ((ex — Bo) = 1)%) (3 +a)
Wird ((5.12)) und ((5.13)) in (5.6]) eingesetzt, so entsteht analog fast die selbe Gleichung

N(ex—1) (82 = ((ex — Bo) — 1)°) (%(+ a) )
NMey=r) 1., o~ +AMen —7)(=2) ((ex = o) —7) (5 + o
No—n T T G T (= (= o) =) ( +a)

+ Ao —7) (B2 = ((ex— Bo) + 1)) (2 — )

=0. (5.18)

Hierbei ist nur » mit —r sowie o mit —a vertauscht.
Werden beide Gleichungen subtrahiert, also ((5.17))—(5.18])), und wiederum die Symmetrie

von A ausgenutzt und zusammengefasst, so ergibt sich

N(ey+7) [(ﬁf — (ex — 60)2 — 7“2) +a-4(cx— Bo) r}
+Aex+7) [=2r +a-4(ex — Bo)

2N (cy+7)
Mer+7) [(B2 = (ex — Bo)? —12) + -4 (e — o) 7]

Aea + 1)

=0

2
“ gt (k-1
+T+( )

und weiter zu

=—(k—1) —2r+a-dla =) 2
(B2=(cx—Bo)’ = 1) +a-d(ecx—Bo)r T

(k+1)N(ea+7)
Aex+71)
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Zunéchst soll nun nur die rechte Seite dieser Gleichung weiter betrachtet werden. Durch

das Ersetzen von a mit oy ist diese

=272 (k+1) — (82 — (cx — Bo)? — 1?)
I R A it e R i 1 e R

(k) (B (= Bo) ) — (B (- B2 12 T
/(B = (er — o) = )P + 4 (2 — 1) (e — fo)? 2

Nun den Bruch rationalisieren

—2k 12 (2= (ex—Bo)2—12) — (82— (cx—Fo)2—12) =4 (k—1) (cx— )2
_1 . + (B —(ex—=B0)*+71?) \/(5%_(C>\_50)2_T2)2+4 (k2 —1) (cr—Bo)? 12 i g

r (82— (ex—PBo)2—12)" =4 (cx— o) 12 r

und auf einen Nenner bringen

—2kr? (5%“‘(0/\—50)2_7“2)4'(512_(@\—50)2_7”2)2_4 (ex—po)*r?
1 + (B —(ex—[0)*+72) \/(5f— (ex—50)2=12)*+4 (k2—1) (cx—fo)? 72
r (B%—(CA—BO)Q—TQ)Q—ZL(C/\—ﬂo)Q T '

Der Nenner lasst sich in die Linearfaktoren (r + (cy — £o) — 51), (r + (ex — Bo) + b1),
(r — (ex — Bo) + f1) und (r — (cx — Bo) — 1) zerlegen, sodass ((5.11)) folgt.

Fiir den Fall £y = ¢y, also ¢\, — 5y = 0, folgt durch Einsetzen von x = é, Y= —é in (5.7)
und Ausnutzen der Symmetrie direkt o« = 0. Dies wiederum in ({5.5) beziehungsweise
in (5.6]) eingesetzt und die Differenz beider Gleichungen gebildet, ergibt umgestellt ((5.15)).

O

Bemerkung 5.12

Die Gleichung liefse sich auch direkt aus oder ermitteln. Dann entstan-
de aber zunéchst eine rechte Seite, die bedeutend umfangreicher ist. Erst durch Kiirzen
des Bruches mit einem nichttrivialen Term ergédbe sich die rechte Seite von .
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Satz 5.13
Ist in der Situation von Satz[5.7 (c0), also fiir k = 1, die Intensitéitsfunktion \ zuséitzlich
symmetrisch um cy, dann ist

=0 T ~a—0 r

Io B V= o B

eine Losung des Gleichungssystems aus Satz (c). Dabei ist r Losung der Gleichung

Nex+r) 1
ot - r (5.19)

Beweis. Beide Gleichungen des Gleichungssystems aus Satz (c) ergeben beim Ein-
setzen von z und y und unter Ausnutzung der Symmetrie der Intensitdtsfunktion A,

insbesondere N'(cy —r) = —=N(c¢) + r), die Gleichung (/5.19). O

Satz 5.14

In der Situation von Satz und der Annahme, dass die Intensitatsfunktion A\ zusatz-
lich (A4) erfiillt, besitzt die Gleichung (5.11), deren rechte Seite in —|cy — (o] + 51 stetig
fortgesetzt wird, genau eine Losung fiir r € (0, |cy — Bo| + S1).

Dies gilt auch fiir den Fall 5y = ¢, und die Gleichung , die genau eine Lésung
fiir r € (0, 1) besitzt.

Auch in der Situation von Satz[5.13 bei k = 1 und der zusétzlichen Forderung von (A4),
gibt es genau eine Losung der Gleichung ([5.19).

Beweis. Zunéchst wird [y # ¢, betrachtet. Seien

hi(r) = — <—2 k2 (Blz+(c,\—ﬂo)2—r2) + (Bf—(ck—ﬁg)z—ﬁ)z—él (ex—Bo)*r?
+(B7 = (ex—Bo)*+17) \/(5%—(CA—50)2—7”2)2+4 (k2=1) (ex—fo)? 7”2)

der Zahler der rechten Seite von ([5.11)) und

ho(r) = (k+1) 7 (r+(cx—Bo) —B1) (r+(cx— o) +51)
- (r—(ex—=Po)+581)(r—(ex—B) = b1)

der zugehorige Nenner. Aufgrund der Linearfaktorzerlegung des Nenners, nimmt dieser
inr=0,in7r=—|cx — Bo| + f1 und in r = |c\ — Fo| + f1 den Wert null an. Die beiden
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anderen Nullstellen des Nenners sind —|cy — o] — 1 < 0 und |ey — Bo| — B1 < 0 und liegen
aufterhalb des betrachteten Intervalls.
Es ist mit Bemerkung

hi(0) = — ((ﬁf—(CA—ﬁo)Q)ZJF (B —(ex—50)?) \/(fﬁf—(w—ﬂo)Q)Q)
= —2(Bf~ (=)’

negativ und

hn(ler = Bol + B1) = — (—M (lex—fol + B1)? (=2 [ex—Bol By)
+ (=2 (cx— o) -2 |CA—ﬂ0|51)2—4(CA—50)2 (lex—Bol + B1)?

[ J/

-~

=0
£ (2824 2]er—Bol Br) V4K (cr—0)? (ea—fol + W)
= — 8k (lex—Fol + B1) lex—Bol

ebenfalls negativ.

Weiterhin sind in 7 = 0 und in r = |¢) — 5|+ 51 die dritte beziehungsweise fiinfte Nullstelle
(von klein nach grof) des Nennerpolynoms hy, welches ein Polynom fiinften Grades ist
und einen positiven fithrenden Koeffizienten besitzt. Deshalb wechselt insbesondere an
diesen beiden Stellen der Nenner von negativ iiber Null zu positiv. Da der Zahler h; an
diesen Stellen negativ ist, liegen fiir die rechte Seite von dort zwei Polstellen vor,

die von 400 auf —oo springen.
Die Nullstelle —|c) — fy| + 81 des Nenners ist auch eine Nullstelle des Zéhlers, da

hi(=lex—PBol+61) = — <—2k (—lex—Bol + 51)2 (2|ex—Bol Br)
+£—2 (ex—0B0)*+2ex—fol 51)2—4(0,\—50)2 (—lex—Bol+81)°

s

'

=0
+ (287 —2ex— ol 1) \/4 k2 (ex—B0)? (—lex—Bol + 51)2)
=— (—4k (=|ex—PBo| + B81)? lex—Bol B

+4 81 (—|ex—Bol+B1) k|ex—Bol (—lex—PBol + B1))
=0.
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h

ne an dieser Stelle mittels der Regel von de 1'Hospital

Somit muss das Verhalten von

untersucht werden. Es ist

Ry (—lex—Bol +51) = — 4 (k + 1) (~|ex—fol +51) B <_2 v pol + - 1@)

und
y(—lex—Bol+B81) = — 8 (k + 1) (—|ex—Bol+51)” Bi lex—Bol -

Also ergibt sich

po ) L ) —2k|e—fBl + (k= 1)
ros—lexpol+81 ha(r)  ro—lexBol+B hy(r) 2k (—|ex—DBol+51) lex—Po|

(5.20)

sodass sich die rechte Seite von ([5.11]) stetig in —|cy— Bo| + 1 fortsetzen lésst.

Im Anhang [A| Lemma wird gezeigt, dass die rechte Seite von (5.11]) auf dem Inter-
vall (0, |cx — Bo| + f1) streng monoton wachsend ist. Zusétzlich deckt sie, wie oben gezeigt,
die Werte von —oo bis oo ab. Da die Intensitétsfunktion X\ zusétzlich (A4) erfillt, ist die
linke Seite von auf (0, |ex — fo| + 1) monoton fallend, sodass genau ein Schnitt-
punkt und damit genau eine Losung der Gleichung auf (0, |cx — Bo| + 51) existiert.

Analog verhélt es sich im Fall 8y = c). Fiir die strenge Monotonie der rechten Seite

von (5.15)) siehe Lemma im Anhang |Al Die Gleichung (j5.15]) besitzt folglich genau
eine Losung fur r € (0, f).

Auch im Satz bei k = 1 ist die rechte Seite der Gleichung (5.19) streng monoton

steigend, sodass es auch nur eine Losung geben kann. ]

Bemerkung 5.15

Der Satz garantiert eine eindeutige Losung fiir r € (0, |cy — Bo| + B1). Die Bemer-
kungl[5.10) besagt aber, dass die Zwei-Orbit-Losung (Fall (c0)) einr € (0, —|cx — Bo| + 51)
bendétigt. Dies bedeutet, dass diese eindeutige Losung sowohl im Fall mit zwei Orbits als

auch im Fall mit einem Pol und einem Orbit aus Fall (c) resultieren kann.

In diesem Abschnitt wurden symmetrische Intensitatsfunktionen untersucht. Dabei konnte

festgestellt werden, dass zur Bestimmung der beiden Orbitpositionen und der Gewichtung

kein Gleichungssystem aus drei Gleichungen (/5.5)—(5.7]) gelost werden muss, sondern nur
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eine Gleichung (.11]) ausreicht. Aus dem daraus ermittelten Wert lassen sich dann die

beiden Orbitpositionen und die Gewichtung bestimmen.

Die beiden Beispiele logistische Regression und Probit-Modell erfiillen wie oben angegeben
die Voraussetzungen fiir diesen Abschnitt. Die Sétze aus diesem Abschnitt fiihren zwar
zu einer einfacheren Berechnung der Orbitpositionen und Gewichte, aber trotzdem blei-
ben die Ergebnisse identisch. Somit kann fiir diese beiden Beispiele auf Abschnitt
verwiesen werden. Trotzdem soll im folgenden Beispiel die Moglichkeit der einfacheren
Berechnung ausgenutzt werden, um die Breite des hier symmetrischen Intervalls fiir zwei

echte Orbits wie im Satz (c0) zu bestimmen.

! -—Cq,max
0.9 T
0.8 T
0.7 t

0.6 T

05+ k—00-"""

k=10
— =06
04 + K
_k:
=3
0.3 T
L =2
0.2 — % % % —t+—
0 0.1 025 0.5 1 2 4 8 o0

Abbildung 5.7: Logit-Modell: Halbe Ausdehnung cg max des Intervalls (—cq max, Cq,max) fiir den Fall (c0)
in Abhéngigkeit von £, fiir k € {2,3,4,6,10} und k — co.

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel — 103



5.3 Symmetrische Intensitatsfunktion Martin Radloff

Cq,max

0.9 T

0.8 T

0.7 t

0.6 T

05Tt k—=00"

Fk=10—"
0.4 t
__k-::4/
| g =3—
0.3
| p=2—
0.2 — % % % —f+—
0 0.1 0.25 0.5 1 2 4 8

Abbildung 5.8: Probit-Modell: Halbe Ausdehnung ¢, max des Intervalls (—cq max, Cq,max) fiir den Fall (¢0)
in Abhéngigkeit von f; fiir k € {2,3,4,6,10} und k¥ — oo. Zum Vergleich in Grau fiir
das Logit-Modell.

Beispiel 5.16 (Intervallbreite beziiglich Satz (c0))
In diesem Beispiel soll fiir das Logit- und das Probit-Modell (jeweils mit ¢y = 0) die

maximale Ausdehnung des Intervalls fiir ¢, = c*gl B pestimmt werden, in denen laut

Satz (c0) zwei echte Orbits auftreten. Wahrend in Abschnitt der Wert f; = 1

festgehalten wurde, wird nun eine Schranke cymax in Abhdngigkeit von 3, bestimmt,

sodass fiir ¢, innerhalb des Intervalls (—Cgmax; Cqmax) 2Wei echte Orbits und auferhalb
nur ein echter Orbit und ein Pol auftreten. Dazu wird die Gleichung fiir gegebe-
nes 1 € (0,00) und feste Dimension k > 2 in r in Abhédngigkeit von [y numerisch gelost.
Dabei wird die Nebenbedingung 1 = ”g—lﬁ" + é mit ¢y = 0 berticksichtigt, die aus der
Uberlegung resultiert, dass der dem Pol (1,0,...,0)" nahe Orbit, vergleiche (6-12), mit
diesem zusammenfallt. Also lautet die Nebenbedingung (1 + o = r. Die beiden ermittel-
ten Plots fiir die logistische Regression und das Probit-Modell sind in den Abbildungen
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und fiir verschiedene Werte der Dimension k dargestellt.

Die Werte fiir die Intervalle beziiglich des Falls (c0) mit zwei inneren Trégerstellen, wel-
che in Abschnitt bei 5, = 1 genannt werden, finden sich natiirlich auch in diesen
beiden Abbildungen wieder. So weist die logistische Regression cqmax ~ 0.403 fiir k = 3
und cymax ~ 0.480 fiir k = 6 aus. Das Probit-Modell hat c,max ~ 0.436 bei k = 3
und cgmax ~ 0.507 bei k = 6.

Festzuhalten ist, dass sich beide Modelle dhnlich verhalten. Fiir sehr groke 3, ist der Be-
reich fiir ¢, beinahe von —1 bis 1, sodass beinahe fiir alle B, zwischen —f; und 3, zwei
echte Orbits auftreten.

Fiir k = 1 miisste statt der Gleichung die Gleichung genutzt werden. Diese
ist unabhangig von By und (3. Fiir die logistische Regression und das Probit-Modell liefert
sie r ~ 1.5434 beziehungsweise r ~ 1.1381. Damit bleibt eigentlich nur die Nebenbedin-
gung 1 + By = r, aus der direkt cgmax = % und €y max ~ % folgt. Damit gibt
es nur fiir f; > 1.5434 beziehungsweise fiir 5, > 1.1381 einen Bereich mit zwei inneren
Punkten (echten Orbits). In allen anderen Fiéllen sind es immer ein innerer Punkt und
ein Endpunkt (Pol).

5.4 Reduzierung der Tragerpunkte

Die Versuchspléine, die sich aus Satz in den Fillen (a), (b), (c1) and (c2) ergeben,
besitzen immer k£ 4+ 1 Designpunkte. Dies ist die minimale Anzahl von Punkten, die be-
notigt werden, um den Parametervektor 3 mit seinen k + 1 Komponenten zu schétzen.
Dies erlauben die optimalen Gewichte von Pol und Orbit. Sind (lokal) D-optimale Designs
mit minimalem Tréger auch fiir den Fall (¢0) mit gegebenenfalls ungeeigneten Gewichten

moglich? Oder gibt es zumindest effiziente Designs mit minimalem Trager?

Zu diesen Fragen sollen in diesem Abschnitt moglichst Antworten gefunden werden. Der
Grofteil der Erkenntnisse wurden in Radloff und Schwabe| (2023, Abschnitt 5) publi-

ziert.

In Abbildung — nochmals dargestellt in Abbildung (links) — wurde bereits
ein (lokal) D-optimales Design fiir das Logit-Modell auf der dreidimensionalen Kugel
mit —fy = 0 und $; = 1 mit insgesamt sechs Tragerpunkten angegeben. Hierbei wur-
den beide Orbits jeweils durch die Eckpunkte eines zweidimensionalen Simplex — eines

gleichseitigen Dreiecks — diskretisiert. Gibt es ein dquivalentes, das heiftt ebenfalls lo-
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kal D-optimales, Design aber mit einer geringeren Anzahl von Tragerpunkten? Vielleicht

sogar mit der minimalen Anzahl, also mit £ + 1 = 4 Punkten?

Es entwickelte sich die Idee, ob eine Reduktion der Anzahl der Trégerpunkte dhnlich einem
teilfaktoriellen Versuchsplan — einem Fractional-Factorial-Design — moglich sei. Dabei
werden anstatt aller Ecken eines k-dimensionalen Hyperwiirfels [—1, 1]¥ des vollfaktoriel-
len Designs nur ein spezieller Prozentsatz der Punkte ausgewahlt, vergleiche Pukelsheim
(1993, Abschnitt 15.11). Beispielhaft représentiert in Dimension k& = 3

(-1,-1,1)7, (-=1,1,-1)7, (1,-1,-1", (1,1,1)7
ein 23~ !-teilfaktorielles Design.

Im Fall des hier betrachteten Designs auf der Kugel sollen nun nicht einfach vier der
sechs Punkte genommen werden, sondern es soll die Orthogonalitidt der Raume ausgenutzt
werden, die beim Aufspannen mittels der ausgewéhlten Punkte (ohne x;-Komponente) im
(hier) 23~ !-teilfaktoriellen Design in den zwei Orbits (zu z; = —1 und z; = 1) entstehen.

Es ist namlich
span{(—1,1)",(1,-1)"} L span{(—1,—-1)",(1,1)"} .

Die konvexe Hiille iiber diese vier Punkte spannen einen reguldren dreidimensionalen

Simplex auf.

Der Ubergang vom vollfaktoriellen Versuchsplan mit acht Punkten zum teilfaktoriellen
Design mit vier Trégerpunkten in Dimension k& = 3 ist in Abbildung illustriert. Dabei
wurden im teilfaktoriellen Design die von den innerhalb der Orbits durch die Designpunkte
aufgespannten Rdume, die orthogonal zueinander sind, eingezeichnet. Abschliellend wur-
de dieses Design in eine dreidimmensionale Kugel mit Radius v/3 einbeschrieben. Eine

Skalierung auf die Einheitskugel ist problemlos mdoglich.

T x T

Abbildung 5.9: Ubergang vom vollfaktoriellen Versuchsplan (links) zum teilfaktoriellen Design (Mitte)
und Einbettung in die Kugel (rechts).
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Eine Uberfiihrung dieser Idee auf das oben angesprochene (lokal) D-optimale Design fiir
die logistische Regression auf der dreidimensionalen Kugel mit —8; = 0 und $; = 1 mit
sechs Punkten auf ein Design mit vier Punkten ist in Abbildung dargestellt. Dabei
sind die Positionen und Gewichte der Orbits unverédndert. Nur die Anzahl der zur Diskre-
tisierung genutzten Trigerpunkte wurde reduziert. Bei der Diskretisierung eines Orbits
(hier zweidimensionaler Kreis) durch die drei Eckpunkte eines reguldren zweidimensio-
nalen Simplex bleibt die Informationsmatrix unverandert. Innerhalb der Hyperebene mit
fixem x; und unter Vernachlassigung dieser x;-Komponente sind diese Informationsma-
trizen sogar reguldr. Die Diskretisierung eines Orbits durch zwei Designpunkte, also die
Eckpunkte eines eindimensionalen regularen Simplex, entspricht der Diskretisierung eines
(hier eindimensionalen) Suborbits. Damit sind die Informationsmatrizen sowohl des Sub-
orbits als auch der zugehorigen Diskretisierung singular. Erst im Zusammenspiel beider
Zwei-Punkt-Orbit-Diskretisierungen und der orthogonale Lage der Suborbits zueinander
entsteht wieder eine regulére Informationsmatrix. Der durch alle vier Punkte aufgespann-
te Simplex ist wie hier im Allgemeinen nicht regulér, da die Orbits einen anderen Abstand
haben.

r
o

st
n=--@ ="

n
[]
1
1
-
1
]
[]
]
n
[]

»
»
o m

Abbildung 5.10: Logit-Modell: Diskretisierte (lokal) D-optimale Designs fir —f8yp = 0 und $; = 1 und

k = 3 mit 6 beziehungsweise 4 Tragerpunkten.

Nun soll fiir den k-dimensionalen Fall genau fiir zwei solcher orthogonal aufeinander ste-
hender Suborbits, die sich in z;-Richtung an den bisherigen Orbitpositionen befinden und
auf denen jeweils eine Gleichverteilung herrscht, die Informationsmatrix ermittelt werden.
Dies geschieht analog zu Lemma Die Suborbits sind wiederum Kugeloberflichen,

aber zu einer geringeren Dimension. Fiir die Gleichverteilung auf diesen Kugeloberflaichen

sei auf (3.4)) verwiesen.

Lemma 5.17

Sei & das Zwei-Punkte-Mafs auf x1; und x15 mit & (z11) = % — a und & (z12) = % + «
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mit a € (—1,1). Weiter seien 7(z11,-) = NSm_z(M) eine Gleichverteilung auf dem
Suborbit Sp,—2(v/1 — 23) % {0Y*"™ und ebenfalls 7j(21, ) = fs, (V) eine Gleich-

verteilung auf dem Suborbit {0}™~' x Sy_n,_1(\/1 — x1,). Dann lautet die Informations-
matrix fiir & ®n

[qd&  [qidd&
[gidde, [ @2 de Oax (k-1
qi 1 qi 1
M(& ©n,8°) = . o (5.21)
C1 im—1 m—1 k—m
O 1y (m—1)x (k—m)
O (k—m) x (m—1) co ly—m

mit ¢; = = q(zn) (1 — 2})) (3 — @) und ¢o = = q(z12) (1 — 2%,) (3 + a). Dabei seien

wieder q(x1) = My + Bi21) und der Parametervektor 3° = (B, £1,0,...,0)T.

Beweis. Dieser Beweis erfolgt groftenteils analog zum Beweis von Lemma [4.14] Es muss
aber unbedingt angemerkt werden, dass die beiden Suborbits S, (\/1—7@1) X {O}k_m
und {0} x Sp_py (\/1—7;15%2) orthogonal zueinander sind.

Bei der Bestimmung der Diagonalelemente [ 77 (xy, d2) fir j € {2,3,...,k} mit & =

T muss deshalb eine Fallunterscheidung gemacht werden. Hier sollen deshalb

(9, ..., Tk)
nur die zum ersten Teil gehorigen Diagonalelemente fiir j € {2,3,...,m} betrachtet
werden. Bei diesen Elementen spielt nur der z;;-Orbit Sm_2< 1- :17%1) X {O}kfm eine

Rolle, welcher mit & (x1;) = % — « gewichtet ist. Die zugehorigen Komponenten im z9-

Orbit {0} x Sy_y—1(v/1 — 23%,) sind alle null. Aufgrund der (stetigen) Gleichverteilung
auf S,,_o ist das Integral unabhéngig von der Wahl der konkreten Komponente x5, . .., x,,

also

(m—1) / 23 (2, dZ) = / w3 Nz, d&) + ...+ / 22 7(ry,dZ)
Sk,Q( 1—:@) Sim—2 (M) x {0}k Sm—2 (\/ﬁ) x{0}F—m
= /x§+...—i—xfn—i-o—l—...—i—()ﬁ(xl,di:): /1—x%ﬁ(w1,d:‘iz):1—x%.
1 (V) W=

Auch hier gilt 22 +23+...4+22 +0+...40 = 1 aufgrund der Lage auf der Kugeloberfléche.
O

Nun soll der Optimalitétsfall aus Satz (c0) auf zwei echten Orbits ausgenutzt werden,
um zu untersuchen, wann die beiden Informationsmatrizen (4.2)) und (5.21)) identisch sind.

Damit wéiren dann auch beide zugehorigen Designs (lokal) D-optimal.
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Satz 5.18
Die beiden Informationsmatrizen (£.2) und (5.21)) sind identisch im Fall von Satz[5.5 (c0)
genau dann, wenn o = % — 747 Ist.

Beweis. Hierzu wird zunéchst die Gleichung (5.7)) dquivalent umgestellt:

IR B q(z11) (1 — 2%)) — q(ar2) (1 — a%y) _
e T TR e e 0o T a(e) (=) (O ra)
N (xu) (1 —a%) + q(aw) (1 — 27y) _ 20
= ) e ) (=) + 4w (=23 G ) ~ Tra)(0=a)
e (k= D) (1— %) () (B—a) + (k- 1) o) (1 — a2) (A+a) (A—a)
— 20 g(en) (1 ) (A—a) + 20g(a1s) (1 — %) (A-+0)

= qlon) (1-2) (G-0a) [-2a—(k—1) (3+0a)]
—(k=1) (3—0)]

(
= gfew) (1-2) (+) [20
= glen) (1-sh) (=) [~k (H+a)+ (3-a)]
= gl (1=r) (3-0) [~k (2 —0)+ (4+a)]
= o) (1) (1) = o) (1) (-0) 32
analog g(ara) (1) (3 -0) = o) (1) (1) pii a0

Dabei wéren die beiden Nenner k (2 —a)—(3+a) und k (34+«)— (5 —«) genau dann null,

-1 _ 1 _
wenn o = 5 — ¢ +1 bemehungswelse a =

1
Orbits auf, denn 1 3 k+1 <« < 2~ B

Dies jeweils in den Dlagonalelntrag der (allgemeinen) Informationsmatrix fiir £&; ®7 (siehe

Gleichung (4.2)) aus Lemma eingesetzt ergibt:

% — k_+1 ist. Dies tritt aber nicht bei zwel echten

1 [ a =16 = o) (1-ah) (G-a) + glas) (1-2) (-+0)]

- e () () L+

— o) (=) (b-0) |2

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel =~ 109



5.4 Reduzierung der Tragerpunkte Martin Radloff

und
ﬁ/q(l —id%)d& = k% [g(z11) (1=21)) (5—0a) + q(@i2) (1-21y) (5+a)]
1 2\ (1 k(%—a)—(%—i—a)
= m q(xu) (1_3712) (g_a) {k (%4_@)—(%—04) + 1}
23 (1 1 k(3—a)—(3+a) 1
= q(z12) (1—17,) (3 —) [k—l 'k(%+a)—(%—a) +k—J

Verglichen mit den Diagonalelementen der Informationsmatrix (5.21) aus Lemma

sind diese genau dann identisch, wenn

1 N 1 kGta)—(G-a) 1
k=1 k=1 k(3—a)—(i+a) m—1
— k(3—a)—(3+a)+k(G+a)—(3—a) k-1
k(3—a)—(i+a) m—1
. k-1 k-1
k(i—a)—(3+a) m-—1
— k(3—a)—(3+a)=m—1
= = L m
“T2 Tkt
und gleichzeitig
1 k(i-a)—(3+0a) 1 1 1 m
: = — === — O]
F—1 k(ta)-(-a) k-1 k-m R R A
Bemerkung 5.19
Folglich miissen die beiden Orbits die Gewichte & (v11) = ;55 und & (212) = k_k—Z':;“l

besitzen, sodass die Informationsmatrizen identisch sind und in Konsequenz zum gleichen
Wert fiir das D-Optimalitatskriterium fiihren. Damit ist ein Versuchsplan aus zwei Orbits

mit m und mit k —m+ 1 Designpunkten méglich, sofern die Gewichte entsprechend sind.

Aber wie lésst sich ein solches Design konkret erzeugen? Es miissen die beiden Gleichver-
teilungen auf den Suborbits S,,_2 (/T — 23;) x {0} ™™ und {0} x Sg_pn_1(y/1 — 23,
aus Lemma [5.17 durch zwei reguldre Simplexe — ein Simplex in Dimension m — 1 und

einer in Dimension & — m — diskretisiert werden.
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Sei 8, € R™*(m+1) eine Matrix, deren Spalten fiir die £ + 1 Ecken eines /-dimensionalen

reguliren Simplex eingebettet im R? stehen.

/€+1H£+1_‘/€+11£1;
l V7

ist ein Beispiel fiir eine derartige Matrix S,. In dieser Notation steht I, fiir den Standard-

1
_ =1, | e rixe+y
Vi é)

Simplex. Dieser wird geeignet skaliert und verschoben, sodass er im Zusammenspiel mit
der letzten Ecke _\/LZ 1, in der hinteren Matrixspalte einen reguldren Simplex auf der
Einheitssphére S,_; bildet. Eine ausfiihrliche Erlduterung dieses Sachverhaltes befindet
sich in Bemerkung [£.28] Dabei ist zu beachten, dass dort die volle Dimension k betrachtet

wird, aber hier nur Unterrdume mit kleinerer Dimension benotigt werden.
Die Spalten der Matrix

3711]1; 5’712]12—m+1
VI—23 R S| Opmex(hemt)
(O)(kfm)xm V 1- :L‘%Q R2 Sk—m

mit zwei beliebigen orthogonalen Transformationen Ry € O(m — 1) und Ry € O(k —m)

reprasentieren die k£ + 1 Designpunkte eines minimal aufgespannten Versuchsplans. Da-
bei gehoren die ersten m Spalten zum x1;-Orbit und die folgenden & — m + 1 Spalten
zum x1o-Orbit. Da die Positionen x1; und x5 vorgegeben sind, miissen die beiden belie-
big rotierten Simplexe S,,_; und Sj_,, auf der Einheitssphére im Unterraum noch auf

die notige Grofe auf der Einheitssphire Si_; skaliert werden. Dies geschieht mittels der

Vorfaktoren y/1 — 23, und /1 — 2%,.

Dies soll an einem kleinen und einfachen Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 5.20

Dieses Konstrukt soll an dem bisher schon mehrmals genutzten Beispiel der logistischen

Regression auf der Einheitskugel mit k = 3 und gegebenem Parametervektor 3° =

(0,1,0,0) angewendet werden. Wie bereits erwédhnt ergeben sich die Gewichte der Or-
1

bits zu & (z],) = & (2],) = 5 und die Positionen zu 7}, = —xj, ~ 0.52. Aufgrund der
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Dimension und der Gewichte muss m = 2 sein. Deshalb wird fiir beide Suborbits die

Matrix zum Simplex S, bendétigt. Es ist

1,1/

[ J1+1 1-V1+1 1
Sl—< 1 I + Y —W]h)
= (V2 + 1=V ()| = (1) = (1] 1) = (1,-1) € RV,

Daraus ergibt sich mit Ry = Ry =1; € O(1), der Identitit, und \/1 — 23, = /1 — 23, ~
0.85 das Design als Spalten von

0.52  0.52 —0.52 —0.52
~ 108 —-0.8 0 0
0 0 0.85 —0.85

Eine Darstellung dieses Designs kann in Abbildung[5.10] (rechts) gefunden werden.

5.5 Beispiel: Effizienzvergleich — logistische Regression

Abschliefend soll die D-Effizienz, siche (2.11)) mit 8° = (8, 41,0,...,0)T,

det(M (¢, 8°))7

Eff (&/BO) = i
’ det (M (0. 8°))>

€ [0,1]

fiir Designs ¢ mit exakt p = k + 1 gleichgewichteten Tragerpunkten im Bereich, in dem
zwei echte, also nichtdegenerierte, Orbits auftreten, betrachtet werden. Dies trifft fiir die
optimalen Designs im Fall (¢0) in Satz 5.5 zu.

Beispielhaft wird hier die logistische Regression mit 8 = 1 zur Bestimmung der D-
Effizienz fiir die Dimensionen k& = 3 und k = 6 dienen. Zur logistischen Regression sei auf
die Ausfithrungen in Beispiel Abschnitt und Beispiel hingewiesen.

Die D-Effizienz in den Dimensionen k = 3 und k = 6 ist in den Abbildungen und[5.12]
dargestellt, wobei nur die interessanten Bereiche fiir ¢, = —fp mit zwei echten Orbits im
optimalen Design, also ¢, = —fy € (—0.403,0.403) (gerundet) fiir k& = 3 beziehungswei-
se ¢, = —fp € (—0.480,0.480) (gerundet) fiir k = 6, vergleiche Beispiel relevant sind.
Dazu werden zwei verschiedene Typen von exakten Designs mit dem (lokal) D-optimalen

Design fgo in Abhéngigkeit von ¢, = —f, verglichen. Dieser optimale Versuchsplan ist
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ein verallgemeinertes Design mit reellwertigen Gewichten und kann daher im Allgemeinen

nicht zu einem exakten Design diskretisiert werden.

Als erstes Vergleichsmodell dienen die Designs mit gleichen Orbitpositionen, wie das zuge-

horige fiir ¢, = —fy (lokal) optimale Design. Nur die Gewichte der beiden Orbits wurden

: 1
auf ganze Vielfache von -

fiir das Gewicht k:+r1’ denn dazu miisste ein echter Orbit durch einen einzelnen Punkt

auf dem Orbit diskretisiert werden. Dieser kann aber keinen orthogonalen Vektorraum

gerundet beziehungsweise gesetzt. Dies funktioniert nicht

zum durch die anderen k Tragerpunkte aufgespannten Vektorraum des zweiten Orbits

bilden. Deshalb existieren diese Typ-1-Designs nur fiir Orbitgewichte k%l, cee z—ﬁ, also
flir £ = 3 nur fiir das Paar an Gewichten (%, %) und fiir £ = 6 fiir die Paare (%, %), (%, ‘—;),
(%, %), (%, %) Die gestrichelten Linien in den Abbildungen stehen fiir die D-Effizienz dieser

Typ-1-Designs.

Als zweite Vergleichsoption werden die tatsiachlich beziiglich irgendeines bestimmten Wer-

tes ¢, = —fp (lokal) D-optimalen Designs, deren Orbitgewichte tatséchlich Vielfache

1
k+1

unverdndert. Folglich kdnnen sie ein exaktes Design mit insgesamt £ 4+ 1 Designpunkten

von sind, betrachtet. Die Orbitpositionen sowie die Gewichte dieser Designs bleiben
repréasentieren. Wahrend es Typ-1-Designs fiir jedes ¢, = —f, gibt, gehoren zu diesen
sogenannten Typ-2-Designs die k — 2 tatsédchlich (lokal) D-optimalen Typ-1-Designs, also
die k — 2 Designs, welche sich in den beiden Abbildungen zur D-Effizienz jeweils im Ma-
ximum der gestrichelten Kurven befinden. Diese haben genau wie die Typ-1-Designs nur
die Orbitgewichte k—il, cee g—ﬁ

Zu den Typ-2-Designs zahlen aber noch zwei weitere Designs, namlich die beiden De-
signs am Ubergang von zwei echten Orbits zu einem echten Orbit und einem Pol, also bei
cq = —Po = £Cqmax, vergleiche Beispiel [5.16] Fiir & = 3 und fiir k£ = 6 sind dies jeweils die
beiden beztiglich ¢, = —fy ~ £0.403 beziehungsweise beziiglich ¢, = —fy ~ £0.480 (lo-
kal) D-optimalen Designs. Wie gehabt, wird der eine echte Orbit durch die k£ Eckpunkte
eines reguldren (k — 1)-dimensionalen Simplex diskretisiert. Der Pol bleibt unverdndert,
sodass das Design aus genau k + 1 Designpunkten besteht. Diese beiden Typ-2-Designs
seien als marginale Typ-2-Designs bezeichnet.

Somit liegen fiir £ = 3 insgesamt genau drei Typ-2-Designs vor, die fiir ¢, = — 5y = —0.403,
¢cg = —Po =0und ¢, = —fy ~ 0.403 (lokal) D-optimal sind. Diese besitzen die Paare
an Gewichten (%, %), (%, %) und (%, }1) Fiir £ = 6 sind es insgesamt genau sechs Typ-2-
Designs mit den Paaren an Gewichten (%, g), (%, %), (%, %), (%, %), (%, %) und (g, %) Die
zugehorige D-Effizienz zu diesen drei beziehungsweise sechs Typ-2-Designs ist als durch-

gezogene Linie in den Abbildungen und abgetragen.
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1 0.985 !

—0.403 —0.2 0 0.2 0.403

—fo

Abbildung 5.11: D-Effizienz im Logit-Modell fiir ¥ = 3 und 5; = 1: Vergleich von Designs mit exakt
k+1 = 4 gleichgewichteten Tragerpunkten im Bereich —8y € [—0.403,0.403] (gerundet).

In der Abbildung ist ersichtlich, dass es fiir den Bereich ¢, = —f, € [—0.403,0.403]
(gerundet) in Dimension & = 3 nur an genau drei Stellen exakte (lokal) D-optimale De-
signs existieren, die auf einer minimalen Anzahl von Tragerpunkten, also vier Punkten,
beruhen. Dies ist fiir ¢, = —fy &~ —0.403 ein Design (marginales Typ-2-Design) bestehend
aus dem Pol 7, = —1 und einem Orbit x7; mit drei Punkten als Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks. Geht dann tiber fiir ¢, = —fy = 0 zu zwei echten Orbits mit jeweils zwei
Punkten (Typ-1-Design oder Typ-2-Design) und dann bei ¢, = —fy ~ 0.403 zu einem De-
sign (marginales Typ-2-Design) bestehend aus einem Orbit z7, mit drei gleichgewichteten
Tragerpunkten und einem Pol x7; = 1. Dazwischen liefern die betrachteten Diskretisie-
rungsvarianten doch eine recht hohe Effizienz. Wird direkt von Pol-Orbit zu Orbit-Pol,
also von einem marginalen Typ-2-Design zum anderen, iibergegangen, so ist die Effizi-
enz bereits grofer als 0.991 (Schnitt der beiden duferen durchgezogenen Linien). Werden
die beiden Orbits zwischendurch auch diskretisiert, so ist die Effizienz grofer als 0.995
(Schnitte der gestrichelten Linie und der duferen durchgezogenen Linien, Typ-1-Design
und marginale Typ-2-Designs) oder gar grofer als 0.998 (Schnitte der durchgezogenen
Linien, ausschliefslich Typ-2-Designs).

Fiir Dimension k = 6, vergleiche Abbildung [5.12] ist beim Ubergang von Pol und Orbit

mit sechs Triagerpunkten zu Orbit mit sechs Designpunkten und Pol (beide marginalen
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—0.480 —0.2 0 0.2 0.480

—fo

Abbildung 5.12: D-Effizienz im Logit-Modell fiir ¥ = 6 und 5; = 1: Vergleich von Designs mit exakt
k+1 = 7 gleichgewichteten Trigerpunkten im Bereich —8y € [—0.480, 0.480] (gerundet).

Typ-2-Designs) eine Effizienz von mehr als 0.988 erreichbar. Werden auch die Zwischen-
stufen mit zwei echten Orbits mit 2 und 5 Punkten, 3 und 4 Punkten, 4 und 3 Punkten
sowie 5 und 2 Punkten mit einbezogen, so ist bei Nutzung der Typ-1-Designs eine Effizienz
von etwa 0.996 (Schnitte der gestrichelten Linien und der dufseren durchgezogenen Lini-
en, Typ-1- und marginale Typ-2-Designs) und unter Nutzung der k = 6 Typ-2-Designs
sogar von iiber 0.999 (Schnitte der durchgezogenen Linien, ausschlieklich Typ-2-Designs)

moglich.

Folglich konnen sehr effiziente Versuchspléne generiert werden, die nur auf einer minimalen

Anzahl von Designpunkten, ndmlich k£ 4+ 1 Punkte, beruhen.

Warum die Typ-1-Designs hier deutlich schlechter sind als die Typ-2-Designs, bedarf wei-
terer zukiinftiger Untersuchungen. Fakt ist, dass die Typ-2-Designs zumindest fiir irgend-
welche Werte ¢, = —f (lokal) D-optimal sind, wéhrend die Typ-1-Designs im Allgemeinen
fiir kein ¢, = —fy (lokal) D-optimal sind — aufer es sind gerade die k—2 Typ-2-Designs.
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6 Diskussion

In der vorliegenden Arbeit in Verbindung mit den vier dazugehérigen Veroffentlichungen
ist es erstmals gelungen, nichtlineare Modelle, also insbesondere verallgemeinerte lineare
Modelle, mit einem k-dimensionalen kugelférmigen oder allgemeiner mit einem ellipsen-
formigen Versuchsbereich zu kombinieren und dafiir (lokal) D-optimale Designs zu erstel-
len. Trotz der Moglichkeit mittels linearer Transformationen und Aquivarianz Ellipsoide
zu nutzen, soll in dieser Diskussion der Fokus auf die Kugel, dem laut Albrecht Diirer

,vollkommensten* Korper, siche [Diirer| (1525, Seite 9), gerichtet sein.

Bei der Bestimmung der optimalen Designs konnten Symmetrieeigenschaften der Kugel
aber auch des D-Optimalitétskriteriums durch Invarianz- und Aquivarianzbetrachtungen
vollumfénglich ausgenutzt werden. Dadurch war es moglich das k-dimensionale Problem
auf ein eindimensionales Problem — die Bestimmung eines optimalen Designs auf dem
Intervall [—1, 1] — zu reduzieren. Natiirlich ist die Idee ein komplexes Problem auf ein oder
mehrere einfachere Probleme zu reduzieren nicht neu. So zerlegten beispielsweise [Schmidt
und Schwabe| (2017)) nichtlineare multiple Regressionsmodelle auf einem k-dimensionalen
Quader oder einem k-dimensionalen Orthanten in £ eindimensionale Teilprobleme und
konnten so das Prinzip , Teile und herrsche” erfolgreich umsetzen. Im Falle der Kugel
handelt es sich nicht einfach um eine Aufteilung in gleichartige Aufgaben, hier ist es
vielmehr eine Projektion des Problems auf das Intervall [—1,1], wobei aber trotzdem

noch die Kugelform Einfluss auf die Losung des marginalen Problems hat.

Fiir die beiden untersuchten Klassen von Modellen mit monotonen oder unimodalen In-
tensitiatsfunktionen konnte gezeigt werden, dass das optimale marginale Design genau
zwei Tragerstellen besitzt. Daraus resultiert ein optimales verallgemeinertes Design auf
der Kugel bestehend aus genau zwei Orbits. Im Falle der monotonen Intensitatsfunktionen
ist einer der beiden Orbits zu einem einzelnen Punkt degeneriert. In ihm weist die Intensi-
tatsfunktion den hochsten Wert innerhalb des Versuchsbereiches auf, sodass dieser Punkt
einen Pol hinsichtlich der Achse in Richtung der héchsten Intensitét darstellt. Die Gewich-
te der beiden Orbits erlauben die Diskretisierung des echten Orbits durch die k Eckpunkte
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eines reguldren Simplex. Das so erhaltene (lokal) D-optimale Design weist nun die her-
vorragende Eigenschaft auf, dass es mit k£ 4 1 Designpunkten einen minimalen Trager zur
Schéatzung des vollstdndigen Parametervektors besitzt und die Punkte gleiche Gewichte
haben. Durch den minimalen Trager mit k£ + 1 Punkten des D-optimalen Designs folgt

bekannterweise ohnehin ein gleichgewichtetes exaktes Design.

Im Falle der unimodalen Intensitdtsfunktionen treten teilweise auch Konstellationen auf,
in denen einer der beiden zu den Trégerstellen des optimalen marginalen Designs korre-
spondierenden Orbits zu einem Pol degeneriert ist. Diese Situation gestattet wieder die
gleiche Diskretisierung mittels der Eckpunkte eines Simplex zu einem minimalen Trager
und damit zu einem gleichgewichteten exakten Versuchsplan. Aber anderenfalls treten
zwei echte Orbits mit Gewichten auf, die nur selten eine Diskretisierung zu einem exak-
ten Design und dann meist auch nicht mit minimalem Trager erlauben. Genau fiir diese
Situation gelingt es in dieser Arbeit nun zwar nicht optimale, dafiir aber (hoch) effizi-
ente Versuchspliane mit minimalem Trager anzugeben. Ob es vielleicht sogar ein (lokal)
D-optimales Design mit minimalen Trager von genau k + 1 Punkten gibt, kann hier nicht
beantwortet werden. Dieses optimale Design wird aber vermutlich eine deutlich komplexe-
re Struktur aufweisen und gewiss nicht invariant beziiglich gewisser diskreter Rotationen
oder Spiegelungen sein. Es zu finden und gegebenenfalls mit handhabbaren Strukturen zu

beschreiben, kann Gegenstand weiterer Forschungen sein.

Kritisch sollte auch der Umgang mit den erlangten Resultaten sein. So bietet Satz [4.26]
und insbesondere die Gleichung eine recht pragnante Formulierung. Das zu losende
Gleichungssystem (5.5)—(5.7) aus Satz im Fall (¢) ist hingegen alles andere als das,
was als mathematisch elegant zu bezeichnen wére. Zwar gelingt es fiir unimodale Intensi-
tatsfunktionen, die zuséatzlich symmetrisch sind, das Gleichungssystem zu einer einzelnen
Gleichung zu vereinfachen. Trotzdem ist Satz [5.9] mit noch recht sperrig. Ob hier

einfachere Darstellungen moglich sind, kann aktuell nicht beantwortet werden.

Auch die hier untersuchte Fragestellung bedarf einer kurzen Diskussion. So unterliegt
sie zugegebenermafen drei grofen Einschrankungen. Zum Ersten wurde nur die multi-
ple Regression betrachtet. Dies ist der vorteilhaften Struktur der Regressionsfunktion bei
der multiplen Regression geschuldet. Sie erlaubt es orthogonale Transformationen des
Versuchsbereiches direkt in den Parameterbereich zu iiberfithren und umgekehrt. Wenn
zusétzlich Interaktionsterme oder hohergradige Monome in der Regressionsfunktion ent-
halten sind, ist dies nicht mehr so einfach moglich. Ohne genauere Untersuchungen lasst

sich hier aber nur vermuten, dass dann die optimalen Designs nicht mehr nur in zwei
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Orbits Versuchseinstellungen aufweisen wiirden, sondern mehr Orbits und sogar Tréger-

punkte innerhalb der Kugel auftreten.

Zum Zweiten lag der Fokus rein auf dem D-Optimalitéatskriterium. Dies hat die hervor-
ragende Eigenschaft, dass orthogonale Transformationen, also insbesondere Rotationen,
dieses unveréindert lassen. Somit kénnen Invarianz- und Aquivarianzbetrachtungen pro-
blemlos durchgefiihrt werden. Andere Optimalitédtskriterien weisen unter Umstéanden auch
eine vergleichbare Eigenschaft auf. Eine zusétzliche Betrachtung dieser hiatten den Rah-

men dieser Arbeit gesprengt.

Zum Dritten konnten nicht beliebige nichtlinearen Modelle betrachtet werden. Es wurden
zwar zwei Klassen von Modellen mit monotoner beziehungsweise unimodaler Intensitats-
funktion untersucht, diese enthalten selbstverstdndlich aber nicht alle Intensitatsfunktio-
nen. So erfiillt beispielsweise das Doppelexponentialmodell nicht die Bedingung (A1), da
die Intensitédtsfunktion zwar in null ein Maximum hat, an dieser Stelle jedoch nicht dif-
ferenzierbar ist. Liegt diese nichtdifferenzierbare Stelle aufserhalb der Kugel, so handelt
es sich um den Fall mit einer monotonen Intensitdtsfunktion und es lassen sich wieder
optimale Designs in Form von einem echten Orbit und einem Pol erzeugen, die wiederum
durch die Ecken eines Simplex diskretisiert werden kénnen. Aber iiber den Ubergangs-
bereich, bei dem die nichtdifferenzierbare Stelle innerhalb der Kugel liegt, ldsst sich mit
den vorliegenden Resultaten keine Aussage treffen. Hieraus resultiert die Frage, ob es hier

vielleicht mehr als zwei Orbits im optimalen Design gibt.

Genau diese drei Einschrinkungen, wie bereits angedeutet, liefern Potential fiir weitere
intensive Untersuchungen. Wie sehen die (lokal) optimalen Designs aus, wenn Interakti-
onsterme oder hohergradige Monome in der Regressionsfunktion enthalten sind, wenn ein
anderes Optimalitatskriterium als das D-Kriterium oder ein Modell auferhalb der beiden
betrachteten Klassen von Intensitatsfunktionen verwendet wird? Diese drei Fragestellun-
gen lassen sich natiirlich beliebig kombinieren und um eine weitere ergdnzen. Wie sehen
die optimalen Designs aus, wenn der Versuchsbereich keine Kugel oder kein Ellipsoid ist,
sondern es sich um eine Verschmelzung dessen mit einem Quader oder Orthanten handelt,

also eine Art (hoherdimensionaler) Zylinder?
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A Anhang — Nachweis der

Monotonie fiir Satz 5.14

Lemma A.1
In der Situation von Satz also insbesondere fiir k > 2 und By # c,, ist die rech-
te Seite der Gleichung (5.11)) in r, die in v = —|cy — Bo| + 51 stetig fortgesetzt wird,

auf Z = (0,|cx — Bo| + 51) streng monoton wachsend.

Bemerkung A.2
Dass die rechte Seite der Gleichung (5.11)) an der Stelle r = —|cyx—fo|+ 51 stetig fortsetzbar

ist, wurde bereits im Beweis von Satz gezeigt. Die Beweisidee ist, nun zu untersuchen,

ob deren Ableitung strikt positiv auf I ist. Da dies sehr technisch, lang und daher schwer

iiberschaubar ist, sollen hier zuvor kurz die einzelnen Beweisschritte skizziert werden.

Teil 1:

Teil 2:

Teil 3:

Teil 4:

Die rechte Seite der Gleichung (5.11)) wird in Zahler hy und Nenner hy zerlegt
und h Na definiert. Von diesen drei Funktionen werden jeweils die ersten beiden

Ableitungen gebildet und in —|cy — Bo| + 51 ausgewertet.

Z;E:g die (strenge) Monotonie
h1

auf T wechseln konnte. Dazu wird zunichst gezeigt, dass (h—g)/ auch stetig

Es soll untersucht werden, in welchen Stellen

in —|eyx — Bo| + Py fortsetzbar und dort auch positiv ist.
Es wird gezeigt, dass h /- immer positiv ist.

Die Untersuchung von (Z—;)/(r) = 0 vereinfacht sich auf die Untersuchung
von 0 = hy(r)ha(r) — ha(r)hs(r) und mit h ~ immer positiv zur Untersuchung
von 0 = (R (r)ha(r) — hi(r)hs(r)) h ~(r).

Darin wird nacheinander hy, b und h/\[ ersetzt und nach h -Potenzen sortiert.
Mit dem Trick ,Ist 0 = x+y oder 0 = x—v, so ist 0 = 2% —y?.“ lisst sich die Wur-
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zel des h \[—Anteils beseitigen. Sortieren nach Potenzen von hy und mehrfaches
Ersetzen von hf/ und hl, liefert (A.5)).

Teil 5: Es wird ¢y — (o € (0,1) als cx — fo = ufy mit u € (0,1) und r als \/v(1 + )5

mit v € (0,1) geschrieben. Nach Vereinfachungen wird u = 1%1 und v = li—i
gesetzt, sodass die beschréiinkte, offene Menge der Paare (u,v) € (0,1)? auf die
unbeschrénkte, offene Menge der Paare (u,v) € (0,00)? iiberfiihrt wird. Es wird

anschliefend hy, : (0,00)* = R, k € N, definiert.

Teil 6: Nun wird per vollstandiger Induktion gezeigt, dass hk( ,0) > 0 fiir alle k € N,
k > 2, ist. Dazu ist hy (1, 0) > 0 und hyy (@, ) — hy (2, 0) > 0 fiir k > 1.

Teil 7: Abschliefsende Zusammenfassung, dass ( ) (r) # 0 und stetig auf Z und positiv
in —|cx — Bo| + Pr. Also ist (hQ) (r) positiv auf Z, sodass Z—; streng monoton

wachsend ist.

Beweis von Lemma[A 1. (Zur Ideenfindung wurde das Programm Maple™ genutzt.)
Teil 1:

Seien wiederum hq(r) und hy(r) der Zahler und der Nenner der rechten Seite von ([5.11)).

Dabei soll nun vereinfachend ¢ = ¢\ — 3y gesetzt werden, also insbesondere ¢ # 0, und

h(r) = \/(ﬁ%—c2—r2)2+4 (k2—1) % r?
mit den ersten beiden Ableitungen

_2T(/31_C —-r )+4 (k‘ 1) Ar B _27’(5%—1—62—7”2)—1—4]{;2 2r
(—2@¥+v”—ﬁ>+4k2§-+4r%hv%r>—(—2ruﬁ+cl-ﬂ>+4k2§70hy%m
hf/('r’) :

W(r) =

h’\’/(r) =

Da auch die Auswertung an der Stelle r = —|c) — Bo| + /1 = —|c| + f1 bendtigt wird, soll

deren Berechnung parallel hierzu erfolgen.

hy (=lel+51) = 2k [e| (=[e] + B1)
R (—lel+60) = 2klel — 2,

2((*—e|B1+ 57K~ 57)
k2 el (=le[+py)

W (=lel+81) =
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Damit ergibt sich

hi(r) = — <—2 kr? (ﬁf+02—r2)+(ﬁf—02—r2)2—4 ? 7"2+(Bf—62+7’2) h\/(r)>

und

ho(r) = (k+1)7r (r+c—p)(r+c+p5)(r—c+p51)(r—c—p)
= (k+1)7 (r* = =5)*) (" = c+51)%)

und deren Ableitungen

Wy(r) = 4kr(Bi+¢—r®) =4 kr+4r (87— —r?) +8c*r—2rh (1) — (B —c*+1°) I (r)
= 4dkr (B +—r?) =4k’ +dr (B{+—r*) =21 h (r) = (B7 = +r°) B (7)
=4 (k+1)r (Bi+c*=1?) =4kr’ =21 h  (r) = (6] = +r*) W (1)

W{(r) = 4 (k+1) (87 +¢*=37%) =12k 1* =2 D (r) =47 W (1) — (87 —c*+77) b (1)

und

hy(r) = (k+1) (r? = (c=B1)*) (r? = (c+51)°) + (k+1) 7 (2r)(r* = (c+ 1))
r(r? = (c=B1)%)(2r)

(PP =(c=51)%) (P =(c+B1)°) +27° (r’ = (c+51)") +27* (P = (c— £1)?))
5 r2(c—B1)° =372 (c+B1)*+(c—B1)(c+5)?)
P48+ (- 57))

mit

Hh(-le 60 = 4 1) (<L) 1 (216l - )

4 (k+1)

Ry (—lc|+B1) = NEER

(—2K° |+ k*(—5k+3)|c| 7 + k*(9k —3)* b1 — (k—1)3})
und

hy(—=lel+B1) = =8 (k+1) (—|e|+51)*|cl By # 0
hy(=lel+p1) = 8 (k+1) (—|c|+51) (*=5|clBi+57) -
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Teil 2:

Nun wird untersucht, an welchen Stellen die rechte Seite der Gleichung (5.11]) in r
auf (0, |ex — Bo|l + 1) = (0, |c| + 1) potentiell ihre strenge Monotonie wechseln konnte,

also wo
1 (Pa(r) ' R(r)ha(r) — ha(r)hy(r)
L () - : (A1)
ha(r) h3(r)
gilt. Wie auch Z;(ri existiert diese Ableitung in r = —|c¢| + [ aufgrund der Division

(r
durch ho(—|c|+51) = 0 nicht, lasst sich aber an dieser Stelle stetig fortsetzten. Auch hier

) <h1<r>)’_ by TROR() = ()R (r)

ro—lel+81 \ha(r) ) ro=ld+m h3(r)
O Ba() + () — B A — by (r)R)
r—s—cl+51 2 ha(r)hy(r)
L R — by (rA()
r——lc|+81 2 ha(r)hb(r)
N R NG
r——lel+61 2R4(r) 2 ha(r) hy(r)

" 1 "
= lim hl,(r) —— lim m(r) - lim h,2 (r)
ro—lel+81 2h5(r) 2 r=—|cl+1 ho(T) ro—lcl+81 hy(r)

wird an der mit () gekennzeichneten Umformung die Regel von de I'Hospital angewendet,
sodass nun (5.20)) ausgenutzt werden kann:

lim
r——|c|+p1

(hl(r))/ A (k+1) (—2k3|c|P+k?*(—5k+3)|c|Bi + k2 (9k —3)c* By — (k—1)53)
ho(r)) —16 k*|c| (k+1) (=[c[+51)?|c| B
1 2k[e[+ (k= 1) 8(k+1) (=|c[+p1) (*—5|c|81+57)
2 2k(=le[+51)]c| =8 (k+1) (—[c|+B1)?|c] 81
(—2K3|c|* + k2 (—=5k+3)|c| B2 +Ek*(9k —3) 2B — (k—1)5})
—4k3[c| (=[e|+B1)?[c| By

1 =2kl + (k=1)B1 (=5c|Bi+57)

2 2k|c| (—lel+B1)?[cl 81
2k (k+1)A =2k (k—1)|c| 1+ (k—1)(k*+1) 5
a 4 k3 (—|c|+B1)%c?

Der Zahler des Bruches ist positiv fiir den zu untersuchenden Bereich, denn betrachtet man
den Zihler als Funktion in (¢, 3;) € R? und vernachlissigt die enthaltenen Betragsbildung,
welche den Zahler fiir 5; > 0 hochstens vergrofsert, so hétte der Zahler sein einziges lokales
beziehungsweise globales Minimum in (¢, 51) = (0,0) mit dem Wert 0 fiir & > 2, fir k = 1
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ware das Minimum ebenfalls 0 bei ¢ = 0 fiir alle 5, € R. Dies ergibt sich direkt aus dem

Gradienten
V = (4K (k+1)e—2K2(k—1)8, —2k*(k—1)c+2(k—1)(k*+1)8) = (0,0)
und der zugehorigen Hesse-Matrix

4K (k4+1)  —2k*(k—1)
2k (k—1) 2(k—1)(k*+1)) ’

!/
welche fiir alle £ > 2 positiv definit ist. Damit ist  lim (hl(r)> positiv fiir ¢ # 0

r——|c|l+B1 ha(r)
und B; > 0.

Teil 3:

Nun wird gezeigt, dass h ~(r) immer positiv ist. Der Radikant (B2—c2—r2)°
+4 (k*—1) ¢ r? ist offensichtlich nichtnegativ. Dass der Radikant nicht null werden kann,
muss nun kurz untersucht werden. Angenommen, der Radikant wire null, dann muss 1?2

die quadratische Gleichung
0= (r2)2 + 7 [4(k* = 1)@ = 2(87 = )] + (67 — c2)2

l6sen. Dies geschieht durch

(P12 = —2K = 1)+ (52 —7) [ 4R2(k2 — 1)t —4(K2 —1)c267 |

Damit r reellwertige Losungen liefert, muss 72 reell und nichtnegativ sein. Dazu muss
insbesondere die Diskriminante nichtnegativ sein, was fiir |¢| > £ gilt. Zusétzlich muss

aber weiterhin ;) > |c| gelten. Es gilt fiir die beiden reellwertigen Losungen (r?); o

— AR )P (B2~ P) + AR (k2 1) A (k2 1) 252
> AR 1)+ (B ) — AR (k2 1)t — 4 (k2 —1)c2 7

Dabei ist aber bereits die linke Seite, also die grofere der beiden Losungen (12); 5, nicht-

positiv. Dies folgt direkt aus der Stetigkeit dieser und der Losungsmenge beim Nullsetzen:

0= 20k — D)+ (82— &) + \/4k2 2 _1)eh — 4k — 1) 282

— O:(ﬁl_c) - B = ||
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Diese Losungsmenge liegt aber auferhalb des Bereiches. Einsetzen des Wertes |¢| = %ﬁl,
welcher im Bereich liegt, in —2(k* — 1)c® + (8} — ) + /4k2(k2 — 1)c* — 4(k2 — 1)c2(?

liefert

2
-1
SR 1)+ () + (AR (K2 1)t — 4k~ 1)2 3 _ o lp g

k2
‘C‘:%ﬁl

sodass beide Losungen (r?); o negativ sind, also h - (r) fiir k> 2 immer positiv ist.

Teil 4:

Fir r € (0,|c| 4+ 81) und r # —|c| + By ist ha(r) # 0, sodass sich die Gleichung (A.1))

vereinfacht zu
0= hy(r)ha(r) — he(r)hy(r) .

Mit dem Wissen, dass h \[(7‘) immer positiv ist, ist dies aquivalent zu

0= (Ry(r)ha(r) — ha(r)hy(r)) h ()
= By (r)ha(r)h (1) — ha(r) R (r)h (1) -

Ersetzen von hy(r) und A)(r) und anschliefend h’\[(r) sowie Sortieren nach Potenzen

von h ,(r) liefert:

o_< (k1) r (24 =) =4k =20 h - (r) — (8 —P+1) h'f(r)) ha(r) b (r)
2k (B4 —r?) 4 (B2 1) A4 (B 4r) () ) By (1) B (1)
( (k+1)r (B2 4+ =) —dkr® =20 h (1)
—(B2=P41?) (~2r(B2+ P —12) +4 K P r) (h\[(r))_l) ho(r) b (r)
=2k (B =)+ (B2 = P —12) AP (B =P 12) (1) ) By (1) B ()
= 4 (k+1)7 (B +¢* =1 ho(r) b f(r) =4k r*ha(r) h #(r) =27 ha(r) B2 (1)
—(Bi=+r?) (=27 (Bi+E =) +4k* 1) ho(r)
— 2k (B2 =) Wy(r) by (r)+ (B2 =2 =12)* Wy (r) b (r) =4 2 r2hy(r) b (1)
+ (B =) hy(r) b2 (r)
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= —271 ho(r) hf[(r) +(B7—=2+r?) hiy(r) b (r)
—(Br=+r?) (=27 (Bi+E =) +4 K> 1) ho(r)
—2kr? (Bf+ =) hy(r) h )+ (Bi—c*—r ) hy(r) h\[(v")—élc2 r2hY(r) h ()
+ 4 (k+1)r (BT 4+ =) ho(r) b (r) =4k 1hy(r) b ~(r)
= (=27 ha(r)+ (Bi =2 +1?) hiy(r)) hf[(r)
—(Bi=+r7) (=20 (Bi+c"=r") +4 K r) halr)
+ (—2 kr® (B7+c—r?)hb(r)+ (5%—02—7“2)2 Y (r)—4 ¢ r2hb(r)
4 (k+1)7 (612—1—02—7*2)}@(7”)—4kr?’hg(r))h\[(r)
Zum Beseitigen des Wurzelterms h e wird folgender , Trick” genutzt. Gilt fiir zwei reelle
Werte x und y die Beziehung 0 = x+y oder 0 = x —, so ist 0 = 22 — y/?. Diese Beziehung

soll nun angewendet werden, wobei als x die ersten beiden Summanden und y der dritte

Summand der rechten Seite fungieren werden.

0=[(-2rhalr)+ (5~ 457 () 2 (r)
(B =) (<2 (B ) AR 1) holr)|
— [—2/{;7“ (Bi+ =) hy(r)+ (i — 7 — ) Y (r)—4 ¢ r?hi(r)

FA (k1) (B4 r)ha(r) 4k rha(r)| B (1)

(A.2)

Nun wird in Potenzen von hy(r) sortiert. Fiir das absolute Glied hY(r) ist der Koeffizient

(82— 4r®)  W2(r) () = | =2 (B3 47 )+(5%—02—7“2)2—402TZFh’QQ(r)hf[(r).

2

\[(7’> im ersten Summanden

Dieser lautet nach einmaligem Ersetzen von h
r (B 4k —kr?) Ky (r) hf[(r) ho(r) . (A.3)

Durch den Faktor hs(r) in ist der Koeffizient fiir h9(r) eigentlich null, sodass sich
nun der Koeffizient fiir hy(r) in . zu

2 (—2rhff(r)— (82— 412) (=21 (B2 +2—r?) +4 2 2 7“)) (B2=c412) By (r) 2 (1)
-2 (—2kr2 (Bi+—r*)+ (B - —r )2—4 c? 7"2) hy(r)
(4(k+1)r (Bi+E—r?)—4kr?) hf[(r)

+4r (ﬁf—l—k c—k 7"2) Ry (1) hf[(r)
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ergibt und wiederum nach einmaligem Ersetzen von hff(r) und h)(r):
4 (=B —k+3kr?) hy(r) h?[(r) ha(r) (A.4)

Auch in (A.4]) liegt wiederum ein zusétzlicher Faktor hs(r) vor, sodass der Koeffizient
fiir ho(r) eigentlich null ist und sich der Koeffizient fiir h3(r) in (A.2)) zu

[(—2 T) hf[(r) — (Bi=+7r) (=2r(Bi+P—r?) +4 K & r)r
- [4 (k+1)r (8242 —r?) —4k:r3rhf[(r) +4 (=2 kA3 k1) By (r) 2 (r)

ergibt. Durch Ersetzen von hf[(r) und hb(r) ldsst sich die Gleichung (A.2)) als

0=—4(k+1)h3(r)
. [k‘rlo + (4 ke —3ke* -3 ﬂf) 8

+ (8K Bic* — 8K ¢ — 12k*B7c® + 4 k>
—2kB) + 4 kBT + 2 ke + 48] + 8 57c) rf

+ (4K°B1 + 8K Bt + 4k3® — 8K Bic” + 32k B¢t — 8K*°
—6kBic? — 12kB7c* + 2ke® +2 87 — 12 8{c* — 6 Bict) r?

+ (45238 — Ak Bt — 4 RPBIE + AR + kBT + 4 kB
—14kBic* +12kB2® —3k® — 4% +855c% — 45%04) r?

+ kB2 — 4 kBSt + 6 kB — 4 kB2 + k!0 + B0
— 485 +6B5t — 485 + pic

(A.5)

schreiben.

Teil 5:

Im néchsten Schritt ldsst sich der Vorfaktor —4 (k+1) h3(r) ignorieren. Es ist —4 (k+1) < 0
und h3(r) > 0 fiir r € (0, |¢| + 81) und r # —|c| + Bi.

In den eckigen Klammern der Gleichung (A.5)) kommt ¢ nur mit geradem Exponenten vor.
Damit lasst sich ¢ < 0 ohne Beschrankung der Allgemeinheit vernachléassigen. Auch ¢ = 0
muss nach Voraussetzung nicht betrachtet werden. Deshalb ldsst sich ¢ € (0, ;)

als ¢ = uf; mit u € (0, 1) schreiben.
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Damit vereinfacht sich (A.5]) effektiv zu:

O:[krlo+(4k3u2—3k:u2—3) 2y8
+ (8K*u? — 8k ut — 12K%0® + 4k*u' — 2k + 4 ku® + 2ku’ + 4+ 8u?) B r®
+ (4K + 8 kP ut + 4k — 8k + 32Kt — 8K u®
—6ku® — 12ku* + 2ku’® + 2 — 12u® — 6u*) 57 r?
—|—(4k2u2—4k2u4—4k2u6+4k2u8+k—|—4ku2
—14ku4—|—12k:u6—3ku8—4—|—8u2—4u4) 82
+ (ku® —4ku' + 6 ku® — 4 ku® + ku' + 1 — 40 + 6u” — 40’ + uP) 110}

Wegen 0 < r < ¢+ 81 = ufl; + B1 = (1 + u) by lasst sich r auch schreiben als /v(1 + u)f;
mit v € (0,1). Hier kann r # —c + (; vernachléssigt werden. Damit ldsst sich auch der
Faktor 3{° > 0 entfernen:

0 :[k:v5(1 +u) + (4K — 3ku® = 3) v (1 +w)®
+ (8K°u? — 8K*ut — 12k%u” + 4 k*u* — 2k + 4 ku® + 2ku’ + 4+ 8u®) v* (1 4+ w)°
+ (4K°u® + 8KPu* + 4 k*u® — 8 k*u® + 32 k7wt — 8 k*u®
—6ku® — 12ku* + 2ku® +2 — 120> — 6u') v (1 + u)*
+ (4F — 4kt — 4K + 4K + k + 4k
—14ku' + 12ku® — 3ku® — 4+ 8u* — 4u*) v (1 +u)’
+ (k;u2 —4kut + 6 kub — 4 ku® + ku® +1 — 44 +6u —4u6—|—u8)}

Durch Ersetzen von v = % und v = %
14+u 1+2v

Paare (u,v) € (0,1)? auf die unbeschrinkte, offene Menge der Paare (,v) € (0,00)?, der

lasst sich die beschrénkte, offene Menge der

positive Quadrant, iiberfithren. Es ergibt sich

(2 4 1)

C= ar o (i+s

E hi (@0, D)
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mit 7y, : (0,00)2 > R, k € N,

hi (@,0) = ((80k*—16 k*+16 k—16) @’ + (224 k* —96 k*+64 k—64) @°
+(224 k*—160 k* 496 k—96) " + (96 k* —96 k*+64 k—64) u*
+(16 K’ =16 k*+16 k—16) @*) 0°

+ ((112k° =16 k* —64 k) a°+ (352 k* — 160 k* —208 k+16) @’
+(384 k* —320 k*—256 k+64) "+ (176 k* —208 k* — 160 k+96) u*
+(32k* =32 k* —64 k+64) 4° 4 (-16 k+16) ) o*

+ ((48 k> +16 k*—32 k) a°+ (160 k* —32 k* — 128 k+32) @’
+(192 k* —152 k* —148 k+100) @+ (96 £* — 120 k* — 40 k+104) @*
+(20k*—12k*+16 k+32) @°+ (8 k—8) u+4 k—4) 0

+ ((16 K°+16 k> =16 k—16) @’ + (32 k*+32 k* —48 k—48) @’
+(32k*+16 k* =32k —64) u*+ (16 k> +40 k—72) @°
+(4k*+8k*+52k—68) u°+ (16 k—32) u+4 k—4) v*

+ ((8K*+4k—4) a'+ (8 k*+16 k—16) @*
+ (4K +17k—19) @*+(4k—6) i+k+1) 0

+ (k+1)@*+2a+1

Auch hier ist der Vorfaktor % wiederum positiv und kann ignoriert werden.

Teil 6:

Nun wird gezeigt, dass fy, (w,0) > 0 fur alle k € N, k > 2, ist. Dies erfolgt per vollstandiger
Induktion. Dazu wird mit & = 1 gestartet. (Es sei kurz angemerkt, dass mit k£ = 2
gestartet werden konnte. Hier wird der ,einfachere* Anfang bei &k = 1 gewéhlt, wobei dort
nur hy (@, 9) > 0 gilt. Erst durch die anschlieRende Betrachtung der folgenden Differenzen,
welche alle strikt positiv sind, folgt die Aussage fiir & > 2.)

hi (@,0) = (64 a°+128@°+640*) 7° + (32a°—128 4* —96 @*) v
+ (320°+32@° -8 u* +40 4’ +56 @°) °
+ (—320°—484'—16 @ —4 4> —16 @) v°
+ (8 +8W+24°—20+2) D+ 2u°+20+1
= ((16a*+32u°+16 %) °+ (8 a'*+16 &’ —8 &) v*
+(8a' +16 4°+10 @ +2a+2) i+2 @ +2a+1) - (2a0—1)* > 0
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Dabei ist (2a9—1)* > 0 und

(16 a*+32a°+164°) v°+ (8 ' 416 4’ —8u) v*
+(Bat+16 @ +100°+2u+2) 0+24°+2u+1
> 164%0° — 8ut® +20 =0 (4 — 1>+ 0 >0 .

Nun wird die Differenz hy1 (@, 0) — hy, (@, ) fiir k > 1 betrachtet und gezeigt, dass diese

positiv ist.

s (0, 0) — hy (@, 0)
= ((240 k% +208 k+80) u®+ (672 k*+480 k+192) @+ (672 k*+352 k+160) "

+(288 k*+96 k+64) @’ + (48 k416 k+16) %) 0°

+ ((336 k*+304 k+32) a®+ (1056 k*+ 736 k—16) @+ (1152 k*+512 k—192) a*
+(528 K*+112k—192) @+ (96 k*+32 k—64) 4*— 16 @) 0*

+ ((144 K> +176 k+32) 0+ (480 k* +416 k) u°+ (576 k*+272 k—108) u*
+(288 k> +48 k—64) @+ (60 k*+36 k+24) @’ +8 u+4) v°

+ ((48k*+80 k+16) u°+ (96 k*+160 k+16) @°+ (96 k*+128 k+16) u*
+(48 k*+48 k+56) @+ (12 k*+28 k+64) °+16 u+4) 0°

+ (16 k+12) @'+ (16 k+24) @°+ (8 k+21) @’ +4 a+1) v + @
(A.6)

Dabei sind alle Koeffizienten (z.B. 1152 k*+512k—192) fiir k¥ > 1 positiv, bis auf das
Glied —16 av*. Also

st (@, D) — hy (@, 0) > 16 320° — 16 av* +40° = 0° (400 —2)° > 0 ,

wobei 16 427° — 16 40! + 49° die unterstrichenen Summanden aus (A.6]) sind.
Damit folgt iterativ, dass hy (it,) > 0 fiir k > 1 und hy (@, 7) > 0 ist.

Teil 7:

Abschliefsend kann festgehalten werden, dass gezeigt wurde, dass (Z—;)/(r) # 0 und ste-

tig auf Z ist. An der Stelle —|cyx — fo| + f1 = —|c| + B1 ist der Wert positiv. Folglich
muss (Z—;)I(r) positiv auf Z sein, sodass Z—; streng monoton wachsend auf Z ist. ]
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Lemma A.3
In der Situation von Satz[5.9, also insbesondere fiir k > 2 und [y = ¢y, ist die rechte Seite
der Gleichung (5.15)) in r auf 7 = (0, 51) streng monoton wachsend.

Beweis. Die Nullstellen des Nenners der rechten Seite von (5.15) sind r = 0, r = —[3
und r = 3, sodass im Intervall Z keine Unstetigkeitsstellen sind.
Nun wird untersucht, an welchen Stellen die Monotonie wechseln kénnte, sodass die Null-

stellen der ersten Ableitung bestimmt werden. Es ist

(_ 2(6% — kr?) >’_2kr4+2(k—3) 2,2 4 934
k+1)rBE—7r2)  (k+1)r2 (82 —r2)

mit den beiden Zéahlernullstellen in 72, sofern sie reellwertig existieren,

(k-3 /(k—3)2—4k
5% Che

Da bereits —(k —3) ++/(k — 3)2 — 4k < 0 fiir k > 1 ist, sind beide Zihlernullstellen in r?
negativ oder komplexwertig. Somit hat der Zahler keine reellen Nullstellen in r, sodass
kein Monotoniewechsel stattfindet.

Da % € Z = (0, /) liegt und die Ableitung der rechten Seite von (5.15) fiir r = %1 den

positiven Wert

8(5k+4)
9(k+1)p32

liefert, ist die Ableitung auf ganz 7 positiv. O

Lokal D-optimale Designs fiir nichtlineare Modelle auf der k-dimensionalen Kugel 131



B Anhang — Nachweis der
Eigenschaften

Der Vollstandigkeit halber sollen hier fiir die fiinf hauptsachlich verwendeten Intensi-
tatsfunktionen tberpriift werden, dass sie die jeweiligen Bedingungen (A1) bis (A4) fiir
monotone, vergleiche Seite beziehungsweise (A1), (A2'), (A3'), (A4) und (A5) fir
unimodale Intensitétsfunktionen, vergleiche Seite [77 und [80] erfiillen.

B.1 Poisson-Regression

Lemma B.1

Die Intensitatsfunktion der Poisson-Regression

Ap(2) = exp(z) ,

vergleiche Beispiel ist eine monotone Intensitatsfunktion und erfiillt die Bedingun-
gen (A1) bis (A4).

Beweis. Die Intensitatsfunktion Ap besitzt die beiden ersten Ableitungen A\p(z) = exp(z)
und Aj(z) = exp(z). Alle drei Funktionen sind offensichtlich positiv auf R und stetig.
Folglich sind (A1) und (A2) erfiillt.

Es ist up(z) = ﬁ(z) = exp(—=z) und damit die erste Ableitung u}(z) = —exp(—2z) und

die zweite Ableitung up(2) = exp(—=z). Da exp(z) injektiv auf R ist, gilt dies auch fiir up,
sodass (A3) gezeigt ist.

Ferner ist
Mp(2) _ exp(z)
Ap(2) - exp(2)
konstant eins auf R, also insbesondere nichtwachsend. Somit gilt (A4). [
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B.2 Negativ-Binomial-Regression oder

Poisson-Gamma-Regression

Lemma B.2
Die Intensitdtsfunktion der Negativ-Binomial-Regression beziehungsweise Poisson-Gam-

ma-Regression
_exp(2)
~ 1+atexp(z)

ANB(2) mita >0,

vergleiche Beispiel ist eine monotone Intensitatsfunktion und erfiillt die Bedingun-
gen (A1) bis (A4).

Beweis. Die beiden ersten Ableitungen der Intensitdtsfunktion Axg lauten

exp(z) und  N(2) = exp(z) (1 —a™! exp(z)) .
(1+a " exp(2))’ NB (1+a " exp(2))”

Mg(2) =

Die Z#hler und Nenner der beiden Funktionen Axg und Ayg sind alle positiv und stetig
auf R. Weiterhin ist der Nenner von A\ positiv und stetig und dessen Zahler stetig auf

ganz R. Daraus folgt, dass die Bedingungen (A1) und (A2) gelten.

1 14+a~! exp(z)

Da unp(z) = el = et = exp(—z) + a ! und die erste Ableitung ujg(z) =

— exp(—z) wie im Beweis zu Lemma [B.1] ist, folgt direkt (A3).

Da exp(z) positiv und streng monoton wachsend ist, ist auch 1+ a~! exp(z) positiv und

streng monoton wachsend. Damit ist

g (2) _ exp(z) (1 +a™! exp(z)) _ 1
Mwe(z) (1ot exp(a)Pexp(z) 1+ exp(?)

streng monoton fallend und es gilt (A4). ]

B.3 Logistische Regression

Lemma B.3

Die Intensitatsfunktion der logistischen Regression

exp(z)

Alogit (2) = m ’
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vergleiche Beispiel [2.3, ist eine symmetrische, unimodale Intensitétsfunktion und erfiillt
die fiinf Bedingungen (A1), (A2'), (A3'), (A4) und (Ab) mit ¢, = C&AQ/) = CS\A?’/) = 0.

Beweis. Die erste und zweite Ableitung der Intensitatsfunktion A sind

(Z) _ exp(z) (1 — eXp<Z)) und N/

\ .
(1 + exp(z))? logit

| (2) = exp(z) (1 — 4exp(z) + exp(22))
logit )4 ’

(14 exp(z)
!

ogi
die drei Nenner sowie der Zéahler von A zusétzlich positiv sind, ist (A1) erfiillt.

Da die Zahler und Nenner der drei Funktionen Aogit, Ajog und Aj;; alle stetig auf R und

Zur Bestimmung der Extremwerte muss die erste Ableitung \|_,;, null gesetzt werden.

/
logi
Da exp(z) und (1 + exp(z))® positiv sind, muss dazu 0 = 1 — exp(z) sein. Also ergibt sich

als einzige lokale und damit auf ganz R globale extremwertverdéchtige Stelle die 0. We-

gen A, (0) = —% < 0 ist es das einzige Maximum. Es gibt keine weiteren Extremstellen.
Folglich ist die Intensitatsfunktion unimodal mit cg\AQ,) = 0 und (A2) giiltig.

Es ist wgit(2) = % = exp(z) + 2 + exp(—=z) und dessen erste drei Ableitun-
gen Uy (2) = exp(z) — exp(—z) und wuy(2) = exp(z) + exp(—z) und up(2) =

/

exp(2z) — exp(—2). Uy, ist stetig. Es ist exp(z) > 1 fiir 2 > 0, 0 < exp(z) < 1

fir z < 0 und exp(z) = 1 fiir z = 0. Damit ist wj(2) = exp(z) — exp(—2) < 0

fiir 2 < 0, uj,(2) > 0 fiir 2 > 0 und wj, (0) = 0. Folglich ist wuj,; streng monoton

logit logit
fallend auf (—oo, 0] und streng monoton wachsend auf [0, 00). Mit der Stetigkeit von uj,
folgt jeweils die Injektivitét auf (—oo, 0] und [0, 00). Folglich gilt (A3") mit C&AS/) = 0.
Fiir (A4) wird
Mogit (7). exp(2) (1 —exp(2)) (1 + exp(2))” 1 —exp(2)
= 3 = und

Alogit (2) (1 + exp(z))” exp(z) ~ 1+exp(z)

(@)@ _ . (GL(Z) = =2 Aogit(2)

Alogit 1+ exp(z))”

/
Alogit

N streng monoton fallend,
ogi

betrachtet. Wegen (A1) ist die Ableitung negativ, sodass

also insbesondere nichtwachsend, ist.
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In Kombination mit (A1) ist (A5) dquivalent zu lim 2%\(z) = 0, vergleiche (5.1)). Es ist

Z—00

2 * 2 2 2 2
lim =2\oge(2) — lim 2% exp(z) i 0 1, zexp(z) + z° exp(z) — im z+z
200 200 (1 4 exp(2)) =00 2(1+exp(z))exp(z)  2—00 2 (1 +exp(z))
©p 242 _ 14z, 1
= = lim = lim =0.

z—00 2exp(z) 2o exp(z) 200 exp(z2)

An den mit (*) gekennzeichneten Umformungen fand die Regel von de I'Hospital Anwen-
dung. Hierbei ist zu erwihnen, dass 22 exp(z), (1 + exp(z))2, 22+ 2% 2 (1 +exp(2)), 1+ 2

und exp(z) fiir z — oo nach oo divergieren.

Die Symmetrie um ¢y = 0 ist in

Aogit (2) = exp(2) _ exp(z) _ exp(—2z)
¢ (1+exp(2))®  (exp(2))* (exp(—z) +1)* (1 +exp(—2))

2 = Alogit (—2)

ersichtlich. O

B.4 Probit-Modell

Lemma B.4
Die Intensitatsfunktion im Probit-Modell

)\probit <Z> =

vergleiche Beispiel ist eine symmetrische, unimodale Intensitatsfunktion und erfiillt

die fiinf Bedingungen (A1), (A2'), (A3'), (A4) und (A5) mit ¢\ = CE\Azl) = cg\A?’/) = 0.

Bevor der Beweis dieses Lemmas, siehe Seite beginnen kann, werden noch einige
Hilfsresultate bendtigt. Die nachfolgenden beiden Lemmata [B.5und [B.9 entspringen grof-
tenteils eins zu eins der Publikation von Grafkhoff et al| (2021, Lemma A.1 und Lemma
A.2), wobei Lemma um die Ungleichung erganzt wurde. Der Vollstandigkeit

halber sollen sie aber alle hier nochmals ausfiihrlich aufgefiihrt werden.
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Lemma B.5 (vergleiche |Grafshoff et al.| (2021, Lemma A.1))

Es ist
2247 \1
— >(1- =" )= fir 2 > .
1 CI>(Z)_<1 822+12)Z¢<2)>0 fiir > 1 und (B.1)
2
1—®(2) > z fiir z € R und B.2
(2) 2 ———= () (B2)
1 1 1 1

Beweis. Sei 7(z) = <1 — 8;31&) 1 ¢(z). Dann gilt fiir dessen Ableitung

, 220+ 3214+ 1222 - 15 .
—7'(2) = (1_ z 22(Z4z2+62)2 )(b(z) < ¢(2) firz>1.

Hierbei ist zu erwihnen, dass sowohl der Nenner 2%(4z? + 6)? als Quadrat als auch der
Zahler 22% 4 32* + 1222 — 15 fiir z > 1 positiv sind. Denn das Zihlerpolynom hat nur
eine (reellwertige) extremwertverddchtige Stelle in z = 0, die ein lokales Minimum mit
Wert —15 ist, ist stetig und hat in 1 den positiven Wert 2. Unter Ausnutzung der Mono-

tonie des Integrals und des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung folgt

t—o00

|- a(z) = /oo o(t)dt > /OO () dE = — Tim (1) + 7(2) = 7(2)

mit lim 7(¢) = lim (1 t2—+7>-tlirglo%-tlilgo¢(t):§-0-020.Da

t—o00 t—o00 8t2+12

B 2247
822 + 12

>0 & T7245>0 & 2¥>-3

fiir 2 > 1 und auch 27! > 0 sowie ¢(z) > 0 ist, ist (1 — 822—1;) %qb(z) > 0. Somit sind
beide Teile von (B.1]) gezeigt.

Analog zum Beweis fiir die Ungleichung (B.1)) ldsst sich die Ungleichung (B.2)) zeigen. Sei
dazu hier 7(z) = %\/m ¢(2) und damit

22 +3

—7'(2 :2(1—
(=) V22 +4+22+4

) o(z) < ¢(2) fir alle z € R . (B.4)
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Dabei ist der Nenner zv/22 + 4 + 2% + 4 positiv. Angenommen er wire nichtpositiv, dann

liefle er sich umformen zu
2 5 4 2 4 2 2
224+4< —2vVz2P4+4 = 4824+ 16<z"+4z = 4z°4+16<0,

ein Widerspruch. Damit lasst sich dann herleiten

22 +3

1
> o 22246>2V22 4442244 & 2242>2v2244
2V +4+22+4 7 2 - -

2>0: 22 44224+4>2 4422 & 4>0

= )
2<0: 2242>2v/22+4
sodass 2 <1 — N%ﬁ) < 1ist und die Ungleichung in (B.4) gilt. Wiederum lésst sich

unter Ausnutzung der Monotonie des Integrals und des Hauptsatzes der Differential- und

Integralrechnung

t—o00

|- a(z) = /OO o(t)dt > /OO () dE = — Tim (1) + 7(2) = 7(2)

mit lim 7(¢) = lim ﬁ - lim ¢(t) = 0-0 = 0 folgern. Damit gilt (B.2).

t—o00 t—o00 t—o00

Die Ungleichung (B.3) folgt direkt aus der Taylor-Reihenentwicklung an der Stelle z = 0
bis zum flinften Glied. Die Koeffizienten der geraden Glieder sind null und die der unge-
raden Glieder sind abwechseln positiv und negativ, wobei sie betragsmifig kleiner wer-
den. [

Bemerkung B.6
Auf anderer Art und Weise wird die Ungleichung (B.2)) in |Birnbauml (1942) mittels der

Jensen’schen Ungleichung gezeigt.

Der zweite Teil des folgenden Lemmas inklusive Beweis entstammt Marshall und Olkin
(2007, Seite 437, Lemma B.4). Er bezieht sich auf die sogenannte Ausfallrate beziehungs-

weise Hazardrate %.
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Lemma B.7

Die Funktionen

sind log-konkav.

Beweis. Bezeichne o(z) = 1ib<(15()z) die Ausfallrate. Zum Nachweis der log-Konkavitidt muss

die zweite Ableitung von log(o(z)) untersucht werden. Dabei ist

02 (log(o(e))y’ = LRI ZLEE o gt < (o7

Ebenso lasst sich aus der ersten Ableitung der logarithmierten Ausfallrate der Standard-

Normalverteilung mit ¢/(z) = —z¢(2)

_29(z)  9(2)

d(z) _ =
= (log(o(2))) = o(2) + 1 —®(z2)

= -2+ 0(2)

und damit ¢'(z) = o(z)(0(z) — z) herleiten. Daraus ergibt sich als zweite Ableitung der
Ausfallrate

o"(2) = d'(2)(0(2) — 2) + 0(2)(¢'(2) = 1) = 20(2)0(2) — 20/(2) — 0(2)

und durch erneutes Einsetzen von ¢'(z) = o(z)(o(z) — z) weiter

0"(2) = o(2) (20(2)* — 3z0(2) + 2> — 1) .

Dies in die Bedingung ¢”(2)o(z) < ¢/(2)? eingesetzt fiihrt zu

0(2)* (20(2)" = 3z0(2) + 2* — 1) < 0(2)* (0(2)* — 220(2) + 2°)
& o(2)*—z0(2)—1<0.

Die beiden Nullstellen der nach oben offenen Parabel g(2)? — z0(z) — 1 beziiglich o(z) sind

z 22 z+Vz224+4
SERY R i Sk
2 4+ 2

Da die Ausfallrate der Standard-Normalverteilung immer positiv ist, ist die negative Null-

z—V2%+4

22 nicht mdglich. Mit o(z)* — zo(z) — 1 < 0 muss dann

stelle

z+Vz22+4

0(z) < 5
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sein. Da z + v/22 + 4 positiv ist, gilt diese Ungleichung nach (B.2)) fiir alle z € R. Damit
ist o log-konkav.

Nun muss noch die log-Konkavitét von 4(z) gezeigt werden. Dabei ist o(—2z)

@ (2)
9(2)
®(z)"

Da o log-konkav ist, gilt

0> (log(o(2)))" = 5 firzeR.

Aufgrund der Giiltigkeit der Ungleichung fiir alle z € R muss auch

d"(=2)o(=2) = d'(=2)°
o(—2)?

(log(o(—2)))" =

o(2)

nichtpositiv fiir alle z € R sein. Damit ist auch o(—z) = 502)

log-konkav. [

Bemerkung B.8
Auch die Funktionen ¢, ® und 1 — ® sind log-konkav. Dies soll hier aber nicht bewiesen
werden. Vergleiche dazu beispielsweise \Boyd und Vandenberghe (2009, Abschnitt 3.5.1).

Lemma B.9 (vergleiche |Grafshoff et al.| (2021, Lemma A.2))

Sei
P(z) (1 - ()

¢(2)?

(2) > 0 fiir alle z > 0.

Uprobit (Z) -

Die dritte Ableitung u!” . . erfiillt u’

probit probit

Beweis. Die ersten drei Ableitungen von pyepis sind

U’probit(’z> =2z ¢<Z>2 -2 ¢(Z) ’

" g2 2R —2()) R() 5
uprobit(’z) - (4 + 2) ¢<Z)2 6 ¢(Z) 2 )
ultoe(2) = (82% 4+ 122) () ;1(;)2@(2)) — (1422 + 10) (I)(;EZ; 2 _ 62
Damit ist u; ;. (0) = 0 und
=P W) = 220+ 82 — (820 +122) (B(2) — 1 )

— (1422 +10) (B(2) — 1) §(2) — 626(2)° .
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Fiir 0 < z < 1 folgt mit 0 < ®(2) — % und — 228 + —1-210 < 0 aus (B.3)

2 120 1600
(®(z) — %)2 <E(z-3P+ iz5)2 =L (2% =1+ 520 — 28+ 52")
<Lt i) B0

Die aus der Taylor-Reihenentwicklung herleitbare Ungleichung exp(—t) < 1 — ¢ + %tQ
fiir 0 <t <1 angewendet auf ¢ = 22 und t = 32? ergibt exp(—2?) < 1 — 2% + 32*
und exp(—32?) < 1— $22 + £z*. Damit und mit sowie folgt aus (B.5)
21 ¢(2)? Ul (2) = 4w 2° 4 6m 2 — (82° + 122) (2% — 32" + =2°)
— (142 +10) (z — £2° + 52°) (1 — 122 + 12%) — 62 (1 — 2% + 32%)
= (67 — 16) 2z + (47 — 29) 23 — g T 2699 Tl

3 1440 160
>9282—0.822—1.22"-0.22 012" >052>0.

Die Gleichung (B.5)) lésst sich fiir z > 1 dquivalent umformen zu

D) o (2) _ (1 9 (<1 — 3(2)) - (1 - —”) %M))Q

223 4 3z 822 4+ 12
(22 —1)%+ 24

(422 + 6)222

(2)”

Aus (B.1]) folgt, dass 1 > (1 — ®(z)) — (1 — 2T ) L ¢(z) > 0 ist. Daraus resultiert wei-

822412

ter 1 >1—2 ((1 —P(2)) — (1 — AT ) %qﬁ(z)) > —1 und, dass dessen Quadrat in [0, 1]

822+12

liegt. Damit ist 1 — <1 -2 ((1 —®d(2)) — (1 — 2T ) %¢(2)>)2 nichtnegativ. Da offen-

822412

2,1
sichtlich ((Zz;er +Z224 $(2)? positiv ist, muss auch W und damit o fiir 2 > 1
positiv sein. Folglich ist die dritte Ableitung uy ; positiv fiir alle z > 0. O

Beweis von Lemma [B.4. Die Dichtefunktion der Standard-Normalverteilung ¢ : R —
(0,00) mit ¢(z) = \/%7 exp(—%zz) ist zweifach stetig differenzierbar und positiv auf R.
Die zugehorige Verteilungsfunktion ® : R — (0,1) mit ®(z) = f(—oo,z} ¢(t) dt ist ebenfalls
zweifach stetig differenzierbar, positiv auf R und nimmt zusétzlich nur Werte in (0, 1) an.
Damit ist auch 1 — ® zweifach stetig differenzierbar, positiv auf R und nimmt ebenfalls
nur Werte in (0, 1) an. Als Produkt und Quotient dieser Funktionen ist auch Apobit positiv

auf R und zweifach stetig differenzierbar. Somit ist (A1) erfiillt.
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Die Funktionen £ und 12 sind nach Lemmalog—konkav. Da das (punktweise) Produkt
zweier log-konkaver Funktionen wieder log-konkav ist, vergleiche |Boyd und Vandenberghe
(2009, Abschnitt 3.5.2), ist die Intensitatsfunktion A,obit log-konkav. Damit gilt (A4).

Zur Bestimmung der Unimodalitdt der Intensitatsfunktion miissen die Extremstellen be-
stimmt werden. Da A,opit positiv auf R ist, kann dies auch mittels Betrachtungen der lo-
garithmierten Intensitatsfunktion log(Apwonit(2)) = 21og(¢p(2)) —log(P(2)) —log(l — ®(z))

erfolgen, deren erste Ableitung

—20() _0x) =) __, _6) o)

1 A robi '=2. - -

(log{Aprovic(2))) o(z)  B(z) 1-a(2) B(z) T T=(2)
ist. Hierbei wurde ¢'(z) = —z ¢(z) verwendet. Null ist eine extremwertverdéchtige Stelle,
da —2-0— ¢((0)) + 1¢<(1>()o) 0— % + % = 0 ist. Mittels der zweiten Ableitung

—29(2)0(2) = ¢(2)° | —20(x)(1 = 8(2)) + 6(2)°

(log()‘probit(z)))” = -2

®(z)? (1—9(2))?
5 : —0-¢(0)P(0)—¢(0)? —0-¢(0)(1—=9(0))+¢(0)? #(0)2 $(0)? _
lasst sich durch —2 — 5(0)? + 002 = -2+ 5(0)? =L
24+ 2. %((;)2 = -2+ % ~ —0.73 < 0 diese Stelle als lokales Maximum identifizieren.

Da Aprobit 1og-konkav ist, also (log(Aprobit(2)))” < 0 fiir alle z € R gilt, ist (log(Aprobit(2)))’
monoton fallend. Somit kann es keine zweite extremwertverdéichtige Stelle geben, fiir
die (log(Aprobit(2)))" = 0 ist. Aufgrund der Stetigkeit von log(Apwonit(2)) beziehungswei-
se Aprobit Und nur einer lokalen Extremstelle, dem lokalen Maximum in null, erfillt Apobic
die Bedingung (A2') mit c/\A = 0.

Es ist wprobit(2) = W (mindestens) dreifach stetig differenzierbar. Nach Lem-

ma - B.9) ist ulpi(2) > 0 fiir alle z > 0. Mit (Uprobit(—2))" = —upi(2) ist folg-
lich !

Trobis(2) < 0 fiir alle 2 < 0. Damit ist up . streng monoton wachsend auf (0, c0)

beziehungsweise [0, c0) und streng monoton fallend auf (—oo, 0) bezichungsweise (—oo, 0].

Da uf ., stetig ist, folgt jeweils die Injektivitit auf (—oc,0] und [0, c0). Damit gilt (A3’)
(A3) _
mit ¢, ~’ = 0.

In Kombination mit (A1) ist (A5) dquivalent zu lim 2?A(z) = 0, vergleiche (5.1]). Es ist

Z—00

, 2oz 1 22 22 (z)?
Jim 2 Aproni(2) = lim o(z) (1—(z)) Him (2) L ®(2) g 1-0(z)
() Zlggo 2z ¢(Z)2_—¢(Z:’) 2¢(2)? _9 ZIEEO (2° = 2) ¢(z) = 0
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Hier wurde lim ®(z) = 1 genutzt und an der mit (x) gekennzeichneten Umformung die
Z—r00

Regel von de I'Hospital unter Ausnutzung von ¢/(z) = —z ¢(z) angewendet, da sowohl

Zahler als auch Nenner gegen null konvergieren, denn lim z ¢(z) = 0 und lim (1-®(2)) =
Z—00 Z—00

0. Dass der Zéhler tatséchlich gegen null geht, lasst sich ebenfalls mit der Regel von

de I’'Hospital nachweisen.

: : ) . 1 . . .1
Jim z¢(z) = lim ¢(zZ)1 = lim o )ee) A g = im ¢(2) - lim ~ =0

Analog lésst sich auch lim 23 ¢(z) = 0 herleiten. Damit gilt (A5).

Z—00

Aus der Symmetrie von ¢, das heifst, ¢(—z) = ¢(z) fir alle z € R, und der Eigen-
schaft ®(—z) =1 — ®(2) fiir z € R folgt

-~ P(=2)*
S T Ty
B o(2)? IR
1-®()(1—-(1-2(2) (1-o() () 7
also die Symmetrie von Appopis Um ¢y = c&AQ/) = c(AAgl) =0. O

B.5 Komplementares log-log-Modell

Lemma B.10

Die Intensitatsfunktion des komplementaren log-log-Modells

_ exp(2z)
exp(exp(z)) — 1

Y

)\comp loglog (Z)

vergleiche Beispiel ist eine unimodale Intensitétsfunktion und erfiillt die fiinf Bedin-
gungen (A1), (A2) mit ¢{**) ~ 0.466011, (A3') mit ¢{**) ~ 0.049084, (A4) und (A5).

Bemerkung B.11
Aufgrund der unterschiedlichen Lage von Modus CE\AQI) ~ 0.466011 und Schwellenwert
C&A3l) ~ 0.049084 kann die Intensitatsfunktion des komplementéren log-log-Modells nicht

symmetrisch sein, vergleiche Definition [5.8
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Beweis von Lemma [B.10. Die ersten beiden Ableitungen der Intensitatsfunktion sind

e (—eezez + 26 — 2)

/
comploglog(’z) = (662 — 1)2 und

622< —2e“e* 426 —2) (—e“e"+2e% —2) —ee* (e —1 (ez—1)>
,c/om log lo, (Z> = ( ) ( 3 ) ( )
p loglog (€€Z . 1)

"
comp log log

vereinfacht worden ist.) Die Zéhler und Nenner der drei Funktionen Acomp log log: Acomp log log

(Hier sei kurz angemerkt, dass A fiir spétere Betrachtungen nicht vollstéandig

1

romploglog Sind stetig auf R. Da fiir 2 € R die Funktionen e** und e* positiv und

und
damit folglich e¢” > 1 und e®” — 1 > 0 sind, sind auch die drei Nenner sowie der Zihler
VOI Acomploglog POSItiv. Damit ist (A1) erfiillt.

!/

comploglog ULl gesetzt.

Zur Bestimmung der lokalen Extrema wird die erste Ableitung A
Da e* und e — 1 auf ganz R positiv sind, ist nur —e®e* + 2¢* — 2 = 0 zu l6sen.
Numerisch ergibt sich hier eine Losung von rund 0.466011. Zum Nachweis, dass dies ein
lokales Maximum ist, wird hier erst —e®e® + 2¢¢ — 2 = 0 und dann daraus folgend
—e e = =2 (e — 1) in die zweite Ableitung Al 0.0, €ingesetzt:
e ((—2 e e +2e” —2) (—eezez+2 e —2) — e e? (eez — 1) (e*— 1))

(e = 1)°

e <—eezez (e —1) (ez—l)> - e2z<—2 (e —1) (e —1) (ez—l)> e (e —1) |

} @ -1y } e =1 G
Da wiederum e?* und e¢” — 1 auf R positiv sind und e* — 1 positiv fiir alle z > 0 ist, ist die
zweite Ableitung fiir alle positiven extremwertverdéchtigen Stellen negativ. Somit muss
bei rund 0.466011 ein lokales Maximum liegen. Zur Priifung, ob dies auch die einzige
extremwertverdiichtige Stelle, also einzige Losung von —e® e® 4+ 2¢® — 2 = 0 ist, bie-
tet sich eine Vereinfachung der linken Seite der Gleichung durch Substitution der streng
monoton wachsenden sowie stetigen und damit bijektiven Funktion e* durch ¢ zur Funk-
tion hy : (0,00) — R mit hy(t) = —e't + 2€' — 2. Die erste Ableitung dieser Funktion
ist b (t) = —e't +e' = e'(1 —t). Damit ergibt sich beim Nullsetzen als einzige potentielle
Extremstelle die 1. Die zweite Ableitung hf{(t) = —e't liefert wegen h{(1) = —e < 0,
dass ein lokales Maximum in 1 vorliegt. Da hy(1) = e — 2 > 0 ist, kann h; stetig fort-
gesetzt auf ganz R maximal zwei Nullstellen besitzen. Eine dieser Nullstellen lésst sich
numerisch zu rund 1.593624 bestimmen. Die zweite Nullstelle ist 0, welche aber aufserhalb
des eigentlichen Definitionsbereiches liegt. Somit ist rund log(1.593624) ~ 0.466011 die
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einzige Nullstelle von —e® e* + 2 e — 2. Folglich ist die Intensititsfunktion unimodal mit
Modus ¢{**) ~ 0.466011 und damit gilt (A2).

2z

. z _ . . . . . .
ES i8t Ucomploglog(2) = €© €7%* — e72*. Diese Funktion zweimal differenziert ergibt

/ _ €% —z e? —2z —2z
ucomploglog(2> =€ € —2ee +2e

14 _ e? e? —z e* —9n _9,
ucomploglog(z> =e° —3e"e " +4ee —4e

"
comp log log

die stetige Funktion hy : (0,00) — R mit hy(t) = e’ —3e't ' +4 €' t72—4172 zu betrachten,

welche wiederum durch Substitution von e* durch ¢ entsteht. Diese Ersetzung veréndert

Auch hier bietet es sich an, nicht u auf zweigeteilte Injektivitat zu priifen, sondern

nicht die Stetigkeit und auch nicht das Monotonieverhalten. Die stetige Funktion hy hat
nur ein lokales und damit globales Minimum in rund 1.050309 und ist links und rechts
davon streng monoton fallend beziehungsweise streng monoton wachsend, also jeweils
injektiv, denn die erste Ableitung h)(t) = e —3e't7' +7e't72 —8e' t73 4+ 8¢ hat dort
eine numerisch bestimmbare Nullstelle. Es gibt aber nur diese Nullstelle, da R streng
monoton wachsend ist, denn A ist positiv auf (0, 00). Dies soll kurz gezeigt werden.
Mittels Taylor-Reihenentwicklung von e~* in 0 bis zum Grad 4, siehe beispielsweise [Walter:
(2004, Abschnitt 10.15), lisst sich die Ungleichung et < 1 — ¢+ & — £ 4 £
Gleichzeitig ist ¢ ((t — 1) 4+ 1) > 0 fiir alle ¢ > 0. Dies lésst sich dquivalent umformen
zutt — 31341012 — 22424 > 24 — 24t +121% — 4¢3 +t* fiir alle t > 0. Beides zusammen
ergibt

herleiten.

4 3 2 2 £t ¢
=3t +10t° —22¢+24>24- |1 —t+ - — =+ — | >24e”
+ +24 > ( + 576 + 24> > 24e
also t1 — 313 +10t? — 22t + 24 > 24 e~ t. Dies umgeformt fiihrt dazu, dass fiir ¢ > 0 die
zweite Ableitung hy(t) = e' —3eft™ ' + 10t t72 — 22" t73 + 24 €' t7* — 24¢7* positiv ist.
Folglich gilt (A3') mit ¢{**” ~ 1og(1.050309) ~ 0.049084.

Fiir die Bedingung (A4) soll

!/ z z z
comploglog(z) o —e“e* +2e° —2 e® e?

)\comploglog(z) e —1 e —1

nichtwachsend sein. Dies lasst sich zeigen, sofern die erste Ableitung

)‘comp log log

)\/ / e z .
( comploglog)(z) _ (6’_62 (e +1-€7) <0 firalle z € R
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ist. Wie bereits hier mehrfach ausgenutzt ist ¢, e* und e®” — 1 immer positiv. Da
(" +1— eez)l(z) =—¢" (e —1) <0 firallezeR

ist, hat e*+1—e® kein lokales Extremum. Das Verhalten dieser Funktion im Unendlichen

ist lim,,_we*+1—€e“ =0+1—e’=0und lim,_,,, e + 1 — e = —00. Letzteres folgt
direkt aus
p * e e ( e e*e e
lim e = lim S @ lim -2 %% —lime "t =0 (\,0)
Z—00 z—o0 e€ z—o0 e e e? Z—00

unter Zuhilfenahme der Regel von de I’'Hospital an der mit (x) gekennzeichneten Stelle.

Aufgrund des Verhaltens im Unendlichen und dem Nichtvorhandensein von Extremstellen,
. z . . o, A
muss der stetige Term e + 1 — e® auf ganz R negativ sein. Und damit ist =omp-cses

nichtwachsend und folglich (A4) erfiillt.

)\comp log log

Es ist
2,2z N 2 2z 2 2,2z 2\ 2
lim ZQAcomploglog(z) = lim zze ® lim 22€ t % _ 9. lim w
2—+00 200 e¢° — 1 Z—00 ec” e? 2Z—00 ec
* 1+22)e? 2)e? 1+3 2
O P ) ol G CP P A ek e
2Z—00 ec e? z—00 e¢
* 34+ 2z (« 2
N T b L
z—o00 e€°e* z—00 € €Z(GZ + 1)

Die Regel von de 'Hospital wurde an den mit (%) gekennzeichneten Umformungen an-
gewendet. Dabei divergieren z%e*, e® — 1, (2+2%)e*, e, 1 + 32 + 2%, 3 + 2z, % ¢*
und e e*(e* + 1) fiir z — oo nach oo. Damit ist in Verbindung mit (A1) die Bedin-
gung (A5), vergleiche (5.1)), erfiillt. O

Bemerkung B.12

Der numerisch bestimmte Modus CE\AQI) ~ 0.466011 lasst sich unter Nutzung der Standard-
Lambert-W-Funktion, der inversen Funktion von x — xexp(z), auch analytisch dar-
stellen. Dazu wird zunéchst die Nullstelle der im Beweis von Lemma eingefiihrten
Funktion h; bestimmt. Es ist

—elt4+2e-2=0 = (t—2)e'=-2 = (t—-2)e"?=-2¢"
= t-2=W(-2¢?) <= t=W(-2e?)+2

Anschliefiendes Logarithmieren liefert den Modus log (W(—2e™?) + 2) ~ 0.466011.
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