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Kurzfassung

In thermomechanisch hochbelasteten Bauteilen begrenzt das Wachstum von

Ermüdungsrissen die Bauteillebensdauer. Es kommen Lebensdauermodelle und

Finite-Elemente Simulationen zum Einsatz, um ein vorzeitiges Bauteilversagen zu ver-

hindern. Hierbei werden im Allgemeinen deterministische Werkstoffeigenschaften un-

terstellt, sodass die Information über die im realen Werkstoff auftretenden Streuun-

gen verloren geht, was eine Unsicherheit im Auslegungsprozess mit sich bringt. In der

vorliegenden Ausarbeitung werden Methoden zur adäquaten Bestimmung der Werk-

stoffkennwerte und zur Beschreibung ihrer Streuung durch statistische Verteilungen

entwickelt.

Einen wesentlichen Aspekt der Arbeit stellt die Bestimmung von objektiven Werkstoff-

kennwerten dar, zu deren Zweck ein Robustheitskriterium eingeführt wird. Anhand

zahlreicher Versuchsdatensätze der Nickelbasislegierung MAR M247 und des niobsta-

bilisierten austenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10 kann diese Methodik ausgearbeitet

werden und führt auf ein probabilistisches Lebensdauermodell, dass die Abschätzung

des Einflusses von statistisch verteilten Werkstoffkennwerten auf die Ermüdungslebens-

dauer erlaubt. Als Ergebnis einer Monte-Carlo Simulation zeigt sich, dass im Vergleich

von deterministischer zu probabilistischer Lebensdauerbewertung eine probabilistische

Auswertung bei beiden untersuchten Werkstoffen zu einem um circa Faktor zwei größe-

ren Streuband in der Lebensdauer führt.

In einem Bauteilkonzept wird die anhand der Versuchsdaten erarbeitete Methodik er-

weitert, sodass eine Abschätzung des Einflusses von streuenden Werkstoffeigenschaf-

ten auf Bauteilebene durch Finite-Elemente Simulationen möglich wird. Es kommt das

Two-Layer-Viscoplasticity Modell zum Einsatz. Um die Streuung seiner Werkstoffkenn-

werte ermitteln zu können, reicht die vorliegende Datenbasis nicht aus, sodass Annah-

men zu den Werkstoffkennwerten getroffen werden müssen.
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Abstract

In thermomechanically highly stressed components, the growth of fatigue cracks limits

the component life. Fatigue life models and finite-element simulations are used to pre-

vent unexpected component failure. Doing this, deterministic material characteristics

are generally assumed and the information about the scattering of the real material

properties is lost. This gives rise for uncertainties in the fatigue life assessment of the

components.

In this work a methodology for the determination of the scattering of the material pro-

perties and for their statistical description is developed. An essential aspect of the work

is the determination of objective material properties, for the purpose of which a robust-

ness criterion is developed. Based on numerous experimental data sets of the nickel-base

alloy MAR M247 and the niobium-stabilized austenitic steel X6 CrNiNb 18-10, this me-

thodology can be worked out and leads to a probabilistic fatigue life model that allows

the estimation of the influence of statistically distributed material properties on the fa-

tigue life. As a result of the Monte-Carlo simulation, it can be seen that a probabilistic

fatigue life assessment leads to a span in fatigue life that is two times higher for both

investigated materials compared to the deterministic evaluation.

In a component concept, the methodology developed on the basis of the experimental

data is extended so that it is possible to estimate the influence of scattering material

properties on component level. The Two-Layer-Viscoplasticity material model is used.

In order to be able to determine the scattering of its material properties, the available

data base is not sufficient, so assumptions about the material characteristics have to

be made.
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Abkürzungsverzeichnis

2LVP Two-Layer-Viscoplasticity

CC konventioneller Guss (englisch: conventional cast)

CLCF niederzyklische Ermüdung mit komplexem Vorprogramm (englisch:

complex low cycle fatigue)

EFA Einflussfaktorenanalyse

E-Modul Elastizitätsmodul

FE Finite-Elemente

FQS Fehlerquadratsumme

HCF hochzyklische Ermüdung (englisch: high cycle fatigue)

HIP isostatisches Heißpressen (englisch: hot isostatic pressure)

IP in Phase (englisch: in-phase)

LCF niederzyklische Ermüdung (englisch: low cycle fatigue)

MLM Maximum-Likelihood-Methode

OP phasenverschoben (englisch: out-of-phase)

PYTHON Programmiersprache PYTHON

TMF thermomechanische Ermüdung (englisch: thermomechanical fatigue)
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1. Einleitung und Motivation

Aktuelle Entwicklungstendenzen sind von der Verknappung der Rohstoffe und dem zuneh-

menden Einfluss der vom Mensch verursachten Emissionen auf das globale Klima bestimmt.

Trotz weltweit steigender Nachfrage nach Mobilität und Energie, sollen der Kohlendioxid-

ausstoß und der Ressourcenaufwand bei der Energieerzeugung verringert werden. Dies kann

unter anderem dadurch erreicht werden, dass der Wirkungsgrad von thermodynamischen Pro-

zessen, wie sie beispielsweise in Verbrennungsmaschinen oder Kraftwerken ablaufen, erhöht

wird. Diese Vergrößerung des Wirkungsgrades geht typischerweise mit einer Steigerung der

Prozesstemperaturen einher und führt dazu, dass die verwendeten Werkstoffe einer größeren

Belastung ausgesetzt werden. Zyklische Aufheiz- und Abkühlvorgänge lassen Temperaturgra-

dienten in den Bauteilen entstehen und führen im Werkstoff zu Spannungen infolge von ther-

mischer Ausdehnung, die lokalisiert inelastische Verformungen verursachen können. Die Kom-

bination aus wechselnden Temperaturen und der zyklischen Beanspruchung des Werkstoffs

hat zur Folge, dass dieser ermüdet und nach einer bestimmten Anzahl von Belastungszyklen

versagt. Um die Schädigung durch thermomechanische Ermüdung (englisch: thermomechani-

cal fatigue) (TMF) der Komponenten im Einsatz abschätzen zu können und die Lebensdauer

unter thermomechanischer Belastung bewerten zu können, kommen Lebensdauermodelle zum

Einsatz, die eine Korrelation zwischen einem Schädigungsparameter und der Zyklenzahl zum

Versagen herstellen. Zur Lebensdauerbewertung von hochbelasteten Komponenten werden

in der Regel die Ergebnisse von Finite-Elemente (FE) Berechnungen herangezogen, worin

die thermomechanischen Belastungen und die daraus resultierenden Spannungen und inelas-

tischen Dehnungen simuliert werden. Es kommen Plastizitätsmodelle zum Einsatz, deren

Werkstoffkennwerte vorab in Versuchen ermittelt werden müssen. Anhand einer geometrisch

einfachen Werkstoffprobe wird in diesen isothermen oder thermomechanischen Ermüdungs-

versuchen die Lebensdauer bei einer bestimmten Belastung ermittelt. Aus dem im Versuch

ebenfalls ermittelten Werkstoffverhalten lassen sich die Werkstoffkennwerte bestimmen. Um

die Ermüdungslebensdauer für weitere Belastungssituationen feststellen zu können, müssen

weitere Versuche mit weiteren Werkstoffproben durchgeführt werden.

Zur Abschätzung der komplexen Beanspruchungen in einem thermomechanisch belasteten

Bauteil durch die FE Simulation werden im Allgemeinen diejenigen Werkstoffkennwerte ver-

wendet, die alle Versuchsdaten im Mittel gut beschreiben. Es wird ein deterministisches Werk-

stoffverhalten suggeriert. Das individuelle, von Werkstoffprobe zu Werkstoffprobe streuende

Werkstoffverhalten wird bei dieser Vorgehensweise nicht berücksichtigt. Aus dieser determi-
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1.1. ZIELE DER ARBEIT

nistischen Beschreibung des Werkstoffverhaltens folgt zum einen, dass Streuungsinformatio-

nen des Werkstoffverhaltens für die Lebensdauerbewertung verloren gehen und zum anderen,

dass alle Streuungen in der Lebensdauer ausschließlich durch die Unsicherheiten im Lebens-

dauermodell erklärt werden können. Sollen Ausfallwahrscheinlichkeiten berechnet werden, so

kann dies lediglich basierend auf der Korrelation zwischen dem Schädigungsparameter und

der Zyklenzahl zum Versagen erfolgen. Ein möglicher Einfluss der individuellen Eigenschaften

der Werkstoffproben auf die Ausfallwahrscheinlichkeit wird durch die Verwendung determi-

nistischer Werkstoffkennwerte latent. Demnach ist es nicht möglich eine Aussage darüber zu

treffen, wie stark die Streuung der mechanischen Eigenschaften innerhalb der Plastizitäts-

modelle Einfluss auf die Streuung der Lebensdauerdaten nimmt. Die Streuung im mechani-

schen Werkstoffverhalten unterschiedlicher Proben eines Werkstoffs und deren Einfluss auf

die Lebensdauervorhersage von hoch belasteten Komponenten kann über die bisherige de-

terministische Betrachtungsweise nicht bewertet werden. Dadurch entstehen Unsicherheiten

bei der Bauteilauslegung, die sowohl zu überkonservativen, jedoch aber auch zu nichtkonser-

vativen Bauteilbewertungen führen können [1]. Diese Unsicherheiten werden beispielsweise

in [2] durch ein probabilistisches Modell untersucht. Hierbei werden die Unsicherheiten aus

dem individuellen Werkstoffverhalten der Proben dadurch berücksichtigt, dass der Schädi-

gungsparameter variiert wird. Eine Korrelation zu den Werkstoffkennwerten, die das mecha-

nische Verhalten beschreiben, bleibt jedoch unberücksichtigt. In [3] werden die Spannungs-

und Dehnungs-Schwingbreiten von niederzyklischen Ermüdungsversuchen genutzt, um die

Unsicherheiten der Kennwerte eines zeitunabhängigen Plastizitätsmodells abzuschätzen, die

die Werkstoffverfestigung beschreiben. Da das tatsächliche Verfestigungsverhalten des unter-

suchten Werkstoffs unbekannt ist, werden Korrelationen zwischen einem Ramberg-Osgood

Modell und der Coffin-Manson Gleichung angenommen, um das zyklische Werkstoffverhalten

anzunähern. Es liegen keine gemessenen Spannungs-Dehnungs-Kurven vor, sodass auch in

dieser Arbeit keine unmittelbare Korrelation zwischen der Streuung der mechanischen Werk-

stoffeigenschaften und der Schädigung folgt. Die Einflüsse von verschiedenen statistisch ver-

teilten Größen auf die hochzyklische Ermüdung (englisch: high cycle fatigue) (HCF) werden

in [4] erkenntnistheoretisch untersucht. Hierbei wird die Streuung des elastischen Materialver-

haltens durch eine Normalverteilung abgebildet, die auf einer theoretischen Annahme beruht.

In [5] wird neben den elastischen Materialeigenschaften auch die Streckgrenze variiert und im

Rahmen einer probabilistischen Simulation die Auswirkungen auf die Ermüdungslebensdauer

ausgewertet. Die Streuung der Materialkennwerte wird hierbei wiederum durch eine Normal-

verteilung abgebildet, die auf Annahmen basiert. Aus diesen Arbeiten geht hervor, dass die

Unsicherheiten der Werkstoffeigenschaften einen Einfluss auf die durch das Lebensdauermo-

dell vorhergesagten Ermüdungslebensdauern haben.

1.1 Ziele der Arbeit

Das übergeordnete Ziel der vorliegenden Ausarbeitung ist die Untersuchung des Einflusses

von streuenden Werkstoffeigenschaften auf die von einem mechanismenbasierten Lebensdau-

ermodell vorhergesagte Ermüdungslebensdauer. Anhand vorliegender Versuchsdaten von zwei

metallischen Werkstoffen soll im Rahmen eines Modellkonzepts eine geschlossene Gesamtme-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG UND MOTIVATION

thodik entwickelt werden, wie sie in dieser Art bisher nicht in der Fachliteratur existiert.

Der Lösungsweg umfasst hierbei eine Kombination aus numerischen und statistischen Me-

thoden, die es ermöglichen sollen Werkstoffkennwerte adäquat zu ermitteln und ihre Streuung

in angemessener Weise durch statistische Verteilungshypothesen zu beschreiben. Basierend

auf simulativen Methoden sollen die Einflüsse der so ermittelten Kennwertstreuung auf die

Ermüdungslebensdauer untersucht und Aussagen zur Ausfallwahrscheinlichkeit möglich wer-

den. In einem Bauteilkonzept sollen für einen der untersuchten Werkstoffe die erarbeite-

ten Methoden abschließend auf ein Simulationsmodell unter thermomechanischer Belastung

übertragen werden, um Aussagen über den Einfluss von streuenden Werkstoffkennwerten auf

der Bauteilebene bewerten zu können.

1.2 Aufbau der Arbeit

Aus der Zielsetzung der Arbeit lässt sich die folgende Struktur der Ausarbeitung ableiten:

In Kapitel 2 werden die für die beiden metallischen Werkstoffe vorliegenden Versuchsdaten

vorgestellt. Das Kapitel 3 fasst die zum Verständnis der Ausarbeitung notwendigen numeri-

schen und statistischen Grundlagen und Methoden zusammen, bevor in Kapitel 4 das me-

chanismenbasierte Lebensdauermodell eingeführt und erläutert wird. Im Kapitel 5 wird die

Methodik vorgestellt, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt und zur adäquaten Ermittlung

von Werkstoffkennwerten herangezogen wird. Die Ergebnisse für die statistische Auswertung

der Streuungen der Werkstoffkennwerte sind in Kapitel 6 zusammengefasst, sodass in Ka-

pitel 7 die deterministische und probabilistische Beschreibung der Ermüdungslebensdauer

anhand isothermer Versuchsdaten für beide Werkstoffe erfolgen kann. In Kapitel 8 erfolgt die

konzeptionelle Erweiterung des mechanismenbasierten Lebensdauermodells auf mehrachsige

Belastungen, die Einführung eines inkrementellen Werkstoffmodells für die FE Berechnung

eines thermomechanisch belasteten Simulationsmodells sowie die deterministische und proba-

bilistische Auswertung der Ermüdungslebensdauer. In Kapitel 9 werden die im Rahmen dieser

Arbeit genutzten und erarbeiteten Methoden, die getroffenen Annahmen und die daraus fol-

genden Ergebnisse diskutiert. Abgeschlossen wird diese Ausarbeitung mit der in Kapitel 10

enthaltenen Zusammenfassung, die die wesentlichen Aspekte der Arbeit und ihre Ergebnisse

einordnet.
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2. Versuchsdaten

In der vorliegenden Ausarbeitung werden die streuenden mechanischen Eigenschaften in-

nerhalb des Werkstoffverhaltens durch statistische Verteilungshypothesen quantifiziert und

ihre Auswirkungen auf die von einem Lebensdauermodell vorhergesagte Ermüdungslebens-

dauer abgeschätzt. Um die Streuung der mechanischen Eigenschaften eines der untersuchten

Werkstoffe erfassen zu können, werden Werkstoffkennwerte genutzt. Sie beschreiben charak-

teristische Merkmale des Werkstoffverhaltens und werden im Allgemeinen aus Versuchsda-

ten ermittelt. Um eine möglichst gute Abbildung der Streuung des Werkstoffverhaltens zu

ermöglichen, sollten die Werkstoffkennwerte für eine möglichst große Anzahl an vergleichbaren

Versuchen bestimmt werden. Um eine Korrelation der mechanischen Werkstoffeigenschaften

mit der Ermüdung des Werkstoffs zu ermöglichen, müssen die verwendeten Versuche auch

Informationen zur Lebensdauer des getesteten Prüflings bereitstellen.

Für diese Arbeit stehen Versuchsdaten von zwei unterschiedlichen metallischen Werkstof-

fen zur Verfügung. Zum einen liegen öffentliche Daten des niobstabilisierten austenitischen

Stahls X6 CrNiNb 18-10 vor und zum anderen werden von der MTU Aero Engines AG ver-

trauliche Versuchsdaten der Nickelbasislegierung MAR M247 bereitgestellt, die durch Daten

aus öffentlichen Forschungsprojekten ergänzt und für die Methodenentwicklung herangezogen

werden.

2.1 Austenitischer Stahl X6 CrNiNb 18-10

Für den hochlegierten austenitischen Stahl mit der Werkstoffnummer 1.4550 und der

Legierungszusammensetzung X6 CrNiNb 18-10 liegen zahlreiche Versuche vor, die die

niederzyklische Ermüdung (englisch: low cycle fatigue) (LCF) beschreiben. Diese wurden

vom Fraunhofer-Institut für Werkstoffmechanik IWM in Freiburg bereitgestellt und in vom

Bundesministerium für Bildung und Forschung (BMBF) geförderten Forschungsprojekten am

Fraunhofer IWM [6] [7] ermittelt. In der Tabelle 2.1 ist eine Übersicht über die im Rahmen

dieser Arbeit zur Verfügung stehenden Versuchsdaten aus LCF Versuchen für den Werkstoff

X6 CrNiNb 18-10 zusammengestellt. Es handelt sich dabei um einachsige zyklische Versu-

che, die unter isothermen Bedingungen geführt werden. Die geometrisch einfache zylindrische

Werkstoffprobe wird jeweils bis zum Bruch ermüdet. Überschreitet die ertragbare Anzahl an

Lastzyklen die Marke von 105, werden die betreffenden Versuche im Rahmen dieser Arbeit als

’Langläufer’ bezeichnet. Die Wahl dieser Zyklenzahl geht auf [8] zurück, worin ebenfalls 105
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KAPITEL 2. VERSUCHSDATEN

Tabelle 2.1: Austenitischer Stahl X6 CrNiNb 18-10, Zusammenfassung der vorliegenden
LCF Versuche für jede Prüftemperatur

T [◦C] Anzahl der LCF Versuche Anzahl der Langläufer

20 15 5
100 4 -
180 1 -
200 17 6
240 2 -
300 6 -
350 4 2
450 1 -
600 1 -

Belastungszyklen als Grenze für die ’Spannungs’-Ermüdung definiert sind. Unterhalb dieser

Zyklenzahl treten bestimmte Versagensmechanismen nicht auf und es kann davon ausgegan-

gen werden, dass die Ermüdung an Stellen startet, an denen sich Versetzungen infolge von

Verformungen aufstauen.

Für jeden zyklischen Ermüdungsversuch werden die Belastungshysteresen in den Versuchs-

daten dokumentiert. Diese Dokumentation erfolgt jedoch in den vorliegenden Daten nicht

vollumfänglich, sodass in der Regel nur die Hysteresen von eins bis zehn geschlossen vorlie-

gen und im weiteren Versuchsverlauf nur jede zehnte, fünfzigste oder hundertste Hysterese

dokumentiert wird. Für die dokumentierten Hysteresen liegen Datenpaare vor. Die Diskreti-

sierung der einzelnen Spannungs-Dehnungs-Hysteresen erfolgt durch eine bestimmte Anzahl

an Datenpunkten, die sich jedoch von Versuch zu Versuch ändert. Um die Versuchsdaten zu

vereinheitlichen, werden die Versuchsdaten reduziert. Unter Beibehaltung der Umkehrpunkte

jeder dokumentierten Hysterese wird die Diskretisierung des Spannungs-Dehnungs-Verlaufs

auf 81 Datenpunkte pro Hysterese reduziert. Dies entspricht der Anzahl an Datenpunkten, die

in den Versuchsdaten der LCF Versuche der Nickelbasislegierung (siehe Abschnitt 2.2) ein-

heitlich vorliegt. Jeder Datenpunkt beinhaltet die Information über die Zeit, die mechanische

Dehnung, die Spannung und die Prüftemperatur. Die Dehnrate ε̇ ist ebenfalls von Versuch zu

Versuch unterschiedlich, innerhalb eines Versuchs fällt sie jedoch stets betragsmäßig konstant

aus. Beim Vergleich aller vorliegenden Versuchsdaten für den austenitischen Stahl liegt sie im

Bereich 0.0011
s ≤ ε̇ ≤ 0.021

s . Alle Versuche weisen ein einheitliches Dehnungsverhältnis von

Rε = −1 auf. Es gibt das Verhältnis von minimaler zu maximaler Dehnung im Belastungs-

zyklus an. Das Risswachstum ist in den vorliegenden Daten genauso wie die Risslänge am

Ende des Versuchs nicht dokumentiert. Die Abbildung 2.1 zeigt beispielhaft den Verlauf der

Dehnung über der Zeit während eines Belastungszyklus im LCF Versuch der Legierung X6 Cr-

NiNb 18-10. Die aus diesem Dehnungsverlauf resultierende Spannungsantwort des Werkstoffs

ist in Abbildung 2.2 in einen Spannungs-Dehnungs-Diagramm dargestellt.
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2.2. NICKELBASISLEGIERUNG MAR M247

Abbildung 2.1: Dehnungsverlauf über der Zeit im LCF-Versuch. Darstellung eines
Belastungszyklus.

Abbildung 2.2: Verlauf der Spannung über der Dehnung in der Belastungshysterese bei
halber Lebensdauer in einem LCF Versuch des austenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10.

2.2 Nickelbasislegierung MAR M247

Die Versuchsdatenbasis der polykristallinen Nickelbasis-Superlegierung MAR M247 setzt sich

aus unterschiedlichen Versuchstypen zusammen. Von der MTU Aero Engines AG werden iso-

therme LCF Versuche und Kriechversuche zur Verfügung gestellt, die der Vertraulichkeit un-

terliegen. Für diese Versuche können im Rahmen dieser Arbeit keine absoluten Werte gezeigt

werden. Die niederzyklische Ermüdung mit komplexem Vorprogramm (englisch: complex low

cycle fatigue) (CLCF) und die TMF wird durch weitere Versuche beschrieben, die aus einem

öffentlichen Forschungsvorhaben [9] stammen. Die Werkstoffproben der Nickelbasislegierung

liegen als konventioneller Guss (englisch: conventional cast) (CC) vor. Ihre Porendichte ist

durch isostatisches Heißpressen (englisch: hot isostatic pressure) (HIP) reduziert. Aus diesem

Grund findet man in anderen Veröffentlichungen (beispielsweise in [10] und in [11]) häufig
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KAPITEL 2. VERSUCHSDATEN

die Bezeichnung MAR M247 CC (HIP). Der Werkstoffzustand aller Werkstoffproben der Ni-

ckelbasislegierung in dieser Arbeit ist vergleichbar. Die unterschiedlichen Versuchstypen sind

in den folgenden Unterabschnitten näher erläutert.

2.2.1 LCF Versuche MAR M247

Sämtliche LCF Versuchsdaten des Werkstoffs MAR M247 sind von der MTU Aero Engi-

nes AG bereitgestellt und unterliegen der Geheimhaltung. Insgesamt liegen 101 isotherme

einachsige zyklische Versuche bei fünf unterschiedlichen Prüftemperaturen vor. Innerhalb

der vorliegenden LCF Versuche werden unterschiedliche Abbruchkriterien genutzt, die zur

Klassifizierung der Daten herangezogen werden können. Bei reinen LCF Versuchen wird die

Belastung der Probe bis zu ihrem Bruch aufrechterhalten. Die Dokumentation der Versuchs-

daten endet mit dem Versagen der Probe. Bei diesem Versuchstyp wird die Anzahl von 105

Belastungszyklen nicht überschritten.

Eine weitere Klasse an Versuchen wird durch Langlaufversuche gebildet. Bei diesem Ver-

suchstyp überschreitet die Zyklenzahl 105 Belastungszyklen bevor die Probe versagt oder

die Beanspruchung wird bei einer festgelegten Zyklenzahl abgebrochen, sodass die Zyklen-

zahl zum Versagen nicht bekannt ist. Diese Versuche werden im Rahmen dieser Arbeit als

’Langläufer’ bezeichnet. Ihre Versuchsdaten liefern entweder keine Information über die Zy-

klenzahl zum Versagen oder die im Versuch erreichte Lastspielzahl liegt nicht mehr im Be-

reich der niederzyklischen Ermüdung. Typischerweise weisen diese Versuche deutlich gerin-

gere Lastamplituden als die LCF Versuche auf. In Tabelle 2.2 sind die vorliegenden Versuche

für jede Prüftemperatur zusammengefasst. Alle Versuche weisen eine betragsmäßig konstan-

te Dehnrate von ε̇ = 0.0031
s auf. Das Dehnungsverhältnis Rε ist innerhalb eines Versuchs

konstant. Es liegen Versuche mit Rε = −1 und Versuche mit Rε = 0 vor. Für jeden Ver-

such sind die ersten zehn Belastungshysteren in den Versuchsdaten enthalten. Abhängig von

der im Versuch erreichten Zyklenzahl zum Versagen Nf oder dem festgelegten Abbruchkri-

terium, ist nach Erreichen des zehnten Belastungszyklus nur noch jede zehnte oder hun-

dertste Belastungshysterese dokumentiert. Jeder dokumentierte Belastungszyklus ist durch

81 Spannungs-Dehnungs-Datenpaare diskretisiert. Beispielhaft ist die LCF Belastung als Deh-

nung über der Zeit in Abbildung 2.3 dargestellt. In Abbildung 2.4 ist die daraus resultierende

Spannungs-Dehnungs-Hysterese bei halber Lebensdauer dargestellt. Wie sich die Risslänge

im Versuch entwickelt, ist in den LCF Versuchsdaten der Nickelbasislegierung nicht dokumen-

tiert. Aus den Versuchsdaten geht auch nicht hervor, wie groß der in der Probe entstandene

Tabelle 2.2: MAR M247, Zusammenfassung der vorliegenden LCF Versuche für jede
Prüftemperatur

T [◦C] Anzahl der LCF Versuche Anzahl der Langläufer

600 8 8
850 14 7
1000 14 5
1050 20 7
1150 13 5
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2.2. NICKELBASISLEGIERUNG MAR M247

Abbildung 2.3: Dehnungsverlauf über der Zeit im LCF-Versuch. Darstellung eines
Belastungszyklus

Abbildung 2.4: Spannungsverlauf über der Dehnung in der Belastungshysterese bei halber
Lebensdauer im LCF-Versuch der Nickelbasislegierung

Ermüdungsriss am Ende des Versuchs ist.

2.2.2 CLCF Versuche MAR M247

Im Unterschied zu den LCF Versuchen, besitzen die CLCF Versuche ein komplexes Vorpro-

gramm, welches der eigentlichen zyklischen Ermüdungsbelastung vorangestellt ist. In diesem

Vorprogramm werden unterschiedliche Dehnraten gefahren und Haltezeiten im Zug und im

Druck vorgesehen. Außerdem wird in diesem Vorprogramm die Belastungsamplitude variiert.

Die komplexere Belastungsgeschichte des Werkstoffs ermöglicht es, das zeitabhängige und das

elastisch-plastische Werkstoffverhalten in nur einem Versuch anzusprechen und gezielt zu be-

werten [12] [9, Seite 49]. Neben der Dehnratenabhängigkeit des Werkstoffs kann auch sein

Relaxationsverhalten in diesen isothermen Versuchen untersucht werden. In Tabelle 2.3 sind

die vorliegenden Versuchsumfänge der CLCF Versuche zusammengefasst. In der Abbildung
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KAPITEL 2. VERSUCHSDATEN

2.5 ist der Verlauf der Belastung über der Zeit im komplexen Vorprogramm für einen CLCF

Versuch bei 950 ◦C in einem Dehnungs-Zeit-Diagramm dargestellt. Die Abbildung 2.6 zeigt

die dazugehörige Spannungsantwort des Werkstoffs im Versuch.

Tabelle 2.3: Anzahl der vorliegenden CLCF Versuche pro Prüftemperatur für den Werkstoff
MAR M247.

T [◦C] Anzahl der CLCF Versuche

20 2
300 2
750 3
850 2
950 3
1050 3

Abbildung 2.5: Dehnungsverlauf über der Zeit im komplexen Vorprogramm eines CLCF
Versuchs bei 950 ◦C

Abbildung 2.6: Spannungsverlauf über der Zeit im komplexen Vorprogramm eines CLCF
Versuchs bei 950 ◦C
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2.2. NICKELBASISLEGIERUNG MAR M247

2.2.3 TMF Versuche MAR M247

Neben den isotherm geführten LCF und CLCF Versuchen werden auch TMF Versuche aus-

gewertet. Aus [9] stehen insgesamt vier Versuche zur Verfügung. In einem TMF Versuch

wird der Werkstoff bei sich verändernder Prüftemperatur einer mechanischen Belastung un-

terworfen. Es wird zwischen zwei unterschiedlichen TMF Typen unterschieden. Erfolgt die

Überlagerung von thermischer und mechanischer Dehnung in Phase so wird der Versuch als

in Phase (englisch: in-phase) (IP) TMF bezeichnet. Treten innerhalb eines TMF Versuchs

die Wärmedehnung und die mechanische Dehnung um 180 ◦ phasenverschoben (englisch: out-

of-phase) (OP) auf, so wird der Versuch als OP TMF Versuch bezeichnet. In einem IP TMF

Versuch laufen mechanische und thermische Dehnung in Phase, sodass der Werkstoff bei ma-

ximaler Temperatur eine Zugbeanspruchung erfährt. In einem OP TMF Versuch stellt sich

bei maximaler Temperatur eine Druckbeanspruchung ein da die thermische und mechani-

sche Dehnung phasenverschoben auftreten. Die vorliegenden TMF Versuche weisen jeweils

die identischen Temperaturschwingbreite ∆T auf, unterscheiden sich jedoch im Dehnungs-

verhältnis Rε, der Phasenverschiebung und der mechanischen Dehnung εmech. Diese kann aus

der Differenz der Gesamtdehnung ε und der thermischen Dehnung εth bestimmt werden:

εmech = ε− εth (2.1)

Die Temperaturschwingbreite ∆T ergibt sich aus der Differenz zwischen der maximalen

(Tmax) und der minimalen Temperatur Tmin im Belastungszyklus (siehe (Gleichung 2.2)):

∆T = Tmax − Tmin (2.2)

In Tabelle 2.4 sind die vorliegenden TMF Versuche mit ihren Randbedingungen zusammenge-

fasst. Der Abbildung 2.7 sind der Temperatur-, Spannungs- und Dehnungs-Verlauf der ersten

drei Belastungszyklen eines OP TMF Versuchs zu entnehmen.

Tabelle 2.4: MAR M247, vorliegende TMF Versuche

Tmin [◦C] Tmax [◦C] Phase Rε Anzahl der TMF Versuche

300 950 IP -1 1
300 950 OP −∞ 2
300 950 OP -1 1
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KAPITEL 2. VERSUCHSDATEN

Abbildung 2.7: Temperatur-, Spannungs- und Dehnungs-Verlauf über der Zeit in einem
OP TMF Versuch der Nickelbasislegierung

2.2.4 Kriechversuche MAR M247

Das sekundäre Kriechverhalten des Werkstoffs MAR M247 ist in einer Reihe von Kriechver-

suchen dokumentiert. Die Versuche werden jeweils bei einer konstanten Prüftemperatur mit

einer konstanten Kriechspannungen geführt. Gemessen wird die sich durch die aufgebrachte

Kriechspannung einstellende konstante sekundäre Kriechdehnrate ε̇cr [13, Seite 392]. Für je-

de Prüftemperatur liegen mehrere Kriechversuche vor, die sich jedoch untereinander durch

die im Versuch aufgebrachte Kriechspannung unterscheiden. Insgesamt stehen für die Bestim-

mung der Kriecheigenschaften des Werkstoffs MAR M247 31 Kriechversuche bereit. Sie sind

in Tabelle 2.5 zusammengefasst.

Tabelle 2.5: MAR M247, vorliegende Kriechversuche

Temperatur [◦C] Anzahl der Kriechversuche

700 4
800 4
850 5
900 4
980 3
1000 4
1050 3
1100 4
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3. Numerische und statistische

Methoden

Für die Auswertung der Versuchsdaten, die Integration von Werkstoffmodellen oder für die

Unterstellung und die Bewertung statistischer Zusammenhänge werden effiziente Algorithmen

und Programme benötigt. Im Rahmen dieser Arbeit werden diese in der Programmierspra-

che PYTHON implementiert. Der Fokus der angewendeten numerischen und statistischen

Methoden liegt dabei auf der Erstellung einer automatisierten Gesamtmethodik, die es er-

laubt, den Einfluss der Kennwertstreuung auf die Ermüdungslebensdauer zu bewerten. In

den folgenden Abschnitten sind die methodischen Grundlagen des Gesamtkonzepts erläutert.

3.1 Numerische Methoden

In diesem Abschnitt wird ein Überblick über die im Rahmen dieser Arbeit angewendeten

numerischen Methoden gegeben. Sie gehören zum Stand der Technik und sind beispielsweise

in [14] anschaulich erläutert.

3.1.1 Lineare Interpolation

Ist ein beliebiger Zusammenhang zwischen einer Größe x und einer Größe y in Form einer

Tabelle gegeben, die aus n = 1, 2, ..., n Wertepaaren (xi, yi) besteht und nach aufsteigendem x

sortiert ist, so lässt sich durch lineare Interpolation der Wert y für jedes beliebige x eindeutig

abschätzen wenn gilt x1 < x < xn. Die lineare Interpolationsvorschrift für den gesuchten

Wert y im Intervall xi < x < xi+1 lautet sodann [14, Seiten 105-109]:

y = yi +
yi+1 − yi
xi+1 − xi

· (x− xi) (3.1)

Gilt x < x1, wird y zu y = y1 gewählt. Für x > xn gilt y = yn. Es wird auf eine lineare

Extrapolation verzichtet.

3.1.2 Numerische Differentiation

Kann die analytische Ableitung einer Funktion nicht oder nur mit unverhältnismäßig großem

Aufwand hergeleitet werden, werden in dieser Arbeit numerische Ableitungen eingesetzt. Dies
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ist beispielsweise bei der gradientenbasierten Lösung von Optimierungsproblemen der Fall,

wie sie in Abschnitt 3.1.5 beschrieben ist. Es kommt der Vorwärtsdifferenzenquotient für

die erste und zweite Ableitung einer Funktion f(x) zum Einsatz. Für die erste numerische

Ableitung gilt demnach
df(x)

dx
≈ f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
. (3.2)

Die zweite numerische Ableitung wird durch

d2f(x)

dx2
≈ f(x+ ∆x)− 2 · f(x) + f(x−∆x)

∆x2
(3.3)

berechnet [14, Seiten 186-188]. Wesentlich für die Berechnung der numerischen Ableitung ei-

ner Funktion ist die Wahl der Variation ∆x. Ist diese zu klein gewählt, treten Rundungsfehler

auf. Wird sie zu groß gewählt, dann wird das Ergebnis der Ableitung ungenau. Im Rahmen

dieser Arbeit werden die Differenzenquotienten mit der optimalen Variation genutzt. Sie wer-

den in [15, Seite 98] ermittelt und ergeben sich aus

∆x =
√
η ·max[|x|, typ[|x|]] · sign[x]. (3.4)

Die Maschinengenauigkeit wird mit η bezeichnet und typ[|x|] beschreibt einen für x typischen

Wert. Das Vorzeichen von x wird durch die sign - Funktion dargestellt, für die

sign (x) =

 −1 für x < 0

1 für x ≥ 0
(3.5)

gilt.

3.1.3 Numerische Integration

Im Rahmen dieser Arbeit werden Werkstoffmodelle, die in Form von gewöhnlichen Differenti-

algleichungen gegeben sind, durch Integration gelöst. Eine geschlossene analytische Lösung ist

dabei nur in seltenen Fällen möglich, weshalb meist eine numerische Integration zum Einsatz

kommen muss [14, Seiten 129-131]. Soll die Funktion f(x) zu y integriert werden, sodass

y =

∫
f(x)dx und somit

dy

dx
= f(x) (3.6)

gilt, so wird eine numerische Integration durch die bedingungslos stabile implizite Integrati-

onsvorschrift

yn+1 = yn + (xn+1 − xn) · f(xn+1) (3.7)

umgesetzt. Der Index n kennzeichnet einen bereits bekannten Zustand und entspricht für

n = 0 dem Startwert der Integration, der auch häufig als Anfangsbedingung bezeichnet wird.

Die Größe des Inkrements xn+1 − xn bestimmt maßgeblich die Integrationsgenauigkeit und

kann analog zu der in Abschnitt 3.1.2 vorgestellten Variation (siehe Gleichung (3.4)) gewählt
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werden, um diese zu optimieren. Bei der Integration einer Funktion der Form f(x, y) für die

y =

∫
f(x, y)dx und somit

dy

dx
= f(x, y) (3.8)

gilt. Ergibt sich aus der impliziten Integrationsvorschrift

yn+1 = yn + (xn+1 − xn) · f(xn+1, yn+1). (3.9)

Diese Gleichung ist für nichtlineare Funktionen f(x, y) ebenfalls nichtlinear und kann iterativ

durch das Newton-Verfahren gelöst werden, das im folgenden Abschnitt erläutert ist.

3.1.4 Newton-Verfahren

Zur iterativen Lösung von nichtlinearen Gleichungen hat sich das Newton-Verfahren bewährt

[14, Seiten 362-367]. In dieser Arbeit wird es zur Lösung nichtlinearer Gleichungen inner-

halb der Werkstoffmodelle oder der statistischen Methoden herangezogen. Um das Newton-

Verfahren anwenden zu können, wird die zu lösende Gleichung als Residuum R(x) ≈ 0 for-

muliert, sodass der Wert x gefunden werden muss, der gerade dazu führt, dass das Residuum

verschwindet. Die Iterationsvorschrift des Newton-Verfahrens lautet

xi+1 = xi −
[
∂R(xi)

∂xi

]−1

·R(xi). (3.10)

Der Index i verweist auf die aktuelle Newton-Iteration während der Lösungsfindung. Das Ver-

fahren startet ausgehend von einem Schätzwert x0 und approximiert die Lösung der Gleichung

schrittweise. Sinnvolle Abbruchkriterien für den iterativen Prozess können auf das Residuum

oder auf die Variable x bezogen werden. Es ist möglich eine Toleranz TOLR anzugeben, die

dann zum Abbruch des Iterationsprozesses führt, wenn

TOLR > |R(xi+1)| (3.11)

gilt. Es wird im Rahmen dieser Arbeit bezogen auf die typische Größenordnung der gesuch-

ten Größe formuliert. Ein auf die Variable x bezogenes Abbruchkriterium stützt sich auf das

Inkrement der Variable xi+1−xi innerhalb eines Iterationsschritts und führt zum Iterations-

abbruch wenn

TOLx > |xi+1 − xi| (3.12)

gilt. TOLx beschreibt hierbei die Toleranz für den Abbruch aufgrund eines zu kleinen Inkre-

ments in x. Hierbei muss beachtet werden, dass dieses Abbruchkriterium nicht zwangsläufig

ein zuverlässiges Kriterium dafür ist, dass die nichtlineare Gleichung tatsächlich gelöst ist.

Kommt es innerhalb des Newton-Verfahrens zu keiner Konvergenz, ist es weiterhin sinnvoll

eine maximal zulässige Anzahl an Iterationen vorzugeben. In dieser Arbeit wird bei Erreichen

von i = 25 der Iterationsvorgang abgebrochen.
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3.1.5 Gradientenbasierte Optimierung

Im Rahmen dieser Arbeit sollen zum einen Werkstoffkennwerte automatisiert ermittelt und

zum anderen Kennwerte von statistischen Verteilungen zur Beschreibung von Stichproben op-

timiert werden. Dies führt auf Optimierungsprobleme, die mit Hilfe eines gradientenbasierten

Optimierungsalgorithmus gelöst werden.

Gradientenbasierte Optimierungsverfahren starten ausgehend von einem Startwert. Dieser

muss vom Anwender festgelegt beziehungsweise abgeschätzt werden. Ist dieser Schätzwert

sinnvoll gewählt, sind die gradientenbasierten Optimierungsstrategien in der Regel effizienter

als beispielsweise Evolutionsstrategien, die wesentlich mehr Funktionsauswertungen benöti-

gen, um die optimale Lösung zu finden. Hierbei muss jedoch berücksichtigt werden, dass es

sich bei dem von einem gradientenbasiert arbeitenden Optimierungsalgorithmus identifizier-

ten Optimum im allgemeinen Fall um einen lokalen Extremwert in einem vorab festgelegten

Kennwertbereich handelt [14, Seiten 394-397].

Im Rahmen dieser Arbeit werden Optimierungsprobleme stets so formuliert, dass eine Funk-

tion minimiert wird. Ist diese Funktion abhängig von mehreren Parametern, die in einem

Vektor x zusammengefasst sind, so lautet die Iterationsvorschrift

xi+1 = xi −Hi · ∇f(xi). (3.13)

∇f ist der Gradient der zu minimierenden Funktion f(x). Im Rahmen dieser Arbeit wird

das Levenberg-Marquardt Verfahren verwendet mit der in [15, Seite 129] und [16, Seite 227]

beschriebenen Iterationsmatrix H.

Hi =
[
∇∇f(xi) + λi1

]−1
(3.14)

∇∇f(x) ist die Hesse-Matrix H der zu minimierenden Funktion und 1 steht für die Ein-

heitsmatrix. Der Parameter λ wird im Levenberg-Marquardt Verfahren dazu genutzt, das

Verfahren des steilsten Abstiegs mit dem Gauß-Newton-Verfahren zu kombinieren. Die Kon-

vergenzeigenschaften des Verfahrens des steilsten Abstiegs sind in großer Entfernung zum

Lösungspunkt gut. In unmittelbarer Umgebung der Lösung, erweist sich jedoch das Gauß-

Newton-Verfahren als besonders effizient. λ wird gemäß dem in [16, Seite 227] beschriebenen

iterativen Verfahren bestimmt. Diese Vorgehensweise hat in [17] gute Konvergenzeigenschaf-

ten gezeigt.

Im Rahmen dieser Arbeit kommt bei der gradientenbasierten Optimierung das Projektions-

verfahren aus [18] zum Einsatz. Es stellt sicher, dass die zu optimierenden Größen einen durch

festgelegte Schranken definierten Wertebereich nicht verlassen. Die Ableitungen des Gradien-

ten und der Hesse-Matrix werden, wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben, numerisch berechnet.

3.2 Statistische Methoden

Im Rahmen dieser Arbeit sollen unter anderem die Streuungen bestimmter Größen mit

Hilfe von statistischen Verteilungen mathematisch beschrieben werden. Hierbei wird ange-

nommen, dass Stichproben aus voneinander unabhängigen Stichprobenwerten vorliegen. Ziel
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der statistischen Beschreibung einer Stichprobe einer beliebigen Größe ist es meist, und so

auch in dieser Ausarbeitung, eine belastbare Aussage über das Streuverhalten dieser Größe

über die Stichprobe hinaus zu ermöglichen. Es wird die Streuung ihrer Grundgesamtheit

abgeschätzt. Anhand weniger Probenwerte soll mittels statistischer Methoden eine Aussa-

ge darüber ermöglicht werden, wie groß die Wahrscheinlichkeit für das Auftreten weiterer

Stichprobenwerte innerhalb eines festgelegten Wertebereichs ist. Mit zunehmendem Stich-

probenumfang steigt hierbei die Verlässlichkeit der probabilistischen Vorhersage.

Von der Stichprobe ausgehend bis hin zu ihrer adäquaten statistischen Beschreibung, sind

mehrere Schritte nötig. Zunächst müssen Verteilungsfunktionen und ihre Verteilungspara-

meter bekannt sein. Die in dieser Arbeit verwendeten Verteilungstypen sind in Abschnitt

3.2.1 zusammengefasst und beschrieben. Weiterhin wird in Abschnitt 3.2.2 eine Methode zur

Formulierung einer statistischen Verteilungshypothese, die Maximum-Likelihood Methode,

erläutert. Sie wird herangezogen um ein Optimierungsproblem zu formulieren, das die Be-

stimmung der optimalen Verteilungsparameter eines Verteilungstyps erlaubt. Es resultieren

Verteilungshypothesen. Diese können anhand der in Abschnitt 3.2.3 beschriebenen Methoden

bewertet und verglichen werden.

3.2.1 Verteilungstypen

Für die adäquate statistische Beschreibung der Streuung eines bestimmten Merkmals ist es

hilfreich, wenn die Streuungscharakteristik bereits vorab bekannt ist. Nur so ist es möglich,

einen für die Beschreibung geeigneten Verteilungstyp auszuwählen. Die Steuungscharakteris-

tik kann hierbei beispielsweise durch Symmetrien oder durch das Auftreten von Stichproben-

werten in einem bestimmten Wertebereich erfolgen. Da die Charakteristiken der Streuungen,

die im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden, im Vorfeld noch unbekannt sind, werden

für die deskriptive Statistik mehrere Verteilungstypen bereitgehalten. Es werden für jede zu

beschreibenden Streuung vier Verteilungshypothesen formuliert. Hierbei wird auf die Normal-

verteilung, die zweiparametrige Weibullverteilung und die dreiparametrige Weibullverteilung

sowie die logarithmische Normalverteilung zurückgegriffen. Diese Verteilungen weisen un-

terschiedliche Eigenschaften auf, sodass Streuungen mit unterschiedlichsten Charakteristika

beschrieben werden können. Diese vier Verteilungstypen werden in den folgenden Abschnitten

näher erläutert.

Um Verteilungshypothesen bewerten zu können, werden im Rahmen dieser Arbeit sogenannte

Hypothesentests verwendet. Einige dieser Testverfahren greifen auf weitere Verteilungstypen

wie die χ2-Verteilung und die Student-t-Verteilung zurück. Diese werden ebenfalls in den

folgenden Abschnitten vorgestellt.

3.2.1.1 Normalverteilung

Die Normalverteilung oder auch Gaußverteilung findet sich häufig bei Streuungen wieder, die

in der Natur auftreten. Dieser Verteilungstyp weist eine symmetrische Dichtefunktion fN(x)

auf [19, Seite 37]. Sie besitzt mit dem Mittelwert σN und der Standardabweichung µN zwei

Verteilungsparameter. Während für den Mittelwert µN ∈ R gilt, muss die Standardabwei-

chung stets Werte größer null annehmen (σN ∈ R, σN > 0). Dabei wird der Mittelwert der
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Normalverteilung als Lageparameter der Verteilung und die Standardabweichung als Skalen-

parameter bezeichnet. Die Dichtefunktion fN(x) der Normalverteilung ist definiert als

fN(x|σN, µN) =
1

σN ·
√

2 · π
· e

[
−(x−µN)2

2·σ2
N

]
. (3.15)

Ein Sonderfall der Normalverteilung ist die Standardnormalverteilung. Für sie gelten σN = 1

und µN = 0. Zur Veranschaulichung der Dichtefunktion der Normalverteilung, die häufig auch

als Glockenkurve bezeichnet wird, dient Abbildung 3.1. Die Dichtefunktion der Normalver-

teilung ist für x ∈ R definiert.

Als Schätzwert für den Verteilungsparameter µN wird häufig der arithmetische Mittelwert x̄

verwendet. Liegt eine Stichprobe aus n Werten x1, x2, ..., xn vor, so lässt sich der arithmetische

Mittelwert aus

x̄ =
1

n

n∑
i=1

xi (3.16)

berechnen. Bezogen auf diesen arithmetischen Mittelwert, kann auch die Varianz der Stich-

probe sx durch

sx =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 (3.17)

abgeschätzt werden.

σNs =
√
sx (3.18)

beschreibt die Standardabweichung der Stichprobe σNs und stellt den Schätzwert für σN dar

[19, Seite 38].

Abbildung 3.1: Dichtefunktion der Normalverteilung bei unterschiedlicher Wahl der
Verteilungsparameter σN und µN.
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3.2.1.2 Weibullverteilung

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Weibullverteilung als zweiparametriger und als dreipa-

rametriger Verteilungstyp genutzt. Sie wird häufig herangezogen, wenn es darum geht die

Ausfallrate einer Komponente aus sprödem Werkstoff statistisch zu beschreiben [20, Seite 9].

Die Dichtefunktion fW(x) der Weibullverteilung ist für x ∈ R, x ≥ 0 definiert und lautet

fW(x|aW, bW, TW) =
bW · (x− TW)bW−1

abWW
· e−

[
(x−TW)

aW

]bW
. (3.19)

bW stellt den Formparameter dieses Verteilungstyps dar. Für bW gilt: bW ∈ R, bW ≥ 0.

In Abhängigkeit von diesem Kennwert ändert die Weibullverteilung ihre Schiefe und kann

dementsprechend sowohl linksschief als auch rechtsschief ausfallen (siehe Abbildung 3.2) [21,

Seite 54].

Die Unterscheidung zwischen der zweiparametrigen und dreiparametrigen Weibullverteilung

erfolgt über die Definition der Totzeit oder des Schwellwerts TW. Wird TW = 0 festgelegt, so

besitzt die Weibullverteilung nur zwei anpassbare Verteilungsparameter. Für TW 6= 0 sind es

drei. Hierbei gilt TW ∈ R, TW ≥ 0. Der Verteilungsparameter aW wird als charakteristische

Lebensdauer bezeichnet und stellt den Lageparameter dieses Verteilungstyps dar. Für die

Weibullverteilung gilt

x−TW∫
0

fW(x|aW, bW, TW)dx = 0.632 mit x− TW = aW. (3.20)

Abbildung 3.2: Dichtefunktion der Weibullverteilung bei unterschiedlicher Wahl der
Verteilungsparameter aW, bW und TW.
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3.2.1.3 Logarithmische Normalverteilung

Aus der Normalverteilung lässt sich die logarithmische Normalverteilung ableiten. Die Streu-

ung eines Merkmals weist dann eine logarithmische Normalverteilung auf, wenn ihr Logarith-

mus normalverteilt ist [22]. Die Dichteverteilung fLog(x) der logarithmischen Normalvertei-

lung folgt dem Zusammenhang

fLog(x|σLog, µLog) =
1

σLog ·
√

2 · π · x
· e

[
−(ln(x)−µLog)

2

2·σ2
Log

]
. (3.21)

Die logarithmische Normalverteilung besitzt wie die Normalverteilung zwei Verteilungspara-

meter. σLog (σLog ∈ R, σLog > 0) wird als Skalenparameter und µLog (µLog ∈ R) wird als

Formparameter dieses Verteilungstyps bezeichnet. Aus Abbildung 3.3 ist ersichtlich, dass die

Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung rechtsschief ausfällt. Sie ist lediglich für

x ∈ R, x ≥ 0 definiert.

Abbildung 3.3: Dichtefunktion der logarithmischen Normalverteilung bei unterschiedlicher
Wahl der Verteilungsparameter σLog und µLog.

3.2.1.4 χ2-Verteilung

Bei der χ2-Verteilung handelt es sich um eine Testverteilung, die zur Durchführung von

statistischen Tests in der induktiven Statistik herangezogen wird. Unter anderem wird sie für

den T-Test verwendet (siehe Abschnitt 3.2.3), um Korrelationskoeffizienten (siehe Abschnitt

3.3) bewerten zu können.

Die χ2-Verteilung beschreibt die Verteilung der Summe χ2
nf

der Quadrate von nf zufällig aus

einer Standardnormalverteilung fN(x|1, 0) gezogenen Zufallszahlen Zi. Die χ2
nf

-Summe kann

aus

χ2
nf

=

nf∑
i=1

Z2
i (3.22)
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Abbildung 3.4: Dichtefunktion der χ2-Verteilung bei unterschiedlicher Anzahl von
Freiheitsgraden nf .

berechnet werden. nf beschreibt hierbei die Anzahl der Freiheitsgrade der Verteilung, für die

nf ∈ N gelten muss. Die Dichtefunktion zur Beschreibung der Streuung der χ2-Summe für

eine bestimmte Anzahl von Freiheitsgraden nf ist durch

fχ2(x|nf ) =
1

(2
nf
2 · Γ

(nf
2

) · x(nf2 −1
)
· e−

x
2 (3.23)

gegeben. Sie ist für x ∈ R definiert und beinhaltet die Γ-Funktion. Diese hat die Eigenschaft

Γ(x+ 1) = x!, (3.24)

sodass

Γ(x+ 1) = x · Γ(x) (3.25)

gilt. Die im Rahmen dieser Arbeit benötigten Funktionswerte der Γ-Funktion können ausge-

hend von den Lösungen

Γ(1) = 1 und Γ(0, 5) =
√
π (3.26)

einfach berechnet werden. In Abbildung 3.4 ist die Dichtefunktion der χ2-Verteilung für

unterschiedliche Freiheitsgrade nf gezeigt. Für nf > 30 kann die χ2-Verteilung in guter

Näherung als symmetrisch angenommen werden [19, Seite 261]. Die Lage der Verteilung wird

maßgeblich durch ihre Freiheitsgrade bestimmt (siehe Abbildung 3.4), da ihr Erwartungswert

gerade der Anzahl an Freiheitsgraden entspricht.

3.2.1.5 Student-t-Verteilung

Wie bei der χ2-Verteilung handelt es sich auch bei der Student-t-Verteilung um eine Testver-

teilung, die für die induktive Statistik herangezogen werden kann. Die Student-t-Verteilung

fällt symmetrisch aus und nähert sich für ausreichend große Stichprobenumfänge der Stan-
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Abbildung 3.5: Dichtefunktion der Student-t-Verteilung bei unterschiedlicher Anzahl von
Freiheitsgraden nf .

dardnormalverteilung [19, Seite 263] an. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Student-t-

Verteilung ab einem Stichprobenumfang von n = 35 durch die Standardnormalverteilung

ersetzt.

Eine Zufallsgröße Tnf weist dann eine Student-t-Verteilung auf, wenn ihr Auftreten durch

Tnf =
Z√
χ2
nf

nf

(3.27)

beschrieben werden kann. Z ist eine standardnormalverteilte Zufallszahl und χ2
nf eine davon

unabhängige Zufallszahl, die der χ2-Verteilung mit nf Freiheitsgraden folgt. Es gilt: nf =

n− 1.

Die Dichteverteilung der Student-t-Verteilung ist durch

ft(x|nf ) =
Γ
(
nf+1

2

)
√
nfπ · Γ

(nf
2

) · 1(
1 + x2

nf

)(nf+1

2

) (3.28)

gegeben. Sie ist für x ∈ R defininiert. Die Dichtefunktion ist für alle nf ∈ N definiert.

Beispielhaft ist ihr Verlauf in Abbildung 3.5 dargestellt.

3.2.2 Maximum-Likelihood Methode

In der vorliegenden Arbeit sollen mithilfe von statistischen Verteilungen die Streuungen von

unterschiedlichen Merkmalen (zum Beispiel von Werkstoffkennwerten) beschrieben werden.

Eine der zentralen Herausforderungen ist es hierbei eine im statistischen Sinne optimale Be-

schreibung der Merkmalstreuung zu finden. Bei der Formulierung sogenannter Verteilungs-
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hypothesen muss eine objektive Methode zum Einsatz kommen, die es erlaubt die Vertei-

lungsparameter p eines Verteilungstyps f(x|p) so zu bestimmen, dass die zugrundeliegende

Stichprobe im statistischen Sinne bestmöglich beschrieben wird. Im Rahmen dieser Arbeit

wird hierzu die Maximum-Likelihood-Methode (MLM) eingesetzt [14, Seiten 656-659].

Für eine beliebige stetige Verteilungsfunktion f(x|p) mit bekannten Verteilungsparametern

p lässt sich die Auftrittswahrscheinlichkeit P für einen einzelnen Stichprobenwert in einem

bestimmten Intervall I = [I0, I1] durch die Integration der Verteilungsfunktion gemäß

P =

I1∫
I0

f(x|p)dx (3.29)

berechnen. In der Praxis tritt jedoch häufig der umgekehrte Fall auf. Es sind n Stichproben-

werte und ein beliebiger Verteilungstyp vorgegeben, jedoch fehlen Werte für die m Vertei-

lungsparameter p1, p2, ..., pm = p. Um diese sinnvoll bestimmen zu können wird zunächst die

Likelihood-Funktion L definiert:

L(x1, x2, ..., xn|p) =

n∏
i=1

f(xi|p) (3.30)

In x1, x2, ..., xn sind die Stichprobenwerte zusammengefasst. Die Likelihood-Funktion kann als

Gesamthäufigkeitsdichte interpretiert werden. Sie gibt im statistischen Sinne an, wie häufig

das Auftreten einer Stichprobe unter einer gegebenen Verteilungshypothese mit den Ver-

teilungsparametern p zu erwarten ist. Berechnet werden kann sie aus dem Produkt der

Einzelhäufigkeitsdichten jedes Stichprobenwerts, wenn die Stichprobenwerte voneinander un-

abhängig sind [19, Seite 335]. Als Maximum-Likelihood-Parameter p∗ werden diejenigen Ver-

teilungsparameter bezeichnet, die die Likelihood-Gleichung L maximieren. Da Wahrschein-

lichkeiten und Dichtefunktionswerte nicht negativ ausfallen können und der Logarithmus

monoton wachsend ist, weist die Likelihood-Funktion L an den selben Stellen für p∗ ihr Ma-

ximum auf wie ihr Logarithmus ln(L) [19, Seite 336]. Die Maximierung der logarithmierten

Likelihood-Funktion

ln(L) =
n∑
i=1

ln(f(xi|p)) (3.31)

stellt ein Optimierungsproblem dar, dass gradientenbasiert mithilfe des in Abschnitt 3.1.5

vorgestellten Optimierungsalgorithmus gelöst werden kann. Sein Ergebnis liefert sodann die-

jenigen Verteilungsparameter p∗, die die Auftrittswahrscheinlichkeit der zugrundeliegenden

Stichprobe bezogen auf den vorgegebenen Verteilungstyp maximieren.

Die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparameters weist bei besonderen Stichproben-

ausprägungen kein solches Maximum auf. Es werden die in [23] vorgeschlagenen Methoden

angewendet, um den Verteilungsparameter TW iterativ zu bestimmen, sobald die MLM am

Lösungspunkt kein Maximum erreicht.
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3.2.3 Verfahren zur Bewertung von statistischen Hypothesen

Die MLM liefert lediglich diejenigen Verteilungsparameter, die dazuführen, dass ein vorge-

gebener Verteilungstyp eine vorgegebene Stichprobe im statistischen Sinne bestmöglich be-

schreibt. Sie gibt jedoch keinerlei Information über die Güte der Beschreibung der Stichprobe

durch diese Verteilungshypothese wieder. Hierfür werden fortschrittlichere Methoden notwen-

dig und es kommen sogenannte Hypothesentests zum Einsatz. Diese Testverfahren liefern eine

auf Probabilistik basierende Bewertungsmöglichkeit der durch die MLM ermittelten Vertei-

lungshypothese. Hypothesentests lassen keine absolute Aussage über die Richtigkeit einer

unterstellten Verteilungshypothese zu. Sie bewerten lediglich wahrscheinlichkeitsbasiert, wie

gut die Streuung der untersuchten Stichprobe durch die unterstellte Verteilungshypothese be-

schrieben wird. Im Rahmen dieser Arbeit werden Hypothesentests genutzt, um einen P-Wert

PWert zu berechnen. Der P-Wert gibt im Allgemeinen an, wie groß die Wahrscheinlichkeit

dafür ausfällt, dass unter der Annahme, der in der Nullhypothese unterstellte statistische Zu-

sammenhang sei korrekt, zufällig extremere Werte auftreten als diejenigen, die im Test als

Stichprobe genutzt werden [14, Seite 616].

Ob eine Verteilungshypothese oder eine andere auf Statistik basierende Behauptung als zu-

treffend bewertet wird, kann mittels einem Signifikanzniveau α entschieden werden. Gilt

PWert ≥ α, so wird die formulierte Nullhypothese H0 beibehalten. Hierbei ist zu beachten,

dass die Auswahl des im Test angewendeten Signifikanzniveaus bereits vor Testbeginn erfol-

gen muss. Wie hoch das Signifikanzniveau gewählt wird, ist maßgeblich davon beeinflusst, wie

schwer aus Sicht des Anwenders die aus dem Test folgenden Entscheidungen wiegen. Häufig

wird das Signifikanzniveau zu α = 0.05 oder zu α = 0.005 gewählt. Das Signifikanzniveau

entspricht direkt der Wahrscheinlichkeit dafür, einen Fehler der 1. Art zu begehen, also die

Nullhypothese fälschlicherweise zu verwerfen. Der Fehler 2. Art, also die Entscheidung für

die Nullhypothese H0, obwohl die Alternativhypothese H1 korrekt ist, tritt mit einer Wahr-

scheinlichkeit von β auf. Sie spielt im Rahmen dieser Arbeit eine untergeordnete Rolle und

ist im Allgemeinen nur unter bestimmten Voraussetzungen berechenbar [19, Seite 391]. Die

Nullhypothese und die Alternativhypothese müssen stets so formuliert sein, dass sich ihre

beiden Auftrittswahrscheinlichkeiten PH0 und PH1 zu

PH0 + PH1 = 1 (3.32)

addieren.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei Hypothesentests mit unterschiedlichem Anwendungs-

bereich verwendet. In den folgenden Abschnitten wird zunächst der T-Test vorgestellt. Dieser

liefert eine Aussage darüber, ob eine zwischen zwei Merkmalen messbare Korrelation zufällig

oder systematisch auftritt. Weiterhin kommt der Anderson-Darling Parameter zum Einsatz.

Dieser wird im Anderson-Darling Test ermittelt und zur Bewertung der Qualität der Be-

schreibung einer Stichprobe durch die mittels der MLM ermittelten Verteilungshypothese

eingesetzt.
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3.2.3.1 T-Test

Der T-Test kommt im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz, um die Unabhängigkeit zweier

Merkmale zu bewerten. Der T-Test auf Unabhängigkeit umfasst mehrere Schritte. Es liegen

die Annahmen zugrunde, dass die beiden getesteten Merkmale jeweils normalverteilt und

als n Wertepaare einer zweidimensionalen Stichprobe vorliegen. Ziel dieses Hypothesentests

ist es, eine wahrscheinlichkeitsbehaftete Aussage darüber zu erlauben, ob ein zwischen zwei

Merkmalen gemessener Zusammenhang zufällig oder systematisch auftritt. Die Hypothesen

H0 und H1 dieses Testverfahrens sind in Tabelle 3.1 zusammengefasst:

Tabelle 3.1: T-Test Hypothesen

H0: Zwischen den Merkmalen liegt keine systematische Abhängigkeit vor.
H1: Zwischen den Merkmalen liegt eine systematische Abhängigkeit vor.

In einem ersten Schritt wird in diesem Test die lineare Korrelation nach Pearson RPea (siehe

Abschnitt 3.3.1) zwischen den Merkmalen bestimmt. Basierend auf dieser Größe kann die

Prüfgröße des T-Tests Tt mit

Tt =
√
n− 2 · RPea√

1−R2
Pea

(3.33)

berechnet werden [19, Seite 408]. Obwohl zwischen den Merkmalen eine lineare Korrelation

besteht, gibt es die Möglichkeit, dass diese Korrelation nur zufällig auftritt. Um die Wahr-

scheinlichkeit für das zufällige Auftreten einer Korrelation berechnen zu können wird die

T-Verteilung mit nf = n − 2 Freiheitsgraden genutzt. Der P-Wert PWert des T-Tests ergibt

sich aus

PWert = 1− 2 ·
|Tt|∫
0

ft(x|nf )dx. (3.34)

Beim T-Test handelt es sich um einen zweiseitigen Test, sodass sowohl eine sehr große positi-

ve Prüfgröße als auch eine sehr kleine negative Prüfgröße zur Ablehnung der Nullhypothese

führen. Das Signifikanzniveau für den T-Test im Rahmen dieser Arbeit wird zu α = 0.2 fest-

gelegt. Bezogen auf die lineare Korrelation bedeutet dies, dass nur dann von einer Korrelation

zwischen zwei Merkmalen ausgegangen wird, wenn die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die ge-

messene Korrelation zufällig auftritt, kleiner ist als 20 %. Da es sich um einen zweiseitigen

Test handelt und der lineare Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen sowohl posi-

tiv als auch negativ ausfallen kann, wird die Nullhypothese für PWert ≤ α
2 abgelehnt und von

einem nicht zufälligen Zusammenhang der Merkmale ausgegangen.

3.2.3.2 Anderson-Darling Test

Wie der T-Test liefert auch der Anpassungstest nach Anderson-Darling eine statistisch ba-

sierte Aussage über die Güte einer Nullhypothese [22, Seite 109]. Im Rahmen dieser Arbeit,

wird der Anderson-Darling Test verwendet, um die Abweichungen zwischen einer gemessenen

Streuung eines Merkmals und der durch die MLM ermittelten statistischen Beschreibung zu
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bewerten. Der basierend auf dem Anderson-Darling Test berechnete P-Wert wird nicht da-

zu genutzt, Nullhypothesen zu verwerfen, sondern dient als Entscheidungsgrundlage bei der

Wahl des Verteilungstyps, welcher für die Beschreibung der Streuung herangezogen werden

soll.

Es wird davon ausgegangen, dass eine Stichprobe S bestehend aus n Stichprobenwer-

ten x1, x2, ..., xn vorliegt. Ihre Stichprobenwerte sind der Größe nach aufsteigend sortiert

und es soll überprüft werden, ob eine Verteilungshypothese gemäß f(x|p∗) dazu genutzt

werden kann, sie adäquat zu beschreiben. Hierzu nutzt der Anderson-Darling Test den

Anderson-Darling Parameter A2
D, welcher sich aus

A2
D = −n−

n∑
k=1

2 · k − 1

n
[ln (F (xk|p∗)) + ln (1− F (xn+1−k|p∗))] (3.35)

berechnen lässt [22, Seite 108]. p∗ enthält die Verteilungsparameter, die für einen beliebigen

Verteilungstyp f(x|p) mittels der MLM ermittelt wurden. F (x|p∗) beschreibt die Integration

der Dichtefunktion

F (xk|p∗) =

xk∫
UDef

f(xk|p∗)dx, (3.36)

wobei die individuelle Untergrenze des Definitionsbereichs UDef des verwendeten Verteilungs-

typs berücksichtigt werden muss (siehe auch in Abschnitt 3.2.1). Für kleine Stichproben muss

der so ermittelte Anderson-Darling Parameter korrigiert werden [21, Seite 146 und Seite 373].

Hierbei wird in Abhängigkeit des in der Nullhypothese unterstellten Verteilungstyps unter-

schieden: Liegt eine Nullhypothese gemäß der Normalverteilung oder der logarithmischen

Normalverteilung vor, gilt für den korrigierten Anderson-Darling Parameter A∗D

A∗D = A2
D ·
(

1 +
0.75

n
+

2.25

n2

)
. (3.37)

Wird die Nullhypothese gemäß der zweiparametrigen oder dreiparametrigen Weibullvertei-

lung formuliert, so folgt für A∗D

A∗D = A2
D ·
(

1 +
0.2√
n

)
. (3.38)

[24, Seite 135] liefert einen empirischen Zusammenhang zwischen dem korrigierten

Anderson-Darling Parameter und dem P-Wert PWert

PWert = 0 für A∗D ≥ 13

PWert = e1.2937−5.709·A∗D+0.0186·A∗2D für 13 > A∗D ≥ 0.6

PWert = e0.9177−4.279·A∗D−1.38·A∗2D für 0.6 > A∗D ≥ 0.34

PWert = 1− e−8.318+42.796·A∗D−59.938·A∗2D für 0.34 > A∗D ≥ 0.2

PWert = 1− e−13.436+101.14·A∗D−223.73·A∗2D für 0.2 > A∗D ≥ 0.0

(3.39)

Der Anderson-Darling Test erweist sich im Vergleich mit anderen statistischen Testverfah-
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ren robuster gegenüber großen Abweichungen zwischen der hypothetischen Verteilung und

der Stichprobe. Weiterhin werden die Randbereiche einer Verteilung durch eine geeignete

Gewichtung vergleichsweise gut abgebildet [22, Seite 410].

3.3 Korrelation und Korrelationskoeffizienten

Neben der Streuung von bestimmten Größen soll in dieser Arbeit auch untersucht werden,

ob diese bestimmten Größen untereinander in einem systematischen Zusammenhang ste-

hen. Hierzu lassen sich Korrelationskoeffizienten nutzen [25, Seite 138]. Sie geben an, ob

zwischen zwei Merkmalen x und y, welche als n (xi, yi) Paarungen auftreten, eine Kor-

relation besteht (siehe hierzu auch Abschnitt 3.2.3). Korrelationskoeffizienten lassen je-

doch keinerlei Rückschlüsse darauf zu, ob zwischen den beiden Merkmalen ein funktiona-

ler Zusammenhang besteht, beziehungsweise darauf, ob ein Merkmal sich auf das andere im

Ursache-Wirkungs-Prinzip auswirkt [25, Seite 147]. Eine positive Korrelation zwischen zwei

Merkmalen zeichnet sich dadurch aus, das große Werte xi tendenziell gemeinsam mit großen

Werten yi auftreten. Bei einer negativen Korrelation zwischen den beiden Merkmalen, treten

große xi Werte mit zumeist kleinen yi Werten auf.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zwei Korrelationskoeffizienten angewendet. In den folgenden

Abschnitten werden der Korrelationskoeffizient für lineare Korrelationen nach Pearson und

der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman erläutert.

3.3.1 Lineare Korrelation nach Pearson

Der Korrelationskoeffizient nach Pearson RPea (häufig auch nach Bravais-Pearson [25, Seite

139]) liefert ein Maß für den linearen Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen x und y. Er

ist als

RPea =
sxy
sx · sy

(3.40)

definiert. sxy wird als die Kovarianz der zweidimensionalen Stichprobe bezeichnet und kann

durch

sxy =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄) · (yi − ȳ) (3.41)

berechnet werden. x̄ und ȳ beschreiben die arithmetischen Mittelwerte der beiden Merkmale

gemäß der Gleichung (3.16). Die Varianzen der beiden Merkmale sx und sy können durch

Gleichung (3.17) bestimmt werden.

RPea kann Werte zwischen −1 und 1 annehmen. Je größer der Betrag der ermittelten Korre-

lationskoeffizienten ausfällt, desto ausgeprägter ist der lineare Zusammenhang zwischen den

beiden untersuchten Merkmalen. Mithilfe des T-Tests (siehe Abschnitt 3.2.3) kann basierend

auf statistischen Methoden abgeschätzt werden, wie groß die Wahrscheinlicheit dafür ist, dass

eine ermittelte Korrelation zufällig auftritt. Weiterhin lässt sich aus R2
Pea = B das Bestimmt-

heitsmaß berechnen [19, Seite 95]. Es gibt an, welcher Anteil der Streuung des einen Merkmals

durch die Streuung des anderen Merkmals erklärt werden kann [26, Seite 215]. B ist somit

für die Interpretation eines ermittelten Korrelationskoeffizienten wichtig.
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3.3.2 Rangkorrelation nach Spearman

Der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman RSpe dient als Maß für die lineare Korrelati-

on der Stichprobenränge. Er besitzt die gleichen Eigenschaften wie der Korrelationskoeffizient

nach Pearson [25, Seite 145]. Der Unterschied zwischen den beiden Koeffizienten liegt darin,

dass bei der Auswertung der Rangkorrelation nicht die Zahlenwerte der Wertepaare (xi, yi)

auf Korrelation untersucht werden, sondern ihre Rangzahlen r ∈ N. Jedem beobachteten

Wert mi innerhalb des Merkmals m wird eine Rangzahl ri zugeordnet. Hierbei erhält der

kleinste Wert des Merkmals mmin die kleinste Rangzahl rmin = 1. Mit aufsteigendem Wert,

steigt auch die dem Wert zugeordnete Rangzahl. Die maximale Rangzahl rmax entspricht

also gerade der Anzahl n vorliegender Wertepaare. Tritt innerhalb eines Merkmals ein iden-

tischer Wert k-fach auf, so werden innerhalb der identischen Werte die Rangzahlen zunächst

weiterhin aufsteigend zugeordnet, anschließend aber arithmetisch gemittelt. Ist die Bestim-

mung der Rangzahlen für die Merkmale x und y abgeschlossen und sind die Wertepaare

der Ränge (rxi , ryi) bekannt, kann die Berechnung des Korrelationskoeffizienten RSpe nach

Spearman analog zur Berechnung des Korrelationskoeffizienten nach Pearson RPea erfolgen.

Anstatt der Varianzen (siehe Gleichung (3.17)) und Kovarianzen (siehe (Gleichung 3.41)) der

Merkmale werden nun die ihrer Rangzahlen ausgewertet. Gegenüber dem Korrelationskoef-

fizient nach Pearson hat der Rangkorrelationskoeffizient den Vorteil, dass auch nicht lineare

Zusammenhänge innerhalb der Merkmale erfasst werden können, was mit dem Korrelations-

koeffizient nach Pearson nicht gelingt. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Rangkorrelations-

koeffizient als Indikator für nicht lineare Korrelationen genutzt. Treten zwischen RPea und

RSpe deutliche Abweichungen auf, kann eine nichtlineare Korrelation die Ursache sein [19,

Seite 83].

3.4 Monte-Carlo Simulation

In einigen Anwendungsfällen der Ingenieurswissenschaften kann eine Vorhersage basierend

auf Modellen und Funktionen nicht durch die analytische oder numerische Lösung einer Glei-

chung erfolgen. Beispielsweise ist dies der Fall, wenn ein funktionaler Zusammenhang zwischen

mehreren Größen besteht und diese Größen stochastischen Einflüssen unterworfen sind [27],

sodass eine wiederholte Lösung der zugrundeliegenden Gleichungen stets zu unterschiedlichen

Ergebnissen führt. Häufig ist es analytisch nur mit sehr hohem Aufwand oder überhaupt nicht

möglich eine sinnvolle Beschreibung der resultierenden Streuung der Ergebnisgrößen zu er-

mitteln. Aus diesem Grund kommen im Rahmen dieser Arbeit Monte-Carlo Simulationen

zum Einsatz. Diese Art der Simulation wird beispielsweise in [1] oder [28] für die Lösung

ähnlicher Problemstellungen genutzt. Um den Einfluss von streuenden Werkstoffkennwerten

auf die Lebensdauervorhersage eines Lebensdauermodells bestimmen zu können, ist es nicht

zielführend nur eine einzige deterministische Modellauswertung mit vorab festgelegten Werk-

stoffkennwerten durchzuführen, da diese Auswertung nur einen einzigen speziellen Zustand

beschreibt. Stattdessen sollen Werkstoffkennwerte genutzt werden, die aus den statistischen

Beschreibungen zufällig gezogen werden. Die Monte-Carlo Simulation erlaubt es, durch eine

Vielzahl von Modellberechnungen unter Berücksichtigung der Streuung der Modellvariablen
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die Streuungseigenschaften und die Extremwerte des Lebensdauermodells abzuschätzen. Hier-

bei wird ein Stabilisierungseffekt genutzt, der allgemein auch unter dem Gesetz der großen

Zahlen [19, Seite 157] bekannt ist. Die relativen Häufigkeiten, wie beispielsweise der Mittel-

wert, eines Zufallsexperiments können sehr stark schwanken, wenn sie anhand nur weniger

Stichprobenwerte ermittelt werden. Mit zunehmender Anzahl an Stichprobenwerten schwin-

det diese Schwankung zusehends und die relativen Häufigkeiten konvergieren. Diese Konver-

genz der Wahrscheinlichkeiten nennt sich das schwache Gesetz der großen Zahlen [19, Seite

310]. Es führt dazu, dass basierend auf einer großen Anzahl an Berechnungen, Aussagen zu

Wahrscheinlichkeiten sehr präzise möglich werden. Mit der Präzision der Aussagen steigt

jedoch der Berechnungsaufwand bei der Monte-Carlo Simulation.

Um eine Vielzahl an Lebensdauerauswertungen unter Berücksichtigung von streuenden Werk-

stoffkennwerten ermöglichen zu können, ist es nötig zufällig Kennwerte aus statistischen Ver-

teilungen zu ziehen. Die Ziehung erfolgt hierbei so, dass die gezogenen Werkstoffkennwerte in

ihrer Grundgesamtheit der zugrundeliegenden statistischen Beschreibung folgen. Es kommt

ein Zufallszahlengenerator zum Einsatz, welcher im folgenden Abschnitt kurz erläutert ist.

Um die Monte-Carlo Simulation möglichst realitätsnah zu gestalten und ihre Ergebnisqualität

zu verbessern, sollen auch die Einflüsse von Korrelationen zwischen den einzelnen Werkstoff-

kennwerten auf die vom Modell vorhergesagte Lebensdauer untersucht und bewertet werden.

Um dies im Rahmen einer Monte-Carlo Simulation zu ermöglichen, müssen die gezogenen

Zufallszahlen einerseits miteinander korreliert sein und andererseits weiterhin dem statisti-

schen Zusammenhang folgen, der ihnen unterstellt wird. Um dies umsetzen zu können, wurde

ein Algorithmus entwickelt, der in Abschnitt 3.4.2 vorgestellt wird.

3.4.1 Ziehung von Pseudo-Zufallszahlen

Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete Zufallszahlengenerator steht in der

Programmiersprache PYTHON (PYTHON) standardmäßig in der Bibliothek mit dem

Namen random zur Verfügung. Wie alle rechnergestützten Zufallszahlengeneratoren liefert

auch dieser lediglich Pseudo-Zufallszahlen, die nicht vollkommen zufällig, sondern determi-

nistisch und von bestimmten äußeren Einflussgrößen abhängig sind [29]. Der in PYTHON

bereitgestellte Zufallszahlengenerator basiert auf einem Algorithmus, der als Mersenne-

Twister bezeichnet und in [30] detailliert erläutert wird. Er besitzt eine Periodizität von

219937 − 1 und generiert gleichverteilte Fließkommazahlen im halb-offenen Intervall [0, 1)

mit einer Präzision von 53 Bit. Um die gleichverteilten Zufallszahlen in Zufallszahlen zu

transformieren, die einem anderen Verteilungstyp folgen, werden die gleichverteilten Zufalls-

zahlen als Wahrscheinlichkeiten P interpretiert. Für jeden beliebigen Verteilungstyp f(x|p)

gilt, dass die Integration der Verteilungsfunktion über den gesamten Definitionsbereich die

Wahrscheinlichkeit

P =

ODef∫
UDef

f(x|p)dx = 1 (3.42)

liefert. UDef und ODef geben hierbei die untere und obere Grenze des Definitionsbereichs an.

Für die Transformation einer gleichverteilten Zufallszahl des Zufallszahlengenerators Zg in
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eine äquivalente Zufallszahl eines anderen Verteilungstyps, muss

Zg =

Z∫
UDef

f(x|p)dx (3.43)

gelten. Ist diese Gleichung erfüllt, entspricht Z gerade der gesuchten Zufallszahl. In PYTHON

stehen Zufallszahlengeneratoren für alle im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Verteilungs-

typen standardmäßig in der random-Bibliothek zur Verfügung [29].

3.4.2 Korrelation von Pseudo-Zufallszahlen

Liegen zwei unabhängige Stichproben x und y aus zwei unterschiedlichen statistischen Ver-

teilungen vor, welche mithilfe des in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen Zufallszahlengenerators

gezogen wurden, so zeigen diese Stichproben keine Korrelation.

Im Rahmen dieser Arbeit werden Werkstoffkennwerte aus statistischen Verteilungen gene-

riert, um sie als streuende Eingangsgrößen in die Lebensdauerbewertung einfließen zu lassen.

Diese Kennwerte können Korrelationen aufweisen. Es wird demnach eine Methode benötigt,

die es erlaubt korrelierte Zufallszahlen zu ermitteln. Ansätze zur Korrelation von Zufallszah-

len, die die Cholesky-Zerlegung nutzen, wie sie beispielsweise in [31, Seite 78] beschrieben ist,

eignen sich nur, wenn die zu korrelierenden Stichproben aus Zufallszahlen bestehen, die aus

Normalverteilungen stammen. Da im Rahmen dieser Arbeit auch andere Verteilungstypen

genutzt werden, wird ein Algorithmus entwickelt, der es erlaubt Zufallszahlen aus beliebi-

gen Verteilungstypen so zu korrelieren, dass jeder zugrundeliegende Verteilungstyp erhalten

bleibt. Weiterhin wird in der vorliegenden Arbeit unter anderem das Ramberg-Osgood Ver-

festigungsgesetz herangezogen um das Werkstoffverhalten zu beschreiben. Es ist in Abschnitt

4.2.2 erläutert und besitzt drei Werkstoffkennwerte. Die Streuungen dieser drei Werkstoff-

kennwerte sollen im Rahmen dieser Arbeit statistisch beschrieben werden. Die statistischen

Beschreibungen werden anschließend für eine Monte-Carlo Simulation der Lebensdauer her-

angezogen. Wenn die drei Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes

untereinander korreliert sind, so sollten auch zwischen den Zufallszahlen, die aus ihren stati-

schen Verteilungen gezogen werden, Korrelationen bestehen. Um diese Korrelationen in einem

probabilistischen Lebensdauermodell mit drei untereinander korrelierten Werkstoffkennwer-

ten abbilden zu können, muss der im folgenden beschriebene Algorithmus so implementiert

werden, dass die Korrelation innerhalb von drei unabhängigen, statistisch verteilten Stich-

proben eingestellt werden kann.

Zunächst werden drei Stichproben x, y und z mit einem beliebigen Stichprobenumfang n

aus beliebigen Verteilungen gezogen. Sie repräsentieren die Kennwerte des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes. Diese Stichproben sind voneinander unabhängig und unkorreliert. Es

wird angenommen, dass die Korrelationskoeffizienten nach Pearson Rxy, Rxz und Ryz, die

sich zwischen den Stichproben x, y und z einstellen sollen, bekannt sind. Sie stellen die

Sollkorrelationen da und werden im Rahmen dieser Arbeit experimentell ermittelt. Für jede

Stichprobe können nun in einem weiteren Schritt diese Sollkorrelationskoeffizienten addiert
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werden:
Rxy +Rxz für x

Rxy +Ryz für y

Ryz +Rxz für z

(3.44)

Es wird angenommen, dass aus der Summe der Korrelationskoeffizienten eine Kennwerthier-

archie abgeleitet werden kann. Diejenige Stichprobe, deren akkumulierte lineare Korrelatio-

nen zu den beiden anderen Stichproben am stärksten ausfallen, wird als Masterstichprobe

M festgelegt. Sie weist die größte Summe aus Korrelationskoeffizienten auf. Die Stichpro-

be mit dem zweitgrößten Einfluss auf die anderen Stichproben wird zur ersten abhängigen

Größe A1 und die übrige Stichprobe zur zweiten abhängigen Größe A2 erklärt. Die Korrela-

tionskoeffizienten, die eingestellt werden sollen, RSoll,MA1 , RSoll,MA2 und RSoll,A1A2 werden

entsprechend der Stichprobenhierarchie im Algorithmus zugeordnet. Es liegen somit n Wer-

tetripel (Mk, A1,k, A2,k) aus den noch unkorrelierten Stichproben vor.

Es kommt ein iteratives Verfahren zum Einsatz, um die gewünschte Korrelation einzustellen.

Dieses beruht auf der Idee, die Stichprobenwerte innerhalb der Stichproben solange zufällig

zu vertauschen, bis sich die gewünschten Korrelationen einstellen.

Zunächst wird der Korrelationskoeffizient RMA1,i zwischen den Stichproben M und A1 er-

mittelt. Der Index i gibt die Anzahl der Iterationsschleifen an. Für i = 0 wird der Anfangswert

des Korrelationskoeffizienten zwischen den noch unkorrelierten Stichproben indiziert. Mithil-

fe des in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen Algorithmus zur Ziehung von Zufallszahlen, wird ein

positiv natürliches Zufallszahlenpaar (Z1, Z2) mit Z ∈ N im Intervall [1, n] gezogen. Die Zu-

fallszahlen Z1 und Z2 geben an, welche Stichprobenwerte der ersten abhängigen Stichprobe

A1 vertauscht werden. Mit der so modifizierten Stichprobe A1,i+1 kann nun der Korrelati-

onskoeffizient RMA1,i+1 bestimmt werden. Führt der Tausch der Stichprobenwerte zu einer

Annäherung der Korrelation RMA1 an RSoll,MA1 , wird der Tausch beibehalten. Die An-

fangswerte werden aktualisiert und ein neuer Iterationschritt beginnt. Führt der Tausch zu

einer Verschlechterung des Ergebnisses, so wird er verworfen und es wird ein neues Zufalls-

zahlenpaar (Z1, Z2) gezogen. Die Iteration wird fortgesetzt, bis die Abweichungen zwischen

Soll-Korrelation RSoll,MA1 und Ist-Korrelation RMA1 kleiner sind als 3%.

In einem weiteren Schritt kann der identische Algorithmus zum Tauschen der Stichproben-

werte auf die Stichprobe A2 angewendet werden. Die Stichproben M und A1 bleiben dabei

unverändert, sodass die bereits eingestellte Korrelation RMA1 unangetastet bleibt. In diesem

Schritt muss beachtet werden, dass der Tausch von zwei Stichprobenwerten nur dann beibe-

halten werden darf, wenn sich sowohl RMA2 als auch RA1A2 gegenüber den Anfangswerten

verbessern. Es werden hierzu weitere Fallunterscheidungen nötig und das Konvergenzver-

halten des Algorithmus verlangsamt sich zusehends. Das Abbruchkriterium für die zweite

Iterationsschleife ist erfüllt, wenn die relative Abweichung zwischen beiden eingestellten Kor-

relationskoeffizienten kleiner als 5% gegenüber der jeweiligen Soll-Korrelation beträgt. Es re-

sultieren n Wertetripel aus den korrelierten Stichprobenwerten (Mk, A1,k, A2,k). Da sich der

Tausch von Stichprobenwerten innerhalb einer Stichprobe nicht auf deren statistische Ver-

teilung auswirkt, bleiben die ursprünglichen statistischen Verteilungen durch diese Methodik

erhalten.
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4. Lebensdauermodell und

Einflussfaktoren

Für die Lebensdauerbewertung unter TMF Belastung gibt es nicht viele Lebensdauermo-

delle. Rein phänomenologische Modelle, wie beispielsweise das Manson-Coffin Modell [32,

Seite 198], der Smith-Watson-Topper Parameter [33] [34] oder der Ostergren Parameter [35],

können den Einfluss der Spannungs-Temperatur-Geschichte auf die Schädigung in der Regel

nicht beschreiben. Das Sehitoglu-Modell aus [36] und [37] geht auf Schädigungsmechanismen

ein und berücksichtigt die Schädigungen durch Oxidation, Kriechen und Ermüdung durch

eine lineare Schadensakkumulationsregel. Während die Beschreibung der Schädigung durch

Oxidation in diesem Modell durch den Mechanismus des Aufwachsens und des Abplatzens von

Oxidschichten beschrieben wird, folgen die Modelle für Kriechschädigung und Ermüdung rein

phänomenologischen Ansätzen. Insbesondere wird für die Ermüdungsschädigung eine einfache

Dehnungswöhlerlinie verwendet. Aus [37] ist bekannt, dass TMF und LCF Lebensdauern der

Nickelbasislegierung MAR M247 durch das Sehitoglu-Modell gut beschrieben werden können.

Der große Nachteil dieses Modells ist jedoch, dass es auf einer Vielzahl von Werkstoffkenn-

werten basiert, die zu einem großen Teil in keinem Bezug zu den mechanischen Eigenschaften

des Werkstoffs stehen.

Ein mechanismenbasierter Ansatz zur Beschreibung der Lebensdauer eines Bauteils unter

zyklischer oder thermozyklischer Belastung ist die Beschreibung der Entstehung und des

Wachstums von Mikrorissen. Im LCF Belastungsbereich ist die Bauteillebensdauer im Allge-

meinen durch das Risswachstum dominiert, da sich bei den relativ hohen Belastungsampli-

tuden Mikrorisse bereits in einem frühen Stadium der Lebensdauer bilden [38] [39]. Es bietet

sich demnach an, den dominanten Schädigungsmechanismus, das Wachstum der Mikrorisse,

durch bruchmechanische Konzepte zu beschreiben [40]. In [41] wird beispielsweise das zy-

klische J-Integral über einen Frequenzfaktor und einen Arrhenius Ansatz erweitert und zur

TMF Lebensdauervorhersage einer Nickelbasislegierung eingesetzt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird ein mechanismenbasiertes Lebensdauermodell verwendet, das

ebenfalls durch bruchmechanische Konzepte das zeit- und temperaturabhängige Wachstum

von kurzen Rissen unter thermozyklischer Belastung betrachtet. Es ist in Abschnitt 4.1

erläutert. Das Risswachstum wird dabei im Modell durch einen Schädigungsparameter be-

schrieben, der neben den auftretenden Spannungs-, Dehnungs- und Temperatur-Geschichten

im Thermozyklus ausschließlich von den mechanischen Werkstoffkennwerten abhängig ist.
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Neben den mechanischen Werkstoffkennwerten enthält das Modell nur zwei weitere Kenn-

werte, die den Zusammenhang zwischen dem Schädigungsparameter und der Zyklenzahl zum

Versagen beschreiben. Es wurde unter anderem in leicht abgewandelter Form erfolgreich in

[7] zur Beschreibung der LCF und TMF Ermüdungslebensdauer des austenitischen Stahls

X6 CrNiNb 1810 eingesetzt. Die mechanischen Werkstoffkennwerte und die entsprechenden

Werkstoffmodelle, die das elastisch-plastische Werkstoffverhalten und das zeitabhängige Krie-

chen berücksichtigen, werden in den Abschnitten 4.2 und 4.3 vorgestellt.

4.1 Mechanismenbasiertes Lebensdauermodell

Das in dieser Arbeit verwendete mechanismenbasierte TMF Lebensdauermodell basiert

auf der Annahme, dass die Risswachstumsgeschwindigkeit, die durch das Inkrement der

Risslängenzunahme pro Lastzyklus da/dN beschrieben werden kann, mit der zyklischen

Rissöffnungsverschiebung ∆CTOD (englisch: crack-tip opening displacement) korreliert [42]:

da

dN
= β∆CTODB. (4.1)

β und B sind Werkstoffkennwerte. Diese Korrelation basiert auf der Vorstellung, dass die

Rissspitze beim Öffnen des Risses durch das Abgleiten der Gitterebenen abstumpft, neue

metallische Oberfläche entsteht und die Risslänge zunimmt. Die Oxidation durch den in der

Umgebungsluft enthaltenen Sauerstoff verhindert ein Wiederverschweißen der so entstande-

nen Rissflanken, sobald sich der Riss wieder schließt [8] [43]. Die Rissspitzenöffnung spielt

beim Ermüdungsrisswachstum eine entscheidende Rolle. Sie lässt sich durch die Auswertung

der Verschiebungsfelder hinter der Rissspitze berechnen [11].

Die zyklische Rissöffnungsverschiebung kann über bruchmechanische Parameter abgeschätzt

werden, wobei der Spannungsintensitätsfaktor K, das zyklische J-Integral und das

C∗-Integral jeweils den elastischen, plastischen und den viskosen Anteil der Rissöffnung be-

schreiben. Für kurze halbkreisförmige Oberflächenrisse ergibt sich der Zusammenhang zur

Bestimmung der Rissöffnungsverschiebung

∆CTOD = dN ′ ·DTMF · a. (4.2)

Hierbei beschreiben a die Risslänge und DTMF den Schädigungsparameter. Dieser gibt Auf-

schluss über die schädigende Wirkung eines Belastungszyklus. Der Vorfaktor dN ′ hängt vom

Verfestigungsverhalten des untersuchten Materials ab. dN ′ wird in [44] für unterschiedliche

Werte des Ramberg-Osgood Verfestigungsexponenten N ′, der in Abschnitt 4.2.2 eingeführt

wird, ausgewertet. In [11] und [45] wird der Zusammenhang zwischen dem Verfestigungs-

verhalten und dem Vorfaktor dN ′ über ein Polynom dritter Ordnung beschrieben. Hierbei

wird der Ramberg-Osgood Verfestigungsexponent für die Beschreibung des Verfestigungs-

verhaltens herangezogen. Im Rahmen dieser Arbeit wird dN ′ = 0.5 gewählt und entspricht

damit dem in [46], [47], [48] und in [49] abgeschätzten Wert. Dieser ergibt sich für einen

Ramberg-Osgood Verfestigungsexponenten von N ′ = 10.

Die Schädigung ist abhängig von den im Werkstoff auftretenden Beanspruchungen so-
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wie von seinen mechanischen Werkstoffeigenschaften, die durch Werkstoffkennwerte in den

DTMF -Schädigungsparameter eingehen. Für die im Abschnitt 2 beschriebenen Versuchsdaten

aus einachsigen Belastungsversuchen, ergibt sich der Schädigungsparameter DTMF

DTMF =
ZD
σcy
· F

ZD = 1.45 ·
∆σ2

eff

E
+

2.4√
1 + 3 ·N ′−1

·∆σ ·∆εpl = Ze
D + Zpl

D

F =

1 + αcr · e
Qcr

Rgas·Tref

t1∫
t0

σNcr−2
cy · δσ · e

−Qcr
Rgas·T dt


1
Ncr

(4.3)

basierend auf der Annahme [50], dass sich zwischen der bruchmechanischen Lösung für elas-

tisches Materialverhalten und der Lösung für vollplastisches Materialverhalten interpolieren

lässt. Die F -Funktion beschreibt zusätzlich den zeitabhängigen Verformungsanteil der Rissöff-

nung. Für zeitunabhängiges, nicht viskoses Werkstoffverhalten nimmt sie den Wert F = 1

an und das Lebensdauermodell entspricht dem in [51] vorgeschlagenen Risswachstumsmodell

mit dem Schädigungsparameter ZD für LCF Belastungen bei Raumtemperatur. ∆σ entspricht

der Spannungsschwingbreite und ∆εpl der plastischen Dehnschwingbreite im Belastungszy-

klus. Sie sind durch die Zeitpunkte der Lastumkehr t0 und t1 definiert. t0 und t1 werden

so im Belastungszyklus gewählt, dass die beiden Zeitpunkte zu einer maximalen Schädigung

führen. δσ entspricht der zu einen bestimmten Zeitpunkt t vorliegenden Spannungsschwing-

breite bezogen auf den unteren Umkehrpunkt bei t0. T ist die Temperatur in Kelvin und Tref

eine sinnvoll frei wählbare Referenztemperatur, die zur Vermeidung von numerischen Run-

dungsfehlern bei der Integration eingeführt wird. Mittelspannungseffekte durch Rissschließen

werden über die effektive Spannungsschwingbreite nach Heitmann [51, Seite 3603]

∆σeff =
3.72

(3−Rσ)1.74 ·∆σ (4.4)

berücksichtigt. Sie hängt vom Verhältnis von minimaler zu maximaler Spannung im Zyklus,

dem Spannungsverhältnis Rσ, ab.

Die Lösungen der linear elastischen Bruchmechanik führen unter Berücksichtigung der Geo-

metriefaktoren Y eines halbkreisförmigen Oberflächenrisses [52, Seite 85] auf den Vorfaktor

des ersten Terms im ZD-Schädigungsparameter. Hierbei wird das J-Integral Je für den ebe-

nen Verzerrungszustand durch

∆Je =
∆K2

E
·
(
1− ν2

)
= Ze

D · a

∆K = Y ·∆σ ·
√
π · a

Y = 1.121 · 2

π

(4.5)

[52, Seite 124] berechnet und später die effektive Spannungsschwingbreite ∆σeff nach Heit-

mann für ∆σ eingesetzt. ∆K beschreibt die Schwingbreite des Spannungsintensitätsfaktors.

Die Querkontraktionszahl wird zu ν = 0.3 gewählt.
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Der Vorfaktor des zweiten Terms ergibt sich aus [53] und beschreibt den Einfluss des plasti-

schen Verformungsanteils auf ZD. Für den eindimensionalen Fall folgt für einen innenliegen-

den kreisförmigen Riss

∆Jpl =
6

π
· 1√

1 + 3 ·N ′−1
·∆σ ·∆εpl · a = Zpl

D · a. (4.6)

Dieser wird mit dem Korrekturfaktor 1.1212 für halbkreisförmige Oberflächenrisse multipli-

ziert. Sowohl bei der elastischen als auch bei der plastischen Lösung des J-Integrals, besteht

ein linearer Zusammenhang mit der Risslänge a.

Die mechanischen Werkstoffkennwerte, die in die Berechnung von DTMF einfließen sind der

Elastizitätsmodul (E-Modul) E, die zyklische Fließgrenze σcy und der zyklische Verfesti-

gungsexponent N ′. Diese Kennwerte stammen aus dem Ramberg-Osgood Verfestigungsge-

setz, welches in Abschnitt 4.2 erläutert ist. Darüber hinaus gehen die Werkstoffkennwerte

des Norton-Kriechmodells in die DTMF -Formulierung ein. Dieses Modell ist in Abschnitt 4.3

beschrieben. Neben der Aktivierungsenergie für Kriechen Qcr gehen der Spannungsexponent

des Norton-Modells Ncr und ein Vorfaktor αcr zur Beschreibung des Kriechens ein.

Da die Werkstoffkennwerte E, σcy und N ′ temperaturabhängig sind, wird bei nicht isother-

mer Versuchsführung der integrale Mittelwert [48] dieser Größen zur Berechnung von ZD

verwendet. Der integrale Mittelwert beispielsweise für den E-Modul E ergibt sich aus

Emittel =
1

t1 − t0
·
t1∫
t0

E(T )dt. (4.7)

In [49] wird anstatt des integralen Mittelwerts der arithmetische Mittelwert aus den im Be-

lastungszyklus maximal auftretenden Werkstoffkennwerten genutzt. Die Integration des Riss-

wachstumsgesetzes aus den Gleichungen (4.1) und (4.2) von einer Anfangsrisslänge a0 bis zu

einer Risslänge zum Versagen af führt auf den Zusammenhang

Nf = A ·D−BTMF . (4.8)

für die Zyklenzahl bis zum Versagen Nf . Der Kennwert A des Lebensdauermodells ist hierbei

von der gewählten Anfangsrisslänge und der Risslänge bei Versagen sowie von dem Kennwert

β abhängig:

A =
2

β
· ln

(
af

a0

)
für B = 1

A =
2B

β
·

(
a1−B

f − a1−B
0

1−B

)
für B 6= 1.

(4.9)

Die Anfangsrisslänge a0 hängt typischerweise mit einer charakteristischen Länge der Mi-

krostruktur des Werkstoffs zusammen. Sie wird beispielsweise durch die Korngröße oder durch

die Form der im Gusseisen vorliegenden Graphitstrukturen [49] beeinflusst. Während der

Kennwert B den Zusammenhang zwischen dem DTMF -Schädigungsparameter und der Le-

bensdauer werkstoffspezifisch beschreibt, werden im Kennwert A die mittleren individuellen

Probeneigenschaften berücksichtigt. A und B sind anpassbare Kennwerte des Lebensdauer-
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modells und können auf Basis von Versuchsdaten bestimmt werden.

4.2 Elastisch-plastische Werkstoffeigenschaften nach

Ramberg-Osgood

In den Schädigungsparameter DTMF gehen unter anderem die mechanischen Werkstoffei-

genschaften ein. Um basierend auf dem mechanismusbasierten Lebensdauermodell die Zy-

klenzahl zum Versagen berechnen zu können, müssen die elastisch-plastischen Eigenschaften

des Werkstoffs bekannt sein. Diese werden im DTMF -Parameter durch den E-Modul, die

zyklische Fließgrenze σcy und den zyklischen Verfestigungsexponenten N ′ abgebildet. Diese

Werkstoffkennwerte werden im Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz genutzt, um einen ein-

deutigen Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang verschiedener metallischer Werkstoffe unter

monotoner Belastung zu beschreiben [54]. Für eine Anwendung des Ramberg-Osgood Ver-

festigungsgesetzes auf zyklische Belastungen werden die Spannungen und Dehnungen jeweils

auf einen Umkehrpunkt der Spannungs-Dehnungs-Hysterese bezogen. Es gilt

δε = δεe + δεpl

δε =
δσ

E
+ 0.002

(
δσ

σcy

)N ′ (4.10)

Die elastischen Dehnungsanteile innerhalb eines Hystereseasts werden durch das

linear-elastische Werkstoffverhalten beschrieben, das durch den E-Modul E festgelegt ist.

Für die Beschreibung der plastischen Dehnungsanteile wird ein Potenzgesetz zugrunde gelegt.

Es beschreibt die Verfestigung des Werkstoffs durch den zyklischen Verfestigungsexponenten

N ′ und die zyklische Fließgrenze σcy. Die Beschreibung der plastischen Verformung über

ein Potenzgesetz führt auf die Lösungen für die Rissspitzenfelder der elastisch-plastischen

Bruchmechanik [55] [56] und ist somit der Grund für die Verwendung des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes im mechanismusbasierten Lebensdauermodell. σcy wird als diejenige

Spannungsschwingbreite definiert, die in einem Zyklus zu einer plastischen Dehnung von

δεpl = 0.2 % führt. In Abbildung 4.1 ist eine schematische Spannungs-Dehnungs-Kurve mit

den Werkstoffkennwerten des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für die Auswertung des

ansteigenden Hystereseasts eines zyklischen Versuchs dargestellt. Im Rahmen dieser Arbeit

wird das Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz dehnungsgeführt formuliert. Für die Berech-

nung der Modellspannungen für eine vorgegebene Dehnung resultiert für N ′ 6= 1 ein nichtli-

nearer Zusammenhang, der mithilfe des in Abschnitt 3.1.4 vorgestellten Newton-Verfahrens

gelöst wird.
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Abbildung 4.1: Schema des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes zur Verdeutlichung der
Kennwerte E und σcy.

4.2.1 Einflussfaktorenanalyse der Kennwerte des Ramberg-Osgood Mo-

dells

Um den Einfluss der Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes auf die

durch das DTMF -Lebensdauermodell vorhergesagte Zyklenzahl bis zum Versagen Nf bestim-

men zu können, wird eine Einflussfaktorenanalyse (EFA) durchgeführt. Neben der Quantifizie-

rung der Kennwerteinflüsse auf die Lebensdauer kann mit Hilfe der EFA möglicherweise auch

eine Hierarchisierung der Werkstoffkennwerte erfolgen. Sollte es sich zeigen, dass einer der

Kennwerte keinen oder nur einen sehr geringen Einfluss auf die durch das Lebensdauermodell

vorhergesagte Lebensdauer besitzt, kann dieser in den weiteren Betrachtungen vernachlässigt

werden. Kennwerte mit großem Einfluss auf die Lebensdauer finden gegebenenfalls bei einer

späteren Auswertung mehr Beachtung.

Die EFA erfolgt dehnungsgeführt. Durch die Variation der einzelnen Ramberg-Osgood Kenn-

werte ausgehend von einem Masterkennwertsatz soll der Kennwerteinfluss auf die vom Modell

vorhergesagte Lebensdauer untersucht werden. Hierbei wird berücksichtigt, dass mit einer

Änderung der Werkstoffeigenschaften durch eine Werkstoffkennwertvariation stets auch ei-

ne Änderung des elastisch-plastischen Werkstoffverhaltens einher geht. Bei der Auswertung

des Einflusses einer Kennwertvariation wird aus diesem Grund immer zunächst dehnungs-

geführt eine synthetische Spannungs-Dehnungs-Kurve generiert. Aus ihr werden die Belas-

tungsgrößen ∆σeff , ∆εpl und ∆σ ermittelt und der DTMF -Schädigungsparameter mit den

aktuell unterstellten Werkstoffkennwerten bestimmt. Die vorliegenden LCF Versuche bei-

der untersuchten Werkstoffe weisen unterschiedliche Dehnschwingbreiten auf. Mit der Dehn-
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schwingbreite ändert sich das Lastniveau im Versuch. Dies kann die Einflussfaktoren der

einzelnen Ramberg-Osgood Kennwerte auf die vorhergesagte Lebensdauer beeinträchtigen

und muss in der EFA berücksichtigt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die EFA mit den typischen Werkstoffeigenschaften bei un-

terschiedlichen Temperaturen der Nickelbasislegierung MAR M247 durchgeführt. Es werden

unterschiedliche Lastniveaus, wie sie typischerweise bei einer LCF-Belastung dieses Werkstoffs

auftreten, untersucht. Der Masterkennwertsatz wird temperaturabhängig gewählt, sodass für

jede Prüftemperatur eine separate EFA erfolgt und Aussagen zu den Kennwerteinflüssen so-

wohl temperaturabhängig als auch in Abhängigkeit des Lastniveaus möglich werden.

Ausgehend von den Masterkennwerten erfolgt eine Variation der Werkstoffkennwerte um

±50 %. Die F-Funktion (siehe Gleichung (4.3)) wird im Rahmen der EFA der Kennwerte

des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes zu F = 1 festgelegt. Die EFA wird basierend

auf den in den Abschnitten 4.2.2 und 6.1.2 ermittelten Kennwerten der Nickelbasislegie-

rung durchgeführt. Als Masterkennwerte werden für jede Prüftemperatur die 50 %-Werte der

statistischen Verteilungshypothese genutzt, die die Kennwertstreuung des betreffenden Werk-

stoffkennwerts am besten beschreibt. Da für die Prüftemperaturen von 600 ◦C und 850 ◦C im

Rahmen dieser Arbeit keine Ramberg-Osgood Kennwerte zur Beschreibung des nichtlinearen

Werkstoffverhaltens bestimmt werden können (siehe Abschnitt 5.3), werden die Kennwerte

aus [9] genutzt, beziehungsweise linear interpoliert. Die Kennwerte A und B des Lebens-

dauermodells werden im Abschnitt 7.1 bestimmt. Das Spannungsverhältnis wird zu Rσ = −1

festgelegt. Es lässt sich ein Faktor aus dem Verhältnis von der Zyklenzahl zum Versagen unter

Verwendung der variierten Ramberg-Osgood Kennwerte zur Zyklenzahl zum Versagen unter

Verwendung der Masterkennwerte bilden. Dieser wird für die Darstellung der Ergebnisse der

EFA herangezogen.

Für die Nickelbasislegierung liegen LCF Versuchsdaten für die Prüftemperaturen 600 ◦C,

850 ◦C, 1000 ◦C, 1050 ◦C und 1150 ◦C vor. Für jede dieser Prüftemperaturen wird das mittlere

Werkstoffverhalten herangezogen, um die Masterkennwerte der EFA zu definieren. Das Belas-

tungsniveau wird hierbei ausgehend von einer minimalen Dehnschwingbreite ∆εmin = 0.001 in

vier äquidistanten Schritten auf die maximale Dehnschwingbreite von ∆εmax = 0.009 erhöht.

Die Abbildung 4.2 zeigt das Ergebnis der EFA bei der niedrigsten Prüftempe-

ratur und der niedrigsten Belastung. In diesem Lastfall treten in der erzeugten

Spannungs-Dehnungs-Antwort des Ramberg-Osgood Modells nur minimale plastische Verfor-

mungen auf. Der E-Modul E und die zyklische Fließgrenze σcy weisen deutlich größere Ein-

flussfaktoren auf die vom Modell vorhergesagte Lebensdauer auf, als der Verfestigungsexpo-

nent N ′. Wird das Belastungsniveau für diese Prüftemperatur auf ∆εmax angehoben, nehmen

die Einflüsse der Kennwertvariation auf die Lebensdauer zu (siehe Abbildung 4.3). Lediglich

der Einfluss des Verfestigungsexponenten N ′ fällt auch bei höherer Belastung verhältnismäßig

gering aus. Bei der maximalen Prüftemperatur der Nickelbasislegierung von 1150 ◦C und mini-

malem Lastniveau ergeben sich die in Abbildung 4.4 dargestellten Ergebnisse. Diese EFA zeigt

einen erheblich stärkeren Einfluss des Verfestigungsexponenten N ′ auf die Lebensdauer. Eine

Vergrößerung des Lastniveaus auf eine Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.009 führt bei maxima-

ler Prüftemperatur zu einer Abnahme aller Einflussfaktoren (siehe Abbildung 4.5). Basierend
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Abbildung 4.2: Ergebnisse der EFA bei 600 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.001

Abbildung 4.3: Ergebnisse der EFA bei 600 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.009

auf den Ergebnissen der hier gezeigten EFA für die Nickelbasislegierung MAR M247 kann die

Schlussfolgerung abgeleitet werden, dass die Höhe des Belastungsniveaus die Einflussfaktoren

der einzelnen Werkstoffkennwerte sehr unterschiedlich beeinflussen kann. Weiterhin wird aus

den Ergebnissen deutlich, dass der Verfestigungsexponent N ′ im Vergleich zum E-Modul E

und zur zyklischen Fließgrenze σcy einen geringen Einfluss auf die Lebensdauer aufweist. Je-

doch sind, wie in Abbildung 4.4 deutlich wird, Kennwertkombinationen denkbar, die zu einem

Werkstoffverhalten führen, bei welchem auch dieser Werkstoffkennwert erheblichen Einfluss

auf die vom Modell vorhergesagte Ermüdungslebensdauer besitzt.

Eine weitere EFA unter Verwendung der typischen Werkstoffkennwerte des austenitischen

Stahls X6 CrNiNb 18-10 wird im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgeführt. Es wird ange-

nommen, dass sich die erläuterten Ergebnisse der durchgeführten EFA auf den austenitischen

Stahl übertragen lassen und auch bei der Auswertung dieses Werkstoffs alle Ramberg-Osgood

Kennwerte berücksichtigt werden müssen.
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Abbildung 4.4: Ergebnisse der EFA bei 1150 ◦C und einer Dehnschwingbreite von
∆ε = 0.001

Abbildung 4.5: Ergebnisse der EFA bei 1150 ◦C und einer Dehnschwingbreite von
∆ε = 0.009

4.2.2 Bestimmung der Ramberg-Osgood Kennwerte aus Versuchsdaten

Die Bestimmung der Ramberg-Osgood Kennwerte erfolgt für beide Werkstoffe anhand der

LCF Versuchsdaten. Um die individuellen Werkstoffeigenschaften für den untersuchten Ver-

suchsdatensatz ermitteln zu können, sollen die Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte so be-

stimmt werden, dass die Abweichungen zwischen den im Versuch ermittelten Spannungen

σexp und den von den Kennwerten abhängigen Modellspannungen σmod minimal werden.

Da das Ramberg-Osgood-Verfestigungsgesetz Deformationsplastizität beschreibt und somit

Spannung und Dehnung in einen eindeutigen geschichtsunabhängigen Zusammenhang bringt,

ist es nicht sinnvoll dieses Modell zur Beschreibung eines gesamten LCF Versuchs heranzuzie-

hen. Es eignet sich sehr gut zur Beschreibung monotoner Belastungen. Zur Bestimmung der

Ramberg-Osgood Kennwerte werden deshalb lediglich die Spannungen und Dehnungen des
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absteigenden Hystereseasts bei halber Lebensdauer Nf/2 untersucht. Diese Vorgehensweise

wird auch in [9, Seite 53] gewählt, um die Ramberg-Osgood Kennwerte eines LCF Versuchs zu

bestimmen. In [9] werden die Ramberg-Osgood Kennwerte jedoch anhand des ansteigenden

Hystereseasts ermittelt. Im Rahmen dieser Arbeit ist der absteigende Hystereseast im Gegen-

satz zum ansteigenden Hystereseast für beide untersuchten Werkstoffe in allen vorliegenden

Versuchen vollständig dokumentiert (siehe beispielsweise in Abbildung 2.4).

Ist für einen Versuch die Ermüdungslebensdauer aus den vorliegenden Versuchsdaten nicht

ersichtlich, so wird der Zyklus zur Auswertung herangezogen, der der halben maximalen

dokumentierten Zyklenzahl des Versuchs entspricht. Zug-Druck-Asymmetrien, die bei beiden

untersuchten Werkstoffen in den vorliegenden Versuchen nicht ausgeprägt auftreten, werden

vernachlässigt. Es wird die Fehlerquadratsumme (FQS)

FQS =
n∑
i=1

(δσexp,i − δσmod,i (δεexp,i))
2 (4.11)

über die n Spannungs-Dehnungs-Datenpunkte des Hystereseasts formuliert. Ihre Minimierung

stellt ein mehrdimensionales Optimierungsproblem dar, welches mithilfe des in Abschnitt

3.1.5 erläuterten Optimierungsalgorithmus gelöst wird. Da der Anteil an plastischer Dehnung

innerhalb der vorliegenden Versuchsdaten stark unterschiedlich ausfällt und einige Versuche

augenscheinlich keine oder nur eine sehr geringe plastische Verformung zeigen (siehe Abschnitt

2.2), wird zugunsten einer besseren Verwertbarkeit der Daten der E-Modul in einem ersten

separaten Optimierungsschritt bestimmt. Dieser Vorgehensweise liegt die Annahme zugrunde,

dass eine sinnvolle Ermittlung aller Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte ein gewisses Maß

an Plastizität erfordert. Diese Annahme ist in Abschnitt 5 weiterführend erläutert. In einem

weiteren Optimierungsschritt werden sodann die Werkstoffkennwerte zur Beschreibung des

nichtlinearen Werkstoffverhaltens bestimmt.

Zur Anpassung des E-Moduls E wird zunächst werkstoff- und temperaturspezifisch ein elas-

tischer Bereich ∆εeS abgeschätzt. Die Schätzwerte für diesen elastischen Bereich sind für den

austenitischen Stahl in Tabelle 4.1 und für die Nickelbasislegierung in Tabelle 4.2 zusammen-

gefasst. Es wird angenommen, dass ausgehend vom Lastumkehrpunkt an dem δε = 0 gilt bis

zum Erreichen von δε = ∆εeS reinelastisches Werkstoffverhalten auftritt. Das durch

δε =
δσ

E
(4.12)

beschrieben werden kann. Für die Bestimmung des E-Moduls werden alle k

Spannungs-Dehnungs-Datenpaare herangezogen, die innerhalb des Intervalls δε ∈ [0; ∆εeS]

liegen. Die Minimierung der FQS für die E-Modul Bestimmung

FQS =

k∑
i=1

(δσexp,i − δσmod,i(δεexp,i|E))2 (4.13)

führt wiederum auf ein Optimierungsproblem, dessen Lösung der gesuchte E-Modul E∗ ist.

Für die Anpassung der Werkstoffkennwerte σcy und N ′ wird der bereits angepasste E-Modul
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E∗ verwendet und

FQS =

n∑
i=1

(
δσexp,i − δσmod,i(δεexp,i|E∗, σcy, N ′)

)2
(4.14)

zur Bestimmung der Kennwerte des nichtlinearen Werkstoffverhaltens minimiert. Der

Spannungs-Dehnungs-Zusammenhang wird hierbei durch

δε =
δσ

E∗
+

(
δσ

σcy

)N ′
(4.15)

beschrieben. Es werden alle n Spannungs-Dehnungs-Datenpaare des untersuchten Hystere-

seasts genutzt. In Abbildung 4.6 ist beispielhaft ein Ergebnis der Werkstoffkennwertanpas-

sung schematisch dargestellt. Der Abbildung lassen sich neben der im Versuch gemessenen

Spannungs-Dehnungs-Kurve, die Spannungsantwort des Ramberg-Osgood Verfestigungsge-

setzes, der abgeschätzte elastische Bereich ∆εeS und das linear elastische Werkstoffverhalten

als Anpassungsergebnis für den E-Modul entnehmen.

Abbildung 4.6: Schematische Darstellung zur Anpassung des Ramberg-Osgood
Verfestigungsgesetzes an experimentelle Daten

4.2.2.1 Abschätzung des Bereichs linear-elastischer Verformung nach der La-

stumkehr für den austenitischen Stahl

In Tabelle 4.1 sind die für den austenistischen Stahl verwendeten abgeschätzten elastischen

Bereiche ∆εeS temperaturspezifisch zusammengefasst.
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Tabelle 4.1: Austenitischer Stahl, Abschätzungen der linearelastischen Dehnungsbereiche
nach der Lastumkehr

T [◦C] Elastischer Bereich ∆εeS

20 bis 240 0.0012
300 bis 450 0.0010
600 0.0008

4.2.2.2 Abschätzung des Bereichs linear elastischer Verformung nach der La-

stumkehr für die Nickelbasislegierung

In Tabelle 4.2 sind die für die Nickelbasislegierung verwendeten abgeschätzten elastischen

Bereiche ∆εeS temperaturspezifisch zusammengefasst. Mit zunehmender Temperatur nimmt

der Bereich, in dem linear-elastisches Werkstoffverhalten unterstellt wird, ab.

Tabelle 4.2: MAR M247, Abschätzungen der linearelastischen Dehnungsbereiche nach der
Lastumkehr

T [◦C] Elastischer Bereich ∆εeS

600 0.0012
850 0.0010
1000 0.0010
1050 0.0010
1150 0.0007

4.3 Kriecheigenschaften nach Norton

Neben den elastisch-plastischen Werkstoffeigenschaften wird die Lebensdauer im

DTMF -Modell auch durch die zeitabhängigen Werkstoffeigenschaften bestimmt. Zeitabhängi-

ge Effekte wie beispielsweise Kriechen und Relaxation werden im DTMF -Modell durch die in

Gleichung (4.3) eingeführte F -Funktion

F =

1 + αcr · e
Qcr

Rgas·Tref

t1∫
t0

σNcr−2
cy · δσ · e

−Qcr
Rgas·T dt


1
Ncr

berücksichtigt. Sie beschreibt den Einfluss von Zeit, Spannung und Temperatur auf den

Schädigungsparameter und nutzt zur Beschreibung des sekundären Kriechverhaltens die

Werkstoffkennwerte des Norton-Kriechmodells.

Kriechen tritt bei erhöhter Temperatur auf und führt als thermisch aktivierter Vorgang zu

zeitabhängigen plastischen Verformungen. Das Norton-Kriechmodell dient zur Beschreibung

des sekundären Kriechens. Unter konstanter Beanspruchung stellt sich eine konstante Kriech-

dehnrate ε̇cr ein, die durch den Potenzansatz

ε̇cr = Acr · e
−Qcr
R·T · σNcr (4.16)
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beschrieben werden kann [13, Seite 393]. Der Nortonexponent Ncr dient zur Beschreibung

des Zusammenhangs zwischen der Kriechspannung σ und der Kriechdehnrate ε̇cr bei kon-

stanter Temperatur. Acr wird als Vorfaktor des Kriechmodells bezeichnet und steht mit αcr

in folgendem Zusammenhang [11]

Acr = αcr · e
−Qcr
R·Tref . (4.17)

Weiterhin werden in einem Arrhenius-Ansatz die Aktivierungsenergie für Kriechen Qcr, ei-

ne physikalische Werkstoffeigenschaft, welche die Temperaturabhängigkeit der dem Krie-

chen zugrunde liegenden Diffusionsprozesse abbildet, und die universelle Gaskonstante R =

8.314 J/(mol ·K) berücksichtigt. Das Norton-Kriechmodell besitzt somit drei anpassbare

Kennwerte Acr, Qcr und Ncr, die dazu genutzt werden können, das zeit- und temperatu-

rabhängige Werkstoffverhalten bestmöglich zu beschreiben. Hierbei ist es, anders als beim

Ramberg-Osgood Modell nicht möglich das Modell individuell und gleichzeitig sinnvoll an

einen einzelnen Kriechversuch anzupassen. Zur sinnvollen Beschreibung der Temperatu-

rabhängigkeit der Kriecheigenschaften werden mehrere Versuche benötigt, die unterschied-

liche Prüftemperaturen und unterschiedliche Lastniveaus aufweisen. Das Kriechmodell be-

schreibt sodann das mittlere Kriechverhalten des Werkstoffs und lässt keine Rückschlüsse auf

die individuellen Probeneigenschaften zu (siehe Abschnitt 4.3.2).

Im folgenden Abschnitt wird eine EFA für die Kennwerte des Norton-Kriechmodells durch-

geführt und in Abschnitt 4.3.2 anschließend erläutert, wie sich diese Kennwerte aus den

vorliegenden Versuchsdaten ermitteln lassen.

4.3.1 Einflussfaktorenanalyse der Kennwerte des Norton-Kriechmodells

auf die Lebensdauervorhersage

Zur Bestimmung der Einflüsse der Werkstoffkennwerte des Norton-Kriechmodells auf die Le-

bensdauervorhersage für LCF Versuche durch das DTMF -Modell wird auch für seine Werk-

stoffkennwerte eine EFA durchgeführt. Hierbei wird in einem ersten Schritt untersucht, wie

sich die Zyklusdauer eines LCF Belastungszyklus auf den Wert der F -Funktion auswirkt. In

einem weiteren Schritt werden die Kennwerteinflüsse auf die F -Funktion für eine typische

LCF Belastung bestimmt.

Die F -Funktion kann als Schädigungsfaktor durch Kriechen interpretiert werden, der in die

Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters eingeht (siehe Gleichung (4.3)). Im Rahmen

dieser EFA werden die Einflussfaktoren nicht bezogen auf die vom DTMF -Modell vorhergesag-

te Lebensdauer ermittelt. Stattdessen werden die Werte der F -Funktion ausgewertet. Sie ge-

hen explizit als linearer Faktor in die Berechnung von DTMF ein. Bei zeitunabhängigem Werk-

stoffverhalten, wie es beispielsweise bei tiefen Temperaturen auftritt, nimmt die F -Funktion

den Wert F = 1 an und hat dementsprechend keinen Einfluss auf den DTMF -Schädigungs-

parameter.

Da für den austenistischen Stahl X6 CrNiNb 18-10 im Rahmen dieser Arbeit keine Kriech-

versuche vorliegen, wird die EFA des Norton-Kriechmodells mit den Werkstoffkennwerten

der Nickelbasislegierung durchgeführt. Diese unterliegen der Vertraulichkeit. Die EFA für
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Abbildung 4.7: Ergebnis der EFA der Belastungsdauer auf die F -Funktion des
DTMF -Schädigungsparameters unter Verwendung von mittleren Werkstoffkennwerten.

die Kennwerte des Norton-Kriechmodells für Nickelbasislegierung MAR M247 wird auf Ba-

sis der in Abschnitt ermittelten Werkstoffkennwerte des Norton-Kriechmodells schematisch

erläutert. Zur Bestimmung von δσ werden die mittleren Ramberg-Osgood Kennwerte aus

dem Abschnitt 6.1.2 genutzt.

Im ersten Teil der EFA wird untersucht, welchen Einfluss die Dauer eines Belastungszyklus auf

die F -Funktion hat. Hierzu werden die mittleren Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood

Modells und die in Abschnitt 4.3.2 angepassten Kennwerte des Norton-Kriechmodells genutzt.

In diesem Teil der EFA wird keine Kennwertvariation durchgeführt. Es wird lediglich die

Belastungsdauer eines Zyklus ∆t zwischen 0.01 s ≤ ∆t ≤ 105 s schrittweise verändert. Für jede

Belastungsdauer wird eine temperaturspezifische Auswertung der F -Funktion durchgeführt.

Hierbei wird die Belastungsgröße δσ aus der Modellantwort des Ramberg-Osgood Modells

verwendet. Diese wird unter Annahme einer für die LCF Versuche bei den unterschiedlichen

Temperaturen typischen Dehnschwingbreite berechnet. Die Ergebnisse dieser Studie sind in

Abbildung 4.7 dargestellt. Die Werte der F -Funktion fallen in den für eine LCF Belastung

typischen Belastungsdauern für alle in dieser Arbeit untersuchten Prüftemperaturen klein

aus und entsprechen näherungsweise dem Wert F ≈ 1. Für die in den vorliegenden LCF

Versuchsdaten der Nickelbasislegierung beträgt die längste Zyklusdauer ungefähr ∆t ≈ 4 s.

Für diese Belastungsdauer nimmt die F -Funktion maximal den Wert F ≈ 1.001 an. Bei LCF

Belastung hat die Kriechschädigung damit nur einen sehr geringen Anteil an der Schädigung.

Im zweiten Teil der EFA wird der Einfluss einer Kennwertvariation der Kennwerte des

Norton-Kriechmodells auf die F -Funktion untersucht. Aus der Abbildung 4.7 geht hervor,

dass eine Prüftemperatur von 1050 ◦C zu der größten Kriechschädigung im Vergleich mit an-

deren Prüftemperaturen führt. Aus diesem Grund werden für diesen Teil der EFA die mitt-

leren Ramberg-Osgood Kennwerte bei dieser Prüftemperatur aus Abschnitt 4.2.1 genutzt.

Mit der für die LCF Versuche der Nickelbasislegierung typischen Dehnrate von ε̇ = 0.003 s−1,

werden synthetische Spannungs-Dehnungs-Hysteresen berechnet und die F -Funktion ausge-
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Abbildung 4.8: Ergebnis der EFA der Kennwerte des Norton-Kriechmodells auf die
F -Funktion des DTMF -Schädigungsparameters

wertet. Hierbei werden die Kennwerte Acr , Qcr und Ncr jeweils einzeln um ±50 % ausgehend

von ihrem Masterwert (siehe Abschnitt 4.3.2) variiert. Die Belastungsdauer ∆t wird zu einem

für die LCF-Versuche typischen Wert von ∆t = 4 s gewählt, sodass sich die EFA auf für LCF

typische Belastungssituationen bei 1050 ◦C bezieht. Die gewählte Belastungsdauer für einen

Zyklus und die festgelegten Dehnrate führen zu einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.006.

Die Abbildung 4.8 zeigt die relative Änderung des Wertes der F -Funktion über den Kenn-

wertvariationen. Der Faktor in der F -Funktion wird bezogen auf den unter Verwendung der

Masterkennwerte ermittelten Wert von F dargestellt.

Der Vorfaktor des Norton-Kriechmodells hat nahezu keinen Einfluss auf die für die

F -Funktion berechneten Werte. Die Einflussfaktoren von Qcr und Ncr fallen erheblich größer

aus. Während für Qcr eine Verringerung des Masterkennwerts um circa 20 % zu einem Ein-

flussfaktor von zwei führt, muss der Kennwert Ncr um rund 30 % vergrößert werden für den

selben Effekt in der F -Funktion. Die vergleichsweise hohe Sensitivität der F -Funktion auf

diese beiden Kennwerte kann darauf zurückgeführt werden, dass sie das zeit- und tempera-

turabhängige Verhalten durch ihren exponentiellen Einfluss deutlich stärker beeinflussen als

Acr.

4.3.2 Bestimmung der Norton-Kennwerte aus Kriechversuchen

Im Rahmen dieser Arbeit wird das sekundäre Kriechverhalten der untersuchten Nickelbasis-

legierung mithilfe des Norton-Kriechmodells beschrieben. Für den austenitischen Stahl liegen

keine Kriechversuche vor. Durch den Potenzansatz (siehe Gleichung (4.16))

ε̇cr = Acr · e
−Qcr
R·T · σNcr

stellt dieses Modell einen Zusammenhang zwischen der sekundären Kriechdehnrate ε̇cr und

dem durch die konstante Kriechspannung σ gegebenen Spannungsniveau her. Die Kennwer-

te Acr, Qcr und Ncr werden durch den gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus (siehe
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Abschnitt 3.1.5)) so bestimmt, dass die vorliegenden n Kriechversuche bestmöglich durch

das Kriechmodell beschrieben werden. Anders als das Ramberg-Osgood Modell wird das

Norton-Kriechmodell nicht herangezogen um das individuelle Kriechverhalten einer individu-

ellen Werkstoffprobe zu charakterisieren. Es dient vielmehr zur Beschreibung der Kriecheigen-

schaften eines untersuchten Werkstoffs in einem weiten Temperatur- und Belastungsbereich.

Für eine sinnvolle Anpassung des Modells müssen Kriechversuche bei unterschiedlichen Tem-

peraturen und unterschiedlichen Lastniveaus ausgewertet werden. Hierzu wird die FQS als

FQS =
n∑
i=1

(
ε̇cr
exp,i − ε̇cr

mod,i

)2

(
ε̇cr
exp,i

)2 (4.18)

formuliert. Da die experimentell ermittelten Kriechdehnraten ε̇cr
exp,i und die vom

Norton-Kriechmodell vorhergesagten Kriechdehnraten ε̇cr
mod,i im Vergleich aller vorliegenden

Versuche einen Wertebereich umfassen, der sich auf mehrere Zehnerpotenzen erstreckt, ist es

nicht sinnvoll eine FQS wie in Gleichung (4.11) zu nutzen. Die Fehlerquadrate der einzelnen

Summanden liefern Beiträge zur FQS, die ebenfalls mehrere Zehnerpotenzen auseinander

liegen und dementsprechend zu einem Anpassungsergebnis führen, das vor allem die Ex-

perimente mit hohen Kriechdehnraten gut beschreibt. Durch die Verwendung des relativen

Fehlers in der FQS, lassen sich die Kriechdehnraten auf den experimentellen Wert bezogen,

gewichtet berücksichtigen [14]. In Abbildung 4.9 ist das Ergebnis der Kennwertanpassung

des Norton-Kriechmodells an die vorliegenden Daten aus Kriechversuchen abgebildet. Die

angepassten Norton-Werkstoffkennwerte A∗cr, Q
∗
cr und N∗cr führen auf eine optimierte Be-

schreibung der Versuchsdaten. Die durch das angepasste Kriech-Modell berechneten Werte

für ε̇cr
mod,i weichen vereinzelt deutlich von den experimentell ermittelten Kriechdehnraten ε̇cr

exp,i

ab.

Abbildung 4.9: Ergebnis der Kennwertanpassung des Norton-Kriechmodells (verbundene
Symbole) an experimentelle Daten. Verlauf der Kriechdehnrate ε̇cr über der Spannung σ in

doppelt-logarithmischer Auftragung.
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5. Robustheit der Ramberg-Osgood

Kennwerte

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgeset-

zes durch die Minimierung einer Fehlerquadratfunktion bestimmt (siehe Gleichung (4.11)).

Hierbei wird der Unterschied zwischen den im Versuch gemessenen experimentellen Span-

nungswerten und den durch das Modell berechneten Spannungen durch die Anpassung eines

oder mehrerer Werkstoffkennwerte minimiert. Diese Methodik führt zu der bestmöglichen

Beschreibung des Werkstoffverhaltens durch das Modell und hat sich bereits in vergangenen

Forschungsarbeiten als zielführend erwiesen (siehe in [17, Seiten 2269-2283], [57, Seiten 409-

414], [58, Seiten 413-420], [59, Seiten 451–479] und [60, Seiten 337-345]). Die iterative Bestim-

mung der Werkstoffkennwerte basierend auf dieser Methodik kann jedoch zu fehlerbehafteten

Anpassungsergebnissen führen. Sie treten auf, wenn einer oder mehrere der anzupassenden

Kennwerte innerhalb des Optimierungsprozesses den Einfluss auf die zu minimierende Fehler-

quadratfunktion verlieren (siehe in [57, Seiten 409-414], [59, Seiten 451-479] und [60, Seiten

337-345]). Die FQS ist in diesem Fall nicht mehr sensitiv auf eine Kennwertvariation. Die

Gradienten der betroffenen Kennwerte gehen gegen null, sodass eine objektive Bestimmung

nicht mehr möglich ist. Eine weitere Folge des Mangels an Sensitivität ist, dass der Einfluss

von Störgrößen wie beispielsweise dem Messwertrauschen oder der numerischen Unschärfe zu-

nimmt. Außerdem führt ein Mangel an Sensitivität dazu, dass die Startwerte der Optimierung

das Anpassungsergebnis beeinflussen. Es ist nicht sichergestellt, dass ein durch das gradien-

tenbasierte Optimierungsverfahren ermittelter Kennwert objektiv und eindeutig anhand der

im Versuch gemessenen Spannungs-Dehnungs-Werte bestimmt werden kann.

Im Hinblick auf die statistische Beschreibung der Streuung von Werkstoffeigenschaften, stellt

die Bewertung der angepassten Werkstoffkennwerte einen zentralen Aspekt dieser Arbeit dar.

Werden Kennwerte innerhalb einer gradientenbasierten Optimierung aufgrund von Störein-

flüssen verfälscht, so beschreiben ihre Streuungseigenschaften nicht mehr die tatsächliche

Streuung der Werkstoffeigenschaften, sondern die Streuung der Gesamtmethodik, die für

ihre Anpassung genutzt wird. Eine adäquate statistische Beschreibung der Streuungseigen-

schaften der tatsächlichen Einflussgrößen ist nötig, um im Rahmen einer probabilistischen

Auswertung Streuungseinflüsse auf die Lebensdauer untersuchen zu können [5]. Sie ist nur

dann sichergestellt, wenn die ermittelten Werkstoffkennwerte, die zur Formulierung von sta-

tistischen Verteilungshypothesen genutzt werden, robust sind und nicht durch Störgrößen
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verfälscht werden. Hierzu muss das bei einer vorgegebenen Versuchsführung messbare Werk-

stoffverhalten alle im Werkstoffmodell enthaltenen Verfestigungsverhalten in ausreichendem

Maße ansprechen. Beispielsweise können für einen Werkstoff nur dann robuste Kennwerte zur

Beschreibung des nichtlinearen Werkstoffverhaltens bestimmt werden, wenn dieser zum einen

nichtlineare Verformung zeigt und zum anderen die Versuchsführung so gewählt ist, dass das

nichtlineare Verformungsverhalten durch die Versuchsführung angesprochen wird.

Während die Anpassung des E-Moduls für jeden der vorliegenden LCF Versuche an die

Datenpunkte nach dem Lastumkehrpunkt robust erfolgen kann, wird für die Anpassung der

Kennwerte, die das nichtlineare Werkstoffverhalten im Ramberg-Osgood Modell abbilden,

nichtlineare Verformung in den Versuchsdaten benötigt. Die zur Verfügung stehenden LCF

Versuche weisen jedoch nicht alle in gleichem Maße plastische Verformungsanteile auf, weshalb

ein Bewertungskriterium für die Robustheit der angepassten Kennwerte benötigt wird.

In den folgenden Abschnitten ist die Entwicklung eines Robustheitskriteriums erläutert. Es

wird zunächst eine analytische Lösung vorgestellt. In einem weiteren Schritt wird sodann ein

empirischer Weg zur Bestimmung der Robustheit der ermittelten Kennwerte aufgezeigt, der

im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde.

5.1 Analytischer Ansatz zur Untersuchung der Robustheit

Die Untersuchung der Robustheit der angepassten Ramberg-Osgood Kennwerte σcy und N ′

erfolgt zunächst durch eine analytische Auswertung. Bereits in [57, Seiten 409-414] und [59]

werden die Eigenwerte der Hesse-Matrix am Lösungspunkt eines Optimierungsproblems dazu

genutzt, um die Stabilität von angepassten Werkstoffkennwerten zu bewerten. In [58] und [60]

werden ebenfalls basierend auf der Hesse-Matrix Aussagen zu Korrelationen zwischen den

angepassten Werkstoffkennwerten eines komplexen Werkstoffmodells vorgestellt. Hierbei wird

die Kovarianzmatrix Kp der Modellkennwerte am Lösungspunkt berechnet. Diese entspricht

unter bestimmten Voraussetzungen gerade der inversen Hesse-Matrix am Lösungspunkt der

Kennwertoptimierung. In [61] und in [62] wird der Zusammenhang

K−1
p = ∇∇χ2

p (5.1)

hergeleitet. Hierbei gilt die Annahme, dass das angepasste Werkstoffmodell messfehlerfreie

experimentelle Daten perfekt beschreibt und somit die Fehlerquadratsumme am Lösungs-

punkt verschwindet. Weiterhin wird angenommen, dass das Messwertrauschen, das in expe-

rimentellen Daten auftritt, eine Normalverteilung aufweist und zu einer zufälligen Streuung

der Messwerte um die messfehlerfreie Lösung führt. Ist die relative Standardabweichung des

experimentellen Messfehlers sexp bekannt, lässt sich der Messfehler si eines beliebigen expe-

rimentellen Messwerts σexp,i durch

si = σexp,i · sexp (5.2)

abschätzen. Sämtliche zwischen dem Modell und den experimentellen Werten auftretenden

Differenzen werden auf das Rauschen der Messwerte zurückgeführt. Bezieht man die auf-
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tretenden Fehlerquadrate auf den Messfehler ergibt sich die FQS mit einem eingeführten

Vorfaktor von 1
2 zu

χ2 (p) =
1

2

n∑
i=1

(σ(p)mod,i − σexp,i)
2

s2
i

(5.3)

einer χ2-verteilten Zufallsgröße, die gemäß einer χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden ver-

teilt ist. n beschreibt die Anzahl der Datenpunkte des Experiments. Diese Formulierung der

Fehlerquadratsumme lässt sich auch als

χ2 (p) =
1

2
(σ(p)mod − σexp)T ·K−1

σ · (σ(p)mod − σexp) (5.4)

schreiben, sodass K−1
σ die inverse Kovarianzmatrix bezogen auf die experimentellen Span-

nungswerte darstellt. Unter der Annahme, dass die gemessenen Spannungswerte unkorreliert

sind, ergibt sich diese Matrix zu einer Diagonalmatrix, die die Information über die Unsicher-

heit der gemessenen Spannungswerte σexp,i beinhaltet.

Besteht zwischen den Werkstoffkennwerten p und den Modellspannungen σ (p)mod in un-

mittelbarer Nähe der Lösung p∗ des Optimierungsproblems ein linearer Zusammenhang, so

lassen sich die Modellspannungen in Lösungsnähe durch

σ (p)mod = σ (p∗)mod +
∂σ (p)mod

∂p

∣∣∣∣
p∗
· (p− p∗) (5.5)

ausdrücken. Wird dieser lineare Zusammenhang unter der Annahme in die FQS eingesetzt,

dass das Modell am Lösungspunkt exakt den experimentellen Werten entspricht, resultiert

χ2 =
1

2
(p− p∗)T ·

(
∂σ (p)mod

∂p

∣∣∣∣
p∗

)T
·K−1

σ ·
∂σ (p)mod

∂p

∣∣∣∣
p∗
· (p− p∗) . (5.6)

Die inverse Kovarianzmatrix K−1
σ enthält die Unsicherheiten der gemessenen Spannungen.

Analog dazu beinhaltet die Kovarianzmatrix der Kennwerte Kp∗ die Information über die

Unsicherheit innerhalb der Kennwerte p∗ am Lösungspunkt. Sie kann aus

K−1
p∗ =

(
∂σ (p)mod

∂p

∣∣∣∣
p∗

)T
·K−1

σ ·
∂σ (p)mod

∂p

∣∣∣∣
p∗

(5.7)

berechnet werden, sodass sich schließlich

∇∇χ2 (p)∗ = ∇∇
(

1

2
(p− p∗)T ·K−1

p · (p− p∗)

)
= K−1

p∗ (5.8)

zeigen lässt. Die inverse Hesse-Matrix entspricht demnach gerade der Kovarianzmatrix der

Kennwerte. Diese beinhaltet auf ihrer Diagonalen die Unsicherheiten der Kennwerte infolge

von Messwertrauschen in Form der Kennwert-Varianzen. Für die relative Standardabwei-

chung, die im Rahmen dieser Arbeit als Bewertungskriterium für die Kennwertunsicherheit

herangezogen wird, gilt

srel,p,i =

√
Kp,ii

p∗i
. (5.9)
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Die analytische Auswertung der Hesse-Matrix am Lösungspunkt erlaubt somit die Bewer-

tung der Kennwertrobustheit durch die Bestimmung der relativen Standardabweichung der

Kennwerte srel,p,i für ein bekanntes experimentell begründetes Messwertrauschen sexp. Die

Robustheitsanalyse für angepasste Modellkennwerte kann basierend auf dieser Methodik für

jeden Versuch erfolgen. Allerdings können wegen der Forderung der exakten Modellbeschrei-

bung und der messfehlerfreien experimentellen Daten nur synthetische Daten herangezogen

werden, um diese analytische Methodik fehlerfrei und entsprechend der getroffenen Annah-

men anwenden zu können. Doch selbst bei dieser Form der Anwendung ist nicht sicherge-

stellt, dass zwischen den Kennwerten p und den Modellspannungen σ (p)mod in unmittelbarer

Lösungsnähe ein linearer Zusammenhang besteht.

5.2 Empirischer Ansatz zur Untersuchung der Robustheit

Bei einer analytischen Untersuchung der Robustheit der angepassten Kennwerte eines Werk-

stoffmodells wird die Annahme getroffen, dass die Kennwerte linear in die Modellspannungen

eingehen (siehe Gleichung (5.5)). Sie ist für die Kennwerte σcy und N ′ im Allgemeinen nicht

erfüllt und führt dazu, dass dem Ergebnis der analytischen Methodik nicht bedingungslos

vertraut werden kann. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse einer empirischen Stu-

die zur Untersuchung der Kennwertrobustheit erläutert. Sie hat zwei Ziele. Zum einen soll

aus ihr ein empirisches Bewertungskriterium resultieren, dass zum Vergleich mit dem analy-

tischen Ergebnis herangezogen werden kann und zum anderen soll sie den gesamten physi-

kalisch sinnvollen Kennwertraum für die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Werkstoffe

betrachten. Als physikalisch sinnvoll wird jeweils der Kennwertbereich angesehen, in dem die

angepassten Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells bei der Auswertung der LCF Versu-

che erwartet werden. Für jeden Werkstoff wird der Kennwertraum individuell definiert und

durch eine frei wählbare Anzahl an Stützstellen äquidistant unterteilt. Für jede dieser Stütz-

stellen wird untersucht, welche Bedingungen erfüllt sein müssen, dass eine gradientenbasierte

Kennwertanpassung robust erfolgen kann. Abschließend wird eine Aussage zur Robustheit

der angepassten Kennwerte in diesem definierten Kennwertraum möglich.

Im Folgenden wird die grundlegende Vorgehensweise bei der empirischen Untersuchung zur

Kennwertrobustheit an einer beliebigen Stützstelle im Kennwertraum erläutert. Alle werk-

stoffspezifischen Annahmen wie beispielsweise die Größe des untersuchten Kennwertraums

und das gewählte Robustheitsniveau sind in den folgenden Unterabschnitten zusammenge-

fasst.

Die empirische Untersuchung der Kennwertrobustheit umfasst eine Studie, in der basierend

auf einer Vielzahl von Anpassungen unter der Verwendung des gradientenbasierten Optimie-

rungsalgorithmus der Einfluss des Messwertrauschens auf die Unsicherheit der angepassten

Kennwerte untersucht werden soll. Zunächst wird ein Robustheitsniveau Rniv gewählt. Es

gilt für den gesamten untersuchten Kennwertraum und wird später werkstoffspezifisch fest-

gelegt. Es gibt an, wie groß die Unsicherheit innerhalb der angepassten Kennwerte σcy und

N ′ maximal ausfallen darf, sodass diese noch als robust bewertet werden.

Wie bereits bei der analytischen Methodik wird auch bei der empirischen Robustheitsstu-

die die relative Standardabweichung srel der angepassten Werkstoffkennwerte als Maß für
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die Unsicherheit in der Kennwertanpassung herangezogen. Um den Einfluss der Messwert-

streuung auf die angepassten Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells bewerten zu können,

werden in einem ersten Schritt synthetische Spannungs-Dehnungs-Daten generiert. Hierzu

werden die Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells der untersuchten Stützstelle genutzt.

Sie werden als Masterkennwerte pM bezeichnet. Analog zu den im Rahmen dieser Arbeit

vorliegenden experimentellen Daten aus LCF Versuchen, wird ein Hystereseast durch 41

Spannungs-Dehnungs-Datenpaare diskretisiert. Die mechanische Dehnungsschwingbreite ∆ε

wird basierend auf einem festgelegten anfänglichem Belastungsniveau Bniv,start berechnet. Es

beschreibt das Verhältnis von der Spannungsschwingbreite ∆σ zur zyklischen Fließgrenze σcy,

gemäß

Bniv =
∆σ

σcy,M
, (5.10)

sodass die Dehnschwingbreite direkt aus dem in Gleichung (4.10) vorgestellten

Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz folgt und die Umkehrpunkte des Hystereseasts be-

kannt sind. Die Verteilung der restlichen Dehnungsstützstellen erfolgt äquidistant und die

Spannungsantwort wird dehnungsgeführt bestimmt. Sie wird im Folgenden als Masterant-

wort bezeichnet. Diese nicht verrauschte, messfehlerfreie Spannungs-Dehnungs-Kurve dient

als Grundlage für die empirische Untersuchung. Ihr wird nun ein synthetisches Messwer-

trauschen überlagert. Hierzu wird ein Zufallszahlengenerator (siehe Abschnitt 3.4.1) genutzt.

Jeder Spannungswert der Masterantwort σM,i wird gemäß

σscat,i = σM,i + σM,i · Z (fN (x|0, sexp))i (5.11)

verrauscht. σscat,i bezeichnet den verrauschten Spannungswert. Z (fN (x|0, sexp)) ist eine Zu-

fallszahl, die aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert µN = 0 und der Standard-

abweichung σN = sexp stammt. An die so verrauschten Spannungs-Dehnungs-Daten, die

als synthetische Versuchsdaten interpretiert werden, werden nun in einer Optimierung die

Kennwerte σcy und N ′ des Ramberg-Osgood Modells angepasst. Als Startwerte der Optimie-

rung werden die Masterkennwerte genutzt. Die Prozedur bestehend aus dem Verrauschen der

Masterantwort und der Reidentifikation der Masterkennwerte wird 200-mal wiederholt. Die

Anpassungsergebnisse werden in zwei Stichproben zusammengefasst: Sσcy enthält die 200 an-

gepassten Werte für die zyklische Fließgrenze und SN ′ die des zyklischen Ramberg-Osgood

Verfestigungsexponenten. Für beide Stichproben können nun der arithmetische Mittelwert

(siehe Gleichung (3.16)) und die Stichprobenvarianz (siehe Gleichung (3.17)) bestimmt wer-

den. Aus den Stichprobenvarianzen lassen sich die Standardabweichungen sσcy und sN ′ der

Stichproben abschätzen (siehe Gleichung 3.18). Sie werden als Maß für die Bewertung der

Robustheit der angepassten Kennwerte genutzt. Gilt für diese beiden relativen Standardab-

weichungen

max
[
srel,σcy , srel,N ′

]
> Rniv (5.12)

so erfüllen die Kennwerte die Robustheitsanforderungen nicht. Liegen die Werte für sσcy und

sN ′ unterhalb der maximal zulässigen Unsicherheit Rniv, so gelten die angepassten Kennwerte

als robust.

Um ermitteln zu können, wie groß der Anteil an plastischer Verformung δεpl
crit in den syntheti-
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schen Versuchsdaten mindestens sein muss, um die Anforderungen für robuste Kennwerte zu

erfüllen, wird nun das Belastungsniveau Bniv verändert. Dieser Veränderung liegt die Annah-

me zugrunde, dass eine Steigerung der Belastung die plastischen Verformungsanteile erhöht

und somit eine robustere Anpassung der Kennwerte ermöglicht. Die neue Dehnungsschwing-

breite ergibt sich in Abhängigkeit der Bewertung der angepassten Kennwerte gemäß

Bniv,neu = Bniv,alt −∆Bniv bei robusten Kennwerten

Bniv,neu = Bniv,alt + ∆Bniv bei nicht robusten Kennwerten.
(5.13)

Das Inkrement der schrittweisen Änderung des Belastungsniveaus ∆Bniv wird im Rahmen

dieser Arbeit zu ∆Bniv = 0.01 gewählt. Für das modifizierte Belastungsniveau Bniv,neu re-

sultiert eine modifizierte Dehnungsschwingbreite ∆εneu unter deren Verwendung erneut die

Standardabweichungen der angepassten Kennwerte bestimmt und ihre Robustheit mithilfe

des Robustheitsniveaus bewertet werden kann. Das Belastungsniveau wird solange verändert,

bis sich die Bewertung der Robustheit gegenüber der anfänglichen Bewertung ändert. Ist dies

der Fall liegen ein ∆εalt und ein ∆εneu vor, die zu unterschiedlicher Bewertung der angepassten

Kennwerte führen. Durch lineare Interpolation zwischen den Ergebnissen für die Kennwer-

tunsicherheit kann das kritische Belastungsniveau Bniv,crit ermittelt werden, das gerade die

Anpassung von robusten Kennwerten erlaubt. Dieses kritische Belastungsniveau führt auf die

kritische plastische Dehnung

δεpl
crit = 0.002 · (Bniv,crit)

N ′M (5.14)

die für die robuste Anpassung der Kennwerte mindestens in den Versuchsdaten vorliegen

muss. δσcrit ist die dazugehörige kritische Spannungsschwingbreite.

Die aufwendige Durchführung der empirischen Robustheitsstudie erfolgt vollständig automa-

tisiert, basierend auf einem Algorithmus, der in PYTHON implementiert wird. Um die Ro-

bustheitsbewertung im gesamten physikalisch sinnvollen Kennwertraum zu erlauben, werden

insgesamt mehr als drei Millionen Optimierungsaufrufe für jedes untersuchte Robustheitsni-

veau benötigt.

In den folgenden Tabellen sind die Grenzen der im Rahmen dieser Arbeit festgelegten Kenn-

werträume für die beiden untersuchten Werkstoffe gezeigt.

5.2.1 Kennwertraum des austenitischen Stahls

In Tabelle 5.1 sind die Grenzen des physikalisch sinnvollen Kennwertraums für die Robust-

heitsstudie des austenitischen Stahls zusammengefasst.

Tabelle 5.1: Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells, die den physikalisch sinnvollen
Kennwertraum bei der Robustheitsstudie des austenitischen Stahls begrenzen.

Kennwert Minimum Maximum Anzahl der Stützstellen

E 140000 MPa 220000 MPa 9
σcy 300 MPa 750 10
N ′ 4.5 8.5 9
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5.2.2 Kennwertraum der Nickelbasislegierung

In Tabelle 5.2 sind die Grenzen des physikalisch sinnvollen Grenzen des Kennwertraums für

die Robustheitsstudie der Nickelbasislegierung zusammengefasst.

Tabelle 5.2: Kennwerte des Ramberg-Osgood Models, die den physikalisch sinnvollen
Kennwertraum bei der Robustheitsstudie der Nickelbasislegierung MAR M247 begrenzen.

Kennwert Minimum Maximum Anzahl der Stützstellen

E 90000 MPa 220000 MPa 7
σcy 90 MPa 2000 MPa 20
N ′ 1.8 20 25

5.3 Ergebnisse der Robustheitstudien

Neben der analytischen Herleitung einer Bewertungsgrundlage für die Robustheit (siehe Ab-

schnitt 5.1) der durch die gradientenbasierte Optimierung angepassten Werkstoffkennwerte,

wird im Abschnitt 5.2 eine Methodik zur empirischen Herleitung eines gleichwertigen Krite-

riums vorgestellt. Gegenüber der analytischen Herangehensweise hat sie den Nachteil, dass

der Berechnungsaufwand deutlich höher ausfällt. Demgegenüber bringt sie jedoch den Vorteil

mit sich, dass nicht zwingend erforderlich ist, dass die Werkstoffkennwerte in unmittelbarer

Nähe der Lösung des Optimierungsproblems linear in die Modellspannungen eingehen (siehe

Gleichung (5.5)). In diesem Abschnitt werden zunächst die Ergebnisse der beiden Heran-

gehensweisen verglichen. Anschließend wird gezeigt, wie sich die Wahl des experimentellen

Messfehlers und sich ändernde Werkstoffkennwerte auf die Robustheit der Kennwerte des

Ramberg-Osgood Modells auswirken.

In der Abbildung 5.1 sind der Verlauf der Kennwertunsicherheiten sσcy und sN ′ über dem Be-

lastungsniveau Bniv aufgetragen. Es werden die Ergebnisse der empirischen Auswertung der

Kennwertunsicherheit den Ergebnissen der analytischen Auswertung gegenübergestellt. Als

Masterkennwerte werden hierbei die in Tabelle 5.3 zusammengefassten Werkstoffkennwerte

genutzt. Der experimentelle Messfehler wird zu sexp = 0.003 abgeschätzt. Mit zunehmendem

Belastungsniveau Bniv nimmt die Unsicherheit in den angepassten Kennwerten zusehends

ab. Die Ergebnisse der empirischen Studie führen in nahezu allen Fällen zu etwas größe-

ren Werten in der Kennwertunsicherheit. Dies gilt sowohl bei der Auswertung der relativen

Standardabweichung der zyklischen Fließgrenze sσcy als auch bei der Auswertung der rela-

tiven Standardabweichung des zyklischen Verfestigungsexponenten sN ′ . Aus diesem Grund

wird im Rahmen dieser Arbeit, das empirisch bestimmte Mindestmaß an plastischer Dehnung

δεpl
crit zur Bewertung der Kennwertrobustheit verwendet. Es liefert gegenüber der analytischen

Tabelle 5.3: Der für die Auswertung genutzte Masterkennwertsatz

E σcy N ′

150000 MPa 500 MPa 5.0
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Abbildung 5.1: Vergleich der Ergebnisse der empirischen und der analytischen
Robustheitsstudien. Darstellung der relativen Standardabweichung in den

Werkstoffkennwerten srel über dem Belastungsniveau Bniv

Lösung konservativere Werte.

Die Abbildung 5.2 stellt den Einfluss des experimentellen Messfehlers sexp auf die kritische

plastische Dehnung δεpl
crit dar.

Abbildung 5.2: δεpl
crit über dem experimentellen Messfehler sexp.

Die gezeigten Ergebnisse resultieren unter Verwendung der Masterkennwerte aus Tabelle 5.3.

Das Robustheitsniveau wird zu Rniv = 0.03 festgelegt und der experimentelle Messfehler in

einem Bereich von 0.001 ≤ sexp ≤ 0.01 variiert.

Nimmt der experimentelle Messfehler zu, steigt auch die kritische plastische Dehnung an. Um

eine robuste Kennwertermittlung bei möglichst geringem Anteil an plastischer Verformung

zu erlauben, ist ein möglichst kleiner experimenteller Messfehler notwendig.

Weitere Ergebnisse der Robustheitsstudie sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Sie zeigt den Ein-
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Abbildung 5.3: δεpl
crit über der zyklischen Fließgrenze σcy.

Tabelle 5.4: Übersicht über die verwendeten Ramberg-Osgood Kennwerte zur Bestimmung
des Kennwerteinflusses auf die kritische plastische Dehnung.

E1 E2 E3 N ′1 N ′2 N ′3

140000 MPa 150000 MPa 170000 MPa 4.5 5 6

fluss der Ramberg-Osgood Kennwerte auf die kritische plastische Dehnung. Hierzu wird der

Verlauf der kritischen plastischen Dehnung über der zyklischen Fließgrenze für unterschied-

liche E-Moduln und Verfestigungsexponenten aufgetragen. Die verwendeten Kennwerte sind

in Tabelle 5.4 zusammengefasst.

Es wird deutlich, dass die Werkstoffkennwerte und damit das ihnen zugrundeliegende Werk-

stoffverhalten selbst einen Einfluss auf die Robustheitsbewertung haben. Es ist nicht möglich

ein allgemeingültiges konstantes Maß an kritischer plastischer Dehnung zu definieren, um an-

gepasste Werkstoffkennwerte eines beliebigen Werkstoffs zu bewerten. Es müssen stattdessen

stets die Werkstoffkennwerte und das dadurch beschriebene Werkstoffverhalten in der Bewer-

tung Berücksichtigung finden. Mit zunehmender zyklischer Fließgrenze σcy und zunehmen-

dem Verfestigungsexponenten N ′ sowie mit abnehmendem E-Modul E nimmt die kritische

plastische Dehnung tendenziell zu.

In der Abbildung 5.4 sind beispielhaft die Spannungs-Dehnungs-Hysteresen zweier LCF Ver-

suche der Nickelbasislegierung MAR M247 bei halber Lebensdauer gezeigt. Die beiden Hyste-

resen werden so verschoben, dass ihre oberen Umkehrpunkte aufeinander liegen. Obwohl

die Beschreibung der im Versuch gemessenen Spannungen für beide Versuche durch das

Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz gut gelingt, werden lediglich die Kennwerte des LCF

Versuch 1 als robust bewertet.
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Abbildung 5.4: Vergleich zweier Spannungs-Dehnungs-Hysteresen der Nickelbasislegierung.
Darstellung der Versuchsdaten und der daran angepassten Ramberg-Osgood

Spannungsantwort.

5.4 Robustheitsbewertung der Ramberg-Osgood Kennwerte

Anhand der formulierten Robustheitskriterien und der Ergebnisse der Robustheitsstudien,

können die basierend auf den LCF Versuchsdaten ermittelten Ramberg-Osgood Kennwerte

hinsichtlich ihrer Robustheit bewertet werden. Ziel dieser Bewertung ist es, die Werkstoff-

kennwerte in robuste und nicht robuste Ergebnisse zu unterteilen. Durch diese Unterteilung

wird festgelegt, ob die Werkstoffkennwerte eines Versuchs für die anschließende statistische

Auswertung der Kennwertstreuung berücksichtigt werden.

Die Bewertung erfolgt werkstoffspezifisch, basierend auf den im Abschnitt 5.2.1 eingeführten

Diskretisierungen der Kennwerträume. Das für die individuelle Bewertung der angepassten

Werkstoffkennwerte eines LCF Versuchs benötigte Maß an kritischer plastischer Dehnung

δεpl
crit wird durch lineare Interpolation zwischen den Stützstellen im Kennwertraum ermittelt.

In den folgenden Abschnitten werden die durch die Robustheitsbewertung erzielten Ergeb-

nisse werkstoffspezifisch vorgestellt.

5.4.1 Werkstoffkennwerte des austenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10

In diesem Abschnitt sind die Ergebnisse der Kennwertanpassung für den austenitischen

Stahl X6 CrNiNb 18-10 zusammengetragen. In den Tabellen 5.5 bis 5.7 sind die angepass-

ten Ramberg-Osgood Kennwerte sowie die Randbedingungen der zugrundeliegenden LCF

Versuche zusammengefasst.

Anhand dieser Werkstoffkennwerte kann eine Robustheitsuntersuchung durchgeführt werden.

Die Versuche mit der Bezeichnung aRF RT d13 und LCF R=-1 240 08 P157 werden bei der

Robustheitsbewertung nicht berücksichtigt, da ihre Versuchsdaten fehlerbehaftet sind. In bei-

den Versuchen treten in der Hysterese bei halber Lebensdauer Anomalien in den gemessenen

Spannungen auf. Die Spannungsantwort des Werkstoffs fällt stark asymmetrisch aus. Be-

tragsmäßig sehr große Druckspannungen stehen relativ kleinen Zugspannungen gegenüber.
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Tabelle 5.5: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte
des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes anhand der Versuchsdaten des Werkstoffs

X6 CrNiNb 18-10 bei 20 ◦C.

Bezeichnung T E σcy N ′ Rσ ∆σ ∆ε Rε

CLCF WF1RT d1 051 20 182110 581.5 5.85 -1.01 709.5 0.0104 -1.00
aRF RT d04 20 183891 576.0 6.90 -1.01 725.2 0.0156 -1.00
aRF RT d05 20 173778 586.3 7.38 -1.01 733.1 0.0155 -1.00
aRF RT d06 20 175585 596.4 7.23 -1.01 743.6 0.0156 -1.01
aRF RT d07 20 175191 513.2 6.81 -1.00 606.6 0.0102 -1.00
aRF RT d08 20 186050 509.7 6.90 -1.01 602.7 0.0102 -1.00
aRF RT d09 20 184434 504.9 6.98 -1.01 596.4 0.0102 -1.00
aRF RT d11 20 172878 448.9 6.71 -1.00 509.9 0.0072 -1.00
#aRF RT d13 20 145274 240.0 14.58 -3.77 266.9 0.0052 -0.99
aRF RT d14 20 181107 442.6 6.48 -1.01 471.1 0.0053 -1.02
aRF RT d15 20 176106 434.1 6.06 -1.04 458.3 0.0052 -1.00
aRF RT d17 20 185126 491.5 6.13 -0.93 435.1 0.0032 -0.99
aRF RT d19 20 182089 501.0 5.94 -1.01 436.6 0.0032 -1.00
aRF RT d20 20 176644 465.4 6.51 -1.00 529.2 0.0072 -1.00
aRF RT d21 20 183619 536.4 5.77 -0.96 428.1 0.0028 -1.00
LCF R=-1 20 04 P71 20 188469 477.4 6.70 -1.01 547.6 0.0080 -1.01
LCF R=-1 20 06 P65 20 196550 545.8 7.08 -1.02 663.2 0.0120 -1.00
LCF R=-1 20 10 P70 20 197950 706.6 6.81 -1.03 929.8 0.0200 -1.00
CLCF RT 0.25-
0.5 AGM D 5

20 211127 540.0 6.32 -1.02 657.2 0.0101 -1.00

CLCF RT 0.35-
0.75 AGM D 6

20 212267 599.3 7.24 -1.02 758.0 0.0150 -1.00
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Tabelle 5.6: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte
des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes anhand der Versuchsdaten des Werkstoffs

X6 CrNiNb 18-10 bei 100 ◦C, 180 ◦C, 240 ◦C, 300 ◦C, 350 ◦C, 450 ◦C und 600 ◦C.

Bezeichnung T E σcy N ′ Rσ ∆σ ∆ε Rε

CLCF WF1RT d2 078 100 192491 689.8 6.41 -1.01 887.6 0.0158 -1.00
CLCF WF11 d3 051 100 179639 472.2 6.88 -1.02 564.9 0.0104 -1.01
CLCF WF11 d4 078 100 178293 526.2 7.81 -1.02 652.7 0.0158 -1.00
CLCF 100 0.25-
0.5 AGM D 7

100 194446 489.3 6.95 -1.02 581.1 0.0100 -0.97

CLCF 180 0.125-
0.35 AGM D 9

180 202309 405.8 5.40 -1.00 475.2 0.0071 -1.00

LCF R=-1 240 04 P156 240 180447 361.0 5.92 -0.94 425.4 0.0080 -1.00
#LCF R=-1 240 08 P157 240 101539 91.8 20.00 -3.20 97.9 0.0160 -1.00
CLCF WF13 d8 078 300 170027 460.7 6.87 -1.03 590.4 0.0158 -0.98
LCF R=-1 300 04 P153 300 171644 325.5 6.03 -1.02 384.9 0.0080 -1.00
LCF R=-1 300 06 P130 300 169421 392.4 6.40 -0.88 487.9 0.0120 -1.00
LCF R=-1 300 08 P151 300 167386 434.3 7.16 -0.94 554.2 0.0160 -1.00
LCF R=-1 300 10 P56 300 166733 474.4 7.83 -1.03 604.1 0.0200 -1.00
LCF R=-1 300 12 P132 300 146249 484.1 8.40 -0.93 623.1 0.0240 -1.00
aRH 35 d01 350 147108 384.6 6.47 -1.02 496.0 0.0157 -1.00
aRH 35 d02 350 158850 331.7 6.11 -1.02 407.9 0.0102 -1.00
aRH 35 d03 350 156705 337.6 6.26 -1.03 386.4 0.0072 -0.99
aRH 35 d04 350 164716 316.1 5.91 -1.01 341.7 0.0052 -1.00
aRH 35 d05 350 161537 349.7 5.71 -1.03 325.5 0.0032 -1.01
aRH 35 d06 350 170573 358.3 5.73 -1.03 315.6 0.0028 -1.02
WF1 CLCF d11 450 147118 382.6 5.07 -1.01 452.5 0.0081 -1.03
WF1 CLCF d10 600 142914 414.9 5.88 -1.01 472.9 0.0082 -2.28

Aus den Versuchsdaten geht nicht hervor, ob die Proben dieser Versuche zu diesem Zeit-

punkt bereits Risse aufweisen. Die aus der Kennwertoptimierung resultierenden Werkstoff-

kennwerte weisen deutliche Abweichungen zu den Kennwerten der restlichen LCF Versuche

bei vergleichbaren Prüftemperaturen auf. Die angepassten Werkstoffkennwerte aller anderen

LCF Versuche werden im Rahmen der Robustheitsuntersuchung geprüft. Der E-Modul E, die

zyklische Fließgrenze σcy sowie die Spannungsschwingbreite ∆σ werden in MPa angegeben.

Die Temperatur T besitzt die Einheit ◦C. Der Verfestigungsexponent des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes ist dimensionslos. Weitere dimensionslose Größen, die die Randbedin-

gungen eines zyklischen Versuchs beschreiben sind durch das Spannungsverhältnis Rσ, das

Dehnungsverhältnis Rε und die Dehnschwingbreite ∆ε in den Tabellen gegeben.
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Tabelle 5.7: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte
des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes anhand der Versuchsdaten des Werkstoffs

X6 CrNiNb 18-10 bei 200 ◦C.

Bezeichnung T E σcy N ′ Rσ ∆σ ∆ε Rε

CLCF WF12 d5 051 200 174996 427.8 6.29 -1.02 518.4 0.0103 -1.01
CLCF WF12 d6 078 200 177382 473.8 6.76 -1.03 605.3 0.0157 -1.00
aRF 200 d01 200 148152 429.9 6.88 -1.02 545.0 0.0156 -1.00
aRF 200 d02 200 151014 437.6 7.09 -1.01 548.2 0.0156 -1.00
aRF 200 d03 200 145169 433.8 7.17 -1.01 549.5 0.0155 -1.00
aRF 200 d05 200 164962 386.1 6.11 -1.02 467.3 0.0102 -1.00
aRF 200 d06 200 162612 376.2 6.05 -1.02 462.3 0.0102 -1.00
aRF 200 d07 200 163511 327.9 5.70 -1.01 384.4 0.0072 -1.00
aRF 200 d08 200 163325 336.1 5.69 -1.01 389.3 0.0072 -1.00
aRF 200 d09 200 162683 327.7 5.63 -1.01 383.7 0.0072 -1.00
aRF 200 d10 200 168638 324.5 5.71 -1.01 353.1 0.0052 -1.00
aRF 200 d11 200 171711 333.5 5.75 -1.01 362.4 0.0052 -0.98
aRF 200 d12 200 170389 327.8 5.54 -1.01 358.5 0.0052 -1.00
aRF 200 d13 200 174216 344.8 5.56 -0.97 323.7 0.0032 -1.00
aRF 200 d14 200 172636 346.1 5.47 -0.97 322.2 0.0032 -1.01
aRF 200 d15 200 177737 396.2 4.99 -0.87 315.6 0.0024 -1.00
aRF 200 d16 200 173961 367.1 5.62 -0.91 322.7 0.0028 -0.96
aRH 2 d01 200 143207 431.2 6.87 -1.01 547.1 0.0156 -1.00
aRH 2 d02 200 162135 402.7 6.08 -1.02 491.7 0.0102 -1.00
aRH 2 d03 200 170112 378.0 5.54 -1.01 435.5 0.0072 -1.00
aRH 2 d04 200 171749 345.6 5.37 -1.02 375.8 0.0052 -1.00
aRH 2 d05 200 173471 375.4 5.25 -1.03 343.9 0.0032 -0.99
aRH 2 d06 200 175433 387.5 5.03 -1.03 334.2 0.0028 -1.01

5.4.1.1 Robustheitsbewertung der Werkstoffkennwerte von X6 CrNiNb 18-10

Die Robustheitsbewertung der Werkstoffkennwerte des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 erfolgt

bei einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.01. Der Tabelle 5.8 ist zu entnehmen, wie viele

Versuche bei den unterschiedlichen Prüftemperaturen zur Bestimmung von robusten Werk-

stoffkennwerten dienen.

Aus den Tabellen 5.9 bis 5.11 sind die Ergebnisse der Robustheitsbewertung für die einzelnen

zyklischen Versuche zu entnehmen. Sie sind in der letzten Spalte aufgetragen. Der Wert

0 weist auf nicht robuste Kennwerte hin. Der Wert 1 zeigt auf, dass die Unsicherheit bei

der Kennwertbestimmung infolge von Messwertrauschen das geforderte Robustheitsniveau

unterschreitet und die Kennwerte robust sind.

In den Tabellen 5.9 bis 5.11 sind die Informationen über die Prüftemperatur T in ◦C, den

DTMF -Schädigungsparameter, den ZD-Schädigungsparameter, die plastische Dehnschwing-

breite ∆εpl in der Hysterese bei halber Lebensdauer Nf/2 sowie über die im Versuch ermit-

telte Zyklenzahl zum Versagen Nf dokumentiert. Hierbei ist zu berücksichtigen, dass sich die

angegebene Lebensdauer stets an der letzten in den Versuchsdaten angegebenen Belastungs-

hysterese orientiert. Beim Vergleich mit den in [7] beschriebenen Werten für Nf kommt es

zu meist geringen Abweichungen. Die Auswirkungen dieser Vorgehensweise auf die Risslänge
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beim Versagen af werden in Abschnitt 9.3 diskutiert.

Tabelle 5.8: Ergebnisse der Robustheitsbewertung der basierend auf den Versuchen des
Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 angepassten Kennwertsätze.

T [◦C] Anzahl LCF Ver-
suche

davon robust be-
wertet

Anzahl Langläufer davon robust be-
wertet

20 15 15 5 1
100 4 4 - -
180 1 1 - -
200 17 17 6 5
240 2 1 - -
300 6 6 - -
350 4 4 2 2
450 1 1 - -
650 1 1 - -

Tabelle 5.9: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Robustheitsuntersuchung der
Kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10

bei 20 ◦C.

Bezeichnung T DTMF ZD δεpl Nf Nf/2 Robustheits-
bewertung

CLCF WF1-
RT d1 051

20 0.0155 9.04 0.0062 7943 3960 1

aRF RT d04 20 0.0297 17.13 0.0112 3410 1800 1
aRF RT d05 20 0.0291 17.07 0.0111 2759 1500 1
aRF RT d06 20 0.0291 17.34 0.0110 3171 1800 1
aRF RT d07 20 0.0162 8.32 0.0065 10034 5000 1
aRF RT d08 20 0.0166 8.48 0.0067 6965 3500 1
aRF RT d09 20 0.0167 8.43 0.0067 7918 4000 1
aRF RT d11 20 0.0097 4.34 0.0041 29973 15000 1
#aRF RT d13 20 0.0068 1.64 0.0030 161038 80000 0
aRF RT d14 20 0.0057 2.54 0.0026 85262 40000 1
aRF RT d15 20 0.0056 2.43 0.0025 161963 80000 1
aRF RT d17 20 0.0017 0.86 0.0008 631113 300000 0
aRF RT d19 20 0.0017 0.83 0.0008 917477 450000 0
aRF RT d20 20 0.0097 4.51 0.0041 28078 15000 1
aRF RT d21 20 0.0010 0.55 0.0005 3000000 1500000 0
LCF R=-
1 20 04 P71

20 0.0120 5.71 0.0050 10005 5005 1

LCF R=-
1 20 06 P65

20 0.0212 11.55 0.0083 3162 1585 1

LCF R=-
1 20 10 P70

20 0.0404 28.58 0.0147 1039 525 1

CLCF RT 0.25-
0.5 AGM D 5

20 0.0163 8.79 0.0066 6473 3234 1

CLCF RT 0.35-
0.75 AGM D 6

20 0.0284 17.00 0.0108 2372 1182 1

60



KAPITEL 5. ROBUSTHEIT DER RAMBERG-OSGOOD
KENNWERTE

Tabelle 5.10: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Robustheitsuntersuchung der
Kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10

bei 100 ◦C, 180 ◦C, 240 ◦C, 300 ◦C, 350 ◦C, 450 ◦C und 600 ◦C.

Bezeichnung T DTMF ZD δεpl Nf Nf/2 Robustheits-
bewertung

CLCF WF1-
RT d2 078

100 0.0285 19.63 0.0107 2235 1122 1

CLCF WF-
11 d3 051

100 0.0171 8.10 0.0069 10000 5012 1

CLCF WF-
11 d4 078

100 0.0299 15.71 0.0114 2891 1449 1

CLCF 100 0.25-
0.5 AGM D 7

100 0.0171 8.35 0.0069 7633 3818 1

CLCF 180 0.125-
0.35 AGM D 9

180 0.0106 4.29 0.0045 22969 11485 1

LCF R=-
1 240 04 P156

240 0.0130 4.71 0.0054 10004 5007 1

#LCF R=-
1 240 08 P157

240 0.0346 3.18 0.0140 10000 5012 0

CLCF WF-
13 d8 078

300 0.0314 14.46 0.0118 3981 1995 1

LCF R=-
1 300 04 P153

300 0.0133 4.33 0.0055 10004 5007 1

LCF R=-
1 300 06 P130

300 0.0227 8.92 0.0088 6310 3162 1

LCF R=-
1 300 08 P151

300 0.0325 14.13 0.0123 1998 999 1

LCF R=-
1 300 10 P56

300 0.0428 20.32 0.0158 1259 631 1

LCF R=-
1 300 12 P132

300 0.0523 25.33 0.0191 1000 501 1

aRH 35 d01 350 0.0321 12.34 0.0120 2455 1200 1
aRH 35 d02 350 0.0188 6.23 0.0075 12537 6000 1
aRH 35 d03 350 0.0109 3.67 0.0046 24453 12000 1
aRH 35 d04 350 0.0067 2.13 0.0030 45693 20000 1
aRH 35 d05 350 0.0024 0.83 0.0012 192177 100000 1
aRH 35 d06 350 0.0018 0.65 0.0009 297319 150000 1
WF1 CLCF d11 450 0.0111 4.24 0.0047 14975 7485 1
WF1 CLCF d10 600 0.0107 4.45 0.0045 7943 3981 1
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Tabelle 5.11: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Robustheitsuntersuchung der
Kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10

bei 200 ◦C.

Bezeichnung T DTMF ZD δεpl Nf Nf/2 Robustheits-
bewertung

CLCF WF-
12 d5 051

200 0.0175 7.48 0.0070 9678 4835 1

CLCF WF-
12 d6 078

200 0.0310 14.71 0.0117 5012 2512 1

aRF 200 d01 200 0.0306 13.17 0.0116 2777 1500 1
aRF 200 d02 200 0.0308 13.48 0.0116 3044 1500 1
aRF 200 d03 200 0.0300 13.02 0.0114 2711 1500 1
aRF 200 d05 200 0.0176 6.81 0.0071 10559 5000 1
aRF 200 d06 200 0.0177 6.66 0.0071 10843 5000 1
aRF 200 d07 200 0.0111 3.65 0.0047 27520 15000 1
aRF 200 d08 200 0.0110 3.70 0.0047 26771 15000 1
aRF 200 d09 200 0.0111 3.64 0.0047 27213 15000 1
aRF 200 d10 200 0.0066 2.14 0.0030 51708 25000 1
aRF 200 d11 200 0.0065 2.16 0.0029 53807 25000 1
aRF 200 d12 200 0.0066 2.15 0.0030 51517 25000 1
aRF 200 d13 200 0.0026 0.89 0.0013 150867 80000 1
aRF 200 d14 200 0.0026 0.89 0.0013 173600 80000 1
aRF 200 d15 200 0.0012 0.46 0.0006 520548 250000 0
aRF 200 d16 200 0.0018 0.66 0.0009 240442 120000 1
aRH 2 d01 200 0.0302 13.01 0.0114 4452 2400 1
aRH 2 d02 200 0.0174 7.00 0.0070 10339 5000 1
aRH 2 d03 200 0.0106 3.99 0.0045 23719 12000 1
aRH 2 d04 200 0.0064 2.20 0.0029 54000 24000 1
aRH 2 d05 200 0.0023 0.87 0.0012 134227 70000 1
aRH 2 d06 200 0.0017 0.65 0.0009 234082 120000 1

5.4.2 Werkstoffkennwerte der Nickelbasislegierung MAR M247

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Robustheitsbewertung für die Werkstoffkenn-

werte vorgestellt, die sich basierend auf den LCF Versuchsdaten der Nickelbasislegierung

MAR M247 ergeben. Die für die Nickelbasislegierung ermittelten Werkstoffkennwerte un-

terliegen der Vertraulichkeit und werden aus diesem Grund im Rahmen dieser Arbeit nicht

dokumentiert.

5.4.2.1 Robustheitsbewertung der Werkstoffkennwerte von MAR M247

Die Robustheitsbewertung der Werkstoffkennwerte der Nickelbasislegierung MAR M247 er-

folgt bei einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.03. Das Robustheitsniveau wird bei der Ro-

bustheitsuntersuchung der Nickelbasislegierung gegenüber dem für den austenitischen Stahl

gewählten Wert angehoben. Die damit einhergehende Zunahme der Unsicherheit innerhalb

der ermittelten Kennwerte wird akzeptiert, da durch die weniger strenge Bewertung deutlich

mehr Versuche das Robustheitskriterium erfüllen und somit eine statistische Bewertung der
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Kennwertstreuung möglich wird. Ein strengeres Robustheitskriterium führt zu sehr kleinen

Stichprobenumfängen bei der statistischen Auswertung (siehe Abschnitt 6) In Tabelle 5.12

sind die Ergebnisse der Robustheitsbewertung zusammengefasst.

Lediglich 37 der insgesamt 69 LCF Versuche der Nickelbasislegierung erlauben die Anpassung

von robusten Ramberg-Osgood Kennwerten. Keiner der vorliegenden LCF Versuche, die bei

einer Prüftemperatur unter 1000 ◦C geführt wurden, kann zur Anpassung robuster Kennwerte

herangezogen werden. Auch bei der Auswertung der Langläufer ergeben sich keine robusten

Werkstoffkennwerte.

Tabelle 5.12: Ergebnisse der Robustheitsbewertung der basierend auf den LCF Versuchen
der Nickelbasislegierung angepassten Kennwertsätze.

T [◦C] Anzahl LCF Ver-
suche

davon robust be-
wertet

Anzahl Langläufer davon robust be-
wertet

600 8 0 8 0
850 14 0 7 0

1000 14 12 5 0
1050 20 15 7 0
1150 13 10 5 0
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6. Statistische Auswertung der

Werkstoffkennwerte

Das Ziel der statistischen Auswertung ist die Beschreibung der Streuung der Werkstoffkenn-

werte durch statistische Verteilungen. Um eine beliebige Stichprobe durch eine statistische

Verteilung beschreiben zu können, werden in einem ersten Schritt die Verteilungsparameter

dieser Verteilung bestimmt. Hierzu wird die MLM (siehe Abschnitt 3.2.2) in Kombination

mit dem gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus (siehe Abschnitt 3.1.5) zur Lösung

des resultierenden Minimierungsproblems eingesetzt. Die Lösung dieser Optimierung liefert

die Verteilungsparameter, die zu einer im statistischen Sinne bestmöglichen Beschreibung der

Stichprobe durch die statistische Verteilungsfunktion führen. Die sogenannte Verteilungshy-

pothese wird für jede Stichprobe jeweils für die Normalverteilung, für die logarithmische

Normalverteilung, für die Weibullverteilung mit zwei Verteilungsparametern und für die

Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern formuliert. Basierend auf dem Ergebnis

des in Abschnitt 3.2.3.2 erläuterten Anderson-Darling Tests wird nun bewertet, welche der

zuvor formulierten Verteilungshypothesen die Stichprobe am Besten beschreibt. Die Vertei-

lungshypothese, die den kleinsten Anderson-Darling Parameter als Testergebnis liefert, wird

für die statistische Beschreibung der Stichprobe genutzt. Weiterhin kann basierend auf dem

Anderson-Darling Parameter ein P-Wert berechnet werden. Dieser lässt eine greifbare Aus-

sage über die Güte der Beschreibung der Stichprobe durch die Verteilungshypothese zu. Im

Rahmen dieser Arbeit werden die Methoden zur statistischen Beschreibung einer Stichpro-

be und zur probabilistischen Bewertung von Verteilungshypothesen in PYTHON Skripten

implementiert.

In den folgenden Abschnitten sind die Ergebnisse der statistischen Auswertung der Kennwerte

des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes und des Norton-Kriechmodells beschrieben. In

diesen Abschnitten wird außerdem erläutert, wie die Stichproben für die jeweilige Auswertung

gebildet werden.

6.1 Statistische Beschreibung der Ramberg-Osgood Kennwer-

te

Zur Beschreibung des elastisch-plastischen Werkstoffverhaltens werden im Rahmen dieser

Arbeit die Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes an Versuchsda-
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ten aus LCF Versuchen angepasst. Diese Kennwerte gehen direkt in die Berechnung des

Schädigungsparameters DTMF ein und beeinflussen somit die vom Lebensdauermodell vor-

hergesagte Zyklenzahl zum Versagen Nf (siehe Abschnitt 4.2.1). Das Materialverhalten von

metallischen Werkstoffen zeigt eine starke Temperaturabhängigkeit [13, Seite 60 und Seite

195]. Diese führt dazu, dass Werkstoffeigenschaften und die mit ihnen einhergehenden Werk-

stoffkennwerte nur dann miteinander vergleichbar sind, wenn sie bei gleicher Prüftemperatur

bestimmt werden. Die statistische Auswertung der Kennwertstreuungen für die Werkstoff-

kennwerte des Ramberg-Osgood Modells muss deshalb temperaturspezifisch erfolgen. Für

jede Prüftemperatur werden drei Stichproben zusammengefasst. Sie enthalten jeweils die für

einen Werkstoffkennwert des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes angepassten Werte. Es

wird je eine Stichprobe für den E-Modul SE , die zyklische Fließgrenze Sσcy und den Ver-

festigungsexponenten SN ′ gebildet. Während für die statistische Beschreibung der Streuung

des E-Moduls die Anpassungsergebnisse aller vorliegenden zyklischen Versuche herangezogen

werden können, werden in Sσcy und SN ′ nur Kennwerte berücksichtigt, die das in Abschnitt

5.4 erläuterte Robustheitskriterium erfüllen. In den folgenden Abschnitten sind die Ergeb-

nisse der statistischen Auswertung für die Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Modells

für den austenitischen Stahl und für die Nickelbasislegierung dargestellt.

6.1.1 Ergebnisse der statistischen Auswertung für den austenitischen Stahl

Für den austenitischen Stahl X6 CrNiNb 18-10 liegen insgesamt 64 zyklische Versuche vor,

die bei acht unterschiedlichen Prüftemperaturen geführt werden. Lediglich für die Tempe-

raturen von 20 ◦C und 200 ◦C ist die Anzahl der durchgeführten Versuche für eine statis-

tische Auswertung ausreichend groß. Von den 20 vorliegenden Versuchen bei 20 ◦C, liefern

16 robuste Werkstoffkennwerte für das Ramberg-Osgood Modell. Von den 23 vorliegenden

Versuchen bei der Prüftemperatur von 200 ◦C werden die Kennwerte von 22 Versuchen als

robust bewertet. In den Abbildungen 6.1 und 6.2 sind zunächst die Ergebnisse der statis-

tischen Auswertung des E-Moduls für die Prüftemperaturen 20 ◦C und 200 ◦C dargestellt.

Neben den Stichprobenwerten, die zur Veranschaulichung ihrer Lage als Balken abgebildet

sind, werden die durch die MLM formulierten Verteilungshypothesen der Normalverteilung,

der logarithmischen Normalverteilung, der Weibullverteilung mit zwei und der Weibullver-

teilung mit drei Verteilungsparametern gezeigt. Die Häufigkeitsdichten der mittels der MLM

angepassten Verteilungshypothesen werden jeweils über dem untersuchten Werkstoffkennwert

aufgetragen.

Die Charakteristik der Streuung des E-Moduls fällt für die beiden untersuchten Prüftem-

peraturen völlig unterschiedlich aus. Während sich bei der Prüftemperatur von 20 ◦C das

Auftreten der einzelnen Mess- oder Stichprobenwerte des E-Moduls im Bereich der kleinen

gemessenen Werte konzentriert, treten bei 200 ◦C vermehrt große Werte auf. Dies wird durch

die angepassten Weibullverteilungen mit drei Verteilungsparametern besonders adäquat ab-

gebildet. Dieser Verteilungstyp weist bei der Auswertung der E-Modul Streuung bei einer

Prüftemperatur von 20 ◦C eine deutliche Rechtsschiefe auf, während er bei der Prüftempera-

tur von 200 ◦ eindeutig linksschief und nahezu deckungsgleich mit der Weibullverteilung mit

zwei Verteilungsparametern ausfällt. Die Abbildungen 6.3 und 6.4 zeigen die Ergebnisse der
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Abbildung 6.1: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 20 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

Abbildung 6.2: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 200 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

statistischen Beschreibung der Werkstoffkennwerte σcy und N ′ bei 20 ◦C und 200 ◦C.

In der Tabelle 6.1 sind die Ergebnisse der statistischen Auswertung für die Kennwerte des aus-

tenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10 zusammengefasst. Für die beiden untersuchten Prüftem-

peraturen sind kennwertspezifisch jeweils diejenigen statistischen Verteilungstypen angege-

ben, die zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter A∗D führen. Weiterhin wer-

den der daraus berechnete P-Wert und die zugehörigen Parameter der Verteilungsfunktion

aufgeführt. Mit nur einer Ausnahme gelingt die beste statistische Beschreibung der Kenn-

wertstreuung mit der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern. Keiner der ermittel-

ten P-Werte liegt unterhalb von 5 %, sodass basierend auf der statistischen Bewertung von

einer adäquaten Beschreibung der Kennwertstreuung durch die statistischen Verteilungshy-
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(a) zyklische Fließgrenze σcy (b) Verfestigungsexponent N ′

Abbildung 6.3: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze und
des Verfestigungsexponenten bei einer Prüftemperatur von 20 ◦C. Darstellung der

ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).

pothesen ausgegangen werden kann. Keine der aus der Bewertungsmethodik hervorgehenden

Verteilungen weist bei diesem Signifikanzniveau ein signifikantes Ergebnis auf.

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
der Werkstoffkennwerte des austenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10.

Kennwert E-Modul E zyklische
Fließgrenze σcy

zyklischer
Verfestigungsexponent
N ′

20 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.441,
aW = 15824.2,
bW = 1.3524,
TW = 171084.9

Normalverteilung,
PWert = 0.477,
σN = 533.0,
µN = 70.8

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.955,
aW = 4.611,
bW = 13.25,
TW = 2.32

200 ◦C 3 Parameter Weibull,
PW = 0.06,
aW = 170329.2,
bW = 23.5,
TW = 0.08

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.13,
aW = 64.6,
bW = 1.30,
TW = 318.5

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.153,
aW = 1.11,
bW = 1.669,
TW = 4.97
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(a) zyklische Fließgrenze σcy (b) Verfestigungsexponent N ′

Abbildung 6.4: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze und
des Verfestigungsexponenten bei einer Prüftemperatur von 200 ◦C. Darstellung der

ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).

6.1.2 Ergebnisse der statistischen Auswertung für die Nickelbasislegierung

Für die Nickelbasislegierung MAR M247 liegen insgesamt 101 zyklische Versuche vor, die sich

auf fünf unterschiedliche Prüftemperaturen aufteilen. Für die Prüftemperaturen 600 ◦C und

850 ◦C können für keinen der vorliegenden Versuche robuste Kennwerte zur Beschreibung

des nichtlinearen Werkstoffverhaltens angepasst werden, sodass für diese Prüftemperaturen

lediglich die statistischen Verteilungen zur Beschreibung der Streuung des E-Moduls ermittelt

werden können.

Für die Prüftemperaturen von 1000 ◦C, 1050 ◦C und 1150 ◦C liegen in ausreichender Anzahl

robuste Werkstoffkennwerte vor, sodass für diese Temperaturen eine statistische Beschrei-

bung der Streuung aller Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Modells erfolgen kann. In

den Abbildungen 6.5 bis 6.9 sind zunächst die Ergebnisse der statistischen Auswertung des

E-Moduls für alle Prüftemperaturen abgebildet. Neben den Stichprobenwerten, die zur Ver-

anschaulichung als Balken dargestellt sind, werden die durch die MLM formulierten Vertei-

lungshypothesen der Normalverteilung, der logarithmischen Normalverteilung, der Weibull-

verteilung mit zwei und der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern gezeigt. Aus

Gründen der Vertraulichkeit der zugrundeliegenden Werkstoffdaten wird auf eine Skalierung

der Achsen verzichtet. Die Häufigkeitsdichte, die gerade dem Funktionswert der Dichtever-

teilung entspricht, wird über dem untersuchten Kennwert aufgetragen.

Die Abbildungen 6.10, 6.11 und 6.12 stellen die Ergebnisse der statistischen Beschreibung der

zyklischen Fließgrenze und des Verfestigungsexponenten bei 1000 ◦C, 1050 ◦C und 1150 ◦C

dar.

Die Tabelle 6.2 fasst die Ergebnisse der statistischen Auswertung für die Nickelbasislegierung

zusammen. Für jede Prüftemperatur und für jeden Kennwert werden jeweils der Verteilungs-

typ, der zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling A∗D Parameter führt, und der aus der

dazugehörigen Verteilungshypothese resultierende P-Wert angegeben. In nahezu allen Fällen

führt die Weibullverteilung mit 3 Verteilungsparametern zur besten statistischen Beschrei-

bung der Streuung der Werkstoffkennwerte. Lediglich bei der Beschreibung der Streuung der

68



KAPITEL 6. STATISTISCHE AUSWERTUNG DER
WERKSTOFFKENNWERTE

Abbildung 6.5: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 600 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

Tabelle 6.2: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
der Werkstoffkennwerte der Nickelbasislegierung MAR M247.

Kennwert E-Modul E zyklische
Fließgrenze σcy

zyklischer
Verfestigungsexponent
N ′

600 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.244

- -

850 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.454

- -

1000 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.724

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.975

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.292

1050 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.511

logarithmische Normal-
verteilung,
PWert = 0.685

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.92

1150 ◦C 3 Parameter Weibull,
PWert = 0.967

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.495

3 Parameter Weibull,
PWert = 0.182

zyklischen Fließgrenze bei einer Prüftemperatur von 1050 ◦C liefert die logarithmische Nor-

malverteilung einen geringeren korrigierten Anderson-Darling Parameter A∗D.

Die ermittelten P-Werte fallen teilweise sehr groß aus, was auf eine gute Beschreibung der

Stichprobenwerte durch die statistische Verteilung hindeutet. Der minimale P-Wert tritt bei

der Beschreibung der Streuung des zyklischen Verfestigungsexponenten bei einer Prüftem-

peratur von 1150 ◦C auf und liegt mit PWert = 0.182 in einem statistisch nicht signifikanten

Bereich, sodass basierend auf dem Ergebnis der statistischen Bewertung von einer adäquaten

Beschreibung der Kennwertstreuung durch die formulierten Verteilungshypothesen ausgegan-

gen werden kann.
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Abbildung 6.6: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 850 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

Abbildung 6.7: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 1000 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).
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Abbildung 6.8: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 1050 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

Abbildung 6.9: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des E-Moduls E bei einer
Prüftemperatur von 1150 ◦C. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).
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(a) zyklische Fließgrenze σcy (b) Verfestigungsexponent N ′

Abbildung 6.10: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze und
des Verfestigungsexponenten bei einer Prüftemperatur von 1000 ◦C. Darstellung der

ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).

(a) zyklische Fließgrenze σcy (b) Verfestigungsexponent N ′

Abbildung 6.11: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze und
des Verfestigungsexponenten bei einer Prüftemperatur von 1050 ◦C. Darstellung der

ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).

(a) zyklische Fließgrenze σcy (b) Verfestigungsexponent N ′

Abbildung 6.12: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze und
des Verfestigungsexponenten bei einer Prüftemperatur von 1150 ◦C. Darstellung der

ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).
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6.2 Statistische Beschreibung der Kennwerte

des Norton-Kriechmodells

Neben den elastisch-plastischen Werkstoffeigenschaften werden im DTMF -Schädigungspa-

rameter auch zeitabhängige Effekte im Werkstoffverhalten berücksichtigt. Ihr Einfluss auf

die Schädigung und damit auf die Ermüdungslebensdauer wird über die in Abschnitt 4.3.1

erläuterte F -Funktion abgeschätzt. In diese Funktion gehen die Kennwerte Acr, Qcr und

Ncr des Norton-Kriechmodells ein. Diese Kennwerte werden so angepasst, dass Versuchs-

daten aus einem weiten Belastungs- und Temperaturbereich optimal beschrieben werden.

Die Kennwerte A∗cr, Q
∗
cr und N∗cr stellen die Lösung des in Abschnitt 4.3.2 erläuterten

Optimierungsproblems dar. Anders als das Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz wird das

Norton-Kriechmodell nicht an individuelle Versuche angepasst, sondern zur Beschreibung

der Kriecheigenschaften des Werkstoffs in seinem gesamten Einsatzbereich genutzt, sodass

für jeden Werkstoff nur ein einziger Kennwertsatz für die Beschreibung aller Kriechver-

suchsdaten resultiert. Da im Rahmen dieser Arbeit für den austenitischen Stahl X6 Cr-

NiNb 18-10 keine Versuchsdaten aus Kriechversuchen vorliegen, werden die Kennwerte des

Norton-Kriechmodells lediglich für die Nickelbasislegierung MAR M247 bestimmt und sta-

tistisch ausgewertet.

Während die Aktivierungsenergie für Kriechen Qcr den Temperatureinfluss auf die Kriech-

dehnrate ε̇cr im Kriechmodell abbildet, wird der Nortonexponent Ncr zur Beschreibung der

Abhängigkeit von ε̇cr zur beanspruchenden Spannung genutzt. Eine sinnvolle Anpassung die-

ser beiden Kennwerte ist nur möglich, wenn mehrere Kriechversuche bei unterschiedlicher

Prüftemperatur oder unterschiedlichem Belastungsniveau vorliegen. Lediglich der Vorfak-

tor des Norton-Kriechmodells Acr,i kann sinnvoll an einen einzelnen Kriechversuch (Index

i) angepasst werden, wenn die beiden anderen Modellkennwerte bereits bekannt sind. Un-

ter Verwendung der optimierten Kennwerte Q∗cr und N∗cr kann für jeden Kriechversuch die

Bestimmung eines individuellen Vorfaktors Acr,i so erfolgen, dass

Acr,i =
ε̇cr
i

e
−Q∗cr
R·Ti · σN

∗
cr

i

(6.1)

gilt und die vom Modell für einen Kriechversuch vorhergesagte Kriechdehnrate exakt dem

experimentellen Ergebnis entspricht. Ein auf diese Weise bestimmter Vorfaktor Acr,i erlaubt

eine Aussage darüber, wie stark die Werkstoffprobe des ausgewerteten Versuchs zum Krie-

chen neigt. Diese Aussage ist stets auf die mittleren Kriecheigenschaften des untersuchten

Werkstoffs bezogen.

Um die Streuung der individuellen Kriecheigenschaften ermitteln zu können, werden die für je-

den Kriechversuch angepassten Werte für den individuellen Vorfaktor Acr,i in einer Stichprobe

SAcr zusammengefasst. Für diese Stichprobe können die statistischen Verteilungshypothesen

mit Hilfe der MLM formuliert werden. In der Abbildung 6.13 sind die Ergebnisse der statis-

tischen Auswertung des individuell angepassten Vorfaktors des Norton-Kriechmodells Acr,i

abgebildet. Neben den Stichprobenwerten, die als Balken dargestellt sind, werden die formu-

lierten Verteilungshypothesen der Normalverteilung, der logarithmischen Normalverteilung,
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Abbildung 6.13: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
Norton-Kriechmodells Acr. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der

Stichprobenwerte (Balken).

der Weibullverteilung mit zwei und der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern ge-

zeigt. Die Verteilungshypothese, die zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter

A∗D führt, ist in dieser Auswertung die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern. Der

zugehörige P-Wert von PWert = 0.953 liegt sehr hoch, sodass eine sehr gute Beschreibung der

Streuung der Kriecheigenschaften basierend auf dieser statistischen Verteilung möglich ist.
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7. Deterministische und probabi-

listische Lebensdauerbewertung

Das mechanismenbasierte Lebensdauermodell wird im Rahmen dieser Arbeit auf unterschied-

liche Arten ausgewertet. Die Art der Auswertung wird hierbei dadurch bestimmt, wie die

Werkstoffkennwerte beziehungsweise die Streuung der Werkstoffkennwerte im Lebensdauer-

modell berücksichtigt werden.

Zunächst wird das Lebensdauermodell in zwei deterministischen Auswertungen untersucht.

Als deterministisch werden diese bezeichnet, da sie auf ein deterministisches Ergebnis führen,

welches nicht durch streuende Eingangsgrößen beeinflusst ist. Es wird zwischen einer indivi-

duellen Auswertung und einer mittleren Auswertung unterschieden. Die individuelle Auswer-

tung nutzt bei der Lebensdauerbewertung das individuelle mechanische Werkstoffverhalten

der einzelnen Proben und die mittlere Auswertung geht von einem deterministischen mittle-

ren mechanischen Werkstoffverhalten aus, dass die mechanischen Eigenschaften der Proben

im Mittel gut beschreibt.

Innerhalb der probabilistischen Betrachtungsweisen werden statistische Verteilungen genutzt

um die Werkstoffkennwertstreuung bei der Lebensdauerbewertung zu berücksichtigen. Es

wird eine Aussage darüber möglich, wie sich statistisch verteilte Eingangsgrößen auf die vom

Lebensdauermodell abgeschätzte Lebensdauer auswirken. Hierbei werden in einem ersten

Schritt statistisch verteilte, unkorrelierte Werkstoffkennwertkombinationen gezogen. In einer

weiteren probabilistischen Auswertung werden sodann experimentell ermittelte Korrelationen

zwischen den statistisch verteilten Werkstoffkennwerten berücksichtigt.

In den folgenden Abschnitten werden die Ergebnisse der unterschiedlichen Auswertemetho-

den für beide Werkstoffe, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht werden, zusammengefasst.

Zunächst wird in Abschnitt 7.1 die Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells basierend

auf den individuell angepassten Werkstoffkennwerten durchgeführt. In diesem Abschnitt ist

außerdem erläutert, wie die resultierenden Streubänder des Lebensdauermodells ermittelt

werden. In Abschnitt 7.2 wird die Lebensdauerauswertung mit gemittelten Werkstoffkenn-

werten durchgeführt, bevor in den Abschnitten 7.3 die probabilistische Auswertung des Le-

bensdauermodells ohne Berücksichtigung von Korrelationen beschrieben wird. Abschließend

wird in Abschnitt 7.4 das Lebensdauermodell bei probabilistischer Auswertung und unter

Berücksichtigung von Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten untersucht.
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7.1 Individuelle Auswertung des Lebensdauermodells

Basierend auf den im Abschnitt 5.4 ermittelten individuellen Werkstoffkennwerten kann in

diesem Abschnitt die deterministische Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells erfolgen.

Für jeden LCF Versuch (Index i), der eine robuste Kennwertanpassung erlaubt, kann gemäß

der Gleichung (4.10) und der aus den Versuchsdaten bekannten Dehnschwingbreite ∆εi die in-

dividuelle Modellantwort des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes berechnet werden. Un-

ter Verwendung des experimentell ermittelten Spannungsverhältnisses Rσ,i können aus dieser

Modellantwort alle Belastungsgrößen für die Bestimmung eines individuellen Werts für den

DTMF -Schädigungsparameter (siehe Gleichung (4.3)) berechnet werden. Da die Zyklusdau-

er innerhalb der untersuchten LCF Versuche kurz ausfällt, wird die F -Funktion hierbei zu

F = 1 gewählt (siehe Abschnitt 4.3.1), sodass in hinreichend kurzen Belastungszyklen kei-

ne Schädigung durch zeitabhängige Effekte berücksichtigt wird [11, Seite 19]. Die Anpassung

der Kennwerte A und B des Lebensdauermodells erfolgt in einem ersten Schritt so, dass im

Mittel alle robusten LCF Versuche bestmöglich beschrieben werden und die Abweichungen

zwischen der vom Lebensdauermodell vorhergesagten Zyklenzahl zum Versagen Nf,mod zur

experimentell ermittelten Lebensdauer Nf,exp minimal werden. Es kommt der in Abschnitt

3.1.5 vorgestellte Optimierungsalgorithmus zum Einsatz, um die FQS

FQSNf =

n∑
i=1

(
(Nf,exp,i −Nf,mod,i)

2

N2
f,exp,i

)
(7.1)

zu minimieren. n beschreibt die Anzahl der vorliegenden LCF Versuche, die eine robuste

Kennwertbestimmung erlauben. Ergebnis des Optimierungsaufrufs sind die Kennwerte A∗

und B∗.

Um eine statistische Auswertung der Unsicherheit der Lebensdauervorhersage zu ermöglichen,

wird für jeden vorliegenden LCF Versuch, dessen Kennwerte als robust bewertet wurden, ein

individuelles Aind,i bestimmt, sodass

Aind,i =
Nf,exp,i

D−B
∗

TMF,i

(7.2)

gilt und die vom Lebensdauermodell vorhergesagte Lebensdauer Nf,mod,i unter Verwendung

von Aind,i exakt dem experimentellen Ergebnis Nf,exp,i entspricht. Die so ermittelten Werte

für Aind werden in einer Stichprobe SAind
zusammengefasst und einer statistischen Auswer-

tung unterzogen. Es werden Verteilungshypothesen durch die Normalverteilung, die logarith-

mische Normalverteilung, durch die Weibullverteilung mit zwei Verteilungsparametern und

durch die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparameters unter Verwendung der MLM for-

muliert und durch den Anderson-Darling Test bewertet. In den folgenden Abschnitten sind die

Ergebnisse der individuellen deterministischen Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells

werkstoffspezifisch für den austenitischen Stahl und für die Nickelbasislegierung zusammen-

gefasst.

Zur Quantifizierung der Unterschiede in den Streubreiten des Lebensdauermodells bei deter-
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ministischer beziehungsweise probabilistischer Auswertung wird ein Quotient K

K =
A95

A0.1
(7.3)

eingeführt. Er beschreibt das Verhältnis des Wertes von A95 bei einer Ausfallwahrscheinlich-

keit von PA = 95 % zum Wert von A0.1 bei einer Ausfallwahrscheinlichkeit von PA = 0.1 %

und basiert wesentlich auf [63]. A0.1 und A95 können als Flächeninhalte unter der Dichte-

verteilungsfunktion durch numerische Integration ermittelt werden. Für die Berechnung der

Ausfallwahrscheinlichkeiten wird diejenige Verteilungshypothese genutzt, deren korrigierter

Anderson-Darling Parameter bei der statistischen Auswertung am kleinsten ausfällt.

7.1.1 Individuelle Auswertung für den austenitischen Stahl

Für die Anpassung der Kennwerte A und B des Lebensdauermodells werden alle vorliegenden

LCF Versuche verwendet, deren Werkstoffkennwerte robust bewertet sind. Die Kennwerte

A∗ und B∗ lassen sich durch die Minimierung der Fehlerquadratsumme (siehe Gleichung

(7.1)) unter Verwendung der bereits in den Tabellen 5.9, 5.10 und 5.11 zusammengefassten

Zwischenergebnisse ermitteln. Es ergeben sich A∗ = 3.442 und B∗ = 1.913. Die Abbildung

7.1 zeigt das Ergebnis der Kennwertanpassung in einem DTMF -Nf -Diagramm.

Abbildung 7.1: Ergebnisse der Anpassung des Lebensdauermodells an die vorliegenden
Versuchsdaten. Darstellung des individuell ermittelten DTMF -Schädigungsparameters über
der Zyklenzahl zum Versagen Nf für alle LCF Versuche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10,

deren Werkstoffkennwerte robust bewertet sind.

Für die weitere Auswertung werden lediglich die LCF Versuche mit den Prüftemperaturen

von 20 ◦C und 200 ◦C genutzt. Sie liegen temperaturspezifisch in ausreichender Anzahl vor.

Für diese Prüftemperaturen lassen sich die Kennwertstreuungen statistisch beschreiben (siehe

Abschnitt 6.1.1), sodass deterministische und probabilistische Betrachtungen des Lebensdau-

ermodells möglich sind. Für alle anderen Prüftemperaturen ist diese Voraussetzung beim
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Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 nicht erfüllt.

Die Abbildung 7.2 zeigt die formulierten Verteilungshypothesen zur Beschreibung der Streu-

ung innerhalb der Stichprobe SAind
für den austenitischen Stahl X6 CrNiNb 18-10. Zur Ver-

anschaulichung der Lage der einzelnen Stichprobenwerte sind diese als Balken dargestellt.

Für diesen Werkstoff liegen 32 robust bewertete Kennwertsätze aus LCF Versuchen mit den

Prüftemperaturen 20 ◦C und 200 ◦C vor. Die für diese Versuche ermittelten Werte für den

Vorfaktor Aind können aus den in den Tabellen 5.9 und 5.11 zusammengefassten Zwischen-

ergebnissen einfach berechnet werden (siehe Gleichung (7.2)). Die Verteilungshypothese, die

Abbildung 7.2: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei individueller, deterministischer Auswertung der LCF

Versuche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10. Darstellung der ermittelten
Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).

zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter A∗D führt, ist die Weibullverteilung

mit drei Verteilungsparametern. Die durch die MLM bestimmten Werte dieser Parameter

und die basierend auf dieser Verteilungshypothese ermittelten Werte für A∗D und den P-Wert

sind in Tabelle 7.1 zusammengefasst. Die Bewertung der Streubreite dieser Verteilung durch

den Quotienten K liefert K = 3.23. In der Abbildung 7.3 sind die individuell für jeden LCF

Versuch berechneten DTMF -Schädigungsparameter über der in diesem Versuch ermittelten

Lebensdauer aufgetragen. Weiterhin werden in der Abbildung die Ausfallwahrscheinlichkeiten

von 0.1 %, 5 %, 50 % und 95 % gezeigt.

Tabelle 7.1: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
des Vorfaktors Aind des DTMF -Lebensdauermodells bei deterministischer Auswertung unter

Verwendung von individuellen Werkstoffkennwerten des austenitischen Stahls
X6 CrNiNb 18-10.

Verteilungshypothese aW bW TW A∗D PWert

3 Parameter Weibull 2.42 2.22 1.63 0.20 0.85
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Abbildung 7.3: Ergebnisse für das DTMF -Lebensdauermodells bei individueller Auswertung.
Darstellung des Schädigungsparameters DTMF über der Zyklenzahl zum Versagen Nf für

alle LCF Versuche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 der Prüftemperaturen 20 ◦C und
200 ◦C, deren Werkstoffkennwerte robust bewertet sind.

7.1.2 Individuelle Auswertung für die Nickelbasislegierung

Für die Nickelbasislegierung liegen 37 robuste LCF Versuche vor. In Abbildung 7.4 sind

die formulierten Verteilungshypothesen und die Stichprobenwerte der Stichprobe SAind

als Balken dargestellt. Die angepassten Kennwerte A∗ und B∗ für die Nickelbasislegie-

rung MAR M247 unterliegen der Vertraulichkeit. Für die individuelle Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells ergibt sich K = 10.27. Die Weibullverteilung mit drei Vertei-

lungsparameter eignet sich am besten, um die Streuung innerhalb der Stichprobe SAind
zu

beschreiben. Der durch diese Verteilungshypothese ermittelte P-Wert beträgt PWert = 0.646.

Abbildung 7.4: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei individueller Auswertung der LCF Versuche der

Nickelbasislegierung MAR M247. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und
der Stichprobenwerte (Balken).
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In der Abbildung 7.5 sind die individuell für jeden robusten LCF Versuch berechneten

DTMF -Schädigungsparameter über der in diesem Versuch ermittelten Lebensdauer aufge-

tragen. Weiterhin sind die Ausfallwahrscheinlichkeiten von 0.1 %, 5 %, 50 % und 95 % zur

Verdeutlichung der Streubreite des Lebensdauermodells gezeigt. Um den Vergleich der Streu-

breiten für die unterschiedlichen Auswertungsmethoden des Lebensdauermodells zu ermögli-

chen, werden für die Auswertung der Nickelbasislegierung DTMF -Nf -Diagramme mit identi-

scher Achsenskalierung verwendet.

Abbildung 7.5: Ergebnisse für das DTMF -Lebensdauermodells bei individueller Auswertung.
Darstellung des Schädigungsparameters DTMF über der Zyklenzahl zum Versagen Nf für
alle LCF Versuche der Nickelbasislegierung MAR M247, deren Werkstoffkennwerte robust

bewertet sind.

7.2 Gemittelte Auswertung des Lebensdauermodells

Die Auswertung des Lebensdauermodells und die Bewertung seiner Streubänder erfolgt in

diesem Abschnitt unter Verwendung von mittleren Werkstoffkennwerten. Es soll untersucht

werden, wie sich die Unterstellung eines deterministisch festgelegten, mittleren Werkstoffver-

haltens auf die Lebensdauervorhersage mit dem mechanismenbasierten Lebensdauermodell

auswirkt. Hierbei werden die in Abschnitt 6.1 ermittelten statistischen Verteilungen der Werk-

stoffkennwerte temperaturspezifisch genutzt. Für jede Prüftemperatur wird ein Kennwert-

satz aus mittleren Werkstoffkennwerten bestimmt, indem die 50 %-Werte der Verteilungshy-

pothesen temperaturspezifisch durch Integration der Dichteverteilungsfunktion ausgewertet

werden. Basierend auf dem so definierten Werkstoffverhalten, kann für jede Prüftemperatur

ein mittleres Werkstoffverhalten durch das Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz berechnet

werden. Die Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters eines Experiments (Index i) er-

folgt unter Verwendung der experimentellen Dehnschwingbreite ∆εi und des experimentel-

len Spannungsverhältnisses Rσ,i. Es werden anstatt der individuellen Werkstoffkennwerte die

80



KAPITEL 7. DETERMINISTISCHE UND PROBABILISTISCHE
LEBENSDAUERBEWERTUNG

temperaturspezifischen mittleren Werkstoffkennwerte Ē, σ̄cy und N̄ ′ eingesetzt. Es folgt

DTMF,mit =
ZD,mit

σ̄cy
· F

ZD,mit = 1.45 ·
∆σ2

eff

Ē
+

2.4√
1 + 3 · N̄ ′−1

·∆σ ·∆εpl

F = 1.

(7.4)

Die F -Funktion wird auch bei dieser Auswertung zu F = 1 gewählt.

Um eine statistische Bewertung der Streuung in der Lebensdauervorhersage durch das

DTMF -Modell zu ermöglichen, wird zunächst für jeden vorliegenden LCF Versuch, dessen in-

dividuelle Werkstoffkennwerte als robust bewertet wurden, ein individueller Vorfaktor Amit,i

ermittelt, sodass

Amit,i =
Nf,exp,i

D−B
∗

TMF,mit,i

(7.5)

die vom Lebensdauermodell mit mittleren Werkstoffkennwerten vorhergesagte Zyklenzahl

zum Versagen N̄fmod,i exakt der experimentell ermittelten Nf,exp,i entspricht. Der Kennwert

B∗ wird aus Abschnitt 7.1 übernommen. Die so ermittelten Werte für Amit,i können nun

wiederum in einer Stichprobe SA,mit zusammengefasst und statistisch beschrieben werden.

In einem weiteren Schritt kann die deterministische Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells mit mittleren Werkstoffkennwerten um diejenigen LCF Versuche

erweitert werden, für die keine robuste Anpassung der Ramberg-Osgood Kennwerte erfolgen

konnte. Auch für diese Versuche kann mit der gleichen Vorgehensweise, unter der Annahme

eines mittleren Werkstoffverhaltens ein DTMF,mit Schädigungsparameter berechnet werden.

Die Streuung der Lebensdauervorhersage wird wiederum anhand der Streuung innerhalb der

Vorfaktoren Amit,alle,i, die in der Stichprobe SAmit,alle
zusammengefasst sind, untersucht.

In den folgenden Abschnitten sind die Ergebnisse der Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von mittleren Werkstoffkennwerten zu-

sammengestellt.

7.2.1 Ergebnisse für den austenitischen Stahl bei gemittelter Auswertung

Für den austenitischen Stahl X6 CrNiNb 18-10 liegen insgesamt 32 LCF Versuche bei den

Prüftemperaturen 20 ◦C und 200 ◦C vor. Das für die deterministische Auswertung des Lebens-

dauermodells unterstellte mittlere Werkstoffverhalten wird durch die in der Tabelle 7.2 zu-

sammengefassten temperaturspezifischen mittleren Ramberg-Osgood Kennwerte Ē, σ̄cy und

N̄ ′ definiert. Diese werden als 50 %-Werte der in Tabelle 6.1 beschriebenen Verteilungen be-

stimmt.

Die sich für diese Variante der Lebensdauerbewertung für jeden LCF Versuch der beiden

untersuchten Prüftemperaturen ergebenden SchädigungsparameterDTMF,mit,i und die daraus

gemäß der Gleichung (7.5) ermittelten Werte für Amit,i sind in den Tabellen 7.3 und 7.4

zusammengefasst.

Sie bilden die Stichprobe SA,mit. Für den austenitischen Stahl ist eine weitere Untersuchung,

die nicht robuste LCF Versuche berücksichtigt, nicht notwendig, da alle LCF Versuche bei
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Tabelle 7.2: Zusammenfassung der für die deterministische Auswertung des
Lebensdauermodells mit mittlerem Werkstoffverhalten genutzten Werkstoffkennwerte für

den austenitischen Stahl X6 CrNiNb 18-10.

Kennwert mittlerer
E-Modul Ē [MPa]

mittlere zyklische
Fließgrenze σ̄cy [MPa]

mittlerer zyklischer
Verfestigungsexponent
N̄ ′

20 ◦C 183159 539.6 6.85

200 ◦C 167700 367.0 5.87

Tabelle 7.3: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Auswertung des Lebensdauermodells
mit mittleren Ramberg-Osgood Kennwerten für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 bei 20 ◦C.

Bezeichnung T in ◦C ∆σ in MPa δεpl DTMF,mit Nf Amit

CLCF WF1-RT d1 051 20 645.8 0.0068 0.0062 7943 3.30
aRF RT d04 20 698.7 0.0117 0.0112 3410 4.49
aRF RT d05 20 698.7 0.0117 0.0111 2759 3.63
aRF RT d06 20 698.7 0.0117 0.0110 3171 4.18
aRF RT d07 20 643.1 0.0066 0.0065 10034 3.92
aRF RT d08 20 643.1 0.0066 0.0067 6965 2.72
aRF RT d09 20 643.1 0.0066 0.0067 7918 3.09
aRF RT d11 20 595.1 0.0039 0.0041 29973 3.82
aRF RT d14 20 549.0 0.0023 0.0026 85262 3.48
aRF RT d20 20 595.3 0.0039 0.0041 28078 3.60
LCF R=-1 20 04 P71 20 610.1 0.0046 0.0050 10005 1.82
LCF R=-1 20 06 P65 20 664.8 0.0083 0.0083 3162 2.00
LCF R=-1 20 10 P70 20 730.9 0.0160 0.0147 1039 2.66
CLCF RT 0.25-
0.5 AGM D 5

20 641.9 0.0066 0.0066 6473 2.46

CLCF RT 0.35-
0.75 AGM D 6

20 694.5 0.0113 0.0108 2372 2.85

20 ◦C und 200 ◦C zu robusten Kennwerten führen.

Die Abbildung 7.6 zeigt die Streuung des Vorfaktors Amit für die Auswertung des Lebens-

dauermodells mit mittleren Werkstoffeigenschaften. Die einzelnen Stichprobenwerte sind als

Balken dargestellt. Weiterhin werden die zur statistischen Beschreibung der Streuung des Vor-

faktors formulierten Verteilungshypothesen der Normalverteilung, der logarithmischen Nor-

malverteilung, der Weibullverteilung mit zwei Verteilungsparametern und der Weibullvertei-

lung mit drei Verteilungsparametern gezeigt. In Tabelle 7.5 sind die Verteilungsparameter

dieser Verteilungshypothese zusammengefasst.

Die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern führt zur besten statistischen Beschrei-

bung der Streuung innerhalb der Stichprobe SAmit für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10. Sie

führt auf das in Abbildung 7.7 dargestellte Streuband und zu einem Verhältnis der Ausfall-

wahrscheinlichkeiten von Kmit = 3.83. Weiterhin sind in der Abbildung die für diese Art der

Lebensdauerauswertung berechneten Werte für DTMF,mit über der Lebensdauer aufgetragen.
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Tabelle 7.4: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Auswertung des Lebensdauermodells
mit mittleren Ramberg-Osgood Kennwerten für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 bei 200 ◦C.

Bezeichnung T in ◦C ∆σ in MPa δεpl DTMF,mit Nf Amit

CLCF WF-12 d5 051 200 460.0 0.0190 0.0075 9678 4.94
CLCF WF-12 d6 078 200 502.6 0.0346 0.0127 5012 8.04
aRF 200 d01 200 501.9 0.0343 0.0126 2777 4.37
aRF 200 d02 200 501.9 0.0342 0.0126 3044 4.79
aRF 200 d03 200 501.6 0.0341 0.0125 2711 4.23
aRF 200 d05 200 459.2 0.0188 0.0075 10559 5.26
aRF 200 d06 200 458.8 0.0187 0.0074 10843 5.34
aRF 200 d07 200 423.6 0.0109 0.0046 27520 4.87
aRF 200 d08 200 424.0 0.0110 0.0047 26771 4.80
aRF 200 d09 200 423.6 0.0109 0.0046 27213 4.82
aRF 200 d10 200 390.5 0.0064 0.0029 51708 3.27
aRF 200 d11 200 390.1 0.0063 0.0029 53807 3.36
aRF 200 d12 200 390.3 0.0064 0.0029 51517 3.24
aRH 2 d01 200 501.9 0.0342 0.0126 4452 7.00
aRH 2 d02 200 458.9 0.0187 0.0074 10339 5.11
aRH 2 d03 200 423.7 0.0110 0.0047 23719 4.22
aRH 2 d04 200 390.1 0.0063 0.0029 54000 3.37

Tabelle 7.5: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
des Vorfaktors Amit des DTMF -Lebensdauermodells bei deterministischer Auswertung unter

Verwendung von gemittelten Werkstoffkennwerten des austenitischen Stahls
X6 CrNiNb 18-10.

Verteilungshypothese aW bW TW A∗D PWert

3 Parameter Weibull 2.74 1.94 1.60 0.34 0.466

Abbildung 7.6: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors Amit des
DTMF -Lebensdauermodells bei deterministischer Auswertung der LCF Versuche mit den

gemittelten Werkstoffkennwerten des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10. Darstellung der
ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken).
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Abbildung 7.7: Ergebnisse für die deterministische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung der mittleren temperaturspezifischen

Werkstoffkennwerte für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10. Darstellung des
DTMF -Schädigungsparameters über der Zyklenzahl zum Versagen Nf für alle LCF

Versuche, deren Werkstoffkennwerte robust bewertet sind.
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7.2.2 Ergebnisse für die Nickelbasislegierung bei gemittelter Auswertung

Für die Nickelbasislegierung liegen insgesamt 37 LCF Versuche vor, deren Werkstoffkennwerte

als robust bewertet werden (siehe Tabelle 5.12). Für diese Versuche ist in Abbildung 7.8

das Ergebnis der statistischen Auswertung der Streuung des Vorfaktors Amit gezeigt, die

sich für die Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von mittleren

Werkstoffeigenschaften ergibt, wenn nur die als robust bewerteten Versuche in die Auswertung

einfließen. Neben den Verteilungshypothesen sind die Stichprobenwerte von SAmit als Balken

dargestellt.

Für die statistische Beschreibung der Streuung des Vorfaktors Amit des

DTMF -Lebensdauermodells eignet sich die Weibullverteilung mit drei Verteilungspara-

metern am besten. Sie führt auf einen P-Wert von PWert = 0.445. Es ergibt sich ein

Verhältnis der Ausfallwahrscheinlichkeiten von Kmit = 9.42. In der Abbildung 7.9 sind die

unter Verwendung der mittleren Werkstoffeigenschaften berechneten DTMF -Schädigungs-

parameter über der experimentell ermittelten Zyklenzahl zum Versagen aufgetragen. Das

Streuband im Lebensdauermodell wird durch die Linien konstanter Ausfallwahrscheinlich-

keit verdeutlicht. Es werden lediglich die LCF Versuche ausgewertet, die die Bestimmung

von robusten Ramberg-Osgood Kennwerten erlauben.

Abbildung 7.8: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei deterministischer Auswertung unter Verwendung von

mittleren Werkstoffkennwerten. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der
Stichprobenwerte (Balken) für alle LCF Versuche, deren Werkstoffkennwerte robust

bewertet sind.

Für die Prüftemperaturen ab 1000 ◦C liegen insgesamt 47 LCF Versuche der Nickelbasisle-

gierung MAR M247 vor. Unabhängig von ihrer Robustheitsbewertung kann für jeden dieser

Versuche das mittlere Werkstoffverhalten unterstellt werden und die Beschreibung der Streu-

ung des Vorfaktors Amit,alle durch statistische Verteilungen erfolgen. Die Vorgehensweise un-

terscheidet sich hierbei nicht von der Vorgehensweise im obigen Absatz. Die Abbildung 7.10

stellt das Ergebnis der statistischen Beschreibung dar.

Neben den Verteilungshypothesen sind die Stichprobenwerte von SAmit,alle
als Balken gezeigt.
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Abbildung 7.9: Ergebnisse für die deterministische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung der mittleren temperaturspezifischen

Werkstoffkennwerten der Nickelbasislegierung MAR M247. Darstellung des
DTMF -Schädigungsparameters über der Zyklenzahl zum Versagen Nf für alle LCF

Versuche, deren Werkstoffkennwerte robust bewertet sind.

Die Verteilungshypothese der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern führt mit ei-

nem P-Wert von PWert = 0.656 zur besten Beschreibung. Es ergibt sich ein Verhältnis der

Ausfallwahrscheinlichkeiten von Kmit,alle = 11.0. In Abbildung 7.11 sind die unter Verwen-

dung von mittleren Werkstoffkennwerten berechneten DTMF -Schädigungsparameter über der

Zyklenzahl zum Versagen mit den Linien konstanter Ausfallwahrscheinlichkeit aufgetragen.

Abbildung 7.10: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei individueller Auswertung unter Verwendung von mittleren

temperaturspezifischen Werkstoffkennwerten der Nickelbasislegierung MAR M247.
Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der Stichprobenwerte (Balken) für

alle LCF Versuche ab einer Prüftemperatur von 1000 ◦C

86



KAPITEL 7. DETERMINISTISCHE UND PROBABILISTISCHE
LEBENSDAUERBEWERTUNG

Abbildung 7.11: Ergebnisse für die deterministische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von mittleren temperaturspezifischen

Werkstoffkennwerten der Nickelbasislegierung MAR M247. Darstellung des
DTMF -Schädigungsparameters über der Zyklenzahl zum Versagen Nf . Auswertung aller

LCF Versuche ab einer Prüftemperatur von 1000 ◦C.

7.3 Probabilistische Auswertung des Lebensdauermodells oh-

ne Berücksichtigung von Korrelationen

In diesem Abschnitt wird die Vorgehensweise bei der probabilistischen Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells unter Berücksichtigung von statistisch verteilten Werkstoffkenn-

werten durch eine Monte-Carlo Simulation erläutert.

Anstatt für jeden der n vorliegenden LCF Versuche nur einen einzelnen deterministisch fest-

gelegten DTMF -Schädigungsparameter zu ermitteln, werden die in Abschnitt 6.1 ermittelten

statistischen Verteilungen genutzt, um statistisch verteilte, zufällige Kennwerte zu generieren.

Es resultieren synthetische, probabilistische Kennwertsätze. Unter der Annahme, dass diese

die Streuung im realen Werkstoffverhalten abbilden, lassen sich synthetische Versuchsdaten

durch die Berechnung der Modellspannungen erzeugen.

Die bereits in Abschnitt 3.4 erläuterte Monte-Carlo Simulation wird im Rahmen dieser Arbeit

dazu genutzt, die Einflüsse von statistisch verteilten, zufälligen Werkstoffkennwertkombina-

tionen auf die Streuung des Vorfaktors A des DTMF -Lebensdauermodells abzuschätzen. Ne-

ben den wahrscheinlichkeitsbehafteten Aussagen zum Auftreten von besonders ungünstigen

Kennwertkombinationen kann eine statistische Auswertung der Streubänder der Lebensdau-

ervorhersage Aufschluss darüber geben, wie sich die probabilistische Betrachtungsweise auf

die Unsicherheit der Lebensdauerabschätzung auswirkt. Das detaillierte Vorgehen bei dieser

probabilistischen Auswertung des Lebensdauermodells ist im Folgenden erläutert.

Für jeden LCF Versuch (Index i) wird eine bestimmte Anzahl an Monte-Carlo Ziehungen

nMC durchgeführt, sodass sich die Gesamtanzahl nrand der DTMF -Auswertungen aus

nrand = n · nMC (7.6)
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ergibt. Für jede Auswertung werden aus den temperaturspezifischen statistischen Verteilun-

gen der Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes unkorrelierte Zufalls-

zahlen gezogen. Hierbei wird die Funktionalität des in Abschnitt 3.4.1 erläuterten Zufalls-

zahlengenerators genutzt. Die Zufallszahlen, die der statistischen Verteilung der Werkstoff-

kennwerte folgen, werden als Erand, σcy,rand und N ′rand interpretiert und legen ein zufälliges

Werkstoffverhalten fest. Es wird angenommen, dass dieses zufällige Werkstoffverhalten aus

der Grundgesamtheit aller theoretisch möglichen Werkstoffverhalten des untersuchten Werk-

stoffs stammt. Ausgehend von diesen zufällig gezogenen Kennwerten, kann mittels der expe-

rimentellen Dehnschwingbreite ∆ε und dem Spannungsverhältnis Rσ die Spannungsantwort

des Ramberg-Osgood Modells berechnet und mit der Gleichung (4.3) der Schädigungspara-

meter DTMF,rand für ein Experiment bestimmt werden.

Die statistische Auswertung der Streuung der Lebensdauervorhersage durch das probabilis-

tisch ausgewertete DTMF -Modell erfolgt basierend auf der Stichprobe SA,rand. Sie enthält

nrand Werte für den Vorfaktor Arand, die aus

Arand,ik =
Nf,exp,i

D−B
∗

TMF,rand,ik

(7.7)

so berechnet werden, dass die experimentell ermittelte Zyklenzahl zum VersagenNf,exp,i exakt

der vom DTMF -Lebensdauermodell vorhergesagten Lebensdauer Nf,mod,ik entspricht. Hierbei

kennzeichnet der Index i wiederum den auszuwertenden LCF Versuch. Der Index k bezeich-

net die fortlaufende Anzahl der Monte-Carlo Ziehungen pro LCF Versuch mit 1 ≤ k ≤ nMC .

Die Streubänder des probabilistisch ausgewerteten DTMF -Lebensdauermodell werden durch

die statistische Verteilungshypothese bestimmt. Zur Beschreibung wird diejenige Verteilungs-

hypothese genutzt, deren korrigierter Anderson-Darling Parameter A∗D im Vergleich mit den

anderen formulierten Verteilungshypothesen am geringsten ausfällt.

Alle Ergebnisse der probabilistischen Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells sind einer

Streuung unterworfen, die aus der Zufälligkeit der Werkstoffkennwerte in die Lebensdauer-

abschätzung resultiert. Im folgenden Abschnitt werden die Ergebnisse vorgestellt, die diese

Streuungseinflüsse und ihre Auswirkungen auf die Monte-Carlo Ergebnisse quantifizieren. Ziel

dieser Untersuchungen ist es den Umfang der Monte-Carlo Simulation mit Hinblick auf die

Stabilität ihrer Ergebnisse festzulegen. In den Abschnitten 7.3.2 und 7.3.3 sind anschließend

die Ergebnisse der probabilistischen Lebensdauerauswertung für den austenitischen Stahl und

für die Nickelbasislegierung zusammengefasst.

7.3.1 Stabilität der Ergebnisse der Monte-Carlo Methode

Das Ergebnis der probabilistischen Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells ist nicht de-

terministisch, da es von Eingangsgrößen abhängt, die zufällig aus statistischen Verteilungen

gezogen werden. Wird eine Monte-Carlo Simulation mehrfach wiederholt, so ist ihr Ergeb-

nis ebenfalls dem Zufall unterworfen. Wie groß die Streuung im Ergebnis der Monte-Carlo

Simulation ausfällt, hängt zum einen vom Streuungsverhalten der Eingangsgrößen und zum

anderen davon ab, wie viele Monte-Carlo Ziehungen nMC durchgeführt werden. Mit einer zu-

nehmenden Anzahl an Ziehungen konvergiert das Ergebnis der Monte-Carlo Simulation gegen
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einen quasi deterministischen Wert und die Streuung im Ergebnis der Studie verschwindet.

Um einer bestimmten Anzahl von Monte-Carlo Ziehungen nMC ein bestimmtes Streuungsni-

veau zuordnen zu können, wird eine Studie durchgeführt. Basierend auf ihrem Resultat wird

für die im Rahmen dieser Arbeit untersuchte Problemstellung eine konkrete Aussage über

den nötigen Umfang der Monte-Carlo Simulation möglich.

Es werden für unterschiedliche Werte von nMC jeweils 40 Monte-Carlo Simulationen durch-

geführt. In jeder dieser 40 Simulationen wird die Streuung des Vorfaktors A des Lebensdau-

ermodells anhand von Verteilungshypothesen beschrieben und durch die bereits vorgestellten

probabilistischen Methoden bewertet. Für die Monte-Carlo Simulationen werden die statisti-

schen Beschreibungen für die Kennwertstreuung der Nickelbasislegierung genutzt um zufällig

statistisch verteilte Werkstoffkennwerte zu generieren. Für die Nickelbasislegierung stehen

hierzu 47 LCF Versuche zur Verfügung, sodass sich

nrand = 47 · nMC

ergibt. Für jeden untersuchten Wert von nMC resultieren 40 verschiedene Verteilungshypothe-

sen, die jeweils die Streuung in einer der 40 verschiedenen SA,rand-Stichproben bestmöglich

beschreiben. Basierend auf diesen Verteilungshypothesen kann für jede Monte-Carlo Simu-

lation jeweils ein A0.1-Wert ermittelt werden. Zur Bewertung der Streuung innerhalb der

Ergebnisse der Monte-Carlo Simulationen für einen bestimmten Wert von nMC, werden diese

Werte in einer Stichprobe SA0.1 zusammengefasst. Von dieser Stichprobe können durch die

Gleichungen (3.16) und (3.17) der Mittelwert Ā0.1 beziehungsweise die relative Stichprobenva-

rianz srel,Ā0.1
bezogen auf den Mittelwert bestimmt werden. Aus der Stichprobenvarianz kann

die relative Standardabweichung innerhalb der Stichprobe
√
srel,Ā0.1

mit Gleichung (3.18) be-

rechnet werden. Diese wird als Bewertungskriterium für die Stabilität des Ergebnisses der

Monte-Carlo Simulation herangezogen. Je kleiner die relative Standardabweichung innerhalb

der 40 untersuchten Werte für A0.1 ausfällt, desto stabiler fällt das Ergebnis der untersuchten

Auswertung aus.

Die Abbildung 7.12 fasst die Ergebnisse der oben beschriebenen Studie zusammen. Für

10 ≤ nMC ≤ 2000 werden die Mittelwerte der berechneten Stichproben und die zugehöri-

gen relativen Standardabweichungen dargestellt. Mit zunehmender Anzahl an Monte-Carlo

Ziehungen kann die relative Standardabweichung im Ergebnis der Monte-Carlo Simulationen

bis auf
√
srel,Ā0.1

≈ 0.05 reduziert werden. Auch der zugehörige Mittelwert Ā0.1 der Studien

zeigt eine abnehmende Tendenz bei zunehmender Anzahl an Monte-Carlo Ziehungen.

Da mit einer zunehmenden Anzahl an Monte-Carlo Ziehungen der Berechnungsaufwand und

die Berechnungsdauer stark ansteigen, wird die Anzahl der Ziehungen bei der probabilisti-

schen Auswertung der Nickelbasislegierung auf nMC = 500 beschränkt. Die relative Stan-

dardabweichung bei diesem Umfang von nrand = 23500 der Monte-Carlo Simulation beträgt
√
srel,Ā0.1

= 0.069.

Für den austenitischen Stahl liegen lediglich 32 LCF Versuche vor. Deshalb wird bei der

Auswertung des austenitischen Stahls die Anzahl der Monte-Carlo Ziehungen auf nMC = 735

erhöht, sodass sich die Gesamtanzahl an zufällig gezogenen Werkstoffkennwerten zu nrand =

23520 ergibt.
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(a) Mittelwert Ā0.1 über der Anzahl der Monte-
Carlo Ziehungen nMC

(b) Relative Standardabweichung
√
srel,Ā0.1

über
der Anzahl der Monte-Carlo Ziehungen nMC

Abbildung 7.12: Ergebnisse der Studie zur Stabilität der Monte-Carlo Simulation.

7.3.2 Ergebnisse für den austenitischen Stahl bei probabilistischer Aus-

wertung ohne Korrelationen

Für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 liegen insgesamt 32 LCF Versuche bei den Prüftempe-

raturen von 20 ◦C und 200 ◦C vor. Für diese Prüftemperaturen sind statistische Verteilungen

bekannt, die die Streuung der Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte beschreiben. Sie sind

in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Aus diesen Verteilungen werden temperaturspezifisch für

jeden vorliegenden LCF Versuch nMC = 735 zufällige Kennwertsätze gezogen, sodass die

Monte-Carlo Simulation auf insgesamt nrand = 23520 zufälligen Kennwertsätzen basiert. In

diesem Abschnitt werden keine Korrelationen zwischen den gezogenen Werkstoffkennwerten

berücksichtigt.

Die statistische Auswertung der Stichprobe SA,rand führt auf die in Abbildung 7.13 dargestell-

ten Verteilungshypothesen. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird auf die Darstellung der

einzelnen Stichprobenwerte in Balkenform verzichtet. Die Weibull-Verteilung mit drei Ver-

teilungsparametern beschreibt die Streuung innerhalb der Stichprobe SA,rand am besten und

führt zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter. In der Tabelle 7.6 sind die Ver-

teilungsparameter dieser Verteilung, der korrigierte Anderson-Darling Parameter und der der

daraus ermittelte P-Wert zusammengefasst. Dieser ergibt sich zu PWert = 0.0. Dieses Ergeb-

nis kann durch den großen Stichprobenumfang begründet werden [64] und ist in Abschnitt 9

diskutiert. Basierend auf dieser statistischen Verteilung ergibt sich das Verhältnis der Aus-

fallwahrscheinlichkeiten K (siehe Gleichung (7.3)) für die probabilistische Auswertung des

Lebensdauermodells ohne die Berücksichtigung von Korrelationen zu Krand = 7.63. Damit

fällt die Streuung im Vorfaktor Arand des Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswer-

tung circa doppelt so groß aus wie bei der deterministischen Auswertung mit individuellen

Werkstoffkennwerten (siehe Abschnitt 7.1.1).

In der Abbildung 7.14 sind die im Rahmen der probabilistischen Auswertung ermittelten

DTMF -Schädigungsparameter über der experimentell ermittelten Zyklenzahl zum Versagen

aufgetragen. Durch die Linien konstanter Ausfallwahrscheinlichkeit wird das Streuband in

der Lebensdauervorhersage verdeutlicht.
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Abbildung 7.13: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter Verwendung von

statistisch verteilten, unkorrelierten Werkstoffkennwerten. Darstellung der ermittelten
Verteilungshypothesen für alle LCF Versuche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 für die

Prüftemperaturen von 20 ◦C und 200 ◦C.

Tabelle 7.6: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
des Vorfaktors Arand des DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter

Verwendung von statistisch verteilten, unkorrelierten Werkstoffkennwerten des
austenitischen Stahls X6 CrNiNb 18-10.

Verteilungshypothese aW bW TW A∗D PWert

3 Parameter Weibull 3.92 2.74 0.52 148.32 0.0

Abbildung 7.14: Ergebnisse für die probabilistische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von statistisch verteilten, unkorrelierten

Werkstoffkennwerten. Darstellung des DTMF -Schädigungsparameters über der Zyklenzahl
zum Versagen Nf . Auswertung aller LCF Versuche für die Prüftemperaturen von 20 ◦C und

200 ◦C.
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7.3.3 Ergebnisse für die Nickelbasislegierung bei probabilistischer Auswer-

tung ohne Korrelationen

Für die Nickelbasislegierung liegen insgesamt 47 LCF Versuche ab einer Prüftemperatur

von 1000 ◦C vor. Die Monte-Carlo Simulation und damit die probabilistische Bewertung

des DTMF -Lebensdauermodells erfolgt basierend auf nrand = 23500 zufällig aus statisti-

schen Verteilungen gezogenen Werkstoffkennwertsätzen. In diesem Abschnitt werden keine

Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten berücksichtigt. Die statistische Auswer-

tung der Stichprobe SA,rand führt auf die in Abbildung 7.15 dargestellten Verteilungshy-

pothesen. Auf die Darstellung der einzelnen Stichprobenwerte als Balkendiagramm wird aus

Abbildung 7.15: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter Verwendung von

statistisch verteilten, unkorrelierten Werkstoffkennwerten. Darstellung der ermittelten
Verteilungshypothesen für alle LCF Versuche der Nickelbasislegierung MAR M247 ab einer

Prüftemperatur von 1000 ◦C

Gründen der Übersichtlichkeit verzichtet. Auch bei der probabilistischen Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells führt die statistische Beschreibung durch die Weibullverteilung

mit drei Verteilungsparametern zum kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter. Der

dazugehörige P-Wert ergibt sich zu PWert = 0.0. Dieses Ergebnis kann durch den großen

Stichprobenumfang begründet werden [64]. Zur Ermittlung aussagekräftiger P-Werte wird

in Kapitel 9 eine mögliche Vorgehensweise diskutiert. Das Verhältnis der Ausfallwahrschein-

lichkeiten Krand ergibt sich zu Krand = 22.7 und fällt somit circa doppelt so groß aus wie

bei der deterministischen Auswertung des Lebensdauermodells. In der Abbildung 7.16 sind

die im Rahmen der probabilistischen Auswertung ermittelten DTMF -Schädigungsparameter

über der experimentell ermittelten Zyklenzahl zum Versagen aufgetragen. Durch die Lini-

en konstanter Ausfallwahrscheinlichkeit wird das Streuband in der Lebensdauervorhersage

verdeutlicht.
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Abbildung 7.16: Ergebnisse für die probabilistische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von statistisch verteilten, unkorrelierten

Werkstoffkennwerten. Darstellung des DTMF - Schädigungsparameters über der Zyklenzahl
zum Versagen Nf . Auswertung aller LCF Versuche ab einer Prüftemperatur von 1000 ◦C.

7.4 Probabilistische Auswertung des Lebensdauermodells

unter Berücksichtigung von Korrelationen

In diesem Abschnitt wird die probabilistische Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells

erweitert. Neben den statistischen Verteilungen zur Beschreibung der Kennwertstreuung, die

aus Abschnitt 6.1 bekannt sind, werden die experimentell ermittelten Korrelationen zwischen

den Werkstoffkennwerten des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes berücksichtigt. Für jede

Prüftemperatur können basierend auf der Gleichung (3.40) die Korrelationskoeffizienten nach

Pearson RPea und Spearman RSpe zwischen den robust bewerteten Ramberg-Osgood Kenn-

werten aus den LCF Versuchen einer Prüftemperatur ermittelt werden. Zur Bewertung der

linearen Korrelationskoeffizienten wird der in Abschnitt 3.2.3.1 vorgestellte T-Test genutzt.

Für die probabilistische Auswertung des Lebensdauermodells werden lediglich diejenigen Kor-

relationen zwischen den Werkstoffkennwerten berücksichtigt, die zu einem signifikanten Tes-

tergebnis führen. Liegt der im T-Test ermittelte P-Wert oberhalb des Signifikanzniveaus von
α
2 = 0.1 (siehe Abschnitt 3.2.3.1), so wird davon ausgegangen, dass die beiden untersuchten

Merkmale unkorreliert sind. Liegt eine signifikante Korrelation zwischen zwei Werkstoffkenn-

werten bei einer Prüftemperatur vor, so werden mithilfe des im Abschnitt 3.4.2 erläuter-

ten Algorithmus die ermittelten Korrelationskoeffizienten zwischen den zufällig generierten

Werkstoffkennwerten eingestellt. Die unkorrelierten Werkstoffkennwerte, die zufällig aus sta-

tistischen Verteilungen gezogen werden, werden aus dem Abschnitt 7.3 übernommen. So wird

ein direkter Vergleich der Ergebnisse beider probabilistischer Auswerteverfahren möglich und

der Einfluss von Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten auf das Streuband des

DTMF -Lebensdauermodells wird ersichtlich.

Die Auswertung des Streubands im DTMF -Lebensdauermodell erfolgt, wie bereits in Ab-

schnitt 7.3 erläutert. Die statistisch verteilten aber nun temperaturspezifisch korrelierten
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Werkstoffkennwertsätze bestehen aus den Werkstoffkennwerten Ekorr, σcy,korr und N ′korr. Sie

erlauben unter Verwendung der experimentellen Dehnschwingbreite ∆ε und dem Spannungs-

verhältnis Rσ die Berechnung der Spannungsantwort des Ramberg-Osgood Verfestigungsge-

setzes. Basierend auf der Gleichung (4.3) kann für der Schädigungsparameter DTMF,korr für

einen LCF Versuch unter Verwendung eines Kennwertsatzes berechnet werden.

Die statistische Auswertung der Streuung der Lebensdauervorhersage durch das probabilis-

tisch ausgewertete DTMF -Modell erfolgt durch die statistische Beschreibung der Streuung in

der Stichprobe SA,korr. Sie enthält nrand Werte für den Vorfaktor Akorr,ik, die aus

Akorr,ik =
Nf,exp,i

D−B
∗

TMF,korr,ik

(7.8)

so berechnet werden, dass die experimentell ermittelte Zyklenzahl zum Versagen Nf,exp,i

exakt durch das Lebensdauermodell vorhergesagt wird. Der Index i kennzeichnet den auszu-

wertenden LCF Versuch und der Index k die fortlaufende Anzahl der Monte-Carlo Ziehungen

pro LCF Versuch mit k ≤ nMC bezeichnet. Die Streubänder des mit korrelierten Werk-

stoffkennwerten probabilistisch ausgewerteten DTMF -Lebensdauermodells werden durch die

statistische Verteilungshypothese festgelegt, deren korrigierter Anderson-Darling Parameter

A∗D im Vergleich mit den anderen im Rahmen der statistischen Bewertung formulierten Ver-

teilungshypothesen am geringsten ausfällt.

In den folgenden Abschnitten sind die Ergebnisse für die probabilistische Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells mit statistisch verteilten, korrelierten Kennwerten für den auste-

nitischen Stahl und für die Nickelbasislegierung zusammengefasst.

7.4.1 Ergebnisse für den austenitischen Stahl bei probabilistischer Aus-

wertung mit Korrelationen

In der Tabelle 7.7 sind die Ergebnisse der Korrelationskoeffizienten nach Pearson (Abschnitt

3.3.1) und Spearman (Abschnitt 3.3.2) zusammengefasst, die sich zwischen den Kennwerten

des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz ergeben.

Zwischen den robusten Ramberg-Osgood Kennwerten, die aus LCF Versuchen bei einer

Prüftemperatur von 20 ◦C ermittelt werden, bestehen keine signifikanten Korrelationen. Die

Ramberg-Osgood Kennwerte, die anhand der LCF Versuche bei einer Prüftemperatur von

200 ◦C ermittelt werden, weisen bei einem Signifikanzniveau von α
2 = 0.1 signifikante Korrela-

tionen auf. Für diese Prüftemperatur werden Korrelationen zwischen den zufällig gezogenen

statistisch verteilten Werkstoffkennwerten berücksichtigt. Hierzu wird der in Abschnitt 3.4.2

vorgestellte Algorithmus herangezogen. Der Ramberg-Osgood Verfestigungsexponent korre-

liert sowohl mit der zyklischen Fließgrenze σcy als auch mit dem E-Modul E. Während die

Korrelation zwischen dem Verfestigungsexponenten und der Fließgrenze positiv ausfällt, weist

der Korrelationskoeffizient zwischen dem Verfestigungsexponenten und dem E-Modul ein ne-

gatives Vorzeichen auf.

Die Abbildung 7.17 zeigt die im Rahmen der Monte-Carlo Simulation gezogenen, unkor-

relierten Kennwertpaarungen für die Prüftemperatur von 200 ◦C und vergleicht diese mit

den durch den Algorithmus modifizierten, korrelierten Paarungen. Die Bewertung des Streu-
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Tabelle 7.7: Zusammenfassung der Bewertungsergebnisse durch den T-Test zur Bewertung
der Signifikanz von Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10.

T [◦C] Kennwert Kennwert RPea RSpe Ergebnis
T-Test

20 E σcy 0.422 0.344 nicht signifikant
PWert = 0.1031

20 E N ′ 0.082 0.026 nicht signifikant
PWert = 0.7635

20 N ′ σcy 0.376 0.547 nicht signifikant
PWert = 0.1506

200 E σcy −0.381 −0.162 signifikant
PWert = 0.081

200 E N ′ −0.733 −0.579 signifikant
PWert = 0.0001

200 N ′ σcy 0.781 0.584 signifikant
PWert = 0.0

bands des DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von statistisch verteilten korrelier-

ten Werkstoffkennwerten bei der probabilistischen Auswertung erfolgt basierend auf den in

der Stichprobe SA,korr zusammengefassten Stichprobenwerte für Akorr,ik.

Die Abbildung 7.18 zeigt die ermittelten Verteilungshypothesen zur statistischen Beschrei-

bung der Unsicherheit im Vorfaktor A des probabilistisch ausgewerteten Lebensdauermodells.

Die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern führt zum kleinsten korrigierten

Anderson-Darling Parameter und liefert somit die beste statistische Beschreibung der unter-

suchten Stichprobe. Ihre Verteilungsparameter, der errechnete korrigierte Anderson-Darling

Parameter und der zugehörige P-Wert sind in Tabelle 7.8 zusammengefasst.

Tabelle 7.8: Zusammenfassung der Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung
des Vorfaktors A des DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter

Verwendung von statistisch verteilten, korrelierten Werkstoffkennwerten des austenitischen
Stahls X6 CrNiNb 18-10.

Verteilungshypothese aW bW TW A∗D PWert

3 Parameter Weibull 3.77 2.60 0.6628 123.9 0.0

Aus dieser Verteilung lässt sich das Verhältnis der Ausfallwahrscheinlichkeiten zuKkorr = 6.92

berechnen. In der Abbildung 7.19 sind über der experimentell ermittelten Zyklenzahl zum

Versagen Nf die DTMF -Schädigungsparameter aufgetragen, die sich für die probabilistische

Auswertung unter Verwendung von statistisch verteilten, korrelierten Werkstoffkennwerten

ergeben.
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(a) E und σcy (b) E und N ′

(c) σcy und N ′

Abbildung 7.17: Darstellung der korrelierten und unkorrelierten Wertepaare der statistisch
verteilten Werkstoffkennwerte des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 bei einer Prüftemperatur

von 200 ◦C.

Abbildung 7.18: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors A des
DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter Verwendung von
statistisch verteilten, korrelierten Werkstoffkennwerten. Darstellung der ermittelten

Verteilungshypothesen für alle LCF Versuche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 für die
Prüftemperaturen von 20 ◦C und 200 ◦C.
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Abbildung 7.19: Ergebnisse für die probabilistische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von statistisch verteilten, korrelierten

Werkstoffkennwerten. Darstellung des DTMF -Schädigungsparameters über der Zyklenzahl
zum Versagen Nf . Auswertung aller LCF Versuche für die Prüftemperaturen von 20 ◦C und

200 ◦C.
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7.4.2 Ergebnisse für die Nickelbasislegierung bei probabilistischer Auswer-

tung mit Korrelationen

In der Tabelle 7.9 sind die Ergebnisse der Korrelationskoeffizienten nach Pearson (Abschnitt

3.3.1) und Spearman (Abschnitt 3.3.2) zusammengefasst, die sich zwischen den Werkstoff-

kennwerten des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz ergeben. Da die Ergebnisse der Ver-

traulichkeit unterliegen, wird für jede temperaturspezifische Werkstoffkennwertkombination

lediglich angegeben, ob die beiden ermittelten Korrelationskoeffizienten als signifikant be-

wertet werden oder nicht. Während für die Prüftemperaturen von 1000 ◦C und 1050 ◦C le-

Tabelle 7.9: Zusammenfassung der Bewertungsergebnisse durch den T-Test zur Bewertung
der Signifikanz von Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes für die Nickelbasislegierung MAR M247.

T [◦C] Kennwert Kennwert Ergebnis T-Test

1000 E σcy nicht signifikant
1000 E N ′ nicht signifikant
1000 N ′ σcy signifikant

1050 E σcy nicht signifikant
1050 E N ′ signifikant
1050 N ′ σcy nicht signifikant

1150 E σcy signifikant
1150 E N ′ signifikant
1150 N ′ σcy signifikant

diglich eine der drei Werkstoffkennwertkombinationen eine signifikante Korrelation aufweist,

müssen für die Prüftemperatur von 1150 ◦C die Korrelationen für alle Kennwertkombinatio-

nen berücksichtigt werden. Geprüft wird die Signifikanz der Korrelation für ein Signifikanzni-

veau von α
2 = 0.1 (siehe Abschnitt 3.2.3.1). Die Abbildung 7.20 zeigt den Vergleich der nicht

korrelierten Kennwertpaarungen, wie sie bei der zufälligen Ziehung aus den statistischen Ver-

teilungen resultieren mit den durch den Algorithmus (siehe Abschnitt 3.4.2) modifizierten,

korrelierten Paarungen.

In den in Abbildung 7.20 dargestellten Kennwertpaarungen werden die unterschiedlichen

Charakteristiken der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern deutlich. Obwohl die

Streuung aller Werkstoffkennwerte bei einer Prüftemperatur von 1150 ◦C bestmöglich durch

die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern beschrieben wird (siehe Tabelle 6.2

und Abbildungen 6.9 und 6.12), weisen lediglich die für den Werkstoffkennwert N ′ gezoge-

nen, statistisch verteilten Kennwerte einen erkennbaren Schwellwert auf. E und σcy sind bei

der Prüftemperatur 1150 ◦C positiv korreliert. Die Korrelation zwischen N ′ und den beiden

anderen Werkstoffkennwerten des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes fällt negativ aus.

Die Bewertung des Streubands des DTMF -Lebensdauermodells für statistisch verteilte, kor-

relierte Werkstoffkennwerte im Rahmen der probabilistischen Auswertung erfolgt basierend

auf der Stichprobe SA,korr. Die Abbildung 7.21 zeigt die ermittelten Verteilungshypothesen

zur Beschreibung der Unsicherheit im Vorfaktor A des Lebensdauermodells. Die Beschrei-

bung der Stichprobe durch die Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern führt auf
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(a) E und σcy (b) E und N ′

(c) σcy und N ′

Abbildung 7.20: Darstellung der korrelierten und unkorrelierten Wertepaare der statistisch
verteilten Werkstoffkennwerte der Nickelbasislegierung MAR M247 für die Prüftemperatur

1150 ◦C.

den kleinsten korrigierten Anderson-Darling Parameter. Der P-Wert der formulierten Vertei-

lungshypothese liegt bei PWert = 0.0. Das Verhältnis der Ausfallwahrscheinlichkeiten Kkorr

ergibt sich zu Kkorr = 21.1. In der Abbildung 7.22 sind über der experimentell ermittel-

ten Zyklenzahl zum Versagen die DTMF -Schädigungsparameter aufgetragen, die sich für die

probabilistische Auswertung unter Verwendung von statistisch verteilten, korrelierten Werk-

stoffkennwerten ergeben.
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Abbildung 7.21: Ergebnisse der statistischen Beschreibung des Vorfaktors des
DTMF -Lebensdauermodells bei probabilistischer Auswertung unter Verwendung von
statistisch verteilten, korrelierten Werkstoffkennwerten. Darstellung der ermittelten

Verteilungshypothesen für alle LCF Versuche der Nickelbasislegierung MAR M247 ab einer
Prüftemperatur von 1000 ◦C

Abbildung 7.22: Ergebnisse für die probabilistische Auswertung des
DTMF -Lebensdauermodells unter Verwendung von statistisch verteilten, korrelierten

Werkstoffkennwerten. Darstellung des DTMF - Schädigungsparameters über der Zyklenzahl
zum Versagen Nf . Auswertung aller LCF Versuche der Nickelbasislegierung MAR M247 ab

einer Prüftemperatur von 1000 ◦C.

7.5 Vergleich der Ergebnisse für die deterministische und pro-

babilistische Auswertung

In diesem Abschnitt sind die Ergebnisse der verschiedenen Auswertungen des

DTMF -Lebensdauermodells werkstoffspezifisch zusammengefasst. Neben der Darstellung der

Verteilungshypothesen, die zur besten Beschreibung der Unsicherheit im Vorfaktor A des

Lebensdauermodells führen, werden die Werte für die Verhältnisse der Ausfallwahrschein-

lichkeiten in jeweils einer Übersichtstabelle gezeigt.
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7.5.1 Vergleich der Ergebnisse für den austenitischen Stahl

In der Abbildung 7.23 sind die Verteilungshypothesen dargestellt, die sich am besten für

die statistische Beschreibung der Unsicherheit des Vorfaktors A des Lebensdauermodells eig-

nen. Anhand dieser Abbildung kann ein Vergleich der deterministischen und probabilisti-

schen Auswertungen des Lebensdauermodells erfolgen. In der Tabelle 7.10 sind die zu den

verschiedenen Betrachtungsweisen des Lebensdauermodells dazugehörigen Verhältnisse der

Ausfallwahrscheinlichkeiten zusammengefasst.

Abbildung 7.23: Vergleich der Verteilungshypothesen zur Beschreibung des Vorfaktors A des
DTMF -Lebensdauermodells für die deterministischen und probabilistischen

Betrachtungsweisen des DTMF -Lebensdauermodells. Darstellung der ermittelten
Häufigkeitsdichten über A für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10.

Tabelle 7.10: Zusammenfassung der Ergebnisse für das Verhältnis der
Ausfallwahrscheinlichkeiten K für die unterschiedlichen Auswertungsvarianten des

Lebensdauermodells mit dem Werkstoff X6 CrNiNb 18-10

Auswertungsmethodik Bezeichnung Wert für K

individuelle, deterministische K 3.23
gemittelte, deterministische Kmit 3.83

unkorrelierte, probabilistische, alle LCF Versuche Krand 7.62
korrelierte, probabilistische, alle LCF Versuche Kkorr 6.92

Für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 ergibt sich für die individuelle Auswertung des

DTMF -Lebensdauermodells die geringste Streubreite. Beim Vergleich der beiden probabi-

listischen Betrachtungsweisen, zeigt sich, dass die Berücksichtigung von Korrelationen zu

einem etwas schmaleren Streuband im Kennwert A führt. Werden Korrelationen zwischen

den Werkstoffkennwerten berücksichtigt, fällt der Quotient K rund 10 % kleiner aus als bei

der Auswertung ohne Korrelation.
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7.5.2 Vergleich der Ergebnisse für die Nickelbasislegierung

In der Abbildung 7.24 sind die drei Verteilungshypothesen dargestellt, die im Rahmen der

deterministischen Lebensdauerbewertung zu der besten Beschreibung der Streuung inner-

halb der Stichproben SA (siehe Abschnitt 7.1), SA,mit und SA,mit,alle (siehe Abschnitt 7.2)

führen. Bei allen drei Verteilungsfunktionen handelt es sich um Weibullverteilungen mit drei

Verteilungsparametern.

Die Abbildung 7.25 stellt die Verteilungshypothesen dar, die im Rahmen der probabilisti-

schen Lebensdauerbewertung zur besten Beschreibung der Streuung innerhalb der Stichpro-

ben SA,rand (siehe Abschnitt 7.3) und SA,korr (siehe Abschnitt 7.4) führen.

Um den direkten Vergleich mit der deterministischen Lebensdauerbewertung zu ermöglichen

ist außerdem die Verteilungshypothese der deterministischen Auswertung des Lebensdau-

ermodells unter Verwendung von mittleren Werkstoffkennwerten abgebildet. Für alle drei

Auswertungen liegen 47 LCF Versuche zugrunde. Auch zur Beschreibung der Streuung der

probabilistisch ausgewerteten Lebensdauermodelle eignet sich die Weibullverteilung mit drei

Verteilungsparametern jeweils am besten. Die Charakteristik der zugrundeliegenden Vertei-

lung ist hierbei stets die selbe. Die Weibullverteilung zeigt sich in allen Fällen linkssteil und

rechtsschief. Der Schwellwert TW der Verteilung ist jeweils deutlich ausgeprägt. Bei den pro-

babilistisch ausgewerteten Modellen, liegt er deutlich niedriger als bei den deterministischen

Auswertungen. Die Tabelle 7.11 fasst die Ergebnisse für das Verhältnis K (siehe Gleichung

(7.3)) der Ausfallwahrscheinlichkeiten für alle Auswertungsmethoden zusammen. Der Quoti-

ent zur Charakterisierung der Streubreite einer statistischen Verteilung verdoppelt sich na-

hezu, wenn anstelle der deterministischen die probabilistische Sichtweise angenommen wird.

Abbildung 7.24: Vergleich der Verteilungshypothesen zur Beschreibung des Vorfaktors A des
DTMF -Lebensdauermodells für die deterministischen Betrachtungsweisen. Darstellung der

Häufigkeitsdichte über A für die individuelle und für die gemittelte Auswertung der
robusten LCF Versuche sowie für die gemittelte Auswertung aller LCF Versuche.
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Abbildung 7.25: Vergleich der Verteilungshypothesen zur Beschreibung des Vorfaktors A des
DTMF -Lebensdauermodells für die probabilistischen Auswertungen und die deterministische
Auswertung mit mittleren Werkstoffkennwerten. Darstellung der Häufigkeitsdichte über A.

Auswertung aller LCF Versuche.

Tabelle 7.11: Zusammenfassung der Ergebnisse für das Verhältnis der
Ausfallwahrscheinlichkeiten K für die unterschiedlichen Auswertungsvarianten des

Lebensdauermodells mit dem Werkstoff MAR M247.

Auswertungsmethodik Bezeichnung Wert für K

individuelle, deterministische K 10.3
gemittelte, deterministische Kmit 9.4
gemittelte, deterministische, alle LCF Versuche Kmit,alle 11.0

unkorrelierte, probabilistische, alle LCF Versuche Krand 22.7
korrelierte, probabilistische, alle LCF Versuche Kkorr 21.1
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8. Bauteilkonzept

Die probabilistische Betrachtungsweise des DTMF -Lebensdauermodells wird im Rahmen die-

ser Arbeit auf Basis von eindimensionalen isothermen Versuchsdaten entwickelt. In einem

Bauteil im Realbetrieb treten diese Beanspruchungsbedingungen jedoch nur sehr selten auf.

Bauteile sind in der Regel mehrachsigen Spannungszuständen unterworfen, die zudem un-

ter sich verändernden Temperaturen auftreten können. Um die bestehende Methodik für die

probabilistische Lebensdauerbewertung an geometrisch einfachen Werkstoffproben auf eine

komplexe Bauteilgeometrie unter thermomechanischer Belastung erweitern zu können, wird

im folgenden Kapitel anhand der Nickelbasislegierung MAR M247 ein konzeptioneller Ansatz

vorgestellt.

In einem ersten Schritt wird in Abschnitt 8.1 die eindimensionale Formulierung des

DTMF -Lebensdauermodells für mehrachsige Spannungs- und Dehnungszustände modifiziert

und in Abschnitt 8.2.2 mit dem Two-Layer-Viscoplasticity (2LVP) Modell ein FE taugliches,

inkrementelles Plastizitätsmodell erläutert. In Abschnitt 8.3 ist die Bestimmung der Werk-

stoffkennwerte des 2LVP Modells erläutert. In einem weiteren Schritt wird in Abschnitt 8.4

eine Einflussfaktorenanalyse für das 2LVP Modell durchgeführt und im folgenden Abschnitt

die Robustheit der Kennwerte untersucht und bewertet. Abschließend wird unter Abschnitt

8.6 eine Methodik zur Bestimmung von Kennwertsätzen zur Simulation thermomechanisch

beanspruchter Bauteile vorgestellt, sodass die FE Simulation und die statistische Auswertung

der Bauteillebensdauer erfolgen kann.

8.1 Mehrachsige Formulierung des mechanismenbasierten Le-

bensdauermodells

Das in Abschnitt 4.1 eingeführte mechanismenbasierte Lebensdauermodell beruht auf ana-

lytischen bruchmechanischen Lösungen für einfache Lastfälle. Für reale Bauteile, die in der

Regel einer nicht proportionalen, mehrachsigen Belastung unterliegen, existieren diese ana-

lytischen bruchmechanischen Lösungen nicht. Um dennoch das Risswachstum durch den

DTMF -Schädigungsparameter abschätzen zu können, werden die existierenden Lösungen des

J-Integrals für mehrachsige, proportionale Belastungen aus [53] herangezogen, aus welchen
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der DTMF -Schädigungsparameter wie folgt abgeleitet werden kann [47][49]:

DTMF =
ZD
σcy,eff

· F

ZD = 1.45 ·
∆σ2

I,eff

Eeff
+

2.4√
1 + 3 ·N ′−1

eff

·
∆σ2

I ·∆ε
pl
eq

∆σeq

F =

1 + αcr · e
Qcr

Rgas·Tref

t1∫
t0

σNcr−2
cy,eff · δσI · e

−Qcr
Rgas·T dt


1
Ncr

(8.1)

∆εpl
eq ist der von Mises Vergleichswert des Tensors der plastischen Dehnschwingbreite, die

innerhalb eines Belastungszyklus auftritt. ∆σI bezeichnet die maximale Hauptspannung des

Tensors der Spannungsschwingbreite und σeq ist dessen von Mises Vergleichswert. Mittelspan-

nungseffekte werden nun durch die effektive Spannungsschwingbreite

∆σI,eff =
3.72

(3−Rσ)1.74 ·∆σI (8.2)

berücksichtigt. Für das Spannungsverhältnis Rσ werden die folgenden Definitionen für die

maximale und minimale Spannung im Zyklus verwendet:

σmin = σm −
∆σI

2

σmax = σm +
∆σI

2

(8.3)

Die Mittelspannung σm entspricht der Komponente des Mittelspannungstensors in der ∆σI

zugeordneten Hauptrichtung.

Die Schwingbreiten sind wiederum durch die Umkehrpunkte der Belastung zu den Zeiten t0

und t1 definiert. Diese Zeitpunkte werden so im Belastungszyklus gewählt, dass sich durch sie

ein maximaler DTMF -Schädigungsparameter ergibt. Die DTMF -Maximierungsstrategie auf

Basis der Hauptspannungsrichtungen berücksichtigt nicht, dass in eine andere Richtung in-

folge anderer Spannungsverhältnisse größere DTMF -Werte auftreten können. Es wäre möglich

durch einen Maximierungsalgorithmus die kritische Schnittebene zu identifizieren, die sodann

auf einen maximalen Schädigungsparameter führt. Diese Maximierung ist jedoch sehr Rechen-

zeit intensiv. Bei dem im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Bauteil wird angenommen, dass

die über die Hauptspannungen erzielten Ergebnisse eine gute Näherung zu den Ergebnissen

unter Berücksichtigung der kritischen Schnittebene liefern.

Die F -Funktion beschreibt auch bei der mehrachsigen Beschreibung des DTMF -Schädigungs-

parameters zeitabhängige Effekte, wie beispielsweise das Kriechen. Hierin wird der von Mises

Vergleichswert des Tensors der entsprechenden Spannungsschwingbreite verwendet.
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8.2 Zeit- und temperaturabhängige Wechselplastizitätsmo-

delle

Für die Simulation einer thermomechanisch belasteten Bauteilgeometrie wird im Rahmen

dieser Arbeit das FE Programm ABAQUS genutzt. Um das Werkstoffverhalten bei hohen

Temperaturen beschreiben zu können, werden höherwertige FE taugliche Werkstoffmodel-

le benötigt, die in der Lage sind das geschichtsabhängige visko-plastische Materialverhalten

unter komplexer Last zu simulieren. Neben plastischer Verformung können in hoch belaste-

ten Bauteilen Kriechvorgänge ablaufen und zyklische Mittelspannungsrelaxation, sogenanntes

Ratchetting, auftreten. Diese Effekte haben unter Umständen signifikanten Einfluss auf die

Spannungs-Dehnungs-Antwort des Werkstoffs und müssen möglicherweise durch das gewählte

Werkstoffmodell berücksichtigt werden.

8.2.1 Überblick

Das bereits vorgestellte Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz stellt lediglich einen einfachen

die Deformationsplastizität beschreibenden Zusammenhang zwischen den Spannungen und

Dehnungen im Werkstoff her. Für eine FE Simulation von zyklischen Belastungen ist es bei

auftretender Wechselplastizität jedoch nicht geeignet, da es keine geschichtsabhängigen Me-

chanismen modelliert, wie sie beispielsweise in Form des Bauschingereffekts auftreten. Dieser

kann beispielsweise durch den Ansatz von Frederick und Armstrong [65] als kinematische

Verfestigung durch eine Rückspannung im Material modelliert werden (siehe in Gleichung

(8.13)). Dieser Modellierungsansatz hat die Eigenschaft die Mittelspannungsrelaxation deut-

lich zu überschätzen und wird in dem Werkstoffmodell von Chaboche [66] durch einen Rat-

chetting Term in der Entwicklungsgleichung der Rückspannung erweitert. Das zeitabhängige

Werkstoffverhalten wird in diesem Modell durch ein Potenzgesetz in der Fließregel abgebil-

det, welches mit der im Norton-Kriechmodell angewendeten Formulierung vergleichbar ist

[67] (siehe Gleichung (4.16)).

Das Modell von Ohno und Wang [68] [69] basiert wie das Modell von Chaboche auf der von

Frederick und Armstrong formulierten Entwicklungsgleichung für die kinematische Verfesti-

gung. Um die Ratchettingeigenschaften dieses Ansatzes zu verbessern wird im Modell von

Ohno und Wang durch unterschiedliche Schwellwerte in die Entwicklung der Rückspannung

eingegriffen und so das Ratchetting im Modell reduziert.

Das in [70] erläuterte Modell von Becker ist das komplexeste Werkstoffmodell, das in dieser

kurzen Übersicht genannt wird. Mit seinen 23 Modellkennwerten kann es die Eigenschaf-

ten der Nickelbasislegierung IN 718 auch unter komplexesten Lastbedingungen beschreiben.

Es eignet sich zur Modellierung von ratenabhängiger, sowie ratenunabhängier nichtlinearer

Verformung und bildet Kriecheigenschaften sowie Ratchettingverhalten bei komplexem Ver-

lauf der Mitteldehnung ab. Außerdem wird in diesem Modell die Überspannung durch einen

Grenzwert beschränkt, eine Eigenschaft, die die anderen vorgestellten Modelle nicht besitzen.

Die Komplexität der hier erwähnten Werkstoffmodelle führt dazu, dass mit ihnen das rea-

le Werkstoffverhalten auch bei komplexen Belastungen in der Regel gut beschrieben werden

kann und die simulativen Ergebnisse die Realität adäquat abbilden. Die einzelnen Verfor-
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mungsmechanismen, die in den Werkstoffmodellen modelliert werden, führen jedoch stets zu

einer zunehmenden Anzahl von Modellkennwerten, die benötigt werden, um das Modellver-

halten zu definieren. Im Hinblick auf die probabilistische Bewertung der Ermüdungslebens-

dauer, ist bereits in Abschnitt 5.4 anhand der Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Ver-

festigungsgesetzes erläutert, weshalb für die Bestimmung der Kennwertstreuung nur robuste

Kennwerte herangezogen werden dürfen. Weiterhin kann in diesem Abschnitt gezeigt werden,

dass sich robuste Kennwerte dann ergeben, wenn der von ihnen im Werkstoffmodell definierte

Mechanismus durch das Werkstoffverhalten in den Versuchsdaten in ausreichendem Maße an-

gesprochen wird. Je komplexer ein Werkstoffmodell ausfällt, desto vielschichtiger muss dem-

nach auch die Versuchsführung gestaltet sein. Innerhalb der für die Kennwertbestimmung

genutzten Versuchsdaten müssen alle Modelleigenschaften angesprochen werden, um eine ob-

jektive Kennwertermittlung zu ermöglichen. Bereits bei der Auswertung des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes reduziert sich die Anzahl der nutzbaren Versuche erheblich. Aus diesem

Grund wird die Auswahl des Werkstoffmodells für die FE Simulation wesentlich durch den

Bedarf an robusten Werkstoffkennwerten bestimmt und es wird im Rahmen dieser Arbeit ein

verhältnismäßig einfaches viskoplastistisches Werkstoffmodell mit geringer Kennwertanzahl

gewählt: Das Two-Layer-Viscoplasticity (2LVP) Modell.

8.2.2 Two-Layer-Viscoplasticity Werkstoffmodell

Das 2LVP Modell stellt ein höherwertiges Werkstoffmodell dar, das sich zur Beschreibung

von elastisch-viskoplastischem Werkstoffverhalten unter zyklischer thermomechanischer Be-

lastung eignet. Es handelt sich um ein Werkstoffmodell, welches standardmäßig in der FE

Software ABAQUS zur Verfügung steht [71].

Die Spannungen σij , die durch das 2LVP Modell berechnet werden, ergeben sich aus der Sum-

me der Spannungen eines elastisch-plastischen (pl) und eines elastisch-viskosen (v) Layers.

Diese Layer sind über die Dehnungen εij gekoppelt. Es gilt:

σij = σpl
ij + σvij

σpl
ij = Cpl

ijkl · (εkl − ε
th
kl − ε

pl
kl)

σvij = Cv
ijkl · (εkl − εthkl − εvkl)

(8.4)

Die Elastizitätstensoren Cpl und Cv enthalten die Elastizitätsmoduln Epl und Ev der beiden

Layer sowie die Querkontraktionszahl ν. ε beschreibt den Tensor der Gesamtdehnung. εth,

εpl und εv stehen für den thermischen, den plastischen und den viskosen Dehnungstensor.

Während das plastische Layer das zeitunabhängige plastische Materialverhalten beschreibt,

kann das viskose Layer als Maxwell-Element, einer Reihenschaltung aus einer Feder und einem

Dämpfer, rheologisch interpretiert werden [72, Seite 292]. Das Verhältnis der Elastizitätsmo-

duln lässt sich über den Werkstoffkennwert f durch

f =
Ev

E2LVP
mit E2LVP = Ev + Epl (8.5)

beschreiben. f kann aus Versuchsdaten ermittelt werden. E2LVP wird als instantaner E-Modul
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bezeichnet, da er durch die Einflüsse des viskosen Layers abhängig von der Belastungsge-

schwindigkeit ist. Aus Gleichung (8.5) folgen weitere Zusammenhänge:

Ev = E2LVPf

Epl = E2LVP (1− f)
(8.6)

Die thermische Dehnung wird mit Hilfe des thermischen Ausdehungskoeffizienten αth berech-

net:

εthij = αth∆Tδij (8.7)

Die Temperaturdifferenz ∆T wird bezogen auf eine vorgegebene Ausgangstemperatur. δ be-

zeichnet den Einheitstensor zweiter Stufe.

Ob im elastisch-plastischen Layer zeitunabhängige plastische Verformungen auftreten, wird

durch die Fließfunktion

φ = βeq −Re (8.8)

bestimmt. Für φ ≤ 0 findet rein elastische Deformation statt. Über den von Mises Vergleichs-

wert βeq der effektiven Spannung βij wird die kinematische Verfestigung berücksichtigt, die

zur Beschreibung der Werkstoffverfestigung bei zyklischer Belastung notwendig ist. Es gilt

βij = σij − αij (8.9)

für die effektive Spannung und

βeq =

√
3

2
β
′
ijβ
′
ij (8.10)

für die Vergleichsspannung. β
′

bezeichnet den Deviator des effektiven Spannungstensors und

α den Rückspannungstensor. Re ist die temperaturabhängige Streckgrenze. Auf die Modellie-

rung der isotropen Verfestigung wird im Rahmen dieser Arbeit verzichtet. Soll diese zusätzlich

implementiert werden, wird Re zu Rp(ε̄
pl), einer von der akkumulierten plastischen Dehnung

ε̄pl abhängigen Verfestigungsvariablen, umdeklariert.

Zur Berechnung der plastischen Dehnungen aus Gleichung (8.4) wird die Fließregel genutzt:

ε̇pl
ij =

3

2
˙̄εpl βij
βeq

. (8.11)

Durch die Integration der plastischen Vergleichsdehngeschwindigkeit ˙̄εp ergibt sich die akku-

mulierte plastische Dehnung ε̄pl zu

ε̄pl =

∫
˙̄εpldt. (8.12)

Der Rückspannungstensor α folgt der Entwicklungsgleichung [65]

α̇ij =
2

3
Cε̇pl

ij − γ ˙̄εαij +
∂C

∂T

1

C
Ṫαij (8.13)

worin C und γ temperaturabhängige Werkstoffkennwerte bezeichnen. Im Rahmen dieser Ar-

108



KAPITEL 8. BAUTEILKONZEPT

beit wird anstatt des Kennwerts γ der Sättigungswert der Rückspannung

C∞ =
C

γ
(8.14)

verwendet, der auf Basis des Werkstoffverhaltens unter plastischer Verformung einfach zu

interpretieren ist.

Die viskosen Dehnungen aus Gleichung (8.4) werden durch das Norton-Kriechmodell beschrie-

ben und können durch

ε̇vij =
3

2
˙̄εv
σij
σeq

mit ˙̄εv = B (σeq)N
v

(8.15)

bestimmt werden. B und Nv beschreiben temperaturabhängige Werkstoffkennwerte und σeq

ist die von Mises Vergleichsspannung im viskosen Layer. Durch das Verhalten des viskosen

Layers können zeitabhängige Effekte wie beispielsweise Spannungsrelaxation oder die Dehn-

ratenabhängigkeit der Spannungsantwort durch das 2LVP Modell abgebildet werden. Der

Werkstoffkennwert B nimmt für metallische Werkstoffe sehr kleine positive Werte an. Er

wird deshalb durch den Kennwert Bmod

Bmod = B−
1
Nv (8.16)

substituiert. Die akkumulierte viskose Dehnung kann durch Integration der viskosen Dehn-

geschwindigkeit über der Zeit

ε̄v =

∫
˙̄εvdt (8.17)

berechnet werden.

Der viskoplastische Dehnungstensor εvp des 2LVP Modells, der in bei der Lebensdauerbewer-

tung herangezogen werden muss, wird durch

εvp
ij = fεvij + (1− f)εpl

ij (8.18)

bestimmt. Da ABAQUS die thermischen (th) und elastischen (e) Dehnungen in einem Simu-

lationsergebnis bereitstellt, können die viskoplastischen Dehnungen alternativ durch

εvp
ij = εij − εthij − εeij (8.19)

ermittelt werden. Die akkumulierte viskoplastische Dehnung kann durch die Integration der

viskoplastischen Vergleichsdehngeschwindigkeit

ε̄vp =

∫
˙̄εvpdt (8.20)

bestimmt werden, die sich aus

˙̄εvp
ij =

√
2

3
ε̇vp
ij ε̇

vp
ij (8.21)

ergibt.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die viskoplastischen Dehnungen und die akkumulierte visko-
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TWO-LAYER-VISCOPLASTICITY MODELLS

plastische Dehnung durch ein PYTHON Skript ausgewertet.

Die Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells und ihre Bedeutung sind in Tabelle 8.1 zusam-

mengefasst. Um das 2LVP für die FE Berechnung von Bauteilen nutzbar zu machen, müssen

die Werkstoffkennwerte aus Versuchsdaten bestimmt und in einer Materialkarte dem FE Pro-

gramm bereitgestellt werden.

Die Modellgleichungen werden numerisch durch Integration der Entwicklungsgleichungen

gelöst. Für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte aus einachsigen Versuchen wird eine ein-

achsige Modellimplementierung in PYTHON vorgenommen. Die gemäß der Gleichung (3.9)

numerisch integrierten Entwicklungsgleichnungen können mathematisch in eine nichtlinea-

re Gleichung umgeformt werden. Diese lässt sich mit dem Newton-Verfahren aus Abschnitt

3.1.4 lösen.

Tabelle 8.1: Zusammenfassung der Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells.

Bezeichnung des Kennwerts

αth thermischer Ausdehnungskoeffizient
ν Querkontraktionszahl

Epl E-Modul des elastisch-plastischen Layers
Re Streckgrenze
C Verfestigungsmodul der kinematische Verfestigung
C∞ E-Modul des elastisch-plastischen Layers

Ev E-Modul des viskoelastischen Layers
Bmod modifizierter Vorfaktor des Norton-Modells
Nv Norton-Exponent des 2LVP Modells

8.3 Bestimmung der Kennwerte des

Two-Layer-Viscoplasticity Modells

Die Bestimmung der Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells erfolgt anhand der isothermen

CLCF Versuche, die in Abschnitt 2.2 vorgestellt werden. Es liegen Versuche in einem breiten

Temperaturbereich vor. Die Prüftemperaturen der CLCF Versuche der Nickelbasislegierung

MAR M247 liegen bei 20 ◦C, 300 ◦C, 750 ◦C, 850 ◦C, 950 ◦C und 1050 ◦C. Die Validierung der

ermittelten Kennwerte kann anhand der TMF Versuche erfolgen, die ebenfalls in Abschnitt

2.2 beschrieben werden. Die Bestimmung der Kennwerte des 2LVP Modells basierend auf

den Versuchsdaten der LCF Versuche wird nicht als sinnvoll erachtet, da in LCF Versuchen

keinerlei Informationen über das zeit- beziehungsweise dehnratenabhängige Werkstoffverhal-

ten enthalten sind. Da diese Mechanismen des Werkstoffmodells durch die Versuchsführung

überhaupt nicht angesprochen werden, können auch die Werkstoffkennwerte, die eben genau

diese Effekte im Modell definieren, nicht adäquat bestimmt werden.

Für die Bestimmung der Kennwerte des 2LVP Modells wird, wie schon bei den Kennwerten

des Ramberg-Osgood Modells, eine automatisierbare numerische Methodik gewählt. Basie-

rend auf einer FQS können die Modellkennwerte für jede Prüftemperatur individuell mit Hil-

fe des gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus bestimmt werden. Diese Vorgehensweise
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Tabelle 8.2: Zusammenfassung der thermischen Ausdehnungskoeffizienten für den Werkstoff
MAR M247.

Temperatur thermischer Ausdehnungskoeffizient
αth

[
1
◦C

]
20 ◦C 1.0397 · 10−5

300 ◦C 1.3257 · 10−5

750 ◦C 1.8605 · 10−5

850 ◦C 2.1018 · 10−5

950 ◦C 2.4191 · 10−5

1050 ◦C 2.8267 · 10−5

erscheint zunächst zielführend, führt jedoch zu physikalisch unsinnigen Kennwertverläufen

über der Prüftemperatur. Der Kennwert Bmod weist beispielsweise einen derart starken tem-

peraturabhängigen Verlauf auf, dass er sich zwischen den einzelnen Prüftemperaturen um

mehrere Zehnerpotenzen unstet verändert. Eine Nachrechnung der TMF Belastung, in der

die Werkstoffkennwerte zwischen den einzelnen Temperaturstützstellen interpoliert werden

müssen, kann basierend auf den so bestimmten Kennwerten nicht durchgeführt werden, da

das sich stark verändernde viskose Modellverhalten zu unrealistischen Lösungen in der Span-

nungsantwort des Werkstoffmodells führt.

Um TMF Versuche adäquat mit dem 2LVP Modell nachrechnen zu können, muss der Verlauf

der einzelnen Werkstoffkennwerte zumindest bei der Auswertung für die Nickelbasislegierung

MAR M247 über der Temperatur erfahrungsbasiert modifiziert werden. Dieser erfahrungs-

basierte Eingriff in die mit dem gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus ermittelten

Werkstoffkennwerte erfolgt so, dass zum einen die Kennwertverläufe über der Temperatur

sinnvoll erscheinen und sich der Werkstoffkennwert Bmod zwischen zwei Temperaturstützstel-

len um nicht mehr als Faktor 10 verändert. Zum anderen erfolgt die Ermittlung der Kennwerte

so, dass alle CLCF Versuche optisch möglichst gut durch das Werkstoffmodell beschrieben

werden. Es resultiert eine Methodik, die die deterministische, auf Numerik basierende Kenn-

wertbestimmung mit einer erfahrungsbasierten Methodik kombiniert.

Die zwischen den Werkstoffkennwerten bestehenden Wechselwirkungen führen dabei auf einen

iterativen Prozess, der erfahrungsbasiert ist und nicht mehr als objektiv oder gar determi-

nistisch angesehen werden darf. Diese Vorgehensweise erscheint im Rahmen der vorliegenden

Arbeit als einzig zielführende und ist in Kapitel 9 diskutiert und im Folgenden im Detail

erläutert.

Die Bestimmung der Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells unter der Kombination von gra-

dientenbasierter und erfahrungsbasierter Kennwertbestimmung führt auf ein iteratives Ver-

fahren. In einem ersten Schritt werden gradientenbasiert, unter Verwendung des in Abschnitt

3.1.5 vorgestellten Optimierungsalgorithmus, alle Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells be-

stimmt. Die Querkontraktionszahl wird zu ν = 0.3 [9, Seite 225] gewählt. Die thermischen

Ausdehnungskoeffizienten werden ebenfalls aus [9, Seite 225] übernommen und sind in Tabel-

le 8.2 zusammengefasst. Für die Kennwertbestimmung wird für jede Prüftemperatur je ein

CLCF Versuch herangezogen. Da basierend auf den Ergebnissen aus Abschnitt 5.4.2 davon

ausgegangen werden kann, dass eine große Dehnschwingbreite die Verfestigungseigenschaften
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Tabelle 8.3: Zusammenfassung der 2LVP Kennwerte, die anhand der CLCF bestimmt und
basierend auf den TMF Versuchen des Werkstoffs MAR M247 validiert werden.

Temperatur [◦C] 20 300 600 750 850 950 1000 1050

E2LVP [MPa] 208582 193689 177569 167695 159244 147621 141810 134255
f 0.0001 0.0001 0.1 0.12 0.15 0.15 0.15 0.2

Bmod

[
MPa · s

1
Nv

]
15.80 15.80 46.41 211.5 1000 1143 1585 1520

Nv 10 10 6 4 3 2.67 2.5 2.2

Re [MPa] 650 650 600 550 280 180 130 110
C [MPa] 350000 350000 350000 300000 275021 215450 185665 132561
C∞ [MPa] 233 233 233 300 374 214 134 117

des Werkstoffs am besten anspricht, wird jeweils der CLCF Versuch gewählt, dessen Dehn-

schwingbreite am größten ausfällt. Eine adäquate Bestimmung der Werkstoffkennwerte kann

dadurch erleichtert werden.

Die gradientenbasierte Optimierung findet das Minimum der FQS der Form

FQSCLCF =
n∑
i=1

(σexp,i − σ2LVP,i)
2 . (8.22)

In σexp sind die im CLCF Versuch gemessenen, experimentellen Spannungen und in σ2LV P

die vom 2LVP Modell berechnete Spannungsantwort für jeden in den Versuchsdaten doku-

mentierten Datenpunkt enthalten. Die Anzahl der Datenpunkte im CLCF Versuch entspricht

n. Ausgehend vom Ergebnis der gradientenbasierten Anpassung werden die Kennwerte des

2LVP Modells manuell verändert. Die Ergebnisse der Kennwertbestimmung sind in Tabelle

8.3 zusammengefasst.

Es werden zwei zusätzliche Temperaturstützstellen bei 600 ◦C und 1000 ◦C eingefügt. Die-

se werden bei der späteren Auswertung des DTMF -Lebensdauermodells benötigt. Die 2LVP

Kennwerte bei diesen Temperaturen werden so gewählt, dass sich ein sinnvoller Verlauf der

Kennwerte über der Temperatur ergibt und eine gute Beschreibung der TMF Versuche vor-

liegt.

In den Abbildungen 8.1 bis 8.6 sind die Anpassungsergebnisse für die ausgewerteten CLCF

Versuche dargestellt. Es wird je ein Spannungs-Dehnungs- und ein Spannungs-Zeit-Diagramm

gezeigt. Die Abbildungen 8.7 bis 8.10 zeigen die Spannungsantwort des 2LVP Mo-

dells im Vergleich zu den Versuchsdaten aus TMF Versuchen. Es werden jeweils

ein Spannungs-Dehnungs-, ein Spannungs-Zeit-, ein Spannungs-Temperatur- und ein

Temperatur-Zeit-Diagramm gezeigt.

Das 2LVP Modell ist in der Lage das Werkstoffverhalten des Werkstoffs MAR M247 sowohl

bei CLCF als auch bei TMF Belastung adäquat zu beschreiben. Lediglich das Relaxations-

verhalten des Werkstoffs kann durch das viskose Layer des Werkstoffmodells nicht immer

beschrieben werden. Besonders bei hohen Temperaturen, wenn eine Haltezeit mit geringer

Dehnrate angefahren wird, zeigt das Modell eine nur mangelhafte Beschreibung der Ver-

suchsdaten (siehe Abbildungen 8.5 und 8.6).

112



KAPITEL 8. BAUTEILKONZEPT

Die vorliegenden TMF Versuche lassen sich mit dem 2LVP Modell gut beschreiben. Für die

Validierung der Modellantwort werden jeweils die ersten zehn thermomechanischen Belas-

tungszyklen nachgerechnet. Die Beschreibung des Werkstoffverhaltens bei einer IP Belastung

gelingt mit dem angepassten 2LVP Modell besonders gut (siehe Abbildung 8.7).

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.1: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 20 ◦C

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.2: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 300 ◦C
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.3: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 750 ◦C

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.4: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 850 ◦C

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.5: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 950 ◦C
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.6: Ergebnis der Anpassung des 2LVP Modells an die experimentellen Daten
des CLCF Versuchs bei 1050 ◦C

(a) Spannung über Temperatur (b) Spannung über Zeit

(c) Spannung über Dehnung (d) Temperatur über Zeit

Abbildung 8.7: Ergebnis der Berechnung eines IP TMF Versuchs mit dem 2LVP Modell.
Dehnschwingbreite ∆ε = 0.0056 und Dehnungsverhältnis Rε = −1.
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(a) Spannung über Temperatur (b) Spannung über Zeit

(c) Spannung über Dehnung (d) Temperatur über Zeit

Abbildung 8.8: Ergebnis der Berechnung eines OP TMF Versuchs mit dem 2LVP Modell.
Dehnschwingbreite ∆ε = 0.0056 und Dehnungsverhältnis Rε = −∞.
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(a) Spannung über Temperatur (b) Spannung über Zeit

(c) Spannung über Dehnung (d) Temperatur über Zeit

Abbildung 8.9: Ergebnis der Berechnung eines OP TMF Versuchs mit dem 2LVP Modell.
Dehnschwingbreite ∆ε = 0.0036 und Dehnungsverhältnis Rε = −∞.
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(a) Spannung über Temperatur (b) Spannung über Zeit

(c) Spannung über Dehnung (d) Temperatur über Zeit

Abbildung 8.10: Ergebnis der Berechnung eines OP TMF Versuchs mit dem 2LVP Modell.
Dehnschwingbreite ∆ε = 0.0056 und Dehnungsverhältnis Rε = −1.
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8.4 Einflussfaktorenanalyse der Kennwerte des

Two-Layer-Viscoplasticity Modells

Die EFA der Kennwerte des 2LVP Modells untersucht die Einflüsse der einzelnen Kenn-

werte des Werkstoffmodells auf die vom mechanismenbasierten Lebensdauermodell vorherge-

sagte Ermüdungslebensdauer. Untersucht werden die Einflüsse bei isothermen Bedingungen

und einachsiger zyklischer Belastung, wie sie auch in den LCF Versuchen des Werkstoffs

MAR M247 vorliegen.

Anders als die Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells gehen die Werkstoffkennwerte des

2LVP Modells nicht explizit in die Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters ein. Um

eine Änderung des DTMF -Schädigungsparameters infolge einer Kennwertvariation innerhalb

der Kennwerte des 2LVP Modells feststellen zu können, müssen die mit der Spannungsant-

wort des 2LVP Modells korrespondierenden Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte ermittelt

werden. Die EFA der Kennwerte des 2LVP umfasst deshalb mehrere Schritte. Zunächst wird

die Spannungsantwort des 2LVP Modells auf eine zyklische Belastung mit einer betragsmäßig

konstanten Dehnrate von ε̇ = 0.003 1
s berechnet. Die für diese Belastung vorgegebene Dehn-

schwingbreite ∆ε ist frei wählbar. Im Rahmen dieser Untersuchung werden die Dehnschwing-

breiten entsprechend der experimentellen Dehnschwingbreiten gewählt, die aus LCF Versu-

chen der Nickelbasislegierung bekannt sind. Sie sind in Tabelle 8.5 für jede Prüftemperatur

zusammengefasst.

Die vorliegenden LCF Versuche weisen größtenteils ein Dehnungsverhältnis von Rε = 0 auf,

was bei der Berechnung der Spannungsantwort des 2LVP Modells berücksichtigt wird. Da

in den LCF Versuchen beim Erreichen der halben Zyklenzahl zum Versagen ein Spannungs-

verhältnis von Rσ ≈ −1 festgestellt werden kann, genügt es nicht die Erstbelastung des 2LVP

Modells als Grundlage für die Anpassung der Ramberg-Osgood Kennwerte heranzuziehen.

Aufgrund des aufgeprägten Dehnungsverhältnisses weist die Hysterese der Erstbelastung ein

deutlich von Rσ = −1 abweichendes Spannungsverhältnis auf. Stattdessen wird ein Algorith-

mus entwickelt, welcher die dehnungsgeführte zyklische Belastung des 2LVP Modells solange

aufrecht erhält, bis sich die Spannungshysterese stabilisiert. Erst wenn die Mittelspannung

σm

σm,k =
max(σ2LVP,k)−min(σ2LVP,k)

2
(8.23)

der berechneten Spannungs-Dehnungs-Hysterese (Index k) kleiner als σm ≤ 0.5 MPa ausfällt

oder sich die Mittelspannung im Vergleich zweier aufeinander folgender Hysteresen um weni-

ger als eine Toleranz TOLσm = 0.001 MPa ändert, ist die Bedingung für Stabilität

|σm,k − σm,k+1| ≤ TOLσm (8.24)

erfüllt. Das Kriterium, welches die Differenz der Mittelspannungen zweier aufeinander fol-

gender Hysteresen bewertet, kann als Abbruchkriterium verstanden werden. Bei Belastun-

gen, die zu sehr geringen viskosen oder plastischen Dehnungen innerhalb der berechneten

2LVP Hysteresen führen, baut sich die Mittelspannung innerhalb der Modellantwort nur sehr

langsam ab. Um zu verhindern, dass die Rechenzeiten aufgrund eines mangelhaften Kon-
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Tabelle 8.4: Zusammenfassung der angepassten Ramberg-Osgood Kennwerte, die sich unter
Verwendung der Masterkennwerte aus Tabelle 8.1 anhand der Spannungsantwort des 2LVP

Modells bestimmen lassen.

Temperatur [◦C] 20 300 600 750 850 950 1000 1050

E [MPa] 208582 193689 166688 164927 164728 150572 143709 143078
σcy [MPa] 1738.1 1732.4 1647.6 1519.1 1309.9 880.1 649.2 586.4
N ′ 47.84 34.55 15.26 8.84 4.50 4.46 6.11 6.00

vergenzverhalten steigen, erweist sich dieses Kriterium als sehr sinnvoll. Sobald eines der

beiden Kriterien erfüllt ist, wird die Spannungs-Dehnungs-Hysterese des letzten Belastungs-

zyklus genutzt, um die zu den verwendeten 2LVP Werkstoffkennwerten korrespondierenden

Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte zu bestimmen. Hierzu kommen die Methoden aus Ab-

schnitt 4.2.2 zum Einsatz. Anstatt an den absteigenden Hystereseast, werden die Kennwerte

des Ramberg-Osgood Modells an den ansteigenden Hystereseast der 2LVP Spannungsant-

wort angepasst. Es wird angenommen, dass die Spannungsantwort des 2LVP Modells in einer

stabilisierten Hysterese symmetrisch ausfällt. Diese Ramberg-Osgood Kennwerte bilden das

Modellverhalten des 2LVP Modells ab und können zur Berechnung des DTMF -Schädigungs-

parameters genutzt werden. Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 4.2.2, werden die ange-

passten Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells herangezogen, um die Spannungsantwort

des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes zu berechnen und daraus die Beanspruchungs-

größen ∆ε, ∆εpl,∆σ und ∆σeff für die Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters zu

ermitteln.

Für jeden Kennwert des 2LVP Modells werden insgesamt 21 Kennwertvariationen durch-

geführt. Der variierte Kennwert pvar ergibt sich aus der Multiplikation des Masterkennwerts

pM mit einem Faktor Fvar, der 21 äquidistant verteilte Werte im Wertebereich 0.85 ≤ Fvar ≤
1.15 annimmt. Die Masterkennwerte, die bei dieser EFA genutzt werden sind der Tabelle 8.1

aus Abschnitt 8.3 zu entnehmen. In der Tabelle 8.4 sind die zu den Masterkennwerten des

2LVP Modells korrespondierenden Ramberg-Osgood Kennwerte zusammengefasst. Sie wer-

den anhand der Spannungsantwort des 2LVP Modells unter Verwendung der in Tabelle 8.5

gelisteten größten temperaturabhängigen Dehnschwingbreite ∆ε bestimmt.

Da die in Abschnitt 7.1 für die Nickelbasislegierung MAR M247 ermittelten Kennwerte A

und B des Lebensdauermodells der Geheimhaltung unterliegen, wird bei der Darstellung

der Ergebnisse dieser Studie auf die Berechnung der vom DTMF -Lebensdauermodell vorher-

gesagten Zyklenzahl zum Versagen verzichtet. Stattdessen werden die Einflussfaktoren für

die Kennwertvariationen direkt auf den DTMF -Schädigungsparameter bezogen, der sich für

die unterschiedlichen Temperaturen unter Verwendung der Masterkennwerte ergibt. Diese

können anhand der öffentlichen Daten für den Werkstoff MAR M247 und der im Rahmen

dieser Arbeit entwickelten Methoden ermittelt werden.

Die Tabelle 8.5 fasst die in der EFA untersuchten Belastungsniveaus und den jeweils unter Ver-

wendung der Masterkennwerte berechneten DTMF -Schädigungsparameter zusammen. In der

Abbildung 8.11 ist zunächst die 2LVP Modellantwort dargestellt, wie sie sich unter Verwen-

dung des oben beschriebenen Algorithmus und der Masterkennwerte für die Prüftemperatur
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Tabelle 8.5: Zusammenfassung der temperaturspezifischen Belastungsniveaus, die im
Rahmen der EFA der Kennwerte des 2LVP Modells untersucht werden und der sich unter

Verwendung der Masterkennwerte ergebenden DTMF -Schädigungsparameter.

Temperatur [◦C] 20 300 600 850 1000 1050

∆ε = 0.003 - - - - - 0.0010
∆ε = 0.004 - - - - 0.0015 0.0017
∆ε = 0.006 - - - - 0.0036 0.0083
∆ε = 0.008 - - - 0.0013 0.0075 -
∆ε = 0.01 0.0051 0.0042 0.0034 0.0052 - -
∆ε = 0.012 0.0094 0.0079 0.0059 0.0081 - -
∆ε = 0.014 0.0144 0.0129 0.0102 - - -

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.11: Ergebnis für die Berechnung einer stabilisierten
Spannungs-Dehnungs-Hysterese unter Verwendung der Masterkennwerte für 1050 ◦C und

der Dehnschwingbreite ∆ε = 0.003.

von 1050 ◦C ergibt. Es wird das Ergebnis für die minimale Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.003

abgebildet. Jeder Belastungszyklus wird durch 81 Spannungs-Dehnungs-Zeit-Datentripel dis-

kretisiert. Es werden in diesem Fall 18 Belastungshysteresen aufgeprägt, bis eines der beiden

Stabilitätskriterien erfüllt ist. Im Vergleich dazu wird in Abbildung 8.12 das Ergebnis des

Algorithmus unter Verwendung der maximalen Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.006 für die

Prüftemperatur von 1050 ◦C dargestellt. In diesem Fall werden bis zur Stabilisierung der Mo-

dellantwort nur fünf Belastungszyklen benötigt. Es tritt deutliche viskoplastische Verformung

auf, sodass die Mittelspannung im Modell innerhalb weniger Belastungszyklen abgebaut wird.

In den Abbildungen 8.13 bis 8.16 sind die Ergebnisse der EFA der Kennwerte des 2LVP

Modells für die Temperaturen von 20 ◦C, 600 ◦C, 1000 ◦C und 1050 ◦C unter Verwendung

der jeweils maximalen Dehnschwingbreite dargestellt. Über alle Temperaturen hinweg ist der

E-Modul des elastisch-plastischen Layers der Kennwert, dessen Variation das Ergebnis für

den DTMF -Schädigungsparameter am stärksten beeinflusst. Er steht außerdem als einziger

Kennwert über allen Temperaturen hinweg in positiver Korrelation mit dem DTMF -Schädi-

gungsparameter. Mit steigendem Epl nimmt die Schädigung zu. Mit steigender Temperatur

nehmen die Einflussfaktoren der Werkstoffkennwerte zu, die das zeitabhängige Verhalten des
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.12: Ergebnis für die Berechnung einer stabilisierten
Spannungs-Dehnungs-Hysterese unter Verwendung der Masterkennwerte für 1050 ◦C und

der Dehnschwingbreite ∆ε = 0.006.

Abbildung 8.13: Ergebnis der EFA der Kennwerte des 2LVP Modells bei einer Temperatur
von 20 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.014.

2LVP Modells definieren. Im viskoelastischen Layer entwickelt der Kennwert Nv mit zuneh-

mender Temperatur einen immer größeren Einfluss auf den DTMF -Schädigungsparameter.

Die Kennwerte Ev und C weisen für jede Temperatur und für jedes Belastungsniveau nur

einen sehr geringen Einflussfaktor auf.
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Abbildung 8.14: Ergebnis der EFA der Kennwerte des 2LVP Modells bei einer Temperatur
von 600 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.014.

Abbildung 8.15: Ergebnis der EFA der Kennwerte des 2LVP Modells bei einer Temperatur
von 1000 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.01.

Abbildung 8.16: Ergebnis der EFA der Kennwerte des 2LVP Modells bei einer Temperatur
von 1050 ◦C und einer Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.006.
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8.5 Streuung der Kennwerte des 2LVP Modells

Um die Streuung der Kennwerte des 2LVP Modells ermitteln zu können, müssen die LCF

Versuchsdaten der Nickelbasislegierung herangezogen werden. Eine Streuungsauswertung ba-

sierend auf CLCF Daten ist nicht möglich, da für diesen Versuchstyp die vorliegenden Ver-

suchsumfänge zu gering sind. Maximal liegen 3 Versuche pro Prüftemperatur vor, was für

eine statistische Auswertung nicht ausreicht.

Um basierend auf LCF Versuchsdaten eine für das 2LVP Modell sinnvolle Kennwertbestim-

mung durchführen zu können, werden die beiden Layer des Werkstoffmodells separat be-

trachtet. Es werden Annahmen getroffen, die im folgenden Abschnitt näher erläutert sind.

Aufbauend auf den dabei ermittelten Ergebnissen, wird in Abschnitt 8.5.2 die Robustheit der

ermittelten Kennwerte des 2LVP Modells überprüft.

8.5.1 Bestimmung der Two-Layer-Viscoplasticity Kennwerte aus

LCF Versuchen

Die objektive Bestimmung aller Kennwerte des 2LVP Modells anhand von LCF Daten ist

nicht möglich, da diese in der Versuchsführung wenig komplexen Versuche weder Haltezeiten

noch betragsmäßige Dehnratenvariationen aufweisen und somit keine eindeutige Anpassung

der Werkstoffkennwerte, die das zeitabhängige Modellverhalten definieren, ermöglichen. Sie

sprechen die viskosen Eigenschaften des visko-elastischen Layers im Modell nicht an, sodass

durch die Belastungsgeschichte keine Rückschlüsse auf das zeitabhängige Werkstoffverhalten

und damit auch nicht auf das zeitabhängige Modellverhalten möglich werden. Bei einer gra-

dientenbasierten Optimierung führen diese Voraussetzungen dazu, dass die Sensitivität der

Fehlerquadratsumme auf eine Kennwertänderung verloren geht und dass das Optimierungs-

ergebnis nicht durch das Werkstoffverhalten definiert ist. Die Wechselwirkungen zwischen den

Kennwerten des Werkstoffmodells lassen in diesem Fall auch keine sinnvolle Anpassung der

Kennwerte des elastisch-plastischen Layers zu.

Um die Bestimmung der Kennwerte des elastisch-plastischen Layers gradientenbasiert zu

ermöglichen, werden die Kennwerte des visko-elastischen Layers entsprechend der in Ab-

schnitt 8.3 bestimmten Werte definiert und das zeitabhängige visko-elastische Modellverhal-

ten für jede Temperatur als frei von Streuungen angenommen. Die temperaturspezifischen

Werte für Ev, Bmod und Nv können der Tabelle 8.6 entnommen werden. Sie stellt ein Aus-

zug aus Tabelle 8.3 dar. Für die Temperaturen 20 ◦C und 300 ◦C weist die Modellantwort

aufgrund des sehr klein gewählten E-Moduls Ev nahezu keine zeitabhängigen Effekte auf.

Tabelle 8.6: Zusammenfassung der 2LVP Kennwerte die zur Beschreibung des
zeitabhängigen Modellverhaltens festgelegt werden.

Temperatur [◦C] 20 300 600 750 850 950 1000 1050

Ev [MPa] 20.9 19.4 17756.9 20123.4 23886.6 22143.2 21271.5 26851
Bmod [MPa] 15.80 15.80 46.41 211.5 1000 1143 1585 1520
Nv 10 10 6 4 3 2.67 2.5 2.2
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Theoretisch kann die komplette Belastungsgeschichte eines LCF Versuchs mit dem inkremen-

tell formulierten 2LVP Modell nachgerechnet werden. Da in den vorliegenden LCF Daten

jedoch diese Belastungsgeschichte nicht vollständig dokumentiert ist, die aufgrund des Deh-

nungsverhältnisses Rε = 0 auftretende Mittelspannungsrelaxation vom 2LVP Modell nicht

adäquat abgebildet werden kann und die Berechnung der Modellantwort für mehrere tau-

send Belastungszyklen sehr zeitintensiv ausfällt, wird für die Bestimmung der Kennwerte des

elastisch-plastischen Modellverhaltens die Spannungs-Dehnungs-Hysterese bei halber Lebens-

dauer herangezogen. Es handelt sich um die gleiche Hysterese, die auch für die Bestimmung

der Ramberg-Osgood Kennwerte genutzt wird (siehe Abschnitt 4.2.2).

Da die Bestimmung der 2LVP Kennwerte des elastisch-plastischen Layers deutlich mehr Re-

chenzeit in Anspruch nimmt als die Bestimmung der Ramberg-Osgood Kennwerte und sich

die Komplexität des Anpassungsproblems durch die zunehmende Anzahl an unbekannten

Werkstoffkennwerten erhöht, werden lediglich diejenigen LCF Versuche (Index i) ausgewer-

tet, für die im Abschnitt 5.4.2 eine robuste Bestimmung der Ramberg-Osgood Kennwerte

möglich ist.

Im Allgemeinen führen die bei der zyklischen Belastung während LCF Versuchen auftretenden

Spannungen zu Wechselplastizität, sodass Mittelspannungsrelaxation auftritt und Rückspan-

nungen im Material entstehen. Dies gilt es bei der Bestimmung der 2LVP Kennwerte des

elastisch-plastischen Layers zu berücksichtigen. Für jeden der n vorliegenden Versuche ist die

individuelle Dehnschwingbreite ∆εi, das Spannungsverhältnis Rσ,i und das Dehnungsverhält-

nis Rε,i bekannt. Durch den bereits in Abschnitt 8.4 erläuterten Algorithmus kann dem 2LVP

Modell eine zyklische Belastung solange aufgeprägt werden, bis sich die festgelegte Mittel-

spannung σm einstellt. Dieser Algorithmus muss für die Arbeit mit realen Versuchsdaten

schrittweise erweitert werden. Obwohl die Nickelbasislegierung MAR M247 keine nennens-

werte Zug-Druck Asymmetrie in ihren Spannungs-Dehnungs-Hysteresen zeigt, können in den

Hysteresen bei halber Lebensdauer Mittelspannungen σm,i auftreten, die kleiner sind als null.

Das 2LVP Modell konvergiert bei zyklischer Belastung nach einigen Zyklen beim Erreichen

einer stabilen Spannungs-Dehnungs-Hysterese. Diese Hysterese weist jedoch stets ein Span-

nungsverhältnis von Rσ = −1 auf, was einer Mittelspannung von σm = 0 entspricht. Die Mo-

dellantwort ist exakt symmetrisch in Zug und Druck. Spannungsverhältnisse, die bei einem

Dehnungsverhältnis von Rε = 0 kleiner ausfallen als Rσ = −1 können vom Modell in einer

stabilen Hysterese nicht beschrieben werden. Anstatt des festgelegten Mittelspannungswerts

von 0.5 MPa aus Abschnitt 8.4 wird die zyklische Belastung des Modells so lange aufrecht

erhalten bis die Mittelspannung der modellierten Spannungs-Dehnungs-Hysterese σm,mod der

experimentell bestimmten Mittelspannung aus dem LCF Versuch σm,i in den Grenzen einer

Toleranz TOL entspricht und

|σm,mod − σm,i| ≤ TOL (8.25)

gilt. Die Toleranz wird zu TOL = 0.1 MPa festgelegt. Um bei negativen Mittelspannungen,

die dazu führen, dass die Toleranzgrenze nicht unterschritten wird, ein sinnvolles Abbruch-

kriterium für den Algorithmus zu finden, wird durch eine Fallunterscheidung die minimale

Mittelspannung der herangezogenen LCF Hysterese zu σm,min = 0 festgelegt. Sobald in der
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Spannungs-Dehnungs-Hysterese bei halber Lebensdauer der Fall

σm,i ≤ σm,min (8.26)

eintritt, wird

σm,i = σm,min (8.27)

festgelegt. Die Dehnschwingbreite und das Dehnungsverhältnis der zyklischen Belastung wird

hierbei entsprechend der Randbedingungen des ausgewerteten LCF Versuchs gewählt.

Die Bestimmung der 2LVP Kennwerte des elastisch-plastischen Layers Epl, Re, C und C∞ er-

folgt gradientenbasiert durch die Minimierung einer Fehlerquadratsumme. Die Bestimmung

der elastischen und plastischen Modelleigenschaften wird anders als noch bei der Bestim-

mung der Ramberg-Osgood Kennwerte in einem einzigen Optimierungsschritt durchgeführt.

Hierbei muss beachtet werden, dass der gradientenbasierte Optimierungsalgorithmus die par-

tiellen Ableitungen, wie in Abschnitt 3.1.5 erläutert, numerisch ermittelt. Zur Berechnung

des Differenzenquotienten werden inkrementelle Variationen der Werkstoffkennwerte durch-

geführt (siehe Gleichung (3.2)). Diese inkrementelle Variation der Werkstoffkennwerte hat

zur Folge, dass sich das Modellverhalten inkrementell verändert. Dies kann sich auf das

Konvergenzverhalten im oben beschriebenen Algorithmus auswirken, sodass sich bei einer

Kennwertvariation die Anzahl der zur Unterschreitung der Toleranz benötigten Anzahl an

Belastungszyklen verändert und die Berechnung des Gradienten verfälscht. Dies kann verhin-

dert werden, indem die Anzahl NA der zu berechnenden Belastungszyklen für jede Iteration

des gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus zwischengespeichert wird.

Die zu minimierenden Fehlerquadratsumme FQSLCF ist durch

FQSLCF =

m∑
k=1

(σexp,k − σ2LVP,k)
2 (8.28)

definiert. Für jeden der m = 81 Datenpunkte der Spannungs-Dehnungs-Hysterese wird die

Differenz aus der durch das 2LVP Modell berechneten Spannung σ2LVP,k und der experi-

mentell ermittelten Spannung σexp,k gebildet. Die gradientenbasierte Optimierung startet

ausgehend von manuell festgelegten Startwerten.

8.5.2 Robustheitsuntersuchungen mit dem 2LVP Modell

Wie bereits im Abschnitt 5 erläutert, können Störeinflüsse die durch den gradientenbasier-

ten Optimierungsalgorithmus bestimmten Kennwerte verfälschen. Auch für die ermittelten

Kennwerte des elastisch-plastischen Layers des 2LVP Modells sollen diese unerwünschten Un-

sicherheiten bei der Kennwertermittlung im Rahmen einer Robustheitsuntersuchung auf ein

geringes Maß begrenzt werden, sodass die spätere statistische Beschreibung der Kennwertun-

sicherheit die tatsächliche Streuung der Werkstoffeigenschaften beschreibt.

Während bei der Robustheitsuntersuchung des Ramberg-Osgood Modells in einer empirischen

Studie der gesamte physikalisch sinnvolle Kennwertraum betrachtet wird, ist diese Vorge-

hensweise für die Untersuchung der Kennwerte des 2LVP Modells aufgrund der benötigten

Rechenzeit nicht zielführend. Stattdessen kann jedoch eine Robustheitsuntersuchung für je-
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den LCF Versuch erfolgen. Es wird derjenige Punkt im Kennwertraum untersucht, der sich

aus der Anpassung der 2LVP Kennwerte ergibt. Für jedes Ergebnis des Optimierungsalgo-

rithmus wird die Kennwertrobustheit untersucht. Diese Untersuchung erfolgt in mehreren

Schritten. Zunächst wird mit der in Abschnitt 8.5.1 beschriebenen Methodik für jeden der

untersuchten LCF Versuche der Kennwertsatz p∗init ermittelt, der die Fehlerquadratsumme

aus Gleichung (8.28) minimiert. Aufgrund der Komplexität des Optimierungsproblems und

der verwendeten Optimierungsmethodik besteht die Möglichkeit, dass die durch den Opti-

mierungsalgorithmus identifizierten Kennwerte nur ein lokales Minimum der FQS beschreiben

und dass in der Umgebung der identifizierten Lösung noch weitere, im Sinne der Fehlerqua-

dratminimierung, bessere Lösungen existieren. Deshalb werden die Kennwerte Ep∗
init, R

∗
e,init,

C∗∞,init und C∗init als Ausgangspunkt für eine genauere Suche nach Minima in der FQS genutzt.

Es werden 15 weitere Optimierungsaufrufe ausgehend von zufällig verrauschten Startkenn-

werten durchgeführt, die in der Nähe von p∗init liegen. Für jeden Aufruf werden die Startwerte

gemäß

pi = p∗init,i + p∗init,i · Zi (fN (x|0, 0.15)) (8.29)

zufällig variiert. Hierbei beschreibt Zi (fN (x|0, 0.15)) eine Zufallszahl, die durch den Zufalls-

zahlengenerator aus einer Normalverteilung mit dem Mittelwert µN = 0 und der Standardab-

weichung σN = 0.15 gezogen wird. Der Index i indiziert in diesem Fall den im Kennwertsatz

an der i-ten Stelle stehenden Kennwert. Führt die Gleichung (8.29) auf Kennwerte, die au-

ßerhalb der für diesen Kennwert definierten Schranken des Optimierungsalgorithmus liegen,

wird die Ziehung solange wiederholt, bis der Kennwert pi zulässig ist.

Das Ergebnis der Untersuchung sind 15 Kennwertsätze p∗k, mit 1 ≤ k ≤ 15, die jeweils zur

Minimierung der FQS FQS∗LCF,k führen. Für die Robustheitsuntersuchung wird derjenige

Kennwertsatz genutzt, der zur kleinsten FQS im Vergleich aller 15 Fehlerquadratminimie-

rungen führt. Der dazugehörige Kennwertsatz beinhaltet die Masterkennwerte pM, die für

die Durchführung der Robustheitsstudie am Lösungspunkt herangezogen werden.

Analog zur Vorgehensweise beim Ramberg-Osgood Modell wird auch für das 2LVP Modell

die empirische Robustheitsuntersuchung basierend auf synthetischen Daten durchgeführt, die

sich aus den Belastungen des untersuchten LCF Versuchs ergeben. Um die Versuchsbedingun-

gen des untersuchten LCF Versuchs möglichst genau abzubilden, werden dem 2LVP Modell

bis zum Erreichen einer vorgegebenen Mittelspannung eine bestimmte Anzahl an Belastungs-

zyklen aufgeprägt. Diese Anzahl entspricht der zwischengespeicherten Variable NA, die in Ab-

schnitt 8.5.1 erläutert wird. Die durch das 2LVP Modell unter Verwendung der Masterantwort

erzeugte Spannungs-Dehnungs-Hysterese wird durch eine zufällige Störgröße überlagert, die

das Messwertrauschen infolge von Messfehlern beschreibt. Die verrauschten Spannungen σscat

werden durch die Addition der Spannungen der Masterantwort σM mit einer Zufallszahl Zi

gemäß

σscat,i = σM,i + σM,i · Zi
mit Zi = Z (fN (x|0, sexp))i

(8.30)

berechnet. Der Index i indiziert die Wertepaare der Masterantwort. Zi wird zufällig aus

einer Normalverteilung mit dem Mittelwert µN = 0 und der Standardabweichung σN = sexp

generiert. Der Messfehler ist demnach direkt mit dem synthetischen Messwert σM,i korreliert.
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In einem weiteren Schritt wird das 2LVP Modell ausgehend von den Masterkennwerten durch

den Aufruf des gradientenbasierten Optimierungsalgorithmus an die verrauschte Masterant-

wort angepasst. Die Prozedur aus dem Verrauschen der Masterantwort und der Reidentifika-

tion der Masterkennwerte wird für jeden untersuchten LCF Versuch 15 Mal wiederholt. Die in

den 15 so ermittelten Kennwertsätzen p∗scat,j mit 1 ≤ j ≤ 15 enthaltenen Kennwerte, können

nun kennwertspezifisch zu Stichproben zusammengefasst werden. Anhand der Gleichungen

(3.16) und (3.17) lassen sich für jeden Kennwert (Index i) der arithmetische Stichprobenmit-

telwert p̄i, die Stichprobenvarianz und die relative Standardabweichung der Stichprobenwerte

des i-ten Kennwerts srel,i im Kennwertsatz berechnen. Die relative Standardabweichung dient

als Maß für die Unsicherheit im i-ten Kennwert. Fällt sie für einen der Kennwerte größer als

ein zuvor definierter Wert aus, der im Rahmen dieser Arbeit als Robustheitsniveau Rniv

bezeichnet wird, werden die für diesen Versuch bestimmten Kennwerte als nicht robust be-

wertet. In der Tabelle 8.7 sind die Ergebnisse der Robustheitsuntersuchung der Kennwerte

des 2LVP Modells für ein Robustheitsniveau Rniv = 0.03 zusammengefasst. Es liegen insge-

samt 37 LCF Versuche vor, deren Ramberg-Osgood Kennwerte für dieses Robustheitsniveau

als robust bewertet werden.

Tabelle 8.7: Ergebnis der Robustheitsuntersuchung der 2LVP Kennwerte des
elastisch-plastischen Layers bei einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.03.

Temperatur [◦C] Anzahl robuste Ramberg-Osgood
Kennwertsätze bei Rniv = 0.03

robuste Kennwertsätze des
elastisch-plastischen Layers des
2LVP Modells bei Rniv = 0.03

1000 12 0
1050 15 2
1150 10 1

Aus diesen Versuchen erfüllen lediglich drei der für das elastisch-plastische Layer bestimmten

Kennwertsätze die Robustheitsanforderungen bei Rniv = 0.03. Die Ergebnisse der EFA aus

dem Abschnitt 8.4 zeigen, dass der DTMF -Schädigungsparameter deutlich sensitiver auf eine

Variation des E-Moduls des elastisch-plastischen Layers Epl reagiert, als bei Variation der an-

deren Werkstoffkennwerte dieses Layers. Deshalb wird eine weitere Robustheitsuntersuchung

mit einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.03 für die Unsicherheit in Epl und Rniv = 0.06

für die Unsicherheit der restlichen Kennwerte des elastisch-plastischen Layers durchgeführt.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 8.8 zusammengefasst. Die Anhebung des Robustheitsniveaus

führt dazu, dass die Kennwerte von acht der 37 ausgewerteten LCF Versuche robust be-

wertet werden können. Wird das Robustheitsniveau auf Rniv = 0.06 für alle Kennwerte des

elastisch-plastischen Layers angehoben, ergeben sich die in Tabelle 8.9 gezeigten Ergebnis-

se. Die Verdopplung der ursprünglich zulässigen Kennwertstreuung führt zu insgesamt zehn

robust bewerteten Kennwertsätzen. Trotzdem ist basierend auf diesen Ergebnissen keine be-

lastbare statistische Auswertung der temperaturspezifischen Kennwertstreuung möglich, da

die resultierenden Stichprobenumfänge sehr klein ausfallen.
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Tabelle 8.8: Ergebnis der Robustheitsuntersuchung der 2LVP Kennwerte des
elastisch-plastischen Layers bei einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.03 für Ep und

Rniv = 0.06 für Re, C und C∞.

Temperatur [◦C] Anzahl robuste Ramberg-Osgood
Kennwertsätze bei Rniv = 0.03

robuste Kennwertsätze des
elastisch-plastischen Layers des
2LVP Modells bei Rniv = 0.03 für
Ep und Rniv = 0.06 für Re, C und
C∞

1000 12 1
1050 15 4
1150 10 3

Tabelle 8.9: Ergebnis der Robustheitsuntersuchung der 2LVP Kennwerte des
elastisch-plastischen Layers bei einem Robustheitsniveau von Rniv = 0.06.

Temperatur [◦C] Anzahl robuste Ramberg-Osgood
Kennwertsätze bei Rniv = 0.03

robuste Kennwertsätze des
elastisch-plastischen Layers des
2LVP Modells bei Rniv = 0.06

1000 12 3
1050 15 4
1150 10 3

8.6 Konzeptioneller Vorschlag für die Monte-Carlo

Simulation einer thermomechanischen Bauteilberechnung

In Abschnitt 8.5.2 kann gezeigt werden, dass die Anzahl an robusten Kennwertsätzen für das

2LVP Modell sehr gering ausfällt. Eine belastbare statistische Beschreibung der Streuung der

Kennwerte dieses Werkstoffmodells ist basierend auf dem in dieser Arbeit vorliegenden Date-

numfang nicht möglich. Um dennoch den Einfluss von streuenden Werkstoffeigenschaften auf

die Bauteillebensdauer in einer Monte-Carlo Simulation basierend auf einer thermomechani-

schen FE Simulation untersuchen zu können, wird in diesem Abschnitt ein konzeptioneller

Ansatz entwickelt. Er ermöglicht die Übertragung der Kennwertstreuung aus den bereits

vorgestellten Ergebnissen auf ein Simulationsmodell, das in Abschnitt 8.6.1 zunächst unter

Verwendung von nicht probabilistischen Kennwerten vorgestellt wird.

In Abschnitt 8.6.2 wird ein konzeptioneller Lösungsansatz zur Ermittlung der Kennwertstreu-

ung erarbeitet und erläutert, wie sich aus den vorliegenden Werkstoffdaten die Kennwerte

des 2LVP Modells unter Berücksichtigung von Kennwertstreuung für eine thermomechanische

Bauteilsimulation ableiten lassen. Der Ablauf der Monte-Carlo Simulation des Bauteils unter

thermomechanischer Belastung wird in Abschnitt 8.6.3 beschrieben und die daraus folgenden

Ergebnisse für die Streuung der Bauteillebensdauer statistisch ausgewertet.
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8.6.1 Simulationsmodell für die thermomechanische Simulation einer Tur-

binenschaufel

Für die Untersuchung des Einflusses von streuenden Werkstoffeigenschaften auf die Bau-

teillebensdauer wird von der MTU Aero Engines AG ein vollständiges FE Modell für die

Bauteilsimulation bereitgestellt. Es betrachtet einen Ausschnitt aus einem Schaufelring. Sei-

ne Rotationssymmetrie ist durch entsprechenden Randbedingungen in tangentialer Richtung

berücksichtigt. Der Ausschnitt beinhaltet insgesamt drei Schaufeln. Er ist in Abbildung 8.17

dargestellt. Die thermomechanischen Belastungen erfolgen zyklisch und simulieren den Real-

Abbildung 8.17: Darstellung des Simulationsmodells des Ausschnitts aus einem Schaufelring.

betrieb einer Turbine. In jedem Zyklus wird das Anfahren, das Aufheizen auf maximal Tem-

peratur bei Volllast und das anschließende Abkühlen der Turbine berücksichtigt. Die Zy-

klusdauer beträgt rund 200 s. Es werden drei Belastungszyklen simuliert. Temperaturen und

Drücke sind zu unterschiedlichen Zeitpunkten des Belastungszyklus für jeden Knoten vorge-

geben. Das Temperaturfeld bei maximaler Temperatur ist in Abbildung 8.18 dargestellt. Die

Abbildung 8.19 zeigt schematisch den Temperaturverlauf an zwei Knoten des Simulationsmo-

dells während der drei berechneten Belastungszyklen. Der Temperaturverlauf zwischen den

Knoten zeigt keine Phasenverschiebung. Im gesamten Bauteil wird die lokale maximale Tem-

Abbildung 8.18: Temperaturverteilung im Simulationsmodell des Schaufelringausschnitts
bei maximaler Bauteiltemperatur im Belastungszyklus (Temperaturen in Kelvin).
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Abbildung 8.19: Temperaturverlauf über der Zeit in den Knoten 1 und 2 bei der Simulation
von drei Belastungszyklen.

peratur jeweils zum selben Zeitpunkt im Lastzyklus erreicht. Am Knoten 1 tritt die größte

Temperatur im Modell mit Tmax = 1255 K auf. Der Knoten 2 kennzeichnet den höchstbe-

lasteten Bereich im Bauteil mit der geringsten Lebensdauer. Hier fallen die erreichten Tem-

peraturen deutlich niedriger aus. Die FE Berechnung des Turbinenschaufelmodells wird mit

dem 2LVP Modell und den in Abschnitt 8.3 bestimmten Werkstoffkennwerten durchgeführt

(siehe Tabelle 8.3). Es werden die Spannungen, elastische, thermische, plastische und vis-

kose Dehnungen, die Temperaturen und die Knotenverschiebungen für das Gesamtmodell

ausgegeben.

Die Abbildung 8.20 zeigt den schematischen Verlauf der akkumulierten plastischen, der ak-

kumulierten viskosen und der akkumulierten viskoplastischen Dehnungen über der Zeit im

hochbelasteten Knoten 2.

Während der Erstbelastung nehmen die plastischen und die viskosen Dehnungen stark zu.

In den folgenden Zyklen zeigt die plastische Dehnung nur noch sehr geringe Zuwächse. Die

viskoplastische Dehnung kann durch den Werkstoffkennwert f gewichtet in ihren plastischen

und viskosen Anteil zerlegt werden (siehe Gleichung (8.5)).

In der Abbildung 8.21 ist der höchst belastete Bereich des Bauteils, die Umgebung des Kno-

tens 2 dargestellt. Die Abbildung zeigt den Zuwachs der plastischen, der viskosen und der

viskoplastischen Dehnungsanteile im dritten Belastungszyklus, der für die Lebensdauerbe-

wertung herangezogen wird. Plastische Dehnungen im elastisch-plastischen Layer des 2LVP

Modells treten nur sehr lokalisiert im Bereich dieses Knotens auf. Das Inkrement an plasti-

scher Dehnung fällt deutlich geringer aus als das Inkrement an viskoser Dehnung. Die Aus-

wertung des DTMF -Schädigungsparameters erfolgt durch ein PYTHON Skript, welches auf

die Ergebnisse der FE Simulation zugreift. Da die DTMF Auswertung für das gesamte Bau-

teil aufgrund der Rechenzeiten und der lokalisiert auftretenden maximalen Schädigung nicht

zielführend erscheint, erfolgt sie lediglich in dem in Abbildung 8.21 dargestellten Bauteilbe-

reich. Für jeden Integrationspunkt in einem vorab definierten Elementset werden die Größen,
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Abbildung 8.20: Verlauf der akkumulierten plastischen, der akkumulierten viskosen und der
akkumulierten viskoplastischen Dehnung über der Zeit im Knoten 2 bei der Simulation von

drei Belastungszyklen.

die zur Berechnung der Schädigung im letzten berechneten Belastungszyklus benötigt wer-

den, extrahiert. Die Ergebnisse für den DTMF -Schädigungsparameter werden zunächst durch

die in Abschnitt 8.1 beschriebene Methodik berechnet und anschließend in die Ergebnisdatei

zurückgeschrieben, sodass der Verlauf der Ermüdungslebensdauer und des DTMF -Schädi-

gungsparameters genauso wie die anderen Ergebnisgrößen der FE Berechnung im Element-

set dargestellt werden können. Die Abbildung 8.22 zeigt die Ergebnisse für die Auswertung

des DTMF -Schädigungsparameters des Schaufelringausschnitts im hoch belasteten Bauteilbe-

reich. Zur Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters wird der integrale Mittelwert der

in Tabelle 8.4 zusammengefassten Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells für den unter-

suchten thermomechanischen Belastungszyklus ermittelt. Die Auswertung des Schädigungs-

parameters erfolgt hierbei für jeden Integrationspunkt, der im betrachteten Bauteilbereich

enthalten ist. Die F -Funktion wird in dieser Auswertung zu F = 1 gewählt. Bei Ver-

wendung der für den Werkstoff MAR M247 in Abschnitt 4.3.1 bestimmten Kennwerte des

Norton-Kriechmodells und einer Zyklusdauer von tz ≈ 200 s nimmt die F -Funktion Werte

an, die ungefähr dem Wert von F = 1 entsprechen (siehe Abbildung 4.7) und hat damit bei

der gegebenen thermomechanischen Belastung einen sehr geringen Einfluss auf die Schädi-

gung des Bauteils.
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(a) Viskose Dehnung (b) Plastische Dehnung

(c) Viskoplastische Dehnung

Abbildung 8.21: Darstellung der plastischen, der viskosen und der viskoplastischen
Dehnungen (Skalierung der Dehnungen nicht identisch), die sich im dritten

Belastungszyklus akkumulieren.

Abbildung 8.22: Darstellung des DTMF -Schädigungsparameters im kritischen Bereich des
Schaufelringausschnitts.

8.6.2 Konzept zur Ermittlung der Kennwertstreuung

des Two-Layer-Viscoplasticity Modells

Für die Simulation des FE Modells des Schaufelringausschnitts in Abschnitt 8.6.1 werden

die 2LVP Kennwerte des Werkstoffs MAR M247 genutzt, die in Abschnitt 8.3 bestimmt wer-

den. Das Werkstoffverhalten wird in dem vorgestellten Simulationsmodell durch das 2LVP

Modell beschrieben. Um die Temperaturabhängigkeit des Werkstoffverhaltens beschreiben zu

können, sind die Kennwerte des 2LVP Modells bei den Temperaturstützstellen 20 ◦C, 300 ◦C,

600 ◦C, 750 ◦C, 850 ◦C, 1000 ◦C und 1050 ◦C entsprechend der in Tabelle 8.3 zusammenge-

fassten Werte gewählt. Für die Auswertung des DTMF -Schädigungsparameters werden die

korrespondierenden Ramberg-Osgood Kennwerte benötigt. Sie sind in Tabelle 8.4 aufgelistet.

Für eine Untersuchung des Einflusses der Kennwertstreuung des 2LVP Modells auf das Ergeb-

nis der Bauteilsimulation und auf die vom DTMF - Lebensdauermodell vorhergesagten Bau-
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teillebensdauer fehlen, wie in der Robustheitsuntersuchung im Abschnitt 8.5.2 gezeigt wird,

verlässliche Informationen über das Streuverhalten der Modellkennwerte. Eine quantitative

Beschreibung der Streuung innerhalb der Kennwerte durch statistische Verteilungshypothe-

sen ist basierend auf den ermittelten Ergebnissen nicht möglich.

Für eine FE basierte Monte-Carlo Simulation des thermomechanisch belasteten Schaufel-

ringausschnitts unter Berücksichtigung der Kennwertstreuung des 2LVP Modells muss die

Kennwertstreuung der Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells anhand heuristischer Methoden

abgeschätzt werden. Hierzu werden Annahmen getroffen, die in den folgenden Abschnitten

näher erläutert werden. Für bestimmte Temperaturstützstellen liegen mehr Informationen

vor als für andere. Deshalb muss die Bestimmung der Kennwertstreuung für die Kennwerte

des 2LVP Modells temperaturspezifisch erfolgen.

8.6.2.1 1000 ◦C und 1050 ◦C

Für die Prüftemperaturen 1000 ◦C und 1050 ◦C sind die statistischen Verteilungen zur Be-

schreibung der Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werk-

stoff MAR M247 bekannt (siehe Abschnitt 6.1.2). Außerdem liegen Informationen über die

temperaturspezifische Korrelation zwischen den Ramberg-Osgood Kennwerten vor. Es wird

angenommen, dass sich die Streuung des realen Werkstoffverhaltens in LCF Versuchen durch

die Streuung der Modellantwort des Ramberg-Osgood Modells abbilden lässt, wenn statis-

tisch verteilte, korrelierte Kennwerte für die Berechnung der Spannungsantwort genutzt wer-

den. An diese synthetischen Spannungs-Dehnungsdaten des Ramberg-Osgood Modells kann

das 2LVP Modell angepasst werden. Da das Ramberg-Osgood Modell Deformationsplastizität

beschreibt, müssen der ansteigende und der absteigende Ast der synthetischen Spannungshys-

terese separat berechnet und zu einer Hysterese verknüpft werden. Dies wird durch die Ver-

schiebung der Lastumkehrpunkte erreicht. Es wird eine Dehnschwingbreite von ∆ε = 0.006

gewählt. Weiterhin wird angenommen, dass die resultierende Hysterese ein Spannungsverhält-

nis von Rσ = −1 und ein Dehnungsverhältnis von Rε = 0 aufweist. Die Spannungsantwort

des Ramberg-Osgood Modells wird an 41 äquidistanten Dehnungsstützellen pro Hystereseast

diskretisiert und orientiert sich dabei an dem für die LCF Versuche typischen Diskretisie-

rungsgrad. Für die Berechnung der Belastungsdauer wird eine Dehnrate von ε̇ = 0.003 1
s

festgelegt.

Während die Kennwerte des viskoelastischen Layers des 2LVP Modells als deterministisch be-

trachtet werden und den in Tabelle 8.3 aufgeführten Werten entsprechen, können die Werk-

stoffkennwerte des elastisch-plastischen Layers durch den bereits in Abschnitt 8.4 vorgestell-

ten Algorithmus bestimmt werden.

Für die Prüftemperaturen 1000 ◦C und 1050 ◦C werden jeweils 500 Kennwertsätze des

Ramberg-Osgood Modells zufällig gezogen. Die Kennwerte folgen dabei der für sie ermit-

telten statistischen Verteilung. Weiterhin wird für die zufällig gezogenen Kennwertsätze die

aus den experimentellen Ergebnissen bekannte Korrelation eingestellt. Für jeden so erzeug-

ten Ramberg-Osgood Kennwertsatz werden in einem weiteren Schritt die 2LVP Kennwerte

bestimmt, sodass für die beiden Prüftemperaturen sowohl die für die Lebensdauerbewertung

benötigten Ramberg-Osgood Kennwerte, als auch die korrespondierenden 2LVP Kennwerte
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.23: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 1050 ◦C.

vorliegen, die für die Beschreibung der Werkstoffeigenschaften in der FE Berechnung be-

kannt sein müssen. In der Abbildung 8.23 wird anhand der Versuchsdaten des CLCF Ver-

suchs bei 1050 ◦C das Ergebnis für die so ermittelte Streuung der 2LVP Kennwerte anhand

der berechneten Spannungsantwort des Modells verdeutlicht. Die Abbildung 8.23 zeigt ein

Spannungs-Zeit- und ein Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Für jeden Versuch wird anhand

der 500 vorliegenden 2LVP Kennwertsätze die Modellantwort berechnet. In den Abbildungen

sind neben den Versuchsdaten (schwarz) die maximalen positiven und negativen Abweichun-

gen (blau) zwischen Versuch und Modellantwort für jeden Datenpunkt aufgetragen. Es werden

hierbei alle 500 Modellantworten genutzt. Außerdem zeigen die Abbildungen die mittlere Mo-

delllösung (rot), die sich als Mittelwert der 500 Modelllösungen für jeden Datenpunkt ergibt

sowie die dazugehörige Standardabweichung.

8.6.2.2 600 ◦C und 850 ◦C

Für die Temperaturstützstellen bei 600 ◦C und 850 ◦C liegen keine statistischen Verteilungen

zur Beschreibung der Streuung der Kennwerte σcy und N ′ des Ramberg-Osgood Modells vor.

Um dennoch Streuungsinformationen für die Kennwerte des 2LVP Modells aus den vorliegen-

den Ergebnisse abschätzen zu können, werden die statistischen Verteilungen des E-Moduls E

genutzt, die für diese beiden Temperaturen bekannt sind (siehe Abschnitt 6.1.2). Die Streuung

der elastischen Eigenschaften des Ramberg-Osgood Modells wird in das elastisch-plastische

Layer des 2LVP Modells projiziert. Hierzu werden zufallsbehaftet statistisch verteilte Wer-

te für E aus der jeweiligen statistischen Verteilungen gezogen. Aufgrund der vergleichsweise

hohen Dehnrate wird angenommen, dass

E = Epl + Ev (8.31)

gilt. Alle Kennwerte des viskosen Layers und die Kennwerte zur Beschreibung des plasti-

schen Werkstoffverhaltens werden deterministisch betrachtet und sind gemäß den in Tabelle

8.3 zusammengestellten Werten gewählt. Hierbei ist zu beachten, dass eine Veränderung des
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.24: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 850 ◦C.

E-Moduls Epl des elastisch-plastischen Layers stets zu einer Änderung im Kennwert f führt,

wenn Ev konstant bleibt. Die gesamte Streuung der Werkstoffeigenschaften des Werkstoffs

MAR M247 wird demnach durch die Streuung im Kennwert Ep des 2LVP Modells abgebildet.

Es werden für jede Temperaturstützstelle 500 Kennwertsätze für das 2LVP Modell bestimmt.

Für jeden 2LVP Kennwertsatz muss in einem weiteren Schritt ein korrespondierender Kenn-

wertsatz der Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells ermittelt werden. Hierzu werden die

Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells anhand der durch das 2LVP Modell berechneten

Modellantwort bestimmt. Die Vorgehensweise hierbei ist analog zur Vorgehensweise in Ab-

schnitt 8.4.

In der Abbildung 8.24 sind die Auswirkungen der so ermittelten Kennwertstreuung im Ver-

gleich mit dem CLCF Versuch bei 850 ◦C dargestellt. In je einem Spannung-Zeit- und einem

Spannungs-Dehnungs-Diagramm werden analog zur Abbildung 8.23 die maximal auftretenden

positiven sowie die maximal auftretenden negativen Abweichungen zwischen den Versuchsda-

ten und den Modellantworten gezeigt. Weiterhin ist die mittlere Modellanpassung und ihre

Standardabweichung dargestellt.

8.6.2.3 20 ◦C, 300 ◦C und 750 ◦C

Für die Temperaturstützstellen bei 20 ◦C, 300 ◦C und 750 ◦C liegen keine LCF Versuche vor,

sodass für keinen der Ramberg-Osgood Kennwerte statistische Verteilungen zur Beschreibung

der Kennwertstreuung bekannt sind. Für die thermomechanische Simulation des Schaufelring-

ausschnitts ist es jedoch wünschenswert auch bei diesen Temperaturen das Werkstoffverhalten

und seine Streuung durch geeignete Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells vorzugeben.

Als Ausgangspunkt für die Abbildung von streuenden Werkstoffeigenschaften bei diesen Tem-

peraturen dienen die in Tabelle 8.3 zusammengefassten Kennwerte des 2LVP Modells. Da

keinerlei Streuungsinformationen der Werkstoffeigenschaften bekannt sind, wird angenom-

men, dass sich die Ergebnisse der statistischen Beschreibung der Streuung des E-Moduls bei

einer Temperatur von 600 ◦C auf die Temperaturen 20 ◦C, 300 ◦C und 750 ◦C übertragen las-

sen und dass sich in dem Temperaturbereich zwischen 20 ◦C und 750 ◦C die Charakteristik
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der Streuung der elastischen Eigenschaften nicht oder nur geringfügig verändert. Die gesamte

Streuung der elastischen Eigenschaften wird, wie bereits im vorherigen Abschnitt erläutert,

in den E-Modul des elastisch-plastischen Layers projiziert. Alle anderen Werkstoffkennwer-

te des 2LVP Modells werden deterministisch betrachtet. Aus Tabelle 8.3 ist ersichtlich, dass

sich der E-Modul im betreffenden Temperaturbereich bereits mit zunehmenden Temperatur

deutlich verringert. Dementsprechend ist es sinnvoll die Streuung des E-Moduls bei 600 ◦C

als relative Streuung bezogen auf den in Tabelle 8.3 aufgeführten Wert zu interpretieren.

Um beispielsweise einen zufallsbehafteten E-Modul des 2LVP Modells bei 20 ◦C E2LV P,20,z

zu ermitteln wird

E2LVP,20,z = E600,z ·
E2LVP,20

E2LVP,600
(8.32)

berechnet. Es wird ein zufälliger Wert E600,z aus der statistischen Verteilungsfunktion des

E-Moduls des Ramberg-Osgood Modells bei 600 ◦C gezogen und mit dem Quotienten aus

den temperaturspezifischen E-Moduln E2LVP,20 und E2LVP,600 aus der Tabelle 8.3 multipli-

ziert. Der Index z weist hierbei lediglich darauf hin, dass es sich um eine zufallsbehaftete

Größe handelt. Für jede Temperaturstützstelle werden je 500 Kennwertsätze des 2LVP Mo-

dells erzeugt. Die korrespondierenden Ramberg-Osgood Kennwertsätze können anhand der

Modellantwort des 2LVP Modells ermittelt werden (siehe Abschnitt 8.4).

Die Abbildungen 8.25, 8.26 und 8.27 zeigen in jeweils einem Spannungs-Dehnungs- und einem

Spannungs-Zeit-Diagramm die Auswirkung der Streuung in den Werkstoffkennwerten auf die

Modellantwort. Neben den Versuchsdaten der nachgerechneten CLCF Versuche (schwarz)

sind die Maxima und Minima der berechneten Modellantworten für jeden Datenpunkt darge-

stellt (blau). Die mittlere Modellantwort und die dazugehörige Standardabweichung werden

rot abgebildet. Da die Streuung der Kennwerte des 2LVP Modells lediglich in den elastischen

Eigenschaften des elastisch-plastischen Layers angenommen werden, zeigen sich ihre Effekte

besonders in den Bereichen der Spannungsantwort in denen elastische Verformungen in den

CLCF Versuchen auftreten.

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.25: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 20 ◦C.
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.26: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 300 ◦C.

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.27: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 750 ◦C.

8.6.2.4 Zusammenstellung der Kennwertsätze für die thermomechanische Simu-

lation

Um eine thermomechanische Bauteilsimulation durchführen zu können, werden die Werkstof-

feigenschaften bei bestimmten Temperaturen benötigt. Da in der vorliegenden Ausarbeitung

die Auswirkungen von streuenden Werkstoffeigenschaften auf das Simulationsergebnis und

darauf basierend die Auswirkungen auf die Abschätzung der Bauteillebensdauer untersucht

werden sollen, werden in den vorangegangenen Abschnitten für die Temperaturstützstellen

bei 20 ◦C, 300 ◦C, 600 ◦C, 750 ◦C, 850 ◦C, 1000 ◦C und 1050 ◦C jeweils 500 Kennwertsätze

für das 2LVP Modell und die dazu korrespondierenden Kennwertsätze des Ramberg-Osgood

Modells erzeugt. Für eine thermomechanische Bauteilsimulation muss für jede dieser Tem-

peraturen ein Kennwertsatz aus den 500 vorliegenden Sätzen gewählt werden, so dass das

Werkstoffverhalten in der Simulation über den gesamten Temperaturbereich definiert ist.

Diese Wahl kann nicht willkürlich erfolgen. Die Kennwertsätze müssen so kombiniert werden,

dass sich über der Temperatur physikalisch sinnvolle Kennwertverläufe ergeben.
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Da aus den vorliegenden LCF Versuchsdaten, die alle aus isotherm geführten Versuchen

stammen, keine Kombinationsvorschrift für die Kennwerte bei unterschiedlicher Temperatur

abgeleitet werden kann, wird angenommen, dass eine sinnvolle Kombination der tempera-

turspezifischen Kennwertsätze über den E-Modul erfolgen kann. Es wird angenommen, dass

eine Werkstoffprobe, die bei niedriger Temperatur einen vergleichsweise hohen E-Modul auf-

weist, diesen auch bei zunehmender Temperatur behält. Sortiert man die vorliegenden Kenn-

wertsätze temperaturspezifisch nach dem absteigenden E-Modul des Ramberg-Osgood Mo-

dells E, bildet sich eine Rangfolge der absteigenden Steifigkeiten über die die Kennwertsätze

temperaturübergreifend miteinander kombiniert werden können. Für eine thermomechani-

sche Bauteilsimulation werden jeweils temperaturspezifische Kennwertsätze genutzt, die die

gleiche Rangzahl bei der vorgenommenen Sortierung besitzen.

Wie sich die Streuungen der Werkstoffkennwerte des 2LVP Modells auf die Spannungsantwort

des Modells bei der Berechnung von CLCF Versuchen auswirken, konnte bisher nur unter-

sucht werden, wenn die Prüftemperatur des CLCF Versuchs einer Temperaturstützstelle ent-

spricht für die die Kennwertsätze bestimmt wurden. Da nun ein Zusammenhang zwischen den

Kennwertsätzen der einzelnen Temperaturstützstellen besteht und diese kombiniert werden

können, können auch CLCF Versuche nachgerechnet werden, die bei einer Prüftemperatur

liegen, die eine Kennwertinterpolation zwischen zwei benachbarten Temperaturstützstellen

erfordert. Weiterhin können nun die Einflüsse von streuenden Werkstoffkennwerten auf die

Modellantwort bei TMF Belastung untersucht werden. Beispielhaft sind hierzu in Abbil-

dung 8.28 zunächst die Ergebnisse für die Streuung der Modellantwort des 2LVP Modells für

die Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 950 ◦C dargestellt. Die einzelnen Kennwerte der

insgesamt 500 Kennwertsätze bei 950 ◦C werden durch lineare Interpolation über der Tempe-

ratur aus den sortierten Kennwertsätzen von 850 ◦C und 1050 ◦C bestimmt. Die Abbildungen

8.29 und 8.30 zeigen jeweils die Auswirkungen der Kennwertstreuung im 2LVP Modell auf

die Spannungsantwort bei der Nachrechnung von TMF Versuchen.

Neben den Versuchsdaten der nachgerechneten Versuche (schwarz) sind wiederum die Maxima

und Minima der berechneten Modellantworten für jeden Datenpunkt dargestellt (blau). Die

mittlere Modellantwort und die dazugehörige Standardabweichung werden rot abgebildet.

Die Methodik zur Kennwertkombination führt bei dem CLCF Versuch bei 950 ◦C (siehe

Abbildung 8.28) zu einer Beschreibung in der das 2LVP Modell die im Versuch gemessenen

Spannungen betragsmäßig deutlich überschätzt.

Für die Qualität der Beschreibung der TMF Versuchsdaten kann keine pauschale Aussage

getroffen werden. Während der IP TMF Versuch durch das 2LVP Modell mit streuenden

Werkstoffkennwerten gut beschrieben werden kann (siehe Abbildung 8.29), treten beim OP

TMF Versuch Abweichungen zwischen der durch streuende Werkstoffkennwerte beeinflussten

Modellantwort (siehe Abbildung 8.30) und den Versuchsdaten auf. Die durch das 2LVP Modell

berechneten Spannungen unterschätzen die Spannungen aus dem Versuch.
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(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.28: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines CLCF Versuchs bei 950 ◦C.

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.29: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines IP TMF Versuchs zwischen 300 ◦C und 950 ◦C.

(a) Spannung über Dehnung (b) Spannung über Zeit

Abbildung 8.30: Auswertung der Streuungen in der Modellantwort des 2LVP Modells bei
der Nachrechnung eines OP TMF Versuchs zwischen 300 ◦C und 950 ◦C.
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8.6.3 Thermomechanische Simulation einer Turbinenschaufel mit streuen-

den Werkstoffeigenschaften

Im diesem Abschnitt wird die Methodik vorgestellt, die dazu verwendet wird, das Simula-

tionsmodell eines Schaufelringausschnitts unter Berücksichtigung von streuenden Werkstof-

feigenschaften und thermomechanischer Belastung zu simulieren. Die Kennwertstreuung ist

in den in Abschnitt 8.6.2 ermittelten Kennwertsätzen des 2LVP Modells enthalten und wird

durch insgesamt 500 streuende Kennwertsätze abgebildet. Jeder dieser Kennwertsätze weist

2LVP Werkstoffkennwerte und die dazu korrespondierenden Ramberg-Osgood Kennwerte an

den Temperaturstützstellen 20 ◦C, 300 ◦C, 600 ◦C, 750 ◦C, 850 ◦C, 1000 ◦C und 1050 ◦C auf.

Aus Effizienzgründen werden nur 100 Bauteilsimulationen durchgeführt. Für jede Berechnung

wird dem Simulationsmodell aus Abschnitt 8.6.1 ein anderer Kennwertsatz zur Beschreibung

der Werkstoffeigenschaften zugrunde gelegt. Um die Kennwertstreuung und ihren Einfluss auf

das Simulationsergebnis bestmöglich innerhalb dieser 100 Simulationen abbilden zu können

wird jeder fünfte der nach dem E-Modul sortierten Kennwertsätze verwendet. Für jede der

100 Bauteilsimulationen kann im kritischen Bereich des Bauteils (siehe Abbildung 8.21) der

DTMF -Schädigungsparameter ermittelt werden. Hierzu wird das in Abschnitt 8.6.1 vorge-

stellte PYTHON Skript verwendet.

Die ermittelten maximalen DTMF -Schädigungsparameter werden in einer Stichprobe zu-

sammengefasst und statistisch ausgewertet. Durch die MLM werden Verteilungshypothe-

sen gemäß der Normal-, der logarithmischen Normal-, der Weibullverteilung mit zwei und

der Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern formuliert. Durch den korrigierten

Anderson-Darling Parameter wird ermittelt, welche der formulierten Hypothesen die Stich-

probe am besten beschreibt. Die Abbildung zeigt die formulierten Verteilungshypothesen. Au-

ßerdem sind die 100 Werte für den DTMF -Schädigungsparameter als Balken dargestellt. Die

Normalverteilung beschreibt die vorliegende Stichprobe mit einem P-Wert von PWert = 0.803

am besten. Zur Charakterisierung der Streubreite dieser Verteilungshypothese kann der Quo-

tient K gemäß der Gleichung (7.3) ermittelt werden. Er ergibt sich zu K = 1.31. Die Streuung

im Ergebnis des DTMF -Schädigungsparameters resultiert bei dieser Auswertung ausschließ-

lich aus der Streuung der Werkstoffeigenschaften, die durch die streuenden Werkstoffkenn-

werte des 2LVP Modells in der Bauteilsimulation berücksichtigt werden.

Ein direkter Vergleich der Ergebnisse aus Abschnitt 7.4.2 und der in diesem Abschnitt ermit-

telten Unsicherheit im DTMF -Schädigungsparameter kann nicht erfolgen, da mit dem Vor-

faktor A des Lebensdauermodells und dem DTMF -Schädigungsparameter unterschiedliche

Größen untersucht werden. Während die Unsicherheit im DTMF -Schädigungsparameter aus-

schließlich auf die Streuung der Werkstoffeigenschaften zurückgeht, fließen in die Streuung

von A die Unsicherheiten aus der individuellen Probenbeschaffenheit ein, mikrostrukturel-

le Größen, die sich beispielsweise auf die Anfangsrisslänge a0 auswirken [49]. Es ist jedoch

möglich die Auswirkungen der Unsicherheiten beider Größen auf die Lebensdauer Nf zu be-

ziehen. Hierzu wird das Lebensdauermodell

Nf = A ·D−BTMF
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8.6. KONZEPTIONELLER VORSCHLAG FÜR DIE MONTE-CARLO
SIMULATION EINER THERMOMECHANISCHEN BAUTEILBERECHNUNG

Abbildung 8.31: Ergebnis der statistischen Beschreibung der Streuung des
DTMF -Schädigungsparameters bei streuenden 2LVP Kennwerten und thermomechanischer

Belastung.

ausgewertet und für die durch statistische Verteilungen beschriebene Unsicherheit der Größen

A und DTMF eine Häufigkeitsverteilung über der Lebensdauer generiert. Um die Häufigkeits-

verteilung in der Lebensdauer unter statistisch verteiltem Kennwert A berechnen zu können

wird der deterministische 50 %-Wert DTMF,50 der Verteilungshypothese aus diesem Abschnitt

genutzt. Die Unsicherheit im Kennwert A wird durch die in Abschnitt 7.4.2 ermittelte Dich-

tefunktion für die Beschreibung von Akorr berücksichtigt. Die Häufigkeitsverteilung in der

Lebensdauer infolge eines statistisch verteilten DTMF -Schädigungsparameters wird mit dem

deterministischen 50 %-Wert Akorr,50 der in Abschnitt 7.4.2 ermittelten Verteilungshypothese

berechnet. Die Unsicherheit im DTMF -Schädigungsparameter wird über seine Dichtefunkti-

on aus diesem Abschnitt beschrieben. Der Exponent B∗ wird für beide Auswertungen gemäß

dem in Abschnitt 7.1 ermittelten Wert gewählt.

Zur Veranschaulichung zeigt die Abbildung 8.32 die ermittelten Häufigkeitsdichten über der

Zyklenzahl zum Versagen Nf .

Die Streuung in der Ermüdungslebensdauer, die aus streuenden Werkstoffkennwerten bei

einer thermomechanischen Simulation eines Bauteils resultiert, fällt erheblich kleiner aus als

die Streuung in der Ermüdungslebensdauer, die infolge der Unsicherheit im Kennwert A

des probabilistisch ausgewerteten Lebensdauermodell basierend auf den LCF Versuchsdaten

auftritt. Dies wird in Abschnitt 9.4 diskutiert.
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Abbildung 8.32: Vergleich der Unsicherheit in der Lebensdauer infolge der Streuung des
Kennwerts A des Lebensdauermodells und infolge der Streuung des

DTMF -Schädigungsparameters.
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9. Diskussion

In der vorliegenden Ausarbeitung wird eine Gesamtmethodik vorgestellt, die es erlaubt den

Einfluss der Streuung des Werkstoffverhaltens auf die Ermüdungslebensdauer abzuschätzen.

Ein wesentlicher Teilaspekt ist hierbei die Bestimmung und Bewertung von Werkstoffkenn-

werten, die basierend auf Versuchsdaten ermittelt werden. Sie werden herangezogen um die

Kennwertstreuung durch statistische Verteilungshypothesen beschreibbar zu machen. Ausge-

hend von diesen Ergebnissen kann der Einfluss von statistisch verteilter Kennwertstreuung

auf die Ermüdungslebensdauer, die durch ein mechanismenbasiertes Lebensdauermodells be-

rechnet wird, untersucht werden.

Die erarbeitete Methodik wird abschließend auf ein dreidimensionales Simulationsmodell einer

Bauteilgeometrie übertragen. Anhand dieses Modells wird basierend auf einer Monte-Carlo

Simulation eine Aussage zu den durch die Streuung der Werkstoffeigenschaften hervorgeru-

fenen Streuungen in der Bauteillebensdauer möglich.

Es kommen sowohl numerische als auch statistische Methoden zum Einsatz. Diese werden

in den folgenden Abschnitten gemeinsam mit den getroffenen Annahmen und den daraus

resultierenden Ergebnissen diskutiert.

9.1 Diskussion der Kennwertbestimmung und der

Robustheitsuntersuchung

Die Kennwertbestimmung nimmt im Rahmen dieser Arbeit eine zentrale Rolle ein. Basierend

auf zyklischen Versuchsdaten aus LCF Ermüdungsversuchen werden die Werkstoffkennwer-

te des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes gradientenbasiert angepasst. Das verwendete

Levenberg-Marquardt Verfahren führt auf einen effizienten und zuverlässigen Optimierungs-

algorithmus für die objektive Kennwertbestimmung.

Für einige der vorliegenden LCF Versuche scheitert die numerische Anpassung der Werk-

stoffkennwerte mit diesem Algorithmus, da die Sensitivität der Kennwerte zur Beschreibung

von plastischer Verformung im iterativen Optimierungsvorgang verloren geht. Um basierend

auf Versuchsdaten, deren Belastungshysteresen typischerweise keine beziehungsweise nur sehr

geringe plastische Verformungsanteile zeigen, Informationen über die Probensteifigkeit ermit-

teln zu können, wird die Anpassung des E-Moduls in einem separaten Optimierungsaufruf

vorgenommen.

Das vollständige Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetz bildet im Allgemeinen keinen linearen
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Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung ab. Dies wird erst durch die Vereinfachung

des Modells im ersten Optimierungsaufruf möglich (siehe Abschnitt 4.2.2) und schließt die

Annahme mit ein, dass der Werkstoff nach der Belastungsumkehr linear-elastisches Verhal-

ten zeigt. In Versuchen, deren Spannungs-Dehnungs-Hysteresen große Anteile an nichtlinearer

Verformung zeigen, wird dieses linear-elastische Werkstoffverhalten nur durch wenige Daten-

punkte unmittelbar nach der Belastungsumkehr diskretisiert. Dies führt dazu, dass dieser Teil

des Werkstoffverhaltens nur einen sehr geringen Anteil der FQS ausmacht. Um eine optimale

Beschreibung des experimentell ermittelten Werkstoffverhaltens durch das Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetz zu erreichen, kann es bei Versuchen mit großer Dehnschwingbreite sinn-

voll sein auf eine sehr genaue Beschreibung des elastischen Bereichs zugunsten einer besse-

ren Beschreibung der nichtlinearen Verformung zu verzichten. Eine separate Anpassung des

E-Moduls in einem separaten Optimierungsvorgang erlaubt diese Gewichtung zugunsten ei-

ner besseren Gesamtbeschreibung nicht, sodass davon ausgegangen werden muss, dass die

Wahl der Strategie zur Bestimmung der Werkstoffkennwerte direkte Auswirkungen auf die

ermittelten Kennwerte hat. Wie groß diese Auswirkungen sind und welche Tendenzen sie

haben können, ist nur schwer abschätzbar.

Bei Versuchen mit einer relativ geringen Dehnschwingbreite können die Auswirkungen ei-

ner separaten Anpassung des E-Moduls und deren Einfluss auf die bestimmten Werkstoff-

kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes wie folgt erklärt werden: Das im ers-

ten Optimierungsschritt angepasste vereinfachte Modell beschreibt zwar das linear-elastische

Werkstoffverhalten sehr genau, jedoch führen die im Gesamtmodell überlagerten nichtlinea-

ren Verformungen bereits im Bereich der als linear-elastisch angenommenen Entlastung zu

einer Reduktion der Modellspannungen. Dieser Effekt kann teilweise bei der Bestimmung

der zyklischen Fließgrenze und des Ramberg-Osgood Verfestigungsexponeten ausgeglichen

werden. Er wird bei der Bestimmung aller Ramberg-Osgood Kennwerte in einem Optimie-

rungsschritt durch einen im Vergleich größeren E-Modul verhindert. Beispielhaft sind hierzu

in den Tabellen 9.1 und 9.2 die ermittelten Ramberg-Osgood Kennwerte für einige LCF Ver-

suche des Werkstoffs X6 CrNiNb 18-10 zusammengefasst. In der Tabelle 9.1 finden sich die

Kennwerte, die aus der Anpassungsstrategie mit zwei Optimierungsschritten hervorgehen. In

der Tabelle 9.2 sind die ermittelten Werkstoffkennwerte für die selben Versuchsdaten gelistet,

die sich ergeben wenn die Kennwertbestimmung in nur einem Optimierungsschritt erfolgt. Die

durch die beiden Anpassungsstrategien ermittelten Kennwertsätze zeigen für die jeweiligen

Versuche teilweise sehr ähnliche und teilweise deutlich unterschiedliche Resultate. Augen-

scheinlich hat die Dehnschwingbreite, die in der letzten Spalte der Tabellen dokumentiert

ist, einen Einfluss darauf, wie stark die Abweichungen in den Ergebnissen der beiden Stra-

tegien im Vergleich zueinander ausfallen. Dieses Ergebnis lässt sich mit den oben gegebenen

Erläuterungen begründen.

Der Vorteil der in dieser Arbeit gewählten Strategie zur Bestimmung der Ramberg-Osgood

Werkstoffkennwerte ist, dass für jeden der vorliegenden zyklischen Versuche unter Beibe-

haltung einer konsistenten Vorgehensweise ein E-Modul ermittelt werden kann. Dies führt

dazu, dass die für die statistische Auswertung der Kennwertstreuung nutzbaren Stichpro-

benumfänge des E-Moduls deutlich größer ausfallen als für die Kennwerte σcy und N ′ und
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ROBUSTHEITSUNTERSUCHUNG

Tabelle 9.1: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte
des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 durch zwei

Optimierungsaufrufe. Anpassung des E-Moduls erfolgt separat.

Bezeichnung T [◦C] E [MPa] σcy [MPa] N ′ ∆ε

aRF RT d04 20 183891 576.0 6.90 0.0156
aRF RT d07 20 175191 513.2 6.81 0.0102
aRF RT d15 20 176106 434.1 6.06 0.0052
aRF 200 d01 200 148152 429.9 6.88 0.0156
aRH 35 d01 350 147108 384.6 6.47 0.0157
WF1 CLCF d11 450 147118 382.6 5.07 0.0081

Tabelle 9.2: Zusammenfassung der Ergebnisse für die Bestimmung der Werkstoffkennwerte
des Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes für den Werkstoff X6 CrNiNb 18-10 durch einen

Optimierungsaufruf.

Bezeichnung T [◦C] E [MPa] σcy [MPa] N ′ ∆ε

aRF RT d04 20 172149 588.9 7.63 0.0156
aRF RT d07 20 177106 511.4 6.81 0.0102
aRF RT d15 20 201248 422.7 4.55 0.0052
aRF 200 d01 200 133749 444.0 7.97 0.0156
aRH 35 d01 350 134558 394.9 7.19 0.0157
WF1 CLCF d11 450 144504 384.9 5.22 0.0081

bringt damit einen Mehrwert für die Aussagekraft der ermittelten statistischen Beschreibung

mit sich. Die gewählte Vorgehensweise erscheint auch in abschließender Bewertung sinnvoll.

Die zyklische Fließgrenze σcy und der Ramberg-Osgood Verfestigungsexponenten N ′, die das

nichtlineare Modellverhalten definieren, werden durch ein Robustheitskriterium bewertet.

Dieses stellt sicher, dass die Einflüsse aus der Messwertstreuung und der Anpassungsme-

thodik auf das Ergebnis des Optimierungsalgorithmus klein sind (siehe Abschnitt 5). Die

Robustheitsuntersuchung erlaubt eine quantitative Aussage zur Unsicherheit innerhalb der

angepassten Werkstoffkennwerte und sichert auf diese Weise deren Qualität ab. Für die statis-

tische Auswertung der Kennwertstreuung dürfen nur diejenigen Kennwerte genutzt werden,

die die Anforderung der Robustheit erfüllen. Das Robustheitskriterium findet für beide im

Rahmen dieser Ausarbeitung untersuchten Werkstoffe Anwendung.

Die Auswirkungen des Robustheitskriteriums auf die statistische Beschreibung der Kennwert-

streuung können anhand der Abbildungen 9.1 und 9.2 erläutert werden. Beide Abbildungen

weisen die identische Achsenskalierung auf. In der Abbildung 9.1 sind die statistischen Vertei-

lungshypothesen dargestellt, die sich für die Beschreibung der Kennwertstreuung der robusten

Werkstoffkennwerte der zyklischen Fließgrenze der Nickelbasislegierung MAR M247 bei einer

Prüftemperatur von 1050 ◦C ergeben. Im Vergleich dazu zeigt die Abbildung 9.2 die Vertei-

lungshypothesen für den gleichen Werkstoffkennwert bei der selben Prüftemperatur ohne die

Berücksichtigung des Robustheitskriteriums.

Die Berücksichtigung des Robustheitskriteriums reduziert zwar die Anzahl der nutzbaren

Versuchsumfänge, sie stellt jedoch sicher, dass nur valide Kennwerte in die Stichproben zur
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Abbildung 9.1: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze der
Nickelbasislegierung MAR M247 bei einer Prüftemperatur von 1050 ◦C bei Anwendung des

Robustheitskriteriums. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen und der
Stichprobenwerte (Balken).

Abbildung 9.2: Ergebnisse der statistischen Beschreibung der zyklischen Fließgrenze der
Nickelbasislegierung MAR M247 bei einer Prüftemperatur von 1050 ◦C bei Vernachlässigung
des geforderten Robustheitskriteriums. Darstellung der ermittelten Verteilungshypothesen

und der Stichprobenwerte (Balken).

statistischen Beschreibung der Kennwertstreuung eingehen. Dies hat zur Folge, dass die er-

mittelten statistischen Verteilungen erheblich schmaler ausfallen. Im Beispiel der zyklischen

Fließgrenze der Nickelbasislegierung bei einer Prüftemperatur von 1050 ◦C ergibt sich ein

Faktor 3 in der Streubreite, wenn das Robustheitskriterium nicht angewendet wird. Die-

se Zunahme der Streubreite kann jedoch nicht auf die Streuung der Werkstoffeigenschaften

zurückgeführt werden, sondern ist methodischen Ursprungs und deshalb bei der probabi-

listischen Betrachtung unerwünscht. Ohne eine Robustheitsuntersuchung ist keine adäquate

Bewertung der angepassten Kennwerte möglich. Die ermittelten Streuungen fallen unrealis-

tisch aus und wirken sich negativ auf die Aussagekraft des Ergebnisses der probabilistischen
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Auswertung des Lebensdauermodells aus.

Die Ergebnisse, die aus dem angewendeten Robustheitskriterium folgen, erscheinen plausibel.

Sie können zukünftig in die Versuchsplanung von zyklischen Ermüdungsversuchen einfließen

und erlauben eine Abschätzung der kritischen plastischen Dehnung, die im Versuch erreicht

werden muss, um eine robuste Kennwertbestimmung zu ermöglichen. Das Robustheitskrite-

rium selbst kann dabei vom Anwender festgelegt werden und kann werkstoffspezifisch oder

anwendungsspezifisch variieren. Je weniger tolerant der Anwender gegenüber einem metho-

dischen Einfluss in den angepassten Werkstoffkennwerten ist, desto strenger ist das Robust-

heitskriterium zu wählen. Für den austenitischen Stahl wird es im Rahmen dieser Arbeit auf

Rniv = 0.01 festgelegt und ist damit sehr streng.

Für die Nickelbasislegierung wird Rniv = 0.03 gewählt. Diese Bewertung der angepassten

Werkstoffkennwerte reduziert den Umfang der robust auswertbaren Versuche für diesen Werk-

stoff erheblich. Für die Prüftemperaturen von 600 ◦C und 850 ◦C liefert keiner der vorliegen-

den Versuche robuste Werkstoffkennwerte (siehe Tabelle 5.12). Trotzdem stellt die Wahl eines

Robustheitsniveaus von 3 % in diesem Fall einen guten Kompromiss dar.

Wie in Abschnitt 5.3 gezeigt wird, hat der experimentelle Messfehler, der der Robustheits-

untersuchung zugrunde liegt, einen großen Einfluss darauf, wie groß die kritische plastische

Dehnung δεpl
crit ausfällt. Dieser experimentelle Messfehler wird im Rahmen dieser Arbeit als

normalverteilt angenommen und als synthetischer Messfehler normalverteilt modelliert. Es

könnten jedoch auch andere Verteilungstypen unterstellt werden. Auch der Wert des Mess-

fehlers muss durch den Anwender abgeschätzt werden und beeinflusst somit das Ergebnis.

9.2 Diskussion der statistischen Methoden

Im Rahmen dieser Arbeit werden statistische Methoden einerseits herangezogen, um statisti-

sche Zusammenhänge innerhalb der Streuung von unterschiedlichen Merkmalen, beispielswei-

se der Kennwerte des Ramberg-Osgood Modells, zu finden. Andererseits bieten statistische

Testverfahren die Möglichkeit, die so bestimmten statistischen Verteilungshypothesen zu be-

werten und auf statistische Signifikanz zu prüfen. Ein weiterer Anwendungsbereich der Sta-

tistik ist in der vorliegenden Ausarbeitung die Bewertung von Korrelationen beziehungsweise

der Korrelationskoeffizienten zwischen zwei Merkmalen.

Der Anwendungsbereich und die Komplexität der deskriptiven und der beweisführenden Sta-

tistik sind nur schwer vollumfänglich in einer anwendungsbezogenen Arbeit zu erfassen. Im

Rahmen dieser Ausarbeitung liegt der Schwerpunkt der statistischen Auswertungen in ers-

ter Linie auf ihrer sinnvollen und effizienten Anwendbarkeit auf eine werkstoffmechanische,

praxisbezogene Fragestellung. Ziel dieser Arbeit ist es nicht, die Anwendung der statistischen

Methoden bis ins Detail zu verfeinern. Stattdessen sollen anhand der Statistik Informationen

gewonnen und basierend auf den grundlegenden statistischen Methoden für weiterführende

Auswertungen verfügbar gemacht werden.

In einem ersten Schritt werden die Streuungen der Werkstoffkennwerte des Ramberg-Osgood

Verfestigungsgesetzes ausgewertet und durch Verteilungshypothesen beschrieben. Hierbei

werden vier unterschiedliche Verteilungstypen unterstellt und jeweils mittels der MLM Ver-

teilungshypothesen ermittelt. Diese Vorgehensweise erscheint zielführend und erweist sich in
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der Anwendung als zuverlässig und effizient. Sie kann gradientenbasiert und damit automa-

tisiert erfolgen. Die Auswahl der Verteilungstypen, die jeweils unterschiedliche Charakteristi-

ken aufweisen, führt in den allermeisten Fällen zu einer guten Beschreibung der untersuchten

Stichproben aus Werkstoffkennwerten (siehe Tabelle 6.1 und 6.2). Die Auswahl der Weibull-

verteilung mit zwei Verteilungsparametern darf in Frage gestellt werden. Sie liefert in allen

Auswertungen schlechtere Beschreibungen als die Weibullverteilung, die mit dem Schwell-

wert TW einen zusätzlichen dritten Verteilungsparameter besitzt. Diese zusätzliche Anpas-

sungsmöglichkeit führt dazu, dass das Anpassungsergebnis der Weibullverteilung mit drei

Verteilungsparametern stets in der Lage ist, eine Stichprobe genauso gut oder besser zu be-

schreiben wie die gleiche Verteilung mit nur zwei Verteilungsparametern. Möglicherweise ist

es sinnvoll die Weibullverteilung mit zwei Verteilungsparametern durch einen anderen Ver-

teilungstyp zu ersetzen, der ebenfalls einen Schwellwert besitzt. Andererseits ist die Beschrei-

bung einer Kennwertstreuung durch statistische Verteilungen, die einen Schwellwert besitzen,

kritisch zu betrachten. Der Schwellwert stellt den kleinstmöglichen Wert dar, der aus einer

statistischen Verteilung gezogen werden kann. Bei der Auswertung von relativ kleinen Stich-

proben, wie sie im Rahmen dieser Arbeit auftreten, muss jedoch davon ausgegangen werden,

dass der ermittelte Schwellwert nicht den Minimalwert der Grundgesamtheit darstellt aus der

die Stichprobe stammt und dass es theoretisch möglich ist, dass kleinere Werte auftreten als

die, die in der Stichprobe untersucht werden, was zu nicht konservativen Ergebnissen führen

kann.

Die Bewertung der formulierten statistischen Verteilungshypothesen erfolgt durch den

Anderson-Darling Test und den gleichnamigen Anderson-Darling Parameter. Auch diese

Methodik erscheint bei der Bewertung der Verteilungshypothesen der Werkstoffkennwerte

zielführend. Andere statistische Testverfahren sind zwar denkbar, bringen jedoch Nachteile

mit sich (siehe Abschnitt 3.2.3.2).

Die bei der statistischen Auswertung untersuchten Stichprobenumfänge variieren von eini-

gen wenigen Werten bis hin zu mehreren zehntausenden. Sollen ausgehend von der Streu-

ung einer Stichprobe Aussagen über die Streuung beziehungsweise die statistische Verteilung

der Grundgesamtheit ermöglicht werden, nimmt die Aussagekraft mit zunehmendem Stich-

probenumfang grundsätzlich zu. Für die Werkstoffkennwerte der Nickelbasislegierung liegen

teilweise nur sehr wenige robuste Kennwerte innerhalb einer Stichprobe vor. Eine größere

Versuchsdatenbasis mit LCF Versuchen zur Bestimmung von robusten Werkstoffkennwer-

ten ist an dieser Stelle wünschenswert, für die Methodenentwicklung jedoch nicht zwingend

notwendig. Wie groß der Stichprobenumfang zur Formulierung einer aussagekräftigen statis-

tischen Verteilungshypothese mindestens ausfallen muss, lässt sich auch mit der im Rahmen

dieser Arbeit herangezogenen Fachliteratur nicht abschließend und eindeutig klären. Statisti-

sche Testverfahren zur Bestimmung der Trennschärfe der angewendeten Bewertungsverfahren

kommen in dieser Ausarbeitung nicht zum Einsatz. Sie bieten die Möglichkeit einer wahr-

scheinlichkeitsbehafteten Aussage über das Auftreten eines Verteilungsparameters in einem

festgelegten Intervall [26, Seiten 109f.] zu treffen und eröffnen damit weiteren theoretischen

Spielraum bei der Interpretation und der Bewertung von statistischen Verteilungsparametern.

Weiterhin wird im Rahmen dieser Arbeit davon abgesehen Stichproben auszuwerten, die we-
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niger als sieben Werte umfassen. Kleinere Stichproben ließen sich zwar ebenfalls mit den

herangezogenen Methoden statistisch beschreiben, jedoch leidet bei den statistischen Test-

verfahren die Trennschärfe zusehends und die ermittelten Verteilungsparameter verlieren bei

wachsenden P-Werten zunehmend an Aussagekraft.

In den Abschnitt 7.3 und 7.4 werden bei probabilistischer Auswertung des Lebensdauermo-

dells sehr große Stichproben untersucht. Während die MLM auch bei großen Stichproben sehr

effizient arbeitet, zeigen die Ergebnisse des Anderson-Darling Parameters zunehmend große

Werte, die in allen Fällen zu einem P-Wert von null führen. Auch dieses Ergebnis kann auf

die Trennschärfe zurückgeführt werden. Mit stark wachsenden Stichproben, werden statisti-

sche Testverfahren schärfer. Dies führt dazu, dass bereits kleine Abweichungen zwischen der

Verteilungshypothese und der Stichprobe zu signifikanten Ergebnissen führen. Anschaulich

wird dies beispielsweise in [64] erläutert und in [73] theoretisch diskutiert.

Ist es für die jeweilige Anwendung von Vorteil auch in diesen Fällen einen P-Wert berechnen

zu können, ist es möglich die zu untersuchende Stichprobe in Klassen zu unterteilen und die

Bewertung der Verteilungshypothese anhand der Gruppenmittelwerte durchzuführen. Dies

ist häufig Teil anderer statistischer Testverfahren und findet beispielsweise beim χ2-Test An-

wendung [19, Seite 440]. Durch eine Klassifizierung der Daten in eine festgelegte Anzahl von

Gruppen lässt sich zwar der Stichprobenumfang reduzieren, es resultieren jedoch Herausfor-

derungen hinsichtlich der Ergebnisinterpretation [19, Seite 442]. Zudem kann die gewählte

Gruppengröße erheblichen Einfluss auf den ermittelten P-Wert haben, sodass weiterführende

Untersuchungen ratsam sind, wenn eine Klassifizierung der Daten erfolgt.

In Abschnitt 7.4 werden Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten ausgewertet. Durch

den T-Test (siehe Abschnitt 3.2.3.1) lassen sich die Korrelationen zwischen Merkmalen hin-

sichtlich ihrer statistischen Signifikanz bewerten. Der T-Test baut auf der χ2-Verteilung und

damit auch auf der Annahme von normalverteilten Merkmalen auf. Er sollte nur angewen-

det werden, wenn die Streuung in den untersuchten Merkmalen durch eine Normalverteilung

beschrieben werden kann. Diese Voraussetzung wird im Rahmen dieser Arbeit nicht immer

erfüllt. Da sich aus der zu Rate gezogenen Fachliteratur keine alternative Herangehensweise

für die Bewertung von Korrelationen ableiten lässt und sich die Berücksichtigung von Korre-

lationen deutlich auf die Streubreite der Lebensdauer bei der probabilistischen Auswertung

auswirkt, wird der T-Test dennoch verwendet.

9.3 Diskussion der Ergebnisse der probabilistischen und

deterministischen Lebensdauerbewertung

Das mechanismenbasierte Lebensdauermodell, das in Abschnitt 4.1 eingeführt wird, nutzt

den DTMF -Schädigungsparameter zur Vorhersage der Zyklenzahl zum Versagen. In die-

sem Schädigungsparameter werden in der eindimensionalen Formulierung (siehe Gleichung

(4.3)) die Werkstoffeigenschaften durch die Kennwerte des Ramberg-Osgood Verfestigungs-

gesetzes und die charakteristischen Beanspruchungsgrößen zur Quantifizierung der Be-

lastung durch die effektive Spannung ∆σeff , die plastische Dehnschwingbreite ∆εpl und

die Spannungsschwingbreite ∆σ berücksichtigt. Unabhängig von der Art der Auswertung
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des Lebensdauermodells werden die charakteristischen Beanspruchungsgrößen durch die

Spannungs-Dehnungs-Antwort des Modells berechnet. Dies führt auf eine konsistente Me-

thodik und wäre bei einer individuellen Auswertung des Modells auch anders denkbar. Bei

dieser Art der Auswertung könnten die Beanspruchungen auch aus den Versuchsdaten direkt

bestimmt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird angenommen, dass die schädigende Wirkung durch

zeitabhängige Effekte bei der Bewertung von LCF Versuchen vernachlässigbar ist (siehe Ab-

schnitt 4.3.1). Die F -Funktion wird aus diesem Grund für alle Auswertemethoden des Lebens-

dauermodells zu F = 1 festgelegt. Diese konsistente Vereinfachung des Modells liefert gute Er-

gebnisse bei der Beschreibung der Ermüdungslebensdauern für die beiden untersuchten Werk-

stoffe. Lägen im Rahmen dieser Arbeit LCF Versuche mit langen Zykluszeiten vor, wäre die

Auswertung des DTMF -Schädigungsparameters unter Berücksichtigung der zeitabhängigen

Schädigung relevant, da die F -Funktion mit zunehmender Zyklusdauer erheblichen Beitrag

zur Schädigung liefern kann (siehe Abbildung 4.7). Eine gemittelte Auswertung des Kriechmo-

dells stellt die einfachste Möglichkeit für die Bewertung der Einflüsse der F -Funktion auf die

Ermüdungslebensdauer dar. Eine individuelle Auswertung der zeitabhängigen Schädigung ist

nur dann möglich, wenn die Kriecheigenschaften und die elastisch-plastischen Eigenschaften

an einer einzigen Werkstoffprobe ermittelt werden. Alternativ müssten Annahmen darüber

getroffen werden, wie die zeitunabhängigen mechanischen Eigenschaften mit den Kriechei-

genschaften zu korrelieren sind.

Das mechanismenbasierte Lebensdauermodell wird im Rahmen dieser Ausarbeitung für zwei

unterschiedliche metallische Werkstoffe und jeweils vier unterschiedliche Betrachtungsweisen

ausgewertet. Die individuelle Auswertung des Lebensdauermodells wird dabei genutzt, um

die Kennwerte A∗ und B∗ des Modells so anzupassen, dass alle Versuche des untersuchten

Werkstoffs bestmöglich beschrieben werden. Der ermittelte Wert für B∗ wird für alle weite-

ren Auswertemethoden des Lebensdauermodells beibehalten. Diese Vorgehensweise erscheint

sinnvoll, da in der individuellen Auswertung das tatsächlich vorliegende Werkstoffverhalten

durch individuelle Kennwerte für die Berechnung des DTMF -Schädigungsparameters genutzt

wird und somit der werkstoffspezifische Zusammenhang zwischen dem DTMF -Schädigungs-

parameter und der Ermüdungslebensdauer durch B∗ basierend auf dem tatsächlichen Werk-

stoffverhalten abgebildet wird.

Der Kennwert A wird bei der Auswertung des mechanismenbasierten Lebensdauermodells

genutzt, um die individuellen Probeneigenschaften zu quantifizieren. Die Ursachen der Streu-

ung innerhalb der Werte, die für den Kennwert A bestimmt werden, lassen sich anhand der

Gleichung (4.9) erläutern. Die Anfangsrisslänge a0 ist probenspezifisch. Sie hängt von den

individuellen Probenbeschaffenheit ab. So können Oberflächendefekte oder mikrostrukturelle

Eigenschaften wie die Korngröße oder auftretende Poren die Anfangsrisslänge beeinflussen.

Die Risslänge beim Versagen af stellt jedoch im eigentlichen Sinne eine messbare Größe

dar. Die in dieser Arbeit verwendeten Versuchsdaten besitzen jedoch kein einheitliches Ab-

bruchkriterium, sodass auch über die Risslänge beim Versagen eine Streuung im Kennwert

A resultiert. Diese sollte jedoch im Vergleich zur Streuung durch die Anfangsrisslänge klein

ausfallen.
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DETERMINISTISCHEN LEBENSDAUERBEWERTUNG

Bei der Auswertung des mechanismenbasierten Lebensdauermodells mit mittleren Werk-

stoffkennwerten wird ein deterministisches Werkstoffverhalten unterstellt. Hierzu werden

werkstoff-, und temperaturspezifisch jeweils die 50 %-Werte der zur Beschreibung der Streu-

ung der Werkstoffkennwerte formulierten Verteilungshypothesen genutzt, um das Werkstoff-

verhalten zu modellieren. Beschreibt die Verteilungshypothese die Kennwertstreuung nicht

gut, kann diese Vorgehensweise kritisch betrachtet werden und alternativ zum 50 %-Wert

könnte der arithmetische Mittelwert des Werkstoffkennwerts genutzt werden oder eine An-

passung des Werkstoffkennwerts über alle Versuche einer Temperatur durchgeführt werden.

Für die probabilistischen Betrachtungsweisen des mechanismenbasierten Lebensdauermodells

kommt die Monte-Carlo Methode zum Einsatz, um den Einfluss von statistisch verteilten

Eingangsgrößen auf die Streuung des Kennwerts A des Lebensdauermodells zu untersuchen.

Sie lässt sich einfach implementieren. Die Rechenzeit bei der probabilistischen Auswertung

des Lebensdauermodells nimmt im Vergleich mit der deterministischen Auswertung deutlich

zu, was auf die steigende Anzahl an Funktionsauswertungen zurückgeführt werden kann.

Die Berücksichtigung von Korrelationen zwischen statistisch verteilten Werkstoffkennwerten

innerhalb des probabilistisch ausgewerteten Lebensdauermodells wird durch einen im Rah-

men dieser Arbeit entwickelten Algorithmus realisiert (siehe Abschnitt 3.4.2). Dieser stellt den

experimentell ermittelten Korrelationskoeffizienten zwischen zwei unkorrelierten Stichproben

durch zufälliges Vertauschen der Stichprobenpaarungen ein. Der implementierte Algorith-

mus nutzt Toleranzen, die je nach Anwendung durch den Anwender anzupassen sind. Es ist

nicht sichergestellt, dass durch die stochastische Arbeitsweise der zwischen den Stichproben

gewünschte Korrelationskoeffizient tatsächlich realisiert werden kann. Für die Anwendungen

in dieser Arbeit konvergiert der Algorithmus und erreicht die vorgegebenen Toleranzen.

Die Ergebnisse der einzelnen Auswertemethoden werden durch die Streuung im Kennwert

A vergleichbar. Es wird ein Quotient K (siehe Gleichung (7.3)) für das Verhältnis der Aus-

fallwahrscheinlichkeiten eingeführt. Dieser beschreibt das Verhältnis zwischen den Werten

für eine 0.1 %-ige und für eine 95 %-ige Ausfallwahrscheinlichkeit. Der Wert für die 0.1 %-ige

Ausfallwahrscheinlichkeit stellt eine sehr konservative Abschätzung dar und ist bei der Ver-

wendung einer rechtsschiefen Weibullverteilung mit drei Verteilungsparametern sehr stark

vom Schwellwert TW abhängig. Dieser Schwellwert wiederum wird durch das Auftreten des

kleinsten Stichprobenwerts beeinflusst, da er häufig nahe der unteren Grenze des Wertebe-

reichs der Verteilungsfunktion auftritt. Die ermittelte Streubreite K hängt somit stark vom

kleinsten Stichprobenwert ab. Aus Sicht der statistischen Beschreibung ist diese Wahl den-

noch gerechtfertigt, wenn sehr große Stichproben untersucht werden. Bei kleinen Stichproben

beeinflusst diese starke Abhängigkeit das Ergebnis unter Umständen sehr deutlich und ist bei

der Anwendung in Verbindung mit einer Verteilung, die einen Schwellwert besitzt, unbedingt

zu bedenken. Für die Validierung von derart kleinen Wahrscheinlichkeiten werden einerseits

mehrere tausend Stichprobenwerte benötigt [28], sodass diese basierend auf Versuchsdaten

nur mit erheblichem finanziellen und zeitlichen Aufwand erfolgen kann. Andererseits ist die

Auswertung einer sehr konservativen Ausfallwahrscheinlichkeit im Hinblick auf die Auslegung

eines sicherheitsrelevanten Bauteils zwingend notwendig.

Durch den Vergleich der Streubreiten, die sich für die einzelnen Auswertemethoden ergeben,
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lassen sich die Ergebnisse der beiden im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Werkstoffe ge-

genüber stellen. Die Ergebnisse sind in den Tabellen 7.10 und 7.11 zusammengefasst. Die

Streubänder, die für die Nickelbasislegierung MAR M247 ermittelt werden, fallen für alle

Auswertungen des Lebensdauermodells deutlich größer aus als die des Werkstoffs X6 Cr-

NiNb 18-10. Während die Auswertung unter Verwendung der mittleren Werkstoffkennwerte

beim austenitischen Stahl zu einer leichten Vergrößerung des Quotienten K gegenüber der

individuellen Auswertung führt, kehrt sich diese Beobachtung für die Nickelbasislegierung

um.

Die probabilistischen Auswertungen des Lebensdauermodells zeigen für beide Werkstoffe

ein um circa Faktor 2 breiteres Streuband als die deterministischen Auswertemethoden.

Auch führt die Berücksichtigung der Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwerten des

Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes bei beiden Werkstoffen zu einer geringen Reduktion

des Quotienten K. Diese Ergebnisse erscheinen grundsätzlich plausibel. Eine Validierung ba-

sierend auf Versuchsdaten ist jedoch, wie bereits erwähnt, nur mit sehr großem finanziellen

und zeitlichen Aufwand möglich.

9.4 Diskussion des Bauteilkonzepts

Um die Auswirkungen von streuenden Werkstoffeigenschaften auf die Ermüdungslebensdauer

eines realen Bauteils abschätzen zu können, wird in Kapitel 8 ein konzeptionelles Bauteilkon-

zept entwickelt. Es wird die mehrachsige Formulierung des mechanismenbasierten Lebensdau-

ermodells erläutert und ein inkrementelles Werkstoffmodell eingeführt, das die Modellierung

von komplexen mehrachsigen Spannungszuständen in einer FEM Simulation erlaubt.

Das 2LVP Modell hat gegenüber den anderen in Abschnitt 8.2.2 erwähnten Werkstoffmodel-

len einen großen Vorteil im Hinblick auf die probabilistische Betrachtung der Lebensdauer.

Da die Spannungsantwort des viskosen Layers bei dehnungskontrollierter Modellberechnung

unabhängig von den Spannungen im plastischen Layer ist, kann die Probabilistik vollständig

in das plastische Modellverhalten verschoben werden. Durch diese Annahme reduziert sich bei

deterministischer Beschreibung der viskosen Modelleigenschaften die Anzahl der unbekann-

ten Werkstoffkennwerte auf vier, sodass weiterführende Schritte innerhalb des konzeptionellen

Ansatzes möglich werden.

Die Kennwertbestimmung des viskosen Layers erfolgt erfahrungsbasiert und ist demnach nicht

objektiv. Obwohl die Spannungsantworten der beiden Layer voneinander unabhängig sind,

beeinflussen die gewählten Kennwerte zur Beschreibung der viskosen Modelleigenschaften

die Kennwertbestimmung für die Kennwerte des plastischen Layers. Zwar kann eine Vali-

dierung der erfahrungsbasiert ermittelten Kennwerte durch TMF Versuche erfolgen, jedoch

sollten nicht-objektive Eingriffe in die Kennwertermittlung bei der Untersuchung von Kenn-

wertstreuung vermieden werden, da nur sehr schwer abgeschätzt werden kann, wie sie sich

auf das Endergebnis der Untersuchung auswirken. Dies ist auch im Rahmen dieser Arbeit

der Fall. Die Vereinfachung des 2LVP Modells durch die subjektive Bestimmung der Kenn-

werte des viskosen Layers ermöglicht weiterführende Untersuchungen und die vollständige

Ausarbeitung des Bauteilkonzepts.

Bei der Auswertung der LCF Versuche erfüllen trotz der Vereinfachung des 2LVP Modells nur
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sehr wenige der ermittelten Modellkennwerte die Robustheitsanforderungen. Eine statistische

Auswertung kann basierend auf diesen Ergebnisse nicht erfolgen. Um dennoch die Streuung

der Werkstoffeigenschaften in den Kennwerten des 2LVP Modells abbilden zu können werden

synthetische Versuchsdaten mithilfe streuender Ramberg-Osgood Werkstoffkennwerte heran-

gezogen (siehe Abschnitt 8.6.2). Für diese Kennwerte liegen teilweise die statistischen Infor-

mationen über die Streuung vor. Je nach untersuchter Prüftemperatur werden 2LVP Kenn-

werte anhand synthetischer Ramberg-Osgood Versuchsdaten ermittelt oder Ramberg-Osgood

Kennwerte anhand einer 2LVP Modellantwort angepasst. Hierbei muss beachtet werden, dass

die beiden Modelle die nichtlineare Verformung nicht identisch modellieren. Während im

2LVP Modell die Lösung der Differentialgleichung zur Entwicklung der Rückspannung (sie-

he Gleichung (8.13)) im isothermen Fall auf eine Exponentialfunktion führt, entwickelt sich

die Festigkeit im Ramberg-Osgood Modell gemäß eines Potenzansatzes. Es resultiert ein Mo-

dellfehler. Er führt dazu, dass zwischen den beiden Modellen stets eine Abweichung auftritt.

Diese Abweichung bewirkt, dass auch die für die Anpassung herangezogene Dehnschwingbrei-

te, die vom Anwender gewählt werden kann, einen Einfluss auf das Anpassungsergebnis hat,

sodass objektive Ergebnisse bei dieser Methodik nur in Verbindung mit festgelegten tempera-

turabhängigen Dehnschwingbreiten realisierbar sind. Wie groß der wechselseitige Einfluss der

Dehnschwingbreite auf das Ergebnis der Kennwertbestimmung ist, wird im Rahmen dieser

Arbeit nicht explizit untersucht.

Die Monte-Carlo Simulation der Bauteilgeometrie in ABAQUS stellt im Bauteilkonzept den

letzten Schritt der Untersuchung dar. Unter Verwendung der streuenden Werkstoffkennwer-

te gelingt sie mit plausiblem Ergebnis. Der Vergleich der Ergebnisse des Bauteilkonzepts

mit den Ergebnissen der probabilistischen Auswertung des Lebensdauermodells basierend

auf LCF Versuchen ist in Abbildung 8.32 dargestellt. Die probabilistische Auswertung des

mechanismenbasierten Lebensdauermodells basierend auf den LCF Versuchen führt zu ei-

nem deutlich größeren Streuband in der Lebensdauer als die Simulation eines thermomecha-

nisch belasteten Bauteils bei streuenden Werkstoffeigenschaften. Hierbei muss berücksichtigt

werden, dass die unmittelbare Vergleichbarkeit zwischen beiden Ergebnissen nicht gewähr-

leistet ist, da in die Bauteilsimulation keinerlei mikrostrukturelle Effekte eingehen. Während

sich die Größen, die den Kennwert A des Lebensdauermodells beeinflussen, zwischen den

einzelnen LCF Versuchen unterscheiden und somit zur Streuung in A beitragen, bleibt A

bei der Auswertung der Simulationen konstant. Weiterhin stammen die Informationen zur

Kennwertstreuung aus Werkstoffproben, die möglicherweise andere Mikrostrukturen aufwei-

sen, als sie sich am Bauteil einstellen. Wie sich eine Änderung der Mikrostruktur auf die

Kennwertstreuung auswirkt, kann basierend auf den im Rahmen dieser Arbeit vorliegenden

Versuchsumfängen nicht untersucht werden und es muss kritisch hinterfragt werden, ob ein

einfacher Transfer der Streuungsinformationen, die anhand von Werkstoffproben mit belie-

biger Mikrostruktur ermittelt werden, in die Bauteilsimulation sinnvoll ist. Weiterführende

Ergebnisse in dieser Fragestellung könnten durch Werkstoffproben gewonnen werden, die di-

rekt aus dem für die Ermüdungslebensdauer kritischen Bereich eines Bauteils stammen.

Für die probabilistische Lebensdauerbewertung des unter thermomechanischer Belastung

stehenden Schaufelradausschnitts werden Kennwertsätze unterschiedlicher Prüftemperatu-
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ren über die relative Größe ihrer E-Moduln miteinander kombiniert (siehe Abschnitt 8.6.2).

Diese Annahme ist bei dem im Rahmen dieser Arbeit vorliegenden Versuchsdatenumfang

für die Anwendung der probabilistischen Betrachtungsweise zwingend erforderlich, um das

Werkstoffverhalten des Simulationsmodells in dem geforderten Temperaturbereich sinnvoll

zu definieren. Wünschenswert wären Versuchsdaten, die es erlauben, alle Kennwerte anhand

einer Probe zu bestimmen.
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In thermomechanisch hochbelasteten Bauteilen wie Turbinenkomponenten oder Kraftwerks-

leitungen können lokalisiert plastische Verformungen auftreten, die zur Werkstoffermüdung

und zur Rissentstehung führen und somit die Lebensdauer der Bauteile begrenzen. Zur

Abschätzung der im Werkstoff durch mechanische Belastung und thermische Dehnungsbe-

hinderung hervorgerufenen Beanspruchungen kommen im Auslegungsprozess von hochbelas-

teten Komponenten FE Simulationen zum Einsatz. In diesen wird im Allgemeinen das reale

Werkstoffverhalten durch ein deterministisches Werkstoffmodell beschrieben, dessen Werk-

stoffkennwerte anhand von Versuchsdaten ermittelt werden. In der Realität weisen Werk-

stoffeigenschaften jedoch Streuungen auf. Diese beeinflussen die im Werkstoff resultierenden

Spannungen, seine Festigkeit und damit auch die Werkstoffermüdung sowie seine Ermüdungs-

lebensdauer. Diese Informationen gehen bei einer deterministischen Betrachtungsweise des

Werkstoffverhaltens verloren.

Im Rahmen dieser Arbeit wird eine Methodik erarbeitet, die basierend auf den Versuchs-

daten von zwei metallischen Werkstoffen die Auswirkungen von streuenden Werkstoffeigen-

schaften auf die Ermüdungslebensdauer abschätzt. Für die Nickelbasislegierung MAR M247

und den niobstabilisierten austenitischen Stahl X6 CrNiNb 18-10 liegen zahlreiche LCF

Ermüdungsversuche vor. Es wird ein mechanismenbasiertes Lebensdauermodell verwendet,

welches einen Schädigungsparameter nutzt, der aus der Bruchmechanik abgeleitet ist und sich

aus den Werkstoffkennwerten des zyklischen Ramberg-Osgood Verfestigungsgesetzes und den

Beanspruchungsgrößen im Belastungszyklus berechnen lässt. Es beschreibt das Risswachs-

tum von kurzen Ermüdungsrissen, indem es die Rissöffnungsverschiebung mit der Zunahme

der Risslänge pro Belastungszyklus korreliert.

In einem ersten Schritt werden die vorliegenden Versuche ausgewertet und eine Methodik vor-

gestellt, die es erlaubt objektiv Werkstoffkennwerte zu ermitteln. Durch ein gradientenbasier-

tes Optimierungsverfahren erfolgt die Kennwertbestimmung automatisiert. Um sicherzustel-

len, dass Störgrößen wie zum Beispiel das Messwertrauschen nur einen begrenzten Einfluss auf

die ermittelten Werkstoffkennwerte haben, wird im Rahmen dieser Arbeit ein Robustheitskri-

terium definiert. Es ermöglicht eine Bewertung der Werkstoffkennwerte und stellt sicher, dass

lediglich robuste Kennwerte genutzt werden, um die Streuung der Werkstoffkennwerte durch

statistische Verteilungshypothesen zu quantifizieren. Bei der Auswertung der LCF Versuche

der Nickelbasislegierung reduziert die Anwendung des Robustheitskriteriums die Anzahl der

nutzbaren Versuche erheblich. Die Streuungscharakteristika der untersuchten Werkstoffkenn-
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werte können sich unterscheiden und sind im Vorfeld nicht bekannt. Um dennoch eine gute

statistische Beschreibung der ermittelten Stichproben zu ermöglichen, werden durch die MLM

Verteilungshypothesen von vier Verteilungstypen formuliert. Die Bewertung der Hypothesen

erfolgt anhand des Anderson-Darling Parameters im Rahmen eines Hypothesentests. Es kann

gezeigt werden, dass sich die Kennwertstreuung nahezu in allen Fällen gut durch statistische

Verteilungshypothesen beschreiben lässt.

Für die Auswertung des mechanismenbasierten Lebensdauermodells werden im Rahmen

dieser Arbeit vier unterschiedliche Betrachtungsweisen realisiert, die für beide untersuchten

Werkstoffe umsetzbar sind und für einen Ergebnisvergleich herangezogen werden können. In

zwei deterministischen Auswertungen wird das Streuband in der Lebensdauerabschätzung

unter Verwendung von individuellen Werkstoffkennwerten und unter Verwendung von

mittleren Werkstoffkennwerten untersucht. Weiterhin werden zwei probabilistische Aus-

wertungen des Lebensdauermodells umgesetzt. In einer Monte-Carlo Simulation werden

zufällige Werkstoffkennwerte aus den bereits bekannten Verteilungshypothesen gezogen, die

die Kennwertstreuung beschreiben. In der ersten probabilistischen Auswertung erfolgt diese

Ziehung ohne Berücksichtigung von Korrelationen zwischen den Kennwerten. In der zweiten

probabilistischen Auswertung des Lebensdauermodells werden die Korrelationen zwischen

den Werkstoffkennwerten ermittelt und durch einen im Rahmen dieser Arbeit entwickel-

ten Algorithmus berücksichtigt. Die Auswertung erfolgt sodann mit statistisch verteilten,

korrelierten Werkstoffkennwerten. Die aus den Auswertemethoden folgenden Unsicherhei-

ten im Lebensdauermodell werden durch statistische Verteilungshypothesen quantifiziert.

Für beide Werkstoffe ergibt sich ein um circa Faktor zwei verbreitertes Streuband in der

Lebensdauer beim Vergleich der probabilistischen Auswertungen mit den deterministischen

Auswertungen. Die Berücksichtigung von Korrelationen zwischen den Werkstoffkennwer-

ten hat dabei einen relativ geringen Einfluss auf das Streuband in der Ermüdungslebensdauer.

In einem weiteren Schritt wird in der vorliegenden Ausarbeitung ein Konzept zur Umsetzung

einer probabilistischen Lebensdauerbewertung auf Bauteilebene ausgearbeitet. Mit dem 2LVP

Werkstoffmodell wird ein in ABAQUS standardmäßig zur Verfügung stehendes Werkstoffmo-

dell für die Beschreibung von mehrachsigen Spannungszuständen herangezogen. Durch eine

Kombination aus erfahrungsbasierter und gradientenbasierter Kennwertbestimmung werden

die Kennwerte zur Beschreibung des zeitabhängigen Modellverhaltens ermittelt. Die aus den

Kennwerten des Ramberg-Osgood Modells bekannte Streuung kann nun dazu genutzt wer-

den, die Streuung der restlichen Kennwerte des 2LVP Modells abzuschätzen. Durch die FE

Simulation eines thermomechanisch beanspruchten Schaufelradausschnitts im Rahmen einer

Monte-Carlo Simulation können die Auswirkungen von streuenden 2LVP Werkstoffkennwer-

ten auf die ermittelten Bauteillebensdauer untersucht und statistisch ausgewertet werden.

Die Ergebnisse dieser Studie können zur Abschätzung des Einflusses von streuenden Werk-

stoffeigenschaften auf die Bauteillebensdauer dienen.
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