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Kapitel

1

Ein historisch weit zuriickreichendes physikalisches Phénomen, das bereits in den An-

EINFUHRUNG

fingen seiner Entdeckung Anwendung fand, ist der Magnetismus. Durch die Aufstellung
der klassischen Maxwell-Gleichungen konnte das Wechselspiel zwischen Elektrizitat und
Magnetismus mathematisch kompakt vereinheitlicht werden. Dennoch ist diese klassi-
sche Beschreibung zur Erklarung des Zustandekommens magnetischer Eigenschaften von
Festkorpern unzureichend. So zeigt beispielsweise das Bohr-van-Leeuwen-Theorem auf,
dass die Existenz einer spontanen makroskopischen Magnetisierung einer theoretischen
Erweiterung bedarf [1, 2]. Erst mit der relativistisch-quantenmechanischen Formulierung
einer Bewegungsgleichung fiir das Elektron von Dirac wurde der Zugang zu einer wesent-
lichen intrinsischen Grofe ermoglicht: den Spin [3]. Diese fiir alle Teilchen fundamentale
nichtnegative Grofse kann die Werte eines halb- oder ganzzahligen Vielfachen des Plack-
schen Wirkungsquantums A annehmen. Zahlreiche experimentelle Befunde, wie etwa der
Stern-Gerlach-Versuch oder die (Hyper-)Feinstruktur, konnten mit seiner Existenz erklart
werden und bildet die Grundlage fiir verschiedenste praktische Anwendungen, wie zum
Beispiel der Magnetresonanztomographie. Ein theoretisches Modell, das den Spin und
die kinetischen Freiheitsgrade der Elektronen berticksichtigt, ist das Hubbard-Modell
[4]. Das Auffinden von ferromagnetischer Ordnung ist in diesem Modell ein immer noch
kompliziertes aktuelles Forschungsgebiet. Es zeigt sich, dass beispielsweise energetisch
giinstige flache Bander solch eine Ordnung stabilisieren konnen. Vernachléssigt man den
elektrischen Ladungstransport und ordnet jedem Gitterpunkt genau ein Elektron zu, so
stellt sich die Frage, wie sich hier eine magnetisch langreichweitige Ordnung (LRO) eta-
blieren kann. Ein effektives quantenmechanisches Modell, das lediglich Wechselwirkungen
lokalisierter Spins beriicksichtigt, also ein Modell zur Beschreibung magnetischer Isola-
toren, ist das sogenannte Heisenberg—Model]ﬂ [5]. Viele magnetische Festkérper kénnen
bereits mit diesem Modell bei tiefen Temperaturen gut beschrieben werden und legen

dadurch nahe, dass der Spin zur Beschreibung experimenteller Befunde ein wichtiger

'Historisch betrachtet wurde das Heisenberg-Modell Jahrzehnte vor dem Hubbard-Modell aufgestellt.
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Bestandteil ist. Zumindest bei 7' = 0 ist, im Gegensatz zum Hubbard-Modell, der ferro-
magnetische Zustand eine auf der Hand liegende Losung niedrigster Energie des Modells.
Die Schwierigkeit iibertréigt sich hier auf die Beschreibung von antiferromagnetischen
Konfigurationen, die im Allgemeinen Quantenfluktuationen ausgesetzt sind. Da der Spin in
diesem Modell nicht nur //2 betragen muss, kann der Einfluss von Quantenfluktuationen
im sogenannten klassischen Limes untersucht werden. Verschiedene Materialien, die mit
dem Heisenberg-Modell gut beschrieben werden konnen, weisen bis hinunter zu tiefsten
Temperaturen keine magnetische LRO auf. Magnetische Unordnung bei T" = 0 ist in
klassischen Spinsystemen typischerweise mit einer Vielzahl entarteter Grundzusténde
verkniipft. Dies findet man in Modellen, bei denen es unméglich ist, alle Wechselwirkungen
zwischen den Spins paarweise energetisch zu optimieren. Man spricht dann von Frustration.
Das entsprechende Quantensystem zeigt dann hier hdufig besonders interessante und
ungewohnliche Eigenschaften sowohl im Grundzustand aber auch bei tiefen Temperaturen.
Typischerweise finden sich bei frustrierten Spinsystemen mehrere energetisch gleichwer-
tige Grundzustidnde. Frustration wird neben dem spannenden theoretischen Aspekt im
Zusammenhang mit vielen fiir die technische Anwendung interessanten Phénomenen, wie
etwa dem magnetokalorischen Effekt oder der Hochtemperatursupraleitung, gesehen. Man
unterscheidet zwischen der durch das Gitter bedingten sogenannten geometrischen Frustra-
tion und der durch konkurrierende Wechselwirkungen verursachten Bindungs-Frustration.
Beide konnen zu ungewohnlichen Zustédnden der Materie fiithren, die gerade hinsichtlich
der aktuell diskutierten Spinfliissigkeiten, die sich in zwei Kategorien unterteilen lassen
und von denen eine verkniipft ist mit der Auspragung einer nichtlokalen topologischen
Ordnung, stark im Fokus der aktuellen Forschung steht. Das Verstandnis stark verschrank-
ter Zusténde ist insbesondere auf dem Gebiet der Quanteninformationsverarbeitung von
zentraler Bedeutung. Der Umfang der Ergebnisse, die durch diese, vereinfachten aber
dennoch theoretisch anspruchsvollen Modelle hervorgebracht werden, zeigt auf, dass es
sich nicht nur um ein modernes Gebiet der Forschung handelt, sondern wahrscheinlich

auch ein fiir die Zukunft relevanter Wissenschaftszweig ist.

Gliederung der Arbeit

Die Phdnomene der Frustration stehen im Fokus dieser Arbeit. In Kapitel [2| wird zunéchst
das Hubbard-Modell vorgestellt und ein neuartiger Mechanismus dispersions-getriebener
Ferromagnete untersucht. Dabei werden zwei Methoden (die Stérungstheorie (PT) und die
exakte Diagonalisierung (ED)) verwendet, die zu Beginn kurz erldutert werden. Einerseits
werden bereits bekannte Resultate der Diamant-Kette verifiziert und um die Ergebnisse
héherer Ordnungen und langerer Ketten erweitert. Andererseits werden neue Gittertypen
unterschiedlicher Ausdehnung untersucht und innerhalb der PT kompakte analytische
Formeln gefunden, die fiir grofse Parameterbereiche des Modells sehr gut mit den Da-

ten der ED iibereinstimmen. Dabei zeigt sich zum einen der universelle Mechanismus
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des ferromagnetischen Quanten-Phaseniibergangs. Zum anderen wird gezeigt, dass der
Ubergangspunkt fiir #hnliche, aber sich in der Dimensionalitit unterscheidende Gitter in
niedrigster Ordnung PT dieselben sind.

Anschlieffend wendet sich die Arbeit ab Kapitel [3] dem Heisenberg-Modell zu. Fiir die
Thermodynamik gibt es nur wenige Methoden, die bei Modellen mit Frustration anwend-
bar sind. Zur Untersuchung des Heisenberg-Modells werden zwei verschiedene Methoden,
die rotationsinvariante Greenfunktionsmethode (RGM) und die Hochtemperaturentwick-
lung (HTE), genutzt. Einige Eigenschaften fiir den in vielen Experimenten relevanten
Strukturfaktor werden im Rahmen des Modells in Kapitel erlautert und der Zusam-
menhang mit der magnetischen Ordnung von Spinsystemen aufgezeigt. Die RGM wird in
Kapitel ausfiihrlich vorgestellt, wobei zum einen erstmalig im Rahmen dieser Theorie
auf Grofen wie den (dynamischen) Strukturfaktor néher eingegangen wird und zum
anderen allgemeine Resultate bei beliebigen Heisenberg-Systemen hergeleitet werden. Die
Thermodynamik wichtiger Messgrofsen wird in den meisten untersuchten Modellen mit
der HTE, die in Kapitel kurz vorgestellt wird, verglichen. Fiir den Strukturfaktor, der
einen wesentlichen Teil der Untersuchungen ausmacht, werden die Korrelationsfunktionen
in Kombination mit den Koordinaten benotigt. Hierfiir wurde ein bash-Skript geschrieben,
das in der Lage ist, analytische Formeln fiir den Strukturfaktor zu berechnen. Dieser
Zugang wird im Anhang erlautert und die Ergebnisse werden in allen folgenden
Kapiteln (Kapitel bis vorgestellt und diskutiert. Fiir die gesamte Arbeit wird
folgend von der Wahl h = kg = 1 Gebrauch gemacht.






Kapitel

2 HuBBARD-MODELL

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Kapitel soll das Einband-Hubbard-Modell sein

H = > (@ 60+ ,60) + U iy, (2.1)
U:TPl”ihj (
mit U >0, und iy, = ¢l ¢,

wobei die bekannten fermionischen Vertauschungsrelationen [é;a, Ciolt = é;aéj,g+éj7géla =
d;; und [é 4, ¢j»|+ = 0 gelten. Die t; ; bezeichnen die sogenannten Hiipfmatrixelemente,
welche die Uberginge der Elektronen zwischen den Gitterplidtzen energetisch wichten.
Ist die chemische Konfiguration eines Festkorpers bekannt, so sind die Matrixelemente
innerhalb der tight-binding-Naherung durch den Uberlapp der atomaren Wellenfunktionen
bestimmt. Da diese den Elektronentransport regulieren, werden jene Terme in der Summe
oftmals als kinetischer Part des Hamiltonians bezeichnet. Die Coulomb-Wechselwirkung U
tragt der (lokalen) elektrostatischen Abstofung der Elektronen Rechnung. Das urspriing-
lich zur Erkldrung von itinerantem Ferromagnetismus in Ubergangsmetallen aufgestellte
Hubbard-Modell [6], das in seiner abstrahierten Struktur simpel erscheint, beinhaltet
eine Fiille von weiteren physikalischen Phéanomenen, wie zum Beispiel den Metall-Isolator
Ubergang [7], den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt [8] und facettenreiche Phaseniiber-
gange zwischen exotischen Zustdnden der Materie. Ebenso wird vermutet, dass starke
elektronische Korrelationen wesentliche Erkenntnisse im Zusammenhang mit der Hochtem-
peratursupraleitung liefern konnten. Trotz seiner einfachen Gestalt ist man jedoch wegen
des Vielteilchen-Charakters bis auf wenige Ausnahmen auf Naherungsverfahren angewie-
sen, deren Giiltigkeitsbereich sensitiv von den gemachten Annahmen abhidngen kann. In
einer einfachen Molekularfeld-Nédherung mittels einer Hartree-Fock-Entkopplung geht die
SU (2)-Symmetrie verloren. Es ist bekannt, dass die Hartree-Fock-Entkopplung im Limes
kleiner Coulomb-Wechselwirkung U — 0 und somit schwach wechselwirkender Fermionen

gute Ergebnisse liefert.
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In den nachfolgenden Kapiteln soll es darum gehen, einen speziellen Mechanismus fiir das

Zustandekommen von itinerantem Ferromagnetismus bei 7" = 0 zu studieren.

Ferromagnetismus bei schwach dispersiven Bandern

Ferromagnetismus ist im Rahmen des Hubbard-Modells ein intensiv studiertes physikali-
sches Phanomen, da dieser, letztlich auch wegen des Pauli-Prinzips, nur unter bestimmten
Bedingungen etabliert werden kann [4, [6] OHTT]. Besonders interessant ist der Umstand,
dass der Hamiltonian in Gleichung von spinunabhéngigen Parametern abhéngt,
die bei bestimmten Konfigurationen zur Ausbildung von Ferromagnetismus fithren. Das
berithmte approximative Stoner-Kriterium liefert hierfiir Up(Er) > 1, wobei p(Er) die
Zustandsdichte an der Fermi-Kante ist (eine gute Zusammenfassung findet sich hierfiir
in [10]). Fiir den Grenzwert U — oo konnte rigoros gezeigt werden, dass bestimmte
Konfigurationen des Modells einen ferromagnetischen Grundzustand (GS) ausbilden, die
Nagaoka-Ferromagneten genannt werden, siehe hierzu [9]. Dabei kommt U eine besondere
Rolle zu, ist doch ein notwendiges Kriterium von Ferromagnetismus die Korrelation von
Elektronen, also die Wechselwirkung der Teilchen.

Eine besondere Klasse von Ferromagneten, die durch das Hubbard-Modell beschrieben
werden kann, ist die der Flach-Band-Ferromagneten. Hierbei fiihrt die sogenannte ideale
Geometrie der Kopplungen zur Ausbildung eines flachen Bandes. Flache Béander kor-
respondieren mit lokalisierten Zustdnden. Fiir Modelle mit halber Fiillung des flachen
Bandes, in denen Elektronen in sogenannten Elektronenfallen lokalisiert sind, konnte
gezeigt werden, dass ein beliebig kleines U > 0 immer zu einem ferromagnetischen GS
fithrt [I2HI7]. Hierfiir miissen die Fallen bestimmte Konnektivitits-Bedingungen erfiillen
(das bedeutet, die Elektronenfallen iiberlappen einander). Die (Grund-)Zusténde, die
das energetisch niedrigste flache Band bei U = 0 besetzen, sind entartet. Durch das
yFinschalten® der (positiven) Coulomb-Wechselwirkung U > 0 wird diese Entartung bei
iiberlappenden Elektronenfallen teilweise aufgehoben. Doppelt besetzte, also durch das
Pauli-Prinzip induzierte antiparallele Spin-Zusténde, Gitterplédtze werden dann energe-
tisch benachteiligt. Zustéande mit Elektronen symmetrischer, jedoch raumlich getrennter
Spin-Konfigurationen verbleiben hingegen in der Mannigfaltigkeit des Grundzustandes.
Auch ohne dass die Elektronenfallen iiberlappen, kann das Verbinden der isolierten Fallen
unter bestimmten Bedingungen zu einem ferromagnetischen Grundzustand fithren [IT].
Im Folgenden sollen solche Modelle mit nichtiiberlappenden Elektronenfallen betrachtet
werden, die bei quasi-flachen Béndern (also durch Anwesenheit schwacher Dispersion) im
GS ferromagnetisch sind. Die Abweichung von der idealen Geometrie, die im Folgenden
als Abweichung 0 betrachtet wird und das flache energetisch tiefste Band dispersiv macht,
fiihrt zu einer Schwichung des vollstindig polarisierten FM und steht in Konkurrenz
zum Parameter U. Storungen (Abweichungen) sind vom experimentellen Standpunkt

unvermeidbar und insofern interessant, da Materialien ferromagnetisch ordnen kénnen, die

12
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keiner idealen Geometrie entsprechen. Dies kann zum Beispiel der Materialwissenschaft
die Moglichkeit bieten, ferromagnetische Werkstoffe zu erhalten, in denen typische ma-
gnetische Atome (Ubergangsmetalle) vollstindig fehlen. Da flache Bénder zu lokalisierten
Ein-Teilchen-Zusténden fiihren, kann die Aufgabe, die Bedingungen fiir einen solchen FM,
also letztlich einen kritischen Schwellwert U.(d) zu bestimmen, als storungstheoretisches
Problem mit Entartung verstanden werden. Die analytische und numerische Berechnung
dieses Grenzwertes fiir einige ausgewéahlte Geometrien soll Gegenstand des néchsten

Kapitels sein.

Exakte Diagonalisierung (ED) und Stoérungstheorie (PT)

Es werden in den folgenden Kapiteln Ergebnisse der ED genutzt. Hierfiir stand das
Programmpaket spinpack von Jorg Schulenburg zur Verfiigung [I8], 19]. Die Methodik
liefert exakte numerische Daten fiir endliche Gitter. Um von endlichen Gittern auf ther-
modynamisch grofse Systeme zu schliefen, wird typischerweise sukzessive die Anzahl der
Elementarzellen erhoht. Hierbei treten sogenannte finite-size-Effekte auf, die man oftmals
durch geschickte Extrapolationsverfahren zu minimieren versucht. Das Ziel der folgen-
den Abschnitte wird es sein, die Rayleigh-Schréodinger PT mit Entartung anzuwenden
[20], diese mit den Daten der ED fiir Gitter unterschiedlicher Gréfe zu vergleichen, um
reprasentative analytische Ausdriicke fiir das Phasendiagramm, das den Quantenpha-
seniibergang (T = 0) zum itineranten FM des unendlich ausgedehnten Gitters darstellt,
zu gewinnen. Der Zustandsraum der hier geschilderten Modelle steigt stark mit der
betrachteten Gittergréfte an. So sind fiir n Elektronen und insgesamt 7 Gitterpléatze
(2n)!/(n!(2n — n)!) Eigenzustiinde zu beriicksichtigen. Der Hamiltonian H = Hy + V wird
aufgespalten in einen Term Hy = Y o=t im tzéjml’oémygp + h.c., dessen Eigenwertproblem
gelost ist, und der die Elektronenfallen vom Rest des Gitters separiert. Der zweite Term
ist der Storterm V, der die Elektronenfallen im Gitter miteinander verbindet und die
Elektronen korrelieren lasst. Vielteilchenzustdnde lassen sich durch Linearkombinationen
der lokalisierten Ein-Teilchen-Zustéinde konstruieren. Die erforderlichen Gleichungen,
die fiir die Korrekturen genutzt wurden, sind bis zur sechsten Ordnung mit ndheren
Erlduterungen in Anhang [A] aufgefiihrt.

In [II] wurde hierfiir die frustrierte Diamant-Kette, siche Abbildung , fiir den Fall
eines Gitters bestehend aus 5 Gitterpunkten mittels der PT bis zur vierten Ordnung bei
einem Elektron je Elektronenfalle untersucht. Zunéchst soll in den nachfolgenden Kapi-
teln einerseits die Erweiterung dieser Ergebnisse auf grofsere Gitter bei der frustrierten
Diamant-Kette erfolgen. Anschliefsend werden die bisherigen Ergebnisse innerhalb der PT
um die sechste Ordnung erweitert. Um zu iiberpriifen, ob es sich dabei um einen allgemei-
nen Mechnismus handelt, werden anschliefsend zwei weitere Modelle untersucht. Einerseits
wird ein weiteres eindimensionales Modell untersucht: die frustrierte Leiter, siche Abbil-

dung [2.5] Andererseits soll der Einfluss der Dimensionalitit an einem zweidimensionalen

13
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Modell, dem frustrierten Bilayergitter, untersucht werden, sieche Abbildung[2.11] Bei allen
Modellen wird vorausgesetzt, dass die Anzahl der beriicksichtigten Elektronen der Zahl
der Elektronenfallen entspricht, so dass das energetisch giinstigste (schwach dispersive)
Band halb gefiillt ist. Die Ergebnisse der nachfolgenden Untersuchungen wurden in [21]

verOffentlicht.

2.3 Konkrete Modelle

Frustrierte Diamant-Kette

m, 2 m—+1, 2
t Q@ 9 @
\ m, Z\ m—l—lN
9 9 9 9
m, 1 m—+1,1

Abbildung 2.1.: Darstellung der frustrierten Diamant-Kette. Mit dem Index m sind die Einheits-
zellen nummeriert. Die nachfolgende Zahl in der Abbildung bezeichnet die Gitterplétze innerhalb
der Einheitszelle. Die Kopplung innerhalb der Elektronenfallen sind rot dargestellt (¢2). Die zwei
verschiedenen Kopplungen ¢ (griin) und ¢3 (blau) verbinden die Elektronenfallen miteinander.

In [11] wurde die frustrierte Diamant-Kette mit n = 2 Elektronenfallen, rote Kopplungen
in Abbildung 2.1} und 5 Gitterplétzen untersucht. Der zu Abbildung[2.1] korrespondierende

Hamiltonian mit m = 1,2, ..., N Elektronenfallen ergibt sich zu

A~

_ E Al A At A Al A
H = |:t20m,1,o'cm,270 +t Cm,1,66m3,0 + Cm,3,0Cm+1,.2,0
o="ml,m

4 A A A
+t3 (Cm,2,06m73,0 + Cm,3,0Cm+1,1,0 + h.c.

+ U Aot im,a.- (2.2)

m,o

Das Verhéltnis der Hiipfparameter ¢; ; ist entscheidend dafiir, ob es zur Ausbildung eines
flachen Bandes kommt. Der Parameter, der die Abweichung von der idealen Geometrie
angibt, ist gegeben durch § = 1732, also ¢, = t(1 + ) und t3 = t(1 — d) mit ¢ = 937,
Die Wahl der Parameter gewihrleistet, dass die Stérke der Kopplungen t; # t3 bei ihrem

fixierten Mittelwert ¢ < /2 iiber ¢ kontrolliert werden kann. Diese Vorgabe ist von

Bedeutung, denn das flache Band ist fiir 2¢ < ¢, das niedrigste. Die Einteilchenenergien

14
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(U = 0) des entsprechenden Hamiltonians ergeben sich dann bei Vorhandensein eines
flachen Bandes, also fiir § = 0, iiber eine Fourier-Transformation zu ¢; = —t, und zwei
dispersiven Biindern g9 3(q) = to/2 4 /t2/4 F 4t2(1 + cos(q)), wobei ¢ = 2rm /N, m € Z
und —N/2 < m < N/2. Giiltige Mehrelektronenzustande fir U > 0 konnen durch

Linearkombinationen (| 1) oder | |)) mit n = 2,..., N Elektronen konstruiert werden,

siche hierzu Anhang Die ungestorten Grundzustinde mit SU(2)-Symmetrie fiir
die PT bei der frustrierten Diamant Kette mit 5 Gitterplatzen und n = 2 Elektronen

sind [£,1) = 400, 01410).16.0) = 5 (Il g + 0L B 1) 1001t =1) = 0,0 10)
(die Triplettzustinde) und |s) = 72 <lin,TlIn+1,¢ — ZL7¢[L+17T> |0) (der Singulett-Zustand),
wobei |0) der Vakuum-Zustand ist und die Operatoren ﬁna = \/Li (éj’n,l,a — éjmg’(,) (hier

m = 1) eingefiihrt wurden. Wie die ungestorten Grundzustinde mit SU(2)-Symmetrie
bei grofseren Gittern zu wahlen sind, ist ebenso im Anhang angegeben. Das konkrete
Vorgehen der Raleigh-Schrodinger PT und die expliziten Formeln fiir die Grundzustands-
energiekorrekturen sind im Anhang [A] vorgestellt. Fiir das Modell mit 5 Gitterpunkten
zeigte sich, dass die vierte Ordnung PT notwendig ist, um eine unterschiedliche Energie-
korrektur E|(t) #+ E( ) 7u erreichen, denn neben der Korrektur E|(t>) E|(52)) ergab sich eine
verschwindende drltte Ordnung E|(t)) = E‘(;) = 0. Bei der Berechnung mussten insgesamt
45 Eigenzusténde berticksichtigt werden. Die Korrekturen der Triplett-Energien in vierter
Ordnung wiesen dabei im Gegensatz zur Singulett-Energie keine Abhéngigkeit von der
Coulomb-Wechselwirkung U auf. Als Kriterium fiir Ferromagnetismus im Grundzustand

konnte aus E\(t>) ES)(UC) = 0 eine kompakte Formel

ta

U. 16+ 6562 + 9|J|

= e (23)
angegeben werden. In einem ersten Schritt wird nun untersucht wie sich die Ergebnisse
fiir die frustrierte Diamant-Kette mit zwei Elektronenfallen unter der Beriicksichtigung
der sechsten Ordnung PT verdndern. Anschliefsend wird das Modell (mit offenen Randbe-
dingungen (ORB)) um eine Elektronenfalle auf n = 3, also 8 Gitterplétze, erweitert.
Zunéchst sei erwihnt, dass die Ergebnisse aus [I1] reproduziert werden konnten. In der Er-
weiterung auf die sechste Ordnung, siehe hierzu Anhang[A] wurden die Energiekorrekturen
des Singuletts und der Triplettzustinde

By = —2t, + E? + B + B,

0
Ey(U) = =2ty + E® + E1)(U) + EY)(U) (2.5)

bestimmt, wobei die expliziten Formeln in Anhang vorzufinden sind. Hierbei wurde
insbesondere gefunden, dass die nidchsthohere (ungerade) Energiekorrektur in beiden Féllen
verschwindet: E\(t>) E‘(;) = 0. Man kann zunéchst erkennen, dass die Korrektur durch die

PT hoherer Ordnung die Energien erwartungsgemaf ndher an die Daten der ED verschiebt,
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siehe hierzu Abbildung . Interessanterweise weicht der Ubergang, beschrieben durch
U,, fiir einen groken Parameterbereich nur unwesentlich von der Gleichung ([2.3) ab. Die
Bedingung Epy = Ej5)(U.) gestattet keine Aufstellung einer einfachen Formel, weswegen

man hier auf eine numerische Losung dieser Gleichung angewiesen ist.

‘6.01 T T T T T

-6.02

-6.03 1

Abbildung 2.2.: Energien der tiefliegenden Zustédnde (Triplett — rot, Singulett — blau) als
Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U fiir n = 2 Elektronen und 2 Elektronenfallen auf der
Diamant-Kette mit offenen Randbedingungen und t5 = 3, t; = 0.9, t3 = 1.1. Die Resultate der
zweiten, vierten, beziehungsweise sechsten Ordnung sind gekennzeichnet durch kurz-gestrichelte,
lang-gestrichelte, beziehungsweise durchgezogene Linien. Die Resultate der ED sind mit Symbolen
dargestellt. Die Energiekorrekturen fiir den Triplett und Singulett sind identisch, siehe hierzu

Gleichung (A.9).

In Abbildung [2.2]sind die Triplett- bzw. Singulett-Energien als Funktion der Coulomb-
Wechselwirkung in Abhéngigkeit der Ordnung der PT dargestellt. Dabei wurden die Glei-
chungen , und aus der PT mit den Daten aus der ED fiir die Parameter-
Verhéltnisse to = 3, t; = 0.9, t3 = 1.1 (also t = 1, |0| = 0.1, mit 6 = (t; — t3)/(t1 + ¢3))
verglichen. Es ist zu bemerken, dass die PT im Limes U — 0 versagt, da die Energie des
Singuletts negativ divergiert. Die Daten der ED liefern hingegen eine endliche Energie.
Der Grund dafiir liegt in der gemachten Annahme der Grundzustandsmannigfaltigkeit:
Innerhalb des hier angewandten Schemas der PT ist die Ausgangslage zweier Elektronen
in einer Zelle als GS ausgeschlossen. Diese Zustande werden jedoch als angeregte Zusténde
innerhalb des Formalismus behandelt. Im Limes kleiner Coulomb-Wechselwirkung U — 0
tendieren eben die Energien dieser Zustédnde gegen die ungestorten Grundzustandsenergien
E© = —2t, der angesetzen Grundzustinde. Dies fiihrt zu Termen mit kleinen Nennern,
oder anders ausgedriickt zu divergenten Termen in der PT.

Fiir grofere Gitter miissen mehr Zusténde beriicksichtigt werden, siehe hierzu Anhang
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[A.Tund [A.2.2] und die Storungsrechnung wird aufwéndiger. Hierzu sei auf Anhang

verwiesen.
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Abbildung 2.3.: Energien der tiefliegenden Zusténde, Quadruplett (rot) und Dubletts (blau und
griin) als Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U fiir n = 3 Elektronen mit 3 Elektronenfallen
auf der Diamant-Kette (ORB) mit to = 3, t; = 0.9, t3 = 1.1. Die Ergebnisse der zweiten und
vierten Ordnung der PT sind mit kurz-gestrichelten und lang-gestrichelten Linien dargestellt,
wobei die Quadruplett- und Dublett-Energien innerhalb der zweiten Ordnung PT iibereinstimmen,
siehe hierzu Gleichung . Die Ergebnisse der ED sind mit Symbolen aufgetragen.

Das energetische Aufspalten der Niveaus der verschiedenen SU(2)-Multipletts beginnt
auch in diesem Fall ab der vierten Ordnung PT. In Abbildung sind die Quadruplett-
bzw. Dublett-Energien als Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U in Abhéngigkeit
der Ordnung der PT mit dem gleichen Set der Parameter wie in Abbildung (ty = 3,
t; = 0.9 und t3 = 1.1) dargestellt. Auf den ersten Blick scheinen die Ergebnisse fiir PT
und ED in Abbildung [2.3] leicht voneinander abzuweichen. Einerseits muss natiirlich auf
die Skala hingewiesen werden. Andererseits findet man einen dhnlichen Verlauf fiir 2
Zellen, siche Abbildung [2.2] und es ist davon auszugehen, dass die sechste Ordnung auch
hier die Ubereinstimmung verbessern wiirde. Es ist hervorzuheben, dass die Energien des
Quadrupletts £, und der Dubletts E4 (U) und Eg(U) in vierter Ordnung in beiden Féllen
die Formel reproduzieren. Dies erklédrt zum einen, weswegen die PT in der Ordnung
4 fiir wenige Elektronenfallen bereits prizise Voraussagen iiber das Phasendiagramm
laingerer Diamant-Ketten treffen kann, siehe Abbildung [2.4] Zum anderen erkennt man
eine schwache Abhéngigkeit der Grofke U./ty von ty, die erst in der sechsten Ordnung
PT auftritt und sich ebenfalls in den Daten der ED finden lésst. Nichtsdestotrotz ist
die Korrektur zu Gleichung gering und insbesondere im Regime kleiner Stérungen
0 < 1 vernachléssigbar. Mit Abbildung wird gleichzeitig das Hauptergebnis dieses
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Abschnitts vorgestellt. Die ferromagnetische Phase ist hier vom restlichen Bereich durch
die Funktion U.(d)/ts separiert. Das Phasendiagramm ist eine fiir das spezifische Modell
charakteristische Abbildung, die nicht nur demonstriert, dass die Daten von ED und
PT gut iibereinstimmen. Insbesondere lasst sich auch daraus abschétzen, ab wann das
Abweichen von der idealen Geometrie ¢ so grofs ist, dass sich selbst durch U — oo kein

ferromagnetischer GS mehr etablieren kann.

100 | t,=3, PT6 =——
t,=6,
| t,=3, ED18
10 - t2:6, ED18
&
= 1¢
01 ¢ P fﬁ// .
0.01 0.1 1

o

Abbildung 2.4.: Phasendiagramm des Hubbard-Modells auf der frustrierten Diamant-Kette.
Der ferromagnetische GS ist fiir U > U, realisiert. Die kritische Linie U, ist hier als Funktion
von § gezeigt (t = 1), hierbei wurde fiir die ED ein Gitter mit 18 Platzen (6 Elektronenfallen)

berticksichtigt. Die analytische Formel fiir UC(4) der PT4 ist durch Gleichung (2.3]) gegeben,

wohingegen die Datenpunkte fiir UC(G) numerisch bestimmt wurden. Mit "FM’ ist das Regime der
ferromagnetischen Phase gekennzeichnet.

Es verbleibt die Frage, inwieweit die vorliegenden Erkenntnisse fiir die Diamant-Kette fiir

andere Systeme mit isolierten Elektronenfallen giiltig sind. Hierfiir wird im nachfolgenden
Abschnitt ein weiteres Beispiel mit der ED und der PT behandelt.
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yik¥d Frustrierte Leiter
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Abbildung 2.5.: Darstellung der frustrierten Leiter. Mit dem Index m sind die Einheitszellen
nummeriert. Die nachfolgende Zahl in der Abbildung bezeichnet die Gitterpléitze innerhalb der
Einheitszelle. Die Kopplung der Elektronenfallen sind rot dargestellt (¢2). Die vier verschiedenen
Kopplungen t11 (cyan), t12 (griin), to; (blau) und ¢ (magenta) verbinden die Elektronenfallen
miteinander.

Wie in Kapitel kurz erldutert, soll das Vorgehen aus [I1] auf die sogenannte frustrierte
Leiter, siche Abbildung ausgeweitet werden. Der Hamiltonian ergibt sich dann zu

~

. A4 4 4 4 4 4
H = E <t20m71700m,2,a + 11161 6Cmt1,1,0 T L1200, 1 5Cmt1,2,0
U:T7¢7m

4 A 4 A
+21Cp 9 5Cmt1,1,0 T 122Cp, 2 ;Cmt1,2,0 + hoC.

+ U Aol (2.6)

m,o

Zunéchst sei an dieser Stelle eine analog zu Kapitel eingefithrte Parametrisierung
der Kopplungen vorgestellt

tn=t(1+0), tia=1t(140dy), tor =1t5(1—=105), tar=1t(1—-5),
_ tin o _tyn — o _ tip ity _ tig — 1l
=122 fp =2

P P B2 R G 2.7
: 2 t11 + T2 d 2 ! tig + to (2.7)

Diese sorgt dafiir, dass die jeweiligen Abweichungen der beiden Diagonal-Kopplungen ¢
und der beiden Horizontalkopplungen ¢; {iber zwei Parameter ¢ und J; angegeben werden
kénnen. Die Einteilchenenergien ergeben sich wieder im Limes wechselwirkungsfreier

Elektronen U — 0 iiber eine Fourier-Transformation zu

£12(q) = 2t;cos (q) F \/(tz + 2t cos (q))° + 4267 cos (q)° + 4t507% sin (q)%, (2.8)
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wobei sich das flache Band bei idealer Geometrie (0; = 6 = 0und 17 = t19 =g =too =1t
oder ¢, = t; = t) zu e1(q) = €1 = —t, ergibt und das energetisch giinstigste ist,
wenn e5(q) = to + 4tcos(q) > €1, also 2t < t, gilt. Im Folgenden wird ¢, + ¢ty = 2¢
(t11 + t1o + to1 + tog = 4t) gesetzt. Leichte Abweichungen von der idealen Geometrie
fithren auch hier zu einer schwachen Dispersion. Im Folgenden soll der zweidimensionale
Parameterbereich (&, §;) fiir verschiedene Félle untersucht werden. Hierfiir sind neben dem

allgemeinen Fall zwei spezielle Abweichungen von der idealen Geometrie von Bedeutung:

1. Die symmetrische AbWGiChU.Hg mit t11 = t22, tlg = tgl und tll 7é tlg (tl 7A tf,
6, = 0y = 0). In diesem Fall sind die Bénder aus Gleichung (2.8)) gegeben durch
51’2((]) = Fity + 2 (tl + tf) COS (q) .

2. Die semi-symmetrische Abweichung mit t11 = t12, to1 = too und t11 # toy (4 =t; =1,
0 = 6f = 0 # 0) (dieser Fall ist identisch zu t1; = t91, t12 = too und 11 # t1o
(th =tf =t 0 = =0y = # 0), da 7 oder ¢, nur quadratisch auftreten. In
diesem Fall sind die Bander aus Gleichung gegeben durch €5 5(q) = 2t cos (q) F

\/(tg + 2t cos (q))° + 4252,

Es wird sich zeigen, dass diese beiden Spezialfélle sich hinsichtlich ihrer physikalischen
Aussagen zum kritischen Schwellwert U, grundlegend unterscheiden. Nachfolgend werden
beginnend fiir die PT N = 2,3,4 (2N Gitterpunkte; offene Randbedingungen (ORB))
betrachtet und mit Daten der ED fiir N' = 6, 8, 10 (2N Gitterpunkte; ORB und periodische
Randbedingungen (PRB)) verglichen.
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n = 2 ELEKTRONEN UND N\ = 2 ZELLEN
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Abbildung 2.6.: Energien der tiefliegenden Zusténde, Triplett (rot), Singulett (blau), als Funktion
der Coulomb-Wechselwirkung U (PT Ordnung 2,4,6 und ED) fiir n = 2 Elektronen auf der
frustrierten Leiter mit ' = 2 Zellen (ORB). (a) t2 = 3, t11 = 0.85, t12 = 0.95, to1 = 1, toe = 1.2
(allgemeine Abweichung). (b) to = 3, t11 = teo = 1.1, t19 = t2; = 0.9 (symmetrische Abweichung).
(c) ta = 3, t11 = to1 = 1.1, t12 = taa = 0.9 (semi-symmetrische Abweichung); Die ED liefert
U, =~ 0.015, wohingegen die PT auch in der Ordnung 6 Uc(ﬁ) = 0 liefert.

Beginnend mit dem kleinstméglichen Gitter mit zwei Zellen ergibt die PT des Tripletts
und des Singuletts die folgenden Korrekturterme in sechster Ordnung

E=-2+EY+EY +EY 4+ (2.9)
E,(U) = =2ty + EPU) + ENU)+ EOU) + ..., (2.10)

wobei hier im Gegensatz zur frustrierten Diamant-Kette aus Kapitel aus Griinden der

einfacheren Geometrie bereits in zweiter Ordnung nichtverschwindende Korrekturterme

t267 + 1307
p® = U — (2.11)
2

t—t,)2 2021307 8(t —t,)?
E@U) = C(t—tp)® JEor T Epop 8t —ty) (2.12)
to oy + U U
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zu beachten sind. Die expliziten Ausdriicke der hoheren Ordnungen sind im Anhang
zu finden. Es ist in Abbildung zu erkennen, dass die PT fiir einen grofsen Bereich
der Parameter auch bereits in den niedrigsten Ordnungen gut mit den Daten der ED
iibereinstimmt. Vor allem die U-unabhéngigen Korrekturen der Triplettzustédnde sind in
sechster Ordnung nahezu identisch mit den ED-Daten. Ebenso wie bei der Diamant-Kette
versagt im Limes U — 0 auch hier in manchen Parameterbereichen die PT hinsichtlich des
Korrekturterms des Singuletts. Es gibt nun Folgendes zu beobachten: Bei dem betrachteten
allgemeinen Fall in Abbildung [2.6a) gilt, dass sowohl die ED, als auch die PT(6) ein sehr
gut iibereinstimmendes U, liefern. Fiir die symmetrische Abweichung, siche Abbildung
(b), findet die PT innerhalb des Konvergenzbereiches keinen Ubergang U. und die
Energien der Triplettzustédnde erfahren keine Korrektur, siehe zum Beispiel Gleichung
(2.11)) mit 6; = o5 = O. Dies ist in Ubereinstimmung mit den Resultaten der ED. Das
heift, es gibt keinen ferromagnetischen GS. Fiir die semi-symmetrische Abweichung liefert
die PT in allen betrachteten Ndherungsstufen ein U. = 0 gleichbedeutend damit, dass
der ferromagnetische GS bei einer beliebig kleinen Storung 6 gewéhrleistet ist, siehe
Abbildung 2.6(c) | Die Daten der ED liefern hier im gezeigten Beispiel jedoch ein (kleines)
U. ~ 0.015 # 0. Die Gleichungen und gestatten die Angabe einer kompakten

allgemeinen Formel fiir den kritischen Wert U, in zweiter Ordnung

@ Sl + \/Q(tl — 17)2 + 16(252 +t;5§)|t . o1y
ty —(t — t7)2 + 1207 + £202 L ‘

die die bisherigen Resultate qualitativ gut widerspiegeln. So sieht man beispielsweise fiir die
symmetrische Abweichung (¢; # t; und 6, = §; = 0), dass U = —8t, < 0 ist, und daher
kein ferromagnetischer GS entsteht. Wiederum gilt fiir die semi-symmetrische Abweichung
(ti =ty und §; = 05 = §) offensichtlich U = 0. Hierzu muss andererseits gesagt werden,

dass t; = t; in hoherer Ordnung PT nicht prinzipiell zu einem U2

= 0 fiihrt, siehe hierzu
Abbildung [2.10, Die Phasengrenzen, an denen durch ein U = o Ferromagnetismus

noch eintreten kann, kénnen in zweiter Ordnung PT durch eine Ellipsengleichung

t ? ty ?
0 1) =1 2.14
(tl—tf Z) - (tz—tf f) (2.14)

'Fiir diesen Fall lisst sich in der Tat zeigen, dass bei genannter Symmetrie V|t, ny =0 fir n=0,+1

gilt. Auferdem werden aus dem Singulettzustand V|s) oc (l}ulﬁ Lt Z;le i) |0) Zusténde erzeugt, die
Energieterme der Form —2t5 + U im Nenner der Korrekturterme einbringen, im Limes U — 0 gegen
die Energie der Grundzustéinde gehen und dazu fithren, dass die PT versagt.

2Auch fiir die semi-symmetrische Abweichung lisst sich das Verhalten der PT im Limes U —

0 veranschaulichen, so enthilt doch V|t) entweder Terme der Form 6;71706;,270|0>, oder

(W1 4hay sy Ehay ) 10) wnd Vs) oc (&, 1 gl sy = @00l ) 10), die gerade zu allen Zu-
stdnden orthogonal sind, welche zu Divergenzen fiir U — 0 in der PT fiihren kénnten.
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dargestellt werden. Phasenraumpunkte aufterhalb dieser Ellipse entsprechen dem fer-
romagnetischen Bereich, siehe hierzu Abbildung Erwartungsgemi® sind die Uber-
einstimmungen mit der ED fiir kleinere [df|, |6;], ; und ¢; besser. Fiir grofere Werte
dieser Parameter verliert die PT jedoch zunehmend ihre Giiltigkeit. Zudem lasst sich
die Symmetrie aus Gleichung (0 <» & und t; <> t;) nicht in den Daten der ED
wiederfinden (der zugrundeliegende Hamiltonian in Gleichung besitzt diese auch
nicht).

0.8 | .
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04 | :
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0.2 t R ]
\‘ -________,'1
'04 B ‘\‘. "o' ]
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-06 [=0.9, t;=1.1 ------ T
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08 11=12 =08 -------
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Abbildung 2.7.: Das Phasendiagramm gewonnen mit der PT zweiter Ordnung (Linien) verglichen
mit der ED fiir N' = 8 (Symbole) im Schnitt der §;-d -Ebene mit to = 3 (¢; +ty = 2 < t2). Der
Bereich innerhalb der Ellipsen besitzt keinen ferromagnetischen GS.

n = 3(4) ELEKTRONEN UND A = 3(4) ZELLEN

Analog zur frustrierten Diamant-Kette in Kapitel wird nun die Zahl der Ele-
mentarzellen (also der Elektronenfallen) erhéht, um die oben diskutierten Ergebnisse zu
verifizieren. Der Grundzustand fiir N = 3 Zellen ist nach Kapitel 23-fach entartet und
es miissen, neben dem Quadruplett, zwei verschiedene Dubletts beriicksichtigt werden
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E,=-3t+EP +EW ..
Eu(U) = =3ty + ED(U)+ EQXWU) +...,i=1,2. (2.15)

Die entsprechenden expliziten Formeln sind auch hier im Anhang gegeben. Fiir das
analoge Problem mit N = 4 Zellen treten nun erstmalig drei hinsichtlich der Multiplizitét
verschiedene Grundzustinde auf. Der 2*-fach entartete Grundzustand mit der ungestorten
Energie Ey = —A4t, ist hier durch das Quintett, drei verschiedene Tripletts und zwei

verschiedene Singuletts

2 4
Eq=—4ty + ES + ES + ...,
Eu(U) = 4ty + E2(U) + ED(U) +...,i =1,2,3, (2.16)
Ey(U) = —dt, + EQ(U)+ EQU) +...,j=1,2,

gegeben. Wie auch im Fall der Diamant-Kette muss fiir grofsere Gitter eine Vielzahl
weiterer Terme bei der Berechnung beriicksichtigt werden, weswegen sich hier auf die
vierte Ordnung PT beschrinkt werden muss. Es zeigt sich jedoch, dass die wesentlichen
physikalischen Resultate fiir A/ = 2 auch bei groferen Gittern wiederzufinden sind und
schon in dieser Ordnung gut wiedergegeben werden. Ein bemerkenswertes Resultat ist,
dass trotz der unterschiedlichen Energien in zweiter Ordnung, man betrachte zum Beispiel
die Gleichungen (A.25)) und (A.22]), die Formel fiir U stets gegeben ist durch Gleichung
. Der Vergleich mit den Daten der ED ist fiir N’ = 3 in Abbildung[2.8| (und fiir N’ = 4
in Abbildung in Anhang gezeigt. Die Ubereinstimmung ist auch bei gréferen

Gittern und demzufolge bei der Beriicksichtigung mehrerer unterschiedlich gearteter

Grundzusténde in weiten Bereichen der Parameter iiberzeugend. Diese unterschiedlichen
Grundzusténde sind eine natiirliche Erscheinung groferer Gitter. Unterscheiden sich die
nichtmagnetischen Zusténde fiir A/ = 3 nur hinsichtlich ihrer Symmetrie, siche Gleichungen
, so muss eine Unterscheidung von Zustédnden unterschiedlicher Spinquantenzahl
spatestens ab N = 4 erfolgen, siche Gleichungen [2.16] Aus den Resultaten geht hier hervor,
dass der magnetisch vollstdndig polarisierte Zustand fiir das betrachtete Modell stets
konkurrierend mit den Singulettzusténden ist, wobei der Kreuzungspunkt der Energien
fiir U, aller unterschiedlicher Zustdnde nahezu iibereinstimmen. Dieses Ergebnis ist fiir

die betrachteten Parameterverhéltnisse in Ubereinstimmung mit den Daten aus der ED
(ebenso fiir ' > 4 (gerade)), siche Abbildung
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Abbildung 2.8.: Grundzustandsenergien (bis zur vierten Ordnung PT im Vergleich mit ED)
als Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U fiir n = 3 Elektronen auf der Leiter mit offenen
Randbedingungen mit ANV = 3 Zellen. (a) t2 = 3, t11 = 0.85, t12 = 0.95, to; = 1, tgy = 1.2
(generelle Abweichung). (b) to = 3, t11 = tee = 1.1, t12 = t9; = 0.9 (symmetrische Abweichung).
(c) ta = 3, t11 = to1 = 1.1, t12 = too = 0.9 (semi-symmetrische Abweichung).

PHASENDIAGRAMME

Nun werden nachfolgend die Ergebnisse der Grundzustandsphasen der frustrierten Leiter

in Phasendiagrammen zusammengefasst. Wegen des grofsen Parameterraums werden die

Werte auf ¢ty = 3, t; +t; = 2 < t, festgelegt, so dass durch eine weitere Vorgabe von t;

oder t; der Parameterraum durch die ¢4-0;-Ebene beschrieben ist.
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Abbildung 2.9.: Phasendiagramm (die Phasengrenze ist der kritische Schwellwert U./t2 als
Funktion von é¢) fiir die Leiter mit ¢ty = 3, t; = 1.025, t; = 0.975 und 6; = 0 innerhalb der
PT im Vergleich mit Daten der ED unterschiedlicher Grofe der Gitter (NN = 6, 8, 12, 16
Gitterpunkte) variierender Randbedingungen (ORB beziehungsweise PRB).

Beginnend mit einem allgemeinen Fall in Abbildung (mit 6; = 0) ist das Gebiet mit
ferromagnetischem GS oberhalb der Funktion U.(df) eingegrenzt. Man kann erkennen,
dass die Ndherungsformel Ul Gleichung (2.13)), aus der PT2 resultierend, fiir kleine d¢
gut mit den Resultaten aus der ED {ibereinstimmt. Dies gilt auch fiir groftere Gitter, wobei
es sich zeigt, dass die Daten aus der PT4 eine deutliche Verbesserung hinsichtlich der
Konvergenz gegen die nichtmonotone Funktion U.(dy) auch fiir gréfere Abweichungen 0 ¢
gewdhrleisten. Das prinzipielle Verhalten der Funktion U.(d;) ist das folgende: Unterhalb
eines Schwellwertes d;; ist der GS, in Ubereinstimmung mit Gleichung (2.14), nichtma-
gnetisch. Oberhalb dieses Wertes nimmt U, mit d; ab und beginnt nach dem Passieren
eines Minimums bei § ~ 0.4 wieder zu steigen, um fiir U.(d72) — oo einen weiteren
nichtmagnetischen GS anzuzeigen. Aus PT2 folgt 61 ~ 0.051 (PT4: 67, ~ 0.0523; ED:
N =8, §51 = 0.053). Fiir grofkere Abweichungen von der idealen Geometrie liefert PT4
ein dso ~ 2.46 (ED: N =8, 072 ~ 3.25).

Fiir t; = t; = 1 sind folgende Schnitte durch die Parameterebene d;-0; gezeigt: U.(dr, 9 =
{0;0.05}) Abbildung [2.10(a), U.(d,d) Abbildung [2.10(b) und U.(6; = {0;0.05},d;) Abbil-
dung [2.10)(c).
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Abbildung 2.10.: Phasendiagramm (die Phasengrenze ist der kritische Schwellwert Uc(4)/ to als
Funktion unterschiedlicher 0) fiir die Leiter mit to = 3, t; = t; = 1 innerhalb der PT im Vergleich
mit Daten der ED fiir unterschiedliche Gréfen der Gitter variierender Randbedingungen (ORB

beziehungsweise PRB; PT2 liefert an dieser Stelle jeweils ul? = 0, siche Gleichung(2.13)): (a)
8 =0, 0.05. (b) 6; =65 =6 (PT4 liefert hier U, = 0). (c) dy =0, 0.05.

Zuallererst muss erwiahnt werden, dass die jeweiligen Werte fiir die PT innerhalb der
zweiten Ordnung génzlich verschwinden, siehe Gleichung ~ U®? (ti =tf) = 0.
Lediglich fiir den Fall semi-symmetrischer Abweichung 6y = 6; = 0 in den gezeigten
Abbildungen liefert auch PT4 ein U(§4) = 0. Aus den Daten der ED geht jedoch hervor,
dass fiir diese spezielle Wahl der Parameter ein mogliches U, # 0 einer héheren Ordnung der
PT bedarf. Die wesentlichen zum Teil komplizierten Abhéngigkeiten in den Abbildungen
2.10(a) und [2.10|(c) werden innerhalb der Néherung PT4 gut wiedergegeben. Auferdem ist
zu erkennen, dass die finite-size-Effekte schwach ausgeprigt sind und von einer Giiltigkeit

des ferromagnetischen GS auch fiir das unendlich grofte Gitter auszugehen ist.
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Frustriertes (zweidimensionales) Bilayer-Gitter

In diesem Kapitel soll der zuvor untersuchte Mechanismus fiir Ferromagnetismus im GS
an einem zweidimensionalen System gepriift werden. Das frustrierte Bilayergitter, sieche
Abbildung ist das zweidimensionale Analogon der frustrierten eindimensionalen
Leiter. Es wird sich zeigen, dass die Ergebnisse praktisch das gleiche Verhalten aufweisen
wie die frustrierte Leiter. Deshalb werden die wesentlchen Ergebnisse nachfolgend nur

kurz zusammengefasst.

Abbildung 2.11.: Darstellung des zweidimensionalen Bilayers. Mit dem Index m = (mg, my)
sind die Einheitszellen nummeriert. Die nachfolgende Zahl in der Abbildung bezeichnet die
Gitterplitze innerhalb der Einheitszelle. Die Kopplung der Elektronenfallen sind rot dargestellt
(t2). Die vier verschiedenen Kopplungen ¢;; (cyan), t12 (griin), to; (blau) und t92 (magenta)
verbinden die Elektronenfallen miteinander.

Die Parameter konnen wegen der Analogie zur frustrierten Leiter wie in Gleichung
gewahlt werden, das heifft Gleichung gilt auch in diesem Fall fiir alle folgenden
Betrachtungen. Damit wie in den vorhergehenden Modellen das leicht dispersive Band
am energetisch giinstigsten ist, muss fiir alle folgenden, nach Abbildung definierten
Hiipfelemente, t11 + t12 + to1 + too < t9 gelten. Das flache Band ist dann wieder realisiert
durch ¢; = t; und 6y = §; = 0. Bedingt durch die zweidimensionale Geometrie ist der

technische Aufwand zur Berechnung der PT, aber auch der ED, um ein Vielfaches grofser.
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Das kleinste vorstellbare Modell, entsprechend Kapitel fiir die frustrierte Leiter, ist
ein Modell mit 5 Elektronenfallen (eine davon ist zentral). Dadurch bedingt werden zum
einen nur die kleinstmoglichen Gitter fiir die ED genommen: 16 Gitterpunkte (PRB) und
10 Gitterpunkte (ORB). Andererseits ist auch die Moglichkeit der Anwendbarkeit der PT
begrenzt. Nachfolgend werden die Ergebnisse innerhalb der PT4 fiir das Modell bestehend
aus 10 Gitterpunkten (N =5 Zellen) mit ORB betrachtet, dafiir kénnen jedoch wegen
des Aufwandes lediglich die Unterrdume S = 5/2 und S = 3/2, also

Eg=—5ty+ EY + EY 4+ . (2.17)
Eu(U) = —5ty + ED(U) + EL(U) +...,i=1,2,3,4, (2.18)

betrachtet werden (ein Sextuplett und vier Quadrupletts). Aus den vorhergehenden
Kapiteln wurde jedoch deutlich, dass, wenn energetische Ubergéinge auftreten, diese
hinsichtlich des Spins der Zustdnde nahe um einen Punkt U, konzentriert sind, siehe zum
Beispiel Abbildung Die expliziten Formeln sind in Anhang gegeben. Es ist an
dieser Stelle hervorzuheben, dass das Resultat fiir PT2 auch in dem zweidimensionalen
Modell auf ein U!? nach Gleichung fithrt. Trotz dieser Einschrankung sind die
Ubereinstimmungen beider Zugénge nach Abbildung gut (in der ED werden die 5
Dubletts mit S = 1/2 beriicksichtigt). Wie sich herausstellt, ist der energetische Ubergang
von dem Sextuplett zu den Quadrupletts und den Dubletts identisch. Vergleicht man
die Ergebnisse der ED verschiedener Randbedingungen miteinander, so féllt eine grofere
Diskrepanz auf. Einerseits sind hier die Gitter so dimensioniert, dass Randeffekte einen
groferen Einfluss auf die Ergebnisse haben (dieser Effekt ist in Abbildung deutlich
schwécher ausgeprigt). Andererseits kann zwar das angefiihrte kleinste Modell nur grobe
Aussagen iiber das unendliche Gitter treffen, die prinzipiellen Abhéngigkeiten aus den

vorangegangen Kapiteln werden jedoch wiedergefunden.
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Abbildung 2.12.: Phasendiagramm (die Phasengrenze ist der kritische Schwellwert U./ts als
Funktion von dy) fiir das Bilayer-Modell mit ¢y = 5, t; = 1.025, t; = 0.975 und 6; = 0 innerhalb
der PT im Vergleich mit Daten der ED fiir unterschiedliche Grofe der Gitter (VN = 10, 16
Gitterpunkte) variierender Randbedingungen (ORB beziehungsweise PRB).
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Zusammenfassung Kapitel 2.3: Dispersionsgetriebener FM

In diesem Abschnitt der Arbeit wurde der dispersionsgetriebene FM im Hubbard-

Modell mittels der ED und der PT an einigen Beispielen verschiedener Gitter
untersucht. Fiir die frustrierte Diamant-Kette in Kapitel wurde das bekann-
te Ergebnis der PT vierter Ordnung reproduziert und um die sechste Ordnung
erweitert. Auferdem wurde die PT auf ein um eine Elektronenfalle vergroferte
Diamant-Kette angewandt. Es zeigte sich, dass die analytische Formel fiir den
kritschen Schwellwert U innerhalb der PT4 auch fiir grofsere Gitter Giiltigkeit
besitzt. Dies erklirt die gute Ubereinstimmung mit den ED-Daten lingerer Ketten.
Die sechste Ordnung PT verbessert die Ubereinstimmung geringfiigig und liefert
eine nichttriviale Abhangigkeit des Terms Ul (t2)/ts von to, die sich ebenfalls in
den Daten der ED wiederfinden ldsst. In Kapitel 2.3.2] wurde die PT und die ED
auf das Modell der frustrierten Leiter angewandt. Es wurde eine kompakte Formel
UL Jty = (5lti—tg1+ 900 — t7)2 + 1657 + 1307)) li— byl (~(te— 1+ 5 +£357)
innerhalb der PT2 gefunden, die ebenfalls fiir grofere Gitterausdehnungen (N =

2,3,4) Bestand hat. Die Phasengrenzen werden durch eine Ellipse beschrieben. Der
Parameterraum ist im Gegensatz zur Diamant-Kette grofer. Es zeigt sich aufterdem,
dass bei speziellen Konfigurationen der Kopplungen der GS sofort ferromagne-
tisch ordnet (U. ~ 0, semi-symmetrische Abweichung), oder nie (symmetrische
Abweichung). Die in weiten Bereichen des Parameterraums gute Ubereinstimmung
von ED und PT bei geringen finite-size-Effekten lassen auf die Giiltigkeit und
die Relevanz fiir den GS-Ferromagnetismus des thermodynamisch grofsen Systems
schliefsen. Ein interessantes Resultat ist, dass sich dieselbe Gleichung U fiir das
zweidimensionale Bilayer-Gitter in Kapitel finden ldsst und wesentliche Ei-
genschaften der frustrierten Leiter wiedergefunden werden. Durch die Grofse des
Gitters und der hohen Zahl der Zustdnde konnten zwar nur die Unterrdume mit
S =5/2,3/2 beriicksichtigt werden, aber die betrachteten Daten der ED zeigen stets
einen instantanen Ubergang von voll polarisierten zu Zustinden mit geringstem
Spin. Es bleibt zu konstatieren, dass es sich bei diesem neuen Mechanismus des
dispersionsgetriebenen FM um einen universellen Mechanismus handelt, der in

Systemen mit isolierten Elektronenfallen und beliebiger Dimension auftreten kann.
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Kapitel

3 HEISENBERG-MODELL

Ein geeignetes effektives quantenmechanisches Modell zur Untersuchung von Festkorpern

mit lokalisierten Spins ist das bereits in der Einleitung erwdhnte Heisenberg-Modell [5]

N 1 N ~
H = 5 m;ﬂ Jma,nﬁsmasn,b’?
1 ~ ~ ~ ~
— z z + -
- 5 Z/B Jma,nﬁ(sma np + Smasnﬁ)v

mit S2 . =5(S+1)Vm,a.

Alle griechischen Indizes bezeichnen die Spins in der Elementarzelle o = 1,2, ..., N, wohin-
gegen die lateinischen Summationsindizes iiber alle Elementarzellen laufen m = 1,2, ..., N.
Die Zahl der Gitterplétze, also der Spins, ist somit NN . Die Spin-Operatoren gehorchen
der bekannten Algebra [S; 5"5]_ = 20 mamsSi, und [S? S’fﬁ]_ = +0mansSE

mao’ n mao? mao’

wobei
St =8¢ +iSy  ist. Ausgehend von der Geometrie des Festkorpers miissen Annahmen
beziiglich der Austauschkopplungen J,,,4 3 gemacht werden. Physikalisch einleuchtend
ist, dass die Wechselwirkungsstiarke mit dem Abstand abnimmt, weswegen sich in der
Praxis oftmals auf kurzreichweitige Wechselwirkungen, beispielsweise zwischen néichsten
Nachbarn (J;) oder iiberndchsten Nachbarn (J3), beschréankt wird. Davon abgeleitet
werden diese Modelle Ji-J5-. .. Modelle genannt. Die Komplexitét des Vielteilchencha-
rakters bleibt auch unter diesen Vereinfachungen erhalten und man ist bis auf wenige
Ausnahmefille auf Naherungslosungen angewiesen. Zahlreiche Methoden haben sich im
Laufe der Zeit etabliert, um die Eigenschaften des GS verschiedener Netzwerke aus
Spins zu bestimmen, aber auch um die magnetischen Isolatoren bei tiefen oder hohen

Temperaturen zu beschreiben. Auszugsweise erwéihnt seien hier die folgenden Verfahren:

e ED: Diese Methode basiert, wie auch schon in Kapitel erwahnt, auf der exak-
ten Diagonalisierung eines endlichen Systems, siehe [18, 22]. Verglichen mit dem

unendlich grofen Gitter leidet sie unter finite-size-Effekten und wird vornehmlich
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auf den Fall T'= 0 angewandt. Es existieren keine prinzipiellen Einschrénkungen
des konkret verwendeten Modells beziehungsweise des unterliegenden Gitters. Fiir
héherdimensionale Gitter wachsen jedoch die finite-size-Effekte an und die Methode

ist weniger effizient.

CCM: Die coupled-cluster-Methode (CCM) ist ein Verfahren, das prézise Daten
fiir die Energie des GS, aber auch fiir den Ordnungsparameter des angesetzten
Modellzustandes liefern kann, siehe beispielsweise [22]. Durch Beachtung aller
moglichen sogenannten fundamentalen Konfigurationen auf endlichen Gebieten kann
nach bewédhrten Extrapolationsschemata auf unendlich grofte cluster geschlossen
werden. Es existieren zahlreiche Ergebnisse, aus denen hervorgeht, dass die CCM
eine weitestgehend universelle (hinsichtlich der Wahl vom Wechselwirkungsmodell,
der Parameterwahl, der Spinquantenzahl und der Gitterdimensionalitit) und genaue

Methode ist, auch wenn sie keinem Variationsprinzip unterliegt.

FTLM: Basierend auf dem Lanczos-Verfahren schligt die finite-temperature-Lanczos-
Methode (FTLM) vor, die Zustandssumme fiir sehr grofe Systeme systematisch
zu approximieren [23H25]. Dafiir wird die exakte Summation iiber eine Orthonor-
malbasis ersetzt durch eine Summation iiber eine Auswahl von (zufallsgenerierten)
Vektoren, die als Initialvektoren des Lanczos-Verfahrens dienen. Ein wichtiger
Schritt des Iterationsverfahrens ist die Diagonalisierung kleinerer Unterrdume des
Hamiltonians im sogenannten Krylow-Raum, welche die Lanczos-Eigenenergien
liefert und somit den Zugang zu den Messgrofsen erméglicht. Die Resultate stimmen
ab einer gewissen Naherungsstufe mit den exakten Ergebnissen der betrachteten
magnetischen Molekiile in [24] nahezu iiberein. Durch das vielversprechende und
relativ neue Verfahren bieten sich hier womdglich auch in Zukunft interessante
Anwendungsmoglichkeiten an. Eine aktuelle Veroffentlichung behandelt hierzu den
Antiferromagneten (AFM) auf dem Kagome-Gitter mit N = 42 Gitterplédtzen [25].

(L)SWT: In der Spinwellentheorie (SWT) wird eine Bosonisierung der Spin-Operatoren
vorgenommen. Die Ordnung der Ndherung um einen (klassisch) geordneten Zustand
kann dann als Berticksichtigung verschiedener Multi-Magnon-Wechselwirkungen
verstanden werden [10]. In der linearen Spinwellentheorie (LSWT) betrachtet man
harmonische Fluktuationen nicht wechselwirkender Magnonen um den gewéhlten
Zustand. Typischerweise liefert diese analytische Methode fiir Modelle mit semiklas-

sischer magnetischer Ordnung bei geringen Temperaturen gute Resultate.

QMC: Die Quanten-Monte-Carlo-Methode (QMC) gestattet die numerisch préizise
Bestimmung thermodynamischer Grofen innerhalb eines akurat definierbaren Feh-
lers fiir beliebige Spinquantenzahlen S (wobei eine fiir den Algorithmus wichtige

Abbildung vom Quantensystem auf ein klassisches System vonnéten ist [26]). Fur
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frustrierte Modelle leidet diese Methode jedoch im Allgemeinen an dem sogenannten
Vorzeichen-Problem und ist nicht anwendbar.

e DMRG: Die Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) ist eine vielfach verwen-
dete variationelle Technik und bedient sich der Zerlegung des gesamten Gitters in
Blocke, die durch sukzessive Vergroferung auf das unendlich grofte Gitter schliefen
lassen [27]. Sie gilt als eine der effizientesten Verfahren fiir eindimensionale Probleme.
Fiir hoherdimensionale Gitter ist das Verfahren jedoch wegen der stark ansteigenden
Komplexitét nicht geeignet. Aktuell kommt der DMRG in der Literatur besondere
Aufmerksamkeit zu, da eine geschickte Formulierung des Netzwerks aus Spins fiir
zweidimensionale Gitter die Mdoglichkeit bietet, die DMRG entsprechend auch hier
anwendbar zu machen [28]. Es besteht die Moglichkeit, eindimensionale rohrenartige
Systeme (Tori) mit moglichst grofsen Durchmessern zu betrachten, um die Methode
anzuwenden. Die Ergebnisse fiir den AFM mit S = 1/2 auf dem Kagome-Gitter
finden sich zum Beispiel in [29] und zeichnen sich durch ihre sehr hohe Prézision

aus.

In den nachfolgenden Kapiteln [3.2 und [3.3| werden zwei weitere Verfahren (die rotations-
invariante Greenfunktionstheorie (RGM) und die Hochtemperaturentwicklung (HTE))
vorgestellt, die auf verschiedene, sofern nicht explizit anders erwahnt, unendlich ausge-

dehnte Gittertypen angewendet werden.
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Strukturfaktor

Eine Moglichkeit, einen Festkorper experimentell hinsichtlich seiner magnetischen Ordnung

zu untersuchen, bieten Streuexperimente. Als Strahlenquelle werden Neutronen wegen
ihrer Ladungsneutralitit, Stabilitdt und des vorhandenen Spins von S = 1/2 bevorzugt.
Diese werden beispielsweise durch Spallation mit schweren Elementen als Target-Material
erzeugt. Die Europaische Spallationsquelle ERIC, deren Inbetriebnahme im Jahr 2019
geplant ist, beabsichtigt linearbeschleunigte Protonen mit einer Energie von 2 GeV auf ein
Wolframtarget treffen zu lassen, um somit eine Neutronen-Produktionsrate von ~ 105!
zu gewéhrleisten [30].

Bei inelastischen Streuprozessen [31), 32] hat der magnetische Anteil des (doppelt) diffe-

rentiellen Wirkungsquerschnitts folgende Abhéangigkeit

d%o,, o
dw?iQ 3 <5kl q’“‘”) / dt e (SE()SL,), (3.1)

kle(z,y,z)

siehe zum Beispiel [33], wobei der energetische Faktor
Salt) = / dt (54(1)8 )

NN Z Rma R.s /OO dt Giwt<gma(t)gn,3>a (32)

ma,nS

dynamischer Strukturfaktor genannt wird. Experimentell von Bedeutung ist diese Grofe
auch vor allem deswegen, da diese sowohl als Funktion der Energie w, als auch als Funktion
des Quasiimpulses Aufschluss iiber die elementaren magnetischen Anregungen geben
kann. Der mit der Zahl aller Spins normierte statische Strukturfaktor ist definiert als die

Fourier-Transfomierte aller moglichen Spin-Spin-Korrelationsfunktionen

q _ NN Z 1q Rma Rng)

ma,ns

Die theoretische Beschreibung des statischen Strukturfaktors ist im Rahmen der in dieser
Arbeit genutzten Methoden, siehe nachfolgende Kapitel und [3.3 ohne zusétzliche
Annahmen berechenbar und lésst sich durch Integration iiber w aus dem dynamischen
Strukturfaktor gewinnen: Sq = % ffooo dwSq(w). Die auftretende Doppelsumme lésst sich
bei Gittersymmetrie als einfache Summe iiber die N Spins der Elementarzelle schreiben:
Sa= = 5 (8008 s)cos(aronns). (3.3)

N :

a,nf
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Hier wurde die Definition ry,q s = Rima — Ryp des relativen Abstandsvektors zwischen
den Spins Sma und Sng eingefiihrt und die triviale Relation r,,4 .8 = —Tngma genutzt.
Vergleicht man den Strukturfaktor mit Systemen unterschiedlicher Spinquantenzahl, so
muss darauf geachtet werden, dass sowohl Sy, als auch die Temperaturskala auf die charak-
teristische Skala S(S + 1) renormiert werden. Dies ist auch durch den wichtigen Grenzfall
volliger Unordnung des Systems im Grenzfall hoher Temperaturen eine naheliegende

Normierung. Der Strukturfaktor ergibt sich hier zu:

Sa(6 0 = = 3(80) )
S5 t).

Oftmals ist dem Experiment kein monokristallines Gitter zugianglich. Die zu untersuchende
Probe liegt dann als Polykristall vor. Bei (Neutronen-)Streuexperimenten spricht man
vom sogenannten powder-averaging. Da ein zuganglicher Messwert der Impulsiibertrag des
Streustrahls ist, ergibt sich der Vergleich mit der Theorie durch das Bilden des sphérischen
Mittels des Streuvektors q

~ d€}
S0 = | 25
2w

1 S & .
= N Z<80a5n5>//d€d¢sm(9)cos(q]r0a7n5]cos(é(q, Toa.ns)))
anf 0 0

] o T
N NI / d0sin(0)cos(q|ronnslcos(6)))

a,nf 0

1 5 & >Sin(q|roa,nﬂ|008(9))) T
q|T0ans] 0

= L 57808, ) S0 Foaims ) (3.4)
Q|r0a,n6’

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass sich die Mittelung wegen der Summe auf eine Mitte-
lung der Summanden {ibertrégt. Der Vektor q kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit
in die z-Achse gelegt werden, weswegen der Winkel Z(q, ros,,s) mit dem Polarwinkel
identifiziert werden kann. Der rotationsinvariante Hochtemperatur-Limes bleibt auch hier

erwartungsgeméfs
S,(B—0T) = S(S+1).

Hierbei kénnen sich die Informationen, die man durch den sphérisch gemittelten Struk-
turfaktor erhélt, von denen des skalaren Strukturfaktors unterscheiden, siehe hierzu [34].

Findet man beispielsweise fiir das J;-Jo-Modell auf dem honeycomb-Gitter bei tiefen

37



3.1. STRUKTURFAKTOR KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

Temperaturen deutliche Hinweise auf eine sogenannte Ring-Fliissigkeitsphase fiir einen
Einkristall, so wird durch den Mittelungsprozesﬂ teilweise lediglich ein einzelner Peak an
jener Stelle im Spektrum des Strukturfaktors ersichtlich.

Eine andere Moglichkeit der Darstellung ist die des Strukturfaktors als Matrix mit den

folgenden Matrixelementen, siehe hierzu beispielsweise [29] [35H39)],
a 1 S &
sgﬂzjVE:@mﬁmgmaqmmwy (3.5)

Im Hochtemperatur-Limes ist diese Matrix diagonal

. S(S +1
Sq’ﬁ(ﬁ—>0+) = %5%5.

Die Analyse der Eigenwerte beim Vorliegen des Strukturfaktors als Matrix liefert eine
Aussage iiber die magnetische Ordnung. Der gréfite Eigenwert entspricht dann der favo-
risierten Spinstruktur. Die korrespondierenden Eigenvektoren erlauben eine zuséatzliche
Interpretation der Spin-Spin-Korrelationen innerhalb der Elementarzelle. Vergleicht man
die Werte fiir den Strukturfaktor miteinander (also den skalaren Wert Sy mit den Eigen-

werten von Sg"ﬁ ), so muss auf den Normierungsfaktor geachtet werden. Es ist klar, dass
Gleichung (3.3]) mit Gleichung (3.5) den folgenden Zusammenhang hat:

Sq = Z SZ’B‘
a,B

Bei einem magnetischen Phaseniibergang bilden sich Maxima in S4 an den Stellen
der sogenannten magnetischen Ordnungsvektoren Q aus. Diese sind in Beziehung zu
mindestens einer bestimmten vom System favorisierten magnetischen Konfiguration der
Spins zu setzen, wobei sich die Ausrichtung oftmals klassisch interpretieren lédsst. Eine
entsprechende Korrelationslidnge {q leitet sich konventionsgemafs vom Strukturfaktor iiber

das sogenannte zweite Moment von Sq

028,
_ _ Q-1 a
fa = \/ S 20?2

ab [4042”?] Geht man davon aus, dass die Maxima des Strukturfaktors an diesen Stellen
q ~ Q zum Beispiel durch eine Cauchy-Lorentz-Verteilung Sqiq & Sq(1 + (a€q)*) ™!

(3.6)

q—Q

beschrieben werden, so sicht man, dass {q ein Parameter dieser Funktion ist und die
gewlinschten Eigenschaften aufweist. Vom paramagnetischen Regime kommend, 7" — T, +

0, ist die folgende Relation xq o< 8Sq zwischen der wellenlangenabhangigen Suszeptibilitat

!Experimentell wird hiermit natiirlich das Vorliegen des Kristalls als polykristalline Probe gemeint.

2Es ist davon auszugehen, dass in [42] der Faktor 1/4/2 in der Formel fiir £q wegen eines Druckfehlers
fehlt, da auch das in [42] erwéhnte Beispiel aus der Ginzburg-Landau-Theorie eines Korrekturfaktors
von 1/v/2 bedarf, um dem gezeigten Resultat zu entsprechen.
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und dem Strukturfaktor erfiillt [43]. Sowohl fiir den FM als auch fiir den AFM auf dem
einfach kubischen Gitter gibt es in [6] eine gute Herleitung der genannten Gréfse innerhalb
einer Greenfunktionsmethode niedrigster Ordnung. Die in dieser Arbeit angewandte

(rotationsinvariante) Greenfunktionsmethode wird im folgenden Kapitel vorgestellt.

39



3.2. ROTATIONSINVARIANTE GREENFUNKTIONSMETHODE (RGM) KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

Rotationsinvariante Greenfunktionsmethode (RGM)

Die Greensfunktionsmethode (GFM) ist ein wohl etablierter Apparat, um (Quanten)-
Vielteilchenprobleme in der Physik zu behandeln. Dieses Kapitel soll die rotationsinvariante
Greenfunktionsmethode (RGM) vorstellen. Sie liefert einen Zugang zu zahlreichen experi-
mentellen Messgrofien fiir den gesamten Temperaturbereich. Historisch gesehen wurde
dieser bedeutende theoretische Beitrag 1972 von Kondo und Yamaji geleistet und auf
das eindimensionale Modell der Kette mit S = 1/2 angewandt, um die kurzreichweitige
Ordnung (SRO) bei T" > 0 zu beschreiben [44]. Die RGM wurde im Jahre 1973 von
Rhodes und Scales auf beliebige Werte der Spinquantenzahl S erweitert [45]. Mit der
Beriicksichtigung eines Kondensatterms schlugen Shimahara und Takada 1991 vor, Phasen
mit LRO zu beschreiben [46]. Im Laufe der Zeit wurde die RGM weiterentwickelt und auf
zahlreiche Quantenspinsysteme angewandt [46H60] und bietet heutzutage die Moglichkeit,
beispielsweise Phaseniibergénge konsistent zu beschreiben, oder aber stark frustrierte
Quantenspinsysteme zu untersuchen. Zwar miissen in den meisten Féllen nichtlineare
Gleichungssysteme, die Mehrfachintegrale enthalten, numerisch gelost werden, jedoch
erlaubt es der analytische Zugang, viele physikalische Grofen zu untersuchen. In [61]
wurde die RGM fiir Systeme mit S = 1/2 fiir Modelle mit nicht-primitiven Elementarzellen
grundlegend formuliert und auf das geschichtete Kagome-Gitter angewandt. Anisotrope
Modelle mit duferem Feld und beliebigem Spin S > 1/2 und primitiver Elementarzellen
wurden in [62] untersucht. Dabei wurden einerseits die ferromagnetische lineare Spinkette

(und die Zusatzterme mit Feld h) o S‘ﬁ beziehungsweise mit einer sogenannten single-ion

Anisotropie der Form D) o <S’ﬁ>2 im Hamiltonian) und das Quadratgitter (mit single-
ion Anisotropie) fiir S > 1/2 untersucht. Andererseits wurde der Einfluss von rdumlicher
Anisotropie iiber eine variable Kopplung J, fiir geschichtete quasizweidimensionale FM
und AFM fiir S > 1/2 ermittelt. Die Beriicksichtigung einer frustrierenden zusétzlichen
Kopplung néchster Nachbarn J, > 0 wurde fiir S = 1/2 sowohl auf der linearen Spin-
kette mit ferromagnetischem GS, als auch fiir das zweidimensionale Quadratgitter mit
ferromagnetischem GS, aber auch im antiferromagnetischen Regime der kollinear gestreif-
ten Phase in [63] studiert. In diesem Kapitel soll die RGM fiir Heisenberg-Modelle mit
beliebiger Kopplung fiir (nicht-)primitive Elementarzellen allgemein hergeleitet werden.
Dabei wird ein alternativer (kiirzerer) Zugang zu den Gleichungssystemen der RGM
aufgezeigt. Auflerdem werden Ausdriicke fiir Messgrofen angegeben, die in der Literatur
bisher weniger untersucht wurden. Zum Ende dieses Kapitels werden einige universelle
Grenzfille betrachtet, deren Erfiillen fiir die Theorie der RGM von Bedeutung sind, aber

bisher nicht allgemein gezeigt worden sind.
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Prinzipiell kann eine von drei moéglichen zweizeitigen Greenschen Funktionen

zur Beschreibung genutzt werden, siehe zum Beispiel [0]. Diese sind die sogenannte retar-
dierte, avancierte oder kausale Greensche Funktion (©(x) bezeichnet hier die Heaviside-
Sprungfunktion). In der Definition besteht die Freiheit, sich fiir n = —1, die der Kommuta-
torvariante in Gleichung entspricht, oder fiir n = +1, die der Antikommutatorvariante
entspricht, zu entscheiden. Der Vollstandigkeit halber sei erwahnt, dass Tn der sogenannte

Wicksche-Zeitordnungsoperator ist, der durch

~

T, = Ot —t)A{t)B(t") +nO(t — t)B(t')A(t), (3.8)

definiert ist. In der Praxis der RGM hat sich die Verwendung der retardierten Greenschen
Funktionen durchgesetzt, die im Folgenden Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen
sein sollen. Ebenso wird in den weiteren Ausfiihrungen n = —1 gewahlt. Die Opera-
toren in Heisenberg-Darstellung gehorchen der Gleichung id,A(t) = [A(t), H]_, in der
ersichtlich ist, dass der Hamiltonian die Dynamik festlegt. Damit folgt fiir die wichtige

Bewegungsgleichung der Greenschen Funktion

~

10,G" (1, ') = 10, ((A(t); B')" = 6(t — ¢')([A(t), B()]-) + ({[A(¢), H]; B{')))". (3.9)

Mit einer zeitlichen Fourier-Transformation G"(¢, ') = o= [7 dwG"(w)e =) folgt die

Darstellung der Bewegungsgleichung im Frequenzraum
w((A; B)), = ([A, B-) + (([A, H]; B))L,. (3.10)

Nun werden die Operatoren entsprechend des in diesem Abschnitt der Arbeit untersuchten
Modells durch Spin-Operatoren ersetzt. Zunachst sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
die Spins im Heisenberg-Modell auf Punkten R des Gitters lokalisiert sind. Es besteht
nun die Moglichkeit, entweder die mit der longitudinalen Suszeptiblitat verkniipften
Greenschen Funktionen ((Sg;S%)), oder die Greenschen Funktionen ((Sg;Sg)), die
mit einer transversalen Suszeptibilitdt verkniipft sind, zu wahlen. Es ist klar, dass der
Informationsgehalt durch die Rotationsinvarianz des Hamiltonians auf jeden Fall durch
das Bestimmen lediglich einer der beiden Funktionen keiner Einschrankung unterliegt.
Die Herleitung der wesentlichen fiir die RGM benétigten Gleichungen iiber die Greensche

Funktionen des Typs <(S§; Sﬁ,» ist kompakter, weswegen sich im weiteren Verlauf fiir
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diese entschieden wird. Die Bewegungsgleichung hat nun die folgende Form

w{(S8; 52w = (k. Siv]-) + ([ H]-: S3)) s (3.11)

{([Sq, H]-3 Saod)e =([[Sk: H]-, Sa]-) + (([[Sk, H]-, H]-; Sg))e.

Es ist ersichtlich, dass das Aufstellen der Bewegungsgleichung eine neue sogenannte héhere
Greensche Funktion erzeugt. Fiir diese lasst sich abermals eine Bewegungsgleichung auf-
stellen, die ihrerseits eine hohere Greensche Funktion enthélt. Diese Gleichungshierarchie
ist typisch fiir ein Vielteilchenproblem und kann im Allgemeinen nur dann unterbrochen
werden, wenn Approximationen vorgenommen werden. Je nachdem in welcher Stufe n
die Entkopplung vorgenommen wird, spricht man von Entkopplung n-ter Ordnung/Stufe.
Wird die Bewegungsgleichung in der ersten Stufe entkoppelt, so entspricht dies der
sogenannten Random-Phase-Approximation [0, 64, [65], siehe hierzu Anhang ﬂ Die
Entkopplung in erster Ordnung erweist sich jedoch ohne zusétzliche Annahmen nur
dann als niitzlich, wenn das System LRO aufweist (T' < T.), da die Greensche Funk-
tion proportional zur jeweiligen (Untergitter)-Magnetisierung ist. Eine Folge ist, dass
auch das Spinwellenspektrum proportional zum magnetischen Ordnungsparameter wird.
Dennoch lassen sich fiir viele Modelle experimentell bestétigte Vorhersagen beziiglich
der temperaturabhingigen Magnetisierung treffen. Fiir den dreidimensionalen FM bei-
spielsweise ergibt sich im Limes tiefer Temperaturen das korrekte Blochsche T3/%- Gesetz
der totalen Magnetisierung, das durch einen Korrekturterm oc 7°/? mit den Resultaten
genauerer Theorien iibereinstimmt [6]. Durch das Entkoppeln in zweiter Stufe kann
davon ausgegangen werden, dass die Losungen ein detaillierteres Bild der Physik liefern.
Beispielsweise konnen auch die SRO und das kritische Verhalten oberhalb einer kritischen
Temperatur (7" > T,) addquat beschrieben werden. Eine grundlegende Annahme, die bei
dem Approximationsschema der RGM gemacht wird, ist, dass der thermodynamische
Erwartungswert des Operators S2,, an jedem Gitterpunkt verschwindet, also (SZ_) = 0
gilt. Die Uberfiihrung in ein geschlossenes Gleichungssystem erfolgt im Impulsraum nach

einer raumlichen Fourier-Transformation
Z exp(iqRa ),
S \/_ Z -~ exp(FiqRua)- (3.12)

In erster Ordnung lautet die Bewegungsgleichung nun

{( 5505 52 q8))0 = {[S50s 5 qal-) + ({[S50s H]=3 52 g5)) s (3.13)

3Diese wird im Rahmen eines Heisenberg-Modells auch Tyablikov-Entkopplung genannt.
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wobei der erste Erwartungswert aufgrund der fundamentalen Vertauschungsrelation der
Spinkomponenten verschwindet

(8 Sl) = 37 2 exp(-1a (R ~ R S5 5]
= 0.

Der Satz an Greenschen Funktionen, den es zu bestimmen gilt, ist als Matrix darstellbar
aplw) = <<S§la, Sz q5>>w- Fiir die verbleibende Greensche Funktion auf der rechten Seite

von Gleichung (3.13)) wird erneut die Bewegungsgleichung angewandt und man erhélt
({82057 ) = (170 57 sl =) — (5705 57 ga))er (3.14)

qa’ qo’ qa’

Es gilt nun, die entsprechenden Kommutatoren auszuwerten Fiir den ersten Teil dieser

Gleichung benotigt man zunéchst den Ausdruck fiir igl [S7, H]_ und man erhélt

fy?
[Sl'w Z Jman,@ Sl'yv fnanLB—i_S:r_LaS’r:ﬁ]_
manﬁ
-5 Z Jman,@ l'y? maSn,B]
manﬂ

1 NN
=3 D Tmams | 195 Shal=Ss + SihalSE, Sl -
ma7nﬂ ~

6l7,maerrrza _61’%”55;&

1 —_ A A_
9 Z Jryns (Slvsnﬁ S:BSM> .
np
Danach miissen fiir die Gleichung

Gz 1 Oz 1 z z
[[Sh?H]—’Sma]— = 52‘]1%”«5 < Sl'ySnﬂ’S ] [S+ SI'WS } )
np

zwei weitere Kommutatoren ausgewertet werden. Fiir diese folgt

1S S8, Sl - = 51 [snﬁ,sz ol [SWSZ o) 51;5
6n,8 masma _5l'y maS+
= 5nﬂ:maSl’yS’r7La 51%7”0457710457;,8
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und

154550, Sial- = S [S Sz ol + [Snﬁ,SZ]S—

Iy’ Iy’ ly

6lw maS;La _6nﬁ,mo¢’s+a

= 01y ma = OnpmaSmaSi-
Somit verbleibt der Ausdruck
[[gfwv ] SZ Z ‘]l"/ nﬁdnﬁ mao (Sl'ysma + §$a§;y>
-5 Z Jiyn 301y ma (SnBS + Sntag&a) :

= ma,lvsma l; - 5l%ma Z Jma,nﬁsma 7:,37
nfB

dessen thermodynamischer Erwartungswert

<H'§lzf~/> f{]—a S«rz;wé]_> - Jma,l’ycma,l’y - 5l'y,ma Z Jma,nﬁcma,nﬁa
np

mit cpang = <SmaSnﬁ> entspricht. An dieser Stelle wurde impliziert, dass die Rotations-

invarianz des Heisenberg-Modells die Aquivalenz aller Mittelwerte von S’; S S’Zﬁ

a~npr ¥ma
und Sﬁl der Spin-Spin-Korrelationsfunktionen fordern lasst. Demzufolge gilt also

anﬁ

A oA 3
<SmaS > - 3( mao nﬂ) - 3Cma np 2cm047n/3' (315)

Nach der rdumlichen Fourier-Transformation folgt fiir den Ausdruck

z z 1 :
<[1Sqa7 S_qﬂ]—> = ./T/ Z eXp(—lq (Rma - RTLB)) (Jnﬂ,macnﬂ,moc - 5nﬁ,mo¢ Z Jnﬂ,l'ycnﬁ,l'y)

ly

1 :
= N’ Z eXp(_lqrma,nB)Jma,nﬁcma,nﬁ a “of Z Jma Iy Cmaly -

m,n m,ly

An dieser Stelle wurde Gebrauch von 6,8 ma = 03,400, gemacht und der Relativvektor
I'mang = Rma — Rpg benutzt. Dies liefert die fiir die RGM wichtige Definition der
Momentenmatrix iiber das Element

zz _ <[ISZ

qof qo’

S7 sl ) (3.16)

Fiir ein konkretes Modell muss diese N x N-Matrix aufgestellt und das Eigensystem

bestimmt werden. Im Folgenden werden die N Eigenvektoren und Eigenwerte durch die
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Notation
M |jq) = mi*|ja), j=1,2,..., N,

gekennzeichnet. Die Momentenmatrix besteht aus Kombinationen der Kopplungskonstan-
ten Jyanp des jeweiligen Heisenberg-Modells und deren korrespondierenden Spin-Spin-
Korrelationsfunktionen ¢, 3. Es besteht auch die Moglichkeit, eine Momentenmatrix
MJ~ beziiglich der Greenschen Funktion G~ (w) aufzustellen, die aufgrund der Rotati-

onssymmetrie mit 2Mg* = M;r ~ = M, anzugeben ist. Der zweite Term von Gleichung

(3.13)) erfordert die Auswertung von

_gfna = [[A;wc7f{]—7g]—

1 Q o— Qz Oz o+ Q—

= ZL Z Jma,n,BJl%der:a nﬁ"s’lvské—'—sl—;skd—
nB,lv,kd
1 o+ o— Qz Qz o+ o—

~ > ImansJiws[S5sSmar S5, S5 + St Sis)-
nB,ly,ko

Mit
[AB,CD]. = A[B,C].D + AC[B, D]

+ [A,C]_DB+C[A, D]_B,

werden die Kommutatorrelationen

~

[S;La nB? SZZWSZ(S]— = S;La[srjﬁﬂ SIZ,Y]_S;;(; + S;Lozslzw[sgﬁa Sli(s}—
+ [Sntou lz'y]* 2687;6 + lz'y[S;Low Iié}*srjﬂ
Oy SrmaSy ks + Onp ks SmaSiy ks

Gt Gz O— Gz Gt G-
- 5m0¢7l’YSl*ySk6 w8 — Oma ks Sty SpsOns,

[S;QS,;B,S;S,;S], = S;Q[S;B,S;], s+ S;QSQ[S;B,S,;S],
+ [Sar S -SisSns + S5 S mas Sksl—Shus
= —2003.17 5150 SE, S5 + 20ma ks S SisSrs

[S;_,BS;LQ7 Slzfyslzzg]— = S:ﬁ[s;mﬂ Slzfy]—szé + S:Bwa[Sr:Laﬂ Sli&}—

+ [Sn,87 lz'y]*SlzJS;m + Slz’y[snﬂa Iié]*S;la
= 5ma,lVS:BSlTyS£6 + 577104,/?55:55; ko
— 0nBiySi S5 ma — Ong ks ST, S5Om

maoe?
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und

A

1S+ Sma,S Sol- = S [Sma,5+] S+ 57 S [SmwS 5)—

+ [Snﬁ7s+] glf_5sma+s+[snﬁ7‘§ ] S_
—26ma,1yS, 557, Ss + 20n8.865 SisSim

maoe?

ausgewertet. Durch Einsetzen erhélt man schliefslich

/:Z
_Sma

1 A A A
5 > TmamsInpin(ShaSnsSt, — ShaSisSin + S5 a8 ma = S SE55ma)
nB,ly

+ —ZJmmﬂJmh(snﬁsz S — St oSt S + S5 Sh0Ss — SisSE,S

ma)
nB,ly

An dieser Stelle wurde explizit genutzt, dass Ji,ame = 0 gilt. Aufierdem wurden die Sum-
men beziiglich der auftretenden Kronecker-Delta Symbole ausgewertet. Die verbliebenen
Indizes wurden so umbenannt, dass die Terme weiter zusammengefasst werden konnen.
Nun werden Terme gleicher Summationsindizes (die auf einen Faktor J2,, 5 in der Summe

fithren) aus den beiden Summen abgespalten. Dies fiihrt zu folgendem Ausdruck

—Sra = Z e S+ S SZ S,TWSZ S +SZ S S_ — oS58 ma)
+ Z 2 s (555705 — 50828 s + 813820505 — 81392550, (3.17)
+ 5 Z Jma ”,3‘]",3 l’Y(SmaSnBSl'y S:r_LaSZﬁS + Sl'ys+ S_ S;_ySZﬁS;la)
nB,lvy£ma
1 -
+ 5 Z manﬁJmalv(Sngs S S+ Sl'ysnﬁ—’—sl'y ma nﬁ Snﬁsl'ysma)
ly#np

Der Operator S’ﬁm besteht demnach aus verschiedenen Kombinationen von drei Spin-
Operatoren S * (mit £ = +, —, 2). Damit Gleichung (3.13)) in ein geschlossenes Gleichungs-
system iiberfiihrt werden kann, muss eine Naherung durchgefiihrt werden. Fiir S = 1/2

Systeme gelten die Operator-Identitéiten

(5) =
(57) = (1) =0
Sz =8+ S~

1
moTmo 2

(3.18)
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mit denen Gleichung (3.17)), unter Beriicksichtigung der fiir alle Spinquantenzahlen
gliltigen Operator-Identitét

<Sma> = Sntasr:za - S’rzna + (S’rzna)27 (319)
die Form
_an - Z ma n,B Z - rZL,B)
5 Z TmampInpin(ShaSnsSt, — ShaSiaSr + 955t ma — SitS255ma)
nB,ly#Ema
1
5 Z Jma nﬂJma ZV(Sn,BS S Sl'ySn,B +Sl'y ma n,B Sn,BSl'ySma)
nB,ly#np
(3.20)

annimmt. Das an dieser Stelle vorgestellte Entkopplungsschema schléagt vor, die lingsten
Operator-Produkte dergestalt zu nahern, dass sich diese als Kombination von einfachen
Zwei-Spin-Korrelationsfunktionen und einem verbleibenden Spin-Operator darstellen
lassen. Dieses Verfahren ist der wesentliche Teil der Approximation, den die RGM macht.
Die Vorschrift lautet

P58 HHF NSNS + OGNS + PSS, (3.2)
wobei an dieser Stelle {0, 8,7} = {+, —, 2z} und {4, j, k} = {ma,npB,lv} bezeichnen. Es
sollte hier erwihnt werden, dass durch die Abspaltung nur irreduzible Kombinationen

von Spin-Operatoren auftreten, die sich hinsichtlich des Gitterpunktes, an dem sie wirken,

unterscheiden. Es ist klar, dass die Ersetzung mit einem Fehler einhergeht, weswegen

75
Zj’

eingefithrt wird. Durch diese Parameter kénnen Bedingungen eingefiihrt werden, die

eine Klasse von Korrektur-Gréfsen, die sogenannten Vertexparameter «’; in das Schema
die physikalische Losung gewéhrleisten sollen. Da Erwartungswerte der Form <§ -J“,SAY IS
<Si_ Sj) wegen der Kommutatorrelation [S :H |- =0, wobei Sz = Zma > o, verschwinden,
ergibt sich nach Anwendung der Vorschrift in Gleichung (3.21)) auf (3.20))

55 = § T PS5

+ Z ImensIng in (Qma.nsCmans Sty = CmaiyCmalySng)
nBly£Ema

+ Y mansImots (s s Sie = CmanBCmansSi,)- (3.22)
nB,ly#ns

Die Erwartungshaltung an die Vertexparameter ist, dass sich diese untereinander &hnlich

verhalten wie die jeweiligen zu diesen in Beziehung stehenden Korrelationsfunktionen
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Cmang- Die Annahme, dass oyz, = a5, = angiy (V{nf,1v}) gilt, wird demnach durch
die Rotationssymmetrie begriindet. Ohnehin zeigt sich in der Praxis, dass nur wenige
Vertexparameter voneinander unterschieden werden kénnen, miissen doch Gleichungen
im gesamten Temperaturbereich zu deren Bestimmung bereitgestellt werden. Es zeigt
sich, dass die Vertexparameter fiir den voll polarisierten ferromagnetischen kollinearen
Zustand gegen den Wert o2 (T = 0) = 3/2 (¥{nf, l7}) konvergieren. Ebenso nehmen
alle Vertexparameter im Hochtemperatur-Limes den Wert a,,, (7" — 00) = 1 (V{np3,ly})
an. Da die Vertexparameter als Quantenkorrektur der Entkopplung verstanden werden
konnen, ist dieser Wert leicht als Indikator der durch die Naherung korrekten Beschreibung
zu interpretieren. Bei hohen Temperaturen verschwindet der Einfluss der Wechselwir-
kungen und das Heisenberg-System konvergiert gegen den Limes isolierter Spins, zu
deren Beschreibung die Entkopplungsprozedur keiner Korrektur iiber die Vertexparameter
bedarf. Im Rahmen dieser Arbeit werden mithilfe der RGM ebenfalls Heisenberg-Systeme

mit S > 1 untersucht, weswegen ein weiteres Schema der Form

&6 QB &y IFIFERFEL o8 s,

82578 TS HSISNST + (SIS ST + o < 5757)S

S (SIS + NS, (3.23)
vorgestellt wird. Ausgehend von Gleichung ([3.17) werden nun auch Operatorkombina-
tionen, bei denen zwei Operatoren am gleichen Ort wirken, im Entkopplungsschema
berticksichtigt. Dies ist der Grund fiir das Einfiihren einer weiteren Klasse von Vertex-
parametern fiir die ebenfalls, wie oben diskutiert, A)\;LLP_’ b = Anaiy = Mgy (V{nB,10})
gilt. Lediglich dem Term mit dem Erwartungswert ($?5°) wird kein weiterer Vertexpara-

meter zugeordnet, da sich dieser, sofern er nicht identisch verschwindet, aus Gleichung
(3.19) ergibt. Schlussendlich ergibt sich aus Gleichung ([3.17)) iiber eine rdumliche Fourier-
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Transformation nach Gleichung ([3.12)

Az 2 Oz
_Sqa = Z J72na7n13()\ma,nﬁcma,n,3 + gS(S + 1))Sqa

A

ng
2 . .
- Z Jy%za,nﬂ(/\ma,nﬁcmoc,nﬂ + gS(S + 1))eXp(_1qrma,nﬁ)Sqﬁ
B

n
+ Z Jma,nﬁ Jnﬁ,l'yama,nﬁcma,n,@exp(_iqrma,lv)sfw

- Z Jma,nﬁ Jn67l'yamo¢,l’ycma,l'yexp(_iqrma,nﬁ>‘§éﬁ (324>
nB,ly#Ema

+ Z Jmavnﬁ Jm@yl’YOénﬂ:l’ch/B,l’YSczla
nply#nf

- Z Jma,nﬁ Jma,l’yama,nﬁcma,nﬁexp(_iqrma,l'y)Séfya
nBly#np

- Z FaarSay
>
Vergleicht man mit der Entkopplung fiir Spin-1/2 Systeme, so stellt man fest, dass diese
konsistent ineinander iibergehen, wenn gilt: S = 1/2 ~ Apansg = 0 V{ma,np}. Der
Hochtemperatur-Limes ergibt sich hier zu Apans(00) =1 = 3[4S(S + 1)]7F V{ma,ns}.
Man kann zeigen, dass die Ubereinstimmung der wesentlichen Messgrofen mit der HTE in
der niedrigsten Ordnung durch die angegebene Wahl gewahrleistet istﬁ Die Entwicklung
wurde beispielsweise in [51] vorgenommen. Dabei wurde die HTE einer Operatoridentitét
genutzt, deren Giiltigkeit modellunabhéngig Bestand hat. Wie man erkennen kann, ldsst
die Vorschrift nach Gleichung die Darstellung von S*é als lineares Gleichungssystem
mit der sogenannten Frequenzmatrix F7* zu. Diese ist ebenso wie die bereits vorgestellte
Momentenmatrix von fundamentaler Bedeutung fiir die Anwendung der RGM. Eine
notwendige Bedingung fiir die Praxis ist, dass Momentenmatrix und Frequenzmatrix

kommutieren, also das gleiche Eigenvektorsystem besitzen

~ FZlja) = (wi)?lia), 1=1,2,..., N. (3.25)

Die Eigenwerte konnen als die Quadrate der N Aste der Spinwellen-Dispersionsrelationen
identifiziert werden. Ebenso kann, wie auch schon bei der Einfiihrung der Momentenmatrix
weiter oben diskutiert, eine Frequenzmatrix F(;r ~ beziiglich der Greenschen Funktion
G:;_ (w) aufgestellt werden. Diese ist wegen der Rotationssymmetrie zu F§7 aquivalent
und es kann konstatiert werden: F7* = F =~ = Fy. Demzufolge sind auch die Eigenwerte,

respektive die Dispersionsrelationen der Spinwellen, identisch: ~ w?? = wi =~

jq ja — Wia vj.

4Das Curiesche Gesetz wird innerhalb der RGM sogar intrinsisch und unabhingig von der Wahl der
Parameter erfiillt.
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Nun ist die Greensche Funktion mit den Gleichungen (3.13) und (3.14)) in kompakter
Form, mithilfe der Definitionen (3.16]) und (3.24)), implizit bestimmt

W (8205 5% gl = MZZ,BJFZF‘;;'Y S ap))w

A (Fi = w0 0a)(Si e = —MZs, (3.26)
Y
(FF =’ )G (w) = —MZ,

wobei I der Einheitsmatrix entspricht. Die Greensche Funktion hat ebenfalls das gleiche

Eigenvektorsystem

GqWwlia) = g5 Wlja), j=12,....N,

weswegen sich die N Eigenwerte g7 zu

Gal(F7? — w’DGZ (w)lja) = —(jalMZ*|jq),
zZ 1 mAq
m gjq(w) T 92 —]W]zq’

ergeben. Aus Symmetriegriinden gilt natiirlich auch hier 2¢32(w) = g, (w) = gjq(w) Vi
(ebenso 2G% (w) = G~ (w) = Gq(w)). In Spektraldarstellung folgt die niitzliche Schreib-

weise

G (w Z g (w)|ja) (jal. (3.27)

Ein Element der Matrix der Greenschen Funktionen kann demnach mit

((Szas 52 qa)e = <04\GZZ(W)|5>
= Zg w)(aljq)(jalB)

S ( Ajqop Bigas )
- w — qu w + (qu ’

J

angegeben werden, wobei sich die Koeffizienten A,q.3 und Bjq.s durch eine Partialbruch-

zerlegung zu

mjq{aliq)(jqls)
4qu

quaﬁ quaﬂ = )

ergeben. Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Pole w;q der Greenschen Funktionen
<<S(Z1a; giq[j>>w eine Interpretation als Anregungsenergien der Spinwellen des Systems

erlauben. Nun koénnen die Korrelationsfunktionen im Impulsraum iiber das Spektraltheo-
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re °| mittels der Dirac-Formel hm+ i = — pil) f ) Finf(2)6(x), wobei P den Hauptwert
e—0
der darauf angewandten Funktion liefert, berechnet werden

Gz Qz o 1 . <<Sczla; iqB>>w-‘ri£_ <<SqaaSZ >>w—ia
< qo —qﬁ> - %al_lgl_‘_ dw eXp(ﬁW) 1 )

—00

(3.28)

mit exp(fw) = exp(w/T"). Schlieklich ergibt sich

T 1 1 1
S Asiqas li d —
( qo —q,B Z ja Baigﬁ w {

exp(fw) —1 "w—wjqg+e wW—wjq—¢€

1 1
- +
WHWjqg+e WHwjqg—¢€

} (3.29)

und damit

<Séa§iq6> = Z quaﬁ(l + 272(&)]‘(1)),
J

= anﬁ’

= Z 4% (14 2n(wjq)){elja) (jalB), (3.30)

wobei 1(wjq) = (exp(Bwjq) — 1)~ der Bose-Einstein-Verteilungsfunktion entspricht. Es

ist klar, dass auch hier gilt (Sqa5q5> = Cqap = Cqfa = 2<5'§la5'iq5>-

Gleichungssysteme und physikalische GréBen

Oftmals geniigen die unbekannten Grofsen der GFM Gleichungen, die selbstkonsistent
erfiillt werden miissen. Die unbekannten Korrelationsfunktionen im Rahmen der RGM

werden tiber eine inverse Fourier-Transformation bestimmt
1
Cmang = 37 Z CqapCoS(ATma.ng)- (3.31)
q

Fiir jede unbekannte Grofle dieses Typs lédsst sich demnach zwanglos eine Bestimmungs-

gleichung aufstellen. Weitere Gleichungen miissen fiir die Vertexparameter «; ; und A; ;

5An dieser Stelle muss erwihnt werden, dass durch die Wahl der Kommutatorvariante des Spektral-
theorems (n = —1) prinzipiell eine Konstante szq beriicksichtigt werden muss. Diese kann iiber die

Beziehung C;‘fq =1 hmw((Sqa, S_qﬂ>> bestimmt werden und ist in reguldren Fallen gleich Null.

Tritt mqgnetlsche Fernordnung auf, so zeigen sich ,gaplose* Anregungen im Spektrum und ein Term
n (SéaSi ) tritt auf, der mit einem Ordnungsparameter verkniipft ist. Diese Betrachtungen werden
in Kapitel néher ausgefiihrt.
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bereitgestellt werden. Eine zusédtzliche Gleichung wird durch die Summenregel gestellt
2
Cma,ma — gS(S + 1) (332)

Fiir S > 1 hat es sich in der Praxis etabliert, siehe beispielsweise [51] 56], 59|, das Verhéltnis

) = T e =) 539

als temperaturunabhingig anzunehmen. Nach diesem Schema konnen auch weitere Glei-

chungen gewonnen werden, die beispielsweise das Verhéltnis von zwei unterschiedlichen
Parametern aq und as, oder A\; und A, fixieren. Es ist anzumerken, dass die Unterschei-
dung moglichst vieler Vertexparameter nicht immer zu einer Verbesserung der Resultate
fiihren muss. Dies kann zum einen daran liegen, dass moglicherweise kiinstlich eingefiihrte
Gleichungen die physikalischen Verhéltnisse storen. Andererseits ist es moglich, dass das
Einbeziehen von Resultaten anderer Methoden, etwa durch die Grundzustandsenergie, zu
keiner physikalischen Losung des (nichtlinearen) selbstkonsistenten Gleichungssystems
fiithrt. Fiir die sogenannte Minimalversion der RGM werden alle Vertexparameter einer
Sorte gleichgesetzt: a; ; = a und A;; = A. In diesem Fall kann durch die Gleichungen
, und das entsprechende Modell beschrieben und beispielsweise die
spezifische Warme ¢y = %8T Zma,nﬁ Jma’ngcma7n5> = OrU aus einer einfachen (numeri-
schen) Ableitung bestimmt werden. Magnetische Fernordnung wird innerhalb der RGM
durch die Langreichweitigkeit der Korrelationsfunktionen beschrieben. Hierfiir wird in der
Summe aus Gleichung ein Kondensatterm Cq.p abgespalten, da dieser beim Uber-
gang zum unendlich ausgedehnten Festkorper sein Gewicht unter dem Integral verliert.
Diese Vorgehensweise, die in ihrer Systematik an die Bose-Einstein-Kondensation erinnert,
wurde erstmals von Shimahara und Takada vorgeschlagen [46]H Der Ordnungsparameter
M,p, der die langreichweitige Korrelation zwischen den beteiligten Spins o und g der
Elementarzelle angibt, wobei der jeweilige Ordnungsparameter My des Untergitters 0

dann mit Mss anzugeben wére, ergibt sich dann zu

M2, = lim  |3¢mans/2|

|rma,nﬁ |—>OO

[Trma,ngl—o0

= lim  [3) Cqapcos(Qrmans)/2, (3.34)
Q

6Je nach betrachtetem Modell kann es erforderlich sein, mehrere Kondensatterme abzuspalten. Wieviele
Kondensatterme abzuspalten sind, hdngt natiirlich vom Gitter und der Erwartungshaltung beziiglich
des magnetischen Ordnungsvektors Q ab. Ist die Situation bei einem Ferromagneten (FM) eindeutig
(Q = 0), so miissen etwa in der gestreiften Phase des Quadratgitters die Ordnungsvektoren (0, 7) und
(7,0) beachtet werden [58].
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wobei
1
Cmang = 37 Z CqapCoS(qTmang) + Z CQapcos(Qrmans), (3.35)
q#Q Q
CQa
Caas = 47" (3.36)

entsprechend der Vorbetrachtungenﬂ Die Beschreibung der Phase mit Kondensat (7" < T¢.)
setzt die Kenntnis vom magnetischen Ordnungsvektor QQ voraus. Hierfiir bietet es sich an,
den Strukturfaktor im paramagnetischen Regime (7" > T.) auf entsprechende Maxima zu
untersuchen. Der skalare Strukturfaktor im Rahmen der RGM lésst sich nach Kapitel

angeben zu

3
Sq = m Z Cma,nBCOS<qrmOé,nﬁ)

ma,nS

= — COS((]I‘ )
Coa,npB Oa,nfB
2N ’ ’

a,nf

3
= o 2 Caercos((d — a)ron)

q’,a,np

3
= S g (3.37)
a,B

Weitere Moglichkeiten, eine Aussage iiber die magnetische Struktur zu treffen, sind
einerseits der Zugang iiber die klassisch zu erwartende Ordnung, aber auch {iber die
Anwendung alternativer Methoden. Eine davon, die HTE, wird in den néchsten Kapiteln
vorgestellt. Die Existenz mindestens eines nichtverschwindenden Kondensatterms Cqqp
erfordert die Divergenz der entsprechenden statischen Suszeptibilitét X5;6 = iii% XJCFZ;B (w)
mit

~

Xeas(@) = 2XZ25(w) = —((Saa: Sos))e: (3.38)

die bis auf das Vorzeichen mit der Greenschen Funktion iibereinstimmt. Oft stellt es
sich heraus, dass verschiedene Kondensatterme Cqap/Cqys in einem einfachen Verhéltnis

zueinander stehen, das iiber das Verhéltnis der korrespondierenden Suszeptibilitaten

lim qop(w) und lim T~ (w) berechnet werden kann | Als Ausdruck fiir die
(q7w)—>(Q,0)anﬂ< ) (qvw)ﬁ(Qquwé( )

verallgemeinerte wellenléngenabhéngige Suszeptibilitit wird die normierte Summe

1 i
Xa = 5 Eﬁj Xaas: (3:39)

"Mit der symbolischen Schreibweise ,,Zq ¢Q“ ist hier natiirlich der ganze Satz {Q} gemeint.

8Die Schreibweise ,, lim  “ soll hier als ,, lim lim“ verstanden werden. Die Reihenfolge ist von
(a.w)—=(Q,0) a—Qw—0

Bedeutung, da bei Umkehrung relevante Terme verschwinden konnen.
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genutzt, mit der sich fiir die experimentell wichtige uniforme Suszeptibilitéat

1
— - 1. +7
0 2N (q.0)+(0,0) 9 @)
1 m;
= gy 2 in { m( alja)(jals)| (3.40)

@, ]

ergibt. Hierbei wurde der Zusammenhang ((Sqa, S e =2, m( aljq)(jq|B8) genutzt.
Die Bedeutung des Vorfaktors 1/2 wird im nachsten Kapitel evident und stellt die
Vergleichbarkeit mit der hdufig genutzten Definition fiir die Nullfeldsuszeptibilitéit, die ein
infinitesimales Magnetfeld in z-Richtung vorsieht (Xo = 577 2omans Corams)s her. Weitere
Gleichungen konnen, je nach betrachtetem Modell, durch die Forderung von Isotropie

gewonnen werden, zum Beispiel durch:
(}I@OZ X( qz,O 0)af = h Z X ,qy,O)a,B’ (3-41)

siehe hierzu auch Kapitel (Isotropieforderung). Der Ubergang in eine magnetisch
ferngeordnete Phase ist durch das Vorhandensein eines kritischen Bereiches gekennzeichnet.
In der RGM lésst magnetische LRO das Vorhandensein von ,,gaplosen” Anregungen wjq =
0 (>, 1=42) fiir ein bestimmtes Q fordern. Um das Verhiltnis von Strukturfaktor und
Suszeptibilitdt in diesem Bereich zu priifen, wird n(w;q) um wyq = 0 fir 7'~ T, + 0

entwickelt

3

Sa(T.+0) = 50 37 5 2 (14 2n(w,a)) Q) Q1)
aBg Y

«,

~ e 3 Ol Q) Qi)

a7ﬁ’j/ ]/Q
=~ 3TCXQ (Tc + 0)7
_ Sq(T. +0)
‘" 3xq(T. +0)

(3.42)

Der geforderte Zusammenhang aus Kapitel wird also im Rahmen der RGM erfiillt [’
Es ist an dieser Stelle zu bemerken, dass fiir das entsprechende Verhéltnis von uniformer

Suszeptibilitit yo und Strukturfaktor am Punkt q = 0 eine Aufteilung der Summe iiber

9Aus xq(T — T.+0) — oo folgt, dass in der Entwicklung fiir §2 verschwindende Moden die Summe mit
einem zu vernachléssigbaren Fehler auf nichtverschwindende Aste ausgeweitet und die Identifizierung
mit xq erfolgen kann.

o4



KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL 3.2. ROTATIONSINVARIANTE GREENFUNKTIONSMETHODE (RGM)

die akustischen (Index ac) und optischen Aste (Index o) sinnvoll ist

So = QNZ % (1 + 2n(we0)) (@] 00) (00| 3)

2w00
6,? >
3T e
TN . lim {wch (a|aca)(acqlB) (3.43)
=31xo. (3.44)

Der zu fordernde Zusammenhang kann genau dann allgemein erfiillt werden, wenn die
erste Teilsumme verschwindet. Vergleicht man mit Gleichung , in der die Summation
iiber alle Zweige erfolgt, so legt dies die Vermutung nahe, dass die Eigenvektoren der
optischen Zweige die Relation _  ;{(a/00)(00|3) = 0 erfiillen. Ublicherweise wird im
Rahmen der RGM zur Entwicklung der Korrelationslange

82Xq

die Suszeptibilitéit, die in der Umgebung des kritischen Punktes proportional zum skalaren

(3.45)

q—>Q

Strukturfaktor wird, in der Umgebung des magnetischen Ordnungsvektors entwickelt
(hierzu sei auf die Erlduterungen im Kapitel |3.1| verwiesen), siche zum Beispiel in [50-
52), 54H59).

Fiir inelastische Streuexperimente ist der dynamische Strukturfaktor Sq(w) = 355 (w) =
354~ (w)/2 von Bedeutung und zugénglich iiber das Fluktuations-Dissipations-Theorem

3

Sq(w) = m%(xﬂw)), (3.46)
mit |
=N Z Xes (W) (3.47)
a,f

Mit F(Xas(W)) = (Xgap(w 4 i8) = Xgas(w — i€))/(21), unter Beachtung von (3.29), lasst
sich

3T 1

Sa(w) = IN1— e B

Jq

> Zﬂq (alja)(jalB) [6(w — wjq) — 6(w + wjq)] (3.48)
=

"M,

folgern.E Dieses Ergebnis ist gerade dann fiir den Vergleich mit dem Experiment qualifi-

ziert, wenn die scharfen Delta-Distributionen aufgeweicht werden. Dies kann beispielsweise

10Bei der konkreten Betrachtung einiger Modelle zeigt sich, dass > o (a]00) = 0 temperaturunabhéngig
gilt und die Elemente der (unnormierten) Vektoren aus der Menge {—1, 1,0} bestehen.
UF{ir Gitter mit einer einelementigen Basis (N = 1) reduziert sich die genannte Gréfe auf den Ausdruck

Sa(w) = F == 52 [0(w — wq) — 6(w + wq)]-
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mit der Darstellung 6(z,e ~ 0) = > umgesetzt werden.

™ $2+6
In den nachfolgenden Kapiteln werden die entsprechenden Gleichungen der RGM fiir
unendlich ausgedehnte Gitter numerisch gelost. Wenn im Folgenden Gleichungen der
Form ¢anps = ./\}’linoo'/%/ > a CqapCos(Qrma.ns) angegeben sind, so sind hiermit entsprechend
des thermodynamischen Limes die Integrale tiber die (erste) Brillouin-Zone ¢pans =

VBz Il 57 AVB2CqapC08(Armang) auszuwerten.

WA Eigenschaften im Hochtemperatur-Limes

Im Hochtemperatur-Limes verschwinden die langreichweitigen Korrelationen der Spins,
und die Korrekturen iiber die Vertexparameter haben erwartungsgeméﬁ keinen Einfluss auf
die Elemente der Frequenzmatrix Fyops = 25(S+1) <E ey IO = D T nﬁcos(qrma,n[g)).
Die Dispersionsrelationen sind nunmehr lediglich, nebst den Austauschkopplungen, von
der Geometrie des Systems abhingig. Zumindest fiir den Punkt q = 0 ist [(M0) =
1/v/N(1,1,...,1)" immer Eigenvektor dieser Matrix zum Eigenwert w(zl)o = 0. Ob
dies der einzige Eigenvektor zu diesem Eigenwert ist, ist nicht unmittelbar offensicht-
lich. Zumindest kann das gesamte Eigenwertspektrum im Falle gleicher Austausch-
kopplungen Jyan8 = J(1 — Oma,ns) mit den entarteten Eigenvektoren |p(V27>1)0) =
1/v/2(1,0,0,... ,0,\—,1_/, 0,...,0)T der Eigenwerte w(2N2j>1)0 = 25(5 +1)J2NN angege-

J
ben werden. Unabhéngig davon, dass die Eigenvektoren im Allgemeinen nicht angegeben
werden konnen, ist im Limes 7" — oo das Zusammenspiel der Eigenwerte und Eigenvek-
toren dergestalt, dass bekannte paramagnetische Resultate, wie etwa das aus Kapitel

3.1, reproduziert werden miissen. Daran ankniipfend stellt man schnell fest, dass durch
caas(T = 00) ~ (1~ 6q0) 5, T {0l j) (jal5) + g X, im [ alaca) (aca)] =
>, 23T {aljq)(jalB) = Txgap das Curie-Gesetz mit

Jqa

Sq(T — 00) = S(S +1)

(3.49)

erfillt ist.

Eigenschaften im Tieftemperatur-Limes (FM)

Der ferromagnetische GS ist gekennzeichnet durch die Parallelitéit aller Spins <Smasn5> =
3Cmans/2 = S? (nf # ma). Nebst der im Kapitel erwiahnten exakten Losung fiir
die Vertexparameter A\yans = 2 — 1/, Qmans = 3/2 sind auch die Kondensatterme
Cqop = C = 25?/3 mit Q = 0 unabhéngig von den Indizes a bzw. 3. Dies bedeutet fiir
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den Ordnungsparameter, der hier der totalen Magnetisierung entspricht, M,s = M = S.
Fiir tiefe Temperaturen soll nun eine allgemeine Entwicklung der Magnetisierung und

der spezifischen Warme fiir (mindestens) dreidimensionale Ferromagneten vorgenommen

werden. Aus Gleichung (3.35)) und Gleichung ({3.32)) folgt zunéchst

1
Cmant = 37 Z CqapCos(Armang) + C, (3.50)
q#0

Cma,ma = ./\i/- Z Cqao +C

q70
2
= —S(S +1), (3.51)
2
NC=325(S+1) - Nchw, (3.52)
q7#0
1 2
™ Cnang = Z Cqae (€OS(QqTmans) — 1) + §S(S +1), (3.53)
q#0

wobel hier die fiir tiefe Temperaturen sicherlich gute Naherung Cop(T" — 0) = C(T — 0)
gemacht wurde. Es wird ferner davon ausgegangen, dass der Eigenvektor [¢(V0) =
1/v/N(1,1,...,1)T im ferromagnetischen Fall mit der typisch quadratischen Dispersions-
relation fiir groke Wellenlingen 9%wq/¢?|q=0 = 2p; (beispielsweise betrachtet man in Sys-
temen, bei denen sich ein kartesisches Koordinatensystem anbietet: i = {x,y, z}) verkniipft
ist und der einzig relevante in diesem Limes ist, wobei p; den Spin-Stiffness-Parameter,
im Folgenden Spinsteifigkeit genannt, in ¢-Richtung bezeichnet. Die Unabhéngigkeit von
den Indizes cqr008 ~ Cqro0aa bei tiefen Temperaturen ist fiir den FM nachvollziehbar.
Aufierdem wird eine Abschitzung der Form cqzgaa ™~ 25(1 + 2n(w(1)q)) durchgefiihrt,
deren Ziel es ist, eine lediglich explizite Temperaturabhéngigkeit zu gewahrlelsten. Fiir

die Magnetisierung ergibt sich dann im thermodynamischen Limes N — oo

1 1
M>~S5|1-— dVez——— | - 3.54
BZ

Analog folgt fiir die Korrelationsfunktionen im Ortsraum

2 1 2
CmanB = gS VBZ /dVBZ(l m) (COS(qrmamﬂ) - ].) + (S + 1) s (355)

BZ

und somit fiir die spezifische Wérme

S 1
cy = @(% / dViz ( Z Ima, "B T 1 (cos(qTimansg) — 1)) , (3.56)

BZ ma,nf
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wobei eine schwache Abhéngigkeit der magnetischen Anregungen w)q(7 — 0) =~
wnyg(T = 0) von der Temperatur angenommen wurde. Fiir den reinen D-dimensionalen
anisotropen FM ist die typische Dispersion am Punkt q ~ I" = (0,0,0) der Form
Waygar (T'=10) = S P pig? wesentlich fiir die Beschreibung der Tieftemperatureigenschaf-
ten der Messgroften. Fiir Gleichung bietet sich eine approximative Erweiterung des
Integrationsgebietes auf den gesamten R” an, die typischerweise vorgenommen wird, wenn
niedrigliegende Anregungen die signifikante Physik beinhalten. Mit einer Substitution der
Form 7, = \/piq?/T folgt fiir die Funktionaldeterminante |M| =T [12,(p;) 2

(T1,72,-,7D)
und somit

T2 12 (i) 1
M~S511- =1 drd . 3.57
SVBZ // Ter2 1112—1 ( )

Diese Integrale werden iiblicherweise mit der Transformation auf D-dimensionale Kugel-

koordinaten gelost und es folgt

N T T2 12, () 2¢(2)
M~8S (1 S ) , (3.58)

mit D > 2, wobei ¢ (%) die riemannsche (-Funktion ist. Die Einschrankung D > 2 ist
konsistent und gleichbedeutend damit, dass eine entsprechende Entwicklung wegen des
Mermin-Wagner-Theorems fiir D < 2 nicht moglich ist [66]. Fiir D = 3 folgt hieraus das
bekannte Bloch-Gesetz der Magnetisierung M (T — +0) — M (0) oc T%/2. Interessant ist
zudem, dass mit dem Verschwinden einer der (zwingend positiven) Spinsteifigkeiten p;,
die gesamte Magnetisierung zusammenbricht. Fiir die spezifische Warme hingegen miissen
weitere Annahmen bei der Entwicklung des Terms (cos(qrans) — 1) fiir kleine |q| < 1
gemacht werden. Ein einleuchtender Schritt ist der Ansatz, dass eine Entwicklung geméfs

<1
Y mams Jmams (€08(ATmans) — 1) = LS Z Bjq; moglich ist. Dann ergibt sich

D D B; 2
—Sa T%” é//”d —i )

- T; )
Cy VBZT 11 Z‘Q—l

wobel sich dieser Ausdruck mit

D Z.D 2 2
L T B2 T
[ TTar 2 // ar, (( ) S +<—)—z+...)
/D/H GZDT H P71 p2 ) eXP T 1
R
D -2
— dr, | [ dr, J
zk:< )//H i / T]eZ%jTE+Tf_1 ’

i#j
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vereinfachen lasst. Dadurch lasst sich schlieflich

7 VT (SR,
/dTJ - = YLiy (), (3.59)

z;é] 7,2+T _1

R

auswerten, wobei Lig(z) = Y .2, 2'/i® den sogenannten Polylogarithmus bezeichnet,
und es verbleibt ein Integral, das durch die Transformation auf (D — 1)-dimensionale

Kugelkoordinaten die einfache Form

2

/ / Hdﬂ E(—zz =#Z(f¥) 70 drrPLig(e™),  (3.60)

annimmt, wobei F( 1) die eulersche Gammafunktion bezeichnet. Zusammengefasst

verbleibt also

oy =T% 52+ D) W;VBH;FE( )1)2 > (”> /dTTD_QLig(e_TQ), (3.61)

0

mit der fiir D = 3 typischen Tieftemperaturproportionalitét ¢y ~ T 3. Wenn im weiteren
Verlauf Groken wie die innere Energie oder die spezifische Wéarme gezeigt werden, so wird

in den Darstellungen eine Normierung auf die Zahl der Spins impliziert.
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Hochtemperaturentwicklung (HTE)

Die HTE liefert einen systematischen Ansatz, thermodynamische Gréfen aus dem para-
magnetischen Limes kommend zu beschreiben. Sie ist eine vergleichsweise alte Methode,
die bis in das Jahr 1937 zuriickreicht und von W. Opechowski vorgeschlagen wurde [67].
Angewendet auf Heisenberg-Modelle mit einer einfachen Kopplung néchster Nachbarn
wurde zundchst der Einfluss verschiedener simpler Gittertypen intensiv untersucht. All-
gemeine Formeln fiir die uniforme Suszeptibilitit x, und die spezifische Wérme ¢y bis
zur sechsten Ordnung fiir beliebige Gitter und Spinquantenzahl S konnten im Jahre 1958
von Rushbrooke et. al. angegeben werden [68]. In den 1970ern war bekannt, dass die
Momente Tr(H") = > sin<vnoyim<wm LLi Juaws (LT S,.,S.,) bei Heisenberg-Modellen mit
nur einer einzigen Art der Kopplung J,, ,, = J, die zur Berechnung bendtigt werden, als
Summe tiber Klassen verschiedener Graphen G, dargestellt werden koénnen [69]. Diese
Graphen besitzen zwei wichtige Vorfaktoren in den allgemeinen Gleichungen. Ein Faktor
ist die sogenannte Konstante des Gitters, welche angibt, wie oft der spezielle Graph G,
in das Gitter eingebettet werden kann. Der andere Faktor ist ein universelles Polynom
p,(r) mit der Variablen r = S(S + 1). Basierend auf diesen Uberlegungen konnte 2001
ein allgemeiner Ausdruck der HTE-Reihe der uniformen Suszeptibilitéat dritter Ordnung
beliebig gekoppelter Systeme aufgestellt werden, indem der oben genannte erste Vorfaktor
bestimmt wurde [70]. Diesem Zugang folgend wurde im Jahre 2011 ein Programm verof-
fentlicht, das die HTE-Reihe von uniformer Suszeptibilitiat xo = > ¢,6" und spezifischer
Wirme ¢y = ) d,[" eines Netzwerkes aus Spins beliebiger Spinquantenzahl S der
8. Ordnung berechnet [69]. Die Zahl der Graphen, die zu beriicksichtigen sind, steigt
super-exponentiell an und so miissen in dieser Ordnung bereits 1139 verschiedene Graphen
berticksichtigt werden [69]. Dennoch konnte das Programm in den darauffolgenden Jahren
auf die 11. Ordnung der genannten Grofen erweitert werden [71]. Dabei werden die
Ergebnisse mit hoherer Ordnung naturgemaéfs besser, da der Giiltigkeitsbereich der Reihe
grofser wird. Die Erweiterung der Reihe ist gerade bei stark frustrierten Spinsystemen
notwendig, um exotische Phasen zu studieren. Experimentell von Bedeutung ist dies
aufserdem, um durch einen Vergleich der Maxima in der spezifischen Wérme oder der
Suszeptibilitdt bei moderaten Temperaturen das hypothetisch zugrunde gelegte Modell
zu iiberpriifen. Demgegeniiber steht der stark ansteigende Aufwand und die verfahrens-
bedingte Divergenz der entwickelten Grofsen bei tiefen Temperaturen. Es besteht die
Moglichkeit, den Konvergenzradius der einfachen Potenzreihe mittels einer sogenannten
Padé-Approximation zu erweitern. Diese approximiert die Reihe durch eine rationale
Funktion der Form Padéy, a (>, cn8") = Zizo a,B"/ 224:0 b,", so dass die HTE jener
Funktion wiederum die urspriingliche Taylor-Reihe reproduziert. Nachfolgend werden
entsprechende Padé-Reihen mit [L, M| symbolisiert. Die typischerweise gute Beschreibung
der reinen HTE-Reihe bis zu einer Temperatur von 7'/S(S + 1) ~ 1.5J kann durch

diese Transformation auf Regionen 7'/S(S + 1) ~ 0.5 verbessert werden, wobei J der
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charakteristischen Austauschkopplung des Spinsystems entspricht [72]. Erfahrungsgeméfs

liefern Transformationen der Form M ~ L die besten Resultate.

Strukturfaktor aus der HTE

Eine andere Grofse, deren Entwicklungsterme bis zur neunten Ordnung iiber ein dhnliches
Programm berechnet werden konnten und zur Verfiigung standen, sind die Korrelations-
funktionen <Sma§n5> eines Spinsystems, dessen Netzwerk durch eine Definitionsdatei,
siehe hierzu zum Beispiel [71]], beschrieben werden mUSSB Ein Ziel dieser Arbeit ist es,
ein Programm zu erstellen, das es ermdglicht, den tensoriellen Strukturfaktor 5’3’5 =
% Zn(smsnﬁkos(qro%nﬁ), skalaren Strukturfaktor S, = % ZamB(SOQSn@cos(qromnﬁ)
und sphirisch gemittelten Strukturfaktor S, = + me(éménm% aus den Kor-
relationsfunktionen eines beliebigen Heisenbergsystems zu berechnen. Dieser Schritt ist
naheliegend, da sich die jeweilige Ordnung der entsprechenden HTE-Reihe der genann-
ten Grofsen direkt aus der Temperaturabhéngigkeit der Korrelationsfunktionen ergibt.
Fiir die Durchfiihrung wurde ein bash-Skript geschrieben, das neben der Information
iiber das Kopplungsnetzwerk eine zusétzliche Datei ausliest, in der die Ortsvektoren
der Gitterpunkte aufgefiihrt sind, mit denen die benotigten Relativvektoren bestimmt
werden konnen, siehe hierzu Anhang In den nachfolgenden Kapiteln werden die
Ergebnisse dieser Entwicklungen an konkreten Modellen ausgewertet. Der Vorteil bei
Kenntnis dieser Grofsen zeigt sich unter anderem bei der Beschreibung von magnetischer
Fernordnung und besteht dann darin, dass kritische Temperaturen 7, auch fiir Antiferro-
magnetenﬁ innerhalb der HTE aus Sq = ), sq,0" berechnet werden kénnen. So gilt
dann fiir das Maximum in Sq an der Stelle des beschreibenden magnetischen Ordnungs-
vektors Q bei T' — T, + 0: Sq(T" — T. + 0) — oo. Setzt man kritisches Verhalten nach
SQ(T — T.+0) o< (T'— T.)~7 voraus, so ergibt sich im Limes n — oo fiir das Verhéltnis
Sqn/Sqn-1 X T + (7 — 1)T./n eine lineare Abhéngigkeit von 1/n. Die entsprechenden
kritischen Werte des Phaseniibergangs lassen sich dann iiber einen Fit bestimmen. Unter
anderen Werken findet man zum Beispiel in [73] detaillierte Beschreibungen und weitere
Informationen zur Analyse der HTE-Reihen bei Phaseniibergéngen. Eine weitere Alterna-
tive besteht in der Analyse der Nullstellen des Nenners eines Padé-Approximants. Die
Methode der sogenannten differentiellen Approximanten (DA), siehe hierzu beispielsweise
[74H77], sieht vor, fiir die divergente Grofe die Giiltigkeit einer Differentialgleichung der
Form Zi{zo Ly(ﬁ)Sg) (B) + R(8) = 0 anzunehmen, wobei Sg) (B) die v-te Ableitung von
Sq(B) und L, (), sowie R(J3) Polynome beliebiger Ordnung sind. Das Ziel ist es einerseits

die Koeffizienten der verwendeten Polynome zu ermitteln. Andererseits gewinnt man

12\Wihrend der Erstellung dieser Arbeit wurde dieses Programm erweitert. Mittlerweile ist es moglich,
mit eben jenem Programm die 10.te Ordnung fiir beliebige Werte des Spins und fiir S = 1/2 die 12.te
Ordnung berechnen zu lassen.

I3Fiir den FM gelten nachfolgende Betrachtungen fiir die korrespondierende uniforme Suszeptibilitit
Xo = BS0/3.

61



3.3. HOCHTEMPERATURENTWICKLUNG (HTE) KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

durch die anschliefsende Analyse der Nullstellen des Polynoms, das mit der héchsten
Ableitung von Sq(f) zusammenhéngt, Ly (8,) = 0, einen Wert fiir die kritische Tem-
peratur aus Sq. Der zugehorige kritische Exponent ergibt sich nach kurzer Rechnung

zuy=K—-1- Lx-18c) Die Anzahl moglicher Differentialgleichungen, die untersucht

werden koénnen, niILIfrilﬂtC)mit der Ordnung zu. Bei der Erstellung einer Tabelle, die die kriti-
schen Parameter zusammenfasstY, werden die jeweiligen Approximanten in der Literatur
oftmals durch [M/Ny; N1; No; . ..; Ng] symbolisiert. Hierbei bezeichnet K die gegebene
Ordnung der Differentialgleichung, M die Ordnung von R(f) und N, jene von L, (f).
Andere bekannte Verfahren, wie zum Beispiel die der sogenannten DLog-Padé-Methode,
sind in diesem Schema ebenfalls enthalten: K =1, R(8) =0, Lo = Ppund L; = —QME]
Besteht Unkenntnis iiber den magnetischen Ordnungsvektor Q, so bietet die HTE durch
den Strukturfaktor auch immer eine Moglichkeit der vorurteilsfreien Analyse durch
das Auffinden von Maxima im Strukturfaktor bei hohen und moderaten Temperaturen.
Ebenso kann die Untersuchung von selbst im Grundzustand magnetisch ungeordneten
Spinsystemen Aufschluss iiber die Entwicklung moglicher einzelner konkurrierender Struk-
turen, oder aber einer ganzen Mannigfaltigkeit von Strukturen geben. Es wird sich in
den folgenden Kapiteln zeigen, dass die HTE auch in der Lage ist, Aussagen iiber den
(temperaturabhéngigen) Quantenwinkel der inkommensurablen Spiral-Korrelationen einer

frustrierten linearen Spinkette zu treffen.

14Oftmals lassen sich unphysikalische Resultate ausschliefen, etwa wenn 3. negativ oder imaginir ist.
15F{ir die iiblichen Padé-Approximanten setze man hier: K = 0, R(8) = Pr und Lo = —Q ;.
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Frustrierte Spinketten

Die isolierte frustrierte Kette

Die eindimensionale Spin-1/2 Kette mit antiferromagnetisch gekoppelten néchsten Nach-
barn ist bis in den Grundzustand ungeordnet. Quantenfluktuationen destabilisieren einen
langreichweitig geordneten Zustand. Der eigentliche Grundzustand ist eine komplizierte
Uberlagerung von Wellenfunktionen, die H. Bethe 1931 exakt angeben konnte [78]. Trotz
der exakt angebbaren Losung bei 7" = 0 ist die Thermodynamik sehr schwer zu erhalten. In
[44] wurde beispielsweise die antiferromagnetische Spin-1/2 Kette mit der RGM untersucht.
Die Fragestellung, wie sich eine konkurrierende antiferromagnetische Wechselwirkung
Jo > 0 auf den Quantenwinkel benachbarter Spins (S = 1/2) im Grundzustand auswirkt,
wurde in [79] mittels der CCMT| untersucht. Der klassische Verdrillungswinkel benach-
barter Spin-Paare S,.0.S = S2c08(¢m.n) kann im Grundzustand durch Minimierung der

Energie im Limes N — oo mit ¢;,4; = j¢ angegeben werden

1 .
U= 2 Z Tmans(SmaSns) = JIN'S?cos(¢yi41) + JoN S%cos(diiya)

ma,nf
= JIN S?cos(¢) + JoN S?cos(2¢),

ou _ 0 ¢? = arccos(—i), mit Jy >

ou e
d¢ 4], 4"

Es ist ersichtlich, dass fiir Werte 4|.J;| < |J;| ein kollinearer Zustand angenommen wird.
Oberhalb des angegebenen Schwellwerts J$' = |.J;|/4 bestimmt Jy > J§' den Winkel des
kommensurablen Spiralzustands. Dieser Winkel kann durch Quantenfluktuationen vom
klassischen Wert abweichen. Die Kette wird im extremen Quantenfall S = 1/2 durch
ein Quantenspinsingulett mit spiralartigen Korrelationen beschrieben [80H84]. Einen
moglichen Zugang, die magnetische Konfiguration des Quantenspinsystems zu studieren,
bietet die HTE. Die analytischen Ausdriicke fiir den Strukturfaktor nach Kapitel
werden mit zunehmender Ordnung drastisch langer. Deswegen werden an dieser Stelle
lediglich die ersten drei Entwicklungsterme der HTE-Reihe des Strukturfaktors fiir die

16Es sei nochmals betont, dass die CCM ein geeignetes Verfahren ist, um prizise numerische Daten
am absoluten Temperaturnullpunkt, wie zum Beispiel der Grundzustandsenergie, stark frustrierter
Quantenspinsysteme zu berechnen.
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Spinquantenzahlen S = %, 1, % exemplarisch durch

64

3

3
qu,szl/g = Z — 8T(J1 COS(qx) + J2 COS(qu))

L3
327

(—=J1(J1 — 2J5) cos(qz) + (J1 — J2)(J1 + Jo) cos(2q,))

3
+ 5o ———(J2(2J1 cos(3q,) + Ja cos(4qy)))
1
12873
1

12873
1

12873

+ (=3J} cos(3q,) + J1 (5JF + 6105 + 4.J5) cos(gz))

+ (2J7 J5 cos(3qy) — 9J7 Jo cos(4qy)) (3.62)

+ (—9.J1J3 cos(5q,) + 2J;5 cos(4q,) — 3.J3 cos(6q,))

1
* 128T3<(2Jis + 44702 + 5J23) cos(2¢,) — 7J1J5 cos(3¢,))

Sq.,5=1/2,9
+...+ T,

8
Sge5=1 = 2 — —(Jy cos(q,) + J2cos(2¢,))

3T

2
+ g7 (877 = 3J5) cos(2q,) + Ji(16.7 — 31) cos(g.))

2
+ 97 (8J2(2J1 cos(3qy) + J2 cos(4q:))) (3.63)

8 3 2 2
+ g (—4J7 008(3¢2) + i (5JF + 31> = 3J5) cos(g))

27T3 ——(JiJa cos(3g,) — 12J7 Jo cos(4qy) + (7 — 3J7 o + 53 ) cos(2g,))
t 9T (—=11J1J5 cos(3q,) — 12J1.J5 cos(5q,) + J3 cos(4q,) — 4J5 cos(6q,))
Sqs,5=1,9

+ ..+ QT
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und

_ 15 75

Sgp,5=3/2 = T 8_T(J1 cos(q,) + J2 cos(2q;))

— —— ((J3 = 5J7) cos(2¢,) + J1(J1 — 10.J) cos(q.))

(5J5(2J; cos(3q,) + J2 cos(4qy,))) (3.64)

Ji (3697 + 150.J1Jo — 500.J5) cos(qz))

(5077 — 5007 J5 + 369.J5) cos(2g,))

—25J; (15J7 — 2J1.J5 + 43J5) cos(3qy))

—25 (Jo ((45J7 — 2J3) cos(4q,) + 15J2(3.J1 cos(5q,) + Jo cos(6g,)))))
Sq,,5=3/2,9

™
vorgestellt. Offensichtlich ist der lineare Term in 5 = 1/T der gegebenen analytischen
Ausdriicke nicht verantwortlich fiir eine Verschiebung vom klassischen Wert ¢¢. Beachtet
man zudem die Normierung des Strukturfaktors S, mittels S(S + 1) und die auf die
Spinquantenzahl normierte Temperaturskala 7/S(S + 1) so sieht man, dass die lineare

HTE des Strukturfaktors unabhéngig vom Spin S ist. Korrekturen zur klassischen Physik

treten hier ab der zweiten Ordnung auf. Die vollstandigen (analytischen) Ausdriicke bis

3
)9

zur 9ten Ordnung der Spinquantenzahlen S = %, 1,2,5,100 wurden hierfiir numerisch

ausgewertet.

S{S(S+D)
S{S(S+D)

r 2 T 312 r r 2 T 312 r
q q
Abbildung 3.1.: Normierter Strukturfaktor S,/S(S + 1) aus der HTE der Ordnung 9 der
linearen Kette mit Wechselwirkung nichster Nachbarn (J; = —1 ferromagnetisch - links; J; = 1

antiferromagnetisch - rechts) und tibernachster Nachbarn (Jo = 0 durchgezogene Linien; Jo = 0.5
gestrichelte Linien) bei einer Temperatur von 7" = S(S + 1) fiir die Spinquantenzahlen S =

5.1,3.5 und 100 (klassisch) in der Brillouin-Zone.

In Abbildung [3.1| lasst sich erkennen, dass die Maxima gy, in S;/S(S + 1) eine Aussage

iiber die bevorzugte magnetische Ordnung ¢ = ¢, treffen lassen. Es ist ersichtlich, dass
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die Werte eine nichttriviale Abhéngigkeit von der Spinquantenzahl besitzen. Zudem ist
zu bemerken, dass die Maxima in der Abbildung fiir den Antiferromagneten (J; > 0) bei
geringerer Spinquantenzahl grofer sind. Beim FM (J; < 0) zeigt sich hier gerade das
entgegengesetzte Verhalten.

105 L L] L) T
ED S=1/2 ——
. HTE S=1/2 ——
HTE S=1 1
HTE S=3/2 ——
0.95 | HTE klassisch =—— -
g 09} :
&
&
o 0.85 f 1
08 | 1
0.75 1
o= —_—
*
0.7 : : : : :
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

T/S(S+1)

Abbildung 3.2.: Daten fiir die Maxima gp,q, /7 des Strukturfaktors S, der antiferromagnetischen
Kette (J1 =1, J2 = 0.4) im Verlauf der normierten Temperatur 7'/S(S + 1) aus der ED (N = 20;
rot) im Vergleich mit der HTE (blau) fiir die Spinquantenzahlen S = 3,1, 3 und 100 (klassisch).

Im Vergleich mit der E in Abbildung zeigt sich eine Ubereinstimmung der reinen
HTE-Reihe fiir Spin-1/2 bis zu einer Temperatur von 7" ~ S(S + 1). Dies stimmt
mit der empirischen Erwartungshaltung fritherer Ergebnisse allgemeiner HTE-Resultate
tiberein. Die Werte fiir ¢/ sind bei gleicher normierter Temperatur und gegebener
Parameterwahl sukzessive nach der Spinquantenzahl S geordnet, wobei der Wert fiir
S =1/2 am groften ist.

1"Die Daten der ED, in denen N = 20 Gitterpliitze beriicksichtigt wurden, sind hierbei beziiglich der
9ten Ordnung HTE &quivalent zum unendlich ausgedehnten Gitter.

66



KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL 3.4. FRUSTRIERTE SPINKETTEN

16 1.6

14 } T/S(S+1)=5 P —— 14 PTS(SH)=1_— s
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Abbildung 3.3.: Darstellung der Ergebnisse fiir ¢4 (FM J; = —1) beziehungsweise ¢paz — 7
(AFM J; = 1) als Funktion der antiferromagnetischen Kopplung tibernéchster Nachbarn Js > 0
aus der HTE 9ter Ordnung bei zwei verschiedenen Temperaturen 7/5(S + 1) = 5 (links) und

T/S(S + 1) =1 (rechts) fiir die Spinquantenzahlen S = %, 1, %, 5 (durchgezogen. . .gestrichelt,

kontinuierlich geordnet). Zum Vergleich angegeben ist der klassische Spiralwinkel bei 7' = 0 und
der Quantenwinkel fiir S = 1/2 aus der CCM (T = 0), entnommen aus [79)].

Aufgetragen als Funktion der frustrierenden Kopplung Jo > 0 erkennt man in Abbildung
3.3 zunéchst die Tendenz, dass sich die Ergebnisse hoherer Temperatur dem klassischen
Resultat annahern. Dies ist durch die Dominanz der thermischen Fluktuationen zu
verstehen, die den Quantencharakter abschwéachen. Es zeigt sich zudem, dass schon die
9te Ordnung HTE bei moderaten Temperaturen im Stande ist, die Tendenz des kritischen
Wertes JS(S =1/2,T = 0) > J§ fiir den Antiferromagneten zu detektieren.

Gekoppelte quasieindimensionale frustrierte Ketten

Es existiert eine grofse Klasse von magnetischen Isolatoren, die sich hinreichend gut durch
das Modell der frustrierten linearen Heisenberg-Spin-Kette mit J;-Jo Wechselwirkung
beschreiben lasst. Einige der sogenannten edge-shared cuprates, zum Beispiel LiVCuQOy,
LiCuy0O4, NaCuy0s, LisZrCuOy, CasYoCus04g, und LioCuOs, lassen sich addquat mit
einem ferromagnetischen J; < 0 und einem antiferromagnetischen J, > 0 beschreiben
[85HI04]. In realen Festkérpern kann man im Gegensatz zum idealisierten Modell eine
verschwindende Kopplung in andere Raumrichtungen nicht ausschliefsen. Dies wiederum
kann zu Phaseniibergéngen fiihren [66], deren magnetische Ordnungstemperaturen 7, > 0
experimentell bestimmbar sind. So konnten zum Beispiel in [85, 86l 96] fiir das Material
CasYoCus0qg die folgenden Parameter J; ~ —93 K, J; &~ 4.7 K und 7T, ~ 30 K bestimmt
werden. Um diesen Phaseniibergdngen Rechnung zu tragen, miissen kleine Kopplungen
in beispielsweise einfachster geometrischer Uberlegung zwischen néchsten Nachbarn in
kartesischer y-Richtung (J,), beziehungsweise z-Richtung (J), beriicksichtigt werden. Da
die Zwischenkettenkopplungen gegeniiber der dominanten Kopplung entlang der Ketten
|Jy/J1] < 1 klein sein sollen, ist anzunehmen, dass die kritische Temperatur |T./.J;]

ebenfalls klein ist. Es ist davon auszugehen, dass die relevante Physik in der Umgebung
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S

Abbildung 3.4.: Exemplarische Darstellung des Modells der linearen J;-Jo-Ketten (J; - schwarz;
Jy - rot), die in y-Richtung mit J, , (griin) und in z-Richtung mit J; . (blau) gekoppelt sind.

dieser Temperatur und der Einfluss der Zwischenkettenkopplung auf diese durch eine
gewohnliche HTE nicht zugénglich ist. Es gibt nur wenige Methoden, die in der Lage sind,
frustrierte dreidimensionale Systeme im gesamten Temperaturbereich zu betrachten. Eine
davon ist die in Kapitel vorgestellte RGM, welche die Moglichkeit liefert, auch geringe
Ordnungstemperaturen zu ermitteln und die Tieftemperaturphysik addquat zu beschrei-
ben. Es soll nun untersucht werden, welchen Einfluss sowohl antiferromagnetische als auch
ferromagnetische Zwischenkettenkopplungen bei Anwesenheit von Bindungs-Frustration
innerhalb der Kette auf die Thermodynamik nehmen. Die Ergebnisse der nachfolgenden
Untersuchungen wurden in [105] veréffentlicht.

Das zugrundeliegende Gitter ist das einfach kubische Gitter mit dem Heisenberg-Hamiltonian

H = Jl Z Smasn,@+J2 Z Smagn,3+Jl,y Z Smasnﬁ—{'t]l,z Z Smagnﬁa
(ma,npB),x [ma,npBl,x (ma,npB),y (ma,np),z

(3.65)
wobei die spitzen (eckigen) Klammern an den Summationsindizes die einfache Summa-
tion iiber néchste (iberndchste) Nachbarn in die jeweilige (kartesische) Richtung, siehe
Abbildung [3.4] symbolisieren. Die Parameter der Austauschkopplungen werden folgend so
gewahlt, dass die Korrelationen in Kettenrichtung im GS kollinear ferromagnetisch sind:
Ji = —1 und J, < J§. Die Elementarzelle ist primitiv N = 1 (o = 8 = 1) und somit
reduzieren sich die in Kapitel definierte Momentenmatrix fiir das Spin-1/2 System
(Am.n = 0, siehe Kapitel

My = 4J1c100(c0s(gz) — 1) + 4Jaca00(cos(2g,) — 1)
+4J) ycor0(cos(qy) — 1) + 41 ,coo1(cos(gz) — 1), (3.66)
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wobel cpp = cr = (S’(J{ 5;), R = he, + ke, + le, ist, und die Frequenzmatrix, die mit dem

Quadrat der Dispersionsrelationen magnetischer Anregungen zu identifizieren ist,

wi = Z J2(1 — cos(r,,q)) (1 + 2par, — 20r,)

n

— Z J2(1 — cos(r,q))(4cos(r,q)pr, ) (3.67)

+ Z Indm (1 = cos(r,q)) (4pe,+r,, — 4cos(r,,q)py,,)

n#Em

+2J1J5 (1 — cos(gz)) (3 + 2c0s(gx)) (P(l,o,o) - p(3,0,0)) )
auf einfache skalare Grofsen. Hierbei wurden die folgenden Notationen

J3 = JJ_,ya J4 = JJ.,Z) ry = (17()’0)’ ry = (27070)7 rs = (Oa 170)7 ry = (0,0, 1)7
(3.68)

P(n,0,0) = AzCpoo, P(m,n,0) = XyCmno, P(0,n,m) = (ay + az)COnm/Qy P(m,0,n) = QzCmon,

verwendet. Dabei wurden einerseits Korrelationsfunktionen c,,,;, die aus Symmetriegriin-
den identisch sein miissen, gleichgesetzt. Andererseits wurde die Anzahl der Vertexpa-
rameter a,, auf drei reduziert. Aufgrund der oben genannten Kollinearitat bei 7= 0
entlang der Kette und somit der Gleichheit der langreichweitigen Korrelationsfunktionen
ist das Gleichsetzen der mit diesen verkniipften Vertexparameter fiir endliche Temperatu-
ren eine physikalisch begriindbare Approximation. Es wird sich zeigen, dass neben der
Summenregel cg = 25(S+1)/3 und den Selbstkonsistenzgleichungen der Korrelationsfunk-
tionen zwei zusatzliche Gleichungen, die sogenannten Isotropieforderungen nach Kapitel
Gleichung , aufgestellt werden konnen. Demnach bietet es sich an, auch die
korrespondierenden Vertexparameter der korrelierten Spins, die rdaumlich in y-Richtung

(o) beziehungsweise z-Richtung (o) voneinander getrennt sind, gleichzusetzen. Die

2

Entwicklung von wg

um q ~ I' = (0,0,0) liefert %—“(Z?\qzo = v

1
vy =Jt (—3]?100 + D200 + 5) (3.69)

+ J1(2J1 4 (p110 — P1oo) — 2J1 2p100 + 2J 1 2101 + 3J2p100 — 8J2p200 + 5J2ps00)
+ 2J5(—4J 1 yp20o + 471 yDa10 — 4J 1 2p20o + 4T 1 2p201 — 6J2p200 + 2J2paco + J2),
QUZ/JJ_,y = —4.Jipo1o + 4J1p110 — 6J1 ypo1o + 2J 1 yPo20 — 4J 1 2Poro

+4J .por1 — 4J2po1o + 4Jopaio + Sy, (3.70)
202/ J1 . = —4Jipoor + 4J1pror — 4T 1 ypoot + 4T 1 o1 — 6J1 2ot
+2J1 2poo2 — 4J2poor + 4Jopaot + J 12, (3.71)
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(Spinwellengeschwindigkeiten fiir i = z,y, z) und %ﬁ?hzo = pi
24p2 = J7(30p100 — 2paoo — 1) + 16J2(4(J 1L yp200 — JLyP210 + Ji 2P200 — J1 2Pao1)
+ J2(30p200 — 2pao0 — 1)) (3.72)
+ 2J1(2J 1y (P00 — P110) + 2J 1 2p1o0 — 2J 1 2p1o1 + 33Japr00 + 80J2p200 — 17J2p300),
36032, = —6J1 y(J1(p110 — Poro) — J1,zpo10 + J1 zpo11 — J2Do10 + J2p2io)

3
- Jiy(?’(pozo — 15po10) + 5), (3.73)
36/)3 = —6J 1 -(J1(p1o1 — poo1) — JLyPoor + J 1 yPor1 — Japoor + JaD201)
3
- JJ2_,2<3(p002 — 15poo1) + 5), (3.74)

(Spinsteifigkeiten fiir ¢ = x,y, z). Als Indikator fiir die Stabilitdt der ferngeordneten
Phase sind v; bei Beriicksichtigung antiferromagnetischer Zwischenkettenkopplungen
(JLy>0,J.,.>0)und p; bei Beriicksichtigung ferromagnetischer Zwischenkettenkopp-
lungen (J,, < 0,J. . < 0) von Bedeutung. In beiden Féllen zeigt sich deutlich die

Symmetrieeigenschaft (v, p,) < (vs, p.). Die uniforme statische Suszeptibilitiit ergibt
sich nach Kapitel zu Xo = limg 0 Xq, Xq = Xq(w =0) = xZ " (w = 0)/2:

. B B _ () 2co01
qlzlr_)nOX(Qx - O, Qy - Oa q,z) _XO - Agl) ) (375)
mit Aé” = — 4J1poo1 + 4J1p101 — 4J 1 ypoor + 4J1 ypo11 — 6J1 -poot
+2J1 2poo2 — 4J2poor + 4Jopaot + J 12, (3.76)
. B @ 2cow0
qulr_)nOX(Qx — 0, an q. = 0) _XO - Agg) ) (377)

mit Aﬁf) = — 4J1po1o + 4J1p110o — 6J 1L ypoio + 2J 1 yPo20 — 4J 1 2Poro

+4J1 2po1r — 4Japoro + 4Japaio + J 1y, (3.78)
(3) _ 2J1¢100 + 8J2C200

lim x (¢, 0y = 0,¢: = 0) =xy A
mit  A§) =J2(6p1oo — 2ps00 — 1) + 4J1J1 4(p1oo — p1io)
+2J1(2J1 2p100 — 2J1 2pro1 — 3J2pr0o + 8J2p200 — 5J2ps00)
+ 16J2(J 1 yp200 — J 1 yP210 + J1 2P200 — J1 2D201) (3.80)
+ 4.J3 (6pa00 — 2paco — 1)

, (3.79)

Dabei konnen durch Forderung nach Isotropie (Xél) = ng) und X[()z) = Xé3)) zwel zu-

satzliche Gleichungen aufgestellt werden. Mit den Korrelationsfunktionen im g-Raum
cq = (S55°4) = é\i_i[l + 2n(wq)] kann nun fiir alle Parameterbereiche eine Selbst-
konsistenzgleichung der unbekannten Korrelationsfunktion im Ortsraum iiber cgp =

> a£Q cq@" 1’ + ' QR(Cq aufgestellt werden. Fiir den magnetischen Ordnungsvektor Cgq
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in der ferngeordneten Phase muss man beachten, dass Q = (0,Q,,?.), mit @), = 0
(Q. = 0) fiir ferromagnetische Kopplungen J, , <0 (J, ., <0) und Q, =7 (Q, = 7) fiir
antiferromagnetische Kopplungen J, , > 0 (J, . > 0) gilt. Die Phase mit LRO (Cq # 0,
T < T.) ist verbunden mit der Divergenz der jeweiligen Suszeptibilitét, also beispielsweise
Aél) =0fir J,, <Ound J, . <0, oder Ay =0 fiir J,, >0und J, . > 0, wobei

sich A r) entsprechend aus

L _2(JLyco10 + JL zc001)
X(Orm = lim xq=-—

3.81
q—(0,m,m) A(0,7r,7r) ( )

Y

Ao,rm) = 4J1 (=010 + Jip11o + J L2 (Poor + Poro + 2po11) — Japoro + Jap210)
+ J 1 . (—4J1poor + 4J1p101 + 2J 1 2poor + 2J 1 2poo2 — 4Japoor + 4Japaot + J12)
+ Ji,y(2p010 + 2po20 + 1), (3.82)

erhalten ldsst. Man iiberzeugt sich schnell, dass auch A ) unter der Transformation
z 4+ y invariant ist. Fiir die entsprechenden Korrelationsldngen in Kettenrichtung fg )
beziehungsweise senkrecht dazu 58" ), fg) muss die jeweilige Suszeptibilitdt nach Kapitel

3.2 um den Ordnungsparameter Q entwickelt werden. Dies liefert

J2(2p100 + 2p200 + 1) + 12872 pago

()\2 _
(250 ) - Agg)
n J1(4J 1 4 (P1o0 — p110) + 471 2 (Pr00 — Pro1) — 2J2(15p1g0 + 16pa0o + Psoo))
AY
J1c100
_ , 3.83
Jicr00 + 4J2c900 (3.83)
2J 1 ypoio
(&) = A+)1’ (3.84)
0
2J
(z)\2 __ 4Y1,zPoo1
(&) = BUNORE (3.85)
0
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Tabelle 3.1.: Ubersicht der unbekannten Grofen und das zur Bestimmung verwendete nichtlineare
Gleichungssystem der RGM nach Kapitel [3.2.1]

| Unbekannte Gréken | T <T, (T >T,) | T=T,
— i L iqR — i L iqR
e D N T
Ol Summenregel Summenregel
Qy, Oy Isotropieforderung Isotropieforderung
TC X Xél —= 0
CQ XZQl:O(CQ:O) CQZO

fiir den ferromagnetischen Ordnungsvektor Q = 0 und

(25((3:) ))2 :J12(_6p100 + 2pago + 1) + 2J1(2J1 4 (2po10 + Proo + P110))
o A(0,5.m)
. JE(2J1 .2 (2poo1 + Proo + Pro1) + J2(3p100 — 8P200 + 5P300))
A(0,7.m)
n 16J5(J 1y (2po10 + P200 + P210) + J1,2(2poo1 + D200 + P201))
A(0.m,m)
4J3(—6paoo + 2pa00 + 1) Jicip0 + 4J20200
- , (3.86)
A r,m) J1 ycor0 + J1 2Com
(45((3) - J1 -Coo1 N 3J% . (pooz + poot + 3)
T J 1 yCo10 + J1 2Con A7,m)
N 6J 1 .(J1 (P1o1 — poo1) — Jiy (Poor — Po11) — J2 (Poor — P201)) — 12Jiyp010
A ’
(3.87)
(45&? ))2 _ J1 zCon B 3.J3 . (poo2 + 5poor + 3)
o J1 yCor0 + J1 2Com A,7,m)
_ 6J1 -(J1 (P1o1 — Poor) + J1y(2P010 + Poor + Po11) — J2poor + J2p201)
A, ’
(3.88)

fiir den Ordnungsvektor Q = (0,7, 7). In Tabelle ist exemplarisch dargestellt, welche
Gleichungssysteme im thermodynamischen Limes es zu 16sen gilt, um die unbekannten

Groflen zu bestimmen.
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Abbildung 3.5.: Spinwellendispersionsrelation wq als Funktion des Wellenvektors q am Tempera-
turnullpunkt 7" = 0 entlang ausgewahlter Pfade durch die Brillouin-Zone fiir verschiedene Werte
der frustrierenden Intrakettenkopplung iibernéchster Nachbarn Jy (gestrichelt: FM J; = —0.1;

durchgezogen: AFM J; = 0.1).

RESULTATE AM TEMPERATURNULLPUNKT 7' =0
3Co = 3) fiir das Gleichungs-

Die Losung (FM : cg = % (% + 5R’0) y Olgyzy = %, M =
system im Fall rein ferromagnetischer Zwischenkettenkopplungen ist identisch mit der in

Kapitel beschriebenen. Fiir den voll polarisierten FM verschwinden aufierdem die
Spinwellengeschwindigkeiten vy, , .3 (FM) = 0 und die Spinsteifigkeit nimmt die einfache
Form p,(FM) = (|.J;]| — 4.J2)/2 in Kettenrichtung und p,(FM) = J, ,/2 (v = y,2) in
Richtung senkrecht zur Kettenrichtung an. Die Steifigkeiten stimmen mit denen aus
der linearen Spinwellentheorie iiberein [10]. Die Spinwellendispersionsrelation in Abbil-
dung zeigt eine diffizile Abhéngigkeit von den Kopplungsstirken. Das Maximum
im Spinwellenspektrum beim magnetischen Ordnungsvektor Q = (, m, 7) ist verkniipft
mit energetisch ungiinstigen Anregungszustinden antiparalleler Spinkonfigurationen in
jede Raumrichtung. Fiir ein antiferromagnetisches J, , = J; = J, . = 0.1 flacht das

Maximum zu einem nahezu konstanten Plateau im Bereich q = (7,0,0) ... (m, 7, 0) ab.
Sowohl fiir J;, = —0.1, als auch fiir J, = 0.1 zeigt das Spektrum dort, wie auch im

Bereich q =T"...(0,0, ), fast keine Abhéngigkeit von der frustrierenden Kopplung J; in

Kettenrichtung.
Im Gegensatz zum klassischen ferromagnetischen GS bei J;, < 0 ist der Zustand fiir

J1 > 0 ein nichtklassisch antiferromagnetischer Quantenzustand mit einer ,,gaplosen®
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Abbildung 3.6.: Spinwellengeschwindigkeit im GS v, (in Kettenrichtung) und v, = v, (senkrecht
zur Kettenrichtung, eingebettetes Diagramm) als Funktion der antiferromagnetischen Kopplung
J1 > 0 fiir verschiedene Werte der frustrierenden Kopplung Js.

Mode im Spektrum wq fiir den magnetischen Ordnungsvektor QA = (0, 7, 1), siehe
Abbildung [3.5] Die Dispersionsrelation ist fiir kleine Werte von q = I' linear, gleichbedeu-
tend damit, dass tiefliegende Anregungen durch die Spinwellengeschwindigkeiten v,, v,
und v, bestimmt sind. Diese ergeben sich nach den Gleichungen (3.69)),(3.70) und
nichttrivial aus mehreren Korrelationsfunktionen. Dennoch zeigt sich aus der analytischen
Form, dass die Spinwellengeschwindigkeiten konsistenterweise fiir ./, — 0 verschwinden[™]
In Abbildung erkennt man, dass die Spinwellengeschwindigkeit v, in Kettenrichtung
eine wurzelférmige Abhéangigkeit v, ~ +/J, von der Zwischenkettenkopplung aufweist.
Reduziert die frustrierende Kopplung J; einerseits die Spinwellengeschwindigkeit v, in
Kettenrichtung offensichtlich, so ist deren Einfluss auf v, = v, gering. Es zeigt sich,
dass v, = v, linear von a.J, abhéngen (dabei variiert der Parameter zwischen a ~ 1.57
(Jo =0) und a =~ 1.60 (Jo = 0.23), der iiber eine lineare Regression erhéltlich ist). Der
beziiglich der Ordnung destruktive Einfluss von Frustration zeigt sich in Abbildung
Sowohl die Spinwellengeschwindigkeit v,, als auch die Spinsteifigkeit p, nehmen mit
Jo ab. Es zeigt sich, dass am klassischen Phaseniibergangspunkt J5' die Spinsteifigkeit
verschwindet und der ferromagnetische GS zusammenbricht. Demgegeniiber steht die
Spinwellengeschwindigkeit v,, die dort fiir J; > 0 endlich bleibt und einen Hinweis auf
einen ordnungsstabilisierenden Mechanismus fiir den AFM, iiber den Punkt J§ > J¢

hinaus, darstellen kann. Der magnetische Ordnungsparameter M des Ordnungsvektors

18Fiir v, und v, ist dies unmittelbar offensichtlich. Bei v, muss beachtet werden, dass wegen J; = —1
und Jo < J§ bei J1 = 0 gilt: pimzoy = 3(1 — 0no)(1 — d10).-
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Abbildung 3.7.: Spinwellengeschwindigkeit im GS v, (durchgezogene Linien, J; > 0) und
Spinsteifigkeit p, (gestrichelte Linie, J; < 0) in Kettenrichtung als Funktion der frustrierenden
Kopplung J; fiir verschiedene Werte der J, . Dabei ist p, = (|J1| — 4J2)/2 unabhéngig von J, .
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Abbildung 3.8.: Magnetischer Ordnungsparameter M im GS und die inverse uniforme Sus-
zeptibilitat xg ! (eingebettetes Diagramm) als Funktion der Zwischenkettenkopplung J, > 0
fiir verschiedene Werte der frustrierenden Zwischenkettenkopplung J3. Die Kurven fiir x 1(] 1)
liegen nahezu iibereinander.
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Abbildung 3.9.: Magnetischer Ordnungsparameter M im GS als Funktion der frustrierenden
Kopplung J> fiir verschiedene Werte der Zwischenkettenkopplung J; > 0.

AFM — (0, 7, ) ist als Funktion der Zwischenkettenkopplung in Abbildung [3.8| darge-

stellt. Beginnend mit dem Grenzfall isolierter Ketten, fiir die M = 1/2 (x;*(J. — 0) — 0)
gilt, wird der Ordnungsparameter mit dem Zuwachs von Quantenfluktuationen durch
die antiferromagnetische Kopplung JJ; > 0 reduziert. Der negative Anstieg ist hierbei im
Bereich kleiner Kopplungen J, am groften und wird durch das Einfiithren von Frustration,
die selbstversténdlich magnetischer Ordnung entgegenwirkt, iiber J, noch verstarkt. Die
Abhiingigkeit der inversen Suszeptibilitit x, (7 = 0, J., J»), siehe eingebettes Diagramm
in Abbildung [3.8, von J ist insignifikant, wohingegen eine lineare Abhéngigkeit von J|
gefunden wurde. Eine lineare Regression der Form ;' = aJ, der Daten aus Abbildung
3.8 liefert a = 12.25, 12.35, 12.56 und 12.69 fiir die Parameterwerte J, = 0, 0.1, 0.2 und
0.23.
Als néchstes wird der magnetische Ordnungsparameter in Abhéngigkeit von J; betrachtet,
siehe Abbildung |3.9 Die frustrierende Kopplung J, — J§ fiihrt zu einer Reduktion von
M. Interessanterweise ist aber der kritische Wert J§ selbst eine Funktion der Kopp-
lung J; > 0. Aus den numerischen Daten erhélt man beispielsweise J§ ~ 0.256 fiir
J; = 0.1 und J§ ~ 0.258 fiir J;, = 0.2 und damit einen gegeniiber den isolierten Ket-
ten (J,. = 0, J§ = 1/4) grokeren Wert. Die magnetisch geordnete Phase ist also mit
der Anwesenheit einer endlichen antiferromagnetischen Zwischenkettenkopplung durch
Quantenfluktuationen weiter ausgedehnt. Ein analoges Verhalten wurde ebenso fiir das
quasizweidimensionale Modell innerhalb der CCM gefunden (J§ > J§ zum Beispiel fiir
die Parameter des Modells J, , > 0 und J, , = 0, siehe [79)]).
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Abbildung 3.10.: Temperaturabhéngigkeit des magnetischen Ordnungsparameters M fiir ein
antiferromagnetisches J; = 0.1 (durchgezogene Linien) und ein ferromagnetisches J; = —0.1
(gestrichelte Linien) bei ausgewédhlten Werten der frustrierenden Kopplung Jo entlang der Kette.

RESULTATE BEI ENDLICHEN TEMPERATUREN 7" > (

Fiir endliche kleine Temperaturen 7" ~ 0 ist die Reduktion des Ordnungsparameters
M durch thermische Fluktuationen gering, siche Abbildung [3.10] Fiir ferromagnetische
Zwischenkettenkopplungen J, < 0 zeigt sich zudem ein Temperaturverlauf in der Néa-
he der jeweiligen kritischen Temperatur 7., der im Vergleich zum Verlauf bei einer
antiferromagnetischen Kopplung J; > 0 steiler verlauft. Der Verlauf in der Nihe des
Phaseniibergangspunktes M (T — T.) — 0 liefert ein bereits in fritheren Arbeiten fiir
unfrustrierte (Jo = 0) Spinsysteme gefundenes Resultat, ndmlich, dass die Anwesenheit
antiferromagnetischer Zwischenkettenkopplungen eine grokere Ubergangstemperatur zur
Folge hat: T,(J, = 0,J, <0) < T.(Jo = 0,J, > 0) [54, 106]. In Abbildung [3.11] erkennt
man auferdem, dass Frustration durch J; > 0 erwartungsgemafs lediglich zu einer Redu-
zierung der Temperatur 7, fiihrt. Die Parameter J; und J, beeinflussen den Wert der
Ubergangstemperatur in unterschiedliche Richtungen, was zu facettenreichen Abhéingigkei-
ten fithrt, siehe Abbildung Als Indikator fiir Frustration wird oftmals das Verhaltnis
f zwischen der simplen Curie-Weifs-Temperatur Ocw (xo(T > Ocw) ~ 1/(T — Ocw))
und der kritischen Temperatur T, genutzt [T07HI09)]. Bei einem konventionellen dreidi-
mensionalen FM beziehungsweise AFM bestimmt Oy, als Mafszahl fiir die Stérke der
Austauschkopplungen, die Grofenordnung der kritischen Temperatur, und ein Wert von

f ~ 1ist typisch. Die Erwartungshaltung ist, dass Frustration tendenziell die Ordnung-
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Abbildung 3.11.: Kritische Temperaturen 7, als Funktion der Kopplung J, (ferromagnetisch
- gestrichelt; antiferromagnetisch - durchgezogen) bei ausgewihlten Werten der frustrierenden
Kopplung J; entlang der Kette. Eingebettetes Diagramm: Verhéltnis f = |©cw /Te| von Curie-
Weiss Temperatur ©cw = —%(J1 + Jo2 +2J) und kritischer Temperatur 7.

stemperatur reduziert und ein Frustrationsparameter von f 2> 5 auf starke Frustration
hinweist [107]. Es ist anzumerken, dass auch im Falle kleiner Ordnungstemperaturen durch
schwache Zwischenkettenkopplungen, auch fiir unfrustrierte beziehungsweise schwach
frustrierte Konfigurationen, ein f > 1 zu erwarten ist. ©cy, kann beispielsweise iiber eine
HTE der Ordnung 2 bestimmt WerdenEg] Die eingebetteten Diagramme in den Abbildun-
gen [3.11] und [3.12] zeigen die jeweiligen Abhéngigkeiten. Es zeigt sich, dass f auch fir

verschwindende Kopplungen |J, | — 0, unabhéngig vom Grad der Frustration, divergiert,
siche Abbildung [3.11] So ergibt sich beispielsweise, dass das Verhéltnis f bereits fiir
|J1 | < 0.05 sehr grof ist. Fiir Jo = 0 ergibt sich f > 5 unterhalb einer Zwischenketten-
kopplung von J; < 0.022. Dies liegt an der artifiziellen Eigenschaft ©cyw (|J.| — 0) # 0
(in diesem Limes sollte xo(|J.| = 0,7 — 0) — oo gelten), die im Widerspruch zum
Mermin-Wagner Theorem [66], das von der RGM jedoch erfiillt wird T.(|J.| — 0) — 0,
steht. Bei Anndherung von J, — J§ an den kritischen Wert zeigt sich ein enormer An-
stieg von f > 10, sieche Abbildung Es ist festzustellen, dass der Indikator f nicht
eindeutig auf die Anwesenheit von Frustration schlieffen lasst, obgleich der Anstieg von f
als Funktion der frustrierenden Kopplung J; — J§ um ein Vielfaches starker ausfallt.

Kleine Werte von J, ~ 0 fithren, wie in Abbildung ersichtlich, zu einer leichten
Reduzierung der kritischen Temperatur 7;. Néhert sich J, dem kritischen Wert Jg, bei der

der ferromagnetische Grundzustand innerhalb der Kette zusammenbricht, so nimmt die

153 fiihrt {iber xo ~ c18 + c26? auf Ocw = %
c1

¥Djie Entwicklung von xo o
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Abbildung 3.12.: Kritische Temperaturen 7T, als Funktion der frustrierenden Kopplung Jo
entlang der Kette bei ausgewédhlten Werten der Kopplung J, (ferromagnetisch - gestrichelt;
antiferromagnetisch - durchgezogen). Eingebettetes Diagramm: Verhéltnis f = |©cw /T¢| von
Curie-Weiss Temperatur O¢yy = —%(J1 + Jo + 2J) und kritischer Temperatur 7.

kritische Temperatur 7, drastisch ab. In Ubereinstimmung mit den vorherigen Resultaten
aus Kapitel fithrt eine antiferromagnetische Zwischenkettenkopplung J, > 0 dazu,
dass endliche Ordnungstemperaturen oberhalb des klassischen Phaseniibergangspunktes
gefunden werden kénnen. Die ausgewahlten Korrelationsfunktionen (§0SR> in Abbildung
zeigen fiir niedrige Temperaturen die zu erwartenden Vorzeichenverhéltnisse ent-
sprechend des Ordnungsvektors Q. Fiir hohere Temperaturen dominieren offensichtlich
die Korrelationen entlang der Kette (R = (n,0,0)) und die Korrelationen zwischen
den Ketten verlieren zunehmend an Relevanz. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die
Beschreibung der SRO des Systems durch isolierte Ketten in der paramagnetischen Phase
eine gute Ndaherung darstellt. Vergleicht man die griinen Kurven in Abbildung SO
fallt auf, dass der wesentliche Einfluss der Kopplung J; > 0 bei endlichen Temperaturen
in einer Reduktion der Korrelation iibernédchster Nachbarn in Kettenrichtung besteht.
Die Korrelationslangen in Abbildung verdeutlichen den aufgezeigten qualitativen
Unterschied von Korrelationen entlang der Ketten (§g )) und zwischen den (schwach ge-
koppelten) Ketten (58’ :z)). Im unfrustrierten Fall fallen die Korrelationsliangen in y- bzw.
z-Richtung f(yzz)(JQ =0,7>1T,) > fg)(Jg = 0,7 > T.) im paramagnetischen Bereich
in Abbildung |3.14] sehr schnell auf einen Gitterabstand 58:2:) ~ 1 ab. Demgegeniiber

driickt sich die Quasieindimensionalitit des magnetischen Verhaltens in diesem Bereich
durch eine deutlich grofere Korrelationslédnge ég ) aus. Durch Frustration (Jo = 0.2, bei
den gewéhlten Parameterverhéltnissen in Abbildung [3.14) verschwinden diese Unter-
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Abbildung 3.13.: Spin-Spin Korrelationsfunktionen als Funktion der normierten Temperatur
T/T. fiir |J1| = 0.1 (antiferromagnetisch - durchgezogen; ferromagnetisch - gestrichelt) und fiir
Ja = 0 (links) beziehungsweise Jo = 0.2 (rechts). Die gestrichelten Linien und die durchgezogenen
Linien sind, aufer fir R = (0,0, 1), nah beieinander.

14 '- X (AFM) —— 14 L X (AFM) ——
12 i y=Z (AFM) ----=o-- 12
10 . x (FM) —— 10
o 8 VNNV T o 8
6 6
4 4
2 [ — 2
0 0
09 1 11 12 13 14 09 1 11 12 13 14
TIT, TIT,

Abbildung 3.14.: Korrelationsléingen {q als Funktion der normierten Temperatur T'/T fiir
Ja = 0 (links) beziehungsweise Jo = 0.2 (rechts) (ferromagnetisches J; = —0.2: blau; antifer-

romagnetisches J; = 0.2: rot; durchgezogene Linien: Korrelationslange entlang der Kette fg )

(,,2“), gestrichelte Linien: Korrelationslange senkrecht zur Kettenrichtung fg =2) (,y = 2)).

schiede und die Korrelationsléngen bilden ein schmales Biindel oberhalb der kritischen
Temperatur 7. (58 ) ~ 58’ :Z)). Dies lésst sich durch das Unterdriicken langreichweitiger
Korrelationen durch Frustration in Kettenrichtung verstehen. Die Eigenschaften der
Suszeptibilitét yo(7") bei einem (A)FM als Funktion der Temperatur sind in Abbildung
dargestellt. Der Einfluss von Frustration ist in beiden Fallen deutlich vorhanden. Das
divergente Verhalten von yo beim FM in der Umgebung der Polstelle bei T' = T, siehe
eingebettetes Diagramm in Abbildung [3.15] wird durch Frustration iiber J; zu hoheren
Werten von 7'/T, verschoben. Fiir den AFM sind Héhe xo(Tpnaz) und Ort des Maximums
Tonae €in typisches Charakteristikum. Das Verhéltnis von 7)., /7. als Funktion von J,
weist eine Verschiebung des Maximums in Richtung hoherer Temperaturen 7'/T, auf.
So ist beispielsweise T)q,/Te >~ 1.05 fir Jo = 0 und T4, /7. ~ 1.23 fiir J, = 0.2. Eine
grafische Darstellung weiterer Punkte ist in Abbildung gegeben. Es ist anzumerken,
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Abbildung 3.15.: Uniforme statische Suszeptibilitiat yo als Funktion der normierten Temperatur
T /T, bei ausgewahlten Werten der frustrierenden Kopplung Jy entlang der Kette und antiferro-
magnetisches J; = 0.1. Linkes eingebettetes Diagramm: Uniforme statische Suszeptibilitdat xg
als Funktion der normierten Temperatur 7'/T, bei ausgewihlten Werten der frustrierenden Kopp-
lung Jo entlang der Kette und ferromagnetisches J; = —0.1. Rechtes eingebettetes Diagramm:
Position des Maxmimums der uniformen statischen Suszeptibilitit xo, Tmax /7 als Funktion
von Jo fiir ein antiferromagnetisches J; = 0.1.

dass der Einfluss von J, auf den Temperaturverlauf der Suszeptibilitdt unterhalb der
kritischen Temperatur 7' < T, geringer ausfallt. In diesem Bereich weist die Suszeptibilitat
aukerdem die typische Absenkung mit der Reduzierung der Temperatur auf. Der Einfluss
der antiferromagnetischen Kopplung J, > 0 auf das Temperaturprofil der Suszeptibilitat
Xo ist ausgeprégt, sieche Abbildung [3.16] Es fillt auf, dass das Maximum xo(7,.) am
Punkt der kritischen Temperatur bei kleinen Werten von J, grofser wird. Dies lasst sich
relativ einfach durch den Limes isolierter Ketten verstehen. Fiir J;, — 0 und J; < J§
ordnet die isolierte Kette ferromagnetisch. Die kritische Temperatur lasst sich dann mit
T.(JL = 0) = 0 angeben. In diesem Limes formt sich also ein Pol in der Suszeptibilitét:

lim;, o0x0(7.) — oo. Die Spinsteifigkeiten, siche Gleichungen (3.72)), (3.73) und (3.74)),
sind in Abbildung und die Spinwellengeschwindigkeiten, siche Gleichungen ([3.69)),

und , sind in Abbildung dargestellt. Das typische Verhalten dieser Gro-
fsen im Temperaturverlauf ist eine Abnahme mit einem Anstieg der Temperatur 7'/T,,
siehe hierzu beispielsweise [59, TT0HIT5]. In [I15] wurde gefunden, dass Frustration zu
einem gegensétzlichen Verhalten der Spinsteifigkeit bei endlichen Temperaturen und
somit zu einem temperaturgetriecbenen Anstieg dieser Grofen fiihren kann. Ein analoges
Verhalten fiir J, — J§ zeigt sich bei p, in Abbildung 3.17] Fiir ein dreidimensionales

J1-Jo-Heisenberg-Modell, dem frustrierten FM auf dem kubisch-raumzentrierten Gitter,
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Abbildung 3.16.: Uniforme statische Suszeptibilitit yo als Funktion der normierten Temperatur
T/T. bei ausgewéhlten Werten von J| (antiferromagnetisch) und Jo = 0. Eingebettetes Dia-
gramm: Der Wert der uniformen statischen Suszeptibilitat am Punkt der kritischen Temperatur
Xo(T¢) als Funktion von J, (antiferromagnetisch) fiir Jo = 0.

wird weiter unten in Kapitel ein analoges Verhalten fiir die Spinsteifigkeit gefunden.
Fiir den AFM zeigt sich hier ein dhnliches Verhalten in der Spinwellengeschwindigkeit
vy, siehe Abbildung Ebenso wie beim FM kann dieses ungewohnliche Verhalten
gegebenenfalls ebenso als Indikator fiir Frustration in AFM dienen. Die spezifische Wéarme
cy ist in Abbildung fiir zwei Werte von J, dargestellt. In allen Féllen zeigt sich
am Punkt der kritischen Temperatur eine hockerartige Spitze, die mit dem Grad der
Frustration und schwécherer Kopplung J, schérfer ausfallt. Oberhalb des thermischen
Phaseniibergangs zweiter Ordnung zeigt sich ein von der isolierten ferromagnetischen
Kette bekanntes breites Maximum in der spezifischen Warme, das durch eine starkere
Kopplung |J, | ~ 0.2 in den Hintergrund riickt. Fiir kleinere Werte von |J, | ~ 0.05 zeigt

sich die Irrelevanz des Vorzeichens von J, fiir den Bereich T 2 T..
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Abbildung 3.17.: Spinsteifigkeit p, (links) beziehungsweise p, = p. (rechts) skaliert auf den Wert
bei T'= 0 als Funktion der normierten Temperatur 7'/7, fiir ein ferromagnetisches J; = —0.1
bei verschiedenen Werten der frustrierenden Kopplung J2 entlang der Ketten.
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Abbildung 3.18.: Spinwellengeschwindigkeit v, (links) beziehungsweise v, = v, (rechts) als Funk-
tion der normierten Temperatur 7'/T, fiir ein antiferromagnetisches J; = 0.1 bei verschiedenen
Werten der frustrierenden Kopplung Jo entlang der Ketten.
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Abbildung 3.19.: Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Warme ¢y fiir ausgewéhlte Werte von
J1 und J2 = 0 (links) beziehungsweise Jo = 0.2 (rechts) (gestrichelte Linien: ferromagnetisches
J1 < 0; durchgezogene Linien: antiferromagnetisches J; > 0).
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Zusammenfassung Kapitel 3.4: Frustrierte Spin-Ketten

In Kapitel wurde zunichst der Spiralwinkel ¢ der frustrierten klassischen
isolierten J;-J, Spin-Kette im Heisenberg-Modell diskutiert. Anschlieffend wurde
der normierte Strukturfaktor S,/S(S+1) in der HTE fiir verschiedene Spinquanten-
zahlen S = 1/2,1,3/2,5,100 analytisch bis zur 9. Ordnung entwickelt und auf seine

Maxima untersucht. Der klassische Spiralwinkel wurde im linearen Entwicklungs-

term wiedergefunden. Hohere Terme fithrten zu einer komplizierten Abhéngigkeit
des Quantenwinkels ¢(.S, T') von Spinquantenzahl und Temperatur. Der Spiralwinkel
im Fall J; = +1 wurde fiir mehrere Spinquantenzahlen bestimmt und mit den
CCM-Daten fiir T' = 0 verglichen. Hierbei zeigte sich, dass die HTE in der Lage
ist, Aussagen iiber die sich entwickelnde favorisierte magnetische Ordnung im GS
zu treffen. In Kapitel wurde mit der RGM der Einfluss von Fluktuationen
bei Anwesenheit kleiner (anti-)ferromagnetischer Zwischenkettenkopplungen J, ,
und J; . im extremen Quantenfall S = 1/2 untersucht (J; = —1). Dabei zeigte
sich einerseits erwartungsgeméfs eine Reduktion des semiklassischen Ordnungspara-
meters M im GS fiir antiferromagnetische Kopplungen J, , = J, ., = J; > 0 mit
Zunahme der frustrierenden Kopplung Jo > 0. Andererseits fiihrte diese Zunahme
zu einer von der Zwischenkettenkopplung J; > 0 abhingigen kritschen Wechsel-
wirkung J§ &~ 0.256 (0.258) (J. = 0.1 (0.2)), die gegeniiber dem Wert isolierter
Ketten erhoht ist (J$(J, < 0) = J§t = 1/4). Groke Werte von J, fiihrten zu dem
bemerkenswerten Resultat einer mit der Temperatur im Bereich 7' < 7, steigenden
Spinwellengeschwindigkeit v,. Die Abhéngigkeiten der kritischen Temperatur T, als
Funktion von J; (J; ) wurden fiir einige Werte von J, (J2) ermittelt und dargestellt.
Insbesondere zeigte sich, dass sich vor allem bei grofen antiferromagnetischen

Werten von J; > 0 und gleichzeitig grofen Werten von J; eine fluktuationsbedingt

grofere kritische Temperatur T, etabliert als bei ferromagnetischen Werten J, < 0.
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Kagome-Gitter

Ji-Modell: Antiferromagnet

Ein illustratives Beispiel fiir die durch Geometrie des Festkorpers bedingte Frustration,
man spricht auch von geometrischer Frustration, ist das einzelne Dreieck mit antiferroma-
gnetischer Austauschwechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn. Der AFM auf dem
Kagome-Gitter dient als typisches Beispiel fiir einen hochgradig frustrierten AFM mit

einer Wechselwirkung, die auf nédchste Nachbarn beschriankt ist.

Abbildung 3.20.: Ausschnitt des Kagome-Gitters

Das Gitter ist darstellbar durch das Dreiecksgitter (als zugrundeliegendes Bravais-Gitter)
mit einer dreiatomigen Basis. Anders ausgedriickt besteht das Kagome-Gitter aus Dreie-
cken gemeinsamer Eckpunkte, man spricht hierbei auch vom sogenannten corner-sharing
dieser Polygone, siche Abbildung [3.20] Im Gegensatz zum Dreiecksgitter mit der Koor-
dinationszahl z = 6 ist die Anzahl nichster Nachbarn beim Kagome-Gitter z = 4. Die
beziiglich der magnetischen Ordnung destabilisierenden Mechanismen sind durch diese
Umsténde verstirkt. Das quasizweidimensionale magnetische Material Herbertsmithit
ZnCusz(OH)gCly kann gut durch ein S = 1/2-Heisenberg-Modell beschrieben werden und
ist ein vielversprechender Kandidat einer experimentellen Spin-Fliissigkeit, siehe [TT6HI2T].
Festkorper mit einer Kagome-Struktur und mit gréferen Werten von S sind zum Beispiel
deuteronium-jarosite (D30)Fe3(SO4)2(OD)g mit Spin S = 5/2, siehe [122], und Cr-jarosite
KCr3(OH)6(SO4)2 mit Spin S = 3/2, siehe [123].

Dieses fiir den extremen Quantenfall vielfach untersuchte Modell zeichnet sich durch die
beschrinkte Anzahl anwendbarer Methoden und deren limitierter Prézision hinsichtlich
der gewonnenen (teilweise qualitativ unterschiedlichen) Resultate aus. Der Grofteil der Un-
tersuchungen beschéftigt sich mit den Eigenschaften des GS, fiir den die Spinquantenzahl
einen grundlegenden Unterschied macht. Weniger im Fokus theoretischer Untersuchungen
steht bisher die Thermodynamik 7" > 0 fiir hohere Spinquantenzahlen S > 1/2. Dies soll
in diesem Kapitel mit Hilfe der RGM erfolgen. Dafiir wird das Heisenberg-Modell mit
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antiferromagnetischer Wechselwirkung (J > 0) zwischen néchsten Nachbarn

H=1J > SpnaSps mit S, =S(S+1) (3.89)
(ma,np)

mit den Translationsvektoren des direkten Gitters a; = (0,2)” und a; = (v/3,1)” betrach-
tet. Einige Ergebnisse der nachfolgenden Untersuchungen wurden in [124] publiziert. Die
klassische Grundzustandsmannigfaltigkeit der vielfach entarteten Zusténde ist gekennzeich-
net durch die Gesamtheit aller moglichen Kombinationen des Winkels néchster Nachbarn
von ¢ = 2w /3. Klassisch (S — 00) ergibt sich damit die normierte Grundzustandsenergie

durch den gemeinsamen Winkel der nachsten Nachbarn zu

U(T = 0) JS?

e sliﬁom%m cos(¢) = —J. (3.90)
%,_/
—2NN

Trotz zahlreicher Arbeiten ist die Natur des GS bei Anwesenheit von starken Quantenfluk-
tuationen jedoch bis heute ungeklirt. Fiir den Fall S = 1/2 besteht der Konsens, dass es
sich bei T'= 0 um eine Quantenspinfliissigkeit handelt. Wesentlich hierfiir ist das Fehlen
von LRO. Ob es sich hierbei um einen GS mit einer Liicke zur ersten Anregung handelt,
man spricht auch von einer Spinfliissigkeit mit gap, ist noch immer eine offene Frage. Der
charakteristischen Symmetrie einiger Kandidaten fiir den GS, welche die magnetische SRO
gut beschreiben, lassen sich magnetische Ordnungsvektoren zuordnen. Zwei besonders
wichtige klassische Zusténde, siehe hierzu zum Beispiel [125H127], sind in Abbildung
dargestellt. Im extremen Quantenfall von S = 1/2 wird die semiklassische Konfiguration
nach Abbildung (links) bevorzugt, siehe zum Beispiel [128]. Da die magnetische
Elementarzelle hier der des direkten Gitters entspricht, hat sich die Bezeichnung ,,q = 0*-
Zustand etabliert. Es zeigt sich, dass sich sowohl durch Quantenfluktuationen, als auch
durch thermische Fluktuationen 7" > 0 die Symmetrien der bevorzugten SRO beeinflus-
sen lassen. So konnte beispielsweise im Rahmen einer nichtlinearen Spinwellentheorie,
siehe hierzu [129], bei T > 0, aber auch bei T' = 0 mit steigender Spinquantenzahl im
Rahmen der CCM, siche [128], das Favorisieren einer anderen Grundzustandskonfigurati-
on gezeigt werden. Die magnetische Elementarzelle dieses Zustands ist dreimal so grof
wie die geometrische Elementarzelle, weswegen sich die Bezeichnung des sogenannten
V3 X v/3“Zustands durchgesetzt hat. Eine Moglichkeit, diese koplanaren Zustéinde von-
einander zu unterscheiden, ist gegeben durch die Auswertung der Vektor-Spin-Chiralitét
KZ = 2/(5%3V/3) [Sml X S0+ S,e X S+ S,z X Sml} [130]. Den Zustéinden lassen
sich dann Plaketten unterschiedlicher Vektor-Spin-Chiralitét zuweisen, siehe hierzu Abbil-
dung [3.21] So findet man fiir den ,,¢ = 0“-Zustand senkrecht zur Kagome-Ebene klassisch
nur die Komponente 1, wohingegen die Komponenten beim v/3 x v/3-Zustand zwischen

+1 alternieren. Die Selektion einer Klasse von Zusténden einer bestimmten Symmetrie
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Abbildung 3.21.: Exemplarische Abbildung zweier wichtiger (klassischer) Konfigurationen un-
terschiedlicher Symmetrie: ,,¢ = 0“-Zustand (links) und ,,v/3 x v/3“-Zustand (rechts).

durch Fluktuationen kann als order-from-disorder-Effekt[129, [131] verstanden werden.

Die Elementarzelle besteht aus insgesamt N = 3 Spins. Somit muss zur Anwendung der
RGM nach Kapitel also zunéchst das Eigenwertproblem zweier 3 x 3 Matrizen (die
Frequenzmatrix Fy nach Gleichung und die Momentenmatrix My nach Gleichung

(3.16))) gelost werden. Die symmetrischen Matrizen sind gegeben durch

—2 cos(@) cos(gy)
My =4Jc1p COS(@) -2 COS(%) : (3.91)
cos(gqy) cos(%) —2

und
1,1 1,2 1,3
Fq Fq Fq
Fo=| F* F2* F2* |, (3.92)
F1,3 F2,3 F3,3
q q q

wobei sich hier die Diagonalelemente

;JQF(;J = 6Ai0+ 3 (cos (VBa, — gy ) + cos(2q,) + 2) G (3.93)

+ 661 + 6ng + 45(S + 1), (3.94)
%J*Fjv? = 3M0+ 3 (cos (V3g, ) cos(qy) + 1) g

+ 3G + 30+ 25(S + 1), (3.95)
;J‘2F3’3 =60+ 3 <cos (\/gqx + qy) + cos(2g,) + 2> Q10

+ 661 + 6mg + 45(S + 1), (3.96)
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und die drei verschiedenen Nebendiagonalelemente

1
(V2J)2FL? = cos (5 (@qx + 3qy>) a0 (3.97)
1 - 3 3 3 2
— COS (5 <\/§QI — qy>) ()\1,0 + 3&170 + OZ171 + Oégjo + gS(S + 1)) s
V2V 2FYS = cos (V3q, ) & 3.98
(V2J)°F, qz ) Q10 (3.98)

- 2
— cos(qy) <)\1’0 + 307170 + 661’1 + 6&2,0 + gS(S + 1)> s
(V2J)"2F23 = cos E (\/5 —3 ) & (3.99)
q 9 dx Qy 1,0 .

1 ~ 2
— COos (5 <\/§C]x + Qy>) ()\1,0 +3a10 + a1+ Qe+ 55(5 + 1)) ;
(3.100)

mit di,j = ;G g, )\i,j = )\i,jci,j7 Ci.j =Cr = <S(—)FSI;_{> und R = ia1/2 + ja2/2 angeben las-
sen. Da Frequenzmatrix und Momentenmatrix kommutieren, lassen sich die gemeinsamen

(nicht-normierten) Eigenvektoren |yq) (v = 1,2, 3) bestimmen

sin (3 (V3¢ + qy)) (—ese (5 (V3@ — )
|1q) = sin(gy) csc (% (\/ng — qy)) ; (3.101)
1

COS(\/ng fqy) —Dgq+cos(2gy)+1
cos(\/ng ) —cos(gy)(Dq—2)
12q) = | cos(5(VBa+3ay)) —cos(5(v3ar—ay) ) (Pa=2)
cos(\/gqx ) —cos(qy)(Dq—2)
1

COS(\/ng —qy)+Dq+cos(2qy)+1
cos(qy)(Dq+2)+cos(\/§qz)
3q) = | «s(3(v3a—a,))(Dat)teos(5(V3art3ay)) | | (3.103)
Cos(qy)(Dq—&-Q)—&-cos(\/?)qw)
1

mit D2 = 3 + 2cos(2q,) + 2c0s(V3q, — q,) + 2cos(V3q, + q,), (3.104)

(3.102)

hierbei ist csc(z) = sin(x) ™! und die Werte fiir Dy sind eingeschriinkt auf das Intervall

0< Dfl < 9. Die Eigenvektoren liefern die Eigenwerte der Momentenmatrix My

mlq = —].2(]61’0, (3105)
Maq = —21]6170(3 + Dq), (3106)
msq = —2J6170(3 - Dq), (3107)
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und der Frequenzmatrix Fy

Wiy = 6J2(§S(S +1) + Ao + (2810 + G + G0)), (3.108)
Sq—JQ(g (S +1) 4 Mo+ (2810 + Gy + day)
— a1,0(3 = Dq))(3 + Dy), (3.109)
Wiy = J2(2 S(S+1) 4 Ao+ (2010 + a1y + doyp)
— @10(34+ Dq))(3 — Dy). (3.110)

Ein Maximum im skalaren Strukturfaktor an der Stelle des magnetischen Ordnungsvektors
Qo = (27/+/3,0) hingt mit der Spinkonfiguration des ,,¢ = 0“-Zustands, an der Stelle
Q; = (0,47/3) mit der des V3 x /3“Zustands zusammen, siche hierfiir zum Beispiel
[132]. Dieser Sachverhalt wird auch in den Abbildungen des nachfolgenden Kapitels
ersichtlich. Eine Entwicklung des akustischen Astes in der Nédhe des I'-Punktes

wngr ~ v%|q|? liefert die Spinwellengeschwindigkeit

2 -
v = yJ|\/§S(S + 1)+ Mo — 4610+ d11 + Qap. (3.111)

Die uniforme Suszeptibilitat ergibt sich nach Kapitel zu

1 mg
_ = 1 +— _ 1 q
Xo 6 azﬂ (q7w)131(070)xqaﬂ (w) qli% ngq

=— S (3.112)
J(gS(S + 1) + )\1’0 - 40(170 + aq1 + 042’0)

Auch wenn an dieser Stelle der AFM auf dem Kagome-Gitter untersucht werden soll, ist
es ein interessanter analytischer Aspekt der obigen Gleichung, dass das Verschwinden der
linearen Dispersion des akustischen Astes v — 0 verkniipft ist mit dem Auftreten von
ferromagnetischer Ordnung yo — oco. Besonders einfache Ausdriicke fiir antiferromagne-
tische Ordnungsindikatoren, fiir die beiden Zustédnde aus Abbildung [3.21], ergeben sich

durch das Betrachten der jeweiligen Suszeptibilitaten

1
= — lim = (w
X 6;ﬁ<q,w>a<ql,o>x°‘“ﬁ( )

_ _—Go (3.113)

J(3S(S + 1) + A1 + 2010 + a1 + o)
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und

1
= - lim Tsw
@ 6§<q,w>+(czo,o>x°‘aﬁ( )

= (Xo + 8XQ1>/9. (3.114)

Die Korrelationslange fiir den Fall Qp gewinnt man nach Kapitel durch die Entwick-
lung der Suszeptibilitit yqy4q fiir kleine |g| < 1 und es ergibt sich {q, = \/Ja10xq,-
Offensichtlich divergiert dieser Ausdruck korrekterweise mit der korrespondierenden Sus-
zeptibilitdt xq,. Fir die Korrelationslinge £q,, die magnetische Ordnung nach dem
V'3 x v/3“Zustand signalisiert, muss beachtet werden, dass xq, = miq/(2w},) ein Quo-

tient zweier g-unabhéngiger Terme ist, siehe Gleichungen (3.108)) und (3.105). Am (hy-
pothetischen) Ubergangspunkt miissen natiirlich sowohl die Suszeptibilitit, als auch die

Korrelationslange divergieren. Dies wird mit der Wahl {q, = \/m gewahrleistet.
Entsprechend der Uberlegungen aus Kapitel miissen Gleichungen fiir die numeri-
schen Losungen aufgestellt werden. In den oben aufgefithrten Gleichungen sind noch alle
unterscheidbaren Vertexparameter vorhanden. Es wird sich im néchsten Abschnitt zeigen
(falsche GS-Energie im klassischen Limes; unphysikalische Divergenzen thermodynami-
scher Groken im Temperaturbereich), dass die einfache Ndherung des Gleichsetzens aller
Klassen von Vertexparametern, also A; ;(7') = A(T) und «; ; = o(T") (Minimalversion der
RGM) ungeniigend ist. An dieser Stelle wird eine Erweiterung vorgestellt, die als zusétzli-
che Gleichung die GS-Energie der CCM verwendet. Die CCM liefert prizise Werte fiir Ey,
wie man am Beispiel von S = 1/2 im Vergleich mit anderen Methoden erkennen kann:
EPMRG(S = 1/2) = —0.4379(3) (aus [133]), EFP(S = 1/2) = —0.438143 ... — 0.437999
(aus [134]; N = 42) und EJM(S = 1/2) = —0.4372 (aus [128]). Diese spinabhingi-
ge Grofe wird im Folgenden mit E§“M(S) bezeichnet. Es verbleibt die Frage, welche
Vertexparameter gesondert zu behandeln sind. Es ist eine naheliegende Wahl, Néchste-
Nachbar-Korrelationen zu selektieren, da davon auszugehen ist, dass diese durch die
betragsméfig grokten (antiferromagnetischen) Korrelationen eine Sonderstellung einneh-
men. Andererseits ldsst sich die innere Energie ohnehin nur durch das Variieren der
Korrelationsfunktionen néchster Nachbarn korrigieren. Diesem Prinzip folgend, da jeder
Vertexparameter (; ;,a; ;) an einen entsprechenden Korrelator ¢; ; multipliziert ist, wird
die folgende Wahl getroffen:

A1, ), 7,7) <> néachste Nachbarn
()\i,j,ai,j) = ( ! 1) < j> (3115)
(A2, ), sonst.

An den Elementen der Frequenzmatrix (3.93))-(3.100) stellt man fest, dass lediglich
folgende Vertexparameter unterschieden werden miissen: A\, @; und as. Ein nichtver-

schwindender Kondensatterm Cq, der prinzipiell bei grofseren Werten des Spins von
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Tabelle 3.2.: Ubersicht der unbekannten Grofen und das zur Bestimmung verwendete nichtlineare
Gleichungssystem der RGM nach Kapitel 3?.?.1}

’ Unbekannte Grofen \ T=0 \ T>0 ‘
Cma,nf Cmanp = ./\}'linoo'/%/ Zq anﬂcos<qrma,nﬁ)
CCM a2(0)—1 _ ap(T)—1
ai EgTY(S) oj(O)—l - a?(T)—l
Q9 Summenregel
_ 1| A(0)—Ai(0) _ Ai(T)—Xi(o0)
A1 M(0) =2— S 1041(0)11 - 1@1(7’)11

S > 1 fir beispielsweise den magnetischen Ordungsvektor Q; = (0,47/3) vorstellbar
ware, siehe beispielsweise [128], [135], wurde nicht gefunden. In Tabelle ist aufgefiihrt,
welche Gleichungen zur Losung verwendet wurden. Fiir die Minimalvariante der RGM
ohne Korrektur der GS-Energie entféllt die zweite Zeile der aufgefithrten Tabelle und
es gilt fiir alle Werte der Temperatur: as(7T) = a;(T). Bevor die Thermodynamik des
Quantenspinsystems bestimmt werden kann, miissen also zunédchst die Werte «;(0) und
a3(0) berechnet werden. Fiir den verbliebenen Vertexparameter wird A;(0) =2 —1/5

angesetzt, wie es zum Beispiel auch in [I36] fir den AFM gemacht Wurdem

RESULTATE AM TEMPERATURNULLPUNKT 7" = (

Die Energie-Skala des Modells wird von nun an durch die Fixierung von J = 1 gesetzt.
Anhand von Abbildung (links) kann man erkennen, dass zum einen der Unterschied
zwischen Minimalvariante und der erweiterten Variante der RGM in der GS-Energie
S = 1/2 geringer ist (~ 1.4 %) als fiir grofere Werte des Spins S. Insbesondere fillt auf,
dass der klassische Limes (S — o0) nach Gleichung ohne Erweiterung nicht erfiillt
wird. Zum anderen ist das qualitative Bild der uniformen Suszeptibilitét, siche Abbildung
[3.22] (rechts), durch die Erweiterung ein génzlich anderes.

20In der Tat lisst sich empirisch feststellen, dass die Wahl der Vertexparameter «(0) von groRerer
Bedeutung ist, als jene von A(0). Zumindest ist an den gestellten Gleichungen erkennbar, dass A, in
Relation gesehen, nur fiir wenige Terme relevant ist.
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Abbildung 3.22.: Skalierte GS-Energie je Gitterplatz Ey/S? der RGM (links) ohne Erweiterung
durch die CCM (minimal) im Vergleich mit der GS-Energie der CCM, die zur Modifizierung
der RGM genutzt wird (erweitert). Uniforme statische Suszeptibilitét (rechts) xo bei T'= 0 der
RGM ohne Energiekorrektur (minimal) im Vergleich mit der Energiekorrektur durch die CCM
(erweitert).

Fiir die Minimalvariante findet man ein mit steigender Spinquantenzahl kontinuierliches
Absenken des Vertexparameters von «o(T = 0,5 = 1/2) ~ 1.4205, bis (T = 0,5 =
3/2) ~ 0.928 < 1 Werte von kleiner 1 angenommen werden. Diese Tatsache ist von
Bedeutung, da die aufgestellten Gleichungen nach Tabelle im Temperaturverlauf
Regionen mit unphysikalischen Ergebnissen aufweisen. Die erweiterte Variante der RGM
unterliegt dieser Problematik nicht und es ergeben sich Vertexparameter im GS, die
grofer als 1 sind: aq (T = 0,5 = 1/2) = 1.5243, ay(T = 0,5 = 1/2) =~ 2.0176 und
a1 (T =0,8 =7/2) = 14724, (T = 0,5 = 7/2) ~ 2.8175. Sofern es nicht explizit
geschrieben steht, beziehen sich die nachfolgenden Ergebnisse auf die erweiterte RGM ]

Die Dispersionsrelationen aus den Gleichungen (3.108)), (3.109) und (3.110]) sind in Ab-

bildung zusammen mit dem Spektrum aus der linearen Spinwellentheorie dargestellt.

LSWT, flach __ 0
1q -

vorliegt, durch das die Quantenkorrektur der Untergitter-Magnetisierung stets divergiert
[127], ist das flache Band der RGM angehoben. Fiir hohere Werte des Spins néhert sich
das flache Band, siehe Abbildung|3.24] der Nulllinie und die zwei dispersiven Aste entarten.

Fiir S — oo entsprechen die Dispersionsrelationen aus der RGM dann dem Resultat aus

Wihrend in der linearen Spinwellentheorie ein flaches Band bei der Energie w

der linearen Spinwellentheorie.

21Der Pol, der in der Gleichung ’\lg)l)(_oi‘i(loc) = ’\1(;:)(;;{(100) entstehen kann, ist nicht der Ursprung des
Problems. Ebenso fiihrt (A (0) — A1 (00)) (@1 (T) — 1) = (A (T) — A1(0))(1(0) — 1) auf numerische
Instabilitdten, die bei ay(0) < 1 (A1(0) > A1(00) VS) auftreten. Es scheinen diejenigen Temperaturbe-
reiche problematisch zu sein, die sich in der N&he der Vorzeichenumkehr von (aq(T) — 1) befinden.
Das gleichzeitige Fordern eines anderen Vorzeichens von (A (7') — A\1(00)) an diesem Punkt fiihrt zu

Inkompatibilitédten.
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Abbildung 3.23.: Dispersion der normierten magnetischen Anregungen wyq/S (v =1,2,3) der
erweiterten RGM im Vergleich mit der linearen Spinwellentheorie aus [I35] (rot - Spin §' = 1/2;
griin - Spin S = 3; schwarz - lineare Spinwellentheorie) bei T' = 0 entlang eines typischen Pfads
entlang der Brillouin-Zone, wie in [135].

Dies geht auch aus der Spinwellengeschwindigkeit in Abbildung hervor. Verglichen
mit v"SWT = /35 aus der linearen Spinwellentheorie gibt es innerhalb der RGM eine fiir

grofere Werte des Spins S > 1 annahernd lineare Abhéngigkeit der Grofke v/S von 1/S.
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Abbildung 3.24.: Skalierte Spinwellengeschwindigkeit v/S aus Gleichung (3.111)) (eingebettetes
Diagramm: Skalierte Energie des flachen Bandes aus Gleichung (3.108))) der erweiterten RGM
bei T' = 0 als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/S.

Sowohl die skalierten Suszeptibilitidten yq/S, als auch die jeweiligen Strukturfaktoren in
Abbildung deuten darauf hin, dass die ,,v/3 x v/3“-Struktur fiir alle Spinquantenzahlen
S favorisiert ist. Dieses fiir hohere Werte des Spins qualitativ richtige Ergebnis im GS
wird auch durch die erweiterte RGM nicht beeinflusst.

45 - — : 3 — ;
20 K minima g=0 —+— | 28 [+, minima g=0 —+—
35 |+ erweitert g=0 - -+-- | ' ‘. erweitert =0 - -+- -
] minimal V3 x V3 —+— ~ 26 Ty minima V3 xV3 ——
" g’g K eweitert V3xv3 --+-- | § 247y "'+,9'[weitert V3 xV3 --+--
o2 5 221 .
< 20 I % 5|
15| ¢4 P 18
10 % 1 od|
51 Mg - 16 |
0 : : : 14 : : :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Us 1S

Abbildung 3.25.: Skalierte statische Suszeptibilitdt xq/S (links) und skalierter Strukturfaktor
Sq/S(S +1) (rechts) fiir die magnetischen Ordnungsvektoren Qg (,q = 0) und Q1 (,v/3 x v/3%)
bei T'= 0 als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/S der RGM ohne Erweiterung (minimal)
im Vergleich mit Erweiterung durch die CCM (erweitert).

Wie in Abbildung zu sehen ist, divergieren beide Korrelationslangen fiir S — oo
nach einem Potenzgesetz (durch einen Fit erhélt man in beiden Féllen eine Abhéngigkeit

der Form & ~ 25981--082) Fiir den extremen Quantenfall sind die Korrelationslingen von
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der Grokenordnung & ~ 1, was ein typisches Resultat fiir eine Quantenspinfliissigkeit ist

und auch im Rahmen der DMRG, beispielsweise in [37], gefunden wurde.

08 |

0.6 |

/g

04

02}

0 1 1 1
0 0.5 1 15 2

vs

Abbildung 3.26.: Inverse Korrelationslidnge 1/{q fiir die beiden klassischen GS ,,¢ = 0 (rot)
und ,,\/g x /3¢ (blau) bei T' = 0 als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/S mit Erweiterung
durch die CCM.

Der Einfluss der erweiterten Variante der RGM, also hier der geringeren Energie durch
die CCM fiir T' = 0, aufert sich besonders auffallend im Abklingverhalten der Korrela-
tionsfunktionen, wie in Abbildung gezeigt. In beiden Varianten ist bei beliebigem
Spin ein lokales Minimum ersichtlich. Dieses geht einher mit einem Vorzeichenwechsel der
Korrelationsfunktionen und héngt mit der komplizierten Gestalt des GS zusammen. Die
tiefere Energie durch die CCM sorgt fiir ein Anheben der Korrelation weiter entfernter
Spins. Dieses Verhalten kann durch die in diesem Fall tendenziell ordnungsinduzierende
CCM erkléart werden, die fiir hohere Spinquantenzahl eine endliche Magnetisierung fiir den
V3 x v/3“Zustand findet. Zwar wird im Rahmen der RGM kein von Null verschiedener
Kondensatterm gefunden, doch ist die Neigung zu ausgepréagterer magnetischer Ordnung
ersichtlich.
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Al3binung 3.27.: Abklingverhalten des Betrags der normierten Korrelationsfunktionen
|(SoSwr)|/S(S + 1) als Funktion des parametrisierten Abstands n entlang der Richtung R = na;

bei T' = 0 der RGM ohne Erweiterung (Minimalvariante, links) im Vergleich mit der Erweiterung
durch die CCM (rechts).

Alle moglichen Korrelationsfunktionen als Funktion des Abstands sind in Abbildung
dargestellt, wie es fiir S = 1/2 auch in [49] getan wurde. Man kann erkennen, dass die
Korrelationen anndhernd exponentiell mit dem Abstand abfallen, wobei der (negative)

Anstieg fiir grofere S betragsméfig geringer ausfillt.

0
1077 ! 12 -
: ) s=1
10_1 | x § S=7/2 x |
%‘T | ' : M * % X xx
% 102 | | x x x 3
O | 006 FT Lo .
~ = 004 |~ eweitert | - 7 .
glo'3 _-% 002 [so MNIMA el ]
vV ?g O, oo ®8ancme v !
-0.02 Y e 1 Y |
104 Loy -0.04 | S=172 1 ]
B v |
| -0_06 | ] ] ] ]
. 2 3p4 5
10'5 I IlRI ! L L
0 1 2 3 4 5 6
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Abbildung 3.28.: Abklingverhalten des Betrags aller normierten Korrelationsfunktionen
[(SoSR)|/S(S + 1) als Funktion des Abstands |R| bei T = 0 der RGM mit Erweiterung
durch die CCM. Im eingebetteten Diagramm ist die erweiterte Variante mit der Minimalvariante
fiir S = 1/2 gezeigt.
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Der Strukturfaktor bei T = 0 ist in Abbildung dargestellt. Durch das Fehlen von
magnetisch langreichweitiger Ordnung bleibt der Strukturfaktor im gesamten Gebiet
endlich. Typische Charakteristika sind die ,Verengungen“ an den Stellen Qq, in der
Literatur haufig pinch points genannt, und die Muster mehrerer Fliegen, in der Literatur
haufig bow-ties genannt [132]. Diese Muster werden fiir S — oo durch das Anheben der
langreichweitigen Korrelationen immer kontrastreicher und sind im klassischen System zu
erwarten, siche hierzu [132].

(b) S=1/2 (© S=7/2
32

-3n/2 0 3n/2 -31/2 0 3n/2
qx qx

Abbildung 3.29.: (a): Darstellung der ersten (und erweiterten) Brillouin-Zone. Rot (schwarz)
markierte Kreise lassen sich den magnetischen Ordnungsvektoren des ,,v/3 x v/3“-Zustands
(,,¢ = 0“-Zustands) zuordnen. (b),(c): Normierter Strukturfaktor Sq/S(S + 1) der erweiterten
RGM durch die CCM fiir Spin S = 1/2, 7/2 bei T = 0 (Kreise: schwarz - Qq; rot - Q).

Optisch sind die Unterschiede in der Hohe der Maxima an den Punkten Qg und Q; im
Konturplot von Abbildung kaum zu unterscheiden. Abbildung zeigt Sq/S(S+1)
entlang des angegebenen Pfads in der Brillouin-Zone. Offensichtlich wird auch hier eine

Tendenz zur ,,v/3 x v/3““Ordnung signalisiert, die fiir grofere S immer ausgeprégter wird.
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Abbildung 3.30.: Normierter Strukturfaktor Sq/S(S + 1) der RGM mit Spin S = 1/2, 7/2 bei
T = 0 entlang eines Pfades in der Brillouin-Zone, siche hierzu auch Abbildung

RESULTATE BEI ENDLICHEN TEMPERATUREN 7" > ()

Nachdem die Losungen innerhalb der RGM fiir den GS berechnet und diskutiert wurden,
kénnen diese fiir das Aufstellen der Gleichungssysteme bei T' > 0 genutzt werden. Die
Thermodynamik der meisten Grofsen wird im folgenden Kapitel auch mit der HTE

verglichen.
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Abbildung 3.31.: (links) Korrelationsfunktionen (SoSg) (néichste Nachbarn - rot; iiberniichste
Nachbarn - blau; iibertibernichste Nachbarn - griin) der RGM fiir S = 1/2 als Funktion der
Temperatur T' (durchgezogene Linien: erweiterte Version der RGM; gestrichelte Linien: Mini-
malvariante). (rechts) Normierte Korrelationsfunktionen |[(SoSgr)|/S(S + 1) (néichste Nachbarn
- durchgezogene Linien; iibernéchste Nachbarn - gestrichelte Linien; iiberiibernéachste Nach-
barn - Punkt-Striche-Kombination) der RGM fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S
als Funktion der skalierten Temperatur 7'/S(S + 1). Dargestellt ist nur die Korrelation von
iberiibernéchsten Nachbarn (NNNN), deren Bestimmung fiir die Losung des nichtlinearen
Gleichungssystems notwendig ist: cg,0.

In Abbildung sind die zum Losen des Gleichungssystems notwendig selbstkonsistent
bestimmbaren Korrelationsfunktionen fiir S = 1/2 iiber der Temperatur aufgetragen.
Man erkennt, dass die erweiterte Version der RGM nur wenig Einfluss auf die Korrelati-
onsfunktionen naher Spins hat. Als Funktion der skalierten Temperatur 7'/S(S + 1) sind
in Abbildung (rechts) die gleichen Korrelationsfunktionen, jedoch fiir verschiedene
Werte des Spins 5, dargestellt. Die Tendenz zunehmender SRO mit der Spinquantenzahl
zeigt sich auch im thermodynamischen Regime dieser Grofsen. Erkennbar ist aufserdem,
dass fiir geringere Werte von S der Bereich geringer Temperaturen, in dem die Kor-
relationsfunktionen nur eine sehr schwache Temperaturabhéngigkeit aufweisen, grofier
wird. Die Vorzeichenverhiltnisse ((SoSxx)(T') < 0, (SoSxxx)(T) > 0, (SeSxnxnn ) (T) > 0,
wobei NN fiir néchste Nachbarn steht, NNN fiir ..., und so weiter) &ndern sich auch nicht
durch die Temperatur. An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass es hier prinzipiell
zwei verschiedene Sorten von NNNN-Korrelationen gibt. Eine, die fiir die Losung des
Gleichungssystems notwendig ist und Spins durch einen Pfad iiber zwei ,,J-Verbindungen*
verkniipft (co0) und eine Sorte, die gegeniiberliegende Spins auf den Hexagonen miteinan-
der verkniipft. Hierfiir sei auch nochmal auf die Abbildung verwiesen. Fiir alle Werte
des Spins S wies diese zweite NNNN-Korrelation ein anderes Vorzeichen als ¢, auf und

war betragsmaéfig kleiner. Der Temperaturverlauf wies keine Besonderheiten auf.
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Abbildung 3.32.: Spezifische Warme cy fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S als
Funktion der skalierten Temperatur 7/S(S + 1) (gestrichelte Linien - Minimalvariante RGM;
durchgezogene Linien - RGM mit Erweiterung durch die CCM).

Aus der Korrelation néchster Nachbarn leitet sich die spezifische Wérme ab. In Abbildung
soll kurz demonstriert werden, dass die RGM auch hier mit der Minimalvariante fiir
grofere Werte von S versagt und eine Erweiterung notwendig ist. Es treten unphysikalische

Divergenzen auf und iiber weite Bereiche sind keine Losungen auffindbar.
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Abbildung 3.33.: Spezifische Warme ¢y (links) und uniforme statische Suszeptibilitdt xo der
erweiterten RGM (durchgezogene Linien) fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S als
Funktion der skalierten Temperatur 7/5(S + 1) im Vergleich mit der HTE (gestrichelte Linien;
Padé [5,5]). Das eingebettete Diagramm zeigt das Tieftemperaturverhalten der RGM.

Dieses Problem tritt in der erweiterten Variante mit Energiekorrektur nicht auf, siehe

Abbildung [3.33] Ebenso liefern die Daten aus der HTE, auch fiir die Suszeptibilitéit xo,

eine iiberzeugende Ubereinstimmung. Fiir geringe Temperaturen T — 0 bildet sich bei
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hoheren Werten von S eine leichte ,Schulter” aus, siehe eingebettetes Diagramm von
Abbildung [3.33] welche ein Hinweis auf eine groke Zahl von tiefliegenden Anregungen sein
kann. Fiir den Fall S = 1/2 fiir ein grofses Gitter mit 42 Spins konnte im Rahmen der ED
ein ausgepriagtes Maximum in der spezifischen Wirme bei tiefen Temperaturen T ~ 1072
gefunden werden, das im Rahmen der RGM nicht gefunden wird [25]. Es ist davon
auszugehen, dass dies an der ungeniigenden Genauigkeit der RGM in diesem Bereich liegt
und eine prazise Kenntnis iiber die Energien des Anregungsspektrums vonnéten ist. Die
uniforme Suszeptibilitdt weist ebenso wie ¢y ein Maximum bei moderaten Temperaturen
auf, das mit der Spinquantenzahl ansteigt und zu tieferen Temperaturen versetzt ist.
Auffallend ist der weite Bereich ab einer Temperatur von 7'~ S(S + 1) bei S = 1/2
ab dem die Temperaturabhéingigkeit sehr schwach ausfallt. Fiir grofere Werte von S
verkleinert sich dieser Bereich.

30 —_—
S=12 ——
B S1 — |
T S=312
S=2
20 ss2 — | =
S=3 &
p
L e ¥ L ==
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 02 04 06 08 1 12 14
T/S(S+1) T/S(S+1)

Abbildung 3.34.: Wellenldngenabhéngige statische Suszeptibilitdt xq (links) und normierter
Strukturfaktor Sq/S(S + 1) (rechts) der erweiterten RGM (gestrichelte Linien - Qq; durchge-
zogene Linien - Q) fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S als Funktion der skalierten
Temperatur 7'/S(S + 1).

Qualitativ ist die Aussage der gezeigten Grofen in Abbildung[3.34]bei Temperaturen 7" > 0
fiir alle Spinquantenzahlen dieselbe: Die statischen Suszeptibilitéten yq und die normierten
Strukturfaktoren Sq/S(S + 1) signalisieren erwartungsgeméfs eine Favorisierung des
,,\/3 x /3 Zustands fiir alle Werte S > 1 /2. Dabei fallt der Unterschied in den Grofen
Sq/S(S + 1) deutlicher aus, als in yq. Ebenso fiihrt in beiden Féllen der Limes geringer
Temperaturen 7" — 0 auf die korrekten Werte des GS (siche schwarze Symbole in

Abbildung [3.34).
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Abbildung 3.35.: Korrelationslange {g der RGM mit Erweiterung durch die CCM (gestrichelte
Linien - Qq; durchgezogene Linien - Qi) fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S als
Funktion der skalierten Temperatur 7'/S(S + 1).

Trotz fehlender LRO zeigt sich ein Ubergang von einer extrem kurzreichweitigen Korrela-
tion fiir S = 1/2 mit £ ~ 1 fiir einen weiten Bereich tiefer Temperaturen, sieche Abbildung
[3.35] die bereits fiir S > 1 unterhalb von T'/S(S + 1) ~ 0.2 auf mehrere Elementarzellen
¢ ~ 2 ausgedehnt ist. Dabei vergrofsert sich bei tiefen Temperaturen sukzessive die Korre-
lationslange mit der Spinquantenzahl. Der Unterschied in den verschiedenen Zustdnden
magnetischer Ordnung Qg und Q; zeigt eine schwache Temperaturabhingigkeit, wobei
dieser fiir hohe Temperaturen verschwindet. Dieser Limes wird zum Beispiel durch Glei-
chung verstandlich. Es ist festzustellen, dass fiir den gesamten Temperaturbereich
Sq.|r > Sq,|r (ebenso &q,|r > €q,|r) gilt, wobei es eine Temperatur 1" < T™* gibt, ab
der die Temperaturabhéngigkeit Sq,|r<r+ ~ Sq,

r—0 (i = 0,1, aukerdem gilt ebenso
£q;|lT<r+ =~ £q,|r=0) nahezu verschwindet und keinen wesentlichen Einfluss mehr auf die
magnetische Struktur hat. Das bedeutet, dass diese Grofsen ab einer bestimmten Tempe-
ratur nahezu konstant sind und Quantenfluktuationen dominieren. Aus den Abbildungen
und geht hervor, dass 7%/S(S + 1) eine Abhéngigkeit von der Spinquantenzahl
aufweist. Diese skalierte Temperatur, aufgetragen als Funktion von 1/5, ist in Abbildung

[3.36] gezeigt.
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Abbildung 3.36.: Daten fiir die skalierte Temperatur 7%/S(S + 1) nahezu temperaturunab-
héngiger Groken Sq,|7+ = pSq,lr=o0 (i = 0,1, beziehungsweise £q,|r+ = péq,|T=0) aus der
RGM, mit p = 0.99, als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/S. Fiir £ ergab eine lineare
Ausgleichsrechnung der Form f(S) = a/S(S+1) den Wert a = 0.202(£0.001) (’fit’ in Abbildung;
fiir p = 0.95 ergibt sich a ~ 0.28).

Fiir S = 1/2 ist der Bereich, in dem Quantenfluktuationen wichtiger als thermische Fluk-
tuationen sind, am groften, wohingegen der klassische Limes S — oo auf 7% /S(S+1) — 0
fiihrt.

Der Strukturfaktor wurde ebenso im Rahmen der HTE fiir verschiedene Spinquanten-
zahlen bestimmt. Da die entsprechenden Gleichungen sehr lang sind, werden an dieser
Stelle nur exemplarisch die ersten Terme fiir S = 1/2,1,3/2 angegeben. Hierfiir sei
auf die Gleichungen , und im néchsten Kapitel verwiesen@ Die
Ubereinstimmung der Ergebnisse fiir den skalaren Strukturfaktor von HTE und RGM bei
moderaten Temperaturen, siche Abbildung [3.37] ist sehr gut. Beide Methoden liefern aus
dem paramagnetischen Bereich kommend die Aussage, dass der ,v/3 x v/3“Zustand durch

thermische Fluktuationen favorisiert wird. Dies ist in Ubereinstimmung mit [125] 129, 137].

22Fiir eine Kopplung ausschlieRlich nichster Nachbarn setze man hier J; = 0 und .J; = 0.
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Abbildung 3.37.: Normierter Strukturfaktor Sq/S(S + 1) des AFM auf dem Kagome-Gitter
der HTE (Ordnung 9; oben) und der erweiterten RGM (unten) bei der skalierten Temperatur
T/S(S + 1) = 1.3 innerhalb eines Ausschnitts der Brillouin-Zone fiir S = 1/2 (links) und S =3
(rechts). Die Kreise markieren die magnetischen Ordnungsvektoren der wichtigen klassischen
Grundzusténde aus Abbildung (schwarz - Qq; rot - Q).

Auch der direkte Vergleich entlang eines Pfades der Brillouin-Zone in Abbildung

zeigt deutlich, dass die beiden Methoden ebenfalls quantitativ iibereinstimmen.
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Abbildung 3.38.: Normierter Strukturfaktor Sq/S(S + 1) der erweiterten RGM und der HTE
mit Spin S = 1/2 (10. Ordnung) und S = 7/2 (9. Ordnung) bei 7//S(S + 1) = 1.5, 0 entlang
eines Pfades in der Brillouin-Zone.

Der sphérisch gemittelte Strukturfaktor ist in Abbildung dargestellt. Zunéchst lasst
sich erkennen, dass durch das Bilden des sphérischen Mittels viele Charakteristika, die
beim skalaren Strukturfaktor aus Abbildung erkennbar sind, verschwinden und eine
einfache Zuordnung der Zustdnde nicht mehr moglich ist. In dem gezeigten Intervall sind
zwei Maxima bei ¢; ~ 1.28 A" und G2 ~ 3.24 AT erkennbar, die anndhernd unabhéngig
von der Temperatur und der gewdhlten Spinquantenzahl sind. Fiir S = 1/2 existieren aus
[120] experimentelle Daten iiber das erste Maximum ¢} ~ 1.3 A™" einer Probe von 20 g
98 % deuteriertem Herbertsmithit. In einer Arbeit von 2017 konnte dieses Maximum im

Rahmen der sogenannten Numerical-Linked-Cluster-Method ebenfalls gefunden werden,
siehe [13§].
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Abbildung 3.39.: Sphiirisch gemittelter und skalierter Strukturfaktor S,/S(S+1) nach Gleichung
der HTE fiir verschiedene Werte der Spinquantenzahl S = 1/2 (rot; Ordnung 10) und
S = 7/2 (schwarz; Ordnung 9) als Funktion von ¢ in Einheiten von A (unter Berticksichtigung
des experimentell ermittelten Gitterabstands von Herbertsmithit a = 3.42 A aus [120]) bei zwei
Temperaturen 7/S(S + 1) = 2 (duchgezogene Linien) und 7'/S(S + 1) = 5 (gestrichelte Linien).

W1 Erweiterung auf das J;-.J,-.J,-Modell

Abbildung 3.40.: Exemplarische Abbildung zweier wichtiger (klassischer) Konfigurationen unter-
schiedlicher Symmetrie: ,,¢ = 0“-Zustand (links) und ,,v/3 x v/3“-Zustand (rechts). Die zusétzlichen
Kopplungen sind durch Jy (blau) und J; (griin) angedeutet.

Viele Eigenschaften der magnetischen Isolatoren mit einer quasizweidimensionalen Kagome-
Struktur kénnen durch das J;-Modell mit S = 1/2 beschrieben werden. Unter diesen

106



KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL 3.5. KAGOME-GITTER

Materialien gibt es jedoch nur wenige, die sich durch eine dominierende antiferromagneti-
sche Wechselwirkung néchster Nachbarn (J;) auszeichnen. Einige der aktuell im Fokus
stehenden stark-frustrierten synthetischen Materialien, wie zum Beispiel CuzZn(OH)sCly
(das sogenannte Kapellasit, das neben seiner mineralischen Form auch als metastabiles
Polymorph des S = 1/2-Minerals Herbertsmithit vorgefunden werden kann, siehe [139])
und CuzMg(OH)Cl, (das sogenannte Haydeeit) zeigen jedoch neben einer kleinen Kopp-
lung zwischen iiberndchsten Nachbarn J, eine starke (antiferromagnetische) diagonale
Kopplung J; zwischen drittnéchsten Nachbarn, die sich auf den Hexagonen gegeniiber-
liegen, siehe Abbildung Das Verhéltnis der dominanten Kopplungen x = J;/J; ist
die wesentliche Grofe in diesen Materialien [139]. Das Vorhandensein dieser zusétzlichen
Kopplung kann zu einer Selektion einiger ausgezeichneter nicht-koplanarer Zustédnde mit
einer zwolfelementigen magnetischen Elementarzelle fithren, siehe [I39HI4T], der soge-
nannte cuboc-1- beziehungsweise cuboc-2-“Zustand“. Eine Moglichkeit diese komplizierten
Zusténde zu detektieren, ist, den pseudoskalaren Operator IA(;”’LA = Sml (Smg X Sm3> /53
auf den Plaketten zu untersuchen. Dieser liefert fiir nicht-koplanare Zustdnde einen Wert,
der von 0 verschieden ist. Insbesondere wird vermutet, dass diese Zustidnde einen Einfluss
auf den anomalen Hall-Effekt in stark korrelierten Elektronen-Systemen in metallischen
Materialien haben [130]. Fiir kleine Werte der Kopplungen |J;| =~ 0 und |J2| ~ 0 ist
jeweils einer der beiden konkurrierenden Zusténde in Abbildung [3.40] je nach Vorzeichen,
bevorteilt 2

Die RGM-Resultate liegen fiir dieses Modell bisher nicht vor, es hat sich aber gezeigt, dass
wesentliche Merkmale der Physik in der HTE bis zu einer Temperatur von 7"~ S(S + 1)
enthalten sind und Aufschluss iiber die Entwicklung magnetischer Ordnung geben koénnen.
Deshalb soll in diesem Kapitel der skalare Strukturfaktor aus der HTE genutzt werden,
um ein qualitatives Bild von der Favorisierung magnetischer Strukturen zu erhalten. Die

ersten Entwicklungskoeffizienten des skalaren Strukturfaktors ergeben sich fiir die Werte

23Neben dem Einfiihren von zusitzlichen Austauschkopplungen kénnen auch Anisotropien zu einer
Selektion dieser Zusténde fithren, siche [142].
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der Spinquantenzahl von S =1,1,2 zu (T=T/S(S+1))
Sas=1/2 _ 4N 0y V3q,
S5+ 1- oF (2 cos <§) cos | —— | + cos(gqy)
4.Jy qy \/§Qz qy 34y
+ o7 (2 cos ( 5 ) cos < 5 ) — 4 cos ( 5 > cos(gy) cos 5 — cos (\/ng)

_ 29; (2c05(g,) cos (VBa, ) + cos(24,))

247JT ( (V34 ) (2cos(qy) +1) + 2cos (fq) (3%) “08(2%))
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2 (oo (o450) 1) o st 200 (V) )

o S0 <2 (@) cos () (cos (VBar ) — cos(a,) + cos(2q,) + 1))

+ S22 (cos (V3a.) (dcos(ay) + cos(2) + coslay) +2cos(2q,)) (3116

8J1J4 Qy V3q, 3v/3¢,
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16J,J,
+ 5 L (\/_qx) cos(qy)

8J2Jd 3\/§QI 5Qy \/§Qx Qy 7Qy
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Sqs=1/2  Sqs=32 _ 16J7 V3¢, Qy
S(S+1) S(S+1) 13572 2 cos 9 ) °® < 2 ) + cos(gy)

2
_ 1265‘;%2 (2 cos (\/2%) oS (%) + cos (\/gqx>> (3.118)

83
135772

(2 cos (\/gqx) cos(qy) + Cos(2qy)> +O(T®).

Im vorangegangenen Kapitel wurde das antiferromagnetische Modell J; > 0 untersucht
und sich mit der Frage beschiftigt, ob die magnetische SRO eher dem ,,¢ = 0“-Zustand
oder dem ,,v/3 x v/3“Zustand entspricht. Durch die zusétzlichen Kopplungen kommt es
zu einer Selektion. Wie man an den Gleichungen (3.116), (3.117]) und (3.118)) sieht, ist die

erste Ordnung unabhéngig von der Spinquantenzahl und liefert ein grobes analytisches

(temperaturunabhéngiges) Kriterium, mit dem angegeben werden kann, ob der ,,q = 0
Zustand (Qy) oder der ,,v/3 x v/3“Zustand (Q;) stirker ausgeprigt ist: AM = sq, | —
SQu1 = —%(Jl — 8.J;) — Jy. Die Temperaturabhéngigkeit und die Abhéngigkeit von der
Spinquantenzahl der HTE héherer Ordnung gehen aus Abbildung [3.41] hervor. Zunéchst
muss bemerkt werden, dass der energetische Unterschied von Qg oder Q; nach klassischer
Vorstellung durch J, beziehungsweise .J; bereits aus Abbildung deutlich wird. Es
fallt auf, dass die Doméne des ,,¢ = 0“-Zustands fiir S = 1/2 bei geringerer Temperatur
ausgepragter ist, wobei mit ansteigender Temperatur der ,v/3 x v/3““Zustand zunehmend

favorisiert wird.
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Abbildung 3.41.: Dargestellt ist die Differenz der normierten skalaren Strukturfaktoren A =
(SQo,s —5q.,5)/S(S + 1) beim J;i (= 1)-Jo-J4 Kagome-Modell bei der normierten Temperatur
(oben) T/S(S + 1) = 2 beziehungsweise (unten) 7'/S(S + 1) = 4 fiir den Spin S = 1/2
(links, 11. Ordnung) und S = 3 (rechts, 9. Ordnung). Zuséatzlich aufgetragen ist der spin- und
temperaturunabhingige Ubergangspunkt A1) = —%(Jl —8J3) — Jg = 0 aus der HTE erster
Ordnung (rote Linie) und der Ubergangspunkt A = 0 aus den numerischen Daten (griine Linie).

Betrachtet man jedoch die gesamte Brillouin-Zone in Abbildung und (3.43, so wird

ersichtlich, dass hier bei betragsméfsg groken Jy/J; und Jy/J; Zusténde relevant werden,
die eben nicht dem einfachen ,,g = 0 oder ,,v/3 x v/3“Zustand zugeordnet werden kénnen.
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Abbildung 3.42.: Normierter skalarer Strukturfaktor Sq s/S5(S + 1) bei der normierten Tem-
peratur T/S(S + 1) = 2 fiir den Spin S = 1/2 (11. Ordnung). Die Parameter sind gewahlt zu
Ji=1und J; = J;=0,0.2,0.8,1 (von links nach rechts).

Der sogenannte cuboc-1-, als auch der cuboc-2-Zustand sind, wie eingangs bereits erwahnt,

wichtige magnetische Konfigurationen fiir dieses Regime, die jeweils ein charakteristisches
Muster in der Brillouin-Zone bilden, siehe hierzu Abbildung [3.43|(iii) und iv).
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Abbildung 3.43.: Normierter skalarer Strukturfaktor Sq g/5(S + 1) bei der normierten Tem-
peratur T'/S(S 4+ 1) = 2 fiir den Spin S = 1/2 (11. Ordnung). Die Parameter sind gewé#hlt
wu: (1) Ji = 1,Jo = 0,J; = =1 (,qg = 09, (ii) J; = 1,J = —1,J3 = 0 (,v/3 x /39, (iii)
Ji=1,J2=0,J3 =1 (cuboc-1) und (iv) J; = 0.1,Jo = 1,J; = 1 (cuboc-2) (von links nach
rechts). Eine gute Ubersicht dieser Phasen findet sich in [143].

Nach aktuellen experimentellen Befunden ist die Wechselwirkung néchster Nachbarn
fiir das Kapellasit ferromagnetisch mit: J; = —12K, J, = —4K und J; = 15.6 K, siche
[141], 143]. Ebenfalls werden dhnliche Minerale, die auch durch das J;-J;-Jg-Modell auf
dem Kagome-Gitter beschrieben werden kénnen, hinsichtlich ihrer Parameterverhéltnisse
diskutiert. Eine Moglichkeit bietet das Auswerten von Daten aus Streuexperimenten
an Einkristallen, die durch Abgleich der Muster beziehungsweise Punkte in Sq ¢ durch
Anpassung an die HTE einen Wert fiir die jeweiligen beriicksichigten Austauschkopplungen
liefern. Fiir Kapellasit entspréche der skalare Strukturfaktor der linken Abbildung
und der sphérisch gemittelte Strukturfaktor der rechten Abbildung [3.44] (das Maximum
befindet sich hier bei ¢; ~ 0.5 A_l). Dieses Maximum weist fiir hohere Temperaturen
einen leichten Versatz zu tieferen Temperaturen auf, der auch experimentell festgestellt

wurde. Fiir S = 1/2 finden sich in [140] experimentelle Daten iiber das erste Maximum bei
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tiefen Temperaturen ¢} ~ 0.5 A" ciner Probe von 3 g 98 % deuteriertem Kapellasit. Im
Bereich moderater Temperaturen ist das Vorhandensein von ,,cuboc-2“-Ordnung deutlich
zu erkennen, vergleicht man beispielsweise mit Abbildung [3.43] Fiir T — 0 finden die
Autoren in [143], dass Kapellasit in einem Randgebiet zwischen ,,cuboc-2“ und einer
quantenparamagnetischen Phase einzuordnen ist. Die favorisierte magnetische Ordnung
fiir S = 1/2 scheint sich innerhalb der HTE in diesem Fall, vergleicht man die Abbildungen
[3-43] und [3.44] unter dem Einfluss der Temperatur nur geringfiigig qualitativ zu &ndern.
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Abbildung 3.44.: (links) Normierter skalarer Strukturfaktor Sq 5/5(S + 1) bei der normierten
Temperatur T'/S(S 4 1) = 2 fiir den Spin S = 1/2 (11. Ordnung). (rechts) sphérisch gemittelter
und normierter Strukturfaktor S,/S(S + 1) nach Gleichung der HTE (Ordnung 10) fiir S =
1/2 als Funktion von ¢ in Einheiten von A (unter Beriicksichtigung des experimentell ermittelten
Gitterabstands von Kapellasit a = 3.15 A aus [144]) bei T/S(S + 1) = 2 (durchgezogene Linie)
und 7'/S(S + 1) = 5 (gestrichelte Linie). Fiir beide Abbildungen wurden nach [141], [143] die
Werte J; = —1 (—12K), Jo = —0.3 (—4K) und J; = 1.3 (15.6 K) verwendet.
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Zusammenfassung Kapitel 3.5: Kagome-Gitter

In Kapitel wurde die RGM zunéchst auf das Kagome-Gitter mit einer Wech-

selwirkung zwischen néchsten Nachbarn fiir beliebige Spinquantenzahlen S > 1/2

angewandt. Es zeigte sich, dass die Minimalvariante der RGM nicht in der Lage ist,
eine konsistente Losung fiir beliebige S im gesamten Temperaturregime zu liefern.
Dieses Problem konnte durch die Beriicksichtigung eines weiteren Vertexparameters
gelost werden. Dafiir wurde eine weitere Gleichung benétigt, wobei an dieser Stelle
die prézisen Daten der CCM fiir die Energie des GS zur Verfiigung standen. Die
entsprechenden numerischen Losungen zeigten eine gute Ubereinstimmung mit der
HTE bis zu Temperaturen von T' ~ S(S+1). Die Analyse des Strukturfaktors Sy er-
gab fiir beide Methoden, dass die favorisierte magnetische SRO hier durch ,,v/3 x v/3%
-Ordnung beschrieben wird. Der Unterschied zwischen ,,\/§ X \/5“—Ordnung und
»,q¢ = 0 -Ordnung nahm in beiden Féllen mit der Spinquantenzahl ab. Aus der
Analyse der Korrelationslénge fiir S = 1/2 erkennt man, dass die Ordnung £ ~ 1
extrem kurzreichweitig ist und ungefihr dem Abstand zu den néchsten Nachbarn
r = 0.99¢q,|r=0 (1 = 0,1) gilt und
unterhalb deren thermische Fluktuationen gegeniiber Quantenfluktuationen ver-
nachléssigbar sind, konnte durch einen fit zu T* ~ 0.202(£0.001) (T*/S(S+1) = 0

fir S — oo) bestimmt werden. Der sphérisch gemittelte Strukturfaktor wurde

entspricht. Die Temperatur 7™, fiir die &q,

mittels der HTE untersucht und unter Beriicksichtigung des experimentell ermittel-
ten Gitterabstands von Herbertsmithit dargestellt (a = 3.42 A). Es bildeten sich
zwei deutliche Maxima bei ¢; ~ 1.28 A" und G~ 3.24 A! aus, die annahernd
temperatur- und spinunabhéngig waren und sehr gut mit den experimentellen
Befunden iibereinstimmten. In Kapitel wurde das Modell im Rahmen der
HTE auf das experimentell relevante J;-J5-J;-Modell erweitert. In erster Ordnung
HTE lieferte der skalare Strukturfaktor Sq/S(S + 1) ein spin- und temperaturun-
abhingiges Kriterium fiir das Auffinden der favorisierten magnetischen Ordnung in
einer kompakten analytischen Formel. Fiir groke Werte von |Jy/J;| oder |Jy/J;|
wurde die Relevanz der cuboc-1- beziehungsweise cuboc-2-Zustiande gezeigt, wo-
bei die quantitative Analyse dieser Phasen innerhalb der HTE ein interessanter
Ansatzpunkt fiir zukiinftige Projekte ist. Am Ende des Kapitels wurden die fiir

das Experiment relevanten Parameter verwendet, um den sphérisch gemittelten

Strukturfaktor und den skalaren Strukturfaktor innerhalb der HTE auszuwerten.

113



3.6. KUBISCH-RAUMZENTRIERTES-GITTER KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

3.6 Kubisch-Raumzentriertes-Gitter

3.6.1 J1'J2'M0de"

Abbildung 3.45.: Ausschnitt des kubisch-raumzentrierten Gitters. Die Wechselwirkung zwischen
néchsten (iibernéchsten) Nachbarn J; (J2) ist rot (schwarz) markiert. Die Kantenldange des
Kubus betragt mit den weiter unten gewéhlten Vektoren |e;| = 1.

Das Kapitel [3.4] beschiftigte sich mit der Fragestellung, wie sich die kritische Tempera-
tur bei frustrierten Ketten in einer Dimension mit einer schwachen dreidimensionalen
Kopplung unter dem Einfluss verschiedener Kopplungsparameter J; ; verhélt. Es wurde
davon ausgegangen, dass die HTE nicht in der Lage ist, bei kleinen kritischen Tempe-
raturen 7T, ~ 0 das facettenreiche Zusammenspiel dieser Parameter wiederzugeben. Der
Einfluss von Frustration ist nebst der Spinquantenzahl S auch von der Dimension D
des Gitters abhéngig. In dem kanonischen J;-Js-Heisenberg-Modell zeigen sich fiir eine
geringe Gitterdimension D < 3 bei starken Quantenfluktuationen frustrierter FM ober-
halb einer kritischen Schwelle J, > J$ unkonventionelle Eigenschaften [58| 84 145HI50].
Als geeigneter Gittertyp fiir ein entsprechendes J;-Jo-Heisenberg-Modell mit D = 3, bei
dem die konkurrierenden Kopplungen J; und J; einzeln betrachtet jeweils nicht frustrie-
rend sind, soll in diesem Kapitel das kubisch-raumzentrierte Gitter (N = 1) mit einer

Wechselwirkung zwischen z; = 8 néchsten J; und 2z = 6 iibernéchsten J; Nachbarn
H=J) SuSu+2» SnSu (3.119)
(m,n) [m,n]

betrachtet werden. Die Spins sind an den Orten des Vektors R = ha; + kas +[ag lokalisiert,
wobei a; = £ 3 ;i 1(1—=20;,) e;] ist (e; sind hier die kartesischen Einheitsvektoren). Fiir

unfrustrierte dreidimensionale FM (J; = —1) mit einer grofen Koordinationszahl ist an-
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zunehmen, dass die entsprechende kritische Temperatur 7., zum Beispiel im Vergleich zu
den schwach gekoppelten Ketten aus Kapitel [3.4.2] deutlich gréfer ist. Durch Frustration
Jo > 0 wird die kritische Temperatur naturgeméfs kleiner.

Zum einen soll in diesem Kapitel die RGM auf das J;-Js-Heisenberg-Modell mit ferro-
magnetischem GS angewandt werden, um den kritischen Schwellwert J§, bei dem der
ferromagnetische GS zusammenbricht, und die kritische Temperatur T.(J; = £1, J3) in
Abhéngigkeit von Jy zu bestimmen. Zum anderen werden anschliefend die Ergebnisse
fir die kritische Temperatur T.(J; = +1, J;) paradigmatisch durch Analyse des Struktur-
faktors Sq mit der HTE verglichen. Teile der Ergebnisse nachfolgender Untersuchungen
wurden in [59] und [60] veréffentlicht.

Im klassischen Limes S — oo ist der GS ferromagnetisch (J; < 0) solange J, < J& =
2|y gilt. Fir J, > Jo% ist der Zustand mit der geringsten Energie bei T = 0 ein AFM
mit dem magnetischen Ordnungsvektor Q4 = (m, 7, 7) [106, I50HI53]. Diese magnetische
Ordnung ldsst sich auch bei der Analyse der ersten Entwicklungsterme des skalaren
Strukturfaktors aus der HTE finden, siehe Diskussion unterhalb von Gleichung
und Abbildung [3.50] weiter unten.

Nun folgen die fiir die RGM notwendigen Gleichungen. Dabei wird von der Minimalvari-
ante Gebrauch gemacht. Die Dispersionsrelation der RGM ergibt sich nach Kapitel
(N =1) zu

UJ(21 =Jiz (’Y((ll) — 1o (0001 — coo2 — 3 (c101 + C121) + 2’100017((11))

2
- (szl(%gl) —1)+ JQQZQ(%(;Z) —1)) (/\0001 + 55(5 + 1))

+ J2222(’Y((12) —1a (0101 — Co02 — 4121 + 2201017212))
+ J1J222(%(12) — Da (—4eiao — 12¢001 + 2101017")

q
+ J1J221(%(;1) —1a (—30120 — 3com + 220001%(12))
+ J1J2z122¢0m (”Yél) —1) (7((12) -1), (3.120)

mit ¢ = cr = (SgS%) = 2(SeSr)/3, = cos (%) cos (%) cos (%) und Y =
5(cos (gy) + cos (gy) + cos (¢.)). Alle symmetriebedingt gleichwertigen Korrelationsfunk-
tionen wurden gleichgesetzt: cog1_1 = c121 und c11_1 = €991 = €199. Fiir die Minimalversion
nach Kapitel [3.2.1] siche hierzu auch das nachfolgende Kapitel und Anhang [D]
werden a;j; = a und A = A gesetzt. Die uniforme Suszeptibilitét aus Gleichung ((3.40))
ergibt sich hier zu

~ co01J1 + Cro12

= 121
X0 AO ) (3 )
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und liefert mit

No =J7a(9co01 — conz — 3(cio1 + c121)) — Jr1Jacx(coor — 8cio1 + Terao)

2
+J22a(70101 — 40121 — 0220) —A (J120001 + J226011) — gS(S -+ 1) (J12 + J22) y (3122)

die Kondensatregel g = 0 fiir den ferromagnetischen Bereich mit LRO. Die entsprechende
Korrelationsldnge ergibt sich nach Gleichung (3.45)) zu

s A+ B-—16a (Gor I} + o1 J3)

S0 = 16 (coo1 1 + cro1/2) Do (3.123)
A= —J12J20é<120(2)01 + coo1 (31e101 — 4¢120) + 101 (Cooz + 3(cro1 + C121))>

— Ci01 ()\0001 + gS(S + 1)) , (3.124)
B = —3J1J2204<0001(36C101 —4cig — 0220) + C101(16C101 + 30120))

+ coon <)\0011 + §S(S + 1)) . (3.125)

Sie divergiert also ebenso mit der Forderung Ag — 0. Die temperaturabhéngige Spinstei-

figkeit ergibt sich zu

ps(T) = /a(J1 + J2) (con s + cro1.]2). (3.126)

Es wird sich im néchsten Abschnitt (Kapitel dieser Arbeit zeigen, dass die Behandlung
von rein antiferromagnetischen Modellen innerhalb der Minimalversion der RGM fiir
S > 1 bei bestimmten Werten der Vertexparameter fiir 7' = 0 im Temperaturregime zu
Problemen fithren kann. Diese spezifischen Probleme werden dort durch die Beriicksichti-
gung weiterer Vertexparameter behoben. Es ist davon auszugehen, dass sich die Qualitat
der Ergebnisse fiir den AFM auch in diesem Modell mit der Beriicksichtigung weiterer von-
einander unterschiedlicher Vertexparameter verbessern lassen kann. An dieser Stelle muss
erwiahnt werden, dass die kritischen Temperaturen 7, die sich innerhalb der Minimalver-
sion der RGM fiir den AFM (J; = 1, Qn = (27,27, 27)) ergeben, als (womdglich grobe)
Vergleichsdaten fiir die kritischen Temperaturen aus der HTE verwendet werden. In der

Minimalversion der RGM ist es ausreichend, lediglich eine zusétzliche Gleichung nach Kapi-

tel|3.2.1} also r(T) = 2%—:2‘: = r(0), aufzustellen, damit fir alle Temperaturbereiche eine
Losung gefunden werden kann. Es zeigt sich, dass, wie im Kapitel [3.5 der Vertexparameter
a(T'=0,5=1/2) ~ 1.32768, (T = 0,5 = 1) ~ 1.00559, (T = 0, S = 100) ~ 0.605309

ab einem bestimmten Wert fiir den Spin kleiner als (oder in der Ndhe von) ay, = 1 ist

und es demzufolge zu Problemen bei der Lésung im Bereich von Temperaturen 7" > 0
kommen kann. Die Daten 7.(S, J2) im Rahmen der RGM lassen sich méglicherweise durch

eine Anpassung der Grundzustandsenergie, wie sie in Kapitel [3.5] vorgenommen wurde,
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verbessern. Eine Verdffentlichung, die diese Daten zur Verfiigung stellt, findet sich zum
Beispiel in [150].
Fir den AFM (J; = —1, Jy > J§) mit dem magnetischen Ordnungsvektor Q4 = (7, m, 7)

wird ferner die Gleichung der zugehorigen statischen Suszeptibilitét

6coo1 /1 + 9ci01J2
A(ﬂ',ﬂ',ﬂ')

X(rmm) = : (3.127)

mit

A (rrm) =3 (—3J1J2(50001 + 3c120) + J12(0001 — 6c121) — 3J22(40121 =+ 0220))
+ 3a (J7(coo1 — 2(coo2 + 3c101)) — 3J1J2(5coo1 + 3ci20) — 15¢1013)
— 2 (3coo1 JiA 4+ S(S +1) (2J7 + 3J3)) — 9cio1 J3 A (3.128)

benétigt. Natiirlich wird fiir die magnetisch ferngeordnete Phase in diesem Fall A 7 ) = 0
als Kondensatbedingung genutzt.

Fiir den AFM mit dominierender Kopplung néchster Nachbarn (J; = 1, J5 < Jg) mit dem
magnetischen Ordnungsvektor Qy = (27, 27, 27) wird die Divergenz der entsprechenden

statischen Suszeptibilitat

3coo1
.27, 2m) — 3 3129
X(2r,2m,27) —A(%,%’%) ( )
mit
A(or2m20) =J1(3a(cooz + 3(cr01 + €121)) + 3coor A + 25(S + 1))
+ 3@(70@01 Jl — 30001 <]2 + 30120J2) (3130)
gefordert.

GRUNDZUSTANDSEIGENSCHAFTEN

Zunachst werden einige Ergebnisse der RGM fiir den GS des frustrierten FM innerhalb
der RGM diskutiert.
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r P H N r

Abbildung 3.46.: Dispersionsrelation der magnetischen Anregungen beim FM (J; = —1) am
Temperaturnullpunkt 7" = 0 fiir verschiedene Jz. Die Punkte der Brillouin-Zone sind definiert
als T'=(0,0,0),Q4 =P = (m,m,7),H = (0,0,27) und N = (7, 7,0). Man beachte: Bei "= 0
ist das Spektrum wq/S unabhéngig von S.

Im ferromagnetischen Bereich (Jy < J§ : 2(SoSr)/3 = crzo(T = 0) = 252/3, (T =
0) = 3/2,\(T = 0) = 2 —1/5) entspricht der GS dem klassischen Zustand und die
Spinsteifigkeit ist eine einfache zur Spinquantenzahl S direkt proportionale Grofe: p,(0) =
ps(T'=0) = S|J; 4+ Jo|. Diese stimmt, bedingt durch die einfache Gestalt des Zustands,
mit dem Resultat einfacherer Theorien, wie etwa der linearen Spinwellentheorie, siehe
hierzu beispielsweise [10], tiberein. Es fallt auf, dass die eben erwidhnte Grofe durch den
Einfluss von .J, abnimmt und am klassischen Ubergangspunkt endlich bleibt. Das von
der Spinquantenzahl unabhéngige Dispersionsspektrum wq/S in Abbildung zeigt
bei Anniherung an den Wert J, — J§! die Herausbildung einer weichen Mode fiir den
magnetischen Ordnungsvektor Q4 = P = (7, 7, 7).

In D =1 existiert hingegen keine weiche Mode, die Spinsteifigkeit p, verschwindet am
quantenkritischen Punkt J, = JS = |J;|/4 (wobei der fiihrende Entwicklungsterm von wqy
proportional zu ~ q* bei J, = J§ ist), der Ubergangspunkt J§ ist unabhéngig von S, und
der magnetische Ordnungsvektor Q &dndert sich kontinuierlich von Q = 0 zu Q # 0 beim
Uberschreiten des Punktes JS, siehe hierzu auch [S0, 84, 145-147].

In D = 2 ergibt sich im Limes des klassischen Ubergangspunktes J5* = |.J;|/2 eine
kontinuierliche Schar verschwindender Anregungsenergien wq mit q = (¢,0) und q = (0, q)
im Bereich 0 < ¢ < 7, (anders ausgedriickt, bildet sich in dieser Region ein flaches Band).
Dieser flache Teil des Spektrums ist jedoch fiir den extremen Quantenfall irrelevant, weil
Joauant - jeclas o]t das heikt der Phaseniibergang wird zu Werten einer schwiicheren

frustrierenden Kopplung iibernichster Nachbarn verschoben (J5 9" ~ 0.4|J;] fiir S =
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1/2, siehe 22, [148)).

Das Verhalten der Dispersionsrelation im GS fiir D = 3 unterscheidet sich demnach
von den Eigenschaften frustrierter Ji-Jo-FM in der Dimension D = 1 (siehe hierzu
zum Beispiel [56, 154, 155]) und D = 2 [55]. In Anbetracht der Resultate fiir D = 1
und D = 2 stellt sich die Frage, ob fiir D = 3 der Ubergang J§ mit dem klassischen
Wert iibereinstimmt. Fiir das antiferromagnetische Modell (J; > 0) mit S = 1/2 ist
bekannt, dass sich J¢ geringfiigig zu héheren Werten J§ ~ 0.7.J; > J5* verschiebt,
siehe [I51, 152, 156, 157]. Der Ubergangspunkt JS fiir ein ferromagnetisches .J; wird
energetisch durch den Ubergangspunkt der GS-Energie mit dem antiferromagnetischen
Regime bestimmt, wie es zum Beispiel in [55] getan wurde. Die (klassische) GS-Energie des
FM A}l_l)IIOO(EFM/N) = —4[.J;|S? + 3.J,5? hat ihren Ubergangspunkt mit der GS-Energie
aus dem kollinear antiferromagnetischen Bereich kommend fiir S = 1/2 bei ungefdhr
J§ ~ 0.63].J;|, siche Abbildung [3.47 und ist damit nahezu identisch mit dem klassischen
Ergebnis.

03} ' ' " R=(1,00) ——
_________________________________________________________________ R=(1.1.0) ——
R=(2.0.0) ——
02 | R=(121) —— -
O L] L] 1 L] L]
oLt
5 z
USD OF |.uo
V
01}
02}
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.47.: Verschiedene Spin-Spin-Korrelationsfunktionen (SoSgr) im GS als Funktion
von Jy fiir das Spin-1/2-Heisenberg-Modell auf dem kubisch raumzentrierten Gitter im ferro-
magnetischen (Qp = 0) und im antiferromagnetischen Regime (Q4q = P = (7,7, 7)). Das
eingebettete Diagramm zeigt die Energie je Gitterplatz zur Bestimmung von J§. Zum Vergleich
ist aukerdem der klassische Wert angegeben ("AFM cl’).
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EIGENSCHAFTEN BEI ENDLICHEN TEMPERATUREN 7" > (

Die RGM weist im GS die Herausbildung einer weichen Mode bei J, — J§ auf, wobei
die normierte Dispersionsrelation wq/S nicht von der Spinquantenzahl abhéngig ist. Es
verbleibt die Frage, wie der Einfluss der Temperatur auf diese Grofe ist, aus der sich auch
die Spinsteifigkeit ableitet, von der nachfolgend gezeigt wird, dass sie frustrationsbedingt

unkonventionelle Eigenschaft aufweist.

16 ) ) sS=1/2 16 ) ) s=1/2
€ i — (b) o? —
14 F S=5/2 b 14 F S=5/2 b
J2:O J2:06
12r 12T 1o05TC 1
10 10 } 1
[72] wn
Ec' 8 Ec' 8 B b
6 6} .
4 4} ]
2 2} 1
0 o L
r P H r r P H N r
16 T=2T 16 T=2Tc
= (o] — = C
(C) T=Tc (d) T=Tc
14 F T=0.5Tc k 14 F T=0.5Tc b
‘]2:O T=0 — J2:0.6 T=0 —
12 } 121 o 1 .
10 10 } .
Qs
30'
6
4
2
0

Abbildung 3.48.: Die auf die Spinquantenzahl normierte Dispersion wq/S der magnetischen
Anregungen fiir verschiedene Werte J5 und fixiertem J; = —1 bei unterschiedlichen Temperaturen.
Die Punkte der Brillouin-Zone sind definiert als ' = (0,0,0), Q4 =P = (7,7, 7), H= (0,0, 27)
und N = (7,7, 0).
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Die Dispersionsrelation, sieche Gleichung , ist fiir den in der Bildunterschrift
angegebenen Pfad in der Brillouin-Zone bei verschiedenen Temperaturen in Abhéngigkeit
der Spinquantenzahl S und der frustrierenden Kopplung J; in Abbildung dargestellt.
Offensichtlich zeigt sich bei endlichen Temperaturen eine Abhéngigkeit der normierten
Dispersionsrelation wq/S von der Spinquantenzahl S, siehe Abbildungen m(a) und
[3.48(b). An den Abbildungen [3.48|(c) und [3.48(d) ist erkennbar, dass die Temperatur
im Bereich von unter 50 % der Curie-Temperatur nur einen geringen Einfluss auf die
Dispersion wq hat.

Die wesentlichen Merkmale von wq sind die folgenden: Fiir kleine Werte von Jy < 0.3
werden die Anregungsenergien fiir alle g-Vektoren reduziert bei ansteigender Temperatur
T. In der Niahe des Maximums von H = (0,0, 27) ist diese Reduktion fiir beliebige
Jy < J§ zu bemerken. Betrachtet man jedoch den Vektor der weichen Mode q = P =
(m,m, ), siche Abbildung , in wq sowie die Spinsteifigkeit ps, so fallt auf, dass die
qualitative Temperaturabhingigkeit sich von kleinem .J, und grokem .J, unterscheidet 7]
Bei q = P nimmt die Anregungsenergie wp mit steigender Temperatur T bei kleinem
Jo ab, wohingegen sie bei starkem Grad der Frustration J; zunimmt, siche Abbildung
3.49(b). Der Einfluss der Temperatur auf wq in der Néhe des I'-Punktes zeigt sich wie
folgt: Fiir T < T, ist die Temperaturabhédngigkeit der Anregungsenergien durch die
Temperaturabhéngigkeit der Spinsteifigkeit ps beschrieben (der Entwicklungsterm von
wq ist fiir kleine |q| quadratisch), wéhrend fiir 77 > T die Spinwellengeschwindigkeit das
Verhalten in der Néhe des I'-Punktes bestimmt (der Entwicklungsterm von wq ist fiir
kleine |qg| linear). In Abbildung [3.49(a) ist ps(7T") als Funktion der Temperatur fiir S = 1/2
bei verschiedenen Werten von J, abgebildet. Wie bereits in Kapitel erwahnt und
diskutiert wurde, nimmt die Spinsteifigkeit mit steigender Temperatur ab, sofern der Grad
der Frustration durch Js nicht zu stark ist. Ab einem Wert von J, 2 0.6 zeigt sich auch
hier die besondere Eigenschaft, dass ps(7") mit der Temperatur ansteigt. Dieses Verhalten
von ps(T') wurde fiir einen frustrierten FM auf dem kubisch-flachenzentrierten Gitter in
der Néhe des Quantenphaseniibergangs zu einem antiferromagnetischen Zustand in [115]
mittels der nichtlinearen Spinwellentheorie untersuchtF_g] Fiir kleine Werte von J,/J$ wurde
in [115] ein funktionales Verhalten von ps als Funktion von T" nach ps(T") = ps(0) — BT*,
mit 4 = 5/2 und B > 0, gefunden. In der Ndhe des Quantenphaseniibergangs dndert
sich der Exponent p zu p = 5/4 und der Vorfaktor B wird negativ, gleichbedeutend mit
einem Anstieg der Spinsteifigkeit als Funktion der Temperatur. Die RGM ps(T') bestétigt
dieses Resultat fiir das analoge Modell auf dem kubisch-raumzentrierten Gitter mit den
folgenden Fitparametern: B > 0 und p = 2.5 bei J, < 0.5 und B ~ —0.05 and u ~ 1.5

24Es muss an dieser Stelle erwiihnt werden, dass das zweite Minimum zwischen H- und N-Punkt bei
ungefihr q ~ 0.66(7, 7, 7) mit dem Minimum von q = P zusammenhéngt und eine Erscheinung ist,
die vom gewéhlten Pfad H — N in der Brillouin-Zone abhéngt.

25Fs ist an dieser Stelle zu bemerken, dass im Unterschied zum kubisch-flichenzentrierten FM, fiir den
ps(T =0, Jy = J§) = 0 am Ubergangspunkt gilt [I15], im vorliegenden Modell ps(T = 0, J; = JS§) > 0
ist.
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bei JQ = 0.6.
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Abbildung 3.49.: Temperaturabhéngigkeit der Spinsteifigkeit ps (links) und der Mode wp (am
Punkt der weichen Mode des q-Vektors P = (7,7, 7)) (rechts) fir S =1/2.

Die kritischen Temperaturen innerhalb der RGM werden analog zu Kapitel gewonnen.
Fiir die kritischen Temperaturen des AFM aus der HTE werden die entsprechenden
Reihen des Strukturfaktors benétigt. Die ersten Entwicklungskoeffizienten des skalaren

Strukturfaktors ergeben sich innerhalb der HTE fiir die Werte der Spinquantenzahl von
S=113m(T=T/S(S+1))

27712
st =17 (o () (3) (%))
— z—? (cos(gx) + cos(gy) + cos(q.))

8 (5o () (4) sttt i )
+ 3_]{’12 (cos(gy)(cos(gz) + 1) + cos(q.))

S (o () e () e (5) o ot )

+ S—jj% (cos(gs) cos(gy) + cos(q,) cos(q,) + cos(g.) cos(gy))

+ 3% (cos(2gs) + c0s(2q,) + c08(2g:) — (cos(gz) + cos(gy) + cos(qz)))

8q,5=1/2,9

[S(S + 1)o7’

ot (3.131)
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STy = 7 (s (5) s (B) s ()
— z—? (cos(gz) + cos(gy) + cos(q.))

* % <‘§ cos (L) cos (22) cos (L) + cos(a,) (cos(ay) + 1) (coslaz) + 1>)
+ 3—7{}2 (cos(gy)(cos(g.) + 1) + cos(g.))

2o (oo (5 ) os (%) con () st + st + osta)
+ S—ﬁ (cos(gz) cos(gy) + cos(g,) cos(g.) + cos(g.) cos(gy))

+ 3—;22 (cos(2qx) + cos(2¢q,) + cos(2¢,) — g (cos(gz) + cos(qy) + cos(qz))>

$q,5=1,9

[S(S 4 1)o7’

- (3.132)

und

s =g o (5) eos () e (%))
— 2—? (cos(gy) + cos(gy) + cos(qz))

* S_;lz (% o8 (%) €os (%) cos <%> + cos(ga) (cos(qy) + 1)(cos(q:) + 1))
- 3_;12 (cos(gy)(cos(gz) + 1) + cos(gz))

S () () o (5) ot st i)

+ % (cos(gz) cos(gy) + cos(g,) cos(q.) + cos(q.) cos(gy))

+ 3—7{22 <cos(2qm) + cos(2qy) + cos(2q,) — % (cos(gx) + cos(gy) + cos(qz))>

5q,5=3/2,9

+...+ 565 + 1)]10T9.

(3.133)

Wie auch schon in den vorhergehenden Kapiteln zeigt sich erst in der zweiten Ordnung eine
Abhéngigkeit von der Spinquantenzahl in den Entwicklungstermen des normierten skalaren
Strukturfaktors Sq/S(S 4 1) mit der Darstellung iiber 7 = T//S(S + 1). Diese zeigt sich
in den Vorfaktoren einiger Terme ~ JZ und ~ J2. Erwartungsgeméf lassen sich klassische
Resultate aus der niedrigsten nicht-trivialen Ordnung herleiten. In dem vorliegenden Fall ist
das Auffinden der klassisch favorisierten Orientierung der Spins gleichbedeutend mit einer

parametrisierten Optimierungsaufgabe der Form guax = arg max(—3zJycos(%)? — Jycos(q))
0<g=<2m

(¢ = ¢z = ¢y = q.), die mit J; = %1 auf eine kritische Kopplungsstérke von J§ = % fiihrt

123



3.6. KUBISCH-RAUMZENTRIERTES-GITTER KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

und auferdem die magnetischen Ordnungsparameter Qr = 0, Qx = (2, 27, 27) und
Q4 = (m, 7, ) liefert. In Abbildung ist das Profil des Strukturfaktors der Ordnung 9
aus der HTE fiir S = 1/2 bei T' = 2 gezeigt. Das typische Maximum an den Stellen der
magnetischen Ordnungsparameter Q) ist deutlich ausgespriagt. Ein Anstieg von J, fiihrt
in beiden Fillen zu einem Absenken des Maxmiums bei Qr = 0 und Qy = (27, 27, 27),
was ein Hinweis auf eine Schwéchung der magnetischen Konfiguration ist. Die Divergenz
von Sq,, bei T' — T,, sichtbar in den eingebetteten Diagrammen von Abbildung [3.50]
liefert erwartungsgeméft das Kriterium zum Auffinden von 7T,.. Mit dem Anwachsen von J,
sicht man auferdem, dass sich ein Nebenmaximum bei Q = Q4 = (7, 7, 7) herausbildet,

dass den Ubergang zur kollinearen antiferromagnetischen Phase fiir J, > J§ ankiindigt.

@ 3700 ——
JZ:Ol

$=03 ——
$=05 ——

q —

Abbildung 3.50.: Strukturfaktor Sq aus der HTE fiir S = 1/2 als Funktion des Wellenvektors
d = (¢, qy, ¢-) flir verschiedene Werte von Jy entlang eines Pfades (LII, III, IV,V) durch die
Brillouin-Zone (I= (0,0,0); II= (0,0, 7); I1I= (27, 27, 27); IV= (27, 27,0); V= Q4 = (7,7, 7)).
Die Temperatur ist fixiert auf T = 2. In den eingebetteten Diagrammen sind die Hohen
der Maxima Sq fiir die magnetischen Ordnungsvektoren Q = Qs in Abhéngigkeit von T'
fir J» = 0 dargestellt: (a) FM (J; = —1), Qm = Qr = (0,0,0) und (b) AFM (J; = 1),
Qn = Qn = (2m, 27, 27).

Fiir die kritischen Temperaturen in Abbildung wurden einerseits die Minimal-
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version der RGM genutzt, die Nullstellen der Nenner der Padé-Approximanten [5, 6]
beziehungsweise [6, 5] berechnet und die folgenden Differentialgleichungen der DA nach
Kapitel [3.3.1) ausgewertet: [0/1;2;4], [1/1;2;3], [0/1;3;3], [0/2;2;3], [0/0;3;4], [0/1;1; 5],
0/4;4; 0], [1/2;5; 0], [1/3;4; O], [2/3;3; O], [2/2;4; O], [0/1;1;2; 2], [0/2;3; 3], [O/1; 3; 4],
[D/0;4;4], [D/2;2;4], [D/0;3;5], [D/4;5;D] und [D/5; 4; D]. Die Funktion fiir den frus-
trierten FM (J; = —1) kann als Funktion von .J; innerhalb der RGM an folgende
Fitfunktion angeglichen werden: T.(S(S+ 1))~ = A(S) (B(S) — In(3| /1| — JQ))_I, wobei
A(S) = 3.29, 3.42, 3.34, 3.27, 3.22, 3.04 und B(S) = 1.41, 1.41, 1.35, 1.31, 1.28, 1.18
(fir S =1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 100) nur geringfiigig von der Spinquantenzahl abhéngen.
In Abbildung [3.51] ist auflerdem ersichtlich, dass die kritischen Temperaturen fiir den
unfrustrierten AFM (J; = 0) grofer sind, als jene fiir den unfrustrierten FM, vergleicht

man jeweils die Resultate der verschiedenen Methoden untereinander.

18 ' ' ' ' RGM FM —— .
RGM AFM ———
1.6 HTE (54)FM 0O -
HTE ([45)FM O
1.4 & HTE ([5,4])) AFM A 1
HTE ([4,5]) AFM ¥
1.2 HTE (DA) FM —@—
! HTE (DA) AFM
o Lr o T T WSRaed Oitman ARM
0.8 | -
0.6 | .
A
0.4 } %
02 } ]
O 1 1 1 1 1 EE
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

J)

Abbildung 3.51.: Kritische Temperaturen T, als Funktion der frustrierenden antiferromagne-
tischen Wechselwirkung Jo zwischen iibernachsten Nachbarn fiir S = 1/2. Die Daten aus der
HTE (DA, siehe Kapitel und aus der Analyse der Nullstellen des Nenners der Padé-
Approximanten [5,4] und [4,5]) wurden mit den Daten aus [I06] ("Oitmaa AFM’) und mit denen
von der Minimalversion der RGM verglichen. Die Bezeichnungen 'FM’ (schwarz) und 'AFM’
(rot) beziehen sich jeweils auf einen Wert der Wechselwirkung néchster Nachbarn von J; = —1
und J; = 1.

Es ist ersichtlich, dass die DA in der Lage ist, weniger schwankungsbehaftete Werte fiir die

kritische Temperatur zu liefern, was nicht zuletzt an der Vielzahl betrachteter Gleichun-
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gen liegt. Dem steht allerdings ein grofer Mehraufwand bei der Analyse der zahlreichen
Differentialgleichungen gegeniiber. Das Bestimmen der kritischen Temperaturen iiber
die Padé-Approximanten hingegen lésst sich gut automatisieren und so kann mit relativ
geringem Aufwand eine umfangreiche Zusammenstellung generiert werden, siehe hierzu
Abbildung 3.52] Es muss angemerkt werden, dass hierfiir der jeweilige Padé-Approximant
keinen unphysikalischen Pol bei 7" > T, ausbilden darf, um eine verniinftige Qualitdt der
Werte zu gewéhrleisten. Die Abbildung illustriert die Rolle der Quantenfluktuationen
durch die Wahl der Spinquantenzahl S. Die Daten zeigen einerseits auf, dass die nor-
mierten kritischen Temperaturen leicht mit S anwachsen. Zudem ist erkennbar, dass der
Unterschied zwischen AFM und FM im klassischen Limes verschwindet (ein dhnliches
Bild zeigt sich bei der Analyse der Approximanten [4,5], auf deren Abbildung wegen des
Umfangs an dieser Stelle verzichtet wird). Eine mogliche Verbesserung der Ergebnisse
lasst sich wahrscheinlich durch die Untersuchung aller méglicher Padé-Approximanten

erzielen.

RGM S=1/2 —— -

T /S(S+1)

O 1 1 1 1 1 EB :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
J2

Abbildung 3.52.: Kritische normierte Temperaturen T,/S(S + 1) als Funktion der frustrierenden
antiferromagnetischen Wechselwirkung Jo zwischen tiberndchsten Nachbarn fir S = 1/2,1,100
(rot, blau, schwarz) aus der HTE durch die automatisierte Analyse der ersten von hohen
Temperaturen kommenden Nullstelle des Nenners der Padé-Approximanten [5,4]. Die Werte
der Wechselwirkung néchster Nachbarn sind hier J; = —1 (RGM: durchgezogene Linien; HTE:
Quadrate) und J; =1 (RGM: gestrichelte Linien; HTE: Dreiecke).
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Zusammenfassung Kapitel 3.6: Kubisch-Raumzentriertes-Gitter

In Kapitel [3.6|wurden zunéchst die zur Losung bendtigten Gleichungen innerhalb der

Minimalversion der RGM fiir das kubisch-raumzentrierte-Gitter mit einer Kopplung
zwischen néchsten (J;) und iibernéchsten (J) Nachbarn angegeben. Anschliefend
wurde der quantenkritische Ubergangspunkt fiir S = 1/2 zu J§ ~ 0.63|.J;| be-
stimmt. Der frustrierte FM im GS wies dabei analytisch die Ausbildung einer
weichen Mode in der beziiglich der Spinquantenzahl S forminvarianten skalierten
Dispersionsrelation der Anregungen wq/S bei Anniiherung an J§' — 2|.J;|/3 fiir
den magnetischen Ordnungsvektor Q4 = (7, m, w) auf. Dabei zeigte sich, dass die
Spinsteifigkeit p(S) am Ubergangspunkt endlich bleibt. Unter Einfluss der Tempe-
ratur wies diese aulerdem die besondere Eigenschaft auf, bei starker Frustration
in der Néhe der kritischen Temperatur T' < 7T, mit der Temperatur anzusteigen.
Anschliefsend wurde im Rahmen der HTE der skalare Strukturfaktor Sy entwickelt,
um die Qualitat der hieraus gewonnenen kritischen Temperaturen zu eruieren. Fiir
den FM konnte fiir 7, als Funktion von J, (0 < Jy < J§) eine Fitfunktion der
Form T.(S(S 4 1))~' = A(S) (B(S) — In(2|.1|/3 — J5))~" aufgestellt werden, die
die numerischen Daten der RGM sehr gut beschreibt. Die Parameter A(S) und B(.S)
weisen dabei eine schwache Abhéngigkeit vom Spin auf. Die HTE lieferte hier Werte,
fir den AFM und den FM, die bei kleinem J und S = 1/2 gut mit der Literatur und
der RGM iibereinstimmen. Dabei war es insbesondere vorteilhaft, die entsprechende
Reihe mittels der DA zu analysieren. Diese lieferte einerseits verlassliche Werte auch
im Bereich starker Frustration. Andererseits konnte auch eine Schwankungsbreite
bestimmt werden. Es ist an dieser Stelle zu konstatieren, dass die HTE vorbehaltlos
in der Lage ist, (mindestens) einen magnetischen Ordnungsvektor (analytisch)
anzugeben, der die am meisten bevorzugte Spinkonfiguration beschreibt. Fiir den
AFM zeigt sich, dass die Minimalversion der RGM bei Spinquantenzahlen von
S > 1 einer Erweiterung bedarf. Die in diesem Kapitel aufgefiihrten Gleichungen
konnen nach geeigneter (geringfiigiger) Modifikation den Ausgangspunkt solcher

zukiinftigen Untersuchungen darstellen.
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Pyrochlor-Gitter

IS

|

As. %

SO

Abbildung 3.53.: Ausschnitt des Pyrochlor-Gitters. Rot markiert ist eine tetraedrische Ele-
mentarzelle (N = 4). Blau (Griin) eingefarbt ist die Unterstruktur der Dreiecksgitterebene
(Kagome-Gitterebene).

In den vorhergehenden Kapiteln wurde der Frage nachgegangen, wie Frustration durch
eine konkurrierende Bindung die Ordnungstemperatur in quasieindimensionalen Struk-
turen beeinflusst. Aufserdem wurde das Verhalten von durch die Geometrie des Festkor-
pers bedingter Frustration eines aus iiber die Ecken verkniipfter Dreiecke bestehenden
zweidimensionalen Modells, dem AFM auf dem Kagome-Gitter, bei unterschiedlicher
Spinquantenzahl untersucht. Anschliefend wurde das bindungsfrustrierte J;-Jo Modell
auf dem dreidimensionalen kubisch-raumzentrierten Gitter fiir beliebige S betrachtet.
Ein dreidimensionales Netzwerk, das aus iiber die Ecken verkniipfter Tetraeder (N = 4)
besteht und fiir das das J;-Modell geometrische Frustration aufweist, ist das sogenannte
Pyrochlor-Gitter, siehe Abbildung [3.53]

Dieses Gitter, das in der Literatur manchmal als dreidimensionales Analogon des Kagome-
Gitters bezeichnet wird, wurde in den letzten 25 Jahren intensiv von verschiedenen
Experimentatoren und Theoretikern untersucht [I58], [159]. Das entsprechende antifer-

romagnetische Heisenberg-Modell auf diesem Gitter hat sich als dufterst anspruchsvoll
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und herausfordernd erwiesen [I58-173]. Es existieren zahlreiche magnetische Materialien,
die mit einem antiferromagnetischen Heisenberg-Modell auf dem Pyrochlor-Gitter fiir
tiefe Temperaturen beschrieben werden kénnen [158] P9 Bis heute ist weder der GS des
entsprechenden antiferromagnetischen Modells hinreichend verstanden, noch sind prézise
Werte fiir die Grundzustandsenergie verfiighar. In den folgenden Abschnitten soll zunéchst
der reine FM in Kapitel studiert werden, wobei es sich zeigen wird, dass auch hier
Charakteristika von frustrierten Spinsystemen aufzufinden sind. Anschliefsend soll der
AFM in Kapitel [3.7.2 untersucht werden. In beiden Féllen wird erstmalig die RGM auf

die entsprechenden Modelle angewendet.

@8 ./ -Modell: Ferromagnet

In der Literatur ist der reine FM (J; = J < 0) auf dem Pyrochlor-Gitter weniger im
Blickpunkt theoretischer Betrachtungen als der AFM. Zum einen gibt es aber magnetische
Materialien, die durch ein solches ferromagnetisches Heisenberg-Modell mit S = 1/2
beschrieben werden kénnen [I74HI76]. Andererseits kann Frustration auch in einem rein
ferromagnetischen System Einfluss auf die Thermodynamik nehmen.

Luy V507 ist ein ferromagnetischer Mott-Isolator mit kleinem gap zur ersten Anregung,
der in der Pyrochlorstruktur kristallisiert. Den V4*-Ionen kann ein Spin von S = 1/2
zugeordnet werden, welche auf den Plédtzen eines Pyrochlor-Gitters lokalisiert sind. Aus
experimentellen Analysen von LuyV507 geht hervor, dass die entsprechende kritische
Temperatur (Curie-Temperatur) 7, ~ 70 K betrdgt und die Daten der inelastischen
Neutronenstreuung exzellent durch ein Heisenberg-Modell ferromagnetisch wechselwir-
kender néchster Nachbarn mit einer Stérke von |J| ~ 8.22(2) meV und einer schwachen
Dzyaloshinskii-Moriya Wechselwirkung"| von D ~ 1.5(1) meV (7, ~ 0.73|J|) beschrieben
werden. Fiir ein anderes ferromagnetisches Material YbyTisO7 dieser Struktur wurde eine
Ordnungstemperatur von 7, ~ 0.24 K (entspricht T, ~ 0.7|J|) gemessen [179).

Zwar sind der klassisch kollineare GS und seine Energie nicht durch Frustration beeinflusst,
aber die Zustdnde des AFM sind im vollstédndigen Spektrum vorhanden@ und durch
thermische Fluktuationen zugénglich. Die starke Frustration fiihrt zu einer Verschiebung
der antiferromagnetischen Zustédnde in Richtung des ferromagnetischen GS. Es ist hierbei
zu erwarten, dass der reine FM bei T" > 0 frustrationsbedingte Phdnomene aufweisen

kann und zum Beispiel die kritische Temperatur durch diesen Effekt reduziert ist. Da

26Hierbei kénnen experimentell relevante Effekte wie die magnetostatische Dipol-Dipol Wechselwirkung
und phononische Beitrége, beziehungsweise resultierende Beitrdge aus der Spin-Phonon-Kopplung,
die magnetischen Eigenschaften substanziell verdndern [I58].

2"Bei der Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung handelt es sich um einen antisymmetrischen Term im
Hamilton-Operator, der das Kreuzprodukt der VektorSpin-Operatoren beriicksichtigt. Dieser Term ist
ein phénomenologischer Ansatz, um in magnetisch geordneten Systemen eine Verkantung von Spins
energetisch zu begiinstigen. Zuriickzufiihren ist sie letztlich auf die Spin-Bahn-Kopplung [177, [178].

28Man bedenke hierbei, dass ein Vorzeichenwechsel von J — —J die Reihenfolge der nach Grofe
geordneten Anregungsenergien gerade umkehrt.
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innerhalb einer Molekularfeldndherung nur die Zahl der nichsten Nachbarn z = 6 relevant
ist, werden die folgenden Ergebnisse mit dem des einfach kubischen Gitters verglichen,
welches ebenfalls z = 6 ndchste Nachbarn besitzt. Fiir die entsprechenden Formeln der
RGM sei auf Kapitel Verwiesen.@ Die Ergebnisse der nachfolgenden Untersuchungen
wurden in [I80] verdffentlicht.
Gegenstand der weiteren Betrachtungen in diesem Kapitel soll wieder der Heisenberg-
Operator mit einer Wechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn und beliebigem Spin
<S'ma)2 = S(S +1) sein

A=7 Y Suubus

(ma,nB)

Die vier Elemente der Basis, siehe rotes Tetraeder in Abbildung [3.53] seien nun durch fol-
gende Punkte im Ortsraum beschrieben: ry = (0,0,0), ro = (0,1/4,1/4), r3 = (1/4,0,1/4)
und ry = (1/4,1/4,0). Mit dieser Festlegung wird das gesamte Gitter durch den Transla-
tionsvektor R,,, = mie; + moey + mses (mq, ma, ms ganzzahlig) mit den Basisvektoren
e; =(0,1/2,1/2), eo = (1/2,0,1/2), und e3 = (1/2,1/2,0) aufgespannt. Ein beliebiger
Punkt im Gitter ist also durch den Vektor R,,, = R, + 1, (v = 1,2, 3,4) erreichbar. Die
Elemente der symmetrischen 4 x 4-Momentenmatrix nach Kapitel ergeben sich zu

Mq1 Mg Mgz Mg

iy R B = —12¢10,

M312 = 4dcygpcos (qx Z qy) ’ M}lw = 4deypocos (qx I qz) ;

@ = 4c100C08 (qy Z qz) : M323 = 4cp0c08 (qy ; qz) ; (3.134)
@ = 4cyppcos (qw ; qz> : M;M = 4cq00c08 (qx ; qy> :

An dieser Stelle werden die Indizes 7k an den entsprechenden Grofen eingefiihrt, die
zum Beispiel Korrelationsfunktionen von Spins beschreiben, die mit dem Vektor R =
iry + jrs 4 kry verkniipft sind: ¢;;x = (S§Sg). Die Diagonalelemente der symmetrischen
Frequenzmatrix sind mit

Fqll

72 =2 <f1 + 100 (COS

() weos
]T‘;;z =2 (fl + Q100 (Cos (qx;—qy) + cos (qx — QZ) 1+ cos

F, q33

7 =2 (fl + C~M100 (COS

F x x — Yz
;;4 =2 (f1 + Qoo (cos (%) + cos (q 5 ¢ ) + cos

29Man setze hierfiir zum Beispiel beim kubisch-raumzentrierten Gitter J, = —1 und J; = 0.
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anzugeben. Die Nebendiagonalelemente lauten

£ 2 s (5o (555) - (59)).
i o (e (55) e (452
e o (2o (52) 0 (234))
%;3 g <6 Qr100 COS (é) cOs (le—qz) — fycos (Qy ; Qz>) ’ (3.136)
Pj}? g <604100 Ccos (%y) CoS (Qxl—qz) — fycos (Q$ ; C]z>> 7
F;;A _g (604100 coS (%) COS (qw jl— qy) — fycos (Qx ; Qy)) 7

mit fi = 25(S+1)+3(A1oo+2(G100+d110) +Goon), fo = 25(S+1)+3(Aroo + 5100+ 26110+
Q200), Nijk = NijkCijk, Und Qyjp = oyjiCije. Die Matrizen kommutieren und lassen sich

analytisch diagonalisieren. Die unnormierten Eigenvektoren |yq) (v = 1,2,3,4) ergeben
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sich zu
sin( QIZQZ ) SIH( qy—9qz )
T (aztay qztay
(o] ot
o) = | “a(mmE) |L2a) = | Ta(EmE) |,
0 1
1 0

2Dq Sin(%)—i—sin( 2‘1.’E+Zy—‘Zz )—i—sin( Zqz—iy"’qz )
sin(qm_qy +sin( dz= f1z) cin( Tz
Q(Dq Sin(qz iz )+sm< 1y ) cos(%))
13q) = sin(quqy)+51n(qz2qz)_Sin( =)
2( D sin( 7% ) +sin(% ) cos( 2T )
sin( qz;qy )-i-sm( PR ) sin( Ty taz )
1

—2Dqg sin( qyzqz )+sin( 2‘“"’3@/—% )Jrsin( QQJ;—Zy‘HIz )
Qy‘HIz

: (3.137)

sin qz;qy +sin( 22592 ) —sin

o5 ) o 50 Do 255 1) kom0 (3D on () (8 42
|4q> = . (4z—q Ya qr+q ’
Q(qun( I y) sm(q;)cos(74 y))

sin( =y >+51n( qz— 5 dz )—sin( qy;qz )

v 1 1
mit T4 = cos <%> (4(Dq + 3) cos (qy ) + 2 cos 1 (3qy + q- > + cos (Z(qy + 3qz))>

wobei

ist.
Mit diesen (temperaturunabhéngigen) Eigenvektoren ergeben sich die Eigenwerte
mlq mgq Wl3q m4q
= = + = —16¢100,
J J J 10

m3q m4q

J J

—SCloqu, (3140)

der Momentenmatrix.

Das Spektrum der magnetischen Anregungen folgt aus den Eigenwerten der Frequenzma-
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trix mit
2 2
Wiy  Wig 8 . . ) )
T 2 5(25(5 + 1) + 3100 + 9100 + 6110 + 3G200),
w2 w? 8 -
% + % = 3(25(5 +1) + 3o + 3(DZ — 1)cg0 + 66110 + 3d200), (3.141)
w? w? ] -
% - % = quS(S + 1) + 4Dq (Moo + 3100 + 20110 + Gragp)-

In Gleichung (3.141)) ist zunéichst erkennbar, dass es zwei dispersionslose (flache) Aste im

Spektrum, némlich wyq und waq, gibt. Im langwelligen Limes |q| — 0 ist erkennbar, dass

2

2 — + ‘o 2 2 _
Dy — 4, maq = miq = Mag, und myq — 07, sowie w3, — wi, = wiy

Offensichtlich ist wsq der akustische Ast des Spektrums.

Im Limes verschwindender Temperatur 7" = 0 und unendlich grofser Temperatur 17" — oo
nehmen die Energien aus Gleichung eine einfache Form an. Fiir T' = 0 gelten
cijk = 25%/3, ayr, = 3/2, und \jy = 2 — 1/S, siehe Anhang @ Als Ergebnis folgen
Wiy J? = wiy/J? = 645%, w3,/ J* = 4S*(Dq + 2)* und wi,/J? = 45%(Dq — 2)*.

Fiir T — oo ist offensichtlich, dass rdumlich getrennte Spins ¢, = 0 (|i| + |j| + |k| # 0)
unkorreliert sind, was zu w?, /J* = w3, /J* = 165(5+1)/3, w3, /J* = 45(S+1)(2+ Dq)/3
und wj,/J? = 45(S + 1)(2 — Dgq)/3 fiihrt.

Die entsprechenden Aste fiir die beiden Temperaturgrenzfille sind in Abbildung

dargestellt. Es soll an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen werden, dass die

und wi, — 07 gilt.

Dispersionen der RGM eine Temperaturabhéngigkeit besitzen. Diese zeichnen sich insbe-
sondere im Hinblick auf die RPA und die lineare Spinwellentheorie durch eine detailliertere
Beschreibung des behandelten Systems aus. Anhand von Abbildung ist aufserdem
zu erkennen, dass die Breite des Spektrums beginnend von 7' = 0 mit Aw(T — 0) = 85| J|
variiert bis Aw(T — oo) = 4S(S+1)|.J|/v/3. Insbesondere fillt hierbei auf, dass die Breite
des Spektrums bei steigenden Temperaturen fiir Werte von S < 2 eine Komprimierung

erfihrt. Am I'-Punkt kénnen die normierten Eigenvektoren durch folgende einfache Form

—1 1 -1
11 -1 1] -1 1 1 1
10) = - = - 20) = — 40) = =

. (3.142)

S S U

1 1 1

beschrieben werden, wobei der Eigenvektor |40) der ferromagnetischen Konfiguration
zuzuordnen ist. An dieser Stelle muss bemerkt werden, dass die Eigenwerte der Eigenvek-

toren |y0) (v = 1,2, 3) entartet sind und beliebige Linearkombinationen gebildet werden
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Abbildung 3.54.: Dispersion der magnetischen Anregungsenergien wq, (nach Gleichung ,
mit J = —1) bei " = 0 (links) und im Limes 7" — oo (rechts). Hierbei ist wqy/S bei T' = 0
unabhéngig von S, wobei wqy/+/S(S + 1) unabhéngig von S ist bei 7" — oo. Die Punkte I, X,
W und K sind die entsprechenden Punkte der Brillouin-Zone eines kubisch flichenzentrierten
Bravaisgitters und durch I' = (0,0, 0), X= (0, 27,0), W= (7, 27,0), K= (37/2,37/2,0) gegeben,
siehe beispielsweise [181] oder Abbildung im folgenden Kapitel auf Seite

konnen. Die uniforme Suszeptibilitit besitzt ebenfalls eine einfache Form

. 1 XeapW) . my 3c100
= lim —» =1 L= 3.143
Xo ((Jl,w)ILI%O,O)4 azﬁ 2 a0 2w3, A ( )
A -
= = 25(S + 1) + Bhi0o — 156100 + 6110 + 3z0o, (3.144)

und liefert zugleich die fiir den Bereich T < T, wichtige Kondensatregel A = 0. Beschreibt
man die Phase mit Kondensat, so miissen prinzipell verschiedene Kondensatterme Cqqg
nach Kapitel beriicksichtigt werden. Es erweist sich im Limes des ferromagnetischen
Ordnungsvektors q — Q = 0 bei analytischer Untersuchung von X:;ojﬁ’ dass lediglich ein
Kondensatterm Cy unterschieden werden muss, was nicht zuletzt an den Eigenschaften
der Eigenvektoren liegt.

Die Korrelationsldnge ergibt sich zu o = /| J|a100x0/8 (einfach kubisches Gitter: & =
\/m) . Der Unterschied im Faktor 1/+/8 lisst sich, wie man weiter unten sehen
wird, aus Griinden der Geometrie verstehen.

Eine Entwicklung des akustischen Astes liefert, analog zu Kapitel [3.4.2] die Gleichungen

30Hierbei ist, beispielsweise, oy mit R = ie, + jey + ke, entsprechend Kapitel zu verstehen.
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fiir die Spinwellengeschwindigkeit und die Spinsteifigkeit

JA
wiq 2 v?lal® + olal* — —— (@ay + 262 + qy¢2)

1152
v2 1 ~ - - -
ﬁ = ﬂ(QS(S + 1) + 3)\100 — 1506100 -+ 605110 + 3&200)
A
N .14
517" (3.145)
¢ 98(5 4 1) — 3y 8T 6 3
g _ - (9 _ S-S P
NE 4608( (S+1) 100 + 87100 — 64110 — 3ar200)

4608.J ’

wobei offensichtlich im Bereich T < T, der fiihrende Entwicklungskoeffizient durch o* (also
durch die Spinsteifigkeit p = g|a—o = |J|v/@100/8) bestimmt ist und die Dispersion am T'-
Punkt quadratisch ist. Fiir T > T, wechselt das qualitative Verhalten, die Dispersion wird
linear in dieser Umgebung und der fiihrende Entwicklungskoeffizient ist v?. Oberhalb der
kritischen Temperatur 7' > T, ist v = \/JT/24 im Limes hoher Temperaturen begrenzt
(aus den numerischen Daten geht hervor, dass A eine monotone Funktion der Temperatur
ist) mit v(T — o) = |J|3/S(S + 1)/12 (im Falle von S = 1/2 also v(T — o0) = |J|/4).
Fiir S = 1/2 beim FM auf dem einfach kubischen Gitter gilt v(T — oo) = |J|/V/2.
Fir T' = 0 wiederum wird die fiir die Stabilitdt der ferromagnetischen Phase relevan-
te Spinsteifigkeit zu p(T" = 0) = S|J|/8 (einfach kubisches Gitter: p(T" = 0) = S|J|).
Diese Ergebnisse lassen sich ebenfalls mit der linearen Spinwellentheorie verifzieren,
siehe beispielsweise [10]. Ebenfalls wird der Ursprung des Faktors 1/8 offensichtlich,
indem man die allgemeine Formel der linearen Spinwellentheorie fiir die Spinsteifigkeit
p=(S/2NN)) >, ans Jmams((Ama.ns)?/|al?) heranzieht. Im Fall des einfach kubischen
Gitters ist die Elementarzelle primitiv (V. = 1) und die Gitterpldtze nichster Nachbarn
sind durch Addition der Relativvektoren r,anay = (£1,0,0), (0,%£1,0), (0,0,%1) (der
Abstand néchster Nachbarn ist |t (ma.nay| = 1) erreichbar. Fiir das Pyrochlor-Gitter miissen
vier verschiedene Spins in der Elementarzelle beachtet werden (N = 4), von denen jeder
sechs Nachbarn besitzt (der Abstand néchster Nachbarn ist [r(a.ns| = d = 1/v/8). Uber
die oben genannte Formel kann das Ergebnis p(T = 0) = S|.J|/8 bestétigt werden.

In der im Folgenden genutzten Minimalversion der RGM ist es nach Kapitel
ausreichend, die Vertexparameter in ihrer jeweiligen Klasse gleichzusetzen (A, = A,
a;jr, = a) und die Gleichung (7)) = (A1) — A(00))/(a(T) — a(o0)) = r(0) zu nutzen,
um eine vollstdndige Bestimmung aller Unbekannten im thermodynamischen Regime
zu gewahrleisten. Unter Beachtung der Integration iiber die erste Brillouin-Zone des
kubisch-flichenzentrierten Gitters beim Ubergang zum thermodynamischen Limes sind
die erforderlichen Gleichungen in Tabelle aufgelistet. Die unbekannten Groéfen bei
beliebigen Temperaturen kénnen demnach numerisch bestimmt werden. Die Ergebnisse

werden nun nachfolgend vorgestellt.
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Tabelle 3.3.: Ubersicht der unbekannten Grofen und das zur Bestimmung verwendete nichtlineare
Gleichungssystem der RGM, nach Kapitel 3.2.1|, beim FM auf dem Pyrochlor-Gitter.

| Unbekannte GréRen | T < T, | T=T, | T>T,
Crma,npB Cma,np = A}gnoo,/%/' Zq an@COS(qrmamﬂ)
« Summenregel
_ AMT)=AMoe) _ A0)=A(e0)
A r(T) = a(T)—a(oc) — a(0)—aloo) r(0)
T. X A=0 X
Co A=0 Co=0 Co=0

In Abbildung sind die Spinsteifigkeiten und die Spinwellengeschwindigkeiten aus
der Entwicklung beziehungsweise oberhalb und unterhalb der kritischen
Temperatur T, dargestellt. Man stellt zunéachst fest, dass die ferromagnetische Phase
beim einfach kubischen Gitter robuster gegeniiber thermischen Fluktuationen ist, siehe
eingebettetes Diagramm in Abbildung [3.55 Dies entspricht der Erwartung und wird
sich auch weiter unten an der Grofse der kritischen Temperaturen zeigen. Man erkennt
aukerdem, dass beide Groken p/(S]J|) und v/(S|J]) mit der Grofe des Spins abneh-
men. In Abbildung (links) sind sowohl der normierte Ordnungsparameter M /S
unterhalb der kritischen Temperatur, als auch die inverse Suszeptibilitit oberhalb der
kritischen Temperatur gezeigt. Hierbei sind die kritischen Temperaturen, die man aus
M(T —T.—-0)/S = 0, x; (T — T, +0) — 0, beziehungsweise T, direkt aus A = 0
und Co = 0 (siehe Tabelle , zueinander aquivalent. Vergleicht man die Daten fiir

Xo ' verschiedener Spinquantenzahlen S mit den entsprechenden Padé-Approximanten,
siche Abbildung (rechts), so féllt zundchst auf, dass die reellen Nullstellen, und
somit 7., einander dhnlich sind. Fiir hohere Werte von S liefert die HTE tendenziell
grofere Werte fiir 7,./S(S + 1). Ebenfalls fillt auf, dass es einen deutlichen Unterschied
zwischen den verschiedenen Gittertypen gibt. Fiir das Pyrochlor-Gitter, am Beispiel fiir
S =1/2, (einfach kubisches Gitter) liefert die RGM T, ~ 0.778 (1. ~ 0.926) und die HTE
(Padé-Approximanten [5,5] und [5,6]) liefert 7, ~ 0.724...0.754 (T, ~ 0.827, aus [71]).
In beiden Féllen ist die kritische Temperatur fiir das einfach kubische Gitter signifikant
grofier. Die Ergebnisse fiir das einfach kubische Gitter konnen mit dem Wert aus dem
Quanten-Monte-Carlo Verfahren verglichen werden: 7, = 0.839(1), siche [182]. Fiir den
S = 1/2-FM auf dem Pyrochlor-Gitter kann das ALPS-Paket (Loop-Algorithmus) genutzt
werden, siehe [I83], [184], und liefert T, ~ 0.718. Die Ergebnisse fiir S = 1/2 sind in Tabelle
zusammengefasst. Erwéhnenswert an dieser Stelle ist der artifizielle Wert 7. = 0,
welcher mit einer phdnomenologischen Renormierungsgruppentheorie in [I85] fiir den
S =1/2-FM auf dem Pyrochlor-Gitter ermittelt wurde.

136



KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL 3.7. PYROCHLOR-GITTER

p/(SH)), v/(SH))

Abbildung 3.55.: Die skalierte Spinsteifigkeit p/(S|.J|) aus Gleichung (gestrichelte Linien)
und die skalierte Spinwellengeschwindigkeit v/(S|J|) aus Gleichung (durchgezogene
Linien) als Funktion der normierten Temperatur 7'/T. des FM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die
Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,3 und fiir den FM auf dem einfach kubischen Gitter (SC) mit
S =1/2. Im eingebetteten Diagramm ist die skalierte Spinsteifigkeit p/p(T" = 0) fir S = 1/2 als
Funktion der Temperatur 7' dargestellt.
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Abbildung 3.56.: (links) Der normierte magnetische Ordnungsparameter M /S (T' < T,) und
die inverse uniforme Suszeptibilitit x; ' (T' > T.) als Funktion der normierten Temperatur 7/T,
des FM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,3 und fiir den FM
auf dem einfach kubischen Gitter (SC) mit S = 1/2. (rechts) Die inverse uniforme Suszeptibilitit
Xp ' als Funktion der normierten Temperatur 7/S(S + 1) des FM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir
die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,3 und fiir den FM auf dem einfach kubischen Gitter (SC)
mit S = 1/2 (jeweils durchgezogene Linien) im Vergleich mit den korrespondierenden Padé-[5,6]
Approximanten (gestrichelte Linien).
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Tabelle 3.4.: Kritische Temperaturen 7, fiir den extremen Quantenfall (S = 1/2) beim FM auf

dem Pyrochlor- und einfach kubischen Gitter (J = —1).

Methode Pyrochlor-Gitter | einfach kubisches Gitter
RGM 0.778 0.926
HTE (Padé) 0.724...0.754 0.827
QMC 0.718 0.839(1)

Tabelle 3.5.: Kritische Temperaturen 7./(S(S + 1)) fiir den klassischen (S — oo) FM auf
dem Pyrochlor- und einfach kubischen Gitter (J = —1). Die entsprechenden Resultate fiir den

extremen Quantenfall S = 1/2 sind in den Klammern gegeben.

Methode Pyrochlorgitter | einfach kubisches Gitter
RGM 1.172 1.330
(1.037) (1.235)
HTE (Padé) || 1.316...1.396 1.438
(0.965. ..1.005) (1.103)
CMC 1.317 1.443
(QMC) (0.957) (1.119)

Ein anderer wichtiger Limes ist der verschwindender Quantenfluktuationen S — ooc.
In diesem Limes liefert die RGM fiir das Pyrochlor-Gitter T./(S(S + 1)) ~ 1.172, die
HTE ((Padé): [5,5] und [5,6]) 7./(S(S + 1)) ~ 1.316...1.396 und die klassische Monte-
Carlo Simulation 7./(S(S + 1)) ~ 1.317 [186]. Fiir das einfach kubische Gitter folgen
T./(S(S+1)) ~ 1.317 (RGM), T./(S(S+1)) ~ 1.438 (HTE) [71] und T../(S(S+1)) ~ 1.443
(klassische Monte-Carlo Simulation [186], [187]). Auch wenn die Werte zwischen den
verschiedenen Methoden leicht unterschiedliche T, liefern, so ist das Resultat beziiglich
der Gitter innerhalb der Methoden eindeutig. Alle Resultate indizieren, dass die Curie-
Temperatur des Heisenberg-FM auf dem Pyrochlor-Gitter auf 85 % (S = 1/2, extremer
Quantenfall), beziehungsweise 90 % (S — oo, klassischer Limes) reduziert sind, vergleicht
man mit dem einfach kubischen Gitter. Die Ergebnisse fiir diese Félle sind in Tabelle
zusammengefasst. Quantenfluktuationen scheinen diesen Unterschied zu verstarken.
Qualitativ lésst sich dieser Effekt auch an der Entwicklung der normierten kritischen
Temperaturen 7,./S(S + 1) als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/.S in Abbildung
erkennen. Hier sind die entsprechenden Daten fiir die Werte 1/2 < S < oo dargestellt.
Die Korrelationsfunktionen in Abbildung weisen die gleichen bereits diskutierten
Eigenschaften auf. Auch hier zeichnet sich ab, dass die néchsten und iibernédchsten
Nachbarn fiir geringe Temperaturen 7' < T, beim einfach kubischen Gitter eine erhohte
Stabilitét aufweisen, siche hierzu eingebettes Diagramm in Abbildung [3.58 Fiir grofere

Werte des Spins faillt die Abnahme der normierten Korrelationen stéarker aus.
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Abbildung 3.57.: Normierte kritische Temperaturen 7,./S(S 4 1) des FM auf dem Pyrochlor-
Gitter und dem FM auf dem einfach kubischen Gitter (SC) als Funktion der inversen Spinquan-
tenzahl 1/S. Die kritischen Temperaturen aus der HTE wurden einerseits nach der Koeffizien-
tenmethode (gy,: hier wurde n = 5,6,..., 11 entsprechend [7I] gewéhlt) und andererseits aus den
Nullstellen des Nenners der angegebenen Padé-Approximanten ([m,n]) ermittelt, sieche Kapitel

B3

<SS>/S’

Abbildung 3.58.: Normierte Korrelationsfunktionen (SoSr)/S? (durchgezogene Linien: néchste
Nachbarn; gestrichelte Linien: iibernéichste Nachbarn) als Funktion der normierten Temperatur
T/T. des FM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,3 und fiir
den FM auf dem einfach kubischen Gitter (SC) mit S = 1/2. Dargestellt sind Datenpunkte
der Losungen zweier verschiedener Gleichungssysteme (siehe Tabelle : T<T,und T >T,).
Im eingebetteten Diagramm sind die normierten Korrelationsfunktionen néchster Nachbarn
(808100)/52 tiir S = 1/2 als Funktion der Temperatur T dargestellt.

139



3.7. PYROCHLOR-GITTER KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

Das Temperaturprofil der spezifischen Wérme ¢y, in Abbildung leitet sich in die-
sem Modell naturgeméfs von der Korrelationsfunktion der néchsten Nachbarn ab. Im
Hochtemperaturbereich ist die Ubereinstimmung von HTE und RGM erwartungsgemif
erfiillt. Verglichen mit dem einfach kubischen Gitter ist das Maximum der spezifischen
Wirme grofer fiir den Fall S = 1/2. Mit zunehmender Grofe des Spins ist der Anstieg
aus dem paramagnetischen Bereich kommend starker ausgepragt, der Bereich unterhalb

der Ordnungstemperatur T < T, zeichnet sich durch die Bildung einer Kinke aus.

T/S(S+1)

Abbildung 3.59.: Die spezifische Warmekapazitéit ¢y als Funktion der normierten Temperatur
T/S(S + 1) des FM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,3
und fiir den FM auf dem einfach kubischen Gitter (SC) mit S = 1/2 (jeweils durchgezogene
Linien) im Vergleich mit den korrespondierenden Padé-[5,6] Approximanten (gestrichelte Linien).
Dargestellt sind Datenpunkte der Losungen zweier verschiedener Gleichungssysteme (siehe
Tabelle T<T.und T >T.).

Der skalare statische Strukturfaktor wurde im Rahmen der HTE entwickelt und mit
dem aus der RGM verglichen, sieche hierzu Abbildung [3.60, Fiir explizite Ausdriicke der
niedrigsten Entwicklungsterme einiger Werte fiir die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2
sei auf das Kapitel [3.7.2] verwiesen. Die Abbildungen zeigen, dass die Resultate beider
Methoden gut iibereinstimmen. Neben den dominanten Maxima in Abbildung [3.60
fallen mehrere Nebenmaxima geringerer Hohe, etwa bei ¢, = ¢, = ¢. = 27, auf. Folgende
Uberlegung soll Aufschluss iiber die Ursache der Nebenmaxima bringen. Der Strukturfaktor
divergiert am Ubergangspunkt 7' — T,. Oberhalb der kritischen Temperatur ordnen sich

beim Absenken der Temperatur weiter entfernte ferromagnetische Cluster sukzessiv.
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Abbildung 3.60.: Der normierte statische Strukturfaktor Sq/S(S + 1) beim FM auf dem
Pyrochlor-Gitter fiir S = 1/2 in zwei verschiedenen Bragg-Ebenen (linke Spalte: ¢, = 0;
rechte Spalte: ¢, = ¢y). Die Resultate der RGM sind bei einer Temperatur von T' = 1.3T,. (obere
Reihe) und 7' = 2T, (mittlere Reihe) dargestellt. Die untere Reihe zeigt die entsprechenden
Ergebnisse aus der HTE (9te Ordnung; T' = 2T,).
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Der Strukturfaktor kann nach Beitragen von Nachbarn unterschiedlicher Distanz zerlegt

werden
Sq = S(S +1) + (SoSnn)SE™ + (SoSnnne) SPNM 4. (3.147)
— %1 Z cos (q (Rma — Ry)), (3.148)
NNN Z cos ( —R,)), (3.149)

wobei (SOSNN) die Spin-Spin-Korrelation néchster Nachbarn, <SOSNNN> die Spin-Spin
Korrelation tibernachster Nachbarn und so fort bezeichnen. Der Index j’ in der Summe
lauft iiber alle nidchsten Nachbarn des Gitterplatzes i = ma, j” lduft {iber alle iiber-
néchsten Nachbarn des Gitterplatzes ¢ = ma und so weiter. Betrachtet man nun den
Pfad q = (q,q,q) im reziproken Raum, so kann man eine einfache Erklarung fiir die
(kleineren) Nebenmaxima des magnetischen statischen Strukturfaktors in Abbildung [3.61]
bezichungsweise Abbildung [3.60] finden. Man kann zunéchst erkennen, dass die Beitrége
S((év OAE) 6, S jrv 71rvﬂ = S((é\g;’% =5 (gf\éw 3m) = 0, S(i\:\iw 4y = 6 der Korrelation nichster
Nachbarn zu Sy am Punkt q = (0,0,0) und q = (4~, 4, 47r) ungleich 0 sind, am Punkt
q = (27,27, 27) jedoch verschwinden. Bezieht man fiir Sq am Punkt q = (27, 2, 27)
zusétzliche (schwéchere) Korrelationen weiter entfernter Nachbarn mit ein, so sieht man,
dass erst ab der Beriicksichtigung drittnéchster Nachbarn ein endlicher Beitrag zu Sq
erfolgt: S((gr ]\;WN?;) = 6 (wobei Sé\; ]\;WN%) = 0 ist). Das Resultat ist, dass S(g 4,4 als Funktion
von ¢ ein grofses Maximum bei ¢ = 0 (ebenfalls natiirlich durch die Periodizitit des
Gitters bedingt, bei ¢ = £47, und so weiter) und zwei Nebenmaxima bei ¢ = +27 besitzt.

Diese Maxima divergieren schliefslich beide im Limes T' — T..
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Abbildung 3.61.: Der normierte statische Strukturfaktor Sq/S(S + 1) beim FM auf dem
Pyrochlor-Gitter fiir S = 1/2 (diinne Linien) und S = 3 (dicke Linien) bei einer Tempera-
tur von T' = 1.37¢ (rot) und T = 27, (griin) fiir die RGM (durchgezogene Linien) und die HTE
(9te Ordnung; gestrichelte Linien) dargestellt entlang des Pfades ¢ = ¢, = ¢y = ¢.

In Abbildung ist der dynamische Strukturfaktor SZ*(w) nach Kapitel gezeigt.
Die gewéhlte Temperatur von 7" = 0.0425|.J| héngt mit den experimentellen Daten
aus [176] fiir das ferromagnetische Material Luy Vo0 folgendermafen zusammen: wenn
J = 8.22 meV entspricht, dann ist die mit 0.0425|.J| korrespondierende Temperatur mit
Terp ~ 4 K anzugeben (entsprechend héngt 7' = 0.425|J| mit 7., ~ 40 K zusammen).
Der dynamische Strukturfaktor ist am stérksten entlang des dispersiven magnetischen
Anregungsspektrums ausgepriagt. Die nichtuniforme Verteilung in der Umgebung der
hochsten Energien w des Astes wsqno = 4[] konnen im Experiment genutzt werden, um
die Grofse der Austauschkopplung J zu bestimmen. Dariiberhinaus sagt die RGM eine
Temperaturabhéngigkeit des Punktes der hochsten Energie voraus (dies ist durch den
Vergleich der beiden Abbildungen in ersichtlich), die in der Umkehr temperaturabhén-
gige Effekte bei der experimentellen Bestimmung von J verdeutlicht. In Abbildung
wurde eine Darstellung von S3*(w) als Funktion des sogenannten reduzierten Momentes
t =2 — Dq gewdhlt, die mit der Darstellung der experimentellen Daten in [176] tiberein-
stimmt. Hierbei muss bemerkt werden, dass in der Darstellung q = ¢(1, 1, 1) natiirlich nur
Punkte mit 0 <t <1 erreicht werden konnen. Eine weitere Besonderheit der Wahl dieser
Parametrisierung findet sich im verschwindenden Gewicht der nichtdispersiven Aste in den
Abbildungen und . Die Eigenvektoren der Frequenzmatrix (Momentenmatrix)
mit den nichtdispersiven entarteten Eigenwerten wiq = waq (m1q = maq) haben fir
q = ¢(1,1,1) die einfache Form |1q) = (0,—1,0,1)" und |2q) = (0, —1,1,0)”. Beitriige
zum dynamischen Strukturfaktor nach Gleichung heben sich deswegen gerade weg.
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Abbildung 3.62.: Dynamischer Strukturfaktor Sg*(w) des S = 1/2-FM auf dem Pyrochlor-Gitter
entlang des Pfades ¢ = ¢, = g, = ¢, fiir T'= 0.0425 (oben) und T' = 0.425 (unten), mit einem

Parameter von € = 0.1, siche Kapitel Gleichung Die weifen Linien entsprechen den
Dispersionsrelationen aus Gleichung (3.141]).
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Abbildung 3.63.: Dynamischer Strukturfaktor Sg*(w) des S = 1/2-FM auf dem Pyrochlor-Gitter
als Funktion des reduzierten Momentes ¢t = 2 — Dy, siehe [176], mit q = (g, ¢, ¢) fir T = 0.0425
mit einem Parameter von ¢ = 0.1, siche Kapitel Die weifsen Linien entsprechen den
Dispersionsrelationen aus Gleichung .

W@ ./ -Modell: Antiferromagnet

Der Pyrochlor-AFM ist ein potentieller Kandidat fiir eine 3D Quanten-Spin-Fliissigkeit
bei T' — 0 [160-164, T7THI73, 188, [189]. Vor allem die Tatsache, dass es eine ganze Klasse
magnetischer Festkorper gibt, die sich sehr gut mittels des Heisenberg-AFM auf dem
Pyrochlor-Gitter beschreiben lassen '] liefert eine potentiell enge Schnittstelle zwischen
Theorie und Experiment. Wie auch beim Kagome-AFM aus dem vorherigen Kapitel
ist die Motivation dieser Arbeit, die RGM fiir S > 1/2 bei T' > 0 anzuwenden, die
HTE als Vergleichsmethode zu verwenden und beide Methoden zu nutzen, um mégliche
sich bildende magnetische Strukturen zu ermitteln. Die analytischen Ausdriicke der
RGM aus dem vorhergehenden Kapitel [3.7.1] Gleichungen bis (3.144)), kénnen fiir
den AFM (J > 0) tibernommen werden. Zunéchst sei die klassische Konfiguration des

antiferromagnetischen Modells diskutiert. Hierfiir lohnt es sich, die Summation auf eine

31Von der Klasse der Oxidfamilie AyB2O7, wobei A ein beliebiges Metall der seltenen Erden und B ein
Ubergangsmetall ist, ist bekannt, dass diese fiir tiefe Temperaturen magnetischen Isolatoren in der
Pyrochlor-Struktur kristallisieren, siehe [I88].
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Abbildung 3.64.: Die normierte Grundzustandsenergie Fy/S? (links; schwarze Symbole bezeich-
nen Daten, die der Literatur entnommen wurden: Kreis: [160) [164], Vierecke: [I89] (die Zahl in
der Legende bezeichnet die verwendete Gittergrofse der ED-Daten), Dreieck: [163], Kreuz: [162])
und die uniforme Suszeptibilitit yo (rechts) als Funktion der inversen Spinquantenzahl 1/S des
AFM auf dem Pyrochlor-Gitter innerhalb der RGM (J = 1; Minimalvariante).

Summe fiber alle 2\ — co Tetraeder aufzuspalten [}

J 2N 2N N

U(S =00, N = 00) =5 ISP => > st | (3.150)
T=1 T=1 a=1
252NN

wobei mit St = S71 + St + S13 + S14 der Gesamtspin des Tetraeders T' bezeichnet ist.
Offensichtlich ist eine klassische Grundzustandskonfiguration also gerade dann realisiert,
wenn St = 0 auf jedem Tetraeder gilt. Die klassische Grundzustandsentartung ist durch
die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten der Anordnungen, gerade weil die Restriktion
fiir den GS die Tetraeder unabhéngig voneinander lasst, massiv. Somit ergibt sich eine
GS-Energie von U(T = 0,5 — oo, N' = o0) = —JS?2N'N. Durch die Beriicksichtigung
von Quantenfluktuationen kann jedoch eine Klasse von Zustédnden selektiert werden. Es
sollen in diesem Kapitel die Ergebnisse der RGM und HTE des letzten Kapitels [3.7.1]
analog fiir den AFM auf dem Pyrochlor-Gitter untersucht werden. Wie fiir den AFM auf
dem Kagome-Gitter wird die Minimalvariante (\; ;(7') = A(T") und o, ;(T) = o(T")) auf
ihre Qualitat gepriift.

Als erstes Ergebnis fiir den GS kann festgestellt werden, dass die RGM das Fehlen
von LRO signalisiert, der Strukturfaktor also in allen Bereichen endlich ist und sich
alle moglichen Kondensatterme zu 0 ergeben. In Abbildung ist die normierte GS-
Energie nach der Minimalvariante iiber 1/S aufgetragen. Es zeigt sich, dass im Gegensatz

zum Kagome-AFM der klassische Limes, ohne weitere Korrekturgrofsen einfiihren zu

32Djeser Schritt ist insofern hervorzuheben, als dass das Gitter geometrisch in zwei zueinander verschieden
orientierte Tetraedersorten zerlegt werden kann. Eine Sorte davon ist die gewédhlte Elementarzelle.
Bei der Zerlegung muss dann beriicksichtigt werden, dass jeder Spin Teil von beiden Sorten ist.
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Abbildung 3.65.: Dispersion der magnetischen Anregungsenergien wqy (nach den Gleichungen
(3-141)), mit J = 1) bei T = 0 (links) und fiir T = 1.55(S + 1) (rechts). Hierbei ist wgy/S
bei T = 0 abhéngig von S (durchgezogene Linien: S = 1/2; gestrichelte Linien: S = 3). Das
Verhalten fiir 7' — oo ist identisch zum FM (Abbildung auf Seite . Die Punkte T', X,
W und K sind die entsprechenden Punkte der Brillouin-Zone eines kubisch flachenzentrierten
Bravaisgitters und durch I' = (0,0, 0), X= (0, 27,0), W= (7, 27, 0), K= (37/2,37/2,0) gegeben,
siehe beispielsweise [I81] oder Abbildung auf Seite

miissen, erreicht wird. Die uniforme Suszeptibilitit yo zeigt qualitativ einen &hnlichen
Verlauf fiir S — oo, wie beim Kagome-AFM. Die Vertexparameter bei 7' = 0 sind hier
(AM0)=2-1/5): a(0,5 =1/2) =1.3644, a(0,S = 1) = 1.1519, a(0,S = 3/2) = 1.0297,
a(0,S =2) =0.9480,. .., a(0,S = 100) = 0.5153, also ein Wert unter 1 fiir S > 2. Dies
fiihrte im vorangegangenen Kapitel [3.5] gerade zu Problemen bei der Anwendung der Mi-
nimalversion fiir 7 > 0. Die magnetischen Anregungen (Gleichungen (3.141)), mit J = 1)
aus Abbildung [3.65] zeigen fiir T = 0 einige bedeutende Unterschiede zum FM aus Kapitel
Der akustische Ast ist in der Umgebung q ~ I' linear und wird beschrieben durch
die Spinwellengeschwindigkeit Gleichung . Das flache (entartete) Band ist nicht
mehr, wie beim FM aus Kapitel 3.7.1] das energetisch hochste und senkt sich fiir S — oo
auf wg,/S — 0 (v = 1,2) ab. Dieses Verhalten ist analog zu dem in Kapitel gezeigten.
Insbesondere besitzt das gesamte Dispersionsspektrum wgq,/S eine Abhéngigkeit von der
Spinquantenzahl S.

In Kapitel wurden die Ergebnisse teilweise mit dem einfach kubischen Gitter (z = 6)
verglichen. Die beiden Modelle unterscheiden sich beim AFM grundlegend. LRO eta-
bliert sich hier beim AFM fiir S = 1/2 unterhalb der Néel-Temperatur 7" < T. Das
Vorhandensein der semiklassischen Néel-Ordnung zeigt sich am Abklingverhalten der
Korrelationsfunktionen iiber den Abstand, siehe Abbildung [3.66]%% Die mit dem Abstand
abnehmenden Korrelationsfunktionen des AFM auf dem einfach kubischen Gitter weisen
durch die Asymptote Cq—(r ) # 0, siche graue Linie in Abbildung , das Vorhanden-
sein eines Kondensatterms auf, siche Gleichung [3.35] der auf eine Magnetisierung von
M/(1/2) =~ 0.783 (M/(1/2) ~ 0.8328...0.842 mittels CCM aus [150]) fiihrt. Die Korrela-
tionsfunktionen des Pyrochlor-AFM hingegen gehen exponentiell gegen 0. Das Entwickeln

33Fiir die entsprechenden Formeln der RGM sei hier wieder auf das Kapitelverwiesen (Jo=1,J; =0).
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Abbildung 3.66.: Darstellung des Betrags der Korrelationsfunktionen |(SoSg)| als Funktion des
skalierten Abstands |R|/ag (einfach kubisches Gitter ,SC*: ag = |e1| = |(1,0,0)|, entsprechend
Kapitel mit Richtung entlang R = ne;; Pyrochlor-Gitter ,PC*: ag = |e1| = |(0,1/2,1/2)| ,
mit Richtung entlang R = ne;) fiir S = 1/2, wobei ag die Gitterkonstante bezeichnet.

einer Korrelationsldnge {q nach Kapitel [3.2.1)geht implizit von der Herausbildung einer be-
stimmten magnetischen Konfiguration aus. In dem vorliegenden Fall ist im Vornherein nicht
klar, wie QQ zu wahlen ist, oder ob es iiberhaupt einzelne ordnungsbeschreibende Vektoren
gibt. Nach [I61] lasst sich eine Korrelationsléinge abschétzen mit [(SoSgr)| o exp(—|R|/€).
Eine Ausgleichsrechnung der Form f(R) = a - exp(—|R|/b) + ¢, mit den Daten aus Abbil-
dung [3.67 liefert: a ~ 14+107°, b = 0.196347(£0.09%) und ¢ = 10~° ~ 0. Somit lésst sich
(T =0,5 =1/2)/d =~ 0.2¢/8 ~ 0.566 erhalten. Mit dem Anwachsen der Spinquantenzahl
werden die Korrelationen angehoben, fallen aber ebenso exponentiell iber den Abstand
ab. Fiir S = 3 ergibt sich: a ~ 1 +£107%, b = 0.257755(40.38%) und ¢ = 107* ~ 0,
also (T = 0,5 = 3)/d =~ 0.261/8 =~ 0.735 eine leicht grokere Korrelationslinge, die die
Kurzreichweitigkeit der magnetischen Interaktionen auch fiir groffere Spinquantenzahlen
hervorhebt. Daraus geht hervor, dass die Korrelationen der Spins untereinander kaum
eine Elementarzelle iibersteigen. Vergleicht man mit dem Resultat des entsprechenden
Modells auf dem Kagome-Gitter aus Kapitel [3.5] siche Abbildung [3.67] so sieht man
deutlich, dass der dimensional bedingte hohere Grad der klassischen GS-Entartung sich
in den Spin-Spin-Korrelationsfunktionen niederschlagt. Wie im Kapitel zum FM werden
nun zwei bestimmte Ebenen in der Brillouin-Zone fiir Sq/S(S + 1) in Abbildung
betrachtet. Analog zum AFM auf dem Kagome-Gitter bleibt der Strukturfaktor wegen der
kurzreichweitigen Korrelationen im gesamten Gebiet endlich. In der (¢, = ¢y, ¢.)-Ebene
lassen sich die typischen Muster aus Kapitel wiederfinden. Hier sind die Knotenpunk-
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Abbildung 3.67.: Vergleich des Betrags der normierten Korrelationsfunktionen |(SoSgr)|/S(S+1)
als Funktion des skalierten Abstands [R|/ag (Kagome: ag = |a1], siehe Kapitel [3.5] mit Richtung
entlang R = naj; Pyrochlor: ag = |e;| = [(0,1/2,1/2)|, mit Richtung entlang R = ne;) zwischen
dem Kagome-AFM (gestrichelte Linien) und dem Pyrochlor-AFM (durchgezogene Linien) fiir
S =1/2 (rot) und S = 3 (schwarz), wobei ay die Gitterkonstante bezeichnet.

te, siche zum Beispiel Q, = (0,0, 47) und alle symmetriebedingt dquivalenten Punkte,
Maxima in Sq. Auf im Rahmen der numerischen Genauigkeit gleicher Hohe ist aber auch
in der ,,¢, = 0“-Ebene eine ganze auf einem Quadrat (¢,(g,) = £4m, =47 < gq,(¢,) < 47)
befindliche kontinuierliche Schar von g-Punkten in der Brillouin-Zone, siche schwarze
Linien in Abbildung (ebenso fiir T > 0). Auch die Tendenz des Strukturfaktors,
fiir grofsere Werte der Spinquantenzahl S schéarfere Konturen auszubilden, ist dhnlich zu
dem in Kapitel 85| gefundenen Verhalten. In Abbildung ist der normierte skalare
Strukturfaktor entlang eines typischen Pfads in der Brillouin-Zone, wie in Abbildung
[3.65], gezeigt. Zum einen fir 7' = 0 innerhalb der RGM und zum anderen im Vergleich
mit der HTE bei der Temperatur 7' = 1.75(S 4 1). Zunéchst fallt die wie auch schon
im Kapitel zum Kagome-Gitter (Abbildung , auf Seite gute Ubereinstim-
mung von HTE und RGM auf. Die qualitative Ubereinstimmung ist iiber weite Bereiche
gegeben. Geringe Abweichungen zeigen sich beispielsweise in der Umgebung q ~ I fiir
S = 3 (10. Ordnung HTE). In beiden Féllen des in der Abbildung gewéhlten Spins
zeigt sich eine Tendenz zu einem Absenken des normierten Strukturfaktors im Limes
geringer Temperaturen T — 0 (limy_,5Sq/S(S + 1) = 1, siche Kapitel B6). Dies ist
verglichen mit dem AFM auf dem Kagome-Gitter ein anderes Verhalten. Die Neigung zu
starkerer Unordnung bei verschwindenden thermischen Fluktuationen ist in der gezeigten

Abbildung starker fiir grofere Werte des Spins S ausgepréigt. Fiir den Fall endlicher

149



3.7. PYROCHLOR-GITTER KAPITEL 3. HEISENBERG-MODELL

18
1.6
14
12

=

0.8
0.6
0.4
0.2

A o-2m 0 2m 4m A o-2m 0 2m 4l

18
16
14
12

=

0.8
0.6
0.4
0.2

At 2m 0 2m 4m At 2m 0 2m 4m
Ox=0y Oy

Abbildung 3.68.: Normierter statischer Strukturfaktor Sq/S(S + 1) innerhalb der RGM am
Temperaturnullpunkt 7" = 0 fiir den AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir S = 1/2 (oben) und
S = 3 (unten) in den zwei Bragg-Ebenen g, = ¢, (links) und ¢, = 0 (rechts; das schwarze
Quadrat markiert die Punkte, an denen Sq maximal ist).
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Abbildung 3.69.: (links) Normierter statischer Strukturfaktor Sq/S(S + 1) fiir S = 1/2 (rot)
und S = 3 (schwarz) aus der RGM (7" = 0: durchgezogene Linien; 7' = 1.75(S + 1): gestrichelte
Linien) und der HTE (7" = 1.75(S + 1): punkt-gestrichelte Linien; S = 1/2: 12. Ordnung, S = 3:
10. Ordnung). (rechts) Die Punkte I', X, W und K sind die entsprechenden Punkte der Brillouin-
Zone eines kubisch flichenzentrierten Bravaisgitters und durch I' = (0,0,0), X= (0, 27,0),
W= (m,27,0), K= (37/2,37/2,0) gegeben, siche beispielsweise [I81].

Tabelle 3.6.: Ubersicht der unbekannten Grofen und das zur Bestimmung verwendete nichtlineare
Gleichungssystem der RGM nach Kapitel 3.2.1}

’ Unbekannte Grofen \ T=0 \ 7>0 ‘
Cma,np Cma,;np = ./\}'linoo'/%/ Zq anﬂcos<qrma,nﬁ)
o Summenregel

1| A=A +T _ AT)=A(o0)+1
S | a(0)—a(co)+1 — a(T)—a(o)+1

A A0) =2 —

Temperaturen 7" > 0 ist wegen der Vertexparameter (a(S > 2,7 = 0) < 1) zu erwarten,
dass es, analog zum AFM auf dem Kagome-Gitter, Probleme fiir grofere S beim Losen
der Gleichungssysteme gibt. Die Ursache dafiir, konnte in den aufgestellten Gleichungen
gefunden werden. Der kritische Vorzeichenwechsel in einer dieser Gleichungen, der durch
den Vertexparameter a(S, T = 0) < 1 im Bereich mittlerer Temperaturen hervorgerufen
wurde, konnte dort durch die Unterscheidung eines weiteren Vertexparameters umgangen
werden (o (S,T) > 1,a2(S,T) > 1). An dieser Stelle soll eine andere Variante vorgestellt
werden, die das entsprechende Problem innerhalb der Minimalversion der RGM beheben
kann und ohne zusitzliche Informationen iiber den GS auskommt. Dafiir werden die Glei-
chungen nach Tabelle genutzt. Dieses Gleichungssystem ist fiir T > 0 fiir alle Werte
von S > 1 unter anderem deswegen konsistent losbar, da der Ausdruck a(7T") — a(o0) + 1
stets dasselbe Vorzeichen besitzt. Die Korrelationsfunktionen in Abbildung sind
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Abbildung 3.70.: Darstellung des Betrages der normierten Korrelationsfunktionen
|(SoSR)|/(S(S +1)) (néchste Nachbarn - durchgezogene Linien; iiberniichste Nachbarn - gestri-
chelte Linien; drittnéachste Nachbarn - gepunktete Linien) als Funktion der skalierten Temperatur
T/S(S + 1) des AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S =1/2,1,3/2.

bei niedrigen Temperaturen, wie auch schon beim Kagome-AFM, siche Abbildung [3.31]
anndhernd unabhéngig von der Temperatur. Die uniforme Suszeptibilitit yg ist in Ab-
bildung dargestellt. Der Vergleich mit der HTE liefert eine gute Ubereinstimmung.
Fiir niedrigere Temperaturen wird die Kongruenz beider Methoden erwartungsgemaf
schlechter. Dabei liefern die Ergebnisse fiir S = 1 nahezu deckungsgleiche Kurven bis zu
einer Temperatur von 7' & 0.55(S+1). Fiir grokere Werte des Spins steigt die Abweichung
beider Methoden an. Diese ist in der Abbildung fiir S = 3 am grofiten und ist mit einer
relativen Abweichung von ~ 10% bei T' ~ 0.55(S + 1) anzugeben. Innerhalb der RGM ist
erkennbar, dass sich in yo mit dem Anwachsen der Spinquantenzahl ein kleines Maximum
bei tiefen Temperaturen ausbildet. Qualitativ gute Ubereinstimmungen zwischen der
HTE und der RGM zeigen auch die Resultate der spezifischen Wérme in Abbildung
[3.71] Das Maximum von ¢y steigt mit S an und verschiebt sich zu immer niedrigeren
Temperaturen 7/5(S + 1). Dies ist beim AFM auf dem Kagome-Gitter ein bekanntes
Resultat, siehe hierfiir zum Beispiel Kapitel oder [71]. Die Ergebnisse der HTE und

der RGM scheinen fiir hohere S bei tiefen Temperaturen besser iibereinzustimmen.
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Abbildung 3.71.: (links) Die uniforme Suszeptibilitét yo als Funktion der skalierten Temperatur
T/S(S+1) des AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2,2,5/2,3
im Vergleich mit den korrespondierenden Padé-[6,5| (Padé-[7,6]: S = 1/2) Approximanten
(gestrichelte Linien). (rechts) Die spezifische Warmekapazitéit cy als Funktion der skalierten
Temperatur T/S(S + 1) des AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir die Spinquantenzahlen S =
1/2,1,3/2,2,5/2,3 im Vergleich mit den korrespondierenden Padé-[5,6] (Padé-[6,7]: S = 1/2)
Approximanten (gestrichelte Linien).

2
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Abbildung 3.72.: Dynamischer Strukturfaktor Sg*(w) des AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir
S =1/2 entlang des Pfades ¢ = ¢, = ¢y = ¢, fiir T' = 0, mit einem Parameter von € = 0.1, siehe
Kabpitel Gleichung (3.48). Die weifen Linien entsprechen den Dispersionsrelationen aus

Gleichung (|3.141]).
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Abbildung 3.73.: Dynamischer Strukturfaktor Sg*(w) des AFM auf dem Pyrochlor-Gitter fiir
S = 3 entlang des Pfades ¢ = ¢, = ¢y = ¢ fiir T' = 0, mit einem Parameter von ¢ = 0.1, siche
Kapitel Gleichung (3.48)). Die weifen Linien entsprechen den Dispersionsrelationen aus

Gleichung (|3.141]).

An dieser Stelle soll wie im vorangegangenen Kapitel fiir das ferromagnetische Modell
der dynamische Strukturfaktor Sg*(w) in den Abbildungen und vorgestellt
werden. Deutlich weniger ausgespragt sind hier die Beitridge des akustischen Astes zum
dynamischen Strukturfaktor. Aus Griinden, die bereits im vorherigen Kapitel erwahnt
wurden, entfillt der Beitrag des nichtdispersiven Bandes auch hier. Die Beitriage mit
groktem Wert von S3*(w) sind am deutlichsten ausgesprigt.

An dieser Stelle soll nun der skalare Strukturfaktor der HTE betrachtet werden. Fiir
die Spinquantenzahlen S = 1/2,1,3/2 sind nachfolgend die jeweils ersten beiden Ent-
wicklungskoeffizienten in der renormierten Temperaturskala 7 = T/(S(S + 1)) explizit
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Vergleicht man zum Beispiel mit Kapitel [3.4.2] so findet sich in den normierten skalaren
Strukturfaktoren aus der HTE auch hier einen Unterschied in der zweiten Ordnung,
erkennbar an den Vorfaktoren der Terme ~ cos (%) cos (%) ({i # j} = (z,9,2)). Es
ist nun das typische Vorgehen, Maxima in den gegebenen analytischen Gleichungen
aufzufinden. Von den Ergebnissen der RGM ist bekannt, an welchen Stellen in Sy sich
fiir den GS geeignete magnetische Ordnungsvektoren auffinden lassen, siehe hierzu das
schwarze Quadrat in Abbildung[3.68 und Abbildung[3.74] Legt man dieses Gebiet zugrunde,
so findet man in den niedrigsten Ordnungen entlang einer Kante des Quadrats in der Tat ein
Plateau von Punkten maximaler S4. Die absolute Hohe ist dabei abhéngig von der Ordnung
und vom gewahlten Spin S. Die Werte von Sy entlang des Plateaus héangen bei moderaten
Temperaturen schwach von der Ordnung ab und liefern ein praktisch nahezu identisches
Bild zur RGM. Eine Besonderheit zeigt sich in der siebten Ordnung der HTE, siehe
hierzu Tabelle 3.7 Ab dieser Ordnung bildet sich zunéchst eine besondere magnetische
Konfiguration mit sehr geringer Amplitude heraus. Der Term cos(%) mit negativem
Vorfaktor sorgt fiir eine Favorisierung der Punkte ¢, = +27 und symmetriebedingt auf
jeder der drei anderen Kanten des Quadrats. Die renormierten Entwicklungsterme zeigen,
dass es sich um einen quantengetriebenen Selektionsprozess handelt, verschwinden doch die
Vorfaktoren mit wachsendem S: S =1/2 ~ =290 ~ (0.00081, S =1 ~ 3220 ~ (.00011

688905 39191040

und S = 3/2 % ~ 0.00003. Interessanterweise éndert sich das Vorzeichen

teilweise mit der Ordnung und eine zweite konkurrierende Spin-Konfiguration, ndmlich

¢ = {£47,0} (und alle symmetrischen Punkte dazu) tritt auf. Das Vorzeichen scheint
ebenso spinabhéngig zu sein, siehe zum Beispiel Ordnung 8 in Tabelle 3.7 Es verbleibt
die Frage, wie diese Konfigurationen, deren Vertreter nun mit Qu = (4m,4m,0) und
Q; = (2m,4m,0) gegeben sein sollen, zu interpretieren sind. In [161] wurde das Modell
storungstheoretisch mit dem Ausgangspunkt isolierter Tetraeder gekoppelt tiber J' (mit
A = J'/J als Parameter der PT) untersucht. Dabei konnten die Eigenwerte (dort mit
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g

Abbildung 3.74.: (links) Normierter statischer Strukturfaktor Sq/S(S + 1) fiir S = 1/2 (rot)
und S = 3 (schwarz) aus der RGM (7" = 0: durchgezogene Linien; 7' = 1.75(S + 1): gestrichelte
Linien) und der HTE (7" = 1.75(S + 1): punkt-gestrichelte Linien; S = 1/2: 12. Ordnung, S = 3:
10. Ordnung). (rechts) Die Punkte I', X, Q; und Qg sind durch I" = (0,0,0), X= (0, 27, 0),
Q1 = (27,47, 0) und Qg = (4,47, 0) gegeben, sieche beispielsweise [181].

. . S,
Tabelle 3.7.: Entwicklungsterme des normierten skalaren Strukturfaktors W der HTE
fir S =1/2,1,3/2 am Punkt ¢, = 0, g, = 47 beim AFM auf dem Pyrochlor-Gitter.
3 S=1/2 \ S=1 S=3/2
2 2 2
1 3 3 3
_5 _8
2 0 36 45
3 _20 _10 _ 2588
27 27 10125
4 62 1721 8662
243 5184 30375
5 1312 133 84448
1215 810 3796875
6 28006 _ 32309 _ 142434998
32805 69120 512578125
7 | —1031308—560cos(%) 6039471 —4480cos (%) 11132918004 —1750000cos( %)
688905 39191040 53820703125
g | 442386243608cos(%r) | 1552120827+633088cos( %) 552725758—498920cos( 2 )
2066715 3762339840 6458484375
q | 18947028+8576cos(%) | 5731919354 107488cos(%) | —31183199780044-+38350832000c0s (%)
11160261 1128701952 108986923828125
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wg symbolisiert) des tensoriellen Strukturfaktors ausgewertet werden und es zeigte sich,
dass auch hier die Entartung in hoherer Ordnung schwach (Awg  /wg =~ 1079)
gebrochen wurde. Die beiden relevanten Spin-Konfigurationen wurden als eine Phase
sogenannter kohédrenter Tetraeder (Qg) und eine sogenannte m-Phase (Q;) identifiziert.
Eine Moglichkeit zu priifen, ob es sich in diesem Fall ebenso um diese Art von magnetischer
Konfiguration handelt, liefert das Betrachten des Phasenfaktors, ausgehend von dem Spin
an der Stelle r; = (0,0,0) (a = 0): Y (Q;) = Qhr2Fkratlrs) (wohei ry = (0,1/4,1/4),
ry = (1/4,0,1/4) und ry = (1/4,1/4,0)). Betrachtet man beispielsweise exemplarisch
k =1 =0, also einfache Schritte entlang des Gitters, so sicht man: 1;,(Qq) = (—1)"
und 9,(Q;) = (—1)"? und beachtet man aukerdem, dass fiir 0 # 2h€ Z eine andere
Elementarzelle erreicht wird, dann zeigt sich das beschriebene Verhalten. Riickblickend auf
das Kapitel ist auch hier mit einem magnetischen Ordnungsvektor Q ein Zustand mit
einer kleinen magnetischen Elementarzelle (Qy <= ,,¢ = 0%, identisch zur geometrischen
Elementarzelle) und mit dem magnetischen Ordnungsvektor Q; ein konkurrierender
Zustand mit einer vergroferten magnetischen Elementarzelle (Q; <= ,v/2 x v/2¥)
verkniipft.

110~
8108
60108
410
20108
0r10°

ASo/S(S+1)

0.2 S=1/2 ——
S=3 ——

0051152253 354 45
-1
q[A7]

TIS(S+1)

Abbildung 3.75.: (links) Differenz der normierten skalaren Strukturfaktoren ASq =
(Sq, —S5q,) /S(S + 1) mit Qy = (4m,4m,0) und Q; = (2m,4m,0) der HTE mit der Spin-
quantenzahl S = 1/2 (Ordnung 12; rot) als Funktion der skalierten Temperatur 7'/S(S + 1)
und S = 3 (Ordnung 10; schwarz). (rechts) sphérisch gemittelter und skalierter Strukturfaktor
Sq/S(S + 1) nach Gleichung (3.4) der HTE mit der Spinquantenzahl S = 1/2 (Ordnung 12; rot)

und S = 3 (Ordnung 10; schwarz) als Funktion von ¢ in Einheiten von AT (unter Berticksichti-
gung des experimentell ermittelten Gitterabstands von ThyTisO7 mit a ~ 10.154 A aus [190])
bei zwei Temperaturen 7'/S(S + 1) = 2 (durchgezogene Linien) und 7'/S(S + 1) = 5 (gestrichelte
Linien).

Der Unterschied zwischen diesen Konfigurationen ist hingegen um ein Vielfaches kleiner,
jedoch wird ebenso eine, verglichen mit dem Translationsgitter, ausgedehntere magnetische
Elementarzelle bevorzugt. Dass die Selektion der Zustdnde ein Prozess ist, bei dem
Quantenfluktuationen bei niedrigen Temperaturen relevant sind, zeigt sich an Abbildung
3.75| (links). Der sphérisch gemittelte Strukturfaktor ist in Abbildung3.75] (rechts) gegeben
(die Maxima befinden sich hier bei ¢; ~ 1.23A7" und ¢» ~ 3.08 A™"). Fiir S = 1/2 gibt
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es in [191] experimentelle Daten iiber beide Maxima ¢; ~ 1.2 A7 und ¢ ~ 3.1 A" einer
Probe von ThyTisO7 und stimmen damit sehr gut mit den theoretischen Ergebnissen

iuberein.
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Zusammenfassung Kapitel 3.7: Pyrochlor-Gitter

In Kapitel wurde das Pyrochlor-Gitter mit einer Wechselwirkung zwischen

nachsten Nachbarn bei beliebiger Spinquantenzahl S untersucht. Zunéchst wurden

die allgemeinen Gleichungen der RGM entwickelt, um sie auf das ferromagnetische
Modell anzuwenden. Dabei zeigte sich, dass LRO mit dem Ubergang von einer
linearen (7" > T.) zu einer quadratischen Dispersion (7" < T.) des akustischen Astes
verkniipft ist. Die Minimalversion der RGM lieferte im gesamten Temperaturbereich
konsistente und zuverldssige Daten. Insbesondere fiir S = 1/2 wurde eine kritische
Temperatur von T, &~ 0.778 gefunden, die sehr gut mit den Befunden experimen-
teller Untersuchungen tibereinstimmt (7, ~ 0.7...0.73). Die Abhéngigkeit der
kritischen Temperatur vom Spin 7.(S)/S(S + 1) wurde mit dem analogen Modell
fiir das einfach kubische Gitter, das die gleiche Koordinationszahl besitzt, innerhalb
der RGM und der HTE untersucht. Hier zeigte sich deutlich, dass die kritischen
Temperaturen fiir jedes S beim Pyrochlor-Gitter um 10% bis 15% frustrationsbe-
dingt reduziert sind, wobei der Unterschied mit der Spinquantenzahl abnimmt. Der
dynamische Strukturfaktor der RGM stimmt mit den experimentellen Ergebnis-
sen fiir das magnetische Material Lus Vo057 gut {iberein. Die Minimalversion der
RGM lieferte fiir den AFM im Gegensatz zum entsprechenden Modell auf dem
Kagome-Gitter den korrekten klassischen Limes fiir die Energie des GS, wobei fiir
alle betrachteten S keine LRO gefunden wurde. Verglichen mit dem Modell auf dem
Kagome-Gitter fallen die Korrelationsfunktionen auf dem Pyrochlor-Gitter schneller
ab, dabei ist die Korrelationsldnge fiir S = 1/2 des stark frustrierten dreidimen-
sionalen Modelles mit ¢/d ~ 0.566 am geringsten. Da die Vertexparameter ohne
Modifikation auch in diesem Fall Divergenzen bei den Losungen des nichtlinearen
Gleichungssystems fiir 7" > 0 erzeugen, wurden Gleichungen vorgeschlagen, die
dieses Problem nicht aufweisen. Die entsprechenden thermodynamischen Grofen
der HTE (cy,xo) stimmen fiir beliebige S bis zu einer Temperatur von ungefiahr
T ~ 0.55(S + 1) gut tiberein. Der Strukturfaktor zeigte in den zwei betrachteten
Bragg-Ebenen das Auftreten von pinch-points und bow-ties und das Vorhandensein
eines kontinuierlichen Pfads konstanter maximaler Punkte in Sq/S(S + 1) in der
Form eines Quadrats. Hierbei zeigte sich, dass die Strukturen fiir 7" — 0 mit der
Spinquantenzahl kontrastreicher werden. Der skalare Strukturfaktor aus der HTE
bestéitigte das gefundene qualitative Resultat mit dem Unterschied, dass in héherer
Ordnung (7) die Symmetrie der favorisierten magnetischen Ordnung zugunsten
zweier konkurrierender Zusténde schwach gebrochen wird, wobei eine Abhéngigkeit
von der Spinquantenzahl festgestellt wurde. Diese unterscheiden sich durch die
Ausdehnung der magnetischen Elementarzelle. Dabei erwies sich der Zustand mit
der grofseren magnetischen Elementarzelle fiir alle betrachteten S als vom System
leicht bevorzugt. Der sphirisch gemittelte Strukturfaktor S,/S(S + 1) der HTE
wurde fiir den Fall S = 1/2 dargestellt, wobei die Maxima ¢; ~ 1.23 A7 und

g2 ~ 3.08 A7 sehr gut mit experimentellen Befunden tiibereinstimmen.
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Anhang

A RESULTATE DER PT

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Formeln der PT bis zur sechsten Ordnung
vorgestellt, diese sind auch beispielweise in [20] zu finden. Der zu untersuchende N-
Zellen Hamiltonian wird geméfs der Rayleigh-Schrodinger-PT in einen ungestorten Teil
Hy und einen Storterm V, mit H = H, + V, aufgespalten. Alle Eigenzustinde o)
und Eigenenergien F, von H, sind bekannt. Gegenstand der Untersuchungen ist das
Hubbard-Modell mit einem Elektron je Elektronenfalle, also der Unterraum mit n = A
Elektronen. Der Grundzustand |G.S) des ungestorten Hamiltonians Hy ist 2"-fach entartet
(Hy = Y o—tiim tgéjnjl’gémyz,g + h.c., ty definiert voneinander isolierte Elektronenfallen),
da jede Zelle mit einem beziiglich der Quantisierungsachse parallelen Spin | 1) oder
antiparallelen Spin | |) besetzt werden kann. Die Energie des Grundzustands wird im
Folgenden mit Egg bezeichnet. Aukerdem gilt fiir alle betrachteten Fille (GS|V|GS) = 0.
Die Terme der Grundzustandsenergiekorrekturen héherer Ordnung Faos = Egs + Eg ; +
E&L + BYL + ES) + ES), sind durch:

@~ (GS|V]a){a|V|GS)
Fas = Z Eqs — B, ’

(GS|V]a) aIV|B>< BIV|GS)
GS Z Z EGS . )(EGS _ Eﬂ) ) (A1>

(GS|V]e) 04|V|5><5|V|7><7|V|GS>
GS_ZZZ (Eas — Eo) (Bas — Eg) (Egs — E5)

(GS|V]a) (a|V|GS) (GS|V]B)(BIV|GS)
Z Z EGS — Ea) (EGS - EB)

Y
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1 1 1
Eg); = (1717171)+§(271a071)+5(1727071)+§(17170a2)
1 1 1
+ 2(2,0,1,1) + =(1,0,2,1) + =(1,0,1,2),
9 2 9
1
ES), = (1,1,1,1,1)+§(2,1,1,0,1) (A.2)
1 1 1 1
+ 5(1,2,1,0,1)+5(1,1,2,0,1)+5(1,1,1,0,2)+5(2,1,0,1,1)
1 1 1 1
+ 5(1,2,0,1,1)+5(1,1,0,2,1)+5(1,1,0,1,2)+5(2,0,1,1,1)
1 1 1 1
+ 5(1,0,2,1,1)+5(1,0,1,2,1)+5(1,0,1,1,2)+5(3,0,1,0,1)
3 1 3 1
T §(2’072’0’1)+1<2’0’1>072>+§<17072’072)+5(1707170’3)’

/
gegeben [20]. Der eingefiihrte hochgestellte Index an den Summenzeichen ,, Z “ symboli-

siert die Summation iiber alle Zustdnde des ungestorten Hamiltonians Hy, mit Ausnahme
der Grundzusténde. Die eingefiihrte Kurzschreibweise fiir Eg’; und Egg, die auch in [20]

verwendet wird, ist durch folgende Vorschrift

(ki kay - .. ky) = (GS|VREYV REDY vV REVIGS),

. -1GS)(GS|, k=0,
RW = C el \F (A.3)
(X, mtts) - k>0,

erklart. Es ist offensichtlich, dass der analytische Aufwand sehr stark mit der Ordnung
anwachst und die Verwendung eines Computeralgebrasystems eine naheliegende Option ist.
Zur Auswertung wurde Mathematica unter der Zuhilfenahme des Pakets SNEG [192], das
die Handhabe mit nichtkommutierenden Groéfsen erleichtert, verwendet, wobei es moglich
war, fiir kleine Cluster (N = 2) die Energiekorrekturen bis zur sechsten Ordnung zu be-
rechnen. Fiir Cluster der Groke N = 3, N'= 4 und N' = 5 wurden die Energiekorrekturen
bis zur vierten Ordnung berechnet. Es besteht durch die Entartung eine Freiheit in der
Wabhl der angesetzten Grundzusténde. In [IT] wurde gezeigt, dass im Falle der frustrierten
Diamant-Kette, siehe Kapitel 3] ein effektiver Heisenberg-Hamiltonian aufgestellt werden
kann, der die tieflegenden Energieniveaus beschreibt. Deshalb wird als initiales Set der
Grundzusténde fiir die PT das FEigensystem eines dem Modell entsprechenden équivalenten
Heisenberg-Systems genutzt, siche hierzu nachfolgenden Anhang (A.I). Ein zusétzlicher
Vorteil dieser Wahl besteht dann sowohl in der Gewéhrleistung der SU(2)-Symmetrie als

auch in der von den Clustern abhéngigen implizierten Raumsymmetrie der Zustande.

162
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Grundzustande des ungestorten Hamiltonians

Die Grundzusténde des ungestérten Hamiltonians ﬁo mit der Energie Fqg = —nty sind
2"-fach entartet. Bevor die Formeln der storungstheoretischen Energiekorrekturen aus
Anhang [A] angewandt werden konnen, werden die 2"-fach entarteten Grundzustande
so miteinander kombiniert, dass diese SU(2)-symmetrische Eigenzustdnde des korre-
spondierenden Heisenberg-Modells sind. Dabei ist anzumerken, dass die Zustédnde der
SU(2)-Multipletts Eigenzusténde von H, sind und die einzelnen Komponenten durch
den Storoperator V keine energetische Aufspaltung erfahren. Dennoch gibt es fiir die
Energie der Multipletts erst ab der zweiten Ordnung Korrekturen, da (GS|V|GS) = 0
gilt. Dadurch kann die Anzahl der unterschiedlichen Energien mittels PT im Falle eines
Clusters mit N' = 2, 3, 4, 5 Zellen, die Werte 2, 3, 6, 10 nicht iibersteigen.

Beginnend mit dem Fall von N/ = 2 Zellen (siehe Abbildung mit m = 1,2) und n = 2

Elektronen sind die symmetrischen ungestérten Grundzustédnde wie folgt zu wéhlen:
1.2) = L,000 1600 = 5 (0], +1L,1L,) |o> t,—1) = 11,1}, ]0),

|s) = 7 (ZI Tl$¢ A1¢ 2¢> 10), (A.4)

1
mit zjwz—@ _ el )

\/5 m,1l,0 m,2,0

Dies sind die drei Triplett-Zusténde |t) und der Singulett-Zustand |s). Nachfolgend wird
Gebrauch von der Kurzschreibweise | 1) = I l;T|O> | 1) = ZALTZE’JO),. .., gemacht, so
dass aus den Gleichungen (|A.4)

6,1 =[11), [t,0) = (\ TH+ID), [6L=1) =14,

) =

SI

E(ITU—IH)), (A.5)

wird. Fiir 3 Zellen und n = 3 Elektronen bei offenen Randbedingungen wurden die
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ungestorten Grundzustédnde wie folgt gewéhlt:

3
0) =11,

1
)= 5 (TR 110 + L),
=3 ) = 5 (1) + 114 +1 441,
-3 ) =11

1
3) = o5 1) = 141,

1 1
L —3) = 25 (1) = | 441,

1 1
2.3 ) = 72 (1) = 21 141) + 411,
1 1
2,3 ) = 75 (1) =21 400) 41 4)). (A6)

Hierbei werden mit |¢) die Quadruplett-Zustinde und mit |d1), |d2) die beiden verschie-
denen Dublett-Zusténde bezeichnet. Hierbei ist der totale Spin von |d1) und |d2) jeweils
1/2 und die lokalen S%-Werte fiir die einzelnen Zellen j = 1, 2,3 sind: 0, +1/2, 0 fiir |d1)
und +1/3, F1/6, £1/3 fir |d2). Die angegebenen Zustédnde in den Gleichungen (A.6))
sind Eigenzustande von (Sl +S, + Sg)z, S'f + 35 + Sg und des Heisenberg-Hamiltonians
H=S, §2+S2§3, siehe Kapitel , (Heisenberg-Hamiltonian mit offenen Randbedingungen,
drei Gitterplétzen und J,,q,n3 = J = 1 mit einer antiferromagnetischen Wechselwirkung
néchster Nachbarn) mit den zugehorigen Energien 1/2 (|g)), 0 (|d1)) und —1 (]d2)).

Fiir ein System mit N/ = 4 Zellen in einer Reihe mit n = 4 Elektronen ergeben sich die
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ungestorten SU(2)-symmetrischen Grundzusténde zu

1
1 = s [ 111 + (1= V) 111 = (1= V) 1)+ [ 4]

| —

62,1) = 2 (1T = [FRA) + 5 (=] 1) + |40 -

L+ VR M) = (L+ V) ) + [ 1) -

—~ N

3,1) = =11 +

1
22 ++/2 [
1) = = [% (—1—vB) [110) — 5 (1= VB) [ 1) + | 1LKAT)

+ M) - % (1-v3) 1 + é (-1-v3)| ¢m>] ,

1

52) = = B (<1+V3) [ 1110) = 3 (14 VB) | 111 + | 1)

+H ) - % (1+v3) 14t + % (-1+v3)] Mﬂ] ,

wobei |@)) das Quintett, |t1), |t2), |t3) die drei Tripletts und |s1), |s2) die beiden Singuletts
sind. Die Zustéande sind Eigenzustinde des Heisenberg-Hamiltonians H= Z?’ S, Sl+1
mit den Energien 3/4 (|Q)), (=1 + 2v/3)/4 (|t1)), —1/4 (|t2)), (=1 — 2f)/4 (£3)),
(=3 +2v3)/4 (|s1)) und (=3 — 2V3)/4 (|s2)).

Im Falle von N/ = 5 Zellen und n = 5 Elektronen werden die folgenden Zusténde verwendet

)
5.3) = I 1HH).....

)

=y —%(!TTTM—\TTT¢T>+|T¢TTT>—HTTTT>)
2.3 ) = 5 () = [ 10) = 1) + A1)
3,3 ) = 5 (P 1 1R) = 11 = [ 4111
5 ) = 5z (LPPRR) 4 [P 4 PRU) [ )+ L) s (A8)

wobei |S) das Sextett und |q1), |¢2), |¢3), |¢4) die vier Quadrupletts sind. Die entspre-
chenden Dublett-Zusténde sind an dieser Stelle nicht aufgefiithrt, da diese fiir die PT
nicht verwendet wurden, siehe hierzu Kapitel Die Geometrie des Clusters ist die eines
sogenannten Heisenberg-Sterns, siehe zum Beispiel [193] [194], mit dem Zentralspin S,,
oder anders ausgedriickt sind die Zustédnde Eigenzustdnde des Heisenberg-Hamiltonians
H =855 + 5555 + S35, + S5S5 mit offenen Randbedingungen und den Energien 1 (15)),
1/2 (|q1), [q2), und |g3)) und —3/2 (|g4)).

Fiir die PT wurden die Gleichungen und fiir die Diamant-Kette, die Glei-
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chungen (|A.5)), (A.6]), und (A.7) fiir die Leiter und die Gleichungen (A.8)) fiir die Bilayer-

Struktur genutzt. Im Falle von N/ = 5 der Bilayer-Struktur wurden auf Grund der
erhohten Komplexitét lediglich die Energien Eg und Eyi, Ep, E,3, E. berechnet.

A2 Resultate der PT fir die frustrierte Diamant-Kette

JWAl 1 = 2 Elektronen auf der Diamant-Kette mit 2 Elektronenfal-
len

Mit offenen Randbedingungen, das heifst die Zahl der Gitterpunkte ist 5, sind die

Korrekturen der Grundzustandsenergien E© = _92¢, bis zur sechsten Ordnung gegeben
durch:
o = bk (A.9)
tz ’ :
ts+ )2 (ts — 1) (tz —t)*
Et(4) _ _(ts+t) (33 1) L (ts i 1) | (A.10)
2t t3
E(4)<U> = — (t3 + t1)2 <t3 - tl)z (tg — t1>4
’ At3 £3
LB+ U) (s —t)" (st 1) (ts—t)°
43U 2 (2t +U)t3
(A.11)
O _ (s —t)? (15 — 1485t + 346543 — 14ta8] + 1))
t 213 )
E®OW) = - (ts — t1) [192t4(ts — t1)* + 483U (t3 — t1)% (5t — 2t5ty + 5t3))]
’ 126302 (2t + U)?

(t3 — t1)? [4t3U% (225 + 2143t — 38t2t3 + 2113t + 22t7)]
12t5U2(2t5 + U)?
(t3 — t1)? [AtoU3 (263 + 2713, — 348312 + 27t5t5 + 2t1)]
12t3U2(2ty 4+ U)?
(t3 — t1)? [U* (3 + 12t3t; — 148242 + 12383 + t1)]

— . A12
1265U2(2t5 + U)? ( )

Die Resultate aus [11] wurden bis zur vierten Ordnung bestéitigt. Dariiber hinaus wurden

die Korrekturen um die sechste Ordnung ergénzt.
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n = 3 Elektronen auf der Diamant-Kette mit 3 Elektronenfal-
len

Fiir den Fall offener Randbedingungen, das bedeutet die Zahl der Gitterpunkte ist 8, sind

die Korrekturen der Grundzustandsenergie E(°) = —3t, bis zur vierten Ordnung:
2(t1 — t3)?
po - _2t—t) 1t 3 , (A.13)
2
2O _ (t1 — t3)? (Tt] — 26t1t3 + 7t3)
a 483 ’
EOW) = (ty — t3)? [—24¢3(t) — t3)? + 62U (13 — 50t1t3 + t3) + 2U? (Tt — 23t1t3 + 7t3)]
di =

8t3U (2ty + U) ’
EOWU) = (ty — t3)% [—4083(t1 — t3)* — toU (1783 + 14tyt5 + 17t2) + 14U (2 — 3t1ts + £3)]
@2 8t3U (2t + U) '

A3 Resultate der PT fir die frustrierte Leiter

n = 2 Elektronen auf der Leiter mit 2 Elektronenfallen

Fiir die Leiter mit N = 2 Zellen und offenen Randbedingungen (NN = 4) sind die

Korrekturen der Grundzustandsenergien E(®) = —2t, bis zur vierten Ordnung gegeben
durch:
2 2
2® _ (t11 — ta2)” + (t1i2 — tan)
t - )
4ty
EQW) = — (f11 — tiz — toy + t2)’ (- t22)” + (tia — to1)’
3 Aty 22ty +U)
2 (ti1 — tig — to1 + o)’
— A.14
U ? ( )
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vl [t — 43 a0 + 265, (313, — 13, — 6tartin — t35) — 411tz (135 + 3t3; — 14ta1tiz + 3t5,)
2

ity — 2035 (831 + Btartrz + t1y) + (t21 — t12)4] ;
1

W {4096t2 (t11 — t12 — to1 + taa)? + T680t3U (t11 — t12 — to1 + toa)?

+t11 [671522 — 132¢92 (t12 + t21) + 66 (t12 + t21) ] + 2183, — 66125 (t12 + t21) + 66tz (t12 + t21)?

+256t3U2 (t11 — t12 — ta1 + ta2) [21t5) + 43, (67taz — 66 (t12 + t21)) — (t12 + t21) (21t3; + 46t12ta1 + 2185,)]

12, [406t§2 — 84195 (t12 + to1) + 386 (t12 + t21)2]

+3263U°3 [55t32 — 2483, (t12 + to1) + 386t3, (t12 + t21)? — 8toz (ti2 + to1) (31t3; + 5Ttiator + 31t§2)]
+32t3U3 (553, + 2563 t12 + 406t35t3; + 256t21t3, + 55t15)

+32t3U34t11 [~2 (t12 + t21) (313, + 67t1otor + 31t3,)]

+32t3U° [55t1; + 8t3; (32ta2 — 31 (t12 + t21))

+4t11 [64t3, — 196t3, (t12 + t21) + toz (19363, + 392t12t21 + 193t3,)]

+13; [156t35 — 311tan (t12 + t21) + 4 (38t3, + TTt1ata1 + 38t3,)]

+t11 [100t35 — 311t3, (t12 + to1) + Ataa (TTthy + 158tart1a + TTtls) — (t12 + to1) (97t3; + 21dt1atar + 97¢]5)]
+20t3, — 9Tt3, (t12 + to1) + 4135 (383, + TTtiotor + 38t3,) — too (t12 + to1) (973, + 214t10ta1 + 97t3,)]
+16t5U% [20t] + 31 (100t22 — 97 (t12 + t21)) + 4 (5t3; + 253, t1o + 3963, 13, + 252113, + 5t1,)]

+2t2U5 (t11 — t12 — ta1 + to2 [23t — 6913, (t12 + t21) + 69to2 (t12 + t21) ]

—2t9U°% (t11 — t12 — to1 + tao
+2t5U° (t11 — t12 — to1 + to2

)
) [(tlz + t21) (23t3; + 30t12t21 + 23t,)]

) [23tF; + 131 (53t22 — 69 (t12 + t21))]

+2t5U (t11 — t1g — to1 + ta2) [t (53t22 138190 (t1a + t21) + 69 (t12 + t21) )]

HUS (b1 — trz = ta1 + t22)? [¢) + 2001 (t22 = 3 (12 + £21)) + 13 — Btas (f1z + t21) + (t1z + t20)2] }. (A.15)

Die Formeln fiir die sechste Ordnung PT sind sehr lang und kénnen deswegen, auch wenn

sie in Kapitel 2.2 verwendet wurden, nicht angegeben werden. Fiir eine Auswahl

spezieller Abweichungen von der idealen Geometrie, siche hierzu Kapitel [2.3.2]

vereinfachen sich die Gleichungen. Fiir die symmetrische Abweichung ergibt sich

E® = o,

2
g = -t 8620 (A.16)
2

EY = o,
t — tio)? [B1263 (i1 — ti2)? + 19230 (t1y — t1o)’]
EWU) = ( A17
(tin — t12)” [326U2 (t11 — tie)? + UP (83, — 6tuitsn + 12,)]
A3U3
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A.3. LEITER
fiir die vierte Ordnung. Fiir die semi-symmetrische Abweichung ergibt sich
5@ _ _ (t1 — t21)2
K 2
ti — tar)?
E@WU) = —(— A.18
o) u-ty) (A18)
fiir die zweite Ordnung und
@  tuter (tn — t21)2
E5W = - 3 ,
ti —to)? [Statiitar + U (t1 + ta1)”
E§4)(U) _ _( 11— t21) [ at11t21 (t11 + to1) ] (A.19)

2ty (2ty + U)° ’

fiir die vierte Ordnung. In diesen Féllen kann auch die sechste Ordnung PT angegeben
werden:

B =0,

EOWU) = a0 (1;53 e [(t11 — t12)? (524288t5(t11 — t1o)*
+327680t5U (t1; — t12)* + 13107265U% (1 — t12)*
+1024t5U° (t11 — t12)* (3587, — T6t11t12 + 35t7,)
+25615U" (t1n — t12)” (28837, — 65t11t12 + 2817,)
+8t5U° (121t7, — 55617, t1o + 886171, — B56L11t}, + 121¢7,)
+16tU° (b1 — t12)? (483, — 1Tttio + 4t7,)

+UT (8], — 1485, t1o + 3485, 17, — 141185, + 11,) ) ] (A.20)

(symmetrische Abweichung) und

t 3205 ,
EOW) = (try — to1)? (84, + 483,811 — 262,82, + At 83, + 14) o
8 (2t + U)’

(tin — t21)2 [tzU (tin + t21)2 (3t3, — 1dtgrtyy + 3t3)) — 2ot U? (t11 + t21)2]
22 (2t + U)°

(semi-symmetrische Abweichung).
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n = 3 Elektronen auf der Leiter mit 3 Elektronenfallen

Fiir die Leiter mit N' = 3 Zellen und offenen Randbedingungen (NN = 6) sind die

Korrekturen der Grundzustandsenergien E(®) = —3t, gegeben durch:
(t11 — ta2)? + (t12 — to1)?
po _ _(tn—ln 12 — t21
4 2o ’
E(Q)(U) _ 1 =202, 4 t11(2tn + t1z + to1) — 265, + toa(tia + t21) — 2 (15, — tiator + t31)
B (t11 — ta2)? + (t12 — to1)? B 4(t1y + tag — tig — t21)?
2t + U U ’
1
EPU) = —— o~ 8ty + U) (3ta(tiy + tag — tia — ta1)?
2 (U) 160 (26 + U) [(8ts ) (Bta(tin + taz — t1o — ta1)
+U (t11(2tag — 3(t1a + t1)) + 2t5y — 3too(tia + ta1))
+U (2t1) + 2 (thy + taatar +15,))) ], (A.22)
1
EW = o [t11 — 4t tas + 17, (613, — 3t3, — 10t19tay — 33,)
+ 2tiitay (<215, + thy + Ldtiater +15,) + s (A.23)

— 13, (3], + 10t1atay + 3t5,) + 4t1atar (tio — t21)7]

wobei die Formeln fiir die Korrekturen Efﬁ)(U ) und Eg;) (U) bereits in der vierten Ordnung

zu lang sind, um hier angegeben werden zu kénnen. Die Formeln fiir die Grundzustands-

korrekturen, Gleichungen (A.22) und (A.23), sind in Abbildung als Funktion der

Coulomb-Wechselwirkung U fiir drei spezifische Konfigurationen der Parameter darge-
stellt.
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n = 4 Elektronen auf der Leiter mit 4 Elektronenfallen

Fiir die Leiter mit N/ = 4 Zellen und offenen Randbedingungen (NN = 8) sind die
Korrekturen der Grundzustandsenergien E() = —4¢, gegeben durch:

E@ _ 73 ((tll —122)? + (t12 — t21) )
Q 4t

EQW) = - ) ;U(% — 26U ((21-13v2) &,

+ 2ty ((9—7\6)t22+5( 2v/2 — 3) (t1a + tar )

(21— 13v2) 3, +10 (2v2 = 8) taa(taz + to1) + (21 - 13v2) 83,
+2(9-7V2) tratan + (21 - 13V2) 8, )|

C4(v2-2) t12U(2t2 +U) v (3(ve-2)ih

2t (Voo + (3= 2V2) (ha + t21)) +3 (V2 - 2) &,

n (6 - 4\/5) too(tia + 1) + 3 (\/5 - 2) 12, + 22t 1ata1 + 3 (\/5 - 2) tgl)}

16(2v2=3) (t11 + tan — taa — t1)?
4(V2-2)tU(2ta + U)

(A.24)

)

B () — 1 —3t3) + 2t11(to2 + tio + to1) — 3t3y + 2ta(t12 + to1) — 3ty + 2tq0tay — 383,
Pw)=1 .
2 ((t11 — t22)* + (t12 — t21)?) ~ 8(tin +tar — i — t21)?
200+ U U ’
1
EQWU) = 26U (214 13v2) 8,

4(2+V2) tU(2t2 + U)
2ty ((9 + 7\/5) tos —5 (3 + 2\/5) (1 + tzl))
+ (214 13v2) 3, — 10 (34 2v2) tas (112 + t21)

+2(9+7V2) tastar + (21 +13v2) 3]
1 i 2
4(24V2) U2t + U) [U (3 (2+\/§) 1

2011 (Vatos — (342v2) (taa + 121)) +3 (2+ V2) 8,
— 2(342v2) taaltaz + 1) + 3 (24 V2) 3+ 2v2h1atar +3 (24 V2) 13, )|

16 (3+2v/2) t3(t11 +tao — tio — t21)?
4(2+ﬁ)t2U(2t2+U)

)
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E(Z)(U) _ 1 7375%1 + 11 ((\/g —3) (tiz + t21) — 2\/§t22)
st 4 to
_’_3@2 + (\/g — 3) tog(t1n + to1) + 3t2, — 2¢/3t1ate; + 3t3,
t2
(V3=3) ((t11 — ta2)® + (tia — t21)?) 4 (V3 —=3) (t11 + toz — t1a — t21)?
+ + ’
2t + U U
@) 1 (=383t (34 V3) (fiz 4 ta1) — 2v/3ta2) — 3t3,
E52 (U) - 7
1 t
3+ V3) taa(tia + ta1) — 3ty — 24/3t1atar — 3t3, — 3t3
+( \[) 22( 12 21) t12 \[ 12021 21 22 (A.25)
2
B (3+V3) ((t11 — ta2)? + (t12 — t21)?) 4 (3+V3) (t11 +taz — tia — to1)?
2t + U U ’
1
EY = o [Tt — 2883 tog + 12, (4213, — 2212, — 68t19ta1 — 22t2)
2

+28t11t99 (—t%Q + t%Q + 6t19to1 + t%l)
+ Tty — 2t5, (1183, + 3dtiator + 11835)) — (t12 — ta1)® (55 + 30t1atar +t31)], (A.26)

wobei die Formeln fiir ES(U), ES(U), ES(U), ES(U) und ES)(U) zu lang sind, um
sie hier darzustellen. Die Formeln fiir die Grundzustandskorrekturen, Gleichungen (A.24)),

(A.25) und (A.26)) sind in Abbildung als Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U
fiir drei spezifische Konfigurationen der Parameter dargestellt.
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A.3. LEITER

@
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204 g 2ED v  LED e
0 0.5 1 15 2 25 3
U

Abbildung A.1.: Grundzustandsenergien (bis zur vierten Ordnung PT im Vergleich mit ED)
als Funktion der Coulomb-Wechselwirkung U fiir n = 4 Elektronen auf der Leiter mit offenen
Randbedingungen mit ' = 4 Zellen. (a) t2 = 3, t11 = 0.85, t12 = 0.95, to; = 1, tgg = 1.2
(generelle Abweichung). (b) te = 3, t11 = tee = 1.1, t19 = t9; = 0.9 (symmetrische Abweichung).

(c) to =3, t11 = to1 = 1.1, t12 = teo = 0.9 (semi-symmetrische Abweichung).
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A.4. BILAYER-GITTER ANHANG A. RESULTATE DER PT

Resultate der PT fir das frustrierte Bilayer-Gitter

n = 5 Elektronen auf dem Bilayer-Gitter mit 5 Elektronenfallen

Fir das Bilayer-Gitter (mit Stern-Geometrie) mit N' = 5 Zellen und offenen Randbe-
dingungen (MN = 10) sind die Korrekturen der Grundzustandsenergien £ = —5¢,
gegeben durch:

5@ _ (t11 — to2)* + (t12 — ta1)?
S - s
to

2 2 2
EYU) = ERW)=ER W)
1 (—1675%1 + t11(14t22 4+ 9(t12 + t21)) — 1663, + oo (tia + ta1) — 2 (8t3y — Ttiator + 8t3;)
~ 16

to

9 ((t11 — t22)* + (t12 — t21)?) ~ 36(t11 +ta2 — ti2 — to1)?
2t + U U ’

(2) 1 16t11 + tll 22t99 + 5(t12 + tgl)) — 1675%2 + 5t22(t12 + t21) -2 (875%2 — 11t19to1 + St%I)
Eq4 (U) 1n
16 to
9 ((t11 = t22)? + (t12 — t21)?) _ 20(t11 +ta2 — ti2 — to1)? (A.27)
200 + U U ’ ’
1
EY = yre [t11 — 4t ta0 + 2t3, (313, — t1, — 6tiator — t31) — At1itas (t3, + 3ty — 1dtiotar + 3t3;)
2
39 — 2t5, (t15 + 6tiotor +t31) + (t12 — t21)?] (A.28)

wobei die Formeln fiir E;ZIL)(U), E(g)(U), E’;?(U} und Eéi)(U) zu lang sind, um sie hier

q
darzustellen.
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s RANDOM-PHASE-
B APPROXIMATION

Die urspriinglich von D. Bohm und D. Pines vorgeschlagene Methode wurde anfanglich
nicht zur Beschreibung von Heisenberg-Systemen genutzt [6, 195H197]. Tyablikov iibertrug
die quasiverallgemeinerte Molekularfeldnédherung im Rahmen der Greensfunktionstheorie
zundchst auf den S = 1/2-FM [198]. R. Tahir-Kheli und D. ter Haar erweiterten die Metho-
dik, um sie zunéchst auf Spinsysteme mit beliebigem Spin S > 1/2 anwendbar zu machen
[64, 199]. A. C. Hewson und D. ter Haar betrachteten schlieflich einen einfachen bipartiten
AFM und zerlegten diesen in seine (beiden) Untergitter, um die RPA darauf anzuwenden
[200]. Wie bereits in Kapitel erwahnt, wird die RPA genutzt, um in erster Ordnung
der Bewegungsgleichung (siehe Gleichung ein geschlossenes Gleichungssystem zu
erhalten. Nachfolgend sollen die wesentlichen Resultate aus [200] kurz zusammengefasst
werden. Dies wird vor allem deswegen gemacht, um die Verbesserung der physikalischen
Resultate, die durch die RGM gewonnen werden, zu verdeutlichen. Benotigt wird die
Kenntnis iiber eine Schar von Greensfunktionen im Ortsraum ((S;r S7: fm(Sg))) g1, wobei
fm(Sg) = (Sg)™Sg und mit g und 1 die disjunkten Untergitter bezeichnet werden.
Mit dem Entkopplungsschema ((Sg S7; fin(Sg))) gz — (SP){(Sg; fn(Sg))) wird der Ord-
nungsparameter (Sy) als der Mittelwert des Anteils in z-Richtung (SZ) der Untergitter
a = {l,g} eingefiihrt. Zur Uberfiihrung in ein geschlossenes Gleichungssystem muss
dennoch fiir die verbleibenden Greensfunktionen ((3;  fm(Sg))) die Bewegungsgleichun-
gen aufgestellt und die Translationsinvarianz des Hamiltonians genutzt werden. Mit der
Operatoridentitat Hf:,s(gz —r) = 0, die an jedem Gitterplatz giiltig ist, kann ein
geschlossenes System von 2S5 Gleichungen aufgestellt werden, dessen Losung analytisch

zu einer Untergitter-Magnetisierung von

(S = W) (1+ W)™+ (S +1+ 0, )ePH!

Sy) = ,
(Sx) (14 W, )25+ — g5+

(B.1)
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fithrt [200], die selbstkonsistent bestimmt werden muss. Hier bezeichnet W, einen Aus-
druck, der im Wesentlichen von den Parametern des Hamiltonians und (Sy) abhéngtﬂ
Am Phaseniibergangspunkt verschwindender Untergitter-Magnetisierung ergibt sich die

kritische (Néel)-Temperatur T zu

2J25(S+1)
NS

/iv > _1%] , (B.2)

mit z als Zahl der néchsten Nachbarn und v4 = %Z (L) (@8 Dies ist aber gerade
dasselbe Resultat, das man im Falle rein ferromagnetischer Wechselwirkungen erwarten
wiirde und man sieht innerhalb der RPA: T = Ty. Die RGM hingegen unterscheidet
beide Fille im Allgemeinen und es zeigt sich, in Ubereinstimmung mit anderen Methoden,
dass oftmals bei reinen AFM beziehungsweise FM die Erwartung Ty # T¢ erfillt wird,
siehe hierzu auch Kapitel [3.6]

'Fiir die vollstéindige Darstellung der Grofen sei auf [200] verwiesen.
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Anhang STRUKTURFAKTOR AUS
C DER HTE

Dieses Kapitel soll erlautern, wie das bash-Skript ,,strucfac() order.sh* bedient wird,
um die Koeffizienten des Strukturfaktors aus der HTE zu berechnen. In der aktuellen
Fassung wird neben dem Strukturfaktor in tensorieller und skalarer Form ebenso die
Korrelationsliange nach Kapitel [3.1] ausgegeben. Zudem werden neben der reinen Koeffizi-
entenreihe auch die moéglichen Padé-Approximanten erzeugt. Wie die Ergebnisse genutzt
werden konnen, wird nachfolgend erklart. Grundlegend fiir die Anwendung ist neben der
Bereitstellung einer strukturierten Datei mit den Informationen iiber die Kopplungen
des Systems, wie es auch in [69] [7T] benétigt wird, die Information tiber die Koordinaten
der Gitterpunkte. Fiir ein kleines System ist dies zum Beispiel in Abbildung gezeigt.
Von Bedeutung ist der string ,,NN=Number of sites”, dessen Position genutzt wird,
damit das Skript automatisch eine fiir das HTE-Programm zur Berechnung einzelner

Korrelationsfunktionen kompatible Definitionsdatei erzeugt.

11  #++4imodel+++

12 # HH=Number of sites Nw=Number of bonds Nv=Number of sites_in unit cell

12 4 4 2

14 # WP

15 0

1a 1

17 3 ‘X X Z H uc(s=siteindex (X ¥ Z)=position) N _uc=pumber in unit cell

18 0 ©.000 O0.000 ©0.000 1
19 1 1.000 O0.000 0.000 2
20 Z 1.000 1.000 0.000 1
21 3 ©0.000 1.000 ©O.000 2
22 # Bond 51 s2 p J

23 0 0 1 31

24 1 4] 2 jl

25 2 2 3 j2

26 3 3 0 33

27 #¥-———model——-

Abbildung C.1.: Beispiel eines Auszugs der Definitionsdatei fiir das Skript strucfac@_order.sh
zur Berechnung des Strukturfaktors aus der HTE eines fiktiven Modells.
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Der einzige Unterschied zu der in [69, [71] bendtigten Datei besteht in dem Block ,, #
s X Y Z N_uc* bei dem nachfolgend die globale Nummer der Spins, deren Koordi-
naten und der Index innerhalb der Elementarzelle (o« = 1,2,..., N) aufgefiihrt sind.
Das Skript strucfac@) order.sh, die Datei pade all und die Definitionsdatei miissen
sich im Verzeichnis des HTE-Programms zur Berechnung einzelner Korrelationsfunktio-
nen befinden und kann beispielsweise durch folgenden Aufruf gestartet werden: ,bash
strucfac@) _order.sh toymodel.def toymodel _spin05_9 0.5 2 9. Dabei sind die nachfolgen-
den Kommandozeilenparameter wie folgt zu verstehen: Name der Definitionsdatei, Name
fiir die Ausgabe/Funktionen, Spin, Zahl der Spins je Elementarzelle (Konsistenzpriifung)
und die gewiinschte Ordnung der HTE.

Es ist moglich, eine bereits begonnene Rechnung wiederaufzunehmen, wobei sich hierfiir
der Aufruf des Skripts vom vorherigen Start nicht unterscheiden darf und sich die wahrend
der Laufzeit erzeugten Dateien im Ausfiihrungsverzeichnis befinden miissen. Besteht die
Notwendigkeit die Rechnung zu unterbrechen, so sollte dies iiber das Kommando ,,sh
kill_script® im gleichen Verzeichnis erfolgen (in kritischen Speicherphasen ist das Beenden
nicht moéglich, sodass es mit einer geringen Wahrscheinlichkeit notwendig ist, den Vorgang
zu wiederholen).

Ist die Berechnung abgeschlossen, so befinden sich je Aufruf sieben Dateien im Ver-
zeichnis. Dabei ist die Bezeichnung wie folgt zu verstehen. In der Datei ohne Zusatz
beim Dateinamen sind die Elemente des tensoriellen Strukturfaktors, siehe Abbildung
[C.2] gespeichert. Befindet sich der Zusatz scalar bezichungsweise powder_average am
Ende des Dateinamens, so sind hierin der skalare Strukturfaktor beziehungsweise der
sphérisch gemittelte Strukturfaktor, siehe hierzu Kapitel [3.1] enthalten. Dabei haben die

Koeffizienten eine mit Mathematica kompatible Form.

s001,1] 1 0.375

s1[1,1] : (#0(+0+(-3/16%J1) *Cos [gx*1.000000+qy*1.000000+qz*0]) /1.

82[1,1] 1 (#0(+0+(-3/64%J1°24+3/64%J2%J3) *Cos [gr*1.000000+qy*1.000000+gz*0]) /1.

s3[1,1] D[40 (+0+ (+3/256%T13+1/128%J1*J2 241/ 128%T1*J2*T3+1/256%T2 2% J3+1/128*J1~*J3~2+1/256%J2~%J3~2) *Cos
s4[1,1] P[40 (+0+ (+5/512%J14+3/1024%J1 2*J2~2+1/512*J1*J2~3-11/1024*J1 2*J2*J3+3/1024*TL 2*J3~2-3/1024*J.
85[1,1] t(#0 (+0+(+1/2560%T1"5-1/1024*J1~3%J2"2+13/20480%T1 2*J2~3-3/640%J1~3*J2*J3-3/10240*J1*J2"4-1/102
26[1,1] : (+0({+0+({-110/81020*J1"6-217/245T60*J1 4*J2"2-17/61440*J1 3*J2~3+00/81020*J1 4*J2*J3-11/81020*J1
s7[1,1] ; [+0 (+0+(-2629/6881280%J1°T-17/1146880%J1~5+J2~2-203/9683040%J1 4~J2~3+2249/1720320%J1~5~J2*J3+41
s8[1,1] P[40 (+0+(+401/2752512*J1~84955/5505024*J1~6*J2~2+89/13762560*J1~5*J2~3+293/3932160*J1~6*J2*J3+15
89[1,1] 1 (+0(+0+(+5081/55050240%J1"9+14617/330301440%J1~T*J2~2+1013/25592960%J1~6*J2~3-120367/435452160%

1 & ot

s0[1,2] ]

s1[1,2] : (+0(+0+(-3/16%J1) *Co=s[gx*1.000000+qgy*0+gz*0]+(-3/16%J3) *Cos [gx*0+qy*1.0000004+qg=z*0]) /1.

=22[1,2] r (+0(+04(-3/64%J1"2) *Co=[gx*1.000000+qy*0+gz~0]+ (+3/64%TJ1*J2-3/64*J3"2) *Co=[gr~*0+qy*1.000000+gz*
s3[1,2] i (+0(+04(+3/256%T17341/1268*J1*J5~2) *Cos [qx*1.000000+qy*0+qz*0]+ (+1/256*T1 2*J2+1/256%*T1*J2"2+1/6
s4[1,2] (40 (+0+(+5/512~%T1~4-1/256~%T1"2~J2~T3+3/1024~TJ1~2~TJ3"~2+1/512%J1~J3"3) *Cos[gx~1.000000+qy~0+qz~0]-
s5[1,2] : (+0 (404 (#1/2560%J1"5-1/2560%J1~3%J2~2-1/512*J1~3*J2%*J3-1/5120%J1"~2*J2~2*J3-1/640%J1~3%J3~2-1/20
=6[1,2] t (+0(+0+(-119/81920%J1"6-17/61440%J1~4%J2"~2-1/10240*J1~3*J2~3+173/245760*J1 4*J2*J3-1/15360%TJ1"3
s7[1,2] : (+0(+04+(-2629/6881280%T1"7+29/1146880~%TJ1"5%J2"2-37/573440~%T1~4~*J2"3+2633/3440640~%T1 " 5*J2*T3+13/1
s8[1,2] I (+0(+04+(+401/2752512~%J1"8+593/6881280~TJ16~%J2"~2+31/3440640%TJ1"5%J2"3+T1/1966080~TJ1"6~J2~TJ3+27/2.
s9[1,2] : (+0(+0+(45081/55050240%J1~9+18637/990904320%J1~T*J2"~24+595/28311552*%J1"6%J2~3-82121/495452160%J1

- N T R S R M

W

I I T o R L L R T I T TR I R R R T

WOk R RY B3 R RS ORY R ORI RS

Abbildung C.2.: Auszug aus der durch das Skript strucfac@) order.sh erzeugten Datei toy-
model_spin05 9 mit dem Inhalt des tensoriellen Strukturfaktors aus der HTE eines fiktiven
Modells.
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ANHANG C. STRUKTURFAKTOR AUS DER HTE

Eine mit gnuplot kompatible Form wird mit der jeweiligen Endung der Dateien signalisiert,
wobei die Dateien einfach iiber das Kommando ,,load toymodel spin05 12 scalar gnuplot®,
beziehungsweise ,,load toymodel spin05 12 powder average gnuplot”, geladen wer-
den kénnen. Der skalare (sphérisch gemittelte) Strukturfaktor kann dann durch die
Eingabe von S toymodel spin05 9 2spin_ 1 _powder average(J1,J2,J3,J4,T,qz,qy,qz)
(S_toymodel spin05 9 2spin_ 1 scalar(J1,J2,J3,J4,T,qz,qy,qz)) aufgerufen werden.
Hierbei leitet sich der mittlere Teil ,2spin_ 1% des automatisch generierten Funktions-
namens vom Spin S = m/n (nspin_m) ab. Die Funktionen bieten die Moglichkeit,
vier verschiedene Kopplungen ,J1,J2,J3,J/*, wobei weitere Kopplungen durch einfache
Manipulation der Argumentliste hinzugefiigt werden kénnen, die Temperatur ,7* und
die Komponenten des Vektors q = (gs, gy, ¢.) zu beriicksichtigen. Aus dem skalaren
Strukturfaktor leitet sich noch eine entsprechende Funktion fiir die Korrelationslén-
ge ,,correlQ(SpQ,5Q,SmQ,dQ)* ab, wobei die Argumente mit £q(Spq, Sq, Smq,0Q) =
VvV —(Spq — 25q + Smq)/(25q(6Q)?), Spq = Sqisq und Smq = Sq_sq erklirt sind.
Die wichtigsten Padé-Approximanten ([N/2—1, N/2+41|,[N/2, N/2] und [N/2+1, N/2—1]
bei Nmod2 = 0, beziechungsweise [(N +1)/2, (N —1)/2] und [(N —1)/2, (N + 1)/2] bei

Nmod2 = 1) werden durch den Aufruf von beispielsweise

wload toymodel spin05 12 powder average gnuplot pade* geladen und kénnen dann
durch die Funktion

wPade _m_n_toymodel spin05 12 2spin_ 1 scalar(...)* verwendet werden (gleiches
gilt fiir den sphérisch gemittelten Strukturfaktor). Vor allem bei mehrdimensionalen
Darstellungen sollte darauf geachtet werden, dass die Anwendung der Approximanten ein

Vielfaches der Rechenzeit beanspruchen kann.
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EXAKTE LOSUNG DER
VERTEXPARAMETER IM GS
gl DES FM AUF DEM
D PYROCHLOR-GITTER

Die angegebenen Losungen fiir die Vertexparameter aus Kapitel [3.2.3] im Grundzustand
des reinen FM lassen sich auf ganz natiirliche Weise aus dem Gleichungssystem gewinnen.
Fiir Kapitel [3.7.1)ist die Giiltigkeit der Beziehungen von besonderer Bedeutung, weswegen
diese im folgenden Abschnitt analytisch bewiesen werden soll. Fiir die konkrete Berechnung
ist bei 7' = 0 offensichtlich ¢;;jx; = %SQ = () aus physikalischen Griinden zu folgern. Mit
der Summenregel aus Gleichung ergibt sich allgemein

2 B 1 B 2 9
39S +1) _NZcqaa<T—o)+ =

q7#0
1 2
~ Nchw(T =0)=3$
q7#0
m
D CauaT=0)= )" o () (vale)
a#0 va#0 ~ 4
1
Z Cqaa(T"=0) = N Cqaa(T" = 0)
q#0 a,q#0
1 m
== Y 2 yq))_ la)(ellya)
N 2Wrq
7,970 o
I
_ 1 Mg
N oy 2Wrq
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ANHANG D. EXAKTE LOSUNG DER VERTEXPARAMETER IM GS DES FM AUF DEM PYROCHLOR-GITTER

Im Spezialfall des Pyrochlor-Gitters (IV = 4)

1 m m m m
Y CanalT=0)= 7Y (52 4+ =2+ =4 4 )
G20 4 20 2Cd1q 2Cd2q 2Cd3q 2Cd4q

werden die konkreten Eigenwerte von Frequenz- und Momentenmatrix benotigt. Durch das

Gleichsetzen der Vertexparameter (a;; = «, A;; = A) erhdlt man nun mit den Gleichungen

(IT0) wnd (BTT)

My 1 3252
20yq 43 \/S(S(6a+ A+ 1)+ 1)
Ty T sy

1 8(2 + Dg)S?
%_
W3\ (/5 (5 (20 (D2 — 1) + Dy(60+ A+ 1)) +25(3a + A+ 1) + Dg +2)

~~
m3q
2w3q

8(2 — Dg)S?
VS (20 (D2 =1) S = Do(S(6a+ A+ 1) + 1) + 65 + 208 + 25 + 2)

~~
myq
2w4q

wobei Dq entsprechend der Gleichung (3.139)) ist. Fiir den FM ist zu fordern, dass es
keine Abhéngigkeit der Korrelationsfunktionen cq.gaa im g-Raum gibt. Somit lésst sich

mit geringem Aufwand

2
Z ana = = gS

a,q#0
_ Cq;ﬁOaa — O Z 1
a,q#0
2
N Cq#Oaa(T = 0) = 55,

zeigen. Dies bedeutet aber in der Umkehrung, dass sich die Unabhingigkeit von q auf + 2w3
und 5% iibertragen ldsst (5% 11“ + 5.2 sind bereits beziiglich q konstant). Die Forderung

m,jq

der Unabhanglgkelt des Ausdrucks von q lésst es zu, eine Abhéngigkeit von wsq in

der Form
w3, = const,(2 + Dg)?
3 T N = q

A
=5(5 (2a (D2 —1) + Dg(6a+ A+1)) +2SBa+ A+ 1)+ Dg +2)
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ANHANG D. EXAKTE LOSUNG DER VERTEXPARAMETER IM GS DES FM AUF DEM PYROCHLOR-GITTER

zu unterstellen. Vergleicht man nun termweise in Dy (n =0,1,2), so stellt man fest, dass

sich die gewiinschte Forderung durch das Erfiillen des Gleichungssystems

Dy: A=25%,
Dy: 4A=S*6a+\+1)+5,
const. : 4A = —-25%a+25*(3a+ A+ 1) +2S
=S*2a+A+1)+28,

umsetzen lisst. Durch die beiden ersten Gleichungen erhilt man

85%a = S*(6ar+ A+ 1) + S,

1
NA=—(1+3)+2a.

S (D.1)

Das gleiche Resultat erhélt man jedoch auch, wenn man die erste Gleichung mit der letzten
Gleichung kombiniert. Auf den ersten Blick nicht offensichtlich erscheinend, entspricht
dies aber gerade der Kondensatbedingung Gleichung (|3.144)) bei 7' = 0:

A -~
7 = QS(S + 1) + 3A100 — 15ag9 + 6110 + 3a00.

~ % =25(5 + 1) + 25°\ — 45%a
:07

1
m)\:—(1+§)+204.

Zu dem gleichen Ergebnis kommt man analog durch Fordern der Unabhéangigkeit des

Ausdrucks 3* von q:
q

wiq = const,(2 — Dg)?
B

=5 (20 (D2 —1) S — Dq(S(6ar+ X+ 1) + 1) 4+ 6cS + 2\5 + 25 + 2)

mit

Di: B=25,
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ANHANG D. EXAKTE LOSUNG DER VERTEXPARAMETER IM GS DES FM AUF DEM PYROCHLOR-GITTER

Ebenso wird durch diese Vorgehensweise A = 0 gefunden. Zusammengefasst wird aus der

Summenregel schlieflich

Z Myq _ 1 325° + 85"
~ 2w, 43\ /S(S6at At 11)) 43 <\/252a>
852
_|_
4/3 (\/ 252a>

1

852 LS
- VB\VSEGa+rA+r)+1))  V3(v2a)
1 m 2

ya
“N e fg
il "3

1 25 LS
CVB\VSEGa+rA+r)+1))  V3(v2a)

~ (ga - 1) S(S(6a+ A+ 1) + 1) = 85%a + 45v2a/S(S(6a + X + 1) + 1).

Diese Gleichung lésst sich 16sen und man erhalt

S (96v/6a%/? — 3840° + 41602 + 660 — 9) — (3 — 8a)?
S(3 — 8a)? ‘

Kombiniert man nun die oben erhaltene Kondensatregel A = —(1 4 %) + 2 mit der

Gleichung, so fithrt dies zu zwei moglichen giiltigen Losungen

a=0,
~ 1
A= —(=+1
(5 +1D)
und
Oé_§
=5
1
A=2— —.
S

Es lésst sich schnell feststellen, dass die erste Losung unphysikalisch ist und der Ver-
texparameter A(S = 1/2) # 0 fiir einen Spin von S = 1/2 nicht verschwindet. Dies
ist aber, wie in Kapitel [3.2] gezeigt, gerade eine notwendige Bedingung. Somit verbleibt
erwartungsgeméf nur die gesuchte Losung o = 3/2 und A = 2 — 1/S. Zusammenfassend
kann gesagt werden, dass die Kondensatregel A = 0 andererseits sicherstellt, dass der
im Allgemeinen von q abhingige Term Zv % seine q-Abhéngigkeit verliert und im

Grundzustand die Konstante %SN annimmt.
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