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Vorwort

Eine Gruppe G # 1 heiltt einfach, wenn sie aufber der trivialen Untergruppe keine echten
Normalteiler besitzt. Einfache Gruppen spielen in der Theorie der endlichen Gruppen an
vielen Stellen eine zentrale Rolle. So existiert zum Beispiel zu jeder endlichen Gruppe G eine
Reihe

1=Go<G11..<G, =G,

in der die Faktoren G;/G;_; fiir alle i € {1, ...,n} einfach sind. Wiahrend es fiir eine gegebene
Gruppe G im Allgemeinen viele Reihen dieser Art gibt, sind die auftretenden einfachen Fak-
toren jedoch nach dem Satz von Jordan-Hélder bis auf Reihenfolge eindeutig bestimmt und
haben zudem starken Einfluss auf die Struktur und auf verschiedene Eigenschaften von G.
Deshalb wurde bereits im 19. Jahrhundert die Frage aufgeworfen, ob es moglich ist, alle endli-
chen einfachen Gruppen zu klassifizieren. In der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts startete
dann eines der wahrscheinlich umfangreichsten Projekte in der Geschichte der Mathematik,
welches schlieklich vor einigen Jahren erfolgreich in folgendem Satz miindete:

Satz (Klassifikationssatz): Jede endliche einfache Gruppe ist isomorph zu

e ciner zyklischen Gruppe von Primzahlordnung,
e ciner alternierenden Gruppe A, mitn > 5,
e ciner endlichen einfachen Gruppe vom Lie-Typ oder

e ciner von 26 sporadischen einfachen Gruppen.

In dieses Ergebnis flieken zahllose Publikationen ein, die von etwa einhundert Mathemati-
kerInnen iiber einen Zeitraum von gut vierzig Jahren in verschiedensten Zeitschriften und
Schriftenreihen verdffentlicht wurden. Entsprechend liegt fiir dieses wichtige Resultat leider
kein Beweis in lesbarer Form vor und darum gibt es bereits seit ldngerer Zeit Bestrebungen,
die Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen einer Revision zu unterziehen und dabei
das bisherige Vorgehen mit modernen Methoden zu vereinfachen. So wird in einem von D.
Gorenstein, R. Lyons und R. Solomon initiierten Programm eine Reihe von Biichern verdffent-
licht, welche schliefslich in kompakterer und zusammenhéngender Form einen iiberarbeiteten
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Vorwort

Beweis fiir den Klassifikationssatz liefern sollen. Andere Projekte verfolgen zum Teil génzlich
neue Strategien, M. Aschbacher arbeitet etwa zur Zeit mit einem Ansatz unter Verwendung
von Fusionssystemen an einem alternativen Beweis.

In einem weiteren Projekt unter der Leitung von U. Meierfrankenfeld, B. Stellmacher und
G. Stroth - kurz als MSS-Projekt bezeichnet - liegt das Hauptaugenmerk auf der p-lokalen
Struktur endlicher Gruppen (fiir beliebige Primzahlen p). Dabei stehen Gruppen G im Vor-
dergrund, in denen F*(M) = O,(M) fiir jede p-lokale Untergruppe M gilt, die eine Sylow-
p-Untergruppe von G enthélt - man sagt dann auch, G hat parabolische Charakteristik p.
Es stellt sich heraus, dass viele der bekannten Gruppen parabolischer Charakteristik p ei-
ne sogenannte grofe p-Untergruppe enthalten, weshalb sich das MSS-Projekt zun&chst auf
Gruppen mit grofsen Untergruppen konzentriert. Fine p-Untergruppe @@ von G heilit grofie
Untergruppe, wenn gilt:

e Cc(Q) < Q und

o fiiralle 1 # A < Z(Q) ist Ng(A) < Ng(Q).

Beispielsweise hat mit Ausnahme von Sps,(2™),n > 2, F4(2™) und G2(3™) jede einfache
Gruppe L € Lie(p) eine groke p-Untergruppe. Als zentraler Bestandteil des MSS-Projekts
liefert der lokale Struktursatz [MSS, Theorem A| wesentliche Informationen tiber die p-lokalen
Untergruppen einer K,-Gruppe G, die eine grofe p-Untergruppe @ hat.! Sei M £ Ng(Q)
eine p-lokale Untergruppe von G, die eine Sylow-p-Untergruppe von Ng(Q) enthélt und sei
Yy der grofte elementarabelsche p-Normalteiler von M mit O,(M/Cy(Yar)) = 1. Dann
beschreibt [MSS]| die Struktur von M/Cps(Yar) und die Operation von M/Car(Yar) auf Y.
Diese Aussagen werden in zahlreichen Arbeiten im Rahmen des MSS-Projektes verwendet,
wobei das weitere Vorgehen oft von folgenden beiden Fragestellungen abhéingig ist:

Ist F*(Ca(y)) = Op(Caly)) fitr alle 1 £y € Yyr? 1)
Liegt Y in der grofen Untergruppe Q7 (2)

Die Antwort auf (1) bleibt dabei in [MSS] meistens offen. Lediglich fiir einige wenige Konfi-
gurationen wurde bewiesen, dass (1) nicht gilt, und Punkt (10) des Struktursatzes gibt eine
Auflistung solcher Fille, ohne jedoch Anspruch auf Vollstindigkeit zu erheben. Zum einen ist
nun eine genauere Bestimmung derjenigen Situationen, in denen (1) fehlschlagt, von generel-
lem Interesse, und einige Félle wurden beispielsweise bereits in [MSt| oder [PPS| behandelt.

'Eine endliche Gruppe G heifit /C-Gruppe, wenn fiir jedes U < G und N QU gilt: Ist |[U/N| < |G|
und U/N eine einfache Gruppe, so ist U/N isomorph zu einer der ,bekannten“ einfachen Gruppen, also zu
einer der Gruppen, die im Klassifikationssatz auftauchen. Die Gruppe G heifit K, Gruppe, wenn jede p-
lokale Untergruppe von G eine K-Gruppe ist. Diese Konzepte entstammen dem urspriinglichen Projekt zur
Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen und ermdglichen ein induktives Vorgehen, da ein minimales
Gegenbeispiel zum Klassifikationssatz eine KC-Gruppe ist.
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Vorwort

Zum anderen sind fiir zwei der in [MSS, Theorem A (10)]| aufgefithrten Situationen keine Bei-
spiele bekannt und daher ist zu vermuten, dass derartige Konfigurationen gar nicht auftreten
konnen.

Die Motivation fiir die vorliegende Arbeit ist einer dieser Félle, genauer Theorem A (10:4)
von [MSS]. Wir untersuchen hier eine KCo-Gruppe G, die eine grofe 2-Untergruppe @ und
eine 2-lokale Untergruppe M mit folgenden Eigenschaften enthilt:?

Eine Sylow-2-Untergruppe von Ng(Q) liegt in M,

M/Cu(Yar) ist isomorph zu einer orthogonalen Gruppe der Dimension 2n (n > 3)
iiber GF(2),

[Yar, M] ist der zugehorige natiirliche Modul und

es gibt Elemente 1 # y in Y}y, fiir die F*(Cg(y)) # O2(Ca(y)) ist.

Wir werden zeigen, dass F*(G) dann isomorph zu PQg (3), Fib, oder dem Fischer-Griess-
Monster ist, wobei in allen Fillen Yas nicht in der grofen Untergruppe @ liegt. Damit erhalten
wir einerseits, dass der Fall (10:4) des lokalen Struktursatzes fiir n > 3 nicht eintreffen kann,
andererseits liefern wir so einen Beitrag zum Verstindnis derjenigen Gruppen, fiir die (1) mit
,nein“ zu beantworten ist.

Die Antwort auf (2) kann hingegen in vielen der méglichen Situationen aus dem Struktursatz
abgelesen werden und abhingig davon entscheidet sich, mit welcher Strategie die betreffenden
Gruppen nun weiter untersucht werden. Gibt es ein M mit Yy £ @, so wird der in Arbeit be-
findliche sogenannte H-Struktursatz im Wesentlichen zeigen, dass G eine Untergruppe H hat,
die isomorph zu einer Gruppe vom Lie-Typ ist und eine Sylow-p-Untergruppe von G enthilt.
Damit werden dann in [PPSS| die méglichen Gruppen G bestimmt. Ist hingegen Y3, < @Q fiir
alle M, so liefern [PPS] und [MMPS] wichtige Informationen iiber M und N¢(Q). Leider ver-
wenden diese beiden Arbeiten dabei den Struktursatz unter der zusitzlichen Voraussetzung,
dass G von lokaler Charakteristik p ist, also F**(M) = O,(M) fiir alle p-lokalen Untergruppen
M gilt. Im MSS-Projekt wird nun versucht, diese Annahme wenn méglich durch die schwi-
chere Voraussetzung parabolischer Charakteristik p zu ersetzen. Wenn das - zumindest fiir
die in der Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen mit Abstand wichtigste Primzahl
p = 2 - erfolgreich ist, besteht unter anderem eine gute Aussicht darauf, dass sich das MSS-
Projekt mit der aktuellen Arbeit von M. Aschbacher verbinden l&sst und somit beide Ansétze
gemeinsam einen neuen Beweis fiir den Klassifikationssatz liefern kénnen. Méchte man die
Resultate aus [PPS| und [MMPS] fiir p = 2 und ohne die Voraussetzung lokaler Charakteris-
tik 2 beweisen, miissen zwei weitere Situationen untersucht werden. Die erste Konfiguration
|MSS, Theorem A (10:1)] wird in [PS2| behandelt, die zweite ist im Wesentlichen diejenige,

’Eine genaue Beschreibung der Problemstellung findet sich in Abschnitt 1.3.



Vorwort

mit der sich diese Arbeit befasst, lediglich der Fall n = 2 bleibt hier offen. Wenn es nun
gelingt, diesen Fall gesondert zu untersuchen, erhilt man dieselben Resultate wie in [PPS]
und [MMPS] unter schwicheren Voraussetzungen und von diesem Punkt aus sind im MSS-
Projekt bereits weitere Schritte in Planung.

Um das Hauptresultat dieser Arbeit zu beweisen, werden wir wie folgt vorgehen: In den ersten
beiden Kapiteln stellen wir einige Werkzeuge fiir die kommenden Abschnitte bereit und un-
tersuchen die grofse Untergruppe @ genauer, welche spéter an vielen Stellen eine wesentliche
Rolle spielen wird. Anschliefend betrachten wir in Kapitel 3 den Zentralisator eines speziellen
Elements y € Yy und werden zeigen, dass dieser genau eine Komponente K hat. In diesem
Zuge erhalten wir auferdem einige Informationen iiber die Struktur bestimmter Untergruppen
von K, was uns im folgenden Kapitel erlauben wird, die Moglichkeiten fiir den Isomorphie-
typ von K/Z(K) unter Ausnutzung der Ko-Hypothese auf die drei Gruppen Flige, BM und
PSU,(3) einzuschrénken. Die beiden Falle K/Z(K) = Fisy und K/Z(K) = BM lassen eine
sehr dhnliche Herangehensweise und schliefslich in Kapitel 5 eine Identifizierung von G mittels
Resultaten iiber Standarduntergruppen zu. Der verbleibende Fall K/Z(K) = PSU4(3) ge-
staltet sich ein wenig komplizierter und wird im letzten Kapitel behandelt, wo wir schlieflich
F*(G) mit Hilfe von [MSW] und [PS1] bestimmen kénnen.

Zuletzt ist zu erwdhnen, dass meine Diplomarbeit [Pr| bereits einen Spezialfall der hier be-
schriebenen Situation untersucht. Zum Teil wurden Ergebnisse aus [Pr| in diese Arbeit iiber-
nommen und dabei oft iberarbeitet und fiir die hier verdnderte Situation angepasst. Derartige
Resultate werden an entsprechender Stelle kenntlich gemacht.
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Kapitel 1

Einfuhrung

1.1 Notation und Bezeichnungen

In diesem ersten Abschnitt einigen wir uns zunéchst auf diverse Schreibweisen und Bezeich-
nungen, die wir im Verlauf dieser Arbeit verwenden werden.

Abbildungen schreiben wir im Allgemeinen von rechts. So werden wir fiir eine Gruppe G
und einen Automorphismus o € Aut(G) das Bild eines Elementes g € G mit g® bezeichnen.
Analog dazu ist fiir g, h € G stets ¢" := h™'gh das Bild von g unter dem von h induzierten
inneren Automorphismus von G.

Ist N ein Normalteiler der Gruppe G, so verwenden wir Linksnebenklassen fiir Elemente g/N
der Faktorgruppe G/N, weil die Verwendung von Rechtsnebenklassen an einigen Stellen zu
Mehrdeutigkeiten und Verwechslungen fiihren kénnte.

Ist n € N und p ein Primzahl, so bezeichnen wir mit n, die gréfite Potenz von p, die n
teilt. Entsprechend ist also fiir eine endliche Gruppe G stets |G|, die Ordnung einer Sylow-
p-Untergruppe von G.

Um die Struktur von Gruppen und ihren Untergruppen zu beschreiben, iibernehmen wir
grofsteils die Atlas-Notation (siehe S. xx in [Atl]). Sei p eine Primzahl, dann bezeichnet also
beispielsweise p* : Ag eine Gruppe mit einem elementarabelschen Normalteiler der Ordnung
p*, zu dem es ein Komplement isomorph zur alternierenden Gruppe Ag gibt. Entsprechend
steht 2i+24 - Coy fiir eine Gruppe mit einem extraspeziellen Normalteiler der Ordnung 225
vom +-Typ, dessen Faktorgruppe isomorph zur einfachen Conway-Gruppe Co; ist und zu
dem es kein Komplement gibt. Da durch derartige Angaben der Isomorphietyp einer Gruppe
im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist, schreiben wir G ~ 2°.Ag um auszusagen, dass
G einen elementarabelschen Normalteiler der Ordnung 2% mit Faktorgruppe Ag hat, wobei
in diesem Fall keine Aussage dariiber getroffen wird, ob die Erweiterung zerfillt oder nicht.
Gelegentlich werden wir diese Notation noch erweitern, indem wir konkrete Untergruppen
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unserer betrachteten Gruppe fiir die vorkommenden Normalteiler verwenden. Sind beispiels-
weise N und U Untergruppen der Gruppe G, so schreiben wir U ~ N.Ag, um auszudriicken,
dass N ein Normalteiler von U ist, fiir den U/N = Ag gilt.

Bei der Bezeichnung konkreter Gruppen weichen wir allerdings teilweise von der Notation
in [Atl] ab. Fir die symmetrische Gruppe auf n € N Symbolen wird in dieser Arbeit stets
Y, anstatt S, geschrieben. Gelegentlich werden wir auch Gruppen von Permutationen einer
konkret gegebenen Menge M betrachten, in diesem Fall notieren wir die symmetrische bzw.
alternierende Gruppe auf M als X bzw. Ajy.

Auferdem werden wir beim Umgang mit den klassischen Gruppen die Bezeichnungen aus
|Ta| verwenden. Wir schreiben also

GL(q), SLk(q), Sp2k(q), O3 (0), 51,(q), O2k41(q), Q2k+1(g) und Uk (q)

fiir die im Allgemeinen nicht einfachen klassischen Gruppen. Die daraus gewonnenen einfachen
Gruppen notieren wir dann als

PSL(q), PSpar(q), Py(q), PQoky1(q) und PSUL(q).

1.2 Grofte Untergruppen

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Resultate iiber grofse Untergruppen von endlichen
Gruppen sammeln. Dazu sei hier p stets eine Primzahl. Zunéchst wiederholen wir die Defini-
tion einer grofsen Untergruppe:

1.1 Definition: Eine p-Untergruppe @ einer endlichen Gruppe G heiit grofse Untergruppe,
wenn gilt:

e Cc(Q) <Q und

o fiirl # A< Z(Q) ist Ng(A) < Ng(Q).

Eine Gruppe G hat Charakteristik p, wenn Cg(O,(G)) < O,(G) gilt. Dies ist dquivalent zu
F*(G) = O,(G). Wir erhalten:

1.2 Lemma: Seien GG eine endliche Gruppe und @ eine groke p-Untergruppe von G. Ist
O,(G) # 1, so hat G Charakteristik p.

Beweis: Wir betrachten die p-Untergruppe QO,(G). Es ist O,(G) < QO,(G), daher folgt
0,(G) N Z(QO,(G)) # 1. Weiter ist Z(QO,(G)) < Ca(Q) = Z(Q). Insgesamt ergibt sich
somit A := O,(G)N Z(Q) # 1.

Sei nun ¢ # p eine weitere Primzahl, dann ist [Og(G), A] < [O4(G), 0p(G)] = 1, also ist
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04(G) < Ng(A) < Ng(Q) und daher gilt [O4(G), Q] < O4(G) N Q = 1. Das liefert Oy(G) <
Cq(Q) < Q und damit Oy(G) = 1. Also ist F(G) = O,(G).

Wir zeigen noch E(G) = 1. Dazu nehmen wir an, dass G eine Komponente K enthilt. Dann
ist genauso [K,A] < [K,O,(G)] = 1 und daher K < Ng(A4) < Ng(Q). Nun folgt zum
Beispiel mit (31.6)(1) in [Asl], dass K in @ liegt oder [K,Q] = 1 gilt. Zweiteres fithrt zu
K < Cg(Q) < Q und daher ebenfalls zu K < @. Nun erhalten wir einen Widerspruch, da K
keine p-Gruppe sein kann.

Also ist F*(G) = F(G) = Oy(G), wie gewiinscht. O

Ein endliche Gruppe G hat parabolische Charakteristik p, wenn fiir jede p-Untergruppe
1 # P < G gilt: Enthédlt Ng(P) eine volle Sylow-p-Untergruppe von G, so hat Ng(P)
Charakteristik p. Wir halten fest:

1.3 Lemma: Sei G eine endliche Gruppe, die eine grofe p-Untergruppe ) enthélt. Dann hat
G parabolische Charakteristik p.

Beweis: Sei S eine Sylow-p-Untergruppe von G und 1 # P < 5. Wir kénnen @ < S und
damit auch @ < Ng(P) annehmen. Da @) dann auch eine grofe p-Untergruppe von Ng(P)
ist, liefert uns 1 # P < O,(Ng(P)) zusammen mit 1.2, dass Ng(P) von Charakteristik p ist.
Somit folgt die Behauptung. O

Auferdem gilt:

1.4 Lemma: [Pr, 2.1] Sei Q eine grofe p-Untergruppe der Gruppe G. Dann ist auch auch
Op(N¢(Q)) eine groke Untergruppe von G.

Beweis: Sei Q = Op(Ng(Q)). Dann ist @ < Q und daher C5(Q) < Ca(Q) < Q < Q.
Sei U # 1 eine Untergruppe von Z(Q). Dann liegt U auch in Cq(Q) = Z(Q), also folgt
Ng(U) < Na(Q) < Ng(Q). Folglich ist auch Q eine groke Untergruppe von G. O

1.3 Problemstellung und erste Resultate

Wir beschreiben hier die Situation, mit der sich diese Arbeit beschiftigen wird. Dazu bend-
tigen wir zunachst etwas Notation, die wir der Vollstandigkeit halber teilweise auch aus dem
Vorwort wiederholen.

Sei G eine endliche Gruppe. Dann setzen wir
L:={L <G| Cq(Oz(L)) < O2(L) und Oz(L) # 1}

und
M :={L € L] L ist beziiglich Inklusion maximal in L}.
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Ist H ein Untergruppe von G, so sei M(H) :={M € M| H < M}. Aukerdem existiert nach
den Ergebnissen in [MS1] ein eindeutig bestimmter grofiter elementarabelscher 2-Normalteiler
Yy von H mit Oz(H/Ch(Yr)) = 1. Insbesondere gilt also Y < Q1(Z(02(H))).
Fiir M € £ sei MT := MCg(Yy). Weiter sei 9 die Menge aller M € £, fiir die gilt

(a) M(M) = {M'} und Y; = Yj,+ und

(b) Car(Yar) ist 2-abgeschlossen und Cay(Yar)/O2(M) < ®(M/O2(M)).
Die Gruppe G heift K-Gruppe, wenn fiir jedes U < G und N QU gilt: Ist |U/N| < |G| und
U/N eine einfache Gruppe, so ist U/N isomorph zu einer der ,bekannten® einfachen Gruppen,
also zu einer zyklischen Gruppe von Primzahlordnung, einer alternierenden Gruppe, einer
Gruppe vom Lie-Typ oder einer der 26 sporadischen Gruppen. Sei p eine Primzahl. Dann ist

G eine K,-Gruppe, wenn jede p-lokale Untergruppe von G eine K-Gruppe ist.
Nun kénnen wir die Problemstellung dieser Arbeit formulieren. Sie lautet wie folgt:

1.5 Voraussetzung: Sei G eine endliche Ko-Gruppe, S € Syla(G) und Q < S eine grofe
2-Untergruppe von G. Es existiere ein M € 9M(S), ein n € N,n > 3, und ein € € {+, —} mit
folgenden Eigenschaften:

(a) M/O2(M) ist isomorph zu OS5, (2) oder Q5,,(2).
(b) [Yar, O*(M)] ist ein natiirlicher Modul fiir M /Oy(M).
(c) Ist y € [Yar, O*(M)] nicht singulér, so ist Cg(y) nicht von Charakteristik 2.

(d) @ ist nicht normal in M.

Unser Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen:

1.6 Hauptsatz: Unter der Voraussetzung 1.5 gilt genau einer der folgenden Fille:

(a) Esist M/O2(M) = Qf (2) & Ag und G ist isomorph zu Fil, oder Fiy.
(b) Es ist M/Oy(M) = Qf(2) und G ist isomorph zu Fy.

(c) Esist M/Oy(M) = Qf(2) oder Of (2) und F*(G) = PQJ (3). Weiter ist Ya; = O2(M).

In allen Féllen liegt Yy nicht in Q.
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Die in 1.5 gegebene Situation entstammt im Wesentlichen [MSS, Theorem C] und umfasst die
dort untersuchten Gruppen fiir n > 3. Im Vergleich dazu setzen wir hier allerdings implizit
voraus, dass Cpr(Yar) = O2(M) ist (was wir in 1.10 auch noch einmal festhalten werden),
allerdings stellt das mit [MSS, Lemma 3.3.(h)| keine Einschréinkung dar.

Den Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen wird die Untergruppe M bilden. Da M /Oy (M)
isomorph zu einer orthogonalen Gruppe ist, stellen wir im folgenden Lemma wichtige Infor-
mationen {iber die Struktur dieser Gruppen bereit, was sich noch oft als niitzlich erweisen
wird.

1.7 Lemma: Sei V ein natiirlicher Modul fiir X = O%5,(2) oder €5, (2), k > 2. Dann gilt:

(a) X ist transitiv auf der Menge aller nicht singuldren Elemente und auf der Menge aller nicht
trivialen singuldren Elemente von V.

(b) Sei 0 # z € V singuldr. Dann ist Cx(z) = AB mit:

o B0, ,(2) fir X = 05,(2) und B = Q5,_,(2) fiir X = Q5,(2).
e A ist elementarabelsch der Ordnung 22"~2, A und 2+ /(z) sind natiirliche Moduln fiir B.
e Esist [zt A] = (2) und Cx(z*) = 1.

e B operiert irreduzibel auf A und auf 2z /(z).

Ist (2k,€) # (4,+), so ist O2(Cx(z)) = A < Q5,(2).

Cx (z) ist eine parabolische Untergruppe von X.
(c) Seiy € V nicht singuldr. Dann ist Cx(y) = C x F mit:

e E ist isomorph zu Spoj_o(2) = Ogp_1(2), y* ist ein natiirlicher Ogy,_1(2)-Modul fiir E
und y* /(y) ist ein natiirlicher Spay_2(2)-Modul fiir E.
o C=(s fiir X =05,(2) und C =1 fiir X = Q5,(2).

Fiir X = 05,(2) ist C = Cx (y*) und [V,C] = (y).

Sei Z die Menge der nicht trivialen, singuliéiren Elemente in y*. Dann ist E transitiv auf
Z und es gilt y*+ = (Z).

e Cx(y) ist keine parabolische Untergruppe von X.

Beweis: Die Aussagen fiir X = 05, (2) findet man z.B. in 3.1 in [MSS]. Daraus folgen dann auch
die Behauptungen fiir X = Q5,(2) entsprechend. O
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1.8 Bezeichnung: Wir wihlen ein singulires Element z € [Yyr,0?(M)]* und ein nicht
singuldres y € [Yar, O*(M)] mit y L z. Aus 1.7 folgt, dass singuliire Elemente 2-zentral in
M sind, also konnen wir ohne Einschrénkung z € Z(S) wéhlen. Diese Bezeichnungen werden
wir fiir den Rest dieser Arbeit beibehalten.

Dabei gilt:

1.9 Lemma: Wir kénnen y in 1.8 so wéihlen, dass SN Cyy(y) eine Sylow-2-Untergruppe von
Ch(y) ist.

Beweis: Angenommen, es ist SN Cy(y) ¢ Syla(Car(y)). Wir betrachten die Operation
von Spon—2(2) auf dem natiirlichen Modul. Der Stabilisator eines nicht trivialen Vektors
ist eine parabolische Untergruppe von Spa,—2(2), mit 1.7 (¢) enthélt Cas({y,z)) also eine
Sylow-2-Untergruppe S1 von Ci(y). Nun gibt es ein g € Cp(z) mit S < S. Dann ist
SNCup(y?) = SNCux(y)? = 5] € Syla(Crr(y9)). Aukerdem gilt auch y9 L z, weil g € Cp(2)
die Bilinearform auf [Yas, O*(M)] erhilt. Also kénnen wir y in diesem Fall durch y9 ersetzen.

|

1.10 Lemma: Es gilt Cy/([Yar, O2(M)]) = Cas(Yar) = Oo(M) und Yas = Qi (Z(0o(M))).

Beweis: Sei Z := Q(Z(02(M))). Dann ist [Yar, 0?(M)] < Yy < Z. Weil [Yar, O*(M)] der
natiirliche Modul fiir M/Oo(M) ist, kénnen wir Oo(M) > Crr([Yar, O*(M)]) > Cpr(Yar) >
CM[(Z) schliefsen und erhalten damit CM([YM,O2(M)]) = CM(YM) = CM(Z) = OQ(M)
Dabher ist insbesondere O2(M/Cy(Z)) trivial und es folgt auch Yy, = Z. O

Das folgende Lemma liefert wichtige Informationen iiber den Modul [Ys, O?(M)]. Die Be-
weisidee entstammt dabei im Wesentlichen Lemma 3.3. (f) in [MSS].

1.11 Lemma: Es ist [V, O?(M)] = Yy, oder es ist (2n,¢) = (6,+) und Yy ist ein Fak-
tormodul der Ordnung 27 des natiirlichen Permutationsmoduls fiir Of (2) & Xg. In diesem
Spezialfall ist also Yar = (v1,...,v8)/{v1 - vo - ... - vg) und M/O2(M) = Of (2) = Xg bzw.
M/O2(M) = Qf (2) = Ag operiert darauf durch Vertauschung der Indizes.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass Cy,,(0*(M)) = 1 ist. Anderenfalls ist Cy,,(O*(M)) ein
nicht trivialer 2-Normalteiler von M und es folgt Z(S) N Cy,,(0*(M)) # 1. Nun gilt aber
M = 0?(M)S, also liegt Z(S)NCly,,(O*(M))in Z(M) # 1. Weil Q eine groke 2-Untergruppe
von G ist, erhalten wir Z(M) < Z(Q) und dann @ < Nj(Z(M)). Damit ist insbesondere @
normal in M, was aber unserer Voraussetzung 1.5 (d) widerspricht.

Folglich ist Cy,,(O?(M)) = 1 und wir erhalten mit 6.1 in [MS2| die Behauptung. O

Also ist Yy der natiirliche Modul fiir M/Oz(M), oder es ist (2n,€) = (6,+4) und |Ya| = 2.
Den Ausnahmefall Yy, # [YM,OQ(M )] werden wir zwar oft gesondert betrachten miissen,
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allerdings ist dabei die Operation von M/O2(M) auf Y3 besonders einfach zu verstehen und

dies werden wir uns zunutze machen. Wir schreiben dann fiir einen Vektor

v(vy -V - ... vg) € (U1, ..., v8)/{V] V2 s 0g) Yy

verkiirzend einfach ©. Dabei ist [Yas, O?(M)] = (o103, U103, U101, U105, U10g, U107) der natiirli-
che Modul fiir M/O9(M). Weiterhin kénnen wir in diesem Fall y und z speziell wihlen bzw.
konkret angeben. So ist D1020301 ein singuliires Element von Y, O?(M)], das senkrecht auf

dem nicht singuléren Vektor T70203040506 = U70g steht. Daher halten wir fest:

1.12 Definition: Im Falle (2n,¢€) = (6,+) wahlen wir z := U102030;1 und y := U70g.

1.13 Lemma: Es ist entweder ®(O2(M)) = 1 und damit O2(M) = Yy, oder es gilt
[Yar, O*(M)] < ®(02(M)).

Beweis: Im Fall ®(O2(M)) = 1 ist Oz(M) elementarabelsch und 1.10 liefert uns schon
Yy = O2(M). Sei also ®(O2(M)) # 1. Dann folgt

B(05(M)) N (Z(02(M))) = B(Ox(M)) N Yy # 1.

Ist [Yar, 0*(M)] = Y, so folgt wegen der irreduziblen Operation von M/O9(M) auf
[Yar, O*(M)] = Yy schon Yy < ®(O9(M)). Aber auch in dem in 1.11 aufgefiihrten Spe-
zialfall (2n,¢) = (6,+) und |Yys| = 27 sind Yy und [Yar, O?(M)] die einzigen beiden nicht
trivialen, unter M/O2(M) invarianten Untergruppen von Yy, und es folgt ebenfalls die Be-
hauptung. O

1.14 Lemma: Die Gruppe G hat parabolische Charakteristik 2.

Beweis: Nach Voraussetzung hat G eine grofe 2-Untergruppe, also folgt die Behauptung
mit 1.3. O

1.15 Lemma: Ist p eine Primzahl und H eine endliche Gruppe mit F*(H) = O,(H), so hat
H lokale Charakteristik p.

Beweis: Sei 1 # P eine p-Untergruppe von H und R := O,(Ng(P)). Sei aufserdem
z € Cy(R) ein p’-Element. Dann operiert (x) x R auf O,(H) und es ist

Co,m)(R) = Op(H) N Cu(R) < Op(H) N Cr(P) < Op(H) N Nu(P) < Op(Nu(P)) = R.

Es folgt nun [z,Cp,(g)(R)] = 1, das A x B-Lemma (siehe z.B. (24.2) in [Asl]) liefert uns
z € Cu(Op(H)) < Op(H) und damit z = 1. Insgesamt ist also Cy(R) eine p-Gruppe und es
folgt die Behauptung. O
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1.16 Lemma: Es ist O2(G) = 1.

Beweis: Wir nehmen O3(G) # 1 an. Mit 1.2 ist dann F*(G) = O2(G), da G nach Voraus-
setzung eine grofte 2-Untergruppe enthilt. Nun liefert 1.15, dass GG lokale Charakteristik 2
hat. Allerdings ist C(y) nach Voraussetzung nicht von Charakteristik 2, ein Widerspruch.

O

Die Beweisidee fiir folgendes Lemma stammt im Wesentlichen aus Lemma 3.5 in [MSS].
1.17 Lemma: Sei Oz(M) = Y. Dann ist Ng([Yar, O*(M)]) = No(Yar) = M.

Beweis: Wir betrachten MT = MC¢q(Yar). Dann ist Y normal in MT. Weil Sin M < M*
liegt, folgt Ox(MT) < S < M und wir erhalten Oy(MT) = O9(M) = Yy;. Aukerdem ist
MT ein Element von £ und daher gilt Cq(Yas) = Cq(O2(MT)) < Oo(MT) = Yy, Folglich
ist M = MT € M ein beziiglich Inklusion maximales Element von £. Die Untergruppen
N ([Yar, 0?(M)]) und Ng(Yas) sind 2-lokal und enthalten M, folglich sind sie zudem para-
bolisch. Wegen Lemma 1.14 liegen sie in £(M) und damit auch in M. O

Aufserdem wird folgendes Lemma, oft hilfreich sein:

1.18 Lemma: Sei 1 # v € [Yyy, 0*(M)] singuliir und sei w € [Yy, O?(M)] nicht singulér.
Dann sind v und w in G nicht konjugiert. Insbesondere ist z in G weder zu y noch zu yz
konjugiert.

Beweis: Nach 1.7(b) ist Cg(v) eine parabolische Untergruppe von G und hat daher laut
1.14 Charakteristik 2, wihrend Cg(w) nach Voraussetzung 1.5 (¢) nicht von Charakteristik 2
ist. Folglich kénnen v und w nicht konjugiert sein. O

1.4 Allgemeine Resultate

Bevor wir mit der Untersuchung der in 1.5 geschilderten Situation fortfahren, sammeln wir
in diesem Abschnitt noch einige allgemeine Ergebnisse fiir eine spatere Verwendung. Dabei
ist 1.19 (a) im Wesentlichen aus [Pr, 1.26] entnommen.

1.19 Lemma: Sei P eine extraspezielle 2-Gruppe mit Z(P) = (x) und |P| > 8. Sei weiterhin
t € P\ Z(P) eine Involution. Dann gilt:
(a) Es ist |P : Cp(t)] = 2 und Cp(t) = (t) x U, wobei U < P ebenfalls extraspeziell mit
Zentrum (z) ist.

(b) Ist a € Aut(P) mit [Cp(t),a] =1, so ist schon a € Inn(P).
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Beweis:

(a) Zuniichst ist P’ = (z), also ist ¥ = {t,tz} und wir erhalten |P : Cp(t)| = 2.

Da Cp(t)/{x) elementarabelsch ist, konnen wir eine Untergruppe U < P so wéihlen,
dass U/(x) ein Komplement zu (¢)(z)/(z) in Cp(t)/(z) ist. Dann gilt Cp(t) = (t) x U
und auch U/(x) ist elementarabelsch, also miissen wir nur noch Z(U) = (z) zeigen.
Nach Voraussetzung ist |P| > 8, daher gilt auch |U| > 8. Wir nehmen Z(U) > (x) an.
Fir s € Z(U)\(z) gilt dann Cp(s) = Cp(t). Jedes g € Cp(t) erfiillt nun (st)9 = st, aber
auch fiir g € P\ Cp(t) gilt (st)9 = s9t9 = sxtx = st und wir erhalten den Widerspruch
st € Z(P).

(b) Wegen [Cp(t),a] =1 folgt aus (a) schon |P : Cp(«a)| < 2. Daher gibt es ein ¢ € Cp(t)
mit [P, a] = (c).
Nun ist [Cp(t), P,a] = [(z),a] = 1 = [a,Cp(t), P], das Drei-Untergruppen-Lemma
liefert uns [P, o, Cp(t)] = [(¢),Cp(t)] = 1. Also ist ¢ € Z(Cp(t)). Wir verwenden
erneut (a) und erhalten, dass o(c) < 2 ist. Wir nehmen nun an, dass ¢ ¢ Z(P) = (x)
ist, insbesondere ist dann o(c) = 2 und Cp(c) = Cp(t). Sei dann g € P\ Cp(t). Es ist
g% € Cp(t) < Cp(c) und daher folgt

9> = (¢%)" = (¢™)* = gege = gg° = ggz = ¢°x,

was zu dem Widerspruch = = 1 fiihrt. Folglich ist ¢ € Z(P). Ist ¢ = 1, so ist « die
Identitéit, fiir ¢ = x ist g® = ¢! fiir alle g € P, also ist « ein innerer Automorphismus.

d

1.20 Lemma: Seien n,m € N. Ist |Spa,(2)| ein Teiler |G Ly, (2)|, so ist 2n < m.

Beweis: Es ist |GLy,(2)] = 27m=D/2 T] (2 = 1), [Sp2n(2)| = 27" T[ (2% — 1) und Span(2)’
=1 =1

hat in Sp2,(2) hochstens Index 2. Sei zundchst n # 3. Dann gibt es nach Zsigmondy eine
Primzahl p, die 22® — 1 teilt, aber kein Teiler von 2¥ — 1 fiir k < 2n ist. Damit erhalten wir
direkt m > 2n.

Fiir n = 3 ist |Sps(2)| = 2% -3% .57 kein Teiler von |GL5(2)| = 21°-32.5.7-31 und wir
erhalten auch hier m > 6 = 2n. O

1.21 Lemma: Sei H eine endliche Gruppe und sei 7 € H eine Involution. Gibt es ein k > 3
und eine Untergruppe T < H mit T = Dok so, dass S := (1) x T eine Sylow-2-Untergruppe
von H ist, so hat H eine Untergruppe U vom Index 2 mit 7 ¢ U. Insbesondere ist dann eine
Sylow-2-Untergruppe von U isomorph zu Dy.

Beweis: Angenommen, 7 liegt in H'. Dann ist 7 nach Proposition 15.15. in [GLS2| zu einem
Element t € S mit |Cg(t)| > |Cs(7)| = |S| konjugiert. Es folgt t € Z(T') < Z(S). Nach dem
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Lemma von Burnside (7.1.5. in [KS]) gibt es ein h € Ng(S) mit 7" = . Da aber ¢t € ®(95)
und 7 ¢ ®(9) gilt, ist dies ein Widerspruch und es folgt 7 ¢ H'. Weil (1) ein Komplement in
S hat, gibt es auch ein Komplement U/H' zu (¢gH') in H/H', dabei hat U die gewlinschten
Eigenschaften. O

1.22 Lemma: Seien g eine ungerade Primzahlpotenz, m,k € N und U < GL,,(q) eine
elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung 2. Dann ist m > k.

Beweis: Da jedes Element aus U diagonalisierbar und zudem U abelsch ist, sind die Ele-
mente aus U simultan diagonalisierbar. Folglich ist U isomorph zu einer Untergruppe der
Gruppe aller m x m-Diagonalmatrizen mit Diagonaleintrigen 1 und —1. Da diese Gruppe die
Ordnung 2™ hat, folgt nun die Behauptung. O

1.23 Lemma: Sei H eine quasieinfache Gruppe und p ein Primzahl. Seien weiter g € Z(H)
ein p-Element und P € Syl,(H). Dann ist g € ®(P).

Beweis: Sei T eine maximale Untergruppe von P und Z := TN (g). Dann ist P/Z eine
Sylow-p-Untergruppe von H/Z und (¢9Z) < Z(H/Z) hat in P/Z das Komplement 7'/Z. Der
Satz von Gaschiitz liefert nun ein Komplement zu (¢Z) in H/Z. Da H/Z perfekt ist, folgt
geT. O

1.24 Lemma: Seien p und q verschiedene Primzahlen, sei V' ein endlichdimensionaler GF (p)-
Vektorraum und 1 # A < Aut(V) eine elemenatrabelsche q-Gruppe mit Cy(A) = 0. Sei
weiter H = {H < A| |A: H| = q} die Menge aller Hyperebenen von A. Dann gilt

V= cv(H).

HeH

Beweis: Seien Hj, ..., H,, paarweise verschieden und so, dass H = {Hj, ..., H,,} ist. Mit
[KS, 8.3.4. a)] gilt V = ", Cy(H;), wir miissen also nur noch zeigen, dass diese Summe
direkt ist.
Fiir m = 1 ist nichts zu beweisen, wir nehmen also m > 1 an. Dann ist Cy(H1) N Cy(Ha) =
Cy((Hy1,H)) =Cy(A)=0.Seinun k € {2,...,m—1} und v € (Zle CV(HZ-)) NCy(Hyiq)-
Per Induktion ist Zle Cy(H;) = @le Cy(H;), also ist v = vy + ... + v, mit eindeutig
bestimmten v; € Cy (H;). Fiir alle ¢ € {1, ..., k} ist Cy(H;) unter Hy4q invariant und es gilt
[v, Hp11] = 0, damit erhalten wir auch [v;, Hp11] = 0 und v; € Cy(H;) N Cy(Hgyq) = 0.
Insgesamt ist v = 0, also folgt Zfill Cy(H;) = @f:ll Cy(H;) und so auch die Behauptung.
O
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Weil wir es oft brauchen werden, halten wir noch fest:

1.25 Lemma: Die Ordnung jeder quasieinfachen endlichen Gruppe ist durch 4 teilbar.

Beweis: Sei L eine quasieinfache endliche Gruppe. Dann ist die Ordnung von L mit [FT|
gerade. Hétte eine Sylow-2-Untergruppe von L Ordnung 2, so gibe es in L nach [KS, 7.2.2.]
ein normales 2-Komplement und wir erhalten einen Widerspruch. Also wird |L| von 4 geteilt.

O
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Kapitel 2

Die grofse Untergruppe ()

Nach Voraussetzung besitzt G eine grofe 2-Untergruppe und wie wir beispielsweise bereits in
1.14 und 1.16 gesehen haben, zieht dies erhebliche Auswirkungen beziiglich der Struktur von
G nach sich. Auch in vielen unserer folgenden Untersuchungen wird die groffe Untergruppe
Q eine zentrale Rolle spielen, darum tragen wir in diesem Abschnitt einige wichtige Infor-
mationen tiber () zusammen. Grofe Teile wurden dabei, oft in tiberarbeiteter Form, aus [Pr|
iibernommen. So findet man fiir 2.1, viele Aussagen aus 2.2, 2.3, 2.6, 2.7, 2.8 und 2.9 #hnliche
Resultate in [Pr, Kapitel 2].

Zuerst stellen wir fest:

2.1 Lemma: Wir kénnen ohne Einschrinkung annehmen, dass Q@ = O2(Ng(Q)) ist.

Beweis: Laut 1.4 gibt es eine grofe Untergruppe @ von G, die @ = Og(Ng(é)) erfiillt.
Wir kénnen @ ohne Einschrinkung auf diese Weise wihlen. O

2.2 Lemma: (a) Esist z € Z(Q), insbesondere ist () normal in Cg(z).

(b) Es gilt QO2(M) = O2(Chr(2)), QO2(M)/O2(M) ist elementarabelsch der Ordnung
22"=2 und es ist [z, Q] = (2).

(c) Esist C,.(Q) = (z). Insbesondere ist [x,Q] = (z) fiir alle v € 2\ (2).
(d) Es ist Cq(zt) < Oa(M). Insbesondere ist [z, q] = (z) fiir alle ¢ € Q \ Oo(M).

(e) Sei k € {0,...,2n — 2} und U < Q mit |UOy(M)/Oo(M)| = 22727 Dann ist
|C,L(U)] = 2k+1.

(f) Sei w € [Yar, O>(M)]\ 2+ und q € Q \ Oz(M). Dann ist [w,q] ¢ (z). Insbesondere ist
Co(w) < O2(M).

13



2. Die groke Untergruppe Q

(g) Esist [[Yar, O*(M))],Q] = z*+. Fiir w € [Yas, O*(M)]\ 2+ gilt auRerdem

[w, Q)(2)/(z) = =*/(2).

(h) Es ist z+ < Q.

Beweis:

(a)

(b)

Wir haben z in 1.8 als Element von Z(S) gewahlt. Weil @ in S liegt und @ eine grofe
Untergruppe von G ist, folgt nun z € Cq(Q) = Z(Q) und Q < Ng((z)) = Cq(z).

Mit (a) ist @ normal in Cs(z). Angenommen, es ist Q < O(M). Dann ist Z(O2(M)) <
Cq(Q) = Z(Q) und wir erhalten M = Ny (Z(O2(M)) < Np(Q), was aber 1.5 (d) wi-
derspricht. Somit folgt 1 # QO2(M)/O2(M) < O2(Chrr(2)/O02(M)) =: A. Laut 1.7 (b)
ist A elementarabelsch der Ordnung 22"~2 und Cj(2)/O2(M) operiert irreduzibel
auf A, also erhalten wir QO2(M)/O2(M) = A. Demnach ist QO2(M) = O2(Ch(2))
und QOo(M)/O3(M) ist elementarabelsch der Ordnung |A| = 22772, Aufkerdem gilt
25,Q) = [, 4] = (2).

Wegen z € Z(Q) ist z € C,1(Q), auberdem ist C,1(Q) normal in Cys(z). Wir ver-
wenden erneut 1.7 (b) und erhalten, dass Cys(2) irreduzibel auf z*/(z) operiert. Also
ist C,1(Q) = (z) oder C,.(Q) = z*. Da mit (b) aber [z+,Q] = (z) # 1 folgt, ist
C.1(Q) = (2).

Mit 1.7 (b) ist Cas(2%) < O2(M), also folgt insbesondere die Behauptung.

Wir fiithren den Beweis per Induktion nach k. Fiir k = 0 ist U(O2(M) N Q) = @, also
folgt mit (c) schon |C,.(U)| = 2.

Sei nun k& > 0. Nach (b) ist QO2(M)/O2(M) elementarabelsch, wir kénnen daher
Elemente x1,...,29,—2 € @ so wahlen, dass QO2(M)/O3(M) = (x1,...,T2p—2) und
UOo(M)/Oo(M) = (21, ..., Tan_o_1) ist. Dann ist C,.(U) = NZ"7>7FC, L (x;). Wegen
(d) gilt [24, 2] = (2) fiir alle 4 € {1, ...,2n — 2}, also folgt |2+ : C,. (x;)| = 2. Das fiihrt
7u

2 O (V)] = | RO )| < 2

und wir erhalten |C,.(U)| > 2FF!. Per Induktion ist aber |C,.((U, o2, 2 ry1)) =
|C,L(U) N O, (22,9 rs1)| = 2%, also folgt die Gleichheit und damit die Behauptung.

Fiir w € [Yas, O*(M)]\ 2+ ist [Yar, O*(M)] = 2+ x (w). Sei ¢ € Q \ O2(M), dann gilt
[w, q] € 2+, da q die Hyperebene 2z normalisiert. Wir nehmen [w, ¢] € (z) an. Dann ist
([Yar, O2(M)], g = [+, q][(w), ] = (2), also induziert qOs(M) € M/Os(M) S 05, (2)
eine Transvektion zu dem singuldren Vektor z. Dies widerspricht aber beispielsweise

11.11 in [Tal.
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2. Die groke Untergruppe Q)

(g) Fiir w € [Yar, O%( )] \ 2zt ist wieder [Yi, O*(M)] = 2+ x (w) und wir erhalten
[Yar, O*(M)], Q] = [+, Ql[w, Q] = {2)[w, Q] < 2. Mit (f) folgt [w,Q] £ (2) und da
[[Yar, O2(M)], Q] normal in Cys(2) ist und Cps(z) nach 1.7 (b) irreduzibel auf z+/(2)

operiert, gilt [Yas, O*(M)], Q] = z* und damit auch [w, Q](z) = z*.

(h) Esist [Yas, O*(M)] g c(2) < Ng(Q) und daher [[Yas, O?(M)], Q] < Q. Nach (g) ist

[Yar, O%(M)], Q] = und es folgt die Behauptung.

2.3 Lemma: Es ist |Q : Co(y)| = 2 und y©? = {y,yz}. Auberdem gilt Cy,,(Co(y)) = (y, 2)
und [Cq(y)02(M)/O5(M)| = 223,

Beweis: Laut 2.2(c) ist [y, Q] = (2). Daraus folgt y¢ = {y,yz} und auch |Q : Cq(y)| = 2.
Damit erhalten wir aus 2.2 (b) auerdem |Cg(y)Oo(M)/O2(M)| = 22773,

Mit 2.2 (f) ist nun Cpy,, 02 (Co(y)) < zt und 2.2 (e) liefert uns schon |C,1 (Cq(y))| = 4,
daher ist insgesamt Cly,, 02 (Cq(y)) = (y,2). Gilt also Yy = [Yar, O*(M)], so sind wir
fertig. Anderenfalls ist nach 1.11 schon (2n,e¢) = (6,+) und Yjs ist ein Faktormodul des
natiirlichen Permutationsmoduls fiir M/Oy(M) = Ag oder ¥g und wie in 1.12 kénnen wir

dann z = U1020304 und y = V10203040506 = U70g annehmen. Mit 2.2 (b) ist

QOQ(M)/O2(M) = OQ(CM(Z)/O2(M)) = <(1’ 2)(3’ 4)a (17 3)(27 4)7 (53 6)(73 8)7 (5a 7)(6a 8)>

und entsprechend gilt

CQ(y)OQ(M)/O2(M) = <(1a 2)(33 4)7 (1a 3)(2a 4)7 (57 6)(77 8)>

Damit erhélt man nun auch, dass kein Element von Y7\ [Yar, O*(M)] von Cg(y) zentralisiert
wird. L]

Auferdem werden wir folgendes Lemma bendtigen:

2.4 Lemma: Cg(Cg(y)) ist eine 2-Gruppe.

Beweis: Esist z € Cg(y), daher gilt Cq(Cg(y)) < Ca(z) < Na(Q).

Sei nun g € Cg(Cq(y)) ein Element ungerader Ordnung, dann operiert (g) teilerfremd auf
Q. Dabei zentralisiert (g) einerseits Cg(y) und, wegen |Q : Co(y)| = 2, auch Q/Cq(y). Wir
verwenden 8.2.2. b) aus [KS| und erhalten g € C¢(Q) < Q. Daraus folgt g = 1 und somit die
Behauptung. O
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2. Die groke Untergruppe Q

Wir notieren noch folgendes Resultat, das im spéteren Verlauf dieser Arbeit hilfreich sein
wird, um die Untergruppe @ zu bestimmen, nachdem wir G identifiziert haben:

2.5 Lemma: Ist O2(Cg(z)) extraspeziell, so ist Q = O2(Cg(2)).

Beweis: Nach 2.2 (a) ist @ enthalten in O2(Cg(z)). Auferdem liegt z in Z(02(Cg(z))), also
ist @' < 02(Cq(2)) = (2). Weil @Q beispielsweise nach 2.3 nicht abelsch ist, folgt Q" = ().
Daher ist insgesamt

Nec(Q) < Na(Q') = Ca(z2) < Na(Q)

und wir erhalten insbesondere O2(Ng(Q)) = O2(Cg(2)). Nun liefert uns 2.1 die Behauptung.
|

Wir werden uns spéter einige Male mit dem Spezialfall O2(M) = Yj; beschéftigen miissen,
darum halten wir hier noch einige Informationen iiber () in dieser besonderen Situation fest:

2.6 Lemma: Sei Oy(M) =Y. Ist Ng(Q) £ M, so ist QN Yy = z+.

Beweis: Laut 2.2 (h) ist 2~ < Q. Wir nehmen nun z+ < Q NY); an.

Sei zuniichst [Yys, O?(M)] = Yys. Dann ist Yy, < Q. Sei weiter W < @ eine elementarabelsche
Untergruppe mit W « Yj;. Laut 2.2 (f) zentralisiert kein Element von Q\Y)s ein Element aus
Y\ zt. Da W abelsch ist, folgt W N Yy < C,0(W). Sei k € NU{0} so, dass |[WYy /Y| =

22n=2=k st dann liefert uns 2.2 (e) schon

W|=|WNYy|- [WYy/Yy| <|CL(W)|- WY/ Y| = 28 020727k — 92— 1y,

Also gilt Yy = J(Q) und daher Ng(Q) < Ng(Yar). Nach 1.17 ist Ng(Yar) = M, also folgt
Ng(Q) < M, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Sei nun (2n,¢) = (6,+) und |Yy| = 27. Im Fall Q N Yy = [Yar, O*(M)] folgt wie oben
J(Q) = [Yar,0?(M)] und nach 1.17 ist auch Ng([Yar,0?(M)]) = M. Damit erhalten wir
wieder Ng(Q) < M und so erneut einen Widerspruch.

Sonst enthiilt @ ein Element aus Yy \ [Yas, O?(M)], also ein Element der Form ; mit einem
i € {1,...,8} oder ein Element der Form v;0;7), mit paarweise verschiedenen i, j, k € {1, ...,8}.
Nun ist M/Y); isomorph zu Ag oder Xg und wegen z = v1ug0305 ist Car(2)/O2(M) der
Stabilisator der Zerlegung {1, 2, 3, 4}U{5, 6, 7, 8}. Dann gibt es in Y3 keinen echten Teilmodul,
der unter Cj/(z) invariant ist und eines der obigen Elemente enthdlt. Weil @ von Chs(z)
normalisiert wird, folgt nun Y, < Q. Sei wieder W eine elementarabelsche Untergruppe
von @Q mit W £ Yy und sei k € N mit [WYy/Yy| = 247F. Mit 2.2 (f) und (e) ist erneut
|W N [Yar, O2(M)]| < 2841 und daher gilt

[W| = WYy |- |WYar/Yar| < [WN[Yar, O2(M)]|-2:|[W Y/ Yar| < 28FL.2.247F = 96 < |y,

Es folgt also ebenfalls Yy = J(Q) und somit Ng(Q) < Ng(Ya) = M, ein Widerspruch. O
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2. Die groke Untergruppe Q)

2.7 Lemma: Sei O2(M) = Y)s. Dann gilt Z(Q) = (z) und Cg(z) = Ng(Q).

Beweis: Laut 2.2 (a) ist z € Z(Q). Mit 2.2 (d) und (h) ist Cg(z1) < Yy und 2+ < @, also
folgt Z(Q) < Y. Sei zuniichst Yy = [Yar, O?(M)]. Dann zentralisiert Q laut 2.2 (f) kein
Element in Yy \ 2+, also ist Z(Q) < C,.(Q) "2 (2).

Sei nun (2n,¢€) = (6,+) und |Yys| = 27. Mit 1.12 kénnen wir z = v1030304 annehmen und
nach 2.2 (b) ist QYa/Yrm = O2(Cur(2))/Yar. Diese Gruppe operiert transitiv auf {1,...,4}
und auf {5, ..., 8}, also wird kein Element der Form 7; oder 7;0;7); mit paarweise verschiedenen
i,j,k € {1,...,8} von Q zentralisiert. Somit ist Cy,, (Q) < [Yar, O*(M)] und es folgt wie oben

Z(Q) = (2).
Nun ist Na(Q) < Na(Z(Q)) = Ca(z) < Na(Q), also gilt Na(Q) = Ca(2). =

Als Ergénzung zu 2.6 ergibt sich nun:
2.8 Lemma: Sei Ox(M) = Y. Ist zusdtzlich Nq(Q) < M, so ist Y < Q.

Beweis: Esist Q 2 03(Ng(Q)). Ist Na(Q) < M, so folgt
Yir < 02(Cu(2)) = O02(Nu(Q)) = 02(Na(Q)) = Q.

SchlieRlich erhalten wir mit dem bisher Gezeigten das folgende Resultat:

2.9 Satz: Ist Ox(M) = Y und Ng(Q) £ M, so ist Q extraspeziell vom +-Typ mit Zentrum
(2) und es gilt |Q| = 21T4n—4,

Beweis: Wir haben oben bereits Z(Q) = (z) gezeigt. Wir iiberpriifen nun noch, dass
Q) = (=) gilt.

Nach 2.2 (b) ist QYas/Yas elementarabelsch, daher folgt ®(Q) < Yy N Q = 2. Wegen
Q <A Cu(2) ist (Q) normal in Cyy(z), ferner ist @(Q) N Z(Q) # 1 und deshalb z € ®(Q).
Da Cjs(z) nach 1.7 (b) irreduzibel auf z+/(z) operiert, folgt ®(Q) = (z) oder ®(Q) = z*.
Wir nechmen nun ®(Q) = z*+ an. Nach II1.3.18 in [Hu] ist Ci,(q)(Q/®(Q)) eine 2-Gruppe
und wir schliefen

Ca(@)(Q/2(Q)) < 02(Na(Q)) = Q.

Weil aber [Yy,Q] < Yy N Q = z* ist, erhalten wir Yay < Cig)(Q/2(Q)) = Q, was
allerdings 2.6 widerspricht.

Somit ist ®(Q) = (z) und Q ist extraspeziell, wie gewtinscht.

Laut 2.6 ist Q N Yy, = 2+, mit 2.2 (b) folgt |QYas/Yar| = 22772, insgesamt ist daher

‘Q’ — ol+idn—4 _ 21+2(2n—2).

Da Q den elementarabelschen Normalteiler 2+ der Ordnung 227! enthilt, ist Q nach I11.13.8
in [Hu| vom +-Typ. O
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2. Die groke Untergruppe Q

Abschliefsend geben wir noch das folgende, niitzliche Lemma an:

2.10 Lemma: Sei @) extraspeziell und t € @) eine Involution. Dann ist Cq(Cg(t)) < Q.
Aufserdem hat eine Sylow-2-Untergruppe von Cg(t) ein Zentrum der Ordnung héchstens 4.

Beweis: Wir betrachten zuerst den Fall ¢ = z. Dann ist Cg(t) = @ und es folgt sofort
Cq(Cq(t)) = Ca(Q) < Q. Auberdem ist z € Q < S € Syla(G) und Z(S) < Z(Q) = ().

Anderenfalls sei g € Cg(Cg(t)). Weil z in Z(Q) < Cq(t) liegt, gilt insbesondere [z,9] = 1
und damit ist g € Cg(z) < Ng(Q). Laut 1.19 (b) induziert ¢ einen inneren Automorphismus
auf @ und liegt daher in QCq(Q) = Q. Sei nun R € Syla(Ce(t)) mit Co(t) < R. Dann
ist Z(R) < Ca(Cq(t)) < Co(Co(t)) = Z(Cy(t)), also hat Z(R) nach 1.19(a) héchstens
Ordnung 4. O
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Kapitel 3
Untersuchung von Cg(y)

In diesem Abschnitt wollen wir den Zentralisator von y ndher betrachten. Als Hauptresultat
werden wir erhalten, dass C(y) genau eine Komponente hat. Die wesentliche Strategie folgt
dabei der aus |Pr, Kapitel 3|, dabei mussten grofe Teile allerdings stark iiberarbeitet werden.
Lediglich die Beweise von 3.4, 3.6, 3.7, 3.8 und Teile von 3.11 findet man in einer dhnlichen
Fassung ebenda, den Beweis von 3.19 findet man in vergleichbarer Form auf S. 40f in [Pr].

Wir beginnen unsere Untersuchungen, indem wir wichtige Informationen iiber die Sylow-2-
Untergruppen von G beziehungsweise von C(y) sammeln. Dabei werden wir wir hiufig ver-
wenden, dass M nach unserer Voraussetzung in £ liegt und darum Cq(O2(M)) = Z(02(M))
gilt. Laut 1.9 konnen wir auferdem annehmen, dass S N Cy(y) eine Sylow-2-Untergruppe
von Ch(y) ist. Wir halten fest:

3.1 Definition: Es sei im Folgenden S; := SN Cu(y) = Cs(y) € Syla(Crr(y)).

Dann erhalten wir:
3.2 Lemma: (a) Esist Q1(Z(S)) = (2). Ist Yoy = O2(M), so ist Z(S) = Q1(Z(S)).
(b) Esist Q1(Z(51)) = (y, 2). Ist Oo3(M) = Yy, so ist Z(S1) = Q1(Z(S1)).

Beweis: Wir notieren zunéchst, dass z € Z(S) und (y, z) < Z(S51) gilt.

Umgekehrt ist O2(M) < 51 < S, also gilt Z(S5) < Cq(O2(M)) = Z(O2(M)) > Z(S1).
Daher haben wir insbesondere Q1(Z(S)) < ©1(Z(51)) < Q1(Z(02(M))) = Y. Weiter ist
Coly) < 81 < S und damit folgt nun schon Q;(Z(S1)) < Cy,,(Co(y)) = (y, z). Aukerdem
ist nach 2.3 auch |Q : Cg(y)| = 2, also wird y nicht von @ zentralisiert, insbesondere ist
y ¢ Z(S) und wir schliefen insgesamt Q4(Z(S)) = ().

Ist zusétzlich Yy = O2(M), so ist Z(S) < Z(S1) < Z(O2(M)) = Ypr und daher
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3. Untersuchung von Cg(y)

Als spéter hilfreiches Korollar aus 3.2 (b) notieren wir hier:

3.3 Korollar: Es ist Q1(Z(Ca(y))) = (y). Ist zusétzlich O2(M) = Y, so gilt aukerdem
Z(Ca(y)) = N (Z(Ca(y)))-

Beweis: Es ist O2(M) < Cg(y), also gilt Z(Ca(y)) < Ca(O2(M)) < O2(M) < S und
folglich ist 1 (Z(Ca(y)) < Q1 (Z(S1)) = (y, z). Dabei wird z beispielsweise nach 1.7 (¢) nicht
von Cj(y) zentralisiert und wir erhalten Q;(Z(Ca(y))) = (y). Ist zusétzlich Yar = Oa(M),
so gilt Z(Ca(y)) < Z(02(M)) = Y und daher ist Z(Ca(y)) = Qi (Caly)). ]

Auferdem kénnen wir nun auch das Zentrum einer Sylow-2-Untergruppe von Cg(y) bestim-
men.

3.4 Lemma: Sei S € Syly(Ca(y)) mit S < S. Dann ist Q1(Z(S)) = (y, 2).

Beweis: Es ist Oy(M) < S; < S und daher Q,(Z(5)) < Qi(Z(02(M))) = Yur < 8.
) = y)

Folglich gilt ©,(Z(S5)) < Q1(Z(S1)) = (y,2). Wegen S < Cg(y) ist y € Z(S). Es bleibt also

z € Z(8S) zu zeigen.

Angenommen, es ist Q1(Z(S)) = (y). Dann ist U := C;5({(y, z)) eine echte Untergruppe von
S. Wegen O2(M) < S1 < U folgt wieder Q1(Z(U)) < Q1(Z(S1)) = (y,z) und damit gilt
M (Z(U)) = (y,z). Sei g € Ng(U) \ U. Dann wird €;(Z(U)) = (y, z) von g normalisiert und
es ist [(y,2),g9] # 1 =[(y), g]. Also muss 29 = yz gelten, das widerspricht aber 1.18.

Daher ist Cz((y, 2)) = S und damit Z(S) = (y, z) O

3.5 Lemma: Es gibt einen Teilraum V < y* der Dimension 2, fiir den gilt: Alle x € V#
sind singuldr und in Cy(y) zu z konjugiert.

Beweis: Wie beispielsweise auf S. 138 in [Ta] beschrieben wird, hat [Yas, O%(M)] Teilriume
Ly, Lo, ..., Ly 1, die jeweils von einem hyperbolischen Paar erzeugt werden, und einen Teil-
raum W mit |W| = 4 so, dass [Ya,0*(M)] = Ly L ... L L, 1 W gilt. Dabei wird W
fiir e = + ebenfalls von einem hyperbolischen Paar erzeugt, fiir ¢ = — enthilt W7 nur nicht
singuldre Vektoren. Weil W in jedem Fall einen nicht singuldren Vektor enthdlt, konnen wir
mit dem Satz von Witt (sieche z.B. 7.4 in [Ta|) annehmen, dass y in W liegt. Wir wihlen
nicht triviale, singuldre Vektoren v; € L; und vy € Lg, dann liegt der total singulidre Teil-
raum V := (vy,v9) in y*. Da Opr(y) laut 1.7 (c) transitiv auf der Menge der nicht trivialen,
singuliren Elemente von yt ist, ist jedes Element von V# in Cys(y) zu z konjugiert. O

3.6 Lemma: Sei p eine ungerade Primzahl und P < G eine p-Untergruppe, die von Cg(y)
normalisiert wird. Dann ist P = 1. Insbesondere gilt O,(Cg(y)) =1 = Oy(G).

Beweis: Sei V wie in 3.5. Diese nicht zyklische, abelsche 2-Gruppe operiert teilerfremd auf
P und mit 8.3.4. b) in [KS] folgt P = (Cp(v)| v € V#). Sei v € V# beliebig. Dann gibt es ein
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3. Untersuchung von Cg(y)

g € Cp(y) mit v = 2z9. Wir setzen @, := Q9. Dann liegt @, in M und aukerdem ist @, normal
in Cg(v), denn mit 2.2 (a) ist @ I Cg(z). Also gilt [Q, N Ca(y),Cp(v)] < [Qu, Ca(v)] < Qy
und [Q,NCq(y), Cp(v)] < [Caly), P] < P. Daher erhalten wir [Cg, (y),Cp(v)] < Q,NP =1
und somit Cp(v) < Cq(Cq, (y))- Da Q, in Cp(y) zu Q konjugiert ist, ist auch Cq(Cqg, (v))
zu Cg(Cg(y)) konjugiert. Nach 2.4 ist Cg(Cg(y)) eine 2-Gruppe, was uns schlieklich zu
Cp(v) =1 fithrt. Das liefert uns nun auch P = 1, wie behauptet. O

Es gilt also F(Ca(y)) = O2(Ca(y)). Nach Voraussetzung 1.5 (¢) ist jedoch Cg(y) nicht von
Charakteristik 2. Es folgt also:

3.7 Korollar: Es ist E(Cq(y)) # 1, Cq(y) hat also eine Komponente.

Das folgende Lemma wird noch hdufig gute Dienste leisten:

3.8 Lemma: Sei K eine Komponente von G oder von Cg(y). Dann ist [z, K] # 1.

Beweis: Die Sylow-2-Untergruppe S von G liegt in C(2) und weil G nach 1.14 parabolische
Charakteristik 2 hat, folgt E(Cq(z)) = 1. Insbesondere gibt es keine Komponente K von G
mit [z, K] = 1.

Nehmen wir also an, dass ein K € Comp(Cg(y)) mit [z, K] = 1 existiert. Dann erhalten
wir K < Ng(Q) und wegen K < Cg(y) gilt sogar K < Ng(Cgq(y)). Daher liegt K nach
[Asl, (31.6)(1)] in Cg(y) oder es ist [K,Cqg(y)] = 1. Weil aber Cq(Cg(y)) laut 2.4 eine
2-Gruppen ist, fithren beide Félle zu einem Widerspruch. a

Nun kénnen wir eine spéter sehr niitzliche Aussage beweisen:

3.9 Satz: F*(G) ist einfach.

Beweis: Aus 1.16 und 3.6 erhalten wir zundchst F(G) = 1. Also ist F*(G) das direkte
Produkt von einfachen Gruppen L1, ..., Ly, fiir ein m € N. Wir nehmen nun m > 1 an.

Zuerst zeigen wir, dass O2(M) transitiv auf Comp(G) operiert. Wir setzen L := (L?Z(M)>,
dann wird L von Og(M) normalisiert und folglich gibt es eine Sylow-2-Untergruppe 7" von
L, die unter O2(M) invariant ist. Also ist Q;(Cr(O2(M))) # 1 und wegen Cq(O2(M)) =
Z(0y(M)) erhalten wir 1 # T N Q(Z(0x(M)) = T NYy < LN Yay. Sei jetzt My < M
so, dass Mo/O2(M) = Q5,,(2) ist. Wir kénnen Elemente myq,...,m4 aus My so wihlen, dass
(LNYy)™ - ... (LN Yy)™ < (L™ -.... L™) N Yy mindestens Ordnung 2% hat. Mit 1.11
hat dann (L™ - ...- L™4) N [Yyy, O?(M)] mindestens Ordnung 2% und enthilt nach [Ta, 11.2]
ein nicht triviales singuldres Element. Weil alle singuldren Elemente aus [Yas, O?(M)]# in
My konjugiert sind, liefert uns nun 3.8 schon F*(G) = L™! - ... - L™4. Insbesondere hat
also Oz(M) hochstens vier Bahnen auf Comp(G), die nun von M, permutiert werden. Aller-

dings ist My/O2(M) perfekt, daher muss My jede dieser Bahnen stabilisieren. Weil wir oben
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3. Untersuchung von Cg(y)

mi,...,myg € My gewéhlt haben, folgt L™ = ... = L™ = [ und damit L = F*(G), demnach
ist O2(M) und damit insbesondere auch M transitiv auf Comp(G). Auferdem halten wir
fest, dass F*(G) N [Yar, O?(M)] # 1 ist und wegen der irreduziblen Operation von M auf
[Yar, O%(M)] bereits [Yar, O(M)] < F*(G) folgt.

Seinun ¢ € {1,...,m}. Dann wird L; NY; von O2(M) zentralisiert. Wire nun L; Y # 1, so
wiirde L; von O2(M) normalisiert werden, was aber der Transitivitat widerspricht. Also folgt
L;NYy = 1. Genauso erhalten wir, dass fiir alle j € {1,...,m} auch (L;| i # j) N Yy = 1 ist.
Da nun [Y;, O?(M)] < F*(G) ist, muss also die Projektion von [Yy;, O?(M)] auf jede Kom-
ponente nicht trivial sein. Auferdem ist jede Komponente normal in F*(G) und wird daher
insbesondere von [Yyr, O?(M)] normalisiert. Somit erhalten wir fiir alle i € {1,...,m} schon
[[Yar, O*(M)], M N L;] < [Yar, O*(M)]N L; = 1 und mit 1.10 schliefen wir M N L; < O(M).
Demnach liegt dann mit S N L; auch eine Sylow-2-Untergruppe von L; in Oy(M).

Wir wéhlen wieder My wie oben. Dann gilt Mo = O2(M )N, (L1), weil Oz(M) transitiv auf
Comp(G) operiert. Weiter setzen wir X := Ny, (L1) N (L1Cg(L1)). Dann ist X genau die
Untergruppe von Elementen von Ny, (L1), die innere Automorphismen auf L; induzieren.
Weil Ly in Ng (Oz(M) N (Lg X ... X Ly,)) liegt, konnen wir die Ko-Hypothese anwenden und
erhalten mit Hilfe der Schreierschen Vermutung, dass Ny, (L1)/X auflgsbar ist. Nun gilt

Nty (L1)/O2(Nago (L1)) = Nago (L1)O2(M) /O2(M) = Mo /O2(M) = Q5,(2),

also muss auch X/O02(X) = X/ (02(M) N X) isomorph zu €Q5,,(2) sein.

Sei jetzt T := L1 N Oy(M), dann ist nach unseren obigen Uberlegungen T € Syla(L1), aufer-
dem ist T'normal in X. Nunist | Nz, (T) : T'| und damit auch | X : TCx (L1)| ungerade, folglich
ist Cx(L1) £ O2(X). Da X/O2(X) einfach ist, gilt insgesamt X = Cx(L1)O2(X). Nun ope-
riert Cx (L) insbesondere trivial auf der Projektion von [Yas, O*(M)] auf Ly, damit operiert
Cx(L1)O2(X) = X auch trivial auf [V, O?(M)]. Daraus folgt aber, dass [Yys, O?(M)] von
XO2(M) = My zentralisiert wird, das widerspricht allerdings 1.10 und wir erhalten somit die
Behauptung. O

Wir kehren zur Untersuchung der Struktur von Cg(y) zuriick und halten fest:

3.10 Korollar: Die Untergruppe C¢(y) ist nicht parabolisch in G. Es ist also |Cq(y)]2 < |G|2
und fiir S € Syla(Cq(y)) wie in 3.4 gilt insbesondere |Cg(y) : Car(y)|a = |S : Sq| < 272,

Beweis: Die Gruppe G hat nach 1.14 parabolische Charakteristik 2. Weil C(y) laut Vor-
aussetzung 1.5 (¢) aber nicht von Charakteristik 2 ist, kann Cg(y) keine parabolische Unter-
gruppe sein. Sei a := 0 fiir M/O3(M) = Q5,,(2) und @ := 1 sonst, dann ist

Caly)ls < |C;|2 _ |]V2[|2 _ [Oa2(M)] - g%n@)b'?a — |02(M)] - 2n(n—D1+a
und
[Car(v)|2 = |02(M)| - |Span—2(2)] - 2° = |Oa(M)| - 20"V,
also folgt auch |Cq(y) : Car(y)]2 = 1S : Sq| < 272 O
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Wie wir in 3.7 gesehen haben, besitzt Cg(y) mindestens eine Komponente. Wir werden nun
zeigen, dass O?(Cy(y)) jede solche Komponente normalisiert. Zu diesem Zweck tragen wir
hier zunéchst einige Resultate iiber O?(Cjy(y)) zusammen:

3.11 Lemma: (a) Es ist y= < O*(Cp(y)). Auferdem ist O%(Cpr(y))O2(M)/Oo( M) =
Spon—2(2) fiir n > 4 bzw. O*(Cp(y))O2(M)/Oo(M) = Ag fiir n = 3. Insbesondere ist
O%(Cr(y))O2(M)/O2(M) einfach und es gilt |Cpr(y) : O*(Cr(y))O2(M)| < 4.

(b) Es gibt keinen echten Normalteiler N <1O%*(C(y)) mit N % Oa(M). Insbesondere hat
O?(Car(y)) keine nicht trivialen, auflésbaren Faktorgruppen.

(c) Ist N < Cpr(y) mit O*(Cr(y)) < Ng(N) und N N [Yar, O?(M)] £ (y), so ist y+ < N.

(d) Sei N ein Normalteiler von Cy;(y), der ein Element ungerader Ordnung enthélt. Dann
ist schon O%(Cjs(y)) < N.

(e) O?(Cp(y)) ist perfekt.
(f) Sei K eine Komponente von Cg(y), dann ist [O?(Cy(y)), K] # 1.
(8) Es gilt O*(Cu(y)) < (Coly)™W).

Beweis:

(a) Nach 1.7(c) gibt es in Cp(y)/O2(M) einen Normalteiler £ = Spa,_2(2) mit Index
hochstens 2. Fiir n > 4 ist E einfach, im Falle n = 3 ist E isomorph zu g und daher
ist B/ = Ag einfach. Somit ist insgesamt |Cas(y)/O2(M) : E'| € {1,2,4} und wir
erhalten O?(Cy(y))O2(M)/O2(M) = E'. Aukerdem ist y* laut 1.7 (c) der natiirliche
O2y,—1(2)-Modul fiir F und es folgt y- = [y, E'] = [y, 0*(Cum(y))] < O*(Cur(y)).

(b) Sei N normal in O*(Cy(y)) und N £ O2(M). Da O*(Ca(y))O2(M)/O2(M) laut
(a) einfach ist, gilt NOo(M)/Ox(M) = O*(Cr(y))O2(M)/O2(M). Demnach ist also
|O2(Car(y))/N| eine 2-Potenz und es folgt N = O?(Cy(y)).

(c) Wie in (a) ist y - der natiirliche Og,,_1(2)-Modul fiir O%(Cys(y))O2(M)/O2(M). Liegt
also ein Element v aus y \ (y) in N, so folgt y~ = [v, O?(Cy(y))] < N.
Enthilt N hingegen ein Element v von [Yas, O?(M)]\y*, so ist [Yar, O?(M)] = y* x (v)
und es gilt [v,0%(Cp(y))] < yt, da O?(Cr(y)) die Hyperebene y- normalisiert. Wir
nehmen nun [v, 02(Cys(y))] < (y) an. Dann ergibt sich vO*(Cx®) C {v, vy}, also gilt
|02(Car(y)) : C’OQ(CM w) ()] € {1,2}. Da OQ(C’M( )) keine Untergruppe vom Index 2
hat, folgt [ (C'M( ))] = 1. Dann wird v+ von O?(Cj(y)) normalisiert und damit
ist (y) # y*t Not <yt ein invarianter Unterraum von 3+, ein Widerspruch. Also ist
[v, O2(Cpr(y))] £ (y). Da [v,0%(Can(y))] < N gilt, folgt nun wie oben y+ < N.

(d) Sei N ein Normalteiler von CM(y), der ein Element ungerader Ordnung enthilt. Dann
ist NN O?*(Cr(y)) £ Oz(M), also folgt die Behauptung mit (b).

23



3. Untersuchung von Cg(y)

(e) Weil O*(Cu(y))Oo(M)/O2(M) =2 Spa,_2(2)" einfach und daher insbesondere per-
fekt ist, enthilt O?(C(y))" also Elemente ungerader Ordnung. Nach (d) ist dann
0*(Cu(y)) = O*(Cu(y))"

(f) Sei K € Comp(Cq(y)). Nach (a) gilt z € y* < O*(Cup(y)), und da laut 3.8 schon
[z, K] # 1 ist, folgt auch [O*(Cp(y)), K] # 1.

(2) Es hat Cq(y)O2(M)/O9(M) nach 2.3 Ordnung 2273 > 23. Mit (a) ist also
(0%(Car () 02(M) /02 (M)) 1 ({Cay) ) 0s(M)/02(M) ) #1

und es folgt bereits O%(Cis(y))O2(M) < (Co(y)“W)Oq(M). Insbesondere ist also
ICr(y) : (Co(y)© W) eine 2-Potenz und wir erhalten die Behauptung.

Wir fiihren nun folgende Bezeichnung ein:

3.12 Definition: Wir setzen

N :={g e Cnly)| LY = L fiir alle L € Comp(Ca(y))} = N Ney, (D).
LeComp(Ca(y))

Dabei ist A normal in Cj;(y). Wir wollen O?(Cps(y)) < N zeigen. Zunichst stellen wir
folgendes fest:

3.13 Lemma: (a) Esist y= <N.

(b) Ist L € Comp(Cq(y)), so ist Cyr (L) = (y)-

Beweis:

(a) Sei L € Comp(Cg(y)) beliebig und sei S € Syly(Cq(y)) wie in 3.4. Dann gilt z € Z(S)
und auRerdem ist L NS € Syly(L). Folglich zentralisiert z eine Sylow-2-Untergruppe
von L. Wiirde L* # L gelten, so wire LN S < LN L* < Z(L) und daher wire L/Z(L)
eine nicht abelsche, einfache Gruppe ungerader Ordnung, was aber 1.25 widerspricht.
Also ist z € N, weshalb uns 3.11 (¢) nun die Behauptung liefert.

(b) Da L < Cg(y) ist, gilt (y) < Cy1(L). Angenommen, es ist (y) < C,.(L). Sei dann
v € y* \ (y) mit [v,L] = 1. Ist v nicht singuléir, so ist vy singuldr und es ist auch
[vy, L] = 1. Also kénnen wir annehmen, dass v singulér ist. Nach 1.7 (c) gibt es dann
ein g € Cps(y) mit v9 = 2z und es folgt [z, LI] = [v, L] = 1, im Widerspruch zu 3.8.
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Also operiert y* auf jeder Komponente von C(y) und induziert dabei eine elementarabelsche

Gruppe von Automorphismen der Ordnung |y*/(y)| = 2272

3.14 Lemma: Sei K € Comp(Cg(y)) und H := (K“W). Dann gilt:

(a) Z(K) und Z(H) sind 2-Gruppen.

(b) Esisty € Z(H), also sind Z(K) und Z(H) nicht triviale 2-Gruppen.

Beweis:

(a)
(b)

3.15

(a)
(b)

(c)

Da Z(K) < Z(H) < F(Cg(y)) ist, folgt die Behauptung mit 3.6.

Wir setzen T := H N Cy(y). Dann ist T normal in Cys(y). Ist T keine 2-Gruppe, so
folgt mit 3.11(d) und (a) schon y* < T < H, also ist dann insbesondere y € H und
wegen H < Cg(y) auch y € Z(H).

Wir konnen also davon ausgehen, dass T' < O2(Ch(y)) ist. Sei Sy € Syla(Cr(y)) wie
in 3.1. Dann ist 7" normal in S7 und daher auch 7NQ(Z(51)) # 1, wobei Q4(Z(51)) =
(y, z) nach 3.2 (b) ist. Gilt y € T, so sind wir fertig. Anderenfalls liegt z oder yz in T,
weshalb uns 3.11 (c) wieder y* < T liefert und es folgt ebenfalls die Behauptung.

Lemma: Sei K € Comp(Cg(y)). Dann gilt:

Zentralisiert z ein Element ungerader Ordnung in K¥, so ist Cg(y) < Ng(K).

Genau dann zentralisiert z ein Element ungerader Ordnung in K% wenn z ein Element
ungerader Ordnung in (K/Z(K))# zentralisiert.

Zentralisiert z in jeder Komponente von Cg(y) ein nicht triviales Element ungerader
Ordnung, so ist O*(Cy(y)) < N.

Beweis:

(a)

Sei g € K# ein Element ungerader Ordnung mit [z,g] = 1 und sei t € Cg(y). Ange-
nommen, es ist K # K, insbesondere gilt dann [K, K] = 1. Esist g € Cg(2) < Ng(Q)
mit 2.2 (a), also folgt g~ 1g* = [g,t] € Q. Wegen [g71, ¢g'] = 1 hat aber [g,t] ungerade
Ordnung. Das fiihrt zu [g,t] = 1 und damit zu g € K N K' < Z(K), im Widerspruch
zu 3.14 (a).
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(b) Nach 3.13 (a) wird K von z normalisiert. Zentralisiert z ein Element ungerader Ord-
nung in K#, dann auch in (K/Z(K))#, da Z(K) eine 2-Gruppe ist.
Sei umgekehrt g € K# so, dass gZ(K) € K/Z(K) ungerade Ordnung hat und aufer-
dem [g,2] € Z(K) gilt. Da Z(K) eine 2-Gruppe ist, kénnen wir ohne Einschriankung
annehmen, dass g ungerade Ordnung hat. Indem wir 8.2.2. a) aus [KS| auf (Z(K), z)(g)
anwenden, erhalten wir ein a € Z(K) mit 1 = [g,az] = [g, 2].

(c) Zentralisiert z in jeder Komponente von Cg(y) ein Element ungerader Ordnung, so liegt
Co(y) mit (a) in V. Folglich ist auch (Cq(y)“®)) in A enthalten und die Behauptung
folgt mit 3.11 (g).

Sei wieder K € Comp(Cq(y)). Wir wissen, dass z im Zentrum einer Sylow-2-Untergruppe von
Cc(y) liegt und daher auch eine Sylow-2-Untergruppe von K zentralisiert. Weiterhin norma-
lisiert z jede Komponente, ohne sie zu zentralisieren (3.13 (a) und 3.8). Also induziert z auf
jeder Komponente K € Comp(Cg(y)) und damit auch auf K/Z(K) einen Automorphismus
der Ordnung 2. Hat die einfache Gruppe K/Z(K) keinen Automorphismus der Ordnung 2,
der genau eine Sylow-2-Untergruppe von K/Z(K) zentralisiert, so zentralisiert z in K/Z(K)
und nach obigem Lemma dann auch in K ein Element ungerader Ordnung. Unter erneuter
Anwendung von 3.15 erhalten wir dann:

3.16 Lemma: Hat fiir keine Komponente K € Comp(Cq(y)) die einfache Gruppe K/Z(K)
einen Automorphismus o mit o(a) = 2 und Cizxy(a) € Syle(K/Z(K)), so ist schon
O*(Cu(y)) < N.

Wir betrachten also von nun an den Fall, dass es eine Komponente K von Cg(y) gibt, die
einen involutorischen Automorphismus hat, der in K und damit auch in K/Z(K) genau eine
Sylow-2-Untergruppe zentralisiert. Gruppen mit einem solchen Automorphismus wurden in
[Ba| klassifiziert. Wir erhalten:

3.17 Lemma: Falls O*(Ci(y)) £ N ist, so hat C¢(y) eine Komponente K, fiir die K/Z(K)
isomorph zu einer der folgenden Gruppen ist:

o PSLy(q),Sz2(q), PSUs(q), PSLs(q), PSpa(q) mit ¢ = 2% > 2,k € N, oder

e PSLy(q) mitq=2"+1>3,kcN.
Beweis: Wie oben erwihnt, muss es eine Komponente K € Comp(Cg(y)) geben, die

einen involutorischen Automorphismus « besitzt, der in K := K/Z(K) genau eine Sylow-2-
Untergruppe zentralisiert. Dann ist « in (K, o) = K : (a) eine 2-zentrale Involution, deren
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3. Untersuchung von Cg(y)

Zentralisator eine 2-Gruppe und damit insbesondere 2-abgschlossen ist. Der kleinste Normal-
teiler von (K, ) mit 2-abgschlossener Faktorgruppe ist K, laut [Ba] ist K dann isomorph zu
einem direkten Produkt von einfachen Gruppen aus obiger Liste. Da K einfach ist, muss K
selbst eine der Gruppen von dieser Liste sein. a

Wir werden im Folgenden die Gruppen aus obiger Liste untersuchen und zeigen, dass keine
Erweiterung von ihnen als Komponente von C¢(y) infrage kommt. Dazu werden wir die bisher
iiber die Komponenten K von Cg(y) gesammelten Informationen benutzen, um die Liste aus
Lemma 3.17 nach und nach zu reduzieren. Zunichst werden wir die Moglichkeiten fiir den
Isomorphietyp von K/Z(K) deutlich verkleinern.

3.18 Lemma: Falls O*(Cy(y)) £ N ist, so hat C(y) eine Komponente K, fiir die K/Z(K)
isomorph zu einer der folgenden Gruppen ist:

o PSLy(4),52(8), PSL3(4) oder

e PSLy(q) mitq=2"+1>3keN.

Beweis: Wir wissen, dass Cg(y) eine Komponente K hat, fiir die K/Z(K) auf der Liste
aus Lemma 3.17 steht. Auferdem hat mit 3.14 (b) das Zentrum jeder Komponente von Cg(y)
gerade Ordnung. Mit Tabelle 6.1.2 und Tabelle 6.1.3 in [GLS3| hat aber bis auf die obigen
Gruppen keine der Gruppen aus 3.17 einen Schur-Multiplikator gerader Ordnung. a

Wir werden im Folgenden die Gruppen aus 3.18 einzeln betrachten. Als Hilfsresultat bendti-
gen wir zunéchst:

3.19 Lemma: Sei g eine Potenz einer ungeraden Primzahl und H := SLs(q). Dann hat H
keinen Automorphismus der Ordnung 2, der eine Sylow-2-Untergruppe von H zentralisiert.

Beweis: Mit [GLS3, 2.5.12.] ist Aut(H) = Inndiag(H )Py z7, wobei Inndiag(H) < Aut(H)
die Gruppe der innderdiagonalen Automorphismen ist, ®z aus Koérper- und I'gy aus Graph-
automorphismen besteht (siehe auch [GLS3, Definition 2.5.10.]). Wegen H = SLy(q) ist hier
I'g=1.

Sei nun « € Aut(H) eine Involution. Dann ist a = S mit 5 € Inndiag(H) und v € ®p.
Sei zundchst v = 1. Dann gilt o(5) = 2 und mit Tabelle 4.5.2 in [GLS3] erhalten wir, dass
Cu(a) = Cy(p) die Ordnung ¢ — 1 oder ¢ + 1 hat. Da |H| = ¢-(¢+ 1) - (¢ — 1) gilt, ist
|H : Cg(a)| gerade und daher enthélt Cp(«) keine volle Sylow-2-Untergruppe von H. Sei
also v # 1 und wegen o(«a) = 2 folgt dann o(y) = [(a) Inndiag(H )/ Inndiag(H)| = 2. Somit
ist ¢ = p/ mit einer ungeraden Primzahl p und einem geraden f € N. Mit 4.9.1. (d) in [GLS3]
folgt nun, dass @ und v in Aut(H) konjugiert sind, also ist Cy(a) = Cy(y) = SLg(pé).
Damit erhalten wir |Cy(a)| = Pé : ((P£)2 -1) = pé - (¢ — 1) und daher ist auch in diesem
Fall |H : Cy(«)| gerade. O
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Wir wenden uns nun den Gruppen aus 3.18 zu. Wir erhalten:

3.20 Lemma: Sei K € Comp(C¢(y)), dann gilt:

(a)
(b)
()

K/Z(K) ist nicht isomorph zu PSLs(4).
K/Z(K) ist nicht isomorph zu Sz(8).

K/Z(K) ist nicht isomorph zu PSLy(q) mit ¢ =2F+1> 3,k € N.

Beweis:

(a)

Laut 3.13 ist y/(y) isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K) und damit auch
zu einer Untergruppe von Aut(K/Z(K)). Da Aut(PSL2(4)) = Aut(As) = X5 aber
keine Untergruppe der Ordnung 2272 > 2% enthilt, kann K/Z(K) nicht isomorph zu
PSLy(4) sein.

Wir nehmen K/Z(K) = Sz(8) an. Wie in (a) hat Aut(K/Z(K)) eine elementarabelsche
Untergruppe der Ordnung 2272 > 24, Wegen | Out(Sz(8))| = 3 hat dann Inn(Sz(8)) =
Sz(8) eine solche Untergruppe. Allerdings ist der 2-Rang von Sz(8) lediglich 3, wie man
z.B. Tabelle 3.3.1 in [GLS3] entnehmen kann.

Angenommen, es ist K/Z(K) = PSLa(q) mit ¢ = 2¥ £1 > 3,k € N. Der Schurmulti-
plikator von PSLs(r), r ungerade, hat die Ordnung 2, aufser im Falle » = 9, hier hat
er die Ordnung 6. Nach 3.14 (a) und (b) ist Z(K) eine nicht triviale 2-Gruppe. Also
erhalten wir |Z(K)| = 2 und damit K = SLy(q).

Laut 3.8 und 3.13 (a) induziert z auf K einen nicht trivialen Automorphismus der Ord-
nung 2, und nach 3.4 liegt z im Zentrum einer Sylow-2-Untergruppe von Cg(y) und
zentralisiert daher auch eine Sylow-2-Untergruppe von K. Dies widerspricht aber 3.19.

a

Ein wenig mehr Aufwand bendtigen wir, um die letzte Gruppe aus 3.18 auszuschliefsen. Es

gilt:

3.21 Lemma: Sei K € Comp(Cq(y)). Dann ist K/Z(K) nicht isomorph zu PSL3(4).

Beweis: Sei K := K/Z(K). Angenommen, es ist K & PSL3(4). Wir zeigen zuerst, dass
dann O?(Cp(y)) £ Ne(K) gelten muss.

Wir nehmen also weiter an, dass K von O?(Cj(y)) normalisiert wird. Dann ist Co2(Car ) (K)
normal in O?(C)(y)). Da Out(PSL3(4)) = 2 x X3 auflosbar ist und O?(Cp(y)) mit 3.11 (b)
keine nicht trivialen, auflésbaren Faktorgruppen hat, induziert O%(Cy;(y)) innere Automor-
phismen, daher hat K eine Untergruppe, die zu O?(Cas(y))/Coz(cyy(y)) (&) isomorph ist.
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Laut 3.11 (a) ist y= < O%*(Cy(y)) und nach 3.13 (b) gilt Co2(Cy () (K) N yt = (y). Auker-
dem ist Coz(cy, (y)) (K) < O2(M), denn sonst wire mit 3.1 (b) schon [0*(C(y)), K] = 1,
was aber 3.11 (f) widerspricht. Also gilt

v/ W) 1Sp2n-2(2)'| | 102 (Cat(9))/ Co2 (s () ()]

und es ist insbesondere 2* - |Ag| ein Teiler von |K/Z(K)| = |PSL3(4)|. Das widerspricht aber
|PSL3(4)]2 = 2% und es folgt O*(Cum(y)) £ Ne(K).

Nach 3.13 induziert y*/(y) auf K und damit auch auf K eine elementarabelsche Gruppe V'
von Automorphismen mit |V| = 22772 > 24, Wir zeigen zuerst, dass V < Inn(K) gilt. Dazu
iiberpriifen wir, dass alle elementarabelschen Untergruppen von Aut(PSLs3(4)) der Ordnung
mindestens 2¢ in Inn(PSL3(4)) enthalten sind.

Es ist Out(K) = Cq x S3. Aukerdem ist | Inndiag(K)/Inn(K)| = 3 und damit insbesondere
Aut(K)/Inndiag(K) = (o, 8) Inndiag(K)/ Inndiag(K) = Cy x C3. Dabei ist o der Kérpe-
rautomorphismus, der die Abbildung z + 22 auf jeden Eintrag einer Matrix aus SLs3(4)
anwendet, und $ ist der Graphautomorphismus von PSL3(4), wie er z.B. auf S. 68 in [GLS3]
beschrieben wird.

Wir nehmen nun V - Inn(K)/Inn(K) # 1 an. Weil |V| > 2% ist, muss V N Inn(K) da-
bei mindesten Ordnung 22 haben. Es gibt nun Elemente v € V und = € {a,3,a3} mit
(v) Inndiag(K) = (x) Inndiag(K). Nach Proposition 4.9.1. (d) und 4.9.2. (g) in [GLS3] ist
v in Aut(K) zu z konjugiert, insbesondere ist dann C’Inn(f)(v) =~ Cx(z). Im Fall z = af
ist Cpyy () () nach Proposition 4.9.1. (a) in [GLS3] isomorph zu 2A5(2) = 32 : Qg. Diese
Gruppe enthilt keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 22, im Widerspruch zu
[V NInn(K)| > 22. Also ist aBInndiag(K) ¢ V - Inndiag(K), insbesondere erhalten wir so
V - Inndiag(K) = (x) Inndiag(K) und |V N Inn(K)| > 23.

Fir z = a ist C’Inn(f)(x) = Cx(x) =2 PSL3(2) =2 GL3(2). Da eine Sylow-2-Untergruppe
von GL3(2) isomorph zu Dy ist, enthéalt Cran(®) (v) dann keine elementarabelsche Untergrup-
pe der Ordnung mindestens 2% und wir erhalten erneut einen Widerspruch. Sei also zuletzt
xz = (. Nach 4.9.2. (b) in [GLS3] ist dann Clon(R) (v) =2 C1(4) =2 PSLy(4) = As, also enthalt
auch hier C(v) keine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung mindestens 2°.

Also induziert y*/(y) innere Automorphismen auf K und auf K. Da PSL3(4) keine ele-
mentarabelsche Untergruppe der Ordnung mindestens 26 enthilt, folgt n = 3. Mit 1.7 (c) ist
dann |M : Cp(y)|2 = |G : Car(y)|2 = 22, daher liefert uns 3.10 nun |Co(y) : Ca(y)]2 < 2.
Sei H := (K““W), Dann ist HCp(y) < Cg(y) und wir erhalten |H : H N Cy(y)]2 < 2.
Aukerdem ist HNCy(y) normal in Cy(y) und wegen O?*(Car(y)) £ Ne(K) ist insbesondere
auch O?(Cy(y)) £ H. Demnach ist H N Chy(y) mit 3.11 (d) eine 2-Gruppe. Also ist auch
K N Cy(y) eine 2-Gruppe und es gilt |[K : KN Cuy(y)|2 < 2.

Wegen y* < Cp(y) und yt < Ng(K) ist [y, K N Cy(y)] < K Nyt. Wir nehmen nun
[y, K N Cup(y)] < (y) an. Dann ist insbesondere [y, K N Cy(y)] < Z(K) und es ist
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[yt (K N Cy(y)Z(K)/Z(K)] = 1. Weil y-/(y) innere Automorphismen auf K induziert,
hat K nun eine zu y/(y) isomorphe Untergruppe V der Ordnung 2%, fiir die ebenfalls
[V, (K N Car () Z(K)/Z(K)] = 1 gilt.

Weiter ist K N Cy(y) eine 2-Gruppe mit [K : K N Cy(y)]2 < 2, insbesondere erhalten wir
(KNCwp(y)Z(K)/Z(K)| € {25,25}. Es gibt also in K eine Untergruppe U der Ordnung 2°,
die die elementarabelsche Untergruppe V zentralisiert. Dabei kénnen wir U so wihlen, dass
V < U gilt. Dann ist V < Z(U) und |U : V| = 2, also ist U abelsch. Da ein Punktstabilisator
in PSL3(4) eine volle Sylow-2-Untergruppe enthélt, ist U in einem solchen enthalten. Ein
Punktstabilisator hat in PSL3(4) die Form W : F, wobei W eine elementarabelsche Gruppe
der Ordnung 2% und ein natiirlicher GF(4)-Modul fiir F = SLy(4) ist. Es folgt [U NW| > 23
und |[U N F| > 2. Also gibt es ein nicht triviales Element g € F, das eine Untergruppe der
Ordnung mindestens 23 in W zentralisiert. Da W ein GF(4)-Modul fiir F ist, folgt dann
schon [W, g] = 1. Da aber F' auf natiirliche Weise auf W operiert, gibt es kein nicht triviales
Element in F', das ganz W zentralisiert und wir erhalten einen Widerspruch.

Also ist [yt, K N Cy(y)] £ (y) und daher auch y* N K £ (y). Dabei liegt y- N K im Zen-
tralisator jeder von K verschiedenen Komponente von Cg(y), weshalb uns 3.13 (b) schon
Comp(Cg(y)) = {K} liefert. Insbesondere ist O%(Cis(y)) < Ng(K), da wir aber bereits
gezeigt haben, dass dies nicht der Fall sein kann, erhalten wir einen abschliekenden Wider-
spruch. O

Damit haben wir alle Gruppen aus 3.18 ausgeschlossen und wir folgern insgesamt das ge-
wiinschte Resultat:

3.22 Satz: Sei K eine Komponente von Cg(y), dann ist O?(Cy(y)) < Ng(K).

Nun kénnen wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts beweisen. Es gilt:

3.23 Satz: Cg(y) hat genau eine Komponente K. Auerdem ist O?(Cy(y)) < K.

Beweis: Mit 3.7 sei K € Comp(Cg(y)). Enthilt K N Cys(y) ein Element ungerader Ord-
nung, so ist K NO?(Cp(y)) keine 2-Gruppe. Nach 3.11 (b) folgt dann schon O?(Cy(y)) < K
und laut 3.11 (a) ist dann auch z € y* < K. Daher liefert uns 3.8 die Behauptung.

Wir nehmen also im Folgenden an, dass T := K N Cy(y) eine 2-Gruppe ist und fithren dies
zu einem Widerspruch.

Laut 3.22 ist O?(Cp(y)) < Ng(K) und mit 3.11 (f) gilt [0?*(Cp(y)), K] # 1. AuRerdem
hat O%(C)y(y)) nach 3.11 (b) keine nicht trivialen, auflésbaren Faktorgruppen und induziert
deshalb mit der Schreierschen Vermutung innere Automorphismen auf K und damit auch
auf K/Z(K). Sei Z := Z(E(Cg(y))) und C := Co2(c,,(y))(K)- Dann hat KZ/Z also eine
Untergruppe U, die isomorph zu O?(Cys(y))/C ist und auf KZ/Z genau wie O%(Cy;(y))/C
operiert. Wegen O?(C)s(y)) < Ng(K) wird insbesondere TZ/Z von U normalisiert. Demnach
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ist (TZ/Z)NU < 02(U) = O2(0*(Cas(y))/C) und deshalb hat U/(UN(TZ/Z)) nach 3.11 (a)
eine Faktorgruppe, die isomorph zu Spa,—2(2)’ ist. Insbesondere haben wir also

\U(TZ/Z) : (TZ)Z)|y = U :UN(TZ/Z)|2 > |Span_2(2)]o > 20~ D*1.

Wir folgern
2=V VN (TZ)Z) : (TZ)Z)| | |IKZ]Z : TZ)Z| = |KZ : TZ| | |K : T| = |K : KNCp(y)|.

Seien nun F := E(Cg(y)) und R eine Sylow-2-Untergruppe von E N Cjys(y). Dann ist
KNR=KnNCy(y) und es gilt |K : K N Ry > 20?1 Also gilt auch

IE: Ry =|E: ENCuyly)ly > 2011
und wir erhalten
ICa(y)l2 > [Cr(¥)Elz = |Cr ()2 - |E - EN Crr(y)]a > [Car(y)la - 20D,

Mit 3.10 ist allerdings |C(y) : Car(y)|2 < 2"~ 2 und wir haben den gewiinschten Widerspruch
erreicht. O
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Kapitel 4
Identifizierung der Komponente K

Als wichtigstes Resultat des vorangegangenen Kapitels haben wir erhalten, dass Cg(y) genau
eine Komponente hat. Wir halten als Notation fest:

4.1 Definition: Im Folgenden sei K die nach 3.23 eindeutig bestimmte Komponente von
Ca(y)-

Wir wollen nun den Isomorphietyp von K/Z(K) bestimmen. Weil K in Cg(y) liegt, kénnen
wir dabei Verwendung von der Ka-Hypothese machen und K/Z(K) nacheinander mit allen
,bekannten” nicht abelschen einfachen Gruppen vergleichen. Bevor wir damit beginnen, sam-
meln wir noch einige niitzliche Informationen iiber K, die uns schlieklich helfen werden, mit
Ausnahme von drei méglichen Kandidaten alle einfachen Gruppen auszuschliefen. Teile von
4.2 und 4.4 und der Beweis von 4.5 stammen dabei aus [Pr, Kapitel 4].

4.2 Lemma: FEs ist Cly,, o2y (K) = (y). Ist n = 3 und [Yy| = 27, so ist (bei geeigneter
Nummerierung) Cy,,(K) < (v7,7g).

Beweis: Die Untergruppen Cly,, o2 (/) und Cy,, (K) sind Normalteiler von C(y), die
y enthalten. Wire Cly,, o2(a)(K) > (y), so wiirde 3.11 (c) sofort z € y*~ < Cly,, o2(a) (K)
und damit ein Widerspruch zu 3.8 liefern.

Im Falle n = 3 und |Yy/| = 27 kénnen wir wie in 1.12 annehmen, dass y = vy - ... - Ug = U708

ist und entsprechend y* = (v103, 0103, U104, U105, U106) gilt. Dann enthilt Cys(y)/O2(M)
eine zu Yg isomorphe Untergruppe, die (aufgefasst als Untergruppe von Ag = Q§(2)) die
Bahnen {1,...,6} und {7,8} auf {1,...,8} hat. Daher ist (v7,vg) neben (v7u3) = (y) die
einzige mogliche Oy (y)-invariante Untergruppe von Yy, die [Yas, O*(M)] lediglich in (y)
anschneidet. a
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4.3 Lemma: (a) Esist Cg,, ) (K) < O2(Cum(y))-

(b) Sei My < M mit Mo/O2(M) = Q5,(2). Dann ist Cc,, (,)(K) < O2(M). Insbesondere
ist 002(0M(y))(K) S OQ(M)

(c) Ist O2(M) =Yy und n > 4, so ist Coz(cy,(y) (K) = O*(Cyu(y)) N Z(K) = (y).

Beweis:

(a) Zuniéchst ist Cc,, () (K) normal in Cps(y). Wiirde Cg,, ) (K) ein Element ungerader
Ordnung enthalten, wire mit 3.11(d) schon [O?(Cp(y)), K] = 1, was aber 3.11(f)
widerspricht. Also ist C¢,, () (K) eine 2-Gruppe und liegt daher in O2(Ca(y))-

Span—2(2) laut 1.7(c) und nach (a) liegt Cc,, (,)(K) in

(b) Es ist C]y[o( )/02( ) =
= O9(M). AuRerdem gilt O?(Cy(y)) < Moy, also folgt insgesamt

O2(Cur(y)) N Csy (y)
die Behauptung.

(¢) Aus (b) erhalten wir schon Cp2(cy,(y)) (K) < Co,r)(K) = Cy,, (K). Wegen n > 4 gilt
Yy = [Yar, O%(M))], daher folgern wir mit 4.2 nun Cpe CM(y))(K) = (y). Zuletzt liegt
O*(Cp(y)) laut 3.23 in K, demnach ist Coz(cy, () (K) = O*(Cu(y)) N Z(K).

O

4.4 Lemma: (a) Esisty € Z(K), insbesondere hat der Schur-Multiplikator der einfachen
Gruppe K/Z(K) eine durch 2 teilbare Ordnung. Auferdem ist Z(K) eine 2-Gruppe.

(b) Esist y* < K.
(c) Die Involution z ist 2-zentral in K und z liegt nicht in Z(K).

(d) Es sei y die einzige Involution in Z(K). Ist g € Ng(K) mit [z,g9] € Cq(K), so gilt
bereits [z, g] = 1. Insbesondere ist dann C,,(k)/cq(k)(2Cc(K)) = Cng k) (2)/Ca(K)
und CK/Z(K)(ZZ(K)) =Ck(2)/Z(K).

(e) Esist |K/Z(K)|y > 22=2+(=D* fiir n > 4 und |K/Z(K)|y > 27 fiir n = 3.
(f) Es ist | Aut(K/Z(K))|g > 22n—1+ (=17

Beweis:

(a) Dies folgt aus 3.14.

(b) Nach 3.23 ist O?(Cy(y)) < K, also folgt die Behauptung mit der ersten Aussage von
3.11 (a).
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(¢) In 3.4 haben wir gezeigt, dass z im Zentrum einer Sylow-2-Untergruppe S von Cg(y)
liegt. Nach (b) ist z € y~ < K und daher gilt z € Z(S N K), wobei S N K eine Sylow-
2-Untergruppe von K ist. Zuletzt erhalten wir mit 3.8, dass z nicht im Zentrum von K
liegen kann.

(d) Laut (b) ist z € K und wegen g € Ng(K) folgt  :=[z,9] € KNCq(K) = Z(K). Nun
gilt 22 =1 = (29)? = (22)? = 2% und daher ist z € (y). Weil 2 laut 1.18 nicht zu yz
konjugiert ist, muss = 1 sein und wir erhalten [z, g] = 1.

(e) Da O%(Cp(y)) < K ist, liefert 3.11 (a) nun |K|s > |y*| - |Span_2(2)|2 fiir n > 4 und
|K|a > |yt| - |Agl2 fiir n = 3. Da Co2(0p(y)) (K) nach 4.3 (b) in Oz(M) liegt und laut
4.2 auferdem Cp2(c,,(y)) (K) N yt = (y) gilt, folgt nun die Behauptung.

(f) Sei C := C¢,,(y)(K). Dann ist Cps(y)/C isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K).
Dabei liegt C nach 4.3 (a) in O2(Cs(y)) und laut 4.2 ist [Yas : YayNC| > 22771 Also ist

insgesamt |Car (y)/Cl2 2 |C(y) : O2(Car(y)l2-[Yar : Yir O] 2 [Span—2(2)l2-22"7 =
92n—1+(n—1)%

Das folgende Lemma wird bei der Abschatzung von | K|y hilfreich sein.

4.5 Lemma: Es sei Y); = Oo(M). Dann ist |Cg(y)|2 < %. Fiir M/O2(M) = 05,,(2) gilt
also |Ca(y)|2 < [Yar] -2 ("Y1 im Fall M/Oy(M) = Q5,,(2) ist |Ca(y)|2 < [Yar|-27 (D=2,

Beweis: Nach 3.10 ist Cg(y) nicht parabolisch.
Wir nehmen also |Ca(y)| = % an und wahlen P € Syla(Cg(y)). Dann ist y € Z(P) und
es gibt ein g € G mit P9 < S. Angenommen, es gilt y9 € [Yy, O*(M)]. Laut 1.18 ist y9
nicht singuldr und 1.7 (c) liefert |Car(y9)|2 < |PY] = @,
¥ & [V, O(M)].

1.10

Sei zunéichst [Yas, O?(M)] = Yas. Es folgt Yoy & P9, da y9 € Z(PY) ist und Cp(Yr) = Yur
gilt. Daher ist |P9 N Yy | = 22771 AuRerdem gilt P9 < S < COp(2), also ist PIYy /Yy
eine Sylow-2-Untergruppe von Ch(2)/ Yy und y9Y)y liegt in Z(P9Y/Yar). Mit 1.7 (b) ist
Cm(2)/Yn = AB, wobel B = 05, _5(2) oder Q5, 5(2) gilt und A = O2(Ch(2)/Yar) der
natiirliche Modul fiir B ist. Also liegt y9Ya in A *2” QYas/Yas. Nun folgt mit 2.2 (b) und
(d), dass [z1,y9] = (z) ist. Wegen |Cy,, (y9)| = 22*~! miisste dann [Yis, y9] = (2) gelten, was
aber 2.2 (f) widerspricht.

ein Widerspruch. Also haben wir

Sei nun (2n,¢) = (6,+) und |Yas| = 27. Wir nehmen zuerst y9 € Yy \ [Yar, O*(M)] an. Es
ist entweder PIYy /Yy = S/ Yy € Sylo(M/Yyy) oder P9Y); /Yy ist eine Untergruppe vom
Index 2 in S/Yys. Da S/Y)y transitiv auf {1,...,8} ist, ist dann P9Y};/Ys entweder auch
transitiv oder hat zwei Bahnen der Linge 4. Dann wird aber kein Vektor der Form v; oder
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U;0;0 mit paarweise verschiedenen i,j,k € {1,...,8} von PY zentralisiert, was y? € Z(PY)
widerspricht. Also ist y9 ¢ Yy und |[PY9 N Yy | = 28 Da Cy([Yar, O?(M)]) = Yy ist, folgt
PIN Yy, O0*(M)] = 25 und dann der gleiche Widerspruch wie oben. O

4.6 Lemma: Es gilt |[K : K N COp(y)la < 2772 Ist Yy = O2(M), so haben wir sogar
|K : KN Cuy(y)lz <2773

Beweis: Da Cg(y) nach 3.10 nicht parabolisch ist und KCj(y) in Cg(y) liegt, erhalten
wir
_ |G Cum(y)l2

K : KN Cu(y)l’

woraus wir wegen |G : Cas(y)]2 = 2" 1 schon |K : K N Cy(y)|2 < 272 folgern kénnen.

Ist Yy = Oa(M), so gilt nach 4.5 sogar |G : Ca(y)|2 > 4, was auf demselben Weg zu
‘K KN CM(:U)‘Q < 273 fijhrt. O

2<|G:Cq(y)2 <|G: KCu(y)l2

4.7 Lemma: Es sei Yy = Oa(M). Setze a := 0 fiir M/Oy(M) = Q5,,(2) und a := 1 fiir
M/O2(M) = O5,,(2). Dann gilt:

Es ist |[K/Z(K)|y < 2" FD=3%a fiir [V, O*(M)] = Yar. Im Sonderfall (2n,¢) = (6,+) und
|Yar| = 27 ist |K/Z(K)|y < 210+a,

Beweis: Mit 4.5 folgt |K|o < 192 wegen y € Z(K) ist also |[K/Z(K)|» < €. O
4.8 Lemma: Es sei Yy; = Oz(M). Dann Ist 2¢ < |K/Z(K)|y < 2° fiir M/Oo(M) = 05,,(2)
bzw. 2¢ < |K/Z(K)|y < 2071 fiir M/Oo(M) =2 Q5,,(2), wobei a und b aus folgender Tabelle
entnommen werden kénnen:

’ Situation ‘ a ‘ b H Situation ‘ a ‘ b ‘
n=3I|Yyl=20| 7 10 || n=3,|Yy|=2"| 7 |11
n=4 15 18 n=>5 24 | 28
n==6 35 40 n="17 48 | 54
n>8 >63 | > 70
Beweis: Siémtliche Abschétzungen folgen mit 4.4 (e) und 4.7. O

Nachdem wir bis hier einige Informationen iiber den 2-Anteil von K/Z(K) fir den Fall
Yy = Oo(M) zusammengetragen haben, wenden wir uns nun dem Fall Yy, < O2(M) zu.
Dann kénnen wir die Ordnung einer Sylow-2-Untergruppe von K leider nicht so einfach nach
oben beschrinken, dafiir erhalten wir bessere Abschitzungen nach unten.
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4.9 Lemma: Es sei Y); < Oz(M). Dann gilt:

(a) Die Gruppe Cun(y)/Ce,, () (K) enthélt eine Untergruppe U mit [O2(U)| > 2473 ynd
U/OQ(U) = Spgn_g(Q).
Insbesondere ist | Aut(K/Z(K))|a > 2473 . |Spop_2(2)]2 = 94n—3+(n—1)>

(b) Die Gruppe (K NCu(y)) Z(K)/Z(K) hat eine Untergruppe U mit |Og(U)| > 244
und U/OQ(U) = Sp2n72(2)’.
Insbesondere ist also |K/Z(K)|a > 2474 |Spa,_2(2) |2 = 9dn—d+(n=1*=a it ¢ — 1 fiir
n =3 und a =0 fiirn > 4.

Beweis: Seien My < M mit My/O2(M) = Q5. (2) und X := Cyy, (y). Es liegt O*(Chs(y)) in
X, auferdem ist X/O2(M) = Span—2(2) und es gilt Oz(X) = O2(M). Sei weiter C' := Cx (K).
Dann ist X/C isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K) und mit 4.3 (b) ist C' < O2(M).
Nach 1.13 ist yt < [Ya, O*(M)] < ®(O2(M)) < Oo(M). Wir nehmen nun an, dass
[02(Car(y)),02(M)/ (C - ®(O9(M)))] = 1 ist. Dann wiire fiir jede ungerade Primzahl p
und jede Sylow-p-Untergruppe P von Cy(y) schon [O2(M),P] < C - ®(Oz(M)), wegen
O%(Cun(y)) < K ist weiterhin [C, P] = 1 und wir erhalten [Oz(M)/®(O2(M)), P, P] = 1. Mit
8.2.7.und 8.2.9. in [KS] folgt nun [O2(M)/®(O2(M)), P] = 1 und dann sogar [O2(M), P] = 1.
Das widerspricht allerdings 1.10.

Dabher ist [0%(Cp(y)), O2(M)/ (C - ®(O2(M)))] # 1. Unter allen O%(C)(y))-invarianten Un-
tergruppen von Oo(M)/ (C - ®(O2(M))), auf denen O?(M) nicht trivial operiert, wihlen
wir nun eine beziiglich Inklusion minimale Untergruppe V. Wie eben folgt dann wieder aus
8.2.9. in [KS|, dass auch [O%(M),V/®(V)] # 1 und wegen der Minimalitit von V sogar
[O2(M),V/®(V)] = V/®(V) =: V ist. Dann ist OQ(CM(y))/Coz(CM(y))(V) isomorph zu ei-
ner Untergruppe von Aut(V). Weil alle echten Normalteiler von O?(Cy(y)) nach 3.11 (b)
in O?(Cus(y)) N O2(M) liegen, hat O*(Car(y))/Coz(cyy (y)) (V) also einen Abschnitt, der iso-
morph zu O2(Ci(y))/O*(Cr(y)) N Ox(M) = Spay,_2(2) ist. Mit Lemma 1.20 erhalten wir
nun |V| > 22772,

Insbesondere ist 22772 < |03(X)/ (C - ®(02(M))) | < |02(X)/ (C - [Yar,0*(M)]) |. Laut 4.2
gilt aukerdem |C - [Yas, O*(M)] : C| = |[Yar, O*(M)] : [Yar, O*(M)] N C| = 22", Damit
ergibt sich insgesamt

102(X)/C| = [02(M)/ (C - Var, O*(AMD)]) || (C - [Yar, O*(M)]) /| > 2212 9201 _ g8
Demnach erfiillt U := X/C < Aut(K) die Behauptung von (a).

Seien nun A, B < O3(M) mit C' - ®(02(M)) < Aund A/ (C - 2(02(M))) = ®(V), weiterhin
sei A< Bund B/ (C-®(0O3(M))) = V. Dann erhalten wir

V =[V,0%(Cu(y))] = [B/A,0*(Cu(y)A/A] = [B,O*(Cu(y))] A/A.
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Wir setzen zur Verkiirzung B := [B,0%*(Cy(y))] und N := C - [Yar, O2(M)]. Dann ist
V =BAJ/A (B’N/N) -(A/N) /(A/N) und daher ist [BN/N| > [V| > 222, Nun gilt

BN/N < 05 ((0*(Cu(y))N) /N) = 05 (0*(Crr(y))/ (0*(Car(y)) N N))
= (02(M) N O*(C(y))) / (O*(Cur(y)) N N)

und weiter ist mit 3.11 (a)
O*(Cu(y)) NN = 0*(Cu(y)) N (C - Yar, 0*(M)]) = (CNO*(Cu(y))) -y

Entsprechend ist auch | (O2(M)NO*(Cu(y))) / ((CNO2(Cu(y))) - yt) | = 22772 und au-
Rerdem gilt ((C'NO*(Cum(y))) -yL) / (CNO*(Culy))) = yt/ (ytnC) = y*/(y). Nach
3.23 ist O?(Cy(y)) < K und daher erfiillt

U = O%(Cu () Z(K)/2(K) = 0*(Cas 1)/ (0*(Cou (w)) N Z(K))
= 0*(Cu(y))/ (0*(Cur(y)) N C)

die Bedingungen an die Ordnung und die Struktur von U aus (b). O

Zusammenfassend notieren wir noch:

4.10 Lemma: Die Untergruppe W := (K N Cuy(y)) Z(K)/Z(K) von K/Z(K) hat folgende
Eigenschaften:

(a) Esist Oo(W) # 1 und Oz(W) enthélt einen minimalen Normalteiler der Ordnung 2272
von W.

(b) W/OQ(W) = szn_2(2), oder W/OQ(W) = Spgn_g(Q)

(c) Fiir Yy; > Oo(M) ist |K/Z(K) : Wla < 272 im Fall Yy = Oo(M) gilt sogar
|K/Z(K): Wy <2773,

Beweis: Nach 4.6 erfillt W = (KN Cux(y)) Z(K)/Z(K) die Bedingung (c). Auferdem
liegt U := O2(Cy(y))Z(K)/Z(K) nach 3.23 in W und 3.11 (a) liefert UO(W)/Os(W) =
Spon—2(2)". Weil aber Cps(y)/O02(Crr(y)) =2 Spap—2(2) ist, folgt auch W/O2(W) =2 Spoy,—2(2)’
oder W/Oy(W) = Spap_o(2). Weiter ist y= N Z(K) = (y) und weil O%(Cps(y)) irreduzibel
auf y*/(y) =2yt Z(K)/Z(K) operiert, ist y~Z(K)/Z(K) ein minimaler Normalteiler von W
und es gilt (a). O
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Aufierdem erhalten wir strukturelle Informationen {iber Ck(2), es gilt némlich:

4.11 Lemma: Es ist E(Ck(z)) = 1.

Beweis: Zunéchst ist Cg(y) < Cg(z) N Ca(y) < Ca(z) N Ng(K) < Ng(Ck(z)). Ange-
nommen, es gilt £ := E(Ck(z)) # 1. Da E charakteristisch in Cx(z) ist, erhalten wir sogar
Co(y) < Ng(E). Umgekehrt ist E < Cq(2) N Ca(y) < Na(Q) N Ca(y) < Na(Co(y)). Das
fihrt uns zu [E, Cg(y)] < ENCq(y) < O2(E) < Z(E). Insbesondere ist also [E, Cg(y), E] =
1= [Cq(y), E, E], und eine Anwendung des Drei-Untergruppen-Lemmas liefert uns schliefs-
lich 1 = [E,E,Cq(y)] = [E',Co(y)] = [E,Cg(y)]. Demnach ist E < Cq(Cq(y)), was aber
einen Widerspruch zu 2.4 darstellt. a

Fiir eine Verwendung in den letzten beiden Kapiteln halten wir hier aufserdem noch folgende
beiden Ergebnisse fest:

4.12 Lemma: Es gilt:

(a) Ist N <Q und N < Cg(K), soist N = 1.

(b) Die Untergruppe Cq ((y, 2)) wird von () normalisiert.

Bewelis:

(a) Angenommen, esist N # 1. Dann folgt NNZ(Q) # 1 und weil @ eine grofe Untergruppe
von G ist, ist @ normal in Cg (N N Z(Q)). Aukerdem ist K < Cq (N N Z(Q)), weshalb
insgesamt K N @ ein 2-Normalteiler von K ist, was wiederum zu K N Q < Z(K) fiihrt.
Allerdings ist nach 2.2 (h) beispielsweise z € K NQ und wir erhalten einen Widerspruch
zu 4.4 (c).

(b) Esist z € Z(Q) und mit 2.3 folgt [y, Q] = (2), also ist (y,z) < Q. Folglich normalisiert
Q auch Cg ({y,2))-

4.13 Lemma: Sei g € Q \ Cq(y). Dann gilt:

(a) Cq(K) und Cg(K)Y sind normal in Cq ({y, z)).
(b) Esist Cq(K)NCq(K)9 =1, insbesondere ist Cq(K) - Cq(K)9 = Ca(K) x Ca(K)9.

(c) Cq(K) ist eine 2-Gruppe, es ist also Cq(K) = O2(Cq(y)).
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Beweis:

(a) Laut 4.4 (b) ist (y,2) <y~ < K und wegen K < Cg(y) ist Cg(K) normal in Cg(y),
insgesamt gilt also auch Cq(K) < Cq ((y,2)). Nach 4.12 (b) wird C¢q ({y,2)) von Q
normalisiert, daher ist auch Cg(K)?Y normal in Cq ((y, 2)).

(b) Wegen |Q : Co(y)| = 2und z € Z(Q) ist g* € Cg ({y, 2)), also wird mit (a) insbesondere
Cg(K) von g? normalisiert. Daher werden Cg(K) und Cg(K)Y von g vertauscht und
wir erhalten g € Ng (Cq(K) N Cq(K)?). Aukerdem ist Cgo(y) < Cq ((y, 2)) und es folgt
Q@ = (9,Cq(y)) < Ng (Cg(K) N Cg(K)7). Umgekehrt ist Ca(K)NCa(K)? < Ca(z) <
Ng(Q). Seinun N := [Q, Ca(K)NCq(K)9]. Dann ist N <Q und N < Cg(K), weshalb
uns 4.12(a) schon N = 1 liefert. Weil @ eine groke 2-Untergruppe von G ist, folgt
dann Cg(K) N Cq(K)? < Z(Q) und durch erneute Anwendung von 4.12 (a) erhalten
wir Cg(K) N Cg(K)g =1.

(c) Essei a € Cg(K) mit ungerader Ordnung. Dann ist wegen C(K) < Cg(z) < Ng(Q)
bereits [a,g] € Q. Andererseits ist aber [a,g] = a™! - a9 € Cg(K) x Cq(K)9 und es
folgt o([a, g]) = o(a). Also ist @ = 1 und damit Cg(K) eine 2-Gruppe, daher gilt auch
Ca(K) < 02(Cq(y)). Umgekehrt ist O2(Ca(y)) < Ce(K) und es folgt die Behauptung.

a

Wir wollen jetzt die einfache Gruppe K/Z(K) bestimmen. Dazu werden wir uns in den nun
folgenden Abschnitten unter Ausnutzung der Co-Hypothese den verschiedenen Klassen von
einfachen Gruppen einzeln zuwenden und dabei die bisher gesammelten Informationen iiber
Ordnung und Struktur K/Z(K) mit den jeweiligen Kandidaten vergleichen.

4.1 Die alternierenden Gruppen

Zuerst werden wir die alternierenden Gruppen betrachten und zeigen, dass diese Gruppen
nicht fiir den Isomorphietyp von K/Z(K) infrage kommen. Dazu nehmen wir hier an, dass
K/Z(K) isomorph zu einer Gruppe A,, mit m > 5 ist, und fithren dies zu einem Wider-
spruch. Dieser Abschnitt ist dabei eine iiberarbeitete Fassung von [Pr, Abschnitt 4.1].

Nach 4.4 (f) ist |Aut(K/Z(K))|s > 27, also gilt m > 12 und [GLS3, 5.2.1] liefert uns
Aut(K/Z(K)) = 3,,. Auberdem hat der Schur-Multiplikator von A,, nach |GLS3, 5.2.3.]
fiir m > 12 die Ordnung 2 und es folgt Z(K) = (y).

Seien C' := Cg(K) = Cq(K/Z(K))und U := Cg(y). Weiter setzen wir U := U/C. Dann ist U
isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K/Z(K)), weil K in U liegt ist also U = A, oder %,,,.
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Sy 44(d)

Wegen Q<Cq(z) ist auch Cg(y) normal in Cyy(z) und wir erhalten Cg(y)<dCy(z) = Cx(Z).
Dabei liegt z mit 3.8 nicht in C, also ist Z € U ein Element der Ordnung 2. Wir setzen
R = Co(y) = Cg(y)/Co(K) und werden im Folgenden zeigen, dass weder A,, noch ¥,
eine Involution enthilt, deren Zentralisator einen Normalteiler passender Struktur hat. Dazu

untersuchen wir zuerst die Gruppe R genauer.
4.14 Lemma: (a) Esist 2+ < R und |z1| = 2272,
(b) Es gilt [z+, R] = (z) # 1, insbesondere ist R nicht abelsch.

(c) |R| > 2t"7?

(d) |R/CR(ZJ—)| — 92n—3
() Cx(R) = ()

Beweis: Mit 2.2 (h) ist 2t < Cg(y) und wegen Q < Cp(2) ist 2+ normal in Q. Weiter
liefert uns 4.2 insbesondere C, . (K) = (y) und es folgt 2+ = 2 /(y), somit haben wir (a).
Nach 2.3 ist |Cq(y)O2(M)/O(M)| = 227=3 und daher insbesondere Cq(y) £ O2(M), also
folgern wir aus 2.2 (d), dass [z1, Cq(y)] = (z) ist. Wie wir uns oben bereits iiberlegt haben,
ist z ¢ C und wir erhalten (b).

Sei My < M mit My/O2(M) = Q5,,(2). Zusammen mit 2.2 (b) und 1.7 (b) ist Cg(y) < Mo,

also kénnen wir 4.3 (b) verwenden und schlieken Cq(K) < O(M). Das heifst

Rl = [Cq(y)/Cq(K)| = |2-C/C| - |Co(y)02(M)/ O (M)
— |zL/(y>| X 22n—3 — 22n—2 . 22n—3 — 2471—5
und es gilt (c).
AuRerdem ist [z, Q)N C = (2) N C = 1, insbesondere gilt also Cr(z1) = Co(z1). Daher

ist wegen 2.2 (d) und z+ < Yy < Z(0a(M)) schon Cr(z+) = (Cq(y) N Oo(M)) C/C und
zusammen mit Cg(y) N C = Co(K) < O2(M) erhalten wir (d) aus

|R/Cr(z1)| = |Co(y)C/(Coly) N O2(M))C| = |Co(y)/(Coly) N Ox(M))] = 2%73.

Ferner ergibt sich fiir z € 2+ mit [z, R] = 1 auch [z,Cg(y)] = 1, nach 2.3 ist dann also
z € (y,2) und es gilt insgesamt C-(R) = (z), das ist (e). O

Wir nehmen nun zuerst an, dass U 2 %, ist. Wie oben ist [+, Cq(y)] = (Z), daher ist Z ein
Kommutator und damit in A,, enthalten. Dabei entspricht Z also 0.B.d.A. einer Involution
der Form (1,2)(3,4)...(k —1,k) mit ¥ € Nund 4 | k. Ein Element in ¥,, zentralisiert Z genau
dann, wenn es die Transpositionen (1,2),(3,4), ..., (k — 1, k) permutiert. Also ist

X:=Cy, (z2)=Tx E{kJrl,...,m}
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mit

Es ist O2(X) = 02(T) X Oz (Sgg41,.my) und da Oz (Sqpi1, my) € {1,Co, Va} immer ele-
mentarabelsch ist, aber O2(X) eine zu R isomorphe und daher laut 4.14 (b) nicht abelsche Un-
tergruppe hat, muss O2(I") nicht abelsch sein. Insbesondere ist O2(I') £ ((1,2), ..., (k—1,k)),

was zu O2(Xj/2) # 1 und damit zu k € {4,8} fiihrt. Dann ist O(T") isomorph zu Dg oder
24 : V. Zusammen mit m > 12 ist Oo(X) also isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

O2(X) = Dg,2* : Vy oder (2*:Vy) x Vi

Mit 4.14 (c) ist |O2(X)| > |R| > 2*"7° > 27, weshalb nun O(X) = (2*:V}) x V4 und
n = 3 folgen. Dabei ist z- < R < Oo(X) und laut 4.14 (a), (d) und (e) gilt |z = 24,
2L N Z(05(X)) < (Z) und |R/Cr(z1)| = 23. Weil aber Z(O5(X)) die Ordnung 8 hat, ist
fiir jede abelsche Untergruppe A < O2(X) mit |A| = 2% und |A N Z(02(X))| < 2 allerdings
|Co,(x)(A)| > 26 und demnach [O2(X) : Co,(x)(A)| < 22, ein Widerspruch.

Somit ist U/C 2 ¥,,. Also gilt U/C = A,, und es miisste der Zentralisator einer Involution
in A,, einen zu R isomorphen Normalteiler enthalten. Ist allerdings t € A,,, ein Involution,
so gilt O2(Ca,,(t)) < 02(Cx,,(t)). Da bereits O2(Cy,, (t)) niemals eine zu R isomorphe Un-
tergruppe hatte, gibt es eine solche folglich auch nicht in O2(Cay,, (t)).

Damit erhalten wir einen abschlielsenden Widerspruch und es gilt:

4.15 Satz: K/Z(K) ist zu keiner alternierenden Gruppe isomorph.

4.2 Die sporadischen Gruppen

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass K/Z(K) zu einer der sporadischen einfachen Grup-
pen isomorph ist. Wir werden zeigen, dass unter dieser Voraussetzung lediglich die Gruppen
Figo und BM fiir den Isomorphietyp von K/Z(K) infrage kommen. Dabei wird [Atl] ein
wichtiges Hilfsmittel sein.

Nach 4.4 (a) ist Z(K) eine nicht triviale 2-Gruppe, damit kénnen wir die meisten der 26
sporadischen Gruppen direkt ausschliefen. So haben

MH, Mgg, M24, Jl, Jg, J4, COQ, C03, Figg, Fi/24, MCL, He, O,N, HN, Ly,Th und F1

laut 6.1.1. (c¢) und Tabelle 6.1.3 in [GLS3] einen Schur-Multiplikator ungerader Ordnung.
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Auferdem kann K/Z(K) nicht isomorph zu Mja, M2y oder Jy sein. Denn nach 4.4 (f) gilt
\Aut(K/Z(K))b > 29, aber es ist |Aut(M12)|2 =27 und ’Aut(MQQ)b = ’Aut(JQ)‘Q =28

Die verbleibenden 6 sporadischen Gruppen Coy, Fige, HS, Ru, Suz und B werden wir nun
gesondert betrachten. Wir erhalten:

4.16 Lemma: K/Z(K) ist nicht isomorph zu einer der folgenden Gruppen:
(a) Coi, (b) HS, (c) Ru, (d) Suz.
Beweis:

(a) Angenommen, es ist K/Z(K) = Co;. Wegen |Cop|z = 22! kénnen wir mit 4.8 schon
O2(M) > Y schliefen. AuRerdem ist Out(Co;) = 1 und daher folgt K/Z(K) =
Aut(K/Z(K)) = Aut(K), weshalb uns 4.9(a) dann n = 3 liefert. Zudem enthilt
K/Z(K) mit 4.10 eine Untergruppe U, die folgende Eigenschaften hat:

o |U|=2%-3%.5mit a € {20,21} und
L] U/OQ(U) %Ae} oder U/OQ(U) = 26-

Nun liegt U in einer maximalen Untergruppe H von Co;. Wir verwenden S. 183 in [Atl]
und stellen fest, dass aus Ordnungsgriinden H die Struktur

2M 1 Myy, 2178 - QF(2), 22712 1 (A5 x Z3) oder 24712 . (25 x 3%6)

haben muss.

Angenommen, es ist H ~ 24F12. (33 x 3%¢). Dann liegt U := UO2(H)/O2(H) in
H/Oy(H) = %3 x 356 und U/O2(U) hat eine zu Ag isomorphe Untergruppe. Solch eine
Untergruppe existiert aber in X3 x 3X¢g nicht.

Nehmen wir also an, dass H ~ 22712 : (Ag x X3) ist. Sei dann N < H der Normalteiler
mit N/Oz(H) = ¥3. Es folgt UNN < O3(U) und H/N = Ag hat eine Untergruppe
UN/N der Ordnung 2° - 32 .5 mit b € {5,6} und folglich mit Index 7 oder 14, was es
aber in Ag nicht gibt.

Wire hingegen H ~ 2_1:“8 - Qg (2), so wiirde H/O2(H) = Qg (2) die Untergruppe
U = UO2(H)/O2(H) mit |O9(U)| > 27 und U/O3(U) =2 U/Oo(U) enthalten. Mit
dem Satz von Borel-Tits (siche z.B. [GLS3, 3.1.3.]) liegt U dann in einer maximalen
parabolischen Untergruppe H von Q7 (2). Weil dann H durch 5 teilbare Ordnung hat,
ist H von der Form 26 : Ag, was aber erneut zur Existenz einer Untergruppe der Ord-
nung 2° - 32 -5 mit b € {5,6} in Ag und damit ebenso zu einem Widerspruch fiihrt.
Sei also zuletzt H ~ 21 : Myy. Wieder existiert dann in H/Oo(H) & Ma4 die Unter-
gruppe U := UOy(H)/Oo(H) mit [U| = 2°-32-5 (b € {9,10}) und U/O2(U) = Ag

43



4. Identifizierung der Komponente K

oder Y. Wir verwenden S. 96 in [At]] und erhalten 2% : Ag und 20 : 3 - ¥ als einzige
maximale Untergruppen von May, die aus Ordnungsgriinden U enthalten kénnten. Die
Untergruppe der Form 2 : Ag schliefen wir erneut auf dieselbe Art wie oben aus. Und
weil fiir Hy = 26 : 3. %4 in der Gruppe Hz/(O2(Hs)) = 3 - ¥ keine Untergruppe
isomorph zu Ag existiert, kann U auch nicht in einer solchen Untergruppe liegen.
Insgesamt erhalten wir also somit, dass K/Z(K) nicht zu Co; isomorph sein kann.

Wir nehmen an, dass K/Z(K) = HS ist. Dann ist |K/Z(K)|z = 2%, weshalb wir mit
4.9 (b) folgern konnen, dass Yas = O2(M) ist, und 4.8 liefert uns dann n = 3.

Laut 4.10 gibt es in K/Z(K) eine Untergruppe U, die eine Sylow-2-Untergruppe von
K/Z(K) enthilt und durch | Ag| teilbare Ordnung hat. Nun zeigt uns aber S. 80 in [Atl]],
dass K/Z(K) = HS keine maximale Untergruppe hat, deren Ordnung von 2% - 32 .5
geteilt wird und wir erhalten einen Widerspruch.

Angenommen, es ist K/Z(K) = Ru. Also ist |K/Z(K)|2 = 2! und nach 4.8 gilt dann
O2(M) > Y. Aukerdem ist Out(Ru) = 1, daher liefert uns 4.9 (a) zunéchst n = 3
und anschliefend die Existenz einer Untergruppe U < K/Z(K) der Gestalt [2¥].5¢ mit
k > 9. Nun zeigt uns aber S. 126 in [Atl], dass Ru keine maximale Untergruppe hat,
deren Ordnung durch |U] teilbar ist und wir erhalten einen Widerspruch.

Zuletzt nehmen wir an, dass K/Z(K) isomorph zur sporadischen Suzuki-Gruppe ist.
Erneut liefern uns 4.8 und 4.9 (b) zusammen mit |K/Z(K)|s = 23, dass O2(M) > Y,
ist und n = 3 gilt. Aukerdem hat K/Z(K) nach 4.10 eine Untergruppe U der Gestalt
[2F].A¢ mit k& > 8. Wir verwenden nun S.131 in [Atl] und stellen fest, dass U aus
Ordnungsgriinden in einer maximalen Untergruppe L von Suz liegen muss, die von
der Form Go(4), 2176 . Uy(2), 2416 : 344 oder 2248 : (A5 x ¥3) ist. Dabei hat eine
Gruppe 228 : (A5 x ¥3) keinen Abschnitt isomorph zu Ag und kann daher U nicht
enthalten. Genauso hat keine maximale parabolische Untergruppe von Gz(4) einen zu
Ag isomorphen Abschnitt, mit dem Satz von Borel-Tits ist also L 2 G2(4).

Sei L ~ 2'70.174(2). Da dann Oy (L) keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung
24 enthilt, miisste fiir den in 4.9 beschriebenen minimalen Normalteiler N von U schon
N NO2(L) =1 gelten. Folglich hat L/O2(L) eine Untergruppe der Form [2].Ag mit
m > 4, was aber [Uy(2)|2 = 2° widerspricht.

Zuletzt nehmen wir L ~ 24+6 : 344 an. Dann hat L/Oo(L) = 3Ag die Untergruppe
UO3(L)/O2(L) der Form [2™].Ag mit m € N U {0}, was aber ebenfalls nicht méglich
ist. Also gilt K/Z(K) 2 Suz.
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Damit kénnen wir als Ergebnis dieses Abschnitts folgenden Satz festhalten:

4.17 Satz: Ist K/Z(K) isomorph zu einer der 26 sporadischen einfachen Gruppen, so ist
entweder K/Z(K) = Figy oder K/Z(K) = B. Im ersten Fall ist n = 3, im zweiten Fall ist
n < 5. In beiden Fillen gilt Oa(M) > Y.

Beweis: Die einzigen bisher nicht ausgeschlossenen sporadischen Gruppen sind Fligs und
das Babymonster.

Sei K/Z(K) = Fig. Wir nehmen nun auberdem an, dass O2(M) = Yjs ist. Dann liefert
uns 4.8 wegen |Figg|s = 27 schon n = 4. Laut 4.10 hat nun K/Z(K) eine Untergruppe
U mit U/O2(U) =2 Spg(2) und |O9(U)| > 27. Laut [KW] hat jede maximale Untergruppe
von Figg, deren Ordnung durch 2'6 . 3%. 5.7 teilbar ist, die Form 2.PSUg(2). Also liegt
U in einer solchen Untergruppe H, weshalb UZ(H)/Z(H) mit dem Satz von Borel-Tits in
einer maximalen parabolischen Untergruppe von PSUg(2) enthalten ist. Allerdings ist fiir
jede solche maximale parabolische Untergruppe P von PSUg(2) stets P/Oy(P) isomorph zu
(3x As) : 2, PSL3(4) oder PSU4(2) und hat daher schon allein aus Ordnungsgriinden keinen
Abschnitt isomorph zu Spe(2).

Folglich muss O2(M) > Y sein und damit liefert uns 4.9 schon n = 3, wie gewtinscht.

Zuletzt sei K/Z(K) = B. Wir wenden erneut 4.8 an und erhalten wegen |B|y = 24! schon
O2(M) > Y. Abschliefend folgern wir wieder mit 4.9, dass n < 5 sein muss. O

4.3 Gruppen vom Lie-Typ in Charakteristik 2

Hier untersuchen wir die Gruppen vom Lie-Typ in Charakteristik 2. Wir werden feststellen,
dass K/Z(K) zu keiner solchen Gruppe isomorph sein kann.

Wie schon bei den sporadischen Gruppen verwenden wir zuerst 4.4 (a), um die Anzahl der
moglichen Kandidaten stark zu reduzieren. Laut Tabelle 6.1.2 und Tabelle 6.1.3 in [GLS3]
haben nur die folgenden einfache Gruppen vom Lie-Typ in Charakteristik 2 einen Schur-
Multiplikator mit gerader Ordnung:

SLy(4),SL3(2), PSL3(4), SL4(2),95 (2),Q27(2) = Sp(2),

Fy(2), Ga(4), SU4(2), PSUs(2),2Es(2) und Sz(8).

Weiter ist |K/Z(K)|z > 27 laut 4.4 (e), allerdings gilt |SLa(4)]s = 2%,|SL3(2)]2 = 2% und

|PSL3(4)]2 = |SLa(2)|2 = |SU4(2)|2 = [Sz(8)|2 = 2°.

Fiir die Untersuchung der restlichen Gruppen wird der Satz von Borel-Tits (siehe z.B. 3.1.3
in [GLS3]) ein wichtiges Hilfsmittel sein. Unsere bisherigen Resultate wie beispielsweise 4.10
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liefern uns namlich stets eine Untergruppe U < K/Z(K) mit O(U) # 1, diese muss dann in
einer maximalen parabolischen Untergruppe von K/Z(K) liegen, was wir im Folgenden oft
ausnutzen werden.

Nehmen wir also zuerst an, dass K/Z(K) = QF (2) ist. Wegen |Qf (2)]2 = 2!2 kénnen wir mit
4.8 schon O2(M) > Yy folgern. Deshalb liefert uns 4.9 (b) nun n = 3 und auch die Existenz
einer Untergruppe U < K/Z(K) der Ordnung 2% - 3% -5 mit a > 11 und Oz(U) # 1. Wie wir
bereits bei der Untersuchung von Co; im vorangegangen Abschnitt festgestellt haben, sind
alle maximalen parabolischen Untergruppen von Qg(Z) mit durch 5 teilbarer Ordnung von
der Form 2° : Ag und U kann in keiner solchen Gruppe enthalten sein, weil sich sonst eine
Untergruppe vom Index 7 oder 14 in Ag ergeben wiirde. Also ist K/Z(K) 2 Qg (2).

Angenommen, K/Z(K) ist isomorph zu PQ7(2) = Spg(2). Dann ist |K/Z(K)|2 = 2% und laut
4.9 (b) muss Oz(M) = Yy sein. Nun verwenden wir 4.8 und erhalten n = 3. Sei My < M
mit Mo/O2(M) = Q5,(2) und X := Oy (y). Dann ist X ~ 2634 fiir |Yy| = 25 bzw.
X ~ 27.%¢ im Fall |[Yys| = 27. Mit 4.3 (b) folgt Cx(K) < O2(M) = Yy, daher gibt es laut
4.2 zwei Moglichkeiten: Entweder es ist Yy = [Yar, O*(M)]Cx (K) und X/Cx(K) ~ 25.%,
oder es ist |Yas| = 27, Ox(K) = (y) und X/Cx(K) ~ 25.5. Wegen Out(P27(2)) = 1 und
X < Ng(K) induziert X/Cx (K) innere Automorphismen auf K/Z(K). Somit hat K/Z(K)
eine zu X/Cx(K) isomorphe Untergruppe. Nun ist [26.5g]y = 210 > |K/Z(K)|z, also gilt
YM = [YM,OQ(M)}CX(K) und U = X/C_)((K) ~ 25-26 ~ 25.Sp4(2).

Dabher folgt bereits, dass U isomorph zu einer Sp4(2)-parabolischen Untergruppe von K/Z(K)
und damit auch zum Zentralisator einer Involution in K/Z(K) ist, insbesondere hat U ein
nicht triviales Zentrum. Also gibt es einen Normalteiler N <X mit (y) < Cx(K) < N <Yy
und |N/Cx(K)| = 2. Dies widerspricht aber 3.11 (c) und es gilt K/Z(K) 2 PQ7(2).

Sei nun K/Z(K) = Ga(4). Nach 4.10 gibt es eine Untergruppe U < K/Z(K) mit O3(U) # 1
und U/O2(U) = Span—2(2)'. Wie wir aber bereits im Beweis von 4.16 (d) festgestellt haben,
hat keine maximale parabolische Untergruppe von G3(4) einen Abschnitt isomorph zu Ag
und wir erhalten eine Widerspruch.

Nehmen wir nun an, dass K/Z(K) = PSUs(2) ist. Im Fall O3(M) = Y, erhalten wir aus
4.8 zundchst n = 4 und 4.10 liefert uns eine Untergruppe U < K/Z(K) mit O2(U) # 1 und
U/O2(U) = Sps(2). Allerdings hat keine maximale parabolische Untergruppe von PSUg(2)
einen Abschnitt isomorph zu Spg(2), wie wir auch schon im Beweis von 4.17 gesehen haben.
Folglich ist O2(M) > Y und daher kénnen wir aus 4.9 bereits n = 3 schliefen. Deshalb
existiert nach 4.10 in K/Z(K) eine Untergruppe U mit 24 < |Uly < 2 und U/O2(U) = Ag
oder U/O2(U) = ¥¢. Diese muss nun auch in einer maximalen parabolischen Untergruppe P
von K/Z(K) liegen, dabei ist P/O2(P) isomorph zu (3 x As) : 2, PSL3(4) oder PSU,(2).
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Weil im Falle P/Oy(P) ~ (3 x As) : 2 kein zu Ag isomorpher Abschnitt in P/O(P) zu finden
ist, gilt also P/Oq(P) = PSL3(4) oder PSU4(2). Dann ist aber |Oo(P)| = 22 < O9(U),
weshalb eine erneute Anwendung des Satzes von Borel-Tits auf PSU4(2) bzw. PSL3(4) nun
einen Widerspruch liefert. Folglich ist K/Z(K) nicht isomorph zu PSUs(2).

Als néchstes nehmen wir an, dass K/Z(K) = Fy(2) ist. Wir betrachten zuerst den Fall
O2(M) = Y. Aus |Fy(2)]2 = 224 folgt dann mit 4.8 schon n = 5. Aukerdem hat K/Z(K)
laut 4.10 eine Untergruppe U mit O2(U) # 1 und U/O2(U) = Sps(2). Mit dem Satz von
Borel-Tits liegt U nun in einer maximalen parabolischen Untergruppe von K/Z(K). Aller-
dings hat keine dieser Untergruppen einen Abschnitt isomorph zu Spg(2).

Also ist Oa(M) > Yis, weshalb uns 4.9 (b) und 4.10 neben n < 4 auch eine Untergruppe
U < K/Z(K) liefern, fiir die |K/Z(K) : Uls < 2"2 ist und U/O2(U) =2 Spa,_2(2) gilt.
Wir verwenden wieder den Satz von Borel-Tits oder S. 170 in [Atl] und stellen fest, dass U
in einer maximalen Untergruppe H < K/Z(K) mit H ~ (217 x 20) : Spe(2) liegen muss,
dabei sind alle maximalen Untergruppen dieser Form in der Automorphismengruppe von
F4(2) konjugiert und daher insbesondere isomorph. Wir setzen V := Z(O2(H)). Dann ist V'
elementarabelsch der Ordnung 27 und laut (4.5)(i), (ii) und (iv) in [CKS] gilt: Das Zentrum
von H hat Ordnung 2 und liegt in V', aulerdem operiert H irreduzibel auf Oz(H)/V und V
ist der natiirliche O7(2)-Modul fiir H/O2(H) = Spe(2) =2 O7(2). Entsprechend ist V/Z(H)
der natiirliche Spg(2)-Modul fiir H/O2(H ).

Wir nehmen nun zuerst an, dass n = 4 ist. Dann ist U/O2(U) = Spe(2) und es folgt
UO2(H) = H, insbesondere liegt also O2(U) in O(H). Nach 4.10 (a) enthdlt Z(O2(U))
dabei einen minimalen Normalteiler W von U der Ordnung 26. Weil H und damit auch U
irreduzibel auf O2(H)/V operieren, folgt W < V. Da es im nattirlichen O7(2)-Modul aller-
dings keinen invarianten Unterraum der Dimension 6 gibt, erhalten wir einen Widerspruch
und es folgt n = 3. Daher ist U/O2(U) = Ag oder ¥ und |H : Ulz < 2. Wir stellen mit
abermaliger Anwendung des Satzes von Borel-Tits oder auch mit Hilfe der maximalen Un-
tergruppen von Spg(2) auf S. 46 in [Atl] fest, dass U dann in einer Untergruppe H von H
liegen muss, fiir die H/Oy(H) ~ 2° : 3 ein Punktstabilisator in Spg(2) ist. Wieder enthilt
Z(05(U)) einen minimalen Normalteiler W von U, der in diesem Fall Ordnung 2 hat. Nun
ist |O2(H) : O3(U)| < 2 und alle Untergruppen der Ordnung 2* von Os(H), die eine ma-
ximale Untergruppe von Og(H) zentralisieren, liegen in Oz(H) =2 2148 x 26 und schneiden
dabei Z(O2(H)) nicht trivial an. Damit erhalten wir also W < V und Z(H) £ W. Allerdings
gibt es im natiirlichen Spg(2)-Modul V/Z(H) keinen Unterraum der Dimension 4, der unter
einem Punktstabilisator invariant ist. Dieser Widerspruch zeigt K/Z(K) 2 Fa(2).

Zuletzt nehmen wir an, dass K/Z(K) = *Eg(2) ist. Wire nun Oo(M) = Yjs, dann kénnten
wir mit |K/Z(K)|a = 230 aus 4.8 schon n = 6 folgern, weshalb uns 4.10 die Existenz einer
Untergruppe U < K/Z(K) mit U/O2(U) = Spi1p(2) liefern wiirde. Allerdings ist beispiels-
weise 31 ein Teiler von |Sp1o(2)| aber kein Teiler von |?Eg(2)|, ein Widerspruch.
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Also ist Oz(M) > Yar und mit 4.9 (b) ist n < 5. Erneut verwenden wir 4.10 und er-
halten eine Untergruppe U < K/Z(K) mit O2(U) # 1, |[K/Z(K) : Uly < 22 und
U/O2(U) = Span—2(2) oder U/O2(U) = Spap—2(2). Nach dem Satz von Borel-Tits gibt
es eine maximale parabolische Untergruppe P < K/Z(K) mit U < P. Nun ist fiir jede ma-
ximale parabolische Untergruppe P von K/Z(K) die Faktorgruppe P/O2(P) isomorph zu
PSUg(2),9g (2), PSL3(4) x X3 oder SLy(4) x SL3(2) = As x SL3(2). Da keine dieser Grup-
pen eine durch |Spg(2)| teilbare Ordnung hat, ist n # 5. Auferdem kann U nicht in einer
parabolischen P mit P/O2(P) = As x SL3(2) liegen, denn in diesem Fall enthdlt P/Oy(P)
keinen Abschnitt Spa,—2(2) fiir n € {3,4}. Wir untersuchen also, ob die anderen 3 Klassen
maximaler parabolischer Untergruppen die Untergruppe U enthalten kénnen.

Sei dazu zunéchst n = 3. Dann ist U/O2(U) isomorph zu 3¢ oder Ag und |K/Z(K) : Uy < 2.
Insbesondere ist also |Oa(U)| > 231, Angenommen, U liegt in einer parabolischen Untergrup-
pe P mit P/Oq(P) = PSL3(4) x ¥3. Dann ist |O2(P)| = 2%° und nach Herausfaktorisieren des
Normalteilers N von P mit N/Oo(P) = 33 wiirde dies zu einer Untergruppe U < PSL3(4)
mit Oy(U) # 1 und U/O2(U) = Ag oder %¢ fithren. Indem wir nun den Satz von Borel-Tits
erneut anwenden, erhalten wir einen Widerspruch.

Nehmen wir also an, dass U in einer parabolischen P mit P/O2(P) =2 Qg (2) liegt. Dann ist
|O2(P)| = 22* und P/O3(P) hat die Untergruppe U := UOo(P)/O2(P) mit |O2(U)| > 27.
Wir wenden nun den Satz von Borel-Tits auf {25 (2) an. Weil U einen Abschnitt isomorph zu
Ag hat, kann U in keiner parabolischen Untergruppe P von Qg (2) mit P/Oq(P) = SL3(2) x 3
oder Y3 x Ajs liegen. Also ist U in einer Untergruppe P mit P/O3(P) = PSU4(2) und
|O2(P)| = 20 < |O2(U)| enthalten. Indem wir auch O(P) herausfaktorisieren, erhalten wir
nun durch Betrachten der parabolischen Untergruppen von PSU4(2) schlieflich einen Wider-
spruch.

Also muss U in einer parabolischen P mit P/O2(P) = PSUg(2) und |O2(P)| = 22! liegen,
weshalb wieder PSUs(2) =2 P/Oq(P) eine Untergruppe U := UQO5(P)/Oo(P) mit |U|y > 214
und U/O2(U) = Ag oder Yg hat. Das ist aber exakt dieselbe Situation, die wir oben fiir den
Fall K/Z(K) = PSUg(2) bereits untersucht und dort zum Widerspruch gefiihrt haben.
Also bleibt noch der Fall n = 4 zu betrachten. Dann ist U/O2(U) = Spg(2) und wegen
|K/Z(K) : Uly < 2% gilt |U|y > 234, entsprechend ist |O(U)| > 2%. Nun kann U auch nicht
in einer parabolischen P mit P/Oy(P) = SL3(4) x 33 liegen. Ist aber U in einer parabolischen
Untergruppe P mit P/Oy(P) = PSUs(2) oder €5 (2) enthalten, so kénnen wir wieder die
Gruppe U := UOy(P)/O(P) betrachten, fiir die O3(U) # 1 gilt und wir erhalten durch aber-
malige Anwendung des Satzes von Borel-Tits auf PSUg(2) und Qg (2) einen Widerspruch.
Insgesamt ist also K/Z(K) 2 2Fg(2).

Zusammenfassend halten wir fest:

4.18 Satz: K/Z(K) ist zu keiner Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik 2 isomorph.
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4.4 Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik

Zuletzt nehmen wir in diesem Abschnitt an, dass K/Z(K) isomorph zu einer einfachen
Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik ist. Wir werden zeigen, dass dann schon
K/Z(K) = PSU4(3) sein muss. Dabei findet man 4.19 und Varianten von 4.20 und 4.24 in
[Pr, Abschnitt 4.4].

Wir benétigen zunéchst:

4.19 Lemma: Sei q eine ungerade Primzahlpotenz. Dann ist K/Z(K) ist nicht isomorph zu
einer der Gruppen PSLy(q) oder >Ga(q).

Beweis: Der Schur-Multiplikator von 2Go(q) ist trivial, aber nach 4.4 (a) ist y € Z(K).

Die Gruppen PSLy(q) haben mit Ausnahme von PSL2(9) einen Schur-Multiplikator der
Ordnung 2, aber |PSLy(9)|s = 23 ist nach 4.4 (e) ohnehin zu klein. Wire also K/Z(K)
isomorph zu PSLy(q), so wiirde K = SLs(q) folgen. Laut 8.6.2. in [KS| enthélt SLa(q) genau
eine Involution, allerdings liegt y mit 4.4 (b) in K und wir erhalten einen Widerspruch. O

Nach 4.19 und unserer Annahme ist nun K/Z(K) € Lie(q) \ {PSLs(q),%Ga(q)} fiir eine un-
gerade Primzahlpotenz ¢ (siehe [GLS3, 2.2.2.] fiir die Definition von Lie(q)). Diese Gruppen
werden in [As2] anhand bestimmter Untergruppen untersucht, die isomorph zu SLs(q) sind
und Fundamentalgruppen genannt werden. Wie in [As2] erldutert, iibertragen sich die dort
erlangten Resultate auch auf fast alle perfekten, zentralen Erweiterungen der betrachteten,
einfachen Gruppen, aufer eventuell fiir die Fille PQ7(3) und G2(3). Diese werden wir aber
spéater ohnehin n&her untersuchen. Eine iibersichtliche Zusammenfassung der fiir uns hier
wesentlichen Ergebnisse aus [As2]| findet sich iibrigens auch in Theorem 4.10.6. in [GLS3|.
Wir verwenden dies, um zu zeigen:

4.20 Lemma: Sei q eine ungerade Primzahlpotenz und K/Z(K) € Lie(q). Dann gilt:

(a) Es ist ¢ = 3.

(b) Ist O2(M) = Y, so ist Na(Q) £ M.

Beweis: Wir halten zunéchst noch einmal fest, dass K/Z(K) mit 4.19 nicht isomorph zu
PSLy(q) oder Go(q) ist und wir deshalb die Ergebnisse aus [As2] bzw. [GLS3, 4.10.6.] ver-
wenden konnen.

Wie wir in 1.9 gezeigt haben, ist ohne Einschrinkung S; := S N Cy(y) eine Sylow-2-
Untergruppe von Ciz(y). Wegen Q < S folgt jetzt auch Cg(y) < Sp. Ist S eine Sylow-
2-Untergruppe von Cg(y) mit S; < S, so erhalten wir mit 3.4 schon z € Z(S). Sei nun
T:=SNK, dann ist T € Syly(K) und z € Z(T).

Weiter sei L eine Fundamentalgruppe von K mit TN L € Syla(L). Dann gilt [2,TNL] =1
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und wir schliefen TNL* = (TN L)* =TNL. Wére L* # L, so wiirde uns [GLS3, 4.10.6. (b)]
schon [L*, L] = 1 und damit TN L < Z(L) liefern, ein Widerspruch. Es ist also z € Ng(L)
und auferdem ist [z, 7'M L] = 1. Nach 3.19 hat L = SLy(q) keinen Automorphismus der Ord-
nung 2, der eine Sylow-2-Untergruppe von L zentralisiert. Daher ist [L, z] = 1 und mit 2.2 (a)
folgt L < Cg(z) < Ng(Q). Auferdem ist L < Cg(y), was uns dann auch L < Ng(Cg(y))
liefert.

Sei umgekehrt t € Co(y) < S. Dann ist wegen K < Cg(y) schon t € Ng(S N K) = Ng(T).
Das wiederum liefert uns (L NT)" = L* N T € Syly(L'). Demnach sind L und L zwei Fun-
damentalgruppen von K mit Sylow-2-Untergruppe in 7.

Angenommen, es ist L # L. Wir verwenden erneut [GLS3, 4.10.6. (b)] und erhalten so
[L,L'] = 1. Sei 1 # a € L ein Element ungerader Ordnung. Dann ist a ¢ L N L' < Z(L),
weil Z(SLs(q)) die Ordnung 2 hat. Also ist einerseits o(a 'a’) = o(a), andererseits liegt
a~tal = [a,t] aber in Cg(y), weil L < Ng(Cg(y)) ist. Dieser Widerspruch zeigt L = L' und
damit ist insgesamt Cg(y) < Ng(L).

Daher gilt nun [Cg(y), L] < Co(y) N L < Oz(L). Wir nehmen an, dass ¢ > 3 ist. Dann ist
L = SLy(q) quasieinfach und insbesondere ist O(L) = Z(L). Daher ist [Cg(y), L, L] =1 =
[L,Cq(y), L], das Drei-Untergruppen-Lemma liefert jetzt [L,Cq(y)] = 1. Dies widerspricht
allerdings 2.4. Also ist ¢ = 3 und es gilt (a).

Sei nun zusitzlich O2(M) = Y. Wir nehmen aufierdem an, dass Ng(Q) < M ist. Wegen
L < N¢(@Q) ist dann L < M und insbesondere L < Ng(Yar). Nach 2.8 ist auferdem Yy, < Q
und wir erhalten Yy; < Cg(y) < Ng(L). Daher ist wieder [Yys, L] < YasNL ein 2-Normalteiler
von L = SLy(3) = Qs : 3. Weil Yy elementarabelsch ist, folgt [Yas, L] 2 Qs und daher ist
[Yar, L] < Z(L). Mit dem Drei-Untergruppen-Lemma schliefen wir wieder [Yas, L'] = 1. Da-
bei ist Qg = L' < M, laut 1.10 ist aber Cp;(Yas) = O2(M) = Yy elementarabelsch und wir
erhalten einen Widerspruch. Somit folgt (b). O

4.21 Lemma: Sei K := K/Z(K). Dann ist Z eine 2-zentrale Involution in K und es ist
E(Cr(2)) = 1.

Beweis: Nach 4.4 (c) ist Z eine 2-zentrale Involution von K.
Seien Hy := Ck(z) und H < K mit H/Z(K) = C%(%). Fir g,h € H ist schon [g,h] € Hy,
also ist Ho normal in H und H/Hy abelsch, insbesondere gilt E(H) < E(Hy) = 1. Laut

6.5.1. in [KS] ist dann auch E(H/Z(K)) = E(C%(Z)) = 1. O

Diese Information werden wir im Folgenden ausnutzen. Nach Annahme ist K/Z(K) isomorph
zu einer einfachen Gruppe vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik und mit obigem Lemma
muss es in dieser einfachen Gruppe eine 2-zentrale Involution geben, deren Zentralisator keine
Komponenten hat. Eine solche Situation tritt nur sehr selten auf, zusammen mit 4.20 (a) kon-
nen wir so die Anzahl verbleibenden Méglichkeiten fiir K auf eine sehr kurze Liste reduzieren.
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Zu diesem Zweck verwenden wir Tabelle 4.5.1 aus [GLS3]. Dort finden wir fiir jede einfa-
che Gruppe L vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik r und jede Involution ¢ € Aut(L),
die einen innderdiagonalen oder einen Graphautomorphismus bewirkt, unter anderem die
Struktur von O (Clnndiag(L)(t)). Jede Komponente von O (C’Inndiag(L)(t)) liegt auch in
Comp (C’Inndiag(L) (t)) und ist dann schon eine Komponente von Ciyyr)(t) = CL(t), weil
Inndiag(L)/Inn(L) laut [GLS3, 2.5.112 (c¢)] stets abelsch ist. Damit L fiir den Isomorphietyp
von K/Z(K) infrage kommt, muss es nach 4.21 also eine Involution ¢ € Inn(L) geben, fiir
die O" (C’Inndiag(L) (t)) keine Komponenten hat. Da O™ (C’Inndiag(L) (t)) stets ein Produkt von
Gruppen vom Lie-Typ ist, muss dann O (C’Inndiag( L) (t)) sogar auflésbar sein. Zusétzlich ist
uns aus 4.20 (a) auch noch bekannt, dass L € Lie(3) sein muss.

Damit erhalten wir insgesamt:

4.22 Lemma: Ist K/Z(K) isomorph zu einer einfachen Gruppe vom Lie-Typ in ungerader
Charakteristik, so ist K/Z(K) isomorph zu einer der folgenden Gruppen:

2 A3(3) =2 PSUL(3), B3(3) =2 PQy(3) oder Dy(3) =2 PQS (3).

Beweis: Wie oben ausgefiihrt ist K/Z(K) isomorph zu einer einfachen Gruppe L € Lie(3),
fiir die eine Involution ¢ € Inn(L) so existiert, dass O% (Chmdiag( L) (t)) auflssbar ist. Unter
Verwendung von Tabelle 4.5.1 aus [GLS3| erhilt man, dass dies nur fiir folgende Gruppen
der Fall ist:

Ay(3) = PSL3(3), A3(3) = PSL4(3),245(3) = PSU3(3),%A3(3) = PSU4(3),
Bs(3) =2 Ca(3) = PQ5(3), B3(3) = PQ7(3), Da(3) = PQF(3) und Go(3).
Wir schlieffen nun noch die Gruppen von dieser Liste aus, die in unserer Behauptung nicht
vorkommen.

Nach 4.4 (a) liegt die Involution y im Zentrum von K, allerdings haben die Schurmultiplika-
toren von Ay(3) = PSLs(3),%A2(3) = PSUs(3) und Go(3) ungerade Ordnung.

Auferdem ist |Ba(3)]2 = 2%, nach 4.4 (e) ist aber |[K/Z(K)|y > 2.

Zuletzt nehmen wir an, dass K/Z(K) = A3(3) = PSL4(3) ist. Da der Schurmultiplikator von
PSL4(3) die Ordnung 2 hat, wiire dann K = SL,(3). Mit 4.4 (b) erhalten wir y* < K, also
enthilt K eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung mindestens 2°. Dies widerspricht
allerdings 1.22. O

Wir werden nun im Folgenden die beiden Gruppen PQ7(3) und D4(3) & PQd (3) gesondert
betrachten und zeigen, dass K/Z(K) nicht isomorph zu einer dieser beiden Gruppen sein
kann. Damit erhalten wir dann das gewiinschte Resultat K/Z(K) = PSU,(3).

Dafiir wenden wir uns zunéchst folgendem Lemma zu:
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4.23 Lemma: Ist n = 3, so operiert O*(Cy(y)) sowohl transitiv auf den nichttrivialen
Elementen als auch auf den Hyperebenen von y*/(y). Insbesondere gibt es eine perfekte Un-
tergruppe A von Ny zx)(y*Z(K)/Z(K)) mit A/Ca(y=Z(K)/Z(K)) = Spa(2) = Ag, die
jeweils transitiv auf den nichttrivialen Elementen und den Hyperebenen von y~Z(K)/Z(K)
operiert.

Beweis: Wir wissen mit 1.7 (c), dass Cas(y)/O2(M) eine zu Sps(2) = g isomorphe Un-
tergruppe E hat, fiir die y*/(y) ein natiirlicher Modul ist. Nun folgt z.B. mit dem Satz
von Witt (7.4 in [Tal), dass diese Gruppe transitiv auf den eindimensionalen Unterriu-
men und damit auch auf den nichttrivialen Elementen von y*/(y) operiert. Nach 3.11 ist
Ag =2 Spy(2) =2 O*(Cu(y))O2(M)/O2(M) < E, und da Spy(2) nicht zwei gleich lange Bah-
nen auf den 15 eindimensionalen Unterrdumen von y*/(y) haben kann, ist auch O?(Cis(y))
transitiv darauf.

Daraus folgt aukerdem, dass die Operation von O%(Cys(y)) auf den 15 Hyperebenen von
y*/(y) keinen Fixpunkt hat. Die groften echten Untergruppen von Ag haben Index 6 oder
10, demnach hat jede Bahn von O?(Cy(y)) auf der Menge der Hyperebenen eine Linge k
mit k = 6,k = 10 oder k£ > 10, also kann es nur eine Bahn der Lénge 15 geben und die
Operation ist transitiv.

Weiter ist y- N Z(K) 2 (y) und O2(Cps(y)) liegt nach 3.23 in K. Aukerdem ist O%(Cis(y))
laut 3.11 (e) perfekt und es gilt Coz(CM(y))(yJ-) = O*(Cuy(y))NO2(M) = Coz(cM(y))(yL/(y»,
also gelten die restlichen Aussagen fiir A := O*(Cy(y))Z(K)/Z(K). O

4.24 Lemma: K/Z(K) ist nicht isomorph zu PQ7(3).

Beweis: Wir nehmen K/Z(K) = PQ7(3) an. Dann ergibt sich aus |PQ7(3)|2 = 22 und
4.4 (e) schon n = 3.

Nach 4.23 hat K/Z(K) nun eine elementarabelsche Untergruppe U der Ordnung 2%, deren
samtliche Hyperebenen in N7 (x)(U) konjugiert sind. Aukerdem ist O7(3) ~ Ca x PQ27(3).2,
also operiert PQ7(3) auf einem 7-dimensionalen Vektorraum V iiber GF'(3). Wir zeigen, dass
selbst GL3(7) keine solche Untergruppe U hat.

Seien Hiy,..., Hi5 die 15 Hyperebenen in U. Da U teilerfremd auf der abelschen Gruppe V
operiert, liefert [KS, 8.4.2.] jetzt V = Cy (U)&® [V, U], dabei ist V := [V, U] sowohl unter U als
auch unter Ny /7 (U) invariant und es gilt C(U) = 0. Nun operiert die elementarabelsche
2-Gruppe U fixpunktfrei auf dem GF(3)-Vektorraum V', mit 1.24 folgt daher

15
V =P Cy(H).
=1

Da alle Hyperebenen H; unter Ny 7(x)(U) konjugiert sind, ist insbesondere dim(Cy (H;)) =

\%4
dim(Cy (Hy)) fiir alle 4, j € {1,...,15} und dies fiihrt uns zu

7= dim(V) = dim(Cy (U)) + dim(V') = dim(Cy (U)) + 15 - dim(Cy (Hn)).
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Folglich ist dim(Cy(Hy)) = 0 und dim(Cy(U)) = 7. Das bedeutet aber [V,U] = 1, ein
Widerspruch zu 1 # U < GL(V). Insgesamt ist also K/Z(K) 2 PQ7(3) O

4.25 Lemma: K/Z(K) ist nicht isomorph zu PQg (3).

Beweis: Wir werden hier eine dhnliche Strategie wie in 4.24 verfolgen, allerdings wird die-
ses Vorgehen ein wenig durch die Tatsache erschwert, dass PQg (3) leider nicht auf einem
8-dimensionalen G'F(3)-Vektorraum operiert und auch nicht notwendig K < Oy (3) folgt.
Wir nehmen wieder an, dass K/Z(K) isomorph zu PQg (3) ist. Dann erhalten wir wegen
|PQF(3)|2 = 2'2 mit 4.4 (e) erneut, dass n = 3 ist. Weiterhin gibt es in K/Z(K) mit 4.23
wieder eine elementarabelsche Untergruppe W der Ordnung 2%, deren Normalisator eine Un-
tergruppe A enthilt, die sowohl transitiv auf den nicht trivialen Elementen als auch auf den
Hyperebenen von W operiert und fiir die A /C Z(W) = Ag ist.

Wir betrachten nun die Gruppe H := SOg (3), die auf einem 8-dimensionalen GF(3)-
Vektorraum V' operiert. Sei dabei 1 # xz € Z(H). Dann ist z = —id und H/(z) hat eine
Untergruppe vom Index 2, die zu K/Z(K) isomorph ist. Folglich hat also H eine Untergrup-
pe W der Ordnung 2° mit z € W so, dass W/(x) elementarabelsch ist und jeweils alle nicht
trivialen Elemente und alle Hyperebenen von W/(x) in einer Untergruppe A < Ny (W)
mit A/Ca(W/(x)) = Ag konjugiert sind. Wir zeigen, dass bereits W elementarabelsch
ist. Anderenfalls gibt es ein Element v € W mit v? = z. Dann enthilt die Nebenklasse
v(x) = {v,vz} = {v,v7} nur Elemente der Ordnung 4. Da alle nicht trivialen Elemente von
W/{z) in H konjugiert sind, enthélt sogar fiir jedes w € W \ (z) die Nebenklasse w(z) nur
Elemente der Ordnung 4 und folglich ist = die einzige Involution in W. Das ist aber z.B. mit
5.3.7. in [KS] nicht méglich. Also ist W eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung 2°.
Wir betrachten die Operation von A auf den 31 Hyperebenen von W. Es gibt 15 solcher
Hyperebenen ﬁl, e ﬁlg,, die x enthalten, und die Menge {I;H, - ﬁlg,} ist wegen z € Z(H)
unter A invariant.

Wir werden nun die Operation auf den restlichen 16 Hyperebenen Hy, ..., Hig untersuchen
und dabei mogliche Bahnldnge von A auf Q := {Hy,..., Hig} ermitteln.

Wir wissen, dass A/Cy(W/(z)) = Ag ist. Auberdem ist A/C4(W) wegen [z, A] = 1 iso-
morph zu einer Untergruppe eines Punktstabilisators B in Aut(W) = GL5(2) und B hat
die Form 2% : GL4(2), wobei O2(B) ein natiirlicher Modul fiir B/O9(B) ist. Es ist Oz(B) =
Cp(W/(z)), daher gilt insbesondere Ca(W/(x))/Ca(W) = O2(A/Ca(W)) < Oz(B). Die
Gruppe B/O3(B) = GL4(2) = Ag enthélt nur eine Konjugiertenklasse von Untergruppen
isomorph zu Sp4(2) = Ag = A/Ca(W/(z)), und da jede dieser Untergruppen irreduzibel auf
O2(B) operiert, ist nun entweder O2(A/C4(W)) =1 und damit A/C4(W) = Ag oder es ist
OQ(A/CA(W)) = OQ(B) und dann A/CA(W> ~ 24.A6.

Im zweiten Fall ist bereits Oo(A/C4(W)) transitiv auf ). Betrachten wir also den ersten Fall.
Untergruppen von Ag mit Index kleiner oder gleich 16 haben Index 1, 6, 10 oder 15, folglich
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kommen nur diese Zahlen als Bahnldngen von A auf Q) infrage. Aufserdem kann A maximal
einen Fixpunkt auf Q haben, denn anderenfalls seien 0.B.d.A. H; und Hs unter A invariant.
Dann ist (H; N Ha) + (x)/(z) eine Hyperebene in W/(z), die von A normalisiert wird, ein
Widerspruch. Demnach zerféllt €2 in diesem Fall entweder in zwei Bahnen der Linge 1 und
15 oder in zwei Bahnen der Lange 6 und 10.

Nun wenden wir wieder 1.24 auf V und W an und erhalten

15 16
W] = EB Crvw)(H;) © @ Crv,w)(H;)
i=1 =1

Fiir i € {1,...,15} ist 2 = —id € H;, also ist [V, W] =V und C[V’W](fli) = 0. Die moglichen
Bahnldngen von A auf den restlichen Hyperebenen Hi,..., Hig liefern die Existenz eines
Paares (a,b) € {(0,16), (1,15),(6,10)} und 4,5 € {1,...,16}, fiir die

8 = dim(V) = a- dim(Cy(H;)) + b - dim(Cy (H;))

gilt, was lediglich fiir (a,b) = (1,15), dim(Cy(H;)) = 8 und dim(Cy(H;)) = 0 mdglich
ist. Allerdings ist dann [V, H;] = 0 und wir erhalten unseren abschliefenden Widerspruch.
Folglich ist K/Z(K) 2 PQg (3). |

Insgesamt halten wir also fest:

4.26 Satz: Ist K/Z(K) isomorph zu einer Gruppe vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik,
so ist K/Z(K) = PSU4(3). Auferdem ist dannn = 3, Oz(M) = Y und es gilt Ng(Q) £ M.

Beweis: Da wir alle anderen Gruppen ausgeschlossen haben, muss K/Z(K) = PSU4(3)
sein. Dann ist insbesondere |K/Z(K)|s = 27, also liefert uns 4.9 (b) schon O2(M) = Y;. Nun
folgt n = 3 aus 4.8 und zuletzt ist Ng(Q) £ M laut 4.20 (b). |

Als Zusammenfassung dieses gesamten Kapitels notieren wir noch:
4.27 Satz: Es gilt genau einer der folgenden drei Fille:
(a) K/Z(K) ist isomorph zu Fige und es ist n = 3 und Oz(M) > Y)y.
(b) K/Z(K) ist isomorph zu BM und es ist n <5 und O2(M) > Y)y.
(c) K/Z(K) ist isomorph zu PSU4(3) und es ist n = 3 und Oa(M) = Y. Aulerdem ist
(@) £ M.
Beweis: Da G nach Voraussetzung eine Ko-Gruppe ist und K in Cg(y) liegt, ist K/Z(K)
eine ,bekannte* einfache Gruppe. Mit 4.15 und 4.18 ist K/Z(K) zu keiner alternierenden

Gruppe und keiner Gruppe vom Lie-Typ in Charakteristik 2 isomorph. Daher folgt die Be-
hauptung mit 4.17 und 4.26. O
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Kapitel 5

Die Falle K/Z(K) = Fig und
K/Z(K)~ BM

Nach unseren vorigen Untersuchungen ist K/Z(K) isomorph zu PSU4(3), Fise oder dem Ba-
bymonster. In diesem Kapitel wenden wir uns den beiden sporadischen Gruppen zu, wihrend
wir PSU4(3) im néchsten Abschnitt behandeln werden.

Wir nehmen hier also an:

5.1 Voraussetzung: Es sei K/Z(K) isomorph zu Fiss oder BM.

Wir werden zeigen, dass in diesen Féllen F*(G) isomorph zu F'i%, bzw. dem Fischer-Griess-
Monster Fj ist. (Anmerkung: Wir verwenden hier fiir das Monster die Bezeichnung Fj statt
M, um mogliche Verwechslungen mit der Untergruppe M zu vermeiden.)

5.2 Lemma: Es gilt:

(a) Esist Z(K) = (y) und Cg(y) = Ng(K).
(b) Ist K/Z(K) = BM, so ist Cq(y) = KCq(K).
(c) Ist K/Z(K) = Fig, so hat KCqg(K) hochstens Index 2 in Cg(y). Es gibt also ein

T € Cq(y) mit 72 € KCq(K) und Cg(y) = KCg(K)(t). Dabei kann 7 € Cg(z)
gewdhlt werden.

Beweis: Der Schurmultiplikator von Fiso hat die Ordnung 6, wahrend der Schurmultipli-
kator von BM die Ordnung 2 hat. Nach 4.4 (a) ist y € Z(K) und Z(K) ist eine 2-Gruppe,
folglich muss Z(K) = (y) sein. Insgesamt ist daher Cg(y) < Ng(K) < Ng(Z(K)) = Ca(y),
das ist (a).
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Weiter ist Ng(K)/Cq(K) = Ce(y)/Cq(K) isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K), die
KCq(K)/Cq(K) = Inn(K) enthalt. Im Falle K/Z(K) = BM ist Out(K) = 1, also folgt
Ng(K) = KCg(K) und damit (b). Ist hingegen K/Z(K) = Fisa, so hat Out(K) Ordnung
2 und wir erhalten |Cq(y) : KCq(K)| < 2. Sei nun S € Syla(Ca(y)) wie in 3.4, dann ist
z € Z(S) und es gilt Cq(y) = KCq(K)S. Folglich kénnen wir ein 7 wie in der Behauptung
in S < Cg(z) wihlen und es folgt (c). O

5.3 Satz: Es gelte 5.1. Dann ist Cq(K) = (y), oder es ist K/Z(K) = Fisp und Cq(K) ist
elementarabelsch der Ordnung 4.

Beweis: Wir haben in 4.12 (b) gezeigt, dass Cq ({y, z)) von @ normalisiert wird. Also liegt
@ auch im Normalisator des auflésbaren Residuums Cg ((y, 2))) von Cg ((y,z)). Wir be-
stimmen nun Cg ({y, ).

Sei zunichst K/Z(K) = BM, nach 5.2 (a) ist dann also K = 2. BM. Mit 5.2 (b) folgt jetzt
Ca ((y,2)) = Ca(y) NCa(z) = (KCq(K)) NCq(z) = (KN Cq(2)) Ca(K) = Ck(2)Cq(K).
Weil Cg(K) laut 4.13 (c) eine 2-Gruppe ist, erhalten wir nun

Ca ({y. 2)™) = (C (2)Ca(K)) ™) = C(2)) Ca (k) ™) = e (2)).

Mit 4.4 (c) ist z eine 2-zentrale Involution in K, die nicht in Z(K) liegt. Mit Hilfe von [Atl]
stellen wir fest, dass es in BM nur eine Klasse 2-zentraler Involutionen gibt und folglich
gilt Cx(z) ~ 2- (21722 Coy), insbesondere ist C(2) perfekt und wir erhalten insgesams

Ca ({y,2)) > = Cie(2).
Nun normalisiert Q mit Cg ((y, 2)) und Cq ((y, 2)) ) = Cx(z) auch

Ceoe(,2) (Ck(2)) = Ca ((y,2)) N Ca(Ck(2)) = (Ck(2)Ca(K)) N Ca(Ck(2))
= Z(Ck(2))Ca(K).

Es ist Z(Ck(z)) = (y, 2) und folglich gilt
Cegy,2) (Ck(2)) = (y,2)Ca(K) = (2) x Cg(K).
Sei nun g € @ \ Cg(y), dann ist nach 4.13 (b) schon Cq(K) N Cq(K)Y = 1. Zusitzlich ist
Ca(K)? < Coyiy,)) (Cr(2)) = (2) x Ca(K),
was zu |Cq(K)| < 2 fithrt. Weil y € Cq(K) ist, folgt jetzt Cq(K) = (y).

Nehmen wir also nun K/Z(K) = Figy an. Wir gehen analog zu oben vor, verwenden 5.2 (c)
und erhalten

Ca ({y,2)) = Ca(y) N Ca(z) = Ck (2)Ca(K)(T).

o6



5. Die Fille K/Z(K) = Fiy und K/Z(K) =~ BM

Folglich ist Ce; ((y, 2)) < Ck (2)Cq(K) und es ergibt sich wieder Ce ((y, 2))™ = C(2)>),
Erneut erhalten wir aus [Atl], dass auch Fliss genau eine Klasse 2-zentraler Involutionen
hat und daher Ci(z) ~ 2. ((2 x 217®) : SU4(2) : 2) ist. Es folgt |Ck(2) : Ck(2)'| = 2 und
Ck(z) ist perfekt, insgesamt gilt also Cg ((y, 2))*) = Ck(z)’. Wir betrachten nun wieder
die Untergruppe

CC’(;(@,Z)) (CK(Z>,) = CG(K) ’ Z(CK(Z)/)’

die von @ normalisiert wird. Dabei ist Z(Ck(z)") elemetarabelsch der Ordnung 8 und enthélt
natiirlich (y, z). Also gibt es insgesamt eine Vierergruppe V < K mit

Cou(tyy) (Cr(2)) =V x Cg(K).

Weil wie oben fiir g € Q\Cq(y) wieder Cq(K)NCq(K)Y = 1und y € Cg(K) ist, muss Cg(K)
isomorph zu einer nicht trivialen Untergruppe von V sein und es folgt die Behauptung. O

5.4 Korollar: Ist K/Z(K) = BM, so ist Cq(y) = K =22-BM.
Ist K/Z(K) = Figg, so ist Cg(y) =2 Fi22,2 . Fi22.2,2 X 2 - Figg oder (2 X 2 - Figg) 2.

Beweis: Dies folgt aus 5.2 und 5.3. O

Wir wollen nun Theorem 4.2 und Theorem 5.2 aus [DS| benutzen, um zu zeigen, dass F*(G)
isomorph zu Fy bzw. Fi, ist. Dazu bendtigen wir zuerst die Definition einer Standardunter-
gruppe, die wir aus [As3] entnehmen:

5.5 Definition: Eine quasieinfache Untergruppe A der endlichen Gruppe H heifst Standard-
untergruppe von H, wenn gilt:

(a) Es ist [A, A9] # 1 fiir alle g € G,
(b) |Cq(A)| ist gerade und |Cq(A) NCq(A)Y] ist ungerade fiir alle g € G\ Nq(Cq(A)) und

(¢c) Ng(A) = Ng(Ca(A)).

Wir halten fest:

5.6 Lemma: Es gelte 5.1 und essei H < G mit K < H. Ist zusétzlich Cy(K) = Z(K) = (y),
so ist K eine Standarduntergruppe von H.

Beweis: Wegen |Cy(K)| =2ist Cy(K)NCy(K)? =1fir alle g € H\ Nyg(Cu(K)). Gibe
esein g € H mit [K, K9] = 1, so wére insbesondere K9 < Cy(K) = (y) und wir erhalten einen
Widerspruch. Zudem liefert uns 5.2 (a) schon Ny(Cu(K)) = Nu((y)) = Cu(y) = Nu(K).

(]
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Aufierdem werden die beide Sétze aus [DS], die wir hier benutzen wollen, unter Verwendung
der Voraussetzung ,,Hypothesis K formuliert, die besagt:

Ist H eine endliche Gruppe, F*(H) einfach und z eine 2-zentrale Involution von H, fiir die
F*(Cg(z)/(x)) einfach ist, so ist F*(Cy(x)/(x)) eine bekannte einfache Gruppe.

Wir zeigen zunéchst:

5.7 Lemma: Sei U < G. Dann gilt die in [DS] formulierte ,Hypothesis K in U und in
Cu(p)/{p) fiir jedes Element p € U der Ordnung 3.

Beweis: Weil U eine Ko-Gruppe ist, gilt ,Hypothesis K“ in U.

Seien p € U von der Ordnung 3 und t(p) € Cuy(p)/{p) eine Involution. Dann koénnen
wir annehmen, dass t € Cpy(p) eine Involution ist. Nun folgt mit [KS, 8.2.2. a)| schon
Ceyp)/(0)(tp)) = (Culp) NCu(t)) /(p) und wieder kénnen wir die Ko-Hypothese verwen-
den, um die Behauptung zu folgern. O

5.8 Satz: Essei K/Z(K) % BM. Dann ist G = Fy und M/Oy(M) = Qf(2), auBerdem liegt
Y nicht in Q.

Beweis: Mit 5.4 und 5.3 erhalten wir Cg(y) = K und Cg(K) = (y). Nun liefert uns 5.6,
dass K eine Standarduntergruppe von G mit |Z(K)| =2 und K/Z(K) = BM ist, aukerdem
ist F*(G) laut 3.9 einfach. Zusammen mit 5.7 sind somit alle Voraussetzungen von Theorem
5.2 in [DS] erfiillt und wir erhalten, dass G vom Fi-Typ ist. Das Hauptergebnis aus [GMS]
liefert dann G = F7.

Also hat G genau eine Klasse 2-zentraler Involutionen und es folgt Ci(z) ~ 21++24 -Coy. Mit
2.5 erhalten wir nun @ = O3(Cg(2)), insbesondere ist Q) extraspeziell mit Q' = (z).

Wir setzen jetzt V := [Yr,0?(M)]. Dann ist V £ @ und insbesondere Yy £ @, denn nach
2.2 (g) ist [V, Q] = 2+, aber es gilt Q' = (2). Mit 2.2 (h) ist VNQ = z* und folglich gibt es ein
teVmit V=(VNQ){) =z (t). Wegen V<M ist auch VQ/Q = (1)Q/Q = (tQ) normal
in Ny (Q)/Q = Cp(2)/Q. Zudem enthilt M eine Sylow-2-Untergruppe von G, folglich ist tQ
eine 2-zentrale Involution in Cg(2)/Q = Cg(z)/02(Cq(z)) = Coy. Dabei hat Co; ebenfalls
nur eine Klasse 2-zentraler Involutionen, weshalb wir Ce,(.)/0(tQ) ~ 2178 . QF(2) erhalten.
Nun operiert Cey,(.)/(tQ) auf der elementarabelschen Gruppe [tQ,Q/(z)] = 2 /(z) der
Ordnung 2°"~2. Wire n < 4, so wiirde Cc, () /o (tQ) trivial auf 21 /(z) operieren, weil GLg(2)
schon aus Ordnungsgriinden keinen Abschnitt isomorph zu Q§(2) hat. Dann wére aber auch
[Cr(2)/Q, 2+ /(2)] = 1, was sicherlich nicht der Fall ist. Folglich muss n > 5 sein und 4.17
liefert uns nun n = 5.

Dann ist Cp(z)/O2(Chr(z)) nach 1.7(b) isomorph zu Qg(2) oder Og(2), gleichzeitig aber
auch isomorph zu einem Abschnitt von Cey, (2o (tQ) = 2?8 - Qg (2). Damit folgt € = + und
Cu(2)/02(Cr(2)) =2 Qf (2), was schlieflich auch zu M/O2(M) = Q7 (2) fiihrt. O
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Wir miissen in diesem Abschnitt also noch den Fall K/Z(K) = Fiss behandeln. Satz 5.3
zeigt uns, dass dann Cg(K) entweder Ordnung 2 hat oder elementarabelsch der Ordnung 4
ist. Zunéchst behandeln wir den leichteren Fall Cq(K) = (y) und erhalten:

5.9 Satz: Sei K/Z(K) = Fiyy und Cq(K) = (y). Dann ist G = Fil, und M/Oy(M) ist
isomorph zu QF (2) & As. Auferdem liegt Y nicht in Q.

Beweis: Laut 5.6 ist K eine Standarduntergruppe von G mit |Z(K)| = 2. Zusammen mit
3.9 und 5.7 sind somit alle Voraussetzungen von Theorem 4.2 in [DS] erfiillt und wir erhalten
G = Figz oder G = Fiy,. Wire G isomorph zu Figs, so wire |G : K| = |G : Cg(y)| ungerade
und damit y eine 2-zentrale Involution in G, was aber 3.10 widerspricht. Also ist G & Fi),.
Nun ist z ein 2-zentrales Element in G und [Atl] zeigt uns, dass Fi5, nur eine Klasse 2-
zentraler Involutionen hat und daher Cg(z) ~ 21712 . 3PSU4(3).2 ist. Mit 2.5 erhalten wir
mun Q = Oa(Cg(z)) = 2412 und wegen [[Yar, 02(M)], Q) “2¥ 21 > (2) = Q' ist Yar £ Q.
Nach 4.17 ist n = 3. Wir betrachten jetzt Cp(z) = Ny(Q) und wir nehmen zunéchst an,
dass € = — ist. Laut 1.7(b) ist dann Cy(z)/O2(Ch(z)) isomorph zu Q) (2) = As oder
Oy (2) = 5. Weiterhin enthélt Cps(z) die Sylow-2-Untergruppe S von G = F'i5, und es folgt
|S| = 221, Damit ist insgesamt |Cys(2)/Q| = 28 -3-5. Es ist Cj/(2)/Q eine Untergruppe von
Ca(2)/Q = Cq(2)/02(Cq(z)) =2 3PSU4(3).2. Weil As kein zentrales Element der Ordnung
3 hat, miisste dann PSU4(3) eine Untergruppe der Ordnung 27 - 3 - 5 haben. Seite 52 in [At]]
zeigt nun, dass PSU,(3) lediglich zwei (isomorphe) Klassen maximaler Untergruppen hat,
deren Ordnung durch 27 - 3 - 5 teilbar ist, diese haben die Struktur 2* : Ag und konnen die
gesuchte Untergruppe nicht enthalten, weil Ag keine Untergruppe vom Index 3 hat. Somit
erhalten wir einen Widerspruch und es folgt € = +.

Wir wollen noch zeigen, dass M/Oz(M) isomorph zu QfF (2) & Ag und nicht zu OF (2) & X
ist. Dazu verwenden wir die Liste der maximalen Untergruppen von G = Fi),, die wir z.B.
in [LW] finden, und erhalten, dass die einzigen maximalen Untergruppen von F'i%, mit un-
geradem Index die Gestalt 2678 (X3 x Ag), 23412 (PSL3(2) x Ag), 21712 - 3PSU4(3).2 und
21 My, haben. Eine Untergruppe aus den ersten beiden Klassen enthilt modulo ihrem grof-
ten 2-Normalteiler keinen Abschnitt isomorph zu Xg, eine Gruppe aus der dritten Klasse
hat ein zentrales Element der Ordnung 2, aber es ist Z(M) = 1, und fiir die letzte Klasse
verwenden wir S. 96 in [Atl] und stellen fest, dass auch My, keine parabolische maximale
Untergruppe H hat, fiir die H/O2(H) eine g involviert. Somit folgt die Behauptung. O

Wir werden nun im restlichen Teil dieses Abschnitts den letzten verbleibenden Fall untersu-
chen. Es gelte also:

5.10 Voraussetzung: Von nun an sei K/Z(K) isomorph zu Fisy und Cg(K) eine Vierer-
gruppe. Sei dabei v € Cq(K) mit Cq(K) = (y,v).
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5.11 Lemma: FEs gilt:

(a) Esist n=3.

(b) Es ist [v,Ca(y)] = (y)-

(c¢) Es ist |Ca(y) : KCq(K)| = 2, also ist 7 in 5.2(c) nicht in KCq(K) enthalten und

Ca(y) induziert die volle Automorphismengruppe auf K = 2Figs.

(d) Die Involution v liegt in O2(M).

(e) O2(M) liegt in KCq(K) = K x (v).

(f) Es gilt v € Yy \ [Yar, O*(M)).

(g) Es ist € = + und Y}y ist ein Faktormodul der Ordnung 27 des natiirlichen Permutati-

onsmoduls fiir OT(6,2) = 3.

Beweis:

(a)
(b)

()

Dies folgt aus 4.17.

Nach 3.3 liegt v nicht in Z(Cg(y)). Weiterhin operiert Cg(y) trivial auf der Gruppe
Ca(K)/(y) der Ordnung 2, also folgt [v, Ca(y)] = (v).

Laut 5.2 (c) ist |Cq(y) : KCq(K)| < 2. Angenommen, es ist Cg(y) = KCq(K). Dann
ist Cq(K) < Z(Cg(y)) und damit insbesondere [v, Ca(y)] = 1, ein Widerspruch zu (b).

Wegen [v,Cq(y)] = (y) normalisiert v alle Untergruppen von Cg(y), die y enthalten.
Insbesondere ist also v € Ng(O2(M)). Dabei ist M < Ng(O2(M)) € L(S). Danach 1.5
auberdem M € 9M(S) ist, folgt schon v € Ng(O2(M)) < MCq(Yar). Nun enthélt M
eine Sylow-2-Untergruppe von G und damit auch von MCq(Yyy), also gibt es Elemente
c € Cg(Yy) und m € M mit v € M. Es folgt v© € M und weil ¢ € Cg(Yyr) < Ca(y)
ist, gilt laut (b) zudem v¢ € {v, vy}, weshalb sich insgesamt v € M ergibt.

In der hier betrachteten Situation ist Ya; < Oa(M) laut 4.17, demnach liefert uns 1.13
fiir eine Sylow-2-Untergruppe S von Cg(y) schon Yy, 0*(M)] < ®(Oo(M)) < ®(S).
Weil Cg, () (v) = K x (v) Index 2 in Cg(y) hat, ist auch ®(S) in Ccg(y) (v) enthalten.
Daher gilt [v, [Yas, 0*(M)]] = 1 und weil Cp/([Yar, O?(M)]) = Oo(M) ist, folgt die
Behauptung.

Angenommen, O(M) liegt nicht in KCq(K) = K x (v). Dann hat C/(y) N (K Cq(K))
Index 2 in Cys(y) und es gilt

Cu(y) = O2(M) (Cu(y) N (K(v))) = O2(M)(Cu(y) N K)(v) = O2(M)(Cu(y) N K).
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Damit folgt nun

Cu(y)/O02(M) = O2(M) - (Crn(y) N K)/O2(M)
= (Cu(y) N K)/(Culy) NK)NO(M) = (Cu(y) N K)/(O2(M) N K).

Setze U := K N Cy(y). Nach 1.7 (c) ist Cpr(y)/O2(M) = g oder ¥g x 2, also ist
U/O2(U) = 6. Auferdem gilt |K : Uly < 2 laut 4.6 und daher ist |Oy(U)| > 2'3.
Wir verwenden nun [KW], um zu zeigen, dass 2F'ige keine solche Untergruppe besitzt.
Denn aus Ordnungsgriinden miisste U/(y) in einer maximalen Untergruppe der Form
2PSUG(2), 210 : Moo, (2 x 2178 1 SU4(2)) : 2 oder 2°78(23 x Ag) liegen. Dabei enthilt
2518(¥3 x Ag) keinen Abschnitt isomorph zu Xg. Und indem wir den Satz von Borel-
Tits auf PSUg(2) und SU4(2) anwenden und die [Atl]-Informationen zu My benutzen,
erkennen wir, dass U auch in keiner maximalen Untergruppe aus den verbleibenden
Klassen liegen kann und wir erhalten einen Widerspruch.

(f) Wegen O2(M) < K -Cg(K) = K x (v) folgt insgesamt [O(M),v] = 1. Zusammen mit
1.10

(d) ist nun v € 2 (Z(02(M))) = Yar. Laut 4.2 gilt zuletzt Cly,, 02(an)(K) = (y), also
ist v € Y \ [Yar, O?(M))].

(g) Lemma 1.11 zeigt, dass Yy > [Yar, O?(M)] nur in dem angegebenen Fall moglich ist.

d

5.12 Korollar: Mit den Bezeichnungen aus 1.11 kénnen wir ohne Einschrankung annehmen,
dass v = vg ist.

Beweis: Esist v € Cly,, o2(n)(K), nach 4.2 ist y = U708 € Cly,, o2y (K) < (07, 7s), also
erhalten wir v € {v7,7g}. Da alle bisherigen Aussagen richtig bleiben, wenn wir v durch vy

ersetzen, konnen wir v = vg annehmen. O

Als néchstes bestimmen wir Cg(v). Wir erhalten:

5.13 Lemma: Es sei T € Sylo(K) mit z € Z(T'), also T € Syla(Ck(z)). Dann gilt:

(a) Esist (v) x T € Syla(Ci(v)).
(b) Es existiert eine Untergruppe H < Cg(v) mit Cg(v) = (v) x H.
(c) H ist isomorph zu Fios.

(d) Die Involution v ist in G kein Quadrat.
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Beweis:

(a)

Angenommen, es existiert eine Sylow-2-Untergruppe 7' von Ca(v) mit (v) xT < T. Sei
dann o € Nz ((v) x T) \ ((v) x T).

Weil T' eine Sylow-2-Untergruppe von K = 2Fi9s ist und z im Zentrum von T liegt,
gilt Z(T') = (y,z) < ®(T). Dann ist die Gruppe

Z((0) x T)N@((v) x T) = ((v) x Z(T)) N &(T) = (y, 2)

invariant unter o. Dabei ist 0 ¢ Cg(y) und y ist nach 1.18 nicht zu z konjugiert, also
muss y° = yz sein. Sei nun g € @ \ Cg(y), dann ist ebenfalls yg_1 2 yz und demnach
gilt g € Ci(y). Mit 5.11 (b) ist dann v = v?9 € {v,vy} und daher insbesondere
Ca(K)NCq(K)? # 1, im Widerspruch zu 4.13 (b).

Weil (v) normal in Cg(v) ist und ein Komplement T' in einer Sylow-2-Untergruppe
von Cg(v) hat, gibt es nach dem Satz von Gaschiitz (siehe z.B. 3.3.2. in [KS]) ein
Komplement H zu (v) in Cg(v).

Es ist K < Cg(v) und demnach auch K < H. Zudem ist Cy(K) = Cq(K) N H =
(y,v) N H = (y), daher ist K mit 5.6 eine Standarduntergruppe von H.

Wir zeigen nun, dass F*(H) einfach ist. Weil 7' < K eine Sylow-2-Untergruppe von
H ist, folgt O2(H) < O2(K) = (y). Wire O2(H) = (y), so wirde y € Z(H) und
damit y € Z(Cg(v)) folgen, allerdings gibt es z.B. Elemente aus M, die zwar v = 7g
zentralisieren (siehe 5.12), aber nicht y. Folglich ist O2(H) = 1.

Sei nun p # 2 eine Primzahl und P := Q;(Z(0,(H))). Wir nehmen an, dass P # 1
ist. Dann operiert K auf P und Cp(y) = P N Cg(y) ist eine p-Untergruppe, die von
K normalisiert wird. Wegen Cg(y) U (KCq(K))(r) schliefen wir Cp(y) = 1 und
folglich wird P von y invertiert. Sei nun m ein Element von M, das auf [Yas, O?(M)] wie
(5,6,7) € Ag operiert. Dann ist m € Cg(v) und demnach liegt auch K™ in H, wobei
Z(K™) = (y™) ist. Mit demselben Argument wie oben wird P auch von y™ invertiert
und daher ist P < Cg(yy™) = Cq(v507). Nun gibt es ein ¢ € M mit T307 = y9,
also ist P < Cg(y)? und weil K jede Sylow-p-Untergruppe von Cg(y) enthélt, muss
P < K9 sein. Laut Tabelle 5.6.1 auf S. 303 in [GLS3] ist m3(K) = 6, ms(K) = 2 und
mg(K) = 1 fiir alle Primteiler ¢ von K mit ¢ > 7. Sei |P| = p*. Damit K auf P nicht
trivial operieren kann, miisste K isomorph zu einer Untergruppe von G L (p) sein, fiir
die mdogliche Werte von p und k ist das allerdings schon aus Ordnungsgriinden nicht
der Fall. Daher ist P =1 und dann auch O,(H) = 1.

Also ist F*(H) das direkte Produkt einfacher Gruppen Ly, ..., Ly fiir ein k& € N. Da
nach 1.25 jedes L; durch 4 teilbare Ordnung hat und K eine Sylow-2-Untergruppe von
H enthélt, ist |K N Lq| > 4, was sofort zu K < L; und dann zu k = 1 fiihrt. Also ist
F*(H) einfach.
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Die in [DS] formulierte ,Hypothesis K* gilt laut 5.7 in Cg(v), also konnen wir jetzt
[DS, Theorem 4.2] anwenden und erhalten H = Fisg oder H = Fi,,. Weil K eine
Sylow-2-Untergruppe von H enthalt und |Fib,|a > |2Fig2|2 ist, folgt die Behauptung.

(d) Gébe es g € G mit g% = v, so wiire g € C(v). Da v auf Grund von (b) kein Quadrat
in Cg(v) ist, ist v also auch kein Quadrat in G.

5.14 Lemma: Es ist M/Oy(M) = Qf (2) = As.

Beweis: Nach 5.11 (a) und (g) ist (2n,¢) = (6,+). Wir nehmen M/O2(M) = OF (2) = X
an. Laut 5.12 ist v = vg und damit gilt Cys(v)/O2(M) = X7. Weiter ist

Carw) = M N Ca(v) = M N ((0) x H) = (0) x (MO H) = (v) x (Car(v) N H).

Daher enthélt Fisg = H = Cg(v)/(v) die Untergruppe U := Cys(v)/(v), fiir die

O2(U) = O2(M)/{v) und damit U/O2(U) = Cpr(v)/O2(M) = X7 gilt. Da laut 4.6 aukerdem
K« KN Cy(y)la < 2ist, (v) x (KNCuy(y)) in Car(v) liegt und |Kl|2 = |H|2 ist, folgt
auch |Fligs : Uly < 2. Wir verwenden nun die Liste der maximalen Untergruppen von Fliggz in
[KPW] und erhalten zusammen mit den [Atl]-Informationen zu PSUs(2), Mas, Mag, PSU4(2)
und PSL3(4), dass Fligs keine Untergruppe passender Struktur besitzt, hierbei kénnen wir
auch verwenden, dass wir im Beweis von 5.11(e) bereits gezeigt haben, dass die meisten
der zu betrachtenden Gruppen keine Untergruppe passender Ordnung mit einem Abschnitt
isomorph zu g haben. Dieser Widerspruch zeigt die Behauptung. O

5.15 Definition: Wir setzen R := O2(M)N K.

5.16 Lemma: Es gilt

(a) R ist normal in M. AuBerdem gilt R = O2(M) N H und O2(M) = R x (v).

(b) M/R ist isomorph zu Ag x 2.
Beweis:

(a) Esist Cy(y) < Ng(K) und O2(M) < Cuy(y), also ist auch R = O2(M) N K < Cuy(y).
Aufserdem liefern uns 5.11(d) und (e), dass v € Oz(M) und Ox(M) < (v) x K ist,
weshalb O2(M) = O2(M) N ((v) x K) = (v) x (02(M)NK) = (v) x R folgt. Laut
5.13(b) ist Cg(v) = (v) x H mit K < H und wir erhalten R = O2(M) N H. Nun gilt
Cy(v)=MNCgq(v) =Mn({(v) x H) = (v)x (M N H)und es ist Oo(M)NH<IMNH,
also ist R auch normal in Cps(v).

Weil Cr(v) und Ch(y) zwei verschiedene maximale Untergruppen von M sind, erhalten
wir nun R < (Cy(v),Crr(y)) = M und damit die Behauptung.
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(b)

Es ist M/Oy(M) = Ag nach 5.14 und daher gilt M/R ~ 2.As. Dabei enthélt M/R
die Untergruppe Cy(v)/R = ((v) x (M NH))/R = (v)R/R x (M NH) /R und weil
Cr(v)/O2(M) = A7 ist, folgt Car(v)/R =2 x A7. Laut 5.2.4. b) in [GLS3] enthalt die
quasieinfache Gruppe 2 - Ag keine Untergruppe 2 x Az, also muss M/R = Ag X 2 sein.

a

5.17 Definition: Wie wir oben gezeigt haben, ist M/R = Ag x 2. Nun sei U < M mit
U/R= Ag. Dann ist M : U| =2 und v ¢ U.

5.18 Lemma: Es gilt:

(a) Es gibt kein g € G mit v9 € Cy(v).

(b) Esistv ¢ G'.

Beweis:

(a)

Es ist Cy(v) < Cg(v) = (v) x H. Da R in H liegt und Cy(v)/R = A7 einfach ist, folgt
Cy(v) < H. Wir zeigen, dass v zu keinem Element von H = Fisg konjugiert sein kann.
Die Charaktertafel von Flias auf S. 178 in [Atl] zeigt, dass Fia3 genau 3 Klassen von
Involutionen hat. Elemente aus den Klassen 2B und 2C sind Quadrate von Elementen
aus den Klassen 4A bzw. 4B, allerdings ist v laut 5.13 (d) kein Quadrat. Fir jedes
Element x aus der verbleibenden Klasse 2A ist Cy(z) = 2 - Fisg = K = Ci(y),
also ist x in H zu y konjugiert. Allerdings kann v nicht zu y konjugiert sein, da
Ca(y) ~ (2 X2 Fig).2 und Cg(v) = 2 X Figg verschiedene Strukturen haben.

Sei Sp := SNU, dann ist |S : Sp| =2 und v € S\ Sp. Angenommen, v liegt in G’. Dann
zeigt Proposition 15.15. in [GLS2|, dass v in G zu einem x € Sy mit |Cg(z)| > |Cs(v)|
konjugiert sein muss. Es ist Cps(v)/O2(M) = A7 und SNChy(v) = Cg(v) ist eine Sylow-
2-Untergruppe von C)yy (v), also gilt |S : Cs(v)| = |Ag : Az7]o =23 > |S : Cg(z)|. Wie wir
oben gesehen haben, ist v zu keinem Element aus Cyy(v) konjugiert. Also ist insbesonde-
re z ¢ O2(M) und z hat auf den Vektoren {v1, v3, ..., Ug} keinen Fixpunkt. Folglich muss
xin U\ R liegen und xO2(M) muss einem Element vom Typ (1,2)(3,4)(5,6)(7,8) ent-
sprechen. Dann ist aber |Cy,, (z)| = 24 bzw. |V, : Cy,, ()| = 23, wegen |S : Cg(x)| < 23
folgt dann S = Cg(x)Yyy. Daher gilt [z,02(M)] < [z, 5] = [z, Y] < [Yar, O*(M)] we-
gen |Yas ¢ [Yar, O2(M)]| 2% 2. Also ist @ € Car(O2(M)/[Yar, O*(M)]), weil aukerdem
M/O9(M) = Ag einfach ist, erhalten wir M = Oo(M)Cy(O2(M)/[Yar, O?(M))]). Ins-
besondere operiert dann fiir jeden Primzahl p # 2 jede Sylow-p-Untergruppe P von
M trivial auf Oy(M)/[Yar, O?(M)]. Laut 1.13 ist [Yas, O?(M)] < ®(Oo(M)), deshalb
liefert 8.2.9. in [KS] nun sogar [P, [Yar, 0?(M)]] = 1, ein Widerspruch zu 1.10.

Also ist v ¢ G’ und es gilt die Behauptung.
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5. Die Fille K/Z(K) = Fiy und K/Z(K) =~ BM

Nun konnen wir abschliefend beweisen:

5.19 Satz: Es gelte Voraussetzung 5.10. Dann ist G isomorph zu Fisy. Aukerdem gilt dann
M/O2(M) = Qf (2) & Ag und Yy liegt nicht in Q.

Beweis: Laut 3.9 ist F*(G) eine einfach Gruppe. Weil F*(G') < F*(G) ist, muss also
F*(G') = F*(G) sein. Nun liegt v nach 5.18 (b) nicht in G’, daher ist C(K) = (y) und 5.6
liefert uns, dass K eine Standarduntergruppe von G’ ist. Mit 5.7 gilt die in [DS] formulierte
~Hypothesis K* auch in G’, wir kénnen also Theorem 4.2 aus [DS] anwenden und erhalten,
dass G’ isomorph zu Fligs oder Fif, ist. Weil G’ die echte Untergruppe H = Fis3 enthélt,
folgt schon G’ = F*(G) = Fib,. Weiter ist F*(G) = G’ < G und G/F*(G) ist isomorph
zu einer Untergruppe von Out(F*(G)) = Out(Fib,) = Co, somit erhalten wir insgesamt

G = Aut(Fil,) = Fizs. Wie im Beweis von 5.9 ist dann Q = 2172 extraspeziell und darum

2.2 (g)
Q = (2) <zt Sg [Yar, @], also liegt Ys nicht in @. Die restlichen Behauptungen folgen

aus 5.11 (g) und 5.14. O

Zuletzt fassen wir die Resultate dieses Abschnitts zusammen und erhalten:

5.20 Satz: Es gilt:

(a) Ist K/Z(K) = Figg, so ist M/Oo(M) = Qf (2) & As und G ist entweder isomorph zu
Fib, oder zu Fig,.

(b) Ist K/Z(K) = BM, so ist M/O(M) = Qf,(2) und G ist isomorph zu F}.

In beiden Féllen liegt Yas nicht in Q.
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Kapitel 6

Der Fall K/Z(K) = PSUy(3)

In diesem Kapitel wollen wir uns mit dem letzten verbleibenden Fall K/Z(K) = PSU4(3)
beschéftigen. Es gelte also von nun an:

6.1 Voraussetzung: Es sei K/Z(K) isomorph zu PSU,(3).

Wir wollen zeigen, dass F*(G) = PQJ(3) gilt. Dazu werden wir im folgenden Abschnitt
zunéchst die Moglichkeiten fiir den Isomorphietyp von M/O2(M ) weiter einschrinken, indem
wir € = + nachweisen. Anschlieffend werden wir die zu betrachtenden Situationen noch weiter
reduzieren und schlieflich eine zu Qgr(2) isomorphe Untergruppe von G konstruieren, die es
ermoglichen wird, das Hauptresultat aus [PS1]| zu verwenden. Dabei wird [MSW] ein sehr
niitzliches Hilfsmittel sein, was auch in [PS1] eine wesentliche Rolle spielt.

Die Ausfithrungen in Abschnitt 6.1 folgen dabei grob denn Ideen aus [Pr, Kapitel 5]. Varianten
von 6.6, 6.9 und 6.14 findet man ebenda. Auch einige Argumente aus 6.11 und 6.12 sind von
dort entnommen, diese wurden hier aber {iberarbeitet und stark vereinfacht.

Zunichst tragen wir noch einmal einige wichtige Resultate fiir die folgenden Untersuchungen
zusammen.

6.2 Lemma: Unter der Voraussetzung 6.1 gilt:

(a) Esist n =3 und O2(M) =Yyy.

(b) Der Normalisator von @ liegt nicht in M und @ ist eine extraspezielle Gruppe vom
+-Typ der Ordnung 2° mit Z(Q) = (z).

(c) Esist Ng(Q) = Cq(2).
(d) Es gilt QNYy = 2+,

(e) Esist QYar/Yar = O2(Crr(2)/Yar) elementarabelsch der Ordnung 24.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

Beweis: Laut 4.26 ist n = 3, Oz(M) = Yy und Ng(Q) £ M. Dann folgt aus 2.6
schon Q NYy = zt. Ferner liefert 2.9 auch Q = 2?8 und Z(Q) = (z). Weil @ eine
grofie Untergruppe ist, gilt zudem Ng(Q) = Ng(Z(Q)) = Ca(z). Zuletzt zeigt 2.2 (b), dass
QY /Yy = O2(Crr(2)/Yar) elementarabelsch der Ordnung 24 ist. O

6.3 Lemma: Sei R € Syl3(Ck(z)). Wir setzen V := Q/(z). Dann kénnen wir a,b € R so
wahlen, dass gilt:

e R=(a,b)

|Cy(a)| = |Cy (b)] = 2°

V.all = |[V,b]| = 22

[V,a] < Cy(b) und [V, 0] < Cy(a)

Fiir c € R\ ({a) U (b)) ist Cy(c) = Cy(a) N Cy(b) und |Cy(c)| = 2*.

Beweis: Der Zentralisator einer 2-zentralen Involution in PSU4(3) hat eine elementarabel-
sche Sylow-3-Untergruppe R der Ordnung 9. Wegen Cg(z) = Ng(Q) operiert R dabei auf
dem orthogonalen Raum V' vom +-Typ. Fiir Elemente ¢g(z) € V werden wir hier einfach kurz
g schreiben.

Es ist K < Cg(y), also zentralisiert R das Element § in V' und folglich normalisiert R auch
7+ und zentralisiert V/g (wobei wir hier 5~ = Cg(y)/(2) in V bilden, nicht in V). Laut
8.2.2. in [KS] gibt es nun ein Element 7 € V' \ y, das von R zentralisiert wird. Auferdem
ist 7 wegen y? = 1 ein singulirer Vektor in V. Also ist R isomorph zu einer Untergruppe
des Stabilisators P eines singuliiren Vektors in Aut(V) = Of (2), dabei ist P ~ 26 : g und
demnach operiert R auf V genauso wie eine Sylow-3-Untergruppe von Xg < P. Weil 7+ /(%)
der natiirliche Modul fiir 3g & Of (2) ist, kénnen wir a, b so wiihlen, dass gilt:

Gty (@) = 1Cq1 g (B)] = 2%, /@), al = 7" /@), 0] = 22,
7/ (@), a] < Cyt /(g (b) und [T/ (), b] < Cyt ) (@)
Auferdem ist dann fiir ¢ € R\ ((a) U (b)) auch Cyu () = Cyo (@) N Cyu g (b) von

der Ordnung 22. Wegen [, R] = 1 folgt nun mit erneuter Anwendung von 8.2.2. in [KS] die
Behauptung. O

6.4 Lemma: FEs gelte 6.1 und zusitzlich [Yy, O?(M)] = Y. Sei a € Cyp(2) = Ny (Q) so,
dass aYys € Cyp(2)/ Y eine Involution ist. Dann ist a® € z+ = Q NY)y.
Auferdem gilt dann: Ist w € Yy \ 2+, so ist wQ in Nyp(Q)/Q kein Quadrat.

Beweis: Zunichst gilt Yy = [Yar, O?(M)] < M. Laut 6.2 gilt Q = 2i+8 und QNYy = 2+,
auferdem ist QYas/Ya = O2(Cap(2)/Yar). Nun ist M’/ Yy, isomorph zu Qf (2) oder Qg (2),
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

beide Gruppen haben genau zwei Klassen von Involutionen und der grofte 2-Normalteiler
des Stabilisators eines singuldren Vektors enthélt jeweils Elemente aus beiden Klassen. Al-
so ist jede Involution von M'/Yj; zu einem Element in QYjs/Ya konjugiert. Es gibt ei-
ne elementarabelsche Untergruppe V' < @ der Ordnung 2% mit Q = 2V und es folgt
QY /Yy = VY /Y. Also enthélt jede Nebenklasse qYy € QYay/ Yy Involutionen, dem-
nach gibt es auch in der Nebenklasse aY)s eine Involution.

Nehmen wir nun an, dass a2 =weYy \ 21 ist. Dann gilt insbesondere Y, = 2+

x (w) und
es ist [w,a] = 1. Sei nun u € Y); beliebig, dann gibt es Elemente ug € z*+ und i € {0,1} mit

u = upw'. Wir erhalten

(au)? = augw'aupw’ = a*u(w") upw’ = wudw'ugw' = wulug.

Weil a € Cy(z) ist, normalisiert a auch z% und es gilt ulug € 2. Insgesamt ist daher

(au)? # 1, also enthilt die Nebenklasse aY)ys keine Involution, ein Widerspruch.

Wir nehmen nun an, dass es ein w € Yy; \ 2+ und ein g € O/ (2) = Npp(Q) mit ¢2Q = wQ

gibt. Dann kénnen wir g € 5N M’ annehmen. Da Cyp(2)/ Yy "2 Oo(Copr(2)/Yar) = Q5(2)

eine zerfallende Erweiterung ist, gibt es nun ein 77 < S N M’, fur das (SN M')/Yy =

O2(Crpr(2)/Yar) - T/Yn = QYa/Yar : T/Y)y ist. Also kénnen wir sogar g € T' annehmen

und es folgt, dass gYas € Cy(2)/Yas eine Involution mit g? € Yy \ 2+ ist, ein Widerspruch.
O

Wir werden im weiteren Verlauf dieses Kapitels die Gruppe Ng(Q)/Q genauer untersuchen.
Zur Verkiirzung fiihren wir folgende Notation ein:

6.5 Definition: Von nun an sei H := Ng(Q)/Q und X := Ny (Q)/Q.

Das folgende Lemma stellt einige grundlegende Informationen fiir die Gruppe H bereit.

6.6 Lemma: FEs gelte 6.1. Weiterhin sei a = |G|2/2°. Dann gilt:

(a) H ist isomorph zu einer Untergruppe von OF (2).
(b) Die Ordnung von H teilt a-3°-5%-7 und a - 3% ist ein Teiler von |H|.

(c) Esist Oy(H) = 1.

Beweis: Wegen Cg(Q) < Q ist H isomorph zu einer Untergruppe von Out(Q), dabei ist @
nach 6.2 (b) eine extraspezielle 2-Gruppe vom +-Typ der Ordnung 2'*® und laut I11.13.9 in
[Hu] ist dann Out(Q) isomorph zu Og (2). Folglich ist | H | ein Teiler von |OF (2)| = 2!3.35.52.7.
Da @ normal in einer Sylow-2-Untergruppe von G ist, gilt auch [H|s = |G|2/|Q| = |G|2/2°.
Zudem ist Q = 0y(Ng(Q)) und damit Oy(H) = 1.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

Weiterhin hat K/Z(K) = PSU(3) den Schurmultiplikator 3% x Cy, also ist y die einzige In-
volution in Z(K). Laut 4.4 (d) und (c) ist dann Ck(2)/Z(K) = Ck/z(x)(2Z(K)) und 2Z(K)
ist 2-zentral in K/Z(K). Weil der Zentralisator einer 2-zentralen Involution in PSU,(3) eine
durch 32 teilbare Ordnung hat, gilt dies also auch fiir Cx (2) < Cg(2) < Ng(Q) und demnach
auch fiir H. O

Das Urbild von Z(H/O(H)) in H wird mit Z*(H) bezeichnet. Es gilt:

6.7 Lemma: Sei v € Z*(H) eine Involution. Dann gibt es eine eine ungerade Primzahl p,
fiir die Op(H) # 1 ist.

Beweis: Laut 6.6 (c) ist O2(H) = 1, insbesondere ist x ¢ Z(H) und daher gilt O(H) # 1.
Weiter ist O(H) laut [FT] auflésbar und es folgt 1 # O,(O(H)) < O,(H) fiir eine ungerade
Primzahl p. O

6.1 Erste Reduktion: Die Bestimmung von ¢

Fiir unser weiteres Vorgehen wird es sehr niitzlich sein, die Struktur von M/Oy(M) = M /Yy
zu kennen und wir wollen dafiir in diesem Abschnitt zeigen, dass e = 4 ist. Dazu nehmen
wir e = — an und fiihren dies zu einem Widerspruch. Es gelte also:

6.8 Voraussetzung: In diesem Abschnitt sei K/Z(K) isomorph zu PSU4(3) und € = —.

Mit 1.11 erhalten wir mit € = — schon Yy, = [Yas, O?(M)]. Wir werden nun die Gruppe
H = Ng(Q)/Q genauer untersuchen.

Laut 1.7 (b) ist Cas(2)/Yym = AB mit A =~ 2% und B = O (2) & %5 oder B = Q) (2) & Aj
und nach 6.2 (e) ist QYas/Ya = A. Sei w € Yy mit Yy = 2+ x (w). Wegen 6.2 (d) und (c)
ist QN Yy = 2+ und Cr(2) = Ny (Q), also folgt X = Ny (Q)/Q = Cu(2)/Q ~ (wQ).X5
bzw. X ~ (w@®).As. Dabei liegt w@Q im Zentrum von X. Weiter gilt:

6.9 Lemma: Ist g ein Element der Ordnung 5 in X, dann operiert g fixpunktfrei auf Q/(z).
Insbesondere operiert also X fixpunktfrei auf Q/(z).

Beweis: Nach 1.7 (b) und 6.2 (e) sind 21/(z) und Q/z"* natiirliche O (2)-Moduln fiir X.
Nun hat der Stabilisator eines Punktes in GL4(2) die Form 23 : GL3(2) und damit insbeson-
dere nicht durch 5 teilbare Ordnung. Folglich ist g fixpunktfrei auf 2+ /(z) und auf Q/z* und
daher auch auf Q/(z). O
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6.1. Erste Reduktion: Die Bestimmung von €

6.10 Satz: Esist F*(X) = 2 x As. Insbesondere gilt: Ist M /Yy = Qg (2), so ist X = 2 x As
und H hat eine elementarabelsche Sylow-2-Untergruppe.

Beweis: Fiir M/O2(M) = Qg (2) ist X ~ 2.A45 und fiir M/O2(M) = Og (2) ist X ~ 2.5s,
also gilt F*(X) ~ 2.A45. Wir nehmen nun an, dass F*(X) = 2 - A5 quasieinfach ist. Dann
ist F*(X) auch in X’ < Npp(Q)/Q enthalten und fiir w € Yys \ 2+ ist wQ € Z(2 - As) ein
Quadrat, das widerspricht aber 6.4. a

6.11 Lemma: Sei U := A5 < F*(X) und sei p eine ungerade Primzahl. Ist P < H eine
p-Gruppe mit U < Ny (P), so ist P = 1. Insbesondere ist F(H) =1 und es gilt E(H) # 1.

Beweis: Wegen U N P = 1 ist mit 6.6 schon |P| € {1,3,32 33 3% 5 7}. Angenommen, U
operiert nicht trivial auf P. Dann ist Cpy(P) = 1 und weil ein Element der Ordnung 5 von U
auf Gruppen der Ordnung 3, 32,3, 5 oder 7 nur trivial operieren kann, folgt |P| = 3%. Also ist
P : U eine Untergruppe der Ordnung 2235 -5 von H < Og (2), die sogar in 2 (2) liegt. Wir
verwenden S. 85 in [At]] und erhalten, dass die einzigen maximalen Untergruppen von Qg (2),
die P : U aus Ordnungsgriinden enthalten kénnten, von der Form (3x PSU4(2)) : 2 sind. Lage
eine Untergruppe P : Ajs in solch einer maximalen Untergruppe, miisste PSU,(2) = PSp4(3)
eine Untergruppe A mit einem zu Ajs isomorphen Abschnitt und O3(A) # 1 haben. Dann
lage A mit dem Satz von Borel-Tits in einer Parabolischen von PSp4(3), allerdings hat keine
Parabolische von PSp4(3) durch 5 teilbare Ordnung. Also gilt [U, P] = 1.

Da laut [Atl, S. 86| der Zentralisator eines Elements der Ordnung 5 in Q§(2) die Ordnung
300 hat, folgt nun aus [P,U] = 1 schon |P| € {1,3,5}. Angenommen, es ist |[P| = 5. Dann
wird P von keiner Untergruppe der Ordnung 9 zentralisiert, mit 6.6 ist die Ordnung einer
Sylow-3-Untergruppe R von H N Qg (2) aber durch 9 teilbar und wegen | Aut(P)| = 4 folgt
[R, P] =1, ein Widerspruch.

Wir nehmen nun also an, dass |P| = 3 ist und setzen V := Q/(z). Ist g ein Element der
Ordnung 3 aus Of (2), welches auf dem natiirlichen Modul einen Kommutator der Dimension
4 oder 6 hat, so hat der Zentralisator von g in Og (2) eine nicht durch 5 teilbare Ordnung.
Daher muss [V, P] entweder Dimension 2 haben oder P ist fixpunktfrei auf V. Im ersten Fall
operiert U < Cy(P) auf [V, P], was aber wegen |[V, P]| = 4 zu [V, P],U] = 1 fithrt und damit
6.9 widerspricht. Also muss P fixpunktfrei auf V' sein. Sei R eine Sylow-3-Untergruppe von
Ck(2)Q/Q. Dann enthilt R nach 6.3 kein fixpunktfreies Element, also ist R keine Sylow-
3-Untergruppe von H und es folgt |H|3 > 33. Wir fassen weiterhin H als Untergruppe
von Of (2) auf und setzen N := Nog(z)(P)' Dann ist N von der Form (P x Q4 (2)) : 2,
auferdem gilt N/P = Og (2) und Cny(P)/P = Qg (2). Nun liegen U = A5 und eine 3-Sylow-
Gruppe von H in Cy(P), weshalb Cy(P)/P < Cn(P)/P durch 3 - |As| teilbare Ordnung
hat. Laut S. 26 in [Atl] ist nun Cg(P)/P isomorph zu einer Untergruppe von Yg, also muss
H/P eine Ag enthalten. Demnach ist insbesondere eine Sylow-2-Untergruppe von H nicht
elementarabelsch und mit 6.10 erhalten wir M /Yy = Og (2). Also ist |H|2 = 2* und es gilt
X < Hmit X/Z(X) = ¥5und | Z(X)| = 2. Nun ist aber H/P isomorph zu einer Untergruppe

71



6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

von N/P = Og (2). Wieder folgt durch die Betrachtung der maximalen Untergruppen von
Og (2), dass H/P isomorph zu einer Untergruppe von A := g x 2 ist. Jetzt enthélt H/P die
eindeutig bestimmte Untergruppe von A, die isomorph zu Ag ist, aukerdem ist |H/P|y = 2.
Damit folgt H/P = Ag x 2 oder H/P = Y. Allerdings gibt es in keiner dieser Gruppen
eine Involution, deren Zentralisator einen Abschnitt isomorph zu X5 hat. Weil aber H/P die
Untergruppe X P/P = X enthilt, ergibt sich so der gewiinschte Widerspruch.

Also ist P =1 und wir erhalten insgesamt F'(H) = Oz(H) “2%% 1 und damit EH)#1. O

6.12 Lemma: Es gibt in X ein Komplement zu Z(X) = (wQ), es ist also X = 35 x (wQ)
bzw. X = As x (wQ).

Beweis: Ist M/O2(M ) = (5 (2), so ist X = F*(X) und die Behauptung folgt aus 6.10.
Sei also M/Oo(M) = Og (2) und somit X = ((wQ) x As).2. Wir nehmen nun an, dass es
ein s € X\ F*(X) mit 82 = w@Q gibt. Dann kénnen wir eine Sylow-2-Untergruppe T von
F*(X) so wiihlen, dass T := (T, s) eine Sylow-2-Untergruppe von X und damit auch von H
ist. Dabei ist T elementarabelsch von der Ordnung 8 und enthilt alle Involutionen von T,
insbesondere ist also 7' schwach - abgeschlossen in T'. Laut (37.6) in |Asl| kontrolliert Ny (T )
die Fusion in CH(A) und, weil 7' abelsch ist, auch in 7. Wir setzen nun

L := Ny(T)/Cy(T).

Dann ist L isomorph zu einer Untergruppe von GLs3(2). Es ist T nicht abelsch und 7T ist
normal in T, somit gilt |L|o = 2. Aukerdem gibt es in F*(X) ein Element der Ordnung 3, das
T normalisiert aber nicht zentralisiert, also folgt 2 - 3 | |L|. Weil GL3(2) keine Untergruppe
von der Ordnung 2 -3 -7 bzw. vom Index 4 hat, folgt |L| = 6 und damit erhalten wir, dass L
wie NX(f)/CX(f) auf T operiert. Da w@Q im Zentrum von X liegt, ist also w@Q zu keinem
anderen Element von T’ konjugiert, somit gilt w@Q € Z*(H) laut [G12, Corollary 1] . Nach 6.7
ist nun O,(H) # 1 fiir eine ungerade Primzahl p, das widerspricht aber 6.11. )

6.13 Lemma: Sei M/Oy(M) = Og (2). Dann hat H eine Untergruppe H vom Index 2.

Dabei ist eine Sylow-2-Untergruppe von H isomorph zu Dg und es gilt A5 =2 E(X) < H.
AuBerdem ist X N H = Y5.

Beweis: Mit 6.12 hat H eine Sylow-2-Untergruppe der Form (w@®) x Dg. Nun liefert uns
1.21 eine Untergruppe H vom Index 2 in H, die w@ nicht enthélt. Dabei ist auch E(X) < H.
Auferdem folgt

XNH=(XNH) (wQ)/(wQ) = X/(wQ) =5

und damit die Behauptung. O
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6.14 Lemma: Sei g eine Primzahlpotenz so, dass H eine Untergruppe isomorph zu PSLs(q)
enthilt. Dann ist q € {2,4,8,3,32,5,7}.

Beweis: Es ist stets ¢ ein Teiler von |PSLa(q)|, also folgt mit 6.6 an dieser Stelle bereits
q € {2,2%23,24,3 3% 33,34, 35 5 52, 7}. Allerdings werden die Ordnungen von PSLo(2%),
PSLy(3%), PSLy(3%), PSLy(3%) und PSLo(5%) jeweils von einer den Primzahlen 11, 13, 17
bzw. 41 geteilt, also liefert erneute Anwendung von 6.6 die Behauptung. O

Wir kénnen nun den gewiinschten Widerspruch erhalten.
6.15 Satz: M /Yy ist isomorph zu Q¢ (2) oder Of (2).

Beweis: Wir nehmen weiter an, dass e = — ist.

Laut 6.11 ist F*(H) = E(H) # 1. Wir setzen nun L := H fiir M/Oy(M) = Qg (2) und
L := H wie in 6.13 fiir M/Oy(M) = Og (2). Dann liegt jede Komponente von H in L, aufer-
dem ist |L|o = 23 und eine Sylow-2-Untergruppe von L ist entweder elementarabelsch oder
isomorph zu Dg. Sei nun C eine Komponente von H. Dann ist C' einfach und die Ordnung von
C ist nach 1.25 durch 4 teilbar, insbesondere ist C wegen |L|y = 23 die einzige Komponente
von H und es folgt C = F*(H). Sei A5 = U < F*(X) wie in 6.11. Dann ist CNU # 1,
weshalb U in C liegt.

Wir nehmen zuerst an, dass eine Sylow-2-Untergruppe von C abelsch ist. Laut Theorem I aus
[Wa] und 6.14 ist C' dann isomorph zu einer der Gruppen PSLs(4), PSLy(8) oder PSLo(5),
oder es ist Co(t) =22 x PSLa(q) (¢ =3,5 mod 8) fiir jede Involution ¢ € C.

Die Annahme C' = PSLy(4) = PSLy(5) = As fithrt zu einem Widerspruch, denn es ist
C = F*(H) und H hat mit 6.6 (b) durch 9 teilbare Ordnung, Aut(A4s) = X5 jedoch nicht.
Weiter kann PSLy(8) allein schon aus Ordnungsgriinden nicht die Untergruppe U = A5 ent-
halten, daher ist C' auch nicht isomorph zu PSLy(8). Zuletzt verbleibt also der Fall, dass
Co(t) =2 2 x PSLy(q) (¢ = 3,5 mod 8) fiir jede Involution ¢ € C gilt. Dann enthilt C
eine volle Sylow-2-Untergruppe von L und diese ist elementarabelsch. Daher folgt L = H,
2x A5 2 X < C und PSLy(q) muss eine A5 enthalten. Nun erhalten wir PSLs(q) = A5 aus
6.14 und [Ja] liefert nun insbesondere, dass 11 ein Teiler von C' ist (C' ist dann isomorph zur
ersten Janko-Gruppe Ji), was aber 6.6 widerspricht.

Also ist eine Sylow-2-Untergruppe 7" von C' nicht abelsch. Das fiihrt zu M/O2(M) = Oy (2),
L=Hund T2 Dg. Es liegt U in C und auferdem enthélt C' nun jede Sylow-2-Untergruppe
von H, also gilt nach 6.13 auch $5 = XNH < C. Wir verwenden Theorem 1 aus [GW] zusam-
men mit 6.14 und erhalten so, dass C isomorph zu PSL2(9) = Ag, PSLa(5) = As, PSLy(7)
oder A7 ist. Da C eine zu Y5 isomorphe Untergruppe hat, kann C' allerdings nicht isomorph
zu einer der Gruppen PSLy(9) = Ag, PSL2(5) = As oder PSLy(7) sein.

Wir nehmen nun an, dass C isomorph zu A7 ist. Weil C' = F*(H) ist, folgt schon H = Y7. Sei
R € Syl3(Cx(2)), dann ist R := RQ/Q € Syls(C). Wir setzen nun V := Q/(z), dann ist V
ein orthogonaler Raum der Dimension 8 vom +-Typ, auf dem H < Out(Q) = Og (2) operiert.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

In Aut(V) gibt es eine Untergruppe A = Of (2) = As, fiir die eine Zerlegung V = W; L Wy
so existiert, dass dim(W7) = 6,dim(Ws) = 2, Wy = Cy(A) und Wy = [V, A] gilt, dabei sind
W1 und Wj jeweils Riume vom +-Typ und es ist A = Cpyyv)(Wa). Weil A ein Element der
Ordnung 7 enthiilt und alle Elemente der Ordnung 7 in Og (2) konjugiert sind, kénnen wir
annehmen, dass ein Element g der Ordnung 7 aus C in A liegt. Dann ist g fixpunktfrei auf Wy
und es gilt Cy(g) = W und [V, g] = W;. Es gibt nun ein Element d € C = Ay der Ordnung
3, welches (g) normalisiert. Dabei kénnen wir ohne Einschrinkung d € R annehmen. Nun
sind sowohl [V, g] = W als auch Cy(g) = Wy unter d invariant und W ist ein orthogonaler
Raum der Dimension 2 vom +-Typ, der keinen Automorphismus der Ordnung 3 hat. Also
folgt [Wa,d] = 1 und damit ist auch d € Cpyyv)(W2) = A = Ag. Ein Element der Ordnung 3
in Ag, dass auf einer Untergruppe der Ordnung 7 operiert, ist ein Produkt von zwei 3-Zyklen
und hat damit auf dem natiirlichen Of (2)-Modul W; einen Kommutator der Ordnung 24,
insgesamt ist also |[V,d]| = |[Wa, d]| = 2*. Seinen jetzt a,b € R mit (a,b) = R wie in 6.3. Dann
liefert uns 6.3, dass d nicht in (a@) U (bQ) liegt und daher W5 < Cy (d) = Cy (aQ) N Cy (bQ)
ist. Insbesondere ist also Wo < Cy ((g,a@, bQ)). Dabei gilt (g,aQ,bQ) = C = A7, demnach
operiert C' trivial auf Wy. Weil aber U < C'ist, erhalten wir damit einen Widerspruch zu 6.9,
also muss insgesamt € = + sein. O

6.2 Weitere Reduktion auf den ,kleinstmoglichen® Fall

Wir wissen nun, dass (2n, €) = (6,+) ist. Nach 1.11 ist daher |Yys : [Yar, O?(M)]| < 2, aufer-
dem ist M /Yy isomorph zu Of (2) 2 g oder QF (2) & As. Wir werden nun die verschiedenen
Méglichkeiten fiir M durch mehrmalige Anwendung des Thompson-Transfer-Lemmas auf den
,kleinstméglichen Fall M/Y); = Ag und |Y)s| = 2% reduzieren. Dabei wird unser Vorgehen
in groben Ziigen dem aus unseren Untersuchungen im vorangegangenen Kapitel dhneln. So
werden wir beispielsweise zundchst Cg(K) bestimmen. Dies wird hier allerdings erheblich
durch die Tatsache erleichtert, dass wir wegen O(M) = Yj; Kontrolle iiber die Ordnung
und Struktur von S € Syla(G) haben. Auberdem stehen uns etwa in 6.2 (b) deutlich stirkere
Informationen {iber die grofke Untergruppe Q) zur Verfiigung.

Wir werden von nun an héufig Gebrauch von der Tatsache machen, dass in der zu untersu-
chenden Situation die Operation von M /Y, auf Ys besonders einfach zu verstehen ist: Wie
in 1.11 beschrieben sei W eine elementarabelsche 2-Gruppe der Ordnung 28, die von vy, ..., vg
erzeugt wird, und es sei W = W/(v1vs...v8). Dann ist entweder Yy, = W = (v1, 03, ...v7) oder

Yy = (01032, 0103, ...0107), dabei operiert M /Yy = Ag bzw. ¥g auf Yy, durch Permutation

der Indices. Weiter ist z = T102030;5 = U5060708 und y = v1...06 = U7vs (siehe 1.12). Fiir
MYy = Ag gilt Cy(y)/ Y = 3¢ < Ag, insbesondere ist dann O2(Chs(y)) = Yas. Im Falle
M /Yy = g hingegen ist Car(y)/ Y = X6 x 2, wobei O2(Carr(y)/Yar) = O2(Crr(v))/Yur
Ordnung 2 hat und auf Y, wie (7, 8) operiert.
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6.2. Weitere Reduktion auf den , kleinstmdéglichen® Fall

6.16 Lemma: Wie in 3.1 sei S1 € Syla(Cas(y)). Dann gilt:

(a) Sy ist eine Sylow-2-Untergruppe von Cg(y).

(b) K N Ch(y) enthélt eine Sylow-2-Untergruppe von K.

(c) Sy enthilt Cq(K), insbesondere liegt C(K) also in M.
(d) Esist Cq(y) = KSh.

(e) Wir haben Cg(K) < O2(Cum(y))-

(f) Esist Z(K) = (y), insbesondere ist Cq(y) = Ng(K).

(8) KN Culy) =0*(Cu(y)) und (KN Cu(y))/{y) ~2": Ag.
(h) KNYy =y*

(i) (KNCu(y) Ym/Yu = E(Cum(y)/Yum) = As

() [Culy) : (KCe(E) N Cu(y)) Yu| = 2

(k) Esist Yy N KCq(K) = y*Cy,, (K) und [Yy : KCq(K) N Y| > 2

(D) 1Caly)/KCa(K)| = 4

Beweis: Es ist n = 3 und daher |G : Cys(y)|2 = 22. Laut 4.5 ist |G : Cq(y)| > 2% und wir
erhalten schon 51 € Syla(Cq(y)). Damit folgt aukerdem, dass T := K N S; eine Sylow-2-
Untergruppe von K ist, die in Cj/(y) liegt.

Weiter ist Ca(y)/KCq(K) isomorph zu einer Untergruppe von Out(K/Z(K)) = Dg. Dem-
nach ist Cq(y)/KCq(K) eine 2-Gruppe und es folgt Cq(y) = KCq(K)S:. Laut 4.13 (c) ist
Ca(K) = 02(Cq(y)) < S1 und wir erhalten sogar Cq(y) = K51 und Cg(K) < O2(Cr(y))-
Der Schur-Multiplikator von PSUy4(3) ist 32x Cy und nach 4.4 (a) ist Z(K) eine 2-Gruppe. Wir
nehmen nun an, dass Z(K) zyklisch der Ordnung 4 ist. Dann liegt Z(K) nicht in Ys, weshalb
jetzt schon Z(K)Ya/Yam = O2(Cu(y)/Yar) folgt, was insbesondere auch zu M/Yy = Of (2)
und daher zu Cp(y)/Yu = X x 2 fiihrt. AuRerdem erhalten wir dann Z(K) £ ®(S1). Sei
T := KNS wie oben, dann gilt auch Z(K) £ ®(T), was allerdings einen Widerspruch zu
1.23 darstellt. Also ist Z(K) = (y) und damit auch Cg(y) = Ng(K).

Mit 3.23 ist O?(Car(y)) < K N Ca(y), weiter ist nach 3.11 (a) auch y*+ < O?(Cy(y)) und
O?*(Cr(y))Yar/Yar = Ag. Es folgt

O*(Cu(y)Z(K)/Z(K) = O*(Cum(y))/{y) ~ 2" : Asg,

da dies eine maximale Untergruppe von PSUy(3) ist. Insbesondere erhalten wir daraus auch
K NCuly) = 0*(Cul(y)), KNYy =y* und (K N Cur(y)) Yar/Yar = E(Cu(y)/Yur) = As.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

Zusitzlich folgt jetzt zusammen mit (c¢) und (e) auch |Cuy(y) : (KCq(K)NCup(y)) Y| =
[Cu(y) - (KN Cu(y)) Ca(K)Ya| > 2.
Seien nun @ € K und b € Cg(K) mit ab € Y. Weil Cq(K) in Cp(y) liegt, folgt auch
a € KN Cuy(y). Weiter ist (KN Car(y)) Yar/ Yy N Ca(K)Yar/ Yy = 1, daher schliefen wir
a € KNYy =yt und b € Cy,, (K). Deshalb liefert 4.2 schon |Ya; : KCq(K) N Y| > 2 und
insgesamt ist damit auch |Cq(y)/KCq(K)| > 4.

O

6.17 Lemma: Die Gruppe Cg(y)/KCq(K) ist elementarabelsch der Ordnung 4.

Genauer: Cq(y)/KCq(K) induziert auf K /Z(K) eine Gruppe von duferen Automorphismen,
die in [Atl]-Notation mit (22)120 bezeichnet wird.

Beweis: Sei A := Cq(y)/Ca(K) “'LY KS;/Cq(K). Dann hat A laut 6.16 (1) mindestens
die Ordnung 4 und ist isomorph zu einer Untergruppe von Aut(K/Z(K)) = Aut(PSU,(3)),
die Inn(PSU4(3)) = PSU4(3) enthélt. Dabei normalisiert S1/Cq(K) € Syla(A) die Unter-
gruppe

6.16 (£)

B = (KN Cu(y) /Ca(K) "= 0XCum(y))/Ca(k) "= O*(Car(y))/ (y) ~ 2* : As,

welche maximal in PSU4(3) ist. Nun zeigt S. 52 in [Atl], dass Nawy(psu,3))(B) ~ 2536 und
A isomorph zu einer Untergruppe von PSU,(3).(22)122 ist. Wegen |Cq(y)/KCq(K)| > 4
folgt nun die Behauptung. O

Damit sind wir jetzt in der Lage, Ca(K) zu bestimmen:

6.18 Lemma: Es gilt:

(a) Ist M ~ 25.Ag, so ist Cq(K) = (y).
(b) Ist M ~ 27.Ag, so ist Cq(K) = (v7,7g).

(c) Ist M ~ 253, so hat Cg(K) Ordnung 4. Auferdem ist Cq(K) N Yy = (y) und
Co(K)Ym = O02(Cu(y))-

(d) Ist M ~ 27.3g, so ist Cq(K) = Dg. Auferdem ist Cq(K) N Yy = (v7,7g) und
Ca(K)Yy = O2(Cu(y))-
Beweis: Esist |Cay(y)|a = |Ml2/4 = |G|2/4 und nach 6.16 (a) enthélt Cps(y) eine Sylow-
2-Untergruppe von Cg(y). Zusammen mit 6.17 liefert uns das
|M|2/4 =22 |KCq(K)|2 = 2° - |K/Z(K)l2 - |Ca(K)| = 2° - |Ca(K)|.

Auflerdem liegt C;(K) nach 6.16 (c) in Cps(y).
Im Fall M ~ 25.Ag ist daher |Cg(K)| = 2 und wegen y € Z(K) ist folglich Cg(K) = (y).
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6.2. Weitere Reduktion auf den , kleinstmdéglichen® Fall

Fiir M ~ 27.Ag folgt |Cq(K)| = 4, dabei ist Oo(Cas(y)) = Yar und mit 4.3 (a) erhalten wir
Ca(K) < Y. Daher ist mit 4.2 schon Cq(K) = (v7, vs).

Im Fall M ~ 20.3g ist ebenfalls |Cg(K)| = 4. Da dann mit 4.2 aber Cy,, (K) = (y) ist, muss
Ca(K)Yr/Ym # 1 sein und es folgt mit 4.3 (a) die Behauptung.

Im letzten verbleibenden Fall M ~ 27.%g ist dann |Cq(K)| = 8 und weil Cq(K)Yas/ Yy mit
4.3 (a) hochstens Ordnung 2 hat, muss |Cq(K) N Y| > 4 sein. Das liefert mit 4.2 schon
Ca(K) N Yy = (v7,78) und Ca(K)Yn/Yu = O2(Cu(y)/Yar). Nun gilt 777 = g fiir jedes
Element o € O2(Ca(y)) \ Y, also ist Cq(K) = Ds. 0

Wir werden spéter die Untergruppe Ng(Q) genauer untersuchen. Wir fassen hier bereits
einige Resultate iiber Ng(Q) und Njs(Q) zusammen:

6.19 Lemma: Seien di,ds € M so, dass dy wie (1,2,3) und do wie (5,6,7) auf Yy operieren
und (di,ds) eine Sylow-3-Untergruppe von Cys(z) ist. Sei weiter {i,j} = {1,2}, dann gilt
[Q,di] = Qs * Qg = Dg * Dg, [Q,d;] = Cg(d;) und Q = [Q, d;] * [Q, d;]. Insbesondere ist fiir
a,b € {1,2} stets Co(dids) = (=) und [Q, did3] = Q.

Beweis: Esist QNYy GO L (U103, U103, D104, U5, Us07) und Q/zt =2 QY /Yr 62
O02(Cr(2))/ Y = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(5,6)(7,8),(5,7)(6,8)). Damit erhalten wir schon
[z1,d1] = (102, v703) und [QYar/Yar,di] = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)). Wir setzen nun zur
Vereinfachung R := [Q,d;]. Weil @Q extraspeziell mit Zentrum (z) und R normal in @ ist,
folgt z € R. Auberdem ist Q/(z) = R/(z) x Cg(d1)/(z) und insgesamt sind R und Cg(d1)
von der Ordnung 2°. Weiter zentralisiert [QYas/Yas, d1] = [Q/zF, d1] in [21,d1]{z) = RN 2+
lediglich (z), also gilt Z(R) = (z) = @' und es folgt auch R' = (z), demnach ist ist R
extraspeziell. Dabei enthilt R die elementarabelsche Untergruppe R N 2zt der Ordnung 23,
nach I11.13.8 in [Hu] ist R deshalb vom +-Typ.

Nun sind im Normalisator der Sylow-3-Untergruppe (di, d2)QYar/ QY von Chr(2)/QYs die
Nebenklassen von di und dg konjugiert, mit dem Frattini- Argument erhalten wir, dass auch dy

und dy in Cp(z) konjugiert sind. Also gelten alle Aussagen analog fiir [Q, d2] bzw. Cg(da).
Auferdem ist wegen [d1,d2] = 1 insbesondere R unter dy invariant. Nun werden sowohl
RNz = (v102,0103, 2) als auch Rz*/z+ = R/ (RN z") von dy zentralisiert, demnach ist
R < Cg(dz) und aus Ordnungsgriinden folgt die Gleichheit. Entsprechend ist dann auch
(@, d2] = Cg(dy). Schlieklich gilt [Cq(d1),Q,di] = [(2),d1] = 1 = [d1,Cg(d1), Q] und daher
erhalten wir [@, d1,Cg(d1)] = [R,Cq(d1)] = 1. Somit ist @ = R Cq(d1) = [Q, d1] * [Q, da].
Seinen nun a,b € {1,2}. Dann ist mit 8.2.7. in [KS] schon

Q. d}d5] = [Cq(dr) * Cq(dy), didy] = [Cq(da), di] * [Cq(dy), dj]
= [Qv d17d(11] * [Q, da, dg] = [Q’ dl] * [Qv dQ] = Q

Mit Q/(z) = [Q/(2), did3] x Cq () (did3) folgt jetzt Co(dids) = (2). D
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

6.20 Lemma: FEs gilt:

(a) In Ny (Q) gibt es ein Element d der Ordnung 3, das fixpunktfrei auf QQ/(z) operiert.
Insbesondere ist [Q,d] = Q.

(b) Sei R € Syl3(Ck(z)). Dann gibt es kein g € Ng(Q) mit R9 < M. Insbesondere hat
eine Sylow-3-Untergruppe von Ng(Q) mindestens die Ordnung 33.

Beweis:

(a) Das folgt direkt aus 6.19.

(b) Auf Q/(z) hat R den Fixpunkt y(z), auberdem ist |R| = 3%. Gibe es ein g € Ng(Q)
mit B9 < M, so wire RY € Syl3(Na(Q)) und damit hétte jedes Element der Ordnung
3 aus Ny (Q) einen Fixpunkt auf Q/(z), was aber (a) widerspricht. Insbesondere kann
R keine Sylow-3-Untergruppe von Ng(Q) sein und es folgt die Behauptung.

Zuerst betrachten wir nun den Fall |Y);| = 27. Wir erhalten:

6.21 Lemma: FEssei|Yys| = 27. Dann ist M/[Yyr, O?(M)] =2 2x Ag oder 2x Yg. Insbesondere
ist M' = O*(M) ~ 2%.Ag mit M’ NYy = [Yar, O*(M)]. Weiter gilt: Ist Sy € Syla(M) und
a€ M\ M, soista¢ ®(So).

Beweis: Es sei V = [Yy;,0?(M)] und v € Yy \ V. Mit 6.2(d) und (e) ist Q N Yy =
z+ <V und damit QV/V elementarabelsch der Ordnung 24. Nun liegt (vV) im Zentrum von
M/V und es ist M/V ~ 2.Ag oder 2.5g. Aukerdem ist vV ¢ QV/V, demnach ist (v)QV/V
elementarabelsch der Ordnung 2°. Nach 5.2.10. (d) in [GLS3] hat die quasieinfache Gruppe
2 - Ag keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 25, daher ist F*(M/V) = 2 x Ag.
Im Fall M/Yyr = Ag sind wir also fertig.

Im anderen Fall ist nun M/V ~ (2 x Ag).2 und laut 6.18 gilt dann Cq(K) = Dg und
Ca(K)Yy = O2(Car(y)). Also gibt es eine Involution o € Cg(K), die in O2(Cr(y)) \ Y
liegt. Dann ist oV nicht in F*(M/V) enthalten, daher existiert in (M/V)\ F*(M/V) eine
Involution und es folgt M/V =2 x Xg.

Insbesondere ist M’ ~ 26, Ag und M /M’ hat entweder Ordnung 2 oder ist eine Vierergruppe.
Ist nun a € M \ M’, so hat also M eine Untergruppe vom Index 2, die a nicht enthlt.
Demnach hat auch jedes Sy € Syla(M) eine maximale Untergruppe, in der a nicht liegt und
es folgt a ¢ ®(Sp). O
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6.2. Weitere Reduktion auf den , kleinstmdéglichen® Fall

6.22 Lemma: Fs sei a € Cg(K) \ (y) eine Involution. Dann gilt:

(a) Esist [Ca(y),a] = [Cm(y),a] = (y), insbesondere ist

|Ca(y) : Ca((y,a))| = [Cum(y) : Cm({y, a))| = 2.

(b) Cur(y) enthélt eine Sylow-2-Untergruppe von Cg(a).

(c) Sei T € Syla(Cq(a)). Dann ist |Z(T)| > 8.

Beweis: Zunichst stellen wir mit 6.18 fest, dass a entweder in {v7,Tg} liegt oder a € M\ Yas

eine Involution ist, die auf Yy, wie (7,8) operiert. In diesem zweiten Fall sind a und ay die

einzigen beiden Involutionen in Cq(K) \ Yar.

(a)

()

Laut 6.16 (d) gibt es eine Sylow-2-Untergruppe S; von Cy(y) mit Cq(y) = KSi.
Damit ist [Ca(y),a] = [KS1,a] = [S1,a]. Ist a € {v7,v5}, folgt sofort [S1,a] = (y).
Anderenfalls sind @ und ay die einzigen Involutionen in C¢(K) \ Yas und auberdem
gilt S1 < Ng(Yar) N Ng(Ca(K)). Weil a mit 3.2 (b) nicht in Z(S;) liegt, erhalten wir
ebenfalls [S1,a] = (y). Daher ist insgesamt [Cq(y), a] = [S1,a] = (y) = [Cm(y), a.

Wir kénnen laut 3.2 (b) ein S1 € Syla(Cr(y)) C Syla(Ca(y)) so wihlen, dass z € Z(S1)
ist. Sei T := K N Sy. Dann ist T € Syla(Ck(z)) und es folgt Z(T) = (y,z) < T’ und
gyt Y K AYy < KNSy =T. Seinun § := 8 N Ca({y,a)) = Cg,(a), dann ist
151 : S| = 2 und S € Sylo(Crr({y,a))) C Syla(Cal(y,a))) mit (a), aukerdem gilt
T<S.

Esist |S1] = |Cux )]z "2 |Ca(y)|o < 212 und |K|, = |T| = 28, also ist |S/T| < 8. Sei
z € [Yar, O2(M)]\y*, dann ist [z, S] < [z, Cas(y)] = y* < T und folglich liegt (aT, zT)
in Z(S/T), weshalb schon S’ < T ist. Aukerdem gilt Z(S)NT < Z(T) = (y, 2) und
umgekehrt (y, z) < Z(S1) N S < Z(89), also erhalten wir insgesamt Z(5) N S’ = (y, 2).
Wir nehmen nun an, dass S echt in einer Sylow-2-Untergruppe P von Cg(a) enthalten
ist. Fiir h € Np(S) \ S ist dann (Z(g) N §’>h = (y,2)" = (y,2). Da h nicht in Cq(y)
liegt und 3 nach 1.18 nicht zu z konjugiert ist, schlieken wir i = yz. Weiter gilt fiir jedes

g € Q\ Co(y) ebenfalls y9 2 gz und es folgt hg € Ca(y). Also ist a9 = a9 € {y,ya}
nach (a), das widerspricht aber 4.13 (b) und es folgt die Behauptung.

Wir wihlen $; und S wie in (b). Dann ist § = Cs,(a) € Syla(Ci(a)) und dabei gilt
(z,y,a) < Z(Cg,(a)), also folgt die Behauptung.

d

Mit den bisher gezeigten Resultaten konnen wir nun Aussagen iiber Involutionen in M’
treffen, die spéter niitzlich sein werden. Stets ist [Yas, O?(M)] < M'. Ist Yy, = [Yr, O*(M))],
so ist M'/[Yar, O?(M)] = Ag. Und auch im Fall |[Yy| = 27 ist O?(M) = M/, M' N Yy =
[Yar, O2(M)] und M'/[Yar, O*(M)] = Ag mit 6.21. Dabei gilt:
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

6.23 Lemma: (a) Q liegt in M'.
(b) Jede Involution aus M’ ist zu einem Element von @) konjugiert.
(c) Seit € Q eine Involution und T' € Syly(Cq(t)). Dann ist |Z(T)| < 4.
(d) Seia € Cq(K)\ (y) eine Involution. Dann ist a zu keinem Element von M’ konjugiert.

Beweis:

(a) Nach 6.20 (a) gibt es ein Element d € Ny (Q) mit Q = [Q,d] < M.

(b) Sei a € M’ eine Involution. Liegt a in [Yy7, O*(M)], so ist a in M zu einem Element
in 2+ “2Y Q N Yas konjugiert. Anderenfalls ist a[Yar,0*(M)] € M'/[Yar, O*(M))] eine
Involution und weil Q[Yas, O?(M)]/[Yar, O*(M)] = O2(Crp(2)/[Yar, O*(M)]) Vertreter
beider Klassen von Involutionen in Ag 2 M'/[Yyy, O?(M)] enthélt, ist a dann zu einem
Element von Q[Ys, O%(M)] konjugiert.

Sei nun b € Q[Yar, O?(M)]\[Yar, O?(M)] eine Involution. Wir zeigen, dass b dann schon
in @ liegt. Anderenfalls gibt es t; € Q und 3 € [Yas, O2(M)] \ 2+ mit b = t;t5. Dabei
ist insbesondere t3 = 1 und es folgt

1 = b? = tytotity = t2[ty, o).

Weil Q extraspeziell mit Zentrum (z) ist, gilt daher [t1,t2] = t]2 € (2), was aber 2.2 (f)
widerspricht. Folglich ist a zu einem Element von @ konjugiert und wir erhalten (b).

(c) Dies folgt direkt aus 2.10.

(d) Anderenfalls wire a mit (b) zu einem Element von @ konjugiert. Dann liefert (c) aber
einen Widerspruch zu 6.22 (c).

|

6.24 Lemma: Sei |Yy/| =27 und M/Yy = OF (2) 2 g und es sei v := vg. Mit 6.18 gibt es
dann eine Involution o € Cq(K)\ Yy C M\ Yy, die auf Yy, wie (7,8) operiert. Sei T := U0
und M := M’ - (7). Weiter sei t € M \ M’ eine Involution. Dann ist |Cy(t)|2 < |Chrr(v)]2.

Beweis: Zunichst stellen wir fest, dass |Cs(v)|2 = |Yar| - [Z7]2 = 21 ist. Wir setzen hier
nun V := [Ya, O*(M)] = M N Y.

Weil ¢ nicht in M’ liegt, entspricht tYj; einer Involution in g mit negativem Signum.
Operiert t auf Yy wie eine Involution vom Typ (1,2)(3,4)(5,6), so ist |Cy,,(t)| = 2* und
Chviyyy, (tYar) ~ 23 0 B3 x 2, also ist insgesamt [Cpy(t)|2 < 22 < |Chr(v)]2.

Ist tYas hingegen eine Involution vom Typ (1,2), so ist ¢ in M in die Nebenklasse 7V kon-
jugiert, also kénnen wir ¢ = w - 7 - ¢ mit einem w € Cy/ (o) = y* annehmen. Weiter gilt
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CM(t)YM/Y]u < CM/YM (tY]V[) = C]w(y)/YM, also ist C]w(t) = CCM(y) (t) Fiir g c C]w(t) ist
daher nach 6.22 (a) schon [0, g] € (y) und es folgt wegen t = t9 = (wvy)9 - 09, dass entweder
Cu(t) = Cy((o,wor)) ist oder Cpr({o,wovn)) in Cpr(t) Index 2 hat. Ist w = 1 oder woy
in M konjugiert zu v10z...05, so ist wovy in Cps(y) nicht zu wory konjugiert und wir erhal-
ten C’M(t)YM/YM = C]w(<0',wi}71>)Y]y[/YM < Y5 X 2. Wegen ‘CyM(t)‘ = |CYM(U)‘ = 26
ist also |Car(t)|2 < 2'°. Anderenfalls ist woy in Cps(y) konjugiert zu v7v503 und es ist
Copy (W)Y /Yy = B3 x 3 x 2, also folgt zusammen mit |Cy,, (t)] = 2 wieder
|Crp(t)] < 210 und damit die Behauptung. O

6.25 Lemma: Es sei|Y)s| = 27. Dann hat G eine Untergruppe G vom Index 2 mit folgenden
Eigenschaften: Sei My := MNGy. Dann ist Yo N\ Mo = [Yar, O*(M)] = Y, = [Yar,, O*(Mp)].
AuBerdem ist Mo/ Yy, = M /Yy und es gilt F*(G) < Gp.

Beweis: Wir setzen wieder v := g € Cg(K). Dann ist v mit 6.23 (d) nicht zu einem
Element von M’ konjugiert. Ist nun M/Yy, = Ag, so gilt |[M : M’| = 2 und mit 15.15. in
[GLS2] hat G eine Untergruppe Gy vom Index 2 mit v ¢ Gj.

Ist hingegen M /Y = Xg, so gibt es mit 6.24 eine Untergruppe M < M mit |M - J/\Z] =2,
die kein Konjugiertes ¢ von v mit |Cps(t)|2 > |Casr(v)|2 enthélt. Nun liefert uns [GLS2, 15.15.]
ebenfalls eine Untergruppe Go von G mit |G : Gg| = 2, die v nicht enthilt.

Fir My := M NGy gilt nun |M : My| = 2. Weiter ist wegen v ¢ Go auch |Yas : Yy NGo| = 2
und weil Y3; N Go von M normalisiert wird, erhalten wir Ya; N Go = [Yar, O?(M)]. Damit ist
dann auch My/ (Yar N Go) = M /Yy und daher gilt Yy N Go = Yay,. Weil O2(G) nach 1.16
trivial ist, folgt auch F*(G) < Gy. O

Da die Untergruppen Gy und My aus obigem Lemma ebenfalls die Generalvoraussetzung
dieser Arbeit erfiillen, kénnen wir von G zu Gy iibergehen und erhalten:

Wir konnen ohne Einschrankung davon ausgehen, dass
Yar = [Yar, O*(M)] ist, also |Yas| = 26 gilt.

Wir wollen die Situation insgesamt auf den ,kleinstmdglichen Fall M ~ 26.Ag reduzieren.
Dazu werden wir nun noch den Fall M ~ 26.%g betrachten und erneut durch die Anwendung
des Thompson-Transfer-Lemmas eine Untergruppe vom Index 2 in G mit den gewiinschten
Eigenschaften finden.

Sei also von nun an M ~ 26.3g. In diesem Fall hat M’ ~ 26.Ag Index 2 in M, aukerdem
liefert uns 6.18, dass Cg(K) Ordnung 4 hat. Der Fall, dass C(K) elementarabelsch ist, 14sst
dich sehr leicht behandeln, es gilt ndmlich:
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

6.26 Lemma: Sei M/Yy = g und Yy = [Yar,O*(M))]. Ist Ca(K) elemtarabelsch und
o € Cq(K) \ (y), so gibt es eine Untergruppe Go vom Index 2 in G, die o nicht enthilt.
Insbesondere ist dann fiir My := M N Gq schon Yy, = Yar und Mo/ Yy = Ag. Auberdem ist
F*(G) < Gp.

Beweis: M’ hat Index 2 in M und nach 6.23 ist o zu keinem Element von M’ konjugiert.
Nun liefert 15.15. aus [GLS2| wieder eine Untergruppe Go vom Index 2 in G, die o nicht
enthédlt und daher die gewiinschten Eigenschaften hat. Dabei ist erneut wegen O2(G) = 1
auch F*(G) < Gy. O

Wir betrachten also nun noch den Fall, dass Cg(K)

= (o) zyklisch von der Ordnung 4 ist.
Insbesondere ist dann 02 = y und daher gilt Cg(o) < Cg(y). Dabei operiert o auf Yy, wie

die Transposition (7,8). Insgesamt erhalten wir:
6.27 Lemma: Es sei Yy = [Y, O?(M)], M/Yy =Yg und Cq(K) = (o) zyklisch. Weiter

sei a 1= vguyo. Dann gilt:

(a) Das Element a ist eine Involution in M \ M’.

(b) Es ist Copy)(a) = (Coyy) (Wev7) N Ca(o)) X (a).

(¢) Copy(a) ~ (y=3s5) x (a).

(d) Ceyynk (@) = Coy i (Teo7) ~ y+.As

(e) Ck(a) = Ck(v6v7) ~ (y).SU4(2).

(f) Es ist a nicht zu z konjugiert.

(g) Es gibt ein T € Syla(Cey,y)(a)) mit Z(T) = (y,2,a) und Z(T) NT" = (z) oder (y, z).

(h) Die Involution a ist zu keinem Element von M' konjugiert.

Beweis:

(a) Es ist a® = v607(v6v7"_1)a2 = w7y = y? = 1, aukerdem liegt aYy; = oYy, nicht in
M'/Yy = Ag, also ist a ¢ M.

(b) Es ist (o) = Cq(K) < Cq(y) und 0 ¢ Z(Cx(y)) nach 3.3, also ist [0, Ca(y)] = (y).
Daher ist fiir ¢ € Cg(y) genau dann [a,g] = 1, wenn [tgU7,9] = 1 = [o,g] oder
[U6v7,9] = y = [o,g] gilt. Folglich hat Ccy,(,(T6v7) N Ca(o) hochstens Index 2 in
Cog(y)(a). Weil [0, a] = y ist, folgt die Behauptung.
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Laut (b) ist Ce,, (y)(a) = (Coy, ) Wev7) N Car(0)) x (a). Nun gilt [0, Cg(y)] = (y) und
daher folgt |Cq(y) : Coy) (o)l = [Cu(y) : Ceyyy)(0)| = 2. Dabei ist Cy,, (o) = yt
und damit auch Cg,, ()Y = Cp(y). Weiter ist Ce,, ) (0607)/ Y = 35, also gilt
insgesamt Cg,, () (V607) N Cpr(0) ~ y+.Y5 und es folgt die Behauptung.

Wir setzen U := Cp(y) N K. Mit 6.16 (g) und 3.11 (a) ist dann U ~ yt.Ag, wobei
Uyt =2 UYy /Y = Ag = Ay, 6y auf natiirliche Weise auf {1,...,6} operiert. Daher
ist Cyr(Tgv7) ~ y+.As. Wegen o € Cq(K) < Cg(U) ist auch Cy (tgv7) = Crr(a).

Wieder ist wegen o € Cg(K) bereits Ci(a) = Ck(vgv7). Aukerdem liegt U707 wegen
KCq(K)NYy 61809 y-Cy,, (K) = y*, nicht in KCg(K) und induziert folglich keinen
inneren Automorphismus auf K. Mit 6.17 ist dann K (vgv7)/(y) (in Atlas-Notation) iso-
morph zu PSU4(3).21 oder PSU4(3).22. Dabei ist laut (d) die Ordnung von C () (0607)
durch 2% - |As| teilbar. Indem wir die entsprechenden Charaktertafeln in [Atl] verwen-
den, stellen wir fest, dass lediglich die Involutionen vom Typ 2D einen Zentralisator
passender Ordnung haben und dieser hat die Struktur SU,(2). Weil [y, vg07] = 1 ist

und SU,(2) keine Untergruppe vom Index 2 hat, ist also Ck (Tg07) = 2.5U4(2).

Wir nehmen an, dass es ein ¢ € G mit 29 = a gibt. Dann ist QY normal in Cg(a) und
hat Ordnung 2°. Weil Cg(a) laut (e) aber auch die einfache Gruppe SU,(2) involviert,
fiihrt dies zu |Cg(a)la > 2% - 20 = 215 was aber |G|s = M|y = |V - [Ssl2 = 213
widerspricht.

Nach (c) ist Cy, ) (a) ~ (y.35) x (a). Sei T eine Sylow-2-Untergruppe von y.3s, fiir
die T/y* wie ((1,2), (1,3)(2,4)) auf Yy operiert. Dann ist Z(T) = (01070305, U306) =
(y,z) und T := T x (a) ist eine Sylow-2-Untergruppe von Cop(y(a) mit |T] = 29,
Wir nehmen nun an, dass [Ce, () (a)lz > 2! ist. In diesem Fall liefert uns (b) schon
|Cog(y)Wet7) N Ca(o)]2 > 27, Weiter ist [Cq(y)| = 2™ und |Ca(y) : Calo)] = 2, also
folgt |Cq(o)]a = 219, Dabei ist KCq(K) = K{o) < Cg(o) mit |K{o)]z = 2°. Daher
wire insgesamt |Cc(y) (T607)| > 2°. Da aber Tgu7 nach (e) in K(o)/(o) = K/(y) nur
eine Untergruppe mit einem 2-Anteil von 28 zentralisiert und o nicht in Cg(vgv7) liegt,
ist dies ein Widerspruch.

Folglich ist T € Syla(Cey(y(a)). Nunist 77 < T und damit 7/ N Z(T) < Z(T) = (y, 2).
Weil z = [0103, (1, 3)(2,4)] in T" liegt, folgt die Behauptung.

Wir nehmen an, dass a zu einem Element von M’ konjugiert ist. Es sei R € Syla(Cg(a))
und S € Syly(G) mit R < S. Weil a nach (f) nicht zu z konjugiert ist, folgt mit 3.2 (a),
dass a nicht in Z(S) liegt und daher (a) < (a, Z(5)) < Z(R) ist, insbesondere gilt
|Z(R)| > 4. Weiter liefert uns 6.23, dass a zu einem Element von @ konjugiert ist und
sogar |Z(R)| = 4 gilt.

Wir kénnen nun annehmen, dass 7' aus (g) in R liegt. Dann ist wegen (y,a) < T
schon Z(R) < Cggy(a) und damit Z(R) < Z(T) = (y,2,a). Weil Z(R) # Z(T)
ist, gilt insbesondere R > T und wir kénnen ein h € Ng(T) \ T wihlen. Dann ist
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

h ¢ Cg(y) und h normalisiert Z(T) NT'. Ist Z(T) NT" = (z), so ist [z,h] = 1,
im Falle Z(T)NT" = (y,z) folgt mit 1.18 ebenfalls [z, h] = 1. Insgesamt ist daher
Z(T(h)) = (z,a) und aus Z(R) < Z(T) und |Z(R)| = 4 schlieken wir Z(R) = (z,a).
Sei nun g € G mit b := a9 € Q. Wir kénnen Cg(b) < RY annehmen, also ist Z(RY9) <
Ca(Co(b)) < Z(Cgq(b)) = (2,b) mit 2.10 und 1.19 (a). Folglich ist (z,a)? = (z,b) und
54 N¢(Q) und wir
erhalten einen Widerspruch, denn es ist b € @, wohingegen a nicht in M’ und damit
nach 6.23 (a) auch nicht in @ liegt. Daher ist z9 = zb. Allerdings gibt es ein ¢ € @
mit (zb)? = b und wir erhalten, dass z zu b und damit auch zu a konjugiert ist, ein
Widerspruch zu (f).

es gilt z9 = z oder 29 = zb. Im Fall 29 = z ist aber g € Cg(2)

6.28 Lemma: FEs sei Yy = [Yay,0?(M)] und M/Y); = Yg. Dann hat G eine Untergruppe
Go vom Index 2 mit folgenden Eigenschaften: Sei My := M N Gy. Dann ist Yy, = Yy < M.
Aukerdem ist Mo/ Y, = Ag und es gilt F*(G) < Gy.

Beweis: Mit 6.18 hat Cg(K) Ordnung 4. Ist Cg(K) elementarabelsch, so liefert uns 6.26

die gewiinschte Untergruppe.

Anderenfalls ist Cq(K) zyklisch und mit 6.27 (a) und (h) gibt es eine Involution a in M, die

nicht zu einem Element von M’ konjugiert ist. Weil M’ in M Index 2 hat, liefert uns dann

15.15. aus [GLS2] eine Untergruppe Go vom Index 2 in G, die a nicht enthélt. Dann muss

Yr < Go und (M N Gy) /Yy = Ag sein. Auferdem ist wegen O2(G) = 1 auch F*(G) < Go.
a

Zusammenfassend halten wir fest:

6.29 Satz: Es gibt einen Subnormalteiler Go von G mit Index hichstens 4, fiir den gilt:

Setze M() = MnN G(). Dann ist YM N GO = YM(); MO/Y]W() = Ag und YM@ = [Y]WO,OQ(M())]
hat Ordnung 2°. Auberdem ist F*(Gy) = F*(G). Die Gruppen Gy und My erfiillen dabei die
Generalvoraussetzung dieser Arbeit, wir kénnen also von nun an ohne Einschrinkung davon

ausgehen, dass Yy = [Yar, O*(M)] und MYy = Ag gilt.

Beweis: 6.25 und 6.28 liefern den Subnormalteiler G, der alle geforderten Eigenschaften
hat. O

84



6.3. Bestimmung von F*(Q)

6.3 Bestimmung von F*(G)

In diesem letzten Abschnitt bestimmen wir schlieklich die einfache Gruppe F*(G). Wie wir
in 6.29 gezeigt haben, kénnen wir dabei davon ausgehen, dass M ~ 26.Ag ist und mit 6.18
gilt dann Cq(K) = (y), insbesondere ist K eine Standarduntergruppe von G. Leider ste-
hen, anders als im vorangegangenen Kapitel, keine geeigneten Resultate zu Verfiigung, die
eine Gruppe G anhand einer Standarduntergruppe vom Typ 2.PSUy(3) identifizieren. Zwar
beschiftigt sich etwa [As4] mit einer solchen Situation, stellt dabei allerdings relativ starke
Voraussetzungen an die Gruppe G. So soll G beispielsweise die sogenannte B-conjecture er-
fiillen, deren Verwendung wir hier vermeiden wollen.

Stattdessen verfolgen wir eine relativ elementare Herangehensweise. Wir beginnen mit einer
eingehenden Untersuchung der Gruppe H = N¢(Q)/Q, iiber die wir letztendlich sehr genaue
Informationen erhalten werden. Davon ausgehend finden wir in G eine weitere Untergruppe
der Form 29.Ag, mit deren Hilfe wir dann die Ergebnisse aus [MSW] anwenden kénnen, was
uns abschliefsend auch zum Ziel fiihren wird. Zunéchst erhalten wir:

6.2 (d)

6.30 Lemma: Seiw € Y)r \ Q "= Yas \ z*. Dann gilt:

(a) Die Involution (wQ) liegt im Zentrum von X = Ny (Q)/Q.
(b) Esist S/Q € Syla(X) C Syla(H) und S/Q ist elementarabelsch.
(c) Die Gruppe X ist isomorph zu 2 x Y3 X ¥3.

(d) Es gilt Cy(w@Q) = X.

Beweis:

.2(d

(a) Esist Y3;Q/Q normal in Njs(Q)/Q und wegen QN Yy "= "2t gilt YirQ = (w)@Q, also
hat YsQ/Q = (w@Q) Ordnung 2 und liegt daher im Zentrum von X.

(b) Es gilt Ny (Q) = Cun(2z) und weil z in Z(S) liegt, ist dabei S < Np/(Q) und daher
auch S/Q € Syl (H).
Laut 2.2 (b) ist QY = O2(Cr(2)) und mit 1.7 (b) ist deshalb Chr(2)/QYas isomorph
zu Qf (2) & B3 x 3, also folgt X ~ (wQ).(Z3 x ¥3). Insbesondere erhalten wir dann
0(S/Q) < (wQ) und 6.4 liefert nun U(S/Q) = 1. Also ist S/Q elementarabelsch.

(¢) Weil (w@) im Zentrum von X liegt und mit (b) ein Komplement in S/Q hat, gibt es
mit dem Satz von Gaschiitz auch ein Komplement von (w@) in X. Nun ist X/{w@)
isomorph zu X3 x X3, also folgt die Behauptung.
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(d)

Wegen (wQ) < Z(X) ist zundchst X < Cy(w@Q). Sei umgekehrt g € Ng(Q) so, dass
r = [g,w] € Q ist. Dann gilt g € Ng(Q(w)) und 1 = w? = (w9)? = (zw)? = 2%[z, w].

Weil Q extraspeziell mit Zentrum (z) ist, muss dann 2? = [z, w] € (z) sein. Nun liefert

uns 2.2 (f), dass z in z* liegt und aukerdem Cowy(w) = (Q NYa){w) = 2H{w) = Y
ist, genauso gilt auch Cp ) (rw) = Y. Zusammen erhalten wir so

Also ist g € Ng(Yar) = M und es folgt die Behauptung.

a

6.31 Lemma: Sei R eine extraspezielle 2-Gruppe und R = Uy x Uy mit Uy = Us. Sei weiter
a € Aut(R) mit o € Inn(R). Dann gilt:

(a)
(b)
(¢)

Ist Uy = Uy, so ist [R, a] elementarabelsch.
Ist Uy = Qg =2 Us, so enthilt R genau zwei zu Qg isomorphe Untergruppen.

Ist Uy = Qs = Uy und a ¢ Inn(R), so ist [R,a] genau dann elementarabelsch, wenn
Ue = Uy ist.

Beweis:

(a)

Zunachst ist [[R, o], a] < Z(R), weil a auf R/Z(R) trivial oder wie eine Involution wirkt.
Daher gilt [[R,a],a,R] =1 = [R, R, o], a] und so erhalten wir auch [R, o, [R, ] = 1.
Folglich ist [R, a] abelsch. Weiter ist [R, | = [Uy, a|[Us, a] = [Uy, a|[U1, a]* = [Uy, al.
Sei u € Uy, dann gilt wegen U = U schon [u,a]? = v~ lu®u~tu® = (u?)~1(u?)e.
Ist u? = 1, so ist auch [u,a]? = 1. Anderenfalls ist u? das nicht triviale Element aus
Z(R) und es folgt u?> = (u?)® und damit ebenfalls [u,a]? = 1. Also wird [R,a] von
Involutionen erzeugt und ist daher elementarabelsch.

Wir kénnen R/Z(R) als orthogonalen Raum vom +-Typ auffassen, nach 11.5 in [Ta]
gibt es dann in R/Z(R) genau 9 nicht triviale singuldre Vektoren. Folglich gibt es genau
6 nicht singuldre Vektoren und damit in R genau 6 zyklische Untergruppen der Ordnung
4. Je 3 davon liegen in Uy bzw. Us. Wegen [Uy, U] = 1 erzeugen also zwei Elemente
der Ordnung 4 in R entweder eine Gruppe Cy X Cs oder eine der Gruppen U; oder Us.

Mit (a) miissen wir nur noch zeigen, dass Uj* = Us gilt, falls [R, o] elementarabelsch ist.
Anderenfalls liefert uns (b) schon U{* = U; und U§* = Us. Da « nicht inner ist, kénnen
wir annehmen, dass « einen nicht inneren Automorphismus auf U; = Qg induziert.
Dann ist aber [Uy, o] zyklisch der Ordnung 4 und damit [R, a] nicht elementarabelsch.

a
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6.32 Lemma: Sei w € Yy \ 21, seien 7,t € M so, dass 7 wie (1,2)(5,6) und t wie
(1,5)(2,6)(3,7)(4,8) auf Yy operieren, und seien dy,ds wie in 6.19. Dann ist (wQ,7Q,tQ)
eine Sylow-2-Untergruppe von H. Weiter gibt es genau ein Element g € {T7Q,wtQ}, fiir das
(@, g] nicht elementarabelsch ist. Fiir alle anderen h € (wQ,7Q,tQ) \ (g) ist [Q, h| elementa-
rabelsch der Ordnung 2°. Also liegt g in Z*(H). Auferdem ist {d1Q,d2Q) < O(H).

Beweis: Zunichst halten wir fest, dass kein Element von Ng(Q) \ @ einen inneren Auto-
morphismus auf @) induziert, weil @ eine grofe 2-Untergruppe von G und daher Cg(Q) < @
ist. Weiterhin gilt fiir a,b € Ng(Q) mit a@ = bQ auch [Q,a] = [@, 1], weil Q extraspeziell
ist, wir konnen also fiir Elemente a@Q € H den Kommutator [, aQ] = [Q, a] betrachten.
Nun ist T := (wQ, 7Q, tQ) eine Sylow-2-Untergruppe von X und T ist deshalb nach 6.30 (b)
elementarabelsch und auch eine Sylow-2-Untergruppe von H. Auferem ist (d1@Q,d2Q) nach
6.30 (c) normal in X. Fiir i € {1,2} sei D; := [Q, d;]. Dann liefert uns 6.19, dass Q) = Dy x Da
ist und D1 = Qg * QS = D2 gﬂt.

Fiir i € {1,2} ist (d;Q)"% = (d;Q) = (d;Q)™? und (d;Q)'? = (d3_;Q). Folglich vertauscht
jedes Element aus (w@, 7Q)tQ die beiden Gruppen (d;Q) und (d2@) und damit auch D; und
D5. Laut 6.31 (a) ist dann [@Q, a] elementarabelsch fiir alle a € (wQ, 7Q)tQ und es folgt auch
[Q, a]| = 2°.

Weiter ist Dy unter (w@, 7Q) invariant. Mit 6.31 (b) seien A; und Ay die beiden zu Qg iso-
morphen Untergruppen von Dp. Laut 2.2 (g) ist [Dy,w] < [Q,w] = 2z elementarabelsch,
also vertauscht w@ nach 6.31 (c) insbesondere A; und Ay. Daher ist {7, wr} = {b, ¢}, wobei
Aj und As von b normalisiert und von ¢ vertauscht werden. Angenommen, b induziert einen
inneren Automorphismus auf D;. Dann gilt dies auch fiir jedes andere Element aus bQ). Weil
D! = Dy und [t,b] € Q ist, induziert b dann auch einen inneren Automorphismus auf Dy
und damit insgesamt einen inneren Automorphismus auf @, ein Widerspruch. Daher liefert
uns nun 6.31 (¢), dass [D1, b] < [@, b] nicht elementarabelsch ist. Andererseits ist aber [Dy, ¢
mit 6.31 (a) elementarabelsch und wegen D! = Do und [t,c] € Q ist [D1, ] = [D2, ¢]. Also ist
auch [Q,c] = [D1, ] * [D2, ¢] elementarabelsch und hat Ordnung 2°.

Insgesamt ist also bQ) das einzige Element aus 7', fiir das der Kommutator mit @ nicht ele-
mentarabelsch ist. Daher ist Q) in H zu keinem anderen Element von 7" konjugiert und mit
[G12, Corollary 1] liegt bQ in Z*(H). Fiir i € {1,2} gilt aukerdem (d;Q)"? = d;'Q, also ist
(d1Q, d2Q) < O(H). =

6.33 Bemerkung: Wir kénnen in der Formulierung von 6.32 das Element T durch wt er-
setzen und somit 0.B.d.A. 7Q € Z*(N¢(Q)/Q) annehmen.

6.34 Lemma: (a) Esist F*(H) = O3(H).
(b) Die Ordnung von O3(H) betréiigt wenigstens 33.

(c) H ist eine {2,3}-Gruppe, insbesondere ist O3(H) = O(H). Auferdem liegt eine Sylow-
3-Untergruppe von X in Os(H).
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Beweis: Wir stellen zunéchst fest, dass H nach 6.6 isomorph zu einer Untergruppe von
Of (2) ist, wegen |OF (2) : QF (2)| = 2 ist also O*(H) isomorph zu einer Untergruppe von
Qd (2). Weiter gilt |G|a = [M|y = 25| Ag|s = 2'2 und daher ist |H| ein Teiler von 23-3%-5%.7
mit |H|y = 23. Auferdem ist Oz(H) = 1.

(a)

Wir nehmen an, dass H eine Komponente L hat. Weil S/Q mit 6.30 (b) eine Sylow-2-
Untergruppe von H ist, ist dann auch L N (S/Q) < X eine Sylow-2-Untergruppe von
L, die nach 1.25 wenigstens Ordnung 4 hat. Laut 6.32 liegt eine Sylow-3-Untergruppe
R von X in O(H) und wir erhalten [L,R] = 1. Allerdings zeigt 6.30 (c), dass der
Zentralisator von R in X Ordnung 18 hat, ein Widerspruch. Also ist F*(H) = F'(H).
Sei T eine Sylow-3-Untergruppe von H. Mit 6.20 (b) ist dann |T| > 33. Angenommen,
es ist F'(H) # O3(H). Weil Oz(H) trivial ist, hat H dann einen Normalteiler P, der
zyklisch der Ordnung 5, zyklisch der Ordnung 7 oder elementaralesch der Ordnung 52
ist. In jedem Fall ist | Aut(P)|3 < 3 und weil T auf P operiert, folgt |Cr(P)| > 32.
Allerdings hat mit S. 86 in [Atl] kein Element der Ordnung 5 oder 7 in Og (2) einen
Zentralisator mit durch 9 teilbarer Ordnung und wir erhalten einen Widerspruch.

Nach (a) ist C(O3(H)) < O3(H), insbesondere ist S/@Q isomorph zu einer Untergruppe
von Aut(Os3(H)). Weil die Automorphismengruppe von Gruppen der Ordnung 3 oder
9 keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 8 hat, folgt die Behauptung.

Wir zeigen zuerst, dass 7 kein Teiler von |H| ist. Anderenfalls sei g € H mit o(g) = 7.
Dann operiert g auf O3(H) und weil der Zentralisator eines Elements der Ordnung
7 in Qf (2) die Ordnung 7 hat, folgt Coy(my(g9) = 1. Nun ist aber |O3(H)| = 3’ mit
i € {3,4,5} und daher |O3(H)| — 1 nicht durch 7 teilbar, ein Widerspruch.

Wir nehmen also an, dass es in H ein Element der Ordnung 5 gibt. Wir wissen bereits,
dass O3(H) wenigstens die Ordnung 33 hat, es ist also insgesamt 23 - 33 - 5 ein Teiler
von |H|. Indem wir H als Untergruppe von Og (2) auffassen, erhalten wir dann eine
Untergruppe H := H Qg (2) von Qf (2), deren Ordnung von 22 - 33 - 5 geteilt wird
und die einen 3-Normalteiler der Ordnung wenigstens 3% hat. Mit S. 85 in [Atl] stellen
wir fest, dass H aus Ordnungsgriinden dann in einer Untergruppe Spg(2), Ag oder
(3 x SU4(2)) : 2 liegen miisste. In Ag sind die einzigen 3-Untergruppen, die von einem
Element der Ordnung 5 normalisiert werden, zyklisch der Ordnung 3. Weiter zeigen uns
S. 46 in [At]] und der Satz von Borel-Tits angewandt auf SU4(2) = PSp4(3), dass es
in SU4(2) oder Spg(2) ebenfalls keine 3-Untergruppe passender Ordnung gibt, die von
einem Element der Ordnung 5 normalisiert wird, und wir erhalten einen Widerspruch.
Also ist H eine {2, 3}-Gruppe, wie behauptet. Daher ist O(H) = O3(H) und mit 6.32
folgt nun auch, dass eine Sylow-3-Untergruppe von X in Os(H) liegt.
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6.35 Lemma: (a) Sei A eine {2,3}-Gruppe mit O3(A) = 1 und Sylow-2-Untergruppe
isomorph zu V. Dann ist A =V, oder A = Ay.

(b) Die Gruppe H/O3(H) ist elementarabelsch der Ordnung 8 oder isomorph zu 2 x Ay.

(c) Sei N<H und g € H\ N ein Element ungerader Ordnung. Wird gN in H/N von einer
Involution invertiert, so ist g € Os(H).

Beweis:

(a) Mit dem p®¢”-Satz von Burnside ist A auflssbar und folglich enthiilt F/(A) = Oz(A) sei-
nen eigenen Zentralisator. Demnach ist F'(A) = V4 und A/F(A) ist eine 3-Untergruppe
von Aut(Vy) = X3, also folgt die Behauptung.

(b) Sei B := H/O3(H). Laut 6.32 gibt es eine Involution =z € H, fiir die die Nebenklasse
xO3(H) in Z*(H)/O3(H) = Z*(H)/O(H) = Z(H/O(H)) = Z(B) liegt. Sei dann
A = B/{xO3(H)). Weil §/Q € Syla(H) laut 6.30 (b) elementarablsch der Ordnung 8
ist, ist eine Sylow-2-Untergruppe von A isomorph zu Vj. Wegen (xO3(H)) € Z(B) ist
das Urbild von O3(A) in B nilpotent und folglich ist O3(A) = 1. Mit (a) ist A = Vj oder
A= Ay Fiir A =2V, ist B elementarabelsch. Anderenfalls ist eine Sylow-2-Untergruppe
T von B normal in B. Sei d € B ein Element der Ordnung 3. Dann ist 7' = [T, d| x Cp(d)
und wir erhalten Cr(d) = (xO3(H)) und insgesamt B = 2 x Ay.

(c) Nach (b) gibt es in keiner Faktorgruppe von H/Os3(H) kein Element ungerader Ord-
nung, das von einer Involution invertiert wird, also folgt die Behauptung.

d

6.36 Lemma: (a) Sei W eine Untergruppe von Q/(z), die unter X = Ny (Q)/Q invariant
ist. Dann ist |[W| € {1,2% 28}

(b) Es gilt: O3(H) ist elementarabelsch der Ordnung 3*.

(c) Ist a € (S/Q)7, so ist Co,(m)(a) entweder trivial oder hat Ordnung 32.

Beweis: Laut 1.7 (b) operiert Cis(2) = Ny (Q) irreduzibel auf z+/(z) “ZY vy N Q und
auf O2(Chr(2))/ Y Y QYr /Yy = Q/z%. Dabei haben 21 /(z) und Q/2z* jeweils Ordnung
24 und daher folgt (a).

Wir verwenden nun wieder, dass wir H nach 6.6 als Untergruppe von Og (2) auffassen konnen.
Dabei ist dann V := Q/(z) ein orthogonaler Raum der Dimension 8 vom +-Typ. Nun l&sst
sich V' als orthogonale Summe von vier jeweils zweidimensionalen orthogonalen Teilrdumen
Ui, ...,Uy vom —-Typ schreiben, der Stabilisator dieser Zerlegung in O; (2) ist isomorph zu
53154 und enthélt eine Sylow-3-Untergruppe T 2 (313) x 3 von O;(Q). Dabei hat T" genau eine
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elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 3*. Diese wird von Elementen 1, ..., x4 erzeugt,
wobei fiir i € {1, ...,4} stets [V, z;] = U; und Cy (z;) = (Uj|j € {1, ...,4}\{¢}) ist. Wir kénnen
nun Z(T) = (z1xex3, x4) und damit auch O(T) = (r1z2r3) annehmen. Auberdem kénnen
wir weiter davon ausgehen, dass O3(H) in T liegt.

Angenommen, O3(H) ist nicht elementarabelsch. Enthélt O3(H) ein Element der Ordnung
9, so ist U(03(H)) = U(T). Sonst ist exp(O3(H)) = 3 und O3(H) nicht abelsch. Das fiihrt
zu O3(H) = 372 oder 3 x 3'72. In diesen Fillen ist ®(O3(H)) = U(T). Sei 6 := z1w023.
Dann ist insgesamt also G(T') = (§) charakteristisch in O3(H) und es folgt (§) < H. Demnach
ist auch Cg/(,)(6) = Uy invariant unter H, das widerspricht aber (a). Folglich ist O3(H)
elementarabelsch.

Nach 6.34 (b) ist |O3(H)| > 33. Wir nehmen an, dass |O3(H)| = 32 ist. Wir kénnen w in 6.30
aus y~ wihlen. Dann zentralisiert wQ nach 6.30 eine Sylow-3-Untergruppe R; von X, wobei
R mit 6.34 (c) in O3(H) enthalten ist. Auferdem liegt w nach 6.16 (h) in Ck(z). Nun ist
Caly)l2"=" [Car(y)le = 2, [Co(y)] 2 1Q1/2 = 2% und |K|> = 2 PSUs(3)|> = 2°, daher
folgt |Q N K| > 25 und weil Q N K in O3(Ck(2)) liegt und |O9(Ck (2))| = 2° gilt, erhalten
wir O2(Ck(z)) = Q@ N K. Demnach ist

Ck(2)Q/Q = Ck(2)/ (Ck(2) N Q) = Ck(2)/02(Ck(2)) = X3 x 3.

Sei jetzt Ry eine Sylow-3-Untergruppe von Ck(z)Q/Q. Dann ist Ry unter w(@ invariant, au-
fserdem wird jedes Element von Rs von einer Involution invertiert und nach 6.35 (c) liegt Ra
in O3(H). Weil beispielsweise laut 6.20 (b) insbesondere Ry # Rj ist, folgt nun mit unserer
Annahme O3(H) = (R1, R2) = R1Ra. Es ist O3(H) = Cp, () (wQ) x [O3(H ), wQ] und wegen
Ry < Coymy(wQ) hat [O3(H), wQ] = [Ro, wQ] = (1) Ordnung 3. Mit 6.30 liegt wQ im Zen-
trum von X, also sind [O3(H),wQ] = (1) und dann auch U := [Q/(z), u] unter X invariant.
Wegen 1 € Ry hat U nach 6.3 Ordnung 22 oder 24, daher liefert (a) nun |U| = 2*. Allerdings
ist 9 = p~! und daher gilt |Cy(wQ)| = |[U, wQ]| = 22 (siehe z.B. Lemma 1.2.(d) in Ap-
pendix Al von [Gl1]), wobei auch [U, wQ)] unter X invariant ist. Dies widerspricht jedoch (a).
Also hat O3(H) wenigstens die Ordnung 3%. Da T nicht abelsch ist, gilt auch |O3(H)| < 3%
und es folgt (b).

AuRerdem erhalten wir |[O3(H),wQ]| = 32 = |Co,m)(wQ)|. Denn anderenfalls ist wegen
Ry < Co, ) (wQ) wieder [O3(H ), wQ] = [Ra, wQ] = (i1), was erneut zu einem Widerspruch
fiihrt. Insbesondere ist also Ry = Co, (g (wQ).

Nun ist O3(H) als Untergruppe (z1, z2, 3, x4) von T eindeutig bestimmt. Wir wihlen dy, do
wie in 6.19 und zusétzlich ¢t und 7 wie in 6.32. Im Folgenden bestimmen wir, wie (w@, tQ, 7Q)
auf O3(H) operiert und verwenden dabei, dass die Menge {(z;)| ¢ € {1,...,4}} unter
H< NO;(z)((xl,xQ,mg,m)) invariant ist.

Laut 6.19 ist V = [V, dy] x [V,ds] mit |[V,d;]| = 2* = |[V,ds]|. Daher kénnen wir ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass d1Q) = x122 und do@) = z3z4 ist. Wie wir oben gezeigt haben,
ist (d1Q,d2Q) = R1 = Co,(m)(wQ), also muss nun Z‘?Q = x9 und :ri;)”Q = x4 sein. Es ist
Ry = (z1m2,2324) auch unter (tQ,7Q) invariant und ¢Q vertauscht d;@Q und da@. Daher
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kénnen wir weiter annehmen, dass a:tlQ = x3 und xZQ = x4 ist. Zuletzt werden d1Q und d2Q

von 7@ invertiert. Weil auferdem [tQ,7Q] = 1 ist, folgt nun, dass fir ein a € {7Q,wrQ}
schon z¢ = azi_l fiir alle ¢ € {1,2,3,4} gilt. Zusammen mit all diesen Informationen folgt jetzt
auch (c). O

Wir werden nun eine weitere, von M verschiedene Untergruppe Ms von G mit der Struktur
26 Ag konstruieren. Dazu beginnen wir mit Untersuchungen in M, die uns eine von Y} ver-
schiedene elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 26 liefern werden, deren Normalisator
wir spiter bestimmen konnen.

6.37 Definition: Wir setzen E := (U1030304, 01020506, U1030507) < Yjps. Dann ist E ein
maximaler total singuldrer Unterraum von Y. Weiter sei L := Ny (E).

6.38 Lemma: Es gilt:

(a) Es ist
L/Yyu = ((1,2)(3,4)(5,6)(7,8), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8))
:((2,3,7,8,6,4,5),(1,2,3)(5,6,7)) ~ 23 : GL3(2).

(b) Es ist Z(O2(L)) = E, O2(L) = Cr(E) = Cy(E) und Yy /E liegt im Zentrum von
O2(L)/E.

(c) Esgilt E<Q < L.

(d) SetzeU := (Q N O2(L))Yr/E. Dannist |O2(L)/E : U| = 2 und U ist elementarabelsch.
(e) Esist auch Oz(L)/E elementarabelsch. Insbesondere ist Oz(L)/E = Cp,/g(O2(L)/E).
(f) Es gibt ein L/Oy(L)-invariantes Komplement W zu Yy /E in O2(L)/E.

(g) Sei W wie in (f). Dann sind die Operationen von L/Oy(L) auf E und W nicht dquiva-
lent, E und W sind also verschiedene Moduln fiir L/O2(L). Sei weiter V- < Oz(L) mit
V/E = W. Dann ist V elementarabelsch und es gilt VY = Oa(L) und |Q N V| = 25.

(h) Sei V wie in (g). Dann ist L = Nj(V).
Beweis:

(a) Der Stabilisator eines maximalen singuléren Unterraums in M/Yy & QF (2) 2 Ag hat
die Struktur 23 : GL3(2) und ist eine maximale Untergruppe von Ag. Die angegebe-
nen Permutationen normalisieren dabei alle E' und erzeugen eine Gruppe passender
Struktur.
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(b)

Es ist [O2(L), E] < E und weil eine zu GL3(2) isomorphe Untergruppe von L/Y3s nicht
trivial und daher irreduzibel auf E operiert, ist [O2(L), E] = 1 und Oz(L) = CL(E).
Analog ist [O2(L)/E,Yn/E] < Yu/E und eine zu GL3(2) isomorphe Untergruppe
von L/Y)s operiert nicht trivial auf Yy, /E, also ist auch [O2(L)/E, Yy /E] = 1. Wére
Z(02(L)) > E, so wiirde auch (Yar/E) N (Z(O2(L))/E) # 1 sein und wir wiirden
Y < Z(02(L)) erhalten, was wegen Cy(Yas) = Yas aber ein Widerspruch ist.

Es ist z = tyoau0; € E < 2+ 2.2§(h) Q@ und daher [Q,E] < @’ 620 (z) < E, also ist
Q < Ny(E).

Wir verwenden 6.2 (e) und erhalten
QYM/YM = OQ(CM(Z))/YM = <(1a 2)(33 4)’ (L 3)(2a 4)7 (57 6)(77 8)? (57 7)(67 8)>

Also ist (QYan NO2(L)) /Y = ((1,2)(3,4)(5,6)(7,8),(1,3)(2,4)(5,7)(6,8)) und folg-
lich hat (QYM) N OQ(L) = (Q N OQ(L)) Yy Index 2 in OQ(L). Weiter ist Ql = ‘I)(Q) =
(z) < E,alsoist (Q NO2(L)) /E elementarabelsch. Weil nach (b) die elementarabelsche
Gruppe Yy /E im Zentrum von O2(L)/FE liegt, folgt die Behauptung.

Sei U wiein (d) und t € O2(L)/E. Weil L/O2(L) nicht trivial auf Oa(L)/ Yy, operiert, ist
folglich L/Oy(L) = GL3(2) transitiv auf (Oy(L)/Yar)¥. Daher ist ¢ zu einem Element
von U konjugiert und es folgt t? = 1 mit (d). Also ist Oz(L)/E elementarabelsch.

In L/Oy(L) = GL3(2) gibt es eine maximale Untergruppe F' der Ordnung 21. Weil
Yy /E unter F invariant ist, liefert der Satz von Maschke (siehe z.B. 8.4.6. in [KS]) ein
F-invariantes Komplement W von Yj/E in O2(L)/E. Dabei operiert F' auf W genauso
wie auf Oz(L)/Y), insbesondere ist also F' transitiv auf W#. Wir werden zeigen, dass
W auch unter ganz L/O2(L) invariant ist. Dazu bestimmen wir den Stabilisator eines
geeigneten Punktes aus W in L/O2(L).

Sei U wie in (d), dann ist |Oo(L)/E : U| = 2. Mit 6.2(d) ist Q@ N Yy = 2+, also ist
insgesamt |O2(L) : (Q N O2(L)) | = 4. Daher gibt es ein ¢ € @ mit 1 # gE € W. Weiter
sei g2 € Q so, dass {qYar, g2Yas} eine Basis fiir (Q N O2(L)) Yar/Yar ist. Wir betrachten
den zweidimensionalen Unterraum R := (¢F, @2 F) von O(L)/E. Wegen Q' = (2) < E
gilt A := QO2(L)/O02(L) < CLj0,1)(R) < Crjoyr)((¢Ynm, ¢2Ynr)). Dabei ist [A] = 4,
denn es gilt |Q| = 2 = |Oa(L)| und |Oo(L) : (Q N Oo(L))| = 4. Weil der Zentralisa-
tor eines zweidimensionalen Unterraums in GL3(2) ebenfalls die Ordnung 4 hat, folgt
nun A = Cp0,0)((qYM; ©2YM)) = Crjo,)(R) < Crioyw)(aE) < Crjoyw)(a¥m),
wobei Cf,/0,(1)(¢Ym) als Punktstabilisator in GGL3(2) isomorph zu ¥4 ist. Nun hat
jedes Element der Ordnung 3 in F' einen Fixpunkt auf W. Weil F transitiv auf W
operiert, kdnnen wir also ein o € F der Ordnung 3 mit o € Cp0,(1)(qF) wihlen.
Der Zentralisator eines zweidimensionalen Unterraums in GL3(2) ist nicht normal im
Punktstabilisator und dadurch erhalten wir ¥4 = (A, ) < Cp/0,(1)(qF). Das liefert
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uns insbesondere |Cr 0,1y (¢F)| = 24 und damit ((qE)E/02(D)| =7 = |(¢E)F| = |[W#]|,
also ist W invariant unter L/Oz(L).

(g) Es ist CL(2)/O2(L) ein Punktstabilisator in L/Os(L). Dabei liegt Cr(2) in Ng(Q),

insbesondere normalisiert C7,(z) also @ N Oz(L). Wie wir in (d) festgestellt haben, ist
(QNO2(L))Yrr/ Yo ein zweidimensionaler Unterraum von Oz (L)/ Y und weil L/O2(L)
auf W genauso operiert wie auf O3(L)/Yy = (W(Yu/E))/(Ym/E), ist Cr(2)/02(L)
auf W also ein Hyperebenenstabilisator und folglich sind die Operationen von L/O2(L)
auf £ und W verschieden.
Weiterhin ist dann Cp,(z) irreduzibel auf (QNO2(L))Yas/ Y und weil wir im Beweis von
(f) bereits festgestellt haben, dass (Q/E)NW # 1 ist, folgt damit auch |(Q/E)NW| > 22
und daher |V N Q| > 2°. Wir nehmen nun an, dass es in V ein Element v der Ordnung
4 gibt. Dann ist 1 # v? € E und weil E mit (b) im Zentrum von Oo(L) liegt, ist fiir
alle e € E auch (ev)? = e?v? = v%. Nun ist die Menge {(ve)?|le € E} = {v?} unter
Cr)0,(1)(vE) invariant und wir erhalten, dass ein Punktstabilisator von L/Oz(L) auf W
auch ein Punktstabilisator auf F ist. Das widerspricht aber den Ergebnissen von oben.
Also ist v? = 1 fiir alle v € V und daher ist V elementarabelsch. Weil @ als extraspezielle
Gruppe der Ordnung 2° keine elementarabelsche Untergruppe der Ordnung 26 hat, folgt
auch |Q NV| = 25.

(h) Esist V<L und Ny (V) liegt in Ny (VYar) = Nas(O2(L)). Dabei gilt Ny (O2(L)) = L,
weil Oz(L) nicht normal in M und L/Y}s eine maximale Untergruppe von M /Yy, = Ag
ist.

Obiges Lemma liefert uns eine elementarabelsche Gruppe V' < L < M mit |V| = 2% und
V' # Y. Dabei ist |[M : L| ungerade und @ liegt in L, also kénnen wir ohne Einschran-
kung auch S < L annehmen. Wir werden zeigen, dass Ng(V)/V isomorph zu Ag ist. Zur
Vereinfachung halten wir fest:

6.39 Definition: Von nun an sei V' wie in 6.38 (g) und My := Ng (V).

6.40 Lemma: Laut 6.38(g) gibt es ein x € V mit V = (VNQ)(x). Sei g € Ng(Q) mit
[z,9] € Q. Dann ist g € My. Weiter ist |[Ng(Q) N Ma|3 > 3% und eine Sylow-3-Untergruppe
von N¢(Q) N My liegt nicht in M. Insbesondere liegt also My nicht in M.

Beweis: Esist VY = O2(L) und

6.2 (e)

QYM/YM = 02(CM(Z)/YM) = <(17 2)(374)a (17 3)(274)7 (57 6)(77 8)7 (5a 7)(6a 8))7

also kénnen wir mit 6.38 (a) ohne Einschriankung = so wihlen, dass z wie (1,5)(2,6)(3,7)(4, 8)
auf Yy, operiert. Dann liefert uns 6.32 schon, dass [Q, ] elementarabelsch von der Ordnung
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2° ist. Insbesondere ist also |[Q/(z),z]] = 2%, zusammen mit [Q/(z),2] < Cq»(z) und
Q/(2), 21|+ Iy (@)] = |Q/(2)] = 2° folgt [Q/(2), 2] = Cy(s) (x). Weiter ist QNV < Co(a)
und [Q N V| = 2° nach 6.38 (g), demnach gilt Cg ) (z) = (QNV) /(2) = [Q, x]/(z).Nun ist
1 = (2(2))* = (29(2))* = (2[z,g](2))? also liegt die Involution [z,g](z) in Cgry(z) =
(VNQ)/(z) =[Q,x]/(z). Daher wird [@Q, z](z) = (VN Q) (zr) =V von g normalisiert.

Wir betrachten jetzt den Zentralisator von 2@ in H = Ng(Q)/Q. Wir wihlen eine Sylow-3-
Untergruppe R von Ny (Q) wie in 6.19, dann hat Crg/o(zQ) Ordnung 3. Mit 6.34 (c) liegt
RQ/Q in O3(H), daher liefert uns 6.36 (c), dass Cy(zQ) durch 32 teilbare Ordnung hat. Also
ist mit obigen Uberlegungen auch |Ng(Q) N Ma|s > 32. Weil [Ny (V)3 6220 |L|s = 3 ist,
liegt eine 3-Sylow-Untergruppe von Ng(Q) N Ma nicht in M. O

6.41 Lemma: Es gilt:

(a) Die Untergruppe My ist parabolisch in G.
(b) Es ist F*(Ms) = Oa(Ms).

(c) V = O(M>)

(d) Ca(V)=V

(e) O3(My/V) =1

(f) Es ist E nicht normal in M.

(g) Die Operation von Ms/V auf'V ist irreduzibel.

Beweis:

(a) Wegen V < L ist L < My und L enthélt eine Sylow-2-Untergruppe von M, also auch
eine von G.

(b) Laut 1.14 hat H parabolische Charakteristik 2, also liefert (a) schon F*(Ms) = O2(Ma).

(c) Sei A := O2(Ms). Dann ist V' < A und weil L eine Sylow-2-Untergruppe von Mj
enthélt, liegt A in Oy(L). Wir nehmen nun A > V an. Da L/O2(L) = GL3(2) nicht
trivial und damit irreduzibel auf O(L)/V = VY /V =2 V/(V NY) = V/E operiert,
folgt A = O2(L). Sei R eine Sylow-3-Untergruppe von Mz N Ng(Q). Dann liegt R
mit 6.40 nicht in M und hat wenigstens Ordnung 3. Aukerdem operiert R auch auf
ANQ und auf AQ/Q = A/AN Q. Laut 6.38(d) ist |A : (Q N A)Yy| = 2, weiter
gilt [Yar : QN Yy| = [Yy @ 2| = 2 und wir erhalten [AQ/Q| = |[A : QN A| = 4.
Nun ist auch die Untergruppe VQ/Q < AQ/Q unter R invariant und mit 6.38 (g) ist
dabei |[VQ/Q| = |V/(VNQ)| = 2, also wird VQ/Q von R zentralisiert. Damit folgt
insgesamt [R, AQ/Q] = 1. Sei w € Y \ @, dann ist insbesondere [R,w] < Q. Nun
liefert uns 6.30 (d) aber R < M und wir erhalten einen Widerspruch.
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Es gilt Cg(V) © Chr, (O2(M2)) e C, (F*(Ma)) < F*(Ma) = V.

Wir nehmen an, dass O3(Ma/V) # 1 ist. Wir untersuchen dann die Operation von
OQ(L)/V auj P = Ql(Z(Og(MQ/V))) N
Wir setzen P := [P, O3(L)/V] und nehmen zundchst P # 1 an. Dann operiert O2(L)/V
fixpunktfrei auf P. Weiter ist Oy(L)/V elementarabelsch der Ordnung 8, es gibt also
genau 7 Hyperebenen Hj, ..., H7 in O2(L)/V, auf denen L/O2(L) = GL3(2) transitiv
operiert. Nun liefert uns 1.24 schon P = >7< Cp(H;) und weil alle H; konjugiert sind,
i=1
gilt |C(H;)| = |Cp(H;)| fiir alle i,j € {1,..,7}. Wegen P # 1 hat dann Cp(H)
wenigstens Ordnung 3 und folglich wird |P| von 37 geteilt. Nach (d) ist aber M,/V
isomorph zu einer Untergruppe von Aut(V) = GLg(2) und 37 ist kein Teiler von
|GLg(2)] =215 -3%.5.7%2.31, ein Widerspruch.
Daher ist P = 1 und wir erhalten [P,O(L)/V] = 1. Dann operiert P auch auf
[V, O2(L)]. Nach 6.38 (b) und (e) ist dabei 1 # [V, O2(L)] < E. Weil L/Os(L) = GL3(2)
irreduzibel auf F operiert, ist [V,02(L)] = E. Insgesamt operiert also die Gruppe
(L/V) P auf E und auch auf V/E, wobei aber L/V jeweils schon die volle Automor-
phismengruppe auf F und auf V/E induziert. Demnach muss P = O3 ((L/V) P) im
Kern dieser Operationen liegen und wir erhalten [F, P] = 1 und [V/E, P] = 1. Daher
folgt mit [KS, 8.2.2. b)| insgesamt sogar [V, P] = 1, was aber (d) widerspricht.

Wir nehmen E < My an. Dann ist auch Cjz,(E) normal in My und wir schliefen
V < 02(Chp,(E)) < Oz2(Ms) © V. Weiter ist wegen z € E schon Cum,(F) < Ng(Q),
daher ist Cpr, (E) mit 6.34(c) eine {2,3}-Gruppe und damit insbesondere auflosbar.
Weil nach 6.40 die Ordnung von My durch 32 teilbar ist, withrend dies fiir die Gruppe
Aut(E) = GL3(2) nicht gilt, ist Cpr, (F) keine 2-Gruppe. Somit erhalten wir

1 7# 03(Ca, (E)/O2(Car,y (E))) = O3(Car, (E) V) < O3(M2/ V),
im Widerspruch zu (e).

Sei W < My mit 1 #W < V. Gibt es ein w € W\ E, so ist mit 6.38 (b) und (e) schon
1 # [w,02(L)] < ENW, also ist in jedem Fall ENW # 1. Weil L irreduzibel auf E
operiert, folgt £ < W. Nach (f) ist aber W # E und damit W > E. Nun operiert L
auch irreduzibel auf V/E und wir erhalten insgesamt W = V.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

6.42 Lemma: Die Gruppe M/ V ist isomorph zu As und V ist ein natiirlicher Qf (2)-Modul
fiir Ma/V = Ag 2 Qf(2).

Beweis: Wir setzen hier My := Ms/V. Mit 6.41 (d) ist My isomorph zu einer Untergrup-
pe von Aut(V) = GLg(2), die nach 6.41 (g) irreduzibel auf V' operiert. Auferdem gilt laut
6.41 (a) schon |Ma|s = |G|2/|V] = |M|2/2% = |As|a = 2° < |GLg(2)|2, insbesondere ist My
also isomorph zu einer echten Untergruppe von GLg(2).

Wir verwenden nun Tabelle 8.24 und Tabelle 8.25 in [BMR] mit ¢ = 2, um den Isomor-
phietyp von Ms zu bestimmen. Weil M, irredzubiel auf V operiert, liegt M dabei nicht in
einer maximalen Untergruppe aus einer der %}-Klassen und folglich ist M in einer Gruppe
(GL3(2) x GL3(2)) .2, SL3(4).33, SLy(8).7.3 oder Spg(2) enthalten. Da L/V ~ 23.GL3(2)
in My liegt, kann My keine Untergruppe von (GL3(2) x GL3(2)).2 oder SLy(8).7.3 sein. Wir
nehmen nun an, dass My in einer Gruppe SL3(4).X3 enthalten ist. Weil L/V keine Normal-
teiler vom Index < 6 hat, gibt es dann in SL3(4) eine zu L/V isomorphe Untergruppe und
wir erhalten mit dem Satz von Borel-Tits einen Widerspruch.

Daher liegt M in einer bis auf Konjugation in GLg(2) eindeutig bestimmten Untergruppe
Spe(2), fiir die V der natiirliche Spg(2)-Modul ist. Wir wissen, dass |Ma|y = 2 gilt, My
eine Untergruppe L/V = 23.GL3(2) enthilt und M, nach 6.40 durch 3% teilbare Ordnung
hat. Mit S. 46 in [Atl] stellen wir fest, dass My dann schon aus Ordnungsgriinden lediglich
in einer Gruppe Xg oder PSU3(3) : 2 liegen kann. Da aber |PSU3(3) : 2|y = |[Ma|s ist und
L/V = 23.GL3(2) und daher auch My keine Untergruppe vom Index 2 haben, muss M in
einer bis auf Konjugation in Spg(2) eindeutig bestimmten Untergruppe g & Og (2) liegen,
fiir die V' der natiirliche Og (2)-Modul ist. Wir verwenden erneut, dass My keine Untergruppe
vom Index 2 hat und erhalten, dass M, sogar in Ag liegt. Weil nun |Ag : Ma| < 5 ist, folgt
My = Ag 2 QF (2) und V ist der natiirliche QF (2)-Modul fiir M. O

6.43 Lemma: Sei A = QF(2) und W der natiirliche Modul fiir A. Dann gilt:
(a) Ist U ein Teilraum von W der Dimension 3. Dann ist Nao(U) ~ 23.GL3(2) genau dann,
wenn U ein maximaler total singuldrer Teilraum ist.

(b) Sei U < W ein maximaler total singuldrer Teilraum und B := N4(U). Sei weiter
v € U# und H eine Hyperebene von U, die v enthélt. Wir setzen Ry := Cp(v) und
Ry := NB(fI). Sei T eine gemeinsame Sylow-2-Untergruppe von Ry und Rs. Dann gibt
es eine Involution a € Aut(A)\Inn(A) mit R} = Ry, R} « B, [R{,v] =1undT* =T.
Weiter ist dann (Ri, Ra, R{') = A.

Beweis:

(a) Es gibt genau zwei Klassen maximaler total singuldrer Teilraume in W. Ist U ein sol-
cher Teilraum, dann ist Na(U) ~ 23 : GL3(2).
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6.3. Bestimmung von F*(Q)

Umgekehrt hat A genau zwei Klassen maximaler parabolischer Untergruppe der Form
23.GL3(2) und jede solche Untergruppe stabilisiert einen maximalen total singuliren
Teilraum. Aus Na(U) ~ 23.GL3(2) folgt also die Existenz eines total singuliiren Teil-
raums Us < W mit [Na(U),Usz] < Us. Dabei operiert N4(U) irreduzibel auf Us. Wir
nehmen Uy # U an. Dann ist U NU; = 1 und folglich gilt W = (U, Usy). Weil dann aber
O2(N4(U)) sowohl U als auch Us zentralisiert, erhalten wir [W,O2(Na(U))] = 1, ein
Widerspruch.

Wir betrachten A als Untergruppe von Of (2). Sei v € Of (2) eine Transvektion. Dann
liegt o beispielsweise mit 1.7 (c¢) nicht in A und es ist insbesondere Of (2) = A{a). Weil
A auf der Menge aller maximalen total singuléren Unterrdume von W zwei Bahnen hat,
withrend Of (2) mit dem Satz von Witt transitiv operiert, wird U von a nicht normali-
siert. Damit ist Cy(«) eine Hyperebene von U. Nun operiert B ~ 23 : GL3(2) transitiv
auf der Menge aller Hyperebenen von U, daher koénnen wir Cy(a) = H=UnU~>
annehmen. Der vierdimensionale Teilraum HL von W enthilt nun genau zwel maxi-
male total singuldre Teilrdume, diese sind notwendig U und U“. Weil H* insbesondere
von Rp = N B(I;T ) normalisiert wird, liegt Ry auch in N4(U®) = B®. Auferdem ist Ry
maximal in B, also folgt Ry = BN B“ und deshalb auch Ry = RS. Damit normalisiert
« eine Sylow-2-Untergruppe von Ry und wir kdnnen gegebenenfalls durch Konjugation
in Ry annehmen, dass es sich dabei um T handelt. Wegen [v,a] € [H,a] = 1 ist auch
[RY,v] = [R1,v]* = 1. Schlieflich gilt B* # B und B = (R, Ra), also kann R{ nicht in
B liegen. Weil B maximal in A ist, erhalten wir auferdem (R;, Re, RY) = (B, R{) = A.

O

Wir konstruieren nun Untergruppe Pi, Po, P3 und Py von M bzw. My, von denen wir anschlie-

Rend zeigen werden, dass sie wesentliche Eigenschaften mit den parabolischen Untergruppen

gemeinsam haben, die zu einem Dy-Diagramm von Qg (2) gehdren. Mit Hilfe der Resultate
aus [MSW] erhalten wir dann (P, Py, P3, Py) = (M, M) = QF (2).

Wir withlen in E eine Hyperebene H, die z enthilt. Dann setzen wir P3 = Cr(z) und

P2 = NL(H) Dabei gllt PQ/OQ(PQ) = 23 = P3/02(P3) und wir kénnen S < PQ N P3
annehmen. Nun gibt es mit 6.43 (b) eine Untergruppe P; < M mit folgenden Eigenschaften:

Py /Yy ist isomorph zu Ps/Y)y,

(Py, Py) /Yy ist isomorph zu (P, P3) /Yy = L)Yy ~ 23 : GL3(2),
[P, z] =1,

S liegt in P; und

(P, Po, P3) = M.
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6. Der Fall K/Z(K) = PSU4(3)

Nun konstruieren wir noch ein Py < M. Dabei ist My = Ng(V), Ma/V = Ag = Qf(2)
und V ist der natiirliche Qg(Q)—Modul fiir My/V. Es gilt weiter E <V < L < My, dabei
ist L/V ~ 23.GL3(2) und wir haben E < L. Weil L eine maximale Untergruppe von M ist,
folgt mit 6.41 (f) schon L = Ny, (E). Wir verwenden 6.43 (a) und erhalten, dass E auch ein
maximaler total singuldrer Teilraum von V ist. Nun liefert uns eine erneute Anwendung von
6.43 (b) eine Untergruppe Py < Ms mit folgenden Eigenschaften:

e P,/V ist isomorph zu P3/V,

e (Py, Py)/V ist isomorph zu (P, P3)/V = L)V ~ 23 : GL3(2),

[Py, z] =1,

S liegt in Py und

(Py, Py, Py) = M.

6.44 Lemma: (a) Seien i,j € {1,...,4} verschieden, dann ist ;N P; = S.
(b) Esist 0% (P;) = P; fiir alle i € {1,2,3,4}.
(c) Seii € {1,3,4}. Dann ist P; < Ng(Q) und O%(P;)Q/Q < O3(Ng(Q)).
(d) Seii € {1,3}. Dann ist Q < O*(P)).

Beweis:

(a) Esist S < PN Pj und wegen P;/Oo(P;) = X3 folgt die Gleichheit.

(b) Dies folgt direkt aus P;/O2(P;) = Xs.

6.%0)

(c) Wir haben [P;, z] = 1 und folglich ist P; < Cg(z) = Ng(Q). Sei g € P; ein Element
der Ordnung 3. Dann ist wegen P;/Oq(P;) = X3 schon O%(P;) = (¢*). AuRerdem gilt
9Q € O3(Ni(Q)/Q) nach 6.35 (c) und es folgt die Behauptung.

(d) Sei g € P3 = Cp(z) ein Element der Ordnung 3. Dann ist (g) eine Sylow-3-Untergruppe
von L und von P3. Laut 6.38 (a) ist (gYas) in P3 < Ng(Q) zu ((1,2,3)(5,6,7)Yas) konju-
giert, daher liefert uns 6.19 schon [Q, g] = Q und damit Q < O%(Ps). Wir haben P;/Y),
als Bild von P3/Yjs unter einem Automorphismus o € Aut(M/Y)s) = g erhalten, al-
so ist auch fiir ein Element h € P; < Cps(z) der Ordnung 3 die Nebenklasse hY), ein
Doppeldreizyklus. Daher ist auch (hYys) in Cp(2) = Ny (Q) zu ((1,2,3)(5,6,7)Yar)
oder ((1,2,3)(5,7,6)Yar) konjugiert und wir erhalten genauso [@Q, h] = Q.
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6.45 Lemma: Fs ist (M, Ms) = (P1, Py, P, Py) = QF (2).

Beweis: Wir wollen die Resultate aus Abschnitt 6 in [MSW] verwenden. Wir iibernechmen
hier auch grofe Teile der dortigen Notationen aus 6-1. Sei dazu L = D4(2) = QF(2) und
A das zugehorige Gebédude. Sei weiter ¢ eine beliebige Kammer aus A und II das Coxeter-
Diagramm zu A, dessen Knoten durch die Elemente von [ := {1, 2, 3,4} wie folgt nummeriert

sind:
1 2 3
4

Fiir eine Teilmenge J C I ist Aj(c) das J-Residuum von A, welches ¢ enthilt. Ist weiter
T C J,soist Ly := Autf(A;(c)) und Ly := Nz (Ar(c)) (fiir die Definition von Autf(Ajy(c))
sieche [MSW, Abschnitt 3]).

Wir setzen D := {{1,2},{2,3},{2,4}}, fir D = {i,j} € D sei aukerdem Gp := (P;, P;). Wie
wir oben festgestellt haben, ist dann stets Gp/O2(Gp) = GL3(2).

Weiter ist Lp = Aut’(Ap(c)) = PSLs(2) = GL3(2) = Gp/O02(Gp). Also gibt es surjektive
Homomorphismen ¢p : Gp — ED, deren Kern Kp einfach Oy(Gp) ist, und wir kénnen ¢p
dabei sogar so wihlen, dass fir i € D stets ¢pp(P;) = NED (Agy(e)) = ED{Z-} gilt. Zudem
haben wir S € Syla(Py) fiir alle k € I, daher ist insbesondere die Borel-Untergruppe L Do
von ED das Bild von S unter ¢p.

Fir J C D € D setzen wir wie in [MSW]| hier Gpy = gbBl(ED,]). Mit unseren obigen
Uberlegungen erhalten wir nun schon:

o Ist J:D, So ist GDJ:GD.
o Ist J ={j}, soist Gpy = P;.

o Ist J=0,s0ist Gpy = S.

Insbesondere gilt fiir die in 6-1 in [MSW] definierten Untergruppen Bp := G py stets Bp = S
und damit auch B = (Bp| D € D) = S.

Wir priifen nun, dass damit die Voraussetzungen aus 6-2 in [MSW] erfiillt sind.

Zunichst ist offenbar jede irreduzible Teilmenge der Méchtigkeit 2 von I eine D-Menge und
die oben definierten Homomorphismen ¢p sind surjektiv. Aufierdem ist fiir D, F € D und
i € D stets B = S < Gpy;y, insbesondere wird also Gpy;y von Bp normalisiert.

Fiir J C D € D sei Hpy := 0?(0%(Gpy)). Seien nun D, E € D und i € D N E. Dann ist
Hpgy = 02(0%(Gppyy)) = O*(0%(Ry)) = 0%(0? (Ggyyy)) = Hpgy. Damit gilt auch (iii)
aus 6-2 in [MSW] und entsprechend der dortigen Notation setzen wir H; := O%*(0? (P)).
Seien nun 4,5 € {1,...,4} so, dass {i,j} keine D-Menge ist. Dann ist i # 2 # j und wir
kénnen ohne Einschriankung ¢ € {1,3} annehmen. Mit 6.44 (b) und (c) erhalten wir nun
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H; = O*(P), Hj = O*(P)), H;, Hj < No(Q) und H;Q/Q < O3(Ng(Q)/Q) > H;Q/Q. Weil
O3(Ng(Q)/Q) nach 6.36 (b) abelsch ist, folgt nun H;H;Q = H;H;Q. Allerdings liegt @ laut
6.44 (d) in P; und wir konnen H;H; = HjH; schliefen. Aukerdem ist P; N P; ¢ 5 und
damit insbesondere H; # H;, wie gewiinscht.

Zuletzt ist fiir jedes D € D stets Kp = O2(Gp) und damit insbesondere [Kp, Gp| < O2(Kp).

Daher gelten alle Voraussetzungen aus [MSW, 6-2| fiir G1 := (Gp| D € D) = (P1, Py, P3, Py).

Weiter ist |Oz(B)| = |S| = 212 = |QF (2)|2 = |Lg|- Zudem liegt O5(G1) in § < M N My und
folglich gilt O2(G1) < O2(M)NO2(My) =Yy NV = E. Weil aber z.B. M irreduzibel auf Y,
operiert, erhalten wir O2(G1) = 1. Sei nun F':= {2,3} € D. Dann ist K = O2((P,, P3)) und
insbesondere ist Y3; < Kp. Daher gilt Cq, (O2(Kr)) = Co, (Kr) < Ca(Yu) = Ca(O2(M)).
Nach unserer Generalvoraussetzung ist Cq(O2(M)) < Oz(M) und das fithrt uns insgesamt
zu Cq, (O2(KF)) <Y < Kp = O2(Kp).

Somit sind auch alle Voraussetzungen von [MSW, 6-8] erfiillt und wir erhalten
0% (G1) = QF (2).

Nun ist fiir jedes i € {1,2,3,4} schon O% (P;) = P; nach 6.44 (b), woraus wir P; < 0% (G))
und daher G; = OQl(Gl) schlieften kénnen. Somit folgt die Behauptung. O

6.46 Satz: Es gelte Voraussetzung 6.1. Dann ist F*(G) isomorph zu PQg (3). AuBerdem
liegt Yy nicht in Q.

Beweis: Wir verwenden hier Theorem 1 aus [PS1]. Die Gruppe G hat nach 1.14 parabolische
Charakteristik 2. Sei weiter G := (M, Ms). Dann ist Gy nach 6.45 isomorph zu Qg (2) und
aukerdem liegt Yjs in G;. Daher folgt Cq(G1) < Ca(Yu) = Y < G1 und insgesamt ist
Cc(G1) = Z(G1) = 1. Folglich ist U := Ng(G1) eine Untergruppe mit F*(U) = G; 2 Qf (2)
und U hat wegen |QF (2)|2 = |[M|2 = |G|z ungeraden Index in G.

Damit liefert uns Theorem 1 aus [PS1] nun F*(G) = QF (2) oder F*(G) & PQZ(3). Weil
dann G/F*(G) auflosbar ist, enthdlt F*(G) die perfekte Untergruppe K = 2.PSU4(3), was
schon allein aus Ordnungsgriinden nur fiir F*(G) =& PQg (3) méglich ist.

Zuletzt gilt beispielsweise Q N Yy = 2+ nach 6.2 (d), also liegt Yas nicht in Q. O

Zuletzt fassen wir noch einmal alle Resultate zusammen und beweisen den Hauptsatz dieser
Arbeit.

Beweis des Hauptsatzes: Mit 3.23 hat Cg(y) genau eine Komponente K. Nun liefert
4.27 zusammen mit 5.20 und 6.46 die Behauptung. O
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