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Zusammenfassung

Das Poisson-Gamma-Modell ist eine Verallgemeinerung des Poisson-Modells, das zur
Modellierung von Zéhldaten verwendet werden kann. Solche Daten treten in Experimen-
ten auf, bei denen die Anzahl von Objekten oder des Auftretens von interessierenden
Ereignissen beobachtet wird. Das Poisson-Gamma-Modell ergibt sich aus dem Poisson-
Modell, wenn wiederholt Beobachtungen fiir jede statistische Einheit durchgefiihrt wer-
den und jeder statistischen Einheit ein Gamma-verteilter Blockeffekt zugewiesen wird.
Die Schatzungen der unbekannten Parameter hdngen von der Wahl der Versuchseinstel-
lungen ab. Um die Parameter so prazise wie moglich zu schitzen und somit die Qualitét
der statistischen Analyse zu optimieren, werden optimale Designs bestimmt, welche die
optimalen Werte und Héufigkeiten der Versuchseinstellungen angeben.

Die Fisher-Informationsmatrix fiir das Poisson-Gamma-Modell wird analytisch herge-
leitet und in Abhéngigkeit von der Fisher-Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell
dargestellt. Es werden optimale Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell fiir verschiede-
ne Optimalitéatskriterien bestimmt.

Zunéchst wird der Fall bekannter Parameter der Gamma-Verteilung betrachtet. Es wird
gezeigt, dass das D-Optimalitatskriterium dquivalent zu einem kombinierten gewichteten
Optimalitatskriterium aus D-Optimalitdt und D¢-Optimalitat fiir die Effektparameter
ist. Aufierdem werden fiir das Poisson-Gamma-Modell die D-optimalen Designs fiir das
multiple Regressionsmodell mit einer beliebigen Anzahl von Kovariablen bestimmt. Da-
bei ergeben sich die D,-optimalen Designs fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell
als Spezialfall. Fiir lineare Optimalitatskriterien wie L- und c-Optimalitat wird gezeigt,
dass die optimalen Designs im Poisson- und Poisson-Gamma-Modell {ibereinstimmen.
Da das Poisson-Gamma-Modell ein nichtlineares Modell ist, héingen die optimalen De-
signs von den Parametern ab. Um robuste Designs beziiglich Parametermissspezifikation
zu erhalten, werden standardisiert Maximin D- und c-optimale Designs hergeleitet. Sol-
che Designs maximieren die minimale Effizienz in einem vorgegebenen Parameterbereich.
Sind die Parameter der Gamma-Verteilung bis auf ihr Verhéltnis unbekannt, dann ist
die Fisher-Informationsmatrix eine Blockdiagonalmatrix. Es wird gezeigt, dass die Re-
sultate zu den optimalen Designs bei bekannten Parametern der Gamma-Verteilung auf

diesen Fall iibertragen werden konnen.



Abstract

The Poisson-Gamma model is a generalization of the Poisson model, which can be used
for modelling count data. Such data arises in experiments, where the number of objects
or occurrences of events of interest is observed. The Poisson-Gamma model results from
the Poisson model when repeated observations are carried out for each statistical unit
and each of them is assigned a Gamma distributed block effect.

The estimates of the unknown parameters depend on the choice of the covariates. In
order to estimate the parameters as precisely as possible and thus to optimize the quali-
ty of the statistical analysis, optimal designs are determined, which specify the optimal
values and frequencies of the experimental settings.

The Fisher information matrix for the Poisson-Gamma model is derived analytically
and represented as a function of the Fisher information matrix for the Poisson model.
Optimal designs for the Poisson-Gamma model are determined for different optimality
criteria.

First, the case of known parameters of the Gamma distribution is considered. The D-
optimality criterion is shown to be equivalent to a combined weighted optimality cri-
terion of D-optimality and D,-optimality for the effect parameters. Moreover, for the
Poisson-Gamma model the D-optimal designs for multiple regression with an arbitrary
number of covariates are determined and the D,-optimal designs for the Poisson and
Poisson-Gamma model are obtained as a special case. For linear optimality criteria such
as L- and c-optimality, the optimal designs in the Poisson and Poisson-Gamma model
are shown to coincide.

Since the Poisson-Gamma model is a nonlinear model, the optimal designs depend on
the parameters. To obtain robust designs regarding parameter misspecification standar-
dized maximin D- and c-optimal designs are derived. Such designs maximize the worst
efficiency with respect to a prespecified parameter set.

If the parameters of the Gamma distribution are unknown except for their ratio, then the
Fisher information matrix is a block diagonal matrix. It is shown that the results for the
optimal designs with known parameters of the Gamma distribution can be transferred

to this case.
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1 Einleitung

Zéahldaten treten in Experimenten auf, bei denen die Anzahl von Objekten oder des Auf-
tretens von interessierenden Ereignissen beobachtet wird. Solche Daten werden haufig
mit dem Poisson-Modell beschrieben, bei dem der Erwartungswert der Poisson-verteilten
Zielgrofke durch eine Linkfunktion mit einem linearen Pradiktor, bestehend aus Kova-
riablen und unbekannten Modellparametern, in Verbindung gesetzt wird. In diesen Ex-
perimenten kénnen fiir jede statistische Einheit wiederholt Beobachtungen durchgefiihrt
werden. Wird ein Gamma-verteilter zufilliger Blockeffekt fiir jede statistische Einheit
angenommen, um die Abhéangigkeit der Beobachtungen zu modellieren, ergibt sich das
Poisson-Gamma-Modell als Verallgemeinerung des Poisson-Modells.

Das Poisson-Gamma-Modell wurde bereits von Arbous und Kerrich (1951) und Bates
und Neyman (1952) im Rahmen der Untersuchung der Unfallneigung von Personen be-
trachtet. Weiterhin wurde es von Waller und Zelterman (1997) und von Solis-Trapala
und Farewell (2005) zur Analyse von medizinischen Daten verwendet.

Das Poisson-Gamma-Modell gehort zur Klasse der Verallgemeinerten Linearen Gemisch-
ten Modelle, mit denen Experimente mit nichtlinearen Wirkungszusammenhéngen be-
schrieben werden kénnen. Dabei wird unter Verwendung von unbekannten festen und
zufilligen Effekten der Einfluss von Kovariablen auf die Zielgrofe des Experimentes
modelliert. Es lassen sich deutlich komplexere Experimente modellieren als bei gewéhn-
lichen Modellen ohne zufillige Effekte, beispielsweise wenn die Beobachtungen nicht
unabhéngig untereinander sind. Die Analyse solcher Modelle ist jedoch aufwendiger als
bei den Modellen ohne zuféllige Effekte. Im Allgemeinen kann die Dichte der Zufalls-
variablen, welche die Zielgroke des Experimentes modellieren, und somit die Fisher-
Informationsmatrix bei Verallgemeinerten Linearen Gemischten Modellen nicht analy-
tisch berechnet werden und muss daher approximiert werden (vgl. Breslow und Clayton
(1993), Longford (1994)). Dies ist insbesondere bei der Annahme normalverteilter zufél-
liger Effekte der Fall.

Das Poisson-Gamma-Modell basiert auf der Poisson- und Gamma-Verteilung, bei denen
es sich um konjugierte Verteilungen handelt. Die Dichte und die Fisher-Informationsma-
trix lassen sich analytisch berechnen, was die analytische Untersuchung dieses Modells

ermoglicht.



Die Schatzungen der unbekannten Modellparameter hiangen von der Wahl der Versuchs-
einstellungen ab. Die Versuchseinstellungen und die Haufigkeiten ihrer Verwendung wer-
den in einem Versuchsplan zusammengefasst. Die Giite der Versuchsplédne wird durch
die Verwendung von Optimalitatskriterien beurteilt, welche Funktionen von der Infor-
mationsmatrix sind. Um moglichst préazise Parameterschétzungen zu erhalten, sind die
Versuchsplane, welche auch Designs genannt werden, beziiglich dieser Kriterien zu opti-
mieren. Mit solchen optimalen Designs kann die Anzahl der experimentellen Einheiten
reduziert werden, was zu einer Senkung der experimentellen Kosten fiihrt. Dariiber hin-
aus kann beispielsweise bei Tierversuchen aus ethischen Griinden die Verwendung von
optimalen Designs erforderlich sein. Das Ziel ist also die effiziente Planung von Experi-
menten, um die unbekannten Parameter bestmoglich schitzen zu konnen und somit die
Qualitat der statistischen Analyse zu optimieren.

Fiir das Poisson-Modell gibt es viele wissenschaftliche Arbeiten zu optimalen Designs.
Es wurden von Ford et al. (1992) und Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007)
D- und c-optimale Designs fiir den Fall einer Kovariablen bestimmt. Dette et al. (2006)
betrachteten ¢- und E-optimale Designs fiir eine Kovariable. Wang et al. (2006) fiihr-
ten numerische Untersuchungen fiir zwei Kovariablen mit und ohne einen zusétzlichen
Interaktionsterm durch. Fiir den Fall der multiplen Regression mit einer beliebigen An-
zahl von Kovariablen bestimmten Russell et al. (2009) D-optimale Designs und Schmidt
(2019) leitete ¢-, L- und ¢,-optimale Designs her. Fiir multiple bindre Kovariablen be-
rechneten Grafhoff et al. (2013, 2015, 2018) D-optimale Designs. Aufserdem bestimmten
Konstantinou et al. (2014) standardisiert Maximin ¢- und D-optimale Designs fiir den
Fall einer Kovariablen.

Im Rahmen der Intelligenztestung betrachteten Grafshoff et al. (2016, 2018) das Poisson-
Gamma-Modell bzw. verallgemeinerte Negativ-Binomial-Modell mit einer Beobachtung
pro statistischer Einheit und leiteten Resultate zu D-optimalen Designs fiir die mul-
tiple Regression mit einer beliebigen Anzahl von bindren Kovariablen her. Rodriguez-
Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007) bestimmten fiir das Negativ-Binomial-Modell
D- und c-optimale Designs fiir eine Kovariable. Schmidt und Schwabe (2017) berechne-
ten D-optimale Designs und Schmidt (2019) bestimmte ¢-, L- und ¢,-optimale Designs
fiir eine beliebige Anzahl von Kovariablen fiir das Negativ-Binomial-Modell mit unab-
héngigen Beobachtungen.

Im Fall mehrerer Beobachtungen fiir jede statistische Einheit und somit abhéngigen
Beobachtungen existieren nur wenige analytische Resultate zu optimalen Designs fiir
nichtlineare gemischte Modelle. Fiir das Poisson-Modell mit normalverteilten zufalligen
Effekten wurden von Ogungbenro und Aarons (2011) numerisch D-optimale Designs

untersucht und von Niaparast (2009) und Niaparast und Schwabe (2013) D-optimale



Designs unter Verwendung der Quasi-Informationsmatrix fiir den Fall einer Kovariablen

berechnet.

Die Arbeit gliedert sich in acht Kapitel und einen Anhang. In Kapitel 2 wird das Poisson-
Gamma-Modell eingefiihrt und sowohl die Dichte als auch die Fisher-Informationsmatrix
fiir den Fall bekannter und unbekannter Parameter der Gamma-Verteilung hergeleitet.
Kapitel 3 gibt eine Einfilhrung in die Theorie der optimalen Versuchsplanung. Es wer-
den individuelle Designs sowie Populationsdesigns definiert und verschiedene Optimali-
téitskriterien eingefiihrt. Weiterhin werden Aquivalenzsitze zur Bestimmung optimaler
Designs angegeben.

In den folgenden drei Kapiteln wird angenommen, dass die Parameter der Gamma-
Verteilung bekannt seien. In Kapitel 4 werden Zusammenhénge zwischen den Informati-
onsmatrizen fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell bestimmt. Weiterhin wird die
Berechnung optimaler Populationsdesigns auf die Bestimmung optimaler individueller
Designs zuriickgefiihrt.

Kapitel 5 beschaftigt sich mit der Herleitung lokal optimaler Designs. Zunachst wird
das D-Optimalitétskriterium betrachtet und gezeigt, dass ein Zusammenhang zum D-
und D,-Optimalitdtskriterium fiir das Poisson-Modell besteht. Anschlieffend werden fiir
das Regressionsmodell mit einer Kovariablen und das multiple Regressionsmodell mit
einer beliebigen Anzahl von Kovariablen D-optimale Designs hergeleitet. Als Spezialfall
ergeben sich die D,-optimalen Designs fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell.
Aufserdem erfolgt die Betrachtung linearer Optimalitétskriterien.

Um die Parameterabhéngigkeit der lokal optimalen Designs zu reduzieren, werden in
Kapitel 6 standardisierte Maximin Kriterien fiir D- und ¢-Optimalitat betrachtet. Da-
bei werden fiir die Berechnung optimaler Designs analytische und numerische Methoden
verwendet.

In Kapitel 7 erfolgt die Berechnung optimaler Designs unter der Annahme unbekannter
Parameter der Gamma-Verteilung. Es folgt eine Diskussion der erzielten Ergebnisse in
Kapitel 8. Die Arbeit endet mit einem Anhang, in dem sich einige technische Hilfsresul-

tate und ein Teil der Beweise befinden.






2 Poisson-Gamma-Modell

In diesem Kapitel wird das Poisson-Gamma-Modell betrachtet, welches eine Verallgemei-
nerung des Poisson-Modells ist. Zunéachst erfolgt die Beschreibung des Modells und die
analytische Berechnung der Dichte. Darauf aufbauend wird die Fisher-Informationsma-
trix fiir das Poisson-Gamma-Modell fiir die Falle bekannter und unbekannter Parameter

der Gamma-Verteilung hergeleitet.

2.1 Modell

Es werden n statistische Einheiten betrachtet, welche beispielsweise Gruppen oder Indivi-
duen sein konnen, fiir die m Experimente mit Zielgrofen Yi;, 1 =1,...,n,7=1,...,m,
durchgefiihrt werden. Jeder statistischen Einheit wird ein Gamma-verteilter zuféalliger
Blockeffekt ©; ~ 7(a,b) mit Formparameter a > 0 und inversem Skalenparameter
b > 0 zugewiesen, wobei die Blockeffekte untereinander unabhingig sind. Die Dichte

der Gamma-Verteilung ~y(a, b) ist durch

ba
['(a)

Fran(8) = 00 (2.1)
fir § > 0 gegeben, wobei I'(a) die Gamma-Funktion bezeichnet, welche die Gleichung
I['(a+1) =a-T(a) erfiillt. Weiterhin gilt E,;(0;) = a/b und Var, ,(0;) = a/b*.

Ist ©; = 0; gegeben, so wird angenommen, dass die Zufallsvariablen Y;; unabhéngig
Poisson-verteilt mit einem von 6; abhangigen Parameter );; sind. Die Poisson-Verteilung
Po(\) mit Parameter A besitzt die diskrete Dichte

A

fron) (k) = e (2.2)

fir £ € Ny. Der Erwartungswert der Poisson-Verteilung A;; wird unter Verwendung
der kanonischen Linkfunktion, also einer Logarithmus-Transformation, mit dem linearen

Préadiktor, welcher aus einem Term mit festen Effekten und einem additiven zufilligen



Effekt v; = In(#;) besteht, in Zusammenhang gesetzt:

In(\j) = f(zi)" B+ vi. (2.3)

Es folgt:

Dabei ist @;; € R* der Kovariablenvektor. Der Vektor f = (1, fi,..., f,_1)" besteht aus
bekannten Regressionsfunktionen und der Vektor 8 = (8, ..., 8,-1)" ist der unbekannte

Parametervektor.

2.2 Dichte und Momente

Im Folgenden wird eine beliebige statistische Einheit ¢ betrachtet und zur Vereinfachung
der Notation der Gruppenindex ¢ weggelassen. Um die Fisher-Informationsmatrix zu

berechnen, wird die Dichte von Y = (Y;,...,Y},) bendtigt, welche sich aus dem Integral

fr(y) = / " Friocaly) - fol0)d0 (2.5)

ergibt, bei dem iiber den zufélligen Effekt integriert wird. Dabei ist fy|o-¢(y) die beding-
te Dichte von Y gegeben © = 0 und fg(0) ist die Dichte des zufilligen Effekts ©. Dieses
Integral ist im Allgemeinen fiir beliebige Verteilungen nicht analytisch berechenbar. Bei

der Poisson- und Gamma-Verteilung handelt es sich um konjugierte Verteilungen und

das Integral und somit die Dichte von Y = (Y7, ...,Y,,) lassen sich analytisch herleiten.
Satz 2.1
Die Dichte von Y = (Y7, ...,Y,,) ist gegeben durch:
g OS] mEaseey b o)
P(a) ' Hj:l yj! (b + Z;nZI ef(fcj)TB) Zdil Yj b + ijl ef( )78

Beweis:

Es sei y = (Y1, - .., Ym). Integration iiber den zufélligen Effekt liefert:

fr(y) = /OOO fY\@:G(y) - fo(0)do



co m f(wj)Tﬁ.yj o T ba
:/ IT (6> - S I [/
0 F(a)

ey Y5
[e%¢} zm: ,f(a:-)Tﬁ~y- ‘ a
:/ H2i=1Yi . e 1m J ' i 'e_g.zgnzlef(my)Tﬂ ' b L0e1 L o0 p.
0 Hj:l Yj: I'(a)

Mit @ = a+ 7", y; und b=b+ > ef(®)"B ergibt sich

™ f(a;)T By, - o & . ™ )T B, 5

oty = L@ [T e hgg L Ve D T
F(a) ' Hj:1 yj‘ - b2 0 F(CL) F(a) . szl yj! . ba

als die gemeinsame Dichte von Yi,...,Y,,. O

Die in Satz 2.1 berechnete Dichte von Y = (Y1,...,Y,,) wurde bereits von Bates und
Neyman (1952) hergeleitet, wobei der Erwartungswert der Poisson-Verteilung A; nicht
als \; = 0 - exp(f(x;)" B) modelliert wurde. Die Dichte wurde ebenfalls von Waller und
Zelterman (1997) und Solis-Trapala und Farewell (2005) fiir den Fall gleicher Parameter
a = b der Gamma-Verteilung angegeben.

Die Randdichte einer Zufallsvariablen Y, j = 1,...,m, ergibt sich als Spezialfall von
Satz 2.1 fiir m = 1 und ist durch

B be . I‘(a + y) ef (@) By

fy) = [(a) - y! . (b+ ef(wj)T,@)aer (27)

gegeben. Die Zufallsvariablen Y sind Poisson-Gamma-verteilt, wobei diese Verteilung
auch als verallgemeinerte Negativ-Binomialverteilung bezeichnet wird. Im folgenden Satz
werden Erwartungswert und Varianz von Y; angegeben (vgl. Molenberghs et al., 2010),

wobei der Beweis sich im Anhang befindet.

Satz 2.2

Fiir den Erwartungswert und die Varianz von Y gilt:

Egap(Y;) = 7 - 55, (2.8)

> e

1
Varg q5(Y;) = % e @)'h (5 S @)P 1) . (2.9)

Im Gegensatz zur Poisson-Verteilung, bei der Erwartungswert und Varianz gleich sind,
ist bei der Poisson-Gamma-Verteilung die Varianz grofer als der Erwartungwert. Diese

Eigenschaft wird Uberdispersion genannt.



Da die Gamma-verteilten Blockeffekte ©;, ¢« = 1,...,n, fiir die verschiedenen statisti-
schen Einheiten unabhingig sind, sind die Poisson-Gamma-verteilten Zufallsvariablen
Y, ;. und Yj, ;, mit 4; # 4 fiir verschiedene statistische Einheiten ebenfalls unabhéngig.
Die Dichte von Yges = (Y1, ...,Y,) fiir n statistische Einheiten ist somit das Produkt

der Dichten fiir eine statistische Einheit, welche in Satz 2.1 gegeben sind.

2.3 Fisher-Information bei bekannten Parametern der

Gamma-Verteilung

Es sei P = {Py;9 € T} eine Familie von Verteilungen mit Dichten fy beziiglich eines
o-endlichen Mafes p fiir alle 9 € 7. Dann ist

I<19>=Eﬁ<(%1n(fﬁ< )) (v ntss <Y>>)> 210

bei Existenz des Erwartungswertes die Fisher-Informationsmatrix.
Die Fisher-Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell ist im Fall von m unabhéngigen

Beobachtungen durch
Ipo(B) = _ef@)'B. f(x)) f(z;)" (2.11)
7=1

gegeben. Unter Verwendung von Satz 2.1 fiir die Dichte von Y = (Y3,...,Y},) lésst
sich die Fisher-Informationsmatrix fiir eine einzelne statistische Einheit fiir das Poisson-
Gamma-Modell berechnen. Dabei bezeichnet e, , € RP den ersten Standard-Einheitsvek-

tor.

Satz 2.3

Die Fisher-Informationsmatrix fiir den Parametervektor 3 ist gegeben durch:

m m x )T m 2T
_a. Zef(mf)T@f(a:»)f(m)T B S e @) () YT e @B f ()T
b 1 J J Z;nZI ef(wj)Tﬁ + b

(2.12)

0“|Q

e{pIPo(/B)el,p +b

(zpow) _ IrolBlersel,d PM) |

Der Beweis wird im Anhang angegeben. Satz 2.3 zeigt, dass sich die Fisher-Informations-
matrix fiir das Poisson-Gamma-Modell I(3) in Abhéngigkeit von der Fisher-Informa-

tionsmatrix Ip,(3) fiir das Poisson-Modell darstellen lésst.



Bemerkung 2.4
Da die Beobachtungen zwischen den statistischen Einheiten unabhéngig sind, berechnet
sich die Fisher-Informationsmatrix Iges(3) fiir n unabhéngige statistische Einheiten als

Summe der Fisher-Informationsmatrizen I,;(3) fiir jede einzelne statistische Einheit i:

Ices(B) = Z I(B). (2.13)

Falls bei jeder statistischen Einheit nur eine Beobachtung durchgefiihrt wird, also fiir
m = 1, ergibt sich das verallgemeinerte Negativ-Binomial-Modell (vgl. Grafhoff et al.,
2016, 2018), fir das die Fisher-Informationsmatrix durch

2”: a-exp(f(z:)"B)

o) +b T (2.14)

IGes (/6) =
gegeben ist.
Durch den zufélligen Blockeffekt v; = In(6;) sind die Zufallsvariablen Yi,...,Y,, fiir
eine statistische Einheit nicht unabhéngig. Daher lasst sich die Fisher-Informationsma-
trix (2.12) fiir eine statistische Einheit nicht als Summe der Fisher-Informationsmatrizen

fiir jeweils eine Beobachtung darstellen.

2.4 Fisher-Information bei unbekannten Parametern

der Gamma-Verteilung

In diesem Abschnitt wird der Fall betrachtet, dass die Parameter a und b der Gamma-
Verteilung unbekannt sind. Die Beweise zu den in diesem Abschnitt angegebenen Satzen
befinden sich im Anhang.

Die Dichte fir Y = (Y3,...,Y,,) in Satz 2.1 ldsst sich umformen zu:

m m 1 Ty f(x)TB Y a
F(a—}— ZJZI y]) Hj:l (E . eZJ 1f( J) ) ( 1 >

F(a) ’ H;nzl y]' (1 + % . Z;n:1 ef(wj)Tﬁ> Z;r;l Yj 1 —|— % . Z;nzl e.f(mj)TB

fy(y) =

Die Parameter 3, und b treten immer als Produkt (1/b) - e auf. Um eine Uberparame-
trisierung des Modells zu vermeiden, wird der Parameter Bo = —1In(b) + By eingefiihrt.
Dann ist der Parametervektor durch 5 = (BO, Bis ..., Bp—1) gegeben. Die Parameter
und By kénnen beliebige Werte in den reellen Zahlen annehmen. Somit kann bei der

Berechnung der Fisher-Informationsmatrix statt ,5’ daquivalent @ mit bekanntem Para-



meter b = 1 verwendet werden. Da neben dem p-dimensionalen Parametervektor 3

auch der Formparameter a der Gamma-Verteilung als unbekannt vorausgesetzt wird,

ist die Fisher-Informationsmatrix eine (p + 1) x (p + 1)-Matrix. Bei der Berechnung
d

der Fisher-Informationsmatrix wird die Digamma-Funktion ¢(z) = & In(I'(z)) und die

Trigamma-Funktion ¢ (2) = % In(I'(2)) verwendet.

Satz 2.5

Es sei b = 1. Die Fisher-Informationsmatrix
I Is,
I(B,a) = ( oph ) (2.15)

fiir die Parameter 3 = (0, ..., 8,-1)" und a besitzt die folgenden Eintrige:

IPO(ﬁ)el,pe{,pIPO(/B>
Iﬁn@ =a- (IPo(ﬂ) - e{pIPo(B)el,p 1 ) ) (216)
m o f(x)"8 .
Py f(@;) (2.17)

I a m 9
B, 1+ Zj:l ef(x)"B

I..=—Egz, <¢1 (a + zm: YJ>) + Y1 (a). (2.18)

j=1

Es wird nun der Fall betrachtet, dass die Parameter a und b der Gamma-Verteilung
zwar unbekannt sind, aber a/b = ¢ mit bekanntem ¢ € R gilt. Das Verhéltnis der beiden
Parameter a und b ist somit fest vorgegeben und es folgt E,;(©;) = a/b = c¢ fiir den
Erwartungswert des Gamma-verteilten Blockeffekts ©;. Die Dichte fiir Y = (Y;,...,Y,,)
in Satz 2.1 ergibt sich fiir b = a/c zu:

la+ 37, y) (X £(e) B . g

fY(y) = T in - J| ) ST Y ) a mc fx)TB . (2]‘9)
(a) - Tlj= vt (z +5 ef(wj)TB> =W\ o e e

c J=

Unter der Annahme a/b = ¢ héngt somit die Fisher-Informationsmatrix nur von den
Parametern B und a ab und ist eine (p + 1) X (p + 1)-Matrix. Desweiteren hat diese
Annahme auch Auswirkungen auf die Komponenten der Fisher-Informationsmatrix, ins-
besondere auf die Blocke Ig, und I,,, wie der folgende Satz zeigt. Dabei ist 0, der

p-dimensionale Nullvektor.
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Satz 2.6

Es sei a/b = ¢ mit bekanntem ¢ € R. Die Fisher-Informationsmatrix

I(8.a) = (I pp 1 f”) (2.20)

Ig7a [a’7a

fiir die Parameter 3 = (B, ..., 3,-1)7 und a besitzt die folgenden Eintréige:

(2.21)

B IPO(/B)elzpe{pIPO(IB>
Iﬂ,ﬂ =cC- (IPO(ﬂ) - 61T’pIPo(5)€1,p + % > )

Ig,=0,, (2.22)

m . m f(z)"B
&@z—i%@Qm<a+§jn>>+wmw»— <C§;1€ . @2
=1 a-

a+c- ZTzl ef(wj)T3>

Im Gegensatz zum Fall beliebiger Parameter a und b ist die Fisher-Informationsmatrix
fir a/b = ¢ eine Blockdiagonalmatrix. Fiir den Fall « = b wurde die Blockdiagonal-
struktur der Informationsmatrix auch von Waller und Zelterman (1997) gezeigt. Diese
Struktur vereinfacht die Berechnung optimaler Designs, wie in Kapitel 7 gezeigt wird.
Der Eintrag I, , der Fisher-informationsmatrix I(3,a) héngt sowohl fiir b = 1 als auch
fiir a/b = c von Eg,(¢1(a+ Y. i1 Y;)) ab. Um diesen Erwartungswert zu berechnen, ist
der folgende Satz hilfreich, welcher die Dichte der Summe der Poisson-Gamma-verteilten
Zufallsvariablen Y7, ..., Y,, angibt.

Satz 2.7
Fiir die Dichte von Z = 37" | Vj gilt:

fz(z) =

b T(a +2) ( Zﬁﬁ“”% >_ (224

(b +>0m ef(“’j)Tﬂ>a D(a)-2! \b+25n fs)"h
Mit der in Satz 2.7 gegebenen Dichte von Z = Z;”Zl Y; folgt

(s 1)) - S50

i Yi(a+z) b Tla+2) ST @)\
e ()
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wobei je nach betrachtetem Fall entweder b = 1 oder b = a/c¢ gewéhlt wird.

Sowohl fiir beliebigen Parameter a und b = 1 als auch fiir a/b = ¢ ergibt sich wie im
Fall bekannter Parameter der Gamma-Verteilung die Fisher-Informationsmatrix fiir n
unabhéngige statistische Einheiten als Tces(8,a) = Y ., I;(8,a). Insbesondere ist fiir

a/b = c die Fisher-Informationsmatrix Iges(3, a) ebenfalls eine Blockdiagonalmatrix.
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3 Optimale Versuchsplanung

Die Qualitdat der Parameterschitzungen héngt auch von den gewéhlten Versuchseinstel-
lungen ab. Um die Parameter bestmdglich zu schétzen, miissen die Versuchseinstellungen
in einem gewissen Sinne optimal gew#hlt werden. In diesem Kapitel werden die theore-

tischen Grundlagen der optimalen Versuchsplanung dargestellt.

3.1 Individuelle Designs und Populationsdesigns

Zunéchst wird eine einzelne statistische Einheit betrachtet. Zur Durchfithrung des Ver-
suchs werden Versuchseinstellungen xi,...,z, € 2 gewihlt, wobei 2~ C R* der De-
signraum ist, der entweder kompakt oder gleich R ist. Die Hiufigkeiten der Verwendung
der Versuchseinstellungen sind durch rq,...,r, € N gegeben, wobei 22:1 r; = m gilt.

Dann ist ein individuelles Design £ gegeben durch:

D ... T

Anstatt der absoluten H&ufigkeiten werden oft die relativen Haufigkeiten w; = r;/m,
j=1,...,1, betrachtet. Sie geben an, wie oft die entsprechende Versuchseinstellung fiir

die statistische Einheit verwendet wird. Somit lasst sich das Design & schreiben als:

e A L =

So ein Versuchsplan ¢ wird exaktes individuelles Design genannt, welches sich als dis-
kretes Wahrscheinlichkeitsmafs auffassen lédsst. Es soll ein Design ¢ gefunden werden, so
dass die Parameter moglichst gut geschétzt werden kénnen. Da die Gewichte w; = r;/m
nur ganzzahlige Vielfache von 1/m annehmen kénnen, miisste somit das Design ¢ iiber
eine Teilmenge der ganzen Zahlen optimiert werden. Um das Optimierungsproblem zu

vereinfachen, wird das Konzept der exakten individuellen Designs auf approximative
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individuelle Designs

o =

verallgemeinert, welche Wahrscheinlichkeitsmafse auf den Borel-Mengen von 2  mit
endlichem Trager sind (vgl. Silvey, 1980, S. 15). Es werden nicht nur diskrete Ge-
wichte w; = r;/m zugelassen, sondern beliebige Gewichte 0 < wy,...,w; < 1 mit
22:1 w; = 1. Die Menge aller approximativen Designs { auf 2~ wird mit = bezeichnet.
Die Informationsmatrix M (§;3) fiir ein Design ¢ ergibt sich durch Standardisierung
der Fisher-Informationsmatrix mit der Anzahl der Beobachtungen m und der Zulassung
von beliebigen Gewichten. Die Menge der Informationsmatrizen fiir ein gegebenes 3 sei
Mg = {M(&;8): € €5},

In der praktischen Anwendung kann der Fall auftreten, dass ein approximatives Design
bei vorgegebener Anzahl m an Beobachtungen nicht realisiert werden kann. Dann miis-
sen die Gewichte geeignet gerundet werden, um Vielfache von 1/m zu erhalten (vgl.
Pukelsheim und Rieder, 1992).

Fiir das gesamte Experiment mit n statistischen Einheiten besteht das Populationsdesign

q --- 4qr

aus den individuellen Designs &1, ... &, und zugehorigen Gewichten 0 < ¢q,...,¢q, <1
mit > ., ¢; = 1. Das Gewicht ¢; gibt den Anteil der statistischen Einheiten an, wel-
chen das individuelle Design &; zugewiesen wird. Da die Beobachtungen zwischen den
statistischen Einheiten unabhéngig sind, kann die Informationsmatrix fiir das Populati-
onsdesign ¢ durch M(¢;8) = >"'_, ¢;M(&; B) erhalten werden.

3.2 Optimalitatskriterien

Die Versuchseinstellungen sind so zu wéhlen, dass die Informationsmatrix M (¢; 3) ma-
ximal wird. Fiir einen mehrdimensionalen Parametervektor 3 ist M (£*; 3) > M (&; 3)
im Sinne von M (£*; 3) — M (&; 3) positiv semidefinit fiir alle £ € = in der Regel nicht
zu erfiillen. Daher erfolgt die Einfiihrung von Kriteriumsfunktionen und somit Optima-
litdtskriterien, um verschiedene Designs trotzdem miteinander vergleichen zu koénnen.
Optimale Designs basieren somit auf der Optimierung einer reellwertigen Funktion ¢ der
Informationsmatrix beziiglich des Designs (vgl. Silvey, 1980, S. 10). Die Optimalitétskri-

terien werden beziiglich des individuellen Designs £ eingefiihrt. Fiir Populationsdesigns
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¢ konnen sie analog definiert werden.

Ein Optimalitdtskriterium lésst sich schreiben als ®(§) = ¢(M (&; ,8)) Jedes Optimali-
tatskriterium kann als ein Maximierungsproblem oder ein Minimierungsproblem aufge-
fasst werden, wobei beide Optimalitatsprobleme beispielsweise durch Vorzeichenwechsel
ineinander transformiert werden kénnen. Da die Anzahl der Stiitzpunkte eines optimalen
Designs vor der Optimierung nicht bekannt ist, handelt es sich um Optimierungsproble-
me mit unbekannter Dimension. Beim Maximierungsproblem sei @ : = — RU{—oc}. Ein
Design £* € = ist ®-optimal, falls (£*) > ¢(§) fiir alle £ € = gilt (vgl. Schwabe, 1996,
S. 8). Analog ldsst sich das Minimierungsproblem mit ® : = — R U {oo} definieren.
Die Wahl eines geeigneten Optimalitatskriteriums hédngt von verschiedenen Faktoren
ab. Ein wichtiges Auswahlkriterium liegt darin, ob der gesamte Parametervektor 3 oder
nur ein Parametersubsystem geschitzt werden soll. Um den gesamten Parametervektor
schitzen zu konnen, muss die Informationsmatrix regulér sein. Soll hingegen nur ein
Parametersystem A’ 3 mit einer p x s-Matrix A mit Rang(A) = s < p geschitzt wer-
den, so muss die Informationsmatrix nicht reguléar sein. Daher wird nun der Begriff der
Identifizierbarkeit eingefiihrt (vgl. Silvey, 1980, S. 25).

Definition 3.1 (Identifizierbarkeit)

Sei A eine p x s-Matrix mit Rang(A) = s < p. Fiir gegebenes B sind die Linearkom-
binationen A3 identifizierbar fiir ein Design &, wenn A = M (&; 3) H fiir eine Matrix
H € RP** gilt.

Besteht Interesse die Linearkombinationen A’ 3 zu schitzen, muss die Identifizierbar-
keitsbedingung erfiillt sein. Es werden Optimalitédtskriterien betrachtet, bei denen sich

die zu maximierende Kriteriumsfunktion als

p(ATM(¢;8)"A) falls M(&;8) € Mgpa

—00 sonst

¢(M(&:B)) = (3.5)

darstellen ldsst. Dabei ist M (&; 3)~ eine verallgemeinerte Inverse der Informationsma-
trix M (&; B8). Mit Mg 4 wird die Menge der Informationsmatrizen M € Mg bezeichnet,
fiir welche A" 3 identifizierbar ist. Fiir M € Mg 4 hiingt A" M~ A nicht von der Wahl
der verallgemeinerten Inverse ab und A7 M~ A ist eine positiv definite s x s-Matrix (vgl.
Silvey, 1980, S. 25).

Bei nichtlinearen Modellen wie dem Poisson-Gamma-Modell héngen die optimalen De-
signs vom Parametervektor 3 ab. Daher werden sie auch lokal optimale Designs genannt
(vgl. Chernoft, 1953).

In der folgenden Definition wird das D-Optimalitédtskriterium definiert, bei dem die
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Determinante der Informationsmatrix maximiert wird und welches das am h&ufigsten

verwendete Optimalitatskriterium ist.

Definition 3.2 (D-Optimalitét)
Ein Design £* mit regulérer Informationsmatrix M (£*; 3) ist D-optimal, falls die Un-
gleichung det(M (£*;8)) > det(M (&; 3)) fiir alle € € Z gilt.

Das D-optimale Design minimiert das Volumen des asymptotischen Konfidenzellipsoids
fiir die Parameter (vgl. Silvey, 1980, S. 10). Ein weiterer Vorteil ist, dass das D-optimale
Design invariant beziiglich regulérer linearer Transformationen des Parameters ist (vgl.
Pronzato und Pazman, 2013, S. 110).

Das D-Optimalitatskriterium lasst sich auch in der Form wie in Gleichung (3.5) schrei-
ben. Fiir reguldre Informationsmatrizen kann auch der Logarithmus der Determinante
betrachtet werden, da es sich um eine streng monoton wachsende Funktion handelt. Ist
die Informationsmatrix singulér, so wird ihr der Wert —oo zugewiesen. Dann gilt fiir das

D-Optimalitatskriterium:

ln(det (M({,B))) falls M (&; 3) regular

M (&; =
HM(EB) —00 falls M (&; 3) singulér

(3.6)

Die so definierte Kriteriumsfunktion ist streng konkav auf der Menge der positiv defi-
niten Matrizen und somit ist die Informationsmatrix M (£*; 3) eindeutig (vgl. Silvey,
1980, S. 17, 41). Dies bedeutet im Allgemeinen jedoch nicht, dass das optimale Design
&* eindeutig ist.

Das D 4-Optimalitéatskriterium kann zur Berechnung von optimalen Designs zur Schét-

zung von AT B verwendet werden.

Definition 3.3 (D4-Optimalitét)

Es sei A eine p x s-Matrix mit Rang(A) = s < p. Ein Design £* ist D 4-optimal, falls
A" B identifizierbar ist und det(A" M (¢*;8)~A) < det(A"M(&;8)" A) fiir alle £ € =
gilt, fiir die A’ 3 identifizierbar ist.

Sind nur s einzelne Parameter von 8 = (B, 1, ..., B,-1)" von Interesse, so wird das
Kriterium D,-Optimalitit genannt. Fiir A" = (0,_;,I, ;) mit (p — 1)-dimensionalem
Nullvektor 0,1 und (p — 1) x (p — 1)-Einheitsmatrix I,,_; ergibt sich D,-Optimalitét
fir die s = p — 1 Parameter Sy, ..., 3,_1 (vgl. Silvey, 1980, S. 11, 26).

Die symmetrische positiv semidefinite Informationsmatrix M (&; 3) ldsst sich als Block-
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matrix

(3.7)

M(& ) = (M“ M”)

M, Mo,

mit (p—s) X (p—s)-Teilmatrix M, = M11(&; ) und s x s-Teilmatrix Moy = Moy (; 3)
darstellen. Mit Satz A.1 b) folgt fiir die Kriteriumsfunktion bei Dy-Optimalitdt mit
AT =(0,,_,,I,) (vgl. Pronzato und Pazman, 2013, S. 110):

det(ATM(¢; 8)"A) = det (M, — MT,M7, My,) ™" (3.8)

Dabei ist § = My, — M1,M, M, das verallgemeinerte Schurkomplement von M,
in M (¢;3). Die Linearkombinationen A3 sind genau dann identifizierbar, wenn S

reguldr ist (vgl. Pronzato und Pazman, 2013, S. 110).

Satz 3.4

Es sei AT = (0,,_,, I,) und die Informationsmatrix M (¢; 3) sei eine 2 x 2-Blockmatrix
wie in Gleichung (3.7). Ist die Teilmatrix M, (¢; B) fiir £ € Z regulir, dann ist A”3
genau dann fiir £ identifizierbar, wenn M (; B) regulér ist. Falls M ;(§; B) fir alle § € =

regulér ist, muss ein optimales Design eine regulidre Informationsmatrix besitzen.

Beweis:

Die Identifizierbarkeit von A’ ist #quivalent zur Regularitit des Schurkomplements
S =My — ML, M 'M, von My, = M1,(&;8) in M(€; 8). Fiir regulire Teilmatrix
M, ist S nach Satz A.1 a) wiederum genau dann reguldr, wenn M (; B) regulér ist.
Somit folgt die Aquivalenz der Identifizierbarkeit und der Regularitét der Informations-

matrix. O

Im folgenden Satz wird die Kriteriumsfunktion fiir D,-Optimalitéit im Fall einer reguléren
Informationsmatrix M (§; 3) berechnet (vgl. Atkinson et al., 2007, S. 139).

Satz 3.5
Es sei AT = (0,, s, I,) und M(&; B) sei reguliir mit Darstellung als 2 x 2-Blockmatrix
wie in Gleichung (3.7). Dann gilt fiir die Kriteriumsfunktion fiir D,-Optimalitét:

det(A"M(¢;8)A) = det(M 1)

= (M B) (39)

Beweis:
Da M (&; B) regulér ist, ist auch My regulédr. Somit folgt mit Gleichung (3.8) fiir die
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Kriteriumsfunktion:

1

det(A"M(¢;8) ' A) = det(May — M{,M7'M1,) .

Mit Satz A.2 folgt
po o [(det(M(EB)) T det(Myy)
Act (Mo = MM Moa) - = <—det(M_11) ) " 3t (M (&)

fir die Kriteriumsfunktion. O

Besteht Interesse eine Linearkombination ¢’ mit minimaler Varianz zu schitzen, so
wird als Optimalitatskriterium c-Optimalitat verwendet. Die Informationsmatrix eines c-
optimalen Designs ist nicht notwendigerweise regulér. Es wird aber die Identifizierbarkeit
von ¢!’ 3 gefordert, d.h. es muss ¢ = M (&; B) h fiir einen Vektor h € R? gelten.

Definition 3.6 (c-Optimalitét)
Ein Design £* ist c-optimal, falls die Linearkombination ¢’ 3 identifizierbar ist und falls
c"M(&58) ¢ < " M(&;8) e fiir alle € € E gilt, fiir die ¢’ 3 identifizierbar ist.

Wiéhrend im Linearen Modell beim c-Optimalitatskriterium die Varianz des Schéatzers
von ¢’ 3 minimiert wird, entspricht c-Optimalitéit bei nichtlinearen Modellen der Mini-
mierung der asymptotischen Varianz (vgl. Atkinson et al., 2007, S. 142-143).

Ein weiteres Kriterium ist L-Optimalitdt. Es findet Anwendung, wenn Interesse darin

besteht Linearkombinationen AT 3 zu schitzen.

Definition 3.7 (L-Optimalitét)

Es sei B = AAT eine symmetrische positiv semidefinite Matrix. Ein Design &* ist L-
optimal, falls A" 3 identifizierbar ist und Spur(M(f*; B)*B) < Spur(M(f; B)*B) fiir
alle ¢ € Z gilt, fiir die A" 3 identifizierbar ist.

Ist B = I, die Einheitsmatrix, so ergibt sich A-Optimalitét. Ein A-optimales Design
minimiert die Summe der asymptotischen Varianzen der Schétzer der einzelnen Kompo-
nenten des Parametervektors.

Das IMSFE-Optimalitatskriterium, bei dem der Integrated Mean Squared Error minimiert
wird, ist ebenfalls ein Spezialfall von L-Optimalitéit. Beim Poisson-Gamma-Modell folgt

fiir die asymptotische Varianz des Schétzers der Wirkungsfunktion

N a

Viw) =5 exp(f(2)h)
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mit der Delta-Regel:

Vit (V (@) = (§) - oxp(2£(2)B) - f ) M) f(a).

Beim IMSE-Kriterium wird fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ;. das Integral

/Varasymp (Y(a:)) p(dx)

Z

= [ (5) ewlef@8) - e M(E:8) Fia) nide)

VA

=Spur<M(£;ﬁ)1~/<%>2~exp(2f(w)Tﬂ) 'f(w)f(iv)Tu(dw)>

= Spur(M (&; 8)"'B)

mit der Matrix

B [ (}) - en(f@)8) - f@)f(@) nde)
J

beziiglich des Designs £ minimiert (vgl. Atkinson et al., 2007, S. 143).

Beim Poisson-Modell lautet der Schitzer der Wirkungsfunktion Yp, (z) = exp( f(w)Tﬁ)
Es folgt somit Bp, = [, exp(2f(x)'8) - f(x)f(x)” p(dx). Also sind die Matrizen B
und Bp, bis auf den multiplikativen Faktor (a/b)? identisch.

Das IMSE-Optimalitéatskriterium ist wie das D-Optimalitatskriterium invariant beziig-
lich regulédrer linearer Transformationen des Parameters.

Fiir B = cc’ mit ¢ € R? ergibt sich c-Optimalitét als Spezialfall von L-Optimalitéit, da

fir die Kriteriumsfunktion
Spur (M (¢: 8)"B) = Spur(M (& ) ec”) = Spur(¢"M(&: 8) ¢) = "M (& 8) ¢

gilt. Hierbei wurde die Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen verwendet.
Um die Giite verschiedener Designs miteinander zu vergleichen, kann die Effizienz eines
Designs bestimmt werden. Dazu werden positiv homogene Optimalitéatskriterien mit zu
maximierender Kriteriumsfunktion betrachtet. Ein Optimalitdatskriterium ¢ ist positiv
homogen, wenn ¢(§ - M) = ¢ - ¢(M) fiir alle 6 > 0 und fiir alle symmetrischen positiv
semidefiniten Matrizen M gilt (vgl. Pukelsheim, 1993, S. 115).
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Definition 3.8 (Effizienz)
Es sei ¢ ein positiv homogenes Optimalitdtskriterium mit zu maximierender Kriteri-
umsfunktion und £* sei ein ¢-optimales Design. Dann ist die ¢-Effizienz eines Designs &

gegeben durch:

o(M(&;8))

eff4(;8) = W (3.10)

Ist das Optimalitéatskriterium ¢ > 0 zu minimieren und 1/¢ ein positiv homogenes Op-
timalitatskriterium, dann ist die ¢-Effizienz eines Designs ¢ nach Definition 3.8 gegeben
durch:

eff (& 8) = (3.11)
Die Effizienz eines Designs liegt immer im Intervall [0, 1], wobei ein optimales Design eine
Effizienz von eins besitzt. Eine positiv homogene Kriteriumsfunktion fiir D-Optimalitét
ist durch </§(M(£;5)) = det (M(f; ﬁ))l/p gegeben. Fiir die D-Effizienz eines Designs &
gilt dann:

det(M(&; B)) )’17 | (3.12)

effp(&; 8) = (det(M(f*;ﬁ»

Durch die p-te Wurzel ist die D-Effizienz antiproportional zur Anzahl der Versuchs-
durchfiihrungen. Wiirde die Effizienz des Designs £ bei 0.5 liegen, so wéren doppelt so
viele Versuchsdurchfiihrungen wie beim optimalen Design ¢* notwendig, um die gleiche
Glite zu erhalten (vgl. Atkinson et al., 2007, S. 151).

Da das c-Optimalitatskriterium sich als Maximierungsproblem mit positiv homogener
Kriteriumsfunktion ¢(M (&;8)) = (" M(¢ ;ﬁ)_c)_1 schreiben lasst, folgt fiir die c-

Effizienz eines Designs &:

c"M(¢:8)c
c"M(&8) ¢’

effe(¢: 8) = (3.13)

Bei D 4-Optimalitat mit einer p X s-Matrix A ist eine positiv homogene Kriteriumsfunk-

. _ —1/s
tion gb(M(f, B)) = det(ATM(ﬁ;,B) A) /
gegeben durch:

. Die D s-Effizienz eines Designs £ ist somit

det(A"M (¢ 8)"A) :
det(A"M(&;8)- A) '

effp, (¢ 8) = ( (3.14)

20



Bei nichtlinearen Modellen héngen die optimalen Designs vom unbekannten Parameter-
vektor B ab. Um diese Abhéngigkeit einzuschrinken, kann eine Menge von moglichen
Parameterwerten B vorgegeben werden. Dieses Konzept fiihrt zu standardisiert Maximin
optimalen Designs (vgl. Miiller (1995), Dette (1997)).

Definition 3.9 (Standardisierte Maximin Optimalitét)
Es sei B C R? kompakt. Ein Design ¢* ist standardisiert Maximin ¢-optimal fiir A3,
falls AT 3 fiir alle 3 € B identifizierbar ist und

minelf, (¢ 8) > mincfl,(¢: B) (3.15)

BeB

fiir alle ¢ € Z gilt, fiir die AT 3 fiir alle 8 € B identifizierbar ist.

Bei lokal optimalen Designs ist die Anzahl der Stiitzpunkte nach dem Satz von Carathéo-
dory beschriankt. Dies gilt im Allgemeinen nicht bei standardisiert Maximin optimalen
Designs, bei welchen die Anzahl der Stiitzpunkte sogar beliebig groft werden kann (vgl.
Braess und Dette, 2007).

3.3 Optimale Gewichte

In diesem Abschnitt werden Informationsmatrizen von der Form
!
M(&B) =Y wi- Af(x;)'8) - f(=z;) ()" (3.16)
=1

betrachtet. Dabei ist A die Intensitétsfunktion (vgl. Fedorov, 1972, S. 39). Eine Informa-
tionsmatrix von dieser Form besitzen beispielsweise Verallgemeinerte Lineare Modelle
(vgl. McCulloch und Searle, 2001, S. 142), worunter auch das Poisson-Modell fallt, bei
dem die Intensitatsfunktion A(z) = e* ist.

Mit Designmatrix X = (f(a:l), ce f(a:l))T, Gewichtsmatrix W = Diag(wy, ..., w;)
und Intensitdtsmatrix A = Diag()\(_f(a:l)Tﬁ), e )\(f(:vl)Tﬁ)) folgt die Matrix-Dar-
stellung:

M(¢:8) = XTWAX. (3.17)

Handelt es sich beim Optimalitédtskriterium ® um ein Maximierungsproblem, dann sind
die ®-optimalen Gewichte diejenigen Gewichte, welche die Kriteriumsfunktion fiir ein

Design mit gegebenen Stiitzpunkten @, ...,a; maximieren. Ein D-optimales Design
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muss mindestens p Stiitzpunkte besitzen. Bei D4- und ¢ Optimalitat kénnen auch op-
timale Designs mit weniger als p Stiitzpunkten auftreten. Der folgende Satz gibt fiir die
verschiedenen Optimalitatskriterien die optimalen Gewichte unter der Bedingung unab-
héngiger Vektoren der Regressionsfunktionen f(a),..., f(x;) an (vgl. Pukelsheim und
Torsney, 1991).

Satz 3.10
a) Fur die D-optimalen Gewichte fiir ein Design £ mit p Stiitzpunkten gilt:

1
w;f:]; firj=1,...,p. (3.18)

b) Es sei A eine p x s-Matrix. Fiir die D 4-optimalen Gewichte fiir ein Design £ mit
[ < p Stiitzpunkten gilt

w’f:ﬂ fir j=1,...,1 (3.19)
YRRV
wobei by,...,b0; die nicht negativen Hauptdiagonalelemente der positiv semidefiniten

Matrix B=VCVT mit V=A"7(XX") " XA und C = (ATM(&8)"A) " sind.
c) Es sei ¢ € RP. Fiir die c-optimalen Gewichte fiir ein Design & mit [ < p Stiitzpunkten
gilt

wi= w1 (3.20)

j I
> izt il
wobei vy, ..., v; die Komponenten des Vektors v = (A%XXTA%)_lA%XC sind.

Satz 3.10 fiir die optimalen Gewichte gilt auch, wenn es sich bei x1, ..., x; nicht um die

optimalen Stiitzpunkte handelt.

3.4 Aquivalenzsitze

Der Beweis der Optimalitit eines Designs erfolgt hiufig unter Verwendung eines Aqui-
valenzsatzes. Der Begriff geht zuriick auf Kiefer und Wolfowitz (1960), welche einen
Aquivalenzsatz fiir D-Optimalitét fiir lineare Modelle hergeleitet haben.

Es wird der Fall eines Optimalitéatskriteriums mit zu maximierender Kriteriumsfunktion
betrachtet. Dabei sei das Optimalitétskriterium ®(§) = ®g(¢) = ¢(M(&;8)) konkav

auf der Menge der Designs =, also gilt

Pla-&+(1-0a)- &) >a-0&)+(1-a) (&) (3.21)

22



fir alle « € [0, 1] und &;, & € =. Die betrachteten Optimalitétskriterien kénnen alle in ein
Maximierungsproblem mit konkaver Funktion ® transformiert werden (vgl. Pukelsheim
(1993, S. 151), Pronzato und Pazman (2013, S. 116-117)).

Zur Formulierung des Aquivalenzsatzes fiir ®-Optimalitit wird die Fréchet-Ableitung
Foy(61,82) = Fo(&1,&) von ®(+) an der Stelle &; in Richtung &, eingefiihrt (vgl. Pronzato
und Pazman, 2013, S. 126):

Fo(6,6) = lim - [2((1— )61+ &) — 2(&)]. (3.22)

Es sei 6, das Dirac-Mak in & € 2. Also weist das Design 6§, der Versuchseinstellung
x das Gewicht 1 zu. Dann gilt der folgende Aquivalenzsatz fiir ®-Optimalitit (vgl.
Pronzato und Pazman, 2013, S. 131-133).

Satz 3.11 (Aquivalenzsatz)

Es sei ®(¢) = ¢(M (&; 3)) konkav auf Z und ¢ sei an der Stelle M (£*; 3) differenzierbar.
Ein Design £* ist genau dann ®-optimal, wenn Fg(£*,d,) < 0 fir alle ¢ € 27 gilt. An
den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.

Die Funktion d(&, ) = Fg(&, d,) wird Sensitivitdtsfunktion genannt.

Ist ®g(&) = gb(M(f;B)) konkav auf =, dann ist auch ®.gg(&) = eff,(£;3) konkav
auf Z. Daher ist @, en(§) = mingepeff4(&;B) als das Minimum von auf = konkaven
Funktionen ebenfalls konkav. Somit kann auch fiir standardisiert Maximin ®-Optimalitat

ein Aquivalenzsatz angegeben werden (vgl. Pronzato und Pazman, 2013, S. 136, 245).

Satz 3.12 (Aquivalenzsatz fiir standardisierte Maximin Optimalitiit)
Es sei ®g(&) = gb(M({”7 ,3)) konkav auf = fiir alle 8 € B und ¢ sei an der Stelle M (£*; 3)
fiir alle 3 € B differenzierbar. Es sei £* ein Design und

N(E) = {6 €eB:B= argmineff¢(§*;ﬁ)} (3.23)
BeB

die Menge der Parametervektoren 3, bei denen die ¢-Effizienz von £* minimal wird. Das
Design £* ist genau dann standardisiert Maximin ®-optimal, wenn eine Wahrscheinlich-

keitsverteilung 7 auf N'(£*) existiert, so dass

/ Fa,(€",02) m(dB) < 0 (3.24)

N(€*)

fiir alle ® € 2 gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.
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4 Information und Optimalitat fir

das Poisson-Gamma-Modell

Es wird das Poisson-Gamma-Modell mit bekannten Parametern ¢ und b der Gamma-
Verteilung betrachtet. Die in Gleichung (2.12) gegebene Fisher-Informationsmatrix wird

zur Informationsmatrix M (¢; 3) = m~1I(3) eines Designs ¢ verallgemeinert:

gy = 2. A Mp,(&; B)erpel ,Mpo(&; B)
M(f,ﬁ) - b (MPo(ga/B) eipMpO(f;B)eLp + % ) . (41)
Dabei ist
!
Mpo(&;8) =Y w; - exp(f(x;)"B) - f(a;) fla;)” (4.2)
j=1

die Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell. Somit lésst sich die Informationsma-
trix fiir das Poisson-Gamma-Modell unter Verwendung der Informationsmatrix fiir das
Poisson-Modell darstellen. Mit der Designmatrix X = (f(z1),..., f(ml))T und den Dia-
gonalmatrizen W = Diag(wy,...,w;) und A = Diag(exp(f(ml)T,B), ...,exp (f(a:l)T,B))
folgt die Matrix-Darstellung der Informationsmatrix Mp,(¢;8) = XTWAX fiir das
Poisson-Modell.

Da der Parameter a > 0 der Gamma-Verteilung ein multiplikativer Faktor in der In-
formationsmatrix fiir das Poisson-Gamma-Modell ist, kann die Optimierung der Infor-
mationsmatrix unabhéngig von ihm erfolgen. Somit hangt ein optimales Design nicht
von a ab. Der Parameter b > 0 der Gamma-Verteilung als auch die Anzahl m der Be-
obachtungen je statistischer Einheit kénnen hingegen einen Einfluss auf das optimale
Design haben, aber b und m beeinflussen das optimale Design nur gemeinsam iiber den

Quotienten b/m.

Lemma 4.1
Die Matrix L(&;3) sei gegeben durch:

MPo(g; ﬂ)el,pe{p
e{pMPo(f; ﬁ)el,p + %

L(&B) =1, - (4.3)
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Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) M(&8) =% L(&B)Mpo(&:8) = & - Mpo(&; B)L(E: B)T.

(ii) Die Matrix L(&; 3) ist regulir mit det(L(&;8)) = (2 - el Mpoei, +1) .

P

(ili) L(§:B) =TI, — % - M(§ B)erpei .

Unter Verwendung von Lemma 4.1, dessen Beweis sich im Anhang befindet, lassen sich
weitere Zusammenhénge zwischen den Informationsmatrizen fiir das Poisson-Modell und
das Poisson-Gamma-Modell herleiten (vgl. Schmidt und Schwabe, 2020).

Lemma 4.2
Fiir ein Design ¢ besitzen die Informationsmatrizen M (&; 3) fiir das Poisson-Gamma-
Modell und Mp,(&; 3) fiir das Poisson-Modell den gleichen Rang.

Beweis:
Nach Lemma 4.1 kann die Informationsmatrix als M ({;8) = § - L(§;8)Mpo(&; B)

dargestellt werden, wobei L(; 3) eine reguldre Matrix ist und somit vollen Rang besitzt.
Daher folgt Rang(M (¢; 8)) = Rang(L(&; 8)Mro(&; B)) = Rang(Mro(&; B)). 0

Satz 4.3
Es sei A eine px s-Matrix mit Rang(A) = s < p. Fiir ein Design ¢ ist A” 3 genau dann im
Poisson-Gamma-Modell identifizierbar, wenn A’ 3 fiir das Design ¢ im Poisson-Modell

identifizierbar ist.

Beweis:

Es sei H eine p x s-Matrix und H = g (L(¢;8)T)~'H mit der reguldren Matrix L(¢; 3)
aus Lemma 4.1. Mit der Darstellung der Informationsmatrix fiir das Poisson-Gamma-
Modell in Lemma 4.1 (i) gilt:

A-M(&B)H = A— Mp(&8)L(EB) (L(EB)T) T H = A— Mpo(&;8)H.

Somit ist A = M (&; B)H #quivalent zu A = Mp,(¢; 3)H. Die Identifizierbarkeit von
AT ist daher in beiden Modellen #quivalent. O

Auch fiir die verallgemeinerten Inversen der Informationsmatrizen fiir das Poisson- und
das Poisson-Gamma-Modell lasst sich ein Zusammenhang herstellen, wie im folgenden
Satz gezeigt wird (vgl. Schmidt und Schwabe, 2020).
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Satz 4.4
Die Matrix

M(EB) = 0 Mu(68) + 2 erel, (4.4

ist genau dann eine verallgemeinerte Inverse von M (&; 3), wenn Mp,(&;3) eine ver-

allgemeinerte Inverse von Mp,(; 3) ist.

Beweis:

Zur Vereinfachung der Notation seien M = M(&;3) und Mp, = Mp,(&;8). Es sei
My, eine p x p-Matrix und M~ = 2. M, + 2. eipef,. Die Matrix M~ ist eine
verallgemeinerte Inverse von M, wenn sie die Bedingung MM~ M = M erfiillt. Es
gilt:

b

a

b

MM M=M- ( M;, + 2. el,pe{p> M =2 MMM+ Me, el M.
a ’ a a ’

Mit der Matrix L = L(&; ) aus Lemma 4.1 folgt:

b

a

MMy, M = % - LM p, M5, Mp,L".

AuRerdem gilt mit Lemma 4.1 (i) und (iii):
. Mey el M~ M = (T . Me, el — Ip) M =-LM = —% . LMp,L".
a ’ a ’

Somit gilt:

MM M—-M=--L-(Mp,Mp,Mp, — Mp,) - L".

Sl

Die Matrix L ist nach Lemma 4.1 (ii) regular. Daher ist MM~ M = M &quivalent zu
MPOMEOMPO = MPo- O

Bemerkung 4.5
Nach Lemma 4.2 ist M (&; ) genau dann regulér, wenn M p,(&; 3) regulér ist. In diesem
Fall konnen die verallgemeinerten Inversen in Satz 4.4 durch die gewShnlichen Inversen

ersetzt werden:

b
M(EB)! =2 Mu(&8) "+ - erpel, (45)
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Fiir Verallgemeinerte Lineare Modelle wie dem Poisson-Modell ist die Informations-
matrix einer Konvexkombination der Designs gleich der Konvexkombination der Infor-
mationsmatrizen dieser Designs (vgl. Fedorov, 1972, S. 66-67). Aufgrund des zufélligen
Effekts gilt dies jedoch nicht fiir das Poisson-Gamma-Modell. Da die Informationsmatrix
eine Darstellung der Form M (¢;3) = (M({,ﬁ)* + D)f mit M(f,,@) = ¢ - Mpy(&;8)
und einer nicht vom Design § abhéngigen Matrix D = - - el,pe{p besitzt, kann das

folgende Resultat gezeigt werden (vgl. Schmelter, 2007).

Satz 4.6
Es seien & und & zwei Designs. Dann gilt fiir alle o € [0, 1] die folgende Ungleichung

beziiglich der Loewner-Ordnung:
M(a-&+(1—0a) &;8)>a-M(&;8)+ (1 — ) M(&;B). (4.6)

Ein zu dem Beweis von Schmelter (2007) alternativer Beweis befindet sich im Anhang.
Eine Kriteriumsfunktion ¢ ist isoton, falls ¢ (M) > ¢ (M) fiir alle positiv semidefi-
niten Matrizen M, > M gilt. Alle betrachteten Optimalitdtskriterien kénnen in ein
Maximierungsproblem mit isotoner Kriteriumsfunktion transformiert werden (vgl. Pron-
zato und Pazman, 2013, S. 114, 118).

Folgerung 4.7

Es sei ( = {gi :::2:} ein beliebiges Populationsdesign. Dann gilt M(C; 8) > M ((; 3)
fiir das Populationsdesign C~ = {i}, welches dem individuellen Design £ = Y7, ¢;&; das
Gewicht 1 zuweist.

Fiir ein isotones Optimalitdtskriterium gilt somit ng(M(f; B)) > ¢(M(¢;8)).

Da nach Folgerung 4.7 ein optimales individuelles Design £* ein optimales Populations-
design f = {51*} liefert, welches fiir alle statistischen Einheiten das Design £* verwendet
(vgl. Schmelter, 2007), wird sich im Folgenden auf die Bestimmung von optimalen indi-
viduellen Designs beschrankt.

Eine notwendige Bedingung fiir die Herleitung von Aquivalenzsitzen fiir das Poisson-
Gamma-Modell ist die Konkavitét von ®(§) = ¢(M(&;8)) auf Z, welche im néchsten

Satz nachgewiesen wird.

Satz 4.8
Es sei ®(¢§) = ¢(M (&; ﬁ)) ein Optimalitéatskriterium mit isotoner und konkaver Krite-

riumsfunktion ¢. Dann ist ® konkav auf der Menge der Designs =.
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Beweis:

Es seien &, & € 2 und a € [0,1]. Dann gilt:
Cla-&+(1-a) &) =o(M(a-&+(1-a) & B))
> ¢(a- M(&;8) + (1 —a) - M(&;8))
>a-¢(M(&;8)) + (1—a)- ¢(M(&;B))

=a-®&)+ (1 —a)- (&)

Dabei wurde bei der ersten Ungleichung Satz 4.6 und die Isotonie von ¢ und bei der

zweiten Ungleichung die Konkavitédt von ¢ verwendet. ]

Die Kriteriumsfunktion ¢(-) = In(det(-)) fiir D-Optimalitét ist isoton und konkav. Somit
ist @(&) = In(det(M(&;8))) nach Satz 4.8 konkav auf Z. Da die Kriteriumsfunktion ¢
aufserdem fiir regulére Informationsmatrizen differenzierbar ist, kann nach Satz 3.11 ein
Aquivalenzsatz fiir D-Optimalitit hergeleitet werden. Es kann auf ein Resultat zum
Aquivalenzsatz fiir Informationsmatrizen von der Form M (¢; 8) = (M(&;8)"! + D)™
von Fedorov und Hackl (1997, S. 78) zuriickgegriffen werden. Dabei ist M (¢; 8) die
Informationsmatrix im zugehorigen Modell ohne zufélligen Effekt. Zunéchst wird im

folgenden Lemma die Fréchet-Ableitung Fy, (€, 0,) angegeben.

Lemma 4.9

Die Informationsmatrix besitze die Darstellung M (&;8) = (M(&;8)" + D), wobei
M(:B) = Zé.:l wj - A(f(2;)"B) - f(x;)f(x;)" ist. Dann ist die Fréchet-Ableitung
Fp,(§,62) gegeben durch:

Fo,(&,62) = Mf(x)"8) - f(=) " M(&8) "M (& B)M (& 8) " f(=)
— Spur(M(&; B)M(£; 8) 1) (4.7)

Mit Satz 3.11 und Lemma 4.9 folgt der Aquivalenzsatz fiir D-Optimalitét fiir das Poisson-
Gamma-Modell (vgl. Fedorov und Hackl, 1997, S. 78).

Satz 4.10 (Aquivalenzsatz)

Ein Design £* ist genau dann D-optimal fiir das Poisson-Gamma-Modell, wenn
exp(f(@)'B) - f(@)" Mpo(€7:8)7 M (£ 8)Mro (£ 8)" f ()
< Spur(M (£ B)Mp,(£7:8)7") (4.8)

fiir alle ® € 2" gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.
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Die standardisierte Maximin D-Optimalitéit eines Designs kann mit dem folgenden Aqui-

valenzsatz nachgewiesen werden, welcher aus Satz 3.12 und Lemma 4.9 folgt.

Satz 4.11 (Aquivalenzsatz fiir standardisierte Maximin Optimalitit)

Es sei £ ein Design und

N(E) = {B €B:B= argmineffp(f*;ﬁ)} (4.9)

BeB

die Menge der Parametervektoren 3, bei denen die D-Effizienz von £* minimal wird. Das
Design ¢ ist genau dann standardisiert Maximin D-optimal fiir das Poisson-Gamma-

Modell, wenn eine Wahrscheinlichkeitsverteilung = auf N (£*) existiert, so dass

[ (expl(£(@)78) - Fla) Mol 8) M€ HIMr(c'3B)  f (o)

N(£*)
— Spur(M(€'3 8)Mpo(€7:8) 1) ) m(dB) < 0 (4.10)

fiir alle ® € 2" gilt. An den Stiitzpunkten von &* gilt Gleichheit.
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5 Lokal optimale Designs

In diesem Kapitel werden lokal optimale Designs fiir verschiedene Optimalitatskriteri-
en fiir das Poisson-Gamma-Modell mit bekannten Parametern a und b der Gamma-
Verteilung hergeleitet. Da das Poisson-Gamma-Modell ein nichtlineares Modell ist, hén-
gen die optimalen Designs vom Parametervektor 3 ab. Dennoch sind sie auch von prakti-
schem Interesse, beispielsweise wenn eine Vermutung iiber den wahren Wert des Parame-
tervektors vorliegt oder zur Berechnung von sequentiellen oder standardisiert Maximin
optimalen Designs (vgl. Ford et al., 1992).

Nach Folgerung 4.7 kann fiir alle betrachteten Optimalitatskriterien unter Verwendung
eines optimalen individuellen Designs &* ein optimales Populationsdesign (* = {51*}
erhalten werden. Daher wird sich im Folgenden auf individuelle Designs beschréankt. Zu-
nachst werden D- und D,-Optimalitdt und anschlieffend werden L- und c-Optimalitét,
welche lineare Optimalitdtskriterien sind, betrachtet. Dabei werden nicht nur optima-
le Designs hergeleitet, sondern auch Zusammenhinge zu Optimalitdtskriterien fiir das
Poisson-Modell hergestellt (vgl. Schmidt und Schwabe, 2020).

5.1 D-optimale Designs

Beim D-Optimalitatskriterium wird die Determinante der Informationsmatrix beziig-
lich des Designs maximiert. Aufbauend auf der Berechnung der Kriteriumsfunktion fiir
D-Optimalitdt beim Poisson-Gamma-Modell werden Zusammenhénge zu D- und Ds-
Optimalitéit beim Poisson-Modell fiir ein allgemeines Regressionsmodell hergestellt. Wei-
terhin erfolgt die Herleitung D-optimaler Gewichte fiir Designs mit minimalem Trager
und die Berechnung D-optimaler Designs fiir das Regressionsmodell mit einer Kovaria-
blen und fiir das multiple Regressionsmodell. Es wird gezeigt, dass die Ds-optimalen
Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell mit denen fiir das Poisson-Modell iibereinstim-
men. Auferdem wird in Beispielen die Effizienz der optimalen Designs fiir das Poisson-

und Poisson-Gamma-Modell untereinander verglichen.
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5.1.1 Allgemeines Regressionsmodell

Es wird das Regressionsmodell mit f = (1, f1,..., f,—1)" betrachtet, wobei fiir die Re-
gressionsfunktionen f; nur die Stetigkeit vorausgesetzt wird. Sie kénnen beispielsweise
als f;(x) = ' fiir polynomiale Regression mit eindimensionaler Kovariable x € R oder
fi(x) = x; fiir multiple Regression mit * € RP™! gewihlt werden. Fiir p = 2 und
fi(z) = x ergibt sich als Spezialfall die Regression mit einer Kovariablen z € R.

Mit Lemma 4.1 ldsst sich die Determinante der Informationsmatrix berechnen, die im

folgenden Satz angegeben wird.

Satz 5.1
Die Kriteriumsfunktion fiir D-Optimalitit fiir das Poisson-Gamma-Modell ist gegeben
durch:

det (Mo (&; B))
+ 5 eprPo(g; Bleiy

a

det(M(&:8) = (7)1

(5.1)

Beweis:

Falls M (&; 8) singuldr ist, dann ist Mp,(&; 3) ebenfalls singuldar und somit gilt Glei-
chung (5.1).

Es sei M (&; ) reguldr. Dann ist Mp,(; 3) nach Lemma 4.2 ebenfalls regulér. Mit der
regulidren Matrix L(; 3) aus Lemma 4.1 gilt M (&;8) = § - L(&; 8)Mpo(§; 3). Mit der
Determinante von L(&; 3) in Satz 4.1 (ii) folgt

det (M (&) = (7)" - det(L(&:8)) - det(Mro(&: B))
_ oy det(Mpo(€:8))
a (B) 1+ el Mpo(&: B)en, (5:2)
und somit die Darstellung der Kriteriumsfunktion. O]

Unter Verwendung der Darstellungen der Kriteriumsfunktionen in Satz 5.1 fiir D-Opti-
malitdt und in Satz 3.5 fiir D,-Optimalitat ldsst sich ein Zusammenhang zwischen D-
Optimalitat fiir das Poisson-Gamma-Modell und D- und D,-Optimalitét fiir das Poisson-
Modell herstellen. Die Maximierung der Determinante der Informationsmatrix fiir das

Poisson-Gamma-Modell ist dquivalent zur Minimierung der inversen Determinante, wel-

che durch

1 (DY 1+ % el ,Mpo(¢; B)er,
det(M(ﬁaﬂ)) —(_) ' det(Mpo(f;B))

a
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b\ P . 1om e{pMPo(f;/B>el,p
- (—) -(det(MPo@vﬂ)) T det(MPo(f;ﬁ))> i

gegeben ist.

Wird beim Poisson-Modell Dy-Optimalitat fir die Parameter fi,...,8,-1 betrachtet,
also AT = (0,_;,I, 1), dann gilt mit der entsprechenden Darstellung der Informati-
onsmatrix Mp,(&; 8) als 2 x 2-Blockmatrix wie in Gleichung (3.7) fiir die obere linke

Teilmatrix
T
My = e] ,Mp,(&; B)er, = § wj - exp(f(z;) B) >0 (5.4)

fir alle ¢ € Z. Die Informationsmatrix M (¢; 3) ist somit nach Satz 3.4 fiir ein D,-

optimales Design reguldr und mit Satz 3.5 folgt fiir die Kriteriumsfunktion:

el ,Mp,(&;B)er,
det(Mpo(&;8))

det(AT Mipo(¢; 8) 1 A) = (5.5)

Daher gilt mit A" = (0,1, I, ;) und Gleichung (5.5) der folgende Zusammenhang:

arg max {det (M (&; 3)) } =arg min {det(Mpo(f; ,6))_1 + % -det (AT Mp,(&;8) T A) }
gez €eE

Somit ist das D-Optimalitéatskriterium fiir das Poisson-Gamma-Modell dquivalent zu ei-
nem kombinierten gewichteten Optimalitatskriterium aus D-Optimalitdt und D,-Opti-
malitét fiir 5y, ..., B,—1 fiir das Poisson-Modell. Dabei héngt die Gewichtung der beiden
Optimalitéatskriterien fiir das Poisson-Modell vom Parameter b der Gamma-Verteilung
ab. Je grofser b ist, desto starker liegt das Gewicht auf D-Optimalitdt und desto kleiner
wird der Einfluss von D,-Optimalitat.

Die D-optimalen Gewichte sind diejenigen Gewichte, welche fiir ein Design mit gege-
benen Stiitzpunkten die Kriteriumsfunktion maximieren. Bei Modellen mit unabhéngi-
gen Beobachtungen, wie etwa beim Poisson-Modell, gilt nach Satz 3.10 a), dass ein D-
optimales Design mit minimalem Trager, also genau p Stiitzpunkten, jedem Stiitzpunkt
das gleiche Gewicht 1/p zuordnet. Der folgende Satz gibt die D-optimalen Gewichte fiir
das Poisson-Gamma-Modell an, indem die D-optimalen Gewichte in Verbindung zu den
D-optimalen Gewichten in Satz 3.10 b) fiir ein Modell mit unabhéngigen Beobachtun-

gen gebracht werden.
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Satz 5.2

Es seien 1, ..., x, Stlitzpunkte eines p-Punkt-Designs &, wobei f(x1),..., f(x,) linear
unabhéngig seien. Die Gewichte wy, ..., w, sind genau dann D-optimal fiir @y, ..., x,
fir das Poisson-Gamma-Modell, wenn sie D,-optimal (fir fi,...,0,-1) fir x,..., 2,

fiir ein Modell mit Informationsmatrix M (&; B) = RIS MF(@)™B) - f(z)) f(z;)"
mit A(z) = 1+ 7§ - € sind.

Beweis:
Fiir das Design ¢ mit Stiitzpunkten @,,...,x, berechnet sich die Determinante der

Informationsmatrix fir das Poisson-Gamma-Modell nach Satz 5.1 zu:

 det(Mro(§;8))
14+ % el Mpo(&;8)er

det(M(&:8) = (3)'

Dabei ist die Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell durch Mp,(¢;8) = X WAX
mit X = (f(z1),..., f(:cp))T und den Diagonalmatrizen W = Diag(wy, ..., w,) und
A = Diag(exp(f(z1)"B),....exp(f(x,)"B)) gegeben.

Mit A = Diag(l + 5 exp(f(a:l)T,B), N exp(f(wp)TB)) folgt:

a>P ~det(W) - det(A) - det(X)?

(M) = (5) T 5, oot

_ <E>” Cdet(A)  det(W) - det(A) - det(X)?
S\ det(A) Y wy - (14 - ef@)B)

_ (g)p. det(A) det(M(&;8))
b/ det(A) ef M(&;B)er

Da det(A)/ det(A) nicht von den Gewichten abhiingt und det (M(f; B))/(elTJ\;I(f; B)e:)
gleich der Kriteriumsfunktion fiir Dy-Optimalitat fiir M (&;8) ist, folgt die Gleichheit
der optimalen Gewichte. O

Da im Allgemeinen die D,-optimalen Gewichte auch bei einem Design mit minimalem
Trager nicht alle gleich sind, folgt aus Satz 5.2, dass beim Poisson-Gamma-Modell die
D-optimalen Gewichte fiir ein Design mit minimalem Trager ebenfalls nicht alle gleich

sind.
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5.1.2 Regressionsmodell mit einer Kovariablen

Es wird im diesem Abschnitt der Fall des Regressionsmodells mit einer Kovariablen, also
p = 2, betrachtet. Die Regressionsfunktion sei f(z) = (1,2)” und der Parametervektor
sei B = (Bo, 81)T. Der lineare Pridiktor ist also durch f(z)73 = 8y + Bz gegeben. Fiir
den Fall einer Kovariablen stimmen c¢-Optimalitdt mit ¢ = (0, 1)T und D,-Optimalitéit
fiir die Steigung f; liberein. Somit steht D-Optimalitat fiir das Poisson-Gamma-Modell
im Zusammenhang zu D-Optimalitéit und ¢-Optimalitit mit ¢ = (0,1)” fiir das Poisson-
Modell.

Die D-optimalen Gewichte fiir das Poisson-Gamma-Modell aus Satz 5.2 lassen sich fiir
den Fall einer Kovariablen vereinfachen. Dies fiihrt zu folgendem Satz, dessen Beweis im

Anhang angegeben ist.

Satz 5.3
Es seien z; und x, zwei verschiedene Stiitzpunkte eines 2-Punkt-Designs £. Dann sind

die D-optimalen Gewichte fiir 1 und x5 gegeben durch:

W — V1+5 - exp(Bo + fias) (5.6)
1 VI+ T exp(Bo + fury) + /14 - exp(Bo + Brs)’ .
i — V1t exp(Bo + fizy) (5.7)

V1I+ 5 exp(fo + 51$1 V1+ 5 exp(fo + Braa)

Mit den D-optimalen Gewichten in Satz 5.3 ergibt sich direkt das D-optimale Design

fiir einen bindren Designraum 2~ = {0, 1}.

Satz 5.4
Es sei 2" ={0,1} der Designraum. Das D-optimale Design £* ist gegeben durch:

0 1
= 152 oxp(Bot B1) 155 oxp(Bo) : (5.8)
1+ 5 exp(Bo)+/14+ 5 -exp(Bo+B1)  /1+ 5 -exp(Bo)++/1+ 5 -exp(Bo+51)

Nun wird ein stetiger Designraum 2~ = [u, v] betracht. Auch bei einem stetigen Design-

raum ist immer ein 2-Punkt-Design D-optimal, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 5.5

Es sei 2" = [u,v] mit u < v der Designraum. Ein D-optimales Design £* besitzt immer
genau zwei verschiedene Stiitzpunkte. Fiir 5; > 0 ist ein Stiitzpunkt bei v und fiir 5; < 0
ist ein Stiitzpunkt bei u. Fiir 81 = 0 sind v und v die Stiitzpunkte.
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Beweis:

Mit dem Aquivalenzsatz 4.10 folgt, dass ein Design ¢* genau dann D-optimal ist, wenn

exp(Bo + f1x)- f ()" Mpo(£*;8) ' M (% 8) Mpo(5;8) 7 f ()

< Spur(M (£ 8)Mpo (£ 8)7")

fir alle z € [u, v] gilt. Dabei gilt Gleichheit in der Ungleichung an den Stiitzpunkten des
optimalen Designs £*. Es seien g(z) = f(x)" Mp,(§*;8) " M (§*; B) M, (&5 8)" f ()
und h(z) = exp(By + Biz). Dann ist die Bedingung des Aquivalenzsatzes #quivalent zu
k(x) = h(x) - g(x) < Spur(M({*;,B)Mpo(f*;,B)_l) fir alle x € [u,v]. Es gilt:

K(z) = h(x) - g(x) + h(z) - g'(x) = B - h(z) - g(x) + ¢'(x) - h(x)

= h(z) (B g9(z) +4'(2)).

Die Funktion ¢ ist ein quadratisches Polynom und ¢'(z) ist somit eine Gerade. Es gilt
h(z) > 0 fir alle z € R und §; - g(x) = —¢'(x) kann nur fiir maximal zwei z € R
gelten. Also besitzt k'(z) maximal zwei Nullstellen und k(x) hat somit maximal zwei
Extrema fiir € R. Dann kann k(x) hochstens zwei Extrema im Inneren des Intervalls
[u, v] besitzen. Im Fall zweier Extrema muss ein Extremum ein Maximum und das an-
dere Extremum ein Minimum sein. Somit besitzt das D-optimale Design maximal zwei
Stiitzpunkte. Da zur Schiitzbarkeit des Parametervektors 3 = (3, ;)7 mindestens zwei
Stiitzpunkte benotigt werden, besteht das D-optimale Design aus genau zwei Stiitzpunk-
ten.

Da Mp,(£%;8) T M (£*; B) Mp,(£*; 8)~! positiv definit ist, ist g(z) konvex und es gilt
lim, 00 g(z) = 00. Fiir 51 > 0 gilt lim,_,o, k(z) = 00, somit muss v ein Stiitzpunkt sein.
Analog folgt fiir 5; < 0, dass u ein Stiitzpunkt sein muss. Insbesondere folgt fiir 8; = 0,
dass £* die Stiitzpunkte v und v besitzt. O]

Unter Verwendung von Lemma 5.5 fiir die D-optimalen Stiitzpunkte und Satz 5.3 fiir die
D-optimalen Gewichte wird im folgenden Satz das D-optimale Design fiir einen stetigen

Designraum hergeleitet.

Satz 5.6
Es sei 2" = [u, v] der Designraum.
a) Es sei f; # 0. Fir 8; > 0 sei d = v und fiir 8; < 0 sei d = u. Die Gleichung

0=z—2.[1 i exp(fo + hd — 2) 5.9
© (+1+\/1+%-exp(ﬁo+51d—z)-\/1+%-exp(ﬁo+ﬂld) (5.9)
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besitzt eine eindeutige Losung z*. Fiir 51 > 0 sei 2* = max {u,v — 2*/f;} und fiir 5; < 0

sei z* = min{u — z*/f,v}. Dann ist das D-optimale Design £* gegeben durch:

d x*
§ = /112 exp(BotBra”) 1+ 7 -exp(Bo+Brd)
/15 exp(Bo+B1d) 44/ 1+ exp(Bo+B1a*) /14 -exp(Bo+B1d)+/ 1+ 5 -exp(Bo+B1z*)

(5.10)

b) Fiir 51 = 0 ist das D-optimale Design £* gegeben durch:

& = { } . (5.11)

Da nach Lemma 5.5 das D-optimale Design £* zwei Stiitzpunkte besitzt, wird ein Design

o= S
o=

Beweis:

mit Stiitzpunkten x; und xo, wobei x; < x5 gelte, sowie zugehorigen Gewichten w; und
wy betrachtet. Es sei \; = exp(fy + i) und 6; = 1+ 5 - \; fiir ¢ = 1,2, Mit der
Matrixzerlegung der Informationsmatrix Mp,(¢;8) = XT W AX ist die Determinante

der Informationsmatrix nach Satz 5.1 durch

a

det(M(&:)) = (1)

 det(Mpo(§58) (g>2 ~det(W) - det(X)* - det(A)
1+ 2. el Mp,(&;8)er \b L+ 75 - ef Mpo(&; B)es

:<a>2_wl'w2')\1')\2-(x2_];1)2

b) T (wr A+ ws - A)
B <9>2‘wl'wQ'Al'M'(xz—xl)? (5.12)
b wy - (51 + wy - 52
gegeben. Einsetzen der D-optimalen Gewichte aus Satz 5.3 ergibt:
Vo N
det(M(¢; B)) = (2)2 O VB AL g - (22 — 1)
| ’ Vi _ 5y s
V&1+1/52 1 o14/02 9
2 A\ Ay (9 — )2
i <%) i v (5.13)

(Vo + V&)

Es wird der Fall 8; > 0 betrachtet. Nach Lemma 5.5 ist ein Stiitzpunkt bei x5 = v.
Durch Weglassen positiver Konstanten beziiglich x; ergibt sich als vereinfachte Kriteri-

umsfunktion:
)\1 . (U — I‘l)z

(Vo V&)

k(zy) =
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Es gilt dA;/dxy = By - Ay, déy/day = 7§ - B1 - Ay und ddy/dz; = 0. Die Ableitung von k

nach x; berechnet sich zu:

k(o) =) A (B0 =) =) (VB + V) -

dz, (Vo +V33)°

Um die Kriteriumsfunktion zu maximieren, wird die Ableitung gleich Null gesetzt. Sie

ist fiir 1 < v genau dann gleich Null, wenn der Term in eckigen Klammern gleich Null

ist. Ausklammern von 3; - (v — z;) und Multiplikation mit /&, ergibt:
0=05-(v—ua1)- (51‘1‘\/_ \/5_2—— /\1>—2 <51+\/5—1'\/5_2)
— B (v—a1) - (1+\/_ \/5_2)—2 ( A+ 144/6; - \/6_2>

Aquivalent gilt:

=3

0=51'(v—$1)_2'(1+ﬁj\}\/5_2)

m

e—Po—Piz1 | Je—Bo—Piz1 % . \/6—,30—61901 + % . ePr(v—=z1)

Mit der Transformation 21 — z = ;- (v — x1) ergibt sich die transformierte Gleichung:

=b-(v—m)—2- 1+

% ebotPiv—z
O=2-2-(1+
1+ \/1 + % . efotPiv—z . \/1 + % . ePo+Prv

Die rechte Seite der Gleichung ist streng monoton wachsend in z und hat somit hochstens
eine Losung z*. Fiir 2 — oo konvergiert die rechte Seite der Gleichung gegen unendlich
und fiir z = 0 ist die rechte Seite kleiner als null. Somit existiert nach dem Zwischen-
wertsatz eine Losung z* im Intervall (0, 00). Folglich ist * = v — 2*/5; die eindeutige
Nullstelle von dk(z;)/dz;. Fiir 27 — v und x; — —oo konvergiert die Kriteriumsfunk-
tion det(M (¢; B)) gegen Null. Da zudem det (M (&; 3)) > 0 gilt, handelt es sich bei z*
um ein Maximum. Ist 2* > u, so ist ] = x*. Falls * < u gilt, dann ist die Kriteriums-
funktion auf dem Intervall [u, v] streng monoton fallend und somit fiir 7 = v maximal.
Fiir 8, < 0 folgt das D-optimale Design analog. Fiir 51 = 0 ergibt sich das D-optimale
Design direkt aus Lemma 5.5 und Satz 5.3. ]

Das D-optimale Design ist immer ein 2-Punkt-Design, wobei ein Stiitzpunkt der Rand-

punkt des Designraums ist, an dem exp(f5y + f12) maximal wird. Zur Bestimmung des
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zweiten Stiitzpunkts muss Gleichung (5.9) numerisch gelost werden. Der Stiitzpunkt
kann sowohl innerhalb als auch auf dem anderen Randpunkt des Designraums liegen.
Als Spezialfille des D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell ergeben sich
fiir b — oo das D-optimale Design und fiir b — 0 das c-optimale Design mit ¢ = (0, 1)T
fiir das Poisson-Modell. Dabei vereinfacht sich Gleichung (5.9) so, dass sie analytisch 16s-
bar ist. Diese optimalen Designs fiir das Poisson-Modell sind bereits bekannt (vgl. Ford
et al. (1992), Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007)). Fiir den Designraum
2 = [u,v] werden sie im Folgenden angegeben.

Fiir f; < 0 sei 2* = min {u — 2/, v}. Dann ist das D-optimale Design fiir das Poisson-

Modell durch
I { ’ } (5.14)

gegeben. Fiir #; > 0 besitzt das D-optimale Design fiir das Poisson-Modell die Stiitz-

o=
[

punkte v und z* = max {u,v — 2/6;} mit gleichen Gewichten 1/2.

Fir 8; < 0 sei z* = min{u —2- (1+ W(e'))/B1,v}. Dabei ist W der Hauptzweig der
Lambertschen W-Funktion, welcher die Umkehrfunktion von w — w - e* fiir w > —1
ist (vgl. Corless et al., 1996). Weiterhin gilt 2 - (1 + W(e™')) ~ 2.557. Dann ist das

c-optimale Design mit ¢ = (0,1)” fiir das Poisson-Modell durch
(7 ¥
5* = exp(B1z*) exp(Biu) (515)
\/exp(ﬁlu)+\/exp(51x*) \/exp(ﬁlu)+\/exp(ﬂ1x*)

gegeben. Fiir #; > 0 besitzt das c-optimale Design mit ¢ = (0, 1)T fiir das Poisson-Modell
die Stiitzpunkte v und z* = max {u,v — 2 - (1 + W(e™1))/b1}.

Fiir f; = 0 besitzen das D-optimale Design und das c-optimale Design mit ¢ = (0, 1)T
fir das Poisson-Modell die Stiitzpunkte u und v mit gleichen Gewichten 1/2.

Im Gegensatz zum Poisson-Gamma-Modell hangen die optimalen Designs beim Poisson-
Modell nicht vom Parameter [, ab, da er als Faktor exp(/3y) aus der Informationsmatrix
herausgezogen werden kann.

Im folgenden Beispiel wird das D-optimale Design im Poisson-Gamma-Modell berechnet.
Auferdem werden das D-optimale Design und das c-optimale Design fiir 5; im Poisson-
Modell betrachtet.

Beispiel 5.7
Der Designraum sei 2~ = [0, 3]. Die Regressionsfunktion sei f(z) = (1,z)7 und der

Parametervektor sei durch 3 = (0, —1)7 gegeben. Weiterhin seien m = 10 und b = 1.
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Effizienzen

Modell Kriterium  Optimales Design  Po D P-G D Poc
Poisson D {1‘;2 132} 10925 0.769
Poisson-Gamma D {0.397 333;} 0.902 1 0.974
Poisson ¢ {0_318 g?g;} 0799 0981 1

Tabelle 5.1: Optimale Designs in Beispiel 5.7 und Vergleich der Effizienzen fiir das
Poisson-Gamma-Modell (P-G) und das Poisson-Modell (Po) im Fall einer
Kovariablen

Das D-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell last sich mit Satz 5.6 berechnen.
Die Losung von Gleichung (5.9) berechnet sich zu z* = 2.341. In Tabelle 5.1 ist das
D-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell angegeben. Zudem wurden fiir das
Poisson-Modell das D-optimale Design aus Gleichung (5.14) und das c-optimale Design
fiir 5, aus Gleichung (5.15) gefolgert. Weiterhin werden die optimalen Designs beziiglich
ihrer Effizienzen in der Tabelle verglichen.

Die drei optimalen Designs sind von der gleichen Struktur. Sie besitzen zwei Stiitzpunkte,
wobei ein Stiitzpunkt bei 0 ist. Dies ist der Punkt des Designraums, an dem exp(8y+ /1)
maximal wird. Der andere Stiitzpunkt des D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-
Modell liegt zwischen den Stiitzpunkten der D- und c-optimalen Designs fiir das Poisson-
Modell. Beim c-optimalen Design im Poisson-Modell ist der Abstand des Stiitzpunkts
zum Stiitzpunkt 0 grofer als beim D-optimalen Design im Poisson-Modell.

Im Vergleich zum D-optimalen Design im Poisson-Modell besitzt das c-optimale Design
in diesem Beispiel eine hohere Effizienz beziiglich des D-optimalen Designs im Poisson-
Gamma-Modell. Die Effizienzen sind relativ hoch, es tritt jedoch ein Effizienzverlust auf.
Werden fiir ein Design fiir das Poisson-Gamma-Modell die D-optimalen Stiitzpunkte 0
und 2 fiir das Poisson-Modell verwendet und nur die Gewichte optimiert, so ergeben sich
die optimalen Gewichte nach Satz 5.3 zu 0.316 und 0.684. Die D-Effizienz des Designs im
Vergleich zum D-optimalen Design im Poisson-Gamma-Modell betragt 0.985. Es lésst

sich somit ein deutlicher Effizienzgewinn durch Optimierung der Gewichte erzielen.

In den folgenden Abschnitten werden fiir verschiedene Optimalitdtskriterien weitere Re-
sultate zu den Beziehungen zwischen den optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-
und Poisson-Modell hergeleitet, welche auch auf das Regressionsmodell mit einer Kova-

riablen anwendbar sind.
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5.1.3 Multiples Regressionsmodell

Im Folgenden erfolgt die Betrachtung des multiplen Regressionsmodells mit der Re-
gressionsfunktion f(x) = (1,27)", wobei & = (z1,...,2,-1)7 € RP™! ist, und dem
Parametervektor 8 = (8o, B1,- .-, Bp-1)".

Um auch fiir das multiple Regressionsmodell D-optimale Designs zu bestimmen, wer-
den zunéchst die Gewichte betrachtet. Fiir ein Design mit minimalem Trager liefert der
néchste Satz die D-optimalen Gewichte, wobei der Beweis sich im Anhang befindet (vgl.

Schmidt und Schwabe, 2020).

Satz 5.8

Es seien @1, ..., x, affin unabhéngige Stiitzpunkte eines Designs £, wobei @1, ..., ®,1
auf einer Hyperebene {zc eRrL: f(x)B = c} liegen. Fiir @, gelte die Ungleichung
f(z,)'B > c. Dann ist das D-optimale Gewicht fiir z, gegeben durch:

2

wy = . (5.16)
1+ 3 - exp(f(z,)"B)
+ o244 (p—1)- . P
p \/(p ) (p—1) 1+ 2 exp(c)
Die D-optimalen Gewichte fiir @1, ..., ®, 1 sind durch wj = ... = w;_, = (1-wy)/(p—1)
gegeben.
Die D-optimalen Gewichte erfiillen die Ungleichung;:
0<wp<5<w1:...:wp_1<pT. (517)

Um das D-optimale Design zu charakterisieren, ist die folgende Bemerkung hilfreich.

Bemerkung 5.9

Es wird der rechteckige Designraum 2" = [uy,v1] X ... X [up—1,vVp—1] und f; # 0 fur
i = 1,...,p — 1 betrachtet. Es sei d = (dy,...,d,—1) mit d; = v; fir §; > 0 und
d; = u; fiir §; < 0. Beispielsweise ist d = (vy,...,v,1), falls ; >0 firi=1,...,p—1
gilt. Weiterhin wird mit e;,_; € RP~! der i-te Standard-Einheitsvektor bezeichnet und
es sei z > 0. Ein Design mit einem Stiitzpunkt auf der Ecke d von 2  und weiteren
Stiitzpunkten d — (2/61) - €1p-1,-..,d — (2/Pp-1) - €p—1,p—1 auf den Kanten erfiillt die
Bedingungen von Satz 5.8 mit ¢ = f(d)”3 — z. Somit hingen die D-optimalen Gewichte

wi(z),...,wi(z) aus Satz 5.8 fiir dieses Design von dem Distanzfaktor z zur Ecke d ab.

p

-----

Z liegen.
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Mit den D-optimalen Gewichten in Satz 5.8 und Bemerkung 5.9 lésst sich das D-optimale
Design im néchsten Satz angeben (vgl. Schmidt und Schwabe, 2020).

Satz 5.10

Es sei 2" = [ug,v1] X ... X [up—1,vp—1] der Designraum und g; # 0 firi =1,...,p — 1.
Seid = (di,...,d,—1) mit d; = v; fiir §; > 0 und d; = u, fiir 5; < 0. Fiir beliebiges z > 0
seien wi(z) = ... = wy_;(2) und wy(z) die D-optimalen Gewichte aus Bemerkung 5.9.

Die Gleichung
0=m-((p=1)-wi(z) P fupz) - SOE) (2 (p— 1) wi(z) ~ 2)
+b-(z-p-wi(z) —2) (5.18)

besitzt eine eindeutige Losung z* in (0, 00). Gilt 2* < min;—y__,—1 (]3] - (i — w;)), dann

-----

ist das D-optimale Design £* gegeben durch:

e {d —(27/B1) - e1p-1 .. d—(2"/Bp-1)  €p_1p1 d } . (5.19)
wi(z*) . wy_4(2") wp(27)
Beweis:

Zur Vereinfachung der Notation seien M = M (£, 3) und Mp, = Mp.(¢*,3). Da
das Optimierungsproblem nicht von der positiven Konstante a abhéngt, wird aufserdem
a = b gewihlt.

Es wird der erweiterte Designraum Zew = Z1.erw X - - - X Zpo1 erw Mit 2 erw = (—00, V4]
fur 8; > 0 und Z; erw = (w4, 00) fir ; < 0 fiir i = 1,...,p — 1 betrachtet. Da die Matrix
M ! M M! positiv definit ist und die Mengen {:1: eR: f(x)'B = c} N 2oy fiir alle
¢ € R beschrinkt sind, wird die linke Seite der Bedingung im Aquivalenzsatz 4.10 auf
den Kanten des erweiterten Designraums 2., maximal. Somit geniigt es zum Nachweis
der D-Optimalitét des Designs £* zu zeigen, dass die Bedingung des Aquivalenzsatzes
auf den Kanten von 2o, erfiillt ist (vgl. Schmidt und Schwabe (2017), Schmidt (2019)).
Daher ist das Design £* genau dann D-optimal, falls

efdtmd e )8 f(d+ (2; — d;) - ei,p—l)TMI;olMME(}f(d + (2 —d;) - €ip)

< Spur(MM7p,)

fir alle z; € Zjew gilt, 7 = 1,...,p — 1. Es werden die folgenden zwei Funktionen
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eingefiihrt:
gi(x) = fld+ (x—d) - eip1) MMMzl f(d+ (z—d) - €ip1),
hi(z) = gi(z) — exp(—f(d+ (z — d;) - € p—1)" B) - Spur(M Myp,).
Die Bedingung im Aquivalenzsatz ist dquivalent zu
hi(z;) = gi(z;) — exp(—f(d+ (z; — d;) - €;p-1)"B) - Spur(MM3}) <0 (5.20)

fir alle z; € Zierw, 1 =1,...,p— 1.
Mit der unteren Dreiecksmatrix L = I, — (Mpoeype] ) / (e] ,Mpoe1, + L) aus Lem-
ma 4.1 gilt MMy, = LMp,M;! = L. Somit folgt:

T

elvpel,p
T b’
617pMp0617p + m

Mp MM, = ML = My, —

T T b
el,pMPoeLp . (p - 1) : el,pMP()elyp +p- m

T b T b
elprpoeLp + m el,pMPoel,p =+ m

Spur(MM;é) = Spur(L) =p —

Es sei \; = exp(f(d)'8 — 2z*) und \, = exp(f(d)"8). Fiir das Design &* besitzt die
Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell die Matrix-Darstellung Mp, = X TAWX
mit A = Diag(A,..., A1, Ap), W = Diag(wy, ..., w},w;) und

X = <1P1—1 ]-p—l : dT - ';; Diag(Brez))

mit 1,., = (1,..., 1) € RP"'und B,,, = (1/B4,...,1/B,-1)7, welcher aus den Kehr-

werten der Komponenten von [3 = (B1,...,Bp-1)" besteht. Die Inverse von X ist durch
. =T . ~
x-1_ 1 (Dlag(ﬁ)ii) z —NdT,B
z*\ —Diag(B) B
gegeben.

Es wird nun gezeigt, dass an den Stiitzpunkten des Designs &* Gleichheit in Bedin-
gung (5.20) gilt. Zunéchst wird der Stiitzpunkt d betrachtet. Fiir die Inverse der In-
formationsmatrix fiir das Poisson-Modell gilt Mp! = X 'W'A~Y(XT)~!. Mit dem
Zusammenhang (X7)7'f(d) = (X7)"'X"e,, = e,, folgt:

9i(d;) = f(d+ (d; — d;) - ei,p—l)TMESMMﬁgf(d + (di — d;) - €ip1)
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T
_ _ _ —_ elapelp
= fd)"- [ XTTWIATH(XT) ! - : -f(d
(d) S 7Y el REAC)
1 1 1
=el W'Ae,, - - -

T b x T b
elprPoel,p + m wp )‘P el,pMPOeLP + m

1 T by _
w-Ap (elvaPOel’p + m) 1

T b
elprpoel,p +

Somit gilt:

hi(d;) = g:(d;) — exp(—f(d + (d; — d;) - €;-1)" B) - Spur(M M)

_1 (T by _
wh-Ap (el,pMpoelfp + m) 1

(p—1)- el ,Mpoer, +p-

1
T b N T b
ei,Mpoe1,+ . Ap er,Mpo€1p + 5

el ,Mpoer, —w;- Ay — (p—1)-wi - el Mpoey, + L.(1-p- w?)

* T b
wp . )‘p . (el’pMpoeLp + E)

Mit e{ ,Mpoer, = (p—1)-wi- M +w}- A und (1—p-w})/(p—1) = =1+ p- wj folgt:

(p—1) wi-M—(p—1) wy-ef Mpoer,+ - (1—p-wp)

* AT b
wy Ap (elvapoeLp—i—m)

hi(d;) =

wy - Ay —wy - eprpoel,p + % (=1+p-wy)

Wy - Ap - (e{pMPoeLp + )

m

=p-1)-

Da nach Lemma A.5 der Zahler gleich Null ist, gilt ;(d;) = 0.

Nun wird gezeigt, dass an den Stiitzpunkten d — (2*/3;) - €;,—1 fir i = 1,...,p—1
ebenfalls Gleichheit in Bedingung (5.20) gilt. Unter Verwendung des Zusammenhangs
(XD f(d—(27/B) - eip-1) = (X)X e, = e, folgt:

Z*

i\ di — —

g( @-)
T

* T *

z _ _ _ _ €16 z
=fld—% e,1) [ X TWIA XD - Pl fld—=% e,
f( o Cir 1) < (X5 el Mpoei,+ 2 ! Bi Cip-l

1 1 1

_ T —1A-1_ _ o
S A T e, T L W N el Mpser, 1 L
1,p Po€1p m 1 1 1,ptY Po€1,p m

1 T by _
wi A1 (el,PMpoel’p + m) 1

T b
817pMPO€1,p + E
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Mit exp(f(d — (2*/5;) - €ip-1)"8) = exp (f(d)TB — z*) = \; gilt somit:

h (d Z*> w{1~)\1 ’ (eipMPOelvp + %) -1 1 (p - 1) : e{pMPoel,p +p : %

B T b T T b
ﬁz el,pMpoeLp + m /\1 el’pMpoeLp -+ pouy

el ,Mpoerp,-(1—(p—1)-w}) —wj- M+ 2 (1—p-w})
(HEDVE (6,{:pMPO€17p + %)

Dal—(p—1) wj = wj gilt, folgt hi(d; —2*/p;) =0 fiiri = 1,...,p—1 mit Lemma A.5.

Die erste und zweite Ableitung von h; sind durch

hi(x) = gi(x) + i - exp(—f(d + (r — d;) - ei,pfl)Tﬁ) : SPUT(MMES),

hi(x) = g/(x) = 87 -exp(=f(d + (v — di) - €1)" B) - Spur(M M)

gegeben. Da g¢; ein quadratisches Polynom ist, ist ¢/ konstant. Die Exponentialfunkti-
on ist injektiv, somit ist A ebenfalls injektiv und hat hochstens eine Nullstelle. Nach
dem Satz von Rolle kann A maximal zwei Nullstellen besitzen. Daher hat h; hochstens
zwei Extrema. Auferdem gilt fiir den Grenzwert lim, 1., h;(z) = £oo fiir §; > 0 und
lim, 4 hi(x) = Foo fir §; < 0. Somit existieren keine Sattelpunkte. Das Design £* ist
D-optimal, wenn fiir ¢ = 1,...,p — 1 bei d; — z*/f3; ein Maximum von h; liegt. Wegen
hi(d;) = hi(d; — 2*/B;) = 0 befindet sich dann zwischen den beiden Stiitzpunkten ein
Minimum. Bei d; — 2*/f; liegt ein Maximum vor, wenn h bei d; — z*/f3; eine Nullstelle

hat. Die Ableitung von g; berechnet sich zu:

gi(x) =2 ey ,Mps MMy, f (d+ (z — di) - €i51)

e BT
=92. el-‘rlp (X—lw—lA—l(XT)l i 1LpC1p 3 ) f(d + (.CI:' _ dl) . ei,p*l)'

T
617pMp0€1,p + =

Mit efy,, X ' = (5,/2") - (el 1, 1) und (XT)7F(d — (=*/5)) - €ip1) = er, folgt:
e
T *
— — — _ e]_ 81 z
=2.¢el X WA Y X - Plp fld—= e,
i+1,p ° ( ( ) eprPoel,p‘i‘% f Bz p—1
; el e el f(d—=% e,
=2 @ . (—e;fpp_l, 1)W‘1A_1ei7p —2. +Lp 1’; Lp ( Bi _ P 1).
z , eLpMPOel,p + m
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Wegen e, ,e;, = 0 folgt:

g\ di — = =— & 1
Bi z* Wy A
Somit gilt:
h/}(d_z_*>:_2.&‘ ! +&-(p_1)'elT,pMPoel,p+p~%
i i ﬁz 2* wi“ . )\1 )\1 e,{:pMPOeLp + %
_ /B’L _Z*Qwi‘ . (e,{:pMpoeLp + %) + (p — 1) . e{pMPOel,p + p- %
>\1 e{pMPOel,p + % ’

Die Gleichung hl(d; — 2*/8;) = 0 ist dquivalent zu:

0=-2- (m-elT’pMpoeLp+b)+z*-wI-(m-(p—l)-eprpoel7p+p-b)
:m-eip’pMpoeLp-((p—l)-z*-wf—?)—l—b-(p-z*-wf—?)

=m-((p—1) - wi-A+ws-N)-((p—1)- 2" wi —2)+b-(p- 2" wj —2).

Nun wird mit dem Zwischenwertsatz gezeigt, dass diese Gleichung eine Losung besitzt.
Wegen lim.«_,g Ay = A, gilt:

limm- ((p—1)-wi- M +w,-XA)-((p—1)-2"-wf—2)+b-(p- 2" wj —2)

z*—0

——2.-m-X\,—2-b<0.
Nach Satz 5.8 gilt 1/p < w} < 1/(p — 1). Daher gilt:

Zligloom- ((p—l)-w{-/\ler;-)\p) . ((p—l)-z*-wi‘—Z) +b-(p-2"-wj —2)=o0.
Somit besitzt die Gleichung eine Losung im Intervall (0,00) und das Design £* ist D-
optimal auf Z¢;y.

Hétte die Gleichung mehr als eine Losung im Intervall (0, 00), so wiirde ein weiteres D-
optimales Design existieren. Da die Kriteriumsfunktion isoton und konkav ist, wére nach
Satz 4.8 jede Konvexkombination dieser Designs ebenfalls D-optimal. Das resultierende
Design hétte mehr als zwei Stiitzpunkte auf einer Kante von 2., was einen Wider-
spruch zum Verlauf von h; darstellt. Somit ist die Losung der Gleichung im Intervall
(0, 00) eindeutig und das D-optimale Design ist ebenfalls eindeutig.

Falls 2* <min;—y,__,1 (| ,62|(v,—u,)) gilt, befinden sich alle Stiitzpunkte von £* innerhalb

77777

des Designraums 2 C Zo. Somit ist das Design £* auch D-optimal auf 2. O
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Die Struktur des D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell ist fiir den Fall
von drei Kovariablen in Abbildung 5.1 dargestellt. Ein Stiitzpunkt befindet sich auf
der Ecke d des Designraums, wo die Intensitatsfunktion exp( f (m)Tﬁ) maximal ist. Da
des Designraums. Sie liegen auf den Kanten, welche inzident zu d sind. Fiir das Poisson-
Gamma-Modell ist die Distanz vom Stiitzpunkt d zu den anderen Stiitzpunkten durch
2*/|Bi| gegeben. Gleichung (5.18) kann nur erfiillt sein, wenn z - (p — 1) - wj(z) —2 <0
und z - p-wi(z) —2 > 0 gilt. Da 1/p < wi(z) < 1/(p — 1) nach Satz 5.8 gilt, folgt fiir
die Losung z* von Gleichung (5.18):

1
0. P72 o P (5.21)

p p—1
Die D-optimalen Gewichte fiir die ersten p — 1 Stiitzpunkte sind gleich, aber unterschei-
den sich von dem fiir die Ecke d. Dabei ist das Gewicht fiir den Stiitzpunkt d geringer

als die Gewichte fiir die anderen Stiitzpunkte.

Abbildung 5.1: Grafische Darstellung des D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-
Modell fiir den Fall von drei Kovariablen

Fiir das Poisson-Modell mit Designraum 2 = [uj,v1] X ... X [up_1,vp-1], Bi # O,

i=1,...,p—1,und 2 <min;—; __, 4 (|Bz| (v — uz)) ist das D-optimale Design durch

.....

o {d—(2/ﬁ1)~el,p1 o d—(2/Bp1) €p1p d} (5.22)

1/p 1/p 1/p

gegeben (vgl. Russell et al., 2009). Dabei ist d wie in Satz 5.10 fiir das Poisson-Gamma-
Modell definiert. Die Struktur der D-optimalen Designs fiir das Poisson- und Poisson-

Gamma-Modell ist dhnlich. Die Distanz von der Ecke d zu den anderen Stiitzpunkten
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auf den Kanten unterscheidet sich aber bei beiden Modellen. Fiir das Poisson-Modell
ist sie durch 2/|5;| gegeben, also ist z* = 2. Weiterhin unterscheiden sich die Gewich-
te der optimalen Designs bei beiden Modellen, da beim D-optimalen Design fiir das
Poisson-Gamma-Modell von der Gleichverteilungsregel der Gewichte fiir das Poisson-
Modell abgewichen wird.

Das D-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell hdngt nicht vom Parameter a
der Gamma-Verteilung ab. Wird a = b®~V/P gewihlt, so vereinfacht sich die Kriteri-
umsfunktion fiir D-Optimalitét fiir das Poisson-Gamma-Modell in Gleichung (5.1) zu
det(M (&;8)) = det(Mpo(&;8))/(b+m - e ,Mpo(&; B)er,). Somit lsst sich fiir b — 0
das Ds-optimale Design fiir die Parameter 34, ..., 3,1 im Poisson-Modell aus Satz 5.10
folgern (vgl. Schmidt und Schwabe, 2020).

Satz 5.11
Essel 2" = [u1, v1]X...X[up_1,vp—1]und f; # 0 fiiri =1,...,p—1.Seid = (dy,...,dp—1)
mit d; = v; fiir 5; > 0 und d; = u; fiir §; < 0. Fiir beliebiges z > 0 sei

2

S T H P e 52
und wi(z) = ... =w;_(2) = (1 —w;(2))/(p — 1). Die Gleichung
z-(1—wp(z)) —2=0 (5.24)

.....

besitzt eine eindeutige Losung z* in (0,00). Gilt 2* < min;—y . ,1(|8;] - (v; — u;)), dann

ist das Ds-optimale Design £* fiir 81, ..., 8,—1 im Poisson-Modell gegeben durch:

I {d —(z7/B1) - erp1 ... d=(2"/Bp1) €p1pa d } . (5.25)
wi(z%) wy_ 1 (27) wy (2%)

Gleichung (5.24) fiir 2* ldsst sich als z = 2/(1 — wj(z)) schreiben. Da 0 < wy(z) < 1/p
nach Satz 5.8 gilt, folgt fiir die Losung z*:

2< <. L (5.26)

p—1
Insbesondere ist im Poisson-Modell der Abstand der Stiitzpunkte auf den Kanten zu
dem Stiitzpunkt auf der Ecke beim D,-optimalen Design fiir die Parameter i, ..., 8,1
grofer als beim D-optimalen Design. Zudem sind im Gegensatz zu D-Optimalitat die

Dg-optimalen Gewichte nicht alle gleich.
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Satz 5.12

Es seien f = (1, f1,..., fp-1)" und AT = (OS,A), wobei A eine s x (p — 1)-Matrix
mit Rang(A) = s ist. Dann sind die Kriteriumsfunktionen fiir D4-Optimalitét fiir das
Poisson- und Poisson-Gamma-Modell bis auf einen positiven konstanten Faktor iden-
tisch. Somit ist ein Design ¢* genau dann D 4-optimal im Poisson-Gamma-Modell, wenn

das Design £* im Poisson-Modell D 4-optimal ist.

Beweis:
Mit Satz 4.4 fiir die verallgemeinerte Inverse der Informationsmatrix folgt die Aquivalenz

zwischen den Kriteriumsfunktionen fiir das Poisson-Gamma-Modell und fiir das Poisson-

Modell:

det(ATM(f’;,B)_A) = det (AT . (g - Mpo(§;8) + % : el,pe{p) : A)

b S

= (—) ~det(ATMpO(§;ﬁ)*A).

a

Dabei wurde der Zusammenhang A”e;, = 0, verwendet. Da die Identifizierbarkeits-
bedingung nach Satz 4.3 im Poisson-Modell und Poisson-Gamma-Modell dquivalent ist,

stimmen die D 4-optimalen Designs in beiden Modellen iiberein. O]

Bemerkung 5.13

Satz 5.12 gilt fiir beliebige Regressionsfunktionen f;, i = 1,...,p — 1. Fiir das multiple
Regressionsmodell mit f;(x) = z; ist das D,-optimale Design fiir fy, ..., 5,1 im Poisson-
Gamma-Modell somit durch das Design (5.25) in Satz 5.11 gegeben.

Im folgenden Beispiel werden das D-optimale Design im Poisson-Gamma-Modell und

das D- und D -optimale Design im Poisson-Modell berechnet.

Beispiel 5.14
Es wird das multiple Regressionsmodell mit zwei Kovariablen betrachtet. Der Design-

T und der

raum sei 2" = [0,3] x [0,3], die Regressionsfunktion sei f(x) = (1, z1,z2)
Parametervektor sei durch 3 = (0, —1, —1) gegeben. Es seien m = 10 und b = 1.

Das D-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell folgt aus Satz 5.10. Um das D-
optimale Design zu bestimmen, wird die Losung von Gleichung (5.18) berechnet, welche
sich zu z* = 2.240 ergibt.

Das D,-optimale Design fiir die Parameter §; und [, fiir das Poisson- und Poisson-
Gamma-Modell ergibt sich aus Satz 5.11 und Satz 5.12. Die Losung von Gleichung (5.24)

berechnet sich zu z* = 2.385.
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Effizienzen

Modell Kriterium Optimales Design PoD P-GD Po Dy

Poisson D {(f /g © /3 Vs } 1 0956 0.886
: (2.240,0) (0,2.240) (0,0)

Poisson-Gamma D { 240.0)(0.2240) (¢ 208} 0050 1  0.988

Poisson (2.385,0) (0,2.385) (0,0)

Poisson-Gamma D { 0.419 0.419 0.162} 0.895  0.990 1

Tabelle 5.2: Optimale Designs in Beispiel 5.14 und Vergleich der Effizienzen fiir das
Poisson-Gamma-Modell (P-G) und das Poisson-Modell (Po)

In Tabelle 5.2 ist das D-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell angegeben.
Auferdem wurden das D-optimale Design und das Ds-optimale Design fiir die Parame-
ter £ und [y fiir das Poisson-Modell berechnet. Zudem werden die optimalen Designs
beziiglich ihrer Effizienzen verglichen.

Alle drei optimalen Designs sind von der gleichen Struktur. Ein Stiitzpunkt ist bei (0, 0).
Dies ist der Punkt des Designraums, an dem exp ( f(w)Tﬁ) maximal wird. Die beiden an-
deren Stiitzpunkte des D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell liegen auf
den Kanten des Designraums zwischen den entsprechenden Stiitzpunkten der D- und
Dg-optimalen Designs fiir das Poisson-Modell. Beim Dg-optimalen Design im Poisson-
Modell ist der Abstand der Stiitzpunkte auf den Kanten zum Stiitzpunkt (0,0) auf der
Ecke des Designraums grofer als beim D-optimalen Design im Poisson-Modell.

Im Vergleich zum D-optimalen Design im Poisson-Modell besitzt das Ds-optimale Design
in diesem Beispiel eine hohere Effizienz beziiglich des D-optimalen Designs im Poisson-
Gamma-Modell. Die Effizienzen sind hoher als beim Modell mit einer Kovariablen, es
tritt jedoch immer noch ein Effizienzverlust auf. Dies lasst sich dadurch erklédren, dass
die Stiitzpunkte der optimalen Designs fiir die verschiedenen Optimalitétskriterien mit

steigender Anzahl an Kovariablen néher beieinander liegen.

5.2 Lineare Optimalitatskriterien

Es sei f = (1, f1,..., f,_1)" mit beliebigen Regressionsfunktionen f;, etwa f;(z) = 2
fiir polynomiale Regression mit eindimensionaler Kovariable z € R oder f;(x) = x; fiir
multiple Regression mit € RP~!.

Fiir spezielle Lineare Gemischte Modelle wie dem Random-Coeflicient-Regressionsmodell
ist bereits bekannt, dass fiir lineare Optimalitdtskriterien die optimalen Designs in den
Modellen mit und ohne zuféllige Effekte gleich sind (vgl. Liski et al., 2002, S. 24). Unter
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Verwendung von Satz 4.4 wird im néchsten Satz gezeigt, dass die ¢- und L-optimalen
Designs im Poisson-Gamma-Modell mit denen im Poisson-Modell iibereinstimmen (vgl.

Schmidt und Schwabe, 2020).

Satz 5.15
Ein Design £* ist genau dann im Poisson-Gamma-Modell L-optimal (c-optimal), wenn

das Design £* im Poisson-Modell L-optimal (c-optimal) ist.

Beweis:
Es sei B = AA”. Nach Satz 4.3 ist fiir ein Design ¢ die Identifizierbarkeit von AT 3
in beiden Modellen dquivalent. Mit dem in Satz 4.4 gezeigten Zusammenhang zwischen

den verallgemeinerten Inversen von M (&; 8) und Mp,(&; B) gilt fiir ein Design &:
_ b _m T
Spur(M(g;ﬁ) B) = Spur . Mp,(&;8) + el | B

b m
= Spur(Mpo(g; ﬁ)*B) + — eleBelJ,.

Da der zweite Summand nicht vom Design abhéngt, folgt die Aquivalenz der Optimalitéit
eines Designs in beiden Modellen. Mit B = cc” ergibt sich c-Optimalitit als Spezialfall
von L-Optimalitit. Daher folgt die Aquivalenz auch fiir c-Optimalitiit. m

Da das A-Optimalitatskriterium und das IMSE-Optimalitatskriterium, bei dem die Ma-
trizen B und Bp, bis auf einen multiplikativen Faktor iibereinstimmen, Spezialfille des
L-Optimalitédtskriteriums sind, gilt Satz 5.15 und somit die Gleichheit der optimalen
Designs im Poisson- und Poisson-Gamma-Modell auch fiir diese Optimalitétskriterien.

Satz 5.15 zeigt, dass man sich bei der Bestimmung von ¢- und L-optimalen Designs auf
das Poisson-Modell beschranken kann, was die Berechnung von optimalen Designs verein-
facht. Insbesondere kénnen die fiir das Poisson-Modell erzielten Resultate zu c-optimalen
Designs von Ford et al. (1992) und Rodriguez-Torreblanca und Rodriguez-Diaz (2007)
fiir eine Kovariable und zu ¢- und L-optimalen Designs von Schmidt (2019) fiir multiple

Regression auf das Poisson-Gamma-Modell {ibertragen werden.
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6 Standardisiert Maximin optimale

Designs

Es wird weiterhin das Poisson-Gamma-Modell mit bekannten Parametern a und b der
Gamma-Verteilung betrachtet. Beim Poisson-Gamma-Modell handelt es sich um ein
nichtlineares Modell. Daher héngen die optimalen Designs vom Parametervektor 3 ab.
Bei Missspezifikation von 3 konnen die fiir 8 optimalen Designs beziiglich des optimalen
Designs fiir den wahren Wert von 3 eine geringere Effizienz aufweisen.

Dieser Effizienzverlust wird fiir den Designraum 2~ = [0, 3], die Regressionsfunktion
f(z) = (1,2)7 und den Parametervektor B = (8, 51)" sowie m = 10 und b = 1 un-
tersucht. Das lokal D-optimale Design 5 fiir den Parametervektor 8 = (0, —1)7 ist in
Beispiel 5.7 gegeben. In Abbildung 6.1 wird die D-Effizienz des Designs {5 bei Parame-

termissspezifikation von fy und 5, dargestellt.

1

0.99} 0.9

0.98} 0.8}

0.97} 0.7t
N 0.96f N0.6f
kS g
N 0.951 N 0.5
=
M 0.94} M o.4f

0.93} 0.3}

0.92} 0.2}

0.91} 0.1

0.9 : : : 0 :
210 -5 0 5 10 -5 -4 -3 -2 -1 0
Bo B1

Abbildung 6.1: D-Effizienz des fiir 3 = (0, —1)7 lokal D-optimalen Designs &5 bei Va-
riation von [y (links) und f; (rechts)

In der linken Abbildung wird der wahre Wert von Sy von —10 bis 10 variiert, wobei
B1 = —1 konstant ist. Fir fy = 0 ist 5 das lokal D-optimale Design und besitzt so-
mit eine D-Effizienz von 1. Die D-Effizienz von {5 fillt mit dem Abstand des wahren
Werts von [y zum Wert 0, der fiir die Berechnung des lokal D-optimalen Designs g

angenommen wurde. Wie bereits in Abschnitt 2.4 gezeigt, lasst sich die Dichte fiir das
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Poisson-Gamma-Modell so darstellen, dass die Parameter b und g, immer als Produkt
(1/b)-eP0 auftreten. Dies gilt somit auch fiir die Informationsmatrix. Daher ergibt sich fiir
By — —oo das D-optimale Design und fiir 3y — oo das c-optimale Design mit ¢ = (0,1)7
fiir das Poisson-Modell. Nach Tabelle 5.1 in Beispiel 5.7 ergibt sich somit die Effizienz
fiir By — —o0 zu 0.902 und fir Sy — oo zu 0.974. Das Design {3 besitzt also immer eine
D-FEftizienz, welche grofier als 0.9 ist.

In der rechten Abbildung wird der wahre Wert von ; von —5 bis 0 variiert, wobei Sy = 0
konstant ist. Das Design {3 ist fiir 5; = —1 das lokal D-optimale Design und besitzt eine
D-Effizienz von 1. Die D-Effizienz von {5 nimmt mit zunehmendem Abstand des wahren
Werts von ; zum Wert —1 ab. Da der Designraum durch 2 = [0, 3] gegeben ist und
somit fiir f; — 0 die D-optimalen Stiitzpunkte bei 0 und 3 liegen, fallt die D-Effizienz
fiir §; — 0 nicht so stark wie fiir f; — —oo ab. Beispielsweise liegt die D-Effizienz fiir
[y = —5 unter 0.1.

Das einfithrende Beispiel zeigt, dass der Effizienzverlust bei Missspezifikation von S,
deutlich grofer als bei Missspezifikation von [y ist. Daher wird im Folgenden der Para-
meter [y als beliebig, aber fest angesehen und fiir die Effektparameter ein Parameterin-
tervall B vorgegeben. Es werden also standardisiert Maximin D- und c-optimale Designs

bei Vorgabe eines Parameterbereiches B = {f} x B berechnet.

6.1 Standardisiert Maximin D-optimale Designs

In diesem Abschnitt wird das standardisierte Maximin-Kriterium fiir D-Optimalitéit be-
trachtet. Fiir das Regressionsmodell mit einer Kovariablen wird der Fall eines binéren
und eines stetigen Designraums untersucht. Die Berechnung der optimalen Designs er-
folgt sowohl analytisch als auch numerisch. Bei dem multiplen Regressionsmodell mit
zwei Kovariablen ist das Optimierungsproblem so komplex, dass die optimalen Designs

nur noch numerisch bestimmt werden.

6.1.1 Regressionsmodell mit einer bindren Kovariablen

Im Folgenden wird das Regressionsmodell mit Regressionsfunktion f(z) = (1,z)" mit
2 € R und Parametervektor 3 = (3o, 31)7 betrachtet. Das lokal D-optimale Design bei
einem bindren Designraum ist in Satz 5.4 gegeben. Es besitzt immer die Stiitzpunkte 0
und 1, hingt aber iiber die D-optimalen Gewichte vom Parametervektor 3 = (5o, 1)
ab. Um diese Abhéngigkeit zu verringern, wird im folgenden Satz das standardisiert
Maximin D-optimale Design bei Vorgabe eines Parameterbereiches B = [by, by] fiir (3

berechnet, wobei der Parameter (3, beliebig, aber fest ist.
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Satz 6.1
Es sei 2" = {0,1}. Fur festes fy und £ € [bo,b1] mit by < b; ist das standardisiert
Maximin D-optimale Design £* gegeben durch:

& = % (&5, +¢5) (6.1)

Dabei sind &3, und g die lokal D-optimalen Designs fiir die Parameter 8, = (Bo, bo) T
und ﬂl = (60, b1>T.

Beweis:

Es sei A\j = A\j(B1) = exp(fo + f17;) und §; = §;(61) = 1+ 5 - A;(By) fiir j = 1,2, wobei
1 = 0 und x, = 1 ist. Zur Vereinfachung der Notation wird als Kriteriumsfunktion
die quadrierte Effizienz effp(&;3)? = det (M(ﬁ;,@))/det (M(ﬁg;,@)) betrachtet, wobei
{5 das lokal D-optimale Design fiir 3 ist. Nach Gleichung (5.12) ist die Determinante
der Informationsmatrix fiir ein Design & mit Stiitzpunkten z; = 0 und x5 = 1 und

zugehorigen Gewichetn w; und wy durch

a U)l'U}Q'/\l'/\Q

der(M(e:0)) = (4)

wy - 01 + way - Oy

gegeben. Fir das lokal D-optimale Design {5 fiir den bindren Designraum mit D-

optimalen Gewichten

Wiy Y iy = V0
B+ /5 YE 46,

gilt fiir die Determinante der Informationsmatrix nach Gleichung (5.13):

und

b

Z>2‘ Wy g Wy g AL Ag _ <a>2. ( ANy

det(M (&5;8)) = (‘ Wi - 01 + Wy 0 Vo +v5)"

Die Kriteriumsfunktion fiir standardisierte Maximin D-Optimalitét fiir ein Design & mit
Stiitzpunkten x; = 0 und x5 = 1 und zugehorigen Gewichten w und 1 — w ergibt sich

zZu:

(0.5 = JHMEP) _w-(l=w) Xk [ A -
e det(M(&5:8)) w0+ (1 —w) -5 ot v

w-(1=w)- (Vi +V3)"

Unter Verwendung der lokal D-optimalen Gewichte wj 5 und wj g ldsst sich die Funktion
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g(w, B1) auch darstellen als:

w - (1 —w)

) T (L= 0 (Wi

(6.3)

Es wird nun gezeigt, dass die Kriteriumsfunktion g(w, f;) fiir beliebiges, aber festes w
ihre Minima beziiglich 8; im Intervall [by, b;] immer in der Menge der Randpunkte {b, b; }
annimmt. Es gilt 96, /08; = 0 und 002/, = (m/b)-Ae. Ableiten der Kriteriumsfunktion
g(w, 1) in Gleichung (6.2) nach f; ergibt:

ag(wvﬁl)
9
—w-(1—w)- (Vo+vE&) -2 X (VO +VE) - (1-w) 2
\/5_-(w-(51+(1—w).(52) (w'51+(1—w)-52)2 .

Es gilt dg(w, B1)/0B1 = 0, genau dann wenn

0= (w-8 + (1 —w) &) — (V& + &) (1 —w) /3
= w8 — (1= w) /o6

erfiillt ist. Umstellen liefert die Gleichung /9 = (w/(1 — w)) - 1/&; und mit Quadrieren
folgt 0o = (w/(1 — w))? - 6. Es gilt:

2
1+ % exp(fo + B1) = (%) . <1 + % 'eXP(50)>

< exp(fo + 51) = ((L)z : (1 + % : exp(ﬁo)> - 1) : %

1—w

Fir (w/(1 —w))*> (1+ 2 -exp(ﬁo))_1 ergibt sich als eindeutige Losung:

8t =In (((%)2 <1+%-exp(5o)> —1) %) ~ B,

Fiir 8; = 7 gilt der Zusammenhang /0, = (w/(1 — w)) - v/&;. Aufgelost nach w ergibt
sich w = v/82/(v/61 + /&2). Somit ist w gleich dem optimalen Gewicht w} 53 des lokal
D-optimalen Designs &5 fiir 8 = (5, 67)" und es gilt g(w, 57) = 1. Da g(w, 4;) < 1
gilt, liegt fiir festes w bei f; = ff ein Maximum vor. Da die Ableitung von g(w, ()
keine weiteren Nullstellen besitzt, existieren keine weiteren Extrema im offenen Intervall

(bo, b1). Somit ist g(w, 1) beziiglich §; unimodal und wird im Intervall [by, b;| auf dem
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Rand minimal.

Fir (w/(1 —w))* < (1+2- exp(ﬁo))fl besitzt die Ableitung der Kriteriumsfunktion
nach (31 keine Nullstelle und ist fiir festes w fiir alle 8; € R negativ. Somit wird g(w, ;)
im Intervall [by, b1] bei by minimal.

Die Kriteriumsfunktion besitzt ihre Minima beziiglich 8; immer in der Menge {bg, b1 }.
Um die minimale Effizienz zu maximieren, wird min {g(w, by), g(w, b1)} beztiglich w ma-

ximiert. Fiir die Ableitung von g(w, b;), ¢ = 0, 1, nach w gilt:

a (1-2-w) w-(1—w)- (6 —b)
<\/_+\/_) ( ot (I—w) -6y 2)'

(w51+(1—w)52)

Es gilt dg(w, b;)/0w = 0, genau dann wenn
0=01-2-w)-(w-6+ (1 —w) -b6)—w-(1—w)- (0; — )
:—w2'(51—(52)—2'w'52+(52

erfillt ist. Fiir b; = 0 gilt §; = 5 und als Losung der Gleichung ergibt sich wy = 1/2.
Fir b; # 0 gilt ; # d und die quadratische Gleichung besitzt die Lésungen:

. —52i\/52 “0) 0 5455 VE (- VBV
bist,— — 51—52 01 — 02 (\/EJr\/E)(\/E—\/E)

=
VO EVE

Fiir b; < 0 gilt 6; > 02 und fiir b; > 0 gilt 0; < d5. Die Losung wy,,— ist fiir b; < 0 negativ

und fiir b; > 0 grofer als 1. Somit gilt wy,,— ¢ [0, 1]. Die Losung wy,.; ist gleich dem
optimalen Gewicht wj g des lokal D-optimalen Designs & = {5 fir 8, = (Bo, b)) Fiir
bi = 0 gilt wy,;1 = 1/2 = wy und ebenfalls wy, ;. = wi 5 mit B; = (Bo,0)". Somit ist fiir
w = wy,., die Effizienz bei 8, = (B, b;)” gleich 1 und es handelt sich um ein Maximum
von g(w, b;). Daher ist g(w, b;) beziiglich w unimodal im Intervall (0,1).

Die Funktionen k(8;) = /02(31) und h(2) = z/ (V61 + 2) fiir z > 0 sind streng monoton

wachsend. Somit ist auch die Komposition

d2(51)
Vo + V02(B1)

streng monoton wachsend und fir by < b; gilt wy,y < wp,,4+. Fir w < w4+ sind

h(k(ﬂl)) =

g(w, bp) und g(w, by) streng monoton wachsend in w und fiir w > wy, .+ sind g(w, by) und
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g(w,by) streng monoton fallend in w. Somit wird min {g(w, by), g(w,b1)} beziiglich w
im Intervall [wp,.+, wp, .+ ] maximal. In diesem Intervall ist g(w, by) streng monton fallend
und g(w, by) streng monoton wachsend. Da auferdem g(wp,.+,bo) = g(wp,.4,b1) = 1 gilt,
existiert genau ein w* € [wpy,.+, Wp,.+] mit g(w*, by) = g(w*, by). Fiir dieses w* wird das
Minimum von g(w, by) und g(w, b;) maximal. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 6.2

grafisch veranschaulicht.

1

g(w? b()) g(w7 bl)

Abbildung 6.2: Kriteriumsfunktion bei $; = by und B; = b; in Abhéngigkeit vom Ge-
wicht w fiir den Stiitzpunkt z; =0

Mit der Darstellung von g(w, b;) in Gleichung (6.3) berechnet sich das optimale Gewicht
w* somit als Losung der folgenden Gleichung:

w* - (1 —w*) B w* - (1 —w*)

wr (L—wig )P+ (1 —w) (wijg)? w(l-wig)?+(1—w)-(wjg)*

Dabei ist wi g, das Gewicht des lokal D-optimalen Designs fgi fir B, = (Bo, bi), 1 = 1,2.
Aquivalent gilt:

w*—2-w*- wiﬂo + (wi‘ﬂo)2 =w -2 w"- wiﬂl + (wiﬁl)2

@ w* o (wiﬁ1>2 T (wiﬁO)Q _ wiﬁl + wi/@()
2 (wifh - wiﬁo) 2

Somit ist das Design £* = % : (52;0 + &p,) standardisiert Maximin D-optimal. O
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Als Grenzfall des lokal D-optimalen Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell folgt fiir
b — oo das D-optimale Design fiir das Poisson-Modell. Ebenso ergibt sich beim binéren
Designraum 2 = {0,1} aus dem standardisiert Maximin D-optimalen Design fiir das
Poisson-Gamma-Modell fiir b — oo das standardisiert Maximin D-optimale Design fiir
das Poisson-Modell. Es weist den Stiitzpunkten 0 und 1 gleiche Gewichte 1/2 zu und
ist somit identisch zum lokal D-optimalen Design, da dieses nicht vom Parametervek-
tor B abhéngt. Das standardisiert Maximin D-optimale Design fiir das Poisson-Modell
kann daher ebenfalls als Mittelwert der fiir B, = (Bo,b0)" und B, = (b1, b1)7 lokal

D-optimalen Designs dargestellt werden.

6.1.2 Regressionsmodell mit einer stetigen Kovariablen

Es wird nun ein stetiger Designraum 2~ = [u, v] mit u < v betrachtet. Die Regressions-
funktion ist weiterhin durch f(z) = (1, 2)T und der Parametervektor durch 8 = (3, 51)%
gegeben. Der Parameter [y wird als beliebig, aber fest vorgegeben angesehen. Der Para-
meterbereich B = [by, by| fiir £, wird so gewdhlt, dass alle 5, € B das gleiche Vorzeichen
besitzen. Weiterhin gelte fiir den Designraum, dass v = 0 fiir positive g; und u = 0 fiir
negative [y ist. Dann ist nach Satz 5.6 ein Stiitzpunkt des lokal D-optimalen Designs bei
0. Ist 2" grofs genug, ergibt sich der zweite Stiitzpunkt als —z*//3;, wobei z* die Losung
der Gleichung

O:z—2-<1+ i oxplfh — 2) ) (6.4)

T /Tt g oxp(—2)-v/1 1 5 o)

ist. Diese Losung z* héngt nicht von f; ab, der Stiitzpunkt —z*/f; des lokal D-optimalen
Designs hingegen wird von (; beeinflusst.

Zunachst wird untersucht, wie sich das standardisiert Maximin D-optimale Design bei
Transformation des Intervalls [by, b1] der moglichen Werte fiir 5; verhélt. Dabei wird
fiir eine Konstante ¢ € R und eine Menge M die Notation ¢- M = {c-m:m € M}

verwendet.

Satz 6.2

Es seien 2 = [u,v], By fest und 1 € [bg, b1] mit by < by, wobei by > 0 und v = 0 oder
by < 0 und u = 0 gelte. Aufkerdem sei die Ungleichung z* < min {|bo|, [b1]} - (v — w)
erfiillt, wobei z* > 0 die Losung der Gleichung (6.4) ist. Das Design

g:{ﬂ N @} o5
wl DI wl
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sei standardisiert Maximin D-optimal auf 2~ = [u, v].

Es sei ¢ # 0. Dann ist fiir 8; € ¢ [b, by] und Designraum 2, = 1 - [u,v] das Design

c

i z
cof2 o 2) ’
wl ... wl

standardisiert Maximin D-optimal. Aufserdem besitzen die Designs £* und £ die gleiche

minimale Effizienz.

Der Beweis zu Satz 6.2 befindet sich im Anhang.

Fiir das Poisson-Modell wurde unter gewissen Voraussetzungen von Konstantinou et
al. (2014) das standardisiert Maximin D-optimale Design fiir einen stetigen Design-
raum in der Klasse der 2-Punkt-Designs hergeleitet. Dabei war durch die Beschrankung
auf 2-Punkt-Designs bereits bekannt, dass die Gewichte des standardisiert Maximin D-
optimalen Designs gleich und somit durch 1/2 gegeben sind. Daher waren nur noch die
Stiitzpunkte zu optimieren.

Bei Betrachtung der Poisson-Gamma-Modells mit einem bindren Designraum sind die
Stiitzpunkte des standardisiert Maximin D-optimalen Designs bereits bekannt und nur
die Gewichte miissen optimiert werden.

Hingegen miissen fiir die Berechnung des standardisiert Maximin D-optimalen Designs
fiir das Poisson-Gamma-Modell mit einem stetigen Designraum sowohl die optimalen
Stiitzpunkte als auch die optimalen Gewichte bestimmt werden, was die Komplexitat
des Optimierungsproblems erhoht. Im folgenden Satz wird das standardisiert Maximin
D-optimale Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs fiir einen stetigen Designraum

angegeben, wobei der Beweis sich im Anhang befindet.

Satz 6.3
Es sei 2" = [u,v], Bp fest und By € [bo, by] mit by < by, wobei by > 0 und v = 0 oder
by < 0 und u = 0 gelte. Aukerdem sei die Ungleichung z* < min {|bo|, [b1]} - (v — w)

erfiillt, wobei z* > 0 die Losung der Gleichung 6.4 ist. Es seien
(@) 1 (6.7
w(x) = )

- 1+ 75 - exp(fo)
b: — 12

1+ —

b b§ by

exp(Bo + b17)  exp(Bo + bo)
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und

W) = 5 exp(fo + (bo + b)) - (6 — ) + explbre) - b — exp(bor) - . (6.8)

Zudem sei T = 2 - 1In(by/by)/(bo — b1). Fiir by < 0 sei 9 > 7 die eindeutige Nullstelle
von h(z) im Intervall (0, 00) und es sei I = (&, x¢). Fiir by > 0 sei zg < & die eindeutige

Nullstelle von h(x) im Intervall (—o0,0) und es sei I = (x¢,Z). Auferdem sei

z* = arg max w(z) - (1 —w(x)) - 2?
el w(z) - (exp(—box) — 1) + exp(—By — box) + %.

(6.9)

Falls x* € 2 gilt, dann ist das standardisiert Maximin D-optimale Design £* in der
Klasse der 2-Punkt-Designs gegeben durch:

. 0 x*
£ = {w(x*) L w(x*)}. (6.10)

Bei allen berechneten Beispielen war die Bedingung z* € 2" in Satz 6.3 stets erfiillt.
Daher scheint diese Bedingung im Allgemeinen keine Einschréinkung darzustellen. Die
Bedingung z* < min {|bo|, |b1]}-(v—u) sichert, dass die lokal D-optimalen Designs immer
die Stiitzpunkte 0 und —z*/f; besitzen. Unter dieser Voraussetzung ist die Effizienz
beziiglich 1 unimodal und wird auf dem Rand von [by, b;] minimal.

In der folgenden Bemerkung wird der Fall betrachtet, dass der Parameterbereich B kein

Intervall ist.

Bemerkung 6.4

Es sei B C [by, by] mit by, by € B. In den Beweisen von Satz 6.1 fiir das standardisiert
Maximin D-optimale Design bei einem binédren Designraum und Satz 6.3 fiir das stan-
dardisiert Maximin D-optimale Design bei einem stetigen Designraum wurde gezeigt,
dass die Kriteriumsfunktion fiir ein 2-Punkt-Design beziiglich 8; unimodal auf [by, b ] ist
und dass die Effizienz des optimalen Designs bei by und b; minimal wird. Somit sind die
standardisiert Maximin D-optimalen Designs auf B C [bg, b1| mit by, by € B und [by, b1 ]
identisch und durch Satz 6.1 und Satz 6.3 gegeben. Insbesondere besitzt das standar-
disiert Maximin D-optimale Design fiir den Parameterbereich B = {by, b;} die gleiche

Effizienz an den beiden moglichen Parameterwerten by und b.

Um Satz 6.3 zu illustrieren, wird im folgenden Beispiel fiir einen exemplarischen Para-
meterbereich das standardisiert Maximin D-optimale Design im Poisson-Gamma-Modell

berechnet.
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Beispiel 6.5

Es sei 2" = [0, 3] der Designraum und f(z) = (1,z)" die Regressionsfunktion. Fiir die
Komponenten des Parametervektors 3 = (8, 81)7 gelte Sy = 0 und ) € [bg, by]. Wei-
terhin seien m = 10 und b = 1.

Der Parameterbereich sei [bg, b1] = [—3, —1]. Das standardisiert Maximin D-optimale De-
sign in der Klasse der 2-Punkt-Designs folgt aus Satz 6.3. Die Losung von Gleichung (6.4)
ergibt sich zu z* = 2.341. Auferdem ist Z = In(3) = 1.099 und die Nullstelle von h(x)
in Gleichung (6.8) ist durch zo = In(5) = 1.609 gegeben. Somit ist die in Abbildung 6.3
dargestellte minimale Effizienz fiir ein Design mit Stiitzpunkten 0 und x sowie Gewichten
w(z) und 1 — w(z) auf dem Intervall I = (Z,z0) = (In(3),1In(5)) = (1.099, 1.609) beziig-
lich x zu maximieren. Die Losung ist durch Gleichung (6.9) gegeben, bei der beziiglich
x konstante Faktoren weggelassen wurden, und ergibt sich zu x* = 1.266. Die optimalen
Gewichte zu den Stutzpunkten 0 und 1.266 berechnen sich zu w(z*) = w(1.266) = 0.325
und 1 —w(z*) = 1 —w(1.266) = 0.675. Somit ist das standardisiert Maximin D-optimale
Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs durch

PR B B
0325 0.675
gegeben. In Abbildung 6.4 wird die Effizienz von £* fir 5, € [—3, —1] grafisch dargestellt.

Das Design £* besitzt eine minimale Effizienz von 0.825 und eine maximale Effizienz von
0.998. Somit ist £* fiir kein f; € [—3, —1] lokal D-optimal.

1
09} i
0.8} i
0.7} i
0.6} i
0.5} i
04r i
0.3} i
0.2} 1
0.1} .

0 Z =In(3) T* ; 1.27 g = In(5)

X

Effizienz

Abbildung 6.3: Minimale Effizienz fiir ein Design mit Stiitzpunkten 0 und = sowie Ge-
wichten w(z) und 1—w(z), welche bei by = —3 und b; = —1 angenommen
wird
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Die Menge der Parameter (i, bei denen die Effizienz von £* minimal wird, ist durch
N (&) = {-3,—1} gegeben. Mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 auf N (£*), welche
als m(—3) = 0.403 und w(—1) = 0.597 gew&hlt wird, gilt

ae 0 = [ (el @) Manl€'s ) M€ HMr(€36) " F(2)
N ()

— Spur(M(£'3 8)Mino(€7:8) ) ) m(df)
<0
fiir alle z € 2, was numerisch gezeigt werden kann und in Abbildung 6.4 grafisch ver-

anschaulicht wird. Somit ist nach dem Aquivalenzsatz 4.11 das Design ¢* standardisiert

Maximin D-optimal in der Klasse aller Designs.

1 T T T 0
0.98f
-0.1
0.96
0.94r -0.2
g —
T 092t )
N *
W
— -0.3
E 0.9t =
0.88
-0.4
0.861
0.84r . -0.5F
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
o)1 T

Abbildung 6.4: Effizienz (links) und Sensitivitdtsfunktion (rechts) fiir das Design £*

Es wird untersucht, wie sich die standardisiert Maximin D-optimalen Designs bei Va-
riation des Parameterbereichs B = [by, by fiir 5 verdndern. Dazu wird die Situation aus
Beispiel 6.5 betrachtet. Fiir die Komponenten des Parametervektors 3 = (3, 31)7 gelte
Bo = 0 und 3y € [by, b1]. Wéhrend die obere Intervallgrenze weiterhin bei b = —1 ist,
wird die untere Intervallgrenze by von —1.5 in 0.5-Schritten bis —41 veradndert.

Die standardisiert Maximin D-optimalen 2-Punkt-Designs wurden mit Satz 6.3 berech-
net. Ab einer gewissen Grofe des Parameterbereichs sind die 2-Punkt-Designs nicht mehr
standardisiert Maximin D-optimal in der Klasse aller Designs. Dann sind Designs mit
mehr als zwei Stiitzpunkten optimal, welche numerisch bestimmt wurden. Dazu wird

der folgende Algorithmus verwendet.
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Algorithmus 6.6 (Berechnung standardisiert Maximin D-optimaler Designs)
Eingabe:

Fehlerschranke e, Konstante \ € (O, %}

Designraum 2", Parameterbereich B

Intervalle Iy = [e1,d4], ..., I, = [cp,dp) mit LNL=0,4,5€{1,...,n},i#j
Ablauf:

Fihre wiederholt aus:

o Cj-f-dj
93 _ 2

0_7 - (6070j)T7 j - 17"‘7”
&= argmaxeffD(M(f; 01))
3

,i=1,....n

u.d.N. eff p (M(g, 91)) =...= effD(M(5§ Hn))

(5070j,min)T = argmin eﬁD<§*7ﬂ>7 ] = 1,...,77,
B=(o,p1)T,B1€L;

Fiir 5 :7.“,’. coy M
Falls 0 min < 0;: dj = d; — X - (d; — ¢;)
Falls 0, min > 0;: ¢c;j = ¢j + - (dj — ¢;)
Ausgabe:

Standardisiert Maximin D-optimales Design &*

Bei Algorithmus 6.6 werden disjunkte Intervalle I; C B, j = 1,...,n, vorgegeben, in
denen jeweils genau ein Parameter (5, liegt, fiir den das standardisiert Maximin D-
optimale Design £* seine minimale Effizienz annimmt. Insbesondere wird somit |[N(£*)]
vorgegeben. In jedem Iterationsschritt des Algorithmus wird die D-Effizienz unter der
Nebenbedingung, dass Gleichheit der D-Effizienzen an den Mittelpunkten der Intervalle
I; gilt, maximiert. Fiir das berechnete Design wird in jedem Intervall /; das 3; bestimmt,
fiir welches die D-Effizienz minimal ist. Liegt das Minimum links von der Intervallmitte,
wird die rechte Intervallgrenze verkleinert. Liegt das Minimum rechts von der Intervall-
mitte, wird die linke Intervallgrenze vergrofiert. Somit wird in jedem Iterationsschritt
die Lange der Intervalle I; um den Faktor A verkleinert. Beispielsweise fiihrt der Fall
A = 1/2 zu einer Intervallhalbierung. Je grofer |N(£*)] ist, desto kleiner sollte A gewéhlt
werden, da die Minimalstellen der D-Effizienz der berechneten Designs starker variieren
kénnen. Es zeigt sich, dass der Mittelpunkt der Intervalle gegen die minimalen J3; des
standardisiert Maximin D-optimalen Designs £* konvergiert. Der Algorithmus wird be-
endet, wenn der Abstand der Mittelpunkte der Intervalle zu den minimalen [3; kleiner

als eine vorgegebene Schranke ¢ ist. Das berechnete optimale Design £* ist dann das
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standardisiert Maximin D-optimale Design.

In Abbildung 6.5 sind die Stiitzpunkte der berechneten standardisiert Maximin D-
optimalen Designs in Abhéngigkeit von der Intervalllinge b; — by des Parameterbereichs
[bo, b1 dargestellt, wobei die Farbe der Punkte ihr jeweiliges Gewicht angibt. Weiterhin
wird die Anzahl |N| = |[N(£*)| der Parameter, bei denen die minimale Effizienz des

jeweiligen optimalen Designs £* angenommen wird, angegeben.
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Abbildung 6.5: Standardisiert Maximin D-optimale Designs in Abhéngigkeit von der
Intervalllinge des Parameterbereichs [bg, by] mit by = —1

Bei Intervalllingen b — by < 2 des Parameterbereichs sind die 2-Punkt-Designs aus
Satz 6.3 standardisiert Maximin D-optimal. Fiir 2.5 < by —bg < 8 ist ein 3-Punkt-Design
optimal, fiir 8.5 < b; —by < 23 ist ein 4-Punkt-Design optimal und fiir 23.5 < by —by < 40
ist ein 5-Punkt-Design optimal. Die Effizienz wird bei den optimalen 2-Punkt-Designs
immer an beiden Randpunkten by und b; des Parameterbereichs minimal und es gilt
INV(€*)| = 2. Bei optimalen Designs mit [ > 3 Stiitzpunkten ist ebenfalls by, by € N (£*),
die Effizienz kann aber auch bei weiteren Parameterwerten (3; minimal sein. Tritt bei
Erhohung der Intervalllinge das erste Mal ein optimales Design mit [ > 3 Stiitzpunkten
auf, so gilt N (£*)| = 1 — 1. Wird die Intervalllinge weiter vergrofert, erhoht sich die
Anzahl der Parameterwerte, an denen die Effizienz minimal ist, zu [N (£*)| = 1.

In Tabelle 6.1 sind fiir eine Auswahl an Parameterbereichen die standardisiert Maximin
D-optimalen Designs und ihre minimale Effizienz angegeben. Weiterhin ist die Verteilung

7 auf NV (£*) angegeben, mit der die Optimalitdt des jeweiligen Designs unter Verwen-
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[bo, b1 ] Optimales Design Min. Eff. T

=4, —1] {0.028 oa1 gg?} 0776 {0?445 0?515}

[—6, —1] {0,027 8:38 é:gg} 0.747 {0?365 _02%9 0?414}
20 {3 onoom omy 0699 loz0 o om)
o N T I Il )
=351 {03 o o or onr) 0BT lom om oar o)
(=41, —1] {0,023 020 018 013 (1)??;} 0.624 {(;;1;, oa 008 oz of217}

Tabelle 6.1: Standardisiert Maximin D-optimale Designs fiir verschiedene Parameterbe-
reiche B = [by, b

dung des Aquivalenzsatzes 4.11 nachgewiesen werden kann. Dies geschieht grafisch in
den Abbildungen 6.6 und 6.7, in denen auch der Effizienzverlauf fiir die verschiedenen
Designs dargestellt wird.

In Abbildung 6.8 wird die minimale Effizienz der standardisiert Maximin D-optimalen
Designs fiir die verschiedenen Parameterbereiche [bg, b;] dargestellt. Die minimale Effizi-
enz sinkt mit grofser werdendem Parameterbereich, wobei die Abnahme der minimalen

Effizienz immer geringer wird.

Beispiel 6.7

Die 2-Punkt-Designs aus Satz 6.3 sind ab einer gewissen Grofe des Parameterbereichs
nicht mehr standardisiert Maximin D-optimal. Daher wird in diesem Beispiel die Effizi-
enz dieser 2-Punkt-Designs mit den optimalen Designs verglichen. Dazu wird erneut die
Situation aus Beispiel 6.5 betrachtet.

a) Der Parameterbereich wird als [by, b1] = [—4, —1] gewahlt. Das standardisiert Maximin

D-optimale Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs ist nach Satz 6.3 durch

e — 0  1.057

~10.339 0.661
gegeben. Die minimale Effizienz von £* betrigt 0.741 und wird bei 81 = by = —4 und
B = by = —1 angenommen. Das Design £* ist jedoch nicht standardisiert Maximin

D-optimal in der Klasse aller Designs. Das global optimale Design ist das in Tabelle 6.1

angegebene 3-Punkt-Design mit einer minimalen Effizienz von 0.776. Somit besitzt das
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Effizienz (", x)
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Abbildung 6.6: Effizienz (links) und Sensitivitdtsfunktion d(£*, z) (rechts) fiir die stan-
dardisiert Maximin D-optimalen Designs in Tabelle 6.1 fiir die Parame-
terbereiche [—4, —1], [-6,—1] und [—12, —1] (von oben nach unten)
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Effizienz
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Abbildung 6.7: Effizienz (links) und Sensitivitdtsfunktion d(£*, z) (rechts) fiir die stan-
dardisiert Maximin D-optimalen Designs in Tabelle 6.1 fiir die Parame-
terbereiche [—18, —1], [-35, —1] und [—41, —1] (von oben nach unten)
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Minimale Effizienz
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Abbildung 6.8: Minimale Effizienz der standardisiert Maximin D-optimalen Designs in
Abhéngigkeit von der Intervalllinge des Parameterbereichs [bg, b;] mit
by =—1

2-Punkt-Design £* eine nur geringfiigig kleinere minimale Effizienz. In Abbildung 6.9
wird die Effizienz des Designs £* und des global optimalen Designs fiir 5, € [—4, —1]
grafisch dargestellt. Es zeigt sich, dass das 2-Punkt-Design £* fiir die meisten Werte von
B eine deutlich hohere Effizienz als das global optimale Design besitzt.

b) Der Parameterbereich wird nun als [—12, —1] gewahlt. In diesem Fall ist das stan-

dardisiert Maximin D-optimale Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs nach Satz 6.3

durch
e = 0  0.503
0389 0.611
gegeben. Es besitzt eine minimale Effizienz von 0.423, welche bei 5, = by = —12 und
B1 = by = —1 angenommen wird. Auch in diesem Fall ist £* nicht standardisiert Maxi-

min D-optimal in der Klasse aller Designs. Das global optimale Design ist in Tabelle 6.1
angegeben. Es handelt sich um ein 4-Punkt-Design mit einer minimalen Effizienz von
0.689. Mit grofer werdendem Parameterbereich wird der Unterschied zwischen den mi-
nimalen Effizienzen beim 2-Punkt-Design und beim global optimalen Design grofer. Fiir
pr € [—12,—1] wird die Effizienz des Designs &* und des global optimalen Designs in
Abbildung 6.9 dargestellt. Der Anteil der Werte von (1, bei denen die Effizienz des
2-Punkt-Designs &* grofser als beim global optimalen Design ist, nimmt mit grofier wer-

dendem Parameterbereich ab.
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Abbildung 6.9: Effizienzen der standardisiert Maximin D-optimalen Designs in der Klas-
se der 2-Punkt-Designs (blau) und in der Klasse aller Designs (schwarz)
fiir die Parameterbereiche [—4, —1] (links) und [—12, —1] (rechts)

Im folgenden Beispiel wird Satz 6.2 angewendet, um das standardisiert Maximin D-

optimale Design bei Transformation des Parameterbereichs zu erhalten.

Beispiel 6.8

Es sei 2" = 1[0,6], f(z) = (1,2)T und B = (By, B1)T mit By = 0 und B, € [—2,—%}.
Auferdem seien m = 10 und b = 1. Mit ¢ = 1/2 gilt 2" = [0,6] = % - [0,3] und
B € [—2, —%] = ¢ [—4,—1]. Somit lasst sich das standardisiert Maximin D-optimale
Design £ nach Satz 6.2 aus dem standardisiert Maximin D-optimalen Design £* fiir den

Designraum [0, 3] und Parameterbereich [—4, 1] fur £, herleiten, welches in Tabelle 6.1

o 0 1.28 453
1028 041 0.31

als das standardisiert Maximin D-optimale Design. Die minimale Effizienz von & stimmt

gegeben ist. Es folgt

mit der von £* iiberein und betréigt 0.776.

6.1.3 Multiples Regressionsmodell

In diesem Abschnitt wird das multiple Regressionmodell mit der Regressionsfunktion
f(x) = (1,2")T, wobei € R? ist, und dem Parametervektor 3 = (3o, 51, 32)" be-
trachtet. Der Designraum sei 2" = [0, 3] x [0,3] und fiir die Komponenten des Para-
metervektors 3 gelte By = 0 und (81, 52)7 € B = [by,bi] = [bo1, b11] X [bo2, b1a]. Der
Parameterbereich ist somit B = {f,) x B. Weiterhin seien m = 10 und b = 1.
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[bo, b ] Optimales Design Min. Eff.

1 —1p {0 O O o
2,1 "o %5 O 0862
3.4, 1] {00 U Oy L Ol 0645
- (ORGSOt TR} een
o o0 01 00)
4 —1] x 2,1 (e n” G5 Cu) 0725

Tabelle 6.2: Standardisiert Maximin D-optimale Designs fiir verschiedene Parameterbe-
reiche B = [bg, by] fiir multiples Regressionsmodell in Abschnitt 6.1.3

In Tabelle 6.2 sind fiir einige ausgewiihlte Parameterbereiche [by, by] fiir (£, 32)? die
standardisiert Maximin D-optimalen Designs und ihre zugehorigen minimalen Effizien-
zen angegeben. Die Optimalitit der Designs kann mit dem Aquivalenzsatz 4.11 nachge-
wiesen werden, wobei die dafiir jeweils notwendige Verteilung 7 auf AV/(£*) in Tabelle 6.3
angegeben ist. In Abbildung 6.10 wird fiir einige der Designs sowohl die D-Effizienz als

auch der Aquivalenzsatz grafisch dargestellt.

[bo, b -
(1.1, -1]° {(—10-'1570—1) (—10,.;01.1)}
e {Fagh Cro o)
[—3.4,—1] {(_?6.%1’3_1) (_16.4_??'4) (_01',1;1)}
e (o™ o o o}
o ()
R

Tabelle 6.3: Verteilung m zum Nachweis der Maximin D-Optimalitat fiir die Designs in
Tabelle 6.2 mit dem Aquivalenzsatz
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Abbildung 6.10: D-Effizienz (links) und Sensitivitatsfunktion (rechts) fiir die standardi-
siert Maximin D-optimalen Designs in Tabelle 6.2 fiir die Parameter-
bereiche [—2, —1]%, [-3.4, —1]%, [-4, —1]* und [—4, —1] x [-2, —1] (von
oben nach unten)
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Ein Stiitzpunkt der standardisiert Maximin D-optimalen Designs ist immer der Punkt
(0,0). Sowohl die Anzahl der Stiitzpunkte als auch die Anzahl der Minimalstellen der
Effizienz [N (£*)] steigt mit der Grofe des Parameterbereiches B. Dabei besitzen die opti-
malen Designs zunéchst nur Stiitzpunkte bei der Ecke (0,0) und den zu (0, 0) inzidenten
Kanten. Mit grofer werdendem Parameterbereich fiir mindestens einen der Parameter
p1 und fPs steigt die Anzahl der Stiitzpunkte auf der jeweiligen Kante. Im Gegensatz zu
den lokal D-optimalen Designs kann ab einer gewissen Grofe des Parameterbereiches B

fiir (81, B32)T auch ein Stiitzpunkt im Inneren des Designraums auftreten.

6.2 Standardisiert Maximin D 4-optimale Designs

Es wird das Regressionsmodell mit f = (1, f1,..., f,_1)" betrachtet, wobei die Regres-
sionsfunktionen f; beliebige Funktionen seien.

In Satz 5.12 wurde gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen an die Matrix A die
lokal D 4-optimalen Designs im Poisson-Gamma-Modell und im Poisson-Modell {iberein-
stimmen. Diese Aquivalenz der optimalen Designs in beiden Modellen lisst sich auch auf

standardisierte Maximin D 4-Optimalitdt ibertragen.

Satz 6.9
Es sei A" = (0,, A), wobei A eine s x (p — 1)-Matrix mit Rang(A) = s ist. Ein Design
&* ist genau dann standardisiert Maximin D 4-optimal im Poisson-Gamma-Modell, wenn

das Design £* im Poisson-Modell standardisiert Maximin D 4-optimal ist.

Beweis:

Nach Satz 5.12 sind die Kriteriumsfunktionen fiir D 4-Optimalitét fiir das Poisson- und
Poisson-Gamma-Modell bis auf einen positiven konstanten Faktor gleich und die D -
optimalen Designs stimmen in beiden Modellen iiberein. Somit sind die Kriteriums-
funktionen fiir standardisierte Maximin D 4-Optimalitét fiir das Poisson- und Poisson-
Gamma-Modell identisch. Zudem ist die Identifizierbarkeitsbedingung nach Satz 4.3 in
beiden Modellen dquivalent. Daher stimmen die standardisiert Maximin D 4-optimalen

Designs im Poisson- und Poisson-Gamma-Modell iiberein. O]

Das standardisierte Maximin D,-Optimalitatskriterium fiir 1, ..., 8,_1 ist ein Spezial-
fall des standardisierten Maximin D 4-Optimalititskriteriums, wenn A" = (0, 1, I, ;)
gewahlt wird. Somit sind nach Satz 6.9 auch die standardisiert Maximin Ds-optimalen

Designs fiir £, ..., Bp,—1 fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell gleich.
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6.3 Standardisiert Maximin c-optimale Designs

Die Regressionsfunktion sei f(z) = (1,2)" und der Parametervektor sei B = (3, 51)7.
Bei einem bindren Designraum 2~ = {0, 1} ergibt sich fiir festes Sy und Sy € [bo, b1
aus dem standardisiert Maximin D-optimalen Design fiir das Poisson-Gamma-Modell
fiir b — 0 das standardisiert Maximin c-optimale Design mit ¢ = (0, 1) fiir das Poisson-
Modell, welches bereits bekannt ist (vgl. Konstantinou et al., 2014). Es lésst sich eben-
falls als Mittelwert £* = 3 - (5 + &, ) der fir By = (8o, bo)" und By = (8o, b1)" lokal
c-optimalen Designs 5;,0 und fgl konstruieren. Da die lokal c-optimalen Designs fiir das
Poisson-Modell nicht vom Parameter 3, abhdngen, hingt auch das standardisiert Maxi-
min c-optimale Design fiir das Poisson-Modell nicht von [, ab.

Bei einem stetigen Designraum 2" = [u,v] ldsst sich das standardisiert Maximin c-
optimale Design fiir ¢ = (0, 1)? fiir das Poisson-Modell analog zum standardisiert Maxi-
min D-optimalen Design fiir das Poisson-Gamma-Modell fiir b — 0 folgern. Dazu muss
der Beweis von Satz 6.3 an einigen Stellen angepasst werden. Der Beweis wird im Anhang

angegeben.

Satz 6.10
Es sei 2 = [u,v] und By € [by, by] mit by < by, wobei by > 0 und v = 0 oder b; < 0 und
u = 0 gelte. AuRerdem gelte 2 - (1 + W (e ™)) < min {|bo], [b1|} - (v — u). Es sei

1

(6.11)

w(x) =

- 1 by b
b2 — b2 \exp(biz) exp(box)
und Z = 2-1n(by /by)/(bo — b1). Fiir by < 0 sei I = (&, 00) und fiir by > 0 sei I = (—o0, 7).

Auferdem sei

¥ = arg max w(z) - (1 —w(x)) - 2?

I (@) - (exp(bor) — D)+ 1 (6.12)

Falls x* € 2 gilt, dann ist im Poisson-Modell das standardisiert Maximin c-optimale

Design &* fiir ¢ = (0,1)7 in der Klasse der 2-Punkt-Designs gegeben durch:

. 0 x*
£ = {w(x*) - w(x*)}. (6.13)

Fiir die Regressionsfunktion f(z) = (1,2)” und Parametervektor 3 = (5o, £1)7 ist das
c-Optimalititskriterium fir ¢ = (0,1)7 gleich dem D,-Optimalitiitskriterium fiir 3.
Somit folgt als Spezialfall von Satz 6.9 die folgende Aussage.
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Satz 6.11

Es sei ¢ = (0,1)7. Ein Design £* ist genau dann standardisiert Maximin c-optimal im
Poisson-Gamma-Modell, wenn das Design £* im Poisson-Modell standardisiert Maximin
c-optimal ist.

Insbesondere ist das in Satz 6.10 gegebene Design auch standardisiert Maximin c-optimal

fir 51 € [by, b1] in der Klasse der 2-Punkt-Designs fiir das Poisson-Gamma-Modell.

Beim Poisson-Modell kann der Parameter [3, als Faktor exp(/3y) aus der Informationsma-
trix herausgezogen werden. Daher hangen die optimalen Designs beim Poisson-Modell
nicht von [y ab. Da die standardisierten Maximin c-optimalen Designs beim Poisson-
Gamma- und Poisson-Modell nach Satz 6.11 {ibereinstimmen, ist das standardisiert Ma-
ximin c-optimale Design fiir das Poisson-Gamma-Modell ebenfalls unabhéngig von fj.
Somit behalten die in diesem Kapitel erzielten Resultate zu den standardisiert Maximin
c-optimalen Designs auch Giiltigkeit, wenn fiir den Parameter 3, ebenfalls ein beliebiger

Parameterbereich vorgegeben wird.
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7 Optimale Designs bei
unbekannten Parametern der

Gamma-Verteilung

In diesem Kapitel wird der Fall unbekannter Parameter a und b der Gamma-Verteilung
betrachtet. Das Verhéltnis der Parameter sei a/b = ¢ mit bekanntem ¢ € R. Die Infor-
mationsmatrix M (&;83,a) = m~'I(83,a) fiir ein Design &, wobei I(3,a) die Informati-

onsmatrix in Satz 2.6 ist, besitzt die Form:

M(E:B.a) = (Mff; 7 Mf;@) . r.)

Die Matrix M (§;3) ist die Informationsmatrix fiir den Parametervektor (3, welche
in Gleichung (4.1) gegeben ist. Die Informationsmatrix M (§; 3, a) ist wie die Fisher-
Informationsmatrix I(8,a) eine Blockdiagonalmatrix.

Die Beobachtungen zwischen den einzelnen statistischen Einheiten sind unabhéngig.
Daher ergibt sich die Informationsmatrix fiir ein Populationsdesign ¢ = {gi :::g:} zZu
M((:8) = >, ¢;M(&; 8). Somit ist die Informationsmatrix fiir das Populationsde-

sign ¢ von der Form

M(G:,0) = (Mifg S a)> , 72

wobei M ((; 3) die Informationsmatrix fiir den Parametervektor 3 bei Verwendung des
Populationsdesigns ¢ ist. Bei M ((; 3, a) handelt es sich ebenfalls um eine Blockdiago-
nalmatrix.

Es soll der Parametervektor 3 oder eine Linearkombinationen ATB geschitzt werden.
Dabei ist A eine p x s-Matrix mit Rang(A) = 5. Der gesamte Parametervektor ist durch
(B",a)" gegeben. Mit A = (I,,0,) ergibt sich A"(8",a)" = 3. Soll nur By, ..., B,
geschitzt werden, wird A" = (0, 1,1, 1,0, 1) gewihlt. Allgemein wird A” = (AT, Os)

~T
betrachtet, um die Linearkombinationen A 3 bestmoglich zu schéatzen.
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Die Informationsmatrix M ((; 3, a) ist eine Blockdiagonalmatrix mit den Blockmatrizen
M ((;8) und M((;a). Daher ist die Identifizierbarkeit von AT,@ im Poisson-Gamma-

Modell mit bekannten und unbekannten Parametern der Gamma-Verteilung dquivalent.

Satz 7.1

a) Ein Populationsdesign (* ist genau dann (standardisiert Maximin) D,-optimal fiir
B im Poisson-Gamma-Modell mit unbekannten Parametern a/b = ¢, wenn das Design
¢* (standardisiert Maximin) D-optimal im Poisson-Gamma-Modell mit bekannten Pa-
rametern a und b ist.

b) Ein Populationsdesign (* ist genau dann (standardisiert Maximin) Ds-optimal fiir
B1,- .., Pp—1 im Poisson-Gamma-Modell mit unbekannten Parametern a/b = ¢, wenn
das Design ¢* (standardisiert Maximin) Dg-optimal fiir £y, ..., 5,1 im Poisson-Gamma-
Modell mit bekannten Parametern a und b ist.

c) Es seien A eine p x s-Matrix mit Rang(A) = s und AT = (AT, 0,). Ein Populations-
design ¢* ist genau dann (standardisiert Maximin) L-optimal fir A”(8%,a)” = ATB
im Poisson-Gamma-Modell mit unbekannten Parametern a/b = ¢, wenn das Design (*
(standardisiert Maximin) L-optimal fiir AT,B im Poisson-Gamma-Modell mit bekannten

Parametern a und b ist.

Beweis:
a) Essei AT = (I,,0,). Da die Informationsmatrix M ((; 3, a) eine Blockdiagonalmatrix
ist, muss M ((; B) regulir sein, damit AT (8”7, a)” = B identifizierbar ist. Mit Satz 3.5

folgt fiir die Kriteriumsfunktion fiir D-Optimalitiat eines Populationsdesigns (:

Tapir a2 14y det(M(Ga)) M(C;a)
det(ATM(G:5,0)7A) = det(M(¢;8,a))  det(M((;8)) - M(Ca)
1

~ det(M(G8))

Da bei D,-Optimalitédt die Kriteriumsfunktion minimiert und bei D-Optimalitéit die Kri-
teriumsfunktion maximiert wird, folgt die Gleichheit des optimalen Populationsdesigns.
b) Es sei AT = (0,.1,I,.1,0, ). Da die Identifizierbarkeit von ATB im Poisson-
Gamma-Modell mit bekannten und unbekannten Parametern der Gamma-Verteilung

dquivalent ist, ist M ((; 3) nach Satz 3.4 regulér. Es seien M, das oberste Hauptdiago-

nalelement von M ({; 3) und
N = My 0
0 M(Ga)
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eine Teilmatrix von M ((; 3, a). Mit Satz 3.5 und A = (0,1, I,—1) folgt fiir die Krite-

riumsfunktion fiir D,-Optimalitét fiir ein Populationsdesign (:

T . -1 _ det(M) - M((;a) - My
det (A" M(G:5,0)74) = det(M(¢;8,a))  det(M((;8)) - M(Ca)
Mll

~T ~
= =det(A M((;3)'A).
Tacay) ! )
Somit folgt die Gleichheit der D,-optimalen Designs.
c¢) Es seien B = AA” und B=AA". Fiir die Kriteriumsfunktion gilt:

Spur(M((; B,a)” B) = Spur(A"M(¢; 8,a)” A

_ spur( ( <2;pa>> | (54 ))

= Spur(A M8 = Spur(M(¢; 8)”B).

Aus der Gleichheit der Kriteriumsfunktionen folgt die Gleichheit der L-optimalen De-

signs.

Da die jeweiligen Kriteriumsfunktionen im Poisson-Gamma-Modell mit bekannten und
unbekannten Parametern der Gamma-Verteilung identisch sind, folgt direkt die Gleich-

heit der standardisiert Maximin optimalen Designs. O]

Als Spezialfall von L-Optimalitét ergibt sich ¢-Optimalitdt, wenn A ein (p + 1)-dimen-
sionaler Vektor ist. Somit folgt aus Satz 7.1, dass die (standardisiert Maximin) c-opti-
malen Populationsdesigns ¢* fiir ¢ = (¢7,0)7 mit é € R? im Poisson-Gamma-Modell
mit bekannten und unbekannten Parametern der Gamma-Verteilung iibereinstimmen.
Satz 7.1 zeigt, dass sich die Resultate zu lokal optimalen und standardisiert Maximin
optimalen Designs fiir den Fall bekannter Parameter a und b der Gamma-Verteilung
auch auf den Fall unbekannter Parameter iibertragen lassen, wenn das Verhéltnis von a
und b bekannt ist.
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8 Diskussion

Das Poisson-Gamma-Modell ist eine Verallgemeinerung des Poisson-Modells, welches
sich durch Annahme eines Gamma-verteilten zuféalligen Blockeffekts fiir jede statistische
Einheit ergibt. Es ist deutlich komplexer als das Poisson-Modell, wodurch die analytische
Untersuchung des Modells erschwert wird. So existieren fiir das Poisson-Modell bereits
viele Resultate zu optimalen Designs fiir verschiedene Optimalitatskriterien, wihrend
das Poisson-Gamma-Modell im Kontext der optimalen Versuchsplanung bisher nur we-
nig betrachtet wurde.

In dieser Arbeit wurden fiir das Poisson-Gamma-Modell viele analytische Resultate er-
zielt. Sie leistet somit einen wichtigen Beitrag zur optimalen Versuchsplanung fiir Ver-

allgemeinerte Lineare Gemischte Modelle.

Fiir das Poisson-Gamma-Modell kann die Dichte analytisch berechnet werden, so dass
die Fisher-Informationsmatrix hergeleitet werden kann. Sie ist notwendig, um fiir das
Poisson-Gamma-Modell analytische Resultate zu optimalen Designs fiir verschiedene
Optimalitatskriterien erzielen zu kénnen.

Die analytische Berechnung der Fisher-Informationsmatrix ist bei Annahme anderer Ver-
teilungen fiir den zufélligen Effekt, wie etwa der Normalverteilung, nicht moglich. Dann
muss die Fisher-Informationsmatrix approximiert werden und die Giite der so erhalte-
nen Designs hiangt stark von der verwendeten Approximation ab. Eine Beurteilung der
optimalen Designs im Vergleich zu den optimalen Designs fiir das Modell ohne zufilligen

Effekt ist somit nur eingeschrankt moglich.

Es wurden individuelle Designs, welche die Versuchseinstellungen und zugehorigen Ge-
wichte fiir eine einzelne statistische Einheit angeben, und Populationsdesigns, welche
aus den individuellen Designs und zugehorigen Gewichten fiir die statistischen Einhei-
ten des gesamten Experiments bestehen, eingefiihrt. Da die Informationsmatrizen fiir
das Poisson-Gamma-Modell konkav auf der Menge der individuellen Designs sind, ist
das Populationsdesign optimal, welches allen statistischen Einheiten das optimale indi-
viduelle Design zuweist. Daher konnte sich auf die Herleitung optimaler individueller

Designs beschriankt werden.
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Zunéchst wurde der Fall bekannter Parameter der Gamma-Verteilung betrachtet. Die
Informationsmatrix fiir das Poisson-Gamma-Modell ldsst sich in Abhéngigkeit von der
Informationsmatrix fiir das Poisson-Modell darstellen. Weiterhin sind die Rénge der In-
formationsmatrizen bei Verwendung des gleichen Designs immer identisch und auch die
verallgemeinerte Inverse fiir das Poisson-Gamma-Modell kann unter Verwendung der
verallgemeinerten Inverse fiir das Poisson-Modell dargestellt werden.

Basierend auf dem Zusammenhang zwischen den Informationsmatrizen fiir beide Modelle
konnte das D-Optimalitédtskriterium fiir das Poisson-Gamma-Modell in eine gewichtete
Summe aus D-Optimalitatskriterium und D,-Optimalitatskriterium fiir die Effektpara-
meter fi,...,[H,—1 fir das Poisson-Modell zerlegt werden. Daher ergeben sich die D-
und Dg-optimalen Designs fiir das Poisson-Modell als Spezialfall aus dem D-optimalen
Design fiir das Poisson-Gamma-Modell.

Fiir das multiple Regressionsmodell mit einer beliebigen Anzahl von Kovariablen be-
sitzen die optimalen Designs fiir alle diese Optimalitatskriterien die gleiche Struktur,
insbesondere handelt es sich um Designs mit minimalem Trager. Ein Stiitzpunkt liegt
auf der Ecke des Designraums, bei dem die Intensitdatsfunktion maximal wird. Die ande-
ren Stiitzpunkte befinden sich auf den zu dieser Ecke inzidenten Kanten, wobei sich der
Abstand dieser Stiitzpunkte zu der Ecke zwischen den verschiedenen Optimalitatskriteri-
en unterscheidet. Zusétzlich zu den Unterschieden in Bezug auf die Stiitzpunkte weichen
die D-optimalen Gewichte beim Poisson-Gamma-Modell von der Gleichverteilungsregel
fiir die D-optimalen Gewichte beim Poisson-Modell ab. Weiterhin wurde gezeigt, dass
die D,-optimalen Designs fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell {ibereinstimmen.
Dies fiihrt dazu, dass beim Poisson-Gamma-Modell sich das D-optimale Design als Spe-
zialfall aus dem D-optimalen Design ergibt.

Da die D- und D,-optimalen Designs einen minimalen Trager besitzen, lassen sie sich
einfacher zu einem exakten Design runden als Designs mit einer groferen Anzahl an
Stiitzpunkten. Dies ist insbesondere wichtig, falls die Anzahl der Beobachtungen pro
statistischer Einheit klein ist.

Wiirde der zufillige Effekt ignoriert werden und das D-optimale Design des Poisson-
Modells fiir das Poisson-Gamma-Modell verwendet werden, so tritt ein Effizienzverlust
auf. Der Effizienzverlust hangt vom Parameter b der Gamma-Verteilung und von der
Anzahl m der Beobachtungen pro statistischer Einheit ab. In den berechneten Beispie-
len trat ein moderator Effizienzverlust auf.

Auch bei linearen Optimalitatskriterien, wie etwa bei L- und c-Optimalitdt, stimmen
die optimalen Designs fiir das Poisson- und Poisson-Gamma-Modell iberein. Somit kon-
nen bekannte Resultate zu optimalen Designs fiir das Poisson-Modell auf das Poisson-

Gamma-Modell iibertragen werden.
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Da es sich beim Poisson-Gamma-Modell um ein nichtlineares Modell handelt, hingen
die lokal optimalen Designs fiir alle betrachteten Optimalitdtskriterien von den unbe-
kannten Parametern ab. Um robustere Designs beziiglich Parametermissspezifikation zu
erhalten, wurden standardisierte Maximin Optimalitéitskriterien betrachtet, welche die
minimale Effizienz in einem vorgegebenen Parameterbereich maximieren. Dabei wurde
ein Parameterbereich fiir die Effektparameter vorgegeben, wihrend der Parameter fiir
den Achsenabschnitt als beliebig, aber fest angesehen wurde, da die Missspezifikation
der Effektparameter zu einem groferen Effizienzverlust als die Missspezifikation des Pa-
rameters fiir den Achsenabschnitt fiihrt.

Fiir das Regressionsmodell mit einer Kovariablen und einen bindren Designraum konnte
gezeigt werden, dass sich das standardisiert Maximin D-optimale Design als Mittelwert
der fiir die Randpunkte des Parameterbereiches lokal D-optimalen Designs ergibt. Da
das standardisiert Maximin c-optimale Design fiir den Steigungsparameter [3; auch diese
Struktur besitzt, wire eine interessante Erweiterung zu untersuchen, ob sich diese Re-
sultate auf andere Maximin Optimalitatskriterien {ibertragen lassen.

Bei einem stetigen Designraum miissen sowohl die Stiitzpunkte als auch die Gewichte op-
timiert werden, was die Komplexitiat des Optimierungsproblems erhéht. Unter gewissen
Voraussetzungen an den Designraum und den Parameterbereich konnte fiir eine Kova-
riable das standardisiert Maximin D-optimale Design in der Klasse der 2-Punkt-Designs
bestimmt werden. Diese optimalen 2-Punkt-Designs sind auch in der Klasse aller Designs
optimal, solange der Parameterbereich klein genug gewahlt wird.

Um auch standardisiert Maximin D-optimale Designs mit mehr als zwei Stiitzpunkten
zu berechnen, wurde ein Algorithmus zur Berechnung der optimalen Designs entworfen.
In numerischen Untersuchungen wurde gezeigt, dass mit zunehmender Grofe des Pa-
rameterbereiches die Anzahl der Stiitzpunkte des standardisiert Maximin D-optimalen
Designs steigt. Ebenso wéchst die Anzahl der Parameter, fiir die die Effizienz minimal
wird, mit der Grofe des Parameterbereiches. Da die Anzahl der Stiitzpunkte sehr grofs
werden kann, werden viele Beobachtungen pro statistischer Einheit benétigt, um diese
Designs sinnvoll zu einem exakten Design runden zu konnen.

Die Effizienz der standardisiert Maximin D-optimalen 2-Punkt-Designs ist unimodel be-
ziiglich des Steigungsparameters. Die maximal erreichte Effizienz ist sehr hoch, zu den
Réndern des Parameterbereiches féllt die Effizienz jedoch ab. Sind Designs mit mehr als
zwei Stiitzpunkten standardisiert Maximin D-optimal, besitzen sie eine hohere minima-
le Effizienz als die optimalen 2-Punkt-Designs, aber ihre maximale Effizienz ist kleiner.
Ihre Effizienz variiert deutlich weniger iiber den Parameterbereich als bei den optimalen
2-Punkt-Designs.

Durch die standardisiert Maximin D-optimalen Designs lasst sich bei kleinem Parame-
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terbereich eine gute Effizienz fiir alle moglichen Parameterwerte erreichen. Aber auch
bei grofer Unsicherheit iiber den Parameter und somit grofsem Parameterbereich lésst
sich noch eine akzeptable Effizienz sicherstellen.

Fiir das multiple Regressionsmodell mit zwei Kovariablen wurden ebenfalls numerisch
standardisiert Maximin D-optimale Designs berechnet. Die Anzahl der Stiitzpunkte auf
den Kanten steigt mit der Grofse des Parameterbereiches. Wird der Parameterbereich
groft genug gewahlt, kann das standardisiert Maximin D-optimale Design auch einen
Stiitzpunkt im Inneren des Designraums besitzen. Dies ist ein weiterer Unterschied zu
den lokal D-optimalen Designs, bei denen die Stiitzpunkte immer auf den Ecken und
Kanten des Designraums liegen.

Es wurde gezeigt, dass das standardisiert Maximin c-optimale Design fiir den Steigungs-
parameter ; beim Poisson- und Poisson-Gamma-Modell {ibereinstimmt. Wie bei den
lokal optimalen Designs konnte das standardisiert Maximin c-optimale Design als Spe-
zialfall aus dem standardisiert Maximin D-optimalen Design gefolgert werden. Dabei

héngen diese optimalen Designs nicht vom Parameter fiir den Achsenabschnitt ab.

Es wurde auch der Fall unbekannter Parameter a und b der Gamma-Verteilung be-
trachtet. Ist ihr Verhéltnis a/b = ¢ bekannt, was héufig bei der statistischen Mo-
dellierung von Experimenten angenommen wird, dann handelt es sich bei der Fisher-
Informationsmatrix um eine Blockdiagonalmatrix. Liegt Interesse nur in der Schétzung
des Parametervektors 3, konnen die erzielten Resultate zu den optimalen Designs auch
auf diesen Fall angewendet werden. Ist das Verhéltnis der Parameter der Gamma-
Verteilung nicht bekannt, dann besitzt die Fisher-Informationsmatrix keine Blockdia-

gonalstruktur und die Resultate konnen nicht iibertragen werden.

Eine mogliche Erweiterung dieser Arbeit ist fiir weitere Optimalitatskriterien zu untersu-
chen, ob es ebenfalls Beziehungen zwischen den optimalen Designs fiir das Poisson- und
Poisson-Gamma-Modell gibt. Zudem konnten Bayessche Optimalitatskriterien betrach-
tet werden, um die Parameterabhéngigkeit der lokal optimalen Designs zu reduzieren.
Um auch Interaktionen zwischen den verschiedenen Einflussgréfsen berticksichtigen zu
konnen, wiren optimale Designs fiir Modelle mit Interaktionsterm von Interesse. Jedoch
sind diese auch bei dem im Vergleich zum Poisson-Gamma-Modell weniger komplexen
Poisson-Modell bisher nicht analytisch bestimmt worden.

Ein weiterer Forschungsbereich ist die Betrachtung von Verallgemeinerten Linearen Ge-
mischten Modellen basierend auf anderen konjugierten Verteilungen. Falls die Informa-
tionsmatrix analytisch berechenbar ist, sind ebenfalls Zusammenhénge zwischen den In-
formationsmatrizen und optimalen Designs beim Modell mit und ohne zufélligen Effekt

zZUu erwarten.
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A Anhang

A.1 Resultate zu Matrizen

Satz A.1 (vgl. Harville (1997, S. 98-99), Rohde (1965))

Fiir eine symmetrische 2 x 2-Blockmatrix

M- (AT B) A1)
B° C

mit quadratischen Teilmatrizen A und C' gelten die folgenden Aussagen:
a) Es sei A reguldr. Die Matrix M ist genau dann invertierbar, wenn das Schurkomple-
ment S = C — BT A™' B regulir ist. Fiir die Inverse von M gilt dann:

Al A'+A'BS'B"AT" —-A'BS™! (A.2)
B —-S'BTA™! S! ' '
b) Ist M positiv semidefinit, dann ist
A" +A BS B"A~ —ABS~
M= ( i S~ BTA" S~ ) (4-3)

eine verallgemeinerte Inverse von M, wobei A~ und S~ verallgemeinerte Inversen von

A und dem verallgemeinerten Schurkomplement S = C — BY A™ B sind.

Satz A.2 (vgl. Harville, 1997, S. 191)

Die symmetrische 2 x 2-Blockmatrix besitze die Darstellung

. (AT B) A
B° C

mit quadratischen Teilmatrizen A und C. Ist A regulér, dann gilt fiir die Determinante
von M:

det(M) = det(A) - det(C — B"A™'B). (A.5)
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Satz A.3 (Woodbury-Matrix-Identitdt (vgl. Harville, 1997, S. 428))

Es sei A eine reguldre n x n-Matrix, U eine n x k-Matrix, C eine regulire k x k-
Matrix und V eine k x n-Matrix. Die Matrix A + UC'V ist genau dann regulér, wenn
C ! + VAU regulir ist. Dann gilt fiir die Inverse von A + UCV:

(A+UCV)'=A'—A'U(C'+vA'U)'vAL (A.6)

A.2 Beweise zu Kapitel 2

Beweis von Satz 2.2:

Die Dichte von Y; ist in Gleichung (2.7) gegeben. Fiir den Erwartungswert von Y; gilt:

- b“ T(a+y) of (@) 7By
Eﬁ a b = Z y ‘ . —
y= Y (b + ef (=) ﬁ)
i b - T ef (@) By
=) (=D (bt ef@)B)
_ & @B S T+ 14+y—1)  F@AD
b = Fla+1) - (y—1)! (b + ef(mj)T,@)a—Hﬂ/—l
z;)T8 Z b““ Fla+1+ y) ef(@)"By
a + 1 y‘ (b + ef(mj)Tﬂ)‘H'H_y
— % . ef(mj)Tﬁ

Unter Verwendung der obigen Berechnung des Erwartungswertes von Y; folgt fiir den

Erwartungswert von sz:

o0 a N\T 3.
Fantip)= S Uil
)+ y! (b+ef® )Tﬁ)aﬂ"
y=
(@) Zy ba+1 Fat+l+y—1)  ef@A0-D
Pla+1)-(y=1" (b4 ef@)ms)s vt
o¢] a N\T 3.
b s F(a + 1) . yl (b + ef(wj)TB)aJrler
= % S ICHCE (a—;)— 1 el (@)'B + 1> '
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Es folgt
Var(Y))gap = Epap(Y;) — Egap(Y;)?

_ % @8 (“ Jbr L i@)s 1) _ (% . ef(wj)Tﬂ)2

_ & renms . (L renTs g
b ¢ b ¢ *

fir die Varianz von Yj. O

Beweis von Satz 2.3:
Der Logarithmus der Dichte von Y = (Y7,...,Y},), welche in Satz 2.1 berechnet wurde,
ist durch

In(fy(y)) =In (F (CL + Z%)) —In(T(a)) = > (y) + Y f(x,)"B-y;+a-In(b)

j=1 j=1

— <a+ Zy]) -In (b—{—Zeﬂwi)Tﬁ> (A.7)
j=1 j=1

gegeben. Die erste und zweite Ableitung der logarithmierten Dichte nach 3 berechnen

sich zu:

8ln fy e a+§:;nly] - f(@)T
E TP . E ()8, NT
— f y] b + Z €f m] = € f(m]) )

@0 f ;)"

P(fy®) et Y N gayrs 3
aﬁaﬁT (b+z efmj 2‘; .fCCJ g

a+y y] (z;
iR, e Z 0 lay) )

Nach Satz 2.2 gilt Eg(Y;) = (a/b) - exp(f(z;)"3). Unter Regularitéitsbedingungen,
insbesondere der Vertauschbarkeit der ersten und zweiten Ableitungen und des Integrals
der Dichte, ist die Fisher-Information gleich dem negativen Erwartungswert der zweiten

Ableitungen der Dichte. Somit folgt fiir die Fisher-Informationsmatrix:
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I(B)=-Ep (_8 ?é@ﬂ(?’)))

f(=;5) ﬁ f w]) 8. f )
(& &£ &£
i e 2 e j

+ F))"
s D L

_ <Zm: ef @) P f () f () — S eF @B fay) - YT ef(mj)Tﬁ'f(mj)T>
b\ & '

> i ef@)T8 + b

Bei gleicher Wahl der Versuchseinstellungen lassen sich die Komponenten der Fisher-
Informationsmatrix I(3) fiir das Poisson-Gamma-Modell als Komponenten der Fisher-
Informationsmatrix Ip,(3) = .7 ef(® V"B f(x;)f(z;)T fiir das Poisson-Modell iden-
tifizieren. Es folgt die Darstellung

18) = - ( Ipo(s) - elP)erseisleolF)
b elT,pIPO(B)el,p +0b
fir die Fisher-Informationsmatrix. -

Beweis von Satz 2.5:

Die Matrix Igg folgt direkt aus Satz 2.3 mit b = 1. Unter Verwendung der Digamma-
Funktion ¢(z) = £ 1In(I'(z)) ist die erste Ableitung der logarithmierten Dichte aus
Gleichung (A.7) nach a gegeben durch:

8 ln(fy( f x
T a—+ Z Y; —Inl 1+ Z i) .
Mit der Trigamma-Funktion ;(z) = % In (F(z)) gilt fiir die zweiten Ableitungen:

Ph(fyly)  PWn(fr(y)  Ti,ef@)P. f(a)

dadB 9B0a 1+ S ef@)Ts

9*In( fy(y) -
%Z%(Cﬂr;%) -
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Mit Eg,(Y;) = a - exp(f(x;)"B8) nach Satz 2.2 lassen sich die Eintrége der Fisher-

Informationsmatrix berechnen. Fiir Ig, gilt:

. 92 ln(fy(Y)) B 27:1 ef(@)'8 . en)
Pa = T EBa 0a 03 1+ Z;nzl ef(@)TB

Fir 1, , folgt:

Ia,a - —Eﬁ,a (%) = —E@,a (1/11 <CL + i m)) + 2/}1((l>.

Zusammen ergeben die Eintrdge die Fisher-Informationsmatrix. O

Beweis von Satz 2.6:
Die Matrix Ig g ergibt sich direkt aus Satz 2.3 mit b = a/c. Der Logarithmus der Dichte
von' Y = (Y3,...,Y,,) in Gleichung (2.19) berechnet sich zu:

In(fy(y)) =In (F (a + Z %)) —In(T(a)) - Z In(y;") + > fla;)"B -y

+a- (In(a) — In(c)) — <a+ i%) -ln(% + ieﬂmi)Tﬁ>.

Mit der Digamma-Funktion ¢(z) = & In(I'(z)) gilt fiir die erste Ableitung der logarith-

z

mierten Dichte nach a:

w =Y (@ + ; yj) —(a) +In(a) + 1 — In(c) — 1n<% + ; 6f(wj)Tﬁ>

a + c- Z;n:l ef(wj)Tﬁ.

Mit der Trigamma-Funktion ¢;(2) = % In(I'(z)) berechnen sich die zweiten Ableitun-

gen der logarithmierten Dichte zu:

o8 hl(fY(y)) - 0 ln(fY(y))
9008 080
Zm . ef(mj)Tﬁ ) f(w]> <CL + Z;nzl y]) .c- Z;nzl ef(mj)T,@ . f(mj)

J:
a m Y 2
Z+Zj:1 @f( ]) B ((l—i-C'Z;-n:l ef(wj)Tﬁ)

)
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(9211 Y n
W:%(CLWL;%)—%(GWFE— -

a a+c- Zj:l ef(mj)TB

a+ 27:1 Yj

R
<a + c- Z;nzl ef(mj)T,@>

+

Nach Satz 2.2 gilt Eg,(Y;) =c- exp(f(:l:j)Tﬁ). Somit folgt fiir die Teilmatrix Ig,:

ST

da 0

m )T m 2T
S f () (a+c-2j:1 et ﬁ) ce L el P f (=)

=0,.
a m NT 2 p
E+2j:1 Gf(mg) B (CL+C' 2;121 ef(wj)Tﬂ)
Fir 1, gilt:
[aa:_E,@a wl a+iy +¢1(a)_1+ 2 T
’ ’ i J a a+c.z‘;n:1 e.f(mj) B
a _I_ cC- Z‘;nzl ef(wj)Tﬁ
B 2
(a fe- Y ef(mj)Tﬁ>
m C- ZWL: ef(mj)Tﬁ
:_Eﬁ,a ¢1 a+ZY] —f-@bl(a)— =1 . .
=1 a - <a+c. Z.;n:l ef(mj) ﬁ)
Die Teilmatrizen ergeben zusammen die Fisher-Informationsmatrix. O]

Beweis von Satz 2.7:

Die Dichte f; von Z = ZTZlY} ergibt sich aus Summation iiber die Dichte fy von
Y = (Y1,...,Y,) aus Satz 2.1:

fZ(Z): Z fY<y17"’7ym>

B b -T(a+ 2) ‘ Z IT5% (ef(:cj)Tﬂ)yj

(b + Z;nzl ef(wj)Tﬁ)a+z -I'(a) YLyenrYm H;nzl y;!

_ b* - T'(a+ 2) . N | o
(b, el @) T a) - 2! 2 T, v [1( )"
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Unter Verwendung des Multinomialtheorems

(1 +...+cn) = Z H T Hcy’

Ylyeens Ym 7=1
y1+...tym==z

und mit ¢; = ef @) B folgt

2 b -T'(a+ 2) (s oI @)78 Z
fZ( ) (b + Z e‘f(a;7 Tﬁ)a-‘r?«’ . I‘(a) -zl (;

und damit die Dichte der Summe von Y7, ..., Y,,. O]

A.3 Beweise und Hilfsresultat zu Kapitel 4

Beweis von Lemma 4.1:

Es seien M = M(&;8), Mp, = Mpo(§;3) und L = L(§; 3).

(i) Die Aussage folgt direkt aus Gleichung (4.1) fiir die Informationsmatrix, wobei fiir
die zweite Gleichung die Symmetrie von Mp, verwendet wird.

(ii) Die Matrix L ist eine untere Dreiecksmatrix, bei der alle Hauptdiagonalelemente bis

auf den Obersten gleich eins sind. Fiir die Determinante von L gilt

det(L)=1-—

T
eLpMpoeLp _ (m

—1
T
M e Mpoe +1) 0
el ,Mpoer, + & \b T #

und somit ist die Matrix L regulér.
(iii) Die Aussage folgt mit Gleichung (4.1):

b

T
m T m Mp.e1 €1, Mp, T
-2 Meel =1, | Mp, - er e’
? P b T M b P P
a el,p Poelvp + m

T
617pMp061,p )

m
T
=1, - 7 Mpoeiper, |1 — M
eLp Poel,p + =

T
MpOeLpel,p

-1 —
T b -
617pMPoel,p + m

p

Hierbei wurde verwendet, dass eTM po€1 eine reelle Zahl ist. O
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Lemma A.4
Die Informationsmatrix M (&; 3) besitzt die folgende Darstellung:

m

M@ =5 X (WA 42

—1
Xeel, X)X, (A.8)
Dabei ist X die Designmatrix, W die Gewichtsmatrix und A die Intensitatsmatrix.

Beweis:
Mit Gleichung (4.1) und Mp,(¢;8) = XTWAX gilt fiir die Informationsmatrix:

Mg = [ xTwax X"WAXe el X"WAX
’ b el Mpro(&; Blery + 5
T
_ . XT WA — V‘;AXelvPelT,pX W‘:}
b el,pMPO(f; B)el,p + m

Mit den Matrizen A = WA, U = WAXe,,, C = — (e, Mp,(&; B)er, + ) und
V =el X"WA gilt:

, b
C'+ VAU = —e Mpo(&; Ber, — — + e XTWALN'W 'WAXe,, = ——
P m k m

Mit der Woodbury-Matrix-Identitat in Satz A.3 folgt:

WAXe, el X"WA\
WA - ——— e
elvapoeLp + m

—(A+UCV) ' '=A" - AU (C'+VAIU)'vA!

2 el XTWAA W

— AW AW WAXe, - (- ;

=W AT 4 Xey el X
Es folgt
a T T L 7 1) !
M(GB) = X (W A +€~Xel7pel7pX> X

als Darstellung fiir die Informationsmatrix. O]
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Beweis von Satz 4.6:

Der Beweis ist analog zum Beweis von Niaparast und Schwabe (2013) und basiert auf
der Darstellung der Informationsmatrix M (£; 3) in Lemma A.4. Fir a € {0, 1} ist Un-
gleichung (4.6) mit Gleichheit erfiillt. Daher sei « € (0,1). Fiir das Design & seien X,
W sowie A und fiir das Design & seien X o, W5 sowie Ay die zugehorigen Designma-
trizen, Gewichtsmatrizen und Intensitdtsmatrizen. Dabei sei X eine [; x p-Matrix und
X, eine Iy x p-Matrix. Es seien X qes = (X1, X3)" und

m Cl Cl 2
C=— Xce€ip€ , X gos = ~,
b G elypel,p Ges (C{’g CQ >

wobei C = %-Xlelme{leT und Cy = %-Xgel,pelT’ng ist. Aufierdem wird mit 0, ; die

r X s-Nullmatrix und mit I, die [ x [-Einheitsmatrix bezeichnet. Mit der Diagonalmatrix

-1
U — a - WlAl 0[1,12 _ o WflAfl Oll,lg
0l27l1 (1 - a) : W2A'2 0[2,[1 L ‘ W2_1A.2_1

l—«a

|

ist nach Lemma A.4 die Informationsmatrix fiir die Konvexkombination der Designs
a-& + (1 —a)- & durch

a

b

gegeben. Es sei G = Diag(\/(l —a)/a-I,,—/a/(1 —a)- IlQ). Dann ist die Matrix

La.c, -C
H=|* ) =cca
-, .0

M(a- &+ (1—a)-&;B) XL (U+C) " Xaes

1
positiv semidefinit, da C positiv semidefinit ist. Mit der Diagonalmatrix
V = é ' (‘/Vl_lAl_1 + Cl) 00,1,
0,1, = (W3'A; 4+ Cs)

gilt U+ C + H = V. Da H positiv semidefinit ist, folgt U + C < V. Somit gilt
(U+C™") >V~ Es folgt

a _
M(a'gl_’_ (1 _a) '52;18) = g Xges(U—’_C) 1XG€S
a _
> 5 XV K = a- M(€:8) + (1 - 0) - M(&:)
und somit die Konvexitét der Informationsmatrizen auf der Menge der Designs. O
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A.4 Beweise und Hilfsresultat zu Kapitel 5

Beweis von Satz 5.3:

Nach Satz 5.2 sind die D-optimalen Gewichte fiir das Poisson-Gamma-Modell gleich den

c—optimalen Gewichten fiir ¢ = (0, 1) fiir ein Modell mit zugehoriger Informationsmatrix
M(;8) = Z] LW - X(Bo + Bry) - f(a;) f(z;)" mit A(z) = 1+ 5 - exp(z), da fiir eine

Kovariable c-Optimalitdt und Ds-Optimalitat ibereinstimmen. Da die Designmatrix X

und A = Diag()\(ﬁo + 61x1), )\(Bo—l—leQ)) regulir sind, folgt fiir den Vektor v = (vy, v9)7T

aus Satz 3.10 ¢):

-1

1 1 1 1 1 i —1
_ z e z A3 TN-1,__ A—3% . 2
v = <A2XX A2> AXe= A (XT) o= At (—1‘1 1>c

N|=

T
1 1 T 1 1 1
= A 2 . . —1 1 .
wx MY T m® ( /A(Bo + Brzy) \/A(ﬁo+51$2)>

Somit sind nach Satz 3.10 c) die optimalen Gewichte durch

w — |1 A(Bo + Brxa)
Pou] + |U2| Bo + Brxy) + VA Bo + Brxa)’
. _ |2 ABo + Bix)

Wy =

|Ul|+|U2| VABo + Brr) + vV A(Bo + i)

gegeben. O]

Beweis von Satz 5.8:

Der Beweis der D-Optimalitéit der Gewichte kann mit Satz 5.2 erfolgen. Alternativ kon-
nen die Gewichte auch direkt optimiert werden, wie im Folgenden gezeigt wird.

Es sei 0; =1+ 2 -exp(f(x;)"B) fiir j =1,...,p. Dax,..., o, affin unabhingig sind,
sind die Regressionsfunktionen f(x;),..., f(x,) linear unabhéngig und somit sind die
Designmatrix X und die Informationsmatrix M (&; 3) reguldr. Nach Satz 5.1 und mit
der Matrixzerlegung der Informationsmatrix Mop,(&;8) = X' WAX ist die Kriteri-

umsfunktion durch

( )p, det(Mpo(; B))

b 142 ?:1 w; - exp(f(zcj)T,B)
ae [I5—;wj - det(X)? - det(A)

B <E> ' D wje

det(M(&; 8))
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gegeben. Da die Stiitzpunkte @1, ..., @, die Gleichung f(z)’3 = c erfiillen, folgt
01 = ... = 0p—1. Somit ist die Funktion

H?:l wj H?:l wj H?:l wj

?:1“’]"5]’ _51'Z§;%wj+wp'5p_51’(1_wp)+wp'5p

beziiglich der Gewichte wj, ..., w, zu maximieren. Fiir festes w, wird das Produkt fiir
wp = ... = wp—1 maximal. Somit vereinfacht sich das Optimierungsproblem zur Ma-
ximierung des Ausdrucks (w? ' - w,)/[(1 —w,) - & +w, - d,]. Unter Verwendung des
Zusammenhangs w; = (1 — w,)/(p — 1) ist die folgende Funktion

1 (1 —w,)P™' - w,

g(wp) = (p— 1)1 . (1 —wp,) 61 +wy, -0,

beziiglich w, zu maximieren. Die erste Ableitung ist durch

gl(wp) = [( —(p-1)-(1- wp)p_2 ~wp + (1 — wp)p_1> : ((1 —wp) 01 + wp - 510)
1
(p— 1 (L= wy) - 614w, -5,)°

—(1- wp)p_l “wp - (0p — 51)} '

gegeben. Fiir w, # 1 ist ¢'(w,) = 0 dquivalent zu:

0:(_(p_l)'wp"‘l_wp)‘((1_wp)'51+wp'5p)_(1_wp)'wp'<5p_51)

=wy - (p—1)- (8 = 8,) —w,-p- &1 + 1. (A.9)

p

Die Losungen dieser quadratischen Gleichung sind durch

wp__‘ —_— . —
2 (p—1)- (0 (519)

gegeben. Wegen f(z,)"8 > c gilt 6, > d;. Es folgt:

VPR =4 (= 1) 8- (81— 0,) > p b

Somit ist die Losung mit positivem Vorzeichen vor der Wurzel negativ und die Losung

mit negativem Vorzeichen vor der Wurzel positiv. Die positive Losung wird im Folgenden
betrachtet. Mit dem Zusammenhang /s — vt = (s —t)/( /s + /1) folgt:

. 1 .p2-(5%—(p2-5%—4-(p—1)-(51-((51—5p))
Po2(p=1)-(01=6) p-&++p>07—4-(p—1)-6-(61—5,)
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2.0 2

p-oi+p202—4-(p—1)-6-(61—0p) p+\/p2_4.(p_1),(1_§_z;)

2
p -2+ p-1) 2

Wegen 6,/d; > 1 gilt:

2 2 1
ToptV-2P+4- (-1 prVPE P
Somit folgt 0 < wy; < 1/p. Es gilt g(0) = g(1) = 0 und g(w,) > 0 fiir w, € (0, 1). Daher

wird die Funktion g im Intervall (0,1) bei w) maximal. Es folgt w} = (1 —w;)/(p — 1).

Mit 1= (p—1)-wj +w, < (p—1)~w{+%undlz(p—1)~w{—|—w; > (p—1) - wj folgt

die Ungleichung Il? <wy < zﬁ‘ O

w

Lemma A.5

Es sei ¢ ein Design mit Stiitzpunkten i, ..., 2, und D-optimalen Gewichten wy, ..., wy

wie in Satz 5.8. Dann gilt die folgende Gleichung:

* * c b *
e{pMPo(g;/B)el,p Tw, —wy e+ m (1=p-wj)=0. (A.10)

Beweis:

Es seien A\; = exp(c) und A, = exp(f(x,)"B8) sowie §; = 14+ 5 - Xy und 6, = 1+ 2 - \,.
Nach Gleichung (A.9) aus dem Beweis von Satz 5.8 erfiillen die D-optimalen Gewichte
die Gleichung 0 = (w%)* - (p — 1) - (6, — ) — w}; - p - 01 + 1. Es folgt:

) (=1 =N+ (15 ) (1 =p-w))
(w3 =1 A= () =) d (40 ) (=)

Es gilt wy =1 — (p — 1) - wi. Multiplikation mit b/m und Division durch p — 1 ergibt:

l—p-w,

* * * b
O—wp-(1—(p—1)-w1)~)\1—(wp)2-)\p+(E—i-)\l)- P

:—w;-(p—1)-w1*-)\1—(w;)g-)\p—{—w;.)\l_{_)\l.p—_{___—l’

1
:—w;~((p—l)-wf-)\l—i—w;-)\p)—i—(p
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= —w, - e{pMP0<5;/8)el,p +wi A+ m ?1]3-

Mit dem Zusammenhang

l-pw, 1-p-(1-(p—1)wy) 1-pt+p-(p—1)-uj

=1 Cwk
p—1 p—1 p—1 TP

und Multiplikation mit —1 ergibt sich die im Lemma angegebene Gleichung. [

A.5 Beweise und Hilfsresultate zu Kapitel 6

Beweis von Satz 6.2:

Es sei A(2) = exp(fo+p12) und 0(z) = 1+5-A(2). Die Lésung 2* > 0 von Gleichung (6.4)
héngt nicht von f; ab. Die Bedingung z* < min {|b|, |b1]} - (v — u) sichert, dass fiir alle
p1 € [by, by| der Punkt —z* /3 im Designraum 2~ = [u, v] liegt. Nach Satz 5.6 besitzt das
lokal D-optimale Design {5 die Stiitzpunkte 27 = 0 und 23 5 = —2z*/5; mit Gewichten
wi g und wj 5. Nach Gleichung (5.13) ist die Determinante der Informationsmatrix fiir
§5 durch

Lo ay? ANO-A=5) )
i) = )’ g ey ()
gegeben. Als Kriteriumsfunktion wird effp(&; 3)? = det(M(&; 8))/ det(M (5; 8)) be-

trachtet. Fiir ein Design ¢ mit Stiitzpunkten xq,...,x; und zugehorigen Gewichten

wi, ..., w; ergibt sie sich zu:

det(M(&; 8)) det(Mpo(&:8) (VOO +4/6(=5))" - 62

det(M(&58))  1+5-efMpo(&B)er  A0)-A(—5) - (2%)?
Die Terme A\(0) = exp(Bo), A(—=2"/B1) = exp(Bo — 2*), 0(0) = 1+ (m/b) - exp(By) und
d(—z*/61) =14 (m/b) - exp(fBy — z*) hingen nicht von dem Parameter ; ab. Es gilt:

!
el Mp,(&;8)e; = Z w; - exp(By + P1z;).
i1

Es gilt Mp,(¢;8) = XTAW X mit Designmatrix X = (1;, ), wobei & = (z1,...,2;)7
ist, sowie A = Diag(exp(ﬁo+ﬁlx1), o ,exp(ﬁo+51ml)) und W = Diag(wy, ..., w;). Mit
X = ASW3 X folgt Mpo(&;8) = X' X. Fiir S C {1,...,1} sei X die Matrix, welche

nur aus den Zeilen von X besteht, deren Indices in S liegen. Fiir S = {i,j} mit i < j
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- 1
gilt somit X g = Diag(exp(ﬂo + frz;), exp(Bo + lej)) 2. Diag(wi,wj)% . (12, (i, x]-)T).
Mit dem Satz von Binet-Cauchy fiir die Determinante des Produkts von zwei Matrizen

folgt (vgl. Harville, 1997, S. 203-205):

det (Mpo(&; B)) = det(X' X) Z det((Xs)") -det(Xs) = > det(Xs)’

= Z w; - wj - exp(Bo + frx;) - exp(Bo + frxj) - (xj; — ;)2

i<j
Somit treten der Parameter §; und die Stiitzpunkte x; in der Kriteriumsfunktion
o\ 2
det(M(&:8)) (VIO +,/3(=5))
det(M(£5:8))  A0)-A(=F) - (27)?

_ Zz’q w; - wj - exp(Bo + Bixi) - exp(Bo + frx;) - (Brw; — Prxi)?
1+ % Z _y w; - exp(Bo + p1;)

nur als Produkt 3 -z; auf. Sie ldsst sich somit als Funktion g(f;-x1, ..., 51 -2;) darstellen.
Fir 2 = [u,v] und B; € [by,b1] sei £ mit Stiitzpunkten z7,...,z; und Gewich-
ten wy,...,w; standardisiert Maximin D-optimal. Fiir ¢ # 0 wird die Transformati-

on h: 2 — 2, =L [u,v], © = z = x/c betrachtet. Mit z; = h(z}) = z}/c gilt
g(Br-xf,. . Pr-af) =g(Br-c-zf,..., B¢ z). Somit ist das Design £ mit Stiitz-
punkten zj,...,z und Gewichten w},...,w; fir f; € c- [bo,b1] und 2, = 1 - [u,v]

standardisiert Maximin D-optimal und besitzt die gleiche minimale Effizienz wie £*. [

Lemma A.6
Es sei g(x) = (1+ ) - z7+. Dann gilt 0 < g(z) < 1 fiir z € (0,1).

Beweis:
Da x € (0,1) ist, gilt g(z) > 0. Da lim,\ oz - In(x) = 0 ist, folgt fiir g(z):

1 .

Es gilt mit dem Satz von L’Hospital:

1
limM—l = —1.

r—1 1—1‘ r—1 —1
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Somit folgt:

] .
lim g(x) = lim(1 + z) - exp( n(z) -
r—1 1

rz—1

) =2.exp(—1) < 1.

Fiir die Ableitung von g(z) gilt unter Verwendung von 27+ = exp (In(z) - z/(1 — 2)):

gl(x)lefﬂc+(1+$)'xlfm.< (1—x)?

s <1+(1+$) -zt in@) ‘(1“””_21;12@)) e (I'ln(@ +(11n_(x:3)2—2.x+2> |

(-2 +In()) - (1—2) + In(2) w)

Es gilt genau dann ¢'(z) < 0 fiir z € (0,1), wenn h(z) =z -In(z) +In(z) —2-2+2 <0
fir z € (0,1) ist. Es gilt lim,\ o h(x) = —oo und lim,_,; h(x) = 0. Die Ableitung von
h(x) berechnet sich zu h/(z) = In(z) + 1 — 1. Fiir die Grenzwerte der Ableitung gilt
lim,\o A (z) = limpno! - (z-In(z) +1) — 1 = oo und lim,_,; /(z) = 0. Die zweite

1
Ableitung von h(z) ist durch h”(z) = 1 — & = 3t gegeben. Fiir z € (0,1) gilt somit:

() <0 = KW(z)>0 = hx)<0 = ¢'(x)<0.
Dabher folgt unter Verwendung der Grenzwerte 2-exp(—1) < g(z) < 1 fiir z € (0,1). O
Lemma A.7

Es sei Az, (z) = exp(Bo + Bix), dp,(v) = 1+ 7 - Ag,(z) und 6(0) = 1 + F - exp(By).
Weiterhin sei

(z) by () - 7 - 0y () — oy () - BF - O, ()
wbo,bl s

B )‘bo(x) ) bg ) (5(0) - 5b1(m)) - )\bl(ZE) . b% . (5(0) _ 5b0($)) : (A-H)

Fiir by < by <0 und & = 2-1n(by/bo)/(bo — b1) besitzt wp, p, () im Intervall (0, 00) eine
eindeutige Nullstelle zp > & und es gilt wp,p, () = 1. Auerdem gilt 0 < wpyp, () < 1
nur fiir z € (Z,20). Auf dem Intervall (Z, o) ist wp, s, () streng monoton fallend und
besitzt die folgende Darstellung:

1

wbo’bl (l’) = L 5(0) . (A12)

b2_b2
(L
b B b?

)\bl (aj) N )‘bo (l‘)

Fiir 0 < by < by gilt wpyp, () = w_p, —p,(—2).
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Beweis:

Es sei by < by < 0. Die Indices von wy, p, (z) werden zur Vereinfachung der Notation
zunéchst weggelassen.

Zuerst wird gezeigt, dass Zéhler und Nenner von w(x) keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen. Es wird angenommen, dass der Zahler gleich 0 ist. Dann vereinfacht sich der
Nenner zu §(0) - (A, (2) - b3 — Ay, (2) - b?). Wiire der Nenner auch gleich 0, dann muss
oo (7) - B2 = Ny, () - b? gelten. Fiir den Zéhler wiirde dann gelten:

0= >‘b1 (.T) ) b% ’ 560(17) - )‘bo(l‘) ) b(2) ) 51,1(1‘) = 550(1;) - 51?1(1‘)

Es wiirde &y, (z) = 0y, (z) und somit by = by folgen, was einen Widerspruch ergibt.
Fiir A, () - b3 - Oy (2) — gy () - B2 - 0, (7) # O lésst sich w(z) umschreiben als:

1
= ) B 0(0) () B 0(0) A1)

b
+
>\b1 (37) ’ b% ’ 55()(:6) - )‘bo(m) ’ b(2) ’ (5171 (33)

Weiteres Umformen von w(x) ergibt:

1
0(0) - (Moo () - b — A, () - b3)

T @) B = A (@) B+ B (O (2) B2 A (2) — Do () - B2 - A (2)

w(z) =
1

Fir A, (z) - 03 — N\, () - b3 # 0 folgt fiir w(z):

1
w(x) = 50)
1
" 14+ m )\bl (ZL’) b% )‘bo(x) )‘bo(x) bO )\bl (I)
b )‘bo(x) ’ bg - )\bl (x) b%
1
- ) . (A.14)
o m B2 — b2
Ly w2

)\bl (:L’) - )‘bo(x)

Im Folgenden wird der Verlauf der Funktion w(z) charakterisiert. Fiir Zahler und Nenner

von w(z) in Gleichung (A.11) gelten die folgenden Grenzwerte:

lim Ay, () - bt - 04 () — Aoy () - b5 - 0y () = A(0) - 6(0) - (b — bg) <O,
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limn Auy () - 85 - (9(0) = 0o, () = Ao () - b3 - (8(0) = oo ()

= X0) - b5 - (6(0) — 6(0)) — A(0) - b - (6(0) — 6(0)) = 0.

Somit folgt lim,\ g w(x) = —oo. Mit by — by < 0 gilt:

0 0
lim —0— — L — —Bo— by - ) - (B3 - exp((bo — by) - ) — ) = —oc.
A @ e A exp(=f = bo - x) - (b - exp((bo — bi) - @) = br)

Damit folgt der Grenzwert von w(z) fiir  — oo unter Verwendung der Darstellung in

Gleichung (A.14):

L —% -exp(—f) < 0. (A.15)

Jim w(@) = 755
Aus Gleichung (A.13) folgt, dass genau dann w(z) = 1 gilt, wenn A, (2)-b3— X\, (2)-b? = 0
erfiillt ist. Es gilt dquivalent:
2. ln(z—;)

2
_bl
= =

exp((bo — bl) . Zl'f) = % ﬂ

Insbesondere nimmt die Funktion w(z) den Wert 1 nur an der Stelle x = & an, wobei
r=2- ln(bl/bo)/(bo — bl) > 0 ist.
Es sei g(x) der Zéhler und h(z) der Nenner von w(z) in Gleichung (A.11). Die Ablei-

tungen von g(x) und h(z) nach x berechnen sich zu:

m

7 (x) = N, (2) - b2 <5b0(:c) b+ bo-)\bo(:c))

m

— Xy () - bg . (&,1 (x) - by + 5 by - Am@)) )

m

W () = Do (@) - 08 - ((5(0) = 03, (@) - bo = 5 - bu - Ao, ()

= (@) 53 ((0(0) = 8y (@) by = 5+ bo - Aug(2))

Mit der Quotientenregel gilt fiir die Ableitung von w(x) nach x:

g'(x) - hx) — g(x) - W'(x)
h(z)? '

w'(z) =
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Der Zahler vereinfacht sich zu:

g'(x) - h(z) — g(z) - W (x)

=g b1 - Mo () - Ny () - G () - (0) = b5 - BT+ Ay () - Aoy () - I, () - (0)
B b2 Ay (@) Aoy () < B, () - B(0) — BE - b2+ Ay () - Mo, () - Gy, () - 6(0)
B Ay () (2) - 5(0) + % B2 B3 N () - g, ()2 - 5(0)

= b bu g (@) Mgy () - 5(0) — % by - b g () - oy ()2 - 5(0)

= 700 b1 dag () Aoy () - 8(0) + % +bg - U1 - Ao (%) - A, (2)7 - 6(0)
_m
b

m

= b b+ g (1) - Aoy (2) - 6(0) - (B b7 - Ay () + B3 - by o (@) = B - Ay ()

m

b b Ay (a)? - A () - 0(0) =

bo + b Awg (@) - A, () - 6(0)

_b? ’ )\bl ((L’))

m

b bo - by - >\b0(l’) : )\bl (x) ’ 5(0) ) (bg - b%) ’ (bl ’ /\b1 (95) —bo - Abo(“”))

= c3() - (b1 - Aoy () — bo - Ay ().

Dabei gilt cg(x) = 5t - by - by - Apo () - Ay, () - 6(0) - (b5 — b7) > 0. Es gilt daher genau
dann w'(z) = 0, wenn by - Ay, () — bo - Ay, () = 0 gilt. Als eindeutige Losung ergibt sich
x = 1In(by/bo)/(bo — b1) = Z/2. Die Nullstelle von w'(z) liegt links von der Stelle z = z,
bei der die Funktion w(z) den Wert 1 annimmt.

Nun wird gezeigt, dass w(z/2) < 0 gilt. Mit der Darstellung von w(z) in Gleichung (A.14)
folgt, dass w(Z/2) < 0 dquivalent ist zu:

)
(0)2 2 o1
1+, bo — bi
b b? B b?
)\bl (‘%/2> /\bo ('%/2)
m b2 — b2
s 50)>1+ —- ¢ >0
b b2 B b?
Aoy (2/2) Ao (2/2)
b2 — b? b
&S 1> b% 0 L b% > _E . exp(—ﬂo).

exp(by - 7/2)  exp(by - 7/2)
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Es gilt:

b

b2 — b2 _ b2 — b? (b oo B — B
b3 b3 b b3 Do b2 — Do - by

exp(bi - 2/2)  exp(by - T/2) (

b1 bo
bp—b1 by | bo—01
bo

_ (bl) (bo+by) - (b — by)

sie

bo bo - (b — by)

b b1 /b9 b
1\ P1/bo 1
= (2 1+ 2.
(bo> (+b0)

Da 0 < by /by < 1 gilt, folgt mit Lemma A.6, dass w(z/2) < 0 ist.
Es sei n € N und n > 2. Es wird nun gezeigt, dass w'(n - /2) < 0 gilt. Dazu wird
zunachst der Nenner betrachtet. Es gilt:

In(&
h(n-z/2) = h(n- b %Ob)l>

Da n > 2 gilt, folgt 1 — (by/b;)""2 < 0. AuRerdem gilt b2 — b < 0. Es folgt somit
h(n-#/2) <0 und h(n-2/2)? > 0. Nun wird gezeigt, dass der Zihler negativ ist:

§(n-7/2) hin-/2) - g(n-7/2) - W(n- #/2)

b _nby b by
bg—b bg—b
—cs(n-3/2) % b - (2 T - ()
bo bo
bl bgfb;l bl n—1
=c3(n-3/2)- - b - [ = 1= = )
bo bo

Da b; < 0 und b;/by < 1 gilt, ist der Zahler von w'(n - £/2) negativ und es folgt
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w'(n-2/2) < 0 fiir n > 2. Insbesondere ergibt der Fall n = 2, dass w(z) bei z = %
fallend ist.

Aus den gezeigten Eigenschaften der Funktion w(z) ldsst sich ihr Verlauf herleiten.
Die Funktion w(zx) ist streng monoton wachsend auf dem Intervall (0,%/2). Bei dem
einzigen Extremum Z/2 gilt w(Z/2) < 0. Es liegt bei Z/2 kein Sattelpunkt vor, da sonst
wegen w'(Z) < 0 ein & € (Z/2,%) mit w(z) = 1 existieren miisste. Dies ergibt einen
Widerspruch, da w(z) = 1 nur fiir x = Z gilt. Somit handelt es sich bei /2 um ein
Maximum.

Da w'(z) < 0 und w(z) = 1 nur fiir + = 7 gilt, muss sich im Intervall (Z/2,%) genau
eine Polstelle xpo befinden, fiir die lim, ., , w(z) = —oo und limg\ 4, w(z) = oo gilt.
Es kann im Intervall [Z,00) keine Polstellen geben. Angenommen es gibt eine Polstelle
Tpol € [T,00). Der Fall lim, ;. , w(x) = —oo fithrt zum Widerspruch, da w'(n-z/2) < 0
fir n > 2 gilt. Der Fall lim,\ 4, w(z) = oo fithrt zum Widerspruch, da fiir z — oo
die Funktion w(z) gegen einen negativen Wert konvergiert und somit ein & # 7 mit
w(z) = 1 existieren miisste.

Somit ist w(x) auf den Intervallen (Z/2,xpy) und (xpe, 00) streng monoton fallend.
Insbesondere besitzt w(z) im Intervall (0, 00) eine eindeutige Nullstelle xy > 7. Es gilt
0 < w(z) < 1 nur fiir x € (Z,z0). Auf diesem Intervall ist w(z) streng monoton fallend
und besitzt die Darstellung in Gleichung (A.14).

Der beschriebene Verlauf von w(z) wird in Abbildung A.1 grafisch dargestellt, wobei der
Teil des Graphen griin eingezeichnet ist, fiir den 0 < w(z) <1 gilt.

A
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Abbildung A.1: Graph der Funktion wy, s, (x) fiir by < by <0

Fiir 0 < by < by folgt wy, p, () = w_p, —p, (—), da Ay, (x) = Ay, (—2) fliri = 1,2 gilt. O
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Beweis von Satz 6.3:

Es wird der Fall b, < 0 und v = 0 betrachtet. Der Fall by > 0 und v = 0 folgt analog.
Es seien A(z) = Ag,(2) = exp(fy + f12) und 6(2) = dg,(2) = 1 + 5 - A(z). Die Losung
z* > 0 von Gleichung (6.4) hingt nicht von dem Parameter ; ab. Die Bedingung
z* < min{|by|, |b1]} (v—u) = |by|- v sichert, dass fiir alle 5 € [by, b1] der Punkt —z* /5,
im Designraum 2" = [0,v] liegt. Nach Satz 5.6 besitzt das lokal D-optimale Design
£ die Stiitzpunkte 7 = 0 und 23 5 = —2z*/f; mit Gewichten wj 53 und w; . Fiir die
Determinante der Informationsmatrix fiir £ gilt nach Gleichung (5.13):

AO0) - A (=5)

mwmf'(g'

Fiir ein Design ¢ mit Stiitzpunkten x; < x2 und zugehorigen Gewichten w und 1 — w

a

det (M (55:0)) = (5) (

gilt fiir die Determinante der Informationsmatrix nach Gleichung (5.12):

_we(I—w) - Axy) - Maa) - (w2 — 21)°
w-0(z1) + (1 —w) - 6(xs)

det(M(¢; B))

Als Kriteriumsfunktion wird effp(&;8)* = det(M(&;8))/ det(M(E5;8)) betrachtet.
Fiir ein Design ¢ mit Stiitzpunkten z; < x9 und zugehorigen Gewichten w und 1 — w

ergibt sie sich zu:

det(M(&; B))
det (M (¢5;8))

we (1= w) M) Aws) - (o —an? (VIO +4/0(=5))" -8

w-o(xy) + (1 —w) - d(x2) A(0) - A(_Z_j) - (2)2

g(wyﬁl,%,xz) =

Die Kriteriumsfunktion lasst sich schreiben als

+%)—I—(1—w)-

>

)

mit einer nicht von x; abhingenden Funktion c¢;(w, f1,22). Da 81 < 0 gilt, ist A(xq)

g(w, Br,x1,22) = ci(w, B, x2) - (32 — 1) - (w ' ()\(:cl)

streng monoton fallend in z;. Es folgt, dass g(w, 1,1, x5) ebenfalls streng monoton
fallend in x; ist und daher auf dem Intervall [0,v] bei z; = 0 maximiert wird. Somit

lasst sich die Kriteriumsfunktion zu

we(l—w) Az -2z (VO +/3(=5))"- 62

w-5(0) + (1 —w) - d(wa) M=5) (202

g(w7ﬁlax2) - g(waﬁlvoal‘Z) =
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vereinfachen.

Es wird nun gezeigt, dass die Funktion g(w, (i, z5) beziiglich 5, unimodal auf dem
Intervall [bg, by] ist. Die Terme A(—z*/51) = exp(Bo — 2*), 6(0) = 1+ (m/b) - exp(fSo)
und 0(—2*/B1) = 1+ (m/b) - exp(fBy — z*) héngen nicht von dem Parameter ; ab. Mit
06(x2)/0B1 = (m/b)-x5-A(x2) folgt fiir die Ableitung der Kriteriumsfunktion g(w, £y, x2)
nach [i:

dg(w, By @ (L= w) 23 (VO +4/6(=5))° /iy M) - B2+ A(ww) -2 By
P B )\(—;—I) - (2%)2 . ( w-6(0) + (1 —w)-d(xg)

A A )
(w-5(0) + (1 = w) - 6(2))”

Es gilt 9g(w, B1,x2)/0p1 = 0, genau dann wenn 3; = 0 oder
0= (o B+ 2) (- 3(0) 4 (1— w) - 8(az)) — Aw) B - (1 w) ™
- (xg-,6’1+2)-(w-5(0)+1—w)+2-(1—w)-%-)\(:ﬂ2)

gilt. Die Gleichung ist dquivalent zu:

exp(Bo+Br-m2) b w-50)+1—w

m 2-(1—w)
5

& (o fi=2) ew(-n fi=2) =3 omre

-exp(fo — 2).
Anwenden der Lambertschen W-Funktion und Auflésen nach S liefert die Losung:
gro— Lo (w(m 20w B —2)) 2
L b w-0(00)+1—w =P '

Fir 51 = 0 gilt g(w,0,25) = 0 und fir f; < 0 gilt §g(w, 51, 22) > 0. Da 9 > 0 ist, folgt

mit einer nicht von f; abhidngenden Funktion cy(w, x9) fiir 51 — —o0:

L B o exp(Bo + B1 - x2) - B
Bllgljoog(w, B, x2) = co(w, 2) 51£HEOO w-0(0) + (1—w) - (1+ 2 - exp(fo + Br - 72))

2
= co(w, ) - lim b

Br—oo w - §(0) - exp(—LFo — Br - x2) + (1 —w) - (exp(—fo — f1 - 22) + )

=0.
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Somit besitzt g(w, B1, z2) ein eindeutiges Maximum bei 8; = 57 und fiir §; < 0 existieren
keine weiteren Extrema. Daher ist g(w, 1, x2) unimodal beziiglich 5; < 0 und wird im
Intervall [by, b;] auf dem Rand minimal.

Um die minimale Effizienz zu maximieren, wird min {g(w, by, z2), §(w, by, x2)} beztliglich
w und o maximiert. Da bei g(w, 1, x2) die Variablen 8; und xs immer als Produkt

b1 - x5 auftreten, besitzt g(w, b;, x2), i = 0, 1, beziiglich x5 ein eindeutiges Maximum bei

o= (0 (5 i ) )

und ist unimodal beziiglich x5 > 0. Da by < by ist, gilt @95, < @ap,. Fir zo < 29y,

sind die Funktionen §(w, by, x2) und g(w, by, x2) streng monoton wachsend in x5 und fiir
Ty > Xayp, sind die Funktionen g(w, by, x2) und g(w, by, x2) streng monoton fallend in xs.
Somit wird min {g(w, by, 2), g(w, by, x2)} beziiglich xo im Intervall [z 4,, T2, | maximal.
In diesem Intervall ist g(w, by, o) streng monton fallend und §(w, by, x2) streng monoton
wachsend beziiglich xo. Da by - xop, = by - 22y, gilt, folgt g(w, by, T2 p,) = g(w, by, T2p,).
Somit existiert genau ein 23, € [24,, T2p,] mit g(w, bo, 73 ,,) = §(w, by, 25 ,).

Fiir jedes w € (0,1) wird das Minimum von g(w, by, ¥2) und g(w, b1, x3) bei x5, maximal.
Insbesondere muss fiir ein Design mit Stiitzpunkten 0 und x, und zugehorigen Gewichten
w und 1 — w die Gleichung g(w, by, x2) = g(w, by, x2) gelten, damit es standardisiert
Maximin D-optimal sein kann.

Die Gleichung g(w, by, z2) = g(w, by, x3) wird nun nach w aufgelést. Fiir w # 0 und

w # 1 gilt dquivalent:

/\bo (xQ) ) bg o )\bl (I2> ) b%
w-6(0) + (1 —w) -6 (m2)  w-6(0) + (1 —w) - &, (z2)

g w - )‘bo (1‘2) ’ bg ’ (6(0) - 51)1 (mQ)) + )‘bo(xQ) ' bg ’ 5b1 (ZL‘Z)
= w - Ay, (w2) - b7 - (0(0) = Gy (2)) 4 Ap, (2) - ] - Gy (22).
Fiir A, (22) - b3+ (6(0) — 6y, (22)) — Ap, (22) - b2+ (6(0) — G, (2)) # O ergibt sich als Losung:

)\bl (I2) ’ b% : 5bo<x2) _ )‘bo(IQ) ’ b% ’ 551 <x2> '
Abo (22) - 03 - (6(0) = By, (2)) — Aoy (2) - 0F - (0(0) — Gy (2))

w(zy) =
Nach Lemma A.7 nimmt w(zy) Werte im Intervall (0, 1) nur fiir £ < x5 < z( an, wobei

Z =2-1In(by/bo)/(bo — b1) und xy > & die eindeutige Nullstelle von w(z2) im Intervall
(0, 00) ist. Es gilt genau dann w(xs) = 0, wenn Ay, (9) b2+ 0y, (22) — Ay, (22) - 03 - 0, (22) = 0
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ist. Umformen und Division durch exp(f) liefert die dquivalente Bedingung:

% -exp(Bo + (bo + b1)x) - (b7 — b5) + exp(brz) - b} — exp(box) - b = 0.

Fir xo € (Z,20) ist w(zz) nach Lemma A.7 streng monoton fallend und besitzt die
Darstellung in Gleichung (6.7).

Die Funktion g(w(z3), by, z2) = g(w(z2), by, x2) ist beziiglich 25 € (T, xy) zu maximieren,
um das standardisiert Maximin D-optimale Design zu erhalten. Umformen ergibt, dass

somit die Funktion

w(w2) - (1 —w(xa)) - Ny (22) - 23
w(wg) - 6(0) + (1 — w(wy)) - Iy (2)
w(we) - (1 — w(wg)) - Ay (w2) - 73
w(xs) - (1 + 7 )\(0)) + (1 — w(xg)) - (1 + 5 Apg (xg))

w(ws) - (1= w(w2)) - Aoy (22) - 23
2aw(xg) - (A0) — Agg(22)) + 1+ 22 - Ny (2)

w(ws) - (1 — w(xg)) - 3

5 w(ws) - (exp(—bo - 2) — 1) +exp(—fo — by - 12) + 7§

zu maximieren ist. Da w(Z) = 1 und w(xy) = 0 gilt, ist die zu maximierende Funktion
fir 2o = & und zy = zo gleich null. Somit existiert auch im offenen Intervall (z,z)
immer ein Maximum z*. Gilt z* € 2", dann ist das Design mit Stiitzpunkten 0 und z*
sowie zugehorigen Gewichten w(z*) und 1 —w(z*) standardisiert Maximin D-optimal in
der Klasse der 2-Punkt-Designs. O]

Beweis von Satz 6.10:
Es wird der Fall b < 0 und u = 0 betrachtet. Der Fall by > 0 und v = 0 folgt analog.
Die Funktion w(z) ergibt sich aus Gleichung (A.12) fir b — 0:

. 1
11;1—r>% . 1+ 5 -exp(fo)
- 2 _ 12
1 4 @ . 5 bO bl 5
b b§ B b
exp(Bo + biz)  exp(Bo + box)

1

L 1 by b
b2 — b2 \exp(biz) exp(byr)

Die Eigenschaften von w(x) ergeben sich analog zum Beweis von Lemma A.7 fiir b — 0,
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wobei zu beachten ist, dass w(z) keine Nullstelle im Intervall (0, c0) besitzt. Im Gegen-
satz zu Gleichung (A.15) gilt fir den Grenzwert lim, ., w(z) = 0. Da w(z) auf dem
Intervall I = (Z, 00) streng monoton fallend ist, gilt 0 < w(z) < 1 fiir z € I. Das stan-
dardisiert Maximin c-optimale Design fiir ¢ = (0,1)” ergibt sich analog zum Beweis von
Satz 6.3. Es ist die Funktion g(w(z), by, z) = g(w(x),by,x) aus dem Beweis beziiglich

x € I fir b — 0 zu maximieren. Es gilt fiir den Grenzwert:

lim w(z) - (1 = w(x)) - exp(Bo + box) - 2
o w(e) - (L5 - exp(5y)) + (1 - w(@)) - (1+ 5 - exp(fo + bo)

(\/1 + 2 -exp(fo) + /1 + B - exp(fo — 2¥) )2 - b2
exp(fBoy — 2*) - (2*)?

w(x) - (1 —w(x))- 22 (1+ y/exp(—z*) )2 - bg.

w(z) - (exp(=box) = 1) +1  exp(—2) - (z*)?

Da der zweite Bruch nicht von x abhéngt, kann er bei der Maximierung weggelassen

werden. ]
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