Software

ahlen kénnen im Computer auf

zwel prinzipiell verschiedene

Arten dargestellt werden. Die
einfachste Form der Zahlendarstel-
lung sind die Festkommazahlen, bei
denen die Stelle des Trennzeichens
(des Kommas) hardware- oder soft-
waremaBig fixiert ist. Gleitkomma-
zahlen setzen sich aus zwei Festkom-
mazahlen zusammen, bei denen die
eine die Mantisse und die andere
den Exponenten einer prinzipiell
frei wahlbaren Basis darstellt. Typi-
sche Festkommazahlen sind die
Integer-Zahlen (ganze Zahlen), bei
denen das Dezimalkomma hinter
der letzten Stelle angeordnet ist,
aber auch Festkommazahlen mit ei-
nem vor der ersten Ziffer angeord-
neten Dezimalkomma sind nicht un-
iiblich (izl < 1).

Cleitkommazahlen werden in ei-
ner halblogarithmischen Form
X = m be (§))
dargestellt. Das Vorzeichen wird im
allgemeinen separat gespeichert
und die Null wird in einer besonde-
ren Form abgelegt, so daB die fol-
genden Betrachtungen auf die Er-
lauterung positiver Gleitkommazah-
len beschrankt bleiben kénnen. Bei
einer vorgegebenen ganzzahligen
Basisb > 1 kann jede reelle Zahl xin
der Form von Gleichung (1) darge-
stellt werden. Allerdings wird diese
Form erst mit der Einfiihrung von
Normalisierungsbedingungen, zum
Beispiel
l<m=<1/b (2)
und der Forderung nach einem
ganzzahligen Exponenten e eindeu-
tig. Die Bedingung (2) bedeutet, da
die erste Stelle von m nicht Null sein
darf. Aus diesem Grunde erfordert
die Darstellung der Zahl Null eine
Sonderbehandlung.

Im Speicher des Computers wird
der Exponent »e« und eine feste Stel-
lenzahl »l« der im Zahlensystem mit
der Basis »b« geschriebenen Man-
tisse »m« abgelegt. Liegt nun keine
ausfiihrliche Dokumentation iiber
den Computer und die Program-
miersprache vor, so weiP man iiber
diese GroBen nichts. Die folgenden
Betrachtungen gestatten es, diese
interessanten Parameter zu »erfra-
gen«. Dazu wird der Vorgang der
Addition zweiler reeller Zahlen x,
und X,

X, =m,; b®, X, = my* b2 mit e, > ,3)
betrachtet. Zur Durchfithrung die-
ser Operation miissen beide Zahlen
mit demselben Exponenten darge-
stellt werden. Hier wird also

X; = (m, b%27°1) b® = m, b 4)
gebildet. Diese Darstellung ist nicht
mehr normalisiert, vielmehr sind
die ersten e,—e, Stellen der Man-
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tisse m,* Nullen. Dann erfolgt die
Addition der Mantissen., Abschlie-
RBend wird eventuell eine Exponen-
tenkorrektur zur Gewahrleistung
der Normalisierungsbedingung
nach Gleichung (2) vorgenommen.
Da die zuldssige Mantissenldnge
nur »l« ist, gehen rechts e, —e, Stel-
len verloren. Dabei kann entweder
gerundet oder abgeschnitten wer-
den.

Iste,—e, =1 ©)
dann bewirkt sich die Addition der
zweiten Zahl nicht mehr auf das Er-
gebnis aus, das heiBt, die Mantisse
von X, geht vollstindig verloren,
und es gilt:

X+ X5 =X ()

In dem Sub-Programm des Li-
stings (Zeilen 530 bis 800), das eine
Adaption von [1] ist, wird die Gleit-
kommazahl »Zahl« solange mit 2 mul-
tipliziert, bis die Addition von 1 nicht
mehr signifikant ist. Die Schleife
bricht also beieiner Zahl, die groRer
als b! ist, ab. Der Exponent e, hat
dann den Wert 1 + 1 (Zeilen 560 bis
600).

Die néchstgroBere darstellbare
Zahl entsteht dann, wenn die letzte

Stelle der Mantisse um 1 erhoht
wird. Das heif3t, die Mantisse wird
um b-! erhéht, und damit ist die
nachstgréBere darstellbare Real-
Zahl genau um

b-!l b+l = b (D
also um die Basis der Zahlendarstel-
lung groBer als die Ausgangszahl
(Zeilen 620 bis 660).

Da die Abarbeitung in einer An-
weisung streng von links nach rechts
erfolgt, liefert die Zeile 680 die erste
wichtige interessierende GrofRe,
namlich die Basis der Zahlendar-
stellung »b« nach Gleichung (I). In
Zeile 710 wird gepriift, ob bei der
Real-Arithmetik gerundet oder ab-
geschnitten wird. Dazu wird die um
1 verminderte Basis zu der Zahl, die
grofer als b! ist, addiert und ge-
priift, ob eine signifikante Addition
erfolgt oder nicht erfolgt.

Im letzten Teil des Sub-Pro-
gramms wird die Mantissenldnge
berechnet. Dazu werden in Zeile
780 solange immer hohere Potenzen
der Basis »b« gebildet, bis sich 1
nicht mehr signifikant addieren 1aBt.
Die Zahl hat dann die GroRe »b«, und
die Mantissenlange kann zur weite-

a) Ergebnisse beim HP 9816 (Serie 200)

Basis der SHORTVariablen
Mantissenlinge der SHORTVariablen
bei der Rechnung wird gerundet

Basis der REAL-Variablen = 2
Mantissenlange der REAL-Variablen = 83
bei der Rechnung wird abgeschnitten

kleinste darstellbare REAL-Variable = 2.22507385850720E-308
groBte darstellbare REALVariable = 1.79769313486232E + 308
groBte Prazision der REAL-Darstellung = 1.11022302462516E-016
kleinste Prazision der REAL-Darstellung = 2.22044604925031E-016
b) Ergebnisse beim HP 9845 B

Basis der REAL-Variablen = 10
Mantissenldnge der REALVariablen = 12
bei der Rechnung wird gerundet

kleinste darstellbare REAL-Zahl = 1.00000000000E-99
grifte darstellbare REAL-Zahl = 9.99999999999E + 99
grofte Prazision der REAL-Darstellung = 5.00000000000E-13
kleinste Préizision der REAL-Darstellung = 5.00000000000E-12

Gleitkommazahlen und Real-Arithmetik mit zwei Computern
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Software

ren Verarbeitung an das Hauptpro-
gramm iibergeben werden.

Aus den nun ermittelten Grundda-
ten der Gleitkommazahlendarstel-
lung konnen weitere interessante
Parameter, insbesondere die grofte
und die kleinste darstellbare Real-
Variable und die Genauigkeit der
Darstellung, abgeleitet werden. Das
Listing zeigt eine Variante zur Be-
rechnung dieser GroRen fiir den HP
9816 (Hewlett-Packard, Serie 200).
Die hier implementierten Fehlerbe-
handlungsbefehle gestatten eine re-
lativ einfache Programmgestaltung.

In den Zeilen 200 bis 270 wird die
kleinste darstellbare Zahl durch
kontinuierliche Division, ausgehend
von der kleinsten Mantisse (nur die

erste Stelle von »me« ist 1), gebildet.

Als Besonderheit des vorliegenden
Interpreters wird hier ein Unterlauf
als Fehler behandelt, so daf die
LOOP-Schleife in den Zeilen 220 bis
240 keinen Ausgang bendtigt. Bei
denmeisten Computern kommt man
mit einer Konstruktion wie:

Zahl_min=1

REPEAT
Zahl_min="Zahl__min/Basis

UNTIL Zahl_min/Basis=0

aus. Aber auch diese Schleife ist
vorsichtig zu betrachten, weil unter
Umstanden die Priifung Zahl_min/
Basis=0 durch interne ldngere Zah-
lendarstellungen nicht zum rechtzei-
tigen Abbruch fiihrt (so beim HP
9845 B). Hier hilft eine Zwischenspei-

ég = Programm zur Bestimmung der REAL-Reprasentation im HP 9818

3e I (e} 1985 by Jorgen Schwarz Version / Datum: 1.8 / 15.87.85
4@ | File-Name: A Speichermedium: Disketien 5z@1/5202
gg ' Computer: HP 9816 (Serie 200@) Sprache: HP-BASIC Version 3.9
70 REﬂL Zahl_min,Zahl_max Epsilon, X

gg INTEGER Basis . 5telTen Rundung,l

100 Y:IHHEE 454, 1?X 0ooo

}ég Z: IMAGE 45A 7. 14DESZ22

130 CHLL Fra?eEBaSLS ,Stellen,Rundung’

140 PRINT USING Y;"Basis der REAL-Variablen = ";Basis

156 PRINT USING Y;"Mantissenlange der REAL-Variablen = "j5tellen

160 IF Rundung THEN PRINT "bei der Rechnung wird gerundet"

17@  IF NOT Rundung THEN PRINT "bei der Rechnung wird abgeschnitten"

}gg PRINT

200 GN ERROR GOTO Unterlauf

218 Zahl min=1

220  LOOP™

230 Zahl min=Iahl_min/Basis

24@ END LOUP

250 Unterlauf:

26@  OFF ERROR

ggg PRINT USINE Z;"kleinste darstellbare REAL-Variable = “jZahl_min

290 K ?

308 Zah =0

318 FOR T=1 TO Stellen

320 X=X+Basis

330 Iahl _max=Iahl_max+{Basis—11/X

34 g é

%g@ N ER OR GOTO Ueberlauf

370 zahl max=Iahl_max*Basis

380 END LOOFP

390 Ueberlauf: |

400  OFF ERROR

41@  PRINT USING Z;"grdBte darstellbare REAL-Variable = "1Zahl_max

420  PRINT

430 !

44@  Epsilon=1

450 FOR I=1 TO Stellen

460 E?silonwEDsllonHBasis

470

480 IF Rundunﬁ THEN Eps;lon= S*Epsilen

490  PRINT USIRG Z EPD te Prézision der REAL-Darstellung = " Epsilon

E?g ER%NT USING I. leinste Prazision der REAL-Darstellung = Ep51lon*Ba515
520

530 SUB Frage( INTEGER Basis ,Mantissenlaenge ,Rundung)

540 REAL ?Ehl yluwachs

550 !

560 ! Berechnung des kleinsten Wertes 2°n, zu dem sich | nicht mehr
570 Zahl=2 | 'signifikant addieren 1&gt
580 WHILE Zahl+1-Zahl=1

590 fahl=Zahl#2

E?g END WHILE

620 | Berechnung des nachstgréferen REAL-Wertes

‘B30 Zuwachs=2

640 WHILE Zahl+Zuwachs=ZIahl

E5@ Zuwachs=Iuwachs+2

GE@ END WHILE

E7@ !

ggg Basxawzahl+1uuachs—2ahl | Basis der REAL-Iahlendarstellung
700 l Profen, ob gerundet wird, oder nicht

gég Rundunn-fzah1+{aas.s 1)5Zahl)

730 | Berechnung der Mantissenlange

740 Mantissenlaénge=0

750 Zahl=1

760 WHILE Zahl+1-Zahl=1

770 Hanti55eniaenge-MantAasenlaenge+i

780 Zahl=Zahl#Basis

790 END WHILE

gee SUBEND

Programm zur Bestimmung der Real-Repriisentation
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cherung weiter:
Zahl__min=Zahl_folgende=1
REPEAT

Zahl_min="Zahl__folgend
Zahl—folgende = Zahl_min/Basis

UNTIL Zahl__folgende =0

Zur Berechnung der gréfiten dar-
stellbaren Zahl muf zunachst die
grofte Mantisse bereitgestellt wer-
den. Diese ist vorhanden, wenn alle
»le Stellen der Mantisse mit der groB-
ten Zahl des Zahlensystems, also mit
(b—1), belegt sind. In den Zeilen 290
bis 340 erfolgt diese Belegung.
Dann wird diese Zahl so oft mit der
Basis»b«multipliziert, bisin Zeile 320
ein Uberlauf erfolgt. Dieser bewirkt
dann einen Sprung zu der Marke
Uberlauf auf Zeile 390.

Sind in dem Computer keine Feh-
lerbehandlungsbefehle  vorgese-
hen, so kann die grofte darstellbare
Zahl auch anders ermittelt werden.
Eine Moglichkeit besteht darin, mit

In X
" b

den maximalen Betrag des Expo-
nenten von Gleichung (1) zu ermit-
teln und zu vermuten, daf die gréte
darstellbare Zahl < b®max ist. Eine
Berechnung von b®maz fiihrt im allge-
meinen zu einem Uberlauf. Auch ist
die grofte darstellbare Zahl oft
< b®max wenn fiir die Festkomma-
darstellung des Exponenten bei ne-
gativen Zahlen das Komplement
verwendet wird und deshalb der
groBte positive Exponent um 1 klei-
ner ist als der Betrag des kleinsten
negativen Exponenten, Zu einem Er-
gebnis kommt man nun, indem man
die gropte Mantisse entsprechend
den Zeilen 290 bis 340 errechnet
und diesen Wert dann e_,, bezie-
hungsweise (e,,.,.)mal mit der Basis
multipliziert. Hier wird man immer
etwas_probieren miissen, und ein
paar Uberldufe treten sicher auf.

Die Tabelle auf Seite 84 zeigt die
erzielten Ergebnisse bei zwei Com-
putern von HP. Dabei ist zu beach-
ten, daR der HP 9845 B zwei Gleit-
komma-Zahlendarstellungen (Real
und Short) hat. Das angegebene
Programm l&aBt sich aber ohne gro-
Re Schwierigkeiten auch auf andere
Computer und Programmierspra-
chen libertragen und gestattet dann
einen Einblick in das »Innere« des
Computers und die ihm innewoh-
nende Real-Arithmetik,

d. Schwarz/rs)
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