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t
Beſtimmung der trigonometriſchen Linien der Summe

mehrerer Winkel, wenn die trigonometriſchen Linien
der einzelnen Winkel gegeben ſind,

Von

Dr. Burckhardt.

(Vorgeleſen in der kurf. mainzi. Akademie nutzl. Wiſſenſchaften
zu Erfurt, den 2ten Januar 1798.)

OrAlilgemeine Formeln ſind dem Mathematiker. nicht

nur wichtig, weil die taglichen Erweiterungen der
Analyſis und ihrer Anwendungen dieſe Allgemein
heit immer mehr erfordern, ſondern auch vorzug

lich dadurch ſchabar, daß man die beſondern Falle,
die ſie unter ſich befaſſen, ſammtlich leicht uberſehen

und ihren gegenſeitigen Zuſammenhang bemerken
kann. Jn dieſer. Ruckſicht wage ich es, einer Er—

lauchten Akademie dieſen Verſuch vorzulegen. Be—

Z 2 kannt
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kannt ſind die Formeln fur Tangenten, Coſinus
und Sinus des mfachen Bogen aus den trigonome

triſchen Linien des einfachen Bogens: ich habe allge—
meiner angenommen, daß die m Bogen ungleich

ſind, daß die Tangente jedes Bogens oder ſein
Sinus oder Coſinus gegeben ſey, und habe nun die

Tangente, den Sinus und den Coſinus der Summe
aller m einzelnen Bogen geſucht; hieraus ließen ſich

denn leicht jene bekannten Formeln herleiten, indem

man alle einzelnen gegebenen Bogen und ihre trigo—
nometriſchen Linien einander gleich ſezte. Den Fall

fur die Tangente hat ſchon Prony im Journal poly-
technique Cahier II. p. 16. ſo behandelt; naturlich
braucht er keine Combinationsclaſſen, ſondern will—

kuhrliche Zeichen dafur: wie vortheilhaft aber der
Gebrauch ſyſtematiſcher Zeichen iſt, ſobald man nur

etwas an ihren Gebrauch gewohnt iſt, wird man

hoffentlich auch hier finden.

J. Satz.

Die Bogen

G—), 6)t, t, J t .t
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(n Mbann iſt tang. ſe -al

A C F G 4.(n) (n)
1 B  OD P(n)

wo: Aln, B',. C, D' die iſte, 2te,
(n) (n) (a)

zte, ate.
Combinationsclaſſe ohne Wieder

holungen aus allen n gegebenen Tangenten t, t',

tE H bedeuten. Die Reihe dieſer Claſ—
ſen bricht von ſelbſt ab, da die nte Klaſſe die lezte
iſt und aus dem Produet aller Tangenten beſteht.

Beweis.
t t

1) Bekanntlich iſt tang. (v
1211t

A

(2)dies iſt offenbar
1 B

(2)

Nach eben dieſem Satz iſt tang. (u al u)

tang. (æ0) tang. a““
lr 1— tans.  a) tang. a
Man ſubſtituire nun fur tang.  a) den in (1)
gefundenen Werth und multiplicire Zahler und

Nenner mit 1 tt! ſo wird

33 tang.
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t t“at“ (1 tt)tang. (æ4 æ“
1—tt —t“ (t  t)

(t4t 4 t“ ttt“
1 (tt p tt  ttto

oder wenn man die Combinationselaſſen braucht

ung. Eal  e—-czy

3) Nun iſt ferner tang. 4 4al 4 //y)
tans. æ““) tang. a“““
1— tans. tang.hier wieder fur die tang.  4“) ihren

Werth aus (2) geſeit und Zahler und Neaner mit
(1 it“ tr“ t“t“) multiplicirt, findet ſich

tang. (u 4 æ“ 4 4“— æ“!) S

(1 tt“ tt“ t!t) t““ At 4 t“ 4 t“ ttt!“
1 tt“ tt“ tt t““ (tat t“ tt't“ J

oder tang.
d,(t 1t t“ 4 t“) (tt't“ 441t! t“ 4 tt“ t“

E

1— (t t“ 4 tt“ t t“ t“ t“ t't“ t“ t
J t“ t“ t“)

tt“ t t“
J

M Die Analogie giebt das Geſetz des Fort—
gangs ſo deutlich, daß keine weitere Entwickelung

der
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der Formeln nothig zu ſeyn ſcheint. Man kann aber

nach der bekannten Bernoulliſchen Beweisart die For

mel in aller Strenge beweiſen. Wenn namlich der Satz

fur die Summe von n Bogen wahr iſt, ſo iſt er
auch fur die Tangente der Summe von (n 1)
Bogen gultig. Denn es ſey der Kurze wegen

G A C G(n) (n) (a) (n) 7  1— D P'(a) (n) (n)
ſo iſt nach dem obigen Satz

(n Stang.

G—) ꝓDa nun tang. a

J

t 6 J G 1))  tans. n

tang.
.4 u—i). tang. e“

s t ))y (1 t (n) oder mit 2
v 7

multiplicirt

tang.  0
Subſtituirt man nun fur ſ und Jihre Werthe,
ſo erhalt man fur den Zahler der geſuchten

Gn)tiang. (al.... 2 4*
3 4 A
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A —cc
(n) (n) (n) (n) tc) ö te —tr (n) (n) (n)Hier laſſen ſich die uber einanderſtehenden Glieder

bequem ſummiren. Es iſt amlich 55 t Gw)

A(n dieß iſt fur ſich klar; ferner iſt
C ort  C. Denn um die zte Claſſe

n n (n 1)aus (n 1) Dingen zu erhalten, darf man nur
zur zten Claſſe aus n Dingen die neuen Verbindun,
gen hinzuſetzen, die aus dem (n n)ten Ding ent
ſtehen; man erhait dieſe, indem man die vorherge-

hende Caſſe mit dem lezten Dinge verbindet. Dieſe

Gründe ſind allen Claſſen allgemein, daher iſt

Hierdurch wird der Zahler

A C D 6e(n o*) (an) ſ(apr)
Eben ſo iſt der Nenner ht V) folgendem Aus

druck gleich
12R



wandelt:

von Bogen gultig.

II. Hulfsſatz.
Wenn in der mten Combinationselaſſe ohne

Wiederholungen aus n gegebenen Dingen d. h. in

M'(n) dieſe n Dinge alle einander gleich werden, z. E.

Si, ſo verwandelt ſich jede Complexion (jedes Pro
duet



 vn

u

duet aue m verſchiedenen Factoren) izt in t in, Dieſe

mte Pobenz von t muß man aber ſo vielmal nehmen

als vorder eimzelne Verbindungen in M'
(n) waren.

Die Anzohl die er Verbindung iſt bekanntlich  M

n.n 1. n 2.  (n— mi  —1)

III. Satz.
Wenn in der Formel des erſten Satzest St

t“ t““ S etc. wird, ſo iſt auch a S!
111 1111 11e a und 4 aln 1) na; ferner nach dem

Hulfsſatze A h At; Bims nBit?; C—

ch (n) (n)
n Cts ete.; dies ſubſtituirt erhalt man

nut-Cts 4 Et Gt7 4...tang. (næe) S

1 Btr 4Dt  gt
dies iſt die bekannte Formel fur die Tangente des
nfachen Bogens aus der Tangente des einfachen

Bogens.

IV. Satz.
Es ſeh die Summe aller (n4 1) Winkel  æ

 a. 4 6) 1800; ſo iſt die Tangente
dieſer



203
dieſer Summe o. Die gegebenen Tangenten
t, t! t“ gehoören aber nicht zum Halbmeſſer
1, wie in den Formel des erſten Satzes, ſondern

zum Halbmeſſer x?

Man wird unmittelbar obige Formel brauchen
konnen, wenn man nur die hier gegebenen Tangen—

ten durch Dividiren mit x auf den Halbmeſſer i1
bringt. Man dividirt alſo die erſte Claſſe A durch
x, die 2te B durch x2, C durch xs c. und bezieht
dann die Claſſen unmittelbar auf die gegebenen Tan

genten t, t t“ ſo wie ſie fur den Halbmeſſer
x gehoren. Man erhalt demnach

ny otang. ſ p 42 5 —?7Axt Cx  4 Lx G'x(u  1) (a 1) (n 41) (n 1)
4 62

Fx1 Bbxe 4Dx (n 1)(n 1) (n4 1)
5

7

d. h. o —AdxDt Cx —z Ex Gx
(ni) (n41) (ai) (nri)

Durch Multipliciren mit xn oder mit n J er
halt dieſe Gleichung noch folgende Form:

fur n S ungerader Zahl

—Sen1 (n 1)  1) m*)



n  nn

fur n S gerader Zahl.
n— lo A' x Cx n—2 S En—4 G n 6

m—) (a i) (n*1) (nEs kann bey dieſem Verfahren der Zweifel

entſtehen, ob man btrechtigt iſt allemal den

Zahler der Tangente a  .a
m— o zuſetzen, wenn die Tangente ſelbſt  o wird, da
ein Bruch auch dadurch So werden kann, daß ſein
Nenner unendlich groß wird: ich theile daher noch

folgende Aufloſung mit, wo dieſe Schwurigkeit

wegfall. Da (a 4 19 1800 4 (o) ſo iſt tang aln S tang (aa

ſn 1)
1 o 4 Ex5t n) Ax*

oder (n) (n) (n)X  —41 Ki 1)8*(n) (n)oder mit dem Diviſor linker Hand des Gleichheits—

zeichens multiplieirt:

t) xD1 4 tn) B'x —3 tGn) DxTS
(n)

A x7ö C 3 LXxS(n) (n) (n)

Z
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wo ſich die uber einander ſiehenden Glieder nach
dem oben bemerkten Satz ſummiren laſſen, ſo daß

O Ax T1 C x Sr3 Ex —5
(n1) (n41) (nwird, welches mit der oben gefundenen Formel voll

kommen identiſch.

Erſtes Beyſpiel.
Man ſucht den Halbmeſſer GD des im Dreyeck

ABo beſchriebenen Kreiſes EDF (Fig. 1.) Man
hat alſo n 4 13 oder a 2; FGC-CCDAa;
DGB BGE EGA AGF æ“; DG
FC t; DE EE t; AE AP t:“; ſo hat
man o— Ahx Cxo oder x2 C:. A

(3) (3) (3) (3)d.h. x? Ztt!t“: (t t t).
Dafur kann man leicht die drey Sriten des

Dreyecks ſubſtituiren; es ſen Chß a, BA S c,

a  b 4Ac b fernr Ss, ſo hat mant t
S d alle drey

a  b
S a; t 4 t“ —b; t! 4t —me, un
Gleichungen addirt 2 (t 4i 4t“)

e 28; alſo n 4t 4t  s.
Hieraus findet ſich

t —s (t  t)  s b.
t s (it 4t“) s c.
tias (t 4 t) s —a.

Dieſs
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Dieſe Werthe in obige Formel geſezt wird x2

a) (6 h) c)c⁊

8

Zweytes Beyſpiel.

Man ſuch:? den Halbmeſſer EG des im Viereck

ABC beſchriebenen Kreiſes. Hier iſt EG x;
1ß BE—t; ECDSCEh —t',; D -DH —t“;
HaAa Alt““ n—I1 4. oder ne3. folalich
o Ahx GCxI; keine zte und hohere Kiaſſen

S (4)aus 4 Dingen giebt es nicht: die erhaltene Formel

mit x dividirt giebto —Ax2 Coder x? —C: A
(4) (a4) (a4) (4)tt't“ t t“ t“ S— t t“ 1“ S t“ t!“ t

1u t  t“  t
Es iſt nicht moglich ſtatt der vier Großent, tht“ t“
die vier Seiten des Vierecks in dieſer Formel zu ſub—

ſtituiren, ſo wie im erſten Beyſpiel geſchehen. ES
iſt namlich die Summe der zwey einander gegenuber—

ſtehenden Seiten gleich groß. Ch 4ADDC4AB
(jede dieſer Summen iſt Stt4t t). Durch
dieſe Gleichung iſt eine von den vier Seiten ſchon
durch die ubrigen drey beſtimmt; man hat alſo wenn
alle vier Seiten gegeben, nur drey Data, und zur
Eliminirung der vier Großen t, t, t',nt“ nur drey
Gleichungen. Dieſer Uniſtand hat bey allen Viel—
ecken ſtatt, wo die Anzahl der Seiten gerabe iſt.

V. Satz.

253bS



riſche Darſtellung:

V. Satz.
Von den Bogen

(a (y ſind gegebena, æ, æ“ —5 Doe 9
die Sin. s, s, s', s ami) sei)
und Coſ. e, ehe“, e“ e nn eln Ned)
Man ſucht den Sinus und Coſinus der Summe der

n gegebenen Bogen.

1) Zum Grund der folgenden Aufloſung die—
nen die zwey bekannten Satze dan sin. (a 4 b)

sin. a cos. b 4Sin. b cos. a und cos. (a  h  cos. a

cos. b sin. a. sin. b.

2) Rach dieſem iſt sin. sc eos
und cos.  æ) ccl ss..

3) Man erkennt ferner, daß, wenn der Sinus

und Coſinus der Summe von (n 1) Bogen ge—
geben ſind, man daraus den Sinus von n Bogen
findet; indem man den Sinus mit oa—) den

Coſinus mits (n —i) multiplieirt. Eben ſo den
Coſinus von n Bogen, indem man den Coſinus von

G 17) Bogen, mit Coſinus von  —i) d. h.
em den Sinus hingegen mit (n—) multi
plieirt, und die Zeichen des Sinus alle in entgegen

geſezte, verwandelt. Dies giebt folgende involuto

Für
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s.Fur den Sinu

s58
s C

 8 C
cC 84

1

i

4

a

J

etc.
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Zur den Coſinus.

—uuuuiiee
19

l

ete.

SnJ

 —6 etc.

etc.

Aa Ju



1 n

—pſeE
l
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Jn der Tafel fur den Sinus enthalt' der rechte
Winkel (1, 1) den Sinus des einfachen Bogens

der Winkel (2, 2) den Werth des Sinus von
(e der Winkel (3, 3) den Werth von Si
nus æ Auf eben die Art enthalt in
der Tafel fur den Coſinus der Winkel (5, 5) den

Cofinus des Bogens e e“
æ“). Weollte man die Tafeln fortſetzen, ſo

durfte man nur unter dem Sinus, die Glieder des

Coſinus ſchreiben, an die Theile des Sinus mit
c'“, an die des Coſinus s““ hinzuſetzen und man

hatte ſogleich den Werth des Sinus  4“
 a. Eben ſo erhielt man Coſinus

(e 4“9 indem man unter dem Coſi—
nus die Glieder des Sinus aber mit entgegengeſez
ten Zeichen ſchreibt, dann die Glieder des Coſinus

mit e““, die des Sinus mit s““ verbindet. Um
dies in der Tafel deſto deutlicher zu bemerken, habe

ich die hinzugeſezten Glieder ebenfalls in Winkel
eingeſchloſſen.

4) Dieſe Jnvolrtion gewahrt ſchon alle Leichtigkeit,
die man wehl wunſchen kann, da man die Glieder
alle ſo erhalt, daß man aus den fruhern die ſpatern

durch Anfuzung neuer Theile erhalt und da man
überhaupt bey der ganzen Operation keinen Buchſta
ben ſchreibt, der nicht unmittelbar gebraucht würde.

Man
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Man erhalt indeß ſehr leicht noch folgende zweyte eom
binatoriſche Dorſtellung dieſer Sinus und Coſinus.
Zu dem Ende darf man nur die Glieder nach der

Anzahl ders ordnen, die ſie enthalten. So iſt:

sin 8sin 2) scAsc
sin Ê) sce“ ss's“s c 9

s ce
tin (æ «æ S u“) sce“ec“ —s g! g! ern

4 s'ec“ e“ ss's“ e
4 g! c co! e!!! s g!! g! cr

glle c' e! g g! s“e

sin (a æ  e 552 æ“)
44 s ceern ss's'e“e  sss s“s

gte e'e“ e““ ss' gie!e“
g!! ce! er ern ss! gli c'e'

J

 seeelel! lsseełi
g!n c c' c“ g!!! s s“ glil e“ e“

s s“ grt c e“

g s!! s!ll c e

ss' gee
gt git gn c cn

s'slgiuee

S



cos cos ſæ e —c ss
H ν h —s“—ss“ec

sse

D

I J

l J J und cos Ê 44“44“59)

ü

J ss“ c' e!“I s's“c e!!
mun

in n
—s 9 e' e“

a 1
9 J 1 ——c c' 9 c erun —s s! ecnec en *t g!g!! glij e!u

J

141. 4

J

J J 5 uuiut54 ss co c ss's“ sueu—s g!“ c c“ e“ 5 8 s! g!“! s!““ c“

il ln9 in J ss'!! c e“e!“ S— 8 s“ —5. g!!li c“lt

J 1 sis“co“e“ 4 g' s“ glguIli
uills's“ceoe

Duos86 oc'e““
uuls“s“ ec c

üuuiuuuu
cecs s6

5) Dieſe Großen laſſen ſich combinatoriſch ſo
ausdrucken:

sin (æ a ον Ae  C
(3) (3)—Q

sin (æa4 44α!:5ο 60) (4)—Ac* Cc  E-(5) 6)cos (æα“) oον: KBe
(3)

 eerr ags

cos
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eosſaa pe  ον νν““ —e D'(a) (4)cos 4 æ C —u— B'e *4D c*
(5) (5)

Hier ſind A', B', C, D', P die iſte 2te zte
ate 5te Combinationsclaſſe ohne Wiederhelungen
aus den funf gegebenen Sinus s, s“, s“, s““, s““.
das dabeyſtehende Zeichen c' bedeutet die bey jeder

Complexion fehlenden Ceſinus, c, c, e e, er
Wie viel.c fehlen und wie viel jedes c Striche erhal—

ten muß geben die vorhandenens ſogleich an, da jede

Complexion z. B. beym Sinus 4:
aus funf Factoren beſtehen, und alle funf

Faetoren zuſammen allemal die ganze Reihte der
Striche entholten muſſen, wenn namlich z. B. s's“

gegeben, ſo muſſen noch hinzukommen oe!“e“ und

die ganje Complexion iſt s s“ee!, eben ſo
durch Hinzuſetzen der ſehlenden

wird aus ss se“ c“ die vollſtandige Complexion s s“ su

6) Es iſt alſo im allgemeinen

ſ(n Dsin (æ 2  Ê ui

Aner Cot Eet Getr
(n) (n) cn) (n) a—ihund cos (æ lal

Soee! en e —Beννn) ca) cn)



I

itlfu Bernoulliſche Verfahren in aller Strenge erweiſen.
r

7

12
c cG), den cosinus mits (a) addire beyde Produete

41
ul

ſo muß man fur den sinus ſl al (u)) einen

J

lat

Ausdruck erhalten, der eben das Geſetz beobachtet
1 wie die in (6) gegebene Formel. Man erhart ſo:
J J sin (a ai)) e en αα
m ñ n (n)J

J

J eos (a. au2) se) αν Ñ—
4Ec. eo) Gαν 64

1 b ur (n) (n)Bes su) p gn) Fc*
J ¶m) (n) (n)

J

J

JL

J

J

J Casi)

(n).Summe sin (a  Ale* Ge(ni) (ni)
un ——Ect Ger 4

(nai) (n)ĩ

Denn der Factor oln) in der erſten Reihe ver
4J mehrt offenbar nur die Menge der fehlenden o; ſſt

Iſrj alſo unter dem allgemeinen Zeichen e* begriffen: daß

J (n) (a (n) (m) ſ(a—i)1 iſt ſchon oben (1. 4.) hinlanglich dargethan worden.
Der Beweis fur den Coſinus iſt dem obigen

ganz ahnlich. Man multiplicire namlich sin la a

a A  mit s 0n) und eos (a
r

a—



2r5
 E5) mit o G), die Summe giebt

den cos (a e 4 G), der das Geſetz in (6)
beobachten muß wenn beyde Formeln richtig ſeyn

ſollen. Jch ſage, wenn beyde Formeln richtig ſeyn
ſollen: denn bey dem gegebenen Beweis fur die For
mel des Sinus brauchte man den Ausdruck fur den

Coſinus, ſo daß alſo der Beweis nichts beweiſen
wuürde, ſobald jener Ausdruck etwas unwahres ent

hielte. Beyde Formeln ſind namlich ſo genau mit

einander verbunden, daß man nur bende zugleich

und eine durch die andere beweiſen kann: auch iſt,
genau genommen, das combinatoriſche Geſetz, das

den Sinus und Coſinus ausdrückt, faſt das nam
liche; der ganze Unterſchied beſteht darin, daß der

Sinus die iſte, Zte, zte alſo die ungeraden
Claſſen enthalt, da hingegen der Coſinus die 2te,
ate, Ste d. h. die geraden Combinationsclaſſen ent

halt. Es iſt alſo
(n- M. (um) (n) (m) A o*sin( a..e  ——s —s

sn c* Es (n) 4.. (n)

(n) (n)(nei) (n)  rr (u)cos (æ Pæ Jje —mccc. .c c
B'ereſn) pen) F'c*c G)

(n) ſn) n) (n) oc! c“. (n)Summe cos (a  )S
B'ch  Der— Pet

ſni) (na) (a i)
0o oöê g8 a
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8) Wir bemerken nur noch, daß man die ge—
gebenen Formeln auch nach den Coſinus c, ch c'...

hatte ordnen konnen, und dadurch Ausdrücke erhal—

ten haben wurde, die den gegebenen ſehr ahnllich

geweſen waren. Die fehlenden Glieder in jeder
Complexion waren dann nicht mehr c, ſondern s
geweſen. Aus Verbindung beyder Methoden hatte
ſich dann eine neue Art ergeben, die fehlenden Coſi

nus in der einen Formel und die fehlenden Sinus in

der andern zu finden. Fur den Zweck dieſer Unter
ſuchung ſind aber die gegebenen Formeln vollkom—

men hinreichend: da man ſich zur wirklichen Ent—
wickelung der zuerſt gegebenen involutoriſchen Dar—

ſtellung bedienen wird.

VI. Satz.
(nei)Sezt man 4  al —a!!

ſo wird auchs —Ss“ —s“ s
und c e c“ —c on
Ferner iſt nach dem in (II.) gegebenen Hüulfsſatz

A ns“ —As; p— nBs?; C—n g c.
(n) (n) Cn)hieraus erhalt man

sinus (na) DAgten—:n acgss en—3
S nEss en—s Gναν

cosinus (u) en nBs2 en2 40Dsa
c

n—a4 oges ga—s6 ꝓ...





aun
n

ig

4) Kaſtner A. G. Berechnung uber oſtindiſche Munzen.

S. 235 bis 240

5) uUeber ordentliche Vielecke um ein gleiches, mit

2 Kupfertaſeln. S. 241. bis 256

6) Cramp D. C. Fractionum Wallisianarum Analysis.

S. 257 bis 296

5) Burckhardt Dr. Anwendung der combinatoriſchen Ana

iytik zur Beſtimmung der trigonometriſchen Linien der

Summe mebrerer Winkel:c. Mit 1.K. S. 297 bis 216




















	Anwendung der Combinatorischen Analytik zur Bestimmung der trigonometrischen Linien der Summe mehrerer Winkel, wenn die trigonometrischen Linien der einzelnen Winkel gegeben sind
	Vorderdeckel
	[Seite 3]
	[Seite 4]

	Titelblatt
	[Seite 5]
	[Seite 6]

	Anwendung der Combinatorischen Analytik zur Bestimmung der trigonometrischen Linien der Summe mehrerer Winkel, wenn die trigonometrischen Linien der einzelnen Winkel gegeben sind.
	[Seite 7]
	Seite 296
	Seite 297
	Seite 298
	Seite 299
	Seite 200
	Seite 201
	Seite 202
	Seite 203
	Seite 204
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215
	Seite 216
	[Leerseite]
	[Seite 28]
	[Seite 29]

	Illustrationen
	[Illustration]
	[Leerseite]
	[Leerseite]
	[Leerseite]
	[Leerseite]

	Rückdeckel
	[Seite 35]
	[Seite 36]
	[Colorchecker]



