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Anwendurs

der
Combinatovifchen Analytif
sur

Deftimmung der trigonometrifdhen mn ver
Summe mehrever Winkel, wenn Ddie trigonos
metrifchen Qinten der eingelnen Iiinfel
gegeben find.
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Anwendung

per
Combigatovifchen Ynalptif
jur

Beftimmung  der trigonometvifchert  Linien der Summe
rigottomettifihen  Linien

melrever infel , woentt die
ber cingelnen Toinfel gegeben find,

LBon

D, Burdhacdt.

(Borgelefent inn der fuvf, mainyf, Afademie ndfl Wiffenfdaftes
ju Grfuvt, Dden 2ten Fanuar 1798.)

Ss}l»[[gemcine Formeln find dem Matbematifer: niche
nue widtig, weil die taglichen Crweiterungen der
[ Analyfis und ihrer Anwendungen diefe Allgemeinz
‘ Beit inimer mebe erfordern, fondern aud votjilgs
lich badurch fdhdzbar, daf man die befondern Falle,
die fie unter fich befaffen, fammelich leiche uberfehen
und {fren  gegenfeitigen Sufammenhang bemerfen
| Pann, Sn diefer RicEficht wage idy es, einer Eys
lauyten Afabemie diefers Berfueh vorgulegen,  Be-
32 fannt




R

296 e

fannt find bie Formeln fir Tangenten, Cofinus
und Sinus des mfachen Bogen aus “en frigoromes
trifen Sinien des einfachen Bogens: i) babe allges
meiner angenommen , baf die m ;mga: ungfeid
find, 0af die Tangente jedes Bogens ober fein
Ginus odet Cofinus gegeben f'“ 11d Habe nun die
Sangente, den Sinug und den Cofinus der Summe
aller m eingelnen Bogen gefuchts Hievaus liefen fich
denn leich jene befannten Fovmeln Gerleiten, inbem
man alle_eingelnen gegebenen Bogen und ihre trigos
nometrifden Sinien einander gleidy feste.  Den Fall
fie die Tangente Hat fhon Prony im Journal poly-
technique Cahier II. p. 16. fo behanbdelt; natirlic)
Braudht ev Feine Combinationgclaffen, fondern wills
guptliche Jeichen dafite: wie vortbeilhaft aber dev
Gebraud) foftematifcher Seichen ift; fobald man nur
etivas an ibren Gebraud) geobnt ift, witd man
Boffentlich aud) Dier finden,

Die Bogen
i 53 a(n_l), “(n)

{ 1
By, 0, G 5 &

Paben folgende Tangenten:

/i n =1 n
t,t’,t/,t“’......t( ),t()

bann
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Dann ift tang. [e - @l e e (n -l)]
Tt e L o O R T
S @0y o) TWEC
I— B+ D —F 4 ...
\ (r\l) \ A
AR e D 1 bie 1fte, 2te,

@) (@) (n) (m) <
Combinationsclaffe ofne Wicders

3fe, 4fe . . . .
en n gegebenen Tangenfen t, th

Dolungen aug all
o1 @ =D gepeuten.  Die Neife diefer Clafs
fen bricht von felbft b, Da die nfe Klaffe die legte
ift und aus dem Product alfer Tangenten befteht.

Beweis.
- t -t
1) Befanntlich ift tang. (a -+ W) = T
A\
bies ift offenbar 2——
1 —B
(2)

Nady chen diefers Saf ift tang. (« + o' +aly

ol g (a + &) + tang: o'
I — tang. (« T &) .tang. o
Man fubftituive nun fir tang. (o + ') ben in (1)
gefundenen Wereh und multiplicive 3abler und

Nenner wit T — tt' fo witd

.% 3 tang.

T




tang. (a4 o 4o’

(t + t! + t!!

ot/ et (1 —1th)
1—it/—t! (t + t)

Sl

o1 — (it 4t

-+t 11/)

ober wenn man die Combinationsclaffen braud

tang, \.c—;—-x, —{—.4)

AleeCYy. . B
(o) 7 ik

3) Nun ift fernce tang. (a + o/ + &' + &)

g i"i

e —— tang. «

Werth

5, (a
Bier mwieder flr die t
b an

——a -

s 4 7N

)., tang. AL

ang. (e - &’ -+ &) ifren

8 (2) geferf b Rabler und Neaner mit

(f — tf — ot/ — ¢t t”) multiplicive, findet fich

tang,

(a + e TR U

(z ___rtl_____ 1.,//_111,11‘) t“’+ £ tf ot — gl
T @ttt et 1 e (e t et — )

ober tang. (¢ .. &")

(! J‘_;‘/__}_!u

1

l'“) S (Tl"t”-{—”lll” 2t tt" T

1___(111_*_ t,r”—i—tt‘”—i—t‘l“—}—l,’t“"i‘l“’l“;j

I. l” lll)
_}_ tt L///

Ko B D'
= (g ™o)1 N gg )

4) Die. Analogie giebt das Gefeh beg Fores

aangs fo deutlidh, daf Feine

veitere Enrwictelung
Der
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Der Fotmeln ndehig su fepn fheint. Man fann aber
nadh der befannten Bernoullifthen Reweigart die Fors
mel in affer Strenge beweifen. Senn namlich der Sab
fir die Gumme von n Bogen wabr ift, fo ift e
audh fiir die Tangente der Summe von (1)
Bogen ghitig.  Denn es fey ber Kirege wegen
B i Ay S QR O e
(), - ce b i G i)
g 17t PR Hy D= Bt T s
(n) (n) (n)
fo ift nach) dem obigen Saf

= g
rang.(m-}—-a....-—l——x(n I>):-‘;‘

1 — I n
‘;‘Danuntang.(;f—i,‘“’...—}—“(’ )+a )

—_ n
tang. (2 4o ---~—l~x(n D)——!—Tnne‘.a( )
-+« (n—l)). tang. ukn)

¥ tangs (a+z ceee
g Al L(“)) : (1 — g + (M pper mif o
. X

[~ /d'
\
7
multipliciee
(n)
n)) — 6 +9t &
tang. (¢ efai. 2 )
e e

Subftituict man nun fur B und y ibre Werthe,
fo erpalt man far ben Jdpler Der gefuchten

...+a(n)).

tang, (o 1 P

24
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A —C ~—E ) S
(n) () (n) (m

Ak t(n) ikt t(n) Pt t(n) P (n) P .

(n) (n) (n)

Hicr laffen fich die Lber einanderfrchenden Glieder

\
: - o7 ST {mdes
bequem fummiren,  €s ift ramiid) () + =

R

= _:_ iy DieB ift fie fich flar; ferner ift
Oy R = C. Denn um die 3te Claffe
n n (n+41)

aus (n - 1) Dingen su erhalten, darf man nue
sur 3ten Claffe aus n Dingen die never Berbindun,
gen Dingufelsen, die aus dem (n =+ 1)ten Ding ents
fiehen; man erhalt diefe, inbem man bie vorfherges
Bende Ciaffe mit dem fejten Dinge verbindet. Diefe

Giriinde find allen Claffen allgemein, daber ift
B Dt e =
(n) n (n=41)
Ry R () — G ete,
e S ) o+

Hierdureh wird dev Jdblee
= A -~ C = L DR Y
(n+1) (1) @+1) (o0

@ben forift der Nenner y — B ¢ ™ folgendemAuss
bruck gleidh

{-B7
i-B
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I '— B S b ) —F " —....
(n) () (n) (n)
— A® o™ _E () - @)
(n) (n) (n) (n)

welder rad) obigen Grinben fid) in folgenden bers
wanbdelt:

? e B e DVe'F 4= H

(41 @+1) @+ @+

.-—!—an) =

— L aa

Hiernad) ift tang. (¢ + o' . - -

R o R Y SN g = )
(n+1) (n+1) - (k1) (@+1)
T e U S b W MR

(1) (n+1) (+0D

MWenn alfo das angenommene Gefets fire die Tans
gente ciner Angabl Vogen wafe i, fo ift e8 audh
fiir die nddft Hohere Angahl wahr. Durdy die in
(1) (2) und (3) angeftelite Rechnung erbellet, baf;
¢8 bis jur Tangerte der Summe von 4 Begen wabe
ift, alfo ift das Gefels allgemein fur jede Anjebl
von Bogen gultig.

. Hinlfsfat.
Wenn in der mten Combinationseloffe ohne
WWicberholungen aus n gegebenen Dingen O. b. in
?i) biefe n Dinge alle einander gleich werden, 3. €.

= t, fo vermandelt fich jede Compleyion (jedes Pros
buce




e ——T

it int ™. Oiefe

{0 vielmal nehmen

na\

(Rionaes Tt S
als vorher Berbindungen in -\ waren.
n)
Die Anyabl dieer BVerbindung ift befannilichy ™ M
nn—7rt n—2....{(n—m+ 1)
I. 2. e o oo e e . LI

1L Gas.

Shenn in Der Forntel Des erfien Sakes t =t/
= t'= " = etc. witd, fo ift audh) &z = a' = &
cund e + o o

= %4 — 0 T LA

e
Pt S N DIE ne; ferner nadhy Ddem

AN S Dol B SR 2. QYo
(n) : (n) (n)
" Ct3 etc.; dies fubftituirt exhdlt man

Ny n A - n
Ut = "C13 4 "E 5 - O o

pheferi Y e
tang. (\Ju/

A “5[:‘{-“.‘0{4— “3‘[6-}* """
bieg ift die befannte Formel firr die Tangente ves
nfadjen Bogens aus ber Tangente des: einfachen
Bogens,

IV, Qdf;.

€s fey bie Summe aller (n+ 1) Winfel o+ 2"

tea'. i e = 180°; fo ift bie Tangente
Dicfer
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diefer Gumme = o. Die gegebenen Tangenten

t, t/, 1. ... geBoren aber nidye jum Halbmeffe
1, wie in den Formel des erfien GSakbes, fo:ztcrn

pum Halbmeffer x?

Man wird unmittelbar obige Formel braudien
fonnen, wenn man nur die bier gegebenen Tangens
ten durd) Dividiven mit x auf den Haldmeffer ©
bringt. ~ SMan bdividire alfo die erfte Clafje A* durd)
X, die 2fe B burdy x*, C' burd) x3 2. und begiehe
tann die Claffen unmitteldar auf die gegebenen Tans
genten t, t, t' . ... fo wie fie fir den Halbmeffer
x gehoven. %‘Jton erhalt demnach

tang. (,4 *wl4 P

+a”) =0 =

AT (g T + Bl o oh e GRS
(h+1) (n+-1) (n41) (n+1D
Ve B | )

I — B'x + D'x P T S )
(m+1) {(n+1) (m+1)

0. Y) ():/\‘_\;—’I R e -3 _i_}'{‘x——s——- C‘(—7 ......
(n+1) (o) (+n  FD

n+1I

Durd) Multipliciven mit x m pder mit x ets

bale diefe Gleichung nod) fo!;cnbe Form:

flir o = ungerader 2ap!
n—I _ C‘~<“"'3+E‘ An——s G'x 1——7 %

DAy
(m+1) (t+1D (ﬂ+1)

n+I

fur
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o

fit n = gerater Jahl.
A il el T B4 -G nebs
(41 @+ (1) (n 1)
@s fann bey diefem BVerfahren der Dweifel
entfteben, o0 man berechtige ift allemal et
Qabler der Tangente (v + PRI P A e (“>)
= o jufeGen, wenn die Tangente felbft = o wird, da
ein Brueh auch dabued) = o werden ann, Daf feit
Yenner unendlich grof mwird: id) theile daber noch
folgende Auflofung mit, wo diefe Schwiivigleit
wcgfﬁﬂr. Da (.4 +a' ... St G l))
2= 180° — & 01), fo iﬁ—-—taugx(n) = tang (et

+....4-u<‘1“‘))

(n) A\.\—I v C‘ X—B "r T".\,‘{——;—-,, e

ohet = Lo to00) (n) (n)
5 1—B'x -~ +Dx L.

(n) (n)

ober mit dem Divifor linfer Hand des Sleichheitss
aeichens multiplicive:

— N - ( N —
e ONL S OD TR FRE1C R i a8l -

(n) 2 m
e A b g O S S ET oy
@ (n) (n)
ober 0 =
Al e O TR . Bx T S it 3

. (n) () ()
RO R MRS B WD — e

(m) ™
o
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o fich bie fber einander fiehenden Gslieder nach

vem oben Gemerften ©af fummiren laffen, {0 daf
o= Ay % Cx

(n+-1) (n+1)
wird, weldyes mit ber oben gefundenen Formel volls

fommen identifdh.

3 2 g0 it o)
§ Q)x‘!,‘{;.‘td-

¢

Man fudhe den Halbmeffer GD des im Deeyect

ABC befdriebenen Kreifes EDF (Fig. 1.) Man

bat alffon4- 1 =3 odet n=2; FGC=CGD =23

| DGB = BGE = &/; EGA = AGF = «'’; DG =
| FC— t; DB — BE=1t/; AE = AF =t"/; fo Dat

)

Mman o = A' x2 — C x° oder x> = G rAY
€)) (3 ® @
b0 x2=tt/t/: (t 4t/ + /).
Dafir ann man leiche die drey Siten bes
Dreyeds fubftituiven; es foy CB = a, BA =6
AC =1 ferner atbte_ o fohotmanttrt
C
. 1 s teptl Zipy tl gt =c, ud alfe Orey
Gleihungen abdiet 2 (¢ + ¢/ + ) =23 TDh
+co=2s; alfot 4t/ +t’=s

Hieraug findet fich

. t;g——(t’+t”):s-——b.‘

L
:
"
|
o

i_s— (t+ t) =
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Diefe AGerthe in obige Formel gefess twird =
(s — a) (s — b)‘ (s — ¢)
At (
S

n + I = 4. 0der n = 3. folalid)

; Beine ste und Hohere Kiaffen

()
:‘\

us 4 Vinge

mit x bivivir

bie erbaltene Formel
~- C'ober x2 =C": A
42 @

€s ift nicht mdglidh ftase der vier Srdfen t, 1, 1" t”
5 in diefer. Formel u fubs
Bepfpiel gefchehen, €8
Gumine der 5\m cinanber gegentiber=
ftehenden @eiten gleid) grof (‘B+,v\ )=DCHAB
biefer Summen ift = t4-t' + ¢’ + t). Durd)
! eine von den vier Seiten fdyon
ovey beftimme; man Hat alfo wenn
alfe vier Seiten gegeben, nur drey Data, und jur
Eliminirung ber vier Geofen t, t, t7, £ nur drey
Gleichungen.  Diefer Uwmftand Hat ey allen Biels
ecfen ftate, wo bie Angabl der Seiten gevabde ift.

V. Sa.

lu natulic I) ol
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Ve (‘:’;Qf:i,

| Bon den BVogen _‘
et ﬂ_l) (n) ik Qe il

! G n ot e e a( S ) {ind gegeben ’
t e~ g s A i
bie@in, s, s, 5", 5", " 5" D™ i

ST : 1
und (\:Of 03 0'7 C”) GG C(n I/],\’.\‘l) !

Cc s
3C  earens

Man fudyt den Sinus und Cofinug der Sumtite der il
\ 1 gegebenen Bogen, ’
1) Bum Grund der folgenden Aufidfung dies L It

? nhen die 'swen befannten Sate daf sin. (a + b) |

SIN. a cos. b +sin. b cos. a aud cos. (a-+b)=cos.a

€0s. b — sin. a. sin. b.
2) DNad) diefem ift sin. (& + ﬂ’) =sc + cs'
Und cos. (z + o) = cc’ — s’ ‘
3) Man erfennt ferner, daff, wenn ber Sinus i
und Cofinus der Summe von (n — 1) Bogen ges ‘;
‘ 8eben find, man bdaraug den Sinug von 1 Bogen ‘

‘ findet; indem man den Ginng mit c @ den i

Cofinug mit s ("1 multiplicive.  €ben fo bden
Q”ﬁnus von n Bogen, indem man den Cofinue von

(n— 1) Bogen, mit Cofinus von o (=10 o, b

e '), den Sinus Hingegen mit s A=1 s . i

Plicire, und die Seidyen des Sinus alle in entgegens i
‘ gefesce. vermandelt,  Dies giebt folgende involutos I
tifhe Darfiellung: ; w
[ ‘ She | i




(%3
O
P43

i den Sinus,

11 (_/lll
4/// Cl///i

il Gl |

T
1t gl

Sli- |Gl

)

" f ete,

Eity

K
!
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It ber Tafe! fiie den Sinug enthalt: der rechte
LWintel (1, 1) den Sinug tes einfachen Bogens o,
ber Winkel (2, 2) den Berth des Sinus von
(&), ber Wintel (3, 3) den BWe:th von Sis
s (o =4 o' ~~a").  Auf eben die Are enthdlt in
ber Tafel firr der Cofinus der Waintel (5, 5) Den
Cofinus des Bogens (& + o + o' + o
o). Wollte man die Tafeln fortfeen, fo
ducfte man nur unter dem Ginug, die Glicder des
Cofinus fdhreiben, an bdie Lheile des Sinug mir
c", an bdie des Cofinus " binjufeen und man
Datte fogleich ben Berth deg Sinus (¢ 4+ & - a"

< == a"). @ben fo erbielt man Cofinug
(¢ 4 ...+ &"") indem man unter dem Cofi-
nus bie Glieder des Sinug aber mit entgegengefess
ten Jeichen fhreibe, dann bdie Glieder peg Cofinus
mit ¢, bie des Sinug mit s" perbinbet, Um
dies in der Taofel deflo beutlicher ju bemerfen, Habe
ih Ddie Dinjugefesten Gilicder ebenfalls in Winfel
eingefdhlofjen.

4) Diefe Involtion gewdhee hon afle feichtigPeit,
bie man webl winfdien fann, da man die Glieder
alle fo exbalt, daf man aus den fefihern bie fpdtern
durch) Anfigung neuer Lfeile erhalt und da man
liberhaupt bey der gansen Operation Feinen BVudhftas
ben fehreibe, ber niche unmiseelbar gebraudht miirde,

Man




frem—— AIL

- Man erhaltindef febr leidye nod) folgenbe gtoente coms

e

” Binatorifhe Detftelling diefer Sinug und Cofinug,

1 Bu dem Ende parf man nur. die Glieder nady dev

2 Anzabl der s ordnen, die fie ent@a[ten. So ifts

} sin ¢ = §

f sin (¢ )= sc
+slc

: sin (a+a'+o¢”)= sc¢! =~ ss's'

| +sicct

; +s' cd

sin (e - a'4a'Fa") = s " " —s 5’5"

45 cc " —ss's" !
+ S C’ C’” — G s" 5”’ c!

+s"cd " —5's"s"¢

sin (o~ o ~= o' 4~ & 4 o)

+ s C' C”(.”’L”, — Sl s!' CIIV C"H + ss's' s
+ 5 c (/V cl/r Cu/l i g S/ S/u C c s
<1 S C (r CW Cvm R S” SHI ¢ cﬂlr
5" e M — 's"s"ec™
i ! tr i ¢ g C” Pl

=}~ § ccc G ~= 888

U e}
s cc

e N

~~ 55

AT SI SHS””CCIU.
S-Sl

" Ui
— g'g"s"ec!

i
' g'g S””CC'

Ha 2




' 4 I n e~
und cos (e o' + o' + " + ")
\ 7o USRI
e e B BnvC 1 s —ASSCTC
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cos{a+d + BUAEI RS cele B s Bc*+ D
() )

cos (a o' oo + gl =c clellc!c! - Bict+ D ¢*
G) ¢y

Hier find A', BY, C, D, E die 1fte 2te 3te
holungen

4fe s8¢ 'Co
aug ben funf

idy an, Da jede
:—_ M.‘I _}_ ‘.'Al“l

+ o) ‘aus funf Sactoren Beoftehen, unbd affe finf
ufammen  alfemal die ganje SHeibe ber

Kactoren §
Stridhe enthalten mufjen , went namlich §. *D. s's

gegeben, fo miffen nodh Hingubommen c ¢ et und

die ganje Complerion ifslstdc e ¢ cben fo

witd aug s ' s/ durdy Hingufehien dev fehlenben
/

{
o'te %

¢ ot bie pollftandige Camplepion s s s/ e
6) Gsift affo im allgemeinen

: ‘ " i —1)

sth (o 2ol o6 o Tt 2y TR )

A =Ce T Bhot- o e v

) ©)) ) ()

Y
unbd cos (o 4-ie’ + wll md %
=oche/c . c(‘n_i) Lper D c*——-F“(:*+ LR
{ (n) (n) (n)

(H yE l))

Diefe
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Diefe Sefetse laffen fih fogleih) duedh bas
Bernoullifhe Berfahren in aller Serenge ermeifens
Man  multiplicive sin (z.... 4+« (”"')) mif
c (n), ben cosinus Mit s <“), abdirve beybe Producte
fo muf man fir den sinus (¢ + &' . + ™) einen
Ausdruct erhalten, Oev eben das Gefels beobadet
wie die in (6) gegebene Formel. TMan erhate fo:
Sin (. e “(ll—l)) oo D AN i c*c(n)

n ()
4 E c*. LGP TR 5o ol Soaiie
(n) (n)
oS (g a™ 7) 2@ g ) o ()
Bc* Ay I P S(n) Fc*
(n) (n) )
Summe = sin (« + & -... OOV 20 b
; ~ (+0) ()
~—Ec* =— Gc* + ......
(n=1) (n+41)

Denn der Factor ¢ ™ in ber erfien Reibe vers
mebet offenbar nur die Menge der feblenden c; it
alfo unter dem allgemeinen Seichen c* begriffen: daf
aber A 4 s =A' und C + $® B

(m) (at+1) (n) (™  (n+1)
ift fchon oben (1. 4.) binldnglidy bargetban morden,

Der Beweis fir den Cofinus ift dem obigen
gang dbnlich, Man multiplicive ndmlidy sin (= +a’
ARy “(n-—x)) mif ~ & (“% und cos (e o

SR




pei— 215

e e ac(n_l)) mit ¢ ™, die Summe giehe
dencos(a+a . ... T o (“:), per dag Gefefs in (6)

beobachten muf wenn beyde Formeln, ichtig feyn

: follen. Sych fage, wenn bende Formeln ridhtig feyn
' | follens Denn bey Dem gegebenen Beweis firr die Fors
: mel bes Sinug brauchte man den Yusdruct fur den
Cofinus, fo daf alfo der Beweis nichts beweifen

' wiirde, fobald jener Ausdruct efwas unwafres ents
Bielte, Beyde Formeln find namlich fo genau mit

cinandetr verbunden, daf man nur bepde jugleich

und eine durd) die andere beweifen Pann: aud) ifi,

’ genau genommen , das combinatorifdye Gefels, das

ten Sinus und Cofinus ausdriict, faft das ndims

. lide; ber gange Unterfchied beftehe davin, Daff der
; Sinus die rfte, 3te, 5t ... alfo Die ungeraben
) Claffen entbalt, da hingegen der Cofinus die 2te,

ate, 6te d. b. die geraden Combinationsclaffen ents

palt. €s ift alfo

1, ¢
; A m(n ”) s n>: ST L3 -—s<®A‘ o¥
: (n)
; +0s® o B ® o+ L,
(n) (n)
S cos (a4 «'.... +a<n—”) c(n): c C'C”----Cn—xc L
. B‘c*c(n)-i- D™ L e e @) IR A DR,
y (n) (n) n)
d Gumme = cos (¢ + &' ... T+ & ) )=cc'c" iy
! — Bc* + D= Fc* 0,

(nt1) (1) (1)
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) SBir Bemerfen nur nod), daf man bdie ges
"

gebenen Tormeln aud) nach den Cofinus ¢, ¢, ...

Patee orbnen gonnen, und dadurd) Augdrude erhals

ten haben wirde, die den gegebenen fehr abnlich

gevefen waren.  Die feplenden Gliever in jeder
Comyp

gemefen
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