





DE
RATIONIBVS REGVLARVM, I
QVAS CALCVLVS DIFFERENTIALIS IN &
CONSTITVENDIS PVNCTIS CVRVARVM i
MVLTIPLICIBVS, ET SVBTANGENTIBVS {1y
IN [IS AD HAEC PVNCTA DVCENDIS B
OFFERT (i i

5 4l

ToN=CO L REA R :
FACVLTATIS PHILOSOPHICAE LIPSIENSIS o
S o e, T R T <’r
PR OO0 0 i

N L B A D EAMiL OFB TAIIN EXN:DHO _ I
Bl S Vel T i
GETORGIVS HENRICVSBORTZ ,\

PROF. MATH. P. O. AC COLL, B. MARI\F VIR G,

BRI LRI LA ST NS
; R ESSeBR0 N DB Ne: Tl
BAROLO FRIDERSEO HINDENBVRGIO
DRESDENSI
p. XXVI AVGYSTL CID 1D CCLXIX.
,,ﬁﬁw__’——————
bt Dl LT s S O

Bes . O p F L.CLN As LIAN G ENH B K







~De punéis curvarum Algebraicarum muldiplicibus, ac
2, in fpecie duplicibus, triplicibus - - # tuplicibus, quo-

, rum confideratio infignem Geometriae fublimioris
WHr  partem conflituit, inter caereros Geometras EVLE-
Vs atque CRAMERVS VV. Ill. luculentiffime egerunt.  Diuer-
fam tamen vtrique inierunt rationem. Nam £vrErysin Intro-
ductione ad Analyfin infinitorum L. II. §. 295-302. breuibus
haec pun@a formulis complexus eft, atque ex natura tangen-
tium absque fubfidio calculi differentialis deriuavit.  cra ME-
RVS autem irr Introdutione ad Analyfin curuarum Algel?l'alca-
rm ¢, X. in iisdem his punétis determinandl_stct apunclis cur-
Uarum fimplicibus dignofcendxs. compendiofa vfus eft aequa-
tionum transformatione, ac inprimis Abbatis de cva Analyti-
€0 Triangulo. ~ Quum principes hos libros, ex quibus fera
Pofteritas Geometriam difcer, primum l.egerem, acea, quae
M duumuiri de punis curuarum mulnphcﬂ?u.s demonﬂmﬂ'e;?r?
Meditarer,in mentem iam tum veniebat experiri,num calculus dif-
ﬁ:rentialis, cuins in refoluendis problematis, f“b.f‘dl}‘a’_'cmes curua-
*Um concernentibus, quo etiam punéta multiplicia curuarum
re-
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referenda funt, elegantia ac praeftantia cognita eft, aliquem
tum in iis dignofcendis, tum in ducendis ad ea ﬁ1btaxlg§11t1b115
viom praeftarer.  Quam viam ingredienti illico patuit, 108
multo labore opus effe ad conftituenda horum punétorum crl-
teria. Sumta enim qualibercunque aequatione curuae al_geb?al’
ca¢, qua punétum eiusmodi multiplex continetur, nil}ll ali¢
requiritur, quam inueftigare eos x et y valores, qul fiubft
tutiin acquationem, efficiant, vt tota enanefcar atque €o modo,
vt ex primis regulis acquationum conftar, ‘indicium pracbeanf
punétum effe in curva.” Quodfi iidem valores in differentialem
aequationis illati, eandem denuo deftruant, curuae punctum
eiusmodi, vt ex fequentibus vberius patebit, eft neceffari
multiplex.  Sumarur, exempli gratia, aequatio a CRAMERC
Fig.LL. ¢ §.170. propofita, in qua IK axis y, AB axis % 13071”f”r"
Fiat x=0 orit y* —gy* + 16y°=0 Ergo y=o; y=o0; y=4 W
uam bis contingit 7K et Ff = 4 acconftitnatur ea pumo

loco; fecundo vero ponatur eius differentialis
L) 7*—80° — 1249 + 16)* + 48wy + 4xx —645=02
IL) 493 dy — 249%dy — 24y dy — 129 dx 32}””

t 48xdY Kk 489 dx + Sxdx — 64dx = o.

Ex infinitis & et y valoribus, in verasque inferarur valof

% == y == 2, non folum primaaequatio, fed etiam altera, aequd
bitur nihilo. Punétum itaque ad x = Y =2, non folum €
1n curua, fed etiam multplex efle deprehenditur.  Quoruple®
autem fit, duplexne an vero triplex, cognofcetur ex tertia for*
manda columna, in quam ingredietur differentialis noua, qua
fi dy etdx, ex rationibus pofthaec adducendis, conftantes PO~
hantur, ita erit comparata ;
L) 1232 gy . 489 dY? e 24 XdY? — 48ydxdy ¥ ;2’13’“
* 96dxdy + gdx* = o. ‘
in qua, illatis prioribus x et y valoribus, cum non euanefcat A%
qQuatio, punctum curuae eritnonnifi duplex. Quodfi vero echaec
b columna
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columna euanefceret, punétum -effet triplex, continuataque
eiusmodi differentiatione, fi et fequens differentialis ab iisdem
valoribus deftrueretur, pun&tum eflet qlladgllplex etc. . Atque
hac ratione facile eft iudicare, num curua aliqua propofiea ha-
bear punéta multiplicia, et quotuplicia €a tandem fing.

& TR

Difficilior vero eft fubtangentiumin curuis, ad eiusmodi pun-
&a ducendarum, determinatio. Nominando enimin aequatione,

quam §. I propofuimus, abfCiffas y et femiordinatas x, fubtangen- gy s,

xdy
tium formula notiffima erit= —— Cum vero ratio dy:
; dx
o
dx in differentiali prima fiat indeterminata, h. e. = —
(e}

ipfa fubtangentialis formula erit indeterminata, licet curua in
hoc punto habeat non ynam, fed duas tangentes determina-
tas. Quamquam autem hac ratione certiflime colligitur; pun-
&um ad x == y = 2 effe multiplex: ramen per calculum diffe-
rentialem, fepofitis aliis methodis, quae eodem fundamento
Nituntur, breuioribus interdum, deteriminatus valor — non
dx

apparebit, nifi in fubfidium vocetur regula , ab Il HOSPITA-
10 in praeftantiffimo libro: Analyfe d.cs' 111ﬁ1}em§nt.pct.1ts,
artic. 163. tradita; ex cuius nimirur_n praefcrlpto_h-a&loms eius-
Modi numerator pariter ac denomunator {eparatim differentian-
di ac diuidendi font.  Tanta eft huius regulae amplitudo atque
Vtilitas, vt Ill. 10HANNES BERNOVLLIVS ¢am non folam d-
gnam indicarer, cuius inuentae gloriam fibivindicarer, fed ctlam
Perficerer,fanciendo, quodfiaccideret,. vt noua fractio ex diffe-

A2 ren-
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rentiatione fra&tionis alicuius orta, eadem laboraret difficultate,
1. €. nouos acquireret terminos, fefe inuicem deftruentes et 10
nihilum abeuntes, (vtin pundis triplicibus etc. neceffario g
denuo eam differentiandam effe ac dinidendam, donec deter”
minatus prodeat valor. Tom. L. Op. omn. No. LXXI. Gunl
itaque in antecedenti exemplo fit

dy 13)* — 48y —'8x + 64

dx 43 — 249 + 329 = 245y + 484
aut, falta divifione, et fubftitutis y — x — 2

dy 393 _ 12)—~2% + 16 o
— [
dx Y} — 69 + 8y — 6xy + 125 o

hinc, ex regula Hofpitalii prodibit,
dy 6ydy — 13dy — 2dx

¥
_dx  3y%dy — 129dy + 8dy — 6xdy — 6ydx +13%
etillato y = x=2 :

dy —0dx dy* 1
fie, — = =—— adeoque — = —
. do —16dy dx? 8
xdy
Cum vero fit fubtangens == == erit Quadr. fubtang’
dx
x dy?
dx® '
4 43 1
= i s iy R
; g + o
Et fubtangens ipfa = —V {

S ‘ . z . . im
Cuiuis profetto in dignofcendis hac ratione punétis curvart

AR . i ; A l-fan..
multiplicibus ac in determinandis ad ea fubtangentibus V€ u
24




ti, neceffario venier in mentem, indagare: quomodo tandem
ea, qnae diximus, exemploque idoneo adftruximus, cum le-
gibus calculi differentialis confentiant.

g g
Recentiores Analyféos§ infinitorum feriptores, quibus Ger-
mania noftra vere fuperbit, et qui, in praeclaris, quae edidere,
{yftematibus, nihil eorum omiferunt, quae quidem ad reclu-
dendos intimos huius fcientiae receflus pertinent, _bre_tutan ni-
" mirum vt confulerent, maluerunt iffaZ pyopx_'io culusuis f_{udio
indaganda relinquere, quam 10ngxor1 difquifitione explicare;
quod cuiuis facile patebit perlegenti €a, quae Ill. SEGNERVS T I et
1L Part.II1.Curf;Math. itemque Ill. KAESTNER Vs in elementis ana-
lyfeos infinitorum artic. 372. nec non Clarifl. KARSTENIVS in
{oblim. mathefi T. IL Seét. IV. §. 38- 41. de punétis multiplici-
bus tradiderunt.. Qua propter quae olim ipfe de his medita-
tus fum, quaeque partim ex CRAMERO, partim eX SAVRINI et
BRAGELONGN! difquifitionibus, quae de hoc argumento in me-
moriis academiac Parifinae leguntur, notabiliora collegi: ea
aliquot propofitionibus complexa, ad difputandum proponam,
perueftigaturus ¢ o
L) cur in fobrangentibus curuarum ad pun&ta muluplicia
determinandis, formula fubtangentialis fiat indererminata.
IL.) quare continuata dlfﬂ}l‘L’lanHOl?C ex lege artic. 163, Ill.
Hospit. haec ipfa formula fiat determmata.‘ . i
11.) quomodo hacc cum formula calculi differentialis pro
fubtangentibus vulgari confentiant. ;
Quae confiderariones accuratiorem p_un&orum multipli-
cium in curuis algebraicis notitiam neceffario requirunt.

i

Punta curuae fimplicia funt, per quae, cum I?n in vno
eodemque plano, ynus ciusdem curuag ramus tranfit: mula-
A3 plicia
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plicia vero nominantur, vbi plures einsdem curuac rami fibi
occurrunt vel occurrere cenfentur.
NV

Duo nimirum in lineis curuis algebraicis, de quibus fo-
lis in hac differtatione agirur, confideranda veniunt, Primo
loco fefe offerunt earum rami, qui aur in infinitum excurrunify
et vel ad hyperbolicum, vel ad parabolicum genus referil fo-
lent, aut fpatio finito includuntur, ac generali nomine CUrié:
rum oualium infigniuntur, Atque hac camorum confldef'a'
tione, optime et facillime poflunt curuarum ordines in genet?
ac fpecies difpertiri; Quod, qua via ac ratione ex gcncra_llbus
quorumuis ordinum curuarum aequationibus deduci poflit, 7
luftris evLER VS docuit, in introduéione ad Analyfin infint
torum, vbi non folum feiones conicas pertraltauir, fed e
iam curuas tertii, poft Neutonum, et quarti ordinis in g'cncl:a ac
fpecies dif'pef’cuit, enumerauit, ac earum generales proprlcm’
tes. cruit, Alterum, quod in lineis algebraicis confiderandu™
eft, fingula catum punéa concernit, quae, cum per ea vnicis
fantum curuae ramus tranfeat, fimplicia vocantur.  Ex eius”
modi fimplicibus curvarum punéis maxime notari merenttfy
punéta flexus contrarii omnium ordinum, quorum indolen
ad meliorem punétorum multiplicium intelligentiam, juuablt

Tigl paullo accuratins confiderare. . Efto itaque circulus diamett

AB, dultisque diametro parallelis chordis, CD, cd, udpw+
&a peripheriae A et B a diametro feCtae, (per 15. Elen. I1I-)
omnium maxime diftant; in reliquis parallelis chordis, puﬂ.&f‘
interfeCtionis C et D, ¢ et d, et d, eo funt propinquiora fibl
quo funt, quae ea conneftunt, chordae, a centro remotiores:
donec tandem, vbi fir diftantia chordae a diametro radio a¢-
qualis, punéla interfeftionis coeunt, corumque diftantia, qU&
wis data minor h. e. infinite parva enadit.  Duo itaque lélf";ﬁ;
10




Etionis punéta, quorum effe diftanta infinite parua cenferyr,
conftiruunt pun&tum contactus, quod proinde dicirur acquiua-
lere duabus interfe@ionibus,  vel intel'fe&.lonum pun&is infi-
nite propinquis. Quod fi ducantur.ad diametrum ex punctis

f CetD, c et dfemiordinatae perpendiculares, CF, DG et Y

i dg, fingulis refpondebunt diverfae abfqﬁhe AF, AG; Af

Ag, quae, quo propinquiora punéa interfeCtionum fiunt,

tanto magis ad {e’accedunt, donec tandem ad Pun&um contra-

&us 1, coincidunt et aequales fiunt. Quare in pun&o conta-

Cus, facile mente concipi ppreﬁ, duas fa&tas cf.I'e tangentes ae-

quales, itemque duas ordinatas duasque abfciflas acquales et

elusdem figni omnes. Multiplex ewsmodi proinde vocanda
erit tangens fe111i01~qix1ara et ab[&lﬂ'a; et quidem duplex' , fivna
tangens vel femiordinata vel abfciffa id praeftat, quod in curua
propofita pracftare duae deberent; quod aliter concipi non
poteft, nifi fint hae lineae, et aequales inter {¢ et eiusdem figni.
Cum vero reta linea, curuae in tot folummodo punthis accur-
vere aut eam fecare poflit, quot exponens fupremae incogni-
tae in aequatione curuac vnitates continet: tangens circulo, vel
alii lineae ex fetionibus conicis, in nullo puncto practerea oc-
currere vel eam fecare potet. ; Rty
Sumta aequatione linearum curvarum tertii ord1.m‘5, il-
lico patet , ¢ex dimenfione femiordinatarum vel abftiflarum,

Curuam g reta ter fecari pofle. Coeuntibus autem duabus

nterfe@ionibus in punétum contattus ; fiert poteft, in hoc

CUruarum génere, vt tangens ad}.mc‘f'emel curuae occurrar,

> famque fecet.  Quodfi yero tertia¢ interfeltionis pun@um,

‘ 18 accedar , et elemento contaltus fiat quauis data diftantia

J Pl'opinquius: tangens in eodem elemento tangit et in_e'xrremx-

tate ejyg faear curuam.  Eiusmodi tangens, quag fimul 1n pun-
is infinite propinquis tangit et fecat clruam, produta nus-

Mam practerea curuae, tertii quidemordinis, occurrere ea}nque
i egare
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fecare poteft. - Ipfa autem tangens, abftifla ac {femiordinata
eam habent multiplicitatem, vt fint triplices, conftituantque pun-
&um flexus contrarii.  Contactus itaque in puntto flexus cof-
trarii aequinaler tribus interfeCtionibus infinite proping"
pun&umque eiusmodi non folum per methodos cognitas €%
aequatione colligitur, fed etiam vifibile eft.  Neceffario epEn
e.g. ramus, qui ad tangentem conuexus eft, fi ad eum et
tium accedat interfeGionis pun&um, fic, vt atangente productd
fecari poffit ramus, eidem tangenti fitconcauus, ‘confpiciendum”
que fe praebet pun&um flexus contrarii, quod proinde vocat!
folet fimplex feu ordinis primi, et proinde imparis, eftque V2 I
bile. - Progrediendo ad curuas quarti ordinis, pariter animac:
vertendum eft, reftam curuas eiusmodi in quatnor punékis fe-
care pofle.  Coalefcentbus autem duobus interfeGionu™
punélis in punéto contadtus, tangens quae ducirur ad cont#
&um, in ducbus.practerea punétis occurrere poteft curuae; ¢
cedente porro infinite propinque tertio interfectionis punétos
ad extremitatem contatus oritur pun&um flexus contrarii; €t
coeunte denique etiam quarto interfc&ionis pundo, orirur du°
plex pun&um conraétus, fiue punctum flexus contrarii fecund!
ordinis , ideoque paris gradus, duobus nimiram tangentium
elementis inter f& coniunétis.  Gallis hoc punftum dicitur /27
pentement , eftque inuifibile. Tangens in eismodi punéto a¢
quinaler quatuor tangentibus aequalibus, - itemque abfciffac a°
femiordinatae funt quadruplices, nec poteft elusmodi r:mgcﬂs
curuae propofitae amplius occurrere. ~Afcendendo autem &°
curuas {uperiorum ordinum puntta flexus contrarii pariter de-
prehenduntur efle vel imparis ordinis et vifibilia, vel paris 0%
dinis et inuifibilia. ~ Atque ex his, quae paulo vberius explic®
vimus, facile colligitur:

1) in punéo fimplicis contaftus concipi poffe dvas

rangentes fibi aequales eiusdemque figni, -duabusque acqlll;ﬂl‘
us
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bus femiordinatis pariter 're{pondcge d.u.as abfciflas aequales
codemque figno notatas. ~Atque his niutur methodus Carte-
fiana determinandi curuarnm tangentes.

1) in pun&o flexus contrarii ordinis primi tres concipien-
das efle aequales tangentes , tres abfeiffas ac felnlol~d1_nata5,
eiusdem figni omnes. ~ His niutur %net'hodus determinandi
punéta flexus contrarii. Quo complicatior autem curuarum
natura in altioribus ordinibus fit, €o C'hfﬁClllOl' eft re@tarum ad
punéa contaGuum ducendarum relato. Cum vero haec re-
&arum muldplicitas oriatur ex ac.cc'eﬂ‘u mutuo elenlentO}'L1111 in
curuis, cogitatione ac mente conc1plendorum:‘ per omnia haec
pun&a non nifi vnicus ramus tranfit, ac proinde punéta haec
fimplicia vocantur.

§. VL

Prius autem quam ad punta multplicia inueftiganda
progrediar, neceflario notandum duco::

I) principium illud geometriae fublimioris, quo curuaa
recta in tot punélis fecari pofle afferitur, quor exponens fipre-
mae incognitae in eius aequatione vnitates continet, non €o
fenfu interpretandum effe, ac fi refta curnam alicuius ordinis
femper in tot punélis fecarer. - Nam his verbis folummodo fu-
premus in quouis ordine illlter[éé't.ionun} numerus mfixcatur, yl—
tra quem interfectio amplius fieri nequit. Poflunt mt.crfcéhoj
nes quaedam fieri imaginariac, poflunt in quouis 01‘dme.ﬁum
ciusmodi hypothefes , quibus pofitis alterutrius coordinata-
- 1um vel etiam ambarum exponens ita MInuitur, vt tamen cur-
“vae ordo non deprimatur. Quod cum fieri pofiit in conicis,
parabola, v. c. et hyperbola ad afymP“?f0§ » multo magis in
Curuis tertii ac fuperiorum ordinum contingir. " ;

1) in punétis flexus contraril fimplicis , duplicis etc. af-
ferui duplices, triplices etc. effe tangentes, abfeifas et fenél_-

B ordi-




ordinatas: fieri vero non implicat, vt ipfa femiordinata vel ab-
fciffa, aut etiam alterutri’ re@ta parallela, fiat tangens.

Cum ex praccedenti annotatione femiordinata vel abfcifla
autvtriusque exponens, faluo curuarum ordine, imminui pOfﬁff
confequitur, vt, pro varietate acquationum, abfiffa magis mult
plex effe poflit quam femiordinata, ac vice verfa, - Omnis haec
fubtilitas contaétuum interfetionumque reCtarum cum curtts
€x curuarum aequationibus diiudicanda eft, quae folae contl
nuitatis in iis obuiae legem exponunt, et fine quibus difficulter
ifta animo concipi poflunt.

§. VIL

Alia vero puné&torum multiplicium indoles in eo pofit3
eft, quod pun&a illa vere fint mathematica, ac ipfae curud®
quae {ibi in his punélis, vel contingendo, vel decuffando 0
currunt, omni careant latitudine.  Quare eorum multiplicitd®
ex occurfu plurium ramorum vnius eiusdemque curuae aeft
manda eft.  In pundis vero fimplicibus, quae pariter ex ¢U&°
uartim aequationibus dignofeenda funt; multiplicitatem tanger-
tium femiordinatarum ac abftiffarum, oriri ex eo vidimus, quo
elementa vnius curnae efiusque interfetiones ita coeant, vt nuk
la ramorum fiat interfetio §. . Quod aliter eft in pun&is
multiplicibus, quae et ipfa fant multiplicia, quia ad diuerfo$
ramos {pectant, aeque’ac femiordinatae, abfiflac, et tange®
tes funt multiplices, h. e. aequales ét eiusdem figni, quia €4€
dem ad diverfos ramos.referendae.  Sumfimus §. 1. dari pi¥*
res eiusmodi curuarum aequationes, quae punéta ynu][ip]icia
compleGtuntur, vbi certis valoribus x et y in aequation®™
ereius dlﬁ‘cy‘cntiales inferendis, loca curuaeinueniri facile poffunt
circa quae illa punéta haereant. Sed multo euidentior appﬂl'e[’
ramorum partim, in vnacademque curua plurium, fiuead conta”

&um five ad decuffationem occurfis,partim vero re€tarumad €10
mocdl
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modi punéta ducendarum multplicitas, fi aliorum ordinum,
e. g tertil, quarti exempli loco fumantur agquationes, quae
curuas exhibent, quarum omnia pun&a_t ful}t fimplicia; in qui-
bus vero, fimulac ipfarum x et y coefficientium conftantium in-
déterminatorum aliqui vel evanefcereponantur, vel eorum ra.
tio ergafe certo modo determinetur, ormuntur pun&a multiplicia,
Quod vt eo melius appareat, viam elpsmodx aequationem
tertii ordinis curuae, cuiusmodi plures in recenfionibus cur-
Uarum tertii et quarti ordinis Eulerianis occurrunt, €o modo
traGtabimus et explicabimus. Exemplo fit:
ay: — x5 % (b==c) ¥* * box = 0

in qua deeft y*.  Eadem redudta fit:

J’=i ‘/‘.V,__bx,+t.x-_‘b;x=_t.fx(x“+cx—bx-—bc)
‘ v e Ya
+
== ¥ (x—20), (¥+7)
Va

Sumtis itaque « pofitiuis ac > 5 curua ex duobus conftat ra-
mis in infinitum excurrentibus.  Ponendo vero x = & fit

Y =0, et curua in hoc puncto fecar axem abfciflarom. ~ Quod ik 5

fi autem ponatur y == o fitwx =0, x = b, & = —¢, quod
indicio eft, abfciffarum axem vlwra b excurrere. Fiat nunc
AB == b atque A fit origo abfciflaram, vnde % pofitiuae
progrediantur verflis dextram quamdiueft x < b, femiordina-

- tae fant imaginariae, et intra limites 4B nullus curuae ramus
extenditur. Indagandovero curuac duftum in regione abfcis-
{arum negatiuarum, aequatio ad cam regionem accomma-
data erit

et USSR mm—

V& (=x=0).(—%+¢)

o i —— G—— ———————— S

v a
B 2 L P

¥
y=—




Fig, 4.

Fig 5.

J'='i V (%% & 26) (=% + ¢)

Va

Totus eus dudtus pendet a ratione x ad ¢ quod fi ,poﬂi{m“
“=cfity =o0j etfi x > ¢, fiunt femiordinatae imagihariac:
Ergo vitra AC = ¢, curua non excurrit.  Ponendo Ver0
% < ¢ duagrefpondent curuae femiordinatae, quae, cameftx =0
et =0, fiunt=0.Curuaitaque in regione abiffarum negatinartm
conftatex oualifigurafeu nodo, qui cum recta 4B ramisque duo;
bus in regione pofitinarum x, conftituit curuam,aequatione 4 Y
=x3+ (b—c)x*+ bexw=o0, expreflam, in qua omnia puncta
font fimplicia. :

Concipiatur nunc fieri 6 = o, aequatio murabitur i 2%
—x* — cx? =o: Neceflario itaque punéta curvae A et
coeunt, rami in regione pofitiua obuertunt conuexitatem a¢
€x vnico ramo fiunt duo in punétis 4 et B, f{e coniungentes
ad continuationem ramorum nodi, conftituuntque punum
duplex ex decuffatione. ' Fa&ta enim Y ==0 et x = o tota aé:
quatio euancfCit, iique valores per regulam §. 1. in differentia-
lem

caydy=3x*dx ~ 2cxdx
ilat, eam deftruunt, fed pofiti in

ady® = 3xdx? cdx
eam non deftruunt; ergo punétum hoe eft duplex.

Fiat practer b = o etiam ¢ == o euanefcet nodus, et 2¢-
quatio remanebit ay* = x3 conftituetque cufpidem, cuivs
punétum B eft duplex, quia pofitax= o, fit y=o0, y=0
et vice verfa pofita y = o fit ¥ =0, x — 0, ¥ =0, qui V&
lores In aequarionem ipfam aeque ac in eius differentialem fub-
ftiruti, ambas deftruunt. Tandem fruara re@a by fiatc =0
Aequatio generalis fit:
ay® — x3 4 bxx=o

Totus
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Totus nodus reducitur ad punétum, quqd, licerareliquis curuae
ramis fit feparatum, attamen vi acquationis ad eandem lineam
pertinet. ac omnia punéi duplicis, licet inuifibilis, habet criteria,
foletque vocari punttum coniugatum.’ Curua ter occurrit
axi abfeilfarum's femel in B, bis in 4 in quo hé}eret Pun&um
duplex; His fimilia in notiflima curnarum quart gener_is, con-
choide, per determinationem mutuae rations coefficientdum
conftantium indeterminatorum eruentur, quacin exen}plo alla-
to per pofitionem vnius velvtriusque dgdu&a mdctermmfutarum
— 6 dedu@a funt, pluraque in ordinibus curuarum altioribus

OCClll'l'Llll t.

Tig, 6.

§. VIIL

Confequitur ex his:

I) nullam ex conicis fectionibus pofle habere punétum du-
plex. In generall enim carum aequatione:

akbyFcxtdy® +exy F fr*=o0

nulla ewsmodi indetermitatorum coefficientium determina-
tio cogitart poteft, vt rami vnius elusdemque curuae
conicac fefe interfecent.  Accedit, reftas ad punéum du-
plex ducendas, ‘in illo bis fecare curnam, ac praeterea adhuc
in tertio ordine femel eam fecare pofle, etin altioribus ordini-
bus pun&um duplex habentibus, id plus fimplici vice fieri pof-
fo. Ex ssdem rationibus curuae tertii ordinis punctum tui-
plex habere nequeunt.  Nam in eiusmpdi puncto tres {ibi oc-
currunt vanius eiusdemque curuae rami, rectac ad illud ducen-
dae fiunt triplices ac practerea, {altem fi opus eft,, quod et in
antecedenti propofitione intelligendum, mutata origine ¢coor-
dinatarum, adhuc femel occurrere poflunt curuae.

Ergo in genere, in nullo curuarum ordine punétum tan-
tam multipliciratem habere poteft, quot habet _VnitatCS €xpo-
nens fypremus ordinis eiusdem. Quot vero puncta multipli-
cia ordinis infetioris, curua ordinis fuperioris fimul €. g. quot
B3 A punéta
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punéta duplicia fimul vna eademque curua quarti ordinis vel
quot punta duplicia, triplicia etc. fimul habere pofit curua
oftaui ordinis, ea difquifitio eft altioris indaginis, et ab IlL
crameroc X §. 180. copiofifime illuftrata. :
1I) quam in punthis duplicibus varietatem §. 7. obfer-
vaui: eadem locum habet in triplicibus etc. eaque diftribui
optime poffunt, in puncta multiplicia vifibilia et inuifibilia fen
punéta coniugata. In fubfidium vero vocatis, quae §. 5. de
punctis flexus contrarii dia funt, facile patet, in puncto du-
plici ex decuflatione ramos progredi pofle vel fine inflexione,
vel vt alteruter habeat vel vterque fimul, pun&tum flexus con-
trarii; ex quo varia punttorum dyplicium genera, pluraque
wiplicium etc. deduci poflfent. Verum, cum ifta quidem fint
cognitu iucunda, parum tamennos, in his, quaeinftitui, inuent:
ad reliqua nunc peragenda pergam.
§. IX

In pun&o duplici duas femiordinatas et abfciffas, in tri-
plici tres femiordinatas ac abfciffas in » tuplici » tuplices femir
ordinatas et abftiffas fieri aequales et elusdem figni, idque ab
occurf duorum vel plurium ramorum dependere, ex iis quae -
in fuperioribus difputavimus clarum eft. Cum vero in pun-
&is duplicibus curuae tertii generis adhuc femel alterutra coor-
ioribus, quae eiusmodi punctum habent

dinatarum, et in all
curuis, in pluribus curuae occurrere poflit puntlis: vtram vna
vel reliquae interfe-

coordinatarum fecet curuam vel ambae,
&tones fiant imaginariae, id dependet :
1) acuruae, punftum duplex; triplex etc. habentis aequé-
tione, ac in fpecie a dimenfionibus coordinatarum, cum altet-
utrius exponens minui poflit, quoad ordo curuaenon mutatut:
2) a diverfa conflitutione originis coordinatarum, ac €&

rum permutatione. Vnde in fpecialibus cafibus facile id, 9%©
conpin-
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contingit, decernetur. Vi pofterioris afferti veritas perfpi-
ciatur, iuuat, ea quae diximus, exemplo Uluftrare, quod lucem
veliquis affundere poteft. Confideremus curuam quarti ordi-
nis, Conchoidem, cuius notiflima acquatio eft : ;
¥t 2053y Yw? =242 bx — 0682 =0
+ 52
—

quae conchoidem fuperiorem ac inferiorem repraefentat. Po-

{ito enim — pro =+ x in aequationem, prodibit inferior, nec

nifi termini dimenfionis imparis alia confequentur figna. Quia

In ea deeft y*, indicio hoc eft, cuilibet x refpondere duas y

aequales et oppofitas, cuilibet vero y, cum x fit quartae di-

menfionis, quatuor refpondere debere abfciflas.  Sed cum

duae fe tantam confpiciendas praebeant, reliquae duae funt vel

prioribus aequales, vel impoffibiles. A

Ponatur x = ¢ fiet ex
#FYP=atxt et b gt B gt 26%83 mm x4
asE-—— 0 €Tg0y-=o; == o)
Subftituatur in eandem, x = — g fiet itidem aequationis teymi-
nusa®y® =o., EftitaquexFa=o, acque ac x — a = ¢
radix aequationis, et produ@tum ex radicibushis: x * =~a *=o
dividet
~x* — 2053 v a® }x’ + 2a4%bx 430" = o
—b*
vt quotus fit: :
— x% —2hx -~ b2=0 Ergo radices ex
x* o 2bx 4 b2xpb=0, ¥ + b= o ergo
dyx=—0fity=o0. =0

Cum itaque fit:

IOt = b 2% b a2 D By b e NI x?
= (ab + ax)* — (bx o x?)*
=4 (b 4 %)% —x* (b +¥)*
=(at —x%) . (b ok %)* 5

V)
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Erity = (b x). Y (3% =% *)

fiat b < a ac practerea x = — b fiet y = 0.
deratione vlteriori abfciffarum ac femiordinarartim indicat no-

X

dum ac punétum duplex, idque confirmat regula §. 1.

Quod ex confi-

x* 4x3dx Fr2xtdx®
J 2bx3 + 6bx*dx Fr2bxdx®
oy 2a® + 2yx2dy 4y xdxdy”
b2 x® + 2y2xdx +2x2dy?
—a*x* F2b®xdx + 2y*dx? !
—2a%bx i F 4xydydx
= el —2a%bdx Fabdx® !
—2a%dx*
pofito 3 = o y=— o0, ¥x==—=0b illatis iisdem valoribus
et x—— = b fit diff. == o non fit =
Aequatio tota fit =0 |
ergo punflum curuae ad y = 0 etx ==— 5 eft duplex. In

co vero duae femiordinatae oppofitae neceflario fiunt aequales
et eiusdem figni, et ex natura aequationis perfpicitur plures in
‘ wig.shoc puntto non dari pofle femiordinatas.  Cum vero per
candem quodiibet y quatuor x habere debeat: duae fiunt in

pun&o duplici aequales, feilicet 4 == — b quatenus pertinet ad
ramum K CR. Eademque x == — b quatenus pertinet ad
rdmum p Cm. Reliquac duae abfciflae curniae occurrunt cuim
fitx=getn=—a.

§o: X,

Cum aequationes quae irrationales quantitates nullas ha-

bent, totius curuae indolem exponant; ea intellectui cogh?”
fcenda
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{eenda praebeant, quae fenfibus non-aflequuntur; omnium ac
fingulorum pun&orum quae funt in_CUTUis naturam determi.
nent; punctis vero duplicibus uiplicibus - - . 5 tuplicibus,
duae tres - - # tuplices {emiordinatac et abftiffae acquales e
ciusdem figni refpondeant, et vna in tertios vel pluyeg i a1
tioribus curuarum ordinibus inaequales adefle poffine §. 9.
Confequens eft, vt aequationes, quae Vel, ipfae per fe Punéty
multiplicia continent, vel, quae determinando coefficientes
indeterminatos ad einsmodi pun@a reducuntur , contineant
plures radices, 1. e. valores y et x z}equales _eiusdemque
figni, qui fi, in aequationem ipfam, ewsque differentialem
pro incognitis fubftituantur, totam aequationem .faciunt euane-
{tere, ac indicium praebent, puntum eiusmodi non folum in
curua, fed etiam multiplex efle,

§7- Xq;

Quod fi vero in faltores fimplices radicales foluitur ae-
quatio, per quemuis eiusmodi faGtorum non nifi ynus curuae
ramus repraefentatur.  Cum autem punéta multiplicia non in
fingulis ramis curvarum extent, fed ex concurfy plurium ra-
morum oriantur §. 6. quanguam in ‘aliis cafibus refolutio ae-
quationum in Factores radicales aliqua commoda pracftat, ta-
men in punétis multiplicibus impedimento eft, quominus ea
cognofci poflint,

Aequatio . g. §. L. propofita refolui poteft in fequentes
Fadtores fimplices :

Vw2 i 4 20
Y2 Y 4ty g4 2¥=0

‘)’—~2+‘f:—;_‘f4+2,\’=o

————

9 2= Vigx —y gh2x=0
C

v

Quodf
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Quodfi ex fingulis ad y = & = 2 quacrantur punéta, esunt
illa non nifi fimplicia,
§. XTI

Si-aequatio € = ¥% 4 Bx? "X o o on- - B=0;
continens radices complures acquales et inaequales, multipli-
ceturper feriemindicumac dinidatur per x: Aequatio inde orta
D continet omnes radices aequales, eliminata vna. Sint radi-
ces aequales — u earumgue NUMErus = 2 vocerur P produ-
&um ex inaequalibus, erit:

' (v x)*. P=C

Sed
(u-j-x)z=uz+zuz""x+z.(z—-1)u="“x’---_
X3

Ergo:

<”+"'}i-P=P.(zlz+zxxz’—'x+z,(z...,)uz—-ix2_,)
- v O o e
Fiatexpraeripro: = — Toar. 14

x x o

Ergo (u+ x)* . P, multiplicatum per feriem indicum per &

diviforum
Erit = P (owar ik z.(z=1)8* " *xtz,(z-1)(2—2)

Eets S AT
I. e,
AT A i )
P (o (e it P DT
) B

=P (2. (a4 x):~'=D
quac continet omnes radices acqualcs practer vnam, quac eft

climinata. Quodfi denuo aequatio dividatur per © > 1 °°

2
R

eliminabitur denuo vaa aequalium, fierque £ =
(# B x)*— &P




XIX.
_ Haec regula etiam valet de acquationibus, quae ra-
dices imaginarias aequales” connent, €t cum exponentes in
agquatione bene ordinata progrediantur in progreflione arithme-
tica: regula cum HVDDENII X de redudtione aequationum, tra-
&atui - Geometriae Cartefianac Ed. SCHOOTENII inferta,
¢onuenit.
Quodfi eadem ad cafus fpeciales apphcctm', confequiturex
genefi coefficientiom, duos terminos vltimos acquationis, ties,

quatuor - - - euanefCere pro NUMeEro Nimirum radicum aequa-
lium. Ponatur exempli loco:
Ph g x? F 108x % = 304X +.320 = 0

cui aequationi, cum tes aequales radices refpondeant,. tres
vitimi termini euanefcunt, transformando propofitam fic, vt

ponatur y == % — 4. Erit itaque

2t — g% + 16y + 96y* + 256y + 256
.—17.\3 fr— ....17_),3_204.)’1_8163}_1089
SHegn —— + 10897 4 864y + 172
SRR L = 354y — 1216
Yoo o= Xl
Ergo x% = 174% + 1084 ='g044 +7 320 =% =3°
Hinc y==o04 y=04 y==03 ) ==1I
Traque cum fuperius pofuerimus y == x — 4, prodit x = 5
¢t exempli loco pofita aequatio== (% — 4)* (¥ — 5)=0
§. XIIL

. Ex quo apparct, per regulam HV DDEN11 fuccefliue eli-
Minari pofle radices aequales ex aequalons, ac cam, eliminata yna
acqualium , fubfhituta altera, euanefcere, quod toties contingere
necefle eft, quoties multiplicatione fatta, remanet adhucaequalis,
necradicum qu::'lir:\s mutatur, h. €. {i acquales fuerint reales, ma-
nentpoft multiplicationem tales, nec imaginariac per cam multi-
plicationem conuertentur in reales.

G0 Quae-




§, =X IV
Quaclibet aequatio, ex potentiis & et y conftans, confi-
derari poteft tanquam ex duabus feriebus compofita, quarum
vna {ecundum dimenfiones y, altera fecundum dimenfiones &
progredirur. - Quodfi earum quaelibet radices aequales conti-
neat, applicabitur regula HVDDENIT, {i prima per feriem indi-
cum y; altera per feriem indicum » multiplicetur, ac per re-

{pettiue incognitas dinidatur

Propofita fit v.c.
3% —8y% —13xp?® g 16y% F 48%9 + 44 % —64x =0
Fiat A

Yt —8y? — (12X == 16) 5> + 48xy + 44% =0

— O
4 3 2 I fe)
¥ v Y, & o
B
H4x% — 129 + ¥
+ 48y ext—833
— 64 — 16y*
2 I (o]
X -_x X
Prodit D
493 —249% o= 24x9 F 329 ¥ 565 — 12%2
+ 489 =o

Subf}imendoque in propofitata et in D y = x = 2 vtraque ae-
quatio euanefcir, eademque ratione traftata D eliminabitur fe-
cunda aequalium. Regula iraque HVDDENII et ad dignofcen-
da pun&ta multiplicia et ad dererminandum quotuplicia ea fint,
perquam accommodata eft, eaque maxime’ nititur Theorid,
quam de hoc argumento fuppeditauit Il. crRAMERYS lo¢
faper. cit,

§ XV.



S 22X =
Diffetentiale cuiusuis aequationis obtinetur, i ea multipli-
cetur per feriem indicum, ductam in differentiale yariabilis, divi-
fum per va riabilem '
1) fi yna variabilis acquationi ineft, res eft manifefta.

Etenim,
e O gy TS FET e
Si multiplicerur per
mdy , (m=1)dy ,(m=2)dy, ---- ©
~ . ‘y y y
Efficituy

MY dy F (m=1 )ay™ T rdy F (me2)byP " 3 dy---=0

2) fi ex duabus variabilibus conftar, ordinaris iisdem in

binis columnis fecundum dimenfiones earum, ex No. I res
‘conficitur.  Sit itaque

XM g ‘,“‘m"‘l + [,xm—=yt~_‘.},t-—-x

~w===0

Erit A
XA RGBT R pgtgmamt YT
mdx  (m—=1)dx. (m—2)dx o)
o x X
B
buMm ™ gt oyt T 4 o™ ogemT) Ll
tdy (2 — 1) dy 1)
— e e
3 . y . . 1
Fafta operanone onietur differentialis
XD du g (mee 1) ax™ T de g (moen) pxm—d

o Fehx ™yt dy S (F—=0) eyt P gy .- Eg

Cum de duplicibus, triplicibus atuplicibus punis curvaram
X Ipfarum aequerionibus, ab omni Irtatiohalitate liberis, iudi-
candum fic §. 1. caeque ex duabus variabilibug conftent: dis-
Quifitione opus non eft, vtrum fi radicales fint in aequationi-
bus eadem ratione differentiales earum obtineantur,

C3 ‘ §. XVL
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§IERN. :

Cum vero'} vt iam monuimus, indices variabilinm 1
bene ordinata acquatione progrediantur in progreflione arith-
metica; differentialia vero earundem prodeant multiplicando
eas per feriem indicum, quorum finguli ducantur in raviabilis
differentiale dinifim per variabilem : idem fane efficitur hac
operatione, quod praeftat regula Huddenii. - Quodfi aequatio
contineat plures radices aequales, differentiandd aequationem
{femel, vna eliminabitur aequalium,bis differentando duae excl-
dunt, et fic continuata differentiatione elimiinari poterunt
omnes aequales radices.

Si vero in femel differentiata aequdtione,’ aequalium ra-
dicum vna in aequationem inferatut, tora deftruitur, idemque
accidit viterius progrediendo pro numero nimirum aequalium
radicum,

§. XVIL
Cum in punélis duplicibus - -~ # tuplicibuis ambae,
y et x deprehendantur -_- - z tuplices effe’, ~eacdem ae-
quales fint et eiusdem figni necefle eft. §. 8  Er cum per

differentiationem primam in duplicibus vna eliminetur acqua-
lium, remanente altera: in triplicibus poft duplicem differen-
tiationem duae exterminentur, aequales, -refiduaque fic tertia et
fic in reliquis magis multplicibus punctis : confequens eft :
in (n—1) tuplici differentiali ad punctum » tuplex fubftitura pro
x et y refidua aequalium totam euanefcere aequationem, etfic

n reliquis.  Fit ergo ratio —— non ex pofitione dx = o, ynde
dy

et dy fieret =o: fed potius ob aequales, quas continer radices-
Tam vero cum per Huddenianam regulam, aeaue ac per regt-
las calculi differentialis, fi duaetres - - - ‘aequales radices -

. . il ol
fint, duo, tres - - - evanefcant In aequatione termini, ¥
quS
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quis manentibus: patet, cur continviata, cx reg. §. I, dif

. . x . * ﬁ .
ferentiatione, ratio 7 eX indeterminata fiat determinata.
Z

§. XVIIL

In acquatonibus pro punclis duplicibus - - . tuplici-

x ;
bus, poteft etiam ex rationis o valore, et quidem num erg.

toreac denominatore, eliminari, ﬁlbﬂituendq proeo,ac eius po-
tentiis, valores ipfius in x. Quodfifit, apparel?lt,.adcﬁ‘e in pun¢tis
duplicibus fa&torem communem vnum, in triplicibus duo facto-
res communes, €t fic porro, qui hanc rationem indeterminatam
reddiderunt, iisquefactoribus exterminatis, ratio fit determinata.
Virum vero haec methodus fimplicior fit ea, quam §. . propofui-
mus, quilibet decernet, eo modo traftando aequationem §.I. Hac
vero multo comiplicatiores in punlis triplicibus - - - # tu-
plicibus reperientur. - Quaeficurus enim faltorem communem
debet

I) inuefhigare valores y in &, quod in altioribus aequa-
tionibus per quam difficile eft. :

1) fubflituere hos valores pro omnibus potentiis y.

III) ita tratare valores fubflitutos, vt ad faftores com-
munes reducantur; quibus omnibus in methodo per calculum

differentialem non eft opus.
5 KX

Supereft tandem, - vt oftendam, quomodo haec determi-
natio fubtangentium, cum vulgari fubtangentium formula in
calculo differentiali demonftrata, confpirer. Qua in re n.nhl
licebit breuiori efle, cum in recentioribus fyftematis vberrime
oftenfum fit, differentialem cuiusuis a¢quationis completam

D prodire,




prodire, fi in ea y et % ita crefcere concipiantur, vt pro ¥
Y+ dy et pro x ponantur x + dx.. Obtinebitur pro ae-
quatione qualibetcunque, aequatio , quae conftabit, fubtraéta
propofita, ex differentialium potentiis, prima, fecunda, ter-
tia ete.variis coefficientibus affetis,quae,fi per columnas ordinen-
tur aequalium potentiarum,quaelibet columna confequens,refpe-
&u antecedentis h. e. ea, qua¢ ex potentiis fecundis conftat, re-
fpeCtu columnae ex potentiis primis conftantis etc. non abfo-
lnte fed refpective, pofids dy et dux infinite paruis, euanefCet.
Quodfi itaque accidat, vt columna potentiarum dx et dy h. e.
differentialis contracta, ob radices aequales euanefcat: 1n fub-
fidium vocanda eft columna, quadratad x et y et his aequinalen-
tes continens ; et hac etiam evanefcente,vtin punétis triplicibus fit,
columna, cubos dy et d x completens, adhibenda, et fic porro.
Quod vt eo melius appareat, {cribantur Columnae A, B, etc. et
in quacunque aequatione v. . '

y*t—2x?y* + x* P 6axy® —zax—ga*y F18a%x7
— 203w 8e* =0
pro y et ¥ inferantur y + dy et & + dx prodibit,

A ‘ B C D E F
)= iy 4y°%dy |6y%dy* laydy? |dy*
—ax?yr=lma )t x? | =g X2 ydy|—8 ¥ ydwdy|—y ydydx* |~ dy* dx®
4y xdx =2x*dy* |=4xdxdy*
=29 2%dx?
Fat=  |axt FaxddxFb6x? dx?| 4 gadxdpdx®
6 axy? =4 6 axy? - 6 ay? de+ 12 aydxdy R6adxdy*
+ r2axydy| 6 ax dy*®
=T aAX=5=Fax —7adx
—40%Y" =l=qa®y2l=ga* gy~ 40 dy*
Jagatx* =yt 180 a2 (43642 xdx |4 18 4% dx?
~20a*x=—20a%x|=204%dx

+8at= |48at




Aequatio differentialis, quae fub C potentias dx et dy conti-
net, pofitis dx et dy infinite paruis, {ola conftiruit formulam
ingredientem in formulam fubtangentium vulgarem.  Hac
vero euanefcente, neceflario locum obtinebit columna D, in
pundis triplicibus columna £, €t fic in reliquis.  Hinc
€tiam patet, qua ratione haec eruendi fubtangentes ad puncta
multiplicia methodus, cum formula in calculo differentiali pro
fubtangentibus vulgari confentiat.

e Vi N
Gemina in fingulos dies perpendiculorun reciprocatio quam nonnulli
practerito ac pracfenti Jaeculo obfernari poffe exiftimarunt, le-
gitimo_fundamento carct.

1L
Propofitiones 28. 29. Elem. V1. Euclidis, quos Tacquetus in ele-
mentis Geometriae planae, nullius ferevfus effe pronuntiouit, funt
wtiliffimae.
1IL
Lunae atmo[phaeram , telluris noftrac atmofphaera multo tenuiorem
effe, ex quibusdam rationibus deprehenditur.
IV.
Infignia maxime momenta, ¢ quibus Sy flematis Copernicani prae 7e-
ligquis praeflantia apparet, \7;0_/27'0 Junt facculo demonftrata.

Qui Phaenomena Eleftrica, attrattioniss repulfionis, lucis, ex: Ae-
there explicant, reducunt Pliyfices partem ad problema: Ae-
theris principium motus, eiusdemque conferuationis ra-
tionem inuenire.

VI

Plantae [funt machinae hydraulicae viuae, vitoeque carui 1l Lone

et Theoriam, nemo adhuc a priori demon/frauit.

e % X
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