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e punctis curuarum Algebraicarum multiplicibus, ac
in ſpecie duplicibus, triplicibus-- n tuplicibus, quo-

 rum conſideratio inſignem Geometriae ſublimioris5 partem conſtituit,

rVS atque cRAMERVS VV. IIl. luculentiſſime egerunt. Diuer-
ſam tamen vtrique inierunt rationem Nam EVLERVS in Intro-
ductione ad Analyſin infinitorum L. II. 295- 302. breuibus
haec puncta formulis complexus eſt, atque ex natura tangen-
tium absque ſubſidio calculi differentialis deriuauit. CrAME-
RVS autem in Introductione ad Analyſin curuarum Algebraica-
rum e. X. in iisdem his punctis determinandis, et a punctis cur-
uarum ſimplicibus dignoſcendis compendioſa vſus eſt aequa-
rionum transſormatione, ac inprimis Abbatis de 5vA Analyti-
co Triangulo. Quum principes hos libros, ex quibus ſera
Poſteritas Geometriam diſcet, primum legerem, ac ea, quae
hi duumuiri de punctis curuarum multiplicibus demonſtræſſent,
meditarer, in mentem iam tum veniebat experiri, num calculus dif-
ferentialis, cuins in reſoluendis problematis, ſubtangentes curua-

rum concernentibus, quo etiam puncta multiplicia curuarum
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referenda ſunt, elegantia ac praeſtantia cognita eſt, aliquem
tum in ĩis dignoſcendis, tum in ducendis ad ea ſubtangentibus
vſum praeſtarett. Quam viam ingredienti illico patuit, non
multo labore opus eſſe ad conſtituenda horum punctorum crrr

æteria. Sumta enim qualibetcunque aequatione curuae algebra-
cae, qua punctum eiusmodi multiplex continetur, nihil aliud
requiritur, quam inueſtigare eos x et y valores, qui, ſubſti-
tuti in aequationem, efficiant, vt tota euaneſcat, atque eo modo,
vt ex primis regulis aequationum conſtat,indicium pracbeant,
punctum eſſe in curua. Quodſi ĩidem valores in differentialem
aequationis illati, eandem denuo deſtruant, curuae punctum
eiusmodi, vt ex ſequentibus vberius patebit, eſt neceſſario
multiplex. Sumatur, exempli gratia, aequatio a CRAMERO

Fig.L. 170. propoſita, in qua I axis v, AB axis x ponatur-
Fiat xæo erit yv3g;; I6yè =o Ergo y=mo; y=o; y=4 cur- J;y

vuam bis contingit IK et Ff æ 4 ac conſtituatur ea primo
loco; ſecundo vero ponatur eius differentialis

L) 8  1axy? 4 169 48509  Axx~4 nO.
IL) 4090 249 dy 24x5 dy  i1æay? dx 3098

4185  489dx  8xdx64 dx =æ o.
Ex infinitis æ et y valoribus, in vtrasque inferatur valor
x =y=2, non ſolum prima aequatio, ſed etiam altera, aequæ
bitur nihilo. Punctum itaque ad x 5 =2, non ſolum eſt'
in curua, ſed etiam multiplex eſſe deprehenditu Quotuplex
autem ſit, duplexne an vero triplex, cognoſcetur ex tertia for-
manda columna, in quam ingredietur differentialis noua, qua;
ſi dy et dæ, ex rationibus poſthaec adducendis, conſtantes po- i

nantur, ita erit comparata:

IIL) 1290 dy*a8yày? 25xdy? a48ydædy  32d9
96dædy V 8dæx*  o.

in qua, illatis prioribus æ et 5 valoribus, cum non euaneſcat aè-
quatio, punctum curuae erit non niſi duplex. Quòdiſi vero et haee

columna



columna euaneſceret, punctum eſſet triplex, continuataque
eiusmodi differentiatione, ſi et ſequens differentialis ab iisdem
valoribus deſtrueretur, punctum eſſet quadruplex etc. Atque
hac ratione facile eſt iudicare, num curua aliqua propoſita ha-
beat puncta multiplicia, et quotuplicia ea tandem ſint.

5. IL
Difficilior vero eſt ſubrangentium in euruis, ad eiusmodi pun-

cta ducendarum, dererminatio. Nominando enim in aequatione,
quam I. propoſuimus, abſciſſas y et ſemiordinatas æ, ſubtangen- rig..

xdytium formula notiſima erit?=| —Cum vVero ratio dy:
dx

N llldx in differentiali prima fiat indeterminata, h. e.

O
ipſa ſubtangentialis formula erit indeterminata, licet curua in
hoc puncto habeat non vnam, ſed duas tangentes determina-
tas. Quamquam autem hac ratione certiſſime colligitur, pun-
ctum ad æ 5y /2 eſſe multiplex: tamen per calculum diffe-
rentialem, ſepoſitis aliis methodis, quae eodem fundamento

dynituntur, breuioribus interdum, determinatus valor non

dx
apparebit, niſi in ſubſidium vocetur regula, ab Ill. Hos?PITA-
Lio in praeſtantiſſimo libro: Analyſe des infinement petits,
artic. 163. tradita; ex cuius nimirum praeſcripto fractionis eius
modi numerator pariter ac denominator ſeparatim differentian-
di ac diuidendi ſunt. Tanta eſt huius regulae amplitudo atque
vtilitas, vt Ill. IOHANNES BERNOVLLIVS eam non ſolum di-

gnam indicaret, cuius inuentae gloriam ſibi vindicaret, ſed etiam
perficeret, ſanciendo, quodſi accideret, vt noua fractio ex diſfe
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rentiatione fractionis alicuius orta, eadem laboraret difficultate,
i. e. nouos acquireret terminos, ſeſe inuicem deſtruentes et in
nihilum abeuntes, (vt in punctis triplicibus etc. neceſſario fit)

denuo eam differentiandam eſſe ac diuidendam, donec deter-
minatus prodeat valor. Tom. I. Op. omn. No. LXXI. Cum
itaque in antecedenti exemplo ſit

ay 12  48n8”x 64
ax 4-?  249  3292415 F 48%.

aut, facta diuiſione, et ſubſtitutis y  x 2

dy 39 I2V2X 4 I6 ſo]
Lllt4-] a;

dx 5265  896æ  127 ohinc, ex regula Hoſpitalii prodibit,

dy 65dy  1ady  2dx
dx 3 dy12ydy 8dy  6xdy  6ydu 4 126

et illato y /x 2

dy 2ix dy* I

fiet —2nadeoque
udx ai6&dy du 8

—u

Cum vero ſit ſubtangens ——erit Quadr. ſubtang
dx

8 llli 2Et ſubtangens i?ſ=a V 3
Cuiuis profecto in dignoſcendis hac ratione punctis curuarum
multiplicibus ac in determinandis ad ea ſubtangentibus verſan-
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ti, neceſſario veniet in mentem, indagare: quomodo tandem
ea, ꝗnae diximus, exemploque idoneo adſtruximus, eum le-
gibus calculi differentialis conſentiant.

5. IILRecentiores Analyſeos infinitorum ſcriptores, quibus Ger-
mania noſtra vere ſuperbit, et qui, in praeclaris, quae edidere,
ſyſtematibus, nihil eorum omiſerunt, quae quidem ad reclu-
dendos intimos huius ſcientiae receſſus pertinent, breuitati ni-

mirum vt conſulerent, maluerunt iſta, proprio cuiusuis ſtudio
indaganda relinquere, quam longiori diſquiſitione explicare;
quod cuiuis facile patebit perlegenti ea, quae Ill. SE6NERVS T.I. et
II. Part. IIl. CurſMath. itemque Ill. XAESTNER VS in elementis ana-
lyſos infinitorum artic. 372. nec non Clariſſ. ARS TENIVS in
ſublim. matheſi T. II. Sect. IV. 38- 41. de punctis multiplici-
bus tradiderunt Qua propter quae olim ipſe de his medit

5. IV.Puncta curuae ſimplicia ſunt, per quae, cu ſint in vno
eodemque plano, vnus eiusdem curuat ramus tranſit: multi-
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plicia vero nominantur, vbi plures eiusdem curuae rami ſibi
I

l occurrunt vel occurrere cenſentur.
5. V.

Duo nimirum in lineis curuis algebraicis, de quibus ſo- d

lis in hac diſſertatione agitur, conſideranda veniunt. Primo
lE lIoco ſeſe offerunt eartum rami, qui aut in infinitum excurrunt,

i
et vel ad hyperbolicum, vel ad parabolicum genus referri ſo-

il lent, aut ſpatio finito includuntur, ac generali nomine curuæ
n :i

rum oualium inſigniuntur. Atque hac ramorum conſidera-
tione, optime et ſacillime poſſunt curuarum ordines in genera

ſ àc ſpecies diſpertiri; Quod, qua Via ac ratione ex generalibus
quorumuis ordinum curuarum aequationibus deduci poſſit, I-

ilt luſtris 2 vLER VS docuit, in introductione ad Analyſin infin*-
a

torum, vbi non ſolum ſectiones conicas pertractauit, ſed er-
ſil iam curuas tertii, poſt Neutonum, et quarti ordinis in geheraac

ſpecies diſpeſcuir, enumerauit, ac earum generales proprietæ
tes eruitt,. Alterum, quod in lincis algebraicis conſiderandum

il

eſt, ſingula earum puncta concernit, quae, per vnicus
llE tantum curuae ramus tranſeat, ſimplicia vocantur. Ex eiu§l lil modi ſimplicibus punctis

Ul puncta flexus contrarii omnium ordinum, quorum indolem,
i

l ad meliorem punctorum multiplicium intelligentiam, iunabit
a FigIl. paullo accuratius conſiderare.. Eſto ſtaque circulus diametri
a0 A-, ductisque diametro parallelis chordis, CD, cd, uò pur-

Eĩli
u cta peripheriae A et B a diametro ſectae, (per 15. Elem. III.)

omnium maxime diſtant; in reliquis parallelis chordis, puncta
ai interſectionis C et D, c et d, u et ꝗ, eo ſunt propinquiora ſibi,

quo ſunt, quae ea connectunt, chordae, a centro remotiores,
donec tandem, vbi fit diſtantia chordae a diametro radio ae-
qualis, puncta interſectionis coeunt, eorumque diſtantia, qua-
uis data minor h. e. infinite parua euadit. Duo itaque interſe-

ctionis



VII
ctionis puncta, quorum eſſfe diſtantia infinite parua cenſetur,
conſtituunt punctum contactus, quod proinde dicitur acquiua-
lere duabus interſectionibus, vel interſectionum punctis infi-
nite propinquiss Quod ſi ducantur ad diametrum ex punctis
C et D, c et d ſemiordinatae perpendiculares, CF, DG et cf,
dgę, ſingulis reſpondebunt diuerſae abſciſſae AF, AG; Af;
Ag, quae, quo propinquiora puncta interſectionum fiunt,
tanto magis ad ſe accedunt, donec tandem ad punctum contra-
ctus I, coincidunt et aequales fiunt. Quare in puncto conta-
ctus, facile mente concipi poteſt, duas factas eſſe tangentes ae-
quales, itemque duas. ordinatas duasque abſciſſas aequales et
eiusdem ſigni omnes. Multiplex eiusmodi proinde vocanda
erit tangens ſemiordinata et abſciſſa; et quidem duplex, ſi vna
tangens vel ſemiordinata vel abſciſſa id praeſtat, quod in curua
propoſita praeſtare dua deberent; quod aliter concipi non
poteſt, niſi ſint hae lineae, et aequales inter ſe et eiusdem ſigni.
Cum vero recta linea, curuae in tot ſolummodo punctis occur-
rere aut eam ſecare poſſit, quot exponens ſupremae incogni-
tae in aequatione curuae vnitates continet: tangens circulo, vel
alii lineae ex ſectionibus conicis, in nullo puncto practerea oc-
currere vel eam ſecare poteſt.

Sumta aequatione linearum curuarum tertii ordinis, il-
lico patet, ex dimenſione ſemiordinatarum vel abſciſſarum,
curuam a recta ter ſecari poſſee Coeuntibus autem duabus
interſectionibus in pundtum contactus, fieri poteſt, in hoc
curuarum gẽnere, vt tangens adhuc ſemel curuae occurrat,
eamque ſeceb. Quodſi vero tertiae interſectionis punctum,
his accedat, et elemento contactus fiat quauis data diſtantia
Propinquius: tangens in eodem elemento tangit et in extremi-
tate eius ſecat curuam. Eiusmodi tangens, quae ſimul in pun-

n

ctis infinite propinquis tangit et ſecat curuam, producta nus-
Nam praeterea curuae, tertii quidem ordinis, occurrere eamque

c ſecarc
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ſecare poteſt. Ipſa autem tangens, abſciſſa ac ſemiordinat
eam habent multiplicitatem, vt ſint triplices, conſtituantque pun-

7ctum flexus contrarii. Contactus itaque in puncto flexus con-
trarii aequinalet tribus interſectionibus infinite propinquis,
punctumque eiusmodi non ſolum per methodos cognitas ex
aequatione colligitur, ſed etiam viſibile eſtt Neceſſario enim
e. g. ramus, qui ad tangentem conuexus eſt, ſi ad eum ter-
tium accedat interſectionis punctum, ſic, vt a tangente producta

ſecari poſſit ramus, eidem tangenti fit concauus, 'conſpiciendum-
que ſe praebet punctum flexus contrarii, quod proinde vocar
ſolet ſimplex ſen ordinis primi, et proinde imparis, eſtque viſi-
bile Progrediendo ad curuas quarti ordinis, pariter animad-
vertendum eſt, rectam curuas eiusmodi in quatuor punctis ſe-
care poſſee. Coaleſcentibus autem duobus interſectionum
punctis in puncto contactus, tangens quae ducitur ad contæ
ctum, in duobus.praeterea punctis occurrere poteſt curuae; ac
cedente porro infinite propinque tertio interſectionis puncto,
ad extremitatem contactus oritur punctum flexus contrarii; et
coeunte denique etiam quarto interſectionis puncto, oritur du-
plex punctum contactus, ſiue punctum flexus contrarii ſecundi
ordinis, ideoque paris gradus, duobus nimirum tangentium
elementis inter ſe coniunctis. Gallis hoc punctum dicitur ſir-
pentement, eſtque inuiſibilee. Tangens in eiusmodi puncto aè
quiualet quatuor tangentibus aequalibus, itemque abſciſſae ac
ſemiordinatae ſunt quadruplices, nec poteſt eiusmodi tangens
curuae propoſitae amplius occurreree Aſcenderido autem ad
curuas ſuperiorum ordinum puncta flexus contrãrii pariter de-
prehenduntur eſſe vel imparis ordinis et viſibilia, vel paris or
dinis et inuiſibilia. Atque ex his, quae paulo vberius explic-
vimus, facile colligitur:

I) in puncto ſimplicis contactus concipi poſſe duas
tangentes ſibi aequales eiusdemque ſigni, duabusque aequali-

bus
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II) in puncto flexus contrarii ordinis primi tres concipien-

das eſſe aequales tangentes, tres abſciſſas ac ſemiordinatas,
eiusdem ſigni omnes. His nititur methodus determinandi
puncta flexus contrarii. Quo complicatior autem curuarum
natura in altioribus ordinibus fit, eo difficilior æſt rectarum ad
puncta contactuum ducendarum relatioco. Cum vero haec re-
ctarum multiplicitas oriatur ex acceſſu mutuo elementorum in
curuis, cogitatione ac mente concipiendorum: per omnia haec
puncta non niſi vnicus ramus tranſit, ac proinde puncta haec
ſimplicia vocantur.

5. VI.
Prius autem quam ad puncta multiplicia inueſtiganda

progrediar, neceſſario notandum duco:
I) principium illud geometriae ſublimioris, quo curua a

reſtſa in tot punctis ſecari poſſe aſſeritur, quot exponens ſupre-
mae incognitae in eius aequatione vnitates continet, non eo
ſenſu interpretandum eſſe, ac ſi recta curuam alicuius ordinis
ſemper in tot punctis ſecarett. Nam his verbis ſolummodo ſu-
premus in quouis ording interſęctionum numerus indicatur, vl-
ua quem interſectio amplius fieri nequit. Poſſunt interſectio-
nes quaedam fieri imaginariae, poſſunt in quouis ordine ſumi
eiusmodi hypotheſes, quibus poſitis alterutrius coordinataæ-
rum vel etiam ambarum exponens ita minuitur, Vt tamen cur-
vae ordo non deprimatur. Quod cum fieri poſſit in conicis,
parabola, V. c. et hyperbola ad àſymptoros, niulto magis in
curuis tertii ac ſaperiorum ordinum contingit.

II) in punctis flexus contrarii ſimplicis, duplicis ete. aſ
ſerui duplices, triplices etc. eſſe tangentes, abſciſſas et ſemi-
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ordinatas: fieri vero non implicat, vt ipſa ſemiordinata vel ab-
ſciſſa, aut etiam alterutri recta parallela, fiat tangens.

Cum ex praecedenti annotatione ſemiordinata vel abſciſſa
aut vtriusque exponens, ſaluo curuarum ordine, imminui poſſit:
conſequitur, vt, pro varietate aequationum, abſciſſa magis mult-

plex eſſe poſſit quam ſemiordinata, ac vice verſa. Omnis haec
ſubtilitas contactuum inrerſectionumque rectarum cum curuis,
ex curuarum aequationibus diiudicanda eſt, quae ſolae contr-
nuitatis in ĩis obuiae legem exponunt, et ſine quibus difficulter

iſta animo concipi poſſunt.

5. VII.
Alia vero punctorum multiplicium indoles in eo poſita

eſt, quod puncta illa vere ſint mathematica, ac ipſae curuaè,
quae ſibi in his punctis, vel contingendo, vel decuſſando oc-
currunt, omni careant latitudinee. Quare eorum multiplicitas
ex occurſu plurium ramorum vnius eiusdemque curuae aeſt-
manda eſt In punctis vero ſimplicibus, quae pariter ex cur-
uarum aequationibus dignoſcenda ſunt, multiplicitatem tangen-
tium ſemiordiſatarum ac abſtiſſarum, oriri ex eo vidimus, quod
elementa vnius curuae eiusque interſectiones ita coeant, vt nut
la ramorum fiat interſectio ꝗz.  Quod aliter eſt in punctis
multiplicibus, quae et ipſa ſunt multiplicia, quia ad diuerſos
ramos ſpectant, aeque ac ſemiordinatae, abſciſſae, et tanger-
tes funt multiplices, h. e. acquales èt eiusdem ſigni, quia eac
dem ad diuerſos ramos. referendae. Sumſimus 1. dari pl-
res eiusmodi curuarum aequationes, quae puncta multiplicia
complectuntur, vbi certis valoribus æ et v in aequationem
et eius differentiales inferendis, loca curuae inueniri facilepoſſunt

circa quae illa puncta haereant. Sed mulro euidentior apparet
ramorum partim, in vna eademque curua plurium, ſinead conta-
tum ſiue ad decuſſationem occurſus, partim vero rectarum ad eiuſ

modi



g q Pcuruas exhibent, quarum omnia puncta ſunt ſimplicia; in qui-
bus vero, ſimulac ipſarum æ et 5 coefficientium conſtantium in-
determinatorum aliqui vel euaneſcere ponantur, vel eorum ra-
tio erga ſe certo modo determinetur, oriuntur puncta multiplicia.
Quod vt eo melius appareat, vnam eiusmodi aequationem
tertii ordinis curuae, cuiusmodi plures in recenſionibus cur-
uarum tertii et quarti ordinis Fulerianis occurrunt, eo modo
tractabimus et explicabimus. Exemplo ſit:

ay?: x 2r (b—c) v bcx æ O
in qua deeſt y*. Eadem reducta fit:

VEſ V æ? bx* +cxboxmn v ææ, +cxbæxbæ)

Va Va2 Væ (x2). +c)
VaSumtis itaque æ poſitiuis ac- b curua ex duobus conſtat ra-

mis in infinitum excurrentibus. Ponendo vero x  4 fit
y=O, et curua in hoc puncto ſecat axem abſciſſarum Quod Fir s

ſi autem ponatur v æ o fit æ/0, æ b, x  r, quod
indicio eſt, abſciſſarum axem vitra b excurreree Fiat nunc
AB b atque 4 ſit origo abſciſſarum, vnde æ poſitiuae

Pprogrediantur verſtis dextram; quamdiu eſt x à, ſemiordina-
tae ſunt imaginariae, et intra limites 4B nullus curuae ramus
extenditur. Indagando vero curuae ductum in regione abſcis-
ſarum negatiuarum, aequatio ad cam regionem accommo-
data erit



I

Totus es ductus pendet a ranone æ ad c; quod ſi ponatur

lſũ Ergo vltra AC  c, curua non excurritt. Ponendo vero
x =c fit y=o; et ſi x r, fiunt ſemiordinatae imagihariae-

r x æ r duag reſpondent curuae ſemiordinatae, quae, cum eſt x =0O

ſii xII
ll

b

y Z V (xx æ x6). xll

ill va

etæ =c, fiunt=o. Curua itaque in regione abſciſſarum negatiuarum
conſtat ex ouali figura ſeu nodo, qui cum recta 4B ramisque duo-

h
bus in regione poſitiuarum æ, conſtituit curuam, acquatione a y*-

x  (bc)x bqu=o, expreſſam, in qua omnia puncta

l ſunt ſimplicia.4 Ellit i E]Fig. 4. Concipiatur nunc heri b/0, aequatio mutabitur in aYll x? rcx  Neceſſario itaque puncta curuae 4 et Bi

coeunt, rami in regione poſitiua obuertunt conuexitatem ac
litH ex vnico ramo fiunt duo in punctis 4 et B, ſe coniungentes

ad continuationem ramorum nodi, conſtituuntque punctum
duplex ex decuſſarionee Facta enim y =O et x=o tota ae-

I

quatio euancſcit, iique valores per regulam I. in differentiæ

lit lem
l

Qa5dy/x* dx  20xd x
illati, eam deſtruunt, ſed poſiti in

i
ady 35xdæxè cdæ

eam non deſtruunt; ergo punctum hoc eſt duplex.
Eig. s Fiat praeter  =o etiam c O euaneſcet nodus, et aè-

æĩli

I quatio remanebit ay & conſtituetque cuſpidem, ius

ru
punctum B eſt duplex, quia poſita x /o, fit y= o, y =/o.
et vice verſa poſita y o fit æ /0, æ /O, æ =0, qui Væ
lores in aequationem ipſam aeque ac in eius differentialem ſub-
ſtituti, ambas deſtruunt. Tandem ſeruata recta b, fiat O,
Aequatio generalis fit

E Totus4æ



A XIII
Totus nodus reducitur ad punctum, qu d, licet a reliquis curuãag s. In

ramis ſit ſeparatum, attamen vi aequationis ad eandem lineam ſl

pertinet. ac omnia puncti duplicis, licet inuiſibilis, haber criteria, m ill

Il

duplex; His ſimilia in notiſſima curuarum quarti generis, con- q

ſoletque vocari punctum coniugatum. Curua ter occurrit i lltt ſ
axi abſciſſarum: ſemel in B, bis in 4 in quo haeret punctum m

i

I

ſ

=06 deducta ſunt, pluraque in ordinibus curuarum altioribus ſ

choide, per determinationem mutuae rationis coefficientium conſtantium indeterminatorum eruentur, quae in exemplo alla- -23

to per poſiionem vnius vel vtriusque deducta indeterminatarum l m

occurrunt. i s5. VIII
Conſequitur ex his:

ID nullam ex conicis ſectionibus poſſe habere punctum du-
plex. In generãli enim earum aequatione:

a+ by cx +dy? +txu  fr /o
nulla eiusmodi indetermirfatorum coefficientium determina-
tio cogitari poteſt, vt rami vnius eiusdemque curuae
conicae ſeſe interſecent. Accedit, rectas ad punctum du-
plex ducendas, in illo bis. ſecare curuam, ac praeterea adhuc
in tertio ordine ſemel eam ſecare poſſe, et in altioribus ordini-
bus punctum duplex habentibus, id plus ſimplici vice fieri poſ

ſe. Ex iisdem rationibus curuae tertii ordinis punctum tri-
plex habere nequeunt. Nam in eiusmodi puncto tres ſibi oc-
currunt vnius eiusdemque curuae rami, rectae ad illud ducen-
dne fiunt triplices ac praeterea, ſaltem ſi opus eſt, quod et in
antecedenti propoſitione intelligendum, mutata origine coor-

dinatarum, adhuc ſemel occurrere poſſunt curuae.

-t lil
Ergo in genere, in nullo curuarum ordine punctum tan-

ltam multiplicitatem habere poteſt, quot habet vnitates expo-
nens ſupremus ordinis eiusdem. Quot vero pũncta multipli- L

cia ordin's inferios rdinis ſuperioris ſimul e  quot
u;



xIV
puncta duplicia ſimul vna eademque curua quarti ordinis vel
quot puncta duplicia, triplicia etc. ſimul habere poſſit curua
octaui ordinis, ea diſquiſitio eſt altioris indaginis, et ab IIL
CEAMERO C. X. s. 180. copioſiſſime illuſtrata.

II) quam in punctis duplicibus varietatem 7. obſer-
vaui: eadem locum habet in triplicibus etc. eaque diſtribui
optime poſſunt, in puncta multiplicia viſibilia et inuiſibilia ſeu
puncta coniugata. In ſubſidium vero vocatis, quae 5. de
punctis flexus contrarii dicta ſunt, facile patet, in puncto du-
plici ex decuſſatione ramos progredi poſſe vel ſine inflexione,
vel vt alteruter habeat vel vterque ſimul, punctum flexus con-
trarii; ex quo varia punctorum duplicium genera, pluraque
triplicium etc. deduci poſſent. Verum, cum iſta quidem ſint
cognitu iucunda, parum tamen nos, in his, quae inſtitui, iuuent:

ad reliqua nunc peragenda pergam.

5 IXIn puncto duplici duas ſemiordinatas et abſciſſas, in tri-
plici tres ſemiordinatas ac abſciſſas in æ tuplici  tuplices ſemi-
ordinatas et abſciſſas fieri aequales et elusdem ſigni, idque ab
occurſu duorum vel plurium ramorum dependere, ex iis quae-
in ſuperioribus diſputauimus clarum eſtt Cum vero in pun-
ctis duplicibus curuae tertii generis adhuc ſemel alterutra coor-
dinatarum, et in altioribus, quae eiusmodi punctum habent
curuis, in pluribus curuae oceurrere poſſit punctis: vtrum vna
coordinatarum ſecet curuam vel ambae, vel reliquae interſe-

ctiones fiant imaginariae, id dependet:
I) a curuae, punctum duplex, triplex etc. habentis aequæ

tione, ac in ſpecie a dimenſionibus coordinatarum, cum alter-
utrius exponens minui poſſit, quoad ordo curuae non mutatur-

d erſa co ſtit tione originis coordinatarum, ac eæ-

2 a Iu n urum permutatione. Vnde in ſpecialibus caſibus facile id, quod
contin-



conungit, decernetur. Vt poſterioris aſſerti veritas perſpi-
ciatur, iuuat, ea quae diximus, exemplo illuſtrare, quod lucem
reliquis affundere poteſt Conſideremus curuam quarti ordi-
nis, Conchoidem, cuius notiſſima aequatio eſt:

xt 20359  20bxunu*b D0
+5245

quae conchoidem ſuperiorem ac inferiorem repraeſentàt. Po-
ſito enimæ pro F æ in aequationem, prodibit inferior, nec
niſi ntermini dimenſionis imparis alia conſequentur ſigna. Quia
in ea deeſt 4, indicio hoc eſt, cuilibet æ reſpondere duas y
aequales et oppoſitas, cuilibet vero v, cum æ ſit quartae di-
menſionis, quatuor reſpondere debere abſciſſ=as. Sed cum
duae ſe tantum coriſpiciendas praebeant, reliquae duae ſunt vel
prioribus aequales, vel impoſſibiles.

Ponatur x /7 a fiet ex

xty ax* 4 22bx varh b* æ* 2bx 8 —xt
a? 5y? O; ergo y æDo; VESE

Subſtituatur in eandem, æ 4 fiet itidem aequationis termi-
nus a? yè æ o. Eſt itaque æ F a O, acque ac xa æo
radix aequationis, et productum ex radicibus his: x* a* =o
diuidet

x2bæxè 4a't læ* +2a4bx +ab o
Lr5

vt quotus ſit:
xa2bx -L æ0 Ergo radices ex
x4 abx b*æ 3 b=o0, æ b= o ergo
ad x=—2 fit y O. yO

Cum itaque ſit:

ypxath +24bx4 a2 212bD ”P2b nx
(ab ax;??  (x 4 x)-a*  )r =un*  tæ0)æ

(a* æx). C
Exit
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xXVI
Erit y æ). V (ar x2)

x

fiat b  u ac practerea x =A2 fiet y& 0. Quod ex conſi-
deratione viteriori abſciſſarum ac ſemiordinataram indicat no-
dum ac punctum duplex, idque confirmat regula I.

xa 4x2 dæ J 12 dx*2h3 6bx dæ 1abxdx*b lVEE 2x3dy +b 4xaxdyb à 4 +4 29xdxæ 4 2xdy?a* x- 2 b xdx 2dx20hx 28 xdx 4 45d94qq 5 2a bdx A 2 dx* 20 dx
poſito y=/o y= O,  =æ b illatis iisdem valoribus
et x =/bI fit diff. æ o non fit oAequatio tota fit æo 3lll

ergo punctum curuae ad y o et xæ24 eſt duplex. In
eo vero duae ſemiordinatae oppoſitae neceſſario fiunt aequales
et eiusdem ſigni, et ex natura aequationis perſpicitur plures in

Fir.,noc puncto non dari poſſe ſemiordinatas. Cum vero per
eandem quodlibet 5 quatuor x habere debeat: duae fiunt in
puncto duplici aequales, ſcilicet x 7: quatenus pertinet ad
ramum CR. Eademque æ quatenus pertinet ad
ràmum 2 Cm. Reliquae duae abſciſſae curſae occurrunt cum

ſit x/ a et x a.

S. X.
Cum aequationes quae irrationales quantitates nullas ha-

bent, totius curuae indolem exponant; ea intellectui cogno-
ſcenda



J——S- l

ſcenda pracbeant, quae ſenſibus non aſſequu
ſingulorum punctorum quae ſunt in curuis
nent; punctis vero duplicibus triplicibus
duaè tres- n tuplices ſemiordinatae et abſ

eiusdem ſigni reſpondeant, et vna in tertio-
tioribus curuarum ordinibus inaequales ad
Conſequens eſt, vt aæ|quationes, quae vel ip
multiplicia continent, vel, quae determina
indeterminatos ad einsmodi puncta reducun
plures radices, i. e. valores 5 et æ aequ
ſigni, qui ſi, in aequationem ipſam, eiusq
pro incognitis ſubſtituantur, totam aequatione
ſcere, ac indicium pꝑracbent, punctum eiusm
curna, ſed etiam multiplex eſſe.

5. XIL
Quod ſi vero in factores ſimplices rad

quatio, per quemuis eiusmodi factorum non
ramus repraeſentatur. Cum autem puncta m
ſingulis ramis euruarum extent, ſed ex con
morum oriantur 6. quanguam in ãliis caſi
quationum in Factores radicales àliqua commo
men in punctis multiplicibus impædimento eſt

cognoſci poſſint.
Aequatio e. g. ꝗ. I. propoſita reſolui po

PFactores ſimplices:
-n

32°V vV ax+V 41 20po
E9DI

2 +V 45 +V 44 27/o0
52 4V 4nrv 4 2æDo

Dſiliiĩ u———al y2V. 4axV 430 2o
E QuodſC

u

EVil

fet



xXVIII
Quodſi ex ſingulis ad y  x =2 quaerantur puncta, erunt
illa non niſi ſimplicia.

5. XII.
Si aequatio C æ x 4+ Bx2I Ii=æ0,continens radices complures aequales er inaequales, multipli

cetur per ſeriem indicum ac diuidatur per x: Aequatio inde orra
D continet omnes radices aequales, eliminata vna. Sint radi-
ces aequales u earumque numerus æ vocetur P produ-
crum ex inaequalibus, erit:

(u+ x):2, P/0C
Sed(u A  /u+ 2uv// 5 v2. (2æ1) ur/

I. 2
Ergo:(u 2 æ)r, PP. PUæ æ  2.(2-1Y uE 52,..)

O I I. a. 2Fiat ex praeſcrippom:

x x XxErgo (u  x)?. P, muhiplicatum per ſerieni indicum per æ

diuiſorum
Erit æ P (æ47/ 4+ 2. Z1) uv xræ. -1(?2)

s—-:

I. I. 2.ut: xQB P (æ (5m r 21u x.-)
I

E P Z. V æ)y?7/ D
quae continet omnes Vadices aequales praeter vnam, quae eſt

eliminata. Quodſi denuo aequatio diuidatur per O, I li

x xeliminabitur denuo vna aequalium, fietque æ æ 1)
x)y] :pP

Atque



V xXIX.
Haec regula etiam valet de àequationibus, quae ra-

dices imaginarias aequales continent, et cum exponentes in
aequatione bene ordinata progrediantur in progreſſione arithme-
tica: regula cum nVDDENII X de reductione aequationum, tra-
ctatui Geometriae Carteſiunae Ed. s C HOO TE NII inſerta,
conuenit.Quodſi eadem ad caſus ſpeciales applicetur, conſequitur ex
geneſi coefficientium, duos terminos vitimos aequationis, tres,
quatuor--- euaneſcere pro numero nimirum radicum aequa-

lium. Ponatur exempli loco:x 175 H 1085x 304 F 320 7 O
cui aequationi, cum tres aequales radices reſpondeant, tres
vitimi termini euaneſcunt, transformando propoſitam ſic, vt

ponatur vy /4. Erit itaque
x* 4 16 969  2569 F 25617x æ  I175%  2049  816  IO8-F 10856 1089 4 86459  I1T28

 3046 i  304  I2EO320 9F Nl 320Ergo x* 175t 1085 04  320/25
Hinc æ O y æO;  =O0  æIItaque cum ſuperius poſuerimus y /x 4, prodit x 75

et exempli loco poſita aequatio /(x 4)? (x5) æO
E

5. xIII
Ex quo apparet, per regulam H VD DE N  ſucceſſiue eli-

minari poſſe radices aequales ex aequatione, ac eam, eliminata vna
acqualium, ſubſtituta altera, euaneſcere, quod toties contingere
neceſſe eſt, quoties multiplicatione facta, remanet adhuc aequalis,
nec radicum quãlitas mutatur, h. e. ſi aequales fuerint reales, ma-

llIlN nentpoſt multiplicationem tales, nec imaginariae per eam mulii-
plicationem conuertentur in reales.

Quac-C 2

Saua

I;-
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5. XIV.Quaelibet aequatio, ex potentiis æ et 5 conſtans, conſi-
derari poteſt tanquam ex duabus ſeriebus compoſita, quarum
vna ſecundum dimenſiones y, altera ſecundum dimenſiones æ
progreditur. Quodſi earum quaelibet radices aequales conti-
neat, applicabitur regula HVDDENII, ſi prima per ſeriem indi-
cum y; altera per ſeriem indicum æ multiplicetur, ac per re-
ſpectiue incognitas diuidatur

Propoſita ſit v. c.

28y 1axy 4 169 484 r 4x 645 =O
Fiat A

78  (u2x 16)5  48559 4 æO645
l lo

NXx 5 xProdit D
49,a48 2”4y F 329  5612°

4 489 o/=&4Subſtituendoque in propoſitata et in D y=x =2 viraque ac-
quatio enaneſcit, eademque ratione tractata D eliminabitur ſe-
cunda aequalium. Regula itaque HvDDENII et ad dignoſcen-
da puncta multiplicia et ad determinandum quotuplicia ea ſint,
perquam accommodata eſt, eaque maximè nititur Theoria,
quam de hoc argumento fuppeditauit II. CR AMERVS lo

lEãIſuper. cit.

5. XV.



Differentiale cuiusuis
5. xV.aequationis obtinetur, ſi ea multipli-

pe ſeriem indic m, vaiabilis, diurſum per va riabilem
D ſi vna variabilis aequationi ineſt, res eſt manifeſta.

Etenim

ym V ao;m$ bym-Si multiplicetur per

mdy, (mi1) dy, lm2)dy,
V

Efficitur
mym—: ſ5 F (n-1)aym dy 4 (m—2)byyay-o02) ſi ex duabus variabilibus conſtat, ordinatis iisdem in

binis columnis ſecundum dimenſiones earum, ex No. ID res
conficit

Erit A

ur. Sit itaque
æxn 4 x n L baum23 ,”460”t— -u =O

xr axm j byt ma:
mdx (m—i1) due (m—2) dx

x

B

bLm.: tzc t
x

 ay 4 æ mm
Facta operatione orietur differentialis

æ An

mxm du  (m1) axn: dæ m2) bumdx  itbunm: 50dy i 1) c;;7 dy---EO
Cum de duplicibus, triplicibus n tuplicibus punctis curuarum
õx ipſarum aequetionibus, ab omni irrationalitate liberis, iudi-
candum ſit u. caeque ex duabus variabilibus conſtent: dis-

C3

quiſitione opus non eſt, vtrum ſi radicales ſint in aequationi-
bus eadem ratione diſforentiales eartum obtineantur.

5. XVI.
z ſ



xXII
5. XVI.Cum vero, vt iam monuimus, indices variabilium in

bene ordinata aequatione progrediantur in progreſſione arith-
metica; differentialia vero earundem prodeant multiplicando
eas per ſeriem indicum, quorum ſinguli ducantur in variabilis
differentiale diuiſum per variabilem: idem ſane efficitur hac
operatione, quod praeſtat regula Huddenii. Quodſi aequatio
contineat plures radices aequales, differentiandò aequationem
ſemel, vna eliminabitur aequalium, bis differentiando duae exci-
dunt, et ſic continuata differentiatione eliminari poterunt
omnes aequales radices.

Si vero in ſemel differentiata aequatione, aequalium ræ-
dicum vna in aequationem inferatur, tora deſtruitur, idemquę
accidit vlterius progrediendo pro numero nimirum aequalium
radicum.

5 XVII.Cum in punctis duplicibus -n tuphtibhs ambae,
y et x deprehendantur-- n 1uplices eſſe, eacdem ae-
quales ſint et eiusdem ſigni neceſſe eſt. 5. Et crm per
differentiationem primam in duplicibus vna eliminetur aequa-
lium, remanente altera: in triplicibus poſt duplicent differen-
tiationem duae exterminentur, aequales, reſiduaque ſit tertia et
ſic in reliquis magis multiplicibus punctis: conſequens eſt:
in (0D tuplici differentiali ad punctum æ tuplex ſubſtituta pro
æ et y reſidua aequalium totam euaneſcere aequationem, etſic

dxin reliquis. Fit ergo ratio non ex poſitione dx o, vnde
dy

et dy fieret æœ: ſed potius ob aequales, quas continet radice-
Iam vero cum per Huddenianam regulam, aeoue ac per reg"-
las calculi differentialis, ſi duae tres-- aequales radices i
ſint, duo, tres- euaneſcant in aequatione termini, reli-

quis
Eã
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quis manentibus: patet, cur contintata, cx reg- s. I., dif-

dxferentiatione, ratioex indeterminata fiat determinata.
dy

5. XVII
In aequationibus pro punctis duplicibus u tuplici-

dxbus, poteſt etiam ex rationis valore, et quidem numera-
dy

tore ac denominatore, eliminari y, ſubſtituendo pro eo, ac eius po-
tentiis, valores ipſius in x. Quod ſi fit, apparebit, adeſſe in punchis
duplicibus factorem communem vnum, in triplicibus duo ſacto-
res communes, et ſie porro, qui hanc rationem indeterminatam
reddiderunt, lisque factoribus exterminatis, ratio fit determinata.
Virum vero haec methodus ſimplicior ſit ea, quam I. propoſui-
mus, quilibet decernet, eo modo tractando aequationem f. I. Hac
vero multo complicatiores in punctis triplicibus un tu-
plicibus reperientur. Quaeſiturus enim factorem communem
debet

I) inueſtigare valores 5 in æ, quod in altioribus aequa-
tionibus per quam difficile eſt.

II) ſubſtituere hos valores pro omnibus potentiis v-
III) ita tractare valores ſubſtitutos, vt ad factores com-

munes reducantur; quibus omnibus in methodo per calculum

differentialem non eſt opus.

5. XIxX
NSupereſt tandem, vt oſtendam, quomodo haec determi-

natio ſubtangentium, cum vulgari ſubtangentium formula in
calculo differentiali demonſtrata, conſpiret. Qua in re mihi
licebit breuiori eſſe, cum in recentioribus ſyyſtematis vberrime
oſtenſum ſit, differentialem cuiusuis acquationis completam

D prodire,



xxIv
prodire, ſi in ea 5 et æ ita creſcere concipiantur, vt pro ꝗ,
v dy et pro x ponantur æ  d. Obtinebitur pro ae-
quatione qualibercunque, aequatio, quae conſtabir, ſubtracta
propoſita, ex differentialium potentiis, prima, ſecunda, ter-
tia etc. variis coefſicientibus affectis, quaę, ſi per columnas ordinen-
tur aequalium potentiarum, quaelibet columna conſequens, reſpèe-

ctu antecedentis h. e. ea, quae ex potentiis ſecundis conſtat, re-
ſpectu columnae ex potentiis primis conſtantis ete. non abſo-
lute ſed reſpectiue, poſitis d> et d x infinite paruis, euaneſcet.
Quodſi itaque accidat, vt columna potentiarum àdæ et dy h. e.
differentialis contracta, ob radices aequales euaneſcat: in ſub-
ſidium vocanda eſt columna, quadrata d æ et dy et his aequiualen-
tes continens; et hac etiam euaneſcente, vt in punctis triplicibus fit,
columna, cubos dy et d x compleęctens, adhibenda, et ſic porro.
Quod vt eo melius appareat, ſcribantur Columnae A, B, etc. et
in quacunque aequatione v. c.

7225 3 6axy° raxa~dy V* 18a4°2003  F 8a D0
proy et æ inferantur v dy et dx prodibit,

Vi B cID ſ2l Fy y- ay dy 16 dy 49d dy*
45  xdu 2x dy? 4xdxdy"

x tm29x 45x ydyl8xydædy —45dydx dy* d*

l2:ax°
+2xto3x 4x8 de F6æ dæ* 4 46 dxn
F 6 axy?æ 4 6 axy? 4 6 ay? du 1a &ydxdy 46adædyè

t20dy 36 ax dy
_J ax=. jax 7adxq400 =486° yP —ga* ydy 40d»*
+i860  t1850 36adx  185 dx*
203203 x 2043 dx
+8atæ l+8a*

Aequa-
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xxV uniAẽquatio differentialis, quae ſub C potentias dæ dy conti- n
net, poſitis dx et dy infinite paruis, ſola conſtituit formulam

I

vero euaneſcente, neceſſario locum obtinebit columna D, in n
i

ſ
l

j
punctis triplicibus columna æ, et ſic in reliquiss. Hinc
etiam patet, qua ratione haec eruendi ſubtangentes ad puncta
multiplicia merthodus, cum formula in calculo differentiali pro
ſubtangentibus vulgari conſentiat.

rm rT ſa Lnl  æxXr Im E OD E D.
I.

Gemina in ſingulos dies perpendiculorum reciprocatio quam nonnulli
praceterito ac praeſenti ſueculo obſeruari poſſe exiſtimurunt, le-

gitimo fundamento caret.

il II
l

Propoſitiones 28. 29. Elem. VI. Euclidis, quas Tacquetus in ele-
mentis Geometriae planae, nullius fere vſus eſſe pronuutiauit, ſunt

vtiliſſimae.
III

Lunae atmoſphaeram, telluris noſtrae atmoſphaera multo tenuiorem

eſſe, ex quibusdam rationibus deprehenditur.

IV.
lInſignia maxime momenta, e quibus Syſtematis Copernicani prae re-

liquis proeſtantia apporet, noſtro ſunt ſaeculo demonſtrata.

V.

ã

N

Qui Phaenomena Electrica, attraſtionis, repulſionis, lucis, ex Ae-

bã

there explicant, reducunt PHyſices partem ad problema: Ae-

theris principium motus, ejusdemque conſeruationis ra-
tionem inuenire.

VI.Plantae ſunt machinoe hydraulicoe viuae, vitueque earum rationemTheoriam, adhuc priori demonſtrauit. i ſ

 4 »3  oiæ
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