








Neucet

Srforſchungen
in Geometrie,

welche mit- unter verſchiedene bisher noch nicht
berechnete Tafeln mit Decimalen,

und den Logarithmen dazu

enthalten,

von

K. L. Schubler,Mitglied des innern Raths zu Heilbronn.

Frankfurt und Leipzig

1790.





Vorreden.
cIJch habe den Titel. meines Werks. mit Verlegenheit niedergeſchriebem.

Es kann wol ſeyn, daß mir manches neu ſcheint, was es nicht iſt;
Was nic ht entlehnt, was ſelbſt-ausgeſpaht iſt, kann drum dennoch alt ſeyn.
Aber aufrichtig darf ich verſichern, daß ich doch ſehr viele Schriften aufge—
ſchlagen, und durchgeblattert habe, um zu erſehen, wo meine Entwikklungen.

etwa anzutreffen waren? und daß mein Nachſuchen groſtentheils vergeblich war.

Es ſeien mir erlaubt, nur einiges aus meinem Buch ſſprciell hier
aufzufuhren, worauf ich durch eigenes Nachdenken gekommen bin:
Die Geſezzlichkeit der zunehmenden Areen, als aliquoter Theile eines jedem
Dreiekks 5. 8. und F. 13. im Erſten Abſchnitt.

Die allgemeine Darſtellung fur Dreiekke und Trapez. bei Dichotomie H. 17.
Desgleichen auch, auſſer Dichotomie noch, die Reihen ſ. 23. und 24.

Ferner: Die algebraiſchen Vorſtellunggart im Zweyten Abſchnitt;
insbeſondere die allgemeingultige Signatur fur alle unterſfte Trapezien.
J. 26. und folg.

Die Skale fur die Trapezien ſ. 29. 1

Die analytiſchen Angaben, Dreiekke und Trapezien in den Ausdrukk

der Hohe und der Baſis zu verſezzen ſ. 30. 36.
X 2. Zu

Pflicht der Aufrichtigkeit befielt mir, zu bekennen, daß ich ein paar Haupt
Formeln, welchen ſ. zo. vorkommen, der gutigen Mittheiluug eines

groſen Gelehrten zur verdanken habe, deſſen Namen ich nennen wurde,
wenn mir nicht eine gewiſſe Pflicht der Discretion, (uber die ich mich

lier nicht naher erklaren kann,) die Feder hielte.



Vorrede.
Zuſammen-Ordnung ſolcher Proportionen, wie ſ. 35. und 36.

insbeſondre vorkommen.
Weiter: Die Belehrungen, ahnliche Dreiekke groſern einzuzeichnen,

oder aus groſern kleinere ahnliche abzunehmen, auf die Weiſe, wie im
Dritten Abſchnitt g. 38. 4o. gezeigt wird; und dann fur den Calkul Tafeln,
wie die fur Dichotomie ſ. 42. und die am Schluß des Werks; und fur
Trichotomie u. ſ. f. in ſ. 45. 5. 47. und 5. a8. im Vierten Abſchnitt.

Endlich: Trigonometriſche Vergleichungen von Linien und Flachen,
wie im Funften Abſchnitt, insbeſondre ſ. zi. und g. 52. anzutreffen ſind.

Viele einzelne Bemerkungen ubergehe ich! Mehr, als einmal
ſchien es mir ſelbſt unglaublich, daß dieſer und jener meiner Sazze
nicht langſt ſchon von mehrern Geometern ſollte vorgetragen worden ſeyn;
ja nicht nur kurz vorgetragen, ſondern im Detail verfolgt worden ſeyn.
Und noch gewartige ich von geſchikkten Literatoren in Mathematik hieruber
Zurechtweiſung; und werde mich gewiß mit Dank auf altere oder neuere
Diatriben hinfuren laſſen, welche die Gegenſtande meiner Lucubrationen etwa
grundlicher erortert enthalte.

1 Billige Richter werden ubrigens die Muhe nicht verkennen, welche
1 eine genaue Ausarbeitung von Tafeln, wie die dichotomiſche am Schluß,

1

J praſumtuos zu beſtimmen; insbeſondre ſollte wol der Mathematiker, (meine ich)
k

und die trichotomiſche S. gz. iſt, erfordern. Jndeſſen laßt ſich kein Veifall
abnotigen, noch ſteht es dem Autor zu, den Werth ſeiner Arbeit ſelbſt

t das Tollat ſua munera Cerda! des edlen Perſius immer ſeinen WalſpruchJ ſeyn laſſen, ſo oft er furs Publicum trit.
J

J

J Geſchrieben zu Heilbronn, im December 1789.
Ein—

J

J

8 Seite 5. F. 3. Lin. G. ſtatt: SFtel lies Stel.
Seite 6. Lin. 12. und 13. ſtatt: gielt lies gilt.
Seite 31. Lin. z. ſtatt: Decinal. lies Decimalen.
Seite 64. Lin. 16. ſtatt: kg Rim lies fg Kx.
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Einleitung.

iſt ſeit hundert Jaren unbeſchreiblich viel in Geometrie und
Analyſis ausgeſpaht, und berichtiget worden. Es wird noch
immer tiefer gegraben, und ohne zweifel werden binnen

weniger Decennien noch groſe Schazze entdekkt werden...
Aber dafi, was in der Tiefe gefunden, und von etlichen Wenigen als
bedeutend erprobt worden, auch“ans helle Tageslicht gefordert, und zu
Jedermans Gebrauch dargelegt werde, dafur ſind immer noch, meines
Bedunkens, zu wenige Hande beſchaftigt. Vielleicht hatte ich ſezzen ſollen:
mit zu wenigem Geſchikk oder mit zu wenigem Gluk beſchafftigt!
Ich will das unentſchieden laſſen; der Calkul liegt mir zu hoch, welcher
die Antheile beſtimmt angabe, wie viel deßfalls den Arbeitern, und wie
viel denen, fur welche gearbeitet wird, zur Laſt zu legen, oder gleichſam
zur Unehre uberzuſchieben ware. Jch ſage nicht gerne etwas unangenehmes,

das doch nichts fruchtet, und ſchreibe nicht gerne etwas, das mir am Ende
doch wol fur verſtekkten Stolz und Eigendunkel ausgelegt werden mochte!

Genug, ich will mich auch unter die anſtellen, welche bemuht ſind,
geometriſche Warheiten, und intereſſante Vorſtellungen der Analhſis

zu verbreiten, und, ſo viel moglich, gemeinnuzziger zu machen.
Alle vernunftige Erzieher haben es bisher gebilligt, und als bewahrt- gut

geprieſen, mathematiſche Sazze durch ſinnliche Darſtellungen, und durch
Geſtalten, welche die Neugier reizen, leicht faßlich zu machen; und ſie
dringen noch immer darauf, daß man doch Sorge tragen ſolle, der
Einbildungskraft mehr Nahrung zu verſchaffen, wenn man der Jugend

a ge—
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2 Wakehtoi ogge
gewiſſe mathematiſche Sazze beizubringen wunſcht, welche ſich ihr ſchwer
einpragen, und deren Bekanntſchaft, und feſte Fixirung doch zuverlaſſig

ſehr wichtig iſt. Jch habe vielfaltig hieruber nachgedacht. Die nachſt
folgende Blatter mogen zeugen, wie ich glaube, daß ſich mitunter die

Sache angreifen laſt. Jch will aber nicht damit ſagen: So nuſſe
man allgemein verfaren! So muſſe man durchaus zu Werke gehen!
Jch liefere nur Beitrage zur Jntuition geometriſcher Conſtructionen,
zur Verbreitung intereſſanter Theoreme, deren Jnnhalt fur jedermann
wol zuganglich ware, und doch meiſtens fur verſtekkt, abſtrus, und
unfreundliche- finſter fur immerhin, geachtet wird. Das mechaniſche
WVerfaren, welches ich hiebei gleich zum Anfang angebe, iſt ſehr leicht-faßlich.

Denn was iſt wol leichter, als aus einem Stukkchen Papier ein Dreiekk
nach Willkuhr zu ſchneiden, daſſelbe zur Helfte, zum Drittel u. ſ. f.
zu falten, und Stukke herunter zu ſchneiden, wie die Falten angeben.

Das iſt beinahe Spielerei! Aber daß mein Zwekk nicht Spielerei ſei,
daß ſich auch auf dem Weg dieſes ſpielend- keichten Verfarens auf ſehr
ernſthafte Folgerungen kommen laſſe, daß daſſelbe wol ſo gar, vermittelſt
ganz naturlicher Combinationen, auf bedeutende neue Entdekkungen

hinfuren konne, das werden, wie ich hoffe die Blatter der nachſtfolgenden

Bogen ſattſam darthun.
Um das mcchaniſche Verfaren von lineariſchen Darſtellungen zu

unterſcheiden, werde ich vorne herein den Drukk in Columnen einrichten.

In der 2ten Columne ſind die Beweife uber die Angaben zu ſuchen,
welche in der iſten Columne jederzeit vorkommen. Sie ſezzen Bekanntſchaft
mit ſehr wenigen Sazzen der Elementar-Geometrie, die auch das kleinſte

Handbuch enthalt, voraus.

Ueber
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Ueber die Kenntnis und Behandlung gewiſſer
aliquoter Theile eines jeden Dreiekks und Trapezions.

Erſter Abſchnitt.
g. J.

Schneide dir ein Dreiekk von
beliebiger Groſe und willkurlich—

ungleichen Seiten. Falte es in
der Mitte, und ziehe die Scheitel—

Spizze bis an die Grund-Linie
herab. Die Flache, welche du
damit herabziehſt, iſt ein Dreiekk,
ahnlich deinem ganzen Dreiekk,
aber nur ein Viertel deſſelben,
dem Jnnhalt nach; Schneide es
gar hinweg; (die Falte zeigt den

Weg des Schnitts) ſo bleibt der
Reſt, ein Trapezion, deſſen
Area  von der Area des ganzen
Dreiekks iſt.

Fig. JI.)
Zeichne ein Dreiekk, ABC, von

willkurlich-groſen Seiten. Laſſe
ein Perpendikel, Bp, von ſeinem

Scheitel, B, auf die Baſis AC.
fallen. Ziehe durch die Mitte
dieſes Perpendikels eine Paralele,

min, mit der Grundlinie AC.
Das obre Dreiekk Binn, iſt nur
ein Viertel des ganzen Dreiekks
Sz Aa4AKC; aber demſelben ahnlich.

Und das Trapezion drunter, ACmn,

alſo D JAABC. Der Beweiß
davon, daß Bmn SAnc ſei,
leuchtet wol jedem ein, der nur
Gn mit Am paralel ziehen,

A 2 g. 2.

C) Man denke ſich das Dreiekk AßC als die Helfte eines geſchobenen Vierekks,
oder Paralelogramms, das dann  2. A AbC ware; So iſt doch gewiß der

gte Theil dieſes Paralelogramms dem geſchobenen Vierekk aGmn gleich.

Das



4 Wena o k
g. 2.

Jedes Trapezion laſt ſich als der
Abſchnitt eines Drteiekks be—
trachten; jedes laſt ſich auch ſelbſt

wieder in 2. Dreiekke zerſchneiden.

Das untre A ACm deſſen Baſis
die Baſis des Trapezions ſelbſt iſt,

iſt immer groſer, als das andre,

c lch

das A GnoC dem A Bmn gleich
anerkennen, und das Paralelogram

AGwn Z 2 Bmn erſehen kann.

GFig. 2.)
Jedes Trapezion giebt, wenn

die 2. Seiten Am und Cn verlangert

werden, ein Dreiekk, deſſen Baſis
Winkel den Baſis-Winkeln des
Trapezions gleich ſind, weil mn
immer als paralel mit AC laufend

gedacht werden mus. Sonſt
O mna, in we enm man die ware ja kein Trapezion, ſondern
andre Paralele des Trapezions ein Trapezoid vorhanden,

ſich

Das beſtreitet gewiß niemand; Jſt aber A6Smn SJvon 2. A AnC;
ſo iſt es ſicher auch DZJvon A AC. Die andere Helfte des a ABC

u iſt dann notwendig die Summe der 2 Dreiekkchen bBmn 4 GCo;
Dieſe ſind ſelbſt unter ſich ganz gleieh. Denn in ihnen ſind gleich

i., 1) die Winkel: a. D B, weil Gn mit Asß paralel gezogen, alſo nV

J als auſſerer Winkel gegen B zu betrachten iſt; 2tens die Winkel:
L C SZ mns; ganz aus gleichem Grund; Endlich ztens iſt auch die
1 Seite Ca S Bnz weil mn durch die Mitte der Hohe gezeichnet iſt,

B und Sn durch den Einſchnitt-Punct bei n beſtimmt wurde.
Demnach iſt die Gleichheit erwieſen: ABmn 2 a GCan; Da nun ihre

Summe S Ases betragt; ſo betragt jede Helfte 24atC; alſo halt
J

J

die Area des oberſten Dreiekks offenbar ſo viel, wie oben ſteht.1

5.

22



Waeto b 5ſich als Baſis denken kann;)
und zwar iſt das gedachte gro—
ſere Dreiekk, A0Cm, jederzeit
S Zdes Trapz. und D des A ABC.
Folglich noch einmal ſo gros, als das
zuerſt herunter geſchnittne A Bmn

d. h. A ACm D 2. A Bmn.
Aber das zweite kleinere Dreiekk

des Trapezions, A Cmn, iſt jederzejt

Sz des Trapez. und D 4A ABC.
Folglich dem zuerſt herunter—

geſchnittenen A binn gleich:

S Cun T A Bmn Z 5 ABC.

g. J.
Es laſt ſich aus dem vorhandenen

Trapezion gar kein andres Dreiekk

deſſen Baſis nehmlich doch des
Trapezions Baſis bleiben ſoll, aus
ſchneiden, als eines von derſfelben

Groſe  Ztel, D 2. Bmn; man mag
die Scheitelſpizze auf mn annehmen,

wo man will. Z. B. in E. in n. J
Manerhalt jedesmal ein Dreiekk, def

ſen Jnhalt DZ A ACm 0 ABCiſt.

welches bekannlich keine 2. paralele
Seiten notig hat, von welchem
aber gegenwartig nicht die Rede iſt.

Die Diagonale Cm in dem Tra
pezion bildet zwei ungleiche und un

ahnliche Dreiekke, aCm. und Cmn.
Das A Acm iſt die Helfte des

ganzen A ABC; (Der Schenkel Cm
fallt in die Mitte des Linie AB;)
und iſt dem a Bom gleich, weil
A kCm und AAcCm einerlei Baſis

S ZAs, und einerlei Hohen haben.
Ganz aus dem leztern Grund iſt

dann auch  Cimn  Bmn z JabC.

(Pis. 8.)Wenn die Bedingung bleibt,
AC ſolldie Baſis des Dreiekks ſeyn,

ſo wird jedes darauf errichtete
Dreiekk, deſſen Spizze nur bis ma,

reicht, Z ACm ſeyn, auch wenn
mn nach Gefallen verlangert wurde.

Es bleibt dieſelbe Hohe und dieſelbe
Baſis, ſo lange mn mit AC paralel

lauft.

J. 4.

J ül



Eben ſo gros, als das andre
kleinere Dreiekk des Trapezions,

ACunn iſt, iſt jedes Dreiekk,
daß ſich auf der andern Seite
herunter ſchneiden laſt, unter der

feſten Bedingung, daß die Baſis
m bliebe, die Hohe aber die Hohe

des Trapezions fortan ware.
So iſt dann Gmn S Cinn Z Amn,
immer m ZA4 ABC, Z Bmn, und
1. Drittel des Trapezions.

Was von dieſem Trapezion gijlt,
giflt von jedem. Ein Dreiekk,
deſſen Baſis die kleinere Paralele
(dieFalte)iſt, iſt immer ſo ein Drittel;

und ein Z, deſſen Baſis die gro—
ſere, die Grund-Linie ſelbſt iſt,
immer zwei Drittel des Trapezions;

Das erſte immer Z ABo.
Das zweite immer? aBc.

aeauoag
g. A.

Jn der Zeichnung denke man
ſich jezt das Trapezion umgekehrt,

oder doch die Dreiekke als auf dem

Scheitel ſtehend A Gmn S Cminm.
Daßſie gleichſind, wirdwolvonjedem

einzuſehen, der z. 1. und 2. verſteht.

Daß der Puncte unzalig- viele ſeyn

konnen, zwiſchen Aund C, welche

als Spizzen unzaliger Dreiekke
denkbar ſind, iſt auch klar fur ſich.

Man vergleiche hiemit Kaſtn.
Geom. 42 Saz. 24 Zuſ. S. z0o2.
Gater Ausg.)

Die Geſtzlichkeit iſt allgemein;
nicht nur bei einem Trapezion, das

von einem Dreiekk, welches aBC
ahnlich ware, herkame; doch vor
ausgeſezt, daß das Trapezion die
halbe Hohe eines Dreiekks hat, und

mit dieſem verglichen wird.



Waetcht oay 7
Aber, wenn das Trapez. nicht,

wie g5. 2. in zwei Dreiekke zer
ſchnitten wird, ſondern der Schnitt

zwiſchen m und n hinein fallt,
von den beeden Ekken A und C
heraufgehend, ſo erhalt man jedes

mal drei Dreiekke. Nehmlich,
wenn man Z.B. AAECZ; des
Trapezions herausſchneidet, ſo fallen
zwei Dreiekke zur Seite herunter,

das A akm m A CEm; die
Summe ihrer Areen iſt S ztel des

Trapez. Z AbC Bnn
Dieſe herabfallende Dreiekk ſind

jederzeit ungleich, wenn das Trapez.

von einem ungleichſchenklichten

A AsC herkommt, d. h. wenn
Am nicht Cn gleich iſt.

Sie ſind aber gleich, und betragen

eines wie das andere Ztel des Tra

pezions, und ſtel a ABC, wenn
das Trapejzion von einem gleich

ſchenklichten J herkommt, d. h. wenn

Am S Cun iſt.

K. 5.
Die Diagonale Om iſt nicht

weſentlich notwendig, um ein
Dreiekk in das Trapezion einzu
zeichnen, das DJAsco ſeyn ſoll;

noch iſt es die Diagonale Cn;
Allein, wenn man dieſe Diagonalen

nicht zieht, ſondern Z. B. die Linien

AE, CE an mn hin, ſo ergeben
ſich jedesmal zwei Dreiekke zur
Seiten, (nehmlich noch auſſerdem

A AEkC, welches in der Mitten
zwiſchen ihnen befindlich iſt.)
Die Summe ihrer Areen mus
S ſtel des Trapezions ſeyn; das
folgt aus der erwieſenen Groſe
der Aren A AEC, welche zwei
Drittel von dem Jnnhalt des
Trapezions einnimmt.

Um

ant

nuuu uudi
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8 WalkoroagUmgekehrt, ſchneidet man von
min her gegen G zu, oder uber—
haupt gegen einen Punct auf aC,
ſo erhalt man auſſer dem mittleren

Dreiekks Gmn, (welches immer
S jtel des Trapez. und  akc iſt,)

zwei zur Seite abfallende Dreiekke,

AGm CGn, deren Summe
S z des Trapezions ZAsß iſt.

Kommnt das ganze Trapezion von

einem gleichſchenklichten a AkCher,

ſo ſind dieſe abfallende Dreiekke,

jedes Z ZAsbC, d. h. jedes dem
Abunmn gleich, und ſelbſt unter

ſich gleich.
Sonſt aber ſind ſie jederzeit

ungleich, und nur in der Summe

bekannt.

Auch hier, wenn man in das
Trapezion nicht gerade 2. Dreiekke

einzeichnen will, fallen die Dia—
gonalen Om, und An weg; und
man erhalt immer drei Dreiekke:

A AGm i Gmn  CSanz;
deren einzelne Groſe und Geſtalt ſich

nach dem in der Mitte ſtehenden,
hier nach a Gmn, beſtimmen.
Jſt dieſes gleichſchenklicht, ſo
ſind ſie alle drei ganz gleich.

Prodromus zu dem folgenden d. 6.
GEine kleine Geſchichte.)

5

Ich befand mich einsmals in einer Geſellſchaft, in welcher unter andern
von den Eigenheiten der Zal z3 und 9 geſprochen wurde. Auch mit den

Dreiekken iſt's doch gar beſonders; (fiel einer der Anweſenden ein.)

Schnei



Wal bers  ↄ 9Schneiden ſie ſich eines von Papier oder Karten zurecht; und dann ſchneiden

Sie ihm eine ſeiner Spizzen ab, welche Sie wollen, ſo laſt ſich daraus
ſogleich, (wenn man das abgeſchnittene Stukk neben an ſezt,) immer
ein Quadrat bilden. Jch machte ihm Einwurfe; er forderte ein Kartenblatt,

und ſchnitt Sein Angeben traf nicht zu. Es fiel ihm ein, daß er
eine Bedingung beizuſezzen vergeſſen hatte; Er bog den Spizzen des
Dreiekks, welchen er in der Hand hatte, herab bis zur Baſis, und
ſchnitt dann: Da traf es zu; es ließ ſich ſo gleich aus den zwei
Stukken des Dreiekks ein Quadrat bilden: Man ſehe die Reihe der
Zeichnungen, kig. 4. an:

Wenn man dieſe Figuren betrachtet, ſo laſt ſich bald folgendes
heraus merken:

Ca.) Das Verfaren, aus dem Dreiekk ſogleich ein Vierekk
ſo zu bilden, hat nur ſtatt, wenn ein recht winklichtes Dreiekk gegeben iſt,

wie ABC eines iſt; und wie freilich immer vorhanden iſt, wenn man
von einem gewonlichen ganzen Karten-Blatt eine Ekke wegſchneidet.
Jch brachte daher meinen freundſchaftlichen Unterredner in einige
Verlegenheit, als ich mir ſein Karten-Dreiekk ausbat, den rechten Winkel

bei a wegſchnitt, und ihm ſo ein ſchief-winklichtes Dreiekk zurukgab,
mit der Bitte, auch daraus, wie vorhin, ein Vierekk zu bilden.

(2.) Die Behauptung, es laſſe ſich auf die gemeldte Art immer
ein Quadrat formiren, iſt in beſtimmterem Ausdrukk ſo zu nehmen:

Entweder ein reines vollkommenes Vierekk, Quadratum.)
Oder ein Rechtekk, ein Rectangel, (Quadratum ohlongum.)

B Nehm
2 2



 Ab
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Nehmlich blos in dem Fall, wenn die ganze Hohe des gegebenen
rechtwinklichten Dreiekks, CAB J zweimal ſo gros, als die Grundlinie
deſſelben Dreiekks iſt, kommt ein reines Quadrat durch das erjalte
Werfaren zum Vorſchein; d. h. wenn die halbe Hohe der Baſis
deſſelben Dreiekks gleich iſt.

Jſt aber die halbe Hohe der Baſis nicht gleich, ſo erhalt man
notwendig nur ein Rectangel, oder ein Vierekk, in welchem blos die
entgegenſtehende Seiten gleich ſind.

(3.) Der mechaniſche Act, vermittelſt deſſen man die Spizze eines

ſolchen gegebenen Dreiekks, B, bis an die Ekke der Grundlinie, A—
herunter beugt, iſt weiter nichts, als Halbirung der Hohe, oder
Beſtimmung der halben Hohe, wie man ja mit jedem Blattchen Papier,
das man zuſammenfaltet, anzugeben vermag; En iſt die Falte,
d. i. die Granze der halben Hohe; auch wie man ſpricht, die Helfte

des Loths, oder Perpendikels, AB.
„Warum aber trifft dann dieß immer juſt ſo zu, daß ein jedes

ſo abgeriſſene Stükk eines Dreiekks die Ergänzung zu einem Quadrat

oder Rechtekk abgiebt

Die Frage wird ſich wol ein jeder, der die Sazze des folgenden
Blats zu leſen Luſt hat, wie ich hoffe, beantworten konnen:
Sie ſezien blos die Ueberzeugung voraus, daß jedes Dreiekk die Helfte
eines Paralelogramms, und jedes rechtwinklichte o insbeſondre die Helfte
eines Rechtekks oder Quadrats ſei.

G.



Wabtotogg I1X
g. G.

Falte ein dir vorkommendes
Dreiekk, in der Mitte; (wie g.1.)
ſchneide, was ober der Falte liegt, ab;

und zerſchneide das damit einzeln

erhaltene Q Binn wiederum in
zwei rechtwinklichte Dreiekke; Dieſe

zwei Dreiekke laſſen ſich jedesmal

an das ubriggebliebene Trapezion

zur rechten, und zur linken ſo an
legen, Canſchifften) daß ein Para
lelogramm zum Vorſchein kommt,

Cein Rechtekk oder ein Vierekk,)
deſſen Jnnhalt ganz dem Jnnhalt
des J ABC gleich ſeyn mus,
da es ja ganz aus Fragmenten des

Dreiekks Abo beſteht.
So laſt ſich je des Dreiekk blos

mechaniſch in ein Rechtekk ver—
wandeln von ganz gleichem Jnnhalt.

Die Hohe des Rechtekks iſt immer
die halbe Hohe des Dreiekks.

Grig. 5.)
Daß das ABEn 2 ADCn.

und jedes dieſer Dreiekke ein
Viertel des Rechtekks, pCED ſei,
iſt gewiß leicht begreiflich; eben
ſo leicht, als daß ABpC ſo gros,
als dieſes Rechtekk ſeyn muſſe.

Deshalb erganzt dann das
Stukkchen BEn das Trapezion
Enpo zu einem Rechtekk, (oder
Vierekk) notwendig.

Eben ſo verhalt ſichs mit dem

andern A BEm S A Lama
Der Punct, der die Helfte

zwiſchen ED angiebt, u, wird
durch die Mitte der Diagonale BC;

Eben ſo der Punct, m, welcher
die Helfte von LE angiebt, wird
durch die Mitte der Diagonale AB
beſtimmt; Hinwiederum aber die
Mitte dieſer zwei Diagonalen,
durch die Mitte der gemeinſchaft

lichen Hohe, PB

B 2 7.
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Faltet man das abgeſchnittene

Dreiekkt, Bmn in der Mittte,
ſo erhalt man abermals oben ein
Dreiekkchen, Biv, und unten ein

Trapezion, mnie; von welchen
fich das nehmliche ſagen und be—

merken kaſt, was wir von den
ahnlichen Fragmenten des ganzen

QAKBC, d.h. vonbmn 4. ACmn
ſelbſt bemerkt haben. Das A Bir
iſt ein Viertel des a Bmn; und
da dieſes ein Viertel des ganzen
O As0C iſt, ſo iſt notwendig

Ankiv r* AAKC.
ODas Trapezion unten dran,

mnir, iſt Ztel des O Binn, alſo

Anſtatt ſich allein mit A Bmn
zu beſchaftigen, kann man ſogleich

das ganze Dreiekk AßC vornehmen,

und daſſelbe doppelt falten, oder
den Act der erſten Faltung (F. 1.)

GPFig. G.)
Die geometriſche Verzeichnung

auf dem Papier verrath zwar ſo
gleich die Aehnlichkeit des oberſten
Dreiekkchen, Biv, mit ßmn, und
AßC ſelbſt; wie auch die Aehnlich—
keit der Trapezien mnir und aCmni

Aber die Groſe der Areen errath
das Auge nimmer mehr.
Nrur ein Schluß der Rechnung
giebt ſie beſtimmt an, und erſt durch

Hulfslinien laſt ſich das Reſultat
des Calkuls, auch graphiſch,
uberzeugend darthun.

Anſtatt der einen Paralele, mu,
mit der Grundlinie AC, gleich
laufend, kommen nun noch zwei
neue Paralelen zum Veorſchein,
iv, und ts; und dadurch geben ſich

wieder
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Dreiekk ſodann drei Trapezien,
und das Dreiekkchen obendran,
D Bin zeigt.

Schneidet man dieſe Trapezien
nach der Reihe herunter, ſo erhalt

man folgende Areen:

A Bir ZTur aAaßc.
Trapez.mniv- SAABC.
Trapez. mnts 2 r AABC.

Trapez. ACts 2. AABC.

Schneidet man das obre Trapezion
mniv quer durch, ſo erhalt man zwei

Dreiekke; Das Groſere, min, iſt
die Helfte des ABmn, alſo die Helfte

eines Viertels, ZJ ABCC
Das kleinere, nir, iſt? ABC,
weil es mit A Bio gleiche Hobe und

Baſis hat. Dieſe zwei Dreiekke
verhalten ſich dann, wie 1: 2.

B 3

drei Trapezien nebſt dem Dreiekkchen

Biye Die Groſe dieſer Trapezien

iſt leicht erwieſen:
Wir kennen ſchon Trap. mniv D 75.

Wird daſſelbe durch eine Diagonale,

in, getheilt, ſo iſt das eine O
Der Helfte des a Bmao, weil i
in der Mitte der Linie Bin liegt;

alſo Amin m JABC.
Das andre, A nice, iſt wolbe—

greiflich 2 A Biv.
Die Diagonale hatte auch von

m nach v laufen konnen, man hatte
eben zwei ſolche Dreiekke dadurch

erhalten, wie aus g. 2. erhellen mus.

Daß das zweite Trapezion
mts S n ſey, zeigt ſich ſo:

Die Diagonale bildet auch in
dieſem Trapezion zwei Dreiekke;

Das kleinere, Anmnt iſt ſicher
S A min, das zu nachſt ober
ihm liegt, auch 2 Amunz in dem

es ja gleiche Hohe und Baſis mit
dieſen hat; alſo iſt es Z  oder ein

Achtel des A ABC.
Schnei

ν.

mn E 22 üx
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Schneidet man das 2te Trapezion

mints, eben ſo quer durch, ſo iſt
das groſre Dreiekk, das damit

abfallt, Atus D S AC;
Das kleinere aber, Amnt

5

S ĩr AßC; oder ein Achtel des

ganzen A AC.
Dieſe zwei Dreiekke verhalten ſich

alſo gegen einander, wie 2: 3.
Schneidet man auch das unterſte

Trapezion ACts z5 eben ſo
quer durch, ſo erhalt man abermals

zwei Dreiekke;

Das groſre, acs iſt JABCA
Das kleinere ats 7* AstC.

Dieſe verhalten ſich alſo gegen

einander, wie 3: 4.
Es laßt ſich ſchon hier ahnden,

daß dieſe ſchone Geſezlichkeit bei
ſimpler Dichotomie an jedem
Trapezion, auch bei einer Wahl ganz

andrer Falten, ſeine Anwendung
finden mochte. Die Gewißheit
hievon wird aber erſt weiter unten
beigebracht werden konnen.

Das groſere As tuns;, iſt So
wie ſich (unter andern ergiebt,
wenn man vonnt nach e eine
Hulfslinie zieht, und alſo
dadurch ein A. Bto gfeichnet;

Dieſes iſt doch ſicher S 753
demſelben gleich ware ſodann A tnvz

und endlich dieſem gleich, unſer Atns.

Alſo rechnet man die zwei
Dreiekke, tns mat, zuſam—
men; ihre Summe iſt die Area
des Trapezions D

In dem lezten Trapezion iſt
A Ats immer D tns, alſo SABC;
alſo mus wol das unterſte A
ACs S  ſeyn, weil kein andre
Zal denkbar iſt, wenn man herunter

zalt, um 35 voll zu machen.
Doch kann man dieſe Groſe auch ſo

darthun: Weil ein A Abvy S
notwendig iſt, und aA Cs gleiche
Hohe und Baſis hat, ſo mus auch
dieſes A gleichen Jnnhalt haben.

J. 9.
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Schneidet man von einem ſo

doppelt gefaltenen Dreiekk, das
Stukk, das durch die unterſte Falte
markirt iſt, weg, ſo erhalt man ein

Dreiekk, (Bts) ganz ahnlich dem
ganzen Dreiekk, deſſen Jnnhalt aber

nur z des ganzen und deſſen Hohe

Ztel der Hohe bB in ABC enthalt.

Liefe die Falte, ts, alſo nur ein
wenig hoher, ſo erhielte man
wol S oder die Helfte des ganzen

HAsBc nahe hin. Ganz genau
erhalt man aber dieſe oft verlangte

Helfte des ganzen Dreiekks ABC.

durch wiederholte Halbirungen der
Hohe, Cals womit wiederholtes

zuſammen- falten eben zuſammen
trifft) nimmermehr, man mag

Verſuche anſtellen, wie man will.

Schneidet man von dem neu
erhaltenen  ts, das oberſte
Dreiekkchen, Biv, weg, ſo bleibt
tin Trapezion ubrig, tsiv, welches

C Fig. G.)
Wird die Paralele ts zur Baſis

eines Bis, angenommen, ſo erſieht

man ſofort, daß alle Winkelbleiben,
und alſo Bts  ABC ſeyn muſſe.
Die Jnnhalte ſtehen gegen einander,

wie 9:216 S 324.
Dies erinnert an den Saz:

die Areen zweier ahnlicher Dreiekke

verhalten ſich, wie die Quadrat
Wurzeln der Hohen, (S. Kaſtn.
Geom. 42 Saz. 23 Zuſ.) weil die
zwei leztern Zalen wirklich als die

c Wurzeln aus den zwei erſtern
anzuſehen ſind. Jch hatte ſogleich
K. 1. darauf furen konnen, weil
auch dort die Aren des a AkC
zur Area des ABmn ſich verhalt,

Ci zu 4), wie die Hohe PB
zu der Hohe PB. d. i.
154 DT 1222 Vo:Va.

Uebrigens wird daruber, daß
man durch fortgeſezte Halbirungen

der Hohe, und Paraleken (immer in

der Mitte zweier ſchon vorhandnen

aus
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beſteht, und alſo:

S r *S aunc.
d. h. die Helfte des ganzen Dreiekks

rein und vollkommen zum Jnnhalt

hat.

g. Io.
Schneidet man von dieſem Tra—

pezion das kleine Dreiekkchen, Zniv,

(welches D Bir iſt,) weg, ſo bleibt ein

Trapezoid Stins Z S— is2 is.
Deſſen Jnnhalt alſo dem Jnnhalt

des weggeſchnittenen unterſten
Trapezions ACts wieder, gleich iſt;

aber auch —Z A Bins Sbtn—

Schneidet man aber die Ekke, sin,
von dieſem Trapezoid ab, ſo bleibt ein

Dreiekk, tis. —Z 7s m JAsBC.

Es iſt dem ganzen A ABo zwar
nicht ahnlich, hat aber doch einen

homologen Winkel, beiſt, welcher
dem bei Agleich iſt, und die Helfte
der Hohe PB, wie auch die Helfte
des Schenkels ABS ti zur Seite.

Paralelen gezogen,) doch nie eine
Linie erhalt, welche mit vollendeter

Scharfe ein Dreiekk, D AaBC.
angiebt, unten noch insbeſondere
abgehandelt werden.

(Fig. 7.)

Findet jemand Luſt, oder hat ein

Bedurfnis, das Trapezoid, tins,
in ein Dreiekk verwandelt zu ſehen,
welches dem AABC auhnlich ware,

der wurde die Kunſt, dieſes zu
bewerkſtelligen, aus ſehr vielen
Handbuchern erlernen konnen;

Namentlich aus Schulzens
Taſchenb. Th. 1. ſ. 425. bis 434.

Es giebt der Methoden niehrere.

Fur Anfänger iſt immer die
anzurathen, nach welcher das
gegebene Trapezoid tins zuerſt in

ein reines Quadrat, ſo dann in
ein Paralelogramm mit einem
beſtimmten aus dem A Aßzc
ubergetragenen Winkel verwandelt,

und endlich dieſes Paralelogramm,

Auch
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Auch ein anderes Dreiekk 2 JaC
laſt ſich ſehr bequem aus dem

ganzen Dreiekk AanC ausſchnei—

den, rechts oder links,
HAin S Cmo, jedes S Atis-.

Man denke es ſich ſynthetiſch, Z. B.

HAmnm minzzu iſtg z.

g. II.
Schneidet man von einem—
Dreiekk das obre und unterſte
Trapezion heraus, ſo iſt die Gumme

dieſer beiden r) zasnc.
d. h. ſie ſind, beede zuſammen

durch eine Diagonale halbirt
wird.

Eben dieſes will ich auch hiemit
auf ſehr viele andre Figuren bezogen

haben, welche wir bisher als
aliquote, aber nicht als ahnliche

Theile des A ABo haben kennen
lernen.

C(lig. 7)
Die ſtetige arithmetiſche Propor

tion liegt garnicht tief verſtekkt, wenn

man die nun bereits bekante Areen der

Trapezien nur neben einander ſezit:

in: ciſ 57 ſ75
ge

Eirn jedes Trapezoid laſt ſich doch ſicher in zwei Dreiekke abtheilen,
wie eben das vorhandene, tins, in Atink Atns; Cin der bten Fig.)
und jedes dieſes Dreiekke in ein g oder Rechtekk verwandeln.
Ein Vierekk, ſo gros als die Summe dieſer zwei Vierekke, ergiebt ſich

aus Pythagoras Theorem, wenn man ſie rechtwinklicht zuſammen
ſezzit, und die Hypotenuſe quadrirt. Das ubrige folgt ſpielend.
Jch wollte dieſes blos Anfangern zu lieb noch beigefugt haben;
und verweiſe ſie ubrigens, als an die Haupt-Quelle, an Euklids
Probl. 42. L. i. und Probl. 14. L. 2. Wer die dortigen Sazze
nicht durch zu ſtudiren Gedult hat, fur den iſt wol Mathematik
nicht beſtimmt, noch er fur Mathematik!

D 1 Ü
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genommen, doppelt ſo gros, dem

JInnhalt nach, als der Jnnhalt des
mittlern, muts, weill? 2 2. (6)
betragt.

Eben ſo viel betragt die Summe

der 2. Dreiekke: Abin AAmC;

denn S  iſt auch 15.
Eine ſehr leichte Folgerung

daraus iſt: daß das Fragment
eines Paraleloaramms, oder das

querliegende Trapezion, Cmin,
notwendig S S oder z ſeyn muſſe;

wie ja die Erganzung zum ganzen

Dreiekk erfordert.
So laſſſen ſich noch manche andre

Aequivalente herausſchneiden.

g. 12.
Aus einem Dreiekk AßzC ein

Trapezion D JAsBC herabzu—
ſchneiden, lehrte uns ſchon g. 1.
und 2. genuglich. Aber, wenn man

nur das Dreiekkchen Bir faltet,
und dann auch von C nach i eine

Falte ſchlagt, iſts eben ſo leicht,
ein Dreiekk, das ZJAso iſt,

Die Summe der auſern Glieder

iſt der Summe der mittlern ja
immer gleich. Das eine auſſre
Glied iſt aber das Correlat des
oberſten Trapezions, das andre das

Correlat des unterſten.

Zeichnet man das Trapezoid

Cmin aus, daß ein Rechtekk
daraus wird, ſo iſt zur Erganzung

das A Bin notig. Als dann hat
man ein Rechtekk, Ci, mit dem
Jnnhalt S ZasC. Dieſes Recht
ekks Hohe ware immer ein Viertel

des einen Hauptſchenkels, Abz
Die Baſis aber, Om, die bedeutende

Linie, welche AB von C aus halbirt.

GFig. 7.
Das Dreiekk, ACi, welches

man in Zeichnung ſo leicht, blos
durch die Diagonale, Ci erhalt,

und welches dann als 2 3 ARC
erſcheint, hat die nehmliche
Hohe, wie das H Bts, welches
(nach g.9.) um eine Paralele hoher

ſteht, und deſſen Aren S 7 AB Ciſt.

ab
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abzuſchneiden; es iſt 4a Ci; dann
man betrachte nur das anliegende

A BicC, es iſt offenbar 2 753
folglich bleibt

fur a ACi. Si, alſo ABC.
Es iſt dem Dreiekk akc nicht

ahnlich, hat aber doch den Winkel

bei a, und die Baſis aC gemein,

und zur Hohe zugleich ztel der
Hohe bB.

Verlangt man Zz ABc, ſo iſt
es jezt leicht das Trapezoid, ACis, zu
ſchneiden, welches dieſen Gehalt hat.

Verlangt man z, oder JABC.
ſo iſt das Trapezoid, ACin,
offenbar ſo gros.

Schneidet man endlich von
A Acdci ein Dreiekkchen, ſo gros
als Cis oder nis weg, ſo bleibt
eine Aren (13 5). d. h. 15;
Soviel iſt auch dieSumme der mitt—
lern Trapezien, mit dem kleineren
Dreiekk des unterſten Trapezions,

teir Ats S Stau
oder das Trapezoid asir Z Ctiv.

Drukkt man J als 3 aus,
ſo zeigt ſich das Verhaltnis der
Areen dieſer zwei Dreiekke Bts,
und AcCi gegen einander:

9212 S 324Sie ſind nicht ahnlich.
Waren ſie es, ſo wurden ihre
Hohen heiſen: Vo: Viz; aber
ihre Hohen ſind hier gleich,
jede ZpR.

Uebrigens iſt, wie man ſieht,
die Zal, welche den Jnnhalt
des Dreiekks, ACi, ausdrukkt,
nehmlich mit der Zal, welche
die Hohe dieſes Dreiekks ausdrukkt,

den Zifern nach einerlei, welches
blos bei dieſem A vorkommt,
und daher wol zu merken iſt.
Bei der Area iſt 6(3:4) im
Flachenmaas oder in der 2ten
Dimenſion zu denken; bei der
Hohe im Linien-Maas, oder in

der erſten Dimenſion.

g. 13.
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Jedes der drei Trapezien laſt ſich
ſchnell zu einem Paralelogramm

zurecht-ſchneiden. Der Schnitt
mus immer mit AB paralel laufen,
und nachs, oderen, oder v, gehen.

Da fallt jederzeit ein Dreiekkchen,
das Kivs iſt, ab; und der Reſt
iſt ein Paralelogramm,

in dem Trap. mniv, eines 2 24.
in dem Trap. mnts, eines -2 752 zJ.

in dem Trap. aC ts, eines  S23.
Eben ſo gros ſind die drei

Rechtekke in eben dieſen drei
Trapezien,

vvw2i]
mt2l gtel aBc:
ts S3
Die Summe des uiſten und zten

iſt doppelt ſo gros, als das 2te.
Es iſt alſo das Geſez, wie bei

den Trapejien ſelbſt.

G Fig. 8.)

Die Figur bekommt in der
Zeichnung ein viel gefalligeres An

ſehen, wenn mana, ABC, als ein
gleichſchenklichtes Dreiekk zeichnet.

Alsdann fallt das Perpendikel, PB.
allerwarts durch die Mitte; und
die rechtwinklichte Dreiekkchen an

beeden Seiten herunter ſind dann
durchgehends gleich, jedes einzeln

S der Helfte des A Biv; dahin—
gegen jezt blos ihre Summe, in
jedem Trapezion zuſammen addirt

das ABiv, oder  As Cbetragt.

Allein, um die Allgemeinheit
der bisherigen Sazze zu erproben,
fand ich fur rathlicher, immer ein

ungleichſchenklichtes Jzum Grund
in legen.

9. 14.
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Wir haben jezt Fragmente genug von 1... bis 16 Theile,

und mehrere (aequivalente) Areen, die ſich ſammtlich, als abgeriſſene

Stukke des Dreiekks, ABC, betrachten laſſen. Jch will die
vorzuglichſten zur Ueberſicht zuſammen ſtellen:

1. 1btel. o o22
2. 20 J J. gtel. J
3. 22
4. .2
5. 22
6...
7. 422

8. .2
9.

J1o. 2
II1. 2
12. 22
13. 22
14.

15.20

J

J

J

1. Viertel.

0 v 0
3. gtel..
J 0 J 0
q. Achtel.

5. gtel..
0 0 0
3. Viertel.
0 0 0 0
7. gtel. J

J

J

A ir, Amir, A nivr, (Atl Csag.)
A Bin, aßvm, A vis; Paral. mv; Retng. vv

.A Bis,. ABrt, ACiv, AAiv; AAts; Trap. mnivs
ABmn, Aamn, AbiC, AaCs, atin.
Trap. mats. S Trapzd. Cmis.
AaAin; ACmvi; Atis; Trap. Cmin; Rctn. tlsg
Trap. ACts; Trapd. Avin. Z tins ZABlms.
AACm; A Akn; Trap. ivts; D (A Biv S Tt. ACts.]

A Bts; Traprd. Astv, S Ctis.
(Ahin EACm.); 2 (Trapemniv  Tr. ACts) 2 Asim

Trapd. Asiv. Z Ctir.
AaCci S AACv: 2 Trap. ACmn 2 AABs-
Trapd. ACis.
Traprd. ACin. D ACmv—
(A Bts Sintleg)i (Eia V. Exk). Trap. ACiv.

Jch will dieſe 15. aliquote Theile des Dreiekks ABC mit Decimalen
ausdrukken; Der Gebrauch davon wird ſich weiter unten naher
darthun:

ECz J

J—
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1Sechzentel iſt Sch tl ſſt o, 5625.
o, 625.
o, 6875.

o, 75.
o, 8125.
o, 875.

o, 9375.
1, oooo.

initnnlilullili üt

—ee

m e

J J

S

v J  4 J

lniniinmitinnn

Hiemit will ich die Jnnhalte der Dreiekke, und der Trapezien verbinden,

welche bei 4. Paralelen die ſimpelſte ſind; Nehmlich, wenn

das obre Dreiekk das Trapezion drunter.
7s ABC iſt, alſo o, obr5. ſo iſt: 15 AbC S O, 9375.

—Qmnmuonle o, 25. ſo iſt: z 2 DS Oſ, 75.
S  09.5, 6625. ſo iſt au S2 O024, a375.

Eine ſolche Vergleichung der Trapezien und der Dreiekke oben dran

wird unten mehr im Detail vorkommen. Jch wollte hier blos darauf
vorbereiten; Und gehe nunmehr auf dem einmal betretenen Pfad gerade

zu weiter, ohne jedoch die doppelte Vorſtellungs-Art des mechaniſchen
Verfarens mit Dreiekk-Abſchnitten, und mit lineariſchen Conſtructionen
Lin 2. Columnen) noch fernerhin zu verfolgen. Jeder meiner Leſer wird
das Geſchaft nun fur ſich ſelber, ſo weit ihn geluüſtet, fortſezzen konnen.

Meiner Vortrage ſind noch viele; Jch mus Zeit und Raum ſparen.

g. 15.
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J Jg. 15.
Wurde die Hohe des Dreiekks ABC nicht in vier- ſondern acht Theile E J

abgetheilt, ſo erhielte man acht Paralelen, und das oberſte Dreiekkchen n1

ware nun nicht Bir, ſondern ZBiv, d. h. (s AßC) Z z ABC. u J

Hierauf kame ein Trapezion, deſſen Baſis, ir, ware, deſſen Area

ſelbſt aber? A Bir, d. i. Z. r5 oder St notwendig ſeyn muſte.

Aus dem folgenden Trapezion, welches bisher, mnir, (S z) war,
wurden nunmehr zwei gebildet.

Der Gehalt des obern, Cdeſſen obere Seite iv ware wurde nun

Gfolgweiſe) j— ſeyn;
und der Gehalt des nachſten dran, (deſſen Baſis, mn, ware) um
zwei 6aſtel mehr, oder  a

So liefe die Reihe dann fort; es folgten noch vier Trapezien;
Jhre Areen waren, 5 3. 3. Hielte die Area des lezten Trapezions
alſo nur ein einziges éaſtel mehr, ſo ware es 23 d. i. ABbC ZBmn-
Alſo iſt es nur um einen ſo geringen Theil kleiner.
Dieſe Bemerkung iſt nicht unwichtini; Gar ſehr intereſſant aber
die Erkenntnis der ganzen Reihe uberhaupt. Sie enthalt jezt g. Glieder;
Der Verhaltnis-Anzeiger bleibt, 2, wie er es bei der vorigen Reihe,
von 75.. war. Das heißt: wenn eine Area S x iſt, ſo iſt die
nauchſtfolgende drunter: à S 2.

g. 16.

J JLe —2 2 1 22 1
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g. 16.

Theilt man die Hohe in 16. gleiche Theile ab, ſo wird das oberſte
Dreiekkchen —Z 1. c S ts ſeyn; Darauf folgen 15. Trapezien;

cDas erſte halt zz55 das zweite S z5s5 das dritte hat im Zaler 7,
das vierte hat y, und ſo geht es fort; das uzte oder unterſte hat zi,

oder iſt Z z85 ABC.

Theilte man die Hohe deſſelben Dreiekks, ABC, in 32. gleiche Theile ab,

ſo wurde der Innhalt des oberſten Dreiekkchens 2 5. 15  isa ABC ſeyn;
Darauf aber folgten 31. Trapezien bis auf die Grundlinie hinab.
Das erſte iſt:  zezg ABC. Das zweite hat im Zaler 5, der Nenner
aber bleibt. So lauft die Reihe foriti

63Das ziſte und lezte iſt: S is22

Auf ahnliche Weiſe gehts dann ins Unendliche gleichformig weiter,
wenn man immer ein vielfaches der Zwei, (Cein Multiplum der Zal, 2,)
in der Eintheilung der Hohe beibehalt.

g. 17.
Um dieſes allgemein zu faſſen, gewohne man ſich an folgende

Vorſtellungs-Art:

Da uberall bei dieſen Abtheilungen, und Unterabtheilungen—
Multipla von 2 vorkommen, ſo iſt wol rathlich, ohngefar wie folgt,

ſich auszudrukken:

Wenn



W ab te  ↄgge 25
Wenn DB die Hohe eines Dreiekks, von welcher Gattung es ſeyn

mag, Z. V. des A Anc., in der Mitte von einer mit der Grundlinie
gleichlaufenden Linie durchſchnitten wird, alſo die Hauptvorausſezzung

p B 1iſt, ſo giebt das 2 Stukke: 1 Dreiekk
2 22

3und 1 Trapezion
22

Da ſind alſo Zwo Paralelen, (die Baſis dazu gezalt
Wenn dieſelbe Hohe viermal abgetheilt wird, und, den Ab—

theilungs -Puncten gemas, vier Paralelen gezeichnet werden,
Gdie Baſis dazu gerechnet,) alſo die Haupt- Vorausſezzung

v*

L 1iſt, ſo giebt das 4 Stukke: 1 Dreiekk
22 24

3 5 7

und 3 Trapezien:
24 24 244.Wenn dieſelbe Hohe achtmal abgetheilt, und ſo acht

Paralelen gezogen werden, alſo die Haupt- WVorausfezzung
PB

1

23
iſt, ſo giebt das g Stukke: 1 Dreiekk 7

3 5 15
und 7 Crapezien: Z*757.

D WennMan merke ſich hiebei, um das folgende leicht zu verſtehen,
dieſe Potenzen der Zal 2:

21 Z 2. 222 4. 23 2 8. 242 16. 252 32. 252 64. 272 128.
28Z 256. 222 512. 2102 1024. 2112 2048.

o J

2

n
2 J



26 WaeWenn dieſelbe Hohe ſechszehnmal abgetheilt iſt, und ſechszehn
Paralelen gezogen werden, alſo die Haupt- Vorausſezzung

PR 1iſt, ſo giebt das 16 Stukke: 1 Dreiekkt

24 28 3 5 31und 15 Trapezien:  cli28 28 28.
Endlich laſt ſich allgemein ſezzen, wenn die Hohe 2n mal abgetheilt

worden, und 25 Paralelen gezeichnet ſtehen, alſo die Haupt-Vorausſezzung

P B iſt, ſo giebt das, 2nu Stukke; nehmlich immer

Dreiekk, Cdem Jnnhalt nach)
und 21 Trapezien, (der Anzal nach,) deren Jnnhalte

3 5 7 2n *11ſind: —l— Ti 77 Si ô22n 22n 22nwo alſo jeder dieſer Bruche eine gewiſſe Area vorſtellt.

Man mag die Reihe noch ſo weit hinaus, als man etwa Luſt hat,
fortſezzen, ſo werden dieſe allgemeine Vorſtellungen zutreffen, und die
von mir gebrauchte Signaturen richtig uberall hinweiſen. Man verſuche
es ſelbſt mit mehreren Beiſpielen in Concreto.

4
 V—

J a v n
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g. 18.

Der Folge wegen iſt notig zu bemerken, daß der allgemeine

2n*1tAusdruk fur jedes unterſte und lezte Trapeziooh;,ß
22n

P BCwenn nehmlich bei der Eintheilung der Hobe angenommen iſt,)
2n

auch ſich von der Anzal der Trapezien, die jedesmal 2n—1 iſt/
hernehmen laſſe.

Dieſe Groſe nehmlich duplirt, S 2. (21— 1)
und (zu dieſem Doppelten) 4 1 addirt, R
giebt zur Summe den Zaler zu der 2. 21 2*1
Jnnhalts-Groſe des lezten Trapezions oder 2. (2a 1) æ*1
welche Signatur, wie man bald einſieht, eben ſo viel, als die obige
Groſe des Zalers (2n  1) i beſagt; Der Nenner bleibt, 22u, wie oben.

Alſo der ganze Gehalt eines lezten Trapezions oder ſeine Area ware

2. (2n 2) *1tt
auch als S zu gedenken.22n

Naturlich kann man aber auch den Ausdruk deſſelben Zalers von der

Anzal der Theilungs-Puncte ſelbſt hernehmen: Diiſe Zal iſt Z 20.
Dieſe Groſe duplire man, und ziehe mab, ſo hat man ebendaſſelbe

Aequivalent: S (2. 2n) 1 im Zaler. Alſo heiſt alsdann der Gehalt

des Trapezions 2. Blos der Folge wegen iſt dieſe
2 20

Vorſtellungsart nicht unwichtig.

D 2 g. 19.
ĩ 2
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g. 19.

Wenn man die Hohe eines Dreiekks AßC, in 3 Theile theilt,
und durch die Puncte der Abtheilung Paralelen mit der Grundlinie
zieht, mn, fad, ſo erhalt man oben 1 Dreiekk, und 2 Trapezien.

Das Dreiekk Bmn, iſt immer S iſotel ABC.
Das erſte Trapezion mnfd, iſt S gſotel auch Snztel.
Das zweite Trapezion (aCkd,) iſt Z gſotel ABC.

Der Beweis dieſer Sazze iſt leicht, man ſehe die gezogenen Linien

in den Conſtrustionen kig,. 9.
(i.) So gros, als A Bmnn iſt Anmnd wie auch AnmdCi

Gbei gleicher Hohe und Baſis.)
Alſo iſt &a bma S ZABCnm. Aber dieſes Dreiekk BCm iſt ein
Drittel des ganzen Dreiekks AñC; ZABC.) Folglich iſt
ABbmnc 3. GJABC) d. h.  AscC.

C ĩi.) Das Trapezion, mufä, beſteht aus den 2 Dreiekken, mud und mfd.

Wir kennen gewiß ſchon beede, wenn wir nur auf die
Conſtructionen des 2ten und aten gphen zurukſehen: Den—
felben gemas iſt A mndd ein Drittel des Trapezions
oder A.mnnad Z Binn. d. i. S Jaußc.
und Anmkad S Z des Trapezions, oder Z ABC.
Folglich das ganze Trapezion —Z J4a 5S d. i. Z oder Z ABC:

Ctri.) Das unterſte Trapezion, a Cfd. iſt dann notwendig  3; als
Complement zu 3; ſo daß damit abermals eine arithmetſche Progreſſ ion
vorhanden iſt, die auch, wie die uns bekannte von 2 zu 2 ſteigt:

Cz 5 3) atbC 2 Tot. A ABC.
20.
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Da im untern Trapezion, ACtf ſiſtel Abc iſt, Gwie der

Augenſchein der Eintheilung ſelbſt beweiſt,) ſo iſt das neben anliegende

H Ckä leicht zu berechnen; es iſt anzuſehen, als Trap. tot. ACf
d. i. S 5ſotel zſotel S 2ſotel ABC.

Folglich iſt dieſes Dreiekt Cka S KQ mka; wie auch aus geom.
Gründen, (bei gleicher Hohe und Baſis folgt. So bewahrt eine
Betrachtung und Rechnung die andere.

Eben ſo gros iſt A Cimn. Denn man ziehe nur einmal ab:
AbCm ABmn S Cinn

Eben ſo gros iſt dann auch auf der andern Seite das
Dreiekk amn D A Cmn SZ 2ſotel ABbC.

Folglich iſt die Summe dieſer 2 Areen D ſνtel ABe z a(Amn Cmin).

Eben ſo gros iſt bid —543214 frap. ACfd 1224.
Addirt- man aber das obre Dreiekk, Bmn, und das untre

Trapezion ACfad, ſo erhalt man:

z *54—2 321  aAsusc.
Eben ſo gros iſt das Q ACm, wie auch BCf.

ddirt man Bimd, und eben dieſes Trapez. ſo bekommt man

z à52 3abc2 (Aa Bmd  Tr. ACfd.
Eben ſo gros iſt das Trapezoid: ACmd:  ACm Cmd J J d. i. J.
Weiter, da bmd m 2Bmn, alſo ſotel ABC iſt, und a ACm Z aſotel,

ſo erhalt man auch dadurch otel abC. D Akmd A ACm;
Denn ſummirt iſt: Z  3 28.

Eben ſo gros iſt die Summe der 2 Trapezien.



zo W a νο hνDamit hatten wir dann abermals Areen von ſotel ABC bis oſo tel; welche
ſich in der Foige noch durch viele Gleichungs-Groſen vermehren laſſen werden.

Jch will denſelben hier nur noch 2 Rechtekke beifugen, um eine (nicht
unfruchtbare) Vergleichung mit dem Jnnhalt des g. 13. veranlaſſen:

Fig 10. Das Rechtekk, makr; iſt Z 2ſotel aBC.
Die Erganzungen zur Seite betragen Jo tel dess Ab C zuſammen aus.

Der Beweis iſt leicht: qs) Das g makr iſt SZ Amfd; Dann
es nimmt die Helfte der Baſis dieſes amfa ein; (kr iſt Sſetel fkad.)
Die Hohe iſt ebendieſelbe.

Weiter das oafgdiſt Z Aſotel. Das obere Rechtekk iſt ja jezt nur doppelt
vorhanden. Auch ſind die Seiten-Erganzungen wiederum zuſammen S ſſotel.

Aber das g anze Trapezion war zſotel; Alſo 5ſotel otel, giebt z2/otel ABC.

Demnach verhalten ſich die zwei Rechtekke munkr, und afgd, wie
2:4, d. i. wie 1:2, und haben alſo gegeneinander eben daſſelbe
Groſen-Verhaltnis, welches die zwei oberſte vw, und nf, in Fig. g. fuhrten.
Dieſe Uebereinkunft wird jeder als notwendig erſehen, der bedenkt,
daß in kit. 8. das A Bts ſich betrachten laſſe, wie unſer gegenwartig
beleuchtetes, mittelſt dreier Paralelen trichotomiſch geformtes, A ARC.

Nun

So, wie dem azten gphen gemas in kig. z. das Rechtekk yvw
dem A min gleich war, und zwei Drittel des dortigen Trapezions
mnie einnahm, eben ſo zeigt ſich hier o anke. Man denke ſich

Dittt o daß ko dieAszka gelten,



Zr
Nun laſt uns eine Reihe aus den bisher eruirten Areen, welches aliquote

Theile von AßC auch bei dieſen Eintheilungen ſind, zuſammen ordnen:

Decinalen.
iſotel z o, 111... D A Bmn.
2ſotel 2 o, 222. T ABmd, S ꝗ iur:
zſotel z o, 333 TAbmc Trap. mnfa S AAcCfie
aſotel 2 o, aqgq SD 2 CA Cimn) Z A Bfad 2z o ad
jſotel 2 o, 555... T Trap. ACfd.
oſotel 2 o, 666. D AACHZ BCf. 2 ABmnaæ Trap. ACkù.
zſotel 2 o, 777. T Acdcma (Trapezoid.)  Bind Trap. ACfi.
otel So, 888. ZAbmn AacCm.- derSumme der 2Trapezien.

Es iſt ſehr leicht einzuſehen, daß ztel zu o, 333 gehore, und
2ſztel zu o, 666G... NAuch, daß die Summe der 2 Fechtekke,
(amr qaad) S 2ſztel ABC ſei; und endlich, daß die Tuapfelchen
andeuten, es lieſſen ſich die Decimalen fortſezzen, ſo weit man nur die
Scharfe treiben wolle, ob ſich gleich die lezte Decimale nie angeben laſt,
und alſo die vollkommene Erganzung naturlich immer unausgedrukkt bleibt,

welches aber im Calkul nicht gefarlich wird, weil ſie ſich bis auf ein Minimum

reduciren laſt.

g. 21.Wenn wir die Hohe pB in 9 gleiche Theile theilen, und wieder
Paralelen mit der Baſis durch die Theilungs-Puncte ziehen, ſo erhalten
wir abermals oben ein Dreiekkchen, Bir, und g Trapezien, von iv anm.
C Fig. 9e

Unſer

Bô ν



z2  eνοUnſer bisher. geſeztes oberes Dreiekk Binn beſteht jezt aus dieſem
kleinen O Biv, und aus 2 Trapezien. Die Berechnung iſt leicht:
Wir verfaren ganz analogiſch, wie oben ſ. 7 16, ſo:

A Bir iſt SZ 45Bhnng- 3(3asbc) d.h. Z Ft ABC.
Erſtes Trapeiz. Z Bmnnz 3 (z Abo) d. h. Z ẽt AßCc.
Zweites Trapei. —Z JBnn -z 56zabc)d.h. S ßr Aßc.

Nun kommt aus der erſten Figur das Trapez. mafd, jezt ſynthetiſch
als drei Trapezien, deren Groſe immer um aſ8rtel ſteigt; alſo

ſi. Z t
Trapemnfd Z2 2. Z Fii.

11

U3. rEndlich kommt das lezte Trapez. Aacfa, aus der g9ten Figur,
auch wieder jezt ſynthetiſch in drei Trapezien, wie folgt:

ſ 1 33.1ZS tr
Trap. AcCfd S 4 2. S

3. z asc.
ſo hat man das ganze Dreiekk AbC S A Biv  8 Trapez.

Die Sumnmnation der Zaler giebt die Probe: Es iſt eine arithmetiſche

Progreſſion von 1bis 17, aus 9 Gliedern beſtehend; Alſo nach der

(1u 17)9 18. 9bekannten Formel -2 S ZGr heiſt der Zaler.
2 2

Ebenſo der Nenner. Folglich ziſsntel D 1, wie eben ſeyn ſoll.
Man ſieht leicht, daß bei dieſen Abtheilungen die Areen, welche in der Mitte

liegen, zum Jnnhalt Theile von gi haben, die eine Reduction verſtatten.



W to ο 33Nehmlich: Das erſte Trapez. Cunter Bir) iſt D Zortel D2qtel ABC.

Das vierte. iſt Z gſsrtel Z uſotel (D5.)
Das ſiebent lſt Szſgitel Z z5zſeriel.

Dieſe drei Trapez. formiren alſo auch wieder unter ſich eine ſtetige 1
arithm. Proportionz 12325.

g. 22.
Hierauf trit, der Ordnung nach, die Eintheilung der Hohe B in

27 gleiche Theile ein.
ſ.

Das oberſte Dreiekkchen iſt analogiſch-genommen ſſotel ABir,

Hierauf folgen die Trapezien: Das erſte
Das zweite

0

3/72qtel.

5/72qtel. t

e JDas unterſte oder das 26ſte 537720tel.

Da geben abermals die Werthe des uten, des aten, des 7ten.
j

1

eine Progreſſion, wie oben  1: 32527..

IIii

Nehmlich: 3ſ729tel iſt Z 1ſ2qztel, auch 3: 352 123.
Das ate S qſſ7eotel iſt SZ 3h243tel, auch (Z 6): 37S 323.
Das 7te S izgzſe2otel iſt Z zſ243tel, auch (9 4 6): ze 5136.
Das iote S 2rſqagtel iſt 2 7ſ243tel, auchiuß 46): 39 Z 7 J5.
Das izte S 27ſ729tel iſt Z 9ſ243tel, auch (214 6): 39 Z
Das uste S 33zfragtel iſt Z i1feraztel, auch (274 6): 39
Das igte S Zoſpeotel iſt Z 13ſ2uziel, auch (33 46): 352
Das 22te S azſteotel iſt Z 15/243tel, auch (z9 16): 35
Das 2ßte S

9: 35.
J

11: 35. ĩ13: 3. J15 3*8 wnJUIl

9
n

4

J

l

J

9—

ziſea2gtel iſt Z 17ſ243tel, auch (45 16): 39 2 172 35.

E J. 23.



a

in drei Theile
getheilt, ſo daß
3 Paralelen (die
Baſis dazu gez.)

vorhanden ſind,
pBd.h. wenn iſt: ſo
3

giebt das zStukke:

1

1 Dreiekk
3?

und 2 Trapezien,

3 5
37

Waetta ogg

J. 23.

Bein9 Theilen
der Hohe, alſo

9Paralelen, oder
l

3?
erhalt man

9 Stukke,
nehmlich:

1

1Dreiekk 2
34

und 8 Trapezien,

2 5 1*7*232

Laßt uns jezt zu allgemeinen
Wird die Hohe eines jeden Dreiekks,

VWorſtell

AR-C,

Bei 27 Theilen
der Hohe, alſo

27 Paralelen, oder
pPB

252
33

erhatt man
27 Stukke,

nehmlich:

1

1Dreiekk 2
39

und 26 Trapezien,

73 5 53Tö oeÊ

Der ganz allgemein-gultige Ausdruk wird al

Die Hohe eines jeden Dreiekks, wenn ſie ſynthetiſch —m1

Zu

Man merke ſich die Potenzen derz: 37—
312 81. 352 243. 352 729. 372 218
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pBd. h. wenn za Paralelen vorhanden ſind, oder geſezt iſt,
zu

giebt zu Stukke, nehmlich immer 1 Dreiekk 2
J

zzn
und za i Traptrzien/

5 7 (2. (zan-21)) ideren Reihe iſt:t 2— S
3?2n 3?n z?2n 3?n

Statt des lezten Ausdruks fur dasſtatt Sq 02. zo) 1
3?n

welcher ſimpler iſt. Der obere iſt von der Anzal der Trapezien her
genommen, der untere, (deſſen Zaler (2.za) miſt von der Anzal
der Abtheilungs-Puncte der Hohe, d. h. von der Anzal der Paralelen,
zu, im Dreiekk abgeleitet. Man vergleiche damit die zwo Bemerkungen

in g. 18; nebſt den dort ſtehenden Gleichungen.

Man erhalt aber noch einen Ausdruk fur dieſes lezte Trapezion,
worinn gar keine Potenz der 2 mehr im Zaler erſcheint, wenn man
bedenkt, oder uberzeugt iſt, daß 2 31 ſo viel iſt, als zak 13a;

Daher der ganze Zaler heiſen mus:

Zen Z2n 3Man durfte wol beim Gebrauch bald die eine, bald die andre dieſer
Formeln dienlicher finden. Daher keine derſelbe ganz zurukzulegen iſt.

E 2 d. 24.
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g. 24.

Wenn wir nach der Reihe fortfaren, Eintheilungen der Hohe PB
in einem Dreiekk, AßC, vorzunehmen, ſo gerathen wir, da uns nun die

pk PR pB PBWPerhaltniſſe bee und deren Vielfachen, bei bekannt ſind,

273— 2u, za,pR pB PBauf weil nehmlich als ſchon unter die Formel

5; 4 22,PB und deren zugehorige Beleuchtungen zuruk zu weiſen iſt.)
246,

Die Eintheilung der Hohe in 5 gleiche Theile, veranlaßt
wegen der damit eingezeichneten Paralelen), 1 Drreiekk oben,

und 4 Trapezien. Die Areen dieſer vier Figuren waren:

z5 z5 bz5  5 b gh ABC Z 3 ABC.

Auch weiterhin trit die ganz ahnliche Geſezlichkeit ein, welche wir
ſchon aus ſ. 17. und g. 21. kennen. Die Ausdrukke durch Potenzen im
Nenner, und dann auch insbeſondre bei den unterſten Trapezien, geht
deshalb auch hier durchgehends an.

Laßt uns daher dem ſchon einmal gefaßten Leit-Faden treu bleiben,
und folgende Vorſtellungen verfolgen:



andi ο
dohe des Dreiekks, AßC. eingetheilt wird

In 25 Theile,
oder wenn

P R

52
geſezt wird, alſo
bei 25 Paralelen

erhatt man

25 Stukke
J

1Dreiekk F
und 24 Trapezien,

Jn 125 Theile,
oder wenn

pB
53

geſezt wird, oder
bei 125 Paralelen

erhatt man

125 Stukke
1

1Dreiekk 2
6

und 124Trapezien,

5 249234 00

59 55 50

37

In é6s Theile,
oder wenn

P B

54
geſezt wird, oder
bei 625 Paralelen

erhalt man
625 Stukke

1

1Dreiekk 7
und 624Trapezien,

39 1249—E

fertigt ſich folgender allgemein-gultige Ausdrukk:
alelen in dem Dreiekk, ARC, geſezt ſind, alſo die

ommen wird, ſo giebt dieſe Abtheilung 5 Stukke, oder

mmer 1Dreiekk,
2m

und gnu —i Trapezien,

3 2 5 Sineett cle

E3

(2. 5u )1Ê—Êa
226

welcher

en der 5 laufen ſor 5* 25. 532 125. 42 625.
 2 15625. 572 78125. 582 390625.



welcher lezte Ausdrukk unterſten Trapezions denen, welche wir aus
g. 17. und 5. 23. kennen, ganz homogen iſt, und die Bemerkung 9. 18.

beſtatigen wird.

g. 25.
Jch will dieſe Exemplificationen nicht weiter fortſezzen, um mir Raum

zu erſparen. Blos Nachſchlagens wegen, und damit alles leicht unter den

Blik falle, ſchlieſſe ich dieſen Abſchnitt noch mit der dekadiſcher Abtheilung:

Wenn nehmlich die Hohe eines Dreiekks, in zehn gleiche Theile
P B

getheilt, alſo F geſezt wird, und darnach Paralelen gezogen

werden, ſo giebt das zehn Stukke: 1 Dreiekk —l oder 1 Hundert1

theilchen der Area von ABC, dem Jnnhalt nach; und 9 Trapezien:

3 5102 107 ül
9

102.

pBWird die Hohe in roo gleiche Theile abgetheilt, alſo
102geſezit, ſo ſind 1oo Paralelen vorhanden; das giebt 100 Areen;

J

1 Dreiekk II und 99 Trapezien:

104.

p BWird die Hohe in tooo gleiche Theile getheilt, odr
103

gefezzt, ſo ſind 1ooo Paralelen vorhanden; das giebt iooo Areen; Die Area
des oberſten A iſt ein Milliontheilchen des ganzen Dreiekks, oder man erhalt
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1

1 Dreiekk 2 und 999 Trapezien:
109

3 8 9  19299105 106 106.Die Fortſezzung dieſes Geſchafts auf mehr ſpecielle Falle iſt nunmehr
gewiß leicht, und ſei individuellem Fleis bei jeder vorkommenden Erfordernis

von mir jezt uberlaſſen.

Zweiter Abſchnitt.
E Analytiſche Folgerungen

aus den bisherigen Vortragen; nebſt andern algebraiſchen
Erorterungen uber Dreiekke und Trapezien.

uuiue nul uil
Wenn die Hohe eines Dreiekks mal abgetheilt wird, und man

durch die Puncte der Abtheilung Linien, mit der Baſis des Dreiekks
pB

Xxn

paralel, zieht, Callo die Haupt-Pramiſſe heißt,) ſo iſt das oberſte

1Dreiekkchen jederzei  unddarauf kommen, (der Zalung nach,)
x2n,xn —1 Trapezien, deren Areen ſind:

3 5 7 2 xn 1222x12n x2n x2n x2n,

2 9
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Der Algebraiker geht ofters von ſo allgemein-bedeutſamen Ausdrukken

pBgerne regreſſiv und progreſſiv; Daher ſich auch von Juurlinken

und zur rechten, gleichſam abwarts und aufwarts, ſchreiten laßt:

p pB pP R pu. ſ.f.  Kea XxXn 112 u. ſ.f. unuu
xa —1, Xn

und dieſen Sihnaturen correſpondirten ſodann —die fur die oberſte
Dreiekkchen:

1 1 1 1u. ſ. f. J u. ſ. f. JxX2n —2, X2a4 x2n ⁊2, X2n HR4
Die Trapezien behielten immer die Nenner der Dreiekkchen, die Zaler

aber waren die bekannte: 3,547.. Naur die Signaturen fur die
unterſte Trapez. waren noch etwa beſonders heraus zu merken:

2.xa—i 1 2.xn—2 J 2xakbr  2Xxn42 1u.ſ.f.
x2u—2, X2n—4 x2n2, X2ZH 4 u. ſ.f.

Was ich zur linken oder abwarts nenne, geht auf immer ins
groſere laufende Dreiekke und Trapezien; dagegen was ich zür rechten
oder aufwarts heiſe, auf immer ins kleinere hinein abnehmende Dreiekke

und Trapezien deutet. Wenn der Nenner unter pB abnimmt,
ſo nimmt ja die Abtheilung der Hohe ab, alſo der Gehalt der Areen zu.
Nimmt aber der Nenner unter B zu, ſo nimmt die Abtheilung der
Hohe zu, es kommen mehr Paralelen, und Trapezien zum Vorſchein,
alſo mimmt ſicher der Gehalt der Areen ab.



 ak ti  d arWer an dieſen leztern Combinationen etwa nicht Luſt hat, weil er
vielleicht keinen unmittelbaren Nuzzen davon einſieht, der mag dieſen
Paragraphen uberſchlagen.

Die Geſtzlichkeit aber, welche in dem nachſt vorhergehenden
aus der kurzen Formel fur die Reihen, (wie im erſten Abſchnitt genug
ſpeciell vorgekommen ſind,) ſo hell ins klare geſtellt iſt, dieſe ſchone
Geſezlichkeit iſt, meines Bedunkens, zu intereſſant, als daß ſie ſo ſchlechthin

uberſehen, und als gar nicht vorhanden vernachlaſſiget werden ſollte!
Und doch erwahnt kein mir bekanntes Werk in Mathem. derſelben?

Alle in den zwei vorgehenden Paragraphen befindliche Signaturen
ſind relative Ausdrukke. Die Demarkationen der Hohe, oder die
Abtheilungen des Perpendikels im Dreiekk, werden gezahlt, und die
Abtheilungs-Zal allgemein, xn, genannt, und ſo im Gedachtnis behalten;
(wo x auch xt ſeyn kann.) Alsdann werden von der ganzen Area des A

welche 1 gedacht werden mus, gewiſſe aliquote Theile genommen,
und deren Bruch-Groſe in den Ausdrukk jener Abtheilungs-Zal x verſezzt,
welche alſo gleichſam das.reg ulati ve Princip, von welchem man ausgeht,

nach welchem man ſich richtet, iſt, und die Signatur der Areen formt.
Das ganze Geſchaft lauft demnach, wie faſt die „ichtigſte Geſchafte

des Geometers und Algebraikers, uberall auf eine gewiſſe Reduction auf

Gleichartigkeit hinaus. Von dieſem allaemeinen Bemuhen habe
ich anderwarts umſtandlicher geſprochen, und es fur Pſpochologen

intereſſant darzuſtellen geſucht.

S J. 28.S. meinen Verſuch, der Einrichtung unſeres
Erkenntnis-Vermogens durch Atg. nachzuſpuren.
(Leips. 1787.) in den 5. 20. und 5. 56. 57
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So wie man aliquote Theile der Hohe nehmen, deren gewahlter
Abtheilung gemas Paralelen ziehen, und dann ahnliche kleinere Dreiekke
von ALC, als gleichartige Fragmente gleichſam nach dem Vorbild des
groſen ganzen Dreiekks zeichnen kann, wobei unſer Verſtand notwendig
immer regreſſive Acte vornimmt; ſo kann man auch entgegengeſezzt
progreſſiv verfaren, indem man ein kleines Dreiekk wahlt, deſſen Hohe
einfach, oder mehrfach verdoppelt, (unten-an) Paralelen mit der Baſis zieht,

die jezt alle groſer und immer groſer werden, und ſo ahnliche groſere
Dreiekke bildet. Ein Beiſpiel in unſern Zeichnungen laß ſich Fig.6. gedenken,
wo ſich 2 Bivr, als das gegebene Dreiekk als eine Einheit, und auch die
Hohe darinn, als S 1 denken laßt. Verdoppelt man dieſe Hohe, und
zieht unten eine Paralele (mit iv) nehmlich man; ſo erhalt man ein A Bmn,

deſſen Aren 4mal ſo gros iſt, als die des A Biv. Jch will die
Exemplificationen nicht weiter im Detail verfolgen; Wer den Jnnhalt

des erſten Abſchnitts durchhin, und insbeſondre die analytiſche Sprache
des g. 26. verſteht, wird auch folgendes verſtehen:

Wenn die Hohe eines Dreiekks aßC, xu mal genommen, oder ſtatt

pB die Verlangerung des Perpendikels, xn. pB gedacht, darauf hin
unten xn Paralelen gezogen, und ein ahnliches groſes Dreiekk, welches
mehrere Trapezien von gleichen Hohen einſchließt, formirt wird,
ſo iſt die Area des Dreiekks, auf deſſen Baſis die bis dahin verlangerte
Linien PB, jezt x. PB genannt, aufſteht, S xarn AßCz Wenn
man die Trapezien zahlt, ſo ſind deren: x* 1, wie g. 26.
(Gals numerus ieriei.)

Das
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Das groſte Trapezion, doch noch immer von gleicher Hohe mit den

ubrigen, auf deſſen Baſis das lezte aliquote Stukk des verlangerten
Perpendikels aufſteht, hat jedesmal zum Jnnhalt: 2x2 1; das nachſt
darauf folgende kleinere aber 2x0 —3; und die allgemeine Vorſtellung
der Areen dieſer Trapezien nach der Reihe iſt notwendig dann folgende:

3 *5 *7.4 21 —3  Ax 1.inſoferne nehmlich die Vorſtellung progreſſiv ſynthetiſch von einem
kleinen A 4BC S i ausgeht, deſſen nacehſtes Trapezion drunter immer
einen 3 mal groſern Jnnhalt, als das A ſelbſt, hat, welches aus obigen
Erorterungen uberfluſſig erhellen mus.

F. 29.
Das groſte Trapezion, welches die Hohen aller ubrigen,

zuſammen genommen, hatte, und alſo unmittelbar unter AtzC anfienge,
(mit der Linie Bo ſelbſt,) wird ſich naturlich als: x?u Dn vorſtellen laſſen,

wenn das ganze g roſe vervielfachte Dreiekk xrn heißt, und das ſimple als 21
genommen wird. Das nachſt darauf folgende wurde ſeyn: x?n 4, weil man
ſich den Abzug von xrn (das heißt von dem ganzen groſen Dreiekk,) jezt ſo zu

denken hatte: x?? —1 —3, oder xrn (13), welches aber eben x?a 4 iſt.

Das weiterfolgende Trapezion hatte ſodann zur Area: xrn D9. Hiedurch
laßt ſich eine merkwurdige Series von Trapezien formiren; welche ſo heißt:

(xan 1) (x2an 4) æ(x219) æ (x2n16).  xÊ. 1)
oder (xrn 1)2 (x2n 22) à (x2ν) (xοA).  1(2x1)

F 2
in

Maan denke ſich Z. B. immer nur die leichte Proportionen:

4242 12 3; oder 5313 S.1:33 oder z51



55*

u

ſu

ni.
Je—  n, ,,n,,n,: νú  e αν ναö„

in dem ja die Subtrahenden fort und fort Quadrate der naturlich—
auf einander folgenden Zalen 2 344. ſind.

Dieſer Series von Trapezien correſpondirt notwendig die Reihe der
ober ihnen befindlichen Dreiekke, welche leicht begreiflich ſo lauft:

14 EB9 RiGöG... oder 1 22 3?7 Siq (x2n. 2. an i.)

Offenbar iſt alſo der allgemeine Ausdruk des lezten und groſten
Subtrahenden bei der Signatur des kleinſten Trapezions jederzeit:

xzn —2 xb 1, oder x2an (1 4422 x).
Und eben dieſes kleinſte Trapezion hieſe dann ganz ſo:
xn [xrn (1 Ke2xa) welches nichts anders beſagt, als eben: 2x* 1,
die Groſe, welche oben ſo gleich von mir geſezzt worden iſt.

Damit ſeien dieſe Erorterungen, welche hauptſachlich der Progreſſus und

Regreſſus mit Paralelen (gegen die Baſis gezogen) beſtimmte, geſchloſſen.

Nun ſollen andere beginnen, welche zu verwandt mit den Haupt
Phanomenen des vorigen Abſchnittes ſind, als daß ſie nicht in dem
gegenwartigen ſelbſt eine Stelle behaupten ſollten.

a

g. J0.
Um noch naher zu lernen, wie man den Jnnhalt eines jeden Dreiekks,

und eines jeden Trapezions in den Ausdruk der Hohe, oder des Perpendikels

im Dreiekk allgemein verſezzen kann, wenn dieſe Hohe eine gewiſſe be—

ſtimmt ausgeſprochene Zal iſt, (Z. B. Ferp. Z 17 Fus) ſo erwage
man folgendes:



S

Ein Dreiekk, durch deſſen Area eine einzige Paralele (mit der Baſis)
lauft, werde, wie das A kig. 5, gedacht, doch daß die Paralele
nicht gerade durch die Mitte der Hohe ſtreiche, ſondern willkurlich
hoher oder tiefer, als dort ma, jedoch immer paralel mit der Baſis AC.
Jch will dieſe willkurlich-gezogene Linie MN heiſen; ſie iſt Grundlinie
des Dreiekks ßBunde, welches dem A AkC demnach immer ahnlich, bleibt;

Mu falle nah an Ac hin, oder nahe an den Scheitel B.
Die Proportion trit ſicher jedesmal ein, PB: BEZ AC: Mz; oder kurzer:

b. yh:y Db: h.
wo die einzelnen Buchſtaben des folgenden Calkuls wegen bequemer ſeyn werden.

BE, oder y iſt ein aliquoter oder aliquanter Theil von der Hohe h—

b.y(von dem Perpendikel pz ein Stukk. Und oder M N iſt ein homologes
J

Stukk von der Baſis; ich will ihm keinen beſondern einzelnen kleinen
Buchſtaben jezt geben; man merke es ſich nur als ates Glied der geom.
Proport. und als Correlat der Grund-Linie in dem a bB Mu, obder als

die Zal-Groſe ihres Maaſes. Die Area dieſes A BMN iſt alſo wol
2

by
J

notwendig? BEMA MN, d. h. Z 5. odder S be 7r
h

Der Jnnhalt des Trapezions drunter iſt, der bekannten Formel

gemass, E. (AN S AC) nach Kaſtn. Geom. S. a2. Zuſ. rg.)

k—y (b. y) (byaebh) (h-y). hay) b,hierr abzg .h—.. ddoder 2 kh

2 k J h Kßz wo



a6 W anah οwo abermals b als Factor in eine Groſe ſich zeigt, welche ganz von der
Hohe geborgt iſt. Die ſimple Hohe im Trapezion ſelbſt iſt als Differenz

Groſe: PB BEZ pE. d. i. Zeh j, vorgeſtellt. Das Quadrat
dieſer Trapezions- Hohe heißt: (h— y)“ Skr 2hy S und iſt
von k? y?, (der Diff. der zwei quadrirten Hohen der Dreiekke ABC.
und BAN) wol zu unterſcheiden, welche lejtere eben das Produect
Eh y )J. (hS iſt. Fur dieſer Verwechslung hat man ſich ins—
beſondre bei folgender Proportion, welche weſentlich zu unſerem Zwekk
fuhrt, in acht zu nehmen:

b.ey (Gbby) (h—y) b
y2: kr yr; deren Sinn mit Worten2h 2hausgedrukkt folg. iſt: der Jnnhalt des A BAMN verhalt ſich zu dem Jnnhalt

des Trapez. ACMVN., wie das a der Hohe in dem O BAM zu der Differenz
der 2. erwahnten quadrirten Hohen (nehmlich der 2. quadrirten Hohen in den

2. Q MABCund BMN). Daß das lezte Glied der Proportion ſo heiſe,
wird man ſich leicht durch wirkliche mltet. der mittl. Glieder, und
Div. ihres Products durch das erſte uberzeugen konnen; es heben ſich

da alle Groſen bis auf he y? oder Chauy). (h— y).
Sind wir nun ſo weit, ſo konnen wir jezt ſchnell der zu erſt geſezten

Aufgabe ein Genuge leiſten: „Sowol Dreiekk, als Trapez. ganz in
den Ausdrukk der Hohe zu verſezzen. Wir haben blos die Baſis b,

als einen aliquoten oder aliquanten Theil von h zu betrachten,
und etwa allgemein qk zu benennen, wo queine ganze Zal,
aber auch eine gebrochene vorſtelln kann; und zwar eine
ganze vorſtelln wird, wenn die Baſis, b, glroſer als

die
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die Hohe iſt, folglich hueinige mal genommen werden mus,
(q malh) um b auszumeſſen; (*5) Dagegen eine gebrochene (Zal),
wenn die Baſis kleiner iſt, als die Hohe, und ein Fragment von h ſchon
zureicht, um b darzuſtellen.

J

b.y qSezt man nun ſo qh fur b in den Quotienten ſo wird daraus:

kh h
d. h. qy; welches auch ſchon aus der aller erſten (S. 45. ſtehenden)
Proportion folgt, als welche nun notwendig h:yZ qkh: qy heiſen muß,

weil ſich im qten Glied kuhebt. Naturlich fließt hieraus, daß auch der

b. yr qh. y?Jnnhalt des M BMN jezt ſtatt heiſen muſſte
2 2h 2hq.)

2

d. i oder 5. q. y?; und weiter der Jnnhalt des Trapezions

q. (h2 y2)ACMN drunter: oder z. q. (k? y2), welches
2

jeder gewiß leicht finden wird, der in der zweiten Proportion, welche
S. 46. ſteht, in die zwei erſten Gliedern fur b das Aequivalent qh ein
ſchreiben mag. Sicher iſt dann:

q. y? q. (n KRy). (b—y)
2 2

oder 5q.y: 54. (h —y) Syre b —5)*
und da kommt kein b mehr in den zwei erſten Gliedern vor, ſondern
blos Theile oder Multipla der Hohe h; Folglich iſt der Aufgabe ein

Genuge

Hieher gehort auch, wenn gq ein unachter Bruch iſt,
Z. B. Zh S b, wo naturlich b groſer und n D2b iſt.



48 W aetölGenuge geſchehen; (weil ja nehmlich das erſte Glied ar. A, das zweite
ar. Trap. iſt, und ſo wol das Dreiekk, als das Trapezion ganz im Aus—
drukk der Hohe dargeſtellt, oder ihre Jnnhalte ſind in denſelben verſezzt ſind.)

g. ZI.
Wenn man, h, die Hohe in den A AkC, als —S i denkt

ſo wird die Hohe in dem Dreiekk BMN, wie auch die in dem Trapezion
ACMN ein Fragment von 1, d. h. jederzeit ein Bruch. Daher ſich
leicht begreifen laßt, daß in allen bisher geſezzten Gleichungen, wo h ſteht,
ſich mdafur einſchreiben laſſe; und, wo y ſteht, nn;, Und n immer eine
gebrochene Zal da bedeuten muſſe; der Factor halſo ganz entbehrt werden

konne, ſo lange k Zi galte, weilt, als Signatur, in Multiplication
ſich jederzeit entbehren laßt. Jn dem Fall ware dann y Sinz und ebige
zwei Haupt-Proportionen ſahen jezt ſo aus:

by(ir)n k: ahz ak: auqk; ſtatth:y- b: h

auch:t: az—m q: aq
wo alſo die Paralele MN, als Zal, auf die zween ſimpeln Factoren,
n A gap reducirt ware, in ſo ferne nehmlich die Hohe hu gedacht,
und alles nach ihr gemeſſen wurde.

(nh)(il.) Die Area des A BAn wird jezt zu an. d. h. zu
2

q.noder Z 3q. n?2k?; und, wenn hmin iſt, zu S zZ.ng9 ne. h?

2

b. y?welches in dem Fall ſo viel auswerfen mus, als die Funda
2h

mentalFormel fur den Jnnhalt dieſes O, BC. M, nach S. 45.
Die



Waesorog)? 40 JnDie Signatur fuürs Trapezion verwandelt ſich jezt ebenfalls j
merklich Fur (h—y). h Sy7:b trit nun ein. k(1 n2) g.

J 2h 2

Dieſes erweiſe ich, wie folgt: Gn —y). (hhy) iſt ſo viel als h? —y.
1

wie wir aus dem vorigen Blat wiſſen. Jſt nun y S enh, ſo wird
he —y? zuh? —n?he, oder zuh? (1—n2); Folglich, fur —y?).b: 2h

T

t

kh. (1 nz). qh.
2k

„weil quk die Baſis b vorſteut;

k“. (1 n? q
2

4

trit jezt ein:

aber da hebt ſich gh: 2h auf q: 2; alſo bleibt:

oder Jq. h?. (1 n.)Die zweite Proportion, welche S. a47. ſteht, wird demnach jejt

ſo heiſen:
q.n?.kh? k?. 1 ne.) q Sn?k?: h? —n?k?, auch n?ke: he(1nt)

2 2
und, wenn k b S u gilt, ſo kommt zum Vorſchein: J

q. n? (i n2.) q n? 45 1—n?; auch n?: (1* n) (12n). Alu

v.

2 2wo man abermals ſich in Acht zu nehmen hat, daß man nicht 1— n? mit

(1n)? verwechsle. Die leztere Groſe, als ein ca von 1n, ware 12n unz.
Aber 12n2 iſt SZ (1 Kn). (12 n), und davon iſt eben hier die Rede.
Die Signaturen fur den Jnnhalt des Trapezions ſind alſo gleich—

geltend folgende:(htyhnl h-y)j. b (h2. y?7). b gꝗ.h. (I4n2). hr. I(1An)(1-n)]. q
15 E

2vh 2n 2 241 hr (1-na2) JZ  be (1æn) (124n). 2.
und wenn kmi iſt, ſo gilt eben ſo viel: (1n2.)) q (1*vn) ſi- n).q.

auch J. Lq-q. n? J; auch 3. L(qhan).(1n)] oder .(a An)(qnq)]:
G Um



zo  οννο yUm den bisher gefuhrten Vortrag durch ein ſpecielles Veiſpiel
in Zalen fur manche Leſer verſtandlicher zu machen, ſo denke man ſich, h,

die Hohe in dem Dreiekk AßC. S 1; die in dem A BMN Z 3,
alſo un Jz ſonſt y genannt, als gegeben. Die Baſis aber MV,
oder aq Z J., wo z S qh oder auch S g. allein vorſtellen mußte.

Der Jnnhalt des ARMV iſt dann 2z 39.n2, hier 2 3. 7.  —3. 753
Das heißt: zs ware Aren Q Bua im Auzsdrukk der Hohe.
Das Trapez. aCMN drunter mus aber ſeyn: (nach (12n?.) q.)

3l (12t-) 312 5. 13. 3]2 44. Das heißt:  ware
Area Trap. im Ausdruk der Hohe des ganzen O AtßC; und

as—
1 4 3 zuſammen gaben 5. d. i. Jin der zweiten Dimenſion, als Area;

welches eben richtig iſt, und die genugende Probe abgiebt. Denn die
gegebene Baſis mit der halben Hohe mult. giebt den Jnnhalt des ganzen

Dreiekks aABC; Alſo hier 37. 1. 55 oder 3, d. i. Quadrat Schuh
halt das Q, wenn die Hohe 1Schuh Langenmaas enthalt, und die
Baſis der gegebenen Hohe betragt.

g. Z2.

Nehmlich, man hat ſich die Proportion zu denken:
PB: BEZ AC: MN, auch nun h:ahz qu: nqku, weilh S i ſeyn
ſoll, als u:n5 z:fr, d.h. n ngzqunqgiſtr:52 312.
Die Baſis des ganzen 4 iſt alſo, kleiner als die Hohe, nur als 2/3tel
von imangenommen; b oder qh —hs Folglich auch die Baſis im
kleinern A kleiner als die darinn befindliche Hohe, MN oder nq nz

(4. Z) oder 5 8 4.
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g. Z2.

Es erfordert nur noch ſehr ſimple Evolutionen, um ſich von folgenden

weitern Gleichnngen zu uberzeugen:

Die Area des ganzen QAsc heiſe: A; ſo iſt:
A S Trapez. ACMN. pß2 (Trap.)  h?

pBßr E2 he yr
Denn die Proportion hat ſtatt:

(h?— y2.yœ h.b
12 .22 12 21  2423

wo alſo erſt im lezten Glied die Area des A ABC erſcheint; in ſoferne
ja gewis z7. h. b Z A iimmer zu denken iſt. Alſo laßt ſich ſprechen:

Gin dem man die zwei lezten Glieder, als die erſten anſieht,)
„Das Trapez. verhalt ſich zum ganzen A ABC, wie die Differenz der viel

aerwahnten a. quadrirten TriangularHohen zu der quadrirten Hohe des a ABC.

und umgekehrt: Das A AßC: Trap. Zekr: h jf.
Nimmt an, bZ qu; und yS enh; und h Dunz ſo heißt die obige

2) L2 n qGleichung zum Jnnhalt: 12 J: liu d.i.
L 2

weil ſich alles ubrige hebt; und die Analogie nicht zu bezweifeln ſteht:

he. (In2): heg 3. Ihe. (12n2). q1:3 q.e]
Alſo auch, wennh- 1, auch he-S 1 iſt: 12n2: he3(14n2)q: I9.
und umgekehrt: A: Trap. 2 12: 12 n2; oder: wie nzu (1 4n). (1  n)
verhalt ſich der Jnnhalt des A AB C zum Jnnhalt des drinnen befindlichen

Trapezions aCMN.,

G2 h. Z3.
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F. Z3Z.
Als leichte Folgerungen hebe ich weiter zu verſchiedenem Gebrauch,

C(ſollte auch gleich der Raum dieſer Blatter zu beſchrankt ſeyn, um alles
in der Anwendung zu zeigen,) folgende Gleichungen aus:

Aus der Proportion: Ar. A ABC: zu Ar. A BAN S wie Ttrapez.
ACMu folgt, den Signaturen des d. 29. gemas, dieſes ate Glied ſo:
hbe b.y? (hbe —y2)b ſhe —y2  b. y

2 2h 2h  he 2 2h wo man auch den

Cubus von h in den Nenner ſezzen kan. Schreibt man ſtatt
AAsC kurz S As; ſtatt AN SZ az; ſo heißt dieſes ate Glied:

h -y2 Trap.æa; Trap. hr yr y.a wundallſo iſt lauch S 1—he A. A he hewelche Gleichung ſchon intereſſant genug iſt; und Wweiter auf nachſtfolgende

fuhrt:

Trap. y yr Trap. h y2.aAD he he A hrUnd alsdenn iſt klar, daß ein Aequivalent des Trapezions ſei:

A. y
n

(z7— A; auch 2 A mni nicht mehr und nicht weniger

als I(h y). (h—y)]: 2h, aber ſimpler, und faßlicher ſo dargeſtellt.
Wird nun die Area des A AkC, wie bisher, S i genommen,

2

yſo folgt hieraus Trap. D1 J Eine Formel, an welche iqh weiter

unten erinnern werde.

Wird



Waederο 3 53Wird die Proportion ſo verandert, daß das zweite Glied
A. Trap.

das erſte wird, ſo hat man: a: A D Trap rä

b. y2 hh h y2 b hr y2 bih3J  ôoder 2h 2 2h  y 2 4
he y2Das vierte Glied iſt demnach yr2  Ai und verdient in dieſer

Gorm ſeonderlich mit dem vierten Glied der vorigen Proportion,

he yrin ſo ferne daſſelble 2 ea hies, verglichen zu werden.

Trap. h? h —yDaraus folgt: S auch 2 ta v yerbhe he yr he Trap. J v

und daraus: 2
Jy2 95. aOffenbar erhalten wir jezt auch einen dieſen Signaturen conformen Werth

an

he y2 a.fur das Trapezion uberhaupt: TT. a S Ttap. auch Q —a.

Endlich, wenn man die Proportion ſo ſezzt, daß das Trapezion
A.a.

das erſte Glied wird, ſo erhatt man: Ttap.: AS a: frag,

(h —y2)h abh b.yr bh ye y2

bder: Joder:J he2n 57275 75 7 n —vG3
heißt



heißt da das vierte Glied. Aber die Gleichung fur das Trapezion,

he yr hewelche auch hier aus fließt, it: a. oder a (F7 21)
y2

ganz, wie wir dieſelbe erſt zehn Zeilen weiter oben gefunden haben.

Demnach kennen wir nun zwei Haupt-NAusdrukke fur jedes Trapezion,

die im Reſultat gleich viel beſagen:

he y he —y2 y J „her J
y2hr Am an auh (I A2 (FJ IX.2.

Dieſe Wendungen ſcheinen mir viele Geſchmeidigkeit zu haben, und,
ſo vorgeſtellt, ſelbſt dem Gedachtnis ſich leicht einzupragen.

Laßt man fur y durchgehends den Werth dafur nak, wie g. 29.
einrukken, ſo erhalt man als allgem. Signatur fur jedes Trapezion.

/h ne2 he he n?heTe 7 A; d. h. (i1 -n?). A und a; d. h. (1)a.
ne hr neFolglich it (1 —a?). A2 (SD). a S Traper.

J. Za.
2A.Bekanntlich iſt jde Baſis, als TT S b. unmd die Hohe, als

24.k anzunehmen. Das iſt notoriſch; Weniger bekannt aber folgendes:
b

Der



Der Theil des Perpendikels, der uns bisher y hies, hat zur Geichung:

kh. T J

VC —Z  I  Denn man ſche nur auf dem vorigen Blat

y2die Aequivalente zu z nach. Denkt man ſich aber y, als ab, ſo heißt

y n. he Trap.das Aequivalen FC; hhe d. i.n?; Alſon? Z12  —n
A;

und Vne, oder n m V( 1Loe.
A.

Eine zweite Gleichung fur y fließt weiter aus der Gleichung:

n rap.St (ſ. S. 53.) Nehmlich daraus ergiebt ſich:
y? an 2Trap.J ĩ Trap. 7y? SZ k?? iu* Folglich auch y S n: 1V(  —)h.

L a 4 LUnd endlich, wenn auch da nh fur y eingeſchoben wird, ſo kommt

1 Trap. r Ttap. 2 1  —r undenr 2 1:us
a a

r Trap  2Folglichn S u: l V(1 J1 wo man ſich, was zwiſchen den
Klammern befindlich iſt, immer als den Nenner eines Bruches zu denken hat,

deſſen Zaler vor den zwei Punktchen: ſteht.
Auf eben die Weiſe ergiebt ſich aus den Gleichungen zu (kr: yr2)

Trap.diefürke, undkallein: krm yr(u undhay. VCu

g. Zz.

——ν ν



56 —Q
J. Z5.Zum Schluß will ich noch einige Reihen hieher gehoriger Analogien

herſezzen; Zuerſt die in welchen, ne, das Quadrat der bioherigen Hohe

im Dreiekk ABC,
durchgehends, als drittes Glied erſcheint:

Nur zwei dieſer Proportionen ſind bereits vorkommen:

A ta S het yr S hr: m. he
he

a A She; h Sne:
y ne?A  Trap. 2 h: hr y2 S he: he. (I-n2)

Trap.: a S hr: u S hr:
Man uberſieht leicht, wie einfach meiſtens das vierte Glied werden mus,

wenn die Hohe D 1, und alſo auch he? S 12 gedacht wurde.
Macht man k? zum vorderſten Glied, ſo zeigt ſich:

a :1 be. n]4hr

Trap.: I b. (I-n2)]
hAz a
he:

be.y (h y2)he: a  Trap. 2 rap.:  Ibe.ne. (Ine)]
Begreiflich iſt im lezten Glied jedesmal ak fur y untergeſchoben.

Nimmt,



 νανον 57Nimmtk man durchgehends y?, als drittes Glied ſolcher Proportionen an.

ſo erſcheint das vierte Glied ſo:

ytr

Ant a SDyet ge S nehr: mah.
a A 2S y2: he S mh: he

A 44

2

a Trap. S

Trap. a S yr: S nrhr: n2

Macht man aber y? zum vorderſten Glied, ſo erhalt man:

yr:AZ a 13.be S ibh. ne Jbe
y2:Az Trap.: 5.br. (n y) ibh. (I-n2):ſ be.he. (I-ne)]

h y2y2:az Trap.: .b. 2 ibh. (1-nr): [ibe. (I-n)1
he

G. 36.
Es bedarf keiner beſondern Deduction, um zu zeigen,. daß ebenſs

alle bisher beleuchtete Areen, wie auch die Hohen, in den Ausdruk
der Baſis, b, die etwa als Zal gegeben iſt, verſezzt werden konnen:

Gedenkt man ſich, k, die Hohe, als ein aliquotes, oder aliquantes

v Stukk
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Stukk von b, ſo laßt ſich allgemein ſezzen: n  mb. Daraus fließt
die Gleichung fur den Jnnhalt: A Zhkb S ZIm. b2, Weiter wird
aus y Zneh jezt: y Zenemb, und alsdenn heißt die ſo oft vorkommende

Fundamental-Proportion (S. 45.) ſtatt h:y Shr (by:hk)
jezt: mb: amb S brunb, und mb iſt der Werth der Linie AN,

Die Area des O BMN Za, mus dann heiſen.: Z Zm. (b2n2.)
Die Area des Trapezions aCMd aber im gleichformigem Ausdruk

br. 12n2?). mder Baſis iſt dann: zCm.be. (12n2)]2

ganz in der Geſtalt, welche die Formel S. 49. hat. Es iſt pur m
einzuſchieben, wo dort q ſteht, und br, wo dort b' ſteht.

Daher auch die dortige Proportion jezt ſich blos in dieſe verwandelt:

5. m. b?n?: 5. m. br. (1 n) S (amb)?: m27b. (12 n2).
Der Sinn iſt ſchon oben S. a6. ſ. zo. mit Worten ausgedrukkt.

Weiter iſt ſicher auch nach ſ. 32. S. zti. jezt:
A aßc: Trap. (m.b)): (m.b)r. (12n2).

JFolglich der Jnnhalt des A Asbc, oder AZ I Trap.: (1- 1n2).]
/IAnmb 22Lerner für (T)FT tiit jezt ſchlechthin as ein; alſo

nuchen? S [i  (Trap.: A)]; und Trap.-d A— Ane auch S A.i1 —n).
Man vergleiche 9. 33. S. 52. Und endlich (ne: yr) wird nunmehr
zu Gi:n)2 Iiu (Ttrap.: a) J.

Daraus folgt das Aequiv. zum Trapezion auch auf dieſem Weg,
welches ſ. 33. S. 53. Lin. 8. auch S. 55. Lin. 10. bereits vorkam;
Und das giebt eine bündige Probe von der Richtigkeit der Rechnung.

Z7.
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g. Z7.
Zum Schluß will ich nur noch eine ahnliche Reihe von Proportionen

beifugen, wie ſ. 35. S. 56. eine ſteht; nur daß ich jezt br durchgehends
zum dritten Glied annehme, und fur y, wie oben, n h eintreten laſſe,

ſodann aber weiter fur b auch qu ſezze:

A: a SDbe:l(ba)? auchz (qh): (qhn):
a: A Sbe: br:ta? auch-z (gh: (qlh: a]
A: Trap. 2 hr: br. (1n2)] auchz (qh)r: (qk):(i -n2)]

Trap.: A Sbe: br:(1-n2)] auch-z (ql):  (qb:ſi-n?)]
an: Trap.  br: Ib: (t n?J:nr auch (qk): Cqh):(i -n2) ]jſcn

Trap.. a Sbr: [(bn)?: (1 n)jauch  (qh:(qba):(i-n)]
Die lezten zwo Verhaltniſſe laſſen ſich noch auf manigfaltige Weiſe

ausdrukken, wenn man Z. E. fur ah wieder y eintreten laßt; wodurch

die erſte Proportion ſo erſcheinen wurde: A: a Z (qh)?: (qy).

Wird die Baſis mit der Hohe verglichen, und werden ihre Quadrate

in ein Verhaltnis geſezzt, ſo zeichnen ſich, wie mich dunkt, folgende

Proportionen aus:
brrnz Anlha:2b]2za:he: 29] zAtim.b..
br:h— a tſh.y2: 2b Ja: Ihr.n?2:2q] a: ĩms.be.ne.
br: he 2 Trap.: (he-y2).hiab]a Tr.ſ(he-yr:2q Tr.jm.be.(I-ne).

Wo die vorlezte Verhaltniſſe, welche mit Aa: (k2:29) beginnen,
das lezte Glied im Ausdruk der Hohe, qh Sub geben; die hinterſte

aber ebendaſſelbe im Ausdruk der Baſis, mb Suh



6o  aο οNimmt man be und he zu den mittlern Gliedern, ſo erſcheint:

A: bræzhe: 2b. h] 2zhe: [2q. he z (m. b)2:2m. b.

hz 2 he 2 bea brg he: lab. 4 Shr: Læq. S(m. b)?:2m.
n2 e

hz h2 beTrap.:b be: ſab  l- he: laq. (m.b)2:2m.

I— In.wo die Geſezlichkeit, die in den lezten Gliedern erſichtlich iſt, allerdings
ſchon iſt, und, wie ich meine, ſo vorgeſtellt, ſich ſonderlich empfielt.

Dritter Abſchnitt.
Ueber graphiſche Darſtellung und Calkul

durch Dichotomie.

g. Zg.
Wenn ein Dreiekk, ABC, vorgelegt, und verlangt wird,

ein ahnliches, welches halb-ſo gros, oder iſotel, iſgtel mal ſo gros,
als das vorgelegte ware, anzugeben, und zwar etwa ſogleich in das
vorgelegte hineinzuzeichnen, ſo ware der Aufgabe unverzuglich eine Genuge

gethan, wenn man den Punect des Perpendikels in dem Q ABC wußte,
durch welchen eine Paralele mit der Baſis AC zuziehen ware, welche
eben das verlangte kleinere ahnliche Dreiekk von ſich ſelbſt formirte.

Man



Waenae o  orMan findet dieſen Punkt auf PB, Cauf dem Perpend.) niemals ganz
genau durch fortgeſezztes Halbiren der Hohe, wenn die Aufgabe nicht

1auf ein M S Jn geht. Dennoch aber will ich ſogleich zeigen, daß man

ihm eben doch blos durch Dichotomie ſo nahe kommen kann, als man nur will,

ſo daß alle Differenz bei der wirklichen Anwendung verſchwindet.

Man ſehe einmal das AABC an: kig. 11. Es hat acht Paralelen,
die Baſis AC dazu gezalt. Ein Blik auf g. 15. zuruk geworfen,
uberzeugt von der Richtigkeit folgender Skale:

Decimalen.
Das A mit der Baſis coa iſt Z uſodatel S o, oi5625.
Das 2 mit der Baſis ir iſt DZ aſbatel Zuuſrötel S oO, ob2g.
Das Z mit der Baſis ktg iſt D gſoatel S oO, 140625.
Das A mit der Baſis mn iſt S 1bſogtel Z uſatel S O, 25.
Das A mit der Baſis op iſt S 2zſoatel S o, zg9obr5
Das 2 mit der Baſis qr iſt S Zoſogtel Z gſibtel S O, 5625.

Das A mit der Baſis st iſt S agſogtel
S oO, 165625.

Das A mit der Baſis AcC iſt S baſbatel z 1 S 1, oooo).
Wird nun verlangt, ein A, das einem vorgelegten ahnlich ſei,

aber nur rſotel ſeines Jnnhals betrage, in Zeichnung darzuſtellen,
ſo formire man nur ſogleich die Proportion: 6: 1  64: (10 *5); und
vergleiche das lezte Glied derſelben, 10 Z, mit zwei Zalern der Bruche
aus der Skala, welchen es am nachſten kommt; ſo erſieht man ſogleich,

daß dieſe Groſe zwiſchen die Zaler o und 16 hineinfalle; und der Schluß

93 iſt



iſt dann gewiß leicht: Die Baſis des verlangten ahnlichen Dreiekks
mus zwiſchen die Correlata der 2 Bruche oſbatel und r6ſoatel, das heißt:

zwiſchen die Linien kz, und mn, hinein fallen. Und zwar wird ſie gewis
naher noch gegen kg hin liegen, als gegen mn; weil (10 S J)viel naher
gegen 9, als gegen 16 zu liegt.

Wem Decimalen gelaufig ſind, der hat nicht einmal das Geſchaft nothig,

die geometr. Prop. auszuſezzen, und das vierte Glied ſo heraus zu rechnen;

Er weis: iſotel iſt Z O, 166... und ſieht dann nur in die Skale der
Decimalen, wo o, 140... und o, 25 ſteht.

Ein anderes Beiſpiel ſei folgendes: Wenn ein A verlangt wurde,
ahnlich den A ABC, aber nur aſptel ſeiner Area haltend; ſo ſezze
man: 724 S 64:.(36  3.) Diieſes lezte Glied zeigt ſo gleich, daß
die Baſis des verlangten M ziemlich nahe unter qr, wozu das Correlat
ja zoſontel heißt, fallen muſſe. Auch beweiſen dieß folgende Decimalen:
aſptel iſt o, 571... und die Decimalen zu dem ABqr ſind: o, 562...

Alſo wird man ſich in der Anwendung immer ſehr bald zu helfen wiſſen.
Aber, wenn groſere Scharfe verlangt wird? Dazu iſt auch Rath
vorhanden!?

g. Z9.
Man denke ſich in der Fig. 11. zwiſchen jedem Paar Paralelen

eine neue dazwiſchen gezogen, d. h. man denke ſich ein Dreiekk, ABC.
mit i6 Paralelen, ſo erſieht man ſogleich 16 Dreiekke, von welchen das
oberſte und kleinſte, (dem d. 16. gemas) von dem ganzen Dreiekk,
ſicher D iſazotel ſehn mus, als iſatel Beod,

Die



Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das
Das

Die folgende Skale ergiebt ſich dann ſehr leicht:

oberſten S iſgtel bea iſt  iſzesbtel
2te Amit der Bafſis cd iſt S aſesbtel
zte Amit der Baſis ed keniſt Z Hhozbtel

gte Amit der Baſis iv iſt ibſezbtel
zie Amit der Baſis iv *x iſt agſasbtel

Gte Amitder Baſis fg iſt zoſezbtel
7te Amit der Baſis kg kbx iſt Z agſesbtel

Decimalen.
2o, oozgo6j.

iſogtel m o, oi 5625.

So, oz51u5625.

iſibtel DSO, ob 5.
So, o976562j.

gſogtel D o, 140625.
So, 19140625.

gte Zmit der Baſis mn iſt 6aſesbtel- iſgtel Zo, 25.
gte mit der Baſis mnkxiſt Z Zziſezbtel

iote Amit der Baſis op iſt S roeſezotel
irte Amit der Baſis opbx iſt S 121h2z6tel
12te Amit der Baſis qr iſt S raaſasbtel

Das- 13te Amit der Baſis qrbx iſt Z 16qſezotel

Das
Das
Das 1ste A mit der Baſis AC iſt as6ſogötel

iate Amit der Baſis st iſt S 196ſ256tel
1u5te Amit der Baſis st 3x iſtZ 225ſ2sotel

So, 3zi640625.
25ſbatel Z o, 39062 5.

o, a7265625.
gſiotel  o, 5625.

So, 66015625.
aqſbgtel 2 o, 76562 5.

So, 87890625.

i Si, ooœooo.

Dieſe

Jch will keine beſondẽe Figur deshalb in Zeichnung liefern.
Man denke ſich nur ganz oben zwiſchen ed und dem Scheitel noch
eine Paralele, welche das O iſatel Bed formiren wurde; und jede
der weiters fehlenden Paralelen durch ſed kx), Civx), (fghx) u.ſ.f.

ausgedrukkt; ſo wird keine Dunkelheit übrig bleiben.



T

Dieſe Tabelle wird nun freilich in weit mehreren Fallen hinlanglich—
beſtimmte Auskunft geben, welche die vorige noch nicht geben konnte.
Die vorige Aufgabe: iſotel des QAstzC mit Beibehaltung der Aehnlichkeit
zu zeichnen, wurde jeit die Proportion veranlaſſen: 6: 12 256:(42 4 3);

und ein Blikk in die neue Tabell wurde mich uberzeugen, daß die geſuchte
Linie mit groſer Sicherheit in die Mitte zwiſchen kg und kg —21—

eingezeichnet werden konne, weil (42 *35) auſſerſt nahe an der Mitte
zwiſchen zs und a9 Gden Zalern der hieher gehorigen Brüche) liegt.
Dieſe Beſtimmung lieſe ſich aus der vorigen nicht ſo unverzuglich erſehen.

Auch die Decimalen geben dieſe nahere Auskunft jezt ſogleich, wenn
man iſötel DoOo, 166... mit o, 140... und 6, 191... vetgleicht.

Als ein zweites Beiſpiel, will ich die Aufgabe wahlen: Jn das
A Anc ein ahnliches, das S éftel von AkßC ware, einzuzeichnen.

Da ſezzt man: 7: 62 256: (219 3); blikkt in die Tabelle, und
erſieht notwendig, daß die Paralele nahe oberhalb st4x zu ziehen ſei;

weil 219 3J7tel nahe genug an 2e2zſas(tel liegt. Auch bezeugen dieß die
Decimalen: 6ſztel iſt Do, 857. und bei st Jax erſieht man o, 878..-
als Decimalen des zugehorigen Dreiekks. Aus der erſten Tabelle wurde
man ſchwerlich mit einem Blikk uberſehen haben, ob die einzuzeichnende
Linie, zwiſchen aC und st, uber der Mitte oder unter der Mitte
Gder Hohe) einzuzeichnen ware?

g. 4o.
Dieſe Tabelle, mit Fig. 11. zuſammen genommen, kann auch eben ſo gut

bei Problemen gebraucht werden, welche aufgeben, ein Dreiekk zu liefern,

welches 6mal, 7mal, ri mal, 1 Sz groſer, als ein vorgelegtes, ſeyn ſoll.

Man



W ↄ e GßMan hat ſich blos vorzuſtellen: Das oberſte Dreiekkchen H Bed
oder atel Bed ſei das gegebene oder vorgelegte Dreiekk; und dann
abermal die Proportion, wie in den vorhandenen ſ. zu formiren. Z. B. es
wird ein ahnliches Dreiekk, wie A Bed, verlangt, aber von 6mal ſo

grofem Jnnhalt; ſo ſezzit man abermals: 62 12 64: (10 und
weis denn ſogleich, wie weit herunter die Hohe des A Bed ju ziehen ſei;

dreimal und etwas druber,) um das verlangte A dantzuſtellen.
Naturlich. wird auch hier viel groſere Scharfe erzielt, wenn
man iſesötel als oberſtes Dreiekkchen, iſqtel Bed annimmt.
IJch ſezze noch einige Beiſpielee Aufgabe: Ein Drreiekk zu zeichnen,
ahnlieh einem gegebenen, etwa N genannt aber anderthalb mal ſo gros.

Schreibe (da 15 S Z iſt,) die Proportion 1 S 256: 170 5.
Zuverlaſſig fallt die Linie gleich unter qrix hin, weil in der Tabelle
16qſaz6tel beim 13ten A vorkommt. Allſo iſt die Hohe, die in dem gegebenen

bekannt oder meßbar iſt, 13mal zu nehmen, und etwas ſehr weniges
noch druber. Dieſes Wenige kann nur in dem Fall von merklicher Bedeu—
tung ſeyn, wenn die Zeichnung des vorgelegten Dreiekks ſonderlich gros ware.

Jn Deeimalen it (423)2 740, 666... Zu z53 aber heiſen
die Decimalen o, 660...

Noch eine Aufgabe: Ein Z zu zeichnen, ahnlich dem vorgelegten,
aber 3 3ſstel mal ſo gros. Schreibe: Da 3 zZzztel ſo viel, als 27f/stel iſt:
27ſgtel: 12 256: 75 19ſ27tel; Cwo man auch die zwei erſte Glieder
hatte ſezzen können 27: 8 Z Die geſuchte Baſis fallt zwiſchen mn
und mn Sx etwas uber die Mitte hinunter, wo die Zaler der Bruche
Ga und gi heiſen. Die Hohe des ANiſt alſo g und ein halb mal wol zu nehmen.

J Auch



66 Waeioötoσ?Auch iſt gſe7tel in Deeimalen Z o, 296... womit in der Tabelle zu
vergleichen ſind, o, 25. und o, z16...

Es iſt bei unachten Brüchen, wenn ſolche wie in den zwei vorhandenen

Beiſpielen vorkommen, (Z3ſ2tel und 27/8tel) wol zu merken, daß man
kurz Nenner und Zaler blos um kehre, wenn die Decimalen zu der vor
liegenden Abſicht verlangt werden. Das iſt ein Compendium der Rechnung!

g. At.
Es mag genug ſeyn, mit dieſen Beiſpielen auf den weiten Umfang

der Anwendung aufmerkſam gemacht zu haben, zu welcher die gelieferte

Tabellen geſchikkt ſind. Wer noch groſere Scharfe in einzelnen Fallen
verlangt, wird ſich fuglich ein Dreiekk mit z Paralelen, als Muſter,
in Zeichnung entwerfen, und die darinn befindliche 3z2 Dreiekke nun leicht
berechnen konnen. Das oberſte Dreiekkchen wurde, (dem ſF. 16. gemas)

ſeyn: 1ſroratel in Decimalen  o, ooog765625. Jn ſehr vielen Fallen
wurde aber die Muhe kaum belohnt werden, ſo ſehr kleine Abtheilungen

der Hohe zu ſuchen. Indeſſen darf man ſich doch nicht mit der Befurchtung

tragen, als ob man, der vorgezeigten Methode gemas, bei jeder vorkommen

den Aufgabe immer 8, oder 16, oder gar 32 Paralelen zu ziehen hatte,
um zu finden, wo hinein die verlangte Linie einzuzeichnen ſei.
Das ſei ferne! Man ſticht blos auf der Hohe des A den Punkt der Mitte ab;
und ſieht ja dann ſogleich, wohin- zu (ober- oder unterhalb) die Linie
ihren Plaz finden muſſe; halbirt blos mit Punkten nochmals (eben dahin zu),

und wird dann kaum 2 wirkliche Paralelen anzudeuten nothig haben,
um des Punktes gewiß zu ſeyn, durch welchen die Baſis des neuen
geſuchten A laufen mus.

Jch



Wabebtu og o7Jch weis wol, daß es mehrere Methoden giebt, dergleichen Aufgaben,
auch noch viel zuſammengeſezztere, ganz rein aufzuloſen, ſo daß das
Verfaren nicht blos auf Approximation fuhrt. Schon altere Geometer

haben das gelehrt, und namentlich hat Herr O. B. Schulze in ſeinem
Taſchenbuch. Th. 1. 5. 442. ſehr bundig gezeigt: wie man ein jedes

gegebene A in gleiche oder verhaltnismaſige Theile ſo theilen konne,
„daß die Theilungs- Linien mit einer beſtimmten Seite des O,
„Cwelche man beliebig nur verlangen mag) gleichlaufen.“
Ich weis dieſes, und bin auch weit entfernt, verachtlich von dieſer Methode

zu ſprechen; vielmehr empfele ich ſie jedem Liebhaber von Geom.
gar ſehr ernſtlich. Aber meine Abſicht geht hier einmal dahin, darzuthun,
was ſich durch Dichotomie ausrichten laſſe, und zwar leicht und bequem
ausrichten laſſe; Und dann bin ich noch auſſerdem uberzeugt, daß doch
die Vergleichungen, welche, wenn man meine Tabellen benuzzt,
und nach den drei vorhandenen Paragraphen graphiſch verfart, ſich notwendig

wie von ſelbſt aufdringen, bei keiner andern Methode eintreten, und daß
dann auch nicht die intereſſante Combinationen weiterer Schluſſe auf
anderem Weg veranlaßt werden konnen, auf welche eben meine vorgeſchlagene

Methode ſicher fuhrt. IJch konnte noch einiges anfuren, in wie mancherlei

Fallen die andern Methoden, wegen mehrerer Hulfs-Linien, ſelbſt die
Gefar, ſich in Zeichnung zu irren, mit ſich fuhren; Aber ich will das
eigenen Verſuchen anheim geben, welche uberhaupt hiebei jeden auf nicht
unbedeutende fernere Phanomene fuhren werden, und daher thatig
anzuſtellen ſind. Die kleine Muhe weniger Zeichnungen hiebei belohnt ſich

gewiß jedem reichlich.

J 2 J. 42.
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os  aeten ↄg. 42.
Einiges weitere Nachdenken uber dieſe Vorſtellungs-Art, ſich bei

graphiſchen Aufgaben ſo jedesmal durch Dichotomie zu helfen, leitete mich
bald auf den Gedanken, dem Tringular-Calkul durfte ſelbſt im Ganzen
durch einige Erweiterung ſolcher Betrachtungen uber Dichotomie eine

Elleichterung verſchafft werden konnen, von welcher ich bisher noch nirgend

etwas geleſen hatte. Jch dachte mir zuvorderſt meine acht Dreiekke
in dem AAsC., in figtz. 11. mit den Zal-Gehalten der Tabelle, S. 61.
und dachte mir ſodann die Trapezien drunter, auch in ihren Zal Werthen,
d. h. deren Areen, als Zalen, welche jedesmal die Erganzung zum ganzen

MABCZ i ausmachten; und dachte noch dazu das Verhaltnis der Hohe
in jedem Trapezion zu der Hohe in dem druber ſtehenden Dreiekkchen.
Eben dieſen Gedanken verfolgte ich bei der zweiten groſern Tabelle, wo ich jezt

15 Dreiekke, 15 Trapezien, und die zugehorigen Hohen zu vergleichen hatte.

Vch ſchrieb den Bruchen und Decimalen fur die Dreiekke die Bruche und

Decimalen fur die Trapezien zur Seite, (wie oben am Schluß des ſ. 14.
ſchon eine kleine Probe von dieſer Zuſammenordnung gegeben ward.
Aber alsdann berechnete ich auch die Logarithmen zu jedem ſo ausgedrukkten

Werth einer Dreiekks- oder Trapezions-NArea; (Der Gebrauch wird
bald gezeigt werden.) Und endlich fugte ich auch das Verhaltnis der
Hohen in einer beſondern Columne noch bei. So entſtand die Tafel,
welche die folgende Seite enthalten; Man ſehe ſie durch!

Jnnhalt
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Jnnhalt der Jnnhalt der Trapez. Logarithmen zu beeden. Verhaltnis

Dreiekke. Gdrunter.) der Hohen.
532 o,984375. 0, 1938200 2. o, 93ibo5 -i. 22142 127.
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70 S ee αν äDie Hohen dieſer berechneten Dreiekke ſind:  1615
eeee—

1 1 4Die Quadrate dieſer Zalen ſind: (5,
welches eben die Areen der Dreiekke ſelbſt ſind. Man blikke hier in einige
der Gleichungen des ſ. 35. zurukk: Z. B. aus der Prop. a:a D k?: neh?,

folsgt a Z (A. n?2 h?): h A. nz. Nun iſt aber A Suu, als der
Innhalt des groſen Dreiekks; Deſſen Hohe, hn, iſt auch Z 1 angenommen;

niſt ein aliquoter Theil von t, alſo SS. IZ  Zin; und a.n?z J. (75).
0d. i. Z zss, wie eben ſeyn ſoll. Demnach wenn man die Verhaltnis—

Zal der Hohe, n, weis, ſo kennt man da ſogleich die Area des A, als Sn?,
Und das Trapezion noch darzu als Z 1 —n?. Denn man ſezze nur die
Proportion: A: Trap. Z he: hr (1n?), alſo Trap. D A.(i u);
ſo folgt notwendig, da AZ 1 im Zalen Calkul nichts in Mlte. andert,
daß Ttap. D 1 a2 der ganz allgemeingultige Ausdrukk auch hier ſei.

Z. B. 1— (S) iſt Z1 z5s  zzg, der Jnnhalt des Trapezion
von der Hohe h—y S 12n; d. i. von 12 S Sz.
So leicht und einfach wird alles durch die Annahme des Jnnhalts S 1,
und der Hohe Z 1. Man vergl. auch h. 33.

h. 43.
Um nun aber auch den vorzuglichen Gebrauch dieſer Tabelle naher

kennen zu lernen, hat man folgendes notwendig zu erwagen.

Die Haupt- Vorausſezzung iſt bei dieſer Tafel, und bei den
vorhergehenden Erorterungen durchhin, die Area des A Abc ſei S 1;
Wein a Fus, oder eine c Ruthe Aber es laßt ſich doch gewiß auch
eben ſo gut annehmen, ſie ſei S 2, oder 3z, oder S a, oder S x;
oder jede nur denkbare, auch gebrochene, Zal. Die aliquoten Theile
von 2, von 3, muſſen naturlich ganz andere Groſen ſeyn, als die von 1.

Nehmen



Wab  ο ν 71Nehmen wir zum Beiſpiel an: der Jnnhalt des A ARC ſei 63
und dieſes Dreiekk wurde ſynthetiſch gedacht als ein kleineres a, und
als ein Trapezion drunter, ſo daß die Hohe in dem kleinern H zu der
Hohe des Trapezions ſich verhielte wie 1:7. Den obigen Vorſtellungen
gemas, wurde der Jnnhalt des oberſten Dreiekkchens, S  Asßc,

hier  z57. 6, d. i. Z7 S z ſeyn; Seine Baſis ware die
gte Paralele, von unten-auf gejalt. Das Trapezion drunter aber

ware Z Zz abc, hier 3. 6G 2 3123 2 582 2 5 3.
Jn Deeimalen betragt das O S o, o9375; und das Trap. D 5,90625.

vollkommen. Werfen wir einen Blik in die Tabelle, und ſehen, wo das
Hohen-Verhaltnis ſtehe 1: 7; ſo werden wir ſicher ſchlieſſen darfen:

o, oi5625. 04 984375. D Oo, o9375. 5 90625.

weil 2zr 6. (ca) G. 5.2* 4 2262wo man ſich ſtatt der erſten 2 Bruche auch deren Aequival. denken kann: z55 255.

Wenn mit den Decimalen, in dieſer geometriſchen Proportion, ſelb ſt

multiplicirt und dividirt werden mußte, um etwa das vierte Glied aus
den drei erſten zu erzielen, ſo ware die Arbeit ſehr beſchwerlich; Aber,
wenn wir die Logarithmen dieſer z vordern Glieder kennen, ſo wird ſie ſehr leicht;

wir addiren nur die mittlern und ziehen den Logar. des erſten Gliedes ab.
Die Logar. der zwei erſten Glieder, ſtehen in der Tabellee. (S. 69.)
Man ſchreibt ſie daher nur heraus, und ſezzt Logar. o, o9375. zum
dritten Glied ein, wie folgt:
o, 1938200 2.: o, 9931605 1. S o, 9719713 -2. zu 7.
Das lezte Glied iſt: o, 7713108; wozu die abſolut-Zal; 5, 9obr5.
heißt.

Jch
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72  ak αJch habe nur der Probe wegen ein ſo leichtes Beiſpiel geſezzt,
um folgenden Schluß begründen, und deutlich darſtellen zu können:

Wenn man den Jnnhalt eines M nebſt deſſen Hohe kennt, und man
verlangt den Jnnhalt eines drunter gedenkbaren Trapezions, von einer
beſtimmten Hohe, welche in der Tabelle vorkommt, zu wiſſen, ſo ergiebt

ſich dieſer Jnnhalt als viertes Glied einer geometriſchen Proportion ver—
mittelſt dieſer Tabelle in jedem Fall; aber am leichteſten nach der Weiſe
der erſtgefuhrten Rechnung mit Logarithmen.

Demnach gabe dieſe kleine Tabelle doch ſchon fur eine betrachtliche

Menge beſondrer Falle genugende Auskunft. Aber freilich muſſen die
Hohen des A und des zugehorigen Trapezions Zalen ſeyn, welche entweder
gerade zu unter den 15 der Hohen Columne vorkommen, oder ſie muſſen

ſich doch durch Zerfallung in Factoren darauf reduciren laſſen.
Z. B. Wenn die Hohe des A Z 20, und die des Trapezions 44. ſeyn ſollte,
ſo ware der Schluß leicht: 20: 44 D 52 11; und die leztere Zalen
waren dann in der Hohen Columne ſelbſt erſichtlich; demnach hatte da

das angezeigte Verfaren ohne Anſtand ſtatt.
Allein ich hore ſchon die Einrede: Bei wirklichen Rechnungen

wird das doch wol immer ſelten genug eintreffen, daß ſich juſt die Hohen

„Zalen vorfinden!“
Allerdings iſt der Nuzzen dieſer kleinen Tabelle noch zu beſchrankkt,

um nach allen Seiten hin die verlangte Aufſchluſſe geben zu konnen.
Fur weit mehrere Falle wurde alſo wol eine Tabelle dienlich ſeyn, welche
die Areen von 32 Dreiekken, nebſt den Trapezien drunter enthielte.
Da fiengen die Hohen mit 1: zu an, und ſchloſſen mit zuri. Das oberſte

Dreielkchen ware Z (1: 210) Z iſioaatel in Derimalen  o, oooy766j.
Genugte

n  e,



Raei r 73Genügte aber auch dieſe Eintheilung noch nicht; ſo denke man ſich
rin A mit 64 Paralelen, und alſo 63 Dreiekks-Areen, und eben ſo viel

Trapezien, wo dann oie Hohen mit 1: 63 anfiengen. Das oberſte

1 J JDreiekkchen wurde ſen m Jn Deci
212 4. (1or1) 4o096

malen: S o, ooo24 140625.
Noch beſſere Dienſte wurde ein A mit 128 Paralelen leiſten.

Da waren 127 A A, und eben ſo viele Trapezien vorhanden.
Die Hohen begannen mit 1: 127; Das oberſte Dreiekkchen ware: 9

1 1
J

S S C(t12214) in Decimalen So, oooobioz5i 56254. (ao6) J 16384
uUnd fo hoch habe ich die Abtheilungen der Hohen, und die

JBerechnung der Areen wirklich getrieben, und theile dann die desfalls
gefertigte Tabelle am Schluß meines Buchs nebſt den dazu gehorigen u

ogarithmen mit. g
Man durchlaufe ſie, und leſe hierauf die nachſtfolgende uber ihre

Einrichtung und ihren Gebrauch von mir aufgeſezzte Bemerkungen:

g. Aa.
Bemerkungen

uber die am Schluß ſtehende groſe Tabelle.
Ci.) Die Hohe der Dreiekke iſt kleiner, als die Hohe der zugehorigen

Trapezien bis an die Verhaltnis-Zalen, Zalen 63: 65; wo des Dreiekks
Area S z396qgſtözsatel iſt; Alsdann kommt das Verhaltnis der Hohen
64: 61 1:1 wo des Dreiekks Area iſatel oder o, 25 Z ao96 ſu63Vatel iſt,
des Trapejions, 3ſatel D0, 75. Das nachſte Hohen-Verhultnis iſt 65: 633

K wo



74 Wanbiht oa ʒe
wo ſchon ein Dreiekk vorkommt, deſſen Hohe mehr betragt, als die Hohe
des zugehorigen Trapezions. Von da fangen dann die umgekehrten
Verhaltniſſe an, eben dieſelbe nur umgewandte Hohen-Zalen, und dieſe

laufen fort bis 127: 1, wo 127 das K angeht, 1 das Trapezion.

(2.) Die Atreen der Dreiekke halten weniger, als die der Trapezien,
bis an das Hohen-Verhaltnis 20: 3zg. Da iſt der Jnnhalt des Dreiekks
noch Ziooſaészuatel; und der des zugehorigen Trapezions 8284/1638atel,

alſo jener kleiner, als dieſer. Das nachſte Dreiekk darauf hat zum
Gehalt 8281ſ16384tel, und das zugehorige Trapezion giozſiszggtel, wo

alſo die Area des Dreiekks bereits mehr betragt. Das Verhaltnis der
Hohen iſt da 91: 37. Alſo iſt wol einzuſehen, wohinein der Scheide—
Punet fallt; Aber ganz vollig-genau iſt er, wenn die Tabelle auch eine noch ſo:
groſe Ausdehnung hatte, auf dieſem Weg der Dichotomie doch nie zu finden.

Man kann ihm aber ſo nahe kommen, als man will. Davon mag
folgender Calkul ſchon zeugen:

Wenn die Tabelle mit 1ſössz6tel beganne; (der Nenner ware
da 2to, oder 4. 224 SZ 4. 16384. ſo wurden ſtatt der zwo Hohen
Verhaltniſſe (y0: 339) und (91:37) drei ſolche Verhaltniſſe eintreten:
(180: 76), (181: 75), und (182: 74); und da wurde

(180) 32400Das iſte Q ſeyn, 5555 Die drei hiezu gehorigen Trapezien
16384

32761 finden ſich leicht; ſie heiſen:
ett

33136 32775 32412
(182)?Das zte O un, 655363 65536; 65536.
16384;

Die
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Die Area des mittlern Dreiekks iſt alſo immer noch kleiner, als die

des zugehorigen Trapezions; Aber der Unterſchied iſt ſchon ſehr unbedeutend;

Das erſieht man, wenn die Bruche in Decimal-Ausdrukk verſezit werden,
am deutlichſten:

Decim. fur das A Deeim. fur das Trap. wo erhellet, daß in den
o, 494384765625. o, 5o56 15234375.  meiſten Rechnungen, (da
O, 49989 2 O, 50010 2 J o, 499. gewonlich ſchon
u o, 4945678... 12o0, 5.. geachtet wird,)

die Area des mittlern A S iſatel, oder als dem zugehorigen Trapezion

nahe-hin gleieh angenommen werden durfte.

Die Unrichtigkeit hatte nur in denen Fallen Einfluß, in welchen es
Einfluß haben wurde, ſtatt 32768/65 536tel zu ſezzen 32761165 536tel.

Der erſte Bruch iſt ganz Z 1ſ2tel; der zweite von etwas geringerem Gehalt,

weil ſein Zaler mit... 61 ſchließt, da in dem andern Gz ſteht.

(3.) Jn meiner gefertigten Tabelle kommen als Verhaltniſſe der
Hohen vor:

123, 127, 1215, 1231, 1263, 12127.Auſſer dieſen aber keine, in welchen das eine Glied 1 ware.
Die dabei vorwaltende Geſezlichkeit laßt ſich allgemein ſo ausdrukken:

Wenn das eine Verhaltnis mun iſt, ſo iſt das nachſtfolgende:

m: (2n am). Z. B. 1263 iſt 21: (2. 31  1).
Eben dieſes findet auch bei den folgenden Reihen ſtatt:
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225 3213,

Die Folg

32 29/
52 27
72 25
92 a3,
nu: at,

152 11,

e

aο
Es treten nehmlich jezt ein:

3:2 61,

12 99,

22 22

iſt eben ſo leicht zu uberſehen.

122, 124. .4 1225.
Ca.) Es fehlen alſo die HohenVerhaltniſſe

Ferner 125, 1210... 125, und 1 108.

22 1295.
5: 123.

7 2 121.
92 119.

1iu: 117.
132 115.

22 22

Jedes nachſtfolgende

horizontalhin vor
kommende Werhaltnis
zeigt ſich in der Geſez

lichkeit, daß das erſte

Glied immer bleibt,
aber das zweite Glied
des wvorhergehenden
Verhaltniſſes duplirt,

und das erſte dazu
gethan wird, um das
lezte zu erhalten.

e der verticalen Slieder, wo die Differen; durchgehends 2 iſt,

Ferner 126. 12623 anch 128... 12 853 u. ſ. f. noch viele folgende:
Aber ich wili zeigen, daß dennoch dur eh Naherung ſich dieſe Verhult

niſſe in der Tabelle, wie fie angegeben iſt, bereits ziemlich genüglich ſinden lafſen,

ſcharfer aber freilich ſinden lafſen würden, wenn wir eine Tabells

7
oltkemmen 22 vorhanden. Die Decimalen des zugehörigen

ſind: o, Iuag. 0 uUnd des Traptziens deunter o, 8871
v o

Die



Soeroroauæ 77Die Unrichtigkeit fangt erſt in den Tauſendtheilchen an, und zwar ſteht

auf der einen Seite nur ein einziges Taufendtheilchen zu hoch, und
auf der andern nur eines zu tief. Das iſt leicht zu erweiſen:
Man gedenke ſich ein Dreickk mit drei Paralelen, wie Füg. 9. ſo iſt

da das HohenVerhaltnis BE: Ep 122 volllommen; Das cine
Perpendikel BE ſteht in den A Bmn, welches iſqtel AbC iſt; das
Petpendikel Ep in dem Trapezion drunter, A Cmn, welches gſoiel ABC iſt.

(S. S. 3z1. L.20.) Die Derimalen für die Atea des A ſind dann: o,rirt Ê

Die Decimalen fur die des Trapeziens ſind: o, 888... Nuun vergleiche
man damit unſre Decimalen bei dem Hohen -VWerhaltnis 43: 85
Und man wird meine Bechauptung beftätiget ſinden.

Ein 2tes Beiſpiel ſei dieſes: Geſezt, man wußte das Hohen- Werhaltnis 2: Jo
Daeſſelbe ſindet ſich in der Tabelle nictht. Da aber 51: 77 darinn votlomumit,

und 2: 3 S 51: 763 iſt, ſo wird der Derimal-Ausdtuk fir die Arca
des zugehorigen Dreiekks mit o, i587... nahe hin richtig ſeyn.
Ganz richtig iſt der Jnnbalt -2 S S O, i60. wie aus einem andern
Ealkül erweislich iſt. Hatien wir nun eine Tabetle, welche ven uſozgztel
beganne, ſo würden die diei Hohen-Werhaltnifſe darinn vorkonumen:

102: 154, 103: 153, ſo4: 152.und die Area des KB, melcher io3 angehorte, (*4) murde ſeyn:

K 3 103

Auf die übrigen niedrigern Derimalen wollen wit hier gticht
Rüulficht nehmun.

Nehnmulich es it 2: AZ roz: zoor2 J ceoz: 154.
Und weiter zu dem nachſen Beiſpiet: anf der felgan. Serde:

22 7S 2o05: Lér5: 2 Z 205: 307
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[(roz): 65536] S O0, 1ot87 wo alſo erſt in der Stelle der
Tauſendtheilchen ein einziges zu hoch vorkame. (IO2: 154 iſt eben 51.77

und l1o04: 152 iſt 532: 76.
Um die Unrichtigkeit noch mehr zu vermindern, oder auf ein Minimum

zu reduciren, nehmen wir an, wir hatten eine noch ausgedehntere Tabelle,

welche mit iſeb2 iaatel anfienge. Dadurch erhielten wir, ſtatt i02 und i03,

drei Hohen-Verhaltniſſe:

204: zog, 205: 307; 206: zos.
und die Area des O, dem die Hohe 2o5 angehorte, (S. 77. die Note) ware:

I (205): 262144 J Z O, ibozi wo alſo noch in der Stelle der
Tauſendtheilchen vollkommene Richtigkeit vorhanden ware, und erſt bei
den Zehentauſendtheilchen zwei zu hoch ſtehende (meiſtens) unbedeutende

Zifern vorkamen.(5.) Man merke ſich folgende beſtandige Logarithmen:

Log. CGidsa)  o-4, 21441900 0, 7855801-5.
Log. (atess) Oo-4A, 8164790 2 0, 1835201 -5.
Losg. (æsztaa)  o-5, ars5399 2 0o, 814601 6.

Jeder Logarithme meiner Tafel iſt eine Summe, beſtehend
(Erſtens aus dem Logar. eines Zalers von einem der Bruche, welche
nach der Reihe, als Ausdrukke der Areen, herunter laufen; und
(Zweitens) aus dem Logar. zu ſſis6z8tel. Man ſtelle ſich nur
Z. B. oboaſibznatel (bei dem Hohen-Verhaltnis 98: zo) als  Factoren vor:
(9604  iſtozsatel) ſo wird man, da bei Logar. Addition fur Mlte.
eintrit, ſogleich einſehen, daß jeder Logar. meiner Tafel eine Sum me ſei,

ztiſammengeſezt, wie ich ſo eben angegeben habe—
Ebenſo
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Ebenſo verhielte ich ſichs dann, wenn man Logar. zu mehr erweiterten

Tafeln zu verfertigen unternehmen wurde. Die Zaler der Bruche, welche

die Dreiekks-Areen angehen, ſind durchaus Quadrat-Zalen.

(6.) Wo das Hohen-Werhaltnis auf kleinere Zalen reducirt vor—
kommt, da laſſen fich auch die Bruche, welche die Areen angehen, reducirem

Z. B. bei 4o: 88 ſteht angehangt D 19: 45 Gn der Hohen-Skale)
alſo iſt auch der Bruch 144aſibz8gtel zu reduciren auf Zorſohbiel; und
der Bruch des Trapezions von ravgοjοοαtel auf 3735ſ40nbtel.

Ueberhaupt iſt bei dem Gebrauch ſolcher Tafeln erforderlich, daß man

die Kunſt der Factoren-Zerfallung nicht nur uberhaupt kenne,
fondern auch wirklich darinn recht geubt ſei.

(7.) Jn dieſer Tabelle kommen die 15 Areen, und Hohen (fur K
und Trapezien) wieder vor, welche ſchon die kleine Tabelle S. 69.
geliefert hat; die Logarithmen ſind dann auch die nehmlichen. Die ubrigen

112 Logarithmen fur die A A, und i112 Logarithmen fur die Trapezien
ſind dann ebenfalls von mir genau berechnet worden, und ich liefere ſie

vollſtandig.

(8.) Ueber ihren vielfaltigen Gebrauch in der Anwendung will ich
nur einiges anfuhren:

Wenn der Jnnhalt eines A eine Zal iſt, die nicht in der Tabelle vorkommt,
Z. B. irz Fus; (welches ich zufallig, etwa aus einem andern Calkul,
qus bequemer Meſſung u. ſ. f. wiſſen kann,) und ich verlange das Trapezion
drunter S y, Cnoch unbekannt) zu wiſſen, und zwar unter Vorausſezzung
eines gewiſſen Verhaltniſſes der Hohen des A und des Trapezions, numn,

welches Zalen waren, die in der Hohen Skale ganz oder doch ſehr nahe-hin

vor—



go  Aοvorkamen, ſo iſt der Calkul durch einen einzigen ProportionsSatz vollendet:

Ach ſezie: Lot. (1-25) -Leos. IIʒ.: Log. y.
Die Decimalen fur die zwei Bruche der vordern Verhaltnis, d. h. die zwei

erſten Glieder ſind als Areen in meiner Tabelle beſindlich; auch die Logarithmen,

dazu; Alſo erhält man das vierte Glied, vermittelſt einer einzigen Addition
und Subtraction. Z. B. Wenn ich das Trapezion ABab in big. 95. der
Wolfuſchen Geom. wiſſen mochte, und hatte vorderſamſt folgende Data:

(Erſtens) Den Jnnhalt des Dreiekkchens abe; (Zweytens) Das
Verhaltnis der Hohe in dem Aabc zu der Hohe in dem Trapezion Akab,

n:m, etwa 7: i215 ſo wurde der Saz heiſſen:
Log. 72: 214]: Log. 1-(72: 112)]2 Log. 113: Log. ABab.
o, a7577ο  ä. o, 9ò8öοο  I. 2 2, o530o784.: 4, 5760014.

Die Abſolut-Zal zu dem leztern Log. iſt: 37670, 5...
So lieſſe ſich die Tabelle dann (unter andern) jedesmal bequem gebrauchen,

wenn Weiten zweier Oerter, zu deren einem man nur kommen kann,
zu erforſchen waren; auch wol wenn man zu bee den Enden nicht kommen

kann, die Hohe aber durch gewiſſe Kunſtgriffe ſich etwa doch errathen laßt.

Desgleichen, wenn die Baſis gegeben iſt, und die Hohe geſucht wird.
Wol weis ich daß dazu längſt-erprobte Mittel in jeder guten Geodaſie
gelehrt werden; und bin auch weit entfernt, das meinige mit Verachtung
andrer vorzuziehen; Aber daß eine ſolche Tabelle doch zu vielen Ver
gleichungen, auch zu Proben ſchon gefertigter Rechnungen, welche in das
erwahnte Fach einſchlagen, recht fuglich dienen konne, wird doch auch gewiß

znucht in Abrede zu ſtellen ſeyn.

Eine



Waea dag 81Eine andre Anwendung ware die: Geſezit, es kame der Jnnhalt
eines a D l1ogo (Ruthen) vor, und alsdenn brachte es ein gewiſſes
Bedurfnis ſo mit ſich, daß 455 von dieſem Areen Gehalt abgezogen wurde,

ſo daß der Reſt 585 noch der Gehalt eines dem Ganzen 2 ahnlichen
Dreiekkes ſeyn ſollte, 455 aber der Gehalt des Trapezions drunter; und
es trate nun die Frage uber das Verhaltnis der Hohen in dem à und
Trapezion ein, ſo findet ſich dieſes jederzeit leicht entweder ganz genau,

oder doch nahe-hin, vermittelſt unſerer Tafel. Man vergleicht 585: 455
mit den erſten Zifern von Decimalen, welche ohngefar eben das Verhaltnis zu

haben ſcheinen, Z. B. mito, 5625: 0, 4375; und rechnet dann blos dem Pro
portions-Saz durch: 585:455 Z 0, 5625: zu...? Mit Logarithmen zeigt
ſich dann: 2,7671559: 2,65801 14 Z 0, 7501226 12 0, 6409781 1.

Nehmlich, die zwei erſten Glieder ſind die Logar. zu 585: 455, das dritte
iſt Logar. zu o, 5625. (Cinder Tab.) Nun wird das erſte von der Summe
der mittlern abgezogen; und da zeigt ſich, daß der Log. des vierten Glieds

wirklich DZ Log. o0, 4375; ſei; Folglich verhalt ſich die Hohe des H zu
der Hohe des Trapezions wie 96: 32, d. h. wie 3 zu i nach der Tabelle.

In mehrern Fallen wird nun wol nicht immer alles ſo geſchikkt eintreffen;

Allein nahe-hin wird ſich doch immer die Beſtimmung des Hohen-Ver—
haltniſſes ſo heraus bringen laſſen.

Jch habe dieſe Beiſpiele nur zu einiger Erlauterung in einzelnen Hinſichten

angeführt. Die Anwendung der Tabelle erſtrekkt ſich aber wol viel weiter,
welches Kenner von Stereometrie, und hoherer Geometrie fur ſich ohne meine

Belehrung einſehen werden. Meine Lage zwingt mich, hier kurz zu ſeyn.
Jch werde zu einer andern Zeit etwas hierher gehoriges noch beſonders
liefern, wenn es meine Privat-Verhaltniſſe vergonnen.

L Vierter
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Vierter Abſchnitt.

ueber Trichotomie,
und darauf, wie auch auf noch tiefere Eintheilungen

ſich grundenden Calkul.

g. 45
Damit es nicht ſcheinen moge, als wollte ich meine groſe durch

ĩJ Dichotomie fortgefuhrte Tabelle, als ein unvergleichbares Unicum aufſtellen,

J ſo will ich ſofort auch die Entwuürfe zu einigen andern Tafeln hiemit
beifugen, bei welchen andere Eintheilungen zum Grund liegen, und welche

J

mehrere Hohen-Verhaltniſſe beſtimmt angeben, die in der dichotomiſchen
J

nicht vorkommen konnen. Jch will mit Trichotomie anfangen.
Man denke ſich ein O mit 27 Paralelen, (wie 5. 22 und 23 ein ſolches

Jj correſpondirende
J

Dreiekke und Trapezien zuſammen- ordnen laſſen: Das oberſte Dreiekk

9
A iſt in dem Fall (1:39) S iſzastel, das Trapezion drunter iſt S7auſ7ytel

Die Hohe im A verhalt ſich zu der Hohe des Trapezions, wie 1:26,

J

J Die weitere Folge wird nun in der Tabelle ſelbſt, welche unmittelbar folgt;
wol verſtandlich ſeyn:

J Jnn
Die Decrimalen fur die Trapezien ſind, des Raums wegen, nur bis auf

L 4 bis 5 Stellen angegeben. Da ſie nur Erganzungen der Zifern,
l

welche bei den Areen der Dreiekke vorkommen, ſind, (nehml. Erg. aufy)

il'!

u ſo laſſen ſich die fehlende immer mit einem Blik errathen.



Jnnhalte der Jnnhalte der Logarlthmen der Areen: Verhaltnis
Dreiekke. Trapezien. fur die Dreiekke. fur die Trapezien. der Hohen.

oJoorʒ7 t7a2traasa.. 7352 oοο. o372ν7νö—3. oùοοοöùο. 1226
2o, oosasbqbgaaqo.. oοοαöhν3.. o7 z03325 —3. o,y7ανοʒ—. a: 25
»Zo, oraz4567 800.. 7332 0.987654.. oáανο. oοααοο——„. 31:24 18
»o, o21947 8737997.  o7ο.. o34 3925—2. o,οößανο. 4223
260, oza293552700.. z Z o-7ο.. o,5352125 -2. o8αααν9—. 3122

„R

2o, ob7215363289.. 333  05932784. oßa7 a4bα2. 1,9bο8α. 72 20
o, o877 êονοο..

o, IIIII..
3260137174211248.. 733  o086.. o,1372725 1. o);οö—s. 1o: 17

6:212 2

o, 165ονονöο.. g33 2083a0tr9.. 0,220ο87ο—1. oνν7αs. li: 16
20 t7ö3οααανν.. 343 o58ο.. 0,295635οt. oοα. ſra: 15Z ats
332 o, 231824416898.. ;332 o,768175.. 0, 3651592 -1. o, g8546bos -i. 13: 14

3260, 26886145. 3 0731138.. o.2958αοs. o,öα3ùοοον—. 14: 13

—h
473 h

Vl

20, 35116508079.. 7250,648834.. o,5455125 1. o,grarz3b—i. 111

z2o0, 4444..
 2o a9s togoorr..
33 20 5486ααααο.. 333  o53οh.. 7393325 1. ob5νναννν. 20: 7
——ÒÚnI

t -o, bouo3s27 16.. 33 0305ο.. lo 7—I. o, xbαοöο. 21: 62 7:2
832 o, 66J92318. 353260336076.. oBaarro1I. o, 52bag86 -1. 22: 5

332 0.725651577.
32 0, 7901234567.. 152o0209876.. 10, 897 6O50-I. o, 3219639 -1. 24: 32 Bi1J

 o857 3388201.. 323201426b.. lo, 3315251. d, i543058 —t. 25:2

J260, 927297 6680o3ʒ..  oοοο. fo ανανο“1. oονö

ul
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Bemerkungen
über dieſe Tabelle fuür trichotomiſchen Calküt.

(1.) Die leichteſte und intereſſanteſte Hohen-Verhaltniſſe darinn ſind
(1:2), (425), (1:8), (227);. und deren Umkehrungen, welche jederzeit
vorausſezzen, daß der Jnnhalt der Trapezien groſer ſei, als der der Dreiekke.

(2.) Ss iſt erſichtlich, daß durchaus die Decimalen unvollendet bleiben;

und in dieſer Hinſicht hat die dichotomiſche Tafel einen gewiſſen Vorzug.
Da aber doch die Decrimalen meiſtens bis an die zwolfte Stelle (auch bei dieſer)

fortlaufen, ſo iſt fur aufſerordentlich groſe Scharfe dennoch dabei geſorgt.
(3.) Beſonders herausgemerkt zu werden verdienen diejenigen unendliche

Deecimal-Bruche, in welchen allemal in der zehnten Deeimal-Stelle
ebendieſelbe Ziefer wieder zum Vorſchein kommt. Dies Geſez hat
bei den Areen von 7 Dreiekken, und von 7 Trapezien ſtatt. Man ſehe
die Decimalen zu folgenden Bruchen, welche Correlata von Dreiekken ſind:

36 225 421 546J 725/ 3353, 725/ 725/ 725725Da 729 Z 9. Zr iſt, ſo laſſen dieſe Bruche auf folgende reduciren:
J

4 9 16 25 a09 64zĩ 3a, 8/ 8s7Eben dieſes hat bei den zugehorigen Trapezien ſtatt.

(a.) Eine vollkomnere Tafel, als die vorliegende, wurde die ſeyn,
welche mit ſorortel, fur das oberſte Q, anfienge. (Der Nenner iſt 9. 729.)

Es kamen darinn die Werthe von go Dreiekken, und von go Trapezien vor.
Die Deeimalen fur das oberſte wurden ſeyn, o, ooor 5241579 ..4
Der Logarithme hinzu aber: Z o, 1830300 4; welcher als beſtandiger

fur dieſe Tafel wol Aufmerkſamkeit verdient.

Als-



Alsdann folgte ein A S oO, ooobo966316. S Aſſozaitel;
und erſt das Dritte ware unſer erſtes in der gelieferten Tabelle; weit
ja ↄſozoitel ſraotel iſt. Die Hohen-Verhaltniſſe wurden mit 1: 8o
beginnen; das dritte 3: 78 iſt eben 1:26, u. ſ. f.

Eine ſolche erweiterte Tabelle, mit Logarithmen verſehen, und dann
in unſre groſe Dichotomiſche eingerukkt, wurde wichtige Vergleichungen
erleichtern, und eine (denke ich,) ſehr verdienſtliche Production ſeyn.

S. 47.
Wenn man ſich ein A mit 7 Paralelen denkt, ſo iſt die Area

des oberſten O DS liſaotel und das Trapezion drunter iſt S Aſastel.
Die Hohe des Dreiekks verhalt ſich zu der Hohe des Trapezions wie: 1:6.
Alsdenn kommt, dem bisherigen Verfaren gemas, O S Aſastel;

Trapez. S a5ſaotel; und das Hohen-VWerhaltnis: 2: 54
Demnach ergiebt ſich folgende kleine Tabelle; in welcher durchgehends Brüche

vorkommen die ſich nicht auf kleinere reduciren laſſen, und Decimalen,

die nie ganz geendiget ſind, noch vollendet gegeben werden konnen:

Jnnhalte der Jnnhalte der Logarith. Logarith. Verh. der
Dreiekke. Trapezien. zu den A. zu denTrap. Hohen.

1:6o, oogogröz2 J3 o, o7οr83hα...
45o, ogi6326528 I J o, q183673471
40o, 1836734688 ĩ0 To, 16326531

o, Z2653061 1..

o, 3o008039 2. o, q91 Co  —1.Slia

Iuuelili

J

o, 9118039 -2. o, bzoIbνI.

o, 26a0α—2. o, 1I 18639 1.
JL

33a9 Zo, 673469309.. o,5139239 1. o, gaszu78 —1.

24

13a Zo, 26530br27.

L3

o, 510209407.

o, 734693872.

o,7077439 1. o, booor i —i. 5:2.

o, gböroοα-. aο37 7ονt. 6:
Es
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1 1Es iſt ſehr wol begreiflich, daß das Dreiekk, deſſfen Area

49
gedacht wird, ſich abermals durch 7 Paralelen gleichformig eintheilen

S

laſſe, ſo daß das oberſte Dreiekk D 1: (a9)) wuürde; E 7)1 21
2401

Das dazu gehorige Trapez. hielte D 2ooſeaoitel. Die Hohe dieſes Dreiekks

verhielte ſich zu der Hoöhe des drunter befindlichen Trapez. wie i1 zu 48.

Alsdann folgte ein A  aſeaortel;, und das dazu gehorige Trapezion
wurde ſeyn: D 2307ſ2401tel. Jch will auch die Deeimalen fur dieſe zwei
erſte Dreiekke herſchreiben, wie auch fur die zugehorige Trapezien,
um einige Vergleichung mit der groſern Tafel auch hier zu erleichtern:

A D O,coood iGba9y72 Trap. D o, 9995835027 Hohe: 1: 48.
O D oO, ooréésyss Trap. S o, 998334011 Hohe: 2247.

Der beſtandige Logar. zu 2Atel iſt: o,6196078 4, durch welchen
ſich dann die Decimalen zu den folgenden Gliedern durchhin ſehr leicht
und fichen, wenigſtens bis auf die ſechste Stelle finden laſſen.

g. 48.

Ohne Beiſezzung der Logarithmen iſt keine der vorgelegten
und vorgeſchlagenen Tafeln, von ſonderlich- weitem Gebrauch.

Leider! will aber das Studium der Mathematik in Deutſchland noch

nicht ſo weit ſich ausdehnen, daß die kleine Kunſt, mit Logarithmen
umzugehen, gemeiner wurde! Leider halt man ihre Bekantſchaft noch
immer fur ein auſſerweſentliches Nebenſtukk mathematiſcher Liebheberei!

Es iſt traurig, daß ſo manche groſe Manner, ſeit zo. und mehr Jaren
ſchon, unter uns vergebens gegen dieſes Vorurtheil geeifert haben!

Es
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J. 4B.

Das lezte Beiſpiel, daß ich noch geben will, ſei, von einem Dreiekk
hergenommen, welches mit dekadiſcher Eintheilung ſeiner Hohe gedacht werde.

Ein Dreiekk mit zehn Paralelen, (die Baſis dazu gerechnet,) giebt oben
1Dreiekkchen ſiootel ABC, und 9 Trapezien; das Trapezion welches
unter dem oberſten gedachten Dreiekkchen als ein einziges bis auf die Baſis

herabreicht, iſt naturlich osſiootel. Die Hohen verhalten ſich wie 1: 9.
Die Tabelle fur die brige Dreiekke und Trapez. nach der Reihe iſt dann folgende:

GSie iſt die leichteſte und ſimpelſte unter den bisher gelieferten.
Die Logarithmen durfen nur mit richtiger Bemerkung der Charakteriſtik,
aus den gewohnlichen gemeinen Logar. Tafeln herausgeſchrieben werden.)

Jnn

Es iſt traurig, daß auf Schulen und Akademien ſo viele Tauſende
unuberzeugt bleiben, daß auch in Geſchafften und Rechnungen des

gemeinen Lebens, (die gar Geometrie nichts angehen) durch
Logarithmen Rath geſchafft, und Aushulfe gewahrt werde, wie gewiß
auf keine andre Art je zu erwarten ſteht! Wie reicher Stoff ware
nicht vorhanden, dieſe Jeremiade fortzuſezzen. Aber ich will abbrechen!
Es mochte mir ſonſt wol noch ſelbſt das Aſyntheton einfallen:
daß ſogar ſolche Geometer, welche mehr als einen ebenen Aker
meſſen konnen, uber die Entbehrlichkeit des logarithmiſchen Calkuls,

hie und da Fragen aufzuwerfen vermogen!
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Jnnhalte Junhalte Logarithmen Logarithmen Verhaltnis

der Dreiekke. der Trapezien. zuvdendDreiekken. zuden Trapezlen. der Hohen.

o, ooooooo -2. o, 9956352 1. 139

o, Gop2oboo —2. o, 8227 12 -1. 2:821214

O ol 1i li o S9 o 0  a4
i u2 85 gwo

un li S D S
O BVDD OD  D

2 ü

o,54242 5 2. 0, I590414 -1. 3:7
o, 84. o, 204 1200 1. 6,9242793 1. 4:62223

Di Il  O O DD ODO

2 2

Z

oij oj 11 n

3
li

o, 25. 155 Zo, 75. c,3979400 i. o, 8750613— 1. 5:5Z111
o, 64. o, 5z563025 1. o, gobigoo  1. 6:4Z3:2q

J

A t O1

o, byo Iyο —I. o, 7o7 5702 1. 723

o, gob igoo —1. o, 5563025 1. 8:2241
—i u z.8

111

S 44
9

Ondia

111

O 8

z S i —o, 19. o, 9o848 —-1. c, 2787536 1. 9:1
Wenn man gleichformig, wie bisher, progreſſiv verfahrt, und ſich

demnachſt ein Dreiekk mit ioo Paralelen denkt, (die Baſis dazu gerechnet,)

IJ
ſo ergeben ſich notwendig 99 Dreiekke, und eben ſo viel Trapezien.

i

Die Hohen-Verhaltniſſe fangen an: 1299, 2298, u. ſ. f.

J Zweiten:  o,oooq. DieLogarithmen ſind: o, ooooooo -a; o, 6Go20600 -4.
Die Area des oberſten Dreiekkchens iſt iiooootel 2 0o, ooor; Die des

Daraus ſieht wol ſchon jeder, wie leicht ſich auch dieſe Tabelle
conſtruiren laſſe.

Endlich wurde das Non Plus Ultra des geſchaftigen Fleiſes in dieſem

if Fach eine Tabelle ſeyn, in welcher die Area des oberſten ein Milliontheilchen

J

J des groſen Dreiekks, AnRC, ware. S Oo, ooocoor; (wozu der
Logarithme: o, ooooooo 7 heiſen wurde,) unter welchem 999 Trapezien

befindlich ſeyn mußten. Das erſte 1 Mill. 1, im Jnnhalt.)
Die Hohen-VWerhaltniſſe waren: 1: 999, 22 998 u ſ. f.

Weiter
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222222 ννWeiter verfolge ich nun den bisher feſt gehaltenen Geſichts-Punct nicht.

Es leuchtet nunmehr gewiß von ſich ſelbſt ein, daß alle Prim-Zalen,
von 11, 13 u. ſ. f. an, neuen Eintheilungen zum Grund gelegt,
darnach Paralelen gezogen, und dann die erſcheinende Dreiekke und
Trapezien gleichformig, wie bisher, berechnet werden konnen.
Das gabe immer neue Tabellen! Gewiß ware es keine unnüßzze,
keine blos ſpeculative Production, wenn wir eine Reihe ſolcher
Tabellen von einem geubten Rechner erhielten, welchen die Prim- Zalen
wenigſtens in dem Umfang von 11 bis 50 zum Grunde lagen.
Ich gedenke mir hierunter keine ſo weit ausgedehnte Tafeln, wie meine groſe

Dichotomiſche, ſondern blos ſo einfache, wie S. 85. und S. 88. ſtehen.

Die von rr ausgienge, hatte 1o Dreiekke: ien, itr  17.L-

Die von 13 ausgienge, hatte 12 Dreiekke: e, rks  134.
nebſt den zugehorigen Trapezien.

Warſcheinlich wurde man mit unter, wenn dieſe Jdee verfolgt wurde,
nach und nach noch auf Phanomene, und Entdekkungen gewiſſer Geſezlichkeiten

im Zalen-Soſtem gerathen, welche, ſelbſt bei der groſen Menge von
intereſſanten Erforſchungen in dieſem Fach, ſich noch wol uber gewohnliche

Erwartung auszeichnen mochten!

M Funfter
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Funfter Abſchnitt.

J Trigonometriſche ZuſammenſtellungJ

u u intereſſanter Linien und Flacheni

im Kreis.J

J g. 40.All Man gedenke ſich an den Bogen eines Quadranten eine Tangente,

J
J AG, und im Kreiß ſelbſt den ihr correſpondirenden Sinus, DE, wie

Z. B. in der Kaſtneriſehen Trigon. kig. 2. und kig. 3. vorkommen;
auch wie unter den angehangten Figuren am Ende meines Werkes in

Fig. 12. und Fig. 13. erſichtlich ſind. Die Groſe des Winkels am
Mittel-Punct ſei vor der Hand willkurlich angenommen, nicht gerade ſo
beſtimmt zu 3zoo oder 450, wie in dieſen beeden Figuren (einiger folgenden
Belehrungen wegen) angeſezzt. Der Radius heiſe AC, und der Coſimus, DE.
So gilt die bekannte Analogie aG:DES AC:CE. oder Tang: Sin. 2 r: Cos

DE CosWird nun der Radius Sa gedacht, ſo iſt unleugbar 7J S Cas.
AGOder der Exponent des Verhaltniſſes der Tangente zum Sinus iſt jederzeit

äin Zalen der Coſinus ſelbſt, wenn r Zun gilt. Der Logarithme dieſes
Coſinus iſt eine ſehr intereſſante auſſerſt-brauchbare Groſe; ich will das

ſo gleich zeigen.

Man

Ê—
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iſWoetoag or ſelJMan werfe einen Blikk in meine zwei lezte Figuren. AD iſt die IJ
Chorde des Bogens, zu welchem die Tangente und der Sinus ſchon
vorausgeſezzt werden. Man denke ſich eine Paralele dieſer Chorde, EL.

allgemcein von E, dem Ende des Sinus Verſus Ak aus, gegen L gezogen. E
uVon L herunter falle man ein Perpendikel Ub auf den Halbmeſſer 11

1d. h. die Tangente zum Sinus, wie der Sinus zu dieſem neuen Perpendikel.
Lalſo eine Paralele des Sinus DE. So verhalt ſch aG: DE DE: LP;

Der Exponent dieſer zwei Verhaltniſſe, oder dieſer ſtetigen Proportion iſt
Cin Zal) der Coſinus EC. Eben derſelbe iſt es, wenn man fortfahrt,
und eine ahnlich-liegende Paralele mit L.b, nehmlich Qp, als Perpendikel,

zieht, ſo daß auch da die Proportion eintrit DE: LP  Lp: QOp
Nehmlich DE wird jezt als Tang. eines kleinern Kreiſes (mit dem Rad. EC)

angeſehen, Lp, als der Sinus zu dem nehmlichen Centriwinkel,
wie vorher, und Qp, als das neu- hinzugekommene Perpendikel.
Da ware jezt Er der Sin. Verſ. PQ die Paralele mit der Chorde, EL,
und von deren Ende, Q, aus, das neue Perpend. gleichformig,
Gwie vorher Lp) gefallt. So kan man graphiſch ins unendliche
fortfaren; alſo auf dieſe Weiſe unendlich-viele geom. Mittel-Proportional

Linien, die fort und fort abnehmen, und ebenſo proportionirte] immer

kleinere Radien zu immer kleinern Kreiſen finden.

Aber beinahe noch leichter iſt die Berechnung dieſer abnehmenden
Linien, (deren Beſtimmung in Zal-Calkul,) noch leichter, als ihre
Zeichnung, die doch gewiß nicht ſchwer iſt, wenn man Logarithmen verſteht,

und folgendes ſich merkt:

M2 Jn
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In der allererſten Analogie a6: DE DE:Lb iſt der Erponent  EC.

(in Zal) S Corin. ang. C. Man berechne den Logarithmus dieſes Coſinus,

oder ſchreibe ſich ihn aus Tafeln heraus. Er wird der beſtandige
Logarithme zu folgender Rechnung: Man darf ihn ſchlechthin nur zu dem
Logarithmus der nachſtgroſern Linie, Cals Zal-Groſe betrachtet,) addiren,
ſo erhalt man den Logarithmus der verhaltnismaſigen nachſt-kleinern Linie.

Z. B. wenn nach kig. 12. der Winkel bei C S z3o0o gedacht wird, alſo
Cosin. 300 Z 0,937530641 iſt, ſo erhalt man, als Summe, Log. DE, u. ſ. f.

Log. Expæ2 o,9375306 -1. 1 Log. Expæ o,937 5306 1.

Log. DEZ o, bogooo-i. Log. Lb CZo, 636006.
Los. Exp o,o375306 -1.

Log.aGæ o,7biug9a“)s1.
J  2

Log. DE Z o, bogo7roo ÖÜI. Log. Lb Log. Qr o,57403121.

Und ſo hat man dann die Logarithmen der Groſe von drei Linien,
durch ſimple Addition des beſtandigen Logar. fur den gedachten
Exponenten, (oder durch Log. Cos. 300). Die Abſolut-Zalen dieſer
drei Linien liefert die folgende Tabelle. S. 98. Wie ſpielend leicht die
Fortſezzung des Geſchaftes ſei, leuchtet nun wol jedem ein.

Aber

Der Grund dieſer Einfachheit der Operation ruhrt daher:
Die Geom. Proportion heißt, Z. B. DE: LPZ Lb: Op-—
Da iſt unſer beſtandiger Logarith. ſchon das Aequivalent des Logar.

kDE: Lq], giebt alſo ſchon den Logarithmus der zwei erſten Glieder,
(des zweiten durch das erſte dividirt.) Das dritte Glied iſt dann immer,

ſtatt des Acts der Multiplication, bei Logarithmen nur zu addiren,
um den Logarithmus des vierten zu erhalten.
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Aber nicht nur ſo fort und fort abnehmende Paralelen mit der Tangente, AaG,

laſſen ſich durch den bemelten beſtandigen Logarithmen in Zal-Beſtimmung

angeben, (Perpendikel, oder Sinus in immer kleinern Kreiſen,)
ſondern auch die correſpondirenden Sinus-WVerſus, Ak, Eb. Pp..-
und Chorden, aD, EL. bQu.ſſ. f. wie auch die Hohen in den
gleichſchenklichten ſpizwinklichte Dreiekken ADR., ELk, u. f. f.
(welche je zwei und zwei, vertical entgegengeſezt, gleichformige Theile von
ahnlichen Trapezien ſind;) ich ſage auch das Verhaltnis ſolcher zwei Hohen,

wie Ra: Ke hat immer die Zal des Coſinus zum Exponenten.

Beiſpiele fur dieſe drei Gattungen lineariſcher Groſen:
Log. Exp. 20o, 9375306- 1. Log. Exp. Zo, ꝗ375306- 1.
Log. AE C20, 1270224 1. Log. Ep 2o, oG45 S30 1.

m  ç
giebt Log. EP Z'o, obas 53041. giebt Log. p Z o, corog36 I1.
So geben ſich die folgende Sin. Verſus fort und fort. Eben ſo die Chorden..

Log. Expe S02,9375306 1. Lo- Exp. 20O, 9375306 1.
Log. Chord. Ad 2 o, 7140262 —1. Lot. EI. 2 O0651556 4.

giebt Los. EL Z o, 6515568 1. Loz. PQ O, 3890874- 1.
Und endlich iſt ſo Log. kExp.Z o,93753061. 4 Log. Ra. Z o,8410o486—2.

in der Summe S 0,7785792 2. als Logar. der Lin. Ke. Eben ſo
giebt Log. Exp.  Log. Re den Log. km; u. ſ. f. Die Abſolut-Zal dieſes
bis daher gebrauchten beſtandigen Logar. iſt ubrigens eine irrational Zal,

Hoder ein unendlicher Decimal-Bruch S o, 86602..., die Quadrat-Wurzel
aus, oder die Helfte der Quadrat-Wurzel von zZ 1(VZz), d.i. ein Bruch,

der um etwas ſehr geringes weniger, als 3 betragt. Denn o iſt o,8666..

M3 9. 50.
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W abenherg gu ge

g. z0o.

Es koſtete mich nur geringes Nachdenken, um ausfindig zu machen,
was fur ein beſtandiger Logar. eines beſtandigen Exponenten eben ſolche
Diennte imumgekehrten Fall leiſten wurde, wenn man nicht abnehmende
immer kleinere Linien, (Perpendikel, Sinus und Chorden) ſondern immer
groſere, verhaltnis maſig-wachſende Linien verlangte; und
Z. B. zu den Perpendikeln Qp, und Ub, die dritte geomettiſche proportionirte

Linie, DE, in Logarithmen ſchnell ſuchte. Da iſt blos der Logarithme
der Sekante CG, zu wiſſen nothig.

Deſſen Addition zu dem Logar. der nachſt-kleinern verhaltnismaſigen
Linie giebt ſogleich die nachſt- groſere an.

Es iſt aber Logarith. CG S— Logarith. Sec.  o0, o624694h.
in unſerm Beiſpiel; zu dieſem add. Logarith. Le Z o, 6G36500o6 -1.

giebt den Logarith. der Lin. DE Z o, 6989700 1.
und eben ſo iſt [Lot. Sec,  Log. DE] Z Los. AG.

Die nehmliche Beſchaffenheit hat es mit den Chorden Q, El. AD,
welche jezt in umgekehrter Ordnung vorkommen; desgleichen mit Pp, Ep, AE.

Der beſtändige Logar. iſt immer jezt: o, ob2a694, und erzeugt durch ſeine

Addition zum Logar. einer Linie, eine nachſt- groſere, Cin einem fixirten

Verhaltnis fort-hin.) Der Grund dieſes Werfarens bezieht ſich auf
die immer-verſtekkt liegende Proportion: Sin.: Tang. Zar: See.; wo
wenn r S u gilt jederzeit Sec. D Tang. dir. per Sin. zu achten iſt.

gn Logar. iſt dann J Log. Tang. Log. Sin. S Log, Sec.
So
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Soo viel ſei genug von Erzeugung und Berechnung ſolcher, ahnlich—
liegenden Linien, welche ſich alle als Mittel-Proporkional betrachten,
oder zu ſolchen ſich machen laſſen, progreſſiv und regreſſiv erwogen.

Jch gehe nun auf den Calkul der hiemit ſich ſelbſt formirenden Flaehen,
(Areen verſchiedener Figuren) uber.

z1I.
Ohnleugbar verhalt ſich /das Quadrat der Tangente zum Quadrat des

Sinus, wie das 5 des Radius zu dem o des Coſinus.
Oder (AG)2: (DE) 2 r2. (EC)?. Wennerm nalſoaucher?S u gilt,
iſt ſicher die Groſe (EC) der SExponent der beeden Verhaltniſſe,

DE2d. h. (EC): Z Jn Logarithmen demnach das Duplum des

Log. EC; oder 2. Log. Coſin. z0o 2 o, 8750612 1, in unſerm bisher
durchgefuhrten Beiſpiel. Dieſe Groſe iſt der beſtandige zur Aus—
rechnung ahnlicher-Flachen ebenſo dienliche, ebenſo iutereſſante Logarithme,

als es der im g. 49. fur die Ausrechnung der Linien war, welchen wir
hinlanglich kennen gelernt haben. Nehmlich man denke ſich nur ahnliche
Stukke der angefuhrten erſten zwei Quadrate, gleichformig- abgeſchnittenen

Frag

Bemerkung: Gedenkt man ſfich Kreiſe von immer abnehmenden
Areen, mit den Halbmeſſern, AC. EC, C, pC, u. ſ. f. ſo wird jederzeit
der Sinus Verſus in dem verhaltnismaſig groſern Kreis die Differenz

l sec. —r in dem vecrhaltnismafig nachſt-kleinern ſeyn.
So Ak iſt Sinus Verſus beim Rad. AC. und iſt S lsSec. r]

beim Rad. EC, da AEZ Dhb ſich zeigt.
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Fragmente der 2 Groſen, aG und DE2; Z. B. Die zwei Dreiekke
ADG und EDI. ſo wird auch bei dieſen die Proportion noch eintreten:
MADG: AEDI. 2 r2a: EC? folglich der Exponent des Verhaltniſſes
der zwei erſten Glieder abermals (EC) ſeyn; und demnach mit Logarithmen

ſich ergeben:

o 87506b22 1  Los. Ec?  o g75o6i2 t—1 42Log. E cC2 J J JLog.  ADG Z 0/5874318 —2. 1 Log. A EDI. 2 0, 4624930 2.

Loß.A EDI.  0, 4624930 —2. i Lot. A LPQ O, 3375542 2.
So ergiebt ſich dann eine Reihe ahnlicher ſchiefwinklichter Dreiekke;

ſo ergiebt ſich eine rechtwinklichte Dreiekke akD, ELer, PQp.
welche alle fort und fort ahnlich bleiben, und zum Exponenten ihres Verhaltn.

im Logarithmen o, 7506 121 haben, und in der Abſolut-Zal  0,75, oder g.
Folglich iſt das Verhaltniß dieſer Dreiekke durchgehends rational, und
man braucht nur den Jnnhalt des erſten AED zu wiſſen, ſo findet man alle
folgende ſpielend-leicht, eben vermittelſt unſers beſtandigen Logarithmen.

B LLog (CE)r  Log. A AED] den Logar. des AELP-So giebt Z.
d. h. den Log. der Zal ſeines Gehalts.

Wollkommen gleichformig berechnet man ebenſo die abnehmende

Reihe der ahnlichen Trapezin AEDG, EDLe,. LeQp,
Jedes nachſt-kleinere verhaltſich gegen das nachſt vorhergehende groſere rational,

wie 3 zu 4. Man konnte dieſe ſammtlich Tangenten-Trapezien nennen,
weil alle ihre Grundlinien ſich als Tangenten betrachten laſſen, im Gegenſaz

der Chorden-Trapezien, welche zunachſt liegen, und da ſind:
AEDIL. EPLQ. u. ſ. f. Auch dieſe ſind rational, und der gemeinſchaftliche

Exponent in ihrer geometriſchen Progreſſion iſt: J.
Die



Z aædo ο 97Die auf der folgenden Seite angehangte Tabelle lehtt dieſe,
wie auch noch meyrere hieher gehorige Flachen heſtimmt kennen.
Jch erwahne hier nur noch inſonderheit des zuſammengeſez;zten Trapezions
ADeqQ (der Summe zweier ahnl. Chorden Trapezien, (ak Di. »E Q)
deſſen Innhalt rational gegen das a des Radius r. re; und rational
gegen das groſe gleichſchenklichte Haupt-Dreiekk 4DCZ AabnoO iſt.
Wenn wir einen einzigen Blik hiebei in die einfacken Erorterungen des
g. 8. im erſten Abichnitt zurukwerfen, ſo werden wir uns uberzeugen,
Ci.) daß das õ ChCG, unter welchem dieſes Trapez. ADooQ liegt,
S 4 Abb tragen muſſe; (weil z RésiA AhHo ausmachen,)
C2.) daß fich dieſes Trapeg. als das dritte in dem 2 AC betrachten laſſe,
und die zwei vorhergehende S und 5 des A ADC betragen mußten,
C3.) daß die Hohe, dm, in dieſem unſerm Trapez ADeQ der vierte Theil
der Hohe des  ACD, oder S Cd vollkommen ſei.

Auch Qp., die Hohe in dem A Cr Q iſt insbeſondre wol gzu behalten,
nicht nur weil dieſe Linie —2 o, 375. Z zZ. r (rein aus) iſt, ſondern

auch das a von QOp ganz dem Jaunhalt des A CPoQ gleich iſt;
(Qp) Z Aa CrQZ o, iaböô, oder 1f.

Die Grunde aller dieſer Phanomene liegen fur den, der die Sazte meines

erſten Abſchnitts gefaßt hat, gewiß nicht zu tief verſtekkt.

Endlich begreift wol jeder von ſich ſelbſt, daß, um verhaltnis
maſig- groſere Flachen, Reihen wachſender Areen, gleich—
formig zu erhalten, der Logar. des beſtandigen Exponenten,
Lot. (Sec.)“ Z Los. (CG) ſeyn muſſe. Derſelbe iſt in dem Veiſpiel,
das Duplum von O, ob62a6α d. h. S O, i249388.
Man addire Z. B. ebendenſelben zu Loh. A ELb S Oo, doooraz6 —2.

ſo erhalt man Log. A AED 2 O, 5249624 2
und ſo in unzaligen andern Fallen.

N K. 52.
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Jch ſtelle jezt die in der Fig. 12. vorkommenden vorzuglichern Linien

und Flachen mit ihren Abſolut-Zalen und Logarithmen darneben,
wie folgt, zuſammen:

Decimalen der Logarithmen

Linien. dazu.Sec.: CGZi,ji 547005. .o, ob2 694x
od, Do, 9659258.. ,98494381.
EC, Do, 86602 J4..0,9375 306.-1.
Ce, (Ppd.ina)- o, 8365 1..0192247441.
cr 2 cQ 2o,7. 01,87 jοαννöνν.
Cm(Ppd. ina) Z o,72444..0,860005 1-1
AG, 20,5773503. o,76143941
AD, (Ch. 3202) 2 o, 1763. ,7 140262-1

DE. (Sin, 30) Do,J. 0,6989700i.
EL, 20,44629.. 0,65 15568.1.
Lp, Do,43301.. 0,6365006.1.
PQ- Do, 38822.. 0,5850874αν
Qp. S0,375. o,57403 13.1.
AR, 20,26794.. o,42805 241
AD. GAD)C c,a5 88I.. o,1299621.
Ap— Zo,25. o, 3979400.1.
d m 2 o,2q 148.. o, 38288381.
RE, So0,a3205.. 0,3651 830.1.
DG, o0, 1547.. 0, 1894918-1.
AE., (Sin. Verſ.)  o, 13397. 0,1270224-i.
EPZ ed Zo,ibor.. o0οα 553ονs.
Ppa. Do, iooa4s. Oo, oOoo2Ogg6ei.
Rd, Zo,o6935.. 0,84 104 86-2.
Re, Zo,o6booj7.. O,7785792-2.

Decimalen der Logarithmen
Flachen-Gehalte. dazu.

MACGTo,288675.. oMGOoaogαt.
MACDo,2I.
AMECDCo,aib5. 0335470:
M ECLZOo, i1875. 0o0,a730012-1.
O CLPOoIGa3S.. oJ2Ioyz igi.
A COPOo,Iqb)su y.. o,/4ο‘αοαα

Trap. AGLPC o, 12629.. o, 10138751.

G CQOpo,iai78.. o,ogy g932οt.
Trap. pDQd o, 1o9375. oſ3 8οοον—,
Trap. aEDG o,o72I.. ob5 3αον2ν
Trap. EDLS o, ob25. 0, 72 8800. 24
Trap. EPDLC o,oj4úI.. o,7334 107. 2.
Trap. RLPQ Oo,o46G 87J.. Oo,67094 12-2.
Irap. ELQp o,oqο 5 ονα..o, 6087 20.- 2

AEDTo,oß349.. o, j249624-24
A EDL o,o29006. o, 4624930-2.
A ELbOo)ν ο.. o 0002 36- 20
K Lb QcOo,ori754. 20,3375 42-24
A Qonoi g840..o,27 0849-2
A ADRZo,oi7949..0,25 40448-24
A AER o,orsj4 19 1 714-24
A ELRoIzq. OI2aI Iοοα

h. 53.
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g. zZ.
Alle dieſe Vergleichungen und Combinationen laſſen ſich nun aleich—

formig bei jedem Bogen eines willkurlich-gewahlten Winkels, und deſſen
Tangente, Sinus und Chorde vornehmen.

Jch liefere nur zum Schluß noch zu kig. 13. eine Reihe berechneter
Linien, und Flachen, mit der Vorausſezzung der Centri Winkel ſei genau
459; alſo Tants Dr Si; wobekantlich der Sinus dem Coſin. gleich iſt. Der
Raum beengt mich, ſo viele Combinationen zu liefern, als ich vorrathig habe.
Jch gebe zuvorderſt die an, mo die Zal der Linie auch die Zal einer
berechneten Flache ſelbſt iſt, welches Phanomen blos bei der Vorausſezzung
oines Bogens 450 in ſo geſtellten Figuren, wie ich annehme, ſich zeigt.

Nehmlich:
Lp SO, 5. Linie. QACG 2 r Z o, 5. Flache.
QOp S on 35355.. Linie. AADo S O 3535.. Flache.
f—oO, 25. Linie. AEDC Z aAlC o, 25. Flache.
B 20,2474.. Linie. O EcIl. S oOo, 2474.. Flache.
hhaS O, 125. Linie. H CLp 0, 125. Fluche.

Ferner will ich hiebei nur noch der Geſeztlichkeit erwahnen, nach
welcher ſowol die Chorden als die Perpendikel immer halbirt erſcheinen:
Z. B. Wenn AdD die erſte Chorde heißt, ſo iſt pQ die dritte; ſie iſt als

Lange S AD, die vierte pq aber iſt die vierte, und iſt JEL.
Ebenſo verhalt ſichs mit den ubrigen ahnlich- liegenden Linien.

Nun folgt die verſprochene Reihe der Linien, und Flachen, wie in ſ. 52.

Decimalen der Logarithmen Decimalen der Logarithmen
Linien. dazu. Flachen-Gehalte. dazu.

CG, DTia,i42.. o, 1505 i 50. OACG Do, 5. o, 6989700- 1.
Cad. S05,9238795. o, 9656 53—. Trap. AGL Zo, 375. 0, 57403 131.
AD, 2o,765366.. o, 8838697- 1. AACDo, 3535534..o 548.45 50 1.
DE. TDon,7o7 io.. o,8ay öοαi. frap. ACDEo, 25. 0, 3979400- 1.

DSEC,  Al Eben ſo gros A ACLS ECD —e

N 2 Ce



Deeimalen der Logarithmen. Deeimalen der Logarithmen
Linien. dazu. Flachen-Gehalte. dazu.

Ce. To,65328.. 0, 1 510031. a ECI. So, 17677... o,2474 ο£t.
El, 2o0,54ν9ο.. o,7333547 —1. S Trap. ARBI.
Lp. EQ C,  o,5. o699y7οο—. A ADG. Zo, 14644. o,16567941.
GD, To,auα.. oj6172244 A Cpl. S o, i2. o,οá êοαqνν οο
PQO. JAD. C o, 3826B.. o,5828397- 1. S Frap. EP.
Qp, 20,39355.. 0, 548.45 50 1. A ADE Zo, 1035 5.. o, oi 5164-1.
AF, S RE, Zo,292.. o,667094 -1. A EDI. Zo,o7322.. o,g646οαο:
pq. 2 EL.Z o,270 9y.. o4 33247 1. S A Akl. 2ad, D0o,207 10.. o, 3161944-1.  ADR 2o, oboöö.. o,7829038 -2.
Rd, Dojisg5 i.. 0,200ο ‘αον— A Elr 2o,o51776.. o,II ZAï
Re, TSo, aiaog.. o,o49 5491 14 D Aa ELQ J o 9A ABR Zo, cq289y.. 0, 6323888 -2.

Aa ELR 2o,ozogʒ3.. o, 818738 —2.
A Ebr Zo,ozua.. o,3313588 —2.
A PEQ Zo,otoʒs j. o,OL SIGf.

Jch mache hiebei auch noch auf die beſondre Eigenſchaft der
Chorden-Trapedſien in dieſer Figur 13. aufmerkſam, daß in ihnen
die Hohen. immer die Heifte ihrer kleinern. Chorden-Paralele iſt.
Z. B.,d S JEL; und ſo mit den übrigen.

Aus dem bekannten Saz, daß ſich die Jnnhalte zweier Kreiſe, wie
die Quadrate ihrer Radien verhalten, laſſen ſich nun noch eine Menge
bedeutender, Folgerungen vermittelſt. ſolcher berechneten Tafeln. ziehen,
auch wenn man ganz andre Winkel wahlt, als die von mir geſezzte,
welche leztere freilich eine Menge rationaler Linien und Flachen zu Correlaten

haben, die hei Vorausſezzung andrer (aus den trigonometriſchen Tafeln
rein- entlehnter) Winkel und deren Functionen, nicht rational erſcheinen,
deſſen ohngeachtet aber durch die Naherungs-Methode zu Vergleichungen
geſchikkt gemacht werden konnen; welche meinem Bedunken nach zum
wenigſten bisher meiſtens nicht genug geachtet und cultivirt worden ſind.

Dicho
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Dichotomiſche Tabelle,
welche die Jnnhalte von 127. ahnlichen Dreiekken, und von

eben ſo viel Trapezien, in Decimalen mit den Logarithmen dazu,

wie auch die Verhaltniſfe
neben an geſchr

der zugehorigen Hohen,

ieben, enthalt.

Jnnhalte der
Drelekke.

e—
Je2 o0, ooœ2aq taobe2g. i

Das Trapezion
unter jedem A.

a g
cai/ do

Z

—e—

Logarithmen

q.7855801 5. o,99997 öi.

o, 8y7 οο4ο. o,9Iy57‘ννt.

furdie Dreiekke. furdie Trapez.

o,7398226 4. o, 99o97i«.

Io

Verhaltnib
der Hohen.

mrt la27
2:21262 1:63.

zui25.

4:1242 1:31.

10, 1835201  3. o, 99903369 1. 5:123.

de

a5

t4 Le 320ĩegae o, oogqobaʒ. i53822 0.9hbο.
a o,ooaαgα áöò. h oοο.
 obοοαο. 5 32 o,9qg8.

—D

N 3

o, zuigg26 -3. o Iοαν7i.

 e—
6:122 3:6r.

72121.

o, Gogobö5 1 -3. o,qo7 Sa7ö -1. o:rI.

iis e:
Jnnhalte

t

2
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Junhalte der

Dreiekke.

12 o.oo7 38525390b23.s G

33842 0, oo87 89ob2ʒ.

169

Iu 572 o 1968αοοο.

i vi Ol Oo O

g5 0,o13732910o1b62ʒ.

o,oi 62ʒ.712

12 0,017639 160o15623.

720.01977 53390625.

72 0,o2203369140b25

7205024440625.

 b v  d

Das Trapezion
unter jedem A.

10263163812 0,9926..
16240
173842 o,991 2..

Do qs8o..
d,ogö2..

Logarithmen
furdie Drelekke. furdle Trapejz.

o, 9439426 -3. o, 906 1661 -1.

o,o778362 2. o,904773321.

o. 1377626 -2. ,9939946 -1.

li o,840o..

aD o, q823..

 oO, 9god..
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Dreiekke.
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W e oe ↄ
Das Trapezion
unter jedem A.
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furdie Dreiekle. furdie Trapez.
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20576ʒ3..

Zo7 577..

333 38

381 D o,7q21..

azesiss2ao, 2b586ο οο
4489as38129,2739868164062ʒ.

As 24ãsz8a o, 2822265625.
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Dreielke.
Das Trapezlon

unter jedem A.
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furdie Dreickke. furdie Trapez.
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dDreiekle. unter jt em A.
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Dreieklke. unter jedem A. furdie Dreiekte. fuürdieTrapez. der Hohen.
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130924is3842 0, 849833515623. Zo, iʒot.. o, 9293a  —1. o, I765152 —1 tg: 1o2 go:ʒ.

14101sz42 o, 86431884765625.

To,8789062ʒ.

So, 1356.. o,93667 Z30  1. o, 1325196 1 119:9.
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10129  o jʒ.. o.93 1875 1. o, I02 1203-2. 127 2 1.
Die Decimalen fur die Gehalte der Trapezien gehen nur bis auf 4. Zifern.

Die Erganzung iſt auſſerſt leicht. Siehe die Bemerkung zu Fſ. 45.
Man blikke nur in die Reihe der Decimalen fur die Dreiekke darneben, und zale
von jeder Zifer daſelbſt bis auf p. Z. B. o, 12389... hat zum Correlat o, 87640..
und dieſe Zal giebt den Jnnhalt des zugehorigen Trapezions eben ſelbſt an.

O2 Uebrigens

J



Ê

o8 αν Qννο2— Uebrigens empfele ich allen, welche ſowol dieſe als andre ahnliche
J Tafeln benuzzen wollen, nicht nur (was ſchon oben erinnert worden,) fleiſige

Uebung in Factoren-Zerfallung, ſondern auch noch insbeſondre folgendes:
Man fertige ſich zu kunftigem immerwahrenden Gebrauch eine auſſerſt ſimple

Deeimal-Tabelle, die von o, oio..., beginne, und mit o, 999..« ſchlieſe;
in Columnen ſtunden darinn vertical fort laufend:

o OIO.1Jrss n 21 5 LO, 120.. A o, oI.. weiter hin S Loi2i..1 99u O. oOlI2.. i wird dann

11 1
55 Srrtien I.175 l ν J 2

5

s 0.,125.Die Bruche werden nach und nach heben- angeſchrieben; es ſeien aber
ĩ

nur ſolche, deren Nenner noch nicht ido. erreichen; IJn der Decimal-Columne
mogen die Decimalen manchmal bis auf die vierte oder funfte Stelle gehen.

J

1

Auf ſechs Quartbolatter laßt ſich die ganze Arbeit wol bringen.
Die Muhe, welcher man ſich bei Fertigung einer ſolchen Tahelle, unterzieht,

10

belohnt ſich reichlich in unzaligen Falen, wenn man Mathematik treibt,
durchs ganze Leben hindurch, nicht blos in Geometrie, und bei Unterſuchungen,
wie die meinigen in dieſem Werke ſind. Wer meinem Rath folgt, wird
vielleicht an meine Worte denken! Es kann wol ſeyn, daß hie und da ſchon
eine ſolche Tabelle ſich gedrukkt vorfindet, ieh habe keine erfragen konnen.

Stellt man Vergleichungen zwiſchen den Zalen einer ſolchen Tabelle, und den
Del dDtccchotomiſchnan ſſgu! cceima en meiner  odzeigt ich, Z. B. daßo, 1914... Sſei,
und dieſer kleine Bruch bis auf Hunderttauſendtheilchen hin dem z gleich
zu achten ſei.

n j
u So iſt 273 S O0, 9843... alſo auſſerſt nahe hin die Groſe des lezten

Dreiekks in meiner Tafel, wo 1333 S 0, 9844. vorkommt.
Dieſe wenige Beiſpiele werden die Abſicht und auch zum Theil ſchon den

Ill
Werth meines Raths nachden kenden Leſern, wie ich glaube, bereits ſattſam

lJ zu uberſehen geben.
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