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PRAEFATIVNCVLA.
5. I.

nmnis omnium ſaeculorum aetas matheſin doctrinarum omnium
U ſubtiliſſimam

ſtigandum verum plurimum conferat. Inprimis autem, quod ad ſcien-
tiam augendam attinet, inſignem huic rei innentio atque publicatio
calculi, quem ab infinito nominamus, vtilitatem adtulit. Ille enim
calculus praecipuam partem artis inueniendi, qualis hodie inter geome-
tras viget, conſtituit. Igitur et ei prae omnibus doctrinis mathema-
ticis eximiam laudem tribuere fas eſt. Equidem nondum inuentb hoc
calculo iam in Tummum fere faſtigium matheſis euecta eſſe videba-
tur a). At viris, iam ante hanc inuentionem ſaeculi ſui ornamentis,
adhuc reliquum fuit hac re matheſin tantis et nouis et egregiis tam
incrementis quam honoribus augere. Leibnitæius atque Newtonus
fuerunt analyſeos infinitorum, auctores. Quae excogitata quaeſitam
iam. antea. admirabili de omni re mathematica bene merendi ſtudio
immortalitatem illis maxime adſeruitt. Quamdiu enim omnis rerum
vniuerſitas, tamdiu etiam hoc calculi genus ſuperſtes erit, quo nos-
met ipſos ſuperare videmur et poſteri inuentorum nomina nunquam
ſine pietatis gratique animi ſenſu nominabunt.

s5. 2.
Conſtat inter omnes quantam vtilitatem haec praecepta de quan-

titatibus infinitis adferant, ipſumque hoc calculi genus omnibus doctri-
nis mathematicis et commune et accommodatum, atque ita compara-

A 2 tuma) Celeberrimus Wolffius ait (in Elementis matheſeos vniuerſae Tomo V.
Cap. IV. S. 143. P- 270 ſu.).  Haec ſane ratio eſt, cur inuenta Mathe-
maticorum recentiorum longiſſimo interuallo poſt ſe relinquant inuenta

veterum et quod vno ſeculo plura fuerint detecta, quam tot ſeculis in-
ueniri potuerint, quibus Matheſis antea fuit exculta. Sane ſi Archime-
des et Apollonius noſtro aeuo reuiuiſcerent, in ſtuporem raperentur, vi-
ſis inuentis recentiorum, quae per Alęebram fuerunt in apricum pro-
ducta: negue enim vnquam ſibi pęrſuaſiſent, patere ad talia mortalibus
aditum.”



 u=;4 S——tum eſt, vt eodem carere plane non poſſimus. Igitur nihil opus eſt
haec omnia pluribus verbis commemoraree Quae cum ita ſint ſpero
fore vt mihi concedatur, adhuc pauca quaedam diſputare, de viris
illis clariimis, Newtono atque Leibnitæio, et de celebri iſta, quae
ad hanc quaeſtionem pertinet controuerſia: Quis verus atque primus
inuentor ſit nouae huius analyſeos, quae praecepta de quantitatibus
infinitis explicat? inter Germanos praecipue et Anglos agitata.

S- 3Quamquam olim ſaepiſſime modo Neitonus, modo Leibnitæius
primus inuentor dictus ſit, hodie tamen veriſimile eſt, vtrumque
horum auctorem eſſe earum rerum, quas mirabilis haec doctrina con-
tinet. Fieri tamen poteſt vt alter poſt alterum inuentor fuerit no-
biliſimae diſciplinae. Variae res ſunt, quae nos ita ſentire cogunt.
Ita enim Montucla, qui Newtonum quidem primum auctorem calculi,
quem ab infinito nominamus, fuiſſe putat, in libro ſuo, cuius index
eſt: Hiſoire des mathematiques T. IL. p. 338, quo loco de hac con-
trouerſia agitur, Newtonum haec de Leibnitæio ſcripſiſe narrat: æJi
y a dix ans, quẽtant en commercè de lettres, avec M Leibnitz, et
Iui ayant donnc avis que jẽtois en poſſeſſion d une mẽthode pour
determiner les tangentes et pour les queſtions de maximis et mini-
mis, mẽthode qui embaraſſolent point les irrationalitès, et ayant
cachée ſous des lettres tranſpoſẽes, il me repondit quil avoit ren-
contrè une mẽthode ſemblable, et il me communiqua cette mẽthode
qui ne differoit de la mienne que dans les termes et les ſignes,
comme auſſi dans Iidde de la gẽnèration des grandeurs.” Vterque
eorum eadem animi ſagacitate, ex iisdem fontibus hauriebat; ambo
ſtudioſe et veteres, et recentiores ſcriptores mathematicos legentes,
facillime easdem prorſus res ſubinde detegere potuerunt b). Nec

raro

0) Itaque haec verba Montuclar c. ꝑ. 17.) quibus de eplero, ingenio
ſtudio atque doctrina praeſtantiſſimo, loquitur, maxime notatu digna ſunt.
ſ1 oſa le premier introduire dans le langage ordinaire, le nom et Iidce
de linfini. Le cercle eſt, dit- il, que le compoſè d une infinitè de triangles,
dont les ſommets ſont au centrę,. et les baſes forment la circonférence.
Le cone eſt compoſè dune inſinitẽ de pvramides appuyẽes ſur le triangles
infinement petits de ſa baſe circulaire, et avant leur ſommet eommun
avec celui du cone, tandis que le cylindre de mẽme baſe et mème hau-
teur, eſt ſormè dun pareil nombre de petits priſmes ſur les mdmes

baſes, et ayant mème hauteur ꝗuelles.



rato hiſtoria. talia commemorat c). Magis autem vnumquemque
eorum ſuo iure inuentorem calculi dici poſſe e diuerſis eiusdem cal-
culi, quas propoſuerunt, regulis, diuerſaque, qua vſi ſunt, methodon,
perſpicuum eſt. Diuerſis enim viis optatam curſu metam contigerunt ã).

5. 4Non poſſum quin adferam verba Ill. Koeſineri, quae exſtant in
elegantiſſimo eius elogio Leibnitæii, et ea, quae modo dicta ſunt, pro-
bare videntur. Newtonus, ibidem auctor ait 7), de noua ſna inuen-
tione Leibnitæuium certiorem reddidit. Leibnitæius illi reſpondit, atque
candide expoſuit methodum, cuius ipſe auctor erat, et quae, quod
ipſe fatebatur Netonus, non niſi ſignorum notarumque formulis a
Newtoniana methodo difſert ſ). Braucht man,, ſunt ipſa verba
auctoris, melhr Beeiſs, daſi heiner ſeine Iunſi von dem andern gelernt
hat Und wie leicht ar nicht dieſer Kunſt erſter Alnſang ous dem her-
zuleiten, was ſchon Barrow in ſeinen Lectionibus geometricis g) ge-
wieſen hat. Man vergleiche hiebeu noch im Vorbeygehen Newtons ano-
grummatiſche Miſigunſi mit der Offenheræigheit des Deut ſchen, und, der
Vergleichung ihre Volltommenheit æu geben, ſetæe man hingu: daſi New-
ton in den neuen Ausgaben dieſes Scholion mit einem undern verwechſelt
hat, wo Leibnitæ gar nicht erwiihnt iſt, und. dai an der Stelle, wo es
ſich hefindet, nur desegen ſteht, weil Newton tin anderes Scholion ſtatt
des alten dahin ſetæen muſite h). Dieſes Verſahren gehòrt mit Netons

A Chrono-

c) Si enim Iuſtus Byrgius minus cunctatus eſſet, Germanorum populo eam
laudem acquiſiuiſſetc, Logarithmos primo in Germania inuentos eſſe.
V. Kaeſtneri, viri illuſtris Fortſetæung der Rechentunſt V11I. Auſchnitt.

a)y V. Xiſiners Anfungsgriinde der Analyſis des Unendlichen 5. 25. Mon-
tucla l. e. p. 353.  Au reſte, inquit, tout eſt de mẽme dans le calenl
difſréntiel que dans celui des fluxions. Ils ne different que dans la
notation, et dans la maniere dont leurs Auteurs ont enviſagò leur prin-
cipe fondamental

e) V. p. 19 ſ.
ſJ Newt. Princ. L. T. Sect. II. Lemm. 2. Schol.
8) E. G. Lect. X. pag. 8ſ.  nomino, ait, ſFic. MP æ/m; PT/t;

MR a; NR /Etef; J- u J-regulas interim has obſeruans. 1) Inter computandum omnes abiicio ter-
minos in quibus ipſurnm a, vel e poteſtas habetur, vel in quibus ipſae

ducuntur in ſe (etenim iſti termini nihil valebunt) ete.
h) Scholion prius idemque antiqnius exſtat in duabus editionihus prioribus,-

annornm 1697 et 1713. Vtrumque habet ęditio clarifſimorum Ie Seur
et ITacquier, T. IL. ꝑ. 60. 61.



Clronologie, und ſrinter Erhliirung prophetiſcher Schriften 2u den Beuei-
ſen, doſi er nur ein Menſch war,

5. 5.Quamobrem, mea quidem ſententia, a propoſito haud quaquam
alienum eſſe videtur, hoc loco primas calculi infinitorum lineas, et
qualis ſit tam fluxionum calculi quam caleuli differentialis ratio quo-
dam modo exponere.

Praecepta Newtoni, ſeu fluxionum regulae fundatae ſunt legi-
bus motus. Initio ſtatim hanc definitionem realem ſeu gencticam
lineae exhibet: Linea motu puncti deſcribitur. Hoc punctum, inquit,
velocitate aut aequabili, aut accelerata, aut retardata mouetur Ve-
Iocitas tam accelerata quam retardata et vniformis et non vniformis
eſſe poteſtt Quam punctum quouis momento habet, velocitas, ſluxio
eius appellatur, et quantitas ab initio motus vsque ad fluxionem,
quantitas ſluens, ad eandem pertinens. Vt autem maiorem ex hac re
caperet vtilitatem, et enuntiata ſua pluribus rebus accommodata red-
deret, non in ſola linea ſimplici ſTubſiſtere, ſed viterius progredi
debuitt. Namque haec linea recta eſt, quià ſcientia motus ſeu me-
chanica edocti, curuam motu compoſito oriri, nouimus. Quibus rite
perpenſis ad notionem ducimur fſluxionis rectanguli, quippe quod
quaſi factum ex duobus lateribus ſuis eſt, illud ſcilicet, cuius alti-
tudo atque baſis factores ſunt. At enimuero calculus fluxionum de-
monſtrat, ſi magnitudo rectanguli mutatione laterum ſuorum aut aucta,
aut deminuta fuerit, ſemper eſſe lineam, quae in eadem qua rectan-
gulum ratione mutatur. Si enim rectangulo cuius vtrumque latus
variatur, perpetuo aequale ſit aliud rectangulum altitudinis conſtan-
tis, huius rectanguli baſis, vnica eſt linea, qua; mutatur in ratione
rectanguli. Quamobrem magnitudo rectanguli in quouis temporis mo-
mento linea quadam exprimi poteſt. Exempli gratia punctum ꝑ ſFiG. 2.
deſcribat partes lineaa AB, AC, quae ſint vt quantitates variabiles
rectanguli, et cteritas puncti p in quouis loco aequalis erit celeri-
tati, qua rectangulum mutatur, hoc eſt fluxio rectanguli erit.

5. 6.Facile nunc etiam explicari poteſt; qualis ſit fluxio lineae curuae-
Omnem enim lineam/ curuam e diuerſis motibus genitam cogitare
licet, quarum vna vel plures vel effectum vel directionem in minu-
tiſſimo quouis temporis momento mutant. Sed natura cuiusuis curuae,

ad
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ad quam regulae ſluxionum accommodari ſolent, duabus quantitati-
bus variabilibus, abſciſſis et ordinatim applicatis, quarum altera al-
terius ſemper functio eſt, et quantitatibus conſtantibus definitur, quae-
ſita ex omnibus his quantitatibus aequatione, qua, quod reliquum
eſt, colligitur. Itaque in diuerſis his lineis curuis, in fluxionum
calculo, coordinatae conſiderantur velut lineae, quarum mutatio, etiam
mutationis curuae, quae ad illas pertinet, cauſa eſt. Quamobrem
celeritas ordinatae fluxio eius appellatur et ſimili modo celeritas ab-
ſciſſae, fluxio abſciſſae.

S 7Quantitates variabiles perpetuo creſcunt aut decreſcunt partibus
homogeneis. Itaque et ſuperficierum fluxiones ſuperficies ſunt, atta-
men infinite. paruae, ſi comparantur quantitatibus, quarum fluxiones
ſunt. Ita enim eſt e. g&. in rectangulo hoc ABCD ſFiò.3.], ſ AB
et B C quantitates mutabiles ſunt, et prima x, altera y poni-
tur, AE X, et CIZj, ſumta linea EF lineae AD, et linea HI
lineae CD infinite propinqua. Igitur AEFD æ x5 et CIHD æ 5x,
inſuper FDHG æ Jæ2. Ergo fluxio totius rectanguli aequalis eſt
duobus paruis rectangulis xy et 7x, et praeterea minori x y, quod
autem comparatum reliquis nimis exiguum eſt, quam vt conſideran-
dum, aut ratio eius habenda eſſe videatur. In hac ſpecie et quan-
titas fluens et fluxio ſuperficies eſt. Eodem prorſus modo, quo fluxio
rectanguli, inueniri etiam poteſt fluxio cuiusuis ſuperficiei. Quaeuis
enim ſuperficies in rectangulum transformari poteſt. Simili modo
fluxio corporis, ſi quantitas variabilis corpus eſt, explicatur.

v

5. S.Praecepta Leibnitæii nituntur differentils quantitatum. Statuit
enim omnem quantitatem augeri et minui poſſe. Partes autem, qui-
hus quantitas vel augetur vel deminuitur, minores fieri poſſunt qua-
nis alia, quam ſit ęxigua, quantitate aſſignabili, et iſtiusmodi quan-

titates ſunt, quae infinite paruae nominantur, et quamquam quanti-
tates ſint et maneant, tamen, quantitatibus finitis comparatae, nihilo
ſeu nulli aequales (ò) habentũr. Atqui partes illas, quibus quan-
titates variabiles vel augentur vel minuuntur, Leibuitæius differentia-
lia appellauit. Ita enim erat differentiale quantitatis x  d x, et dif-
ferentiale facti e. c. xy  F dæ). (y æ dy)xy=/xdy ydx
E dx dy. Hic autem, Leibnituius ait, illius dx d5 ratio non habe-

tur,
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tur, quia euaneſcit, aut ad nihilum ſeu nullum (0) infinite appro-
pinquat, ſi quantitates dx et dy quauis aſſignabili minores fiunt. Sed
haec enunciata ad omnes quantitates variabiles, ſiuę numeri ſint, ſiue
lineae, ſiue ſuperſficies, ſiue corpora, applicari poſſunt, dummodo ra-
tio dx: dy maneatt. Sic etiam hoc calculi genus ad lineas curuas-
accommodatum nouimus. Nam Leibnitæius iam in primo tentamine
anno 1684 oſtendit, quomodo illud inueniendis non ſolum tangen-
tibus, verum etiam maximis et minimis, imo et punctis inflexionum
inſeruiat i).

5 9-Scientiam augere cuiusuis hominis eſt, igitur et geometrae.
Meliori profecto modo hoc fieri nequit, quam ſi des operam, vt ve-
rum incognitum inueſtigare queas. Sed ad iſtiusmodi inſtitutum nulla
ſcientia tantum valet, aut eidem tam eſt idonea, vt ſupra iam dixi-
mus, quam matheſis. Quamobrem etiam incumbit cuique, qui illi
ſe dicauit, ſcientiam nouis augere acceſſionibus et incrementis. Eadem i

ex cauſa ipſi tirones geometrae inquirere debent, quomodo enuntiata
jam cognita olim inuenta ſint /)l. Negari enim nequit inſignem hoc
cuique vtilitatem adferre, quia iſtiusmodi inueſtigationes ingenium
acuunt, meditando excercent, et aptiores nos reddunt, ſi in iisdem s

rebus verſamur, inueniendis rebus nouis, et generi humano adhuc
ignotis, iisdemque prorſus egregiiss. Mearum quoque hoc partium
eſſe, neque vllam occaſionem praetermittendam puto, qua data palam
faciam, me libenter omnibus illis officiis ſatisfacere, quae ſcientia,
cui me dicaui, a me poſtulat, neque aliud magis eſt mihi in optatis,
quam vt qualiscunque opera mea, quam reſpondendo ad quaeſtionem
hoc anno propoſitam impendi, ſummis viris, penes quos harum re-
rum arbitrium eſt et ius et norma, haud diſpliceat.

5. IO.
i) V. Montucla l. c. p- 358. M. Leibnitz donna le premier eſſai public

de ſon nouveau calcul dans les Actes de Leipſick de I'annbe 16847 b
et il montra uſage pour trouver les tangentes, les maxima et minimãa,
et les points dinſlexionh) Quamobrem et Kaeſinerus, Vir praeſtantiſſimus, methodum ſyntheticam
Anglorum vituperare videtur in praeſatione libri ſui, qui inſcribitur:
Anſongsgriinde der Analyus des Unendlichen, de ſcriptoris Britanni Mac-
Laurins libro, cuius index eſt: Treatiſe of Fluxions ſermonenm; inſti-
tuens. Aber bey einem Buche, doſt uns den vortreſiichſten Theil dermathematiſchen Erfindungshunſt lelhivet, wũre wohl dieilich geweſen, ſelbſt l
den Vortrag der Grunde ſo einœurichten daſi man ſtuhe &ie ſie erfunden l

l

l
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s5. IO.Nunc autem mihi liceat, adhuc pauca praefari, quae ad quae-
ſtionem propoſitam pertinent, antequam ad ipſam reſponſiunem venio.
Graeci geometrae, infiniti vocabulo, eo ſenſu, quo nos illud in cal-
culo adhibemus, omnino abſtinuerunt, ipſa ſunt verba programmatis
quaeſtionis propoſitae. Igitur meum eſſe puto primo notionem eius,
quod geometrae hodierni infinitum vocant, explicare, quo poſtea eo
facilius notiones huic ſimiles,  quae ſcriptis uclidis, Archimedis et
Alpollonii Pergaei inſunt, et cognoſcam et diducam.

s5. II.
Duplex eſt ſenſus vocabuli inſiniti. Namque geometrae ſubinde

dicere ſolent: haec eſt quantitas infinite parua, illa infinite magna.
Commune atque neceſſarium attributum cuiuslibet quantitatis eſt,
augeri et minui poſſe. Si itaque quantitatèm, quae augetur, cogitas,
tunc nihil aliud hoc ſibi vult, quam ſi dicas, haec quantitas, ſi aliis
quantitatibus, quod ad multitudinem partium eius attinet, compara-
tur, maior facta eſt, quam antea erat, ſeu partes plures adepta eſt.
Sed hoc incrementum ſemper creſcere poteſt, et cogitare licet, talem
quantitatem etiam tot partibus adauctam eſe, vt maior ſit, qualibet
quantitate aſſignabili ſu finita, etiamſi lHaec in comparatione cum
aliis maxima lit. Tunc quidem quantitas infinite magna appellatur.
At enim vero notione quantitatis determinatae tum priuata eſt, id
quod, mea quidem ſententia, diſcrimen eſt quantitatum finitarum et
infinitarumm Quaeuis enim finita accurate determinari poteſt, non
autem infinite magna, quia ſemper ædhuc quantitas ſinita cum infi-
nita comparari poteſt, quae maior priori finita eſt, quam cum infi-
nita comparamus. Ita enim ipſe Eulerus l) quantitates conſtantes;
determinatas, et variabiles; indeterminatas, nominauitt. Et hae qui-
dem poſteriores ſunt, quae infinitae fieri poſſunt, atque hoc reſpectu
indeterminatae ſunt.

s5. IZ.Eodem modo infinite paruum ſe habet. Vt enim cogitare licet
quamuis quantitatem ſemper creſcere poſſe, ita etiam cogitare licet
quamuis quantitatem ſemper decreſcere poſſe. Si quis mihi obiiceret,
ſubtractione quantitatem ita diminui poſſe, vt fiat aequalis nulli ſeu
zero, et zerum aut zero quantitatem eſſe, quae diminui nequit, illi

reſpon-
1) Introductio in Analyſin infiniti.



IO

reſponderem, omnino fieri poſſe, vt quantitas ſubtractione ita dimi-
nuatur, vt ſit aequalis zero, attamen minorem àdhuc fieri poſſe.
Nam ſi zerum aut zero vera ſit quantitas, illa, quoad ſubtractione
decreſcere poteſt, talis eſt quantitas, quam nec poſitiuam nec nega-
tiuam dicere poſſumus, quamobrem etiam terminum conſtituit, qui
poſitiuas atque negatiuas quantitates inuicem diſcernit, et quaſi tran-
ſitus eſt quantitatum poſitiuarum ad negatiuas. Sine dubio etiam ze-
rum aut zero, quaſi talis terminus ſit et tranſitus, et veraę quanti-
tatis inſtar, contemplandum eſt. Niſi atem zerum ſeu zero quan-
titatem eſſe concedas, neque ſubtractione ita diminuere valeo quan-
titatem vt fiat 0, ſed tum potius totam quantitatem aufero. Si
vero quantitatem diuiſione diminuo, eam tam reddere poſſum exiguam,
vt quotus ſiue quantitas, quaæ remanet, quantitas infinite parua ſit,
hoc eſt, vt quotus minor ſit, qualibet quantitate aſſignabili ſeu data,
hoc eſt, ad Zzerum ſeu zero infinite appropinquet, id eſt, vt diffe-
rentia eius et zeri ſeu zero animaduerti aut aſſignari non poſſit.

s. 13.Signum igitur quantitatem variabilem atque indeterminatam
denotat, quaæ maior qualibet quantitate finita et determinata fieri

Ipoteſt. Signum autem  eam, quae minor, qualibet finita quanti-

tate, etiamſi ſit minima, fieri poteſt, ſiue quae a zero quidem differt,
ita tamen vt differentia intelligi aut aſſignari nequeat.

5. 14.Quantum in me eſt operam dabo, vt ſemper extrema primis, an-
tecedentia conſequentibus reſpondeant, ſimul autem adſidue mihi in
mentem renocabo verba programmatis, quae ſequuntur:  Vix eſt
vt moneatur non poſtulari abſolutum ſyſtema calculi, ſed eruendas
eſſe ex methodo et exemplis antiquorum notiones et propoſitiones,
a quibus pendent praecepta, tum eius qui ariationum euaneſcen-
tium rationes inueſtigat, cuius prima exempla tangentes pręebents
tum alterius, qui ex variationum lege, quanta, quae variantur, col-
ligit, vt; Superſicierum et ſolidorum partes indefinitas.”

ANALY-



ANALYSIS INFINITORVM.

5. Ij.E

F 5Auyclides priſcus ille Graecus geometra eſt, qui elementa matheſeos
ſeripſit. Elementa eius poſteris conſeruata ſunt, atque iisdem immor-
talem gloriam conſecutus eſt. Profecto inter tres illos geometras Grae-
cos, quorum iam antea mentionem fecimus (5. 10.), nemo eſſe vide-
tur e cuius ſcriptis rectius meliusque primae notiones calculi ſeu ana-
Iyſeos infinitorum deduci poſſint, quam hic noſter, qui ipſe tam egregii
elementorum matheſeos operis auctor eſt.

5. 16.Iam in primo Euclidis elementorum libro hoc eſt poſtulatum:
uQ (ſcil. iTi-œ) menouu]bim ]ò]ſv narã 7õ ovexic in eſ-ò ęla
inBe X eim. e quo quantitates infinitas, eo quidem, quo ſupra dixi,

Aenſu, eſſe poſe ſ& i1. 12.), intelligitur. In primis libris elemen-
torum Euclides de quantitatibus illis ſolum agit, quae geometricae
nominantur. Inter has lineae natura primo exquiritur atque expli-
catur. Igitur mirum videri non poteſt, eum hoc attributum, quod
ſcilicet creſcere queat, ſolum de linea affirmare. Fac autem, vt hoc
cuilibet quantitati tribuamus, et hoc fieri poſſe nemo negabit, tum
idem eſt, ac ſi dixiſſet, quaelibet quantitus augeri poteſt, perinde vt
linea, quae terminata eſt, et vtrinque producitur, etiam augetur.
Omnis vero quantitas quae augeri poteſt, etiam infinita fieri poteſt,
quod iam ex eo, quod ſupra (5. 1I.) diximus, patet.

s. 17
Eſſe quantitates infinite paruas magis adhuc apparet e prima

Euclidis propoſitione libri X. Verba propoſitionis et demonſtrationis
haec ſunt:

 Ao uœye-σ driowr tuxeiuivav, ũv dnò ẽ ueldoro doaieò
uveidor i æò ũpaov, n9 TV n”œrubæ uẽicov ũ æò ĩuiov, æq; 8ro
di. dv qlynrar amopioeai a uiy]-o;, à ięn i” aco xnaube

Cũ Vãl
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I7ãEco 3do uvyiòn dusæ à AB, T, ſFiõ. 4, v uide v A-ll

Meyw õui idv dnò vou AB doaieòĩ  u}idov  æ uiv, x dæ” æẽ
raræremoubvæ ueidov æò iuiv, xal æ?ẽro dei ylyrai, amQpòr”erai
T1 uteòo  isw tnacoo ẽ IT uę&rbdscs.

T5 ya T mo”æen aciadcuwor i5ui norè æũ AB utæc udicor.
menonm asiidw, nꝗ tico  AE a ubv T mo-nam à-nv, rẽ t
AB uęior, ug; dingiòW æ AE eic vè võ ſ Ioa è AZ, ZH, HE,
nœ; ũ one” amè u voò AB ueior T ĩuicv T BO, dnò òi æã
A uũlov i æ ĩuiov 7 O, 1 ẽr del veJσ tuoc àdv ai b /õ
AB diaigbcuc icora9æſ vii ai ruũ  rõ AE duigtcenm tęuoar

al AX, KO, OB dui5iqu iconmòe cai raĩ Z, ZH, HE.
Kai imel uũcc isi  AE 75 AB, 15 d enonrai dæò utv 7ẽ AE

tru5σ Tẽ iuloe; æ EH, dunò ſt  AB u]ilor 5 nuię]oc T B
romò doa 70 HA 2omnẽ 7ẽ &A udĩc£ ięi ug; inid uãdor i1 æ
HA 78 OA, x doim: ubv HA ĩuiv æ HZ,  õ àè O A uJdor
7ã nulo T 9  lomnòv doa 1 AZ romẽ ẽ AX ueięr ic. ſoov
t 5 AZ 7õ T x95 n T dou æã AX ucicv ięn. racę doa 76 AK
a8 T rorarmerai dou dæò  AB ueyẽòu 74 AK ubyeSoc irac-
cor òv 75 Ennupẽ furooroc ne§uc 7ẽ I dne tòu deiga.

Ouolu àtduxiriai, udv iuloea n rè douigã u"a.
Vt magis perſpicuum ſit, eſſe quantitates infinite paruas, pone

paruam quantitatem T finitam eſſe, ita enim hoc in loco ſemper ha-
benda eſt, et hanc ob rem etiam menſura determinari poſſe, ſeu
menſurabilem eſſe Apparet autem ex Euclidis demonſtratione quan-
titatem remanentem AK talem fieri, quae minor ſit quantitate T, quia
dimidiam, ſeu partem dimidia maiorem ſemper ab illa AB aufers.

ITum ponamus T æ A K minorem fieri debere, quam AE. Quod
meodem prorſus quo antea modo, diminuta denuo et aſiduę reliqua

parte, ſeu dimidiatione continuata, effici poteſt. Littera vero m vnum-
quemque numerum, dummodo ſit integer, non fractus, ſignificare
poteſt, oportet enim A ?æ  AK eſſe. Maiori. m ſemper reſpondet

I mminor AK, et minori AX, minor I. Haec perpetuo continuari

m l mſiue m maior ſemper fieri poteſt, et hac ex cauſa  AX minor fit,
ll mquam antea fuit. Igitur haec formula, AX omnibus, imo minimis

m

quantitatibus communis eſt. Quare I æ ponendum eſt (5. 13)-
Ratio-
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Rationes primae et vltimae.

s5. 13.
Quaeritur hic an quantitates infinitas, non minus quam fini-

tas computare poſſimus? Quantitates inſinitae, ſiue ſint infinite magnae,
ſiue infinite paruae, ſemper indeterminatae ſunt (6. 13.), illorumque
termini nunquam conſtitui atque determinari poſſunt. Eodem itaque
modo, quo finitas, infinitas tractare non licet. Nam, quae calculo
reperiebamus, non ſatis certa aut determinata erunt, quoties compu.-
tando etiam infinitis vſi ſumus. Fortaſe tamen quaedam ratio finita
inueniri poteſt, quae inter plures quantitates infinitas, vel inter fini-
tas et infinitas locum obtinet. Fieri hoc non ſolum poteſt, ſed re
vera etiam in calculo differentiali fitt. Quaeritur enim hic ratio
dx: dy quaenam ſit?

5. 19.Rationes vt quantitates conſiderandae ſunt. Differentia duarum
quantitatum infinite parua fieri poteſt, hoc eſt, altera ad alteram
magis magisque accedit, ſeu appropinquat. Itaque et rationum altera
ad alteram ſemper propius accedere ſeu infinite appropinquare poteſt.
Altera vero ad alteram quauis quantitate data propius accedit, ſi dif-
ferentia harum quantitatum ſiue rationum minor quauis quantitate
aſſignabili fieri poteſt. Quamobrem altera alterjus terminus eſſe di-
citur. Ratio differentialis nihil aliud, niſi ratio prima atque vltima
eſt. Sit enim E CG Fiõ. 14.] curua quaedam et AF huius curuae
tangens. E puncto contactus C ducatur recta CI rectae DB paral-
lela. Si itaque FB ſemper propius ad CD accedit, ratio FI: GI
eodem modo propius ad rationem aequalitatis accedit, ſiue F G qua-
uis quantitate data minor erit. Quare ratio GI: DB, DB  CI.
a ratione ce: Dd omnino non differtt. Poſterior vero ratio ce: D
eſt ratio differentialium ordinatae atque abſciſſae huius curuae, ſi ce
et Dd pro infinite paruis habentur.

s. 20.Euclides prima propoſitione libri VI:
 Tq rolywia nꝗ; rè næa?yu;u, r|è vnò 7? aevrò ſioę

8iru, mQ”c dnad isw ò; di ſBdve
anſam nobis dat, inueniendae meditando notionis eius, quod hodie
rationem primam et vltimam vocant. Demonſtratio haec eſt:

B “Eęw
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Eę Tęlymm nv và ABT, ATA IFiG.5.], mœa nmyæuæ
ò v|à ET, TZ, væò ò aurò ſgoc dvra, æir anò æẽ A ini /tv AA x-
Serov dyopæ5m Ayn àti ih à i BT ſdoi nęòc v TA ãow àrui
7 ABT 7ęi7v00 mòc 76 ATA 7Qlyœor, æęœ; 7 ET nmagu?nò5æu-
rov. mQò 56 I Z maoa?õ7Qæ]e i1uor.

Exſgeſrai yàę n BA& iò ixdrveqa n|ẽ ubon, tnl vè O, Aonud,
n55 xelsav 5ũ ub BT Bdoei lraui ocaidnmmorẽr ai BH, HO, 7ĩ t
TA Bdou ſcai soaidmmorẽ al X, KA, x ineax ucav ai AH,
A©, AX, AA.

Kaj imel ſrui eiolv aſ TB, BH, HO d”ui, lra ięl uꝗ;
AHO, AHB, ABT nęlywæe àx€; dranraio dou i5iv i OT
Pdnic Tũc BT Bdnaw, rocavramAd niòv ii nœ; 7 AQòT rQlyoior 5ẽ
ABT roròæ. did nà avr|è òn dcam ulv ięlv i AT Bdoi æĩ; TA
Bdca;, roravram©doiov i&i nę; 7ò AAT æęſlyœov æ ATA TQryσ
n5 el Ion i5iv i OT Bdoi ũ TA Bacu, lro i50 uꝗ 7 AOT ęſyn-
rov 7 AAT węvi nę; el væeQtxe n OT Bdoi æĩ; TA ſdvn,
vmegẽxe n5g; v AOT glvmov æẽ AAT 7ory©òvæ nq; il P docwi, irac-
cor. reσσã”w àn dvr nvve-õr, do utv Bdv æũ BT, TA àvo. òt

l Toy©5i æòv ABT, ATA, linæſai induis mnonan doiæ æũ ubv Bſ
Bdoes nu; ?ẽ ABT Iy©, iitè OT Bdoic na; v AOT 7QuyWo æ;
t TA Bdvewi næ? 7 ATA mryę ànae àd irvxw iodnic no;”æn-©ã-

l

ci, ĩre TA Bdcic na; 76 AAT æęymοr nu; dcdunae õni ài væegtxu
i OT Bàoi 7ĩ TA Bdvw, vmegixu: nal AOT ręſyo  AAT

i TQrye nai èi ſon, lrovr xæl à dTrV, iraxTo ię doæ &5 i BI
J

l Bdvic męõòc vn TA Bæoi rw 73ò ABT æęſywvor męò- 7 ATA Tęſyor.
l

Kai ini  utv ABT voryò dmdòio ięi ET mammmò-yoauuor, 7ũ t ATA roryα dmadoiov ici æõ ZT mugumõvmu-
nov, 7ẽ dt ubon roſ àæavrο; H”"C agion ro auT ixXu ryσ§
icn dou T ABT TQlyœvon 7Q”5 æ ATA rQluwor ru; Tò ET næ-
myęuu 5'”ę 7ò ZT muQu”  Qæ]œ. inet àv dxòn, òc
i ubv BT Bdoi neòc æiv TA dru v ABI Tęſywror æęò v ATA,
ę ò' v ABT 7#Q  AT A &rœ 70 ET naaan &yęææor neò
7 ZT mauummo œsuo- Kal ẽ& dou  BT Bdic neds vn TA
Bàow sru; T? ET nmæpæ&yęæe uuor ne; v ZT.

llll
Tè dou vęlyoræ xal T§? na}œ”nycauuæe, và æò vò àvrò

vo dvræ, nę”ò ànnaã t5n &c ai Bdve. dneę ide dgui”

ill

l Verum et euidens hoc eſſe nemo negabit, quoties de ratione
rationali ſermo eſt. Sed fac, vt ſint baſes lineae incommenſurabiles,
et ratio irrationalis. Igitur dimidiando ſeu bifariam ſecando quaere

Jineam



OT, ergo OT  n. a. Ob rationem autem irrationalem quantitas a
non metitur quantitatem TA. Si m alium numerum integrum deno-
tat, non eſt m. a =TA, propter rationem irrationalem.. Ponamus
autem eſſe TAæ m. a et  (m I). a, eſt etiam A ATA æ m.
A OAH ſed 2 (m E I). A OAH, ſicut A OAT=n. A OAH, eſt
enim Eucl. L.VI. prop. L) AOAH: A GAT=OH: OT  a: n. a.
TA itaque inter m. a et m. a a, duobus quaſi limitibus ſeu ter-
minis, continetur. Sequitur antem ex Euclidis libri decimi propoſi-
tione prima (et s. I7.) quantitatem a minorem, qualibet quantitate
data fieri poſſe. Quare differentia inter m. a et (m H I). a minor
fieri poteſt quauis adſignabili, hoc eſt, non indicari poteſt quo diffe-
rant (m æ 1). a et m. a. Sed ſi ſtatuatur (m F I). a maius quam
m. a, indicandum eſt quo difſferant. Ergo non ſtatui poteſt (mæ I).
a æ m. a, quod vero non poſſit eſe (mæ 1). a 2 m. a per ſe patet.
Ergo pro (m æ1). a aliud quid ſtatui non poteſt quam pro m. a,
ideoque TAm. a. Quamobrem etiam ratio O: TA perpetuo ad
rationem n: m propius acceditt. Dum autem a ſemper deminuitur,
ſiue infinite paruum fit, n ſemper creſcere, hoc eſt, infinite magnum
fieri neceſſe eſt. Quod ex eo patet, quod &T  n. a eſſe debeat,
et proinde factum hoc, e duobus his factoribus n et a ortum, num-
quam non ſibimet ipſi aequale erit, hinc creſcente vno factore n, alter
factor a decreſcat, oportet. Ponamus a deminui, et quidem quanti-
tate data e, neceſſe eſt, vt n creſcat, facto enim ex a, a e b,
eſt n. a=nmn. b, ex hypotheſi, quod fieri nequit, niſi n auctum ſit.

n. aTum hoc n fit/ 2 Nam n. 2/x. (a e) et xm aucto n.

a¢t© i aE¢til. 4Igitur ſi ex a fit b erit n  et ſequens oritur ſeries producto-
ad2©e¢

rum aequalium, ſ bec, ce=d, de=æf et ſic porro
nab nabe nabedx, ,e ©Qe). b-è) i ae). b-e). c-e)

naſeu ſemper erit n ſi nimirum a—a me, qua formula
amem denotet quemcungue velis numerum.

5. æI.
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s5 21.
Sed maior adhuc ſimilitudo eſt, inter caloulum, cui hodie ab

infinito nomen tribuimus, et methodum exhauſtionis veterum. Haeò
enim fines determinat, quos excedere non licet, demonſtrans, quan-
titatem, poſtulatis non reſpondentem, impoſſibilem eſſe. Audiamus
igitur, quae vir beatus Cl. Karſiens, inſigne quondam Halae Saxonum
decus et ornamentum, hac de re diſſerit m)  Ias ſo oft geſagt
wird, und nie ſo beieſen iſt wie man es ſagt, das imendlich leine
ſei mit dem einerlei, was die Alten omni dabili minus nennen,
und die Methode des unendlichen mit der Exhauſiionsmethode der Alten,
das iſt ſchlechterdings nicht ganæ richtig, nur ſoviel iſi richtig, daſi
die Schliiſſe welche die Neuern auf ibre Vorſtellungsarten vom
unendlich tleinen griinden, wenm man ſie gehorig auseinander-
ſerxt, auf die Exhauſtionsmethode der Alten xuriickgefiibrt
werden konnen.

5. 22.
Primum exemplum huius methodi, cuius mentionem facere, et

quam cum methodo calculi, quem ab infinito nominamus, comparare
volumus, eſt prima propoſitio libri Archimedis, cuius index eſt ævxæ
reronię, circuli dimenſio. Verba ita ſe habent: n)

 ſIãę nvxroc leoc ię? roryœ o;òwiœ o), E 7 ub ix nò
nbvrQu ſon uã ũv ne|? Tiv 809, 7 dt meęluero æũ romũ° ꝑ)-

EXitœ ò a Bò IFiõ. 6.] xxroc ò; væòuarai. Ayo, ni lrog

C E CãEi vdę duavòr, ięo ueldov ò auro;. Kul reruidσsa ai me-
oceus dixaea nai tc q) Và ruiuara idn ird-cora æũ; væeQxũt,
ĩi vmegẽxi õ uv”r; T vQryò æò Wõ™Qæuu dou iri1 æẽ rqryòu
i5 ueidov. Einn/òœ xtvroor æ v, xul naderò ĩ v iruc dou
iv aũc æẽ roò nrvẽ E5i àt nat i meqiueręoc æẽ s5sòvud uu
/ĩ5 nonũc è”dTœv, ini nal v ẽ naru neutrσ; Eravſor àęo
T5 òv Q]æuò r) aẽ è agryis. Oeę dvonor.

E5o

m) Mathematiſche Abhandlungenn. Abi. I. Vom mathematiſch unendlichen.

s 46n V. L. Wallis opp. math. Vol. III. p. 539.

o) Edit. Baſ. d9òoyorſu. B. 75 Buoui.q) B. ãv. r) B. svdyoæop.
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E5u 3t ò nuuXoc, el duuvòr, Draqſuv æẽ è ror;σ. Kal me-
veyQ] v'σ 7 verdwor xæl rer]-œær ai neuQẽi“a“i dixa xæi
nxdœuv ou roueai did æõr onuelor. Oi doa i v’” ouęQ n opę
dou vũ; uę i5 n|cor  vàę en Tũ oa on i5li. Kai æ ę07 æęl-
vo0 doa æẽ oe u Xiuaeroę ueicor i5iv i a ĩuicv. Aercloòœoar,

rt  d lTęluæor  ẽ a 85à nurz. Esw doae vò neryv Qæ u]tvo  Srv5ęæa u-
por iæi1 æẽ è inaov. Omeę dvonor. Esi yàQ ueidov dri i utv va
ln i5l æũ nadtvę ẽ vè ĩ àt megiuerQo; ueidv ięĩ æĩ Bdvews
 roryęòu

Iooc ẽou u”n Tũ è rro.
Si hanc propoſitionem ope quantitatum infinitarum demonſtrare

mihi conceditur, his forſan argumentis firmanda eſt.
Fieri poteſt vt polygonum aut inſcriptum quoddam Q ſFiõ. 8.],

aut circumſcriptumS, a circulo quantitate tantum minori quantitate
e difſferat, quantumuis etiam exiguam e quantitatem denotet. Quod
quidem augendo numerum, et minuendo longitudinem laterum effi-
citu. Tum ſimul rationes Cœ: r et Cb: r magis magisque de-
creſcunt. Vel Cc dum adſidue augetur numerus laterum polygoni,
ad r propius accedit, quaſi terminus valoris ſemidiametri minimae
omnium polygonorum regularium circulo inſcriptorum eſet, ſi poly-
gonum inſcriptum eſt. Eodem modo etiam Cb ad r propius. accedit,
quaſi terminus valoris ſemidiametri maximae omnium polygonorum
regularium circumſcriptorum eſſet, ſi polygonum circumſcriptum eſt.
Si itaque differentia rationum Cę: r et Cb: r minor eſt qualibet data
ſeu aſſignabili quantitate, hagc difſerentia determinari non poteſt.
Quantitates autem quarum difſferentia determinari nequit, ſine dubio
pro aequalibus habendae ſunt. Igitur ſ Cc Cb /r, etiam peri-
pheria polygoni peripheriae circuli aequalis eſt. Quare circulus pro
polygono habetur, quod infinitis et infinite paruis lateribus compre-
henditur, quia differentia, quam e vocauimus, euaneſcit. Polygo-
num vero triangulo aequale eſſe, cuius baſis ſummae laterum omnium,
ſiue toti peripherias polygoni, altitudo autem ſemidiametro minimae
aequalis eſt, antea iam demonſtrauimus. Iure ergo circulo etiam
idem illud tribuimus. Sed re vera circulus terminus omnium poly-
gonorum et inſcriptorum et circumſcriptorum eſt, et hac de cauſa
iam pro polygono habetur, perinde vt zero, ſi hoc tranſitum nume-

rorum
'5) Edit. Baſ. j.

C
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rorum poſitiuorum ad negatiuos eſſe dicimus, ipſum pro numero ha-
bendum eſt 12.) i).

S. 23.Archimedes ſua propoſitione probat, circulum triangulo aequa-
lem eſſe, cuius baſis peripheria circuli, et altitudo radius eſt, quia
nec maior, nec minor tali triangulo eſt poteſt Nihil hoc euidentius
eſt. At antea iam demonſtrauit polygonum regulare triangulo aequale
eſſe, quod ita ſe habet, vt modo diximus. Quodam modo igitur
dici poteſt, hoc circulo et polygono regulari commune attributum
eſſe 1). Viris autem, tali ingenio ornatis, quali Neiwtonus et Leib-
nitæius excelluerunt, hoc ſufſecit, ad eruenda praecepta tanti mo-
menti calculi.

s5. 24.Celeberrimus Iolfius hanc propoſitionem demonſtrans, notione
quantitatis infinitae hoc Ioco vtitur.

 Concipiatur?, ait,  peripheria circuli in partes numero infi-
nitas inter ſe aequales, adeoque infinite paruas diuiſa; arcus infinite
exigui ab ſFiG. v.] ſupra chordam cognominen exceſlus erit quouis
dato minor, ſeu inaſignabilis, adeoque reuera nullus Concipiantur
porro ex centro c ad extrema arcus infinite parui ab ducti radii ch
et ca; erit angulus acb infinite paruus, adeoque a et b non diffe-
rent a recto, conſequenter ſi a b ſumatur pro baſi, radius ac erit
trianguli a be altitudo. Cum adeo area circuli reſoluatur in iſtius-
modi triangula numero infinita, quozum altitudo communis eſt ra-
dius ac, baſes vero iunctim ſumtae iunt peripheriae circuli aequales,

per
Parum abſuit, quin Tacquetus(V. Andv. Tacqutt ElementaEnclidea geometriae

&c. edita a Guilielmo lVhiſtono MDCCXLV T. I. p. 268- 270 et ꝑ. 236.)
praecepta calonli infiniti detexerit. quod perſpicuum eſt e demonſtratio-
nibus propoſitionum I. II. III et V. in eiusdem theorematibus ſelectis
ex Archimede, et hac definitione:Magnitudines ſigurae alicui inſcriptae,
aut circumſcriptaæ, ſiue figura minores vel maiores, in figuram deſinere
dicuntur, cum ab ea tandem diſſerre poſſunt, quantitate minori qua-
cumque data, ſeu quantumuis parua.”

n) V. Euclides I. XII. prop. I et I.  V. L Huilier expoſition lémen-
taire des principes des caleuls ſupérieurs ꝑ- 8 ſq. et ꝑ. I37  Les po-
Iygones inſcrits et circonſcrits ſont un moyen dont on ſe ſert pour
paruenir à dẽterminer ces propriẽts du cercle, non pas en tant que ce
dernier peut ẽtre pris pour les premiers, mais en tant ꝗuil peut en
diffdrer moins que daucune quantitè aſſigne.”
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per demonſtrata; erit ille aequãlis triangulo, cuius baſis peripheria,
altitudo radius circuli. Q e. d.

Porro 41I. Hac demonſtrandi methodo primus vſus eſt eplerus 0)) Eam
exemplo eius excitatus 5) ſub. nomine methodi indiuiſibilium magis
excoluit Caualerius. Demonſtrationem indirectam dedit Archimedes
non contemnendam, quoniam ipſius demonſtrandi methodo principia
methodi infiniteſimalis rigidantur.”

5. 25.
Simili modo adpropinquatione, et certos quosdam terminos con-

ſtituendo Archimedes in eodem libello. rationem peripheriae circuli ad
radium definitt In ſcriptis Archimedis nimirum plures adhuc huius
generis propoſitiones inueniuntur. Verum haec iam ſufficiunt ad
cognoſcenda fundamenta quibus, quem ab infinito nominamus, cal-
culus nititur.

T angentes.
S5. 26.Propoſitio XVI. elementorum Euclidis libri III. haec eſt:

3 aũ diantru ẽ nars æęò dod æ dnou dyort;n ixròę
7eeira; ẽ æu”æ xal eic v uerœ võæo v væ edeluc nail æĩ
meQiQσeac iriou elò]æ à meoeume§Tur nal n ubv ẽ nuvE ls yo-
viu dnd ong dæc yuvlac evyę] uu udlu i5l i ò'è xomæ ndrrσ

Tres haec enuntiatio ſingulas comprehendit partes, quarum
quamque argumentis firmare neceſſe eſt De prima parte demonſtra-
tionis nihil monęndum eſt. Alteram: in locum, qui inter tangen-
tem et arcum interiicitur, recta linea non cadet, Euclides hic ſimili
modo probat, quo Apollonius Pergaeus propoſitiones XXXIIet XXXIII.
in conicorum librol. Fortaſſe aliquis dicat haec ſufficiunt, dummodo
de quantitatibus infinitis non ſit ſermo. Sed ſi conceditur, quanti-
tatem infinite paruam fieri poſſe, ſupereſt, vt probemus, fieri non
poſſe, vt linea recta ſit inter tangentem et arcum, ſi, HG in infi-
nitum propius ad nullum accedit, ſiue quauis quantitate data

C 2 minorV. Elementa geometriae ꝗ. 4I0.
In Noua Stereometria doliorum vinariorum patt. I. theor. 2. f. B. 2.

x) V. praefat. ad Geometriam indiuiſibilium continuorum noua ratione pro-
motam ꝑ. b. 2.

15



minor fitt. Si ponamus rem ita comparatam eſſe, ſitus rectae AF
[FiG. io.] vel hoc, vel illo modo mutatur, ob angulum rectum in
puncto G ucl. L. IlI. P. XVI.). Situs autem eius mutatur vel in
puncto A, vel non. Si recta AF in iſto puncto non mutatur, infra
arcum cadet, et eum ſecabit, contra hypòtheſin. Si in eodem puncto
A mutatur, nec porro inter tangentem et arcum cadet, quod quoque
contra hypotheſin eſt Atqui et hic fieri nequit, ergo omnino nullo
modo fieri poteſt. Si tandem HG o, FG tangens in pinctio H
erit. Duae autem tungentes ſecant ſe inuicem, et angulum faciunt,
qui eſt complementum anguli HD A ad 2R..

s 27Pars haec ſecunda in analyſũ infinitorum ita forſun explicanda eſt.
Fiat AT ſFiõ. 11.] tangens curuae CM E. Tangentem autem

dicunt rectam, quae vnum modo punctum commune cum curua habet,
et à quo puncto ambo arcus in vno rectae latere ſiti ſunt Recta vero
curuam ſecabit, ſi eam in partes dirimit cis et vltia ipſam ſitas. Recta
MD perpendicularis ad tangentem normalis dicitur. Si fieri poteſt,
vt recta linea interecta ſit inter tangentem et curuam CME, haec
dicatur BM. Quia autem AT tangens eſt, hinc CME in puncto M
contingit, MT cadet inter MF, hoc eſt inter productam BM et ar-
cum ME. Angulus CME, quem chordae CM et EM comprehen-
dunt, vt magis magisque augeatur atque excreſcat, et infinite pro-
pius ad 2 R accedat, neceſſe eſt, ſi arcus CM et EM adſidue minuun-
tur. Si ex CM fiat HM et ex EM fiat GM, ex angulo CME fiet
angulus GMH, maior angulo CME. Cum enim per puncta M, G
et E et eodem modo per C, H et M recta linea duci nequeat, non
ſolum per M, G et E, ſed etiam per C, H et M triangulum con-
ſtituere licet, quo facto anguli EMG et CMH, incrementa anguli
CME, oriuntur. lam vero ſi chordae perpetuo miruuntur, CME
propius in infinitum ad 2R accedit. Si autem linea BM inter tan-
gentem et arcum interiecta eſt, angulus CME maior fieri nequit an-
gulo TMB æ 2R id quod antecedentibus repugnat, quare BM linea
duci non poteſt.

5. 28.At tertiam iam accedo partem propoſitionis Euclideae. At enim
vero haec ita comparata eſt, vt, in hac, quam tractamus, cauſſa eam
magni momenti eſſe, nemo negare queat. Propoſitio XVI. libri tertii
elementorum Euclidis celebrem illam controuerſiam inter Clauium

olim
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olim. et Peletarium agitatam excitauit. Clauius enim ſtatuit, angulum
contactus, quem vocant, non eſſe aequalem o, ſed potius in infini-
tum diuidi poſſe. Equidem lineis rectis hoo effici non poſſe, atta-
men arcubus circuli. Demonſtratio tertiae huius partis, quam exhi-
bet Euclides, veritate ſecundae nititur. Sed hanc controuerſiam
Clauii et Peletarii diiudicare non poſſumus, niſi antea definiamus,
quid ſit angulus, ſi de lineis curuis ſermo eſt. Euclides definitionem
anguli rectilinei etiam ad curuilineum applicat.

 Eæimedoc, ait enim, “ſ? ylæ ioh à b imæ©òο o yœu-
uẽy dnroubvwv d”v, xai ur in ]h-òelac nupiv|, 7Qσ d”€α
T& yQL Luõ xXloicc et ſic porro:

Orav ò' ai meqẽx“: Ti yoriav voupual ]dòai /7;, eòv-
vQa uuo; nareq ai n yuriæe”

Ex altern definitione iam ſequitur, angulos curuilineos eſſe, ſe-
cundum Euclidis ſententiam. Altera vero definitio omnibus et recti-
lineis et curnilineis angulis communis eſt.

5. 29.Linea curua motu puncti eodem modo vt recta deſcribitur, ſed
iſtud punctum, in quouis minimo temporis ſpatio directionem ſuam
mutat, nunquam autem ſubito, ſed ſecundum legem continuitatis,
alias linea interrupta oriretur. Quare angulus mixtilineus, vt CAD
ſeu BAD ſFi6. iæ.], alio modo cum rectilineo comparari non poteſt.
quam ſi dicas, iſte angulus linea recta BA vel AC et directione
puncti ſecundi, ſiue elementi arcus AD determinatur. Vere autem
hanc ob rem angulus BAD nihil aliud eſt, quam inclinatio directio-
nis puncti ſecundi arcus AD ad primum eius punctum A, ſi A ſecun-
dum directionem AB mouetur; angulus autem D A C ſimiliter incli-
natio directionis puncti ſecundi ad primum A eſt, ſi A rectam AC
deſcribitt. Nunc vero neceſſe eſt, vt hanc directionem delineemus.
Quod ita efficitur.

Si circulus diuiditur in elementa inter ſe aequalia, productum
quoduis elementum ita ad alterum inclinatum eſt, vt qui inde oritur
angulus, eandem magnitudinem habeãt, quam angulus, qui cuiuis
elemento in centro reſpondet. Angulus vero, quem elementum quod-
dam atgue radius conſtiiuunt, a recto differt, dimidia parte anguli,
de quo modo diximus 2). Quoniam autem elementa infinite parua

C fieriv) I.. I. Def. 8 et ꝗ.
æ) V. Xaeſineri viri illuſtr. Anfangsgriinde dev Analyſis des Unendlichen-

s. 96. p. 6I.
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fieri poſſunt, iſtiusmodi etiam angulus cuiuis elemento in centro re-
ſpondens infinite paruus eritt. Angulus, quem tangens et radius fa-
ciunt, eſt rectus. Angulus DAC, quem arcus AD et radius faciunt,
aequalis eſt recto demta dimidia parte anguli, quem diximus, elementi
infinite parui, et maior quouis angulo acuto rectilineoo. Quare BAD,
complementum eius ad rectum, et dimidio angulo infinite paruo aequa-
lis, minor quouis dato quantumuis paruo angulo rechilineo eſt, et
pro nnllo habetur, atque complementum eius ad rectum recto aequale
eſſe ponitur.

Sed ſatis iam dictum eſt, de iis, quae ad controuerſiam Clauii
et Peletorii attinent. Qui autem pleniorem huius rei notitiam exoptat,
huic ſuaſor eſſem, vt quintam legat diſſertationem libri, qui inſcri-
tur, mathematiſche Abhandlungen, cuius auctor beatus Aarſtens, vir
clariſſimus, Profeſſor quondam Halenſis a).

s5 30.,
Ex hac propoſitione iam idea infiniti, et inprimis quantitatum

infinite paruarum, ita quidem innotuit, vt omnino exiſtimandum eſſe
videatur, illam vna cum aliis cauſam fuiſſe, vt egregia hac inuen-
tione auctores calculi inſiniti matheſin auxerint. Nexus autem inter
tertiam et reliquarum partium vtramque enunciati Euclidei anſam
nobis pracbet, vt analyſin infinitorum nunc ſimul tangentium habito
reſpectu, vti propoſitum eſt, contemplemur.

S 31I.Si primum ea, quae apud Apollonium Pergaeum in primo coni-
corum libro inueniuntur, perlegimus, ibi, quomodo lineam parabo-
len, ellipſin et hyperbolen tangentem ducere debeamus, propoſitio-
nes XXXIII et XXXIV. nos docent. In parabola ſi et AE=ED
IFiG. 13.], rectam ACF tunc ſectionem contingere, eo modo hoc loco
demonſtratur, vt pateat, punctum F, quod eſt alicubi in recta pro-
ducta ACF, ſemper extra ſectionem, ſiue curuam E CG, cadere. Si
itaque ponimus CD y et FBE/V e eſſe, hoc e eo magis mi-
nuitur, quo propius FB ad CD accedit, in hoc autem loco eſt aequale
zero, quod ex ſequentibus perſpicuum eſt Quo maior abſciſſa, eo
maior etiam ordinata eſt, ſemper enim, dicta parametro ꝑ, PxX V.
Si igitur x creſcit, quoque, vt y noua incrementa capiat, neceſſe eſt.

Pona-
a)y V. etiam Andr. Tacquet Elementa Euclidea Geometriae ete. edita a Gui-

lielmo Whiſtono MDCCXLV. B. 73 ſqq.
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Ponamus ED x, EB =3%æ, Eb=2xX, fg=m et FG=n, ergo
m R n eſſe probandum eſt.

Eſt autem
ax: y=32x: 35, et 3y /bf. Item
2x:4x: 25, et 2y BF.bg /yVa, BG æYV3, quia 2px 2° et 3PX 3V5°.

bg æ bf et BG ę BF vel
yV2 |1 5 quantitate v. ,08578643.. m
yvV3 R 25 quantitate y. ,2679492... n
ergo n  m quantitate v. 1I821628..

In calculo differentiali tangentes ratione dy: d x determinantur,

in quauis enim ſectione conica tang. CAD, aut etiam ſub-dy
dxtangente quae yx gX quo cognoſcitur, lineam AE in parabola

d5 aXx axeſſe aequalem x, in ellip m hyperbola /m

a2X aE 2x.il

5. 32.
Cum hanc propoſitionem: Si in parabola AE æ ED ſFiG. I4- a

AC tangens eſt, ſecundum leges calculi differentialis explicare animo
propoſuerimus, primo ducenda eſt linea HG, parabolen ſecans in

punctis T et G. Quae linea producta in puncto H ab axe AB ita-
ſecabitur, vt ſit HE AE. Porro ſi ducitur recta CI ſuper GB
perpendicularis, eſt CI: IG HD: DC. Tum ſi punctum G pro-
pius ad punctum C accedit, FG magis magisque minuitur (5. 31.).
Tandem punctum G in quod puncto C infinite propinquum eſt,
transferatur. Erit etiam, ducta linea cd, punctum d puncto D in-

CD. Cefinite propinguum, et ce: Ce  CD: AD ergo ADm=—73
Cum vero AE ED, eſt AD 2ED CD. Ce Rectae ED etce

 ceCD eodem modo, vt ſupra (5.31.), x et y appellentur. Aequatio
parabolae eſt bx 5?, hinc bdx  2ydy et dx: dy 2y: b.

CD: CePorro 2x: y  dx: dy, ob ydx ſi nimirum hae
ce dylineae in calculo differentiali literis exprimuntur. Sed adhuc reli-

quum eſt, vt demonſtremus eſſe 2x: y 25: b. Quod facillime
eſfici poteſt. Nam bx 2? et b y?: x, his autem literis pro b

in
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in formula 2: b ſubſtitutis, eſficitur, vt ſit dx: dy  225:
 25: 5 id eſt AD: CD. Siue: ſi in parabola tangens per pun-
ctum C ducitur, illa axem iu puncto A ita ſecabit. vt puncti A di-
ſtantia a vertice ſectionis aequalis ſit abſciſſae, quam ordinata ad
tangentem pertinens determinat, id eſt, oportet vt AE ſit Xx.

Idem et ſic atque calculo differentiali conuenienter explicatur:
Sit ECG ſFIG. 14.] parabola cuius parameterb; coordinatae

ad axem ED/x3 DC=/V; DE/Ee; IG=F vt ſit EB=x#6Ef;
BG /py A f. Iam ducta per GC recta, occurrat axi in H. Semper

et IG: IC  DC: DH ſeu DH /F Y. Porro ex natura para-
e

e

2.5
bolae (7æ f)? /b. (x e) ſeu æ. 5. fEſ? =h. e; Hinc
r H Ergo ſemper DH 2y b ry Poteſt vero e,

b Dl b b2

et adeo f decreſcere quantumcunque velis. Si ſit f=o valor ipſius
2yD H abit in—&5/ 2x. Hic ergo valor eſt ſubtangentis DA h).

b

5. 33.
Sed ſunt etiam plures lineae curuae tranſcendentes quarum na-

tura ita comparata eſt, vt ordinatae omnes ex vno eodemque puncto,
quaſi ex centro deſcribantur. Ex his mihi naturam ſpiralis Archi-
medeae perpendere licitum erit. Archimedes librum, in quo de ſpi-
ralibus ſeu helicibus agitur, ſcripſit. Certe in Conone, vetuſto quo-
dam geometra, non mediocris mathematum fuit peritia, attamen tan-
tam, qua Archimedes inclaruit, gloriam non aſſecutus eſt. Conon iſte
quidem ſpiralis, cui ab Archimede nomen tribuimus, inuentor fuit,
at Archimedes eam excoluit, inquirendo in naturam eius, attributa,
proprietates c). In libro ſuo de ſpiralibus ſeu helicibus primo oſten-
dit quomodo linea talis oriatur, et hoc loco argumentis mechanicis
vſus eſt. Statuit enim, ſi punctum rectam motu vniformi deſcribit,
eius rectae duas quasuis partes eſſe in ratione temporum in quibus
deſcriptae ſuntt. Quae iis ſimilia ſunt, quibus Neiwtonus in ſuo
fluxionum calculo vſus eſt.

S. 34-

b) V. Xaeſineri viri illutr. Anſangsgriinde der Aualyſis des Unendlichem
5. B4- P 36.

V. Montucla hiſt. des Mathematiques T. I. ꝑ. 236.
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s. 34-
Avrchimedes in propoſitione ſua XIII libri de ſpiralibus ſeu

cibus ait, recta, tangens lineam ſpiralem ABZ ſFiò. I5.], in
tantum puncto eam contingit, et hoc ita probat:

Tangat, ſi fieri poteſt duobus in punctis B et C Connect
BC, et angulum BAC recta AG biſecet, occurrens helici in D,
genti in G. Quare et AC ADAD AB, et ACA AB /2
ſed ACE ABZ 2AG ergo AG R AD et punctum G intra hel
cadit, ideoque B C ſpiralem non tangit.

5 35.
Aequatio helicis eſt p y=ræ, p peripheriam circuli ZFHI

denotat, r radium, 5 ordinatas e puncto A ducendas, vt AB, AD,
AZ, et x abſciſſas, quae ſunt arcus circuli, qui initium capiun
puncto Z et verſus F, H, I, X procedunt. In demonſtratione quod
cit Archimedes ACAD=AD AB, hoc idem eſt, ac ſi dix
partes, quae ſunt incrementa aut decrementa (quorum euaneſcen
ratio, appellutur ratio differentialium ordinatarum, ſunt aequ
inter ſe, ſi abſciſſarum differentialia inter ſe aequalia ſunt. Diffe
tialia autem abſciſarum inter ſe aequalia ſunt, ob ang. BA
ang. DAC, ſiquidem arcus horum angulorum pro infinite parui
ideo pro difſerentialibus habentur. Sed haec etiam ex aequat
py =rX colliguntur. Eſt enim pdy rdx, ergo p: r dx:
Sed p et r quantitates conſtantes ſignificant, hinc ſi differentiale cu
uis x differentiali alterius ſemper aequale eſt, eſt quoque dife
tiale cuiusuis y differentiali alterius v aequalee Cum ordinatae
ſidue et quidem vniformiter augeantur, arcus B D C verſus ordin
concauus eſt, quare tangens poſt punctum contactus magis magi
a linea curua diſcedit, et proinde eam in vno tantum puncto
tingere poteſt.

S 36.Subtangens primae ſpiralis Archimedeae, cuius ordinata æ
y=t, propoſitione XVIII huius libri definitur à.

vuuè iunbavn, narò æè ntou vã tæmoc, dæò ſi v onuæ
t5  òoxã ẽc uo; nov doòdc àxòũ nl; ã doxẽ æãc ni;”

d) V. Archimedis opera graece et latine ex edit. Hervagii, Baſileae 134

D
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à dxSiica ovunœẽTui 7ẽ innlavicu. æ9 d ueruẽd e9õæu 7ẽ
iniuviuc, n vẽ; doxã v|ãę irino5, loa toverœ vẽ ẽ 7Q©r
2ZUxA0 męQiœoQẽia.

E5u ſFi6. 16.] /iE àd a Bvò. icv àt 7 à onuẽ doxæ nã
Danoc. d ſè Ya yuunæ doxæè rẽc æiQQãœ. 6 ſ' 7u xnro ò
moũòtotc. imnbuvtTσ òt vi æã5 unoc æaurà  V, à 5. nal duo rol
 dxòw meòr codd và Su, è dd. ovuneèr“ ſ” avrẽ æor r°
Sime ail Sd bGelav yuiiav meQi?”#v. Vunæ v” rur|

duurtov 8m1 d u Vou i5l 5ẽ u n nbr©v EeQIòtæ. u
vaQ un, iroir ueidov iqn,  ird--w.

Eco nę-recor el dviaròr, udidur. ſra ov àn tia elõeſur ràv a,
ãc ntv u ilu indosoa, vã 5& ũ nn nxòov meQIQæQelu-
nuidovæ. i5ò dn næ” TiIc ĩæ. n b Vũ a”” youuα e7dov|w
7ũc dinputrgu à &n ag 7yo; &v ixe d &u mę”ę aa, ED
ixu à iuicua rà mori àv ànò vo à& nd eror aòrãò
dryuivav. 3i5Ti1 xę; vẽ ixe è Ya nęò; dvardv  ish, duò
T00 d WorinęBęi mori Tàv æẽv iaeB nn”v æœv av. ò; væ r|àv ueragv
vꝗc meqiQ/m‘lac nꝗ́; ã iniẽrnubuæc æã ę, necs ę æ ævro ſxe
Xyor, 8 è Sa nor vàv a©. ũe à a vę, nor v|àv ſu Ayor, ẽ
àd &ę e&-òia mor rvẽr æ”. d àt &o mov vàv æ irdnooœ dyo
ixe,  d &o migi”òtua mori v|v 7 n ubxXov meQQtα à ub
và? ę eòeſæ indoow i5 æẽ &ę neqięeuc. à ſt leſa vãc
75 9 n x udurov meQiQαla; ueidur. ixàsa r  u xꝗ è rę
nòc ſa, i d &o neqòẽQò]“u mor v|òv ũ ie ndxiov mQQcQ““ 15
ra obv à va mor ràv o, ixdocora Ayor ixe imæe; d &Q eQ-
ouæ ue; 7ac Tẽc v nvuiov meQIQQiac, norl vàv aẽ -næ xvnXov
meituær. õv d' Adyor ixei  ę mepòtQE uæ nu æã nxæ
x6anov meQIQQeaec, mor? æàv æ8 nu nnrov æeQiQẽQ“a», æãro èX
i Xa morl 7 idunru vœlę rãro. r”d-voæ dou Aqyor ixe è
va norl ràv ao, ine; d xa æor ràv æ&, òneo ddviaro.  ub
væ0 va ueldu isl 7ẽ a x è dt aę ſloa ięl nẽ Yaæ. odn dou peldor
 u 7ũc vẽ uuru neqiQ]eluee, æ næ.

Eco i md ai, èi duvano, irdoc æ cu Fiõ. 17.] nẽ4 õ næ
aſurov meQ}œœc. ànaBov n riæ eòòiar nè”n Y aa, æẽ] ni a
peicoia, æũ dè æ ò 7æx nvnrov JeœQσac iXxdoo. æę ẽvœ duò
75 và u nmaæeinn ẽ a æd oòv nvuroc ic 6 &rn æ.
n v òrõ ird jow vouuæa v diæurrou à S n. nę” danaæ inbavur
75 ueru nurè æv; ovoc àv ixe d à& nori v?œv r, indo-
cy 78 ò ixu I ipizua iò, mori vœv ànò rẽ à xd Seror i”

àvrãy



òrãv dyubvar. imuòn xæò; v ixnu à a neò; id, i dvow i5l.
duuròv àv ięh dæo æẽ o dyoyei  àv a mori n]v inibauσaz.
T Tàv ſv Tdv perubo rac iv vò rvE2 D -ęluc, n; vũę EeQæel
mor v|àv n, dnora Qòeidar dæò Yà; inibavavTac, vẽvor cxei æõ;
Xoyor, 8v ixe  Sa mor 7?|v a©. reuęſ ò”n à a n v ub nvæãσ nar
75 Tãv òt ana xarà v X. 659 e nę; vaXnàE Vd avrò Adqσ
i vo m; u, àv d 97 7o à dd mou vα“v a” uæ]idoa
Aryov ixei,  è &ę neQtQuæ nori æàv vol &6 æ nvæ”rv neQQtQær.
ubr v n òela ueidv iq? æã neuQ}Celac, æ àt aæ i do-
cw vũ v5 nn nvu”v meQLQclac. udldova doa Afσ xu à vę
mor ràv æę, i d &ę meqęẽòa nor n|ãv aẽ  in uvxrov meQẽQæ“iar.
&s v n5.à a nori vàv œv n]idova 6ro8 ixe, i d ru nv”?v
7meciẽgei nori ædv 6ę; meQiQtQuav. ꝗv ſt Adyor ixei è v nu uvxrv
meętoua æori væèv nę neęẽaa, rẽv ixu d a eòèia æori
Tàv x. didunrui vẽu tẽro. neldoa deæu Adyo xe à ſa mori rœv
av,  d nmori Tò æX. õmeę d dvvuron. èx dou ueldp i5lv, æò
indoow è ſu 7ẽ 7 &ræ uvxru meqię|elas. ſrn àoa”

Ope calculi differentialis haec propoſitio breuiter ita demonſtratur:
m5y =rXx, ob y =/r eſt 7æ=nx, et ſubtangens quogue abſciſſae aequa-
lis eſfe debet. Subtangens eius curuarum generis, cuius in natura
eſt, vt ordinatae ex vno eodemque puncto, quaſi centro, deſcriban-

L v dætur, eſt y ax Igitur hoc loco perinde ac in iis lineĩs

rdy dycuruis, quarum ordinatae non ex vno eodemque puncto deſcribun-
tur. æ: rx: 5 et wdy /rdx, atqui r dx: dy x:V.

S. 37
At enim vero ſi ſummum, qui inter enuntiata Archimedea et

methodum calculi infinitorum eſt, conſenſum rite cognoſcere lubet,
nulla alia re opus eſt, niſi vt lineas literis deſignemus #æ, I, X, Y
et earundem differentialibus. Sit itaque ſFiõ. 18.] AZV=1,
7 æ peiipheriae circuli =/x, arcus ZG=dx, GE=dy. Sit AO 7,
recta OZ helicem intra punctum Z ſecat. Ducatur porro recta AE
perpendicularis ad OZ, et AH ſecans OZ in H et peripheriam
circuli in G, ſed ita, vt ſit GH: chord. ZG=v: Porro ſecet

Vi

AH helicem in B. Quoniam GH: dx 2 y:  erit permutando

D 2a GH:
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GH: y R dx: 7 et componendo y: GH: y  y: dy: 5, eſt enim
dx n/dy: 5, ergo GH dy. Contra id, quod fupra ũ.35.) de-
monſtratum eſt, neceſſe eſe vt GH æ dy ſitt. In altera parte pro-
poſitionis eodem modo demonſtratur punctum H intra helicem cadere,
ſi AQ R 7æ. Si ponamus rectam A Q creſcere, ita forſan, vt pun-
ctum Q ad R protrahatur, tum ſitus rectae QZ ita mutabitur, vt
oriatur ſitus rectae RZ, atque GH minuetur, et quidem eo magis,
quo magis A Q vel R peripheriam circuli aequat. Si denique recta
AQ in AP=x mutata erit, ZP tangens helicis eſt, tum enimm GH
dy. Nam ſupra etiam demonſtrauimus, ſi recta AP maior aut minor
ſit quam 7, punctum H, quod in tangente producta OZ eſſe debet,
tunc intra helicem cadere. Simul etiam ex his omnibus patet,
nexum inter tangentem curuae huius et circuli quadraturam nondum
ſatis determinatam talem eſſe, vt cum alterutrum horum determina-
tur, etiam alterum determinatm ſit.

Aſymptoti.
S. 38.In analyſi infinitorum aſymptoti, quaſi rectae eſſent curuam tan-

gentes in puncto, cuius diſtantia a vertice ſectionis ſiue ab initio
abſciſſarum pro infinita habetur, conſiderari ſolent, id quod ad determi-
nationem earundem magnam vtilitatem affert. Ipſe dpollonius Pergaeus
in ſecundo conicorum libro auctor nobis eſt, vt aſymptotos, quaſi

tales tangentes eſſent, contemplemur. Ait enim in propoſitione XIV:
Aſymptoti et ſectio ſi in infinitum productae ad ſeipſas propius acce-
dunt, et ad interuallum perueniunt minus quolibet duto interuallo.
Idem hoc eſt, ac ſi dixiſſet, aſymptoti et ſectio ſi in infinitum producun-
tur, perueniunt ad interuallum inſinite paruum. Hoc vero interual-
lum aequale o ponendum eſt, quare dici poteſt, aſymptoton eſſe
tangentem in puncto infinite remoto.



CALCVLVS INTEGRALIS.

n S-39.d illam partem diſſertatiunculae huius nunc accedo, in qua de
colligendis iis, quae ex variationum lege oriebantur, agitur. Res,
quae hic in quaeſtione verſantur, plures ſunt, et ad eas, mea qui-
dem ſententia, pertinent praecipue haec: colligere partes ſeu inue-
nire aream ſuperficierum, quarum termini lineae curuae ſunt, hoc
eſt, inuenire quadraturam curuarum; et colligere partes ſolidorum,
quae ſuperſiciebus curuis, quaſi terminis incluſae ſunt. Ita enim verba
programmatis:  Vt: Superficierum et ſolidorum partes indeſinitas
explicanda eſſe puto. Primum vero ſtudium, partibus indefinitis iſtius-
modi ſuperficierum aut ſolidorum colligendis dicatum, quadraturis
curuarum adhibendum eſſe videtur.

s 40.Supra iam 22.), oum de methodo exhauſtionum veterum et
eiusdem cum noua hac analyſi conſenſu et quaſi conſpiratione dixi-
mus, libri Archimedis, cuius index eſt xavxæx uẽręn”Q ſiue circuli
dimenſio, propoſitionem: circulum aequalem eſſe triangulo, cuius al-
titudo ſit radius et baſis peripheria circuli, expoſuimus, quare, quae
tum quidem diſputauimus, nunc in mentem reuocanda ſunt. Atta-
men vera quadratura circuli hac methodo nondum omnino peracta eſt,
iſtud enim triangulum neque ratione geometrica exacte conſtituere,
neque arithmetica computare poſſumus. Eſt potius quaedam quaſi
methodus adpropinquationis, quia tantum hoc modo adhuc rectifica-
tionem circuli perfecimus. Si quis autem quadraturam quandam arith-
meticam examinare vult, illi nihil aliud opus eſt, niſi vt eam con-
ferat cum illo numero, quem Ludolphus a Ceulen aliique magno ſtudio
atque labore computauerunt. In eodem etiam libro Archimedes peri-
pheriam circuli ita definit, vt oſtendat illam minorem quam 34, maio-
rem autem quam 335 diametri eſſee Quantus vero horum termino-
rum et numeri dicti conſenſus ſit ex ſequentibus apparet:

3 =3,142.  9 s|  s P V
3 3,140....vero proprior numerus  3,I415..... è)-

D 3. s. 41.
ui certior fieri vult de ils, quae attinent ad quadraturam arithmeticam
culi v. V. Ill. Xaeſineri Geometriſche Avhandlungen æ Samil. 20. p. I74 ſqu.

A



S 4I.Sed ipſa haec poſterior numerorum ſeries, etiam in perpetunm
continuata, numquam tamen ad euidentiam mathematicam peruenire,
aut ſecundum indolem matheſeos exacta vocari poteſt. In omni enim
natura fines nullius rei ita regere poſſumus, vt ſtatnere polſimus vbi
finis rei alterius, alteriusque initium ſitt. Quae enim in natura fiunt
mutationes, eae omnes ſenſim ſenſimque contingunt. Nam ſicut
curuatura lineae motu continuo mutato gignitur, ita etiam natura
magnam quandam et admirabilem viiuerſitatem praebet, quae ſecun-
dum legem continuitatis connexa eſtt. Mathematico autem ſuſficit,
vt pro lubitu fines perpetuo accuratius regere poſſitt. Quaenam quaeſo
alia, praeter matheſin, eſt doctrina, quae hoc efficere valeat?

Quadratura parabolae.
S 41.

Primam atque veram quadraturam lineae curuae Archimedes in-
uenit, et eius quidem lineae, quam parabolam nominamus. Quam-
obrem etiam librum ſcripſit, in quo de quadratura parabolae agitur,
cuius propoſitiones nunc vt explorem et ſimilitudinem, quae eſt in-
ter methodum demonſtrationum earundem et methodum nouae ana-
Ivſeos oſtendam, operam dabo. Duplici modo Archimedes quadratu-
ram perfecit. Primo enim cam ex legibus aequilibrii deduxit, quae
proinde methodo mechanica confecta eſtt. Ex omnibus autem illis
propoſitionibus, quae ad iſtiusmodi quãdraturam parobalae ſpectant,
vinam tantum commemoro. Eſt haec propoſitio XVI, et eam ob cau-
ſam notatu digna eſt, quia ſecundum methodum exhauſtionum vete-
rum demonſtratur. Tres enim haec enuntiatio habet ſpecies, qua-
rum duas Archimedes oſtendit, fieri non poſſe, quare tertiam ſolam
veram eſſe patet. Ipſa propoſitio docet, ſi ſuperſicies æ ſFiõ. 19.] ter-
tia pars eſt trianguli RGD, illam ſegmento parabolae BKG, quod
recta GD in puncto G contingit aequalem eſſe. Simul autem demon-
ſtratur ſuperſiciem Z neque maiorem ſegmento BXG eſſe, quare iure
eidem aequalis habetur.

S43.Sed, vt ad ſecundam partem huius libri, quae continet para-
bolae quadraturam geometricam, ſine mora progrediar, neceſſe eſt.
Septem ſunt enuntiationes in Archimedis libro ad hanc parabolae qua-
draturam pertinentes, de quibus omnibus dicam, tametſi plurium

argu-
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argumentum tantum indicabo. Prima quae ad quadraturam geome-
tricam ſpectat, eſt propoſitio. XVIII huius Iibr. Vnum tantum,
quod autem omnibus his enuntiationibus commune, hoc loco notan-
dum eſt. Archimedes enim planum parabolicum nominauit, quod
comprehenſum eſt ſub recta AC ſFiõ. 20.], hoc eſt, tota ordinata
(vel dupla ſemiordinata) et curua ABC, id eſt parabola. Recen-
tiores vero, ſi de quadratura parabolae loquuntur, dicunt, aream
cuiusuis parabolae aequalem eſſe  rectanguli coordinatarum, quo de
dimidio tantum talis ſuperficiei ADB ſpatio ſermo oſt.

5. 44.
Sit TFiG. 21.] ordinata AD dupla ordinatae EG; Archimedes

ait in propoſitione XIX huius libri EF  DG eſſe/3. BG.
Sunt enim ex natura parabolae quadrata ordinatarum vt abſciſſae.

Ergo AD?: EG? BD: BG; at ex hypotheſi AD?: EG /4: I,
ergo BD  4. BG, ergo GD vel EF /3. BG.

Quae valent etiamſi ordinatae non pertineant ad axem, ſed ad
diametrum quamuis.

S. 45.Propoſitio XX docet, parabolae ſegmentum ABC ſFiõ. 21.] mi-
nus eſſe duplo trianguli rectilinei ABC cuius trianguli baſis AC eadem
eſt ac ſegmenti, vertex B, idem qui diametri BD. Sed hoc corol-
larium notatu dignum eſt:
22Vdĩ”r èæi 6ę i; ẽ0 æ ruĩiuæ dviuæò ięl no€ Pyy/]d.
&c v luò ]è mii©amuσa TuLætTæ} naòę i doęoæ, To æęo-
Te-tiro xvęlæ douigæ“E yi du ueicoroq nẽ nuloug, did Tẽ o
Qv Q òT1 iraσσrTe; dei Tà eouæ Tunu“r]æ, noim”ou]n r}ærae
irdooov muæòr vẽ mooreòtvro; XœQl|.

Vis corollarii huc redit: A ABC maius eſt dimidio ſegmento
parabolico ABC. Iam ſegmento parabolico BH C, rurſus inſcriptum
A BH C maius eſt huius ſegmenti dimidioo. Huius autem trianguli
verticem H oportet eſſe verticem diametri H, biſſecantis chordas para-
bolae ſeu vt ab antiquis appellabantur ordinatas baſi ſegmenti B C
parallelas.

eſt 54 ABC.

S547.



32

S 47Propoſitio XXII docet, ſi tria ſpatia x, y et æ ſunt in ratione
quadrupla, et maximum x  A ABC, ſegmentum parabolae, quo
triangulum iſtud ABC inſcriptum eſt, maius eſſle omnibus his quantitati-
bus x, V, 2. Quia x  457  i16 2, eſt ABC=yV42, atqui
257y72, ergo xt:yEZz 0 ABCH 2 A ABCH 0ABC10ABC.
Cum autem hae quantitates ſint in ratione triangulorum omnibus
parabolae ſegmentis inſcriptorum, et triangula illa ſimul ſumta mi-
nora ſuperficie ſegmenti ſint, eſt etiam parabolae ſegmentum ABC
æ i55 ABC. Iam apparet quantopere Archimedes ad veritatem
propius accedit.

sS. 43.Propoſitio XXIII quodammodo inuerſa prioris dici poteſt, nam
in corollario ex eadem colligitur, figuras in ſuperficie inſcriptas mi-
nores eſſe, quam 4 trianguli ABC. Praeterea hoc loco ſcholium,
quod Barrowius, vir clariſſimus verſioni ſuae adiecit f), ſilentio prae-
terire non poſſumus. Scholium autem integrum huc apponimus, prima
enim fundamenta calculi infinitorum continet, et æea probat, quae

ſupra 4.) diximus. Liquidius id deducatur ex hac vniuerſali propoſitione.
Sint quotcunque quanta proportionaliter decreſcentia in ratione

afgvo ad ſ8; eorum ſit extremum et ſumma dicatur æ5 erit z2m.&ſ
Nam vt primum ad ſecundum, ita ſunt omnia antecedentia ad

omnia conſequentia, hoc eſt æ. 8:: 7-u. Z-a; quare (extrema et
media in ſe ducendo) et æ2-a  7 B6; et (tranſponendo)
nzdraapgo; et (diuidendo vtrinque per a eſt

aſpſ o
za= a&

Hinc ſi a: B/4: erit 24V, 4t in hac prop. 23.
a

Adnotetur autem, quod ſi progreſſio continuetur ad infinitum, ſcilicet
a α§

vt v ſit=o nihil; tunc euaneſcente termino Bo liquet fore 2mpf™
Hinc ſi æ. B:: 4.15 erit 2/4 æ.Hinc autem breuiſſime conſtat Archimedea quadratura; vnaque

plures innumerae ſimiliter eliciuntur.” 5. 49.
F) V. Archimedis opera per Iſaucum Barrow. Londini 1675. ꝑ. 132 ſꝗ. V
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49.VItima propoſitio huius libri, hoc eſt propoſitio XXIV propriam
demonſtrationem exhibet: ſegmentum parabolae ABC aequale eſſe 1
trianguli ABC. Eſt autem illa ad methodum exhauſtionum veterum
accommodata, ſimili modo, vt ea propoſitio, quam antea allegauimus.
Eius verba ita ſe habent:

5

vouãs initoov i5l To' Y]ob viv abuiv Bdo ẽxorroc abvã, ń;
ſibo5 ſęor”

Liceat mihi hanc enuntiationem argumentis, quae in hac com-
mentatione iam explicatis conſentanea ſunt, firmare.

Si parabolae ſegmentum, vt ABC ſFIG. 20.], contemplamur et
illi triangulum ABC inſcribimus, iam e definitione linearum et recta-
rum et curuarum patet, ſegmentum triangulo maius eſe. In reli-
quis duobus ſegmèntis etiam triangula AHB et BF C inſcribenda ſunt,
et ſic porro in quouis ſegmento reſiduo. Sed ex antecedentibus
iam conſtat, ſegmenta reſidua minora fieri, quauis quantitate data
quantumuis exigua atque ad zero in infinitum propius accedere poſſe.
Quare nihil opus eſt, niſi ſummam omnium triangnlorum parabolae
ſegmento inſcriptorum inuenire Tali fortaſe modo efficere hoc
poſſumus.

Dimidii tantum talis ſegmenti parobolae rationem habeamus,
nam perinde eſt an dimidium, an totum conſideremus. Facile nunc
cognoſcitur ſegmentum parabolae A H BD ſFiõ. 22.] maius triangulo
ABD, minus autem rectangulo AEBD eſſe Si vero recta AD
propius ad punctum B accedit et ex AD recta ad facta eſt, nihilo-
minus eadem eſt ratio inter ſegmentum parabolae et rectangulum.
Idem obtinet, ſi AD in bc mutata fueritt. Verum enimuero ſi recta
AD puncto B infinite propinqua eſt, ſpatium ſub ſegmento parabolae
comprehenſum infinite paruum erit, eo magis autem minus ſpatium
fbB. Quare computando fbB pro nihilo habetur, et ideo ſuperficiem
contemplamur, quaſi ſit factum ex quantitate finita be in idfinite
paruam Bc, hinc factum ipſum ſeu productum infinite paruum eſt.

Prorſus hoc veritati reſpondet, ſi ponamus bcvV et Bcdx.
Sunt enim y et dx quantitates variabiles Atque ne tum quidem
a recta via aberramus, ſi ponimus, ſegmentum parabolae eſſe quan-
titatem finitamm. Nam tum factum ſiue productum hoc in quouis
puncto parabolae verum erit. Litteras vſitatas retinendo quaerere
oportet yd x quantitatibus finitis, aut ita ſaliim ſignis expreſum,

E vt
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nm——E—; mum:

vt factum hoc quouis momento accurate indicare poſſimus. Iam quia
bx=5? et bdx=2Vdy, erit dxæ 2YdV ergo ydx  2 d5

vẽ d v b bbet ſ ydx ſ —43 5yè: b. Quia autem b 5: x, erit
35: b=3 xy /ABAD, ideoque A ABC=2. A ABD =/3 x5.

s. 5O0.
Saepiſſime iam in Archimedis ſcriptis argumenta inuenimus, quae

mirum inter praecepta Avchimedis et illa, quae noua analyſis tradit,
conſenſum oſtendunt. Verum plura reſtant, quae idem prorſus com-
monſtrare valent. Inm antea (5. 33.), cum de tangentibus ſermo
erat, ſilentio praeterire non potui librum eius de ſpiralibus ſeu heli-
cibuss. Eundem autem denuo hoc loco laudare fas eſt. E propoſi-
tione XXI notio infinite parui, ea ratione, qua ſupra eandem ex-
plicauimus, perſpicua eſtt Haec autem eſt corollarii verborum ſen-
tentia e quibus ea, quae diximus, apparent:

Ex tur5 dè Quveòr, 71 duvaæòv ięi meęQr àionuẽvov Xxwolov
Xĩuaæ, oſo tiontu, yodo“u.. dę re 7 neQQurutro xiua uedor
n T8 xwQiov t aręo eluę maròę- rol meore-aoc xœria. nę; m| A
dyvedòy, ũc re xwelov duoin; uẽio luœ Tẽ by”æęα©; xnua-
T05, iXdocon marvò 58 moorediro; xvels?

5. 1,.Eandem notionem infinite parui exhibet propoſitio XXII. Igitur
facere non potui quin duo haec corollaria, propoſiti cauſa maxime
notatu digna, integra huc tranſcriberem.

AnXv ri duranòv ięl xę” Tò meQryaòt Xiina vẽ raęòiæo
xwols ueicer elue irdoooi nurò; vã mooreòẽò”§o xwole. Kej Hur”
70 Aatv xvelov u]idor eſueσ aẽ ivyuQuT Tẽ mooreòtro xuQ”

Ai1] dè v5 aòr vπs ęanęQ-v, dibri duiurσ raBdra  Xo-
olov 7ò megiexdruor u’ò re rẽę noc vũ é cæo”Sv meQRQã yeyQ-
paac 18 àc e-d]lac ãę bv 7ẽ doxã ãc me”ã; nurα r αavTσ”
dqi-uò ©eyoubia; mep °σvY Xiua, oſo bignty ininedor. ẽg Tę æ
megryQuòb Xinae, udco auò Tẽ raeQoro xuęl] indocon naròę
75 mporeòiiroc xoęiæ, nœ nd m byy dd;, dę ve æd xæQσ xvolov
peidov elue roò èyyvQuœ Lnuaro; Xac-oi 7arò ro æQreòũ-
T058 X”Qs

s5. 52.Supra iam 37) dictum eſt. mirabilem eſſe nexum inter ra-
tionem determinandi tangentem helicis Archimedeae, et circuli qua-

dratu-

E7l

Iã

E N
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draturam nondum omnino exactam. Eodem modo res ſe habet, ſi
de ſpatio iſtiusmodi Jinea terminato ſermo eſt. Ita nimirum ſtatuit
Archimedes in propoſitione XXIV:

To meQ?” æQ” xwelov u’ò ææ rẽ; trino ã è vẽ moræ æe-
400F] yeyou uubac, æãz vũãc ebòelac vẽ neẽrac vàv iv ã doxẽ
7ẽ5 me90Qãc, TTV u”; ię Tol nvrAv Tẽ mTE

Demonſtrationem ille ante commemoratis propoſitionibus et co-
rollariis firmat, probans figuram circumſcriptam m R minorem tertia
parte circuli C, inſcriptam  Q maiorem tertia parte circuli C
fieri non poſſe. Cum autem R et Q ab S quantitate, quae omni
dabili minor fieri poteſt, hoc eſt infinite parua, differunt, S non poteſt
non tertiae parti circuli C aequale eſſe.

De dimenſione ſolidorum curuis ſuperficiebus terminatorum.

5. 53.Praecepta geometriae planae et ſtereometriae ita inter ſe cohae-
rent, vt, qui illius bene peritus eſt, ei haec non multum difficul-
tatis creare poſſit. Geometra ſi de ſolidis loquitur, ſemper geometrica
intelligit, hoc eſt ſolida, quorum partes omnino homogeneae et con-
tinuae ſunt, et, quicquid cuiuis ſolido proprium ſit, explorans,
ſpatii tantum rationem habet, quod occupant, et ſuperficierum, quae,
ſectis varia et multiplici ratione corporibus, oriuntur, quorſum ſpe-
ctant ſectiones conicae. Dimenſio ſolidorum, quae ſuperficiebus pla-
nis et rectilineis, quaſi finibus, includuntur, hoc loco prorſus prae-
termittenda eſt. Tantummodo de iis ſolidis dicendum eſt, quorum
termini Tunt aut ſuperficies curuae, aut ſimul curuae et rectilineae.

5 54Sed antequam ex variationum lege horum partes indeſinitas
colligam, paucae adhuc notiones communes, quae ad ſolida attinent,
praemittendae ſunt. Geometras enim, nemo neſcit, geneſin ſolido-
rum eam cogitare, quae vel motu parallelo, vel rotatione plani ab-
ſoluitur. Et primo quidem originem ſolidorum ſuperficiebus aut pla-
nis tantum, aut planis ſimul et curuis terminatorum ita definire
ſolent: Superficies quaedam, ſeu baſis, ſibi adſidue parallela ſurſum
ducatur, ita quidem vt I) numquam nec formam ſuam mutat nec
magnitudinem, quo facto exempli gratia cylindrus, ſi circulus, et
priſma, ſi polygonum haſis eſt, originem trahunt; 2) vt baſis ma-

E 2 nenteIl E



nente ſimilitudine figurae perpetuo in eadem ratione minuatur, vnde
conus et pyramis oriuntur. Enimuero cum cylindri atque coni baſes
planae, latera curuae ſuperficies ſint, alio etiam modo eorum geneſis
cogitari poteſt, eo nimirum, qui ad alterum genus originis corporum
geometricorum pertinet. Cylindrum ſFIG. 23.] enim rotatione paral-
lelogrammi AB CD, circa latus CD, ſicut axem, formari ſtatuunt,
quo etiam vocabulum graecum cylindrus ortum eſt. Geneſin autem
coni explicantes pro parallelogrammo triangulum ponunt. Cum
varia autem ſint et parallelogramma et triangula, varios quoque et
cylindros et conos eſſe, neceſſe eſtt Sphaeram rotatione ſemicirculi
circa diametrum originem trahere cenſent. Simili modo etiam origi-
nem ſolidorum, quaè conoides et ſphaeroides nominantur, definiunt.

s. 55-Ex his et antea dictis ſequitur dimenſionem cuiusuis cylindri
nullam difficultatem adferree Nam ſi eius baſis/4ær 22.), alti-
tudo=a, eſt ſoliditas=4 a ær, atque ſuperſficies, baſibus non compu-
tatis, aæ, et baſibus computatis (a r'æ. Coni ſoliditatem
inuenire diſficilius eſtt. De quo genere mihi libitum eſt paulo plura
dicere, ita quidem vt conum et cylindrum inter ſe comparem Su-
perficies genetrix cylindri ſi =2 eſt, coni erit/ui1. At hoc non
indicat ſoliditatem coni aequalem eſſe dimidiae ſoliditati cylindri,
qui eandem quam conus habet et baſin et altitudinem, perinde ac
quadratum numeri 2 non eſt duplum quadratum numeri I.

S- 56.Euclides duodecimo elementorum libro, propoſitione X rationem,
quam conus ad cylindrum habet, definit et demonſtrat:

 ſꝗ nũvo, ait enim, xv 8 Tęſvo?r utg; iD vẽ T° adri
Beiow ixorro aò5ò nò; *doc læ

Demonſtratio hac potiſſimum enuntiatione nititur: quae de pris-
mate et pyramide demonſlrata ſunt, etiam cuiuis cylindro et cono con-
veniunt. Sed haec enuntiatio ex iis, quae antea (5. 22.) de dimenſione

circuli diximus, colligitur.
Stereometria autem demonſtrat ſummam prismatis aequalem eſſe

facto ſeu producto ex eius altitudine in baſin; pyramidem vero ſem-
per diuidi poſſe in alias pyramides, quarum baſes triangula ſunt, atque
talem pyramidem eſſe =F priſmatis eiusdem altitudinis et baſis. Atta-
men etiam omni omiſſa diuiſione rigore geometrico demonſtrari poteſt:
Quaeuis pyramis eſt tertia pars producti ex altitudine in baſin

S. 57-
2 V. V. Ill. Xaeſtueri Geometriſcha Abhandlungen. à Saml 7. 8. ꝑ. 60 ſqę.
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57Propoſitiones V, VI et XI eiusdem libri ea de cauſa notatu dignae
ſunt, quia ad illa pertinent, quae antea ſ5. 20) de ratione prima atque
vltima commemorauimus, et quae hic in mentem reuocanda ſunt, ſed
ſimul etiam monendum eſt, illic de ſuperficiebus, hic de ſolidis ſermo-
nem eſſe h).

5. 58.Archimedes varias rationes, quae ſunt inter conum, cylindrum
et ſphaeram in duobus libris expoſuit. Tantummodo e primo libro non-

nullas enuntiationes noſtro propoſito accommodatas recenſebimus.
Enuntiatio XVI libri primi de ſphaera et cylindro ſuperficiem cy-

Iindri recti definitt. Affirmat enim, ſi S ſuperficiei excepta baſi, r
radio baſis et l lateri cylindri, S circulo aequalem eſſe, cuius ra-
dius ę eſt media proportionalis inter diametrum haſis et latus cylindri,
vel eſſe 27: Q&=c¢: I. Duplici modo Archimedes hoc probat. Primo
ponit S maiorem, deinde S minorem eſſe circulo ita comparato, vt dictum
eſt. Si Sæ circulo, cuius radius =ę, huic circulo polygonum et in-
ſcribitur et circumſcribitur, ita vero, vt ſit circumſcriptum ad inſcriptum
minus, quam S ad circulum. Tum baſi eylindri polygonum  P priori
ſimile, et cuius peripheria =p eſt, circumſcribitur. Eſt 2r: 9/29:2l

vel r: =g:aletrè: ſ?=r: 21=r:21/3r:1/2 I;. Cum
2pr

2

autem nemo ignoret eſſe P et P polygono circulo circumſcripto
=D ſimile, eſt etiam P: ſ r2: ſ2 =r: 2l ergo r: 21m2"I. Proinde

2

II1Ip. Quia ratio lp ad polygonum circulo inſcriptum minor eſt ra-
tione S ad circulum, et porro lp: circulum æ lp: polygonum inſcriptum,
eſt eo magis adhuc Ip: circulum 1S ad. circulum, ex quo colligitur
S æ lp, id eſt, ſuperficies prismatis cylindro circumſcripti minor eſt,
quam ſuperficies cylindri, quod ſibi repugnat, ergo enuntiatio e qua
concluditur falſa eſt, id eſt, S non eſt maior circulo, cuius radius/ę.
Eodem modo etiam oſtenditur S circulo minorem eſſe non poſſe Hoc
autem idem eſt quod Tacquetus iV vocabulo deſinere indicat. Fieri enim
poteſt, vt cylindro prismata ita et inſcribantur, et circumſcrihantur, vt
differentia prismatis et cylindri omni dabili quantitate minor ſitt Quod
ex iis intelligi poteſt, quae de origine cylindri et de circuli quadratura
commemorauimus.

E; 5. 59-h) V. etiam Andr. Tacquit Selecta ex Archimede theoremata. Romae 1745-

Prop. X. ꝑ. 282 ſq. i) L. c
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5 579-Propoſitio XXXI huius libri docet metiri ſuperficiem curyam
ſphaerae, ſi peripheriam circuli rectificare poſſumus.

Gignitur ſphaera ſi ſemicirculus circa diametrum, tanquam axem,
vertitur. Periculum faciamus igitur, an aream totius ſuperficiei he-
miſphaerii inuenire poſſimus? Initio iam intelligitur, eo magis plana
parallela circulo maximo minui, quo magis a circulo maximo diſtant.
Sit TF1G. 24.] AEDFB hemiſphaerium; DC ACæ CDI eius redio.
Diuidatur linea DC in duas partes aequaless Ex puncto G deſcribatur
circulus EF, circulo AB parallelus, et quaeratur ratio, quam alter ad
alterum habet. Pone radium ſphaerae r. Nunc ſi ducitur EC eſt
EGV r /rV;, ergo circ. EF: circ. AB/r?: ſ/|à: I

I lil I=3: 4, vel generaliter GC- r e*? EG =vV ſ (Tr,
ELln NEl viI

quare ſemper circ. EF: circ. AB 1 E I=n1I): nè.
A

Si infinite paruum fit, circulus EF ad circulum AB infinite propius
n

accedit, et ambo circuli elementi ſolidi ſphaerae termini ſunt.
Eodem modo ſi ABM Fiõ.æ5.] eſt pars ſphaerae eſt etiam pm MP

elementum ſphaerae ſuperſiciei, quoties p m 70 P M infinite propin-
quum eſt. Nunc nihil ſupereſt, niſi vt ſummam elementorum quaera-
mus, eo quidem conſilio vt aream totius ſuperficiei inueniamus. Pars
ſphaerae pm MP, quaſi ſit conus truncatus, conſideranda eſt, ergo
etiam ſuperficies eius, quaſi ſit ſuperficies coni truncati Haec autem
e*t 27my dx, ſi PM /V, dx elementum lineae curuae, et 7 nu-
merus, qui pro peripheria circuli ponitur dicta diametro  I. Si y=/r
eſt formula 27mydx æ 27rdx ergo ſa7 rdx 27 rx. Cum autem
elementa infinite parua pm et PM ſibi tam propinqua ſint, et altitudo
ſiue diſtantia alterius ab altero  Pp dx ſit, etiam ſumma omnium
Pp  dx multiplicata in 27r, ſumma ſeu area totius ſuperſiciei erit,
hoc eſt 2 7rx27r. AP, vel x =AP et x r ſi de hemiſphaerio
ſermo eſt, quare totius ſphaerae ſuperficiei 4 7 r? quadruplae
ſuperſiciei circuli maximi.

5. 60.Sed celebris illa enuntiatio, quam Archimedes dignam eſſe putauit,
quae tumulum ſuum ornaret, et memoriam nominis apud poſteros con-
ſeruaret, non praetermittenda eſt, praeſertim cum eius argumentum ad
ea pertineat, in quae hoc loco inquirendum eſt. cc ſigo-

E) V.V. Ill. Kaeſtueri Mathem. Anſangsgr. 1 Th. iAbth. Geom. 63 S. 8uſ. et
64 S. ꝑ.404 ſqu.  Ei. Anfangsgr. der Anal.des Uuendl. §.606. ꝑ. 559 ſq.
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Huic autem enuntiationi alia praemittitur, quae docet ſphneram
eſſe aequalem quatuor conis, quorum baſis circulo maximo, et alti-
tudo radio aequalis eſtt. Haec vero iterun? ex ea colligitur, quae
oſtendit ſuperficiem ſphaerae quadruplam eſſe ſuperficiei circuli maximi.
Si ſphaera in quatuor partes inter ſe congruentes diuiditur, partes hae
figuram ADEBC IFiG. 26.] habent, et tribus ſuperficiebus, duobus
ſemicirculis et quarta parte ſuperficiei ſphaerae incluſae ſunt. Si iſtius-
modi pars ſphaerae in duas partes aequales diuiditur ſuperficie DE C,
duae pyramides, quibus baſis curuilinea, ac quarum ſoliditas aequalis
eſt octauae parti ſphaerae, oriuntur. Iam ſi laterum AEC et BEC,
quae inter ſe congruunt, alterum alteri ſuperimponitur, pyramis dupla
alterutrius prioris oritur. Cum autem ſoliditas coni cuiusuis pro ſumma
omnium elementorum ſolidorum, quorum alterum alteri ſuperimpoſi-
tum eſt, recte habeatur, illam tali modo metiri poſſumus. Pars quan-
tacunque coni ſFiõ.28.], contenta circulis diametrorum pm, PM, maior
eſt cylindro altitudinis no, cuius baſis ſit circulus ſuperior, minor cy-
lindro eiusdem altitudinis cuius baſis ſit circulus inferior, itaque cadit
inter no. oP. 7æ et no. np?. æ. Enimuero ſi pm et PM in infinitum
propius ad ſe accedunt, differentiale coni aequale eſt cylindro, cuius
altitudo no et haſis circulus PM, ergo7 v? dæx, ſi no =dx, m/
numero, qui peripheriam circuli indicat, et y =Po I). Ex hoc autem
ſequitur ſoliditatem coni ſummaè omnium horum elementorum aequa-
lem eſſec Solidum vero 2 ADEC iure ex elementis compoſitum habe-
tur m), quorum ſumma, id eſt altitudo ſolidi, aequalis eſt cono eius-
dem altitudinis, et quia baſis ſolidi 2 ADEC circulo maximo ſphaerae
aequalis, eſt ſumma eius ſoliditati coni aequalis, qui habet baſin ſphae-
rãe circulo maximo aequalem, et eandem altitudinem. At conus à
ſphaerae =2 cylindri et 6 ſphaerae /4cylindri, vel ſphacra=3 cylindri.

s5. 61.Liceat autem propoſitione XXIII libri Archimedis, qui inſcribitur,
de conoidibus et ſphaeroidibus, finem huic commentationi imponere.
Montula in hanc propoſitionem animum aduertere iubet, dum de me-
thodo loquitur, qua veteres in iis rebus vſi ſunt, in quibus recentiores
analyſi infinitorum vtuntur.

Tov-
13V. V. lil. Xaeſinerum h c. 65. p. 410 ſq. et l. c. 609 ꝑ. 562.
m) Huec autem elementa ſbent ſuperſicies curuas, perinde vt quantitas

cuius ſunt elementa.
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Huic propoſitioni duae aliae praemittuntur, quibus oſtenditur,
cuiuis ſolido figuras ſolidas inſcribi et circumſeribi poſſe, quae a ſolido
quantitate omni dabili minori difſerunt. Elementa ſolidi, quorum
ſumma dimenſio ſolidi nititur, in ſolidis rotundis ſemper pro cylindris
habentur, et formula differentialis ad dimetiendum ſolida eius generis
eſt =7ny dx, cuius integrale pro ſolido rotundo parabolico æ b xè.

2dyQuoniam bx =/V?, eſt dx=m/7, ergo ?y? d x æ ?ny?' dy
b bamy3 dymny-t i  7bxè.L4

b 2
S. B2.Ita etiam ſummam elementorum ſphaerae reperire poſſumus, ſi

ponamus, y?  (Ax) x dicta b diametro circuli, quare (bx)
xdx /ny dx et ſ (wbxdxmx2 dx) ſ bxdxſ7æx? dx
=27bx42 mx2/2 mxè. G3b2x). Iam vero ponendo xa—Db
colligitur, ſphaeram eſſeF7 a3. Quia autem a diameter ſphaerae
eſt, talis cylindrus, qualis in figura 27, 4 naò eſt, atque etiam ex
hoc perſpicuum eſt, ſphaeram et cylindrum eſſe in ratione 2: 3.

s. 63.Coni ſoliditas eſt 4 x7y2. Eſt enim ſoliditas coni truncati
3x7 R?æRTær?). Hic R et r radios indicant circulorum, qui ter-
mini ſunt coni truncati. At hoc loco r/o0 et RV. Cum autem
y: —bx, 37mxy?/]3 7 b x2 =ſoliditati coni. Summam conoidis para-
bolici  æ bx?, quare hoc ad illud vt /u5: 33: 2. Itaque etiam
hic optimus conſenſus analyſeos infinitorum cum praeceptis veterum

mm
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