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ꝗ I.nr atheſis quum jure ſuo præ cæteris diſciplinis eam laudem habeat,dV 2 quod exactiſſima certitudine, ſummoque rigore præcepta ſua de-

mouſtret: tamen, utprimum ad ipſa corpora, eaque, quæ in illis ob-
ſervantur, dimetienda applicatur; idem illi accidit, quod reliquis hu-
manis artibus ſere omnibus, ut nempe ad veritatem magis minusve
prope accedat, raro enm ipſam aſſequatur. Neque id mirum: dum
enim theoretice circa magnitudinem rerum verſatur, data omnia ut
exactiſime vera aſſumit, atque exinde certis argumentis ad ea, quæ
incognita adhuc erant, concludit, quorum ita veram indubiamque ma-
gnitudinem neceſſario deprehendit. Sic exempli gratia rigidiſſime de-
monſtratur; ſi in duobus triangulis tria latera ſint exacte æqualia, ſore

tres angulos, atque ipſa etiam triangula exattc æqualia. At alia
Ionge res eſt, cumprimum idem practice conſiderandum venit. Tum
enim partim ob ſenſuum imbecillitatem, partim ob inſtrumentorum,
optimorum etiam, imperſectiones, neceſſario fit, ut data jam non ſum-
mum rigorem habeant; atque ita ea etiam, quæ inde concluduntur,
eundem jum nunquam, aut raro certe obtinere poſſint.

Sic melioris certe notæ debent eſſe inſtrumenta, quorum ope mil-
leſimam adhuc digiti partem diſtinguere poſſimus: adeoque in priori
exemplo id tantum ſcire poterimus, latera duorum triangulorum a ſe
invicem ne milleſima quidem digiti parte diſcrepare; plane non diſcre-
pare ope dimenſionis nunquam certi erimus; proinde ſaltim con-
cludere poterimus, angulos etiam, tota triangula haud poſſe mul-
tum a ſe invicem difſerre.

ꝗ 2.
At habet tamen etiam hae in re Matheſis proprias ſuas virtutes.

Quum enim propter eas, quas diximus diſſicultates, errores plane evi-
tare non liceat: ſaltim determinat, qua ratione alii ab aliis pendeant;
quem exactitudinis gradum hahere debeant inſtrumenta, ſi errores ex
eorum imperſectionibus enati certum aliquem limitem non tranſcendere
debeant; quem ſitum eligere debeamus, ut ſit ad evitandos errores

A 2 quam



4 /5quam maxime commodus; quos contra caſus evitare deheamuæ, quod
facillime ex iis errores ſatis notabiles oriri põſſc prævide. mus. Et
quum pleraque, quæ dimetimur, ope triangulorum planorum aut ſphæ-
ricorum determinare ſoleamus; etiam errores, qui in triangulis obti-
nent, eorumque inter ſe nexus præcipue a nobis conſiderari merentur.
Nempe quum in triangulis planis ſphæricis ex tribus quibuscunque
elementis, inter quæ in planis triangulis unum ſemper latus datum
eſſe debet, tria reliqua trianguli elementa, aliaque plura, quæ inde
pendent, invenire poſſimus; manifeſtum eſt, ſi vel minimus error in
unum,; aut duo, ant omnia tria data irrepſerit, neceſſario etiam ea
omnia, quæ quæruntur, ſimul variatum iri; niſi forte errores iſti ita
comparati ſint, ut ſe mutuo tollant. Quantam vero talis datorum va-

riatio vim habeat ad reliqua omniã ſimul varianda, id deinde accu-
ratius debet determinari. Atque hanc errorum theoriam adornãrunt
magiſtri in rebus mathematicis peritiimi, Coteſius. Wolſius, Marino-
nius, Bouguerus, Kaeſuierus, Lambertus, aliique. Duas hac in re vias
ingreſſi ſunt viri doctiſſimi: alii enim, Coteſio præeunte, ope figurarum
elicere ſtuduerunt, quemnam inter ſe nexum habeant errores in trian-
gulis occurrentes: alii calculo uti maluerunt. Et illorum quidem con-
ſilium eo inprimis ſe commendat, quod ita tota res oculo præſens ſi-
ſtitur, atque in caſibus ſimplicioribus mira ſæpe facilitate expeditur.
At, fi plures ſimul errores locum habeant; figura demonſtratio, uti
præclare monet Lambertus, (Beytrãge zur practiſchen Geometrie s. 335)
ſiunt intricatiores; quum contra in calculo caſus etiam magis compo-
ſiti parum difficultatis habeant. Aecedit, quod, eodem obſervante, in
tonſideratione figuræ ii ſemper caſus diſtingui debent, quibus trianguli
elementa commiſſo aliquo errore creſcunt, ab iis, quibus decreſcunt;
quem laborem calculus ſignorum ope ſacillime abſolvit.

s 3Quamvis autem inſignia ſint virorum, quos dixi, hac in re meri-
ta; ſupereſſe tamen adhue nonnulla videntur, in quibus vires meas
exercere poſſim Et triangula quidem plana quod attinet: id modo
determinatum eſſe video, quantum, mutato uno, aut duobus, aut tri-
bus omnibus datis, mutentur ſimul reliqua latera vel anguli. At datis

tribus
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tribus trianguli elementis ſuſficientibus, plura adhuc alia determinata
ſunt, quæ omnia, ſi data mutentur, pariter variari neceſſe eſtt Inpri-
mis in dimenſione agrorum, omnique adeo Geometria practica ſæpiſſi-
me poſtulatur, ut area trianguli, ex tribus ꝗuibuscunque ejus elemen-
tis, dummodo unum inter ea latus datum ſit, determinetur. Haud
inutile igitur fore putavi, ſi inveltigarem; quantam variatione n ſubeat
area triangularis, ſi data vel tantillum mutentur. Qua in re ita ver-
ſabor ut primum quidem eos caſus ſimpliciores perſequar, quibus

Hunum tantum trianguli elementum variatur; ac figurarum ope eruam,
quid talis variatio in varianda area triangulari efſicere poſſit: tum au-
tem ope calculi ſormulas generales quæram, e quibus ſpeciales pro
ſingulis diverſis caſibus ſponte fluunt. Deinde in triangulis ſphæricis
ii tantum caſus ſimpliciores, quibus unum modo datorum variationem
aliquam patitur, adhuc geometrice, vel calculo determinati ſuerunt;
ii autem, quibus pluia ſimul variantur, nondum generaliter inveſtigati
ſuntt. Hic itaque calculum adhibere, formulas generales aſſerre
conſtitui; è quibus deinde etiam pro iis caſibus, quibus unus aut duo
ſaltim errores occurrunt, formulæ ſpeciales facile deducentur.

Solent in hac disquiſitione errores ut infinite parvi aſumi; quod
nempe iĩi tantum hic conſiderantur, qui oculi, àut inſtrumentorum vi-
tio oriuntur, qui plerumque admodum exigui ſunt vid. Lambert. lib.
cit. 5. 334) Si itaque inpoſterum de erroribus minimis, aut variatio-
nibus minimis uniuscujuscunque, aut plurium trianguli elementorum
ſermo erit- id ita intelligendum erit: ſormulam, quæ ita invenitur,

Hà veritate eo propius abſuturàm; quo minor ſit error commiſſus.

s

y 4Theor. I. Permanente trianguli rectilinei ABC uno quovis latere
Fig.. AB, cum angulo ipſi adjacente B; erit CD variatio mini-

ma lateris reliqui adjacentis BC, ad hoc ipſum latus BC,
ut ACD variatio minima areæ triangularis, ad ABC ipſam aream

triangularem.Quum enim triangula ACD, ABC eandem habeant altitudi-
nem; erunt inter ſe, uti baſes, e. uti CD ad BC.

A 3 Notan-

v 5 9



s a
Notandum hic, fore hanc propoſitionem adhue veram, quamcun-

que variatio lateris BC magnitudinem habuerit 3 dum in demonſtra-
tione nihil occurrit, quod ſupponeret, eſſe variationem minimam: at
ita poſui ad ſervandam uniſormitatem cum ſequentibus propoſitionibus,
quæ tantum de variationibus minimis valent.

 S5.-
Theor. 1I. Iisdem manentibus, erit ACD variatio minima areæ

triangularis ad dimidium rectangulum contentum ſub la-
tere AC angulo permanenti oppoſito, DE variatione minima ejus-
dem lateris, ut tangens anguli ACB lateri permanenti oppoſiti ad radium.
Eſt enim ſ CE: DE ob ACæ AD eo propius, quo minor eſt DE

LACD: ZAC. DE æ/4 tang ACB: ſin. tot. eo propius, quo minor eſt
l angulus CAD.

5. 6.
Theor. 1II. Iisdem manentibus erit FG menſura variation®s minimæ

anguli utriusque reliqui ad duplum radii ſui AF, ut va-
riatio minima areæ triangularis ad quadratum lateris AC angulo per-
manenti oppoſiti. Nam

FG: AF æ s o5 àc i
Et, quum ſit CE ACæ AACD, erit

FG: 2AF AACD: AC
SI-

Theor. IV. Manentibus uno quovis latere BC, angulo ipſi oppoſi-
Fig. 2. to BAC= BDC; erit Fũ variatio minima anguli utrius-

vis reliqui ABC ad duplum radii, ut variatio minima areæ
triangularis ad exceſſum, quo quadratum lateris AB, angulos inter
permanentem, variatum interjacentis, ſuperat quadratum reliqui late-
ris AC angulo variato oppoſiti. Sit enim BF æ Cſæ radio tabula-
ri, erit FG= ſg. Jam manifeſtum eſt, trianguli ABC incrementum
æquale eſſe ADOBAAOC. Eſt vero AD OB=3 BD. EO, quum,

ſi



ſi variatio aſſumatur minima, ſit BD æAB, EOAIæAB.FG:
ſin. tot.

eritADOB æ AB? FG. Eodem modo erit A AOCæ AC? ſę.

2. tot. 2. n.Hinc variatio minima trianguli æ FG. (AB AC?
2.ſin. tot

vel FG: 2. ſin, tot. var. minim. triang.: (AB? AC?
2AB. Al: AB? tanto propius, quo minor eſt DI,Aliter ita: AABD: AB 2æ AI :2AB

FG 2BFc ſfg: 2CfPariter AACD: AC  ꝗ FG: 2BF
Itaque variatio minima AABC: AB mAC æFG: 2BF

5B.
Theor. V. Iisdem manentibus, erit variatio minima trianguli ad

dimidium rectangulum contentum ſub DI variatione mini-
ma lateris utriusvis reliqui AB, quarta proportionali ad hoc ipſum
AB, ſummam atque diſferentiam duorum laterum AB AC angu-
lum permanentem comprehendentium; ut tangens ſupplementi anguli
ACB, lateri AB oppoſiti, ad radium.

 FG 2 ſin tot. ſ5. 7.)Nam variat. minim. triang.: AB  AC =3 AI: 2AB

ABAC AB?AC?). DIæ2. AB: DI
2. AB

(ABAC) DI JAI: DI
AB =l tang. ſuppl. ACB: ſin. tot.

Eſt vero AB: AB+ACæABNAC.: (AB AC2
AB

hinc variat. minim. triang. ã

5- 9:
Theor. VI. Si trianguli rectilinei permaneant duo latera AB, AC
Fig. AD; erit FG variatio minima anguli BAC inter duo

iſta latera permanentia contenti, ad tangentem ejusdem
anguli, ut variatio minima areæ triangularis ad ipſam aream trianguli.

Va-
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DO  CKVariat. minim. triang.: A ABC =XAF. DO AF, CK
Sed DO: DCæ/ AK: AC

DC: FGIAC: AF
DO: FGæ/ AK: AF

ainc AF. DOæFG, AK
ſFG. AK: AF. CK 7Gvariat. minim. triang: 4 ABC/ æ7: b5 ſeu anę BA O

ſin. tot.
FG: tang BAC, ſumta AF æ ſin, tot,

5 IO,
Theor. VlI, lisdem manentibus, erit variatio minima areæ trian-

gularis ad dimidium quadratum lateris tertii BC, in ra-
tione compoſita ex ratione inverſa radii ad H I variationgm mininam
inguli utrjusvis reliqui ABC, ex directa tangentis anguli reliqui
nCB adjacentis lateri BC ad tangentem anguli BAC inter latera
rermanentia intercepti.

rſin. tot.: ſec. BACNam DO; CD æ 4 ſin. BAC: tang BAC
AB: BC æ ſin. ACB; ſin. BAC
AB. DO; BC. CD æ ſin. ACB: tang BAC

CD: CE rſec. ACB: ſin. tot.BC. CD: BC. CE? 7 tang ACB: ſin. ACB
AB. DO: BC. CE æ tang ACB: tang BAC

BcCE i 5:  HI: BH
LEHI, tang ACB: BH tang BAC

5. II,
Iheor. VII. lisdem manentibus, erit variatio minima areæ trian-

gularis, ad dimidium rectangulum contentum ſub la-
tere

AB, DO: BTC
variat. minim. A: E BCA



r 9
tere tertio BC, ejusque variatione minima DE, ut cotangens an-
guli BAC inter latera permanentia intercepti ad radium.

Eſt enim DO: CD æ coſin BAC: ſin. tot.
CD: DE æ ſin. tot. ſin. ACB
DO: DEAB. DO: AB. DE? æ coſin. BAC: ſin. ACB

AB BCAB. DE: BC. DE?  ſin. ACB: ſin. BAC

AB. DO: BC. DE- r coſin BAC: ſin. ABCvariat. minim. A: 2 BC. DE?  Scotang BAC: ſin. tot.

ꝗ 1I3.
Theor. IX. Si in triangulo rectilineo permaneant duo anguli (adeo-
Fig. 4. que etiam tertius): erit variatio minima lateris cujuscun-

que ad dimidium ejusdem lateris, ut variatio minima areæ
ad ipſam aream.

Nempe  ADF: AABC æ AD?: ARB-
rf ADAB-BCDF: AABC  AD 4 AB) BDS: AB:
 La. AB. BD)
2 BD AB5. 13.

His propoſitionibus omnes caſus poſſibiles, dum duo ſemper da-
torum invariata maænent, comprehendi, facile patet. Permanebunt enim
vel latus quodcunque cum angulo ipſi contiguo, variabitur

I. latus alterum angulo permanenti adjacens Theor. I.
2. latus angulo permanenti oppoſitum II.
3. alteruter, ac proinde uterque reliquus angulus III.

vel latus quodcunque cum angulo ipſi oppoſito, variabitur

I. uterque reliquus angulus IV.2. alterutrum reliquum latus V.
B vel



x0 ãvel duo quæcunque ſatera, variabitur
1. angulus interceptus VI.
3. alteruter reliquus angulus VII.
3. latus tertium VIIl.

vel duo, adeoque tres omnes anguli, variabitur
latus quodcunque IX.

Cæterum probe hic attendendum eſt, num creſcente vel decreſcente
aliquo datorum area ſimul creſcat, an decreſcat. Id vero ex conſide-
ratione figuræ diſcendum Regulæ] enim hic allatæ tantum docent.
quantam variationem ſubeat area trianguli, dum unum datorum mini-
mam quandam variationem patitur; utrum iſta areæ variatione creſcat
triangulum, an decreſcat, non determinant.

Va

44eJam vero ad eos progredimur caſus, quibus plura data ſimul va-
riantur, in quibus propter eas, quas diximus, cauſſas, calculo utemur.
Area trianguli determinari poteſt vel datis duobus lateribus cum angu-
lo incluſo; vel duobus Iateribus cum angulo alterutri laterum oppoſi-
to; vel duobus angulis, Iatere interjacente; vel duobus angulis,
lIatere alterutri angulorum oppoſito; vel tribus lateribus. Habebimus
igitur quinque, pro his diverſis caſibus, diverſas formulas, ad quas
exprimendas denotet A aream trianguli; P, Q, R, Iatera; ꝑ, ꝗ, r angu-
los iſtis lateribus oppoſitos.

5. 15-
Datis igitur duobus Iateribus P,  cum angulo incluſo r, erit

A æP Q ſnrſ

IA IP 1Q Iſin.r1I2
aA dP 4àIQ/524 ſſtetu



u l II

ꝗ I6.Si data ſint duo latera P, G, cum angulo q alterutri oppoſito; erit

2A æ P.Q ſinr æP. Q. ſin &-9- Sin autem æſin ꝑ coſin q ſin ꝗ coſin At ſin ꝑ: ſin q m P: Q vel ſin p
j 3Ed ſin EliP. ſin 4 Coſin pH  V  Prout angulus ꝑ acutus, vel

Q

obtuſus, vel coſin p  +ꝗ V (Q? P? ſin ꝗ)
Hinc 2 A æP* ſin q. coſin q P ſin q (QDP? ſin

2dA æ a P ſin q coſin q dP 4 P coſin q d qP ſin ꝗ- dq
V QP ſin I-) ſin q. dP V QP ſin Dcoſin q d qꝗ
4 P Qſin q dQ P* ſin  d P—P: ſin q° coſin q d ꝗ.

+V (QDP ſin
æ ſin q NadA= dP2P ſinq coſin ꝗ+fin ꝗVQ?P? ſin )4&(Q?Pſin ꝗ})
P: ſin ꝗ- co.ud ꝗP coſ. ?P ſin q-HV(Q?P2 ſin ſ)P coſin &QPſin

Eaad

P Q ſin q

 QV~ nn ꝗ')
5- II.Formula hæc ſatis complicata concinnior redditur, ſi præter ele-

menta trianguli, quæ immediate data ſupponuntur, alia ab ipſis pen-
dentia in eam introducantur.

Nempe cum ſit P ſin q Q ſin p; Vũ&—pVq?ſm q

d Q.

 Q coſin ꝑ (5. r6): ſit:
Pà ſin ꝗ

2 P ſin q eoſin q ſin q V(Q P? ſin ')+V(Q?P In
P ſin

2V ſin q coſin ꝗ+ Q ſin q coſin Q. col.

Q/;  P Qcoſin p coſin q+ Q coſin p>2P ſin q)

B 2
t



ũ m PQ coſin  coſin ꝗ4-Q q ſin ?P Qſin p ſinq)

25 p QC +2 P Q coſin ꝑ coſin qI 2Pq ſin ꝑ ſin q)

RaP2528 2PQcoſin 5) ætang P P
Hinc membrum primum formulæ generalis ꝗ. 16. ita exprimi poteſt:

a p. 25 ®RP)
 1B.Pariter

P coſin ?P*ſin q+ P coſin ꝗVQ?pP: ſin ꝗ) pu: v

P ſin na P coſin q ũ coſin qcm3; pm ſin ꝗ coſin ꝑ coſin q

Pcoſina pq rſr PQL ſ )APQr ſ q qcoſinp co m ꝑ co in qInp mq o m ꝑ co n

El Po& 1) coſinrh)
PQ ſin p ſin q

PO4ſũ? ſn q t(2ſinq caſin3 coſin p ſin coſin r
Q

RE=ſinræ tang p in ꝑ coſin ꝗ coſin ꝑ ſin ꝗ) coſin r

ſin r
nRo. tang ꝑ

tang r
tanghHinc membrum ſecundum formulæ generalis ꝗ 16. erit /dqR?

5 19.
Denique P. Q ſin q Pſino Qſinp+V(QP ſin ;)coſinp coſin æ Q tang ꝑ-

Vel membrum tertium 16. æ d Q. q tang ꝓ
Inde



li I3
Inde ex S. 17. 18. 19. jam hanc formulam habemus:

20Aar æ5P ’RP)q, è tang?q0. Q tag æ
tang r

ſeu 7RP2 R2 d O20Aæ P dP-QdQ?m"57/ tang p
5. 20.Si dati ſint duo anguli r ꝑcum latere interjacente Q, erit A æ PQſinr

Qẽ ſim p. ſin r
d P æ Hinc Aæ Tiin

IA æ 21041ſin plſinrl2Iſin &+D)
4n 2d0 dp. coſinp dr. coſinr2daſp4r) eoſin

ſ: ſin p ſin r m ;+rdaA 2dQ dp ſinr dr ſin pvel Vinp. ſin Or1 ſinr. lnõ+1
 2aI.

Quum nte ſin n ſin (9 Q
eric 200 dpP R drP PQſin r4 -4

Q
AB +Qq ſinp Q. ſin r Vel, muitiplicando per,

RA PdAZpPſinr dQ  d p 4dr
9 a21.Si dati ſint duo anguli r, ꝗ cum latere alterutri angulorum

oppoſito, Q.
it A æPſnr s.3p5 àſ~+- Hinaæ ſnr ſnſq

2 2 ln ꝗ
IAZ 21Q 4 Iſnr lſin 9I2-Iſinq
dAxQm; aſ ans,,iiD ꝗ

B 3 dA



à 20 ar ſin +q) coſin r+ coſin q) ſinr)
Tmr. ſin C+9

+dq
ſſin ꝗ coſin C+ q) coſinq ſin +9)

ſm q. ſin (t9
an ædQ ſin Qr +9 d q ſin r+drQ Mn r. ſincq) ſin q. ſin C+q

s 23
coſinr eoſin (r7ſecoſinreoſin ꝑSin r9 ſeu s 22) ſ” õ9ſnr ĩũPſũ| r.ſin C-9)

P coſin r R coſin ꝑ
R ſin p

quia P ſin r æ Rſin p
Sed 2PQcoſin r/æP7rQRJ2QiqſQ? +R*P? æ20720R coſ»
proinde P eoſin r 2 QR eoſin

;in ar o Q2 R coſim
R ſin ꝑ

ſin Cr Qa2Rcoſin p). àq. ſinr RHinc dr ”7. ſin *Q) R ſin  ?ſnqũo qdaqſmmp
Hinc formula 22. jam in hanc transformatur;

dA -an (Q2 Rcoſin p) R multiplicando perAæG dr Rr ſing dqꝗũ©ḿ” OR ſin j =2A
2d A=2Rſin p d Q+dr (Q2 QR coſin d qRA

At Q 2 QR coſin p æ P?R2
Hinc 2dA=æ2R ſinp d Qdr  R?) d ꝗR?

ò 24.Si data ſint tria latera Gig. 3 ACæP, BCæQ, ABæR:
erit ex Element. lI, 12 I3.

+2AB. AK=æ AB +AC2 DBC:?
AB +AC2 BC-

CK



24ut 15(AB +ACBC?)-CK? æ ACAK?  AC 4A B-
 4AB? AC:CQAB? +AC:BC?

cſ 4 AB-Area trianguli æ A =CK AB Ar  CKæ. AB-
4

=4AB? AC: (AB ACBC»)-
16

16 A æ 4R0 Po ’?R? 4PQ)-
dA æm Q P2) PaPœ24”rRq) QPQ? R2)RãIR

8A

 25.Quum ſit R  Q Pã æ2 R coſin ꝑ
P 4 R Q =2PR coſin
P: 4 Q;'' R? æ2PQcoſinr erit

aAdAæ2 P QR coſin p aQ PQR coſin +4 PQR COſinI.
A æ QR ſin PR ſin PQ ſin r

R2d A æ dP. P cotang dQ. Qcotang q-+d R. cotang.

ꝗ 26.Ex his ſformulis omnes caſus facile ſolvuntur; dum nempe, ſi non
omnia tria data mutentur, eorum, quæ manent, differentialia  o

ponuntur. Sic, ſi unum tantum datorum varietur; reliqua duo inva-
maneant; horum differentialibus  o poſitis conſequentur regulæ

ſuperioribus theorematibus demonſtratææe. Pariter inde deducentur re-
gulæ pro ĩs caſibus, ubi duo quævis datorum variantur, unum ma-

invariatum; quas hic æpponere, ſuperſluum videturr. Cæterum
eædem formulæ adhuc oſtendunt? quantam vaiiationem ſubeat unum

quodvis trianguli elementum, dum area trianguli, duo e;us alia
quæcunque elementa minimas aliquas mutationes putiuntur; docent

bP qb d retiam: quem iuter fe nexum ha ere e eant errores atorum,  re-
quiratur ut area trianguli non mutetur; Vice veiſa.

õ: 27.



s 27.
Ad triangula ſphærica nunc pergo. Sunt apud Coteſium (de æſti-

matione errorum in mixta Matheſi per variationes partium trianguli
plani ſphærici) decem orto theoremata geometrice demonſtrata,
uuæ omnes eos caſus complectuntur, quibus unum tantum trianguli
ſphærici elementum variatur. Analogias Coteſianas ſymbolice expreſ-
Tas, adjunctis pluribus aliis, absque demonſtrationibus (quarum curio-
ſos ad Coteſium remittit) in Mem, de I Acad. des ſciences de Paris,
poſtea, in Lecons  Aſtronomie exhibuit de la Caille; multisque exem-
plis illuſtravitt. Eædem, Coteſiuna methodo demonſtratæ, pariter
Iymbolice expreſſæ inveniuntur upud de ſa Lande, (Aſtronomie T. lII.
L. XXIIl. 3746 ſqq.) Brachenhofſerum, (Sphæricorum formulare Part. lI.
Sect. IV.) Scherferum (Inſtitutiones Geometriæ ſphæricæ cap. I. art. IX).
Kaæſinerus denique, (aſtronomiſche Abhandlungen. Erſte Sammlung Iſte
Abnandl. 2tes Cap: S. 95 ſqq.) Xligelius, (analytiſche Trigonometrie
8tes Cap. S. æ21 ſqq.) præeunte in ſolvendo quodam problemate parti-
culari huc pertinente Eulero in Comment. Petropol. Tom. VIII. eosdem
caſus ſpeciales calculo ſubjeceruntt. Generales formulas nemo, quod
ſciam, expoſuit; quæ tamen ipſæe, cum plura data errori obnoxia
ſint, applicationem nanciſcuntur; bręviter inde deducendis regulis
caſuum ſpecialium inſerviunt. Lamberti igitur ſecutus exemplum, quo
in tractandis triangulorum plãnorum variatiõnibus præivit (Anmerkun-
gen und Zuſæze zur practiſchen Geometrie 336 ſqq.); rationes, quas
invicem habent variationes quorumcunque quatuor elementorum trian-
guli ſphærici, inveſtigabo. Comprehendere eas licebit quatuor formu-
lis generalibus; cum quatuor quæcunque trianguli ſphærici elementa
ita a ſe invicem pendeant, ut ex tribus determinari poſſit quartum.
Erunt nempe hæc quatuor trianguli elementa a ſe invicem pendentia
aut tria latera cum uno angulo; aut tres anguli cum uno latere; aut
duo anguli, cum duobus lateribus, quorum unum alterutri horum an-
gulorum opponitur, alterum illis interjacet; aut duo anguli cum duo-
bus lateribus, quæ ipſis opponuntur. Formulas, quibus ipſorumniet
talium quatuor elementorum rationes aſignantur, ex Trigonometria
ſphærica cognitas ſupponam. Lirteræ P, Q, R iterum latera; p, ꝗ,
angulos ipſis oppoſitos ſignificabunt.

s 28.



a

Si propoſita ſint tria latera P, Q, R cum angulo quocunque q: erit
ſin P. ſin R eoſin q æ eoſin Q— coſin R. coſin P.
Hinc d P. coſin Pſin Reoſ. +d R ſin Pcoſin R coſin &d q ſin P ſin R ſinq

aq Q ſin Q+ d R ſin R coſin PdP ſin Pcoſin R
aq. ſinQ-dP(ſin P coſ. R—coſ. P ſinR eoſ. ꝗ)-dR (ſin R coſ. Pcoſ. R ſinPcoſ.q)

æ dq ſin P ſin R ſin q
coſin P coſin Qcoſin Pæcoſin RYd Q. ſin Qd P in P coſin R V/ES

nn?rdRſin R coſ. pcoſ R coſ. Qeoſ. Rè coſ. P Zdq ſin P ſin R ſin q.
ſinlR

dQ. ſin Qd ?ſeoſin R—coſin P coſin QadRſ coſ.Pcol. Rcoſ.Q

x S RrR
N

Im P ſind q ſin P ſin R ſn q.

ꝗ29.
Fiet hæc formula ſimplicior, introductis aliis trianguli elementis.

Nam coſin R—coſin P coſin Q ſin P ſin Q coſin r
coſin Pcoſin R coſin Q I ſin Q ſin R coſin p

Hinc d Q ſinQd P ſin Q coſin rd R ſin Qcoſin p =dq ſinP ſinR ſin q
d Qd P coſin r dR coſin p æq ſin P ſin R ſin q

ſin Q
e ſin R: ſin rSed ſin Q: ſin q7 ꝗ ſin P: ſinp

r RT iIn Inphinc dQ d P coſin rdR coſin dq ꝗ ſin P ſinr
ꝗ- 30.

Si propoſiti ſint tres anguli p, ꝗ, r cum latere quocunque Q: eſt
ſin ꝑ. ſin r. coſin Q =æ coſin q+ coſin r coſin ꝑ.
Hinc d p. coſin p ſin r coſin Qdr ſin pcoſinr coſ. Qd Q ſin ꝑ ſin rſinQ

dq ſin q4dr ſin r coſiu »d p coſin r ſin)



13
d q ſin q d p ſſin ꝑ coſin reoſin ꝑ ſin r coſin Q) +d r *ſin r coſinꝑ

ſin p coſin r coſin Q) æ dQ ſin ꝑ ſin r ſin Q.
da q ſin qdp ſſin p coſin r 4 coſin ꝑ coſin qcoſin coſin r

S fin p Jicoſin r coſ. q coſin rẽcoſ.
ſinm r J] =/dQũ ſin p ſinr ſinq

coſin r4coſin ꝑ coſim ſ) q r ſcoſin p- coſin r coſin ꝗ

ſin p x ſin r
+d rſſinr coſin p

ã q ſin q  dpſ

æd Q ſin ꝑ ſinr ſin Q.
s- 3I.

Quia coſin rcoſin ꝑ coſin q= ſin ꝑ ſin q coſnm R
coſin ꝑ coſin r coſin q ſin r ſin q coſin P

erit dq ſin qdp ſin ꝗ coſin R-+d r ſin ꝗ coſin P= dQ ſin ꝑ ſin r ſinꝗ

àqdp coL. R+ dr eoſ. Pæa. inꝑ ſnr in q0 5 ſnſ ſn
ſin q

5 32-
Si propoſiti ſint duo anguli ꝑ, ꝗ cum duobus Iateribus Q, R, quo-

rum unum alterutri horum angulorum obponitur, alterum illis inter-
jacet: eſt
ſin R cotang Q =coſin p coſin R+ ſin ꝑ cotang q
dR coſin R cotang Oad Q ſinRadp ſin coſinRũdReoſinpſinR

ſin Qſim pd p coſin p cotang qAd c
à p (ſin ꝑ coſin Rcoſin p cotang  d q m

=dQ d R (coſin p ſin R4 coſin R cotang
pin p coſ. Rcoſ. p ſinR cot. Qcoſ. p dq ne

ſin ꝑ



ſin R Ain Ræ cotang Qſin R ſin p cotang ꝗ coſ R cot.)
Q&

d Q1dR(————A/q2—2c6ſm R lll
dp ſn R—coſin p ſin R cotang Q dq u mp

l%

I

ſin p
dQ ſinR 4 rcotang Q—ſin R ſin p cotang 9

n Q: ill ©%—coſim R
ſin Ddp ſin Q (coſin R ſin Q coſin p ſin R ſin Q +dq ſin D

ſin p
d Q ſin RdR ſin Q cſin Qſin R ſin p cotang q ſin O.

coliln R
ſin P?ap ſin R ſinQ (cotang R ſin Qcoſin p coſin Q ſEt

np
=d Q ſin RmdR ſin Q com Q ſin R ſmm p cotans q ſn ꝗ.

colin R

S- 33-
Quia etiam cotang R ſin Q coſin p coſin Q+ ſin p cotang r

adeoque cotang R ſin Q coſin p coſin Q~ cotang r
ſim p

ſin Rfin Q ſin p cotang q ſinRſin Qſinp coſ 4 ſinPſin Rcoſ. ꝗ
lin q

proinde

co. QſinR ſin Q ſin p cot. qcoſ.ſin P ſin R coſ. IcoſP 5 28)
coſin R coſin R  u

ſimn P-erit d p ſin R ſin Q cotang r+d —d Q ſin RPãR ſin Qcoſ. P
ſimn ꝑ

ſin p iſol coin PFĩ ꝑ cotang r+dq ſmq ſim??m 4aR
n

ſinQ

C 2 s. 34



20 =3 5- 34
Si propoſiti ſint duo anguli q, r cum duobus lateribus ipſis op-

poſitis Q, R: eſt
ſin R ſin q æ ſim Q ſinr
Iſin R +1ſin q æ1I ſin Q 1I ſin r
a coſinR coſin ꝗ coſin Q coſinrR  ”+d9 ſm4 =dQ ſ;in q +dr in r

dR d q d Q darLltang R Tang u7tang QV ũng r

535:Liceat nunc uſum harum propoſitionum in triangulis planis ſphæ-
ricis paucis adhuc facilioribus exemplis illuſtraree Rectæ

Fig. 5. indeſinitæ AB alia indefinita A C ſub angulo recto exacte
inſiſtat. Abſciſſa in recta AB, à puncto A inde, baſl AD

(quod absque errore peragi poſſe ſupponemus); angulo ad alterum
ejus extremum D applicato, ope inſlrumenti, quod locum errori exiguo
relinquat: conſtruendum ſit triangulum rectangulum areæ datæ?. Quæ:
ritur magnitudo baſis AD, anguli ei ad D applicandi; qua fiat, ut
idem in angulo D conſtruendo admiſſus error exiguus in areãm trian-
guli variandam quam minime influatt. Quum latus AD, alter an-
gulus adjacens A exacte dari ponantur; erit ex Theoremate tertio 6.

DE? æ variat. minim. ang. D.
variatio minima are:, æ

2. ſin. tot.
Erit igitur cæteris paribus error in area trianguli eo minor, quo mi-

nus eſt latus DE. Inveniendum itaque erit inter omnia triangula re-
ctangula, quæ datam aream habent, id cujus hypotenuſa eſt minima.
Sit area trianguli a?; unus cathetus æ æ: erit alter m 2;

x æ
quadratum hypotenuſæ Væ x? 4: proinde aV æ hii] n

x: ax x7Ex quo æ o poſito fit x 404; x av2 Hinc alter cathe-
tus



li 9- ar5;,

2tus  2  2/ —Y] av2. Ergo triangulum æquicrurum,

x ava dvV 248 +3;angulus D ſemirectus ſit, oporter. &t cum 2
x*

reapſe minimum eſt, quod ita invenitur. Eiror itaque, in aream trian-
guli ex errore anguli D redundans, minimus erit; ſ AD ſumatur aV2,.

ad punctum D conſtruatur angulus ſemirectus. Hoc ipſo caſu oſten-
dit Coteſius, etiam lateris A C errorem ſore minimum: quo noſtrum
enunciatum conſirmatur.

Si vero ſuper data baſi AD ope duorum angulorum quorumcunque,
ejus extremis applicandorum, conſiruendum ſit triangulum areæ datæ:
erit ex 21. variatio ex erroribus horum angulorum in aream redun-

R? P44 dr.Vel, ſi eundem in utroque angu-
7 2

7/R-4 QuoO minor ita-lo errorem committi ponamus; dA æ dpL,V
que ſfuerit ſumma quadratorum laterum, angulis p r oppoſitorum;
eo minor erit error in area trianguli. Quæſtio igitur hue redit, ut de-
terminetur: quodnam inter omnia triangula, quæ habent aream datam aà,

baſin datam b, ita comparatum ſit, ut V ſumma quadratorum duo-
rum reliquorum laterum ſit minima. In hoc triangulo perſondiculum

200 Idem per-

dans dA æ dp

ex vertice anguli oppoſiti in baſin demiſſum erit m

pendiculum baſin ſecabit in duas partes: quarum ſi una ſit x; erit alte-
ra bx. Quadratum vero ejus lateris trianguli, quod adjacet ſeZmen-

to baſeos x, erit 2/ x a; quadratum alterius lateris, quod

4*adjacet ſegmento bx, erit æ b*2bx +x+, quorum qua-

avdratorum ſumma V æ 2 xà 8a 2bx+b Vnde4x2Db.
E dxEx quo o poſito fit x æ3b; proinde triangulum æquicrurum. Et

arv +4; reipſa V, ſumma quadratorum ciuium tiianguli, ac
d x?

pro-
cum



proinde variatio areæ illius minima fitt. Si errores angulorum ꝓ r
æquales quidem, ſed oppoſiti ponantur; ita nimirum, ut lit dpæ/—dr;
foret dA dp rRa Hic igitur inquirendum eſſet; quodnam

2

inter omnia triangula, quæ habent aream datam a*, baſin b, ita
comparatum ſit, ut differentia quadracorum duorum reliquorum late-
rum ſit minima. Manentibus omnibus, ut antea, eſſet hæc differeutia
quadratorum b?a2b x: unde patet, tum hanc expreſſionem mini-
mam eſſe, aut potius plane evaneſcere, ubi ſit 2bx æbè; ſeu xæb.
Foret igitur etiam hoc caſu triangulum æquicrurum aptiſſimum ad ef-
ficiendum, ut area trianguli ab erroribus angulorum ꝑ r minimam
patiatur variationem.

Si baſis AD data non eſſet; veruntamen, quæcunque ejus deſide-
retur magnitudo, exaſte eſfici poſſet; tum ita eſſet ratiocinandum. Sit
AD æ x. Erit ſecundum ea, quæ modo vidimus, triangulum æqui-
crurum ſuper illa conſtruendum; ut ex erroribus angulorum p r æ-
qualibus minimus, qui fieri poteſt, error in aream trianguli irrepat.
Et, quum hic error, ſub conditione priori loco poſita, ſit pro qualibet
aſſumta baſi, uti ſumma quadratorum crurum, ſeu uti duplum quadra-
tum alterutrius cruris trianguli: jam quæritur, quodnam inter omnia
triangula æquicrura, quæ datam aream æ aè habent, ſit id, cujus
crura, adeoque etiam eorum quadrata ſint minima. Quum baſis ſit x,

triangulum æquicrurum: perpendieulum ex angulo ad verticem in

baſin demiſſum erit æ 2a baſin ſecabit in duas partes æquales,
X

quorum igitur unaquæque erit x. Hine quadratum uniuscujusque
cruris æ V=Z2x? +42 pProindeV Ix28a* Ex quo o

x d x x3poſito fit x*  16aF, xæ 2ã; perpendieularis in baſin demiſſa æ 22 a;
3

44quadratum uniuscujusque cruris æ. 42 2223; unumquod-
42°que crurum =a v2. Tutiſſimum Igitur erit, ſumere baſin 2a,

ſuper ea conſtruere triangulum æquicrurum rectangulum. Minimum
enim



enim eſſe, quod ĩtæ obtinetur, ex eo pater: quod =2
tunc fit æ5 +3 +32. d x

ꝗ 36.In praxi Aſtronomica ſæpe altitudo poli determinari debet ex al-
titudine ſideris cujusdam, cujus declinatio nota eſt, quod

Fig. 6. dato tempore obſervatur. Si P polum, V verticem obſer-
vatoris, S ſidus denotet: erunt PV, VS, PS complemen-

ta altitudinis poli, altitudinis ſideris, declinationis ſideris. Quæri-
tur, quæ potiffimum ſidera eligere debeat Aſtronomus; ut, ſi quis error
in obleruationem altitudinis ſideris irrepat, minimus tamen exinde in
determinanda altitudine poli error oriatur. Erit igitur, ſi aſſumatur,
tempus verum, declinationem ſideris accuratiſſime nota eſſe, ex (4.29.)
poſitis VPS æq, VS æq, PS æRK, PVæVP, quum invariata ma-
neant ꝗ& R,. dP æ dQ jã eſt, error in determinanda altitudine

colimr
poli, eo minor committetur, quo major eſt coſinus anguli r; vel, quo
minorem angulum acutum, aut quo majorem obtuſum facit VS cumPV:
minmus ergo erit, ſcilicet d P ædq, ſi ſidus ſit in meridiano con-
ſtitutum. -_0

Si altitudo ſideris ſuerit exacte deſinita, tempus vero obſervatio-
nis errori obnoxium: erit d P=—dq ſin P tang r: id eſt, ſi diſtantia
temporis a meridie major juſto aſſumta ſit, invenietur altitudo æqua-
toris juſto minor. vel altitudo poli juſto major; vice verſla. Vtro-

que caſu error ſub data poli elevatione eo major erit, quo magis datus
verticalis diſtet à meridiano; maximus igitur, ſi fecerit verticalis an-
gulos rectos cum meridiano: præterea eo major erit, quo major ſit ſi-
nus P, ſeu coſinus altitudinis poli? abſolute igitur maximus erit ſub
æquatore degentibus, ubi verticulis fecerit angulos rectos cum meri-
diano. Et ſimili modo in reliquis caſibus; etiàm, ubi plura data ſi-
mul variantur, ratiocinandum erit.

 i
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THE S ES.
I.

umſli in Trigonometria ſphærica caſus, ubi datis non tribus tantum,a,

Aæ ſed quatuor adeo trianguli elementis reliqua duo exinde colligera
tamen haud licet; nempe, ſi duo anguli, adeoque etiam duo latera
ipſis oppoſita ſint rectangula. Neque tamen id prohibet, quo minus dici
poſſt, Trigonometriam docere ex datis tribus elementis invenire reliqua.

II.
Quæ ad notandas etiam abſente obſervatore variationes meteoro-

logicas excogitata ſunt inſtrumenta, parum adhuc perfectionis habent
neque omnino poſſunt ejus generis inſtrumenta ſatis exacta fieri

III.
Ea, quam Ingenhouſius invenit, antlia pnevmatica, qua aẽr a car-

bonibus abſorbetur, non poteſt inſervire omnibus ĩis experimentis ſa-
ciundis, quæ ope vulgaris antliæ inſtitul ſolent.

IV.Inter omnes, quæ adhucdum propoſitæ ſunt, theorias, optime ple-
raque Electricitatis phænomena explicare videtur Franchliniana.

V,
Aptiora eſſe videntur ad avertendum fulmen ea inſtrumenta, quæ

acutam cuſpidem, quam quæ globulum rotundum nubibus opponunt.

VI.Vicinis ædificiis ejusmodi inſtrumenta, ſiquidem bene fabricata
ſint, nocere poſſunt nunquam: prodeſſe ſæpius.

La a  a  I VTL6Vſ vV'N€6VWurvvrvvuqers
PEREXIMIO ATQOVE PREZSTANTISSIMO

DOMINO CANDIDATO, DISSERTATIONIS HVIVS AVCTORI
P R æ S E S.

Ruſigne, quod edis, Tuorum in diſciplinis mathematicis proſettuum, operæ,
quam illis novaſti, indeſeſſæ pariter ac felicis, documentum ex animo Tibi gra-
tulor: ut gorro etiam Tuis ſtudiis cœptisque Deus benigniſſime aunuat, enixt
precor.
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