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Mathcﬁs quum jure fuo pre cateris difciplinis eam laudem habeat,

quod exadtifima certitudine, fummoque rigore praecepta fua de=
monftret: tamen, utprimum ad ipfa corpora, eaque, quze in illis ob~
fervantur, dimetienda applicatur; idem illi accidit, quod reliquis hu-
manis artibus fere omnibus, ut nempe ad veritatem magis minusve
prope accedat, raro eam ipfam aflequatur. Neque id mirum: dum
enim theoretice circa magnitudinem rerum verfatur, data omnia ut
exa@iffime vera affumit, atque exinde certis argumentis ad ea, quee
incognita adhuc erant, concludit, quorum ita veram indubiamque ma=
gnitudinem neceffario deprehendit, Sic exempli gratia rigidiflime de-
monftratur; fi in duobus triangulis tria latera fint exatte zequalia, fore
& tres angulos, atque ipfa etiam triangula exatte aequalia. At alia
longe res eft, cumprimum idem practice confiderandum venit. Tum
enim pattim ob fenfuum imbecillitatem, partim ob inftramentorum ,
optimorum etiam, imperfectiones, neceffario fit, ut data jam non fum-
mum rigorem habeant; atque ita ea etiam, quae inde concluduntur,
eundern jam nunquam, aut rare certe obtinere poflint.

Sic melioris certe notae debent effe inftrumenta, quorum ope mil=
lefimam adhuc digiti partem diftinguere poflimus: - adeoque in prioti
exemplo id tantum {cire poterimus, latera duorum triangulorum a fe
invicem ne millefima quidem digiti parte difcrepare; plane non difcre-
pare ope dimenfionis nunquam certi erimus; & proinde faltim con-
cludere poterimus, angulos etiam, & tota triangula haud pofle mul-
tum a fe invicem differre.

W= 2

At habet tamen etiam hae in re Mathefis proprias fuas virtutes.
Quum enim propter eas, quas diximus difficultates, errores plane evi-
tare non liceat: faltim determinat, qua ratione alii ab aliis pendeant;
quem exadtitudinis gradum habere debeant inftrumenta, {i errores ex
eorum impetfectionibus enati certum aliquem limitem non tranfcendere
debeant; quem fitum eligere debeamus, ut {it ad evitandos errores
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gtiam maxime commodus ; quos contra cafus evitare debeamus, quod
facillime ex iis etrores fatis notabiles oriri potfe praevideamus. Et
quum pleraque, quee dimetimus, ope trianguloruin planorum aue {phoe-
ricorum determinate foleamus; etiam errores; qui in triangulis obtie
nent, eorumque iuter fe nexus pracipue a nobis confiderarl merentur,
Nempe quuin in triangulis planis & fphaericis ex tribus quibuscunque
elementis, inter quee in planis triangulis unum femper latus datum
effe debet, tria treliqua trianguli elementa ;s aliague pluta, que inde
pendent, invenire poflimus ; manifeftum eft, fi vel minimus error in
pnum; aut duo, ant omnia tria data irrepferit; neceffario etiam ea
omnia, qua queerantur, fimul variatum iri; nifi forte errores ifti ita
compatati fint, ut fe mutuo tollant. Quantam veto talis daterum va-
viatio vim habeat ad reliqua omnia fimul varianda, id deinde accu-
fatius debet determinari.  Atque hanc etforum theoriam adornarunt
magiftri in rebus mathematicis peritifimi, Cotefius. Wolfius, Marino-
nius , Bouguerus Kefinerus, Lambertus, aliique. Duas hac in re vias
ingreffi funt viri dotiffimi: alii enim, Cotefio preeeunte, ope figurarum
elicere ftuduerunt, quemnam inter fe nexurn habeant errores in trian-
gulis occutrentes : alii calculo uti maluerant. Et illorum quidem con=
filium eo inprimis fe commeridat, quod ita totd res oculo praefens fi-
ftitur, atque in cafibus fimplicioribus mira foepe facilitate expeditur.
At, fi plures fimul errores locum habeant; figura & demonftratio, uti
praeclare monet Lambertus, (Beytrige zur praifchen Geometrie §.335)
fiunt intricatiotes ; quum contra in calculo cafus etiain mMagis compo=
fiti parum difficultatis habeant. Accedit, quod, eodem obfervante, in
¢confideratione figurze ii femper cafus diftingui debent, quibus trianguli
elementa commifio aliquo errore ctefcunt, ab iis, quibus decrefcunt;
quem laborem calculus fignorum - — ope facillime abfelvit.

S 3
Quamvis autem infignia {int virorum, quos dixi, hac in re meti-
ta; fupereffe tamen adhuc nonnulla videntur, in quibus vires meas
exercere pofim.  Et triangula quidem plana quod attinet: id modo
determinatum efle video, quantum, mutato uno, aut duobus, aut tri-
bus omuibus datis, mutentut fimul teliqua latera vel anguli, At datis
tribus
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¢ribus trianguli elementis fufficientibus , plura adhuc alia determinata
funt, que omnia, fi data mutentur, patiter variati neceffe eft. Inpri-

is in dimenfione agrorum , omnique adeo Geometria practica feepiffi=
me poftulatur, ut area triahguli, ex tribus quibuscunque ejus elemen=
tis, dummodo unum intet ea latus datum fit; determinetur.  Haud
inutile igitur fore putavi, fi inveftigarem ; quantam yariationem fubeat
area triangularis, fi data vel tantillum mutentur. Qua in re ita ver-
fabor , ut primum quidefm eos calus fimpliciores perfequar, quibus
unum tantum trianguli elementum yariatur; ac figirarum ope eruam,
quid talis variatio in varianda area triangalari efficere poffit: tum au-
tem ope calculi formulas generales quaeram s € quibus fpeciales pro
fingulis diverfis cafibus fponte fluunt; Deinde in triangulis {pheericis
ii tantum cafus fimpliciores, quibus unum modo datorum yariationem
aliquam patitur , adhuc geometrice, vel calculo determinati fuerunt ;
ii autem, quibus plura fimul variantur, nondum generaliter inveftigati
funt. Hic itaque calcilum adhibere & formulas generales afferre
conftitui; & quibus deinde etiafn pro iis cafibus, quibus unus aut due
faltim errores occutrunt, forfule fpeciales facile deducentur.

Solent in hac disquifitione errores it infinite patvi affami; quod
nempe il tantum hic confiderantur, qui oculi, aut inftrumentorum vi-
tio oriuntur, qui plerumque admodum exigui funt. (vid. Lambert. lib.
cit. §- 334) Si itaque inpofterum de erforibus minimis, aut variatios
aibus minimis uniuscujuscungue, aut plurium trianguli elementorum
fermo erit; id ita intelligendum efit: formulam, que ita invenitur,
3 veritate eo propius abfuturam; quo minor fit error commiffus.

$- 4
Theor. I Dermanente trianguli reftilinei ABC udo quovis latere
Fig.1. AB, cum angulo ipfi adjacente B; erit CD variatio mini=
ma lateris reliqui adjacentis BC, ad hoc ipfum latus BC,
ut ACD vatiatio minima arez triangularis; ad ABC ipfam aream
triangularem.

Quum enim triaungala ACD, & ABC eandem habeant altitudi-

nem; erunt inter fe, uti bales, i, e. uti CD ad BC.
A 3 Notan-
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Notandum hic, fore hanc propofitionem adhuc veram , quamcun-
que variatio lateris BC magnitudinem habuerit ; dum in demonftra-
tione nihil occurrit, quod f{upponeret, effe variationem minimam: at
ita pofui ad fervandam uniformitatem cum fequentibus propofitionibus,
que tantum de variationibus minimis valent.

§ s
Theor. 11. lisdem manentibus, erit ACD variatio minima ared
triangularis ad dimidium reGangulum contentum fub la-
tere AC angulo permanenti oppofito, & DE variatione minima ejus-
dem lateris, ut tangens anguli ACB lateri permanenti oppofiti ad radium.

Eft enim { CE:DE ob AC= AD eo propius,quo minot eft DE
AACD:ZAC.DE=4 tang ACB: fin, tot.eo propius, quo minor eft
8 angulus CAD.
§. 6.

Theor. 111, lisdem manentibus erit FG menfura variationis minimae
anguli utrinsque reliqui ad duplum radii fui AF, ut va-
riatio minima arez triangularis ad quadratum lateris AC angulo per=
manenti oppofiti. Nam -
; = CE pAC
G CGRE.AC;: ACE
Et, quum fit CE.AC—= A ACD, erit

FG:2AF — AACD:AC? '

S 0
Theor. 1V, Manentibus uno quovis latere BC, & angulo ipfi oppofi-
Fig. 2. to BAC'=BDC; erit FG variatio minima anguli utrius-

vis reliqui ABC ad duplum radii, ut variatio minima areze
triangularis ad exceffum, quo quadratum lateris AB, angulos inter
permanentem, & vatiatum interjacentis, fuperat quadratum reliqui late-
ris A C angulo variato oppofiti. Sit enim BF = Cf= radio tabula-
1i, erit FG="fg. Jam manifeftum eft, trianguli ABC incrementum
®quale effe ADOB—AAOC. Eft vero ADOB=3BD.EQ, &, quun};
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fi variatio affumatuy minima, fit BD =AB, EO=AI=AB.FG:

Tin, tots
etit ADOB = AB*.FG. Eodem modo erit & AOC= AC"®.fg.
2. lin. tot. 2, fin. tot,
Hinc variatio minima trianguli = FG . (AB* —AC?)

2.fin.tot*
vel FG : 2.fin, tot. = var. minim. triang.: (AB* — AC?)
rLAB.AI: AB*tanto propius,quo minor eft DI,
Aliter ita: AABD: AB? —-( Al 2AB
L' FG =2BF
Pariter AACD : AC* = “*’h{ o

Ttaque variatio minima AABC: AB* — AC?* =FG: 2BF
O &

Theor. V. lisdem manentibus, erit variatio minima trianguli ad

dimidium reétangulum contentum fub DI variatione mini-
ma lateris utriusvis reliqui AB, & quarta proportionali ad hoc ipfum
AB, & fummam atque differentiam duorum laterum AB & AC angu-
lum permanentem comprehendentium; ut tangens fupplementi anguli
ACB, lateri AB oppofiti, ad radium.

C

FG: 2. fin. tot, (§.7.)

Nam variat. minim, triang. : AB* — AC? = AT (G BB
& AB?— AC> : ‘AB“;{‘B“ DI—:AB DI

1(AB AB*—AC*)DI [AI:
AB -'< tang. fuppl ACB: fin.tot,

Eft vero AB: AB+AC=AB—AC: (ABAEAO)

hinc variat. minim. triang. :

Theor. V1. Si trianguli re@ilinei Igaermaneant duo latera AB, & AC
Fig. 3. =AD; erit FG variatio minima anguli BAC inter duo

ifta latera permanentia contenti, ad tangentem ejusdem
anguli, Ut variatio minima arez triangularis ad ipfam aream trianguli.
Va-
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Variat. minim. triang.: A ABC = (.uA,F]?g & A%If-- e
Sed DO:DEC=—=AK :AC

DC:FG=AC: AF

PO PG = AK:AF
9inc AF. DO =FG. AK

: ’Eg.AK;Ag. ‘EK =
s s % . LG tang B A
X variat. minim, triang. : &4 ABC=X e fen ——

«EG :tangBAC, fumta AF = fin, tot,
§. 10.

Theor. V11, lisdem manentibus, erit variatio minima ared triane
gularis ad dimidium quadratum lateris tertii BC, in ra-
tione compofita ex ratione inverfa radii ad HI variationgm minimam
anguli utriusvis reliqui ABC, & ex direfta tangentis anguli religui
ACB adjacentis lateri BC ad tangentem anguli BAC inter latera
yermanentia intercept%‘. . -
: el tot: - lece B
Nam DO : €D = { ' BAC: tang BAC
AB:BC = fin. ACB ; {in. BAC

AB.DO;BC.CD=fin. ACB; tang BAC
ChHGE S 0= <"f'ec, ACB: fin. tot.

BC.CD:BC.CES = \tang ACB:fin. ACB

AB.DO:BC.CE =tang ACB:tang BAC

CGE=—: B :
BC,.CE : Bce):HI.BH

~

~

—37
AB,DO:BC | _ [, tang ACB : BH tang BAC
vatiat, minim.A:%BCﬁ,> HI, tang ang
O 1

Theor V111, lisdem manentibus, erit variatio minima aree trian-
gularis, ad dimidium retangulum contentum fub Ia-
' tere

Vi

t
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tere tertio BC, ejusque variatione minima DE, ut cotangens an-
guli BAC inter latera permanentia intercepti ad radium.
Eft enim DO : CD = cofin BAC : fin. tot.
CD : DE = fin. tot. : in. ACB

DO :DE . _
AB.DO : AB.DE! —

AB :BC L '
AB.DE : BC.DE? =: fin. ACB : fin. BAC

AB.DO : BC.DE‘> el cofin BAC : fin. ABC

cofin. BAC : fin. ACB

variat. minim. A : £ BC. DEJ vcotang BAC: fin. tot.
: § 1z
Theor. I1X. Si in triangulo reftilineo permaneant duo anguli (adeo-
Fig. 4. que etiam tertius); erit variatio minima lateris cujuscun-

que ad dimidium ejusdem lateris, ut variatio minima arex
ad ipfam aream.
Nempe A ADF : AABC = AD?: AB?
rrAD2 —AB? 3

|{AD + AB) BDY: AB?
BCDF : AABC= < {5+ AR B
SRt AR

=]

13.
His propofitionibus omnes cafus poflibiles, dum duo femper. da-
torum invariata manent, comprehendi, facile patet. Permanebunt enim
vel latus quodcunque cum angulo ipfi contiguo, & variabitur
1. latus alterum angulo permanenti adjacens Theor. 1.

2. latus angulo permanenti oppofitum 1L

3. alteruter, ac proinde uterque reliquus angulus II.
vel latus quodcupque cum angulo ipfi oppofito, & variabitur

1. uterque reliquus angulus IV.

2. alterutrum reliquum latus AV
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el duo quacunque latera, & variabitur
; VI.

3. angulus interceptus

2. alteruter reliquus angulus VIIL.

3. latus tertium VIiL
el duo, adeoque tres ommes anguli, & variabitur

latus quodcunque
Caeterum probe hic attendendum e
aliquo datorum area fimul crefcat, an decrefcat. Id vero ex confide-
ratione figurae difcendum. Regulee enim hic allate tantam docent,
quantam variationem fubeat area trianguli, dum unum datorum mini-
mam quandam yariationem patitur; utrum ifta arex variatione crefcat

triangulum , an decrefcat, non, determinant.
' S 14 .
Jam vero ad eos progredimur cafus, quibus plura data fimul va-

riantur, in quibus propter eas, quas diximus, cauffas, calculo utemur.

Avea trianguli determinari poteft vel datis duobus lateribus cum angu=
lo inclufo; vel duobus lateribus cum angulo alterutri laterum oppofi-
to; vel duobus angulis, & latere interjacente; vel duobus angulis, &
latere alterutri angulorunt oppofito; vel tribus lateribus, Habebimus
igitur quinque, pro his diverfis cafibus, diverfas formulas, ad quas
exprimendas denotet A aream trianguli; P, Q, R, latera; p, q.r angu-

los iftis lateribus oppofitos.

iX.

§. 15
Datis igitur duobus lateribus P, Q cum angulo inclufo r, erit
A =DP.Q. . linr

1A = 1P +1Q+1finr—12
anr 4P . dQ cofin
g g " {’f;ﬁ- o
dr
ltangr

ft, num crefcente vel decrefcente




§. 16.
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Si data fint duo latera P,Q, cum angulo q alterutri oppofito; erit
2A=P.Q finr =P.Q.fin (p+q)-

fin p cofin q 4

fin g cofin p.

Sin (p 4+ q) autem: =

At finp:fin ¢ = P:Q vel fin p=

P fingehiin p=+ \/(I—Pig? qz) prout angulus p acutus, vel
2 obtufus, vel cofin p = +é v (Q* — P2 fin q*)

Hinc 2 A = P* {in q.—'coﬁn q-+ P fin q+/ (Q* — P* fin q*)

2dA = aPfin q cofin ¢ dP+ P?cofin ¢g* dq

—P2{ing* dg

P & #=V(0*~Pfing’)fingq dP+v(@Q*—Ffing Pcofingd g

4 P.Qfing d Q—P? fin q* dP— P*fin q* cofin g d"qi

+ Vv (Q*—P?fin ¢%)

dA= dP( 2P fin q cofin g+ 3_P2fin g —f—QP—il—)
. Zd0= <2 in q cofin g4-fin qv/(Q*—P*linq )-—L—\/(Qz—l”ﬁnqﬂ
- dq(P* cof.q*—P*fing?4+v(Q:—P*fing?)Peofing—_F fin 4° cotq
- & q( S - i\/(Q T +v(Q*—P?linq 2)
: P Q fin ,

dQ d

z Fec ~:\/(Q“-—Plxm q?)
= §. 17.

Formula hec fatis complicata concinnior redditur, fi praeter ele-
menta trianguli, quae immediate data fupponuntur, alia ab ipfis pen-
dentia in eam introducantur.

Nempe cum fit P fin ¢ = Q fin p; & +vVQ*—P?fin q
= Q cofin p (§. 16): fit:
P2 {in q°*

2 Pfin q cofin q+ fin g v (Q*>—P* fin ¢*)— J7/(Q*—P> fin q?)

: P2 fin (F

= 2 P fin q cofin g+ Qfin q cofin p— e

finq % colin D3 2 (i

% = 3. cofin p (2P Q cofin_p cofin q + Q* colin p*— P2 (in q2) .
=

B 2




= fin p (2P Q cofin p cofin ¢4+ Q* —Q? fin p>*— P Qfin p fin q)

~ P'cofin p
tanz tang p (Q*+4-2P Q cofin p cofin q— 2 PQ fin p fin q)
_‘tang (Q2 — 2P Q colin r) =tang P( s

" Hinc membrum primum formule generalis §. 16. 1ta exprimi poteft:

ap. ZEL Re—P2)
§. 18. :

Psfi ;
P2 cofin q*—P*fin g2+ P cofin v/ (Q*—P* fin q2)— —l-\/x([(]lgi;i(}i?l ?1:\

Pariter

= P cofin q (P cofin q—-g 22;1? ) —P2fin q? 4 P Q cofin p cofinq

—-giﬁ:}g (PQcofin p cofin g—P Qfin p fin q) +PQ-cofin p cofin g
P cofin q —PQfinpfing

= —PQ(Qm +1) cofin t

PQ finp (P finq cofinq

~+ cofin p fin q) cofin r

== ﬁnﬁﬁnq cofimps  Q

= — oz’ tang p (fin p cofin q =4 cofin p fin q) cofin £
= tang p . cofin r

= {in ¢

L tang p
= tang r
tangU‘

Hinc membrum fecundum formulze generahs§ 16.erit = —dq.R3— tangr

§. 10.
P.Qfing Pﬁnq__Qﬁnp_
v (Q*—P?{ing*) ~cofinp ~cofin p — Q tang p.
Vel membrum tertium §. 16. dQ Q tang p.

Denique

Inde
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Inde ex §§.17. 18. 19. jam hanc formulam habemus:

_tang p R?tang p
sdA=ldES=s5e P R?—P?*)—dq Gang r +dQ.Q tang p.
R2d
feu 2dA=( dP+QdQ——ml) tang p
§- 20.
Si dati fint duo anguli r & p cum latere interjacenteQ, erit A = PQ:‘" :
Q.finp . _ Q*inp. finr
Sed P = (fio p+o> Hinc A = < =" Tk

1A = 21Q+Ifin p+1fint—l2a—1fin (p+1)

dA_2dQ  dp.cofinp  dr.cofint __d(p+r) cofin (p +1)
A @ ° P fin r fin (p+1)

dA dQ dp.finr 3 drfinp

i S S S

-
—_—

Q +ﬁnp.fm(p+r) finr. fin(p+r)
§. a1

fi p

Quum fit H;F} : fin (p+1) :R} :Q
d dr.P

erit -K ::2_%9- +q %an-i—Q O.Tin ¢ Vel multiplicando per —2— Qﬁnr__A

dA=PfinrdQ+S ap+Ldr

vel

. 22,
Si dati fint duo anguli r, & q cum latere alterutri angulorum

oppofito, Q.

2 finr fin(r+q)
erit A = P——anﬁn r. SedP——Qﬁzgr:q). HincA = L m:h: qr+ <
1A=21Q + lfint+1fin(r+q) —12—1fing
dA _ 2dQ cofin r cofin(r+4q) cofin g
AFoQ + for 2 fin(r+4q) d(r+q — {in g dyg

B3 dA
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14 e e e
dA _2dQ _ ,, (fin (r+-q) cofin ¥+ cofin (r+-q) fint)
A 0 = = ok e (T o)

+aq (2 g cofin (r-+ @) — cofing fin (*+ @)
fin . fin (r4q)

dqfinr

dA _2dQ 4, I GEEQ V;
—A-M“(_f*_*’ r, finr.fin(t+q) Tu;"qﬁ. fin (r+q) '
S 23
Sin (2¢+q) cofiny , cofin(r+q) cofint _ cofin p
finr.fin (t4+q) feu (§-22) oy * (t4q) — finr fin p
= Pcoﬁnl;iglscoﬁn_p quia P finr = Rfin p ‘
Sed 2PQcofin r==P?+Q*—R *=2Q*—(Q*+R?—P* )==2Q*—2QR cof.p Q
proinde P cofin r — Q — R cofin p
fin (2 t+q) Q—2Rcofin p
ﬁnr.ﬁn_(r+q)—————Rfmp :
: fin (214 Q—2Rcofinp), dq.finr
Hinedry e i (r—?}q)— =& R finp ’fingfin(rq —99Qfnp* &
Hinc formula §. 22. jam in hanc transformatur; s 3
dA - 24Q (Q—2Rcofin p) R &, multiplicando pe
A-—_Q‘_'—dr R fin p “dqQ‘ﬁHE QRfinp=2A4A
2dA=2RfinpdQ+dr (Q*—2 QR cofin p) —dqR? : or
. At Q2 — 2 QR cofin p=P2* —R? P
Hinc 2dA=2RfinpdQ-+dr (P>—R*)—d qR* fu
e § 24 gu
Si data fint tria latera (fig. 3.) AC=P, BC=Q, AB=R: g o ne
erit ex Element.1l, 12 & 13. £
i:-AB.AK::AB’—!—AC’-—BC= g\
AB>+AC> —BC= a4
AK = etl

:\:zAB




(AB*+AC*—BC3)>

CK? = AC*—AK?>= AC*—
4 A B?
- 4ABY*AC*—(AB: +AC*—BC?)?
= 4 KB oo
Area trianguli = z_c_l\'AB A;:CKZ,AB:
~ ° n

—4AB?AC:— (AB*+AC*—BC2)?
16 Sea
16 A? = 4R?> P2 — (R* + P?—Q?)?

dA = (R3+Q1’P2) PdP+ (P?*+R?>—Q?*)QdQ+ (P*+Q*—R2*)RdR
84

= 9 23
Quum fit R? +Q* —P? =2QRcofin p
P2 4+ R* —Q* = 2PR cofin q
P> 4+ Q — R? =2PQcofinr erit

y dP dQ
sAdA=%Z. P QR cofinp+ F PQR cofin g+28 PQR cofin 1.

& dividendo per A = Q_R_f_n_p = PRfing  PQfing

2 2
2dA =dP. P cotang p+ dQ. Q cotang q--d R. R cotang R,

. 26,

.Ex his formulis omnes cafus facile folvuntur; dum nempe, fi rion
omnia tria data mutentur, eorum, qu® manent, differentialia = o
Sic, fi unum tantuin datorum varietur; reliqua duo inva-
Horum differentialibas = o pofitis confequentur regule
orematibus demonftratee. Pariter inde deducentur re-
; bus, ubi duo queevis datorum variantur, unum ma-
net invariatum; quas hic apponere, fuperfluum videtur. Caeterum
exdem formule adhuc oftendunt: quantam variationem fubeat unum
quodvis trianguli elementum, dum area trianguli, & duo ejus alia
queecunque elementa minimas aliquas mutationes patiuntur ; docent

etiam: quem inter fe nexum habere debeant errores datorum , fi re=
quiratur ut area trianguli non mutetur; & vice verfa,
0. 27.

_ponuntur.
riata maneant;

fuperioribus the
gule pro iis caft




Ad triangula fphaerica nunc pergo, Sunt apud Cofefium (de 2fti-
matione errorum in mixta Mathefi per variationes partium trianguli
plani & fphaerici) decem & orto theoremata geometrice demonitrata,
?uze omnes eos calus comple&tuntur, quibus unum tantum trianguli
pheerici elementum variatur. Analogias Cotefianas fymbolice expref-
fas, adjun&is plaribus aliis, absque demonftrationibus (quarum curio-
fos ad Coteftum remittit) in Mem, de I' Acad, des fciences de Paris, &
poftea in Lecons d’Aftronomie exhibuit de la Caille; multisque exem-
lis illuftravit. Esedem , Cotefiana methodo demonfirate , pariter
ymbolice expreff’e inveniuntur apud de /a Lande, (Aftronomie T. L.
L. XXIIL §. 37461qq.) Brackenhofferum,(Sphaericorum formulare Part.[L
Seét. IV.) Scherfferum (Inftitutiones Geometrize {phaerice cap. I. art.IX).
Keftnerus denique, (aftronomifche Abhandlungen. Erfte Sammlung lite
Abhandl. 2tes Cap. S. 95 {qq.) & Kliigelius, (analytifche Trigonometrie
8tes Cap. S. 221 {qq.) praeeunte in {olvendo quodam problemate parti-
culari huc pertinente Eulero in Commeat. Petropol. Tom. VIIL. eosdem
cafus fpeciales calculo fubjecerunt,  Generales formulas nemo, quod
{ciam, expofnit; que tamen & ipfee, cum plura data errori obnoxia
fint, applicationem nauncifcuntur; & breviter inde deducendis regulis
cafuum fpecialium inferviunt. = Lamberti igitur fecutus exemplum, quo
in tratandis triangulorum planorum variationibus praeivit (Anmerkun-
gen und Zufeze zur praftifchen Geometrie §. 3361qq.); rationes, quas
mvicem habent variationes quorumcungue quatuor elementorum trian-
guli fpheerici, inveftigabo. Comprehendere eas licebit quatuor formu-
lis generalibus; cum quatuor queecunque trianguli fphaerici elementa
ita a fe invicem pendeant, ut ex tribus determinarj poflit quartum.
Erunt nempe hac quatuor trianguli elementa a {e invicem pendentia
aut tria latera cum uno angulos; aut tres anguli cum uno latere; aut
duo anguli, cum duobus lateribus, quorum unum alterutri horum ag-
gulorum opponitur, alterum illis interjacet; aut duo anguli cum duo-
bus lateribus, quz ipfis opponuntur, Formulas, quibus ipforummet
talium quatuor elementorum rationes affignantur, ex Trigonometria
fpheerica cognitas fupponam. Litteree P, Q, R iterum latera; p,q,

angulos ipfis oppofitos fignificabunt. §
: . 28
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G- 28.
Si propofita fint tria latera P, Q, R cum angulo quocunque g+ erit
fin P. fin R cofin q = cofin Q — cofin R. cofin P.
Hinc dP.cofin PfinRcol g+dR finPcolinR cofing—dqfinPfinR fing
= —dQ inQ+dR finR cofin P4 dP {in Pcofin R
dQ. finQ—-dP(fin P cof.R—colP{inR cof.q)-dR (fin R cof.P=cofR finPcof.q)
= dq fin P fin R fin q

d Q. fin Q-—dP<ﬁ|1 P cofin R —

cofin P cofin Q — cofin P2cofin R)

fin P
=% cof, R col. Q@ —cof, R? cof. P
! R({chof. Pt fin RO E q fin P fin R fin q.
dQ.finQ—dP (sﬂ_ﬁi&t%ﬁ’_w“ﬂ}d R(cgf_-?:_,ﬁc_g%%_com

= dqfinPfinR fin g,
§.  29.
Fiet heec formula fimplicior, introdu&is aliis trianguli elementis.
Nam cofin R —cofin P cofin Q = fin P fin Q cofin r
& cofin P — cofin R cofin Q = {in Q fin R cofin p
Hinc dQ finQ—d P fin Q cofin r—dR fin Qcofin p=dqfinPfinR fin q

d Q— d P cofin r — dR cofin p=d o T’{llf]]an{ fin. 4

sinasma= {18 1

e 8047 o i i = § 1
N~ 30;

Si propofiti fint tres anguli p, q, r cum latere quocunque Q: eft

fin p. fin r. cofin Q = cofin q + cofin r cofin p.
Hinc dp.cofin p fin r cofinQ-+dr fin p cofinr cof. Q—d Q fin plinrfinQ
= —dq fin q—dr fin r cofin p—d p cofin r {in p
C dq




dq finq+ dp (fin p cofin r 4-cofin p fin r cofin Q) ~+d r (fn r cofin p

-+ finp cofinr cofin Q) —dQ finp finr fin Q.

dqfing++dp (ﬁn p cofin r 4 cofin p cofin q4-cofin p* cofin r~

fin p /
+d r(ﬁn r cofin p C2RY ool qﬁ_: :OM> —dQfinp finrfinQ

cofin r-cofin p cofin colin cofin r cofin ¢
dqﬁnq—l—dp( +ﬁﬁ pp q>+d1‘( p+ﬁur q)
=dQ finpfinr fin Q.
S T
Quia cofin t - cofin p cofin ="fin p fin q cofin R
cofin p 4 cofin r cofin q = fin r fin g cofin P

erit dq fin q+dp fin q cofin R+dr finq cofin P=dQfinpfinr finQ

; — finpfinrfinQ __ finp fin R
dq-+dp cof R+dr cof P=aQ. M2 LI — 4 Q jav
§ 32

Si -propofiti fint duo anguli p, q cum duobus lateribus Q, R, quo-
rum unum alterutri horam angulorum opponitur, alterum illis inter-
jacet: eft _
fin R cotang Q = cofin p cofin R -+ fin p cotang q
dR cofin R cotang Q—d Q?%iz—d p fin p cofinR—d R cofinpfinR

nQ

fuyp
T

+ d p cofin p cotang q—d g

d p (fin p cofin R — cofin p cotang q) 4-d q fin p

fin q*
fin R

=dQ. N _dR (cofin p fin R + cofin R cotang Q)
{in Q> :

~dp(ﬁn pcof.R cof.p fin R cot. Q—cof. p? cof. 2) dq (?” P)g ﬁg_p
== 1 ¢
=dQ

fin p




1

dQ

—— 19

———

fin R AinR2 cotang Q—fin R fm p cotang q EpsliR cot O
° nulﬁ"‘(R\ ~— cofin R = d ‘>
dp <cofn R —coun{p fin R cotang Q >+ g7 \/‘(.11_1’) s

in p w/ fin p

finR _ 4Rr ccotang Q—fin R fin p cotang q
=0 finQ* ( A e iR )
cofin R fin Q ——ﬁ:oﬁn p fin R Loﬁl1_Q> Pdc fin P*
fin p

dp fin Q (

fin p
; Q= { ( fin Qy
—dQ finR —dR fin Q (”’““‘“1‘(';m‘“RP Zolang § Moy
5 cotang R fin Q —cofin p cofin RS
éplinR finQ (= rnp ) T
—dQ fin R—dR fin Q (CO [in Q —{in R fin p cotang q | 11v1 Q>

“colin R

S-. 33
Quia etiam cotang R fin Q = cofinp cofin Q+ fin p cotang r
cotang R {in Q — cofin p cofin Q

adeoque
= lin p

——cotang r

finR{inQ{inp cof. g
{in q

& [in R fin Q fin p cotang q = = {inP(inRcol.q

proinde
cof. Q—finR fin Q fin p cot.q _cof.Q—finPfinR cofq___
coflin R

erit dp fin R fin Q cotang r +d q—fm_l”# dQ fin R—dR finQcol. P

fin p
adpcotangr+dq —— L R e d R b
{in q | q finr — {inC Q fin K

—cof.P (§.28.)

cofin R

C2 §. 34.
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§. 34
Si propofiti fint duo anguli q,r cum duobus lateribus ipfis op
pofitis Q, R: eft
fin R finq = fin Q fin r
IfinR+1fing=1finQ +1finr

cofinR | cofin g cofin Q .cofinr
dRT'{ﬁ +dq py q =0 q T
R dg 4O dr |
tang R + Tagq " tangQ T tang |
.§. 35 5 |
Liceat nunc ufum harum propofitionum in triangulis planis & fphae- ‘
ricis paucis adhuc facilioribus exemplis illuftrare.  Rectae
Fig. 5. indefinite AB alia indefinita AC fub angulo refto exatte !

infiftat. Abfciffa in refta AB, a punéto A inde, bafi AD
(quod absque errore peragi poffe fupponemus); & angulo ad alterum
ejus extremum D applicato, ope inflrumenti, quod locum errori exiguo
relinquat: conftruendum f{it triangulum reétangulum arez datae. Quae-
ritur magnitudo bafis AD, & anguli el ad D applicandi; qua fiat, ut
idem in angulo D conftruendo admiffus error exiguus in aream trian-
guli variandam quam minime influat. Quum latus A D, & alter an- [
gulus adjacens A exa(te dari ponantur; erit ex Theoremate tertio §. 6,

i o DE? % variat. minim. ang. D. §
variatio minima arexe —
2. fin. tot, t
Erit igitur caeteris paribus error in area trianguli eo minor, quo mi-
nus eft latus DE. Inveniendum itaque erit inter omnia triangula re- :
ttangula, quze datam aream habent, id cujus hypetenufa eft minima.
i : - - 2 0°
Sit area trianguli = a?; unus cathetus = x: erit alter = e & C
£ a* : dV 3t
quadratum hypotenufee = V= x> + L proinde ] YV = awe= I
- Nx X
C

Ex quo = o pofito fit x* = 4a*; & ¥ = ay2 Hinc alter cathe-
tus




s gl e 21

2a* 2a? . ‘ :
tus = = fit = —— = ay/2. Ergo triangulum 2quicrarum, &
x ava2
. . = d*V 24 a?
angulus D femiretus fit, oportet. 1Lt cum e »%4— =4 8;

reaple minimum eft, quod ita invenitur, Eiror itaque, in areamn trians
guli ex errore anguli D redundans, minimus erit; i A D fumator = ay/z,
& ad punétum D conftruatur angulus femire@us. Hoc ipfo cafu often-
dit Cotefius, etiam lateris A C errorem fore minimum:: quo noftrum
enunciatum confirmatur.

Si vere fuper data bafi AD ope duorum angulotum quorumcunque,
ejus extremis applicandorum, confiruendum fit triangulum areze datee:
erit ex §. 21. variatio ex erroribus horum angulorum in aream redun-

2 D2
dans = dA = dp—Ri—-i,— dr l—n Vel, fi eundem in utroque angu-

- o R2*4-P> s
lo errorem committi ponamus; dA = dp ( = ) Quo minor ita=

que fuerit {umma quadratorum lateram, angulis p & r oppofitorum;
eo minor erit error in area trianguli. Queeftio igitur huc redit, ut de-
terminetur: quodnam inter omnia triangula, quae habentaream datam a?,
& bafin datam b, ita comparatum fit, ut V fumma quadratorum duo-
rum reliquorum laterum fit minima. In hoc triangulo perpendiculum

. A 5 . . oS30 44
ex vertice anguli oppofiti in bafin demiffum erit = o Idem per-

pendiculum bafin fecabit in duas partes: quarum fi una fit x; erit alte-
ra b—x, Quadratum vero ejus lateris trianguli, quod adjacet fezmen-

to bafeos x, erit = %* + 42.; & quadratum alterius lateris, quod
Rt

4
adjacet fegmento b—x, erit =b*—2bx +x3+4b"1 ! quorum gua-

4 y
dratorum fumma V = 2x3 + 8;‘1_,—: bx+4-b%. Vnde (;%:4 x—2b,
3 %
Ex quo =o pofito fit x =2b; proinde triangulum zquicrurum. Et

d*Vv

= +-4; reipla V, fumma quadratorum crurum trianguli, ac
pro-
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proinde variatio areze illius minima fit.  Si ertores angnlorum p & r
2quales quidem, fed opp)oﬁti pouantuy; ita pimiram, ut fit dp=—=—dr;
o e 2

foret dA =dp (R ;1__)_ Hic igitur inquitendum effet; quodnam
inter omnia’ triangula, que habent aream datam a®, & bafin b, ita
comparatum fit, ut differentja quadratorum duorum reliquorum late-
yum fit minimza. Maneutibus omnibus, ut antea, effet heec differentia
quadratorum =b?*—2bx: unde patet, tum hanc expreflionem mini-
mam effe, aut potius plane evanefcere; ubi fit 2bx =b?; feu x=73b.
Foret igitur etiam hoc cafu trianguluom 2quicruruta aptiffinum ad ef-
ficiendum, ut area trianguli ab erroribus angulorum p & r minimam
patiatur variationem. -

Si bafis AD data non effet; vernntamen, quaecunque ejus defide-
retur magnitudo, exatte effici poffet: tum ita effet ratiocinandum. Sit
AD =x. FErit fecundum ea, que modo vidimus, triangulum zequi-
crurum fuper illa conftruendum; ut ex erroribus angulorum p & r -
qualibus minimus, qui fieri poteft, error in aream trianguli irrepat.
Et, quum hic error, fub conditione priori loco pofita, fit pro qualibet
affumta bafi, uti fumma quadratorum cyurum, feu uti duplum quadra-
tum alterutrius cruris' trianguli: jam queeritur, quodnam inter omnia
triangula zquicrura, quae datam aream = a* habent, fit id, cujus
crura, adeoque etiam eorum quadrata fint minjima. Quum bafis fit x,
& triangulum 2equicrurum: perpendiculum ex angulo ad verticem in
A

bafin demiflum erit = ; & bafin fecabit in duas partes 2quales,
quorum igitur unaquaeque erit = I x, Hinc quadratum uniuscujusque
. at sl at
cruris =V =1x2+ 2. Proinde dVes 1o 800 By quo = o
X2 dx ‘ x? -
. REET > . 2212

pofito fit x* = 16a%, x = 2a; perpendicularis in bafin demilla = =& = a;

e o1 a5 42 o030 & unumauod-
quadratum uniuscujusque crutis = . 4a% 4~ = 22%; unumaquoc

que-crurum —ay/2. Tutiffimum igitar erit, fumere bafin =2a, &

fuper ea conftruere triangulum zquicrurum reCtangulum.  Minimum
enim
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mrerm— enoemremn
D, —— ‘3
_ rerves — -

enim éffe, quod it obtinetur, ex eo patet: quod —— =% +- 2_4+_‘L
tunc fit =243 =+ 2. e &
V=56
In praxi Aftronomica fape altitudo poli determinari debet ex' al-
titudine fideris cujusdam, cujus declinatio nota eft, & quod
Fig, 6. dato tempore obfervatur. Si P polum, V verticem obfer-
vatoris, S fidus denotet: erunt PV, VS, PS complemen-~
ta altitudinis poli, altitudinis fideris, & declinationis fideris. Quéri-
tur, quee portiffimum fidera eligere debeat Aftronomus; ut, fi quis error
in oblervationem altitudinis fideris irrepat, minimus tamen exinde in
determinanda altitudine poli error oriatur.  Erit igitur, fi aflumatur,
tempus verum, & declinationem fideris accuratiflime nota efle, ex (§:29.)
politis VPS =q, VS=Q, PS =R, PV =P, quum invariata ma-
neant q & R, dP:glii‘;’ id eft, error in determinanda altitudine
cO1] ¥:
poli, ec minor committetur, quo major eft cofinus anguli r; vel, quo
minorem angulum acutum, aut quo majorem obtufum facit VS cumPV:
minimus ergo erit, fcilicet dP =4-dQ, fi fidus fit in meridiano con-
ftitutum. o
Si altitudo fideris fuerit exaite definita , tempus vero obfervatio-

* nis errori obnoxium; erit dP = —dq fin P tang r: id eft, fi diltantia

temporis a meridie major jufto afflumta fit, invenietur altitudo 2qua-
toris jufto minor, vel altitudo poli juffo major; & vice verfa. Vtros
rque cafu error fub data poli elevatione eo mujor erit, quo magis datus
verticalis diftet a meridiano; maximus igitur, fi fecerit verticalis an-
gulos reftos cum meridiano: preterea eo major erit, quo major fit fi-
nus P, {eu cofinus altitudinis poli: abfolute igitur maximus erit fub
®quatore degentibus, ubi verticulis fecerit angulos reGtos cum meri-
diano. Ec {imili modo in reliquis cafibus; etiam, ubi plura data fi-
mul variantur, ratiocinandum erit.

o™

THESES.
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THESES.

It
Elt in Trigonometria {phaerica cafus, ubi datis non tribus tantum,
fed quatuor adeo trianguli elementis reliqua duo exinde colligere
tamen haud licet; nempe, fi duo anguli, adeoque etiam duo latera
ipfis oppofita fint reftangula, Neque tamen id prohibet, quo minus dici
poffit, Trigonometriam docere ex datis tribus elementis invenire reliqua,

I1.

Quz ad notandas etiam abfente obfervatore variationes meteoro-
logicas excogitata funt inftrunienta, parum adhuc perfectionis habent §
neque omnino poffunt ejus generis inftrumenta fatis exata fieri.

ITI.

Ea, quam Ingenhoufius invenit, antlia pnevmatica, qua a&r a car-
bonibus abforbetur, non poteft infervire omnibus iis experimentis fa=
ciundis, qua ope vulgatis antlize inftitui folent,

JEVE

Inter omnes, quae adhucdum propofitae funt, theorias, optime ple-

raque Ele&ricitatis phenomena explicare videtur Franckliniana.

Vv,
Aptiora effe videntur ad avertendum fulmen ea inltrumenta, qua
acutam cufpidem , quam quee globulum rotundum nubibus opponunt,
VI
Vicinis sedificiis ejusmodi inftrumenta, fiquidem bene fabricata
fint, nocere poffunt nunquam: prodefle fepius,
PR\ AU M M AU N U A AU AL AL AU AL B AU AU AU AU AL AU ALAY N
PEREXIMIO ATQVE PRESTANTISSIMO
DOMINO CANDIDATO, DISSERTATIONIS HVIVS AVCTORL
PR AESES.
Inﬁgne, quod edis, Tuorum in difciplinis mathematicis profeftunm, € operd,

quam illis wavafli, indefefle pariter ac felicis, documentum ex animo Tibi gra
tulor: €, ut porro etiam Tuis fludiis coeptisque Deus benigniffime annuat, 8nixé

precor.
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