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Kapitel 1

Einleitung

Im Denken der Menschheit ist schon immer der Wille zum Verstehen der Welt um
sie herum verankert. Eine Vielzahl von Phänomenen sowohl in der Technik als auch
in der Natur können durch Differentialgleichungen beschrieben werden. Durch das
Lösen dieser Gleichungen können die physikalischen Naturgesetze besser verstanden
werden, jedoch führt deren Komplexität häufig dazu, dass keine geschlossene (analyti-
sche) Lösung gefunden werden kann. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit versucht
mithilfe von numerischen Methoden eine hinreichend genaue Annäherung für die ana-
lytische Lösung von speziellen technischen Anwendungen (den Mehrkörpersystemen)
zu finden und damit das tatsächliche Verhalten möglichst genau zu approximieren.

1.1 Motivation

Die numerische Simulation von Mehrkörpersystemen, also von mechanischen Syste-
men mit endlich vielen starren oder elastischen Einzelkörpern, die durch Kopplungs-
elemente verknüpft sind und auf die Kräfte einwirken, spielt in vielen technischen
Anwendungen wie beispielsweise der Robotik, der Fahrzeugtechnik oder der Parti-
kelsimulation eine bedeutende Rolle [46]. Die resultierenden Bewegungsgleichungen
solch eines Mehrkörpersystems setzen sich häufig aus gewöhnlichen Differentialglei-
chungen und algebraischen Nebenbedingungen zusammen. Diese Art von Gleichungen
werden differential-algebraische Gleichungen (DAEs) genannt und sie können nicht
ohne weitere Überlegungen durch numerische Verfahren zur Lösung von gewöhnlichen
Differentialgleichungen gelöst werden.
Zudem können Schwierigkeiten auftreten, wenn Systeme mit großen Rotationen un-
tersucht werden, welche beispielsweise in den speziellen Anwendungen der Bewe-
gungen von Rotorenflügeln von Windrädern, Kabelverbindungen von Roboterarmen
oder Solarsegeln in der Raumfahrt auftreten. Die Modellierung von solchen schwer
zu lösenden Systemen mit großen Rotationen kann zu Singularitäten führen, welche
durch die Verwendung von sogenannten Lie-Gruppen vermieden werden können. Eine
Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, für die ein Produkt oder eine
Hintereinanderausführung und die Umkehrabbildung glatte Abbildungen sind. Wird
eine Differentialgleichung auf einer Lie-Gruppe definiert, so bleibt die Lösung dieser
Differentialgleichung stets auf G. Auch im Fall von Mehrkörpersystemen mit großen
Rotationen werden durch die Verwendung von Lie-Gruppen die angesprochenen Sin-
gularitäten vermieden. Numerische Verfahren zur Lösung solcher Differentialgleichun-
gen auf Lie-Gruppen sind somit in der Literatur von großem Interesse [4, 16, 48, 42].
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Daher untersucht die vorliegende Arbeit Lösungen von Bewegungsgleichungen in
Lie-Gruppen-Formulierung für Mehrkörpersysteme, die differential-algebraische Glei-
chungen darstellen, mit geeigneten numerischen Verfahren. Der Fokus liegt dabei auf
zwei Arten von Verfahren: den BDF-Verfahren und dem Generalized-α-Verfahren.

1.2 Stand der Forschung

Die Lösung von Anfangswertproblemen ist seit vielen Jahren nicht mehr aus wissen-
schaftlichen Arbeiten wegzudenken. Dabei wird die Lösung einer Differentialgleichung
in Form einer Funktion gesucht, die durch einen fest vorgegebenen Punkt (den An-
fangswert) verläuft. Ein prominentes Beispiel für eine Person, die sich mit solchen
Aufgabenklassen auseinandersetzte, ist Newton. Er beschäftigte sich bereits im 17.
Jahrhundert mit Differentialgleichungen und ihren Lösungen mit Hilfe von Reihenent-
wicklungen [45]. Je komplexer die zu lösenden Gleichungen werden, umso schwieriger
ist es geschlossene analytische Lösungen zu erhalten. Praktische Anwendungen sind
zudem häufig von komplexer Natur, weshalb die numerische Lösung von Differential-
gleichungen in der Literatur eine entscheidende Rolle spielt. Dabei werden numerische
Verfahren entwickelt, um Lösungen von unterschiedlichen Typen von Differentialglei-
chungen möglichst genau zu approximieren. Im Fall von gewöhnlichen Differenti-
algleichungen waren in der Vergangenheit besonders zwei Arten solcher Verfahren
von Bedeutung: die Einschrittverfahren und die linearen Mehrschrittverfahren. Eine
spezielle Art von linearen Mehrschrittverfahren sind BDF-Verfahren, welche in die-
ser Arbeit von großem Interesse sind, da sie in industriellen Simulationspaketen für
Mehrkörpersysteme beliebte Methoden mit Schrittweitensteuerung und Ordnungs-
kontrolle sind [3]. Die BDF-Verfahren wurden zuerst als implizite k-Schrittverfahren
der Ordnung p = k für gewöhnliche Differentialgleichungen durch Curtiss und Hirsch-
felder [17] entwickelt. Sie wurden bekannt für die Lösung von steifen Differentialglei-
chungen durch die Arbeit von Gear [23].
In der Strukturdynamik haben sich Integratoren vom Newmark-Typ durchgesetzt.
Das Generalized-α-Verfahren, das auf Chung und Hulbert [15] zurückgeht, ist solch
ein Integrator zweiter Ordnung. Géradin und Cardona [24] sowie Arnold und Brüls [1]
verwendeten das Verfahren zur Lösung von dynamischen Problemen mit Zwangsbe-
dingungen. Weitere Untersuchungen erfolgten von Lunk und Simeon [37], Jay und
Negrut [34] sowie Arnold u.a. [4] zur Lösung von differential-algebraischen Gleichun-
gen (DAEs) mithilfe einer Indexreduktion.
Ein weit verbreitetes Forschungsthema ist zudem die Lösung von Differentialglei-
chungen auf Mannigfaltigkeiten [27]. Numerische Methoden zur Lösung solcher Dif-
ferentialgleichungen sollen sicherstellen, dass die numerische Lösung auf diesen Man-
nigfaltigkeiten bleibt. Solche Klassen von Methoden sind zum Beispiel Projektions-
methoden oder Methoden, die auf lokalen Koordinaten basieren. Mannigfaltigkeiten
mit einer Gruppenstruktur besitzen weitere nützliche Eigenschaften. Lie-Gruppen
sind solche Mannigfaltigkeiten, die auch eine Gruppe darstellen. In den letzten drei
Jahrzehnten waren numerische Lösungsverfahren für Differentialgleichungen auf Lie-
Gruppen in der Forschung von großem Interesse. Klassische Ansätze dazu sind die
von Crouch und Grossman [16] und Munthe-Kaas [42, 43].
Die numerische Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen auf Mannigfal-
tigkeiten durch explizite Formeln für Mehrschrittverfahren und Runge-Kutta-Verfah-
ren dritter Ordnung durch Approximationen direkt in der Lie-Gruppe wurde von
Crouch und Grossman [16] untersucht. In [16] wurden mehrere Exponentialabbildun-
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gen kombiniert. Deren Auswertung erfordert jedoch einen hohen Aufwand an Rechen-
leistung. Approximationen in einem speziellen Tangentialraum der Lie-Gruppe (Lie-
Algebra) können verwendet werden, um die Anzahl dieser Exponentialabbildungen
zu reduzieren. Munthe-Kaas [42, 43] verwendete diese Strategie für Runge-Kutta-
Verfahren auf Mannigfaltigkeiten. Die Bewegungsgleichungen können dabei durch
eine gewöhnliche Differentialgleichung gelöst werden, die auf der korrespondieren-
den Lie-Algebra agiert. Hierbei sind Lie-Klammern involviert, um die hohe Ordnung
dieser Lie-Gruppen-Verfahren zu erhalten. Celledoni, Marthinsen und Owren [13]
erreichten eine kleinere Anzahl an Exponentialabbildungen als Crouch und Gross-
man [16] durch die Verwendung von Linearkombinationen innerhalb dieser Abbil-
dungen und vermieden zudem die Berechnung von Lie-Klammern für Runge-Kutta-
Verfahren.
Mehrschrittverfahren für Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten wurden von
Faltinsen, Marthinsen und Munthe-Kaas [20] eingeführt. In diesen Methoden wurden
vor jedem Zeitschritt lokale Koordinaten verwendet, um die gegebenen Nichtlinea-
ritäten der Lie-Gruppen-Formulierungen zu berechnen.
Weitere Referenzen zu Mehrkörpersystemen in Verbindung mit Lie-Gruppen und de-
ren Verwendung sind unter anderem [14], [41] und [48].

1.3 Beitrag der vorliegenden Arbeit und Gliede-

rung

Die effiziente Implementierung der oben genannten BDF-Verfahren für Mehrkörper-
systeme mit Lie-Gruppen-Struktur ist eine bisher unbeantwortete Frage, derer sich
die vorliegende Arbeit widmet. Dabei wird zum einen auf die BDF-Variante der Ver-
fahren aus [20] eingegangen und zum anderen ein neues BDF-Lie-Gruppen-Verfahren,
das BLieDF-Verfahren, eingeführt, in dem eine weniger zeitaufwendige Auswertung
der vorhandenen Lie-Klammern erfolgt. Beide Varianten werden auf differential-alge-
braische Gleichungen in der Index-3-Formulierung angewendet und die Konvergenz
der Ordnung p = k bewiesen.
Zur möglichst effizienten Rechnung haben sich Verfahren mit variabler Schrittweite
und Schrittweitensteuerung bewährt. Daher werden im Verlauf der Arbeit sowohl das
Generalized-α-Verfahren als auch das BLieDF-Verfahren für variable Schrittweiten er-
weitert und die Konvergenz der Verfahren zur Lösung von beschränkten mechanischen
Mehrkörpersystemen bewiesen werden. Dabei ist das Risiko einer Ordnungsreduktion
zu beachten, die bei einer naiven Erweiterung aufgrund der Index-3-DAE-Struktur
zu beobachten wäre.
Die vorliegende Arbeit soll somit einen Beitrag zur effizienten Lösung von mecha-
nischen Mehrkörpersystemen leisten, indem bereits etablierte Verfahren so erwei-
tert werden, dass mit ihnen Differentialgleichungen auf Konfigurationsräumen mit
Lie-Gruppen-Struktur unter Verwendung von variablen Schrittweiten gelöst werden
können.
Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Das nachfolgende Kapitel führt gewöhnliche Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung ein und stellt lineare Mehrschrittverfahren (BDF-
und Adams-Moulton-Verfahren) sowie das Generalized-α-Verfahren zur Lösung dieser
vor. Außerdem wird ein Einblick in die Thematik der Lie-Gruppen und entsprechend
in die Lösung von Differentialgleichungen für Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-
Struktur gegeben.
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Im dritten Kapitel erfolgt eine Einführung in die Zeitintegration solcher speziellen
Differentialgleichungen durch die vorgestellten linearen Mehrschrittverfahren und das
Generalized-α-Verfahren. Dabei werden nicht nur die vorhandenen Verfahren von [8]
und [20] vorgestellt, sondern zusätzlich die Ideen aus [13] und [16] verwendet, um
entsprechende Mehrschrittverfahren zur Lösung von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu definieren, die später als Vergleich für die BDF-Verfahren dienen sollen.
Im Anschluss wird die Zeitintegration von mechanischen Mehrkörpersystemen oh-
ne Zwangsbedingungen und von beschränkten Mehrkörpersystemen untersucht. Da-
zu werden die in vorgestellten Verfahren auf unbeschränkte mechanische Systeme
angewendet und das Benchmarkproblem

”
schwerer Kreisel“ vorgestellt. Außerdem

wird das neue BLieDF-Verfahren eingeführt. Anschließend werden das Generalized-
α-Verfahren, das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (basierend auf [20]) und das BLieDF-
Verfahren auf differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 angewendet.
In Kapitel 4 wird der Konvergenzbeweis des Generalized-α-Verfahrens für differential-
algebraische Gleichungen aus [2] vorgestellt und verwendet, um anschließend die Kon-
vergenz des Verfahrens auch für variable Schrittweiten zu beweisen. Dazu muss das
Verfahren zunächst so umgeschrieben werden, dass die gewünschte Ordnung auch bei
wechselnder Schrittweite erhalten werden kann. Zusätzlich wird untersucht, für wel-
che Schrittweitenverhältnisse das Verfahren in jedem Fall stabil ist.
Das darauffolgende Kapitel verwendet ähnliche Techniken, um die Konvergenz der
Ordnung p = k für das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren und das BLieDF-Verfahren für
2 ≤ k ≤ 6, konstante Schrittweiten und beschränkte mechanische Systeme zu be-
weisen. Eine Übertragung der BLieDF-Verfahren auf variable Schrittweiten und der
Beweis der Konvergenz für 2 ≤ k ≤ 3 wird im Anschluss thematisiert.
Kapitel 6 führt anhand des vorgestellten Benchmarkproblems numerische Tests für
die verwendeten Verfahren sowohl für konstante, als auch gegebenenfalls für variable
Schrittweiten aus. Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse.
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Kapitel 2

Vorbetrachtungen

2.1 Gewöhnliche Differentialgleichungen und aus-

gewählte Zeitintegrationsverfahren

In diesem Abschnitt werden gewöhnliche Differentialgleichungen und einige Zeitinte-
grationsverfahren zur Lösung von Anfangswertproblemen vorgestellt. Da im Verlauf
der Arbeit vor allem Differentialgleichungen 2. Ordnung bzw. deren Äquivalent als
System von Differentialgleichungen 1. Ordnung von Interesse sind, werden allgemeine
Differentialgleichungen 1. Ordnung lediglich im Anhang A eingeführt. Ebenso werden
dort grundlegende Begriffe wie Konsistenz, Konvergenz und Nullstabilität für lineare
Mehrschrittverfahren für solche Gleichungen 1. Ordnung erläutert. Die Begriffe lassen
sich problemlos auch auf Differentialgleichungen 2. Ordnung übertragen.

Definition 1 (Gewöhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung (ODE) [28])
Ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen (engl.: ordinary differential equati-
ons, ODEs) 2. Ordnung ist ein Gleichungssystem der Form

x′′ = f(t,x,x′) (2.1)

mit einer gegebenen Funktion f : R × RN × RN → RN . Eine Funktion x(t) wird
Lösung der Differentialgleichung (2.1) auf dem Zeitintervall [t0, tend] genannt, falls
für alle t ∈ [t0, tend] der Zusammenhang

x′′(t) = f(t,x(t),x′(t)) (2.2a)

gilt. Ist die Funktion f lipschitzstetig, so ist die Lösung x(t) eindeutig durch zwei
Anfangswerte

x(t0) = x0 und x′(t0) = x′
0 (2.2b)

festgelegt. Ein Anfangswertproblem ist die Suche nach einer Lösung x(t) von (2.2a)
mit den Anfangswerten (2.2b).

In dieser Arbeit stellt t stets die Zeit dar, weshalb die Suche nach einer Lösung des
Anfangswertproblems (2.2) auch Zeitintegration genannt wird und die Ableitungen
nach t, wie in der Literatur üblich, durch einen Punkt dargestellt werden

ẋ(t) :=
d

dt
x(t).
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Außerdem soll die Bewegung von Körpern im Raum beschrieben werden. Dabei wird
von dem Modell des Starrkörpers ausgegangen und dessen Drehung im Inertial- bzw.
körperfesten System untersucht.

Definition 2 (Starrkörper, Inertialsystem, körperfestes System [19, 21])
Ein Starrkörper besteht aus vielen einzelnen Massenpunkten, deren Lage zueinander
unverändert bleibt, unabhängig davon, welchen Einflüssen und Kräften der Körper
unterliegt.
Ein Bezugssystem heißt Inertialsystem, wenn jeder Körper, auf den keine Kräfte wir-
ken, relativ zu diesem Bezugssystem in Ruhe verharrt oder sich gleichförmig geradli-
nig bewegt. Bei einem körperfesten Bezugssystem sind ein beliebig festgelegter Punkt
des Starrkörpers als Ursprung und beliebige, relativ zum Körper ruhende Achsen als
Koordinatenachsen gewählt.

Im Folgenden bezeichnet x(t) die Konfiguration eines oder mehrerer Starrkörper zur
Zeit t, deren Geschwindigkeit durch v(t) = ẋ(t) beschrieben wird. Somit kann (2.2)
zu dem System 1. Ordnung

ẋ(t) = v(t), (2.3a)

v̇(t) = f(t,x(t),v(t)), (2.3b)

x(t0) = x0, (2.3c)

v(t0) = v0 (2.3d)

mit v0 := ẋ0 umformuliert werden [28].
Die Zeitintegration von (2.2) bzw. (2.3) erfolgt durch numerische Verfahren, die die
Lösung auf einem Punktgitter [46]

Ih = {t0, t1, ..., tNend
} mit t0 < t1 < ... < tNend

= tend (2.4)

mit Schrittweiten hn = tn+1 − tn, (n = 0, ..., Nend − 1), im Zeitintervall t ∈ [t0, tend]
approximieren. Ist h = hn für alle n = 0, ..., Nend − 1 konstant, so ist das Punktgitter
äquidistant und ansonsten variabel. Zunächst soll die Schrittweite h konstant sein.
Im Verlauf der Arbeit erfolgt die Untersuchung einiger numerischer Verfahren für
variable Schrittweiten hn (vgl. Kapitel 4 und Abschnitt 5.2).
Die zwei bekanntesten Arten von Zeitintegrationsverfahren sind Einschrittverfahren
und lineare Mehrschrittverfahren. In dieser Arbeit sind die Mehrschrittverfahren von
Interesse. Einschrittverfahren werden nicht weiter thematisiert. Im Folgenden sol-
len zwei Vertreter solcher linearer Mehrschrittverfahren zur Lösung von (2.3) ein-
geführt werden. Dies sind zum einen die BDF-Verfahren und zum anderen die Adams-
Moulton-Verfahren. Als weiteres Verfahren wird das Generalized-α-Verfahren vorge-
stellt, das sich nicht eindeutig in eine der beiden Gruppen (Einschritt- bzw. Mehr-
schrittverfahren) einordnen lässt.

2.1.1 BDF-Verfahren

Definition 3 (BDF-Verfahren [28, für ODEs 1. Ordnung])
Die BDF-Verfahren zur Lösung von (2.3) sind k-Schritt-Verfahren der Form

1

h

k∑
i=0

αixn+1−i = vn+1, (2.5a)
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1

h

k∑
i=0

αivn+1−i = f(tn+1,xn+1,vn+1) (2.5b)

für den Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit konstanter Schrittweite h. Dabei werden
zu vorgegebenen numerischen Lösungen xn+1−i und vn+1−i, (i = 1, ..., k), die Appro-
ximationen xn+1 ≈ x(tn+1) und vn+1 ≈ v(tn+1) berechnet. Die Parameter αi erfüllen
die Konsistenzbedingungen (vgl. Satz A.1)

k∑
i=0

αi = 0, (2.6a)

k∑
i=0

αi
(k − i)ℓ

kℓ−1
= ℓ, (ℓ = 1, ..., k), (2.6b)

und sind daher durch

k = 1 : α0 = 1, α1 = −1, (2.7a)

k = 2 : α0 =
3

2
, α1 = −2, α2 =

1

2
, (2.7b)

k = 3 : α0 =
11

6
, α1 = −3, α2 =

3

2
, α3 = −1

3
, (2.7c)

k = 4 : α0 =
25

12
, α1 = −4, α2 = 3, α3 = −4

3
, α4 =

1

4
, (2.7d)

k = 5 : α0 =
137

60
, α1 = −5, α2 = 5, α3 = −10

3
, α4 =

5

4
, α5 = −1

5
, (2.7e)

k = 6 : α0 =
49

20
, α1 = −6, α2 =

15

2
, α3 = −20

3
, α4 =

15

4
, α5 = −6

5
,

α6 =
1

6
(2.7f)

gegeben.

Diese impliziten Mehrschrittverfahren wurden durch Curtiss und Hirschfelder [17] ein-
geführt und erlangten durch die Arbeit von Gear [23] große Bekanntheit zur Lösung
von steifen Differentialgleichungen. Die Verfahren sind für 1 ≤ k ≤ 6 nullstabil und
haben die Konvergenzordnung p = k. Für k ≤ 2 sind sie A-stabil, jedoch nur A(α)-
stabil für 3 ≤ k ≤ 6. Ab k ≥ 7 werden die Verfahren instabil und wurden deshalb in
den numerische Rechnungen nicht näher untersucht, vgl. [29].
Um die Zeitintegration mit einem Mehrschrittverfahren wie (2.5) zu starten, reichen
die Anfangswerte (2.3c) und (2.3d) nicht aus. Es werden Approximationen xi ≈ x(ti)
und vi ≈ v(ti), (i = 0, ..., k− 1), benötigt. Diese können zum Beispiel durch ein Ein-
schrittverfahren mit hinreichender Ordnung (vgl. Gleichung (A.5)) berechnet werden,
vgl. [28].
Für einige theoretische Untersuchungen ist es von Vorteil, die Konsistenzbedingun-
gen (2.6) in einer anderen Art und Weise zu formulieren. Dazu kann das nachfolgende
Lemma bewiesen werden.

Lemma 1
Die Konsistenzbedingungen (2.6) sind äquivalent zu

k∑
i=0

αii
ℓ = 0, (ℓ = 0, 2, ..., k),

7



k∑
i=0

αii = −1.

Beweis:
Jedes Polynom π ∈ Πk stimmt mit seinem k-ten Taylorpolynom, entwickelt in t =
tn−(k−1), überein. Daher gelten die Zusammenhänge

π(tn+1−i) = π
(
tn−(k−1) + (k − i)h

)
=

k∑
ℓ=0

π(ℓ)
(
tn−(k−1)

)(k − i)ℓhℓ

ℓ!
(2.8)

und

hπ̇(tn+1) = hπ̇
(
tn−(k−1) + kh

)
=

k−1∑
ℓ′=0

π(1+ℓ′)
(
tn−(k−1)

)kℓ′hℓ′+1

ℓ′

=
k∑

ℓ=1

π(ℓ)
(
tn−(k−1)

) kℓ−1hℓ

(ℓ− 1)!
. (2.9)

Durch die Konsistenzbedingungen (2.6) folgt

k∑
i=0

αiπ(tn+1−i) = hπ̇(tn+1) (2.10)

und die Taylorentwicklung dieses Ausdrucks in t = tn−(k−1) beweist die Behauptung.

■

Für die späteren Betrachtungen der BDF-Verfahren für Konfigurationsräume mit Lie-
Gruppen-Struktur ist eine Umformulierung der Gleichung (2.5a) zielführend. Dazu
wird das Inkrement definiert durch

∆xn := xn+1 − xn (2.11)

und die nachfolgenden Lemmata können bewiesen werden.

Lemma 2
Für Parameter αi ∈ R, (i = 0, ..., k), die die Konsistenzbedingungen (2.6) erfüllen
und

γi =
i−1∑
j=0

αj, (i = 1, ..., k), (2.12)

sowie Inkrementen (2.11) gilt

k∑
i=0

αixn+1−i =
k∑

i=1

γi(xn+2−i − xn+1−i) =
k∑

i=1

γi∆xn+1−i.

Beweis:
Es gilt

k∑
i=0

αixn+1−i = α0xn+1 + α1xn + ...+ αkxn+1−k

= α0(xn+1 − xn) + (α0 + α1)(xn − xn−1) + ...+

+ (α0 + ...+ αk−1)(xn+2−k − xn+1−k) + (α0 + ...+ αk)xn+1−k

=
k∑

i=1

γi(xn+2−i − xn+1−i)

8



=
k∑

i=1

γi∆xn+1−i

mit (2.6a) und (2.12).

■

Lemma 3
Gleichung (2.5a) ist äquivalent zu

1

h

k∑
i=1

γi∆xn+1−i = vn+1 (2.13)

mit (2.11) und Parametern γi, die (2.12) erfüllen.

Beweis:
Die Behauptung folgt direkt mit Lemma 2.

■

Die Darstellung

xn+1 = xn +∆xn, (2.14a)

1

h

k∑
i=1

γi∆xn+1−i = vn+1, (2.14b)

1

h

k∑
i=0

αivn+1−i = f(tn+1,xn+1,vn+1) (2.14c)

wird auch BDF-Verfahren in Inkrementform genannt. Die Parameter γi, (i = 1, ..., k),
definiert durch (2.12), müssen ebenso wie αi in (2.6) Konsistenzbedingungen genügen,
damit auch die BDF-Verfahren in Inkrementform (2.14) mit der Konvergenzordnung
p = k konvergieren.

Lemma 4
Die BDF-Verfahren in Inkrementform (2.14) konvergieren nur dann mit Ordnung
p = k, wenn die Parameter γi aus (2.12) die Konsistenzbedingungen

k∑
i=1

γi
(k + 1− i)ℓ − (k − i)ℓ

kℓ−1
= ℓ, (ℓ = 1, ..., k), (2.15)

erfüllen.

Beweis:
Die BDF-Verfahren (2.5) konvergieren nur dann mit der Ordnung p = k, wenn die
Parameter αi, (i = 0, ..., k), die Bedingungen (2.6) erfüllen, vgl. [28] bzw. Satz A.1.
Nach Lemma 3 sind die Gleichungen (2.13) und (2.5a) äquivalent für γi, (i = 1, ..., k),
aus (2.12). Um die Behauptung des Lemmas zu beweisen, muss somit gezeigt werden,
dass (2.15) aus (2.6) folgt. Dazu wird wie im Beweis von Lemma 1 begonnen. Mit
Gleichung (2.10) und Lemma 2 gilt

k∑
i=1

γi
(
π(tn+2−i)− π(tn+1−i)

)
= hπ̇(tn+1)

9



für jedes Polynom π ∈ Πk. Unter Verwendung der Gleichungen (2.8) und (2.9) folgt
die Behauptung.

■

Aufgrund von Gleichung (2.12) und Lemma 4 sind die Parameter γi für k = 1, ..., 6
gegeben durch

k = 1 : γ1 = 1, (2.16a)

k = 2 : γ1 =
3

2
, γ2 = −1

2
, (2.16b)

k = 3 : γ1 =
11

6
, γ2 = −7

6
, γ3 =

1

3
, (2.16c)

k = 4 : γ1 =
25

12
, γ2 = −23

12
, γ3 =

13

12
, γ4 = −1

4
, (2.16d)

k = 5 : γ1 =
137

60
, γ2 = −163

60
, γ3 =

137

60
, γ4 = −21

20
, γ5 =

1

5
, (2.16e)

k = 6 : γ1 =
49

20
, γ2 = −71

20
, γ3 =

79

20
, γ4 = −163

60
, γ5 =

31

30
, γ6 = −1

6
. (2.16f)

2.1.2 Adams-Moulton-Verfahren

Definition 4 (Adams-Moulton-Verfahren [28, für ODEs 1. Ordnung])
Die Adams-Moulton-Verfahren zur Lösung von (2.3) sind k-Schritt-Verfahren der
Form

1

h
(xn+1 − xn) =

k∑
i=0

βivn+1−i, (2.17a)

1

h
(vn+1 − vn) =

k∑
i=0

βif(tn+1−i,xn+1−i,vn+1−i) (2.17b)

für den Zeitschritt tn → tn+1 := tn+hmit konstanter Schrittweite h. Dabei werden für
gegebene numerische Lösungen xn+1−i und vn+1−i, (i = 1, ..., k), die Approximationen
xn+1 ≈ x(tn+1) und vn+1 ≈ v(tn+1) berechnet. Die Parameter βi sind gegeben durch

k = 0 : β0 = 1,

k = 1 : β0 =
1

2
, β1 =

1

2
,

k = 2 : β0 =
5

12
, β1 =

2

3
, β2 = − 1

12
,

k = 3 : β0 =
9

24
, β1 =

19

24
, β2 = − 5

24
, β3 =

1

24
.

Das Verfahren für k = 0 ist das implizite Euler-Verfahren und theoretisch ein Ein-
schrittverfahren. Die Trapezregel ergibt sich für k = 1. Adams-Moulton-Verfahren
sind implizite Verfahren mit der Konvergenzordnung p = k+1, die unter Verwendung
von Quadraturformeln konstruiert werden. Außerdem sind sie optimal nullstabil [46].
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2.1.3 Generalized-α-Verfahren

Das Generalized-α-Verfahren ist ein Verfahren vom Newmark-Typ, das zurückgeht
auf Arbeiten von Chung und Hulbert [15], die die Zeitintegration für lineare Systeme
in linearen Räumen betrachtet haben.

Definition 5 (Generalized-α-Verfahren [15, für Matrixgl. der lin. Strukturdynamik])
Bei dem Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (2.3) werden die numerischen Lö-
sungen xn, vn, v̇n und an im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit konstanter Schritt-
weite h verwendet und es ist gegeben durch

xn+1 = xn + hvn + (0.5− β)h2an + βh2an+1, (2.18a)

vn+1 = vn + (1− γ)han + γhan+1, (2.18b)

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )v̇n+1 + αf v̇n, (2.18c)

v̇n+1 = f(tn+1,xn+1,vn+1) (2.18d)

mit den Parametern aus (2.20). In jedem Zeitschritt werden Variablen xn+1 ≈ x(tn+1),
vn+1 ≈ v(tn+1), v̇n+1 ≈ v̇(tn+1) und die Beschleunigung

an+1 ≈ v̇(tn+1 +∆αh)

an einer Zwischenstelle mit
∆α = αm − αf (2.19)

approximiert.

Die beschleunigungsähnliche Variable an ist eine Hilfsvariable. In [15] wurden au-
ßerdem für die Verfahrensparameter αf , αm, β und γ optimale Werte angegeben
in Bezug auf Stabilitäts- und Genauigkeitseigenschaften in Abhängigkeit von einem
Dämpfungparameter ρ∞ ∈ [0, 1). Dabei wurde in [15] die lineare Testgleichung

ẍ+ ω2x = 0, ω ∈ R,

untersucht, deren Anwendung auf das Generalized-α-Verfahren (2.18) in einer von
hω abhängigen linearen Abbildung (qn, vn, an) 7→ (qn+1, vn+1, an+1) resultiert. Der
Spektralradius für hω → ∞ der Matrix, die diese lineare Abbildung definiert, ist
genau dieser Dämpfungsparameter ρ∞. Die Verfahrensparameter ergeben sich zu

αm =
2ρ∞ − 1

ρ∞ + 1
, αf =

ρ∞
ρ∞ + 1

, β =
1

4

(
γ +

1

2

)2

, γ =
1

2
+ αf − αm. (2.20)

Mit diesen Parametern ist das Verfahren (2.18) ein Zeitintegrationsverfahren zweiter
Ordnung [15].

2.2 Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt werden Lie-Gruppen – im Speziellen Matrix-Lie-Gruppen – ein-
geführt sowie einige Beispiele vorgestellt.

Definition 6 (Lie-Gruppen [27, 5])
Eine Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (vgl. [27]), auf der eine
Gruppenoperation ◦ : G×G → G und eine inverse Abbildung inv : G → G definiert
sind, wobei sowohl ◦ als auch inv differenzierbare Abbildungen sind.
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Da jede endliche Lie-Gruppe (G, ◦) mit der Gruppenoperation ◦ isomorph zu einer
Matrix-Lie-Gruppe ist, werden nur diese näher betrachtet und im folgenden Abschnitt
erläutert.

2.2.1 Matrix-Lie-Gruppen

Definition 7 (Matrix-Lie-Gruppen [27])
Eine Matrix-Lie-Gruppe G ist eine Lie-Gruppe, die eine Untergruppe der allgemeinen
linearen Gruppe

GL(nG) := {A ∈ RnG×nG : detA ̸= 0}
darstellt.

Ein Element q ∈ G kann somit stets als Matrix aufgefasst werden, wobei die Grup-
penoperation ◦ die Matrixmultiplikation darstellt. In praktischen Implementierungen
ist es jedoch in Hinblick auf die Rechenzeit oft ungünstig, q als Matrix zu charakte-
risieren, weshalb weiterhin die Gruppenoperation ◦ verwendet wird.
Die Konfiguration eines Körpers (vgl. Definition 2) zur Zeit t wird durch die Funktion

q(t) : R → G (2.21)

beschrieben. Die stetig differenzierbare Funktion q(t) mit q(t0) ∈ G bleibt genau dann
in der Lie-Gruppe G, wenn ihre Zeitableitung q̇(t) im Tangentialraum TqG bzgl. des
Punktes q = q(t) liegt [27].

Definition 8 (Lie-Algebra, Lie-Klammer und Matrix-Kommutator [5])
Der Tangentialraum in der Identität e einer N -dimensionalen Lie-Gruppe G wird
als Lie-Algebra g = TeG bezeichnet. Die Lie-Klammer [A,B] : g × g → g ist eine
bilineare, schiefsymmetrische Operation, für die die Jacobi-Identität

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0 (2.22)

erfüllt ist. Ist G eine Matrix-Lie-Gruppe, so ist die Lie-Klammer isomorph zu dem
(Matrix)-Kommutator gegeben durch [A,B] = AB−BA.

Da alle Tangentialräume linear sind, ist auch die Lie-Algebra g ein linearer Raum.
Durch die invertierbare lineare Abbildung

(̃•) : RN → g (2.23)

wird ein Isomorphismus zwischen dem euklidischen Raum RN und der Lie-Algebra g
beschrieben [8]. Im Folgenden wird ein Element der Lie-Algebra stets durch die Ab-
bildung (2.23) kenntlich gemacht.
Durch die Gruppenstruktur von G kann jedes Element von TqG in jedem Punkt
q ∈ G durch Elemente ṽ der Lie-Algebra repräsentiert werden. Dafür definiert die
Linkstranslation

Lq : G → G, y 7→ Lq(y) = q ◦ y (2.24)

eine Bijektion in G, und ihre Ableitung DLq(e) in der Identität e ist eine Bijektion
zwischen den Tangentialräumen g := TeG und TqG, das heißt [4]

TqG = {DLq(e) · ṽ : ṽ ∈ g} = {DLq(e) · ṽ : v ∈ RN}.
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Somit kann die Ableitung von (2.21) als

q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t) (2.25)

beschrieben werden [4]. Ein Großteil der Rechnungen soll in der Lie-Algebra bzw. im
euklidischen Raum RN vonstattengehen. Anschließend erfolgt eine Transformation in
die Lie-Gruppe G. Diese kann lokal mit Hilfe der Exponentialabbildung

exp : g → G mit exp(w̃) =
∞∑
i=0

1

i!
w̃i (2.26)

in einer Umgebung von w = 0 erfolgen. Die Hintereinanderausführung von mehreren
Exponentialabbildungen

exp
(
hw̃1

)
◦ exp

(
hw̃2

)
= exp

(
BCH

(
hw̃1, hw̃2

))
(2.27)

wird mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel beschrieben, dabei ist

BCH
(
hw̃1, hw̃2

)
= hw̃1 + hw̃2 +

1

2
[hw̃1, hw̃2] +O(h) ∥[hw̃1, hw̃2]∥ (2.28)

für h → 0 mit w1,w2 ∈ RN [49]. Wenn w̃1 und w̃2 kommutieren, dann werden
die Kommutatoren gleich null, und in diesem Fall folgt exp

(
hw̃1

)
◦ exp

(
hw̃2

)
=

exp
(
hw̃1 + hw̃2

)
.

Im Verlauf der Arbeit werden numerische Lösungen von (2.25) gesucht. Dazu schlug
Magnus [38] vor, eine Lösung der Form

q(t) = q(tm) ◦ exp(ν̃m(t)
)

(2.29)

mit einer Matrixfunktion ν̃m(t) ∈ g zu finden. Diese genügt für t in einer Umgebung
von tm der Differentialgleichung

˙̃νm(t) = dexp−1
−ν̃m(t)ṽ(t) mit νm(tm) = 0 (2.30)

(Anhang B), siehe auch [33].
Hierbei beschreibt dexp−1 die Inverse der linksseitig trivialisierten Ableitung der Ex-
ponentialabbildung (2.26) mit der Reihenentwicklung

dexp−1
w̃ =

∞∑
i=0

Bi

i!
adi

w̃, (2.31)

wobei adi
w̃ der adjungierte Operator mit ad0

w̃1
w̃2 = w̃2 und adi

w̃1
w̃2 :=

[
w̃1, ad

i−1
w̃1

w̃2

]
die i-te Anwendung des Kommutators und Bi die Bernoullizahlen [30]

B0 = 1, B1 = −1

2
, B2 =

1

6
, B3 = 0, B4 = − 1

30
, B5 = 0, B6 =

1

42
, ...

(2.32)
sind. Durch Integration von (2.30) und geeignetes Abschneiden der Reihe (2.31) kann
eine Lösung von (2.29) erhalten werden, die Magnus-Entwicklung. Im Verlauf die-
ser Arbeit wird ein Resultat der Magnus-Entwicklung in einer speziellen Form von
Müller [40] verwendet. Dort wurde eine Berechnungsvorschrift für die einzelnen Glie-
der der Reihe angegeben. Somit ist ν̃m(t) in (2.29) gegeben durch

ν̃m(t) = hṽ(tm) +
h2

2
˙̃v(tm) +

h3

6
¨̃v(tm) +

h3

12

[
ṽ(tm), ˙̃v(tm)

]
+

h4

24

...
ṽ (tm)

+
h4

24

[
ṽ(tm), ¨̃v(tm)

]
+

h5

5!
µ̃5(tm) +

h6

6!
µ̃6(tm) +

h7

7!
µ̃7(tm) +O(h8) (2.33)
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mit h = t − tm. In [40] werden nur die Glieder bis zur Ordnung fünf berechnet und
die Rechtstranslation anstelle der Linkstranslation (2.24) verwendet. Die hier ange-
gebenen Reihenglieder wurden unter Verwendung der Formel aus [40] in Anhang C
berechnet. Dort sind außerdem konkrete Terme für µ̃i für i = 5, 6, 7 angegeben.
Weiterhin erlaubt die Exponentialabbildung die Konstruktion einer lokalen Parame-
trisierung der Lie-Gruppe G um einen gegebenen Punkt qm ∈ G. Die Beziehung

q = qm ◦ exp(ṽ) (2.34)

beschreibt lokal in einer Umgebung von qm einen Diffeomorphismus zwischen G und
g bzw. zwischen G und RN , der als Koordinatenabbildung RN → G : v 7→ q =
qm ◦ exp(ṽ) geschrieben werden kann [9].
Um die Rechnungen im euklidischen Raum RN anstatt direkt in der Lie-Algebra g
auszuführen, ist es sinnvoll, eine Abbildung zu definieren, die die auftretenden Kom-
mutatoren, z.B. in (2.28) und (2.33), im RN repräsentiert. Dieser lineare Operator,
der einem N × 1 Vektor die N ×N Matrix zuordnet, ist definiert durch [7, 4]

(̂•) : RN → RN×N mit ˜̂w1w2 = adw̃1(w̃2) = [w̃1, w̃2] für alle w1,w2 ∈ RN .
(2.35)

Mit Hilfe dieser Abbildung kann dexp aus (2.30) auch als lineare Beziehung von RN

nach RN durch
v(t) = T

(
νm(t)

)
ν̇m(t)

repräsentiert werden, wobei T
(
νm(t)

)
der so genannte N×N Tangentialoperator der

Exponentialabbildung ist [9] mit

dexp−ν̃m(t)(w̃) = T
(
νm(t)

)
w
:

für w ∈ RN . Dieser besitzt die Reihenentwicklung

T
(
νm(t)

)
=

∞∑
i=0

(−1)i

(i+ 1)!
ν̂i
m(t), (2.36)

vgl. [9, 33] und Lemma B.4.

2.2.2 Beispiele

Im folgenden Abschnitt sollen die verwendeten Matrix-Lie-Gruppen-Formulierungen
näher vorgestellt werden.

Beispiel 1: G = SO(3)
Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) ist definiert durch [5, 27]

SO(3) = {R ∈ R3×3| R⊤R = I3, detR = 1}.
Die zugehörige Lie-Algebra [27]

so(3) = {Ω̃ ∈ R3×3| Ω̃⊤
+ Ω̃ = 0}

enthält alle schiefsymmetrischen Matrizen der Form

Ω̃ =


0 −Ω3 Ω2

Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

 (2.37)
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mit Ω = [Ω1 Ω2 Ω3]
⊤ ∈ R3×1, siehe (2.23). Die Abbildung •̂ aus (2.35) ist für G =

SO(3) identisch mit •̃ ([51, Lemma A.1]):

w̃ = ŵ, w ∈ R3. (2.38)

Die Exponentialabbildung (2.26) in SO(3) \ {0} ist gegeben durch die sogenannte
Rodriguez-Formel [39]

expSO(3)(w) = I3 +
sin(ω)

ω
w̃ +

(1− cos(ω))

ω2
w̃w̃

mit ω = ∥w∥2, w ∈ R3. Der Tangentialoperator (2.36) ist in SO(3) anhand von [7]

TSO(3)(w) = I3 +
cos(ω)− 1

ω2
w̃ +

(
1− sin(ω)

ω

)
w̃w̃

ω2

bestimmt.

Beispiel 2: G = R3 × SO(3)
Die Beschreibung des direkten Produktes R3 × SO(3) erfolgt analog zu [7]. Ein Ele-
ment der 6-dimensionalen Lie-Gruppe R3×SO(3) kann durch das Paar q = (x,R) mit
dem Translationsvektor x ∈ R3 und der Rotationsmatrix R ∈ SO(3) bzw. alternativ
in der Matrixschreibweise

q =


R 03×3 03×1

03×3 I3 x

01×3 01×3 1


beschrieben werden. Die Gruppenoperation ◦ ist gegeben durch

(x1,R1) ◦ (x2,R2) = (x1 + x2,R1R2).

Die Lie-Algebra ist die Menge der 7× 7-Matrizen

ṽ =


Ω̃ 03×3 03×1

03×3 03×3 u

01×3 01×3 0

 (2.39)

mit u ∈ R3 und einer schiefsymmetrischen Matrix Ω̃ aus (2.37). Die Lie-Algebra kann
mit dem euklidischen Raum R6 identifiziert werden, da die Matrix (2.39) durch einen

Vektor v =
[
u⊤,Ω⊤]⊤ repräsentiert wird. In diesem Fall kann Gleichung (2.25) zu

ẋ = u,

Ṙ = RΩ̃

umformuliert werden, so dass die Geschwindigkeit v unterteilt ist in die Translations-
geschwindigkeit u im Inertialsystem und die Winkelgeschwindigkeit Ω im körperfes-
ten System. Der Operator •̂ ist gegeben durch

v̂ =

03×3 03×3

03×3 Ω̃

 .
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Schließlich berechnet sich die Exponentialabbildung (2.26) für w1,w2 ∈ R3 zu

expR3×SO(3)(w1,w2) =


expSO(3)(w2) 03×3 03×1

03×3 I3 w1

01×3 01×3 1


und der Tangentialoperator (2.36) zu

TR3×SO(3)(w1,w2) =

 I3 03×3

03×3 TSO(3)(w2)

 .

Beispiel 3: G = SE(3)
Die Beschreibung der speziellen euklidischen Gruppe SE(3) = R3 ⋉ SO(3) erfolgt
analog zu [7]. Ein Element der 6-dimensionalen Lie-Gruppe SE(3) kann durch das
Paar q = (x,R) mit dem Translationsvektor x ∈ R3 und der Rotationsmatrix R ∈
SO(3) bzw. alternativ in der Matrixschreibweise

q =

 R x

01×3 1


beschrieben werden. Die Gruppenoperation ◦ ist gegeben durch

(x1,R1) ◦ (x2,R2) = (x1 +R1x2,R1R2).

Die Lie-Algebra ist die Menge der 4× 4-Matrizen

ṽ =

 Ω̃ U

01×3 0

 (2.40)

mit U ∈ R3 und der schiefsymmetrischen Matrix Ω̃ aus (2.37). Die Lie-Algebra kann

mit R6 identifiziert werden, da die Matrix (2.40) durch einen Vektor v =
[
U⊤ Ω⊤]⊤

repräsentiert wird. Gleichung (2.25) kann in SE(3) umformuliert werden zu

ẋ = RU,

Ṙ = RΩ̃,

so dass die Geschwindigkeit v unterteilt ist in die Translationsgeschwindigkeit U und
die Winkelgeschwindigkeit Ω, beide im körperfesten System. Der Operator •̂ wird zu

v̂ =

 Ω̃ Ũ

03×3 Ω̃

 . (2.41)

Schließlich berechnet sich die Exponentialabbildung (2.26) für w1,w2 ∈ R3 zu

expSE(3)(w1,w2) =

expSO(3)(w2) A(w2)w1

01×3 1


16



mit

A(w2) :=
1

ω2

(
ω2I3 + (I3 − expSO(3)(w2))w̃2 + w̃2w̃2

)
,

wobei ω = ∥w2∥2 ist, und der Tangentialoperator (2.36) zu

TSE(3)(w1,w2) =

TSO(3)(w2) C(w1,w2)− 1
2
w̃1

03×3 TSO(3)(w2)


mit

C(w1,w2) =
1− a

2
w̃1 +

1− b

ω2
(w̃1w̃2 + w̃2w̃1)−

b− a

ω2
w⊤

2 w1w̃2

+
1

ω2

(
a

2
− 3(1− b)

ω2

)
w⊤

2 w1w̃2w̃2,

wobei a = 2(1− cos(ω))/ω2 und b = sin(ω)/ω gilt.
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Kapitel 3

Zeitintegrationsverfahren für
mechanische Systeme auf
Lie-Gruppen

Das nachfolgende Kapitel behandelt die Zeitintegration der Bewegungsgleichungen
von mechanischen Systemen ohne und mit Zwangsbedingungen für Konfigurations-
räume mit Lie-Gruppen-Struktur. Zunächst werden Zeitintegrationsverfahren für ge-
wöhnliche Differentialgleichungen auf Lie-Gruppen thematisiert. Die vorgestellten
Lie-Gruppen-Verfahren werden auf mechanischen Systeme ohne Zwangsbedingungen
angewendet. Außerdem wird ein neues BDF-Lie-Gruppen-Verfahren vorgestellt, das
BLieDF-Verfahren, das eine effizientere Auswertung der benötigten Lie-Klammern
bzw. Matrix-Kommutatoren verwendet als das Munthe-Kaas-BDF-Lie-Gruppen-Ver-
fahren.
Zudem werden mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen, die durch differential-
algebraische Gleichungen vom Index 3 beschrieben werden, thematisiert. Für diese
Aufgabenklasse werden nur drei der vorgestellten Verfahren genauer untersucht, die
beiden BDF-Verfahren und das Generalized-α-Verfahren.

3.1 Ausgewählte Zeitintegrationsverfahren für

gewöhnliche Differentialgleichungen auf Lie-

Gruppen

Bei der Anwendung eines numerischen Integrators auf Bewegungsgleichungen in Kon-
figurationsräumen mit Lie-Gruppen-Struktur muss die kinematische Gleichung (2.3a)
durch (2.25) ersetzt werden. Somit wird eine Lösung des Anfangswertproblems

q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t), (3.1a)

v̇(t) = f(t, q(t),v(t)), (3.1b)

q(t0) = q0, (3.1c)

v(t0) = v0 (3.1d)

gesucht.
Im folgenden Abschnitt werden verschiedene aus der Literatur bekannte Verfahren zur
Lösung von (3.1) vorgestellt. Crouch und Grossman [16] haben explizite Mehrschritt-
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Lie-Gruppen-Verfahren eingeführt, die eine Vielzahl von Auswertungen der Expo-
nentialabbildungen (2.26) erfordern, die die Elemente der Lie-Gruppe darstellen. In
dieser Arbeit erfolgt eine Berechnung von Verfahrensparametern auch für implizite
Mehrschritt-Lie-Gruppen-Verfahren.
Da die Berechnung der Exponentialfunktion rechentechnisch aufwendig sein kann,
sind Verfahren in den Fokus gerückt, die den Großteil der Rechnungen in der Lie-
Algebra ausführen. Dadurch wird nur eine Exponentialabbildung benötigt, im Ge-
genzug werden Kommutatoren ausgewertet. Mehrschrittverfahren dieser Art wurde
von Faltinsen, Marthinsen und Munthe-Kaas [20] vorgestellt. Hier ist eine Umpara-
metrisierung in der Lie-Gruppe nötig, um die gewünschte Konvergenzordnung des
Verfahrens zu erhalten. Das Verfahren aus [20] wird in dieser Arbeit jedoch unter
Verwendung der •̂-Abbildung modifiziert, so dass die Rechnungen im euklidischen
Raum RN und nicht in der Lie-Algebra g erfolgen.
Ein weiteres Verfahren geht auf Celledoni, Marthinsen und Owren [13] zurück. Es wird
versucht, möglichst wenige Funktionswerte der Exponentialabbildung zu berechnen
und gleichzeitig keine Matrix-Kommutatoren zu verwenden. In [13] wird diese Stra-
tegie auf Einschrittverfahren (Runge-Kutta-Verfahren) angewendet. In dieser Arbeit
wird diese Idee aufgegriffen, und es werden implizite Mehrschrittverfahren mit ent-
sprechenden Verfahrensparametern eingeführt.
Welche der genannten Varianten eingesetzt werden sollten, hängt stets von der un-
tersuchten Anwendung ab und wird an dieser Stelle nicht vertieft werden.
Als letztes Verfahren wird das Generalized-α-Verfahren auf (3.1) angewendet, dessen
Lie-Gruppen-Formulierung auf Brüls und Cardona [8] zurückgeht.

3.1.1 Crouch-Grossman-Verfahren

Crouch und Grossman führten in [16] sowohl Einschritt- als auch Mehrschrittverfah-
ren zur Lösung von Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten ein. In der vorlie-
genden Arbeit werden vorrangig Mehrschrittverfahren untersucht, weshalb an dieser
Stelle nur jene vorgestellt werden.
Weiterhin betrachteten Crouch und Grossman lediglich Mehrschrittverfahren der
Form

xn+1 = xn + h
k∑

i=0

βif(tn+1−i,xn+1−i,vn+1−i) (3.2)

mit Parametern βi ∈ R, (i = 0, ..., k), vgl. Gleichung (A.3a). Es können also nur
Verfahren verwendet werden, für die αi = 0, (i ≥ 2), gilt. BDF-Verfahren (2.5)
sind somit in dieser Art von Verfahren nicht enthalten, Adams-Moulton-Verfahren
(2.17) hingegen schon. Aus diesem Grund wird für die Crouch-Grossman-Verfahren
nur die Adams-Moulton-Variante untersucht. Für die Anwendung auf (3.1) werden
xn und xn+1 aus RN durch Elemente qn und qn+1 aus der Lie-Gruppe G ersetzt. Die
Summe (inklusive Summenzeichen) wird durch die Gruppenoperation substituiert,
und die rechte Seite f soll die Elemente aus der Lie-Algebra g darstellen. Hier zeigt
sich auch die Notwendigkeit der Einschränkung an die Verfahrensparameter αi = 0,
(i ≥ 2). Da durch die Umwandlung in die Lie-Gruppen-Elemente keine Skalierung
dieser Lie-Gruppen-Elemente existiert, würde z.B. für k = 2 ein Term der Form
(α0qn+1) ◦ (α1qn) ◦ (α2qn−1) nicht definiert werden können und deshalb können nur
Verfahren der Form (3.2) untersucht werden.
In Konfigurationsräumen mit Lie-Gruppen-Struktur müssen zusätzliche Terme, die
Matrix-Kommutatoren enthalten, in die Herleitung der Verfahren mit einbezogen
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werden. Aus diesem Grund existieren zusätzliche Bedingungen, die das Verfahren
erfüllen muss, um die selbe Konsistenz- und Konvergenzordnung wie (3.2) zu erhal-
ten. Deshalb reichen die Verfahrensparameter βi für Konfigurationsräume mit Lie-
Gruppen-Struktur nicht aus und es werden Parameter βj

i mit

βi =
m−1∑
j=0

βj
i , (i = 0, ..., k, m ∈ N), (3.3)

eingeführt. Das Mehrschrittverfahren für die Geschwindigkeiten v kann die allgemeine
Form (A.3a) beibehalten. Da für beide Variablen jedoch das selbe Verfahren verwen-
det werden soll, wird auch hier die Variante (3.2) eingesetzt. Zusammengefasst ergibt
sich das folgende Verfahren.

Definition 9 (Crouch-Grossman-Verfahren [16, für ODEs 1. Ordnung])
Ein Crouch-Grossman-Verfahren für den Zeitschritt tn → tn+1 = tn + h zur Lösung
von (3.1) ist gegeben durch

uj
n = uj+1

n ◦ exp(hβj
kṽn+1−k) ◦ ... ◦ exp(hβj

1ṽn)

◦ exp(hβj
0ṽn+1), (j = 0, ...,m− 1), (3.4a)

um
n = qn, (3.4b)

qn+1 = u0
n, (3.4c)

vn+1 = vn + h
k∑

i=0

βiv̇n+1−i, (3.4d)

v̇n+1−i = f(tn+1−i, qn+1−i,vn+1−i), (i = 0, ..., k). (3.4e)

Zu den vorgegebenen numerischen Lösungen qn+1−i und vn+1−i, (i = 1, ..., k), werden
dabei die Approximationen qn+1 ≈ q(tn+1) und vn+1 ≈ v(tn+1) berechnet.

Crouch und Grossman haben Bedingungen für die Parameter βj
i untersucht, um ein

explizites Verfahren der Konvergenzordnung drei zu erhalten. In dieser Arbeit werden
vor allem implizite Verfahren untersucht. Aus diesem Grund wurde die Vorgehens-
weise von [16] aufgegriffen und Parameter für implizite Crouch-Grossman-Verfahren
bis zu einer Konvergenz der Ordnung vier bestimmt. Dabei wurden die Parameter
stets so gewählt, dass durch (3.3) das Adams-Moulton-Verfahren (2.17) der entspre-
chenden Ordnung erhalten wird.
Zur Berechnung der Verfahrensparameter kann wie folgt vorgegangen werden. Ziel ist
es, die Parameter in Definition 9 so zu bestimmen, dass

q(tn) ◦ exp(hβm−1
k ṽ(tn+1−k)) ◦ ... ◦ exp(hβ0

0 ṽ(tn+1)) = q(tn) ◦ exp(ν̃n(tn+1)) +O(hk+2)
(3.5)

gilt (vgl. (2.29)). Dann besitzt der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition A.3) die
benötigte Ordnung, um ein Verfahren der Konvergenzordnung p = k+1 zu erhalten.
Die Hintereinanderausführungen der Exponentialabbildungen werden anhand der Ba-
ker-Campbell-Hausdorff-Formel (2.28) bestimmt. Das Argument dieser kombinierten
Exponentialabbildungen wird anschließend mit ν̃n(tn+1) aus (2.33) verglichen. Wer-
den zudem alle Geschwindigkeiten v und deren Ableitungen durch Taylorentwicklung
auf den Zeitpunkt tn zurückgeführt, so entsteht ein Term der Form

C1hṽ(tn) + C2h
2ṽ(2)(tn) + C3h

3ṽ(3)(tn) + C4h
4ṽ(4)(tn) + C5h

3[ṽ(tn), ˙̃v(tn)]

+ C6h
4[ṽ(tn), ¨̃v(tn)] + C7h

4[ṽ(tn), [ṽ(tn), ˙̃v(tn)]] +O(h5), (3.6)
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wobei die Cℓ ∈ R, (ℓ = 1, ..., 7), von den Verfahrensparametern βj
i abhängen. Wird

nun für alle Terme, die nicht in O(hk+2) liegen, Cℓ = 0 gesetzt, lassen sich Kon-
sistenzbedingungen angeben. Die Konsistenzbedingungen, die sich durch Cℓ = 0,
(ℓ = 1, 2, 3, 4), herleiten lassen, stimmen mit denen aus (A.7) überein, die auch für
Verfahren in linearen Räumen existieren. Die anderen sind zusätzliche Bedingungen,
die nur für die Lie-Gruppen-Variante der Verfahren existieren. Für k = 0, 1 gibt es
keine, für k = 2 eine und für k = 3 drei zusätzliche Bedingungen. Entsprechend wer-
den insgesamt für k = 0 ein Verfahrensparameter, für k = 1 zwei, für k = 2 vier und
für k = 3 sieben Verfahrensparameter benötigt. Aus Effizienzgründen beim später
verwendeten Newton-Verfahren wurde darauf geachtet, dass stets nur ein Parame-
ter βj

0, (j = 0, ...,m − 1), vorhanden ist. Um schließlich die Verfahrensparameter zu
bestimmen, werden die Konsistenzbedingungen unter Einbeziehung der Parameter

k = 0 : β0
0 , (m = 1, k = 0),

k = 1 : β0
0 , β0

1 , (m = 1, k = 1),

k = 2 : β0
0 , β0

1 , β0
2 , β1

1 , (m = 2, k = 2),

k = 3 : β0
0 , β0

1 , β0
2 , β0

3 , β1
1 , β1

2 , β2
1 , (m = 3, k = 3),

gelöst. Im Fall k = 3 wurde β2
1 an Stelle von β1

3 verwendet, da die Lösung der Kon-
sistenzbedingungen ansonsten komplexe Parameter ergeben hätte. Dadurch ergeben
sich die zu betrachtenden Verfahrensparameter

p = 1 : β0
0 = β0 = 1,

p = 2 : β0
0 = β0 =

1

2
, β0

1 = β1 =
1

2
,

p = 3 : β0
0 =

5

12
, β0

1 =
7

12
, β0

2 = − 1

12
, β1

1 =
1

12
,

p = 4 : β0
0 =

3

8
, β0

1 =
923 +

√
42351

1176
, β0

2 =
155−

√
42351

1176
, β0

3 =
1

24
,

β1
1 =

−204−
√
42351

1176
, β1

2 =
−400 +

√
42351

1176
, β2

1 =
53

294
.

Theoretisch könnten durch gleiches Vorgehen auch die Parameter für höhere Ordnun-
gen bestimmt werden, worauf in dieser Arbeit jedoch verzichtet wird. Die numerischen
Tests aus Kapitel 6 bestätigen eine Konvergenzordnung von p = k + 1.

3.1.2 Kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren greifen die Ideen von Crouch und
Grossman (Abschnitt 3.1.1) auf, doch sie benötigen aufgrund von Linearkombinatio-
nen innerhalb der Exponentialabbildungen weniger Auswertungen dieser Exponenti-
alabbildungen. In [13] wurde diese Strategie für Runge-Kutta-Verfahren eingeführt
und getestet. Da in der vorliegenden Arbeit vorrangig implizite Mehrschrittverfahren
von Interesse sind, wird das Prinzip auf diese angewendet. Aus demselben Grund
wie zuvor bei den Crouch-Grossman-Verfahren können nur Mehrschrittverfahren der
Form (3.2) in ein kommutatorfreies Lie-Gruppen-Verfahren umgewandelt werden.
Auch hier sind somit keine kommutatorfreien BDF-Lie-Gruppen-Mehrschrittverfah-
ren möglich.

Definition 10 (Kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren)
Ein kommutatorfreies Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren für den Zeitschritt tn →
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tn+1 = tn + h mit Schrittweite h zur Lösung von (3.1) ist gegeben durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
h

k∑
j=0

βm−1
j ṽn+1−j

)
◦ ... ◦ exp

(
h

k∑
j=0

β0
j ṽn+1−j

)
, (3.7a)

vn+1 = vn + h

k∑
i=0

βiv̇n+1−i, (3.7b)

v̇n+1−i = f(tn+1−i, qn+1−i,vn+1−i), (i = 0, ..., k). (3.7c)

Zu den vorgegebenen numerischen Lösungen qn+1−i und vn+1−i, (i = 1, ..., k), werden
dabei die Approximationen qn+1 ≈ q(tn+1) und vn+1 ≈ v(tn+1) berechnet.

Ziel ist es, die Parameter in Definition 10 so zu bestimmen, dass

q(tn) ◦ exp
(
h

k∑
j=0

βm−1
j ṽ(tn+1−j)

)
◦ ... ◦ exp

(
h

k∑
j=0

β0
j ṽ(tn+1−j)

)
= q(tn) ◦ exp

(
ν̃n(tn+1)

)
+O(hk+2) (3.8)

gilt (vgl. (2.29)). Dann besitzt der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition A.3) die
benötigte Konsistenzordnung, um ein Verfahren der Konvergenzordnung p = k + 1
zu erhalten. Die weitere Vorgehensweise ist analog zum Crouch-Grossman-Verfahren
(Definition 9), lediglich die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel wird seltener benötigt
(vgl. (3.5) und (3.8)).
Durch die Hintereinanderausführungen der Exponentialabbildungen anhand der Ba-
ker-Campbell-Hausdorff-Formel (2.28) und den Vergleich mit ν̃n(tn+1) aus (2.33) ent-
steht erneut ein Term der Form (3.6). Die Konsistenzbedingungen ergeben sich, indem
für alle Terme, die nicht in O(hk+2) liegen, Cℓ = 0 gesetzt wird. Die Konsistenzbe-
dingungen, die sich durch Cℓ = 0, (ℓ = 1, 2, 3, 4), herleiten lassen, stimmen mit denen
aus (A.7) überein, die auch für Verfahren in linearen Räumen existieren. Die ande-
ren sind zusätzliche Bedingungen, die nur in der Lie-Gruppen-Variante der Verfahren
auftreten. Für k = 0, 1 gibt es keine, für k = 2 eine und für k = 3 drei zusätzliche
Bedingungen. Jedoch zeigt sich, dass C7 = 0 automatisch erfüllt ist, wenn β1

0 = 0
und Cℓ = 0, (i = 1, ..., 6), gelten. Daher werden für k = 0 ein Verfahrensparameter,
für k = 1 zwei, für k = 2 vier und für k = 3 sechs Verfahrensparameter benötigt.
Um schließlich diese Verfahrensparameter zu bestimmen, werden die Konsistenzbe-
dingungen unter Einbeziehung der Parameter

k = 0 : β0
0 , (m = 1, k = 0),

k = 1 : β0
0 , β0

1 , (m = 1, k = 1),

k = 2 : β0
0 , β0

1 , β0
2 , β1

1 , (m = 2, k = 2),

k = 3 : β0
0 , β0

1 , β0
2 , β1

1 , β1
2 , β1

3 , (m = 2, k = 3),

gelöst. Daher sind die zu verwendenden Verfahren von erster bis vierter Ordnung
durch die Parameter

p = 1 : β0
0 = β0 = 1, (m = 1, k = 0),

p = 2 : β0
0 =

1

2
, β0

1 =
1

2
, (m = 1, k = 1),

p = 3 : β0
0 =

5

12
, β0

1 =
1

3
, β0

2 = − 1

12
, β1

1 =
1

3
, (m = 2, k = 2),

p = 4 : β0
0 =

3

8
, β0

1 =
1

6
, β0

2 = − 1

24
, β1

1 =
5

8
, β1

2 = −1

6
, β1

3 =
1

24
, (m = 2, k = 3),
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und (3.3) definiert. Alle restlichen Parameter sind null. Es fällt auf, dass das Crouch-
Grossman-Verfahren (3.4) und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfah-
ren von Ordnung eins identisch sind. Theoretisch könnten durch gleiches Vorgehen
auch die Parameter für höhere Ordnungen bestimmt werden, dies soll in dieser Arbeit
jedoch nicht vertieft werden. Die numerischen Tests aus Kapitel 6 bestätigen die
Konvergenzordnung von p = k + 1.

3.1.3 Munthe-Kaas-Mehrschrittverfahren

Im Gegensatz zu den Crouch-Grossman-Mehrschrittverfahren in Abschnitt 3.1.1 be-
rechnen die Munthe-Kaas-Mehrschrittverfahren (Name analog zu Runge-Kutta-Mun-
the-Kaas-Verfahren [42, 43]) die numerische Lösung in jedem Integrationsschritt zu-
nächst in der Lie-Algebra g und transformieren das Ergebnis durch die einmalige
Anwendung der Exponentialabbildung in ein Element der Lie-Gruppe G. Dieses Ver-
fahren wurde in [20] vorgestellt. Die Idee ist es, in jedem Zeitschritt die Differential-
gleichung (2.30) im linearen Raum g zu betrachten und sie numerisch durch klassische
Ansätze zu lösen. Dabei repräsentiert dexp−ν̃m

(t) die Jacobi-Matrix der Koordina-
tenabbildung (2.34). Da dexp0 = I ist, ist die Abbildung in der Nähe von qm gut
konditioniert. Je mehr sich von dem Punkt qm entfernt wird, um so schlechter kon-
ditioniert ist das Problem [20]. In einem Zeitschritt ist es daher sinnvoll, zur Berech-
nung von qn+1 durch (2.34) den Punkt qm := qn als nächstbekannten Punkt aus der
Lie-Gruppe G zu verwenden. Daher muss das Zentrum der Koordinatenabbildung
in jedem Zeitschritt neu gewählt und die bekannten Informationen in das neue Ko-
ordinatensystem transformiert werden. Dazu seien ω̃

(n)
i ∈ g lokale Koordinaten von

qn+1−i ∈ G in Bezug auf qn ∈ G, so dass

qn+1−i = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
i

)
, (i = 0, 1, ..., k), (3.9)

ist. Das lineare k-Schrittverfahren (A.3a) für (3.1a) ist dann gegeben durch

1

h

k∑
i=0

αiω̃
(n)
i =

k∑
i=0

βidexp
−1
k

(
− ω̃

(n)
i , ṽn+1−i

)
, (3.10)

wobei dexp−1
k

(
w̃1, w̃2

)
eine Approximation k-ter Ordnung der Abbildung dexp−1

w̃1
w̃2

(vgl. (2.31)) ist, die lipschitzstetig mit einer Konstanten der Größe O(1) sein soll. Um
diese Gleichung im euklidischen Raum darzustellen, kann der •̂-Operator aus (2.35)

verwendet werden. Dafür wird d̂exp
−1

k (w1,w2) definiert durch

d̂exp
−1

1 (w1,w2) := w2, (3.11a)

d̂exp
−1

2 (w1,w2) := w2, (3.11b)

d̂exp
−1

3 (w1,w2) := d̂exp
−1

2 (w1,w2)−
1

2
ŵ1w2, (3.11c)

d̂exp
−1

4 (w1,w2) := d̂exp
−1

3 (w1,w2) +
1

12
ŵ1ŵ1w2, (3.11d)

d̂exp
−1

5 (w1,w2) := d̂exp
−1

4 (w1,w2), (3.11e)

d̂exp
−1

6 (w1,w2) := d̂exp
−1

5 (w1,w2)−
1

720
ŵ1ŵ1ŵ1ŵ1w2 (3.11f)
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mit w1,w2 ∈ RN und es gilt dexp−1
k (w̃1, w̃2) =

˜̂
dexp−1

k (w1,w2). Daher ist Glei-
chung (3.10) äquivalent zu

1

h

k∑
i=0

αiω
(n)
i =

k∑
i=0

βid̂exp
−1

k

(
− ω

(n)
i ,vn+1−i

)
.

Die Frage nach der Berechnung der aktuellen ω̃
(n)
i bleibt jedoch noch zu beantworten.

Dafür zeigt der Vergleich von (3.9) mit (2.29) für m = n und t = tn+1−i, dass

ω̃
(n)
i ≈ ν̃n(tn+1−i) gilt, da qn ≈ q(tn) und qn+1−i ≈ q(tn+1−i) sind. Durch den Vergleich

von (2.29) für m = n mit m = n− 1 für t = tn+1−i und i = 1, ..., k folgt, dass

q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1−i)

)
= q(tn+1−i) = q(tn−1) ◦ exp

(
ν̃n−1(tn+1−i)

)
erfüllt ist und darum auch

exp
(
ν̃n(tn+1−i)

)
= q(tn)

−1 ◦ q(tn−1) ◦ exp
(
ν̃n−1(tn+1−i)

)
= exp

(
− ν̃n−1(tn)

)
◦ exp

(
ν̃n−1(tn+1−i)

)
.

Im Zeitschritt tn → tn+1 sind Approximationen −ω̃
(n−1)
0 ≈ −ν̃n−1(tn) und ω̃

(n−1)
i−1 ≈

ν̃n−1(tn+1−i) bekannt und somit können ω̃
(n)
i ≈ ν̃n(tn+1−i) berechnet werden durch

exp
(
ω̃

(n)
i

)
≈ exp

(
− ω̃

(n−1)
0

)
◦ exp

(
ω̃

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k).

Die Kombination von zwei Exponentialabbildungen wird durch Approximationen der
Baker-Campbell-Hausdorff-Formel BCH (2.28) berechnet. Praktisch wird eine Appro-
ximation k-ter Ordnung BCHk verwendet, die lipschitzstetig mit einer Konstanten der
Größe O(1) ist. Es folgt

ω̃
(n)
i = BCHk

(
− ω̃

(n−1)
0 , ω̃

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k). (3.12)

Zur Darstellung dieser Gleichung im euklidischen Raum wird erneut der •̂-Operator
verwendet und es können Approximationen (vgl. [44])

B̂CH2(w1,w2) := w1 +w2, (3.13a)

B̂CH3(w1,w2) := B̂CH2(w1,w2) +
1

2
ŵ1w2, (3.13b)

B̂CH4(w1,w2) := B̂CH3(w1,w2) +
1

12
ŵ1ŵ1w2 −

1

12
ŵ2ŵ1w2, (3.13c)

B̂CH5(w1,w2) := B̂CH4(w1,w2)−
1

24
ŵ2ŵ1ŵ1w2, (3.13d)

B̂CH6(w1,w2) := B̂CH5(w1,w2)−
1

720
ŵ1ŵ1ŵ1ŵ1w2 +

1

720
ŵ2ŵ2ŵ2ŵ1w2

− 1

180
ŵ2ŵ1ŵ1ŵ1w2 +

1

180
ŵ2ŵ2ŵ1ŵ1w2 −

1

120
ŵ1w
∧

2ŵ1ŵ1w2

(3.13e)

mit BCHk(w̃1, w̃2) =
˜̂
BCHk(w1,w2) definiert werden. Gleichung (3.12) ist damit

äquivalent zu

ω
(n)
i = B̂CHk

(
− ω

(n−1)
0 ,ω

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k).
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Definition 11 (k-Schritt Munthe-Kaas-Verfahren [20, für ODEs 1. Ordnung])
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-Verfahren zur Lösung von (3.1) für den Zeitschritt tn →
tn+1 := tn + h mit Schrittweite h ist gegeben durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.14a)

ω
(n)
i = B̂CHk

(
− ω

(n−1)
0 ,ω

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k), (3.14b)

1

h

k∑
i=0

αiω
(n)
i =

k∑
i=0

βid̂exp
−1

k

(
− ω

(n)
i ,vn+1−i

)
, (3.14c)

1

h

k∑
i=0

αivn+1−i =
k∑

i=0

βif(tn+1−i, qn+1−i,vn+1−i). (3.14d)

Dabei werden die vorgegebenen numerischen Lösungen qn+1−i, vn+1−i, (i = 1, ..., k),

und ω
(n−1)
i , (i = 0, ..., k) verwendet, um Approximationen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈

v(tn+1) und ω
(n)
i ≈ νn(tn+1−i), (i = 0, ..., k − 1), zu berechnen.

In [20] wurden jedoch statt (3.14b) und (3.14c) die hierzu äquivalenten Gleichun-
gen (3.10) und (3.12) verwendet. Im Unterschied zu den Crouch-Grossman-Verfahren
und den kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren können auf die k-Schritt Munthe-
Kaas-Verfahren alle linearen Mehrschrittverfahren (A.3a) und nicht nur die der Form
(3.2) angewendet werden. Dies ist ein deutlicher Vorteil der Munthe-Kaas-Verfahren.
Da der Fokus dieser Arbeit auf BDF-Verfahren liegt, ist nachfolgend das Verfah-
ren (3.14) mit Parametern αi und βi wie für die BDF-Verfahren (2.5) separat auf-
geführt.

Definition 12 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren [20])
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren für k ≤ 6 zur Lösung von (3.1) für den
Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit Schrittweite h ist gegeben durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
,

ω
(n)
i = B̂CHk

(
− ω

(n−1)
0 ,ω

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k),

1

h

k∑
i=0

αiω
(n)
i = d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

)
,

1

h

k∑
i=0

αivn+1−i = f(tn+1, qn+1,vn+1)

mit Parametern αi aus (2.7) und den Approximationen (3.11) und (3.13) der Ab-
bildungen dexp−1 aus (2.31) und BCH aus (2.28). Dabei werden die numerischen

Lösungen qn+1−i, vn+1−i, (i = 1, ..., k), und ω
(n−1)
i , (i = 0, ..., k − 1) verwendet,

um die Approximationen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1) und ω
(n)
i ≈ νn(tn+1−i),

(i = 0, ..., k), zu berechnen.

Die Konvergenzordnung ist wie bei den BDF-Verfahren (2.5) durch p = k gege-
ben [20].
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3.1.4 Generalized-α-Verfahren

Das Generalized-α-Verfahren (2.18) wurde in [8] auf Bewegungsgleichungen in Konfi-
gurationsräumen mit Lie-Gruppen-Struktur angewendet. Hierzu wird (2.18a) umge-
schrieben zu

xn+1 = xn + h∆xn, (3.15a)

∆xn = vn + (0.5− β)han + βhan+1. (3.15b)

Nun kann in (3.15a) wie zuvor in Abschnitt 3.1 das Element xn aus dem euklidischen
Raum RN durch ein Element qn der Lie-Gruppe G ersetzt werden und die Gruppen-
operation ◦ anstelle der Summe verwendet werden. Außerdem wird ∆xn durch ein
Element der Lie-Algebra ∆̃qn substituiert und es gilt

qn+1 = qn ◦ exp
(
h∆̃qn

)
,

∆qn = vn + (0.5− β)han + βhan+1.

Die Variable∆qn kann als
”
eingefrorene“ bzw. Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem

Zeitintervall [tn, tn+1] aufgefasst werden. Es folgt die Definition des Generalized-α-
Verfahrens für Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-Struktur [8].

Definition 13 (Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (3.1) [8])
Das Generalized-α-Verfahren verwendet die numerischen Lösungen qn, vn, v̇n und
an im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit konstanter Schrittweite h und ist gegeben
durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
h∆̃qn

)
,

∆qn = vn + (0.5− β)han + βhan+1,

vn+1 = vn + (1− γ)han + γhan+1,

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )v̇n+1 + αf v̇n,

v̇n+1 = f(tn+1, qn+1,vn+1).

In jedem Zeitschritt werden Variablen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1), v̇n+1 ≈ v̇(tn+1)
und die Beschleunigung an einer Zwischenstelle

an+1 ≈ v̇(tn+1 +∆αh) (3.16)

approximiert. Die Parameter sind durch (2.19) und (2.20) gegeben.

3.2 Zeitintegration für mechanische Systeme ohne

Zwangsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Gleichungen der Form (vgl. [8])

q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t), (3.17a)

M
(
q(t)

)
v̇(t) = −g

(
t, q(t),v(t)

)
(3.17b)

betrachtet. Diese beschreiben mechanische Mehrkörpersysteme ohne Zwangsbedin-
gungen mit Konfigurationsvariablen q ∈ G und Geschwindigkeiten v ∈ RN . Wei-
terhin bezeichnet M(q) ∈ RN×N eine symmetrisch positiv definite Massematrix und
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−g(t, q,v) ∈ RN den Kraftvektor.
Werden numerische Verfahren zur Lösung von (3.17) verwendet, kann es vorkommen,
dass nichtlineare Gleichungen gelöst werden müssen. Dafür soll das Newton-Raphson-
Verfahren (vgl. Gleichung (3.60)) verwendet werden. Innerhalb dieses Verfahrens wer-
den Iterationsmatrizen benötigt, die die Ableitungen der nichtlinearen Gleichungen
enthalten. Zur allgemeinen Beschreibung werden dafür Bezeichnungen für die parti-
ellen Ableitungen von (3.17b) nach q und v eingeführt. Die lokale Dämpfungsmatrix
ist definiert durch

D(t, q,v) =
∂g

∂v
(t, q,v) ∈ RN×N (3.18)

und die lokale Steifigkeitsmatrix K(t, q,v, v̇) ∈ RN×N durch

Dq

(
M(q)v̇ + g(t, q,v)

)
·
(
DLq(e) · w̃

)
= K(t, q,v, v̇)w (3.19)

für alle w ∈ RN , vgl. [8].
Zunächst wird ein Beispielproblem für solche Gleichungen vorgestellt. Im Anschluss
werden Lie-Gruppen-Verfahren zur Lösung von (3.17) eingeführt.

3.2.1 Benchmark: Schwerer Kreisel

Der schwere Kreisel (Abbildung 3.1; engl. Heavy Top; Übersetzung von Hackmann
und Krähmer aus [39]) ist ein in der Literatur häufig verwendetes Benchmarkproblem
(vgl. [7, 24]). Es handelt sich um einen rotierenden Kreisel, dessen Spitze im Null-
punkt durch ein Kugelgelenk befestigt ist. Die Orientierung des schweren Kreisels im
Raum kann durch eine Rotationsmatrix R ∈ SO(3) beschrieben werden [8]. Die Be-
wegungsgleichungen (3.17) für einen solchen Körper in der Lie-Gruppen-Formulierung
SO(3) sind in der nachfolgenden Bemerkung angegeben.

Bemerkung 1 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels in SO(3) [8])
In SO(3) sind die Bewegungsgleichungen (3.17) für den schweren Kreisel gegeben
durch

Ṙ = RΩ̃, (3.20a)

03×1 = JΩ̇+ Ω̃JΩ− X̃R⊤mγ, (3.20b)

wobei m die Masse des Körpers, J das Trägheitsmoment bezüglich des Fixpunktes,
X der Ortsvektor des Körperschwerpunkts im körperfesten Bezugssystem und γ der

y

x

z
γ

Abbildung 3.1: Schwerer Kreisel
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Fallbeschleunigungsvektor ist. Speziell bedeutet dies in den Bezeichnungen aus (3.17),
dass

M = M
(
R
)
= J, g

(
t,R,Ω

)
= Ω̃JΩ− X̃R⊤mγ

die Massematrix und den Vektor der äußeren und inneren Kräfte darstellen. Für die
Lösung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren werden
die Dämpfungsmatrix D aus (3.18) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.19) benötigt.
Für (3.20) ist D gegeben durch [8]

D(t,R,Ω) =
∂g

∂Ω
(t,R,Ω) =

∂(Ω̃JΩ)

∂Ω

= Ω̃J− J̃Ω,

da Ω̃JΩ = −J̃ΩΩ ist. Für alle w ∈ RN gilt aufgrund von −w̃T = w̃ und w̃R⊤mγ =

−R̃⊤mγw der Zusammenhang

DR

(
M(R)Ω̇+ g(t,R,Ω)

)
·
(
DLR(e) · w̃

)
= −DR

(
X̃R⊤mγ

)
·
(
DLR(e) · w̃

)
= −X̃(Rw̃)⊤mγ = X̃w̃R⊤mγ

= −X̃R̃⊤mγw.

Daher berechnet sich K zu

K(t,R,Ω, Ω̇) = −X̃R̃⊤mγ.

Bemerkung 2 (Anfangswerte und Modellparameter für den schweren Kreisel in
SO(3))
Um eine eindeutige Lösung von (2.2a) zu erhalten, werden Anfangswerte (2.2b)
benötigt. Dies ist auch bei dem speziellen System (3.17) bzw. (3.20) der Fall. In
dieser Arbeit werden die Anfangswerte des schweren Kreisels für die Lie-Gruppen-
Formulierung SO(3) wie in der Literatur üblich festgelegt (vgl. [8]).
Dies bedeutet, es werden R(0) = I3 und Ω(0) = [0 150 − 4.61538]⊤ rad/s gewählt.
Die Modellparameter werden als m = 15 kg, J = diag(15.234375, 0.46875, 15.234375)
kg ·m2, X = [0 1 0]⊤ m und γ = [0 0 − 9.81]⊤ m/s2 festgesetzt.

3.2.2 Zeitintegrationsverfahren für die numerische Lösung
von mechanischen Systemen ohne Zwangsbedingungen

Um die Lie-Gruppen-Verfahren aus Abschnitt 3.1 auf mechanische Systeme ohne
Zwangsbedingungen (3.17) anzuwenden, wird in (3.1b)

f(t, q,v) := −M−1
(
q(t)

)
g
(
t, q(t),v(t)

)
gewählt. Es gelten die nachfolgenden Definitionen.

Definition 14 (Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (3.17) [8])
Das Generalized-α-Verfahren verwendet im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit kon-
stanter Schrittweite h die numerischen Lösungen qn, vn, v̇n und an und ist gegeben
durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
h∆̃qn

)
, (3.21a)

∆qn = vn + (0.5− β)han + βhan+1, (3.21b)

vn+1 = vn + (1− γ)han + γhan+1, (3.21c)

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )v̇n+1 + αf v̇n, (3.21d)
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M
(
qn+1

)
v̇n+1 = −g

(
tn+1, qn+1,vn+1

)
(3.21e)

mit Parametern (2.19) und (2.20). In jedem Zeitschritt werden Variablen qn+1 ≈
q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1), v̇n+1 ≈ v̇(tn+1) und die Beschleunigung an+1 ≈ v̇(tn+1 +
∆αh) an einer Zwischenstelle berechnet, vgl. (3.16).

Für die Crouch-Grossman-Verfahren (3.4) und die kommutatorfreie Lie-Gruppen-
Mehrschrittverfahren (3.7) werden zur Lösung von (3.17) die Gleichungen (3.4e) und
(3.7c) durch

M(qn+1−i)v̇n+1−i = −g
(
tn+1−i, qn+1−i,vn+1−i

)
, (i = 0, ..., k), (3.22)

ersetzt.

Definition 15 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren zur Lösung von (3.17))
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (MKBDF) zur Lösung von (3.17) verwen-
det im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit Schrittweite h die numerischen Lösungen

qn, ω
(n−1)
i−1 und vn+1−i, (i = 1, ..., k), zur Berechnung von qn+1, ω

(n)
i , (i = 0, ..., k), und

vn+1 anhand von

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.23a)

ω
(n)
i = B̂CHk

(
− ω

(n−1)
0 ,ω

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k), (3.23b)

1

h

k∑
i=0

αiω
(n)
i = d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

)
, (3.23c)

M
(
qn+1

)1
h

k∑
i=0

αivn+1−i = −g
(
tn+1, qn+1,vn+1

)
(3.23d)

mit Parametern αi aus (2.7) und den Approximationen (3.11) und (3.13) der Abbil-
dungen dexp−1 aus (2.31) und BCH aus (2.28). In jedem Zeitschritt werden Variablen

qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1) und ω
(n)
i ≈ νn(tn+1−i), (i = 0, ..., k), berechnet.

In den Verfahren wurde in den Gleichungen (3.21e), (3.22) und (3.23d) von links
mit M

(
qn+1

)
bzw. M(qn+1−i) multipliziert, da die Berechnung der Inversen in der

computertechnischen Umsetzung ineffizient wäre.

3.2.3 BLieDF-Verfahren

Die BLieDF-Verfahren wurden in [54, 55] eingeführt. Im Unterschied zu den MKBDF-
Verfahren (3.23) soll bei den BLieDF-Verfahren auf die aufwendige Berechnung der

ω
(n)
i , (i = 1, ..., k), in der Lie-Gruppe G anhand der Gleichung (3.23b) verzichtet

werden. Deshalb werden in jedem Schritt nur die bereits berechneten ω
(n−i)
0 , (i =

1, ..., k − 1), verwendet. Diese entsprechen wegen

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
,

vgl. (3.9) für i = 0, den Inkrementen∆xn−i, (i = 1, ..., k−1), aus (2.14a) und (2.14b).
Die Variablen xn und xn+1 aus dem euklidischen Raum wurden durch die Elemente qn
und qn+1 der Lie-Gruppe G ersetzt. Das Inkrement ∆xn wird durch ein Element der
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Lie-Algebra ω̃
(n)
0 ∈ g ersetzt und mit Hilfe der Exponentialfunktion in ein Element

der Lie-Gruppe umgewandelt. Wie zuvor in Abschnitt 3.1.3 gilt ω
(n)
0 ≈ νn(tn+1), da

qn ≈ q(tn), qn+1 ≈ q(tn+1) und

q(tn+1) = q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1)

)
,

vgl. (2.29). Analog zu Gleichung (2.14b) kann die gewichtete Summe
∑k

i=1 γiω
(n+1−i)
0

betrachtet werden und das Update der Konfigurationsvariablen im Zeitschritt tn →
tn+1 wird durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.24a)

1

h

k∑
i=1

γiω
(n+1−i)
0 = vn+1 + L

(k)
h,n (3.24b)

definiert. Der Verzicht auf die Umrechnung aus Gleichung (3.23b) im Vergleich zu
den Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.23) kann nur kompensiert werden, indem ein
Korrekturterm

L
(k)
h,n := L

(k)
h

(
vn+1−k, ...,vn,vn+1,ω

(n+1−k)
0 , ...,ω

(n−1)
0 ,ω

(n)
0

)
(3.25)

in (3.24b) eingeführt wird. Dieser soll für alle seine Argumente einer Lipschitzbedin-
gung genügen mit einer Lipschitzkonstanten, die von der Größenordnung O(h) für

vn+1−k, ...,vn,vn+1 und O(1) für ω
(n+1−k)
0 , ...,ω

(n−1)
0 ,ω

(n)
0 ist. Außerdem wird dieser

Korrekturterm so definiert, dass die lokalen Abbruchfehler (vgl. Definition A.3) in
O(hk) liegen. Um dies zu realisieren, wird die gewichtete Summe

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i)

näher untersucht. Eine klassische lokale Abbruchfehleranalyse in linearen Konfigura-
tionsräumen würde zu

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i) = v(tn+1) +O(hk) (3.26)

mit νn+1−i(tn+2−i) = hv(tn+1−i) führen (vgl. [29]). In Konfigurationsräumen mit
Lie-Gruppen-Struktur enthalten die νn+1−i(tn+2−i) zusätzliche Terme mit Matrix-
Kommutatoren, vgl. (2.33), die untersucht werden müssen und letztlich durch den

Korrekturterm L
(k)
h,n approximiert werden.

Lemma 5
Für k + 1 mal stetig differenzierbares v(t) ∈ RN und k ≤ 6 gilt

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i)

= v(tn+1) +

[
h2

12
v̂v̇ +

h3

12
v̂v̈ +

29

720
h4v̂

...
v +

1

720
h4v̂v̂v̈ − 1

720
h4v̂v̂v̂v̇ +

13

360
h4 ˙̂vv̈

− 1

240
h4 ˙̂vv̂v̇ +

1

80
h5v̂v(4) +

1

720
h5v̂v̂

...
v − 1

720
h5v̂v̂v̂v̈ +

1

864
h5v̂ ˙̂vv̈

− 13

8640
h5v̂ ˙̂vv̂v̇ +

1

48
h5 ˙̂v

...
v − 11

4320
h5 ˙̂vv̂v̈ − 11

8640
h5 ˙̂vv̂v̂v̇ − 19

4320
h5 ¨̂vv̂v̇

]
(tn)

+O(hk).
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Beweis:
Gleichung (2.33) kann mit Hilfe des Operators •̂ aus (2.35) umgeschrieben werden zu

νm(t) =

[
hv +

h2

2
v̇ +

h3

6
v̈ +

h3

12
v̂v̇ +

h4

24

...
v +

h4

24
v̂v̈ +

h5

120
v(4) +

h5

120
˙̂vv̈ − h5

240
˙̂vv̂v̇

+
h5

80
v̂
...
v +

h5

720
v̂v̂v̈ − h5

720
v̂v̂v̂v̇ +

h6

720
v(5) +

h6

360
v̂v(4) +

h6

1440
v̂v̂

...
v

− h6

1440
v̂v̂v̂v̈ +

h6

360
v̂ ˙̂vv̈ − 7h6

8640
v̂ ˙̂vv̂v̇ +

h6

288
˙̂v
...
v − h6

288
˙̂vv̂v̈

− h6

1728
˙̂vv̂v̂v̇

]
(tm) +O(h7) (3.27)

mit h = t− tm. Wird m = n+ 1− i gesetzt, so können die Taylorentwicklungen von
v(tn+1−i) und deren Ableitungen berechnet werden und es gilt

v(tn+1−i) = v(tn) + (1− i)hv̇(tn) +
(1− i)2

2
h2v̈(tn) +

(1− i)3

6
h3 ...v (tn)

+
(1− i)4

24
h4v(4)(tn) +

(1− i)5

120
h5v(5)(tn) +O(h6),

v̇(tn+1−i) = v̇(tn) + (1− i)hv̈(tn) +
(1− i)2

2
h2 ...v (tn) +

(1− i)3

6
h3v(4)(tn)

+
(1− i)4

24
h4v(5)(tn) +O(h5),

v̈(tn+1−i) = v̈(tn) + (1− i)h
...
v (tn) +

(1− i)2

2
h2v(4)(tn) +

(1− i)3

6
h3v(5)(tn)

+O(h4),

...
v (tn+1−i) =

...
v (tn) + (1− i)hv(4)(tn) +

(1− i)2

2
h2v(5)(tn) +O(h3),

v(4)(tn+1−i) = v(4)(tn) + (1− i)hv(5)(tn) +O(h2),

v(5)(tn+1−i) = v(5)(tn) +O(h).

Das Einsetzen in (3.27) fürm = n+1−i, t = tn+2−i = tn+1−i+h und Zusammenfassen
der Terme liefert

νn+1−i(tn+2−i)

=

[
hv +

(
3

2
− i

)
h2v̇ +

(
7

6
− 3

2
i+

1

2
i2
)
h3v̈ +

h3

12
v̂v̇ +

(
1

8
− 1

12
i

)
h4v̂v̈

+

(
5

8
− 7

6
i+

3

4
i2 − 1

6
i3
)
h4 ...v +

(
31

120
− 5

8
i+

7

12
i2 − 1

4
i3 +

1

24
i4
)
h5v(4)

+
1

720
h5v̂v̂v̈ − 1

720
h5v̂v̂v̂ ˙̂v +

(
23

240
− 1

8
i+

1

24
i2
)
h5v̂

...
v − 1

240
h5 ˙̂vv̂ ˙̂v

+

(
11

120
− 1

8
i+

1

24
i2
)
h5 ˙̂vv̈ +

(
7

80
− 31

120
i+

5

16
i2 − 7

36
i3 +

1

16
i4 − 1

120
i5
)
h6v(5)

+

(
1

20
− 23

240
i+

1

16
i2 − 1

72
i3
)
h6v̂v(4) +

(
1

480
− 1

720
i

)
h6v̂v̂

...
v

+

(
− 1

480
+

1

720
i

)
h6v̂v̂v̂v̈ +

(
1

540
− 1

720
i

)
h6v̂ ˙̂vv̈ +

(
− 19

8640
+

1

720
i

)
h6v̂ ˙̂vv̂v̇

+

(
3

32
− 3

16
i+

1

8
i2 − 1

36
i3
)
h6 ˙̂v

...
v +

(
− 17

4320
+

1

360
i

)
h6 ˙̂vv̂v̈
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+

(
− 17

8640
+

1

720
i

)
h6 ˙̂vv̂v̂v̇ +

(
− 7

1080
+

1

240
i

)
h6 ¨̂vv̂v̇

]
(tn) +O(h7). (3.28)

Durch das Umschreiben der gewichteten Summe

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i) =
1

h

k∑
i=0

(
i−1∑
j=0

αj

)
νn+1−i(tn+2−i)

=
1

h

k∑
j=0

αj

k∑
i=j+1

νn+1−i(tn+2−i)

mit (2.12), kann erkannt werden, dass stets Terme mit der Struktur

k∑
j=0

αj

k∑
i=j+1

k−1∑
ℓ=0

aℓi
ℓ (3.29)

für verschiedene al ∈ R untersucht werden müssen. Auf die Angabe der Geschwindig-
keit v(tn) und ihrer Ableitungen sowie deren Kommutatoren wird zunächst verzich-
tet, da sie nicht von i oder j abhängen und aus den Summen ausfaktorisiert werden
können. Außerdem kann unter Verwendung von [26]

k∑
i=0

iℓ = 1 +
1

ℓ+ 1

ℓ∑
i=0

(−1)i
(
ℓ+ 1

i

)
Bik

ℓ+1−i, ℓ ∈ N,

mit den Bernoulli-Zahlen Bi aus (2.32) gezeigt werden, dass

k∑
i=j+1

k−1∑
ℓ=0

aℓi
ℓ =

k−1∑
ℓ=0

aℓ

(
k∑

i=0

iℓ −
j∑

i=0

iℓ

)

=
k−1∑
ℓ=0

aℓ
ℓ+ 1

ℓ∑
i=0

(−1)i
(
ℓ+ 1

i

)
Bi(k

ℓ+1−i − jl+1−i)

für l < k immer ein Polynom in j vom maximalen Grad k ist. Jedoch ist für die
Rechnung nur der Faktor vor j1 interessant, da mit Lemma 1 alle anderen Terme
nach Einsetzen in (3.29) null werden oder Terme höherer Ordnung sind, also in O(hk)
resultieren. Die Terme ungleich null können für i = l erhalten werden. Mit Lemma 1
kann somit für k ≤ 6

k∑
j=0

αj

k∑
i=j+1

k−1∑
ℓ=0

aℓi
ℓ =

k∑
j=0

αj

(
k−1∑
ℓ=0

aℓ
ℓ+ 1

ℓ∑
i=0

(−1)i
(
ℓ+ 1

i

)
Bi(k

ℓ+1−i − jl+1−i)

)

=
k∑

j=0

αj

(
k−1∑
ℓ=0

aℓ
ℓ+ 1

(−1)ℓ
(
ℓ+ 1

ℓ

)
Bℓ(−j)

)

=

(
k−1∑
ℓ=0

aℓ(−1)ℓBℓ

)(
−

k∑
j=0

αjj

)

=
k−1∑
ℓ=0

aℓ(−1)ℓBℓ (3.30)
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gezeigt werden. Die Terme aus (3.28) können durch (3.30) vereinfacht werden und es
gilt zum Beispiel

1

h

k∑
j=0

αj

k∑
i=j+1

(
7

80
− 31

120
i+

5

16
i2 − 7

36
i3 +

1

16
i4 − 1

120
i5
)
h6v(5)(tn) =

h5

120
v(5)(tn)

mit a0 = 7
80
, a1 = − 31

120
, a2 = 5

16
, a3 = − 7

36
, a4 = 1

16
und a5 = − 1

120
. Wird für alle

Terme auf diese Art und Weise vorgegangen, so kann die Gleichung

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i)

=

[
v + hv̇ +

h2

2
v̈ +

h3

6

...
v +

h4

24
v(4) +

h5

120
v(5) +

h2

12
v̂v̇ +

h3

12
v̂v̈ +

29

720
h4v̂

...
v

+
1

720
h4v̂v̂v̈ − 1

720
h4v̂v̂v̂v̇ +

13

360
h4 ˙̂vv̈ − 1

240
h4 ˙̂vv̂v̇ +

1

80
h5v̂v(4) +

1

720
h5v̂v̂

...
v

− 1

720
h5v̂v̂v̂v̈ +

1

864
h5v̂ ˙̂vv̈ − 13

8640
h5v̂ ˙̂vv̂v̇ +

1

48
h5 ˙̂v

...
v − 11

4320
h5 ˙̂vv̂v̈

− 11

8640
h5 ˙̂vv̂v̂v̇ − 19

4320
h5 ¨̂vv̂v̇

]
(tn) +O(hk)

bewiesen werden. Die Behauptung folgt aufgrund von

v(tn+1) = v(tn) + hv̇(tn) +
h2

2
v̈(tn) +

h3

6

...
v (tn) +

h4

24
v(4)(tn) +

h5

120
v(5)(tn) +O(h6)

für k ≤ 6.

■

Die zusätzlichen Terme in Lemma 5 im Vergleich zu Gleichung (3.26) müssen also

durch den Korrekturterm L
(k)
h,n repräsentiert werden. Dabei sollen möglichst wenig

Kommutatoren bzw. •̂-Operatoren pro Integrationsschritt berechnet werden. Eine
Diskussion darüber, wie L

(k)
h,n strukturiert werden kann, erfolgt im nachfolgenden Ab-

schnitt. Zuvor sollen jedoch die BLieDF-Verfahren definiert werden.

Definition 16 (k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lösung von (3.17))
Die k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lösung von (3.17) verwenden im Zeitschritt

tn → tn+1 := tn + h mit Schrittweite h die numerischen Lösungen qn, ω
(n+1−i)
0 ,

(i = 2, ..., k), und vn+1−i, (i = 1, ..., k), zur Berechnung von qn+1, ω
(n)
0 und vn+1

anhand von

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.31a)

1

h

k∑
i=1

γiω
(n+1−i)
0 = vn+1 + L

(k)
h,n, (3.31b)

1

h
M
(
qn+1

) k∑
i=0

αivn+1−i = −g
(
tn+1, qn+1,vn+1

)
, (3.31c)

mit Parametern αi, γi nach (2.7) und (2.16) und einem Korrekturterm (3.25) (vgl.
auch Abschnitt 3.2.3 für eine konkrete numerische Beschreibung). In jedem Zeitschritt

werden Variablen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1) und ω
(n)
0 ≈ νn(tn+1) bestimmt.
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Wie zuvor ist es in praktischen Implementierungen nicht sinnvoll, die Inverse von
M
(
qn+1

)
zu berechnen, weshalb in (3.31c) von links mit M(qn+1) multipliziert wurde.

Numerische Auswertung des Korrekturterms L
(k)
h,n

In diesem Abschnitt soll der Korrekturterm L
(k)
h,n aus (3.25) und (3.31b) für un-

terschiedliche k genauer definiert werden. Dieser wird so gewählt, dass er in allen
Variablen einer Lipschitzbedingung genügt und dabei möglichst wenig •̂-Operatoren
enthält. Außerdem muss der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition A.3) von der Größe
O(hk) sein. Das bedeutet, er muss die im Vergleich zu (3.26) zusätzlichen Terme aus
Lemma 5 bis zu entsprechender Ordnung approximieren. Für

L
(k)
h (tn) := L

(k)
h

(
v(tn+1−k), ...,v(tn),v(tn+1),νn+1−k(tn+2−k), ...,νn−1(tn),νn(tn+1)

)
,

vgl. (3.25), muss somit die Gleichung

L
(k)
h (tn) =

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i)− v(tn+1) +O(hk),

erfüllt sein, also mit Lemma 5

L
(k)
h (tn) =

[
h2

12
v̂v̇ +

h3

12
v̂v̈ +

29

720
h4v̂

...
v +

1

720
h4v̂v̂v̈ − 1

720
h4v̂v̂v̂v̇ +

13

360
h4 ˙̂vv̈

− 1

240
h4 ˙̂vv̂v̇ +

1

80
h5v̂v(4) +

1

720
h5v̂v̂

...
v − 1

720
h5v̂v̂v̂v̈ +

1

864
h5v̂ ˙̂vv̈

− 13

8640
h5v̂ ˙̂vv̂v̇ +

1

48
h5 ˙̂v

...
v − 11

4320
h5 ˙̂vv̂v̈ − 11

8640
h5 ˙̂vv̂v̂v̇

− 19

4320
h5 ¨̂vv̂v̇

]
(tn) +O(hk). (3.32)

Für k = 1, 2 ist diese Bedingung (3.32) trivialerweise für

L
(1)
h,n = L

(2)
h,n = 0 (3.33)

erfüllt. Um (3.32) für 3 ≤ k ≤ 6 numerisch zu repräsentieren, können Linearkombi-

nationen von vn+1−i, (i = 0, 1, ..., k), und ω
(n+1−i)
0 , (i = 1, ..., k), verwendet werden.

Der Vorteil der Verwendung der Inkremente ω
(n−i)
0 ist, dass sie Approximationen von

νn−i(tn+1−i) darstellen, welche Terme mit Kommutatoren bzw. •̂-Operatoren enthal-
ten, vgl. (2.33). Diese können verwendet werden, um mit (2.35) einige von ebendiesen
•̂-Operatoren zu approximieren, ohne sie direkt auszurechnen. Auf diese Weise können
pro Integrationsschritt •̂-Operatoren eingespart werden.
Eine allgemeine Struktur des Korrekturterms L

(k)
h,n für k = 3, 4, 5, 6 kann deshalb

angegeben werden durch

L
(3)
h,n :=

1

h
l̂in

(3)

n,1lin
(3)
n,2, (3.34a)

L
(4)
h,n :=

1

h
l̂in

(4)

n,1lin
(4)
n,2, (3.34b)

L
(5)
h,n :=

1

h
l̂in

(5)

n,1

(
lin

(5)
n,2 + l̂in

(5)

n,3lin
(5)
n,4

)
, (3.34c)

L
(6)
h,n :=

1

h
l̂in

(6)

n,1

(
lin

(6)
n,2 + l̂in

(6)

n,3

(
lin

(6)
n,4 + l̂in

(6)

n,5lin
(6)
n,6

))
(3.34d)
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mit

lin
(k)
n,j = h

k∑
i=0

a
(k)
i,j vn+1−i +

k∑
i=1

b
(k)
i,j ω

(n+1−i)
0 (3.35a)

≈ h

k∑
i=0

a
(k)
i,j v(tn + (1− i)h) +

k∑
i=1

b
(k)
i,j νn+1−i(tn+2−i) =: lin

(k)
j (tn) (3.35b)

und Parametern a
(k)
i,j , b

(k)
i,j ∈ R, die so gewählt sein müssen, dass die Konsistenzbedin-

gung (3.32) erfüllt ist. Gilt

a
(k)
0,j = 0 = b

(k)
1,j für alle j, (3.36)

so ist der daraus resultierende Korrekturterm L
(k)
h,n aus (3.34) explizit und muss in

jedem Zeitschritt nur einmal ausgewertet werden. Ist (3.36) jedoch nicht erfüllt,
resultiert ein impliziter Korrekturterm. Dieser muss folglich in jedem Newton-Ite-
rationsschritt neu ausgewertet werden, was eine Vielzahl an Matrix-Kommutator-
Berechnungen und damit einen großen Aufwand zur Folge hat. Für k = 3 und k = 4
wird in den numerischen Tests in Abschnitt 6.2.4 überprüft, ob sich dieser Mehrauf-
wand lohnt. Für k = 5 und k = 6 sollen die Parameter stets so gewählt sein, dass
(3.36) erfüllt ist.

Für k = 3, 4 können allgemeine Konsistenzbedingungen für die Parameter a
(k)
i,j und

b
(k)
i,j angegeben werden, weshalb in den numerischen Tests in Abschnitt 6.2.4 ver-
schiedene Parametersätze verglichen werden können. Für k = 5, 6 ist eine allgemeine
Beschreibung von Konsistenzbedingungen sehr aufwendig und auch die verwendeten
Computer-Algebra-Programme sind dabei an ihre Grenzen gestoßen. Daher wird in
diesem Fall nur ein einzelner Parametersatz vorgeführt und getestet. Da die weitere
Vorgehensweise für k = 3, 4 und k = 5, 6 recht unterschiedlich ist, wird die Betrach-
tung an dieser Stelle unterteilt und beide Fälle werden einzeln näher untersucht.

Korrekturterme L
(3)
h,n und L

(4)
h,n

Aus (3.32) folgt für k = 3, 4, dass der Korrekturterm die Bedingungen

L
(3)
h,n ≈ L

(3)
h (tn) =

h2

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3), (3.37a)

L
(4)
h,n ≈ L

(4)
h (tn) =

h2

12
v̂(tn)v̇(tn) +

h3

12
v̂(tn)v̈(tn) +O(h4)

=
h2

12
v̂(tn)v̇(tn+1) +O(h4), (3.37b)

einhalten muss. Daher soll

lin
(3)
1 (tn) =

h

12
v(tn) +O(h2), (3.38a)

lin
(3)
2 (tn) = h2v̇(tn) +O(h3), (3.38b)

lin
(4)
1 (tn) =

h

12
v(tn) +O(h3), (3.38c)

lin
(4)
2 (tn) = h2v̇(tn+1) +O(h4) (3.38d)

gefordert werden. Eine offensichtliche Wahl des Korrekturterms wäre somit

L
(3)
h,n =

h2

12
v̂nv̇n =

1

h

̂( 1

12
hvn

)(
h2v̇n

)
,
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L
(4)
h,n =

h2

12
v̂nv̇n+1 =

1

h

̂( 1

12
hvn

)(
h2v̇n+1

)
mit Approximationen v̇n ≈ v̇(tn) + O(h) und v̇n+1 ≈ v̇(tn+1) + O(h2). In dieser
Arbeit wurden

v̇n ≈ v̇(tn) =
3v(tn)− 4v(tn−1) + v(tn−2)

2h
+O(h2), (3.39a)

v̇n+1 ≈ v̇(tn+1) =
7v(tn)− 7v(tn−1)− 3v(tn−2) + 3v(tn−3)

4h
+O(h2) (3.39b)

gewählt. In (3.39a) wären auch andere Differenzenapproximationen mit hinreichender
Ordnung O(h) denkbar. Durch die hier angegebene Variante konnte jedoch leicht eine

Ordnung höher (also O(h2)) als nötig erhalten werden. Die Parameter a
(k)
i,j und b

(k)
i,j

für (3.34a) und (3.34b) aus (3.35a) wären daher gegeben durch

a
(3)
1,1 =

1

12
, a

(3)
1,2 =

3

2
, a

(3)
2,2 = −2, a

(3)
3,2 =

1

2
, (3.40a)

a
(4)
1,1 =

1

12
, a

(4)
1,2 =

7

4
, a

(4)
2,2 = −7

4
, a

(4)
3,2 = −3

4
, a

(4)
4,2 =

3

4
(3.40b)

und alle anderen Parameter sind null. Die numerischen Tests in Abschnitt 6.2.4 zeigen
jedoch, dass die Wahl von anderen Parametern a

(k)
i,j und b

(k)
i,j zu genaueren Ergebnis-

sen führen können. Aus diesem Grund soll eine allgemeine Beschreibung des Korrek-
turterms L

(k)
h,n beibehalten und Konsistenzbedingungen für a

(k)
i,j und b

(k)
i,j angegeben

werden, die für das Einhalten von (3.37a) bzw. (3.37b) erfüllt sein müssen.

Lemma 6
Die Korrekturterme (3.34a) und (3.34b) approximieren (3.37a) bzw. (3.37b), wenn
die Konsistenzbedingungen

1

12
=

k∑
i=0

a
(k)
i,1 +

k∑
i=1

b
(k)
i,1 , k ≥ 3, (3.41a)

0 =
k∑

i=0

a
(k)
i,2 +

k∑
i=1

b
(k)
i,2 , k ≥ 3, (3.41b)

1 =
k∑

i=0

a
(k)
i,2 (1− i) +

k∑
i=1

b
(k)
i,2

(
3

2
− i

)
, k ≥ 3, (3.41c)

und

0 =
k∑

i=0

a
(k)
i,1 (1− i) +

k∑
i=1

b
(k)
i,1

(
3

2
− i

)
, k = 4, (3.41d)

1 =
k∑

i=0

a
(k)
i,2

2
(i− 1)2 +

k∑
i=1

b
(k)
i,2

(
7

2
− 3

2
i+

i2

2

)
, k = 4, (3.41e)

0 =
k∑

i=1

b
(k)
i,2 , k = 4, (3.41f)

erfüllt sind mit Parametern aus (3.35a).
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Beweis:
Die Verwendung der Taylorentwicklung

v(tn + (1− i)h) = v(tn) + (1− i)hv̇(tn) +
(i− 1)2h2

2
v̈(tn) +O(h3)

und (3.28) bis zu Termen der Größenordnung O(h4)

νn+1−i(tn+2−i) = hv(tn) +

(
3

2
− i

)
h2v̇(tn) +

(
7

6
− 3

2
i+

1

2
i2
)
h3v̈(tn)

+
h3

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h4),

und Einsetzen in (3.35b) führt zu

lin
(k)
n,j ≈

(
k∑

i=0

a
(k)
i,j +

k∑
i=1

b
(k)
i,j

)
hv(tn) +

(
k∑

i=0

a
(k)
i,j (1− i) +

k∑
i=1

b
(k)
i,j

(
3

2
− i

))
h2v̇(tn)

+

(
k∑

i=0

a
(k)
i,j

2
(i− 1)2 +

k∑
i=1

b
(k)
i,j

(
7

6
− 3

2
i+

i2

2

))
h3v̈(tn)

+
k∑

i=1

b
(k)
i,j

h3

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h4).

Wird nun (3.38) gefordert, so folgen für k = 3 und k = 4 die Konsistenzbedingungen
(3.41a)-(3.41c). Für k = 4 müssen zur Einhaltung von (3.38c)-(3.38d) zusätzlich
die Bedingungen (3.41d)-(3.41f) erfüllt sein, wegen h2v̇(tn+1) + O(h4) = h2v̇(tn) +
h3v̈(tn) +O(h4).

■

Korrekturterme L
(5)
h,n und L

(6)
h,n

Um Konsistenzbedingungen an die Parameter a
(k)
i,j und b

(k)
i,j für k = 5 und k = 6 anzu-

geben, ist eine Forderung der Form (3.38) nicht trivial formulierbar, da die benötigten
Terme aus (3.32) für k = 5, 6 nicht allein mit v̂(tn) beginnen, sondern zusätzlich mit
˙̂v(tn) oder ¨̂v(tn). Um über eine Forderung der Form (3.38) Konsistenzbedingungen
zu bestimmen, könnte in (3.34c) der alternative Ansatz

L
(5)
h,n :=

1

h
l̂in

(5)

n,1

(
lin

(5)
n,2 + l̂in

(5)

n,3lin
(5)
n,4

)
+

1

h
l̂in

(5)

n,5

(
lin

(5)
n,6 + l̂in

(5)

n,7lin
(5)
n,8

)
gewählt werden (analog für (3.34d)). Das würde aber zu doppelt so viel frei wählbaren
Parametern führen. Daher wurden passend zu (3.34) die Gleichungen

L
(5)
h (tn) =

1

h
l̂in

(5)

1 (tn)

(
lin

(5)
2 (tn) + l̂in

(5)

3 (tn)lin
(5)
4 (tn)

)
,

L
(6)
h (tn) =

1

h
l̂in

(6)

1 (tn)

(
lin

(6)
2 (tn) + l̂in

(6)

3 (tn)

(
lin

(6)
4 (tn) + l̂in

(6)

5 (tn)lin
(6)
6 (tn)

))
,

mit (3.35b) verwendet, um die Bedingung (3.32) zu erfüllen. Dies führt jedoch auf
nichtlineare Konsistenzbedingungen, die sich nicht so leicht, wie in (3.41), formulieren
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lassen. Aus diesem Grund wird auf die Angabe dieser Konsistenzbedingungen ver-
zichtet und nur eine mögliche Parameterwahl angegeben, so dass (3.32) durch (3.34c)
bzw. (3.34d) approximiert wird. Die in Lemma 7 angegebenen Parameter sind da-
bei nicht optimiert. Es wurde lediglich darauf geachtet, dass (3.36) erfüllt ist, um
eine erneute Berechnung der Kommutatoren in jedem Newton-Iterationsschritt zu
vermeiden.

Lemma 7
Werden für k = 5 die Parameter

a
(5)
1,1 =

4927

2943
, a

(5)
2,1 = −3109

2943
, a

(5)
3,1 =

16

327
, a

(5)
1,2 =

3161

675
, a

(5)
2,2 = −1417

1350
,

a
(5)
1,3 = −14

75
, a

(5)
2,3 =

53

300
, b

(5)
2,1 = 1, b

(5)
2,4 = 1 (3.42)

in (3.34c) verwendet, so approximiert der entsprechende Korrekturterm L
(5)
h,n die auf-

tretenden Kommutatoren (3.32) bis zur fünften Ordnung. Für k = 6 approximiert

L
(6)
h,n aus (3.34d) den Ausdruck (3.32) für Parameter

a
(6)
1,1 =

902305

74412
, a

(6)
2,1 = −2080379

37206
, a

(6)
3,1 =

555107

6201
, a

(6)
4,1 = −43513

702
,

a
(6)
5,1 =

1175851

74412
, a

(6)
1,2 = −617837

391500
, a

(6)
2,2 = −745049

391500
, a

(6)
3,2 =

31637

195750
,

a
(6)
1,3 =

8473853415487

267658590240000
, a

(6)
2,3 = − 7972785567043

267658590240000
,

a
(6)
1,4 =

17588486133607200

103646212371559
, a

(6)
1,5 =

1039128

14053
, a

(6)
2,6 = − 706805

1039128
, b

(6)
2,1 = −89

53
,

b
(6)
3,1 = 1, b

(6)
2,2 =

432619

130500
, b

(6)
2,3 = − 236562797

210423420000
, b

(6)
2,4 = −13202850459341111

103646212371559
,

b
(6)
3,4 = −443096

14053
, b

(6)
4,4 = 1, b

(6)
2,6 = 1. (3.43)

Alle anderen Parameter sollen null sein.

Beweis:
Um zu beweisen, dass die Parameter aus Lemma 7 so gewählt sind, dass Glei-
chung (3.32) erfüllt ist, werden zunächst die zu betrachtenden Parameter (3.42) bzw.
(3.43) in die Terme (3.35a) bzw. die Approximation (3.35b) eingesetzt. Für k = 5
wird dann der Term (3.34c) ausgewertet. Die ausgegebenen Terme stimmen bis zu
h4 mit (3.32) überein. Somit ist eben jene Bedingung (3.32) erfüllt. Damit sind die

Parameter (3.42) eine gute Wahl für den Korrekturterm L
(5)
h,n.

Für k = 6 wird (3.34d) ausgewertet. Es stimmen alle berechneten Terme bis zu h5

mit denen aus (3.32) überein.

■

3.3 Zeitintegration für beschränkte mechanische

Systeme

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Zeitintegration von beschränkten mechani-
schen Systemen, welche durch differential-algebraische Gleichungen dargestellt wer-
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den. Differential-algebraische Gleichungen treten auch in anderen Anwendungsgebie-
ten auf, zum Beispiel bei der Simulation von elektrischen Netzwerken, chemischer
Reaktionskinetik, optimalen Steuerungsproblemen und der Mehrkörperdynamik [46].

3.3.1 Differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 und
beschränkte mechanische Mehrkörpersysteme

Definition 17 (Differential-algebraische Gleichungen (DAEs) [46])
Der Zusammenhang

F
(
t,x(t), ẋ(t)

)
= 0, t ∈ [t0, tend],

zwischen der auf [t0, tend] definierten stetig differenzierbaren Funktion x(t) und ihrer
Ableitung ẋ(t) heißt differential-algebraische Gleichung (DAE), wenn F : [t0, tend] ×
RN×RN → RN stetig differenzierbar bezüglich ẋ ist, die Jacobimatrix ∂F

∂ẋ
konstanten

Rang hat und 0 < r := rank∂F
∂ẋ
(t,x, ẋ) < N gilt.

In der vorliegenden Arbeit werden nicht DAEs mit x ∈ RN aus dem euklidischen
Raum untersucht, sondern Gleichungen in Lie-Gruppen G. Definition 17 lässt sich
jedoch uneingeschränkt auf Gleichungen übertragen, bei denen x(t) ∈ RN ersetzt
wird durch ein q(t) ∈ G und ein v(t) ∈ RN . Im Speziellen werden DAEs der Form [8]

q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t), (3.44a)

M
(
q(t)

)
v̇(t) = −g

(
t, q(t),v(t)

)
−B⊤(q(t))λ(t), (3.44b)

0 = Φ
(
q(t)

)
(3.44c)

gelöst. Diese stellen beschränkte mechanische Mehrkörpersysteme dar. Hierbei sind
q ∈ G die Konfigurationsvariablen und v ∈ RN die Geschwindigkeiten. Weiterhin be-
schreibt M(q) ∈ RN×N eine symmetrisch positiv definite Massematrix, −g(t, q,v) ∈
RN den Kraftvektor, B(q) ∈ RM×N die Ableitungsmatrix der holonomen Zwangsbe-
dingung 0 = Φ

(
q(t)

)
definiert durch

DΦ(q) ·
(
DLq(e) · w̃

)
= B(q)w für alle w ∈ RN (3.45)

und λ ∈ RM die Lagrange-Multiplikatoren. Die Matrix B(q) soll Vollrang haben, also
rank

(
B(q)

)
= M ≤ N für alle q ∈ G.

Die holonome Zwangsbedingung (3.44c) impliziert versteckte Zwangsbedingungen auf
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene. Diese können durch Differentiation
nach t erhalten werden. Für die versteckte Zwangsbedingung auf Geschwindigkeits-
ebene gilt daher [4]

0 =
d

dt
Φ
(
q(t)

)
= DΦ

(
q(t)

)
· q̇(t) (3.44a)

= DΦ(q) ·
(
DLq(e) · ṽ

) (3.45)
= B(q)v. (3.46)

Für die zweite Zeitableitung von (3.44c) wird Θ(q, z) := B(q)z definiert und für die
partielle Ableitung gilt [4]

DqΘ(q, z) ·
(
DLq(e) · w̃

)
= Z(q)(z,w), (w ∈ RN), (3.47)

mit einer Bilinearform Z(q) : RM×RM → RN , die die Krümmung der Zwangsmannig-
faltigkeit {q : Φ(q) = 0} repräsentiert. Deshalb kann die versteckte Zwangsbedingung
auf Beschleunigungsebene beschrieben werden durch [4]

0 =
d

dt

(
B
(
q(t)

)
v(t)

)
=

d

dt
Θ
(
q(t),v(t)

)
= B

(
q(t)

)
v̇(t)+Z

(
q(t)

)(
v(t),v(t)

)
. (3.48)
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Aufgrund des Vollrangs von B(q) und der Definitheit von M(q) sind die Gleichun-
gen (3.48) und (3.44c) nach v̇ und λ auflösbar. Daher kann Gleichung (3.44) durch
erneutes Ableiten von (3.48) nach der Zeit t und algebraische Umformungen auf die
Form

q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t), (3.49a)

v̇(t) = M−1
(
q(t)

)(
− g
(
t, q(t),v(t)

)
−B⊤(q(t))λ(t)), (3.49b)

λ̇(t) = φ
(
t, q(t),v(t),λ(t)

)
(3.49c)

mit einer Funktion φ : [t0, tend] × G × RN × RM → RM gebracht werden. Da die
Umformung von (3.44) in (3.49) drei Ableitungen von (3.44c) erforderte, ist der Dif-
ferentiationsindex von (3.44) drei (vgl. für Differentiationsindex [46]).
Werden numerische Verfahren zur Lösung von (3.44) verwendet, müssen zwangsläufig
nichtlineare Gleichungen gelöst werden. Dafür soll das Newton-Raphson-Verfahren
(vgl. Gleichung (3.60)) verwendet werden, für das die lokale Dämpfungsmatrix (3.18)
und die lokale Steifigkeitsmatrix (3.19) benötigt werden. Da in den Bewegungsglei-
chungen (3.44) auch der Term, der die Lagrange-Multiplikatoren enthält, beachtet
werden muss, ergibt sich die Steifigkeitsmatrix K(t, q,v, v̇,λ) zu

Dq

(
M(q)v̇ + g(t, q,v) +B⊤(q)λ

)
·
(
DLq(e) · w̃

)
= K(t, q,v, v̇,λ)w (3.50)

für alle w ∈ RN [4].

Benchmark: Schwerer Kreisel

Für den schweren Kreisel (Abbildung 3.1) sollen nun Bewegungsgleichungen in den
Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) aufgestellt werden. Im Unter-
schied zur Beschreibung des schweren Kreisels aus Abschnitt 3.2.1 wird dazu eine
redundante Konfigurationsvariable q = (x,R) mit dem Translationsvektor x ∈ R3

und der Rotationsmatrix R ∈ SO(3) statt nur q = R ∈ SO(3) gewählt. Außerdem
ist die holonome Zwangsbedingung (3.44c) explizit gegeben durch

03×1 = Φ(q) = −R⊤x+X

mit dem Massenschwerpunkt X im körperfesten System.
Die Bewegungsgleichungen (3.44a) und (3.44b) für den schweren Kreisel in den Lie-
Gruppen-Formulierungen G = R3×SO(3) und G = SE(3) sind in den nachfolgenden
Bemerkungen angegeben.

Bemerkung 3 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels für R3 × SO(3) [7])
Die Bewegungsgleichungen (3.44) in R3×SO(3) für den schweren Kreisel sind gegeben
durch

ẋ = u, (3.51a)

Ṙ = RΩ̃, (3.51b)

03×1 = mu̇−mγ −Rλ, (3.51c)

03×1 = JΩ̇+ Ω̃JΩ+ X̃λ, (3.51d)

03×1 = −R⊤x+X, (3.51e)

wobei m die Masse des Körpers, J das Trägheitsmoment im körperfesten Bezugssys-
tem und γ der Fallbeschleunigungsvektor ist. Die Geschwindigkeit v wird durch das
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Paar v = (u,Ω) dargestellt mit der Winkelgeschwindigkeit Ω und der Translations-
geschwindigkeit u im Inertialsystem. Speziell bedeutet dies in den Bezeichnungen aus
(3.44), dass

M = M(q) =

mI3 03×3

03×3 J

 , g(t, q,v) =

−mγ

Ω̃JΩ

 , B(q) =
[
−R⊤ −X̃

]
die Massematrix, den Vektor der äußeren und inneren Kräfte und die Ableitungsma-
trix der Zwangsbedingungen darstellen. Die versteckte Zwangsbedingung (3.46), die
sich durch die Ableitung von (3.51e) nach t berechnet, ist gegeben durch

03×1 = −R⊤u− X̃Ω.

Für die Lösung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren
werden die Dämpfungsmatrix D aus (3.18) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.50)
benötigt. Für (3.51) sind sie gegeben durch [52]

D =

03×3 03×3

03×3 Ω̃J− J̃Ω

 und K =

03×3 Rλ̃

03×3 03×3

 .

Bemerkung 4 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels für SE(3) [7])
Die Bewegungsgleichungen (3.44) in SE(3) für den schweren Kreisel sind gegeben
durch

ẋ = RU, (3.52a)

Ṙ = RΩ̃, (3.52b)

03×1 = mU̇+mΩ̃U−mR⊤γ − λ, (3.52c)

03×1 = JΩ̇+ Ω̃JΩ+ X̃λ, (3.52d)

03×1 = −R⊤x+X, (3.52e)

wobei erneut m die Masse des Körpers, J das Trägheitsmoment im körperfesten
Bezugssystem und γ der Fallbeschleunigungsvektor ist. Die Geschwindigkeit v wird
durch das Paar v = (U,Ω) dargestellt mit der Winkelgeschwindigkeit Ω und der
Translationsgeschwindigkeit U im körperfesten Bezugssystem. Speziell bedeutet dies
in den Bezeichnungen aus (3.44), dass

M = M(q) =

mI3 03×3

03×3 J

 , g(t, q,v) =

−mR⊤γ +mΩ̃U

Ω̃JΩ

 , (3.53a)

B(q) =
[
−I3 −X̃

]
(3.53b)

die Massematrix, den Vektor der äußeren und inneren Kräfte und die Ableitungsma-
trix der Zwangsbedingungen darstellt. Die versteckte Zwangsbedingung (3.46), die
sich durch die Ableitung von (3.52e) nach t berechnet wird, ist gegeben durch

03×1 = −U− X̃Ω.

Für die Lösung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren
werden die Dämpfungsmatrix D aus (3.18) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.50)
benötigt. Für (3.52) sind sie gegeben durch [52]

D =

mΩ̃ −mŨ

03×3 Ω̃J− J̃Ω

 und K =

03×3 −mR̃⊤γ

03×3 03×3

 .
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Bemerkung 5 (Anfangswerte und Modellparameter für den schweren Kreisel)
Um eine eindeutige Lösung von (2.2a) zu erhalten, werden Anfangswerte (2.2b)
benötigt. Dies ist auch bei dem speziellen System (3.44) bzw. (3.51) oder (3.52)
der Fall. In dieser Arbeit werden die Anfangswerte des schweren Kreisels für die Lie-
Gruppen-Formulierungen R3×SO(3) und SE(3) wie in der Literatur üblich gewählt
(vgl. [7]).
Dies bedeutet, R(0) und Ω(0) werden wie in Bemerkung 2 festgelegt. Die anderen
Anfangswerte sollen konsistent zu (3.51) bzw. (3.52) gewählt werden. Dafür wird im
Allgemeinen die zweite Zeitableitung (3.48) der holonomen Zwangsbedingung (3.44c)
mit Gleichung (3.44b) zu dem GleichungssystemM(q(t)) BT (q(t))

B(q(t)) 0M×M

v̇(t)
λ(t)

 =

 −g
(
t, q(t),v(t)

)
−Z
(
q(t)

)(
v(t),v(t)

)
 (3.54)

kombiniert und an der Stelle t = t0 = 0 für die speziellen Gleichungen (3.51) bzw.
(3.52) gelöst. Ausführliche Rechnungen dazu erfolgten in [51] und die Anfangswerte
ergeben sich zu

x(0) = X,

u(0) = U(0) = Ω̃(0)X,

λ(0) = m
˙̃
Ω(0)X+mΩ̃(0)Ω̃(0)X−mγ,

Ω̇(0) =
(
J−mX̃X̃

)−1(− Ω̃(0)JΩ(0) +mX̃Ω̃(0)X̃Ω(0) +mX̃γ
)
,
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Abbildung 3.2: Verläufe von verschiedenen Variablen des schweren Kreisels in R3 ×
SO(3)
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und

u̇(0) =
˙̃
Ω(0)X+ Ω̃(0)Ω̃(0)X

in R3 × SO(3) bzw.

U̇(0) =
˙̃
Ω(0)X

in SE(3).
Die Modellparameter werden als m = 15 kg, J = diag(0.234375, 0.46875, 0.234375)
kg ·m2, X = [0 1 0]⊤ m und γ = [0 0 − 9.81]⊤ m/s2 festgesetzt.
Das Trägheitsmoment J unterscheidet sich hierbei von dem in Bemerkung 2. Dort
wurde das Trägheitsmoment bezüglich des Fixpunktes und nicht bezüglich des körper-
festen Koordinatensystems gewählt. Dabei wurde der Vorgehensweise aus [8] gefolgt.

Bemerkung 6 (Typischer Lösungsverlauf des schweren Kreisels)
Der typische Lösungsverlauf bis zu einem Endzeitpunkt tend = 1s des Benchmarks

”
schwerer Kreisel“ in den Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) soll
genauer vorgestellt werden.
In Abbildung 3.2 ist jeweils eine Komponente von x, R, u und Ω in der Lie-Gruppen-
Formulierung R3×SO(3) aufgezeichnet. Die Abbildungen zeigen, dass innerhalb von
einer Sekunde in der Konfiguration (in den dargestellten Variablen vor allem in der
Rotationsmatrix) eine starke Änderung auftritt, die durch die Oszillation der Varia-
blen erkennbar ist. Auch in der Winkelgeschwindigkeit ist eine deutliche Oszillation
zu erkennen. Dies veranschaulicht, dass der schwere Kreisel ein gutes Benchmark-
problem darstellt, da die Verfahren auch mit einer starken Schwankung innerhalb
einzelner Variablen zurechtkommen und diese richtig darstellen müssen.
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Abbildung 3.3: Verläufe von verschiedenen Variablen des schweren Kreisels in SE(3)
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Ähnliches ist auch in Abbildung 3.3 in der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) zu be-
obachten. In beiden Abbildungen sind die gleichen Komponenten dargestellt. Jedoch
fällt auf, dass sich die Translationsgeschwindigkeiten u und U stark voneinander
unterscheiden. Dies hängt mit der unterschiedlichen Repräsentation in verschiede-
nen Koordinatensystemen zusammen (u im Inertialsystem und U im körperfesten
System). Es gibt also offensichtlich deutliche Unterschiede in beiden Formulierungen,
weshalb die Verfahren an beiden Lie-Gruppen-Formulierungen getestet werden sollen.

3.3.2 Generalized-α-Verfahren

Definition 18 (Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (3.44) [8])
Das Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (3.44) verwendet im Zeitschritt tn →
tn+1 := tn+h mit konstanter Schrittweite h die numerischen Lösungen qn, vn und an

und ist gegeben durch

qn+1 = qn ◦ exp
(
h∆̃qn

)
, (3.55a)

∆qn = vn + (0.5− β)han + βhan+1, (3.55b)

vn+1 = vn + (1− γ)han + γhan+1, (3.55c)

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )v̇n+1 + αf v̇n, (3.55d)

M
(
qn+1

)
v̇n+1 = −g

(
tn+1, qn+1,vn+1

)
−B⊤(qn+1

)
λn+1, (3.55e)

0 = Φ
(
qn+1

)
. (3.55f)

In jedem Zeitschritt werden Variablen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1), v̇n+1 ≈
v̇(tn+1), λn+1 ≈ λ(tn+1) und die Beschleunigung an+1 an einer Zwischenstelle (3.16)
berechnet. Die Parameter sind durch (2.19) und (2.20) gegeben.

Für geeignete Startwerte q0, v0, v̇0, a0 und λ0 ist das Verfahren (3.55) ein Zei-
tintegrationsverfahren zweiter Ordnung in den Variablen q, v und λ, vgl. [2]. Die
Konvergenz des Verfahrens wird außerdem in Kapitel 4 für den allgemeineren Fall
des Generalized-α-Verfahrens mit variabler Schrittweite bewiesen. Allgemeine Imple-
mentierungsaspekte, wie die Angabe des Residuums und der Iterationsmatrix für das
Newton-Raphson-Verfahren, erfolgten in [4].

Wahl der Startwerte

Zunächst werden anhand von gegebenen Anfangswerten q0 := q(t0) und v0 := v(t0)
die Startwerte v̇0 und λ0 konsistent zu (3.44) durch Lösung des Gleichungssystems
(3.54) gewählt.
Die Struktur der Gleichungen (3.55) erfordert jedoch eine genauere Analyse der Start-
phase und eine spezielle Wahl der Startwerte, um in allen Zeitschritten eine zweite
Ordnung in allen Variablen beobachten zu können [2]. Die Verwendung von Startwer-
ten mit Funktionswerten der exakten Lösung in (3.55) kann zu einer Oszillation und
Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplikatoren λ führen. Um diese Ordnungs-
reduktion zu vermeiden, welche aus der Nichteinhaltung der versteckten Zwangsbe-
dingung (3.46) resultiert, müssen die Startwerte für die Geschwindigkeit v0 und die
Beschleunigung a0 neu berechnet werden [2].

Bemerkung 7 (Anpassung der Startgeschwindigkeit [2])
In [2] wurde gezeigt, dass für die numerische Lösung der Geschwindigkeit zur Zeit t0
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gelten sollte
v0 := v0 +∆v

0 ,

wobei v0 ≈ v(t0) konsistent bezüglich (3.44) ist. Der Term ∆v
0 berechnet sich durch

Lösung des GleichungssystemsM(q0) B⊤(q0)

B(q0) 0M×M

∆v
0

∆λ
0

 =

 0N×1

1
h
B(q0)l

q

0

 ,

wobei l
q

0 eine Approximation des führenden Fehlerterms des lokalen Fehlers darstellt
und gegeben ist durch

l
q

0 :=
h3

6

(
(1− 6β − 3∆α)v̈0 +

1

2
v̂0v̇0

)
. (3.56)

Dafür werden Approximationen v̇0 ≈ v̇(t0) konsistent zu (3.44) und v̈0 ≈ v̈(t0) mit

v̈0 :=
v̇+h − v̇−h

2h

benötigt mit den Approximationen v̇±h ≈ v̇(t0 ± h) +O(h2). Die Werte v̇±h können
durch das Lösen des 2× 2-BlocksystemsM(q±h) B⊤(q±h)

B(q±h) 0M×M

v̇±h

λ±h

 =

 −g
(
t±h, q±h,v±h

)
−Z
(
q±h

)(
v±h,v±h

)


bestimmt werden mit

q±h := q0 ◦ exp
(
± hv0 + h2v̇0/2

)
≈ q(t0 ± h) +O(h2),

v±h := v0 ± hv̇0 ≈ v(t0 ± h) +O(h2),

das durch die Kombination der Bewegungsgleichungen (3.44) und der versteckten
Zwangsbedingung auf Beschleunigungsebene (3.48) (ausgewertet an der Stelle t =
t0 ± h) erhalten wird. Der Term ∆λ

0 wird in den nachfolgenden Rechnungen nicht
weiter benötigt.

Bemerkung 8 (Anpassung der Startbeschleunigung [2])
In [2] wurde zudem gezeigt, dass auch die Beschleunigung eine spezielle Struktur
aufweisen sollte. Da an die Beschleunigung an einer Zwischenstelle v̇(tn + ∆αh) ap-
proximiert, wird für den Startwert

a0 := v̇0 +∆αhv̈0 ≈ v̇(t0) + ∆αhv̈(t0) = v̇(tn +∆αh) +O(h2)

gewählt, mit ∆α aus (2.19) und den Approximationen v̇0 und v̈0 aus Bemerkung 7.

3.3.3 Munthe-Kaas-BDF-Mehrschrittverfahren

Die Munthe-Kaas-BDF-Mehrschrittverfahren basieren auf den Verfahren aus [20],
vgl. Abschnitt 3.1.3. Dort wurden sie jedoch nur zur Lösung von gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichungen verwendet. Die Verfahrensklasse wird im Folgenden auch auf
differential-algebraische Gleichungen erweitert. Diese Erweiterung der Munthe-Kaas-
BDF-Mehrschrittverfahren zur Lösung von (3.44) wurde für k ≤ 4 in [55] eingeführt.
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Definition 19 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren zur Lösung von (3.44))
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (MKBDF) zur Lösung von (3.44) verwen-
det im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + h mit Schrittweite h die numerischen Lösungen

qn, ω
(n−1)
i−1 und vn+1−i, (i = 1, ..., k), zur Berechnung von qn+1, ω

(n)
i , (i = 0, ..., k),

vn+1 und λn+1 anhand von

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.57a)

ω
(n)
i = B̂CHk

(
− ω

(n−1)
0 ,ω

(n−1)
i−1

)
, (i = 1, ..., k), (3.57b)

1

h

k∑
i=0

αiω
(n)
i = d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

)
, (3.57c)

1

h
M
(
qn+1

) k∑
i=0

αivn+1−i = −g
(
tn+1, qn+1,vn+1

)
−B⊤(qn+1

)
λn+1, (3.57d)

0 = Φ
(
qn+1

)
(3.57e)

mit Parametern αi aus (2.7) und den Approximationen (3.11) und (3.13) der Abbil-
dungen dexp−1 aus (2.31) und BCH aus (2.28). In jedem Zeitschritt werden Variablen

qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1), λn+1 ≈ λ(tn+1) und ω
(n)
i ≈ νn(tn+1−i), (i = 0, ..., k),

berechnet.

In Kapitel 5 wird bewiesen, dass das Verfahren (3.57) für 2 ≤ k ≤ 6 unter gewissen
Voraussetzungen an die Startwerte, vgl. Voraussetzung 4, die Konvergenzordnung
p = k besitzt.

Wahl der Startwerte

Für die Wahl der Startwerte wird zunächst der Zeitpunkt t0 betrachtet. Mit den ge-
gebenen Anfangswerten q0 := q(t0) und v0 := v(t0) wird der Startwert λ0 konsistent
zu (3.44) durch Lösung des Gleichungssystems (3.54) berechnet. Die Berechnung der
Startwerte qi, vi und λi, (i = 1, ..., k− 1), kann zum Beispiel durch ein geeignetes Ein-
schrittverfahren erfolgen. In dieser Arbeit werden diese Startwerte jedoch anhand von
der in MATLAB integrierten Funktion ode15s mit sehr kleinen Toleranzen berech-
net. Dafür muss die zu lösende differential-algebraische-Gleichung jedoch zunächst in
ein äquivalentes System von expliziten gewöhnlichen Differentialgleichungen umge-
schrieben werden und überprüft werden, ob stets qi ∈ G , (i = 1, ..., k− 1), erfüllt ist.

Die Startwerte ω
(k−2)
i für i = 1, ..., k − 1 werden durch

ω̃
(k−2)
i = BCHk

(
ω̃

(k−2)
i−1 ,−ω̃

(k−1−i)
0

)
bzw.

ω
(k−2)
i = B̂CHk

(
ω

(k−2)
i−1 ,−ω

(k−1−i)
0

)
bestimmt [20]. Der Wert ω

(k−2)
0 kann durch die Auswertung der Inversen der Expo-

nentialabbildung von q−1
i ◦ qi+1 erhalten werden, vgl. (3.9).

Die spezielle DAE-Struktur vom Index 3 der Gleichungen (3.44) erfordert, wie zuvor
beim Generalized-α-Verfahren in Bemerkung 7, eine Anpassung der Anfangsgeschwin-
digkeiten vi, (i = 0, ..., k−1), um eine Ordnungsreduktion in den ersten Zeitschritten
zu vermeiden. Die Notwendigkeit wird in Kapitel 5 in Bemerkung 21 genauer disku-
tiert.
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Bemerkung 9 (Anpassung der Startgeschwindigkeiten)
Die Startwerte der Geschwindigkeitsvariablen zu den Zeiten ti, (i = 0, ..., k − 1),
werden definiert als

vi := vi +∆v
k−1, (3.58)

wobei vi ≈ v(ti) konsistent bezüglich (3.44) ist. Die Korrektur ∆v
k−1 berechnet sich

durch die Lösung des GleichungssystemsM(qk−1) B⊤(qk−1)

B(qk−1) 0M×M

∆v
k−1

∆λ
k−1

 =

 0N×1

B(qk−1)l
ω

k−1


mit einer Approximation l

ω

k−1 des führenden Fehlerterms des lokalen Abbruchfehlers
lωk−1, vgl. Satz 6. Daher ist

∆v
k−1 =

[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(qk−1)l

ω

k−1.

Wie in Bemerkung 7 werden zur Berechnung von l
ω

k−1 Approximationen der Ablei-

tungen der Geschwindigkeiten v
(j)
k−1 ≈ v(j)(tk−1), (j = 1, ..., k), benötigt. Dazu kann

v̇k−1 konsistent zu (3.44) gewählt werden. Für die restlichen Ableitungen werden
Approximationen

v(j)(tk−1) ≈
1

hj

j−1∑
i=0

δ
(j)
i vk−1−i +

j

hj−1
v̇k−1

betrachtet und die Parameter δ
(j)
i durch Taylorentwicklung und Koeffizientenvergleich

aus
j−1∑
i=0

δ
(j)
i v(tk−1 − ih) + jhv̇(tk−1)− hjv(j)(tk−1) = O(hj+1)

bestimmt. Dies führt für festes j zu einem Vandermonde-System für δ
(j)
0 , δ

(j)
1 , ..., δ

(j)
j−1,

das eindeutig lösbar ist. Es folgen die Approximationen

v̈k−1 :=
−2vk−1 + 2vk−2

h2
+

2

h
v̇k−1 ≈ v̈(tk−1) +O(h), (3.59a)

...
v k−1 :=

−9
2
vk−1 + 6vk−2 − 3

2
vk−3

h3
+

3

h2
v̇k−1 ≈ ...

v (tk−1) +O(h), (3.59b)

v
(4)
k−1 :=

−22
3
vk−1 + 12vk−2 − 6vk−3 +

4
3
vk−4

h4
+

4

h3
v̇k−1 ≈ v(4)(tk−1) +O(h),

(3.59c)

v
(5)
k−1 :=

−125
12
vk−1 + 20vk−2 − 15vk−3 +

20
3
vk−4 − 5

4
vk−5

h5
+

5

h4
v̇k−1

≈ v(5)(tk−1) +O(h), (3.59d)

v
(6)
k−1 :=

−137
10
vk−1 + 30vk−2 − 30vk−3 + 20vk−4 − 15

2
vk−5 +

6
5
vk−6

h6
+

6

h5
v̇k−1

≈ v(6)(tk−1) +O(h). (3.59e)

Implementierungsaspekte

Bei der Verwendung der Munthe-Kaas-BDF-Lie-Gruppen-Verfahren (3.57) müssen
nichtlineare Gleichungssysteme gelöst werden, was mit dem Newton-Raphson-Ver-
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fahren (vgl. [18])

ξ
(k+1)
n+1 = ξ

(k)
n+1 +∆ξ

(k)
n+1 mit

∂Ψn,h

∂ξ
(ξ

(k)
n+1)∆ξ

(k)
n+1 = −Ψn,h(ξ

(k)
n+1) (3.60)

geschehen soll.
Das MKBDF-Verfahren wird dazu in die skalierte Form umgeschrieben zu

0 = Ψn,h(ξn+1) :=


1
h

∑k
i=0 αiω

(n)
i − d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

)
rh
(
q(ω

(n)
0 /h),vn+1, v̇(vn+1), hλn+1, tn+1

)
1
h
Φ
(
q(ω

(n)
0 /h)

)


mit
rh(q,v, v̇, hλ, t) := h

(
M(q)v̇ + g(t, q,v)

)
+B⊤(q) · hλ, (3.61)

sowie ξn+1 =
(
1
h
(ω

(n)
0 )⊤,v⊤

n+1, hλ
⊤
n+1

)⊤
und

qn+1 = q
(
ω

(n)
0 /h

)
:= qn ◦ exp

(
h
ω̃

(n)
0

h

)
,

v̇(vn+1) :=
1

h

k∑
i=0

αivn+1−i.

Die Iterationsmatrix hat die 3× 3-Blockstruktur

∂Ψn,h

∂ξ
=

α0IN + hDω

(
d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

))
−Dv

(
d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

))
0N×M

h2KT α0M+ hD B⊤

BT 0M×N 0M×M


mit der Massematrix M = M

(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
, der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-

gung B = B
(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
aus (3.45), dem Tangentialoperator T = T

(
ω

(n)
0

)
aus (2.36),

der Steifigkeitsmatrix K = K
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,vn+1, v̇(vn+1),λn+1

)
aus (3.50) und

der Dämpfungsmatrix D = D
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,vn+1

)
aus (3.18). Die partielle Ablei-

tung von d̂exp
−1

k nach ω
(n)
0 wird durch Dω

(
d̂exp

−1

k

(
ω

(n)
0 ,vn+1

))
dargestellt und die

nach vn+1 durch Dv

(
d̂exp

−1

k

(
ω

(n)
0 ,vn+1

))
. Diese berechnen sich zu

Dω

(
d̂exp

−1

1

(
w1,w2

))
:= 0N×N ,

Dω

(
d̂exp

−1

2

(
w1,w2

))
:= 0N×N ,

Dω

(
d̂exp

−1

3

(
w1,w2

))
:=

1

2
ŵ2,

Dω

(
d̂exp

−1

4

(
w1,w2

))
:= Dω

(
d̂exp

−1

3

(
w1,w2

))
− 1

12

(
ŵ1ŵ2 + ̂̂w1w2

)
,

Dω

(
d̂exp

−1

5

(
w1,w2

))
:= Dω

(
d̂exp

−1

4

(
w1,w2

))
,

Dω

(
d̂exp

−1

6

(
w1,w2

))
:= Dω

(
d̂exp

−1

5

(
w1,w2

))
+

1

720

(
ŵ1ŵ1ŵ1ŵ2 + ŵ1ŵ1

̂̂w1w2

+ŵ1ŵ1ŵ1w
∧

2 + ŵ1ŵ1ŵ1w
∧

2

)
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und

Dv

(
d̂exp

−1

1

(
w1,w2

))
:= IN ,

Dv

(
d̂exp

−1

2

(
w1,w2

))
:= IN ,

Dv

(
d̂exp

−1

3

(
w1,w2

))
:= Dv

(
d̂exp

−1

2

(
w1,w2

))
− 1

2
ŵ1,

Dv

(
d̂exp

−1

4

(
w1,w2

))
:= Dv

(
d̂exp

−1

3

(
w1,w2

))
+

1

12
ŵ1ŵ1,

Dv

(
d̂exp

−1

5

(
w1,w2

))
:= Dv

(
d̂exp

−1

4

(
w1,w2

))
,

Dv

(
d̂exp

−1

6

(
w1,w2

))
:= Dv

(
d̂exp

−1

5

(
w1,w2

))
− 1

720
ŵ1ŵ1ŵ1ŵ1.

In praktischen Implementierungen können durch geschicktes Zusammenfassen der •̂-
Operatoren einige von ebendiesen eingespart werden. Für beispielsweise k = 6 können
dazu zunächst

A(w1) := ŵ1ŵ1 ∈ RN×N ,

b(w1,w2) := ŵ1w2 ∈ RN ,

c(w1,w2) := ŵ1b(w1,w2) ∈ RN

gespeichert werden und dann werden die Ableitungen durch

Dω

(
d̂exp

−1

6

(
w1,w2

))
=

1

2
ŵ2 +

(
− 1

12
IN +A(w1)

)(
ŵ1ŵ2 + b(w1,w2)

)
+

1

720

(
ŵ1ĉ(w1,w2) + ŵ1c

∧

(w1,w2)
)
,

Dv

(
d̂exp

−1

6

(
w1,w2

))
= IN − 1

2
ŵ1

(
IN − 1

6
ŵ1

(
IN +

1

60
A(w1)

))
bestimmt. So werden aus vorher 14 Matrix-Matrix- und 4 Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen nur noch 6 Matrix-Matrix- und 3 Matrix-Vektor-Multiplikationen für die Aus-
wertung der beiden Ableitungen. Dabei ist jedoch nicht auszuschließen, dass noch
weitere Einsparungen möglich wären.

3.3.4 BLieDF-Verfahren

Die BLieDF-Verfahren zur Lösung von (3.44) wurden in [54, 55] eingeführt.

Definition 20 (k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lösung von (3.44))
Die k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lösung von (3.44) verwenden im Zeitschritt

tn → tn+1 := tn + h mit Schrittweite h die Eingangsgrößen qn, ω
(n+1−i)
0 , (i = 2, ..., k),

und vn+1−i, (i = 1, ..., k), zur Berechnung von qn+1, ω
(n)
0 , vn+1 und λn+1 anhand von

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (3.62a)

1

h

k∑
i=1

γiω
(n+1−i)
0 = vn+1 + L

(k)
h,n

(
vn+1−k, ...,vn+1,ω

(n+1−k)
0 , ...,ω

(n)
0

)
, (3.62b)

1

h
M
(
qn+1

) k∑
i=0

αivn+1−i = −g
(
tn+1, qn+1,vn+1

)
−B⊤(qn+1

)
λn+1, (3.62c)

0 = Φ
(
qn+1

)
(3.62d)
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mit Parametern (2.7) und (2.16) und Korrekturtermen (3.33) und (3.34) mit den
Parametern aus den Lemmata 6 und 7.
In jedem Zeitschritt werden Variablen qn+1 ≈ q(tn+1), vn+1 ≈ v(tn+1), λn+1 ≈
λ(tn+1) und ω

(n)
0 ≈ νn(tn+1) berechnet.

In Kapitel 5 wird bewiesen, dass das Verfahren (3.62) für 2 ≤ k ≤ 6 unter gewissen
Voraussetzungen an die Startwerte, vgl. Voraussetzung 4, die Ordnung p = k besitzt.

Bemerkung 10 (Vergleich der Verfahren (3.57) und (3.62))
Da beide Verfahren (3.57) und (3.62) BDF-Verfahren darstellen, ist ein Vergleich
durchaus interessant. Solch ein Vergleich wurde in [55] für k ≤ 4 durchgeführt. Es
zeigt sich, dass die Verfahren für k = 1, 2 äquivalent sind. Für k = 3 und k = 4
benötigen die BLieDF-Verfahren (3.62) weniger Kommutatoren bzw. •̂-Operatoren
pro Integrationsschritt und sind daher effizienter. Numerische Tests dazu erfolgen in
Abschnitt 6.2.

Wahl der Startwerte

Für die Wahl der Startwerte wird zunächst der Zeitpunkt t0 betrachtet. Mit den
gegebenen Anfangswerten q0 := q(t0) und v0 := v(t0) wird der Startwert λ0 konsis-
tent zu (3.44) gewählt. Dazu wird das Gleichungssystem (3.54) an der Stelle t = t0
gelöst. Die Berechnung der qi, vi und λi, (i = 1, ..., k − 1), kann durch ein geeig-
netes Einschrittverfahren erfolgen. In dieser Arbeit werden diese Startwerte jedoch
anhand von der in MATLAB integrierten Funktion ode15s berechnet. Dafür muss
die zu lösende differential-algebraische-Gleichung jedoch zunächst in ein äquivalentes
System von expliziten gewöhnlichen Differentialgleichungen umgeschrieben werden.
Die ω

(i)
0 , (i = 0, ..., k − 1), sind definiert durch

qi+1 = qi ◦ exp
(
ω̃

(i)
0

)
und können daher durch die Auswertung der Inversen der Exponentialabbildung von
q−1
i ◦qi+1 berechnet werden. Erneut erfordert die Struktur der DAEs vom Index 3 der
Gleichungen (3.44), wie zuvor beim Generalized-α-Verfahren in Bemerkung 7, eine
Anpassung der Anfangsgeschwindigkeiten vi, (i = 0, ..., k − 1), um eine Ordnungsre-
duktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden. Die Notwendigkeit dafür wird in
Kapitel 5 in Bemerkung 21 genauer diskutiert.

Bemerkung 11 (Anpassung der Startgeschwindigkeiten)
Die Startwerte des Geschwindigkeitsvektors zu den Zeiten ti, (i = 0, ..., k−1), werden
aus

vi := vi +∆v
k−1 (3.63)

bestimmt, wobei vi ≈ v(ti) konsistent bezüglich (3.44) ist. Die Korrektur ∆v
k−1 be-

rechnet sich durch die Lösung des GleichungssystemsM(qk−1) B⊤(qk−1)

B(qk−1) 0M×M

∆v
k−1

∆λ
k−1

 =

 0N×1

B(qk−1)l
ω

k−1


mit einer Approximation l

ω

k−1 des führenden Fehlerterms des lokalen Abbruchfehlers
lωk−1, welcher in Kapitel 5 in Satz 6 berechnet wird. Daher ist

∆v
k−1 =

[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(qk−1)l

ω

k−1.
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Zur Berechnung von l
ω

k−1 werden Approximationen der Ableitungen der Geschwin-

digkeiten v
(j)
k−1 ≈ v(j)(tk−1), (j = 1, ..., k), benötigt. Diese werden durch (3.59) analog

zu Bemerkung 9 bestimmt.

Implementierungsaspekte

Die Lösung der nichtlinearen Gleichungen in den BLieDF-Verfahren (3.62) erfolgt
durch das Newton-Raphson-Verfahren (3.60). Der Aufwand und die Struktur hängt

stark vom Korrekturterm L
(k)
h,n = L

(k)
h

(
vn+1−k, ...,vn,vn+1,ω

(n+1−k)
0 , ...,ω

(n−1)
0 ,ω

(n)
0

)
ab. Im allgemeinen Fall ist

0 = Ψn,h(ξn+1) :=


∑k

i=1 γi
ω

(n+1−i)
0

h
− vn+1 − L

(k)
h,n

rh

(
q
(
ω

(n)
0 /h

)
,vn+1, v̇(vn+1), hλn+1, tn+1

)
1
h
Φ
(
q
(
ω

(n)
0 /h

))


mit (3.61), ξn+1 =
(
1
h
(ω

(n)
0 )⊤,v⊤

n+1, hλ
⊤
n+1

)⊤
und

qn+1 = q
(
ω

(n)
0 /h

)
:= qn ◦ exp

(
h
ω̃

(n)
0

h

)
,

v̇(vn+1) :=
1

h

k∑
i=0

αivn+1−i.

Die Iterationsmatrix hat die 3× 3-Blockstruktur

∂Ψn,h

∂ξ
=


γ1IN −Dω/h

(
L

(k)
h,n

)
−IN −Dv

(
L

(k)
h,n

)
0N×M

h2KT α0M+ hD B⊤

BT 0M×N 0M×M


mit der Massematrix M = M

(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
, der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-

gung B = B
(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
aus (3.45), dem Tangentialoperator T = T

(
ω

(n)
0

)
aus (2.36),

der Steifigkeitsmatrix K = K
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,vn+1, v̇(vn+1),λn+1

)
aus (3.50) und

der Dämpfungsmatrix D = D
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,vn+1

)
aus (3.18). Dabei ist Dω

(
L

(k)
h,n

)
die partielle Ableitung von L

(k)
h,n nach ω

(n)
0 mit

Dω

(
L

(1)
h,n

)
= Dω

(
L

(2)
h,n

)
= 0N×N ,

Dω

(
L

(3)
h,n

)
= b

(3)
1,2l̂in

(3)

n,1 − b
(3)
1,1l̂in

(3)

n,2,

Dω

(
L

(4)
h,n

)
= b

(4)
1,2l̂in

(4)

n,1 − b
(4)
1,1l̂in

(4)

n,2

und Dv

(
L

(k)
h,n

)
die partielle Ableitung von L

(k)
h,n nach vn+1 mit

Dv

(
L

(1)
h,n

)
= Dv

(
L

(2)
h,n

)
= 0N×N ,

Dv

(
L

(3)
h,n

)
= a

(3)
0,2l̂in

(3)

n,1 − a
(3)
0,1l̂in

(3)

n,2,

Dv

(
L

(4)
h,n

)
= a

(4)
0,2l̂in

(4)

n,1 − a
(4)
0,1l̂in

(4)

n,2.
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Hängt der Korrekturterm L
(k)
h,n nicht von vn+1 und ω

(n)
0 , (a

(k)
0,j = b

(k)
1,j = 0, j = 1, 2, ...),

ab, so muss die Gleichung (3.62b) nicht im Residuum Ψn,h berücksichtigt werden
und kann explizit gelöst werden. Für k = 5 und k = 6 ist dies zum Beispiel für die
Parameter aus Lemma 7 der Fall. In diesem einfacheren Fall werden die BLieDF-
Verfahren (3.62) in die skalierte Form umgeschrieben zu

0 = Ψn,h(ξn+1) :=

rh (q(ω(n)
0 /h

)
,v
(
ω

(n)
0 /h

)
, v̇
(
ω

(n)
0 /h

)
, hλn+1, tn+1

)
1
h
Φ
(
q
(
ω

(n)
0 /h

))


mit (3.61), ξn+1 =
(
1
h
(ω

(n)
0 )⊤, hλ⊤

n+1

)⊤
und

qn+1 = q
(
ω

(n)
0 /h

)
:= qn ◦ exp

(
h
ω

(n)
0

h

)
,

vn+1 = v
(
ω

(n)
0 /h

)
:=

1

h

k∑
i=1

γiω
(n+1−i)
0 − L

(k)
h,n,

v̇
(
ω

(n)
0 /h

)
:=

1

h

(
α0v

(
ω

(n)
0 /h

)
+

k∑
i=1

αivn+1−i

)
.

Die Iterationsmatrix hat die 2× 2-Blockstruktur

∂Ψn,h

∂ξ
=

α0γ1M+ hγ1D+ h2KT B⊤

BT 0M×M


mit der Massematrix M = M

(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
, der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-

gungB = B
(
q
(
ω

(n)
0 /h

))
aus (3.45), dem Tangentialoperator T = T

(
ω

(n)
0

)
aus (2.36),

der Dämpfungsmatrix D = D
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,v
(
ω

(n)
0 /h

))
aus (3.18) und der Stei-

figkeitsmatrix K = K
(
tn+1, q

(
ω

(n)
0 /h

)
,v
(
ω

(n)
0 /h

)
, v̇
(
ω

(n)
0 /h

)
,λn+1

)
aus (3.50).
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Kapitel 4

Konvergenzanalyse des
Generalized-α-DAE-
Integrationsverfahrens auf
Lie-Gruppen für beschränkte
mechanische Systeme

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Konvergenz des Generalized-α-Verfahrens für
Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-Struktur für beschränkte mechanische Mehr-
körpersysteme zu beweisen, welche differential-algebraische Gleichungen vom Index 3
darstellen. Ein Konvergenzbeweis für das Generalized-α-Verfahren (3.55) für konstan-
te Schrittweiten erfolgte bereits in [2]. In vielen praktischen Anwendungen ist es je-
doch sinnvoll, kein äquidistantes Punktgitter zu verwenden, sondern variable Schritt-
weiten hn zuzulassen, vgl. (2.4). Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Lösung eines
Problems zu gewissen Zeitpunkten stark variiert (kleine Schrittweiten) und an ande-
ren über lange Zeit fast identisch bleibt (große Schrittweiten). Um dies zu realisieren,
wird eine Schrittweitensteuerung verwendet, die auf Grundlage des in einem Zeit-
schritt begangenen lokalen Fehlers eine optimale Schrittweite für den nächsten Schritt
bestimmt bzw. im schlimmsten Fall den gerade ausgeführten Zeitschritt mit einer klei-
neren Schrittweite wiederholt [46]. Die Übertragung von Zeitintegrationsverfahren auf
variable Schrittweiten ist jedoch nicht ohne Weiteres möglich. Dadurch entstehen wei-
tere Einschränkungen, deren Nichtbeachtung zum Beispiel zu Stabilitätsproblemen
führen können.
In diesem Kapitel soll das Generalized-α-Verfahren (3.55) auf variable Schrittwei-
ten erweitert werden und die Konvergenzanalyse für dieses Generalized-α-Verfahren
mit variabler Schrittweite ausgehend von [2] durchgeführt werden. Dazu muss das
Generalized-α-Verfahren (3.55) für konstante Schrittweiten zunächst so erweitert wer-
den, dass auch variable Schrittweiten hn verwendet werden können. Solch eine An-
passung erfolgte bereits in [52], dabei wurde sich am Vorgehen von Jay und Negrut
[34] für Hilber-Hughes-Taylor-α-Verfahren orientiert. In [52] wurde auch die Schritt-
weitensteuerung des Generalized-α-Verfahrens untersucht. Ein formaler Konvergenz-
beweis wurde jedoch nicht geführt.
Die Konvergenzanalyse des Generalized-α-Verfahrens beginnt mit einer lokalen Ab-
bruchfehleranalyse. Dabei wird die analytische Lösung in die Verfahrensvorschrift ein-
gesetzt und der lokale Abbruchfehler unter Verwendung der Taylorentwicklung und
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der Magnusentwicklung (vgl. (2.33)) abgeschätzt. Anschließend werden globale Feh-
lergleichungen aufgestellt. Dazu wird die Differenz aus der Verfahrensvorschrift mit
der analytischen Lösung und der Verfahrensvorschrift mit der numerischen Lösung
gebildet. Die so entstandenen Fehlerrekursionen werden zu einer gekoppelten Fehler-
rekursion kombiniert. Durch solch eine gekoppelte Fehlerrekursion kann schließlich
die Konvergenz zweiter Ordnung des Verfahrens bewiesen werden.
Die Konvergenz wird auf einem kompakten Zeitintervall unter der nachfolgenden
Voraussetzung gezeigt.

Voraussetzung 1
Es sollen das abgeschlossene Zeitintervall [t0, tend], die variablen Schrittweiten hn :=
tn+1 − tn ∈ (0, h] mit tend = t0 +

∑Nend

n=0 hn, Nend ∈ N, und einer von n unabhängigen
Konstanten h > 0 vorausgesetzt werden. Zudem wird angenommen, dass das Verhält-
nis aus maximaler Schrittweite hmax := maxn=0,...,Nend

hn und minimaler Schrittweite
hmin := minn=0,...,Nend

hn beschränkt bleibt, also

hmax

hmin

≤ Ch (4.1)

für ein 0 < Ch ∈ R. Daher bleiben auch die Schrittweitenverhältnisse σn := hn/hn−1

für alle n ≤ Nend beschränkt. Es gibt also positive Konstanten σmin ∈ R und σmax ∈ R,
so dass σmin ≤ σn ≤ σmax gilt.

Unter dieser Voraussetzung gilt für das Schrittweitenverhältnis σn := hn/hn−1 die
Beziehung

hn = σnhn−1 = O(hn−1), (4.2)

bzw. unter Verwendung von hn ≤ hmax

hn = O(hmax)

für n = 0, ..., Nend.
Bevor der eigentliche Konvergenzbeweis begonnen werden kann, muss das Verfah-
ren (3.55) für solche variablen Schrittweiten definiert werden.

4.1 Erweiterung des Generalized-α-Verfahrens auf

variable Schrittweiten

Der Konvergenzbeweis des Generalized-α-Verfahrens (3.55) aus [2] hat gezeigt, dass
speziell gewählte Startwerte wie in Abschnitt 3.3.2 vonnöten sind, um eine Ordnungs-
reduktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden. Dieses Verhalten hängt stark mit
dem Umstand zusammen, dass das Verfahren quasi von einer Schrittweite null (also
aus dem Ruhezustand) auf eine beliebige Schrittweite h wechselt. Man könnte so-
mit sagen, dass im ersten Zeitschritt ein Schrittweitenwechsel vorgenommen wird,
welcher durch die Anpassungen aus den Bemerkungen 7 und 8 kompensiert werden
kann. Ähnliches muss nun auch vor jedem Schrittweitenwechsel beim Generalized-α-
Verfahren für variable Schrittweiten geschehen. In den nachfolgenden Bemerkungen
werden solche Anpassungen für die Geschwindigkeit vn und die Beschleunigung an

beschrieben. Dabei wird einem Ansatz von Jay und Negrut [34] gefolgt, die eine
variable Schrittweitenformulierung für Hilber-Hughes-Taylor-α-Verfahren eingeführt
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haben. Eine weitere Möglichkeit wäre die Verwendung variabler Verfahrensparameter
β = β(σn) und γ = γ(σn), vgl. [6].

Bemerkung 12 (Anpassung der Beschleunigung, vgl. [52] und [34, für HHT-α])
Wird das Generalized-α-Verfahren (3.55) auf variable Schrittweiten hn := tn+1 − tn
übertragen, hängt die Beschleunigung

an ≈ v̇(tn +∆αhn−1) (4.3)

von eben dieser Schrittweite hn−1 = hn/σn mit dem Schrittweitenverhältnis σn ab.
Aus diesem Grund müssen weitere Änderungen an der im vorherigen Zeitschritt be-
rechneten Variablen an vorgenommen werden, um auch im Fall variabler Schrittweiten
die Konvergenz zweiter Ordnung nachweisen zu können.
Dabei wird an ≈ v̇(tn +∆αhn−1) in (3.55) durch eine Approximation

an ≈ v̇(tn +∆αhn) = v̇(tn +∆αhn−1) + ∆αhn

(
1− 1

σn

)
v̈(tn) +O(h2

n) (4.4)

substituiert. Die Approximation an ≈ v̇(tn+∆αhn−1) wird direkt durch das Generali-
zed-α-Verfahren (3.55) berechnet. Eine Approximation von v̈(tn) wird jedoch noch
benötigt. Mit den verfügbaren Beschleunigungsvariablen kann diese im Allgemeinen
durch

v̈(tn) =
a1,nv̇(tn) + a2,nv̇(tn+1) + a3,nv̇(tn +∆αhn−1) + a4,nv̇(tn+1 +∆αhn)

hn

+O(hn)

(4.5)
dargestellt werden, wobei

a1,n = −1 +

(
∆α

σn

− 1

)
a3,n +∆αa4,n, (4.6a)

a2,n = 1− ∆α

σn

a3,n − (1 +∆α)a4,n (4.6b)

und a3,n, a4,n ∈ R beliebig sind. Daher wird

an := an +∆αhn

(
1− 1

σn

)
v̈n (4.7)

gesetzt mit

v̈n :=
a1,nv̇n + a2,nv̇n+1 + a3,nan + a4,nan+1

hn

, (4.8)

wobei a1,n und a2,n wie in (4.6) zu wählen sind. Es bleiben also zwei frei wählbare
Parameter a3,n, a4,n ∈ R übrig. Diese sollen so gewählt werden, dass das Verfahren
für möglichst viele Schrittweitenverhältnisse stabil bleibt (vgl. Satz 3). Beispielhaft
werden die folgenden Näherungen untersucht, wobei jeweils zwei der ai,n null gesetzt
wurden:

Näherung 1:

a1,n = − σn

∆α

, a2,n = 0, a3,n =
σn

∆α

, a4,n = 0, (4.9a)

Näherung 2:

a1,n = 0, a2,n = − σn

∆α − σn

, a3,n =
σn

∆α − σn

, a4,n = 0, (4.9b)
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Näherung 3:

a1,n = 0, a2,n = 0, a3,n = − σn

(σn + (σn − 1)∆α)
, a4,n =

σn

(σn + (σn − 1)∆α)
,

(4.9c)
Näherung 4:

a1,n = −1, a2,n = 1, a3,n = 0, a4,n = 0. (4.9d)

Natürlich wären auch weitere Näherungen vorstellbar und können das Thema für
weitere Untersuchungen sein. In [52] wurde lediglich Näherung 1 verwendet.
Ist die Schrittweite hn = h konstant, so gilt an = an und keine Änderung wurde
vorgenommen.

Bemerkung 13 (Anpassung der Geschwindigkeit, vgl. [52])
Ähnlich zur Anpassung der Geschwindigkeiten in den Startwerten in Abschnitt 3.3.2
wird die Geschwindigkeit im Zeitschritt tn−1 → tn von vn ≈ v(tn) in

vn := vn +∆v
n (4.10)

abgeändert. Dazu wird das GleichungssystemM(qn) B⊤(qn)

B(qn) 0M×M

∆v
n

∆λ
n

 =

 0N×1

B(qn)∆nl
q
n


gelöst, wobei ∆nl

q
n die Differenz zweier aufeinanderfolgender lokaler Abbruchfehler

der Form (3.56) dividiert durch hn bzw. hn−1 approximiert, also ist

∆nl
q
n ≈ h2

n

6

(
(1− 6β − 3∆α)v̈(tn) +

1

2
v̂(tn)v̇(tn)

)
− h2

n−1

6

(
(1− 6β − 3∆α)v̈(tn−1) +

1

2
v̂(tn−1)v̇(tn−1)

)
=

(
1

6
− 1

2
∆α − β

)
(1− 1/σ2

n)h
2
nv̈(tn) +

(1− 1/σ2
n)

12
h2
nv̂(tn)v̇(tn) +O(h3

n−1),

mit (4.2). Daher wird

∆nl
q
n =

(
1

6
− 1

2
∆α − β

)
(1− 1/σ2

n)h
2
nv̈n +

(1− 1/σ2
n)

12
h2
nv̂nv̇n

gesetzt und v̈n wie in Gleichung (4.8) gewählt mit a1,n und a2,n aus (4.6). Somit gilt

∆v
n =

[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(qn)∆nl

q
n.

Unabhängig von der Wahl der Näherung aus (4.9) ist stets ∆nl
q
n = 0N×1 für σn = 1.

Daher gilt vn = vn, wenn sich in einem Zeitschritt die Schrittweite nicht verändert
hat.

Werden die beiden vorherigen Bemerkungen beachtet und die Schrittweite h in (3.55)
durch die variable hn := tn+1 − tn ersetzt, so kann das Generalized-α-Verfahren für
variable Schrittweiten wie nachfolgend definiert werden.
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Definition 21 (Generalized-α-Verfahren für variable Schrittweiten zur Lösung von
(3.44))
Das Generalized-α-Verfahren zur Lösung von (3.44) verwendet die numerischen Lö-
sungen qn, vn und an im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + hn mit Schrittweite hn in

qn+1 = qn ◦ exp
(
hn∆̃qn

)
, (4.11a)

∆qn = vn + (0.5− β)hnan + βhnan+1, (4.11b)

vn+1 = vn + (1− γ)hnan + γhnan+1, (4.11c)

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )v̇n+1 + αf v̇n, (4.11d)

M
(
qn+1

)
v̇n+1 = −g

(
tn+1, qn+1,vn+1

)
−B⊤(qn+1

)
λn+1, (4.11e)

0 = Φ
(
qn+1

)
(4.11f)

mit Parametern (2.20), vn aus (4.10) und an aus (4.7) für n ≥ 1. Ist n = 0, so wird
a0 = a0 und v0 = v0 verwendet.

Bemerkung 14 (Startwerte des Generalized-α-Verfahrens (4.11))
Um die Ordnungsreduktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden, müssen vor dem
ersten Zeitschritt die Anpassungen aus Bemerkungen 7 und 8 vorgenommen werden.
Die Startwerte sind somit analog zu denen von (3.55) aus Abschnitt 3.3.2.

4.2 Lokale Abbruchfehler

Für die Konvergenzanalyse werden zunächst die lokalen Abbruchfehler bestimmt. Da-
zu wird die analytische Lösung in die Verfahrensvorschrift eingesetzt und der lokale
Abbruchfehler durch die Taylorentwicklung bzw. die Magnusentwicklung abgeschätzt.
Die Magnusentwicklung wird dabei für die Lösung der auf der Lie-Gruppe definierten
gewöhnlichen Differentialgleichung q̇(t) = DLq(t)(e) · ṽ(t) (vgl. Gleichung (2.25)) für
vorgegebenes ṽ(t) verwendet.
Im nachfolgenden Beweis werden solche lokalen Abbruchfehler, teilweise mit matrix-
wertigen Funktionen multipliziert. Daher wird die Notation

l(A•)
n := A

(
tn, q(tn),v(tn),λ(tn)

)
l(•)n

für matrixwertige Funktionen A = A(t, q,v,λ) eingeführt.

Definition 22 (Lokale Abbruchfehler von (4.11))
Wegen (4.3) und (4.4) sind die lokalen Abbruchfehler des Generalized-α-Verfahrens
für variable Schrittweiten (4.11) definiert durch

q(tn+1) = q(tn) ◦ exp
(
hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(̃
lqn
)
, (4.12a)

∆q(tn) = v(tn) + (0.5− β)hnv̇(tn +∆αhn) + βhnv̇(tn+1 +∆αhn), (4.12b)

v(tn+1) = v(tn) + (1− γ)hnv̇(tn +∆αhn) + γhnv̇(tn+1 +∆αhn) + lvn, (4.12c)

lan = −(1− αf )v̇(tn+1)− αf v̇(tn)

+ αmv̇(tn +∆αhn) + (1− αm)v̇(tn+1 +∆αhn), (4.12d)

v(tn) = v(tn) +C
(
q(tn)

)((1

6
− 1

2
∆α − β

)
(1− 1/σ2

n)h
2
nv̈(tn)

+
(1− 1/σ2

n)

12
h2
nv̂(tn)v̇(tn)

)
(4.12e)
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mit C
(
q(tn)

)
:=
[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

] (
q(tn)

)
.

In (4.12a) wurde einer Vorgehensweise von Wensch [50] gefolgt, der die lokalen Feh-
ler eines Lie-Gruppen-Integrators für Differentialgleichungen erster Ordnung in der
Lie-Algebra g untersucht hat. Gilt schließlich l̃qn = O(hk) für k ∈ N, so folgt Gleiches
auch für das Äquivalent im euklidischen Raum lqn = O(hk).
Nun werden die Größenordnungen dieser lokalen Abbruchfehler bestimmt. Für kon-
stante Schrittweiten erfolgte dies in [2, Lemma 1].

Satz 1
Die lokalen Abbruchfehler (4.12) des Generalized-α-Verfahrens mit variabler Schritt-
weite (4.11) genügen den Abschätzungen

∥lqn∥ = O(h3
n), ∥lvn∥ = O(h2

n), ∥lan∥ = O(h2
n) (4.13)

und ∥∥∥∥B(q(tn))( lqn+1

hn+1

− lqn
hn

+ lvn

)∥∥∥∥ = O(h3
n). (4.14)

Beweis:

a) Das Einsetzen von (4.12e) in (4.12b) und die Taylorentwicklungen

v̇(tn +∆αhn) = v̇(tn) +∆αhnv̈(tn) +O(h2
n), (4.15a)

v̇(tn+1 +∆αhn) = v̇(tn) + (1 +∆α)hnv̈(tn) +O(h2
n) (4.15b)

liefern

∆q(tn) = v(tn) +
hn

2
v̇(tn) +

(
∆α

2
+ β

)
h2
nv̈(tn)

+

(
1

6
− 1

2
∆α − β

)
(1− 1/σ2

n)h
2
nC
(
q(tn)

)
v̈(tn)

+
(1− 1/σ2

n)

12
h2
nC
(
q(tn)

)
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3

n). (4.16)

Wird (2.29) für t = tn+1 und m = n mit (4.12a) gleichgesetzt, so folgt [2]

q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1)

)
= q(tn) ◦ exp

(
hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(̃
lqn
)

und daher
exp

(̃
lqn
)
= exp

(
− hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(
ν̃n(tn+1)

)
.

Dieses Produkt aus mehreren Matrixexponentiellen kann durch die Anwen-
dung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (2.28) untersucht werden, da die

Abschätzungen hn∆̃q(tn) = O(hn) und ν̃n(tn+1) = O(hn) gelten (vgl. (2.33)).
Der lokale Abbruchfehler kann somit durch [2]

l̃qn = ν̃n(tn+1)− hn∆̃q(tn) +O(hn)
∥∥∥ν̃n(tn+1)− hn∆̃q(tn)

∥∥∥
abgeschätzt werden, weil

[w̃1, w̃2] = [w̃1 + w̃2, w̃2]− [w̃2, w̃2]︸ ︷︷ ︸
=0

= O(hn)∥w̃1 + w̃2∥

58



gilt, wenn w̃2 = O(hn) ist. Durch das Einsetzen von (2.33) und (4.16) und unter
Verwendung von (2.35) folgt die Abschätzung

lqn =
(
I−C

(
q(tn)

)
(1− 1/σ2

n)
)((1

6
− ∆α

2
− β

)
h3
nv̈(tn) +

h3
n

12
v̂(tn)v̇(tn)

)
+O(h4

n) (4.17)

und damit die erste Behauptung in (4.13).

b) Aus Gleichung (4.12c), den Taylorentwicklungen (4.15) und

v(tn+1) = v(tn) + hnv̇(tn) +
h2
n

2
v̈(tn) +O(h3

n)

folgt

lvn = −C(q(tn))(1− 1/σ2
n)

((
1

6
− 1

2
∆α − β

)
h2
nv̈(tn) +

h2
n

12
v̂(tn)v̇(tn)

)
+O(h3

n), (4.18)

da
(
1
2
−∆α − γ

)
= 0 mit (2.19) und (2.20) gilt.

c) Aus Gleichung (4.12d) und Taylorentwicklung folgt

lan = −(αm − αf −∆α)hnv̈(tn) +O(h2
n)

und dadurch die Behauptung mit (2.19).

d) Es gilt B
(
q(tn)

)
C
(
q(tn)

)
= B

(
q(tn)

)
und damit

B
(
q(tn)

)
lqn = B

(
q(tn)

)((1

6
− ∆α

2
− β

)
h3
n

σ2
n

v̈(tn) +
h3
n

12σ2
n

v̂(tn)v̇(tn)

)
+O(h4

n)

mit dem lokalen Abbruchfehler (4.17). Daher folgt

B
(
q(tn+1)

)
lqn+1

hn+1

− B
(
q(tn)

)
lqn

hn

= B
(
q(tn)

)(
1− 1

σ2
n

)(
1

6
− 1

2
∆α − β

)
h2
nv̈(tn)

+B
(
q(tn)

)(
1− 1

σ2
n

)
h2
n

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3

n)

= −lBv
n +O(h3

n)

mit den Gleichungen (4.18), (4.2), σn+1 = hn+1/hn, B
(
q(tn+1)

)
= B

(
q(tn)

)
+

O(hn) und v(i)(tn+1) = v(i)(tn) +O(hn), (i = 0, 1, 2).

■

Bemerkung 15 (Unterschiede zum Verfahren für konstante Schrittweiten)
Aufgrund der Änderung der Geschwindigkeit in (4.11c) tritt im Unterschied zum
konstanten Fall ein zusätzlicher Fehlerterm im lokalen Abbruchfehler lvn aus Glei-
chung (4.12c) auf. Dadurch ist eine Verringerung der Ordnung in ebendiesem zu
beobachten. Für konstante Schrittweiten hätte in (4.13) daher ∥lvn∥ = O(h3) bewie-
sen werden können. Für die Konvergenzanalyse ist diese Ordnungsreduktion jedoch
unerheblich, da als weiterer Unterschied zum konstanten Fall der Ausdruck (4.14) von
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Interesse ist und bei konstanter Schrittweite die Abschätzung ∥(lqn+1 − lqn)/h∥, vgl.
[2, Lemma 1]. Durch die Hinzunahme von B

(
q(tn)

)
lvn in (4.14) wird der zusätzliche

Fehlerterm in lvn kompensiert.
Außerdem wird in den nachfolgenden Betrachtungen der Projektor P(q) = IN −[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(q) eingeführt. Durch diesen wird die Tangentialrichtung

der Zwangsmannigfaltigkeit untersucht, vgl. Abschnitt 4.3.2. Die Multiplikation des
lokalen Abbruchfehlers lvn mit P(q) resultiert aufgrund von [PC](q) ≡ 0 in ∥lPv

n ∥ =
O(h3

n), vgl. (4.18), analog zum konstanten Fall.

4.3 Gleichungen für die globalen Fehler

Für die Konvergenzanalyse müssen zunächst die globalen Fehler der einzelnen Varia-
blen definiert werden. Dabei bietet es sich an, wie zuvor beim lokalen Abbruchfehler lqn
in (4.12a), den globalen Fehler in q ∈ G als Element der entsprechenden Lie-Algebra
ẽqn ∈ g zu definieren [50]. Die restlichen Variablen liegen in linearen Räumen und
die zugehörigen globalen Fehler können wie in Gleichung (A.6) definiert werden. Es
folgt [2]

q(tn) = qn ◦ exp
(
ẽqn
)
, (4.19a)

v(tn) = vn + evn, (4.19b)

λ(tn) = λn + eλn , (4.19c)

v̇(tn) = v̇n + ev̇n, (4.19d)

v̇(tn +∆αhn−1) = an + ean, (4.19e)

∆q(tn) = ∆qn + e∆q
n . (4.19f)

Im nachfolgenden Beweis werden solche globalen Fehler teilweise mit matrixwertigen
Funktionen multipliziert. Daher wird die Notation

e(A•)
n := A

(
tn, q(tn),v(tn),λ(tn)

)
e(•)n

für matrixwertige Funktionen A = A(t, q,v,λ) eingeführt.
Um die Gleichungen für die globalen Fehler aufzustellen, wird die Differenz aus der
Verfahrensvorschrift mit der analytischen Lösung (4.12) und der Verfahrensvorschrift
mit der numerischen Lösung (4.11) gebildet. Zur Abschätzung von Termen höherer
Ordnung wird eine für Verfahren höherer Ordnung übliche Annahme getroffen [29,
Theorem VII.3.5]. Dabei wird vorausgesetzt, dass die numerische Lösung qn in einer
Umgebung der analytischen Lösung q(tn) der GrößeO(hn) verbleibt. Die numerischen
Lösungen vn, λn und an sollen in einer Umgebung der analytischen Lösungen v(tn),
λ(tn) und v̇(tn+∆αhn−1) bleiben. Aus diesem Grund wird die nachfolgende technische
Voraussetzung getroffen.

Voraussetzung 2
Es gibt positive Konstanten h und CT , so dass für alle hn ∈ (0, h] und t0 +

∑r
i=0 hi ∈

[t0, tend] mit n, r ∈ N die globalen Fehler durch

∥eqr∥ ≤ CThr, ∥evr ∥+ ∥eλr ∥+ ∥ear∥ ≤ CT

beschränkt bleiben.
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Die Annahme ist vertretbar, da am Ende des Konvergenzbeweises gezeigt wird, dass
alle genannten globalen Fehler mindestens mit einer Ordnung höher konvergieren.
Um die Terme höherer Ordnung zusammenfassen zu können, wird die Definition

ϵn := ∥eqn∥+ ∥evn∥+ hn∥ean∥+ hn∥eλn∥

eingeführt.
In den nachfolgenden Lemmata und Sätzen sollen die Voraussetzungen 1 und 2 stets
erfüllt sein.

4.3.1 Elimination von ev̇n, e
v̇
n+1 und e∆q

n

Aufgrund der Definitionen der globalen Fehler in (4.19) kann davon ausgegangen
werden, dass Gleichungen berechnet werden, die eqn, e

v
n, e

λ
n , e

v̇
n, e

a
n und e∆q

n enthalten.
Einige dieser globalen Fehler sollen jedoch eliminiert werden. Dies sind ev̇n bzw. ev̇n+1

im nachfolgenden Lemma 8 und e∆q
n in Lemma 10. Eine Abschätzung für erstere

ergibt sich analog zum Verfahren für konstante Schrittweiten und soll an dieser Stelle
nicht erneut bewiesen werden. Dabei wird die Gleichgewichtsgleichung (3.44b) für
t = tn und ihr Pendant im Generalized-α-Verfahren (4.11e) verwendet [2, Lemma 3].

Lemma 8 ([2, Lemma 3])
Für die globalen Fehler ev̇n des Generalized-α-Verfahrens (4.11) gelten die Fehler-
abschätzungen

ev̇n = −eM
−1B⊤λ

n +O(1)ϵn,

ev̇n+1 + eM
−1B⊤λ

n+1 = O(1)ϵn +O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n).

Für den globalen Fehler e∆q
n müssen im Unterschied zum konstanten Fall die An-

passungen von vn und an aus den Bemerkungen 12 und 13 vor jedem Zeitschritt
beachtet werden. Daher schätzt das nachfolgende Lemma die Fehler ab, die durch die
Änderung von vn in vn und an in an entstehen.

Lemma 9
Gegeben sei das Generalized-α-Verfahren (4.11), dann gelten die globalen Fehlerglei-
chungen

v̈(tn)− v̈n =
1

hn

(
a1,ne

v̇
n + a2,ne

v̇
n+1 + a3,ne

a
n + a4,ne

a
n+1

)
+O(hn), (4.20a)

v̇(tn +∆αhn)− an = −∆αa1,n (1− 1/σn) e
M−1B⊤λ
n −∆αa2,n (1− 1/σn) e

M−1B⊤λ
n+1

+ (1 + ∆αa3,n (1− 1/σn)) e
a
n +∆αa4,n (1− 1/σn) e

a
n+1

+O(1)ϵn +O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n), (4.20b)

v(tn)− vn = evn + (1− 1/σ2
n)

(
1

6
− ∆α

2
− β

)
hn

(
−a1,ne

M−1B⊤λ
n

−a2,ne
M−1B⊤λ
n+1 + a3,ne

Ca
n + a4,ne

Ca
n+1

)
+O(hn)ϵn

+O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n). (4.20c)

Beweis:

a) Unter Verwendung von (4.19d), (4.5), (4.8) und (4.19e) gilt Gleichung (4.20a).
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b) Mit den Gleichungen (4.19d), (4.4), (4.7), (4.19e) und (4.20a) kann

v̇(tn +∆αhn)− an = ∆αa1,n (1− 1/σn) e
v̇
n +∆αa2,n (1− 1/σn) e

v̇
n+1

+ (1 + ∆αa3,n (1− 1/σn))e
a
n +∆αa4,n (1− 1/σn) e

a
n+1

+O(h2
n)

bewiesen werden. Gleichung (4.20b) folgt mit Lemma 8.

c) Die Gleichungen (4.19), (4.10), (4.12e) und (4.19e) liefern

v(tn)− vn = evn +C
(
q(tn)

)
(1− 1/σ2

n)

((
1

6
− ∆α

2
− β

)
h2
n(v̈(tn)− v̈n)

+
h2
n

12
v̂(tn)v̇(tn)−

h2
n

12
(v(tn)− evn)
∧

(v̇(tn)− ev̇n)

)
+O(h2

n)ϵn

= evn +C
(
q(tn)

)
(1− 1/σ2

n)

(
1

6
− ∆α

2
− β

)
hn

(
a1,ne

v̇
n

+a2,ne
v̇
n+1 + a3,ne

a
n + a4,ne

a
n+1

)
+O(h2

n)∥ev̇n∥+O(h2
n)ϵn

mit (4.20a) und C(qn) = C
(
q(tn) ◦ exp

(
− ẽqn

))
= C

(
q(tn)

)
+ O(1)ϵn. Die

Behauptung folgt mit Lemma 8 und der Feststellung, dass[
CM−1B⊤] (q) = [M−1B⊤] (q) (4.21)

gilt.

■

Lemma 10
Für den globalen Fehler e∆q

n des Generalized-α-Verfahrens (4.11) gilt die globale
Fehlergleichung

e∆q
n = evn −

(
b1,n + c1,n

)
hne

M−1B⊤λ
n −

(
b2,n + c2,n

)
hne

M−1B⊤λ
n+1

+
(
b3,nC

(
q(tn)

)
+ c3,n + 0.5− β

)
hne

a
n +

(
b4,nC

(
q(tn)

)
+ c4,n + β

)
hne

a
n+1

+O(hn)ϵn +O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n) (4.22)

mit

bi,n :=

(
1− 1

σ2
n

)(
1

6
− ∆α

2
− β

)
ai,n, (i = 1, 2, 3, 4), (4.23a)

ci,n :=

(
1

2
− β

)(
1− 1

σn

)
∆αai,n, (i = 1, 2, 3, 4), (4.23b)

und somit die Abschätzung

∥e∆q
n ∥ = O(1)(ϵn + ϵn+1) +O(hn)∥ean+1∥+O(h3

n).

Beweis:
Gleichung (4.22) folgt aus der Differenz der Gleichungen (4.12b) und (4.11b) mit
(4.19), Lemma 9 und unter Einführung der Bezeichnungen (4.23).

■
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4.3.2 Gleichungen der differentiellen Komponenten eqn und
evn

Zunächst werden die Gleichungen für die differentiellen Komponenten, also für die
globalen Fehler eqn und evn, benötigt. Aufgrund der Besonderheit, dass ẽqn in der Lie-
Algebra g definiert ist, kann im Unterschied zu den anderen globalen Fehlern nicht
die Differenz von (4.12a) und (4.11a) gebildet werden, um eine Fehlergleichung für
eqn zu erhalten. Die untenstehende Vorgehensweise der Abschätzung stammt aus dem
Beweis für konstante Schrittweiten in [2, Lemma 2] und wird an dieser Stelle auch für
Verfahren mit variablen Schrittweiten verwendet. Dabei spielt die Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel eine entscheidende Rolle.

Lemma 11
Für das Generalized-α-Verfahren (4.11) gilt die Fehlergleichung

eqn+1 = eqn +O(hn)ϵn +O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n) (4.24)

und für das skalierte Inkrement der globalen Fehler eqn folgt die Abschätzung

∆hne
q
n = evn + êqnv(tn)−

(
b1,n + c1,n

)
hne

M−1B⊤λ
n

−
(
b2,n + c2,n

)
hne

M−1B⊤λ
n+1 +

(
b3,nC

(
q(tn)

)
+ c3,n + 0.5− β

)
hne

a
n

+
(
b4,nC

(
q(tn)

)
+ c4,n + β

)
hne

a
n+1 +

1

hn

lqn +O(hn)ϵn

+O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n), (4.25)

wobei ∆hne
q
n := (eqn+1 − eqn)/hn ist.

Beweis:
Da hierfür nur der Zeitschritt tn → tn+1 = tn+hn betrachtet werden muss, würde das
Ergebnis analog zu [2, Lemma 2] folgen, wenn h durch hn ersetzt wird. Jedoch müssen
die Veränderungen von vn in vn und an in an beachtet werden (vgl. Lemma 9). Daher
soll der Beweis in einer etwas gekürzten Version an dieser Stelle mit den genannten
Besonderheiten erneut geführt werden.
Mit (4.19a), (4.11a) und (4.12a) folgt [2]

exp
(
ẽqn+1

)
= q−1

n+1 ◦ q(tn+1)

= exp
(
− hn∆̃qn

)
◦ q−1

n ◦ q(tn) ◦ exp
(
hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(̃
lqn
)

= exp
(
hnẽ

∆q
n − hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(
ẽqn
)
◦ exp

(
hn∆̃q(tn)

)
◦ exp

(̃
lqn
)
.

Unter Voraussetzung 2 und mit Satz 1 kann die Baker-Campbell-Hausdorff-For-
mel (2.28) angewendet werden, da die Zusammenhänge ẽqn = O(hn), hn∆̃q(tn)=

O(hn), l̃
q
n = O(hn) und mit Lemma 10 und Gleichung (4.12b)

hne
∆q
n − hn∆q(tn) = −hnv(tn) +O(hn)ϵn +O(h2

n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n)

= O(hn)

gelten. Daher folgt für das Argument der Exponentialabbildung (vgl. [2])

eqn+1 = eqn + hne
∆q
n + hnê

q
nv(tn) + lqn +O(h2

n)
(
ϵn + hn

(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

))
+O(h4

n).
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Mit Lemma 10 kann der Zusammenhang

eqn+1 = eqn + hne
v
n + hnê

q
nv(tn)−

(
b1,n + c1,n

)
h2
ne

M−1B⊤λ
n

−
(
b2,n + c2,n

)
h2
ne

M−1B⊤λ
n+1 +

(
b3,nC

(
q(tn)

)
+ c3,n + 0.5− β

)
h2
ne

a
n

+
(
b4,nC

(
q(tn)

)
+ c4,n + β

)
h2
ne

a
n+1 + lqn +O(h2

n)ϵn

+O(h3
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h4

n)

gezeigt werden, womit Gleichung (4.25) erfüllt ist. Gleichung (4.24) folgt mit Satz 1.

■

Um optimale Fehlerabschätzungen zu erhalten, erfolgt die Fehlerrekursion separat
in Tangential- und Normalenrichtung der Zwangsmannigfaltigkeit M = {q ∈ G :
Φ(q) = 0}, vgl. [2, 29]. Die Tangentialrichtung kann durch Multiplikation mit dem
Projektor

P(q) := IN −
[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(q) (4.26)

erhalten werden, daP(q) in den Tangentialraum TqM = kerB(q) projiziert und es gilt
[PP](q) = P(q) und [BP](q) =

[
B− (BM−1B⊤)(BM−1B⊤)−1B

]
(q) = 0 [2]. Der

Fehler in Normalenrichtung kann durch Multiplikation mit B(q) erhalten werden [2].
Dies bedeutet, dass der globale Fehler in v durch evn, e

Pv
n und eBv

n untersucht wird.

Lemma 12
Es gelten die Gleichungen der globalen Fehler für das Generalized-α-Verfahren (4.11)

evn+1 = O(1)ϵn +O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n), (4.27a)

ePv
n+1 = ePv

n + (d3,n + 1− γ)hne
Pa
n +

(
d4,n + γ

)
hne

Pa
n+1 +O(hn)ϵn

+O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n) (4.27b)

eBv
n+1 = eBv

n +
(
b3,n + d3,n + 1− γ

)
hne

Ba
n +

(
b4,n + d4,n + γ

)
hne

Ba
n+1

−
(
b1,n + d1,n

)
hne

Sλ
n −

(
b2,n + d2,n

)
hne

Sλ
n+1 + lBv

n

+O(hn)ϵn +O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n) (4.27c)

mit (4.23), S(q) := B(q)M−1(q)B⊤(q) und

di,n := (1− γ)∆αai,n

(
1− 1

σn

)
, (i = 1, 2, 3, 4). (4.28)

Beweis:
Unter Verwendung von Lemma 9 folgt aus der Differenz von (4.12c) und (4.11c) mit
den Bezeichnungen (4.23) und (4.28)

evn+1 = evn +
(
b3,nC

(
q(tn)

)
+ d3,n + 1− γ

)
hne

a
n +

(
b4,nC

(
q(tn)

)
+ d4,n + γ

)
hne

a
n+1

−
(
b1,n + d1,n

)
hne

M−1B⊤λ
n −

(
b2,n + d2,n

)
hne

M−1B⊤λ
n+1

+ lvn +O(hn)ϵn +O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n). (4.29)

Mit Satz 1 gilt (4.27a). Durch Linksmultiplikation von (4.29) mit P
(
q(tn+1)

)
wird

durch P
(
q(tn+1)

)
= P

(
q(tn)

)
+O(hn), [PC](q) ≡ 0 und[

PM−1B⊤] (q) ≡ 0 (4.30)
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Gleichung (4.27b) unter Beachtung von ∥lPv
n ∥ = O(h3

n) (vgl. (4.18) und Bemerkung
15) erhalten.
Wird (4.29) von links mit B

(
q(tn+1)

)
multipliziert, so kann Gleichung (4.27c) gezeigt

werden, da [BC](q) = B(q) und

B
(
q(tn+1)

)
= B

(
q(tn)

)
+O(hn)

gelten.

■

Bemerkung 16 (Unterschiedliche Verwendung von evn für konstante und variable
Schrittweiten)
Im Beweis des Verfahrens für konstante Schrittweiten wird der Fehler evn nur in Nor-
malenrichtung, also eBv

n , näher untersucht und ansonsten die ursprüngliche Fehlerglei-
chung verwendet. In dieser Gleichung hätte eine Transformation in Tangentialrichtung
durch Multiplikation mit P (vgl. (4.26)) die Abschätzung nicht wesentlich verändert.
Wie das vorausgehende Lemma gezeigt hat, ist dies für variable Schrittweiten anders,
da der lokale Abbruchfehler lvn aufgrund der Änderung der Geschwindigkeit vn in vn

nur in Tangentialrichtung die Ordnung drei besitzt. Daher müssen im Fall von va-
riablen Schrittweiten Gleichungen in beiden Richtungen für die globalen Fehler eBv

n

und ePv
n aufgestellt werden.

4.3.3 Gleichungen der algebraischen Komponenten eλn und
ean

Um Gleichungen für die algebraischen Komponenten für DAEs vom Index 3 aufzustel-
len, werden Differenzenapproximationen der (versteckten) Zwangsbedingungen mit
geeigneten Schätzern für die Approximationsfehler in linearen Räumen kombiniert,
vgl. [1]. Ähnliche Ergebnisse werden auch für Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-
Struktur benötigt und es können Abschätzungen für die Produkte von B(q) mit den
Fehlertermen eqn und ∆he

q
n erhalten werden.

Lemma 13 ([2, Lemma 4], [4, Lemma 4.7])
Die globalen Fehler eqn erfüllen die Abschätzung

B
(
q(tn)

)
∆hne

q
n + Z

(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
= O(hn)ϵn +O(h2

n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n). (4.31)

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu [4, Lemma 4.7]. Lediglich h wird durch die variable
Schrittweite hn ersetzt. Dabei wird zunächst mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung der Zusammenhang

0N = −
(
Φ
(
qn
)
−Φ

(
q(tn)

))
= −

(
Φ
(
q(tn) ◦ exp

(
− 1 · ẽqn

))
−Φ

(
q(tn) ◦ exp

(
− 0 · ẽqn

)))
= −

∫ 1

0

d

dϑ
Φ
(
q(tn) ◦ exp

(
− ϑẽqn

))
dϑ

=

∫ 1

0

B
(
q(tn) ◦ exp

(
− ϑẽqn

))
eqndϑ

= B
(
q(tn)

)
eqn +O(hn)∥eqn∥
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unter Verwendung von (4.11f), (3.44c), (4.19a) und (3.45) gezeigt. Eine erneute An-
wendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung führt in ähnlicher
Weise auf

B
(
q(tn)

)
∆hne

q
n + Z

(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
= O(hn)

(
∥eqn∥+ ∥∆hne

q
n∥
)

mit dem Krümmungsterm Z aus (3.47), der die Ableitung von B darstellt.
Da mit (4.25) und Satz 1

∥∆hne
q
n∥ = O(1)ϵn +O(hn)

(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n) (4.32)

gilt, folgt die Behauptung. ■

Bemerkung 17 (Vernachlässigung des Approximationsfehlers im Newton-Raphson–
Verfahren)
Im Beweis der Konvergenz des Generalized-α-Verfahrens für konstante Schrittwei-
ten h in [2, Lemma 4] wurden die Gleichungen

−Φ(qn) = B
(
q(tn)

)
eqn +O(h)∥eqn∥,

−Φ(qn+1)−Φ(qn)

h
= B

(
q(tn)

)
∆he

q
n + Z

(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
+O(h)

(
∥eqn∥+ ∥∆he

q
n∥
)

bewiesen. Da mit (3.55f) jedoch stets Φ(qi) = 0 für i > 0 gilt, können ebenso die
Gleichungen aus Lemma 13 bzw. [4, Lemma 4.7] verwendet werden. In diesem Fall
wird der Fehler, der durch den Abbruch des Newton-Raphson-Verfahrens nach endlich
vielen Iterationsschritten entsteht, vernachlässigt.

Analog zu den Geschwindigkeiten v in Lemma 12 wird der Fehler in den Beschleuni-
gungen a in Tangential- und Normalenrichtung untersucht. Für den konstanten Fall
erfolgte dies in [2, Lemma 5].

Lemma 14
Die globalen Fehler ean und eλn des Generalized-α-Verfahrens (4.11) genügen den
Abschätzungen(

1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

))
ePa
n+1 + αm(1 + ∆αa3,n (1− 1/σn))e

Pa
n

= O(1)ϵn +O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n), (4.33a)(
1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)

)
eSλn+1 +

(
1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

))
eBa
n+1

=
(
− αf + αm∆αa1,n (1− 1/σn)

)
eSλn − αm(1 + ∆αa3,n (1− 1/σn))e

Ba
n +O(1)ϵn

+O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n). (4.33b)

Beweis:
Durch die Differenz von (4.12d) mit (4.11d) ergibt sich mit den Lemmata 8, 9 und
Satz 1(
1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)

)
eM

−1B⊤λ
n+1 +

(
1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

))
ean+1

=
(
− αf + αm∆αa1,n (1− 1/σn)

)
eM

−1B⊤λ
n − αm(1 + ∆αa3,n (1− 1/σn))e

a
n +O(1)ϵn

+O(hn)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h2

n). (4.34)

Die Behauptung folgt durch Linksmultiplikation mit P
(
q(tn+1)

)
bzw. B

(
q(tn+1)

)
auf-

grund von (4.30),P
(
q(tn+1)

)
= P

(
q(tn)

)
+O(hn) undB

(
q(tn+1)

)
= B

(
q(tn)

)
+O(hn).

■
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Die globalen Fehler der algebraischen Komponenten zur Zeit tn+1 lassen sich durch
die Komponenten zur Zeit tn abschätzen.

Lemma 15 (vgl. [2, Corollary 1])
Gegeben sei das Generalized-α-Verfahren (4.11). Die skalierten globalen Fehler in den
algebraischen Komponenten sind beschränkt durch

hn

(
∥ean+1∥+ ∥ev̇n+1∥+ ∥eλn+1∥

)
= O(1)ϵn +O(h2

n).

Beweis:
Aus Gleichung (4.34) folgt durch Multiplikation mit hn(

1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

))
hne

a
n+1

= −
(
1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)

)
hne

M−1B⊤λ
n+1 +O(1)ϵn

+O(h2
n)
(
∥ean+1∥+ ∥eλn+1∥

)
+O(h3

n).

Für 1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

)
̸= 0 ist somit

hne
a
n+1 = −

(
1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)

)(
1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

))hne
M−1B⊤λ
n+1 +O(1)ϵn

+O(h2
n)∥eλn+1∥+O(h3

n) (4.35)

für hinreichend kleines hn > 0 erfüllt. Wird dies in (4.25) eingesetzt, so folgt

∆hne
q
n

= −
(
b2,n + c2,n +

(
b4,n + c4,n + β

) (1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)
)(

1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

)))hne
M−1B⊤λ
n+1

+O(1)ϵn +O(h2
n)∥eλn+1∥+O(h2

n)

wegen (4.21) und Satz 1. Durch das Einsetzen in (4.31) kann

−
(
b2,n + c2,n +

(
b4,n + c4,n + β

) (1− αf − αm∆αa2,n (1− 1/σn)
)(

1− αm

(
1−∆αa4,n (1− 1/σn)

)))hne
BM−1B⊤λ
n+1

=O(1)ϵn +O(h2
n)∥eλn+1∥+O(h2

n)

gezeigt werden. Mit dem Satz über die implizite Funktion ist diese Gleichung lokal
eindeutig nach hne

λ
n+1 auflösbar, da BM−1B⊤ regulär ist. Daher folgt hn∥eλn+1∥ =

O(1)ϵn +O(h2
n) und somit mit Lemma 8 und Gleichung (4.35) die Behauptung.

■

Eine weitere Fehlerschranke wird durch die diskrete Approximation (4.31) der ver-
steckten Zwangsbedingung erhalten. Dabei wird der Term B

(
q(tn)

)
∆hne

q
n aus (4.31)

durch B
(
q(tn)

)
rn substituiert mit dem Vektor rn ∈ RN definiert durch

hnrn := ∆hne
q
n +

(
b1,n + c1,n

)
hne

M−1B⊤λ
n +

(
b2,n + c2,n

)
hne

M−1B⊤λ
n+1

−
(
b3,n + c3,n + 0.5− β

)
hne

a
n −

(
b4,n + c4,n + β

)
hne

a
n+1. (4.36)

Im konstanten Fall wird dies in [2, Lemma 4.8] bewiesen.
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Lemma 16
Unter Verwendung der Notation

rBn := B
(
q(tn+1)

)
rn +

1

hn

Z
(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
(4.37)

ergeben sich für das Generalized-α-Verfahren (4.11) die Abschätzungen

rBn =
(
b1,n + c1,n

)
eSλn +

(
b2,n + c2,n

)
eSλn+1 −

(
b3,n + c3,n + 0.5− β

)
eBa
n

−
(
b4,n + c4,n + β

)
eBa
n+1 +O(1)ϵn +O(h2

n), (4.38a)

σn+1r
B
n+1 − rBn =

(
b3,n + d3,n + 1− γ

)
eBa
n +

(
b4,n + d4,n + γ

)
eBa
n+1 −

(
b1,n + d1,n

)
eSλn

−
(
b2,n + d2,n

)
eSλn+1 +O(1)

(
ϵn + ϵn+1

)
+O(h2

n). (4.38b)

Beweis:

a) Mit Hilfe der Lemmata 13 und 15 lässt sich rBn aus den Definitionen (4.36) und
(4.37) als (4.38a) schreiben.

b) Durch Skalierung mit hn folgt aus (4.27c) und Lemma 15

eBv
n+1 − eBv

n

hn

=
(
b3,n + d3,n + 1− γ

)
eBa
n +

(
b4,n + d4,n + γ

)
eBa
n+1 −

(
b2,n + d2,n

)
·

· eSλn+1 −
(
b1,n + d1,n

)
eSλn +

1

hn

lBv
n +O(1)ϵn +O(h2

n). (4.39)

Um die linke Seite dieser Gleichung abzuschätzen, wird Gleichung (4.25) von
links mit B

(
q(tn)

)
multipliziert und es folgt erneut durch Lemma 15

eBv
n = −B

(
q(tn)

) lqn
hn

+ hnr
B
n − Z

(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
−B

(
q(tn)

)
êqnv(tn)

+O(hn)ϵn +O(h3
n). (4.40)

Wird von (4.40) die Differenz für zwei aufeinanderfolgende Schritte skaliert
durch 1/hn betrachtet, so folgt

eBv
n+1 − eBv

n

hn

= −B
(
q(tn+1)

) lqn+1

hnhn+1

+B
(
q(tn)

) lqn
h2
n

+ σn+1r
B
n+1 − rBn

+O(1)
(
ϵn + ϵn+1

)
+O(h2

n), (4.41)

da die Zusammenhänge

Z
(
q(tn+1)

)(
eqn+1,v(tn+1)

)
− Z

(
q(tn)

)(
eqn,v(tn)

)
hn

= Z
(
q(tn)

)(eqn+1 − eqn
hn

,v(tn)

)
+O(1)ϵn+1

= O(1)
(
ϵn+1 + ∥∆hne

q
n∥
)
= O(1)

(
ϵn + ϵn+1

)
+O(h2

n)

und

B
(
q(tn+1)

)
êqn+1v(tn+1)−B

(
q(tn)

)
êqnv(tn)

hn

= B
(
q(tn)

)(eqn+1−eqn
hn

∧)
v(tn) +O(1)ϵn+1

= O(1)
(
ϵn+1 + ∥∆hne

q
n∥
)
= O(1)

(
ϵn + ϵn+1

)
+O(h2

n)
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mit q(tn+1) = q(tn) +O(hn), v(tn+1) = v(tn) +O(hn) und

∥∆hne
q
n∥ = O(1)ϵn +O(h2

n)

nach Gleichung (4.32) und Lemma 15 gelten. Gleichsetzen von (4.39) und

(4.41) ergibt (4.38b) aufgrund von 1
hn

∥∥∥B(q(tn)) ( lqn+1

hn+1
− lqn

hn
+ lvn

)∥∥∥ = O(h2
n)

(vgl. Satz 1).

■

Bemerkung 18 (Zusammenhang zum Verfahren für konstante Schrittweiten)
Die Stabilitätsanalyse von Chung und Hulbert [15] für q̈ + ω2q = 0 zeigt, dass die
Stabilität des Generalized-α-Verfahrens mit konstanter Schrittweite h für (sehr) stei-
fe Probleme durch eine gekoppelte Fehlerrekursion von drei Komponenten auf Lage-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene charakterisiert wird, wobei die 3 × 3-
Fehlerfortpflanzungsmatrix für hω → ∞ einen dreifachen Eigenwert −ρ∞ mit geo-
metrischer Vielfachheit 1 hat. Für ω → ∞, das heißt 1/ω → 0, ergibt sich hieraus
für Systeme mit Zwangsbedingungen eine gekoppelte Fehlerrekursion für eλn und die-
jenigen Komponenten von evn und ean, die in Normalenrichtung zur Zwangsmannig-
faltigkeit M = {q : Φ(q) = 0} im Punkt q = q(tn) liegen und durch eBv

n und eBa
n

gegeben sind, vgl. [2, Abschnitt 3.2]. Letztendlich zeigt sich, dass eBv
n hierbei mit 1/hn

zu skalieren ist und weitere Terme ergänzt werden müssen (vgl. (4.36) und (4.37)).
Entsprechend ist im allgemeinen Fall eλn durch eSλn zu ersetzen.

4.3.4 Gekoppelte Fehlerrekursion

In diesem Abschnitt sollen die berechneten Gleichungen für die globalen Fehler zu
einer gekoppelten Fehlerrekursion der Form

∥Ey
n+1 −Ty,nE

y
n∥ ≤ L0hn

(
∥Ey

n∥+ ∥Ey
n+1∥+ ∥Ez

n∥+ ∥Ez
n+1∥

)
+ hnM0, (4.42a)

∥Ez
n+1 −Tz,nE

z
n∥ ≤ L0

(
∥Ey

n∥+ ∥Ey
n+1∥+ hn∥Ez

n∥+ hn∥Ez
n+1∥

)
+M0 (4.42b)

kombiniert werden. Die positiven Konstanten L0 und M0 sind unabhängig von n
und der Schrittweite hn. (E

y
n)n≥0 und (Ez

n)n≥0 sind vektorwertige Folgen. Ty,n und
Tz,n sind Matrizen abhängig vom aktuellen Zeitschritt tn → tn+1. Die Gleichungen
des Generalized-α-Verfahrens für variable Schrittweiten (4.11) für die differentiellen
Fehlerkomponenten eqn, e

v
n und die algebraischen Komponenten eSλn , eBa

n , rBn , e
Pa
n

können, wie im nachfolgenden Satz gezeigt, in der Form (4.42) geschrieben werden.

Satz 2
Das Generalized-α-Verfahren (4.11) erfüllt die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) mit

Ey
n =

 eqn

ePv
n

 , Ez
n :=

ePa
n

Er
n

 , Er
n :=


rBn

eSλn

eBa
n

 (4.43a)

und den Matrizen

Ty = Ty,n = I2N , (4.43b)

Tz,n = blockdiag

(
− αm(1 + ∆αa3,n(1− 1/σn))

1− αm

(
1−∆αa4,n(1− 1/σn)

) , (T−1
+,nT0,n

))
⊗ IN , (4.43c)
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wobei

T+,n :=


0

(
b2,n + c2,n

)
−
(
b4,n + c4,n + β

)
σn+1

(
b2,n + d2,n

)
−
(
b4,n + d4,n + γ

)
0

(
1− αf − αm∆αa2,n(1− 1/σn)

) (
1− αm

(
1−∆αa4,n(1− 1/σn)

))


(4.44a)
und

T0,n :=


1 −

(
b1,n + c1,n

) (
b3,n + c3,n +

1
2
− β

)
1 −

(
b1,n + d1,n

) (
b3,n + d3,n + 1− γ

)
0
(
− αf + αm∆αa1,n(1− 1/σn)

)
−αm(1 + ∆αa3,n(1− 1/σn))

 (4.44b)

gelten.

Beweis:

a) Die Kombination von den Gleichungen (4.24) und (4.27b) mit Lemma 15 ergibteqn+1

ePv
n+1

−

 eqn

ePv
n

 = O(hn)
(
ϵn + ϵn+1

)
+O(hn)

(
∥ePa

n ∥+ ∥ePa
n+1∥

)
+O(h3

n).

Damit ist (4.42a) für geeignete positive Konstanten L0 und M0 und mit den
Bezeichnungen (4.43) erfüllt.

b) Die Kombination von den Gleichungen (4.33a), (4.33b) und (4.38b) mit Lem-
ma 15 ergibt (1− αm

(
1−∆αa4,n(1− 1/σn)

))
IN 0N×3N

03N×N T+,n ⊗ IN

ePa
n+1

Er
n+1


=

−αm(1 + ∆αa3,n(1− 1/σn))IN 0N×3N

03N×N T0,n ⊗ IN

ePa
n

Er
n


+O(1)(ϵn + ϵn+1) +O(h2

n)

und somit folgt (4.42b) mit den Bezeichnungen (4.43).

■

4.3.5 Stabilität

Erste Stabilitätsuntersuchungen mit der parameterunabhängigen Testgleichung für
das Generalized-α-Verfahren wurden schon von Chung und Hulbert [15] veröffentlicht.
Untersuchungen zur Null-Stabilität für differential-algebraische Gleichungen vom In-
dex 3 und konstante Schrittweiten erfolgten in [2]. In [53] wurde zudem die Stabilität
des Generalized-α-Verfahrens für variable Schrittweiten untersucht.
Dazu muss die Matrix Tz,n aus (4.43c) betrachtet werden. Das Verfahren (4.11) ist
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Tabelle 4.1: Obere und untere Schranken der Schrittweitenverhältnisse σn

Näherung 1 Näherung 2 Näherung 3 Näherung 4

ρ∞ σmin σmax σmin σmax σmin σmax σmin σmax

0.1 0.7872 1.2688 0.6357 1.6048 0.6287 1.6473 0.7264 1.2038

0.2 0.8491 1.1587 0.6326 1.5897 0.6134 1.1064 0.7974 1.1302

0.3 0.9029 1.0842 0.6632 1.5525 0.6368 1.0254 0.8625 1.0934

0.4 0.9419 1.0454 0.7495 1.4931 0.7112 1.0619 0.91 1.0651

0.5 0.9682 1.0234 0.8375 1.3491 0.7930 1.0818 0.9436 1.0434

0.6 0.9845 1.011 0.9131 1.088 0.874 1.0812 0.9669 1.0269

0.7 0.9951 1.0043 0.9633 1.0433 0.9519 1.0609 0.9826 1.0149

0.8 0.999 1.0012 0.9885 1.0154 0.9839 1.0279 0.9935 1.0062

0.9 1 1.0001 0.998 1.0023 0.9965 1.0057 0.9988 1.0012

instabil, wenn das Produkt der Matrizen Tz,n nicht beschränkt ist. Daher muss eine
Norm ∥.∥∗ gefunden werden, so dass

∥Tz,n+l · ... ·Tz,n+1Tz,n∥∗ < CS

für alle n, l ∈ N und einer Konstanten CS > 0 gilt, vgl. [28]. Diese Bedingung ist
immer erfüllt, wenn

∥Tz,i∥∗ < 1

für alle i ∈ N eingehalten wird. Mit Hilfe des Generalized-α-Verfahrens (4.11) ange-
wendet auf konstante Schrittweiten und der entsprechenden Matrix Tz,n aus (4.43c)
wird eine Norm ∥.∥∗ definiert, mit der obere und untere Schranken σmax = σmax(ρ∞)
bzw. σmin = σmin(ρ∞) für Schrittweitenverhältnisse σmin ≤ σn ≤ σmax, (n ≥ 0),
konstruiert werden können.

Satz 3
Für die Näherungen 1-4 aus (4.9), spezielle ρ∞ und die resultierende Matrix Tz,n

aus (4.43c) gibt es eine Norm ∥.∥∗, so dass ∥Tz,n∥∗ < 1 ist, wenn die Schrittweiten-
verhältnisse innerhalb der Grenzen aus Tabelle 4.1 liegen.

Beweis:
Für σn = 1, (n ≥ 0), ist die Matrix

Tz := Tz,n =


− αm

1−αm
0 0 0

0 1− γ
β

0 1− γ
2β

0 1−αm

β(1−αf )
− αf

1−αf

1−αm−2β
2β(1−αf )

0 − 1
β

0 1− 1
2β

⊗ IN

konstant für alle Näherungen aus (4.9). Zu dieser Matrix Tz mit Parametern (2.20)
gibt es eine Jordansche Normalform, welche sich aufstellen lässt zu und einer Block-
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diagonalmatrix

D = V−1TzV =


2 + 3

ρ∞−2
0 0 0

0 −ρ∞ 1 0

0 0 −ρ∞ 1

0 0 0 −ρ∞

⊗ IN ,

in der auf der ersten Nebendiagonalen Einsen stehen, und mit der Matrix

V =


1 0 0 0

0 0 1
2(1+ρ∞)2

ρ∞
2(ρ∞−1)(1+ρ∞)3

0 1 0 0

0 0 1
1−ρ2∞

2−ρ∞
(ρ2∞−1)2

⊗ IN .

Um die Nichtdiagonalelemente der Größe O(1) zu eliminieren, wird eine Matrix

E = diag(1, ϵ, ϵ2, ...)

mit 0 < ϵ := 1−ρ∞
2

< 1 verwendet und eine Norm ∥.∥∗ wird durch

∥Tz∥∗ =
∥∥E−1V−1TzVE

∥∥
∞ (4.45)

definiert. Für konstante Schrittweiten ist der Wert dieser Norm gegeben durch

∥Tz∥∗ = max{|2 + 3/(ρ∞ − 2)|, 0.5(1 + ρ∞)}.

Somit gilt stets ∥Tz∥∗ < 1 für ρ∞ ∈ (0, 1).
Die Norm (4.45) wird nun für die Näherungen 1-4 aus (4.9) auf die Matrix für variable
Schrittweiten Tz,n angewendet und numerisch überprüft, für welche σn die Bedingung
∥Tz,n∥∗ < 1 erfüllt ist. Entsprechende obere und untere Schranken σmin ≤ σn ≤ σmax

für die Schrittweitenverhältnisse σn können für spezielle ρ∞ aus Tabelle 4.1 abgelesen
werden. Die Rechnungen hierzu erfolgten mithilfe von Mathematica. Damit ist die
Behauptung des Satzes bewiesen.

■

Bemerkung 19 (Interpretation der Ergebnisse von Satz 3)
In Tabelle 4.1 sind nur Schranken für Schrittweitenverhältnisse für spezielle Spektral-
radien angegeben. Theoretisch können auch für andere ρ∞ ∈ [0, 1) solche Schranken
berechnet werden. Aufgrund der komplexen Rechnungen wird jedoch in dieser Arbeit
darauf verzichtet.
Weiterhin kann aus Tabelle 4.1 abgelesen werden, dass Näherung 2 und 3 die größten
Schrittweitenänderungen zulassen und Näherung 1 die wenigsten. Praktische Unter-
suchungen zu den verschiedenen Näherungen erfolgen in Abschnitt 6.3.1.
Die Schranken aus Satz 3 erweisen sich in praktischen Rechnungen als sehr pessimis-
tisch. Unter sinnvollen Voraussetzungen, wie nicht zu schnelle Änderung der Schritt-
weite oder einige Schritte mit konstanter Schrittweite, können auch andere Schritt-
weitenverhältnisse verwendet werden. Zudem sind die gegebenen Schranken lediglich
hinreichend, was ebenso ein Indiz dafür ist, dass größere Schrittweitenverhältnisse
möglich sind. Bessere Ergebnisse können zum Beispiel erzielt werden, wenn anstatt
(3.44) die stabilisierte Index-2-Formulierung verwendet wird [53].
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4.4 Von gekoppelter Fehlerrekursion zur Konver-

genz

Die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) soll nun so umgeschrieben werden, dass die
Konvergenz bewiesen werden kann. Dazu wird ein Lemma aus [4, Lemma 4.12] ver-
wendet.

Lemma 17 ([4, Lemma 4.12])
Es seien (vn)n≥0 und (wn)n≥0 zwei Folgen mit nichtnegativen Zahlen, die

vn+1 ≤ (1 + Lh)vn + Lhκne0 + hM, (4.46a)

wn+1 ≤ (κ+ Lh)wn + Lhκne0 +M (4.46b)

erfüllen. Hierbei sind die Konstanten L > 0,M ≥ 0, e0 ≥ 0, κ ∈ [0, 1) alle unabhängig
von h > 0 und n ≥ 0. Dann gelten für alle n ≥ 0 die Abschätzungen

vn ≤ eLnh
(
v0 +

hLe0
1− κ

)
+

eLnh − 1

L
M, (4.47a)

wn ≤ (κ+ Lh)nw0 +
hLe0
1− κ

+
M

1− (κ+ Lh)
(4.47b)

für alle h ∈ (0, h] mit einer hinreichend kleinen Konstanten h, so dass κ + Lh < 1
gilt.

Im Unterschied zu [4, Lemma 4.12.] wurde hierbei nicht die Notation

tn := t0 + nh (4.48)

verwendet. Da im Fall der variablen Schrittweiten die Fehlerrekursion (4.42) auf Glei-
chungen der Form (4.46) mit h = hmax führt, wäre (4.48) offensichtlich nicht erfüllt.
Unter Verwendung von Lemma 17 kann nun, ausgehend von der gekoppelten Fehler-
rekursion (4.42), eine Fehlerabschätzung für DAEs mit variabler Schrittweite unter
Voraussetzung 1 erfolgen. Der Beweis orientiert sich erneut an der Variante für kon-
stante Schrittweiten aus [4, Theorem 4.16].

Satz 4
Es seien (Ey

n)n≥0 und (Ez
n)n≥0 Folgen von Vektoren, die die gekoppelte Fehlerrekur-

sion (4.42) erfüllen mit Matrizen Ty,n, Tz,n und positiven Konstanten L0, M0, die
unabhängig von hn > 0 und n ≥ 0 sind. Wenn es Normen ∥.∥y,ρ, ∥.∥z,ρ gibt, so dass
∥Ty,n∥y,ρ ≤ 1 und ∥Tz,n∥z,ρ < 1 gilt, dann impliziert (4.42) für Schrittweitenfolgen,
die Voraussetzung 1 erfüllen mit hinreichend kleinem h > 0, die Fehlerschranken

∥Ey
n∥ ≤ eL0Ch(tn−t0)

(
∥Ey

0∥+ C0hmax∥Ez
0∥+

eL0Ch(tn−t0) − 1

L
M0

)
,

(4.49a)

∥Ez
n −Tn

z,nE
z
0∥ ≤ C0e

L0Ch(tn−t0)
(
∥Ey

0∥+ hmax∥Ez
0∥+M0

)
. (4.49b)

Die Konstanten C0, L0, und M0 sollen positiv sein und hängen von den Konstanten
L0, M0 in (4.42) und von den Normen ab. Die Konstante Ch beschreibt das Verhältnis
aus maximaler und minimaler Schrittweite, vgl. (4.1).
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Beweis:
Dieser Satz ist eine Folgerung aus [4, Theorem 4.16] und Voraussetzung 1. Dafür
werden die Variablen hn, κy,n und κz,n durch hmax, κy,max und κz,max mit

κy,max = max
n=0,...,Nend

κy,n ≤ 1 und κz,max = max
n=0,...,Nend

κz,n < 1

ersetzt und zum Abschluss des Beweises wird nicht nh = (tn − t0) sondern

nhmax ≤ nChhmin ≤ Ch

n∑
i=0

hi = Ch(tn − t0)

verwendet. Der ausführliche Beweis wird in Anhang D geführt.

■

Schließlich folgt der Konvergenzsatz für das Generalized-α-Verfahren (4.11).

Satz 5
Es sei das Generalized-α-Verfahren für variable Schrittweiten (4.11) mit einer der
Näherungen aus (4.9) gegeben. Wenn die Startwerte q0, v0, v̇0, a0 und λ0 die Bedin-
gungen

∥M(q0)v̇0 + g(q0,v0, t0) +B⊤(q0)λ0∥ = O(h2
0), ∥Φ(q0)∥ = O(h4

0), (4.50a)

∥eq0∥+
∥∥∥∥eBv

0 +
1

h0

B(q(t0))l
q
0

∥∥∥∥ = O(h3
0), (4.50b)

∥ev0∥+ ∥ePv
0 ∥+ ∥eBa

0 ∥+ h0∥ev̇0∥+ h0∥ePa
0 ∥ = O(h2

0) (4.50c)

erfüllen, dann sind die globalen Fehler beschränkt durch

∥eqn∥+ ∥evn∥ ≤ C0e
LCh(tn−t0)h2

max,

∥eλn∥ ≤ C0e
LCh(tn−t0)h2

max

für Schrittweitenfolgen, die Voraussetzung 1 erfüllen. Dabei sind die positiven Kon-
stanten C0, Ch, L unabhängig von n und hmax.

Beweis:
Mit Satz 2 erfüllt das Generalized-α-Verfahren (4.11) die gekoppelte Fehlerrekursion
mit (4.43). Weiterhin kann nach Satz 3 mit Voraussetzung 1 eine Norm ∥.∥ gefunden
werden, sodass die Bedingung ∥Tz,n∥ < 1 erfüllt ist. Da Ty,n = I2N ist, vgl. (4.43c),
gilt ∥Ty,n∥ = 1. Aus diesem Grund kann Satz 4 angewendet werden und es folgt
(4.49). Mit (4.43a) und (4.50) ist ∥Ey

0∥ = O(h2
0). Außerdem ist mit (4.40)

rB0 =
1

h0

(
eBv
0 +B(q(t0))

lq0
h0

)
+

1

h0

(
Z
(
q(t0)

)(
eq0,v(t0)

)
+B

(
q(t0)

)
êq0v(t0)

)
+O(1)ϵ0 +O(h2

0)

erfüllt und daher ∥rB0 ∥ = O(h2
0) mit (4.50). Außerdem folgt mit (4.43a) und (4.50),

dass ∥Er
0∥ = O(h2

0) und ∥Ez
0∥ = O(h0) sind. Der Fehlerterm M0 repräsentiert eine

obere Schranke für die lokalen Fehler und somit folgt mit Satz 1 die Behauptung.

■
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Kapitel 5

Konvergenzanalyse der
BDF-Verfahren für
Konfigurationsräume mit
Lie-Gruppen-Struktur für
differential-algebraische
Gleichungen vom Index 3

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Konvergenz von BDF-Zeitintegrationsverfahren für
Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-Struktur für mechanische Mehrkörpersysteme
zu beweisen, wobei die Bewegungsgleichungen differential-algebraische Gleichungen
vom Index 3 darstellen. Für lineare Konfigurationsräume haben Lötstedt und Petzold
[36] die Konvergenz von BDF-Verfahren für DAEs in Hessenbergform gezeigt. Wei-
terhin befasst sich [2] mit der Konvergenzanalyse des Generalized-α-Verfahrens für
DAEs vom Index 3 für Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-Struktur. Im folgenden
Kapitel werden beide Vorgehensweisen kombiniert, um einen Konvergenzbeweis für
2 ≤ k ≤ 6 für das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und das BLieDF-Verfahren
(3.62) zu erhalten. Der Konvergenzbeweis für das BLieDF-Verfahren wurde bereits
in [55] veröffentlicht. In Abschnitt 5.2 wird das BLieDF-Verfahren (3.62) schließlich
auf variable Schrittweiten übertragen und die Konvergenz für 2 ≤ k ≤ 3 bewiesen.

5.1 Konvergenz der BDF-Verfahren für konstante

Schrittweiten

Wie für das Generalized-α-Verfahren beginnt der Konvergenzbeweis mit einer lokalen
Fehleranalyse. Im Anschluss werden Gleichungen für die globalen Fehler aufgestellt,
die zu einer gekoppelten Fehlerrekursion kombiniert werden. Diese führt schließlich
für geeignete Startwerte auf die Konvergenz der BDF-Verfahren (3.57) und (3.62).
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5.1.1 Lokale Abbruchfehler

Zunächst werden die lokalen Abbruchfehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57)
und der BLieDF-Verfahren (3.62) berechnet, indem die analytische Lösung in die
Verfahrensvorschrift eingesetzt und durch die Taylor- und Magnusentwicklung ab-
geschätzt wird.

BLieDF-Verfahren (3.62)

Die lokalen Abbruchfehler für die Variablen q und v sollen wie in Definition A.3
definiert und durch Taylorentwicklung berechnet werden. Durch das Einsetzen der
analytischen Lösungen q(tn) ≈ qn, q(tn+1) ≈ qn+1 und νn(tn+1) ≈ ω

(n)
0 in (3.62a)

wird jedoch Gleichung (2.29) für t = tn+1 und m = n erhalten. Daher wird, anders
als beim Generalized-α-Verfahren (3.55), nicht der lokale Abbruchfehler lqn aus (4.12a)
verwendet, sondern der, der beim Einsetzen der analytischen Lösung in (3.62b) ent-
steht.

Definition 23 (Lokale Abbruchfehler von (3.62))
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (3.62) sind definiert durch

q(tn+1) = q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1)

)
, (5.1a)

1

h

k∑
i=1

γiνn+1−i(tn+2−i) = v(tn+1) + L
(k)
h (tn) + lωn , (5.1b)

M
(
q(tn+1)

)1
h

k∑
i=0

αiv(tn+1−i) = −g
(
tn+1, q(tn+1),v(tn+1)

)
−B⊤(q(tn+1)

)
λ(tn+1) + lvn, (5.1c)

0 = Φ
(
q(tn+1)

)
. (5.1d)

Satz 6
Die lokalen Abbruchfehler (5.1) der BLieDF-Verfahren (3.62) erfüllen für 1 ≤ k ≤ 6
die Abschätzungen

∥lωn∥ = O(hk),

∥∥∥∥ lωn+1 − lωn
h

∥∥∥∥ = O(hk), ∥lvn∥ = O(hk). (5.2)

Beweis:

a) Die lokalen Abbruchfehler lωn sind definiert durch (5.1b). Mit Lemma 5 und
Gleichung (3.32) kann die Abschätzung ∥lωn∥ = O(hk) direkt gezeigt werden.

b) Es seien lωn die lokalen Abbruchfehler des k-Schritt BLieDF-Verfahrens (3.62)
für den Zeitschritt tn → tn+1. Der Beweis von Lemma 5 zeigt, dass diese Fehler
durch lωn = − 1

k+1
hkv(k)(tn) + hkF

(
v(tn), ...,v

(k−1)(tn)
)
+O(hk+1) (vgl. [28, Ta-

ble III.2.1]) gegeben sind mit einer Funktion F, die aus Matrix-Kommutatoren
besteht. Die Behauptung folgt wegen

lωn+1 − lωn
h

=
− 1

k+1
hkv(k)(tn+1) + hkF

(
v(tn+1), ...,v

(k−1)(tn+1)
)

h

−
− 1

k+1
hkv(k)(tn) + hkF

(
v(tn), ...,v

(k−1)(tn)
)

h
+O(hk) = O(hk).
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c) Gleichung (5.1c) ist in linearen Räumen definiert. Deshalb ist lvn = O(hk) erfüllt,
vgl. [28].

■

Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57)

Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren werden in [20] so definiert, dass die Approximatio-
nen BCHk und dexp−1

k bis zu dem Reihenglied ausgewertet werden, das nötig ist, um
eine Konvergenzordnung p = k zu erhalten. Eine Berechnung der lokalen Abbruch-
fehler ist daher für die Gleichungen (3.57b)-(3.57c) theoretisch nicht nötig. Um in
der anschließenden Konvergenzanalyse für DAEs vom Index 3 festzustellen, an wel-
chen Stellen die näherungsweise Auswertung von BCH und dexp−1 einen Einfluss hat,
werden in der nachfolgenden Definition trotzdem lokale Abbruchfehler eingeführt.

Definition 24 (Lokale Abbruchfehler von (3.57))
Die lokalen Abbruchfehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) sind durch

q(tn+1) = q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1)

)
, (5.3a)

νn(tn+1−i) = B̂CHk

(
− νn−1(tn),νn−1(tn−i+1)

)
+ lBCH

n,i , (i = 1, ..., k), (5.3b)

1

h

k∑
i=0

αiνn(tn+1−i) = d̂exp
−1

k

(
− νn(tn+1),v(tn+1)

)
+ lωn , (5.3c)

M
(
q(tn+1)

)1
h

k∑
i=0

αiv(tn+1−i) = −g
(
tn+1, q(tn+1),v(tn+1)

)
−B⊤(q(tn+1)

)
λ(tn+1) + lvn, (5.3d)

0 = Φ
(
q(tn+1)

)
(5.3e)

definiert.

Satz 7
Die lokalen Abbruchfehler (5.3) der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) erfüllen für
1 ≤ k ≤ 6 die Abschätzungen (5.2) und zusätzlich∥∥lBCH

n,i

∥∥ = O(hk+1). (5.4)

Beweis:
Die Abschätzungen (5.4) und ∥lωn∥ = O(h) folgen direkt aus dem Konstruktionsprin-

zip der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren in [20]. Die Abschätzung
∥∥∥ lωn+1−lωn

h

∥∥∥ = O(hk) gilt

analog zum Beweisteil b) von Satz 6 und lvn = O(hk) folgt wie in linearen Räumen,
vgl. [28].

■

5.1.2 Gleichungen für die globalen Fehler

Um Gleichungen für die globalen Fehler aufzustellen, werden zunächst die globalen
Fehler wie in Gleichung (A.6) definiert. Diese sind gegeben durch die Gleichungen
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(4.19a)-(4.19c) und

νn(tn+1−i) = ω
(n)
i + eωn,i, (i = 0, ..., k). (5.5)

Für die BLieDF-Verfahren (3.62) wird in (5.5) nur der Fall i = 0 von Interesse sein.
Diese zusätzlichen globalen Fehler eωn,i (im Vergleich zum Generalized-α-Verfahren)
müssen in der benötigten technischen Voraussetzung (analog zu Voraussetzung 2)
berücksichtigt werden.

Voraussetzung 3
Es gibt positive Konstanten h und CT , so dass für alle h ∈ (0, h] und alle r mit
t0 + rh ∈ [t0, tend] die globalen Fehler durch

∥eqr∥+ ∥eωr,i∥ ≤ CTh, ∥evr ∥+ ∥eλr ∥ ≤ CT , (i = 0, ..., k),

beschränkt bleiben.

Die Annahme ist für 2 ≤ k ≤ 6 vertretbar, da am Ende des Konvergenzbeweises
gezeigt wird, dass alle genannten globalen Fehler mindestens mit einer Ordnung höher
konvergieren. Für k = 1 kann diese Voraussetzung jedoch nicht verifiziert werden,
weshalb in diesem Fall formal auf die folgende Art und Weise keine Konvergenz
bewiesen werden kann, vgl. Bemerkung 20.
Aufgrund der Mehrschrittstruktur der BDF-Verfahren werden, anders als beim Gen-
eralized-α-Verfahren (3.55), weitere Voraussetzungen benötigt. Zum einen müssen die
Startwerte von einer entsprechend hohen Ordnung sein (vgl. Voraussetzung 4) und
zum anderen sollte sich die Lösung des Anfangswertproblems stetig über die linke
Intervallgrenze hinaus fortsetzen lassen (vgl. Voraussetzung 5).

Voraussetzung 4
Die Startwerte q0, ..., qk−1, ω

(0)
0 , ...,ω

(k−2)
0 , v0, ...,vk−1 und λ0, ...,λk−1 zur Lösung des

Anfangswertproblems (3.44) mit q(t0) = q0 und v(t0) = v0 sollen die Bedingungen

k−1∑
i=0

∥eqi∥+
∥∥eBv

i +B(q(tk−1))l
ω
k−1

∥∥ = O(hk+1),
k−2∑
i=0

∥eωi,0∥ = O(hk+1),

k−1∑
i=0

∥evi ∥+ ∥eλi ∥ = O(hk), max
0≤i≤k−1

∥Φ(qi)∥ = O(hk+2),

erfüllen.

Voraussetzung 5
Das Anfangswertproblem (3.44) mit q(t0) = q0 und v(t0) = v0 ist eindeutig lösbar
auf [t0 − t, tend] für ein t > 0 mit einer Lösung

(
q(t),v(t)

)
, die hinreichend oft diffe-

renzierbar ist.

Ist Voraussetzung 5 erfüllt, dann sind qj := q(t0 − jh) und vj := v(t0 − jh) wohldefi-
niert für j = 1, ..., k, wenn h ∈ (0, h] ist mit einer positiven Konstanten h ≤ t/k und
k ∈ N.
Um die Konvergenzanalyse zu beginnen, werden nun, wie zuvor beim Generalized-α-
Verfahren (3.55), globale Fehlerrekursionen für jede der zu betrachtenden Variablen
benötigt. Dies sind im Speziellen Ungleichungen, die Aussagen über eqn, e

ω
n,0, e

v
n und

eλn liefern. In allen folgenden Sätzen und Lemmata werden die Voraussetzungen 3-5
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als gegeben angenommen. Außerdem wird zum Zusammenfassen der Terme höherer
Ordnung die Notation

ϵn := ∥eqn∥+ ∥evn∥+ h∥eλn∥
eingeführt.

Globale Fehlergleichung für eωn,0

Die globale Fehlerrekursion von eωn,0 wird in den beiden BDF-Verfahren sehr unter-
schiedlich bestimmt. Bei den BLieDF-Verfahren (3.62) ist es eine direkte Konsequenz

aus den Gleichungen (3.62b) und (5.1b) sowie der Lipschitzstetigkeit von L
(k)
h,n. Für

die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) ist solch eine Fehlergleichung schwieriger zu
beweisen. Die Differenz von (3.57c) und (5.3c) führt lediglich auf eine gewichtete
Summe der eωn,i, (i = 0, ..., k). Diese muss schließlich durch geeignete Methoden auf
eine gewichtete Summe über eωn,0 zurückgeführt werden.

Satz 8
Der globale Fehler der BLieDF-Verfahren (3.62) erfüllt die Fehlerrekursion

1

h

k∑
i=1

γie
ω
n+1−i,0 = evn+1 + lωn +O(h)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

h

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)
.

Beweis:
Wird (3.62b) von (5.1b) subtrahiert, so folgt die Behauptung mit (4.19) und (5.5),

weil der Korrekturterm L
(k)
h,n einer Lipschitzbedingung genügt und daher

L
(k)
h,n − L

(k)
h (tn) = O(h)

k∑
i=0

∥evn+1−i∥+O(1)
k∑

i=1

∥eωn+1−i,0∥

gilt.

■

Satz 9
Der globale Fehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) erfüllt die Fehlerrekursion

1

h

k∑
i=1

γie
ω
n+1−i,0 = evn+1 − v̂(tn)e

q
n + v̂(tn)

k∑
i=1

γie
q
n+1−i + lωn +O(h)

k∑
i=0

ϵn+1−i

+O(1)
k∑

i=1

∥eωn+1−i,0∥.

Beweis:
Ausgehend von (4.19a) für n+1− i, (i = 0, ..., k), folgt durch das Einsetzen von (3.9)
und (2.29) für t = tn+1−i und m = n

exp
(
ẽqn+1−i

)
= q−1

n+1−i ◦ q(tn+1−i) = exp
(
− ω̃

(n)
i

)
◦ q−1

n ◦ q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1−i)

)
= exp

(
− ω̃

(n)
i

)
◦ exp

(
ẽqn
)
◦ exp

(
ν̃n(tn+1−i)

)
= exp

(
− ν̃n(tn+1−i) + ẽωn,i

)
◦ exp

(
ẽqn
)
◦ exp

(
ν̃n(tn+1−i)

)
,
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vgl. [2]. Aufgrund von Voraussetzung 3 und da für i = 0, ..., k gilt

∥νn(tn+1−i)∥+ ∥eωn,i∥+ ∥eqn∥ = O(h)

mit (2.33), können die Kompositionen der Exponentialabbildungen durch zweimaliges
Anwenden von (2.28) untersucht werden. Es folgt

exp
(
ẽqn+1−i

)
= exp

(
− ν̃n(tn+1−i) + ẽωn,i + ẽqn −

1

2
[ν̃n(tn+1−i), ẽ

q
n] +O(h)∥eωn,i∥

+O(h2)∥eqn∥
)
◦ exp

(
ν̃n(tn+1−i)

)
= exp

(
ẽqn + ẽωn,i − h(1− i)[ṽ(tn), ẽ

q
n] +O(h)∥eωn,i∥+O(h2)∥eqn∥

)
,

wobei die Terme höherer Ordnung durch Voraussetzung 3 abgeschätzt wurden und
unter Verwendung von νn(tn+1−i) = h(1 − i)v(tn) + O(h2) (siehe (2.33)) sowie
[w̃1, w̃2] = −[w̃2, w̃1] für w1,w2 ∈ RN , vgl. [2]. Die Betrachtung des Argumentes
der Exponentialabbildung liefert die Gleichung

eqn+1−i = eqn + eωn,i − h(1− i)v̂(tn)e
q
n +O(h)∥eωn,i∥+O(h2)ϵn, (5.6)

mit der Abbildung (2.35). Mit Gleichung (5.6) gilt daher für i = 2, ..., k

eωn,i = (eqn+1−i − eqn+2−i) + (eqn+2−i − eqn+3−i) + ...+ (eqn−1 − eqn) + h(1− i)v̂(tn)e
q
n

+O(h)∥eωn,i∥+O(h2)ϵn

und eωn,1 = 0, da νn(tn) = ω
(n)
1 = 0. Die Verwendung von Gleichung (5.6) im Zeit-

schritt tn+1−j → tn+2−j für i = 0 und j = 2, ..., i führt mit v(tn+1−j) = v(tn) +O(h)
auf

eωn,i = −
i∑

j=2

eωn+1−j,0 + hv̂(tn)
i∑

j=2

eqn+1−j +O(h2)
i∑

j=2

(
ϵn+1−j +

1

h
∥eωn+1−j,0∥

)
+ h(1− i)v̂(tn)e

q
n +O(h)∥eωn,i∥+O(h2)ϵn

und im Speziellen auf ∥eωn,i∥ = O(h)
(∑k

j=1 ϵn+1−j +
1
h

∑i
j=2 ∥eωn+1−j,0∥

)
. Für die ge-

wichtete Summe über eωn,i gilt daher

1

h

k∑
i=0

αie
ω
n,i =

α0

h
eωn,0 +

1

h

k∑
i=2

αie
ω
n,i

=
1

h

k∑
i=1

γie
ω
n+1−i,0 + v̂(tn)e

q
n − v̂(tn)

k∑
i=1

γie
q
n+1−i

+O(h)

(
k∑

i=1

ϵn+1−i +
1

h

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

(5.7)

aufgrund von

−
k∑

i=2

αi

i∑
j=2

eωn+1−j,0 =
k∑

i=2

(
−

k∑
j=i

αj

)
eωn+1−i,0

und

−
k∑

j=i

αj =
i−1∑
j=0

αj = γi.
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Die Differenz von (3.57c) und (5.3c) führt auf

1

h

k∑
i=0

αie
ω
n,i = evn+1 + lωn +O(h)

(
ϵn+1 +

1

h
∥eωn,0∥

)
(5.8)

mit (4.19) und (5.5) und da mit Voraussetzung 3 und der Lipschitzstetigkeit von
dexp−1

k

d̂exp
−1

k

(
− νn(tn+1),v(tn+1)

)
− d̂exp

−1

k

(
− ω

(n)
0 ,vn+1

)
= evn+1 +O(h)

(
∥evn+1∥+

1

h
∥eωn,0∥

)
gilt. Gleichsetzen von (5.7) und (5.8) liefert die Behauptung.

■

Globale Fehlergleichung für eqn

In diesem Abschnitt soll die Fehlerrekursion von eqn für die BDF-Integratoren (3.57)
und (3.62) bewiesen werden. Dabei wird wie im Beweis von [2, Lemma 2] begonnen,
jedoch muss die andere Definition des lokalen Abbruchfehlers lωn im Unterschied zu
lqn sowie die Mehrschrittstruktur der BDF-Verfahren beachtet werden.

Satz 10
Die BDF-Integratoren (3.57) und (3.62) erfüllen für n ≥ k − 1 und 2 ≤ k ≤ 6 die
Fehlerabschätzung

1

h

k∑
i=0

αie
q
n+1−i = evn+1 + b

(
tn, e

q
n, ..., e

q
n+1−k

)
+ lωn

+O(h)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

h

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)
, (5.9)

wobei b
(
tn, e

q
n, ..., e

q
n+1−k

)
eine vektorwertige Funktion darstellt, die linear in eqn+1−i,

(i = 1, ..., k), ist. Diese ist gegeben

a) für die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) durch

b
(
tn, e

q
n, ..., e

q
n+1−k

)
= −v̂(tn)e

q
n.

b) für die BLieDF-Verfahren (3.62) durch

b
(
tn, e

q
n, ..., e

q
n+1−k

)
= −v̂(tn)

k∑
i=1

γie
q
n+1−i.

Beweis:
Begonnen wird wie in [2, Lemma 2] bzw. wie im Beweis von Satz 9. Im Vergleich zu
diesem Satz wird jedoch nur i = 0 betrachtet. In diesem Fall ist (3.9) durch (3.62a)
bzw. (3.57a) gegeben und es folgt

eqn+1 = eqn + eωn,0 − hv̂(tn)e
q
n +O(h)∥eωn,0∥+O(h2)ϵn. (5.10)
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Nun wird die gewichtete Summe 1
h

∑k
i=0 αie

q
n+1−i betrachtet. Mit Lemma 2 gilt der

Zusammenhang

1

h

k∑
i=0

αie
q
n+1−i =

1

h

k∑
i=1

γi(e
q
n+2−i − eqn+1−i). (5.11)

Das Einsetzen von (5.10) in (5.11) liefert

1

h

k∑
i=0

αie
q
n+1−i =

1

h

k∑
i=1

γie
ω
n+1−i,0 −

k∑
i=1

γiv̂(tn)e
q
n+1−i +O(1)

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥

+O(h)
k∑

i=1

ϵn+1−i

mit v(tn+1−i) = v(tn) +O(h) und die Behauptung folgt mit den Sätzen 8 bzw. 9.

■

Globale Fehlergleichung für evn

Die Berechnung der globalen Fehlerrekursion für evn ist unkompliziert, da die entspre-
chenden Gleichungen nur Rechnungen im linearen Raum enthalten, wie der folgende
Satz zeigt. Es wird jedoch wie zuvor in Kapitel 4 zwischen der Normalen- und Tan-
gentialrichtung der Zwangsmannigfaltigkeit durch Multiplikation mit B(q) bzw. P(q)
unterschieden.

Satz 11
Die globalen Fehler evn der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und der BLieDF-Ver-
fahren (3.62) erfüllen

1

h

k∑
i=0

αie
v
n+1−i = −eM

−1B⊤λ
n+1 +O(1)ϵn+1 + lM

−1v
n , (5.12a)

1

h

k∑
i=0

αie
Bv
n+1−i = −eBM−1B⊤λ

n+1 +O(1)
k∑

i=0

ϵn+1−i + lBM−1v
n , (5.12b)

1

h

k∑
i=0

αie
Pv
n+1−i = O(1)

k∑
i=0

ϵn+1−i + lPM−1v
n . (5.12c)

Beweis:
Wird (3.62c) bzw. (3.57d) von links mit M(qn+1)

−1 multipliziert und (5.1c) bzw.
(5.3d) von links mit M(q(tn+1))

−1 multipliziert und beides voneinander subtrahiert,
so folgt

1

h

k∑
i=0

αie
v
n+1−i = −M

(
q(tn+1)

)−1 (
g
(
tn+1, q(tn+1),v(tn+1)

)
+B⊤(q(tn+1)

)
λ(tn+1)

)
+M

(
qn+1

)−1(
g
(
tn+1, qn+1,vn+1

)
+B⊤(qn+1

)
λn+1

)
+ lM

−1v
n .

Das Einsetzen von (4.19) und Taylorentwicklung liefert Gleichung (5.12a), da

q(tn+1) = qn+1 ◦ exp
(
ẽqn+1

)
= qn+1 +O(1)∥eqn+1∥
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gilt, wenn die Voraussetzung 3 erfüllt ist (siehe (2.26)).
Die Gleichungen (5.12b) und (5.12c) folgen durch Multiplikation mit B(q(tn+1)) bzw.
P(q(tn+1)), da [PM−1B⊤](q) = 0.

■

Globale Fehlergleichung für eλn

In diesem Abschnitt soll die Fehlerrekursion von eλn untersucht werden. Erneut wird
mit den Abschätzungen für die Produkte vonB(q) mit den Fehlertermen eqn begonnen.

Lemma 18
Wenn n ≥ k − 1 und k ≥ i ≥ 1 ist, dann folgt die Abschätzung

B
(
q(tn+1−i)

)eqn+2−i − eqn+1−i

h
+ Z

(
q(tn+1−i)

)(
eqn+1−i,v(tn+1−i)

)
= O

(
1

h

)
max

r
∥Φ(qr)∥+O(h)

(
∥eqn+1−i∥+

1

h
∥eωn+1−i,0∥

)
mit dem Krümmungsterm Z aus (3.47).

Beweis:
Dieses Lemma ist eine direkte Folgerung aus [2, Lemma 4], da

eqn+2−i − eqn+1−i

h
=

1

h
eωn+1−i,0 +O(h)

(
∥eqn+1−i∥+

1

h
∥eωn+1−i,0∥

)
erfüllt ist, siehe (5.6).

■

Wie zuvor beim Beweis für das Generalized-α-Verfahren (3.55) wird der globale Feh-
ler evn in Normalenrichtung durch Multiplikation mit B(q) untersucht. Um dabei in
den nachfolgenden Fehlerrekursionen nicht zwischen der Start- und Laufphase unter-
scheiden zu müssen, wird ein Term ∆Bv

n+1 eingeführt, für den

∆Bv
n+1 = O(hk+1), (n+ 1 = −k,−k + 1, ..., 0, 1, ..., k − 1), (5.13a)

∆Bv
n+1 = 0N×1, (n+ 1 ≥ k), (5.13b)

gilt. ∆Bv
n+1 ist somit nur in den ersten Zeitschritten ungleich null. Das nachfolgende

Lemma kombiniert somit die Voraussetzung an die Startwerte 4 mit einer Folgerung
aus Lemma 18.

Lemma 19
Unter Voraussetzung 4 gibt es einen Term ∆Bv

n+1 mit (5.13) und es gilt für die BDF-
Verfahren (3.57) und (3.62) die Abschätzung

eBv
n+1 +B

(
q(tn+1)

)
lωn = O

(
1

h

)
max

r
∥Φ(qr)∥ −B

(
q(tn+1)

)
b
(
tn, e

q
n, ..., e

q
n+1−k

)
− Z

(
q(tn)

)( k∑
i=1

γie
q
n+1−i,v(tn)

)
+∆Bv

n+1

+O(h)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

h

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

(5.14)
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für n+ 1 ≥ −k.

Beweis:
Für n + 1 < k ist diese Fehlerabschätzung eine direkte Konsequenz aus Voraus-
setzung 4 an die Startwerte und unter Verwendung von tn+1 = tk−1 + O(h) und
lωn = lωk−1 + (lωk−2 − lωk−1) + ...+ (lωn − lωn+1) = lωk−1 +O(hk+1).
Für n + 1 ≥ k wird die Fehlerrekursion (5.9) von links mit B

(
q(tn+1)

)
multipli-

ziert. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma 18 wegen (5.11) und B
(
q(tn+1)

)
=

B
(
q(tn+1−i)

)
+O(h).

■

Somit kann eine Abschätzung für den globalen Fehler eλn+1 bewiesen werden.

Satz 12
Die globalen Fehler eSλn+1 der BDF-Verfahren (3.57) und (3.62) erfüllen die Abschät-
zung

eSλn+1 = −1

h

k∑
i=0

αi∆
Bv
n−i+1 +O(1)

k∑
i=1

∥∥∥∥ lωn+1−i − lωn−i

h

∥∥∥∥+O(1)
k∑

i=0

∥lωn−i∥+O(1)∥lvn∥

+O
(

1

h2

)
max

r
∥Φ(qr)∥+O(1)

(
2k∑
i=0

ϵn+1−i +
1

h

2k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

(5.15)

mit S := BM−1B⊤.

Beweis:
Aus Gleichung (5.12b) folgt

eSλn+1 = −1

h

k∑
i=0

αiB
(
q(tn+1−i)

)(
evn+1−i + lωn−i

)
+

1

h

k∑
i=0

αiB
(
q(tn+1−i)

)
lωn−i

+O(1)
k∑

i=0

ϵn+1−i + lBM−1v
n .

Durch das Einsetzen von (5.14) wird die Abschätzung

eSλn+1 =
1

h
B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αib(tn−i, e
q
n−i, ..., e

q
n+1−i−k)−

1

h

k∑
i=0

αi∆
Bv
n−i+1

+
1

h
Z
(
q(tn)

)( k∑
i=0

αi

k∑
j=1

γje
q
n−i+1−j,v(tn)

)
+O(1)

k∑
i=1

∥∥∥∥ lωn+1−i − lωn−i

h

∥∥∥∥
+O(1)

k∑
i=0

∥lωn−i∥+O(1)∥lvn∥+O
(

1

h2

)
max

r
∥Φ(qr)∥

+O(1)

(
2k∑
i=0

ϵn+1−i +
1

h

2k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

erhalten mit

1

h

k∑
i=0

αiB
(
q(tn+1−i)

)
lωn−i = B

(
q(tn+1)

) k∑
i=1

γi
lωn+1−i − lωn−i

h
+O(1)

k∑
i=0

∥lωn−i∥
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= O(1)
k∑

i=1

∥∥∥∥ lωn+1−i − lωn−i

h

∥∥∥∥+O(1)
k∑

i=0

∥lωn−i∥.

Nach Voraussetzung 5 sind ϵi = 0 und eωi,0 = 0, (i = −k, ...,−1). Für die Munthe-
Kaas-BDF-Verfahren (3.57) ist

1

h
B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αib(tn−i, e
q
n−i, ..., e

q
n+1−i−k)

= −1

h
B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αiv̂(tn−i)e
q
n−i

= −1

h
B
(
q(tn)

)
v̂(tn)

k∑
i=0

αie
q
n−i +O(1)

k+1∑
i=1

ϵn+1−i

= −B
(
q(tn)

)
v̂(tn)

k∑
i=1

γi
eqn+1−i − eqn−i

h
+O(1)

k+1∑
i=1

ϵn+1−i

= O(1)

(
k+1∑
i=1

ϵn+1−i +
1

h

k+1∑
i=2

∥eωn+1−i,0∥
)

und für die BLieDF-Verfahren (3.62) ist

1

h
B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αib(tn−i, e
q
n−i, ..., e

q
n+1−i−k)

= −1

h
B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αiv̂(tn−i)
k∑

j=1

γje
q
n+1−i−j

= −1

h
B
(
q(tn)

)
v̂(tn)

k∑
i=0

αi

k∑
j=1

γje
q
n+1−i−j +O(1)

k∑
i=0

k∑
j=1

∥∥eqn+1−i−j

∥∥
erfüllt, vgl. Gleichung (5.6). Die Behauptung folgt aufgrund von

1

h

k∑
i=0

k∑
j=1

αiγje
q
n+1−i−j =

k∑
i=1

k∑
j=1

γiγj
eqn+2−i−j − eqn+1−i−j

h

= O(1)

(
2k∑
i=1

ϵn+1−i +
1

h

2k∑
i=2

∥eωn+1−i,0∥
)
.

■

5.1.3 Zwei-Term-Fehlerrekursion und Konvergenz

Die Gleichungen für die globalen Fehler eqn, evn, eωn,0 und eλn aus dem vorherigen
Abschnitt können nun zu der Zwei-Term-Fehlerrekursion

∥Ey
n+1 −TyE

y
n∥ ≤ L0h

(
∥Ey

n∥+ ∥Ey
n+1∥+ ∥Ez

n∥+ ∥Ez
n+1∥

)
+ hM0, (5.16a)

∥Ez
n+1 −TzE

z
n∥ ≤ L0

(
∥Ey

n∥+ ∥Ey
n+1∥+ h∥Ez

n∥+ h∥Ez
n+1∥

)
+M0 (5.16b)

mit positiven Konstanten L0, M0, die unabhängig von h > 0 und n ≥ 0 sind, kombi-
niert werden.
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Lemma 20
Die globalen Fehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und der BLieDF-Ver-
fahren (3.62) erfüllen für n ≥ k − 1 die gekoppelte Fehlerrekursion (5.16) mit

Ey
n :=



eqn
...

eqn+1−2k

ePv
n

...

ePv
n+1−2k


, Ez

n :=



1
h
eωn−1,0

...

1
h
eωn+1−2k,0

eSλn
...

eSλn+1−2k


und

Ty :=

 Tα 02k×2k

02k×2k Tα

⊗ IN , Tz =

 Tγ 0(2k−1)×2k

02k×(2k−1) J2k

⊗ IN ,

mit

Tα = − 1

α0

e1,2k · (α1, α2, ..., αk, 0, ..., 0) + J2k ∈ R2k×2k,

Tγ = − 1

γ1
e1,2k−1 · (γ2, γ3, ..., γk, 0, ..., 0) + J2k−1 ∈ R(2k−1)×(2k−1),

wobei e1,r ∈ Rr der erste Einheitsvektor ist und Jr ∈ Rr×r mit Jr =
(
j
(r)
il

)r
i,l=1

und

j
(r)
il = δi+1,l.

Beweis:
Aus Gleichung (5.12) kann


ePv
n+1

...

ePv
n+2−2k

−


−α1

α0
IN −α2

α0
IN · · · −αk

α0
IN 0N×N · · · 0N×N

IN 0N×N · · · 0N×N

. . . . . .
...

IN 0N×N




ePv
n

...

ePv
n+1−2k


=O(h)

(
∥Ey

n+1∥+ ∥Ey
n∥+ ∥Ez

n+1∥+ ∥Ez
n∥
)
+O(hk+1) (5.17)

erhalten werden mit den Sätzen 6 bzw. 7. Ebenso führt (5.9) mit den Sätzen 6 bzw.
7 auf


eqn+1

...

eqn+2−2k

−


−α1

α0
IN −α2

α0
IN · · · −αk

α0
IN 0N×N · · · 0N×N

IN 0N×N · · · 0N×N

. . . . . .
...

IN 0N×N




eqn
...

eqn+1−2k


=O(h)

(
∥Ey

n+1∥+ ∥Ez
n+1∥

)
+O(hk+1). (5.18)
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Die Kombination von (5.17) und (5.18) führt auf (5.16a). Aus den Sätzen 8, 9 und 7
folgt


1
h
eωn,0
...

1
h
eωn+2−2k,0

−


−γ2

γ1
IN −γ3

γ1
IN · · · −γk

γ1
IN 0N×N · · · 0N×N

IN 0N×N · · · 0N×N

. . . . . .
...

IN 0N×N




1
h
eωn−1,0

...

1
h
eωn+1−2k,0


=O(1)

(
∥Ey

n+1∥+ ∥Ey
n∥+ h∥Ez

n+1∥+ h∥Ez
n∥
)
+O(hk) (5.19)

und aus (5.15) mit (5.13), den Sätzen 6 bzw. 7, Voraussetzung 4 folgt


eSλn+1

...

eSλn+2−2k

−


0N×N · · · 0N×N

IN 0N×N · · · 0N×N

. . . . . .
...

IN 0N×N




eSλn
...

eSλn+1−2k


=O(1)

(
∥Ey

n+1∥+ ∥Ey
n∥+ h∥Ez

n+1∥+ h∥Ez
n∥
)
+O(hk). (5.20)

Die Kombination aus (5.19) und (5.20) liefert Gleichung (5.16b).

■

Anhand der Fehlerrekursion (5.16) können durch das nachfolgende Lemma die glo-
balen Fehler zur Zeit tn+1 auf t0 zurückgeführt werden.

Lemma 21 ([4, Theorem 4.16])
Es seien (Ey

n)n≥0 und (Ez
n)n≥0 vektorwertige Folgen, die die gekoppelte Fehlerrekur-

sion (5.16) erfüllen mit positiven Konstanten L0, M0, die unabhängig von h > 0 und
n ≥ 0 sind. Wenn es Normen ∥.∥y und ∥.∥z gibt, so dass ∥Ty∥y = 1 und ∥Tz∥z < 1
gilt, dann impliziert (5.16) für Zeitschrittweiten h ∈ (0, h] die Fehlerschranken

∥Ey
n∥ ≤ eL0(tn−t0)

(
∥Ey

0∥+ C0h∥Ez
0∥
)
+

eL0(tn−t0) − 1

L0

M0, (5.21a)

∥Ez
n −Tn

zE
z
0∥ ≤ C0e

L0(tn−t0)
(
∥Ey

0∥+ h∥Ez
0∥+M0

)
(5.21b)

mit tn = t0+nh, (n ≥ 0) und gewissen positiven Konstanten h, C0, L0 und M0. Diese
hängen von den Konstanten L0 und M0 aus (5.16) und von den Normen ∥.∥ = ∥.∥y
und ∥.∥ = ∥.∥z für Ey

n und Ez
n ab und sind unabhängig von n und h.

Das vorausgehende Lemma kann nun verwendet werden, um die Konvergenz der
BDF-Verfahren (3.57) und (3.62) für das gesamte Zeitintervall zu beweisen.

Satz 13
Unter den Voraussetzungen 3-5 gibt es positive Konstanten C0, L und h unabhängig
von n und h, so dass für alle h ∈ (0, h] und alle n ≥ 0 mit t0 + nh ≤ tend − h
die globalen Fehlerabschätzungen der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und der
BLieDF-Verfahren (3.62) die Bedingungen

∥eqn∥+ ∥evn∥+ ∥eλn∥ ≤ C0e
L(tn−t0)hk
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erfüllen und die k-Schritt-BDF-Integratoren (3.57) und (3.62) die Konvergenzordnung
p = k für 2 ≤ k ≤ 6 besitzen.

Beweis:
Mit Lemma 20 ist für die Verfahren (3.57) und (3.62) die gekoppelte Fehlerrekursion
(5.16) erfüllt. Außerdem gibt es eine Norm ∥.∥y mit ∥Ty∥y = 1 (vgl. [28, Lem-
ma III.4.4]). Für k ≤ 6 sind BDF-Verfahren nullstabil und die Wurzeln des charak-
teristischen Polynoms pα(ζ) =

∑k
i=0 αiζ

k−i erfüllen ζ1 = 1 und |ζi| < 1, (i = 2, ..., k),

vgl. [28]. Wegen det
(
ζI2k−1 −Tγ

)
= ζk

∑k
i=1 γiζ

k−i/γ1 und

(ζ − 1)
k∑

i=1

γiζ
k−i =

k∑
i=1

γi(ζ
k+1−i − ζk−i) =

k∑
i=0

αiζ
k−i = pα(ζ)

sind alle Eigenwerte von Tγ innerhalb des Einheitskreises und es gibt eine Norm ∥.∥z
mit ∥Tz∥z < 1. Mit Lemma 21 können die Abschätzungen (5.21) erhalten werden für
Schrittweiten h ∈ (0, h], tn = t0 + nh und positiven Konstanten h, C0, L0, M0. Mit
den gegebenen Voraussetzungen folgen ∥Ey

k−1∥ = O(hk) und ∥Ez
k−1∥ = O(hk) und

daher die Behauptung.

■

Bemerkung 20 (Sonderfall: Konvergenz erster Ordnung)
Für k = 1 kann die technische Voraussetzung 3 nicht angewendet werden. Gefordert
werden könnte, dass es positive Konstanten h und CT gibt, so dass für alle h ∈ (0, h]
und alle r mit t0 + rh ∈ [t0, tend] die globalen Fehler durch

∥eqr∥+ ∥eωr,i∥ ≤ CT , ∥evr ∥+ ∥eλr ∥ ≤ CT , (i = 0, ..., k),

beschränkt bleiben. Diese Voraussetzung reicht jedoch nicht aus, um die Konver-
genz des Verfahrens auf vorherige Weise zu beweisen. Ähnliche Probleme traten auch
in anderen Quellen wie zum Beispiel [36] auf. Dort konnte das Problem für diesen
Sonderfall gelöst werden. Jedoch wurden in der genannten Quelle lineare Räume be-
trachtet. In den vorliegenden Konfigurationsräumen mit Lie-Gruppen-Struktur sind
zusätzliche Einschränkungen vorhanden, die sich nicht einfach lösen lassen. Zum Bei-
spiel wird im Beweis von Satz 10 die Kombination der Exponentialfunktionen durch
die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel (2.28) bestimmt. Diese kann jedoch nur für
Argumente innerhalb der Exponentialfunktionen angewendet werden, die gegen null
streben. Die Argumente, die im Fall k = 1 betrachtet werden müssten, sind jedoch nur
beschränkt. Eine Abschätzung mit O(h) wäre hier also nicht möglich und es müssten
alle entstehenden Reihenglieder aufgeführt werden, was die theoretische Berechnung
um einiges erschwert.
Aus diesem Grund wurde entschieden, den Fall k = 1 in die theoretischen Untersu-
chungen nicht weiter einzubeziehen. Die genannten Probleme scheinen jedoch nur von
theoretischer und technischer Art zu sein, denn in den numerischen Tests in Kapitel 6
kann trotzdem eine Konvergenz erster Ordnung beobachtet werden.
Dies zu beweisen wird Gegenstand von nachfolgenden Arbeiten.

Bemerkung 21 (Wahl der Startwerte)
Um in den BDF-Verfahren eine Konvergenz der Ordnung p = k zu erhalten, müssen
die Startwerte die Voraussetzung 4 erfüllen. Die korrigierten Startwerte aus Ab-
schnitt 3.3.4 für die BLieDF-Verfahren und aus Abschnitt 3.3.3 für die Munthe-Kaas-
BDF-Verfahren erfüllen diese Bedingungen, Startwerte, die mit Funktionswerten der
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exakten Lösung initialisiert werden, jedoch nicht, wie diese Bemerkung zeigen soll.
Werden konsistente Startwerte bezüglich (3.44) gewählt, so gilt

k−1∑
i=0

∥eqi∥ = 0,
k−1∑
i=0

∥evi ∥+ ∥eλi ∥ = 0, max
0≤i≤k−1

∥Φ(qi)∥ = 0 (5.22)

und alle Bedingungen aus Voraussetzung 4 sind erfüllt außer

k−1∑
i=0

∥∥eBv
i +B

(
q(tk−1)

)
lωk−1

∥∥ = O(hk+1), (5.23)

denn es gilt

∥eBv
i +B

(
q(tk−1)

)
lωk−1∥

Satz 6
= ∥B

(
q(ti)

)
evi +O(hk)∥ (5.22)

= O(hk).

Deshalb kann für Startwerte (5.22) bei numerischer Rechnung eine Ordnungsreduk-
tion in den ersten Zeitschritten auftreten (siehe Kapitel 6).
Um dies zu verhindern, werden die Startwerte vj, (j = 0, ..., k − 1), um den Korrek-
turterm ∆v

k−1 ergänzt, vgl. (3.58) und (3.63). Mit Hilfe dieses Terms gelten mit den
Sätzen 6 und 7 für i = 0, ..., k − 1

∥evi ∥
(4.19c)
= ∥v(ti)− (v(ti) +∆v

k−1)∥ = ∥∆v
k−1∥ = O(1)∥lωk−1∥ = O(hk) (5.24)

und

∥eBv
i +B

(
q(tk−1)

)
lωk−1∥

(4.19c)
= ∥ −B

(
q(ti)

)
∆v

k−1 +B
(
q(tk−1)

)
lωk−1∥

(5.24)
= ∥ −B

(
q(tk−1)

)
∆v

k−1 +B
(
q(tk−1)

)
lωk−1∥+O(hk+1)

Satz 6
= ∥ −B

(
q(tk−1)

)
∆v

k−1 +B
(
q(tk−1)

)
l
ω

k−1∥+O(hk+1)

= O(hk+1),

wobei l
ω

k−1 der führende Fehlerterm von lωk−1 ist. Für die korrigierten Startwerte ist
somit die Voraussetzung 4 erfüllt und in den praktischen Tests in Kapitel 6 ist im
gesamten Zeitintervall die Ordnung p = k zu beobachten.

Bemerkung 22 (Lokaler Fehler in der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) für den
schweren Kreisel)
Ist die Ableitungsmatrix der holonomen Zwangsbedingung B = B(q) konstant, wie
für den schweren Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) (vgl. (3.53)), so ist

Bv(i)(t) = 0 für alle i ≥ 0 (5.25)

erfüllt, vgl. [4]. Für i ≥ 0 folgt somit für v(i)(t) = [U(i)(t)⊤ Ω(i)(t)⊤]⊤

0 = Bv(i)(t)
(3.53)
=
[
−I3 −X̃

]U(i)(t)

Ω(i)(t)

 = −U(i)(t)− X̃Ω(i)(t). (5.26)

Außerdem gilt für w1,w2 ∈ R3

˜̃w1w2 = ˜̂w1w2 = w̃1w̃2 − w̃2w̃1, (5.27)
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vgl. (2.35) und (2.38).
Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-Verfahren (3.62) sind für
k = 2 identisch, vgl. Gleichung (6.5). Daher berechnet sich der lokale Abbruchfehler lωn
nach Lemma 5 für k = 2 zu

lωn = −h2

3
v̈(tn) +

h2

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3).

Wird nun Blωn betrachtet, so folgt mit (5.25) und

Bv̂(tn)v̇(tn)
(3.53),(2.41)

=
[
−I3 −X̃

] Ω̃ Ũ

03×3 Ω̃

U̇
Ω̇

 =
[
−Ω̃ −Ũ− X̃Ω̃

]U̇
Ω̇


(5.26)
=
[
−Ω̃

˜̃
XΩ− X̃Ω̃

]U̇
Ω̇

 (5.27)
=
[
−Ω̃ −Ω̃X̃

]U̇
Ω̇


= −Ω̃U̇− Ω̃X̃Ω̇ = Ω̃(−U̇− X̃Ω̇)

(5.26)
= 0,

dass für den führenden Fehlerterm l
ω

n dieses lokalen Abbruchfehlers gilt Bl
ω

n = 0.
Dies bedeutet jedoch auch, dass die Bedingung

k−1∑
i=0

∥eqi∥+
∥∥eBv

i +B(q(tk−1))l
ω
k−1

∥∥ = O(hk+1)

für k = 2 auch für die analytische Lösung als Startwert, also vj = v(tj), gilt. Für
den schweren Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) ist in den ersten Zeit-
schritten somit auch für die analytische Lösung als Startwert für k = 2 keine Ord-
nungsreduktion zu beobachten. Die numerischen Tests in Kapitel 6 weisen weiterhin
darauf hin, dass auch für k > 2 die analytische Lösung als Startwert keinen Einfluss
auf die Ordnung hat, auf einen formalen analytischen Beweis soll jedoch an dieser
Stelle verzichtet werden.

5.2 Konvergenz der BLieDF-Verfahren für varia-

ble Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen die BLieDF-Verfahren (3.62) auf variable Schrittweiten
erweitert und untersucht werden. Wie zuvor beim Generalized-α-Verfahren in Ab-
schnitt 4.1 wird dafür zunächst das Verfahren (3.62) umgeschrieben. Dafür werden,
anders als beim Generalized-α-Verfahren, aber wie für BDF-Verfahren üblich [11, 32],
variable Parameter αi,n und γi,n verwendet. Der Fokus der Konvergenzanalyse liegt
dabei auf den lokalen Abbruchfehlern und den Gleichungen für die globalen Fehler.
Auf einen Beweis der Nullstabilität wird verzichtet, jedoch wird davon ausgegangen,
dass es Schranken für die Schrittweitenverhältnisse gibt, so dass die Nullstabilität
bewiesen werden könnte, vgl. [12].
Wie zuvor soll für die untersuchten Schrittweitenfolgen die Voraussetzung 1 erfüllt
sein.
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5.2.1 Übertragung der BLieDF-Verfahren auf variable
Schrittweiten

Für die Übertragung von BDF-Verfahren auf variable Schrittweiten gibt es in der
Literatur mehrere Varianten. Häufig verwendete Techniken, um die Schrittweite zu
variieren, sind Interpolation und variable Koeffizienten. Bei ersterer wird in jedem
Zeitschritt die Methode mit fester Schrittweite angewendet und wenn nötig werden
die fehlende Werte der vorherigen Zeitschritte durch Interpolation berechnet. Solche
Verfahren wurden zum Beispiel von Gear [22] und Hindmarsh [31] implementiert. In
der zweiten Variante müssen die vergangenen Werte nicht neu berechnet bzw. in-
terpoliert werden. Dafür werden Parameter αi,n = αi,n(σn) ∈ R verwendet, die vom
Schrittweitenverhältnis σn abhängen. Implementierungen dazu wurden von Byrne und
Hindmarsh entwickelt [11, 32]. Diese Schrittweitenverhältnisse können jedoch nicht
beliebig gewählt werden; wie zuvor beim Generalized-α-Verfahren in Abschnitt 4.3
kann die Nullstabilität nur für σn in gewissen Schranken bewiesen werden. Solche
Untersuchungen wurden von Calvo et al. [12] und Butcher et al. [10] vorgenommen.
In dieser Arbeit soll die Variante der variablen Parameter verwendet werden.
Da die Parameter und der benötigte Korrekturterm für wachsende Ordnung auf-
grund der benötigten Schrittweitenverhältnisse σn−i, (i = 0, ..., k − 2), sehr schnell
kompliziert und unübersichtlich werden, sollen die BLieDF-Verfahren für variable
Schrittweiten in dieser Arbeit nur für 2 ≤ k ≤ 3 vorgestellt werden. Der nachfolgende
Konvergenzbeweis lässt sich jedoch ohne Probleme auch auf 4 ≤ k ≤ 6 anwenden,
wenn die Parameter und der Korrekturterm entsprechend berechnet wurden.
Für k ≤ 3 sind die Parameter der BDF-Verfahren wie im linearen Fall gegeben durch
(vgl. [10, 12, 28])

k = 1 : α0,n = 1, α1,n = −1, (5.28a)

k = 2 : α0,n =
1 + 2σn

1 + σn

, α1,n = −1− σn, α2,n =
σ2
n

1 + σn

, (5.28b)

k = 3 : α0,n =
1 + σn−1 + σn(2 + σn−1(4 + 3σn))

(1 + σn)(1 + σn−1 + σnσn−1)
,

α1,n = −(1 + σn)(1 + σn−1 + σnσn−1)

1 + σn−1

,

α2,n =
σ2
n(1 + σn−1 + σnσn−1)

1 + σn

,

α3,n = − σ2
n(1 + σn)σ

3
n−1

(1 + σn−1)(1 + σn−1 + σnσn−1)
. (5.28c)

In den BLieDF-Verfahren (3.62) werden die BDF-Verfahren in Inkrementform für die

Variable qn ∈ G bzw. ω
(0)
n ∈ RN verwendet. Für die Parameter γi,n dieser Inkrement-

variante gilt analog zu (2.12)

γk,n :=
k−1∑
i=0

αi,n. (5.29)

Aufgrund der DAE-Struktur der zu lösenden Gleichungen (3.44) sind die variablen
Parameter (5.28) nicht ausreichend, um eine Konvergenz der Ordnung p = k zu
beweisen. Wie zuvor beim Generalized-α-Verfahren (4.11) muss vor jedem Zeitschritt
die Geschwindigkeit vn angepasst werden.
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Bemerkung 23 (Anpassung der Geschwindigkeiten)
Bei den BLieDF-Verfahren für variable Schrittweiten muss vor jedem Zeitschritt tn →
tn+1 (außer dem ersten) die Geschwindigkeit durch

vn+1−i = vn+1−i +∆v
n,i, (i = 1, ..., k), (5.30)

ersetzt werden. Der Korrekturterm ∆v
n,i kann durch die Lösung des Gleichungssys-

tems M(qn+1−i) B⊤(qn+1−i)

B(qn+1−i) 0M×M

∆v
n,i

∆λ
n,i

 =

 0N×1

− γi,n
αi,n

B(qn+1−i)∆lωn−i

 , (5.31)

erhalten werden, wobei ∆lωn−i die Differenz zweier aufeinanderfolgender lokaler Ab-
bruchfehler lωn ist und stets αi,n ̸= 0 für σn, σn−1 > 0 gilt. Dieser lokale Abbruchfeh-
ler lωn wird später in Satz 14 berechnet. Es gilt für i = 1, ..., k und k = 2

∆lωn−i ≈
[(

−
(

1

σn+1−i

+ 1

)
h2
n+1−i

6
v̈ +

2σn+1−i − 1

12σn+1−i

h2
n+1−iv̂v̇

)]
(tn+1−i)

+

[((
1

σn−i

+ 1

)
h2
n−i

6
v̈ − 2σn−i − 1

12σn−i

h2
n−iv̂v̇

)]
(tn−i)

=

(
1 + σn−i

σ2
n+1−iσn−i

− 1 + σn+1−i

σn+1−i

)
h2
n+1−i

6
v̈(tn)

+

(
2σn+1−i − 1

σn+1−i

− 2σn−i − 1

σn−iσn+1−i

)
h2
n+1−i

12
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3

n)

und für k = 3

∆lωn−i ≈
[(

− 1

24

(
1 + σn+1−i

σ2
n+1−iσn−i

)
h3
n+1−i

...
v + s(σn+1−i, σn−i)h

3
n+1−iv̂v̈

)]
(tn+1−i)

+

[(
1

24

(
1 + σn−i

σ2
n−iσn−i−1

)
h3
n−i

...
v − s(σn−i, σn−i−1)h

3
n−iv̂v̈

)]
(tn−i)

=
h2
n+1−i

24

(
1 + σn−i

σ3
n+1−iσ

2
n−iσn−i−1

− 1 + σn+1−i

σ2
n+1−iσn−i

)
...
v (tn)

+ h2
n+1−i

(
s(σn+1−i, σn−i)−

s(σn−i, σn−i−1)

σ2
n+1−i

)
v̂(tn)v̇(tn) +O(h3

n)

mit

s(σn, σn−1) :=
−1 + σn(−1 + σn−1(1 + σn−1 + σn(2 + (4 + 3σn)σn−1)))

24σ2
nσn−1(1 + σn−1 + σnσn−1)

(5.32)

und v(j)(tn−i) = v(j)(tn) +O(hn). Daher wird

k = 2 : ∆lωn−i =
h2
n+1−i

6

(
1 + σn−i

σ2
n+1−iσn−i

− 1 + σn+1−i

σn+1−i

)
v̈n

+
h2
n+1−i

12

(
2σn+1−i − 1

σn+1−i

− 2σn−i − 1

σn−iσn+1−i

)
v̂nv̇n, (5.33a)

k = 3 : ∆lωn−i =
h3
n+1−i

24

(
1 + σn−i

σ3
n+1−iσ

2
n−iσn−i−1

− 1 + σn+1−i

σ2
n+1−iσn−i

)
...
v n

+ h3
n+1−i

(
s(σn+1−i, σn−i)−

s(σn−i, σn−i−1)

σ2
n+1−i

)
v̂nv̈n (5.33b)
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definiert. Wie in Abschnitt 4.1 beim Generalized-α-Verfahren (4.11) könnten allge-

meine Approximationen für v
(i)
n ≈ v(i)(tn) +O(hn), (i = 1, 2, 3), gewählt werden (vn

ergibt sich aus dem zuvor berechneten Zeitschritt). Da an dieser Stelle aber nur ein
Einblick in die Erweiterung auf variable Schrittweiten gegeben werden soll, wird auf
eine allgemeine Darstellung verzichtet und ein spezieller Fall untersucht. Es werden
Approximationen

v̇n =
σnvn − σnvn−1

hn

, (5.34a)

v̈n =
2σ2

nσn−1

(1 + σn−1)

(vn − (1 + σn−1)vn−1 + σn−1vn−2)

h2
n

, (5.34b)

...
v n =

6σ3
nσ

2
n−1σn−2

h3
n

(
1

(1 + σn−1)(1 + σn−2 + σn−1σn−2)
vn −

1

(1 + σn−2)
vn−1

+
σn−1

(1 + σn−1)
vn−2 −

σn−1σ
2
n−2

(1 + σn−2)(1 + σn−2 + σn−2σn−1)
vn−3

)
(5.34c)

verwendet mit vn−i ≈ v(tn−i) +O(hk
n).

Durch die Lösung des Gleichungssystems (5.31) folgt

∆v
n,i = −

[
M−1B⊤(BM−1B⊤)−1B

]
(qn+1−i)

γi,n
αi,n

∆lωn−i

für i = 1, ..., k.
Für k = 1 kann die Konvergenz wie für konstante Schrittweiten (Bemerkung 20) nicht
bewiesen werden, daher wird dieser Fall nicht näher untersucht.

Die BLieDF-Verfahren können nun unter Berücksichtigung der Parameter (5.28) und
Bemerkung 23 auf variable Schrittweiten hn := tn+1 − tn erweitert werden.

Definition 25 (BLieDF-Verfahren für variable Schrittweiten zur Lösung von (3.44))
Die k-Schritt BLieDF-Verfahren mit variablen Schrittweiten zur Lösung von (3.44)
verwenden im Zeitschritt tn → tn+1 := tn + hn mit Schrittweite hn die Lösungen qn,

ω
(n+1−i)
0 , (i = 2, ..., k), vn+1−i und ∆v

n+1−i, (i = 1, ..., k), zur Berechnung von qn+1,

ω
(n)
0 , vn+1 und λn+1 anhand von

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (5.35a)

1

hn

k∑
i=1

γi,nω
(n+1−i)
0 = vn+1 + L

(k)
hn,n

, (5.35b)

1

hn

M
(
qn+1

)(
α0,nvn+1 +

k∑
i=1

αi,nvn+1−i

)
= −g

(
tn+1, qn+1,vn+1

)
−B⊤(qn+1

)
λn+1,

(5.35c)

0 = Φ
(
qn+1

)
(5.35d)

mit vn+1−i, (i = 1, ..., k), aus (5.30), Parametern (5.28) und (5.29) und einem Kor-

rekturterm L
(k)
hn,n

, der durch

L
(1)
hn,n

= L
(2)
hn,n

= 0, (5.36a)

L
(3)
hn,n

= −hn

4

(
σn − 1 +

1

1 + σn−1 + σnσn−1

)
v̂nvn−1 (5.36b)

gegeben ist.
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Der Korrekturterm (5.36) wird analog zu Lemma 5 für den konstanten Fall motiviert
und soll die gleichen Voraussetzungen erfüllen. Für k = 3 wird dabei zunächst von

L
(3)
hn,n

=
h2
n

4

(
σn − 1 +

1

1 + σn−1 + σnσn−1

)
v̂nv̇n

ausgegangen. Unter Verwendung von v̇n = (vn − vn−1)/hn und v̂nvn = 0 folgt die
Darstellung (5.36b). Die folgende Fehleranalyse, im Speziellen die lokale Abbruch-
fehleranalyse, wird beweisen, dass der hier angegebene Korrekturterm seinen Zweck
erfüllt.

Bemerkung 24 (Startwerte und erste Zeitschritte der BLieDF-Verfahren (5.35))
Die Startwerte der BLieDF-Verfahren (5.35) sollen äquidistant gewählt werden und
sind damit analog zu Abschnitt 3.3.4 zu wählen. Für die ersten Zeitschritte wird bei
der Anpassung aus Bemerkung 23 daher

∆v
n,i := ∆v

k,i

für 0 ≤ n < k gesetzt.

Mit dieser Modifikation der Verfahren (5.35) im Vergleich zu (3.62) kann die Konver-
genz der BLieDF-Verfahren für variable Schrittweiten bewiesen werden.

5.2.2 Lokale Abbruchfehler

Die lokale Fehleranalyse wird als erstes durchgeführt. Dazu werden die lokalen Ab-
bruchfehler wie in Definition A.3 definiert und durch die Taylorentwicklung berechnet.

Definition 26 (Lokale Abbruchfehler von (5.35))
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (5.35) sind gegeben durch

q(tn+1) = q(tn) ◦ exp
(
ν̃n(tn+1)

)
, (5.37a)

1

hn

k∑
i=1

γi,nνn+1−i(tn+2−i) = v(tn+1) + L
(k)
hn
(tn) + lωn , (5.37b)

M
(
q(tn+1)

)α0,n

hn

v(tn+1) = −M
(
q(tn+1)

) 1

hn

k∑
i=1

αi,nv(tn+1−i)−B⊤(q(tn+1)
)
λ(tn+1)

− g
(
tn+1, q(tn+1),v(tn+1)

)
+ lvn, (5.37c)

v(tn+1−i) = v(tn+1−i)−C
(
q(tn+1−i)

) γi,n
αi,n

∆lωn−i(tn), (i = 1, ..., k),

(5.37d)

0 = Φ
(
q(tn+1)

)
. (5.37e)

mit

∆lωn−i(tn) =
h2
n+1−i

6

(
1 + σn−i

σ2
n+1−iσn−i

− 1 + σn+1−i

σn+1−i

)
v̈(tn)

+
h2
n+1−i

12

(
2σn+1−i − 1

σn+1−i

− 2σn−i − 1

σn−iσn+1−i

)
v̂(tn)v̇(tn) (5.38a)
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für k = 2 und

∆lωn−i(tn) =
h3
n+1−i

24

(
1 + σn−i

σ3
n+1−iσ

2
n−iσn−i−1

− 1 + σn+1−i

σ2
n+1−iσn−i

)
...
v (tn)

+ h3
n+1−i

(
s(σn+1−i, σn−i)−

s(σn−i, σn−i−1)

σ2
n+1−i

)
v̂(tn)v̇(tn) (5.38b)

für k = 3 mit s(σn, σn−1) aus (5.32).

Wie zuvor im Generalized-α-Verfahren ist im Unterschied zum konstanten Fall in
Abschnitt 5.1 nicht allein die Differenz ∥(lqn+1 − lqn)/h∥ von Interesse. Der lokale
Abbruchfehler lvn muss miteinbezogen werden. Aufgrund der Mehrschrittstruktur wird
dazu der Term ∥∥∥∥∥lBM−1v

n +
1

hn

B(q(tn))
k∑

i=0

αi,nl
ω
n−i

∥∥∥∥∥
untersucht.

Satz 14
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (5.35) erfüllen für 1 ≤ k ≤ 3 die
Abschätzungen

∥lωn∥ = O(hk
n), ∥lvn∥ = O(hk−1

n ), ∥lPM−1v
n ∥ = O(hk

n),

und ∥∥∥∥∥lBM−1v
n +

1

hn

B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αi,nl
ω
n−i

∥∥∥∥∥ = O(hk
n).

Beweis:

a) Der lokale Abbruchfehler lωn wird anhand von Gleichung (5.37b) unter Verwen-
dung der Taylor- und Magnusentwicklung (2.33) abgeschätzt. Die führenden
Fehlerterme l

ω

n der lokalen Abbruchfehler sind gegeben durch

k = 1 : l
ω

n = −1

2
hnv̇(tn),

k = 2 : l
ω

n =
1

12σn

h2
n ((−1 + 2σn) [v(t), v̇(t)]− 2(1 + σn)v̈(t)) ,

k = 3 : l
ω

n = h3
n/
(
24σ2

nσn+1(1 + σn+1 + σnσn+1)
)
· (−(1 + σn)·

· (1 + σn+1 + σnσn+1)
2 ...v (t) + (−1 + σn(−1 + σn+1(1 + σn+1

+σn(2 + (4 + 3σn)σn+1)))) [v(t), v̈(t)])

und die Behauptung ist damit bestätigt.

b) Gleichung (5.37c) ist in linearen Räumen definiert. Deshalb wäre lvn = O(hk
n)

erfüllt, wenn v(tn+1−i) = v(tn+1−i), (i = 0, ..., k), gelten würde. Durch die
Korrektur mit ∆v

n,i entsteht ein neuer führender Fehlerterm, der aus genau
dieser Korrektur besteht. Daher ist

lM
−1v

n = − 1

hn

k∑
i=1

γi,nC
(
q(tn+1−i)

)
∆lωn−i(tn) = O(hk−1

n ),

vgl. (5.38). Wird diese Gleichung mit P(q(tn+1)) multipliziert, so folgt wegen
[PC](q) ≡ 0 direkt ∥lPM−1v

n ∥ = O(hk
n).

95



c) Mit Teil b), B
(
q(tn)

)
C
(
q(tn)

)
= B

(
q(tn)

)
und B

(
q(tn+1−i)

)
= B

(
q(tn)

)
+

O(hn) ist

lBM−1v
n = − 1

hn

B
(
q(tn)

) k∑
i=1

γi,n∆lωn−i(tn).

Weiterhin gilt

1

hn

B
(
q(tn)

) k∑
i=0

αi,nl
ω
n−i =

1

hn

B
(
q(tn)

) k∑
i=1

γi,n(l
ω
n+1−i − lωn−i).

Da ∆lωn−i(tn) ≈ lωn+1−i − lωn−i ist, folgt die Behauptung.

■

5.2.3 Stabilität und Konvergenz

Für variable Schrittweiten können die globalen Fehler analog zu (4.19a)-(4.19c) und
(5.5) für i = 0 definiert werden. Außerdem werden in allen nachfolgenden Sätzen und
Lemmata die Voraussetzungen 1 und 5 (hier jedoch mit h := h0) sowie die folgenden
Voraussetzungen analog zu den Voraussetzungen 3 und 4 angenommen.

Voraussetzung 6
Es gibt positive Konstanten h und CT , so dass für alle hn ∈ (0, h] und t0 +

∑r
i=0 hi ∈

[t0, tend] mit n, r ∈ N die globalen Fehler durch

∥eqr∥+ ∥eωr,0∥ ≤ CThr, ∥evr ∥+ ∥eλr ∥ ≤ CT

beschränkt bleiben.

Voraussetzung 7
Die Startwerte q0, ..., qk−1, ω

(0)
0 , ...,ω

(k−2)
0 , v0, ...,vk−1 und λ0, ...,λk−1 zur Lösung des

Anfangswertproblems (3.44) mit q(t0) = q0 und v(t0) = v0 sollen die Bedingungen

k−1∑
i=0

∥eqi∥+ ∥eBv
i +B(q(tk−1))l

ω
k−1∥ = O(hk+1

0 ),
k−2∑
i=0

∥eωi ∥ = O(hk+1
0 ),

k−1∑
i=0

∥evi ∥+ ∥ePv
i ∥+ ∥eλi ∥ = O(hk

0), max
0≤i≤k−1

∥Φ(qi)∥ = O(hk+2
0 ),

erfüllen.

Um die Terme höherer Ordnung zusammenzufassen, wird

ϵn = ∥eqn∥+ ∥evn∥+ hn∥eλn∥
gewählt.
Der Konvergenzbeweis kann analog zum Fall konstanter Schrittweiten geführt werden.
Innerhalb der Beweise muss h durch hn ersetzt werden und beachtet werden, dass
die Parameter αi,n und γi,n vom aktuellen Zeitschritt abhängen. Weiterhin wird der
Zusammenhang

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
(•)
n+1−i =

1

hn

k∑
i=1

γi,n
(
e
(•)
n+2−i − e

(•)
n+1−i

)
(5.39)
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benötigt, um zwischen den beiden Parametervarianten zu wechseln. In manchen Be-
weisteilen ist es von Bedeutung, dass die Schrittweite im Nenner zu den globalen
Fehlern im Zähler passt. Dazu kann (5.39) zu

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
(•)
n+1−i =

k∑
i=1

γi,n

(
i−2∏
j=0

1

σn−j

)
e
(•)
n+2−i − e

(•)
n+1−i

hn+1−i

(5.40)

umgeschrieben werden mit

hn+1−i

hn

=
i−2∏
j=0

1

σn−j

. (5.41)

Außerdem muss die Änderung von vn+1−i in vn+1−i, (i = 1, ..., k), beachtet werden.
Dazu wird analog zum Generalized-α-Verfahren der Fehler abgeschätzt, der durch
diese Änderung entsteht (vgl. Lemma E.1). Da die Berechnung der Gleichungen
für den Beweis der Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35) bis auf die genann-
ten Änderungen keine neuen Beweisideen enthalten, wird an dieser Stelle auf eine
ausführliche Erläuterung verzichtet. Genauere Angaben, wie die gekoppelte Fehler-
rekursion (4.42) für die BLieDF-Verfahren (5.35) aufgestellt wird, sind jedoch im
Anhang E zu finden.
Für die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35) muss die Nullstabilität gegeben
sein. In [10, 12] wurden Schranken für die Schrittweitenverhältnisse σn berechnet,
so dass die Stabilität garantiert werden kann. Dabei wurde untersucht, für welche
Schrittweitenverhältnisse σn es eine von n unabhängige Norm ∥.∥ gibt, so dass die
Norm der Produkte

∥An+j ·An+j−1 · ... ·An∥ ≤ CA

beschränkt bleibt mit

An := − 1

α0,n

e1,k · (α1,n, ..., αk,n) + Jk

für alle n und j ≥ 0 sowie einer Konstanten CA > 0.
In dem Konvergenzbeweis für DAEs wird jedoch eine von σn unabhängige Norm ∥.∥y
gesucht, so dass jede einzelne Matrix die Bedingung

∥Ty,n∥y = 1 (5.42)

für alle n ∈ N erfüllt. Die Resultate aus [10, 12] lassen sich somit nicht direkt auf
den DAE-Fall übertragen und es müsste untersucht werden, für welche σn die Bedin-
gung (5.42) erfüllt ist. Da in der vorliegenden Arbeit nur ein Einblick in die Erweite-
rung des BLieDF-Verfahrens auf variable Schrittweiten gegeben werden soll, wird an
dieser Stelle auf die Untersuchung verzichtet, wann (5.42) erfüllt ist. Dies könnte ein
Thema für nachfolgende Arbeiten sein. Trotzdem wird davon ausgegangen, dass es
σmin und σmax gibt, so dass (5.42) gilt. Daher wird die nachfolgende Voraussetzung
getroffen.

Voraussetzung 8
Es gibt zwei von n unabhängige Normen ∥.∥y und ∥.∥z sowie zwei positive Konstanten
σmin ≤ 1 und σmax ≥ 1, so dass für alle n ∈ N die Bedingungen

∥Ty,n∥y = 1 und ∥Tz,n∥z < 1

mit σmin ≤ σn = hn/hn−1 ≤ σmax erfüllt sind.
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Die numerischen Tests aus Kapitel 6 legen nahe, dass diese Voraussetzung 8 für k = 2
und k = 3 erfüllbar ist. Nun kann die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35) für
das gesamte Zeitintervall bewiesen werden.

Satz 15
Unter den Voraussetzungen 1, 5, 6, 7 und 8 gibt es positive Konstanten C0, L und h
unabhängig von n und hn, so dass für alle hn ∈ (0, h] und alle n ≥ 0 mit t0+

∑n
i=0 hi ≤

tend die globalen Fehlerabschätzungen der BLieDF-Verfahren (5.35) die Bedingungen

∥eqn∥+ ∥evn∥+ ∥eλn∥ ≤ C0e
L(tn−t0)hk

max

erfüllen und die k-Schritt-BLieDF-Integratoren (5.35) die Konvergenzordnung p = k
für 2 ≤ k ≤ 3 besitzen.

Beweis:
Mit Lemma E.4 ist für die Verfahren (5.35) die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42)
erfüllt. Mit Voraussetzung 8 gibt es eine Norm ∥.∥y mit ∥Ty,n∥y = 1 und eine Norm
∥.∥z mit ∥Tz,n∥z < 1. Mit Satz 4 können die Schätzungen (4.49) erhalten werden.
Mit den gegebenen Voraussetzungen folgen ∥Ey

k−1∥ = O(hk
0) und ∥Ez

k−1∥ = O(hk
0)

und daher die Behauptung. ■

Mit dem vorhergehenden Satz konnte die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35)
für variable Schrittweiten mit der Ordnung p = k für 2 ≤ k ≤ 3 bewiesen werden.
Werden die Koeffizienten αi,n und der Korrekturterm L

(k)
hn,n

für 4 ≤ k ≤ 6 analog zu
den vorgestellten Fällen berechnet, so kann die Konvergenz in gleicher Vorgehens-
weise auch für 4 ≤ k ≤ 6 bewiesen werden, wenn die Schrittweitenverhältnisse den
Bedingungen der BDF-Verfahren in linearen Räumen (vgl. [46]) genügen. Für k = 1
ist es, wie im konstanten Fall (Bemerkung 20), mit den vorgestellten Beweismitteln
formal nicht möglich, die Konvergenz theoretisch zu beweisen.
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Kapitel 6

Implementierung und numerische
Tests

Die numerischen Tests sollen die theoretischen Resultate verifizieren. Dabei werden
die Verfahren zunächst für konstante Schrittweiten untersucht. Anschließend werden
das Generalized-α-Verfahren (4.11) und die BLieDF-Verfahren (5.35) für variable
Schrittweiten getestet. Zunächst sollen jedoch allgemeine Implementierungsaspekte
vorgestellt werden.

6.1 Allgemeine Implementierungsaspekte

In diesem Abschnitt sollen allgemeine Aspekte für die Implementierung in MATLAB
geklärt werden.

Bemerkung 25 (Referenzlösung)
Wenn innerhalb der numerischen Tests von Referenzlösung qref , vref , v̇ref oder λref die
Rede ist, dann wurde eine Lösung des Benchmarkproblems für die entsprechenden
Variablen mit Hilfe der in MATLAB integrierten Funktion ode15s mit sehr kleinen
Toleranzen ATOL = 1 · 10−16 und RTOL = 2.22045 · 10−14 berechnet.

Bemerkung 26 (Arten von Fehlern)
In den Tests werden zwei Arten von Fehlern in den Variablen untersucht. Dies sind
zum einen der absolute Fehler im Endzeitpunkt und zum anderen der maximale
absolute Fehler.
Sei o.B.d.A. die untersuchte Variable die Geschwindigkeit v. Dann wird zunächst eine
Referenzlösung vref,n und eine numerische Lösung vn in allen Zeitpunkten tn := t0+nh
bestimmt. Der absolute Fehler im Endzeitpunkt tend = tNend

berechnet sich aus

ERR1,v := ∥vref,Nend
− vNend

∥2

mit der euklidischen Norm ∥.∥2.
Der maximale absolute Fehler ist gegeben durch

ERR2,v := ∥maxi=0,...,Nend
(vref,n − vn) ∥2.

Die Fehler können ebenso für die anderen Variablen untersucht werden. Für die Kon-
figurationsvariable q werden die Komponenten dazu jedoch zunächst in einem Vektor
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angeordnet. Das heißt

q = R =


R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

 ∈ SO(3)

wird zum Beispiel zunächst zu

qvec = [R11 R12 R13 R21 R22 R23 R31 R32 R33]
T

umgeschrieben. Die Fehler in q werden somit nicht in der Lie-Algebra gemessen,
sondern in dem höherdimensionalen Raum, indem die Lie-Algebra eingebettet ist.

Bemerkung 27 (Effizienzuntersuchungen)
Um die Effizienz der Verfahren zu charakterisieren, wird wie folgt vorgegangen. Dazu
wird die Rechenzeit bestimmt, die für jeweils einen Zeitschritt benötigt wird, ohne
jegliche Anpassung der Startwerte, Initialisierung oder Ähnliches. Die Zeit für alle
diese Zeitschritte wurde addiert und über den absoluten Fehler aufgetragen. Dabei
wurden die Rechnungen über einen Rechenserver ausgeführt und stets auf den Abend
gelegt, um ein aussagekräftiges Ergebnis zu erhalten. Natürlich können trotzdem
andere Faktoren, wie die Art und Weise der Implementierung, dazu beitragen, dass
eines der untersuchten Verfahren langsamer rechnet als die anderen – unabhängig von
der eigentlichen Laufzeit des Verfahrens. Es wurde aber sorgfältig versucht, möglichst
viele Programmierbausteine in allen Verfahren gleich zu verwenden.

Bemerkung 28 (Erstellung von Schrittweitenfolgen mit unterschiedlichen Schritt-
weiten in jedem Zeitschritt)
Das Generalized-α-Verfahren (4.11) und die BLieDF-Verfahren (5.35) sollen für va-
riable Schrittweiten getestet werden. Dazu werden den Programmen vorgefertigte
Schrittweitenfolgen (hn)

Nend
n=0 mit festem Nend ∈ N übergeben. Zur Erstellung solcher

Schrittweitenfolgen werden zunächst die maximale hmax und minimale hmin Schritt-
weite und das maximale σmax und minimale σmin Schrittweitenverhältnis für eine
Folge festgelegt. Außerdem werden durch eine in MATLAB vorhandene Zufallsfunk-
tion zufällig Schrittweitenverhältnisse σn ∈ [σmin, σmax], (i = 1, ..., Nend), berechnet.
Eine Schrittweitenfolge ergibt sich dann iterativ durch

hi+1 = max{hmin,min{σi+1hi, hmax}}, i = 0, ..., Nend − 1. (6.1)

Da die Konvergenzordnung der Verfahren von Interesse ist, werden verschiedene
Schrittweitenfolgen für unterschiedliche Intervalle [hmin, hmax] benötigt. Dazu wird,
nachdem eine Schrittweitenfolge bestimmt wurde, hmin,neu = hmin,alt · 10−1/10 und
hmax,neu = hmax,alt · 10−1/10 gewählt. Um mit dieser Folge etwa bis zum gleichen
Endzeitpunkt zu rechnen, wird zudem die Anzahl der Schrittweitenglieder Nalt zu
Nneu = Nalt/10

−1/10 verändert. Dadurch können Schrittweitenfolgen bestimmt wer-
den, deren durchschnittliche Schrittweite unterschiedlich ist.
Wird eine Schrittweitenfolge benötigt, deren Glieder sich für Nkonst Anzahl von Zeit-
schritten nicht erneut verändern, so kann analog vorgegangen werden. Jedoch muss
dann zusätzlich σi+1 = 1 für alle i gefordert werden, die nicht ohne Rest durch Nkonst

teilbar sind.
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6.2 Konstante Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen numerische Tests für die vorgestellten Verfahren für kon-
stante Schrittweiten durchgeführt werden. Es soll überprüft werden, ob die theore-
tisch bestimmten Ordnungen auch numerisch zu beobachten sind und Vergleiche zwi-
schen den Verfahren bzgl. der Genauigkeit und der Effektivität durchgeführt werden.
Für die BDF-Verfahren (3.57) und (3.62) soll die Wahl der Startwerte gerechtfertigt
werden. Für die BLieDF-Verfahren (3.62) wird die Wahl der freien Parameter im

Korrekturterm L
(k)
n,h überprüft.

6.2.1 Wahl der Startwerte in den BDF-Verfahren

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Wahl der korrigierten Startwerte aus
den Abschnitten 3.3.3 (Munthe-Kaas-BDF-Verfahren) und 3.3.4 (BLieDF-Verfahren)
gerechtfertigt ist. Diese wurden benötigt, um die Bedingung (5.23) einzuhalten und
damit einer Ordnungsreduktion vorzubeugen, welche bei einer annähernd analyti-
schen Lösung als Startwerte zu beobachten sein sollte.
Dazu wird der schwere Kreisel in den Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und
SE(3) für h ∈ [10−4, 10−3] bis zu einem Zeitpunkt tend = 1 gelöst und der maxi-
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Abbildung 6.1: Berechnung des schweren Kreisels in R3 × SO(3) (links) und SE(3)
(rechts) mit den MKBDF-Verfahren (3.57) für k = 1, 2, 3 (oben) und k = 4, 5, 6
(unten) mit einer Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten
Lösung (k ohne *) und korrigierten Startwerten (k mit *)
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male absolute Fehler der Lagrange-Multiplikatoren λ berechnet. Die Ergebnisse sind
in Abbildung 6.1 für die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und in Abbildung 6.2
für die BLieDF-Verfahren (3.62) dargestellt. Werden die Lie-Gruppen-Formulierung
R3 × SO(3) (links) und eine Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der
exakten Lösung (ohne *) verwendet, so ist stets eine Konvergenzordnung weniger,
also p = k − 1, im maximalen absoluten Fehler zu beobachten. Hier tritt somit in
beiden BDF-Verfahren (3.57) und (3.62) wie erwartet eine Ordnungsreduktion auf.
Werden hingegen die korrigierten Startwerte verwendet, so ist stets die Ordnung
p = k erkennbar. Mit der Wahl der angegebenen Startwerte kann die auftretende
Ordnungsreduktion somit vermieden werden.
Bei der Verwendung der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) (rechts) ist die Situation
anders. Hier spielt die Wahl der Startwerte eine untergeordnete Rolle, denn sowohl
für eine Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten Lösung als
auch für die korrigierten ist die Ordnung p = k zu beobachten und somit keine
Ordnungsreduktion vorhanden. Dieses Verhalten hängt stark mit der konstanten Ab-
leitungsmatrix B der Zwangsbedingung für SE(3) und damit der Einhaltung der
versteckten Zwangsbedingungen zusammen, vgl. Bemerkung 22. In diesem Fall ist
daher die Bedingung (5.23) auch für Startwerte nahe der analytischen Lösung erfüllt.
Im Konvergenzbeweis aus Kapitel 5 zeigte sich, dass die Bedingung (5.23) vor allem
den globalen Fehler eλn beeinflusst, vgl. Lemma 19 und Satz 12. Aus diesem Grund
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Abbildung 6.2: Berechnung des schweren Kreisels in R3 × SO(3) (links) und SE(3)
(rechts) mit den BLieDF-Verfahren (3.62) für k = 1, 2, 3 (oben) und k = 4, 5, 6
(unten) mit Startwerten mit Funktionswerten der analytischen Lösung (k ohne *)
und korrigierten Startwerten (k mit *)
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Abbildung 6.3: Maximaler absoluter Fehler in q für den schweren Kreisel in R3×SO(3)
mit den MKBDF-Verfahren (links) und den BLieDF-Verfahren (rechts)

ist die Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplikatoren λ zu beobachten. Auf
die anderen Variablen hat dies keinen Einfluss, wie auch in Abbildung 6.3 zu sehen
ist. Hier wurde der maximale absolute Fehler in der Konfigurationsvariablen q mit
einer Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten Lösung in der
Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3) für die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57)
(links) und die BLieDF-Verfahren (3.62) (rechts) dargestellt. Es zeigt sich, dass in die-
ser Variablen stets die Konvergenzordnung p = k zu erkennen ist. Die Nichteinhaltung
der Bedingung (5.23) hat somit keine Auswirkung auf die Konfigurationsvariable q.
Für die Geschwindigkeit v konnte Gleiches beobachtet werden.

Fazit

Die numerischen Tests zeigen, dass die Ordnung p = k auch in der Lie-Gruppen-
Formulierung für differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 in allen Kompo-
nenten erreicht wird, was die Untersuchungen aus Kapitel 5 verifiziert.
Es konnte bestätigt werden, dass eine Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplika-
toren λ vermieden wird, wenn die korrigierten Startwerte aus den Abschnitten 3.3.3
(Munthe-Kaas-BDF-Verfahren) und 3.3.4 (BLieDF-Verfahren) anstelle der analyti-
schen Lösung als Startwerte verwendet werden. Die Ordnungsreduktion hat keinen
unmittelbaren Einfluss auf die Konvergenz der Konfigurations- oder der Geschwin-
digkeitsvariablen.

6.2.2 Vergleich aller untersuchten Verfahren

In diesem Abschnitt sollen alle Verfahren, die in dieser Arbeit vorgestellt wurden, mit-
einander verglichen werden. Dazu werden die Bewegungsgleichungen (3.20) in SO(3)
des schweren Kreisels aus dem Abschnitt 3.2.1 als Beispiel für ein mechanisches
System ohne Zwangsbedingungen (3.17) gelöst. Es werden das Crouch-Grossman-
Verfahren (3.4), das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren (3.7), das Generalized-
α-Verfahren (3.21), die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.23) und die BLieDF-Verfah-
ren (3.31) verwendet.
Außerdem erfolgt ein weiterer Vergleich für das Generalized-α-Verfahren (3.55), die
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Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-Verfahren (3.62) zur Lösung
des Benchmarks schwerer Kreisel mit den Bewegungsgleichungen (3.51) beispielhaft
in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3).
Der Vergleich wird für die unterschiedlichen Konvergenzordnungen separat durch-
geführt. Es wird erwartet, dass für kleine Konvergenzordnungen die Effizienz der
Verfahren ähnlich ist. Mit steigendem p bzw. k unterscheiden sich die Auswertungen
der Exponentialabbildungen und die Anzahl der Additionen bzw. Multiplikationen
innerhalb der Verfahren.
Im Vergleich Crouch-Grossman-Verfahren (3.4) und kommutatorfreies Lie-Gruppen-
Verfahren (3.7) werden in Ersterem mehr Exponentialabbildungen ausgewertet, wo-
hingegen in Zweiterem die

”
fehlenden“ Exponentialabbildungen durch zusätzliche Ad-

ditionen und Multiplikationen kompensiert werden. Somit sollte das kommutatorfreie
Lie-Gruppen-Verfahren effizienter sein. Im Vergleich Munthe-Kaas-BDF-Verfahren
(3.23) und BLieDF-Verfahren (3.31) müssen theoretisch in Ersterem pro Zeitschritt
mehr Matrix-Kommutatoren ausgewertet werden, weshalb die BLieDF-Verfahren effi-
zienter sein sollten. Wie sich das Generalized-α-Verfahren einordnet, zeigen die nach-
folgenden numerischen Tests.

Vergleich für p = 1

Die Verfahren (3.4), (3.7), (3.23) und (3.31) zur Lösung von (3.20) für p = 1 haben
alle die Gestalt

Rn+1 = Rn ◦ exp
(
hΩ̃n+1

)
, (6.2a)

Ωn+1 = Ωn − hJ−1
(
Ω̃n+1JΩn+1 − X̃R⊤

n+1mγ
)
. (6.2b)

Es handelt sich also in jedem Fall um das gleiche Verfahren. Der maximale absolute
Fehler der Konfigurationsvariablen q und der Geschwindigkeit v ist in Abbildung 6.4
in doppelt logarithmischer Skala über die Schrittweite h ∈ [10−5, 10−4] dargestellt.
Dabei ist für beide Variablen die Konvergenz erster Ordnung erkennbar. Da nur ein
Verfahren (6.2) betrachtet wird, ist ein Effizienzvergleich nicht sinnvoll.
Werden die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-Verfahren (3.62)
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Abbildung 6.4: Maximaler absoluter Fehler von q und v für den schweren Kreisel in
SO(3) mit Bewegungsgl. (3.20) und in R3×SO(3) mit Bewegungsgl. (3.51) für p = 1

104



zur Lösung von (3.44) untersucht, so ergibt sich das Verfahren

qn+1 = qn ◦ exp(hṽn+1),

1

h
M(qn+1)(vn+1 − vn) = −g(tn+1, qn+1,vn+1)−B⊤(qn+1)λn+1,

0 = Φ(qn+1).

Auch für dieses Verfahrens ist in Abbildung 6.4 die Konvergenzordnung eins in beiden
Variablen erkennbar.

Vergleich für p = 2

Für p = 2 ist das Crouch-Grossman-Verfahren (3.4) zur Lösung von (3.20) gegeben
durch

Rn+1 = Rn ◦ exp
(
h

2
Ω̃n

)
exp

(
h

2
Ω̃n+1

)
, (6.3a)

Ωn+1 = Ωn −
h

2
J−1
(
Ω̃n+1JΩn+1 − X̃R⊤

n+1mγ
)
− h

2
J−1
(
Ω̃nJΩn − X̃R⊤

nmγ
)
(6.3b)

und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren (3.7) durch

Rn+1 = Rn ◦ exp
(
h

2
Ω̃n +

h

2
Ω̃n+1

)
, (6.4a)

Ωn+1 = Ωn −
h

2
J−1
(
Ω̃n+1JΩn+1 − X̃R⊤

n+1mγ
)
− h

2
J−1
(
Ω̃nJΩn − X̃R⊤

nmγ
)
.

(6.4b)

Der Unterschied besteht somit darin, dass im Crouch-Grossman-Verfahren (6.3) zwei
Exponentialabbildungen und im kommutatorfreien Verfahren (6.4) nur eine Expo-
nentialabbildung verwendet werden, wofür aber im Argument eine Addition mehr
auftaucht.
Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.23) und die BLieDF-Verfahren (3.31) sind für
p = k = 2 zur Lösung von (3.20) identisch gegeben durch
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Abbildung 6.5: Maximaler absoluter Fehler von q und v für den schweren Kreisel
in SO(3), vgl. (3.20) für p = 2, für die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C:
Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei, G: Generalized-α
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Rn+1 = Rn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (6.5a)

3

2
ω

(n)
0 − 1

2
ω

(n−1)
0 = Ωn+1, (6.5b)

3

2
Ωn+1 − 2Ωn +

1

2
Ωn−1 = −hJ−1

(
Ω̃n+1JΩn+1 − X̃R⊤

n+1mγ
)
. (6.5c)

Interessant ist nun, welches der Verfahren (6.3), (6.4) und (6.5) das effizienteste zur
Lösung von (3.20) ist und wie sich das Generalized-α-Verfahren (3.21) einordnet.
Dazu ist zunächst in Abbildung 6.5 der maximale absolute Fehler der Konfigurati-
onsvariablen q und der Geschwindigkeit v über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3] in
doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die Verfahren (6.3)
und (6.4) in beiden Variablen die genauesten Ergebnisse liefern. Das Generalized-
α-Verfahren (3.21) ist minimal ungenauer. Das Verfahren (6.5) (also MKBDF- und
BLieDF-Verfahren) hat die größte Fehlerkonstante.
Trotzdem ist es möglich, dass (6.5) effizienter als die anderen Verfahren rechnet. Da-
her ist im linken Teil der Abbildung 6.6 der maximale absolute Fehler von q über
die Rechenzeit dargestellt, die die Verfahren für alle Zeitschritte benötigen, vgl. Be-
merkung 27. Dabei zeigt sich, dass das Generalized-α-Verfahren am effizientesten ist.
Die anderen drei Verfahren (6.3), (6.4) und (6.5) liegen in Hinblick auf die Effizienz
nah beieinander. Ein leichter Nachteil für das Verfahren (6.5) ist jedoch aufgrund
der größeren Fehlerkonstanten erkennbar. Dies liegt daran, dass für k = 2 auch im
Crouch-Grossman-Verfahren (6.3) lediglich zwei Exponentialabbildungen pro Zeit-
schritt ausgewertet werden müssen, was rechentechnisch vertretbar ist; dazu kommt
die sehr gute Genauigkeit des Verfahrens. Für wachsendes p oder andere Testproble-
me, bei denen die Auswertung der Exponentialabbildung aufwendiger ist, könnte sich
dies jedoch ändern.
Zur Lösung von (3.44) ergeben sich die MKBDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-
Verfahren (3.62) zu
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Abbildung 6.6: Zeit für alle Zeitschritte für den schweren Kreisel in SO(3) mit den
Bewegungsgl. (3.20) (links) in R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) (rechts) für
p = 2 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K:
kommutatorfrei, G: Generalized-α
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Abbildung 6.7: Maximaler absoluter Fehler von q und λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) für p = 2 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF, G: Generalized-α

qn+1 = qn ◦ exp
(
ω̃

(n)
0

)
, (6.6a)

3

2
ω

(n)
0 − 1

2
ω

(n−1)
0 = vn+1, (6.6b)

1

h
M(qn+1)

(
3

2
vn+1 − 2vn +

1

2
vn−1

)
= −g(tn+1, qn+1,vn+1)−B⊤(qn+1)λn+1,

(6.6c)

0 = Φ(qn+1). (6.6d)

In Abbildung 6.7 ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariable q und
der Lagrange-Multiplikatoren λ über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3] in doppelt
logarithmischer Skala dargestellt für die Lösung von (3.44). Dabei ist zu erkennen,
dass das Verfahren (6.6) und das Generalized-α-Verfahren (3.55) zur Lösung von
(3.44) in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3) in beiden Variablen mit zweiter
Ordnung konvergieren. In der Konfigurationsvariable q liefert das Verfahren (6.6)
genauere Ergebnisse als das Generalized-α-Verfahren (3.55). Werden die Lagrange-
Multiplikatoren λ untersucht, ist jedoch das Generalized-α-Verfahren (3.55) genauer.
Der Vergleich im rechten Teil der Abbildung 6.6 zeigt zudem, dass das Verfahren
(6.6) bei der Lösung von (3.44) effizienter ist. Hier ist der maximale absolute Fehler
von q über die Zeit dargestellt, die die Verfahren für alle Zeitschritte benötigen, vgl.
Bemerkung 27.

Vergleich für p = 3

Von nun an werden die Verfahren (3.4), (3.7), (3.23) und (3.31) zur Lösung von (3.20)
nicht mehr für das jeweilige p explizit angegeben, da sie mit größer werdendem p auch
immer umfangreicher werden.
Zunächst wird überprüft, ob alle betrachteten Verfahren die gewünschte Konvergenz-
ordnung aufweisen. Dazu ist in Abbildung 6.8 der maximale absolute Fehler der Konfi-
gurationsvariablen q und der Geschwindigkeit v über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3]
in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich erneut, dass das Crouch-
Grossman-Verfahren (3.4) und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren (3.7) die
genauesten Ergebnisse liefern. Die beiden BDF-Verfahren sind ungenauer.
Beim Effizienztest im linken Teil der Abbildung 6.9 sind die Ergebnisse der BLieDF-
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Abbildung 6.8: Maximaler absoluter Fehler von q und v für den schweren Kreisel in
SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.20) für p = 3 und die Verfahren M: Munthe-Kaas,
B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei

Verfahren (3.31), des Crouch-Grossman-Verfahrens (3.4) und des kommutatorfreien
Lie-Gruppen-Verfahrens (3.7) sehr eng beieinander. Aufgrund von Schwankungen bei
der Zeitmessung ist es schwierig einzuschätzen, welches dieser drei Verfahren am effi-
zientesten eine Lösung bestimmt. Die BLieDF-Verfahren konnten somit trotz deutlich
schlechterer Genauigkeit durch einen guten Rechenaufwand aufholen. Die MKBDF-
Verfahren (3.57) sind in Hinblick auf die Effizienz etwas abgeschlagen, was vermutlich
an der häufigen Auswertung der Matrix-Kommutatoren in jedem Zeitschritt liegt.
Für die Lösung des beschränkten Mehrkörpersystems (3.44) ist in Abbildung 6.10 der
maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariable q und der Lagrange-Multiplika-
toren λ über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3] in doppelt logarithmischer Skala darge-
stellt. Beide Verfahren konvergieren in beiden Variablen mit der Ordnung drei. In je-
dem Fall sind die MKBDF-Verfahren (3.57) genauer als die BLieDF-Verfahren (3.62).
Mit dem rechten Teil der Abbildung 6.9 wird die Effizienz überprüft. In den MKBDF-
Verfahren (3.57) werden pro Zeitschritt mehr Matrix-Kommutatoren ausgewertet als
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Abbildung 6.9: Zeit für alle Zeitschritte für den schweren Kreisel in SO(3) mit den
Bewegungsgl. (3.20) (links) und in R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) (rechts)
für p = 3 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K:
kommutatorfrei
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Abbildung 6.10: Maximaler absoluter Fehler von q und λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) für p = 3 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

bei den BLieDF-Verfahren (3.62), trotzdem ist in Hinblick auf die Effizienz kein großer
Unterschied bemerkbar, weil die MKBDF-Verfahren (3.57) genauere Ergebnisse lie-
fern, vgl. Abbildung 6.10.

Vergleich für p = 4

Zunächst wird überprüft, ob alle betrachteten Verfahren die gewünschte Konvergen-
zordnung vier aufweisen. Dazu ist in Abbildung 6.11 der maximale absolute Feh-
ler der Konfigurationsvariable q und der Geschwindigkeit v über die Schrittweite
h ∈ [10−4, 10−3] in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Es zeigt sich, dass das
Crouch-Grossman-Verfahren (3.4) und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren
(3.7) die höchste Genauigkeit erreichen. Die beiden BDF-Verfahren (3.57) und (3.62)
sind ungenauer.
Beim Effizienztest in Abbildung 6.12 liegen die BLieDF-Verfahren (3.31) ganz vor-
ne gefolgt vom kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren (3.7) und dem Crouch-
Grossman-Verfahren (3.4). Die MKBDF-Verfahren (3.57) schneiden schlechter ab.
Trotz der schlechteren Genauigkeit konnten die BLieDF-Verfahren (3.31) in Hinblick
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Abbildung 6.11: Maximaler absoluter Fehler von q und v für den schweren Kreisel in
SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.20) für p = 4 und die Verfahren M: Munthe-Kaas,
B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei
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Abbildung 6.12: Zeit für alle Zeitschritte für den schweren Kreisel in SO(3) mit Be-
wegungsgleichungen (3.20) (links) und in R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)
(rechts) für p = 4 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-
Grossman, K: kommutatorfrei

auf die Effizienz Vorteile aufzeigen.
Nun soll die Lösung von (3.44) durch die MKBDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-
Verfahren (3.62) untersucht werden. In Abbildung 6.13 ist der maximale absolute Feh-
ler der Konfigurationsvariable q und der Lagrange-Multiplikatoren λ über die Schritt-
weite h ∈ [10−4, 10−3] in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei können in
R3×SO(3) für die MKBDF-Verfahren (3.57) genauere Ergebnisse als in den BLieDF-
Verfahren (3.62) erhalten werden.
Zur Überprüfung der Effizienz wurde im rechten Teil der Abbildung 6.12 der maxi-
male absolute Fehler in q über die benötigte Zeit für alle Zeitschritte dargestellt. Es
zeigt sich, dass aufgrund der geringeren Anzahl an Matrix-Kommutatorauswertungen
die BLieDF-Verfahren effizienter eine Lösung bestimmen.
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Abbildung 6.13: Maximaler absoluter Fehler von q und λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) für p = 4 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF
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Abbildung 6.14: Maximaler absoluter Fehler von q und λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) für p = 5 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

Vergleich für p = 5

Für p > 4 wurden in dieser Arbeit keine Parameter für das Crouch-Grossman-
Verfahren (3.4) und dem kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren (3.7) angegeben.
Der Vergleich beschränkt sich daher im Folgenden auf die Munthe-Kaas-BDF-Ver-
fahren (3.57) und die BLieDF-Verfahren (3.62). In Abbildung 6.14 ist der maximale
absolute Fehler der Konfigurationsvariablen q und der Lagrange-Multiplikatoren λ
über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3] in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)
zur Lösung von (3.51) in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei schneidet
erneut das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) besser ab. Beide Verfahren besitzen
die gewünschte Konvergenzordnung p = k = 5.
Wird die Effizienz der Verfahren in Abbildung 6.15 in den Lie-Gruppen-Formulierun-
gen SO(3) und R3×SO(3) verglichen, so ist das BLieDF-Verfahren (3.31) überlegen.
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Abbildung 6.15: Zeit für alle Zeitschritte für den schweren Kreisel in SO(3) mit
Bewegungsgl. (3.20) (links) und in R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) (rechts)
für p = 5 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF
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Abbildung 6.16: Maximaler absoluter Fehler von q und λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) für p = 6 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

Vergleich für p = 6

In Abbildung 6.16 ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariablen q
und der Lagrange-Multiplikatoren λ über die Schrittweite h ∈ [10−4, 10−3] in der Lie-
Gruppen-Formulierung R3×SO(3) in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dazu
wurde eine Lösung von (3.51) mit den MKBDF-Verfahren (3.57) und den BLieDF-
Verfahren (3.62) bestimmt. Die gewünschte Konvergenzordnung p = k = 6 ist in
beiden Variablen und Verfahren zu erkennen, jedoch rechnen die Munthe-Kaas-BDF-
Verfahren genauer.
Wird die Effizienz der Verfahren für die Lie-Gruppen-Formulierungen SO(3) und
R3×SO(3) in Abbildung 6.17 verglichen, so schneiden erneut die BLieDF-Verfahren
(3.62) besser ab.
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Abbildung 6.17: Zeit für alle Zeitschritte für den schweren Kreisel in SO(3) mit
Bewegungsgl. (3.20) (links) und in R3 × SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) (rechts)
für p = 6 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF

112



Fazit

Im Aufwand-Nutzen-Vergleich der MKBDF-Verfahren (3.57) und BLieDF-Verfahren
(3.62) waren für die untersuchten Testprobleme des schweren Kreisels mit und ohne
Zwangsbedingungen die BLieDF-Verfahren überlegen. Beide Verfahren stimmen je-
doch für 1 ≤ k = p ≤ 2 überein.
Ab einer Konvergenzordnung drei war zu erkennen, dass das kommutatorfreie-Lie-
Gruppen-Verfahren (10) effizienter eine Lösung bestimmt als das Crouch-Grossman-
Verfahren (3.4). Für k = 1 stimmen beide Verfahren überein und für k = 2 waren die
Verfahren etwa gleich gut, da auch im Crouch-Grossman-Verfahren lediglich zwei Ex-
ponentialabbildungen pro Zeitschritt ausgewertet werden mussten. Der direkte Ver-
gleich aller vier genannten Verfahren zeigt, dass mit wachsender Konvergenzordnung
die BLieDF-Verfahren und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren am effizien-
testen die Lösung bestimmten. Jedoch zeigte sich, dass für p = 2 das Generalized-α-
Verfahren (2.18) sehr effizient rechnete.
Trotz der guten Effizienz der BLieDF-Verfahren im Allgemeinen war die Genauigkeit
bei gleicher Schrittweite h dieses Verfahrens immer schlechter als die des kommutator-
freien Lie-Gruppen-Verfahrens und des Crouch-Grossman-Verfahrens. Die Munthe-
Kaas-BDF-Verfahren lagen in Hinblick auf die Genauigkeit für das Problem mit
Zwangsbedingungen vor den BLieDF-Verfahren.

6.2.3 Notwendigkeit des Korrekturterms

In Abschnitt 5.1.1 wurde gezeigt, dass der lokale Abbruchfehler lωn der BLieDF-

Verfahren nur von Ordnung O(h2) ist, wenn der Korrekturterm L
(k)
h,n ≡ 0 ist. Dies

soll durch numerische Tests in diesem Abschnitt verifiziert werden. Dazu werden alle
Verfahrensparameter a

(k)
i,j und b

(k)
i,j für k = 3, 4, 5, 6 auf null gesetzt. Numerisch sollte

in jedem Fall eine zweite Ordnung zu beobachten sein.
In Abbildung 6.18 ist der absolute Fehler in q zum Endzeitpunkt tend = 1 über die
Schrittweite in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3) aufgetragen. Wie zu er-
warten war, ist für 3 ≤ k ≤ 6 nur eine zweite Ordnung zu beobachten und somit
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Abbildung 6.18: Absoluter Fehler von q in tend berechnet mit den BLieDF-Verfahren
mit Korrekturterm L

(k)
h,n ≡ 0 zur Lösung von (3.62)

113



eine Ordnungsreduktion vorhanden. Dies entspricht den Untersuchungen aus Ab-
schnitt 3.2.3.

6.2.4 Wahl der freien Parameter in den BLieDF-Verfahren

Die Definition des Korrekturterms L
(k)
h,n (3.34) bei den BLieDF- Verfahren (3.62)

enthält freie Parameter a
(k)
i,j und b

(k)
i,j . Für k = 3 und k = 4 ist mit (3.40) eine offen-

sichtliche Wahl für solche Parameter durch die Verwendung einer Differenzenappro-
ximation getroffen wurden. Diese können in jedem Fall verwendet werden, wenn für
ein gegebenes Testproblem keine Daten für Parameterkombinationen vorhanden sind.
In diesem Abschnitt sollen jedoch auch andere Parameterkombinationen untersucht
werden, die für das spezielle Benchmark schwerer Kreisel zu genaueren Ergebnissen
führen.
Numerische Testrechnungen für das Benchmark schwerer Kreisel in R3 × SO(3) zei-

gen, dass betragsmäßig große Parameter in L
(k)
h,n zur numerischen Instabilität der

BLieDF-Verfahren (3.62) mit k ≥ 3 führen können. Deshalb werden alle nachfolgen-

den Rechnungen auf Verfahrensparameter a
(k)
i,j , b

(k)
i,j ∈ (−10, 10) für (i, j = 0, ..., k)

beschränkt.
Für die BLieDF-Verfahren (3.62) sind dazu zunächst für j = 1, 2 Parameter a

(k)
i,j ,

(i = 0, ..., k), b
(k)
i,j , (i = 1, ..., k), zu bestimmen, die die Konsistenzbedingungen (3.41)

erfüllen müssen. Dabei gibt es zwei Gruppen von Korrekturtermen. Ein expliziter
Korrekturterm ist durch Parameter definiert, die zusätzlich zu den Konsistenzbedin-
gungen (3.41) auch a

(k)
0,j = b

(k)
1,j = 0 für j = 1, 2 und k = 3, 4 erfüllen. Gegenüber

den im allgemeinen implizit gegebenen Korrekturtermen haben explizite Korrektur-
terme praktisch den Vorteil, dass der Korrekturterm im Newton-Verfahren nicht in
jedem Iterationsschritt erneut ausgewertet werden muss, vgl. Abschnitt 3.3.4. Dies
kann aufgrund der nichtlinearen Struktur des Korrekturterms zu einer enormen Re-
chenzeiteinsparung führen. Daher soll die Effizienz der BLieDF-Verfahren (3.62) für
k = 3, 4 mit explizitem und implizitem Korrekturterm untersucht werden. Insgesamt
werden drei verschiedene Varianten von Parameterkombinationen verglichen.

Verfahren mit k = 3

Zunächst wird aus einer Stichprobe von je 100 zufällig bestimmten konsistenten Pa-
rametersätzen mit a

(3)
i,j ∈ (−10, 10), (i = 0, 1, 2, 3), b

(3)
i,j ∈ (−10, 10), (i = 1, 2, 3), für

j = 1, 2 derjenige Parametersatz ausgewählt, für den in einem numerischen Test der
absolute Fehler im Endpunkt tend = 1 von q mit der Schrittweite h = 1 · 10−3 für
das Benchmark schwerer Kreisel in der Formulierungen R3 × SO(3) minimal wird.
Das bedeutet natürlich nicht, dass nicht noch genauere Ergebnisse mit anderen Pa-
rameterkombinationen erzielt werden könnten. Diese Verfahrensparameter sind im
expliziten Korrekturterm-Fall gegeben durch

a
(3)
1,1 = −1.37872190956776, a

(3)
2,1 = −2.95414965850481, (6.7a)

a
(3)
3,1 = −4.46630667652555, a

(3)
1,2 = 6.43118898334207, (6.7b)

a
(3)
2,2 = −0.251965339229852, a

(3)
3,2 = 6.04133559544059, (6.7c)

b
(3)
2,1 = 4.86465799288703, b

(3)
3,1 = 4.01785358504442, (6.7d)

b
(3)
2,2 = −5.50013300767788, b

(3)
3,2 = −6.72042623187493. (6.7e)
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Abbildung 6.19: Absoluter Fehler von q in tend berechnet mit den BLieDF-Verfahren
mit k = 3 für unterschiedliche Verfahrensparametersätze im Korrekturterm L

(3)
h,n zur

Lösung von (3.62) in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)

Wird ein impliziter Korrekturterm zugelassen, so war der Fehler minimal bei Verfah-
rensparametern

a
(3)
0,1 = 5.24281797269331, a

(3)
1,1 = 2.80233526987551, (6.8a)

a
(3)
2,1 = −3.85724425749725, a

(3)
3,1 = 3.30539890486575, (6.8b)

a
(3)
0,2 = 0.501916816184551, a

(3)
1,2 = −3.37875139908466, (6.8c)

a
(3)
2,2 = −1.13188143412463, a

(3)
3,2 = 6.44554348846025, (6.8d)

b
(3)
1,1 = −3.61957377496834, b

(3)
2,1 = 0.108068150385785, (6.8e)

b
(3)
3,1 = −3.89846893202143, b

(3)
1,2 = 3.14090074432045, (6.8f)

b
(3)
2,2 = 2.32024603081716, b

(3)
3,2 = −7.89797424657311. (6.8g)

Ein weiterer Verfahrensparametersatz wurde durch die Wahl mit Parametern aus
(3.40a) definiert, die durch die Verwendung eines Differenzenquotienten bestimmt
wurden.
Der direkte Vergleich der drei Parametervarianten (3.40a), (6.7) und (6.8) ist in Ab-
bildung 6.19 dargestellt. Wie die Konvergenzanalyse in Kapitel 5 bewiesen hat, kon-
vergieren die BLieDF-Verfahren für k = 3 für alle Verfahrensparametersätze mit
dritter Ordnung. Die Parameter aus (3.40a) schneiden am schlechtesten ab. Die ge-
nausten Ergebnisse liefert das Verfahren mit einem impliziten Korrekturterm (Para-
meter (6.8)). Da in diesem Fall die Newton-Iteration jedoch am aufwendigsten ist,
vgl. Abschnitt 3.3.4, wird in Abbildung 6.20 die Genauigkeit über die Rechenzeit,
die für einen Zeitschritt benötigt wird, für die beiden Lie-Gruppen-Formulierungen
R3 × SO(3) und SE(3) abgetragen. Dabei kann festgestellt werden, dass die Berech-
nung mit explizitem Korrekturterm (Parameter (6.7) und (3.40b)) stets effizienter
ist.

Verfahren mit k = 4

Für k = 4 wird analog zu k = 3 vorgegangen.
Zunächst wird aus einer Stichprobe von je 100 zufällig bestimmten konsistenten Pa-
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Abbildung 6.20: Absoluter Fehler von q in tend berechnet mit den BLieDF-Verfahren
in den Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) für k = 3 und unter-

schiedliche Verfahrensparametersätze im Korrekturterm L
(3)
h,n

rametersätzen mit a
(4)
i,j ∈ (−10, 10), (i = 0, ..., 4), b

(4)
i,j ∈ (−10, 10), (i = 1, ..., 4),

für j = 1, 2 derjenige Parametersatz ausgewählt, für den in einem numerischen Test
der absolute Fehler im Endpunkt tend = 1 von q mit der Schrittweite h = 1 · 10−3

für das Benchmark schwerer Kreisel in der Formulierung R3 × SO(3) minimal wird.
Das bedeutet natürlich nicht, dass nicht noch genauere Ergebnisse mit anderen Pa-
rameterkombinationen erzielt werden könnten. Diese Verfahrensparameter sind im
expliziten Korrekturterm-Fall gegeben durch

a
(4)
1,1 = −1.67876614106032, a

(4)
2,1 = 3.07122613520328, (6.9a)

a
(4)
3,1 = −2.50907130087646, a

(4)
1,2 = 6.9760443494959, (6.9b)

a
(4)
2,2 = −8.18750698866965, a

(4)
3,2 = 2.21000229945281, (6.9c)
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Abbildung 6.21: Absoluter Fehler von q in tend berechnet mit den BLieDF-Verfahren
mit k = 4 für unterschiedliche Verfahrensparametersätze im Korrekturterm L

(4)
h,n zur

Lösung von (3.62) in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)
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Abbildung 6.22: Absoluter Fehler von q in tend berechnet mit den BLieDF-Verfahren
in den Lie-Gruppen-Formulierungen R3×SO(3) (links) und SE(3) (rechts) für k = 4

und unterschiedliche Verfahrensparametersätze im Korrekturterm L
(4)
h,n

b
(4)
2,1 = −3.36166983338703, b

(4)
3,1 = 9.60778111160441, (6.9d)

b
(4)
2,2 = −6.35906537451745, b

(4)
3,2 = 6.95500937843368. (6.9e)

Wird ein impliziter Korrekturterm zugelassen, so war der Fehler minimal bei Verfah-
rensparametern

a
(4)
0,1 = 5.5259797909541, a

(4)
1,1 = −5.74722666327503, (6.10a)

a
(4)
2,1 = 4.27407568275581, a

(4)
3,1 = 2.67226789875473, (6.10b)

a
(4)
0,2 = 5.9482882956157, a

(4)
1,2 = −8.19039669944764, (6.10c)

a
(4)
2,2 = 3.70086989589663, a

(4)
3,2 = −2.16080421168301, (6.10d)

b
(4)
1,1 = −2.62867609640801, b

(4)
2,1 = −3.31210875450453, (6.10e)

b
(4)
3,1 = 0.389431322962876, b

(4)
1,2 = −3.00106876837373, (6.10f)

b
(4)
2,2 = −0.584753934011666, b

(4)
3,2 = 6.70981550891437. (6.10g)

Ein weiterer Verfahrensparametersatz wurde durch die Wahl mit Parametern aus
(3.40b) definiert, die durch die Verwendung eines Differenzenquotienten bestimmt
wurden.
Der direkte Vergleich der drei Parametervarianten (3.40b), (6.9) und (6.10) ist in Ab-
bildung 6.21 dargestellt. Wie die Konvergenzanalyse in Kapitel 5 bewiesen hat, kon-
vergieren die BLieDF-Verfahren für k = 4 für alle Verfahrensparametersätze mit vier-
ter Ordnung. Dabei schneiden die Parameter aus (3.40b) am schlechtesten ab. Die an-
deren beiden Parametersätze liefern ähnliche Ergebnisse. Im Fall des impliziten Kor-
rekturterms ist die Newton-Iteration jedoch am aufwendigsten, vgl. Abschnitt 3.3.4.
Daher wird in Abbildung 6.22 die Genauigkeit über die Zeit, die für einen Zeitschritt
benötigt wird, für die beiden Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3)
abgetragen. Dabei kann festgestellt werden, dass die Berechnung mit explizitem Kor-
rekturterm (Parameter (6.9)) effizienter ist. Jedoch liegen alle Parametervarianten
für k = 4 näher beieinander.
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Fazit

Die Untersuchungen dieses Absatzes zeigten, dass für das Testproblem schwerer Krei-
sel mit anderen Parametervarianten als die in (3.40) definierten noch genauere Ergeb-
nisse erzielt werden können. Sind für ein gegebenes Testproblem jedoch keine Daten
zu optimalen Parametern vorhanden, so können die Parameter (3.40) verwendet wer-
den.
Zudem zeigt sich, dass für unser Benchmarkproblem ein expliziter Korrekturterm L

(k)
h,n

dem impliziten aus Effizienzgründen vorzuziehen ist. Aufgrund des Mehraufwandes in
der Newton-Iteration bei einem impliziten Korrekturterm, kann davon ausgegangen
werden, dass dies auch für andere Testprobleme der Fall ist.

6.3 Variable Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen numerische Tests für das Generalized-α-Verfahren (4.11)
und die BLieDF-Verfahren (5.35) für variable Schrittweiten durchgeführt werden.
Dabei wird zunächst überprüft, was bei einmaliger Änderung der Schrittweite pas-
siert. Der Fokus hierbei liegt darauf zu bestätigen, dass nach dieser Änderung der
Schrittweite keine Ordnungsreduktion zu beobachten ist. Damit kann bestätigt wer-
den, dass die Modifikation der Verfahren auf variable Schrittweiten korrekt ausgeführt
wurde. Im Anschluss wird die Schrittweite in jedem Zeitschritt verändert, wobei die
Schrittweitenverhältnisse σn nah bei 1 gewählt werden. Dieser Test soll damit die
Konvergenzbeweise aus Kapitel 4 und Abschnitt 5.2 verifizieren. Laut den Konver-
genzbeweisen sind für eine häufige Änderung der Schrittweite geringe Schrittweiten-
änderungen möglich, was praktisch nicht die Nutzung von variablen Schrittweiten
rechtfertigt. Schnelle und große Änderungen sind praktisch sinnvoll, um besser auf
signifikante Variationen in der Lösung reagieren zu können. Daher sollen schließlich
auch andere Schrittweitenverhältnisse in den Verfahren verwendet werden, jedoch
wird die Schrittweite für eine gewisse Anzahl an Zeitschritten nicht erneut verändert.
Die Tests für das Generalized-α-Verfahren (4.11) erfolgen in Abschnitt 6.3.1 und jene
für die BLieDF-Verfahren (5.35) in Abschnitt 6.3.2.

6.3.1 Generalized-α-Verfahren

Das Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable Schrittweiten wurde bereits in [52]
eingeführt. Dort wurden auch einige numerische Tests für den schweren Kreisel in
den Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) durchgeführt. Unter an-
derem wurde der schwere Kreisel gelöst, wobei etwa in der Mitte des untersuchten
Zeitintervalls die Schrittweite einmal verändert wurde. Dabei fiel auf, dass mit den
beschriebenen Modifikationen aus den Bemerkungen 12 und 13 in allen Variablen
eine Konvergenzordnung von zwei zu beobachten ist. Ohne die Modifikationen kam
es in den Lagrange-Multiplikatoren λ in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)
zu einer Ordnungsreduktion. Da diese Testergebnisse bereits vorliegen, soll der Test
an dieser Stelle nicht wiederholt werden, auch wenn in [52] nur die Näherung 1 aus
(4.9) verwendet wurde.
Im nachfolgenden Abschnitt wird daher untersucht, was bei häufiger Schrittwei-
tenänderung mit Schrittweitenverhältnissen aus Tabelle 4.1 passiert. Im Anschluss
werden auch andere Schrittweitenverhältnisse zugelassen, jedoch soll dann die Schritt-
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Abbildung 6.23: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und v (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable
Schrittweiten unter Verwendung der Näherung 1 aus (4.9) und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt für unterschiedliche ρ∞

weite über mehrere Zeitschritte konstant bleiben.

Änderung der Schrittweite in jedem Zeitschritt

In Satz 3 wurde gezeigt, dass für gewisse Schrittweitenverhältnisse σn = hn/hn−1 die
Nullstabilität des Generalized-α-Verfahrens (4.11) mit Modifikationen aus den Be-
merkungen 12 und 13 für die Näherungen 1-4 aus (4.9) garantiert werden kann. Da-
her sollte unter Verwendung dieser Schrittweitenverhältnisse die Konvergenz zweiter
Ordnung beobachtbar und keine Stabilitätsprobleme erkennbar sein. Dieser Aspekt
wird in diesem Abschnitt untersucht.
Dazu wurden für jeden Spektralradius ρ∞ = 0.1, 0.2, ..., 0.9 und jede Näherung 1-4 aus
(4.9) jeweils Schrittweitenfolgen wie in Bemerkung 28 bestimmt und mit diesen das
Benchmarkproblem schwerer Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)
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Abbildung 6.24: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und v (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable
Schrittweiten unter Verwendung der Näherung 2 aus (4.9) und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt für unterschiedliche ρ∞
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Abbildung 6.25: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und v (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable
Schrittweiten unter Verwendung der Näherung 3 aus (4.9) und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt für unterschiedliche ρ∞

gelöst. In Abbildung 6.23 ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvaria-
blen q und der Geschwindigkeit v über dem Durchschnitt der verwendeten Schrittwei-
ten in doppelt logarithmischer Skala unter Verwendung der Näherung 1 dargestellt.
In den Abbildungen 6.24, 6.25 und 6.26 ist Gleiches für die Näherungen 2-4 aufge-
tragen. Dabei zeigt sich, dass in jedem Fall in den beiden Variablen q und v die
Konvergenzordnung zwei ablesbar ist. Dies bestätigt die theoretischen Untersuchun-
gen der Konvergenzanalyse aus Kapitel 4. Außerdem fällt auf, dass mit wachsendem
ρ∞ die berechnete Lösung genauer wird. Jedoch konnten bei größerem ρ∞ nur ge-
ringere Schrittweitenänderungen vorgenommen werden (vgl. Satz 3), daher ist die
Verwendung von z.B. ρ∞ = 0.9 trotz der besseren Genauigkeit nicht zwangsläufig zu
empfehlen, wenn variable Schrittweiten gewünscht sind. Würde derselbe numerische
Test mit der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) ausgeführt werden, so würden ver-
gleichbare Ergebnisse folgen.
Nachdem nun gezeigt wurde, dass die Konvergenzordnung für alle untersuchten Näh-
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Abbildung 6.26: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und v (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable
Schrittweiten unter Verwendung der Näherung 4 aus (4.9) und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt für unterschiedliche ρ∞
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Abbildung 6.27: Maximaler absoluter Fehler von q für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable Schrittweiten und
Schrittweitenwechsel in jedem Zeitschritt für unterschiedliche Näherungen aus (4.9)
und ρ∞

erungen auch numerisch erhalten wird, ist ein Vergleich dieser Näherungen 1-4 aus
(4.9) interessant. Hierbei ist zu beachten, dass je nach Näherung unterschiedliche
Schrittweitenänderungen möglich sind. Um daher einen gerechteren Vergleich zu er-
halten, werden Schrittweitenfolgen verwendet, die laut Satz 3 für alle Näherungen
möglich sind. Für σmin wird somit immer der größte Wert einer Zeile aus Tabelle
4.1 gewählt und für σmax der kleinste. Außerdem wird der Test nur für ρ∞ = 0.1
und ρ∞ = 0.4 ausgeführt. In Abbildung 6.27 ist dazu die Zeit, die für alle Zeit-
schritte benötigt wird (vgl. Bemerkung 27), über den maximalen absoluten Fehler
in q in doppelt logarithmischer Skala für die Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3)
aufgezeichnet. Dabei zeigt sich, dass die Näherung 1 aus (4.9) für beide Spektralra-
dien im Unendlichen ρ∞ am effizientesten zu Ergebnissen führt. Dies hängt damit
zusammen, dass in Näherung 1 die Anpassungen nur die Beschleunigungen v̇n und
an aus bereits berechneten Zeitschritten verwenden. In den restlichen Näherungen
2-4 aus (4.9) werden auch v̇n+1 bzw. an+1 verwendet, welche im Newton-Raphson-
Verfahren (vgl. (3.60)) beachtet und in jedem Iterationsschritt ausgewertet werden
müssen. Dies führt zu den großen Rechenzeitunterschieden in Abbildung 6.27. Für
ρ∞ = 0.4 liegen die Näherungen 2-4 sehr nah beieinander. Wird der Spektralradi-
us ρ∞ = 0.1 verwendet ist Näherung 2 am effizientesten und Näherung 4 berechnet
am langsamsten die Lösungen. Für die Rechnungen ist stets abzuwägen, ob größere
Schrittweitenänderungen nötig sind (wie in den Näherungen 2 und 3) oder eine effi-
zientere Rechnung von Bedeutung ist (wie bei Näherung 1).

Änderung der Schrittweite nach einer gewissen Anzahl an Zeitschritten

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass das Generalized-α-Verfahren (4.11) für
variable Schrittweiten mit Schrittweitenverhältnissen aus Tabelle 4.1 von zweiter Ord-
nung konvergiert. Die möglichen Schrittweitenverhältnisse aus diesem Abschnitt las-
sen jedoch nur sehr kleine Schrittweitenänderungen zu. Diese Schranken sind jedoch
nur hinreichend. In praktischen Implementierungen wären zudem schnellere Schritt-
weitenänderungen von Vorteil. Daher soll in diesem Abschnitt überprüft werden,
ob beispielhaft auch Schrittweitenverhältnisse aus den Intervallen σn ∈ [0.5, 2] oder
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Abbildung 6.28: Maximaler absoluter Fehler von λ für den schweren Kreisel in
R3 ×SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable Schrittweiten unter
Verwendung von Näherung 1 aus (4.9) und unterschiedlichen ρ∞ mit σn ∈ [0.5, 2] und
Schrittweitenwechsel nach Nkonst = 10 (links) und Nkonst = 30 (rechts)

σn ∈ [0.2, 5] verwendet werden könnten, solange die geänderte Schrittweite dann eini-
ge Zeitschritte konstant bleibt, bevor sie erneut verändert wird.Dazu werden Schritt-
weitenfolgen berechnet, bei der sich die Schrittweite erst nach einer festen Anzahl
Nkonst von Zeitschritten erneut ändert, wobei die Schrittweitenverhältnisse zufällig
aus den entsprechenden Intervallen ausgewählt werden. Mit diesen Schrittweitenfol-
gen wird der schwere Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 × SO(3) gelöst.
Da der Fehler bei gleicher Schrittweitenfolge für die vier Näherungen aus (4.9) sehr
nah beieinander ist, wird nur Näherung 1 verwendet. Da dort nur kleine Schrittwei-
tenänderungen möglich sind, sollten auch die anderen Näherungen keine Probleme
zeigen, wenn die Rechnung für Näherung 1 funktioniert. Außerdem werden die Spek-
tralradien im Unendlichen ρ∞ = 0.1, 0.4, 0.8 verwendet.
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Abbildung 6.29: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und λ (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) mit dem Generalized-α-Verfahren (4.11) für variable
Schrittweiten unter Verwendung von Näherung 1 aus (4.9) und unterschiedlichen ρ∞
mit σn ∈ [0.2, 5] und Schrittweitenwechsel nach Nkonst = 50 Schritten
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In Abbildung 6.28 ist der maximale absolute Fehler von λ über den Durchschnitt
der verwendeten Schrittweiten hn in doppelt logarithmischer Skala aufgezeichnet für
Nkonst = 10 (links) und Nkonst = 30 (rechts) für σn ∈ [0.5, 2]. Für ρ∞ = 0.8 und
Nkonst = 10 ist keine Gerade in der Abbildung zu erkennen. Das liegt daran, dass in
diesem Fall Stabilitätsprobleme auftraten und dadurch der Fehler viel größer ist als
der hier angegebene Bereich. Mit wachsendem Nkonst kann jedoch auch für ρ∞ = 0.8
eine Lösung erhalten werden, die mit zweiter Ordnung in λ konvergiert. In Abbil-
dung 6.29 wurden σn ∈ [0.2, 5] und Nkonst = 50 gewählt und der maximale absolute
Fehler in q und λ über den Durchschnitt der Schrittweiten hn in doppelt logarith-
mischer Skala aufgezeichnet. Auch hier ist in allen Fällen die Konvergenz zweiter
Ordnung ablesbar.
Dies zeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen also auch Schrittweitenverhältnisse
außerhalb der in Satz 3 gegebenen Intervalle verwendet werden können.

Fazit

In diesem Abschnitt konnte das Resultat aus Satz 5 für das Generalized-α-Verfahren
mit variablen Schrittweiten (4.11) verifiziert werden. Es konnte zudem gezeigt wer-
den, dass über das hinreichende Kriterium für die Schrittweitenverhältnisse aus Satz 3
hinausgegangen werden kann, im Speziellen wenn geeignete Einschränkungen an die
Änderungen der Schrittweiten gewählt werden. In den obigen numerischen Tests war
die Einschränkung dadurch gegeben, dass nach einer Änderung der Schrittweite die-
se eine gewisse Anzahl von Zeitschritten konstant gehalten wird. Die Testergebnisse
zeigen somit, dass das Generalized-α-Verfahren (4.11) praktisch mit variablen Schritt-
weiten verwendet werden kann.

6.3.2 BLieDF-Verfahren

Die BLieDF-Verfahren (5.35) für variable Schrittweiten sollen nun numerisch getestet
werden. Dazu wird im nachfolgenden Abschnitt die Schrittweite zunächst im gesam-
ten Zeitintervall nur einmal verändert. Dabei soll die Notwendigkeit der Modifikati-
on aus Bemerkung 23 gezeigt werden. Im Anschluss wird wie beim Generalized-α-
Verfahren (4.11) untersucht, was bei häufiger Schrittweitenänderung mit Schrittwei-
tenverhältnissen σn nah an 1 passiert. Schließlich werden auch andere Schrittweiten-
verhältnisse zugelassen, jedoch soll dabei die Schrittweite über mehrere Zeitschritte
konstant bleiben.

Einmalige Änderung der Schrittweite

In diesem Abschnitt sollen die Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels in den
Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) durch die BLieDF-Verfahren
(5.35) gelöst werden, wobei zunächst eine Schrittweite h0 verwendet wird und ab
einem Zeitpunkt von t = 1 mit 2h0 weiter gerechnet wird. In Abbildung 6.30 ist
dazu der maximale absolute Fehler von q über die durchschnittliche Schrittweite hn

in doppelt logarithmischer Skala angegeben. In beiden Lie-Gruppen-Formulierungen
ist sowohl mit als auch ohne die Modifizierung aus Bemerkung 23 die Konvergenz-
ordnung p = k für k = 2 und k = 3 zu beobachten.
Diese Feststellung ändert sich jedoch, wenn in Abbildung 6.31 der maximale abso-
lute Fehler von λ betrachtet wird. Dort ist bei der Verwendung der Lie-Gruppen-
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Abbildung 6.30: Maximaler absoluter Fehler von q für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) (links) und SE(3) (rechts) für k = 2 und k = 3 bei einmaliger Schritt-
weitenänderung mit der Modifizierung aus Bemerkung 23 (k mit *) und ohne diese
(k ohne *)

Formulierung R3 × SO(3) eine Ordnungsreduktion zu verzeichnen, wenn die Modi-
fikation aus Bemerkung 23 nicht angewendet wird. Ähnlich zu den Beobachtungen
zu den Anpassungen der Startwerte aus Abschnitt 6.2.1 ist für die Lie-Gruppen-
Formulierung SE(3) solch eine Ordnungsreduktion nicht erkennbar.

Änderung der Schrittweite in jedem Zeitschritt

In Voraussetzung 8 wurde davon ausgegangen, dass es für gewisse Schrittweiten-
verhältnisse σn = hn/hn−1 Schranken σmin und σmax gibt, die die Nullstabilität der
BLieDF-Verfahren (5.35) garantieren. Daher sollte unter Verwendung von Schrittwei-
tenverhältnissen, die nah an 1 liegen, die Konvergenz der Ordnung p = k für k = 2
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Abbildung 6.31: Maximaler absoluter Fehler von λ für den schweren Kreisel in
R3 × SO(3) (links) und SE(3) (rechts) für k = 2 und k = 3 bei einmaliger Schritt-
weitenänderung mit der Modifizierung aus Bemerkung 23 (k mit *) und ohne diese
(k ohne *)
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Abbildung 6.32: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und λ (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) (1) und SE(3) (2) für k = 2 und k = 3

und k = 3 beobachtbar und keine Stabilitätsprobleme erkennbar sein. Dies soll in
diesem Abschnitt untersucht werden.
Dazu wurden für k = 2 und k = 3 jeweils Schrittweitenfolgen wie in Bemerkung 28 be-
stimmt und mit diesen das Benchmarkproblem schwerer Kreisel in den Lie-Gruppen-
Formulierungen R3 × SO(3) und SE(3) gelöst. In Abbildung 6.32 ist der maximale
absolute Fehler der Konfigurationsvariable q (links) und der Lagrange-Multiplikatoren
λ (rechts) über dem Durchschnitt der verwendeten Schrittweiten in doppelt logarith-
mischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich, dass in jedem Fall in den beiden Variablen
q und λ die Konvergenzordnung p = k ablesbar ist. Dies bestätigt die theoretischen
Untersuchungen der Konvergenzanalyse aus Abschnitt 5.2.

Änderung der Schrittweite erst nach einer gewissen Anzahl an Zeitschrit-
ten

Im vorherigen Abschnitt konnte gezeigt werden, dass die BLieDF-Verfahren (5.35)
für variable Schrittweiten mit Schrittweitenverhältnissen nah bei 1 mit der Ordnung
p = k konvergieren. In praktischen Implementierungen wären jedoch größere Schritt-
weitenänderungen von Vorteil. Daher soll in diesem Abschnitt überprüft werden, ob
beispielhaft auch Schrittweitenverhältnisse aus dem Intervall σn ∈ [0.5, 2] verwendet
werden könnten, solange die geänderte Schrittweite dann einige Zeitschritte konstant
bleibt, bevor sie erneut verändert wird.
Dazu werden Schrittweitenfolgen berechnet, bei denen sich die Schrittweite erst nach
10 Zeitschritten erneut ändert, vgl. Bemerkung 28, wobei die Schrittweitenverhältnis-
se zufällig aus dem Intervall σn ∈ [0.5, 2] ausgewählt werden. Mit diesen Schrittwei-
tenfolgen wird der schwere Kreisel in den Lie-Gruppen-Formulierungen R3 × SO(3)
und SE(3) gelöst.
In Abbildung 6.33 ist der maximale absolute Fehler von q und λ über den Durch-
schnitt der verwendeten Schrittweiten hn in doppelt logarithmischer Skala aufgezeich-
net. Dabei ist sowohl in q als auch in λ die Konvergenz der Ordnung p = k für k = 2
und k = 3 in beiden Lie-Gruppen-Formulierungen zu beobachten. Dies zeigt, dass
unter gewissen Voraussetzungen auch größere Schrittweitenfolgen verwendet werden
können.
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Abbildung 6.33: Maximaler absoluter Fehler von q (links) und λ (rechts) für den
schweren Kreisel in R3 × SO(3) (1) und SE(3) (2) für k = 2 und k = 3 für Schritt-
weitenänderungen erst nach 10 Zeitschritten

Fazit

In diesem Abschnitt konnte das Resultat aus Satz 15 für das BLieDF-Verfahren mit
variablen Schrittweiten (5.35) für k = 2, 3 verifiziert werden. Durch die Modifika-
tion aus Abschnitt 5.2 konnte praktisch die Vermeidung einer Ordnungsreduktion
bestätigt werden. Zudem wurde gezeigt, dass bei geeigneten Einschränkungen größere
Schrittweitenverhältnisse verwendet werden können. In den obigen numerischen Tests
war die Einschränkung dadurch gegeben, dass nach einer Änderung der Schrittweite
diese nur eine gewisse Anzahl von Zeitschritten konstant gehalten wird. Die Test-
ergebnisse zeigen somit, dass das BLieDF-Verfahren (5.35) praktisch mit variablen
Schrittweiten verwendet werden kann.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Zeitintegrationsverfahren zur Lösung der Bewe-
gungsgleichungen von Mehrkörpersystemen ohne Zwangsbedingungen und von be-
schränkten Mehrkörpersystemen für Konfigurationsräume mit Lie-Gruppen-Struktur
vorgestellt. Dabei wurden das Generalized-α-Verfahren und lineare implizite Mehr-
schrittverfahren fokussiert. Das Generalized-α-Verfahren ist ein aus der Literatur
bekanntes Verfahren zur Lösung von mechanischen Mehrkörpersystemen auch in der
Lie-Gruppen-Formulierung. Für die linearen Mehrschrittverfahren wurden Ideen von
bereits in der Literatur bekannten Lie-Gruppen-Verfahren wie die Crouch-Grossman-
Verfahren und die kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren aufgegriffen und ver-
wendet, um Adams-Moulton-Verfahren für Mehrkörpersystemmodelle ohne Zwangs-
bedingungen in Lie-Gruppen-Formulierung herzuleiten. Außerdem wurden BDF-Ver-
fahren näher untersucht. Dazu wurde zum einen ein bekanntes Lie-Gruppen-Mehr-
schrittverfahren, das auf Faltinsen et al. [20] zurückgeht, vorgestellt und speziell in
der BDF-Variante untersucht. Zum anderen wurde das neue BLieDF-Verfahren vorge-
stellt. Bei diesem Verfahren wird die Nichtlinearität des Konfigurationsraums durch
einen speziell eingeführten Korrekturterm berücksichtigt. Beide Verfahren wurden
auf Mehrkörpersysteme ohne Zwangsbedingungen und auf beschränkte Mehrkörper-
systeme angewendet. Außerdem konnte ausgehend von dem bereits bekannten Kon-
vergenzbeweis des Generalized-α-Verfahrens für beschränkte mechanische Systeme
die Konvergenz der Ordnung p = k für 2 ≤ k ≤ 6 für die beiden BDF-Lie-Gruppen-
Verfahren bewiesen werden.
Die Anwendung der Verfahren mit variablen Schrittweiten erfolgte lediglich für das
Generalized-α-Verfahren und die BLieDF-Verfahren. Dabei sind einige Modifikatio-
nen, wie z.B. die Anpassung der Geschwindigkeit vor jedem Zeitschritt, notwendig,
um dieselbe Konvergenzordnung wie im Fall konstanter Schrittweiten zu erhalten.
Die Konvergenz dieser beiden Verfahren konnte ebenfalls bewiesen werden.
Die Arbeit schloss mit einigen numerischen Tests, in denen die theoretischen Kon-
vergenzresultate verifiziert und Vergleiche zwischen den Verfahren gezogen wurden.
Alles in Allem zeigte sich, dass die neuen BLieDF-Verfahren mit den bereits bekann-
ten Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren mithalten konnten und somit viel Potenzial
für zukünftige Implementierungen aufweist. In weiterführenden Arbeiten wäre eine
Verwendung der BLieDF-Verfahren für umfangreichere Testprobleme durchaus inter-
essant. So könnte überprüft werden, ob sich die positiven Ergebnisse dieser Arbeit
bestätigen.
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Anhang A

Differentialgleichungen erster
Ordnung und weitere wichtige
Begriffe zu linearen
Mehrschrittverfahren

In diesem Anhang sollen grundlegende Begriffe für Differentialgleichungen erster Ord-
nung definiert und erklärt werden. Alle diese Begriffe lassen sich auch auf die zu
betrachtenden Systeme zweiter Ordnung (2.3) anwenden.

Definition A.1 (Differentialgleichung erster Ordnung [46])
Ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen (ODEs) 1. Ordnung ist von der
Form

x′ = f(t,x) (A.1)

mit einer gegebenen Funktion f : R × RN → RN . Eine Funktion x(t) wird Lösung
der Differentialgleichung (A.1) genannt, falls für alle t ∈ R der Zusammenhang

x′(t) = f
(
t,x(t)

)
(A.2a)

gilt. Ist die Funktion f lipschitzstetig, so ist die Lösung x(t) eindeutig durch den
Anfangswert

x(t0) = x0 (A.2b)

mit t0 ∈ R festgelegt. Ein Anfangswertproblem ist die Suche nach einer Lösung x(t)
von (A.2a) mit den Anfangswerten (A.2b).

In der Literatur sind zwei Bereiche von Methoden besonders von Interesse: die Ein-
schritt- und die linearen Mehrschrittverfahren. In dieser Arbeit werden vor allem
Mehrschrittverfahren untersucht und deshalb auch nur die Begriffe für ebendiese ge-
nauer vorgestellt.

Definition A.2 (Lineare Mehrschrittverfahren [28])
Ein lineares Mehrschrittverfahren mit k Schritten zur Lösung von (A.2) auf dem
Zeitintervall t ∈ [t0, tNend

] hat die Gestalt

1

h

k∑
i=0

αixn+1−i =
k∑

i=0

βif(tn+1−i,xn+1−i), (n = 0, ..., Nend − k), (A.3a)

x(ti) = xi, (i = 0, ..., k − 1), (A.3b)

i



mit Parametern αi, βi ∈ R, (i = 0, ..., k), α0 ̸= 0, |αk| + |βk| ̸= 0 und der konstanten
Schrittweite h := tn+1 − tn. Das Verfahren (A.3a) heißt explizit, wenn β0 = 0 ist, und
ansonsten implizit.

Ein Zeitintegrationsverfahren soll die Lösung der Differentialgleichung möglichst ge-
nau approximieren. Dazu ist zunächst wichtig, welchen Fehler die Verfahren nach
einem Schritt im Vergleich zur analytischen Lösung erzeugt haben. Um diesen Feh-
ler qualitativ zu beschreiben, wird der lokale Abbruchfehler verwendet. Dieser kann
durch das Einsetzen der analytischen Lösung in das numerische Verfahren erhalten
werden.

Definition A.3 (Lokaler Abbruchfehler [25, 47])
Der lokale Abbruch- oder Diskretisierungsfehler eines linearen Mehrschrittverfahrens
(A.3a) ist definiert durch

lexn :=
1

h

k∑
i=0

αix(tn+1−i)−
k∑

i=0

βif
(
tn+1−i,x(tn+1−i)

)
. (A.4)

Definition A.4 (Konsistenz [46])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3a) ist konsistent, wenn für jedes Anfangswert-
problem (A.2) gilt

lim
h→0

∥lexn∥
h

= 0 für n = 0, ..., Nend − k.

Es hat die Konsistenzordnung p ∈ N, wenn für den lokalen Abbruchfehler (A.4) und
die genügend oft stetig differenzierbare Funktion f gilt

∥lexn∥ ≤ Cleh
p+1 für alle h ∈ (0, h] und n = 0, ..., Nend − k,

mit von h unabhängigen Konstanten Cle > 0 und h > 0.

Der lokale Abbruchfehler ist ein Maß für den Fehler des Verfahrens in einem einzel-
nen Schritt. Praktisch ist jedoch das Langzeitverhalten eines Verfahrens von Interesse.
Dazu wird der globale Fehler und die Konvergenzordnung eingeführt. Einen Zusam-
menhang zwischen Konsistenz- und Konvergenzordnung für lineare Mehrschrittver-
fahren liefert der nachfolgende Satz. Dabei müssen jedoch zusätzlich die Startwerte
des Verfahrens berücksichtigt werden.

Definition A.5 (Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren [46])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3a) heißt konvergent im Zeitintervall [t0, tNend

],
wenn für alle Anfangswertprobleme (A.2) mit stetig differenzierbarem f und für alle
Startwerte x(ti) = xi, (i = 0, ..., k − 1), mit

∥x(ti)− xi∥ → 0 für h → 0

gilt
∥exn∥ → 0, h → 0, (n = 0, ..., Nend − k).

Das Mehrschrittverfahren (A.3a) besitzt die Konvergenzordnung p, wenn für alle An-
fangswertprobleme (A.2) mit p-mal stetig differenzierbarem f und für alle Startwerte
mit

∥x(ti)− xi∥ ≤ CSh
p, h ∈ (0, h], (A.5)
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gilt
∥exn∥ ≤ CGh

p, h ∈ (0, h].

Der globale Fehler exn ist dabei definiert durch

exn := x(tn)− xn. (A.6)

Ein notwendiges Kriterium für die Konsistenz und Konvergenz von linearen Mehr-
schrittverfahren (A.3a) ist durch den nachfolgenden Satz gegeben. Die darin enthal-
tenen Bedingungen werden auch Konsistenzbedingungen genannt.

Satz A.1 ([28])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3a) mit k Schritten konvergiert nur dann mit
Ordnung p, wenn die Konsistenzbedingungen

k∑
i=0

αi = 0, (A.7a)

k∑
i=0

αi(k − i)ℓ = ℓ

k∑
i=0

βi(k − i)ℓ−1, (ℓ = 1, ..., p), (A.7b)

erfüllt sind.

Würden Einschrittverfahren untersucht werden, so würde die Konsistenzordnung p
direkt auch eine Konvergenzordnung von p zur Folge haben [46]. Für lineare Mehr-
schrittverfahren wird jedoch die zusätzliche Bedingung der Nullstabilität benötigt.
Durch diese Nullstabilität eines Verfahrens wird erreicht, dass die Lösungen nicht
unbeschränkt wachsen können.

Definition 27 (Nullstabilität [46])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3a) heißt nullstabil, wenn alle Lösungen der
homogenen Differenzengleichung

k∑
i=0

αixn+1−i = 0

beschränkt bleiben.

Satz A.2 ([46])
Sei f hinreichend oft stetig differenzierbar auf dem Intervall [t0, tNend

] und sei das
lineare Mehrschrittverfahren (A.3a) nullstabil und konsistent mit der Ordnung p,
dann besitzt es auch die Konvergenzordnung p.
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Anhang B

Lösung der kinematischen
Gleichung in
Lie-Gruppen-Formulierung unter
Verwendung der Linkstranslation

In diesem Anhang soll die Lösung der kinematischen Gleichung (2.25) analog zu [27]
berechnet werden. In [27] wurde anstelle der Linkstranslation die Rechtstranslation
verwendet. Dazu werden zunächst vier Lemmata benötigt.

Lemma B.1
Für den adjungierten Operator gilt

adi
−w̃(ũ) = (−1)iadi

w̃(ũ)

für alle ũ, w̃ ∈ g und i ∈ N.

Beweis:
Der Beweis wird durch vollständige Induktion geführt.

IA: Ist i = 0, so folgt
ad0

−w̃(ũ) = ũ = (−1)0ad0
w̃(ũ).

IV: Die Behauptung gelte für ein i ∈ N.

IS: Die Behauptung ist auch für i+ 1 erfüllt, da

adi+1
−w̃(ũ) =

[
−w̃, adi

−w̃(ũ)
] IV
= −

[
w̃, (−1)iadi

w̃(ũ)
]
= (−1)i+1

[
w̃, adi

w̃(ũ)
]

= (−1)i+1adi+1
w̃ (ũ)

gilt.

■

Lemma B.2
Die Identität

w̃kadi
w̃(ũ) =

k∑
j=0

(
k

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j

ist für alle ũ, w̃ ∈ g und i, k ∈ N erfüllt.

iv



Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollständige Induktion nach k.

IA: Für k = 0 ist

w̃0adi
w̃(ũ) = adi

w̃(ũ) =
0∑

j=0

(
0

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃0−j

und für k = 1

w̃1adi
w̃(ũ) = w̃adi

w̃(ũ)− adi
w̃(ũ)w̃ + adi

w̃(ũ)w̃

=
[
w̃, adi

w̃(ũ)
]
+ adi

w̃(ũ)w̃

=

(
1

0

)
adi

w̃(ũ)w̃
1 +

(
1

1

)
adi+1

w̃ (ũ)w̃0

=
1∑

j=0

(
1

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃1−j

für alle i ∈ N erfüllt.

IV: Die Behauptung gelte für ein k ∈ N und alle i ∈ N.

IS: Die Behauptung ist auch für k + 1 erfüllt, da

w̃k+1adi
w̃(ũ) = w̃w̃kadi

w̃(ũ)
IV
= w̃

k∑
j=0

(
k

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j

=
k∑

j=0

(
k

j

)
w̃adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j

IV
=

k∑
j=0

(
k

j

)(
adi+j

w̃ (ũ)w̃ + adi+j+1
w̃ (ũ)

)
w̃k−j

=
k∑

j=0

(
k

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j+1 +
k∑

j=0

(
k

j

)
adi+j+1

w̃ (ũ)w̃k−j

= adi
w̃(ũ)w̃

k+1 +
k∑

j=1

(
k

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j+1

+
k∑

j=1

(
k

j − 1

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j+1 + adi+k+1
w̃ (ũ)

=
k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−j+1

für alle i ∈ N folgt.

■

Lemma B.3 (vgl. [27, Abschnitt III.4.1])
Die Ableitung erfüllt(

d

dw̃
w̃k

)
ũ =

k−1∑
i=0

(
k

i+ 1

)
w̃k−i−1adi

−w̃(ũ)

für alle ũ, w̃ ∈ g.

v



Beweis:
Es gilt mit den Lemmata B.1 und B.2

k−1∑
i=0

(
k

i+ 1

)
w̃k−i−1adi

−w̃(ũ)

=
k−1∑
i=0

(
k

i+ 1

)
w̃k−i−1(−1)iadi

w̃(ũ)

=
k−1∑
i=0

(−1)i
(

k

i+ 1

) k−i−1∑
j=0

(
k − i− 1

j

)
adi+j

w̃ (ũ)w̃k−i−j−1.

Durch die Änderung des Indexes in der zweiten Summe mit ℓ = i+ j folgt

k−1∑
i=0

(
k

i+ 1

)
w̃k−i−1adi

−w̃(ũ)

=
k−1∑
i=0

(−1)i
(

k

i+ 1

) k−1∑
ℓ=i

(
k − i− 1

ℓ− i

)
adℓ

w̃(ũ)w̃
k−ℓ−1

=
k−1∑
ℓ=0

adℓ
w̃(ũ)w̃

k−1−ℓ

ℓ∑
i=0

(−1)i
(

k

i+ 1

)(
k − i− 1

ℓ− i

)
unter Vertauschung der Summen. Das Umschreiben von

ℓ∑
i=0

(−1)i
(

k

i+ 1

)(
k − i− 1

ℓ− i

)
=

(
k

ℓ+ 1

) ℓ∑
i=0

(−1)i
(
l + 1

i+ 1

)

= −
(

k

ℓ+ 1

) ℓ+1∑
i=1

(−1)i
(
l + 1

i

)
=

(
k

ℓ+ 1

)
wegen(

k

i+ 1

)(
k − i− 1

ℓ− i

)
=

(
k

ℓ+ 1

)(
l + 1

i+ 1

)
, für alle k ≥ l + 1 ≥ i+ 1 ≥ 0,

und
ℓ+1∑
i=0

(−1)i
(
ℓ+ 1

i

)
= 0, ℓ ≥ 0 ∈ N,

vgl. [26], liefert die Behauptung, da nach [27, Section III.4.1] die Gleichung(
d

dw̃
w̃k

)
ũ =

k−1∑
ℓ=0

(
k

ℓ+ 1

)
adℓ

w̃(ũ)w̃
k−ℓ−1

gültig ist.

■

Lemma B.4 (vgl. [27, Lemma 4.1])
Die Ableitung der Exponentialabbildung (2.26) ist gegeben durch(

d

dw̃
exp(w̃)

)
ũ = exp(w̃)

(
dexp−w̃(ũ)

)
vi



mit ũ, w̃ ∈ g und

dexpw̃(ũ) =
∑
k≥0

1

(k + 1)!
adk

w̃(ũ).

Beweis:
Der Beweis ist analog zu [27, Lemma III.4.1]. Es gilt mit Gleichung (2.26) und Lem-
ma B.3 (

d

dw̃
exp(w̃)

)
ũ =

∞∑
k=0

1

k!

(
d

dw̃
w̃k

)
ũ

=
∞∑
k=0

1

k!

k−1∑
i=0

(
k

i+ 1

)
w̃k−i−1adi

−w̃(ũ)

=
∞∑
i=0

( ∞∑
k=i+1

1

(i+ 1)!(k − i− 1)!
w̃k−i−1

)
adi

−w̃(ũ).

Wird der Index in der zweiten Summe durch ℓ = k − i− 1 ersetzt, so ist(
d

dw̃
exp(w̃)

)
ũ =

∞∑
i=0

( ∞∑
ℓ=0

1

(i+ 1)!ℓ!
w̃ℓ

)
adi

−w̃(ũ)

= exp(w̃)dexp−w̃(ũ)

erfüllt.

■

Lemma B.5 (vgl. [27, Theorem IV.7.1])
Die Lösung der Differentialgleichung (2.25) mit q(tm) = qm ist in einer Umgebung
von tm gegeben durch

q(t) = qm ◦ exp
(
ν̃m(t)

)
, (B.1)

wobei ν̃m(t) der Differentialgleichung

˙̃νm(t) = dexp−1
−ν̃m(t)

(
ṽ(t)

)
genügt.

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu [27, Theorem IV.7.1]. Durch das Ableiten von (B.1)
nach t folgt

q̇(t) = DLqm(e) ·
((

d

dν̃m

exp
(
ν̃m(t)

))
· ˙̃νm(t)

)
= DLqm(e) ·

(
exp

(
ν̃m(t)

)
dexp−ν̃m(t)

(
˙̃νm(t)

))
(B.2)

mit Lemma B.4. Weiterhin gilt durch Einsetzen von (B.1) in (2.25)

q̇(t) = DLqm◦exp(ν̃m(t))(e) · ṽ(t). (B.3)

Das Gleichsetzen von (B.2) und (B.3) ergibt

ṽ(t) = dexp−ν̃m(t)

(
˙̃νm(t)

)
und die Behauptung folgt durch Anwendung des inversen Operators dexp−1

−ν̃m(t).

■
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Anhang C

Reihenglieder der
Magnus-Entwicklung

Nach [40] berechnet sich ν̃(t) aus (2.29) durch die Formel

ν̃(t) =
∞∑
r=0

tr

r!
µ̃r(t) (C.1)

mit

µ̃r(t) = ṽ(r−1)(t)− (r − 1)!
r−1∑
j=1

1

(j − 1)!

r−j∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

r−j

adπ
Ỹ
µ̃j(t).

Hierbei ist Πk
j die Menge der geordneten Partitionen von j der Länge k, π ∈ Πk

j

ist eine geordnete Menge von nicht-negativen natürlichen Zahlen π = {π1, ..., πk}, so
dass π1+ ...+πk = j und adπ

Ỹ
= adỸπ1

· ... · adỸπk
sind, wobei Ỹi =

1
i!
µ̃i gilt. Mit [40]

sind die Werte bis fünfter Ordnung gegeben durch

µ̃0(t) = 0, (C.2a)

µ̃1(t) = ṽ(t), (C.2b)

µ̃2(t) =
˙̃v(t), (C.2c)

µ̃3(t) =
¨̃v(t) +

1

2
[ṽ(t), ˙̃v(t)], (C.2d)

µ̃4(t) =
...
ṽ (t) + [ṽ(t), ¨̃v(t)], (C.2e)

µ̃5(t) = ṽ(4)(t) +
3

2
[ṽ(t),

...
ṽ (t)] + [ ˙̃v(t), ¨̃v(t)]− 1

2
[ ˙̃v(t), [ṽ(t), ˙̃v(t)]]

+
1

6
[ṽ(t), [ṽ(t), ¨̃v(t)]]− 1

6
[ṽ(t), [ṽ(t), [ṽ(t), ˙̃v(t)]]]. (C.2f)

Die Vorzeichen vor den Kommutatoren mit gerader Anzahl an Einträgen unterschei-
den sich von denen in [40] gegebenen, da dort die Rechtstranslation verwendet wurde.
Die Ergebnisse für r = 6 und r = 7 sollen nun vorgestellt werden. Dabei wurde die
Formel (C.1) aus [40] verwendet, µ̃6(t) und µ̃7(t) sind dort jedoch nicht angegeben.
Es folgt

µ̃6(t) = ṽ(5)(t)− 5!
5∑

j=1

1

(j − 1)!

6−j∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

6−j

adπ
Ỹ
µ̃j(t)
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(C.3)

= ṽ(5)(t)− 5!
5∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

5

adπ
Ỹ
µ̃1(t)− 5!

4∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)

− 60
3∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

3

adπ
Ỹ
µ̃3(t)− 20

2∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

2

adπ
Ỹ
µ̃4(t)

+
5

2

∑
π∈Π1

1

adπ
Ỹ
µ̃5(t). (C.4)

Um die Rechnungen nicht zu sehr ausufern zu lassen, wird nachfolgend nur eine der
Summen aus (C.4) ausführlich berechnet. Die Berechnung der restlichen Summen
folgt jedoch analog. Somit ist

−5!
4∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t) = 60

∑
π∈Π1

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)− 20

∑
π∈Π2

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)

+ 5
∑
π∈Π3

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)−

∑
π∈Π4

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)

= −20adỸ1
adỸ3

µ̃2(t)− 20adỸ3
adỸ1

µ̃2(t)

+ 5adỸ1
adỸ2

adỸ1
µ̃2(t) + 5adỸ2

adỸ1
adỸ1

µ̃2(t)

− adỸ1
adỸ1

adỸ1
adỸ1

µ̃2(t),

da adỸ2
µ̃2(t) =

1
2!
[µ̃2(t), µ̃2(t)] = 0 ist bzw. im Allgemeinen

adỸi
µ̃i(t) =

1

i!
[µ̃i(t), µ̃i(t)] = 0

für alle i ∈ N gilt. Durch das Einsetzen der Ỹi und Gleichung (C.2) folgt dann

−5!
4∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

4

adπ
Ỹ
µ̃2(t)

= −5

2

[
˙̃v(t),

...
ṽ (t)

]
− 5

2

[
˙̃v(t),

[
ṽ(t), ¨̃v(t)

]]
+

10

3

[
ṽ(t),

[
˙̃v(t), ¨̃v(t)

]]
+

25

6

[
ṽ(t),

[
˙̃v(t),

[
ṽ(t), ˙̃v(t)

]]]
− 10

3

[
¨̃v(t),

[
ṽ(t), ˙̃v(t)

]]
+

5

2

[
˙̃v(t),

[
ṽ(t),

[
ṽ(t), ˙̃v(t)

]]]
−
[
ṽ(t),

[
ṽ(t),

[
ṽ(t), ˙̃v(t)

]]]
.

Wird jede der Summen aus (C.4) auf diese Art untersucht, gilt insgesamt

µ̃6(t) =

[
ṽ(5) + 2[ṽ, ṽ(4)] +

1

2
[ṽ, [ṽ,

...
ṽ ]]− 1

2
[ṽ, [ṽ, [ṽ, ¨̃v]]] +

1

3
[ṽ, [ ˙̃v, ¨̃v]]

− 7

12
[ṽ, [ ˙̃v, [ṽ, ˙̃v]]]− 5

6
[ ˙̃v, [ṽ, ¨̃v]]− 5

12
[ ˙̃v, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]] +

5

2
[ ˙̃v,

...
ṽ ]

−5

3
[¨̃v, [ṽ, ˙̃v]]

]
(t)

bzw. mit der Jacobi-Identität (2.22)

µ̃6(t) =

[
ṽ(5) + 2[ṽ, ṽ(4)] +

1

2
[ṽ, [ṽ,

...
ṽ ]]− 1

2
[ṽ, [ṽ, [ṽ, ¨̃v]]] + 2[ṽ, [ ˙̃v, ¨̃v]]

− 7

12
[ṽ, [ ˙̃v, [ṽ, ˙̃v]]]− 5

2
[ ˙̃v, [ṽ, ¨̃v]]− 5

12
[ ˙̃v, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]] +

5

2
[ ˙̃v,

...
ṽ ]

]
(t).
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Analog erfolgt die Rechnung für µ̃7. Daher ist

µ̃7(t) = ṽ(6)(t)− 6!
6∑

j=1

1

(j − 1)!

7−j∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

7−j

adπ
Ỹ
µ̃j(t)

= ṽ(6)(t)− 6!
6∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

6

adπ
Ỹ
µ̃1(t)− 6!

5∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

5

adπ
Ỹ
µ̃2(t)

− 360
4∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

4

adπ
Ỹ
µ̃3(t)− 120

3∑
k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

3

adπ
Ỹ
µ̃4(t)

− 30
2∑

k=1

(−1)k

(k + 1)!

∑
π∈Πk

2

adπ
Ỹ
µ̃5(t) + 3

∑
π∈Π1

1

adπ
Ỹ
µ̃6(t).

Schließlich folgt mit der Jacobi-Identität (2.22)

µ̃7(t) =

[
ṽ(6) +

5

2
[ṽ, ṽ(5)] + [ṽ, [ṽ, ṽ(4)]]− [ṽ, [ṽ, [ṽ,

...
ṽ ]]]− 1

6
[ṽ, [ṽ, [ṽ, [ṽ, ¨̃v]]]]

+
1

6
[ṽ, [ṽ, [ṽ, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]]]] + [ṽ, [ṽ, [ ˙̃v, ¨̃v]]] +

7

24
[ṽ, [ṽ, [ ˙̃v, [ṽ, ˙̃v]]]] + 5[ṽ, [ ˙̃v,

...
ṽ ]]

− 15

4
[ṽ, [ ˙̃v, [ṽ, ¨̃v]]]− 1

24
[ṽ, [ ˙̃v, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]]] +

5

12
[[ṽ, ˙̃v], [ṽ, ¨̃v]]

− 5

12
[[ṽ, ˙̃v], [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]] +

9

2
[ ˙̃v, ṽ(4)]− 9

2
[ ˙̃v, [ṽ,

...
ṽ ]]− 7

4
[ ˙̃v, [ṽ, [ṽ, ¨̃v]]]

+
1

4
[ ˙̃v, [ṽ, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]]]− 1

2
[ ˙̃v, [ ˙̃v, ¨̃v]]− [ ˙̃v, [ ˙̃v, [ṽ, ˙̃v]]] +

5

2
[¨̃v,

...
ṽ ]− 25

6
[¨̃v, [ṽ, ¨̃v]]

−5

6
[¨̃v, [ṽ, [ṽ, ˙̃v]]]

]
(t).
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Anhang D

Beweis von Satz 4

In diesem Anhang soll Satz 4 bewiesen werden. Dieser Satz ist eine Folgerung aus [4,
Theorem 4.16] und Voraussetzung 1. Dafür werden die Variablen hn, κy,n und κz,n

durch hmax, κy,max und κz,max mit

κy,max = max
n=0,...,Nend

κy,n ≤ 1 und κz,max = max
n=0,...,Nend

κz,n < 1

ersetzt und zum Abschluss des Beweises wird nicht nh = (tn − t0) sondern

nhmax ≤ nChhmin ≤ Ch

n∑
i=0

hi = Ch(tn − t0) (D.1)

verwendet.

Beweis:

a) Zunächst soll gezeigt werden, dass die Wahl der Norm keine Rolle spielt, solange
jeweils eine Norm existiert, die die gegebenen Voraussetzungen erfüllt. Dies kann
analog zu [4, Beweisteil a) in Theorem 4.16] erfolgen und soll aus diesem Grund
nicht weiter vertieft werden. Zur Vereinfachung der Notation soll die folgende
Fehleranalyse auf ein Normenpaar (∥.∥y,ρ, ∥.∥z,ρ) mit κy,n := ∥Ty,n∥y ≤ 1 und
κz,n := ∥Tz,n∥z < 1 beschränkt werden. Außerdem wird im Folgenden auf die
Indizes y und z am Normsymbol ∥.∥ verzichtet.

b) Dieser Teil des Beweises erfolgt in Anlehnung an [4, Beweisteil b) Theorem 4.16].
Der einzige Unterschied besteht darin, dass sowohl hn als auch κz,n vom gewähl-
ten Zeitschritt abhängen.
Zunächst werden zwei Folgen (un)n≥0 und (wn)n≥0 definiert durch

un :=

∥∥∥∥∥Ey
n −

n−1∏
i=0

Ty,iE
y
0

∥∥∥∥∥ , u0 := ∥Ey
0 − Ey

0∥ = 0, (D.2a)

wn :=

∥∥∥∥∥Ez
n −

n−1∏
i=0

Tn
z,iE

z
0

∥∥∥∥∥ , w0 := ∥Ez
0 − Ez

0∥ = 0. (D.2b)

Weiter seien
κy,n := ∥Ty,n∥ und κz,n := ∥Tz,n∥. (D.3)

Laut Voraussetzungen gilt

max
n=0,...,Nend

κy,n ≤ 1 und max
n=0,...,Nend

κz,n = κz,max < 1. (D.4)
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Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sind die Gleichungen

∥Ey
n∥ ≤

∥∥∥∥∥Ey
n −

n−1∏
i=0

Ty,iE
y
0

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥
n−1∏
i=0

Ty,iE
y
0

∥∥∥∥∥ ≤ un +
n−1∏
i=0

κy,i∥Ey
0∥

(D.4)

≤ un + ∥Ey
0∥ (D.5a)

und analog

∥Ez
n∥ ≤ wn +

n−1∏
i=0

κz,i∥Ez
0∥ ≤ wn + κn

z,max∥Ez
0∥ (D.5b)

erfüllt. Werden (D.5a) und (D.5b) in (4.42) eingesetzt, so folgen die Abschätz-
ungen

∥Ey
n+1 −Ty,nE

y
n∥ ≤ L0hn(un + un+1 + wn + wn+1)

+ L0hn

(
2∥Ey

0∥+ κn
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+ hnM0,

(D.6a)

∥Ez
n+1 −Tz,nE

z
n∥ ≤ L0(un + un+1 + hn(wn + wn+1))

+ L0

(
2∥Ey

0∥+ hnκ
n
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+M0. (D.6b)

Außerdem gilt mit (D.2a), (D.3), (D.4), (D.6a) und hn ≤ hmax

un+1 ≤ ∥Ey
n+1 −Ty,nE

y
n∥+ ∥Ty,n∥

∥∥∥∥∥Ey
n −

n−1∏
i=0

Ty,iE
y
0

∥∥∥∥∥
≤ (1 + L0hmax)un + L0hmax(un+1 + wn + wn+1)

+ L0hmax

(
2∥Ey

0∥+ κn
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+ hmaxM0

und analog

wn+1 ≤ L0(un + un+1) + (hmaxL0 + κz,max)wn + hmaxL0wn+1

+ L0

(
2∥Ey

0∥+ hmaxκ
n
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+M0.

Daraus lässt sich das Ungleichungssystem1− L0hmax −L0hmax

−L0 1− L0hmax


︸ ︷︷ ︸

=:L

un+1

wn+1


︸ ︷︷ ︸
=:vn+1

≤

1 + L0hmax L0hmax

L0 L0hmax + κz,max

un

wn

+R

︸ ︷︷ ︸
=:bn

mit

R :=

L0hmax

(
2∥Ey

0∥+ κn
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+ hmaxM0

L0

(
2∥Ey

0∥+ hmaxκ
n
z,max(1 + κz,max)∥Ez

0∥
)
+M0


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formulieren. Die Matrix L ist inversmonoton (vgl. [35]), da 0 < hmax ≤ h ≤
1

4L0+2L2
0
und L0 > 0 den Zusammenhang1− L0hmax −L0hmax

−L0 1− L0hmax

−1

=
1

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

·

·

1− hmaxL0 hmaxL0

L0 1− hmaxL0


≥ 04×4

liefern. Deshalb folgt aus 04×4 ≤ (bn − Lvn+1) direkt 04×4 ≤ L−1(bn − Lvn+1)
und somit

vn+1 ≤ L−1bn =
1 + hmaxL

2
0 − h2

maxL
2
0

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

hmaxL0(1 + κz,max)

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

L0(1 + κz,max) + 2hmaxL
2
0

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

hmaxL
2
0 + h2

maxL
2
0 + 2hmaxL0κz,max + κ2

z,max

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0



·


un

wn

+ L−1R.

Weiterhin sind für 0 < hmax ≤ h ≤ 1
4L0+2L2

0
, L0 > 0 und L0 := 8L0 + 4L2

0 die

Ungleichungen

1 + hmaxL
2
0 − h2

maxL
2
0

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

≤ 1 + (8L0 + 4L2
0)hmax ≤ 1 + L0hmax,

hmaxL0(1 + κz,max)

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

≤ 2L0(1 + κz,max)hmax ≤ L0hmax,

L0(1 + κz,max) + 2hmaxL
2
0

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

≤ 4L0 ≤ L0,

hmax(L
2
0 + 2L0κz,max) + h2

maxL
2
0 + κ2

z,max

1− hmax(2L0 + L2
0) + h2

maxL
2
0

≤ κz,max + (8L0 + 4L2
0)hmax

≤ κz,max + L0hmax

erfüllt und es ergibt sich das Ungleichungssystemun+1

wn+1

 ≤

1 + L0hmax L0hmax

L0 κz,max + L0hmax


︸ ︷︷ ︸

W(hmax)

un

wn

+R (D.7)

mit M0 := 2(1 + L0) und

R :=

L0hmax∥Ey
0∥+ κn

z,maxL0hmax∥Ez
0∥+ hmaxM0

L0∥Ey
0∥+ κn

z,maxL0hmax∥Ez
0∥+M0

 .
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c) Da hn durch die maximale Schrittweite hmax abgeschätzt wurde, hängen weder
W(hmax) noch R vom betrachteten Zeitschritt n ab. Damit kann von nun an
genau wie in [4, Beweisteil c) Theorem 4.16.] weiter vorgegangen werden. Da-
bei wird durch eine Eigenwertanalyse die Matrix W(hmax) auf Diagonalgestalt
gebracht mit

V−1(hmax)W(hmax)V(hmax)

=

1 + L0(Lζ + 1)hmax 0

L0 κz,max + L0(1− Lζ)hmax

 ,

wobei

V(hmax) :=

1 −Lζhmax

0 1

 , V−1(hmax) =

1 Lζhmax

0 1


und Lζ :=

L0

1−κz,max
+O(hmax) sind.

Mit einer Folge (vn)n≥0 von nichtnegativen Zahlen vn definiert durchvn
wn

 = V−1(hmax)

un

wn


kann (D.7) umgeschrieben werden zu

vn+1 ≤
(
1 + L0

(
Lζ + 1

)
hmax

)
vn + L0

(
Lζhmax + 1

)
hmaxκ

n
z,max∥Ez

0∥
+
(
Lζ + 1

)
hmax

(
M0 + L0∥Ey

0∥
)
, (D.8a)

wn+1 ≤ L0vn +
(
κz,max + L0

(
1− Lζ

))
wn + L0hmaxκ

n
z,max∥Ez

0∥+M0 + L0∥Ey
0∥.

(D.8b)

d) Auch dieser Teil des Beweises kann analog zu [4, Beweisteil d) Theorem 4.16]
erfolgen. Da die rechte Seite von (D.8a) nichtlinear von hmax abhängt, denn
Lζ = Lζ(hmax), wird Lζ für hinreichend kleines hmax durch Lζ mit

Lζ =
L0

1− κz,max

+O(hmax) ≤
2L0

1− κz,max

=: Lζ

substituiert. Für L := L0

(
Lζ max{1, h} + 1

)
, e0 = ∥Ez

0∥, M :=
(
Lζ + 1

)
M0 +

L∥Ey
0∥, κ := κz,max und h := hmax kann für Gleichung (D.8a) das Lemma 17

angewendet werden, so dass aus Gleichung (4.47a) die Abschätzung

vn ≤ errn − ∥Ey
0∥ (D.9)

mit

errn := eLnhmax

(
∥Ey

0∥+
hmaxL

1− κz,max

∥Ez
0∥
)
+

eLnhmax − 1

L
(Lζ + 1)M0

folgt. Aus den Gleichungen (D.1), (D.5a), (D.9) und un = vn − Lζ,nwn ≤ vn
kann daher

∥Ey
n∥ ≤ eL0Ch(tn−t0)

(
∥Ey

0∥+ C0hmax∥Ez
0∥+

eL0Ch(tn−t0) − 1

L
M0

)
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gezeigt werden.
Wird in (D.8b) die Abschätzung (D.9) eingesetzt, so kann für κ := κz,max,
L0(1−Lζ,n) ≤ L0 ≤ L, e0 = ∥Ez

0∥, M := M0+L0errn und h := hmax Lemma 17
angewendet werden, da (errn)n≥0 monoton wachsend ist. Es folgt für hinreichend
kleines hmax ∈ (0, h) aus (4.47b), (D.1), (D.2b) und 1 ≤ ex für x ≥ 0 die
Gleichung

∥Ez
n −Tn

z,nE
z
0∥ ≤ C0e

L0Ch(tn−t0)
(
∥Ey

0∥+ hmax∥Ez
0∥+M0

)
.

Damit folgt die Behauptung.

■
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Anhang E

Gleichungen für die globalen Fehler
und gekoppelte Fehlerrekursion
der BLieDF-Verfahren mit
variablen Schrittweiten

In Kapitel 5 wurde die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35) bewiesen. Ein Teil
der Berechnungen wurde jedoch ausgelassen, da keine neuen Beweisideen enthalten
sind. Die fehlenden Beweisschritte sollen in diesem Anhang angegeben werden. Dazu
werden die Gleichungen der globalen Fehler eqn, e

ω
n,0, e

v
n und eλn aufgestellt und zu der

gekoppelten Fehlerrekursion (4.42) kombiniert.

E.1 Globale Fehlergleichung für eωn,0

Um eine globale Fehlergleichung für eωn,0 zu erhalten, wird wie in Satz 8 vorgegangen.

Satz E.1
Der globale Fehler eωn,0 der BLieDF-Verfahren (5.35) erfüllt die Fehlerrekursion

1

hn

k∑
i=1

γi,ne
ω
n+1−i,0 = evn+1 + lωn +O(hn)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

hn

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)
. (E.1)

Beweis:
Da der Korrekturterm L

(k)
hn,n

einer Lipschitzbedingung

L
(k)
hn,n

− L
(k)
hn
(tn) = O(hn)

k∑
i=0

∥evn+1−i∥+O(1)
k∑

i=1

∥eωn+1−i,0∥

genügt, folgt die Behauptung analog zu Satz 8 mit den Gleichungen (5.35b) und
(5.37b).

■
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E.2 Globale Fehlergleichung für eqn

Die Berechnung der Fehlerrekursion für eqn erfolgt analog zum konstanten Fall in
Satz 10.

Satz E.2
Die globalen Fehler eqn der BLieDF-Verfahren (5.35) erfüllen die Abschätzung

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
q
n+1−i = evn+1 + lωn −

k∑
i=1

γi,n

(
i−2∏
j=0

1

σn−j

)
v̂(tn)e

q
n+1−i

+O(hn)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

hn

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)
. (E.2)

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu Satz 10 für h = hn unter Beachtung von (5.39) und
(5.41).

■

E.3 Globale Fehlerrekursion für evn

Für den globalen Fehler evn muss zunächst, wie zuvor in Generalized-α-Verfahren (vgl.
Lemma 9), die Differenz von v(tn) mit vn untersucht werden.

Lemma E.1
Es gilt für i = 1, ..., k

v(tn+1−i)− vn+1−i = evn+1−i −C
(
q(tn+1−i)

) γi,n
αi,n

(
∆lωn−i(tn)−∆lωn−i

)
+O(hk+1

n )

mit

∆lωn−i(tn)−∆lωn−i =
1

6

2σ2
nσn−1

(1 + σn−1)

(
i−1∏
j=0

1

σ2
n−j

)(
1 + σn−i−1

σ2
n−iσn−i−1

− 1 + σn−i

σn−i

)
·

·
(
evn − (1 + σn−1)e

v
n−1 + σn−1e

v
n−2

)
+O(hn)

k∑
i=1

ϵn+1−i +O(h3
n)

(E.3a)

für k = 2 und

∆lωn−i(tn)−∆lωn−i =
1

4
σ3
nσ

2
n−1σn−2

i−1∏
j=0

1

σ3
n−j

(
1 + σn−i−1

σ3
n−iσ

2
n−i−1σn−i−2

− 1 + σn−i

σ2
n−iσn−i−1

)
·

·
(

1

(1 + σn−1)(1 + σn−2 + σn−1σn−2)
evn −

1

(1 + σn−2)
evn−1

+
σn−1

(1 + σn−1)
evn−2 −

σn−1σ
2
n−2

(1 + σn−2)(1 + σn−2 + σn−2σn−1)
evn−3

)
+O(hn)

k∑
i=1

ϵn+1−i +O(h4
n) (E.3b)

für k = 3.
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Beweis:
Aufgrund von (5.34) sind

v̇(tn)− v̇n =
σne

v
n − σne

v
n−1

hn

+O(hn), (E.4a)

v̈(tn)− v̈n =
2σ2

nσn−1

(1 + σn−1)

(evn − (1 + σn−1)e
v
n−1 + σn−1e

v
n−2)

h2
n

+O(hn), (E.4b)

...
v (tn)− ...

v n =
6σ3

nσ
2
n−1σn−2

h3
n

(
1

(1 + σn−1)(1 + σn−2 + σn−1σn−2)
evn −

1

(1 + σn−2)
evn−1

+
σn−1

(1 + σn−1)
evn−2 −

σn−1σ
2
n−2

(1 + σn−2)(1 + σn−2 + σn−2σn−1)
evn−3

)
+O(hn)

(E.4c)

erfüllt. Mit den Gleichungen (5.30), (5.33) und (5.37d) folgt für i = 1, ..., k

v(tn+1−i)− vn+1−i = evn+1−i −C
(
q(tn+1−i)

) γi,n
αi,n

(
∆lωn−i(tn)−∆lωn−i

)
+O(hn+1−i)∥∆lωn−i∥, (E.5)

da C
(
qn
)
= C

(
q(tn)

)
+O(hn) ist (vgl. (4.19a) und Voraussetzung 6). Wegen (5.38)

und (5.33) ist mit (E.4) die Abschätzung (E.3) erfüllt. Einsetzen in (E.5) liefert mit
(5.33) die Behauptung.

■

Nun können globale Fehlerrekursion für evn analog zu Satz 11 bestimmt werden.

Satz E.3
Die globalen Fehlerrekursionen von evn für die BLieDF-Verfahren (5.35) sind gegeben
durch

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
v
n+1−i = − 1

hn

k∑
i=1

γi,nC
(
q(tn+1−i)

)(
∆lωn−i(tn)−∆lωn−i

)
− eM

−1B⊤λ
n+1

+O(1)ϵn+1 + lM
−1v

n +O(hk
n), (E.6a)

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
Bv
n+1−i = − 1

hn

k∑
i=1

γi,nB
(
q(tn+1−i)

)(
∆lωn−i(tn)−∆lωn−i

)
− eBM−1B⊤λ

n+1

+O(1)
k+1∑
i=0

ϵn+1−i + lBM−1v
n +O(hk

n), (E.6b)

1

hn

k∑
i=0

αi,ne
Pv
n+1−i = O(1)

k+1∑
i=0

ϵn+1−i +O(hk
n), (E.6c)

Beweis:
Die Gleichung (E.6a) folgt aus der Differenz von (5.37c) mit (5.35c) und unter Verwen-
dung von Lemma E.1. Durch Multiplikation mit B(q(tn+1)) bzw. P(q(tn+1)) folgen
(E.6b) und (E.6c), da [BC](q) = B(q) und [PC](q) = 0 sind und unter Verwendung
von (E.3) und Satz 14.

■

xviii



E.4 Globale Fehlerrekursion für eλn

Auch für die globale Fehlerrekursion für eλn wird wie im konstanten Fall vorgegan-
gen. Dazu kann zunächst das nachfolgende Lemma bewiesen werden, das analog zu
Lemma 18 folgt.

Lemma E.2
Wenn n ≥ k − 1 und k ≥ i ≥ 1 ist, dann folgt die Abschätzung

B
(
q(tn+1−i)

)eqn+2−i − eqn+1−i

hn+1−i

+ Z
(
q(tn+1−i)

)(
eqn+1−i,v(tn+1−i)

)
= O

(
1

hn+1−i

)
max

r
∥Φ(qr)∥+O(hn+1−i)

(
∥eqn+1−i∥+

1

hn+1−i

∥eωn+1−i,0∥
)

mit dem Krümmungsterm Z aus (3.47).

Nun wird das Pendant zu Lemma 19 untersucht. Dafür wird ein Term ∆Bv
n+1 ein-

geführt, für den

∆Bv
n+1 = O(hk+1

0 ), (n+ 1 = −k,−k + 1, ..., 0, 1, ..., k − 1), (E.7a)

∆Bv
n+1 = 0N×1, (n+ 1 ≥ k), (E.7b)

gilt.

Lemma E.3
Unter Voraussetzung 7 gibt es einen Term ∆Bv

n+1 mit (E.7) und es gilt für die BLieDF-
Verfahren (5.35) die Abschätzung

eBv
n+1 +B

(
q(tn+1)

)
lωn = O

(
1

hn

)
max

r
∥Φ(qr)∥ −B

(
q(tn)

)
v̂(tn)

k∑
i=1

γi,n

i−2∏
j=0

1

σn−j

eqn+1−i

− Z
(
q(tn)

)( k∑
i=1

γi,n

i−2∏
j=0

1

σn−j

eqn+1−i,v(tn)

)
+∆Bv

n+1

+O(hn)

(
k∑

i=0

ϵn+1−i +
1

hn

k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

(E.8)

für n+ 1 ≥ −k.

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu Lemma 19 unter Verwendung der Startwerte aus Vor-
aussetzung 7, Gleichung (E.2), Lemma E.2 und (5.40).

■

Schließlich kann eine Abschätzung für den globalen Fehler eSλn+1 bewiesen werden.

Satz E.4
Die globalen Fehler eSλn+1 der BLieDF-Verfahren (5.35) mit 2 ≤ k ≤ 3 erfüllen die
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Abschätzung

eSλn+1 = − 1

hn

k∑
i=0

αi,n∆
Bv
n−i+1 +O

(
1

h2
n

)
max

r
∥Φ(qr)∥

+O(1)

(
2k∑
i=0

ϵn+1−i +
1

hn

2k∑
i=1

∥eωn+1−i,0∥
)

+O(hk)

mit S := BM−1B⊤.

Beweis:
Der Beweis gilt wie in Satz 12 mit den Gleichungen (E.6b) und (E.8), den Zusam-
menhängen (5.39) und (5.40) und Satz 14. Der zusätzliche Term

− 1

hn

k∑
i=1

γi,nB
(
q(tn+1−i)

)(
∆lωn−i(tn)−∆lωn−i

)
,

vgl. Lemma E.1, enthält globale Fehler eBv
n und wird daher analog zu dem Term

1
hn

∑k
i=0 αi,ne

Bv
n+1−i mithilfe von (E.8) eliminiert.

■

E.5 Gekoppelter Fehlerrekursion

Die Gleichungen für die globalen Fehler eqn, e
v
n, e

ω
n,0 und eλn aus den vorherigen Ab-

schnitten können nun zu der Zwei-Term-Fehlerrekursion (4.42) kombiniert werden.

Lemma E.4
Die globalen Fehler der BLieDF-Verfahren (5.35) erfüllen für n ≥ k − 1 unter den
Voraussetzungen 1, 5, 6 und 7 die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) mit

Ey
n :=



eqn
...

eqn+1−2k

ePv
n

...

ePv
n+1−2k


, Ez

n :=



1
hn−1

eωn−1,0

...

1
hn+1−2k

eωn+1−2k,0

eSλn
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eSλn+1−2k


,

Ty,n :=

 Tα,n 02k×2k

02k×2k Tα,n

⊗ IN , Tz,n =

 Tγ,n 0(2k−1)×2k

02k×(2k−1) J2k

⊗ IN ,

mit

Tα,n = − 1

α0,n

e1,2k · (α1,n, α2,n, ..., αk,n, 0, ..., 0) + J2k ∈ R2k×2k,

Tγ,n = − 1

γ1,n
e1,2k−1 ·

(
γ2,n

1

σn

, γ3,n

1∏
j=0

1

σn−j

, ..., γk,n

k−1∏
j=0

1

σn−j

, 0, ..., 0

)
+ J2k−1 ∈ R(2k−1)×(2k−1),

xx



wobei e1,r ∈ Rr der erste Einheitsvektor ist und Jr ∈ Rr×r mit Jr =
(
j
(r)
il

)r
i,l=1

und

j
(r)
il = δi+1,l.

Beweis:
Der Beweis folgt analog zu dem von Lemma 20, wobei die entsprechenden Gleichungen
aus der konstanten Variante durch die variable Variante ersetzt werden. Lediglich bei
Gleichung (E.1) muss der Zusammenhang (5.41) gelten.

■
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