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Kapitel 1

Einleitung

Im Denken der Menschheit ist schon immer der Wille zum Verstehen der Welt um
sie herum verankert. Eine Vielzahl von Phdnomenen sowohl in der Technik als auch
in der Natur konnen durch Differentialgleichungen beschrieben werden. Durch das
Lésen dieser Gleichungen kénnen die physikalischen Naturgesetze besser verstanden
werden, jedoch fiihrt deren Komplexitit haufig dazu, dass keine geschlossene (analyti-
sche) Losung gefunden werden kann. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit versucht
mithilfe von numerischen Methoden eine hinreichend genaue Annéaherung fiir die ana-
lytische Losung von speziellen technischen Anwendungen (den Mehrkorpersystemen)
zu finden und damit das tatsdchliche Verhalten moglichst genau zu approximieren.

1.1 Motivation

Die numerische Simulation von Mehrkorpersystemen, also von mechanischen Syste-
men mit endlich vielen starren oder elastischen Einzelkérpern, die durch Kopplungs-
elemente verkniipft sind und auf die Kréfte einwirken, spielt in vielen technischen
Anwendungen wie beispielsweise der Robotik, der Fahrzeugtechnik oder der Parti-
kelsimulation eine bedeutende Rolle [46]. Die resultierenden Bewegungsgleichungen
solch eines Mehrkorpersystems setzen sich hiufig aus gewohnlichen Differentialglei-
chungen und algebraischen Nebenbedingungen zusammen. Diese Art von Gleichungen
werden differential-algebraische Gleichungen (DAEs) genannt und sie konnen nicht
ohne weitere Uberlegungen durch numerische Verfahren zur Lsung von gewdhnlichen
Differentialgleichungen geltst werden.

Zudem konnen Schwierigkeiten auftreten, wenn Systeme mit groffen Rotationen un-
tersucht werden, welche beispielsweise in den speziellen Anwendungen der Bewe-
gungen von Rotorenfliigeln von Windréddern, Kabelverbindungen von Roboterarmen
oder Solarsegeln in der Raumfahrt auftreten. Die Modellierung von solchen schwer
zu losenden Systemen mit groflen Rotationen kann zu Singularitidten fithren, welche
durch die Verwendung von sogenannten Lie-Gruppen vermieden werden kénnen. Eine
Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, fiir die ein Produkt oder eine
Hintereinanderausfithrung und die Umkehrabbildung glatte Abbildungen sind. Wird
eine Differentialgleichung auf einer Lie-Gruppe definiert, so bleibt die Losung dieser
Differentialgleichung stets auf G. Auch im Fall von Mehrkorpersystemen mit groffen
Rotationen werden durch die Verwendung von Lie-Gruppen die angesprochenen Sin-
gularitdten vermieden. Numerische Verfahren zur Losung solcher Differentialgleichun-
gen auf Lie-Gruppen sind somit in der Literatur von groem Interesse [4] [16], 48] [42].



Daher untersucht die vorliegende Arbeit Losungen von Bewegungsgleichungen in
Lie-Gruppen-Formulierung fiir Mehrkorpersysteme, die differential-algebraische Glei-
chungen darstellen, mit geeigneten numerischen Verfahren. Der Fokus liegt dabei auf
zwei Arten von Verfahren: den BDF-Verfahren und dem Generalized-a-Verfahren.

1.2 Stand der Forschung

Die Losung von Anfangswertproblemen ist seit vielen Jahren nicht mehr aus wissen-
schaftlichen Arbeiten wegzudenken. Dabei wird die Losung einer Differentialgleichung
in Form einer Funktion gesucht, die durch einen fest vorgegebenen Punkt (den An-
fangswert) verlauft. Ein prominentes Beispiel fiir eine Person, die sich mit solchen
Aufgabenklassen auseinandersetzte, ist Newton. Er beschiéftigte sich bereits im 17.
Jahrhundert mit Differentialgleichungen und ihren Losungen mit Hilfe von Reihenent-
wicklungen [45]. Je komplexer die zu lésenden Gleichungen werden, umso schwieriger
ist es geschlossene analytische Losungen zu erhalten. Praktische Anwendungen sind
zudem héaufig von komplexer Natur, weshalb die numerische Lésung von Differential-
gleichungen in der Literatur eine entscheidende Rolle spielt. Dabei werden numerische
Verfahren entwickelt, um Losungen von unterschiedlichen Typen von Differentialglei-
chungen moglichst genau zu approximieren. Im Fall von gewchnlichen Differenti-
algleichungen waren in der Vergangenheit besonders zwei Arten solcher Verfahren
von Bedeutung: die Einschrittverfahren und die linearen Mehrschrittverfahren. Eine
spezielle Art von linearen Mehrschrittverfahren sind BDF-Verfahren, welche in die-
ser Arbeit von groflem Interesse sind, da sie in industriellen Simulationspaketen fiir
Mehrkorpersysteme beliebte Methoden mit Schrittweitensteuerung und Ordnungs-
kontrolle sind [3]. Die BDF-Verfahren wurden zuerst als implizite k-Schrittverfahren
der Ordnung p = k fiir gewohnliche Differentialgleichungen durch Curtiss und Hirsch-
felder [I7] entwickelt. Sie wurden bekannt fiir die Losung von steifen Differentialglei-
chungen durch die Arbeit von Gear [23].

In der Strukturdynamik haben sich Integratoren vom Newmark-Typ durchgesetzt.
Das Generalized-a-Verfahren, das auf Chung und Hulbert [I5] zuriickgeht, ist solch
ein Integrator zweiter Ordnung. Géradin und Cardona [24] sowie Arnold und Briils [I]
verwendeten das Verfahren zur Losung von dynamischen Problemen mit Zwangsbe-
dingungen. Weitere Untersuchungen erfolgten von Lunk und Simeon [37], Jay und
Negrut [34] sowie Arnold u.a. [4] zur Losung von differential-algebraischen Gleichun-
gen (DAESs) mithilfe einer Indexreduktion.

Ein weit verbreitetes Forschungsthema ist zudem die Losung von Differentialglei-
chungen auf Mannigfaltigkeiten [27]. Numerische Methoden zur Losung solcher Dif-
ferentialgleichungen sollen sicherstellen, dass die numerische Lésung auf diesen Man-
nigfaltigkeiten bleibt. Solche Klassen von Methoden sind zum Beispiel Projektions-
methoden oder Methoden, die auf lokalen Koordinaten basieren. Mannigfaltigkeiten
mit einer Gruppenstruktur besitzen weitere niitzliche Eigenschaften. Lie-Gruppen
sind solche Mannigfaltigkeiten, die auch eine Gruppe darstellen. In den letzten drei
Jahrzehnten waren numerische Losungsverfahren fiir Differentialgleichungen auf Lie-
Gruppen in der Forschung von groflem Interesse. Klassische Ansétze dazu sind die
von Crouch und Grossman [16] und Munthe-Kaas [42], 43].

Die numerische Integration von gewohnlichen Differentialgleichungen auf Mannigfal-
tigkeiten durch explizite Formeln fiir Mehrschrittverfahren und Runge-Kutta-Verfah-
ren dritter Ordnung durch Approximationen direkt in der Lie-Gruppe wurde von
Crouch und Grossman [I6] untersucht. In [16] wurden mehrere Exponentialabbildun-



gen kombiniert. Deren Auswertung erfordert jedoch einen hohen Aufwand an Rechen-
leistung. Approximationen in einem speziellen Tangentialraum der Lie-Gruppe (Lie-
Algebra) kénnen verwendet werden, um die Anzahl dieser Exponentialabbildungen
zu reduzieren. Munthe-Kaas [42, [43] verwendete diese Strategie fiir Runge-Kutta-
Verfahren auf Mannigfaltigkeiten. Die Bewegungsgleichungen konnen dabei durch
eine gewohnliche Differentialgleichung gelést werden, die auf der korrespondieren-
den Lie-Algebra agiert. Hierbei sind Lie-Klammern involviert, um die hohe Ordnung
dieser Lie-Gruppen-Verfahren zu erhalten. Celledoni, Marthinsen und Owren [I3]
erreichten eine kleinere Anzahl an Exponentialabbildungen als Crouch und Gross-
man [16] durch die Verwendung von Linearkombinationen innerhalb dieser Abbil-
dungen und vermieden zudem die Berechnung von Lie-Klammern fiir Runge-Kutta-
Verfahren.

Mehrschrittverfahren fiir Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten wurden von
Faltinsen, Marthinsen und Munthe-Kaas [20] eingefiihrt. In diesen Methoden wurden
vor jedem Zeitschritt lokale Koordinaten verwendet, um die gegebenen Nichtlinea-
ritdten der Lie-Gruppen-Formulierungen zu berechnen.

Weitere Referenzen zu Mehrkorpersystemen in Verbindung mit Lie-Gruppen und de-
ren Verwendung sind unter anderem [I4], [41] und [4§].

1.3 Beitrag der vorliegenden Arbeit und Gliede-
rung

Die effiziente Implementierung der oben genannten BDF-Verfahren fiir Mehrkérper-
systeme mit Lie-Gruppen-Struktur ist eine bisher unbeantwortete Frage, derer sich
die vorliegende Arbeit widmet. Dabei wird zum einen auf die BDF-Variante der Ver-
fahren aus [20] eingegangen und zum anderen ein neues BDF-Lie-Gruppen-Verfahren,
das BLieDF-Verfahren, eingefiihrt, in dem eine weniger zeitaufwendige Auswertung
der vorhandenen Lie-Klammern erfolgt. Beide Varianten werden auf differential-alge-
braische Gleichungen in der Index-3-Formulierung angewendet und die Konvergenz
der Ordnung p = k bewiesen.

Zur moglichst effizienten Rechnung haben sich Verfahren mit variabler Schrittweite
und Schrittweitensteuerung bewéhrt. Daher werden im Verlauf der Arbeit sowohl das
Generalized-a-Verfahren als auch das BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten er-
weitert und die Konvergenz der Verfahren zur Losung von beschrénkten mechanischen
Mehrkérpersystemen bewiesen werden. Dabei ist das Risiko einer Ordnungsreduktion
zu beachten, die bei einer naiven Erweiterung aufgrund der Index-3-DAE-Struktur
zu beobachten wiére.

Die vorliegende Arbeit soll somit einen Beitrag zur effizienten Losung von mecha-
nischen Mehrkorpersystemen leisten, indem bereits etablierte Verfahren so erwei-
tert werden, dass mit ihnen Differentialgleichungen auf Konfigurationsrdumen mit
Lie-Gruppen-Struktur unter Verwendung von variablen Schrittweiten gelost werden
kénnen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Das nachfolgende Kapitel fithrt gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung ein und stellt lineare Mehrschrittverfahren (BDF-
und Adams-Moulton-Verfahren) sowie das Generalized-a-Verfahren zur Losung dieser
vor. Aulerdem wird ein Einblick in die Thematik der Lie-Gruppen und entsprechend
in die Losung von Differentialgleichungen fiir Konfigurationsraume mit Lie-Gruppen-
Struktur gegeben.



Im dritten Kapitel erfolgt eine Einfithrung in die Zeitintegration solcher speziellen
Differentialgleichungen durch die vorgestellten linearen Mehrschrittverfahren und das
Generalized-a-Verfahren. Dabei werden nicht nur die vorhandenen Verfahren von [§]
und [20] vorgestellt, sondern zusétzlich die Ideen aus [13] und [16] verwendet, um
entsprechende Mehrschrittverfahren zur Losung von Differentialgleichungen zweiter
Ordnung zu definieren, die spéter als Vergleich fiir die BDF-Verfahren dienen sollen.
Im Anschluss wird die Zeitintegration von mechanischen Mehrkorpersystemen oh-
ne Zwangsbedingungen und von beschréankten Mehrkorpersystemen untersucht. Da-
zu werden die in vorgestellten Verfahren auf unbeschréinkte mechanische Systeme
angewendet und das Benchmarkproblem , schwerer Kreisel“ vorgestellt. Auflerdem
wird das neue BLieDF-Verfahren eingefiihrt. Anschliefend werden das Generalized-
a-Verfahren, das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (basierend auf [20]) und das BLieDF-
Verfahren auf differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 angewendet.

In Kapitel 4 wird der Konvergenzbeweis des Generalized-a-Verfahrens fiir differential-
algebraische Gleichungen aus [2] vorgestellt und verwendet, um anschlieBend die Kon-
vergenz des Verfahrens auch fiir variable Schrittweiten zu beweisen. Dazu muss das
Verfahren zunéchst so umgeschrieben werden, dass die gewiinschte Ordnung auch bei
wechselnder Schrittweite erhalten werden kann. Zusétzlich wird untersucht, fiir wel-
che Schrittweitenverhéltnisse das Verfahren in jedem Fall stabil ist.

Das darauffolgende Kapitel verwendet dhnliche Techniken, um die Konvergenz der
Ordnung p = k fiir das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren und das BLieDF-Verfahren fiir
2 < k < 6, konstante Schrittweiten und beschriankte mechanische Systeme zu be-
weisen. Eine Ubertragung der BLieDF-Verfahren auf variable Schrittweiten und der
Beweis der Konvergenz fiir 2 < k£ < 3 wird im Anschluss thematisiert.

Kapitel 6 fiihrt anhand des vorgestellten Benchmarkproblems numerische Tests fiir
die verwendeten Verfahren sowohl fiir konstante, als auch gegebenenfalls fiir variable
Schrittweiten aus. Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse.



Kapitel 2

Vorbetrachtungen

2.1 Gewohnliche Differentialgleichungen und aus-
gewihlte Zeitintegrationsverfahren

In diesem Abschnitt werden gewohnliche Differentialgleichungen und einige Zeitinte-
grationsverfahren zur Losung von Anfangswertproblemen vorgestellt. Da im Verlauf
der Arbeit vor allem Differentialgleichungen 2. Ordnung bzw. deren Aquivalent als
System von Differentialgleichungen 1. Ordnung von Interesse sind, werden allgemeine
Differentialgleichungen 1. Ordnung lediglich im Anhang[A]eingefiihrt. Ebenso werden
dort grundlegende Begriffe wie Konsistenz, Konvergenz und Nullstabilitat fiir lineare
Mehrschrittverfahren fiir solche Gleichungen 1. Ordnung erlautert. Die Begriffe lassen
sich problemlos auch auf Differentialgleichungen 2. Ordnung iibertragen.

Definition 1 (Gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung (ODE) [28])
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen (engl.: ordinary differential equati-
ons, ODEs) 2. Ordnung ist ein Gleichungssystem der Form

x" =f(t,x,x) (2.1)

mit einer gegebenen Funktion f : R x RY x RY — RM. Eine Funktion x(t) wird
Lésung der Differentialgleichung (2.1)) auf dem Zeitintervall [t,tena] genannt, falls
fir alle t € [tg, tena] der Zusammenhang

x"(t) = (¢, x(t),x'(t)) (2.2a)

gilt. Ist die Funktion f lipschitzstetig, so ist die Losung x(t) eindeutig durch zwei
Anfangswerte
x(tg) =x¢o und x'(tg) = xj (2.2b)

festgelegt. Ein Anfangswertproblem ist die Suche nach einer Losung x(t) von ([2.2al)
mit den Anfangswerten ([2.2b)).

In dieser Arbeit stellt ¢ stets die Zeit dar, weshalb die Suche nach einer Losung des
Anfangswertproblems ([2.2) auch Zeitintegration genannt wird und die Ableitungen
nach ¢, wie in der Literatur iiblich, durch einen Punkt dargestellt werden

x(t) = %X(t).



AufBlerdem soll die Bewegung von Korpern im Raum beschrieben werden. Dabei wird
von dem Modell des Starrkorpers ausgegangen und dessen Drehung im Inertial- bzw.
korperfesten System untersucht.

Definition 2 (Starrkorper, Inertialsystem, korperfestes System [19, 21])

Ein Starrkérper besteht aus vielen einzelnen Massenpunkten, deren Lage zueinander
unverandert bleibt, unabhingig davon, welchen Einfliissen und Kréften der Korper
unterliegt.

Ein Bezugssystem heifit Inertialsystem, wenn jeder Korper, auf den keine Kréfte wir-
ken, relativ zu diesem Bezugssystem in Ruhe verharrt oder sich gleichférmig geradli-
nig bewegt. Bei einem kdrperfesten Bezugssystem sind ein beliebig festgelegter Punkt
des Starrkorpers als Ursprung und beliebige, relativ zum Korper ruhende Achsen als
Koordinatenachsen gewéhlt.

Im Folgenden bezeichnet x(t) die Konfiguration eines oder mehrerer Starrkérper zur
Zeit t, deren Geschwindigkeit durch v(t) = %(t) beschrieben wird. Somit kann ({2.2)
zu dem System 1. Ordnung

) )
v(t) )
x(ty) = Xo, (2.3¢)
v(ty) = Vo (2.3d)

mit vo := Xo umformuliert werden [2§].
Die Zeitintegration von (2.2]) bzw. (2.3) erfolgt durch numerische Verfahren, die die
Losung auf einem Punktgitter [46]

I, = {to,tl, ...,tNend} mit i<t <..< tNend = Tond (24)

mit Schrittweiten h,, = t,11 — t,, (n = 0, ..., Neng — 1), im Zeitintervall ¢ € [to, tend]
approximieren. Ist h = h,, fiir alle n = 0, ..., Neng — 1 konstant, so ist das Punktgitter
dquidistant und ansonsten wariabel. Zunéchst soll die Schrittweite h konstant sein.
Im Verlauf der Arbeit erfolgt die Untersuchung einiger numerischer Verfahren fiir
variable Schrittweiten h, (vgl. Kapitel [ und Abschnitt [5.2)).

Die zwei bekanntesten Arten von Zeitintegrationsverfahren sind Einschrittverfahren
und lineare Mehrschrittverfahren. In dieser Arbeit sind die Mehrschrittverfahren von
Interesse. Einschrittverfahren werden nicht weiter thematisiert. Im Folgenden sol-
len zwei Vertreter solcher linearer Mehrschrittverfahren zur Lésung von ein-
gefiithrt werden. Dies sind zum einen die BDF-Verfahren und zum anderen die Adams-
Moulton-Verfahren. Als weiteres Verfahren wird das Generalized-a-Verfahren vorge-
stellt, das sich nicht eindeutig in eine der beiden Gruppen (Einschritt- bzw. Mehr-
schrittverfahren) einordnen lésst.

2.1.1 BDF-Verfahren

Definition 3 (BDF-Verfahren [28, fiir ODEs 1. Ordnung))
Die BDF-Verfahren zur Losung von ([2.3)) sind k-Schritt-Verfahren der Form

k
1
7 Z QiXpi1—i = Vipat, (2.5a)
i=0



k
Z QiVip41—5 = f(tn—l-la Xn41, Vn—l—l) (25b)

=0

1
h
fiir den Zeitschritt ¢, — t,41 = t,, + h mit konstanter Schrittweite h. Dabei werden
zu vorgegebenen numerischen Losungen x,,1_; und v, 14, (i = 1,..., k), die Appro-

ximationen X, 11 & X(t,4+1) und v, 1 =~ v(t,+1) berechnet. Die Parameter «; erfiillen

die Konsistenzbedingungen (vgl. Satz |A.1))

D i =0, (2.6a)

k e
Zai(kkz_f) =0 ((=1,..k), (2.6b)
=0

und sind daher durch

E=1: ay=1, oy = —1, (2.7a)
k=2 5 2 ! (2.7h)
=2: ag==, @1 = —2, a9 = — .

0 27 1 ) 2 27

11 3 1

k=3: a0 = =, ap = —3, az =g, a3 =—g, (2.7¢)
25 4 1

k=4: o T 4, ap =3, ag = ——, a4 = 7 (2.7d)
137 10 )

k=5 (o)) %, (03] 5, (6) 5, Qa3 —3, Oy = 1_17 a5 = ——, (276)
49 15 20 15 6

]{3:61 0—%, Oél——6, 062:?, Q3 —3, Oé4zz, &5:—57
1

gegeben.

Diese impliziten Mehrschrittverfahren wurden durch Curtiss und Hirschfelder [17] ein-
gefiihrt und erlangten durch die Arbeit von Gear [23] grofie Bekanntheit zur Losung
von steifen Differentialgleichungen. Die Verfahren sind fiir 1 < £ < 6 nullstabil und
haben die Konvergenzordnung p = k. Fiir £ < 2 sind sie A-stabil, jedoch nur A(«)-
stabil fiir 3 < k < 6. Ab k£ > 7 werden die Verfahren instabil und wurden deshalb in
den numerische Rechnungen nicht naher untersucht, vgl. [29].

Um die Zeitintegration mit einem Mehrschrittverfahren wie zu starten, reichen
die Anfangswerte ([2.3c) und (2.3d)) nicht aus. Es werden Approximationen x; ~ x(;)
und v; = v(t;), (1 =0,...,k — 1), bendtigt. Diese konnen zum Beispiel durch ein Ein-
schrittverfahren mit hinreichender Ordnung (vgl. Gleichung (A.5))) berechnet werden,
vgl. [28].

Fiir einige theoretische Untersuchungen ist es von Vorteil, die Konsistenzbedingun-
gen in einer anderen Art und Weise zu formulieren. Dazu kann das nachfolgende
Lemma bewiesen werden.

Lemma 1
Die Konsistenzbedingungen ({2.6|) sind dquivalent zu

k
Y it =0, ((=0,2,..k),
1=0



Beweis:
Jedes Polynom 7 € Il stimmt mit seinem k-ten Taylorpolynom, entwickelt in ¢ =
tn—(k—1), liberein. Daher gelten die Zusammenhange

k—i)‘ht
T(tns1-i) = W(tn—(k—l) ZW e) [ 1 % (2.8)

und

N k(’hé’-i-l
hit(tns1) = hit (t_e_1) + kh) = Zw”‘ 1)

k.K lhé
(5— nr

Durch die Konsistenzbedlngungen . ) folgt

Mw

(2.9)

ZaZ tnp1—i) = hit(tpi1) (2.10)

und die Taylorentwicklung dleses Ausdrucks in ¢ = ¢,,_(,_1) beweist die Behauptung.

Fiir die spateren Betrachtungen der BDF-Verfahren fiir Konfigurationsrdaume mit Lie-
Gruppen-Struktur ist eine Umformulierung der Gleichung (2.5a)) zielfithrend. Dazu
wird das Inkrement definiert durch

AX, = X,11 — X, (2.11)

und die nachfolgenden Lemmata kénnen bewiesen werden.

Lemma 2
Fiir Parameter «; € R, (i = 0, ..., k), die die Konsistenzbedingungen ({2.6|) erfiillen
und

i1
vi=Y aj (i=1..k), (2.12)
§=0
sowie Inkrementen ([2.11)) gilt
k k k
Z Qi Xnt+1—i = Z%(Xn+2—z‘ - Xn+1—i) = Z%Axn+1—z‘-
i=0 i=1

i=1
Beweis:
Es gilt
k
Z QiXpt1—i = QXpy1 T 1Xp + .o+ QApXpp1—k
i=0
= ao(Xpp1 — Xn) + (a0 + 1) (Xp — Xp1) + o F

+ (o + .. + 1) (Xngo—k — Xnp1-k) + (0 + o + Q) Xnp1-k

k
E Xn+2 7 Xn—i—l—i)



k
= E ViAXp 1
i=1

mit (2.6a) und ([2.12]).

|
Lemma 3
Gleichung ([2.5a)) ist dquivalent zu
1
E Z %Axnﬂ,i = Vp11 (213)
i=1
mit (2.11)) und Parametern ~;, die (2.12)) erfiillen.
Beweis:
Die Behauptung folgt direkt mit Lemma [2}
|
Die Darstellung
Xpi1 = X, + AX,, (2.14a)
L&
E Z IYiAXn-i-l—i = Vnpi1, (214b)
1
E Z QiVpt1—i = f(tn—i-h Xn+1; Vn—i—l) (2140)
i=0

wird auch BDF-Verfahren in Inkrementform genannt. Die Parameter v;, (1 = 1, ..., k),
definiert durch ([2.12]), miissen ebenso wie «; in (2.6)) Konsistenzbedingungen genitigen,
damit auch die BDF-Verfahren in Inkrementform ({2.14]) mit der Konvergenzordnung

p = k konvergieren.

Lemma 4
Die BDF-Verfahren in Inkrementform (2.14) konvergieren nur dann mit Ordnung
p = k, wenn die Parameter v; aus (2.12) die Konsistenzbedingungen

k

Z k+1—z (k—i)‘Z:g’ (=1, (2.15)

-1

erfiillen.

Beweis:

Die BDF-Verfahren konvergieren nur dann mit der Ordnung p = k, wenn die
Parameter «;, (i = 0, ..., k), die Bedingungen erfiillen, vgl. [28] bzw. Satz
Nach Lemmasind die Gleichungen (2.13)) und (2.5a)) dquivalent fiir v;, (i = 1, ..., k),
aus . Um die Behauptung des Lemmas zu beweisen, muss somit gezeigt werden,
dass aus folgt. Dazu wird wie im Beweis von Lemma [l| begonnen. Mit

Gleichung ([2.10) und Lemma [2| gilt

k

D vi(wltnsas) = m(tap1-i)) = hit(tnsa)

=1




fiir jedes Polynom 7 € II;. Unter Verwendung der Gleichungen ({2.8]) und (2.9) folgt
die Behauptung.

Aufgrund von Gleichung (2.12) und Lemma 4] sind die Parameter v; fir k = 1,...,6
gegeben durch

k=1: v =1, (2.16a)
k=2: 71:;, 72:—%, (2.16b)
k=3: 71=%, 722-% 732%, (2.16¢)
k=4: 71227 722—%; 73:%7 %:—i, (2.16d)
k=5 ’71:%, ’Yz:—%, 73:%7 74:—%, 75:%, (2.16e)
kE=6: 71:3—37 72:—2—3, 73:;—8, 74:—%, 75:%, 76:—% (2.16f)

2.1.2 Adams-Moulton-Verfahren

Definition 4 (Adams-Moulton-Verfahren [28, fiir ODEs 1. Ordnung])
Die Adams-Moulton-Verfahren zur Losung von (12.3)) sind k-Schritt-Verfahren der

Form

k
1
E(Xn+1 —X,) = Z BiViti—i, (2.17a)
i=0
1 k
E(Vn—‘rl - Vn) = Z Bif(tn—l—l—u Xn41—i» Vn—l—l—i) (217b)
=0

fiir den Zeitschritt ¢t,, — t,+1 = t,+h mit konstanter Schrittweite h. Dabei werden fiir
gegebene numerische Losungen x,,11—; und v, 14, (1 = 1, ..., k), die Approximationen
Xpi1 & X(tpe1) und vy, & V(t,41) berechnet. Die Parameter 3; sind gegeben durch

k=0: Bo=1,

k=10 o=y b=y

k=21 fo=p Pi=3 fa= 15

k=3 502%,51 3752:—%753 i

Das Verfahren fiir k£ = 0 ist das implizite Euler-Verfahren und theoretisch ein Ein-
schrittverfahren. Die Trapezregel ergibt sich fiir £ = 1. Adams-Moulton-Verfahren
sind implizite Verfahren mit der Konvergenzordnung p = k+1, die unter Verwendung
von Quadraturformeln konstruiert werden. Aulerdem sind sie optimal nullstabil [46].
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2.1.3 Generalized-a-Verfahren

Das Generalized-a-Verfahren ist ein Verfahren vom Newmark-Typ, das zuriickgeht
auf Arbeiten von Chung und Hulbert [15], die die Zeitintegration fiir lineare Systeme
in linearen Rdumen betrachtet haben.

Definition 5 (Generalized-a-Verfahren [15] fiir Matrixgl. der lin. Strukturdynamik])
Bei dem Generalized-a-Verfahren zur Losung von werden die numerischen Lo-
sungen X,, v,, v, und a, im Zeitschritt ¢, — t,,.1 = t,, + h mit konstanter Schritt-
weite h verwendet und es ist gegeben durch

Xpp1 = Xp + hvy, + (0.5 — B)h*a, + Bha, 1, (2.184a)
Vi1 = Vo + (1 — y)ha, + vha, 1, (2.18b)
(1 — ap)ants + apa, = (1 — ap) Va1 + apvy, (2.18¢)
Vet = £(tna1, Xna1, Vir1) (2.18d)

mit den Parametern aus (2.20)). In jedem Zeitschritt werden Variablen x,,.1 ~ x(t,41),
Vi1 & V(tni1), Vg1 = V(t,y1) und die Beschleunigung

A1 = V(tn+1 + Aah)
an einer Zwischenstelle mit
Ay =y, —ay (2.19)

approximiert.

Die beschleunigungsidhnliche Variable a,, ist eine Hilfsvariable. In [I5] wurden au-
Berdem fiir die Verfahrensparameter oy, a,,, S und « optimale Werte angegeben
in Bezug auf Stabilitdts- und Genauigkeitseigenschaften in Abhéngigkeit von einem
Dampfungparameter po, € [0,1). Dabei wurde in [I5] die lineare Testgleichung

F4+wlr =0, weR,

untersucht, deren Anwendung auf das Generalized-a-Verfahren in einer von
hw abhéngigen linearen Abbildung (g¢n,vn,an) = (¢ni1, Unt1, Gne1) resultiert. Der
Spektralradius fiir hw — oo der Matrix, die diese lineare Abbildung definiert, ist
genau dieser Dadmpfungsparameter p.,. Die Verfahrensparameter ergeben sich zu

20 — 1 Poo 1 1\? 1
m:—7 :—’ = — —_ ; = — —_— m- 220
an=228 = L2 gt (veg) s =g taran (220

Mit diesen Parametern ist das Verfahren ([2.18)) ein Zeitintegrationsverfahren zweiter
Ordnung [15].

2.2 Lie-Gruppen

In diesem Abschnitt werden Lie-Gruppen — im Speziellen Matrix-Lie-Gruppen — ein-
gefithrt sowie einige Beispiele vorgestellt.

Definition 6 (Lie-Gruppen [27, [5])

Eine Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (vgl. [27]), auf der eine
Gruppenoperation o : G X G — G und eine inverse Abbildung inv : G — G definiert
sind, wobei sowohl o als auch inv differenzierbare Abbildungen sind.
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Da jede endliche Lie-Gruppe (G, o) mit der Gruppenoperation o isomorph zu einer
Matrix-Lie-Gruppe ist, werden nur diese naher betrachtet und im folgenden Abschnitt
erlautert.

2.2.1 Matrix-Lie-Gruppen

Definition 7 (Matrix-Lie-Gruppen [27])
Eine Matrixz-Lie-Gruppe G ist eine Lie-Gruppe, die eine Untergruppe der allgemeinen

linearen Gruppe
GL(ng) = {A e R"¢*"¢ : det A # 0}

darstellt.

Ein Element ¢ € G kann somit stets als Matrix aufgefasst werden, wobei die Grup-
penoperation o die Matrixmultiplikation darstellt. In praktischen Implementierungen
ist es jedoch in Hinblick auf die Rechenzeit oft ungiinstig, ¢ als Matrix zu charakte-
risieren, weshalb weiterhin die Gruppenoperation o verwendet wird.

Die Konfiguration eines Korpers (vgl. Definition [2]) zur Zeit ¢ wird durch die Funktion

¢t): R—=G (2.21)

beschrieben. Die stetig differenzierbare Funktion ¢(¢) mit ¢(¢y) € G bleibt genau dann
in der Lie-Gruppe G, wenn ihre Zeitableitung ¢(¢) im Tangentialraum T,G bzgl. des
Punktes ¢ = ¢(t) liegt [27].

Definition 8 (Lie-Algebra, Lie-Klammer und Matrix-Kommutator [5])

Der Tangentialraum in der Identitéit e einer N-dimensionalen Lie-Gruppe G wird
als Lie-Algebra g = T.G bezeichnet. Die Lie-Klammer [A,B] : g X g — g ist eine
bilineare, schiefsymmetrische Operation, fiir die die Jacobi-Identitét

[A,[B,C]]+[C,[A,B]]+ [B,[C,A]] =0 (2.22)

erfiillt ist. Ist G eine Matrix-Lie-Gruppe, so ist die Lie-Klammer isomorph zu dem
(Matriz)-Kommutator gegeben durch [A, B] = AB — BA.

Da alle Tangentialrdume linear sind, ist auch die Lie-Algebra g ein linearer Raum.
Durch die invertierbare lineare Abbildung

() : RY = g (2.23)

wird ein Isomorphismus zwischen dem euklidischen Raum RY und der Lie-Algebra g
beschrieben [§]. Im Folgenden wird ein Element der Lie-Algebra stets durch die Ab-
bildung kenntlich gemacht.
Durch die Gruppenstruktur von G kann jedes Element von TG in jedem Punkt
g € G durch Elemente v der Lie-Algebra reprisentiert werden. Dafiir definiert die
Linkstranslation

Lyt G= G,y Ly(y) =qoy (2.24)

eine Bijektion in G, und ihre Ableitung DL (e) in der Identitét e ist eine Bijektion
zwischen den Tangentialrdumen g := 7.G und 7,G, das heifit [4]

T,G ={DL,(e)-v: veg}={DL,e)-v: veR"}L

12



Somit kann die Ableitung von (2.21)) als
q(t) = DLy (e) - v(t) (2.25)

beschrieben werden [4]. Ein Grofiteil der Rechnungen soll in der Lie-Algebra bzw. im
euklidischen Raum R" vonstattengehen. Anschlieflend erfolgt eine Transformation in
die Lie-Gruppe G. Diese kann lokal mit Hilfe der Exponentialabbildung

o0

| _ 1,
exp:g— G mit exp(w)= Z W (2.26)
=0
in einer Umgebung von w = 0 erfolgen. Die Hintereinanderausfithrung von mehreren
Exponentialabbildungen

exp (h(fvl) o exp (h{;\}g) = exp (BCH(thfl, thfg)) (2.27)
wird mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel beschrieben, dabei ist

~ L~ ~ ~ 1. - - ~ .~
BCH (hw1, hWs) = hwy + hw, + 3 [hw1, hws] + O(h) ||[hw1, hws]|| (2.28)

fir h — 0 mit w;,wy € RY [49]. Wenn w; und w, kommutieren, dann werden
die Kommutatoren gleich null, und in diesem Fall folgt exp (h@vvl) o exp (thvg) =
exp (h\’?vvl + hvﬂ(fz).

Im Verlauf der Arbeit werden numerische Losungen von gesucht. Dazu schlug
Magnus [38] vor, eine Losung der Form

q(t) = q(tm) 0 exp(Tm(t)) (2.29)

mit einer Matrixfunktion v,,(t) € g zu finden. Diese geniigt fiir ¢ in einer Umgebung
von t,, der Differentialgleichung

Un(t) = dexp” (¥(t) mit v (t,) =0 (2.30)

(Anhang [B)), siehe auch [33].
Hierbei beschreibt dexp ™' die Inverse der linksseitig trivialisierten Ableitung der Ex-
ponentialabbildung (2.26)) mit der Reihenentwicklung

o0

B
dexpy' = Z Fadf»ﬁ, (2.31)

1=0

wobei adi~V der adjungierte Operator mit ad% Wy = Wy und ad%vlvaz = [val, adi{llvNVg]
die i-te Anwendung des Kommutators und B; die Bernoullizahlen [30]
By =1, Blz—%, Bgzé, B3 =0, B4:—%, Bs =0, Bﬁzé,...
(2.32)
sind. Durch Integration von und geeignetes Abschneiden der Reihe kann
eine Losung von erhalten werden, die Magnus-Entwicklung. Im Verlauf die-
ser Arbeit wird ein Resultat der Magnus-Entwicklung in einer speziellen Form von
Miiller [40] verwendet. Dort wurde eine Berechnungsvorschrift fiir die einzelnen Glie-
der der Reihe angegeben. Somit ist v,,(t) in (2.29) gegeben durch

() = WV (b) + %26(%) + %36(%) + g [t ¥(t)| + %V (tm)
2 900, 500)] + (1) + i) + L)+ 00 (239
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mit h =t — t,,,. In [40] werden nur die Glieder bis zur Ordnung fiinf berechnet und
die Rechtstranslation anstelle der Linkstranslation ([2.24) verwendet. Die hier ange-
gebenen Reihenglieder wurden unter Verwendung der Formel aus [40] in Anhang
berechnet. Dort sind auBerdem konkrete Terme fiir p, fiir ¢ = 5,6, 7 angegeben.
Weiterhin erlaubt die Exponentialabbildung die Konstruktion einer lokalen Parame-
trisierung der Lie-Gruppe G um einen gegebenen Punkt ¢, € G. Die Bezichung

q = qm o exp(V) (2.34)

beschreibt lokal in einer Umgebung von ¢, einen Diffeomorphismus zwischen G und
g bzw. zwischen G und RY, der als Koordinatenabbildung RY — G : v + ¢ =
Gm © exp(V) geschrieben werden kann [9)].

Um die Rechnungen im euklidischen Raum RY anstatt direkt in der Lie-Algebra g
auszufithren, ist es sinnvoll, eine Abbildung zu definieren, die die auftretenden Kom-
mutatoren, z.B. in und , im RY reprisentiert. Dieser lineare Operator,
der einem N x 1 Vektor die N x N Matrix zuordnet, ist definiert durch [7, 4]

() : RY = RVN it Wiw, = adg, (Wa) = [W1, Wo] filr alle wy, wy € RV,
2.35
Mit Hilfe dieser Abbildung kann dexp aus auch als lineare Beziehung VO(II ]R]\2
nach RY durch
v(t) = T(Vm(t))i/m(t)
reprisentiert werden, wobei T(I/m (t)) der so genannte N x N Tangentialoperator der
Exponentialabbildung ist [9] mit

s

dexp_g, ) (w)=T (um(t))w

fiir w € RY. Dieser besitzt die Reihenentwicklung

[e.9]

T(n(t) =Y (Z(,:_li;!ﬁfn(t), (2.36)

vgl. [9, 33] und Lemma [B.4]

2.2.2 Beispiele

Im folgenden Abschnitt sollen die verwendeten Matrix-Lie-Gruppen-Formulierungen
nédher vorgestellt werden.

Beispiel 1: G = SO(3)
Die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) ist definiert durch [5] 27]
SO3)={RecR*>¥ R'R=1I;, detR = 1}.
Die zugehorige Lie-Algebra [27]
s0(3) = {Q € R™| Q' +Q =0}

enthélt alle schiefsymmetrischen Matrizen der Form

0 —Q5 O
Q=10 0 -0 (2.37)
Q0 Q0



mit Q = [ Qy Q)" € R3*!, siehe (2.23). Die Abbildung @ aus (2.35) ist fir G =
SO(3) identisch mit o ([51, Lemma A.1]):

¥ =%, weR. (2.38)

Die Exponentialabbildung (2.26)) in SO(3) \ {0} ist gegeben durch die sogenannte
Rodriguez-Formel [39)

sin(w)w N (1 —cos(w)) ~ ~

eXPgoez) (W) = Iz + wWW

w2

mit w = ||wl|s, w € R3. Der Tangentialoperator (2.36)) ist in SO(3) anhand von [7]
cos(w) — 1 _ <1 sin(w)) WW

T =3+ ——
so) (W) 3+ 2 W+ o 2

bestimmt.

Beispiel 2: G = R? x SO(3)

Die Beschreibung des direkten Produktes R? x SO(3) erfolgt analog zu [7]. Ein Ele-
ment der 6-dimensionalen Lie-Gruppe R? x SO(3) kann durch das Paar ¢ = (x, R) mit

dem Translationsvektor x € R und der Rotationsmatrix R € SO(3) bzw. alternativ
in der Matrixschreibweise

R 0O3x3 03x1
q= |03x3 I3 X
O1x3 O1xs 1
beschrieben werden. Die Gruppenoperation o ist gegeben durch
(x1,R1) 0 (%2, R) = (x1 + %2, R1R»).

Die Lie-Algebra ist die Menge der 7 x 7-Matrizen

Q0343 034
V=033 033 u (2.39)
01><3 01><3 O

mit u € R? und einer schiefsymmetrischen Matrix Q aus l} Die Lie-Algebra kann
mit dem euklidischen Raum RS identifiziert werden, da die Matrix ([2.39)) durch einen

Vektor v = [uT, QT}T repréasentiert wird. In diesem Fall kann Gleichung ([2.25)) zu

X =u,
R = RQ

umformuliert werden, so dass die Geschwindigkeit v unterteilt ist in die Translations-
geschwindigkeit u im Inertialsystem und die Winkelgeschwindigkeit €2 im korperfes-
ten System. Der Operator ® ist gegeben durch

—~ 03><3 03><3
VvV =

0353
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Schliellich berechnet sich die Exponentialabbildung ([2.26)) fiir wy, wy € R? zu

exp50(3)(w2) 03x3 03x1
eXPRrsx 50(3) (W1, W2) = 033 I w

01x3 01x3 1

und der Tangentialoperator ([2.36)) zu

I3 033
Trsws0(3) (W1, Wa) = g
0343 Tsoe)(wa)

Beispiel 3: G = SE(3)

Die Beschreibung der speziellen euklidischen Gruppe SE(3) = R3 x SO(3) erfolgt
analog zu [7]. Ein Element der 6-dimensionalen Lie-Gruppe SFE(3) kann durch das
Paar ¢ = (x,R) mit dem Translationsvektor x € R und der Rotationsmatrix R &
SO(3) bzw. alternativ in der Matrixschreibweise

R x
q:
01X3 1

beschrieben werden. Die Gruppenoperation o ist gegeben durch
(x1,R1) o (x2, Ry) = (x1 + Rix2, R1Ry).

Die Lie-Algebra ist die Menge der 4 x 4-Matrizen

_ Q U
vV = (2.40)
01x3 0

mit U € R3 und der schiefsymmetrischen Matrix Q aus 1) Die Lie-Algebra kann

mit RS identifiziert werden, da die Matrix (2.40) durch einen Vektor v = [UT QT] !
reprisentiert wird. Gleichung (2.25)) kann in SF(3) umformuliert werden zu

x = RU,

R = RQ,
so dass die Geschwindigkeit v unterteilt ist in die Translationsgeschwindigkeit U und
die Winkelgeschwindigkeit €2, beide im korperfesten System. Der Operator ® wird zu

R Q U
V= . (2.41)

03x3
SchlieBlich berechnet sich die Exponentialabbildung (2.26)) fiir wi, wy € R?® zu

€XPso(3) (w2) A(w2)w;

CXPsE(3) (W1, Wa) =
01x3 1
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mit
1 ~ ~ ~
A(wy) = 2 (wIs + (I — eXPgo(s)(Wa))Wa + WoWs) |
wobei w = ||[wsl| ist, und der Tangentialoperator (2.36]) zu

Tso@)(wa) C(wi, wa) — Wy

TSE(3) (Wl, W2) =

033 Tso0(3)(W2)
mit
Olwiwo) = 12 %50+ L (s + ) — e,
+ é (% — 3(10; b)) Wy WiWoWs,

wobei a = 2(1 — cos(w))/w? und b = sin(w)/w gilt.
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Kapitel 3

Zeitintegrationsverfahren fiir
mechanische Systeme auf
Lie-Gruppen

Das nachfolgende Kapitel behandelt die Zeitintegration der Bewegungsgleichungen
von mechanischen Systemen ohne und mit Zwangsbedingungen fiir Konfigurations-
rdume mit Lie-Gruppen-Struktur. Zunéchst werden Zeitintegrationsverfahren fiir ge-
wohnliche Differentialgleichungen auf Lie-Gruppen thematisiert. Die vorgestellten
Lie-Gruppen-Verfahren werden auf mechanischen Systeme ohne Zwangsbedingungen
angewendet. Auflerdem wird ein neues BDF-Lie-Gruppen-Verfahren vorgestellt, das
BLieDF-Verfahren, das eine effizientere Auswertung der benotigten Lie-Klammern
bzw. Matrix-Kommutatoren verwendet als das Munthe-Kaas-BDF-Lie-Gruppen-Ver-
fahren.

Zudem werden mechanische Systeme mit Zwangsbedingungen, die durch differential-
algebraische Gleichungen vom Index 3 beschrieben werden, thematisiert. Fiir diese
Aufgabenklasse werden nur drei der vorgestellten Verfahren genauer untersucht, die
beiden BDF-Verfahren und das Generalized-a-Verfahren.

3.1 Ausgewihlte Zeitintegrationsverfahren fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen auf Lie-
Gruppen

Bei der Anwendung eines numerischen Integrators auf Bewegungsgleichungen in Kon-

figurationsrdumen mit Lie-Gruppen-Struktur muss die kinematische Gleichung ([2.3al)
durch (2.25) ersetzt werden. Somit wird eine Losung des Anfangswertproblems

i(t) = DLy (e) - ¥(0), (3.1a)
v(t) = £(t,q(t), v(t)), (3.1b)
q(to) = o, (3.1c)
v(ty) = vo (3.1d)

gesucht.
Im folgenden Abschnitt werden verschiedene aus der Literatur bekannte Verfahren zur
Losung von (3.1]) vorgestellt. Crouch und Grossman [16] haben explizite Mehrschritt-
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Lie-Gruppen-Verfahren eingefiihrt, die eine Vielzahl von Auswertungen der Expo-
nentialabbildungen erfordern, die die Elemente der Lie-Gruppe darstellen. In
dieser Arbeit erfolgt eine Berechnung von Verfahrensparametern auch fiir implizite
Mehrschritt-Lie-Gruppen-Verfahren.

Da die Berechnung der Exponentialfunktion rechentechnisch aufwendig sein kann,
sind Verfahren in den Fokus geriickt, die den Grofiteil der Rechnungen in der Lie-
Algebra ausfithren. Dadurch wird nur eine Exponentialabbildung benétigt, im Ge-
genzug werden Kommutatoren ausgewertet. Mehrschrittverfahren dieser Art wurde
von Faltinsen, Marthinsen und Munthe-Kaas [20] vorgestellt. Hier ist eine Umpara-
metrisierung in der Lie-Gruppe notig, um die gewiinschte Konvergenzordnung des
Verfahrens zu erhalten. Das Verfahren aus [20] wird in dieser Arbeit jedoch unter
Verwendung der e-Abbildung modifiziert, so dass die Rechnungen im euklidischen
Raum R” und nicht in der Lie-Algebra g erfolgen.

Ein weiteres Verfahren geht auf Celledoni, Marthinsen und Owren [13] zuriick. Es wird
versucht, moglichst wenige Funktionswerte der Exponentialabbildung zu berechnen
und gleichzeitig keine Matrix-Kommutatoren zu verwenden. In [13] wird diese Stra-
tegie auf Einschrittverfahren (Runge-Kutta-Verfahren) angewendet. In dieser Arbeit
wird diese Idee aufgegriffen, und es werden implizite Mehrschrittverfahren mit ent-
sprechenden Verfahrensparametern eingefiihrt.

Welche der genannten Varianten eingesetzt werden sollten, héngt stets von der un-
tersuchten Anwendung ab und wird an dieser Stelle nicht vertieft werden.

Als letztes Verfahren wird das Generalized-a-Verfahren auf angewendet, dessen
Lie-Gruppen-Formulierung auf Briils und Cardona [8] zuriickgeht.

3.1.1 Crouch-Grossman-Verfahren

Crouch und Grossman fiihrten in [16] sowohl Einschritt- als auch Mehrschrittverfah-
ren zur Losung von Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten ein. In der vorlie-
genden Arbeit werden vorrangig Mehrschrittverfahren untersucht, weshalb an dieser
Stelle nur jene vorgestellt werden.

Weiterhin betrachteten Crouch und Grossman lediglich Mehrschrittverfahren der

Form
k

Xpi1 =X+ h Z Bif (trs1—i, Xnt1—i, Vir1—i) (3.2)
i=0

mit Parametern 3; € R, (i = 0,..., k), vgl. Gleichung (A.3a). Es konnen also nur
Verfahren verwendet werden, fir die a; = 0, (i > 2), gilt. BDF-Verfahren ({2.5))
sind somit in dieser Art von Verfahren nicht enthalten, Adams-Moulton-Verfahren
hingegen schon. Aus diesem Grund wird fiir die Crouch-Grossman-Verfahren
nur die Adams-Moulton-Variante untersucht. Fiir die Anwendung auf werden
x,, und X,,; aus RY durch Elemente ¢, und ¢,;; aus der Lie-Gruppe G ersetzt. Die
Summe (inklusive Summenzeichen) wird durch die Gruppenoperation substituiert,
und die rechte Seite f soll die Elemente aus der Lie-Algebra g darstellen. Hier zeigt
sich auch die Notwendigkeit der Einschriankung an die Verfahrensparameter a; = 0,
(1 > 2). Da durch die Umwandlung in die Lie-Gruppen-Elemente keine Skalierung
dieser Lie-Gruppen-Elemente existiert, wiirde z.B. fiir £ = 2 ein Term der Form
(0qns1) © (@1Gn) © (a2gn—1) nicht definiert werden kénnen und deshalb kénnen nur
Verfahren der Form (3.2)) untersucht werden.
In Konfigurationsrdumen mit Lie-Gruppen-Struktur miissen zusétzliche Terme, die
Matrix-Kommutatoren enthalten, in die Herleitung der Verfahren mit einbezogen
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werden. Aus diesem Grund existieren zusétzliche Bedingungen, die das Verfahren
erfiillen muss, um die selbe Konsistenz- und Konvergenzordnung wie zu erhal-
ten. Deshalb reichen die Verfahrensparameter [3; fiir Konfigurationsrdume mit Lie-
Gruppen-Struktur nicht aus und es werden Parameter B{ mit

m—1

Bi=> B, (i=0,..k meN), (3.3)

=0

eingefiihrt. Das Mehrschrittverfahren fiir die Geschwindigkeiten v kann die allgemeine

Form (A.3al) beibehalten. Da fiir beide Variablen jedoch das selbe Verfahren verwen-
det werden soll, wird auch hier die Variante (3.2)) eingesetzt. Zusammengefasst ergibt
sich das folgende Verfahren.

Definition 9 (Crouch-Grossman-Verfahren [16, fiir ODEs 1. Ordnung))
Ein Crouch-Grossman-Verfahren fiir den Zeitschritt ¢, — t,.1 = t,, + h zur Losung
von (3.1]) ist gegeben durch

w, = ult o exp(hBiVai11) © ... 0 exp(hBiv,)

© eXP(hﬁgan)a (] - 07 ey T — 1)7 (343“)
Up' = G, (3.4b)
(ns1 = Uy, (3.4c)
k
Vpt1 = Vn +h Z Bivn-l—l—iy (34(1)
i=0
Viti—i = £f(tnr1—i Qg 1—is Vig1—i), (1 =10,...,k). (3.4e)

Zu den vorgegebenen numerischen Losungen ¢,,1_; und v,,4q 4, (i = 1, ..., k), werden
dabei die Approximationen ¢,11 ~ ¢(t,+1) und v,41 ~ v(t,41) berechnet.

Crouch und Grossman haben Bedingungen fiir die Parameter Bf untersucht, um ein
explizites Verfahren der Konvergenzordnung drei zu erhalten. In dieser Arbeit werden
vor allem implizite Verfahren untersucht. Aus diesem Grund wurde die Vorgehens-
weise von [16] aufgegriffen und Parameter fiir implizite Crouch-Grossman-Verfahren
bis zu einer Konvergenz der Ordnung vier bestimmt. Dabei wurden die Parameter
stets so gewéhlt, dass durch das Adams-Moulton-Verfahren der entspre-
chenden Ordnung erhalten wird.

Zur Berechnung der Verfahrensparameter kann wie folgt vorgegangen werden. Ziel ist
es, die Parameter in Definition [9 so zu bestimmen, dass

q(tn) o exp(hB V(tns1 k) o...oexp(hByV(tns1)) = q(tn) 0 exp(Tn(tosr)) + O(R*F?)

(3.5)
gilt (vgl. (2:29)). Dann besitzt der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition die
benotigte Ordnung, um ein Verfahren der Konvergenzordnung p = k + 1 zu erhalten.
Die Hintereinanderausfithrungen der Exponentialabbildungen werden anhand der Ba-
ker-Campbell-Hausdorff-Formel bestimmt. Das Argument dieser kombinierten
Exponentialabbildungen wird anschlieend mit v, (t,+1) aus verglichen. Wer-
den zudem alle Geschwindigkeiten v und deren Ableitungen durch Taylorentwicklung
auf den Zeitpunkt ¢,, zuriickgefiihrt, so entsteht ein Term der Form

CL IV (1) + Coh®>V P (1,) + Csh3VO) (1) + CuhI D (t,) + Csh?[¥(t,), V(t,)]
+ Ch* [V (), V()] + Crh ¥ (L), [V (), V()] + O(RY), (3.6)
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wobei die Cy € R, (¢ = 1,...,7), von den Verfahrensparametern B{ abhédngen. Wird
nun fiir alle Terme, die nicht in O(h**?) liegen, Cy = 0 gesetzt, lassen sich Kon-
sistenzbedingungen angeben. Die Konsistenzbedingungen, die sich durch Cy; = 0,
(¢ =1,2,3,4), herleiten lassen, stimmen mit denen aus iiberein, die auch fiir
Verfahren in linearen Rdumen existieren. Die anderen sind zusétzliche Bedingungen,
die nur fiir die Lie-Gruppen-Variante der Verfahren existieren. Fiir £ = 0,1 gibt es
keine, fiir £ = 2 eine und fiir £ = 3 drei zusétzliche Bedingungen. Entsprechend wer-
den insgesamt fiir £ = 0 ein Verfahrensparameter, fiir £ = 1 zwei, fiir k = 2 vier und
fiir k = 3 sieben Verfahrensparameter benotigt. Aus Effizienzgriinden beim spéter
verwendeten Newton-Verfahren wurde darauf geachtet, dass stets nur ein Parame-
ter ﬁé, (j =0,...,m — 1), vorhanden ist. Um schliellich die Verfahrensparameter zu
bestimmen, werden die Konsistenzbedingungen unter Einbeziehung der Parameter

k=0: 3, (m=1k=0),

k=1: fy, B, (m=1k=1),

k=2: p9, B, B3, Bi, (m=2k=2),

k=3: P, B, B3, B3, Bi, B, B, (m=3,k=3),

gelost. Im Fall k = 3 wurde 7 an Stelle von 83 verwendet, da die Lésung der Kon-
sistenzbedingungen ansonsten komplexe Parameter ergeben hétte. Dadurch ergeben
sich die zu betrachtenden Verfahrensparameter

p:l; 68:50:17
=2 B=fo=g K=fi=3
p=2<: 0= 0T 5 1T AT o

5 7 1 1
p=3: 58:E,5?:E7532—Ea311257
p—d: 60=§ ﬁ0:923+\/% 50:155—\/4% 6°=i
I 1176 2 1176 VR
. —204—+42351 ,  —400++/42351 _, 53
b = 1176  Ba = 1176 T

Theoretisch kénnten durch gleiches Vorgehen auch die Parameter fiir hohere Ordnun-
gen bestimmt werden, worauf in dieser Arbeit jedoch verzichtet wird. Die numerischen
Tests aus Kapitel [6] bestétigen eine Konvergenzordnung von p = k + 1.

3.1.2 Kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Verfahren greifen die Ideen von Crouch und
Grossman (Abschnitt auf, doch sie benotigen aufgrund von Linearkombinatio-
nen innerhalb der Exponentialabbildungen weniger Auswertungen dieser Exponenti-
alabbildungen. In [I3] wurde diese Strategie fiir Runge-Kutta-Verfahren eingefiihrt
und getestet. Da in der vorliegenden Arbeit vorrangig implizite Mehrschrittverfahren
von Interesse sind, wird das Prinzip auf diese angewendet. Aus demselben Grund
wie zuvor bei den Crouch-Grossman-Verfahren konnen nur Mehrschrittverfahren der
Form in ein kommutatorfreies Lie-Gruppen-Verfahren umgewandelt werden.
Auch hier sind somit keine kommutatorfreien BDF-Lie-Gruppen-Mehrschrittverfah-
ren moglich.

Definition 10 (Kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren)
Ein kommutatorfreies Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren fiir den Zeitschritt ¢, —
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tar1 = t, + h mit Schrittweite h zur Losung von (3.1]) ist gegeben durch

k k
Gn+1 = qn © €Xp (h Z BgannH_j) O...0exp <hZBJQ{;TL+1—j> > (37&)
j=0 j=0

k
Vpir1 = Vp +h Z ﬂivn+1_i, (37b)
=0
Vigi—i = f(tngi—is Gng1—i> Vng1—i), (1 =0,...,k). (3.7¢)

Zu den vorgegebenen numerischen Losungen ¢,11—; und v,,4q 4, (1 = 1, ..., k), werden
dabei die Approximationen ¢,1 =~ q(t,+1) und v, 1 ~ v(t,1) berechnet.

Ziel ist es, die Parameter in Definition [10| so zu bestimmen, dass

k k
q(t,) o exp (h Z @]m—lV(th_j)) 0...0exp (h Z 6?V(tn+1_j))
=0 =0

= q(tn) o exp (U, (tns1)) + O(R*F?) (3.8)

gilt (vgl. (2.29)). Dann besitzt der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition die
benotigte Konsistenzordnung, um ein Verfahren der Konvergenzordnung p = k£ + 1
zu erhalten. Die weitere Vorgehensweise ist analog zum Crouch-Grossman-Verfahren
(Definition E[), lediglich die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel wird seltener benotigt
(vgl. und (3.8)).

Durch die Hintereinanderausfithrungen der Exponentialabbildungen anhand der Ba-
ker-Campbell-Hausdorff-Formel und den Vergleich mit v,,(t,,+1) aus ent-
steht erneut ein Term der Form . Die Konsistenzbedingungen ergeben sich, indem
fiir alle Terme, die nicht in O(h*2) liegen, Cy = 0 gesetzt wird. Die Konsistenzbe-
dingungen, die sich durch C;, = 0, (¢ = 1,2, 3,4), herleiten lassen, stimmen mit denen
aus iitberein, die auch fiir Verfahren in linearen Rdumen existieren. Die ande-
ren sind zusétzliche Bedingungen, die nur in der Lie-Gruppen-Variante der Verfahren
auftreten. Fiir £ = 0,1 gibt es keine, fiir k = 2 eine und fiir £ = 3 drei zusétzliche
Bedingungen. Jedoch zeigt sich, dass C; = 0 automatisch erfiillt ist, wenn 3} = 0
und Cy = 0, (1 = 1,...,6), gelten. Daher werden fiir £ = 0 ein Verfahrensparameter,
fiir £ = 1 zwei, fiir £ = 2 vier und fiir k£ = 3 sechs Verfahrensparameter benétigt.
Um schliefflich diese Verfahrensparameter zu bestimmen, werden die Konsistenzbe-
dingungen unter Einbeziehung der Parameter

k=0: By, (m=1k=0),

k=1: B, 6, (m=1k=1),

k=2: fy, B, By, Bi, (m=2k=2),
k=3: 59, B, B3, B, By Bs, (m=2,k=3),

gelost. Daher sind die zu verwendenden Verfahren von erster bis vierter Ordnung
durch die Parameter

p:l: ﬁ(()):ﬁ():l; (mzlak: )7

1 1
p=2: 825,5?:—, (m=1k=1),
5) 1 1 1
p 3 ﬁo 127 51 37 2 127 61 37 (m ) )7
3 1 1 5) 1 1
:4 0:— 0—— 0 _ e 1—— 1:—— 1:— :2k:3
p 60 87 51 67 52 247 ﬁl 87 BQ 67 ﬁ?, 247 (m 1] )7



und definiert. Alle restlichen Parameter sind null. Es féllt auf, dass das Crouch-
Grossman-Verfahren und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfah-
ren von Ordnung eins identisch sind. Theoretisch konnten durch gleiches Vorgehen
auch die Parameter fiir hohere Ordnungen bestimmt werden, dies soll in dieser Arbeit
jedoch nicht vertieft werden. Die numerischen Tests aus Kapitel [6] bestétigen die
Konvergenzordnung von p = k + 1.

3.1.3 Munthe-Kaas-Mehrschrittverfahren

Im Gegensatz zu den Crouch-Grossman-Mehrschrittverfahren in Abschnitt be-
rechnen die Munthe-Kaas-Mehrschrittverfahren (Name analog zu Runge-Kutta-Mun-
the-Kaas-Verfahren [42] [43]) die numerische Losung in jedem Integrationsschritt zu-
néchst in der Lie-Algebra g und transformieren das Ergebnis durch die einmalige
Anwendung der Exponentialabbildung in ein Element der Lie-Gruppe G. Dieses Ver-
fahren wurde in [20] vorgestellt. Die Idee ist es, in jedem Zeitschritt die Differential-
gleichung im linearen Raum g zu betrachten und sie numerisch durch klassische
Ansitze zu 16sen. Dabei reprisentiert dexp_g (t) die Jacobi-Matrix der Koordina-
tenabbildung . Da dexp, = I ist, ist die Abbildung in der N&he von ¢,, gut
konditioniert. Je mehr sich von dem Punkt ¢, entfernt wird, um so schlechter kon-
ditioniert ist das Problem [20]. In einem Zeitschritt ist es daher sinnvoll, zur Berech-
nung von ¢, durch den Punkt ¢,, := ¢, als ndchstbekannten Punkt aus der
Lie-Gruppe G zu verwenden. Daher muss das Zentrum der Koordinatenabbildung
in jedem Zeitschritt neu gew#hlt und die bekannten Informationen in das neue Ko-
ordinatensystem transformiert werden. Dazu seien &VJE") € g lokale Koordinaten von
Gni1—i € G in Bezug auf ¢, € G, so dass

Gnil—i = Gn © €XP ((:)En)), (i=0,1,...,k), (3.9)

ist. Das lineare k-Schrittverfahren (A.3al) fur (3.1al) ist dann gegeben durch

SRS

k k
Z Oéz&:’z(n) = Z Bidexp,zl( — (:Jz(n), Vn—l—l—i); (310)
=0

1=0

wobei dexp;* (\'fvl, \7v2) eine Approximation k-ter Ordnung der Abbildung dexp{;iﬁg
(vgl. (2.31))) ist, die lipschitzstetig mit einer Konstanten der GroBe O(1) sein soll. Um
diese Gleichung im euklidischen Raum darzustellen, kann der e-Operator aus (2.35)

—
verwendet werden. Dafiir wird dexp, (wy, wy) definiert durch

@)Il(wl,wﬁ = Wo, (3.11a)
CEX\pQ_I(Wl, W) = Wo, (3.11Db)
Joxpy (W1, Wa) i= dexpy (W1, Ws) — %vvlwz, (3.11¢)
(EX\p;l(Wl, W) = (%X\p;l(wl, W) + EvAvlvAleQ, (3.11d)
@)?(Wl,wg) = ﬁ);l(wl,wﬁ, (3.11e)
doxpy (W, w)) = doxps (w1, ws) — %Owlwlwlwlm (3.116)
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P
—

mit wi,wo € RY und es gilt dexplzl(val,vNVg) = deXp;1<W1,W2). Daher ist Glei-

chung ([3.10]) dquivalent zu

1 k —1

h Z O‘z‘wgn) = Z Bidexp, ( - wE"), Vn—i—l—i)-
; i=0

(

Die Frage nach der Berechnung der aktuellen &in) bleibt jedoch noch zu beantworten.

Dafiir zeigt der Vergleich von (3.9) mit (2.29) fir m = n und t = t,41_4, dass
CJZ(.”) ~ Up(tpi1—s) gilt, da g, ~ q(t,) und g,+1-; =~ q(t,+1-;) sind. Durch den Vergleich

von (2.29) fir m =nmit m=n — 1 firt =¢,,1;, und ¢ = 1, ..., k folgt, dass

q(tn) o exp (an(tn+1—i)) = q(tny1-i) = q(tn—1) o exp (Vn—l(tn+l—i))

erfiillt ist und darum auch

exp (Tn(tni1—i)) = q(tn) " 0 q(tn-1) 0 exp (Tn-1(tni1-4))
= €Xp ( - En—l(tn)) O exp (Dn—l(tn+1—i))~

Im Zeitschritt ¢, — ¢, sind Approximationen wé" Y x ~ —U,_1(t,) und wlnll) R

~M)

Up_1(tn+1-i) bekannt und somit kénnen w; "’ ~ v, (t,+1-;) berechnet werden durch

exp (&31(”)) ~exp (— &38”71)) o exp (&ﬁ;”), (1=1,..., k).

Die Kombination von zwei Exponentialabbildungen wird durch Approximationen der
Baker-Campbell-Hausdorff-Formel BCH berechnet. Praktisch wird eine Appro-
ximation k-ter Ordnung BCHy, verwendet, die lipschitzstetig mit einer Konstanten der
GroBe O(1) ist. Es folgt

o™ =BCHL( -y V&™), (i=1,..,k). (3.12)

Zur Darstellung dieser Gleichung im euklidischen Raum wird erneut der e-Operator
verwendet und es kénnen Approximationen (vgl. [44])

B/C\HQ(Wl, W) = Wy + Wa, (3.13a)
BCH; (w1, wa) = BCHa (w1, wa) + %wlwg, (3.13b)
B/C\H4(W1, wy) = B/C\Hg(wl, wo) + %W1W1W2 1—12vT72v’€71W2, (3.13¢)
BCH; (w1, wa) = BOH4 (w1, wa) — Q—tlwzvvlwlw% (3.134)
B/C\Hﬁ(wl,WQ) = B/C\H5<W1,W2) — %OW1W1W1W1W2 + 720\?72@26\72\?71\7\72
- $W2W1W1W1W2 + ﬁVAVQVAVﬂAVlWle - ﬁ‘;l‘\AQWlWlWZ
(3.13e)

—_~—

mit BCHy(wy, Ws) = B/CT-Ik(Wl,Wg) definiert werden. Gleichung (3.12) ist damit
aquivalent zu

— BCHy(—w{"™,w™™Y), (i=1,..k).

24



Definition 11 (k-Schritt Munthe-Kaas-Verfahren [20] fiir ODEs 1. Ordnung])
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-Verfahren zur Losung von (3.1) fiir den Zeitschritt ¢, —
tni1 = t, + h mit Schrittweite h ist gegeben durch

Qny1 = Qn O XD (&3(()”)), (3.14a)
W™ = BCHi(—w{" ™, w™M), (i=1,..k), (3.14b)
1 ko
7 Z ain") = Z Bidexpy, ( — wgn), vnﬂ,i), (3.14c)
i=0 i=0
1 F k
7 Z QiVpt1—i = Z Bif (tns1—is Gna1—is Vip1-i)- (3.14d)
i=0 i=0

Dabei werden die vorgegebenen numerischen Losungen ¢,.1—i, Vg1, (1 = 1,..., k),

—1)

und wgn , (1 = 0,...,k) verwendet, um Approximationen ¢,i1 ~ q(t,i1), Var1 =

V(ty41) und wﬁ") ~Vp(ths1-:), (1 =0,...,k — 1), zu berechnen.

In [20] wurden jedoch statt und die hierzu dquivalenten Gleichun-
gen (3.10]) und (3.12)) verwendet. Im Unterschied zu den Crouch-Grossman-Verfahren
und den kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren konnen auf die k-Schritt Munthe-
Kaas-Verfahren alle linearen Mehrschrittverfahren und nicht nur die der Form
(3.2) angewendet werden. Dies ist ein deutlicher Vorteil der Munthe-Kaas-Verfahren.
Da der Fokus dieser Arbeit auf BDF-Verfahren liegt, ist nachfolgend das Verfah-
ren mit Parametern a; und f; wie fiir die BDF-Verfahren ([2.5) separat auf-
gefiihrt.

Definition 12 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren [20])
Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren fiir k < 6 zur Losung von (3.1)) fiir den
Zeitschritt t, — t,,1 = t, + h mit Schrittweite h ist gegeben durch

Qn41 = 4n © €XP (a}(()n)),

W™ = BCHy(—w{"™, ™M), (i=1,..k),
k

1 n - n
E Zalwg ) = dekal( - (.Ué )7Vn+1)7
=0

k

1

7 Z Vi1 = £(tns1, Gnr1s Vir)
i=0

mit Parametern «; aus (2.7) und den Approximationen (3.11) und (3.13) der Ab-
bildungen dexp ' aus (2.31) und BCH aus (2.28). Dabei werden die numerischen

Losungen ¢ni1-i, Var1—i, (2 = 1,...,k), und wEn_l), (it = 0,....k — 1) verwendet,
um die Approximationen ny1 =~ q(thrl)a Vo1 = V(thrl) und wgn) ~ Vn(thrlfi)?

(1=0,..., k), zu berechnen.

Die Konvergenzordnung ist wie bei den BDF-Verfahren (2.5) durch p = k gege-
ben [20].
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3.1.4 Generalized-a-Verfahren

Das Generalized-a-Verfahren (2.18) wurde in [§] auf Bewegungsgleichungen in Konfi-
gurationsraumen mit Lie-Gruppen-Struktur angewendet. Hierzu wird ([2.18al) umge-
schrieben zu

Xpi1 = X, + hAX,, (3.15a)
Ax, =v, + (0.5 — B)ha, + fha,,1. (3.15b)
Nun kann in ([3.15a) wie zuvor in Abschnitt 3.1 das Element x,, aus dem euklidischen
Raum RY durch ein Element g, der Lie-Gruppe G ersetzt werden und die Gruppen-

operation o anstelle der Summe verwendet werden. Auflerdem wird Ax, durch ein
Element der Lie-Algebra Aq,, substituiert und es gilt

Gni1 = gn o exp (hAq,),
Aqn =Vy+ <O5 - B)han + BhanJrl'

Die Variable Aq, kann als ,,eingefrorene* bzw. Durchschnittsgeschwindigkeit auf dem
Zeitintervall [t,,t,.1] aufgefasst werden. Es folgt die Definition des Generalized-a-
Verfahrens fiir Konfigurationsraume mit Lie-Gruppen-Struktur [§].

Definition 13 (Generalized-a-Verfahren zur Losung von (3.1) [8])

Das Generalized-a- Verfahren verwendet die numerischen Lésungen ¢,, v,, v, und
a, im Zeitschritt ¢, — t,41 = t, + h mit konstanter Schrittweite h und ist gegeben
durch

Gni1 = gn o oxp (hAGq,),

Aq, = v, + (0.5 — p)ha, + Sha, 1,

Vi1 =V + (1 = y)ha, + vha, 1,
(1 —ap)ants + ana, = (1 — ap) Ve + apvy,

Vi1 = £(tnt1, Gnyt, Vig1)-

In jedem Zeitschritt werden Variablen g, 11 =~ ¢(t11), Vas1 = V(tng1), Vg1 = V(tni1)
und die Beschleunigung an einer Zwischenstelle

A1 = V(tn+1 + Aah) (316)

approximiert. Die Parameter sind durch (2.19) und (2.20]) gegeben.

3.2 Zeitintegration fiir mechanische Systeme ohne
Zwangsbedingungen

In diesem Abschnitt werden Gleichungen der Form (vgl. [8])
q(t) = DLgw(e) - v(t), (3.17a)
M (q(t))¥(t) = —g(t. a(t), v(t)) (3.17b)

betrachtet. Diese beschreiben mechanische Mehrkorpersysteme ohne Zwangsbedin-
gungen mit Konfigurationsvariablen ¢ € G und Geschwindigkeiten v € RY. Wei-
terhin bezeichnet M(q) € R¥*Y eine symmetrisch positiv definite Massematrix und
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—g(t,q,v) € RN den Kraftvektor.

Werden numerische Verfahren zur Lésung von verwendet, kann es vorkommen,
dass nichtlineare Gleichungen gelost werden miissen. Dafiir soll das Newton-Raphson-
Verfahren (vgl. Gleichung (3.60))) verwendet werden. Innerhalb dieses Verfahrens wer-
den Iterationsmatrizen benétigt, die die Ableitungen der nichtlinearen Gleichungen
enthalten. Zur allgemeinen Beschreibung werden dafiir Bezeichnungen fiir die parti-
ellen Ableitungen von (3.17b)) nach ¢ und v eingefiihrt. Die lokale Ddmpfungsmatrix
ist definiert durch

Ditq.v) = 5 (t.q,v) € RV .19

und die lokale Steifigkeitsmatrix K(t,q,v,v) € RV durch

fiir alle w € RV, vgl. [3].
Zunichst wird ein Beispielproblem fiir solche Gleichungen vorgestellt. Im Anschluss
werden Lie-Gruppen-Verfahren zur Losung von (3.17)) eingefiihrt.

3.2.1 Benchmark: Schwerer Kreisel

Der schwere Kreisel (Abbildung ; engl. Heavy Top; Ubersetzung von Hackmann
und Kréahmer aus [39]) ist ein in der Literatur haufig verwendetes Benchmarkproblem
(vgl. [7, 24]). Es handelt sich um einen rotierenden Kreisel, dessen Spitze im Null-
punkt durch ein Kugelgelenk befestigt ist. Die Orientierung des schweren Kreisels im
Raum kann durch eine Rotationsmatrix R € SO(3) beschrieben werden [§]. Die Be-
wegungsgleichungen fiir einen solchen Korper in der Lie-Gruppen-Formulierung
SO(3) sind in der nachfolgenden Bemerkung angegeben.

Bemerkung 1 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels in SO(3) [§])
In SO(3) sind die Bewegungsgleichungen ([3.17) fiir den schweren Kreisel gegeben
durch

R = RQ, (3.20a)
0351 = JQ 4+ QIQ — XR me, (3.20Db)

wobei m die Masse des Korpers, J das Triagheitsmoment beziiglich des Fixpunktes,
X der Ortsvektor des Korperschwerpunkts im korperfesten Bezugssystem und -« der

Xz

Abbildung 3.1: Schwerer Kreisel
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Fallbeschleunigungsvektor ist. Speziell bedeutet dies in den Bezeichnungen aus ((3.17)),
dass

M=M(R) =17, g(t,R,Q) = QJQ - XR 'm~y
die Massematrix und den Vektor der dufleren und inneren Kréfte darstellen. Fiir die

Losung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren werden
die Dampfungsmatrix D aus (3.18]) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.19) benétigt.

Fiir (3.20) ist D gegeben durch [§]
a(QIN)

D R,9) = 08 (1R, 2) = Y0

o0
=QJ—-JQ,
da QJIQ = —JQQ ist. Fiir alle w € RY gilt aufgrund von —w’ = w und wR m~y =
—RTm~Aw der Zusammenhang
Dr(MR)Q +g(t,R,Q)) - (DLr(e) - W) = —Dr(XR"m~) - (DLg(e) - W)
= —X(RwW) mvy = XWR m~y
= —XRTm~yw.

Daher berechnet sich K zu
K(t,R,Q,Q) = —XRTm-~.

Bemerkung 2 (Anfangswerte und Modellparameter fiir den schweren Kreisel in
50(3))

Um eine eindeutige Losung von zu erhalten, werden Anfangswerte
benotigt. Dies ist auch bei dem speziellen System bzw. der Fall. In
dieser Arbeit werden die Anfangswerte des schweren Kreisels fiir die Lie-Gruppen-
Formulierung SO(3) wie in der Literatur iiblich festgelegt (vgl. [§]).

Dies bedeutet, es werden R(0) = I3 und ©(0) = [0 150 — 4.61538]" rad/s gewiihlt.
Die Modellparameter werden als m = 15 kg, J = diag(15.234375, 0.46875, 15.234375)
kg-m?, X=[010]" mundy=[00 —9.81]" m/s? festgesetzt.

3.2.2 Zeitintegrationsverfahren fiir die numerische L&sung
von mechanischen Systemen ohne Zwangsbedingungen

Um die Lie-Gruppen-Verfahren aus Abschnitt auf mechanische Systeme ohne
Zwangsbedingungen (3.17)) anzuwenden, wird in (3.1b))

£(t,q,v) = —M""(q(t)g(t, a(t), v(1))
gewahlt. Es gelten die nachfolgenden Definitionen.

Definition 14 (Generalized-a-Verfahren zur Losung von (3.17) [8])

Das Generalized-a- Verfahren verwendet im Zeitschritt ¢, — ¢,41 == t, + h mit kon-
stanter Schrittweite h die numerischen Loésungen g, v,, v, und a, und ist gegeben
durch

qn+1 = n O €XP (h/A\Zln), (3.21a)
Aq, = v, + (0.5 — p)ha, + Sha, 1, (3.21b)
Vi1 = Vo + (1 — y)ha, + vha, 1, (3.21c)
(1 —apm)ants + ana, = (1 — ap)Vippr + apvy, (3.21d)
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M(Qn-‘rl)vn-‘rl = _g(tn—i-la An+1; Vn—i—l) (3218)

mit Parametern (2.19) und (2.20)). In jedem Zeitschritt werden Variablen ¢, =
Q(tn+1>7 Vpt+1 = V(tn+1>7 anrl ~ V(tn+1> und die BeSChleunigung Apt1 v(tn+1 +
A,h) an einer Zwischenstelle berechnet, vgl. (3.16)).

Fiir die Crouch-Grossman-Verfahren (3.4) und die kommutatorfreie Lie-Gruppen-
Mehrschrittverfahren (3.7) werden zur Losung von ([3.17)) die Gleichungen (|3.4¢€]) und

(3.7¢) durch
M (Gni1-i)Visi-i = =& (tns1-is nri—is Vasi—i), (1 =0,..,k), (3.22)
ersetzt.

Definition 15 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren zur Losung von (3.17))

Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (MKBDF) zur Losung von verwen-
det im Zeitschritt t, — t,.1 = t, + h mit Schrittweite A die numerischen Losungen
Gns wgﬁl) und v, 14, (i = 1,..., k), zur Berechnung von ¢, 1, wgn), (t=0,...,k), und
V,+1 anhand von

qn+1 = Qn © €XP (&é")), (3.23a)
W™ = BCHy(—w{™™, ™M), (i=1,..,k),  (3.23b)
k
% Z '™ = (@:( — W, Vi), (3.23¢)
=0
Lk

M(Qn+1) 7 Z QiVipi1—; = _g(tn—l—h Qn+1; Vn+1) (3.23d)

i=0

mit Parametern o; aus (2.7) und den Approximationen (3.11)) und (3.13) der Abbil-
dungen dexp ' aus (2.31)) und BCH aus (2.28)). In jedem Zeitschritt werden Variablen

Gn+1 = q(tni1), Vo1 = V(t,1) und w§") ~ Vp(thi1-i), (1 =0, ..., k), berechnet.

In den Verfahren wurde in den Gleichungen (3.21€)), (3.22) und (3.23d]) von links

mit M(qn+1) bzw. M(g,11-;) multipliziert, da die Berechnung der Inversen in der
computertechnischen Umsetzung ineffizient wire.

3.2.3 BLieDF-Verfahren

Die BLieDF-Verfahren wurden in [54], 55] eingefiihrt. Im Unterschied zu den MKBDF-
Verfahren (3.23)) soll bei den BLieDF-Verfahren auf die aufwendige Berechnung der

w(n), (¢t = 1,...,k), in der Lie-Gruppe G anhand der Gleichung (3.23b)) verzichtet

werden. Deshalb werden in jedem Schritt nur die bereits berechneten w(()n_z), (1 =

1,...,k — 1), verwendet. Diese entsprechen wegen

Qn+1 = 4n © CXP (a(()n))’

vgl. (3.9) fitr ¢ = 0, den Inkrementen Ax,,_;, (i = 1,...,k—1), aus (2.14al) und (2.14b)).
Die Variablen x,, und x,,,1 aus dem euklidischen Raum wurden durch die Elemente ¢,
und ¢, der Lie-Gruppe G ersetzt. Das Inkrement Ax, wird durch ein Element der
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(n)

Lie-Algebra w;’ € g ersetzt und mit Hilfe der Exponentialfunktion in ein Element

der Lie-Gruppe umgewandelt. Wie zuvor in Abschnitt [3.1.3] gilt w(()") ~ Vp(thi1), da

an ~ q<tn)7 Gn+1 ~ q<tn+1) U.Ild
q(tns1) = q(tn) o exp (ﬁn(tn+1))a

vgl. (2.29). Analog zu Gleichung 1} kann die gewichtete Summe ZZ YW (n+1 i)

betrachtet werden und das Update der Konfigurationsvariablen im Zeltschrltt t, —
tnr1 wird durch

Gn+1 = qn O €XP (LTJ(()n)), (3.24a)
k
1 n+1—1
2o wg T = v L (3.24b)
=1

definiert. Der Verzicht auf die Umrechnung aus Gleichung (3.23b|) im Vergleich zu
den Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.23) kann nur kompensiert werden, indem ein
Korrekturterm

Lgfr)z = ngk) (VnJrlfk’ -y Vin, Viuya, ("‘)(()nJrl k)7 veey w(()nil)7 w[()n)) (325)

in (3.24b)) eingefithrt wird. Dieser soll fiir alle seine Argumente einer Lipschitzbedin-

gung geniigen mit einer Lipschitzkonstanten, die von der GréBlenordnung O(h) fiir

Viptlky ey Vi, Va1 und O(1) fir w(()n+1_k), ...,w(() ) (n) ist. AuBlerdem wird dleser

Korrekturterm so definiert, dass die lokalen Abbruchfehler (vgl. Definition in
O(h*) liegen. Um dies zu realisieren, wird die gewichtete Summe

k
Z fViVnJrlfi(theri)
i=1

naher untersucht. Eine klassische lokale Abbruchfehleranalyse in linearen Konfigura-
tionsrdumen wiirde zu

k
1
E Z ’yiVn-i—l—i (tn+2—i) = V(tn+1) + O(hk) (326)
i=1
mit v,11-i(thie—i) = hv(t,s1-;) fithren (vgl. [29]). In Konfigurationsriumen mit
Lie-Gruppen-Struktur enthalten die v,,41_;(t,12-;) zusétzliche Terme mit Matrix-
Kommutatoren, vgl. (2.33), die untersucht werden miissen und letztlich durch den

Korrekturterm Lgk;)l approximiert werden.

Lemma 5
Fiir k£ + 1 mal stetig differenzierbares v(t) € RY und k < 6 gilt

k

1

7 E YiVnt1—i(tnto—i)
i1

— tn - o _h4 cee _h4 oo _h4/\/\/\ . _h4 e
v(tni1) + [mw VY gl VY g YV g YWY A 5
1 . cov .
— Eh49VV + %h‘:’ Y4 %h‘r’ — 7—Oh5vvvv + —h5vvv
13 . . 11 . 11 19
— WYV VV + — AV vV — 55TV VIV — R t
8610 VYV RV T 320" VY T gea0” VVYY T 1320 Y| (ta)
+ O(hF)
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Beweis:
Gleichung ([2.33]) kann mit Hilfe des Operators ® aus ([2.35) umgeschrieben werden zu

h2 3 h3 h4 4 h5 @) h5 X h5 .
. WV + ¥ 4 oV oV A+ e VoV e LGV — W
vm(t) = {VJF2V+6V+12VV+24V+24VV+120 BT TR
oo W oo W RS o WOy B
TRV Y T Y Y e e Y
B oo M omg TR ool MO sl RO
— VVVV —VVV — VVVvVv —V V — —VVV
1440 360 8640 283 283
h® ..
— 1728VVVV:| (tm) + O(h7) (3.27)

mit h =t —t,,. Wird m = n + 1 — i gesetzt, so konnen die Taylorentwicklungen von
V(tny1-;) und deren Ableitungen berechnet werden und es gilt

1— )3

V(thrlfi) = V<tn) + (1 - i)hv(tn> + %hQi}(tn) + ( 6 h3 V@”)
(12;42)}14\,(4)(15”) + (11_2(:) :/5 ( n) + O(hG).ﬂg
V(tns1—i) = v(tn) + (1 = i)hv(t,) + %}f V(L) + G_TZ)hSV(AL) (tn)
+Qiﬁ%wwwowy
V(tpp1—i) = V(t,) + (1 — )RV (t,) + @lﬂvw (tn) + %h%@ (tn)
+O(nY),

Vit = ¥ + (1= i) + Lo, o),
v (t1) = vO(t,) + (1 —i)vO(t,) + O(h?),
V(5) (thrlfi) = V(5) (tn) + O(h)

Das Einsetzen in (3.27)) fir m = n+1—i,t = t,12; = t,11_;+h und Zusammenfassen
der Terme liefert

Vpy1— z( n+2— z

[hv—i—( z) ( z—|—22)hv+12vv+ 3 122 h*vv

3.2 31 5.7 1 1
+ (— — it = 62'3) ARNE (— — i —i? = it —7;4) hov®

s 6 4 120 8" T2 "1 T

1 23 1. 1 1 o

_h5 . _h /\/\/\/\ b . il h5 ces . _h5/\/\/\
g VY VeV A <240 s T ) YV T Y

111, 1 : 1 1
* (120 8 Ty ) vV (80 20 T16° 36 160 120 )
1 Lo 1Y eoy 11
_ = — 3 BSvv@ i n%
240 TR L ) Wi gm0~ ) VY

1 e 1 1 .. 19 1 G s
~ =0 + ﬁz> hovvvv + (— — —z) RSV + (—@ + %z) hvvvv

3 . ) 1.3 [(EEE 17 ]. G
S +— — PRV 4 ([ ———+ —i | h
Z 7 Z) Vv ( 1320 360’L> \VAA

+
/‘\/‘\/‘\
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]-7 1 6’\ . 7 1 6}'\/\. 7
L. L= . 2
+ < s6a0 7202) h°vVvv + < Toso 24OZ> h vvv} (t,) + O(R") (3.28)

Durch das Umschreiben der gewichteten Summe

k

k
%Z%Vnﬂ—i(tnm i) = %Z <Z O‘J) Vnii-itntai)
P k
Z Vptyi- z n+2 Z)
i=j+1

mit (2.12)), kann erkannt werden, dass stets Terme mit der Struktur

Sy i(mﬁ (3.29)

j=0  i=j+1 ¢=0

k

?IH

fiir verschiedene a; € R untersucht werden miissen. Auf die Angabe der Geschwindig-
keit v(t,) und ihrer Ableitungen sowie deren Kommutatoren wird zunéchst verzich-
tet, da sie nicht von ¢ oder j abhédngen und aus den Summen ausfaktorisiert werden
konnen. Auflerdem kann unter Verwendung von [20]

k 14

1 0+ 1 I41—i
-1 - _11 14+1—1
Ez +£+1§( )(i>Blk , LeN,

=0

mit den Bernoulli-Zahlen B; aus (2.32) gezeigt werden, dass

k k-1 k-1 k J
IDILE (zz)
i=j+1 £=0 = =

k—1 14

(+1 i lal—i
Z ( )Bi(kﬁ+1 _jl+1 )

=0

fiir [ < k immer ein Polynom in j vom maximalen Grad k ist. Jedoch ist fiir die
Rechnung nur der Faktor vor j! interessant, da mit Lemma [1] alle anderen Terme
nach Einsetzen in ([3.29)) null werden oder Terme hoherer Ordnung sind, also in O(h*)
resultieren. Die Terme ungleich null kénnen fiir ¢ = [ erhalten werden. Mit Lemma
kann somit fir £ < 6

g - 0 — (e : i(C+1 C+1—i 41—
Doa 3 Y =Yy (S S (B

Il
N
L
<
~
~—~
I
—_
~—
~
oy
~
v —_

Il
Q
>
—~
I
—_
~—
~
i
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gezeigt werden. Die Terme aus ([3.28)) konnen durch (3.30)) vereinfacht werden und es
gilt zum Beispiel

k k

1 5, T, 1, 1 ] h?

- — 4 =P — - SvO(t,) = —vO(¢,
hz Z( 120 +16l % T6t " aa ) MY ) = g )

. _ 7 _ 31 _ 5 _ 7 1 _
mit ag = g5, a1 = —155, G2 = 15, A3 = —35, a4 = 75 und a5 = — 120 Wird fiir alle

Terme auf diese Art und Weise vorgegangen, so kann die Gleichung

k
1
7 Z Vitn+1-i(tnya—i)

h? h? h h? h? __ h? . 29
_ o o LG BT () B o 2T nAs
[V+hv+zv+6v+24v —1—120 +12vv+12v +720h
+ —h VY — ih VIV + ﬁh‘*vv — ih‘l%v + — h5 @ 4 —h5vv v
720 720 360 240 80 720
e 1 o 13 - - . 1 11 .
— ﬁohg’vvvv + @ifvvv — @lfvvvv + 4—8h5vv — Mif’vvv
11 19
. —hE)AAA . ——h5 . tn O hk
S10" VY ~q5pph VIV | (t) + O(RY)

bewiesen werden. Die Behauptung folgt aufgrund von

: n he W@ O 6
Vltyr) = V() 4 WV (1) + () + ) + v, 4 v, + o)

fir £ <6.

Die zusétzlichen Terme in Lemma [5( im Vergleich zu Gleichung miissen also
durch den Korrekturterm Lglki repréasentiert werden. Dabei sollen moglichst wenig
Kommutatoren bzw. e-Operatoren pro Integrationsschritt berechnet werden. Eine
Diskussion dariiber, wie L( ) strukturiert werden kann, erfolgt im nachfolgenden Ab-
schnitt. Zuvor sollen Jedoch die BLieDF-Verfahren definiert werden.

Definition 16 (k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lt')sung von ([3.17)))

Die k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Lésung von verwenden im Zeitschritt

tn — tup1 = t, + h mit Schrittweite h die numerlschen Losungen ¢, w (nH D

(1t = 2,..,k), und v,41-, (i = 1,...,k), zur Berechnung von g, 1, w(()) und Vil

anhand von

(ni1 = (n © €XP (53(()")), (3.31a)
k
% Z n+1 - = Vpp1 =+ Lhn? (331b)
=1
—M<Qn+1) Zaivn-i-l—i = _g(tn+1> Qn+1>Vn+1)7 (3.31c)

mit Parametern «;, v; nach (2.7) und (2.16) und einem Korrekturterm (3.25)) (vgl.

auch Abschnitt fiir eine konkrete numerische Beschreibung). In jedem Zeitschritt

(n)

werden Variablen ¢,11 ~ q(tn11), Vo1 = V(1) und wy’ & v, (t,11) bestimmt.
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Wie zuvor ist es in praktischen Implementierungen nicht sinnvoll, die Inverse von
M(an) zu berechnen, weshalb in 1’ von links mit M(g,, 1) multipliziert wurde.

Numerische Auswertung des Korrekturterms Lgﬂi

In diesem Abschnitt soll der Korrekturterm L,(ﬁ)l aus (3.25) und (3.31b|) fiir un-
terschiedliche k£ genauer definiert werden. Dieser wird so gewéhlt, dass er in allen
Variablen einer Lipschitzbedingung geniigt und dabei moglichst wenig e-Operatoren
enthélt. AuBerdem muss der lokale Abbruchfehler (vgl. Definition[A.3) von der GréSe
O(h*) sein. Das bedeutet, er muss die im Vergleich zu (3.26)) zusétzlichen Terme aus
Lemma [5| bis zu entsprechender Ordnung approximieren. Fiir

Lék) (tn> = Lék) (V(tn+1,k), R3] V(tn)a V(tn+1>7 Vn+17k(tn+27k)7 RS anl(tn% Vn<tn+1)) )
vgl. (3.25)), muss somit die Gleichung

k
1
Lék)(tn) =7 E ViVni1—i(tnia—i) = V(tnp1) + O(B"),
i=1

erfiillt sein, also mit Lemma [j

h? h? 29 1 1 13 .
LEL )(tn) = |:EVV uETAARS %h‘lvv + 7Toh“vvv — %h‘lvvvv + %fﬁvv
=L v+ Lasev® £ L 15w - L pseeev 4 — e
240 80 720 720 864
13 . 1 . 11 . 11 .
o h5/\/\/\ . _h5/\ cee . h5/\/\. - h5/\/\/\ .
_86 10 VVVvVVv + 8 A% —4320 AAAY _86 10 VVVV
19 ..
—— BNV (¢, hk). 32
1320 VVVj| (tn) + O(h") (3.32)

Fir k = 1,2 ist diese Bedingung (3.32)) trivialerweise fiir
1 2
L) =L? =0 (3.33)

erfullt. Um fiir 3 < k < 6 numerisch zu reprasentieren, konnen Linearkombi-
nationen von v,41_;, (i = 0,1,..., k), und wé"+1_i), (1 =1,.... k), verwendet werden.
Der Vorteil der Verwendung der Inkremente wén_i) ist, dass sie Approximationen von
Vp_i(tnyi1-;) darstellen, welche Terme mit Kommutatoren bzw. e-Operatoren enthal-
ten, vgl. . Diese konnen verwendet werden, um mit einige von ebendiesen
e-Operatoren zu approximieren, ohne sie direkt auszurechnen. Auf diese Weise kénnen
pro Integrationsschritt ®-Operatoren eingespart werden.

Eine allgemeine Struktur des Korrekturterms Lgi)l fir £ = 3,4,5,6 kann deshalb
angegeben werden durch

1—~@)

LS’B1 = Elinmlling, (3.34a)
LY = %n?lff)llinfjg, (3.34D)
L) = %ﬁff’)l (nnffg v n}fj;nnn%;) , (3.34c)
L) = %ﬁff)l <1inffj)2 + Tin.y (nnffi v I'E,(f;linn‘fg)) (3.34d)
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mit

k
inl) =1 av,.- Z+Zb(’“ (1) (3.35a)
=0
k k
~ a0V (ty + (1= i)h) + > 001 i(tnse—) = linlY(t,)  (3.35b)
=0 =1

und Parametern aﬁ?, bg? € R, die so gewéahlt sein miissen, dass die Konsistenzbedin-

gung (3-32) erfiillt ist. Gilt

aé’? =0= bgkj) tiir alle j, (3.36)

so ist der daraus resultierende Korrekturterm L,(ﬁ)l aus (13.34]) explizit und muss in
jedem Zeitschritt nur einmal ausgewertet werden. Ist (3.36)) jedoch nicht erfiillt,
resultiert ein impliziter Korrekturterm. Dieser muss folglich in jedem Newton-Ite-
rationsschritt neu ausgewertet werden, was eine Vielzahl an Matrix-Kommutator-
Berechnungen und damit einen groflien Aufwand zur Folge hat. Fiir k = 3 und k =4
wird in den numerischen Tests in Abschnitt iiberpriift, ob sich dieser Mehrauf-
wand lohnt. Fiir £ = 5 und k£ = 6 sollen die Parameter stets so gewéhlt sein, dass

(3.36) erfiillt ist.
(k)

Fiir £ = 3,4 konnen allgemeine Konsistenzbedingungen fiir die Parameter a; ;

und

bl(-? angegeben werden, weshalb in den numerischen Tests in Abschnitt |6.2.4] ver-
schiedene Parametersétze verglichen werden kénnen. Fiir £ = 5,6 ist eine allgemeine
Beschreibung von Konsistenzbedingungen sehr aufwendig und auch die verwendeten
Computer-Algebra-Programme sind dabei an ihre Grenzen gestoflen. Daher wird in
diesem Fall nur ein einzelner Parametersatz vorgefiithrt und getestet. Da die weitere
Vorgehensweise fiir £ = 3,4 und k£ = 5, 6 recht unterschiedlich ist, wird die Betrach-
tung an dieser Stelle unterteilt und beide Fille werden einzeln ndher untersucht.

Korrekturterme Lhn und L
Aus (3.32) folgt fiir k = 3,4, dass der Korrekturterm die Bedingungen

h2

Ly, ~ LY (t) = 759 (ta)¥(t) + O(R), (3.37a)

L ~ L0 (1) = L (e,)v(0,) + et )v(0,) + o)
g (1) (b r) + O(hY), (3.37b)

einhalten muss. Daher soll

1in{¥(¢,) = 5V (t) +O(h?), (3.3%a)
1in{? (,,) = ( )+ O(h?), (3.38D)
lin{"(t,) = 5V (ta) + O(R), (3.38¢)
lin{ (t,) = h2v(tn+1) +O(hY) (3.38d)

gefordert werden. Eine offensichtliche Wahl des Korrekturterms wére somit
, S
o) e oo _1(1 2
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h?_ L1, N\ .

mit Approximationen v, & v(t,) + O(h) und v, 1 = v(t,i1) + O(h?). In dieser
Arbeit wurden

o () = SYUn) = 4"(;’;;1) FVlti2) o) (3.39a)
Tv(t,) — Tv(ta_1) — 3v(ty_2) + 3v(t,_3)

Vil & V(tni1) = + O(h?) (3.39b)

4h

gewahlt. In (3.39al) wiren auch andere Differenzenapproximationen mit hinreichender
Ordnung O(h) denkbar. Durch die hier angegebene Variante konnte jedoch leicht eine

Ordnung héher (also O(h?)) als nétig erhalten werden. Die Parameter aZ ) und b

J
fiir (3.34a) und (3.34D) aus (3.35a]) wiren daher gegeben durch

3 1 3 3 3 3 1

=15 aia=5 a;m=-2 af=g, (3.402)
4 1 4 7 4 7 4 3 4 3

ai=15 ab=7 a@n=-g an=-7 an=] (3.40b)

und alle anderen Parameter sind null. Die numerlschen Tests in Abschnitt[6.2.4] zeigen
jedoch, dass die Wahl von anderen Parametern a ) und b zu genaueren Ergebnis-
sen fiithren konnen Aus diesem Grund soll eine allgemelne Beschrelbun des Korrek-
turterms L belbehalten und Konsmtenzbedmgungen fiir a i ) und b angegeben

werden, d1e fur das Einhalten von ) bzw. (3.37b]) erfiillt sein mussen

Lemma 6

Die Korrekturterme (3.34al) und (3.34b)) approximieren (3.37a) bzw. (3.37b]), wenn

die Konsistenzbedingungen

Z be"i, (3.41a)
O—Za +sz2, k>3, (3.41D)

k

3
1= a1 —d)+ Z b (5 - @) . k>3, (3.41c)
: i=1

und

k k
3
0=> a1 —i)+ > by <§ - z) , k=4, (3.41d)
1=0 =1
ko (F) k 5
Qo . 7T 3.
=Y 2,2(@—1)2+Zb§”f2) (§_§@+%>, k=4, (3.41e)

0= b, k=4, (3.41f)

erfiillt sind mit Parametern aus (3.35al).

36



Beweis:
Die Verwendung der Taylorentwicklung

(' )2h2

V(tn + (L= )h) = V{ta) + (1 = )i (ta) + ——

V(tn) +O(h%)

und (3.28)) bis zu Termen der GréBenordnung O(h?)

Vni1-i(tnio_i) = hv(t,) + (; - z) RV (t,) + (g - gz - %ﬁ) R (t,,)
+ ?—;G(tn)v(tn) + O(hY),

und Einsetzen in (3.35b)) fithrt zu

lin®) (Z +Zb ) (Zagfy 1o S (g_@»hwﬂ)

1=0 1=0 =1
EaM) i 7 3. &2
i, 1 2 (k) o9 v 3
+<ZO - (i—1) +;bz, sogitg)|h ()
k h3
k o~ .
+ )Vt + O(hY)

Wird nun ED gefordert, so folgen fiir £ = 3 und k = 4 die Konsistenzbedingungen
(3-414)-(3.41¢). Fiir k¥ = 4 miissen zur Einhaltung von (3.38¢)-(3.38d) zusitzlich
die Bedingungen (3.41d)-(3.41f]) erfiillt sein, wegen h*v(t,41) + O(h*) = h*v(t,) +
R3v(t,) + O(h?).

Korrekturterme L(57)1 und L(6)

Um Konsistenzbedingungen an die Parameter a ) und b ) fiir k = 5 und k = 6 anzu-
geben, ist eine Forderung der Form ([3.38)) nicht tr1v1al formuherbar da die benotigten
Terme aus - fiir K = 5,6 nicht allein mit v(¢,,) beginnen, sondern zuséitzlich mit
V(t,) oder V(t,). Um uber eine Forderung der Form (3.38) Konsistenzbedingungen
zu bestimmen, kénnte in (3.34c) der alternative Ansatz

1=~ 1-~()
LI(157)1 = Elm ) <11n,(1)2 + 11nn 311n(5)> + ﬁlin (lm(5) + llnq(1 -lin 5;)

gewihlt werden (analog fiir (3.34d))). Das wiirde aber zu doppelt so viel frei wéhlbaren
Parametern fithren. Daher wurden passend zu (3.34) die Gleichungen

1~ —~(5
L (1) = 3 1iny (1) (1111(5) (t,) + Tiny (t,)lin{” (tn)) ,

1 —~6)

L (1) = 3 1iny (1) (lingﬁ)(tn) +Ting (1) <1in£f>(tn) + Ting )(tn)linéﬁ)(tn))) ,

mit (3.35b)) verwendet, um die Bedingung (3.32)) zu erfiillen. Dies fiihrt jedoch auf
nichtlineare Konsistenzbedingungen, die sich nicht so leicht, wie in (3.41]), formulieren
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lassen. Aus diesem Grund wird auf die Angabe dieser Konsistenzbedingungen ver-
zichtet und nur eine mogliche Parameterwahl angegeben, so dass durch
bzw. approximiert wird. Die in Lemma [7] angegebenen Parameter sind da-
bei nicht optimiert. Es wurde lediglich darauf geachtet, dass erfiillt ist, um
eine erneute Berechnung der Kommutatoren in jedem Newton-Iterationsschritt zu
vermeiden.

Lemma 7
Werden fiir £ = 5 die Parameter
) 4927 5) 3109 (5) 16 5) 3161 5) 1417
a = — a = —— a = — a = — a = —
L1 99437 721 2943 33277 T2 g7 722 1350’
5 14 5 53 5 5
N T TR I B.2)

in (3.34c|) verwendet, so approximiert der entsprechende Korrekturterm LS’?1 die auf-
tretenden Kommutatoren (3.32)) bis zur fiinften Ordnung. Fiir £ = 6 approximiert

LES;L aus (3.34d)) den Ausdruck (3.32)) fiir Parameter

6 902305 6) 2080379 6 555107 6) 43513
011 = 5y O91 = — o = —ang 0 M1= 55
LU 744107 721 37206 =t 6201 = 4! 702
© 1175851 ©) 617837 ©) 745049 © 31637
a = a = — a = — a = ——
51 74412 0 b2 391500 22 391500 3% 195750’
L) _ 8473853415487 SO 7972785567043
L3 7 967658590240000° 2% 267658590240000°
6  17588486133607200 6 1039128 ©) 706805 ©) 89
a = a = a = — = ——

14 103646212371559 = 1P 14053 = %6 10391287 %1 53’
©) © 432619 6) 236562797 6) 13202850459341111
b3,1 =1, 2,2 — ) b2,3 = T ot1n 499490000 bz,4 = = )

130500 210423420000 103646212371559
6 443096 6 6

Alle anderen Parameter sollen null sein.

Beweis:

Um zu beweisen, dass die Parameter aus Lemma [7| so gewéhlt sind, dass Glei-
chung erfiillt ist, werden zunéchst die zu betrachtenden Parameter bzw.
in die Terme (3.35a)) bzw. die Approximation (3.35b)) eingesetzt. Fiir k = 5
wird dann der Term ausgewertet. Die ausgegebenen Terme stimmen bis zu
h* mit (3.32)) iiberein. Somit ist eben jene Bedingung erfiillt. Damit sind die
Parameter (3.42]) eine gute Wahl fiir den Korrekturterm Lhi)m.

Fiir k = 6 wird (3.34d]) ausgewertet. Es stimmen alle berechneten Terme bis zu h®

mit denen aus (3.32)) iiberein.

3.3 Zeitintegration fiir beschrinkte mechanische
Systeme

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Zeitintegration von beschréankten mechani-
schen Systemen, welche durch differential-algebraische Gleichungen dargestellt wer-
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den. Differential-algebraische Gleichungen treten auch in anderen Anwendungsgebie-
ten auf, zum Beispiel bei der Simulation von elektrischen Netzwerken, chemischer
Reaktionskinetik, optimalen Steuerungsproblemen und der Mehrkorperdynamik [46].

3.3.1 Differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 und
beschrinkte mechanische Mehrkorpersysteme

Definition 17 (Differential-algebraische Gleichungen (DAEs) [46])
Der Zusammenhang
F(t,x(t),x(t)) =0, ¢ € [to,tend),

zwischen der auf [tg, tenq] definierten stetig differenzierbaren Funktion x(¢) und ihrer
Ableitung x(t) heiit differential-algebraische Gleichung (DAE), wenn F : [to, tena] X
RY xRN — R¥ stetig differenzierbar beziiglich x ist, die Jacobimatrix g—z konstanten
Rang hat und 0 < r == rankg—]’;(t, x, %) < N gilt.

In der vorliegenden Arbeit werden nicht DAEs mit x € RY aus dem euklidischen
Raum untersucht, sondern Gleichungen in Lie-Gruppen G. Definition ldsst sich
jedoch uneingeschrinkt auf Gleichungen iibertragen, bei denen x(t) € RY ersetzt
wird durch ein ¢(¢) € G und ein v(¢) € RY. Im Speziellen werden DAEs der Form [§]

q(t) = DLy (e) - v(t), (3.44a)
M (q(t))¥(t) = —g(t. (), v(t)) = B' (a(t))A), (3.44b)
0==®(q(t)) (3.44c)

gelost. Diese stellen beschrinkte mechanische Mehrkorpersysteme dar. Hierbei sind
q € G die Konfigurationsvariablen und v € R die Geschwindigkeiten. Weiterhin be-
schreibt M(q) € RV*Y eine symmetrisch positiv definite Massematrix, —g(t, q,v) €
RY den Kraftvektor, B(q) € RM*¥ die Ableitungsmatrix der holonomen Zwangsbe-
dingung 0 = ®(q(t)) definiert durch

D®(q) - (DLy(e) - W) = B(g)w fiir alle w € R (3.45)

und A € RM die Lagrange-Multiplikatoren. Die Matrix B(q) soll Vollrang haben, also
rank(B(q)) = M < N fiir alle g € G.

Die holonome Zwangsbedingung impliziert versteckte Zwangsbedingungen auf
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene. Diese konnen durch Differentiation
nach t erhalten werden. Fiir die versteckte Zwangsbedingung auf Geschwindigkeits-
ebene gilt daher [4]

0= %@(q(t)) = D®(q(t)) - 4(t) D®(q) - (DLy(e) - V) B(q)v. (3.46)

Fiir die zweite Zeitableitung von (3.44c) wird ©(q,z) = B(q)z definiert und fiir die
partielle Ableitung gilt [4]

D,©(q,z) - (DLy(e) - W) = Z(q)(z, w), (w e RY), (3.47)

mit einer Bilinearform Z(q) : R® xRM — RY die die Kriimmung der Zwangsmannig-
faltigkeit {q : ®(q) = 0} repréasentiert. Deshalb kann die versteckte Zwangsbedingung
auf Beschleunigungsebene beschrieben werden durch [4]

d d

0= E<B(q<t>)v<t>) - &9(‘1“)7"@)) =B(q(t))v(t)+Z(q(t)) (v(t),v(t)). (3.48)
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Aufgrund des Vollrangs von B(g) und der Definitheit von M(q) sind die Gleichun-
gen (3.48)) und (3.44c) nach v und X\ auflésbar. Daher kann Gleichung (3.44]) durch

erneutes Ableiten von ([3.48)) nach der Zeit ¢ und algebraische Umformungen auf die
Form

q(t) = DLy (e) - v(t), (3.49a)
v(t) =M (q(t) (- &(t q(t),v(t)) — B (q(t))A()), (3.49b)
A(t) = @(t,q(t),v(t), A(t)) (3.49¢)

mit einer Funktion ¢ : [tg, tena] X G x RY x R™ — RM gebracht werden. Da die
Umformung von in drei Ableitungen von erforderte, ist der Dif-
ferentiationsindex von drei (vgl. fiir Differentiationsindez [46]).

Werden numerische Verfahren zur Losung von (3.44]) verwendet, miissen zwangsléufig
nichtlineare Gleichungen gelost werden. Datfiir soll das Newton-Raphson-Verfahren
(vgl. Gleichung ) verwendet werden, fiir das die lokale Dédmpfungsmatrix ((3.18))
und die lokale Steifigkeitsmatrix benotigt werden. Da in den Bewegungsglei-
chungen ([3.44)) auch der Term, der die Lagrange-Multiplikatoren enthalt, beachtet
werden muss, ergibt sich die Steifigkeitsmatrix K(¢, ¢, v, v, A) zu

Dy(M(q)v +g(t,q.v) + B'(q)A) - (DLy(e) - W) = K(t,q,v,v,\)w (3.50)

fiir alle w € RY [4].

Benchmark: Schwerer Kreisel

Fiir den schweren Kreisel (Abbildung sollen nun Bewegungsgleichungen in den
Lie-Gruppen-Formulierungen R?* x SO(3) und SE(3) aufgestellt werden. Im Unter-
schied zur Beschreibung des schweren Kreisels aus Abschnitt wird dazu eine
redundante Konfigurationsvariable ¢ = (x, R) mit dem Translationsvektor x € R3
und der Rotationsmatrix R € SO(3) statt nur ¢ = R € SO(3) gewihlt. AuBerdem
ist die holonome Zwangsbedingung explizit gegeben durch

035 =®(¢q) = -R'x+X

mit dem Massenschwerpunkt X im korperfesten System.

Die Bewegungsgleichungen und fiir den schweren Kreisel in den Lie-
Gruppen-Formulierungen G = R3 x SO(3) und G = SF(3) sind in den nachfolgenden
Bemerkungen angegeben.

Bemerkung 3 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels fiir R® x SO(3) [1])
Die Bewegungsgleichungen (3.44)) in R3 x SO(3) fiir den schweren Kreisel sind gegeben
durch

X = u, (3.51a)
R = RQ, (3.51b)
0551 = mu — my — RA, (3.51c)
031 = JQ + QIQ + XA, (3.51d)
03,1 = —R'x + X, (3.51e)

wobei m die Masse des Korpers, J das Trigheitsmoment im korperfesten Bezugssys-
tem und ~ der Fallbeschleunigungsvektor ist. Die Geschwindigkeit v wird durch das
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Paar v = (u,2) dargestellt mit der Winkelgeschwindigkeit €2 und der Translations-
geschwindigkeit u im Inertialsystem. Speziell bedeutet dies in den Bezeichnungen aus

(3.44), dass

mls  O3x3 —mey S
M = M(q) = , glt,gv)=]_ , B(q) = [—R —X}
0343 J QJQ

die Massematrix, den Vektor der &ufleren und inneren Kréfte und die Ableitungsma-
trix der Zwangsbedingungen darstellen. Die versteckte Zwangsbedingung (3.46)), die
sich durch die Ableitung von (3.51€|) nach ¢ berechnet, ist gegeben durch

03><1 = —RTU — )N(Q

Fiir die Losung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren
werden die Dampfungsmatrix D aus (3.18]) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.50))
benotigt. Fiir (3.51) sind sie gegeben durch [52]

0 0 0 R
D _ 3x3 3%x3 und K _ 3x3

0343 QJ—JQ 03x3 O3x3

Bemerkung 4 (Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels fiir SE(3) [7])
Die Bewegungsgleichungen ([3.44]) in SE(3) fiir den schweren Kreisel sind gegeben
durch

x = RU, (3.52a)
R = RQ, (3.52b)
0351 = mU +mQU — mR T~ — A, (3.52¢)
031 = JQ + QIQ + X, (3.52d)
05,1 = —R'x + X, (3.52e)

wobei erneut m die Masse des Korpers, J das Triagheitsmoment im korperfesten
Bezugssystem und - der Fallbeschleunigungsvektor ist. Die Geschwindigkeit v wird
durch das Paar v = (U, Q) dargestellt mit der Winkelgeschwindigkeit €2 und der
Translationsgeschwindigkeit U im korperfesten Bezugssystem. Speziell bedeutet dies
in den Bezeichnungen aus , dass

mls  Ozyx3 —mRT~ + mQU
M = M(q) = 1L st v) = _ . (3.53)
O3x3 J QIQ

B(g) = |-1, -X]| (3.53D)

die Massematrix, den Vektor der &ufleren und inneren Kréfte und die Ableitungsma-
trix der Zwangsbedingungen darstellt. Die versteckte Zwangsbedingung (3.46)), die
sich durch die Ableitung von (3.52¢|) nach ¢ berechnet wird, ist gegeben durch

05, = —U — XQ.

Fiir die Losung der nichtlinearen Gleichungen innerhalb der Lie-Gruppen-Verfahren
werden die Dampfungsmatrix D aus (3.18]) und die Steifigkeitsmatrix K aus (3.50))
benotigt. Fiir (3.52) sind sie gegeben durch [52]

Q —mU O35 —mR T~y
D:m " und K = 3 maR

—~

03,3 2J —JQ 03x3  Osy3
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Bemerkung 5 (Anfangswerte und Modellparameter fiir den schweren Kreisel)
Um eine eindeutige Losung von zu erhalten, werden Anfangswerte (|2.2b
benotigt. Dies ist auch bei dem speziellen System bzw. oder (|3.52
der Fall. In dieser Arbeit werden die Anfangswerte des schweren Kreisels fiir die Lie-
Gruppen-Formulierungen R? x SO(3) und SE(3) wie in der Literatur iiblich gewéhlt
(vel. [7]).

Dies bedeutet, R(0) und ©(0) werden wie in Bemerkung [2| festgelegt. Die anderen
Anfangswerte sollen konsistent zu bzw. gewihlt werden. Dafiir wird im
Allgemeinen die zweite Zeitableitung der holonomen Zwangsbedingung
mit Gleichung zu dem Gleichungssystem

M(q(t) BT (a(t)| |[v(0)| _ | —s(tat),v(1) (3.54)

B(q(t))  Onxnr | [A() —Z(q(t)) (v(t). v(t))

kombiniert und an der Stelle t = t, = 0 fiir die speziellen Gleichungen (3.51)) bzw.
(3.52)) gelost. Ausfiihrliche Rechnungen dazu erfolgten in [5I] und die Anfangswerte
ergeben sich zu

( ) = X7
u(0) = U(0) = Q(0)X,
A(0) = mﬂ( )X +m(0)Q2(0)X — mH,
Q(0) = (J — mXX) ™' (= 2(0)IQ(0) + mXQ(0)X2(0) + mX~),
0.5} . 1y |
= ol | )
- g of +
8
05| i
1 -1 |
- | | | | | [ | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
4 [ |
5 [ |
w2 . w
F =l
g Of I *
S 9 -
_5 . B
_4 . B
| | | | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Zeit t in s Zeit tin s

Abbildung 3.2: Verldufe von verschiedenen Variablen des schweren Kreisels in R? x

SO(3)
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und
in R® x SO(3) bzw.

in SE(3).

Die Modellparameter werden als m = 15 kg, J = diag(0.234375,0.46875,0.234375)
kg -m?2, X=[010]" mundy=[00 —9.81]" m/s? festgesetzt.

Das Triagheitsmoment J unterscheidet sich hierbei von dem in Bemerkung [2| Dort
wurde das Trégheitsmoment beziiglich des Fixpunktes und nicht beziiglich des kérper-
festen Koordinatensystems gewihlt. Dabei wurde der Vorgehensweise aus [8] gefolgt.

Bemerkung 6 (Typischer Losungsverlauf des schweren Kreisels)

Der typische Losungsverlauf bis zu einem Endzeitpunkt t.,q = 1s des Benchmarks
,schwerer Kreisel“ in den Lie-Gruppen-Formulierungen R* x SO(3) und SE(3) soll
genauer vorgestellt werden.

In Abbildung[3.2]ist jeweils eine Komponente von x, R, u und € in der Lie-Gruppen-
Formulierung R? x SO(3) aufgezeichnet. Die Abbildungen zeigen, dass innerhalb von
einer Sekunde in der Konfiguration (in den dargestellten Variablen vor allem in der
Rotationsmatrix) eine starke Anderung auftritt, die durch die Oszillation der Varia-
blen erkennbar ist. Auch in der Winkelgeschwindigkeit ist eine deutliche Oszillation
zu erkennen. Dies veranschaulicht, dass der schwere Kreisel ein gutes Benchmark-
problem darstellt, da die Verfahren auch mit einer starken Schwankung innerhalb
einzelner Variablen zurechtkommen und diese richtig darstellen miissen.

0.5} . L ]
S ol | )
= = O0f -
)
—0.5F -
_1 L |
_1 | | | | | | | | | | | |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
5t - 5 -
g 0r I g 01 |
~ S
_5 L | _5 [ |
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Zeit tin s Zeit tin s

Abbildung 3.3: Verldufe von verschiedenen Variablen des schweren Kreisels in SE(3)
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Ahnliches ist auch in Abbildung in der Lie-Gruppen-Formulierung SF(3) zu be-
obachten. In beiden Abbildungen sind die gleichen Komponenten dargestellt. Jedoch
fallt auf, dass sich die Translationsgeschwindigkeiten u und U stark voneinander
unterscheiden. Dies hingt mit der unterschiedlichen Représentation in verschiede-
nen Koordinatensystemen zusammen (u im Inertialsystem und U im korperfesten
System). Es gibt also offensichtlich deutliche Unterschiede in beiden Formulierungen,
weshalb die Verfahren an beiden Lie-Gruppen-Formulierungen getestet werden sollen.

3.3.2 Generalized-a-Verfahren

Definition 18 (Generalized-a-Verfahren zur Losung von (3.44) [8])

Das Generalized-a- Verfahren zur Losung von (3.44]) verwendet im Zeitschritt ¢, —
tni1 = t, +h mit konstanter Schrittweite h die numerischen Losungen ¢,, v,, und a,
und ist gegeben durch

Gni1 = Qn © €XP (hZ\an), (3.55a)

Aq, = v, + (0.5 = p)ha, + Sha, 1, (3.55b)

Vi1 = vV + (1 — y)ha, + vha, 1, (3.55¢)

(1 — ap)ants + apma, = (1 — ayp) Vg + apvy, (3.55d)
M(Qn-ﬁ-l)vn-i-l = —g(th, Qn+17Vn+1) ~-B' (Qn+1)>\n+17 (3.55¢)

0= & (quy1). (3.55f)

In jedem Zeitschritt werden Variablen g¢,.1 ~ q(tn+1), Vae1 = V(tni1), Vil =
V(tni1), Ans1 = A(tp11) und die Beschleunigung a,, 1 an einer Zwischenstelle (3.16))
berechnet. Die Parameter sind durch (2.19)) und (2.20)) gegeben.

Fiir geeignete Startwerte qg, vo, Vg, ag und A ist das Verfahren ein Zei-
tintegrationsverfahren zweiter Ordnung in den Variablen ¢, v und A, vgl. [2]. Die
Konvergenz des Verfahrens wird auflerdem in Kapitel {4] fiir den allgemeineren Fall
des Generalized-a-Verfahrens mit variabler Schrittweite bewiesen. Allgemeine Imple-
mentierungsaspekte, wie die Angabe des Residuums und der Iterationsmatrix fiir das
Newton-Raphson-Verfahren, erfolgten in [4].

Wahl der Startwerte

Zunichst werden anhand von gegebenen Anfangswerten qo = ¢(to) und vq = v(to)
die Startwerte vo und Ag konsistent zu durch Losung des Gleichungssystems
(13.54) gewéhlt.

Die Struktur der Gleichungen erfordert jedoch eine genauere Analyse der Start-
phase und eine spezielle Wahl der Startwerte, um in allen Zeitschritten eine zweite
Ordnung in allen Variablen beobachten zu kénnen [2]. Die Verwendung von Startwer-
ten mit Funktionswerten der exakten Losung in kann zu einer Oszillation und
Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplikatoren A fithren. Um diese Ordnungs-
reduktion zu vermeiden, welche aus der Nichteinhaltung der versteckten Zwangsbe-
dingung resultiert, miissen die Startwerte fiir die Geschwindigkeit vy und die
Beschleunigung ay neu berechnet werden [2].

Bemerkung 7 (Anpassung der Startgeschwindigkeit [2])
In [2] wurde gezeigt, dass fiir die numerische Losung der Geschwindigkeit zur Zeit t

44



gelten sollte

Vo = Vo + Ay,
wobei Vg & v () konsistent beziiglich ({3.44)) ist. Der Term AJ berechnet sich durch
Losung des Gleichungssystems

M(q) BT(q0)| | A} Onx1

B(go) Oumxnr | |AY %B(QO)EI)

wobei ig eine Approximation des fithrenden Fehlerterms des lokalen Fehlers darstellt
und gegeben ist durch

- h? . 1~ .
lg = n ((1 — 66 — 3A4)Vo + §V0V0) ) (3.56)

Dafiir werden Approximationen v & V() konsistent zu (3.44) und v ~ V(o) mit

_ Vyp =V

Vo 2h

bendtigt mit den Approximationen vy, & v(to + h) + O(h?). Die Werte v, konnen
durch das Losen des 2 x 2-Blocksystems

M(q1) BT(Qih) Vin _ _g(tihaQimVih)

B(qsn)  Owmxm Atn —Z(qun) (Vin, vin)
bestimmt werden mit

qen = qo © exp ( = hvg + h*Vo/2) = q(tg £+ h) + O(R?),
Vip =V + hVQ ~ V(t() + h) + O(hQ),

das durch die Kombination der Bewegungsgleichungen und der versteckten
Zwangsbedingung auf Beschleunigungsebene ([3.48) (ausgewertet an der Stelle ¢ =
to + h) erhalten wird. Der Term AO)‘ wird in den nachfolgenden Rechnungen nicht
weiter benotigt.

Bemerkung 8 (Anpassung der Startbeschleunigung [2])

In [2] wurde zudem gezeigt, dass auch die Beschleunigung eine spezielle Struktur
aufweisen sollte. Da a,, die Beschleunigung an einer Zwischenstelle v (t,, + A,h) ap-
proximiert, wird fiir den Startwert

ag = Vo + Aghvg = V(tg) + Aohv(ty) = V(t, + Ayh) + O(h?)

gewéhlt, mit A, aus (2.19) und den Approximationen vy und vy aus Bemerkung .

3.3.3 Munthe-Kaas-BDF-Mehrschrittverfahren

Die Munthe-Kaas-BDF-Mehrschrittverfahren basieren auf den Verfahren aus [20],
vgl. Abschnitt [3.1.3] Dort wurden sie jedoch nur zur Losung von gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen verwendet. Die Verfahrensklasse wird im Folgenden auch auf
differential-algebraische Gleichungen erweitert. Diese Erweiterung der Munthe-Kaas-
BDF-Mehrschrittverfahren zur Losung von (3.44) wurde fiir £ < 4 in [55] eingefiihrt.
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Definition 19 (k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren zur Losung von ([3.44)))

Ein k-Schritt Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (MKBDF) zur Lésung von @D verwen-
det im Zeitschritt ¢, — t,,1 = t,, + h mit Schrittweite A die numerischen Losungen
Gn, wgizl) und v,14, (i = 1,..., k), zur Berechnung von g1, wf."), (1 =0,..,k),
Vi1 und A, 41 anhand von

Gns1 = Gn 0 exp (@), (3.57a)
w™ = BCH,(—w{"™,w™™Y), (i=1,..k),  (3.57b)
k
% Z ™ = (@;1( —wl, Vi) (3.57¢)
i=0
] k

EM(Qn+1) Z iVpi1-i = —8(tni1, 1, Vas1) — BT (qns1) A1, (3.57d)

i=0
0 =®(qgnt1) (3.57e)

mit Parametern o; aus (2.7) und den Approximationen (3.11)) und (B.13) der Abbil-
dungen dexp ' aus (2.31)) und BCH aus (2.28). In jedem Zeitschritt werden Variablen

Qn+1 = q(thrl)a Vi1 = V<tn+1)a >‘n+1 ~ A(tn+1) und wgn) ~ Vn(tn+1*i)7 (Z = 07 ceey k)a
berechnet.

In Kapitel |5| wird bewiesen, dass das Verfahren (3.57)) fiir 2 < k < 6 unter gewissen
Voraussetzungen an die Startwerte, vgl. Voraussetzung [4] die Konvergenzordnung
p = k besitzt.

Wahl der Startwerte

Fiir die Wahl der Startwerte wird zunéchst der Zeitpunkt ¢y betrachtet. Mit den ge-
gebenen Anfangswerten qq := q(to) und vq := v(to) wird der Startwert Ay konsistent
zu durch Losung des Gleichungssystems berechnet. Die Berechnung der
Startwerte ¢;, v, und A, (i = 1, ..., k— 1), kann zum Beispiel durch ein geeignetes Ein-
schrittverfahren erfolgen. In dieser Arbeit werden diese Startwerte jedoch anhand von
der in MATLAB integrierten Funktion ode15s mit sehr kleinen Toleranzen berech-
net. Dafiir muss die zu losende differential-algebraische-Gleichung jedoch zunéchst in
ein dquivalentes System von expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen umge-
schrieben werden und iiberpriift werden, ob stets ¢; € G , (i = 1, ...,k — 1), erfillt ist.

Die Startwerte wgk_m fir+ =1,...,k — 1 werden durch
&Y = BCH(@57, —&y )

bzw. /\ .
wz('kﬂ) = BCH;,, (wgim, —w(()kflﬂ))

bestimmt [20]. Der Wert w(()kd) kann durch die Auswertung der Inversen der Expo-

nentialabbildung von ¢; ' o ¢;; erhalten werden, vgl. .

Die spezielle DAE-Struktur vom Index 3 der Gleichungen erfordert, wie zuvor
beim Generalized-a-Verfahren in Bemerkung[7] eine Anpassung der Anfangsgeschwin-
digkeiten v;, (1 =0, ..., k—1), um eine Ordnungsreduktion in den ersten Zeitschritten
zu vermeiden. Die Notwendigkeit wird in Kapitel |p|in Bemerkung [21| genauer disku-
tiert.
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Bemerkung 9 (Anpassung der Startgeschwindigkeiten)
Die Startwerte der Geschwindigkeitsvariablen zu den Zeiten t;, (i = 0,...,k — 1),
werden definiert als

v =V, + AY_y, (3.58)
wobei V; & v(t;) konsistent beziiglich ist. Die Korrektur A)_; berechnet sich
durch die Losung des Gleichungssystems

M(gr—1) BT (gr1)| |A)_ Onx1

B(gr-1)  Omxm AR, B(q_1)1;,_,

mit einer Approximation I, ; des fithrenden Fehlerterms des lokalen Abbruchfehlers
121, vel. Satz [6] Daher ist

A}, = [M'BT(BM 'B")"'B] (¢s_1)I;_,

Wie in Bemerkung |7| werden zur Berechnung von I;:_l Approximationen der Ablei-

tungen der Geschwindigkeiten v,(le ~ v (te_1), (j = 1,...,k), benotigt. Dazu kann
Vi—1 konsistent zu (3.44)) gewéhlt werden. Fiir die restlichen Ableitungen werden
Approximationen

-1
1 J .
) (tr-1) el 2; Vi-1-i + 35 Vel

betrachtet und die Parameter 5§j ) durch Taylorentwicklung und Koeffizientenvergleich
aus

,_.

J—

SV (tey — ih) + jhv(ty_r) — WV (t,_1) = OB

Il
=)

i

bestimmt. Dies fiihrt fiir festes j zu einem Vandermonde-System fiir 5éj ), 59 )7 e 5](3_) s
das eindeutig losbar ist. Es folgen die Approximationen
. —2Vi_q + 2y 2. .
Vg1 = £ 1]22 2 7 Vk-1 R V(tg-1) + O(h), (3.59a)
9 3
—5Vi-1+ 6V 2 —5ve 3 3
Vi1 = 2 73 2 + ﬁvk Y (tk 1) + O( ) (359b)
22
— V1 + 12v_o — 6vi_3 + —Vk,4 4
v =3 o 3 +EW1NwK%@+Omx
(3.59¢)
5) Ve 1+ 20V o — 15V 34+ v 4 — v s 5
Vk—l = h5 + ka 1
~ v (t_1) + O(h), (3.59d)
6) . 137Vk 1+ 30Vk 9 — 30Vk 3+ 20Vk 4 — 5Vk_5 + gvk_ﬁ 6 .
V= % + ﬁvk,l
~vO(t, 1)+ O(h). (3.59¢)

Implementierungsaspekte

Bei der Verwendung der Munthe-Kaas-BDF-Lie-Gruppen-Verfahren (3.57) miissen
nichtlineare Gleichungssysteme gelost werden, was mit dem Newton-Raphson-Ver-
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fahren (vgl. [18])

. 0v,
e’ =&+ G mit ZRREL)ALL = —Tan€)  (3.60)

geschehen soll.
Das MKBDF-Verfahren wird dazu in die skalierte Form umgeschrieben zu

hzz o W deka ( wg”),vnﬂ)
0=, 1€ 1) = |rs(g(w] )/h)aVn+1aV(Vn+1)> hAni1,tnt)
1 (g(w(” /h))
mit
r,(q,v,v,hA,t) = h(M(q)V + g(t,q,v)) + BT (q) - h\, (3.61)

sowie &, = (h(wén))Ta VVTL+1= h>‘z+1)T und

~(n)
N @
— q(wé )/h) ‘= @, O exp (h%) ;

Vn+1 =T E QiVp1—i-

Die Iterationsmatrix hat die 3 x 3-Blockstruktur

O,
O€
ooy + hDy(dexpy (= @i Vi) —Dy(@oxpy (=@, vas1)) Osas
h?KT aoM + hD BT
BT Oprsn Onrxar

mit der Massematrix M = M(q w(()n) / h)), der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-
gung B = B(q (w(()n)/h)) aus (3.45)), dem Tangentialoperator T = T(w(()n)) aus (|2.36)),
der Steifigkeitsmatrix K = K(t,11,9 (‘*’0 /h) Vit 1, V(Vit1), Any1) aus (3.50) und
der Dampfungsmatrix D = D( ntls q(wo / h),vn+1) aus (3.18). Die partielle Ablei-

——1 -1
tung von dexp, nach wo ) wird durch D,, (dexpk (wén),vnﬂ)) dargestellt und die

nach v, 1 durch D, (dexpk (w(() ), Vn+1)). Diese berechnen sich zu

w dexpl Wi, Wo = 0N><N7
3
w(dexp, (W1, W2)) = Onxn,

!
2
= Do (dexp; (wi,w2)) = o (WiWe + 1w, )
D
D

———1 | S
-+ % <W1W1W1W2 -+ WiWIWIW,

~ = o~ <~ ~
+WIWI W Wy + W1W1W1W2)
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und

DV (deXpl (W17 WQ)) = IN7
—1
DV (deXPZ (W17 WQ)) = IN7
— 1 —1 ]_ ~
Dv(dexp3 (Wl,Wg)) = Dv(dexp2 (Wl,Wg)) — §w1,
——1 —_— 1 o~
D, (dexp4 (W17W2)) =D, (dexp3 1(W1,W2)) + EW1W1,
—1 —1
Dv(dexp5 (Wl,w2)) = Dv(dexp4 (Wl,Wg)),
—1 ——1 1 o~ N~ o~
D, (dexp6 (Wl,Wg)) =D, (dexp5 (Wl,Wg)) ~ 70 IWI Wi W1,

In praktischen Implementierungen kénnen durch geschicktes Zusammenfassen der ‘-
Operatoren einige von ebendiesen eingespart werden. Fiir beispielsweise k = 6 konnen
dazu zunéchst

A(Wl) = ‘/7\\/1\/7‘\/1 S RNXN,
b(wy, wy) == Wiwy € RY,
c(wyi, wy) i= wib(wy, wy) € RY

gespeichert werden und dann werden die Ableitungen durch

—1 1 - 1 PR
D, (dexpﬁ (Wh Wg)) =Wy + (__IN + A(Wl)) (W1W2 + b(Wh W2>)

2 12
1, =
+ %(WlC(Wl,Wg) + Wic(wi, wa)),
——1 1 - 1 - 1
Dy (dexpg (w1, ws)) =1Iy — 5™ <IN W <IN + @A(wl))>

bestimmt. So werden aus vorher 14 Matrix-Matrix- und 4 Matrix-Vektor-Multiplika-
tionen nur noch 6 Matrix-Matrix- und 3 Matrix-Vektor-Multiplikationen fiir die Aus-
wertung der beiden Ableitungen. Dabei ist jedoch nicht auszuschlieffen, dass noch
weitere Einsparungen moglich wéren.

3.3.4 BLieDF-Verfahren
Die BLieDF-Verfahren zur Losung von (§3.44)) wurden in [54) [55] eingefiihrt.

Definition 20 (k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Losung von ((3.44)))
Die k-Schritt BLieDF-Verfahren zur Losung von (3.44) verwenden im Zeitschritt

tn = tpi1 = t, + h mit Schrittweite h die Eingangsgrofien g, w(()nH_i), (1=2,...,k),
und v, 14, (1 = 1,..., k), zur Berechnung von ¢, 1, w(()n), Va1 und A, 11 anhand von

Qn+1 = (dn © €XP (‘I’E)n))a (362&)

k

1 n+1—i n+1— n

E Z%wé +1-i) = Vpi1 + LEL]T;(V,H&,]C, ...,Vn+1,wg) 1 k), ,wé )>, (362b)
=1

1 k
EM<QH+1) Z QiVnt1—i = _g(tn+1> n+1, Vn+1) - BT (Qn+1))\n+1, (3.62¢)
i=0

0=®(qui1) (3.62d)
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mit Parametern (2.7) und (2.16) und Korrekturtermen (3.33)) und (3.34) mit den

Parametern aus den Lemmata [6] und [7]
In jedem Zeitschritt werden Variablen ¢,.1 =~ q(tni1), Var1 = V(tni1), Ani1 ~
A(tps1) und w™ & v, (tas1) berechnet.

In Kapitel |5| wird bewiesen, dass das Verfahren (3.62)) fiir 2 < k < 6 unter gewissen
Voraussetzungen an die Startwerte, vgl. Voraussetzung [4] die Ordnung p = k besitzt.

Bemerkung 10 (Vergleich der Verfahren (3.57)) und (3.62)))
Da beide Verfahren (3.57) und (3.62) BDF-Verfahren darstellen, ist ein Vergleich

durchaus interessant. Solch ein Vergleich wurde in [55] fiir £ < 4 durchgefiihrt. Es
zeigt sich, dass die Verfahren fiir £ = 1,2 dquivalent sind. Fiir £k = 3 und k£ = 4
benotigen die BLieDF-Verfahren (3.62)) weniger Kommutatoren bzw. e-Operatoren
pro Integrationsschritt und sind daher effizienter. Numerische Tests dazu erfolgen in

Abschnitt 6.2

Wahl der Startwerte

Fiir die Wahl der Startwerte wird zunéchst der Zeitpunkt t, betrachtet. Mit den
gegebenen Anfangswerten ¢y = q(to) und vo = v(ty) wird der Startwert Ay konsis-
tent zu (3.44) gew#hlt. Dazu wird das Gleichungssystem (3.54) an der Stelle ¢ = ¢
gelost. Die Berechnung der ¢;, v; und A;, (i = 1,...,k — 1), kann durch ein geeig-
netes Einschrittverfahren erfolgen. In dieser Arbeit werden diese Startwerte jedoch
anhand von der in MATLAB integrierten Funktion odel5s berechnet. Dafiir muss
die zu losende differential-algebraische-Gleichung jedoch zunéchst in ein dquivalentes
System von expliziten gewohnlichen Differentialgleichungen umgeschrieben werden.
Die wéz), (i =0,...,k — 1), sind definiert durch
qi+1 = (; © €Xp (GJ(()Z))

und konnen daher durch die Auswertung der Inversen der Exponentialabbildung von
¢; ' 0qi1 berechnet werden. Erneut erfordert die Struktur der DAEs vom Index 3 der
Gleichungen , wie zuvor beim Generalized-a-Verfahren in Bemerkung |7 eine
Anpassung der Anfangsgeschwindigkeiten v;, (i =0, ...,k — 1), um eine Ordnungsre-
duktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden. Die Notwendigkeit dafiir wird in
Kapitel [5] in Bemerkung 2] genauer diskutiert.

Bemerkung 11 (Anpassung der Startgeschwindigkeiten)
Die Startwerte des Geschwindigkeitsvektors zu den Zeiten ¢;, (1 = 0, ..., k—1), werden
aus

v =V, + A}, (3.63)
bestimmt, wobei v; &~ v(t;) konsistent beziiglich ist. Die Korrektur A)_; be-
rechnet sich durch die Losung des Gleichungssystems

M(gr—1) BT (gr1)| |A)_ Onx1

B(Qk—l) Onrxns Aﬁ_l B(qk_l)I‘:_l

mit einer Approximation I, , des fithrenden Fehlerterms des lokalen Abbruchfehlers
1|, welcher in Kapitel 5] in Satz [ berechnet wird. Daher ist

A}, = [M'BT(BM'BT)"'B] (gl .
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Zur Berechnung von I:_l werden Approximationen der Ableitungen der Geschwin-

digkeiten v,(jzl ~ v (t;_1), (j = 1,..., k), benotigt. Diese werden durch (3.59)) analog
zu Bemerkung [9] bestimmt.

Implementierungsaspekte

Die Losung der nichtlinearen Gleichungen in den BLieDF-Verfahren (3.62)) erfolgt
durch das Newton-Raphson-Verfahren (3.60). Der Aufwand und die Struktur hingt

stark vom Korrekturterm L(k) = L(k) (Vnﬂ,k, ...,vn,vnﬂ,wénﬂfk), ...,w(()nfl),w(()n))
ab. Im allgemeinen Fall ist
(n+l ) k
Zz 1 ﬁ)/l — Va4l T L](’L,ZL
0= \I’n,h(gn—i—l) = |ry <q ((.UO /h) s Vi1, V(Vn+1>7 hATH»l; tn+1)
7@ (a(wy” /h))

. n T
mit (3.61), &, = (%( ( )> I+1ah>‘z+1) und

~(n)
n w
Gni1 = q(w§” /R) = gu 0 exp (h%> :

Vn+1 =T h Zazvn-l—l —i-
Die Iterationsmatrix hat die 3 x 3-Blockstruktur

NIy = Do (L)) Iy — Dy (L) Onxur
= h2KT aoM + hD B’
BT Onrxn Onrsnr

0w,
23

mit der Massematrix M = M(q (w(()") / h)), der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-
gung B = B(q (w(()n)/h)) aus (|3.45)), dem Tangentialoperator T = T(w(()n)) aus (|2.36(),
der Steifigkeitsmatrix K = K(th, (wo /h) Vi1, V(Via1), )\n+1) aus (13.50) und
der Dampfungsmatrix D = D(tn+1, q(wo /h),vn+1) aus (3.18)). Dabei ist D, (L,Skq)l)

die partielle Ableitung von L;Lkzl nach w(()n) mit

Do (Li})) = Da (LE?L) = O,
DL (L)) = bfin, ) — o Tins,
Dy (L) = b{in, ) ' b\ Tin.
und Dy (L{") die partielle Ableitung von Li*) nach v, mit
DU(LY)) = Dy(LE) = O

)
Dy (L) _ag3>1m“ al i i;
Dy (Lglzl) = a((;l%hn( ) a((filin;;.
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Hingt der Korrekturterm L;lki nicht von v,,,; und wé"), (a(()k]) b =0,7=12,..),
ab, so muss die Gleichung nicht im Residuum ¥, berucksmhtlgt Werden
und kann explizit gelost werden. Fiir £ = 5 und k£ = 6 ist dies zum Beispiel fiir die
Parameter aus Lemma [[ der Fall. In diesem einfacheren Fall werden die BLieDF-
Verfahren in die skalierte Form umgeschrieben zu

v (a(@§”/0), v (/) ¥ (@ /1), A1t )
1@ (g(wi"/n))

0= lIITl,h(sn—H) =

mit (3.61), &, = (2(w{™)T,hALL,) " und

(n) wg”
n+1 = Q(wo /h) = (Qn © €Xp hT )
Vnt1 =V w() )/h h Z VW (n+1 K- L%,zu

V(wg")/h) = % (agv(wo /h) + Zalvnﬂ 1) .

=1
Die Iterationsmatrix hat die 2 x 2-Blockstruktur

0w, ayyiM + hy D + 2’ KT BT
o€ BT Onrxnmt

mit der Massematrix M = M(q (w(()”) / h)), der Ableitungsmatrix der Zwangsbedin-
gung B = B(g (w(()n)/h)) aus (3.45)), dem Tangentialoperator T = T(w(()n)) aus (2.36)),
der Dampfungsmatrix D = D(th?q(wé”)/h),v(w[()”)/h)) aus (3.18)) und der Stei-
figkeitsmatrix K = K (t,41, q(wé")/h),V(w((]n)/h),\'f(wén)/h),)\nH) aus ((3.50)).

02



Kapitel 4

Konvergenzanalyse des
Generalized-a-DAE-
Integrationsverfahrens auf

Lie-Gruppen fiir beschrinkte
mechanische Systeme

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Konvergenz des Generalized-a-Verfahrens fiir
Konfigurationsrdaume mit Lie-Gruppen-Struktur fiir beschréinkte mechanische Mehr-
korpersysteme zu beweisen, welche differential-algebraische Gleichungen vom Index 3
darstellen. Ein Konvergenzbeweis fiir das Generalized-a-Verfahren fiir konstan-
te Schrittweiten erfolgte bereits in [2]. In vielen praktischen Anwendungen ist es je-
doch sinnvoll, kein dquidistantes Punktgitter zu verwenden, sondern variable Schritt-
weiten h,, zuzulassen, vgl. (2.4)). Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Losung eines
Problems zu gewissen Zeitpunkten stark variiert (kleine Schrittweiten) und an ande-
ren iiber lange Zeit fast identisch bleibt (grofe Schrittweiten). Um dies zu realisieren,
wird eine Schrittweitensteuerung verwendet, die auf Grundlage des in einem Zeit-
schritt begangenen lokalen Fehlers eine optimale Schrittweite fiir den néchsten Schritt
bestimmt bzw. im schlimmsten Fall den gerade ausgefiihrten Zeitschritt mit einer klei-
neren Schrittweite wiederholt [46]. Die Ubertragung von Zeitintegrationsverfahren auf
variable Schrittweiten ist jedoch nicht ohne Weiteres moglich. Dadurch entstehen wei-
tere Einschrankungen, deren Nichtbeachtung zum Beispiel zu Stabilitdtsproblemen
fithren kénnen.

In diesem Kapitel soll das Generalized-a-Verfahren auf variable Schrittwei-
ten erweitert werden und die Konvergenzanalyse fiir dieses Generalized-a-Verfahren
mit variabler Schrittweite ausgehend von [2] durchgefithrt werden. Dazu muss das
Generalized-a-Verfahren fiir konstante Schrittweiten zunéchst so erweitert wer-
den, dass auch variable Schrittweiten h,, verwendet werden konnen. Solch eine An-
passung erfolgte bereits in [52], dabei wurde sich am Vorgehen von Jay und Negrut
[34] fur Hilber-Hughes-Taylor-a-Verfahren orientiert. In [52] wurde auch die Schritt-
weitensteuerung des Generalized-a-Verfahrens untersucht. Ein formaler Konvergenz-
beweis wurde jedoch nicht gefiihrt.

Die Konvergenzanalyse des Generalized-a-Verfahrens beginnt mit einer lokalen Ab-
bruchfehleranalyse. Dabei wird die analytische Losung in die Verfahrensvorschrift ein-
gesetzt und der lokale Abbruchfehler unter Verwendung der Taylorentwicklung und
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der Magnusentwicklung (vgl. ) abgeschétzt. AnschlieBend werden globale Feh-
lergleichungen aufgestellt. Dazu wird die Differenz aus der Verfahrensvorschrift mit
der analytischen Losung und der Verfahrensvorschrift mit der numerischen Losung
gebildet. Die so entstandenen Fehlerrekursionen werden zu einer gekoppelten Fehler-
rekursion kombiniert. Durch solch eine gekoppelte Fehlerrekursion kann schlieflich
die Konvergenz zweiter Ordnung des Verfahrens bewiesen werden.

Die Konvergenz wird auf einem kompakten Zeitintervall unter der nachfolgenden
Voraussetzung gezeigt.

Voraussetzung 1

Es sollen das abgeschlossene Zeitintervall [tg, tenq], die variablen Schrittweiten h,, =
tha1 —tn € (O,E] mit teng = to + zgi'bd hny Nena € N, und einer von n unabhéngigen
Konstanten h > 0 vorausgesetzt werden. Zudem wird angenommen, dass das Verhiilt-
nis aus maximaler Schrittweite hpax 1= max,—o,. n.,, hn und minimaler Schrittweite

Pomin = min,—o . n,., hn beschrénkt bleibt, also

hmax
<C 4.1
hmin - " ( )
fiir ein 0 < Cj, € R. Daher bleiben auch die Schrittweitenverhéltnisse o, = h,,/h,_1
fiir alle n < Ngpq beschréinkt. Es gibt also positive Konstanten op,;, € R und 0. € R,
so dass opin < 0, < Omay gilt.

Unter dieser Voraussetzung gilt fiir das Schrittweitenverhéltnis o,, = h,/h,_; die
Beziehung
hn = Onhn—l = O(hn—l)a (42)

bzw. unter Verwendung von h,, < hyax
hn = O(hmax)

fiir n =0, ..., Neng.
Bevor der eigentliche Konvergenzbeweis begonnen werden kann, muss das Verfah-
ren (3.55)) fiir solche variablen Schrittweiten definiert werden.

4.1 Erweiterung des Generalized-a-Verfahrens auf
variable Schrittweiten

Der Konvergenzbeweis des Generalized-a-Verfahrens aus [2] hat gezeigt, dass
speziell gewéhlte Startwerte wie in Abschnitt [3.3.2] vonnéten sind, um eine Ordnungs-
reduktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden. Dieses Verhalten héngt stark mit
dem Umstand zusammen, dass das Verfahren quasi von einer Schrittweite null (also
aus dem Ruhezustand) auf eine beliebige Schrittweite h wechselt. Man kénnte so-
mit sagen, dass im ersten Zeitschritt ein Schrittweitenwechsel vorgenommen wird,
welcher durch die Anpassungen aus den Bemerkungen [7] und [§ kompensiert werden
kann. Ahnliches muss nun auch vor jedem Schrittweitenwechsel beim Generalized-o-
Verfahren fiir variable Schrittweiten geschehen. In den nachfolgenden Bemerkungen
werden solche Anpassungen fiir die Geschwindigkeit v,, und die Beschleunigung a,,
beschrieben. Dabei wird einem Ansatz von Jay und Negrut [34] gefolgt, die eine
variable Schrittweitenformulierung fiir Hilber-Hughes-Taylor-a-Verfahren eingefiihrt
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haben. Eine weitere Moglichkeit wire die Verwendung variabler Verfahrensparameter
B = B(o,) und v = v(0,), vgl. [6].

Bemerkung 12 (Anpassung der Beschleunigung, vgl. [52] und [34], fir HHT-«])
Wird das Generalized-a-Verfahren (3.55)) auf variable Schrittweiten h,, = t,.1 — t,
iibertragen, héangt die Beschleunigung

a, =~ v(t, + Aghn_1) (4.3)

von eben dieser Schrittweite h,_1 = h, /o, mit dem Schrittweitenverhéltnis o, ab.
Aus diesem Grund miissen weitere Anderungen an der im vorherigen Zeitschritt be-
rechneten Variablen a,, vorgenommen werden, um auch im Fall variabler Schrittweiten
die Konvergenz zweiter Ordnung nachweisen zu koénnen.

Dabei wird a,, =~ v(t, + Ayh,—1) in (3.55)) durch eine Approximation

a, = V(t, + Ashy) = V(t, + Ashn_1) + Ashy (1 — i) V(t,) +O(h2)  (4.4)

On

substituiert. Die Approximation a,, ~ v(t,+Ayh,_1) wird direkt durch das Generali-
zed-a-Verfahren (3.55)) berechnet. Eine Approximation von v(t,) wird jedoch noch
benotigt. Mit den verfiigharen Beschleunigungsvariablen kann diese im Allgemeinen
durch

al,nv(tn) + a2,nv(tn+1) + a3,nv<tn + Aahn—l) + a4,nv(tn+1 + Aahn)

V(t,) = " + O(hy,)
" (4.5)
dargestellt werden, wobei
A,
a1, =—1+ <_ - 1) asn + Ayl p, (4.6a)
o
A,
A2 n = 1— —asn — (1 + Aa)a4,n (46b)
On
und asp, a4, € R beliebig sind. Daher wird
— 1\ .
a, = a, + A, <1 — —) Vi, (4.7)
On
gesetzt mit
Vn — CLl,n"’n + a2,nvn+1 + a3,nan + a4,nan+1 (48)

hn Y
wobei a;, und as, wie in (4.6) zu wihlen sind. Es bleiben also zwei frei wéhlbare
Parameter as,,, a4, € R iibrig. Diese sollen so gewahlt werden, dass das Verfahren
fiir moglichst viele Schrittweitenverhéltnisse stabil bleibt (vgl. Satz . Beispielhaft
werden die folgenden Ndherungen untersucht, wobei jeweils zwei der a;,, null gesetzt
wurden:

Néherung 1:
aln:—Z—T;, a2n:07 a3z n = 2_7;7 a4,n207 (4 9&)

Néherung 2:
a1 =0, a2n=— on ) = n y  Q4n = 0, (49b)

a3 n =
Aoz — Op Aoz — Op



Né&herung 3:

On On
G =0 e =0 G = G DAY T (ont (90— DAL
(4.9¢)
Naherung 4:
Can = —1, agm = 1, a37n = 0, a4,n = O (49d)

Natiirlich wéren auch weitere Ndherungen vorstellbar und kénnen das Thema fiir
weitere Untersuchungen sein. In [52] wurde lediglich Naherung 1 verwendet.

Ist die Schrittweite h,, = h konstant, so gilt a, = a, und keine Anderung wurde
vorgenomimen.

Bemerkung 13 (Anpassung der Geschwindigkeit, vgl. [52])
Ahnlich zur Anpassung der Geschwindigkeiten in den Startwerten in Abschnitt
wird die Geschwindigkeit im Zeitschritt ¢,y — ¢, von v,, &~ v(t,) in

Vo=V, +AY (4.10)
abgeéndert. Dazu wird das Gleichungssystem
M(Qﬂ) BT(Qn) AZ 0N><1

gelost, wobei A,1¢ die Differenz zweier aufeinanderfolgender lokaler Abbruchfehler
der Form (3.56)) dividiert durch h,, bzw. h,_; approximiert, also ist

AT~ % ((1 68— 3A)¥(t) + %G(tn)V(tn))
- % ((1 — 68 — 3A,)V(ta_1) + %v(tn_l)wtn_l))

- (% - %Aa - ﬁ) (1—1/02)R2¥(t,) + %hie(tn)v(tn) +O(h, ),

mit (4.2)). Daher wird

N () [

1—1/02) 4.
(1= 1/08) s o
12

gesetzt und V,, wie in Gleichung (4.8)) gewéhlt mit a; , und ay,, aus (4.6)). Somit gilt

Ay = [M'BT(BM 'B") 'B] (g,)A,l4.

n

Unabhéngig von der Wahl der Néherung aus (4.9) ist stets A, = Oy fiir o, = 1.
Daher gilt v,, = v,,, wenn sich in einem Zeitschritt die Schrittweite nicht verédndert
hat.

Werden die beiden vorherigen Bemerkungen beachtet und die Schrittweite h in (3.55))
durch die variable h,, = t,,,1 — t,, ersetzt, so kann das Generalized-a-Verfahren fiir
variable Schrittweiten wie nachfolgend definiert werden.
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Definition 21 (Generalized-a-Verfahren fiir variable Schrittweiten zur Losung von
(3.44))
Das Generalized-a- Verfahren zur Losung von (3.44) verwendet die numerischen Lo-

sungen ¢,, v, und a, im Zeitschritt ¢, — t,.1 = t, + h, mit Schrittweite h,, in
Gn+1 = Gn © €XP (hn/A\an)7 (4113)

Aq, =V, + (0.5 = p)h,a, + Shpa,.1, (4.11b)

Vi1l = Vo + (1 = y)hpa, + Yhpanaa, (4.11c¢)

(1 — am)anH + Oémﬁn = (1 — Oéf)\"n_H + Oéf\"n, (411d)
M<Qn+1)vn+1 = _g(tn+17 An+1; Vn+1) - BT(Qn—&—l)An—‘rl) (4116)

0 =®(gnt1) (4.11f)

mit Parametern (2.20), v,, aus (4.10) und a, aus (4.7)) fir n > 1. Ist n = 0, so wird

ay = ap und vy = vg verwendet.

Bemerkung 14 (Startwerte des Generalized-a-Verfahrens (4.11)))

Um die Ordnungsreduktion in den ersten Zeitschritten zu vermeiden, miissen vor dem
ersten Zeitschritt die Anpassungen aus Bemerkungen [7] und [§| vorgenommen werden.
Die Startwerte sind somit analog zu denen von aus Abschnitt .

4.2 Lokale Abbruchfehler

Fiir die Konvergenzanalyse werden zunéchst die lokalen Abbruchfehler bestimmt. Da-
zu wird die analytische Losung in die Verfahrensvorschrift eingesetzt und der lokale
Abbruchfehler durch die Taylorentwicklung bzw. die Magnusentwicklung abgeschétzt.
Die Magnusentwicklung wird dabei fiir die Losung der auf der Lie-Gruppe definierten
gewdhnlichen Differentialgleichung ¢(t) = DLy (e) - v(t) (vgl. Gleichung (2.23))) fiir
vorgegebenes v(t) verwendet.

Im nachfolgenden Beweis werden solche lokalen Abbruchfehler, teilweise mit matrix-
wertigen Funktionen multipliziert. Daher wird die Notation

LAY = A(tn, q(tn), v(tn), A(tn))15

n

fiir matrixwertige Funktionen A = A(t, q, v, A) eingefiihrt.

Definition 22 (Lokale Abbruchfehler von (4.11))
Wegen (4.3) und (4.4 sind die lokalen Abbruchfehler des Generalized-a-Verfahrens
fiir variable Schrittweiten (4.11]) definiert durch

q(tni1) = q(t,) o exp (hn/A\a(tn)) o exp (Tg), (4.12a)
Aq(t,) =¥(t,) + (0.5 = B)hpV(t, + Anhy) + Bha V(i + Aohy), (4.12D)
V(tns1) = V(tn) + (1 — V)b v(tn + Ashy) + YheV(tas1 + Aghy) + 1, (4.12¢)
=== as)Vv(ta1) — apv(ts)
+ amV(ty + Aohy) + (1 — o) V(tat1 + Ashy), (4.12d)
_ I 1 9120
V(t) = v(tn) + C(q(tn)) ((6 ~ 580 - 5) (1 —1/02)h2¥ ()
+%hiv<tn)v(tn)> (4.12¢)
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mit C(g(t,)) = [M'BT(BM'B")"'B] (¢(t,)).

In wurde einer Vorgehensweise von Wensch [50] gefolgt, der die lokalen Feh-
ler eines Lie-Gruppen-Integrators fiir Differentialgleichungen erster Ordnung in der
Lie-Algebra g untersucht hat. Gilt schlieflich 19 = O(h¥) fiir k € N, so folgt Gleiches
auch fiir das Aquivalent im euklidischen Raum 1¢ = O(h*).

Nun werden die Gréflenordnungen dieser lokalen Abbruchfehler bestimmt. Fiir kon-
stante Schrittweiten erfolgte dies in [2, Lemma 1].

Satz 1
Die lokalen Abbruchfehler (4.12)) des Generalized-a-Verfahrens mit variabler Schritt-
weite (4.11]) geniigen den Abschétzungen

N2l = Oh3), L] =0(hZ), B =0(h) (4.13)
und
17, 14
B(g(t) (- — 3= + 1) | = 02). (4.14)
thrl hn
Beweis:

a) Das Einsetzen von (4.12¢)) in (4.12b)) und die Taylorentwicklungen

V(t, + Aghy) = V(t,) + AghaV(t,) + O(h?), (4.15a)
V(tny1 + Aohy) = v(t,) + (1 + Ay)h,V(t,) + O(h2) (4.15b)

liefern

1
-+(———A @) ~ 1/EC a(ta)) ¥(0,)
L 1=1/ow) 1/0 OB g (t,)) V() V() + O(B2). (4.16)
Wird ([2.29) fiir ¢ = t,4+1 und m = n mit (4.12a]) gleichgesetzt, so folgt [2]

q(t,) o exp (ﬂn(tnﬂ)) = q(t,) oexp (hnZ(/l(tn)) o exp (TZ)

und daher _ -
exp (1:11) = exp ( - hnAq(tn)) O exp (ﬁn(thrl))

Dieses Produkt aus mehreren Matrixexponentiellen kann durch die Anwen-
dung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel ([2.28]) untersucht werden, da die

Abschétzungen hn/A\a(tn) = O(h,) und D, (tni1) = O(hy) gelten (vgl. (2.33)).
Der lokale Abbruchfehler kann somit durch [2]

2 = Dp(tu1) = haAAq(ts) + O(hn)

Un(tni1) —h AQ< n)

abgeschétzt werden, weil

[Wl,Wg] [Wl + WQ,WQ] [WQ,{{,Q] = O(hn)H{i}l + \AK}QH
N——

=0
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gilt, wenn wo = O(h,,) ist. Durch das Einsetzen von ([2.33)) und (4.16)) und unter
Verwendung von ([2.35)) folgt die Abschétzung
2 1A, 3. .
12 = (I-C(q(ty))(1—1/02)) 5§73 B ) hov(t,) + 12V(tn)v(tn)
+ O(h2) (4.17)
und damit die erste Behauptung in (4.13)).
Aus Gleichung (4.12d)), den Taylorentwicklungen (4.15)) und

2

h
V(tni1) = V(tn) + hav(tn) + 771‘“’(7571) + O(hi)
folgt

1= ~Clalt)(1 - /o) ((§ = 380 = 8) 12906 + 12900700

+O(h2), (4.18)
da (%—Aa—'y) = 0 mit und gﬂt
Aus Gleichung und Taylorentwicklung folgt
I = —(om — oy — Do)l (tn) + O(h7)

und dadurch die Behauptung mit ([2.19)).

Es gilt B(q(t,))C(q(tn)) = B(q(t,)) und damit
Bt = Bla) ( (- 52— #) 24900 + 29(0vie) ) + O0)

mit dem lokalen Abbruchfehler (4.17)). Daher folgt

B(g(tn1))ln — B(g(tn))1]

Bt T h, = =B(q(t ( - i%) ( 5) ha¥ ()

#Bla(t) (1- 2 ) Tao(e)v(e) + 00
— 1P o)

mit den Gleichungen 1) 1' Ont1 = hpi1/hn, B(q(tn+1)) = B(q(tn)) +
O(hy,) und vO(t,.1) = vO(t,) + O(h,), (i =0,1,2).

Bemerkung 15 (Unterschiede zum Verfahren fiir konstante Schrittweiten)

Aufgrund der Anderung der Geschwindigkeit in (4.11c) tritt im Unterschied zum

konstanten Fall ein zusétzlicher Fehlerterm im lokalen Abbruchfehler 1y aus Glei-

chung (4.12¢) auf. Dadurch ist eine Verrmgerung der Ordnung in ebendiesem zu
beobachten. Fiir konstante Schrittweiten hétte in ) daher ||1Y]| = O(h3) bewie-

sen werden konnen. Fiir die Konvergenzanalyse ist dlese Ordnungsreduktion jedoch

unerheblich, da als weiterer Unterschied zum konstanten Fall der Ausdruck (4.14)) von
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Interesse ist und bei konstanter Schrittweite die Abschétzung |[(17,, —12)/h]|, vgl.
[2, Lemma 1]. Durch die Hinzunahme von B(g(t,))1y in wird der zusétzliche
Fehlerterm in I kompensiert.

Auflerdem wird in den nachfolgenden Betrachtungen der Projektor P(q) = Iy —
[M~'BT(BM'B")'B| (q) eingefiihrt. Durch diesen wird die Tangentialrichtung
der Zwangsmannigfaltigkeit untersucht, vgl. Abschnitt [£.3.2] Die Multiplikation des
lokalen Abbruchfehlers 1Y mit P(q) resultiert aufgrund von [PCJ(¢) = 0 in ||IFY]| =
O(h3), vel. ([¢.18), analog zum konstanten Fall.

4.3 Gleichungen fiir die globalen Fehler

Fiir die Konvergenzanalyse miissen zunéchst die globalen Fehler der einzelnen Varia-
blen definiert werden. Dabei bietet es sich an, wie zuvor beim lokalen Abbruchfehler 1
in ([£.124), den globalen Fehler in ¢ € G als Element der entsprechenden Lie-Algebra
el € g zu definieren [50]. Die restlichen Variablen liegen in linearen Rédumen und
die zugehorigen globalen Fehler konnen wie in Gleichung definiert werden. Es
folgt [2]

q(tn) = gn 0 exp (€2), (4.19a)

v(t,) =vn,+ey, (4.19Db)

Atn) = A + €, (4.19¢)

v(t,) =V, + ey, (4.19d)

V(t, + Aghp_1) = a, + €2, (4.19e)
Aq(t,) = Aq, + e (4.19f)

Im nachfolgenden Beweis werden solche globalen Fehler teilweise mit matrixwertigen
Funktionen multipliziert. Daher wird die Notation

e = A(tn, q(tn), v(tn), Altn)) el
fiir matrixwertige Funktionen A = A(t, q, v, A) eingefiihrt.
Um die Gleichungen fiir die globalen Fehler aufzustellen, wird die Differenz aus der
Verfahrensvorschrift mit der analytischen Losung und der Verfahrensvorschrift
mit der numerischen Losung gebildet. Zur Abschéitzung von Termen hoherer
Ordnung wird eine fiir Verfahren hoherer Ordnung iibliche Annahme getroffen [29,
Theorem VII.3.5]. Dabei wird vorausgesetzt, dass die numerische Losung ¢, in einer
Umgebung der analytischen Losung ¢(t,,) der GroBie O(h,,) verbleibt. Die numerischen
Losungen v,,, A, und a,, sollen in einer Umgebung der analytischen Losungen v(t,,),
A(t,) und v(t,+Ayhy,_1) bleiben. Aus diesem Grund wird die nachfolgende technische
Voraussetzung getroffen.

Voraussetzung 2 B B
Es gibt positive Konstanten h und Cr, so dass fiir alle h,, € (0, h] und to+>";_, h; €
[to, tena) mit n,7 € N die globalen Fehler durch

lefll < Crhw, fleY]| + lle}] + lle}ll < Cr

beschrankt bleiben.

60



Die Annahme ist vertretbar, da am Ende des Konvergenzbeweises gezeigt wird, dass
alle genannten globalen Fehler mindestens mit einer Ordnung hoher konvergieren.
Um die Terme hoherer Ordnung zusammenfassen zu kénnen, wird die Definition

en = [lel]l + eyl + hnlledll + hnlle)]

eingefiihrt.
In den nachfolgenden Lemmata und Sétzen sollen die Voraussetzungen [1] und [2] stets
erfiillt sein.

o e . v v Aq
4.3.1 Elimination von e, e/ ; und e;

Aufgrund der Definitionen der globalen Fehler in @ kann davon ausgegangen
werden, dass Gleichungen berechnet werden, die e?, ¥, e, e¥, e2 und eAq enthalten.
Einige dieser globalen Fehler sollen jedoch ehmlnlert werden Dles sind e¥ bzw. €7 41
im nachfolgenden Lemma (8 I und €29 in Lemma (10| Eine Abschatzung fiir erstere
ergibt sich analog zum Verfahren fur konstante Schrlttwelten und soll an dieser Stelle
nicht erneut bewiesen werden. Dabei wird die Gleichgewichtsgleichung fiir
t = t, und ihr Pendant im Generalized-a-Verfahren verwendet [2, Lemma 3].

Lemma 8 ([2, Lemma 3])
Fiir die globalen Fehler e’ des Generalized-a-Verfahrens (4.11]) gelten die Fehler-

abschétzungen

eV = —eM 'BA L O(1)e,,

n

ev el B A = O(L)en + O(hn) (€| + lledall) + O).

Fiir den globalen Fehler e29 miissen im Unterschied zum konstanten Fall die An-
passungen von v, und a, aus den Bemerkungen und vor jedem Zeitschritt
beachtet werden. Daher schéitzt das nachfolgende Lemma die Fehler ab, die durch die
Anderung von v,, in v,, und a,, in a,, entstehen.

Lemma 9
Gegeben sei das Generalized-a-Verfahren (4.11)), dann gelten die globalen Fehlerglei-
chungen

1

"

V(ty + Aghy) =, = —Agar, (1 —1/0,)eM B> — Ajay, (1—1/0,)eM "B
+(1+ Aqaz, (1 - 1/(771)) e, + Axan (1 - 1/0n) €nt1

(al,nez + a2,nez+1 + a37n62 + a4,nei+1) + O(hn)a (420&)

+O0M)en + O(hn)(HeZHH +llenll) + Oy, (4.20b)
V(t,) — Vo =ey + (1 —1/0}) (é - =2 ﬁ) ( ay,eM BTA
—a2 ne71\l/-[‘r11B +as ne 4+ (e2] nen+1> +0
+O(hy) (leniall + llen ) + Ohy). (4.20c)

Beweis:

a) Unter Verwendung von (4.19d)), (4.5), (4.8) und (4.19¢) gilt Gleichung (4.20a)).
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b) Mit den Gleichungen (4.19d)), (4.4)), (4.7), (4.19¢) und (4.20a)) kann

v(t, + Aghy) —a, = Ayar, (1 —1/0,) e:'l + Ajas, (1—1/0,) eZH
+ (1+Anazn (1 —1/0y))ed + Aqas, (1 —1/0,)€d
+O(hy,)

bewiesen werden. Gleichung (4.20b)) folgt mit Lemma .

c¢) Die Gleichungen (4.19)), (4.10)), (4.12¢) und (4.19¢) liefern

V(t,) —V, =€y + C(q(tn)) (1 —1/02) ((é _ % _ 5) B2 (¥ () — V)
+%V<tn)v(tn) - %m(wn) - eg>> +O(h)en

= et Clatt) - 1/08) (5 52 = 8) (ol

+a2,neZ+1 + az e, + a4,ne:+1) + O(h?@)HeZH + O(hi)@z

mit und C(g,) = C(q(t,) oexp ( —€%)) = C(q(tn)) + O(1)e,. Die

Behauptung folgt mit Lemma |8 und der Feststellung, dass
[CM™'B"] (¢) = [M'BT] (¢) (4.21)

gilt.

Lemma 10
Fiir den globalen Fehler e29 des Generalized-a-Verfahrens (4.11)) gilt die globale
Fehlergleichung

A v M-1BTA M-1BTA
e, 1=e, — (bl’n + cl,n)hnen — (bg’n + cg,n)hnen+1

+ (b3 C(q(tn)) + 30 + 0.5 — B) el + (b4 C(q(tn)) + cam + B) hn€d

+ O(hn)en + O(h) (llen sl + llensall) + O(R7) (4.22)
mit
1 1 A, ,
by = (1 - 0—%) (6 -5 5) Gipy (i=1,2,3,4), (4.23a)
1 1 .
Cin = (5 - /B) (1 - _) Aaai,na (Z = ]-7 27 374)a (423b)

und somit die Abschétzung
ledll = OM)(en + €nr1) + O(hn)lleh || + O(B3).
Beweis:
Gleichung (4.22)) folgt aus der Differenz der Gleichungen (4.12b)) und (4.11b)) mit
(1.19), Lemma [9) und unter Einfithrung der Bezeichnungen (4.23).
|
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4.3.2 Gleichungen der differentiellen Komponenten e! und

\4
en

Zunéchst werden die Gleichungen fiir die differentiellen Komponenten, also fiir die
globalen Fehler e? und ey, bendtigt. Aufgrund der Besonderheit, dass €2 in der Lie-
Algebra g definiert ist, kann im Unterschied zu den anderen globalen Fehlern nicht

die Differenz von (4.12a)) und (4.11al) gebildet werden, um eine Fehlergleichung fiir
el zu erhalten. Die untenstehende Vorgehensweise der Abschétzung stammt aus dem

Beweis fiir konstante Schrittweiten in [2, Lemma 2] und wird an dieser Stelle auch fiir
Verfahren mit variablen Schrittweiten verwendet. Dabei spielt die Baker-Campbell-
Hausdorff-Formel eine entscheidende Rolle.

Lemma 11
Fiir das Generalized-a-Verfahren (4.11)) gilt die Fehlergleichung

e = el + O(hy)en + O(h) ([l |l + llensall) + O(h3) (4.24)
und fiir das skalierte Inkrement der globalen Fehler e? folgt die Abschédtzung

Ap el = el +8v(t,) — (b + c1p)h,ed BT
— (b + Con) Pu€M B 4 (b3, C(g ( n) + 3+ 0.5 — B)hyed
+ (4nC(q(tn)) + cam + B) hn€hyy ++ l + O(hy)en
+O(hy) (llefi ]l + llepsall) + Ohy), (4.25)
wobei Ay, el == (e?,, — e2)/h, ist.

Beweis:

Da hierfiir nur der Zeitschritt ¢,, — t,,11 = t,, +h,, betrachtet werden muss, wiirde das
Ergebnis analog zu [2, Lemma 2] folgen, wenn h durch h,, ersetzt wird. Jedoch miissen
die Verénderungen von v,, in v,, und a,, in @, beachtet werden (vgl. Lemma@. Daher
soll der Beweis in einer etwas gekiirzten Version an dieser Stelle mit den genannten
Besonderheiten erneut gefithrt werden.

Mit (E19a), (@E-1Ta) und (E123) folgt [2

exp ( n+1) = qr:-il-l o q(tnt1)
= exp (— halAaq,) 0 ;' 0 q(tn) 0 exp (haAq(t,)) o exp (19)
= exp (h,e29 — hn/A\&(tn)) oexp (&%) o exp (hn/A\a(tn)) o exp (TZ)
Unter Voraussetzung 2] und mit Satz [I] kann die Baker-Campbell-Hausdorff-For-

mel angewendet werden, da die Zusammenhéinge €2 = O(h,), h Aq( n)=
O(h, ) lZ = O(h,) und mit Lemma und Gleichung (4.12b])

hnepd — hnAq(t,) = —hav(t,) + O(hy)en + O(hZ) ([l | + )y ]l) + O(h2)
= O(hn)

gelten. Daher folgt fiir das Argument der Exponentialabbildung (vgl. [2])

el ., =el + h,elt+ h,elv(t,) + 14 + O(h) (e + ho (€24l + lep ) + O(h2).
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Mit Lemma [10| kann der Zusammenhang

el =el + hye) + h,elv(t,) — (bLn + an) hie?f—lBU‘
— (byp + o) h2eM B 4 (b3, C(q(tn)) + csp + 0.5 — B)h2e?
+ (b4, C(q(tn)) + capn + B)h22, +12 + O(h2)e,
+O) (el + llen ) + O(hy,)

gezeigt werden, womit Gleichung (4.25)) erfiillt ist. Gleichung (4.24]) folgt mit Satz

Um optimale Fehlerabschéitzungen zu erhalten, erfolgt die Fehlerrekursion separat
in Tangential- und Normalenrichtung der Zwangsmannigfaltigkeit 9 = {q € G :
®(q) = 0}, vgl. [2, 29]. Die Tangentialrichtung kann durch Multiplikation mit dem
Projektor

P(g) =Iy— [M'B"(BM'B")"'B] (q) (4.26)
erhalten werden, da P(¢) in den Tangentialraum 7,9 = ker B(q) projiziert und es gilt
[PP)(q) = P(q) und [BP(q) = [B — (BM~'B")(BM~'B")"'B] (¢) = 0 [2]. Der
Fehler in Normalenrichtung kann durch Multiplikation mit B(q ) erhalten werden [2].
Dies bedeutet, dass der globale Fehler in v durch eY, eF'V und eB¥ untersucht wird.

Lemma 12
Es gelten die Gleichungen der globalen Fehler fiir das Generalized-a-Verfahren (4.11))

€1 = 0( Jen + O(hn) (e[| + lleni]l) + O(h), (4.27a)
el = el + (dy + 1 = Vel + (duy + ) huel2y + O(hy)e,
+ O (lehsll + lled ) + Oh;) (4.27D)

epti = epY + (bsn +dsp +1—7)h,el® (b4n+d4n+7)h el
— (b1 + dip) hn€d™ — (boy + doyn) el + 15Y
+O(hy)en + O(h7) (llehall + llensall) + O(hy) (4.27c)

mit (4.23), S(q) := B(¢)M ' (¢)B" (¢) und

1
dip = (1 = 7)Aatin (1 - —) . (i=1,2,3,4). (4.28)

On

Beweis:
Unter Verwendung von Lemma @ folgt aus der Differenz von ) und ( mit
den Bezeichnungen (4.23)) und “4.28)

erin = ey + (b3nCla(tn)) + dap + 1 = 1) hnel + (banC(a(tn)) + dun +7)hnely
- (bl,n + dl,n) hnea/[_lBTA (b2 n + d2 n)h enJrllBT)‘

Mit Satz [1] gilt . Durch Linksmultiplikation von mit P(q(tn+1)) wird
durch P(q(tnt1)) = P(q(tn)) + O(hy), [PC](g) = 0 und

[PM'B"](¢)=0 (4.30)
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Gleichung (4.27b]) unter Beachtung von |[IFV]| = O(h3) (vgl. (4.18) und Bemerkung

erhalten.
Wird (4.29) von links mit B(g(t,+1)) multipliziert, so kann Gleichung (4.27¢) gezeigt

werden, da [BC](q) = B(g) und

B(Q(tn+1)> = B(Q(tn)) + O(hy)
gelten.

Bemerkung 16 (Unterschiedliche Verwendung von e fiir konstante und variable
Schrittweiten)

Im Beweis des Verfahrens fiir konstante Schrittweiten wird der Fehler ey nur in Nor-
malenrichtung, also ¥, niher untersucht und ansonsten die urspriingliche Fehlerglei-
chung verwendet. In dieser Gleichung hétte eine Transformation in Tangentialrichtung
durch Multiplikation mit P (vgl. (4.26))) die Abschéitzung nicht wesentlich veréndert.
Wie das vorausgehende Lemma gezeigt hat, ist dies fiir variable Schrittweiten anders,
da der lokale Abbruchfehler 1Y aufgrund der Anderung der Geschwindigkeit v,, in ¥,
nur in Tangentialrichtung die Ordnung drei besitzt. Daher miissen im Fall von va-
riablen Schrittweiten Gleichungen in beiden Richtungen fiir die globalen Fehler eBv
und ePY aufgestellt werden.

4.3.3 Gleichungen der algebraischen Komponenten e und

a
en

Um Gleichungen fiir die algebraischen Komponenten fiir DAEs vom Index 3 aufzustel-
len, werden Differenzenapproximationen der (versteckten) Zwangsbedingungen mit
geeigneten Schétzern fiir die Approximationsfehler in linearen Rdumen kombiniert,
vgl. [1]. Ahnliche Ergebnisse werden auch fiir Konfigurationsréiume mit Lie-Gruppen-
Struktur benétigt und es konnen Abschétzungen fir die Produkte von B(g) mit den
Fehlertermen e? und Aje? erhalten werden.

Lemma 13 (|2, Lemma 4], [4, Lemma 4.7))
Die globalen Fehler e? erfiillen die Abschéitzung

B(q(t,)) An, el + Z(q(tn)) (e, v(tn)) = O(hn)en + O(hL) (llehi ]| + llenall)
+O(h?). (4.31)

Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu [4, Lemma 4.7]. Lediglich h wird durch die variable
Schrittweite h,, ersetzt. Dabei wird zundchst mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung der Zusammenhang

Oy = —((I'(Qn) - (I)(q(tn>))
=— ((I)(q(tn) o exp ( -1 -5%)) - ‘I)(Q(tn) © exp ( -0 'Eg)))

= _/0 %@(q(tn) oexp (—vel))dd

:/0 B(q(ty) o exp (— vel))eldy
= B(q(tn))e? + O(h,)el|
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unter Verwendung von (4.111]), (3.44d]), (4.19al) und (3.45) gezeigt. Eine erneute An-
wendung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fithrt in &hnlicher
Weise auf

B(q(ta)) An,ef + Z(q(ta)) (ef, v(tn)) = O(ha) (llef]l + | A, ef]])

mit dem Kriimmungsterm Z aus (3.47)), der die Ableitung von B darstellt.
Da mit (4.25) und Satz

1An €Ll = OM)en + O(ha)(llef 1| + llexiill) + O(h7) (4.32)

gilt, folgt die Behauptung. |

Bemerkung 17 (Vernachlédssigung des Approximationsfehlers im Newton-Raphson—
Verfahren)

Im Beweis der Konvergenz des Generalized-a-Verfahrens fiir konstante Schrittwei-
ten h in [2, Lemma 4] wurden die Gleichungen

—®(q,) = B(q(tn))el + O(h)|lelll,
D(qnyi1) — P(qn)

- 3 = B(q(tn)) Ane] + Z(q(ta)) (e}, v(ta)) + O(h) (el + [ Aref])

bewiesen. Da mit jedoch stets ®(g;) = 0 fiir ¢ > 0 gilt, konnen ebenso die
Gleichungen aus Lemma 13| bzw. [4, Lemma 4.7] verwendet werden. In diesem Fall
wird der Fehler, der durch den Abbruch des Newton-Raphson-Verfahrens nach endlich
vielen Iterationsschritten entsteht, vernachléssigt.

Analog zu den Geschwindigkeiten v in Lemma (12| wird der Fehler in den Beschleuni-
gungen a in Tangential- und Normalenrichtung untersucht. Fiir den konstanten Fall
erfolgte dies in [2, Lemma 5].

Lemma 14
Die globalen Fehler e und e) des Generalized-a-Verfahrens (4.11)) geniigen den
Abschétzungen

(1— (1= Agas, (1—1/0,)))er? + am(l 4+ Agas, (1 —1/0,))el?
= O(1)en + O(hn) (llenall + lensall) + O(h7), (4.33a)
(1—ay — anAaas, (1 —1/0,))ed} + (1 — an (1 — Agas, (1 — 1/0y) ) )eR?,
= (—ay + anlaar, (1 —1/0,) ) — am(1+ Agas, (1 —1/0,))en® + O(1)e,
+ O(hn) (e all + lenall) + OR7). (4.33b)
Beweis:

Durch die Differenz von (4.12d)) mit (4.11d]) ergibt sich mit den Lemmata @ und
Satz [l

(1 —of — apAgag, (1 —1/0,) )enMJr_llBT)‘ + (1 — am(l —Ajagn (1—1/0,) ))e';‘LJrl
= (= af + amBaar, (1 —1/0,))eM B —a, (14 Ayag, (1 —1/0,))e + O(1)e,

+O(hn) (lensall + llenall) + Oh7). (4.34)

Die Behauptung folgt durch Linksmultiplikation mit P (g(t,41)) bzw. B(g(t,+1)) auf-

grund von , P(q(tns1)) = P(q(t))+O(hy) und B(g(t,41)) = B(q(tn))+O(hy,).
|
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Die globalen Fehler der algebraischen Komponenten zur Zeit ¢,,,; lassen sich durch
die Komponenten zur Zeit t,, abschétzen.

Lemma 15 (vgl. [2, Corollary 1])
Gegeben sei das Generalized-a-Verfahren (4.11]). Die skalierten globalen Fehler in den
algebraischen Komponenten sind beschrankt durch

T (lleniall + llen il + llep 1) = O(L)en + O(h7).

Beweis:
Aus Gleichung (4.34) folgt durch Multiplikation mit h,,

(1 — am(l — Apagn (1—1/0,) ))hneZJrl
= —(1—a; — anlaag, (1 - 1/0,) Y h,eM B L O(1)e,
+ Oy (llef ]l + Heﬁﬂll) +O(h}).

Fiir 1 — a, (1 — Agaay (1 — 1/0,,) ) # 0 ist somit

(1 —Qaf — amAaa2,n (1 - 1/<7n)) erlBTA
(1 _ am(l — Ajagn (1—1/0,) )) n€nt1
+O(h2)||eX, ]| + O(h?) (4.35)

+ O(1)e,

a —

fiir hinreichend kleines h,, > 0 erfiillt. Wird dies in (4.25]) eingesetzt, so folgt

q

(1 — af — OdmAaazn (1 — 1/O'n)) h erlBTA
(1—am(l—Agag, (1—-1/0,))) )
+ O(L)en + O(h2)|lep || + O(R2)

wegen ([£.21)) und Satz [I] Durch das Einsetzen in (4.31)) kann

(1 —Qf — OémAaCLQ,n (1 B 1/0”)) h eBMilBTA
(]_—O[m(l_Aaa4,n(]-_1/gn))) n€n41

= (b27n —+ Con + (b4,n + Can + 5)

- <b2,n + Con + (54,n + C4n + B)
=0(L)en + O(h2)|lep 4|l + O(h2)

gezeigt werden. Mit dem Satz {iber die implizite Funktion ist diese Gleichung lokal
eindeutig nach h,e),, auflosbar, da BM BT regulér ist. Daher folgt h,|le}. | =
O(1)e, + O(h2) und somit mit Lemma [8 und Gleichung (4.35)) die Behauptung.

Eine weitere Fehlerschranke wird durch die diskrete Approximation (4.31)) der ver-
steckten Zwangsbedingung erhalten. Dabei wird der Term B(q(tn))Ahneg aus 1’
durch B(q(tn))rn substituiert mit dem Vektor r,, € RV definiert durch

oty = Ap.ed + (b + 1) ke B 4 (b, + o) hnel BT

— (b3 + €30+ 0.5 = B) hnel — (ban + cam + B) hn€d,;. (4.36)

Im konstanten Fall wird dies in [2, Lemma 4.8] bewiesen.
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Lemma 16
Unter Verwendung der Notation

I‘S’ = B(Q(tn—i-l))rn + hinZ(Q(tn» (eg, V(tn)) (4.37)

ergeben sich fiir das Generalized-a-Verfahren (4.11)) die Abschétzungen

1P = (biy +cipn)eS (b2n+02n) ed) — (b3 + 30 +0.5— B)e?
— (bay + cap + B)ep?, +(9( Ve + O(R2), (4.38a)
OniiTyy =Ty = (bsn + s+ 1= 7)eR® + (bin + din + 7)€% — (bin + din)el
— (bQ,n + dz,n)egi1 +O(1 )(En + €n+1) +O(h2). (4.38b)

Beweis:

a) Mit Hilfe der Lemmata und [15|lisst sich r2 aus den Definitionen (4.36)) und
(4.37)) als (4.38a)) schreiben.

b) Durch Skalierung mit h,, folgt aus (4.27¢) und Lemma

er1 _ er
PRI = (b 4 da 1= )R o (b g 7)eR — (bt )
CeSA, (b + i) + hilfv O+ O(R2).  (439)

Um die linke Seite dieser Gleichung abzuschétzen, wird Gleichung (4.25)) von
links mit B(g(t,)) multipliziert und es folgt erneut durch Lemma

B = ~B(a(ta)) 3 + hur® — Z(4(t)) (¢4, V(1)) — Blalta)JEv(t,)

+ O(hn)en + O(h3). (4.40)

Wird von (4.40) die Differenz fiir zwei aufeinanderfolgende Schritte skaliert
durch 1/h,, betrachtet, so folgt

67]?4‘*,1 —elV K 17 B B
h— - _B(Q(tn-l-l)) hh 1 + B(q(t”))h_Q + Ont1lp41 — Ty,

da die Zusammenhénge

Z(q(tn+1)) (e?z-&-l? V(tn—i-l)) - Z(q(tn)) (e%> V@ﬂ))
hn

— el

= 2(4(t) (5% v(0) ) + O
=0(1) (6n+1 + ||AhneZ||) O(1) (en + en+1) + O(h2)

und

s

(a(tnr1))@) 1V (i) — B(q(ta)) @2 v(tn)
h'n

= B(a(t,)) (B ) v(t) + Ol
O(l) (En—i-l + ||Ahn ||) = 0(1) (En + €n+1) + O(hi)
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mit (tni1) = q(tn) + O(hn), v(tni1) = v(t ) + O(hy) und
|AL,€l]| = O(1)e, + O(h2)

nach Gleichung (4.32) und Lemma gelten Glelchsetzen von (4.39) und
4.41) ergibt (4.38b) aufgrund von L ‘ = O(h?)

()
vgl. Satz .

Bemerkung 18 (Zusammenhang zum Verfahren fiir konstante Schrittweiten)

Die Stabilititsanalyse von Chung und Hulbert [15] fiir § + w?q = 0 zeigt, dass die
Stabilitdat des Generalized-a-Verfahrens mit konstanter Schrittweite h fiir (sehr) stei-
fe Probleme durch eine gekoppelte Fehlerrekursion von drei Komponenten auf Lage-,
Geschwindigkeits- und Beschleunigungsebene charakterisiert wird, wobei die 3 x 3-
Fehlerfortpflanzungsmatrix fiir hw — oo einen dreifachen Eigenwert —p,, mit geo-
metrischer Vielfachheit 1 hat. Fiir w — oo, das heifit 1/w — 0, ergibt sich hieraus
fiir Systeme mit Zwangsbedingungen eine gekoppelte Fehlerrekursion fiir € und die-
jenigen Komponenten von ey und e, die in Normalenrichtung zur Zwangsmannig—
faltigkeit MM = {q : P(q) = O} im Punkt q = q(t,) liegen und durch eB¥ und eP?
gegeben sind, vgl. [2, Abschnitt 3.2]. Letztendlich zeigt sich, dass eBY hlerbel mit 1/h,
zu skalieren ist und weitere Terme ergédnzt werden miissen (vgl. und ([4.37)).
Entsprechend ist im allgemeinen Fall e} durch e5* zu ersetzen.

4.3.4 Gekoppelte Fehlerrekursion

In diesem Abschnitt sollen die berechneten Gleichungen fiir die globalen Fehler zu
einer gekoppelten Fehlerrekursion der Form

IEY 1 = Ty Bl < Lo (IIEX ]+ IET 1l + IELN + 1ES 1 ]]) + ko, (4.42a)
1B — TanZII < Lo(IIBY I+ 1B o | + 2l BRI + Pl B ]]) + Mo (4.42D)

kombiniert werden. Die positiven Konstanten Lo und M, sind unabhéngig von n
und der Schrittweite h,. (EY),>o und (EZ?),> sind vektorwertige Folgen. Ty ,, und
T,, sind Matrizen abhéngig vom aktuellen Zeitschritt ¢, — t,+1. Die Gleichungen
des Generalized-a-Verfahrens fiir variable Schrittweiten fiir die differentiellen

Fehlerkomponenten e, e¥ und die algebraischen Komponenten e3*, eB2, rB P2

n? n

konnen, wie im nachfolgenden Satz gezeigt, in der Form (4.42) geschrieben werden.

Satz 2
Das Generalized-a-Verfahren (4.11)) erfiillt die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) mit

r
el ePa n
EY=| "|, Bt=|" Ef = |eSA (4.43a)
no pv|’ e r |’ n | Cn .
n En B
eBa
n

und den Matrizen
Ty, =Ty, = L, (4.43b)

(1 + Agaz (1 —1/0,))
m(1 = Dgasn(l—1/0,))

T, = blockdiag (— : (T+,1nTo,n)) @Iy, (4.43c)
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wobel

0 (b2,n + C2,n) - (b4,n + C4,n + ﬁ)
T+,7l = | Ont1 (bZ,n + d2,n> - (b4,n + d4,n + 7)
0 (1—ar—anAaas,(l—1/0,)) (1= an(l—Asas,(l—1/0,)))
(4.444a)
und
1 — (bl,n + CLn) (b?),n + C3n + % - 6)
TO:” =11 - (bl,n + dl,n) (bS,n + d3,n +1-— /Y) (444b)
0 ( — oy + o Agar (1 — 1/0n)) —am (1 4+ Anasn(l —1/0y,))
gelten.
Beweis:

a) Die Kombination von den Gleichungen (4.24) und ([4.27b) mit Lemma [15] ergibt

eZ egl i .
T | =00 (e + enra) + O (€72 + llen2ill) + O(h).

Damit ist (4.42a)) fiir geeignete positive Konstanten Lo und My und mit den
Bezeichnungen (4.43) erfiillt.

b) Die Kombination von den Gleichungen (4.33a)), (4.33b)) und (4.38b]) mit Lem-
ma [15] ergibt

(1= am(l = Aqagn(l —1/0,))) Iy Onxan ers
03NN Tin@ly| |E.,

—0 (1 + Apas (1 —1/0,))In - Onxsn er?
O3nxn Ty, ®In| | E]
+O(1)(en + €nr1) + O(h7)

und somit folgt (4.42b]) mit den Bezeichnungen (4.43]).

4.3.5 Stabilitat

Erste Stabilitdtsuntersuchungen mit der parameterunabhéngigen Testgleichung fiir
das Generalized-a-Verfahren wurden schon von Chung und Hulbert [15] veréffentlicht.
Untersuchungen zur Null-Stabilitéat fiir differential-algebraische Gleichungen vom In-
dex 3 und konstante Schrittweiten erfolgten in [2]. In [53] wurde zudem die Stabilitét
des Generalized-a-Verfahrens fiir variable Schrittweiten untersucht.

Dazu muss die Matrix T, aus betrachtet werden. Das Verfahren ist
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Tabelle 4.1: Obere und untere Schranken der Schrittweitenverhaltnisse o,

Néherung 1 Néherung 2 Néherung 3 Néherung 4
Poo Omin Omax Omin Omax Omin Omax Omin Omax
0.1 || 0.7872 | 1.2688 | 0.6357 | 1.6048 | 0.6287 | 1.6473 | 0.7264 | 1.2038
0.2 || 0.8491 | 1.1587 | 0.6326 | 1.5897 | 0.6134 | 1.1064 | 0.7974 | 1.1302
0.3 || 0.9029 | 1.0842 | 0.6632 | 1.5525 | 0.6368 | 1.0254 | 0.8625 | 1.0934
0.4 ] 0.9419 | 1.0454 | 0.7495 | 1.4931 | 0.7112 | 1.0619 | 0.91 | 1.0651
0.5 || 0.9682 | 1.0234 | 0.8375 | 1.3491 | 0.7930 | 1.0818 | 0.9436 | 1.0434
0.6 || 0.9845 | 1.011 | 0.9131 | 1.088 | 0.874 | 1.0812 | 0.9669 | 1.0269
0.7 || 0.9951 | 1.0043 | 0.9633 | 1.0433 | 0.9519 | 1.0609 | 0.9826 | 1.0149
0.8 || 0.999 | 1.0012 | 0.9885 | 1.0154 | 0.9839 | 1.0279 | 0.9935 | 1.0062
0.9 1 1.0001 | 0.998 | 1.0023 | 0.9965 | 1.0057 | 0.9988 | 1.0012

instabil, wenn das Produkt der Matrizen T, ,, nicht beschrankt ist. Daher muss eine
Norm ||.||. gefunden werden, so dass

HTZ,TL+Z Teee TZ,n+1Tz,nH* < CS

fiir alle n,l € N und einer Konstanten Cs > 0 gilt, vgl. [28]. Diese Bedingung ist
immer erfiillt, wenn
[Tzl <1

fiir alle ¢ € N eingehalten wird. Mit Hilfe des Generalized-a-Verfahrens ange-
wendet auf konstante Schrittweiten und der entsprechenden Matrix T, ,, aus
wird eine Norm ||.||, definiert, mit der obere und untere Schranken o2y = Tmax(Poo)
bZW. Omin = Omin(poo) flr Schrittweitenverhdltnisse omim < 05 < Omax, (B > 0),
konstruiert werden konnen.

Satz 3

Fir die Ndherungen 1-4 aus (4.9), spezielle p,, und die resultierende Matrix T,
aus (|4.43c) gibt es eine Norm |||, so dass || T, .|« < 1 ist, wenn die Schrittweiten-
verhéltnisse innerhalb der Grenzen aus Tabelle [4.1] liegen.

Beweis:
Fiir 0,, = 1, (n > 0), ist die Matrix

Tl 0 0
0 1-12 0 1— L
T, =T,n = g Yol @Iy
’ 0 1—aum, _ar l1—am—28
B(l—af) l—af 25(1—Oéf)
1 1
|0 5 0 1-35 ]

konstant fiir alle Ndherungen aus (4.9). Zu dieser Matrix T, mit Parametern ([2.20))
gibt es eine Jordansche Normalform, welche sich aufstellen l&sst zu und einer Block-
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diagonalmatrix

2+ poo3_2 0 0 0
. 0 —pPoo 1 0
D=V 'T,V= ® Iy,
0 0 —poo 1
0 0 0 =P |

in der auf der ersten Nebendiagonalen Einsen stehen, und mit der Matrix

10 0 0
1 )
V — 0 O 2(1+P00)2 2(poo*1p)(1+p00)3 ® IN
0 1 0 0
1 2—pPoo
_0 0 1—pZ (p%oﬁl)2 i

Um die Nichtdiagonalelemente der GroBe O(1) zu eliminieren, wird eine Matrix
E = diag(1,¢,¢2,...)
mit 0 < € :== +=£= < 1 verwendet und eine Norm ||.||, wird durch

Tl = |ET'"V'T,VE|| (4.45)

definiert. Fiir konstante Schrittweiten ist der Wert dieser Norm gegeben durch
| T2« = max{|2 + 3/(poo — 2)],0.5(1 + puo) }-

Somit gilt stets || T, <1 fiir po € (0,1).

Die Norm (4.45)) wird nun fiir die Ndherungen 1-4 aus auf die Matrix fiir variable
Schrittweiten T ,, angewendet und numerisch iiberpriift, fiir welche o,, die Bedingung
|'T,nll« < 1 erfiillt ist. Entsprechende obere und untere Schranken oy, < 0, < Omax
fir die Schrittweitenverhéltnisse o, konnen fiir spezielle p,, aus Tabelle [4.1] abgelesen
werden. Die Rechnungen hierzu erfolgten mithilfe von Mathematica. Damit ist die
Behauptung des Satzes bewiesen.

Bemerkung 19 (Interpretation der Ergebnisse von Satz [3))

In Tabelle sind nur Schranken fiir Schrittweitenverhéltnisse fiir spezielle Spektral-
radien angegeben. Theoretisch kénnen auch fiir andere po, € [0,1) solche Schranken
berechnet werden. Aufgrund der komplexen Rechnungen wird jedoch in dieser Arbeit
darauf verzichtet.

Weiterhin kann aus Tabelle abgelesen werden, dass Naherung 2 und 3 die grofiten
Schrittweitenénderungen zulassen und Néherung 1 die wenigsten. Praktische Unter-
suchungen zu den verschiedenen Niherungen erfolgen in Abschnitt [6.3.1]

Die Schranken aus Satz [3| erweisen sich in praktischen Rechnungen als sehr pessimis-
tisch. Unter sinnvollen Voraussetzungen, wie nicht zu schnelle Anderung der Schritt-
weite oder einige Schritte mit konstanter Schrittweite, konnen auch andere Schritt-
weitenverhéltnisse verwendet werden. Zudem sind die gegebenen Schranken lediglich
hinreichend, was ebenso ein Indiz dafiir ist, dass groflere Schrittweitenverhéltnisse
moglich sind. Bessere Ergebnisse konnen zum Beispiel erzielt werden, wenn anstatt
die stabilisierte Index-2-Formulierung verwendet wird [53].
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4.4 Von gekoppelter Fehlerrekursion zur Konver-
genz

Die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) soll nun so umgeschrieben werden, dass die
Konvergenz bewiesen werden kann. Dazu wird ein Lemma aus [4, Lemma 4.12] ver-
wendet.

Lemma 17 ([4, Lemma 4.12])
Es seien (vy,)n>o und (wy,),>0 zwei Folgen mit nichtnegativen Zahlen, die

Upt1 < (14 Lh)v, + Lhr"ey + hM, (4.46a)
Wpt1 < (kK + Lh)w, + Lhk"eq + M (4.46b)

erfiillen. Hierbei sind die Konstanten L > 0, M > 0, ¢q > 0, x € [0, 1) alle unabhéngig
von h > 0 und n > 0. Dann gelten fiir alle n > 0 die Abschéatzungen

- M. (4.47a)

hL€0+ M
l1-x 1—(k+Lh)

hL th—l
v, Seth (Uo+ €0> + €

wy, < (kK + Lh)"wy +

(4.47D)

fiir alle h € (0, h] mit einer hinreichend kleinen Konstanten h, so dass k + Lh < 1
gilt.

Im Unterschied zu [4, Lemma 4.12.] wurde hierbei nicht die Notation
tp 1= to +nh (4.48)

verwendet. Da im Fall der variablen Schrittweiten die Fehlerrekursion auf Glei-
chungen der Form mit h = Ay filhrt, wire offensichtlich nicht erfiillt.
Unter Verwendung von Lemma [17] kann nun, ausgehend von der gekoppelten Fehler-
rekursion , eine Fehlerabschiatzung fiir DAEs mit variabler Schrittweite unter
Voraussetzung (1| erfolgen. Der Beweis orientiert sich erneut an der Variante fiir kon-
stante Schrittweiten aus [4, Theorem 4.16].

Satz 4

Es seien (EY),>¢ und (E?),>¢ Folgen von Vektoren, die die gekoppelte Fehlerrekur-
sion (4.42)) erfiillen mit Matrizen Ty ,, T,, und positiven Konstanten Ly, My, die
unabhéngig von h,, > 0 und n > 0 sind. Wenn es Normen |||y, ||-||2, gibt, so dass
Ty nlly, < 1und [|[T,,],, <1 gilt, dann impliziert fiir Schrittweitenfolgen,
die Voraussetzung |1| erfiillen mit hinreichend kleinem h > 0, die Fehlerschranken

EY| < LoCh(tn—to) EY U h Fz eLOCh(tn_tO) — 1M

IEN] <e IEZ || + Cohmax | Eg|| + = o,
(4.49a)

B2 — Tp  E&|| < Coe™ =) (| BY || + hua|EZ]| + Mo). (4.49D)

Die Konstanten Cy, Lo, und M sollen positiv sein und hingen von den Konstanten

Lo, My in (4.42)) und von den Normen ab. Die Konstante C}, beschreibt das Verhaltnis
aus maximaler und minimaler Schrittweite, vgl. (4.1)).
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Beweis:
Dieser Satz ist eine Folgerung aus [4, Theorem 4.16] und Voraussetzung . Dafiir
werden die Variablen h,,, Ky, und k,, durch An.c, Ky max UNd Ky max mit

Kymax = MaxX Ky, <1 und FKymax = max Ky, <1
n

ersetzt und zum Abschluss des Beweises wird nicht nh = (¢, — ty) sondern
nhmax S nchhfmin S Ch Z hz == Oh(tn - tO)
i=0

verwendet. Der ausfiihrliche Beweis wird in Anhang [D)] gefiihrt.

Schlieflich folgt der Konvergenzsatz fiir das Generalized-a-Verfahren (4.11]).

Satz 5
Es sei das Generalized-a-Verfahren fiir variable Schrittweiten (4.11) mit einer der
Naherungen aus (4.9)) gegeben. Wenn die Startwerte g, vo, Vo, ag und Ay die Bedin-
gungen

IM(q0)Vo + &(q0, Vo, to) + BT (q0)Xo]| = O(h3), || ®(q0)l| = O(hg),  (4.50a)
P+ o Blalto)l

leg 1l + lles™ || + lleg™l + hollegl| + holleg™[l = O(hg) (4.50c)

llesl + = O(hy), (4.50b)

erfiillen, dann sind die globalen Fehler beschrankt durch

]| + [le¥|| < CoeECnltnto)p2

max’

||e)\|| < C eLCh tn—to h2

max

fiir Schrittweitenfolgen, die Voraussetzung [1] erfiillen. Dabei sind die positiven Kon-
stanten Cy, C}, L unabhéngig von n und hyax.

Beweis:

Mit Satz [2| erfiillt das Generalized-a-Verfahren die gekoppelte Fehlerrekursion
mit (4.43]). Weiterhin kann nach Satz |3/ mit Voraussetzung |l eine Norm ||.|| gefunden
werden, sodass die Bedingung ||T,,|| < 1 erfiillt ist. Da Ty, = Iy ist, vgl. (#.43d),
gilt ||Ty .|l = 1. Aus diesem Grund kann Satz {4] angewendet werden und es folgt

(4.49). Mit (4.43a) und (4.50)) ist [|EY|| = O(hZ). AuBerdem ist mit (4.40))
1 12 1
Iy = o (eoBV + B(Q(to))h—(;) * (Z(q(to)) (€3, v(to)) + B(q(to))e5v(to))

Ne]

+O(1)eo + O(hy)
erfilllt und daher ||rg’|| = O(hg) mit (4.50). AuBerdem folgt mit (4.43a) und (4.50),
dass ||E5|| = O(h3) und ||E || = O(hg) sind. Der Fehlerterm M, représentiert eine

obere Schranke fiir die lokalen Fehler und somit folgt mit Satz (1| die Behauptung.

74



Kapitel 5

Konvergenzanalyse der
BDF-Verfahren fiir
Konfigurationsriume mit
Lie-Gruppen-Struktur fiir
differential-algebraische
Gleichungen vom Index 3

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Konvergenz von BDF-Zeitintegrationsverfahren fiir
Konfigurationsrdaume mit Lie-Gruppen-Struktur fiir mechanische Mehrkorpersysteme
zu beweisen, wobei die Bewegungsgleichungen differential-algebraische Gleichungen
vom Index 3 darstellen. Fiir lineare Konfigurationsrdume haben Lotstedt und Petzold
[36] die Konvergenz von BDF-Verfahren fiir DAEs in Hessenbergform gezeigt. Wei-
terhin befasst sich [2] mit der Konvergenzanalyse des Generalized-a-Verfahrens fiir
DAESs vom Index 3 fiir Konfigurationsriume mit Lie-Gruppen-Struktur. Im folgenden
Kapitel werden beide Vorgehensweisen kombiniert, um einen Konvergenzbeweis fiir
2 < k < 6 fiir das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren und das BLieDF-Verfahren
zu erhalten. Der Konvergenzbeweis fiir das BLieDF-Verfahren wurde bereits
in [55] veroffentlicht. In Abschnitt wird das BLieDF-Verfahren schliefllich
auf variable Schrittweiten iibertragen und die Konvergenz fiir 2 < k < 3 bewiesen.

5.1 Konvergenz der BDF-Verfahren fiir konstante
Schrittweiten
Wie fiir das Generalized-a-Verfahren beginnt der Konvergenzbeweis mit einer lokalen

Fehleranalyse. Im Anschluss werden Gleichungen fiir die globalen Fehler aufgestellt,

die zu einer gekoppelten Fehlerrekursion kombiniert werden. Diese fiithrt schliefilich
fir geeignete Startwerte auf die Konvergenz der BDF-Verfahren (3.57) und (3.62)).
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5.1.1 Lokale Abbruchfehler

Zunichst werden die lokalen Abbruchfehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57))
und der BLieDF-Verfahren berechnet, indem die analytische Losung in die
Verfahrensvorschrift eingesetzt und durch die Taylor- und Magnusentwicklung ab-
geschatzt wird.

BLieDF-Verfahren (3.62)

Die lokalen Abbruchfehler fiir die Variablen ¢ und v sollen wie in Definition
definiert und durch Taylorentwicklung berechnet werden. Durch das Emsetzen der
analytischen Losungen ¢(t,) = ¢, ¢(tni1) = @y und v, (t,,1) =~ ‘*’0 in
wird jedoch Gleichung fiir t = t,41 und m = n erhalten. Daher wird, anders
als beim Generalized-a-Verfahren (3.55)), nicht der lokale Abbruchfehler 19 aus
verwendet, sondern der, der beim Einsetzen der analytischen Losung in ent-
steht.

Definition 23 (Lokale Abbruchfehler von ((3.62))
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (3.62) sind definiert durch

q(tny1) = q(tn) o exp (Nn(tn+1))v (5.1a)

h S irltia) = ¥{tw) LY 1) 1, (5.1)

=1
k

M(glt) 3 D v o) = —8{tuer,altnsn), Vitas)
— B (q(tns1)) A(tngr) + 1, (5.1c)
0=®(q(tns1))- (5.1d)

Satz 6
Die lokalen Abbruchfehler (5.1)) der BLieDF-Verfahren (3.62)) erfiillen fiir 1 < k£ <6
die Abschéitzungen

B — 1y

wl| __ k

=0(Y), |5l = o). (5.2)

Beweis:

a) Die lokalen Abbruchfehler 1 sind definiert durch (5.1b). Mit Lemma [5 und
Gleichung (3.32)) kann die Abschiitzung ||[1¢]] = O(h*) direkt gezeigt werden.

b) Es seien 1¢ die lokalen Abbruchfehler des k-Schritt BLieDF-Verfahrens
fiir den Zeitschritt t,, — ¢,41. Der Beweis von Lemma zeigt, dass diese Fehler
durch 1¥ = —k%lhkv(k) (tn) + RFF(v(tn), ..., vV (2,)) + O(R*1) (vgl. [28, Ta-
ble I11.2.1]) gegeben sind mit einer Funktion F, die aus Matrix-Kommutatoren
besteht. Die Behauptung folgt wegen

l%+1 -1y . _k—i-lhk ( n+1) + hkF("(th)a ey V(kfl)(tnﬂ))
: =

VO () + BE (), v (2))
h

+ O(R*) = O(h).
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c¢) Gleichung (5.1c)) ist in linearen Réumen definiert. Deshalb ist 1Y = O(h*) erfiillt,
vgl. [28].

Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57))

Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren werden in [20] so definiert, dass die Approximatio-
nen BCH; und dexp,;1 bis zu dem Reihenglied ausgewertet werden, das notig ist, um
eine Konvergenzordnung p = k zu erhalten Eine Berechnung der lokalen Abbruch-
fehler ist daher fiir die Gleichungen (3.57h| m theoretisch nicht nétig. Um in
der anschliefenden Konvergenzanalyse fur DAES vom Index 3 festzustellen, an wel-
chen Stellen die niherungsweise Auswertung von BCH und dexp ! einen Einfluss hat,
werden in der nachfolgenden Definition trotzdem lokale Abbruchfehler eingefiihrt.

Definition 24 (Lokale Abbruchfehler von (3.57))
Die lokalen Abbruchfehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) sind durch

q(tn1) = q(tn) 0 exp (Tn(tnia)), (5.3a)
Vn(tn—&-l—Z) BCHk( — VUn— ( ) Vnp— 1( n— i-l-l))
+15SH (i=1,...k), (5.3b)
k 1
% Z awnltusrs) = doxby (= valtuss), v(tesn)) + 12, (5.3¢)

B

M<q(tn+1))% aiv(tn+1—i) = _g<tn+1a Q(tn+1)>v<tn+l)>

=BT (q(tns1)) Altnyr) + 1, (5.3d)
0= ‘I)(Q(tn+1)) (5.3¢)

definiert.
Satz 7

Die lokalen Abbruchfehler ([5.3) der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) erfiillen fiir
1 < k <6 die Abschitzungen ([5.2]) und zusétzlich

HIBCHH — hk+1 (54)

Beweis:
Die Abschétzungen (5.4) und [|1¢|| = O(h) folgen direkt aus dem Konstruktionsprin-
zip der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren in [20]. Die Abschétzung ’ = O(h*) gilt

n+1 n
analog zum Beweisteil b) von Satz |§| und 1Y = O(h*) folgt wie in hnearen Réumen,
vgl. [28].

5.1.2 Gleichungen fiir die globalen Fehler

Um Gleichungen fiir die globalen Fehler aufzustellen, werden zunéchst die globalen
Fehler wie in Gleichung (A.6|) definiert. Diese sind gegeben durch die Gleichungen
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(L-193)- (199) und
Vp(tns1-) = w!™ ey, (i=0,..k). (5.5)

Fiir die BLieDF-Verfahren (3.62)) wird in (5.5) nur der Fall ¢ = 0 von Interesse sein.
Diese zusitzlichen globalen Fehler e}, (im Vergleich zum Generalized-a-Verfahren)
miissen in der benotigten technischen Voraussetzung (analog zu Voraussetzung [2)
beriicksichtigt werden.

Voraussetzung 3 B B
Es gibt positive Konstanten h und Cr, so dass fir alle h € (0,h] und alle r mit
to + rh € [tg, tena] die globalen Fehler durch

lefll + Nl < Crh,  lleY]| + lledl < Oz, (i =0,... k),

beschrankt bleiben.

Die Annahme ist fiir 2 < k < 6 vertretbar, da am Ende des Konvergenzbeweises
gezeigt wird, dass alle genannten globalen Fehler mindestens mit einer Ordnung hoher
konvergieren. Fiir £k = 1 kann diese Voraussetzung jedoch nicht verifiziert werden,
weshalb in diesem Fall formal auf die folgende Art und Weise keine Konvergenz
bewiesen werden kann, vgl. Bemerkung [20}

Aufgrund der Mehrschrittstruktur der BDF-Verfahren werden, anders als beim Gen-
eralized-a-Verfahren , weitere Voraussetzungen bendétigt. Zum einen miissen die
Startwerte von einer entsprechend hohen Ordnung sein (vgl. Voraussetzung [4]) und
zum anderen sollte sich die Losung des Anfangswertproblems stetig iiber die linke
Intervallgrenze hinaus fortsetzen lassen (vgl. Voraussetzung [5).

Voraussetzung 4
Die Startwerte qo, ..., qx_1, w(()o), o w(()k_z), Vo, ..y Vi_1 und g, ..., Ap_1 zur Losung des
Anfangswertproblems (3.44)) mit ¢(tg) = qo und v(ty) = vq sollen die Bedingungen

k—1 k—2
S lelll + [[eBY + Bla(tio))1, || = OB, S eyl = O(hFY,
i=0 =0

0<i<k—1

k—1
Sollell+ e} = O(),  max [@(g)] = O(®*2),
=0

erfiillen.

Voraussetzung 5

Das Anfangswertproblem (3.44) mit ¢(to) = go und v(ty) = vp ist eindeutig losbar
auf [tg — ¢, tena] filr ein ¢ > 0 mit einer Losung (q(t), v(¢)), die hinreichend oft diffe-
renzierbar ist.

Ist Voraussetzung [5] erfiillt, dann sind g; == ¢(to — jh) und v; = v(to — jh) wohldefi-
niert fiir j = 1,...,k, wenn h € (0, k] ist mit einer positiven Konstanten h < Z/k und
k e N.

Um die Konvergenzanalyse zu beginnen, werden nun, wie zuvor beim Generalized-a-
Verfahren , globale Fehlerrekursionen fiir jede der zu betrachtenden Variablen
bendtigt. Dies sind im Speziellen Ungleichungen, die Aussagen iiber ef, €}, e} und
e} liefern. In allen folgenden Sitzen und Lemmata werden die Voraussetzungen
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als gegeben angenommen. Auflerdem wird zum Zusammenfassen der Terme hoherer
Ordnung die Notation
en = bl + [lex ]| + hllenl]

eingefiihrt.

Globale Fehlergleichung fiir €},

Die globale Fehlerrekursion von €}’ wird in den beiden BDF-Verfahren sehr unter-
schiedlich bestimmt. Bei den BLieDF-Verfahren ist es eine direkte Konsequenz
aus den Gleichungen (|3.62b|) und (5.1b)) sowie der Lipschitzstetigkeit von L;Lkzl Fiir
die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren ({3.57) ist solch eine Fehlergleichung schwieriger zu
beweisen. Die Differenz von und fithrt lediglich auf eine gewichtete
Summe der ey, (i = 0,..., k). Diese muss schliellich durch geeignete Methoden auf
eine gewichtete Summe tiber e, zuriickgefiihrt werden.

Satz 8
Der globale Fehler der BLieDF-Verfahren (3.62)) erfiillt die Fehlerrekursion

k i k
1 w \ w 1 e
% E Y€1 _io = €ny1 + 1y +O(h) ( E €nt1—i T 7 E ||en+1i,0||> ‘
i=1 =1

1=0

Beweis:

Wird (| m von subtrahiert, so folgt die Behauptung mit (| und (5.5)),

weil der Korrekturterm L( ) einer Lipschitzbedingung geniigt und daher

k
LY — LM Z lev,, || + 0 Z e, 1ol

gilt.
|

Satz 9
Der globale Fehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57)) erfiillt die Fehlerrekursion

k

k k

1 w A\ o < w

7 E Vi€ 10 = €1 — V()€ + V(ta) E Yiep—; + 1+ O(h) E Enti1-i
i=1

i=1 i=0
k
1) Z €5 1—ioll-
i=1

Beweis:
Ausgehend von (4.19al) fir n+1—14, (1 =0, ..., k), folgt durch das Einsetzen von (i3.9))
und (2.29) fir t =¢,.1; und m=n

exp ( n—i—l z) - q7;-|1-1_z‘ o Q(tn—i-l—z) = €Xp ( ('n)) © qn Q(tn) O exp (Dn(tn-‘rl—i))

=exp(— &32(”)) oexp (€%) oexp (Un(tpr1—:))
=exp (= Upltny1—i) + em) exp (€2) o exp (Tn(tns1-1)),
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vgl. [2]. Aufgrund von Voraussetzung |3| und da fiir i = 0, ..., k gilt

[ (tnia-o)ll + lle5 [l + llefll = O(h)

mit ([2.33)), konnen die Kompositionen der Exponentialabbildungen durch zweimaliges
Anwenden von ([2.28]) untersucht werden. Es folgt

~ e ~a Lo -
exp (€111-5) = exp (= Pntnsrs) + €75 + & = S [Pultusni), €] + O()lles |
+O(h%)ef]l) o exp (T (tari-i))

= exp (&] + &7, — h(1 —i)[V(t,),el] + O(h)|le; [ + O(h?)|led]l) ,
wobei die Terme hoherer Ordnung durch Voraussetzung |3 abgeschéitzt wurden und
unter Verwendung von v, (t,11-) = h(1 — i)v(t,) + O(h?) (siehe (2.33)) sowie
[W1, Wa] = —[Wq, W] fiir wi,wy € RV, vgl. [2]. Die Betrachtung des Argumentes
der Exponentialabbildung liefert die Gleichung

ey i =€ ey — h(l —i)V(ta)e] + O(h)es,[| + O(h*)en, (5.6)

mit der Abbildung ([2.35). Mit Gleichung (5.6) gilt daher fiir i = 2,.... k

w

e, =(eh g i—e ., )t(el,,,—en 3 ;) +..+ (el —el)+h(l—1i)v(t,)el
+O(n)]leg, | + O(h?)e,

und e, = 0, da v,(t,) = w§”) = 0. Die Verwendung von Gleichung 1D im Zeit-
schritt ¢,11-; — tyqo; fiir ¢ = 0 und j = 2, ..., 4 fithrt mit v(t,41-;) = v(t,) + O(h)
auf

7 1 "
ST STRINLIN) SENEE. ) ol (SRR )

Jj=2 Jj=2 Jj=2

+ h(1 — i)V (t,)ed + O(h)||leX ]| + O(h*)e,

und im Speziellen auf |le% ;|| = O(h) <Z§:1 €nt1—j + %23:2 Heﬁﬂ_j,OH). Fiir die ge-

wichtete Summe iiber €}, gilt daher
1 o}
Ezaie;‘;i: - :0+ Zal Cn,i
:_Z’Yl Crnti- 10+V Z,Yl Cnti1—i
. 1
+ O(h) <Z €nt1—i T 7 Z ||e:+1z‘,0’|> (5.7)
i=1

=1

aufgrund von
k 7

- Z Qi Z €1 -5,0 = Z ( Z O‘J) €h11-4,0
und

k i—1
j=i j=0
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Die Differenz von (3.57¢|) und (5.3c) fithrt auf
1o 1
P> = et + 1+ O00) (e + el (5:5)
=0

mit (4.19) und (5.5) und da mit Voraussetzung [3| und der Lipschitzstetigkeit von
dexpy

1 1

dexpy (= n(tns1), V(tns1)) — dexp, (— w(()n)7 V1)
1 w
— et + O (lletll + ezl

gilt. Gleichsetzen von (5.7) und (5.8)) liefert die Behauptung.

Globale Fehlergleichung fiir e?

In diesem Abschnitt soll die Fehlerrekursion von e? fiir die BDF-Integratoren ((3.57))
und bewiesen werden. Dabei wird wie im Beweis von [2, Lemma 2| begonnen,
jedoch muss die andere Definition des lokalen Abbruchfehlers 1¥ im Unterschied zu
19 sowie die Mehrschrittstruktur der BDF-Verfahren beachtet werden.

Satz 10
Die BDF-Integratoren (3.57) und (3.62|) erfiillen fiir n > &k — 1 und 2 < k < 6 die
Fehlerabschétzung

k
1
— ol — eV q q w
h Z alen+1—i - enJrl + b(tna € en+1—k) + ln
=0

k

k
1
+ O(h) (Z €nt1—i + 7 Z ||e:+1—i,0||> ; (5.9)
i—1

1=0

wobei b(t,,el,...,el ;) eine vektorwertige Funktion darstellt, die linear in e?, _,,
(i =1,..., k), ist. Diese ist gegeben

a) fir die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) durch

b(t,, e, ...,el ) =—V(t,)el.

b) fiir die BLieDF-Verfahren (3.62)) durch

k
b(tn,ef, ... ey ) = —V(tn) Z Vi€ni1-ic
i=1

Beweis:
Begonnen wird wie in [2, Lemma 2] bzw. wie im Beweis von Satz[9] Im Vergleich zu
diesem Satz wird jedoch nur ¢ = 0 betrachtet. In diesem Fall ist (3.9)) durch (3.62al)

bzw. (3.57a]) gegeben und es folgt
el =el + ey — hv(t,)el + O(h)|le, ol + O(h?)ey. (5.10)
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Nun wird die gewichtete Summe %Zf:o we;  ,_; betrachtet. Mit Lemma [2f gilt der
Zusammenhang

k k
1 1
7 Zaie?zﬂfi ~ Z €2 — €pi1-i)- (5.11)
i=0 i=1
Das Einsetzen von in - ) liefert
1t
h Zaie?zﬂfi = Z% €nt1-i0 Z% e, +O(1 Z [[Suiy zo||
i=0

k

+ O(h) Z €nt1—i

=1

mit v(tn41-5) = v(t,) + O(h) und die Behauptung folgt mit den Sitzen [§ bzw. [9|

Globale Fehlergleichung fiir e

Die Berechnung der globalen Fehlerrekursion fiir e} ist unkompliziert, da die entspre-
chenden Gleichungen nur Rechnungen im linearen Raum enthalten, wie der folgende
Satz zeigt. Es wird jedoch wie zuvor in Kapitel [4] zwischen der Normalen- und Tan-
gentialrichtung der Zwangsmannigfaltigkeit durch Multiplikation mit B(q) bzw. P(q)
unterschieden.

Satz 11
Die globalen Fehler e der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57)) und der BLieDF-Ver-

fahren (3.62)) erfiillen

1 - _
h Z el = —eniy B A+ O(Deny + 1, (5.12a)
k
—1pT —1
Z o7 en-&-l —i = _eg-llf/{ BA + O(l) Z €nti—i T IEM V7 (512b)
i=0
k
-1
- Z aehYy =0 e + MY (5.12¢)
i=0

Beweis:

Wird (3.62c) bzw. (3.57d)) von links mit M(q,,1)~! multipliziert und (5.1c) bzw.
(5.3d)) von links mit M(q(¢,.1))~" multipliziert und beides voneinander subtrahiert,

so folgt

k
1 _
7 Z azey ;= —M(q(tns1)) ' (&(tns1, q(tns1), V(tns1)) + BT (q(tns1)) Atni1))
i=0
+ M(qn+1)_1 (8(tnt1: Gnst, Vir1) + B (1) Angr) + MY,
Das Einsetzen von und Taylorentwicklung liefert Gleichung , da
q(tns1) = gni1 o exp (€1,1) = g1 + O1)lef |
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gilt, wenn die Voraussetzung [3| erfiillt ist (siehe ([2.26))).
Die Gleichungen ({5.12b)) und (5.12¢]) folgen durch Multiplikation mit B(q(t,+1)) bzw.
P(q(tns1)), da [PM™'B'](q) = 0.

Globale Fehlergleichung fiir e}

In diesem Abschnitt soll die Fehlerrekursion von e untersucht werden. Erneut wird
mit den Abschétzungen fiir die Produkte von B(¢) mit den Fehlertermen e? begonnen.

Lemma 18
Wenn n >k —1und k£ > ¢ > 1 ist, dann folgt die Abschétzung

¢ a0
B(Q(tnﬂﬂ')) a2 5 Crtloi + Z(Q(tnﬂﬂ')) (egz—i-l—z‘a V(tn+17i))

1 L o
=0 () maxl@ta )1 + O (el + Fleta ol

mit dem Kriimmungsterm Z aus (3.47)).

e

Beweis:
Dieses Lemma ist eine direkte Folgerung aus [2, Lemma 4], da

q q
€rioi ~Cnp1i 1 g, 1w
s et o+ O (el + Fllet ol

erfiillt ist, siehe (|5.6)).

Wie zuvor beim Beweis fiir das Generalized-a-Verfahren wird der globale Feh-
ler €Y in Normalenrichtung durch Multiplikation mit B(g) untersucht. Um dabei in
den nachfolgenden Fehlerrekursionen nicht zwischen der Start- und Laufphase unter-
scheiden zu miissen, wird ein Term AS’L eingefiihrt, fiir den

AR, =0, (n+1=—k~k+1,..,0,1,..,k—1), (5.13a)
AXY =0nx1, (n+1>k), (5.13b)

gilt. ABY, ist somit nur in den ersten Zeitschritten ungleich null. Das nachfolgende
Lemma kombiniert somit die Voraussetzung an die Startwerte 4| mit einer Folgerung
aus Lemma [I8

Lemma 19

Unter Voraussetzung 4] gibt es einen Term AEJ‘F’I mit 1) und es gilt fiir die BDF-
Verfahren (3.57)) und (3.62)) die Abschétzung

1
B+ Blaltr )12 = O () max 9] = Bla(tusn)bltn e el )
k
— Z(q(tn)) (Z Vi€ i1 V(tn)> + A
=1
k 1 k
+ O(h) (Z €nt1—i + A Z ||e:+1—i70||> (5.14)
1=0 =1
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firm+1> —k.

Beweis:

Fiir n + 1 < k ist diese Fehlerabschédtzung eine direkte Konsequenz aus Voraus-
setzung || an die Startwerte und unter Verwendung von t,.1 = t;_1 + O(h) und
1o =12 4 (2, —12) 4o+ (12— 12,) = 12| + O(hH),

Fir n + 1 > k wird die Fehlerrekursion 1) von links mit B(q a1 ) multipli-
ziert. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma |18 wegen (5.11) und B(q(tn41)) =

B(q(tn+1-1)) + O(h).

Somit kann eine Abschiitzung fiir den globalen Fehler e}, bewiesen werden.

n+1

Satz 12
Die globalen Fehler e$%, der BDF-Verfahren und (3.62) erfiillen die Abschiit-

zung
k

et = Z%Afhﬁ@(l)z lel ill + O]
=1

2k
1 3 1
=1

=0

w
ln—l—l—i B ln

h

mit S := BM'B".

Beweis:
Aus Gleichung folgt
1 & 1 &
egil = _E OéiB (q(tnﬂ,i)) (ex+1,i + 1:72) -+ E Z OéiB<q(tn+1,i))l:7i
i=0 i=0

k
1) Z Enti—i T IEMilv-
i=0

Durch das Einsetzen von (5.14)) wird die Abschétzung

eg-)i\-l = ZO‘Z n—i n ir e ’en+1 i— k: hZO‘ZAEVH—l
k k e
(Z%Z%’eg—zﬂ g2 )) +O< )Z %
=0 j=1 i=1
Z i+ O[] + O () maxl@ta.)|
2% ]
+0(1) (Z enti—i + 5 Z Heg-‘rl—ip“)
=0 i=1
erhalten mit
1 k k | -
5 ZaiB (q(tns1-0))1%_; = B(q(tns1)) Z%% Z 1
i=0 i=1



lw

w J—
n+1—1 n—1i

k
DYl
=0

Nach Voraussetzung (5| sind ¢; = 0 und ef, = 0, (i = —k,...,—1). Fiir die Munthe-
Kaas-BDF-Verfahren ([3.57)) ist

q
E :al n i€ z""7en+1—i—k)

k
= ——B(q(tn)) Z OCiV<tn z)e:]z—z
- —%B(q@n))v(tn) > el i+ O3 e

k+1

q
n i €n—i
= - Z% 1= +O(1>Z€n+l—i
i—1
k41 Lk
~ o) (z SRS r|e:+u,ou)

i=1 =2

und fiir die BLieDF-Verfahren (3.62]) ist

Jj=
k k k
- —%B<q<tn>>v<tn>zaizv Ly O et |

=0 j=1 i=0 j=1
erfiillt, vgl. Gleichung (/5.6). Die Behauptung folgt aufgrund von

q

T E ok o Ce
q B n+2—i—j nt+1—i—j
- E E QYjChnq1—i—5 = E E Yi7j h
i=0 j=1

i=1 j=1
2k 12k

=0(1) <Z €ntl-i T 7 Z He:ﬂ—wH) :
i=1 i=2

5.1.3 Zwei-Term-Fehlerrekursion und Konvergenz

Die Gleichungen fiir die globalen Fehler e?, e¥, e¥; und e) aus dem vorherigen

Abschnitt konnen nun zu der Zwei-Term-Fehlerrekursion

£ — TyEY[| < Loh(IEY + IS, [l + IEL + [[ES |l) + ~Mo,  (5.16a)
17y — TEL < Lo(IEY ]+ [E | + RIEL] + RIET ) + Mo (5.16b)

mit positiven Konstanten Ly, My, die unabhéngig von A > 0 und n > 0 sind, kombi-
niert werden.

85



Lemma 20
Die globalen Fehler der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und der BLieDF-Ver-
fahren (3.62)) erfiillen fiir n > k — 1 die gekoppelte Fehlerrekursion (5.16]) mit

el %eﬁ—m
EY — ei+1—2k E* — %e:-i-l—Qk,O
" ePv |’ ne eSA
_eg-?—,l—Qk:_ i CHaE 1
und
T, - Ty Oopxor oIy, T, = T, 02k —1)x2k .
Ookxor  Ta 02k (2-1) Jo
mit
1 2k x2k
Ta:_a_el,Zk'(a17a27"'7ak707"'70>+J2k) cR )
0
1 _ _
T'Y = _7_81»2’“*1 ’ (727737 "'7/7k707 70> + J2k71 € R(2k L)x(2k 1)7
1
wobei e, € R” der erste Einheitsvektor ist und J, € R™" mit J, = (ji(lr)): ,_, und
jz'(zT) = 5i+1,l-
Beweis:
Aus Gleichung (5.12)) kann
PV —3—; N _Z_ilN —3—'511\7 Onxn -+ Onxw PV
n+1 n
B Iy Onxn e Onxn
Pv ' - : Pv
€22k Cht+1-2k
i In ONxN_
=O(h) (I3 11l + 1B + B2, ]| + [EZ]) + O (5.17)

erhalten werden mit den Sétzen [6] bzw. [7 Ebenso fiihrt (5.9) mit den Sétzen [6] bzw.
[0 auf

o —a Iy —32Iv o —EIv Onkw -0 Onxw o
n—+ n
Iy Ownxw Onxn :
el , el |
+2-2k _ Iy O] +1—2k
=O(h) (1B [l + 1B 1 1) + O(R™). (5.18)
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Die Kombination von (5.17) und (5.18) fiihrt auf (5.16a). Aus den Sétzen [§] [9 und

folgt

L —2Iy 2Oy - =PIy Ovxw - Onuw L
7€n,0 7€n-1,0
B IN 0N><N tee 0N><N .
1w 1 w
7Cni2-2k,0 nCni1-2k,0
In Onxn |
=O(1)(IIEX 1| + ||Ey|| +h|EL L+ AIEZ]) + O(RF) (5.19)
und aus (5.15) mit (5.13)), den Sétzen [6] bzw. [7, Voraussetzung [4] folgt
oS> Onxny - Onxn o5
n+1 n
B In  Onxn -+ Onxn
SA - - : SA
Cnt2—2k Cnt1-2k
Iy 0N><N
=O(1) ([, ]| + HEYH + hlE; ] + hHEZH) +O(hb). (5.20)

Die Kombination aus ((5.19) und (5.20)) liefert Gleichung (5.16b)).
|

Anhand der Fehlerrekursion ([5.16) konnen durch das nachfolgende Lemma die glo-
balen Fehler zur Zeit t,,, auf ty zuriickgefiihrt werden.

Lemma 21 ([4, Theorem 4.16])

Es seien (EY),>¢ und (E?),>o vektorwertige Folgen, die die gekoppelte Fehlerrekur-
sion ([5.16|) erfiillen mit positiven Konstanten Ly, My, die unabhéngig von h > 0 und
n > 0 sind. Wenn es Normen I|.]ly und ||.||z gibt, so dass ||Ty|ly =1 und || T,|[, < 1
gilt, dann impliziert (5 fiir Zeitschrittweiten h € (0, h] die Fehlerschranken

eLo(tn—to) _ 1__

|EY|| < eFoltn=to) (JIEY | + Coh||EZ||) + Z—Mo, (5.21a)
0
IE7, — TREG|| < Coe™" ) (|[EF|| + AllES|| + M) (5.21b)
mit t,, = to+nh, (n > 0) und gewissen positiven Konstanten h, Cy, Ly und M. Diese
héngen von den Konstanten Lo und M, aus (5.16) und von den Normen |.|| = [|.||y
und ||.|| = .|| fiir EY und EZ ab und sind unabhéngig von n und h.

Das vorausgehende Lemma kann nun verwendet werden, um die Konvergenz der

BDF-Verfahren (3.57) und (3.62) fiir das gesamte Zeitintervall zu beweisen.

Satz 13

Unter den Voraussetzungen gibt es positive Konstanten Cy, L und h unabhingig
von n und h, so dass fiir alle b € (0,h] und alle n > 0 mit ty + nh < teq — h
die globalen Fehlerabschéatzungen der Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und der
BLieDF-Verfahren die Bedingungen

led]l + lley|| + |lex]| < Coef(tn—tO)hk
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erfiillen und die k-Schritt-BDF-Integratoren (3.57)) und (3.62) die Konvergenzordnung
p = k fiir 2 < k < 6 besitzen.

Beweis:

Mit Lemma [20]ist fiir die Verfahren und die gekoppelte Fehlerrekursion
(5.16) erfiillt. AuBerdem gibt es eine Norm |||y mit | Ty|ly = 1 (vgl. [28, Lem-
ma [11.4.4]). Fiir £ < 6 sind BDF-Verfahren nullstabil und die Wurzeln des charak-
teristischen Polynoms p,(¢) = Zf OaZCk*i erfillen ¢; =1 und |(;| < 1, (i = 2,..., k),

vgl. [28]. Wegen det (CI2k—1 — ) ¢k 21_1 7:¢F=t /41 und

k k k
C—1) 3" =Y (T =) = i = pal()
i=1 =1 =0

sind alle Eigenwerte von T, innerhalb des Einheitskreises und es gibt eine Norm |.||,
mit || T,[l, < 1. Mit Lemma.konnen die Abschétzungen ([5.21)) erhalten werden fiir
Schrittweiten h € (0, h] = to + nh und positiven Konstanten h, Cy, Lo, M. Mit
den gegebenen Voraussetzungen folgen ||EY_,|| = O(R*) und ||EZ_,|| = O(h*) und
daher die Behauptung.

Bemerkung 20 (Sonderfall: Konvergenz erster Ordnung)
Fir £ =1 kann die technische Voraussetzung 3] nicht angewendet werden. Gefordert
werden konnte, dass es positive Konstanten h und Cr gibt, so dass fiir alle h € (0, h]
und alle  mit ¢y + rh € [to, tena) die globalen Fehler durch

lefll + llexll < Cr, llefll +lle}] < Cr, (i =0,....k),

beschrénkt bleiben. Diese Voraussetzung reicht jedoch nicht aus, um die Konver-
genz des Verfahrens auf vorherige Weise zu beweisen. Ahnliche Probleme traten auch
in anderen Quellen wie zum Beispiel [36] auf. Dort konnte das Problem fiir diesen
Sonderfall gelost werden. Jedoch wurden in der genannten Quelle lineare Rdume be-
trachtet. In den vorliegenden Konfigurationsrdumen mit Lie-Gruppen-Struktur sind
zusatzliche Einschrénkungen vorhanden, die sich nicht einfach 16sen lassen. Zum Bei-
spiel wird im Beweis von Satz [10] die Kombination der Exponentialfunktionen durch
die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel bestimmt. Diese kann jedoch nur fiir
Argumente innerhalb der Exponentialfunktionen angewendet werden, die gegen null
streben. Die Argumente, die im Fall £ = 1 betrachtet werden miissten, sind jedoch nur
beschrénkt. Eine Abschéitzung mit O(h) wére hier also nicht moglich und es miissten
alle entstehenden Reihenglieder aufgefiihrt werden, was die theoretische Berechnung
um einiges erschwert.

Aus diesem Grund wurde entschieden, den Fall £ = 1 in die theoretischen Untersu-
chungen nicht weiter einzubeziehen. Die genannten Probleme scheinen jedoch nur von
theoretischer und technischer Art zu sein, denn in den numerischen Tests in Kapitel [f]
kann trotzdem eine Konvergenz erster Ordnung beobachtet werden.

Dies zu beweisen wird Gegenstand von nachfolgenden Arbeiten.

Bemerkung 21 (Wahl der Startwerte)

Um in den BDF-Verfahren eine Konvergenz der Ordnung p = k zu erhalten, miissen
die Startwerte die Voraussetzung {4| erfiillen. Die korrigierten Startwerte aus Ab-
schnitt fiir die BLieDF-Verfahren und aus Abschnitt [3.3.3] fiir die Munthe-Kaas-
BDF-Verfahren erfiillen diese Bedingungen, Startwerte, die mit Funktionswerten der
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exakten Losung initialisiert werden, jedoch nicht, wie diese Bemerkung zeigen soll.
Werden konsistente Startwerte beziiglich (3.44) gewahlt, so gilt

0<i<k—1

k—1 k—1
dollefll=0. > llefl+leM =0, max [®(g)]=0 (5.22)
1=0 1=0

und alle Bedingungen aus Voraussetzung [ sind erfiillt aufler

k—1

D€ + Blalte-1)Iy || = O(*), (5.23)

1=0

denn es gilt

1€B + B(g(tsn)12 | 2B B (g(t:))e¥ + O(hb)]| B2 o(nb).

Deshalb kann fiir Startwerte bei numerischer Rechnung eine Ordnungsreduk-
tion in den ersten Zeitschritten auftreten (siehe Kapitel [6]).

Um dies zu verhindern, werden die Startwerte v;, (j =0, ...,k — 1), um den Korrek-
turterm Aj_, ergénzt, vgl. und . Mit Hilfe dieses Terms gelten mit den
Satzen [6| und [7] fiir i = 0, ...,k — 1

le¥ll B89 |v(t) — (v(t) + AL )| = A} ]| = O[T, | = O (5.24)

und
1B + B(qlte )12, || B9 || = B(q(t) AT, + B(q(ts 1)1, |
&3 || —B(q(tir) AL + B(q(te)I || + O(hF+)
LB _ B (gt 1)) AL + B(a(ti 1)) Ty + O(RF )
— 0<hk+1),

wobei 1, , der fiihrende Fehlerterm von 1¢_ | ist. Fiir die korrigierten Startwerte ist
somit die Voraussetzung [4] erfiillt und in den praktischen Tests in Kapitel [6] ist im
gesamten Zeitintervall die Ordnung p = k zu beobachten.

Bemerkung 22 (Lokaler Fehler in der Lie-Gruppen-Formulierung SFE(3) fir den
schweren Kreisel)

Ist die Ableitungsmatrix der holonomen Zwangsbedingung B = B( ) konstant, wie
fiir den schweren Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung SE(3) (vgl. - so ist

Bv(t) = 0 fiir alle i > 0 (5.25)
erfiillt, vgl. [4]. Fiir i > 0 folgt somit fiir v (t) = [UO ()T QW (£)T]T

, 1 | UO(
0 = Bv(t) €22 [—13 —X} . W _ —UO (1) — XQD (). (5.26)
Q(l)(t)
Auflerdem gilt fiir wi, wy € R?
WiWy = WiWy = W W — WoWy, (5.27)
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vel. (Z33) und €39).
Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-Verfahren (3.62)) sind fiir

k = 2 identisch, vgl. Gleichung (/6.5]). Daher berechnet sich der lokale Abbruchfehler 1
nach Lemma [3l fiir £ = 2 zu
h?* .. h?

1“ — £y 4
n 5 Vi) + 35V

Wird nun B1¥ betrachtet, so folgt mit ([5.25)) und

(to)V(tn) + O(R?).

11 Q Ul |lu . _ _1lu
BV (t,)v(tn) [—Ig —X} .= [—Q —U—Xﬂ] .
055 Q| [ )
- . — _.1lU : - .1 |1U
b2 [—Q XQ—XQ} . [—Q —QX} ,
0 0
— QU - QX = Q(-U - XQ)
EZ

dass fiir den fiihrenden Fehlerterm I dieses lokalen Abbruchfehlers gilt BI, = 0.
Dies bedeutet jedoch auch, dass die Bedingung

k—1

> llefll + [l + Bla(ti Iz || = O )

1=0

fir £ = 2 auch fiir die analytische Losung als Startwert, also v; = v(t;), gilt. Fiir
den schweren Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung SF(3) ist in den ersten Zeit-
schritten somit auch fiir die analytische Losung als Startwert fiir £ = 2 keine Ord-
nungsreduktion zu beobachten. Die numerischen Tests in Kapitel [6] weisen weiterhin
darauf hin, dass auch fiir £ > 2 die analytische Losung als Startwert keinen Einfluss
auf die Ordnung hat, auf einen formalen analytischen Beweis soll jedoch an dieser
Stelle verzichtet werden.

5.2 Konvergenz der BLieDF-Verfahren fiir varia-
ble Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen die BLieDF-Verfahren auf variable Schrittweiten
erweitert und untersucht werden. Wie zuvor beim Generalized-a-Verfahren in Ab-
schnitt wird dafiir zunédchst das Verfahren umgeschrieben. Dafiir werden,
anders als beim Generalized-a-Verfahren, aber wie fiir BDF-Verfahren tiblich [111 32],
variable Parameter «;, und 7,, verwendet. Der Fokus der Konvergenzanalyse liegt
dabei auf den lokalen Abbruchfehlern und den Gleichungen fiir die globalen Fehler.
Auf einen Beweis der Nullstabilitat wird verzichtet, jedoch wird davon ausgegangen,
dass es Schranken fiir die Schrittweitenverhéltnisse gibt, so dass die Nullstabilitét
bewiesen werden konnte, vgl. [12].

Wie zuvor soll fiir die untersuchten Schrittweitenfolgen die Voraussetzung (1] erfiillt
sein.
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5.2.1 Ubertragung der BLieDF-Verfahren auf variable
Schrittweiten

Fiir die Ubertragung von BDF-Verfahren auf variable Schrittweiten gibt es in der
Literatur mehrere Varianten. Haufig verwendete Techniken, um die Schrittweite zu
variieren, sind Interpolation und variable Koeffizienten. Bei ersterer wird in jedem
Zeitschritt die Methode mit fester Schrittweite angewendet und wenn nétig werden
die fehlende Werte der vorherigen Zeitschritte durch Interpolation berechnet. Solche
Verfahren wurden zum Beispiel von Gear [22] und Hindmarsh [31] implementiert. In
der zweiten Variante miissen die vergangenen Werte nicht neu berechnet bzw. in-
terpoliert werden. Dafiir werden Parameter «;,, = a;,(0,) € R verwendet, die vom
Schrittweitenverhéltnis o,, abhdngen. Implementierungen dazu wurden von Byrne und
Hindmarsh entwickelt [IT], [32]. Diese Schrittweitenverhéltnisse kénnen jedoch nicht
beliebig gewihlt werden; wie zuvor beim Generalized-a-Verfahren in Abschnitt
kann die Nullstabilitdt nur fiir o,, in gewissen Schranken bewiesen werden. Solche
Untersuchungen wurden von Calvo et al. [12] und Butcher et al. [10] vorgenommen.
In dieser Arbeit soll die Variante der variablen Parameter verwendet werden.

Da die Parameter und der benétigte Korrekturterm fiir wachsende Ordnung auf-
grund der bendtigten Schrittweitenverhéltnisse o,,_;, (¢ = 0,...,k — 2), sehr schnell
kompliziert und uniibersichtlich werden, sollen die BLieDF-Verfahren fiir variable
Schrittweiten in dieser Arbeit nur fiir 2 < k£ < 3 vorgestellt werden. Der nachfolgende
Konvergenzbeweis lésst sich jedoch ohne Probleme auch auf 4 < k£ < 6 anwenden,
wenn die Parameter und der Korrekturterm entsprechend berechnet wurden.

Fiir £ < 3 sind die Parameter der BDF-Verfahren wie im linearen Fall gegeben durch
(vgl. [10] 12], 28])

k=1: ayn=1, ar, =—1, (5.28a)
1+ 20, o?
k=2: n= , n=—1—0y,, n = L 5.28b
Qo =T, o, Ons Qon = T - (5.28D)
1+ 0,1+ 0,(2+0,-1(44 30,))
k=3: ag,= )
, (1 + O'n)(l + On—1 + Unan—l)
o = (A F0n){A 4001 +0n0n1)
In — 1 + on 1 )
0'721(1 +Op—1+ O-no'nfl)
Qg p = 5
’ 140,
Qg = — 70l ¥ 00)0n (5.28¢)

’ <1+0n—1)(1+0n—1 +0n0—n—l).

In den BLieDF-Verfahren (3.62)) werden die BDF-Verfahren in Inkrementform fiir die
Variable ¢, € G bzw. wﬁ?’ € RY verwendet. Fiir die Parameter 7in dieser Inkrement-

variante gilt analog zu (2.12))

k-1
Ven = Z . (529)
=0

Aufgrund der DAE-Struktur der zu losenden Gleichungen sind die variablen
Parameter nicht ausreichend, um eine Konvergenz der Ordnung p = k zu
beweisen. Wie zuvor beim Generalized-a-Verfahren muss vor jedem Zeitschritt
die Geschwindigkeit v,, angepasst werden.
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Bemerkung 23 (Anpassung der Geschwindigkeiten)
Bei den BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten muss vor jedem Zeitschritt ¢,, —
o1 (auBer dem ersten) die Geschwindigkeit durch

Vitii = Vayio AV, (i=1,..,k), (5.30)

ersetzt werden. Der Korrekturterm AJ ; kann durch die Losung des Gleichungssys-
tems

M(gni1-i) B (gnia-i) | | AL _ O 7 (5.31)

B(gn+1-:) Onrxnms Aii —ZZ—”ZB(%H*@‘)A]‘,‘LZ‘

erhalten werden, wobei Al¥_. die Differenz zweier aufeinanderfolgender lokaler Ab-
bruchfehler 1¥ ist und stets o, # 0 fiir 0,,, 0,1 > 0 gilt. Dieser lokale Abbruchfeh-
ler 14 wird spéter in Satz [14] berechnet. Es gilt fir i = 1,...,k und k = 2

1 h2,, . 20 41—i — 1 .
ALY~ {(‘ ( + 1) nglﬂ‘""i” iics hi+1—ivv):| (tnt1-i)

On4+1—i 120041

1 h?_. 20, — 1
1 n—te n—1u 2 T -
+ |:(<O-n—i + ) 6 v 20 hnzvv)] (tn—i)

_ ( l+topi 1 +0n+1i) h121+1—i‘~-](tn)

6

2
On4+1—i9n—i Ont1—i

2 =1 20, — 1 h2 ;
N < On+1—i - On—i > n+171{f\<tn)\"(tn) +O(hi)

Ont1—i On—iOnt1—i 12

und fir k=3

1 /1 ntl—i e

2
24 \ 051 On—i

1 1+ On—j o~
+ |i(ﬂ (—Ui_ia'nil) hi_iv — S(Oniyo_ni1>hi_ivv):| (tnfi)
_ o 1o ( I+on 1+ Jn—i—l—i) V(1)

3 2 X 2 .
24 Op+1-i0n—iOn—i-1  Opy1_iOn—i

+ h?z-l—l—i (3(0n+1—ia Un—i) - S(O’niéj anil)) v(tn)v(t”) + O(hi)

Ont1—i
mit
-1 + On(—l -+ 0n—1<1 + On—1+ 0'n<2 + (4 + 3071)071—1)))

e 5.32
$(0n, On-1) 24020, 1 (1 + 0yt + 0pop-1) ( |

und vW(t, ;) = vW(t,) + O(h,). Daher wird

k=2 AlY, — h?ﬁl—z’ ( i top—i 1+ 0n+1—i> i,
6 Opi1-iOn—i On+t1—i

B2 (21 i—1 20, —1Y\ . .
SRpuAS. ( Tntt - )ann, (5.33a)
12 Ont1—i On—iOntl—i

E=3: AlY . = M1 ( 140, 14+ Un+1i> V.

3 2 , 2 ‘
24 On+1-i9n—i9n—i-1  Opi1-{On—i

+ h?;,—i—l—i (S(O'n+1i7 On—i) — $(Tni; Un_i_ﬁ) VoV (5.33b)

2
On+1—i
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definiert. Wie in Abschnitt beim Generalized-a-Verfahren konnten allge-
meine Approximationen fiir v\ ~ v (t,) + O(hy), (i = 1,2,3), gewiihlt werden (v,
ergibt sich aus dem zuvor berechneten Zeitschritt). Da an dieser Stelle aber nur ein
Einblick in die Erweiterung auf variable Schrittweiten gegeben werden soll, wird auf
eine allgemeine Darstellung verzichtet und ein spezieller Fall untersucht. Es werden
Approximationen

OnVp — O0nVp—1

Vi = ) 5.34
v - (5.340)
. 20’20'7171 (Vn - (1 + O-nfl)vnfl + O'nflvan)
n= " : 5.34b
-y w2 (5:340)
60302 0, o ( 1 1
vV, = vV, — ——————V,_
h3 L+ 0n1) I+ 0n2toni0n2) " (I+0ua) "
2
On—-1 On—10y_9
+ v, 9 — Vi 5.34c¢
(1 + Un—l) 2 (1 + O'n_Q)(]. + 0,0+ O'n_QO'n_1> 3> ( )

verwendet mit v,,_; ~ v(t,_;) + O(hk).
Durch die Losung des Gleichungssystems (5.31]) folgt

AY, =~ [M'BT(BM 'BT)"'B] (gu1) L ALY,
’ (0%

n

fire=1,..., k.
Fiir £ = 1 kann die Konvergenz wie fiir konstante Schrittweiten (Bemerkung nicht
bewiesen werden, daher wird dieser Fall nicht ndher untersucht.

Die BLieDF-Verfahren kénnen nun unter Beriicksichtigung der Parameter ((5.28)) und
Bemerkung auf variable Schrittweiten h,, = t,,,1 — t,, erweitert werden.

Definition 25 (BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten zur Lsung von (3.44)
Die k-Schritt BLieDF-Verfahren mit variablen Schrittweiten zur Losung von (3.44])
verwenden im Zeitschritt ¢, — t,11 = t,, + h,, mit Schrittweite h,, die Losungen g¢,,
w(()nﬂfi), (i =2,...,k), Vppri—s und Ay, .. (i = 1,..., k), zur Berechnung von g¢y1,

‘-‘-’E)n)a Vint1 und An—l—l anhand von

dn+1 = 4n © €XP (a}én)), (535&)
k
]' n ’L
e Z §H = v+ LY (5.35b)

n i=1

1 k
h_M(qn+1) (ao,nvn—i—l + Z ai,nvn—l—l—i) = _g(tn—i—la An+1; Vn+1) - BT (Qn—f—l))\n—i—ly
(5.35¢)
0=2a(gu1) (5.35d)
mit V414, (1 = 1,...,k), aus , Parametern und und einem Kor-

rekturterm Lgi),n, der durch

LY =L =o, (5.36a)
h 1

L —_ (s 1 v,V 5.36b

insm 4 <U * 1 +op-1+ Unan—l) VnVn-1 ( )

gegeben ist.
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Der Korrekturterm ((5.36]) wird analog zu Lemma [5| fiir den konstanten Fall motiviert
und soll die gleichen Voraussetzungen erfiillen. Fiir £ = 3 wird dabei zunédchst von

L® M 1+ ! VoV
= — |\ 0On— nVn
Finm 4 1 + On-1+ 0n0n-1

ausgegangen. Unter Verwendung von v,, = (v, — v,_1)/h, und v,v, = 0 folgt die
Darstellung ((5.36b)). Die folgende Fehleranalyse, im Speziellen die lokale Abbruch-
fehleranalyse, wird beweisen, dass der hier angegebene Korrekturterm seinen Zweck

erfiillt.

Bemerkung 24 (Startwerte und erste Zeitschritte der BLieDF-Verfahren (/5.35)))
Die Startwerte der BLieDF-Verfahren sollen dquidistant gewahlt werden und
sind damit analog zu Abschnitt [3.3.4] zu wihlen. Fiir die ersten Zeitschritte wird bei
der Anpassung aus Bemerkung [23| daher

v . v
An,i T Ak,i

fiir 0 < n < k gesetzt.

Mit dieser Modifikation der Verfahren ((5.35]) im Vergleich zu (3.62)) kann die Konver-
genz der BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten bewiesen werden.

5.2.2 Lokale Abbruchfehler

Die lokale Fehleranalyse wird als erstes durchgefiihrt. Dazu werden die lokalen Ab-
bruchfehler wie in Definition[A.3]definiert und durch die Taylorentwicklung berechnet.

Definition 26 (Lokale Abbruchfehler von (5.35))
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (5.35) sind gegeben durch

q(tns1) = q(tn) o exp (ﬁn(tn+1))a (5.37a)
k
1
=D Yiapri(taai) = V(tnin) + LY (1) +12, (5.37b)
" oi=1

n

M(g(t10)) ¥ 1) = ~Malta1)) 5 D ia¥(tra-) = BT (altss)) Mtus)

—g(tns1, q(tngn), v(tns1)) + 13, (5.37¢)

V(tns1-i) = V(tns1-i) — C(q(tni1-:)) zm ALY (tn), (i=1,...k),
. (5.37d)
0= q)(q(tn_,_l)). (5.37e)

mit

)

3

h2 i 1 n—i 1 n+1—1 .
Al:ﬁl(tn) _ n+1—1 ( + o0 _ + o +1 >V(t

2
6 0p41-i9n—i Ontl—i

hi—&—l—i 20—n+17i —1 20’n7i -1
12

) V() V(1) (5.38a)

On+t1—i On—iOn+1—i
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fiir K =2 und

hS i 1 n—i 1 n+1—z
Alg_z(tn> _ n+1—i ( + o _ + o +1 ) V(tn)

3 2 4 2 ,
24 On+1-i9m—i9n—i-1  Opi1-On—i

S(Un iy On—i 1)

+ R (s(anﬂi, On—i) — S R— ) V(tn)v(ts) (5.38b)

Ont1-i
fir £ = 3 mit s(o,,0,-1) aus (5.32)).

Wie zuvor im Generalized-a-Verfahren ist im Unterschied zum konstanten Fall in
Abschnitt |5.1] ! nicht allein die Differenz ||(I},, — 12)/h|| von Interesse. Der lokale
Abbruchfehler IY muss miteinbezogen werden. Aufgrund der Mehrschrittstruktur wird

dazu der Term .
_ 1
LMY 4 B(a(t) D il
n i=0

untersucht.

Satz 14
Die lokalen Abbruchfehler der BLieDF-Verfahren (5.35|) erfiillen fiir 1 < k£ < 3 die
Abschétzungen

1] = O(RE), |||l = O(RETY),  IEMTV] = O(Rk),
und

IEM—l Zazn (hk)

Beweis:

a) Der lokale Abbruchfehler 1¥ wird anhand von Gleichung (/5.37b]) unter Verwen-
dung der Taylor- und Magnusentwicklung (2.33) abgeschitzt. Die fithrenden
Fehlerterme l: der lokalen Abbruchfehler sind gegeben durch

FWw

1
h=1:T = —Ch(ta),

= P (14 20,) (0. 9(8)] = 201 + 0,)¥1(2).

k=3: in =h3/ (240,210%1(1 + oyt + anan+1)) (=14 ap)-
(14 0ps1 +000001)° V() + (=14 0p(—1 + 0p1 (1 + 001
+0n(2+ (44 304)0441)))) [V(E), V()])

und die Behauptung ist damit bestétigt.

n

k=2:1

b) Gleichung (5.37¢]) ist in linearen Rdumen definiert. Deshalb wire 1Y = O(hF)
erfiillt, wenn V(t,411-;) = V(tpe1-4), (i = 0,...,k), gelten wiirde. Durch die

Korrektur mit A}, entsteht ein neuer fiihrender Fehlerterm, der aus genau

dieser Korrektur besteht. Daher ist
P
h_ Z n+1—z)>Al(;;_Z(tn) - O(h’ﬁ_l)a

vgl. (5.38). Wird diese Gleichung mit P(q(t,1)) multipliziert, so folgt wegen
[PC](q) = 0 direkt [[IPM7'V|| = O(hF).
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c¢) Mit Teil b), B(q(t,))C(q(tn)) = B(q(tn)) und B(q(t,r1-:)) = B(q(t,)) +

O(h,,) ist
IBM™Y ——B Z%nmw
Weiterhin gilt
1 k 1 k
h_B(Q(tn)) Z ai,n1:_¢ h—B(Q(tn)) Z 7i,n(1:+1—¢ - 1:—7;)-
" i=0 " i=1

Da AlY_(t,) = 1&,,_, —12_, ist, folgt die Behauptung.

n

5.2.3 Stabilitdt und Konvergenz

Fiir variable Schrittweiten kénnen die globalen Fehler analog zu (4.19a])-([#.19¢) und
fiir ¢ = 0 definiert werden. Auflerdem werden in allen nachfolgenden Sétzen und
Lemmata die Voraussetzungen (1| und |5| (hier jedoch mit h := hg) sowie die folgenden
Voraussetzungen analog zu den Voraussetzungen [3[ und {4 angenommen.

Voraussetzung 6 B B
Es gibt positive Konstanten h und Cr, so dass fiir alle h,, € (0,h] und to+>";_, h; €
[to, tena] mit n,7 € N die globalen Fehler durch

lefll + llezoll < Crhy, €Y+ lled]| < Cr
beschrénkt bleiben.
Voraussetzung 7
(0) (k—2)

Die Startwerte qo, ..., @i 1, ‘*’0 oWy, VO, ey Vi—g und A, ..., Ap—1 zur Losung des
Anfangswertproblems (|3 mit q(to) = qo und v(ty) = vy sollen die Bedingungen

k-1
>~ el + lleP* + Bla(te-1 )1z, || = O(hE™), Zuewn— (h*),
i=0
v Pv Al k k+2
ZHeiH—’_Hei |+ llej'l| = O(hg), Ogngglﬂ@(qz)H— O(hg™),
erfiillen.

Um die Terme hoherer Ordnung zusammenzufassen, wird
en = el + llex ]| + hullell

gewahlt.

Der Konvergenzbeweis kann analog zum Fall konstanter Schrittweiten gefiihrt werden.
Innerhalb der Beweise muss h durch h, ersetzt werden und beachtet werden, dass
die Parameter o, und ~;, vom aktuellen Zeitschritt abhéngen. Weiterhin wird der
Zusammenhang

1< . .
Z Q ”en+1 i h_ Z Yin (eglg,i - englfi) (539)
" oi=1

96



benotigt, um zwischen den beiden Parametervarianten zu wechseln. In manchen Be-

weisteilen ist es von Bedeutung, dass die Schrittweite im Nenner zu den globalen
Fehlern im Zahler passt. Dazu kann (5.39)) zu

1 k i k i—2 1 e(0)2 L e(o)1 ‘
h_ Z ai,nenﬂfi = Z ’Yi,n H nt2— ntl-t (540)
" =0 i=1

=0 On—j Popg1—i

umgeschrieben werden mit

:ﬁ L (5.41)

hn =0 On—j

hn-i—l—i

AuBerdem muss die Anderung von v,,1_; in V1, (1 =1,...,k), beachtet werden.
Dazu wird analog zum Generalized-a-Verfahren der Fehler abgeschétzt, der durch
diese Anderung entsteht (vgl. Lemma . Da die Berechnung der Gleichungen
fiir den Beweis der Konvergenz der BLieDF-Verfahren bis auf die genann-
ten Anderungen keine neuen Beweisideen enthalten, wird an dieser Stelle auf eine
ausfiihrliche Erlduterung verzichtet. Genauere Angaben, wie die gekoppelte Fehler-
rekursion fiir die BLieDF-Verfahren (5.35)) aufgestellt wird, sind jedoch im
Anhang [E] zu finden.

Fiir die Konvergenz der BLieDF-Verfahren ([5.35) muss die Nullstabilitat gegeben
sein. In [10, 12] wurden Schranken fiir die Schrittweitenverhiltnisse o, berechnet,
so dass die Stabilitdt garantiert werden kann. Dabei wurde untersucht, fiir welche
Schrittweitenverhéltnisse o, es eine von n unabhéngige Norm ||.|| gibt, so dass die
Norm der Produkte

[Ansj - Appjo1 o Al < Cy

beschrankt bleibt mit
1

Qon

An == €1k (al,na SRS O‘k,n) + Jk

fiir alle n und j > 0 sowie einer Konstanten Cy > 0.

In dem Konvergenzbeweis fiir DAEs wird jedoch eine von o,, unabhéngige Norm ||. ||y
gesucht, so dass jede einzelne Matrix die Bedingung

HTy,nHy =1 (5-42)

fiir alle n € N erfiillt. Die Resultate aus [10] [12] lassen sich somit nicht direkt auf
den DAE-Fall iibertragen und es miisste untersucht werden, fiir welche o,, die Bedin-
gung erfiillt ist. Da in der vorliegenden Arbeit nur ein Einblick in die Erweite-
rung des BLieDF-Verfahrens auf variable Schrittweiten gegeben werden soll, wird an
dieser Stelle auf die Untersuchung verzichtet, wann erfiillt ist. Dies konnte ein
Thema fiir nachfolgende Arbeiten sein. Trotzdem wird davon ausgegangen, dass es
Omin Und opax gibt, so dass gilt. Daher wird die nachfolgende Voraussetzung
getroffen.

Voraussetzung 8
Es gibt zwei von n unabhéngige Normen ||.||y und ||.||, sowie zwei positive Konstanten
Omin < 1 und o > 1, so dass fiir alle n € N die Bedingungen

[Tynlly =1 und [Tenll. <1

mit Opin < 0y = hp/hyn_1 < Omax erfiillt sind.
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Die numerischen Tests aus Kapitel [6] legen nahe, dass diese Voraussetzung 8| fiir k = 2
und k = 3 erfiillbar ist. Nun kann die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (5.35)) fiir
das gesamte Zeitintervall bewiesen werden.

Satz 15

Unter den Voraussetzungen , |§|, und [8] gibt es positive Konstanten Co, L und h
unabhéngig von n und h,,, so dass fiir alle h,, € (0, h] und alle n > 0 mit to+Y ., h; <
tena die globalen Fehlerabschitzungen der BLieDF-Verfahren ([5.35)) die Bedingungen

el + llexll + llenll < Coe™t»=0ng,,
erfiillen und die k-Schritt-BLieDF-Integratoren ((5.35) die Konvergenzordnung p = k
fiir 2 < k < 3 besitzen.

Beweis:

Mit Lemma ist fiir die Verfahren die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42))
erfillt. Mit Voraussetzung |8 gibt es eine Norm ||.||y mit | Ty .||y = 1 und eine Norm
||.]lz mit ||T,,|z < 1. Mit Satz {4 konnen die Schétzungen erhalten werden.
Mit den gegebenen Voraussetzungen folgen |EY || = O(h%) und ||EZ_,|| = O(hE)
und daher die Behauptung. |

Mit dem vorhergehenden Satz konnte die Konvergenz der BLieDF-Verfahren (/5.35]
fiir variable Schrittweiten mit der Ordnung p = k fiir 2 < k < 3 bewiesen werden.
Werden die Koeffizienten «;, und der Korrekturterm Lgi)m fiir 4 < k < 6 analog zu
den vorgestellten Fillen berechnet, so kann die Konvergenz in gleicher Vorgehens-
weise auch fiir 4 < k < 6 bewiesen werden, wenn die Schrittweitenverhéltnisse den
Bedingungen der BDF-Verfahren in linearen Rédumen (vgl. [46]) geniigen. Fiir k = 1
ist es, wie im konstanten Fall (Bemerkung , mit den vorgestellten Beweismitteln
formal nicht moglich, die Konvergenz theoretisch zu beweisen.
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Kapitel 6

Implementierung und numerische
Tests

Die numerischen Tests sollen die theoretischen Resultate verifizieren. Dabei werden
die Verfahren zunéichst fiir konstante Schrittweiten untersucht. AnschlieSend werden
das Generalized-a-Verfahren und die BLieDF-Verfahren fiir variable
Schrittweiten getestet. Zunéchst sollen jedoch allgemeine Implementierungsaspekte
vorgestellt werden.

6.1 Allgemeine Implementierungsaspekte

In diesem Abschnitt sollen allgemeine Aspekte fiir die Implementierung in MATLAB
geklart werden.

Bemerkung 25 (Referenzlosung)

Wenn innerhalb der numerischen Tests von Referenzlosung qref, Vief, Viet 0der Ay die
Rede ist, dann wurde eine Losung des Benchmarkproblems fiir die entsprechenden
Variablen mit Hilfe der in MATLAB integrierten Funktion odel5s mit sehr kleinen
Toleranzen ATOL = 1-1071¢ und RTOL = 2.22045 - 10~* berechnet.

Bemerkung 26 (Arten von Fehlern)

In den Tests werden zwei Arten von Fehlern in den Variablen untersucht. Dies sind
zum einen der absolute Fehler im Endzeitpunkt und zum anderen der maximale
absolute Fehler.

Sei 0.B.d.A. die untersuchte Variable die Geschwindigkeit v. Dann wird zunéchst eine
Referenzlosung v,ef », und eine numerische Losung v,, in allen Zeitpunkten ¢,, := to+nh
bestimmt. Der absolute Fehler im Endzeitpunkt te,q = tx,,, berechnet sich aus

ER‘R‘LV = Hvreszend - VA]\/'endH2

mit der euklidischen Norm ||.||o.
Der maximale absolute Fehler ist gegeben durch

ERRQ,V = HmaXi:O ..... Nend (Vref,n - Vn) ||2

Die Fehler konnen ebenso fiir die anderen Variablen untersucht werden. Fiir die Kon-
figurationsvariable ¢ werden die Komponenten dazu jedoch zunéchst in einem Vektor
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angeordnet. Das heif3t

Riy Rip Ras
¢=R=|Ry Ry Ry| €50(3)
Rs1 Rs2 Rss

wird zum Beispiel zunédchst zu
Qvec = [R11 Ri2 Riz Roy Ry Rag Rai Ry Ris)”

umgeschrieben. Die Fehler in ¢ werden somit nicht in der Lie-Algebra gemessen,
sondern in dem hoherdimensionalen Raum, indem die Lie-Algebra eingebettet ist.

Bemerkung 27 (Effizienzuntersuchungen)

Um die Effizienz der Verfahren zu charakterisieren, wird wie folgt vorgegangen. Dazu
wird die Rechenzeit bestimmt, die fiir jeweils einen Zeitschritt benttigt wird, ohne
jegliche Anpassung der Startwerte, Initialisierung oder Ahnliches. Die Zeit fiir alle
diese Zeitschritte wurde addiert und iiber den absoluten Fehler aufgetragen. Dabei
wurden die Rechnungen iiber einen Rechenserver ausgefiihrt und stets auf den Abend
gelegt, um ein aussagekriftiges Ergebnis zu erhalten. Natiirlich kénnen trotzdem
andere Faktoren, wie die Art und Weise der Implementierung, dazu beitragen, dass
eines der untersuchten Verfahren langsamer rechnet als die anderen — unabhéngig von
der eigentlichen Laufzeit des Verfahrens. Es wurde aber sorgfiltig versucht, moglichst
viele Programmierbausteine in allen Verfahren gleich zu verwenden.

Bemerkung 28 (Erstellung von Schrittweitenfolgen mit unterschiedlichen Schritt-
weiten in jedem Zeitschritt)

Das Generalized-a-Verfahren und die BLieDF-Verfahren sollen fiir va-
riable Schrittweiten getestet werden. Dazu werden den Programmen vorgefertigte
Schrittweitenfolgen (hn),]:f;rbd mit festem N.,q € N iibergeben. Zur Erstellung solcher
Schrittweitenfolgen werden zunéchst die maximale A, und minimale A, Schritt-
weite und das maximale o,,«x und minimale o, Schrittweitenverhéltnis fiir eine
Folge festgelegt. AuBlerdem werden durch eine in MATLAB vorhandene Zufallsfunk-
tion zufillig Schrittweitenverhéltnisse 0, € [Omin, Omax), (¢ = 1, ..., Nena), berechnet.
Eine Schrittweitenfolge ergibt sich dann iterativ durch

hi+1 = max{hmin, min{aiﬂhi, hmax}}, 1= 0, ceny Nend —1. (61)

Da die Konvergenzordnung der Verfahren von Interesse ist, werden verschiedene
Schrittweitenfolgen fiir unterschiedliche Intervalle [Ampin, Amax] benotigt. Dazu wird,
nachdem eine Schrittweitenfolge bestimmt wurde, Aminnen = Pminar - 107/ und
Pmaxnen = Pmaxale - 107710 gewithlt. Um mit dieser Folge etwa bis zum gleichen
Endzeitpunkt zu rechnen, wird zudem die Anzahl der Schrittweitenglieder N, zu
Noew = Na/ 10~1/19 veréndert. Dadurch koénnen Schrittweitenfolgen bestimmt wer-
den, deren durchschnittliche Schrittweite unterschiedlich ist.

Wird eine Schrittweitenfolge benétigt, deren Glieder sich fiir Ny, Anzahl von Zeit-
schritten nicht erneut verdndern, so kann analog vorgegangen werden. Jedoch muss
dann zusétzlich 0,1 = 1 fiir alle ¢ gefordert werden, die nicht ohne Rest durch Nygugs
teilbar sind.
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6.2 Konstante Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen numerische Tests fiir die vorgestellten Verfahren fiir kon-
stante Schrittweiten durchgefithrt werden. Es soll iiberpriift werden, ob die theore-
tisch bestimmten Ordnungen auch numerisch zu beobachten sind und Vergleiche zwi-
schen den Verfahren bzgl. der Genauigkeit und der Effektivitdt durchgefiithrt werden.
Fiir die BDF-Verfahren (3.57) und soll die Wahl der Startwerte gerechtfertigt

werden. Fiir die BLieDF-Verfahren (3.62)) wird die Wahl der freien Parameter im
(k

n,

Korrekturterm L*) iiberpriift.

6.2.1 Wahl der Startwerte in den BDF-Verfahren

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Wahl der korrigierten Startwerte aus
den Abschnitten [3.3.3] (Munthe-Kaas-BDF-Verfahren) und (BLieDF-Verfahren)
gerechtfertigt ist. Diese wurden bendétigt, um die Bedingung einzuhalten und
damit einer Ordnungsreduktion vorzubeugen, welche bei einer annihernd analyti-
schen Losung als Startwerte zu beobachten sein sollte.

Dazu wird der schwere Kreisel in den Lie-Gruppen-Formulierungen R? x SO(3) und
SE(3) fiir h € [1074,1073] bis zu einem Zeitpunkt teq = 1 geldst und der maxi-

R3 x SO(3)
103 Y™ 103
©0-0-0 0060 Qae®®"

<

1 | 1

- 10 10
09)
o)

< 10! . 107t
b
<
=

1073 - 1073

1l L 111 1 1 1 11 1] ll 1 1 1 1 1 111
10 1072 1074 1073 1072

0 i 0

< 10 10
2
%

< 1072 il 1072
z

1074 - 1074

b d 1 1 1l L 111 - 1 1 11 1] ll
1074 1073 1072 1074 1073 1072
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 6.1: Berechnung des schweren Kreisels in R? x SO(3) (links) und SE(3)
(rechts) mit den MKBDF-Verfahren fir £ = 1,2,3 (oben) und k = 4,5,6
(unten) mit einer Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten
Losung (k ohne *) und korrigierten Startwerten (k mit *)
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male absolute Fehler der Lagrange-Multiplikatoren A berechnet. Die Ergebnisse sind
in Abbildung fiir die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren und in Abbildung
fiir die BLieDF-Verfahren dargestellt. Werden die Lie-Gruppen-Formulierung
R3 x SO(3) (links) und eine Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der
exakten Losung (ohne *) verwendet, so ist stets eine Konvergenzordnung weniger,
also p = k — 1, im maximalen absoluten Fehler zu beobachten. Hier tritt somit in
beiden BDF-Verfahren und wie erwartet eine Ordnungsreduktion auf.
Werden hingegen die korrigierten Startwerte verwendet, so ist stets die Ordnung
p = k erkennbar. Mit der Wahl der angegebenen Startwerte kann die auftretende
Ordnungsreduktion somit vermieden werden.

Bei der Verwendung der Lie-Gruppen-Formulierung SFE(3) (rechts) ist die Situation
anders. Hier spielt die Wahl der Startwerte eine untergeordnete Rolle, denn sowohl
fiir eine Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten Losung als
auch fiir die korrigierten ist die Ordnung p = k zu beobachten und somit keine
Ordnungsreduktion vorhanden. Dieses Verhalten héngt stark mit der konstanten Ab-
leitungsmatrix B der Zwangsbedingung fiir SE(3) und damit der Einhaltung der
versteckten Zwangsbedingungen zusammen, vgl. Bemerkung 22] In diesem Fall ist
daher die Bedingung auch fiir Startwerte nahe der analytischen Losung erfiillt.
Im Konvergenzbeweis aus Kapitel [5| zeigte sich, dass die Bedingung vor allem
den globalen Fehler e} beeinflusst, vgl. Lemma (19| und Satz . Aus diesem Grund

R3 x SO(3)
103 T T T T T T
(W
~< 101 |
LLE O’Oeo_ce o<
wn
2
> 107! -
b
<
=
1073 -
1 1 1 1 | lll 1 1 1 1l L 111 1 1 1 11 1] ll 1 1 1 11 111
1074 1073 1072 1074 1073 1072
T T T T 11 TT[ T T T T 1 117 T T T T 1 17 T[ T T T T 1 1711
0 i ol |
< 10 10
=3 -o-
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Abbildung 6.2: Berechnung des schweren Kreisels in R? x SO(3) (links) und SE(3)
(rechts) mit den BLieDF-Verfahren fir £ = 1,2,3 (oben) und k£ = 4,5,6
(unten) mit Startwerten mit Funktionswerten der analytischen Losung (k ohne *)
und korrigierten Startwerten (k mit *)
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Abbildung 6.3: Maximaler absoluter Fehler in g fiir den schweren Kreisel in R3 x SO(3)
mit den MKBDF-Verfahren (links) und den BLieDF-Verfahren (rechts)

ist die Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplikatoren A zu beobachten. Auf
die anderen Variablen hat dies keinen Einfluss, wie auch in Abbildung [6.3] zu sehen
ist. Hier wurde der maximale absolute Fehler in der Konfigurationsvariablen ¢ mit
einer Initialisierung der Startwerte mit Funktionswerten der exakten Losung in der
Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3) fiir die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren
(links) und die BLieDF-Verfahren (3.62)) (rechts) dargestellt. Es zeigt sich, dass in die-
ser Variablen stets die Konvergenzordnung p = k zu erkennen ist. Die Nichteinhaltung
der Bedingung hat somit keine Auswirkung auf die Konfigurationsvariable q.
Fiir die Geschwindigkeit v konnte Gleiches beobachtet werden.

Fazit

Die numerischen Tests zeigen, dass die Ordnung p = k auch in der Lie-Gruppen-
Formulierung fiir differential-algebraische Gleichungen vom Index 3 in allen Kompo-
nenten erreicht wird, was die Untersuchungen aus Kapitel [5| verifiziert.

Es konnte bestétigt werden, dass eine Ordnungsreduktion in den Lagrange-Multiplika-
toren A vermieden wird, wenn die korrigierten Startwerte aus den Abschnitten |3.3.3
(Munthe-Kaas-BDF-Verfahren) und (BLieDF-Verfahren) anstelle der analyti-
schen Losung als Startwerte verwendet werden. Die Ordnungsreduktion hat keinen
unmittelbaren Einfluss auf die Konvergenz der Konfigurations- oder der Geschwin-
digkeitsvariablen.

6.2.2 Vergleich aller untersuchten Verfahren

In diesem Abschnitt sollen alle Verfahren, die in dieser Arbeit vorgestellt wurden, mit-
einander verglichen werden. Dazu werden die Bewegungsgleichungen in SO(3)
des schweren Kreisels aus dem Abschnitt als Beispiel fiir ein mechanisches
System ohne Zwangsbedingungen (3.17) gelost. Es werden das Crouch-Grossman-
Verfahren , das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren , das Generalized-
a-Verfahren , die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (3.23|) und die BLieDF-Verfah-
ren (3.31) verwendet.

AuBlerdem erfolgt ein weiterer Vergleich fiir das Generalized-a-Verfahren (3.55), die
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Munthe-Kaas-BDF-Verfahren und die BLieDF-Verfahren zur Losung
des Benchmarks schwerer Kreisel mit den Bewegungsgleichungen (3.51)) beispielhaft
in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 x SO(3).

Der Vergleich wird fiir die unterschiedlichen Konvergenzordnungen separat durch-
gefithrt. Es wird erwartet, dass fiir kleine Konvergenzordnungen die Effizienz der
Verfahren dhnlich ist. Mit steigendem p bzw. k unterscheiden sich die Auswertungen
der Exponentialabbildungen und die Anzahl der Additionen bzw. Multiplikationen
innerhalb der Verfahren.

Im Vergleich Crouch-Grossman-Verfahren und kommutatorfreies Lie-Gruppen-
Verfahren (3.7)) werden in Ersterem mehr Exponentialabbildungen ausgewertet, wo-
hingegen in Zweiterem die ,,fehlenden“ Exponentialabbildungen durch zuséatzliche Ad-
ditionen und Multiplikationen kompensiert werden. Somit sollte das kommutatorfreie
Lie-Gruppen-Verfahren effizienter sein. Im Vergleich Munthe-Kaas-BDF-Verfahren
und BLieDF-Verfahren (3.31)) miissen theoretisch in Ersterem pro Zeitschritt
mehr Matrix-Kommutatoren ausgewertet werden, weshalb die BLieDF-Verfahren effi-
zienter sein sollten. Wie sich das Generalized-a-Verfahren einordnet, zeigen die nach-
folgenden numerischen Tests.

Vergleich fiir p=1

Die Verfahren (3.4), (3.7), (3.23) und (3.31)) zur Losung von (3.20)) fiir p = 1 haben

alle die Gestalt

R,1 = Ry, 0exp (h41), (6.2a)
Qi1 = Q, — BT (D1 I — XR my). (6.2b)

Es handelt sich also in jedem Fall um das gleiche Verfahren. Der maximale absolute
Fehler der Konfigurationsvariablen ¢ und der Geschwindigkeit v ist in Abbildung
in doppelt logarithmischer Skala iiber die Schrittweite h € [107°,107%] dargestellt.
Dabei ist fiir beide Variablen die Konvergenz erster Ordnung erkennbar. Da nur ein
Verfahren betrachtet wird, ist ein Effizienzvergleich nicht sinnvoll.

Werden die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren (|3.57) und die BLieDF-Verfahren ([3.62))

10" ] 10" = —
gé B - i e B - |
= 107 E ERESIR S0(3) |

i f i ——R3 x SO(3) [
1073 = — 1073 — ‘ —
10~° 1074 10~° 1074
Schrittweite h Schrittweite h

Abbildung 6.4: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und v fiir den schweren Kreisel in
SO(3) mit Bewegungsgl. (3.20)) und in R? x SO(3) mit Bewegungsgl. (3.51)) fiir p = 1
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zur Losung von ([3.44)) untersucht, so ergibt sich das Verfahren

Qn+1 = (qn © eXp<hi7n+1)a

1
_M(Qn+1>(vn+1 - V'rL) = _g<tn+17 dn+1, Vn+1) - BT(qn—l-l)An—l—l;

h
0= (I)(QnJrl)'
Auch fiir dieses Verfahrens ist in Abbildung|6.4]die Konvergenzordnung eins in beiden
Variablen erkennbar.
Vergleich fiir p = 2

Fiir p = 2 ist das Crouch-Grossman-Verfahren (3.4)) zur Losung von (3.20]) gegeben
durch

h ~ h ~
R,.1 =R,oexp (§Qn> exp <§Qn+1) , (6.3a)
it = O — L371(@,,170 XR, " 5-1(@,70, - XR]
n+1 — n - 5 ( n+1 n+1 = n+1m7) - 5 ( n n - nm’Y)
(6.3b)
und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren (3.7) durch
h ~ h ~
R,;1 =R, o0exp §Qn + §Qn+1 , (6.4a)

ho |, ~ ~ ho \ ~ ~
Qo1 = Q, — 5J-l (1 I — XR) ey — §J—1(Qnmn — XR,m~).
(6.4b)

Der Unterschied besteht somit darin, dass im Crouch-Grossman-Verfahren ([6.3)) zwei
Exponentialabbildungen und im kommutatorfreien Verfahren (6.4)) nur eine Expo-
nentialabbildung verwendet werden, wofiir aber im Argument eine Addition mehr
auftaucht.

Die Munthe-Kaas-BDF-Verfahren ([3.23) und die BLieDF-Verfahren sind fiir
p =k = 2 zur Losung von (3.20)) identisch gegeben durch
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Abbildung 6.5: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und v fiir den schweren Kreisel

in SO(3), vgl. (3.20) fiir p = 2, fiir die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C:
Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei, G: Generalized-«
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Rn—H = Rn O exp (&(()”))7 (653“)

3 ) 1 (e
5‘*’(() - 5‘-"(() Y= Qi1 (6.5b)

3 1 ~ <

521 = 20 + 5 = —hI N (Q1I Q1 — XR, mey). (6.5¢)

Interessant ist nun, welches der Verfahren , und das effizienteste zur
Loésung von ist und wie sich das Generalized-a-Verfahren einordnet.
Dazu ist zunéchst in Abbildung der maximale absolute Fehler der Konfigurati-
onsvariablen ¢ und der Geschwindigkeit v iiber die Schrittweite h € [107*,1073] in
doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich, dass die Verfahren ([6.3)
und in beiden Variablen die genauesten Ergebnisse liefern. Das Generalized-
a-Verfahren ist minimal ungenauer. Das Verfahren (6.5)) (also MKBDF- und
BLieDF-Verfahren) hat die groite Fehlerkonstante.

Trotzdem ist es moglich, dass effizienter als die anderen Verfahren rechnet. Da-
her ist im linken Teil der Abbildung der maximale absolute Fehler von ¢ iiber
die Rechenzeit dargestellt, die die Verfahren fiir alle Zeitschritte benotigen, vgl. Be-
merkung Dabei zeigt sich, dass das Generalized-a-Verfahren am effizientesten ist.
Die anderen drei Verfahren , und liegen in Hinblick auf die Effizienz
nah beieinander. Ein leichter Nachteil fiir das Verfahren (6.5)) ist jedoch aufgrund
der groeren Fehlerkonstanten erkennbar. Dies liegt daran, dass fiir £ = 2 auch im
Crouch-Grossman-Verfahren lediglich zwei Exponentialabbildungen pro Zeit-
schritt ausgewertet werden miissen, was rechentechnisch vertretbar ist; dazu kommt
die sehr gute Genauigkeit des Verfahrens. Fiir wachsendes p oder andere Testproble-
me, bei denen die Auswertung der Exponentialabbildung aufwendiger ist, konnte sich
dies jedoch @ndern.

Zur Losung von ([3.44)) ergeben sich die MKBDF-Verfahren (3.57) und die BLieDF-

Verfahren (3.62) zu

R3 x SO(3)

100 7 100 ¢ vy
5 8 B ——M/B |
o> - | i = G
= 1071 E g 101 E E
A § i § i
Cﬁ - — |- —
£ 1072 F - 1072 F -
= g 1 i 1

1073 — — 1073 — —

1071 100 10! 1071 100 10!
Zeit fur alle Zeitschritte Zeit fur alle Zeitschritte

Abbildung 6.6: Zeit fiir alle Zeitschritte fiir den schweren Kreisel in SO(3) mit den

Bewegungsgl. (3.20) (links) in R® x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) (rechts) fiir
p = 2 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K:
kommutatorfrei, G: Generalized-«
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Abbildung 6.7: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und A fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) fiir p = 2 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF, G: Generalized-a

qn+1 = qn © €XP (‘-’Bén))7 (66&)
gw(()”) — %w(()"_l) = Vil (6.6b)
1 3 1 T
EM(QTL—H) (§Vn+1 —2v, + §Vn—1) = —8(tnt1, @nr1, Var1) — B (qny1) Anga,
(6.6¢)
0 = ®(gpt1)- (6.6d)

In Abbildung [6.7] ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariable ¢ und
der Lagrange-Multiplikatoren A iiber die Schrittweite & € [107%,107%] in doppelt
logarithmischer Skala dargestellt fiir die Losung von . Dabei ist zu erkennen,
dass das Verfahren und das Generalized-a-Verfahren zur Losung von
in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 x SO(3) in beiden Variablen mit zweiter
Ordnung konvergieren. In der Konfigurationsvariable ¢ liefert das Verfahren
genauere Ergebnisse als das Generalized-a-Verfahren . Werden die Lagrange-
Multiplikatoren A untersucht, ist jedoch das Generalized-a-Verfahren genauer.
Der Vergleich im rechten Teil der Abbildung zeigt zudem, dass das Verfahren
bei der Losung von (|3.44)) effizienter ist. Hier ist der maximale absolute Fehler
von ¢ iiber die Zeit dargestellt, die die Verfahren fiir alle Zeitschritte benétigen, vgl.
Bemerkung [27]

Vergleich fiir p =3

Von nun an werden die Verfahren ({3.4)), (3.7)), (3.23) und (3.31]) zur Lésung von ((3.20))

nicht mehr fiir das jeweilige p explizit angegeben, da sie mit grofler werdendem p auch
immer umfangreicher werden.

Zunichst wird iberpriift, ob alle betrachteten Verfahren die gewiinschte Konvergenz-
ordnung aufweisen. Dazu ist in Abbildung[6.8]der maximale absolute Fehler der Konfi-
gurationsvariablen ¢ und der Geschwindigkeit v iiber die Schrittweite h € [107%,1073]
in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich erneut, dass das Crouch-
Grossman-Verfahren und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren die
genauesten Ergebnisse liefern. Die beiden BDF-Verfahren sind ungenauer.

Beim Effizienztest im linken Teil der Abbildung sind die Ergebnisse der BLieDF-
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Abbildung 6.8: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und v fiir den schweren Kreisel in
SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.20]) fiir p = 3 und die Verfahren M: Munthe-Kaas,
B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei

Verfahren , des Crouch-Grossman-Verfahrens und des kommutatorfreien
Lie-Gruppen-Verfahrens sehr eng beieinander. Aufgrund von Schwankungen bei
der Zeitmessung ist es schwierig einzuschétzen, welches dieser drei Verfahren am effi-
zientesten eine Losung bestimmt. Die BLieDF-Verfahren konnten somit trotz deutlich
schlechterer Genauigkeit durch einen guten Rechenaufwand aufholen. Die MKBDF-
Verfahren (3.57)) sind in Hinblick auf die Effizienz etwas abgeschlagen, was vermutlich
an der haufigen Auswertung der Matrix-Kommutatoren in jedem Zeitschritt liegt.

Fiir die Losung des beschrankten Mehrkorpersystems ist in Abbildung der
maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariable ¢ und der Lagrange-Multiplika-
toren X iiber die Schrittweite i € [107*,107%] in doppelt logarithmischer Skala darge-
stellt. Beide Verfahren konvergieren in beiden Variablen mit der Ordnung drei. In je-
dem Fall sind die MKBDF-Verfahren genauer als die BLieDF-Verfahren ((3.62]).
Mit dem rechten Teil der Abbildung|6.9|wird die Effizienz iberpriift. In den MKBDF-
Verfahren werden pro Zeitschritt mehr Matrix-Kommutatoren ausgewertet als

R3 x SO(3)
10! 10! -
—= M
ST —— B
o 1071 F 1 10~ |
. 1073 . 103 | |
z
=
107 | . 107" | |
| | | | I | | | | | N
10° 101 10° 101
Zeit fiir alle Zeitschritte Zeit fiir alle Zeitschritte

Abbildung 6.9: Zeit fir alle Zeitschritte fiir den schweren Kreisel in SO(3) mit den
Bewegungsgl. (links) und in R? x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) (rechts)
fiir p = 3 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K:
kommutatorfrei
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Abbildung 6.10: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und A fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) fiir p = 3 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

bei den BLieDF-Verfahren (3.62)), trotzdem ist in Hinblick auf die Effizienz kein grofler
Unterschied bemerkbar, weil die MKBDF-Verfahren (3.57)) genauere Ergebnisse lie-
fern, vgl. Abbildung [6.10]

Vergleich fiir p =4

Zunachst wird iiberpriift, ob alle betrachteten Verfahren die gewiinschte Konvergen-
zordnung vier aufweisen. Dazu ist in Abbildung der maximale absolute Feh-
ler der Konfigurationsvariable ¢ und der Geschwindigkeit v {iber die Schrittweite
h € [107%,1073] in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Es zeigt sich, dass das
Crouch-Grossman-Verfahren und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren
die hochste Genauigkeit erreichen. Die beiden BDF-Verfahren und
sind ungenauer.

Beim Effizienztest in Abbildung liegen die BLieDF-Verfahren (3.31)) ganz vor-
ne gefolgt vom kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren und dem Crouch-
Grossman-Verfahren . Die MKBDEF-Verfahren schneiden schlechter ab.
Trotz der schlechteren Genauigkeit konnten die BLieDF-Verfahren in Hinblick
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Abbildung 6.11: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und v fiir den schweren Kreisel in
SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.20]) fiir p = 4 und die Verfahren M: Munthe-Kaas,
B: BLieDF, C: Crouch-Grossman, K: kommutatorfrei
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Abbildung 6.12: Zeit fiir alle Zeitschritte fiir den schweren Kreisel in SO(3) mit Be-
wegungsgleichungen (3.20) (links) und in R?® x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51))
(rechts) fiir p = 4 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF, C: Crouch-
Grossman, K: kommutatorfrei

auf die Effizienz Vorteile aufzeigen.

Nun soll die Losung von durch die MKBDF-Verfahren und die BLieDF-
Verfahren (3.62)) untersucht werden. In Abbildung|6.13|ist der maximale absolute Feh-
ler der Konfigurationsvariable ¢ und der Lagrange-Multiplikatoren A iiber die Schritt-
weite h € [107*,1073] in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei kénnen in
R3 x SO(3) fiir die MKBDF-Verfahren (3.57)) genauere Ergebnisse als in den BLieDF-
Verfahren erhalten werden.

Zur Uberpriifung der Effizienz wurde im rechten Teil der Abbildung der maxi-
male absolute Fehler in ¢ {iber die benétigte Zeit fiir alle Zeitschritte dargestellt. Es
zeigt sich, dass aufgrund der geringeren Anzahl an Matrix-Kommutatorauswertungen
die BLieDF-Verfahren effizienter eine Losung bestimmen.
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Abbildung 6.13: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und A fiir den schweren Kreisel in

R3 x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) fiir p = 4 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF
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Abbildung 6.14: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und A fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51) fiir p = 5 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

Vergleich fiir p =5

Fiir p > 4 wurden in dieser Arbeit keine Parameter fiir das Crouch-Grossman-
Verfahren (3.4) und dem kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren angegeben.
Der Vergleich beschrankt sich daher im Folgenden auf die Munthe-Kaas-BDF-Ver-
fahren und die BLieDF-Verfahren . In Abbildung m ist der maximale
absolute Fehler der Konfigurationsvariablen ¢ und der Lagrange-Multiplikatoren A
iiber die Schrittweite i € [107%,107%] in der Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3)
zur Losung von in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dabei schneidet
erneut das Munthe-Kaas-BDF-Verfahren besser ab. Beide Verfahren besitzen
die gewiinschte Konvergenzordnung p = k = 5.

Wird die Effizienz der Verfahren in Abbildung[6.15]in den Lie-Gruppen-Formulierun-
gen SO(3) und R? x SO(3) verglichen, so ist das BLieDF-Verfahren iiberlegen.
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Abbildung 6.15: Zeit fiir alle Zeitschritte fiir den schweren Kreisel in SO(3) mit

Bewegungsgl. (3.20) (links) und in R?* x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) (rechts)
fiir p = 5 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF
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Abbildung 6.16: Maximaler absoluter Fehler von ¢ und A fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) fiir p = 6 und die Verfahren M: Munthe-
Kaas, B: BLieDF

Vergleich fiir p =6

In Abbildung [6.16] ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvariablen ¢
und der Lagrange-Multiplikatoren X iiber die Schrittweite h € [107%,107%] in der Lie-
Gruppen-Formulierung R3 x SO(3) in doppelt logarithmischer Skala dargestellt. Dazu
wurde eine Losung von mit den MKBDF-Verfahren und den BLieDF-
Verfahren bestimmt. Die gewiinschte Konvergenzordnung p = k£ = 6 ist in
beiden Variablen und Verfahren zu erkennen, jedoch rechnen die Munthe-Kaas-BDF-
Verfahren genauer.

Wird die Effizienz der Verfahren fiir die Lie-Gruppen-Formulierungen SO(3) und
R? x SO(3) in Abbildung verglichen, so schneiden erneut die BLieDF-Verfahren

(3.62)) besser ab.

S0(3) R3 x SO(3)
TTT T T 1 T TTT7T T T T T 17177 T T | | 1111
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5 10 10
=
1078 R 108 [ ]
| Lo | | IR | R YN
107! 10° 101 10° 101
Zeit fiir alle Zeitschritte Zeit fiir alle Zeitschritte

Abbildung 6.17: Zeit fiir alle Zeitschritte fiir den schweren Kreisel in SO(3) mit

Bewegungsgl. (3.20) (links) und in R?* x SO(3) mit den Bewegungsgl. (3.51)) (rechts)
fiir p = 6 und die Verfahren M: Munthe-Kaas, B: BLieDF
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Fazit

Im Aufwand-Nutzen-Vergleich der MKBDF-Verfahren (3.57) und BLieDF-Verfahren
waren fiir die untersuchten Testprobleme des schweren Kreisels mit und ohne
Zwangsbedingungen die BLieDF-Verfahren iiberlegen. Beide Verfahren stimmen je-
doch fiir 1 < k = p < 2 iiberein.

Ab einer Konvergenzordnung drei war zu erkennen, dass das kommutatorfreie-Lie-
Gruppen-Verfahren effizienter eine Losung bestimmt als das Crouch-Grossman-
Verfahren . Fiir £ = 1 stimmen beide Verfahren {iberein und fiir k£ = 2 waren die
Verfahren etwa gleich gut, da auch im Crouch-Grossman-Verfahren lediglich zwei Ex-
ponentialabbildungen pro Zeitschritt ausgewertet werden mussten. Der direkte Ver-
gleich aller vier genannten Verfahren zeigt, dass mit wachsender Konvergenzordnung
die BLieDF-Verfahren und das kommutatorfreie Lie-Gruppen-Verfahren am effizien-
testen die Losung bestimmten. Jedoch zeigte sich, dass fiir p = 2 das Generalized-a-
Verfahren (2.18)) sehr effizient rechnete.

Trotz der guten Effizienz der BLieDF-Verfahren im Allgemeinen war die Genauigkeit
bei gleicher Schrittweite h dieses Verfahrens immer schlechter als die des kommutator-
freien Lie-Gruppen-Verfahrens und des Crouch-Grossman-Verfahrens. Die Munthe-
Kaas-BDF-Verfahren lagen in Hinblick auf die Genauigkeit fiir das Problem mit
Zwangsbedingungen vor den BLieDF-Verfahren.

6.2.3 Notwendigkeit des Korrekturterms

In Abschnitt wurde gezeigt, dass der lokale Abbruchfehler 14 der BLieDF-

Verfahren nur von Ordnung O(h?) ist, wenn der Korrekturterm Léki = 0 ist. Dies
soll durch numerische Tests in diesem Abschnitt verifiziert werden. Dazu werden alle
Verfahrensparameter al(-fj) und bg? fiir £ = 3,4,5,6 auf null gesetzt. Numerisch sollte
in jedem Fall eine zweite Ordnung zu beobachten sein.

In Abbildung [6.18| ist der absolute Fehler in ¢ zum Endzeitpunkt t.,q = 1 {iber die
Schrittweite in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 x SO(3) aufgetragen. Wie zu er-
warten war, ist fiir 3 < k < 6 nur eine zweite Ordnung zu beobachten und somit

10° = T T T T T T
107" 1
1072 )
107% 1 1
1074 1
1075 |
1076 -
1077 |

Abs. F. g in tenq

Schrittweite h

Abbildung 6.18: Absoluter Fehler von ¢ in t.,q berechnet mit den BLieDF-Verfahren
mit Korrekturterm L;lkzl = 0 zur Loésung von ((3.62
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eine Ordnungsreduktion vorhanden. Dies entspricht den Untersuchungen aus Ab-

schnitt 3.2.3

6.2.4 Wahl der freien Parameter in den BLieDF-Verfahren

Die Definition des Korrekturterms L(k) 3.34)) bei den BLieDF- Verfahren (|3.62

enthilt freie Parameter a'® ;; und b(k) Fiir £k = 3 und k = 4 ist mit (3.40) eine offen-
sichtliche Wahl fiir solche Parameter durch die Verwendung einer Differenzenappro-
ximation getroffen wurden. Diese konnen in jedem Fall verwendet werden, wenn fiir
ein gegebenes Testproblem keine Daten fiir Parameterkombinationen vorhanden sind.
In diesem Abschnitt sollen jedoch auch andere Parameterkombinationen untersucht
werden, die fiir das spezielle Benchmark schwerer Kreisel zu genaueren Ergebnissen
fithren.

Numerische Testrechnungen fiir das Benchmark schwerer Kreisel in R? x SO(3) zei-

gen, dass betragsmaﬁlg grofle Parameter in L(ZL zur numerischen Instabilitdt der

BLieDF-Verfahren mit k > 3 fithren kénnen. Deshalb werden alle nachfolgen-

den Rechnungen auf Verfahrensparameter ag?, bg? € (—10,10) fir (i,5 = 0,...,k)
beschrénkt.
Fiir die BLieDF-Verfahren (|3.62)) sind dazu zunéchst fiir j = 1,2 Parameter alk)

7,7 7
(1=0,..k), bg?, (1=1,...,k), zu bestimmen, die die Konsistenzbedingungen (|3.41
erfiillen miissen. Dabei gibt es zwei Gruppen von Korrekturtermen. Ein expliziter
Korrekturterm ist durch Parameter definiert, die zusétzlich zu den Konsistenzbedin-
gungen (3.41)) auch aé’f} = bgk]) =0 fiir j = 1,2 und k = 3,4 erfiillen. Gegeniiber
den im allgemeinen implizit gegebenen Korrekturtermen haben explizite Korrektur-
terme praktisch den Vorteil, dass der Korrekturterm im Newton-Verfahren nicht in
jedem Iterationsschritt erneut ausgewertet werden muss, vgl. Abschnitt [3.3.4 Dies
kann aufgrund der nichtlinearen Struktur des Korrekturterms zu einer enormen Re-
chenzeiteinsparung fithren. Daher soll die Effizienz der BLieDF-Verfahren fiir
k = 3,4 mit explizitem und implizitem Korrekturterm untersucht werden. Insgesamt
werden drei verschiedene Varianten von Parameterkombinationen verglichen.

Verfahren mit k =3

Zunachst wird aus einer Stichprobe von je 100 zufillig bestimmten konsistenten Pa-
rametersiitzen mit af) € (~10,10), (i = 0,1,2,3), b)) € (~10,10), (i = 1,2,3), fiiv
j = 1,2 derjenige Parametersatz ausgewahlt, fiir den in einem numerischen Test der
absolute Fehler im Endpunkt tenq = 1 von ¢ mit der Schrittweite h = 1 - 1072 fiir
das Benchmark schwerer Kreisel in der Formulierungen R?® x SO(3) minimal wird.
Das bedeutet natiirlich nicht, dass nicht noch genauere Ergebnisse mit anderen Pa-
rameterkombinationen erzielt werden konnten. Diese Verfahrensparameter sind im

expliziten Korrekturterm-Fall gegeben durch

a’) = —1.37872190956776, af) = —2.95414965850481, (6.7a)
a] = —4.46630667652555, a'’) = 6.43118898334207, (6.7b)
al’) = —0.251965339229852, ay) = 6.04133559544059, (6.7¢)
bY) = 4.86465799288703, b)) = 4.01785358504442, (6.7d)
byy = —5.50013300767788, by = —6.72042623187493. (6.7¢)
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Abbildung 6.19: Absoluter Fehler von ¢ in t.,q berechnet mit den BLieDF-Verfahren
mit k = 3 fiir unterschiedliche Verfahrensparameterséitze im Korrekturterm LSZL zur
Losung von (3.62)) in der Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3)

Wird ein impliziter Korrekturterm zugelassen, so war der Fehler minimal bei Verfah-
rensparametern

ay] = 5.24281797269331, al”] = 2.80233526987551, (6.8)
a] = —3.85724425749725,  a] = 3.30539890486575, (6.8b)
aly = 0.501916816184551, al’) = —3.37875139908466, (6.8¢)
ay) = —1.13188143412463, ay) = 6.44554348846025, (6.8d)
b = —3.61957377496834, by = 0.108068150385785, (6.8¢)
bS] = —3.89846893202143, ) = 3.14090074432045, (6.8f)
bS) = 2.32024603081716, b)) = —7.89797424657311. (6.8g)

)

Ein weiterer Verfahrensparametersatz wurde durch die Wahl mit Parametern aus
definiert, die durch die Verwendung eines Differenzenquotienten bestimmt
wurden.

Der direkte Vergleich der drei Parametervarianten , und ist in Ab-
bildung dargestellt. Wie die Konvergenzanalyse in Kapitel [5] bewiesen hat, kon-
vergieren die BLieDF-Verfahren fiir £ = 3 fiir alle Verfahrensparametersitze mit
dritter Ordnung. Die Parameter aus schneiden am schlechtesten ab. Die ge-
nausten Ergebnisse liefert das Verfahren mit einem impliziten Korrekturterm (Para-
meter (6.8)). Da in diesem Fall die Newton-Iteration jedoch am aufwendigsten ist,
vgl. Abschnitt [3.3.4] wird in Abbildung die Genauigkeit iiber die Rechenzeit,
die fiir einen Zeitschritt benotigt wird, fiir die beiden Lie-Gruppen-Formulierungen
R3 x SO(3) und SE(3) abgetragen. Dabei kann festgestellt werden, dass die Berech-
nung mit explizitem Korrekturterm (Parameter und ([3.40D)) stets effizienter

1st.

Verfahren mit k =4

Fiir £ = 4 wird analog zu k = 3 vorgegangen.
Zunichst wird aus einer Stichprobe von je 100 zuféllig bestimmten konsistenten Pa-
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Abbildung 6.20: Absoluter Fehler von ¢ in t.,q berechnet mit den BLieDF-Verfahren
in den Lie-Gruppen-Formulierungen R?® x SO(3) und SFE(3) fiir ¥ = 3 und unter-
schiedliche Verfahrensparametersitze im Korrekturterm LS’BZ

rametersitzen mit ali € (—10,10), (i = 0,...,4), b} € (=10,10), (i = 1,...,4),
fiir j = 1,2 derjenige Parametersatz ausgewahlt, fiir den in einem numerischen Test
der absolute Fehler im Endpunkt tenq = 1 von ¢ mit der Schrittweite h = 11073
fiir das Benchmark schwerer Kreisel in der Formulierung R? x SO(3) minimal wird.
Das bedeutet natiirlich nicht, dass nicht noch genauere Ergebnisse mit anderen Pa-
rameterkombinationen erzielt werden konnten. Diese Verfahrensparameter sind im

expliziten Korrekturterm-Fall gegeben durch

a{!) = —1.67876614106032, ay] = 3.07122613520328, (6.9a)
as!) = —2.50907130087646, a') = 6.9760443494959, (6.9b)
aly = —8.18750698866965, ayy = 2.21000229945281, (6.9¢)
T T T T T T T T T 7T
02| —~— (B0 |
ﬁ = (6.9)
5 — (6.10)
g w0ty |
[
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Abbildung 6.21: Absoluter Fehler von ¢ in t.,q berechnet mit den BLieDF-Verfahren

mit k = 4 fiir unterschiedliche Verfahrensparametersétze im Korrekturterm L,(le zur

Losung von (3.62) in der Lie-Gruppen-Formulierung R3 x SO(3)
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Abbildung 6.22: Absoluter Fehler von ¢ in t.,q berechnet mit den BLieDF-Verfahren
in den Lie-Gruppen-Formulierungen R? x SO(3) (links) und SFE(3) (rechts) fiir k = 4

und unterschiedliche Verfahrensparameterséitze im Korrekturterm Lgle

b5 = —3.36166983338703, b} = 9.60778111160441, (6.9d)
by = —6.35906537451745, by = 6.95500937843368. (6.9¢)

)

Wird ein impliziter Korrekturterm zugelassen, so war der Fehler minimal bei Verfah-
rensparametern

a!] = 5.5259797909541, a\!) = —5.74722666327503, (6.10a)
al!] = 4.27407568275581, al] = 2.67226789875473, (6.10D)
aty = 5.9482882956157, alh) = —8.19039669944764, (6.10¢)
al) = 3.70086989589663, ayy = —2.16080421168301, (6.10d)
b} = —2.62867609640801, bS) = —3.31210875450453, (6.10e)
by = 0.389431322062876, b\') = —3.00106876837373, (6.10f)
by = —0.584753934011666, b5 = 6.70981550891437. (6.10g)

Ein weiterer Verfahrensparametersatz wurde durch die Wahl mit Parametern aus
definiert, die durch die Verwendung eines Differenzenquotienten bestimmt
wurden.

Der direkte Vergleich der drei Parametervarianten , und ist in Ab-
bildung dargestellt. Wie die Konvergenzanalyse in Kapitel [5] bewiesen hat, kon-
vergieren die BLieDF-Verfahren fiir £ = 4 fiir alle Verfahrensparametersitze mit vier-
ter Ordnung. Dabei schneiden die Parameter aus am schlechtesten ab. Die an-
deren beiden Parametersétze liefern d&hnliche Ergebnisse. Im Fall des impliziten Kor-
rekturterms ist die Newton-Iteration jedoch am aufwendigsten, vgl. Abschnitt
Daher wird in Abbildung die Genauigkeit iiber die Zeit, die fiir einen Zeitschritt
benétigt wird, fiir die beiden Lie-Gruppen-Formulierungen R? x SO(3) und SE(3)
abgetragen. Dabei kann festgestellt werden, dass die Berechnung mit explizitem Kor-
rekturterm (Parameter (6.9))) effizienter ist. Jedoch liegen alle Parametervarianten
fiir K = 4 ndher beieinander.
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Fazit

Die Untersuchungen dieses Absatzes zeigten, dass fiir das Testproblem schwerer Krei-
sel mit anderen Parametervarianten als die in definierten noch genauere Ergeb-
nisse erzielt werden koénnen. Sind fiir ein gegebenes Testproblem jedoch keine Daten
zu optimalen Parametern vorhanden, so konnen die Parameter verwendet wer-
den.

Zudem zeigt sich, dass fiir unser Benchmarkproblem ein expliziter Korrekturterm Lgﬂi
dem impliziten aus Effizienzgriinden vorzuziehen ist. Aufgrund des Mehraufwandes in
der Newton-Iteration bei einem impliziten Korrekturterm, kann davon ausgegangen
werden, dass dies auch fiir andere Testprobleme der Fall ist.

6.3 Variable Schrittweiten

In diesem Abschnitt sollen numerische Tests fiir das Generalized-a-Verfahren (4.11])
und die BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten durchgefiihrt werden.
Dabei wird zunéchst iiberpriift, was bei einmaliger Anderung der Schrittweite pas-
siert. Der Fokus hierbei liegt darauf zu bestitigen, dass nach dieser Anderung der
Schrittweite keine Ordnungsreduktion zu beobachten ist. Damit kann bestétigt wer-
den, dass die Modifikation der Verfahren auf variable Schrittweiten korrekt ausgefiihrt
wurde. Im Anschluss wird die Schrittweite in jedem Zeitschritt verédndert, wobei die
Schrittweitenverhéltnisse o, nah bei 1 gew#hlt werden. Dieser Test soll damit die
Konvergenzbeweise aus Kapitel [l und Abschnitt verifizieren. Laut den Konver-
genzbeweisen sind fiir eine hiufige Anderung der Schrittweite geringe Schrittweiten-
dnderungen moglich, was praktisch nicht die Nutzung von variablen Schrittweiten
rechtfertigt. Schnelle und grofie Anderungen sind praktisch sinnvoll, um besser auf
signifikante Variationen in der Losung reagieren zu kénnen. Daher sollen schlieflich
auch andere Schrittweitenverhéltnisse in den Verfahren verwendet werden, jedoch
wird die Schrittweite fiir eine gewisse Anzahl an Zeitschritten nicht erneut veréndert.
Die Tests fiir das Generalized-a-Verfahren erfolgen in Abschnitt und jene
fiir die BLieDF-Verfahren in Abschnitt .

6.3.1 Generalized-a-Verfahren

Das Generalized-a-Verfahren fiir variable Schrittweiten wurde bereits in [52]
eingefithrt. Dort wurden auch einige numerische Tests fiir den schweren Kreisel in
den Lie-Gruppen-Formulierungen R?* x SO(3) und SFE(3) durchgefiihrt. Unter an-
derem wurde der schwere Kreisel gelost, wobei etwa in der Mitte des untersuchten
Zeitintervalls die Schrittweite einmal verdndert wurde. Dabei fiel auf, dass mit den
beschriebenen Modifikationen aus den Bemerkungen [12] und [13] in allen Variablen
eine Konvergenzordnung von zwei zu beobachten ist. Ohne die Modifikationen kam
es in den Lagrange-Multiplikatoren X in der Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3)
zu einer Ordnungsreduktion. Da diese Testergebnisse bereits vorliegen, soll der Test
an dieser Stelle nicht wiederholt werden, auch wenn in [52] nur die Ndherung 1 aus
(4.9) verwendet wurde.

Im nachfolgenden Abschnitt wird daher untersucht, was bei h&ufiger Schrittwei-
tendnderung mit Schrittweitenverhéltnissen aus Tabelle passiert. Im Anschluss
werden auch andere Schrittweitenverhéltnisse zugelassen, jedoch soll dann die Schritt-
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Abbildung 6.23: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und v (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren (4.11)) fiir variable
Schrittweiten unter Verwendung der Ndherung 1 aus (4.9)) und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt fiir unterschiedliche p.,

weite iiber mehrere Zeitschritte konstant bleiben.

Anderung der Schrittweite in jedem Zeitschritt

In Satz 3| wurde gezeigt, dass fiir gewisse Schrittweitenverhéltnisse o, = h, /h,_1 die
Nullstabilitat des Generalized-a-Verfahrens (4.11)) mit Modifikationen aus den Be-
merkungen [12] und [13| fiir die Niherungen 1-4 aus garantiert werden kann. Da-
her sollte unter Verwendung dieser Schrittweitenverhéltnisse die Konvergenz zweiter
Ordnung beobachtbar und keine Stabilitatsprobleme erkennbar sein. Dieser Aspekt
wird in diesem Abschnitt untersucht.

Dazu wurden fiir jeden Spektralradius po, = 0.1,0.2,...,0.9 und jede Naherung 1-4 aus
jeweils Schrittweitenfolgen wie in Bemerkung [28| bestimmt und mit diesen das
Benchmarkproblem schwerer Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3)
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Abbildung 6.24: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und v (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren fiir variable
Schrittweiten unter Verwendung der Ndherung 2 aus und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt fiir unterschiedliche p.,
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Abbildung 6.25: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und v (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren fiir variable
Schrittweiten unter Verwendung der Néherung 3 aus und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt fiir unterschiedliche p

gelost. In Abbildung [6.23] ist der maximale absolute Fehler der Konfigurationsvaria-
blen ¢ und der Geschwindigkeit v iiber dem Durchschnitt der verwendeten Schrittwei-
ten in doppelt logarithmischer Skala unter Verwendung der Néherung 1 dargestellt.
In den Abbildungen [6.24] [6.25] und [6.26] ist Gleiches fiir die Niherungen 2-4 aufge-
tragen. Dabei zeigt sich, dass in jedem Fall in den beiden Variablen ¢ und v die
Konvergenzordnung zwei ablesbar ist. Dies bestétigt die theoretischen Untersuchun-
gen der Konvergenzanalyse aus Kapitel 4l Aulerdem fillt auf, dass mit wachsendem
Poo die berechnete Losung genauer wird. Jedoch konnten bei groflerem p,, nur ge-
ringere Schrittweitendnderungen vorgenommen werden (vgl. Satz , daher ist die
Verwendung von z.B. ps = 0.9 trotz der besseren Genauigkeit nicht zwangsldufig zu
empfehlen, wenn variable Schrittweiten gewiinscht sind. Wiirde derselbe numerische
Test mit der Lie-Gruppen-Formulierung SF(3) ausgefiihrt werden, so wiirden ver-
gleichbare Ergebnisse folgen.

Nachdem nun gezeigt wurde, dass die Konvergenzordnung fiir alle untersuchten Néah-
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Abbildung 6.26: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und v (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren fiir variable
Schrittweiten unter Verwendung der Ndherung 4 aus und Schrittweitenwechsel
in jedem Zeitschritt fiir unterschiedliche p.,
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Abbildung 6.27: Maximaler absoluter Fehler von ¢ fiir den schweren Kreisel in
R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren (4.11)) fiir variable Schrittweiten und
Schrittweitenwechsel in jedem Zeitschritt fiir unterschiedliche Ndherungen aus (4.9))
und poo

erungen auch numerisch erhalten wird, ist ein Vergleich dieser Naherungen 1-4 aus
interessant. Hierbei ist zu beachten, dass je nach Naherung unterschiedliche
Schrittweitenédnderungen moglich sind. Um daher einen gerechteren Vergleich zu er-
halten, werden Schrittweitenfolgen verwendet, die laut Satz |3 fiir alle Naherungen
moglich sind. Fiir o.,;, wird somit immer der grofite Wert einer Zeile aus Tabelle
4.1] gewahlt und fiir o, der kleinste. Aulerdem wird der Test nur fiir p, = 0.1
und p, = 0.4 ausgefithrt. In Abbildung [6.27] ist dazu die Zeit, die fiir alle Zeit-
schritte bendtigt wird (vgl. Bemerkung , iiber den maximalen absoluten Fehler
in ¢ in doppelt logarithmischer Skala fiir die Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3)
aufgezeichnet. Dabei zeigt sich, dass die Naherung 1 aus fiir beide Spektralra-
dien im Unendlichen p,, am effizientesten zu Ergebnissen fiihrt. Dies hangt damit
zusammen, dass in Ndherung 1 die Anpassungen nur die Beschleunigungen v, und
a, aus bereits berechneten Zeitschritten verwenden. In den restlichen Ndherungen
2-4 aus werden auch v,41 bzw. a,; verwendet, welche im Newton-Raphson-
Verfahren (vgl. (3.60))) beachtet und in jedem Iterationsschritt ausgewertet werden
miissen. Dies fithrt zu den groflen Rechenzeitunterschieden in Abbildung [6.27 Fiir
Poo = 0.4 liegen die Nédherungen 2-4 sehr nah beieinander. Wird der Spektralradi-
Us pso = 0.1 verwendet ist Ndherung 2 am effizientesten und Ndherung 4 berechnet
am langsamsten die Losungen. Fiir die Rechnungen ist stets abzuwégen, ob groflere
Schrittweitendnderungen notig sind (wie in den Ndherungen 2 und 3) oder eine effi-
zientere Rechnung von Bedeutung ist (wie bei Ndherung 1).

Anderung der Schrittweite nach einer gewissen Anzahl an Zeitschritten

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass das Generalized-a-Verfahren fiir
variable Schrittweiten mit Schrittweitenverhéltnissen aus Tabelled.1] von zweiter Ord-
nung konvergiert. Die moglichen Schrittweitenverhéltnisse aus diesem Abschnitt las-
sen jedoch nur sehr kleine Schrittweitendnderungen zu. Diese Schranken sind jedoch
nur hinreichend. In praktischen Implementierungen wéren zudem schnellere Schritt-
weitendnderungen von Vorteil. Daher soll in diesem Abschnitt iiberpriift werden,
ob beispielhaft auch Schrittweitenverhiltnisse aus den Intervallen o, € [0.5,2] oder
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Abbildung 6.28: Maximaler absoluter Fehler von A fiir den schweren Kreisel in
R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren fiir variable Schrittweiten unter
Verwendung von Naherung 1 aus und unterschiedlichen p,, mit o,, € [0.5, 2] und
Schrittweitenwechsel nach Nyonsy = 10 (links) und Nyonse = 30 (rechts)

on € 0.2, 5] verwendet werden konnten, solange die geédnderte Schrittweite dann eini-
ge Zeitschritte konstant bleibt, bevor sie erneut verdndert wird. Dazu werden Schritt-
weitenfolgen berechnet, bei der sich die Schrittweite erst nach einer festen Anzahl
Nionst Vvon Zeitschritten erneut éndert, wobei die Schrittweitenverhéltnisse zufillig
aus den entsprechenden Intervallen ausgewihlt werden. Mit diesen Schrittweitenfol-
gen wird der schwere Kreisel in der Lie-Gruppen-Formulierung R? x SO(3) gelost.
Da der Fehler bei gleicher Schrittweitenfolge fiir die vier Ndherungen aus sehr
nah beieinander ist, wird nur Naherung 1 verwendet. Da dort nur kleine Schrittwei-
tendnderungen moglich sind, sollten auch die anderen Nadherungen keine Probleme
zeigen, wenn die Rechnung fiir Ndherung 1 funktioniert. Auflerdem werden die Spek-
tralradien im Unendlichen p,, = 0.1,0.4, 0.8 verwendet.
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Abbildung 6.29: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und A (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) mit dem Generalized-a-Verfahren (4.11)) fiir variable

Schrittweiten unter Verwendung von Néherung 1 aus (4.9) und unterschiedlichen pg,
mit o, € [0.2,5] und Schrittweitenwechsel nach Nyg,se = 50 Schritten
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In Abbildung ist der maximale absolute Fehler von A iiber den Durchschnitt
der verwendeten Schrittweiten h,, in doppelt logarithmischer Skala aufgezeichnet fiir
Nionst = 10 (links) und Nyenste = 30 (rechts) fiir o, € [0.5,2]. Fiir po = 0.8 und
Nionst = 10 ist keine Gerade in der Abbildung zu erkennen. Das liegt daran, dass in
diesem Fall Stabilitdtsprobleme auftraten und dadurch der Fehler viel grofler ist als
der hier angegebene Bereich. Mit wachsendem Ny,,¢; kann jedoch auch fiir po, = 0.8
eine Losung erhalten werden, die mit zweiter Ordnung in A konvergiert. In Abbil-
dung wurden o, € [0.2,5] und Nyonss = 50 gewihlt und der maximale absolute
Fehler in ¢ und A iiber den Durchschnitt der Schrittweiten h,, in doppelt logarith-
mischer Skala aufgezeichnet. Auch hier ist in allen Féllen die Konvergenz zweiter
Ordnung ablesbar.

Dies zeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen also auch Schrittweitenverhéltnisse
auBerhalb der in Satz [3| gegebenen Intervalle verwendet werden kénnen.

Fazit

In diesem Abschnitt konnte das Resultat aus Satz [ fiir das Generalized-a-Verfahren
mit variablen Schrittweiten (4.11|) verifiziert werden. Es konnte zudem gezeigt wer-
den, dass {iber das hinreichende Kriterium fiir die Schrittweitenverhéltnisse aus Satz
hinausgegangen werden kann, im Speziellen wenn geeignete Einschriankungen an die
Anderungen der Schrittweiten gewiihlt werden. In den obigen numerischen Tests war
die Einschrinkung dadurch gegeben, dass nach einer Anderung der Schrittweite die-
se eine gewisse Anzahl von Zeitschritten konstant gehalten wird. Die Testergebnisse
zeigen somit, dass das Generalized-a-Verfahren (4.11]) praktisch mit variablen Schritt-
weiten verwendet werden kann.

6.3.2 BLieDF-Verfahren

Die BLieDF-Verfahren fiir variable Schrittweiten sollen nun numerisch getestet
werden. Dazu wird im nachfolgenden Abschnitt die Schrittweite zunéichst im gesam-
ten Zeitintervall nur einmal verdndert. Dabei soll die Notwendigkeit der Modifikati-
on aus Bemerkung [23| gezeigt werden. Im Anschluss wird wie beim Generalized-a-
Verfahren untersucht, was bei haufiger Schrittweitendnderung mit Schrittwei-
tenverhéltnissen o,, nah an 1 passiert. Schliellich werden auch andere Schrittweiten-
verhiltnisse zugelassen, jedoch soll dabei die Schrittweite iiber mehrere Zeitschritte
konstant bleiben.

Einmalige Anderung der Schrittweite

In diesem Abschnitt sollen die Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels in den
Lie-Gruppen-Formulierungen R?* x SO(3) und SFE(3) durch die BLieDF-Verfahren
gelost werden, wobei zunéchst eine Schrittweite hy verwendet wird und ab
einem Zeitpunkt von ¢ = 1 mit 2hg weiter gerechnet wird. In Abbildung [6.30] ist
dazu der maximale absolute Fehler von ¢ iiber die durchschnittliche Schrittweite h,,
in doppelt logarithmischer Skala angegeben. In beiden Lie-Gruppen-Formulierungen
ist sowohl mit als auch ohne die Modifizierung aus Bemerkung [23| die Konvergenz-
ordnung p = k fiir £ = 2 und k = 3 zu beobachten.

Diese Feststellung dndert sich jedoch, wenn in Abbildung der maximale abso-
lute Fehler von A betrachtet wird. Dort ist bei der Verwendung der Lie-Gruppen-
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Abbildung 6.30: Maximaler absoluter Fehler von ¢ fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) (links) und SFE(3) (rechts) fiir k = 2 und k = 3 bei einmaliger Schritt-
weitendnderung mit der Modifizierung aus Bemerkung 23| (£ mit *) und ohne diese
(k ohne *)

Formulierung R? x SO(3) eine Ordnungsreduktion zu verzeichnen, wenn die Modi-
fikation aus Bemerkung nicht angewendet wird. Ahnlich zu den Beobachtungen
zu den Anpassungen der Startwerte aus Abschnitt ist fiir die Lie-Gruppen-
Formulierung SFE(3) solch eine Ordnungsreduktion nicht erkennbar.

Anderung der Schrittweite in jedem Zeitschritt

In Voraussetzung [8] wurde davon ausgegangen, dass es fiir gewisse Schrittweiten-
verhéltnisse o, = hy/h,_1 Schranken oy, und oy.y gibt, die die Nullstabilitiat der
BLieDF-Verfahren garantieren. Daher sollte unter Verwendung von Schrittwei-
tenverhéltnissen, die nah an 1 liegen, die Konvergenz der Ordnung p = k fiir k = 2

R3 x SO(3) SE(3)
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Abbildung 6.31: Maximaler absoluter Fehler von A fiir den schweren Kreisel in
R3 x SO(3) (links) und SF(3) (rechts) fiir k = 2 und k = 3 bei einmaliger Schritt-
weitendnderung mit der Modifizierung aus Bemerkung [23| (£ mit *) und ohne diese
(k ohne *)
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Abbildung 6.32: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und A (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) (1) und SE(3) (2) fir k=2 und k =3

und k£ = 3 beobachtbar und keine Stabilitdtsprobleme erkennbar sein. Dies soll in
diesem Abschnitt untersucht werden.

Dazu wurden fiir £ = 2 und k = 3 jeweils Schrittweitenfolgen wie in Bemerkung 28 be-
stimmt und mit diesen das Benchmarkproblem schwerer Kreisel in den Lie-Gruppen-
Formulierungen R? x SO(3) und SE(3) gelést. In Abbildung [6.32] ist der maximale
absolute Fehler der Konfigurationsvariable ¢ (links) und der Lagrange-Multiplikatoren
A (rechts) iiber dem Durchschnitt der verwendeten Schrittweiten in doppelt logarith-
mischer Skala dargestellt. Dabei zeigt sich, dass in jedem Fall in den beiden Variablen
q und A die Konvergenzordnung p = k ablesbar ist. Dies bestétigt die theoretischen
Untersuchungen der Konvergenzanalyse aus Abschnitt

Anderung der Schrittweite erst nach einer gewissen Anzahl an Zeitschrit-
ten

Im vorherigen Abschnitt konnte gezeigt werden, dass die BLieDF-Verfahren (/5.35|)
fiir variable Schrittweiten mit Schrittweitenverhéltnissen nah bei 1 mit der Ordnung
p = k konvergieren. In praktischen Implementierungen waren jedoch gréfiere Schritt-
weitendnderungen von Vorteil. Daher soll in diesem Abschnitt iiberpriift werden, ob
beispielhaft auch Schrittweitenverhéltnisse aus dem Intervall o,, € [0.5,2] verwendet
werden koénnten, solange die gednderte Schrittweite dann einige Zeitschritte konstant
bleibt, bevor sie erneut verdndert wird.

Dazu werden Schrittweitenfolgen berechnet, bei denen sich die Schrittweite erst nach
10 Zeitschritten erneut éndert, vgl. Bemerkung [28 wobei die Schrittweitenverhéltnis-
se zufillig aus dem Intervall o, € [0.5, 2] ausgewihlt werden. Mit diesen Schrittwei-
tenfolgen wird der schwere Kreisel in den Lie-Gruppen-Formulierungen R? x SO(3)
und SE(3) gelost.

In Abbildung [6.33] ist der maximale absolute Fehler von ¢ und A {iber den Durch-
schnitt der verwendeten Schrittweiten h,, in doppelt logarithmischer Skala aufgezeich-
net. Dabei ist sowohl in ¢ als auch in A die Konvergenz der Ordnung p = k fiir k = 2
und £ = 3 in beiden Lie-Gruppen-Formulierungen zu beobachten. Dies zeigt, dass
unter gewissen Voraussetzungen auch grofiere Schrittweitenfolgen verwendet werden
kénnen.
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Abbildung 6.33: Maximaler absoluter Fehler von ¢ (links) und A (rechts) fiir den
schweren Kreisel in R? x SO(3) (1) und SE(3) (2) fiir k = 2 und k = 3 fiir Schritt-

weitendnderungen erst nach 10 Zeitschritten

Fazit

In diesem Abschnitt konnte das Resultat aus Satz [15] fiir das BLieDF-Verfahren mit
variablen Schrittweiten fiir k£ = 2,3 verifiziert werden. Durch die Modifika-
tion aus Abschnitt konnte praktisch die Vermeidung einer Ordnungsreduktion
bestétigt werden. Zudem wurde gezeigt, dass bei geeigneten Einschrankungen grofiere
Schrittweitenverhéltnisse verwendet werden kénnen. In den obigen numerischen Tests
war die Einschrinkung dadurch gegeben, dass nach einer Anderung der Schrittweite
diese nur eine gewisse Anzahl von Zeitschritten konstant gehalten wird. Die Test-
ergebnisse zeigen somit, dass das BLieDF-Verfahren praktisch mit variablen

Schrittweiten verwendet werden kann.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Zeitintegrationsverfahren zur Losung der Bewe-
gungsgleichungen von Mehrkorpersystemen ohne Zwangsbedingungen und von be-
schrankten Mehrkorpersystemen fiir Konfigurationsraume mit Lie-Gruppen-Struktur
vorgestellt. Dabei wurden das Generalized-a-Verfahren und lineare implizite Mehr-
schrittverfahren fokussiert. Das Generalized-a-Verfahren ist ein aus der Literatur
bekanntes Verfahren zur Losung von mechanischen Mehrkorpersystemen auch in der
Lie-Gruppen-Formulierung. Fiir die linearen Mehrschrittverfahren wurden Ideen von
bereits in der Literatur bekannten Lie-Gruppen-Verfahren wie die Crouch-Grossman-
Verfahren und die kommutatorfreien Lie-Gruppen-Verfahren aufgegriffen und ver-
wendet, um Adams-Moulton-Verfahren fiir Mehrkorpersystemmodelle ohne Zwangs-
bedingungen in Lie-Gruppen-Formulierung herzuleiten. Aulerdem wurden BDF-Ver-
fahren néher untersucht. Dazu wurde zum einen ein bekanntes Lie-Gruppen-Mehr-
schrittverfahren, das auf Faltinsen et al. [20] zuriickgeht, vorgestellt und speziell in
der BDF-Variante untersucht. Zum anderen wurde das neue BLieDF-Verfahren vorge-
stellt. Bei diesem Verfahren wird die Nichtlinearitét des Konfigurationsraums durch
einen speziell eingefithrten Korrekturterm beriicksichtigt. Beide Verfahren wurden
auf Mehrkorpersysteme ohne Zwangsbedingungen und auf beschrankte Mehrkorper-
systeme angewendet. Auflerdem konnte ausgehend von dem bereits bekannten Kon-
vergenzbeweis des Generalized-a-Verfahrens fiir beschrinkte mechanische Systeme
die Konvergenz der Ordnung p = k fiir 2 < k < 6 fiir die beiden BDF-Lie-Gruppen-
Verfahren bewiesen werden.

Die Anwendung der Verfahren mit variablen Schrittweiten erfolgte lediglich fiir das
Generalized-a-Verfahren und die BLieDF-Verfahren. Dabei sind einige Modifikatio-
nen, wie z.B. die Anpassung der Geschwindigkeit vor jedem Zeitschritt, notwendig,
um dieselbe Konvergenzordnung wie im Fall konstanter Schrittweiten zu erhalten.
Die Konvergenz dieser beiden Verfahren konnte ebenfalls bewiesen werden.

Die Arbeit schloss mit einigen numerischen Tests, in denen die theoretischen Kon-
vergenzresultate verifiziert und Vergleiche zwischen den Verfahren gezogen wurden.
Alles in Allem zeigte sich, dass die neuen BLieDF-Verfahren mit den bereits bekann-
ten Lie-Gruppen-Mehrschrittverfahren mithalten konnten und somit viel Potenzial
fiir zukiinftige Implementierungen aufweist. In weiterfithrenden Arbeiten wére eine
Verwendung der BLieDF-Verfahren fiir umfangreichere Testprobleme durchaus inter-
essant. So konnte iiberpriift werden, ob sich die positiven Ergebnisse dieser Arbeit
bestétigen.
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Anhang A

Differentialgleichungen erster
Ordnung und weitere wichtige
Begriffe zu linearen
Mehrschrittverfahren

In diesem Anhang sollen grundlegende Begriffe fiir Differentialgleichungen erster Ord-
nung definiert und erkldrt werden. Alle diese Begriffe lassen sich auch auf die zu
betrachtenden Systeme zweiter Ordnung (2.3) anwenden.

Definition A.1 (Differentialgleichung erster Ordnung [46])
Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen (ODEs) 1. Ordnung ist von der
Form

x' = f(t,x) (A1)
mit einer gegebenen Funktion f : R x RY — RY. Eine Funktion x(¢) wird Lésung
der Differentialgleichung genannt, falls fiir alle ¢ € R der Zusammenhang

x'(t) = £(t,x(t)) (A.2a)

gilt. Ist die Funktion f lipschitzstetig, so ist die Losung x(¢) eindeutig durch den
Anfangswert

mit ¢y € R festgelegt. Ein Anfangswertproblem ist die Suche nach einer Losung x(t)
von (|A.2a)) mit den Anfangswerten ((A.2hj).

In der Literatur sind zwei Bereiche von Methoden besonders von Interesse: die Ein-
schritt- und die linearen Mehrschrittverfahren. In dieser Arbeit werden vor allem
Mehrschrittverfahren untersucht und deshalb auch nur die Begriffe fiir ebendiese ge-
nauer vorgestellt.

Definition A.2 (Lineare Mehrschrittverfahren [2§])
Ein lineares Mehrschrittverfahren mit k Schritten zur Losung von (A.2) auf dem
Zeitintervall t € [to, tn,,,| hat die Gestalt

k k

1

% E OiXpy1—4 = E ﬁif(tn+1fiaxn+lfi>7 (n =0,..., Nena — k)7 (A.3a)
i=0 i=0

X(tz) = X, (Z = O, cery k — 1)7 (A3b)



mit Parametern oy, 5; € R, (i =0, ..., k), ag # 0, |ag| + |5k| # 0 und der konstanten
Schrittweite h = t,,1 — t,. Das Verfahren ({A.3a)) heifit ezplizit, wenn 5y = 0 ist, und
ansonsten implizit.

Ein Zeitintegrationsverfahren soll die Losung der Differentialgleichung moglichst ge-
nau approximieren. Dazu ist zunéchst wichtig, welchen Fehler die Verfahren nach
einem Schritt im Vergleich zur analytischen Losung erzeugt haben. Um diesen Feh-
ler qualitativ zu beschreiben, wird der lokale Abbruchfehler verwendet. Dieser kann
durch das Einsetzen der analytischen Losung in das numerische Verfahren erhalten
werden.

Definition A.3 (Lokaler Abbruchfehler [25] [47])
Der lokale Abbruch- oder Diskretisierungsfehler eines linearen Mehrschrittverfahrens

(A.34)) ist definiert durch
L& k
le’; = E ; aix(tn+1—i) — ; Bz’f(tn—i-l—i; X<tn+1—i)) . <A4)
Definition A.4 (Konsistenz [46])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3al) ist konsistent, wenn fiir jedes Anfangswert-
problem ({A.2) gilt
1 X
e

h—0

Es hat die Konsistenzordnung p € N, wenn fiir den lokalen Abbruchfehler (A.4]) und
die geniigend oft stetig differenzierbare Funktion f gilt

=0 fir n=0,..., Nena — k.

[1eX|| < CihP™ fiir alle h € (0,h] und n=0,..., Nena — ¥,

mit von h unabhiingigen Konstanten Cj, > 0 und h > 0.

Der lokale Abbruchfehler ist ein Maf fiir den Fehler des Verfahrens in einem einzel-
nen Schritt. Praktisch ist jedoch das Langzeitverhalten eines Verfahrens von Interesse.
Dazu wird der globale Fehler und die Konvergenzordnung eingefiihrt. Einen Zusam-
menhang zwischen Konsistenz- und Konvergenzordnung fiir lineare Mehrschrittver-
fahren liefert der nachfolgende Satz. Dabei miissen jedoch zusétzlich die Startwerte
des Verfahrens beriicksichtigt werden.

Definition A.5 (Konvergenz von linearen Mehrschrittverfahren [46])

Ein lineares Mehrschrittverfahren heiBt konvergent im Zeitintervall [to, tn,, ],
wenn fiir alle Anfangswertprobleme mit stetig differenzierbarem f und fiir alle
Startwerte x(t;) = x;, (1 =0, ...,k — 1), mit

|x(t;)) —xi]] =0 fir h—0
gilt
HezH _>07 h’_>07 (n:()a"'aNend_k>-

Das Mehrschrittverfahren (A.3al) besitzt die Konvergenzordnung p, wenn fiir alle An-
fangswertprobleme (|A.2]) mit p-mal stetig differenzierbarem f und fiir alle Startwerte
mit

||X(t2) - X2|| < Csh?, he (Ovﬁ]u <A5)

i



gilt _
|lex|| < CghP,  h € (0,h].

Der globale Fehler e ist dabei definiert durch

er = x(t,) — X,. (A.6)

n

Ein notwendiges Kriterium fiir die Konsistenz und Konvergenz von linearen Mehr-
schrittverfahren ({A.3a)) ist durch den nachfolgenden Satz gegeben. Die darin enthal-
tenen Bedingungen werden auch Konsistenzbedingungen genannt.

Satz A.1 ([28])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3a)) mit k Schritten konvergiert nur dann mit
Ordnung p, wenn die Konsistenzbedingungen

k
> a;=0, (A.7a)
Zai(k—i)£:€Zﬁi(k—i)é_1, (t=1,..,p), (A.7h)

erfiillt sind.

Wiirden Einschrittverfahren untersucht werden, so wiirde die Konsistenzordnung p
direkt auch eine Konvergenzordnung von p zur Folge haben [46]. Fiir lineare Mehr-
schrittverfahren wird jedoch die zusétzliche Bedingung der Nullstabilitat benotigt.
Durch diese Nullstabilitéit eines Verfahrens wird erreicht, dass die Losungen nicht
unbeschriankt wachsen konnen.

Definition 27 (Nullstabilitiat [46])
Ein lineares Mehrschrittverfahren (A.3al) heit nullstabil, wenn alle Losungen der

homogenen Differenzengleichung

k
E aXpy1-; =0
=0

beschrankt bleiben.

Satz A.2 ([46])

Sei f hinreichend oft stetig differenzierbar auf dem Intervall [t,?x. ] und sei das
lineare Mehrschrittverfahren nullstabil und konsistent mit der Ordnung p,
dann besitzt es auch die Konvergenzordnung p.
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Anhang B

Losung der kinematischen
Gleichung in
Lie-Gruppen-Formulierung unter
Verwendung der Linkstranslation

In diesem Anhang soll die Losung der kinematischen Gleichung ([2.25)) analog zu [27]
berechnet werden. In [27] wurde anstelle der Linkstranslation die Rechtstranslation
verwendet. Dazu werden zunéchst vier Lemmata benétigt.

Lemma B.1
Fiir den adjungierten Operator gilt

ad’ (1) = (—1)'adg ()
fiir alle u,w € g und i € N.

Beweis:
Der Beweis wird durch vollstdandige Induktion gefiihrt.

IA: Ist @ = 0, so folgt
ad” o (1) =1 = (—1)%ad% ().
IV: Die Behauptung gelte fiir ein ¢ € N.
IS: Die Behauptung ist auch fiir ¢ + 1 erfiillt, da
ad™l (@) = [-w,ad’ ;(@)] ZF — [w, (~1)'ad(@)] = (—1)7* [, adl; (W)]
= (~1)*'ad @

gilt.

Lemma B.2
Die Identitat

k

Whadh (@) =Y ("“) ad (w)ywh
: J
j=0

ist fiir alle u,w € g und 7, k € N erfiillt.
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Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion nach k.

TA: Fir k=0 ist

wladk (1) = ady, (1) = 20: ( ) adi (@)w

und fir k=1
w'adi (1) = wadk (1) — adk ()W + ads (0)w
= [w,ady (0)] + adj (W)W

<é> adi (F)F' + G) adi ()

' /1 L
( ) ad’f](u)wl_j
— \J

J=

fiir alle 7 € N erfiillt.
IV: Die Behauptung gelte fiir ein £ € N und alle ¢ € N.
IS: Die Behauptung ist auch fiir k& + 1 erfiillt, da

k
whlad (1) = ww”ads (1) Y& Z (k) adf{j(ﬁ)ﬁ/k_j
ek o
> ( ,)x?vadgﬂ(am—j
7=0
k .
v Z ( ) dzﬂ u)w + adzﬂﬂ(ﬁ))vak_j
7=0
k
Z( ) dZ"r] Nlﬂ —j+1 +Z( ) d’L+]+1 )
J=
— adi (W)W + Z ( )adz—l—J AR

k
i Z ( k )ad:‘;](u)wk j+1 + ad1+k+1( )

VAR
k+1
_ (k + 1) adg” (W)Wt
=0 \ 7

fiir alle © € N folgt.

Lemma B.3 (vgl. [27, Abschnitt I11.4.1})
Die Ableitung erfiillt

fiir alle u,w € g.



Beweis:

Es gilt mit den Lemmata und
k—1
<, h )Gvk_i_ladi_w(ﬁ)
v+ 1
1
~k—i—1 i dz~ ~
> ()5 @
k—i—1 ,
Ok k—1—1 it (oo e k—i—j—1
(S ()

=0

s.
?S‘

el .
(!
_ O

=0

Durch die Anderung des Indexes in der zweiten Summe mit £ = i + j folgt

k1 (l f 1)‘7vk—i—1adi_v~v(ﬁ)
e (iil)’i(’fzif%d“””““

> @0 (1))

unter Vertauschung der Summen. Das Umschreiben von

S )7
—( L)) -5

B\ (k—i—1 ko [1+1
_ fiiralle k> 14+1>i+1>
(z’—l—l)( 0 ) (€+1><z’+1)’ rallek =1+1=0+120,

£+1
’ 1
Z(—w(gt ):o, (>0€eN,

i=0
vgl. [26], liefert die Behauptung, da nach [27, Section II1.4.1] die Gleichung

d — [ k
~ _ ¢ k-1
(dww ) u= ;:0 (€+ 1) adg (u)w

<.
Il
o

|
E s
— O

und

giiltig ist.

Lemma B.4 (vgl. 27, Lemma 4.1])
Die Ableitung der Exponentialabbildung (2.26) ist gegeben durch
d .\ ~ ~ ~
(E exp(w)> U = exp(W) (dexp_g (1))
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mit u,w € g und
- 1 ~
dexpg(u) = g 0T 1)!adf~v(u).

k>0

Beweis:
Der Beweis ist analog zu [27, Lemma I11.4.1]. Es gilt mit Gleichung ([2.26]) und Lem-

ma [B.J]
d N\ =1 /74d .\
<ﬁeXp(W>>“_ZH(WW>“

k=0
00 k—1

= 1 k ~k—i—1_ 1% ~

a ; k! ; (Z ¥ 1)“’ ad” 5 (u)

= i i 1 "x’k—i—l adi N (ﬁ)
i=0 \k=i+1 (Z"‘l)'(k’—l—l)' —w

Wird der Index in der zweiten Summe durch ¢ = k — ¢ — 1 ersetzt, so ist

d JU DUy T )\ o~
(ﬁ exp(w)) u= ; (; mw ) ad’ & (1)
— exp(W)dexp_ (T)

erfiillt.

Lemma B.5 (vgl. [27, Theorem IV.7.1])
Die Losung der Differentialgleichung (2.25) mit ¢(¢,,) = ¢, ist in einer Umgebung
von t,, gegeben durch

q(t) = gm0 exp (Un(t)), (B.1)
wobei v,,(t) der Differentialgleichung

5, (1) = dexph  (¥(1)
gentigt.
Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zu [27, Theorem IV.7.1]. Durch das Ableiten von (B.1))
nach t folgt

i) = D14, (5 o9 Pu(0) ) B0

= DLy, (e) - (exp (Fn(t))dexp_s, () (U (1)) (B.2)
mit Lemma [B.4l Weiterhin gilt durch Einsetzen von (B.1) in (2.25)
4(t) = DLy coxpn(ey(€) - V(1). (B.3)

Das Gleichsetzen von (B.2)) und (B.3|) ergibt
V(t) = dexp_,;m(t) (ﬂm(t>)

und die Behauptung folgt durch Anwendung des inversen Operators dexp:ll,m(t).
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Anhang C

Reihenglieder der
Magnus-Entwicklung

Nach [40] berechnet sich »(t) aus (2.29) durch die Formel

p(t) =D S (t) (C.1)
mit .
e SRR Gk
A, (1) = ' ><t>—<r—1>!j:1 e Z adg i (t).

Hierbei ist Hf die Menge der geordneten Partitionen von j der Lénge k, m € H"f
ist eine geordnete Menge von nicht-negativen natiirlichen Zahlen m = {my, ..., 7}, so
dass m + ...+ m = j und ad§ = adg_ - ... 'ad?ﬂ sind, wobei Y; = L1 gilt. Mit [40]
sind die Werte bis fiinfter Ordnung gegeben durch

filt) = 0 (C22)
1) = ¥(0), (©20)
falt) = ¥(0), (©.20)
(1) = ¥(0) + 5[0, %), (C24)
() = ¥ (1) + [F(0), ¥(0)) (C.20)
Fi(t) = 99(6) + S[9(0), ¥ (1) + [0, $(0)] — 500, F(0), ¥(0)]

+ S[80), F0), ¥ 0] — 2[00, 900, [906), 0]} (C.26)

Die Vorzeichen vor den Kommutatoren mit gerader Anzahl an Eintrdgen unterschei-
den sich von denen in [40] gegebenen, da dort die Rechtstranslation verwendet wurde.
Die Ergebnisse fiir » = 6 und r = 7 sollen nun vorgestellt werden. Dabei wurde die
Formel aus [40] verwendet, pi4(t) und p,(t) sind dort jedoch nicht angegeben.
Es folgt

6—7

p(t) = 5'2 j—l )! k‘—i—l Z adg p; (1)

k=1 WEH’g p
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4

=v9(t) -5 2:

3

mellk

l Z ade,S l Z Yl’l'4

7er 7er

5 .

WEH%

Z adgy ) Y’“"2
nelll

(C.3)

(C.4)

Um die Rechnungen nicht zu sehr ausufern zu lassen, wird nachfolgend nur eine der
Summen aus (C.4) ausfiithrlich berechnet. Die Berechnung der restlichen Summen

folgt jedoch analog Somit ist

_ uz k+1 ' Z adffiy(t) = 60 Y adZfis(t) —20 > adf iy (t)

mellk m€ell} nell?
+5 ) adgfiy(t) — ) adgfis(t)
WEHZ TFEHi

= —20adg adg, fi5(t) — 20adg, adg fy(t)

+ 5ad‘~{1 ad% ad‘?1 o(t) + 5ad§2 ad‘?1 ad§,1 o (1)

- ad{(1 ad{{1 ad{{1 ad{{1 o(t),
da adg, p,(t) = 21Ba(t), 15(t)] = 0 ist bzw. im Allgemeinen

s 1) = {7 (1), 7 (0)] = 0

fiir alle7 € N gilt Durch das Einsetzen der XNC und Gleichung 1) folgt dann

IZ YIJ’Q

ﬂ‘Hk

:_§ﬁ@%%@]—g[u%h(> ﬂ}+%ﬁWﬂﬂwméwﬂ

v(t
+ % [vo. o [ro s0)]] - 3 [Fo. [o. 0]
+§ﬁmﬁ@ﬁ@ﬂﬂﬂ—wmﬁwﬁwﬂﬂﬂ.

Wird jede der Summen aus (C.4]) auf diese Art untersucht, gilt insgesamt

(t) = |79 +2[%, 59 4 SR [, V) - SR . 990 4+ 5[99
AU . S SRR S
- E[Va [V7 [V7Vm - 6["7 [V7 V]] - E[Vv [V7 [V7Vm + §[V7 V]
Sae
bzw. mit der Jacobi-Identitat
folt) = |79+ 29,59 4 5. 1 - 55 900+ 29, .9
R A A A A A A R A )

X



Analog erfolgt die Rechnung fiir g1,. Daher ist

]

I‘l’7< _6'Zj_1' k—i- ' Z adyy’j

k=1 7r61'[’7C 4

_ 3500 — 6l ; (1(:)1)! ad fiy (£) — 6! ; (1(:)1)! ad iy (1)

WEH’g

_ 3602 (1(:)1)! > adf fig(t) — 12(); (1(6_31)1 kadgﬁ4(t)

SchlieBlich folgt mit der Jacobi-Identitét ([2.22))

frlt) = |70+ SI0] 4 . 5,59 - 7, 91 - 9691

B A A RS AA A A A ) R A
A A A | A A A A NS A A

B oo e O o O e T
NN AN A R A S R A R A
T A | B A A B A A R A B AT
AN A0



Anhang D

Beweis von Satz (4

In diesem Anhang soll Satz 4| bewiesen werden. Dieser Satz ist eine Folgerung aus [4]
Theorem 4.16] und Voraussetzung . Dafiir werden die Variablen h,,, Ky, und k,,,
durch hmax, Ky max UNd Kz max mit

Kymax = MaxX Ky, <1 und Kymax = MaX Ky, <1
n=0,...,Nend 1n=0,...,Nend

ersetzt und zum Abschluss des Beweises wird nicht nh = (¢, — ty) sondern

nhmax < nchhmin < CYh Z hz = Ch(tn - tO) (Dl)

1=0

verwendet.
Beweis:

a) Zunichst soll gezeigt werden, dass die Wahl der Norm keine Rolle spielt, solange
jeweils eine Norm existiert, die die gegebenen Voraussetzungen erfiillt. Dies kann
analog zu [4, Beweisteil a) in Theorem 4.16] erfolgen und soll aus diesem Grund
nicht weiter vertieft werden. Zur Vereinfachung der Notation soll die folgende

Fehleranalyse auf ein Normenpaar (|.|lyp, ||-|l2,) mit y, = ||Ty.,lly <1 und
Kan = || Tanllz < 1 beschrénkt werden. AuBlerdem wird im Folgenden auf die
Indizes y und z am Normsymbol ||.|| verzichtet.

b) Dieser Teil des Beweises erfolgt in Anlehnung an [4, Beweisteil b) Theorem 4.16].
Der einzige Unterschied besteht darin, dass sowohl h,, als auch &, , vom gew&hl-
ten Zeitschritt abhidngen.

Zunichst werden zwei Folgen (uy,)n>0 und (w,)n>o definiert durch

n—1
Up, = E% - HTy,lEg ) Uy = HE%’ - E%’H = 07 (DQ&)
i=0
n—1
w, = ||BZ = [ To.Es|l,  wo = |E;—Ef| =0. (D.2h)
i=0
Weiter seien
fyn = [[Tynll und kg = [ Tynl. (D.3)
Laut Voraussetzungen gilt
max Ky, <1 und mMax  Kgp = Kzmax < L. (D.4)
n=0,...,Nend n=0,...,Nend
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Mit Hilfe der Dreiecksungleichung sind die Gleichungen

n—1 n—1 n—1
1By < |[E = [T Ty.BY | + || ] Ty BY || < wn+ [ myal EX
i=0 i=0 i=0
(D-4)
< up + [ EY| (D.5a)
und analog
n—1
B2 < wn + [ ] Rl G < wn + 7 B (D.5b)
i=0

erfiillt. Werden (D.5a)) und (D.5b)) in (4.42]) eingesetzt, so folgen die Abschétz-

ungen

||EZ+1 - TymE%H < LUhn(un + Upt1 + Wy + wn—i—l)

+ Lohy (2IIEY || + £ max(1 + Fzmax) [EG||) 4 ha Mo,
(D.6a)

HE:LJrl - TZ,nEfLH S LO(un + Up+1 + hn<wn + wn+1))
+ Lo (/|EY|| + hurg max (1 + Famax) |[EGN)) + Mo.  (D.6b)

Auflerdem gilt mit (D.2a), (D.3)), (D.4), (D.6a) und h,, < hpax

Upt1 < ||E%+1 - Ty,nE%H + ||TynH

n—1
E% - H Ty,iE%’
=0

S (1 + LOhmax)un + LOhmax(un+1 + Wn, + wn+1)
+ Lohmax (QHE(})’” + K;;L,max(l + ”TJZ,maX)HE(z)H) + hmax Mo

und analog

Wp+1 S LO(UTL + un—i—l) + (hmaxLO + "iz,max)wn + hmaxLOwn-‘rl
+ Lo <2||E%)’H + hmax/’f:,max(l + Hz7maX)”EgH) + M.

Daraus lésst sich das Ungleichungssystem

1— LO hmax _LO hmax Up+1

—LO 11— LOhmaX Wn+1

N ~~ 7 N——
=L =Vn+1
S 1 + LOhmax LOhmaX Up, 4 R
LO LOhmax + Rz max Wn,
—b,

mit
Lohmax (2IE | + 53 max (1 + Kzmax) [EGN) + hmax Mo
Lo (2||Eg|| + hmax/{z,max(l + HZ,maX)”ESH) + Mo
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formulieren. Die Matrix L ist inversmonoton (vgl. [35]), da 0 < hpax < h <
m und Ly > 0 den Zusammenhang
0

-1

1- LOhmaX _LOhmax 1
—Lg 1 — Lohmax L= hanae(2L0 + L5) + DL

1-— hmaxLO hmaxLO
LO 1— hmaxLO
> 044

liefern. Deshalb folgt aus O4x4 < (b, — Lv,,1) direkt 044 < L7 (b, — Lv,,1)
und somit

Vn+1 < Lilbn =

1 + hmaxL(z) - h?naXLg hmaxL0<]- + ﬁz,max)
1 — hpmax(2Lo + L3) + k2, L3 1 — huax(2Lo + L3) + h2, L3
Lo(l + ’fz,max) + 2hmaxL8 hmaxL(Q) + h?naxL(Q) + 2hmaxLO"'iz,max + /{z,max
1 - hmax<2L0 + L%) + h?naxL(Q) 1 - hmaX(2L0 + L(Q)) + hIQnaXLg
Unp,
+L'R.
Wn,

Weiterhin sind fiir 0 < hyax < h < 745, Lo > 0 und Ly = 8L + 4L die
0
Ungleichungen

14 hunax L2 — B2, L3

max

1 — hmax(2Lo + L§) + 2,
PmaxLo(1 + Kz max)
1 — hmax(2Lo + L§) + b2, L§
Lo(1 + Fgmax) + 2hmax L
1 — hunax(2L0 + L§) + h2,.. Lj

Pnax (L3 + 2LoKgmax) + 2, L2 + mg,max
1 — hmax(2Lo + L3) + h2,,, L2

max

7 <1+ (8Lo 4+ 4L3) hmax < 1+ Lohmax,

S 2L0(1 + fiz,max)hmax S ZOhmaxa

< 4Ly < Ly,

S ’fz,max + (8L0 + 4L(2))hmax

S Rz max + ZOh'max

erfiillt und es ergibt sich das Ungleichungssystem

Up, 1 4 Lohmax Lohumax Up, _
I e +R (D.7)
Wn+1 LO "iz,max + LOhmaX Wp,
W (hnax)

mit Mg = 2(1 + Lg) und
R zOhmaXHE%,H + Hg,maXZOhmaX”Eg“ + Panax Mg

Lol B || + 5 max Lohumax | EZ | + Mo

Z,max
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c)

Da h,, durch die maximale Schrittweite h., abgeschitzt wurde, hdngen weder
W (hmax) noch R vom betrachteten Zeitschritt n ab. Damit kann von nun an
genau wie in [4, Beweisteil ¢) Theorem 4.16.] weiter vorgegangen werden. Da-
bei wird durch eine Eigenwertanalyse die Matrix W (hyay) auf Diagonalgestalt
gebracht mit

\/__1 (hmax)w(hmax)v(hmax)

1+ Lo(L¢ + 1) hmax 0
z0 Rz, max + ZO(]- - Léj)hmax ’
wobei
1 _Lchmax 1 1 Lg“hmax
V(hmax) = s A\ (hmax) =
0 1 0 1
und Lg i= 22— + O(huax) sind.

Mit einer Folge (vy,),>0 von nichtnegativen Zahlen v,, definiert durch

kann (D.7]) umgeschrieben werden zu

Un+1 S (1 —|— ZO (LC + 1)hmaX)vn + ZO (Lchmax + 1)hmaX’%ZmaxHESH

+ (L¢ + 1) huax (Mo + Lo|[E¥ ), (D.8a)
Wn41 < ZO'Un + (sz,max + zO(1 - LC))wn + ZOhmaxliZ,maxHEgH + MO + zOHE%,H
(D.8b)

Auch dieser Teil des Beweises kann analog zu [4, Beweisteil d) Theorem 4.16]
erfolgen. Da die rechte Seite von nichtlinear von Amax abhéngt, denn
L¢ = L¢(hmax), wird L fiir hinreichend kleines A,y durch Le mit
L 2L —
LC = 0 + O(hmax) < — = LQ

1— ﬁz,max —1- "iz,max
substituiert. Fiir L := Lo(L¢ max{1,h} + 1), eg = ||[EZ||, M := (L + 1) M, +

LI|EY, £ == Kgmax und h = hpya, kann fiir Gleichung das Lemma
angewendet werden, so dass aus Gleichung (4.47a)) die Abschétzung

v, < err, — |[|EY|| (D.9)
mit

ethmax

hmaxL z -1 — v
g ) + ST T+ )

e (R

Z,max

folgt. Aus den Gleichungen (D.1)), (D.5a), (D.9) und w, = v, — L¢pw, < v,
kann daher

T o o eLoCh(tn—to) _ 1 __
B[] < ePortmto) LEY|| + Cohmax | EG|| + 7 Mo

Xiv



gezeigt werden.

Wird in (D.8b) die Abschéitzung _eingesetzt, so kann fiir £ = Kz max,
Lo(1—Le¢,) < Lo < L, eg = ||E3||, M == My + Loerr,, und h := fypay Lemma 7]

angewendet werden, da (err
kleines hpmax € (0,h) aus
Gleichung

)n>0 monoton wachsend ist. Es folgt fiir hinreichend

4.47b), (D.1)), (D.2b) und 1 < e* fiir x > 0 die

IE% — T3, Bl < Coe O (IBY|| + huax | BF|| + o).

Damit folgt die Behauptung.
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Anhang E

Gleichungen fiir die globalen Fehler
und gekoppelte Fehlerrekursion

der BLieDF-Verfahren mit
variablen Schrittweiten

In Kapitel |5 wurde die Konvergenz der BLieDF-Verfahren ((5.35)) bewiesen. Ein Teil
der Berechnungen wurde jedoch ausgelassen, da keine neuen Beweisideen enthalten

sind. Die fehlenden Beweisschritte sollen in diesem Anhang angegeben werden. Dazu

werden die Gleichungen der globalen Fehler e, €}, ) und e aufgestellt und zu der

gekoppelten Fehlerrekursion (4.42)) kombiniert.

E.1 Globale Fehlergleichung fiir €}/,

Um eine globale Fehlergleichung fiir €7, zu erhalten, wird wie in Satz [8| vorgegangen.

Satz E.1
Der globale Fehler e, der BLieDF-Verfahren ((5.35)) erfiillt die Fehlerrekursion

k k k
1 w \% w 1 w
. Z%,nempi,o =epy + 17+ O(hn) <Z €nt1—i T . Z ||en+1z',o||> - (B
" i=1

=1 i=0

Beweis:
Da der Korrekturterm L,(f)n einer Lipschitzbedingung

LY~ L Znenﬂ A+ o Z||en+1 ol

geniigt, folgt die Behauptung analog zu Satz [§ mit den Gleichungen (|5.35b) und
(5.37h)).
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E.2 Globale Fehlergleichung fiir e

Die Berechnung der Fehlerrekursion fiir e! erfolgt analog zum konstanten Fall in

Satz 10l

Satz E.2
Die globalen Fehler ¢ der BLieDF-Verfahren (5.35)) erfiillen die Abschétzung
|k k -2
h, Z Qin€p i1 = €nq + 17— Z Tin (H o > V(tn)eh 1
" i=0 i=1 j=0 """
k L&
+ O(hn) (Z €nt1—i + I Z He:-i—l—iﬁH) : (E.2)
i=0 =1

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu Satz [10] fiir A = h,, unter Beachtung von ([5.39)) und
(15.41)).

E.3 Globale Fehlerrekursion fiir e’

Fiir den globalen Fehler e¥ muss zunéchst, wie zuvor in Generalized-a-Verfahren (vgl.
Lemma [9), die Differenz von v(¢,) mit ¥,, untersucht werden.

Lemma E.1
Esgilt firi=1,....k

V(tnt1—i) = Vpri—i = €5 1 — C(Q(tn-‘rl—i)) Jin (Al‘:—i(tn) - Al:—i) + O(hfﬁl)

M

mit
1 2020, (17 1 140, i1 1+0.,
ALY (tn) — ALY, = ~ Tl H 2 2+ - Loote )
6(14+0,1) \ 112 . O iOn—i—1 Op—i
j=0 n—J n—i
k
ey — (L+op-1)ey_y +on1€y_y) + O(hy,) Z €nt1-i + O(h3)
i=1
(E.3a)
fiir Kk =2 und
i—1
1 1 140,41 14+ 0,
AlY (t,) — AlY , = —c202 0, ( i — m ) :
() 4 e jHO Op_; \Op_iOn i 1On—i—2  Op_iOp_i-1
1 v 1 v
' en - —enfl
1+ o0, 1)1+ 0,2+ 0,10,_2) (14+0,-2)
2
On—1 v On—10,_9 v
4+ — e 5, — €
(1 + O'nfl) 2 (1 + O'an)(l + Onp—2 + O'anO'nfl) 3)
k
+O0(h) > ensa—i + O(h) (E.3b)
i=1
fir k = 3.
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Beweis:

Aufgrund von ([5.34)) sind

oney — oney

V(ty) — Vi = - "=l O(hy,), (E.4a)
. . 2020,_1 (e —(1+ o0, 1)€Y+ 0,_1€) ,)

tp) — Vv, = . = - . hn ) E.4b
) =% o . Lo, (Bab)

V() — 60202 _ 1002 ( 1 v 1 v
Vi(ty) — Vi, = e, ———ey_
h% (]- +0n—1)(1+an—2 +O-n—10-n—2) (1 +0n—2) !
2
On—1 On—10,_9
+ —ev_ f— e;:_ + O hTL
5002 " (Ut ona)(L + 0ng T Onaon) 3) ()

erfiillt. Mit den Gleichungen ([5.30)), (5.33)) und (5.37d)) folgt firi =1, ...,k

V(tnt1-i) = Vopr-i =€y — C(Q(tn+1—i)) gm (Alw i(tn) — Al;zd—i)

i,n

+ O 1) [ AL, (E.5)

da C(qn) = C(q(tn)) + O(hy,) ist (vgl. (4.19a)) und Voraussetzung @ Wegen (5.38)
und ist mit (E.4) die Abschétzung (E.3) erfiillt. Einsetzen in (E.5)) liefert mit

- d1e Behauptung.

Nun koénnen globale Fehlerrekursion fiir e} analog zu Satz |11 bestimmt werden.

Satz E.3
Die globalen Fehlerrekursionen von ey fiir die BLieDF-Verfahren (j5.35) sind gegeben
durch

k
1 E : v
h,, “

=0

+ |
= S =
—
~—

M- 5

-
I
—

YimnC(q(tns1-0)) (ALL_(t,) — Al_) — M B2

M-

.
Il
—

IV Lok, (E.6a)

VinB (Q(thrl*i)) (AI:—i(tn) - Al:—i) - efiv{_lBT)\

E aznen+1 i =

k+1
1) Z ensioi + 1M Y+ O(BE), (E.6b)
k+1
Z Q; nen+1 i (1) Z Ent1—i T O(hﬁ)7 (E6C)
=0

Beweis:

Die Gleichung ([E.6al) folgt aus der Differenz von (5.37¢]) mit (5.35¢) und unter Verwen-
dung von Lemma [E.1 Durch Multiplikation mit B(q(t,41)) bzw. P(g(t,+1)) folgen
(E.6b)) und (E.6¢), da [BC](¢) = B(g) und [PC](q) = 0 sind und unter Verwendung

von ([E.3)) und Satz .
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E.4 Globale Fehlerrekursion fiir e

Auch fiir die globale Fehlerrekursion fiir €} wird wie im konstanten Fall vorgegan-

gen. Dazu kann zunéchst das nachfolgende Lemma bewiesen werden, das analog zu
Lemma [18] folgt.

Lemma E.2
Wenn n >k —1und k£ > ¢ > 1 ist, dann folgt die Abschétzung

q q

Cnt2-i ~ Cnt1-
B(Q<tn+1—i)) Hh o -ty Z(Q<tn+1—i)) (ei+1_¢7 V<tn+1—i>)
1 1 "
=0 () maxl@0)] + O (el + ool
nt+1—i " n+1—3

mit dem Kriimmungsterm Z aus ((3.47)).

Nun wird das Pendant zu Lemma (19| untersucht. Dafiir wird ein Term AEL ein-
gefiihrt, fiir den

AP, =0, (n+1=—k —k+1,..,0,1,..,k—1), (E.7a)
AP =0y, (n+12>k), (E.7b)

gilt.

Lemma E.3
Unter Voraussetzunggibt es einen Term AEL mit (E.7)) und es gilt fiir die BLieDF-
Verfahren ([5.35) die Abschéatzung

k i—2
1

Bt Blaltr )12 = O () a0 - Blalt)¥10) 3 [T el

i=1 j=0 "7J

k
1
+ O(hy) (Z €nt1-i t i Z Hezﬂi,o”) (E.8)

firn+1> —k.

Beweis:
Der Beweis erfolgt analog zu Lemma [19| unter Verwendung der Startwerte aus Vor-

aussetzung [7, Gleichung (E.2), Lemma und (5.40).

Schlieflich kann eine Abschétzung fiir den globalen Fehler 5%, bewiesen werden.

Satz E.4
Die globalen Fehler egil der BLieDF-Verfahren (5.35) mit 2 < k < 3 erfiillen die
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Abschétzung

v 1
n+1 ZO‘Z 2ABY i1+ O (h > max || ® (g, )|
2%k L
+0(1) (Z Ent1—i T . Z ||e:+1—i,0||) +O(h")
i=0 " i=1

mit S .= BM'B".
Beweis:

Der Beweis gilt wie in Satz 12| mit den Gleichungen (E.6b) und (E.8), den Zusam-
menhéngen (5.39) und (5.40)) und Satz[14] Der zusitzliche Term

k
1
T E ’Yz‘,nB(Q(thfi)) (Alﬁﬂ-(tn) - Alﬁfi)v
=1

vgl. Lemma enthilt globale Fehler eBY und wird daher analog zu dem Term
= Zl Oamen Y, _; mithilfe von (E.8)) eliminiert.

E.5 Gekoppelter Fehlerrekursion

Die Gleichungen fiir die globalen Fehler e, e}, e, und e aus den vorherigen Ab-

schnitten kénnen nun zu der Zwei-Term-Fehlerrekursion (4.42)) kombiniert werden.

Lemma E.4
Die globalen Fehler der BLieDF-Verfahren ([5.35)) erfiillen fiir n > k£ — 1 unter den
Voraussetzungen , , |§] und [7| die gekoppelte Fehlerrekursion (4.42) mit

q 1l gw
€n hn—1 en—l,()
q 1 w
EY — €12k | D R Chrt+1-2k,0
n ) n ’
ePV eS)\
n n
Pv SA
| Cnt1-2k | | Cnri-ok
. Ta,n 022k Tﬂ/,n 0(2k—1)><2k
Ty,n = ® INa Tz,n = & IN;
022k Tan O2kx (26—1) Jor
mit
1
2kx2k
Ta,n = ——61 2k (Oél’n,()égm,...,Oékm,o,...,O) +Jo. € R ,
Qo
1 k—1
1 1 1 1
T'y,n:_ el2k 1° 72% 77311H 7---77k,nH 707"'70
T =0 On—j =0 On—j

+ J2k—1 c R(Qk—l)X(Zk—l)7

XX



wobei e, € R” der erste Einheitsvektor ist und J, € R™" mit J, = (ji(lr)): I
(r) O
Jit = Qi1

und

Beweis:
Der Beweis folgt analog zu dem von Lemma 20, wobei die entsprechenden Gleichungen
aus der konstanten Variante durch die variable Variante ersetzt werden. Lediglich bei

Gleichung ([E.1) muss der Zusammenhang (5.41)) gelten.
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