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1. Einleitung

Im Jahr 2010 kam es auf deutschen Straflen im Durchschnitt alle 13 Sekunden zu einem
Verkehrsunfall [145]. Nahezu im Minutentakt wurde dabei ein/e Verkehrsteilnehmer/in verletzt
und alle zwei Stunden musste ein Todesfall beklagt werden [145]. Das Statistische Bundesamt
fordert daher dazu auf, dass ”[...]die Bemiithungen, den Verkehr auf deutschen Strafien noch
sicherer zu machen, nicht nachlassen|...]“ [145] sollten.

Die urspriinglich aus Schweden stammende Sicherheitsphilosophie ,, Vision Zero“, die Vision
von Null Verkehrstoten und Schwerstverletzten, bildet die Basis fiir eine Vielzahl an internatio-
nalen Verkehrssicherheitsprogrammen und -maBnahmen' [76,146]. Unter der Primisse, dass
Menschen Fehler machen, wird nicht der einzelne Verkehrsteilnehmer sondern das gesamte
System Verkehr zum zentralen Objekt der Sicherheitsarbeit [76].

Weiterhin ist die Sicherheit der Fahrzeuge ein entscheidendes Verkaufsargument. Einer
Umfrage des ADAC? zufolge, halten 95 % der Befragten den Airbag im Fahrzeug fiir wichtig
[144]. Dicht gefolgt auf Platz zwei, erachten 94 % der Teilnehmer den Sicherheitsgurt als
sinnvoll [144]. Diese beiden Mafinahmen dienen dazu, im Falle einer Kollision die Folgen
des Unfalls fiir die Insassen zu vermindern. Aus diesem Grund werden sie den passiven
Sicherheitssystemen zugeordnet [93].

Die Ansteuerung der Sicherheitssysteme darf nur bei richtiger Erkennung der jeweiligen
Crashsituation geschehen. Im Gegensatz dazu ist die Aktivierung bei unkritischen Situationen,
die kein Gefahrdungspotential fiir die Insassen aufweisen, zu unterlassen. Die Entscheidung
zur Ziindung von Airbag und Gurtstraffer muss sehr schnell durch das Airbag-Steuergerét
(ECU)? erfolgen. Die Zeitspanne von Kollisionsbeginn bis zur Ziindentscheidung wird als
Geforderte Ziindzeit (RTTF)* bezeichnet. Sie ist gegeben durch die notwendige Zeitdauer zur
vollstéindigen Entfaltung des Airbags und der dynamischen Insassenverlagerung im Verhéltnis
zum verfiigharen Uberlebensraum [33]. Je nach Crashlastfall und Fahrzeugtyp betriagt die
RTTF fiir Frontalunfille etwa 20 bis 30 ms [33,175] und fiir seitliche Kollisionen etwa 4
bis 15 ms [33,89]. Informationen zur Crashsituation erhélt die ECU iiber Sensoren, die im
Steuergerét verbaut oder in externen Geh#usen in der Fahrzeugstruktur verteilt sind [89].
Letztere werden auch als Satelliten bezeichnet. Fiir die Frontalcrasherkennung werden derzeit
Beschleunigungssensoren eingesetzt. Die Detektion von seitlichen Unfillen erfolgt in gleicher
Weise und kann durch Messung von Druckédnderungen der Luftmenge im Inneren der Tiire, die
sich durch Deformation der Struktur ergeben, unterstiitzt [89] werden.

1.1. Korperschallmessung zur Detektion von Crashsituationen

Wiéhrend der Kollision des Fahrzeugs mit einem Hindernis wird durch eine Vielzahl ver-
schiedener Effekte die Struktur des Fahrzeugs in der Deformationszone zu hochfrequenten

!'Die Sicherheitsphilosophie ,, Vision Zero® wird u. a. durch den Deutschen Verkehrssicherheitsrat e. V., den
Verkehrsclub Deutschland e. V. und das Schwedische Zentralamt fiir Straflenwesen geférdert.

2 Aligemeiner Deutscher Automobil-Club (ADAC) e. V.

3Electronic Control Unit

4Required Time To Fire
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1. Einleitung

) >> Anregung

ECU

Wellenausbreitung
.3 7N\ durch das Fahrzeug

Abbildung 1.1.: Anregung und Ausbreitung der Korperschallschwingung in der Fahrzeugkarosserie
fiir Frontal- und Seitencrash

Schwingungen angeregt [175,176]. Diese Schwingungen werden als Koérperschall bezeichnet
und breiten sich von ihrer Anregestelle sehr schnell in der gesamten Fahrzeugkarosse aus
(s. Abb. 1.1) [21,116, 118]. Die Messung dieser Korperschallschwingungen liefert ergéinzend
zur Beschleunigungs- und Druckmessung weitere Informationen zur Erkennung von Frontal-
[21,102,116,118,176] und Seitencrashlastfillen [89,177]. Obwohl die physikalische Einheit
bei der Verzogerungs- und Kérperschallmessung immer der einer Beschleunigung! entspricht,
miissen beide Prinzipien in ihrer Interpretation im Kontext der Erkennung von Fahrzeugkolli-
sionen unterschieden werden. Die Verzégerungsmessung erfolgt im niederfrequenten Bereich bis
max. 400 Hz [21] und représentiert die Geschwindigkeitsabnahme einzelner Bauteile bzw. der
gesamten Karosse. Im Gegensatz dazu beschreibt die Korperschallmessung die hochfrequente
Schwingung bzw. Vibration der Struktur mit einer Bandbreite von bis zu 20 kHz [21,102,116]
an einem einzelnen Punkt. Der Korperschallaufnehmer befindet sich im Gehéduse der ECU, das
in zentraler Position im Fahrzeug verbaut wird [21,89]. Nachdem die Anregung an der Front-
bzw. Seitenstruktur geschieht, die Messung des Korperschalls aber in der Mitte des Fahrzeugs
stattfindet, ist die Karosserie als Ubertragungsstrecke ein wesentlicher Teil des Messsystems.

Die interne Kommunikation und Auswertung von Sensorsignalen in der ECU erfolgt bei
einer Frequenz von 4 kHz [21,116]. Die hochfrequenten Schwingungen kénnen dadurch nicht
direkt erfasst werden. Um die Korperschallinformationen dennoch der ECU zur Verfiigung zu
stellen, wird eine Vorverarbeitung zur Datenreduktion direkt im Sensor [21] vorgenommen.
Dazu wird in einem ersten Schritt das Signal durch eine Bandpassfilterung auf den relevanten
Bereich (6 bis 20 kHz [102]) beschriankt [116]. AnschlieBend wird eine Betragsbildung und
im letzten Schritt eine Tiefpassfilterung [116] durchgefithrt. Das erhaltene Signal wird als
Korperschalleinhiillende bezeichnet und kann direkt von der ECU abgetastet werden.

Dieses System, das sich bereits seit 2008 in Serie befindet [172], kann durch die Erzeugung
deterministischer Korperschallsignale in der Fahrzeugfront verbessert werden [37,172]. Dazu
bewegen sich zwei Bauteile eines Schiebesitzes am Typschadenelement in der ersten Phase
der Kollision relativ zueinander und regen ein mechanisches Element an, das seinerseits die
Schwingungen als Korperschall in die Fahrzeugstruktur emittiert [37,172]. Damit ist auch
eine Erweiterung des Systems moglich, da mit den Signalen Informationen zur relativen
Crashgeschwindigkeit iibertragen werden kénnen [37,172]. Jedoch nutzt auch dieses Prinzip die
Fahrzeugkarosse als Ubertragungsmedium fiir die Kérperschallsignale.

1.2. Simulation der Kérperschallausbreitung

Der moderne Entwicklungsprozess in der Automobilindustrie zeichnet sich durch einen zu-
nehmenden Virtualisierungsgrad aus [135]. Es wird im verstérkten Mafle versucht, moglichst

'Die Beschleunigung wird in m/s? oder in g angegeben. Ein g entspricht 9,81 m/s? [38].
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alle Eigenschaften des Fahrzeugs virtuell zu erfassen und damit Aussagen iiber das Fahrzeug-
verhalten zu treffen, ohne auf reale Prototypen zuriickgreifen zu miissen. Dies schlief3t auch
sdmtliche Teilsysteme, wie bspw. die Crasherkennung mithilfe der Kérperschallmessung, ein. Die
Virtualisierung bietet die Moglichkeit, sémtliche Tétigkeiten, die zur Entwicklung des Sicher-
heitssystems notwendig sind, bereits in einem sehr frithen Stadium des Entwicklungsprozesses
durchfiithren zu kénnen. Die optimale Sensorposition kann z. B. durch Variationsuntersuchungen
gefunden und bei der Verteilung des verfiigbaren Bauraums beriicksichtigt werden. Weiterhin
ist es moglich, die Signalverarbeitung parallel zur Fahrzeugentwicklung zu testen, ohne auf
Messdaten realer Prototypen angewiesen zu sein [172]. Dadurch ergibt sich ein Zeit- und
schliellich auch ein Wettbewerbsvorteil.

Die Simulation der Korperschallausbreitung fiir die gesamte Fahrzeugstruktur ist mit
herkémmlichen Verfahren bisher noch nicht gelungen. Die Eigenschaften des Ausbreitungsberei-
ches werden demnach noch messtechnisch erfasst [118]. Wie [116,118] zu entnehmen ist und wie
in Kapitel 5 ergdnzend dargestellt wird, ist es aufgrund des hohen Frequenzbereichs von bis zu
20 kHz mit vertretbarem Aufwand unter Verwendung gegenwértiger Simulationsmethoden nicht
moglich, die Ausbreitung des Korperschalls zu bestimmen. Aus diesem Grund sind alternative
Losungsansétze notwendig.

Aus den Erkenntnissen vorausgegangener Forschungsprojekte stellte sich ein zweigeteilter
Ansatz zur Simulation des Korperschallsignals als sinnvoll heraus [114, 116, 118,175, 176].
Die Fahrzeugstruktur wird dazu in eine Korperschallentstehungs- sowie eine Korperschallaus-
breitungszone unterteilt. Diese Aufteilung erfolgt lediglich in der ersten Phase der Kollision vom
ersten Kontakt bis zum Erreichen der RTTF. Die in dieser Zeitspanne deformierte Struktur
des Fahrzeugvorderwagens ist exemplarisch in Abb. 1.2 dargestellt. Die Entstehungszone

Plastische Dehnung

Entstehungszone | Ausbreitungszone

Abbildung 1.2.: Unterteilung der Fahrzeugkarosserie wihrend der Frontalkollision in eine Zone
der Korperschallentstehung und eine Zone der Korperschallausbreitung [114,116]
(Die Teilung erfolgt zwischen der Crashbox (CB) und dem Léngstrager (LT))

ist im Wesentlichen durch grofle Deformationen gekennzeichnet, die zu einem plastischen
Materialverhalten fithren [116,176]. Eine detaillierte Analyse der Entstehungsmechanismen
ist [176] zu entnehmen. Diese Zone nimmt nur ein kleines rdumliches Gebiet der Fahrzeugstruktur
ein. Das dort in die Karosse emittierte Signal kann mithilfe der nichtlinearen, transienten
Finite-Elemente-Methode (FEM) numerisch ermittelt werden [176]. Im Gegensatz dazu, ist
die restliche Struktur des Fahrzeugs als Ausbreitungszone gegeben. Aufgrund des elastischen
Materialverhaltens und der vernachléssigbar kleinen Deformationen kann sie bis zur RT'TF als
linearer Ausbreitungsbereich angenommen werden [116].
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1.3. Anforderungen an die Simulationsmethode

Fiir die Auswahl bzw. Entwicklung eines geeigneten Simulationsverfahrens ist es notwen-
dig, die Anforderungen an die Methode zu definieren. Diese sind durch die Anwendung, die
Simulation von Koérperschallsignalen in Fahrzeugstrukturen, gegeben:

e Die Simulation muss das transiente Zeitverhalten an der Messposition abbilden.
e Die maximale Simulationsdauer ist durch die geforderte Ziindzeit RT'TF vorgegeben.

e Die Simulation der Wellenfortpflanzung erfolgt im linearen Ausbreitungsbereich der
Fahrzeugkarosse.

e Die Ausbreitungspfade des Korperschalls durch die Struktur sollen nicht durch den
Anwender vorgegeben werden.

Weiterhin ergeben sich spezielle Anforderungen durch den eingesetzten Sensor und die Signal-
verarbeitungskette:

e Die Simulation soll direkt die hochfrequente Schwingung der Struktur bestimmen.

e Die Strukturschwingung ist nicht fiir die gesamte Karosserie zu ermitteln, sondern nur
fiir eine ausgewéhlte Messposition.

e Die Schwingung ist fiir den relevanten Frequenzbereich von 5 bis 20 kHz zu berechnen.

e Die Bewertung der Ergebnisse erfolgt aus Sicht des Steuergerites. Folglich werden dazu
die Einhiillenden aus der Messung und Simulation miteinander verglichen.

e Die Genauigkeit der Ergebnisse soll im Rahmen der iiblichen Streuung entsprechender
Crashtests liegen [116].

Schliefflich ergeben sich aus dem Entwicklungsprozess und den verfiigharen Ressourcen zusétzlich
nachfolgende Anforderungen:

e Die Simulation muss rein auf Basis virtueller Daten und ggf. durch Erkenntnisse aus
vorangegangenen Untersuchungen erfolgen konnen. Sie darf nicht auf die Verfligbarkeit
realer Prototypen angewiesen sein [116]. Fiir die Berechnung wird in dieser Arbeit ein
Konzept-Modell mithilfe von Computer-Aided-Design (CAD) erstellt, das die notwendigen
Geometrie- und Materialparameter enthilt.

e Der Aufwand fiir die Modellerstellung und Berechnung soll maximal den derzeit iiblichen
FEM-Simulationen entsprechen.

e Die Berechnung soll auf handelsiiblichen Workstations! durchfiihrbar sein.

e Durch Variation von Parametern soll eine Optimierung, z. B. eine Anpassung der Struktur
oder die Festlegung der Messposition, moglich sein [116].

!Als handelsiibliche Workstation kann im Kontext dieser Arbeit bspw. ein DELL® PRECISION™T3500
System mit einem Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz) Prozessor, 6,0 GB Arbeitsspeicher und einem Microsoft®
Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem verstanden werden.
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1.4. Stand der Entwicklung

Neben der Empfehlung, die Fahrzeugstruktur in eine Entstehungs- und Ausbreitungszo-
ne zu unterteilen, sind aus vorangegangenen Untersuchungen weitere Erkenntnisse entstan-
den, die nachfolgend kurz skizziert werden. Mit Verweis auf [116] ist zur Bestimmung der
Korperschallausbreitung in Fahrzeugstrukturen als bereits bekannt anzusehen:

1. Die Beschreibung der Ausbreitung von Longitudinalwelle (L-Welle), Transversalwelle
(T-Welle) und Biegewelle (B-Welle). Letztere Wellenart wird fiir einen Balken nach der
Euler-Bernoulli-Theorie modelliert.

2. Analytische Beschreibung und praktische Bewertung der Spannungsabhéngigkeit auf die
Ausbreitung der B-Welle. Dieser Effekt ist nach [116] fiir die Simulation von Sensorsignalen
wéhrend eines Crashvorgangs nicht relevant.

3. Identifizierung der B-Welle als dominante Wellenart in Fahrzeugstrukturen im gegebenen
Frequenzbereich (Beweisfithrung mithilfe der Wellenimpedanz) [116].

4. Analyse der Verfahren FEM, Statistische-Energie-Analyse (SEA), Spektrale-Elemente-
Methode (SEM) und Transmission-Line-Methode (TLM) beziiglich ihrer Anwendbarkeit
zur Simulation der Korperschallausbreitung.

5. Erweiterung der TLM auf die B-Welle fiir die Anwendung im Zeitbereich.

Auf die Aspekte aus dieser Aufzéhlung wird, mit Ausnahme der Spannungsabhéingigkeit, auch in
dieser Arbeit eingegangen. Sie werden dazu vielfach neu bewertet und erfahren eine Erweiterung.
Im Rahmen gemeinsamer Forschungsaktivitéiten erfolgte die Anpassung der TLM fiir ebene
Bauteile in Form eines Strahlenverfahrens [117].

1.5. Ziel und Inhalt der Arbeit

Aufbauend auf den bisherigen Entwicklungsstand, ist das Ziel dieser Arbeit, neue Lésungs-
ansédtze zur Simulation der Korperschallsignale in Fahrzeugstrukturen zu erarbeiten und
umzusetzen. Neben den definierten Anforderungen aus Abschnitt 1.3 liegt der Fokus vor allem
auf einer effizienten Berechnung der hochfrequenten und zugleich transienten Wellen.

Zu Beginn der Arbeit werden in Kapitel 2 die grundlegenden Korperschalleigenschaften
definiert. Anschlieflend erfolgt die Darstellung relevanter Ausziige aus der Elastizitdtstheorie,
um damit entsprechende Modelle fiir die Tragwerkselemente Stab, Scheibe, Balken und Platte
ableiten zu kénnen. Die aus der Literatur bekannten Theorien, im Speziellen die Balkentheorien
nach Euler-Bernoulli, Bresse-Timoshenko und Levinson, die Plattentheorien nach Kirchhoff und
Mindlin sowie der Potentialansatz zur Beschreibung von Plattenwellen nach Rayleigh-Lamb,
werden zusammengefasst und ergénzt.

Aufgrund der Tatsache, dass es sich bei der Ausbreitung von Koérperschall um eine fort-
schreitende Welle handelt, werden in Kapitel 3 ihre typischen Eigenschaften beschrieben. Dies
ist notwendig, um in den Simulationsverfahren die entsprechenden Effekte implementieren zu
konnen.

In Kapitel 4 werden die speziellen Eigenschaften der Fahrzeugstruktur als Ausbreitungsbereich
untersucht. Die B-Welle wird als dominante Wellenart mithilfe der Rayleigh-Lamb-Theorie sowie
experimentell durch eine Differenzmessung und Dispersionsanalyse bestétigt. Weiterhin werden
die Fehler der Tragwerksmodellierungen verglichen und der Einfluss der flichigen Ausbreitung
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diskutiert. Die Ermittlung von Reflexions- und Transmissionsfaktoren abgerundeter Bauteile
auf Basis unterschiedlicher Methoden wird abschliefend durchgefiihrt.

Bekannte Simulationsverfahren, die prinzipiell in der Lage sind, eine transiente Wellenausbrei-
tung zu beschreiben, werden in Kapitel 5 betrachtet. Die bereits in [116] behandelten Verfahren
(Abschnitt 1.4, Punkt 4) werden um die Finite-Differenzen-Methode (FDM), Rand-Elemente-
Methode (BEM) und Aquivalente-Quellen-Methode (ESM) ergiinzt.

Auf Grundlage der TLM und ESM werden in Kapitel 6 drei Simulationsverfahren zur
Bestimmung der transienten Ausbreitung von B-Wellen grundlegend dargestellt. Zunéchst wird
das Strahlenverfahren detailliert beschrieben. Der hohe Aufwand zur Bestimmung der Strahlen
soll mithilfe des Pfadverfahrens umgangen werden. Anschliefend wird das Wellenverfahren als
eine Methode entwickelt, die es u. a. erlaubt, an einer Vielzahl von Punkten die Schwingung
zu bestimmen. Nach einem umfassenden Vergleich der Verfahren untereinander, wird die
zielgerichtetste Methode zur Simulation komplexer diinnwandiger Strukturen gewahlt.

Diese Losung wird in Kapitel 7 auf reale Fahrzeugstrukturen angepasst, die als rdumlich
diinnwandige Struktur aufgefasst werden kénnen. Nach einer umfassenden Analyse des Verfah-
rens an einer einfachen dreidimensionalen Struktur wird es auf eine reale Fahrzeugkarosserie
angewendet. Dazu werden im Vorfeld Optimierungsméglichkeiten aufgezeigt, ein Prozess zur
Durchfithrung der Simulation festgelegt und schlieflich das berechnete Signal mit Daten aus
einer realen Messung verglichen.

Die Schlussbetrachtung in Kapitel 8 fasst die gewonnenen Erkenntnisse zusammen und gibt
einen Ausblick auf die weiteren Entwicklungs- und Einsatzmoglichkeiten.

Umfassende Herleitungen zu den Berechnungen sowie weiterfithrende Grafiken sind den
Anhangsteilen A bis F zu entnehmen.
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2. Struktur- und werkstoffmechanische
Grundlagen

Im ersten Teil dieses Kapitels erfolgt die Definition des Begriffs ,,Korperschall“. AnschlieSend
wird auf die grundlegende Betrachtung der Kérperschallwelle hinsichtlich ihrer Bewegungsgrofien,
Ausbreitungsgeschwindigkeit und Eingangsimpedanz eingegangen.

Der folgende zweite Teil dieses Kapitels enthélt eine grundlegende Einfithrung in die Elasti-
zitatstheorie. Nach der Definition geeigneter Bezugssysteme konnen die Verschiebungen, die
Belastung sowie die Beanspruchung des Koérpers beschrieben werden. Die Deformation eines elas-
tischen Kontinuums wird mithilfe von Verzerrungen erfasst. Zusétzlich stellt sich im statischen
wie auch im dynamischen Fall fiir die im Ko6rper wirkenden Spannungen ein Gleichgewicht ein.
Die Verzerrungen werden mit den Spannungen iiber die konstitutiven Gleichungen verkniipft.
Im Anschluss wird der fiir Energiebetrachtungen wichtige Arbeitssatz erlautert.

Der dritte Abschnitt behandelt die freie, ungestorte Wellenausbreitung fiir ein- und zweidimen-
sionale Tragwerkselemente. Dazu werden fiir die Elemente kinematische Hypothesen festgelegt,
aus denen sich unter Verwendung der Elastizitédtstheorie Zusammenhinge ergeben, die das
dynamische Verhalten beschreiben. Neben der allgemeinen Beschreibung longitudinaler Schwin-
gungen in einem Stab wird {iber die allgemeinen Bedingungen des ebenen Spannungszustandes
in einer Scheibe eine Beziehung ermittelt, aus der sowohl die Longitudinalwelle (L-Welle) als
auch die Transversalwelle (T-Welle) abgeleitet werden. Die Darstellung der Wellenausbreitung
auf einem Balken erfolgt mithilfe der Theorien nach Euler-Bernoulli, Bresse-Timoshenko sowie
Levinson. Abschlieend wird das Tragwerkselement Platte beschrieben. Die Ableitung erfolgt
zum einen anhand des schubelastischen Plattenmodells nach Mindlin, aus der die Beziehungen
der schubstarren Platte nach Kirchhoff gefolgert werden konnen. Zum anderen wird auf die
Theorie der Plattenwellen nach Rayleigh-Lamb, ein Potentialansatz, eingegangen.

Die Darstellung der mathematischen Zusammenhénge orientiert sich an der Nomenklatur
aktueller Literatur. Allerdings besitzen manche der hier verwendeten Symbole in den Fachbei-
tragen unterschiedliche Bedeutungen. Aus diesem Grund soll zu Beginn eine Darstellung aller
eingefithrten Schreibweisen erfolgen:

e Skalare, reelle Zahlen werden in kursiver Schrift angegeben: a
e Skalare, komplexe Zahlen werden kursiv und unterstrichen dargestellt: Z
e Tensoren erster (Vektor) bzw. zweiter Stufe (Matrix) werden fett geschrieben: x

e Werden die Indizes 7, 7, k oder [ durch Komma getrennt, ist die Einsteinsche Summen-
konvention anzuwenden (Absatz 2.3.4.2): 0y; ;
Dies gilt nicht fiir die Indizes m, n, o, x, y und z.

e Werden sonstige Indizes durch Kommatrennung einer Gréfle zugeordnet, wird die Grofe
durch die Bedeutung aller einzelnen Indizes charakterisiert: kr, s¢

e Die Euler-Zahl wird mit e und die imaginére Einheit mit j abgekiirzt.
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2.1. Definition Korperschall

Als Korperschall wird ein Teilgebiet der Physik bezeichnet, das sich mit der Erzeugung,
Ubertragung und Abstrahlung von schwingenden Bewegungen und Kréften in festen Kérpern
beschiéftigt [26]. Eine kompaktere Bezeichnung ist in [140] mit ,,Schall in festen Medien*“ gegeben.
Fiir den Menschen ist Korperschall nur bei hohen Amplituden und kleinen Frequenzen direkt
als Vibration fiithlbar. Im Alltag ist die Tatsache, dass Schall in festen Kérpern die umgebende
Luft zu Schwingungen anregt, viel relevanter [26,138]. Durch diese Abstrahlung entsteht u. a.
Luftschall, der direkt mit dem Gehor wahrnehmbar ist.

Die Messung des Korperschalls liefert qualitative Aussagen iiber Amplitude und Frequenz der
Schwingung. Weiterhin kann fiir transiente Kraftverliufe die Wellenausbreitung im Festkorper
experimentell analysiert oder bei Betrachtung langerer Zeitrdume Aussagen zum Eigenverhalten
der Bauteile gemacht werden. Die messtechnische Umsetzung der Versuche erfolgt entweder
mit beriithrenden Sensoren oder mit optischen Aufnehmern [138]. Ein an der Oberflidche eines
Korpers montierter Messaufnehmer ist generell in der Lage, die longitudinalen und transversalen
Bewegungen der Messposition zu erfassen (s. Abb. 2.1 a)). Wird bspw. ein piezoelektrischer

transversal

longitudinal .

7/
2) 7 b)

Abbildung 2.1.: a) Longitudinale und transversale Bewegungsrichtung eines auf der Oberfldche
montierten Messaufnehmers, b) Schwinggrofien am Sensor (w, v, a) und Aus-
breitungsgeschwindigkeit (¢) der Welle

Beschleunigungssensor nach [143] in transversaler Messrichtung auf das Bauteil montiert, kann
die Beschleunigung der Schwingung a messtechnisch erfasst werden. Durch Integration der
Beschleunigung lésst sich die Schwingschnelle v und die transversale Auslenkung der Schwingung
w mit

o(t) = / a(t)dt und w(t) = / o(t) dt (2.1)
0 0

bestimmen. Bei den Beziehungen in (2.1) wird vorausgesetzt, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die
Schwingschnelle und die Auslenkung Null sind (v(t = 0) = 0 und w(¢t = 0) = 0). Diese Voraus-
setzung bedeutet auch, dass die hier betrachteten transienten Ereignisse erst ab ¢t > 0 eintreten
und das System sich fiir alle Zeiten ¢ < 0 in Ruhe befindet. Da eine Welle Energie, jedoch keine
Materie transportiert [61], beschreiben die Bewegungsgréfien w, v und a die Schwingung der
um einen fixierten Ort oszillierenden Teilchen. Sie sind von der Ausbreitungsgeschwindigkeit c,
mit der sich die Welle fortpflanzt, zu unterscheiden (s. Abb. 2.1 b)).

Bevor sich eine Korperschallwelle in einem Koérper ausbreiten kann, muss sie zunéchst angeregt
werden. Die dafiir bestimmende Kraft regt das Bauteil zu proportionalen Bewegungen an, wenn
von extrem hohen Belastungen abgesehen wird [26, 138]. Das Verhéltnis von anregender Kraft
F und Schwingschnelle v an der Anregestelle ist mit der mechanischen Eingangsimpedanz

Z= (2.2)

Shle
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gegeben [26,138]. Die Groflen Anregekraft und Schwingschnelle sind als periodische Funktionen
vorausgesetzt und werden durch komplexe Werte représentiert. Beliebige zeitliche Signal-
verldufe, z. B. transiente Ereignisse, konnen mithilfe der Spektralanalyse auf periodische Signale
zuriickgefiihrt werden [26,138]. Zur messtechnischen Erfassung der Impedanz muss neben der
Bewegungsgrofie noch die Kraft ermittelt werden. Dies kann bspw. mit einem piezoelektrischen
Modalhammer nach [141] erfolgen. Laut [26,138] kann von einer Punktanregung ausgegangen
werden, ,[...Jwenn die Abmessungen des unmittelbar angeregten Gebiets wesentlich kleiner sind
(etwa ein Zehntel) als die Wellenléinge.“ Der Durchmesser des hier verwendeten Modalham-
mers betridgt 2,5 mm [141] und aus Tabelle 6.1 auf Seite 91 ist fiir eine Stahlplatte mit einer
Wandstérke von 1,0 mm eine minimale Wellenléinge von 22 mm zu entnehmen. Die Anregung
mit dem Modalhammer kann damit als punktformig gelten.

2.2. Elastizitatstheorie

Der Fahrzeugcrash kann insgesamt nicht als ein linearer Vorgang betrachtet werden, da
bei einem Unfall sehr grole Deformationen auftreten. Wird jedoch nur das Zeitfenster vom
ersten Kontakt der Unfallpartner bis zur geforderten Ziindzeit (RTTF) fiir den jeweiligen
Testfall betrachtet, ldsst sich die Struktur in eine Zone der Korperschallentstehung und
-ausbreitung unterteilen [89,116]. Vor allem die Ausbreitung ist durch ein linear-elastisches
Werkstoffverhalten charakterisiert. Unter dieser Voraussetzung ist die Elastizitdtstheorie der
allgemeine Einstiegspunkt fiir die vorhandene Thematik.

Die nachfolgenden Annahmen behalten fiir die gesamte Arbeit ihre Giiltigkeit:
e Die Werkstoffeigenschaften sind homogen und isotrop.

e Betrachtet wird ausschlieBlich der Bereich, in dem der Werkstoff ein linear-elastisches
Verhalten aufweist.

e Die auftretenden Deformationen und Verschiebungen sind klein.

e Der Spannungstensor aus Gleichung (2.9) auf Seite 25 ist symmetrisch.

2.2.1. Bezugssysteme, Verschiebungen, Belastungen und Spannungen

Die Definition eines Bezugssystems zur Beschreibung raumlich ausgedehnter realer Korper
erfolgt mithilfe eines kartesischen Koordinatensystems. Die drei aufeinander orthogonalen
Raumrichtungen werden als Komponenten z, y und z in einem Koordinatenvektor [7,9]

' =2 y 2] (2.3)

zusammengefasst. Das hochgestellte T kennzeichnet dabei einen transponierten Vektor.

Wirkt auf einen deformierbaren Koérper eine duflere Belastung, dndert sich seine Form und
ein beliebiger Punkt des Korpers verschiebt sich im Raum. Diese Verschiebung in Richtung der
Achsen z, y und z wird mit dem Verschiebungsvektor [7]

ul = [uz uy w. | (2.4)

angegeben. Das Bezugssystem mit den dargestellten Koordinaten- bzw. Verschiebungskompo-
nenten und den Komponenten des Einheitsvektors e, e, und e, ist in Abb. 2.2 dargestellt.
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Abbildung 2.2.: Bezugssysteme. Koordinatensystem und Verschiebungskomponenten [7,9]

Die fiir eine Deformation verantwortlichen dufleren Belastungen werden als eingeprigte Krifte
bezeichnet und konnen in Korper- und Oberflichenkrifte unterteilt werden [7]. Korperkrifte
werden auf die Masse oder das Volumen eines Korpers bezogen. Diese sind nachfolgend als

Vektor der Korperkrifte

pT = [ Pz Dy Pz ] (2.5)

definiert [7,19]. Die Oberflichenkrifte wirken immer von auflen iiber die Kontaktfliche auf
einen Korper und werden bei rdaumlichen oder flichigen Bauteilen auf die Wirkfliche bezogen.
Sie sind im Oberflichenspannungsvektor

fT:[fz fy fz] (2.6)

zusammengefasst [7,19]. Wird das Bauteil als Linientragwerk aufgefasst (z. B. der Stab
aus Abschnitt 2.3.1 oder der Balken aus Abschnitt 2.3.3), werden die Oberflachenkrifte
auf die Wirklange normiert. Die Komponenten von p und f wirken entlang der jeweiligen
Raumrichtungen des Koordinatenvektors x.

Die Beanspruchungen im Inneren eines Korpers werden als Spannungen bezeichnet [7,9].
In einem Schnitt (s. Abb. 2.3 a)) durch einen beliebigen Korper sind sie iiber den Quer-
schnitt verteilt. Durch Grenzwertbildung ergibt sich fiir den Spannungsvektor der differentielle

Zusammenhang [7,9,59]
dF

b=

(2.7)

a)

Abbildung 2.3.: a) Spannungen in einem beliebigen Schnitt, b) Normal- und Schubspannung an
einem infinitesimal kleinen Quaderelement [7,9,45,48, 52, 59]
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mit dem resultierenden Kraftvektor
F'=[F, F, F.| (2.8)

und der Schnittfliche A. Die senkrecht zur Schnittfliche wirkenden Komponenten von ¢ werden
als Normalspannungen o, die tangential dazu wirkenden Schubspannungen als 7 bezeichnet (s.
Abb. 2.3 a)). Die Spannungen sind weiterhin abhéingig von der Lage der gewéhlten Schnittfliche,
weshalb es sinnvoll ist, diese am gewéhlten Bezugssystem auszurichten [7,9]. In Abb. 2.3 b)
ist ein infinitesimal kleines Quaderelement des Gesamtkorpers dargestellt. Die Normal- und
Schubspannungen sind an den sichtbaren Schnittfliichen eingezeichnet und lassen sich allgemein
zu einem Spannungstensor

Ozxx Oxy Ozz Or Taxy Txz
O=| Oyz Oy Oyz | = | Tay Oy Tyz (2.9)
Ozx Ozy Ozz Txz Tyz Oz

mit o = o; und oy = 0j; = Tyj zusammenfassen! [7,19,59,121].

2.2.2. Verzerrungen

Treten an einem beliebigen Punkt eines Koérpers Verschiebungen auf, muss dies nicht
zwangslaufig bedeuten, dass der Korper einer Deformation unterliegt [7]. Ist z. B. der Ver-
schiebungsvektor u fiir alle Punkte eines Korpers zur selben Zeit gleich, wird von einer
Starrkorperverschiebung gesprochen [9]. Erst wenn die Punkte ihre relative Lage zueinander
andern, erfihrt der Korper eine Deformation und es wirken Spannungen. In Abb. 2.4 sind
drei beliebige Punkte P, Q und R eines eben angenommenen Korpers dargestellt. Ausgehend
vom unverformten Zustand PQR wird der Kérper durch Belastung deformiert und geht in den
verformten Zustand P’Q'R’ iiber. Die dabei auftretenden Lingenidnderungen sind ebenfalls

yu
u,+(0u,/dy)d
y R’
u,+(0u,/Oy)dy
R
x 77/2—7$y Q'
7Y
dy A ;
u, P u,+(0u,/Or)dx
v v A
»” il | - ;

dz  u,+(0u,/0x)dx

Abbildung 2.4.: Verzerrungen in der Ebene [7,19,48]

'Fiir die Indizes gilt 4,j = x, y, 2.
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2. Struktur- und werkstoffmechanische Grundlagen

angegeben. Die relativen Verschiebungen sind somit ein Maf fiir die Deformation eines Korpers
und werden als Verzerrungen bezeichnet. Fiir infinitesimal kleine Verschiebungen lassen sich
die Verzerrungen unterteilen in Dehnungen [7, 59,121, 185]

ou ou ou
6$ = 8; Y ey = 67;7 EZ = aZZ (2'10)
und Gleitungen (auch Schubverformungen oder Schiebung) [7,59,121, 185]
ou, Ou Ou, Ou ou, Ou
7xyz2€xy = 87;"" ayx7 Yoz = 26z, = 87;""87;7 Yyz :2€yz: aiyz'i'aizy (211)

und konnen in einem Verzerrungstensor

€ 1/2 Yy 12 Ve
€= | € €y € | = | Y27y €y 12 vy, (2.12)

€ € €
= = = 1/2 Yz 1/2 Yyz €2

zusammengefasst werden [7,19,51,59,121]. In diesem Tensor gilt mit den Indizes i, j = x, y, z fiir
die Dehnungen €; = ¢; und fiir die Gleitungen €;; = €;; = 1/2 ;;. Eine ausfiihrliche Herleitung
dieser Grofen mittels Taylorreihenentwicklung kann [7,51] entnommen werden.

2.2.3. Gleichgewichtsbedingungen

Wie bereits erwahnt, sind die Spannungen von der Schnittfliche abhéngig. Werden diese am
Bezugssystem ausgerichtet, bleibt eine Abhéngigkeit von der jeweiligen Richtungskomponente
x, y oder z. Entlang dieser Komponenten wirken die Belastungen p bzw. f und es ergibt sich
in einem infinitesimal kleinen Kontrollvolumen ein Zuwachs an Spannung zwischen parallelen
Schnitten [7]. Fiir dieses Kontrollvolumen gilt das Kriftegleichgewicht und folglich bei statischer
Betrachtung in z-Richtung die Beziehung [7,19,45,59,121,185]

0oy  OTpy = OTyz

B By + 52 +p. = 0. (2.13)

Bei der Betrachtung dynamischer Vorgénge sind die Tragheitskréifte des Korpers nach dem
Prinzip von d’Alembert zu beriicksichtigen. Mit der Dichte p des Korpers und der Zeitvariablen
t lautet die Gleichgewichtsbedingung im dynamischen Fall in z-Richtung [7]

0oy OTyy n OTys ey — @
or oy | 9. PrT P

(2.14)

Die Gleichgewichtsbedingungen in y- und z-Richtung ergeben sich analog dazu. Eine detaillierte
Herleitung ist in [7,19,51] enthalten.

2.2.4. Konstitutive Gleichungen

Die Verschiebungen bzw. Verzerrungen werden mit den Spannungen iiber die konstitutiven
Gleichungen in Beziehung gesetzt. In der Literatur sind diese Gleichungen auch als Werkstoft-
bzw. Elastizitétsgesetz, Material- oder Stoffgleichungen bekannt [7,48,51,128]. Im allgemeinen
Fall gilt fiir linear-elastisches Material das Hookesche Gesetz [7,19,51,59]

Uij = Eijklekl~ (215)
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2. Struktur- und werkstoffmechanische Grundlagen

Der in Gleichung (2.15) verwendete Proportionalitétsfaktor E;ji; bezeichnet die Koordinaten
des Elastizitatstensors des Werkstoffs. Wird davon ausgegangen, dass der Werkstoff homogen
und isotrop ist sowie dariiber hinaus keine Dehnungen infolge einer Temperaturdnderung
auftreten, ergeben sich mit dem Elastizitédtsmodul (E-Modul) E und dem Schubmodul G die
konstitutiven Gleichungen [7,45,51,121,185]

1 Try

€x = —lox—v(oy+0:)] und gy =2ey = Yol

- (2.16)

Durch zyklisches Vertauschen der Indizes folgen aus (2.16) die Gleichungen fiir die Verzerrungen
€y, €2, Yoz Und yy.. Der Schubmodul wird aus dem E-Modul und der Querkontraktionszahl v

mithilfe der Beziehung

FE
C= 30t (2.17)

bestimmt [7,19,45,51,59,121,128,185]. Wird das Werkstoffgesetz (2.16) nach den Spannungen
aufgelost, ergibt sich [7,27,128]

E
(14+v)(1-2v)

(1-v)ex+v(ey+e)] und 7y = Gyay. (2.18)

Oy =

Unter Verwendung der Laméschen Konstanten [19,27,51,59]

Ev E
A= d p=G=—7"— 2.1
Gro -2y 4 H=C=5qa1, (2.19)
gilt fiir die Gleichungen in (2.18)
Op =2z + A€z +€ey+€.) und Tpy = (1Yay. (2.20)

Zur Bestimmung der Gréfen oy, 0., 7, und 7, aus (2.18) bzw. (2.20) miissen hier ebenfalls
die Indizes zyklisch vertauscht werden.

Spezielle Zusténde hinsichtlich der Spannungen bzw. Verzerrungen vereinfachen das Werk-
stoffgesetz und somit auch die Modellierung mechanischer Elemente. Treten z. B. in einem
Bauteil nur Spannungen in einer Ebene auf, wird von einem ebenen Spannungszustand gespro-
chen [7,59,128,181]. Ist diese Lastebene bspw. die z-y-Ebene, gilt fiir die Spannungen

Oz = Tgz = Tyz = 0, (221)

womit alle Spannungen verschwinden, die senkrecht zur Lastebene wirken [19,48, 59,128, 181].
Praktische Bedeutung hat dies bei diinnen Blechen, die nur in der Scheibenebene belastet
werden oder bei der Applizierung von Dehnmessstreifen an einer freien Bauteiloberfliche.
Werden im Gegensatz dazu die Verzerrungen bspw. senkrecht zur z-y-Ebene gleich Null, ist
dies als ebener Verzerrungszustand definiert [7,27,128]. In diesem Fall gilt fiir die Verzerrungen
[19,48,59,128]
€2 = Yoz = Yyz = 0. (2.22)

Fine solche Situation kann beim Einspannen eines Bauteils zwischen zwei Festlagern oder bei
der Annahme einer unendlich groBen Ausdehnung in z-Richtung eintreten.
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2.2.5. Arbeitssatz
Das Gleichgewicht eines Korpers, an dessen Réndern eine Belastung wirkt, kann {iber den
Arbeitssatz
Wau = Wip (2.23)

beschrieben werden [27,48,128]. Dabei ist Wy, die bis zum betrachteten Gleichgewichtszustand
in das Bauteil eingebrachte duflere Arbeit. Sie wird bei linear-elastischen Korpern vollkommen
reversibel als innere Arbeit Wi, gespeichert. Uber die allgemeine Definition der Arbeit [27,52]

W = /F-ds, (2.24)

wobei der Streckenvektor mit
st = [ 52 sy 52| (2.25)

bezeichnet ist, ergibt sich fiir die iiber die Oberfliche O eingebrachte duBere Arbeit [51,52]

Wau = [ f-udO. (2.26)
/

Durch Integration der im Inneren des Korpers wirkenden Spannungen und Verzerrungen iiber
das gesamte Volumen V kann die innere Arbeit mit

Win = /a - edV (2.27)
\%

bestimmt werden [51,96]. Fiir einen Koérper, der sich im Gleichgewicht befindet, ist bei
elastischem Materialverhalten mit

/f-udoz/a.-edv (2.28)
o \4

ein Zusammenhang zwischen den auflen aufgebrachten Belastungsgréfien und den inneren
Zustidnden gegeben [51,96,128].

2.3. Wellenausbreitung in Tragwerkselementen

Durch meist transiente Ereignisse werden Wellen angeregt, die sich als Koérperschall in
Strukturen ausbreiten. Im Gegensatz zu Fluiden treten in Festkorpern zusétzlich Schubspan-
nungen auf. Aus diesem Grund existiert im Festkorper eine hohere Anzahl an moglichen
Wellenarten. In Abb. 2.5 sind die wichtigsten Arten sowie ihr schematisches Verformungsbild

Quasi-

Longitudinalwelle Transversalwelle Biegewelle

[y

Abbildung 2.5.: Relevante Wellenarten in einem Festkorper

Longitudinalwelle
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dargestellt [26,116,138,176]. Eine reine Longitudinalwelle schwingt in Richtung ihrer Ausbrei-
tung und kann sich nach ihrer Definition nur in allseits unbegrenzten Medien ausprigen [26,138].
Bei der Betrachtung realer, technischer Strukturen, die immer Begrenzungen aufweisen, ist
sie im Rahmen dieser Arbeit somit irrelevant. Breitet sich ein Zug- bzw. Druckstof in einem
Stab oder einer Scheibe aus, wird diese Wellenart als Quasi-Longitudinalwelle (L-Welle)!
bezeichnet [26,138]. Dabei entstehen auch immer aufgrund der Querkontraktion transversale
Verschiebungen an der Bauteiloberfléiche. Die Transversalwelle (T-Welle) schwingt im Gegensatz
zur L-Welle senkrecht zu ihrer Ausbreitungsrichtung [26,100,138]. Bei der Biegewelle (B-Welle)
erfahrt das Bauteil zusétzlich zur transversalen Auslenkung noch eine Rotation. Die B-Welle
breitet sich senkrecht zur Auslenkung und Rotation aus [26,100, 138].

Die Korperschallausbreitung erfolgt in Strukturen, die als Tragwerke aufgefasst werden
konnen und sich somit in entsprechende Tragwerkselemente unterteilen lassen. Es wird zwischen
ein- und zweidimensionalen Elementen unterschieden [6,7]:

e Bei eindimensionalen Strukturelementen ist eine Abmessung (die Elementlinge [) we-
sentlich grofier als die beiden anderen Abmessungen. Letztere werden als Elementquer-
schnittsmafle bzw. als Elementbreite b und -hohe h bezeichnet. Die Flichenschwerpunkte
der Querschnitte ergeben die Mittellinie. Gerade Linientragwerke werden bei reiner
Zug-/Druck-Belastung als Stéibe, ober bei reiner Biegebelastung als Balken bezeichnet [7].

e Zweidimensionale Elemente sind in zwei Raumrichtungen (I; und l3) wesentlich grofier
ausgedehnt als in die dritte Richtung. Die kleine Abmessung wird als Elementdicke h
bezeichnet. Wird h an jeder Stelle halbiert, ergibt sich die Mittelfliche des Elements.
Ebene Fliachentragwerke werden als Scheibe bezeichnet, wenn die d&ufleren Belastungen in
der Mittelflache wirken. Dabei treten keine Biegebelastungen auf. Sind die Belastungen
senkrecht zur Mittelfliche gerichtet, wird das Element als Platte bezeichnet und auf
Biegung beansprucht [7].

In den folgenden Abschnitten wird die Ausbreitung der genannten Wellen behandelt. Bei
dieser Abhandlung wird zunéchst auf die Tragwerkselemente Stab und Scheibe, die eine L-
Welle und ggf. auch eine T-Welle zulassen, eingegangen. Anschlielend werden Balken und
Platte betrachtet, fiir die sowohl T- und B-Welle als relevante Arten in Frage kommen. Die
Bestimmung der freien Wellenausbreitung erfolgt immer mit der Pramisse

p=0 bzw. f=0, (2.29)

womit sémtliche &uBeren Belastungen verschwinden [26,58,137,138|.

Die hier behandelten Wellengleichungen besitzen die Eigenschaften partieller Differentialglei-
chungen. Bei den eindimensionalen Tragwerkselementen Stab und Balken sind sie vom Ort «
und der Zeit ¢ abhéngig. Bei den zweidimensionalen Elementen Scheibe und Platte zusétzlich
vom Ort y. Bei der eindimensionalen freien Ausbreitung einer Welle in eine Richtung kann das
Fortschreiten der Welle mit

ui(z,t) = u;w (t — E) (2.30)

C

beschrieben werden [137,162]. Die Eingangsfunktion u; i reprisentiert dabei die Form der Welle,
die sich mit der Geschwindigkeit ¢ in positiver z-Richtung ausbreitet (Phasengeschwindigkeit).

'In dieser Arbeit wird nur die Quasi-Longitudinalwelle behandelt. Sie wird abgekiirzt als Longitudinalwelle bzw.
L-Welle bezeichnet.
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Auch eine ebene Welle, die sich im zwei- oder dreidimensionalen Raum in z-Richtung fortbewegt,
kann tiber (2.30) beschrieben werden.

Beliebige Signalverlidufe lassen sich im Sinne der Fourieranalyse aus Linearkombinationen
von harmonischen Zeitverldufen

ui(x,t) = u;o cos [w (t - E)} (2.31)

C

zusammensetzen [26,137,138]. Mit der Beziehung fiir die Wellenzahl [26, 27,108, 137,138, 195]

w
k=— 2.32
: (2.32)
ergibt sich daraus [138,162]
u;(x,t) = u,o cos (wt — kx) (2.33)

bzw. in komplexer Zeigerschreibweise [26,27,100,108,137,138,195]
wi(z, t) = o Re{e‘j(kx_Wt)} . (2.34)

Die Kreisfrequenz der Welle ist hier mit w und die konstante Amplitude der Verschiebung mit
uio bezeichnet. Zur vereinfachten Darstellung der Wellenfelder wird auf den Realteiloperator
Re{...} in allen folgenden Gleichungen verzichtet.

Die allgemeine Losung der Wellenausbreitung in zwei oder drei unabhéngigen raumlichen
Dimensionen lisst sich auf dhnliche Weise durch Linearkombination ebener Wellen mit

ui (2, t) = uge k2wt (2.35)
angeben [36,100]. Fiir den Wellenvektor im dreidimensionalen Raum gilt [178]
k=[ke ky k;]. (2.36)

Mehrdimensionale Probleme liefern bei einer beliebigen Frequenz nur fiir bestimmte Kombina-
tionen der Komponenten von k eine Losung [36]. Diese Kombinationen ergeben sich, wenn der
Losungsansatz (2.35) in die entsprechende Wellengleichung eingesetzt wird.

Die Abhéngigkeit der Wellenzahl von der Kreisfrequenz der Welle wird als Dispersionsgesetz
bezeichnet [26,36,100,138]. Die Dispersionsbeziehung ist eine Funktion der Form [26,125,138]

k= f(w). (2.37)

Fiir eindimensionale Tragwerkselemente wird der Dispersionszusammenhang ermittelt, indem
der Losungsansatz (2.34) nach den Variablen = und t differenziert und anschlieflend in die
entsprechende Wellengleichung eingesetzt wird. Bei den in Absatz 2.3.2 bzw. Absatz 2.3.4
behandelten zweidimensionalen Tragwerkselementen ist im Rahmen dieser Arbeit lediglich die
Ausbreitung ebener Wellen in eine bestimmte Richtung von Interesse. Fillt diese Richtung
bspw. mit der z-Koordinate zusammen, werden bei ebenen Wellen alle Ableitungen senkrecht
dazu Null (0/0y = 0). Die Betrachtung der Wellenausbreitung auf der Scheibe und Platte
wird somit auf eine Dimension reduziert. Dadurch kann ebenfalls der Losungsansatz (2.34)
verwendet werden. Der Effekt der kreisformigen Ausbreitung in der Ebene und die daraus
resultierende Abnahme der Schwingamplitude wird in Abschnitt 3.5 als zusétzlicher Faktor
separat beriicksichtigt.
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Ist die Dispersionsbeziehung (2.37) bekannt, kann die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer
einzelnen Frequenz (Phasengeschwindigkeit) mithilfe von
w

c= (2.38)

bestimmt werden. Diese Beziehung ergibt sich durch Umstellen von (2.32).
Um den Einfluss der Beugung und damit die Giite der Strahlennéherung fiir das in Ab-
schnitt 6.1 vorgestellte Verfahren abschétzen zu konnen, ist die Kenntnis der Wellenlénge

notwendig. Sie kann iiber die Beziehung
27
L = — 2-
. (2.39)

bestimmt werden [26,36,137,138].

2.3.1. Stab

Ein Stab beschreibt ein eindimensionales Tragwerkselement, das nur entlang seiner Hauptab-
messung eine Belastung auf Zug/Druck iibertragen kann. Dadurch stellt sich ein einachsiger
Spannungszustand im Stab ein. Die einzige Spannung ist folglich die Normalspannung in
Balkenldngsrichtung, wihrend alle anderen Spannungen zu Null werden. Es gilt:

oy =0 und o0y =0, =Ty =Ty = Ty, = 0. (2.40)
In Abb. 2.6 ist die Lage des Stabes im Raum sowie ein infinitesimal kleines Stabsegment

X

l dmi, i‘lda:pz
S N+dN

v 8

<

Zu

Ty

A 4 Py dx
Zv
b »

A
A 4

<
<

Abbildung 2.6.: Riumliche Ausdehnung eines Stabes (links) und Schnittgréfen an einem infinite-
simal kleinen Stabsegment (rechts)

mit allen wirkenden Kréften in z-Richtung dargestellt. Die Punkte iiber der Verschiebung u,
bedeuten dabei die zweite Zeitableitung. Das Gleichgewicht dieser Krifte liefert mit der auf
das Volumen bezogenen Korperkraft p, im dynamischen Fall

82
_N—dm 8;“;”3 + Adap, + N + dN = 0. (2.41)
Die Querschnittsfliche ist mit A bezeichnet und fiir die infinitesimal kleine Masse gilt
dm = pAdz. (2.42)

Es wird vorausgesetzt, dass sich A und p nicht tiber die Linge des Stabes dndern. Nach
Vereinfachen, Sortieren und Einsetzen von (2.42) wird aus (2.41)
ON 0%y

= (2.43)
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Aus den Gleichungen (2.10) und (2.16) sowie der Annahmen aus (2.40) folgt
o= Fe, (2.44)

und in Kombination mit den Beziehungen (2.7) sowie (2.10) ldsst sich die Normalkraft mit

Ouy
ox

berechnen. Wird (2.45) in (2.43) eingesetzt, ergibt sich die Wellengleichung der L-Welle mit
[26,100, 138,181, 187]

N =FA

(2.45)

0?uy 0?uy
ox?
Diese Beziehung kann unter Verwendung von (2.10) und (2.40) auch direkt aus (2.14) abgeleitet
werden. Mit der Bedingung einer freien Wellenausbreitung (2.29) und dem harmonischen Ansatz
(2.34), kann durch entsprechendes Ableiten auf die Zusammenhénge

E

(2.46)

2 .

%;290 = kugpe kel (2.47)
2 .

861?; _ WQUIOG —j(kz—wt) (2.48)

geschlossen werden. Durch Einsetzen von (2.47) und (2.48) in (2.46) ergibt sich die Wellenzahl
fiir die L-Welle in einem Stab [26,100, 138]

kLse =4/ %w (2.49)

sowie durch Einsetzen von (2.49) in (2.38) die Phasengeschwindigkeit [26,100, 138, 187]

F
=4/ —. 2.50
CL,St “,0 (2.50)
2.3.2. Scheibe

Eine Scheibe (s. Abb. 2.7) stellt das flichige Aquivalent zum Stab dar. Bei ihr wirken alle
dufleren Belastungen in der Mittelfliche. Um die ,,Diinne-Hypothese* zu erfiillen, soll fiir die
Abmessungen der Scheibe h/min (I1,l2) < 1 gelten [7,13]. Dies bedeutet, dass die Scheibe
deutlich langer und breiter als dick ist. Die Mittelfliche wird durch die Belastung nur verzerrt
und nicht gekriimmt. In z-Richtung (Dickenrichtung) werden die Normalspannungen und
folglich die entsprechenden Schubspannungen vernachléssigt und es gilt

Oz = Tgz = Tyz = 0. (251)

Dadurch stellt sich ein ebener Spannungszustand (Absatz 2.2.4) ein [45]. Das allgemeine
Werkstoffgesetz (2.16) vereinfacht sich fiir die Dehnungen dadurch zu
— ploe—vo) wd 6= 7 (0, - ve) (2:52)
€x = 5 (0o —voy) und ¢ = - (oy —v0oa). .
Werden die Beziehungen (2.52) ineinander eingesetzt und die Dehnungen aus (2.10) beriick-
sichtigt, ergeben sich die Normalspannungen mit [128]

_FE Ouy Ouy B Ouy Ouy
1—u2<8x +1/8y) und ayl—y2<8y +1/a$>. (2.53)

Oz
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»

(0,+do,)hdz 1
(Tyy+d7,, ) hdz

Ty

hakid y
l dy 2 (Txy—f-dey) hdy
) p,hdzdy
o, hdy " 4phdzdy| |(o,+do,)hdy
A z (o) —< < > > >
h > dmu, ‘dmuu x
) 4 y
20 hd dz
I Txy yvw y
B g Txy‘hdy
v O'yhd.’E

Abbildung 2.7.: Riumliche Ausdehnung einer Scheibe (links) und Schnittgréfien an einem infini-
tesimal kleinen Scheibensegment (rechts)

Fiir die Schubspannung gilt entsprechend (2.11), (2.16) und (2.17)

Ouy  Ouy FE
- b 9.54
Tey <8y+8x>2(1+u) (2:54)
Mit der Dehnsteifigkeit der Scheibe [7,100]
Eh
D= 2.
T2 (2.55)

ergeben sich aus den Gleichgewichtsbedingungen (2.14), unter Beriicksichtigung der Grund-
annahmen aus (2.51), nach Einsetzen von (2.53) und (2.54) sowie der Voraussetzung einer
konstanten Dicke der Scheibe nachfolgende Differentialgleichungen [100]

9%u 1+ v 0%u 1—vd%u 0%u

D—=+D Y L 4 pph = ph——pn 2.
222 T2 daoy 5 o2 P = P e (2.56)
d%u 1+ v d0%u 1—v0%u 9%u

D—Y+D 4+ D Y h = ph—. 2.57
Oy? + 2 Oxdy + 2 0zx? teyh=p ot? (2:57)

Diese Beziehungen folgen auch bei der Betrachtung eines infinitesimal kleinen Scheibensegmentes
nach Abb. 2.7. Mehrmaliges Ableiten und ineinander Einsetzen fiihrt unter Annahme der freien
Wellenausbreitung (2.29) mit dem Laplaceoperator [7,45,179]

0? 0?

A=—+— 2.58

Ox? + oy? (2:58)
auf die Differentialgleichung fiir die Verschiebung in z-Richtung
20%h% 04 h(3— 0*

p Uy phB=v) \Ous (2.59)

Al By a8 D—») " o

Eine entsprechende Referenz aus der Literatur ist fiir die Beziehung (2.59) nicht bekannt.
Folglich ist ihre Herleitung aus (2.56) und (2.57) ausfiihrlich in Anhang A.1 beschrieben. Fiir
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die Verschiebung in y-Richtung gilt der analoge mathematische Zusammenhang (s. ebenfalls
Anhang A.1). Mit dem harmonischen Wellenansatz (2.34) sind aus (2.59) zwei Losungen

1—12 2p(1
kr.sch =1/ p(EV)w und Kk geh = 1/ Ww (2.60)

fiir die Wellenzahl in einer Scheibe moglich, aus denen sich die Phasengeschwindigkeiten

= und = (2.61)
= —_— = . < . .
CL,Sch (1 1/2) CT,Sch 2 (1 I/)

ergeben. Der Rechengang zur Bestimmung der Beziehungen in (2.60) und (2.61) ist dem Anhang
A .2 zu entnehmen. Die mit dem Index L gekennzeichneten Grofien reprisentieren dabei die
L-Welle. Die jeweils zweiten Losungen mit dem Index T fiihren auf die Beziehungen der T-Welle.
Die Schwingungsrichtung dieser T-Welle liegt in der Mittelfliche der Scheibe. Es treten dabei
keine Bewegungen senkrecht zu dieser Fliache auf.

An dieser Stelle ist noch zu erwéhnen, dass in der Literatur (z. B. [26,138]) weiter vereinfa-
chende Annahmen getroffen werden, um die Komplexitét in (2.56) bzw. (2.57) zu reduzieren.
Dabei wird mit

=0 (2.62)

die Dehnung und Winkeldnderung vernachléssigt. Diese Annahme ist aber nicht widerspruchsfrei
zum vorausgesetzten ebenen Spannungszustand. Fiir diinne Wandstérken liefert sie aber brauch-
bare Ergebnisse [26,51,138]. Fiir die Verschiebung in z-Richtung folgt damit die vereinfachte
Wellengleichung [26, 138]
2 2

%(?95; +pr = paatlgz. (2.63)
Daraus abgeleitet ergeben sich die gleichen Beziehungen fiir die L-Welle wie bereits in (2.60) und
(2.61) angegeben. Die T-Welle kann mit diesem Ansatz nicht beschrieben werden. In [26,138]
wird dazu ein separater Ansatz mit vereinfachten Annahmen gewihlt. Die dadurch erhaltenen
Beziehungen fiir die Wellenzahl und Phasengeschwindigkeit von L- und T-Welle sind mit den
Gleichungen (2.60) und (2.61) identisch.

2.3.3. Balken

Ein Balken wird ausschliefilich auf Biegung beansprucht womit die relevante Wellenart fiir
dieses Element in erster Linie die B-Welle darstellt. Fiir die nachfolgenden Modellierungen der
Wellenausbreitung auf einem Balken wird vorausgesetzt [48,182]:

1. Im urspriinglich unbelasteten Zustand ist die Balkenachse gerade.
2. Es herrschen keine Belastungen in der Balkenldngsachse.

3. Der Balkenquerschnitt ist symmetrisch beziiglich der z-Achse.

4. Die Lasten auf den Balken wirken in der z-z-Ebene.

5. Diese Belastungen werden in den Gleichgewichtsbeziehungen in der Weise eingefiihrt, als
ob sie am unverformten Balken wirken wiirden [182].
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= Y -dw/dz

Abbildung 2.8.: Balkenverformung. Die Querschnitte erfahren eine Verschiebung w und eine
Drehung

Sind die Voraussetzungen 3. und 4. erfiillt, wird auch von einer geraden Biegung gesprochen
[48]. In Abb. 2.8 ist der urspriinglich gerade Balken sowie seine Verformung aufgrund einer
Biegebelastung dargestellt. Ein exemplarischer Schnitt durch den Balken ist griin markiert. Die
Deformation des Balkens wird durch die Verschiebung w der Balkenachse in z-Richtung und
die Drehung 1 der Balkenquerschnitte um die y-Achse charakterisiert. Die Normalspannungen
in y- und z-Richtung sollen klein gegeniiber den Normalspannungen in z-Richtung des Balkens
sein und koénnen folglich vernachlissigt werden. Es gilt [48,194]:

oy,=0 und oy=o0,=0. (2.64)

Wie beim Stab folgt aus den Dehnungen (2.10), dem Werkstoffgesetz (2.16) und dieser Annahme

(2.64) der Zusammenhang
Oouy

ox
Des Weiteren erfahren alle Punkte des Querschnitts dieselbe Verschiebung w in z-Richtung.
Sie ist somit unabhéngig von z. Da nur Bewegungen in der z-z-Ebene beobachtet werden, ist
w ebenfalls unabhéngig von der y-Koordinate womit

oc=F

(2.65)

uy(z,t) = w(x,t) (2.66)

gilt [48]. Diese Annahme bedeutet auch, dass sich in einem Querschnitt die Breite und Hohe
des Balkens wahrend der Biegung nicht éndert.

Die dynamische Betrachtung erfolgt unter Beriicksichtigung aller relevanten Kréfte und
Momente am infinitesimal kleinen Balkensegment, das in Abb. 2.9 dargestellt ist. Das Krifte-

y V.V VYV VYV V VY

i | T
I

z dx

< [
< P

Abbildung 2.9.: Schnittgroflen an einem infinitesimal kleinen Balkensegment
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gleichgewicht in z-Richtung
20

~Q+ fuda —dm Tz

+Q—|—dQ =0 (2.67)
liefert unter Beriicksichtigung der d’Alembertschen Trégheitskraft mit der infinitesimal kleinen
Masse (2.42) die Differentialgleichung

oQ 82w
o T

- (2.68)

Das Momentengleichgewicht um den Schwerpunkt des Balkenelements entlang der y-Achse
ergibt folgenden Zusammenhang

0%

dx
M—i—Q?—l—d 8252

+Q—+dQ— —M—dM =0 (2.69)

wobei der Term, der von hoherer Ordnung klein ist (dQdz/2), nachfolgend vernachlissigt
wird [7,50]. Fiir das infinitesimal kleine Massentrigheitsmoment dj ergibt sich [51]

dj = pldz. (2.70)

Die Herleitung von (2.70) ist im Detail dem Anhang B.1 zu entnehmen. Das Flichenmoment 2.
Ordnung beziiglich der Biegeachse (hier die y-Achse) wird mit I bezeichnet und représentiert
das Integral [48,52,128,182]

I= /z2dA. (2.71)
A

Wird (2.70) in (2.69) eingesetzt, lisst sich der Zusammenhang der wirkenden Momente in Form
der Differentialgleichung

(2.72)

angeben.

Die fiir die Gleichgewichtsbedingungen verwendeten Schnittgrofien ergeben sich aus den
Resultierenden der Normalspannung ¢ und Schubspannung 7 mittels Integration iiber die
Querschnittsfliche. Es gilt fiir die Querkraft [7,48,51,128]

Q= / TdA (2.73)
A
und fiir das Biegemoment [7,48,51,128]
M = /zadA. (2.74)
A

2.3.3.1. Theorie nach Euler-Bernoulli

Diese Biegetheorie basiert auf den klassischen Annahmen von Euler und Bernoulli, weshalb
das entsprechende Modell als Euler-Bernoulli-Balken bezeichnet wird. In diesem Modell sind
simtliche Forderungen aus der Bernoullischen Hypothese erfiillt [48,69,182]:
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e Die Querschnittsebenen sollen auch nach der Deformation eben sein, d. h. keine Verwdl-
bung erfahren.

e Die vor der Deformation zur Balkenachse senkrechten Querschnittsebenen sollen auch
nach der Deformation senkrecht zur Biegelinie stehen. Das Balkenelement erleidet dadurch
keine zusétzliche Winkeldnderung.

Durch die Drehung um den Normalendrehwinkel v erfihrt ein beliebiger Punkt im Abstand z
somit eine Verschiebung in z-Richtung von [48, 69]

ug(z, 2, t) = P(x,t) 2. (2.75)

Durch diese Hypothese ist die Verschiebung wu, somit unabhéngig von y und z. Die zweite
Annahme fiithrt auf den Zusammenhang [48]

ow

— =0. 2.76

5 TV (2.76)
Aus der Normalspannungsbeziehung (2.65) sowie den Forderungen nach Bernoulli (2.75) und
(2.76) ergibt sich fiir die Normalspannung

0*w
und unter Beachtung von (2.71) und (2.74) lésst sich das Biegemoment mit [48,128,181,187]
0*w
M=-FI— 2.78
922 (2.78)

berechnen. In der Euler-Bernoulli-Theorie wird die Rotationstriagheit vernachléssigt und es folgt
aus dem Momentengleichgewicht (2.72) der nur fiir Euler-Bernoulli giiltige Zusammenhang [181]

oM
= —. 2.79
o (2.79)
Werden die Beziehungen (2.78) und (2.79) unter der Voraussetzung eines konstanten Quer-
schnitts iiber die Balkenlinge in (2.68) eingesetzt, ergibt sich die Wellengleichung fiir die

B-Welle im Euler-Bernoulli-Balken [25,30,51,125,187,194]

=[x (2.80)

Die Forderung der freien Wellenausbreitung (2.29) und der harmonische Wellenansatz' (2.34)
fithren auf die Wellenzahl der B-Welle in einem Balken nach Euler-Bernoulli [26,51,137,138,187]

1/ pA
EI\/E (2.81)

und mit (2.38) ermittelt sich die Phasengeschwindigkeit zu [26, 30,51, 137, 138§]

kB.Ba,EB =

EI

a = 4= . 2.82
CB,Ba,EB ,OA\/O7 (2.82)

!'Der harmonische Lésungsansatz wird entsprechend der Terme in (2.80) abgeleitet und anschliefend dort
eingesetzt. Fiir die schubelastische Platte sind in Absatz 2.3.4.1 die Ableitungen entsprechend ausformuliert
(vgl. Gleichung (2.136) und (2.139) auf Seite 48).
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2.3.3.2. Theorie nach Bresse-Timoshenko

Wie bei der Theorie nach Euler-Bernoulli wird bei Bresse-Timoshenko! von einem Ebenbleiben
des Querschnitts nach der Verformung ausgegangen. Fiir die Verschiebung der Querschnitts-
punkte in z-Richtung gilt somit auch der Zusammenhang (2.75). Die in der Euler-Bernoulli-
Theorie vernachléssigte Schubdeformation wird hier durch ein Stoffgesetz fiir die Querkréfte
beriicksichtigt [22, 30,48, 58,125]. Geometrisch betrachtet erfahren die Balkensegmente eine
Durchbiegung und unabhéngig dazu eine Drehung. Eine Beziehung (2.76) zwischen w und
wie bei der Euler-Bernoulli-Theorie gibt es deshalb nicht.

du du
o kel
l > dz d_w
\ dz
A A
N N
ael g}
Y ¥ \
dz dz

Abbildung 2.10.: Deformationen am infinitesimal kleinen Element

Fiir ein infinitesimal kleines Balkenelement sind die Verformungen in Abb. 2.10 ersichtlich.
Aus der Normalspannungsbeziehung (2.65) und der Verdrehung der Querschnittsebenen (2.75)
ergibt sich fiir die Normalspannung

oY
=F—=z. 2.83
? I (2:83)
Unter Verwendung von (2.71), (2.74) und (2.83) gilt fiir das Biegemoment [48,51, 183]
oY
M =FEI—. 2.84
D (2.84)

Die Schubspannung kann in analoger Weise aus den Gleichungen (2.11), (2.16), (2.66) und
(2.75) mit

Toz =T =G (gj + @ZJ) (2.85)

angegeben werden. Diese Gleichung liefert aufgrund der obigen Annahmen von eben bleibenden
Querschnitten eine konstante Schubspannung 7 {iber den Balkenquerschnitt. Dies trifft in Wirk-
lichkeit jedoch nicht zu. Mithilfe der zugeordneten Schubspannungen? ist ersichtlich, dass am
oberen und unteren Rand des Balkens die Schubspannungen zu Null werden, da am Rand in Bal-
kenléngsrichtung keine Schubspannungen auftreten konnen [48]. Die ungleichméflige Verteilung
von 7 wird mit dem Schubkorrekturfaktor x beriicksichtigt indem eine sog. Schubfléiche

A, = kA (2.86)

eingefithrt wird [48,51,125]. Auf dieser Schubfliche werden die Schubspannungen in der Bresse-
Timoshenko-Theorie als konstant angesehen. Mit den Bezichungen (2.85) und (2.86) folgt aus

'Diese Theorie ist in der Literatur auch lediglich unter dem Namen Timoshenko bekannt. Nach [58] sind die
entsprechenden Differentialgleichungen ebenfalls von Bresse in [22] angegeben.
2Schubspannungen in aufeinander senkrecht stehenden Querschnitten sind gleich grof8 [48].
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Durch die Gleichungen (2.68), (2.72), (2.84) und (2.87) stehen nun vier Zusammenhénge zur
Beschreibung der Schwingung zur Verfiigung. Werden nun die Biegemomente und Querkréfte
in den Differentialgleichungen der Krifte- und Momentengleichgewichte ersetzt, entsteht ein
System aus zwei gekoppelten partiellen Differentialgleichungen [30,48, 51,109, 183]

0%w 0 ow
A [AGA ((% + w)] -~ 1. (2.88)
0% 0 oY ow

Unter der Voraussetzung eines konstanten Querschnitts entlang der Balkenlédnge kann dieses Sys-
tem zusammengefasst werden. Dazu werden nach einer weiteren Ortsableitung die Beziehungen
(2.68) und (2.87) eingesetzt und es ergibt sich die Wellengleichung des Bresse-Timoshenko-
Balkens mit [48,51,109, 183]

ET 82fz_|_ pl O*f.
KGA 02?2  kKGA Ot?

oo TrAE T o T

4 4 2 27 94
0*w <1+E> o*w *w  p*I O*w (2.90)

EI 90 pl e
Die Herleitung von (2.90) aus den Beziehungen (2.88) und (2.89) ist in [51] beschrieben.
Mit der Annahme eines schubstarren Balkens (kG — oo) und unter Vernachlissigung der
Rotationstragheit (pI — 0) vereinfacht sich (2.90) zur Wellengleichung der Euler-Bernoulli-
Theorie (2.80).

Um die Wellengleichung einsetzen zu kénnen, muss der Schubkorrekturfaktor x bestimmt
werden. Fiir einen Rechteckquerschnitt der Hohe h und Breite b ist aus der Literatur unter
Einfluss der Querkraft @ der parabelférmige Schubspannungsverlauf

() = % (1 _ 4;’;) (2.91)

mit einem Maximalwert von mmax = (3Q) / (24) bei z = 0 bekannt [48,52,128]. Die Minima
werden am Rand fiir z = £h/2 mit 7 = 0 erreicht. Unter Verwendung des Arbeitssatzes aus
Gleichung (2.28) kann folgender Zusammenhang

Q2 7_2
i /GdA, (2.92)
A

aufgestellt werden [48]. Durch Einsetzen von (2.91) in (2.92) folgt fiir den rechteckigen Quer-
schnitt der Schubkorrekturfaktor x = 5/6 [48]. Schubkorrekturfaktoren fiir andere Querschnitts-
formen sind bspw. in [29,73,184] zu finden.

Aus Gleichung (2.90) ergibt sich fiir die freie Wellenausbreitung (2.29) und mithilfe des
harmonischen Losungsansatzes! (2.34) die Wellenzahl fiir B-Wellen in einem Balken nach der

!'Der harmonische Lésungsansatz wird entsprechend der Terme in (2.90) abgeleitet und anschliefiend dort
eingesetzt. Fiir die schubelastische Platte sind in Absatz 2.3.4.1 die Ableitungen entsprechend ausformuliert
(vgl. Gleichung (2.136), (2.137), (2.138) und (2.139) auf Seite 48).
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Theorie von Bresse-Timoshenko [51,58,125]

Lip p L [rp  p\?2 pA p?
; Y A O [ T W
B,Ba,BT,12 \/2 ETra)Y TV \ETa) ¥ TR T Y ERGY (2:93)

und mit (2.38) kann die Phasengeschwindigkeit

1/p p) 1\/ p . P\, pAL p?
(L Py (7 —) WLy
2 (E + kG 2 E + kG + ET w? ExG

—-1/2

CB,Ba,BT,12 = (2.94)

berechnet werden.

2.3.3.3. Theorie nach Levinson

Die bisher gemachte Annahme ebener Querschnitte steht im Widerspruch zum parabelfor-
migen Schubspannungsverlauf eines Rechteckprofils iiber der Balkenhohe aus (2.91). Dieser Sach-
verhalt ist in der Bresse-Timoshenko-Theorie durch den Schubkorrekturfaktor berticksichtigt.
In [109] verzichtet Levinson auf einen solchen Faktor und fithrt statt dessen die Formfunktion
x fiir die Verschiebung in z-Richtung

ug(x, 2,t) = Y(x,t) 2 + 22x(z, 1) (2.95)

ein. Dieser Verschiebungsansatz gehort zu den Theorien héherer Ordnung, was in der kubischen
Potenz von z begriindet ist [66,75,164,174]. Aufgrund der Bedingung, dass die Schubverzerrung
am oberen und unteren Rand des Balkens verschwindet (fiir z = £h/2 gilt 7, = v = 0), ldsst
sich diese Formfunktion ermitteln. Aus den Gleitungen (2.11), den erwihnten Randbedingungen
und (2.95) ergibt sie sich zu [109]

X(z) = —% (g;‘j + w) . (2.96)

Die Herleitung der Beziehung (2.96) ist in Anhang B.2.1 detailliert dargestellt. Unter der
Annahme eines rechteckigen Balkenquerschnitts mit den Grenzen z = +h/2 lésst sich aus
(2.65), (2.74), (2.95) und (2.96) fiir das Biegemoment [109]

EI [ 0y O*w

(Herleitung in Anhang B.2.2) und mit (2.11), (2.16), (2.95) sowie (2.96) fiir die Querkraft
2 ow
=-GA|— 2.98
Q=3 ( o +z/») (2.98)

ermitteln (Herleitung in Anhang B.2.3) [109]. Das infinitesimal kleine Moment in Folge der
Rotationstragheit nach dem Prinzip von d’Alembert ist fiir das Balkensegment in Abb. 2.9 mit
djqﬂ angegeben. Unter Beriicksichtigung der Beschleunigungen der einzelnen Massenpunkte
des Querschnitts mit Wirkung des entsprechenden Hebelarms in z-Richtung wird es in der
Levinson-Theorie [109] durch Integration iiber die Querschnittsfliche mit

oMy pI O? ow
=5 <4¢ . 833) (2.99)
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bestimmt (Herleitung in Anhang B.2.4). Durch Einsetzen von (2.97) und (2.98) in die Differen-
tialgleichungen aus dem dynamischen Krifte- bzw. Momentengleichgewicht (2.68) und (2.72)
ergibt sich das gekoppelte Differentialgleichungssystem [109]

Pw 20 ow
PASE 3on [GA (ax + ‘”)} = /= (2.100)
2 ow 10 0w oY pl 9% (Ow
34¢ (ax“”) T 50w [Ef (axz“‘axﬂ —539(333‘4 ) (2.101)

Der d’Alembertsche Trégheitsterm 0M;/0x aus (2.99) ersetzt dabei im Momentengleichgewicht
(2.72) den Term pId*yp/0t%. Die zu (2.100) und (2.101) korrespondierenden Beziehungen
der Bresse-Timoshenko-Theorie sind (2.88) und (2.89). Hier gilt erneut die Annahme eines
konstanten Querschnittverlaufs iiber die Balkenlédnge und es folgt die Wellengleichung [109]

6FE1 0°f, 6pl 0*f.

E " 5GA 922 ' 5GA o2

o202 TP o

4 4 2 27 94
0*w I( GE) 0*w o*w  6p°1 0w (2.102)

Towr P\ 56 T56 o
Diese Beziehung ist identisch mit jener der Bresse-Timoshenko-Theorie (2.90), wenn dort
k = 5/6 gewihlt wird. Die Berechnung der Wellenzahl bzw. der Phasengeschwindigkeit fithrt er-
neut auf (2.93) und (2.94). Die Verwendung der Theorie hoherer Ordnung bei einem rechteckigen
Balkenquerschnitt bringt somit keinen Vorteil im Vergleich zur Theorie nach Bresse-Timoshenko.
FEine Verbesserung der Genauigkeit ist dadurch nicht gegeben.

Auf den Unterschied der beiden Theorien im statischen Anwendungsfall wird im Rahmen
dieser Arbeit nicht weiter eingegangen. Informationen hierzu sind in [109] enthalten.

2.3.3.4. Abwandlungen der Bresse-Timoshenko-Theorie
Wird im Balkenmodell nach Bresse-Timoshenko die Verformung in Folge von Schub ver-
nachléssigt, also ein schubstarrer Balken (kG — oo0) angenommen, ergibt sich aus (2.90) die

Wellengleichung
*w 9*w *w
El—- A — ol
R TR G WORTE

und damit fiir die B-Welle die Wellenzahl [58,125]

1 1 2 A
kB BaEB+; = \/2§w2 + 2\/(2) wt + 4%& (2.104)

und entsprechend mit (2.38) die Phasengeschwindigkeit

1p 1\/ p)Q pA 1
L g =
2E+2 (E + EI w?

Dieses Modell, das auf Rayleigh zuriickgeht [58,125], beriicksichtigt zuséitzlich zum Euler-
Bernoulli-Modell die Rotationstragheit und wird aus diesem Grund mit dem Index EB+j
gekennzeichnet. Streng mathematisch sind auch hier zwei Losungen moglich, jedoch ist fiir
die zweite Losung (negatives Vorzeichen des inneren Wurzelausdrucks) keine physikalische
Berechtigung vorhanden. Aus diesem Grund ist sie nicht angegeben.

= f. (2.103)

CB,Ba,EB+j = (2.105)

Des Weiteren soll auch untersucht werden, welchen Einfluss die Vernachldssigung der Rotati-
onstrégheit bei gleichzeitiger Beriicksichtigung des Schubeinflusses hat. Die Terme mit dem
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Faktor pI kénnen in (2.90) nicht direkt vernachléssigt werden, da nicht ersichtlich ist, ob sie aus
dem Rotations- oder Schubanteil resultieren. Aus diesem Grund wird in (2.69) das infinitesimal
kleine Massentrigheitsmoment vernachlissigt (djd?y/0t> — 0) und die Herleitung der Bresse-
Timoshenko-Theorie erneut vollzogen. Dies fithrt auf die Wellengleichung der B-Welle auf einem
Balken unter Beriicksichtigung der Schubverformung zusétzlich zum Euler-Bernoulli-Modell

o*w  Elp 0*w 0w EI 0°f,
1 a2 TPAGE = f - 2"

ox kG O0x?0t ot kGA Ox

Die Herleitung von (2.106) ist in Anhang B.3.1 dargestellt. Die Wellenzahl, basierend auf der

Wellengleichung (2.106), der freien Wellenausbreitung (2.29) und des harmonischen Wellenan-
satzes (2.34), ldsst sich mit

Lp 1\/( 0 )2 A pA
—\aLwr+ /(L 422 2 2.1
¥B,BapBr \/2 YTV Ge) TR (2.107)

berechnen!. Unter Verwendung von (2.38) folgt aus (2.107) fiir die Phasengeschwindigkeit

1 1 > a1

Lo L) ardl

2 kG + 2\/ kG + ET w?

Die Beachtung des Schubeinflusses zusétzlich zur Euler-Bernoulli-Theorie wird mit dem Index

EB+7 gekennzeichnet. Auch hier sind zwei mathematische Losungen moglich, von denen die
zweite ausschlieBlich komplexwertig wird und deshalb nicht angegeben ist.

EI (2.106)

CB,Ba,EB+r = (2.108)

Bevor die verschiedenen Balkentheorien und die daraus resultierenden Wellenzahlen im
Folgenden miteinander verglichen werden, sind sie zur besseren Ubersicht in Tabelle 2.1
zusammengefasst.

Tabelle 2.1.: Zusammenfassung der Balkentheorien

Name Index | Wellengleichung | Wellenzahl
Euler-Bernoulli EB (2.80) (2.81)
Bresse-Timoshenko | BT* (2.90) (2.93)
Rayleigh-Losung | EB+j (2.103) (2.104)
Schub-Losung EB+7 (2.106) (2.107)

*In symbolischer Schreibweise: ,BT = EB+j+7

Die entwickelte Euler-Bernoulli-Lésung mit berticksichtigtem Schubeinfluss (Schub-Losung)
wird zunéchst mit der Theorie nach Bresse-Timoshenko verglichen. Die Beurteilung erfolgt
anhand der Wellenzahlen, wobei beim Bresse-Timoshenko-Modell die erste Losung (Plus vor dem
inneren Wurzelausdruck) herangezogen wird. Diese entspricht dem B-Wellen-Mode [58]. Unter
Anwendung des zweiten binomischen Satzes ergibt sich aus (2.93) fiir den hier dargestellten
Vergleich

1 1 2 A
kB,Ba,BT,1 = \/2 <% + %) w2 + 2\/(2 — %) w4+ 4%&. (2.109)

'Die Wellenzahl (2.107) ist bereits aus [110] bekannt. Sie wird dort aus einer Wellengleichung hergeleitet, die
nicht exakt mit (2.106) iibereinstimmt. Der Term — (E19”f.) / (kGA8z?) auf der rechten Seite von (2.106) ist
in [110] nicht vorhanden. Aufgrund der Annahme der freien Wellenausbreitung (2.29) gilt fiir f. = 0 und es
ergeben sich im Vergleich mit [110] keine Unterschiede in den Wellenzahlen bzw. Phasengeschwindigkeiten.
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Unter Verwendung des Schubmoduls aus (2.17) gilt fiir den Term

p _p2(1+v)

— = . 2.110
kG E K ( )
Der zweite Koeffizient auf der rechten Seite von (2.110) wird mit der Variablen
A Gk (2.111)
K

abgekiirzt. Diese Beziehung (2.111) fiihrt fiir die Bresse-Timoshenko-Losung (2.109) auf

kB,Ba,BT,lzw s C+1+\/(C—1)2+4

1
2F 2

AFE
— 2.112
I w ( )

p

Zusammen mit (2.111) folgt fiir die Schub-Losung aus (2.107)

p AFE 1
I Jezpats = 2.11

Unter den Voraussetzungen p >0, £ >0, v >0, A>0, >0, k>0 und w > 0 lisst sich
zeigen, dass stets die Ungleichung

kB Ba,EB+r < KB Ba,BT,1 (2.114)

erfiillt ist. Dieser Zusammenhang (2.114) ist in Anhang B.3.2 bewiesen und bedeutet, dass die
Wellenzahl der Schub-Lésung stets kleiner ist als die der Bresse-Timoshenko-Theorie. Sofern die
Voraussetzungen erfiillt sind, ist diese Aussage auch unabhéingig von den gew#hlten Material-
und Geometrieparametern sowie von der betrachteten Frequenz.

Werden die Wellenzahlen der Rayleigh-Losung aus (2.104) mit der Schub-Losung (2.107)
verglichen, fillt der gleiche Charakter der Dispersionsbeziehung auf. Er ist mit

1 1 A
kB,Ba,Vgl = \/2Dw2 + 2\/D2W4 + 4%&)2 (2115)
gegeben. Fiir die Variable D gilt in Abhéngigkeit der Losung
% fiir die Rayleigh-Losung (Index : EB+j)
D= p (2.116)

e fiir die Schub-Losung (Index : EB+7).

Mit Verweis auf (2.110) wird D der Schub-Losung ersetzt und es folgt

2(1+v
Dgpyr = (H>DEB+]' (2.117)

Wird fiir die Querkontraktionszahl! ein Giiltigkeitsbereich von 0 < v < 0,5 sowie fiir den
Schubkorrekturfaktor von 0 < k < 1 betrachtet, ist Dgpy, (Schub-Loésung) mindestens um den

'Es sind einige Materialien mit einer negativen Querkontraktionszahl bekannt. Diese Werkstoffe werden als
auxetisch bezeichnet und konnen Werte im Bereich —1 < v < 0,5 annehmen [34, 99]. Diese werden hier
ausgeschlossen.
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Faktor 2 bis co grofier als Dpp4; (Rayleigh-Losung). Der Wertebereich fiir den Schubkorrektur-
faktor ist mit Verweis auf [8,55,74,83,184] festgelegt. Dort sind keine Schubkorrekturfaktoren
nach der hier verwendeten Definition (2.86) mit einem Wert x < 0 oder x > 1 zu finden. Dies
schliefit auch kompliziert geformte Querschnitte mit Hohlrdume ein [55]. In [29] finden sich
fiir den Schubkorrekturfaktor vereinzelt Werte die grofler als Eins bzw. kleiner als Null sind.
Diese werden aber als nicht plausibel eingestuft [29]. Weiterhin sind aus [73] fiir rechteckige
Querschnitte und fiir grofle Verhéltnisse von Breite zu Hohe Schubkorrekturfaktoren grofier
Eins bekannt. Diese Fille sollen hier ausgeschlossen werden, jedoch wird nicht behauptet, dass
diese nicht existieren [5]. Anzumerken ist, dass sich x oftmals in Abhéingigkeit der Querkon-
traktionszahl andert [29,55,73] und damit fiir das Verhéltnis Dgpy./Drp+; = f(v) gilt. Fiir
einen rechteckigen Balkenquerschnitt mit x = 5/6 und Stahl (v = 0,3) als Werkstoff ergibt
sich bspw. Dgg4-/DEB+; = 3, 12. Folglich gilt nach (2.115) und (2.117) fiir die vorausgesetzten
Giiltigkeitsbereiche

kB,Ba,EB+j < kB,Ba,EB+7- (2.118)

Die Ungleichungen (2.114) und (2.118) ergeben im Verbund

kB Ba,EB+j < kB,Ba,EB+r < KB.Ba,BT,1- (2.119)

Die Wellenzahl der Schub-Lésung néhert sich unter den Voraussetzungen p >0, E > 0,
0<v<0,5,A>0,1>0,0<k<1und w >0 damit zunehmend der Bresse-Timoshenko-
Losung an und ist im Vergleich zur Rayleigh-Losung die bessere Approximation.

2.3.3.5. Diskussion

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Ausbreitung einer B-Welle auf einem Balken und
der L-Welle in Stdben besteht darin, dass die Wellenzahlen bzw. Phasengeschwindigkeiten der
B-Welle Funktionen der Frequenz sind. Dies wird als Dispersion bezeichnet und bewirkt bei einer
impulsférmigen Anregung, die eine Vielzahl an Frequenzen enthilt, ein ,, Auseinanderlaufen*
des Wellenpaketes mit zunehmender Ausbreitungsstrecke (Abschnitt 3.1).

Fiir einen diinnen rechteckigen Balken mit der Hohe h = 3 mm aus Stahl (E = 210 GPa,
p = 7850 kg/m?, v = 0,3 und x = 5/6) sind in Abb. 2.11 die Phasengeschwindigkeiten der
Wellenarten als Funktion der Frequenz miteinander verglichen. Zur Orientierung ist die Aus-
breitungsgeschwindigkeit der L-Welle nach (2.50) ebenfalls eingezeichnet. Der Kurvenverlauf
des Biegemodells nach Euler-Bernoulli basiert auf (2.82). Der wurzelformige Verlauf tiber der
Frequenz ist gut ersichtlich. Die Schwichen dieser Theorie sind hier klar erkennbar, denn die
Phasengeschwindigkeit strebt fiir hohe Frequenzen gegen unendlich [26,58,138].

In den Balkenmodellen nach Bresse-Timoshenko (2.93) bzw. Levinson (2.94) fillt auf, dass
zwei Losungen existieren. Die erste beschreibt die erwartete Biegemode der B-Welle, die zweite
ist als Transversalmode zu interpretieren [58]. Fiir niedrige Frequenzen wird letztere Losung
komplex, wodurch dieser Mode nicht auftritt. Im Unterschied zu den T-Wellen in einer Scheibe
nach (2.61) mit dem Index T, schwingt die T-Welle der Bresse-Timoshenko-Theorie senkrecht
zur Mittelline des Balkens [58].

Ebenfalls ist die Phasengeschwindigkeit des Rayleigh-Modells als ,,Euler-Bernoulli+j* aus
Gleichung (2.105) angegeben. Sie nihert sich fiir hohe Frequenzen der Geschwindigkeit der
L-Welle bzw. der zweiten Bresse-Timoshenko-Losung an. Die Schub-Lésung ist in Abb. 2.11 mit
»Huler-Bernoulli+7* abgekiirzt und kommt der ersten Bresse-Timoshenko-Lésung am néchsten.
Aufgrund der Beziehung (2.38) verhalten sich sdmtliche Phasengeschwindigkeiten bei gleicher
Frequenz umgekehrt proportional zur Wellenlénge. Die Verhéltniszeichen in (2.119) miissen fiir
die Phasengeschwindigkeiten demnach invertiert werden.
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Abbildung 2.11.: Dispersionsdiagramm fiir Balkenmodelle (Parameter: o = 3 mm, E = 210 GPa,
p = 7850 kg/m?, v = 0,3, k = 5/6)

2.3.4. Platte

Die Platte stellt die zweidimensionale Erweiterung des Balkens dar. Im vorangegangenen
Absatz sind zur Beschreibung der Balkenbiegung verschiedene Theorien unter Beriicksichtigung
der Schubspannungen und Rotationstrédgheiten als bestmogliche mechanische Modelle aufgefiihrt.
Um die Beschreibung abzukiirzen, wird hier zunéchst auf die schubelastische Platte eingegangen.
Die schubstarre Platte wird nicht im Detail erldutert, da sie aus dem schubelastischen Modell
abgeleitet werden kann. Plattenwellen werden im zweiten Teil anhand eines Potentialansatzes
beschrieben, womit sich die Frequenzgleichung nach Rayleigh-Lamb ergibt.

2.3.4.1. Schubelastische Platte

Die Darstellung der schubelastischen Platte orientiert sich an [7]. Mindlin entwickelte als erster
den nachfolgend vorgestellten kinematischen Ansatz. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle
von der Mindlin-Platte gesprochen. Dazu werden zunéchst folgende Annahmen getroffen [7]:

e Die ,Neutrale Ebene* der Biegeverformung ist die Mittelfldche.
e Die Verschiebungen sind klein im Vergleich zur Plattendicke.

Weiterhin sollen fiir die Spannungen und Verzerrungen in Richtung der Plattennormalen
0,=0 und €,=0 (2.120)

gelten [7,72]. Diese beiden letzten Annahmen sind nicht widerspruchsfrei, denn die gleichzeitige
Definition eines ebenen Spannungszustandes (2.21) und eines ebenen Verzerrungszustandes
(2.22) ist streng genommen nicht zuldssig [72]. In der Plattentheorie fithren sie aber auf
akzeptable Nidherungen und haben somit ihre Berechtigung [7,51, 72].

In Abb. 2.12 sind die geometrischen Groflen der Platte nach der Verformung an zwei Schnitten
dargestellt. Daraus konnen die kinematischen Beziehungen

45



2. Struktur- und werkstoffmechanische Grundlagen

»
»
x

Abbildung 2.12.: Plattenverformung. Die Querschnitte erfahren eine Verschiebung w und,
abhéngig von der Schnittebene, eine Drehung 1, und 1, [7]

g (2,9, 2) = 20, (2,y), Uy (x,y,2) = 20y (x,y) und u,(z,y,2) =~ w(r,y) (2.121)

abgelesen werden [7,45,72]. Die Schnittgrofien werden bei der Plattenmodellierung auf die
Kantenlidnge bezogen. Fiir die Biegemomente normal zum Richtungsindex gilt [7,45,72,186]

h/2 h/2
M, = / ozzdz und M, = / oyzdz, (2.122)
—h/2 —h/2
ebenso fiir die Torsionsmomente [7,45,72, 186]
h/2
Myy = My, = / Tryzdz (2.123)

—h/2

und fiir die Querkriifte des jeweiligen Schnittufers [7,45,72,186]

h/2 h/2
Qr = / Tz2dz und Q= / Ty-dz. (2.124)
—h/2 —h/2

Die kinematischen Beziehungen (2.121) ergeben nun mit den Gleichungen fiir die Dehnungen
(2.10) sowie Gleitungen (2.11) die Verzerrungen in der Platte. Unter Beachtung der Annahmen
(2.120) folgen mit den konstitutiven Gleichungen (2.18) die Spannungen. Diese kénnen mithilfe
von (2.122), (2.123) und (2.124) integriert und somit die Schnittreaktionen [7,45]

M, =K <65f + u%%’) und M, =K <%d;’ + u%ﬁ”) , (2.125)
sowie [7,45]
My = 3 K <852$ n %‘iy) (2.126)
und [7,45]
Q. = khG (% + ‘Z:;’) und  Q, = khG <¢y + ‘?;) (2.127)
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berechnet werden. Die Biegesteifigkeit der Platte ist mit

Eh3
K=——F—— 2.12
12(1 =) (2.128)

abgekiirzt [7,26,45,137,138,186]. In Abb. 2.13 sind an einem infinitesimal kleinen Plattenseg-

da: k/

AN

phi

(M, +dM,)dz
(MyZ—I—dMW)da/ Q,+dQ,)dz

Abbildung 2.13.: Schnittgréfien an einem infinitesimal kleinen Plattensegment. Die Tragheitskraft
und Trigheitsmomente sind auf die Fliche bezogen [7,45]

ment, reprasentiert durch die Plattenmittelfliche, sédmtliche Schnittgréflen angetragen. Unter
Beriicksichtigung des d’Alembertschen Prinzips ergibt das Kriftegleichgewicht in z-Richtung
zusammen mit den Momentengleichgewichten in z- und y-Richtung die Gleichgewichtsbedin-
gungen fiir den dynamischen Fall unter Vernachléssigung von Termen, die von héherer Ordnung
klein sind, zu [7]

8@1 8@ 82w
Ee + aiyy + [z :P’hw, (2.129)
oM,  OMy,  ph 9y
ar oy T T oo (2.130)
OM,  OMy, _ph3 awf,
oy T ar YT (2.131)

Nach Einsetzen von (2.125), (2.126) und (2.127) in (2.129), (2.130) und (2.131) folgt das
gekoppelte Differentialgleichungssystem [7]

8'lpm 62'11) awy 82'111 B 8211)
whe < ox + 0z Oy T o2 + /- _pwﬁy (2.132)
Py 1-vPh  1+v 0%y dw\  ph® 8%,
K < Ox2 + 2 Oy? 2 8x8y>  RhG <¢x 690) T 12 a2 (2:133)
321/’7; 1—-v 82¢y 1+v 82¢x ow phS 82¢y
r ( dy? T o 2 8x8y> —rhG (wy 3y> 12 o2 (2.134)
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Fiir die Mindlin-Platte ergibt sich aus (2.132), (2.133) und (2.134) durch mehrmaliges Ableiten
und ineinander Einsetzen die Wellengleichung [7,26, 138]

ph? 0*f.
12kG 082

pE | o
KAAw </<;G+ 12>A

0%w Pw  p*h? 0tw K
= Jz— —A z
oz TP T o T g™t

(2.135)

Diese partielle Differentialgleichung entspricht in ihrer Struktur jener der Bresse-Timoshenko-
Balkentheorie und ist folglich als zweidimensionale Erweiterung zu (2.90) zu sehen. Mit (2.29)
wird die rechte Seite der Wellengleichung (2.135) zu Null. Aus dem Losungsansatz (2.34)
ergeben sich durch Ableiten folgende Zusammenhénge:

AAw = klwge I Fe—wt) (2.136)
Ai);;; = kPw?wge Ikr—wt) (2.137)
%?}f = whpge Ike=wt) (2.138)
8;‘2” = —w?wge Ike—wt) (2.139)

Damit ldsst sich die Wellenzahl der B-Welle fiir eine ebene Ausbreitung entlang einer Richtung
in der schubelastischen Platte nach Mindlin mit

1 [ ph3 p 1 ph?3 o \? ph p2h3
k == (2 L)y /(2 + ) w4 au2 4 (2.140
BPLMI2 = 5 (121{ e ) ek Tha) TR T Tareg” 310

ermitteln [26,125,138]. Uber den allgemeinen Zusammenhang (2.38) ergibt sich die Phasenge-
schwindigkeit zu

-1/2
Liph®  p\_ L [(ph®  p\* ,ph1  p?
= |= Ll (5= +L) 4455 -4 (2141
BPLMI2 = (12K Twa) T2\\i2k The) TR w2 T "12KRG 2440

Unter Vernachlissigung der Schubelastizitiit (kG — oo) und der Rotationstréigheit (ph®/12 — 0)
in Gleichung (2.135) kann die einfachere Beziehung der schubstarren Platte

9w

erhalten werden [25,26,136-138,181]. Dieses Modell wird auch als Kirchhoff-Platte bezeichnet.
Die Wellenzahl [26, 138]
412p (1 —v?)
kpiLk = — Vw (2.143)

und die Phasengeschwindigkeit [26,136-138]

Eh?

4 PrI VZ)\/(; (2.144)

CBPLK =

tragen aus diesem Grund den Index K. Grundlage zu deren Bestimmung ist wiederum die freie
Wellenausbreitung (2.29), der harmonische Wellenansatz (2.34) sowie die Beziehung (2.38).
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2.3.4.2. Plattenwellen nach Rayleigh-Lamb

Aus der Literatur sind weitere Wellenarten bekannt, die in dieser Arbeit bisher noch nicht
beriicksichtigt sind. Die Oberflichenwelle nach Rayleigh ist hierfiir ein Beispiel [2,26,46, 138].
Sie tritt nur in halbunendlichen Medien an der freien Oberfliche auf. Thre Berechtigung findet
sie bspw. in der Beschreibung von seismischen Wellen, die in der Erdkruste auftreten [180].
Weiterfiithrende Informationen sind in [2, 26, 138] enthalten.

Diese Rayleigh-Welle kann nur bei ausreichender Dicke des Materials senkrecht zur Oberfldche
entstehen. Fiir den Fall einer beidseitigen parallelen Begrenzung, wie es bei einer Scheibe oder
Platte der Fall ist, wird von einer Plattenwelle (Lamb-Welle) gesprochen. Letztere Wellen werden
unterteilt in symmetrische und antisymmetrische Moden [94]. Das prinzipielle Schwingungsbild
dieser Moden ist in Abb. 2.14 dargestellt. Die nachfolgende Darstellung des Losungsweges zur
Beschreibung von Plattenwellen orientiert sich an [1,46].

symmetrischer Mode antisymmetrischer Mode

Abbildung 2.14.: Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes

Die kinematischen Beziehungen (2.10) und (2.11), die Gleichgewichtsbedingungen (2.14)
sowie die konstitutiven Gleichungen (2.18) werden in Indexschreibweise unter Anwendung der
Einsteinschen Summenkonvention! fiir den allgemeinen Fall mit

0ijj + pfi =piii, (2.145)
Tij =A€kkOij + 2pu€ij, (2.146)
€ij =1/2 (Ui + uj) (2.147)

angegeben [1,7,51]. Das Kronecker-Delta? wird mit §;; bezeichnet und fiir die Indizes gilt
1,7,k = x,y, z. Die Punkte iiber der Verschiebung reprisentieren die zweite Zeitableitung. Aus
den Gleichungen (2.145), (2.146) und (2.147) folgt unter Vernachléssigung der Korperkrifte f;
die Wellengleichung [1,51]

p g+ (A =+ ) wjji = pis. (2.148)
Mit Verwendung des Nablaoperators [179]

T 9 8 9
V-4 4 2] (2.149)
wird diese Beziehung in Vektornotation mit
pV2u+ (A + p) VV - u = pii (2.150)

geschrieben [1]. Als Losungsansatz fiir die Wellengleichung (2.150) wird nach dem Helmholtz-
Theorem das Verschiebungsfeld u aus einem rotationsfreien (Skalarpotential ¢) und einem
divergenzfreien (Vektorpotential @) Feld zusammengesetzt [1,3,42,46,179]:

u=Ve¢+Vx0. (2.151)

'Ober gleiche Indizes wird aufsummiert. Partielle Ableitungen sind im Index durch Kommatrennung und
Nennung der Variablen reprisentiert [7,51].
?Das Kronecker-Delta ist fiir i = j mit §;; = 1 und fiir 4 # j mit d;; = 0 definiert [7].
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Das Einfiigen von (2.151) in (2.150) fiithrt auf [1]

2

puV2 (Vo +V x0)+ A+ pu)VV - (Vo +V x ) Vo +V x0). (2.152)

:P@(

Ein Umsortieren von (2.152) unter Beachtung der Beziehungen [1,179]

V-Vp=0 und V-Vx0=0 (2.153)
ergibt [1]
v [(A +2u) V2 — pq’ﬁ'] TV % [W%v - pé] —0. (2.154)
Die Wellengleichung (2.152) bzw. (2.154) wird erfiillt, wenn mit den Abkiirzungen [1,32]
1 P 1 P
i d =—==8 2.155
2 A+2u o & ( )
die Zusammenhénge [1,46]
) 1. ) 1 .
‘L ‘r

gelten. Werden die hier definierten Phasengeschwindigkeiten! ¢z und ¢z mit den Geschwin-
digkeiten ¢y, gch und cr gen des Scheibenmodells aus Gleichung (2.61) verglichen, kann fiir die
L-Welle folgender Quotient

cr (v—1)°

=\ —. 2.157
CL,Sch 1—2v ( )

bestimmt werden. Die konstant angenommene Phasengeschwindigkeit der L-Welle nach Rayleigh-
Lamb liegt fiir den Wertebereich der Querkontraktion von 0 < v < 0,5 daher immer iiber der
Geschwindigkeit nach dem Scheibenmodell. Bei den Phasengeschwindigkeiten der T-Welle ist
dies nicht feststellbar, da

CT = CT Sch (2.158)
gilt. Das Ausschreiben des Helmholtz-Theorems (2.151) fiihrt auf
00 [ 00, 00, T
" or dy 0z
v 0o 00, 00,
=| == —_— - 2.159
Zy ay * 0z ox ( )
R I
Loz 1 L oz oy |

Die Wellenbewegung tritt nur in der zy-Ebene? auf und deswegen kann der ebene Verzerrungs-
zustand aus Gleichung (2.22) angenommen werden [1,46]. Daraus folgt [1,46]:

0
,=0 d — =0. 2.160
u und =~ ( )

'Die Phasengeschwindigkeit der verschiedenen Wellenmoden besitzen nach dem Potentialansatz von Rayleigh-
Lamb eine Frequenzabhéngigkeit. Die Groflen ¢, und cp diirfen demnach nicht als die wahre Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Wellenmoden verstanden werden, sondern sind hier als Materialparameter zu interpretieren.

2Im Vergleich zur Plattenmodellierung aus Absatz 2.3.4.1 ist hier das Koordinatensystem gedreht.
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Fiir die Verschiebungskomponenten u, und w, ergibt sich aus (2.159) in Kombination mit
(2.160) somit [1,46]
o¢p 00 o¢p 00
= 5.t 5 d == — 5 2.161
“ Jx 0Oy une ty dy Oz (2.161)

Die z-Komponente des Vektorpotentials § wird dazu vereinfachend mit
0.,=20 (2.162)

geschrieben. Unter Verwendung der Verzerrungsbeziehungen (2.10) und (2.11), des Werkstofi-
gesetzes (2.20) sowie den Zusammenhingen aus (2.161) lassen sich die Spannungen mit

9% 9% 926 8¢
9% 820 520
Tay =H <2 dxdy x> + 8y2> (2.164)

berechnen [1,46]. An den Oberfléichen der Platte bei y = +h/2 ist aufgrund der Randbedingung
die Normalspannung o, sowie die Schubspannung 7, mit

Oy =Toy =0 (2.165)

bekannt [1,46]. Aus den Beziehungen in (2.156) muss fiir ebene Wellen

2 2 2 2 2 2
g;f+g;§=01%gt§5 und gxz gyzzépgtf (2.166)
gelten [1,46]. Unter Verwendung der Lésungsfunktionen
¢ =d(y)eIF==w  mit  B(y) = A sin (Py) + Ag cos (Py) (2.167)
und
9 =0(y) eIk mit O(y) = By sin (Qy) + Ba cos (Qy) (2.168)

werden die Wellengleichungen in (2.166) erfiillt [1,46]. A;, Az, B; und Bz bezeichnen dabei
Konstanten. Fiir die Abkiirzungen P und Q gelten die folgenden Beziehungen [1,46]

2 2
Pr=Y k2 und Q2= 2 (2.169)
cT, cr

Werden in (2.163) und (2.164) nun die Losungsfunktionen (2.167) und (2.168) eingesetzt,
konnen die Spannungen als Funktion von ¢ und © mit

9*P 00 0P
= [ == —jk=— k2P 4+ — 2.1
oy M(@yQ ] 8y>+)\< +8y2>’ (2.170)
ob 9?20
oy =t [ j2k— + k20 + — 2.171
Tay M(J 8y+ +8y2> ( )

angegeben werden [1,46]. Der Term elkz=wl) wird dabei weggelassen, da er lediglich als Faktor in
Erscheinung tritt und mit der Randbedingung (2.165) verschwindet [1,46]. Fiir die Betrachtung
der Schwingform wird in symmetrische (S-Mode) und antisymmetrische (A-Mode) Moden
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unterschieden. Der S-Mode zeichnet sich dadurch aus, dass fiir die Verschiebungen in z-Richtung
nur cos-Terme und in y-Richtung nur sin-Terme in den Gleichungen auftreten, womit

® = Ascos (Py) und © = B;sin(Qy) (2.172)
gilt [1,46]. Daraus ergibt sich fiir die Spannungen der symmetrischen Schwingform [1,46]

oy = — 20 [P* Az cos (Py) + jk QB cos (Qy)] — A (k* + P?) Az cos (Py) (2.173)
Tay =t [—i2kP A sin (Py) + (k* — Q?) By sin (Qy)] . (2.174)

Im antisymmetrischen Fall treten fiir die Verschiebung in z-Richtung nur sin-Terme und in
y-Richtung ausschlieBlich cos-Terme auf. Unter Verwendung von [1, 46]

® = Aysin(Py) und © = Bycos(Qy) (2.175)
kann damit fiir die Spannungen

oy = — 20 [P* Ay sin (Py) — jkQBasin (Qy)| — A (k* + P?) Ay cos (Py), (2.176)
Tay =t [i2kPA; cos (Py) + (k* — Q%) By cos (Qy)] (2.177)

geschrieben werden [1,46]. Fiir diese homogenen Gleichungssysteme ((2.173) und (2.174) bzw.
(2.176) und (2.177)) koénnen jeweils Losungen angegeben werden, sofern die Determinante
aufgrund der Randbedingungen (2.165) verschwindet. Fiir beide Schwingformen kann daraus
die bekannte Rayleigh-Lamb-Frequenzgleichung [1,26,32,63,130,138,167,193|
tan (Q h/2) 1P 1 0178
tan (P h/2) [(QQ —k?)J ’ 247
hergeleitet werden, wobei der positive Exponent fiir den symmetrischen Mode steht. Der anti-
symmetrische Mode ergibt sich mit —1. Fine ausfiihrliche Beschreibung dieses Rechenschrittes
fiir die symmetrische Form findet sich in Anhang C. Die transzendente Gleichung (2.178)
kann bislang nur numerisch gelost werden [63,167]. Sie ist als allgemeine Erweiterung der
Mindlin-Gleichung zu sehen und nach [125] die exakteste bekannte Theorie fiir Plattenwellen.
Eine Berechnungsvorschrift zur numerischen Ermittlung der Dispersionsdiagramme aus (2.178)
ist in [167] enthalten.

2.3.4.3. Diskussion

In Abb. 2.15 sind fiir ein Tragwerkselement der Héhe h = 3 mm aus Stahl (E = 210 GPa,
p = 7850 kg/m?® und v = 0,3) die Ergebnisse der Platten- und Scheibenmodelle dargestellt.
Die diskreten Losungen der Frequenzgleichung nach Rayleigh-Lamb (2.178) sind durch Punkte
reprasentiert. Die symmetrischen Moden werden mit blauer Farbe bzw. mit dem Buchstaben S
und nachgestellter Modennummer beginnend bei 0 gekennzeichnet. Fiir die antisymmetrischen
Wellenformen gilt in analoger Weise der rote Punkt bzw. die Bezeichnung A.

Die Aste 0. Modenordnung (SO und A0) nihern sich bei héheren Frequenzen nicht der
Phasengeschwindigkeit der T-Welle in einer Scheibe an, sondern miinden in die Phasenge-
schwindigkeit der reinen Oberflichenwelle nach Rayleigh cr [26,138], die fiir die angegebene
Querkontraktionszahl bei 92,6 % bis 93,1 % der T-Wellengeschwindigkeit liegt. Die aus der
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2. Struktur- und werkstoffmechanische Grundlagen
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Abbildung 2.15.: Dispersionsdiagramm fiir Scheiben- und Plattenmodelle (Parameter: h = 3 mm,
E = 210 GPa, p = 7850 kg/m?, v = 0,3)

Literatur bekannten Approximationen zur Ermittlung dieser Prozentzahlen sind nachfolgend

zusammengefasst:

CR
cr

Q

2+1,14
0,862+ 1, 14y nach [1]
1+v
0,87 +1,12
LOCT LIV ach [18,94] (2.179)
1+v
441,12
O.8M+ 1120 ch [26,138]
1+v

Demgegeniiber stehen die kontinuierlich berechenbaren Losungen der Mindlin-Theorie nach
(2.141), die in griiner Farbe eingezeichnet sind. Der herkémmliche Biegemode néhert sich mit
steigender Frequenz ebenfalls der Rayleigh-Welle an [26,138]. Die zweite Losung ist wie beim
Balken als T-Welle, deren Schwingrichtung senkrecht zur Plattenmittelfliche steht, zu sehen.
Diese geht fiir hohe Frequenzen in die Phasengeschwindigkeit der L-Welle in einer Scheibe nach
(2.61) iiber. Die zweite Losung dieser Scheibengleichung repriisentiert die T-Welle und ist in
schwarzer Farbe gestrichelt eingezeichnet. Sie stellt fiir Moden hoherer Ordnung (> S1 bzw.
> Al) eine Grenze nach unten hin dar |26, 138].
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3. Welleneffekte

In der klassischen Physik wird zwischen zwei fundamentalen Konzepten unterschieden: Teilchen
und Welle! [60,61,188]. Das Teilchenmodell beschreibt dabei eine Materiekonzentration, die
Energie iibertragen kann [61]. Bei der Wellenvorstellung wird von einer Energieverteilung im
gesamten Raum ausgegangen, in dem sich die Welle ausbreitet [61]. Die Wellen transportieren
Energie, jedoch keine Materie. Durch diesen Energietransport kénnen auch Informationen
iibertragen werden [61].

Abhéngig von der geometrischen Ausdehnung des umgebenden Mediums und der Art der
Anregung ergeben sich unterschiedliche Formen der Wellenfronten. In linienférmigen Tragwerks-
elementen konnen sich nur ebene Wellen fortpflanzen, wobei die Ausbreitung stets eindimensional
ist. Auf Platten ergeben sich bei punktformiger Anregung Kreiswellen bzw. bei linienformiger
Anregung ebene Wellen. Fiir sehr grofie Entfernungen vom Anregepunkt geht die Kreiswelle
néherungsweise in eine ebene Welle iiber. In der Luftschallakustik bzw. in Festkorpern brei-
ten sich ebene Wellen als parallele Flachen aus. Bei punktférmiger Anregung entstehen dort
Kugelwellen bzw. bei linienférmiger Anregung Zylinderwellen [108,133,137].

In diesem Kapitel liegt der Fokus auf der Koérperschallausbreitung in Strukturen. Hier werden
alle relevanten Welleneffekte beschrieben, die spéter in der Simulation abgebildet werden.
Zunichst wird auf die Effekte eingegangen, die bei ein- und zweidimensionaler Wellenausbreitung
auftreten (Dispersion, Reflexion und Transmission, Materialdimpfung sowie Superposition).
Anschliefend werden spezielle Eigenschaften der zweidimensionalen Ausbreitung behandelt.
Hier wird auf die Amplitudenabnahme der Koérperschallwelle bei punktférmiger Anregung auf
der Platte, die Beugung und das Huygenssche Prinzip betrachtet.

3.1. Dispersion

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle mit einer einzelnen Frequenz wird als Phasenge-
schwindigkeit ¢ bezeichnet [26,138]. Ist diese Geschwindigkeit abhéngig von der Kreisfrequenz
der Welle, wird von Dispersion gesprochen [189]. Die Biegewelle (B-Welle) ist in jedem Fall
dispersiv. Fiir die Longitudinalwelle (L-Welle) tritt bei einfacher Modellierung keine Dispersion
auf. Nach Rayleigh-Lamb ist sie bei sehr hohen Frequenzen ebenfalls dispersiv (Absatz 2.3.4.2).

Bei der Beschreibung transienter Ereignisse die zu Wellenbewegungen fiithren, wird eine
Vielzahl an Frequenzen in das System eingebracht. In Abb. 3.1 wird ein unendlich langer Balken

MP 1
oL -l AN n

Y AWAN AWAN=

Abbildung 3.1.: Anregung eines unendlich langen Balkens

'Die strikte Trennung von Teilchen und Welle ist bei der Beschreibung von Vorgéngen der Quantenmechanik
nicht mehr moglich [188]. Die Objekte im atomaren bzw. subatomaren Bereich verhalten sich dort je nach
Art des Experiments als Teilchen oder Welle [60]. Aus diesem Grund wird vom Welle-Teilchen-Dualismus
gesprochen [60,112,188]. Die Quantenmechanik bildet hierfiir jedoch nicht die Grundlage.
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3. Welleneffekte

durch einen Hammerschlag zu Wellenbewegungen angeregt, die an der Messposition (MP) 1
betrachtet werden. Dieser Eingangsimpuls (E), der ein breites Frequenzspektrum zur Folge
hat, ist in Abb. 3.2 in blauer Farbe zu erkennen. Fiir nicht dispersive Vorgénge dndert sich
die Form des Ausgangssignals (A) der Welle nicht, da sich alle Frequenzen gleich schnell
ausbreiten [26,138]. Tritt Dispersion auf, breiten sich i. d. R. die hohen Frequenzen schneller
aus als die niedrigen, was zwangsweise zu einem ,, Auseinanderlaufen* oder ,, Verschleifen“ der
Wellenform fiihrt 26,116, 138].

nicht dispersiv dispersiv
10 ; v v
—
— b5} —
0
3
(0] o
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Zeit t [ms] Zeit t [ms]
Abbildung 3.2.: Darstellung des Dispersionseffektes. (E) Eingangssignal, (A) Ausgangssignal

Besteht die sich ausbreitende Welle aus mehreren Teilwellen mit dhnlichen Frequenzen,
wird von einem Wellenpaket oder einer Wellengruppe gesprochen [26,138,162,167,178]. Wenn
Dispersion vorliegt, ist die Geschwindigkeit dieser Gruppe von der Phasengeschwindigkeit
der einzelnen Wellen verschieden [178]. Der Transport von Energie bzw. Information durch
eine Wellengruppe breitet sich mit der Gruppengeschwindigkeit aus [26,138,178]. Dies ist
vor allem bei der Analyse von Messsignalen von Bedeutung, da bei transienten Vorgéingen
eine Vielzahl an Frequenzen angeregt werden und ein Messaufnehmer immer das gesamte
Wellenpaket beobachtet. In Abschnitt 2.3 werden eindimensionale, ebene Wellen mithilfe der
Losungsansétze (2.33) bzw. (2.34) beschrieben. Die Phase der Welle

E=wt —kx (3.1)

entspricht dabei dem Argument der cos- bzw. e-Funktion [167]. Schreitet die Welle fort, &ndert
sich die Phase. Das Inkrement der Phase d§ zum Zeitpunkt ¢t = ty + dt und am Ort x = ¢ + dx
betrigt damit [167]

d¢ = [w (to + dt) — k (xo + dx)] — [wtp — kxo] = wdt — kdz. (3.2)

Die Phasendnderungen aller Komponenten derselben Wellengruppe miissen gleich sein [167].
Werden bspw. zwei Komponenten der Gruppe mit dem Index ¢ und j betrachtet, gilt [167]

0= d& - dfj = (wi - wj) dt — (k}z - kj) dz. (33)

Infinitesimal kleine Unterschiede der Kreisfrequenzen (w; — w;) bzw. Wellenzahlen (k; — k;)
ergeben fiir die Gruppengeschwindigkeit [26,36,138,162,167,178|

dx_dw

cG

Neben dieser klassischen Definition der Gruppengeschwindigkeit [167] kann (3.4) auch aus
der Schwebung zweier harmonischer Signalverldaufe erhalten werden [26,138,167]. Wird die
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3. Welleneffekte

Dispersionsbeziehung der Biegewelle auf einem Balken nach der Euler-Bernoulli-Theorie (2.82)
in (3.4) eingesetzt, ergibt sich [26,138

]
EI
CG,B,Ba,EB = 2 \4/ pj\@ = 2 CB,Ba,EB- (3.5)

In diesem Fall breitet sich die Wellengruppe doppelt so schnell aus, wie eine Welle mit einer
einzelnen Frequenz.

Die Berechnung der Dispersion im Zeitbereich ist nur mit numerischen Methoden moglich.
In [116] werden mehrere analytische Losungsansitze vorgestellt, die jedoch aufgrund der nicht
vorhandenen Konvergenz der Frequenzspektren nicht berechenbar sind (Anhang D).

3.2. Reflexion und Transmission

Die sich im Korper ausbreitenden Wellen treffen bei realen Bauteilen frither oder spéter
auf Stellen, an denen sich die Bauform oder das Material éndert. Bei solchen mechanischen
Impedanzspriingen an Bauteilréindern oder zwischen einzelnen Bauteilsegmenten wird die
einfallende Welle in das urspriingliche Segment reflektiert. Weiterhin passiert die Welle diese
Sprungstelle und setzt ihre Ausbreitung auf dem anderen Segment des Bauteils fort, was als
Transmission bezeichnet wird. In Abb. 3.3 ist die einfallende Welle blau, die reflektierte Welle
rot und die transmittierte Welle griin dargestellt. Sofern keine hundertprozentige Reflexion
oder Transmission erfolgt, wird in jedem Fall die Amplitude der einfallenden Welle grofler
sein als die der reflektierten bzw. transmittierten Welle. Durch solche Reflexions- und Trans-
missionsstellen wird die Koérperschallwelle in ihrer Amplitude reduziert. Unabhéngig davon
kann je nach Randbedingung auch eine Phasenéinderung hervorgerufen werden. Trifft bspw.
eine B-Welle auf einen freien Rand, wird ein Phasensprung um 90° auftreten [26,116,117,138].
Die Reduzierung der Korperschallamplitude durch Reflexion und Transmission wird auch als
Dammung bezeichnet [26,138].

MP 1 MP 2

—! e - yaAWAWS - \/\N
VoS N ~ U

.

Abbildung 3.3.: Reflexion und Transmission von Wellen. Die einfallende Welle (=) wird
reflektiert (—) und transmittiert (—)

Treten Reflexionen bei nicht dispersiver Wellenausbreitung auf, nimmt ein Beobachter
lediglich Echos des urspriinglichen Signals war. Sind Reflexion und Dispersion gemeinsam
vorhanden, wird die urspriingliche Welle durch Uberlagerung zusétzlich verfilscht (s. Abb. 3.4).
Durch eine impulsformige Erregung wird eine B-Welle erzeugt, die am MP 1 als auseinander
gelaufene Welle (Abschnitt 3.1) ohne Einwirkung von Reflexion beobachtet werden kann. Diese
Welle wird als einfallende Welle (E) bezeichnet. Erreicht sie die Reflexionsstelle am MP 2 (vor
Ref.), wird sie dort reflektiert (nach Ref.) und es tritt in diesem Beispiel eine Abnahme der
Amplitude auf. Das Ausgangssignal (A) am MP 1 setzt sich aus der Uberlagerung der vor- und
riicklaufenden Welle zusammen.

Mithilfe der Reflexions- und Transmissionsfaktoren R und 71" ldsst sich die Amplitude der
reflektierten Welle X, sowie die der transmittierten Welle X; in Abhéngigkeit der Amplitude
der einfallenden Welle X, mit

X, =RX, und X,=TX, (3.6)

o6



3. Welleneffekte
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Abbildung 3.4.: Anderung der Wellenform bei dispersiver Wellenausbreitung und Reflexion.
(E) Eingangssignal, (Ref.) Reflexion, (A) Ausgangssignal

bestimmen [26, 138]. Diese Faktoren sind von der Wellenart, der Verbindung und oftmals auch
von der Frequenz abhingig. Wird die reflektierte Leistung der Korperschallwelle 3, bzw. die
transmittierte Leistung B3¢ ins Verhéltnis zur urspriinglich einfallenden Leistung 3, gesetzt,
ergeben sich die Reflexions- und Transmissionsgrade SR und ¥ zu [26, 36,132, 138]

Pr=RP. und Py = TP... (3.7)

Fiir die Reflexion und Transmission einer senkrecht einfallenden L-Welle an einer stirnseitigen
Verbindung gelten nach [26,138] aufgrund der Energieerhaltung die Zusammenhénge

R=|R? und T=1-9R (3.8)

Bei einem allgemeinen Reflexions- bzw. Transmissionsvorgang kénnen zusétzlich Wellen anderer
Art entstehen [26,94,138], womit die einfachen Beziehungen aus (3.8) ungiiltig werden. Trifft
bspw. in einem Balken eine B-Welle auf eine rechtwinklige Abkantung, wird eine B- und L-
Welle reflektiert sowie transmittiert. Weiterhin entstehen fiir die reflektierte und transmittierte
B-Welle Nahfelder (exponentiell abklingende Uberlagerung mit den Wellen an den Réndern).
Dieses Phénomen ist auch bei schrigem Einfall auf eine Berandung zu beobachten [26, 94, 138].

In flichigen Bauteilen hidngen die Faktoren zusétzlich vom Einfallswinkel auf die Diskon-
tinuitét ab. In Abb. 3.5 a) trifft eine schrig einfallende Welle unter dem Winkel ¢, auf eine
Sprungstelle. Die Winkel der reflektierten und transmittierten Welle ergeben sich aus dem
Gesetz von Snellius, das fiir den allgemeinen Fall

sing;  sins

= 3.9
. . (3.9)

lautet [26,36,94,100,138]. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) der Wel-
le im jeweiligen Medium ist mit ¢ bezeichnet. Fiir die Winkel der Reflexion ¢, bzw. der
Transmission ¢y gilt in Abhéngigkeit des Einfallswinkels

©or = e und ¢ = arcsin (Ct sin <pe> : (3.10)
(S}

Sind die Phasengeschwindigkeiten der Bauteile 1 und 2 in (3.9) bzw. (3.10) unterschiedlich,

folgt e # ¢¢. Dies wird als Brechung bezeichnet [64,94,157] (s. Abb. 3.5 a)). Fiir den Fall,

dass in (3.10) das Argument des arcsin fiir den Transmissionswinkel grofier Eins wird, ergibt

sich fiir ¢y keine reellwertige Losung und es wird von Totalreflexion gesprochen.
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3. Welleneffekte

- Py

a)

Abbildung 3.5.: Reflexion und Transmission bei schiefem Einfall. a) Gesetz von Snellius [94], b)
Rechtwinklige Balkenverbindung, ¢) Rechtwinklige Plattenverbindung

In Abb. 3.5 b) ist eine rechtwinklige Balkenverbindung dargestellt. Die einfallende Welle
ist dort mit —, die reflektierte Welle mit < und die transmittierte Welle mit — gekenn-
zeichnet. Eine mathematische Beschreibung dieser Verbindung findet sich in [26,138]. Unter
den Voraussetzungen, dass eine B-Welle auf die Abkantung einfillt und auf beiden Seiten
der Sprungstelle die Querschnittsmafle und Materialien gleich sind, vereinfachen sich die dort
angegebene Berechnung der Faktoren fiir die B-Welle zu

B —1-jp —26+j(1-5%)

a — d T a — N ].1

fonie =y g ja - TR e ey O
mit 5
Ik,

= (3.12)

Der Index BB kennzeichnet dabei das Verhéltnis von einfallender zu reflektierter bzw. trans-
mittierter B-Welle. Fiir diese Verbindung werden die Wellenzahlen der L-Welle nach (2.49)
bzw. die der B-Welle nach (2.81) berechnet. Bei dieser Verbindung entstehen zusétzlich zu den
B-Wellen auch L-Wellen. Auf die Angabe der Faktoren der L-Wellen und die Nahfelder der
B-Wellen wird hier verzichtet und stattdessen auf [26,138] verwiesen.

Als weitere Verbindungsart ist in Abb. 3.5 ¢) eine rechtwinklige Plattenverbindung dargestellt.
Die nachfolgenden Beziehungen sind urspriinglich [26,138] entnommen. Mit der Annahme, dass
beide Platten gleiche Wandstédrken und Materialien aufweisen, vereinfachen sie sich zu

—2¢/1 +sin? . + j (\/ 1 — sin? . — cos goe)
2¢/1 4+ sin? p, — j (\/ 1 — sin® @, + cos @e)

Rppp1 = (3.13)

und .
j2cos @,

2/1 +sin? ¢, —j (\/1—sin2goe+cos<pe>.

Im Gegensatz zu (3.11) tritt hier keine Frequenzabhéngigkeit und aufgrund gleicher Wandstérken
auch keine Totalreflexion auf. Der Verlauf von Betrag und Phase der Faktoren R und T ist in
Abb. 3.6 in Abhéingigkeit des Einfallswinkels ¢, dargestellt.

In der Literatur werden noch weitere Verbindungsarten hinsichtlich ihrer Reflexions- und
Transmissionseigenschaften fiir L- und B-Wellen beschrieben. Stirnseitige Verbindungen sind
bspw. in [26,36,132,138] zu finden. T- und Kreuzverbindungen von Balken kénnen [26,132,138]

(3.14)

IBB,P1 =
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Abbildung 3.6.: Reflexions- und Transmissionsfaktor einer rechtwinkligen Plattenverbindung
(unter Annahme gleicher Wandstérken und Materialien)

bzw. von Platten [169] entnommen werden. Die Korperschallddmmung mithilfe von Sperrmassen
wird in [26,132,138,169] behandelt. Kommen elastische Zwischenschichten zum Einsatz, ist
auf [26,132,138] zu verweisen. Es werden oftmals nur die Transmissionsgrade T angegeben.
Aus ihnen konnen die Reflexions- und Transmissionsfaktoren ansatzweise bestimmt werden.
Eine Berechnung der Phasenlage ist aufgrund der Betragsbildung nicht moglich.

3.3. Materialdampfung

Bei der Ausbreitung einer Welle durch das Kontinuum erfihrt diese eine Dampfung. Mit
zunehmenden Weg und folglich auch mit voranschreitender Zeit wird ihre Amplitude und somit
auch die transportierte Energie immer geringer [26, 138]. Dies ist auch bei jedem Vorgang
in der Natur zu beobachten, da eine in Gang gesetzte Bewegung ohne Energieeintrag mit
fortschreitender Zeit immer zum Erliegen kommt. Diese Materialddmpfung kann iiber einen
komplexen Elastizitdtsmodul

E=FE +jE" (3.15)

abgebildet werden [26,138]. Als Verhéltnis zwischen Imaginér- und Realteil des komplexen
E-Moduls wird der Verlustfaktor

E//
eingefiihrt [26,138]. Fiir den komplexen E-Modul ergibt sich damit [26,138]
E=FE (1+jn). (3.17)

Die Grofien E' = F und n koénnen messtechnisch erfasst werden [26,138] und sind fiir wichtige
Materialien in Tabelle 3.1 angegeben.

Tabelle 3.1.: Materialwerte wichtiger Werkstoffe (Richtwerte) [26,27,38,52,128]

Kennwert || p* [kg/m?®| | E* [GPa] | v* [] L [-] B [-]
Aluminium 2700 72 0,34 1-100* [0,3-10-107°
Stahl 7850 210 030 [2—6-107%] 0,2—-3-107"*
Kupfer 8900 125 0,35 2.1073 0,2—-2-107°
Magnesium 1740 43 0,29 — ~1-107*

* Bezugstemperatur 20°C
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3. Welleneffekte

Die Betrachtung einer geddmpften Wellenausbreitung in einem Stab fiihrt unter Verwendung
von (2.49) und (3.17) auf die komplexe Wellenzahl der L-Welle

by, =/ Lo (14 )~ et (318)

Bei kleinen Démpfungen (n;, < 1) kann nﬁ ~ 0 und arctan 7y, &~ 71, angenommen werden. Damit
vereinfacht sich (3.18) zu [26, 138]

kp,app = \/gw (1-i%). (3.19)

Bei der gedampften B-Wellenausbreitung ergeben sich dhnliche Beziehungen. Wird der
komplexe E-Modul (3.17) in die Wellenzahl fiir die B-Welle auf einem Balken nach der Euler-
Bernoulli-Theorie (2.81) eingesetzt, kann die exakte Losung mit

A _ .
ks = {22 (L) o rctan (.20

ermittelt werden. Fiir kleine Ddmpfungsfaktoren (np < 1) ergibt sich die gen&herte Wellenzahl
der gedampften B-Welle auf einem Balken mit [26, 138]

pA .7IB
EB,app =1\ ﬁ\/(; (1 _.]Z> . (321)

Zur Fehlerabschitzung der Ndherungen werden die absoluten und relativen Fehler betrachtet.
Sie konnen mit

kB apn — K
Eabs = kB,app —kg und &= e (3.22)

bestimmt werden [27,52]. In Abb. 3.7 sind die komplexen Wellenzahlen fiir die B-Welle

1000
5 5
~5 500} -~
e <
5 z
~ s
0 . : : -0.1 : : .
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Frequenz f [kHz| Frequenz f [kHz|

Abbildung 3.7.: Wellenzahlen einer gedampften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken
(Legende: — g = 0,2-107%, — ng = 1,0:107%, — ng = 2,0-10~%, — ng = 3,0-10~%)

auf einem diinnen rechteckigen Balken mit der Hohe! A = 1,0 mm aus Stahl (E = 210 GPa
und p = 7850 kg/m?) angegeben. Die linke Spalte zeigt dabei den Realteil und die rechte
Spalte den Imaginérteil an. Der Realteil dndert sich bei den verschiedenen Dampfungsfaktoren
kaum. Folglich liegen alle Varianten eng beieinander und daher ist nur die schwarze Kurve
zu erkennen. Der absolute Fehler ist in Abb. 3.8 als Funktion iiber der Frequenz dargestellt.
Bei einem maximalen Verlustfaktor von ng = 3,0-10"% und einer Frequenz von 200 kHz

'Fiir groBere Werte von h verringern sich die absoluten Fehler. Die relativen Fehler sind unabhingig von

v/ pAw?/ (EI) und folglich bleiben sie konstant.
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Abbildung 3.8.: Absoluter Fehler einer geddmpften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken
(Legende: — g = 0,2-107%, — ng = 1,0-:107%, — ng = 2,0-10~%, — ng = 3,0-10~%)

weicht die Niherung des Realteils lediglich um 14 - 1075 /m von der exakten Losung ab. Die
Differenz des Imaginérteils ist um mehrere Zehnerpotenzen geringer. Der relative Fehler, der
in Abb. 3.9 dargestellt ist, ist unabhéngig von der Frequenz. Er ist iiber die verschiedenen
Dampfungsfaktoren aufgetragen, die der Tabelle 3.1 entnommen sind. Die verschiedenen Farben
reprisentieren die unterschiedlichen Werte. Die geniherte Wellenzahl fiir eine geddmpfte
Ausbreitung der B-Welle (3.21) kann aufgrund der geringen Abweichung fiir die angegebenen
Verlustfaktoren verwendet werden.

o 15 o?T 6
= 1 R 34
£ 05 T £ 2
— —
e L=l e T
0.5 1 15 2 25 3 0.5 1 15 2 25 3
Verlustfaktor g [1074] Verlustfaktor ng [1074]

Abbildung 3.9.: Relativer Fehler einer geddmpften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken

3.4. Superpositionsprinzip
Treffen mehrere einzelne Wellen an einem Ort & zur selben Zeit ¢ zusammen, iiberlagern sie
sich. Die Einzelwellen addieren sich zu einer resultierenden Wellenform [189]. Diese Uberlagerung
erfolgt in ungestorter Weise, d. h. die Wellen beeinflussen sich nicht gegenseitig [178]. Dieser
Effekt wird als lineare Superposition bezeichnet und berechnet sich aus der algebraischen
Summe der einzelnen Komponenten [64]. Fiir verschiedene Zeiten ist in Abb. 3.10 diese
Uberlagerung fiir zwei entgegenlaufende Wellen dargestellt. Es kann dabei eine kurzzeitige
Uberhshung (¢ = 0,44 ms bzw. t = 0,56 ms) der Amplitude sowie eine komplette Ausléschung
(t = 0,5 ms) erfolgen. Die mathematische Formulierung des Superpositionsprinzips ist bspw.
fiir die Korperschallschwingschnelle mit
n
v(E,t) = vilx,t) (3.23)
i=1
gegeben [25]. Die Komponenten v; stellen dabei die Funktionen der urspriinglich einzelnen
Wellen dar. Fiir diese Einzelwellen ist die Phasengeschwindigkeit die ausschlaggebende Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit (Abschnitt 3.1).
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Abbildung 3.10.: Superposition zweier Wellen an verschiedenen Zeiten. Zwei L-Wellen in einem
Stahlstab bei einer Frequenz von f = 5 kHz iiberlagern sich

Die Giltigkeit des Superpositionsprinzips ist auch die Voraussetzung, um beliebige Signale
mithilfe der Fourieranalyse in die spektralen Anteile zerlegen zu kénnen.

Fiir jede Welle, die durch eine lineare Wellengleichung beschreibbar ist, gilt das Superpo-
sitionsprinzip [61]. Treten sehr groe Amplituden auf, kénnen nichtlineare Effekte eine Rolle
spielen. Damit ist das Superpositionsprinzip nicht mehr giiltig [64, 189].

3.5. Amplitudenabnahme auf der Platte

Bei der Ausbreitung von B-Wellen auf einer Platte muss im Gegensatz zum Balken zusétzlich
der Effekt der Amplitudenabnahme beriicksichtigt werden. Mit zunehmenden Abstand r von
der Anregestelle nimmt hier die Amplitude der Welle ab [26,137,138]. Wird eine unendlich
ausgedehnte Platte punktformig angeregt, breiten sich die Wellen in konzentrischen Kreisen
in zwei Dimensionen aus (s. Abb. 3.11 links). Aufgrund des Energieerhaltungssatzes verteilt
sich die eingebrachte Energie mit dem Fortschreiten der Welle auf eine immer grofler werdende
Fléche (KreisumfangxPlattendicke). Mit geringer werdender Energie pro Flidcheneinheit nimmt
folglich die Amplitude der Welle ab.

- - -

-_———— - _————— -

—S——-

Abbildung 3.11.: Wellenausbreitung durch punktformige Anregung an der Quelle @. unendliche
Platte (links), allseitig begrenzte Platte (rechts)

In Abb. 3.11 auf der rechten Seite ist eine allseitig begrenzte Platte dargestellt. Die Wel-
lenfronten treten hier nicht iiber die Plattenriander hinaus, werden dort aber reflektiert. Die
Wellenfront wird an den Réndern gespiegelt. Der Umfang der Kreislinie bleibt dabei gleich und
es ergibt sich fiir die Amplitudenabnahme kein Unterschied zur unbegrenzten Platte [116].
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In [137] wird eine Beziehung fiir die Amplitudenabnahme von B-Wellen angegeben, in der
die Amplitude umgekehrt proportional zu +/r ist. Dieser Zusammenhang ist jedoch nur fiir
groflere Entfernungen giiltig. Zunéchst konnen kleine Entfernungen nicht ausgeschlossen werden.
Folglich ist eine allgemeine Beschreibung notwendig. Diese orientiert sich an [26,138] und wird
fiir die transversale Durchsenkung w angegeben. Mit der komplexen Zeigerschreibweise

w = woe* (3.24)

zur Darstellung harmonischer Vorgénge lésst sich die Wellengleichung der B-Welle auf einer
Platte nach Kirchhoff (2.142) mit der Annahme einer freien Wellenausbreitung (2.29) im
Frequenzbereich mit

AAw — kbw = (A — k) (A + k) w =0 (3.25)

ermitteln [26,138]. Fiir die Wellenzahl gilt kg = kg pk aus (2.143). Eine Zerlegung von (3.25)
anhand der dritten binomischen Formel fiihrt auf zwei Differentialgleichungen [26,138]

Aw; +kfw; =0 und Awy — kjwy = 0. (3.26)

In [26,138] wird dieses Gleichungssystem mithilfe der Hankelfunktion 0. Ordnung sowie
2. Art 7—[(()2) unter Beachtung nachfolgender Randbedingungen gelGst:

e Die Losung ist rotationssymmetrisch.
e An der Anregestelle treten keine Drehbewegungen auf.
e Die anregende Kraft ist die Summe der Querkriifte an der Anregestelle.
e Die Losung geniigt der Sommerfeldschen Ausstrahlbedingung.
Mit den Konstanten C7 und Cs ergeben sich die folgenden Teillsungen [26,138]
wy = 017-[(()2)(k]3r) und  wy = CQH(()Q)(—jkBT). (3.27)
Aus der Summe der Teillésungen folgt mit
w = CyHP (kpr) + CoH P (—jkpr) (3.28)

die Gesamtlosung [26,138]. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen fiir die Durchsenkung
an der Stelle = 0 kann fiir die Konstanten [26, 138|

w(r=0)=wo=C1 = -0y (3.29)
angegeben werden. Die Gesamtlosung ist damit [26, 138]
w = wo [H§ (kr) = HE (i) (3.30)
Die Differenz der beiden Hankelfunktionen wird als Ausbreitungsfunktion
M(kpr) = HY (ksr) — HY (—jksr) (3.31)

bezeichnet und repréasentiert das Verhéltnis der Amplitude w im Abstand r zu anregender
Amplitude wy [26,138]. Fiir grofe Argumente der Hankelfunktion sind in [26,138] die N&herungen

2
WkBT

—i(kpr—1) @ (N il |2 o —ker 5
e 1) und  Hy(—jker) =] WkBTe (3.32)

H[()2)(k]3r) ~
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zu finden. Unter Verwendung dieser Approximationen ergibt sich fiir die Ausbreitungsfunktion

[ 2 : x
1I (kB'r) ~ WBT (ei‘]k‘Br+‘]Z — jeikBr> . (333)

In erster Linie ist das Verhéltnis von w zu wy ohne Beachtung der Lage der komplexen Zeiger
wichtig [26,138]. Folglich wird die Ausbreitungsfunktion betragsméBig betrachtet und (3.33)
fithrt auf die Ndherung

2 .
‘H’app = \/;]37’\/1 -2 [cos (kpr) — sin (kpT)] e—kBr 4 ¢—2kpT, (3.34)

Der zweite Wurzelausdruck in dieser Beziehung strebt fiir grofle kpr gegen Eins. Als Ergebnis
kann die asymptotische Approximation

2
|H’app,a8y = kgt

(3.35)

verwendet werden [26, 138]. In Abschnitt 4.4 wird die Ndherung (3.35) mit der exakten Lo-
sung (3.31) verglichen und mithilfe einer Tangente hinsichtlich einer besseren Approximation
erweitert.

3.6. Beugung

Trifft eine Welle nur teilweise auf ein Hindernis, bewegt sie sich an den Réndern nicht nur
gerade weiter, sondern wird auch in den geometrischen Schattenraum gebeugt (s. Abb. 3.12).
Das Verhiltnis von Wellenldnge zu den Abmessungen der Hindernisse entscheidet dabei iiber die
Relevanz des Beugungseffektes [178,189]. Der Beugungseffekt ist klein, wenn die Abmessungen
der Hindernisse grof3 gegeniiber der Wellenlénge sind. Ist das Hindernis jedoch klein gegeniiber
der Wellenlénge, ist der Beugungseffekt deutlich zu beobachten [189]. Luftschall im hérbaren
Bereich besitzt im Allgemeinen eine grofle Wellenléinge gegeniiber alltéiglichen Hindernissen.
Befindet sich bspw. auf einem freien Feld ein Baum in direkter Verbindung zwischen einer
Schallquelle und einem Beobachter, ist die Schallquelle immer noch aufgrund der Beugung
wahrzunehmen. Anders verhélt es sich mit Licht im sichtbaren Bereich, da hier die Wellenléngen
sehr klein gegeniiber dem Hindernis sind. Der Beugungseffekt kann hier nicht leicht beobachtet
werden. Aus diesem Grund kann i. d. R. auch von einer geradlinigen Ausbreitung des Lichts

I N I IN
V] V]

a) b)

Abbildung 3.12.: Ausbreitung einer Welle in den Schattenraum (grau hinterlegt). a) spaltformige
Hindernisse, b) einseitige Barrieren
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ausgegangen werden. Das Auflésungsvermégen von Systemen, die mithilfe reflektierter Wellen
arbeiten, ist durch die Beugung jedoch eine natiirliche Grenze gesetzt. Wellen, deren Wellenlédnge
gleich oder grofler der Abmessung von Hindernissen sind, werden von diesen nicht reflektiert
[189]. Folglich kénnen in einer ersten Néherung bei der Modellierung der Struktur vereinzelt
vorkommende Diskontinuitidten (in Fahrzeugen z. B. Bohrungen, Anschraubbolzen, kleine
Halter u. s. w.) vernachléssigt werden.

3.7. Huygenssches Prinzip

Das nach dem hollédndischen Physiker Christiaan Huygens benannte Prinzip beschreibt die
Form einer Welle bei ihrer Ausbreitung folgendermaflen [64]:

e Jeder Punkt einer Wellenfront (die Primérwelle) ist Ausgangspunkt einer sekundéren
Elementarwelle.

e Die Einhiillende aller Elementarwellen beschreibt die Wellenfront zu einem spéteren
Zeitpunkt.

e Die Elementarwellen besitzen die gleiche Frequenz, Phasenlage und Ausbreitungsgeschwin-
digkeit wie die Priméarwelle.

Aus dem letzten Postulat folgt, dass die Elementarwellen vom Medium abhéngig sind, in dem
sie sich ausbreiten. Ist dieses Medium homogen, kénnen die Radien der Elementarwellen mit
endlichen Radien konstruiert werden [64]. Bei inhomogenen Medien ist mit infinitesimal kleinen
Radien zu arbeiten [64].

Die Uberlegungen von Fresnel, die das Prinzip von Huygens um den Vorgang der Interfe-
renz erweitern, vervollstiandigen diesen Sachverhalt. Als Interferenz wird im Allgemeinen die
Uberlagerung von Wellen mit festen Phasenbedingungen verstanden. Das Fresnel-Huygens-
Prinzip fordert zusétzlich, dass die Ausbreitung einer Welle unter der gegenseitigen Interferenz
der entstehenden Elementarwellen stattfindet [64,111]. Eine mathematische Bestitigung dieses
Prinzips findet sich in [108].

Bereits Huygens beriicksichtigte die Richtung der Elementarwellenausbreitung indem er
die riicklaufende Elementarwelle vernachlissigte [157]. Aus der urspriinglichen Annahme
wiirde sich eine riickwirts bewegende Welle ableiten lassen, die jedoch nicht zu beobach-
ten ist [64]. In Abb. 3.13 ist dies bereits beriicksichtigt. Daher sind dementsprechend nur
vorwértsgerichtete halbkreisformige Elementarwellen eingezeichnet. Die Wellenausbreitung

@

a) b) c)

Abbildung 3.13.: Fresnel-Huygens-Prinzip. a) ebene Welle [178], b) kreisformige Welle [178],
¢) Ablenkung der Elementarwelle um den Winkel o
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ebener Wellen (s. Abb. 3.13 a)) kann damit ebenso wie die Ausbreitung kreisférmiger Wellen
(s. Abb. 3.13 b)) beschrieben werden [178]. Vor allem der Effekt der Beugung, aber auch die
Reflexion sowie Brechung lassen sich mit dem Fresnel-Huygens-Prinzip erkldren [178].

Die Amplitude der um den Winkel ¢ von der urspriinglichen Ausbreitungsrichtung abgelenkten
Elementarwelle (s. Abb. 3.13 ¢)) wird mit dem Richtungsfaktor K(1}) erfasst. Fiir die freie
Ausbreitung von Lichtwellen (transversale Kugelwellen [157]) sind aus der Literatur Bezichungen
fiir den Richtungsfaktor bekannt. Basierend auf der skalaren Beugungstheorie nach Kirchhoff
wird in [64,157] der Faktor mit
_ 1+cos?
2

angegeben. Ein von (3.36) abweichender Richtungsfaktor findet sich in [20]. Dieser geht ur-
spriinglich auf Stokes zuriick und bezieht zusétzlich einen Phasensprung, indem mit —j multi-
pliziert wird, sowie die Wellenléinge in die Berechnung mit ein [20]. Trotz des unterschiedlichen
Vorfaktors sind beide Richtungsfaktoren in ihrem Charakter identisch, da sie, multipliziert mit
der urspriinglichen Amplitude der Welle, die Elementarwelle in alle Richtungen abschwéchen, die
nicht mit der direkten Ausbreitungsrichtung der primiren Wellenfront iibereinstimmen [64,157].
Fiir eine Winkelablenkung von -180° bis 180° ist der Richtungsfaktor (3.36) in Abb. 3.14
aufgetragen.

K(9) (3.36)

1
0.8

— 0.6

=0

S 041
0.2

0
-180 -135 -90 -45 0 45 90 135 18cC
Winkelablenkung 9 [°]

Abbildung 3.14.: Richtungsfaktor /() (berechnet nach (3.36))

Fiir die Ausbreitung von B-Wellen auf Platten sind aus der Literatur keine entsprechenden
Richtungsfaktoren bekannt.
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Der Ausbreitungsbereich fasst den gesamten Raum zusammen, in dem die Wellenausbreitung
des Korperschalls stattfindet. Er weist folgende Eigenschaften auf:

e Der Ausbreitungsbereich liegt als Festkorper vor.

e Die Werkstoffeigenschaften sind homogen und isotrop. Das Werkstoffverhalten wird als
linear-elastisch vorausgesetzt (Abschnitt 2.2).

e Der Ausbreitungsbereich ist eine zusammenhéngende Struktur beliebiger Form.

e Die Struktur kann in einzelne, untereinander verbundene Elemente unterteilt werden.
e In einem Element findet die Wellenausbreitung statt (Abschnitt 2.3 bzw. 3.1, 3.3, 3.5).
e An den Elementriandern tritt Reflexion und/oder Transmission (Abschnitt 3.2) auf.

e Die Anregung der Struktur erfolgt an diskreten Punkten.

Der Ausbreitungsbereich lisst sich fiir die Anwendung der Simulation auf Fahrzeugkarossen
weiter spezifizieren. Die Struktur setzt sich in diesem Fall hauptséchlich aus flichigen Elementen
zusammen, die als Scheibe oder Platte modelliert werden. Vereinzelte Bauteile konnen als
linienférmige Stab- oder Balkenelemente approximiert werden (z. B. der Langstriager (LT)). In
Abb. 4.1 ist fiir die Korperschallausbreitung die relevante Struktur einer Fahrzeugkarosserie
schematisch dargestellt. Die Einzelteile der Karosse werden gewo6hnlich aus umformenden Ferti-
gungsverfahren, wie z. B. Tiefziehen, hergestellt und anschlieBend zusammengefiigt (Schweifien,
Kleben u. a.) [28,196]. Als Ausgangsmaterial werden dazu Stahlbleche bis max. 3,0 mm ver-
wendet. Am gebrauchlichsten sind im Automobilbau jedoch Blechstérken bis 1,0 mm [204].

CB SPW TU BS SQT SW  HLT
/ R A

4
BQT LT UB RB HQT

Abbildung 4.1.: Fiir die Kérperschallausbreitung relevante Struktur einer Fahrzeugkarosserie
(Crashbox (CB), Spritzwand (SPW), Tunnel (TU), B-Séule (BS), Sitzquer-
triager (SQT), Schweller (SW), Hecklingstriger (HLT), Biegequertriger (BQT),
Léngstriager (LT), Unterboden (UB), Riickbank (RB), Heckquertriger (HQT))
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Aufgrund der geforderten Reduzierung des Fahrzeuggewichts kommen auch andere Materia-
lien zum Einsatz. Hier ist gegenwértig vor allem Aluminium zu nennen, das meist in Form
stranggepresster Hohlprofile zur Anwendung kommt [152]. Die Wandstérken der verwendeten
Rechteckrohre liegen ebenfalls hauptséchlich im Bereich bis 3,0 mm.

In den nachfolgenden Kapiteln werden die speziellen Eigenschaften der Fahrzeugstruktur fiir
die Berechnung der Korperschallausbreitung untersucht. Als erster Schritt erfolgt eine Bewer-
tung der verschiedenen Wellenarten hinsichtlich ihrer Relevanz. Hier wird das Ziel verfolgt, die
dominante Wellenart zu identifizieren und das Simulationsverfahren entsprechend auf diese
abzustimmen. Fiir diese Wellenart wird anschliefend die Giiltigkeit der verfiigbaren Tragwerks-
modelle aus Abschnitt 2.3 tiberpriift. Darauf aufbauend wird zunéchst die Wellenausbreitung
in der Ebene und die dadurch hervorgerufene Abnahme der Schwingamplitude betrachtet.
Bei der Modellierung der Fahrzeugstruktur sind die aus Abschnitt 3.2 bekannten Reflexions-
und Transmissionsfaktoren nicht ausreichend. Der Grund hierfiir liegt in der geometrischen
Gestaltung der Ubergiinge, die oftmals als Verrundungen ausgefiihrt sind. Im letzten Abschnitt
wird eine aus der Literatur bekannte Theorie fiir verrundete Ubergiinge vorgestellt. Hierbei
miissen jedoch die Grenzen des Modells beachtet werden. Mithilfe der Finite-Elemente-Methode
(FEM) wird eine Methode beschrieben, mit der fiir beliebige Uberginge die entsprechenden
Faktoren bestimmt werden kénnen. Die Validierung erfolgt durch den Vergleich der Theorie
mit dem numerischen Experiment.

4.1. Dominante Wellenart

Treten mehrere Wellenarten gleichzeitig bei der Ausbreitung durch das Bauteil auf, kann
durch eine komponentenweise Superposition [182] (Abschnitt 3.4) das gesamte Schwingungsbild
aller Wellen ermittelt werden. Mehrere Wellenarten miissen in diesem Fall parallel berechnet und
die Konversion der Wellen an Ubergéingen (Abschnitt 3.2) beriicksichtigt werden [26,116,138].
Dominiert eine Wellenart in ihrer Amplitude alle anderen, kénnen Letztere vernachlissigt
werden. Durch die alleinige Berechnung der dominanten Wellenart wird die Effizienz der
Simulation hinsichtlich der Rechenzeit deutlich erhoht.

4.1.1. Theoretische Betrachtung

Anhand der Rayleigh-Lamb-Theorie zur Beschreibung von Plattenwellen (Absatz 2.3.4.2)
konnen die Amplituden der einzelnen Moden bewertet werden. Das bei der Diskussion der
Plattenmodelle in Absatz 2.3.4.3, Abb. 2.15 gewihlte Zahlenbeispiel zeigt, dass fiir Frequenzen
kleiner 600 kHz einer 3,0 mm starken Stahlplatte nur die Moden 0. Ordnung der symmetrischen
und antisymmetrischen Welle betrachtet werden miissen. Fiir diinnere Bleche steigt diese
Grenzfrequenz weiter nach oben an. Die Longitudinalwelle (L-Welle) entspricht dabei dem
symmetrischen Mode wihrend die Biegewelle (B-Welle) der antisymmetrischen Schwingung
zugeordnet werden kann [26, 138].

Die Konstanten Aj, Ay, B und By der Losungsfunktionen (2.167) sowie (2.168) sind von
der Anregung abhéingig. Die Amplituden der Plattenschwingung sind je nach Art des Modes
durch zwei dieser Konstanten gegeben. Fiir den symmetrischen Mode ist Ay sowie By und fiir
den antisymmetrischen Mode A; und By relevant. Die beiden Konstanten des jeweiligen Modes
stehen zueinander in Beziehung [46,193]. Es existieren damit Funktionen der Form B; = f(Az2)
bzw. By = (A1) die [46,193] entnommen werden kénnen. Um den Einfluss der anregenden
Amplitude auf die Verschiebungen der Schwingung zu eliminieren, werden die Komponenten des
Verschiebungsvektors u fiir den symmetrischen Mode auf Ay bzw. fiir den antisymmetrischen
Mode auf A; normiert. In Abb. 4.2 ist die Verformung als Vektor (—) des symmetrischen
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. S0-Mode: f =5 kHz 1 AO0-Mode: f =5 kHz
'g' ©0000000000000000000000000000000000000 E oeoop???TTTTTTTT TTTTTTTT???qooo
é ©0000000000000000000000000000000000000 é ooooo???TTTTTTT TTTTTTTT???qoeo
~ Ofeccccecccssrsossssosossssaaosssssonos; ) sseerrttnnIII SARARRRRRRREEES
S ©0000000000000000000000000000000000000 S ooooo???ﬁ?mﬁ TTT T11feeeecee
m" 0000000000000 0000000V0V0V0VV0VOV00V0V0VOV0V0V0V00000 a'\ 00009?????TTTTT} }TTT T????OO@O
_1 L L L L _1 N N
0 100 200 300 400 50C 0 5 10 15 20 2t
x, Uy [mm] x, U, [mm]
1 S0-Mode: f = 20 kHz 1 A0-Mode: f = 20 kHz
= L g p000-c0Tt0% b o oTomeaag paseeoTIo b o 06 = lieq qoll l
g g 7 i
g loao voo a00-0-0-0-6-00"0 & 0 601 g ll’"? T?oi !
= Qleee o fpees — 0 lLMTT qood 1
3§ -0"0"C 00-0-0-0-0-0-00.0 O 0.0-0-0=0-0-0-00T T-0-0-8—0-0-0-0-0.0 O O.0-0-3 3;) Lé o l l
OTT T?
= 64 $00-0-000-0.0 5 ¢ & 0.0-2:0m0-0-"Fd HT0-0-00-0-0.0.0 ¢ @ o0k = lLhoT TT?oll !
-1 -1
0 100 200 300 400 50C 0 5 10 15 20 2t
X, Uy [mm] x, Uy [mm]

Abbildung 4.2.: Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes bei Frequenzen
von 5 kHz und 20 kHz zum Zeitpunkt 8 us

(SO0-Mode) und antisymmetrischen (A0-Mode) Mode zur Zeit t = 8 us bei einer Frequenz von
5 bzw. 20 kHz dargestellt. Die unverformten materiellen Punkte der 1,0 mm dicken Stahlplatte
sind mit Kreisen (o) eingezeichnet. Um die unterschiedlichen Wellenléingen beurteilen zu kénnen,
ist der Ausschnitt der Platte in Langsrichtung beim symmetrischen Mode auf 500 mm und
beim antisymmetrischen Mode auf 25 mm begrenzt. Zur Skalierung der Verschiebungen wird
die Amplitude des antisymmetrischen Modes mit .4; = A2/1000 abgeschwécht.

In Abb. 4.3 sind jeweils fiir den symmetrischen und antisymmetrischen Mode die longitudina-
len (z-Richtung) sowie die transversalen (y-Richtung) Verschiebungen entlang der Plattendicke
(y-Koordinate) dargestellt. Die Verschiebungen sind an den Stellen ausgewertet, an denen sie
maximal sind und auf die Anregung As bzw. A; bezogen. Die Auslenkungen in y-Richtung bei
S0 bzw. in z-Richtung bei A0 sind im betrachteten Frequenzbereich verschwindend gering womit
sie vernachléssigt werden. Der antisymmetrische Mode weist in transversaler Richtung eine um
etwa den Faktor 20 hohere Schwingamplitude auf als der symmetrische Mode in longitudinaler

SO0 Mode A0 Mode S0 Mode A0 Mode
40 1 0.1 600
. — > 400
< 20 < < 0 <
-~ ~ ~ ~
200
S S Si =5
0 -0.1 0
-05 O 0.t -05 O 0.t -05 0 0.t
y [mm] y [mm] y [mm]

Abbildung 4.3.: Auf die Anregung normierter Verschiebungsverlauf entlang der Plattendicke
(Legende: — f = 5 kHz, — f = 10 kHz, — f = 15 kHz, — { = 20 kHz)
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Richtung. Die hohe Auslenkung des A0 Modes in transversaler Richtung entspricht somit genau
der iiblicherweise verwendeten Messrichtung zur Detektion von Strukturschwingungen [26, 138]
und folglich wird nahezu ausschliellich die B-Welle erfasst'.

Bei der messtechnischen Aufnahme hochfrequenter Schwingungen werden oftmals piezoelek-
trische Sensoren eingesetzt, die eine Querempfindlichkeit aufweisen. Dadurch reagieren sie auch
auf seitliche Bewegungen, die in diesem Fall von der L-Welle ausgehen. Die Seitenempfindlichkeit
moderner Sensoren wird mit < 5 % angegeben [143], womit der Einfluss des S0O-Modes auch bei
diesem Messprinzip vernachlissigt werden kann (0, 05 u, (S0) < u, (A0)). Aus theoretischer
Sicht ist dadurch die B-Welle gegeniiber der L-Welle die dominante Wellenart.

4.1.2. Differenzmessverfahren

Die Methode der Differenzmessung ist bereits aus [63] bekannt. Die Verschiebungen an der
Oberfldche eines Bauteils werden mithilfe von Beschleunigungssensoren messtechnisch erfasst.
Diese Messaufnehmer arbeiten nach dem piezoelektrischen Prinzip und sind an zwei Stellen
gegeniiberliegend auf einer Platte appliziert. In Abb. 4.4 ist dieser Versuchsaufbau schematisch
dargestellt. Die Platte wird an einem Ende in Sand gebettet, um Reflexionen durch die Lagerung
zu minimieren [26, 138]. Die reflektierten Wellen kénnen damit, im Vergleich zu einer festen
Einspannung, um den Faktor 5 bis 10 geddmpft werden (Absatz 6.3.4).

v 'R L ,
5] 5] —_
MP 4 MP 5 Sandbettung

Abbildung 4.4.: Differenzmessung an einer einfachen Platte, die Sandbettung dient zur Unter-
driickung von Reflexionen

MP 2 MP 3 /Platte 1006x250x1 mm?3
!

Bei einem symmetrischen Schwingmode (L-Welle) miissen die Verschiebungen der gegeniiber-
liegenden Sensoren gegenlidufig bzw. bei einem antisymmetrischen Mode (B-Welle) gleichldufig
zueinander sein. In Abb. 4.5 sind zum Vergleich mit den gemessenen Signalen die beiden
prinzipiellen Schwingformen mit ihren Verschiebungen dargestellt.

symmetrischer Mode antisymmetrischer Mode

IR

Abbildung 4.5.: Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes

!"'Werden nur die Auslenkungen in transversaler Richtung miteinander verglichen, kann bei einer Frequenz von
20 kHz aus Abb. 4.2 fiir den S0-Mode eine Auslenkung von ca. 0,1 mm abgelesen werden. Fiir den A0-Mode
ergibt sich, bei einer um den Faktor 1000 verringerten Anregung, eine Auslenkung von ca. 1,0 mm. Die
Schwingamplitude des antisymmetrischen Modes ist in diesem Beispiel folglich 10*-mal hoher als die des
symmetrischen Modes. Dieses Verhiltnis wird bestéitigt, wenn die auf die Anregung normierten, maximalen
Auslenkungen der beiden rechts stehenden Diagramme aus Abb. 4.3 verglichen werden. Hier ist das abgelesene
Verhaltnis 600 zu 0,06 und damit ist derselbe Verstarkungsfaktor gegeben.
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4. Eigenschaften des Ausbreitungsbereichs

Die Beschleunigungen an den Sensoren werden nach einem Hammerschlag messtechnisch
erfasst und anschlieflend im Zeitbereich mit einem Bandpass von 5 bis 20 kHz gefiltert. Durch
zweifache Integration nach ¢ ergeben sich die Verschiebungen w in transversaler Richtung an
den Sensoren (vgl. Gleichung (2.1)). Fiir die vier Messpunkte der Platte sind sie in der ersten
Zeile der Abb. 4.6 dargestellt.

MP 2 - MP 4, Faktor: 2.0e+004 MP 3 - MP 5, Faktor: 2.0e4+004

2 2
El El
=) £
3 3
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Zeit t [ms] Zeit t [ms]
BS o - BS u, Faktor: 2.0e+004 TU o - TU u, Faktor: 1.0e4+006
2 : : : : 2 : : : :
El g
=) A
3 3
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 4.6.: Differenzmessung. Verschiebungen w gegenléufig angebrachter Sensoren.
Platte: MP 2 - MP 4, MP 3 - MP 5. Fahrzeug: BS o- BS u, TUo-TU u

Um die Verschiebungen gegeniiber der Plattendicke sichtbar zu machen werden sie mit
dem angegebenen Faktor skaliert. Die Beriicksichtigung der unterschiedlichen Messrichtungen
zwischen oberem und unterem Sensor erfolgt indem die Messsignale der unteren Messaufneh-
mer mit —1 multipliziert werden. Diese Messung wird an weiteren Positionen einer realen
Fahrzeugstruktur wiederholt. In der zweiten Zeile der Abb. 4.6 sind die Verschiebungen fiir
die B-Séule (BS) und den Tunnel (TU) der jeweils auf der Ober- (o) und Unterseite (u)
angebrachten Sensoren dargestellt. Die Position der Bauteile in der Gesamtfahrzeugstruktur
kann Abb. 4.1 entnommen werden.

Werden die theoretischen Formen aus Abb. 4.5 mit den Zeitsignalen in Abb. 4.6 verglichen,
wird in jedem Fall ein antisymmetrischer Mode interpretiert und dadurch die B-Welle als
die am stérksten dominierende Wellenart eingestuft. Aufgrund von Ungenauigkeiten bei der
Positionierung der Sensoren konnen diese leicht gegeneinander verschoben sein. Aus diesem
Grund ist ein Phasenfehler zwischen den Messsignalen gegeniiberliegender Messpositionen
moglich. Wird dieser Fehler sehr grof3, ist eine Fehlinterpretation der Wellenart moglich.

4.1.3. Dispersionsanalyse
Aus dem Differenzmessverfahren liegen bereits erste experimentelle Indizien fiir die B-Welle
als dominante Wellenart vor. Bestétigt werden konnen diese, wenn das fiir die B-Welle typische

Dispersionsverhalten (Abschnitt 3.1) nachgewiesen wird. Dazu wird erneut ein Messaufbau
nach Abb. 4.4 gewihlt, jedoch ohne die Sensoren MP 4 und MP 5. Der Abstand zwischen
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4. Eigenschaften des Ausbreitungsbereichs

der Anregung mit einem Modalhammer und der ersten Messposition MP 2 betrigt 300 mm.
Zwischen MP 2 und MP 3 betriagt die Distanz 250 mm.

Das Wellenpaket breitet sich mit der Gruppengeschwindigkeit (3.4) aus, die mithilfe der
Phasengeschwindigkeit aus der Plattentheorie nach Kirchhoff (2.144) bestimmt werden kann.
Der Zeitpunkt an dem das B-Wellenpaket am Sensor eintrifft ergibt sich aus

14/ 12p(1—02) 7

=3 ER? o

(4.1)
Der Abstand der Anregung zu den einzelnen Sensoren wird mit r bezeichnet.

Die Messsignale werden mit der Fouriertransformation [148,151,191] analysiert und mit der
theoretischen Abschitzung der Signallaufzeit verglichen. Helle Bereiche der Spektrogramme
in Abb. 4.7 kennzeichnen hohe Amplituden der jeweiligen Frequenz wihrend dunkle Bereiche
niedrige Amplituden représentieren. Der frequenzabhingige Verlauf von (4.1) ist mit roter
Farbe eingezeichnet. Die Ubereinstimmung der theoretischen Laufzeit mit dem Ubergang von
dunkel zu hell in den Spektrogrammen bestétigt die B-Welle als dominante Wellenart.

MP 2 MP 3

Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Gruppenlaufzeit
- RN, 720

\) i
- P ﬂl\“‘ﬁ-&l A

Frequenz f [kHz]

Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 4.7.: Dispersionsanalyse gemessener Signale mithilfe der Fouriertransformation

4.2. Giiltigkeit der mechanischen Modelle

Nachdem die B-Welle als wesentliche Wellenart identifiziert ist, miissen zur Beschreibung
ihrer Ausbreitung geeignete Modelle aus Abschnitt 2.3 gewéhlt werden. Als relevante Trag-
werkselemente kommen hierfiir der Balken (eindimensional) sowie die Platte (zweidimensional)
in Betracht. In Tabelle 4.1 sind die behandelten Theorien anhand ihrer Komplexitit sortiert
dargestellt. Die Beschreibung von Plattenwellen nach Rayleigh-Lamb aus Absatz 2.3.4.2 ent-
spricht nicht dem in der Mechanik iiblichen Modellierungsansatz von Plattenelementen und ist
aus diesem Grund nicht mit aufgenommen. Dieser Potentialansatz ermittelt auf Basis bestimm-
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4. Eigenschaften des Ausbreitungsbereichs

Tabelle 4.1.: Verfiigbare Tragwerksmodelle fiir die B-Welle
Komplexitat —

Balken || Euler-Bernoulli | Bresse-Timoshenko | Levinson
Platte Kirchhoff Mindlin -1

ter Annahmen das Schwingverhalten eines elastischen Korpers und ist den Lésungsansétzen
mechanischer Feldprobleme zuzuordnen.

Fiir die Wahl eines geeigneten Modells ist ein Kompromiss aus hinreichend genauer Be-
schreibung der Wellenausbreitung bei gleichzeitig einfacher Berechnung zu wéhlen. Dies ent-
spricht dem im Ingenieurwesen oft gebrauchten Grundsatz: ,,So grob wie moglich, so fein wie
notig!* [31,198,204].

Als Bewertungskriterium der Modelle werden die Phasengeschwindigkeiten herangezogen. Der
relevante Frequenzbereich von 5 bis 20 kHz sowie die iiblichen Materialdicken bis max. 3,0 mm
aus Stahlblech dienen als Randbedingungen fiir den Vergleich. In Abb. 4.8 ist fiir die B-Welle
die Phasengeschwindigkeit auf einem Balken (links) bzw. einer Platte (rechts) dargestellt.
Die Abweichung der einfacheren Modelle bezogen auf die jeweilig genaueste Theorie ist als
relativer Fehler (analog zu (3.22)) angegeben. Im relevanten Bereich betréigt er max. ca. 2 %.
Um die Bedeutung dieser Griéflenordnung abschétzen zu kénnen, werden die Impulsantworten
auf Basis eines rechtwinkligen Balkens (h = 3,0 mm und x = 5/6) aus Stahl (E = 210 GPa,
p = 7850 kg/m? und v = 0,3) fiir die Euler-Bernoulli- und Bresse-Timoshenko-Theorie sowie fiir

1 Balkenmodelle 1 Plattenmodelle
z Z
E o5 £ o5l SRR
m = —K
S EB 9 —M
— BT RL
0 : ' 0 : '
0 10 20 30 0 10 20 30
Frequenz f [kHz| Frequenz { [kHz]
4 : : 4 :
——EB —K
— : — —M
= 2} EXo2p
0 0
0 10 20 30 0 10 20 30
Frequenz f [kHz| Frequenz f [kHz]

Abbildung 4.8.: Fehlervergleich der Phasengeschwindigkeit fiir Balken- und Plattenmodelle.
(Balkentheorien: Euler-Bernoulli (EB), Bresse-Timoshenko (BT)
Plattentheorien: Kirchhoff (K), Mindlin (M), Rayleigh-Lamb (RL))

'Entsprechend der Levinson-Theorie fiir die Biegung von Balken (Absatz 2.3.3.3) sind in der Literatur ebenfalls
Theorien héherer Ordnung fiir Platten bekannt. Aufgrund der Ausfithrung der Plattenwellen nach Rayleigh-
Lamb (Absatz 2.3.4.2) werden diese Modelle hier nicht dargestellt, sondern exemplarisch auf [43,165] verwiesen.
Verschiedene Ansétze zur Ermittlung der entsprechenden Formfunktionen werden in [12] miteinander verglichen.
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Strecke r1 =1 m Strecke o =2 m Strecke r3 = 5 m

0 1 2 3 4 ¢ 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Zeit t [ms] Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 4.9.: Vergleich der Impulsantwort fiir Balkenmodelle (EB: Euler-Bernoulli-Modell und
BT: Bresse-Timoshenko-Modell)

verschiedene Ausbreitungsstrecken (r;1 =1 m, 79 = 2 m und r3 = 5 m) berechnet (s. Abb. 4.9).
Es ist zu erkennen, dass sich die Welle bei der Euler-Bernoulli-Modellierung immer schneller
ausbreitet als bei Bresse-Timoshenko. Der Balken verhélt sich aufgrund der vernachléssigten
Schubdeformation steifer als in Realitit. Bei einer Ausbreitungsstrecke von 5 m trifft die
Euler-Bernoulli-Welle ca. 0,2 ms frither ein. Diese zeitliche Abweichung kann vernachléssigt
werden, folglich wird eine Modellierung nach der Euler-Bernoulli- bzw. Kirchhoff-Theorie als
hinreichend genau erachtet.

4.3. Flachige Ausbreitung

Bei einer zweidimensionalen (2-D) Wellenausbreitung miissen gegeniiber der Ausbreitung
in eindimensionalen (1-D) Tragwerken weitere Effekte berticksichtigt werden. Die Welle wird
nicht nur wie bei einer 1-D-Ausbreitung an den gegeniiberliegenden Seiten durch Reflexion und
Transmission, sondern ebenfalls durch die seitlichen Begrenzungen des Bauteils beeinflusst [89].

Zusétzlich muss die geometrische Form der Anregung beachtet werden. Fiir die vorliegende
Anwendung wird aufgrund der folgenden Argumente im Allgemeinen von einer punktformigen
Anregung ausgegangen:

e Kine linienférmige Anregung kann aus der Summe von Punktquellen beschrieben werden
und ist somit ein Sonderfall der punktférmigen Anregung.

e Im Ubergang von 1-D- auf 2-D-Elementen wirkt der Koppelpunkt als punktformige
Quelle.

e Bei einem Frontalcrash wirkt die Crashbox als ortlich konzentriertes Element, das Korper-
schall in den Langstriager emittiert (s. Abb. 4.1) [176].

Die ersten beiden Aspekte gehen direkt aus dem Prinzip nach Huygens hervor (Abschnitt 3.7).

Die Finite-Differenzen-Methode (FDM) bietet die Moglichkeit, die Differentialgleichung der
B-Welle schrittweise zu losen [89]. Fiir beliebige Zeitpunkte lasst sich damit die Form der
Schwingung visualisieren und auf das Ausbreitungsverhalten der Welle schlieen. Die FDM ist
detailliert in Abschnitt 5.1 beschrieben. Um den Einfluss der Reflexion an den Begrenzungen
einer rechteckigen Platte zu untersuchen, wird als Randbedingung fiir alle Kanten der freie
Rand gew&hlt. Dadurch werden dort die Schnittgréfien zu Null und die B-Welle erfahrt einen
Phasensprung um 90° bei gleichbleibender Amplitude [7,26,116,138]. Die Anregung erfolgt
punktférmig durch einen idealen Impuls und ist senkrecht zur Mittelfliche der ebenen Platte
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t = 60 us

O

t = 100 pus

Abbildung 4.10.: Punktférmig angeregte B-Welle auf einer Stahlplatte (500x300x1 mm?) simu-
liert mithilfe der FDM (dargestellt sind unterschiedliche Zeitpunkte)

gerichtet. Das Schwingungsbild eines solchen FDM-Modells ist zu fiinf verschiedenen Zeitpunkten
in Abb. 4.10 dargestellt. Die Abmessungen der Stahlplatte betragen 500x300x1 mm? und
orientieren sich an den Groflenverhéltnissen typischer Bauteile im Bereich der Spritzwand, des
Unterbodens oder der Tunnelseitenwand (s. Abb. 4.1). Bei ca. 100 us sind am oberen Rand
bereits erste Reflexionen schwach zu erkennen. Nach weiteren 40 us wird die Welle zuséitzlich
an den seitlichen Begrenzungen reflektiert. Ab 180 us sind diese Reflexionen bereits stark
ausgepragt und sie beginnen sich zu iiberlagern. Zu diesem Zeitpunkt ist die Welle noch nicht
am unteren Ende eingetroffen.

Eine eindimensionale Betrachtung der Wellenausbreitung in Léngsrichtung auf einer solchen
Platte hétte zur Folge, dass die friih entstehenden seitlichen Reflexionen vernachlissigt wiirden.
Die dadurch erhaltenen Ergebnisse sind nicht hinreichend, da sie nur den ersten Signalanstieg
(bis ca. 3 ms) repréisentieren [89]. Aus diesem Grund ist eine zweidimensionale Modellierung
der betrachteten Fahrzeugstrukturen zwingend notwendig [89].

4.4. Naherung der Amplitudenabnahme

Aus der punktférmigen Art der Anregung ergibt sich ein weiterer zu beachtender Effekt.
Breitet sich die Welle in konzentrischen Kreisen um die Anregestelle aus, verteilt sich die
eingebrachte Energie gleichmifBig auf die Fliche der Wellenfront (UmfangxPlattendicke).
Folglich nimmt die Amplitude der Schwingung mit zunehmender Entfernung vom Ursprung ab.
Dieser Effekt der Amplitudenabnahme auf der Platte ist bereits aus Abschnitt 3.5 bekannt und
wird in der Ausbreitungsfunktion |II| = |w/wg| zusammengefasst [26,138]. Bei der Berechnung
dieser Verhéltniszahl kommt dem Argument kgr, in dem die Ausbreitungseigenschaften der
Welle in kg mit der Entfernung r zusammengefasst sind, eine wesentliche Bedeutung zu.
In Tabelle 4.2 sind die Wellenzahlen fiir Platten unterschiedlicher Dicke, Materialien und
Frequenzen zusammengefasst, um die Groflenordnungen fiir kgr bestimmen zu kénnen. Fiir

Tabelle 4.2.: Wellenzahlen der B-Welle in m~—! auf Platten unterschiedlicher Dicke h, Frequenz f
und Materialien (berechnet nach (2.143), Materialparameter nach Tabelle 3.1)

Stahl A [mm] Aluminium A [mm] Magnesium h [mm]
fkHz || 08 1,0 20 30|08 1,0 20 30|08 1,0 20 30
) 158 142 100 82 | 157 141 100 81 | 162 145 102 &4

10 224 200 142 116 | 223 199 141 115|229 205 145 118
15 274 245 174 142 | 273 244 172 141 | 280 251 177 145
20 317 283 200 164 | 315 282 199 163 | 324 289 205 167
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eine Stahlplatte mit einer Wandstéirke von 1,0 mm ergibt sich bspw. bei einer Frequenz von
5 kHz und einer Entfernung von » = 10 mm zur punktférmig angenommenen Anregestelle das
Argument kpr = 1,42.

In Abb. 4.11 ist auf der linken Seite die exakte Losung der Ausbreitungsfunktion II nach
(3.31) mit der asymptotischen Ndherung (3.35) verglichen. Mithilfe des relativen Fehlers (analog
zu (3.22)) wird die Giite der Naherung bewertet. Fiir sehr kleine Argumente (kgr < 1) streben
die Fehler gegen unendlich. Die Néherung ist in diesem Bereich nicht verwendbar. Fiir die
Stahlplatte tritt dies im ungiinstigsten Fall (A = 3,0 mm und f = 5 kHz) fiir Entfernungen
r < 13 mm ein. Sehr gute Ergebnisse werden mit der asymptotischen Néherung ab kpr > 4
erreicht [26,138]. Daraus folgt, dass fiir die kleinste relevante Wellenzahl von 82 m~! diese
Bedingung fiir 7 > 49 mm erfiillt ist.

Asymptotische Approximation Approximation mit angelegter Tangente
1 exakt 1 1 exakt
- approximiert - approximiert
o ©
£ 05 £ 05
= =
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6
Argument kgr [-] Argument kgr [-]
15 ; 15 .
| rel. Fehler | | rel. Fehler |
< 10} , ] =0 , T
o§ 5} o§ 5}
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6

Argument kg7 [-] Argument kpr [-]

Abbildung 4.11.: Exakte Losung und Naherungen der Ausbreitungsfunktion II. Asymptotische
Néherung (links) und Ndherung mit angelegter Tangente (rechts)

Um die Naherung im Bereich von 0 < kgr < 4 zu verbessern, kann diese abschnittsweise
definiert werden. Im ersten Bereich wird ausgehend von kgr = 0 und |II| = 1 eine Tangente
an die Asymptote gelegt. Dies ist in der Tatsache begriindet, dass die exakte Losung der
Ausbreitungsfunktion hier Eins wird [26,138]. Der zweite Bereich wird wie bisher mithilfe von
(3.35) beschrieben. Die Berechnung des Ubergangspunktes von Tangente auf Asymptote ergibt
sich aus den Bedingungen

d|I
=uxkpr+1 und x= M. (4.2)

‘H‘app,asy dkBT'

Die Steigung der Tangente ist hier mit s bezeichnet und die Naherung |II|, .. ist durch (3.35)
gegeben. Die kpr-Koordinate des Schnittpunktes kann analytisch bestimmt werden indem die
beiden Bedingungen ineinander eingesetzt werden. Dadurch folgt die abschnittsweise Definition
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der asymptotischen N&herung mit angelegter Tangente

2 91
2 .. <21
2771']4:]37“ +1 fir kpr < 5

|H’app,asy,Tan = 9 (43)

91
fir kpr > - —.
wkpr BT 27
Abbildung 4.11 zeigt auf der rechten Seite einen Vergleich zwischen der exakten Losung und
der erweiterten Approximation. Durch die angelegte Tangente sinkt der relative Fehler bei der
asymptotischen N#herung (4.3) bis auf maximal ca. 10 % im gesamten Bereich. Damit ist es
moglich auf einfache Art die Amplitudenabnahme zu bestimmen.

4.5. Reflexion und Transmission an komplexen Ubergingen

Durch Reflexions- und Transmissionsvorginge an Ubergéingen #ndert sich die Signalform der
Welle (Abschnitt 3.2). Fiir eine Beschreibung dieses Effekts bei der Wellenberechnung ist die
genaue Kenntnis der Reflexions- und Transmissionsfaktoren notwendig. In der Literatur sind
sie i. d. R. nur fiir bestimmte Sonderfélle einiger Verbindungsarten angegeben (z. B. stirnseitige
Verbindungen sowie T- und Kreuzverbindungen von Balken und Platten [26,36,132,138,169]).

Die grofiflichigen Fahrzeugteile, wie z. B. die Spritzwand, der Tunnel oder der Unterboden
(s. Abb. 4.1) stellen fiir die Kérperschallausbreitung auf Platten wesentliche Bauteile dar. Sie
werden iiberwiegend in Umformprozessen wie dem Tiefziehen gefertigt [28,196]. Aufgrund der
geometrischen Anforderungen an diese Karosserieteile wird oftmals ein von 90° abweichender
Verbindungswinkel zwischen einzelnen Segmenten gefordert (s. Abb. 4.12 a)). Um ein Material-
versagen wihrend der Fertigung zu vermeiden werden die Ubergiinge zwischen verschiedenen
Segmenten zusitzlich abgerundet. In Abb. 4.12 b) ist ein solcher Ubergang mit dem Biegewinkel
« und dem Biegeradius R dargestellt.

Abbildung 4.12.: Verbindungsarten zwischen zwei Segmenten. a) scharfkantig, b) abgerundet

4.5.1. Theoretische Betrachtung

Die theoretische Betrachtung scharfkantiger Ubergiinge fiir Balken ist bereits in [105,203]
beschrieben. In [200] wird ein universelles Verfahren dargestellt, mit dem fiir runde und
scharfkantige Balkenverbindungen die Reflexions- und Transmissionsfaktoren bestimmt wer-
den kénnen. Dabei wird angenommen, dass die Rotationstragheit und die Schubverformun-
gen vernachlédssigbar klein sind. Dies entspricht der Balkenmodellierung nach der Euler-
Bernoulli-Theorie (Absatz 2.3.3.1) und ist fiir die geforderte Anwendung ausreichend genau
(Abschnitt 4.2). Die Methode wird in [16] experimentell bestétigt und hier verwendet, um fiir
relevante Verrundungen die Faktoren R und T zu bestimmen.

Die Reflexions- und Transmissionsfaktoren werden fiir eine runde Balkenverbindung mit
dem Biegewinkel o und dem Biegeradius R auf Basis eines rechteckigen Querschnitts mit der
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Breite 10 mm und der Héhe 1,0 mm aus Stahl (E = 210 GPa, p = 7850 kg/m?3) ermittelt. Die
Berechnungsvorschrift ist [16,200] zu entnehmen. Der betragsméflige Verlauf der Faktoren, in
Abhéangigkeit der Frequenz, ist fiir die Biegewinkel 30°, 60° und 90° in Abb. 4.13 dargestellt.
Unterschiedliche Biegeradien sind durch verschiedene Farben gekennzeichnet. Die Faktoren
beziehen sich auf das Verhiltnis der Amplituden der reflektierten bzw. transmittierten B-Welle
zu einfallender B-Welle. Deshalb werden die Faktoren mit dem Index BB gekennzeichnet.

Biegewinkel o = 30° Biegewinkel a = 60° Biegewinkel o = 90°
1 — = — le === 4
) ____‘—" ‘—-"' o :‘_—"‘—-
= - : : -=" - : I - - = o
= = - - - = :
- -

0 0 g N
5 10 15 20 5 10 15 20 5 10 15 20
Frequenz f [kHz| Frequenz f [kHz| Frequenz f [kHz]

R bzw. T [-]
R bzw. T [-]
R bzw. T []

Abbildung 4.13.: Frequenzverlauf der Reflexions- und Transmissionsfaktoren (Legende:
- RBB(R = 10mm), - RBB(R = 201?(1Hl)7 - RBB(R = SOHHH)7
- TBB(R = 1OHlIIl)7 - TBB(R = QOHHII)7 — TBB(R = 30mm))

Die Vielzahl der moglichen Kombinationen aus o und R werden in einer Parametervariation
bewertet. Dazu wird der Betrag des Frequenzverlaufs der jeweiligen Faktoren im Frequenzband
von 5 bis 20 kHz arithmetisch gemittelt. In Abb. 4.14 sind diese Mittelwerte der Faktoren
jeweils fiir Rgg und Tp in einem Farbdiagramm dargestellt. Fiir Biegewinkel a > 90° bzw.
Biegeradien R > 40 mm wird die B-Welle nahezu ausschliefllich transmittiert. Folglich kann
fir derart gestaltete Ubergiinge Thp ~ 1 angenommen werden. Biegeradien im Bereich der
Balkendicke kénnen mit dieser Theorie nicht mehr berechnet werden [200]. Daher ist der Verlauf
bei Radien kleiner 10 mm in Abb. 4.14 nicht dargestellt.

Reflexionsfaktor Rgp Transmissionsfaktor Tgp
100 100
g 80 é 80
> 60 > 60
F E
£ 40 S 40
o &
A 20 m 20
10 45 90 135 170 10 45 20 135 170
Biegewinkel a [°] Biegewinkel o [°]

Abbildung 4.14.: Reflexions- und Transmissionsfaktoren runder Balkenverbindungen (die Farbs-
kala représentiert den Mittelwert im Frequenzband von 5 bis 20 kHz)
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4.5.2. Numerische Parameterstudie

Mithilfe der FEM (Abschnitt 5.2) kann das Reflexions- und Transmissionsverhalten von
Balkenverbindungen beliebiger Ubergéinge untersucht werden. Fiir die Darstellung der Methode
wird ein FEM-Modell fiir runde Ubergéinge nach Abb. 4.15 aufgebaut. Diese Struktur ist im

o v
BN
MP 1 DAY

4 4
N A

Abbildung 4.15.: FEM-Modell zur Bestimmung der Reflexions- und Transmissionsfaktoren an
runden Balkenverbindungen mit dem Biegewinkel v und Biegeradius R

Vergleich zum Gesamtfahrzeug sehr klein und kann daher mit vertretbarem Rechenaufwand fiir
die hochfrequente Wellenausbreitung entsprechend fein! vernetzt werden. Der gekriimmte Balken
mit den QuerschnittsmaBen 10x1 mm? wird an der Hammerposition mit einem idealisierten
Diracimpuls beaufschlagt und das Antwortsignal an den virtuellen Messpositionen MP 1 und
MP 2 ermittelt. Biegewinkel und Biegeradius werden variiert, um verschiedene Abhéngigkeiten
aufzulosen. Die einzelnen Teillingen werden bei jeder Variation in der Weise angepasst, dass
sich die einzelnen Wellen aufgrund von Reflexion nicht iiberlagern. Um dies sicherstellen zu
konnen miissen nachfolgende Bedingungen erfiillt sein:

e Die langsamste B-Welle muss MP 1 passieren, bevor die schnellste B-Welle nach ihrer
Reflexion an der Kriimmung zu MP 1 zuriickgelangt.

e Die langsamste B-Welle muss nach Reflexion an der Kriimmung MP 1 erreichen, bevor
dort die schnellste B-Welle iiber die Reflexion an der festen Einspannung ankommt.

e Die langsamste B-Welle muss MP 2 erreichen, bevor dort die schnellste B-Welle iiber die
Reflexion am freien Ende ankommt.

Die Ergebnisse des Verfahrens werden anhand des Sonderfalls & = 90° und R = 0 m mit
Werten aus der Literatur [26,138] verglichen (Abschnitt 3.2). Fiir diesen Sonderfall wird kein
Radius modelliert, vielmehr stehen die Balkenverbindungen direkt senkrecht aneinander. In
Abb. 4.16 werden die mit einer transienten FEM-Analyse berechneten Zeitsignale ausgewertet
und daraus die Reflexions- und Transmissionsfaktoren als Funktion der Frequenz ermittelt.
Die Beschleunigungen in longitudinaler Richtung zu den Messpositionen werden als L-Welle
bzw. in transversaler Richtung als B-Welle interpretiert. In der ersten Zeile ist das Signal der
einfallenden B-Welle im Zeit- und Frequenzbereich dargestellt. Die rote Kurve représentiert das
mithilfe eines gleitenden Mittelwerts gegléttete Frequenzspektrum. Die zeitlich entsprechend
zugeschnittenen Signale der reflektierten L- und B-Welle sowie die der transmittierten L-
und B-Welle sind in der zweiten Zeile ersichtlich. Diese Bereiche werden anschlieffend in den
Frequenzbereich transformiert (Zeile drei). Die Spektren werden durch das Eingangssignal geteilt

!Die Linge der Balkenelemente in der FEM-Modellierung betrigt auf den geraden Abschnitten 1,0 mm und in
der Kriimmung 0,1 mm. Damit ist die Bedingung der maximalen Elementlinge (5.7) aus Absatz 5.2.2 erfiillt.
Bei der Berechnung der transienten Antwortsignale ist zur Wahl der Zeitschrittgrofie Absatz 5.2.3 zu beachten.
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Abbildung 4.16.: Auswertung der FEM-Analyse zur Ermittlung der Faktoren (Einfallende
Welle (Einf.), Reflexion (Ref.), Transmission (Trans.). Parameter: a = 90°,
R = 0 mm. Legende: — Rohsignal, — Mittel, —— Theorie)

und damit die Ubertragungsfunktionen der jeweiligen Reflexions- und Transmissionsfaktoren
bestimmt (letzte Zeile). Die Faktoren sind mit den aus der Literatur bekannten Angaben fiir
rechtwinklige Balkenverbindungen [26, 138] verglichen (griin gestrichelte Kurve).

Alle Reflexions- und Transmissionsfaktoren aus der numerischen Abschéitzung erreichen
eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Theorie. Einzig die Faktoren fiir die L-Welle werden
fiir hohere Frequenzen leicht tiberschétzt. Dies ist in der hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit
der L-Welle begriindet. Durch Reflexion an den Réndern des FEM-Modells entstehen Eigen-
frequenzen, die das Ergebnis beeintrichtigen. Um diese Reflexionen ebenfalls zu vermeiden,
miisste das FEM-Modell wesentlich grofier dimensioniert sein. Jedoch ergibt sich dadurch
ein hoher numerischer Aufwand. Die Faktoren fiir die B-Welle weisen, aufgrund der niederen
Ausbreitungsgeschwindigkeit, diese Ungenauigkeit nicht auf, denn das Modell ist speziell dieser
Wellenart angepasst.

Der Vergleich der Reflexions- und Transmissionsfaktoren von L-Welle mit B-Welle (bei
einfallender B-Welle) zeigt fiir die L-Welle sehr geringe Werte. Passiert eine Welle mehrere
Ubergénge, fillt die Amplitude der L-Welle deutlich schneller gegen Null als dies bei der B-Welle
der Fall ist. Aufgrund der Dominanz der B-Welle (Abschnitt 4.1) und der vernachléssigbaren
Auskopplung der L-Welle an Ubergéngen, wird eine Modenkonversion nicht beriicksichtigt.

Eine automatisierte Modellerstellung und Auswertung erfolgt fiir Biegewinkel von 10° bis 170°
und Biegeradien von 1 bis 100 mm. Fiir die Faktoren wird erneut der Mittelwert in einem Bereich
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Abbildung 4.17.: Reflexions- und Transmissionsfaktoren mithilfe einer FEM-Analyse bestimmt
(Biegeradius 10 mm < R < 100 mm, die Farbskala repriisentiert den Mittelwert
im Frequenzband von 5 bis 20 kHz)

von 5 bis 20 kHz berechnet. Die Ergebnisse der FEM-Analyse fiir 10 mm <R < 100 mm sind in
Abb. 4.17 dargestellt. Werden diese Resultate mit den theoretischen Ergebnissen aus Abb. 4.14
verglichen, zeigt sich eine gute Ubereinstimmung beider Methoden. Einzig in den Randbereichen
der Biegewinkel (< 20° und > 160°) bei sehr grofien Biegeradien (R ~ 100 mm) ergibt sich
aufgrund der automatisierten Wahl der Zeitausschnitte eine geringe Abweichung, und folglich
wird der Transmissionsfaktor minimal unterschétzt.

Unter Verwendung sehr kleiner finiter Elemente in der Verrundung kénnen auch fiir Radien
R < 10 mm die Faktoren bestimmt werden. In Abb. 4.18 sind sie, nach entsprechender Aus-
wertung, als Farbdiagramm dargestellt. Fiir sehr kleine Radien nidhern sich die Faktoren der
scharfen rechteckigen Kante an. Mit zunehmendem Biegeradius wird ein héherer Wellenanteil
transmittiert. Bei Biegewinkel von ca. 45° bis 90° ist dieser Trend nicht so stark ausgepréigt wie
in den restlichen Regionen.

Reflexionsfaktor Rgp Transmissionsfaktor Tgg
10 10
El E:
> 6 > 6
2 2
F E
5 4 5 4
o0 o0
8 =
m o2 m 2
1 : 1 :
10 45 90 135 170 10 45 90 135 170
Biegewinkel a [°] Biegewinkel a [°]

Abbildung 4.18.: Reflexions- und Transmissionsfaktoren mithilfe einer FEM-Analyse bestimmt
(Biegeradius 1 mm < R < 10 mm, die Farbskala repriisentiert den Mittelwert
im Frequenzband von 5 bis 20 kHz)

Diese Art der Auswertung kann auch auf Messdaten realer Experimente angewendet werden.
Um Reflexionen zu vermeiden ist eine entsprechend grofle Versuchsanordnung zu wéhlen.
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5. Verfahren zur Analyse der
Wellenausbreitung

Der steigende Kostendruck und der Trend hin zu kiirzeren Entwicklungszyklen [54] erfordert
die virtuelle Erfassung der Eigenschaften des zukiinftigen Produkts ohne auf reale Prototypen
zuriickgreifen zu miissen [135]. Die Berechnungsmodelle dieser Entwicklungsphase werden
entsprechend als digitale Prototypen bezeichnet [88]. Die Beschreibung der physikalischen
Sachverhalte fithrt dabei i. d. R. auf Systeme gekoppelter Differentialgleichungen mit meh-
reren Dimensionen [52]. Die Losung dieser Gleichungssysteme erfolgt mithilfe numerischer
Berechnungsverfahren [52]. Im Wesentlichen werden die Finite-Elemente-Methode (FEM), die
Finite-Differenzen-Methode (FDM) sowie die Rand-Elemente-Methode (BEM) eingesetzt [52].
Diese Verfahren sind prinzipiell in der Lage, die Ausbreitung von Wellen abzubilden. Aus
diesem Grund werden sie in diesem Kapitel grundlegend vorgestellt.

Weniger bekannt sind die Verfahren Transmission-Line-Methode (TLM) und Aquivalente-
Quellen-Methode (ESM). Sie werden hier ebenfalls beschrieben, da mit ihnen die Berechnung
von transienten Wellenausbreitungsvorgingen in effizienter Weise im Zeitbereich moglich
sind [85,89,97,116,117].

Aus der Literatur sind weitere Berechnungsverfahren mit dem Schwerpunkt in der Beschrei-
bung von Strukturschwingungen bekannt. Gegenwértig sind sie aufgrund diverser Limitierungen
nicht in der Lage den hier gestellten Anforderungen zu geniigen. Nachfolgende Aufzihlung
wird kurz auf die Statistische-Energie-Analyse (SEA) und Spektrale-Elemente-Methode (SEM)
eingehen, ihre Einsatzgebiete beschreiben, die Einschréinkungen erldutern und auf entsprechende
Literatur verweisen:

e Statistische-Energie-Analyse (SEA)
Diese Methode wird gewthnlich zur Ermittlung des hochfrequenten Verhaltens komplexer
Strukturen eingesetzt [136]. In [86,87,170] sind Berechnungen von Fahrzeugkarosserien
mithilfe der SEA zu finden. Wie der Name bereits impliziert, liegt bei der SEA lediglich die
zeitlich und ortlich gemittelte Energieverteilung der jeweiligen Subsysteme als Ergebnis
vor [116,122,136]. Die Information iiber das Schwingverhalten ist dadurch nicht mehr
vorhanden und folglich ist die Angabe eines Zeitsignals nicht moglich [116]. Aus diesem
Grund ist sie fiir die geforderte Anwendung nicht geeignet. Fiir eine grundlegende
Einfithrung ist [122] heranzuziehen.

e Spektrale-Elemente-Methode (SEM)
Gegenwirtig ist diese Methode noch nicht so stark verbreitet wie die SEA. Sie fin-
det lediglich bei der Analyse von Rissen in Fachwerken Anwendung [30,95, 154]. Die
Wellenausbreitung auf Elementen wird durch eine spezielle Formulierung im Frequenz-
bereich [30] beschrieben. Die Losung der SEM erfolgt ebenfalls im Frequenzbereich und
liefert die Betrags- und Phaseninformation der Schwingung. Diese kann mithilfe der
inversen Fouriertransformation in den Zeitbereich iibersetzt werden [30,116,123,124].
Fiir eindimensionale Stab- und Balkenelemente existieren die notwendigen Ansatzfunk-
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tionen fiir die SEM bereits [30]. Probleme bereiten jedoch zweidimensionale Elemente
wie z. B. eine Platte [30,116]. Hier sind nur fiir spezielle Plattenstrukturen (z. B. die
halbunendliche Platte) Losungen bekannt [30]. Aus diesem Grund kénnen mit der SEM
keine beliebigen Strukturen modelliert werden, die zweidimensionale Elemente aufweisen.
Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung in die SEM ist auf [30] zu verweisen.

5.1. Finite-Differenzen-Methode

Die Finite-Differenzen-Methode (FDM) ist ein numerisches Verfahren zur Losung von parti-
ellen Differentialgleichungen [71,135] und dadurch prinzipiell in der Lage eine Wellengleichung
zu 16sen [89]. In diesen Gleichungen werden dabei die Differentialquotienten durch Differenz-
quotienten angenéhert [71,129,135]. Um bspw. die Ausbreitung der Biegewelle (B-Welle) auf
einer Platte nach der Kirchhoff-Theorie mithilfe der FDM zu berechnen, muss

o*w tw *w 0w
K 2 gw_ 1
<8x4 oo T ay4> T e =0 (5-1)

approximiert werden. Diese Beziehung ergibt sich, wenn in (2.142) die Laplace-Operatoren
(2.58) ausgeschrieben werden und die freie Wellenausbreitung (2.29) gilt. Ausgehend von der
allgemeinen Form der Taylorreihe [155,179] fiir eine beliebige Funktion

1 df(xo)
1! dz

d2
(z —x0) + % (;5;0)

f(z) = §(xo) + (z — z0) + ... (5.2)
ergeben sich fiir die Funktion w (x,y,t) die zentralen Differenzen der vierten Ableitung in
Richtung der z-Koordinate mit

4
0 Wm,n,o . Wm+2n,0 — 4wm+1,n,o + 6wm,n,0 - 4wm—1,n,o + Wm—2,n,0

8.’1}'4 ~ AQZA (53)

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung wird mit w (mAz, nAy, 0At) = wyy, n,, eine Indexschreib-
weise eingefiihrt. Die ganzzahligen Grolen m, n und o beschreiben dabei die aktuelle Position
des Funktionswertes w an einer diskreten Stelle im Raum bzw. in der Zeit. Die Groflen Ax,
Ay und At sind konstant und repréisentieren die dquidistante Diskretisierung der Raum- bzw.
Zeitkoordinaten. Die Differenzbildung fiir die y-Variable ermittelt sich analog zu (5.3). Die
partiell gemischten zweiten Ableitungen nach x und y lassen sich mit

4
0 U;m,néo ~ 21 5 (wm—l—l,n—l-l,o - 2wm,n+1,o + Wm—1,n+1,0 — 2wm+1,n,o
0120y Az2Ay (5.4)

+4wm,n,o - 2wm—1,n,o + Wm+1,n—1,0 — 2wm,n—l,o + wm—l,n—l,o)
und die zweite Zeitableitung mit

2
0 Wm,n,o ~ Wm,n,0+1 — 2wm,n,o + Wm,n,o—1

o2 At2

(5.5)

berechnen [71]. Die Approximationen (5.3), (5.4) und (5.5) konnen in die Wellengleichung
(5.1) eingesetzt werden. Der Term Wy, n 041 aus der zweiten Zeitableitung (5.5) beschreibt die
Schwingung am Ort mAx, n/Ay zum néchsten Zeitpunkt (o + 1) At und kann aus den Werten
des aktuellen und des letzten Zeitschritts berechnet werden. Ein solches Lésungsschema wird
als explizite Methode bezeichnet [14].
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Tabelle 5.1.: Lagerungsarten einer Platte (Auszug aus [7])

) | Alle Durchbiegungen und

a . Neigungen werden Null.

Freier Rand 7) Alle Krafte und Momente
reter atl werden Nulll.

—

Feste Einspannung

Um die FDM auf ein konkretes Bauteil anwenden zu kénnen, muss zusétzlich das Verhalten
der Differenzen an den Réndern beriicksichtigt werden. Fiir diese Stellen gilt es die Forde-
rungen aus den Randbedingungen der Platte (s. Tabelle 5.1) zu erfiillen. Damit ergeben sich
weitere Beziehungen, die mit finiten Differenzen an der Randstelle angendhert werden kénnen.
Entsprechendes Auflésen nach unbekannten Funktionswerten fiihrt auf Zusammenhénge, die es
erlauben, die Differenzen (5.3), (5.4) und (5.5) an den Réndern zu berechnen.

Bei der Implementierung ist auf einen ausreichend kleinen Zeitschritt zu achten, um die
Stabilitdt des Verfahrens zu gewéhrleisten [47,129]. Das zu wéhlende Zeitintervall At ist
ferner von der Ortsdiskretisierung abhéngig. Zur Bestimmung der Konvergenzschwelle wird
auf [14,47,159,190] verwiesen.

Fiir eine praktische Anwendung sind auch beliebig berandete Gebiete zu betrachten. Fiir
diese Anwendungsfille ergeben sich bei der FDM Schwierigkeiten, da es nicht immer problemlos
moglich ist, eine geeignete Diskretisierung des Raums zu erstellen [197].

5.2. Finite-Elemente-Methode

Viele Fragestellungen im Ingenieurwesen kénnen mithilfe der FEM hinreichend genau be-
antwortet werden. Ihr Einsatzbereich umfasst bspw. die Berechnung linearer und nichtlinearer
Elastostatik und -Dynamik, Warmeiibertragung und Thermoelastizitit sowie Aerodynamik
und Akustik [84].

Kommerziell verfiighare FEM-Programme erlauben den Einsatz einer Vielzahl an unterschied-
lichen Elementtypen und ermoglichen es, diese innerhalb eines FEM-Modells auch beliebig
miteinander zu kombinieren. Oftmals werden z. B. ein- und zweidimensionale Elemente gekop-
pelt [131,204]. Dadurch reduzieren sich die unbekannten Grofen um eine ggf. zwei rdumliche
Dimensionen. Aufgrund der geringeren Modellgrofie lassen sich Parameteroptimierungen fiir
komplexe Strukturen (z. B. Fahrzeugkarosserien) effektiv durchfiihren [82].

Die Berechnung elastischer Wellenausbreitung fillt in das Aufgabengebiet der dynamischen
FEM [14]. Mit der Massenmatrix m, der Ddmpfungsmatrix d und der Steifigkeitsmatrix ¢ muss
dazu die Gleichung

mii(t) + du(t) + cu(t) = f(¢) (5.6)

gelost werden [14,72,84]. In dieser ist der Verschiebungsvektor mit 4 benannt, wobei die Punkte
iiber dem Vektor die erste bzw. zweite Zeitableitung représentieren. In [36] wird diese Gleichung
ausfiihrlich aus der Biegung diinner, ebener und rechteckiger Platten hergeleitet.

!Streng genommen sind diese Forderungen fiir die schubstarre Platte (Kirchhoff-Theorie) nicht zu erfiillen [7].
Dieses Problem wird geldst, indem die Drillmomente durch statisch dquivalente Kriftepaare ersetzt werden [7].
Weitere Details hierzu und ergénzende Lagerungsarten kénnen [7] entnommen werden.
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Zur Losung von (5.6) bieten sich direkte Integrationsmethoden sowie eine Losung anhand der
Uberlagerung von Moden an [14]. Die direkte Integration 16st (5.6) unmittelbar ohne sie vorher
in eine andere Form zu transformieren [14]. Die Methoden der direkten Integration kénnen
weiter in explizite und implizite Verfahren unterteilt werden [14]. Explizite Verfahren ermitteln
die Losung von u(t + At) aus den Gleichgewichtsbedingungen bzw. Bewegungsgleichungen
zum Zeitpunkt ¢ [14,84]. Nutzt ein direktes Integrationsverfahren im Gegensatz dazu die
Gleichgewichtsbedingungen zur Zeit t + At, wird es als implizites Verfahren bezeichnet [14,84].
Die Grofie At ist, wie bei der FDM, die Schrittweite der Zeitdiskretisierung. Fiir explizite
Verfahren kommt als Losungsschema die zentrale Differenzenmethode (Abschnitt 5.1) zum
Einsatz [14]. Die Operationen je Zeitschritt sind bei dieser Methode im Vergleich zu impliziten
Verfahren i. d. R. deutlich geringer, daher ist hier der numerische Aufwand giinstiger [14].
Jedoch ist durch einen ausreichend kleinen Zeitschritt auf numerische Stabilitdt zu achten, da
andernfalls beliebige Fehler anwachsen konnen und die Losung somit wertlos wird [14].

Es miissen die nachfolgenden Bedingungen beriicksichtigt werden, wenn die FEM auf transi-
ente Vorgéinge angewendet werden soll.

5.2.1. Elementwahl

Bei der Verwendung von Volumenelementen zur Beschreibung einer Biegebewegung ist darauf
zu achten, dass mindestens zwei, besser jedoch drei Elemente iiber die Dicke der Platte verteilt
werden [15]. Weiterhin ist auch das Verhéltnis der Kantenldngen wichtig. Ein Verhéltnis von
Lénge zu Breite zu Dicke von 1:1:1 ist anzustreben [53]. Bei Seitenverhéltnissen von 1:1:10
koénnen noch akzeptable Losungen erhalten werden [53]. Bei grolen Verzerrungen der Elemente,
z. B. durch spitze Winkel < 10°, wird eine Anderung des FEM-Netzes empfohlen [84]. Elemente
diirfen keine Innenwinkel > 180° aufweisen, denn dann sind die numerischen Ansétze nicht
mehr giiltig [53]. Unabhéngig davon entsteht bei der Modellierung mit Volumenelementen ein
sehr grofies Modell, was die Rechenzeit verléingert.

Die Verwendung von Platten- oder Schalenelementen zur Modellierung von diinnwandigen
Strukturen kann in diesem Fall Abhilfe schaffen [53,84]. Das Verhalten der Elemente wird
dazu tiber mechanische Modelle beschrieben (Abschnitt 2.3). Dadurch kann die Dimension der
Aufgabenstellung und folglich auch der Berechnungsaufwand reduziert werden. Diese Theorien
basieren ihrerseits auf grundlegenden Annahmen, die fiir die Richtigkeit der Berechnung
eingehalten werden miissen [89].

5.2.2. Elementldnge

Die maximale Kantenléinge der Elemente ist durch die minimale Wellenlénge L, gegeben,
da die Welle geometrisch aufgeldst werden muss [53,116]. Abhéingig von der geforderten Anzahl
der Elemente pro Wellenlénge npgn kann mit nachstehender Formel die maximale Elementléange

Lmin
NFEM

lFEM,maX - (57)
berechnet werden [4]. Je nach Literaturquelle werden fiir npgy 10 bis 20 Elemente pro Wel-
lenldnge vorgeschlagen [4,115,116]. Es ist jedoch nicht ausreichend, nur einzelne, interessante
Bereiche sehr fein zu diskretisieren'. Die gesamte Struktur muss ausreichend fein vernetzt
werden, um Reflexionen und Uberlagerungen beriicksichtigen zu kénnen [23].

'Lokale Verfeinerung des FEM-Netzes wird hiufig angewendet, wenn die Spannungsverteilung in einem speziellen
Gebiet des Bauteils fein aufgelost werden soll.
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5.2.3. Zeitschritt
Die Wahl der Zeitschrittgrofie nimmt erheblichen Einfluss auf das Ergebnis. Im Wesentlichen
gilt es die nachfolgenden Bedingungen zu beachten. Der Zeitschritt At muss kleiner gew&hlt
werden als das die schnellste Welle (i. d. R. die Longitudinalwelle (L-Welle)) den kiirzesten
Abstand zwischen zwei Knoten [;, im FEM-Netz innerhalb dieser Zeit durchlaufen kann
[14,47,84]:
Aty < 0 (5.8)

Cmax

Zur Vermeidung des Aliasing-Effekts ist das Abtasttheorem nach Nyquist und Shannon zu
beachten [134]. Es besagt, dass ein kontinuierliches System mit der Bandbreite fjax nur dann
aus seiner abgetasteten Version mit der Abtastfrequenz fgr fehlerfrei rekonstruiert werden
kann, wenn fsg > 2 finax gilt [134]. Fiir eine ausreichende Giite im Zeitbereich wird in [116] ein

Faktor von 20 vorgeschlagen:

1
Atmax < 0f (5.9)

max

Der kleinere Zeitschritt aus (5.8) oder (5.9) ist zu wéhlen.

Durch den hohen Frequenzbereich bis 20 kHz, der fiir die kérperschallbasierte Crasherkennung
betrachtet werden muss, ergibt sich ein grofier Aufwand bei der Simulation der gesamten Fahr-
zeugstruktur mithilfe der FEM [89,116]. Die korrekte geometrische Abbildung der Welle fordert
aufgrund der Beziehung (5.7) ein fein aufgeldstes Netz. Dies fithrt nach Gleichung (5.8) oder
(5.9) wiederum zu einer kleinen ZeitschrittgroBe. Aufgrund des hohen Diskretisierungsaufwands
ist es nicht praktikabel, die strukturdynamischen Ausbreitungseigenschaften mithilfe der FEM
zu bestimmen [89,115,116].

5.3. Rand-Elemente-Methode

Die Rand-Elemente-Methode (BEM)! ist eine Integralgleichungsmethode und nutzt die
Tatsache, dass die Losung einer Differentialgleichung durch die Integration der Greenschen
Funktion (Einflussfunktion) und der Belastungsfunktion erhalten werden kann [52]. Bei dieser
Methode wird nur der Rand des betrachteten Gebietes vernetzt [42,91,136,197] (s. Abb. 5.1
rechts). Im Vergleich zur FEM (s. Abb. 5.1 links) ergibt sich dadurch eine Reduktion der
Unbekannten um eine Dimension [91,136,197]. Die Gesamtmatrix ist damit kleiner, jedoch

Tt
/

LAl

i)

Abbildung 5.1.: Diskretisierung der Struktur bei FEM (links) und BEM (rechts) [42]

!Boundary-Element-Method
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vollbesetzt sowie unsymmetrisch. Aus diesem Grund ergeben sich kaum numerische Vorteile
gegeniiber der FEM [91,136,197].

Die BEM kann nicht ohne Weiteres das gleiche Problemspektrum abbilden wie die FEM,
da fiir jede physikalische Fragestellung die entsprechende Fundamentallosung bekannt sein
muss [129]. Es kénnen bspw. keine inhomogenen Regionen abgebildet werden [42,202]. Thr
Einsatz beschréinkt sich im Wesentlichen auf die Behandlung von halbunendlichen Gebieten [197]
und die Untersuchung von Rissproblemen [129]. Halbunendliche Gebiete sind vor allem bei
der Bewertung akustischer Abstrahlvorginge von Vorteil. Dabei wird oftmals die FEM mit
der BEM gekoppelt [129]. Die Matrizen der BEM héngen bei dieser Aufgabenstellung jedoch
von der Wellenzahl ab und miissen fiir jede Frequenz neu berechnet werden [91]. Ein hoher
numerischer Aufwand ist die Folge. Eine Mdoglichkeit die Berechnung von Plattenschwingungen
basierend auf (2.142) mithilfe der BEM durchzufiihren ist [81] zu entnehmen.

Bei der Beschreibung dynamischer Vorgénge setzen die meisten BEM-Verfahren eine harmo-
nische Art der Anregung voraus [62]. Die standardméfige Formulierung der BEM kann dabei
in Abhéngigkeit der Erregerkreisfrequenz singulére Wellenzahlen hervorrufen [91]. Durch eine
alternative Formulierung, die numerisch aufwéndiger ist, kann dieses Problem umgangen wer-
den [90,91]. In [103] wird eine spezielle Methode der BEM (Hochfrequenz-BEM) fiir den Einsatz
im hochfrequenten Bereich als Alternative zur SEA vorgeschlagen. Eine Bewertung dieses Ver-
fahrens fiir automobile Strukturen ist [87] zu entnehmen. Die Ergebnisse der Hochfrequenz-BEM
enthalten im Vergleich zur SEA mehr Informationen [87]. Allerdings ist dieses Verfahren eben-
falls, wie die SEA, auf die Energiedichte als Mittel der Frequenz beschrénkt [103]. Weiterhin ist
zu beachten, dass der Rechenaufwand fiir Frequenzen im kHz-Bereich deutlich ansteigt [62,150].

Die Losung transienter Probleme in der Luftschallakustik ist mit speziellen Formulierungen
der BEM moglich [62]. Jedoch kénnen diese Verfahren instabil und somit fehlerhaft werden [62].
Aufgrund von Faltungsintegralen in den Fundamentallsungen ist hier ebenfalls die Berechnung
numerisch aufwandig [197].

5.4. Transmission-Line-Methode

Die Transmission-Line-Methode (TLM) ist ein weiteres Verfahren zur Losung von Differenti-
algleichungen [89]. Im Rahmen dieser Arbeit soll das Verfahren als eindimensionale Methode
verstanden werden, die eine entsprechende Wellengleichung entlang dieser Dimension im Zeit-
oder Frequenzbereich 16st.

Es besteht die Moglichkeit das Verfahren auch mehrdimensional zu betreiben. In der Literatur
wird dies als Transmission-Line-Matrix-Methode bezeichnet und ebenfalls mit TLM abgekiirzt
[163]. Dieses Verfahren, dass auch unter dem Namen Discret-Huygens-Modelling zur Berechnung
der Luftschallausbreitung [78,79] bzw. fiir die Ausbreitung elastischer Wellen in Festkorpern [77]
bekannt ist, kann nicht klar gegeniiber der FDM abgegrenzt werden. Die wesentlichen Aspekte
sind deshalb Abschnitt 5.1 zu entnehmen. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle nicht ndher
auf die mehrdimensionale Transmission-Line-Matrix-Methode eingegangen, sondern nur die
eindimensionale TLM behandelt.

Die TLM wird bereits zur Beschreibung der Ausbreitung elektrischer Gréolen (Spannung U und
Strom 4) in einem Leiter, der als Transmission-Line (TL) bezeichnet wird, eingesetzt [116,153].
Es lassen sich damit umfangreiche Netzwerke, z. B. die Versorgung mit elektrischer Energie oder
die Telekommunikationsanbindung, berechnen [57,153]. Weitere Einsatzgebiete sind bspw. die
Berechnung akustischer Sensoren [113] sowie die schnelle Analyse von transienten Problemen [57].
FEine TLM wird hierzu aus einem vorwérts- und riickwértsgerichteten Signalpfad sowie einem
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Xg(w) H.(w)
Ugsig > I Xg(w) X (w)
o Z(w) H(w) Z(w)
ArTA < X
| a(w) H (w) ]
a) b) c)

Abbildung 5.2.: Darstellung der Transmission-Line (TL). a) TL mit Impedanz Z [153],
b) Ubertragungsfunktion H(w), ¢) TL kombiniert aus Ubertragungsfunktionen

Impedanzsprung Z an den Enden des Leiters aufgebaut (s. Abb. 5.2 a)). Die betrachteten
elektrischen Wellen sind mit den strukturdynamischen L-Wellen in einem Stab nach (2.46)
vergleichbar [116,153]. Einzig die physikalischen Groflen unterscheiden sich [116,153].

Die einzelnen Bestandteile einer TL kénnen als Ubertragungsfunktion

Xa(w)
XE(w)

H(w) = (5.10)
aufgefasst werden (s. Abb. 5.2 b)). Dabei ist die Eingangsgrofe Xg(w) und die Ausgangsgrofie
Xa(w) ebenfalls im Frequenzbereich formuliert. Die gesamte TL lésst sich aus Kombination
einer ,einfallenden“ und ,reflektierten“ Ubertragungsfunktion (H(w) bzw. H.(w)) sowie der
Reflexionsfunktion Z(w) mit

XA (w) = Ho(w) Z(w) Hy(w) Xg(w) (5.11)

angeben (s. Abb. 5.2 ¢)).

FEine Formulierung der TLM im Frequenzbereich bietet weiterhin die Moglichkeit, das Ge-
samtsystem nach dem Mason-Formalismus zu vereinfachen [126,127,156]. Dies ist aber nur dann
sinnvoll, wenn Netzwerke betrachtet werden. Fiir aneinander gereihte Ubertragungsstrecken,
wie z. B. in Abb. 5.2 c¢) dargestellt, ergibt sich kein Vorteil. Eine gelungene Anwendung der
Mason-Vereinfachung ist [119] zu entnehmen.

5.5. Aquivalente-Quellen-Methode

Aus der Akustik ist zur Berechnung der Ausbreitung von Luftschall die Aquivalente-Quellen-
Methode (ESM)! bekannt [70,150]. Sie wird zur Beschreibung elektromagnetischer Wellen
genutzt [202]. Besonders gut eignet sie sich, wenn transiente Vorgéinge von Interesse sind [97].
In der englischsprachigen Literatur wird sie auch als Source-Simulation-Method [85, 149],
Substitute-Sources-Method [85,149] oder als Wave-Superpositon-Method [35,92,104] bezeichnet.
Die Anwendung der ESM auf akustische Fragestellungen ist ausfiihrlich in [149] wiedergegeben.
Neben ihrer allgemeinen Formulierung im Frequenzbereich wird in [85,97,98] eine Moglichkeit zur
Berechnung im Zeitbereich vorgestellt. Dadurch kénnen zeitlich verdnderliche Randbedingungen
sowie nichtlineare Effekte berticksichtigt werden [85].

Die eindimensionale Wellenausbreitung wird dazu iiber Ansatzfunktionen mit den unbe-
kannten Quellen beschrieben. Diese Quellen werden folgendermafien bestimmt, dass sie die
Randbedingungen erfiillen [85,97,98]. Fiir die Formulierung im Zeitbereich existieren Losungen,
die eine Kopplung der ESM mit der ein- oder zweidimensionalen FDM erméglichen [85]. Die

'Equivalent-Source-Method
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ESM nach [85] bietet weiterhin die Moglichkeit, die zu l6sende Aufgabenstellung in ein System
linearer Gleichungen zu iiberfithren. Fiir die Umsetzung auf einem Computersystem ergeben
sich dadurch weitere Vorteile [30]. Im Vergleich zur BEM oder FEM, die ebenfalls ein lineares
Gleichungssystem l6sen, ist der numerische Aufwand bei der ESM geringer [104].

Basierend auf der Zeitbereichsformulierung fiir longitudinale Luftschallwellen aus [85] wird in
Abschnitt 6.3 die Methode auf die B-Welle erweitert. Anschliefend wird eine Mdglichkeit fiir die
Beschreibung zweidimensionaler Strukturen dargestellt. Aus diesem Grund wird nachfolgend
auf die Grundziige der bekannten ESM eingegangen.

Ein einzelnes ESM-Element bzw. -Segment beschreibt in der Akustik gewthnlich eine starre,
mit Luft gefiillte Rohre [85]. Die Wellenausbreitung auf dem Element wird durch eine Greensche
Funktion beschrieben [85]. Um die Randbedingungen erfiillen zu kénnen, werden an den Réndern
der Elemente die dquivalenten Quellen ¢; eingefiihrt [85].

Breitet sich eine als eben angenommene Welle auf einem geraden Element der Lange [ und
dem Querschnitt A mit der Geschwindigkeit ¢ aus, kann der akustische Schalldruck mit

E(w,x) = %ql (w) e Tk 4 %qz(w) e Tik(=2) (5.12)

im Frequenzbereich beschrieben werden [85]. Auf den Faktor e wird fiir eine iibersichtliche
Darstellung verzichtet [85]. Die Dichte der Luft ist mit p und die dquivalenten Quellen an
beiden Réndern der Rohre mit g;(x = 0) und g2(z = ) bezeichnet. Die e-Funktionen werden
zu den g-Funktionen zusammengefasst und es ergibt sich

=(w,2) = Fa@) g1,2) + Tarw) g(w,2). (5.13)

Eine Multiplikation von ¢; mit g; im Frequenzbereich entspricht nach [134,151,179] einer Faltung
im Zeitbereich. Mit dem Faltungsoperator * kann folglich eine Formulierung im Zeitbereich mit

=(tw) = Tar(t) 01t 2) + Faa(t) # ga(t, ) (5.14)

angegeben werden [85,97,98]. Die Funktionen g;(¢,z) in (5.14) stellen die invers Fouriertrans-
formierten von g;(w,z) dar. Sie konnen mit

17 .
gi(t,w)zﬁ /gi(w,:r)ewdw (5.15)

berechnet werden [134,151,179]. Details hierzu sind dem Anhang D zu entnehmen. Nachdem
es sich urspriinglich um zwei Spektren handelt, liegt eine periodische bzw. zyklische Faltung
vor [85,134]. Der negative Integrationsbereich muss dadurch nicht berechnet werden und es
gilt [85,97,98,134]
t
qi(t) * gi(t,z) = /qi(T) gi(t — 1,2)dr. (5.16)
0
In diskreter Form lautet diese Faltung mit nAt als aktueller Zeitschritt damit [85,97, 98]

qi(nAt) x gi(nAt, x) = Z qi(kAt) gi((n — k) At, )
k=0 (5.17)

n—1

= qi(nAt) gi(0,2) + Y qi(kAL) gi((n — k) At ) .
k=0
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Das n-te Glied wird separat zur Summe geschrieben, wodurch sich diese um Eins verringert.
Der erste Term beschreibt die Quellgrofie g;(nAt) zum aktuellen Zeitschritt. Der zweite Term
hingegen enthilt alle Quellgréflen aus den vorangegangenen Zeitschritten. Mit der Abkiirzung

n—1

Gi = qi(kAt) gi((n— k) At ) (5.18)
k=0

ergibt sich fiir Gleichung (5.14)

E(t,2) = Zama g10.0) + 50 + &

Werden zwei Elemente miteinander verbunden, muss an der Verbindungsstelle der Schall-
druck gleich sein [85]. Weiterhin muss die Kontinuitétsgleichung [52] erfiillt sein, womit die
Massenstrome bzw. die Volumenstrome (bei gleicher Dichte) an der Koppelstelle identisch
sind [85]. Damit sind bereits zwei Gleichungen bekannt, um die vier unbekannten Quellen
der beiden Elemente zu bestimmen. Die restlichen beiden Zusammenhénge ergeben sich aus
den Randbedingungen, die an den Enden der Segmente vorliegen. Die Terme pc/A kénnen
je Segment unterschiedlich sein und sind entsprechend anzupassen. Diese Vorgehensweise ist
ausfiihrlich in [85] beschrieben.

g (nst) ga(0,2) + . (5.19)

5.6. Vergleich

In Tabelle 5.2 sind die aufgezdhlten Verfahren hinsichtlich der wesentlichen Anforderungen
miteinander verglichen. Nahezu alle Verfahren erlauben die Berechnung transienter Probleme
und die Angabe der Losung im Zeitbereich. Einzig die BEM bereitet hier aufgrund ihrer
Formulierung noch Schwierigkeiten. Die Behandlung beliebiger Strukturen ist bei den Ver-
fahren FEM und BEM problemlos, bei der FDM mit Einschrankungen moglich. Fiir die hier
vorgestellten Verfahren TLM und ESM ist gegenwértig keine universell einsetzbare Vorschrift
zur Modellierung zweidimensionaler Bauteile gegeben. Der Vorteil dieser Methoden besteht, im
Gegensatz zu den Methoden FDM, FEM und BEM, in den geringen numerischen Kosten und
kommt somit der Anforderung schnell verfiigbarer Berechnungsergebnisse nach.

Tabelle 5.2.: Gegeniiberstellung bekannter Verfahren

Bewertungskriterium FDM | FEM | BEM | TLM ESM
Transiente Probleme o' o! ! [ ] L
Schwingverhalten im Zeitbereich J  J d J ®
Beliebige zweidimensionale Berandungen o o' o' O O
Numerischer Aufwand hoch | hoch | hoch | gering | neutral

Problembehandlung: ist moglich @, ist schwierig @, ist nicht mdglich O
I Bewertung aus [197] iibernommen

Die Anforderungen, die Ausbreitung einer transient angeregten B-Welle im hochfrequenten
Bereich auf beliebige Balken- und Plattenstrukturen mit geringem numerischen Aufwand zu
berechnen, erfiillt gegenwiirtig kein Verfahren. Die geringe Rechenzeit der TLM und ESM
erscheinen jedoch vorteilhaft. Aus diesem Grund werden im nachfolgenden Kapitel 6 diese
Methoden zur Simulation der Korperschallausbreitung in Fahrzeugstrukturen entsprechend
modifiziert.
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Mit den bekannten Verfahren zur Analyse der Wellenausbreitung aus Kapitel 5 ist eine effektive
Losung der Korperschallausbreitung in komplexen Strukturen wie Fahrzeugkarosserien nicht
moglich. Um das hochfrequente Schwingverhalten der Struktur an einzelnen Positionen rasch
bestimmen zu konnen sind alternative Methoden notwendig. In diesem Kapitel werden zu
diesem Zweck drei Verfahren vorgestellt, an die vorhandene Aufgabenstellung angepasst und
anschliefend miteinander verglichen. Dieser Vergleich liefert die Entscheidungsgrundlage fiir
die Umsetzung des optimalen Verfahrens in Kapitel 7.

Zunichst wird das aus der Optik und Raumakustik bekannte Strahlenverfahren fiir die
Korperschallausbreitung angepasst. Die Berechnung der relevanten Strahlverbindungen stellt
jedoch einen hohen numerischen Aufwand dar, der mithilfe des Pfadverfahrens umgangen
werden soll. Dieses Konzept gibt eine endliche Anzahl an Verbindungen vor, auf denen sich der
Korperschall ausbreiten ,,darf*. Die Abweichungen, die durch diesen Zwang entstehen, werden
anhand des Huygensschen Prinzips iiber einen Richtungsfaktor korrigiert. Die Aquivalente-
Quellen-Methode (ESM) aus Abschnitt 5.5 wird bereits in der Akustik zur Simulation eindi-
mensionaler Schallausbreitung eingesetzt. Zuerst wird dieses Wellenverfahren auf die Biegewelle
(B-Welle) angepasst und anschliefend eine Moglichkeit zur Berechnung zweidimensionaler
Tragwerkselemente vorgestellt.

6.1. Strahlenverfahren

In der Optik wird bei der Ausbreitung von Licht im Allgemeinen eine Welle beschrieben.
Fiir kleine Wellenléngen kann die Wellenoptik mit der geometrischen Optik angenéhert werden.
AuBlerdem wird von einer geraden Ausbreitung des Lichts ausgegangen [20,157]. Dabei gilt je
kleiner die Wellenldnge gegeniiber den Abmessungen des Raumes ist, in dem sich die Welle
ausbreitet, desto besser ist diese Ndherung.

Das Strahlenverfahren approximiert die Ausbreitung der Korperschallwelle als geradlinigen
Strahl. Sie ist folglich nur hinreichend genau, wenn die Abmessungen des Modells gréfler sind
als die grofite relevante Wellenléinge (Abschnitt 3.6). In Tabelle 6.1 sind die Wellenléngen
der B-Welle Lp fiir unterschiedliche Frequenzen, Plattendicken und Materialien angegeben.
Fiir Stahl- bzw. Aluminiumplatten bei einer Frequenz von 5 kHz und einer Dicke von 3,0 mm
betriagt die grofite Wellenléinge 77 mm. Die kritische Lénge, ab dieser der Beugungseinfluss

Tabelle 6.1.: B-Wellenléingen in mm auf Platten unterschiedlicher Dicke h, Frequenz f und Mate-
rialien (berechnet nach (2.39) und (2.143), Materialparameter nach Tabelle 3.1)

Stahl A [mm] Aluminium A [mm] | Magnesium A [mm]
f[kHz] || 0,8 1,0 20 30|08 1,0 20 30|08 1,0 20 3,0
5 40 44 63 77 |40 45 63 77 |39 43 61 75
10 28 31 44 54 | 28 32 45 55 | 27 31 43 53
15 23 26 36 44 | 23 26 36 45| 22 25 35 43
20 20 22 31 38|20 22 32 39|19 22 31 38
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wesentlich wird, ist hier i. d. R. kleiner als die Hauptabmessungen der flichigen Fahrzeugteile
(z. B. Spritzwand, Tunnel oder Unterboden aus Abb. 4.1).

Kleinere Diskontinuitdten, wie bspw. Bohrungen, Anschraubbolzen oder kleine Halter, diirfen
demnach nicht in das Fahrzeugmodell aufgenommen werden. Sie wiirden die Welle in der Simula-
tion komplett reflektieren und damit die Wellenausbreitung blockieren, da das Strahlenverfahren
nicht die Ausbreitung in Schattenrdumen von Hindernissen darstellen kann (Blockadewirkung).
In der Realitéat wird die Welle jedoch aufgrund des Beugungseffekts von Hindernissen kleiner
ihrer Wellenlidnge kaum gestort [189]. Unter der Voraussetzung kleiner Wellenléingen gegeniiber
den Abmessungen einer ebenen Struktur wird nachfolgend ein auf Strahlen basierendes Verfah-
ren vorgestellt. Grundlegende Informationen hierzu finden sich bereits in [116,117].

Das Strahlenverfahren gliedert sich in zwei wesentliche Berechnungsabschnitte. Zuerst werden
fiir eine ebene Struktur alle relevanten Strahlen ermittelt (Absatz 6.1.1, 6.1.2 und 6.1.3) und
anschlieflend die Berechnung des Signals an der Sensorposition (Ziel) mit der Transmission-
Line-Methode (TLM) durchgefiihrt (Absatz 6.1.4). Ansétze zur Optimierung des Verfahrens
zeigt Abschnitt 7.3 im néchsten Kapitel.

6.1.1. Konzept

Die Anregung der Struktur erfolgt 6rtlich sehr konzentriert. Folglich wird von einer punktfor-
migen Anregung an der Quelle Q ausgegangen. Das transiente Schwingverhalten der Struktur
wird nicht fiir das gesamte Bauteil angegeben. Es ist ausreichend die Schwingung an einem
einzigen Zielpunkt Z zu bestimmen. In der Regel wird dies die Position des Korperschallsensors
sein, der die Beschleunigung der Welle erfasst. Wird die Struktur an mehreren Orten angeregt
oder sind mehrere Zielpunkte von Interesse, wird das Verfahren entsprechend wiederholt.

Mithilfe der Methode der Spiegelquellen, bekannt aus der Raumakustik [138] oder der
elektrischen Feldtheorie [106], ist es moglich, das Problem der Berandung realer Bauteile auf
eine unendlich ausgedehnte Platte mit der Einfithrung von Spiegelquellen SQ zu vereinfachen
[116,139]. Diese Spiegelquellen entstehen, wenn die originale Quelle Q an den Réndern gespiegelt
wird [116,139]. In Abb. 6.1 (links) ist dies fiir eine Spiegelung an der unteren Berandung
dargestellt. Es entsteht dadurch ein neues Quellfeld mit gleicher Frequenz, Phasenlage und

Abbildung 6.1.: Einfithrung von Spiegelquellen SQ zur Beschreibung von Reflexionen (links),
Wellenfelder der Spiegelquelle werden mithilfe von Strahlen repriisentiert (rechts)

92



6. Modifizierte Strahlen- und Wellenverfahren

Ausbreitungsgeschwindigkeit der originalen Quelle. Durch die Spiegelung ist der Abstand von
SQ zu Z grofler als die direkte Verbindung von S zu Z. Folglich trifft die Welle erst spéter
im Ziel ein. Der durch die Reflexion am Rand des realen Bauteils entstehende Anteil des
Signals wird durch die Hinzunahme der Spiegelquelle beschrieben [116]. Eine ausfiihrliche
Konstruktionsvorschrift dieser Methode ist [116] zu entnehmen. Fiir geometrisch komplexere
Bauteile ist dieses Verfahren nicht praktikabel. Weiterhin ist ein hoher numerischer Aufwand
anzunehmen [41]. Eine alternative Modellierung mit verringertem Rechenaufwand [41] ergibt
sich, wenn das Wellenfeld durch einen geradlinigen Strahl dargestellt wird (s. Abb. 6.1 rechts).
Die Strecke SQ-Z schneidet dabei die Berandung der Platte im Punkt S. Die Verbindung
von Q zum Punkt S ldsst sich als einfallender und entsprechend S-Z als ausfallender Strahl
interpretieren. Durch die urspriingliche Spiegelung an der Kante ergibt sich die Gleichheit
von Einfallswinkel zu Ausfallswinkel. Das Gesetz von Snellius (3.9) sowie die Betrachtung der
Reflexion nach dem Prinzip von Huygens (Absatz 3.7) bestéitigen dies. Der Reflexionspunkt
S ist nicht Ausgangspunkt einer neuen Elementarwelle nach Huygens. Das Strahlenverfahren
wendet diese Konstruktionsvorschrift am néchsten Elementrand erneut an.

Gestartet wird das Verfahren indem ausgehend von der Quelle Q unter einem Winkel ¢ ein
Strahl ausgesandt wird. Bezogen auf das lokale Koordinatensystem des Bauteils kénnen aus
dem Winkel die Komponenten des Quellvektors

. COos

bestimmt werden. Durch Variation des Winkels ergibt sich eine Strahlenschar (s. Abb. 6.2 links),
in der jeder einzelne Strahl getrennt verfolgt wird. Diese Strahlen setzen sich aus einer Menge
an Teilstrahlen (Index j) mit der Lange r;; zusammen (s. Abb. 6.1 rechts). Die Gesamtlénge
des Strahls ¢ berechnet sich mit

r=3"r. (6.2)
j=1

Der Anfangspunkt des Gesamtstrahls ist immer die Quelle, der Endpunkt immer das Ziel.
Die Reflexionspunkte der einzelnen Teilstrahlen repréisentieren den Verlauf, den der betrachtete
Strahl im Bauteil zuriicklegt. Dadurch kénnen auch individuelle Reflexions- bzw. Transmissi-
onsfaktoren bei der Berechnung des Signals je nach Randbedingung beriicksichtigt werden. Die
Abfolge der einzelnen Reflexionen ist fiir jeden Gesamtstrahl eindeutig und wird diesem als
Identifikator (ID) zugeordnet. In Abb. 6.2 (rechts) ist der Verlauf anhand von vier Strahlen

Abbildung 6.2.: Diskrete Aussendung von Strahlen (links) und Uberpriifung, ob das Ziel Z
getroffen wird (rechts)
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Tabelle 6.2.: Identifikatoren (ID) der Strahlen aus Abb. 6.2 (rechts) und Abb. 6.4 (rechts)
Strahlnummer ‘ ID in Abb. 6.2 (rechts) ‘ ID in Abb. 6.4 (rechts)

0 e

1 a e-c-b-a-e
2 c-a d-c-e

3 d-c-b

ersichtlich. Deren Identifikatoren sind in Tabelle 6.2 angegeben. Der direkte Strahl von ) nach
Z ist hier die einzige Ausnahme, da er keinen ID besitzt.

Im Gegensatz zur Quelle ist das Ziel nicht als Punkt definiert, sondern wird als Fléiche
festgelegt (s. Abb. 6.3 links) [116,117]. Als Form der Zielfliche wird ein Quadrat gewihlt,
das der Grundfliiche des Sensors entspricht!. Piezoelektrische Sensoren zur hochfrequenten
Kérperschallmessung nach [143] besitzen bspw. eine Grundfliiche von 5,1x5,1 mm?. Fiir kleine
Winkel zwischen den Strahlen kommt es vor, dass Strahlen iiber die gleiche Abfolge ihrer
Kantenkontakte das Ziel erreichen (s. Abb. 6.3 rechts). Diese mehrfachen Strahlen sind physika-
lisch nicht moglich und wiirden bei der Berechnung des Zielsignals eine fehlerhafte Amplitude
ergeben. Aus diesem Grund miissen sie berichtigt werden [107]. Wird ein eindeutiger ID als
Name des Strahls zur Speicherung herangezogen, ergibt sich in der numerischen Implementie-
rung eine automatische Aussortierung gleicher Strahlen, da sie sich gegenseitig iiberschreiben.
Dadurch wird der Speicher nicht mehrfach belegt und Rechenzeit eingespart. Ein nachtrégliches
Aussortieren, wie in [116], ist nicht mehr notwendig.

- S

Abbildung 6.3.: Definition des Zielgebiets als quadratische Fliche (links) und Strahlen, die iiber
die obere Begrenzung das Zielgebiet treffen bzw. es verfehlen (rechts)

Bei der Konstruktion der Teilstrahlen wird laufend iiberpriift, ob das Ziel erreicht ist.
Tritt dieser Fall ein, wird der aktuelle Strahl abgespeichert, die Strahlverfolgung jedoch
fortgesetzt. Trifft im weiteren Verlauf der Strahl erneut im Ziel ein, muss der gesamte Verlauf
als weiterer Strahl abgespeichert werden. Dieses Vorgehen ist physikalisch darin begriindet,
dass die Welle den Sensor auf direktem Weg erstmalig passiert und ihn durch anschliefende
Reflexion moglicherweise ein zweites Mal, ggf. noch 6fters, erreicht. Erst wenn eine festgelegte
Abbruchbedingung (Absatz 6.1.3) erfiillt ist, terminiert die Verfolgung des aktuellen Strahls
endgiiltig.

Gelangt ein Strahl auf einen Bauteiliibergang, findet an dieser Stelle Reflexion und Transmis-
sion (Abschnitt 3.2) statt. Um diesen Effekt abbilden zu kénnen wird an den entsprechenden

! Aus der Luftschallakustik existieren fiir das Strahlenverfahren unterschiedliche Ansétze zur Modellierung der
Empfénger an der Zielposition. Eine entsprechende Zusammenstellung ist [201] zu entnehmen.
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/Reﬂexions— und Transmissionskante \

Reflexion Transmission

Abbildung 6.4.: Aufspaltung der Strahlen in einen reflektierten und einen transmittierten Strahl
an Ubergéngen (links) und exemplarische Beispiele (rechts)

Kanten der reflektierte Strahl nachgebildet und zusétzlich die Strahlverfolgung der Transmission
gestartet (s. Abb. 6.4 links). Sofern keine Brechung auftritt, besitzt der ausfallende Strahl
der Transmission die gleiche Orientierung wie der einfallende Strahl. Durch Anpassung des
Ausfallswinkels nach Gleichung (3.10) ldsst sich eine Ablenkung des Strahls beriicksichtigen.
Der urspriingliche Strahl wird dadurch in zwei Teile aufgespalten, die voneinander getrennt
verfolgt werden. In Abb. 6.4 (rechts) sind verschiedene Losungen moglicher Kombinationen aus
Reflexion und Transmission dargestellt. Die Identifikatoren der Strahlen sind in Tabelle 6.2
angegeben.

6.1.2. Berechnung der Strahlverfolgung

Die Berechnung des Strahlverlaufs fiir den reflektierten und transmittierten Strahl erfolgt
mithilfe der analytischen Vektoralgebra in der zy-Ebene. Alle notwendigen Groéfien sind in
Abb. 6.5 dargestellt. Zu Beginn ist der Quellpunkt Pq sowie der Quellvektor Vo bekannt. Der

gpar

9Geo

Abbildung 6.5.: Berechnung der Strahlverfolgung in der zy-Ebene, bekannt sind die Punkte Pq,
P, und P, sowie der Quellvektor Vg
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6. Modifizierte Strahlen- und Wellenverfahren

Punkt Psp ergibt sich als Schnittpunkt der beiden Geraden'
9Geo - P(gGeo) = P1 + gGeoVGeo und 9Q: P(CQ) = PQ + §QVQ. (6.3)

Weiter ist die Reflexions- und Transmissionskante mit ihren Eckpunkten P; und P, gegeben.
Daraus wird der Verbindungsvektor der Geometrie anhand der nachfolgenden Berechnung

_ P2,x - Pl,m
Ve = { Py — Py ] (64
bestimmt. Aus (6.3) und (6.4) ergibt sich das Gleichungssystem
|: VGeo,:E _VQ,gc :| |: SGeo :| _ |: PQ,x - Pl,x :| (6 5)
VGeo,y _VQ,y SQ PQJL/ - PL?J

und damit die beiden Variablen g, sowie ¢q. Eingesetzt in (6.3) ldsst sich der Schnittpunkt
Psp berechnen. Zur Ermittlung des Reflexionsvektors V. wird eine Lotgerade gro¢ auf die
Geometrie durch den Schnittpunkt erzeugt und diese mit einer Parallelen gpa, zur Geometrie
durch den Quellpunkt geschnitten. Die Komponenten des Lotvektors Vit ergeben sich aus
dem Verbindungsvektor der Geometrie mit

o _VGeo,y
e e | oo
Damit sind die beiden Geraden
9Lot - P(gLot) = Psp + §LotVLot und Ypar - P(gpar) = PQ + gparVGeo (67)

bekannt?. Das Gleichsetzen dieser Geraden liefert das Gleichungssystem

VLot,:c _VGeo,a: :| |: SLot :| _ |: PQ,w - PSP,x :|

6.8
VLot,y *VGeo,y Pny - PSva ( )

Spar

und nach Auflésen von (6.8) und Einsetzen in (6.7) den Schnittpunkt Ppo¢. Durch die doppelte
Addition der Verbindung PqFio zum Quellpunkt wird der Reflexionspunkt P, erhalten.
Zusammengefasst ergeben sich seine Komponenten mit

Py =2P s — Pq. und By =2P,,— Pqy- (6.9)

Der fiir die weitere Strahlverfolgung notwendige Reflexionsvektor berechnet sich aus

P, — Psp
V.= T o 6.10
' [Pr,y—PSRy} ( )
Aus Abb. 6.5 kann fiir den Transmissionsvektor
Vi=Vq (6.11)

abgelesen werden. Der Strahl wird fiir den reflektierten und transmittierten Pfad getrennt
voneinander mit dem dargestellten Schema weiterverfolgt, wobei der Schnittpunkt Psp als
neuer Quellpunkt festgelegt wird.

'Die mathematische Schreibweise der Beziehung (6.3) orientiert sich an [155].
?Die mathematische Schreibweise der Beziehung (6.7) orientiert sich an [155].
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6.1.3. Abbruchbedingungen

Nahezu jeder ausgesandte Strahl wird bei ausreichend langer Verfolgung das Ziel iiber eine
Vielzahl an Reflexionen oder Transmissionen erreichen. Eine praktikable Berechnung der Wellen-
ausbreitung ist nur moglich, wenn nach sinnvollen Kriterien die Strahlverfolgung abgebrochen
wird. Diese Abbruchbedingungen sind physikalisch bedingt indem sie die maximale Lénge des
Strahls rmax begrenzen bzw. die Anzahl der Ubergiinge, an denen Reflexion und Transmission
auftreten, limitieren [116,117,139]. Sie ergeben sich aus nachfolgenden Betrachtungen.

6.1.3.1. Laufzeit

Ein transientes Signal zeichnet sich durch seine Anderungen innerhalb eines bestimmten
Zeitintervalls aus. Diese maximale Zeitdauer tg,, die simuliert werden soll, bestimmt zusammen
mit der Phasengeschwindigkeit den Weg, den die Welle in dieser Zeit zuriicklegen kann [116,117].
Fiir Sensorsignale, die zur Ansteuerung von passiven Sicherheitssystemen verwendet werden,
ist tsim durch die Geforderte Ziindzeit (RTTF) dieser Systeme gegeben. Mit (2.144) berechnet
sich fiir die B-Welle auf einer Platte die maximale Ausbreitungsstrecke mit

| K
Tmax = lsim ¢ mm (612)

Aufgrund der frequenzabhéngigen Ausbreitungsgeschwindigkeit der B-Welle muss die maximal
relevante Kreisfrequenz mit wpax festgelegt werden. Sie betréigt fiir die gegebene Anwendung
2 m 20 kHz.

6.1.3.2. Amplitudenabnahme

Breitet sich eine Welle auf einer Platte aus, nimmt deren Amplitude mit zunehmender
Ausbreitungsstrecke ab (Abschnitt 3.5). Ist die Amplitude der aktuellen Welle im Verhéltnis zu
ihrer urspriinglichen Amplitude stark gefallen ist es nicht mehr praktikabel, diesen Strahl weiter
zu verfolgen [116,117]. Dieses Verhéltnis wird mit (11 bezeichnet und ist aus ingenieurméBigen
Uberlegungen zu gewinnen. Die maximal sinnvolle Ausbreitungsstrecke der Welle auf einer Platte
wird i. d. R. nur fiir grole Werte von kprmax erreicht und kann folglich aus der asymptotischen

Néherung (3.35) mit
2 /K 1 1
poo = 2aff 11 6.13
T Ph v/ Wmin <121 ( )

berechnet werden. Aufgrund der Dispersion muss hier ebenfalls die Frequenz betrachtet werden.
Die Strahlverfolgung soll nur abgebrochen werden, wenn auch die Welle mit der niedrigsten
Frequenz in ihrer Amplitude vernachldssighar ist. Daher ist hier die kleinste relevante Frequenz
Wmin zU wahlen. Sie betragt fiir die gegebene Anwendung 2 7 5 kHz.

6.1.3.3. Materialdampfung

Die Korperschallwelle erfiahrt bei der Ausbreitung durch das Bauteil eine Dampfung. Mit
zunehmendem Ausbreitungsweg verringert sich ihre Amplitude. Ist der Verlustfaktor ng der
B-Welle und die Verhéltniszahl ¢,, bekannt, wird die maximale Lange auf einer Platte mit

K 1 4
ma}(:*4 - —1 . .14
N vl (014

berechnet. Sie gibt an, welche Entfernung die geddmpfte Welle zuriicklegen kann, bis ihre
Amplitude unter das (,-fache der Ausgangsamplitude gefallen ist [116,117].
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6.1.3.4. Reflexions- und Transmissionsstellen

Trifft die Welle auf einen Ubergang, an dem sowohl Reflexion als auch Transmission erfolgt,
wird die einfallende Energie entsprechend der Faktoren R und T zwischen dem reflektierten und
transmittierten Strahl aufgeteilt (Abschnitt 3.2). Die Amplitude dieser Strahlen ist anschlieBend
kleiner als die Amplitude des einfallenden Strahls [116,117]. Die Verhéltniszahl (¢ gibt hier an,
wie viele Reflexions- bzw. Transmissionsstellen der Strahl passieren kann, bevor seine Amplitude
im Verhéltnis zur urspriinglichen Amplitude vernachldssighar klein ist. Die maximal zuléssige
Anzahl an Ubergingen nmax, fiir die nur ganzzahlige Ergebnisse sinnvoll sind, kann aus

Mmax

Go > TT (R, T)] (6.15)

Jj=1

abgeschitzt werden. Fiir den senkrechten Einfall des Strahls auf eine rechtwinklige Platten-
verbindung ergeben sich nach (3.13) und (3.14) gleiche Reflexions- und Transmissionsfaktoren.
Unter der Annahme, dass ein Strahl ausschliefilich unter diesen Bedingungen reflektiert bzw.
transmittiert wird, berechnet sich das Amplitudenverhiltnis mit

Crt,Bsp = ’P'vj|nmaX . (616)

In Tabelle 6.3 sind fiir diesen Fall die Amplitudenverhéltnisse bei unterschiedlicher Anzahl
von Ubergingen angegeben. Nach neun Reflexionen oder Transmissionen der Welle ist ihre
Amplitude bereits unter 5 % der Ausgangsamplitude gefallen und kann vernachlissigt wer-
den. Die Bestimmung von nm.x kann iiber eine Abschitzung fiir alle Strahlen im Vorfeld
der Strahlverfolgung geschehen oder ny,a wird durch laufende Multiplikation wihrend der
Strahlermittlung berechnet. Letzteres fordert bereits bei der Strahlverfolgung genaue Kenntnis
tiber die Faktoren und ist mit geringfiigic mehr Rechenaufwand verbunden.

Tabelle 6.3.: Amplitudenverhéltnis bei mehrfacher Reflexion bzw. Transmission (berechnet fiir
eine rechtwinklige Plattenverbindung bei senkrechtem Einfall nach (6.16))

nmax [ 0 |1 | 2 | 3[4 |5 6 | 7|8]9]10]11
Ceesp (%] || 100,0 | 70,7 [ 50,0 | 35,4 [ 25,0 | 17,7 | 12,5 [ 8,8 [ 6,3 | 4,4 | 3,1 | 2,2

6.1.4. Berechnung des Zielsignals

Nach der Ermittlung der relevanten Strahlen wird die Berechnung des Signals am Ziel Xy
mithilfe der TLM durchgefiihrt. Als Eingangsgrofle dient das Signal an der Quelle Xq. Das
Eingangssignal kann bspw. eine analytische Abschitzung liefern, wenn ein impulsféormiger
Zeitverlauf vermutet wird. Ferner kann die Eingangsgréfie durch die Finite-Elemente-Methode
(FEM) [176] ermittelt werden oder sie ist messtechnisch zu erfassen. Ebenfalls ist es moglich,
einen gemessenen Kraftverlauf als Eingangsgrofie zu verwenden, da der Kraftverlauf mithilfe
der Impedanzbeziehung (2.2) in die Korperschallschwingschnelle umgerechnet werden kann.

Weiterhin sind die gefundenen Strahlen notwendig. Diese werden im Vorfeld der Berechnung
anhand ihrer Lénge aufsteigend sortiert. Die kiirzeren Strahlen, die den zeitlich ersten Einfluss
auf das transiente Signalverhalten haben, werden dadurch zuerst simuliert und das Summensi-
gnal dieser Strahlen kann dem Benutzer vorab fiir eine Kontrolle der Plausibilitit ausgegeben
werden.

Die Berechnung der relevanten Welleneffekte erfolgt zweigeteilt. Sie wird in Mechanis-
men unterteilt, die einerseits die Korperschallwelle wihrend der freien Ausbreitung in der
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Struktur beeinflussen und andererseits die Welle manipulieren sobald diese auf Bauteilbe-
randungen oder -iibergénge trifft. Fiir jeden Strahl wird mit einfachen, eindimensionalen
Ubertragungsgliedern das Signal im Frequenzbereich am Ziel ermittelt. Eine anschlieBende
Addition aller einzelnen Ergebnisse, basierend auf dem Superpositionsprinzip aus Abschnitt 3.4
sowie die Riicktransformation in den Zeitbereich (Anhang D) liefert das transiente Verhalten
der Schwingung an der Zielposition.

6.1.4.1. Mechanismen der Ausbreitung

Der urspriingliche Zustand der Welle, bevor sie sich iiber die Struktur ausbreitet, wird
als Quellsignal Xq bezeichnet. Nach der Ausbreitung entlang des Strahls ¢ wird das Si-
gnal mit Xz ; benannt. Die Charakteristik dieser Ausbreitung wird fiir die Welle mithilfe
der Ubertragungsfunktion Hap;(w) beschrieben. Auf Basis des in Abb. 6.6 dargestellten

Ausbreitung

Hotw) |—27)

Abbildung 6.6.: Ubertragungss.ystem der Ausbreitungsmechanismen. Quellesignal Xq(w), Zielsi-
gnal Xz ;(w), Ubertragungsfunktion Han ;(w)

Ubertragungssystems ergibt sich das Zielsignal im Frequenzbereich aus
X7i(w) = Ham,i(w) Xq(w) . (6.17)

Die unter dem Begriff der Ausbreitungsmechanismen zusammengefassten Welleneffekte bein-
halten die Dispersion (Abschnitt 3.1), die Materialdimpfung (Abschnitt 3.3) und die Amplitu-
denabnahme auf der Platte (Abschnitt 3.5). Unter der Voraussetzung, dass die Ausbreitung in
Elementen gleicher Dicke und Materialien erfolgt, ergibt sich fiir den gesamten Strahl mit dem
Index i die Ubertragungsfunktion

[ 2 g
HAM71(CL)) - We JkBTZ. <618)
(2

Der Effekt der Dispersion wird iiber den Term e ~387 beschrieben (vgl. Losungsansatz eindi-
mensionaler Wellen aus Gleichung (2.34)). Soll die Materialddmpfung berticksichtigt werden, ist
fiir kg die komplexe Wellenzahl (3.19) zu verwenden. Da bei der Ausbreitung der gesamte Strahl
betrachtet wird, muss fiir r; entsprechend die gesamte Strahlldnge (6.2) herangezogen werden.
Obwohl es sich um eindimensionale Strahlen handelt, représentieren sie eine zweidimensionale
Struktur. Folglich muss die Amplitudenabnahme fiir die B-Welle erfasst werden. Selbst fiir den
kiirzesten Strahl in einer Fahrzeugstruktur ist von einer Lange r > 49 mm auszugehen. Aus die-
sem Grund kann die asymptotische Néherung (3.35) aus Abschnitt 4.4 verwendet werden. Dies
entspricht in (6.18) der Wurzelfunktion. Da sich der Umfang der Wellenfront durch Reflexionen
nicht dndert (Abschnitt 3.5), wird auch in diesem Fall die gesamte Strahllinge verwendet.

6.1.4.2. Mechanismen der Rander

Sobald die Welle einen Rand oder Bauteiliibergang erreicht, wird sie dort reflektiert und/oder
transmittiert (Abschnitt 3.2). Das Signal wird unmittelbar vor diesem Ubergang mit Xg,i; und
unmittelbar danach mit Xy ;; bezeichnet. Das Ubertragungssystem, aus dem sich

XA,ij (w) == HRM,ij (w) XE,ij (w) (619)
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Reflexion

XAA,ij(w)

Abbildung 6.7.: Ubertragungssystﬁm der Randmechanismen. Eingangssignal Xg ;;(w), Ausgangs-
signal Xa ;;(w), Ubertragungsfunktion Hr,i;(w)

ableiten lédsst, ist in Abb. 6.7 dargestellt. Fiir einen Strahl 7, der aus ngyprays,; Teilstrahlen
mit dem Index j besteht, ist je Ubergang die Ubertragungsfunktion der Randmechanismen
entsprechend
R fiir Reflexion
HRM’Z']‘((JJ) = { (620)

T fiir Transmission

zu wihlen. Durch Multiplikation aller Reflexions- bzw. Transmissionsfaktoren lasst sich der
Einfluss auf den gesamten Strahl mit

nsubrays,if1

Havi(w) =[]  Hewgw) (6.21)
Jj=1

berechnen. Davon ausgenommen kann der direkte Strahl von der Quelle zum Ziel sein, da er
gef. keine Reflexions- oder Transmissionsstellen besitzt.

6.1.4.3. Zusammenfassung der Mechanismen
Werden die Ausbreitungs- und Randmechanismen zusammengefasst, ergibt sich fiir den
jeweiligen Strahl ¢ das Zielsignal

Xzﬂ'(w) = HAM’i(w) HRM,Z‘(W> XQ(w) s (6.22)

die durch Superposition das gesuchte Gesamtsignal am Zielpunkt Z ergeben:
ng
Xz(w) =) Xzi(w). (6.23)
i=1

Eine abschlieende Riicktransformation in den Zeitbereich (Anhang D) liefert das transiente
Zeitverhalten.

6.2. Pfadverfahren

Der wesentliche numerische Aufwand des Strahlenverfahrens ist durch die Suche der rele-
vanten Verbindungen gegeben. Das folgende Pfadverfahren umgeht diesen Schritt, indem die
Korperschallausbreitung ausschliefllich auf vorab definierten Pfaden erfolgt. Zunéchst wird
in Absatz 6.2.1 ein Netz aller zugelassenen Pfade automatisiert erstellt, das die Struktur
reprasentiert. Als néchstes erfolgt in Absatz 6.2.2 die Darstellung der Pfadverbindungen die
anschliefend {iber einen automatisierten Suchalgorithmus ermittelt werden (Absatz 6.2.3).
Durch die ausschlieSliche Verwendung der vorgegebenen Pfade entstehen Abweichungen zwi-
schen der physikalischen Ausbreitung und der Ausbreitung auf eben diesen Verbindungen.
Diese Abweichungen werden durch einen Korrekturfaktor beriicksichtig (Absatz 6.2.4). Die
Modellierung des Beugungseffektes ist bei sinnvoller Wahl der Netzstruktur moglich und wird
in Absatz 6.2.5 beschrieben.
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6.2.1. Netzerstellung

Die Suche der relevanten Strahlen kann umgangen werden, indem ein Netz an moglichen
Pfaden vorgegeben wird. Die Wellenausbreitung erfolgt ausschliefilich auf diesen Pfaden. Die
Pfade sind durch ebene Elemente beliebiger Form definiert, an deren Berandung (Elementkanten)
Knoten sitzen. Je Element werden alle Knoten untereinander verbunden und dadurch die Pfade
festgelegt. Das Pfadnetz hingt folglich von der Anzahl und Beschaffenheit der Elemente sowie
von den Abstéinden der Knoten auf einer Elementkante ab. Stoflen zwei Elemente aneinander,
sind die entsprechenden Knoten Teile beider Elemente. Die Pfade diirfen nicht die eingeschlossene
Fliche des jeweiligen Elements verlassen. Die Quelle QQ sowie das Ziel Z miissen jeweils auf
einem Knoten liegen. Bei der Unterteilung der gesamten Struktur ist dies, wie Abb. 6.8 (links)
zeigt, zu beriicksichtigen. Eine dquidistante Verteilung der Knoten auf den Elementkanten wird
als eine sinnvolle Aufteilung betrachtet (s. Abb. 6.8 rechts). Ein solches Netz kann einfach
automatisiert erzeugt werden und stellt im Vergleich zur Strahlverfolgung keinen Mehraufwand
in der Berechnung dar. Vereinzelte manuelle Positionsanpassungen der Knoten kénnen bei
komplexeren Geometrien zweckméfBig sein um diese besser abzubilden. Solche Modifikationen
konnen nach der automatischen Netzerstellung manuell durchgefiihrt werden.
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Abbildung 6.8.: Unterteilung der Struktur (links) und Netzerstellung (rechts)

6.2.2. Pfadverbindungen

In der Realitédt (und beim Strahlenverfahren) erreicht die Koérperschallwelle iiber eine Viel-
zahl von Wegen das Ziel. Um das Schwingverhalten an der Sensorposition fiir ein bestimmtes
Zeitintervall berechnen zu kénnen, miissen relevante Verbindungen bis zu einer maxima-
len Gesamtlédnge bestimmt werden, welche die Welle in dieser Zeit zuriicklegen kann. Diese
Tatsache wird beim Strahlenverfahren in der Abbruchbedingung ,Laufzeit“ (Absatz 6.1.3.1)
beriicksichtigt. Es wird eine Menge an kiirzesten Verbindungen ermittelt und anschlieffend
damit die Korperschallausbreitung auf Basis der TLM berechnet.

In Abb. 6.9 a) sind mogliche Verbindungen eingezeichnet und mit Indizes versehen. Die
direkte Verbindung zwischen Quelle und Ziel ist darin mit dem Index 0 gekennzeichnet. Dieses
Ergebnis liefert ebenfalls das Strahlenverfahren. Als néichste Losung wiirde das Strahlenverfahren
die Verbindung 2 liefern, da hier das Gesetz von Snellius (Gleichung (3.9), pe = ¢;) gilt.
Dieses Resultat ist fiir das Pfadverfahren allerdings ein Sonderfall. Der Grund dafiir ist eine
fehlende Bedingung in der Netzerzeugung, das der in einen Randknoten einfallende Pfad
nicht zwangsldufig im gleichen Winkel wieder aus dem Knoten ausfallen muss. Dadurch
liefert das Pfadverfahren prinzipiell auch die Varianten 1 und 3 deren Verlauf nicht der
geradlinigen Strahlausbreitung entspricht. In beiden Féllen tritt eine Ablenkung der Welle von
ihrer urspriinglichen Ausbreitungsrichtung auf, die mit dem Winkel ¥ bezeichnet wird. Fir
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Abbildung 6.9.: a) Mogliche Pfadverbindungen von der Quelle Q zum Ziel Z, b) Ablenkung 6 an
einem inneren Knoten, ¢) Ablenkung ¢ an einem Randknoten

Knoten, die sich im Inneren des Bauteils befinden, ist die Ablenkung vom geraden Verlauf zu
messen (s. Abb. 6.9 b), Transmission). Wird an der Stelle des Knotens die Welle reflektiert,
muss der Winkel zwischen der Reflexion und dem Pfad berticksichtigt werden (s. Abb. 6.9 c)).

6.2.3. Suchalgorithmus

Eine Menge von Knoten, die untereinander iiber Pfade verbunden sind, wird in der Informatik
als Graph bezeichnet [192]. Das Pfadnetz kann folglich als Graph betrachtet werden. Durch
die Anwendung von Suchalgorithmen auf Graphen lésst sich eine Vielzahl an Problemen, wie
bspw. die Wegsuche in Routenplanern, die Suche in Datenbanken oder die Ermittlung der
Routingverbindung im Internet, 16sen [24,168,192]. Oftmals werden dazu die Verfahren der
Tiefen- und Breitensuche eingesetzt [24,168,192]. Zur Ermittlung der kiirzesten Verbindung
sind mit dem Dijkstra- und A*-Algorithmus spezielle Verfahren bekannt [24,168,192]. Ist eine
Vielzahl an kiirzesten Verbindungen gefragt, kann die Kostensuche [56] mit Riicksetzverfahren
[158] verwendet werden. Als Riicksetzverfahren wird im speziellen Fall des Pfadverfahrens ein
Mechanismus bezeichnet, der es dem Algorithmus erlaubt, beim Erreichen des Zielknotens zum
letzten Entscheidungspunkt zuriickzukehren und eine alternative Route zu verfolgen. Fiir die
automatisierte Bestimmung der Verbindungen auf Basis des Pfadnetzes ist ein Suchalgorithmus
notwendig, der den nachfolgenden Anforderungen unter Beriicksichtigung der physikalischen
Korperschallausbreitung entspricht:

e Der Suchalgorithmus muss innerhalb eines bekannten Pfadnetzes Verbindungen von einem
gegebenen Startknoten (Q) zu einem Zielknoten (Z) suchen.

e Die Verbindungen bestehen i. d. R. aus mehreren Knoten die iiber Teilpfade miteinander
verbunden sind.

e Der Suchalgorithmus muss eine beliebige Anzahl an kiirzesten Verbindungen von Q nach
7 als Ergebnis zuriickgeben.

e Die Summe der Léngen aller Teilpfade einer Verbindung ergibt die Gesamtldnge der
Verbindung.

Die Kosten eines Pfades entsprechen dessen Lange. Auf Basis der Kostensuche wird ein
Algorithmus entwickelt, der ausgehend vom Startknoten mogliche Verbindungen ermittelt.
Diese werden sortiert nach ihrer aufsteigenden Gesamtlinge zuriickgegeben. Das folgende
Schema zeigt die Vorgehensweise [120]:
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1. Ausgehend von der Quelle wird die Verbindung mit der geringsten Lénge gewéhlt (Initia-
lisierung).

2. In einer Prioritatenliste werden alle Nachbarn des aktuellen Knotens hinsichtlich des
bisherigen Pfadverlaufs und der Kosten vermerkt.

3. Aus der Prioritéitenliste wird der Eintrag mit den geringsten Kosten herausgenommen. Die
Informationen zum bisherigen Pfadverlauf sowie die Kosten werden in einem Zwischen-
speicher abgelegt. Der entsprechende Eintrag in der Prioritdtenliste wird anschliefend
geloscht.

4. Fir diesen bisherigen Pfad (Verlauf mit den minimalen Kosten) werden erneut die
Nachbarn nach Schritt 2 ermittelt und der Vorgang entsprechend wiederholt.

Sobald das Ziel erreicht ist, wird der Verbindungsverlauf abgespeichert. Das Verfahren wird
abgebrochen, wenn eine maximal zuléssige Gesamtlinge der Verbindungen (vgl. Abbruchbe-
dingungen beim Strahlenverfahren, Absatz 6.1.3) oder eine vorab definierte Obergrenze an
maximalen Verbindungen erreicht ist.

Die auf diese Weise ermittelten Verbindungen werden anschlieflend der TLM-Berechnung zur
Verfiigung gestellt. Das Zeitsignal wird nahezu analog mithilfe der Berechnungsvorschrift des
Strahlenverfahrens aus Abschnitt 6.1.4 bestimmt. Einzig eine Korrektur der Ablenkung muss
zusétzlich erfolgen.

6.2.4. Korrektur

Die Berechnung der Schwingantwort am Ziel erfolgt nahezu identisch mit dem in Ab-
schnitt 6.1.4 beschriebenen Vorgehen. Die Mechanismen der Ausbreitung werden anhand der
Pfadverbindungen berechnet (Gleichung (6.18)). Die gesamte Lénge des Pfades (Gleichung
(6.2)) wird zur Ermittlung der Amplitudenabnahme herangezogen. Fiihrt eine Verbindung auf
einen Randknoten, wird die Welle dort reflektiert oder transmittiert. Ist nach dem Randknoten
der néchste Teilpfad im selben Element, tritt Reflexion auf und in Gleichung (6.20) ist der
Faktor R zu verwenden. Wird der Pfad im Nachbarelement fortgefithrt entspricht dies einer
transmittierten Welle und T ist heranzuziehen.

Wird an einem Knoten die geradlinige Wellenausbreitung bzw. das Reflexionsverhalten an
Réndern um einen Winkel 9 abgelenkt, muss an dieser Stelle eine Abnahme der Amplitude
erfolgen. Dies geht aus dem Huygensschen Prinzip aus Abschnitt 3.7 hervor. Der dort eingefiihrte
Richtungsfaktor! ist mit X(1)) bezeichnet. Folglich kann die Amplitude der Welle X5 nach dem
Knoten mit

Xa(w) = K(?) Xg(w) (6.24)

berechnet werden. Die Amplitude der einfallenden Welle ist mit Xy bezeichnet. In der Literatur
sind keine Richtungsfaktoren fiir die Ausbreitung kreisférmiger B-Wellen in diinnen Platten
bekannt (Abschnitt 3.7). Aus diesem Grund muss fiir einen Einsatz des Pfadverfahrens die
Wahl von K(9) iiberpriift bzw. ein entsprechender Richtungsfaktor ermittelt werden.

Der Suchalgorithmus kann dahingehend optimiert werden, dass nur Verbindungen beriick-
sichtigt werden fiir die IC(¢#) hoch ist. Damit werden Pfade, die nur einen geringen Einfluss auf
die Korperschallamplitude haben, vernachléssigt. Verbindungen, die nicht in einem gegebenen
Bereich von —9arenz < ¥ < Yqrensz liegen, werden dadurch nicht betrachtet.

'Der Richtungsfaktor (3.36) in Abschnitt 3.7 beschreibt die Beugung von Lichtwellen (transversale Kugelwellen)
nach Kirchhoff.
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Mithilfe eines Gedankenexperiments kann das Pfadverfahren in das Strahlenverfahren
iiberfithrt werden. Fiir den Fall eines unendlich feinen Pfadnetzes sowie bei infinitesimal
kleinen Grenzwinkeln Ygren, — 0 sind die Losungen von Pfadverfahren und Strahlenverfahren
identisch.

Der Suchalgorithmus des Pfadverfahrens darf, wie beim Strahlenverfahren, nur Verbindungen
mit eindeutiger Abfolge von Kantenkontakten zulassen oder der Richtungsfaktor wird um eine
entsprechende Korrektur erweitert. Der Grund fiir diese Beschrinkung liegt in der Tatsache,
dass die Diskretisierung des Pfadnetzes durch den Richtungsfaktor Einfluss auf die simulierte
Amplitude nimmt. Aus diesem Grund wird gegenwértig zur Anwendung des Pfadverfahrens ein
feines Netz empfohlen. Der Suchalgorithmus sollte nur geringe Ablenkungswinkel ¥ qren, zulassen.
Weiterhin sind Verbindungen mit gleicher Abfolge von Kantenkontakten zu eliminieren.

6.2.5. Beugung

Aufgrund der geradlinigen Ausbreitung der Welle ist das Strahlenverfahren nicht in der
Lage, den Beugungseffekt (Abschnitt 3.6) nachzubilden. Entweder werden die Strahlen an
einem Hindernis reflektiert, oder sie passieren es vollstindig (s. Abb. 6.10 links). Folglich
erreichen sie auf einer unendlich ausgedehnten Platte niemals ein Ziel, das hinter dem Hindernis
liegt. Werden beim Pfadverfahren die Knoten in der Art gewéhlt, dass Verbindungen von Q
nach 7 seitlich am Hindernis vorbei moglich sind, kann auf diese Weise der Beugungseffekt
berticksichtigt werden. In Abb. 6.10 (rechts) sind zwei solcher Pfade mit den entsprechenden
Abweichungen ¢ dargestellt.

.........................................................................................................................

Abbildung 6.10.: Der Beugungseffekt kann beim Strahlenverfahren nicht abgebildet werden (links).
Durch geschickte Positionierung der Verbindungen kann Beugung mithilfe des
Pfadverfahrens modelliert werden (rechts)

6.3. Wellenverfahren

Die in den vorangegangenen Abschnitten 6.1 und 6.2 beschriebenen Verfahren berechnen
das Schwingverhalten nur an einem Zielpunkt. Sind mehrere Punkte von Interesse, muss die
Strahlverfolgung bzw. die Pfadsuche erneut durchgefithrt und im Anschluss abermals das
Zielsignal berechnet werden.

Fiir Korperschallwellen ist in der Literatur beziiglich der ESM im Zeitbereich noch kein
Ansatz bekannt. Im Nachfolgenden wird zunéchst fiir eindimensionale Elemente eine ma-
thematische Beschreibung fiir B-Wellen angegeben. Im Weiteren wird anhand der in Ab-
satz 6.2.2 vorgestellten Vernetzungsmethode eine M6glichkeit aufgezeigt beliebige zweidimen-
sionale Strukturen abzubilden. Fiir Anwendungen in der Raumakustik ist in [104] bereits ein
dreidimensionaler Ansatz zu finden, welcher sich an Randintegralen orientiert, der hier nicht
als Grundlage dient. Abschlieflend werden Optimierungsmoglichkeiten aber auch Limitierungen
der Methode diskutiert.
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6.3.1. Eindimensionale Beschreibung der Biegewelle

Das Verfahren der Spektrale-Elemente-Methode (SEM) nach [30] ist der hier vorgestellten
Darstellung eindimensionaler Elemente durchaus #hnlich. Im Unterschied zur ESM wird die
Losung bei der SEM jedoch im Frequenzbereich angegeben. Weiterhin bereitet die Modellie-
rung beliebiger zweidimensionaler Strukturen anhand der SEM Schwierigkeiten [30,116]. Die
nachfolgenden Ausfithrungen werden deshalb aus der in Abschnitt 5.5 beschriebenen Methode
der ESM [85,97,98] und den in [26,36, 138] dargestellten Wellenansétzen abgeleitet.

6.3.1.1. Wellenansatz

Die Wellengleichung der B-Welle auf einem Balken nach der Euler-Bernoulli-Theorie (2.80)
kann unter Annahme der freien Wellenausbreitung (2.29) und mithilfe der komplexen Zeiger-
schreibweise (3.24) im Frequenzbereich mit

d*w

angegeben werden [26,30,36,138]. Diese Theorie ist fiir den hier betrachteten Anwendungsfall
geeignet (Abschnitt 4.2). Wird fiir die Verschiebung der Losungsansatz w = e/ gewihlt,
ergeben sich die vier Losungen a;o = +kg und agy = +jkp. Diese vier Bestandteile fithren auf
die Gesamtlosung

w(m) — w+e_jkB$ + w_ejkBiU +w+je_kB$ +M_jekB$7 (626)

die auch als Wellenansatz der B-Welle bezeichnet wird [26,30,36,138]. Die ersten beiden Terme

konnen als vor- bzw. riicklaufendes Fernfeld und die letzten beiden Terme als in positiver bzw.
negativer z-Richtung wirkende Nahfelder interpretiert werden [26,138] (s. Abb. 6.11 a)).

o
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Abbildung 6.11.: a) Nah- und Fernfeldausbreitung der B-Welle auf einem angeregten Balken,
b) Modellierung eines diskreten Balkenelements fiir die B-Welle

6.3.1.2. FeldgroBen

Aufgrund der vier unabhéngigen Amplituden in (6.26) besitzt die B-Welle grundsétzlich
auch vier unabhéngige Feldgrofien [26, 138]. Diese sind die Schwingschnelle v des Balkens
in transversaler Richtung (2-Koordinate), die Winkelgeschwindigkeit der Verdrehung €2, das
Biegemoment M und die Querkraft Q).

Die Verschiebung eines Balkens in z-Richtung ist in Absatz 2.3.3 mit w benannt. Die zeitliche
Anderung dieser Gréfle wird als Schwingschnelle bezeichnet und berechnet sich mit

_ Ow
Cot
Aus der Balkentheorie nach Euler-Bernoulli (Absatz 2.3.3.1) ist mit (2.76) ein Zusammenhang
zwischen der Durchsenkung und der Verdrehung gegeben. Fiir die Winkelgeschwindigkeit der

v (6.27)
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Verdrehung gilt analog zu (6.27) der Zusammenhang

oY
Q=—. 6.28
ot (6.28)
Werden die Beziehungen (2.76), (6.27) und (6.28) ineinander eingesetzt, ergibt sich
ov
Q=—— 6.29
o (6.29)

Das im Balken wirksame Biegemoment berechnet sich nach Euler-Bernoulli mit (2.78). Eine
zeitliche Ableitung fithrt auf

0 0w
ot 92’
Es wird, wie in Absatz 2.3.3, davon ausgegangen, dass der E-Modul und das Flidchenmoment
2. Ordnung konstant iiber die Balkenlédnge sind. Die Ableitung in (6.30) ist auf der linken Seite
im Frequenzbereich formuliert. Durch Einsetzen von (6.27) in (6.30) folgt

jwM = —EI (6.30)

EI 0%*v
jw 0x2°

(6.31)

Aus (2.72) ist fiir die Euler-Bernoulli-Theorie durch Vernachlissigung der Rotationstriagheit
die einfache Beziehung @ = M /dx bekannt und folglich ldsst sich die Querkraft mit

EI 0%v
jw Ox3

Q=- (6.32)

berechnen. Die Beziehungen (6.31) und (6.32) sind nur fiir dynamische Vorgéinge (w > 0) giiltig.

6.3.1.3. Balkenelement

Analog der in Abschnitt 5.5 beschriebenen ESM, wird ein diskretes Balkenelement, basierend
auf der Beschreibung (6.26), fiir die B-Wellenausbreitung der Lénge [ erstellt (s. Abb. 6.11 b)).
Die komplexen Amplituden w_, w_, w_;, w_; entsprechen den dquivalenten Quellen g1, g2, g3
und ¢4. Die Amplituden sind mit den Quellen jedoch nicht gleich, da im Unterschied zu (6.26)
hier die Schwingschnelle beschrieben wird. Im Frequenzbereich gilt

v(w) = ¢ (w) e kBT 4 q2(w) e kBT 4 q3(w) elkB(=l) | qs(w) ekB(gE*l)7 (6.33)

wobei die Reihenfolge der Terme im Vergleich zu (6.26) vertauscht ist. Die ersten beiden Terme
beschreiben das vorlaufende Fern- und Nahfeld am Balkenende bei x = 0 und die letzten
beiden Terme das riicklaufende Fern- und Nahfeld am Balkenende bei z =1 (s. Abb. 6.11 b)).
Die Exponentialfunktionen werden in den Funktionen ¢;(w) zusammengefasst. Der Index der
g-Funktionen beschreibt dabei den Wellenterm bzw. die Quelle. Aus (6.33) ergibt sich damit

v(w) = q1(w) g1(w) + g2(w) g2(w) + g3(w) g3(w) + qa(w) ga(w) - (6.34)

Mit den Beziehungen (6.29), (6.31) und (6.32) sind Zusammenh#nge zwischen der Schwing-
schnelle und den restlichen Feldgréflen bekannt. Die Winkelgeschwindigkeit der Verdrehung
lasst sich aus (6.29) und (6.33) mit

Qw) = — | —jkpgie "7 — kpgoe BT + jhpqsel® T 4 kpguerneh) (6.35)
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berechnen. In vergleichbarer Weise ist mithilfe von (6.31) und (6.33) das Biegemoment mit

Bl ; .
M(w) = e [—k]%qwﬂkw + kR gae TR — fEgzedtB@=l) 4 k%quB(x*l)} (6.36)

sowie aus (6.32) und (6.33) die Querkraft mit

Q) =-% [khare 107 — ki gpe 07 — ki ge T (D) - g k(oD (6.37)
zu bestimmen.

Durch die zeitlichen Ableitungen ergeben sich in den Gleichungen (6.35), (6.36) und (6.37)
mit der Wellenzahl weitere Terme, die Funktionen der Kreisfrequenz sind. Diese werden
nicht mit in die g-Funktionen aufgenommen, denn diese wiirden im Vergleich zu den e-Funk-
tionen dominieren und dadurch bei der numerischen Riicktransformation fehlerhafte Werte
liefern. Stattdessen werden sie bei der Betrachtung der Koppelbedingungen (Absatz 6.3.3)
aufeinander bezogen. In den Gleichungen der Randbedingungen, ebenfalls Absatz 6.3.3, werden
die Feldgréfen zu Null und damit verschwinden die Wellenzahlen. In beiden Fillen entfillt
damit die Frequenzabhéngigkeit dieser Vorfaktoren (s. Beispiel in Anhang E).

6.3.2. Uberfiihrung in den Zeitbereich

Die bisher angegebenen Beziehungen sind fiir eine Anwendung im Frequenzbereich formuliert.
Eine Anforderung, die an alle Simulationsmethoden gestellt wird, ist die Angabe des transien-
ten Schwingverhaltens im Zeitbereich. Die Formulierung fiir die Schwingschnelle (6.33) wird
nachfolgend in den Zeitbereich iibergefiihrt. Fiir dieses Verfahren ergeben sich noch weitere
Vorteile:

e Zeitlich verschiedene Korperschallanregungen kénnen einfach dargestellt werden.
e Fiir die Losung im Zeitbereich greift das Wellenverfahren auf eine explizite Zeitintegration
zuriick. Damit kann es mit entsprechenden herkommlichen Berechnungsmethoden wie
der Finite-Differenzen-Methode (FDM) oder FEM gekoppelt werden [85].
e Zeitliche Nichtlinearitdten kénnen berticksichtigt werden [85].
Aufgrund des Faltungssatzes der Fouriertransformation entspricht eine Multiplikation im
Frequenzbereich einer Faltung im Zeitbereich [179]. Aus (6.34) ergibt sich
v(t) = qu(t) * g1(t) 4 q2(t) * g2(t) + q3(t) * g3(t) + qu(t) * ga(t) , (6.38)

wobei der Stern * die Faltungsoperation beschreibt. Die Funktionen g;(¢) in (6.38) stellen die
inverse Fouriertransformierten von g;(w) dar. Deren Berechnung ist in Anhang D beschrieben.
Die Berechnung der diskreten Faltung und die Umformulierung der Faltungssumme erfolgt
analog der in Abschnitt 5.5 gegebenen Gleichungen (5.16) und (5.17). Mit der aus (5.18)
bekannten Abkiirzung [85,97,98]

n—1

Gi(nst) =Y qi(kAst) gi((n — k) At) (6.39)
k=0

folgt daraus fiir (6.38)

v(t) = qu(nAt) g1(0) + G1(nAt) + g2(nlt) g2(0) + Ga(nAt)
+ g3(nAt) g3 (O) + G3(nAt) + qa(nAt) g4(0) + Gy (nAt) . (6.40)
Die Feldgrofien €2, M und @ koénnen analog zu (6.40) in den Zeitbereich iiberfithrt werden.
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6.3.3. Koppel-und Randbedingungen

Komplexe Bauteile werden aus einer Vielzahl an Elementen aufgebaut. An der Verbindungs-
stelle (Koppelstelle) zweier Elemente miissen die Gleichgewichtsbedingungen hinsichtlich der
kinematischen (v und € bei der B-Welle) und kinetischen (M und @ bei der B-Welle) Feldgrofien
erfiillt sein. Abbildung 6.12 zeigt eine stirnseitige Kopplung zweier Balkenelemente sowie die
Quellen des ersten (qi;) bzw. zweiten Balkens (go;). Zur klaren Unterscheidung der beiden

4115 41 q13’ q14 Q515 42 q23’ q24 §
Ep Il, pl? Sl Ez’ Iz’ p27 Sz §
T, - Z, - \

a ll »nla l2 [

Abbildung 6.12.: Kopplung zweier Balkenelemente

Balkenelemente wird die Indizierung der Quellen und der g-Funktionen angepasst. Der Index i
soll nun das Element und der Index j die einzelnen Quellenterme je Element beschreiben. An
der Stelle x1 = [1 bzw. 9 = 0 miissen die Schwingschnellen, die Winkelgeschwindigkeiten der
Verdrehungen, die Biegemomente sowie die Querkrifte der Balkenelemente 1 und 2 gleich sein.
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten demnach

vi(w, 1 =11) = va(w, x2 = 0), (6.41)
O (w,x1 =11) = Q2(w, z2 = 0), (6.42)
Mi(w,z1 =1;) = Ma(w, 2 =0), (6.43)
Q1(w,z1 =11) = Q2(w,x2 = 0) (6.44)

Zur Losung des Systems in Abb. 6.12 miissen in Summe acht Groflen bestimmt werden. Diese
setzen sich aus den jeweils vier unbekannten Quellen des ersten und zweiten Balkens zusammen.
Mit (6.41) bis (6.44) stehen zun#chst nur vier unabhéingige Gleichungen zur Verfiigung.
Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen ergeben sich weitere Beziehungen, die zur
Losung des Systems herangezogen werden. In Tabelle 6.11 sind wichtige Randbedingungen fiir
den Balken zusammengefasst [26,138]. Lagerungsarten fiir spezielle Félle sind unter anderem
in [30] zu finden. Das Beispiel aus Abb. 6.12 besitzt auf der linken Seite ein ,freies Ende* und
auf der rechten Seite eine ,feste Einspannung®. Fiir das freie Ende bei x1 = 0 verschwinden

Tabelle 6.4.: Randbedingungen an einem Balken [26,138]
Q=0 und M=0 | v=0 und M=0 2=0 und Q=0 v=0 und 2=0
=

—
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alle Krafte und Momente. Damit ergibt sich

Ml(w,xl = 0) == 0, (645)
Q1(w,r1 =0) =0. (6.46)

Die feste Einspannung bei zo = [y liefert

’Ug(w,:BQ = ZQ) = 0, (6.47)
Qg(w, Tro = lQ) =0. (6.48)

6.3.4. Losungsverfahren

Die Beziehungen (6.41) bis (6.48) werden unter Verwendung von (6.33) bis (6.37) im Fre-
quenzbereich formuliert und anschlielend, wie in Absatz 6.3.2 beschrieben, in den Zeitbereich
iiberfiihrt. Die Zeitbereichsdarstellung der Feldgrofen, vgl. Gleichung (6.40), wird in der Weise
sortiert, dass sich auf einer Seite des Gleichungssystems lediglich die gesuchten Quellen zum
aktuellen Zeitpunkt befinden und auf der anderen Seite die Losungen der Quellen zu den
vergangenen Zeitpunkten in den Summen G;;;, enthalten sind. Dazu wird die Indizierung der
g-Funktionen und Summen angepasst. Der Index k représentiert nun die laufende Nummer der
g-Funktionen. In der Matrixschreibweise kann das Gesamtsystem mit

MV (nAt) = R(nAt) (6.49)

zusammengefasst werden. Die Matrix M enthélt nur den jeweils ersten Wert der g-Funktionen
sowie Konstanten aus den Geometrie- und Werkstoffparametern. Im Vektor V (nAt) sind die
Werte aller Quellen ¢;;(nAt) des aktuellen Zeitschritts nAt zusammengefasst. Die vergangenen
Losungen der Quellen sowie die Anregung sind im Vektor R(n/At) enthalten. Das Gleichungs-
system (6.49) muss fiir jeden Zeitschritt neu geldst werden. Bei dieser Prozedur #ndert sich
je Zeitschritt lediglich der Vektor R(nAt), da die Summen G;;,(n/At) immer neu berechnet
werden miissen. Die Grofle M bleibt wiahrend des gesamten Losungsvorgangs gleich. Zu Beginn
der Berechnungsschleife wird die Matrix M einmalig invertiert. Die Operation je Zeitschritt
beschrénkt sich damit auf

V(nAt) = M~ 'R(nAt). (6.50)

Fiir das in Abb. 6.12 dargestellte Beispiel wird in Anhang E das Gleichungssystem zunéichst
im Frequenzbereich aufgestellt und anschliefend fiir den Zeitbereich die Matrix bzw. die
Vektoren angegeben. Als Anregung wird ein transienter Kraftverlauf (in Anhang E mit F
bezeichnet) auf das freie Ende bei 21 = 0 aufgebracht. Die Ergebnisse dieser Simulation werden
mit real gemessenen Signalen verglichen. Der reale Versuch wird fiir einen Balken mit den
Abmessungen 2000x40x 15 mm? durchgefiihrt und ist in Abb. 6.13 dargestellt. Der Abstand
von der Modalhammeranregung bis zum Messpunkt MP betridgt 0,95 m. Die Lagerung erfolgt

MP /Balken 2000x40x15 mm?
4 i} , :
) 950 , \

- 1500 - Sandbettung

Abbildung 6.13.: Messung zur Validierung des Wellenverfahrens
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durch eine Sandbettung auf einer Lénge von 0,5 m. Beide Balkenelemente besitzen, bis auf die
jeweilige Elementlinge, identische Eigenschaften. Der Balken besteht aus Stahl (E = 210 GPa
und p = 7850 kg/m?). Abbildung 6.14 zeigt die Ergebnisse zweier unterschiedlicher Simulations-

[y =1,0mund l, =0,5m [y =1,0mund Il =4,0 m
=5 10 =) 10
S S
w O &0 O
= g
& %
= 3
[ [0}
= -5 = -5
Q Q
9] 5}
A -10 A -10
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Zeit t [ms] Zeit t [ms]
25 25
. . meas
o2 o0 2 sim
<5} <5}
= 15 = 15
2 2
= 1 =1
; £
5 05 5 05
0 0
1 2 3 4 5 1
Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 6.14.: Vergleich von Signalen aus Messung (meas) und Simulation (sim) fiir das in
Abb. 6.12 dargestellte Modell mit unterschiedlichen Lingen (dargestellt sind
die im Bereich von 5 bis 20 kHz gefilterten Beschleunigungen (erste Zeile) sowie
die Einhiillenden (zweite Zeile))

modelle (sim) mit {; = 1,0 m und /s = 0,5 m (linke Spalte) sowie /; = 1,0 m und Il = 4,0 m
(rechte Spalte) im Vergleich mit der Messung (meas). Die Korperschallbeschleunigung aus der
ersten Zeile zeigt in jedem Fall eine sehr gute Ubereinstimmung des ersten Signalverlaufs bis
2,2 ms. Lediglich ein minimaler Phasenverzug zwischen Messung und Simulation ist zu erkennen.
Dies kann durch die Anregung® erkliirt werden. Ab 2,2 bis 5 ms treffen fiir [y = 0,5 m die ersten
Reflexionen der festen Einspannung am Messort ein. Fiir s = 4,0 m sind sie erst ab ca. 4,5 ms
zu erkennen. Die Wellenausbreitung sowie Reflexionen an den Réndern kénnen fiir die B-Welle
durch das Wellenverfahren nachgestellt werden. Die Rechenzeit? der beiden Simulationsmodelle
betriigt jeweils ca. 2 s. Diese Angabe bezieht sich auf ein DELL® PRECISION™T3500 System
mit einem Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz) Prozessor, 6,0 GB Arbeitsspeicher und einem
Microsoft® Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem. Die Implementierung erfolgt mit-
hilfe des Softwarepaktes MathWorks® MATLAB® Version 7.10.0.499 (R2010a). Im Gegensatz
zur Methode der Finiten-Differenzen oder Finiten-Elementen ist die Rechenzeit hier unabhéngig
von der Lange des Bauteils.

Obwohl eine Modellierung nach Euler-Bernoulli bei einer Balkenhthe von 15 mm nicht mehr

! Aufgrund der manuellen Betitigung des Modalhammers, der zur Anregung und Aufzeichnung des eingebrachten
Kraftverlaufs dient, ist nicht exakt nachvollziehbar, an welcher Stelle bei den einzelnen Messungen das Bauteil
genau getroffen worden ist. Abweichungen von bis zu 5 mm sind vorstellbar.

2Die Abtastrate in der Simulation betrigt 204800 Hz fiir eine maximale Simulationszeit von 10 ms. Damit sind
je Modell 2048 Rechenschritte zu l6sen.
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durch die Abschéitzung aus Abschnitt 4.2 abgedeckt ist, ergeben sich dennoch gute Losungen.

Die Analyse der reflektierten Signale im Frequenzbereich aus Simulation und Messung ergibt
fiir die Sandbettung eine Dampfung der Amplitude um den Faktor 5 bis 10 im Vergleich zu
einer festen Einspannung (vgl. Sandbettung bei dem Differenzmessverfahren (Absatz 4.1.2)
bzw. der Dispersionsanalyse (Absatz 4.1.3)).

6.3.5. Erweiterung auf zweidimensionale Strukturen

Die bisher vorgestellte Wellenmethode ist bislang nur fiir Strukturen anwendbar, die sich aus
eindimensionalen Tragwerkselementen zusammensetzen. Ein Konzept fiir die Erweiterung des
Verfahrens auf zweidimensionale Elemente wird nachfolgend beschrieben. Fiir die Wellenzahl
kg wird folglich die Platte nach der Kirchhoffschen Modellierung (2.143) verwendet.

Bei einer ebenen und unbegrenzten Platte breiten sich von der Quelle Q die Wellen in konzen-
trischen Kreisen aus. In Abb. 6.15 (links) ist zu erkennen, dass die Wellenfronten auch die rot
markierten Randpunkte, die zunéchst beliebig gewéhlt sind, durchlaufen. Die Wellenausbreitung

Abbildung 6.15.: Wellenausbreitung von Anregestelle Q zu den Randpunkten (links), Beschrei-
bung dieser Ausbreitung mit geraden Verbindungen (rechts)

von der Quelle zu diesen Punkten kann analog zur eindimensionalen TLM des Strahlen- oder
Pfadverfahrens erfolgen (s. Abb. 6.15 rechts). Die Randpunkte kénnen nach dem Prinzip von
Huygens als Ausgangspunkte neuer Elementarwellen aufgefasst werden. Sie senden ihrerseits
wieder Wellenfronten in konzentrischen Kreisen aus (s. Abb. 6.16 links). Ohne Beriicksichtigung
der urspriinglichen Quelle Q treffen durch die Ausbreitung der Elementarwellen diese Wellen-
fronten wiederum alle anderen Randpunkte. Die Punkte stehen dadurch untereinander iiber
eine gerade Verbindung in direktem Kontakt. In Abb. 6.16 (rechts) sind fiir den Punkt R links

AR VSANVSaNIrs sy

Abbildung 6.16.: Randpunkte wirken als Quellen von Elementarwellen (links), die Randpunkte
stehen untereinander durch gerade Verbindungen in Beziehung (rechts)
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der Quelle die Verbindungen zu allen anderen Randpunkten eingezeichnet. Diese eindimensio-
nalen Verbindungen zwischen zwei Randpunkten werden mit eindimensionalen Elementen nach
Absatz 6.3.1.3 modelliert und beschreiben auf diese Weise eine zweidimensionale Struktur (s.
Abb. 6.17 a)). Aufgrund der ungestorten Superposition der Wellen (Abschnitt 3.4) beeinflussen
sie sich nicht gegenseitig und damit stellen sich iiberkreuzende Verbindungen im Netz kein
Problem dar. Abbildung 6.17 b) zeigt, wie komplexe Strukturen ebener Flidchen durch die
Verbindung von mehreren Elementen vernetzt werden kénnen.

Abbildung 6.17.: a) Struktur eines quadratischen Elements, b) Vernetzung komplexer Strukturen

An jedem der Verbindungspunkte sind die kinematischen und kinetischen Gleichgewichts-
bedingungen zu erfiillen. Verbindungen, die ein ebenes Flachentragwerkselement (Platte und
Scheibe) im dreidimensionalen Raum beschreiben und eine Kopplung mit anderen Elementen
erlauben sollen, miissen aus diesem Grund in der Lage sein Torsionsmomente sowie Lings- und
Querkréfte in Scheibenebene zu iibertragen. Das bedeutet, dass zusétzlich zur B-Welle jede
Verbindung eine Longitudinalwelle (L-Welle), Transversalwelle (T-Welle)! und Torsionswelle?
zu beschreiben hat. Die notwendigen Quellen je Verbindung erhchen sich dadurch auf 10
Unbekannte (4xB-Welle, 2xL-Welle, 2x T-Welle und 2x Torsionswelle).

6.3.5.1. Amplitudenabnahme

Die Genauigkeit der Amplitudenabnahme fiir die Ausbreitung auf flichigen Bauteilen beim
Wellenverfahren ist in jedem Fall von der Modellierung abhéngig. Da im Gegensatz zum
Strahlen- oder Pfadverfahren nicht der gesamte Weg der Welle durch das Bauteil bekannt ist,
kann i. d. R. dieser Effekt nicht exakt auf der Basis des Losungsansatzes aus Abschnitt 3.5
berechnet werden. Weiterhin kann die Lénge der Verbindungen sehr kurz sein und damit die
asymptotische Ndherung nach Gleichung (3.35) nicht mehr verwendet werden. Abhilfe bietet
hier die Ndherung mit angelegter Tangente (4.3) aus Abschnitt 4.4.

Unabhéngig von der verwendeten Néherung, wird nachstehend der Einfluss der Vernetzung
auf die Amplitudenabnahme diskutiert. In Abb. 6.18 sind zwei Vernetzungsvarianten desselben
Gebietes dargestellt. Bei der direkten Verbindung (Abb. 6.18 links) von Quellpunkt zu Ziel soll
die Amplitudenabnahme im einfachen Fall mit der asymptotischen Niherung (3.35) beschrieben
werden. Wird das Element aber zusétzlich unterteilt (Abb. 6.18 rechts), ergibt sich fiir die
Amplitude an der Zielposition bei einer multiplikativen Uberlagerung der Amplitudenabnahme

!Die T-Welle tritt hier in der Mittelebene der Scheibe auf. Die Wellenzahl und Phasengeschwindigkeit ist mit
(2.60) und (2.61) gegeben. Der Charakter der Wellengleichung entspricht dem der L-Welle aus Absatz 2.3.1
und besitzt damit zwei unabhingige Feldgroflen.

2Eine detaillierte Beschreibung und Herleitung der Wellengleichung sowie Angabe der Wellenzahl und Phasenge-
schwindigkeit ist [26,138] zu entnehmen. Der Charakter der Wellengleichung entspricht dem der L-Welle aus
Absatz 2.3.1 und besitzt damit zwei unabhéngige Feldgrofien.
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Abbildung 6.18.: Einfluss der Vernetzung auf die Amplitudenabnahme beim Wellenverfahren.
a) Grobe Vernetzung, b) Feine Vernetzung

beider Verbindungen ein anderer Faktor. Der Vergleich der beiden Situationen fithrt auf

2 7é\/ 2 \/ ) 6.51)
kg (ro1 + 7r12) wkpror V mkpriz '

Aus physikalischer Sicht ist jedoch die linke Seite zutreffend. Werden Verbindungen betrachtet,
bei denen die Welle eine Ablenkung von der gradlinigen Ausbreitungsrichtung erfihrt, muss
zusétzlich die Richtungsabhéngigkeit beriicksichtigt werden (vgl. Absatz 6.2.4).

6.3.5.2. Beugung

Die Wellenmethode besitzt aufgrund der Anwendung des Huygensschen Prinzips mehr
,» Wellencharakter“ als die Strahlenmethode. Unter Voraussetzung geeigneter Vernetzung kann
der fiir Wellen typische Effekt der Beugung (Abschnitt 3.6) viel besser abgebildet werden. Trifft
eine Welle ausgehend von der Quelle Q auf ein breites Hindernis, das einen schmalen Spalt
aufweist, kann beim Strahlenverfahren die Wellenausbreitung direkt hinter dem Hindernis nur
im Offnungsbereich beschrieben werden, der sich durch den Abstand der Quelle zum Spalt und
dessen Grofe ergibt (s. Abb. 6.19 links). Fiir grofie Entfernungen von Q bis zum Spalt entsteht
lediglich ein sehr kleiner Offnungswinkel und der beschreibbare Bereich wird entsprechend klein.

Bei der Wellenmethode hingegen wird die gesamte Struktur aus zwei einzelnen Elementen
(I und II) aufgebaut (s. Abb. 6.19 rechts). Ein im Spalt sitzender Randpunkt koppelt beide
Elemente. Der Koppelknoten ist im Element II mit allen Randpunkten verbunden. Diese

?

Abbildung 6.19.: Modellierung des Beugungseffektes beim Strahlenverfahren (links) und Wellen-
verfahren (rechts)
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Verbindungen beschreiben die Ausbreitung der Elementarwelle ausgehend vom Spalt. Dadurch
wird die Wellenausbreitung in den Schattenraum mithilfe der Randpunkte beriicksichtigt. Wie
beim Pfadverfahren, muss auch hier eine Ablenkung der urspriinglichen Welle um den Winkel
¥ beachtet werden. Folglich muss die Richtungsabhéngigkeit der Welle wie in Absatz 6.2.4
entsprechend mit einbezogen werden.

6.3.5.3. Optimierung

Bei der rechnerischen Umsetzung des Wellenverfahrens muss Speicherplatz fiir die Variablen
vorgesehen werden. Die GroBlen ¢;;(t) und gi(t) sind Funktionen der Zeit und werden als
Vektoren implementiert. Die Anzahl der Werte, die je Funktion im Speicher vorzuhalten sind,
ist von der Abtastfrequenz und der gewiinschten Lange des Zeitsignals abhéngig. Die Quellen
¢i; konnen nicht zusammengefasst werden, da sie fiir jeden Knoten individuell berechnet
werden miissen. In jedem Fall sind die Wellenzahlen kp aller Verbindungen je Plattenelement
identisch. Sofern Plattenelemente untereinander ebenfalls gleich sind (einheitliche Wandstérke
und Material) kann die Vereinfachung auch elementiibergreifend erfolgen. Die g-Funktionen
unterscheiden sich noch in der Lénge

L= (22— 21 + (g2 — 1) (6.52)

der zu beschreibenden Verbindung (vgl. Gleichung (6.33)). In der Ebene sind die zy-Koordinaten
der Anfangs- und Endpunkte der jeweiligen Verbindungen mit den Indizes 1 bzw. 2 gekenn-
zeichnet. Um Speicherplatz zu sparen, kénnen gleich lange Verbindungen und dadurch gleiche
g-Funktionen zusammengefasst werden. Dadurch ergibt sich auch ein verringerter Rechenauf-
wand bei der Bestimmung der inversen Fouriertransformation. Je gleichméfiger ein Element ist,
desto grofier ist die Einsparung von Speicherplatz und Rechenkapazitét. In Abb. 6.20 ist fiir ein
quadratisches Element (links) mit vier Randknoten je Begrenzung die Léngen aller Strahlen
sortiert dargestellt (Mitte). Werden gleich lange Verbindungen zusammengefasst, verringert
sich die gesamte Anzahl von urspriinglich 54 auf 8 (rechts).

Quadratisches Element Alle Verbindungen Relevante Verbindungen
7 1 15 15
% 0.5 o | e : :
z 2 o5) 1 Z2osfil
: ALl SN
s 0 0 0

0 0.5 1 0 20 40 60 0 20 40 60
a-Koordinate [m] Index i [-] Index i [-]

Abbildung 6.20.: Verbindungsléngen eines quadratischen Elements. Durch Zusammenfassen ver-
ringert sich die Anzahl der im Speicher abzulegenden Verbindungen.

Eine Moglichkeit zur Reduzierung der Systemgrofe und damit zur Verringerung der Rechenzeit
besteht in der Vernachléssigung der wirkenden Nahfelder. Wie aus dem Wellenansatz der B-
Welle in Gleichung (6.26) hervorgeht, repriisentieren zwei der Quellen die Amplitude exponentiell
abklingender Felder!. Mit zunehmender Linge des Elements gehen diese Terme gegen Null und
es miissen lediglich zwei, statt vier, unbekannte Quellen ermittelt werden. Fiir mehrdimensionale
Systeme muss jedoch beachtet werden, dass dadurch die entsprechenden Koppelbedingungen u.
U. nicht widerspruchsfrei aufgestellt werden kénnen.

!Eine Abhandlung tiber die Beschreibung dieser Nahfelder fiir diinne Platten ist in [101] gegeben.
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6.4. Vergleich

Die vorgestellten Verfahren aus den Abschnitten 6.1 bis 6.3 sind prinzipiell in der La-
ge die Korperschallausbreitung in beliebigen diinnwandigen Strukturen zu modellieren und
das Schwingverhalten an bestimmten Positionen des Korpers zu ermitteln. Die folgende Ge-
geniiberstellung liefert fiir den geforderten Anwendungsbereich die optimale Methode. Die
Bewertung erfolgt anhand der Kriterien:

e Modellierbarkeit der Welleneffekte
— Dispersion und Materialdimpfung
— Reflexion und Transmission
— Amplitudenabnahme auf der Platte
— Beugung

e Ressourcenverbrauch der rechnerischen Umsetzung
— Rechenzeit

— Speicherbedarf
e Kopplung von ein- mit zweidimensionalen Elementen

Die Ergebnisse dieser Diskussion werden in Tabelle 6.5 am Ende des Kapitels zusammengefasst.

Die Simulationsmethode muss in der Lage sein, die wichtigsten Welleneffekte ausreichend
genau abzubilden. Diese Anforderung stellt fiir die erfolgreiche Anwendung eine notwendige
und hinreichende Bedingung dar. Alle vorgestellten Verfahren beschreiben die ebene Wellenaus-
breitung basierend auf dem komplexen Losungsansatz (2.34). Die Wellenzahl wird anhand des
Tragwerkelements gewihlt. Die Materialdimpfung wird ebenfalls mithilfe von & beriicksichtigt.
Zwischen den Verfahren ergeben sich hinsichtlich dieser Effekte keine Unterschiede.

Die Reflexion und Transmission an Ubergangsstellen werden beim Strahlen- und Pfadver-
fahren iiber die Faktoren R und T implementiert. Diese Faktoren werden in der Berechnung
als Funktionen der Kreisfrequenz an den jeweiligen Stellen des Strahl- bzw. Pfadverlaufs als
Ubertragungsfunktion eingebracht. Je nach Art der Verbindung ergeben sich die Faktoren aus
theoretischen Ableitungen (Abschnitt 3.2 bzw. Absatz 4.5.1) oder numerischen Berechnungen
(Absatz 4.5.2). Fiir einfache Uberginge, bspw. stirnseitige Kopplungen oder rechtwinklige
Verbindungen, erfolgt die analytische Bestimmung der Faktoren aus der Betrachtung der
Gleichgewichts- bzw. Randbedingungen an der Koppelstelle [26, 36, 138] die identisch der
Modellierung des Wellenverfahrens (Absatz 6.3.3) sind. Einfache Verbindungen werden beim
Wellenverfahren ohne die direkte Verwendung von R und T abgebildet. Sind komplexere
Ubergiinge (z. B. Rundungen), die im Modell vereinfacht angenommen sind (z. B. mit einer
scharfen Ecke) zu beriicksichtigen, miissen Ausgleichsfaktoren bestimmt werden. Dadurch ergibt
sich ein hoherer Aufwand in den Vorarbeiten zur Modellerstellung.

Das Strahlen- und Pfadverfahren bilden die Amplitudenabnahme auf der Platte auf Basis der
gesamten Lénge (6.2) des Strahls bzw. Pfades von der Quelle bis zum Ziel ab. Die Gesamtlinge
wird direkt in die asymptotische Ndherung (3.35) eingesetzt und ist fiir groe Argumente von
kpr ausreichend genau (Abschnitt 4.4). Beim Wellenverfahren ist der Weg der Welle durch
das Bauteil nicht bekannt. Aus diesem Grund muss die Amplitudenabnahme anhand der
einzelnen Verbindungen berechnet werden. Die Vernetzung hat damit erheblichen Einfluss auf
die Abbildung dieser Welleneigenschaft (Absatz 6.3.5.1 und Abb. 6.18).
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Der Effekt der Beugung kann durch das Strahlenverfahren nicht dargestellt werden, da
die Wellenausbreitung ausschlieBlich auf geradlinigen Wegen erfolgt. Die Abschéitzung aus
Abschnitt 6.1 zeigt, dass fiir den hier diskutierten Anwendungsfall dieser Effekt keinen wesent-
lichen Einfluss hat. Sowohl das Pfad- als auch das Wellenverfahren basieren auf geradlinigen
Verbindungen und kénnen bei geeigneter Vernetzung die Beugung mithilfe eines entsprechenden
Richtungsfaktors nachbilden (Absatz 6.2.5 bzw. 6.3.5.2). Allerdings ist zu beachten, dass der
Richtungsfaktor eine Beziehung zwischen der Geometrie der Vernetzung und der berechneten
Amplitude herstellt. Diese ist dadurch nicht mehr unabhéngig von der Diskretisierung. Beim
Pfadverfahren kann dieser Nachteil abgeschwéicht werden, wenn ein sehr feines Netz erzeugt
und der maximale Ablenkungswinkel ¥Gyen, klein gewéhlt wird.

Der Ressourcenverbrauch einer rechnerischen Umsetzung wird anhand der Rechenzeit sowie
des Speicherbedarfs bewertet. Um die notwendige Rechenzeit eines Algorithmus abschétzen
zu konnen, wird dessen Zeitkomplexitdt mithilfe der O-Notation betrachtet [24, 27,67, 166].
Die O-Notation beschreibt den Zeitaufwand fiir einen bestimmen Algorithmus in Abh#ngigkeit
seiner Eingangsvariablen. Fiir das Strahlenverfahren lésst sich eine Zeitkomplexitéit von

O (360°A2") (6.53)

angeben. Die Anzahl der ausgesandten Teststrahlen A geht in die Zeitkomplexitét linear ein. An
den Reflexions- und Transmissionsstellen werden aus dem einfallenden Strahl zwei Strahlen, die
getrennt von einander verfolgt werden miissen. Die Griéfle I beschreibt die maximale zuléssige
Anzahl an Kanten, an denen die Strahlen dupliziert werden.

Die Zeitkomplexitit des Pfadverfahrens ergibt sich aus

O (ngY™m=x) mit T > 2. (6.54)

Die Anzahl der Nachbarknoten des Quellknotens ist mit ng bezeichnet. Fiir den Suchalgorith-
mus ist dies die Anzahl der initial mo6glichen Pfadverbindungen. Die Basis der Potenzfunktion
ist im Gegensatz zum Strahlenverfahren nicht bestimmt. Die Groie T bezeichnet die Anzahl
der durchschnittlich relevanten Nachbarknoten (sinnvolle Abweichungen von der physikalischen
Wellenausbreitungsrichtung entsprechend den Absétzen 6.2.2 und 6.2.4) im gesamten Netz
(ausgeschlossen der Quellknoten). Die Einschriankung fiir T > 2 ergibt sich aus der Uberlegung,
dass fiir T = 1 der Pfadverlauf gegeben ist und nicht mehr gesucht werden muss. Die maximal
zuléssige Anzahl der Knoten in einem Pfad, ausgenommen der Quellknoten, wird mit nyay be-
zeichnet. Mit der Einteilung der Zeitkomplexitét in Klassen [67,166], ldsst sich in Abhéngigkeit
der Eingangsvariablen fiir das Pfadverfahren ein , aggressiveres“! Laufzeitverhalten als fiir das
Strahlenverfahren abschétzen. Die auf der Strahllinge basierenden Abbruchbedingungen sind
hier nicht beriicksichtigt, da sie fiir das Strahlen- und Pfadverfahren gleichermafien gelten. Wird
fiir das Pfadverfahren die bereits in Absatz 6.2.4 dargestellte Grenzwertbetrachtung durch-
gefiihrt, indem von einem unendlich feinen Netz und einem infinitesimal kleinen Grenzwinkel
(9Grenz — 0) ausgegangen wird, geht das Pfadverfahren in das Strahlenverfahren iiber. Unter
der Voraussetzung, dass an jedem Knoten Reflexion und Transmission auftreten, nimmt Y den
Wert 2 an und nyax geht in I' iiber. Im besten Fall ergibt sich fiir das Pfadverfahren dieselbe
Zeitkomplexitdt wie fiir das Strahlenverfahren.

Die Multiplikation der quadratischen Matrix mit einem Vektor besitzt im Allgemeinen
(ohne Berticksichtigung spezialisierter Algorithmen) eine von der Systemgrofie n, quadratisch

In Abhiingigkeit der Problemgréfe schneller anwachsender numerischer Aufwand.
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abhéngige Zeitkomplexitét [24,159]. Nachdem beim Wellenverfahren die Matrixoperation (6.50)
in Summe insgesamt n -mal durchgefiihrt (Anhang E) wird, gilt

(’)(ntng). (6.55)
Die Zeitkomplexitét nach der O-Notation ist hier geringer als bei den beiden anderen Verfah-
ren [67,166]. Um die GroBenordnung der voraussichtlichen Rechenzeit besser abschétzen zu

kénnen, werden verschiedene Vernetzungsvarianten an einer modellierten Fahrzeugstruktur
erprobt (s. Abb. 6.21). Unter der Annahme einer gesamten Verbindungsanzahl von 2000 und 10

Abbildung 6.21.: Ermittlung der Verbindungsanzahl verschiedener Vernetzungsvarianten.
a) je Elementkante 4 Knoten dquidistant verteilt = 2703 Verbindungen,
b) Knotenabstand auf den Elementkanten max. 200 mm = 1688 Verbindungen

unbekannten Quellen je Verbindung (Absatz 6.3.5) ergibt sich ein zu losendes Gleichungssystem
der Ordnung 20000?. Die prototypische Umsetzung des Wellenverfahrens fiir das eindimen-
sionale Beispiel eines Kragbalkens aus Abb. 6.12 ist in Anhang E hergeleitet. Das aus zwei
Elementen bestehende Modell besitzt ein Gleichungssystem der Ordnung 82 und benétigt auf
einer handelsiiblichen Workstation' fiir eine Simulationszeit von 10 ms bei einer Abtastrate von
204800 Hz eine Rechenzeit von ca. 2 s. Fiir das Fahrzeugmodell lésst sich damit eine gesamte
Rechenzeit von ca. 3500 h prognostizieren. Praktikable Losungen in dieser Gréfienordnung
sind gegenwértig mit dem Wellenverfahren demnach nicht durchfithrbar (die Méglichkeiten der
Optimierung aus Absatz 6.3.5.3 sind nicht beriicksichtigt).

Der Speicherbedarf einer rechnerischen Umsetzung ist bei der Bewertung des Ressourcenver-
brauchs ebenfalls zu beriicksichtigen. Die gesamte physikalische Beschreibung des Ausbreitungs-
bereichs wird im Modell gespeichert. Es enthilt Informationen zur Geometrie, Materialeigen-
schaften, Reflexions- und Transmissionsfaktoren, Quell- und Zielpunkt sowie das Eingangssignal.
Diese Daten muss jedes Verfahren speichern. Folglich ergibt sich daraus kein Unterschied zwi-
schen den Methoden. Das Strahlenverfahren liefert als Ergebnis eine Abfolge von Strahlen,
deren Verlauf im Raum iiber z-y-z-Koordinaten beschrieben werden. Der Speicheraufwand ist
hierfiir gering. Gleiches gilt auch fiir das Pfadverfahren, das die gefundenen Pfade abspeichern
muss. Das Pfadverfahren muss zusétzlich das Netz verwalten, womit ein Mehraufwand entsteht.

Fiir das Wellenverfahren gilt dies in gleicher Weise. Hinzu kommt die Aufgabe, alle Quel-
len und g-Funktionen fiir eine schnelle Berechnung im Speicher zu halten. Erneut ist mit

'Verwendetes System: DELL® PRECISION™T3500, ein Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz) Prozessor, 6,0 GB
Arbeitsspeicher und Microsoft® Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem. Implementierung mit:
MathWorks® MATLAB® Version 7.10.0.499 (R2010a).
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der Annahme von 20000 Quellen, 2048 Rechenschritten (Simulationsdauer von 10 ms bei
204800 Hz Abtastfrequenz) und der Verwendung von FlieBkommazahlen mit 8 byte Speicherbe-
legung (oftmals Standard bei numerischen Berechnungen [147,148,173]) ein Speicherbedarf von
328-10° byte notwendig. Zusitzlich miissen die g-Funktionen beriicksichtigt werden. Je Verbin-
dung ergeben sich fiinf Vektoren (2xB-Welle, 1 xL-Welle, 1xT-Welle und 1x Torsionswelle),
womit der Speicherbedarf um weitere 164-10° byte ansteigt (die Moglichkeiten der Optimierung
aus Absatz 6.3.5.3 sind nicht beriicksichtigt). Im Vergleich zu den anderen Methoden ist damit
fiir das Wellenverfahren erheblich mehr Speicher notwendig.

Um die Modellgréfie zu reduzieren werden z. B. bei der FEM [82,131,204] ein- mit zweidi-
mensionalen Tragwerkselementen gekoppelt. Das Wellenverfahren ist aufgrund der diskreten
Verbindungen in der Lage, eine solche Kopplung der Elemente zuzulassen. Die Koppelbedin-
gungen ergeben sich aus der Gleichheit der kinematischen und kinetischen Feldgréfien.

Auch das Pfadverfahren hat prinzipiell die Moglichkeit, die Korperschallausbreitung auf
Elementen unterschiedlicher Dimension zu erfassen. Die Elemente sind alle Teil des gesamten
Netzes. Fiir den Suchalgorithmus ergibt sich dadurch kein Unterschied. Einzig die Welleneffekte
miissen je Element separat betrachtet werden.

Fiir das Strahlenverfahren ist eine Kopplung unterschiedlicher Elemente nicht ohne Modifika-
tion der Strahlenverfolgung moglich. Fiir die Simulation des Frontalcrashs ergibt sich i. d. R.
der Sonderfall, dass die Wellenausbreitung zunéchst iiber die balkenéhnlichen Léngstriager zur
Unterbodenstruktur des Fahrzeugs geleitet wird. Der Léngstriger muss in der Strahlverfolgung
nicht beachtet werden. Bei der Berechnung des Zeitsignals mithilfe der TLM wird er iiber eine
entsprechende Ubertragungsfunktion fiir Balkenelemente beriicksichtigt. Bei einem Seitencrash
breiten sich die B-Wellen ausschliefllich auf Elementen aus, die als Platten modelliert werden
konnen. Fiir die gegebene Anwendung ist eine universelle Kopplung von Elementen fiir das
Strahlenverfahren nicht notwendig.

In Tabelle 6.5 sind die Bewertungen der Verfahren hinsichtlich diverser Kriterien zusam-

Tabelle 6.5.: Gegeniiberstellung der Berechnungsverfahren

Bewertungskriterium Strahlenverfahren | Pfadverfahren | Wellenverfahren
Dispersion { o L
Materialddmpfung ) ) )
Reflexion und Transmission () ] !
Amplitudenabnahme () »? »?
Beugung* O »? »?
Rechenzeit neutral hoch hoch?
Speicherbedarf gering neutral hoch
Kopplung 1-D mit 2-D »° ) )

Anforderungen werden erfiillt @, mit Einschrinkungen erfiillt @, nicht erfiillt O

* Fiir die Anwendung kein wesentlicher Welleneffekt

I Mehraufwand bei der Bestimmung der Faktoren

2 Welleneffekt prinzipiell darstellbar, Genauigkeit hiingt von der Vernetzung ab

3 Welleneffekt prinzipiell darstellbar, Richtungsfaktor fiir B-Welle nicht bekannt

4 Im Vergleich geringe Zeitkomplexitiit, praktischer Aufwand jedoch extrem hoch

5 Kopplung ein- mit zweidimensionalen Tragwerkselementen in Sonderfillen maglich
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mengefasst. Nachteilig beim Wellenverfahren ist der erhthte Aufwand in der Integration der
Reflexions- und Transmissionsfaktoren. Die Genauigkeit der Amplitudenabnahme und Beugung
héngt von der Vernetzung ab und kann aus diesem Grund schwer abgeschétzt werden. Sie
ist in jedem Fall aber ungenauer als beim Strahlen- oder Pfadverfahren. Weiterhin ist fiir die
B-Welle der Richtungsfaktor noch ungeklirt (Abschnitt 3.7). Obwohl die Zeitkomplexitit beim
Wellenverfahren gering ist, ergibt sich aufgrund der berechnungsintensiven Operationen ein
hoher numerischer Aufwand sowie ein grofler Speicherbedarf.

Fiir das Pfadverfahren sind hinsichtlich der Amplitudenabnahme und der Beugung dieselben
Unsicherheiten wie beim Wellenverfahren zu erwarten. Der Rechenaufwand ist aufgrund der
»aggressiven* Zeitkomplexitdt nachteiliger als beim Strahlenverfahren.

Fiir die Simulation auf Basis von Strahlen sind als Nachteile die nicht darstellbare Beugung
sowie die schwierige Kopplung von ein- und zweidimensionalen Elementen zu nennen. Fiir
die gegebene Anwendung sind diese Schwéchen jedoch nicht relevant und es iiberwiegen die
Vorteile der einfachen Implementierung der restlichen Welleneffekte, die exakte Abbildung der
Amplitude sowie die geringen numerischen Kosten.

= Fiir die Simulation der Koérperschallausbreitung in komplexen diinnwandigen Strukturen
wird in Kapitel 7 das Strahlenverfahren gewé&hlt.
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7. Simulation raumlich diinnwandiger
Strukturen

Das in Abschnitt 6.1 vorgestellte Strahlenverfahren bietet die besten Voraussetzungen fiir eine
effektive Modellierung der Korperschallausbreitung in rdumlich diinnwandigen Strukturen.
Wird die Mantelfliche einfacher Konstruktionen abgewickelt, kann in der Ebene die Strahl-
verfolgung durchgefithrt werden [116,117]. Fiir die Fahrzeugunterbodenstruktur ist in den
Abb. 7.1 a) bis ¢) diese Moglichkeit dargestellt. Lediglich fiir Strukturen, die eine geschlossene

Abbildung 7.1.: Abwicklung einfacher Geometrien fiir die Strahlverfolgung in der Ebene [116,117].
a) Reale Karosserie, b) Approximierte rdumliche Struktur, ¢) Abwicklung

Abwicklung zulassen, konnen die Strahlen vom Quell- (Q) zum Zielpunkt (Z) ermittelt werden.
Die Anwendung fiir beliebig komplexe Geometrien ist damit nicht gegeben. Aus diesem Grund
wird zunéchst eine Erweiterung der Methode vorgestellt, die eine universale Modellierung er-
laubt. Die Abhéngigkeiten der Ergebnisse aus der Strahlverfolgung am Beispiel einer einfachen,
technisch relevanten Geometrie werden im Anschluss untersucht. Sinnvolle Moglichkeiten zur
Optimierung des Verfahrens sowie die Gestaltung eines Prozesses fiir die Berechnung werden
dargestellt. Die Anwendbarkeit des Verfahrens wird abschlieflend fiir das Gesamtfahrzeug
demonstriert.

7.1. Erweiterung

Die Modellierung beliebig geformter, diinnwandiger Strukturen erfordert eine Erweiterung
der bestehenden Methode hinsichtlich der Strahlverfolgung in der Ebene. Die Gesamtstruktur
wird dazu aus Elementen aufgebaut, die folgende Eigenschaften besitzen:

e Die Elemente sind eben.

e Fiir die Biegewelle (B-Welle) besitzen die Elemente die Eigenschaften einer Platte.
e Die Elemente diirfen eine beliebige Kontur haben.

e Die Elemente sind untereinander an Kanten verbunden.

e Die Quelle (Q) und das Ziel (Z) liegen auf den Elementen.

Die dreidimensionale Gesamtstruktur wird aus diesen Elementen aufgebaut. Die Wellenausbrei-
tung erfolgt dabei auf den Elementen. Eine beispielhafte Geometrie ist in Abb. 7.2 a) ersichtlich.
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Z
Y.

Abbildung 7.2.: 3-D-2-D-Transformation fiir komplexe diinnwandige Strukturen.
a) Dreidimensionale Ausgangsgeometrie, b) Strahlenverlauf in den Elementen

Um das bestehende Strahlenverfahren anzuwenden, werden alle Elemente der dreidimensionalen
Gesamtstruktur durch eine 3-D-2-D-Transformation [120] in ihr jeweiliges zweidimensionales
Koordinatensystem tiberfiihrt (s. Abb. 7.2 b)). Tritt an der Kante eines Elements eine Reflexion
auf, wird der Strahl in dasselbe Element zuriickreflektiert. Bei Transmission wird der einfallende
Strahl von Element 1 iiber die orange Kante (|) an das Nachbarelement 2 iibergeben. Fiir
diese Operation werden der Einfallswinkel 12 und der Schnittpunkt Pgio mit der Kante als
Parameter benétigt. Durch eine erneute Transmission an der blauen Kante (|) erreicht in diesem
Beispiel der Strahl das Ziel.

Die Modellierung der dreidimensionalen Struktur erfolgt iiber Elemente, Kanten und Punkte.
Diese Objekte stehen untereinander in Beziehung. Einem Element koénnen drei bis beliebig
viele Kanten zugeordnet werden. Die Kanten selbst sind immer durch zwei Punkte definiert.
Diese Abhédngigkeiten éndern sich bei einem gegebenen Gesamtmodell nicht und werden in
einer Datenbank verwaltet. Dieses Prinzip der Modellstrukturierung wird bspw. auch bei der
Finiten-Elemente-Methode (FEM) angewendet [65,142,147].

Die Berechnung des Zeitsignals erfordert weitere Informationen, die den Objekten als Eigen-
schaften zugewiesen werden. Jedes Element besitzt dazu eine Plattendicke (h) und ein Material
(E, p, v und 7). Die Reflexions- und Transmissionsbedingungen werden den Kanten zugeteilt.
Es wird zwischen reiner Reflexion, reiner Transmission und einer Kombination aus Reflexion
und Transmission unterschieden. Lediglich im letzteren Fall werden den Kanten zusétzlich die
Reflexions- und Transmissionsfaktoren (R und T') iibergeben. Auflerdem werden die Strahlen
fiir die getrennte Strahlverfolgung dupliziert. Tritt nur Reflexion oder Transmission auf, ist R
bzw. T mit 100 % gegeben, und es wird kein zusétzlicher Strahl an dieser Kante erzeugt.

7.2. Analyse

Mit der Umsetzung der dreidimensionalen Strahlenverfolgung, nachfolgend Raytracer genannt,
kann das Verfahren an realen Strukturen praktisch bewertet werden. Neben dem Geometriemo-
dell miissen dem Raytracer fiir den Programmaufruf folgende Parameter {ibergeben werden:

e Winkeldiskretisierung A in 1/°
Gibt an wie viele Teststrahlen pro Grad vom Quellpunkt ausgesandt werden.

e Maximal Strahllinge ryax in m:
Maximale Lénge des Strahls basierend auf den Abbruchbedingungen aus Absatz 6.1.3.

e Maximale Anzahl duplizierender Kanten I' (einheitenlos):
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Maximale Anzahl an Kanten, an denen fiir einen Strahl Reflexion und Transmission
auftritt. Dieser Wert ist ebenfalls durch die Abbruchbedingungen aus Absatz 6.1.3
gegeben.

e GroBe des Zielgebietes Ay in mm?:

Dieser Wert ist durch die Grundfliche des Sensors gegeben.

Nach abgeschlossener Strahlverfolgung liefert der Raytracer die Menge aller gefundenen Strahlen
mit ihrem individuellen Verlauf. Aus dieser Strahlenmenge kénnen fiir die Analyse wichtige
Kriterien bestimmt werden:

e Gesamtanzahl der gefundenen Strahlen n,ays (einheitenlos).
e Index des jeweiligen Strahls nach der Lingensortierung i (einheitenlos).
e Gesamtlinge des jeweiligen Strahls r; im m.

Die Winkeldiskretisierung A der ausgesandten Strahlen kann nicht aus physikalischen Uber-
legungen gewonnen werden, bestimmt aber wesentlich die Giite der Simulation. Wird der
Parameter klein gewihlt (wenige ausgesandte Strahlen), werden u. U. nicht alle relevanten
Strahlen gefunden und folglich die Wellenausbreitung nur unzureichend abgebildet. Bei einem
groflen Wert fiir die maximale Anzahl der duplizierenden Kanten I' ergibt sich ein zu hoher
Aufwand fiir die Strahlverfolgung und die Rechenzeit steigt.

Die Unterbodenstruktur im Bereich des Tunnels eines Fahrzeugs der Mittelklasse ist bereits
aus Abb. 7.1 a) bekannt. Dieses Bauteil wird als Hutprofil, bestehend aus fiinf Elementen,
modelliert. Die Abmessungen orientieren sich an einer originalen Fahrzeugstruktur und sind in
Abb. 7.3 angegeben. Auf Basis dieses Tunnelmodells wird das Strahlenverfahren nachfolgend
fiir eine einfache dreidimensionale Struktur mit realem Bezug erprobt.

Abbildung 7.3.: Abmessungen Tunnelmodell (Angabe in mm, Wandstérke 1,5 mm, aus Stahl)

Die Abhéngigkeit des Verfahrens von der Winkeldiskretisierung A wird mithilfe einer Parame-
tervariation untersucht. Das Strahlenverfahren wird mit 360 Teststrahlen (A = 1/°) gestartet.
Anschlielend wird durch Hinzunahme einzelner Strahlen die Diskretisierung kontinuierlich
verfeinert. Alle Strahlen werden immer gleichmé&fig fiir eine ganze Rotation um den Quellpunkt
verteilt. Bei einer Gesamtsumme von 36000 Strahlen (A = 100/°) wird die Studie abgebrochen.
Bei gegebenen Abbruchbedingungen (rp.x = konst. sowie I' = konst.) und gleichbleibender
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1000 Parameterstudie —
Mittelwert
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Winkeldiskretisierung A [1/°]

Abbildung 7.4.: Einfluss der Winkeldiskretisierung A auf die Anzahl der Strahlen nays
(Parameter: . = 10 m, I' = 6, Az = 6x6 mm?)

GroBe des Zielgebietes (Az = konst.) muss die Anzahl der gefundenen Strahlen begrenzt sein.
Aus diesem Grund wird als Beurteilungsgrofie die gesamte Anzahl an gefundenen Strahlen
Nrays herangezogen. Das Diagramm in Abb. 7.4 zeigt n,ays als Punktewolke iiber der Win-
keldiskretisierung. In einem gleitenden Fenster der Breite A = 2/° wird der arithmetische
Mittelwert und die Standardabweichung hiervon berechnet. Mit zunehmender Verfeinerung der
Winkeldiskretisierung werden mehr Strahlen gefunden. Im Fall des Tunnelmodells tritt eine
Sattigung der maximalen Strahlenanzahl ab ca. A = 25/° auf. Ab diesem Punkt werden im
Mittel 1442 Strahlen mit einer Standardabweichung von 6,9 Strahlen ermittelt. Die Grenze, ab
der die Sattigung auftritt, hingt vom Modell selbst und von den Parametern ryay, I' und Az ab.
In diesem Beispiel ist die maximale Liange auf 10 m und die Anzahl der duplizierenden Kanten
auf 6 begrenzt. Die Grofle des Zielgebietes ist mit 6x6 mm? entsprechend der Sensorgrundfliche
festgelegt.

Die Verteilung der Strahllingen gibt Aufschluss iiber das Verhalten der Losungen vor der
Séttigung. Fiir finf ausgewihlte Diskretisierungen (A = 1/°, 5/°, 10/°, 20/° und 50/°) sind in
Abb. 7.5 die Strahllingen r; der jeweiligen Strahlen i der Lénge nach sortiert dargestellt. Der
kiirzeste und somit erste Strahl ist fiir jede A-Stufe identisch. Die jeweiligen letzten Strahlen
haben immer eine Linge von ca. 9 m, sind aber nicht exakt gleich. Im Bereich von ca. 2 bis

10 T T
E 8 [J;_r———r—
< :
g, 3 A=
:, |
= —— A= 10/°
Z ——— A=20/° ]

—— A =50/°
0 i i
0 500 1000 1500

Index 7 []

Abbildung 7.5.: Einfluss der Winkeldiskretisierung A auf die Strahllangenverteilung r;
(Parameter: rpa = 10 m, I' = 6, Az = 6x6 mm?)
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4 m und 6 bis 8 m weisen alle Diskretisierungen gréfere Spriinge auf. Diese Ahnlichkeit liisst
auf eine Abhéngigkeit des Modells schliefen. Auflerhalb dieser Bereiche sind die fehlenden
Strahlen der kleinen Winkeldiskretisierungen in etwa gleich verteilt. Die Lange des Strahls
hingt direkt damit zusammen, zu welchem Zeitpunkt der jeweilige Strahl Einfluss auf das
Sensorsignal durch die Berechnung nimmt. Da es bereits bei kurzen Strahllangen Unterschiede
gibt, ist fiir den frithen Signalverlauf (¢ < 10 ms) im Sensorsignal bei geringen Werten von A
mit Unterschieden im Vergleich zu A > 25/° zu rechnen. Winkeldiskretisierungen, die nicht in
der Sittigung liegen, konnen fiir alle Strahlenlingen Fehler! ergeben.

Um den Einfluss der Zielkoordinaten zu untersuchen, wird ausgehend von der exakten
Zielposition eine Variation auf einem Kreis mit dem Radius r durchgefiihrt (s. Abb. 7.6 links).
Fiir die Untersuchung werden Radien mit » = 10 mm, 7 = 15 mm, r = 20 mm und r = 30 mm
gewihlt. Eine mafistabsgetreue Darstellung der Variationen um die originale Zielposition ist in
Abb. 7.6 (rechts) gegeben. Die Parameter dieser Studie sind rmax = 10 m, A = 100/°, I" = 6

und Az = 6x6 mm?.
40
._;.Pos. 3 _ ‘ | n |
Pos. 4-_.7" | ~._,-Pos. 2 g 20 - ol
I./' (N \. y /‘I \\ -g ‘ |
Pos.5 ; “~ L7 i Pos.1 = 0 AL M CER
" s x ! E @@%%
\\ /,/ | \,\ .I >| _20 B 7 E )
PR s S
Pos. 67 '~._ ; _.."~Pos.8 40
Pos. 7 10 —20 0 0 40

z-Variation [mm)]

Abbildung 7.6.: Variation der Zielposition fiir das Tunnelmodell (links), mafistabsgetreue Dar-
stellung der Zielflichen mit Az = 6x6 mm? (rechts) (Legende: — Original,
—r =10 mm, — r = 15 mm, — r = 20 mm, — 7 = 30 mm)

Da das Tunnelmodell mit Beriicksichtigung des Anregungspunktes symmetrisch aufgebaut ist,
ergeben sich fiir die Paare Pos. 2/Pos. 8, Pos. 3/Pos. 7 und Pos. 4/Pos. 6 identische Losungen.
Folglich wird nur der obere Halbkreis betrachtet. In Abb. 7.7 sind fiir einen Kreisradius
von 7 = 10 mm die simulierten Signale in Form der Einhiillende mit der Messung an der
Originalposition verglichen. Die Positionierungen 1, 2 und 5 zeigen geringfiigige Anderungen der
Signalform am Maximum des ersten Signalanstiegs im Gegensatz zu den Positionen 3 und 4 die
in ihrer Maximalamplitude unter der Messung bleiben. Anders als bei den {ibrigen Platzierungen
ergibt sich fiir Pos. 3 ein leicht iiberhohter zweiter Signalanstieg. Die Vergleiche fiir » = 15 mm,
r = 20 mm und r = 30 mm sind dem Anhang F zu entnehmen. Diese grofieren Radien lassen
ein vergleichbares Verhalten erkennen. Bei Pos. 4 und r = 20 mm zeigt die Simulation die
geringste Amplitude aller Variationen. Fiir den Kreisradius 7 = 30 mm bei Pos. 1 ergibt sich
eine leichte Uberbewertung der Amplitude und eine minimale Abweichung in der Signalform
bei geringer Amplitude kann bei Pos. 2 und 3 beobachtet werden. Das Strahlenverfahren ist in
der Zielpositionierung bis zu +30 mm damit ausreichend robust.

Mit dem Beamtraycing-Verfahren kénnen prinzipiell diese Fehler ausgeschlossen werden [40,41]. Die Wel-
lenausbreitung wird dazu nicht mit einzelnen Strahlen sondern mit Korridoren reprasentiert. Allerdings ist
dieses Verfahren genau wie die Methode der Spiegelquellen (Absatz 6.1.1) schwierig auf komplexe Strukturen
anwendbar und numerisch sehr aufwéndig [201]. Das reine Raytracing ist daher oftmals die bessere Wahl [201].
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Abbildung 7.7.: Vergleich zwischen Messung und Simulation fiir Kreisradius » = 10 mm
(Legende: — Messung Originalpositon, — Variation der Simulation)

7.3. Optimierung

Die Abbruchbedingungen aus Absatz 6.1.3 stellen die Grundlage fiir eine rechnerische
Umsetzung dar. Mit ihnen ist es moglich nach einer endlichen Zeit die Strahlverfolgung
terminieren zu lassen. Die Abschitzung der Rechenzeit aus Abschnitt 6.4 ergibt fiir das
Strahlenverfahren eine Zeitkomplexitét von C’)(AQF). Je kleiner der Wert fiir I' gewéhlt wird,
desto geringer ist der numerische Aufwand. Aus diesem Grund ist es sinnvoll zwischen Kanten, an
denen Reflexion und Transmission, und Kanten an denen entweder Reflexion oder Transmission
auftritt, zu unterscheiden. Im ersten Fall muss der Strahl dupliziert und der Zahler fiir I’
um Eins nach oben gesetzt werden. Im letzten Fall ist keine Duplikation erforderlich und ein
exponentieller Anstieg der Rechenzeit wird vermieden.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann der Aufwand der Strahlverfolgung unter Beachtung
der Symmetrieeigenschaften des Modells reduziert werden. Ist das Modell absolut symmetrisch
zu einer Spiegelebene (Geometrie- und Elementeigenschaften) und liegen der Quell- und
Zielpunkt auf dieser Ebene, kann die Strahlverfolgung auf einen Halbkreis reduziert werden
(s. Abb. 7.8 a)) [116,117]. Es ist zu beachten, dass der 0°- und 180°-Strahl verfolgt werden
muss. In der anschlieBenden Berechnung des Zeitsignals (Absatz 6.1.4) sind die Amplituden
aller Strahlen mit dem Faktor 2 zu multiplizieren. Davon ausgenommen ist nur der 0°- und
180°-Strahl.

Eine weitere Moglichkeit zur Optimierung des Verfahrens stellt der Einsatz von Parallelrech-
nern dar. Dadurch kann eine wesentlich héhere Rechenleistung ausgenutzt werden als dies durch
sequenzielle Rechner moglich wire [160]. Seit dem Jahr 2007 werden bereits herkémmliche
Desktop-PCs mit Prozessoren ausgestattet, auf denen sich zwei oder vier Prozessorkerne be-
finden [161]. Zukiinftige Hardware-Entwicklungen werden diesen Trend nach mehr paralleler
Rechenkapazitit fortsetzen, sodass fiir das Jahr 2015 von 128 integrierten Prozessorkernen auf
einem Prozessor ausgegangen wird [17,161]. Fiir eine rechnerische Umsetzung miissen die zu
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Duplikation Rotation

Abbildung 7.8.: Optimierung der Strahlverfolgung: a) Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften,
b) Duplikation der Strahlen, c) Rotation der Strahlen (parallelisierbar)

parallelisierenden Anweisungen kausal von einander unabhéingig sein [11]. Diese Unabhéngigkeit
ist fiir die Duplikation der Strahlen (s. Abb. 7.8 b)) nicht gegeben, da die nachfolgenden Strahlen
vom Ergebnis des vorangegangenen Verlaufs abhéngen [120]. Die in Abb. 7.8 c¢) dargestellte
Rotation der Strahlen ist hingegen vollsténdig parallelisierbar, da zwei benachbarte Teststrahlen
nicht voneinander abhéngen [120]. Mit OpenMP ist ein offener Programmierstandard verfiigbar,
um fiir die sehr hardwarenahen Programmiersprachen C/C++ parallelisierte Programme zu
erstellen [17,68,80,120,199]. Aus diesem Grund wird fiir die Umsetzung des Raytracers diese
Kombination aus C++ und OpenMP gewihlt.

Die notwendigen Rechenzeiten der Strahlverfolgung fiir das Tunnelmodell ohne Ausnutzung
der Symmetrie sind in Abhéngigkeit der Parameter Winkeldiskretisierung A und Anzahl der
duplizierenden Kanten I' in Abb. 7.9 dargestellt. Die Werte fiir die maximale Strahlenlénge und
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Abbildung 7.9.: Rechenzeiten der Strahlverfolgung bei paralleler (par) und sequenzieller (seq)
Programmierung fiir das Tunnelmodell (Verwendetes System: DELL® PRECI-
SION™T3500, ein Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz), 6,0 GB Arbeitsspeicher
und Microsoft® Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem )

die GroBe des Zielgebiets sind mit 7max = 10 m und Ay = 6x6 mm? fest vorgegeben. Die An-
gabe der Rechenzeiten beziehen sich auf ein DELL® PRECISION™T3500 System, ausgestattet
mit einem Intel® Xeon® W3520 Prozessor (Taktrate 2,67 GHz), 6,0 GB Arbeitsspeicher und
einem Microsoft® Windows® 7 Enterprise Betriebssystem (64 Bit). Die unter Ausnutzung der
parallelen Programmierung (,par®) erreichbaren Zeiten sind in Abb. 7.9 in blauer Farbe darge-
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stellt. Im Vergleich zu einer sequenziellen Abarbeitung (,,seq®, rote Farbe) der Strahlverfolgung
ist mit dem verwendeten System!' eine Zeitersparnis von etwa 75 % zu erreichen. Unabhiingig
von der verwendeten Programmierung steigt die Rechenzeit mit der Anzahl an duplizierenden
Kanten exponentiel an. Dieser Parameter sollte daher nicht grofler als unbedingt nétig gewéhlt
werden (Absatz 6.1.3). Im Gegensatz dazu weist die Winkeldiskretisierung lediglich einen
linearen Einfluss auf die Rechenzeit auf.

Auch eine Parallelisierung der Signalberechnung nach Absatz 6.1.4 ist moglich. Auf Basis
des Eingangssignals erfolgt die Berechnung je Strahl separat. Die Prozessorkerne arbeiten
dazu unabhéngig von einander die Strahlen ab. Die Superposition erfolgt je Kern getrennt
und wird in einer temporéiren Variable abgelegt. Nachdem jeder Strahl simuliert ist, werden
die temporéren Variablen addiert und in den Zeitbereich zuriicktransformiert (Anhang D).
Lediglich die letzten beiden Operationen sind nicht parallelisierbar.

7.4. Simulationsprozess

Die Berechnung der Korperschallausbreitung unterteilt sich in verschiedene Arbeitsschritte,
deren Abfolge in einem Berechnungsprozess definiert ist. Dieser Prozess ist im nachfolgenden
Ablaufschema in Abb. 7.10 dargestellt.

1. CAD-Modell

2. Raytracer

\ 4

3a. Visualisierung
der Strahlen

\ 4

3b. Signalberechnung
mit 1-D-TLM

A\ A 4

Eingangssignal

A 4

Ausgangssignal

3 Schnittstelle: offenes Protokoll
= (Geometrieinformation
= Signalinformation

Abbildung 7.10.: Simulationsprozess zur Berechnung der Korperschallausbreitung

Die Konstruktion von Bauteilen erfolgt im modernen Produktentstehungsprozess mithilfe
von Computer-Aided-Design (CAD) Programmen [135]. Dadurch kénnen beliebig geformte

Der Prozessor Intel® Xeon® W3520 besitzt vier unabhéngige Prozessorkerne. Details sind der Produktspezifi-
kation zu entnehmen: http://ark.intel.com/products/39718/. Letzter Zugriff: 30.12.2011
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Strukturen modelliert werden. Oftmals sind die CAD-Modelle bereits verfiigbar und miissen fiir
die Simulation lediglich geometrisch aufbereitet und mit physikalischen Eigenschaften versehen
werden [135]. Fiir die Korperschallausbreitung ist ein geometrisch grob aufgeléstes Modell
notwendig. Aufgrund des auf geraden Strahlen basierenden Verfahrens und des Beugungseffektes
diirfen kleine Storungen nicht modelliert werden (Blockadewirkung, Abschnitt 7.5).

Aus diesem CAD-Modell wird im weiteren Verlauf das Modell der Strahlverfolgung abgeleitet,
das dem Raytracer mithilfe eines offenen Protokolls zur Verfiigung gestellt wird. Hier sind
samtliche Informationen zur Geometrie des Bauteils mit den Quell- und Zielpunkten der
Strahlverfolgung sowie den Reflexions- und Transmissionsbedingungen an den Kanten enthalten.
Anschliefend werden die Parameter (A, ryax, I’ und Ay) fiir den Raytracer festgelegt, womit
dieser gestartet werden kann.

Ist die Strahlverfolgung abgeschlossen, stellt der Raytracer erneut iiber das offene Protokoll
die gefundenen Strahlen bereit. Zur Uberpriifung der Ergebnisse konnen diese zuniichst grafisch
dargestellt werden. Zusammen mit dem Eingangssignal am Quellpunkt und den Strahlen erfolgt
die Berechnung des Sensorsignals am Zielpunkt.

Dieser Ablauf kann in den bestehenden Entwicklungsprozess integriert werden. Aufgrund der
Tatsache, dass nur die wesentlichen Bauteile modelliert werden miissen, kann die Simulation
der Korperschallausbreitung bereits in der frithen Phase der Produktentwicklung erfolgen.

7.5. Anwendung

Die Simulation der Korperschallausbreitung eines breitbandigen Impulssignals durch die
Karosserie eines Fahrzeugs der Mittelklasse wird nach dem oben beschriebenen Prozess durch-
gefithrt. Aufgrund fehlender CAD-Daten wird die Geometrie des realen Fahrzeugs messtechnisch
erfasst und anschlieflend virtuell nachgebildet (s. Abb. 7.11). Bei der Modellierung diirfen

Quelle (Q) Aussparung
Ganghebel

Quelle
Raytracer (QR)

Abbildung 7.11.: Gesamtfahrzeugmodell fiir ein Automobil der Mittelklasse zur Simulation der
Korperschallausbreitung

kleine Diskontinuitéiten (Bohrungen, Stanzungen, Schweifibolzen, u. s. w.) nicht beriicksichtigt
werden. Sie wiirden den Strahl reflektieren und ein uniiberwindbares Hindernis fiir die Welle
in der Simulation bedeuten (Blockadewirkung). In der Realitéit beugt sich die Welle jedoch
um diese Barrieren und setzt ihre Ausbreitung nahezu ungehindert fort. Als Anhaltswert fiir
die Entstehung nennenswerter Schattenrdume (Abschnitt 3.6) muss die Wellenldnge kleiner
als das Objekt sein [44]. Im Wesentlichen besteht die modellierte Struktur aus Stahlblech
mit einer Dicke von 1,0 mm. Fiir einen Frequenzbereich von 5 bis 20 kHz ergeben sich damit
Wellenléngen von 22 bis 44 mm (Tabelle 6.1). Fast alle Aussparungen der Fahrzeugkarosse
sind von ihren Abmessungen kleiner als 22 mm und diirfen folglich nicht modelliert werden.
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7. Simulation rdumlich diinnwandiger Strukturen

Einzig die Offnung fiir den Ganghebel ist viel grofer als die groBte Wellenlinge und wird in
das Modell mit aufgenommen.

Die Anregung des Gesamtfahrzeugs im Frontalcrash erfolgt am Langstréager an der Quelle
Q (s. Abb. 7.10). Die Ausbreitung iiber die Balkenstruktur bis zum Punkt QR wird mithilfe
der eindimensionalen Transmission-Line-Methode (TLM) berechnet. Der Raytracer ermittelt
anschlieend von diesem Punkt den zweidimensionalen Strahlverlauf bis zum Ziel Z. Dieses
Modell ist wesentlich komplexer als das Tunnelmodell aus Abschnitt 7.2. In einer weiteren
Parameterstudie wird iiberpriift, ob die Anzahl der Strahlen hier ebenfalls nach oben be-
grenzt ist. Abbildung 7.12 zeigt die Anzahl der gefundenen Strahlen n,.ys in Abhéngigkeit

r=7 I'=8 '=9 r=10
10 ‘ 10 ‘ 10 10
) ) ) ) ?
= s = s =~ s | s
4 4 ¢ | ——— %
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0 0 0 0
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A [10%/°] A [10%/°] A [10%/°] A [10%/°]

Abbildung 7.12.: Parameterstudie fiir das Gesamtfahrzeugmodell (A7 = 6x6 mm?)
(Legende: — rpax = 5 m, — rpax = 10 m, — Tpax = 15 m, — rpax = 20 m)

der Winkeldiskretisierung A, der maximalen Anzahl an duplizierenden Kanten I' und der
maximalen Strahllinge ryax. Fiir eine Winkeldiskretisierung A > 500/° ist bei den gegebenen
Parametern in jedem Fall die Sattigung erreicht. Dadurch ist sichergestellt, dass alle relevanten
Strahlen ermittelt werden. Die Verldufe durch die Struktur einiger exemplarischer Strahlen
der Studie mit den Ubergabewerten A = 500/°, T' = 9, rmax = 10 m sowie Az = 6x6 mm?
sind in Abb. 7.13 dargestellt. Dieser Datensatz (alle Strahlen) wird fiir die Berechnung der
Korperschallausbreitung nach Absatz 6.1.4 verwendet.

r1 =134 m
ry =1.72 m
rs = 1.79 m

Abbildung 7.13.: Exemplarischer Verlauf fiir drei Strahlen durch die Gesamtfahrzeugstruktur
(Parameter: A = 500/°, T' = 9, rpax = 10 m und Az = 6x6 mm?)

Die Plattenclemente sind aus Stahl mit einer mittleren Dicke von 1,0 mm. Fiir die Ubergiinge
miissen die Reflexions- bzw. Transmissionsfaktoren beriicksichtigt werden. Die Bewertung
der Relevanz von Biegeradius und -winkel erfolgt nach Abschnitt 4.5. Viele Verbindungen,
bspw. vom Unterboden zum Schweller oder zu den Sitzquertréigern, besitzen einen sehr kleinen
Biegeradius und werden deshalb als eine rechtwinklige Plattenverbindung nach (3.13) bzw.
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7. Simulation rdumlich diinnwandiger Strukturen

(3.14) modelliert. Die restlichen Uberginge werden aufgrund ihrer grofien Biegeradien mit einer
hundertprozentigen Transmission angenommen. Freie Kanten, wie die Modellgrenzen oder die
Aussparung fiir den Ganghebel, gestatten ausschlielich eine Reflexion der Welle.

Verwolbte Elemente diirfen bei der Modellerstellung nicht verwendet werden. Bereiche die
aus windschiefen Kanten bestehen wiirden, miissen aus diesem Grund in mehrere Elemente
unterteilt werden. Die dadurch zusédtzlich entstehenden Kanten sind in der Realitét nicht
vorhanden und folglich reflektieren sie die Strahlen nicht. Der Raytracer beriicksichtigt dies,
indem an diesen Kanten der Transmissionsfaktor T' = 1 gesetzt wird. Es wird kein duplizierter
Strahl fiir die Reflexion erzeugt.

Als Eingangsdaten fiir die Berechnung wird ein real gemessener Schlag mit einem Mo-
dalhammer verwendet. Der aufgezeichnete Kraftverlauf ist in Abb. 7.14 dargestellt. Um ein
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Abbildung 7.14.: Gemessener Kraftverlauf eines Modalhammerschlages (links) und das daraus
berechnete Eingangssignal fiir die Ausbreitungssimulation (rechts)

entsprechendes Eingangssignal der Beschleunigung fiir die Berechnung zu erhalten, wird das
Signal anschliefend nach der Zeitvariablen abgeleitet und durch die Impedanz des Quellpunktes
Q geteilt. Die Bestimmung der Impedanz erfolgt durch die messtechnische Erfassung der
Beschleunigung in der Nihe der Anregestelle. Ist die Messposition direkt gegeniiber der Ham-
meranregung nicht zuginglich, kann auch an etwas entfernteren Orten der Sensor platziert
werden. Die ermittelte Amplitude ist in diesem Fall aufgrund der Amplitudenabnahme mit der
entwickelten Nidherung (4.3) zu korrigieren. Da die Entfernungen i. d. R. sehr kurz sind, kann
die asymptotische Approximation nicht verwendet werden. Weiterhin ist zu beachten, dass im
Beschleunigungssignal keine Reflexionen von den Réndern enthalten sein diirfen. Die Impedanz
wird mithilfe von (2.1) und (2.2) bestimmt.

Auf Basis der ermittelten Strahlen, der Modellparameter und des Eingangssignals erfolgt die
Berechnung des Ausgangssignals fiir das Ziel (Absatz 6.1.4). Die Ergebnisse sind in Abb. 7.15
fiir das Rohsignal (Tiefpassfilterung bei 20 kHz) der Kérperschallschwingung dargestellt und

2 T T T T T T T T T

Zeit t [ms]

Abbildung 7.15.: Vergleich der Rohsignale (Tiefpassfilterung bei 20 kHz) aus Messung (meas)
und Simulation (sim) fiir das in Abb. 7.11 dargestellte Modell
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jeweils mit real gemessenen Daten verglichen. Es zeigt sich fiir das Zielsignal eine prinzipielle
Ubereinstimmung der Signalverliufe. Einzig das erste Kérperschallsignal bei 1,5 ms der Messung
kann die Simulation nicht nachbilden. Dies ist auf die Modellierung der Struktur zuriickzufiihren.
Das Messsignal kann hier nicht als Longitudinalwelle (L-Welle) interpretiert werden, da diese
Wellenart aufgrund ihrer hohen Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir den kiirzesten Strahl im
Zeitbereich bis 0,5 ms zu suchen ist. Ein entsprechendes Signal der L-Welle ist in der Messung

nicht zu erkennen.
In Abb. 7.16 sind die beiden Signale im Frequenzbereich dargestellt. Analysiert wird jeweils

004 T T T T T T T T
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op sim
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Abbildung 7.16.: Vergleich der Signale im Frequenzbereich aus Messung (meas) und Simulation
(sim) fiir das in Abb. 7.11 dargestellte Modell

der mit einem Hanning-Fenster [148, 151] aufbereitete Zeitbereich von 0 < ¢ < 20 ms. Die
Kurvenverldufe sind mit einem gleitenden Mittelwert, Fensterbreite 0,5 kHz, gegliattet. Der
spektrale Charakter der Messung wird sehr gut durch die Simulation abgebildet. Einzig
die Uberhshung bei ca. 12 kHz wird unterschiitzt. Im Bereich von ca. 16,5 bis 17,5 kHz
liefert die Berechnung eine hohere Amplitude. Diese geringen Abweichungen kénnen durch
die Tatsache erklirt werden, dass wihrend der Messung in der Nihe der Sensorposition das
Airbag-Steuergerdt (ECU) montiert ist. Dieses wird im Modell jedoch nicht beriicksichtigt.
Fiir die endgiiltige Bewertung der Simulation wird die Einhiillende des Korperschallsignals
aus Abschnitt 1.3 herangezogen (s. Abb. 7.17). Die beiden diinn gezeichneten Kurvenverldufe
im Diagramm der Einhiillenden reprisentieren fiir das Messsignal ein Streuband von £ 15 %
basierend auf dem aktuellen Messwert. Die Simulationsergebnisse liegen fast immer innerhalb
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Abbildung 7.17.: Vergleich der Einhiillenden aus Messung (meas) und Simulation (sim) fiir das
in Abb. 7.11 dargestellte Modell (—— Streuband + 15 %)
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dieses Fensters. Nur vereinzelt wird dieses Band fiir kurze Zeit leicht iiber- bzw. unterschritten.
Vor allem der erste Signalanstieg bei 3 bis 6 ms wird gut nachgebildet. Ebenfalls wird das
Abklingen des Signals bis 20 ms ausreichend genau approximiert. Bei detailierter Betrachtung
ist generell eine leichte Uberhéhung der Simulation im Vergleich zur Messung im Bereich von
7 bis 16 ms festzustellen. Dies kann aus der Tatsache resultieren, dass im Simulationsmodell
angrenzende Bauteile, wie z. B. die Riickbank, nicht beriicksichtigt sind. In der Realitat wird
sich die Welle mit fortschreitender Zeit darin ausbreiten, wihrend sie in der Berechnung am
Rand reflektiert und damit wieder in Richtung des Ziels gelenkt wird.

Die Rechenzeit auf dem verwendeten System!® betréigt mit den Parametern A = 500/°, T = 9,
rmax = 10 m und Az = 6x6 mm? fiir die Strahlverfolgung ca. 41 Minuten?. Die AnschlieBende
TLM-Simulation zur Bestimmung des Zielsignals auf der Basis aller ermittelten Strahlen, in
diesem Fall 3090 Strahlen, benotigt auf dem selben System ca. 29 s. Das berechnete Signal
besteht dabei aus 32768 diskreten Zeitpunkten mit einer Abtastfrequenz von 204800 Hz.

- Die Simulation der hochfrequenten Koérperschallausbreitung fiir transiente Zeitereig-
nisse in komplexen Strukturen bzw. Fahrzeugkarossen ist durch die Anwendung des
Strahlenverfahrens damit in effektiver Weise moglich.

- Die gute Ubereinstimmung der Simulation mit am Fahrzeug gemessenen Signalen wird
ausschlieflich durch die Modellierung der B-Welle auf Balken und Platten erreicht.
An die Struktur angebundene Bauteile, wie Motor, Getriebe, Fahrwerk, Bestuhlung,
Innenraumverkleidung oder Dédmmmatten sind nicht in der Simulation beriicksichtigt.

-> Weiterhin ist die Tatsache zu erwéhnen, dass unter Vernachlédssigung aller Details, die
kleiner als die Wellenlédnge sind, der Aufwand in der Modellerstellung extrem reduziert
wird. Die Berechnung kann dadurch bereits in der Konzeptphase angewendet werden und
folglich ist eine Bewertung der Struktur frith im Entwicklungsprozess moglich.

'DELL® PRECISION™T3500, ein Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz) Prozessor, 6,0 GB Arbeitsspeicher und
Microsoft® Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem

2Die Séttigung tritt bei den gewdhlten Werten der Parameter T', 7max und Az bereits fiir Winkeldiskretisierungen
A > 100/° auf. Damit wire eine Rechenzeit von ca. 8 Minuten bereits ausreichend.

132



8. Schlussbetrachtung

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die Forschungsergebnisse zusammengefasst. Dabei sind
die mit dieser Arbeit neu hergeleitete Theorien, durchgefiihrte Analysen und entwickelte bzw.
erginzte Methoden durch Punkte (o) markiert. Die dadurch gewonnenen Erkenntnisse sind
mithilfe der Pfeil-Markierung (=) hervorgehoben.

Anschlieend werden weitere Einsatzmoglichkeiten des Strahlenverfahrens diskutiert. Obwohl
das Pfad- und Wellenverfahren letztlich nicht fiir die Simulation der Fahrzeugstruktur verwendet
werden, haben sie dennoch ihre Berechtigung. Entsprechende Einsatzgebiete werden genannt.

Das Strahlenverfahren kann prinzipiell auch dazu verwendet werden, auf die Anregung
zuriickzurechnen. Fine mogliche Vorgehensweise wird im Ausblick dargestellt.

8.1. Zusammenfassung

Mit der Strategie, das Fahrzeug bis zur geforderten Ziindzeit (RTTF) in eine Entstehungs-
und Ausbreitungszone zu unterteilen (Abschnitt 1.2), kann fiir letztere eine Ausbreitungssimula-
tion der diinnwandigen Struktur auf Basis der Elastizitdtstheorie (Abschnitt 2.2) durchgefiihrt
werden. Die Wellenausbreitung erfolgt in Bauteilen die als ein- oder zweidimensionale Trag-
werkselemente beschrieben werden kénnen. Die dazu notwendigen Modelle fiir die Elemente
Stab, Scheibe, Balken und Platte sind in Abschnitt 2.3 mit einheitlicher Nomenklatur zusam-
mengefasst.

e Fiir das Scheibenelement wird ein allgemeiner Ansatz verwendet, welcher auf die Wellen-
gleichung der Scheibe (2.59) aus Absatz 2.3.2 bzw. Anhang A fiihrt.

-> Damit ergeben sich aus einem Ansatz die beiden Losungen der Longitudinalwelle (L-Welle)
und Transversalwelle (T-Welle).

Die Modellierung des Balkens erfolgt mit den Theorien nach Euler-Bernoulli, Bresse-Timoshenko
und Levinson. Aus der Literatur ist ein weiteres Balkenmodell nach Rayleigh bekannt, dass
zusétzlich zu Euler-Bernoulli die Rotationstrigheit beriicksichtigt. Dieses Modell ergibt sich
auch, wenn bei Bresse-Timoshenko der Schubeinfluss vernachléssigt wird. Der Rayleigh-Balken
liegt in seinem Modellierungsgrad demnach zwischen Euler-Bernoulli und Bresse-Timoshenko.

e In Analogie zu Rayleigh kann die Bresse-Timoshenko-Theorie derart abgewandelt werden,
dass der Rotationseinfluss nicht beriicksichtigt wird. Die erhaltene Schub-Lésung (2.106)
aus Absatz 2.3.3.4 bzw. Anhang B.3.1 kann damit auch als eine um den Schubeinfluss
erweiterte Euler-Bernoulli-Theorie gelten.

= Ein anschlieffender Vergleich mit der Rayleigh- und Bresse-Timoshenko-Theorie in Ab-
satz 2.3.3.4 bzw. Anhang B.3.2 zeigt, dass der Fehler der Wellenzahl' der Schub-Loésung
gegeniiber der Bresse-Timoshenko-Theorie fiir hthere Frequenzen? um ein Vielfaches

'Die aus der Wellengleichung (2.106) erhaltene Wellenzahl (2.107) ist bereits aus [110] bekannt.
2In Anhang B.3.2 wird ein Frequenzbereich von 0 bis 2 MHz betrachtet. Fiir kleine Frequenzen unterscheiden
sich die Modelle nach Bresse-Timoshenko, Rayleigh, Euler-Bernoulli sowie die Schub-Lésung kaum.
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kleiner als der Fehler zwischen Rayleigh und Bresse-Timoshenko ist. Fiir herkémmliche
Materialen und Querschnitte kann nachgewiesen werden, dass die Schub-Lésung immer
ndher am Bresse-Timoshenko-Modell als am Rayleigh-Modell liegt und somit die bessere
Approximation fiir Bresse-Timoshenko darstellt.

Die Simulation kann vereinfacht werden, wenn sich fiir die Korperschallausbreitung eine
Wellenart als dominant herausstellt. Unter diesen Umsténden kénnen die restlichen Wellentypen
vernachléssigt werden. In Abschnitt 4.1 wird anhand

e der Rayleigh-Lamb-Theorie zur Beschreibung von Plattenwellen (Absatz 4.1.1),
e ciner Differenzmessung an Platten- und Fahrzeugstrukturen (Absatz 4.1.2) sowie
e ciner Fourieranalyse der Dispersionseigenschaft (Absatz 4.1.3) die
- Dominanz der Biegewelle (B-Welle) fiir die Ausbreitung in Fahrzeugstrukturen bestétigt.
Bezogen auf die relevanten Strukturen im Fahrzeugbau werden die aus Abschnitt 2.3
e verfiighbaren Modellierungen der B-Welle in Abschnitt 4.2 verglichen.

= Es zeigt sich, dass fiir eine maximale Frequenz von 20 kHz die Beschreibung durch die
Euler-Bernoulli- bzw. Kirchhoff-Theorie ausreichend genau ist.

Vor allem im Bereich des Fahrzeugtunnels und -unterbodens besteht die Struktur aus zweidi-
mensionalen Elementen.

e Aus diesem Grund wird in Abschnitt 4.3 der Einfluss einer flachigen Ausbreitung der
B-Welle auf Platten mithilfe der Finite-Differenzen-Methode (FDM) diskutiert.

- Dieser kann nicht vernachléssigt werden, da bei eindimensionaler Modellierung flichiger
Bauteile die seitlichen Reflexionen nicht zu erfassen sind und damit Fehler entstehen.

Durch die flichige Ausbreitung ist auch der Effekt der Amplitudenabnahme zu beriicksichtigen.
Die asymptotische Naherung (3.35) strebt fiir kleine Entfernungen gegen Unendlich. Um die
aufwindige Losung auf Basis der Hankelfunktionen zu vermeiden, erfolgt in Abschnitt 4.4

e cine Erweiterung der asymptotischen Niherung mit einer angelegten Tangente (4.3).

= Die Beschreibung kurzer Verbindungsléingen im Wellenverfahren oder eine evtl. Anpassung
der Impedanz fiir das Eingangssignal beim Strahlenverfahren sind damit einfach moglich.

Die aus der Literatur bekannten Reflexions- und Transmissionsfaktoren fiir Balken- und
Plattenverbindungen miissen erweitert werden. Auf Basis bekannter Beziehungen wird fiir

e cinen gekriimmten Balken eine analytische Parameterstudie durchgefiihrt (Absatz 4.5.1).

e Weiterhin wird mit der Finite-Elemente-Methode (FEM) eine Methode beschrieben, die
fiir beliebige Ubergénge die Faktoren bestimmen kann (Absatz 4.5.2).

- Damit konnen die fiir Fahrzeugstrukturen relevanten Reflexions- und Transmissions-
faktoren abgeschétzt werden. Demnach wird fiir grole Biegeradien (R > 40 mm) ein
Transmissionsfaktor von 7' = 1 angesetzt. Fiir kleine Radien (R < 4 mm) néhern sich die
Faktoren jenen der scharfkantigen Ecke an.
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In Kapitel 5 erfolgt eine Bewertung bestehender Verfahren auf ihre Anwendbarkeit zur
Simulation hochfrequenter Korperschallausbreitung. Neben den beschriebenen Verfahren FEM,
Statistische-Energie-Analyse (SEA) und Spektrale-Elemente-Methode (SEM) zeigen auch

e die Finite-Differenzen-Methode (FDM) (Abschnitt 5.1) sowie die Rand-Elemente-Methode
(BEM) (Abschnitt 5.3) Schwiichen.

In Abschnitt 5.4 wird die Transmission-Line-Methode (TLM) beschrieben, da die Berechnung
des Sensorsignals beim Strahlen- und Pfadverfahren auf dieser aufbauen.

e Weiterhin wird die aus der Luftschallakustik bekannte Aquivalente-Quellen-Methode
(ESM) eingefiihrt (Abschnitt 5.5).

e Der abschliefende Vergleich aller Verfahren in Abschnitt 5.6 zeigt, dass

= eine effektive Simulation der hochfrequenten Koérperschallausbreitung gegenwirtig nicht
moglich ist und folglich andere Losungsanséitze notwendig sind.

- Aufgrund der geringen Rechenzeit bietet dafiir die TLM und ESM das grofite Potential.

In Kapitel 6 werden grundlegende Verfahren mit dem Ziel einer effizienten Berechnung der
Korperschallausbreitung entwickelt. Neben der

e detaillierten Darstellung und Weiterentwicklung des Strahlenverfahrens (Abschnitt 6.1)
e wird das Pfadverfahren (Abschnitt 6.2)
e sowie das Wellenverfahren (Abschnitt 6.3) vorgestellt.

e Die ESM wird fiir Letzteres auf die B-Welle erweitert (Absatz 6.3.1 bis 6.3.4) und ein
Vorschlag zur Modellierung zweidimensionaler Elemente erarbeitet (Absatz 6.3.5).

= Der Vergleich dieser drei Methoden in Abschnitt 6.4 zeigt, dass aus Griinden der Genau-
igkeit und Rechenzeit das Strahlenverfahren die beste Wahl darstellt!.

Die Anwendung des Strahlenverfahrens auf Fahrzeugstrukturen erfolgt in Kapitel 7.

e Zunéchst wird das Verfahren fiir den dreidimensionalen Einsatzzweck mithilfe einer
Transformationsvorschrift angepasst (Abschnitt 7.1).

e Nach einer umfassenden Analyse des Verfahrens auf Basis einer einfachen Struktur
(Abschnitt 7.2) werden

e Moglichkeiten zur Optimierung gegeben (Abschnitt 7.3) und
e cin Prozess zur Simulation der Sensorsignale vorgeschlagen (Abschnitt 7.4).

e Die Simulation einer realen Fahrzeugstruktur sowie der Vergleich mit gemessenen Signalen
demonstrieren die praktikable Anwendbarkeit dieser Methode (Abschnitt 7.5).

Tm Ausblick in Abschnitt 8.2 wird darauf hingewiesen, dass die beiden anderen Verfahren durchaus interessante
Eigenschaften besitzen, die bei anderen Anforderungen vorteilhafter sind.
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Die Ergebnisse und Erkenntnisse aus dem Kapitel 7 lassen sich wie folgt zusammenfassen:

= Die hochfrequente Schwingung wird direkt berechnet. Damit ist die Methode unabhéingig
von der eingesetzten Signalverarbeitung! im Sensor oder Airbag-Steuergerit (ECU).

- Die Methode liefert auf Basis eines stark vereinfachten Fahrzeugmodells gute Uberein-
stimmung mit den real im Fahrzeug gemessenen Signalen.

— Fiir die hochfrequenten Signale im Zeitbereich.
— Fiir die Transformation in den Frequenzbereich.
— Aus Sicht der ECU fiir die Einhiillenden im Zeitbereich.

= Dabei wird einzig die Ausbreitung der B-Welle auf Balken- und Plattenstrukturen
modelliert. Weiter sind die Welleneffekte der Dispersion, Reflexion und Transmission,
Amplitudenabnahme auf der Platte und die Materialdimpfung beriicksichtigt. Angebun-
dene Bauteile wie Motor, Getriebe, Fahrwerk, Bestuhlung, Innenraumverkleidungen oder
Dammmatten sind nicht beachtet.

= Details geringer Gréfie beeinflussen in der Realitét aufgrund der Beugung die Welle kaum.
Sie werden beim Strahlenverfahren nicht modelliert (Blockadewirkung).

- Dadurch sinkt der Aufwand in der Modellerstellung stark und das Verfahren kann bereits
in der frithen Entwicklungsphase eingesetzt werden.

= Auf handelsiiblichen Workstations ist durch die parallelisierte Strahlenverfolgung eine
effektive Berechnung (Losung innerhalb von ca. 10 Minuten) moglich.

= Sowohl fiir einfache wie auch komplizierte Modelle ist die maximale Anzahl an gefundenen
Strahlen begrenzt. Fiir Winkeldiskretisierungen > 200/° tritt immer die Séttigung ein.

= Da bei einer Variation der Zielposition die simulierten Signale immer noch mit der
originalen Messung iibereinstimmen, ist das Verfahren ausreichend robust.

- Die an das Verfahren gestellten Anforderungen aus Abschnitt 1.3 werden erfiillt.

Mit dem Strahlenverfahren liasst sich die Ausbreitung hochfrequenter Kérperschallwellen in
herkémmlichen Fahrzeugstrukturen effizient berechnen.

8.2. Weitere Einsatzmoglichkeiten

Neben der hier gezeigten Anwendung auf transiente Korperschallsignale in Fahrzeugstruktu-
ren zur Detektion von Crashsituationen, kann das Strahlenverfahren auch noch anderweitig
eingesetzt werden. Eine Virtualisierung der experimentellen Modalanalyse?, bekannt aus der
Maschinendynamik- bzw. akustik zur Bestimmung des Schwingverhaltens von Bauteilen [91], ist
denkbar. Bei diesen Versuchen wird eine mit Messaufnehmern bestiickte Struktur bspw. durch

'In dieser Arbeit wird stets die Einhiillende (Abschnitt 1.1) zur Filterung verwendet. Eine Anwendung des
Strahlenverfahrens auf modulierte Korperschallsignale ist in [172] gegeben.

2 Auch mithilfe der FEM ist eine Modalanalyse durchfiihrbar [84,91]. Hier hat der Berechner sogar den Vorteil, das
gesamte Schwingungsbild des Bauteils zu untersuchen und nicht nur an einzelnen Stellen die Beschleunigungen
zu erfassen wie dies bei der experimentellen Methode bzw. dem Strahlenverfahren der Fall ist. Vor allem im
hochfrequenten Bereich nimmt der Aufwand der FEM jedoch drastisch zu. Fiir diesen Anwendungsfall liefert
die dargestellte Methode einen wertvollen Beitrag.
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einen Impuls angeregt und das Antwortsignal je Messkanal aufgezeichnet. Durch die Anregung
werden Wellen erzeugt, die sich durch Reflexionen {iberlagern und als stehende Wellen [116]
schwingen. Die Modalanalyse ergibt sich durch die Fourieranalyse der Antwortsignale.

Wird die maximale Simulationszeit bzw. die maximal zuldssige Strahllinge beim Strahlen-
verfahren erhoht, kann nicht nur die transiente Wellenausbreitung simuliert werden, sondern
auch die sich im weiteren Verlauf einstellenden stehenden Wellen. Mehrere virtuelle Sensoren
werden als Ziele vorgegeben, die vom Raytracer nacheinander abgearbeitet werden. Nachdem
die Berechnung der TLM im Frequenzbereich erfolgt, ist eine Fouriertransformation nicht mehr
notwendig.

Das Pfadverfahren bietet sich vor allem dann an, wenn nur die direkte Verbindung zwischen
Quelle und Ziel von Interesse ist. Fiir diesen Anwendungsfall kann auf andere Suchalgorithmen
(z. B. Dijkstra) zuriickgegriffen werden, die wesentlich schneller zum Ziel fiihren. Ist zusétzlich
die Struktur noch komplexer gestaltet (z. B. im Schiffsbau), ist das Strahlenverfahren aufgrund
der Vielzahl an Ubergangsstellen (Reflexion und Transmission) nicht mehr praktikabel (hoher
Wert fiir I' wire notwendig). Es muss darauf hingewiesen werden, dass fiir die Modellierung
zweidimensionaler Bauteile ein geeigneter Richtungsfaktor notwendig ist. Schliellich ist das
Pfadverfahren auch fiir kombinierte Modelle aus ein- und zweidimensionalen Elementen, mit
entsprechenden Reflexions- und Transmissionsfaktoren aus Abschnitt 3.2, anwendbar.

Der Einsatzbereich des Pfadverfahrens ist nicht auf die Beschreibung der Kérperschallausbrei-
tung festgelegt. Durch die Modellierung der Wellenausbreitung auf geraden Pfaden und der Wahl
eines geeigneten Pfadnetzes kann unter Beriicksichtigung des Richtungsfaktors die Beugung
nachgebildet werden (Absatz 6.2.5). Dieser Effekt ist vor allem in der Luftschallakustik, aufgrund
der grofleren Wellenléngen, von Bedeutung und folglich bietet das Pfadverfahren auch in dieser
Disziplin die Moglichkeit, eine transiente Schallausbreitung effizient zu simulieren.

Das Wellenverfahren besitzt den Vorteil, dass fiir jeden Zeitschritt das Gleichgewicht im
System berechnet wird. Aus diesem Grund ist auch eine Kopplung des Verfahrens mit der FDM
[85] oder FEM moglich. Hier kann die Tatsache ausgenutzt werden, dass eindimensionale Bauteile
unabhéngig von der Wellenlédnge in ihrer Formulierung nur ein Element beim Wellenverfahren
beno6tigen (Absatz 6.3.4). Auch ist es nicht zwangsldufig auf ein Kraftsignal (vgl. Anhang E)
als anregende Grofle angewiesen, sondern kann z. B. auch die Schwingschnelle verarbeiten.

Ist die Konversion der Moden von Interesse, kann diese Methode ebenfalls sinnvoll angewendet
werden. Voraussetzung ist jedoch, dass je nach rdumlicher Dimension des Problems weitere
Wellenarten!' hinzugenommen werden. AbschlieBend ist auch hier noch zu ergéinzen, dass der
Fehler in der Beschreibung der Amplitudenabnahme bei zweidimensionalen Elementen je nach
Anwendungsfall nicht vernachléssighar ist.

8.3. Ausblick

Das Strahlenverfahren kann auch dazu benutzt werden, um aus einem gemessenen Signal an
der Zielposition auf die Anregung zuriickzurechnen. Der mogliche Ablauf soll nachfolgend an
einem generischen Beispiel dargestellt werden.

Eine zufillig erzeugte Menge an Strahlen mit den Léngen r; (s. Abb. 8.1 links) sowie ein
numerisch idealer Dirac-Impuls mit anschliefender Tiefpassfilterung bei einer Grenzfrequenz
von 20 kHz und zeitlicher Ableitung (s. Abb. 8.1 Mitte) dienen als Grundlage fiir die Simulation.

'Fiir eindimensionale Tragwerkselemente im dreidimensionalem Raum muss die L-Welle, 2xB-Welle und die
Torsionswelle beriicksichtigt werden.
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0.1 0.1
& \ | = ‘
c 0 : N 0
< ’ | = ‘
-0.1 -0.1
0 20 40 0 5 1C 0 5 1C
Strahlindex 4 [-] Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 8.1.: Simulation. Zuféllige Verteilung der Strahllingen (links), Eingangssignal (Mitte),
Simulation (rechts)

Das Ergebnis dieser ,, Vorwérts“-Rechnung ist in Abb. 8.1 (rechts) dargestellt. Es enthilt als
Uberlagerung aller Strahlen das durch die Welleneffekte verdinderte Eingangssignal.

Dieses Summensignal (s. Abb. 8.1 rechts) kann fiir jeden Strahl riickwérts gerechnet werden,
indem die jeweilige Umkehroperation des relevanten Welleneffektes angewendet wird. Pro
Strahl ergibt sich damit ein Quellsignal, das neben den Signalanteilen der anderen (vorwirts
gerechneten) Strahlen auch das eigentliche Eingangssignal enthélt (s. Abb. 8.2 links). Der
Signalanteil, der allen Riickrechnungen gemeinsam ist, kann durch eine Mittelwertbildung (mean)
je Zeitpunkt gewonnen werden. Das Ergebnis dieser Operation ist in Abb. 8.2 (Mitte) dargestellt.
Das urspriingliche Signal kann bis auf einen zusétzlichen Rauschanteil zuriickgewonnen werden.
In der detaillierten Betrachtung in Abb. 8.2 (rechts) ist zu erkennen, dass die Riickrechnung des
ersten Strahls keinen Signalanteil vor dem Eingangssignal bei 2 ms aufweist. Fiir den letzten
Strahl ist kein Signal nach der Erregung zu beobachten. Alle anderen Strahlen, bspw. der vierte
Strahl, enthalten vor und nach der Anregung Schwingungsanteile.

0.1
o0
Te O
o
-0.1
5 1C 15 2 2.t
Zeit t [ms] Zeit t [ms] Zeit t [ms]

Abbildung 8.2.: Riickrechnung. Inverses Signal je Strahl (links), Mittelwertbildung aller Strahlen
(Mitte), Detailansicht bestimmter Strahlen (rechts, Legende: — erster Strahl
i = 1, — vierter Strahl ¢ = 4, — letzter Strahl i = 40)

Bei einer Vielzahl an Strahlen und Reflexions- sowie Transmissionsbedingungen ergeben sich
fiir den Gleichanteil der Verfahren Fehler in der Phase. Damit liefert die Mittelwertbildung
keine optimalen Ergebnisse. Zur Anwendung dieses Verfahrens auf real gemessenen Signalen
sind demnach leistungsfidhigere Signalverarbeitungsmethoden notwendig, um den Gleichanteil
je Signal zu ermitteln.

Der in Abschnitt 3.7 eingefithrte Richtungsfaktor ist fiir die freie Wellenausbreitung der
B-Welle auf Platten noch nicht aus der Literatur bekannt. In Analogie zur Beugungstheorie
der Lichtwelle aus [20,64,157] erscheinen deshalb weitere Untersuchungen als sinnvoll.
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A. Herleitungen zur Scheibentheorie

Dieser Teil der Arbeit enthélt sémtliche Herleitungen zur Theorie der Scheibe aus Absatz 2.3.2 in
detaillierter Ausarbeitung. Im ersten Abschnitt A.1 wird die Wellengleichung (2.59) hergeleitet
und damit anschlieBend in Anhang A.2 die Wellenzahlen (2.60) sowie die Phasengeschwindig-
keiten (2.61) bestimmt.

A.1. Wellengleichung fiir die Scheibe

Herleitung der Wellengleichung fiir die Scheibe (2.59) aus Absatz 2.3.2. Ausgegangen wird
von den Gleichungen (2.56) und (2.57) die nochmals angegeben werden:

9%u 1+v 0%u 1—v0%u d%u
D—=2 Y ad h = ph——= Al
Ox? + 2 Oxdy + 2 Oy? TPah=p ot? (A1)
und 9?2 0?2 0?2 9?2
U 1+ v 0%u 1—-vo°u U
D—X+D a Y h = ph—=. A2
a2 T2 omoy TV 2 aa2 TPVT P (A-2)

Substituieren, wobei die Abkiirzungen a, b, ¢ und d nur in diesem Anhangskapitel A.1 gelten

sollen: 1+ -
a=D, b=D 5 c=D 5

Einfiihrung einer Kurzschreibweise: Die partiellen Ableitungen werden im Index durch Komma-

trennung angegeben.

Fiir (A.1) gilt:

. d=ph. (A.3)

AUz + DUy oy + Clgyy + poh = dug . (A.4)

Fiir (A.2) gilt:
Ay gy + DUz 2y + ClUy 2o + Pyl = dtty 4. (A.5)

Die freie Wellenausbreitung (2.29) wird vorausgesetzt:

Pa =py =0. (A.6)
Es folgt fiir (A.4):
AUz xx + buy@y + CUg yy = dux,tt- (A7)
Es folgt fiir (A.5):
a/uy’yy + bua;’$y + CUy’:Ea; - dU/yﬂft. (A8)
Ableiten von (A.7) in y-Richtung:
g gy + DUy gy + Clz yyy = AUy g1y (A.9)
Ableiten von (A.8) in z-Richtung:
AUy zyy + OUp gy + CUy zoz = AUy 110 (A.10)
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Nachfolgender Rechengang ergibt die Wellengleichung fiir die Verschiebung in z-Richtung.

Sortieren von (A.10):
d b c

Uy, zyy = Euyﬂftﬂc - a“x,wy - 5uy7ww-
Einsetzen von (A.11) in (A.9):

bd b? be
€T,xT Uy tte — — Ugxxy — — Uyzxx T, = x,tty -
AUz gy + o it o Uewzy — Uy + CUg yyy = dug 11y

Zweimaliges Ableiten von (A.7) in z-Richtung:

AUz zrzr + buy,:pxmy + CUg zayy = dum,ttmm'

Ableiten von (A.12) in y-Richtung:

b2 bd be
a— o Ug zayy T ;uy,ttwy - ;“y,xmy + CUz yyyy = dug tryy-

Sortieren von (A.13):

d a c
Uy, xxzy = gux,ttazx - gux,:m:mc - Eux,xxyy-

Einsetzen von (A.15) in (A.14):

b2 n bd be (d a c
a— — | Ugax Uy ttxy — TUg ttexr — T Uz,zxex — 7 Uzzx
a vy a Y Yy a b b b vy

+ Cugyyyy = dug tyy.

Vereinfachen von (A.16):

vl bd cd
a — ; + ; Uy, zzyy T ;Uy,ttxy - ;ux,tt:px + CUgp zrzr + CUz yyyy = du:p,ttyy-

Umstellen von (A.7):

d a c
Uy, xy = gux,tt - gux,a:x - gux,yy-

Zweimaliges Ableiten von (A.18) nach der Zeit:

d a c
Uy ttxy = Eu:r,tttt - guz,tmz - Bux,ttyy-

Einsetzen von (A.19) in (A.17):

22 bd (d a c
@ =t U wayy T = | et = P Uattes = 3 Uattyy

cd

- Eu:c,tm:c + ClUy rrxx + Clg yyyy = du$,ttyy-

Vereinfachen von (A.20):

C

b2 2 d2 cd cd
a——+ — | Uggayy + — Uzttt — AQUg ttze — — Uz ttyy — — Usttza
a a a a a

+ CUz zzzz + Clayyyy = Uz ttyy.
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Sortieren von (A.21) und durch c teilen:

a b2 02 2
Ug, zrxrx + ux,yyyy +{-—+— ua:,acwyy + &um,tttt

C ac ac
de d d cd
- ( * ) ot < * ) Uetiyy = 0. (4.22)

Nebenrechnung zur Vereinfachung des ersten Klammerausdrucks in (A.22):

a ¥ &\ 2D D*(1+v)’2 D(1-v) (A.23)
c ac ac) D(l—-v) 4DD(1-v) 2D '
4 (1+v)??  (1-v)?
= — A24
21— 2(1—v) T2(1=w) (A.24)
4— 1420+ + (1-2v+1?)
= — , (A.25)
2(1-v)
4 —4v
= A2
5o (A.26)
=2. (A.27)
Nebenrechnung zur Vereinfachung des zweiten Klammerausdrucks in (A.22):
d? 2 (ph)?
2 )= A2
(ac) DD(1-v)’ (A.28)
2p%h?
= —. A2
D2(1-v) (A.29)
Zusammenfassen der letzten beiden Terme in (A.22)!:
de d d cd de d
- <CLC + C) Ug ttxx — <C + CLC> Ug ttyy = — (CLC + C> (ux,tt:cx + Ua:,ttyy) ) (A30)
de d 9%u,
=—|—+-]A—. A31
<ac + c) ot? ( )
Nebenrechnung zur Vereinfachung des Klammerausdrucks in (A.31):
de d d d
(C+> =42 (A.32)
ac ¢ a ¢
ph 2ph
=—+ — A.
D D= (A.33)
ph (1 —v)+ 2ph
= A.34
ph (3 —v)
=0 77 A.
D(1—1) (A.35)

Einsetzen von (A.27), (A.29) und (A.35) in (A.22) ergibt fiir die Verschiebung u, die Wellen-
gleichung der Scheibe:
2p%h?  Otu,  ph(3— I/)A82ux

Adat =y ol DA—») " o

= 0. (A.36)

'Das in Beziehung (A.31) verwendete Symbol A bezeichnet den Laplace-Operator aus Definition (2.58).
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Nachfolgender Rechengang ergibt die Wellengleichung fiir die Verschiebung in y-Richtung.

Sortieren von (A.9):
d b c
Ue,zzy = —Uatty = —Uyayy =~ Uzyyy-
Einsetzen von (A.37) in (A.10):

bd b2 be
Ay zyy + ;um,tty - E“y,myy - ;“%yyy + CUy g2z = dUytta.

Zweimaliges Ableiten von (A.8) in y-Richtung:

Ay yyyy + DUz wyyy + Clyzayy = dUy tryy-

Ableiten von (A.38) in z-Richtung:

b? bd be
a— ; Uy zayy T Eux,ttzy - Eum,xyyy + CUy zzze = duy,ttmz-

Sortieren von (A.39):
d a c
Ug,zyyy = guy,ttyy - g“y,yyyy - B“y,myy-

Einsetzen von (A.41) in (A.40):

b2 N bd be (d a c
a4 — — | Uyzx —Ug ttey — — | T Uy ttyy — 7 Uy, — T Uy zx
a Y,xxyYy a Yy a b Y,ityy b Y,y9yyy b Y,xTyYy

+ CUy zo00 = duy,ttmx-

Vereinfachen von (A.42):

2 2 bd cd
a— o + o Uy zeyy + ;uw,ttry - Euy,ttyy + Uy yyyy + Cly zrzes = duy oo

Umstellen von (A.8):
d a c
Uz,oy = 3 Uytt = g“y,yy - g“y,m-

Zweimaliges Ableiten von (A.44) nach der Zeit:

d a c
Ug ttxy = guy,tttt - guy,ttyy - Buy,ttw:v-

Einsetzen von (A.45) in (A.43):

b2 2 bd (d a c
@ = Uy T | Uyt = Uy ttyy Uyt

cd

- Euy,ttyy + Cly,yyyy + Clygoce = diy troo.

Vereinfachen von (A.46):

b? n c? N d? J cd cd
a—— 7 — | Uyax Uyttt — AUy ttyy — — Uy ttzz — — Uy,tt
a a Yy TN, vittyy = " Y a Yttvy

+ Uy yyyy + CUy zaxz = duy,ttwaz-
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Sortieren von (A.47) und durch c teilen:

a b2 2 d?
Uyzzer + Uyyyyy T | — = — + — | Uy zayy + %uy,tttt

C ac ac
de d d cd
- ( * ) futte = ( " ) sty = 0. (A49)

Einsetzen von (A.27), (A.29) und (A.35)! in (A.48) ergibt fiir die Verschiebung u, die Wellen-
gleichung der Scheibe:

20%h%  O'u, ~ ph(3— 0?uy
D2(1—v) 0t* D({-v) 0Ot

AAu, + = 0. (A.49)

A.2. Wellenzahl und Phasengeschwindigkeit fiir die Scheibe

Herleitung der Wellenzahl und Phasengeschwindigkeit aus der Wellengleichung der Scheibe.
Ausgegangen wird von Gleichung (2.59) bzw. (A.36), die hier nochmals angegeben wird:

2p°h% 9%,  ph(3—v)  0%u,

At prd el Don) o (4.50)

Substituieren, wobei die Abkiirzungen o und  nur in diesem Anhangskapitel A.2 gelten sollen:

2p2h? ph (3 —v)
— _ = A5l
= ra—u T Doy (A-51)
Einsetzen der Abkiirzungen (A.51) in (A.50):
0*uy 0%y
Verwendung des eindimensionalen Losungsansatzes (2.34):
Uy = Ugge IET—w) (A.53)

Viermalige Ortsableitung von (A.53) in z-Richtung. Aufgrund der eindimensionalen Betrachtung
entsprechend dem Losungsansatz (A.53) werden die Ableitungen in y-Richtung zu Null:

AAu, = k*ugge Ike—wt) (A.54)

Zweimalige Ortsableitung in z-Richtung und zweimalige Zeitableitung von (A.53). Aufgrund der
eindimensionalen Betrachtung entsprechend dem Losungsansatz (A.53) werden die Ableitungen
in y-Richtung zu Null:

0%y ~
8; = k2w?ugge Ikr—wt) (A.55)
Viermalige Zeitableitung von (A.53):
4 .
0 Ug _ w4uxoe —j(kr—wt) ) (A56)

ot

'Die Berechnungen in Gleichung (A.30) und (A.31) sind fiir die Verschiebung in y-Richtung analog durchzufiihren.
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Einsetzen von (A.54), (A.55) und (A.56) in (A.52) und Vereinfachen:
k* — Buw?k? + aw? = 0.
Auflssen nach der Wellenzahl!:

2
K= (8+ V5~ 4a).
Verwendung der Dehnsteifigkeit der Scheibe aus (2.55):
Eh
1—v2
Einsetzen von (A.59) in (A.51) und Vereinfachen ergibt fiir o

22 (140 (1—v)

D=

E? '
Einsetzen von (A.59) in (A.51) und Vereinfachen ergibt fiir g:
5= p(1+v)@3-v)
= o )

Einsetzen von (A.60) und (A.61) in den Wurzelausdruck der Beziehung (A.58):

m:\/P2(1+l/)2(3—y)2 _42,02(1—1—1/)2(1—1/)7

E? E?

N )

Vereinfachen des Wurzelausdrucks in (A.63):
(B3-v)>=8(1—v)=9—6v+1v>—8+8v,
=142 +17
= (1+v)°.
Einsetzen von (A.66) in (A.63):

/82—404:'0(1;_”) (1+v)?
p(1+v)°
T

Fallunterscheidung zur Vereinfachung des Klammerausdrucks in (A.58):
B+ /B —da= % [(l—i—l/)(?)—y)i(l—i—y)?],
P 4(14v) fiir B++/5%—4da

B 2(1—v?) fir B—+/B%— 4«
'Die Losung der allgemeinen quadratischen Gleichung az?® + bz + ¢ = 0 ist gegeben mit

—b+Vb?% — 4ac
2a '

T2 =

144

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)
(A.65)
(A.66)

(A.67)

(A.68)

(A.69)

(A.70)



A. Herleitungen zur Scheibentheorie

Einsetzen des ersten Falls von (A.70) in (A.58), wobei sich der Index T" auf die Transversalwelle
(T-Welle) in der Scheibenebene bezieht:

k2 =22 (14 v)w? (A.71)

SRS

Einsetzen des zweiten Falls von (A.70) in (A.58), wobei sich der Index L auf die Longitudinal-
welle (L-Welle) in der Scheibenebene bezieht:

K2 = % (1-1%)w? (A.72)

Zusammenhang zwischen Phasengeschwindigkeit, Kreisfrequenz und Wellenzahl aus (2.38):

c= 7. (A.73)

Einsetzen von (A.71) in (A.73) ergibt unter Verwendung des Schubmoduls aus (2.17) die

Phasengeschwindigkeit der Transversalwelle in der Scheibenebene:

E
CcT = m, (A74)

(A.75)

Einsetzen von (A.72) in (A.73) ergibt die Phasengeschwindigkeit der Longitudinalwelle in der
Scheibenebene:
E

it (A.76)

Cl, —
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

Dieser Anhangsteil enthélt eine Vielzahl an Herleitungen zu den in Absatz 2.3.3 beschriebe-
nen Balkentheorien. Fiir die Modelle mit linearem Verschiebungsansatz (u, = vz) wird das
Massentragheitsmoment eines infinitesimalen Balkensegments im ersten Abschnitt B.1 herge-
leitet. Danach werden in Anhang B.2 die verschiedenen Groéfien der Levinson-Balkentheorie
detailliert dargestellt. Dabei wird auf die Formfunktion, das Biegemoment, die Querkraft
und das Massentrigheitsmoment eingegangen. Im Unterschied zu Anhang B.1 ist hier der
Verschiebungsansatz nicht linear sondern eine Funktion hcherer Ordnung von der z-Koordinate
(uzy = 1z + 23x). AnschlieBend wird die in Absatz 2.3.3.4 vorgestellte Schub-Losung, die zu-
sammen mit dem Rayleigh-Balkenmodell in ihrer Komplexitét zwischen der Euler-Bernoulli-
und Bresse-Timoshenko-Balkentheorie zu sehen ist, in Absatz B.3.1 ermittelt. In Anhang B.3.2
werden die Wellenzahlen der Schub- und der Bresse-Timoshenko-Losung miteinander verglichen.

B.1. Massentragheitsmoment fiir lineare Verschiebungsansatze

Herleitung des infinitesimal kleinen Massentrégheitsmoments (2.70) zur Beschreibung der
Rotationstriagheit des Balkens um die y-Achse. Die allgemeine Definition des Massentragheits-
moments ist gegeben mit [49,52,128]:

j= /r2dm — / (22 + 2%) dm. (B.1)

m

Die Bestimmung erfolgt fiir ein infinitesimal kleines Segment des Balkens (s. Abb. B.1). Die
Abmessungen dieses Balkenelements sind mit dem Querschnitt A = bh und der Linge dx
bekannt. Auf Grund der differentiellen Ausdehnung wird fiir das Massenelement dm nur der
Abstand entlang der z-Komponente zur Drehachse betrachtet [5]. Damit wird der Term 22 in

(B.1) vernachlissigt!.

A
\ 4

T
= Y —> A
i \ h ’
\ 4
- * \ Zwy dA:bdZ
dV=dAdz b,

<

Abbildung B.1.: Massentrigheitsmoment eines infinitesimal kleinen Balkensegmentes

"Wird fiir den Term 22 in (B.1) die dargestellte Herleitung durchgefiihrt, ergibt sich fiir das infinitesimal kleine
Massentriagheitsmoment ein weiterer Term pAdz®/12. Dieser wird aufgrund der Tatsache, dass er von héherer
Ordnung klein ist, vernachléssigt.
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

Fiir das infinitesimal kleine Massentrigheitsmoment ergibt sich damit:

dj = / 22dm. (B.2)

m

Die infinitesimal kleine Masse eines homogenen Korpers aus Abb. B.1 ist:

dm = pdAdz. (B.3)

dj = p//z2dAd:U. (B.4)
z A

Das innere Integral iiber die Querschnittsfliche entspricht dem Flichenmoment 2. Ordnung
aus Beziehung (2.71) [48,52,128]:

Einsetzen von (B.3) in (B.2):

/z2dA =1 (B.5)
A
Einsetzen von (B.5) in (B.4) und Integration von —dxz/2 bis dz/2 ergibt:

dz/2
dj = pl / dx = pldz. (B.6)
—dz/2
B.2. Levinson-Theorie

In diesem Abschnitt werden die beschreibenden Grofien der Levinson-Balkentheorie [109]
detailliert hergeleitet. Diese sind die Formfunktion y, das Biegemoment M, die Querkraft )
und das Massentriagheitsmoment OMy/0x.

B.2.1. Formfunktion
Ausgangspunkt ist der Ansatz fiir die Verschiebung in z-Richtung (2.95) nach Levinson [109]:

Up = Pz + 2. (B.7)
Die Gleitungen ~;, = v am oberen und unteren Rand des Balkens werden Null:
v(z = £h/2) = 0. (B.8)
Einsetzen von (B.8) und (2.66) in (2.11):
(?ﬁ " 8;;) ‘z:ﬁ:h/2 - (59)

Einsetzen von (B.7) in (B.9):

ow 0 3

=4 =0. B.10
[&U +5, (Y242 x)} _ (B.10)

Zweiten Term in (B.10) Ableiten und Vereinfachen:
(aw +¢+322><> =0. (B.11)

O z=+h/2
Einsetzen der Randbedingungen in (B.11) und Auflésen:
4 (ow
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

B.2.2. Biegemoment
Einsetzen von (B.12) in (B.7):

4 (Ow
3
Uy = P2 — 2 32 <a+¢1> . (B.13)
Ableiten von (B.13) entlang der z-Koordinate:
Ouy 8¢ .3 4 (Pw O
= — + = . B.14
dr 9z 3h2 <6w2 T o ( )
Aus Beziehung (2.65) und (2.74) folgt:
Ouy
M = E dA. B.1
/ B (B.15)

A

Einsetzen von (B.14) in (B.15):
A 4 (0w O
M = /zE { z 32 \ 922 + — D dA. (B.16)

Das infinitesimal kleine Querschnittselement dA ergibt sich bei rechteckiger Form (Vollmaterial)

mit der konstanten Breite b zu:
dA = bdz. (B.17)

Einsetzen von (B.17) in (B.16) und Integration entlang der Balkenhohe z mit den Grenzen
—h/2 bis h/2 unter der Voraussetzung, dass E konstant iiber den Querschnitt ist:

h/2 h/2 ,
oY 4 (0w O
M=E 2274 — E S i B.1
b / z 8xdz b / Y (8302 + 8x>dz (B.18)
—h/2 —h/2
Ermittlung der Stammfunktionen in (B.18):
23 oy 425 (Pw o\
M=F - F — + — . B.1
b[3 337} ~h/2 b[15h2 <89U2 +39€>]—h/2 (B19)

Einsetzen der Integrationsgrenzen und Auflésen von (B.19):

_ Ebh? W Ebh3 (0%w O
“ 2 9r 0 (axz * ax> ' (B-20)
Fldchenmoment 2. Ordnung fiir den rechteckigen Querschnitt (Vollmaterial) [52,128]:
bh3
I=—. B.21
1 (B.21)
Einsetzen von (B.21) in (B.20) und Vereinfachen:
EI [ 0y 0%w
M== <4ax - W) . (B.22)
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

B.2.3. Querkraft
Aus (2.11), (2.16) und (2.73) folgt:

ow  Ouy
Q= /G (&v + 5, > dA. (B.23)
A
Ableiten von (B.13) entlang der z-Koordinate:
Oy 422 (Ow
_ A (Ow . B.24
0z v h? <8:U * ¢> ( )

Einsetzen von (B.17) und (B.24) in (B.23) und Integration entlang der Balkenhohe z mit den
Grenzen —h/2 bis h/2 unter der Voraussetzung, dass G konstant iiber den Querschnitt ist:

h/2

ow 422 (Ow
a-av | [833+w—h2<6$+¢>]d2- (B.25)

—h/2

Ermittlung der Stammfunktionen in (B.25):

ow 423 (Ow h/2
Sortieren von (B.26):
ow 4312
_ 0w _ 4z , B.2
2= (a ) -5, @2
Einsetzen der Integrationsgrenzen und Vereinfachen von (B.27):
2 ow
=-Gh|— . B.2
Q=361 (G +v) (B.23)

B.2.4. Massentragheitsmoment fiir Verschiebungsansitze hoherer Ordnung

Das Moment, das ein infinitesimal kleiner Massenpunkt eines Kérpers aufgrund der Trégheit
der Drehung um den Schwerpunkt entgegensetzt (s. Abb. B.2 links), ist durch die infinitesimal
kleine Tragheitskraft dF' und dem dazu senkrecht stehenden Hebelarm bis zum Schwerpunkt
gegeben mit:

de = ZdFd. (B29)
y
T T
y < y T7—>
] dV=dAdx
dF U, v —
dm ~ ¢
z P dx >

Abbildung B.2.: Kriifte und Verschiebungen am infinitesimal kleinen Massenpunkt (links), infini-
tesimal kleines Balkensegment (rechts)
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

Wie auch in Anhang B.1 wird aufgrund der differentiellen Ausdehnung dz fiir den Hebelarm
nur der Bezug zur z-Achse betrachtet. Aus dem zweiten Newtonschen Gesetz folgt fiir die

Kraft:
B 9%u,

dFy; = 92 dm. (B.30)
Fiir die infinitesimal kleine Masse aus Abb. B.2 (rechts) gilt:
dm = pdAdz. (B.31)
Einsetzen von (B.30) und (B.31) in (B.29):
9%uy

Das Tragheitsmoment nach dem Prinzip von d’Alembert soll auf die Lénge des infinitesimalen
Balkensegments angegeben werden. Zu diesem Zweck wird iiber die Querschnittsflache integriert
mit der Voraussetzung, dass p iiber den Querschnitt konstant ist:

oMy 0%uy

Oz Pz ot?
A

dA. (B.33)

Zweimaliges Ableiten von (B.13) nach der Zeit:

2 2 2

ot? ot? 3h2 0t? \ Oz
Einsetzen von (B.17) und (B.34) in (B.33) und Integration entlang der Balkenhohe z mit den
Grenzen —h/2 bis h/2:

(B.34)

h/2
_ _pt O (ow , B.
or / [z a2 “aae \ar V)| ¥ (B-35)
—h/2

Bestimmung der Stammfunktionen in (B.35):

oMy | [230% 425 9% [Ow h/2
or b[sat?_wh?at? 2 Y], (B-36)
Sortieren von (B.36):
3 5 2 5 93, 10/2
8Md: o (7 4z 8@[1_ 4z° 0w ‘ (B.37)
oz 3 15h%) 07 15h20x0t7) _,

Einsetzen der Integrationsgrenzen in (B.37) und teilweise Vereinfachen:
OM, R B3\ 0% K dw 3 B3\ 0% K dw
] | g b | (-5 + B.
oz " [(24 120 "1\ 721 T 10 * 38)
Zusammenfassen von (B.38):

o2 120 0z0t?

ot2 ' 120 0z0t2

—

oMy R30%y K3 Pw
ox "’ (15 12 Wsoaw#)‘ (B-39)
Einsetzen von (B.21) in (B.39):
oMy  pI O? ow
S = T am <4 - 893) . (B.40)
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

B.3. Schub-Losung

In diesem Abschnitt wird zunéchst die Wellengleichung der Schub-Losung (2.106) aus Ab-
satz 2.3.3.4 hergeleitet. Daraus ergibt sich die Wellenzahl der Schub-Loésung (2.107), die
anschlieBend mit der Wellenzahl aus der Bresse-Timoshenko-Theorie (2.93) verglichen wird.

B.3.1. Wellengleichung
Ausgangspunkt sind die Differentialgleichungen aus dem Kriftegleichgewicht (2.68) und dem
Momentengleichgewicht (2.72):

oQ B 0w
s fz= PAﬁy (B.41)
oM 0%
Die Querkraft aus (2.87) ist:
ow
Q =rGA <8:1; + Ib) . (B.43)

Einsetzen von (B.43) in (B.41) unter der Voraussetzung, dass G und A in Richtung der
Balkenlédngsachse (z-Achse) konstant sind:

0 [Oow d*w

GA— [ — , = pA—-. B.44
" 8x<8x+¢>+‘f T (B-44)
Das Biegemoment aus (2.84) ist:
o
M =FEI—. B.45
o (B.45)
Fiir die Schub-Lésung in (B.42) den Triigheitsterm pId%v/0t? vernachlissigen:
oM
— =0. B.4
M_o (B.16)

Einsetzen von (B.43) und (B.45) in (B.46) unter der Voraussetzung, dass E und [ in Richtung
der Balkenléngsachse (z-Achse) konstant sind:

0% ow

Ableitung von (B.47) entlang der z-Koordinate:

93 0 [ow
Umformen von (B.44):
0 (ow _p 0%w 1
o0 (ax * ‘”) TG o RGATT (B.49)

Umformen von (B.49) und zweimaliges Ableiten entlang der z-Koordinate:

@_L 0*w 1 82fz_84w
0r3 kG 02202  KGA 9x2 Ozt

(B.50)
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

Einsetzen von (B.49) und (B.50) in (B.48):

p 0w 1 0%f. o'w p 0w 1
Joj g - - —wGA( L2 ) B.51
(KZG 9200 rGA o2 o2t ) ~ " GG aE " waa (B-51)

Vereinfachen von (B.51):

o*w _Elp 0*w 0w EI 0°f,

001~ G 0o TP T ad o

Die Wellengleichung (B.52) ist bis auf den Term — (EI9?f.) / (kGAdz?) mit der Losung
in [110] identisch.

EI

(B.52)

B.3.2. Vergleich der Wellenzahlen von Bresse-Timoshenko- und Schub-Lésung

Im Folgenden wird die Bresse-Timoshenko-Theorie und die Euler-Bernoulli-Lésung mit be-
riicksichtigtem Schubeinfluss (Schub-Lésung) verglichen. Es wird gezeigt, dass die Ungleichung
aus (2.114)

kB BaEB+r < kB Ba,BT,1 (B.53)
wahr ist. Vorausgesetzt wird:
p>0, E>0, v>0, A>0, I>0, k>0 und w>0. (B.54)
Die Abkiirzung aus (2.111) lautet:
c-21+v) (1: Y. (B.55)

Mit den Voraussetzungen (B.54) gilt fiir (B.55):
C>0. (B.56)

Die Beziehungen fiir die Wellenzahlen nach (2.112) und (2.113) sind:

P 2 AE 1
= —— 1 -1 4—— B.
kB BapBT1 = W Yo C+1+ \/(C )"+ o 2 (B.57)

0 AFE 1
k ;= | C+[CP+4——. B.58
B,Ba,EB+ w 9 + + ol o ( )

Erweitern von (B.53):

&

k]%,Ba,EB—&-T 2E 2K k]%),BaBT,l
w p p w

Einsetzen von (B.57) und (B.58) in (B.59):

/ AE 1 AE 1
C+ 62+4pfw2<c+1+\/(c_1)2+4p1w2' (B.60)

Substituieren, wobei die Abkiirzung « nur in diesem Anhangskapitel B.3.2 gelten soll:

AFE 1
pl w?’

a=4 (B.61)
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B. Herleitungen zu den Balkentheorien

Mit den Voraussetzungen (B.54) gilt fiir (B.61):
a> 0. (B.62)

Vereinfachen und Quadrieren von (B.60):

Clra<l+2y/(C-1)°+a+(C-1)>+a (B.63)

Vereinfachen und Umstellen von (B.63):

CP<14+20/(C-1)°+a+C*—20+1. (B.64)

Vereinfachen und Quadrieren von (B.63):
C-12<(C-1)7+a (B.65)

Vereinfachen von (B.65):
0<a. (B.66)

Die Gleichung (B.66) entspricht der Voraussetzung (B.61). Die Ungleichung (B.56) ist damit
unter den gegebenen Annahmen (B.53) wahrheitsgemif. Ubertragen auf den Vergleich der
Wellenzahlen bedeutet dies, dass die Losung nach Bresse-Timoshenko (kg papT,1) immer grofer
als die Euler-Bernoulli-Theorie mit Beriicksichtigung der Schubverformung (kg Ba EB++) ist.
Fiir einen diinnen, rechteckigen Balken mit der Hohe h = 3 mm aus Stahl (E = 210 GPa,
p = 7850 kg/m?, v = 0,3 und k = 5/6) sind in Abb. B.3 die Wellenzahlen der Biegewelle

6000 ‘ ‘ ‘ 6000 ‘
BT BT
_ — EB47 | _ EB+j
T, 4000 EB T 4000 EB
e ‘ A ‘
: | : |
& 2000 R & 2000 :
< = - —
0 : : : 0 : : :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Frequenz f [MHz] Frequenz f [MHz]

Abbildung B.3.: Vergleich der Wellenzahlen. Bresse-Timoshenko (BT) und Euler-Bernoulli (EB)
mit Schub-Losung (EB+7) (links) bzw. mit Rayleigh-Losung (EB+j) (rechts)

(B-Welle) nach den Theorien von Bresse-Timoshenko (BT) und Euler-Bernoulli (EB) mit der
Schub-Losung (EB+7) (links) sowie mit der Rayleigh-Losung (EB+j) (rechts) verglichen. Um
den Unterschied der Theorien zu bewerten, wird der absolute Fehler aus (3.22) verwendet:

Eabs,EB+r = KBBa,EB+r — kBBa,BT,1 DzZW. EabsEB+j = KkBBa,EB+j — kBBa,BT,1-  (B.67)

Dieser Fehler ist als Funktion der Frequenz in Abb. B.4 fiir verschiedene Werte von C ersichtlich.
Die blaue Kurve mit C = 3,12 entspricht dabei dem oben genannten Beispiel mit v = 0,3
und £ = 5/6. Die beiden anderen Kurven représentieren Variationen von C. Wahrend fiir die
Rayleigh-Losung die Fehler bei hoheren Frequenzen immer gréfier werden, ndhern sich die Schub-
Losungen der Bresse-Timoshenko-Theorie an. Diese Tatsache ist auch aus den Beziehungen
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0 T T T 0
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Abbildung B.4.: Absoluter Fehler bezogen auf die Bresse-Timoshenko-Theorie. Schub-Losung
(EB+7) (links) und Rayleigh-Losung (EB+j) (rechts)

(B.57) und (B.58) ersichtlich. Da C fiir sinnvolle Werte der Querkontraktionszahl und des
Schubkorrekturfaktors nach unten begrenzt ist (C > 2, Absatz 2.3.3.4), ist der maximale Fehler
endlich. Fiir hohere Werte von C verringert sich die Abweichung zur Bresse-Timoshenko-Theorie.
Die Betrachtung des relativen Fehlers aus (3.22)

_ kBBaEB+r — kB Ba,BT1 b B
51‘61,EB+T = ZW. grel,EB+j =

kB,Ba,EB+j — KB,Ba,BT,1 (B.68)
kB.Ba,BT,1

kB .Ba,BT,1

ergibt fiir die Schub-Losung mit C = 3,12 eine maximale Abweichung von ca. -3 % bei 300 kHz
im Bezug auf die Wellenzahl nach der Bresse-Timoshenko-Theorie (s. Abb. B.5).

0 ‘ ‘ PR 0
—— ~
S AN A Y5_20 \\\,‘\,\,\,\~ ,
R " R S~ T
aﬁ \ P &) S o
T4 C=312 3 40 [——C =312 |— _
« = - —-C=2 « - —-C=2 ]
- —-C=4 - —-C=1
-6 -60
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2
Frequenz f [MHz] Frequenz f [MHz]

Abbildung B.5.: Relativer Fehler bezogen auf die Bresse-Timoshenko-Theorie. Schub-Lésung
(EB+7) (links) und Rayleigh-Losung (EB+j) (rechts)
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C. Herleitung der Frequenzgleichung nach
Rayleigh-Lamb

In diesem Anhangsteil wird fiir den symmetrischen Schwingmode der Plattenwelle nach Rayleigh-
Lamb ausgehend vom Gleichungssystem (2.173) und (2.174)

oy =—2u [732.,42 cos (Py) + jkQBy cos (Qy)| — A (k2 + 732) Aj cos (Py) (C.1)
Toy =t [—i2kP A sin (Py) + (k* — Q) By sin (Qy)] (C.2)

aus Absatz 2.3.4.2 die Frequenzgleichung (2.178) hergeleitet. Diese Herleitung erscheint sinnvoll,
da dieser Rechenschritt in der Literatur nur wenig beschrieben ist. Zusammenfassen von (C.1)
fithrt auf:

oy = —2uP?Aj cos (Py) — j2uk QB cos (Qy) — A (k* + P?) A cos (Py) (C.3)
= [2uP? — X (K + P?)] Az cos (Py) — j2uk QB cos (Qy) .

Ausmultiplizieren von (C.2) fithrt auf:
Tay = —i2ukP Az sin (Py) + p (k* — Q) By sin (Qy) . (C.5)
Es gelten die Randbedingungen (2.165) an der Oberfliche der Platte bei y = +h/2:
Oy = Tgy = 0. (C.6)
Losungen existieren, wenn die Determinante aus (C.4) und (C.5) verschwindet [1,46]:

[—2uP? — X (k? + P?)] cos (P h/2)  —j2ukQcos(Q h/2)

det 2P sin (P h)2) (k2 — Q) sin (Q h/2)

=0. (C.7)
Aus (C.7) folgt:

[—2pP? — X (K* +P?)] cos (P h/2) (k* — Q%) sin (Q h/2) =
— 4pk*Psin (P h/2) Qcos (Q h/2). (C.8)
Umschreiben von (C.8):
cos (P h/2)sin (Q h/2) 4uk*PQ

sin (P h/2)cos (Q h/2)  [2uP%+ A (k2 + P2)] (k2 — Q) (C.9)
Substituieren, wobei die Abkiirzung N nur fiir diesen Anhangsteil gelten soll:
N = [2pP? + X (K* + P?)] (k* — Q7). (C.10)
Es gelten die Beziehungen aus (2.155) sowie (2.169):
cl% = /\-fQ,u und C;r’ = 5 sowie P? = c:; —k* und Q= Z; — k2 (C.11)
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C. Herleitung der Frequenzgleichung nach Rayleigh-Lamb

Aus (C.11) ergibt sich:
(772 + k2) (A +2u) =w?p sowie (Q2 + kz) = w?p.

Aus (C.12) folgt:
(P2 +K2) (N +20) = (Q* + k%) .
Aus (C.13) folgt:

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

= pr gt
Substituieren, wobei die Abkiirzungen o und § nur fiir diesen Anhangsteil gelten sollen [10]:
Q° + K
o = B —2 und B = m

Aus (C.13) und (C.15) folgt:
A= apu.

Einsetzen von (C.16) in (C.10):

N = 2uk?®P? + apk* + apk?*P? — 2uP?Q? — apuk?Q? — apP? Q2.
Sortieren von (C.17):

N = —pu (=2k*P? — ak® — ak®P? + 2P*Q° + ak?*Q* + aP?Q?) .
Einsetzen von (C.15) in (C.18):

N = —p[-2k*P? — (B—2) k" — (5 —2) K*P?

+2P2Q% + (B - 2) K2 Q% + (B — 2) P* Q7.

Auflésen von (C.19):

N = —pu (=2k*P? — Bk* + 2k* — BE*P? + 2k*P?

+2P%Q% + BK*Q? — 2k2Q% + BP?Q* — 2P? Q%) .

Zusammenfassen von (C.20):
N = —p [2k* —2k2Q? — B (K* + K*P? — k2Q% — P2Q?)].

Einsetzen von (C.15) in (C.21) und Zusammenfassen:

Q° 4 K

N = —u |2k* — 2k20Q% —
: R

(kZ +P2) (k2 _ Q2) )
Vereinfachen von (C.22):
N =—p[2k' —2k2Q% — (K2 + Q%) (K - ©%)].
):

Vereinfachen von (C.23

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)

Einsetzen von (C.24) in (C.10) und anschliefend in (C.9) sowie Vereinfachen fithrt auf die

Frequenzgleichung nach Rayleigh-Lamb fiir den symmetrischen Schwingmode:

tan (Q h/2) 4K*PQ

tan (P h/2) (Q2 — k2)*
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D. Inverse Fouriertransformation

In diesem Anhangsteil wird die Fouriertransformation sowie ihre Riicktransformation (inverse
Fouriertransformation) beschrieben. Ist die Zeitfunktion §(¢) bekannt, kann sie mithilfe von

f(w) = F{(1)) = / f(t) e Htdt (D.1)

in den Frequenzbereich transformiert werden [39,134,151,179]. Die Riicktransformation in den
Zeitbereich erfolgt mit [39,134,151,179]

i) = F i)} = o= [ 1) e, (02)

Je nach Definition sind in der Literatur auch andere Vorfaktoren fiir die Integrale zu finden.
Die Kurzschreibweise dieser Transformationen erfolgt mit den Operatoren F{ } bzw. F~1{ 1.

Die Transformation bzw. Riicktransformation einer analytischen Funktion erfordert deren
absolute Integrierbarkeit [116,134,179]:

/ f(£)] dt < 00 baw. / ()] dw < o0 (D.3)

Fiir eine Funktion im Frequenzbereich der Form
f(w) =e ¥ mit k= f(w) (D.4)

konvergiert das Integral aus (D.3) nicht, wenn fiir die Wellenzahl k eine der Beziehungen aus
Abschnitt 2.3 verwendet wird (vgl. (2.49), (2.60), (2.81), (2.93), (2.104), (2.107), (2.140) oder
(2.143)). Eine inverse Fouriertransformation fiir den komplexen Wellenansatz (2.34) oder fiir
die g-Funktionen aus Abschnitt 6.3 bzw. Anhang E ist dadurch analytisch nicht méglich. Die
Verwendung des Residuensatzes oder eine Niherung der e-Funktion als Reihe fithren nach [116]
ebenfalls auf keine Losung.
Die inverse Fouriertransformation wird deshalb numerisch berechnet. Anstatt (D.2) gilt fiir
diskrete Signale damit [116,134,148,151,171]
—1 1 ~ 2r
z[n] = FH{X[m]} = N,mEIOX[m]e N (D.5)

Die Folge im Zeitbereich wird mit z[n| bzw. die der komplexwertigen Amplituden des Frequenz-
bereichs mit X [m] bezeichnet. Fiir die Anzahl der Abtastwerte wird die Grofie N eingefiihrt. Die
Abtastwerte werden im Zeitbereich mit n bzw. im Frequenzbereich mit m gekennzeichnet. Mit-
hilfe der Routine x = ifft(X,’symmetric’) des Softwarepaktes MathWorks® MATLAB®
Version 7.10.0.499 (R2010a) erfolgt die direkte Berechnung der inversen Fouriertransformation
analog zu (D.5) [148]. Die Option ’symmetric’ bewirkt dabei, dass der Vektor X auf eine
konjugiert symmetrische Form gebracht wird [148].

157



E. Beispiel zum Wellenverfahren

In diesem Anhangsteil wird fiir das Beispiel des Kragbalkens aus Absatz 6.3.3 die Formulierung
in Matrixschreibweise entsprechend dem Wellenverfahren hergeleitet. Der Balken besteht dabei
aus zwei Elementen die in Abb. E.1 dargestellt sind. An der Koppelstelle 1 = [ sowie x2 =0

F

\

y

qll? q12

qlga Q14 4215 92

q23’ q24

El’ ‘[1’ pl? S

1

E

I

27 27

Poy S,

v

v

S S

1 ol g 2 '

<
al

Abbildung E.1.: Modellierung eines Balkens auf Basis des Wellenverfahrens. Der Balken besteht
aus zwei Segmenten mit einem freien Rand (x; = 0) und einer festen Einspannung
(1’2 = lg)

gelten die aus (6.41), (6.42), (6.43) und (6.44) bekannten Beziehungen

vi(w,z1 = L1) = va(w, z2 = 0), (E.1)
O (w,z1 = L1) = Qa(w, z2 =0), (E.2)
M (w,z1 = L1) = Ma(w, e = 0), (E.3)
Qi(w, 21 = L1) = Q2(w, 22 =0). (E4)

An der Stelle 1 = 0 verschwinden aufgrund des freien Randes zunéchst sdmtliche Schnittgréfen.
Allerdings muss die erregende Kraft F'(w) berticksichtigt werden. Diese wird als gegeben vor-
ausgesetzt, z. B. durch eine Messung ermittelt, und ist ebenfalls im Frequenzbereich angegeben.
Mit Verweis auf (6.45) und (6.46) lauten die Randbedingungen:

Die feste Einspannung bei xo = Iy ergibt nach (6.47) und (6.48) folgende Zusammenhénge:

vo(w, zg = Lo)

0, (E.7)
Qo (w, x2 = La) .

0 (E.8)
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E. Beispiel zum Wellenverfahren

Die in Absatz 6.3.1.3 eingefithrten Formulierungen fiir die Gréflen v;, €;, M; und @; nach
(6.33), (6.35), (6.36) und (6.37) sind:

vi(w, 7;) = gine M7 4 gige TR 4 ggelkil@Th) gy ekileil) (E.9)
Qi(w,z;) = — [_J.ki%‘leijkﬁi — kigine 7M1 4 jhigige i) 4 kiqz'4ek"("“*li)} (E.10)
Mi(w, xz) = —# [—k?qileﬂkixi + k?qigefkixi — k?qigeJki(xiili) + k?qi4eki(xifli)} (E.ll)
Jw
B, . .

Qi(w, ;) = —=— [Jking'leﬂkm — klqise Fim — jk} gizedti(mimh) 4 quiz;eki(a’i_li)} (E.12)
Jw

Die Wellenzahl k; bezieht sich auf die Biegewelle (B-Welle) nach der Euler-Bernoulli-Theorie
(2.81). Der Index i bezeichnet die verschiedenen Balkensegmente, wobei in diesem Beispiel
i =1,2 gilt. Mit den unbekannten Quellen ¢;; bis ¢;4 nach Abb. E.1 ergibt sich aus den
Bedingungen (E.1) bis (E.8), den Ansatzfunktionen (E.9) bis (E.12) und der Biegesteifigkeit

B; = Eil; (E.13)

das Gleichungssystem im Frequenzbereich:

r e*jklll e*klll 1 1
jkle_jklll kle_klll _jkl _kl
Blk%efjklll —Blk‘%efklll Blk‘% —Blk%
—jBykde=iil  Bk3e—hh iBik} — Bk
Bi1k? —Bk? Bikle il _Bik2e—kil
—iBk} Bik3 jBik3e ikl _ B ke ik
0 0 0 0
i 0 0 0 0
1 1 o ikal2 —e k22 T Q1 ] r 0 T
—jko —ko j/@ge*ijIQ k2€7k2l2 q12 0
—BQkS ng‘% —BQkige_ijl2 sz%e_k2l2 q13 0
ngk’S —ng‘% —szk%G —jkzl2 Bnge*kll2 q14 _ 0 (E 14)
0 0 0 0 g21 0 '
0 0 0 0 q22 —jwF(w)
e—J.k2l2 o —kal2 1 1 q23 0
jeﬂk?l? e —kal2 —j -1 1 L g24 | L 0 i
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Vereinfachen von (E.14):

_ o —ikily e kil 1 1
joae ikl ae kil —ja —a
B1a2€7jk.1ll _Bla2efk111 B1042 —Bla?
—jBlage_Jklll Bla36—k1l1 jBlOéS —Bla3
1 -1 e ikl _e—hil
] 1 jemikil - _e=kily
0 0 0 0
-1 -1 —eTik2l —e Rl T gyy ] [ 0 ]
_ 1 jo ikale e ~kal2 q12 0
—Bs By —Bge iklz Bye~halz 713 0
jBo —By  —jBge i2l2 Byehb Q4| _ 0 (E.15)
0 0 0 0 421 0 .
0 0 0 0 q22 —BF(w)
e_J.kle o —kal2 1 1 q23 0
je*szlz e —kal2 —j -1 4 L g4 | L 0 -

Einzeln betrachtet sind die Wellenzahlen jeweils Funktionen in Abh#ngigkeit der Frequenz.
Werden sie aufeinander bezogen, verschwindet diese Abhéngigkeit und fiir das Verhéltnis wird

die Abkiirzung
ki, piA1Ex ]
k2 p2AsE1 Ty ( )

eingefiihrt. Eine weitere Substitution ist mit
jw

b= Bk

(E.17)

gegeben. Diese Definitionen « und S sollen nur in diesem Anhangskapitel E gelten. Die
gr-Funktionen im Frequenzbereich sind:

gl(w) =eMh  g(w)=e Ml gy(w)=e 2 und gy(w) = e F2l2, (E.18)

Mithilfe der inversen Fouriertransformation (s. Anhang D) ergeben sich die gi-Funktionen
im Zeitbereich. Das Gleichungssystem aus (E.15) wird in den Zeitbereich anhand des in
Absatz 6.3.2 dargestellten Verfahren iiberfiithrt. Nach [85,134] entspricht eine Multiplikation
im Frequenzbereich einer Faltung im Zeitbereich. Fiir diskrete Signale kann die Faltung nach
(5.17) mit

n—1

¢ij (nAE) * gr(nA) = gij(nAt) gr(0) + Y qij (RAL) ge((n — k) At) (E.19)
k=0

berechnet werden. Das Gleichungssystem (E.15) wird auf die Form

MV (nAt) = R(nAt) (E.20)
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gebracht. Fiir die Matrix gilt damit

91(0) 92(0) 1 1
jagi(0) ag2(0) —ja  —a
Bla291(0) —B104292(0) Bia? —Bja?
M _ —jBloz?’gl (O) Bla3gg(0) jB1a3 —Bla3
1 -1 91(0)  —g2(0)
=j 1 J91(0)  —g2(0)
0 0 0 0
I 0 0 0 0
-1 —1 —93(0)  —g4(0) ]
=] -1 jg3(0) 94(0)
—By By  —DBjg3(0) B2g4(0)

0 0 0 0 (E.21)
0 0 0 0

93(0)  g4(0) 1 1

jg3(0)  g4(0) =] -1

Die Losungen der Quellen zum aktuellen Zeitschritt (nAt) beinhaltet der Vektor

VInAt) = [ qu(ndt)  qa(ndt)  qz(ndt)  qa(ndst)

Q21(nAt) QQQ(nAt) QQg(nAt) QQ4<TLAZ€) ] (E.22)

Die Summe, die alle Multiplikationspaare der Faltung bis auf ¢;;(nAt) g,(0) enthélt wird mit

n—1

Gigr(nst) =Y~ qij(kAL) gi(n — k) At) (E.23)
k=0

abgekiirzt. Da diese Summen nicht vom Wert des aktuellen Zeitschritts abhéngig sind, kénnen
sie im Vektor

i —G111(nAt) — Giaa(nAt) + Gazz(nAt) + Goaa(nAt) i
—jaGii1(nAt) — aGraa(nAt) — jGazz(nAt) — Goga(nAt)
—B1a%G111(nAt) + B1aGiaa(nAt) + BaGass(nAt) — BaGoga(niit)
jB1a3G111(nAt) — B1a3Giaa(nAt) + jBaGass(nAt) — BaGoys(nAt)
—G131(nAL) + Graz(nt)

F(nAt) — jglgl(nﬁt) + g142(nAt)
7g213(nﬁt) - g224(nAt)
iG213(nAt) — Goaa(nAt)

R(nAt) = (E.24)

zusammengefasst werden. Das Gleichungssystem (E.20) muss fiir jeden Zeitschritt gelst werden.
Um den Vektor R(n/At) zu bestimmen, sind zunéchst die Summen G;j;,(nAt) zu berechnen.
Die Kraft F(nAt) ist dabei die inverse Fouriertransformation (s. Anhang D) in diskreter Form
aus

F(t)=F Y {BF(w)}. (E.25)
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Wird die Matrix M vorab invertiert, beschrankt sich die Operation zur Ermittlung der Quell-
werte auf

V(nAt) = M~'R(n/t). (E.26)

Die Implementierung des Wellenverfahrens erfolgt mithilfe der numerischen Simulationsumge-
bung MathWorks® MATLAB® Version 7.10.0.499 (R2010a). Dieses Softwarepaket bietet mit
den Funktionen V = inv(M) * R bzw. V = M \ R zwei Moglichkeiten! lineare Gleichungs-
systeme in Matrizenform zu 16sen. Damit ergeben sich zwei sinnvolle Implementierungsvarianten
die in den Listings E.1 und E.2 ersichtlich sind.

Listing E.1: Implementierung der Losungsroutine, Variante 1

% Matrix M aufstellen

% Matrix invertieren
Minv = inv(M);
for n = 1:length(t)
% Faltungssummen G_ijk berechnen

W 1 O Ok W N

% Vektor R aufstellen

©

% Gleichungssystem l&sen
V = Minv * R;
end

= o e
N o= O

Listing E.2: Implementierung der Losungsroutine, Variante 2

% Matrix M aufstellen

for n = 1:length(t)
% Faltungssummen G_ijk berechnen

% Vektor R aufstellen

% Gleichungssystem 1ldsen
V =M\ R;
end
L J

O © 00 N3Ok W N

=

In Tabelle E.1 sind in Abhéngigkeit der maximalen Simulationszeit ¢, die notwendigen
Rechenzeiten bei einer Abtastrate von 204800 Hz angegeben. Hinsichtlich der notwendigen
Rechenzeit ergibt sich kein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Implementierungen.
Die iiberproportional steigende Rechenzeit bei lingerer Simulationsdauer ergibt sich aus den
langer werdenden Faltungssummen.

Tabelle E.1.: Rechenzeiten des Wellenverfahrens fiir das Beispiel aus Abb. E.1. Verwendetes Sys-
tem: DELL® PRECISION™T3500, ein Intel® Xeon® W3520 (2,67 GHz), 6,0 GB
Arbeitsspeicher und Microsoft® Windows® 7 Enterprise 64 Bit Betriebssystem.

Simulationszeit™ tmax
Implementierung | 10 ms | 20 ms | 30 ms | 40 ms | 50 ms
Variante 1 1.99s | 7.12s | 15.76 s | 27.18 s | 41.99 s
Variante 2 2.02s | 7.23s | 15.69s | 2741 s | 42.32 s
* Die Abtastrate betriagt 204800 Hz.

"Hinsichtlich Rechenzeit und numerischer Genauigkeit wird der Operator \ empfohlen [148].
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F. Einfluss der Zielposition beim
Strahlenverfahren

In diesem Anhangsteil sind die Vergleiche zwischen der Messung an der Originalposition und
der Simulation bei Variation der Zielpositionierung dargestellt. Die Signale beziehen sich auf
das Tunnelmodell aus Abschnitt 7.2. Die Positionierungen sind aus Abb. 7.6 zu entnehmen.
Die virtuellen Sensorpositionen werden dabei auf einem Kreis mit dem Radius r um das exakte
Ziel platziert. Die Unterschiede sind fiir » = 15 mm in Abb. F.1, fiir » = 20 mm in Abb. F.2
und fiir » = 30 mm in Abb. F.3 dargestellt.

Aus Abschnitt 7.2 sind die Vergleiche fiir » = 10 mm sowie die Diskussion der Ergebnisse
bekannt.

Pos 4, r = 15 mm Pos 3, r = 15 mm Pos 2, r = 15 mm

=
(=]
=
o
=
o

Einhiillende [g]
on
Einhiillende [g]
on
Einhiillende [g]
o

0 0 0
0 5 10 0 5 10 0 5 10
Zeit t [ms] Zeit t [ms] Zeit t [ms]
Pos 5, r = 15 mm Original Pos 1, r =15 mm
10 10 ‘ 10

Einhiillende [g]
o

Einhiillende [g]
o
Einhiillende [g]
o

o
o
o

o

5 10 5 10 5 10
Zeit t [ms] Zeit [ms] Zeit t [ms]

o
o

Abbildung F.1.: Vergleich zwischen Messung und Simulation fiir Kreisradius » = 15 mm
(Legende: — Messung Originalpositon, — Simulation Variation)
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Einhiillende [g]
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Abbildung F.2.: Vergleich zwischen Messung und Simulation fiir Kreisradius r = 20 mm
(Legende: — Messung Originalpositon, — Simulation Variation)
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Abbildung F.3.: Vergleich zwischen Messung und Simulation fiir Kreisradius » = 30 mm
(Legende: — Messung Originalpositon, — Simulation Variation)

164



Abbildungsverzeichnis

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.
2.9.

2.10.

2.11

2.12.
2.13.
2.14.
2.15.

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.9.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.

3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

Anregung und Ausbreitung der Korperschallschwingung in der Fahrzeugkarosserie 16

Korperschallentstehung und -ausbreitung in der Fahrzeugkarosserie . . . . . . . 17
Schwinggrofien am Messaufnehmer und Ausbreitungsgeschwindigkeit . . . . . . 22
Bezugssysteme . . . . ... 24
Normal- und Schubspannung in einem beliebigen Schnitt . . . . . . . . . .. .. 24
Verzerrungen in der Ebene . . . . . . .. ..o oo o 25
Relevante Wellenarten in einem Festkorper . . . . . . . . .. ... ... .... 28
Réumliche Ausdehnung und Schnittgréflen eines Stabs . . . . . . . ... .. .. 31
Réumliche Ausdehnung und Schnittgréfien einer Scheibe . . . . . . . . . .. .. 33
Balkenverformung . . . . . ... oL 35
SchnittgroBen an einem infinitesimal kleinen Balkensegment . . . . . . . . . .. 35
Deformationen am infinitesimal kleinen Element . . . . . . ... ... ... .. 38
. Dispersionsdiagramm fiir Balkenmodelle . . . . . .. ... ... ... ... ... 45
Plattenverformung . . . . . . .. Lo Lo 46
SchnittgroBen an einem infinitesimal kleinen Plattensegment . . . . . . . . . .. 47
Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes . . . . . . . . 49
Dispersionsdiagramm fiir Plattenmodelle . . . . . . . . ... ... ... 53
Anregung eines unendlich langen Balkens . . . . . . ... .. ... ... ... 54
Darstellung des Dispersionseffektes . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 55
Reflexion und Transmission von Wellen . . . . . . .. ... ... ... ... .. 56
Anderung der Wellenform bei dispersiver Wellenausbreitung und Reflexion . . . 57
Reflexion und Transmission bei schiefem Einfall . . . . . ... ... ... .. .. 58
Reflexions- und Transmissionsfaktor einer rechtwinkligen Plattenverbindung . . 59
Wellenzahlen einer geddmpften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken . . 60

Absoluter Fehler einer geddmpften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken 61
Relativer Fehler einer geddmpften B-Wellenausbreitung auf einem Stahlbalken . 61

Superposition zweier Wellen an verschiedenen Zeiten . . . . . . . ... ... .. 62
Wellenausbreitung auf einer Platte durch punktférmige Anregung . . . . . . . . 62
Ausbreitung einer Welle in den Schattenraum . . . . . . . .. ... ... .... 64
Prinzip von Fresnel und Huygens . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 65
Richtungsfaktor . . . . . . . . .. L 66
Relevante Struktur einer Fahrzeugkarosserie . . . . . . . .. ... ... .. ... 67
Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes . . . . . . . . 69
Verschiebungen der L- und B-Welle im Plattenquerschnitt . . . . . . . ... .. 69
Differenzmessung an einer einfachen Platte . . . . . . . ... .. ... ... .. 70
Schwingformen des symmetrischen und antisymmetrischen Modes . . . . . . . . 70
Verschiebungen gegenldufig angebrachter Sensoren . . . . . . .. .. ... ... 71

165



Abbildungsverzeichnis

4.7. Dispersionsanalyse gemessener Signale . . . . . . . . . ... ... ...,
4.8. Fehlervergleich der Phasengeschwindigkeit fiir Balken- und Plattenmodelle . . .
4.9. Vergleich der Impulsantwort fiir Balkenmodelle . . . . . . ... ... ... ...
4.10. Punktférmig angeregte B-Welle auf einer Platte . . . . . . ... ... ... ...
4.11. Exakte Losung und Naherungen der Ausbreitungsfunktion . . . . . . ... . ..
4.12. Verschiedene Verbindungsarten zwischen zwei Segmenten . . . . . . . ... ..
4.13. Frequenzverlauf der Reflexions- und Transmissionsfaktoren . . . . . . ... ..
4.14. Reflexions- und Transmissionsfaktoren runder Balkenverbindungen . . . . . . .
4.15. FEM-Modell zur Bestimmung der Reflexions- und Transmissionsfaktoren . . .
4.16. Auswertung der FEM-Analyse zur Ermittlung der Faktoren . . . . . . ... ..
4.17. Reflexions- und Transmissionsfaktoren mithilfe FEM-Analyse bestimmt

4.18. Reflexions- und Transmissionsfaktoren mithilfe FEM-Analyse bestimmt

5.1. Diskretisierung der Struktur bei FEM und BEM . . . . ... ... .......
5.2. Darstellung verschiedener Transmission-Lines . . . . . ... ... ... ... ..

6.1. Einfithrung von Spiegelquellen und Beschreibung mithilfe von Strahlen . . . . .
6.2. Diskretes Aussenden von Strahlen und Ermittlung des Strahlenverlaufs . . . . .
6.3. Definition des Zielgebietes . . . . . . . . .. L L oL

6.4. Aufspaltung der Strahlen in einen reflektierten und einen transmittierten Strahl

6.5. Berechnung der Strahlverfolgung . . . . . . . ... ... ... ... .......
6.6. Ubertragungssystem der Ausbreitungsmechanismen . . . . . . . ... ... ...
6.7. Ubertragungssystem der Randmechanismen . . . . . . . . ... ... ......
6.8. Unterteilung der Struktur und Netzerstellung . . . . . . .. ... ... ... ..
6.9. Mogliche Pfadverbindungen von der Quelle zum Ziel . . . . . .. ... ... ..
6.10. Modellierung des Beugungseffekts beim Strahlen- und Pfadverfahren . . . . . .
6.11. Wellenansatz und Balkenelement fiir die Biegewelle . . . . . . . . ... ... ..
6.12. Kopplung zweier Balkenelemente . . . . . . .. .. .. ... ... ... .....
6.13. Messung zur Validierung des Wellenverfahrens . . . . . . . . ... ... ... ..
6.14. Vergleich von Signalen aus Messung und Simulation. . . . . . .. ... ... ..
6.15. Wellenausbreitung von der Anregestelle zu den Randpunkten . . . . .. .. ..
6.16. Randpunkte wirken als Quellen von Elementarwellen . . . . . . . ... ... ..
6.17. Struktur zweidimensionaler Elemente und Vernetzung gesamter Strukturen . .
6.18. Einfluss der Vernetzung auf die Amplitudenabnahme . . . . . . . . .. ... ..
6.19. Modellierung des Beugungseffektes beim Strahlen- und Wellenverfahren

6.20. Verbindungsldngen eines quadratischen Elements . . . . . . . . . .. ... ...
6.21. Ermittlung der Verbindungsanzahl verschiedener Vernetzungsvarianten . . . . .

7.1. Abwicklung einfacher Geometrien fiir die Strahlverfolgung in der Ebene
7.2. 3-D-2-D-Transformation fiir komplexe diinnwandige Strukturen . . . . . . . ..
7.3. Abmessungen Tunnelmodell . . . . . . . ... .. ... oL
7.4. FEinfluss der Winkeldiskretisierung auf die Anzahl der Strahlen . . . . . .. ..
7.5. FEinfluss der Winkeldiskretisierung auf die Strahllangenverteilung . . . . . . . .
7.6. Variation der Zielposition fiir das Tunnelmodell . . . . . . . . . ... ... ...
7.7. Vergleich zwischen Messung und Simulation bei Variation der Zielposition . . .
7.8. Optimierung der Strahlverfolgung . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
7.9. Rechenzeiten der Strahlverfolgung bei unterschiedlichen Programmierungen .
7.10. Simulationsprozess . . . . . . . ... Lo

166

73
74
0]
76
7
78
78
79
80
81
81

95

. 120

121
122
123
123
124
125
126

. 126



Abbildungsverzeichnis

7.11
7.12
7.13

7.14.
7.15.
7.16.
7.17.

8.1.
8.2.

B.1.
B.2.
B.3.
BA4.
B.5.

E.1.

F.1.
F.2.
F.3.

. Gesamtfahrzeugmodell zur Simulation der Korperschallausbreitung . . . . . . .
. Parameterstudie fiir das Gesamtfahrzeugmodell . . . . . . . . . ... ... ...
. Exemplarischer Strahlverlauf durch die Gesamtfahrzeugstruktur . . . . . . . ..
Gemessener Kraftverlauf und Eingangssignal . . . . .. .. .. ... ... ...
Vergleich der Rohsignale aus Messung und Simulation . . . . .. ... ... ..
Vergleich der Signale im Frequenzbereich aus Messung und Simulation . . . . .
Vergleich der Einhiillenden aus Messung und Simulation . . . . . . .. ... ..

Generische Simulation . . . . . . . . . L
Riickrechnung . . . . . . . .. oL

Massentragheitsmoment eines infinitesimal kleinen Balkensegmentes . . . . . .
Kréfte und Verschiebungen am infinitesimal kleinen Massenpunkt . . . . . . . .
Vergleich der Wellenzahlen . . . . . .. .. .. . .. . ... . ...
Absoluter Fehler bezogen auf die Bresse-Timoshenko-Theorie . . . . .. .. ..
Relativer Fehler bezogen auf die Bresse-Timoshenko-Theorie . . . . . . . . . ..

Modellierung eines Balkens auf Basis des Wellenverfahrens . . . . . . . . .. ..

Vergleich zwischen Messung und Simulation bei Variation der Zielposition . . .
Vergleich zwischen Messung und Simulation bei Variation der Zielposition . . .
Vergleich zwischen Messung und Simulation bei Variation der Zielposition . . .

167

163
164
164



Tabellenverzeichnis

2.1.

3.1.

4.1.
4.2.

5.1.
5.2.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

E.1.

Zusammenfassung der Balkentheorien . . . . . . . ... .. ... ... ... .. 42
Materialwerte wichtiger Werkstoffe . . . . . . . .. .. ... ... L. 59
Verfiighare Tragwerksmodelle fiir die Biegewelle . . . . . . .. . ... ... ... 73
Wellenzahlen der Biegewelle auf unterschiedlichen Platten . . . . . . . ... .. 75
Lagerungsarten einer Platte . . . . . . . .. .. . oL oL 84
Gegeniiberstellung bekannter Verfahren . . . . . ... ... ... ... ..... 90
Biegewellenldngen auf unterschiedlichen Platten . . . . . . . . .. .. ... ... 91
Identifikatoren einzelner Strahlen . . . . . . . . . ... ... ... ... ..... 94
Amplitudenverhéltnis bei mehrfacher Reflexion bzw. Transmission . . . . . . . 98
Randbedingungen an einem Balken . . . . . . . ... ... 0oL 108
Gegeniiberstellung der Berechnungsverfahren . . . . . . .. .. .. .. ... .. 118
Rechenzeiten des Wellenverfahrens . . . . . .. .. .. ... ... ... .. .. 162

168



Literaturverzeichnis

[10]
[11]

[12]

ACHENBACH, J.D. ; LAUWERIER, H. A. (Hrsg.) ; KorTeEr, W. T. (Hrsg.): Wave Propaga-
tion in Elastic Solids. North-Holland Publishing Company, Amsterdam u. a., 1976

ACHENBACH, J.D.: Ray Methods for Waves in Elastic Solids. Pitman Advanced Publishing
Program, 1982

AGRICOLA, I. ; FRIEDRICH, T.: Vektoranalysis. Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2010

ArLr, M.:. Verbesserung des Entwicklungsprozesses fiir die Steuerung von Riick-
haltesystemen, Technische Universitit Braunschweig, Diss., 2005

ALTENBACH, H.: Persénliche Mitteilung vom 11.10.2011

ALTENBACH, H.: Analysis of Homogeneous and Non-homogeneous Plates. In: BORST,
R. de (Hrsg.) ; SaApowskl, T. (Hrsg.): Lecture Notes on Composite Materials - Current
Topics and Achievements, Springer, Berlin u.a., 2008, S. 1 — 36

ALTENBACH, H. ; ALTENBACH, J. ; NAUMENKO, K.: Ebene Fldchentragwerke. Springer,
Berlin u. a., 2002

ALTENBACH, H. ; NAUMENKO, K.: Shear Correction Factors in Creep-Damage Analysis
of Beams, Plates and Shells. In: Japan Society of Mechanical Engineers International
Journal, Series A 45 (2002), S. 77 — 83

ALTENBACH, J. ; ALTENBACH, H.: Finfihrung in die Kontinuumsmechanik. B.G. Teubner,
Stuttgart, 1994

APPEL, M.: Persionliche Mitteilung vom 06.06.2011

ARINIR, P.Z.D.: Java: Nebenliufige & verteilte Programmierung. 2. Auflage. W31 GmbH,
Herdeck u. a., 2010

AvypocDU, M.: Comparison of Various Shear Deformation Theories for Bending, Buckling,
and Vibration of Rectangular Symmetric Cross-ply Plate with Simply Supported Edges.
In: Journal of Composite Materials 40 (2006), S. 2143 — 2155

BaAsARr, Y. ; KrATZIG, W.B.: Mechanik der Flichentragwerke. Vieweg, Braun-
schweig/Wiesbaden, 1985

BATHE, K.-J.: Finite-Elemente-Methoden. Springer, Berlin u. a., 2007
BAUER, H.: Kraftfahrtechnisches Taschenbuch. Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2003

Beccu, R. ; Wu, C.M. ; LUNDBERG, B.: Reflection and Transmission of the Energy of
Transient Elastic Extensional Waves in a Bent Bar. In: Journal of Sound and Vibration
191 (1996), S. 261 — 272

169



Literaturverzeichnis

[24]

[25]

[26]
[27]

[28]

BENGEL, G. ; BAUN, C. ; KUNZE, M. ; STUCKY, K.-U.: Masterkurs Parallele und Verteilte
Systeme. Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2008

BERGMANN, L.: Der Ultraschall. S. Hirzel Verlag, 1954
BETTEN, J.: Kontinuumsmechanik. 2. Auflage. Springer, Berlin u. a., 2001

BoRrN, M. ; WoLF, E.: Principles of Optics. 6. Auflage. Cambridge University Press,
1998

BRANDMEIER, T. ; LAUERER, C. ; SPANNAUS, P. ; FESER, M.: Crasherkennung durch
Korperschallmessung. In: Haus der Technik - Sensoren im Automobil, 2006, S. 187 — 203

BRESSE, J.A.C.: Résistance des Matériauzr et Stabilité des Constructions. 2. Auflage.
Gauthier-Villars, Paris, 1866

CALOMFIRESCU, M. ; HERRMANN, A.S. ; KONIG, C. ; MULLER, J.: Numerische und
experimentelle Untersuchung der Wellenausbreitung in Faserverbundstrukturen. In: MP
Materialpriifung; Carl Hanser Verlag, Minchen 48 (2006), S. 2 — 10

CorMEN, T.H. ; LEISERSON, C.E. ; RivesT, R.L. ; STEIN, C.: Algorithmen - Eine
Finfiihrung. Oldenbourg, Miinchen u. a., 2004

COURANT, R. ; HILBERT, D. ; LAX, P.D.: Methoden der mathematischen Physik. Springer-
Verlag, Berlin u. a., 1993

CREMER, L. ; HECKL, M.: Kdrperschall. 2. Auflage. Springer, Berlin u. a., 1996

CzicHos, H. ; HENNECKE, M.: Hiitte - Das Ingenieurwissen. 33. Auflage. Springer,
Berlin u. a., 2008

DOEGE, E. ; BEHRENS, B.-A.: Handbuch Umformtechnik. 2. Auflage. Springer, Berlin u.
a., 2010

Dong, S.B. ; ALpDOGAN, C. ; TACIROGLU, E.: Much Ado about Shear Correction
Factors in Timoshenko Beam Theory. In: International Journal of Solids and Structures

47 (2010), S. 1651 — 1665
DovyLE, J.F.: Wave Propagation in Structures. 2. Auflage. Springer, Berlin u. a., 1997
DrEsiG, H. ; HoLzweElssiG, F.: Maschinendynamik. Springer, Berlin u. a., 2009

ENDE, S. von: Transient angeregte LAMB-Wellen in elastischen und viskoelastischen
Platten, Helmut-Schmidt-Universitidt / Universitét der Bundeswehr Hamburg, Diss., 2008

ERTLMEIER, R.: Expanding Design Process of the Airbag Control Unit ACU - Connection
of Active and Passive Safety by Using Vehicles Dynamics for Rollover and Side Crash
Detection. In: Intelligent Solutions in Embedded Systems. Regensburg, 2008

Evans, K.E.: Auxetic Polymers: A New Range of Material. In: Endeavour 15 (1991), S.
170 — 174

170



Literaturverzeichnis

[35]

FAHNLINE, J.B. ; KOOPMANN, G.H.: A Numerical Solution for the General Radiation
Problem Based on the Combined Methods of Superposition and Singular-Value Decom-
position. In: The Journal of the Acoustical Society of America 90 (1991), S. 2433 —
2428

Fany, F. ; GARDONIO, P.: Sound and Structural Vibration. 2. Auflage. Elsevier,
Amsterdam u.a., 2007

FESER, M. ; GEIGENFEIND, M. ; NIESSE, M. ; ANDRES, T. ; GRONING, T. ; KOHL-
HUBER, M. ; MATLOK, D. ; KOSTNER, J. ; BRANDMEIER, T. ; SPANNAUS, P.: Vor-
richtung zur Erzeugung einer Korperschallschwingung im Falle eines Zusammenstoffes
eines Kollisionsobjekts mit einem Fahrzeug. Internationales Patent, vertffentlicht unter

WO 2011/035750 A1, 2011

Fi1scHER, U. ; HEINZLER, M. ; KIiLGUS, R. ; NAHER, F. ; PAETZOLD, H. ; ROHRER, W. ;
SCHILLING, K. ; STEPHAN, A.: Tabellenbuch Metall. 41. Auflage. Europa-Lehrmittel,
Haan-Gruiten, 1999

FOLLINGER, O.: Laplace-, Fourier- und z-Transformation. Hiithig Verlag, Heidelberg,
2000

FORTUNE, S.: A Beam-Tracing Algorithm for Prediction of Indoor Radio Propagation.
In: Lin, M. (Hrsg.) ; MANOCHA, D. (Hrsg.): Applied Computational Geometry Towards
Geometric Engineering Bd. 1148. Springer, Berlin u. a., 1996, S. 157-166

FUNKHOUSER, T. ; CARLBOM, I. ; ELKO, G. ; PINGALI, G. ; SONDHI, M. ; WEST, J.: A
Beam Tracing Approach to Acoustic Modeling for Interactive Virtual Environments. In:
Computer Graphis Proceedings, 1998

GAuL, L. ; KOcL, M. ; WAGNER, M.: Boundary Element Methods for Engineers and
Scientists. Springer, Berlin u. a., 2003

GHUGAL, Y.M. ; ATTESHAMUDDIN, S.S.: A Static Flexure of Thick Isotropic Plates Using
Trigonometric Shear Deformation Theory. In: Journal of Solid Mechanics 2 (2010), S. 79
-90

GiancoLl, D.C.: Physik. Bd. 3. Pearson Studium, Miinchen, 2006
GIRKMANN, K.: Flichentragwerke. Springer, Wien u. a., 1986
GRAFF, K.F.: Wave Motion in FElastic Solids. Clarendon Press, Oxford, 1975

GROCHLA, J. ; KOPPE, H. ; GABBERT, U.: Losung komplexer dynamischer Aufgaben-

stellungen mit expliziten Verfahren auf Parallelrechnern. In: Proceedings in Applied
Mathematics and Mechanics 2 (2003), S. 232 — 233

GRoOss, D. ; HAUGER, W. ; SCHODER, J. ; WALL, W.A.: Technische Mechanik 2:
Elastostatik. Springer, Berlin u. a., 2009

GROSS, D. ; HAUGER, W. ; SCHODER, J. ; WALL, W.A.: Technische Mechanik 3: Kinetik.
Springer, Berlin u. a., 2010

171



Literaturverzeichnis

GRosS, D. ; HAUGER, W. ; SCHRODER, J. ; WALL, W.: Technische Mechanik 1: Statik.
10. Auflage. Springer, Berlin u. a., 2009

GROss, D. ; HAUGER, W. ; WRIGGERS, P.: Technische Mechanik 4: Hydromechanik,
Elemente der Hoheren Mechanik, Numerische Methoden. Springer, Berlin u. a., 2009

GROTE, K.-H. ; FELDHUSEN, J.: Dubbel - Taschenbuch fiir den Maschinenbau. 22. Auflage.
Springer, Berlin u. a., 2007

GROTH, C. ; MULLER, G.: FEM fiir Praktiker: Grundlagen. Expert-Verlag, Renningen,
2007

GRUBER, K. ; REICHENEDER, J. ; BAUER, S. ; KEuL, M.: CAE-Prozess- und Datenma-
nagement bei Audi. In: NAFEMS 3 (2009), Nr. 14, S. 21 — 32

GRUTTMANN, F ; WAGNER, W: Shear Correction Factors in Timoshenko’s Beam Theory
for Arbitrary Shaped Cross-Sections. In: Computational Mechanics 27 (2001), S. 199 —
207

GORz, G.: Handbuch der kiinstlichen Intelligenz. Oldenbourg, Miinchen, 2003

GUTIERREZ, J.A. ; MORENO, P. ; NAREDO, L.J. ; GUTIERREZ, J.C.: Fast Transients
Analysis of Nonuniform Transmission Lines through the Method of Characteristics. In:
International Journal of Electrical Power & Energy Systems 24 (2002), S. 781 — 788

HAGEDORN, P.: Technische Schwingungslehre Band 2: Lineare Schwingungen kontinuier-
licher Systeme. Springer, Berlin u. a., 1989

HAHN, H.G.: Elastizitdtstheorie. Teubner, Stuttart, 1985
HALLIDAY, D. ; RESNICK, R.: Physik. “de” Gruyter, New York, 1994

HarLLiDAY, D. ; RESNICK, R. ; WALKER, J. ; KocH, Stephan W. (Hrsg.): Physik.
WILEY-VCH GmbH & KGaA, Weinheim, 2003

HARGREAVES, J.A. ; Cox, T.: A Transient Boundary Element Method for Acoustic
Scattering from Mixed Regular and Thin Rigid Bodies. In: Acta Acustica united with
Acustica 95 (2009), S. 678 — 689

Haupt, H.: Fin auf der Schallemissionsanalyse basierendes Verfahren zur Risserkennung
in Umformprozessen, Universitit Paderborn, Fakultét fiir Elektrotechnik, Informatik und
Mathematik, Diss., 2003

HECHT, E. ; SCHLEITZER, Anna (Hrsg.): Optik. Oldenbourg Verlag, Miinchen u. a., 2001

Hemv, R.: FEM mit NASTRAN: FEinstieq und Umsetzung mit Lernprogramm UNA. Carl
Hanser Verlag, Miinchen u. a., 2005

HEYLIGER, P.R. ; REDDY, J.N.: A Higher Order Beam Finite Element For Bending and
Vibration Problems. In: Journal of Sound and Vibration 126 (1988), S. 309 — 326

HorrMANN, D.W.: Theoretische Informatik. Carl Hanser Verlag, Miinchen, 2009

172



Literaturverzeichnis

[76]

[77]

HOFFMANN, S. ; LIENHART, S.: OpenMP: Eine FEinfiihrung in die parallele Programmie-
rung mit C/C++. Springer, Berlin u. a., 2009

HorMAaNN, T.J.: Beitrag zur verfeinerten Balkentheorie, Universitit Stuttgart, Institut
fiir Bruchstatik, Diss., 1992

HORNIKX, M. ; FROSSEN, J.: The 2.5-Dimensional Equivalent Sources Method for Directly
Exposed and Shieled Urban Canyons. In: Acoustical Society of America 122 (2007), S.
2532 — 2541

HUuckLE, T. ; SCHNEIDER, S.: Numerische Methoden. Springer, Berlin u. a., 2006

HucgHEs, T.J.R.: The Finite Element Method. Dover Publications, Inc., Mineola u. a.,
2000

HutcHINSON, J.R.: Shear Coefficients for Timoshenko Beam Theory. In: Journal of
Applied Mechanics 68 (2001), S. 87 — 92

JENSEN, J.J.: On the Shear Coefficient in Timoshenko’s Beam Theory. In: Journal of
Sound and Vibration 87 (1983), S. 621 — 635

Jun, Li ; X1A0BIN, L. ; HONGXING, H.: Free Vibration Analysis of Third-Order Shear
Deformable Composite Beams Using Dynamic Stiffness Method. In: Archive of Applied
Mechanic 79 (2008), S. 1083 — 1098

KAEHLERT, H. ; ADLER, M.: Vision Zero - Null Verkehrstote. Verkehrsclub Deutschland
(VCD) e.V., Bonn, 2004

Kacawa, Y. ; Fuiitant, T. ; FuJita, Y. ; CHAIL L. ; WAKATSUKI, N. ; TSUCHIYA, T.:

Discrete Huygens’ Modelling Approach to Wave Propagations in a Homogeneous Elastic
Field. In: Journal of Sound and Vibration 255 (2002), S. 323 — 335

Kacawa, Y. ; TsucHiva, T. ; Fuii, B. ; Fojioka, K.: Discrete Huygens’ Model
Approach to Sound Wave Propagation. In: Journal of Sound and Vibration 218 (1998),
S. 419 — 444

Kacawa, Y. ; TsucHivA, T. ; HARA, T. ; TsuJji, T.: Discrete Huygens’ Modelling
Simulation of Sound Wave Propagation in Velocity Varying Environments. In: Journal
of Sound and Vibration 246 (2001), S. 419 — 439

KAISER, R.: C++ mit Microsoft Visual C++: Eine Einfihrung in den ANSI/ISO C++
Standard und in die objektorientierte Windows-Programmierung. Springer, Berlin u. a.,
2008

KATSIKADELIS, J.T.: A Boundary Element Solution to the Vibration Problem of Plates.
In: Journal of Sound and Vibration 141 (1990), S. 313 — 322

KATZENSCHWANZ, C.: Strukturoptimierung in der industriellen Praxis. In: NAFEMS 2
(2005), S. 22 — 26

KENNEDY, G.J. ; HANSEN, J.S. ; MARTINS, J.R.R.A.: A Timoshenko Beam Theory with
Pressure Corrections for Layered Orthotropic Beams. In: International Journal of Solids
and Structures 48 (2011), S. 2373 — 2382

173



Literaturverzeichnis

(3]

[89]

[93]

[94]

[95]

KLEIN, B.: FEM. Vieweg, Wiesbaden, 2007

KLEIVEN, S. ; LARSSON, K. ; Krorp, W.: Time-Domain Modelling: Combining ESM and
FDTM Methods for Acoustic Wave Propagation. In: Acta Acustica united with Acustica
95 (2009), S. 118 — 127

KNOFEL, B.: An Alternative Method to Compute High Frequency Structure Borne Sound
in Automotive Structures. In: Eleventh International Congress on Sound and Vibration.
St. Petersburg, Juli 2004, S. 3257 — 3264

KNOFEL, B. ; SARRADJ, E.: Structure-borne Sound in Automotive Structures: High
Frequency Boundary Element Method (HFBEM) vs. Statistical Energy Analysis (SEA).
In: Proceedings of the Joint Congress CFA/DAGA 2004. Strasbourg, 2004, S. 13 — 14

KOHLER, J. ; FRANK, T. ; FEUCHT, M. ; KOLLING, S.: Methodenentwicklung in der
Crashsimulation zur Absicherung des Fahrzeugentwicklungsprozesses. In: 5. LS-DYNA
Anwenderforum. Ulm, 2006

KOHLHUBER, M. ; WOCKEL, S. ; BRANDMEIER, T. ; AUGE, J. ; GEIGENFEIND, M.:
Korperschallbasierte Seitencrasherkennung - Chancen und Herausforderungen der Mo-
dellbildung. In: GERLACH, G. (Hrsg.) ; HAUPTMANN, P. (Hrsg.): 9. Dresdner Sensor
Symposium. Dresden : TUDpress, Dresden, 2009, S. 53 — 57

KoLLMANN, F.G.: Maschinenakustik. Springer, Berlin u. a., 2000

KOLLMANN, F.G. ; SCHOSSER, T.F. ; ANGERT, R.: Praktische Maschinenakustik. Springer,
Berlin u. a., 2006

KoopMmaNnN, G.H. ; SONG, L. ; FAENLINE, J.B.: A Method for Computing Acoustic

Fields Based on the Principle of Wave Superposition. In: The Journal of the Acoustical
Society of America 86 (1989), S. 2433 — 2428

KRAMER, F.: Passive Sicherheit von Kraftfahrzeugen. 3. Auflage. Vieweg+Teubner,
Wiesbaden, 2009

KRAUTKRAMER, J. ; KRAUTKRAMER, H.: Ultrosonic Testing of Materials. Springer,
Berlin u. a., 1990

KrAawCzUK, M. ; PALACZ, M. ; OsTACHOWICZ, W.: The Dynamic Analysis of a Cracked
Timoshenko Beam by the Spectral Element Method. In: Journal of Sound and Vibration
264 (2003), S. 1139 — 1153

KREISSIG, R. ; BENEDIX, U.: Héhere technische Mechanik: Lehr- und Ubungsbuch.
Springer, Wien u.a., 2002

Kroprp, W. ; SVENSSON, P.U.: Application of the Time Domain Formulation of the

Method of Equivalent Sources to Radiation an Scattering Problems. In: Acustica 81
(1995), S. 528 — 543

Kropp, W. ; SVENSSON, U.P.: Time Domain Formulation of the Method of Equivalent
Sources. In: Acta Acustica 3 (1995), S. 67 — 73

174



Literaturverzeichnis

[99]

[100]

[101]

[102

[103]

[104

[105]

[106]
[107]

[108]
[109]

[110]

[111

[112]

[113]

[114]

[115]

LAKES, R.: Deformation Mechanisms in Negative Poisson’s Ratio Materials: Structural
Aspects. In: Journal of Materials Science 26 (1991), S. 2287 — 2297

LANDAU, L.D. ; LirscHITZ, E.M.: Lehrbuch der Theoretischen Physik - Elastizitdtstheorie
- Band 7. Akademie Verlag, Berlin, 1991

LANDE, R.H. ; LANGLEY, R.S.: The Energetics of Cylindrical Bending Waves in a Thin
Plate. In: Journal of Sound and Vibration 279 (2005), S. 513 — 518

LAUERER, C.: Fin Beitrag zur Erhohung des Insassenschutzes durch Korperschallmessung
in der Crasherkennung, Otto-von-Guericke-Universitit Magdeburg, Fakultit fiir Elektro-
technik und Informationstechnik, Diss., 2009

LE Bor, A.: A Vibroacoustic Model for High Frequency Analysis. In: Journal of Sound
and Vibration 211 (1998), S. 537 — 554

LEBLANC, A. ; ING, R.K. ; LAVIE, A.: A Wave Superpostion Method Bases on Monopole
Sources with Unique Solution for All Wave Numbers. In: Acta Acustica united with
Acustica 96 (2010), S. 125 — 130

LEEg, J.P. ; KoLsky, H.: The Generation of Stress Pulses at the Junction of Two
Noncollinear Rods. In: Journal of Applied Mechanics 39 (1972), S. 809 — 813

LEHNER, G.: Elektromagnetische Feldtheorie. 6. Auflage. Springer, Berlin u. a., 2009

LEHNERT, H.: Systematic Errors of the Ray-Tracing Algorithm. In: Applied Acoustics 38
(1993), S. 207 — 221

LERCH, R. ; SESSLER, G.M. ; WOLF, D.: Technische Akustik. Springer, Berlin u. a., 2009

LEVINSON, M.: A New Rectangular Beam Theory. In: Journal of Sound and Vibration
74 (1980), S. 81 — 87

L1, X.F.: A Unified Approach for Analyzing Static and Dynamic Behaviors of Functionally
Graded Timoshenko and Euler-Bernoulli Beams. In: Journal of Sound and Vibration 318
(2008), S. 1210 — 1229

LINDNER, H. ; SIEBKE, Wolfgang (Hrsg.) ; SIMON, Giinter (Hrsg.) ; WUTTKE, Werner
(Hrsg.): Physik fiir Ingenieure. 18. Auflage. Carl Hanser Verlag, Miinchen, 2010

LINDSTROM, G. ; LANGKAU, R. ; SCOBEL, W.: Physik kompakt 3. Quantenphysik und
Statistische Physik. Springer, Berlin u. a., 2002

LuckruMm, R. ; HAUPTMANN, P.: Transduction Mechanism of Acoustic-Wave Based
Chemical and Biochemical Sensors. In: Measurement Science and Technology 14 (2003),
S. 1854 — 1864

LUEGMAIR, M.: Randbedingungen der Koérperschallausbreitung im Fahrzeug zur Crash-
erkennung. In: Fortschritte der Akustik - DAGA 2008, 2008, S. 121 — 122

LUEGMAIR, M.: Unzuldnglichkeiten von Balkentheorien und -elementen fiir die Beschrei-
bung hochfrequenter Biegewellenausbreitung in Fahrzeugstrukturen. In: NAFEMS 12
(2009), S. 53 — 63

175



Literaturverzeichnis

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]
[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

[128]
[129]

[130]
[131]

[132]

LUEGMAIR, M.: FErweiterung der Transmission-Line-Methode auf die Biegewelle zur
Stmulation von Crashsensorsignalen, Otto-von-Guericke-Universitdt Magdeburg, Fakultét
fiir Elektrotechnik und Informationstechnik, Diss., 2011

LUEGMAIR, M. ; KOHLHUBER, M.: Transient Ray Tracing Method. Deutsches Patent,
angemeldet unter DE 10 2010 034 926.7, 2010

LUEGMAIR, M. ; OESTREICHER, L.: Korperschallausbreitung als wichtiger Einfluss auf
die Crasherkennung. In: ATZ 110 (2008), Nr. 2, S. 160 — 165

LUEGMAIR, M. ; WOCKEL, S.: Precise Characterization of Structure-Borne Sound
Transmission Applied on Crash Sensing Technologies. In: SENSOR+TEST Conference,
2009

Luia, M.: Konzeptionierung und Implementierung spezieller Simulationsverfahren zur
hochfrequenten Wellenausbreitung in komplexen Automobilstrukturen unter Verwendung
parallelisierter Algorithmen in C++ zur Weiterentwicklung der Fahrzeugsicherheit, Hoch-
schule fiir angewandte Wissenschaften Fachhochschule Ingolstadt, Diplomarbeit, 2011

Lurig, A.L.: Theory of Elasticity. Springer, Berlin u. a., 2005

LyoNn, R.H. ; DEJONG, R.G.: Theory and Application of Statistical Energy Analysis. 2.
Auflage. Butterworth-Heinemann, 1997

MACE, B.R. ; HALKYARD, C.R.: Time Domain Estimation of Response and Intensity
in Beams Using Wave Decomposition and Reconstruction. In: Journal of Sound and

Vibration 230 (2000), S. 561 — 589

MACE, B.R. ; HALKYARD, C.R. ; EL-KHATIB, H.M.: Real-Time Measurement of Wave

Components and Intensity in a Beam in the Presence of a Near Feld. In: Journal of
Sound and Vibration 286 (2005), S. 507 — 527

MAGRAB, E.B.: Vibrations of Elastic Structural Members. Sijthoff & Noordhoff, Alphen
aan den Rijn u. a., 1979

MASON, S.J.: Feedback Theory - Some Properties of Signal Flow Graphs. In: Proceedings
of the Institute of Radio Engineers 41 (1953), S. 1144 — 1156

MASON, S.J.: Feedback Theory - Further Properties of Signal Flow Graphs. In: Proceedings
of the Institute of Radio Engineers 44 (1956), S. 920 — 926

MAYR, M.: Technische Mechanik. 3. Auflage. Carl Hanser Verlag, Miinchen u. a., 2002

MAYR, M. ; THALHOFER, U.: Numerische Ldsungsverfahren in der Prazis. Carl Hanser
Verlag, Miinchen, 1993

MAYSENHOLDER, W.: Kdrperschallenergie. Hirzel Verlag, Stuttgart/Leipzig, 1994

McCuNE, R.W. ; ARMSTRONG, C.G. ; ROBINSON, D.J.: Mixed-Dimensional Coupling in
Fnite Element Models. In: International Journal for Numerical Methods in Engineering

49 (2000), S. 725 — 750

MECHEL, F.P.: Formulas of Acoustics. Springer, Berlin u. a., 2004

176



Literaturverzeichnis

[133]
[134]
[135]
[136]

[137]
138]
[139]

[140]
[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147)
[148]
[149]

[150]

[151]

[152]

153

MESCHEDE, D.: Gerthsen Physik. Springer, Berlin u. a., 2006
MEYER, M.: Signalverarbeitung. Springer, Berlin u. a., 2006
MEYWERK, M.: CAE-Methoden in der Fahrzeugtechnik. Springer, Berlin u. a., 2007

MULLER, G. ; MOSER, M.: Taschenbuch der Technischen Akustik. Springer, Berlin u. a.,
2004

MOSER, M.: Technische Akustik. Springer, Berlin u. a., 2009
MOSER, M. ; Kropp, W.: Kérperschall. 3. Auflage. Springer, Berlin u. a., 2010

NoLD, M.L.: Anwendung von mehreren Empfangsantennen in drahtlosen Kommunikati-
onssystemen, Universitdt Ulm, Fakultdt fiir Ingenieurswissenschaften, Diss., 2002

0.A.: DIN 1320 Akustik; Begriffe. Deutsches Institut fiir Normung, Berlin, 1997

0.A.: Specifications Model 5800SL Miniature Impulse Hammer. Chatsworth: Dytran
Instruments, Inc., 1997

0.A.: LS-DYNA® Keyword User’s Manual. 971. Livermore Software Technology
Corporation, Mai 2007

0.A.: Datenblatt Picotron® Beschleunigungssensor Typ 8614A. ... Winterthur: Kistler
Gruppe, 2008

0.A.: 95% der Pkw-Fahrer finden Airbags im Auto wichtig. In: ADAC Motorwelt 5
(2009), S. 10

0.A.: Unfallentwicklung auf deutschen Straffen 2010. Statistisches Bundesamt, Wiesbaden,
2010

0.A.: Vision Zero: Im Zweifel fiir Verkehrssicherheit. Deutscher Verkehrssicherheitsrat
(DVR) e.V., 2010

0.A.: ANSYS® Help. Canonsburg: ANSYS®, Inc., 2011
0.A.: MATLAB® Help. Natick: The MathWorks®, 2011

OCHMANN, M.: The Source Simulation Technique for Acoustic Radiation Problems. In:
Acustica 81 (1995), S. 512 — 527

OEGREN, M. ; Kroprpr, W.: Road Traffic Noise Propagation between T'wo Dimensional

City Canyonys using Equivalent Sources Approach. In: Acta Acustica united with Acustica
90 (2004), S. 293 — 300

OPPENHEIM, A.V. ; SCHAFER, R.W. ; Buck, J.R.: Zeitdiskrete Signalverarbeitung.
Pearson Studium, Miinchen, 2004

OSTERMANN, F.: Aluminium - Werkstofftechnik fir den Automobilbau. Expert Verlag,
Ehningen, 1992

PaiN, H.J.: The Physics of Vibrations and Waves. Wiley, Chichester, 2005

177



Literaturverzeichnis

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

159

[160]

[161]

[162]
[163]

[164]

[165]

[166]

167]
168

[169]

[170]

[171]

PavLacz, M. ; KRAWCZUK, M.: Analysis of Longitudinal Wave Propagation in a Cracked
Rod by the Spectral Element Method. In: Computers and Structures 80 (2002), S. 1809 —
1816

PApPULA, L.: Mathematische Formelsammlung. 8. Auflage. Vieweg, Wiesbaden, 2003

PAvVO, I.: The Analysis of Signal Flow Graph Containing Sampled-Data Elements. In:
Acta Cybernetica 7 (1985), S. 217 — 223

PeEDrOTTI, F.L. ; PEDROTTI, L.S. ; BAUSCH, W. ; ScaMIDT, H.: Optik fiir Ingenieure.
Springer, Berlin u. a., 2005

POMBERCER, G. ; DOBLER, H.: Algorithmen und Datenstrukturen. Pearson Studium,
Miinchen, 2008

QUARTERONI, A. ; SALERI, F. ; SAPELZA, K.: Wissenschaftliches Rechnen mit MATLAB®.
Springer, Berlin u. a., 2005

RAUBER, T. ; RUNGER, G.: Parallele Programmierung. 2. Auflage. Springer, Berlin u. a.,
2007

RAUBER, T. ; RUNGER, G.: Multicore: Parallele Programmierung. Springer, Berlin u. a.,
2008

RAYLEIGH, J.W.S.: The Theorie of Sound. 2. Auflage. Dover, New York, 1945

REBEL, J.N.: On the Formulation of the Transmission Line Matriz Method, Technische
Universitat Miinchen, Lehrstuhl fiir Hochfrequenztechnik, Diss., 2000

REDDY, J.N.: Nonlocal Theories for Bending, Buckling and Vibration of Beams. In:
International Journal of Engineering Science 45 (2007), S. 288 — 307

REDDY, J.N. ; WANG, C.M. ; Lim, G.T. ; HG, K.H.: Bending Solution of Levinson
Beams and Plates in Terms of Classical Theories. In: International Journal of Solids and
Structurs 38 (2001), S. 4701 — 4720

RiMscHA, M. von: Algorithmen kompakt und verstindlich. 2. Auflage. Vieweg+Teubner,
Wiesbaden, 2010

RosE, J.L.: Ultrasonic Waves in Solid Media. Cambridge University Press, 1999

RUSSELL, S. ; NORVIG, P.: Kiinstliche Intelligenz - Ein moderner Ansatz. Pearson
Studium, Miinchen, 2004

SARRADIJ, E.: Hochfrequenter Korperschall in Strukturen, Technische Universitédt Dresden,
Fakultédt fiir Elektortechnik, Diss., 1998

SARRADJ, E.: Energy-based Vibroacoustics: SEA and Beyond. In: Proceedings of the
Joint Congress CFA/DAGA 2004, Strasbourg, 2004

SCHEITHAUER, R.: Signale und Systeme - Grundlagen fiir die Mess- und Regelungstechnik
und Nachrichtentechnik. 2. Auflage. Teubner Verlag, Wiesbaden, 2005

178



Literaturverzeichnis

[172]

[173]

[174]

[175]

[176]

[177]

78]

[179]

[180]

[181]
[182]

[183)

[184]

[185]

[186]

187

[188]

SCHERRMANN, P. ; KOHLHUBER, M. ; BRANDMEIER, T.: Auswertung aktiv erzeugter
Korperschallsignale im Fahrzeug. In: GERLACH, G. (Hrsg.) ; SCHUTZE, A. (Hrsg.): 10.
Dresdner Sensor Symposium. Dresden : TUDpress, Dresden, 2011, S. 219 — 223

SCHWEIZER, W.: MATLAB® kompakt. Oldenbourg Wissenschaftsverlag, Miinchen, 2009

SIMSEK, M.: Free Vibration Analysis of Beams by Using a Third-Order Shear Deformation
Theory. In: Sadhana 32 (2007), S. 167 — 179

SPANNAUS, P.: Entstehung von Korperschall im Fahrzeugcrash. In: Fortschritte der
Akustik - DAGA 2008, 2008, S. 111 — 112

SPANNAUS, P.: Kdrperschallentstehung im Fahrzeugcrash: Ein Beitrag zur Verbesse-
rung der Unfallerkennung, Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg, Zentrum fiir
Ingenieurwissenschaften, Diss., 2009

SPANNAUS, P. ; BRANDMEIER, T. ; KOHLHUBER, M.: CISS.S - Seitencrasherkennung mit
Crash Impact Sound Sensing. In: SCHWEIGER, G. (Hrsg.): Foschungsbericht 2010, 2010,
S. 24 — 25. — ISSN 1867-9625

STOCKER, H.: Taschenbuch der Physik. 3. Auflage. Harri Deutsch, Frankfurt am Main,
1998

STOCKER, H.: Taschenbuch mathematischer Formeln und moderner Verfahren. Harri
Deutsch, Frankfurt am Main, 2003

STUDER, J.A. ; LAUE, J. ; KOLLER, M.G.: Bodendynamik. 3. Auflage. Springer, Berlin u.
a., 2007

SzABO, 1.: Héhere Technische Mechanik. 6. Auflage. Springer, Berlin u. a., 2001

SzABO, 1.: Einfiihrung in die Technische Mechanik. 8. Auflage. Springer, Berlin u. a.,
2003

TIMOSHENKO, S.P.: On the Correction for Shear of the Differential Equation for Transverse
Vibrations of Prismatic Bars. In: Philosophical Magazine 6 (1921), S. 744 — 746

TIMOSHENKO, S.P. ; GERE, J.M.: Mechanics of Materials. Van Nostrand Reinhold Co.,
New York, 1972

TIMOSHENKO, S.P. ; GOODIER, J.N.: Theory of Elasticity. 3. Auflage. McGraw-Hill, New
York, 1970

TIMOSHENKO, S.P. ; WOINOWSKY-KRIEGER, S.: Theory of Plates and Shells. 2. Auflage.
McGraw-Hill, New York, 1959

TIMOSHENKO, S.P. ; YOouNG, D.H.: Vibration Problems in Engineering. D. Van Nostrad
Company, Inc., Toronto u. a., 1955

TIPLER, P.A. ; LLEWELLYN, R.A.: Moderne Physik. Oldenbourg Wissenschaftsverlag,
Miinchen, 2009

179



Literaturverzeichnis

[189]

[190]

[191]

[192]

[193]
[194]

[195]
[196]

[197]
[198]

[199]

[200]

[201]

[202]

203]

[204]

TIPLER, P.A. ; Mosca, G. ; PELTE, Dietrich (Hrsg.): Physik fiir Wissenschaftler und
Ingenieure. 2. Auflage. Elsevier GmbH, Miinchen, 2004

TVEITO, A. ; WINTHER, R. ; KiaNI, H.P.: Einfihrung in partielle Differentialgleichungen:
Ein numerischer Zugang. Springer, Berlin u. a., 2002

UNBEHAUEN, R.: Systemtheorie 1. Oldenbourg Wissenschaftsverlag, Miinchen u. a., 2002

VOCKING, B. ; ALT, H. ; DIETZFELBINGER, M. ; REISCHUK, R. ; SCHEIDELER, C. ;
VOLLMER, H. ; WAGNER, D.: Taschenbuch der Algorithmen. Springer, Berlin u. a., 2008

VIKTOROV, L.A.: Rayleigh and Lamb Waves. Plenum Press, New York, 1967

VINSON, J.R.: The Behavior of Thin Walled Structures. Kluwer Academic Publishers,
Dordrecht u. a., 1989

WAUER, J.: Kontinuumsschwingungen. Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2008

WESTKAMPER, E. ; WARNECKE, H.J.: FEinfihrung in die Fertigungstechnik. Vie-
weg+Teubner, Wiesbaden, 2010

WILLNER, K.: Kontinuums- und Kontaktmechanik. Springer, Berlin u. a., 2003

WITTEL, H. ; MUHS, D. ; JANNASCH, D. ; VOSSIEK, J.: Roloff/Matek Maschinenelemente.
Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2009

WoLr, J.: C mit einfachen Beispielen programmieren. Markt+Technik Verlag, Miinchen,
2006

Wu, C.M. ; LUNDBERG, B.: Reflection and Transmission of the Energy of Harmonic
Elastic Waves in a Bent Bar. In: Journal of Sound and Vibration 190 (1996), S. 645 — 659

XIANGYANG, Z. ; KE’AN, C. ; JINCAI, S: On the Accuracy of the Ray-Tracing Algorithms
Based on Various Sound Receiver Models. In: Applied Acoustics 64 (2003), S. 433 — 441

YAMASHITA, E.: Analysis Methods for Electromagnetic Wave Problems. Artech House,
Boston, 1990

YonG, K.H. ; ATkiNS, K.J.: Generation of Elastic Stress Waves at a Corner Junction of
Square Rods. In: Journal of Sound and Vibration 84 (1982), S. 431 — 441

ZELLER, P.: Handbuch Fahrzeugakustik. Vieweg+Teubner, Wiesbaden, 2009

180



Lebenslauf

Personliche Daten

Name
Akad. Grad
Geburt

Werdegang
09/1989 — 07/1993

09/1993 — 07/1995
09/1995 — 07/1999
09/1999 — 06/2002
09/2002 — 07/2003
10/2003 — 09/2007
02/2006 — 07/2006
03/2007 — 09/2007
11/2007 — 12/2008
01/2009 — 12/2011

seit 09/2009

seit 01/2012

Markus Michael Kohlhuber
Dipl.-Ing.(FH)
14.07.1982 in Schrobenhausen/Bayern

Grundschule

Volksschule Schweitenkirchen-Paunzhausen
Hauptschule

Volksschule Schweitenkirchen-Paunzhausen
Realschule

Pfaffenhofen, Mittlere Reife

Ausbildung zum Technischen Zeichner
MAN Nutzfahrzeuge AG, Miinchen, Facharbeiter
Berufsoberschule

Scheyern, Fachhochschulreife

Studium des Maschinenbaus
Hochschule Ingolstadt, Dipl.-Ing.(FH)
Praxissemester

BMW Group, Miinchen

Diplomarbeit

BMW Group, Miinchen
Versuchsingenieur

MAN Nutzfahrzeuge AG, Miinchen
Wissenschaftlicher Mitarbeiter
Hochschule Ingolstadt

Externer Doktorand

Martin-Luther- Universitdt Halle- Wittenberg
Entwicklungsingenieur

BMW Group, Miinchen

Schweitenkirchen, den 2. Januar 2012

Markus Kohlhuber

181



Erklarung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Arbeit selbststéndig
und ohne fremde Hilfe verfasst, andere als die angegebenen Quel-
len und Hilfsmittel nicht benutzt und die den benutzten Werken
wortlich oder inhaltlich entnommenen Stellen als solche kenntlich
gemacht habe.

Schweitenkirchen, den 2. Januar 2012

Markus Kohlhuber

182



	Symbol- und Abkürzungsverzeichnis
	1 Einleitung
	1.1 Körperschallmessung zur Detektion von Crashsituationen
	1.2 Simulation der Körperschallausbreitung
	1.3 Anforderungen an die Simulationsmethode
	1.4 Stand der Entwicklung
	1.5 Ziel und Inhalt der Arbeit

	2 Struktur- und werkstoffmechanische Grundlagen
	2.1 Definition Körperschall
	2.2 Elastizitätstheorie
	2.2.1 Bezugssysteme, Verschiebungen, Belastungen und Spannungen
	2.2.2 Verzerrungen
	2.2.3 Gleichgewichtsbedingungen
	2.2.4 Konstitutive Gleichungen
	2.2.5 Arbeitssatz

	2.3 Wellenausbreitung in Tragwerkselementen
	2.3.1 Stab
	2.3.2 Scheibe
	2.3.3 Balken
	2.3.3.1 Theorie nach Euler-Bernoulli
	2.3.3.2 Theorie nach Bresse-Timoshenko
	2.3.3.3 Theorie nach Levinson
	2.3.3.4 Abwandlungen der Bresse-Timoshenko-Theorie
	2.3.3.5 Diskussion

	2.3.4 Platte
	2.3.4.1 Schubelastische Platte
	2.3.4.2 Plattenwellen nach Rayleigh-Lamb
	2.3.4.3 Diskussion



	3 Welleneffekte
	3.1 Dispersion
	3.2 Reflexion und Transmission
	3.3 Materialdämpfung
	3.4 Superpositionsprinzip
	3.5 Amplitudenabnahme auf der Platte
	3.6 Beugung
	3.7 Huygenssches Prinzip

	4 Eigenschaften des Ausbreitungsbereichs
	4.1 Dominante Wellenart
	4.1.1 Theoretische Betrachtung
	4.1.2 Differenzmessverfahren
	4.1.3 Dispersionsanalyse

	4.2 Gültigkeit der mechanischen Modelle
	4.3 Flächige Ausbreitung
	4.4 Näherung der Amplitudenabnahme
	4.5 Reflexion und Transmission an komplexen Übergängen
	4.5.1 Theoretische Betrachtung
	4.5.2 Numerische Parameterstudie


	5 Verfahren zur Analyse der Wellenausbreitung
	5.1 Finite-Differenzen-Methode
	5.2 Finite-Elemente-Methode
	5.2.1 Elementwahl
	5.2.2 Elementlänge
	5.2.3 Zeitschritt

	5.3 Rand-Elemente-Methode
	5.4 Transmission-Line-Methode
	5.5 Äquivalente-Quellen-Methode
	5.6 Vergleich

	6 Modifizierte Strahlen- und Wellenverfahren
	6.1 Strahlenverfahren
	6.1.1 Konzept
	6.1.2 Berechnung der Strahlverfolgung
	6.1.3 Abbruchbedingungen
	6.1.3.1 Laufzeit
	6.1.3.2 Amplitudenabnahme
	6.1.3.3 Materialdämpfung
	6.1.3.4 Reflexions- und Transmissionsstellen

	6.1.4 Berechnung des Zielsignals
	6.1.4.1 Mechanismen der Ausbreitung
	6.1.4.2 Mechanismen der Ränder
	6.1.4.3 Zusammenfassung der Mechanismen


	6.2 Pfadverfahren
	6.2.1 Netzerstellung
	6.2.2 Pfadverbindungen
	6.2.3 Suchalgorithmus
	6.2.4 Korrektur
	6.2.5 Beugung

	6.3 Wellenverfahren
	6.3.1 Eindimensionale Beschreibung der Biegewelle
	6.3.1.1 Wellenansatz
	6.3.1.2 Feldgrößen
	6.3.1.3 Balkenelement

	6.3.2 Überführung in den Zeitbereich
	6.3.3 Koppel-und Randbedingungen
	6.3.4 Lösungsverfahren
	6.3.5 Erweiterung auf zweidimensionale Strukturen
	6.3.5.1 Amplitudenabnahme
	6.3.5.2 Beugung
	6.3.5.3 Optimierung


	6.4 Vergleich

	7 Simulation räumlich dünnwandiger Strukturen
	7.1 Erweiterung
	7.2 Analyse
	7.3 Optimierung
	7.4 Simulationsprozess
	7.5 Anwendung

	8 Schlussbetrachtung
	8.1 Zusammenfassung
	8.2 Weitere Einsatzmöglichkeiten
	8.3 Ausblick

	A Herleitungen zur Scheibentheorie
	A.1 Wellengleichung für die Scheibe
	A.2 Wellenzahl und Phasengeschwindigkeit für die Scheibe

	B Herleitungen zu den Balkentheorien
	B.1 Massenträgheitsmoment für lineare Verschiebungsansätze
	B.2 Levinson-Theorie
	B.2.1 Formfunktion
	B.2.2 Biegemoment
	B.2.3 Querkraft
	B.2.4 Massenträgheitsmoment für Verschiebungsansätze höherer Ordnung

	B.3 Schub-Lösung
	B.3.1 Wellengleichung
	B.3.2 Vergleich der Wellenzahlen von Bresse-Timoshenko- und Schub-Lösung


	C Herleitung der Frequenzgleichung nach Rayleigh-Lamb
	D Inverse Fouriertransformation
	E Beispiel zum Wellenverfahren
	F Einfluss der Zielposition beim Strahlenverfahren
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Literaturverzeichnis

