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INstitvri RatIo.

1
\xx./o,nifncnu:r hoc llo Axaryseos ComBINATORIAL quaciiiones ftres ex plurimis
alils, quae forma aeque univerfali, ut hic appatent, nusquam, quod equidem fiam, per-
tre

itae reperiuntar, et quarum inwﬂ%g:;ndawm cecafionem pmcbuit muiua relaiio expenen-
Tias et cocfficientium in aequatione :

: : 1 o

[1—(oxt-hx2. 1% [1— (a4 bz, DB [i—(Use4-Ba2. f=1—(a%4 Bx* 4 ca3... + nx )
Propter Methodi Combinatoriae in
que quacliionum indolem vilum
fatis notas Praeparationis |
ct quaedam de Compis

quaeftionum analyticarum folutione hic adhibitae ipfarum-
eft mihi, non abs re efle, propofitiones aliquot nondum
0co pracmittere, quibus formulae dignitatum Polyncmii diverfae
watoriis Jnvolutionibus hoe in libello obviis, continentur,ut deinde §. XXVII

feqq. remotis omajbus impedimentis, rei poflit fumma afferri ejusque ufus exemplis nonnul-
lis illuftrari

Si quid ego effecerim, combinatoriis involutionibus ad Analyfeos theoremata fummi mo-
mentt translatis, eam ob rem {tudium, quo me d?sciplinis Mathefeos tradendis dicavi, cuique ut
: illi s . : e o e

probetur ab il non alieno, jam in votis habeo: PEr1TIs vero fatisfacere non, niftin pofterum,
conabor,

qN\ .
) Theoria

r
13

m artis combinatoriae cjusque ad Analyfin applicationetn, EX¥DENBURGIUS, Fir Cule-
berrimys, in opere,quod inferibitur : Novi Syffematis Permutationum, Combinationum ac Variatis-
U primae lineae (Lipfiae 1781.), primus ita propofuit, ut in e2, velutiin fundamento, ¢z i
tatur omnis, Multa etiam continent ad rem combinatoriam et Analyf{in pertinentia, p
fimul plurimis et exemplis et tabulis combinatoriis, ipfius: ]w/?,':zf,‘i:w;:zii]Jfgzzil‘a:z:‘" ifloria,
Leges ac Formulge. . . (Gottingae 1779.). Quibus vero meditationibus peculiaribus, qua via
quibusque artificijg ad memorabile illud inventum perdutus fuerit, docuit nuper, omnia fimul
A0S (eripta eo pertinentia:  Archiv der reinen und angewandten Mathematik, (Leipzig
bey Schifer 1794.) Heft II. pag. 242.

ni-

enumer;

A

N ST ML SR LA T TP SR STy <

i~ T SR ety
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5. IL

DeEriNITIONES.

1) Ars combinatoria res datas ex ordine notat five literis a, 6, Loy B o Dt i
five numeris 1, 2, 3, 4, B e SR Signa ﬁngul.\ Llementorum, colle@a vero
(ﬂ» D e e e N e en habe ok

T o2y I AR S st/

2) Elementorum conjunctiones Singulae, veluti abey ddd; cechd; five 1235 4445 153243
Complexiones vocantar, et quidem #ite crdinctae, in quibus (i a finiftra ad dextram
legas) elementum pofterius nullum antepoficum eft priori, e. g. aab; abcy abedy 112;
1235 12345 ltaque abas cab; abfee; aanchs 1ary 3iag 126555 111325 non funt rite
ordinatae.

: ey
3) Complexiones dividuntur

iones, quales funt aa; abj br; Y5 1359238

+ Terniones, = = aaa; abcy cbd; 1115 1333 3243

= Quaternicnes s abbes adef; 12235 14503 0
= . s s s s = s .

s mtiones P seghed S5 Tmy g Eom s

prout bims, ternis, quaternis, ..... m Elementis conftant, Ad hujus appellationis
analogiam {ingula elementa ipla dicuntur uiones v, c. a3 by c 5 P

Cum refpicitur ad aliquam conjungendi legem, fecundum quam ipfac complexiones pro-
P JURE gem, i ¢ P !

ducuntur,

collectio Vnionum vccatur prima Cla
, Binionum ' = fecunds s
. Ternionum - tertia =
= * 2 s .
s mtionum = wita =

5) Clafiis rite ordinata dicitur, cujus complexiones onmnes ad inflar numerorum crescen-
tiom procedunt.
25911075 12 ’)
c; anf; ale

Sic v. ¢. Compl xioncs (

1165 1253 1343 2243 233, lata 2245 13
aaf; abe; acd; bbd; bec honautem (l'w/; aed 5

aut aliter dispolitae, ut numeri crescentes progrediuntur.

6

~

Discerptiones numeri n cae vocantur complexiones numericae, in quibus elementorum
cujusque complexionis fumma *) acquat pumerum 2, 5
=) Com-
7
*) In complexione fimma elementorum cum ipforum numero confundendus non eft. Iifa ab ipforum
elementorum numericorum magnitudine, hic a multitudive pencet, et in eadem claffe cot-
ftanter




L)
f

0 Combinationes unmmaz propofitae n cae dicuntar complexiones numericae

5 rite ordinatae (Def. 2), quae f{imul discerptiones
;,T funt numeri z ¢ Def, 6); quo pertinent v. c. fu
ljs maue 5 combinationes a latere collocatae et per
:’%,LT clafles (Def. 4.) dispofitae,

1L

8) Permutari datae combinationis elementa dicuntur, ubi omnibus,
dis fedibus transponuntur

tiones datae combination.

quibus poffunt, mo-

fuis, et predeuntes permutando coujunciiones iplae Permua.

J Vocantur,

§ IIL

PR¥o-ny & oA

Data Combinations Summae

(§. IL Def. 7.) reperive proxime Jequentem Claffis vite
ordinatae (§. 11, Def, 5) et indicis (1,

2,3 4 ....) (§. Def. 1),

Combinatio data fit v. ¢, 1124455 ubi n =17 et index (1, 2, 3, 4, §, 6.,.. )

SorveTiIo.

I In duta Combinatione quaeratur, a dextra ad finifiram eundo, numerus primus, qui z_z'ua-
bus faltem unitatibus differat a numero extremo ad dextram et inventus (hic 2) 'Illﬂ.lfﬂtt
augeatur. Si talis numerus non reperitur, combinatio data ipla eft claflis fuae ultima,
veluti 233333,

IL Numerus feeundum L audus (j
Cetur, excepta tamen extrema,

L. Numeri ad (iniftram (fi qui adfunt) maneant immutati.
1V. In fede ad
tum eft 6)

am 3) in omnibus ad dextram fedibus (quae adfunt) colfo-

. (h. §. complemen-
dextram extrema ponatur complementum fummae #. ( p

Vnde

ftanter idem eft. Sicin com
menta 15 3; 1;

u

plexione 13158 #umerus elementorum eft 5, propter quinque Ele-
5; 85 Elementorum vero fumma eft 143+15:8 —18. In complexicne 25412
Umerus elementorum iterym eft 5, fumma autem 14,

g ——




Pro— = = —= e o
e . .
v femmy
112445 ex 11333¢( ex 113345
O m'E N Secundum I e 4
SAEEgR) : L1 ot - L1
T1333.) : LILHTS S rr 35 : LILAIL ' 133444
113336 "
l““-’”i : EALGIL BV 1ai3 8 454 2 LIV 52844

DEMONSTRATIO.

mu . Discerptio vero rite or

mbir

Y7y

g I.I. et 1V

nerum audtum i\\:{m;

e Ve

PrRoBrLEMaA

mbinctionym fummae propofitae n cloflem quamlibet,v. c. mtam (vhim<<u) conflruerts
J )l % q \ )

dato "7'/1./1][5 (2 At )

Q

ST T80t
il —— 1) unitate alia juxta aliam, et vltimo loco complementum. a¢
(=21 + 1).

Le (m—un

ac commbinatione per u:‘u as \,
ibet poflerior ex
Jue omnes Cox:-.lmutiozm LTdemC erunt,
= 5, producitur

fecundum 1) prima combinatio TI116
/00 i 50
4 2) fice 2 reltguae omn LS Ul e
z 2) rice ve reirquace cimnes 8 37
b |JZEETse
Iin asicsns
Xi T2 2520
Lz 2.3 vnians)

n discerptionibus egerunt Hinprxwurcrus, Vir
Hik. Leg. ac Form. p. 73. feqq. et p. 129. feqq. et /]l'“.;'
1 s Coefficientes Mo1vRAEANOS fequi ordinem lexi

FERUS, Vir Clariffimus, (Combi:

atorifche Ana'ytik etz,p.

g

q1




Exrricartio

1 {ummace provmﬁ"'-“ 7

{Tes (§. I1. Def, 7.) €x ordine per
. ¢t numerw equ

literas majo-
i, fequentem in modum, not: HiE

=R u\,tub‘tux

combinationum fummae g ;, e, 8 Signo SAY}
N (=]
{12
Jecunds s : P 4 ;ﬁ;, . 8
135
L44)
[1167
q | 125 |
S ] 5 = 2 2134 » 8@
I::»ill
i , Index cft
frrs (3, 2,4y5,6,7,8
A : : | 1124 |
quarta L] 2 P -1 = d s a 3P
| 1223 |
{22224
e T 111147
qu:iq s ¥ 5 . S 11123 & 5 3E
L1222} |
|
2 (1111137 S
¥ = e * Litnizz] . F
o~ |
-t a s = 2 1111172 2 G
£ 2 . » = ITI1I111 ’ EHJ

1erus # .(hic 8 J» qui literae mnjmx hic mgitur a laeva, dicitar 7 Exponens fummise

“’7:1‘.1.(). Literae cum numeris Si; gna C/{, o conflituunt,

s femper adiiciendus, quod, illo omiflo, combi-

n Il Signa "M et " d
D) (v,-,z m
nGHL, quia . M

X : .
a funt.  Ihd enim claffem

1a ofl Jitera alphabeti A, B, C, D

eft alphabeti, mtam generaliter oo/ e expri ,‘,f
2 o /) Js

(152,

tonum fy mmae 2 duod

0 S alte

§. VI,




S VR
D)o ST T o),
Combinationes [nmmae propofitac n ex elementis literalibus eae vocantur Complexiones, quae c¥

pumeticis ejusdem fummae, fecundum problema §. IV. productis, oriuntur, {i loco numerorum
(1, 2, 3> 4 - -..) lteracthis refpondentes ponantur, hoc modo:

60— A o= O o = O\

o ae) U
235 = B Iui:;z:(‘B ce b= OB

33J : e ddj

and) bbe)

1141 : < i
,2§ g =— 6C abe s'= 6C brds = ‘€

222) bbb cced
3N 6 aaac’) b bhbd) __
Aoz 5 tman" o Jofer | .
Izl = SE aaaah = OE bobhe =F
T —"0p aanana = OF bbbbby = OF

| S RaTATEs a, b, ¢, dyesf bytydy b ot
Fhas (1,:, 3 4 5.6 (1,2.3,-1,56)

ubi indices inferius hic appofiti ostendunt, ad quos numeros literae pertinent.  Hine inte]ligiturs
xluid futurum eflet, {i indices fuiflent

(c,d,e,f,g,éz) vel (B6f28:hi

1,2,3) 4, 5 %2, 3 45,0

§. VIL
R X P T CA o,

Praefixae fignis claflium (§.V.) homonymae literac Germanicae minores, velun
QA= hORGE CIE SRy o T e e
i G T o R
R A . i D LR : 4
indicant, fingulis Complexionibus literalibus pratpuncn(‘.um efle Numu:ﬂm ]7(‘1'i].';'l,L}"/JUnH’”")‘.’
quo feilicet docetur, quotics complexionis clementa fuis transponi queant fedibus (Def. 8.). Sics
pofito =4, ell:

piDi—

3 > . . A ., . % n
#) Numerus permutatiorum complexionis b ¢ d e f g 7 .....; 'ubi elementa numero 7
..3. 2. 1. Quod fi autem inter haec aliqua
rus permutationuim

e
=

funt omnia diverfa, eft m. m — 1. m — 2..
funt eadem numero /£ et alia numero y et alia numero J etc. fit nume

P.
L

u“g




i (A T X0
f L 507002}
8D = d 6hhdd {5 €t ¢SE = < aolbled b ¥
(fhr,/f.'.. /‘) } r2becd i (’x’ o /I’J...) i 10 bbece
1:2:3,4,5. . = Liscee et T
§ VIIL

TlllEOREM%.

Sty =bx = oxr - g + ext -

s +ee e, pOtentiae integrae pofitivae hujus feriet,
fignis §. Vil. explicatis ex]

preflae, ex ordine funt:

Y = a'Ax 4 ¢Ax + alAx -+ atAxt + asAx + a“Ax’ =t «tarax +...
el e BT o st BT e

$ = ¢Ch - *Cx* - (30 o SO +C"C.v"+C"*"Cx"’"’f-C"+:(‘~"”+1'{“"

‘1/1:1 = " }{x'n + n.lm-_u(;’](xm 1 __{_ !,"m—_'-xr:‘;‘f.vn\+: +~.' 2 + n]nr.:”-\.". s — >*— mFes G pnim e
R e

S TADES

253 45 5 654
Termini hic fimul

Huj
p. LIV g,

apparent generales dignitatum %, 52, 7

us Theorematis demonflratio extat in Fufinit, Dign, §. XXIlI. Cf. Now. Sy/k.

ERETO /i

g%

ProBrE um-a
ngnitatis

i 4™ S. VI terminun conflruere quemlibet independenter v. c. pofito m=4,
ki!gmtali\- 7

terniinum !E'ptiﬂ)Uﬂl.

Soru-

s—— Hinc numerus permutationum combinationis fcdefg eft
g cte,

Tt s
R 720 complexionis autem b2c%d = *

=09, (Cf. HinDENBURGIT -
Jinit, Dign. § . XIIL P-32. Nov. Sy/t. Perm. p.2j. KAESTNERI, VIR] SVMMI, Anal. endl.

Grifson eq, 1794- §. 34.) Huanc numerum (combinatorium feilicet origine), in complexionibus
formulirum Polynomii occurrentem, cor/ficientesn polynomialem dixit HinpENBURGIUS (Nov.
Syt p. 1X.) ag analogiam Coefficientis binomialis, quocum etiam faepiflime conjungitur,




p— — — = . i
P - ——— — -
{4 SRS iy a e —— B id.
y 3 o)
Siofn VT 10,
Ex termino nto { S

dignitatis y* terminus feptimus  ©*°Dx"°. Itaque, ut producatur terminus quaefitus,

L. Discerptionum numert 1o.

claflis conflruatur quarta w literae
fecundum §. IV. (§. VL) fecundum Indi- ermutationum (Cf. §
Nors ) VIL *) et fing
.. flas x

1117 4 ir':'/'l; 7
1126 v2bbeg
1135 v’):’u’f
1134 6hbee
1225 boc, w2hecf
1234 bede 24hed
1338 bddd shddd.
2224 cece accce
2233 ccdd 5¢cdd

Eodem modo terminus quilibet .poteftatis y* in fchemate fequenti reperitur:

(€)) ) © @ (8)

Fit fecundum L 255k i s VAR pin
1122 1123 112

1222 1133

1223

fecundum 1L bbb bbbe  bkbd  bbbe bhof fl'f'/’-’{
bbee  bbed bbre blbcf

beee bbhdd bbde
beed bece

ccce bedd

ceed

Secun-




31
i

Scholion. Terminos quacﬁlm integros dignitatis gt fe
icuitatis 0!.1{]&, {fed non opus tﬂ hae

cimus majoris perfpi

q\ulibd per comple

Coefficientes bummmhr, cujuslibet ex

(( L\Pl‘lll]lt

2B
e,
D) iy
s p
S (S

Scholion II, Jam hbua quoque fequentia ex

HL‘;h'&LIWrUl vilc:

e
G numer

10

fecundum 111, 4% Y= 1bbbb x4}~ 4bbbc x5 -}~ abbbs

X' 4bbbe|x” - 4bbb £ |33 -}~ 4bbb z]x0-..

iones in IL. exhiberi, ddL‘Lu\lO numeros permutationum cot
g_; is a laeva, variabilis autem x poteftatem refpond
etiam, praetereundo L illico feribere complexiones |
Situm (UL.), qua re totum negotium et

conflrui tertiam Clafl

Crum permutationum cuivis cumplc:;lom praeponi, fit

6bb cc 12bbed 12bbc el 12 ’:'t‘/
abece 6bbdd 120bd

12h¢ ¢dj 2bcce

i [I 12bedd

4cced

orfim h, 1. feripfimus idque fe-

¢ diltin&ione, quia ftatim poteft terminus
xionibus {in-
5 paululum poterit
iterales in [L. et inde conficere ferminum quae-
contrahitur et fublevatur,

entem a LIC\ tra.

O

ExrricarTro,

X.

ponentis y, fequentem in modum notantur:

v. (71

A%l Scholion I, quuct m nullum hic nifi mt""mm poh

y RINE Y

,i;"':v 2 vum fignificare pofle numerum. Coefliciensbinomia-
(). (V2. 003) lis generalis, hoc loeo mtus, litera alterius alphabeti
BT

notatur, quo cognoscatur, eum efle generalem.

m

Mignis §. X et VIL compofita facile

6€csC
(/r,[,d,c,...)
Iy, 2,354 0

lem combinationum fummae § ex elementis (4, ¢, d, .. .), )» quae eft

4]

-

!

8C e !
0:L5 d,',..) l
N 2, 3,4 00 J




feb ')

| ()[J[j}

¢8C —— 1 651(!
SO s | 3¢%e;
(1,:,3,4-.) i 3“4.J'

: : A 6.5
complexicnnm denique fummam multiplicari per productum 6€ = -

{'+ abg)

6.5, |
6EeC = T |t S
Zumﬂe...) | i (’”Lfﬁi
15251354 s l 3% |
L+ sed?j

Nl

THEORE MAs

Sit azh-bat et AL L L= p.
Erit p’=a'z" 4" Yo" a'Az P Y a0 L g AL AT L
+"Ba" 0B -+ BB
+'€a"¢C

b
2 i el

ubi p, d ¢t y numeri quicungue pofitivi, negativi, integri, fractieffe

DEMONSTRATIO,

23’

y@ e c "C

40T & N
poffunt.

Adhibitis fignis coefficientium binomialium (§. X.), fit binomium

(a_{_y)y:ny_*_yuav.,yx _‘__ yﬂ‘)avzyn_*_yqnv,zy;_i_ybavqy( _+_-._

Jam, fi ponitur

y=bx—+ cx*Fdo 4 ext +fF + ...

facta fubflitutione potentiarum hujus feriei, §. VIIL exhibitarum, fcquitur:

quo producitur:

(zz—l—l/x

et
2

(¢

i

na
in




i 4
(a-{-bx_*.[_\-a_{__dxv_}_._ Y=a"+"A "y ) =a"}"Ad" [a’Ax + a'Ax*--@iAx: 4. .o a"Ax +

B a -I-’*ba:l [6°Bx*~- 3B, .. |- 6"Bx" ., 5]
iy(&: a’t yz —{ ’Ca 3[CC —i—. -{—L‘Cx"-i— ]

_i_vq]ny mi _i_vn vmr,n J'(xm_{_ +ﬂ"
: b6 6, e\

L 3

5 - 12 > ’11 )l Rt
+"t“‘:ﬂlﬁnyn _I__va o [ ]‘,"&\’.\'“-{— 5 I

terminisque fecundum potentias quantitatis x digeftis :

G@tbxtextdo 4 .,y =

@ =" Aa" @A - "Na™ e e G . Lt T LN
Q‘)ﬂ b ‘B y”.z} B _{_V?B 2 b "B
: Trerec Tom o
+ " m
G B o =
L 23 4 3) =
+vaa|’-n n nd"\/'

vnde formula prodit Theorematis, pofito utrinque x = 2?, additoque factore 2’¢, (HinpEX-
BURGIUS Nog. Syft. p. LIV. 7.)

Scholion.  Formulae dignitatum Infinitinomii, his et §. VIIL propofitae, vocantur compi-

naforige , quod fignis utuntur combinatoriis, Pluribus terminis dormula theorematis exhibetur
1 tabula adjecta,

e X
PRrRoBLEMAB,

Dignitatis P’ (L) conflruere terminum quemlibet independenter, v, c. undecimums.

b% SoruTrIoO.




11123
11134
. 11224
11233
1222
22222
111115
111124
111133
111223
112222
T111114
1111123
1111222
IYT11113
11111122
TITI11112

rnarcnnnn "Kar [ 1b66bbbbbeb ] = Ka"EK

-
o '__.A“‘__‘ﬁ
»
Pas

1
e
=

{
|
| 6[}17’{:
1v§qa"s J 6“‘/‘.% ="Ca4rC
|
!
|
|
L

[ 4bbbh
12bbe g
12bbd f
6hbee
L' Da" duzbeef § ="Da"4p°D
24bc de
4bddd
4occe
U bcedd

ohbecep ="EwS e E

[ 6bbbbbf
‘ schbbbee |
+'8a"¢ 3 150bbbdd Y ="Ta"¢{*F
| 6obbbe cd |
15bbccce §
{ Tbbbbbb e
+'Ga,, ! 2bbbbbed & ="@a"7g°G
r

4
33bbbbeec
80

+ YA "’171:13?[7‘{1} ="Ha"%H
: [ 286 ccf :
"Sa¥? [ obbbbbbbbe ] ="Ja" 241

i) Numerus termini quacfiti (b. L
I1) unitate m?nua‘ur,d'»‘:crprio-
numque numeri refi
fes ex ordine omnes confiruan-

tur (§. IV.)

i clal

2) Loconumerorum fubftituantur
(§. VL) literae refpondentes, fe-
cundum indicem

bycyds s frg, Rt by >
1,2, 35455 6, 75 8,910, «u.

5) Complexionibus fingulis praefi-
gantur numeri permututionum

literarum  (§, VIL)

NG

4) "o’ "pracponatur primac clafli

y%a%; ~

Jecundae =

"Ca’s . tertiae  *
5.
'Dat . quariae @
s .

(vide §. X. Scholion I7)

s P Ak
Complexionibus omnibus adda-
_yiegiod

tur factor communis 2

)
N

DEMONSTRATIO.

Haec terminorum confiructio
per partes congruit cum termin0
generali formulae dignitatum infi-
nitinomii combinatogiae §. X Qc

BeE,



I3

111

—
»

22222
111115
111124
111133

-
o
a<

-
o
(AT

»
e

N
208 S w. =

SUGIRN >, DA
aow T >
=
b »
-~ =
= 3

=

w
-

>

o S o S5

o X ™~

~ > - <
IS DD A i &

-

@

ha ™
e,
v o
(SN L
b Y
s (NN

PR e

6hbee
+"Da"+ 'i zheof
24bc de

4bddd

e

S O LT T O

="¥a"* a"Alz"¢"** 1) Numerus termini qus

='Ca"1¢"C

="Da"#°D

='Es’S ¢ °E

11) unitate minuatur, discerptio-
numeri refidui claf
1c omnes conflruan-

I]HIILILI:
{L‘S €X 01

tur (§. IV.)

2) Loco numerorum fubflituantur
(§. V1) literae rcfpondcntcs, fe-
cundum indicem

byerds e fog, hyisk, 1, . )

1,2, 3,45, 6, 7, 8,9,10, ...

5) Complexionibus fingulis praefi-
gantur numeri permutationuimn

literarum  (§, VIL.)

4) "Aa*"pracponatur primae claflt
V}l}ay—l ~
AR
LIRS

s =

Jecundae =
tertiae s
quariae s

(vide §.X. Scholion I7)

; s : 1.

5) Complexionibusomnibus adda-
. A

tur factor communis 3"

p!
Li

hi

Con
dici
8en
Ptio
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Stholi

M.

prodit fori

nula

Termini {i omnes feriei p’ evolvuntur eodem mo
a,

1

i

0, quo hic un

uu. ii,l‘w,

vttt l].'/l nitinomii a/w[u aice expre Hmm termini PJhm de cem i ta-
ufpiciuntur, eamque ob caufam hoc loco undecimus evolutus eft,

ll\lm ‘\\‘

§. XIIL.

Expricartio.

.- [)"‘ “-L ["‘ ;-{—.... LU§ X[ C‘

Sit p=a2 vefficientes dignitatis p” ex ordine
'§ €tiam notantur ﬁ” nis :

hi

Plxr eXprimit coefficientem primum ie. o
}y"-z 4 = Secundum = Yo" q'A
Px3 s . tertivm = " Na"* @*A 4-"Ba"HB :
Pxg " ¥ q”a;'/um = "Ad" @A —I-- Ba” ‘L*B-{—”@a”’-’c’c
® . » .
})]L",(I‘\A T)ics = (mu),‘if,n > "Na" 'Jm A - ":Ba"*H=B ”Ca oC "L*I‘E-?"mm‘n\_/f
by ic; a’, (3 fq o

)ﬁ”b c‘xponeu*”m, ¥ cum nume

g P "w(m+41) enunciatur
1) fus.  Hinc fequitur :

I 25 3, 4,

Fy e

Litera p fei
(ouhucntcm num
Serig P ad dig

icet feriem md'ca* y dxqmtatls
ero ipfi re owukmun. Tale fi

nitatems exponentis v ¢veflae coefficiens (m +

- hoec modo:

DY — §iiiiy TR J2 L v Vutmd
P =puiz “<p mz”";—i—pvmz”"5-{—~p“mz”‘~“ T plrlminy i L
Plias; bsdess ddesnmSivinand]
Haec coeflicientium notae dignitatis p” Signa localia vocantur, formulaeque ex illis
Com Do{it '8 I s
3 T : =
Politae, formulag focal s ®), Signis et formulis localibus adpofitum {ignum p[a, [’7~«.’"7\«
dicityy ura’a &

e
8enter ab jng;

Ptionum ¢[,

Eric1 (

-..,
i

ue l.mulm ri atae p cocfhicientes ex ordin e ind

S dl igitur d
ice (6. 1L Def, 1) diftinguenda efl; hoc enim docetur, quos ad coefficientes di
fles referantur *

icat.

Stho-
*
) S Signa localia coefficientium’ et terminorum antegrornm (ubi ponitur] pro =,
'l . .
]Du s ufurpavit HinpenpurGIus (Fnfinit. Dign. p. 71, 35 p. 93 083 136 — 141).
10r, quae hic ag hibetur, notatio Now. Syft. p. XXXlIT,2. De fignorum localium
c
Omparatione Jp, p, LI — LIIL Jd. Paral. ad Ser. Rever/. p, VIIL

**) Ro- THIUS, Vir Clay tfimus, inlibello cuititulus: Formulae de ferierum rever fon e denioss
ver/alis, Lw/m'l ()3. Scalas introduxit. Signa idem localia in hac differtati
€arumque ope formuy] am de ferierum reverfione combinatori: am, ab EscrEn
Pofitam, primus et rigorofe demonftravit.

velati p“J(my1) )
— 08 Me-
um combinatoriis

s

Tratioun:-
geniofe ibuj

ACHIO (17
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Scholion.  Formula localis, exempli loco hic propofita, dignitatum Infinitinomii for-
mula appellatur Jocalis.  Haec quoque in tabula adjecta exprimitur,

L *
*

Sed haec de Infinitinomio protuliffe, fufliciat, Pergimus jam ad ea explicanda, quae
rem noftram propius attingunt,

§. XIV.

D'E 1y N T 1 0.

Variationes [ummae propofitac » nominantur discerptiones numeri # (§, IL. Def. 6.)
{ine discrimine omnes, five fint rite ordinatse, five non.

§. XV.
ExrricaTiIo
A .
| 1y 11f1] In {chemate appofito A, Variationum fummarum 1, 2, 3, 4,5 (§.XIV,), Variatio-
2[1 1| 1] nes lummarum minorum a Variationibus fummarum majorum ita involyuntur
12| y|s| utillaex his poffint exfecars, id quod angulis interjectis docetur, quam ob rem
31| 1| ipla haec variationum conftructio Zuvolutio vocatur Combinatoria )
o W VR i §
2 2% =
1 3|1 §. XVL
4|1
’ TR ProBvLEMA.
g5-.1.2
e Ex involutione Variationnm n (S, XV.) conflruere Tnvolutionem Variatio-
: f 5| mum fummae (1),
2 3
o Soru-
5

*) De Involutionum et Evolutionum (quae inter reliquas operationes combinatorias facile principa-
tom obtinent) natura, diverfitate et in disquifitionibus analyticis efficacia, fumma et utilitate
copio‘e egit HINDENBURGIUS, Vir Excellentiffimus, (Archiv der veinen und angewandter
Mathematik H. 1. p. 13.feqq. H. IT. 111 et 1V, Programma fupra (S, 1V. *) laudatum.)

wun
Om;

def

Si g
tiSjJ
pofi
ita(]L




o

num flyyy,
Omnes,
eﬁuere

I. Variationi fummae % cuilibet ad dextram unitas adponatur,

II. Earundem Variationum fummae 7 elementa ad dextram extrema unitate augeantur
quae ita prodeunt, complexiones complexionibus per L ortis verticaliter fubferibantur.

V.e. pofito p=1,

datum eft 1]

hine fir per. I 1] x

perLII,

1] 1

Ponatyr folutionem propofitam prob!
f‘narum I, 2, 3,...p; Variat
ed unam ve] plures decfle,
t

S0 L VAT TY0,

pofito =,
datum eft 1|1

a

hinc fit per L 1]

1
I

Perl. 1l 1] 1][
= 2|1
T2

3

DeEmMonNnsTrATIO.

J 7 2 .
vel in iplam unitatem v. c. 331580121

d, deficeret 321, .

fatisfacit etiam pro V:

; vel 1l numerum unitate major(‘m V.C. 2130 o0 §
Si ity
tis ns

pofle f;
i(a(]ue

5 . 12, fi hoc, deficeret 213.. .
Y pd . s

; ‘_1“0d luppofitioni repugnat.

aCpIus occurere,  Confla

”
3o

pofito =3,

datum eft 1] r[ 1
2 I

s

hinc fit per L ‘J‘\’
211

o

3l

per I 1L Llljlll
2|1

T2

3] 1

i 2

2.2

53

i

. quaerendis.

§. XVIL,

4 Cr?

——— T

emati fatisfacere, {i quaeratur Involutio Variatio-
iones autem fummae (p + 1) regulis traditis non reperiri
Jam x}uaclibct deficientium Variationum fummae (p+01)

. 53 in Variationibus fummae praeceden-
Eodem modo oftenditur, eandem comp
t autem, folutionem fatisfacere problemati, pofito
atiationibus fummae cujuslibet (2 4-1) =33 43 53.

lexionem non
rP=1,et p=1i
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§. XVIL

fu,
ExprLicaTIOM
B.
_l_\lll 1|1 l‘ I In fchemate B Combinationes fummarum 1,2,3, 4,5, 6,7 ita exhiben-
aftfrfr i) tar,ut elementorum ordo fit inverfus ipfacque Combinationes conflituant
siel | 1|1} Tnvolutionem Combinatoriam (CE §. XV.)
Ta afr YT
41 1t run
352 ‘«'{ §. XVIIL
s{t
2 .2 1’1 P 0
ROBLEM A,
4 2l atqu
$ 3|1 ¥ ; > i 3 tur,
6l Ex Involutione Combinationum fummae n §. XVIL confiruere Tuvolt=
5 2 | tiomem Combinationum [ummae (n + 1).
532
43 :
s 71 SoLUTIO, ‘

1. Cuivis Combinationi fummae # adponamur a dextra unitas,

1. Vnitate augeantur ex
:

rema ad dextram elementa earum complexionum, quae'vcl dua-
bus terminantur elementis diverfis, vel unione (§. IL. Def. 3.) conflant, et quae ita pro-
deunt, complexiones complc,‘;iunibus per L ortis verticaliter fubfcribantur,

V.C. puﬁ&o =1, p()(iio n=2, pofito n=3,
datum eft 1| datum eft 11 datuin eft '_i r]1
. e i 2 2|t
ey =
1
. 3 o . ~ [1!
hinc fit per.I 1|1 hine fit-per L 1|1 1; hinc fic per I 11| 1 ]
s 2 (I al !
L =
Fel
per LIL sl per L. IL 111 per L. IL r]af! 1
— g ’)\ 1 I

s

|
LD
\

tn
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Solutionis hujus demonfiratio eadem eft, quae in §. XVL
Scholion. Involutionum genus ab eo, quod §. XV — XVII,

fam, pie vero non adhibitum, extat in Znfinit. Dign.p. 9. §o, et pe 133,

§, XIX.
EXPLIcATTI O

Si Variationes [fummarum 1, 2, 3, 4, . ..n exhibeantur involutorie (§. XVL), et numero-
rum |oco ponantur literac a, b, ¢, d, . .. 1, haec Involutio Variationum notetur ligno:

S
o
(n, Dyt n)
T, 25 3001 A
ibet complexioni numerus primo a laeva fuorum elementorum refpondens praefiga-
. . . .o, “ . . i~ <
Variationum genus fummae 5 cum fuis Comitibus numericis *) exprimatur figno :

T
ayh5 500
Ciean

Exempla, Pro fummae n valoribus 1,2, 3,4, 5 + - - . prodeunt:

atque, {i cuil
tur, id

L=t 1 Variationes fummae 1 cum fuis comitibus,
@) =
z
'F = Ia, a Variationes fummae 2 cum fuis comitibus,
a,h —_—
(.,ﬂ, 2b
17 = 1a]a| a Variationes fummae 3 cum fuis comitibus,
ab,c e
e “ab|a
1a b
3C

*) Scilicet Hz NDENBURGIUS, /. Cel. complexionum literalium Comites numericos ab ipfarum pu-
meris permutationum five coefficientibus polynomialibus (CE. §. VIL %) diftinguit, eta qua “unque
Polynomialium modificatione, aut alia lege oriundos numeros Comites co

mplescionum
nominat,

C
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. e : a3 et
== 1a|afala Variationes fummae 4 cum fuis comitibus,

Si
B lugy
Natj,
}‘-1’fn

% ¢ =i Tajala

S il
( ””)"'"7"8) 2bialala
: _2b) &
X
1a biala

R Variationes fummae 5 'cum {uis comitibus, (

N L34S

efc, etc. Cree

§ XX.
E+x P 11 ¢.& T-1 0.

io Combinationum fummae # ex elementis a,5,¢,d,....n (§. XVIII et . V1) (
notetur (Areh. der Math. Heft. V. p. 417, 418) figno: 2
— nA-{_nB_{_nC_{_nD_’_.‘_..._{_”J\/

L S R

153 3% 40

ety




e, fi ﬁnguiis complexionibus praefigatur numerus permutationum, figro:
i'J =  @A4-0BA4-"CHbD4-...... 1y
a,b,c,..u) a,b,c,zﬁ...n)
ok N

Ts 25 3y

Si dcnique numeri Permutationum per fummam # multiplicentur omnes, quilibet autem

Bumero elementorum complexionis, cui adpofitus eft, dividatur, haec Invelutio Combi.

Nationum fummae i ex elementis 4,5, t,dy o 10 cum nusmericis Comitibus fuis (Cf. §. XIX. Yty

Pimatur fjoqo;
8

. n e n iy N no
) = —¢A—tB4—cCt TUD + T A

(“vl’,t,..n B0, 0, By e i
L R Y T, 0y Iy et Fa i

E.\*em}vla. Pro fummae » valoribus 1, 2, 3, 4, §, ..... prodeunt:

1 = 1q] =%a’A
(a> (a
] = 14a]a :-:—0=A+_%_sz
(“71] _2[) (ﬂ, b)
isJ‘ == = -ia”'\ + 3 pB4-=-cC
(a b f> o .E_l & il n T 2 3
1:2,’3 3[7 a Qa, b, c
7 = 10]a]ala :—f—a‘A-}——g—B‘B—i—-‘;—c‘C—{—%b‘D

Coen TSl TG ey
4cla
2b b
4d
Z 5 5 5 5
ala :.f_a‘;’;—{—-—'z—f)‘n'l‘TC‘C’E‘TED'*'T&E
ala (n, bitecaiad e

(% e v ds D Y

] = Ilaa|a

(n"bafﬂ{,b‘ R }[

) IJQYSJ_“S) 5/71a
. S[ all
sh bia

5d |a

, 5c b

5¢
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Scholion. ~ Signa hic et §. XIX. exhibita funt involutoria, in quibus recta litera J; Comte
binationum, obliqua vero 3 Variationum involutoriam conftructionem (§ XV. et XVIL) fecun-

dum indicem (‘: [;’ ‘73’ ‘i’ 55' "’é),litera n in fronte alacva fummam et germanicae minores { et§ co-

nites complexionum refpondentes fignificant,

§ XXL

THEOREDM A

41 P98 4 1247 137, {47 48 afon
].og.uat.[x-—-(nx-{-bx‘—{-rx’—{—.,.)]:--C_.J:i '_Jf_,i_ﬁ_"_?. ‘_Ii_*_i ]x+')

3 4 n

B elsic ds n)

Iy 2, 35 4> +o oo I

DEMONSTRATIO.

Sit Log.mnat. [1—(ax —{-bx’—}-e‘x‘ o )]:Log.nat.([—y)::‘—- (—;’L +-12/—’+_1:1 2 + g‘j) ﬁni

nuy
unde, dignitatibus feriei y fecundum §. VIIL expreflis atque ita difpofitis, ut coefficientes €ius’
dem potentiae quantitatis x conflituant {eriem verticalem, prodit:
(/17 ST VIR a™A
¢ -— e SR deene el e el 8 it | P S ol B
Log.nat.[v— (ax+-bx* et 4. ) | =— [af— ¥ "+ +— |2
B B b B
e sy S
¢C ¢"C
+',— i +———— I ubi
§ j 1[:})[
; T Ry
won :
™
o S T S s et e 5
N e T n"r‘\" 3
n J hqlu
: S "R o BB s C m=J N 1o
Coefliciens termini gcneralts(—‘—-{—'T-{— T+ T b "+'T*> A" fecundus
§. XX aequaliseft —-; itaque,valoribus % 2, 3, 4 5 v fucceflive pofitis loco #, acguatio ontt?
~ v i,
Theorematis, 325

§. xxIt




uol

oL

§. XXIL

THEOREMA.
Ef 'Y = 1w
(a)
i = i1+
(a,b) (@)
B = it7ati b3
(a,c) (a, b)
B = e ad
Gbod)  (a, by )
inay 5 3 ' g OV Fra BN ’ . ~3 . kol SR
o VT = G T T P AT T
a [.'. -m -3 -2 X
Mt in) (e B T LT T e e D 5 R e T
g In his formulis elementa fingulaa, 4, ¢, d,. . .., fignis involutoriis §. XIX, juncta, ad
u:gUIa-s complexiones, quas {igna exprimunt, referenda efle, per fe clarum eft. Literae autemcum
e fupra pofitis defignant,

“
7 elementum (7 -1) tum,
E

7 » (m-2) tum,
!}

% - (% -3) tum,
'\_“ 2

[ e

; (n-m) tum,
by pp

U primuy, g
Upr, .
AT, diffay
AINDE

ementum cft a, et ntum 3 nempe numeri — 1 — 3 = 3,... — m, feripti
liam exponunt retror/um ab mto, et pmiude Diftantiae Exponentes vocantur,

N8, Nov. Syft. p. XXXVIL feq. Toxrr. Comb. Anal. p. 164. feq,
DEmonsTRATIO.

liquet, Theorematis ratio flatim ex i pfa confiructione Variationum §, XV, et explicatione §.XIX.

§. XXIIL

THE oOR E M A

eentis datae combinationis permutatis permutationumaue olia alii Jubferipta
o, 7 v . . . = . o
Hies elementorum verticalis quaelibet, toties wnumquodgue continet, quoties prima.

‘uti

Dk~
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DEmMoNsTRATIO

Elementum quodvis toties eandem tenet fedem, quoties reliqua permutari poflunt, id ex
quet permuta

ipfa li onum definitione (§. IL Def. 8), toties igitur in hac redit feric verticali, quo-

ties in illa.
CorRoLLARIUM L

Significet m numerum permutationum combinationis numericae fummae 1 claflis
mtae, erit . m fumma omnium numeroram, quibus permutationes illae conftant, et cum
numerus quilibet toties in hac recurrit ferie verticali, quoties in illa, fingulae feriei verticalis
fumma eft .m, Sic:

[52253
22323
22332 r > S 5 ~ .
5223 | lunt permutationes combinationis numericae 22233 (§. II Def. g8.) 10

VoG 23232 | qUa s =13, Mm=35, et M = 10, unius itaque leriei verticalis fumma eft:

3330 tomatrbatabatatatstits
¢ M

i 32232

{32322 Corornrarium IL

L;;’.‘ZQJ

a,b,:,d,e,.-")
X : : 1,_:,3,4.5”-"0
permutatis, et pracpolito cuique permutationi nmnero, qui primo ad laevam ipfius element
refpondet, ea re productum data combinatione exprefflum multiplicatur per ﬁ..m fecundun

Elementis datae combinationis Summae #, claflis mtae et indicis

Corollarium I~ Sic data combinatione b0bec eft n == 12, m =5, M= I0,
[ 2bbbec)
2bbebe
2hbech

12

atque 3 f = 7 T0:bbboe =" 28 hpbce.

sehebb §. XXIV.

L 3cchbb

T H £ O R B MA

. <k s fo n &y

[ 10B 3 CHI Db R gV = B = P
A5l 64 v tks s (a,[.’,f,-.ﬂ) (ﬂ’ ,’[:“n

Ly 25 =By My S5 e e 1,25 3541 Ty 2532 en

D

S‘U}‘»e:




DeEmMonsTRATIO,
X % 30 5 ~
g L Iph liquet explicatione §. XX. efle
10-
ey L B I T W IR LI ne L N n
K¢ (TQ‘A_{_TBHM_?L c++ Do —m AN = iy
2 : (a, byies=am
(a,[l,f,d,....ﬂ) o
Lo 203030 =R yEvite e, I

G II s; pro Combinationibus {fummae n, Claflis mtae cum numeris permutationum fuarum
b, Le. pro: m'Ji
!
I B0, 00, .’;)
: i I e

ipfac harum Combinationum fubftituantur permutationes (1.e. Variationum fummae s Claffis

#mita Def. §, XIV. ) et cuique permutation; praefigatur numerus primo elementorum fuorum

rcfPoudens; eo producta figno: L
0 (n, Ut ks 71)
/ ofg) gy
[t:

g B 3 et n e o
exprefla fecundum Corollarium II. §. XXUT multiplicantur per — . m(valorfcilicet numeri

Permutationum 1 pendet a diverfitate factorum cujusvis illorum productorum v, 9. VIL*)

Itaque ZL a"A + %— 6"B - ;lc"C - %b "D ... —}—% mJl+-.... -+ % n"J

l) <n,b,:,d,e,....n
)

T E L A s sy .
0 Variationibyg exprimitur, f{i prima, fecanda, tertia, verbo Claffes omnes Variationum

m UMmae 4 conflruuntur et cuique variationi proponitur numerus primo {uorum elementorum
Telpondens.  His variationibus autem involutorie difpolfitis oritur (. XI1X.):

s e Ampse irnn ’__’l_; ey | P ey L i KA TR
¢ b(z) s Sl a"A {—z I)LT 5 ¢"C- 4-bD {—.4...-—1—-”‘ m A= - 1"
(': z,’;,’j:n) (41 B ..71)

Y
Supere(t yt o
I
1a] = (-r;‘r[\*)

€5)
=2, s 1ala] = 1a :2(—:—0“A+-:—5’B)
:_’;, l (a, b,

L T P PO

<empla afferantur :

Pofito 5 — 1, elt 1a]

I

=l i 3 3
1 2b;a 30|a (n» b, ¢\

Yt 7, 437 I 2
g b 3¢
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Pofito n = 4 eft xa,aln al = In‘a‘n\a ~4<~—a‘A+ 6‘B+~c‘C+——bD)

"J ala Ab a
10 b a 4cla
slal  apb
wab 4d‘
2b b
] ¢
4d
§. XXV

X P LiI¢CIA T 1.0,

Ponatur:
s—iladtlBt... il = e 41
@ © ) = £
:Z:i’]u-{—i:JB—l—.-..—{-l]g =5 ala! 3
@b) (0,9 A,) _Qb[l% +[_"f" &

T=0Jat+8B84... AT = 1a|a|a
@ b,6) (8,60 43,6 V_Bbl =

’” ” -

=T + I8t 1T e
(a,b,..n) (a,b,..m) (2(,‘23, ‘1)

§. XXVL

TauHEORE M A

LogematFe—(enb ot 3 T b, . i B (b T 42

7 ( ,c,d)

i

1| e

- l_?ﬂ?f[ ¢

2D
oo

2 U

3| Y
Rl
g

(Conf. Explicationem §. XX.)

Dex?

Unde
{ip

1gni

fu prz

—

I

ubi
efle I

IL

1]

I)ilag

"0
“ith




DEMoOoNSTRATIO.

A oo e A AN S e i
Eftenim (§.XX1.), fi cuique termino index adponatur:
Ao / 8 L

% Log. nat.[1 — (ax--bx" Fevd- )=~ (e %-{—i’}a%-{»—i‘fcc \;'—}-. v e I—'— ; >
(a) (@,0)  (a,b,c) (a,0,..m)
BLO’Y,;;M rl—(" e B e 1,](1 x ""—"i‘h ,x’_' '”[” ﬁ.L. i X : N
(<} oL J,VCT.. - )= J :)—I- ["3? LA 73— T '"+‘H$TT”')
(a) (0,6) (a0, ©) (a,b,..1)
o L = L
fLﬂfr.1;n,' [1_(\1 R L+ T T 4, L T ey ny, 2 | o N
b ' QX DX =R ) [=— ‘J(’ 5 ‘][‘l.'()‘z" +RJ(’—; +"'—l A b )

M A AB,6) AB,.00

und ¢ : e : . .
“’n?, fi coefficientes carundem potentiarum quantitatis x per omnes feries verticales colligar
Is ryr 3 ~ 3
stis §, XXy, exprimantur, formula prodit propofita,

¢ §.  XXVIL

B Haec ubi praemifla funt, ad ipfius libelli fummam convertimur. In aequaticne feilicet
Pra (g, L) propofita:

M Dot oy — (oo

orum indeterminatus eft atque Cocfficientium et E:

.o

[1—(Ux +Bx2. ) =1~

ubi nn
~ Terys £50

o i Poflunt,
4 (1
: Sllmmal'nvoluliomun e - 1718 ...+ iTe 5 perCoeflicientes a, 5, G40 N}
(ab,e..n)  (ajb,c;.m) 4,3,6..9)

P Cy Dy Ey Fyieess . N pcx‘]l::rmzc—nfcs o B, Y c)\’ & {. g5 et
; oeflicientes (@b ¢y dy. Dy (a, b, T O s 0 ). PR O b R R
I, E:A:po;mmcs%‘&,, 1

i Rci
goct;zcxcntes A, B,

N s ) 3@, %
4 v 9,--¢. per Coeflicientes (.5, ¢,d,...); (3,0, ¢, 8. 5. (4, DB, €, D,...)
S B O, D cxprimcntur.
]’3l‘ag1 Harum relationum prima et fecnnda, quibus multa communia funt, proximis
taphis affh s, illi : ¢
o &aphis afferuntur, de tertia vero ab illis longe dis

N oo rfa, problemate de Incognitarum Elj
nterjecto, actum eft §.XXXL
D §. XXVIIL

10’




a6 =)

§. XXVIIL
THEQREM A.

Data aequatione § XXVIL expofita:

ax4-bx. )% 1—(ax—4-bx2 ). [1—(Ux-~ B, =1 —(ax--Bx'4-cx., +x,\-"...)

j,‘i,.;z‘m s

J = i"J = iTe - 178 + ...... -{-— i"J e,
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4) Repetantur ea quae fupra (1,2,3) praecepta fuerunt, fed tamen ita, ut in hac ater’
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