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5. I.
INS TITVTI RAT IO.

ontinentur hoc libello AxaLvsros ConINATORIAL?) aciuones ſres ex ;let'nalld

uliis, quaæ ſorma aeque univerſali, ut hic apparent, nusquam, quod equidem ſcam, per-
tr7ctatae repcriuntar, et quaium inveſtigandaium cecaſionum pracbuit muiua relatio expene-
tlium et cocſicientium in uequotione:

Q(xA+bx. Ii—(ax+0æ. )æ... Ix+La. )]f/1-(ax+ æ cæ... xæ.)
Propte Ith d C ſr-ef oi om inotorine in quaæeſtionum analyticarum ſolutione hic adhibitae ipſarum-
que quaeſlionum indolem viſum eſt mihi, non abs re eſſe, propoſitiones aliquot nondum
ſotis notas praeparationis loco rracmittere, quibus formuloe dignitatum Polyncmii diverſae

r

ct quaedam de Combinatoriis Juvolutionibus hoc in libello obviis, continentur ut deinde s XXVII

eqq remotis omnibus impedimentis, rei poſſit ſumma aſferri ejusque uſus exemplis nonnul-
lis illuſirari.

Si quid ego eſſecerim, combinatoriis involutionibus ad Analyſeos theoremata ſummi mo-
menti translatis, eam ob rem ſtudium, quo me disciplinis Matheſeos tradendis dicavi, cuique ut
probetur ab illis non alieno, jam in votis habeo: PERITIS vero ſatisfacere non, niſi in poſterum,
conabor.

s. II.
Theoriam ortis combinatoriae ejusque ad Analyſin applicationem, ErãnENBURGIUS, Vir Celo-
herrimus, in opere, quod inſcribitur: Novi Syſtematis Permulationum, Combingtionum ac Varialſ-

num primate lineae Lipſiae 1781.), primus ita propoſuit, ut in ea, veluti in ſundamento, caleulus ni-
tatur omnis. Multa etiam continent ad rem combinatoriam et Analyſin pertinentia, propoſitis
ſimul plurimis et exemplis et tabulis combinatoriis, ipſius: Infinitinomii Dignitalum Hoſloria,
Leges ac Formulae... (Gottingae 1779.) Quibus vero meditationibus peculiaribus, qua via
quibusque ortiſicils ad memorabile illud inventum perductus fuerit, docuit nuper, omnia ſimul

enumerans ſcripta eo pertinentia: Archiv der reinen und angewandten Mathemati. (Leipzig
bey Schãfer 1795.) Heſt II. pag. 242-
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5. II.
DE PINITIONES.

1) Ars combinatoria res datas ex ordine notat live literis a, b. c, d, e, f, g. h.. tl:
ſive numeris I, 2, 34, 5. ſ. T. 8..; Signa ſingula Elementorum, collecta vero

La, v, d, e, Iudicis nomen habeni.l 2, 3, 4. 5, ..7
2) Elementorum co junctiones Singulae, veluti ale; ddd; cechd; ſive 1235 4445 15324

Complexiones vocantur, et quidem rite crdiaatae, in quibus (ſi a ſiniſtra ad dextram
legas) elementum poſterius nullum antepoſitum eſt priori, e. g. aub; ube; abtd; 1123

123; 12335 ltaque uba; cab; obfee; anach; 1a13 313 12655; 11I323 non ſunt rite
ordinatae.

3) Complexiones dividuntur

in Biniones, quales ſunt aa; ab; e; 1; 123 233
 Terniones,  uaa; abc; cbd; 1113 1333 324;
 Quateruicues abbę; adef; 12233 1456;

z a L E] n z Lmtiones ched m 4b El 1I, ...m;
l

prout bimis, ternis, quaternis.... m Elementis conſtant. Ad hujus appellationis
analogiam ſingula elementa ipſa dicuntur Vnuiones v, c. a; b5 c; 17 23 33

l 4) Cum reſpicitur ad aliquam conjungendi legem, ſccundum quam ipſac complexiones pro-
ducuntur,

l

collectio Vnionu n veeatur prima Claſis
I

ſ Binionum jecunda
Ternionum tertin

L] z E
d mtionum nita u

50 Claſſis rite ordinata dicitur, cujus complexiones omnes ad inſlar numerorum erescen-
tium procedunt.

Sic v c Compl xionr (s; 125; 134; æ24; 2330. ”UD utem ſPrr 13”; 233: 165 125)
N

b°bil; ucat; bec; uat; alelaat; abe; a-l; bbd; boec u

ſadaut aliter dispo.itae, ut numeri creseentes, progrediuntur.

6) Discerptiones nmeri n cae vocantur complexiones numericae, in quibus elementorum
cujusque complexionis ſumma aequat rumerum u.

7D Com-
In complexione ſunma elementorum cum ipſorum numero confundendus non eſt. Illa ab ipſorum
elementorum numericorum magnitudine, hic a nultitudiie pencet, et in eadem claſte con

ſtanter



 Sũ

 Cubinationes ſummae prop-ſitae n ca” dicuutur complœxiones numericue

5 rite oruimata (bel. 2). qua' limul discerptiones
4

ſunt numeri n Defſ, 6); quo peitinent v. e. ſuir-
3 mae 5 combinationes a latere collocatae et per
2

ni2 j claſſes (Def. 4.) dispoſitae,

8) Permutari datae combinationis elementa dieuntur tV li ii ſil
I 1 omnibus, quibus po unt, mo-dis ſedibus transponuntur ſuis, et prodeuntes permutando conjunctiones ipſae Permita-

tiones dutat conbinutionis vocantur.

5. IIL
P R O B L E M A.

Data Combiuatione Summae n ll. Deſ. 7.) reperire proximt ſequentem Claſſis rits
ordinatut (6. ll. Def. 5) et indicis 2, 3. 4) ſò. Deſ. 1).

Cumbinatio data ſit v. c. 112445; ubi n =17 et index (I, 2, 3. 4. 5. 6....)

S o L vV T I O.
I. In data Combinatione quaeratur, a dextra ad ſiniſtiram eundo, numerus primus, qui dua-

bus ſaltem unitatibus differat a numero extremo ad dextram et invenius (hic 0) unitate

ougeatur. Si talis numerus non reperitur, combinatio data ipſa eſt claſſis ſuac ultima,
veluti 233333.

II. Numerus ſecundum I. auctus (jam 3) in omnibus ad dextram ſedibus (quaæe adſunt) collo-
cetur, excepta tamen extrema.

III. Numeri ad ſiniſtram ſ qui adſunt) maneant immutati.

IV. In ſede ad dextram extrema ponatur complementum ſummae n. (h. I. complemen-
tum eſt 6)

Vnde
ſtanter idem eſt. Sic in complexione 13158 numerus elementorum eſt 5, propter quinque Ele-

menta I; 3; 1; 5; 8 Elementorum vero ſumma eſt 1431'5:818. In complexione 25512
numerus elementorum iterum eſt 5, ſumma autem Iã.



merma Ellil
t

nodire data; pronmem, mtelligitur eo, uod ultimam Ie dem tenct numerus maximus eoru

vuue ſit:

a &EEEES e 1i;5.ex HEEEZEI 4 blSecandum I. 3 EZecondum I. ..4 l SecunZum I. EEEE
L.. 353 I. II. 4. l z

H l ll
I. II. A44-

LiL ILIV. 113356 LILIILIV. 1133a451 ILIL HEIV. 115144LOLIE:. 3x1333- IL3. 11334- l I I IIſ. II3444
i

DE M OX S8 TRæ TIO.
ra ãPatet, illis regul's Discerptionem ręperit. ncerptio vero rite ordĩnata eſi, quod nu-rn

utum quuntur numerĩ nulli ipſo minores (reg. Ill. et V.). Combinationenr denique

0 Vãòi
E

auos, ubi regulee I. ſatistactum eſt, ronl. u:cet.

5. IV.
P 1 O B L E M A.

ComViuationum ſummnae propoſitae n cloſſem guumlibet, v. c. mtam bi mWn) conſtruert
hldato ndice G, 2, 3, a

S O L U T I O.
(n 1) unitates, alia juxta aliam, et vltimo loco complementum ad

Summam u; i. e. (m  D.
2) prima conbinatione per regulas ꝗ́. Ill. deducatur ſerundi, ex ſecund tertũa

qualibet poſterior proxime priori, donec iſtae regnlae æm>lius adhiberi
nequeant, atque omnes Combinationcs exnieſſae erurt.

Exenplum Si n 10, 13, producĩtur
ſecundum 3) ꝑ1:Ma combinatio

2) ſacceſive reliquae omnes
z

5. V.
discerptionibus egerunt HINDEæ 6uRGIUS, Vir Celæberrimus, ſaſiuil. Di-

ſequ ꝑ. 29. ſeqq. et Progr. qu ĩrminorum ub inſi ii
ſequi ordinem lexicographicum oſtenditur Lip-

laa1795.) 10EuPFERUS, Vir Clarnſimus, (Combiuatoriſche Anaytiè et. ꝑ. 68)



5. V.
E XP?P E CA TI O.

Combmatio.um lummae propohtac n chtles IL. Deſ. 7.) &x orò 5e ner hterus mãjo-
i

Tres .atinus A B, C, D,.. et numerum ĩm, ſequentem in modum, notantur: ẽſtV. c. ſumma
propoſitu n æ8, notabitur

prima tloſis combinationum ſumme ĩ e. 8 Signo SA

jſecunda a l t

tertin i ll
Index eſt

ICEELEIri5i1124quarta a l æ d1133  8D
t 1223Læ22:

miu EEED

ſextu

VilJuptima

oflava
E]

n

ſmii;nLiiniza)

IIIII E
II IIIIII bd H

xaumerus n(ũe 8), qui literae majori hic lungitur a laeva, dicitur Expontius ſunmuot(cer Summenexponent). Literae cum numeris Signa Claſium conſtiuunt.

æ nolion I. Index ſignis combinatoriis femper adiiciendus, quod, illo onnilo, combi-
vV

natorſa ſigna ĩpſa iutelligi nequeunt.

Stholion II. SignaM et ſt diligenter distinguenda ſunt. Illlud enim cloſſem
2,3..m 3;3...0)combinationum ſummae u duodecim, quia M duodecima eſl litera al; habeũ A, B, C, D,..

hoc vero, in quo Jſ alterius eſt alphabeti, mtam generaliter claſſem exprimit.

5. VI.



quo ſeilicet doeetur, quotics complexionis elementa ſui transpon queant ſcdibus

E llt ſunt endem numero ẽ et alia numero 7 et alia numero  etc. fit nunierus permutationum
E

D E F I N I T I O.
rombinationes ſnmmnae propoſitac n ex elementis literolibus eae vocantur C cmplexiones, quae ex
numericis ejusdem ſummae, ſecundam problema ꝗ. IV. productis, oriuntur, ſi loco numtiorum
Iſi 2, 3 4..) literae his reſpondentes ponantur, hioc modo:

6 6A Vilgl=lzo. g8  6
15 ar Ifi24 6B bd 6B ce 6ꝑ33. cc] ddi7IEMM oad) Ibt]1232  6C abe 6C bed 6C222) bbbj cecd

J—

Litilitall ll1113 æD 6D n= 6D1n22 anb bberES i?2 æ S nona 6 hhbbe  OE11 æ oF aonana  6F bbbbbbt 6Flli i TEEEEEES ra,b,t,d,e, b,t, d, t, Li"L EEE Ei Ei\El N I, 2, 3, 4 5,6 2,3, 45. 6jl i ubi ndices inferius hic appoſiti ostendunt, ad quus numeros literac pertinent. Hinc intelligitur,
quid futurum eſſet, ſi indices ſuiſſent

ru heſeſ æ (rhghnS 1, 2,3 4, 56

5. VII
EX P LICATIO.

Praeſixae ſignis elaſſium V.) homonvmae literae Germanicae minores, veluti

a;3 68;3 C; D; E;...... ũl
(b, c, d, e f, 7
I, 2, 3, 4, 3, 6Vindicant, ſingulis Complexionibus literalibus prac ponendum eſſe Numerum permutationum*),

(Deſ. 8). Sic,
poſito n=/13, ell:

tD
ſll  Numerus permutationum complexionis b c d e f h..... ubi elementa numero m

ſunt omnia diverſa, eſt m. n1. 2.... 8. 2. I. Quod ſi autem inter haec aliqua

jamm-
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ſ an nf il]

Li2l er l  S0n54EllEIr8D 3 6lihdd ct e SE colbl cd i
rhe, a, r, f. A l 2beed r,de.. nhir],2.3..:.. 2,3...]v irccc

5. ViI.
T H E O R E M B.

Si y =bx c  dæ potentiae integrae poſitivae hujus ſeriel,ſignis ꝗ. Vil. explicatis expreſſae, ex ordine ſunt:

77 o'Ax A aæ aax aA aa Faae V+...
7  b biBX bBx bBEæ V3æ 6B +b8
y  Cæ cC* cCæ cC +Cæ4Cæat-crCxt+...
Vii mlſxr mmxæt mntſr;m+ li miæ m ſſ/im

rb, e, d, e, fL ED
N 1, à2,. 3. 4. 5, 6.

la ala ermini hic ſimul apparent generales dignitatum v, Viiii

p. LIV. 5.
Hujus Theorematis demonſtratio extat in Jifiuit. Dign. S. XXIil. Cf. Nov. Syſt.

5. IX.
P R O B L E M A.

Dignitatis S. VIII. terminum conſtruere quemlibet independenter v. c. poſito m—4
diguitatis i terniinum ſeptimum.

SOLU-
1. m.,034 LHinc numerus permutationum combinationis b c d  ſg eſt

BEVEES

720 complexionis autem b23 a13:65 (Cr H
p INDENBURGIF &Vn-finit. Dign. XIL P. 32. Nov. Syſt. Perm. p. 23. KAESTNERI, VIRI SVMuI, Anal. eudl.

Griſsen ed. 1793:8: 33) Hunc numerum (conbinatorium ſcilicet origine), in complexionibus
ſormulirum polynomii occurrentem, coeſſicientem polynomialem dixit HINDEN (Vov.
Syſt. p. IX.) ad analogiam Coeſſicientis binomialis, quocum etiam ſeepiſſime conjungitur.
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8S o L V T I o.

Ex termino ntom 11ſ -m ſcriei VIII.) ſequitar, peuto n ==7 e: m—1*
b.c, d..I, 2,3 v

dignitatis 5* terminus ſeptimus D7CItaque, ut producatur terminus quat ſitus,

I. Dicerptionum numer? o.
claſlis conſlruatur quaita
ſecundum ꝗ. IV.

2233

Eodem modo terminus quilibet poteſtatis 54 in ſchemate ſequenti reperitur:

Fit ſecundum I.

ſecundum lL bbbb

h, C, d..NE 3-

IT Numerorum loeo ponan-
tur literae reſpondentes
 VI.) ſecundum Indi-
cem 7b,e,de, fg-

u 2,34 5.6.7

Lbht
bbrg
bbd f
bbee

beef
bed æ

bddd

ccce
cc dd

G) 6)uI 11I2 1113
IIæa

ubble
u

2222

bbbf
Lbce

bbdd
beed

ccc

n e complexionitus literali-
bus pracſigantur numeri

pern utationum (Cſ. 5
VII. æ) et ſingulis pote-

a

ſtas x° jungatur.

atvbh x
bbeg
nbbdf
obbec

nbeef
24hcd e

4hddd

Accce
5C cdd

2223

hbnbef

Lbde
beee

bedd
ccd

Secuſ-



ſeccundum III. 54= bbbb x abbbc X+ abhbd
6bl tr

x abbbe
12hbcu
abe ee

abbb1-+..
120b: r 12hbeſ
6bldi 120hd.12bc rul nberel

liccc: 12hedd,
lanl Vial

acc cd

Scholion.  erminos quaeſitos integros dignitatis ſeornm h. l. ſeripſimus idque fe-
cimus majoris perſpicuitatis gratia, ſed non opus eſt hoe diſlinctione, quia ſtatim potſt terminus

quilibet mplexiones in  'dVddDęr CoO rx 11 Pr o mn: A anaaaa s8, r. cæa5  vav nucIus prr EIumanonum ermexionibus lin-gulis a laeva, variabilis autem æ poteſtatem reſpondentem a dextra Eercir tus par ulum pot

Hl ClIetiam, practereundo I. ĩlico ſcribere complexiones literales in lI. et inde conſſcre rerminum quat-
ſitum (UI), qua re totum negotium et contrahitur et ſublevatur.

5. X.
EX P?P L ICATIO.

Coeſicientes binomiales, cujuslibet exponentis y, ſequentem in modum notantur:

U exprimit

a  VoE——I. Scholion I. Liquet m nullum hic niſi integrum poſiti-
C yll vum ſignificare poſſe numerum. Coeſſiciens binomia-
æò n -2.t-1

2 3 4.
lis generalis, hoc loeo mtus, litera alterius alphabeti

s E z
notatur, quo cognoscatur, eum eſſe generalem.

 40y v. 1. 2.. V-mnvi
I. 2 32.m

Scholion II. Jam ſigna quoque ſequentia ex ſignis ꝗ. X et VII. compoſita facile
intelligentur v. c.

6 c SC
(b,t, d,e,.. N
NI, 2, 3, 4,

quod jubet, conſirui tertiam Claſſem combinationum ſummae ꝗ ex elementis f, d, e...), quae eſ

SC Abde]b,c, d, e,. VEſ
.,2, 3, 4,. E

 EG-dein numerum permutationum cuivis complexioni prac poni, ſit

B esC



10

ſ 3b gh
6bef

esC  l 6hdelm, c, d,e.. N l 30:
ue, a à..) tsca

6.5.4eomplexicmm denique ſummam multiplicari per productum s& quo producitur:

ab2g
6.5.. 4 6bef6 c8C i.23 6bdel

334... ;0%(h c,d,e..
Zã

5. XI.
TH E O R E M A.

Sit ar' +bær L /ræi zorrn P-
Erit mo'æ)  da-asæt a-œn lææ3æ Lſ aA æ

+òaB +50m+CaęcC
ruh l a aA 5s,a/ bB

+7c at cC

+utmu2
nr

+7 5qr
ubi ò et v numeri quicunque poſitivi, negativi, integri, frasti eſſe poſſunt.

DE MONST RAT IO,
Adhibitis ſignis coefficientium binomialium X.), fit binomium

(a+y6vy=+ua5v+dv+c3v+H2v+..
Jam, ſi ponitur

y= bx cx  dœ ex+ſfacta ſubſtitutione potentiarum hujus ſeriei, ꝗ. VIII. exhibitarum, ſequitur:



 c a' +a ſcCx+... +Cæ+...]

+m m4m +3 am l m æ..
cd es N+ſtæ 27æ ſn3æ+..] 5.

terminisque ſecundum potentias quantitatis æ digeſtis:

bx cx +dx +..y æ
+or ax u a'Alæ u eaæ..  AU arA+B +8ĩ a bi+CaC +ẽ enc

mæq2t

 L.5 ſ- nvvnde formula prodit Theorematis, poſito utrinque x =2, additoque factore æ-
BURGIUS Nov. Syſt. p. LIV. 7) (HINDEN-

Scholion. Formulas dignitutum Infinitinomii, his et ꝗ. VIII. propoſitae, vocantur combi-
natoriae, quod ſignis utuntur combinatoriis. Pluribus terminis ſormula theorematis exhibetur
in tabula adjecta.

5. XII
P R O B L E M A.

Dignitatis  (5.XI.) conſtruere terminum quemlibet independenter, v. tc. undecimum.

SoLuTIO.
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S o L U T I O.

10 +aſ 11] 23a aAered  Numerus termini quacſiti (h. l.
I9 ſ abh II) unitate minuatur, discerptio-rl

a8  æci
numqu: numeri reſidui clal-

37 à 2200 \a bB ſes ex ordine omnes conſlruan-

46 201” tur IV.)

55 iſfſi1138 30bi127
6heli 2) Loco numerorum ſubſtituantur

136 6bdg VI) literae reſpondentes, ſe-
145 6he f cundum indicem
226 +Ca t Cec b,c,d, e, ſg.hi, h, I,..
235 6c df

N 1,2, 345: 6, 7,. 8,9,1, 3i

244 3c8d334 3 de 30 Complexionibus ſingulis praefi-
111 4bbb i gantur numeri permutationum

Hiibi
HlBS 1126 12bbt g literarum ſ§. VIL.)Al.L. ſ

6hhee
Mi 11441225 F  zber  /a5D 4) da praeponatur primae claſſi

I234
 24bc deu B  ſctundaeI533 1bddd

2224i Ji accce èllliti tertineh I 22353 6cc dd Da. quortat3aũ  5000b.T I E I vVUl

llll 1IIZ;
a0hbhe f

III3S
200l bd e

112233&& u 506:08 =&a eE (vide ꝗ. X. Scholion II)
II233

30bbedd

12223
20bc c cd

22222 1ceccn 5) Complexionibus omnibus adda-
1IIII3Z ſ cbbbbbf] tur factor communis æti.111I24 soLbbboe
1is; ga i55066dd  ="garſeſ
111223 l 60hbbe cd lIizææa Lisbbec cc; DEMONSTRATIO.
IIiiii I 15bbbbb æ

ò]

EIſ

4
N

inin2; a,, a2bbbbbed  =æ&a rgõ Haec terminorum conſiructio
1111222 L3sbbbbe c cJ per partes congruit cum termino

r 8hhbbbbbdIn Lrę  =at7?H generali formulae dignitatum infi-
1n: Lasbbbbbbr cſ nitinomii combinatoriae ꝗ. XI. Q&
niin; +7 ſ ohbbbbbbbe] =ma'tæl E. F. i Imn4Ja ſ ibbbbbbbbbb] æ Ka Pſæx



S Oo L U T I O.

I0 dam ſ 11] mua ar æ're?5 Numerus termini quacſiti (h. I
EEEE II) unitate minuatur, discerptio-19  anæ numquæ numeri reſidui elal-Vla3 l 2ci37 +06 4 adhl, =/a °æB ſes ex ordine omnes conſtruan-

46 281 tur 5. IV.)

55 L ũ1I38 ſ 30hi127  oheh 2) Loco numerorum ſubſtituantur
136 6bdg  VI) literae reſpondentes, ſe-

a d133 +ca4 hef, =caſieC cun um m icem

226 I7ll
rb,c, d, t, fg.hi, h, I,,.

6 df
N 1,2, 3 45: 6, 7. 8.9,1, i

235 L244 3cee331 ddeB] 3) Complexionibus ſingulis praefi-

1117 ſ abbbh gantur numeri permutationum

1126 126hC g literarum ſ. VIL)II35 1200d f

IIa4 6bbee

1223 +a æubccſ 2 aD 4) do praeponatur primae claſſi
I234 24bc de

1533 abddd ll ſecundae2224 4ccCe c:- tertine-2233 6c c dd quartae slil 1II6  s5bbbg
E

l IIIZ5 20hbhe f

11134 20Ll bd e æ æ11223 u g0hbcce e *E (ide ꝗ. X. Scholion IIt 30hbcdd21Z55 20bt c cd
12223

22222 Icccce, 5) Complexionibus omnibus adda-
1111I5 ſ chbbbbſ tur factor communis ęt9.111124 sonbbbee

lll 1i3 a" 4 i56b6bdd ="gaèꝑ



p r eodem modo, quo hic unũmu;prodit formula dipuitutum infiuitinomii algebraice expreſſa. Hujus termini primi decum in ta-
bula adjecla conſpiciuntur, eamque ob caulam hoc loco undecimus evolutus eſl,

5. XII
E X P LICAT IO.

Sit p/ o+ ſIyæ c”/ut: uiꝗ. XI, Cueficienter dignitatis  ex ordineE]

r

his etiam notantur ugnis:

Pætr exprimit coeſicientem primum i e.

Pæa æ ſecundum  u  APus3s

tertium  a A-8ò3Pæa ſ quartum A A8BCa"iC
n

L] E E] z EETCE )tum  ſa-a] +õa-3+ a/}]°C.... amòitpla,b,c,d. l 7 l Nrn, c, a, t, Iſ 2, 3, 4, E.
Litera ꝑ ſcilicet ſeriem indicat, v dignitatis ipſius exponentem, æ cum numero adpoſto

coeſſicientem numero ipſi reſpondentem. Tale ſignum e. g. Pu(mær) enunciatur hoc modo:
Seriti ꝑ ud dignitatem exponentis v evectae coeſſiciens (m 1) tus. Hine ſequitur:

V =pui æ +puaæt? +pu;æò puaxæ +.......F ætmn 9-m

pl a, b, c, d,..]Haec coefſicientium notae dignitatis  Signa lotalia vocantur, formulaeque ex illis
compoſitae, formulat locales Signis et formulis localibus adpoſitum ſignum p ſo, b,c, d, t...

1
dicitur Scala eaque ſimpliciter ſeriei datae p cocſſicientes ordine indicat. Neala igitur dil-

genter ab indice II. Deſ. 1.) diſtinguenda eſt; hoc enim docetur, quos ad coeſſicientes discer-
ptionum claſſes reſerantur ææ

Vil

Scho-
 Signa localia coefficientium et terminovum intrgrorum (ubi ponitur] pro æ, veluti ſſ4)

Primus uſurpavit HINDEN BURGIUS (&nfinit. Dign. ꝑ. 7L. 33 9o68; 136I;). ſMe-
lior, quae hic adhibetur, notatio Nov. Syſt. p. XXXIII, 2. De ſignorum localium cum combinatoriis

comparatione b. p. LI LIII. ſe. Paral. ad Ser. Reverſ. p. VII.
RoTH1US, Vir Clariſimus, inlibello cui titulus: Formulae de ſerierumrever ſione demonſtratio

verſalis. Lipſiae 1793. Scalas introduxit. Signa idem localia in hac diſſertatione igenioſe adhibuit,

earumque ope formulam de ſerierum reverſione combinatoriam, ab ESCHENE AcIIIO 789) Jro-
poſitam, primus et rigoroſe demonſtravit.



Stholion. Formula localis, exempli loco hic propoſita, dignitatum Infinitinomii for-
mula appellatur locali. Haec quoque in tabula adjecta exprimitur.

n n n
Sed haec de Inſinitinomio protuliſſe, ſufticiat, Pergimus jam ad ea explicanda, quae

rem noſtram propius attingunt,

5. XIV.
D E F I N I T I O.

Variatioues ſummae propoſitae n nominantur discerptiones numeri n II. Deſ. 6.)
ſine discrimine omnes, ſive ſint rite ordinatae, ſive non.

5. XV.
E X P LICAT I O.

In ſchemate appoſito A, Variationum ſummarum 1, 2. 3, 4,5 (6. XIV.), Variatio-
nes ſummarum minorum a Variationibus ſummarum majorum ita involvuntur,
ut illa ex his poſſint exſecari, id quod angulis interjectis docetur, quam ob rem
ipſa haec variationum conſtructio ſuvolutio vocatur CombinatoriaLS 5

5. XVI.
a2

P R O B L E M A.ꝓ

Ex involutione Variationum n XV.) conſtruere Involutionem Variatio-
num ſummne (n+1.

SoLv-

 De Involutionum et Evolutionum (quae inter reliquas operationes combinatorias facile principa-

lit tum obtinent) natura, diverſitate et in disquiſitionibus analyticis eſſicacia, ſumma et utilitate
l

3i copioe egit HINDENBURGIUS, Vir Excellentiſſimus, (Archiv der reinen und angewandten
Lllt Matliematik H. I. ꝑ. 13. ſeqq. A. II IIL. et IV. Programma ſupra ũ. IV. laudatum.)



I5

S Oo L V T I o.
I. Variationi ſummae n cuilibet ad dextram unitas adponatur,

II. Earundem Variationum ſummae n elementa ad dextram extrema unitate augeantur, et,
quae ita prodeunt, complexiones complexionibus per I. ortis verticaliter ſubſciibantur.

V.c. poſito n=/1, poſito n =S,, poſito n/3,
datum eſt l datum eſt 1]1] datum eſi HEEE

Ju—i2 Ililit i

hinc fit per.I. 1ſ hinc fit per I. 1],
Jr——

DEM ONS TRATIO.
Ponatur ſolutionem propoſitam problemati ſatisſacere, ſi quaeratur Involutio Variatio-

num ſommarum 1 233 ꝓ Variationes ſu It a- li
x a mmae ꝑ l regu IS ra Itis non repciiiOmnes, ſed unam vel plures deeſſe. Jam quaclibet deficientium Variationum ſummæe +1)

deſineret

vel in jpſam unitatem v. c. 331..... I21
vel in numerum unitate majorem v. c. 213..... 53.

Si illud, deficeret 321... 12, ſi hot, deficeret in Variationibus ſummae praeceden-
tis p; id quod ſuppoſitioni repugnat. Eodem modo oſtenditur, comple

poſſe ſaepius oceu C ſt r rf blitaque ſa rere on at autem, o utionem atis acere pro emati, poſito V=1, et n/2atisfacit etiam pro Variationibus ſummae cujuslibet (7 +1) =35 4355 quaerendis.

5. XVIL.

ær

rVe,

ſ



16  a)
5. XVII.

E XxP LICATIO.

P II I1I In ſchemate B Combinationes ſummarum 1, 2,3. 45, 6,7 ita exhiben-
l

31il 1uvolutionem Combinatoriam (Cſ. õ. XV.)
1tur, ut elementorum ordo ſit inverſus ipſaeque Cumbinationes conſtituant

5. XVIII.

P R O B L E M A.
Ex Involutiont Combinationum ſummae n 5. XVII. conſtruere Iuvolu-

tionem Combinationum ſummae 1).

T S oL U T IO.

I. Cuivis Combinationi ſummae n adponantur a dextra unitas,
II. Vnitate augeantur extrema ad dextram elementa earum complexionum, quae vel dua-

bus terminantur elementis diverſis, vel unione II. Deſ. 3.) conſtant, et quae ita pro-
deunt, complexiones complexionibus per I. ortis verticaliter ſubſcribantur,

l

v. e. poſito u=1, poſito n =/2, poſito n =3
datum eſt 1] datum eſt l datum eſt li

2

ili

A

2

hne fii per. I ll hine fit per IL. 1]1 hinc ſit per I. I l
lii l a 24I

J-

il
3

 rdiuum

i l

ai

E—31 j

per I. ll. 1]1l perI. IL. 1]1]1 per I. II. 1ſijilali
Eſill



Solutionis hujus demonſiratio eadem eſt, quae in ꝗ. XVI.

Scholion. Involutionum genus ab eo, quod ꝗ. XV  XVIII. propoſuimus, diver-ſum, hic vero non adhibitum, extãt in Tuſinit. Dign. p. 719. 80, p. I33.

5. XIX.

EX P L ICAT I O.
Si Vuriationts ſummarum 1, 2, 3, 4. n exhibeantur involutorie (5. XVL), et numero-

rum loco ponantur literac a, b, è, d, n, hacc Involutio Variationum notelur ſigno:
noòy

J

a byc,...
2, 3.... 1/

atque, ſi cuilibet complexioni numerus primo a laeva ſuorum elementorum reſpondens praeſiga-
tur, id Variationum genus ſummae n cum ſuis Comitibus numtericis*) exprimatur ſigno:

i

(a, b,c,..
N3, 2,3,..

Exempla, Pro ſummae n valoribus 1, 2, 3, 45.. prodeunt:

Wi
ò)

 =æ 1a] a

n ab —n

nIaoi Variationes ſummae 1 cum ſuis comitibus,
Juu

Variationes ſummae 2 cum ſuis comitibus,

ol
al Variationes ſummae 3 cum ſuis comitibus,y miaa,b,e A

2b
I,53

1; h

E'

v7
Scilicet HINDENBURGIUS, V. Cel. complexionum literalium Comites numericos ab ipſarum nu-
meris permutationum ſive coefficientibus polynomialibus (Ct. VII. diſtinguit, et a qua-unque
polynomialium modificatione, aut alia lege oriundos numeros Comites complexionum
nominat.

C
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i7 Ialuaoa Variationes ſummae 4 cum ſuis comitibus,
2] alaca-hte.

i ViI 2534

rd INſa ao Variationes ſummae 5 cum ſuis comitibus,
l

1 3, 4 s/ l

a,hc,d,eN 20a1u o

1a hla
3c] a

monbo
ab b
IO C
4d

1; a ul
20 al
11b b

30h
Ian OC

2b

1a d

50

ctc. etc. etc.
5. XX.

E x P L I C A T I O.
Involutio Combinationum ſummae n ex elementis a, b,c, d,.... n (5. XVIII et s. VI)

notctur (rch. der Math. Heft. IV. 411, 418) ſigno:

757 =7 A+B8++DD+..4+&a,bc,.. n\ ra, b,c, d,......NEETEEEV 23 n” 4..../ et,



et, ſi ſingulis complexionibus praeſigatur numerus permutationum, ſigro:

1] A+6bec CHp pD4.... n ™W
a,b,c,.. n GUGEEEDNI, 2; 3,-n 1, 3, 3 4,--Si denique numeri Permutationum per ſummam n multiplicentur omne

numero elementorum complexionis, cul adpoſitus eſt, dividatur, hae
nationum ſummae n ex elementis a, b, t, d,,.. n cum numericis Comitibus ſui
Frimatur ſigno:

r] ms-3+-cC+tD+... mſt+.l 2ſo.b.c... ſa, b, c. d t....æ3..- u SEIGEEREEEV.Exenipla. Pro ſummae n valoribus I, 2, 3. 4,5. prodeunt:

ũl IO] =uA

A+3 5B-0cCIa]a or ab l\125/ 35 a ſa, h a
L nmmui ;i a,

]7 Iala a a; æmYua+68+cC+43D
ſa.h,c, d l I æ
NH a, 3, V 4h a a ſa, b, c, d

n 3§ 4

E oA+28+cC+S2D
2 3ſa, b, c, d. A 5

I, 2.. 3 4 5

r



Scholion. Signa hic et ꝗ. XIX. exhibita ſunt involutoria, in quibus recta litera
Linationum, obliqua vero Variationum involutoriam conſtructionem (5 XV. et XVIi
dum incicem ũ a. b,e, d, e... n), litera n in fronte a laeva ſummam et germanicae minore:

ãl1, 2, 3, 45..mites complexionum reſpondentes ſignificant.

5. XXI.
T H E O R E M A.

ſil. eJæ iſæ. ſa- liILog. nat. 1 (aox +beæ ]7m4VVH—-—>-—"A-
j rab c, i

2:. 3 4- n/
DE MONS TRATIO.

5v y VSit Log. nat. i(ax  bæ +t&æ. Log nat. &y) m

unde, dignitatibus ſeriei y ſecundum S. ViII. expreſſis atque ita diſpoſitis, ut coeſficit

dem potentiae quantitatis  conſtituant ſeriem verticalem, jrodit:

aA A, n  ALog-nat. I— (ax +v x ]7m Ia+20æ4......l

l: 5 B
C  c

Roa, b, c, d, e.... n,.rn  3n  AA BB C ſũ x

lbã

Cocſticiens termini generalis( n

m

XX aequalis eſt itaque, valoribus 1 2, 34 5.-.. ſucceſhive poſitis loco æ, acqt

T neorematis.



5. XXII.
T H E O R E M A.

E i mu(a)

i5  iJatab
a.n$n

J iſati5h+s5e
(a,b,e) ua, h)

i5 ii5a+i5+i+adſa,h,2,d) (a, b, c)

-3 x

ſingulas

humeris

n elementum (n-1) tum,

n l (n- 2) tum,
ii]

n (n-3) tum,
-m

n i-m) tum,uti primum elementum eſt a, ntumn; nempe numeri 1,2, ſcripti
lupra n, diſtantiam exponunt retrorſum proiude Diſtantine Exponentes
HinDENE. Nov. Syſt: p. XXXVII ſeq. or?F. Comb. Anal. ꝑ. 164. ſeq

laal

DE M ONS T RAT IO.
la nllneorematis ratio ſtatim ex ipſa conſiructione Variationum ꝗ. XV, et explicatione XiX.liquet.

5. XXIIL
T H E O R E M A.

Fi-ementis dotoe rombinationis permutotis permutationumoue olia alii ſubſtripta, utihios eſt, ſeries elementorum verticalis quaelibet, toties unumquodque continet, quoties prima.

DE-

u

aii



DE MONST R A T IO.
Elementum Juo.vis toties eandem tenet ſedem, quoties reliqua permutari poſſunt, id ex

ipſa liquet permutationum deſinitione ũ. II. Deſ. ꝗ), toties igitur in hac redit ſerie verticali, quo-
tis in illa.

CoOo ROLL A R1 UM I.
Signiſicct m numerum permutationum combinationis numericae ſummae n claſſis

mtae, erit 71. m ſumma onnium numerorum, quibus permutationes iſlae conſtant, et cum
numets qu libet tutie, in hac recurrit ſerie verticali, quoties in illa, ſingulae ſeriei veiticalis

ſumma eſt  m Su:
m

ſunt permutationes combinationis numericaæ 22233 Il. Def. ꝗ&.) ĩn
qua n i13, m=3, et m Io, unius itaque ſeriei verticalis ſumma eſt:

ioa+2-2+2+2t+243+3+3+3

Co rROLLARIUM II.
33222Elementis datae combinationis Summae n, claſſis mtae et indicis a,b,tc, d, e,..

1,2, 3 45... n
permutatis, et praepoſito cuique permutationi numero, qui primo ad laevam ipſius elemento
reſpondet, ea re productum data combinatione expreſſum multiplicatur per m ſecundum

m

Corollarum I. Sic data combinatione bbbec eſt n  I1a, m 35, m Io.
abbbe
2bbeht

abbec
abebbr

2hicheb

atque  p51 =VY. 10. bbbet  24 bbbec.
3chbbe

3chbel

3chtbb 5. XXIV.3cchbb

T H E O R EM A.
EA+08-F0C+bD+... 2m.. 0W] V] v a,b,c,.. ™N ſa,b,c.Lb... a 3.0 uaa.nDæ



DE MONSTRA TIO.
I. Ipſa liquet explicatione ꝗ. XX. eſſe

n C”a+r3+7cC+D+.. +mt+. v&) 2/ſ
3 mũ b, e, a. b, c,. nI, 2, 3, A, Lmn 2, 33.II. Si pro Combinationibus ſummae n, Claſlis mtae cum numeris permutationum ſuarum

ie. pro: mn(a b, c,... N3, 3n Viipſac harum Combinationum ſubſtituantur permutationes ſi e Vari- tionum ſorrmae n Claſ

a HlltS ISnm eæ-

mta Deſ. ꝗ. XIV.) et cuique permutationi praeſigatur numerus primo elementorum ſuorum
reſpondens; eo producta ſigno:

l

ra, b, c,,..NEA 3,. nd
expreſſa ſecundum Corollarium II. ꝗ. XXIII. multiplicantur per m (valor ſcilicet numerin

permutationum m pendet a diverſitate factorum cujusvis illorum produetorum v. ò. VIL*)

n n nItaque s +-t&8+2C+—12D+.... 5mll+.... FnW

I 2 3 A4 na, b, c, d, te,.... n
L 3” 5 4, 5.n/Variationibus exprimitur, ſi prima, ſecunda, tertia, verbo Claſſes omnes Variationum

Iummae n conſtruuntur et cuique variationi proponitur primo ſuorum elementorum

reſpondens. His variationibus autem involutorie diſpoſitis oritur 6. XIX.):

r7y æa+c+23+. mſA+... nr|(a, b, c,.. E] 3 4N1 2,;.../ (a, b, c, d,..... n)Supereſt ut exempla aſſerantur:
 3. 4, v

Poſito n &=1, eſt 1a] =l vA

n =2,  ialal  Io]al =a:0A+-vB)

Z7æ

7>—3
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Poſito n =4 eſt 16]orala 10] a1 01819 4  A+84cC~ V)ãllbi

b ala bl ol o (a, b, 1  1  13 IL. 41 bla at) o3 l a 2b b1mu a b 4d
2b
Ia c

4d
F—

53 xXxV

E xP LICA TIO.
Ponatur:

5 ==a+B+... e  rdæ
2rſa+vI 8B+.. +?]e. mlalu +mnl” +...4nm

eb O5 L”) _t 9cll 20lJu J- —n

B+..+rumunu
El

J-_

101 +...41ſe

E=t6ſ u+]... Fſ  mIalala a 1aſo
b, b 0 AD,8 S;bla 6 o

3C, 3c

a F.d

ææa õ+..+ſe (Conſ. Explicationem ꝗ. XX.)
b,..5) ũ5..11 L1,.

5. XXVI.
T H E O R E M A.

Log. nat.i-(ax+b.)]æ Iox4bæ. ẽ.. I(da+\æ. x+../15
ræ z

a n

DEMO



DE MONSTR A T IO.
Eſtenim ſ. XXI), ſi cuique termino index adponatu

æ Log. nat. 1— aox+h5 +ex+.)]9mſ(ila ia
N In9I2

(a) (a,h)
ò Log, nat. lI(ax+5 eF.2]= ſ t1 B+riB

I

«&f)

è Log. nat. i- x +æ )=ſtJe T?le-
N

x

a o9unde, ſi coeſſicientes earundem potentarum quantitatis æ per o
ſignis 5. XXV. exprimantur, formula prodit propoſita.

5. XXVII.
Haec ubi praemiſſa ſunt, ad ipſius libelli ſummam coſupra I.) propoſita:

cax+ bæ.. )]ſIi— (x+6ææ )Je... I—Cllx +œx.) J//

ubi n.u fnerus actorum indeterminatus eſt atque Cocſficientium ct Exponentium va-nres guicunquęeſſe poſſunt,

I. Summa Involutionum 77æ+ 8...F i"Jo; per Coeſſicientes a, 5 c,.. N;

ab,c..50 (ohc, n 3,85,6..0)
IL Coeſficientes A, B, D, F,..... N, per Exponentes u, v,  æ ę;

Coeſſicientes (a, b, c, d,..); ~a,6, c, /,...);3... (4, B, G, D,..;
l. Exponentes B. v- ò,.. ę. per Coeſſicientes (a,1, c, 4,..); b, c b. )3.. &,6, õ,..;

et a,B, c, D,... exprimentur.

Harum relationum prima et ſecunda, quibus multa communia ſunt, proimis durbusPatagraphis aſſeruntur, de tertia ab illis longe diverſa, problemate de Incogn Elimi-
llutione interjecto, actum eſt ꝗ.XXXxI.

D 5. XXVIII

rt].

Z
2.
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5. XXVIII.
TH E O R E M A.

at

Data aequat iont XXVILI. expoſita:
=Qx+..)]æ i(~ax+6æ. )lẽ..I+ Bæ. J]&=1ax+E+ cæ1... 85..)
lequitur:

I. 5 iJ iJæ ſc Jo.,3,,.. N) (a,h,.. (on,..n D

1I.  a+ 8 +5c+..../355 +...+Z8+n.
linga+ i50+int+.. iæn+... +5&a+ an)

(o, b, c, m)

+8 liæ a+i5 +i5—+.... iæm-t... +e51+ an]
a, b, c,,..... n

+e l]°+  ꝗ”;+]7 ...-irœm+... e79n+3]

 ę; 5)
DE M ONS TRAT IO.

Secundum ꝗ. XXI. eſt:

Alx. Jæ, iſn ELog. nat. i(ax+85+cX +2.. ]7/m —/4>r——2/.+4—:4
3

ſA, B, C, D,..3 ...n/et ſecundum ꝗ. XXVI.

3x =x mxLog. nat. i— (ax+bæ.  li(x+oæ. )1ẽ.. Ia+æ. )tImIvV V: ruill
2

Itaque, utriusque ſeriei coeſſicientibus comparatis, ſequitur:

IL,.: m| V]  Ja 35 iſe}.5C, b,.. u) V,5,..n V,..”0)Jam ſi adhibentur Combinationum loco Variationes, uti traditum eſt ꝗ. XXIV. fit:

5 i ſ- ſ HIEIEEE ieoO,B,C,.) (o,b,.. 5..n) Q,;../) ã ſiv



ſive, ſignis involutoriis ſecundum ꝗ. XXII, evoluti,:

g =irita +iſ ni5}]+...  i5u... F +2 El à j

(A B, V) un llltcumque ex formula T et ꝗ. XXiV. poſito (u-m) loco (n), ſequatur: m 3 ul
mrr In

n næ i" nJ i. l1,B,C) (a, B, C.)Formula prodit univerſalis, terminis recurrentibus compoſita:

n

ii

Ii

7ãlr

T
5

 l

1II. g m5a+5+"E+... Ffu+..+ E+
ma lida+i5+ in5+.... iju+.... iu uu] n r

(a, b, n n -un
Bſli&a+im +5 iæ3m+.... iſ7 +au min

a b6, c... m

GE  C mn BS
G; Mãbiiti

l

t o
ll

m

Ex formula I. ſequtur, poſito n 15 235 43

E æ14] Iuſ nlB H...+,Ju— A hm—

y 1aſa io]o 4 +enal”B++ nu
—i lil p—u Im28 2h 26 2%a =umlaiala lola B+....... une
lm

i

J 4l I, iAl 3h10 36 o IEEEED
ũ 3 3c lanm

-1

I

E =i] alalat mula aæ nſ o ol8B++1  ux,l l l

1431A] Ai æb alo 4t a J 9 uſ
aca] ac lo] 4c] a1ſ æ- i l

23 31  3 26 b] 9avl

41 a 4
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Ex ſormula IT.vero ſequitur, poſito n=1; 23 3 4

rn=ſaæ+a+... F5=+28950at2u+av”+... -vF°4+29)
(0) t)2=Ea+E8+3350a+ 5H-~ æ+ſH +H8+. FC xHD56]

(a, b,) b) l,, 9)2=2Ea+Z c40/u©Jotr5òadya+.. +C& -r78+v51

(a, b, c) ſ,
5. XXIX.

T H E OR E M A.

Ex aorquotione 5. XXVII. propoſita

ICæ-FLæ.)]æ Ii(x+t.)]ẽ.. Iſx+8æ..  =1Cx+ 1æ cæ.. +3.)
ſcauitur:

æ

avx—x38+ C "t+..+ nV1.2.3 I.2.3...11 L2..n
78 8 zNz, kE

DE MO NS TR AT IO.

rLogai ithmus naturælis iæctorum ad ſiniſtram in acqutione eſt (5. XXVI.):

CA+  2r)I 2 3 4 ncui acquale ſit2. Jam ſi h baſin logarithmorum naturalium denotat, corſiat eſſe:

I 1 Ininirm7  2> 2-. —7/AA-=rx4..
I I.2 I.2.3 1.2.3...ex qua acquatione, valore quantitatis A reſtituto et dignitatibus eiusdem ſecundum VIII

expreſlis, ſcquitur:
h



ã

 aA'Y..
 bLbI.2

I

2e/C2. 3.
H

N A

L Z... m

5 5;Imb""4CD%3
r r

n bN

m tam

Ax/

Vu

I.2.3

5 m

bD+..4.
z

2 3
 B3

gC C——p-
2.3 I,2.3.

ræ
I, 2

43

1

I.2 I
I 5

1I'Ax

aA hB+ I

on =/1I; 23 55

a=E
I I

=27%
I 2

r 21

l

3 n Vi ĩa..n 3,

Log. nat. iI (ax bx.. J-.. IIma F..Eſt vero 1Iſax +3+c+:. +3..]&

Ex mx igæ:? gx4-66+::::4V——::4
b Jllli a

ltaque, ſerierum ax+ 8æ-F cX+.. 8...] et Q comparatione inſtiluta, reperitur:

N n J n I n I n I I ESE.Vimſ+



30

5. XxX.
P R O B L E M A,

Datis uequationibus numero r

5  o V IB +cv Vre =au+ +t+e =taue+ +v Vue
'u» v5 i iſò)valores quantitatuu incognitarun œ B, vv..  eliminondo quaerere.

EVi b rrt gt m ſecundum tertium etc. lit

S O L. U T I O.
Pars prior. Reperitur æ regulis, quae ſequuntur:

1) Complexio abcd.... r toties in columna verticali ſcribatur, quoties elementa

I, 2, 34-. r permutari poſſunt Cſ. ViI*).
2) In hac Columna literis ſingulis Complexionis primae adſcribantur, veluti exponentes:

a laeva elementa ſingula primae permutationum a numeris I, 2, 3-- r oriundarun
(prodit 'ahi...7), et literis complexionis ſecundae elementa ſecundue permutationi

literis complexionis tertiae elementa tertiae permutations, ete.
3) I. Complexionibus columnae (2), quae locis imparibus conſitutae ſunt, pracſigantur

viciſſim ſigna et donec 'a mutetur in a, deinde ſigna et donec a mut*
tur in iu, deinde iterum ſigna et donec a mutetur in a, etc.II. Complexionum paribus locis eonſtitutarum cuique praeſigatur contrarium ſignuſ

complexionis proxime praccedentis.

3) Repetantur ea quae ſupra ũ, 2,3) praecepta fuerunt, ſed tamen ita, ut in hac alter*

quae prodit, columna ubique ponatur s loco a.

5) Summa complexionum cum ſuis ſignis columnae poſterioris, per ſimmam prions-

viſa, valorem aequabit quantitatis p

eral
Hjc literae a,, c, Igni ican cof i1e” L5, priMu, ſautem exponentes a laeva 1, 2,3.... arquationes, primam, ſecundam, tertiam ete. Sic vè
couſa c ſecurdae aequutionis tertium coeſſicientem denotat, et a aequationis tertiae coefficienſ

primum.



Pars poſierior. Eodem modo inveniuntur v,8.... ę, niũ quod 5 Joco b, è, d... 7,
reſpective ponatur (ut in4. Partis prioris s pro a.).

Exemplu.

5s:u
r4+7h ſ+ ah

æ+ bſ et sb] ab]
n c B ſ+un 4+7p

au et l=I) Sit r =I et u. Ergo

2) Sit r=na et ę=ſi. Ergo- ſl

ns;3 a'b;oo uſã t3) Sit r=rs et 2. Ergos ux+bõ +cy et
 tan+ 1~

+u28827 ſab3] +753:0 ſazh3e] r+ma]hs: ſr+mnæqmh]
l FEIS l lI53h2c 1 Ia3bæc Iq3;c  ã uaiæs]a3læc

aq1301  201030 l 20183/2b3rE ſ ſ— æ 4

l

+351521 430th +3atæ 43u10 3aiæ]  450°t3bi 3au] s3æt 3nbt t3aẽſls trũ
Severa ſolutionis hujus demonſtratio nititur in theoria V oriaticuum, oniſſis quidemEE4l

repetitionibus, id quod, alia ſcr bendi occaſione data, oſlendam.

Scholion. Problematis ſolutio convenit cum regulis Crameri (ntrodurtion a Auo-lyſe des Coui bes P. 656. ſeqq. Num. I. et 1l. De I Evanouiſſement des Tuconnnes). Tasdem Hix-

DENEURGIUS, ſimul cum regulis de cadem re a B2ZoLTO traditis (Brzour Tndorie gſudrale des
Iquations olgſbriquer, ampliſſime pertractavit in praeſætione libelli Riidigerioni, cui nules eſt:
Spetimen analyticum de lineis curvis ſecundi ordinis, ubi etiam ꝑ. XLVI— XLVIil. regula tra-
ũitur datae complexionis permutationes ieperiundi, qua h. l. &cl. Pæis ꝑrion. 2) o3bu: eſt.

5. Xxxi.
Pæ oO BILEM A.

Pr opoſitae nequationis:u ax+bæ..) ]l~l  (axFoæ.. ]3.. Ix+)] 1(axF3æ+eæ.. x..)

et a
txponentes incognitos œ, 8.. ę per cotffcientes daios, o b c3 o bc U V H

B, C... exprimere. l VEliltſVi t] I

S oL v-



S o L U T I O.
Secundum ꝗ. XXVIII. poſito n/r, ,3,...r, eſt:

i7] m Ja+ i58 AA1Ie(0)

ll Fil oub 5
2

-c

t7]7 m ſ=]ao +658A173,0) (=a, b,ę) (,6 r,, c
V z z E]7= ve +5 FA+ Ij,8,.  (O,b,..7 ,5,. a5,..Ex his aequationibus eruuntur 6. XXX.) valoies literarum æ ſ... ę quaeſiti. Nam,

1) poſitor =1et =u, fit iſ7=iJa. Ergo: a m+ iſ:i]

a) OIũr] =ila ſB
a)æ) roſito r=2 et ę=2ſi, fit 27 9 rſJu r]8Z Ego:

1,3 (q6)
4+133 uin mæſ+5/m 4um 5r iſ —u i5”-CòIC]) ,h) (on HIC ElGHICU
l et ad ſigna involutorĩa ſeriei verticalis ſuper ipſum poſitae.

ubi quuct incex peri 1

Scholion. Dignum notari hoc problema, quippe methodorum vulgarium nulla, quoc
equ dem ſcſam, ad illud ſolvendum ſueſſũcit, ejusdem potius ſolutio videatur impoſſibilis, eun i*

r i -L. Ialſ'al

cſ nitue Vlures c;, D, Q, lili Z acquatione lint determimandac, Analuns igitur Con l.ur

icria h. l. uri ſaepius, aliis method's eſſicit majora.

Sed hace jam ſtſieiant, nlura in addit: mentis.
1

ADDV



5 I.

Q
ummam libelli hactenus propoſita complectuntur. Varia Corolla
adhue reliqua ſunt, nunc demum ſequuntur, quod relationibus 5. X
tis interjecta, ipſarum ordinem turbaſſext.

5s o.
Si in aequatione ꝗ. XXVII. expoſita factorum multiplicandoru

Nm potentiae*) velut:

ox?? tæbexdx?.. 4 ræt/mia+3+cx+
uĩe eſt ũ. Xxv.):

2=a+ õ+cv+aã.... rett ſequitur ex ꝗ. XXVIII. (mutato ſeilicet valore ſigniE)

I. 3/ V] =ca+VvV”+cy raed... +r9
,5.C,. N)

II. 539/r2a+345c+.. 2u... Fæx+ nn=a
tque ex ꝗ. XxIX.

III. æ a0—pt8+Cc li yD-...
1. 2. 3.4

æ x æ uNt2 3 4mna 3 4....n

mL2.. m

55
Hane aequationem tractarunt T. StMpSON (Pliloſophical Tranſactions

et G. TEMPE LHOFIUS, Vir Strenuiſiimus, nſongsgriinde der
P. 3m1)

E



93 238&8/V]
5 3

P R O B L E M SA.
Summam reperire ſeriei infinitae:

t+++4++iv qua n fſſe poteſt numerus quilibet iuteger poſitivus.

S Oo L U T I o.

Sine 7€7 L.2 LnL2 I.ZN 5 z j j /æ.I :=II +A2FiãN 77 727 N 777/ \I.2.3 I. à. 3.4.5 _L.2
Itaque ſecundum S. a. formulam 7*)

-I I rIrNxl= i] I 7TJ- N m; 2 3 m 4 m;ſr1 1 4=4II. 2.3 I.2.3.4.5 La.. nti)
et ſecundum formulam II.

niæ n5 -3 nr5 æ n4u...&q/tH— SNV&2+V—25
1.2.3 1.2.34.5 I.2.3.456. 2..:Gn-1- 1naæ..

5
u

CO ROL LARIUM.
aMultiplicetur peraequatio ſequens:

æ Valores literarum in ꝗ. 2. hoc loco ſunt:
Lalx=2; u/1I, Ib/]1; 153 1I:.

b ò lumi C rr12.3; 12.34.55 C 1.234567  3.2.345.6.7.3.9



I EE I1I14- -AD&4 44/--  æ iſ n-
am ꝗm il 5 71I rP  ay V].a; L2.3 4:5 La.. Cur1

hine oritur:

PE

Vãlli liſ F1I r -——a —m t  —umtu I3 12335 12.em/

1 t
—r—-—————

L.2.3 52.3.45 1.3.. Gir?”°

5. 4

P R O B L. EM A.

C Eummam reyere seriei inſin'tae:

E r  min qua n numerus eſſe poteſt quilibet integer poſitivus.

S o L U T I o.

Itaque ſecundum a. formulam I. æ
l

Valores literarum in 5. 2. hoc loco ſunt: x  122; porro



æ= ĩ C+4++4+.VE-
c —a mvimu V ——————m—v—

L2 I2.3 L2.. 2n
et ſecundum ſormulam II.

z o; m3 3mn rN L JE J tt ſ  ti+—-+A-p1++.2.2 Ia.3.4 La.3a.5.6 3.3;n2) 1I.3.amam  qu5

mm

2

55-

P R O B L E M A.
Invenire ſummam ſeriei infinitue

I I 1I I 1I r 7æ+udud /+455T9 n 13ubi ſuptriora ſigno valent, ſi u eſt numerus integer poſitivus impar, inferiora, ſ eſt por.

S o L U T I O.
Secundum EuLER UM (ntroductio in Analyfin inſinitorum Lib. I i11. et 175) eſt

r

I +9) e +2 4Cos 5 Sinæ à i ll n
amn-I

l

i r æ 55= 2x] 2 D4/7I1I
1.2 I.2.3 I.2. 34  mnaGn-1yn2...-n

Itaque

3

1.2 5L2.34 12.34566 D 2.34567.5



ltaque ſecundum a, formulam I.

r71 I I I N4r:ug æ i1] +—777]7b..I N 5 505” æ40. pG u llll
ibE 4 +4+.1I11I 1 VI1x NEGEEEEGEEEES 7 ræ

—u —a—- u u——u 5

I n2 1.2.3 I.2.34 I.a.2n
et ſecundum formulum IL.

mi n; m” ;z n; z I I li 4j

—/-+—AA-4-/-2 p -72 —vV>—2 /9M-—MAv——HAp-—v~v~-} p—-

r: I.a? 12.3  LI. an-3)  itd ;ur m
m ma I Im +.x F c 7 Iũl iY m

 quibus formulis ſigna ſuperiora valent, ſi n eſt numerus impar, ſi par, inferiora.

COo rR OL L ARI UDM.
Quia ſ5.3)

I h+41r4m i]J n

5 4 5 Vã iiii I I N2.2 1345 12.3.45.55

l I I I J il
/m 4 a ſã I 1 I ,0EmuulL.2.3 1.2.3 45 1.2.3.4.5.)

ot

prodit,

Pro hae ſcilicet aequatiore in ꝗ.

x=253 a 13 813 79131I.

r 1 1I 3 rA B= nTai=/3 sa34F 12.3455F 1234565

xv

itsii l s i li

E

7



b

prodit, poſteriore ſerie de ſro;æ cet acta,

LEl r1+++4—+t... 5 GEEES
3 5 ll vũil ũll 1 Iæ 1æ.34.5 12.34.5.67 Vl

Ejusdem ſeriel ſumma nventa eſtꝗ. 4 et 5, unde ſcquitur:
am

n& =CDn& =n;7 z;3 Plil a2

 ſubl—4— —m——5 Emm ——————9) —vr——u——m——D)  m——n—
1.2 L.2 34 1.2.3 4:5.6 L2.3 12.3.4.5 Lz.. ĩ I L.à 1a35.2.3.4
I 1

5. 6.

SERIERUM QUARUNDAM SUMMAE PROPONUNTUR INDEPENDENTES,
QUAE TERMINORUM RECURRENTIUM AUXILIO HUCUSQUE

EXHIBITA SUNT.
In egregio opere (Verſuch ciner nenen Summationsmethode. Berlin 1788.) PPAPF 1US

Vir Celcherrimus, cum aliis, quas inſtituit, quacſtionibus graviſſimis, magnum fo rmul
rum recurrentium numerum tradidit, quibus multarum ſerierum ſummae ex circuli reetifi-
catione pendentes exprimuntur. Ex iisdem nonnullae h. I. deliguutur, quarum ſummae arctil-

ſimo vinculo cum propoſuis 6. 3. 4.5) conjunctue, carundem auxilio in ſormulas independente:

transſormanter.
Summam ſeriei inſinitae, ubi m nun.eius integer poſitivus eſl,

I l I I I4/---+ —4/+4:: 4:ũul 3 4 Etllll 5 nPrarrIUs in opere laudato ita exhibet:

m- 1 æm la I n I nsãiiii/ sovur rm-cut —~auA8 1 p  aas Az-4//--2j—
1.3 m;m La.j.4.5 nm  IL2.. ;m-10 n 21.L.3.. am) ear

 Nempe ſigno E PFAFFIUS exprimit ſummam ſeriei inſinitae, cujus terminus generalis ea è
functio numeri n, quae huie ſiZno adjicitur, ſic Z N ſumma eſ omnium valorum ſunctionis M

qui proveniunt, poſito I, 2, 3,  Sigro  N IDEM notat ſeriei ſun:mam, in
term irorum ſiZna  alternantur (PFAF. ibĩ d. ꝑ 4.),



i n] nn

1.2.3 1.2.34:5 L2..7 l

Praſiana formula r
ſequentia intelligantur, ubi Pr

Sin 2

ecandem 3) reperimus eſſe

Haec praemittenda erant, ut
is paginam notat.

Sin 390, Sin 49.I. Summa ſeriel infinit

m; ſũ m-:

5

/o ſi=082' O2  4. on5y V;m, I.2.3 Z/6m I..
m; m a ò n

I I I I P ECHENL.2.3 1,2,345 I.2.3.4.5.6.7 .3,3-.9

Sin 290 Sin 3Q

n.i.2.. Gm-2) 27 i1a.. Gin1)

õũ I  3

Sin 40. sIl. Summa ſeriei infinitae Sin 9}-7AA-—+
;m: 5 t

li Jiiit

Lm l
(®r. 8.

m:[ũ iſJEll: i il/mF——-—M3-v-&3C.=6r;- (I54 +—50, ta.. }m1) ,3PEGE El 1.2.3 ams L2.. 2m3
Vãlli. Elià I Na.3 1.2.3.4.5 L2.3:4.5.6.7 Vl

lal
Cos a  Cor 39Ill. Summa ſcriei infinitae cos

z n 53
I til 52, i27.-EE atnu a ma L3.(em2); n

J ſãlii 1 xrp mIiJæ- tæ /m 2279.:. I E NL2,3 1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.68.

Cos 40
u

4

rF. 12.

m  s.
IV. Sum-

-rr

_xr 4



ſli 10
Cos 20 Cos 309 Cos 40IV. Summa ſcriei infinitae CL

Pſiil 3 4 lilli
I Q I 7i I VV11I nĩi-f1 +Q :A4+ ;F n 1rm 1.pmnm 13.2.. Ginii-2) n: 2 LI..2m

Vaiiili: Eæl x NNEER 1.2.345 12.3.4.56.7

57.
P R O B L E M A.

Hl lB Qu. I,EE

4bC u Jæ———1 m J4+ 7V1 7) rJ æ 6.3C

Summam reperire ſeriei infinitoe

Cor 39 Cos 59 Cos 70Cos

z 5m L3 rhiiiin qua m numerus eft integer poſitivus.

S O L U T I O.
Pfaſiana methodo Coſinus arcuum V, 3: 59,. Lolvantur in ſcries inſinitus, ea°

a

I Imuliiplicentur reſpective per 1;  deinde factores numcerator et den?-i

53: Eãli 5c3-
minatori ſingulorum terminorum communes extinguantur, termini ipſi ſecundum potentias arcusꝗ
disponantur, et coeſſicientes dignitatum arcus ꝗ in ſuninas colligantur prodibit auxilio ꝗ. 5. ſumm

li ſeriei propoſitae

bv hiii Ju Vã o:am»  rm.a

im li w F i57=  3 it] N4 4 12 4 n2.. em4-4'L2. tGm2)
E I 1 1 1 ts. —rm———— -—r—t—  —n—4——t——-  1

uiir N IIL.ã 1.2.3 1.3.3.4 1.2.3.45
(Conferatur PEAFFIUS L X. 3. p. 30. ſeq)

N



a /D/m/m—7/7 —7"///-

aI

5. 8.
P R O B L E M A,

Summam reperire ſeriei infinitoe, in qua m numerus eſt integer poſilivus:

Sin 29 Sin 5 Sin 7.
5 mSin Q

S O L U T I O.
Sinus ſolvantur in ſeries infinites, caeteraque agantur uti ꝗ. 7. prodit ſumma quaeſita:

?3 ſ~ li 7éz? lſit5l iiil u i T Jiæ liiL2.3q5 4 Ata. ;ni) r rI 1.2 n2.3 ina.aed
(Conſeratur PrarFIUS l. c. X. 5.ꝓ. 41.)

5-9-
Eadem methodo, quae ꝗ. 7. et 8 adhibita eſt, ſed auxilio Corollatii 3. eruuntur ſummae

ſerierum ſequentium, in quibus m numerus eſt integer poſitivus:

2 Siua Sin 49, Sin 6 Q rm, Nu4u=4& )æ-q4//2) 2
Va 5 Bi 1 œ m‘--II1I1II]/4>-V&YDpbpb5bvbA-7/A
N ad ZI2t.a.emi) ,2 Læ2.. (emm)

Cos a Cos 4  Cos 6 EEEE J m qm

l: 52)Zæ4m &m
A i Q 20u-2 J2 L2.. Gm-2F; 1.2.. 2m

77 I Iubi ad indicem, ſigna involutoria referuntur. Eſt enimæ.3 12,3,45 IL.23.4.5.6.7 Vimsſeeundum EvuLrnum (Infiitt. Calc. Diff. P. II. S. 185.)

æmL m 4*/ +53/€§ ſo)
Hoc itaque loeo ſerierum trigonometricartum ſummis, ſublato omnĩ terminorum re-

eurſu, campus patet latiſſimus.

F 5. 10.

n a&æ



5. 1O.

PR OB L E M A.
Produti ex factor.bus numero infinitis, ſecundum potentias variabilis x ordinati,

l 4P =1x +æ +...3 F.)
lãlinvenire coenientem quem ibet u prioribus iudependenter.5

EI

S Oo L U T IO.

Eſt hoc loco ſecundum 2. et formulam III

æ 1I8 a. a a N an n\, b/æ. 4Lm;++r n':)
atque

I I I I IN a"A 5B  C t  mm r r nNI Eſ I.2.3
Vãtiiiti a a aS 01 301 nrava, 3. Li'M nunde prodit, poſito n—/1, à, 3..

o a a a a aAI bI 21 7 n V
li 5. 1I.Quodſi in aequatione ꝗ. a, ſubſtituatur

ſ pro B, n æ &burſpo a, b, e, d, e sl tur
reſpectiveœ,uo,+8,28,+7.v..3 ureſpective +aua,bV6+tt,.. Ori

ax) axy +bxyrè  bxyè=xyroFexy?.. m1æ+3-+ cæ... +næ.)
ubi numerus factorum ſemper eſt par, ſive ſit iufinitus, ſive ſinitus, atque ſit:

-2 =2 ſæ2&b- g+ cs —a3+....]
m  O

Hinc



Hnc provenit:
ma m-r

y Ei-35+t... =n em1) uæ=2ſau”+cEEE A]

ll. m3 m5 a mc gv+ 5 u 2am
m:

-4

I iſ aA En ærſmrpr"+ q4N2.n 1,2.. (n-2) L2,. u-3) ibl

2, 3, 4, 5,
1ſ ſuperiora ſigna  et aA valent, ſi n numerus eſt mpa,in qua tertia formula

l

ſ inferiora  et &B, ſi u eſt par.
I.2

5. i12.

P R O B L E M A.
Inveuire valores ſecundum potentias quantitatis x digeſtos productorum, quat ſeqnunlur:

1) Sinp +5æ. Sin29 13æ Sin3Q 13xSin49

 qGn&Cos9,1425. Cos 39 12x Cos50 11 x Cos79
ul +5 s

S o L U T I O.
Secundum 6. i1. eſt in producto 1)

Sin a 9. Sin3  Sin 4mg æ 3 ſSin 9
;51 50m 4

-a -:a Seripſi h. I. Vpro ©V ete. quod hoc compendio nulla obſcuritas naſitur.
En ſcilicet in ꝗ. 1I. intuitu prioris producti

I TSin õ;3 5Sin 2 Q; y=SingQ;... ami1; m c/
Intuitu poſterioris a 3u Cos 9; B= Cos30; y9=Co50;...  91362 c /m d/ ſi

I

I

3 5

mOv3+n-.
=i(a F50æ..x5...)

n



à4

in produceto 2)
Cos 309 Cos 59 Cos 70 l]m53 2 ſCor;  +433 am-x 5 am-r i E

cum vero harum ſerierum ſummae cognitæc ſint 6. II etꝗ. 7.), ſunul utriusque ſeriei coeſficiens
quilibet independenter erui poteſt. Invenitur:

QA  Q; B/4/ =2
n m æm  OéU 55= c/m/i8 49

5. 13.

Ex aequatione

ua) bxy &ex).,. &/ræx=/iax+ sx+cæ+... ææ... +ræ)
ſequitur ſecundum a.

I. 2 9 J a+v-c+..4FEEEEDI. 5Ea+33+....  28+v =+V0r++...
I il I I
I

4

IIL nN—m-AV+,. cC. —mt;
 5g g 2 æ  mmm

77Quodſi ponatur (ax B J]*) =Do0, ſimul a, h, c,... r; ſunt radices acquations

7Cr+æ217+ cr+..4n+...r) o0
Iin qua y /q' et fomularum propoſitarum prima et ſecunda exhibent ſummam radicun

x acqu
Ex aequatione ox0hx).. 0ræd) m1cſ3ax +80.. r=0 ſequitun

I a b r A, B Rpoſitoxm; cC).. —m=/r—+-1+. 4117o

y vu y vV ii,A. BE.&.hdiæmr+vVv ilet ſi hæec æequatio multiplicetur per

an)y2p.. =yvIar+.. rſæo
ſive
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aequation's Iiujus ad potentiam ntam elevatarum; altera quidem independenter, altra ve.,
TNEwTONI, Barrmas~§1, KaEsTMERI, EULERIL, EMPELIIOTII, aliorumque Anlyſiuru.n

xemplo V), inſerlis praecedentibus radicum potentiis.

De tertia formula unum moneam: Exhibet ea valorem coæſſicientis N, ſrld eouſh,
tundem aequare ntain claſſom omnium complexionum rite ordinatarum indicis, ũ, b, e,.
n quibus ſingulis nullum elementum bis vel ſaepius occurrit, (arsTæERI Aual iſis euãl. G. ò Jin
ò. 224 i. e. utam claſſem Combinationum ſimplititer, indicis (a, b, è, d,.r) et ousu q ul;
repetitionibus*), quam HINDENBURGIUS, Vir Celeberrimus, hoc notat ſigno:

N

(a b c r)n rltaque, duplici valore coeſſicientis N invento, haec prodit relatio: E.l

I I I=dA7Z/+...t /u&....q1,5,c,. I
 3% zæ 2) sTheorema, quod formla "Ea+"S V  n exprimitur, No

-r

NUS (Arithmetica Univerſalis in fine capitis de trausmutationibus aequationum». 108. æ utivus
S Graveſandinae) propoſuit, ſed nullam ejus demonſtrationem. KA ES TNERUS, Vir liluiris, iliul
demonſtravit, afſerens ſimul alia, quae pertinent ad hoc theorema (Analyſis endlichir Griſiea
S: 750. Eultrianas hujus theorematis demonſtrationes, MioHELSEN, Vir Celeberrimus, in ad-
ditamentis ſuis ad EULERI Introductionem in Analyſin infinitorum collegit (Luſiæe æum ioten
Capitel des 1ſten Buchs).

a  h tabula adpoſita Combinationum ſimpliciter, indicis a, b, c, d, è) et omiſſis quidem repetitioni-

bus, duarum vicinarum claſſium poſterior ex priori oritur, ſi
ab ac adi ar quaelibet prioris claſis complexio ante indicis elementa, n-

bc bda be B viſſimum ipſius elementum inſequentia, ſucceſſive ponitur, at-
cda ce que ita complexiones ordinantur, ut quae in idem deſinunt ele-

delA o mentum, eadem in ſerie verticali collocentur.
abt abd abe

acda ace
ade

N bcdpoe  Cbde:

cdeabcd abcen
abde
acde i  D
bede
abcdle  E

a, b,c, d,

nv

 rnr

ry



P R O B L E M A.
Deta aequntione

C(x+1æ) IIex+20)] rGæ 49 cæxt xt....)
Iæreperive expoucites œ, 1ò et coęſſicientes D, Ea.--

S Oo L U T I O.

Pars prior, E i] /m1 i] m o VlEEEE
i?] /3 i?] 8 i] m ri3] 4 i3] 20 i3]  63+ 3cæ17 i4] 56 is]  251t12c+ 4
5)) õ;,4,,0)Secundem ꝗ, XXXI. reperitur:

i1] El r~i1] i?nſtũſuũm /tuuſi-5m=G) GCa  .16” nGA) O.n:)
Pors poſterior. Secundum 6. XXVIII.

i3] =i3]5 is]a; hoc eſt: 63- 34.520.4
Ga è) .0ex qua aecquat.ore eruitur C=1I. Secundum eundem

i] ia]5s+ iũJ4a hoc et: 257112c40 m1.5+56.4
4.,D) I;1 k,2)
unde sequitur:  m14.
Eadem radone valor reliquorum coefficientium E, 6... ſucceſſive invenitur.

Fls licet paucis exemplis relationum ſupra 5. XXVill. ſeqq. propoſitarum uſus apparebit

uberrimus,

 X Oſ V 1  I FNA E R A M E R I A N 4
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r= ſæ+ +1n-dæen+.....)
V= puiæ- Puaæn-r Puaeæ Puauta; Puz æ Pucæes puræers L V ?uængæ

p l a, b, c, d, è f,  h, i,
iliũ

uH a a*A Bũt a A ęſet aaA znos  æ a a ęm.....+7b31 +B5 bBI +8a13 +58 a b nE

D] +4Di +aDa *Cl +c a eCl 7 a C
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a b m

 eE
+5 as jF as iF
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b, r, d, e h 8 h i r,..
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