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Kapitel 1
Einfithrung

Gerichtete Neugier ist die Grundlage jeder Wissenschaft. In der Physik gibt es viele
Objekte dieser Neugier: vom Kleinsten zum Grofiten, vom Allgemeinen zum Besonderen,
vom Handgreiflichen zum Abstrakten. Die vorliegende Arbeit folgt der Neugier nicht in
die extremen Gefilde, sondern in die auf den ersten Blick naheliegenden Ebenen, die
vielleicht deswegen bisher nur wenige Forschende angezogen haben.

Thema und Konzept In der vorliegenden Arbeit werden zwei Systeme hinsichtlich
der Verteilung von FeldgrofB3en theoretisch untersucht. Es handelt sich zum einen
um zylindrische piezoelektrische Fasern mit Ringelektroden und zum anderen um
dielektrische 0-3-Komposite. Die Modellierung der piezoelektrischen Fasern zielte auf
Genauigkeitsaussagen fiir die Messung ihres longitudinalen Piezokoeffizienten. Die
Ergebnisse wurden unter anderem anhand der Verteilung der elektrischen Feldstéirke
ndher analysiert. Besondere Aufmerksamkeit wurde dieser Verteilung bei der Unter-
suchung der 0-3-Komposite gewidmet. Aulerdem wurde die effektive Permittivitat
dieser Verbundwerkstoffe betrachtet.

Beide Systeme sind zu kompliziert geformt, um praktikablen analytischen Be-
schreibungen zugénglich zu sein. Deswegen wurden numerische Berechnungen durch-
gefithrt. Wegen ihrer Flexibilitdt im Hinblick auf Form und Randbedingungen der
modellierten Systeme wurde hierzu die Finite-Elemente-Methode (FEM) eingesetzt.
Die damit verbundene kontinuumstheoretische Beschreibung ist fiir die untersuchten
Fragestellungen angemessen. Fir die Berechnungen wurde das kommerzielle Pro-
gramm ANSYS® verwendet, welches die notwendigen Multiphysics-Féhigkeiten zur
Berechnung gekoppelter Felder aufweist und die Ansteuerung durch Makros ermog-
licht. Die Materialgesetze wurden dabei nicht modifziert, so dafl den Berechnungen
lineares piezoelektrisches beziehungsweise dielektrisches Verhalten zugrunde lag.

Aussagen zur Verteilung von Feldgré3en werden mit der FEM und anderen nume-
rischen Methoden vergleichsweise selten erhoben. Mit Verteilung ist hierbei eine
statistische Aussage iiber die Haufigkeit gemeint. Oft wird die FEM unmittelbar
anwendungsbetont eingesetzt. Spezielle Konfigurationen werden dabei meist nur nach
unmittelbar relevanten Zielgré3en ausgewertet, wie sie zum Beispiel maximal zulassi-
ge mechanische Hauptspannungen oder nicht zu iiberschreitende Temperaturgrenzen
darstellen. Fir eine Optimierung hinsichtlich der Zielgrof3en ist dies auch sicherlich
ausreichend. In der vorliegenden Arbeit werden jedoch Wege verfolgt, die auch quanti-
tative Aussagen ermoglichen, so zum Beispiel iiber Mittelwerte physikalischer Gréfien
oder ihre vollstandigen Verteilungsdichtefunktionen.

Charakteristisch fiir die durchgefiihrten Modellierungsarbeiten ist der hohe Grad
der Parametrisierung beziiglich der geometrischen Parameter. Auch wenn numerische
Modellierungen naturgemifl nur die punktweise Auswertung im Parameterraum
erlauben, konnten so in weiten Parameterbereichen Zusammenhinge zwischen Geo-
metrie und Eigenschaften ermittelt werden.

Die beiden untersuchten Systeme werden nachfolgend genauer vorgestellt und die
behandelten Fragestellungen motiviert.
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Piezoelektrische Einzelfasermessung Piezoelektrika sind weit verbreitete Funk-
tionswerkstoffe fiir vielfiltige aktuatorische und sensorische Anwendungen. Seit etwa
zwei Jahrzehnten bekommen funktionelle Faserverbundwerkstoffe eine zunehmende
Bedeutung. Hierbei sind piezoelektrischen Fasern in ein piezopassives Expoxydharz
eingebettet. Je nach Anordnung kénnen verschiedene Kompositdesigns unterschieden
werden.

Die Struktur in Abb. 1.1a wird als 1-3-Komposit bezeichnet. Der Begriff nimmt
Bezug auf die sogenannte Konnektivitiat, welche von NEWNHAM als Beschreibung
eingefiihrt wurde. Sie gibt an, in wieviel Raumdimensionen die jeweiligen Konstituen-
ten des Komposits mit sich selbst verbunden sind.!! 1-3-Komposite finden aufgrund
ihrer hohen elektromechanischen Kopplung und der iiber den Volumenanteil in weiten
Bereichen anpalBlbaren akustischen Impedanz Anwendung in Ultraschallwandlern,
nicht zuletzt bei bildgebenden Verfahren.?3! In anderen Strukturen sind in einer
Schicht piezoelektrische Stiabchen in ein Polymer eingebettet. BENT folgend, kon-
nen solche Strukturen in verschiedene Typen unterschieden werden.!*! Bei den in
Abb. 1.1b abgebildeten Piezoelectric Fibre Composites (PFCs) sind die Fasern in einer
Schicht unidirektional in einen Matrixblock eingebettet und der ganze Block mit
Deckelektroden versehen. Dadurch wird der transversale Piezoeffekt zur planaren
aktorischen Anwendung genutzt. Zu den Vorteilen gegeniiber volumenhaften Piezo-
elektrika zdhlen die Robustheit und die Integrationsfihigkeit in verschieden geformte
Strukturen. Durch geeignete Laminatstrukturen konnen beispielsweise Verdrehungen
auf isotropen Trégerstrukturen erreicht werden.!®! Bei den Active Fibre Composites
(AFC) — vergleiche Abb. 1.1c — ist die Kontaktierung iiber Interdigitalelektroden ver-
wirklicht, wodurch im Wesentlichen der longitudinale Piezoeffekt der Fasern aktorisch
nutzbar wird.'®! Das fingerformige Elektrodendesign erméglicht auch fiir vergleichs-
weise kleine anliegende Spannungen eine grof3e mechanische Verriickung. Es gibt
auch die Idee, die Elektroden iiber ein die Fasern zylindrisch umschlie3endes leitfa-
higes Polymer zu realisieren.!” In den beiden vorgenannten Komposittypen werden
Fasern mit kreisformigen Querschnitten eingebettet. Solche Komposite sollen in den
folgenden Betrachtungen auch im Mittelpunkt des Interesses stehen.

Als besonders vorteilhaft erweist sich die Flexibilitat der AFCs, wodurch sie sich
sehr gut auch auf gekriitmmten Oberflichen anbringen lassen. Dadurch erschlieen
sich in zunehmendem Maf3e neue Anwendungsfelder. Beim energy harvesting wird
erneuerbare Energie aus der Umgebung gewonnen, um eine autarke Versorgung
von elektronischen Geriten und Sensoren zu ermoéglichen. Eine Energiequelle dafiir
stellen Vibrationen dar, welche z. B. durch Piezowandler in elektrische Energie um-
gesetzt werden kénnen. Die diskutierten Wandlerkonzepte sind vielfiltig. %10 Mit
dem structural health monitoring, verfolgt man das Ziel, Bauteile auch im laufenden

(a) 1-3-Komposit (b) Piezoelectric Fibre Composite (c) Active Fibre Composite (AFC)
(PFC)

Abb. 1.1: Unterschiedliche Kompositstrukturen, die aus kreiszylindrischen Fasern bestehen, welche
in eine Polymermatrix eingebettet sind. In den schematischen Bildern sind die Elektroden grau
dargestellt. (AFC nach Abb. 2 in!8))



Piezoelektrische Einzelfasermessung

Betrieb auf ihre strukturelle Integritit testen zu konnen. Eine Moglichkeit dafir
besteht in der Auswertung des Schwingungsverhaltens des Bauteiles, welches mit
dem des unbeschidigten Zustandes verglichen wird. Das erlaubt Riickschliisse nicht
nur auf die Existenz von Beschiddigungen, sondern auch auf deren Position und Schwe-
re.[11.12] Beispiele fiir die Anwendung von AFC-Strukturen in diesem Bereich werden
von BRUNNER ET AL. gegeben.!'®! Ein weiteres Anwendungsfeld ist die Schwingungs-
dampfung. Mit in Laminatschichten integrierten AFCs ist GHASEMI-NEJHAD ET AL.
die aktive Schwingungsdampfung gelungen.'®! Bei der passiven Schwingungsddmp-
fung werden die von den Wandlern erzeugten Strome durch ein elektrisches Netzwerk
— im einfachsten Fall durch einen ohmschen Widerstand — geleitet (shunt damping).
Ein Beispiel zur Anwendung von AFCs wird von BELLOLI ET AL. gegeben. 14

Die Entwicklung solcher spezialisierter Anwendungen bringt einen Bedarf an der
piezoelektrischen Charakterisierung nicht nur der Verbundwerkstoffe, sondern auch
ihrer Bestandteile mit sich. Fur den Faserhersteller ist es schon im Stadium der
zielgerichteten Materialentwicklung wichtig, die Fasern elektromechanisch charak-
terisieren zu konnen. Der Ansatz, die in den Abmessungen oft unhandlichen und
sproden Fasern zu 1-3-Komposites zu verarbeiten, fithrt zu Proben, die sich zersagt
in Scheiben gut charakterisieren lassen. Bei bekannten Polymereigenschaften kann
aus den effektiven Eigenschaften des Komposits auf die Fasereigenschaften zuriickge-
rechnet werden.'5! Allerdings erfordert dieses Verfahren gréBere Fasermengen und
einen aufwendigen HerstellungsprozeB3. Dieser Aufwand ist gerade in der Phase der
Entwicklung und Optimierung der Faserherstellung storend hoch. Dementsprechend
sind Methoden zur Bestimmung der piezoelektrischen Eigenschaften einzelner piezo-
elektrischer Fasern fiir ihre Hersteller sehr wiinschenswert. Zudem werden dadurch
definierte Aussagen iiber Schwankungen innerhalb einer Fasercharge moglich, die bei
der Bestimmung effektiver Eigenschaften durch den Mittelungsprozefl verloren gehen.
Doch auch vom Standpunkt der Forschung selbst sind Messungen der piezoelektri-
schen Dehnung an einzelnen Fasern von Bedeutung. Piezoelektrische Fasern kéonnen
aufgrund der Herstellungsprozesse und ihres wegen den Abmessungen grié3eren
Oberflachenanteils durchaus qualitiativ andere GroB3signaldehnungen als Volumen-
materialien aufweisen.!1%17 Eingebettet in Kompositen kénnen sie aber nicht mehr
direkt charakterisiert werden, wodurch die temperaturabhingigen mechanischen
Einfliisse des Einbettungsmaterials oder die Wechselwirkung zwischen Fasern und
Matrix sich mit den spezifischen Effekten der Fasern uiberlagern.

Fiir diinne Fasern (Durchmesser in der GréBenordnung von 500 um und darunter)
konnen allerdings keine Standardverfahren mehr angewandt werden. Die Messung
des longitudinalen Piezokoeffizienten ist aufgrund der schwierigen Handhabbarkeit
der Fasern und der dennoch zu gewidhrenden Préizisionsmessung anspruchsvoll. In
der Literatur dokumentierte Ansétze beschriankten sich bisher auf die Messung der
Grof3signaldehnung S3. Ein Beispiel fiir ein solches Verfahren ist die von HEIBER und
BELLOLI angegebene Methode. 1819 Dabei wird eine piezoelektrische Faser in einem
geeigneten Probenhalter in einen Dynamischen Mechanischer Analysator (DMA) ein-
gespannt. Die durch Anlegen einer Spannung an der Faser auftretende mechanische
Verriickung in Langsrichtung wird durch eine Verriickung der DMA-Einspannung
kompensiert. Dies geschieht in quasistatischen Zyklen der Probenspannung und er-
laubt somit die Aufnahme von Dehnungs-Hysteresen. Eine von BENT angegebene
Methode beruht ebenfalls auf der Grof3signalverriickung, die bei ihm laserinter-
ferometrisch aufgenommen wird.*! Beide Methoden arbeiten im quasistatischen
Freqgenzbereich.

Ein neues Verfahren, einzelne Fasern solcher Abmessungen zu charakterisieren,
wurde deshalb an der Martin-Luther-Universitit entwickelt. Im Rahmen der vorliegen-
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den Arbeit wird ein Aspekt der Messung ndher untersucht: Die Einzelfasern sind mit
Ringelektroden versehen. Dadurch bildet sich im Inneren der Fasern eine inhomogene
elektrische Feldstarkeverteilung aus. Ihr Einflufl auf den gemessenen Piezokoeffizi-
enten wurde mittels numerischen Rechnungen fiir einen weiten Abmessungsbereich
untersucht. Zur Charakterisierung der inneren Feldstéirke wurde hierbei eine Metho-
de entwickelt, welche auch bei der Untersuchung dielektrischer Verbundwerkstoffe
Verwendung fand.

Permittivitit und Feldstiarkeverteilung in 0-3-Kompositen Schon die Urform
des Kondensators — die Ende des 18. Jahrhunderts erfundene Leidener Flasche 20! —
wurde als elektrischer Energiespeicher genutzt. Damals war nicht abzusehen, in
welchem Ausmal} die Elektrizitiat das Leben der Menschen spéter priagen wiirde.
Kondensatoren haben seither vielfiltige Anwendungen gefunden. Getrieben durch
die enorme Kapazitit spezieller Bauformen wurden sie in den vergangenen Jahren
auch als Energiespeicher wieder interessant.!?!! Grund dafiir sind unter anderem ihr
geringer zyklischer Verschleil beim wiederholten Laden und Entladen, ihr vergleichs-
weise hoher Wirkungsgrad und ihre hohe elektrische Leistungsdichte. Damit kann
elektrische Energie innerhalb kurzer Zeiten gespeichert und bereitgestellt werden.

Namentlich Doppelschichtkondensatoren versprechen derzeit, die rein elektro-
chemisch wirkenden wiederaufladbaren Energiespeicher (Akkumulatoren) in einigen
Anwendungsfeldern ersetzen zu konnen. Doppelschichtkondensatoren bestehen aus
zwei Elektroden, zwischen denen sich ein Elektrolyt befindet.!??! Die Oberflichen-
ladungen der Elektroden werden durch die sich ausprigende entgegengesetzt geladene
Helmholtz-Schicht kompensiert, die sich aus Ionen des Elektrolytes bildet. Somit ent-
stehen an jeder der Elektroden Kondensatoren, die durch den Elektrolyten in Reihe
geschaltet sind. Die Dicke der Kondensatoren ist durch den mittleren Abstand von
Elektrode und Helmholtz-Schicht gegeben, was nur wenigen Molekiildurchmessern
entspricht. Zudem bestehen die Elektroden aus Aktivkohle mit zum Teil spezieller
Ausformung, welche durch ihre Porositéit eine sehr hohe Oberflache besitzt. Durch
diese beiden Besonderheiten kann die Kapazitit eines Doppelschichtkondensators bis
zu einigen tausend Farad betragen!?® — eine GroBenordnung, die den verbreiteten
Namen Super- oder Ultrakondensatoren motiviert. Auch elektrochemische Vorgéange
spielen eine Rolle bei der Generierung dieser Kapazitét. 24!

In jingster Zeit gelangte ein anderer Ansatz zur Herstellung von Kondensatoren
mit hoher Permittivitit in das Blickfeld der Wissenschaft. Die Idee besteht darin,
als Dielektrikum Komposite zu verwenden. In diesen Kompositen werden in eine
Matrix niedriger Permittivitit Partikel hoher Permittivitéit eingebracht. 25261 Eine
vielfach untersuchte Ausgestaltung solcher Materialverbiinde kann als 0-3-Komposit
aufgefaflt werden, wie er schematisch in Abb. 1.2 dargestellt ist. Durch die »0« in
der Konnektivitat wird zum Ausdruck gebracht, daf} die Partikel nicht durchgehend
miteinander verbunden sind. Wenn die Partikel hinreichend zufillig angeordnet und
orientiert sind, dann ist ihre Form von untergeordneter Bedeutung.

Abb. 1.2: Prinzipieller Aufbau eines 0-3-Komposits. In eine
Matrix sind Partikel mit héherer Permittivitiat (schwarz)
eingebracht. Der Verbundwerkstoff wird als Dielektrikum in
einem Kondensator verwendet (Elektroden grau).
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Als Matrix fungieren durchschlagsfeste Materialien wie Gliser2”! oder Polymere.

Durch die Materialkombination sollen die hohen Durchbruchsfeldstiarken der Matrizen
mit den hohen Permittivititen der Einschliisse kombiniert werden. Die hoheren
Durchschlagsfestigkeiten ermoglichen héhere Energiedichten, sofern die Permittivitat
bei hoheren Feldstidrken hinreichend grof3 bleibt. Wird ein Polymer verwendet, so
kann als weiterer Vorteil der entstehende Materialverbund flexibel geformt und bei
niedrigen Temperaturen verarbeitet werden. Ein Beispiel dafiir ist die Herstellung
von eingebetteten Kondensatoren zur Verwendung in integrierten Schaltkreisen hoher
Packungsdichte, wobei als Substrat auch organische Materialien in Frage kommen. 28!

Als Einschliisse bieten sich wegen ihrer hohen Permittivitat besonders Ferroelek-
trika an. Unter anderem wurden Versuche mit Blei-Zirkonat-Titanat (PZT)!??! und
Bariumtianat (BT)[3%! beschrieben. Von KIM ET AL. wurden beispielsweise etwa 50 nm
grof3e Barium-Titanat-Partikel mit einem Volumenanteil von 50 % in PVDF bezie-
hungsweise Polycarbonat eingebracht. Um homogene Komposite zu gewéahrleisten,
mulf} die Agglomeration der Partikel verhindert werden, was durch Modifikation
der Partikeloberfliche erreicht wurde.!®!! Es wurden auch Versuche durchgefiihrt,
Bariumtitanat in eine ferroelektrische Polymermatrix einzubringen.!??! Als Partikel
besonders hoher Permittivitiat konnen leitfdhige Einschliisse dienen, welche eine un-
endliche Permittivitit besitzen. Solange sich keine leitfahigen Pfade bilden, haben die
entstehenden Verbundwerkstoffe eine endliche Permittivitit. Beispielsweise haben
PECHARROMAN ET AL. Komposite aus BT und Nickel und PANTENY ET AL. Komposite
mit eingebetteten Silberpartikeln in einer Bariumtitanatmatrix untersucht.33-34]
Letztgenannte haben gemessen, daf} bei steigendem Volumengehalt der eingebetteten
Partikel die Leitfahigkeit zunimmt. Ob dieser Komposittyp zur Energiespeicherung
geeignet ist, darf bezweifelt werden.3®! Versuche von LI ET AL. haben gezeigt, daB
die Energiedichte des Materialverbundes auch steigen kann, wenn in eine ferroelek-
trische Polymermatrix Titandioxid-Partikel etwa gleicher Permittivitit eingebracht
werden. 36! Dies kann allerdings nicht mehr vor dem Hintergrund der in der vorliegen-
den Arbeit verfolgten kontinuumstheoretischen Betrachtungen verstanden werden.
Vielmehr wird durch die Partikel die Kristallitgrof3e der Polymere beeinfluf3t, so daf3
die Polarisierbarkeit bei gro3en Feldstiarken steigt.

Die genannten Beispiele haben gezeigt, dafl 0-3-Komposite derzeit intensiv unter-
sucht werden. Ausgangspunkt fiir das Verstidndnis des dielektrischen Verhaltens ist
eine kontinuumstheoretischen Beschreibung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit soll
diese Ebene auch nicht verlassen werden. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht
nicht die Energiedichte der 0-3-Komposite, sondern ihre relative Permittivitat und
die Feldstarkeverteilung. Beide beeinflussen die Energiedichte, verdienen aber auch
losgelost davon Beachtung.

Die Frage nach der effektiven Permittivitiat inhomogener Dielektrika beschaftigt
seit Mitte des 19. Jahrhunderts die Forscher. Schon in MAXWELLs bahnbrechendem
Werk »A Treatise On Electricity and Magnetism« werden dazu Uberlegungen an-
gestellt. 3738 Aufgrund der Universalitét des zugrundeliegenden mathematischen
Problems sind bis in die Gegenwart eine Vielzahl von Ndherungsformeln entwickelt
worden. In jingster Zeit werden die Forschungen auf diesem Gebiet wieder intensi-
viert. Die Entwicklung bei der Modellierung dielektrischer Heterostrukturen wird von
BROSSEAU historisch von den Anfingen bis in die Gegenwart nachgezeichnet. 2!

Wihrend die effektive Permittivitéat von Verbundwerkstoffen schon langer Gegen-
stand von Untersuchungen ist, ist die Feldstidrkeverteilung in solchen Materialien
jedoch eine selten ndher untersuchte Eigenschaft, obwohl die Feldstarkeverteilung
ein Baustein zum Versténdnis des Durchbruchsverhaltens ist (der Schliissel dazu
ist freilich in den Leitfdhigkeitsmechanismen zu sehen). Die spérliche Behandlung
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der Feldstarkeverteilung in der Literatur motiviert ihre ndhere Untersuchung in der
vorliegenden Arbeit. Das Ziel ist hierbei ein grundlegender Einblick, nicht jedoch das
volle Verstiandnis konkreter Systeme. Deswegen wurden verschiedene einfache Ele-
mentarzellen mit der FEM hinsichtlich der Feldstiarkeverteilung und der Permittivitit
untersucht. Den Rechnungen lag die Annahme eines linearen Dielektrikums zugrun-
de. Es wurden die Auswirkungen der Geometrie und des Permittivitiats-Kontrastes
zwischen eingebetteten Partikeln und der Matrix betrachtet. Hierbei wurden zumeist
eingebettete dielektrische Kugeln betrachtet, deren Volumenanteile unterhalb des
einfach-kubischen Perkolationslimits gehalten wurden. Als Beispiel fiir eine weitere
Partikelform wurden eingebettete dielektrische Wiirfel untersucht.

Gliederung der Arbeit In Kap. 2 (ab Seite 7) werden die Grundlagen der Elektro-
statik und der Piezoelektrika dargestellt und die linearen konstitutiven Gleichungen
zur Materialbeschreibung angegeben. Die in der zu modellierenden Einzelfasermes-
sung untersuchten Materialien sind ferroelektrische Keramiken. Der Zusammenhang
mit den Ferroelektrika wird hergestellt.

Die in der Arbeit verwendeten Methoden werden in Kap. 3 (ab Seite 17) vorgestellt.
Die Grundlagen der Modellierung sind insbesondere durch die piezoelektrischen und
elektrostatischen Grundgleichungen gegeben. Fir die Diskretisierung im Rahmen
einer FEM-Modellierung miissen diese in der sogenannten schwachen Formulierung
ausgedriickt werden. Zudem wird auf die Auswertung der numerischen Ergebnisse
hinsichtlich der Feldstéarkestatistik eingegangen.

Der FEM-Modellierung eines Aufbaus zur Messung des Piezokoeffizienten d3s
an einzelnen piezoelektrischen Fasern ist Kap. 4 (ab Seite 31) gewidmet. Die Para-
metrisierung der Fasern hinsichtlich der Abmessungen und der Randbedingungen
wird vorgestellt. Die numerischen Ergebnisse zeigen die Einfliisse der Parameter
auf den gemessenen Piezokoeffizienten. Aulerdem wird abgeschétzt, wie empfindlich
die Messung von den anderen Materialparametern abhingt. Die Ergebnisse werden
anhand der Verteilung der elektrischen Feldstirke und der mechanischen Felder
innerhalb der Faser diskutiert.

Die Modellierung der Feldstirkeverteilung in 0-3-Kompositen steht im Mittelpunkt
von Kap. 5 (ab Seite 61). Daneben wird auch auf die effektive Permittivitat von 0-3-
Kompositen eingegangen. Eine Auswahl wichtiger analytischer Ndherungsformeln
wird vorgestellt und mit Ergebnissen der FEM-Modellierung verglichen. Da es fiir
die Verteilung der elektrischen Feldstirke in 0-3-Kompositen demgegeniiber kaum
Arbeiten in der Literatur gibt, wird diese fiir verschiedene Konfigurationen diskutiert.

AbschlieBend wird in Kap. 6 (ab Seite 99) ein Uberblick iiber die wichtigsten
Ergebnisse gegeben und auf die sich daraus ableitenden neuen Fragestellungen
eingegangen.
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Grundlagen

In der vorliegenden Arbeit werden ferroelektrische Keramiken in besonderen Aus-
formungen (Fasern) oder in 0-3-Kompositen betrachtet. Bei den Untersuchungen
stehen die Fragen nach den Auswirkungen der besonderen Geometrie auf makrosko-
pische GrofBlen im Mittelpunkt. Fiir deren Beantwortung geniigen in der angestrebten
Naherungsstufe lineare konstitutive Gleichungen zur Beschreibung, auch wenn die
den Untersuchungen zugrunde liegenden Materialien ein komplexes nichtlineares
Verhalten aufweisen.

2.1 Elektrostatische Eigenschaften

Die Elektrodynamik der Kontinua wird in Standardlehrbiichern behandelt. 442! In
der Kontinuumstheorie wird von der atomistischen Struktur der Materie abstrahiert.
Mit Hilfe makroskopischer Felder werden die physikalischen Gréflen als ortliche
Mittelwerte behandelt.

2.1.1 Dielektrische Polarisation

Die Mittelung iiber die von der mikroskopischen Struktur verursachten Dipolmo-
mente liefert die makroskopische FeldgroBle der dielektrischen Polarisation P. Sie
gibt die Anzahl elektrischer Dipole pro Volumeneinheit in einem Dielektrikum an.
Fir die Oberflache des Dielektrikums kennzeichnet sie damit eine Polarisationsla-
dung. Die Dipoldichte setzt sich dabei aus permanenten und induzierten Anteilen
zusammen. Die Ausrichtung der permanenten Dipole fiihrt zur Orientierungspola-
risation. Bei der induzierten Polarisation kénnen zwei Arten unterschieden werden:
Die Ionenpolarisation entsteht durch die Verschiebung der positiven und negativen
Ladungsschwerpunkte in heteropolaren Festkorpern. Die Elektronenpolarisation tritt
bei der Verschiebung der Elektronenhiille gegen den Atomkern auf.

Der Zusammenhang der Grofie P zur Struktur wird klassisch hergestellt, indem das
dullere Feld in Beziehung zu den lokalen inneren Feldern gesetzt wird. Dabei wird die
Struktur in Form einer Mittelung iiber lokalisierte Punktladungen und -dipole beritick-
sichtigt. Das fithrt in den einfachsten Fillen (keine permanenten Dipole, kubisches
Gitter) auf die Clausius-Mossetti-Gleichung (vgl. z. B.[3)).

Allerdings wird von RESTA und VANDERBILT darauf hingewiesen, dafl das Bild
lokalisierter Dipolmomente keine eindeutige und sinnvolle Definition der Polarisation
zulaBt*4. Sie schlagen stattdessen vor, die Polarisationsidnderung iiber die adiaba-
tische Betrachtung von Verschiebungsstromen der Elementarzelle zu definieren. Im
Rahmen der vorliegenden Arbeit bleiben solche Vorbehalte jedoch aulen vor, da eine
makroskopische Beschreibung angestrebt wird, die vollkommen innerhalb des Rah-
mens der phéanomenologischen Beschreibung durch die Elektrodynamik der Kontinua
bleibt.
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2.1.2 Maxwellsche Gleichungen und SchluBlfolgerungen

Die dielektrische Verschiebung ist durch
D:=¢oE+P(E) 2.1)
definiert. Die konstitutive Gleichung

D=¢pc,E 2.2)
——

€

driickt den Zusammenhang zwischen der dielektrischen Verschiebung und der elektri-
schen Feldstirke fiir ein lineares isotropes Dielektrikum aus. Die Permittivitéit € = ege,
ist eine ortsabhingige Grofe:

D=¢(r)E. (2.3)

Fiir nicht-isotrope und nichtlineare Dielektrika ist sie eine tensorielle Grof3e, die
zudem von der Feldstirke abhingig ist. Im Falle isotroper und linearer Dielektrika
ist die Permittivitit bei quasistatischer Betrachtung eine Konstante. Die relative
Permittivitat wird fiir diesen Fall nachfolgend auch als Dielektrizitdtszahl (DK) be-
zeichnet.

Die allgemeinen elektromagnetischen Feldgleichungen sind durch die Maxwellglei-
chungen 4]

V.B=0 , VxE=-B , V-D=pge und VxH-D=J (2.4)

gegeben. Die in dieser Arbeit interessierenden Fragestellungen sind elektrostati-
scher Natur. Dadurch kénnen elektro-magnetische Kopplungen ebenso vernachlissigt
werden wie die zeitlichen Ableitungen. Dadurch reduzieren sich die Maxwellschen
Gleichungen auf die elektrostatischen Gleichungen

VxE=0 und V:-D=pgei. (2.5)

Fiir Bereiche, in denen keine UberschuBladungen vorhanden sind, folgen daraus die
Feldgleichungen

VxE=0 und (2.6a)

V-D=0. (2.6b)

Aus (2.6a) folgt, daB} sich die Feldstérke als Gradient eines elektrischen Potentials @
ausdriicken 146t
E=-VO, 2.7

was zusammen mit (2.6b) auf die Laplace-Gleichung
ADP=0 (2.8)

fithrt. In verschiedenen Bereichen der Physik stellt diese Gleichung (bei einer anderen
Bedeutung von ®) die Grundgleichung dar. Damit konnen die Lésungsmethoden und
SchluBlfolgerungen auf eine breite Klasse von Problemen identisch iibertragen werden.
Fir die Herleitung von Ndherungsformeln zur Berechnung der effektiven Permittivitat
von Kompositen ist (2.8) der Ausgangspunkt, wie es in Kap. 5 angesprochen wird. Falls
die rechte Seite dieser Gleichung nicht verschwindet, liegt die dhnlich universelle
Poisson-Gleichung vor.
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Als Quelle des elektrischen Feldes fungieren auch Polarisationsladungen

V-E= % (pfrei + pgeb) ) (2.9)
was fiir die Losung bedeutsam ist, auch wenn keine UberschuBladungen vorliegen.
Wird dann die elektrische Feldstéarke als Reihe angesetzt, so kann dies nur innerhalb
von Bereichen homogener Permittivitit geschehen. 45!

An der Oberfliache und in inhomogenen Korpern unterliegen E und D Bedingun-
gen an den jeweiligen Grenzflichen. Von Bedeutung fiir spitere Uberlegungen sind
Grenzflichen zwischen homogenen Schichten. Fiir diese 1468t sich aus den statischen
Maxwellschen Gleichungen (2.5) mit dem GauB3schen bzw. Stokesschem Satz schluf3-

folgern, daB fiir die Felder in den Schichten ) und @ die Ausdriicke
n (D®-DP)=DP-DV =04 und E=EP (2.10)
gelten. Fir eine ungeladene Grenzflache folgt demnach die wichtige Beziehung
@1 _ n@)
D’=D}’, (2.11)
welche aussagt, daf3 die Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung stetig

durch die Grenzfliche geht. Der Zusammenhang zwischen der Polarisation und der
strukturellen, gebundenen Ladungsdichte

V-P=—pgep (2.12)

fihrt fir die Betrachtung von Grenzschichten mit Hilfe des Gaullschen Satzes darauf,
daf die Relation
n-(P?-pP)=pP-pP=—g, (2.13)

gilt. Polarisationsunterschiede zwischen homogenen Bereichen inhomogen struktu-
rierter Dielektrika sind demnach mit elektrischen Ladungen an den Grenzschichten
verbunden. In Abb. 2.1 wird das verdeutlicht.

Abb. 2.1: Die Grenzschicht zwischen Berei-

P ( 1 ) chen unterschiedlicher Polarisation ist elek-

trisch geladen. Diese Aussage gilt auch an

den Oberflichen der dargestellten Zwei-
schichtstruktur.

Q=S O—PDS| O—pD O—POD

O=—p-C O—P-S| O—PD> O—PD

Q=S O—PD| O—pD O—pOD
O=pD O—PD

O=—pS O—PD| O—PD> O—PD
=S O—PD

O—pD O—p| O—D O—D
O—d O—pOD

=S O—PD

Die elektrostatische Energie ist in Dielektrika aus dem Integral

v | [ean o 210

D

zu berechnen!*?!| woraus mit (2.3) fiir lineare und isotrope Medien die volumetrische
Energiedichte
1
w= 5eoerEz (2.15)
folgt.



Kapitel 2 Grundlagen 2.2.2 Ferroelektrizitéit

10

2.2 Piezo- und Ferroelektrika

2.2.1 Piezoelektrizitit

Festkorper dehnen sich bei der Einwirkung einer mechanische Spannung. Der direkte
Piezoeffekt bewirkt, dafl dabei zusitzlich Ladungen auf der Oberflache auftreten. Der
indirekte Piezoeffekt verursacht eine mechanische Dehnung der Materialien bei einem
anliegenden elektrischen Feld. Beide Effekte sind linear und die Proportionalitatskon-
stante fiir direkten und indirekten Effekt sind gleich groB.

Der direkte piezoelektrische Effekt wurde erstmals von den Briidern Pierre und
Jacques Curie 1880 an verschiedenen Kristallen nachgewiesen und schon 1881 (nach
Hinweisen Lippmanns) gelang ihnen auch der Nachweis des indirekten Effektes.46:47]
Eine umfassende Monographie zu Piezoelektrika liegt mit dem Werk CADYs vor. 46!

Die Auspriagung der Eigenschaften eines Festkorpers wird von seiner Symmetrie
bestimmt. Die Verbindung wird durch die Prinzipien von Neumann und Curie her-
gestellt. Indem die Punktgruppen hinsichtlich der Symmetrie untersucht werden,
erweist sich, daBl Piezoelektrikzitéat nur in nicht-zentrosymmetrischen Materialien auf-
treten kann. Das ist allerdings keine hinreichende Bedingung: unter den zugehorigen
Punktgruppen ist diejenige mit 432-Symmetrie nicht piezoelektrisch. (48] Die ersten be-
kannten Piezoelektrika waren Kristalle.*?! Doch schon seit den spéten 1940er Jahren
wurden die erst kurz zuvor als ferroelektrisch erkannten Bariumtitanatkeramiken
als die ersten Piezokeramiken eingesetzt.®"!

2.2.2 Ferroelektrizitat

Von den 20 piezoelektrischen Punktgruppen zeichnen sich 10 dadurch aus, daf} sie
eine eindeutige polare Achse aufweisen. Diese Pyroelektrika genannten Materialien
weisen somit eine spontane Polarisation auf. Durch elektrische Strome aus dem Pro-
beninneren oder der Umgebung werden die Oberflichenladungen jedoch gewohnlich
kompensiert, so daf} diese nicht mef3bar sind. Da die Grofle der spontanen Polarisation
jedoch temperaturabhéingig ist, tritt ein Ladungsflufl auf, auch wenn die Tempe-
ratur der Probe sich gleichférmig dndert (Hingegen kénnen sich wegen thermisch
erzeugter mechanischer Spannungen Ladungen auch bei ungleichférmig erwarmten
Piezoelektrika bilden).%"!

Ferroelektrika sind Pyroelektrika, deren spontane Polarisation ohne elektrisches
Feld mehrere mogliche Orientierungen (bei sonst unverénderter Kristallstruktur)
hat, die sich durch ein elektrisches Feld ineinander umschalten lassen.!®!! Aus dieser
Definition folgt, dal simtliche Ferroelektrika sowohl pyro- als auch piezoelektrisch
sind.

Fir die Anwendung der Ferroelektrizitat spielen keramische Werkstoffe eine be-
deutende Rolle, weil diese sich an die Anforderungen zielgerichtet »maf3schneidern«
lassen. Dies gilt sowohl fiir die Zusammensetzung der Keramiken und die daraus
resultierenden Stoffeigenschaften als auch fiir ihre Formgebung. Die Entwicklung
ferroelektrischer Keramiken wurde besonders durch ihre piezoelektrischen Eigenschaf-
ten vorangetrieben. Als ein Beispiel dafiir kann die erste piezoelektrische Keramik
uberhaupt gelten: Bariumtitanat (BaTiO3). Es wurde wegen seiner hohen Permittivi-
tdt von mehreren Gruppen unabhéngig voneinander wihrend des Zweiten Weltkrieges
entwickelt!®2%3! und schon 1946 als ferrolektrisch!® beschrieben. Bald darauf wurden
die ersten Patente im Hinblick auf piezoelektrischen Eigenschaften der Bariumtita-
natkeramik erteilt. Dazu muflte die Bedeutung des vorhergehenden Polungsprozesses
fiir die Ausprigung der piezoelektrischen Eigenschaften erkannt werden.®” Erst
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dieser gibt den sonst polykristallinen und deswegen makroskopisch isotropen Kera-
miken eine Vorzugsrichtung. Eine weitere fiir Anwendungen wichtige Gruppe von
Piezokeramiken stellt Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) dar, welches seit Mitte der 1950er
Jahre etabliert ist. 5955

Wie in Kap. 1 angesprochen, erweisen sich in jiingerer Zeit Fasergeometrien als
eine niitzliche Ausformung von Piezokeramiken. Entsprechend sind verschiedene
Formgebungsverfahren dafiir entwickelt worden, von denen als Beispiel das Sol-Gel-
Verfahren!®®! das ALCERU®-Verfahren!®” und die Extrusion!'®! genannt seien.

2.2.3 Entstehung der Ferroelektrizitit am Beispiel des
Bariumtitantes

Am Beispiel der Struktur des Bariumtitanates werden nachfolgend schlaglichtartig
einige Vorstellungen iiber die Ursachen der Ferroelektrizitat angesprochen. Einen
breiten Uberblick iiber Ferroelektrika bieten die Monographien 991,581,

Bariumtitanat ist ein ferroelektrisches Oxid mit Perowskitstruktur (Perowskit ist
der mineralogische Name von CaTiOg). Das Kristallgitter besteht aus TiOg-Oktaedern,
die jeweils an den Sauerstoffecken miteinander verbunden sind. Die zwischen den
Oktaedern gebildeten Hohlriume werden durch Barium-Ionen (Ba*) gefiillt. Die
kubische Elementarzelle ist schematisch in Abb. 2.2a dargestellt. Die Eckpunkte der
Elementarzelle werden von den Ba-Ionen gebildet, ihr Zentrum belegt das Ti-Ion. Da
das Ti-Ion einen im Vergleich zu den anderen Ionen groBen Raum zur Verfiigung hat,
148t es sich leichter verschieben. ®!! Dies ist fiir die Ausbildung polarer Phasen von
Bedeutung.

(a) Kubische Elementarzelle. (b) Tetragonale Elementarzelle.

Abb. 2.2: Kubische und tetragonale Elementarzelle von BaTiO3. Die Ionendurchmesser sind nicht
malfstiblich dargestellt.
Oberhalb der kritischen Temperatur ist BaTiOgkubisch (a). Die Phasenumwandlung fiihrt zu einer
Verzerrung (b) der kubischen Elementarzelle . Die Verschiebungen in Richtung der c-Achse sind 5-fach
iiberhoht dargestellt. Relativ zu den Ba-Ionen verschiebt sich das Ti-Ion zu +5 pm in c-Richtung.
Hinsichtlich der Verschiebung kénnen zwei verschiedene Gruppen der O-Ionen (O7 und Orpy) unter-
schieden werden. Die O1-Ionen verschieben sich um —10pm, die Opj-Ionen an den Seitenfldchen
nur um —6 pm. Die der Strukturbestimmung zugrundeliegenden Abmessungen der Elementarzelle
betrugen a = 3,9945 A und ¢ = 4,0335 A. (Daten: [59], Visualisierung mit Balls & Sticks 1601y

11
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Kubisches Bariumtitanat ist nicht ferroelektrisch. Bei der Abkiihlung aus der kubi-
schen Phase heraus durchliuft es eine Sequenz mehrerer struktureller Phaseniiber-
ginge erster Ordnung. (62 Jede dieser dabei ausgebildeten Phasen ist ferroelektrisch.

Anhand des Ubergangs von der kubischen zur tetragonalen Phase bei etwa 120 °C
soll die Ausbildung einer ferroelektrischen Phase beschrieben werden. Unterhalb
der Phasenumwandlungstemperatur verschieben sich das Ti-Ion und die O-Ionen
in entgegengesetzter Richtung, wie in Beugungsexperimenten an Einkristallen !9
(visualisiert in Abb. 2.2b auf Seite 11) und Pulvern'®3! nachgewiesen worden ist.
Infolgedessen verzerrt sich die Elementarzelle dergestalt, daf} sie tetragonal mit einem
c/a-Verhaltnis von (bei 28 °C) etwa 1% wird. Dadurch bildet sich ein permanentes
elektrisches Dipolmoment aus, welches entlang der polaren c-Achse in [001]-Richtung
weist.

Die Ursache der Verschiebung der Gitterbausteine bei der kritischen Temperatur T,
wird durch COCHRAN auf die Gitterdynamik zuriickgefiihrt. 649! Das Gitter wird bei
Annéiherung an T, instabil gegen eine bestimmte transversale optische Gitterschwin-
gungsmode, der sogenannten soft mode. Die Frequenz einer solchen verschwindet
bei der Annédherung an die kritische Temperatur, weil sich die langreichweitigen
Coulombkrifte und die kurzreichweitigen Uberlappkrifte aufheben. Der Eigenvektor
entspricht der Verschiebung in der ferroelektrischen Phase, so daf} diese gleichsam
durch das Einfrieren einer solche Gitterverschiebung ausgebildet wird.

Diese Beschreibung als rein displazive Phasenumwandlung steht im Widerspruch
zu einigen experimentellen Befunden, beispielsweise dem der diffusen Rontgenstreu-
ung. Somit ist ein teilweiser Unordnungscharakter der polaren und unpolaren Phase
anzunehmen. %! Eine Weiterverfolgung dieser Uberlegung von CHAVEZ ET AL. fiihrte
auf die Vorstellung, daf3 die Titan-Ionen in der paraelektrischen Phase zwischen acht
exzentrischen Punkten auf den Raumdiagonalen der Elementarzelle tunneln. In der
tetragonalen Phase tunnelt das Ti-Ion jedoch nur noch in der x-y-Ebene, die durch
die vier (beziiglich der Vorzugsrichtung) oberen Punkte verlduft.'®”! ZALAR ET AL.
belegten in ihren Kernspinresonanzmessungen (NMR), dal} die exzentrischen Posi-
tionen in der kubischen Phase auftreten, fanden allerdings deutliche Hinweise auf
einen daneben ablaufenden displaziven Ubergang, der auch in der kubischen Struktur
eine tetragonale Verzerrung der Elementarzelle (zu einem bestimmten Zeitpunkt)
bewirkt.%8] Ab-initio-Rechnungen auf Grundlage von ersten Prinzipien!®”! unterstiit-
zen dies. So haben MARQUES ET AL. eine vereinheitlichte Deutung der kontriren
experimentellen Befunde vorgeschlagen.!”%71] Demnach besitzt das Gesamtpotential
zu einem bestimmten Zeitpunkt exzentrische Minima in der unpolaren und in der
ferroelektrischen Phase, dhnlich wie es von Chaves et al. vorgeschlagen wurde. Uber
eine langere Zeit gemittelt erfahrt das Ti-Ion jedoch ein solches Potential, daf} sich fiir
die kubische Phase ein Minimum in der zentrischen Position des Ti-Atoms und in der
ferroelektrischen Phase ein exzentrisches Minimum ausbildet. Der Grad der zeitli-
chen Mittelung des jeweiligen Experiments verursacht somit die unterschiedlichen
Charakter der beobachteten Phasenumwandlung.

2.2.4 Dominen und nichtlineares Verhalten

Im Beispiel der tetragonalen Einheitszelle des Bariumtitanats treten sechs gleich-
berechtigte Richtungen fiir die spontane Polarisation auf. In einem Korper ist die
spontane Polarisation jedoch nicht tiberall gleich ausgerichtet. Vielmehr treten
verschiedene Bereiche homogener Polarisation auf: die Doménen. Sie werden von
Dominenwianden begrenzt. Die Doménenstruktur ist gegeniiber einem Zustand gleich-
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formiger Polarisation energetisch bevorzugt. Der aus den Gleichungen (2.1) und (2.4)
gewonnenen Zusammenhang

— Pfrei -V-P
€0

V-E (2.16)
verdeutlicht, daf3 V- P eine Quelle des elektrischen Feldes ist. Die in Ferroelektrika
ausgebildete spontane Polarisation kann demnach dort ein depolarisierendes Feld
erzeugen, wo ihre Quelldichte nicht verschwindet. Das kann an der Oberfliache der
Probe sein oder an Defekten. Ein solches Feld kann durch Ladungen kompensiert
werden, sowohl durch innere Leitfihigkeiten als auch an der Oberflache.?! Ein
Zustand mit unterschiedlichen Doménen unterschiedlicher Polarisationsrichtungen
verringert die elektrostatische Energie des Depolarisierungsfeldes. Demgegeniiber
steht aber die zur Doméinenwandbildung notwendige Energie. Deswegen wird die
Doméanendynamik unter anderem auch von elastischen und elektromechanischen
Energieanteilen bestimmt. 8!

Die Dynamik der Dominen und der Dominenwinde verursacht die ferroelek-
trische und elektromechanische Hysterese in Ferroelektrika. Bisher wird diese
Dynamik noch nicht vollstidndig mikroskopisch, d. h. mittels ab-initio-Rechnungen,
verstanden. Dennoch lassen sich detaillierte Vorstellungen zu den Mechanismen der
Domanenwandverschiebung und des Umklappens auch anhand einfacherer Modelle
entwickeln. ”?! Die qualitative Beschreibung der Hysteresekurven erreicht die Landau-
Theorie.[?®! Eine phinomenologische Modellierung konkreter Hysteresekurven ist
durch das nach PREISACH benannte universale Hysteresemodell!”®74! mgglich. An-
wendungen auf Ferroelektrika sind beispielsweise von TURIK!7®76! und BARTIC ET AL.
vorgenommen worden.!””! Mit geeigneten konstitutiven Ansétzen kann das komplexe
Kopplungsverhalten in Ferroelektrika beschrieben werden.!”®7%! Werden geeignete
UmkKklapp-Kriterien herangezogen, kénnen mikromechanische Ansitze die Doménen-
dynamik auf einer kontinuumsmechanischen Ebene beschreiben, was die Modellierung
dielektrischer und elektromechanischer Hysteresen erlaubt. 8%

2.3 Phanomenologische Theorie

Fur die Herleitung der konstitutiven Gleichungen des ferroelektrischen Kontinu-
ums wird im folgenden auf die phanomenologische Theorie zuriickgegriffen.!®1! Eine
vollstandige thermodynamische Beschreibung gelingt durch die Beriicksichtigung
elektrischer Zustandsgrof3en (Feldstirke und Verschiebung) sowie solcher mechani-
scher (Spannung und Dehnung) und thermischer (Temperatur und Entropie) Natur.
Diese Parameter sind Tensoren’. Die dargestellte Theorie beschrinkt sich hier auf die
linearen Gleichungen.

Der Gleichgewichtszustand des homogenen Kontinuums wird durch ein thermody-
namisches Potential beschrieben, welches die Zustandsgré3en miteinander verkniipft.
Ausgehend vom ersten Hauptsatz der Warmelehre ist die innere Energie 2(S,S,D)
ein geeigneter Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen. Ihre unabhéngigen Varia-
blen werden auch als natiirliche Variablen bezeichnet. Fiir Ferroelektrika ergibt sich
die Anderung der inneren Energie aus Beitrigen der reversiblen Warme sowie der
mechanischen und elektrischen Arbeit. Damit ist das totale Differential der inneren
Energie durch?

d%(S,S,D)=49dS + T;dS; + E,,dD,, (2.17)

IDie hier benutzten Tensorschreibweise wird in Anhang A auf Seite 101 erlautert.
2Nachfolgend gilt die Einsteinsche Summenkonvention.
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gegeben. Die Ableitungen des thermodynamischen Potentials nach den natirlichen
Variablen fiithren auf die Zustandsgroflen. Durch eine Legendre-Transformation lassen
sich aus % sieben weitere thermodynamische Potentiale gewinnen, die von einem
anderen Satz natiirlichen Zustandsvariablen abhingen, wobei jeweils eine mechani-
sche, elektrische und thermische Gréfie als unabhéngig betrachtet wird. Am Beispiel
der GIBBSschen Enthalpie (in der englischsprachigen Literatur Gibbs free energy) 4
soll dieses Vorgehen und die sich daraus ergebenden SchlufBfolgerungen demonstriert
werden. Uber die Transformation

49, T,E)=%—-95-T;S;—E,D,, (2.18)

geht die GIBBSsche Enthalpie aus der inneren Energie hervor. Thr totales Differential
ist somit

d¥%,T,E)=-Sd9-S,;dT; —D,,dE,, . (2.19)

Die Zustandsgroflen ergeben sich aus der partiellen Ableitung des thermodynamischen
Potentials nach den natiirlichen Variablen

09 0% 0%
Si:—( ) sz—(—) s:—(—) , (2.20)
oT; g 9 OE 1.9 09 )1 g

Verschiedene Stoffgréo3en werden als Ableitungen nach den natiirlichen Variablen
definiert, nadmlich die elastische Nachgiebigkeit

s‘sz(asi) , (2.21)
Tj E,9

die Piezokoeffizienten (oder Piezomoduln)

oD S ;
dm:(—’”) und d-m:(—J) , (2.22)
7ooT; ), ™ \OEm )

sowie die Permittivititen
T oD,

Emn = (aEn )T,a )

Diese StoffgroB3en sind isotherm definiert. Sie stellen Tensoren dar. Die Stoffgréflen
folgen aus den zweiten Ableitungen des thermodynamischen Potentials. Die Vertausch-
barkeit der partiellen Ableitungen fiihrt zu einigen Symmetrieaussagen. Die maximale
Anzahl der unabhingigen elastischen Nachgiebigkeiten reduziert sich wegen

R
E E
R =gt 2.24
s” ( 01 LOQJ)E 9 S]l ’ ( )

(2.23)

wobei zu bericksichtigen ist, dafl in der Voigtschen Schreibweise implizit bereits
Symmetrien beriicksichtigt sind. Die Piezomoduln fiir den direkten und den indirekten
Piezoeffekt

029

dpi=|-——| =dim 2.25
/ (aEmaTj)ﬁ / (2:25)

sind gleich groB3 und der Tensor der Permittivitiaten

024
T T
e = 2.26
Emn (aEmaEn)Tﬁ €nm (2.26)
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ist symmetrisch. Das thermodynamische Potential ¢4 wird fiir isotherme Verhaltnisse
beziiglich einer Ausgangstemperatur in eine Taylorreihe um ihren Gleichgewichts-
punkt bei verschwindender elektrischer Feldstidrke und mechanischer Spannung
entwickelt. Mit (2.21), (2.22) und (2.23) gelangt man zu
0 0 1g 1r i
G =%-S;Ti—D,E —§sijTiTj - §€mnEmEn —dm;E,Tj+hohere Ordnungen .
erste Ordnung
(2.27)
Die Groflen der ersten Ordnung S? und D% werden Null gesetzt, da das thermody-
namische Potential im Gleichgewicht ein Minimum annimmt. Das totale Differential
von (2.27) fihrt dann nach Vergleich mit (2.19) zu den linearen elektromechanischen
Zustandsgleichungen

Dy =dm,;Tj+€eh E, (2.28a)
Si=sTj+d.En (2.28b)

wobei (2.28a) den direkten Piezoeffekt beschreibt und (2.28b) den indirekten Piezoef-
fekt.

Nichtlineares Materialverhalten macht sich in funktionalen Abhéngigkeiten der
Stoffgroflen bemerkbar (die damit keine Konstanten mehr sind) und kénnte durch
die zusitzliche Beriicksichtigung hoherer Ordnungen der Reihenentwicklung behan-
delt werden. Bei nicht isothermen Bedingungen wiirden im Rahmen der linearen
Niherung auch die thermische Ausdehnung, die pyrolektrische Polarisation und der
elektrokalorische Effekt beriicksichtigt werden.

Neben der Form (2.28) der elektromechanischen Zustandsgleichungen sind auch al-
ternative Formen gebrauchlich, die aus den anderen thermodynamischen Potentialen
durch vergleichbare Uberlegungen abgeleitet werden kénnen. Diese Zustandsglei-
chungen unterscheiden sich in der Kombination der vier Feldgrofien E und D sowie S
und T, wodurch jeweils andere Materialtensoren definiert werden.®!! Die Stoffgréfen
unterscheiden sich dann teilweise auch in ihren Randbedingungen. Beispielsweise
sind die »freie« Permittivitit e’ (bei konstanter Spannung) von der »geklemmten«
Permittivitit €5 (bei konstanter Dehnung) zu unterscheiden. Diese Unterscheidung
spielt eine Rolle bei der Modellierung mit der Finite-Elemente-Methode. Fiir die zu
modellierenden Experimente wird das Gleichungssystem (2.28) herangezogen. Im fiir
die Rechnungen verwendeten FEM-Programm ANSYS® wird hingegen die Form

Dp=enS;+é5 E, (2.29a)
Ti=ctSj—el By (2.29b)

verwendet. ANSYS® rechnet zwar die piezoelektrischen und mechanischen Mate-
rialtensoren bei Bedarf um, jedoch wird stets die »geklemmte« Permittivitit 5
verwendet. Fiir die Umrechnung der Materialtensoren wird auf *!! verwiesen.

Die Materialtensoren sg. (oder cg.), dpmj (oder e, ;) und €5 (oder €L ) beinhalten
hochstens 21, 18 beziehungsweise 6 unabhéingige Komponenten. Dem Neumannschen
Prinzip folgend, verringert die Symmetrie der Materialien die Anzahl der unabhéngi-
gen Komponenten der Materialtensoren. *®! Fiir gepolte Piezokeramiken ergeben sich
so insgesamt 10 unabhingige Materialkoeffizienten, die fiir eine Modellierung mit
der FEM bekannt sein miissen. Die Struktur der Materialtensoren wird in Anhang A

angegeben.

15
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In den verwendeten Grundgleichungen (2.28) beziehungsweise (2.29) werden die
Materialkoeffizienten als konstant angesehen, so daf3 die Materialgleichungen linear
sind. Es wird also von gepolten Keramiken ausgegangen. Die Bedeutung dieser Ein-
schriankung fiir die Modellierung der Einzelfasermessung wird in Kap. 4 diskutiert.

Aufbauend auf thermodynamischen Uberlegungen 148t sich auch eine phinomeno-
logische Theorie der Ferroelektrika fiir homogene (also insbesondere eindoménige)
Kontinua entwickeln: die Landau-Devonshire-Theorie.?%82:83] Grundlegende Idee
der Landau-Devonshire-Theorie der Ferroelektrizitit ist es, das thermodynamische
Potential ¢ in eine Reihe beziiglich des Ordnungsparameters (der auch ein Vektor
sein kann) zu entwickeln. Die Entwicklungsparameter miissen dabei teilweise tempe-
raturabhéngig gehalten werden. Durch ab-initio-Rechnungen konnten INIGUEZ ET AL.
tatsédchlich das Potential fiir alle Phasen des Bariumtitanates in einer solchen Entwick-
lung angeben, wobei alle Entwicklungskoeffizienten nichtlinear temperaturabhingig
waren. [84]



Kapitel 3

Verwendete Methoden

3.1 Die Finite-Elemente-Methode (FEM)

3.1.1 Grundideen der FEM

Viele physikalische Fragestellungen lassen sich durch partielle Differentialglei-
chungen in der mathematischen Form von Randwertproblemen fassen. Deren ge-
schlossene Losung ist jedoch nur fiir wenige einfache Spezialfille moglich, so daf es
einen dringenden Bedarf an numerischen Losungsverfahren gibt. Eine Klasse solcher
Verfahren stellt die Finite-Elemente-Methode dar. Sie ist nahezu universell einsetzbar
und wird seit ungefiahr 60 Jahren angewendet und fortwahrend weiterentwickelt. Thre
Bedeutung ist kontinuierlich gewachsen.

Die Geschichte der FEM!8%) kann grob auf zwei urspriinglich getrennt verlaufen-
de Entwicklungslinien zurickgefiihrt werden, welche sich schlieBlich wechselseitig
derart beeinfluflit hatten, dafl sie in einem ausgereiften numerischen Verfahren
mindeten. Vorangetrieben wurde dieser Prozell vorwiegend von den Ingenieurwissen-
schaften, welche naturgemaf einen nachdriicklichen Bedarf nach einem numerischen
Verfahren besitzen, das mit beliebigen Geometrien, Materialkombinationen, verschie-
denen Materialgesetzen und komplexen Randbedingungen umgehen kann. Schon
Mitte des 19. Jahrhunderts wurden zur Berechnung diskreter mechanischer Sy-
steme sogenannte Steifigkeits-Methoden entwickelt. Hierbei wurde die Verriickung
diskreter mechanischer Strukturen aus Balken und Federn mit Hilfe von linearen
Materialgesetzen und Gleichgewichtsbetrachtungen berechnet. Die Beschreibung kon-
tinuumsmechanischer Probleme mit Hilfe geeigneter diskreter Ersatzsysteme in den
folgenden Jahrzehnten war durchaus erfolgreich. Aufgrund der aufwendigen Berech-
nungen konnten die groffiten praktischen Fortschritte erst geschehen, nachdem die
Rechentechnik weit genug entwickelt war, also ab den frithen 1950er Jahren. Arbeiten
von TURNER ET AL. in der Boeing Airplane Company miindeten in einer Publikation
aus dem Jahr 1956, welche den Durchbruch der FEM (auch wenn der Name erst einige
Jahre spiter gepriagt wurde) zur Losung strukturmechanischer Probleme markiert. (86!

Diese ingenieurwissenschaftliche Entwicklungslinie verband sich in den folgenden
Jahren mit einer mathematisch gepragten, welche gleichsam nachtréglich ein Funda-
ment fiir die Methode legte, indem eine strenge Herleitung aus héheren Prinzipien
gelang, Konvergenzbeweise moglich wurden und Verallgemeinerungen der Methode
erfolgten. Aullerdem stellte die numerische Mathematik effektive Algorithmen zur
Losung der auftretenden Gleichungssysteme bereit.

Auf die zugrundeliegenden mathematischen Uberlegungen soll im folgenden etwas
ndher eingegangen werden. Aus der Fiille der Literatur sei auf das erste und seit 1967
priagende und kontinuierlich neu aufgelegte und aktualisierte Lehrbuch 7! sowie
auch auf 38 verwiesen.

In der Physik stellen Variationsprinzipien ein tragfihiges Konzept zur verallgemei-
nerten Beschreibung dar. Grundlage fiir diese ist ein skalares Variationsfunktional II.
Dieses beinhaltet Volumen- und Oberfldchenintegrale von Differentialausdriicken der

17
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unbekannten Funktion u und deren Ableitungen. Aus der Schar méglicher Funktio-
nen wird die Losungsfunktion aus der Bedingung der Stationaritét 611 = 0 gewonnen.
Aus solchen Prinzipien lassen sich jeweils den Randwertproblemen #dquivalente
Variationsformulierungen finden. Diese bieten neben konzeptionellen Vorziigen fiir die
numerische Losung den Vorteil, dafl bestimmte Randbedingungen — die sogenannten
natiirlichen — implizit darin enthalten sind. Gibt es kein Variationsprinzip, so kann
dennoch aus dem Randwertproblem eine Variationsformulierung abgeleitet werden.

Naherungsweise Losungsmethoden fiir Variationsformulierungen sind zum Beispiel
von Ritz entwickelt worden. Dort wird die Losung aus einer Reihe aus globalen An-
satzfunktionen ermittelt, indem deren Parameter aus der Stationaritiatsbedingung
fiir das Funktional abgeleitet werden. Geeignete globale Ansatzfunktionen zu finden,
stellt dabei eine Herausforderung dar. Ein wesentlicher Vorteil der schwachen For-
mulierung ist aber, dall auch stiickweise Funktionen verwendet werden kénnen. Auf
COURANT geht die Idee zuriick, dieses Verfahren elementweise zu benutzen, indem das
Untersuchungsgebiet trianguliert wird, was er auch an einem Beispiel vorfithrt[8%),

Einige Schlaglichter zur weiteren Entwicklung der FEM, nachdem diese beiden
Entwicklungen zusammengefunden und sich wechselseitig bereichert haben, werden
in"®% nachgezeichnet. Mittlerweile ist die Entwicklung der FEM so weit gediehen, daf8
sie ein Standardwerkzeug fiir eine Vielfalt von Fragestellungen darstellt. Dazu tragt
auch ein breites Angebot an Berechnungssoftware bei.

Fir die in dieser Arbeit durchgefithrten Berechnungen wurde das kommerzielle
Programm ANSYS® verwendet. Neben rein strukturmechanischen Elementen werden
dort auch Multiphysics-Elemente zur Betrachtung von gekoppelten Feldern bereitge-
stellt.

3.1.2 Schwache Formulierung

Fir eine detaillierte Herleitung des fiir die FEM notwendigen mathematischen Appa-
rates und dabei benstigter numerischer Methoden wird auf die Monographien 8788911
verwiesen. ZIENKIEWICZ ET AL. folgend 8" soll hier das Vorgehen skizziert werden,
welches aus der differentiellen Formulierung zur schwachen Formulierung fiihrt,
welche die Grundlage der FEM bildet.

Gesucht wird die Losung u des Randwertproblems, welches zum einen durch das
Differentialgleichungssystem

A(u)=0 (3.1a)
in einem Gebiet Q) gegeben sei, wobei auf dessen Rand I' die Randbedingungen

B(u)=0 (3.1b)

erfiillt sein sollen (Abb. 3.1).
Aquivalent dazu ist fiir beliebige Funktionen v und v aus einem geeigneten Funk-
tionenraum der Ausdruck

f vIAw)dQ + f v'Bu)dr=o0, (3.2)

Q r

weil die Gleichungen (3.1) im gesamten () beziehungsweise I" identisch Null sind.
Fir die mathematische Fundierung des Verfahrens (beispielsweise Konvergenz-

beweise) bewihrt sich der sogenannte Sobolev-Raum, weil in ihm verallgemeinerte

Ableitungen moglich sind, mit denen sich auch stiickweise differenzierbare Funktionen
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behandeln lassen.®™) Wenn sich (3.2) partiell integrieren 148t, kann diese Gleichung
auf die sogenannte schwache Form

f C(v)'D(w)dQ + f E®)/F(u)dT =0 (3.3)
Q T

gebracht werden. Durch die partielle Integration wird die Ordnung der Ableitungen
in den Operatoren D und F geringer als die von A und B in der differentiellen Form
(3.1). Damit werden die Anforderungen an die Funktion u hinsichtlich ihrer Stetigkeit
geringer, als das in der differentiellen Form der Fall ist.

Das Gebiet Q) kann liickenlos in endliche Untergebiete Q¢ zerlegt werden. Entspre-
chend ergibt sich die Losung u aus der Gesamtheit der elementweisen Losungen u®.
Diese kann nidherungsweise mittels der Formfunktionen (oder auch Basisfunktio-

nen) N¢ als
n

u’~a’= Z N;ua. =N°a° (3.4)
a=1

ausgedriickt werden. Hierin wird die Diskretisierung fiir jedes finite Element e ver-
wirklicht. Die unbekannte Losung u® (zum Beispiel eine mechanische Verriickung)
ist kontinuierlich. Gesucht sind die jeweils n Knotenwerte jedes Elementes . Die
Formfunktionen N{ erlauben es, fiir alle Punkte des Elementes Werte fiir @ zu in-
terpolieren. Die Formfunktionen miissen fiir die verschiedenen Elementformen und
-typen je nach Anforderungsgrad an die Interpolation ermittelt werden. Durch ihre
Wahl wird ein elementweiser Ansaiz fiir den Verlauf der Losung getroffen. Jedes der
endlichen Gebiete e mit der zugehorigen Ansatzfunktion wird als finites Element
bezeichnet. Die Ndherungsfunktion & mufl an den Elementgrenzen jeweils stetig sein
(unter Umsténden auch ihre Ableitung). Die elementweisen Ausdriicke (3.4) kénnen

auch zu einem Ausdruck
N, = Z N¢ (3.5)

e

zusammengefalt werden. Hierbei bezeichnet a jetzt alle Knoten des Gebietes, weil N
auBlerhalb des jeweiligen Elementes identisch 0 gesetzt wird. Eine Integralform der
Gestalt

/ Gb(ﬁ)dQ+f g,(dl'=0 furdb=1,...,n (3.6)
Q r

kann nach der vollstéandigen Zerlegung des Gebietes und des Randes zu

>
e=1

diskretisiert werden. Nachfolgend wird diese Aufteilung nicht noch einmal explizit
aufgeschrieben. Vereinfachend wird deswegen der Index e in (3.4) in den weiteren
Betrachtungen weggelassen und die Zusammenfassung der Form (3.5) genutzt.

=0 furdb=1,...,n 3.7

f Gb(ﬁe)dQ+f g, (@%)dr
Q, T,

Rand I I Teilgebiete

\ Abb. 3.1: Bezeichnungen zur Herleitung der
B(u) =0 ’ schwachen Formulierung in einem zweidimen-

sionalen Schema (nach Abb. 3.1 in [87], ergénzt).
Fiir die beiden Gebiete Q, ist eine Berandung
aus Geradenstiicken dargestellt. Weitergehende
Uberlegungen zeigen aber, daB auch krummran-
dig begrenzte Gebiete behandelt werden kon-
nen. Eine mogliche Zerlegung in Teilgebiete (die
Netz Vernetzung) ist fiir diesen Fall angedeutet wor-

den.

Gebiet Q

19
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Da (8.2) fur beliebige Funktionen gilt, kann auch ein Satz Ndherungsfunktionen

n n
V= Z wp0uy und V= Z wWp 0y (3.8)
b=1 b=1

fiir v und v eingesetzt werden. Dabei stellen die 61, frei wahlbare Parameter dar. Das
fithrt auf

sa [wiZA(Nﬁ)dQ+frv‘v§,B(Nﬁ)dF] —0 firb=1,....n (3.9)

und wegen der beliebigen Parameter 5 auf die n Gleichungen

fwg A(N) dQ+/v‘v§, B(N@) dl'=0 firb=1,...,n. (3.10)
Residuum Residuum

Die hervorgehobenen Terme lassen sich als Fehler durch die Ersetzung der genauen
unbekannten Funktion u durch ihre Approximation & auffassen: die sogenannten Re-
siduen. Sie werden durch w; und w; gewichtet. Als Grundgleichung fiir die Methode
der gewichteten Residuen folgt

f Ct(wb)D(Nﬁ)dQ+f El(w,)F(N@)d[ =0 firb=1,...,n (3.11)
Q T

entsprechend dem Schritt zu (3.3). Wegen der Willkiirlichkeit von v und v ist auch
w; = Wy denkbar. Werden dann w; = N gesetzt, das heif3t die Basisfunktionen als
Gewicht verwendet, so heil3t diese spezielle Methode Galerkin-Methode. Aber auch
andere Wichtungen sind verbreitet.

Gleichung (3.11) kann entsprechend (3.7) auch elementweise ausgedriickt werden.
Die dort vorkommenden Knotenwerte @° stellen die unbekannten Gréf3en dar. Alle
anderen Groflen wurden aus dem Differentialgleichungssystem, den Randbedingungen
und der Art der Vernetzung abgeleitet. Einige wichtige Fragestellungen fithren im
Ergebnis auf lineare Gleichungssysteme der Struktur

K,pu,+£,=0, (3.12)

zum Beispiel die lineare Elastizitatstheorie. Hierbei sind in der Koeffizientenma-
trix K,; (der Steifigkeitsmatrix) und dem Summanden f, (dem Lastvektor) die
elementweisen Gréflen entsprechend dem Vorgehen von (3.5) zusammengefalit. Sie
enthalten Volumen- und Oberflichenintegrale bekannter Gréflen, die iiblicherweise
numerisch berechnet werden, bevor die n Knotenwerte berechnet werden kénnen.
Damit stellt (3.11) ein Verfahren bereit, ein System partieller Differentialgleichungen
ndherungsweise in Form eines diskreten algebraischen Gleichungssystems zu lésen.
In diesem Fall ist es linear.

Die Konvergenz des Verfahrens 146t sich bei entsprechenden Anforderungen an
den Funktionenraum und die Zerlegung des Gebietes Q beweisen. 8788911 So wie
dargestellt, wurden bisher die Rénder I" als nur aus Ebenen (oder zweidimensional:
Linien) zusammengesetzt betrachtet. In Abb. 3.1 auf Seite 19 sind diese fiir zwei
Elemente ), angedeutet. Der allgemeine Fall sind jedoch krummrandig begrenzte
Gebiete. In der dort erfolgenden Vernetzung wird

UQ.#Q (3.13)

sein. Dadurch kann die Konvergenzordnung sinken, was beispielsweise durch die
Verwendung isoparametrischer Elemente vermieden werden kann.!®!! Im Falle der
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Elastizitatstheorie konnen sie definiert werden, indem die Interpolation der Ele-
mentkoordinaten und -verriickungen mit denselben Formfunktionen (im natiirlichen
Koordinatensystem) erfolgt. 88! Dadurch kénnen gekriimmte Elementrinder und eine
variable Knotenzahl realisiert werden.

3.1.3 Dielektrisches Kontinuum

In Kap. 2.1.2 wurde bereits auf die Universalitiat der Laplace- und Poisson-Gleichung
hingewiesen. Beispielsweise entsprechen sich die Gleichungen der Elektrostatik und
der Warmeleitung mathematisch. Deswegen kann die schwache Form oder das zuge-
horige Variationsprinzip direkt von dem der Warmeleitungsaufgaben iibernommen
werden. Die Schwache Form des Warmeleitungsproblems wird von ZIENKIEWICZ ET
AL. direkt aus der partiellen Differentialgleichung

~Vi[EIVP)+Q =0 (3.14a)

mit den Randbedingungen
¢p=¢aufl'y und (3.14b)
g +n‘(kVe)+ H(¢p— po) =0 auf T, (3.14c)

gewonnen. 87! Hierbei sind zwei Typen von Randbedingungen beriicksichtigt. Zum
einen ist das die Dirichlet-Randbedingung (3.14b), bei der das Potenial auf dem
Randteil I'y vorgegeben wird. Zum anderen ist das die Neumann-Randbedingung
(3.14c), bei der die Normalkomponenten des Flusses auf dem Randbereich I'; als

qn =9 —H(¢p— o) (3.15)

vorgegeben wird. Es wird also sowohl ein bestimmter Wert g vorgegeben als auch
in einem weiteren Term ein zur Potentialdifferenz ¢ — ¢ proportionaler (mit dem
Proportionalitatsfaktor H) Flufl. Ausgehend vom Randwertproblem (3.14) gelangt
man mittels partieller Integration zur schwachen Formulierung

f[(Vv)t(kV(/))+vQ]dQ+f v(q+H(¢—<p0))dF+/ vgndT =0. (3.16)
Q T T

q ¢

3.1.4 Piezoelektrisches Kontinuum

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden statische Berechnungen durchgefiihrt. In
Matrixform lauten die konstitutiven Gleichungen der FEM 92!

(T} = [c” | (8} - [e] (E} (3.17)
D) =[el” (S} + || (B} . (3.18)

Fir die Anwendung ist wichtig, auf die Anordnung der Materialkoeffizienten in den
jeweiligen Matrizen zu achten, insbesondere bei zweidimensionalen Rechnungen.
Von SEIFERT ET AL. wird eine Herleitung des Variationsprinzips aus der Lagrange-
Funktion des piezoelektrischen Kontinuums angegeben.?3 ALLIK ET AL. leiten das
Variationsprinzip fiir Piezoelektrika aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit

SW = {6ul{F} — 6¢po (3.19)
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her.'®*! Hierzu verwenden sie eine Analogie zwischen den mechanischen und elektri-
schen Groflen, welche eine einfache Moglichkeit eroffnet, das Variationsprinzip direkt
aufzuschreiben als

0= fQ {{6SY [c]{S} - (6S} [e){E} - (FE}' [e]{S} — (S E} [e{E} — {6u}' {F} + 55} AV

- {Su}{THdT +fr opadl — {oul{P}+56¢Q. (3.20)
1 2

Im Gegensatz zur Originalveréffentlichung wurden hier nur die Terme ohne zeitlichen
Ableitungen von u angegeben, da nur statische Aufgabenstellungen interessieren.
Unter den angreifenden Kriften wird dabei zwischen den im Volumen ({F}), auf der
Oberflache ({T}) und in Punkten ({P}) wirkenden unterschieden. Q steht fiir Punktla-
dungen, ¢ fiir Oberflachenladungen. Die kontinuierlichen Groflen werden knotenweise
mit Interpolationsfunktionen diskretisiert, so daf3 schlieBlich die Matrixgleichungen

[yl {w} + [kug) {¢i} = (Fp} + {Fs} + {Fp} (3.21a)
[kgu ] fwi} + (kg ] {#i} = (QB} +{Qs} + {Qp} (3.21hb)

folgen. Auf der rechten Seite stehen die Kraftvektoren Fi,g4ex beziehungsweise La-
dungsvektoren @Qngex, Wobei die Randbedingungen am ganzen Korper (Index p),
der Oberfliche (Index g) oder punktweise (Index p) wirken. Diese Vektoren sind
Integralausdriicke iiber die am Rand existenten Krifte oder Ladungen. Die Gro-
Ben [Kingex1 index2] in (3.21) stellen die sogenannten Steifigkeitsmatrizen dar, welche
gemal
kyyl = f [B.1'[clB,1dV  [kyg] = f [B.1 [el[By1dV
v v (3.22)
[pul = | [Bol'[e1TBIAY (k] = | [By]'TeTBy1AV

definiert sind. Die hierin vorkommenden Gréf3en Bi,gex Verkniipfen die Dehnung
und elektrische Feldstdrke mit den knotenweisen Verriickungen beziehungsweise
Potentialen, wobei sie den Gleichungen

(S} =[B.l{w;} und {E}=—[By]{p:} (3.23)

gentligen.

3.1.5 Vorgehen bei der Modellierung

Das Vorgehen bei der Modellierung mit dem benutzen FEM-Programm ANSYS® glie-
dert sich in mehrere Phasen. Im Preprocessing wird ein Geometriemodell erstellt.
Hierfiir ist in ANSYS® — neben anderen Méglichkeiten — die Skriptsprache APDL
(Ansys Parametric Design Language) verfiigbar. Diese erlaubt es, die Geometrie in
Abhéngigkeit von Variablen zu parametrisieren. Damit kann die Geometrie systema-
tisch in einem grofBeren Bereich verdndert werden. Dieses Vorgehen ist typisch fiir
die hier vorgestellten Aufgaben. Es werden so Skriptdateien zur automatischen Abar-
beitung erzeugt. Hierbei werden auch Makrostrukturen unterstiitzt, das heif3it von
Variablen abhingige Eingabedateien. Damit 146t sich die Abarbeitung umfangreicher
Parameterstudien komfortabel gestalten.

Wihrend des Preprocessing werden aullerdem die Materialdaten vorgegeben, was
in Form vollstindiger Materialdatensétze geschehen muf3. Im Zuge der Vernetzung
wird die Finite-Elemente-Formulierung des physikalischen Problems umgesetzt. Hier-
bei werden die physikalischen Eigenschaften festgelegt, was die Gesetze und die



3.2.1 Histogramme und Verteilungsparameter 3.2 Feldstirkestatistik aus dem FEM-Modell

Stoffeigenschaften umfaflit. Mit der Wahl der Elemente wird aullerdem der Grad der
numerischen Ndherung festgelegt, zum Beispiel zwei- oder dreidimensionale Berech-
nungen oder Elemente hoherer Interpolationsordnung. Die Feinheit der Vernetzung
kann mit verschiedenen Mechanismen beeinflufit werden. Die Randbedingungen wer-
den im vernetzten Modell aufgebracht, wozu in APDL diverse Auswahlbefehle zur
Verfiigung stehen.

In dieser Arbeit werden ausschliefllich statische Losungen diskutiert. Grundsétzlich
sind auch verschiedene zeitabhéingige Losungsverfahren verfiigbar, um beispielsweise
Schwingungsmoden oder die harmonische Antwort zu berechnen.

Nach der Losung konnen die Ergebnisgroflen im Zuge des Postprocessing graphisch
dargestellt und abgeleitete Groflen berechnet werden. Daneben ist die Speicherung die-
ser Daten moglich. So wurden ausgewéihlte physikalische Groflen auch elementweise
gespeichert, um sie mit anderen Programmen auswerten zu konnen.

3.2 Feldstarkestatistik aus dem FEM-Modell

Oft sind in der Literatur die Ergebnisse von FEM-Modellierungen lediglich in einer
Konturplot-Darstellung wiedergegeben. Um quantifizierte Aussagen zu den aus dem
FEM-Modell erhaltenen FeldgroBen zu ermoglichen, wurde eine andere Auswerte-
methode entwickelt und umgesetzt. In der vorliegenden Arbeit waren fir die beiden
untersuchten Systeme Fragen beziiglich der Verteilung der elektrischen Feldstirke
interessant, weshalb die Methodik an diesem Beispiel vorgestellt wird. Freilich kann
diese Methode auch fiir andere Feldgro3en Verwendung finden. So wurde in der vor-
liegenden Arbeit auch die elektrostatische Energiedichte auf diese Weise analysiert.

Die Auswertung findet dabei elementweise statt. In der Regel sind die Volumina
der einzelnen finiten Elemente jedoch nicht gleich grof3. Insbesondere bei zweidi-
mensionalen rotationssymmetrischen Rechnungen gilt es dies zu beachten, da dort
selbst bei gleichgrofler Teilung des Netzes die zugehorigen Volumina (wegen der radia-
len Abhéngigkeit) verschieden grof3 sind. Deswegen mul} die Auswertung beziiglich
der Volumenanteile geschehen. Dieser Einflul muf3 im Falle unterschiedlich groBer
Elementvolumina auch fiir die Berechnung von Mittelwerten und Standardabweichun-
gen Berucksichtigung finden, indem diese beziiglich der Volumenanteile gewichtet
ermittelt werden.

3.2.1 Histogramme und Ableitung von Verteilungsparametern

Um die Verteilung von physikalischen Grofen hinsichtlich ihrer Haufigkeit zu quan-
tifizieren, sind Histogramme geeignet, die auch die Ermittlung von abgeleiteten
Kennzahlen und Funktionen erméglichen. Um solche Histogramme aus der Losung des
FEM-Modells zu gewinnen, mull wegen der in der Regel unterschiedlichen Element-
grofle eine Auswertung beziiglich des Volumenanteils der finiten Elemente erfolgen.
Gesucht wird also eine Dichtefunktion A(E) beziiglich der Feldstirke, welche tiber
—dV(E) =h(E)dE (3.24)
\%
den jeweiligen Volumenanteil im Korper liefert. Mit anderen Worten: die Fliache im
Histogramm A(E) entspricht dem Volumenanteil mit dem jeweiligen Feldstiarkebereich.
Um die Dichtefunktion ndherungsweise zu ermitteln, wurden aus dem gel6sten FEM-
Modell die Volumina v® und die Feldstirken E! der finiten Elemente ermittelt. Dies
ist iiber die sogenannten Element-Tabellen moglich. In diesen kann fiir jedes Element
ein Wert gespeichert werden, im Falle des Volumens v'") ist das der exakte Wert, fiir die
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Feldstirken E’ ist das der iiber die Elementknoten gemittelte Wert. Die gewonnenen
Wertepaare wurden danach beziiglich ihrer Feldstirke mit der Klassenbreite AE
klassiert.

Damit konnte die diskrete Dichtefunktion  (E®) fiir die jeweilige Feldstirkeklas-
se EY als

i 1
R(ED) = ——— v® 3.25
( ) AEY v® z%;c ( )

1 ElcE®

ermittelt werden. Die Feldstirkeklasse E*) gibt dabei das Intervall [E, E?) + AE| an.
Ausgehend von der Dichtefunktion kénnen die Erwartungswerte einer Funktion f(x)
nidherungsweise durch

FEN =Y f

. AE ‘
ED 4 ?) h (E(”) AE (3.26)

ermittelt werden. Die Summen entsprechen der Integration der Dichtefunktion, wobei
die diskreten Funktionswerte von E jeweils in der Klassenmitte genommen wurden.
Mit (3.26) wird der Mittelwert der Feldstirke somit als Erwartungswert (E) berechnet
und die Standardabweichung ¢o(E) aus dem zweiten zentralen Moment (der Varianz)
der Dichtefunktion geméalf

o(E)=((E- (E))2>% . (3.27)

Entsprechend kénnen auch héhere Momente (E") oder die zentrierten Momente
((E—-(EN") (3.28)
der Dichtefunktion berechnet werden. CHENG ET AL. ziehen beispielsweise die Grof3e
1
(E™)n (3.29)

zur Charakterisierung der Feldstirkeverteilung heran.®®! Dabei geben sie Werte bis
n =50 an (und fiir n = oo, was dem Maximum entspricht).

Die Dichtefunktion ist entsprechend ihrer Definition unabhéngig von der Klassen-
breite. Deswegen ist sie gut zum Vergleich verschiedener Konfigurationen geeignet.
Allerdings sind die den Feldstédrken zugeordneten Volumenanteile nurmehr mittelbar
(iiber die Fliache) zuginglich. Deswegen wird zur Auswertung auch die Verteilungs-
funktion H(E) herangezogen, welche die jeweiligen Feldstirken mit den (kumulierten)
Volumenanteilen darstellt. Wegen der zugrundeliegenden Integration ist sie zudem ge-
geniiber der Dichtefunktion geglittet. Die Verteilungsfunktion ist die Stammfunktion
der Dichtefunktion. Aus der diskret vorliegenden Dichtefunktion geht sie aus

H(EV+AE)= Y h(E?)AE (3.30)
Ezt ;E(i)

hervor. Die Zuordnung des diskreten Funktionswertes zur Feldstirke E¥) + AE folgt
daher, daf} die Flidche jedes Intervallstreifens laut Definition gleich dem Volumenanteil
ist. Folglich stimmt die diskret bestimmte Verteilungsfunktion am rechten Intervall-
rand mit der kontinuierlichen iiberein. Die Verteilungsfunktion wird im folgenden
stets durch Linienziige dargestellt. Abb. 3.2 gibt dafiir ein Beispiel, in dem auch der
Zusammenhang zwischen Dichtefunktion und Verteilungsfunktion verdeutlicht wird.
Die dargestellte Methode wurde mit dem Computeralgebra-Programm Mathematica
umgesetzt. %! Die dafiir aus der FEM gewonnenen Urdaten bestehen aus Datensét-
zen, die die Mittelpunktskoordinaten der jeweiligen finiten Elemente, deren Volumen
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Abb. 3.2: Zusammenhang zwischen Dichtefunktion und Verteilungsfunktion am Beispiel des eingebette-
ten dielektrischen Zylinders (mehr zum physikalischen Hintergrund in Kap. 5.2.3). Die Feldstarken,
bei denen die Dichtefunktion ein Maximum hat, sind in der Verteilungsfunktion markiert. Deutlich
ist zu erkennen, daf3 diese dort Wendepunkte darstellen. Das Feldstarkemaximum mit der kleinsten
Feldstérke 148t sich dem Inneren des Zylinders zuordnen und stellt idealerweise (ohne Gitterkonfigu-
ration) eine §-Funktion dar. In der Verteilungsfunktion erscheint bei dieser Feldstéirke deswegen eine
Stufe.

und die Feldstarke(komponente) beinhalten. Die Koordinaten werden fiir einige Dar-
stellungen herangezogen. Mit Mathematica werden die Feldstarken entsprechend der
Volumina klassiert und die Dichte- und Verteilungsfunktionen punktweise in einer
Datei gespeichert.

3.2.2 EinfluBl der Klassenbreite

Mit dem beschriebenen Vorgehen sind numerische Ndherungen verbunden, welche
tber die Approximation durch die FEM-Losung selbst hinausgehen. Zum einen wird
die berechnete Feldstirke nur als Mittelwert tiber ein finites Element beriicksichtigt.
Zum anderen ist die Einteilung in diskrete Feldstiarke-Klassen (Klassierung) mit
Unsicherheiten verbunden.

Wie die Klassenbreite optimal zu wihlen ist, kann von Vornherein nicht ausgesagt
werden, da sie von der unbekannten Verteilung abhingt. Auch Genauigkeitsaussagen
uber die aus den Histogrammen abgeleiteten Groflen lassen sich deswegen nicht
ableiten. Zudem ist AE von der Anzahl der zu klassierenden Werte abhéingig. Es
gibt dafur verschiedene als »Faustformeln« einzuschidtzende Ansétze. Als Beispiel sei
derjenige von SCOTT erwihnt

AE =3,49-sn~ V3 (3.31)

bei dem die Standardabweichung s und die Anzahl der Datenpunkte n eingehen.®”!

Der Ansatz basiert auf der Minimierung der quadratischen Abweichungen der ge-
schitzten von der tatsidchlichen Dichtefunktion und setzt dabei eine Normalverteilung
voraus. Die angegebenen Korrekturen fiir andere Verteilungen deuten an, daf3 diese
Schitzung die optimale Klassenbreite meist iiberschétzt.

Um den EinfluBl der Klassierung auf die ermittelten Mittelwerte und Varianzen
einzuschitzen, wurde ein normalverteilter Beispieldatensatz verwendet, der mit ei-
nem Pseudozufallszahlengenerator'®®! gewonnen wurde. Die unterschiedlich groBen
Volumina wurden durch gleichverteilte Pseudo-Zufallszahlen abgebildet. So wurden
Stichproben zu der Verteilung erzeugt, bei der der Volumenanteil die Rolle der Wahr-
scheinlichkeit tibernimmt.
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Mit einer Stichprobe wurden fiir verschieden feine Klassierungen Werte fiir den
Erwartungswert,Varianz und Standardabweichung aus den Histogrammen gewonnen.
Schon fiir Klassenbreiten AE welche mehr als dreimal so grof3 wie die Grenze (3.31)
waren, konnten Schatzwerte fiir Mittelwert und Varianz aus den Histogrammen
ermittelt werden, die innerhalb der Konfidenzintervalle (Konfidenzniveau 95 %) der
zugrundeliegenden normalverteilten Zufallszahlen lagen. Die Abweichung von den
der Verteilung zugrundeliegenden Parametern betrug fiir den Erwartungswert unter
0,2 %, fur die Varianz unter 2 % und fir die Standardabweichung unter 1 %. Weil in
die Berechnung der Varianz als zentralem Moment der errechnete Erwartungswert
eingeht, ist sie ungenauer und erfordert eine feinere Klassierung als die Berechnung
des Erwartungswertes. Fiir eine Klassierung mit einem Fiinftel der Klassenbreite
wird die Varianz genauer als 0,5 % ermittelt. Es kann also erwartet werden, daf} aus
den Histogrammen mit vertretbarem Aufwand gute Schitzwerte fiir den Mittelwert
und die Standardabweichung gewonnen werden kénnen.

Ob dies auch fiir die in (3.29) definierte Grof3e gilt, wurde anhand einer asymme-
trischen Verteilung untersucht, indem drei grof3e wie oben beschrieben generierte
Stichproben mit den exakten Werten der zugrundeliegenden Weibull-Verteilung ver-
glichen wurden. Bis zur Ordnung n = 25 kann eine Genauigkeit erreicht werden, die
besser als 5% ist. Die Momente selbst konnten nur bis n = 10 mit dieser Genauig-
keit berechnet werden, die zentrierten Momente fiir noch geringere Ordnungen n.
Die Genauigkeit bei den hoheren Ordnungen wird durch eine feinere Klassierung
teilweise schlechter, offenbar weil die zu schmalen Klassen dann den jeweiligen Feld-
starkebereich wegen der zufélligen Schwankungen nicht mehr ausreichend genau
reprasentieren. Die hoheren Ordnungen betonen die Schwankungen in den Daten,
weswegen die Abweichungen zu einem nicht unerheblichen Anteil von den Stich-
probenschwankungen herrithren diirften. Dennoch ist zu erwarten, daf3 auch die im
FEM-Modell auftretenden (durch die Methode vorgegebenen) Unsicherheiten in glei-
cher Weise eine Abweichung von den tatséchlichen Momenten verursachen. Somit
scheint eine Charakterisierung anhand der numerisch ermittelten Momente ungeeig-
net zu sein. Insbesondere gilt das fiir die hohen Ordnungen, die in [%* Verwendung
finden.

Die numerischen Untersuchungen an den Testdatensétzen zeigten, daf3 die Ver-
teilungsfunktion recht genau aus den Histogrammen gewonnen werden kann. Fir
die genannten drei Stichproben ist die durchschnittliche absolute Abweichung pro
Histogrammklasse (bei allen untersuchten Klassierungen) kleiner als 0,0011. Dabei
ist die maximale absolute Abweichung an den Punkten H (E O 4 AE ) durchweg kleiner
als 0,5 % Volumenanteil.

3.2.3 EinfluBl der Elementzahl

Bekanntlich hiangt die Konvergenz der FEM-Losung von der Giite der Vernetzung ab.
Die Abweichung der Ndherungslésung von der exakten Losung verringert sich fiir
kleinere Elemente. Die Konvergenzordnung hingt dabei nicht notwendig von dem
Polynomgrad der Ansatzfunktion ab.[% Die Konvergenzrate wird unter anderem
durch die Elementform und eine geeignete Abstufung der Elementgrofle im Netz
beeinfluBit. 881

Um den EinfluBl der Elementgrofle im FEM-Modell auf die ermittelten Feldstéarke-
extrema und die Mittelwerte und Varianzen abzuschitzen, wurden Referenzrechnun-
gen mit verschiedenen Elementzahlen vorgenommen. Dazu wurde ein zweidimensiona-
les nicht rotationssymmetrisches Beispiel gewihlt. Die Ergebnisse zum dielektrischen
unendlichen Zylinder in einer Matrix auf einem Gitter werden in Kap. 5.2.3 genauer
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dargestellt. Fir die Referenzrechnungen wurde eine quadratische Elementarzelle
gewihlt, die den Querschnitt des Verbundsystems reprisentiert. Der Zylinder wurde
somit in der zweidimensionalen Rechnung durch einen Kreis dargestellt. Sein Volu-
menanteil betrug 25 %. Die relative Permittivitiat der Matrix wurde auf epatrix = 10
und die des Zylinders auf ezgiinder = 100 festgelegt. In Abb. 3.3b wird die Feldstéirke-
verteilung anhand eines Kontur-Plots dargestellt. Die angegebenen Feldstidrken sind
als relativ aufzufassen und beziehen sich auf die Feldstérke in der homogenen Matrix
ohne Zylinder.

ANSYS 11.0
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Abb. 3.3: FEM-Modell fiir die Referenzrechnung am unendlich langen eingebetteten Zylinder auf einem
Gitter. Der fiir das mapped meshing verwendete Seitenteiler m ist angegeben.

Die Vernetzung geschah mit Hilfe des mapped meshing, wobei alle Linien gleich-
abstindig in m Teile geteilt wurden und das Netz von dort ausgehend von ANSYS®
erstellt wurde. Die Anzahl der dann generierten Elemente ist — wie zu erwarten —
etwa proportional zum Quadrat des Seitenteilers m. Ein Beispiel fiir ein so generiertes
Netz gibt Abb. 3.3a. Das entstandene Netz weist eine geringe Varianz der gebildeten
Volumina auf. Dadurch kénnen hier die Mittelwerte und Varianzen auch ohne Mit-
telwertbildung in erwartbar guter Nidherung ermittelt werden. In Tab. 3.1 werden
fiir einige der untersuchten Netze die auf beide Arten ermittelten Mittelwerte und
Varianzen zusammengestellt. Der Vergleich der mit unterschiedlichen Netzen aus
den Histogrammen ermittelten Erwartungswerte und Varianzen zeigt, daf} diese sich

Tab. 3.1: Aus dem zweidimensionalen FEM-Modell des unendlich ausgedehnten Zylinders in einer
Matrix ermittelte Mittelwerte und Varianzen der Feldstarke fiir unterschiedlich feine Netze. Die
volumenabhéingigen Werte wurden aus Histogrammen mit der Klassierung AE = 0,05 gewonnen. Fiir
die volumenunabhéingigen Werte wurden die Feldstirken selbst ausgewertet. Die Werte sind als als
relativ zur angelegten Feldstéirke zu verstehen. Die Anzahl der Elemente geniigt 2,47 - m1:98.

volumenabhéngig volumenunabhingig

Teilung mit m Elementzahl Mittelwert Varianz Mittelwert Varianz

10 228 1,02432 0,34302 0,99326 0,34241
20 872 1,02319 0,34418 1,02327 0,34122
40 3504 1,02559 0,34670 1,01774 0,34656
80 14388 1,02499 0,34620 1,01755 0,34698
160 57042 1,02493 0,34612 1,01991 0,34467
250 139558 1,02501 0,34609 1,02117 0,34405
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Abb. 3.4: Abhingigkeit der grofiten und kleinsten iiber ein finites Element gemittelten Feldstéirke
von der Elementzahl. Als Beispielsystem wurde der unendliche lange in eine Matrix eingebettete
dielektrische Zylinder zweidimensional berechnet.

durch eine wachsende Elementzahl nicht wesentlich &ndern: der Unterschied zwischen
dem grobsten und feinsten Netz ist fiir die Mittelwerte 0,07 %, fir die Varianzen 0,9 %.
Die ohne Volumenmittelung gewonnenen Mittelwerte zeigen mit 2,8 % Unterschied
zwischen feinstem und grébstem Netz einen deutlichen Einflufl der Netzfeinheit. Die
Standardabweichungen zeigen jedoch nur eine schwache Abhéingigkeit von der Netz-
feinheit. Fur ein hinreichend feines Netz ist zu erwarten, daf} die beiden Mittelwerte
ubereinstimmen. Der Unterschied betragt tatséchlich (fiir das feinste Netz) nur noch
weniger als 0,4 % und fiir die Varianzen weniger als 0,6 %.

Da die Feldstirke elementweise ausgewertet wird, ist hierbei ein Mittelungseffekt
festzustellen. Dieser sollte dazu fiithren, daf} sich die Minima der Feldstiarke mit ab-
nehmender Elementgrofie verringern und die Maxima entsprechend zunehmen. Die
Testrechnung zeigte — wie Abb. 3.4 belegt — daf} die maximale festgestellte Feldstarke
fiir feinere Netze deutlich stiarker steigt, als die minimale Feldstarke sinkt. Das ist ein
Effekt der Vernetzung, welche die einzelnen Konstituenten getrennt vernetzt und da-
nach diese Bereiche zusammenfiigt. Da die extremalen Feldstarken an der Grenzflache
auftreten (Abb. 3.3b), ist der Kontrast zwischen der niedrigen nur leicht variierenden
Feldstéarke des eingebetteten Zylinders und der maximalen Feldstidrke sehr hoch. Die
Mittelung fiihrt deswegen fiir grofle finite Elemente zu einer bedeutenden Abwei-
chung. Das absolute Feldstarkeminimum entspricht hingegen gréoBenordnungsmafig
der Feldstirke innerhalb des eingebettete Zylinders und ist deswegen von der Mitte-
lung weniger stark betroffen. Mit wachsender Elementzahl wird deren Einflufl auf
die extremalen Feldstiarken immer kleiner: es deutet sich an, daf} die Extrema einem
Grenzwert zustreben. Allerdings ist zu erwarten, dafl eine fortgesetzte Verkleinerung
der finiten Elemente die Genauigkeit der ermittelten Extremwerte nicht beliebig stei-
gert, weil die Feldstéarke aus einer Ableitung des elektrischen Potentials im Element
ermittelt wird und dadurch wachsende numerische Unsicherheiten verursacht werden.
Fir die vorgenommenen Rechnungen spielt dies aber offenkundig noch keine Rolle.

Eine ausreichend grofle Elementzahl ist auch wichtig, wenn die gesamte numerisch
ermittelte Feldstarkeverteilung zur Charakterisierung herangezogen werden soll. Der
Einflull der Netzfeinheit wurde an dem FEM-Modell des unendlich langen eingebette-
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ten Zylinders untersucht. Die Elementzahl wurde entsprechend den in Tab. 3.1 auf
Seite 27 gegebenen Netzteilern m variiert. Die Abweichungen der Dichtefunktion und
die Verteilungsfunktion wurden dabei jeweils auf das feinste gerechnete Netz bezogen
(m = 250) und fiir eine jeweils gleich grofle Klassierung ermittelt. Abb. 3.5 zeigt, dal3
die Abweichungen der Funktionen mit feineren Netzen kleiner werden, was deutlich
darauf hinweist, daf} sie genauer ermittelt werden kénnen.

In Abb. 3.6 auf Seite 30 ist ein Beispiel fiir verschieden klassierte numerisch
ermittelte Dichtefunktionen zu finden. Im Histogramm représentiert die Fldche die
Haufigkeiten. Bereiche mit homogener Feldstirke werden in der kontinuierlichen
Dichtefunktion durch eine §-Funktion widergegeben. In der numerischen Ndherung
entsteht hingegen eine Spitze, die um so héher ist, je kleiner die Klassenbreite ist.
Das gesamte Erscheinungsbild der numerischen Dichtefunktion ist wesentlich von
der Klassenbreite beeinflullit. Die optimale Klassenbreite ist dabei in Konkurrenz
zu zwei Einfliissen zu wihlen. Einerseits ist fiir eine detailgetreue Abbildung eine
feine Klassierung wiinschenswert. Wird diese allerdings zu fein, so werden zu wenige
Elemente pro Klasse herangezogen und das Histogramm wirkt verrauscht. Es mulf3
mit feinen Netzen gerechnet werden, um eine maéglichst hohe Feldstirkeauflosung
zu erreichen, obwohl diese auf die Ermittlung der Verteilungsparameter wie gezeigt
keinen groflen Einflufl haben. Daf} die Dichtefunktionen genau berechnet werden,
konnte auch durch eine Referenzrechnung (vgl. Kap. 5.2.3) belegt werden.
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Abb. 3.6: EinfluB} der Klassenbreite AE auf die Ndherung fiir die Dichtefunktion, welche fiir die mit der
FEM ermittelte Feldstiarkeverteilung des eingebetteten dielektrischen Zylinders ermittelt wurde. Das
feinste gerechnete Netz wird mit einem groberen Netz verglichen (in der Legende wird der Seitenteiler
m aus Tab. 3.1 auf Seite 27 angegeben). Bei zu feiner Klassierung wirkt das Histogramm verrauscht.

3.2.4 SchluBifolgerungen

Auch wenn die Genauigkeit der benutzten Methode nur anhand von Beispielen iiber-
prift wurde, so konnten doch wichtige Hinweise fir ihre Anwendung gewonnen
werden. Die volumengewichtete Mittelwertbildung erlaubt eine gute Bestimmung
der Verteilungsparameter Mittelwert und Varianz. Allerdings zeigt sich, dafl héhere
Momente der Verteilung deutlich ungenauer ermittelt werden konnen. Die Kenngrofle
(3.29) ist nicht in allen von CHENG ET AL. benutzten Ordnungen n mit ausreichender
Genauigkeit aus den numerischen Ergebnissen ermittelbar. Die Minima und Maxima
der Feldstédrke konnen numerisch offenbar gut bestimmt werden, allerdings scheint
die Berechnung mit einer hohen Genauigkeit numerisch sehr aufwendig zu sein.

Die Dichtefunktion A(E) ist deutlich von der Netzfeinheit und der Klassierung ab-
héngig. Hingegen ist die Verteilungsfunktion H(E) durch die Integration mit deutlich
geringerem Aufwand mit guter Genauigkeit zu bestimmen. Deswegen erscheint sie —
neben den Verteilungsparametern — gut geeignet zu sein, die Feldstirkeverteilung
zu charakterisieren. Mittelwert und Varianz konnen ebenso wie die Verteilungsfunk-
tion H(E) offenbar schon mit geringem Aufwand recht genau ermittelt werden. Aus
diesem Grund werden auch die genannten Grof3en vorrangig zur Beschreibung der
Feldstarkeverteilung herangezogen.



Kapitel 4

Modellierung der Einzelfasermessung des
longitudinalen Piezokoeffizienten

4.1 Einzelfasermessung

Die Messung des longitudinalen Piezokoeffizienten ds3 oder auch der GroB3signaldeh-
nung S3 einzelner Keramikfasern ist technologisch von Bedeutung, weil piezoaktive
Fasern die funktionelle Grundlage verbreiteter Verbundwerkstoffe sind, wie in Kap. 1
dargelegt wurde.

Unléangst wurde von KERN und STEINHAUSEN ein Verfahren entwickelt, mit wel-
chem nicht nur die Grof3signaldehnung S3 ermittelt werden kann, sondern auch der
Piezokoeffizient d33 von einzelnen Keramikfasern mit Durchmessern im Bereich von
100—750 um. ®8! Dieses Verfahren beruht in seiner Grundidee auf einem von SCHMIDT
und Nachfolgern kontinuierlich fortentwickelten Mikrodehnungsmessplatz?9-1011,
Hierbei wird die mechanische Verriickung der Probe kapazitiv gegeniiber einer fest-
stehenden Kondensatorplatte detektiert. Die andere Kondensatorplatte hingegen
kann durch das mechanisch in Reihe geschaltete kollineare System von Probe und
Vergleichsprobe bewegt werden. Die gesamte Dickendnderung der Probe und der
Vergleichsprobe — einem Quarzkristall — bewirkt in gleichem MaBe eine Anderung
des Plattenabstandes des MefBkondensators. An die piezoelektrische Probe wird eine
niederfrequente Wechselspannung angelegt, wodurch sich der Plattenabstand des
MeBkondensators periodisch verdndert. Dieser ist Bestandteil eines Hochfrequenz-
schwingkreises, dessen Resonanzfrequenz sich dadurch auch periodisch dndert. Diese
Frequenzianderung wird mit einem Modulationsanalysator in eine Spannungséinde-
rung umgesetzt, welche mit Lock-In-Technik frequenzselektiv verstarkt wird. Dabei ist
es moglich, aus der Kapazitatsanderung durch Kalibrierung mit der Vergleichsprobe
auf die Verriickung zu schliefen. Fiir die Ermittlung des Kleinsignal-d 33 wird jedoch
eine Methode benutzt, bei der die Verriickung von Vergleichsprobe und Probe durch
gegenphasige Ansteuerung kompensiert werden, wobei das Spannungsverhéltnis von
Vergleichsprobe und Probe die Bestimmung des Piezokoeffizienten erlaubt.

KERN hat unter Beibehaltung des grundlegenden MeBprinzips und seiner Um-
setzung mit elektronischer Regel- und MeBtechnik eine Apparatur und spezielle
Praparationstechniken entwickelt, um auch Einzelfasern elektromechanisch charak-
terisieren zu kénnen.!'%2! Der von ihr entwickelte Versuchsaufbau ist in Abb. 4.1
auf Seite 32 abgebildet und soll im folgenden erlautert werden. Wegen der geringen
Faserdurchmesser im Bereich von typisch 250-750 um ist es notwendig, eine Elektro-
denplatte deutlich gréfleren Durchmessers auf einem Faserende festzukleben, um die
kapazitive Abstandsdetektion vornehmen zu konnen. Die Faserldnge betragt dabei
etwa 3 mm.

Die Kontaktierung von Fasern gelingt bei den verwendeten Abmessungen nur-
mehr mit Ringelektroden. Ihr Elektrodenabstand a (vgl. Abb. 4.3a auf Seite 34)
wurde dabei lichtmikroskopisch vermessen. Kern hat die Ringelektroden durch
Tauchen (dip-coating) in Lackleitsilber aufgebracht (Abb. 4.2a auf Seite 32). Die-
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(a) MeBplatz (b) Detailaufnahme.

Abb. 4.1: Einzelfasermefiplatz, wie er von STEINHAUSEN und KERN entwickelt wurde.
® MeBanordnung, vergrofert in (b).
@ Mikropositioniereinrichtung zur Plazierung der Faser. ~® Einspannungsvorrichtung. @ Kontak-
tierte Faser. ® Quarzkristall. ® An die Faser geklebte Elektrodenplatte (obere Kondensatorplatte).
@ Mit dem Quarz mechanisch verbundene Elektrode (untere Kondensatorplatte).

se Ringelektroden zeichneten sich durch gute Anhaftung und hohe Leitfdhigkeit aus.
Allerdings ist durch die bisherige Methode kein fester Elektrodenabstand von vorn-
herein erreichbar und die Elektrodenkanten sind nicht unbedingt streng parallel.
Deswegen wurden von Kern auch Versuche durchgefiihrt, die Ringelektroden durch
Aufdampfen aufzubringen, vergleiche Abb. 4.2b. Hierbei ist es moglich, durch eine
Maske einen Elektrodenabstand vorzugeben, wobei die Anhaftung des Elektrodenma-
terials ebenfalls giinstig ist. Allerdings erwies sich eine gleichmé&8ige Bedeckung mit
dem Elektrodenmaterial als schwierig zu erreichen.

In Abb. 4.1 wird als Vergleichsprobe ein Quarzkristall verwendet. Wegen der da-
durch groleren moglichen Verriickung (bei der begrenzten verfiigbaren elektrischen
Spannung) bewéhrte sich zur Kalibrierung bei Grof3signalmessungen auch eine PZT-
Keramik, die vorher mit dem MikrodehnungsmefBplatz piezoelektrisch charakterisiert
worden war.

(a) Getauchten Ringelektroden aus Lack- (b) Aufgedampfte Ringelektroden aus
leitsilber Aluminium (oben) und Gold (unten)

Abb. 4.2: Keramische PZT-Fasern mit Ringelektroden. (Photos mit freundlicher Genehmigung von
Sabine Kern, MLU Halle-Wittenberg.)



4.2 Problemstellung

4.2 Problemstellung

Die Kontaktierung der zu charakterisierenden Fasern mit Ringelektroden fiihrt offen-
kundig dazu, daB sich in ihrem Inneren ein inhomogenes elektrisches Feld aufbaut.
Den gemessenen Piezokoeffizienten dg; fiir eine Elektrodierung mit Ringelektro-
den zu modellieren, ist selbst bei einer Idealisierung der Geometrie mit einigen
Herausforderungen verbunden. Fiir das piezoelektrische Problem von Zylindern
mit Ringelektroden sind keine geschlossenen analytischen Losungen in der Lite-
ratur dokumentiert. Selbst die rein elektrostatische Behandlung zur Ermittlung der
Feldverteilung fiihrt zu einer aufwendigen Rechnung. Bekanntlich ergibt diese bei
zylindersymmetrischen Elektrodenanordnungen bei der Verwendung eines Separati-
onsansatzes fiir die Laplacegleichung eine Reihe, welche trigonometrische Funktionen
sowie die Bessel- und Neumannfunktionen 0-ter Ordnung umfaf3t, wobei die Rand-
bedingungen iiber die Entwicklung in diese orthogonalen Funktionssysteme erfiillt
werden. 1% Dije Ringelektroden sind hinsichtlich der Randbedingungen mit einer
Anordnung von Zylinderelektroden vergleichbar, wie sie bestimmte Elektronenlin-
sen darstellen. Aber auch fiir dieses relevante elektrostatische Problem, sind in der
Literatur nur Niaherungsansitze oder numerische Berechnungen dokumentiert.!104

Umso anspruchsvoller erscheint die Aufgabe, fiir piezoelektrische Korper mit Ober-
flachenelektroden die elektroelastischen Feldgrof3en zu berechen. Fiir verschiedene
andere Spezialfille der Elektrodierung geben PARTON ET AL. hierfiir Losungen an,
die auf Reihenentwicklungen beruhen.'%! Den Fall von Ringelektroden an Kreis-
zylindern behandeln sie allerdings nicht. RAJAPAKSE ET AL. gelingt es zwar, fir
einen piezokeramischen Kreiszylinder unter der Randbedingung einer ringformigen
elektrischen Oberflichenladung eine analytische Losung abzuleiten. 196! Jedoch fithrt
diese schlieBlich auf Integrale, die nur numerisch behandelt werden kénnen. Dadurch
sind auch mit diesem Verfahren nicht auf einfache Weise parametrische Aussagen
zu gewinnen, die sonst einen spezifischen Vorteil geschlossener Losungen darstellen,
zumal das Problem von echten Ringelektroden mathematisch noch anspruchsvoller
sein diirfte. Es liegt deshalb nahe, das Problem von piezoelektrischen Zylindern mit
Oberflachenelektroden von vornherein mit einer numerischen Ndherungsmethode zu
bearbeiten, wie sie die verwendete FEM darstellt.

4.3 Vorgehen bei der Modellierung

Die numerische Untersuchung verfolgt den Ansatz, anhand eines parametrisierten
geometrischen Modells der Faser fiir einen bekannten Materialdatensatz die Mef3-
grofle des Experimentes zu berechnen und damit die Auswirkungen der verdanderten
Geometrie zu studieren. Hierzu fand das kommerzielle FEM-Programm ANSYS®
(Release 11.0) Verwendung.1%”! Um einen méglichst weiten Parameterbereich zu un-
tersuchen, wurde die Modellerstellung iiber die dort verfiighare Makrosprache APDL
vorgenommen. Die parametrisierte Modellerstellung und die Losung wurden dabei
in einem Makro zusammengefalt, welches von einer weiteren Routine aufgerufen
wurde. Durch diese wurden die Parameter schrittweise variiert und die Routinen
zur Gewinnung der Ergebnisse und ihrer Speicherung in Dateien aufgerufen. Dieses
Vorgehen modularisierte die Aufgaben weitgehend, was die flexible Anpassung an die
jeweiligen Fragestellungen ermoéglichte. Die axialsymmetrische Modellierung hielt
den Rechenaufwand fiir ein einzelnes Geometriemodell gering. Allerdings erforderten
die umfangreichen Parameterstudien ein hinreichend fein aufgelostes Abtasten des
Parameterraums, wodurch der zeitliche Rechenaufwand fiir einige Diagramme in
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Kap. 4.4.3 durchaus mehrere Tage betrug, weil die verfiighare ANSYS®-Version keine
ausreichenden Moglichkeiten zur Parallelisierung zul4ft.

4.3.1 Geometrie und ihre Parametrisierung

Die Fasern kénnen als gerade Kreiszylinder angesehen werden. Die Kanten der Ring-
elektroden sind senkrecht zur Lingsachse angeordnet. Das stellt eine Idealisierung
dar, wie der Vergleich mit Abb. 4.2 verdeutlicht. Allerdings wurden in den Experi-
menten gezielt solche Fasern ausgewihlt, die dieser Idealisierung nahe kommen, weil
sonst die gemessenen Dehnungskurven asymmetrisch werden %2,

Somit ist das Problem zylindersymmetrisch (Abb. 4.3a). Deswegen geniigt eine
zweidimensionale rotationssymmetrische Rechnung mit der radialen Koordinate x
und der longitudinalen Koordinate z zur vollstindigen Beschreibung des Problems
(Abb. 4.3b). Dieses hat auch bei einer sehr guten Vernetzung den Vorzug kurzer
Rechenzeiten, wodurch weitergehende Auswertungen moglich werden. Dementspre-
chend wurden Elemente vom Typ PLANE1 3 eingesetzt, wobei die piezoelektrische und
axialsymmetrische Option aktiviert wurden.®?! Das Koordinatensystem wurde fiir
die Modellierung so gewihlt, dal3 die longitudinale z-Richtung von der Einspannung
bis zur Elektrodenplatte gerichtet ist.

Q F 3 F 3
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(=) (0]
o 1 0 zentrum
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31z A
e r
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22 b n :
S 2 zwischen
° vy Elekiroden
d
(a) Schnitt durch die Faser (b) Zweidimensionales (c) Regionen der Faser zur Feldstiarke-
Modell der Faser auswertung.

Abb. 4.3: Modellierung der Einzelfasern: Geometrie und Bezeichnungen.

Ausgehend von den experimentellen Gegebenheiten ist der Faserdurchmesser ein
vorgegebener Parameter, da er durch den Herstellungsprozel3 grundsétzlich festgelegt
ist. Die Faserldnge kann fiir die Charakterisierung in gewissen Grenzen verindert
werden, ebenso wie iiber Bedampfungsmasken auch die Elektrodierungsparameter va-
riabel sind. Um die Abhéngigkeit von der Geometrie zu untersuchen, wurden mehrere
Parameter eingefiihrt: die Faserldnge i, der Durchmesser d, der Elektrodenabstand a

und der Elektrodenanteil 9

p= h-a’
Dabei bedeutet f = 100% die im Experiment realisierte vollstéandige Elektrodierung.
Es kann vermutet werden, dal} das Verhaltnis

(4.1)

a= E (42)

einen grofen EinfluB auf dg; hat. GroBe Werte fiir a bedeuten dabei vergleichs-
weise dunnere Fasern. Der experimentell weniger relevante Fall @ < 1, der auf



4.3.2 Randbedingungen 4.3 Vorgehen bei der Modellierung

scheibenformige Gebiete zwischen den Elektroden verweist, wurde untersucht, um
die Ergebnis-Trends klarer herauszuarbeiten.

4.3.2 Randbedingungen

Mechanische Randbedingungen Um im Modell die Gegebenheiten des experi-
mentellen Aufbaus (vgl. Abb. 4.1 auf Seite 32) zu beriicksichtigen, wurden entspre-
chende Randbedingungen eingefiihrt. Die Einspannung wurde derart modelliert, dafl
die Unterseite der Faser mechanisch beziiglich der Verriickung ug fixiert war. Dies
stellt eine Idealisierung dar, da die Faser in Wirklichkeit iiber den Rand hin einge-
klemmt ist. Diese Randbedingung ist schwierig zu parametrisieren, da die wirkenden
Kréfte nicht bekannt sind. Allerdings kann aus dem Prinzip von Saint-Venant 108!
geschlufBifolgert werden, daf} fiir ausreichend lange Fasern die Spannungsfelder der
Einspannung schnell genug abklingen, um im freien Faservolumen vernachlissigbar
zu sein.

Im Experiment wird die Lidngenidnderung kapazitiv iiber eine auf einer Deckfliache
der Faser aufgeklebten scheibenformigen Elektrode wesentlich gro3eren Durchmes-
sers ermittelt, die als Kondensatorplatte fungiert. Ihr Gewicht kann vernachlassigt
werden. Bei der Klebeverbindung kénnen verschiedene Grenzfille untersucht werden,
die sich iiber die Randbedingungen abbilden lassen. In Abb. 4.4 sind diese Grenzfille
symbolisch dargestellt. Es sei daran erinnert, dafl im Experiment die Kondensator-
platte an der Faser hingt.

T == N

(a) Lose aufgelegt (b) Fest aufgeklebt (c) Flexibel

Abb. 4.4: Zur Deutung der mechanischen Randbedingungen an der Deckfliche im FEM-Modell. Sie
geben verschiedene Grenzfille der Befestigung der Elektrodenplatte vor.

Der Fall einer lose aufgelegten Kondensatorplatte (Abb. 4.4a) bedeutet, daf die
starre Elektrodenplatte nur soweit an der Faser fixiert ist, daf3 sie von der jeweils
groflten Verriickung der Deckfliche mitgenommen wird. Im Falle reiner Ringelektro-
den tritt diese am Rand der Faser auf. Somit kann die Randbedingung im FEM-Modell
dadurch realisiert werden, dafl die Deckflache frei beweglich gehalten wird und die
Verriickung u3(x =r) zur Berechnung der d3; herangezogen wird. Der Fall einer fest
aufgeklebten Kondensatorplatte (Abb. 4.4b) setzt voraus, daf} die Elektrodenplatte
vollkommen starr gegeniiber Verbiegungen ist. Dann verschiebt sie sich als Ganzes
nur in longitudinaler z-Richtung. Im Modell wird das durch eine Kopplung der Frei-
heitsgrade us der Deckelektrode erreicht. Diese Randbedingungen wurden fiir die
meisten Rechnungen verwendet, weil sie gleichzeitig eine Mittelung der Verriickung
uber die Faserdeckflache verwirklichen. Dabei ist allerdings zu beriicksichtigen, daf3
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die dadurch verursachte Klemmung eine zuséatzliche mechanische Spannung im Fa-
servolumen verursacht. Diese hat aber nur fiir den geometrischen Grenzfall von
Scheiben (d. h. bei typischen Hohen mit a <« 1) einen wesentlicher Einfluf3. Eine voll-
kommen starre Klebeverbindung miifite auch die radiale Bewegung an der Klebestelle
komplett unterdriicken. Allerdings zeigten die Rechnungen, daf} die resultierenden Un-
terschiede auch fiir sehr kleine a unerheblich sind, da auch bei lediglich geklemmtem
ug-Freiheitsgrad die radialen Verriickungen nahezu an der Deckfldche verschwinden.

Dal} der iiber die Kopplung der Verriickungen ug3 auf der Oberfliche ermittelte
Mittelwert tatséchlich als der auf die Kreisflache bezogene Mittelwert

27 [ us(x)xdx

(ug) = ———5—— (4.3)
nr

aufgefal3t werden kann (x ist dabei die radiale Koordinate), wurde an einem Beispiel
uberpriift. Diese Randbedingung kann als Faser mit ideal flexibler Kondensatorplat-
te (Abb. 4.4c) aufgefalit werden. Da die Elektrodenplatte aber in Wirklichkeit den
Faserdurchmesser iiberragt, ist diese Situation im Experiment so nicht umgesetzt.
Allerdings kann vermutet werden, daf iiber die kapazitive Abstandsmessung in der
Tat ein flachen-gemittelter Abstand bestimmt wird.

Die kapazitive Abstandsmessung selbst wird im Modell nicht abgebildet, da der
Fokus der Untersuchungen auf dem MeB3prinzip der Kleinsignalmessung liegt. Weil
diese iiber die Kompensation einer kapazitiv detektierten Verriickung arbeitet, spielt
der absolute Wert der MelBkapazitit hierbei keine Rolle. Anders ist das im Falle der
Grof3signalmessung, welche mit einem nachfolgenden definierten Hub die vorherige
piezoelektrische Langenadnderung kapazitiv bestimmt. Dann konnten auch Effekte wie
schiefstehende Kondensatorplatten und Streufelder des Kondensators (dessen Platten
zudem nicht ideal iibereinander sind) die Messung beeinflussen. In der Literatur
gibt es vereinzelte Ansitze dazu. So behandeln CARLSON ET AL. die Anderung der
Kapazitiat durch Streufelder'% und TAY ET AL. den EinfluB schiefstehender (wenn
auch rechteckiger) Kondensatorplatten'19. Allerdings sind diese Effekte von nach-
geordneter Bedeutung gegeniiber den Einschriankungen des konstitutiven Modells
(Kap. 4.3.3) und werden deswegen nicht weiter betrachtet.

Elektrische Randbedingungen Weil die aufgebrachten Ringelektroden im Ver-
gleich zum Faserdurchmesser diinn sind, kann ihr mechanischer Einflu} vernach-
lassigt werden. Thre Leitfahigkeit driickt sich im Modell darin aus, daB} sie jeweils
Aquipotentialflichen sind, also gleiche elektrische Spannung aufweisen. Die elek-
trischen Randbedingungen ergeben sich wie im Experiment aus der elektrischen
Potentialdifferenz Vj zwischen den Ringelektroden. Daneben wird implizit durch die
Methode vorgegeben, dafl die Normalenableitung des Potentials auf der Oberflache
verschwindet. Das ist fiir die Symmetrielinie x = 0 exakt und fiir die anderen Rén-
der in sehr guter Naherung giiltig, weil die Piezokeramik eine wesentlich gréfere
relative Permittivitit als die Luft besitzt. Das wurde auch iiber eine Modellrechnung
nachgewiesen, bei der das hier beschriebene Fasermodell rundum (auler an der Sym-
metrielinie x = 0) von einer zusitzlichen Schicht der Permittivitit e/eg = 1 umgeben
war.

In den Modellierungen wurden verschiedene Elektrodendesigns untersucht, die in
Abb. 4.5 schematisch verdeutlicht sind. Wie die Ergebnisse zeigen werden, sind die
Effekte fiir reine Ringelektroden (Abb. 4.5a) am gréften. Motiviert durch die Tatsache,
daf solche Rechnungen bisher noch nicht durchgefithrt worden sind, wurde diese
Konfiguration umfassend untersucht. Ausgehend von den konkreten experimentellen
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Gegebenheiten, sind aber auch Konfigurationen mit Deckelektroden von Interesse.
So wird das Elektrodenplittchen zur Abstandsdetektion (Abb. 4.1-® auf Seite 32)
mit Lackleitsilber auf die Faserenden geklebt, wodurch eine Deckfliche der Faser
zusatzlich elektrodiert ist (Abb. 4.5b). Bei der Tauchmethode werden prinzipbedingt
auch beide Faserenden mit elektrodiert, wodurch die Elektrodenkonfiguration in
Abb. 4.5¢ verwirklicht wird.

(a) Ringelektrode (b) Ringelektrode mit (e) Ringelektrode mit
einer Deckelektrode zwei Deckelektroden

Abb. 4.5: Verschiedene modellierte Elektrodendesigns.

4.3.3 Konstitutive Gleichungen

Die wichtigste Annahme des Modells betrifft die konstitutiven Gleichungen. Diese
wurden sowohl dielektrisch als auch piezoelektrisch als /inear angenommen, so daf3
(2.29) gilt. Dadurch kann die kommerzielle FEM-Software AN SYS® zur Berechnung
eingesetzt werden. Es wird angenommen, daf3 die Fasern ideal longitudinal gepolt
sind. Gepolte Piezokeramiken gehoren der Symmetriegruppe com an (die Material-
tensoren entsprechen denen der Symmetriegruppe 6mm*8!). Als Polungsachse wird
grundsétzlich die 3-Achse verstanden. Fiir die untersuchten Piezokeramiken ist der
transversale Piezokoeffizient d3; negativ, jedoch gibt es wegen des verschwindenden
d 13 keine Kopplung zwischen der Feldstidrkekomponente E1 und der Dehnung S3 (vgl.
Anhang A).
Da die Verriickung u3 aus der mechanischen Dehnung S3 aus

h
us zf83(z)dz 4.4)
0

hervorgeht, kann im Falle des puren Piezoeffekts ohne Beriicksichtigung der mechani-
schen Kopplung

h
us(z) = f d33(2)Es(2)dz (4.5)
0

geschrieben werden. Im Falle eines homogenen Piezokoeffizienten dsg folgt damit
us =Vydss . (4.6)

Somit kann der gemessenene Piezokoeffizient d55 definiert werden als

m _ U3
dfy= 1 4.7
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Dieser Definition unterliegt auch das Experiment. Hier wird bei der kapazitiven
Abstandsbestimmung mit der Kompensationsmethode die Verriickung u3 kompensiert,
wobei eine Spannung der Amplitude Vj anliegt. Der Unterschied in der Modellierung
liegt in der statischen Berechnung.

Die so vorgenommene Definititon impliziert einige starke Vorraussetzungen, welche
Einschriankungen fiir das Modell bilden. Zunéchst ist der Piezokoeffizient ds3 der
Fasern mit Sicherheit nicht homogen verteilt, weil die Ringelektroden eine inhomogene
Feldstarkeverteilung beim Polarisieren verursachen. Dadurch wird einerseits eine
vollstiandige Auspriagung der Piezokoeffizienten verhindert, weil die Feldstirken
in einzelnen Regionen kleiner als die Koerzitivfeldstiarke sind. Zudem werden die
Materialtensoren lokal unterschiedlich orientiert und insbesondere nicht parallel
zur z-Richtung ausgerichtet sein. Eine homogen polarisierte Faser mit parallel zur
z-Richtung ausgerichteter Vorzugsrichtung ist fiir diese Situation eine deutliche
Vereinfachung. Aulerdem wird der angegebene Polungszustand als fest angenommen,
woraus rein lineare piezoelektrische Dehnungen resultieren. Diese Einschrankungen
sollen hier aber hingenommen werden, um das Problem erstmals zu bearbeiten. Es
darfin diesem Zusammenhang darauf hingewiesen werden, daf diese Limitierungen
auch fiir die oben erwidhnten analytischen Lésungen bestehen.

Fir die experimentelle Bestimmung des d3s wird nicht auf die anderen Materialpa-
rameter zuriickgegriffen. Es ist hierbei wichtig, dafl die MeBmethode spezifisch ist.
Auf diesen Gedanken wird in Kap. 4.4.2 eingegangen. Wird die konstitutive Gleichung
in Zylinderkoordinaten verwendet, wie sie in 1% angegeben wird, so ergibt sich die
longitudinale Dehnung fiir die Piezokeramik zu

S3= dssE3 +s13(Trr +Tpp) +533T 22 . (4.8)
——— N -~
piezoelektrisch mechanisch

Offensichtlich gibt es also neben dem in der Definition des d3j beriicksichtigen piezo-

elektrischen Anteil noch einen rein mechanischen Anteil der Dehnung, der vom
inneren mechanischen Spannungsfeld abhéngig ist. In der Definition des gemessenen
Piezokoeffizienten (4.7) wird nur der piezoelektrische Anteil beriicksichtigt. Die FEM-
Losung bietet einen Zugang, um die Auswirkung dieser Definition zu studieren.

Die Modellierungen wurden vorwiegend mit den Materialkoeffizienten von gepolter
PIC151-Keramik vorgenommen, jedoch fiir einzelne Rechnungen auch mit denen von
Bariumtitanat. Die verwendeten Koeffizienten konnen Anhang A entnommen werden.

4.3.4 Auswertung der Losung des FEM-Modells

Alle Rechnungen erfolgten statisch, weil die Messung quasistatisch weit unterhalb
der Resonanzfrequenz erfolgt.

Feldstirke Um die Verriickungen im Experiment einer Feldstdrke zuordnen zu
konnen, wurde eine nominelle Feldstirke gemal

ES = Yo 4.9)

a

definiert. Diese ist mef3technisch leicht zugéinglich, da sie nur auf der angelegten
Spannung V, und dem gemessenen Elektrodenabstand a beruht. Allerdings spiegelt
sie die reale inhomogene Feldstarkeverteilung nicht wider. Deswegen wurde der Vertei-
lung der elektrischen Feldstirke in der Auswertung der FEM-Losung eine besondere
Aufmerksamkeit gewidmet. Aus (4.8) ist ersichtlich, daf}3 nur E3, die Feldstirkekompo-
nente in Polungsrichtung, iiber den indirekten Piezoeffekt mit der Dehnung gekoppelt
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ist. Eine erste Aussage iiber diese Feldstiarkekomponente liefert E%, die longitudinale
Feldstarkekomponente im Mittelpunkt (x = 0, z = 0) der Faser.

Um die experimentell motivierte Definition einer nominellen Feldstédrke zu tiberprii-
fen, wurde fiir den Bereich zwischen den Elektroden (vgl. Abb. 4.3c auf Seite 34) die
Feldstarkekomponente E3 detaillierter untersucht. Dabei wurde nach dem in Kap. 3.2
beschriebenen Vorgehen verfahren. In der FEM-Losung lagen typischerweise 3000
Elemente vor, die statistisch ausgewertet wurden. Auch wenn im zweidimensiona-
len Netz die finiten Elemente gleich grof3 sind, ist eine volumenabhéngige Statistik
vonnoten, denn wegen der radialsymmetrischen Rechnung ist das durch diese jeweils
reprasentierte Volumen proportional zum radialen Abstand von der Symmetrieachse.

Dementsprechend wurden aus dem gelésten FEM-Modell im Bereich zwischen den
Ringelektroden elementweise die Feldstarken E3 und die zugehorigen (dreidimensio-
nalen) Volumina zur Auswertung herangezogen. Wegen des rein linearen Ansatzes
hingen sowohl der Mittelwert als auch die Standardabweichung linear von der im
Modell angelegten Spannung ab. Wird E5 zu 1 gewéhlt, kénnen die Feldstidrken und
abgeleiteten statistischen Kenngroflen demnach als relativ dazu angesehen werden.

Piezokoeffizient Um die Abweichung des gemessenen longitudinalen Piezokoef-
fizienten dg; vom tatséchlichen d3s einschéitzen zu konnen, fand die relative Abwei-
chung (d’3"3 -d 33) /d33 Verwendung. Um eine breite Ubersicht iiber die Abhéngigkeiten
von den geometrischen Parametern 2 und d zu gewinnen, wurden punktweise
FEM-Rechnungen vorgenommen und dort Linien gleicher relativer Abweichung in
Abhingigkeit dieser Parameter (als Kontur-Plots) dargestellt.

Fiir die Charakterisierung ist es eine wichtige Frage, wie spezifisch der gemesse-
ne Piezokoeffizient d3; den d33 der Fasern widerspiegelt, d. h. in welchem AusmaR
die anderen Materialkoeffizienten die MefBgrofie beeinflussen. Die gewohnliche Feh-
lerrechnung liefert hierzu einen geeigneten Zugang. Wird die Abhéngigkeit vom
Materialkoeffizienten x; betrachtet, so liefert

odr:
Adgs % Ax; Ax;
T > i ;cxi - (4.10)

1

mit der Grole ¢, eine dimensionslose Kennzahl, die als Ma8 fiir die Sensitivitat
angesehen werden kann. Die Sensitivitéat

odgy

| T, X

T g

(4.11)

verkniipft somit die relativen Abweichungen der Materialparameter mit der relativen
Abweichung des gemessenen Piezokoeffizienten. Sie kann auch negativ sein. Fiir eine
vollkommen spezifische Messung des dgs sollte die Sensitivitit des longitudinalen
Piezokoeffizienten 1 und die der anderen Materialkoeffizienten 0 sein. Um die Sensiti-
vitdt aus dem FEM-Modell zu ermitteln, ist eine Schéitzung der partiellen Ableitung
in (4.11) notwendig, welche durch die wohlbekannte Approximation zweiter Ordnung

0d3s - dgs(xi + Ax;) — dgs(x; — Ax;)
axi 2Axi

(4.12)

vorgenommen wurde, wobei dg5 (x; + Ax;) durch jeweils eine FEM-Rechnung mit vari-
iertem Materialparameter x; ermittelt wird.
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4.4 Ergebnisse

4.4.1 Longitudinaler Piezokoeffizient und Feldstirke im
Faserzentrum

In Abb. 4.6 wird ein erster Uberblick iiber die Abweichungen des gemessenen longi-
tudinalen Piezokoeffizienten vom Faserwert und der Feldstirkekomponente Eg im
Zentrum der Faser von der nominellen Feldstiarke gegeben. Dazu sind diese Gréf3en
in Abhingigkeit vom Elektrodenabstandsverhéltnis fiir verschiedene Elektrodenan-
teile aufgetragen. Hierfiir wurde eine Faser mit dem Elektrodenabstand 1 mm und
der Liange 3 mm modelliert, was den typischen Abmessungen im Experiment ent-
spricht. AuBlerdem wurden reine Ringelektroden angenommen (Abb. 4.5a auf Seite 37).
Diese Bedingungen werden im folgenden als Referenz angesehen, relativ zu denen
Anderungen vorgenommen werden, um deren Auswirkungen zu identifizieren.

Zunéchst ist zu erkennen, daBl die gemessenen Piezokoeffizienten dg; nur fiir Elek-
trodenabstandsverhéltnissen < 2.0 deutlich von denen der Faser abweichen. Das gilt
auch fiir Elektrodenanteile von 25 %. Diinne Fasern sind bei sonst gleichen Bedingun-
gen offenbar giinstiger fiir die genaue Messung des longitudinalen Piezokoeffizienten.
Diese Aussage bleibt auch giiltig, wenn die Fasern nicht mehr vollsténdig elektrodiert
sind. Offenbar sind die gemessenen Piezokoeffizienten grundsitzlich kleiner als die
der Faser. Das erscheint plausibel, da die tatsachliche zur piezoelektrischen Deh-
nung beitragende Feldstirkekomponente darin kleiner als die nominelle sein sollte.
Diese Vermutung wurde durch die Rechnungen anhand der Feldstiarkekomponente
im Zentrum der Faser bestitigt. Diese ist grundsitzlich kleiner als die nominelle
Feldstirke E7.

Auf den ersten Blick unerwartet — da das Materialgesetz diese Groflen linear
verkniipft — ist der Befund, dafl die Abweichung der Feldstarken grundsétzlich groB3er
ist als die des longitudinalen Piezokoeffizienten. Dem wird in der Diskussion in
Kap. 4.4.5 nachgegangen.
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Abb. 4.6: Relative Abweichungen des gemessenen Piezokoeffizienten und der inneren Feldstirke in
Abhingigkeit vom Elektrodenabstandsverhéltnis a = a/d. Dabei wird d3m3 mit dem Faserwert dgg und

El3 mit Eg verglichen. (Feste Geometrieparameter der Faser: ¢ = 1lmm und A =3 mm.)
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Die Verringerung des Elektrodenanteils vergroflert die Abweichung des gemessenen
Piezokoeffizienten von dem Faserwert. Allerdings ist selbst fiir Elektrodenanteile
von lediglich 25 % die Abweichung nur fiir dicke Fasern (a < 2) signifikant. Hingegen
wird die Feldstarke im Inneren der Faser von den Elektrodenanteilen nur wenig
beeinflu3t. Unterhalb der Elektroden klingt die Feldstarke zunehmend ab, da sie
Aquipotentialflichen darstellen. In hinreichender Entfernung vom Spalt zwischen den
Elektroden kann die Elektrodenfliche also keine Auswirkung auf die Feldverteilung
mehr haben.

In Abb. 4.7 sind die Auswirkungen der drei in Kap. 4.3.2 diskutierten Randbedingun-
gen fiir die Deckflache exemplarisch fiir eine 3 mm lange Faser dargestellt. Offenbar
treten Unterschiede nur fiir kleine Elektrodenabstandsverhéltnisse a auf. Der Randbe-
dingung einer lose aufgeklebten Elektrodenplatte entspricht die am Faserrand (x =r)
ermittelte Verriickung ug. Der in diesem Fall gemessenen Piezokoeffizient weicht
nur fiir kleine @ merklich von dem tiber die Kopplung der Freiheitsgrade ermittelten
Wert ab, welcher der fest aufgeklebten Elektrodenplatte entspricht. Augenscheinlich
weichen die flichengemittelten Werte des d5; davon fiir alle untersuchten a nur wenig
ab, was in Abb. 4.8 auf Seite 42 fiir die Verrickungen u3 deutlich belegt wird.

Fir die experimentell realisierten Fille mit @ > 1 sind die untersuchten drei Rand-
bedingungen fiir die Elektrodenplatte im Ergebnis der d;-Messung dquivalent. Da
die lose aufgelegte und die starr geklebte Elektrodenplatte als Grenzfille der Kle-
beverbindung aufgefafit werden konnen, wird das Experiment von ihr vermutlich
nicht beeinflult, wobei eine ideale Zentrierung der Kondensatorplatten vorausgesetzt
wird. Kippeffekte, die auf die Kapazitiit der Abstandsdetektion wirken, werden aus-
driicklich nicht im Modell untersucht. Zudem kann der Grenzfall der starr geklebten
Elektrodenplatte als Mittelung der Verrickung ugs iiber die Faserfliche angesehen
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Abb. 4.7: Gegenuiberstellung der fur verschiedene Bedingungen ermittelten relativen Abweichungen
des gemessenen Piezokoeffizienten dé’g in Abhéngigkeit vom Elektrodenabstandsverhéltnis a = a/d.
(Feste Geometrieparameter der Faser: a = 1mm, A =3 mm, = 100%.) Der Unterschied liegt dabei
in den mechanischen Randbedingungen der Deckfliche. Die Verriickungen ug wurden fiir die freie
Deckfldche innen oder auBen ermittelt. AuBerdem wurden die resultierende Verriickung fiir gekoppelte
Freiheitsgrade ug der Deckfliche sowie der flichengewichtete Mittelwert von ug fiir eine freie
Deckfliache berechnet.
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Abb. 4.8: Vergleich zweier Arten, die Verriickung ug der Deckfldche zu ermitteln. Dargestellt ist die Ab-
weichung des nach (4.3) flichengewichteten Mittelwertes von dem aus Kopplung der u3-Freiheitsgrade
ermittelten Wert in Abhingigkeit vom Elektrodenabstandsverhéltnis. Fir a > 0,5 stimmen beide

Arten, die Verriickung ug zu ermitteln, sehr gut iiberein. (Feste Geometrieparameter der Faser:
a=1mm und 2 =3 mm.)

werden. Fir a = 0,2 ist die Abweichung schon kleiner als 2 %. Das rechtfertigt die
durchgehende Behandlung mit der gekoppelten Randbedingung.

Es wurde bereits in Kap. 4.3.2 darauf hingewiesen, dafl im Falle der mechani-
schen Randbedingung der fest aufklebten Elektrodenplatte lediglich der longitudinale
ug-Freiheitsgrad der Deckflache gekoppelt wurde. Bei einer vollkommen starren Ver-
bindung miifte aber auch der radiale Freiheitsgrad gekoppelt und mithin die radiale
Verriickung komplett unterdriickt werden. Wird fiir ein sehr kleines Elektrodenab-
standsverhéltnis von a = 0,1 (A =3mm, a = 1mm, = 100%) eine solche Rechnung
durchgefiihrt, so unterscheiden sich die so gewonnenen dgj lediglich um unter 0,2 %.

Fiir hohere a wird dieser Unterschied noch geringer. Dies rechtfertigt die Behandlung
der geklebten Elektrodenplatte in der durchgefiihrten Weise.
In Abb. 4.6 auf Seite 40 fillt auf, daf3 in einer ausgeprigt scheibenformigen Fa-
ser (¢ = 0,1) eine negative Feldstirke Eg im Faserzentrum auftritt. Diese ist eine
Folge der gekoppelten us-Freiheitsgrade der Faseroberseite, wie der Vergleich mit
freier Oberfliache in Abb. 4.9 lehrt. Die auftretende negative longitudinale Feldstarke-
komponente kann auf den mechanischen Spannungszustand zuriickgefiihrt werden.
Uber den direkten Piezoeffekt sorgt dieser fiir die Ausbildung von Ladungen an den
Deckflachen, die ein elektrisches Feld entgegengesetzt zu dem nominell anliegenden
verursachen. Die Feldstarke ist somit auf recht komplexe Weise abhéngig vom Elektro-
denabstandsverhiltnis a. Hierzu tréigt auch die von den Abmessungen der Faser und
Ringelektroden bestimmte inhomogene Ausbildung des elektrostatischen Feldes bei.
Auf Pfaden entlang der Deckflidche 148t sich verfolgen, daf3 dort die longitudinale
Feldstiarkekomponente E3 zum Beispiel fiir @ = 0,2 entlang der gesamten Deckfla-
che negativ ist, wahrend fiir a = 0,5 im Faserinneren positive, nach aullen hin aber
negative Feldstarken Eg iiberwiegen. In diesen Fillen ist die Geometrie jedoch schei-
benférmig. Fiir experimentell relevante faserférmige Geometrien mit a > 1 wird fir
wachsende Elektrodenabstandsverhiltnisse die Feldstidrke auf der Oberflache aber
immer kleiner, weil sowohl die Normalspannungen kleiner werden als auch die durch
die Ringelektroden eingebrachte Feldstirke zu den Faserenden hin verschwindet.
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4.4.2 EinfluBl anderer Materialparameter auf die Messung

Mit der in (4.11) eingefiihrten Sensitivitdt wurde fiir einige Fasergeometrien der Frage
nachgegangen, wie spezifisch die Messung des dg; den Faserwert d33 ermittelt. Weil
sich bereits erwiesen hat, daf3 eine vollstandige Elektrodierung 8 = 100 % die kleinsten
Abweichungen von d33 verursacht, wurde nur dieser Fall untersucht. Die Ergebnisse
sind in Tab. 4.1 auf Seite 44 zusammengefalit. Selbstverstdndlich hingen die Sensitivi-
taten von der Art der variierten Materialparameter ab. Um diese zu zeigen, wurden in
der Tabelle ein vollstiandiger Parametersatz mit elastischen Nachgiebigkeiten s? und
eine Auswahl fur die mechanischen Steifigkeiten beriicksichtigt (wobei auch hierbei
die Piezokoeffizienten d,,; Verwendung fanden).

Ein wichtiger Trend wird deutlich: je hoher die Elektrodenabstandsverhiltnisse wer-
den, um so spezifischer bestimmt der Faser-d3s den gemessenen Piezokoeffizienten.
Es muf3 betont werden, daf3 die in der Tabelle aufgefithrten Elektrodenabstands-
verhéltnisse ungew6hnlich niedrig sind, um die Trends klarer herauszuarbeiten.
Experimentell realisierte Fille sind fiir a > 1 gegeben. Fiir den Grenzfall a =1 wird
fiir die typischen Abmessungen 3 mm langer Fasern mit Elektrodenabstand a = 1mm
die Sensitivitét fiir den Piezokoeffizienten ¢4,, von 0,991 ermittelt. Bezogen auf die
Summe aller Sensitivitdten ist das ein Anteil von 99,4 %. Schon fiir diesen Grenzfall
zeigt sich also, dall die Messung sehr spezifisch ist, also praktisch nur noch vom
Piezokoeffizienten d3s der Fasern abhéingt. Dem Trend folgend kann das erst recht
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Tab. 4.1: Sensitivitéiten ¢ geméf (4.11) sowie auf die Summe bezogene Sensitivitdten ¢, fiir verschiedene
Abmessungen der Faser. (Alle Rechnungen fiir ¢ = 1 mm und B =100 %.) Die Materialparameter sind
nach den grofiten Betrigen der Sensitivitiat der ersten Faserabmessungen sortiert. Fiir die anderen
beiden Abmessungen weicht diese Reihenfolge ab.

fir die Abmessungen der Faser

a=0,2, h=3mm a=0,2, h=6mm

a=0,5 h=3mm

Parameter x; Cx; ¢r(%) Cx; ¢ (%) Cx; ¢ (%)
ds3 0,414 66,6 0,814 89,4 0,878 93,0
dis 0,197 31,6 0,101 11,1 0,0689 7,30
e 0,144 23,1 0,0796 8,736 0,0553 5,855
sE -0,106 -17,1 -0,0594  -6,52 -0,0410  -4,34
ds1 -0,0938 -15,1 -0,0494  -5,42 -0,0341  -3,61
S -0,0912 -14,7 -0,0570  —6,26 -0,0399  -4,22
sk 0,0795 12,8 0,0356 3,90 0,0241 2,56
sk, 0,0522 8,40 0,0302 3,13 0,0209 2,21
sk 0,0408 6,56 0,0246 2,70 0,0173 1,83
sk, -0,0136  -2,18 -0,0084  —0,93 -0,0059  —0,62
Summe: 0,622 100 0,911 100 0,944 100
dss 0,414 80,1 0,814 94,1 0,878 96,2
iy 0,341 66,0 0,180 20,8 0,124 13,6
ks -0,276  -53,4 -0,141  -16,3 -0,0965 -10,6
dis 0,197 38,0 0,101 11,7 0,0689 7,55
ey 0,144 27,8 0,0796 9,2 0,0553 6,05
... ...) ...) ...) ...) ...) ...)
Summe: 0,517 100 0,866 100 0,913 100

fiir diinnere Fasern erwartet werden. Eine Erhohung der Faserldnge fiihrt ebenfalls
dazu, daf3 die Messung des longitudinalen Piezokoeffizienten spezifischer ist.

Die Sensitivitdten deuten darauf hin, daB fiir hinreichend diinne Fasern der Einfluf3
der Materialparameter auf den gemessenen longitudinalen Piezokoeffizienten — mit
Ausnahme des Faser-dss — sehr gering ist. Dadurch sollten die gewonnenen Ergebnisse
fiir giinstige Geometrien und die Abweichungen auch auf andere Piezokeramiken
ubertragbar sein. Um diese Vermutung zu uberpriifen, wurden die Abweichungen
des gemessenen Piezokoeffizienten fiir typische Bariumtitanatkeramik berechnet und
dem bisher betrachteten PZT-Datensatz in Abb. 4.10 auf Seite 43 gegeniibergestellt.

Die Vermutung konnte damit bestéatigt werden. Fiir sehr kleine a treten zwar
nennenswerte Unterschiede in der prozentualen Abweichung auf, aber schon ab
Elektrodenverhiltnissen von a = 1 ist die Abweichung bei beiden Materialien ver-
nachlissigbar. Deswegen sollen die folgenden Untersuchungen auf die Einfliisse der
Abmessungen und Elektrodenparameter konzentriert werden, wobei durchweg der
PZT-Datensatz Verwendung findet.

Bezieht man sich in der nach (4.11) definierten Sensitivitét statt auf dss auf dgj,
entsprechend

(4.13)
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so ergibt cxi/c;i immer einen konstanten Faktor. Die Summe der so definierten modifi-
zierten Sensitivitdten ist fiir alle untersuchten Geometrien

Y 6 =1. (4.14)
i

Dies ist dann der Fall, wenn
a5 = fdg (h,d,B,a)d33 + fq,, (h,d,B,a)d31 +... +fsf4(h,d,ﬂ,a)sf4 , (4.15)

wobei fy, beliebige (auch nichtlineare) Funktionen der Geometrieparameter sind.
Mit anderen Worten: der gemessen Piezokoeffizient hingt linear von den benutzten
Materialparametern ab. Das ist nicht selbstverstéandlich. Werden zum Beispiel anstelle
der elastischen Nachgiebigkeiten sf;. die Steifigkeiten c‘;’:j verwendet, so gilt (4.14)
nicht.

4.4.3 Einflul der Abmessungen auf die Messung

Nachdem bisher verschiedene Trends herausgearbeitet wurden, soll nun der Einfluf3
der Faserabmessungen auf die Abweichung des gemessenen longitudinalen Piezo-
koeffizienten in einem groBeren fiir die Experimente zugénglichen Parameterbereich
betrachtet werden. In Abb. 4.11 sind hierzu Kurven gleicher relativer Abweichung in
Abhingigkeit von Faserdurchmesser und -hohe fiir verschiedene Elektrodenabstiande
aufgetragen worden.

Offenbar ist der gemessene Piezokoeffizient stets kleiner als der Faserwert, aller-
dings wird fiir hinreichend diinne und lange Fasern die Abweichung sehr klein. Vom
Standpunkt des Experimentes aus ist ermutigend, daf3 fiir die dort verwendeten
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Abb. 4.11: Prozentuale Abweichung des gemessenen Piezokoeffizienten dgg in Abhéngigkeit von der
Fasergeometrie. Linien gleicher Abweichung sind in Abhéngigkeit vom Faserdurchmesser und der
Faserlange fiir verschiedene Elektrodenabstinde dargestellt. Das schraffierte Gebiet deutet den Trend
an, dem alle Fasern folgen. (Alle Rechnungen fiir 8 =100%.)
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Fasern von typischerweise 3 mm Lange und dem Elektrodenabstand 1 mm die Abwei-
chungen im Durchmesserbereich von 200 um bis etwa 1,2 mm betragsméafig kleiner
als 1% sind. Sollten die getroffenen Voraussetzungen das Problem gut genug wider-
spiegeln, konnte dieser Einflul} gegeniiber der MefBunsicherheit der Apparatur und
den Fertigungsschwankungen der Fasern vernachlassigt werden. Offenbar 146t sich
der Bereich geeigneter Fasergeometrien vergroflern, wenn die Elektrodenabsténde
kleiner gewahlt werden. Die Ursache dafiir darf in der Verteilung der elektrischen
Feldstiarke vermutet werden und wird nédher in Kap. 4.4.4 diskutiert.

In der gewahlten Darstellung sind die Kurven des gleichen Faseraspektverhilt-
nisses h/d Geraden. Die ermittelten Kurven gleicher Abweichungen sind lediglich
leicht gebogenen Kurven. Das 146t auf einen deutlichen Einflul des Faseraspekt-
verhiltnisses auf die Abweichung des gemessenen Piezokoeffizienten schlieen. Das
Aspektverhiltnis der Fasern sollte vorwiegend die Auspragung des mechanischen
Spannungsfeldes beeinflussen. Neben den Befunden der Sensitivitét ist das ein weite-
rer Grund, dieses genauer zu analysieren, wie es in Kap. 4.4.5 geschieht.

Ein Vergleich ist aufschlufireich, in welchem die Abweichungen der Feldstirke
im Zentrum Eg von der nominellen Feldstdrke Ef in einem analogen Diagramm
dargestellt werden. In Abb. 4.12 geschieht das beispielhaft fiir dieselbe Geometrie der
Fasern wie soeben (Abb. 4.11) und einen Elektrodenabstand von a = 1mm.

Deutlich zeigt sich, dall die Feldstarke im Zentrum fiir den untersuchten Para-
meterbereich praktisch ausschliefllich vom Faserdurchmesser abhéingt, solange die
Faserlange grofler als etwa 3 mm ist. Nur fiir kiirzere Fasern gibt es hiervon Ab-
weichungen, wenn sie deutlich dicker als 1mm sind. Es bleibt festzuhalten, daf3
das Faseraspektverhiltnis auf die Feldstirke im Zentrum der Faser offenbar kei-
nen Einflul hat. Vielmehr ist es so, daf3 die Feldverteilung offenbar vorwiegend vom
Faserdurchmesser bestimmt wird.

Um in einer Ubersicht die Abhiingigkeit von allen geometrischen Parametern zu
geben, wurden die Kurven mit —5 % Abweichung des d3j in ein h-d-Diagramm einge-
tragen (siehe Abb. 4.13). Es wurden dabei jeweils Kurvenscharen mit verschiedenen
Elektrodenanteilen und auch Elektrodenabstinden eingetragen.

Die gewonnene Ubersicht bestitigt die schon an einzelnen Beispielen gewonnenen
Trends fiir einen groferen Parameterbereich. Diinnere und lidngere Fasern fithren
zu kleineren Abweichungen, wobei sich kleine Elektrodenabstidnde und vollstandige
Elektrodierung positiv auf die Genauigkeit auswirken. In gewissem Umfang kénnen
ungiinstige Parameter durch geignete Wahl der anderen ausgeglichen werden. Bei-
spielsweise konnen auch bei dicken Fasern gute Ergebnisse erzielt werden, wenn sie
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Abb. 4.13: Kurven gleicher prozentualer Abweichung von —5 % zwischen dem gemessenen Piezokoef-
fizienten d?’)”3 und dem Faserwert in Abhéingigkeit von Faserdurchmesser und -liange. Dargestellt sind
die Kurven fiir verschiedene Elektrodenabstinde a und verschiedene Elektrodenanteile f. Durch die
Elektrodenabsténde ist die Gesamtfaserliange nach unten begrenzt.

lang genug gewihlt werden. Bei kurzen relativ dicken Fasern kann ein hinreichend
kleiner Elektrodenabstand eine ausreichend genaue Messung gewihrleisten. Eine
vollstandige Elektrodierung ist aber ratsam. Bei kleineren Elektrodenanteilen verlau-
fen die Linien gleicher Abweichung steiler, das heif3t ein zu grofler Durchmesser ist
mit grofleren Faserldngen zu kompensieren.
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Abb. 4.14: Prozentuale Abweichung des gemessenen Piezokoeffizienten dg’g in Abhé#ngigkeit von der
Fasergeometrie fiir eine Einzelfaser mit Ringelektrode und einer Deckelektrode. Linien gleicher
Abweichung sind in Abhingigkeit vom Faserdurchmesser und der Faserldnge fiir verschiedene
Elektrodenabstéinde dargestellt. Das schraffierte Gebiet deutet den Trend an, dem alle Fasern folgen.
(Alle Rechnungen fiir § =100%).
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In Kap. 4.4.1 wurde deutlich, dafl unabhéngig von a Deckelektroden auf der Ober-
und Unterseite der Faser zu einer verschwindenden systematische Abweichung des
gemessenen longitudinalen Piezokoeffizienten vom tatséchlichen fithren. Aus diesem
Grund geniigt es, einen parametrischen Uberblick dieser systematischen Abweichung
lediglich fiur Einzelfasern mit Ringelektroden und einer Deckelektrode zu berechnen.
In Abb. 4.14 sind die Ergebnisse dargestellt, welche dem parametrischen Zusammen-
hang der Fasern mit Ringelektroden (vgl. Abb. 4.11 auf Seite 45) grundsétzlich dhneln:
fiir lange diinne Fasern ist die Abweichung kleiner als fiir dicke und kurze Fasern. Ein
kleinerer Elektrodenabstand a ermoglicht eine genauere Messung des longitudinalen
Piezokoeffizienten. Im Vergleich wird deutlich, daf3 der Parameterbereich fiir eine
genaue Messung fiir Einzelfasern mit einer Deckelektrode grofer ist. Das dullert
sich darin, daf} sich die Konturlinien zu héheren Durchmessern und niedrigeren
Faserlidngen verschoben haben, wobei ihr mittlerer Anstieg etwas kleiner geworden
ist.

4.4.4 Verteilung der elektrischen Feldstirke
4.4.4.1 Uberblick

Fiir einen ersten Uberblick iiber den Einflul der Elektrodenkonfiguration auf die
Feldstédrkeverteilung wird in Abb. 4.15 die Abweichung der longitudinalen Feldstarke-
komponente E é im Faserzentrum von der nominellen Feldstéirke E5 herangezogen.
Fur hohe a — bei festen anderen Geometrien also fiir diinne Fasern — hat die Gestal-
tung der Elektroden keinen Einflufl auf die Feldstiarkekomponente im Faserzentrum.
E ‘3 ist in jedem Fall geringer als die nominelle Feldstéirke E?, wobei die Abweichung
mit steigendem a geringer wird.
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Z 2904 v O Ringelektrode mit einer Deckelektrode || Seite 37) sowie diese mit zusitz-
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tet. Feste Geometrieparameter:

Elektrodenabstandsverhdltnis a a=1mm, h=3mm, B=100%.

Fasern mit zwei Deckelektroden weisen ein deutliches Grenzwertverhalten fur
kleine Elektrodenabstandsverhiltnisse @ — 0 auf. Durch die beiden Deckelektroden
wird in diese ausgeprigt scheibenformigen Fasern die Feldstidrke im Faserzentrum
nicht wesentlich von den Ringelektroden beeinflult und im Grenzfall tiberhaupt
nicht. Zur Berechnung dieser longitudinalen Feldstéirke ist die anliegende Spannung
demnach — anders als fiir die Definition der nominellen Feldstidrke Ej — auf die
Gesamtfaserlinge h zu beziehen, so daf} die longitudinale Feldstirkekomponente mit
E%a/h angegeben werden kann. Fiir die Faserabmessungen in Abb. 4.15 gelangt man
so zu einer longitudinalen Feldstérkekomponente von E%/3, d. h. die Abweichung von
E7 betrigt —66,67%. Fir a = 0,1 liefert die Modellierung den Wert —66,64 %, der nur
wenig grofler als der zu erwartende Grenzwert fiir a — 0 ist. Fiir die Kontaktierung
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Abb. 4.16: Verteilung der elektrischen Feldstérke bei unterschiedlichen Elektrodenabstandsverhéltnis-
sen a und Elektrodenkonfigurationen, die am Rand angedeutet sind. Der Betrag der elektrischen
Feldstéarke bezogen auf die Feldstarke E g ist farblich codiert dargestellt und die Richtung der Feld-
starke durch gleichlange Pfeile markiert.

nur mit Ringelektroden oder mit zusétzlich einer Deckelektrode tritt das beschriebene
Grenzwertverhalten nicht auf, da hierbei die Feldverteilung auch fiir kleine a starker
von den Ringelektroden bestimmt wird.

Um die gesamten elektrischen Feldstarkeverteilungen fiir die verschiedenen be-
trachteten Elektrodenkonfigurationen zu illustrieren, sind diese in Abb. 4.16 dar-
gestellt. Weil die Fasern in jedem Fall mit Ringelektroden versehen sind, ist das
resultierende elektrische Feld inhomogen. Fiir Fasern mit gro3erem Elektrodenab-
standsverhaltnis a (Abb. 4.16 rechts) sind hingegen kaum Unterschiede bei der Grof3e
des elektrischen Feldes festzustellen. Offenkundig sind dort die Ringelektroden lang
genug, daf} sich in Nédhe der Deckelektroden schon ein Bereich sehr geringer Feld-
starke ausgebildet hat. Dadurch kénnen die zusitzlichen Aquipotentialflichen der
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Deckelektroden die Auspriagung des elektrischen Feldes kaum mehr beeinflussen.
Nur noch anhand der Richtung des elektrischen Feldes 148t sich ein Einfluf3 der
Elektrodengestaltung feststellen.

Bei Fasern mit kleinem Elektrodenabstandsverhiltnis a (Abb. 4.16 links) ist die
Feldverteilung augenscheinlich deutlich von der Art der Elektrodierung abhéngig. Zur
Faserachse (x = 0) hin wird die Feldstarke kleiner. Ohne Deckelektroden gibt es zudem
einen Bereich sehr kleiner Feldstiarken unterhalb der Ringelektroden. Durch eine
zuséatzliche Deckelektrode wird die Feldstidrke im Bereich darunter deutlich gréfler
und bei Deckelektroden auf der Ober- und Unterseite ist die Feldstiarke entlang der
Faserachse weitgehend homogen, von deutlicher Gréfe sowie longitudinal ausgerichtet.
Auch unterhalb der Ringelektroden tritt eine nennenswerte elektrische Feldstirke auf,
wobei dieser Einflul} bei den dickeren Fasern (a = 0,2) deutlich stiarker ausgepréigt ist.

Auch unter der starken Annahme ideal longitudinal polarisierter Fasern hat das
wichtige Konsequenzen fiir die resultierende mechanische Verriickung u3. Aus (4.8) ist
ersichtlich, daf bei den untersuchten Piezokeramiken nur die Feldstiarkekomponente
in longitudinaler Richtung E3 zur longitudinalen Dehnung beitrdgt und damit zum
gemessenen Piezokoeffizienten d3;. Deswegen steht diese Feldstidrkekomponente im
Zentrum des Interesses.

Fiir deren Grofe ist auch die Orientierung der elektrischen Feldstéirke bedeutsam,
weswegen diese ergénzend zu Abb. 4.16 fiir Fasern mit Ringelektroden in Abb. 4.17
quantifiziert als Konturplot dargestellt wird. Im Vergleich mit der dickeren Faser
(a = 1) weist die diinnere (a = 0,2) eine deutlich ausgeprigtere Orientierung in Lings-
richtung auf. Im Bereich zwischen den Elektroden ist sie weitgehend in Langsrichtung
ausgerichtet. Im Bereich unterhalb der Elektroden nimmt die Abweichung von der
Langsrichtung radial nach auBen hin zu. Auf der Aquipotentialfliche der Ringelek-
troden steht die Feldstiarke senkrecht. Im Gegensatz dazu ist die Orientierung in
Liangsrichtung bei der dickeren Faser deutlich schwicher ausgepriagt und die Abnah-
me der longitudinalen Orientierung geschieht eher in longitudinaler als in radialer
Richtung. Auch im Bereich zwischen den Elektroden ist sie in einem deutlich kleineren
Gebiet, als dem durch den Elektrodenabstand a gegebenen, longitudinal ausgerichtet.

Betrag
Winkel

Iongil‘udinale Koordinate z (mm)

longitudinale Koordinate z (mm)

545 .
-2,5-20-1,5-10-0500 05 10 1,5 2,0 2,5 05 -04 -03-02-01 00 01 02 03 04 05
radiale Koordinate x (mm) radiale Koordinate x (mm)
(a) a=0,2 Mb)a=1

Abb. 4.17: Orientierung der elektrischen Feldstirke in einer 4 = 3mm langen Faser fiir unterschiedliche
Elektrodenabstandsverhiltnisse a (Feste Geometrieparameter: ¢ = 1mm, 8 = 100%). Angegeben sind
die Betrage der Winkel gegeniiber der z-Achse, die in Uhrzeigerrichtung (O) gezahlt werden. Die

Vorzeichen entsprechen dem Schema +}_ Die Ringelektroden sind angedeutet. Die Aspektverhéltnisse

der Abbildungen weichen von denen der Fasern ab.
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Zusammenfassend aus den Betrachtungen zu Betrag und Orientierung kann aus-
gesagt werden, daf} die elektrische Feldstirke in den diinneren Fasern homogener
verteilt ist.

Eine Verlangerung der Faser kann sich nur dann auf die Feldstéirkeverteilung
auswirken, wenn in den kurzen Fasern unterhalb der Ringelektroden noch eine
nennenswerte Feldstidrke auftritt. Anhand einer A~ = 6mm langen Faser — und damit
doppelt so lang wie die bisher betrachteten — wird diese Vermutung in Abb. 4.18
tiberpriift. In der Tat ist der Betrag der elektrischen Feldstérke in der diinneren Faser
(a =1, siehe Abb. 4.18a) sehr dhnlich der fiir die 3 mm langen Faser berechneten. Die
Orientierung der Feldstiarke (Abb. 4.18b) ist hingegen ausgepréagter radial gestaffelt
als in der kiirzeren Faser gleichen Durchmessers.

Als deutlich grioBler stellen sich die Unterschiede zwischen den ldngeren und kiir-
zeren Fasern jedoch bei sehr grolem Durchmesser dar (entsprechend a = 0,2). Der
Betrag der Feldstiarke der liangeren Faser — siehe Abb. 4.18¢c — nimmt nicht mehr
nur in radialer Richtung zum Faserzentrum hin zu. Vielmehr ist im Faserinneren
ein deutlicherer Gradient in Lingsrichtung festzustellen als bei der kiirzeren Faser.
Die dabei im Faserinneren erreichte Feldstirke ist aullerdem grofler als dort. Die
Elektrode ist nun lang genug, damit zu den Deckflichen hin die Feldstidrke abklingen
kann. Weiterhin ist die Lidngsausrichtung bei den lidngeren Fasern (Abb. 4.18d) nicht
mehr so longitudinal geprigt. Stattdessen ist die radiale Staffelung bedeutsamer
geworden, auch wenn sie deutlich schwicher ausgepréigt ist als in der diinneren Faser.
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Abb. 4.18: Betrag und Orientierung der elektrischen Feldstidrke fiir 6 mm lange Fasern mit unter-
schiedlichen Elektrodenabstandsverhiltnissen a (Geometrieparameter: ¢ = 1lmm, = 100%). Die
Ringelektroden sind angedeutet; die Aspektverhiltnisse der Abbildungen sind nicht maBstablich.
Die Feldstirkebetriage beziehen sich auf Eg Die Orientierung ist entsprechend Abb. 4.17 dargestellt
worden .
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Die Feldverteilung in der langen dicken Faser 148t vermuten, daB sich die Gréf3e der
Feldstarke im Faserzentrum nicht mehr wesentlich durch eine weitere Verlangerung
der Faser erhohen 148t, da das Feld schon in der vorliegenden Konfiguration unterhalb
der Ringelektroden weitgehend abgeklungen ist. Diese Situation ist vergleichbar mit
derjenigen der diinneren Faser (a = 1), bei der die Verldngerung ebenfalls nur zu einer
marginalen Anderung gefiihrt hat.

Die Voraussetzung der idealen longitudinalen Polung fiihrt dazu, daf3 das linea-
re Materialgesetz (4.8) in der gesamten Faser in dieser Form gilt. Demnach ist die
Feldstarkekomponente E3 wesentlich fiir die Verriickung u3 und damit den gemesse-
nen Piezokoeffizienten. Deswegen wird im folgenden die Feldstidrkekomponente Eg
quantitativ iiber einen grofBeren Parameterbereich analysiert.

4.4.4.2 Analyse der Feldstarke zwischen den Ringelektroden

Die Feldstiarkekomponente E3 wird sowohl vom Betrag als auch der Orientierung der
elektrischen Feldstidrke bestimmt. Wie die priasentierten Ergebnisse zeigten, treten
die grofiten Abweichungen von der longitudinalen Orientierung im Bereich unter
den Ringelektroden auf, wo allerdings der Betrag der elektrischen Feldstarke fiir
hinreichend diinne und lange Fasern nur noch gering ist. Dariiberhinaus wird geméif
der experimentell motivierten Definition (4.9) die nominelle Feldstiarke iiber den
Elektrodenabstand a definiert. Deswegen wird zur quantitativen Auswertung der
Feldstiarkekomponente E3 der Bereich zwischen den Ringelektroden herangezogen,
der in Abb. 4.3c auf Seite 34 hervorgehoben ist.

Um die Trends zu verdeutlichen, wurde zunichst eine voll elektrodierte aber nur
3 mm lange Faser mit einem Elektrodenabstand von 1 mm betrachtet. In Abb. 4.19a
werden fiir eine nur mit Ringelektroden versehene Faser die Feldstarkekomponente E3
und deren Standardabweichung dargestellt. Der aus der qualitativen Diskussion zu
vermutende Trend kann bestéatigt werden: fiir dunnere Fasern (héhere «a) steigt der
Mittelwert der Feldstirkekomponente E3 zwischen den Elektroden an. Allerdings ist
auch fiir diinne Fasern von 250 uym Durchmesser (das entspricht a = 4) eine deutliche
Abweichung von der nominellen Feldstarke festzustellen. Mit abnehmender Dicke der
Fasern wird auch die Standardabweichung kleiner. Das ist ein deutlicher Beleg dafiir,
daf die Feldstiarkeverteilung homogener wird, je diinner die Fasern sind. Ein homo-
genes elektrisches Feld kann also bei geeigneter Geometrie auch mit Ringelektroden
erzielt werden.

Tab. 4.2: Mittelwert und Standardabweichung der elektrischen Feldstiarkekomponente Eg zwischen den
Ringelektroden fiir eine 3 mm und eine 6 mm lange Faser. Werte fiir unterschiedliche Elektrodenan-
teile f und Elektrodenabstandsverhéltnisse a wurden zusammengestellt. (¢ = 1mm, Ringelektroden
vgl. Abb. 4.5a auf Seite 37)

fiir Elektrodenabstandsverhéltnisse

100 % 50 % 25 % 12.5%

Faserlidnge « E3/E{; und Standardabweichung zwischen den Elektroden

0,5 0,658 + 0,160 0,649 + 0,166 0,618 + 0,182 0,571 + 0,201
h=3mm 1 0,795 + 0,133 0,794 + 0,133 0,786 + 0,139 0,763 + 0,155

4 0,946 + 0,081 0,946 + 0,081 0,946 + 0,081 0,936 + 0,081

0,5 0,631 + 0,177 — 0,661 + 0,160
h=6mm 1 0,791 + 0,139 — 0,796 + 0,136

4 0,948 + 0,084 — 0,948 + 0,084
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Der Frage, in welchem Umfang der Elektrodenanteil dieses Ergebnis beeinflufit, ist
Tab. 4.2 gewidmet. Offensichtlich hat der Elektrodenanteil nur bei dicken Fasern einen
EinfluBl auf die Feldstarkeverteilung. Kleinere g fithren zu kleineren mittleren Feld-
stdrken E3 und zu einer erhohten Standardabweichung. Allerdings wird dieser Einfluf3
fiir hinreichend diinne Fasern sehr klein und auch fiir lange Fasern verschwindet er.
Auch der Einflul der Faserldnge auf die Feldstarkeverteilung zwischen den Elektro-
den scheint bei vollstindig elektrodierten Fasern recht klein zu sein. Die Unterschiede
liegen fiir die diinnen Fasern (ab a = 1) im Bereich der numerischen Unsicherheit der
Ergebnisse. Die Auspriagung des elektrischen Feldes zwischen den Elektroden kann
fir diinne Fasern kaum mehr iiber die Abmessungen der Ringelektrode beeinfluf3t
werden.

Die Ubersicht in Abb. 4.16 auf Seite 49 zeigte bereits, daB die Feldstiarke zwischen
den Ringelektroden vorrangig fiir kleine Elektrodenabstandsverhiltnisse a von der
Elektrodenkonfiguration abhéingt. Fiir die Feldstdrkekomponente E3 bestatigt sich
diese Aussage auch quantitativ wie Abb. 4.19b belegt. In der Tat zeigen sich sol-
che Unterschiede fiir Elektrodenabstandsverhéltnisse a < 0,6, welche geometrisch
dem Sonderfall einer Scheibe zuzuordnen sind. In Abb. 4.16 wird augenfillig, daf3
in scheibenférmigen Fasern die Feldstérke fiir Konfigurationen mit zwei Deckelek-
troden homogener verteilt ist als in solchen mit nur einer oder gar nur noch mit
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Ringelektroden. Auch ist dann eine bessere longitudinalen Ausrichtung der Feldstér-
ke zu erwarten. Die quantitative Auswertung in Abb. 4.19b fiir E 3 bestatigt deutlich
diesen Trend. Die Mittelwerte der Feldstirkekomponente E3 sind fiir Elektroden-
konfigurationen mit zwei Deckelektroden hoher als mit einer und erst recht ohne
eine solche. Die Standardabweichungen folgen einem gegenlaufigen Trend: sie sind
fiir Konfigurationen nur mit Ringelektroden hoher als in solchen mit einer oder zwei
Deckelektroden.

Fir die experimentell verwendeten langgestreckten Fasern bestatigt sich hingegen
auch quantitativ die aus der graphischen Darstellung 4.16 zu gewinnende Vermu-
tung: die Feldstarkeverteilung zwischen den Ringelektroden hingt nicht davon ab, ob
Deckelektroden vorhanden sind, sondern wird nur noch vom Elektrodenabstandsver-
héltnis a bestimmt.

Vom Standpunkt des Experiments her ist die Frage wichtig, bei welcher Feldstirke
der Piezokoeffizient gemessen wird. Die Betrachtung des Grof3signalverhaltens liegt
auBlerhalb der hier betrachteten Fragestellungen. Dennoch kann ausgehend von dem
hier betrachteten Modell ausgesagt werden, dal die nominelle Feldstirke Ef nur
einen Anhaltspunkt fiir diese Feldstarke geben kann. Im vorliegenden Modell ist diese
grundsétzlich hoher als die tatsédchlich wirksame. Au3erdem ist sie — zumindest bei
dicken Fasern (a 2 1) — nicht nur zwischen den Ringelektroden von Null verschie-
den sondern auch in Bereichen unterhalb davon; ein Umstand der sich auch durch
Deckelektroden nicht beeinflussen 146t. Bei diinneren Fasern (a > 1) werden diese
Einflisse aber immer kleiner.

Die gewonnene Feldstidrkeverteilung 146t somit vermuten, dal3 die gemessenen
Koerzitivfeldstirken im Grof3signal genauere Analysen zu ihrer Deutung erfordern.
Allerdings 1468t sich dazu nicht das vorliegende Modell heranziehen.

4.4.5 Analyse der resultierenden Verriickung

Auch unter den starken Voraussetzungen des Modells bleibt die Frage bestehen,
warum der gemessene Piezokoeffizient fiir den experimentell relevanten Abmessungs-
bereich derart gut mit dem der Fasern uibereinstimmt. Es ist zu klaren, woher die
Verriickung u3 stammt, welche in die Messung einflie3t. Hierbei konnen mehrere
Bereiche der Faser unterschieden werden:

e Zwischen den Elektroden liegt ein nennenswertes elektrisches Feld vor, welches
hauptséchlich uber den indirekten piezoelektrischen Effekt zur Verriickung
beitragt.

* Im Bereich unterhalb der Elektroden klingt das elektrische Feld ab, verschwin-
det aber zumindest in der Nihe des Elektrodenrandes nicht vollstindig. Es kann
demnach erwartet werden, dafl hierdurch Beitriage zur Verrickung auftreten.

® Durch die piezoelektrische Dehnung und die Randbedinungen wird ein mecha-
nischer Spannungszustand generiert, der die Verriickung beeinfluit. Wegen der
Querkontraktion sind dabei sowohl Stauchung als auch Dehnung in Lingsrich-
tung vorstellbar.

Aus (4.8) ist ersichtlich, daf} iiber die Querkontraktion auch die lateralen Span-
nungen T, und Tys zu positiven Dehnungen in Léngsrichtung fithren. In den
vorangegangenen Abschnitten wurde bereits auf die Anzeichen hingewiesen, die
zumindestens fiir dicke Fasern einen solchen Einflufl nahelegen. Dieser kann anhand
des mit der FEM-Losung berechneten mechanischen Spannungszustandes analysiert
werden. Beispiele fiir den Spannungszustand einer dinnen und einer dicken Faser
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Abb. 4.20: Verteilung der mechanischen Spannung in einer dicken (links: @ = 0,2) und diinnen (rechts:
a = 1) Faser. Die mechanischen Spannungen sind in MPa angegeben. Es gibt Bereiche mit positiven
Zug- und negativen Druckspannungen, die durch dick ausgezeichnete Linien mit verschwindender
mechanischer Spannung getrennt werden. Die Abbildungen haben ein anderes Aspektverhéltnis als
die Fasern.

sind in Abb. 4.20 gegeben. Fiir die dicke Faser (Abb. 4.20a,(c),(e)) treten fiir die bei-
den lateralen Spannungskomponenten im Bereich zwischen den Elektroden negative
mechanische Spannungen auf. Diese liefern einen positiven Beitrag zur Dehnung
S3. Inwiefern sie zur Verriickung beitragen, kann durch eine numerische Integration
gemal (4.4) festgestellt werden. Dazu wurde eine voll elektrodierte (8 = 100 %) 6 mm
lange Faser mit dem Elektrodenabstand ¢ = 1 mm niher untersucht. Am Langspfad
durch das Faserzentrum (entlang der z-Achse in Abb. 4.3a auf Seite 34) von z = -3 mm
bis z = +3mm wurden elementweise die mechanischen Spannungen und Feldstérke-
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komponenten E3 gewonnen. Mittels (4.8) kann durch entsprechende Integrationen
der mechanische und der piezoelektrische Anteil der gesamten Verriickung berechnet
werden.

In Abb. 4.21 ist das Ergebnis dieser Analyse fiir verschiedene Elektrodenabstands-
verhéltnisse dargestellt. Die Gesamtverriickung rithrt umso mehr aus dem Bereich
zwischen den Ringelektroden her, je diinner die Fasern sind. Dabei stammt der piezo-
elektrische Anteil nicht ausschliefSlich aus den Bereichen zwischen den Ringelektroden.
Vielmehr tragen auch die Bereiche unterhalb der Elektroden piezoelektrisch zur Ge-
samtverriickung bei: je dicker die Fasern sind, in umso stirkerem Mafle. Das war aus
den Beispielen zur elektrischen Feldstarkeverteilung so zu erwarten (vgl. Abb. 4.16
auf Seite 49).

Fir kleine a, die scheibenformigen Fasern entsprechen, verdient auch der mechani-
sche Beitrag zur Gesamtverriickung Beachtung. Er triagt bei a = 0,2 mit einem Anteil
von 12,9 % zur Verriickung am Faserende bei. Der zunéchst iiberraschende Befund,
daB die relative Abweichung der gemessenen Piezokoeffizienten dgj ﬁ:ir dicke Fasern
deutlich kleiner ist als diejenige der Feldstirken im Faserzentrum E%, konnte damit
auf einen mechanischen Einflul} zuriickgefithrt werden.

Es ist hierbei zu beachten, dall diese Aussagen fiir einen Lingspfad durch das Fa-
serzentrum gewonnen wurden. Zum Vergleich wurden fiir eine besonders dicke Faser
Langspfade durchs Zentrum und entlang des Faserrandes in Abb. 4.22 dargestellt.
Am Faserende (z = +3 mm) sind die resultierenden Gesamtverriickungen wegen der
Kopplung der Freiheitsgrade gleich grol3. Fiir den Pfad entlang des Faserrandes fiihrt
der piezoelektrische Anteil allein zu der ideal zu erwartenden Verriickung dss - Vj.
Wegen der auf dem Faserrand vorgegebenen elektrischen Spannungen entspricht das
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Abb. 4.21: Analyse der mechanischen Verriickung u3 entlang eines Langspfades durch den Mittelpunkt
der Faser fiir verschiedene Elektrodenabstandsverhéltnisse a. Die Gesamtverriickung setzt sich
jeweils zusammen aus einem piezoelektrischen und einem mechanischen Anteil. (Geometrieparameter:
h=6mm, ¢ =1mm, §=100%.)
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den Erwartungen. Da das elektrische Feld aber nicht homogen in die Faser eindringt,
wird die elektrische Feldstirkekomponente E3 zum Faserzentrum hin kleiner, wie
das im zum Vergleich angegebenen Pfad gesehen werden kann. Durch die Kopplung
der us-Freiheitsgrade kommt es aber zusétzlich noch zu mechanischen Spannungen,
die sich je nach Abstand vom Faserzentrum unterschiedlich auswirken. Wie bereits
diskutiert, wirken sie im Faserzentrum insgesamt dehnend. Am Faserrand, wo die
piezoelektrische Verriickung maximal ist, wirken sie jedoch stauchend.

Fiir den Pfad entlang des Aullenrandes der Faser sind die piezoelektrischen Anteile
fiir z = 0,5mm groBer als dgs-Vy. Das kann auf die Unstetigkeit der elektrischen
Spannung am Faserrand zuriickgefiihrt werden, wie sie durch die Randbedingung
der Ringelektrode vorgegeben wird. Bei feinerer Vernetzung wird diese Abweichung
kleiner und der piezoelektrischen Anteil ndhert sich dem erwarteten an.

In Abb. 4.23a auf Seite 58 ist diese Analyse fiir eine 2 = 3mm lange Faser abgebildet.
Wie bereits diskutiert, wird durch die geringere Linge der gemessene Piezokoeffizient
deutlich verringert. Der mechanische Einflul} tragt hier deutlich starker zur Gesamt-
verriuckung bei, da durch die geringere Faserldnge der Effekt der Einspannung zu
ausgeprigteren mechanischen Spannungen fiihrt.

Wird die Randbedingung freier Deckfléichen fiir eine 6 mm lange Faser betrachtet, so
stellt sich die Analyse der Verriickungen wie in Abb. 4.24 auf Seite 59 dar. Die Auswer-
tung geschah dabei fiir einen Lingspfad entlang der FaserauBenseite (Abb. 4.24a) und
einen durch das Faserzentrum (Abb. 4.24b). Es ist zu beachten, daf} hier wiederum
das numerische Artefakt wie in Abb. 4.22 auftritt.

Die Unterschiede zu den Ergebnissen mit gekoppelten us-Freiheitsgraden sind ge-
ring. Ein Vergleich der mechanischen Anteile der Verriickung am Faserende (z = 3 mm)
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Abb. 4.22: Analyse der mechanischen Verriickung u3 entlang eines Langspfades durch den Mittelpunkt
und entlang des Randes einer 6 mm langen Faser fiir das Elektrodenabstandsverhiltnis a = 0,2. Die
Gesamtverriickung setzt sich jeweils aus einem piezoelektrischen und einem mechanischen Anteil
zZusammen.
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zeigt, daf} sie bei ungekoppelter Deckfliache fiir ein Elektrodenabstandsverhiltnis
a = 0,2 fiir den Faserrand etwas hoher und fiir die Fasermitte etwas geringer sind.
Hierin zeigt sich der Effekt der Mittelung bei der Kopplung der Freiheitsgrade. Fiir
diese Faserlidnge ist der mechanische Einflul} dieser Mittelung gering.

Fiir kiirzere Fasern ist er deutlich starker ausgeprigt, wie im Vergleich der beiden
Randbedingungen in Abb. 4.23 am Beispiel einer 3 mm langen Faser gezeigt wird. Ob-
wohl die Unterschiede zwischen den Randbedingungen (gekoppelte us-Freiheitsgrade
der Deckfldche und freie Deckfldche) das mechanische Spannungsfeld offensichtlich
deutlich beeinflussen, spielen diese Unterschiede fiir den gemessenen Piezokoeffi-
zienten kaum eine Rolle, wie bereits in Abb. 4.7 auf Seite 41 gezeigt wurde. Der
mechanische Anteil der Verriickung hat bei den gekoppelten Freiheitsgraden einen
grofleren Anteil an der Gesamtverriickung. Bei kurzen Fasern und sehr kleinen Elek-
trodenabstandsverhiltnissen verursacht diese Randbedingung zusammen mit der
Einspannung der Faser demnach eine signifikante Klemmung. Fiir Fasern mit im
Experiment verwendetem Elektrodenabstand (a = 1) wird aber selbst fiir die 3 mm
langen Fasern dieser Einfluf} irrelevant. Die mechanischen Anteile der Verriickung
sind dort fiir beide Randbedingungen praktisch identisch.
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(b) Langspfad durch die Fasermitte

Fur mit Ring- und zwei Deckelektroden (vgl. Abb. 4.5¢ auf Seite 37) versehenen
Fasern wird der longitudinale Piezokoeffizient entsprechend der Modellierungen exakt
gemessen. Mit der Pfadanalyse soll diesem Befund nachgegangen werden. Hierfiir
wurden gekoppelte us-Freiheitsgrade an der Topelektrode angenommen. Fiir eine
3 mm lange Faser zeigt sich das Ergebnis in Abb. 4.25 auf Seite 60.

Am oberen Faserende wird die vollstidndige Verriickung erreicht, die fiir ein ho-
mogenes Feld E} zu erwarten wire. Fiir den Léngspfad durch das Faserzentrum
ist die Verrickung vollstindig piezoelektrischen Ursprunges. Wesentliche Anteile
stammen aus der Region unterhalb der Ringelektroden. Der Verlauf ist beinahe li-
near, entsprechend einer fast homogen auf der Langsachse verteilten Feldstidrke E3.
Abb. 4.16¢c-links auf Seite 49 bestitigt dies, indem die Feldstéirke im Faserzentrum ho-
mogen und ideal longitudinal ausgerichtet ist, obgleich ihr Betrag deutlich kleiner als
die nominelle Feldstérke Ef ist. Im Falle homogener Feldverteilung reproduziert aber
die Definition (4.7) fiir den gemessenen exakt den longitudinalen Piezokoeffizienten,
unabhingig von der Grofle der Feldstarke.
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Abb. 4.25: Analyse der mechanischen Verriickung ug fiir Langspfade durch das Faserzentrum und
entlang der Aullenseite einer 3 mm langen Faser mit dem Elektrodenabstandsverhéltnis a = 0,2. Die
Elektrodierung geschah mit Ringelektroden (¢ = 1mm, = 100%) und zwei Deckelektroden.

Diese Analyse fithrt deutlich die Limitierungen des benutzten Modells vor Augen.
Die Voraussetzung einer ideal longitudinal gepolten Faser bewirkt, dafl unabhéngig
von der Grofle der elektrischen Feldstdrke in der Faser sich der volle Piezokoeffizient
ds3 ausgebildet hat, der fiir homogene Verteilung der elektrischen Feldstarkekompo-
nente E3 im Inneren auch tatséchlich als d5; gemessen wird.



Kapitel 5

Modellierung dielektrischer Eigenschaften von
0-3-Kompositen

5.1 Grundlegende Uberlegungen

5.1.1 Analytische Naherungsmethoden fiir die effektive
Permittivitit

Wie in Kap. 2.1.2 ausgefiihrt wurde, ist fur elektrostatische Probleme im ladungsfreien
Raum die Verteilung des elektrischen Potentials durch die Laplace-Gleichung

AD=0 (5.1)

gegeben. Daneben ist die Laplacegleichung sinngemif3 auch auf die Behandlung von
effektiven StoffgrofBen wie beispielsweise der ohmschen Leitfahigkeit, der magneti-
schen Permeabilitit oder der Wirmeleitfihigkeit anwendbar (vgl. zum Beispiel [111]).
Wegen dieser Bedeutung sind in verschiedenen Fachgebieten Ndherungsformeln fiir
die Behandlung inhomogener Strukturen entwickelt und in Experimenten an verschie-
denen physikalischen Systemen tiberpriift worden. Um die numerischen Ergebnisse
der hier verwendeten FEM zu testen, stehen somit umfangreiche Referenzsysteme
zur Verfiigung, die hier allerdings nur in einer engen Auswahl angesprochen werden
sollen.

Die Feldstirke einer in eine Matrix eingebetteten dielektrischen Kugel im urspriing-
lich homogenen elektrischen Feld kann analytisch berechnet werden, indem auf die
bekannte Struktur der Losung fiir die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten zuriick-
gegriffen wird.*! Die Feldstérke innerhalb der Kugel ist demnach

3€Matrix

— K. (5.2)
2€Matrix + €Kugel

EKugel =

Auch fiir den verallgemeinerten Fall eingebetteter Ellipsoide sind geschlossene Lo-
sungen bekannt, wobei deren Geometrieparameter in Form nurmehr numerisch zu
ermittelnder Integrale in die Losung eingehen. %! Wird ein solcher Materialverbund
in ein urspriinglich homogenes elektrischen Feld eingebracht, so ist die Polarisation
im Inneren der dielektrischen Ellipsoide ebenfalls homogen. 4!

Fir die Feldstidrke im Inneren eines in eine Matrix eingebrachten unendlich langen
Zylinders kann ebenfalls eine geschlossene Losung angegeben werden. Wird das
am Komposit anliegende urspriinglich homogene elektrische Feld als senkrecht zur
Zylinderachse angenommen, dann ist die Feldstérke im Zylinderinneren konstant!4!)

2€Matrix

EZylinder = - ] Eo. (5.3)
€Matrix T €Zylinder

Die Feldverteilung bei mehreren eingebetteten Partikeln ist nur fiir wenige Spezial-
falle analytisch behandelt worden. Ein interessantes Beispiel sind zwei eingebettete
leitfahige — oder dquivalent dazu dielektrische — Kugeln, die STOY gelost hat. Dabei
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hat er zwei Konfigurationen betrachtet, in denen die Verbindungslinie ihrer Mittel-
punkte parallel oder senkrecht zum anliegenden Feld orientiert ist.[112-113]

Weitere Betrachtungen beziehen sich auf den wichtigen Fall von dielektrischen
Partikeln auf Gittern. Kugeln auf einem kubischen Gitter wurden bereits von
RAYLEIGH mit einer Multipolentwicklung behandelt.!'*) Diese fiihrte er bis zur zwei-
ten Ordnung aus.''®) GUNTHER ET AL. gelang mit Hilfe einer Multipolentwicklung
hoherer Ordnung, die numerisch ausgewertet wurde, effektive Materialeigenschaften
fur kugelféormige Einschliisse auf verschiedenen kubischen Gittern (sc, fee, bee) zu
berechnen. ' Daneben konnten sie unter Annahmen zur Verteilungsfunktion die
resultierenden effektiven Eigenschaften zufillig verteilter Kugeln berechnen. Der
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen aus verschiedenen Bereichen (elektrische
Leitfihigkeit, Permittivitit) zeigte dabei eine gute Ubereinstimmung. Allerdings wird
das Perkolationsverhalten in den betrachteten Ordnungen der Reihenentwicklung
nicht gut widergespiegelt. Die Reihenentwicklung von MCKENZIE und MCPHEDRAN
fiir verschiedene kubische Gitter (sc, fcc, bee) behebt diesen Mangel. [116:117]

5.1.2 Niaherungsformeln fiir die effektive Permittivitit

In der Literatur wird eine Vielzahl von Ndherungsformeln fiir die effektive Permit-
tivitat diskutiert, bei welchen die meist kugelférmig angenommenen Partikel zufillig
verteilt vorausgesetzt werden.

Ein oft verwendetes Beispiel stellt die MAXWELL-GARNETT-Formel dar.!18! Sie
kann unter der Voraussetzung hinreichend weit entfernter Partikel und schnell genug
raumlich abklingender Wechselwirkungen hergeleitet werden. Dazu kann die volu-
metrische Mittelwertbildung herangezogen werden, wenn mit dem Volumenanteil v
der eingebetteten Kugeln sowohl die dielektrische Verschiebung als auch das elektri-
sche Feld gemittelt werden.'1¥ Dabei wird auf das Ergebnis (5.2) zuriickgegriffen.
Das fiihrt schliefllich auf

3+2(m—1)(1—v)

€Kugel

€eff = €EMatrix (5.4)

3+ Gk —1)(2+)
Der gleiche (umgeformte) Zusammenhang wird in der Literatur auch nach KERNER
benannt, der einen entsprechenden Ausdruck fiir leitfihige Komposite hergeleitet
hat. [120]

In der Literatur dokumentierte Experimente belegen, daf} diese Formel nur fir
kleine Volumenanteile eine angemessene Beschreibung der effektiven Eigenschaften
liefert. Bei hoheren Volumenanteilen sind die Wechselwirkungen der eingebetteten
Partikel nicht mehr zu vernachlissigen und bessere Naherungen sind vonnéten.

In einer Reihe von ausfiihrlichen Artikeln hat BRUGGEMANN Formeln zur Bestim-
mung verschiedener effektiver physikalischen Eigenschaften fiir unterschiedliche
Typen inhomogener Aggregate hergeleitet.[121-124] Seine Herleitungen begriindeten
die Effektive-Medien-Theorie, nach der ein jeweils reprasentativer Teil des Komposits
umbhiillt von einer Matrix mit der effektiven Permittivitit gedacht wird. Auch fir
die effektiven Permittivitdten verschiedener Strukturen gibt er so Zusammenhéinge
an."21 Fiir eine von ihm »ungeordnetes Kugelaggregat« genannte Struktur gelangt
er auf

€1 —€Eeff €2 — Eeff
+ v

=0, 5.5
1 €1+ 2€qr 2 €9 + 2€qfr (5.5)

einen Zusammenhang, der in einer Arbeit LANDAUERS fiir den Fall leitfdhiger Kom-
posite mit kugelférmigen Einschliissen hergeleitet wird und von manchen anderen
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(b) eMatrix = 10 und €ginschlup = 1000

Autoren als solcher zitiert wird."'?%! Der Ausdruck (5.5) ist symmetrisch beziiglich
der Rolle der Konstituenten und stellt eine quadratische Gleichung fiir die effektive
Permittivitéit dar. Bedeutsam ist, daB er eine Perkolationsschwelle voraussagt. 126
Aus der Umstellung nach der effektiven Permittivitiat erhilt man die Losung (die
andere ergibt negative Permittivitaten und ist deswegen nicht von Belang)

1 2
Eoff = — —3voe1 +2€1 —€2 + 3€2Vo +\/8€1€2+ (—31/261 +2€1 —€2 +3€2v9 . (5.6)
4 —————r —_—

Bedenkt man, dafl wegen der gleichen physikalischen Struktur der Grundgleichungen
die Permittivitdten auch mit Leitfihigkeiten identifiziert werden kénnen, so wird
die Perkolationseigenschaft offensichtlich, indem man €; = 0 setzt. Dann sind in (5.6)
nurmehr die unterklammerten Terme ungleich Null, so daf3 die effektive Leitfahigkeit
fiir vo < 1/3 identisch Null ist und fiir hohere Volumenanteile linear bis €2 zunimmt.

Die Herleitung von (5.6) beinhaltet die Voraussetzung, dafl beide Konstituenten
kugelformig im Komposit vorliegen. Fiir Einsprengsel von Kugeln in einem Medium,
das von ihm so genannte »porphyrische Kugelaggregat« gelangt Bruggemann zu

€Kugel ~€eff , [€EMatrix
1- VKugel = ¥ s 5.7
€Kugel — €Matrix €eff
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einer Gleichung dritten Grades fiir die effektive Permittivitat. Ihre geschlossene
Losung ist umfangreich und wird deswegen in der Literatur kaum benutzt, 146t sich
aber mit Computeralgebra-Programmen handhaben.

Die elektrostatischen Wechselwirkung zwischen eingebetteten Kugeln wurde von
JAYASUNDERE ET AL. teilweise beriicksichtigt.['2”! Dies fiihrt sie fiir die effektive
Permittivitat auf den Ausdruck

— . 3€Matrix €Kugel ~€Matrix
a VKugel)eMatrlx *t VKugel EKugel €Rougol +2€Matrix 1+ 3VKugel CKugel + 2€Matrix

Ceff = 3¢ €Kugel ~€Matri ’ (5.8)
- _ S€Matrix EKugel —€Matrix
(1 VKugel) + VKugel EKugel+26Matrix (1 + SVKugel 6Kugel+2€Matrix )
welcher von POON ET AL. weiter zu
€Kugel
eeff _ 1 + VKugel (EMatrix 1) (5 9)
. 1 €Kugel )
€Matrix VKugel T 3 (1 - VKugel) (€M:f;x 1- VKugel) + VKugel + 2)

verbesserte wurde.'28] Die Autoren setzen nicht voraus, daB €Kugel > EMatrix 1St. Sie
motivieren ihre Verbesserung durch ein von JAYASUNDERE ET AL. falsch angesetztes
Grenzwertverhalten der inneren Feldstarke fiir v — 1. Modellierungen mit der FEM
ergaben, daf} die Feldstarke im Kugelmittelpunkt tatsidchlich von POON ET AL. besser
als von letztgenannten angendhert wurde.

Einen Uberblick iiber die hier angesprochenen Naherungsformeln bei verschiedenen
DK-Kontrasten gibt Abb. 5.1 auf Seite 63.

5.1.3 Grenzformeln fiir die effektive Permittivitit

Fiir die Abschétzung der effektiven Permittivitdt von komplexen Strukturen sind
Grenzen hilfreich, die sich aus den Permittivitdten der Konstituenten sowie ihrem
Volumenanteil ergeben sollten. Eine Abschitzung ohne Beschrinkung auf bestimmte
Formen oder Anordnungen der eingebetteten Partikel ist Wiener gelungen. 21 Sie
geht aus der Betrachtung in Reihe oder parallel geschalteter Kondensatoren hervor,
woraus

€12 und €max = (1 —vo)e1 +voeo (5.10)

€min

B V9€1 + a- V2)€2
folgt. Allerdings sind diese Grenzen recht weit. Es sind zusétzliche Annahmen not-
wendig, um engere Grenzen zu erhalten. So konnten HASHIN ET AL. unter der
Voraussetzung makroskopisch isotroper und homogener Verbiinde Grenzen ablei-
ten, wobei sie einen Variationsansatz der (dort) magnetostatischen Energie verwendet

haben. 229 Die Grenzen koénnen als
3+(1+2V2)(§—§—1) 3+2V2(§—j—1)

und € =eo (5.11)
3+(1—V2)(§—§—1) 3+(3—vz)(§—§—1)

€ . =€1

geschrieben werden, wobei fiir die Benennung der Grenzen willkiirlich €9 > €1 ange-
nommen wurde. Durch wechselseitiges Austauschen von €; < €2 und ve — (1—-v2) geht
die eine Grenze in die andere tiber. Die untere Grenze entspricht der Mischungsformel
(5.4) von Maxwell-Garnett. Das ist plausibel, da diese unter der Annahme wechsel-
wirkungsfreier Partikel hergeleitet wurden. Die Wechselwirkung sollte die effektive
Permittivitat erhohen.

DaB sich die verschiedenen Niherungsformeln fiir die effektive Permittivitat gut
innerhalb der beiden Wiener- beziehungsweise Hashin-Grenzen einordnen, ist Abb. 5.1
auf Seite 63 zu entnehmen. Offensichtlich sind letztere deutlich enger. Die untere
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Hashin-Grenze bleibt (bei endlichen €7) grundsétzlich beschrankt. Dadurch gelingt ei-
ne Abschitzung der effektiven Permittivitat fiir den Spezialfall €2 — oo, der leitfahigen
Einschliissen entspricht. Die effektive Permittivitat eines makroskopisch isotropen
Komposits mit Einschliissen unendlicher Permittivitat ist demnach mindestens

1+2v
H 2
min €300 €1 ].—Vg . (512)

€

5.1.4 Elektrische Feldstarkeverteilung

Die Durchschlagsfestigkeit ist fiir die Anwendung von 0-3-Kompositen als Energie-
speicher entscheidend, weil sie die erzielbare Energiedichte begrenzt. Wegen des
DK-Kontrastes zwischen Matrix und Partikel treten die hochsten Feldstirken in
den Randschichten und den benachbarten Polymerbereichen auf. Selbst wenn man
vereinfachend annimmt, dafl der Durchschlag im Wesentlichen durch die Polymer-
eigenschaften bestimmt ist, sieht man sich einer Vielzahl von Durchbruchsmechanis-
men gegeniiber. DISSADO ET AL. geben einen umfassenden Uberblick dariiber. 3%
Die Durchbruchsmechanismen sind mikroskopischer Natur und auf komplexe Weise
vom Material und seiner Prozessierung abhingig. Auch wenn die Mechanismen be-
kannt sind, zeigt sich, dall die Durchbruchsfeldstarken oder die Lebensdauern auch
in gleichartigen Proben statistisch verteilt sind, so daB fiir viele Fragestellungen
auch eine rein statistische Modellbildung z. B. im Rahmen einer Weibull-Analyse,
zielfiihrend sein kann. Dies umso mehr, da das betrachtete Verbundsystem einen
nochmals hoheren Komplexitatsgrad besitzt, als die reinen Materialsysteme. In einem
kontinuumstheoretischen Modell konnen nur Teilaspekte abgebildet werden. Ein
solcher wichtiger Gesichtspunkt betrifft die Verteilung der inneren Feldstarken und
ihre Abhéngigkeit von der Strukturierung der Komposite.

Unter Verteilung ist hierbei zweierlei gemeint: zum einen die 6rtliche Abhingigkeit,
zum anderen die Hdaufigkeit der elektrischen Feldstarke. Als potentielle Schwach-
stellen des Dielektrikums konnen Bereiche mit starken Feldstarkeiiberhohungen
gegeniiber der nominell anliegenden elektrischen Feldstéirke gelten. Diese konnen
auch im Rahmen der Kontinuumstheorie identifiziert werden. Die Feldstarkehaufig-
keitsverteilung liefert dabei eine quantitative globale Aussage, welche den Vergleich
verschiedener Kompositkonfigurationen erlaubt.

Das Problem der Feldstiarkeverteilung in Kompositen wird in der Literatur deut-
lich seltener angesprochen als das der effektiven Permittivitaten. Eine analytische
Berechnung der Zustandsdichtefunktion gelang CULE ET AL. fiir den Fall der Hashin-
Shtrikman-Konstruktion (vgl. [1291) 131 Hierzu wird der Komposit als eine Packung
unterschiedlich grofler Kompositzylinder angesehen, die jeweils aus einem zylindri-
schen Kern mit einer konzentrischen hohlzylindrischen Hiille bestehen. Stattdessen
kann aber auch ein einzelner Kompositzylinder betrachtet werden, der in eine Matrix
mit seiner effektiven Permittivitéat eingebettet ist.

Die in der Literatur dokumentierten numerischen Arbeiten zum Thema beschrin-
ken sich zumeist auf nicht quantitativ ausgewertete Kontur-Plots der Verteilungen
von Feldstédrke oder elektrischer Spannung.

5.1.5 Modellierung mit der Finite-Elemente-Methode

Die elektrostatischen Eigenschaften von Elementarzellen wurden mit Hilfe der FEM-
Software ANSYS® 11.0 modelliert.°7”! Das Geometriemodell der Komposite wurde
zweidimensional oder dreidimensional erstellt. Es fand das dreidimensionale elektro-
statische Element So11d122 Verwendung und fiir zweidimensionale Berechnungen
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wurde das Element P1ane121 eingesetzt. 92! Allen hier vorgestellten Berechnungen
liegt eine isotrope Permittivitit zugrunde. Dadurch wird ein lineares konstitutives
Gesetz verwendet, wie es in (2.3) angegeben ist.

Fur die Berechnungen wurde die elektrische Feldkonstante €p = 1 gesetzt. Wegen
des linearen Materialgesetzes ist das fiir die ermittelten effektiven Permittivitaten
und Feldstidrken ohne Bedeutung. Diese sind immer relativ zu sehen, bei letzteren zur
anliegenden Feldstéirke.

Die Randbedingungen zur Berechnung der DK aus dem Modell heraus sind in
Abb. 5.2 dargestellt. Die Elektroden werden durch gekoppelte Spannungsfreiheits-
grade als Aquipotentialflichen reprasentiert. Auf der einen Elektrode werden jeweils
entgegengesetzt gleichgro3e Ladungen @ und —Q aufgebracht, was in Form einer
Flachenladungsdichte g = @/A geschieht. Das elektrische Potential an der einen Elek-
trode wird willkiirlich Null gesetzt, um die elektrische Spannung zwischen beiden
Elektroden nach der Berechnung der numerischen Losung einfacher ermitteln zu
konnen.

Berechne Spannung U (=Potentialdifferenz)

Flachenladungsdichte +q=Q/A
gekoppelte Spannungsfreiheitsgrade
1 —

® ®
03:0 o ail)—o
or ‘ .’. or

®

e ———
gekoppelte Spannungsfreiheitsgrade

Flachenladungsdichte - g=—-Q/A
elektrisches Potential =0

Abb. 5.2: Randbedingungen am FEM-Modell
zur Bestimmung der effektiven DK. Aus
der Vorgabe der Flachenladungsdichte wird
die resultierende Spannung an der model-
lierten Elementarzelle berechnet.

Jede modellierte Elementarzelle stellt somit einen Plattenkondensator dar. Seine
Kapazitit kann einerseits aus deren Definition und andererseits aus dem Zusammen-
hang fiir den idealen Plattenkondensator ausgedriickt werden

Q A
C = — —E€NnE,— , 5.13
U ocr P ( )
wodurch die relative DK €, aus Geometrieparametern, Randbedingungen und der aus
der Losung ermittelten Spannung ermittelt werden kann.
Durch die Modellierung ist implizit vorgegeben, dafl die Normalenableitung des
elektrischen Potentials ® verschwindet, das heif3t

0o

=0. (5.14)
or Seitenflichen

Dadurch wirkt jede Seitenfliche mit dieser Bedingung als Symmetrie-Ebene der
Elementarzelle. Das rechtfertigt die Voraussetzung des idealen Plattenkondensators
in (5.13). Andererseits wird dadurch eine Periodizitit in das Modell eingebracht. Das
ist bedeutsam fiir den Vergleich mit analytischen Naherungslésungen aber auch fiir
die Darstellung von Kompositen mit zufillig verteilten Einschliissen. JYLHA hat
eine Mittelungsmethode entwickelt, welche die fiir alle drei kartesischen Achsen der
Elementarzelle ermittelten effektiven Permittivitidten einbezieht. 1321331 Dadurch
konnen auch fiir Elementarzellen mit wenigen Partikeln gute Ndherungen fiir eine
Struktur mit zufillig verteilten Einschliissen erhalten werden.
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Um die (Haufigkeits-) Verteilung der elektrischen Feldstidrke und der Energiedichte
zu charakterisieren, wurden die Randbedingen so gewihlt, dafl an den Elektroden ein
elektrisches Potential vorgegeben war. Dem entspricht eine effektive Feldstarke U/t,
auf welche diese Groflen dann jeweils bezogen sind, da die konstitutiven Gleichungen
linear sind.

5.2 Ergebnisse

5.2.1 Referenzlosung: Kugeln im kubischen Gitter

Um die Qualitéit der FEM-Losung einzuschitzen, wird eine exakte analytische Losung
benétigt. Da die Randbedingungen der FEM automatisch ein Gitter implizieren, liegt
es nahe, eine derartige Losung heranzuziehen. Als Vergleich wurde der Aufsatz 116!
von MCPHEDRAN ET AL. herangezogen, in welchem die effektive Leitfidhigeit fiir einen
Verbund berechnet wurde, der aus leitfihigen Kugeln auf kubischem Gitter in einer
nichtleitenden Matrix besteht.

Das entsprechende elektrostatische Modell wurde ndherungsweise in der FEM
realisiert, indem fiir die eingebettete Kugel eine DK von egygel = 10% und fiir die Matrix
€Matrix = 1 angenommen wurde. Um die Position der Kugel in der Elementarzelle nicht
notwendig auf den Mittelpunkt festzulegen, wurde eine wiirfelférmige Elementarzelle
mit einer eingebetteten dielektrischen Kugel modelliert.

Der Einflull der Vernetzung konnte eingeschitzt werden, indem Netze unterschied-
licher Elementzahl generiert wurden, welche Abb. 5.3 zeigt. Dabei wurde allerdings
keine Optimierung hinsichtlich variabler Elementgrofien durchgefithrt. Aus der ex-
akten Losung fiir eine einzelne Kugel im Dielektrikum kann geschluffolgert werden,
daB fiir nicht zu grof3e Volumenanteile die Feldstirke im Kugelinneren weitgehend
konstant sein sollte. Somit konnte im Inneren der Kugel die Elementzahl ohne starke
Genauigkeitseinbulen deutlich geringer sein.

(a) Sehr grobes Netz (b) Grobes Netz (c) Feines Netz
ca. 400 Elemente ca. 8250 Elemente ca. 60900 Elemente

Abb. 5.3: Beispiel einer Elementarzelle unterschiedlich feiner Vernetzung fiir die Referenzrechnung.
Der Volumenanteil der eingebetteten Kugel betrigt 30 %. Farblich codiert ist die Verteilung des
elektrischen Potentials dargestellt.

Die Ergebnisse der Referenzrechnungen sind in Abb. 5.4 auf Seite 68 dargestellt
und ein Uberblick der Abweichungen von der exakten Losung wird in Tab. 5.1 auf
Seite 68 gegeben. Fiir Volumenanteile bis 30 % liefern alle Netze sehr gute Ergebnisse
fiir die effektive DK und erst fiir Volumenanteile oberhalb von 50 % wird die numeri-
sche Genauigkeit kritisch. Numerisch anspruchsvoll sind offenbar Volumenanteile in
der Nihe der Perkolationsschwelle, die fiir das modellierte einfach-kubische Gitter
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Abb. 5.4: Relative Abweichung der mit der FEM berechneten effektiven relativen Permittivitéit von der
Referenzlosung bei verschiedenen Volumenanteilen v fiir verschiedene Netzgiiten (vgl. Abb. 5.3).

bei Vperk = /6 = 52,4 % liegt. Somit konnen die FEM-Berechnungen als numerisch
hinreichend genau eingeschitzt werden, um die effektive Permittivitit zu ermitteln.
Wenn die Kugeln in der Elementarzelle nicht kurz vor dem Berithrungslimit sind, ist
dafiir offenkundig auch nicht unbedingt ein grofler Berechnungsaufwand nétig. Schon
relativ grobe Netze erlauben gute Ergebnisse.

Instruktiv ist auch der Vergleich mit verschiedenen analytischen Ndherungsformeln
fiir zufallig verteilte Partikel. Der Wert dieses Vergleiches liegt in zwei Richtungen:
zum einen bietet er eine weitere Uberpriifung der FEM-Rechnungen, nunmehr bei
nicht-leitfahigen Einschliissen, fiir die keine geschlossenen Losungen in der Litera-
tur dokumentiert sind. Zum anderen wird dadurch ein indirekter Nachweis fiir die
Anwendbarkeit der Modellierungsergebnisse auf experimentelle Systeme gegeben.
Die analytischen Ndherungslésungen sind gezielt entwickelt worden, um — allerdings
offenbar rare — experimentellen Datensitze von zufillig verteilten kugelférmigen
Partikeln in einer Matrix zu beschreiben. Jedoch erfassen die FEM-Lésungen grund-
satzlich Gitterstrukturen.

In Abb. 5.5 werden dazu die gewonnenen modellierten Permittivitiaten (relative
Permittivitiat der Matrix 10 und der Partikel 100) mit verschiedenenen Niherungs-
formeln verglichen. Deutlich ist zu erkennen, dal} fiir geringe Volumenanteile bis
etwa 30 % die Grenzformel nach Hashin et al. (5.11) sehr gut das Verhalten beschreibt.

Tab. 5.1: Relative Abweichung der mit der FEM berechneten effektiven relativen Permittivitat von der
Referenzlosung bei verschiedenen Volumenanteilen v fiir verschiedene Netzgiiten. Die Netzgiiten
beziehen sich auf die in Abb. 5.3 dargestellten Elementarzellen.

v Netzqualitat

sehr grob  grob fein
0-30% <1,3% <0,1%
30-40% <49% <0,1%
50 % <0,6% <0,1%
51% <5,3%
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Abb. 5.5: Vergleich der FEM-Losung mit den analytischen Ndherungsformeln nach Jayasunde-
re et al. (5.8), nach Poon et al. (5.9) und der unteren Grenze nach Hashin et al. (5.11).

Erst die stiarkere elektrostatische Wechselwirkung der Partikel bei hheren Volumen-
anteilen fiihrt zu einer demgegeniiber erhohten Permittivitat. Diese kann mit den
beiden anderen Ndherungsformeln, die das ndherungsweise beriicksichtigen, besser
beschrieben werden, auch wenn beide den Einflufl deutlich iiberschétzen. Bei diesen
Volumenanteilen ist die Formel von Poon et al. (5.9) offenkundig besser geeignet, die
effektive Permittivitéat von eingebetteten Kugeln (in einer kubischen Gitterstruktur)
zu beschreiben.

Fiir sehr geringe Volumenanteile stimmen die verschiedenen Ansitze weitgehend
uiberein, weil die elektrostatische Wechselwirkung der Partikel dann vernachléssigbar
ist. Bei einer zufilligen Verteilung der Partikel finden auch bei kleinen Volumenan-
teilen schon vereinzelt Wechselwirkungen zwischen einzelnen dicht benachbarten
Partikeln statt. Deswegen ist fiir die Ndherungsformeln von Poon und Jayasundere
die effektive DK auch hoher als die mit der Ndherungsformel nach Hashin et al. (ohne
Beriicksichtigung der Wechselwirkung) ermittelte.

Fiir die modellierte kubische Struktur beschreibt die Grenzformel nach Hashin et al.
somit sehr gut das Verhalten bis hin zu mittleren Volumenanteilen. Vermutlich wird
jedoch durch die FEM-Rechnungen die effektive Permittivitéit realer 0-3-Komposite
unterschatzt.

5.2.2 Effektive Permittivitit bei kubischen Einschliissen

Wie bereits angesprochen, sind analytische Ndaherungsformeln auf ellipsoidférmige
Einschliisse beschrankt, wobei die meisten Ansitze Kugeln betrachten. Es ist moglich,
durch geeignete Prozessfithrung kubisch geformte Nanopartikel herzustellen, zum
Beispiel von ferroelektrischem Lithiumniobat. 134 Wiirden solche Partikel in eine
Matrix eingebracht, so hatte trotz isotroper Materialeigenschafen die Orientierung
der Partikel einen Einfluf.

Einen Vergleich zwischen eingebetteten Kugeln und Wiirfeln unterschiedlicher
Orientierung gibt Abb. 5.6 auf Seite 70. Fiir einen geringen Volumenanteil v ist die
effektive Permittivitit nahezu vollstindig durch ihn bestimmt. Fiir Volumenanteile
grofler als 20 % zeigt der um 45° gedrehte Wiirfel einen deutlich starkeren Anstieg
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der Permittivitdt als der undgedrehte Wiirfel und die Kugel. Das ist Ausdruck der in
einem kubischen Gitter mit solcherart gedrehten Wiirfeln schon bei v = 3/v/2 = 35,4%
auftretenden Berithrung. Der ungedrehte Wiirfel (mit Kanten parallel zu den Kanten
der Elementarzelle) weist hingegen oberhalb von etwa 40 % Volumenanteil wesentlich
geringere Permittivitéiten als die eingebettete Kugel auf, weil er — im Gegensatz zu
ihr — keine Perkolationsgrenze aufweist.

Die Ausrichtung ist fiir anisotrope Partikel ein wesentlicher Parameter, sofern
nennenswerte Volumenanteile vorkommen. Am Beispiel des eingebetteten Wiirfels
wird das gezeigt. Der Einfluf} der Orientierung des eingebetteten Wiirfels wurde hierzu
— bei den gleichen Permittivitaten wie in Abb. 5.6 — ndher betrachtet. Die Geometrie
der Einheitszelle verdeutlicht Abb. 5.7b, wo ein Schnitt durch die wiirfelf6rmige
Elementarzelle dargestellt ist. In Abb. 5.7a sind die Ergebnisse gezeigt.

Bei niedrigen Volumenanteilen der Wiirfel hat ihre Orientierung keinen grof3en
Einflul} auf die effektive DK. Mit wachsendem Volumenanteil nimmt dieser Einfluf}
zu. Weil die Elementarzellen ein kubisches Gitter repriasentieren, sind die effekti-
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Abb. 5.7: Abhingigkeit der DK eines Komposites mit eingebettetem wiirfelformigem Einschluf3
(DK = 106) in einer Matrix (DK = 1). Die Elementarzelle (b) ist mit Elektroden auf der Ober- und
Unterseite dargestellt. Der Drehwinkel ¢ bezieht sich auf die ebenfalls eingezeichnete Ausgangslage
mit parallelen Kanten zur Elementarzelle.
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ven DKs um den Drehwinkel ¢ von 45° symmetrisch. Bei diesem Winkel sind die
Abstidnde zwischen den Wiirfelecken benachbarter Elementarzellen minimal. Mithin
ist die elektrostatische Wechselwirkung am stiarksten und die effektive DK dieser
Konfiguration maximal. Bei ungedrehtem Wiirfel ist die DK hingegen minimal. Der
winkelabhingige Verlauf der effektiven DK dhnelt in erster Ndherung einer Funktion
der Form €  (sin¢)?, allerdings weist der Fit systematische Abweichungen auf, die
auf einen anderen Funktionsverlauf hindeuten. Die Orientierungsabhingigkeit der
Permittivitat wird mit sinkendem DK-Kontrast der Konstituenten kleiner, was sich
durch ein entsprechend sinkendes Verhiltnis der Maximal- zur Minimal-DK duflert.
Beispielsweise betrdgt bei einem Volumenanteil von 25 % dieses Verhiltnis fiir ein
DK-Verhéltnis 108 : 1 1,33; bei einem Verhiltnis von 1000:10 nur noch 1,12 und bei
100:10 lediglich 1,05.

Es sollte beachtet werden, dall auch diese Rechnungen fiir ein kubisches Gitter
vorgenommen wurden. Fir die Modellierung von Verbundwerkstoffen mit zufillig
orientierten Einschliissen kénnte eine von JYLHA entwickelte Methode verwendet
werden: Sie hat die effektive DK zufillig orientierter Rhomboeder in einer Matrix
ermittelt, indem sie auf spezielle Weise Mittelwerte tiber verschiedene Orientierungen
berechnet hat.[132:133]

5.2.3 Analyse der Feldstiarkeverteilung bei eingebetteten Zylindern

Die Feldstarkeverteilung von dielektrischen Heterostrukturen wird nur selten quanti-
tativ in der Literatur diskutiert. Fiir den Fall eingebetteter (unendlich langer) Zylinder
wird von CULE ET AL. eine numerische Losung fiir eine quadratische Anordnung
angegeben. 13! Fiir die Referenzrechnungen in Kap. 3.2.3 auf Seite 26 wurde diese
Anordnung herangezogen und wird nun niher diskutiert. In Abb. 5.8 auf Seite 72 sind
einige Feldstiarkeverteilungen fiir verschiedene DK-Verhiltnisse zwischen Zylinder
und Matrix bei verschiedenen Volumenanteilen zusammengestellt. Die Parameter
wurden wie in der genannten Publikation (Abb. 3 in [131]y gewdhlt. Dort wurde das
System mit Hilfe der Finite-Differenzen-Methode auf einem dquidistanten Gitter von
400%x400 Punkten berechnet.

Es zeigt sich, dafl die beiden Methoden zu vergleichbaren Ergebnissen fiir die
Feldstarkeverteilung fithren. Zwar werden bei Cule et al. die zum Zylinderinneren
gehérenden Maxima abgeschnitten, die Ubereinstimmung der restlichen numerisch
ermittelten Verteilungsfunktionen ist jedoch sehr gut. Das betrifft weitgehend den
gesamten Verlauf der jeweiligen Funktionen inklusive der grof3ten Feldstiarken und
der Lage der Extrema. Lediglich bei den Extrema neigen die mit der FEM ermit-
telten Dichtefunktionen dazu, etwas hohere Verteilungsdichten aufzuweisen und
erscheinen weniger verbreitert. Allerdings sind diese Unterschiede klein genug, um
sie der unterschiedlichen Klassierung oder anderen unbedeutenden numerischen
Einfliissen zuschreiben zu konnen. Diese Ubereinstimmung belegt iiberzeugend die
Leistungsfihigkeit der entwickelten Auswertemethode.

Zusétzlich werden in Abb. 5.9 auf Seite 73 die zugehorigen Verteilungsfunktionen
dargestellt. Im Vergleich zu den Histogrammen erlauben diese einige Trends noch kla-
rer abzulesen. Zum Beispiel ist der Volumenanteil der Zylinder anhand der Kanten der
Verteilungsfunktion bei kleinen Feldstarken deutlich abzulesen. An den Knickstellen
entspricht der Wert der Verteilungsfunktion dem Volumenanteil. Mehrere Tendenzen
lassen sich an den Feldstiarkeverteilungen des eingebetteten Zylinders beobachten.
Durch eine Erhohung des DK-Kontrastes (die DK des Zylinders ist immer hoher als
die der Matrix) verschiebt sich das erste, sehr ausgeprigte Maximum der Dichtefunk-
tion zu niedrigeren Feldstirken. Dieses Maximum ist der Feldstérke im Inneren des
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Zylinders zuzuordnen. Bei wechselwirkungsfreien Zylindern wiirde dieses Maximum
eine §-Funktion bilden, da sich innerhalb dieser eine homogene Feldstirke einstellt.
Das gilt allerdings nur fiir unendlich lange Zylinder. Diese Feldstarke 146t sich gemaf
(5.3) berechnen. Die maximalen Feldstérken nehmen mit wachsendem DK-Kontrast zu.
AuBerdem spreizt sich dann die Verteilung, d. h. der Feldstirkeunterschied zwischen
den Maxima nimmt zu. Diese Trends zeigen sich fiir beide betrachteten Volumenan-
teile. Jedoch ist festzustellen, daf3 fiir den hoheren Volumenanteil die Spreizungen
und damit die maximalen Feldstdrken deutlich gréBer sind. Auflerdem iiberlagern
sich die zu den inneren Feldstdrken der Zylindern gehorenden Maxima teilweise mit
dem anschlieflenden Maximum der Verteilungsfunktion.

An das der inneren Feldstirke des Zylinders zugeordnete Maximum schlieflen sich
drei weitere an. Da in der Veroffentlichung 13 nicht darauf eingegangen wird, sollen
im folgenden die Urspriinge dieser Maxima untersucht werden. Dies wird am Beispiel
eines Zylinders mit 5-fach hoherer DK als der Matrix und mit einem Volumenanteil
von 20 % dargestellt. Die Feldstarkeverteilung ist in Abb. 5.10 zu finden. Wegen der
impliziten Randbedingung stellt diese Elementarzelle einen Ausschnitt aus einem
quadratischen Gitter dar. Der Koordinatenursprung liegt im Zylindermittelpunkt.

Ohne eingebettete Zylinder weist das elektrische Feld in z-Richtung. Mit eingebet-
teten Zylindern tritt die maximale Feldstirke auf der z-Achse an der Grenzflache
zwischen Zylinder und Matrix auf. Die Minima treten auf den dazu senkrechten Ach-
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sen (in der Abbildung ist es die x-Achse) ebenfalls an der Grenzflache auf. Innerhalb
des Zylinders ist die Feldstirke nahezu homogen. In Abb. 5.11 auf Seite 74 werden die
drei Extrema der Feldstiarkedichtefunktion (d) detailliert im Kontur-Plot der Feldstér-
keverteilung gezeigt. Die jeweilige Feldstiarke zu einem Maximum der Dichtefunktion
wurden dem Histogramm (Abb. 5.11d) entnommen. Zur Verdeutlichung wurde in den
Konturliniendarstellungen zwei Feldstarkebereiche (der hohere schraffiert) durch
einen mittleren Grauton hervorgehoben. Die zwischen ihnen verlaufende Grenzlinie
gehort zu der Maximums-Feldstérke.

Die Extrema der Dichtefunktionen sind Hinweise auf Anomalien, wie sie auch
CULE ET AL. in ihrer Publikation durch die exakte Berechnung der Feldverteilung
eines Hashin-Shtrikman-Zylinders gefunden haben. Die Autoren haben bei der
Berechnung der Feldstarkedichtefunktion Singularitiaten festgestellt, die van-Hove-
Singularitéiten entsprechen und mit Sattel- oder Wendepunkten auf der Oberfliache
des Feldes [E(r)| verbunden sind.'3! Die in Abb. 5.11a und Abb. 5.11c dargestellen
Kontur-Plots deuten eine Lage der Feldstarken entlang von Linien an, wie sie so
dhnlich fiir diesen Fall von den Autoren berechnet worden ist. Das mittlere Maximum
der Dichtefunktion — entsprechend dem Kontur-Plot Abb. 5.11b — tritt im zitierten
exakten Ergebnis jedoch nicht auf. Offensichtlich ist es eine Folge der Anordnung auf
dem quadratischen Gitter. Die entsprechende Feldstérke tritt allem Anschein nach
entlang der Diagonalen der Elementarzelle auf. Wegen der quadratischen Symmetrie
sind acht Punkte auf den Elementarzellenkanten ausgezeichnet. Diese halbieren
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Abb. 5.11: Feldstiarkedichtefunktion (d) fiir einen eingebetteten Zylinder (v = 20 %, DK-Kontrast 5). Die
Feldstarkeverteilung entspricht Abb. 5.10. Durch eine feinere Auflosung der Konturen sind die in der
Dichtefunktion mit (a), (b) und (c) bezeichneten Maxima genauer in der Elementarzelle lokalisiert
worden, wie in den entsprechenden Teilabbildungen ersichtlich ist.

die Verbindungslinien zu den néchsten benachbarten Zylindern. Die drei dargestell-
ten Kontur-Plots in Abb. 5.11 zeigen deutlich, dafl diese Punkte in der Tat jeweils
Sattelpunkte des Betrages der elektrischen Feldstiarke darstellen.

5.2.4 Analyse der Feldstarkeverteilung bei eingebetteten Kugeln

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Methode zur Ermittlung der Feldstiarkever-
teilung erfolgreich auf ein eher abstraktes Beispiel angewendet. Ein vom Standpunkt
der Anwendung her realistischeres Modellsystem fiir einen 0-3-Komposit ist durch
Elementarzellen mit eingebetteten Kugeln gegeben. Die Verteilung der elektrischen
Feldstéarke in solchen Elementarzellen wird nachfolgend nidher charakterisiert, zu-
néchst fiir den Fall einer einzelnen eingebetteten Kugel. Die Rechnungen fanden dafiir
dreidimensional statt, womit ein im Vergleich zu den zweidimensionalen Rechnun-
gen im vorhergehenden Abschnitt wesentlich hoherer Rechenaufwand verbunden ist.
Aus diesem Grund kann die Feldstirkeverteilung nicht so fein aufgelost werden. Die
Elementarzelle wurde hier so gestaltet, daf3 die eingebetteten Partikel vollstéandig
darin enthalten sind. Dadurch werden einfach-kubische Symmetrien betrachtet.



5.2.4 Analyse der Feldstéirkevert. bei eingebetteten Kugeln 5.2 Ergebnisse

Zuerst soll dem Einflufl des Volumenanteils und unterschiedlicher DK-Kontraste
zwischen eingebettetem Partikel und der Matrix anhand der autretenden maximalen
und minimalen Feldstiarken in Abb. 5.12 nachgegangen werden. Dabei wurde der
typische Fall egygel > €Matrix Untersucht.

Die maximale Feldstirke verdient aufgrund ihrer Bedeutung hinsichtlich der Durch-
schlagsfestigkeit Beachtung. Wie Abb. 5.12a zeigt, nimmt die maximale Feldstéarke mit
wachsendem Volumenanteil deutlich zu, wobei sie bei Anndherung an das Beriihrungs-
limit der Kugeln im einfach-kubischen Gitter (ca. 52,4 %) deutlich stirker ansteigt
als fiir kleine Volumenanteile der Kugeln. Ein steigender DK-Kontrast egygel/€Matrix
erhoht die maximalen Feldstérken fiir jeden Volumenanteil. Dabei ist festzuhalten,
daB diese Vergroflerung nicht mit einem konstanten Faktor fiir alle Volumenanteile
geschieht, wie aus der halblogarithmischen Darstellung deutlich hervorgeht.

Weiterhin ist ersichtlich, daB bei Anderung des DK-Kontrastes um den jeweils
gleichen Faktor der erhohende Einflull auf die maximale Feldstéarke fiir steigende
DK-Kontraste immer kleiner wird. Ein Grenzverhalten deutet sich an. Beispielsweise
steigt beim Volumenanteil von 50 % die maximale Feldstirke selbst bei einem DK-
Kontrast von 108 nurmehr um weniger als 8 % gegeniiber einem DK-Kontrast von 250
an (weswegen die entsprechenden Werte nicht mehr graphisch dargestellt wurden).
Fur kleinere Volumenanteile ist der Unterschied noch geringer.
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Interessant sind auch die kleinsten Feldstirken in der Elementarzelle, die in
Abb. 5.12b abhéngig vom Volumenanteil dargestellt sind. Sie werden im Inneren
der Einschliisse erreicht. Durch die Wechselwirkung auf dem Gitter herrscht im Ku-
gelinneren keine homogene Feldstéirke vor, wie sie aus der Losung fir eine einzelne
eingebettete Kugel folgt. Die fiir diesen Grenzfall nach (5.2) berechneten Feldstidrken
sind in Abb. 5.12b als gestrichelte Linien eingezeichnet. Offenkundig werden sie fir
sehr kleine Volumenanteile nahezu erreicht. Aufgrund der elektrostatischen Wech-
selwirkung mit den benachbarten Elementarzellen sind die tatsdchlichen minimalen
Feldstiarken jedoch grundsétzlich hoher als die in der einzelnen eingebetteten Kugel.
Mit wachsendem DK-Kontrast nimmt dieser Unterschied zu.

Zudem wachsen die minimalen Feldstarken mit zunehmendem Volumenanteil der
Partikel, was ebenfalls auf die stirkere Wechselwirkung im Gitter zuriickzufithren
ist. Nur fiir das kleinste untersuchte Verhéltnis egygel/€Matrix = 2 nimmt die minimale
Feldstarke bei grofleren Volumenanteilen wieder leicht ab. Das ist sehr wahrscheinlich
numerisch bedingt: Durch die bei steigenden Volumenanteilen zunehmend gréf3eren
finiten Elemente innerhalb der modellierten Kugel wird die iiber das Element gemit-
telte Feldstédrke damit systematisch niedriger berechnet. Entsprechend ist aufgrund
des Vernetzungsalgorithmus die Elementgrofie an der Randschicht der Kugel fiir klei-
nere Volumenanteile kleiner. Mithin werden dort die maximalen Feldstirken weniger
unterschétzt, als dies fiir die hoheren Volumenanteile der Fall ist (vgl. Kap. 3.2.3).

Die minimalen Feldstarken werden mit wachsendem DK-Kontrast kleiner. Beim
Grenzfall leitfihiger (d.h. unendliche Permittivitat aufweisender) und wechsel-
wirkungsfreier Kugeln wiirde die Feldstiarke im Kugelinneren verschwinden. Bei
ausreichend hohen DK-Kontrasten wirkt sich ihre Erh6hung um einen Faktor als
Verkleinerung der minimalen Feldstidrke um einen gewissen Faktor aus. Dies 148t sich
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Abb. 5.13: Einfluf} des DK-Kontrastes egygel/€Matrix auf die Dichtefunktion der relativen Feldstarke fiir
einen Komposit mit eingebetteter Kugel mit einem Volumenanteil von 5 %. Im kleinen Bild ist der
gesamte tiberstrichene Feldstédrkebereich zu sehen, im groflen Bild ein Ausschnitt daraus.
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fiir wechselwirkungsfreie Kugeln aus (5.2) schlielen. Die numerischen Ergebnisse
deuten darauf hin, daf3 dies auch fiir hohe Volumenanteile giiltig bleibt.

Nachdem die Extremwerte der Feldstarkeverteilung ausfiithrlich diskutiert worden
sind, sollen jetzt die Verteilungen selbst ndher betrachtet werden. In Abb. 5.13 ist
die Abhéngigkeit der Dichtefunktionen vom DK-Kontrast fiir eingebettete Kugeln
mit 5 % Volumenanteil zu sehen. Deutlich ist zu erkennen, dal} ein wachsender DK-
Kontrast die Verteilungen aufspreizt. Das betrifft nicht nur die schon diskutierten
Feldstiarkeextrema, sondern den gesamten Verlauf der Verteilungen mit seinen weite-
ren zwei auffialligen Maxima und dem dazwischen angesiedelten Minimum. Durch
diese Spreizung der Extrema nehmen die Feldstidrkedichten A(E) mit wachsendem
DK-Kontrast ab. Besonders deutlich wird diese Verbreiterung bei der Betrachtung der
Verteilungsfunktion H(E), die in Abb. 5.14 dargestellt ist.

Die Kante bei geringer Feldstéirke hat eine Hohe von H(E) = 0,05, was dem Volu-
menanteil der eingebetteten Kugeln entspricht. Die sich darin ausprigende Feldstéirke
entspricht in erster Ndherung der freien Kugel. Der gesamte Bereich oberhalb die-
ses Wertes wird von den Feldstédrken im die Kugel umgebenden Polymer bestimmt.
Es zeigt sich deutlich, daB fiir wachsenden DK-Kontrast die Feldstarkeverteilungen
darin dhnlicher werden. Dem Anschein nach streben die Verteilungen gegen eine
Grenzverteilung. Das ist in Ubereinstimmung mit der Betrachtung der maximalen
und minimalen Feldstirken (Abb. 5.12 auf Seite 75), die bei wachsendem DK-Kontrast
jeweils einem Grenzwert zustreben. Die genannte Grenzverteilung ist durch einen
unendlichen DK-Kontrast gegeben, was einer eingebetteten leitfihigen Kugel in einer
nichtleitenden Matrix entspricht.
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Abb. 5.14: Einfluf} des DK-Kontrastes egygel/€Matrix auf die Verteilungsfunktion der relativen Feldstérke
fiir einen Komposit mit eingebetteter Kugel mit einem Volumenanteil von 5 %. Die Pfeile verdeutlichen
den Einfluf des wachsenden DK-Kontrastes.
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Neben dem DK-Kontrast bestimmt auch der Volumenanteil der eingebetteten
Kugeln wesentlich die Feldstiarkeverteilung. Fir einen DK-Kontrast von 2 ist die
Dichtefunktion in Abb. 5.15 dargestellt.

Wachsende Volumenanteile bewirken eine zunehmende Uberlagerung der bei den
niedrigen Volumenanteilen deutlicher voneinander geschiedenen Maxima. Das dullert
sich darin, daB} sich diese Maxima verbreitern und ihre Feldstirkedichten abnehmen.
Dabei ist festzuhalten, daf} sich die Dichteverteilung deutlich von der des eingebetteten
Zylinders (vgl. Kap. 5.2.3) unterscheidet. Bei der Kugel treten nicht vier deutlich
unterschiedene Spitzen der Haufigkeitsverteilung auf. Vielmehr tritt dort neben dem
vergleichsweise ausgeprigtem Maximum bei niedriger Feldstéirke — welches zu den
inneren Feldstdrken der Kugeln gehort — ein breiter Maximums-Bereich auf, aus dem
heraus sich zwei Maxima abheben. Das Maximum bei geringere Feldstidrke weist
dabei eine deutlich geringere Feldstirkedichte auf als jenes hoherer Feldstiarke. Beide
Maxima zeichnen sich bei zunehmendem Volumenanteil immer undeutlicher von der
gesamten Dichteverteilung ab. Der Maximumsbereich verbreitert sich dabei.

Diese Unterschiede spiegeln sich auch in den Verteilungsfunktionen wider, welche in
Abb. 5.16 dargestellt sind. Augenscheinlich werden die Kanten in den Verteilungsfunk-
tionen immer weicher, je hoher der Volumenanteil der Kugeln ist. Das ist Ausdruck
der zunehmenden Wechselwirkung der Kugeln, welche die Verteilung der Feldstirke
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Abb. 5.16: Feldstiarkeverteilungsfunktion einer Elementarzelle mit eingebetteter Kugel mit einem DK-
Kontrast egygel/€Matrix = 2 fiir verschiedene Volumenanteile. Die Verteilungsfunktion fiir héhere
Feldstidrken wird nicht dargestellt, da der Trend der Anniherung an den Volumenanteil v = 1 schon
hier deutlich wird.

verbreitern. Statt klar abgegrenzter Bereiche unterschiedlicher Feldstidrke mit ge-
ringer Schwankungsbreite gibt es dort in gréfleren Volumenbereichen Feldstiarken
groflerer Variabilitat.

Wachsende DK-Kontraste und wachsende Volumenanteile verursachen also glei-
chermaflen eine Verbreiterung der Verteilung hin zu steigenden Feldstidrken. Dal3
diese beiden Einfliisse in unterschiedlichem Ausmal} wirken, wird in Abb. 5.17 deut-
lich, wo die Verteilungsfunktionen fiir Volumenanteile von 20 % und 40 % dargestellt
sind. Deutlich ersichtlich ist, daf} sich die Verteilung zu sehr viel hoheren Feldstarken
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Abb. 5.17: Feldstarkeverteilungsfunktion fiir eine Elementarzelle mit eingebetteter Kugel mit einem
Volumenanteil v von 20 % und 40 % fiir verschiedene DK-Kontraste egygel/€Matrix» die in der Legende
angegeben sind.
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erstreckt, wenn die DK-Kontraste und der Volumenanteil héher sind. Fiir diesen
Fall lassen sich in groBeren Feldstiarkebereichen Bereiche der Verteilungsfunktion
finden, die weitgehend linear sind, d. h. nur noch schwach ausgepriagte Wendepunkte
aufweisen. Darin zeigt sich eine ndherungsweise Gleichverteilung der Feldstiarken in
nennenswerten Volumenanteilen. Nur in sehr kleinen Bereichen werden hingegen die
hochsten Feldstiarken erreicht.

5.2.5 Elementarzellen mit zwei Kugeln

Die effektiven Permittivitdten und die Feldstirkeverteilungen wurde bisher an Ele-
mentarzellen mit einer eingebetteten Kugel ermittelt. Nachfolgend werden Ergebnisse
fiir zwei eingebettete Kugeln vorgestellt, deren Abstand zueinander und deren Radien
variiert wurden.

5.2.5.1 Konstruktion der Elementarzellen

Die Konstruktion der Elementarzelle geschah anhand von Abb. 5.18a. Die Gréfie der
beiden eingebetteten Kugeln wurde bei gleichem Gesamt-Volumenanteil verdnderlich
gehalten und ihr relativer Abstand zueinander variiert. Das Volumen V der qua-
derformigen Elementarzelle mit der Hohe / und der quadratischen Grundflache der
Seitenldnge 1/2 blieb dabei unverandert.

A z

Abb. 5.18: Elementarzelle mit zwei unter-
schiedlich grofien Kugeln. Der minimale |
Abstand einer der eingebetteten Kugeln
zur Deckfliche ist in (a) als Randab-
stand hervorgehoben. Fiir die andere
Kugel ist er entsprechend definiert. Zu- Rand-
sétzlich ist der Mittelpunktsabstand ¢ v 2 abstand
eingezeichnet.

Pfad

(a) Bezeichnungen (b) Pfad

Die beiden Kugelradien r2 und r; stehen im Radienverhiltnis x zueinander. Unter
den genannten Bedingungen ergeben sich somit die beiden Radien zu

3/ 3 VvV
ri= Em und ro=Kri. (515)

Ersichtlich fiihrt (5.15) dazu, daf sich beide Radien bei einer Anderung des Radien-
verhéltnisses « dndern. In Abb. 5.19 wird das fiir zwei Volumenanteile v demonstriert.
Weil die Kugeln vollstindig innerhalb der Elementarzelle liegen sollen, kann fiir
hohere Volumenanteile das Radienverhéltnis nur noch innerhalb engerer Grenzen
verdandert werden als bei kleineren.
Die Elementarzelle wurde so konstruiert, dafl die Mittelpunkte der Kugeln fiir jedes
x symmetrisch zum Mittelpunkt der Elementarzelle (dem die Koordinate z = 0 zuge-
wiesen wurde) liegen. Dadurch sind die Elementarzellen fir x und 1/x im Hinblick auf
ihr elektrostatisches Verhalten identisch. Bei Radienverhiltnissen x > 1 vertauschen
die oberen und die untere Kugel lediglich die Rollen im Vergleich zu x < 1, so daf3 es
geniigt, den letztgenannte Fall zu untersuchen.
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Abb. 5.19: Radien der beiden Kugeln in der Elementarzelle fiir verschiedene Volumenanteile v in
Abhéngigkeit vom Radienverhiltnis k. Wegen ihrer festen Abmessungen (1x1x2 Einheiten) gibt es
bei grofleren Volumenverhéltnissen nur noch einen kleinen zugénglichen Bereich von «, weil sonst die
Kugeln nicht mehr vollstdndig innerhalb der quaderférmigen Elementarzelle enthalten wéren.

Nur die z-Koordinate der Kugeln wurde variiert. Der Mindestabstand ist dann durch
die Beriihrung der Kugeln und der Héchstabstand durch die Beriihrung der Deckflache
der Elementarzelle durch die grofere Kugel vorgegeben. Wird der groflere der beiden
Radien mit r,,x bezeichnet, so werden diese Grenzen fiir den Mittelpunktsabstand ¢
durch

Cmax = — 2rmax und Cmin =T1+T79 (5.16)

gegeben. Mit dem relativen Abstand 6 (0 < 8 < 1) werden so die Mittelpunktspositionen
beider Kugeln mit Ac = ¢ax — Cmin ZU

Cmin Ac
21,2—i( B +0?) (5.17)
festgelegt. Auf diese Weise konnen iiber die Parameter v, x und 6 die Elementarzellen
so geandert werden, dafl Volumenanteil, Radienverhiltnis und relativer Abstand
beider Kugeln leicht variiert werden konnen. Es ist sinnvoll, die Auswirkung der
Parameter auf die tatsichlichen Abstidnde und Kugelpositionen zu betrachten. Fiir
einen Volumenanteil von v = 10 % sind die Auswirkungen der Parameterinderungen
in Abb. 5.20 auf Seite 82 ersichtlich.

Es 148t sich zeigen, daB Ac fiir k = v/3 und x = 1/v/3 = 0,5774 ein Minimum annimmt,
welches somit unabhingig von v und V ist. Der Abstand zur Deckflache (vergleiche
Randabstand in Abb. 5.18a) kann fir verschiedene x ermittelt werden. Es zeigt
sich, daf3 der Randabstand der grofBeren Kugel ebenfalls fiir dieses Radienverhéltnis
minimal wird, und zwar unabhingig vom relativen Abstandsverhéltnis 0 sowie v und
V. Die Abb. 5.20b demonstriert, wie sich die Anderung des relativen Kugelabstands
6 auf die z-Koordinaten der 4uBleren Kugelriander auswirkt. Der Kugelabstand der
groBleren — hier oberen — Kugel dndert sich schwicher mit x als jener der kleineren
Kugel.

Die Deckflachen der Elementarzelle (senkrecht zur z-Achse) sind elektrodiert. Die
langere Seite der Elementarzelle wird meist entsprechend Abb. 5.21b auf Seite 83
parallel zur z-Achse gelegt. Fiir die Abstandsénderung der Kugeln wurde explizit
nur die longitudinale Richtung der Elementarzelle herangezogen. Es soll aber darauf
hingewiesen werden, daf} aus den Randbedingungen auch lateral eine Periodizitit
des Gitters resultiert. Die lateralen Kugelabstidnde dndern sich somit auch mit dem
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Radienverhaltnis «, wobei der laterale Abstand der gréoBeren Kugeln sich weniger
andert als derjenige der kleineren Kugeln.

Die Feldstarkeverteilung wurde fiir einzelne Konfigurationen dieses System auch
raumlich charakterisiert, indem die elektrische Feldstirke entlang eines Pfades durch
das Zentrum der Elementarzelle ermittelt wurde (vgl. Abb. 5.18b).

5.2.5.2 Permittivitit und Feldstirkeverteilung bei gleich groen Kugeln

Es werden zunichst die relativen Permittivitdten von Elementarzellen mit zwei
gleich groflen Kugeln betrachtet. Dabei bietet es sich an, ihre Verschiebungen in
Feldrichtung sowie senkrecht zur Feldrichtung als Grenzfille zu untersuchen, wie es
Abb. 5.21 verdeutlicht. Die Konstruktion der Elementarzelle geschah dabei so, wie im
vorangegangenen Abschnitt dargelegt.

Hierbei ist wie schon zuvor zu beriicksichtigen, daf die impliziten elektrostatischen
Randbedingungen eine periodische Fortsetzung der Elementarzelle bewirken. Dies
bedeutet, dall die Wahl der Elementarzelle z. B. wie in Abb. 5.21b aber auch wie in
Abb. 5.21c¢ erfolgen kann. Diese Elementarzellen unterscheiden sich im Kugelabstand.
Da jedoch die Wahl der Elementarzelle die Eigenschaften des Gitters nicht beein-
flut, kann geschluBfolgert werden, daB die Anderung der effektiven DK symmetrisch
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. Abb. 5.21: Zwei Elementarzellen mit je zwei eingebet-
teten Kugeln, deren Abstand variabel ist. Die Elek-

6 troden auf der Ober- und Unterseite sind angedeutet.
In (a) erfolgt die Anderung des Kugelabstandes senk-

‘ recht zur Feldrichtung, in (b) und (c) parallel dazu.

£ In (c) ist eine weitere Moglichkeit eingezeichnet, die

Elementarzellen (b) zu definieren. In der hervorge-

" " ‘ hobenen Elementarzelle (c) ist der Kugelabstand

geringer als in (b).

(a) (b) ()

zum grofltmoglichen Abstand zwischen den nachstbenachbarten Kugeln erfolgt. In
Abb. 5.22 ist wird diese Symmetrieiiberlegung — abgesehen von kleineren auf nume-
rische Einfliisse zuriickgehende Abweichungen — bestitigt. Ein relativer Abstand
von 0,5 entspricht dem Fall der Elementarzelle mit einer einzelnen Kugel in ihrem
Mittelpunkt, was der angegebene Vergleichswert verdeutlicht. Offenkundig wirken
sich Abstandsidnderungen in Richtung der Feldstéirke stiarker aus, als senkrecht dazu.
Eine Anndherung der Kugeln parallel zur Feldrichtung bewirkt eine Vergroferung
der effektiven DK, wihrend sie senkrecht dazu eine geringe Verringerung dieser
Grofle verursacht. Dieser Unterschied wurde fiir ein dhnliches System auch von
JAYASUNDERE ET AL. angegeben. 127!

Die entlang des Pfades ausgewerteten Feldstirken in Abb. 5.23 auf Seite 84 zeigen
deutlich den Einflul} der Positionsdnderung der eingebetteten Kugeln. Die niedrigsten
Feldstiarken treten im Inneren der eingebetteten Kugeln auf. Wegen der elektrostati-
schen Wechselwirkung sind die Feldstarken dort aber entgegen dem Ergebnis fiir die
einzelne eingebettete Kugel nicht konstant, sondern nehmen zum Kugelmittelpunkt
hin leicht ab. Sind die Kugeln weiter voneinander entfernt, so ist diese Anderung
geringer. Die groften Feldstdrken treten am Rand der eingebetteten Kugeln auf.
Die Uberhshung gegeniiber der nominell anliegenden Feldstirke ist fiir sehr kleine
Abstéande deutlich: fiir relative Absténde von 0,05 (oder 0,95) ist sie etwa 6.

In Abb. 5.24 auf Seite 84 ist die Feldstiarkeverteilung fiir diese Elementarzelle
abgebildet. Diese ist fur alle Abstdnde dargestellt, die auch in Abb. 5.23 zu finden
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Abb. 5.22: Positionsabhingigkeit der effektiven DK fiir eine Elementarzelle aus zwei eingebetteten
Kugeln, die jeweils einer Elementarzelle aus Abb. 5.21a oder Abb. 5.21b entsprechen. Die relativen

Abstiande beziehen sich auf die Kugelmittelpunkte. Die relativen Permittivitidten von Matrix und
Kugeln betragen epatrix = 10 und €gygel = 100. Der Volumenanteil betréigt v = 30 %.
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Abb. 5.23: Feldverteilung in einer Elementarzelle mit zwei gleich gro3en kugelférmigen Einschliissen
entlang eines Pfades durch die Kugelmittelpunkte gemafl Abb. 5.18b auf Seite 80. Der Volumenanteil
der Kugeln (egygel = 100) in der Matrix (epatrix = 10) betrégt 10 %. Die Grundfléche der Elementarzel-
le ist quadratisch; die Pfadkoordinate ist relativ zu ihrer Seitenlénge. Entsprechend den Abmessungen
der Elementarzelle (1 x 1 x 2 Einheiten), betragt der Durchmesser der Kugeln 0,576 Einheiten. Die
relativen Abstinde wurden abgesehen von den Extremwerten in 0,1-Schritten gedndert.

sind. Wegen der Symmetrie auf dem kubischen Gitter sind die Feldstarkeverteilun-
gen identisch fiir relative Abstéande symmetrisch zu 0,5. Die Abweichungen dieser
Feldstarkeverteilungen fiir symmetrische Abstédnde kann mit < 1% als geringfiigig
eingeschitzt werden. Sie rithren von der unterschiedlichen Vernetzung her, die zum
Beispiel durch die Uberginge von den Kugeln zu den ebenen Begrenzungsflichen der
Elementarzelle hervorgerufen werden.

10—
0,91 "
0,81
0,71
0,61
0,51
0,4
0,31
0,2
0,1
oo
02 04 06 08 1,0 12 1,4 1,6 18 20
relative Feldstarke E/E0

Verteilungsfunktion H(E)

Abb. 5.24: Verteilungsfunktion der Feldstéirke (Ausschnitt) fiir ein Komposit mit eingebetteten Kugeln
mit einem Volumenanteil von 10 % (egygel = 100, €Matrix = 10). Die Kurve zum relativen Abstand
0,5 ist durchgezogen. Die Pfeile symbolisieren den Trend zu grofleren (gleichbedeutend: kleineren)
Abstdnden, die genauso wie in Abb. 5.23 gewihlt worden sind.
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Die Verteilung éndert sich mit der Entfernung aus der symmetrischen Position der
Kugeln dahingehend, daf} in der Verteilungsdichte A(E) dann zwei zunehmend ausge-
pragtere Maxima erscheinen, erkennbar an den markanter werdenden Wendepunkten
in der Verteilungsfunktion H(E). Diese Maxima treten fiir kleinere beziehungsweise
hohere Feldstédrken als die homogene Feldstiarke E auf. Zusétzlich dazu kann fest-
gestellt werden, daB sich die maximalen Feldstarken mit wachsender Entfernung
aus der symmetrischen Position vergroflern. Das ist darauf zuriickzufiihren, daf} sich
dadurch die Absténde der nachstbenachbarten Kugeln verringern.

Bei hoheren Volumenanteilen der Kugeln steigen die maximalen Feldstiarken an. Da-
bei dndert sich zwar auch die Strukturierung der Verteilungsfunktion H(E), jedoch in
kleinerem Umfang als bei geringeren Volumenanteilen, weil offenbar die Einfliisse der
lateral benachbarten Kugeln die Effekte der (geringen) Positionsénderung in Feldrich-
tung dominieren. In Abb. 5.25 wird das fiir einen Volumenanteil von 30 % verdeutlicht.
Ersichtlich fithrt der EinfluB der Kugelposition nur zu kleineren Anderungen im
dargestellten Feldstirkebereich: das Maximum bei etwa 1,3 Feldstirkeeinheiten
verschiebt sich bei Verdanderung der Position der Kugeln in der Elementarzelle zu
hoheren Feldstirken. Bei Feldstédrken bis zur homogenen Feldstéirke E( treten auch
Verschiebungen der beiden Maxima auf, die sich aber nicht sehr deutlich abheben.
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Verteilungsfunktion H(E)

Abb. 5.25: Verteilungsfunktion der Feldstéirke (Ausschnitt) fiir ein Komposit mit eingebetteten Kugeln
mit einem Volumenanteil v von 30 % (egyugel = 100, €Matrix = 10). Die Kurve zum relativen Abstand
0,5 ist durchgezogen. Die Pfeile symbolisieren den Trend zu grioBleren (gleichbedeutend: kleineren)
Absténden, die genauso wie in Abb. 5.23 gewidhlt worden sind. Die Vergleichskurve zeigt H(E) fir
v =10% und einen relativen Abstand von 0,5.

5.2.5.3 Permittivitiat und Feldstirkeverteilung bei unterschiedlich grofien
Kugeln

Der Frage, ob unterschiedliche Kugeldurchmesser die effektive DK verdndern und
wie sie die Feldstarkeverteilung beeinflussen, wird im folgenden anhand einiger Bei-
spiele nachgegangen. Die Elementarzelle wurde dabei wiederum so wie in Abb. 5.18a
auf Seite 80 gewéahlt. Auch hier wurde das Abstandsverhiltnis 6 bezogen auf die
Mittelpunktsabstinde der eingebetteten Kugeln verandert.
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Kapitel 5 Modellierung von 0-3-Kompositen

In Abb. 5.26 sind die effektiven relativen Permittivitdten fiir Komposite mit einem
Volumenanteil von 10 % beziehungsweise 30 % dargestellt. Es wurde iiberpriift, daf} die
Ergebnisse fiir die Kugelradienverhéltnisse x und ihrem Reziproken 1/x iibereinstim-
men (nicht abgebildet), wie es aus der Konstruktion der Elementarzelle (Kap. 5.2.5.1)
zu erwarten ist.

Gegeniiber einer Elementarzelle mit gleich groflen kugelformigen Einschlissen
bewirken die verschiedenen Kugelgrofien eine Senkung der effektiven Permittivitét.
Diese Abnahme tritt unabhéingig von den Kugelpositionen in den Elementarzellen
auf. Fiir ein Kugelradienverhéltnis von 0,6 betragt diese Verringerung beim mittleren
relativen Kugelabstand bei einem Volumenanteil von v = 10% etwa —2 %, bei einem
hoheren Volumenanteil von 30 % hingegen —7 %.

Bemerkenswert sind die Werte der effektiven relativen DK. Bei beiden Volumenan-
teilen fillt auf, dafl die von Hashin et al. angegebenen Grenzen (5.11) nicht eingehalten
werden: Beispielsweise sollte bei einem Volumenanteil von 30 % eine relative DK des
Komposits von 18,7 nicht unterschritten werden. Die modellierte DK ist mit 17,53
(bei einem Radienverhéiltnis von 0,6 und einem relativen Abstand von 0,6) mehr als
5% kleiner als dieser Wert, was ein numerisches Artefakt ausschliefit. Allerdings
wird die untere Wiener-Grenze (5.10), welche eine DK von 13,7 ergibt, nicht verletzt.
Der scheinbare Widerspruch zu der unteren Hashin-Grenze 16st sich dadurch auf,
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5.2.5 Elementarzellen mit zwei Kugeln 5.2 Ergebnisse

daf} die Bedingungen zu ihrer Anwendung nicht mehr gultig sind. Offenkundig ist
in den modellierten Strukturen die Bedingung der Isotropie verletzt.!13% Dies gilt
schon fiir die kubischen Strukturen mit einheitlich groBen eingebetteten Kugeln. Dort
lie3 sich jedoch die Permittivitit in der untersuchten Richtung noch gut mit dieser
Grenzformel beschreiben.

Mit zunehmendem Unterschied zwischen den Kugelradien verkleinert sich die effek-
tive DK mehr. Dabei sind bei beiden Volumenanteilen die Absenkungen der DK bei
Verinderung des Radienverhaltnissen von 1 zu 0,8 kleiner als von 0,8 zu 0,6. Deswegen
kann vermutet werden, daf} die effektive relative DK von 0-3-Kompositen mit etwa
gleich groflen kugelférmigen Einschliissen gegeniiber kleinen Radienschwankungen
recht unempfindlich sein diirfte.

Die Abb. 5.27 soll eine Vorstellung von der Variabilitéit der relativen Feldstér-
ke in Abhingigkeit von unterschiedlichen Kugelgréflen bei einem Volumenanteil
von v = 10% geben. Entlang eines Pfades durch die Kugelmittelpunkte wurde die
Feldstiarke ausgelesen. Die Position der Kugeln ist an den scharf abgegrenzten Berei-
chen niedriger Feldstirke zu erkennen. Vor dem Hintergrund der Uberlegungen zur
Konstruktion der Elementarzelle in Kap. 5.2.5.1 148t sich die Anderung der Kugelposi-
tionen fiir verschiedene x nachvollziehen. Fiir die benutzten Parameter ergibt sich die
Sequenz der Radienverhiltnisse ¥ von 1 — 0,8 — 0,4 — 0,6 fiir die der Randabstand
der grofBeren Kugel sowie der Mittelpunktsabstand Ac abnimmt (entsprechend dem
Minimum bei k = 1/v/3).

Der Randabstand der kleineren Kugel (mit der kleineren Pfadkoordinate) ist bei
einer Anderung des Kugelradienverhiltnisses deutlich variabler als der Randabstand
fiir die groflere. Wegen der Randbedingungen, welche implizit die Spiegelung an
den Randfléachen vorgeben, fithrt das zu einer Asymmetrie der Feldverldufe und die
Feldstiarken stimmen fiir k # 1 an den Riandern nicht iberein. Fiir die Pfadkoordi-
nate 0 nimmt die Feldstidrke mit groBBer werdenden Kugeln zu, entsprechend dem
mit steigendem x abnehmenden Randabstand, wihrend fiir die Feldstarke am oberen
Elementarzellenrand (Pfadkoordinate 2) die Feldstiarke sich wesentlich schwacher
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Abb. 5.27: Feldverteilung in einer Elementarzelle mit zwei verschieden groBlen kugelformigen Ein-
schliissen entlang eines Pfades durch die Kugelmittelpunkte gem#83 Abb. 5.18b auf Seite 80. Der
Volumenanteil der Kugeln (egyge] = 100) in der Matrix (€pMatrix = 10) betrégt 10 % und der relative
Abstand 0 = 0,5. Die Pfadkoordinate zdhlt in relativen Einheiten zur Seitenlénge der Grundfliche.
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unterscheidet, wobei die Unterschiede nicht ausschlie3lich mit den Randabstinden
verbunden sind, denn die Grof3e der Feldstéirke ist nicht mit der x-Sequenz korreliert.

Die Feldstéirke im Inneren der Kugeln variiert wegen der elektrostatischen Wechsel-
wirkung. Mit fallendem Radienverhéltnis x steigt die Feldstarke in der kleineren
Kugel, aber sie fillt in der mit gréBerem Durchmesser. Das kann darauf zuriickgefiithrt
werden, dal3 sich beide Kugelradien bei sich verkleinerndem x gegenldufig &ndern:
der Radius der unteren Kugel wird verkleinert, der der oberen nimmt aber zu (vgl.
Abb. 5.19 auf Seite 81).

Beim dargestellten relativen Kugelabstand 6 = 0,5 verursachen unterschiedliche
Radienverhiltnisse x keine wesentliche Anderung der maximalen Feldstarke entlang
der Schnittlinie. Der Vergleich der unterschiedlichen Maxima weist auf unterschiedli-
che Einfliisse hin. Die zu verschiedenen x gehérenden Maxima am Rand der gréf3eren
Kugel sind um so hoher, je geringer das Radienverhéltnis ist und damit um so gro-
Ber diese Kugel ist. Die Maxima am Rand der kleineren Kugel sind fiir x = 0,6 am
hochsten, entsprechen in ihrer Reihenfolge aber nicht der Sequenz der abnehmenden
Abstande.

Die Verteilungsfunktionen H(E) derselben Elementarzelle werden in Abb. 5.28
gegeben. Die Kante bei H(E) = 0,1 weist auf die Feldstiarke im Inneren der Kugeln hin
und entspricht dem Volumenanteil der Einschliisse. Die Feldstarke im Kugelinneren
wird von Groflenunterschieden der eingebetteten Kugeln beeinflufit. Fiir steigenden
GrofBenunterschied wird das zugehorige Maximum der Dichtefunktion ~(E) breiter,
sichtbar am weniger ausgeprigt horizontalen Verlauf bei H(E) =v =0,1. Aullerdem
verschiebt es sich leicht zu kleineren Feldstéirken hin. Die innere Struktur ist offenbar
nicht ausschlieBlich von den longitudinalen Abstdnden bestimmt, weil die Unterschie-
de sich nicht entlang der x-Sequenz abnehmender Abstinde verdndern. Offenbar
spielen auch die lateralen Einfliisse eine Rolle.

Dieser Kante entspricht ein Maximum der Dichtefunktion A(E). In der Umgebung
von E = E(y kommen bei gleich grolen Kugeln zwei weitere vor, eines fiir E < E, eines
fir E > E(. Bei unterschiedlich groBen Kugeln sind diese Maxima jedoch nicht mehr
klar getrennt, sondern sorgen eher fiir eine Verbreiterung eines der Maxima.
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Abb. 5.28: Verteilungsfunktion der Feldstiarke in einer Elementarzelle mit zwei verschieden grof3en
kugelférmigen Einschliissen. Es gelten die gleichen Bedingungen wie unter Abb. 5.27 (Volumenanteil
der Kugeln v =10 %, relativer Abstand 6 = 0,5 sowie egygel = 100 und epatrix = 10).
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Die hochsten Feldstiarken treten fiir gleich gro3e Kugeln auf. Die Feldstirkemaxima
fiir x = 0,4 sind am Kkleinsten, jene von « = 0,6 und x = 0,8 lassen sich entsprechend
der Auflosung der Klassierung nicht mehr voneinander trennen.

Schon die Auswertung entlang des Pfades zeigte deutlich die Komplexitit der
Feldstiarkeverteilung bei unterschiedlich groB3en Kugeln auf. Um so mehr ist das fiir
die Feldstarkeverteilung H(E) im gesamten Elementarzellenvolumen der Fall. Um
einen Eindruck von der Schwankungsbreite in Abhéingigkeit vom Radienverhéltnis
¥ und dem relativen Kugelabstand 6 zu geben, ist in Abb. 5.29 fiir die diskutierte
Elementarzelle ein Ausschnitt der Verteilungsfunktion H(E) gegeben.

Den grofiten Einflufl auf H(E) haben die unterschiedlichen Kugelradienverhaltnisse
und relativen Abstinde fiir die Feldstdrken in der Umgebung von E(. Die Dichtefunk-
tion A(FE) zeigt dort zwei ausgeprigte Maxima (fur E < Eg und fiir E > E) bei den
relativen Abstinden 0 = 0,05 und 8 = 0,95. Die Maxima fiir E < E sind bei kleineren
Radienverhiltnissen x weniger deutlich ausgepragt. Sie werden kleiner und verschie-
ben sich zu gréfieren Feldstiarken, so daf bei x = 0,4 nur noch das Maximum zu E > E
deutlich ausgepragt ist.

Die hoheren Feldstirken (in der Abbildung nicht dargestellt) werden bei den unter-
schiedlich groflen Kugeln fiir die Abstinde 6 = 0,95 erreicht. Auch wenn die kleinsten
longitudinalen Abstidnde der benachbarten Kugelriander fiir beide 6 gleich grof3 sind,
so sind die Situationen dennoch unterschiedlich: bei 6 = 0,05 sind diese zwischen der
grofleren und der kleineren Kugel, bei 6 = 0,95 jedoch zwischen den — durch das Gitter
— benachbarten groBeren Kugeln. Das konnte auf eine laterale Beeinflussung aufgrund
der durch das Gitter auch lateral dichter benachbarten groeren Kugeln hinweisen.

Es mul} aber betont werden, dal} die Auswertung beziiglich der maximalen Feldstér-
ke aufgrund der Methode lediglich tiber das Volumen gemittelte Werte ergibt, die vom
Volumen der ausgewerteten Elemente abhéngen.
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Abb. 5.29: Verteilungsfunktion der Feldstirke (Ausschnitt) fiir eine Elementarzelle mit zwei verschieden
groBBen kugelformigen Einschliissen. Der Volumengehalt der Einschliisse betrigt 10 %. (Zu den
Parametern und der Elementarzelle siehe Abb. 5.27 und Abb. 5.28.)
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5.2.6 Analyse der Feldstarkeverteilung bei kubischen Einschliissen

In Abb. 5.30 sind die Verteilungsfunktionen H(E) der elektrischen Feldstirke fir einen
Wiirfel bei verschiedenen Drehwinkeln im Vergleich zu einer Kugel dargestellt. Offen-
bar sind sich die Feldstiarkeverteilung der eingebetteten Kugel und des eingebetteten
Wiirfels fiir einen Drehwinkel von 45° recht dhnlich, wenn von den kleinen Feld-
stiarken abgesehen wird. Aullerdem zeigen sich je nach Drehwinkel unterschiedliche
Maximalfeldstiarken.

Bei dem recht geringen Volumenanteil hat die Ausrichtung des eingebetteten Wiir-
fels in der Elementarzelle nur einen kleinen Einfluf} auf die Feldstarkeverteilung.
Die hochsten Feldstiarken treten fiir einen Drehwinkel ¢ = 45° auf, entsprechend dem
dann dichtesten Abstand der Wiirfel auf dem kubischen Gitter.

Fiir den héheren Volumenanteil v = 30% sind in Abb. 5.31 die Verteilungsfunk-
tionen H(E) angegeben. Die Verteilungsfunktion fiir den eingebetteten Wiirfel zeigt
deutliche Unterschiede zu der einer Kugel gleichen Volumenanteils. Bei kleinen re-
lativen Feldstidrken beginnen die Verteilungsfunktionen H(E) der Elementarzellen
mit eingebettetem Wiirfel kontinuierlich im Gegensatz zur Kugel, wo H(E) mit einer
scharfen Kante beginnt. Im Vergleich mit dem geringeren Volumenanteil v =10% ist
der Verlauf in diesem Bereich aber deutlich starker vom Drehwinkel des eingebetteten
Wiirfels abhéngig. Die an diesen Bereich des Einlaufens sich anschlielenden Bereiche
sind auBlerdem steiler als beim geringeren Volumenanteil, so daf3 sie sich dem Verlauf
der Kante bei eingebetteter Kugel annihern. Allerdings ist diese groBere Ahnlichkeit
nur fur die kleineren relativen Feldstiarken gegeben. Danach unterscheiden sich die
Verteilungsfunktionen mit eingebettetem Wiirfel und Kugel deutlich. Auch bei einem
Drehwinkel von 45° ist keine so groBe Ahnlichkeit festzustellen wie noch bei v = 10%.

Beim hoheren Volumenanteil wirken sich die Anderungen des Drehwinkels stérker
aus. Besonders auffillig ist ein Wendepunkt der Verteilungsfunktion fiir einen unge-
drehten Wiirfel bei einer Feldstirke von ungefihr 2,4 - E\. Dieser tritt bei anderen
Drehwinkeln nicht auf. Die geometrische Situation entspricht einem eingebetteten
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Abb. 5.30: Verteilungsfunktion H(E) der elektrischen Feldstéarke fiir einen eingebetteten Wiirfel bei
verschiedenen Drehwinkeln ¢ (zur Definition von ¢ siehe Abb. 5.7b auf Seite 70). Zum Vergleich ist die
Verteilungsfunktion einer Kugel mit ansonsten gleichen Parametern angegeben. Der Volumenanteil v
betrégt 10 %. Die relativen Permittivititen betragen epatrix = 10 und egyge/wiirfel = 100.



5.2.6 Feldstarkeverteilung bei kubischen Einschliissen 5.2 Ergebnisse

Wiirfel, dessen Kanten parallel zu denen der wiirfelformigen Elementarzelle liegen
(vgl. Abb. 5.7b auf Seite 70). An den Konturplots der elektrischen Feldstéirke kann
erkannt werden (nicht abgebildet), dafl die genannte Feldstéirke in einem Bereich
zwischen den oberen und unteren Deckflichen und den Deckelektroden der Ele-
mentarzelle auftritt, also in Richtung der Feldstidrke ohne Einschlufl. Bei gréof3eren
Volumenanteilen wird dieser Einflull dominierender.

Diese Auffilligkeit der ungedrehten eingebetteten Wiirfel soll anhand der zugehori-
gen Dichtefunktionen A(E) fiir verschiedene Volumenanteile anhand von Abb. 5.32 auf
Seite 92 weiter diskutiert werden. Die Maxima bei Feldstdrken um 2 E( heben sich
deutlich hervor. Fiir hohere Volumenanteile v sind diese deutlicher ausgeprégt, das
heif3t schmaler und hoher. Bemerkenswert ist auflerdem, daf sich die Maxima zu hohe-
ren Feldstidrken verschieben. Eine analoge Verschiebung hin zu héheren Feldstdrken
ist bei steigendem v fiir sehr kleine Feldstiarken (beim Beginn des ersten Maximums)
zu beobachten. Das erste Maximum ist Feldstiarken im Inneren der eingebetteten
Wiirfel zuzuordnen.

Im Falle sehr groBler Volumenanteile ndhert sich die kubische Elementarzelle mit
eingebetteten ungedrehten Wiirfeln der einfachen Parallelschaltung von Platten-
kondensatoren mit Dielektrikum an. Fiir geeignete Schnitte konnen auch Teile der
Elementarzelle mit dieser Uberlegung nidherungsweise beschrieben werden. Dann ist
zu erwarten, dall das Feldstirkeverhiltnis innerhalb der Matrix oberhalb des Ein-
schlusses und der Feldstiarke im Einschlull im Verhéltnis ewiirfel/€Matrix Steht. Diese
Erwartung kann iiberpriift werden, indem fiir alle 4 Volumenanteile die Feldstarken
der diskutierten Maxima mit denen im Partikelinneren verglichen werden. Werden
fiir letztere die linken Kanten der entsprechenden Maxima herangezogen, so ist das
Verhéltnis der Feldstirken tatsdchlich etwa 10.

Mit steigendem Volumenanteil werden die Histogramme A(E) zwischen den beiden
diskutierten Maxima immer unstrukturierter. Ein Doppelmaximum zwischen diesen
beiden wird fiir wachsende v kleiner. Diese Unterschiede zeigen sich klarer bei der
Betrachtung der Verteilungsfunktion, die fiir die zwei extremen Drehwinkel 0° und
45° in Abb. 5.33 auf Seite 92 dargestellt ist.
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Abb. 5.31: Verteilungsfunktion H(E) der elektrischen Feldstéarke fiir einen eingebetteten Wiirfel mit
einem Volumenanteil von v = 30 % bei verschiedenen Drehwinkeln ¢. Die relativen Permittivitiaten
betragen epatrix = 10 und egygel/wiirfel = 100.
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Abb. 5.32: Dichtefunktion h(E) der relativen Feldstirke fiir eingebettete ungedrehte Wiirfel (¢ = 0)
mit unterschiedlichen Volumenanteilen v. Die relativen Permittivitéten betragen epfatrix = 10 und

EWiirfel = 100.

Bei den hoheren Volumenanteilen wirkt sich die Verinderung des Drehwinkels
starker auf die Feldstédrkeverteilung aus als bei niedrigeren. Wie zu erwarten, treten
die grofiten Feldstirken fir den hochsten untersuchten Volumenanteil v = 32 % auf,
der schon deutlich in der Nidhe der Perkolationsgrenze (35,4 %) liegt. Die durch die
Volumenanteile bedingten Unterschiede der Verteilungsfunktion H(E) bei gleicher
relativer Feldstirke sind bei ungedrehtem Wiirfel grofler als bei Drehwinkeln von 45°.
Besonders augenfillig wird das beim Vergleich der Volumenanteile 30 % und 32 %.
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Abb. 5.33: Feldverteilungsfunktion H(E) fiir eingebettete Wiirfel mit verschiedenen Volumenanteilen
v und bei Drehwinkeln ¢ von 0° und 45°. Die relativen Permittivitaten betragen epfatrix = 10 und

EWiirfel = 100.



5.2.7 Feldstidrke-Extrema eingebetteter Kugeln 5.2 Ergebnisse

5.2.7 Feldstirke-Extrema eingebetteter Kugeln

In Kompositen mit kleinen Volumenanteilen v wechselwirken die eingebetteten
Kugeln nur schwach miteinander. Aus diesem Grund kann erwartet werden, daf
der Grenzfall einzelner eingebetteter Kugeln im homogenen elektrischen Feld zur
Beschreibung geeignet ist. Die ortsabhdngige Feldverteilung kann (im Gegensatz
zur Haufigkeitsverteilung der elektrischen Feldstirke) direkt aus der Losung der
Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten ermittelt werden.*?! Das Hauptergebnis 146t
sich auch vergleichsweise elementar*?! ableiten: Die eingebettete Kugel ist homo-
gen polarisiert und die Feldstédrke in ihr homogen verteilt. Im Auflenraum kommt
zum homogenen Feld noch das durch die Polarisationsladungen der Kugel verur-
sachte elektrische Feld hinzu. Dieses entspricht der Feldstiarkeverteilung eines im
Kugelzentrum befindlichen Dipoles, der parallel der Feldachse des (ohne eingebettete
Kugel) homogenen Feldes ausgerichtet ist. Je nachdem, ob die DK der Kugel grofier
oder kleiner als die der Matrix ist, ist die Polarisation in Richtung des homogenen
Feldes oder entgegengesetzt gerichtet. Entsprechend der Uberlagerung werden die
Feldstarkeextrema auf dem Rand der Kugel angenommen.

Die Feldstiarke im Inneren der kugelformigen Einschliisse wurde bereits in (5.2)
angegeben. Die Achse des homogenen Feldes durch den Mittelpunkt gibt besondere
Punkte vor: die Pole auf der Ober- und Unterseite der Kugel sowie die Aquatorlinie.
Die Feldstirken an den Polen lassen sich am einfachsten aus der Stetigkeit der
Normalkomponenten von D gewinnen, weil dort die beiden lateralen Feldrichtungen
verschwinden. Somit kénnen die Ausdriicke

3 €Kugel 3
E Kugelinneres = TgelE o und E Kugelrand = : €Rugel E, (5.18)
2+ p— €Matrix 2+ ——
Matrix €Matrix

gewonnen werden, welche entsprechend dem DK-Verhéltnis egygel/€Matrix die Feld-
starkeminima oder -maxima bezeichnen. Eine genauere Analyse der angegebenen
Ergebnisse von!*®! erlaubt es, die Positionen der Feldstirkeminima und -maxima auf
dem Kugelrand genauer zu lokalisieren. Fiir ekugel > €Matrix treten die Maxima an
den Kugelpolen und die Minima auf der Aquatorlinie (und im Inneren der Kugel) auf.
Hingegen sind fiir €Matrix > €Kugel die Minima an den Polen und die Maxima auf der
Aquatorlinie (und im Inneren der Kugel) angesiedelt.

In Abb. 5.34 auf Seite 94 werden die aus FEM-Modellierungen bestimmten Posi-
tionen der Feldstirkeextrema anhand der 100 groB3ten und 100 kleinsten iiber das
Elementvolumen gemittelten Feldstidrkebetrige dargestellt. Die zu ihnen gehorigen
Elementmittelpunkte sind in der Elementarzelle abgebildet. Wie schon erldutert,
enthilt die Elementarzelle eine zentrierte Kugel. Somit wird durch die impliziten
Randbedingungen mit der Elementarzelle ein einfach-kubisches Gitter modelliert (vgl.
Kap. 5.1.5 und Kap. 5.2.1). Fiir andere untersuchte Gittertypen wiirden abweichende
Positionen der Feldstarkeextrema auftreten.

Die Feldstidrkemaxima sind wie zu erwarten an den Polen angeordnet. Die Minima
treten entlang des Kugeldquators auf. Allerdings fallt hierbei auf, dafl eine Vorzugs-
richtung hin zu den Seitenflichen der Elementarzelle vorliegt. Im Falle der einzelnen
eingebetteten Kugel sollten wegen der Kugelsymmetrie (beziiglich der Feldachse) die
Minima keine solchen Vorzugsrichtungen haben. Modelliert wurde jedoch ein einfach-
kubisches Gitter. Die Abstdnde zu den nichsten Nachbarn liegen deswegen auf den
Verbindungslinien der jeweiligen Kugelmittelpunkte. Die aus der FEM ermittelten
Minima erstrecken sich auf dem Kugeldquator um diese Richtungen. Das zeigt, daf3
selbst bei geringen Volumenanteilen der GittereinfluBl auf die Feldverteilung gegeben
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Abb. 5.34: Elementarzelle mit eingebetteter Kugel: Positionen der 100 (a) kleinsten und (b) groften
Feldstérkebetrage( egygel/€Matrix=100). Die Kantenlénge der wiirfelfsrmigen Elementarzelle betréagt
1 Einheit. Die aus dem Volumenanteil v = 5% folgende Grofle der Kugel wurde durch ausgewihl-
te GroBkreise verdeutlicht. In den Projektionen zeigt sich, dafl die Extrema entlang des Randes
angeordnet sind. Die Feldstiarke war parallel zur z-Achse gerichtet.

ist, auch wenn auf die DK (vgl. Abb. 5.5 auf Seite 69 mit egygel/€Matrix=10) kaum ein
Einfluf3 festzustellen ist. Der Gittereinflufl dullert sich auch darin, dafl im Inneren der
eingebetteten Kugeln keine der 100 kleinsten Minima auftreten. Jedoch sind die relati-
ven Unterschiede des kleinsten und gréfiten dieser Minima kleiner als 0,05 %. Die mit
der FEM ermittelten Feldstidrken innerhalb der Kugel unterscheiden sich nicht mehr
als 3 % voneinander. Die von der isolierten eingebetteten Kugel erwartete homogene
Feldstéarkeverteilung wird also nur nidherungsweise bei der Gitteranordnung erreicht,
selbst wenn der Volumenanteil der Kugeln nur 5 % betragt.

In Abb. 5.35 sind die Extrema der Feldstéirke fiir den Fall des inversen Verhaltnisses
€Kugel/€Matrix=0,01 dargestellt. Die Lage der Minima und Maxima ist im Vergleich
vertauscht, demnach sind hier die Feldstirkemaxima in Richtung der nichsten
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Abb. 5.35: Positionen der 100 (a) kleinsten und (b) gré3ten Feldstéarkebetrége in einer Elementarzelle
wie in Abb. 5.34 aber mit egygel/€Matrix=0,01.
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Nachbarn auf dem Kugeldquator angeordnet. Auch wenn den Ergebnissen fiir alle DK-
Verhiltnisse die gleichen FEM-Netze zugrundelagen, sind doch kleine Unterschiede
in den Lagen der Maxima/Minima beziehungsweise Minima/Maxima im inversen Fall
festzustellen. Die fiir die Unterschiede der Feldstiarkebetrage der Maxima genannten
Aussagen fiir das DK-Verhiltnis von 100 lassen sich — auch in ihrer Grofle — auf das
DK-Verhiltnis von 0,01 ubertragen.

Nun sollen die Betriage der Feldstirken fiir kleine Volumenanteile v ndher disku-
tiert werden. Zunichst verdient das asymptotische Verhalten von (5.18) Beachtung.
Im Grenzfall egygel < €Matrix Strebt die Feldstérke im Kugelinneren gegen 1,5-E),
wihrend am Kugelrand die Feldstirke verschwindet. Falls die DK der Kugel grof3er
als die der Matrix ist, so treten im Kugelinneren die geringsten Feldstidrken auf, die
fiir egugel > €Matrix gegen Null streben. Am Kugelrand tritt im Grenzfall sehr grof3er
DK-Verhiltnisse eine Feldstiarke von 3 E( auf.

Die Ausdriicke (5.18) werden in Abb. 5.36 Ergebnissen der FEM fiir Elementarzellen
mit einer eingebetteten Kugel gegeniibergestellt. Dabei wurde ein Volumenanteil der
Kugeln von v = 5% angenommen. Das DK-Verhiltnis ekygel/€Matrix Wurde in einem
Bereich zwischen 0,01 und 100 veréndert. Offenkundig stellen die Uberlegungen dort
eine brauchbare Ndherung dar. Dennoch treten deutliche systematische Abweichun-
gen auf, sobald das DK-Verhéltnis sich deutlich von 1 (dies entspricht der homogenen
Elementarzelle) unterscheidet. Die absolute Abweichung der maximalen Feldstéirke
ist im Falle egygel > €Matrix besonders grof3. Die maximale Feldstérke wird in den FEM-
Rechnungen im Vergleich zur Abschitzung deutlich zu grof3 ermittelt. Die relative
Abweichung nimmt dabei mit steigendem DK-Verhéltnis zu. Fur das DK-Verhiltnis
100 beispielsweise betrigt sie fast 5,8 %. Die absolute Abweichung der minimalen
Feldstarke ist gering, relativ betrachtet betriagt sie aber fiir dieses DK-Verhiltnis
4,2 %, wobei auch hier die relative Abweichung mit steigendem DK-Verhiltnis zu-
nimmt. Betrachtet man hingegen den Fall ekygel < €Matrix, S0 wird die Grofle der
Feldstiarkemaxima im Vergleich zur Abschitzung zu klein ermittelt. Jedoch betrigt
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Abb. 5.36: Aus der FEM-Modellierung gewonnene grofite und kleinste Feldstéirken in einem Komposit
mit eingebetteten Kugeln mit einem Volumenanteil von v = 5% fiir verschiedene DK-Verhéltnisse. Die
DK-Verhéltnisse €gygel/€Matrix Sind logarithmisch aufgetragen. Die gewonnenen Werte werden vergli-
chen mit den Werten fiir das Kugelinnere und den Kugelrand (5.18), wie sie fiir nicht wechselwirkende
Kugeln erwartet werden kénnen.
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der Absolutbetrag der relative Abweichung bei den untersuchten DK-Verhiltnissen
weniger als 2 %, wobei er mit sinkendem DK-Verhiltnis zunimmt. Die Minima wer-
den fir kleine DK-Verhéltnisse mit der FEM zu grof3 ermittelt. Auch wenn es sich
absolut um kleine Abweichungen handelt, so ist doch die relative Abweichung fiir das
DK-Verhiltnis 0,02 mit 300 % dullerst grol.

Wegen des Fehlens geschlossener Losungen fiir die Feldstiarkeverteilung von ku-
bischen Gittern mit den untersuchten Elementarzellen, ist die Bewertung dieser
Ergebnisse mit Unsicherheiten behaftet. Fur den in dieser Arbeit verstiarkt unter-
suchten Fall egygel > €Matrix zeigt sich (vgl. Abb. 5.23 auf Seite 84), daf} die Feldstérke
im Inneren der Kugel nicht homogen verteilt ist, sondern im Allgemeinen gegeniiber
der mit (5.18) ermittelten auf der Ober- und Unterseite der Kugel grofler ist. Das
146t vermuten, dafl die Abschétzungen (5.18) in diesem Fall die Feldstdrken nach
unten abschéitzen. Der Perkolationseffekt bei h6heren Volumenanteilen v ist ein wei-
terer Beleg dafiir. Zu einem gewissen Anteil muf} aber auch vermutet werden, daf3
numerische Artefakte zum Tragen kommen. Durch die Diskretisierung wird nicht
der Punkt der hochsten Feldstéarke erreicht, sondern ein Bereich, indem die lateralen
Feldkomponenten nicht verschwinden und somit eine Uberhshung der Feldstirke auf-
treten kann. Das konnte den durchgehenden Trend der Erhohung der Feldstirke am
Kugelrand (Abb. 5.36 auf Seite 95) erkldren. Da die Feldstidrke zudem eine durch die
Ableitung des Potentials ermittelte Grof3e ist, ist hier auch ein Diskretisierungsfehler
zu vermuten.

5.2.8 Energiedichteverteilung

Die Energiedichte 148t sich im Falle isotroper Permittivitiat und linearer Material-
gesetze direkt mit (2.15) aus der Feldstirke und der DK in einem bestimmten
Volumenelement berechnen. Eine Klassierung beziiglich der Energiedichte ist fiir
den Gebrauch von Verbundwerkstoffen zur Energiespeicherung grundsatzlich interes-
sant. Nachfolgend wird die Energiedichteverteilung exemplarisch fiir den Grenzfall
kleiner Volumenanteile diskutiert.

In den betrachteten bindren Systemen aus zwei homogenen Phasen kann der Ein-
fluBl der verschiedenen Parameter bereits aus der Feldverteilung H(E) abgeschétzt
werden, wobei dies die Haufigkeit und Lokalisierung einschlie3t. Innerhalb der einge-
betteten Kugeln liegt eine weitgehend homogene Feldverteilung vor, deren Feldstirke
um so niedriger ist, je ausgepragter der DK-Kontrast zwischen der Matrix (mit der
niedrigeren DK) ist. Das bedeutet, da3 die Kugeln selbst nur wenig zur Energiedich-
te beitragen. Wesentlicher sind hingegen die Bereiche am Ubergang von Kugel zu
Matrix. Dort treten deutliche Feldstéirkeiiberh6hungen auf, die durch ihren quadrati-
schen Einflull auf die Energiedichte wesentlich zu dieser beitragen. Ein wachsender
DK-Kontrast erh6ht diese Feldstirkeiiberh6hung tiberproportional. Allerdings treten
diese Spitzenwerte fiir die Feldstdrken nur in sehr kleinen Volumina des Verbundes
auf. Zudem ist die Steigerung der Energiedichte durch héhere Feldstarken durch die
Durchschlagsfestigkeit in realen Strukturen begrenzt. Selbst bei der Annahme eines
linearen Materialgesetzes fiir die Permittivitat kann somit geschluBlfolgert werden,
daB der maximal erreichbaren Energiedichte dadurch Grenzen gesetzt werden. 13!
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Aus den Abschétzungen (5.18) fiir die extremalen Feldstarken in Kompositen mit
eingebetteten Kugeln lassen sich Abschitzungen fiir die Extrema der Energiedichte-
verteilung gewinnen. Die Energiedichte ist in der Ndherung kleiner Volumenanteile
im Innern der Kugeln

2 €Kugel
L 9E0 €Matrix 5 19
W = —5—€0€Matrix " 5 » (5.19)
2 (2 + eKugel)
€Matrix

wobei die Zusammensetzung des Komposits iiber die Permittivititen seiner Konstitu-
enten eingeht. Das DK-Verhiltnis egygel/€Matrix Verdient hierbei besondere Beachtung.
Die Energiedichte im Kugelinneren wird fiir wachsende DK-Verhiltnisse immer klei-
ner, weil der Einflufl der sinkenden Feldstidrke den der steigenden DK tiberwiegt. Fiir
das Verhéltnis egygel/€Matrix = 2 ist die Energiedichte der Kugeln maximal.

Fur den Kugelrand (welcher der Matrix zugeordnet ist) folgt

€
Wy = w; 2 (5.20)

€Matrix

Der Grenzwert fiir wachsende DK-Verhiltnisse ekygel/€Matrix ist der endliche Wert

max QE%

Wq " = —5 €0€Matrix (5.21)
der neben der Feldstirke Ey nur die Permittivitat der Matrix enthilt. Beide Abschét-
zungen beruhen auf der Annahme nicht miteinander elektrostatisch wechselwirkender
eingebetteter Kugeln, d. h. sehr kleiner v.

Verteilungsfunktionen fiir die Energiedichte kénnen gewonnen werden, indem ele-
mentweise (2.15) angewendet wird. Wegen der quadratischen Abhéngigkeit von der
Feldstarke spreizen sich die Verteilungen, so daf3 ein grofler Energiedichtebereich
iiberschritten wird. Aus den dargelegten Uberlegungen heraus kann der Verlauf
der Energiedichteverteilung bei kleinen Volumenanteilen auch aus den Feldstarke-
verteilungen gut verstanden werden. Deswegen soll hier nur ein Beispiel fiir eine
Energiedichteverteilung fiir v = 5% gegeben werden.

In Abb. 5.37 auf Seite 98 sind die aus FEM-Berechnungen ermittelten Verteilungs-
funktionen fiir verschiedene DK-Verhaltnisse dargestellt. Fur die Darstellung wurde
die relative Energiedichte w/w( verwendet, wobei

1 o
wo = §€0E0 (5.22)
definiert wurde, so daf} gemal (2.15) die relative Energiedichte w/wg quadratisch mit
der relativen Feldstiarke E/E( und linear mit der DK ¢, grofler wird .
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Abb. 5.37: Ausschnitt der Verteilungsdichtefunktion A(w) der relativen Energiedichte w/w fiir einen
Komposit mit eingebetteten Kugeln mit dem Volumenanteil v = 5%. Das DK-Verhéltnis wurde
variiert (epatrix = 10). Die aus (5.19) ermittelten Energiedichten fiir das Kugelinnere sind als Pfeile
eingezeichnet.

Es ist ersichtlich, daf3 die Positionen der Maxima der Energiedichtverteilung fiir
grofle DK-Verhéltnisse sehr gut mit den w; aus (5.19) iibereinstimmen. Fiir kleinere
DK-Verhiltnisse sind die Maxima der Energiedichteverteilung gegeniiber den w; zu
hoheren Energiedichten verschoben. Ursache dafir ist, dafl wegen der Wechselwir-
kung zwischen den Kugeln in ihrem Inneren hohere Feldstdrken auftreten, als bei
wechselwirkungsfreien. Entsprechend der mittleren relativen Feldstéirke von E/Eg =1
sind rund um w/wg =5 die Energiedichteverteilungen konzentriert. Diese werden mit
wachsendem DK-Kontrast breiter. Dieses Verhalten ist Folge der bereits diskutierten
Feldstiarkedichteverteilung (vgl. Abb. 5.13 auf Seite 76).



Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist es gelungen, aus kontinuumstheoretischen numerischen
Berechnungen ermittelte Feldgroflen quantifiziert auszuwerten. An der Schnittstelle
zwischen Theorie und Experiment angesiedelt, wurde somit eine Vielfalt von Geome-
trien der betrachteten Systeme untersucht. Hieraus konnten im Falle der Modellierung
der Einzelfasermessung Aussagen fiir vielversprechende experimentelle Bedingungen
getroffen werden. Fiir die 0-3-Komposite wurde ein Einblick in die innere Feldstirke-
verteilung gewonnen, welcher die bisher bekannten Ergebnisse wesentlich ergénzt.
Die numerischen Berechnungen wurden mittels der kommerziellen FEM-Software
ANSYS® vorgenommen und mit Hilfe von Makros automatisiert. Dadurch konnte der
EinfluB} verschiedener Geometrie- oder Materialparameter in einem weiten Bereich
untersucht werden.

Einzelfasern Die Modellierung der piezoelektrischen Einzelfasermessung lieferte
umfangreiche numerische Ergebnisse fiir mit Ringelektroden (sowie mit zusétzlichen
Deckelektroden) versehene piezoelektrische Zylinder. Durch die numerischen Unter-
suchungen konnte eine Liicke geschlossen werden, welche in der Forschungsliteratur
bisher bestanden hatte. Fiir die konkrete experimentell motivierte Fragestellung
wurden im Rahmen der verwendeten linearen Kontinuumstheorie ermutigende Er-
gebnisse gefunden:

¢ Fir die verwendeten Fasergeometrien ist der Einflufl der Ringelektroden auf
den gemessenen longitudinalen Piezokoeffizienten ds3 vernachléssigbar. Die
Messung des dg3 ist fiir die verwendeten Faserabmessungen spezifisch, das
heif3t sie wird von anderen Materialkoeffizienten nicht beeinfluf3t.

¢ Die Feldstirke zwischen den Innenkanten der Ringelektroden ist fiir die ver-
wendeten Faserabmessungen homogen verteilt.

¢ Die obigen Aussagen gelten fiir einen breiten Parameterbereich von Faserdurch-
messer, Faserlinge, Elektrodenabstand und Elektrodenlidnge. Dieser Bereich
umfaflt alle praktisch relevanten Abmessungen. Nur fiir spezielle Konfigu-
rationen wie Scheiben treten nennenswerte Abweichungen auf. Zuséatzliche
Deckelektroden vergroflern den giinstigen Parameterbereich.

Die zur Quantifizierung der elektrischen Feldstarkeverteilung in den piezoelektrischen
Einzelfasern verwendeten Malle Mittelwert und Standardabweichung wurden aus den
durch Klassierung der elementweisen Losungen ermittelten Verteilungsdichtefunk-
tionen der elektrischen Feldstarke gewonnen. Diese Funktionen konnen auch direkt
zur Charakterisierung herangezogen werden, was am Beispiel der 0-3-Kompositen
demonstriert wurde.
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0-3-Komposite Die modellierten 0-3-Komposite bestanden zumeist aus Partikeln
hoher DK, die in eine Matrix niedriger Permittivitat eingebracht waren. Die Permittivi-
tat wurde dabei als isotrop angenommen. Neben den erwéhnten Verteilungsfunktionen
wurden auch die effektiven Permittivititen der Verbiinde modelliert. Durch verschie-
dene Referenzrechnungen wurde das Vorgehen iiberpriift und im Anschlufl daran
konnten zahlreiche Resultate gewonnen werden:

* Die Ergebnisse zur effektiven Permittivitit ordnen sich gut in die vielfaltigen
in der Forschungsliteratur diskutierten analytischen Ndherungsformeln ein.
Jedoch ist hierbei zu beriicksichtigen, dafl aufgrund der Randbedingungen in
dieser Arbeit Abweichungen auftreten, die auf das implizit vorgegebene kubische
Gitter zuriickzufiihren sind.

® Die Verteilungsfunktion der elektrischen Feldstirke zeigt abhéingig von Partikel-
form, Volumenanteil und Permittivitdtskontrast zwischen Matrix und Einschluf}
deutliche Unterschiede auf. Im Falle unendlich langer zylindrischer Einschliisse
konnten bereits bekannte Ergebnisse reproduziert und vertieft werden.

* Bei eingebetteten kugelformigen Einschliissen ist die elektrische Feldstirke
innerhalb der Partikel fast homogen verteilt. Fir hohere DK-Kontraste ver-
breitern sich die Verteilungsdichtefunktionen und es treten auBerdem héhere
elektrische Feldstédrken auf.

Gegentiber der Verteilungsdichtefunktion ist die Verteilungsfunktion weniger anfal-
lig gegeniiber numerischen Schwankungen. Deswegen ist die Verteilungsfunktion fiir
Vergleichszwecke besser geeignet. Die bisher nur vereinzelt diskutierten Feldstérke-
verteilungen wurden systematisch ermittelt und Beispiele vorgestellt.

Ausblick Den hier vorgestellten Ergebnissen liegen einige Voraussetzungen zu-
grunde, die in zukunftigen Arbeiten weniger eingrenzend gefal3t werden sollten. Bei
der Modellierung der Einzelfasermessung betrifft dies vorrangig die als linear ange-
nommenen Materialgesetze. Eine verbesserte Abbildung des Polungszustandes wire
dadurch moglich, daf3 das nichtlineare elektromechanische Materialverhalten in die
Modellierung einbezogen wiirde. Die préasentierten Ergebnisse fiir lineares Material-
verhalten legen nahe, da3 dadurch die modellierten gemessenen Piezokoeffizienten
kleiner sein sollten, als im ideal gepolt angenommenen System. Bisher gibt es aber
noch keine starken experimentellen Hinweise, daB dieser Einflul wesentlich ist. 136!

Im Falle der 0-3-Komposite waren die Untersuchungen nicht auf eine Modellierung
von Verbundwerkstoffen mit eingebetteten ferroelektrischen Partikeln angelegt. Des-
wegen ist hier die wichtigste Voraussetzung der Untersuchungen in der impliziten
Annahme kubischer Gitter zu sehen. Durch das von JYLHA entwickelte Verfahren!!32!
lieB3e sich die effektive Permittivitit von zufilligen Verteilungen der Einschliisse be-
riicksichtigen. Durch das von ihr angegebene Mittelungsverfahren wire dies mit einem
deutlich geringerem numerischen Aufwand moglich, als er durch die VergroB3erung
der Elementarzelle gefordert ware. Diese Methodik zu adaptieren bleibt zukiinftigen
Arbeiten vorbehalten.

Jede Frage ist die Verheiffung einer nur miihsam zu erschlieffenden Quelle tropfelnder
Antworten. Jede Antwort birgt einen Schwall neuer Fragen in sich. So hinterlassen die
gefundenen Antworten vor allem eines: gerichtete Neugier . ..



Anhang A
Materialdatensitze

Tensorschreibweise

Tensoren konnen in Indexschreibweise mit Voigt-Notation angegeben werden. Dabei
werden jeweils zwei den mechanischen Eigenschaften zugeordnete Indizes gemal
Tab. A.1 zusammengefaf3t. Es ist zu bericksichtigen, dafl in dieser Notation fiir
elastische Koeffizienten und Piezokoeffizienten mit Scher-Anteilen die Gré3en mit
einem Faktor 2 oder 4 versehen werden, damit die konstitutiven Gleichungen mit den
in vollstéandiger Tensornotation geschriebenen Pendants iibereinstimmen. 4881 Eg
gilt dabei die Einsteinsche Summenkonvention, d. h. iiber gleiche Indizes wird jeweils
summiert. Fiir die Tensorindizes werden verschiedene Laufweiten definiert:

i,j=12,...,6 und m,n=123.

Dadurch kann auch in der Voigt-Notation aus dem Indexbild die Stufe des Tensors
erschlossen werden. So ist x;; ein Tensor vierter Stufe, x,,; ein Tensor dritter Stufe,
Xmn oder x; ein Tensor zweiter Stufe und x,, ein Vektor.

Tab. A.1: Voigt-Notation von Tensorindizes.

Indizes in Tensor-Schreibweise xXx yy 2zz yz Xz Xy
Indizes in Voigt-Notation 1 2 3 4 5 6

Materialdaten

In Voigt-Notation stellen sich die Materialtensoren fiir gepolte Keramik (Symmetrie-

gruppe oom) wie folgt dar. 48!
[s11 s12 s13 0 O 0
s12 s11 si3 0 O 0
q_|s13 sz ss3 0 0 0
si1=10" 0 0 su 0 0 (A.D)
0 0 0 0 s44 0
(0 0 0 0 0 2si1-s12)
0 0 0 0 dis O
[dnil=1] 0 0 0 dis 0 0 (A.2)
ds1 ds1 dsz O 0 0
€11 0 0
lemnl=]0 €11 O (A.3)
0 0 €33

Um die konstitutiven Gleichungen (2.28) in dieser Form zu schreiben, werden mecha-
nische Spannung und Dehnung sowie die elektrische Feldstirke als Spaltenvektoren
geschrieben.
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Der Tab. A.2 konnen die fur die FEM-Berechnungen benutzten Materialparame-
ter entnommen werden. Der Datensatz fiir PZT (PIC151) wird nach STEINHAUSEN
verwendet!'®! und der von Bariumtitanat in modifizierter Form aus 62!, PIC151
(PI Ceramic GmbH, Lederhose) ist ein sogenanntes Weich-PZT — es 146t sich al-
so vergleichsweise leicht polarisieren — und zeichnet sich durch die relativ hohen
Werte fiir Permittivitit, Kopplungsfaktor und Piezokoeffizienten aus. 137!

In ANSYS® wird nach Voreinstellung ein konstitutives Modell mit einem ande-
ren Parametersatz verwendet, wobei statt der mechanischen Nachgiebigkeiten die
Steifigkeiten und statt der piezolektrischen d,,;-Koeffizienten die e,,;-Koeffizienten
Verwendung finden. Diese konnen aus Inversion der jeweils anderen Materialmatrizen
auch von ANSYS® leicht ineinander umgewandelt werden. Fiir die Permittivitit 5
gilt dies nicht, weswegen diese in der Tabelle angeben wurde, obwohl zu den anderen
Parametern eigentlich ¢! gehoren wiirde.

Die elektrische Feldkonstante ¢y hat den Wert 8,854187...- 10712 F/m.[138]

Tab. A.2: Materialdatensitze fiir gepolte PZT- und Bariumtitanatkeramik, wie sie fir die Berechnung
der Einzelfasern Verwendung fanden.

Materialparameter (Einheit) fiir PZT (PIC151) fiir Bariumtitanat

st (1072m?N) 16,83 8,561
s?, (10712m?/N) -5,641 -2,625
%, (10712m?/N) -7,122 -2,840
shs (10712m?/N) 19,03 8,890
sf, (1072m?%N) 51,02 23,31
d31 (pm/V) -214 -179

d33 (pm/V) 423 191

d15 (pm/V) 610 270

€3 /e 1110 2200
€55/€0 852 1560
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