Singular gestorte
Differentialgleichungssysteme und
quasistatische Losungsverfahren in der
Mehrkorperdynamik

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades
doctor rerum naturalium (Dr. rer. nat.)

vorgelegt der

Naturwissenschaftlichen Fakultat 11
der Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg

von Herrn Dipl.-Math. Steffen Weber
geb. am 13. Juni 1982 in Merseburg

Gutachter:
1. Prof. Dr. Martin Arnold
2. Prof. Dr. Dirk Langemann

Datum der offentlichen Verteidigung: 19.12.2013






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5

2 Theorie singuldrer Stérungen 9

2.1 Stand der Forschung . . . . . . . ... ... ... ... 9

2.2 Dissipative quasistatische Approximation . . . . . . . . ... ... ... 17

2.3 Attraktive invariante Mannigfaltigkeit . . . . . . . .. ... .. ... 18

2.3.1 Attraktive invariante Mannigfaltigkeit fiir ODEs erster Ordnung 18

2.3.2  Attraktive invariante Mannigfaltigkeit fiir Modellgleichungen . . 21

2.4 Abgeschwéachtes Kriterium . . . . . . . . . . ... ... L. 23

2.5 Alternative Voraussetzungen . . . . . . . . . . . .. ... 24

2.6 Supersingular gestorte Probleme . . . . . .. ..o 0oL L 25

3 MKS-Modellierung 29

3.1 Euler-Lagrange-Gleichungen . . . . . . . . ... ... ... ... .... 29

3.2 Modellierung flexibler Strukturen . . . . . . .. ... ... ... .. .. 31

3.3 Rayleigh-Dampfung . . . . . . .. ... ... o 32

3.4 Bewegungsgleichungen zu Mehrkoérpersystemen . . . . . . . .. .. . .. 33

3.4.1 Verschiedene Koordinaten . . . . . .. ... ... ... ..... 33

3.4.2 Topologische Losungsalgorithmen . . . . . . . . . .. ... ... 34

3.5 Modellierung eines flexiblen Vier-Balken-Mechanismus . . . . . . . .. 40

3.5.1 Vier-Balken-Modell mit Euler-Bernoulli-Balken . . . . ... .. 40

3.5.2 Derdritte Balken . . . . . .. ... 00000 42

3.5.3 Zwangsbedingungen und Anfangswerte . . . . . .. .. ... .. 44

4 Singular gestérte MKS-Modelle a7

4.1 Modelle mit kleinen Massen . . . . . . . .. ... ... ... 48
4.1.1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit diagonaler Masse-

matrix . . . . .. 48

4.1.2 Singulédr gestorte Dampfung . . . . . .. ..o 49

4.1.3 Mobot . . . . .. 49

4.1.4 Diagonalisierung . . . . . .. ... Lo 53

4.1.5 Mass-Lumping . . . . . . . .. 53

4.1.6 Schur-Reduktion . . . . . ... ... ... 54

4.2 Steife Modelle . . . . . . . . . 57

4.3 Singular gestorte DAEs . . . . . . ... L 60

4.3.1 Differentiationsindex . . . . . . . .. ... L. 60

4.3.2 Singulér gestorte DAEs in der Literatur . . . . ... ... ... 61

4.3.3 Singulédr gestorte DAEs in der Mehrkorpersimulation . . . . . . 62



Inhaltsverzeichnis Inhaltsverzeichnis

4.3.4 Singuldre Storungen in Mehrkoérpersystemen . . . . . . . ... 65

4.4 Singuldre Storung im Vier-Balken-Mechanismus . . . . . . ... .. .. 66
4.5 Varianten und Alternativen . . . . . .. ... ... ... 70
4.5.1 Guyan-Reduktion . . . . . . . . ... ... 70

4.5.2 Modifikation mit Masseerhaltung . . . . . . .. ... ... ... 71

4.5.3 Grenzfrequenz . . . . . . . ... 71

4.5.4 Re-Modellierung basierend auf dem Lagrange-Formalismus . . . 74

5 Zusammenfassung 77



Kapitel 1

Einleitung

Die numerische Simulation ist ein substantieller Bestandteil der Entwicklung techni-
scher Systeme. Die computergestiitzte Simulation erlaubt es, das Verhalten von mecha-
nischen Systemen vorherzusagen, ohne teure Prototypen anzufertigen. Dabei miissen
die dazu verwendeten Modelle fiir eine detailgetreue Simulation eine Vielzahl von Phéa-
nomenen nachbilden. Die zunehmende Komplexitéit von Modellen in den Anwendungen
erfordert problemangepasste Konzepte.

Eine wesentliche Schwierigkeit in der numerischen Integration von Bewegungsgleichun-
gen mechanischer Systeme liegt in kleinen Schrittweiten infolge hochfrequenter Schwin-
gungen begriindet, welche Konvergenzprobleme in der Korrektoriteration von implizi-
ten Zeitintegratoren verursachen [Lub93|. Tatséchlich sind hochfrequente Schwingun-
gen mit kleinen Amplituden in vielen praktischen Anwendungen jedoch nicht relevant
[Sim13]. In der vorliegenden Arbeit wird untersucht, welche Terme in Systemen gewhn-
licher Differentialgleichungen (engl. ordinary differential equation, ODE) diese Schwin-
gungen verursachen.

In der Theorie der singuldren Storungen werden Differentialgleichungsprobleme be-
trachtet, die von einem kleinen Stérungsparameter € abhéngen [OMa74|. Unter gewissen
Voraussetzungen kann die Losung eines gegebenen, singulér gestorten Problems durch
die Losung desjenigen Problems approximiert werden, das sich aus der Vernachlassi-
gung der singuldren Storung ergibt. Dass diese Vernachléassigung von kleinen Termen
auch physikalisch sinnvoll sein kann, zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 1.1: Wir betrachten die Modellgleichung zu den durch Federn (mit positiven
Federkonstanten ¢, ¢2) verbundenen Korpern @ (Masse €) und 2 (Masse 1) mit externer
Anregung f(t)

eGi(t,e) = —c1qu(t, €) + calqa(t, €) — qi(t, €))
Ga(t,€) = —ca(q2(t €) — au(t,€)) + (1),

wobei ¢, die Differenz zwischen der Léange der ersten Feder und deren nomineller Lange
{1 sowie qo —¢q, die Differenz zwischen der Lange der zweiten Feder und deren nomineller
Lange ¢, ist, vgl. Abb. 1.1. Im Grenzfall ¢ — 0 kénnen wir die erste Gleichung nach
¢0 = q1(t,0) auflosen und in die zweite einsetzen

C1C2
C1 +CQ

Gy = — qg"‘f-
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Abbildung 1.1: Ungedédmpfter Zwei-Massen-Schwinger

Die Vernachlassigung der kleinen Masse ldsst sich demnach auch als Ersetzung der
beiden Federn durch eine andere Feder interpretieren. o

Dabei ist zu betonen, dass die Anzahl der Variablen a priori reduziert wird und somit die
Vorteile einer geringeren Datenfiille schon wéahrend der Bewegungssimulation genutzt
werden konnen, anstatt die Datenmenge a posteriori zu reduzieren.

Anders als in Bsp. 1.1 fithrt die Reduktion von Bewegungsgleichungen in Anwendungen
haufig auf Variablen, die keine entsprechende physikalische Interpretation besitzen.
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Abbildung 1.2: Geddampfter Zwei-Massen-Schwinger

Beispiel 1.2: Fiir die Modellgleichung

eGi = —digr + do(do — ¢1) — c1q1 + c2(q2 — 1) (1.1a)
Gp = —dy(qe — ¢1) — c2(qe —qu) + f (1.1b)

des in Abb. 1.2 dargestellten Zwei-Massen-Schwingers mit positiven Dédmpfungsparame-
tern dy, dy kann im Grenzfall ¢ — 0 die Koordinate ¢f nicht mehr mit allen Ableitungen
eliminiert werden. Stattdessen erhalten wir

(dl + dg)q‘f = dgqg + ngg — (Cl + 02)q‘f (1.2&)
dad, cady dycy — dacy °

o = — — S . 1.2b
D) d1+d2q2 d1+d2q2+ dy + do Q1‘|‘f ( )

Das ist die Bewegungsgleichung einer geddmpften Feder mit einer zuséitzlichen Zu-
standsvariable ¢;. Fiir die Parameter ¢ = 0.005, d; = dy = 0.02, ¢; = ¢3 = 10 und die
Kraft f = 0.1 suggeriert der Losungsverlauf in Abb. 1.3, dass die Losung von (1.2) nach
einem kurzen Zeitintervall die Losung des Gleichungssystem (1.1) gut approximiert. Au-
fserdem benotigt die Routine 1soda [Pet83| beim Aufruf mittels scipy.integrate.odeint in
Python hier 3147 Auswertungen der rechten Seite von (1.1) zur Losung des Problems
mit den Anfangswerten (q(0),g2(0),¢1(0),d2(0)) = (0,0.1,0,0), wihrend der gleiche
Solver nur 529 Auswertungen der rechten Seite zum Losen des reduzierten Problems
(1.2) mit den Anfangswerten (¢{(0),¢5(0),43(0)) = (0,0.1,0) benétigt. o

Das Ziel dieser Arbeit ist die Analyse von Bewegungsgleichungen mit singuldren Sto-
rungen, die Entwicklung einer geeigneten Reduktionstechnik auf der Grundlage der
Storungstheorie sowie deren praktische Erprobung mittels numerischer Zeitintegration.
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Abbildung 1.3: Losungen der Gleichungssysteme (1.1) und (1.2)

In Kapitel 2 werden einige Ergebnisse aus der Theorie singuldrer Storungen vorgestellt
und erklart, unter welchen Voraussetzung die Vernachlissigung der singuldren Storung
zu einer Losung fiihrt, die das urspriingliche Problem approximiert.

Die Grundlagen der Mehrkorpersystemdynamik werden in Kapitel 3 erlautet und am
Beispiel des flexiblen Vier-Balken-Mechanismus angewendet.

Im Zentrum dieser Arbeit stehen Methoden, welche die Ergebnisse der Storungstheorie
mit den Modellen von mechanischen Systemen verkniipft (Kapitel 4). Dieses interdis-
ziplindre Konzept wird mit diversen Testrechnungen verifiziert.






Kapitel 2
Theorie singularer Storungen

2.1 Stand der Forschung

In der Storungstheorie wird das Verhalten der Losung x(t,e) eines Differentialglei-
chungsproblems P.(z(t,e)) mit kleinem Stérungsparameter ¢ > 0 analysiert |Tik52,
Vas62, Vas63, Was63, OMaT74]. Dabei wird eine Reihenentwicklung

w(t,e) = xite)

1=0

der Losung gesucht, wobei x; 1 asymptotisch vernachlédssigbar gegeniiber x; ist.

Wird der Parameter ¢ im gestorten Problem P. zu Null gesetzt, ergibt sich das redu-
zierte (oder ungestorte) Problem Py(xo(t)) mit der Losung xg, welche auch als quasi-
statische Approximation [Sha™*79| bezeichnet wird.

Definition 2.1: Das Problem P.(z(t,¢)) heifit regulér gestort (oder nichtdegeneriert),
wenn die Losung z(t,e) fir ¢ — 0 gleichméfig beziiglich ¢ gegen xo(t) konvergiert.
Anderenfalls heifst das Problem singulér gestort (oder degeneriert). Die Ersetzung eines
singulér gestorten Problems P.(x(t,e)) durch ein ungestortes Problem Py(z(t)) nennen
wir quasistatische Reduktion.

Beispiel 2.2 (Regulir gestortes Problem): Gesucht werde die Losung von
(1+¢e)i(t,e) = —x(t,e), t€]0,tendl, z(0,e) = c.
Das reduzierte Problem
To(t) = —xo(t), t€[0,tendl, zo(0) = ¢
besitzt die Losung zo(t) = ce™. Wegen |e #/(4e) —e7t| = 7t |e/(0+e) —1| < eV® —1
fiir 0 <t < (14+¢)/y/und |e /0% —e7t| < e7¥(+e) < e~ VVE fiir t > (14 ¢)/+/E
kann zu jedem ¢ > 0 ein von ¢ unabhéngiges ¢y gewahlt werden, so dass

Vit € [0,tena) : 0 < e <eog=|x(t,e) —xo(t)] <9

gilt. Also konvergiert die Losung z(t,¢) = ce™"(1%9) des gestérten Problems gleichmiifig
gegen . o
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Beispiel 2.3 (Singulédr gestortes Problem): Nun suchen wir die Losung des Anfangs-
wertproblems
ei(t,e) = —a(t,e), t€[0,tend), z(0,e) = c.

Das reduzierte Problem
0= —l’()(t), te [0, tend]

ist eine algebraische Gleichung mit Losung xo(t) = 0, € [0, tenal, so dass kein Anfangs-
wert vorgegeben werden kann. Das reduzierte Problem besitzt also keine Freiheitsgrade
fiir 2. Die Losung x(t,¢) = ce™"¢ des gestorten Problems konvergiert hier nicht gleich-
méafig gegen x fiir ¢ # 0. o

Tatséchlich konvergiert in Beispiel 2.3 fiir ¢; > 0 die Funktion z(¢, ) in jedem Intervall
[ti, tena] gleichméfig gegen xg. Das Intervall der nichtgleichméfigen Konvergenz heifst
Grenzschicht.

In der Theorie der singulér gestorten Probleme wird sowohl die dufsere Losung oder
glatte Losung aufierhalb der Grenzschicht gesucht als auch die innere Lésung innerhalb
der Grenzschicht.

Um die Abschitzungen der Restterme von Reihenentwicklungen {ibersichtlich zu halten,
werden héufig Landau-Symbole oder Ordnungssymbole verwendet.

Definition 2.4: Fiir zwei Funktionen u,v: [0,69] — R schreiben wir v € O(v) fiir
e — 0, falls
JK > 03e; > 0Ve € [0,e4] : |u(e)] < Klv(e)],

und u € o(v) fiir e — 0, falls
VK > 03, > 0Ve € [0,61] : Ju(e)] < K|v(e)]. ©

Falls lim sup,_, \Zég" existiert, konnen auch die Bedingungen limsup,_,, r;gz)) ‘| < 0o oder

lim._,o % = 0 zum Nachweis von u € O(v) bzw. u € o(v) verwendet werden. Statt u €
O(v) werden wir auch die gebrauchliche, symbolische Schreibweise u = O(v) verwenden,

wohlwissend, dass das Gleichheitszeichen hier keine Aquivalenzrelation darstellt.

Definition 2.5: Eine Folge von Funktionen (¢;)°, heifst asymptotische Folge, falls
¢iv1 = 0(¢;) fiir e — 0 fiir alle 4 > 0 gilt.

Die Reihe Y ;% a;¢; heift asymptotische Entwicklung oder Poincaré-Entwicklung von
f beziiglich der asymptotische Folge (¢;)32,, falls f — > ", a;¢; = o(¢,,) fiir alle n > 0
gilt. o

Die Koefhizienten a,, zu ¢,, # 0 sind eindeutig bestimmt durch

n—1
a, = lim / Zi:o a,qbl.

e—0 ¢n

Die Folge (¢;):2, mit ¢; = ™! ist eine asymptotische Folge. Die Sinusfunktion besitzt

die asymptotische Entwicklung Y >°, %gbz, wihrend sin?(e) beziiglich dieser asymp-
totischen Folge keine asymptotische Entwicklung hat. Im Allgemeinen beschranken wir

unsere Aufmerksamkeit deshalb auf die asymptotische Folge (%), und Entwicklungen

10



Theorie singulédrer Stoérungen 2.1 Stand der Forschung

Zizio a;e’, so dass die Multiplikation von asymptotischen Entwicklungen stets moglich
ist.

Lemma 2.6 (Koeffizientenvergleich): Sei n € N. Wenn Y, _, axe® = 0 fiir mindestens
n + 1 paarweise verschiedene Werte ¢ erfiillt ist, dann gilt 0 = ag = a1 = ... = ay,.

Beweis: Angenommen Y, _,axe® wire nicht das Nullpolynom, dann hat Y ) axe”
héchstens n Nullstellen. Das widerspricht der Voraussetzung. Also ist ), aie® gleich
dem Nullpolynom. O

Héaufig erfolgt die Analyse singulér gestorter Probleme in zwei Teilen. Zunéchst wird
eine dufere Losung mit der Reihenentwicklung

2°(t, ) = in(t)gi

bestimmt, die weniger Freiheitsgrade besitzt, so dass z. B. die Wahl der Anfangswerte
eingeschrinkt ist. Diese Reihe konvergiert fiir ¢ = O(e) nicht gleichméabig [Mei™97].
Deshalb wird anschliefsend zu 2° eine Grenzschichtkorrektur

E(t/e,e) = Zg,-(t/g)gi

addiert, wobei der zusétzliche Term ¢ (transiente Phase) die fehlenden Freiheitsgrade
kompensiert und die Summanden abklingende Funktionen sind.

Als anderer Weg zur Vermeidung der Divergenz fiir ¢ = O(¢) kann auch die skalierte
Grofe t; = t/e eingefiihrt und die Losung z'(t1, €) beziiglich ¢ fiir festes ¢; untersucht
werden. Diese innere Entwicklung z'(¢;, €) kann jedoch nur fiir t; = O(1) konvergieren,
d.h. fiir ¢ = O(e). Nach der van Dyke’schen Vorschrift streben die Losungen z°(t, ¢)
und '(t1, ) im Uberlappungsbereich gegen die selbe Funktion, vgl. [Van64, S. 89f].

Fiir das singular gestérte Problem
g(t) = f(y(t), 2(1)), y(0) =7y (2.1a)
ez(t) = g(y(t), 2(1)), 2(0) == (2.1b)
lasst sich das dufiere Problem in der Form
yot) = fy°(1),2°(t), ¥°(0) =7

0=g(y°(t),2°(t))
y°, 2° und deren N Ableitungen beziiglich ¢ sind stetig bei € = 0

schreiben [Hop71]. Dabei konnen die Koeffizienten der Reihenentwicklung formal be-
stimmt werden, falls g,(y, z) in einer Umgebung der Losung des reduzierten Problems

9o(t) = f(yo(t), 20(t)), Yo(0) =75 (2.2a)
(2.2b)

o
Il
Q
—~
N
S
—~~
o~
SN—
N
=)
—~
~
SN—

11



Theorie singulérer Storungen 2.1 Stand der Forschung

invertierbar ist. Das Gleichungssystem (2.2) ist nicht durch Umformungen nach der Ab-
leitung %, auflosbar, weshalb wir es differential-algebraische Gleichung (engl. differential-
algebraic equation, DAE) nennen und z als algebraische Variable bezeichnen [Asct98].
In der DAE (2.2) ist die Ableitung der differentiellen Variable y, explizit gegeben, so
dass wir bei der Form (2.2) von einer semi-expliziten DAE (2.2) sprechen.

Beispiel 2.7 (Van-der-Pol-Gleichung): Die Losungen der linearen Differentialgleichung
u” + au’ + v = 0 sind fiir a > 0 geddmpft und fiir a < 0 instabil. Nun soll a so von
u abhéngen, dass a < 0 fiir kleines v und a > 0 fiir grofles u gilt. Mit dem Ansatz
a=v(u®*—1), v > 0 bekommen wir [HaiT02]

" +v(u® — Dy +u=0.

Diese Gleichung wurde z. B. in [Hin91| und [Gra*05] fiir kleine Werte v betrachtet. Die
Losung oszilliert fiir wachsendes v mit zunehmender Frequenz (vgl. [Hait02], S. 4), so
dass wir die Skalierung ¢t = £, y(t) = u(x), z(t) = vu'(z), ¢ = v~? betrachten und das
Gleichungssystem

Y=z (2.3a)
ei=(1—-yHz—y (2.3b)

erhalten. Im Grenzfall € — 0 wird (2.3b) zu einer algebraischen Gleichung (1 —y2)z =
Yo. Zusammen mit (2.3a) erhalten wir somit eine implizite Differentialgleichung ers-
ter Ordnung (1 — y2)jo = yo. Wir betrachten den Anfangswert y(0) = 2 wie er in
[Hait02] gegeben ist und bestimmen z(0) so, dass die Losung des Systems glatt ist.
Dazu betrachten wir e-Entwicklungen

= o+ ety + 2y + Py + Oe?),
z = ztetan +ely e+ O>EY.

Der ¢'-Koeffizientenvergleich in (2.3a) liefert ¢; = z; fiir alle i = 0,1, 2, ..., wihrend der
e%-Koeffizientenvergleich in (2.3b)

0= (1 - 1) — vo (2.4)

liefert. Durch Einsetzen erhalten wir z9(0) = —2. Wir differenzieren (2.4) und bekom-
men unter Berticksichtigung von ¢y = 2z

Somit ist Z(0) = —32. Das setzen wir in die Gleichung

2= (1—yd)z1 — 2yov120 — Y1

cin, die aus dem e'-Koeffizientenvergleich von (2.3b) folgt. Wir erhalten z;(0) = £.
Analog folgen (0) = —2, £(0) = 32, 2(0) = —3%. 2”(0) = — 43, 5(0) = 5,
ZQ(O) = T 561" 23(0) = 10633° Usw. <

Wir kénnen uns leicht davon iiberzeugen, dass die Losung des singulédr gestorten Pro-
blems nicht immer durch das reduzierte Problem approximiert wird, indem wir die

12
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rechte Seite des Anfangswertproblems in Beispiel 2.3 durch x(t, €) ersetzen. Die Losung
ce'’s ¢ # 0 ist instabil, d. h., die Losung divergiert fiir t — co. Ein Stabilitdtskriterium
kann mit Hilfe der logarithmischen Norm angegeben werden.

Definition 2.8: Sei A eine quadratische Matrix. Dann heifst
I+ hA -1
plA] = i =

die logarithmische Norm von A. o

Definition 2.9: Der Grenzwert

D*é = limsup 2EH —90)
h—+0 h

heift (rechtsseitige) Dini-Ableitung. o

Lemma 2.10: Die Funkionen ¢ und v seien in [0, tenq) stetig und besitzen in [0, tenq)
rechtsseitige Dini-Ableitungen. Wenn

(a) (0) < ¥(0)
(b) D¥o(t) + Bo(t) < DT (t) +
fiir festes ( gilt, dann ist ¢(t) <

pi(t) fiir t € [0, tena)
W(t) fiir alle t € [0, tena) erfiillt.

Beweis: Lemma 1.2.1 in [Strt92]. O

Lemma 2.11 ([Str"92|): Sei r die Lésung von 7(t) = u(t,r(t)) mit u(t,0) = 0 und

K [@(tap)} <-p fir p= Or, 0¢€ [O> 1]

or
Dann gilt fiirt > 0
()] < e [r(0)].

Beweis: Aus der Taylor-Entwicklung und dem Mittelwertsatz folgt

r(t)+h 1 @(t, Qr)r(t)dé" + O(h?).

(¢ + h)| = |r(t) + hu(t,7)| + O(h?) = . or

Also ist

[r(t+h)| = [r@®)] < | sup
=0r
epe[o,l}

I+ h%(t,p)H — 1| |r@®)|+ O(h?).

Division durch A und Grenziibergang nach h — +0 liefert

D+|T’(t)| _ limsup |T(t + h)| B |T(t)|
h—40 h

< —Br(t)|

13



Theorie singulérer Storungen 2.1 Stand der Forschung

mit der Dini-Ableitung D*. Fiir die Funktionen r,,(¢) :=(t) — £ gilt demnach

D] = Do) £ = (101 + £ ) < ~8lna(0)

und |r,(to)| < e |r(0)| mit ¢y = 0, so dass wegen DT (e™? |r(0)]) = —Be " |r(0)]
mit Lemma 2.10 die Ungleichung |r,(¢)| < e=# |r(0)| folgt. Der Grenziibergang n — oo
liefert schlieflich die Behauptung. O

Nun haben wir alle Hilfsmittel, um die Existenz der Grenzschichtkorrektur zu beweisen
[Hait02], falls

plg-(y,2)] < =B <0. (2.5)

in einer Umgebung der Losung von (2.2) gilt. Dazu setzen wir die Reihenentwicklung

y(t) = ijyj(t) + Ezfj_lﬁj(t/g)
= ijzj(t) + ij@'(t/g)

mit der bekannten glatten Losung in (2.1) ein und erhalten

o0

> ife) = (Zy +s§eﬂ'-1m<t/e>,§ejzxt>+§°_O%ej<j<t/e>)
y (Z ), i 2 <t>)

2;5]4 (/o —g(zeﬂyj +a§aj—lnj<t/e>éajzj<t>+§;aﬂ'cj<t/e>)
oy (Z ), geﬂ‘zj@)) .

Wir betrachten das Problem in der gestreckten Variable t; = ¢t/ und vergleichen die
e%-Koeffizienten

m(t1) = f (10(0), 20(0) 4+ Co(t1)) — f (40(0), 20(0)) =: p(t1) (2.6a)
Co(t1) = g (10(0), 20(0) 4 Co(t1)) — g (¥0(0), 20(0)) - (2.6b)

Aus (2.6b) und der Voraussetzung (2.5) folgt mit Lemma 2.11

[Go(t1)] < e [¢o(0)]-

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f gilt fiir die rechten Seite ¢(t;) von (2.6a) die
Beschriinkung |o(t1)] < L|¢(0)] e=?*. Folglich ist die Lésung von (2.6a) eindeutig

bestimmt und erfillt . .
m(t1) :/ @(s)ds —/ ©(s)ds.
0 0
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Ein Vergleich der e!-Koeffizienten liefert analog mit Lemma 2.11

G(t)] < e (1G(0)] + Cty)

und anschliefsend eine eindeutig bestimmte Losung 7y. Diese Konstruktion kann fort-
gesetzt werden, wobei die Funktionen 7;, (; jeweils abklingende Terme sind.

Definition 2.12: Eine Funktion f: D C R™ — R" heiftt quasimonoton wachsend, falls
fir alle y,z€ Dmit y <z firi =1,2,...,n aus y; = z; stets fi(y) < fi(z) folgt.
Die Matrix C' = (c¢;;) heifst wesentlich positiv, falls ¢;; > 0 fiir alle 7 # j gilt. o

Wenn D C R” eine offene und konvexe Menge ist, dann ist eine lineare Funktion
f:y+— Cy genau dann quasimonoton wachsend, wenn die Matrix C' wesentlich positiv
ist [Wal00, §10].

Vergleichssatz 2.13 ([Wal00]): Sei f quasimonoton wachsend und geniige einer Lip-
schitzbedingung. Wenn die in [0, T'] differenzierbaren Funktionen ¢, 1 die Ungleichungen

6(0) < ©(0) und 6(t) = f(6(t)) < $(t) = f(4(1)) exfiillen, so folgt 6(t) < (t) in [0, T,
Satz VI.3.2 aus [Hait02] liefert eine Abschétzung des Fehler der abgebrochenen Rei-
henentwicklung.

Satz 2.14: In einer e-unabhéingigen Umgebung der Losung vy, zg des reduzierten Pro-
blems (2.2) mit Anfangswert yo(0) = 7 gelte (2.5). Wenn ¥, Z in dieser Umgebung liegt,
dann hat das Anfangswertproblem (2.1) mit Anfangswerten y(0) = 7,2(0) = Z und
hinreichend kleinem ¢ fiir t € [0, teng| eine eindeutige Losung der Form

Ma;}jy%@+f§:a*m@ky+0@Mﬂ (2.7a)

j=1

20 =Y (1) + G (t/e) + O (2.7h)

J=0

Die Koeffizienten erfiillen |n;(t1)] < e |n;(0)] und |¢;(t1)] < e~ |(;(0)| mit geeigne-
tem k > 0.

Beweis: Die Partialsummen
N N
gty =Y _elyi(t)+e Y y(t/e)
=0 j=1
N N
2t) =) zt)+ Y ¢(t/e)
j=0 J=0

erfiillen nach Konstruktion von y;, z;, n;, (; das Differentialgleichungssystem

15



Theorie singulérer Storungen 2.1 Stand der Forschung

Wir subtrahieren (2.1) von dieser Gleichung, so dass mit Bedingungen (2.5)

2(t + h) — z(t + h)| = |2(t) — 2(t) + e h(g(9, 2) — g(y, 2) + O(EVT)) + O(h?)]
=|2—z+e'h(9(9,2) — 9(y,2)) + e Mgy, 2) — g(y. 2))]
L OEY) + O

< 2—z+5_1h/ 0. (4, 2+ (2 — 2)6) (5 — )d6

0
+e'hlg(9, 2) — g(y, 2)| + O(EY) + O(h?)
< [T+ €7 hg.|| 12 = 2[ + e hLs|g — y| + OEY) + O(h?)

gilt, wobei g, an einer geeigneten Zwischenwertstelle (y, z + (£ — 2)0) ausgewertet wird.
Somit folgt fiir die Dini-Ableitung

2(t+h)—z(t+ h)| —e|2(t) — 2(¢
D E(1) — 2(1)] = limsup PG TR Z 2+ D)~ el2() — 2()
h—+0 h
I+hetg. | -1
< Lyl — y| + e lim sup L1 9

h—+0 h
= L3|Q - y| + glu[g_lgzﬂé - Z| + CQ€N+1

< Lslg — y| — B|2 — 2| + Coe™ T

2 =2+ 0™

Aus der Taylor-Entwicklung und der Dreiecksungleichung lesen wir
[9(t + h) —y(t+ D) = [5(t) — y(O)] = AL (G(8), 2(1) = f(y, 2) + Cre™ ] + O(n)
< hLy|§ — y| + hLy|2 — 2| + hC1eN T+ O(h?)
direkt ab und erhalten
DF|g(t) = y(&)] < Lilg — y| + Lo|2 — 2 + C1e™.

Um diese Differentialungleichungen zu analysieren, betrachten wir die Losung u, v des
Anfangswertproblems

w) (L1 Le A CieNtt w(0)\ _ [|y(t) —y(t)]
ev) \Ls —38) \v CoeN+t J» v(0) ) \|2(t) — 2(t)| )~
. . (L1 Lo\ . . . .
Die Matrix I 3 ist wesentlich positiv, so dass nach dem Vergleichssatz 2.13
-
9(t) —y(@)] < u(t), [2(t) —2(t)] <o)

gilt. O
Bemerkung 2.15: Fiir (, gilt die stirkere Ungleichung [(y(t1)] < e |((0)[, vel.

obige Konstruktion. o

Wenn wir die zur euklidischen Norm ||.||2 zugehorige logarithmische Norm betrachten,
ist pu[A] gleich dem gréften Eigenwert von 1 (AT + A). Fiir die Spektralabszisse a[A] :=
max ReA[A] gilt [Sod06]

alA] < plA].
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Aus der Voraussetzung (2.5) folgt somit stets a[g,] < 0. In [Lev*54], [Vas62], [MMi68]
und [Mik*91] wurde die Bedingung «[g,] < 0 benutzt, um zu zeigen, dass die Losung
von (2.1) gegen die Losung des reduzierten Problems (2.2) konvergiert. Die Beweise be-
ruhen auf technischen Abschétzungen der Grenzschichtkorrektur fiir hinreichend kleine
Umgebungen mit Hilfe von Eigenschaften der Fundamentalmatrix fiir gestorte Systeme.

2.2 Dissipative quasistatische Approximation
Die Bedingung (2.5) garantiert zwar, dass die Differenz zwischen der Losung von (2.1)
und derjenigen von (2.2) in O(e) fiir t > ¢; > ¢ liegt, jedoch kann die Konstante

oy e 00 = 9O+ aa(t) = 2(0)

te[tivtend] e—=0 €

fiir die Integration iiber ein langeres Intervall [0, tenq] grof werden wie das nichtautono-
me Beispiel aus [Web™12, S. 1585] zeigt. Aber auch in autonomen Differentialgleichun-
gen tritt dieses Phdnomen auf.

Beispiel 2.16: Das Anfangswertproblem

g(t) = fly,z) =y(t) + 2(t) — 1, y(0) =1
ex(t) = g(y, 2) = —=2(1), 2(0) ==
erfiillt die Voraussetzungen von Satz 2.14, insbesondere gilt u[g,] = —1. Die quasista-

tische Approximation yo(t) = 1, 29(t) = 0 ist beschriankt, jedoch wéchst sowohl die

Losung y(t) = 1+ £=(ef —e™"/9), 2(t) = ze™"/* des singulir gestorten Problems als

auch die Differenz y — yo =

ZE
T+e
Satz 2.17: In einer e-unabhéingigen Umgebung der Losung vy, zg des reduzierten Pro-

blems (2.2) mit Anfangswert yo(0) = 7 gelten die Bedingungen

(e! — e~*/%) exponentiell in . o

plgs) < —=p <0 (2.8a)
ulf)) < =7 <0 (28h)
4] < Lo (2:50)
ol < Ls (2:34)
LoLs < Br. (2.8¢)

Wenn 7,Z in dieser Umgebung liegt, dann hat das Anfangswertproblem (2.1) mit An-
fangswerten y(0) = 7, 2(0) = Z und hinreichend kleinem ¢ fiirt € |0, tena) eine eindeutige
Losung der Form (2.7) und es gilt

N N
y(t) — Zéjyj(t) — 625j_177j(t/5) < KeNt!
=0 =1

2(t) — Zsﬂ'zj (t) — Z £1¢,(t/e)| < KpeNt!

mit von te.,q unabhéangigen Konstanten K, K.
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Beweis: Wie im Beweis von 2.14 konnen wir dufere und innere Losung konstruieren.
Mit den Partialsummen

y(t) = Z ely;(t) +e Z e’ nj(t/e)

erhalten wir analog zum Beweis von Satz 2.14
D¥g(t) —y(t)] < =g — yl + La|2 — 2| + C1e™ !
eDTIE(t) = 2()] < Lalg —yl — B2 — 2| + Coe™ .

Da die Matrix <_7 f%) wesentlich positiv ist, liefert der Vergleichssatz 2.13

Ls
9(t) —y(O)] < u(@), |2(t) = 2(O)] < v(?),

wobei u, v Losung des Anfangswertproblems

()= (2 ) ()« (o) i) = (6 -20)

ist. Wegen der Bedingung L, L3 < 87 sind sdmtliche Eigenwerte der Matrix negativ, so
dass die Differenz der abgebrochenen Reihe und der Losung von (2.1) durch eine von
tena Unabhéngige Konstante beschrankt bleibt. OJ

2.3 Attraktive invariante Mannigfaltigkeit

2.3.1 Attraktive invariante Mannigfaltigkeit fiir ODEs erster
Ordnung

In [Nip92] wurde gezeigt, dass es unter spéter genannten Voraussetzungen eine Mannig-
faltigkeit M. = {(y,2) : z = s(y,e)} gibt, die invariant unter der Gleichung (2.1) ist,
d.h., wenn die Anfangswerte (7,%z) € M. erfiillen, dann liegt auch (y(t), z(¢)) auf der
Mannigfaltigkeit M.. Ferner konvergieren alle Losungen des singulédr gestorten Pro-
blems (2.1) gegen M., d.h., die Mannigfaltigkeit ist attraktiv. Fiir den Beweis der
Aussage wurde u. a. folgendes Resultat aus [Nip™92] verwendet.

Satz 2.18: Scien Y, 7 Banachridume und
P:YxZ—Y xZ, (y) — (fo(y) +f(y,z)) 7
z 9(y, 2)

wobei fy invertierbar mit |fy'(y1) — fy '(y2)| < alyi — y»| sei und die Lipschitz-
Bedingungen

1f(y1,21) = Fy2, 22)| < Lualyr — ya| + Laa|zr — 2o
l9(y1, 21) — 9(y2, 22)| < Lar|yr — Y| + Lag|21 — 22
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erfillt seien. Flr

2Ly

\ =
L — Ly — Lo+ \/(é — Ly — Ly)? — 4Ly Ly,

gelte weiterhin

1
2v/ LyaLy < o Ly — Lo (2.9a)
ng)\ < 1— Lo (29b)

1
Ligh < — — Lqy. (290)

(0%

Dann existiert eine Funktion s: Y — Z mit folgenden Eigenschaften

(a) Die Mannigfaltigkeit M = {(y,s(y)) : y € Y} ist invariant unter der Abbil-
dung P, d.h. P(M) C M.

(b) Die invariante Mannigfaltigkeit M ist gleichméRig attraktiv mit Attraktivitdts-
konstante Loy + LioA < 1, d. h., fiir (yo, 20) € Y X Z und (y1, z1) := P (Yo, 20) gilt
|21 = 5(y1)| < (L2 + L1aA)|20 — s(yo) |-

(¢c) Wird das Relationszeichen in (2.9a) durch das strenge Ungleichheitszeichen er-
setzt, so besitzt M die Eigenschaft der asympotischen Phase: F'ir jedes (yo, z0) €
Y x Z existiert (§o,20) € M, so dass fiir (y;, z;) = P(yi_1,zi—1) und (g;, Z;) ==
P(9;—1,2i—1) die Abschdtzungen

lyi — 9| < ¢+ (Lag + L1aA)' |20 — s(yo)]

|zi — Zi] < (14 Xe) - (Lo + L12)\)i|20 — 5(y0)|
L12

V& = i — Lop)? — 4Lip Ly

mit c¢=

gelten.

(d) Jede invariante Menge Q2 C Y x Z der Abbildung P ist in M enthalten, d. h.
P(Q)=Q=0QCc M.

Die letzte Eigenschaft garantiert, dass die Folge (y;, z;) gegen die durch die Approxi-
mation (o, Zo) gegebene Folge (7;, Z;) konvergiert und nicht ,phasenverschoben” gegen

M lauft.
Wir benotigen folgende Annahmen:

(H1) D = D; x Dy C R™x R" sei ein beschriinktes Gebiet und D; habe einen C*-Rand
mit k > 2.

(H2) f € CF(D,R™), g € CF(D,R"™) seien beschrinkt in D, wobei CF den Raum der
C*-Funktionen mit beschrinkten Ableitungen bezeichnet.

(H3) Es gebe eine Funktion sy € CF(Dy, Dy) mit g(y, so(y)) = 0 fiir alle y € D;.

(H4) Es existiere eine Konstante f, > 0, so dass die Realteile aller Eigenwerte von
B(y) := g.(y, so(y)) kleiner als — [, fiir jedes y € D; sind.
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Satz 2.19 ([Nip92|): Seien (H1)-(H4) erfiillt und D) ein Teilgebiet mit D} C Dj.
Dann existieren fiir jedes € (0, 5y) positive Konstanten €*, 6, K und eine Funktion
s € CF(D] x (0,€*), D), so dass folgende Aussagen fiir € € (0, €*) gelten.

(1) Invarianz. Die Menge M. = {(y, z) : z = s(y, €)} ist invariant unter der ODE (2.1),
d.h. P(M.) = M. fiir P, : (3,Z) — (y(t), 2(t)).

(2) Attraktivitdt. Jede Losung (y(t), z(t)) des Problems (2.1) mit |Z — so(7)| < 6 er-

fiillt
[2(t) = s(y(t), €)] < Ke ™ |z — 5(7,¢)|
fiir t > 0 so lange y(t) € D} bleibt.

(3) Asymptotische Phase. Fiir jede Losung (y(t),z(t)) des Problems (2.1), dessen
Anfangswerte |Z — so(y)| < ¢ erfiillen, gibt es ein (§o,2y) € M., so dass die
Losung (g(t), 2(t)) der ODE (2.1) mit Anfangswerten (§(0), 2(0)) = (Zo, Jo)

ly(t) = G(t)] < K e [z = 5(7, )|
|2(t) = 2(t)| < K e ™5 |z — s(7, ¢)]

erfiillt so lange y(t), §(t) € D' bleiben.
(4) Néhe zu My :={(y,2) 1y € D1,z =5s0(y)}. Yy € D} : s(y,0) = so(x)

Fiir den Beweis werden entsprechende Aussagen tiber die Losung in einer skalierten Zeit
t; = t/e auf einem unbeschrénkten Gebiet hergeleitet. Mit der Variablentransformation
z = so(y) + ¢ fiithrt das zu dem System

= s(y) + 0 (2.100)
C= 9509 + Q) = 2os0() = (B + GO —esh(y). (2.10b)

wobei G = O(|z|) gilt. Da die Spektralabszisse der Jacobimatrix B nach Vorausset-
zung nach oben durch —f, beschréankt ist, kann auf das lineare Hilfsproblem u'(¢;) =
B(y(t))u(t;) folgende Proposition angewendet werden.

Proposition 2.20 ([Cop78|, Prop. 1.5): Sei A(t) eine stetige n x n-Matrixfunktion auf
[0, tena] mit aA(t)] < =5y und |A(t)| < M fiir alle t € [0, tenq|. Dann existiert fiir alle
v >0 ein §(M,v) > 0, so dass

(V' 12 € [0, tena] : |A(tY) — A(t))| < 6]t2 = t1]) = (Vt € [0, tena] @ | X ()] < K, e ~))

gilt, wobei X (t) die Fundamentalmatrix der Gleichung & = A(t)x und die Konstante
K, = max{(4M/v)"~1 1} ist.

Proposition 2.21 (|Cop78|, Prop. 1.1): Sei A(t) eine stetige Matrixfunktion auf einem
Intervall [0,tenq) und die Fundamentalmatrix X (t) der Gleichung & = A(t)z erfiille
die Ungleichung |X (t)| < K e fiir t > 0. Falls A(t) eine stetige Matrixfunktion mit
|A(t) — A(t)| < 6 fiir alle t € [0, tena] ist, dann erfiillt die Fundamentalmatrix X (t)
des gestorten Systems & = A(t)i die Ungleichung |X ()] < Ke™ fiir t > 0, wobei
& =a+ 0K ist.
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Da die Norm der Matrix G(y, ¢) beschriankt ist, kann die Fundamentalmatrix U des
Problems @ = (B(y) + G(y, ¢))u mittels Proposition 2.21 fiir jedes 8 € (0, 3;) durch
|U| < Kye ™! abgeschiitzt werden. Mittels Variation der Konstanten wird gezeigt, dass
die Losung von (2.10) lipschitz-stetig von den Anfangswerten 7, ( abhiingt. Anschlie-
Kend wird gezeigt, dass fiir geeignetes h die Abbildung

ne ()= (Uamd)

die Voraussetzung von Satz 2.18 erfiillt. Die Maximalitétseigenschaft (d) von Satz 2.18
tibertragt die Eigenschaften von P, schlieklich auf den Fluss P;.

2.3.2 Attraktive invariante Mannigfaltigkeit fir
Modellgleichungen

Mit Satz 2.18 wurde in [Lub93] fiir die Gleichung eines steifen mechanischen Systems

M(q)i = f(a.4) ~ VU (a) (2.11)

bzw. in [Stu04] fiir das stark geddmpfte mechanische System mit der Differentialglei-
chung

M(q)i = f(a.4) ~ = D(a)d (2.12)

gezeigt, dass eine attraktive Mannigfaltigkeit existiert und jede glatte Losung O(e")-
nah an dieser Mannigfaltigkeit liegt.

In [Stu04] wird vorausgesetzt, dass M (q) symmetrisch, positiv definit und D(q) sym-
metrisch, positiv semidefinit mit konstantem Rang fiir alle ¢ € R™ ist, so dass eine
Blockdiagonalisierung

MEQDOM ) = Q) (¢ 40,)) Q0

mit einer positiv definiten Matrix A(q) existiert. Mit der Transformation

Q™ (@) M*(q)q = (y)

z

ist das Gleichungssystem (2.12) dann dquivalent zu

y=F(y,=2)
ez =—Ay)z +ep(y, 2)

mit beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen F), ¢. Mit der Definitheit von A wird
gezeigt, dass die Losung

h
y(h) =7+ / F(y(s), 2(s))ds

2(h) = R.(h)z + / Ro(W)R=\(s)p(y(s), a(s))ds
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zum Zeitpunkt h lipschitz-stetig von den Anfangswerten 7,z abhédngt, wobei R. die
Fundamentalmatrix der ODE 2 = —e 'A(y)z ist. Fiir hinreichend kleine A > 0 und
¢ < h wird die Bedingung (2.9a) mit o # 0 nachgewiesen. Das Ergebnis soll als Satz
zusammengefasst werden.

Satz 2.22 ([Stu04|): Erfiillen die Anfangswerte ¢(0),¢(0) von (2.12) die Bedingung
D(q(0))q(0) = O(e), so existiert zu dem stark geddmpften mechanischen System (2.12)
eine attraktive invariante Mannigfaltigkeit N'. Losungen, die auerhalb von N starten,
nahern sich der Mannigfaltigkeit mit exponentieller Geschwindigkeit, d. h., zu einer
analytischen Lésung q(t),q(t) von (2.12) mit Anfangswerten qo,q{o gibt es ein Paar
(Go, Go) € N mit (go,do) — (o, Go) = O(1), so dass fiir die Losung G(t), ¢(t) von (2.12)
zu den Anfangswerten §o, Go zur Zeit t > 0

|(a(), 4(t)) = (1), 4(1))| = O(e™“")
mit geeigneter Konstante C' gilt, die unabhdngig von t und ¢ ist.
Lubich [Lub93] benutzt die Voraussetzungen

(Ul) Es gibt eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit Y = {u € D : U(u) = mingep U(y)} =
{ue D :VU(u) =0} fir ein geeignetes Gebiet D C R"

(U2) In einer Umgebung von U ist U streng konvex entlang Richtungen, die nichttan-
gential zu U liegen, d. h., es gibt ein S > 0, so dass fiir alle u € U die Ungleichung

vIV2U (u)v > BoT M (u)w fiir alle Vektoren v im M (u)-orthogonalen Komplement
des Tangentialraums T,/ gilt

zur Konstruktion lokaler Koordinaten z, mit denen die Bewegungsgleichung (2.11) in
der Form

Ni(2)i = fa, i) — 51—2 (8 Ino_d) . (2.13)

geschrieben werden kann. Falls M (q) symmetrisch positiv definit ist, so gilt das auch
fiir M (x) und es gibt eine Blockdiagonalisierung

R 0 0 N 0 O
-1/2 —-1/2 — T
) (3,0 )it =0t () e
so dass wir (2.13) mit der Variablentransformation QT M2y = (:) in der Form

it = Fy(u,v,1,0) (2.14a)
1
= Fy(u,v,u,0) — 6—2A(u,v)v (2.14b)

darstellen kénnen, wobei die Funktionen F}, F» glatt sind. Fiir die Cholesky-Zerlegung
A(u,v) = L(u,v)L(u,v)" werden Koordinaten w := (v,eL™0) eingefiihrt, so dass
(2.14b) die Gestalt

1 0 L .
w_g<—LT O)w+¢(u,w,u,5)
annimmt. Unter geeigneten Voraussetzungen an die Anfangswerte folgt damit schliefs-

lich |w] = O(e).
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Satz 2.23 (|Lub93|): Seien (Ul) und (U2) erfiillt, sowie M (q) symmetrisch positiv defi-
nit. Fiir alle §,, G, im Tangentialbiindel von U existiert ein Paar §,q, wobei die Differenz
(G0, 7o) — (3, q) von der GréRenordnung O(g) ist und im M (g, )-orthogonalen Komple-
ment des Tangentialraums Tg U liegt, so dass die Lésung von (2.11) mit Anfangswerten
q,q glatt ist und die Gestalt

q(t) = qo(t) + 2@ (t) + ...+ ePgn(t) + O T2)
q(t) = go(t) + %1 (t) + ... + eV gn(t) + O T2)

mit e-unabhédngigen Funktionen q(t) besitzt.

2.4 Abgeschwachtes Kriterium

Die Voraussetzung (2.5) von Satz 2.14 garantiert ein exponentielles Abklingen der
Grenzschichtkorrektur. Allerdings erlaubt der Satz keine Aussage {iber das langfris-
tige Verhalten der Losung von singuldr gestorten Problemen, deren Jacobimatrix g,
nur semidefinit ist und in Gleichgewichtslage verschwindet.

Beispiel 2.24: Wir betrachten einen Ein-Massen-Schwinger, auf den eine konstante
Kraft f wirkt und der durch

er+r+yr=f

modelliert wird. Wir untersuchen die Funktion w = 72 + v(r — f/~)? und errechnen
W = 2eir + 297 (r — f/v) =2(f — ¢ — )i 4 2vi(r — f/y) = —2¢%

Der Wert von w ist also monoton fallend. Wegen w > 0 ist das langfristige Verhalten
der Losung durch w = 0 gegeben. Das bedeutet r — f/y = 0. o

Die Funktion w: R™ — R aus Bsp. 2.24 heifst Ljapunov-Funktion [Lja07|. Sie ist in einer
Umgebung der Gleichgewichtslage r = f/v stetig differenzierbar und erfillt w(r) > 0
mit w(r) = 0 genau fiir » = f/v und 7 = 0. Die Ableitung w verschwindet in der
Gleichgewichtslage (r,7) = (f/~,0) und ist aukerhalb dieser nichtpositiv. Wir sprechen
von einer strengen Ljapunov-Funktion, wenn w auferhalb der Gleichgewichtslage sogar
streng negativ ist. Den Existenzbeweis der Grenzschichtkorrektur mittels einer strengen
Ljapunov-Funktion bereiten wir durch folgende Aussage vor.

Lemma 2.25: Sei > 0, £ € C'([0,T]) und &' (t1) + 28£(t1) < 0 fiir alle t, € [0, 7).
Dann gilt £(t;) < £(0) e fiir alle t; € [0,T).

Beweis: Angenommen, die Behauptung &(7) < £(0) e=2T1 gilt fiir ein T € [0, T nicht,
d.h. 0 < &(Ty) €*°Tr. Dann ist mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung

0 < £(T7) T —£(0) €20 = (€'(6) & +256(6) )T,

fiir eine Zwischenstelle 6 € (0,7}), was der Voraussetzung £'(0) + 25£(6) < 0 wider-
spricht. O
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Wie im Beweis zu Satz 2.14 betrachten wir die €°-Terme der Grenzschichtkorrektur

m = f(¥o, 20 + Co) — £ (Yo, 20) (2.15a)
Co = 9(Yo, 20 + Co) — 9(%0, 20), (2.15b)

wobei - die Ableitung nach t; = t/e bezeichnet. Anstatt der Bedingung (2.5) nehmen
wir an, dass die Funktion g im zweiten Argument linear ist, d. h.

9o, 20 + Co) = 9(Yo, 20) — D(¥0)Co-

Weiterhin sei D(yo) eine koerzitive Matrix, d. h. (T D(y)¢ > B|¢|? fiir alle ¢ und o mit
einer positiven Konstante §. Dann ist

(161*)" = 265 (90, 20 + o) = 9(yo, 20)) = —2Gg D(yo)Go < —251Go|*.
Mit £(t1) = |(o(t1)]? liefert Lemma 2.25 somit |(o(t1)|* < [¢o(0)[% €721 bzw.

|Go(t1)| < 1Go(0)] e

Wegen Lipschitz-Stetigkeit von f sehen wir nun, dass die rechte Seite von (2.15a) durch
L|¢o(0)] eP% beschriinkt ist, so dass die Existenz von 1 folgt.

Satz 2.26: In einer e-unabhéngigen Umgebung der Losung vy, zo des reduzierten Pro-
blems (2.2) mit Anfangswert yo(0) = 7 habe die Funktion g die Gestalt

9o, 20 + Co) = 9(yo, 20) — D(yo)Co,

wobei es eine Konstante 3 > 0 gibt, so dass (T D(y)¢ > B|C|? fiir alle ¢, yo gilt. Dann
hat das Problem (2.1) fiir hinreichend kleines ¢ die Form

y(t) = yo(t) + O(e)
2(t) = 20(t) + Co(t/e) + O(e).

2.5 Alternative Voraussetzungen

Sind alle Grofen in (2.1) skalar, so fallen die Voraussetzungen der Sétze in [Hait02],
[Nip92] und [Lev*54] mit dem in Kapitel 4 von [OMaT74] bewiesenen Satz zusammen.
Auferdem sind dann p[g,] und «[g,] identisch [Sod06].

Anstatt gleichméfig asymptotischer Stabilitdt wurde in [Cha69| exponentielle Dicho-
tomie der linearen Gleichung

0= (Y, 2) = f-(4,2)9: (4, 2)gy (v, 2)) v

vorausgesetzt, d.h., die Gleichung hat eine Fundamentalmatrix V' (¢) mit V(0) = I,,,
so dass

V() PVL(s)| < Ke P9 fiirt > s
V() (In — P)V " (s)| < Ke PV fiir s > ¢,
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wobei P eine Projektionsmatrix ist und K, 8 positive Konstanten sind.

In [Hop66| wurde die Konvergenz der Losung des gestorten Systems gegen die Losung
des degenerierten Systems durch eine Ljapunovfunktion [Lja07| gezeigt, die mit Hilfe
des Lemmas von Massera |[Mas49| konstruiert wurde, wobei insbesondere die gleich-
mékig asymptotische Stabilitdt der Losung von dz/ds = g(«, 5, 2),2(0) = Z mit der
gestreckten Variable s = (t — a)/e in den Parametern «, 8 vorausgesetzt wurde.

2.6 Supersingular gestorte Probleme

In Mehrkorpersystemen treten haufig Massematrizen mit Eigenwerten von mehr als zwei
Grofsenordnungen auf. Das motiviert die Betrachtung von Problemen mit singuléren
Storungen mehrerer Grofsenordnungen. Als Beispiel betrachten wir das Systems aus
[Web™10]

& o= flz,y,2) (2.16a)
ey = g(x,y,2) (2.16b)
g2 = h(z,y, 2). (2.16¢)
Fiir e — 0 ergibt sich die DAE
iy = f(%o,Y0, 20)

0 = 9(%7%720)
0 = h(:co,yo,zo)-

Falls die Matrix

( 9y(T0, Y0, 20)  9=(%0, Yo, Z0) ) _ 9 <9>

hy (20, Yo, 20)  =(Z0, Yo, 20) Ay, z) \h

regulér ist, so kann eine asymptotische e-Entwicklung fiir y und z durch Koeffizien-
tenvergleich berechnet werden. Somit bekommen wir die glatte Losung (2o, ¥(0), 2(0)),
welche wir in diesem Zusammenhang auch ,,e%gestorte Losung nennen. Diese Losung

besitzt keine Freiheitsgrade fiir (yy, 2(0))-
Betrachten wir nun die ,,c!-gestorte* Losung

zay(t) = z)(t) +&(t/e)
(t) = yo(t)+n(t/e)
zay(t) = zo)(t) +((t/e)

zu (2.16) mit der gestreckten Variable t; = t/e', so ergibt sich mit D, := £

1
gDmﬁ = flzo) +& o) + 120 + C) = f(0), Y0y, 20))

Dyn = gz +& v + 1,20 + C) — 9(z0y, Y00y, 2(0))
eD ¢ = hxp) + &y + 1,20 + ) — h(Z0), Yioy; 2(0))-
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Wir suchen die asymptotischen Entwicklungen & = &, + &, + O(g?) usw. beziiglich «.
Sei fiy(§,m,¢) = f(xw) + & Yoy + 0, 20y + ¢), usw. Dann ist offensichtlich { = 0 und
der Vergleich der £°-Koeffizienten liefert

Dy&1 = fioy(0,m0(t1), Co(t1)) — fi0(0,0,0) =2 p(t1) (2.17a)
Dyno = g10)(0,70(t1), Co(t1)) — 9(0(0,0,0) (2.17b)
0 = hy(0,m0(t1), Co(t1)) — >(0 0,0). (2.17¢)

Wenn . in einer Umgebung von (), Y0) +17, 2(0)) regulér ist, dann existiert nach dem
Satz {iber implizite Funktionen ein o mit 0 = h) (0,70, o (m0)) — h()(0,0,0). Gleichung
(2.17b) wird dann zu
Dimo = 910)(0,m0(t1), o(10(t1))) — 9¢0)(0,0,0) =: (o (t1))-
Da fiir die Jacobi-Matrix
do

dm)zgmmAQnmUOmD—meﬁﬂlnmahmﬂa%mﬂ

= (gy — 9:h2"hy) (z(0), Yoy + M0, 200y + (1))
gilt, setzen wir weiter
plgy — g:h7'hy] < =B <0

voraus. Dann liefert Lemma 2.11 |no(t1)| < €77 |no(0)]. Lipschitz-Stetigkeit von fg
und o ergibt |Dy,&1(t)] = |¢(t1)| < e7P1 Ln(0)| und

Eilt) = — / " p(s)ds,

denn limy, o &1 (1) = 0. Die e'-gestorte Losung (xqy, yay, 2ay) hat keinen Freiheitsgrad
fiir Z(1>.

Setzen wir die e2-gestorte Losung

z2) (1) zy(t) + (/%)
Yy () = yuy(t) +7(t/€%)
2)(t) = zy(t) +((t/e?)

mit t, = t/e? in (2.16) ein, so erhalten wir

1 _ _ B _
thzg = fleay +&yay 7,200 + Q) = f(zay, yay, 2ay)

1. _ B _
gDm?? = gleqy + &y +7, 200 + C) — 9@y, yays 2y)

Dy, = hlzay + &y + 7 20y + C) — h(zay, yay, 2))-
Offenbar muss & = ¢2&, + O(e?), 1 = e'fy, + O(e?), ¢ = £°(, + O(e') gelten. Der
Vergleich der £°-Koeffizienten ergibt
Dn& = flzay,yay, 2 + Co) — [y, vy, 2q))
Du = g(@ay, yay 2a) + Co) — 9(zay, yay, 2a))
Di,Co = hlzwy,yay, 20y + Co) = Ry, Yy, 20)-

26



Theorie singulédrer Stoérungen 2.6 Supersingular gestorte Probleme

Mit der Annahme p[h.] < —3 < 0 liefert Lemma 2.11 |y(t2)] < e 2|, (0)]. Mit
Lipschitz-Stetigkeit von f und g bekommen wir schliefslich

§o(te) = — f(zay, yay, za) + G(s)) — f(zay, yay, 2ay)ds

to

7 (t2) = —/ 9(xay, yay, 2y +Co(s)) — 9(xay, yay, 2qy)ds.

to
Diese Argumentation lésst sich auf Systeme der Form
Ej:i:'(j):f(j), j:O,l,Q,...,n

unter entsprechenden Voraussetzung iibertragen und somit die Losung als £"-gestorte
Losung schreiben.

Satz 2.27: Seien f(;,7 =0,1,2...,n beliebig oft differenzierbare Funktionen, so dass

<8f(’“)) i=1,2,...,n
240 k0>

regular ist und die Bedingungen

o (o) (oY (o) Ny
Oz ;) 00 ) 455 \OT @) ) 4 ps; \OL() ) 4

erfillt sind. Dann besitzt das Problem

€j$i’(j) = f(j), 7=0,1,2,....n

eine Losung der Gestalt

n

T() = Ty + Z(%‘m —r-1y) +O(e), j=0,1,2,...,n,
k=1

wobel |z — Tw-1y] < Kexp(—kt/e*) fiir gewisse positive, e-unabhéngige Kon-
stanten K,k gilt.

In [Lev*54, Kap. 5| wird |z — x| + |y — Y0y + |2 — 2(0)| = 0 aukerhalb der transi-
enten Phase gezeigt, wobei dort statt der logarithmischen Norm die Spektralabszisse
von g, — g.h;'hy, und h, durch negative Konstanten beschrinkt sein soll. Tikhonov un-
tersuchte in [Tik52| die Konvergenz auch fiir mehr als zwei Potenzen von e. Allerdings
wurde ein fehlerhafter Beweisteil jener Arbeit erst in [Hop67| korrigiert. Spéter zeigte

Hoppensteadt sogar gleichméfige Konvergenz fiir die Losung des Problems

T = f(xvylay%"wyn)
8j'gj - gj(zay1>y2>"'ayn)a j:1a2>"'>n
wenn €7 — 0, €j41/e; = 0 mit e — 0 fiir j = 1,2,...,n — 1 gilt, wobei die expli-
zite Abhéngigkeit der €; von ¢ in der Notation unterdriickt wird, und die Funktionen

f, g; einige Bedingungen beziiglich Regularitét, Glattheit und Stabilitét erfiillen miissen
[Hop69].
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Kapitel 3

Modellierung von
Mehrkorpersystemen

Mehrkorpersysteme sind mechanische Systeme aus endlich vielen Kérpern, die durch
(masselose) Gelenke miteinander verbunden sind. Die Gelenke schrinken dabei die re-
lative Lage der gekoppelten Korper zueinander ein, wobei insbesondere auch starre Ver-
bindungen als Gelenk zéhlen. An den Korpern (starr oder flexibel) konnen auferdem
noch Kréfte wirken, die z. B. durch Federn oder die Gravitation verursacht werden.

3.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Der Zustand eines mechanischen Mehrkorpersystems wird durch endlich viele Freiheits-
grade beschrieben, die in einem Vektor r zusammengefasst werden. Wir nehmen an, dass
die mechanischen Eigenschaften des Systems durch die kinetische Energie T'(r,7) und
die potentielle Energie U(r,t) bestimmt sind. Fiir die Lagrange-Funktion

L(r,r,t) :==T(r,7) — U(r,t) (3.1)

besagt das Hamilton-Prinzip [Cou®89, IV.§10]: Zwischen zwei Zeitpunkten to und teq
verlauft die Bewegung so, dass

tend
/ L(r, 7, t)dt — stationdr (3.2)
to

beziiglich aller benachbarten Koordinaten r + dr, 7 + §7 mit 6r(ty) = 97 (tena) = 0 und
07 (tg) = 07 (tena) = 0 gilt.

Damit das Integral in (3.2) stationdr wird, muss fiir differenzierbare L die Ableitung

tend O, oL .
/t E(ST + E&"dt

0

verschwinden. Mit dr = %57“ ergibt partielle Integration

twi 9L OL d tod B, toa 4 (0L
[ e P = [ P [ S () e
0 /t o T /t ar /t a (fﬁ) ’



MKS-Modellierung 3.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

wegen 0r(tg) = 0r(tena) = 0. Da or beliebig ist, kann das Integral nur dann ver-
schwinden, wenn der Integrand selbst verschwindet. Das liefert die Euler-Lagrange-

Gleichungen
d [OL oL
ii(5) 5 =0 3

T PT . OL
orot  oror  or’

wobei alle Terme der rechten Seite haufig in einem Kraftterm zusammengefasst werden.

Mit M := erhalten wir

My = —

(3.4)

In der Herleitung von (3.4) haben wir benutzt, dass die Koordinaten r voneinander
unabhéngig sind, d. h. die Bewegungsgleichungen sind in Minimalkoordinaten r formu-
liert. Nun betrachten wir redundante Koordinaten ¢, die von den Minimalkoordinaten
r abhéngen. Die Euler—Lagrange—Gleichungen (3.3) liefern

po 4 (OE) oL _d(ory o -D)
f— dt 87”] 87”] ar] 871‘7
-2 (Z (o %) Z (Tqi 5 T~ U 8”)
qul a% . g 8ql _ an an an
_Z dt or; ZTqidtaf’j Z qlar ZTZ ZUz :

2

Wegen ¢; = >, gfl 7+ 8‘11 ist 8‘11 = gﬁl also & gr = 8‘11 . Mit den virtuellen Verriickun-

gen 0q; = Z 9g; 57“] erglbt dle endhche Summation

dTy, ¢ d7y,
0= Z Z < ar qu + Ufh) a’["j 57”] = Z ( qt qu + Ufh) 5%
Mit den Kriften f; = T,, — U,, folgt das d’Alembertsche Prinzip [Ham67]:

0=>" (ﬂ — f,) 5q;. (3.5)

i

Jetzt betrachten wir Zwangsbedingungen (engl. constraints) der Form 0 = ¢(t, ¢) und
die Matrix G = g—g. Mit virtuellen Verriickungen d¢;, die mit den Bedingungen vertrég-
lich sind, gilt fiir jede Zwangsbedingung 0 = ¢,,(¢1 + g1, . ..) = gm(q) + X, Gmi(¢)d4;.
Wegen g¢,,,(¢) = 0 ist also 0 = A, Y. Gi(q)dg; fiir beliebige Lagrange-Multiplikatoren
Am. Diese m Gleichungen werden summiert und zu (3.5) addiert

0= Z (qul fl ZA sz ) 6%

Mit der Massematrix M = lassen sich die Bewegungsgleichungen des mechanischen
Systems somit in der Form

M(q)G+ G\ = f(t,q,9) (3.6a)
0=g(t,q) (3.6b)
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schreiben. Im entarteten Fall von null Zwangsbedingungen wird die Gleichung (3.6b)
trivial und (3.6a) nimmt fiir r = ¢ die Gestalt (3.4) an, so dass wir kein neues Symbol
fiir die Massematrix M einfiihren.

3.2 Modellierung flexibler Strukturen

Um bestimmte Effekte in der Simulation von mechanischen System korrekt abzubil-
den, miissen haufig einzelne Strukturen als flexible oder elastische Korper modelliert
werden [Rhe™99, Sim13|. Indem in der Lagrange-Funktion (3.1) die Verzerrungsenergie
W berticksichtigt wird, konnen wir (3.3) auch zum Aufstellen der Bewegungsgleichun-
gen von flexiblen Systemen benutzen. Die Bestimmung der Verzerrungsenergie elasti-
scher Strukturen soll hier am Beispiel des flexiblen Euler-Bernoulli-Balkens mit kon-
stanter Dichte p geschehen, siehe Abb. 3.1. Fiir die Modellierung des Euler-Bernoulli-

yll

Abbildung 3.1: Flexibler Balken

Balkens wird gefordert, dass Querschnitte stets eben und senkrecht zur neutralen Faser
(oder Balkenachse) bleiben. Weiterhin soll die Lénge viel grofer als die Querschnitts-
abmessungen sein. Die Verformung u(x,y,z) des quaderférmigen Referenzvolumens
V={(zr,y,2) :0<x <L, —d<2y<d,—h <2z <h} ist unter diesen Voraussetzun-
gen durch die Verformung w(x) der neutralen Faser gegeben. Wenn keine Deformation
in z-Richtung zugelassen wird, dann geniigt es, die Verformung der Balkenachse durch
w(z) = (wy(x),ws(x)) zu beschreiben. Die Verformung des Léngsschnittes ergibt sich

dann durch
()= (o) + s () 9

Aus dem Green-Saint-Venant-Spannungstensor

1 1
€= §(VUT + Vu+ VuVu) = 5 (Vu+ DT (Vu+1)—1)
und dem Piola-Kirchhoff-Spannungstensor

o= Atre)l + 2ue
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mit Lamé-Konstanten \ = % und p = 2(1—’1/) zu Youngschem Modul E (auch

Elastizitdtsmodul) und Poisson-Zahl v (auch Querkontraktionszahl) berechnet sich die
Verzerrungsenergie nach [Cia88| durch

1 1
W = —/ tr (oTe)dV = —/ A(tr€)? 4 2putr €2dV.
2 Jv 2 Jv

Fiir die Verformung (3.7) ist

w/ O y w//w/ _ 1 ‘l‘ 'lU/ w// 1 _'_ w/ 1 _w/
Vu = } - + ( 192 (3 1) 2) , 1 - 2,
wh 1 S Wy s \1+w

mit s = /(1 + w})? + (w})?. Also folgt fiir den Verzerrungstensor

y(wfwy—(+wpwy) ) 2
2€:(Vu+I)T(Vu+I)—[:<<S+ 12 2) 0>—].
0 1

Damit vereinfacht sich die Verzerrungsenergie zu
1 1 fvE+(1-2v)E
W= [ (A +2u)eédV == Hav.
2/V( T2 2/V 1I+v)1—20) 1"

(wwh—(14w]
52

1 2
wobei 2¢1; = (s + Y )wQ)) — 1 ist. Fiir kleine Deformationen kann der Ver-

zerrungsterm durch

(wiwp = (1 + wi)ws) | y*(wiwh — (14 wyws)”

2611 282—1+2y 1
S S

~ 2w (z) — yws ()

approximiert werden [Sim00]. Somit vereinfacht sich die Berechnung der Verzerrungs-
energie zu

W= %EA /0 (wi(:)s))Qda:jL%EI /0 (w(z))?dz (3.9)

mit E = (1 — v)E/((1 + v)(1 — 2v)), Querschnittsfliche A = dh und Flichentrig-

heitsmoment T = [*7, ["% y2dydz = dh*/12. Fiir den Euler-Bernoulli-Balken sind

Dehnsteifigkeit EA und Biegesteifigkeit EI konstant.

Die Verformungsfunktion w fiir die neutrale Faser wird entsprechend des Ritz-Verfah-
rens [Bret92] im Raum diskretisiert, d. h., wir betrachten

w(t,z) = Z Yi()zi(t)

mit endlich vielen Ansatzfunktionen ;.
3.3 Rayleigh-Dampfung

Um das Losungsverhalten von (3.4) zu analysieren, wird die Kraft hdufig in der Form
f(t,q,q) = —Kq + F(t,q,q) geschrieben, wobei K = _?TJ; Steifigkeitsmatrix heifst
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und bei Auswertung in einem festen Punkt (¢,q, ) konstant ist. Die Dynamik des
mechanischen Systems wird dann durch die Bewegungsgleichung

Mg+ Kq=F(t,q,q)

mit Massematrix M und Steifigkeitsmatrix K beschrieben. Bei der Auswertung von
gemessenen Systemeigenschaften wurde beobachtet, dass die Energie in mechanischen
Systemen abnimmt [Bat96, S. 165]. Das kann durch geschwindigkeitsabhéngige Kréfte
Dq mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix D in

MG+ Dq+ Kq=F(t,q,q) (3.9)

modelliert werden. In der Praxis ist es jedoch im Allgemeinen nicht moéglich, die Damp-
fungsmatrix D durch Messungen zu bestimmen. Deshalb wird héufig die Rayleigh-
Déampfung
D =aM + K

verwendet, wobei «,  nichtnegative Rayleigh-Parameter sind. Dabei werden die Pa-
rameter «, 3 so gewahlt, dass a + fw; = 2Dw; fiir zwei Eigenfrequenzen wi,ws des
verallgemeinerten Eigenwertproblems w?M¢ = K¢ gilt [Bat96, S. 797|. Typische Werte
fiir das Dampfungsmaf D liegen zwischen 0.01 und 0.1 [Nasl0, S. 67]. Fiir gegebenes
Dampfungsmafs D zu Eigenfrequenzen w;,ws errechnen sich die Rayleigh-Parameter
dann mittels

a =2Dwiwy/(wy +we) und S =2D/(wy + wa). (3.10)

Bemerkung 3.1: Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen M, K finden wir stets

eine Diagonalmatrix A der verallgemeinerten Eigenwerte und eine Matrix X der Eigen-
vektoren fiir das Problem M XA = KX [Gol"96|. Die Differentialgleichung (3.9) kann
damit im Fall der Rayleigh-Dampfung in

X'M'F=X"'"M"1YMj+ Dj+ Kq)
=G+ (]l + BX'M'KX)g+ X "M 'K Xq
=G+ (al + BA)G+ Ag

mit § = X !¢ transformiert werden. Im linearen Fall ist es somit ausreichend, die
entkoppelten Gleichungen

mé + (am + Bk)E+ kE = f

von Einzelmassenschwingern zu untersuchen [Web™12]. o

3.4 Bewegungsgleichungen zu Mehrkorpersystemen

3.4.1 Verschiedene Koordinaten

Wird ein System mittels unabhéngiger Koordinaten beschrieben, so stimmt deren An-
zahl mit der Anzahl der Freiheitsgrade iiberein. Jedoch ist der Zustand des Gesamt-
modells nur lokal eindeutig bestimmt [GdJ"94|. Beispielsweise besitzt der Vier-Balken-
Mechanismus in Abb. 3.2a nur einen Freiheitsgrad, doch fiir die unabhéngige Koordi-
nate ¢ ist auch die Konfiguration in Abb. 3.2b méglich.
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Lo Lo L3

Ly Ly Lo
Lo Ls Lo
(a) (b)
Abbildung 3.2: Konfigurationen des Vier-Balken-Mechanismus fiir gegebenes ¢

Die Mehrdeutigkeit kann beseitigt werden, indem relative Koordinaten (auch Gelenkko-
ordinaten) verwendet werden. Relative Koordinaten definieren die Lage jedes Korpers
beziiglich eines vorhergehenden Kérpers rekursiv durch algebraische Gleichungen. Diese
Darstellung lasst sich meistens leicht auf die Minimalform bringen. Allerdings ist die
Massematrix zustandsabhéngig und voll besetzt [Eic™98].

Absolute Koordinaten (oder Referenzpunktkoordinaten) vermeiden diesen Nachteil, in-
dem fiir jeden Korper die Lage und Orientierung direkt benutzt werden. Dadurch ist
die Massematrix konstant und blockdiagonal. Jedoch erfordert das deutlich mehr Va-
riablen (sechs Koordinaten je Starrkérper) zur Beschreibung des Systems und erhoht
die Anzahl der Zwangsbedingungen.

(b)
Abbildung 3.3: Topologie eines Mehrkorpersystems

Es existieren Algorithmen, welche die Vorteile beider Darstellungen nutzen, indem so-
wohl die relativen Koordinaten als auch die absoluten Koordinaten verwendet werden.
Dies erlaubt es, zu vorgegebenen ¢, ¢, ¢, A die Beschleunigungen [Fea83] und die Residu-
en [Bra™86] in Gleichung (3.6) mit einen Rechenaufwand zu 16sen, der nur linear von
der Anzahl N der Korper des Systems abhéngt.

3.4.2 Topologische Losungsalgorithmen
Hier wird die Topologie des Mehrkorpersystems betrachtet wie sie in Abb. 3.3 veran-

schaulicht ist. Dem Mehrkorpersystem wird ein Graph zugeordnet, dessen Knoten den
Korpern im System entsprechen. Zwei Knoten werden genau dann durch eine Kante
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verbunden, wenn die zugehdrigen Korper durch ein Gelenk verbunden sind. Wenn es
keine Kreise im Graphen gibt, sagen wir, dass ein baumstrukturiertes Problem vor-
liegt. Jeder Korper ¢ besitzt dann einen eindeutigen Vater m(i), wobei der Knoten 0
das Inertialsystem bezeichnet. Beispielsweise gilt 7w(Bl) = @ in Abb. 3.3. Die absoluten
Koordinaten des Korpers i sind definiert durch

pi(t) = %(t,pw(i)(t),qi(t)) (3.11)

mit einer Gelenkfunktion ~; und Gelenkkoordinaten ¢;. In [Lub™92| wird die allgemei-
nere Darstellung K;p;(t) = vi(t, pra)(t), ¢;(t)) verwendet, welche fiir gewisse Gelenke
eine einfachere Besetztheitsstruktur der Jacobi-Matrix dv/dq erlaubt. Differentiation
von (3.11) liefert

pi = Lipr) + Jidi + %'(I) (3.12)
pi = Uipriy + JiGi + %'(H), (3.13)

wobei I'; = 07;/0px@), Ji = 07:/0g; und %-(I), 7-(11) alle Terme zusammenfasst, die nicht

proportional zu pr(;), ¢; bzw. zu pr (), ; sind.

Die Gleichungen (3.11) definieren die Zwangsbedingung (3.6b). Die Zwangsmatrix

8(1%—%))
G- (2P 7))
(3(pj,qj) iLoly

=0,..., N

ist diinn besetzt. Beispielsweise besitzt sie fiir das Mehrkorpersystem aus Abb. 3.3 die

Gestalt
- 0 I -

-I'y 0 I —J
—Fg 0 I _']3
—F4 0 I _J4

G =

Mit der kinetischen Energie T' = % Zfil pi M;p; nehmen die Bewegungsgleichungen (3.6)

dann die Form [Lub™92]

M, 0 I i fi U7 1y
0 0 —J'||gl= 0 + > |0 (3.14)
I —J, 0 n A 4 Cifiey)  dm=i \ O

mit der Gelenkkraft u; des Gelenks zwischen den Koérpern 7(i) und ¢ an. Korper,
deren zugeordnete Knoten im Baum keinen Nachfolger besitzen, d.h. Koérper j mit
{i :7(i) =j} = @, werden als Blattkorper bezeichnet. Die letzte Summe in (3.14)
erscheint fiir Blattkorper nicht und es gilt fiir Blattkorper j die Beziehung
. 1 . . 1 . ;
— T} Mgy = TP M+ Diagyy = ) = T (M + MyTiasy — M)

J
I .
= JjT(Mﬂj(- ) 4 M;Tipriy — fi) + J]'Tﬂgw

wobei der letzte Summand nach (3.14) verschwindet. In klassischen Mehrkérperforma-
lismen wird angenommen, dass J; Vollrang besitzt und M; positiv definit ist, um eine
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Formel fiir ¢ mittels Invertierbarkeit von JjT M, J; herzuleiten. In [Ar13] wird statt der
Inversen (J"M;.J;)~" die Moore-Penrose-Pseudo-Inverse (JM;.J;)* benutzt [Stet90],
um

M;Jji; = My J3(J) My Jy) T My gy = =My (T My ) YT F (Mo + MT ey — 1)
fiir positiv semidefinite Matrizen M; zu erhalten. Also ist
= [ —M;p; = f; — ( s Ujbr() — M;J;d;
I I .
= fj = My = MLy + My J; (T My ) T (M + MT ey — f;)-

Einsetzen dieser Gleichung in (3.14) liefert

M; 0 I\ (i fi
0 0 —JI g | = 0 (3.15)
I =Ji 0 Hi 3" + Tingy
fiir jeden Korper i, der nur Blattkorper als Nachfolger besitzt, mit den Termen
My=M;+ > T7(M; = M;J;(J] M, J;) I M;)T; (3.16)
g (j)=i
Fo=fit Y 5= M (Jf M) I (f — M),
g (j)=i

Diese sogenannte Riickwértssubstitution wird rekursiv auf alle Kérper angewendet bis
die Bewegungsgleichungen jedes Korpers in der Form (3.15) vorliegen.

Nun berechnen klassische Mehrkorperformalismen die Inverse

0 Ji I I 0 o0\ /I 0 0
0 I 0 0 (JIMJ)™ o (JT I —JM, (3.17)
I —M.J; —M;) \o 0 1) \o o I

zur reguldren Matrix in (3.15), um einen expliziten Ausdruck fir g;, G, p; zu erhal-
ten. Die Modifikationen der (singulér gestorten) Massematrix in Kapitel 4 fithrt dazu,
dass die Koérpermassematrix M; fiir einige Kérper 4 nicht mehr regulér ist. Deshalb be-
trachten wir hier den Mehrkorperformalismus aus [Ar13]. Wenn die Matrix M; singulér
ist und wir die Inverse (JFM;J;)~! in (3.17) durch die Moore-Penrose-Pseudo-Inverse
(JTM;J;)* ersetzen, erhalten wir

i+ (Si(JT M J) T M — 1) Jid;

= J(JIMLI) IEF A (1 — Ji(IEMI) Y TEM) (™ + Ty (3.18a)
(JEM T (JEM, 00,
= (JIMLI)(IVF, = TM (™ + i) (3.18)

(M;J; — M, J;(J;"M; ;)™ (JZTMsz)) gi + i

= (I = M Ji(JEM )T I+ Mo(Ji(JEM )Y TEM, — D (7™ + Tifiee).
(3.18c¢)

Lemma 3.2 (|Ar13|): Fiir jede Matrix C € R™™ mitd < n gilt C — C(CTC)*CTC = 0.
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Beweis: Fiir jede Matrix C' gilt
(C —-ccroyreto)yt(c - ceto)yteto)
=C'c-2c%c([cteyteto+ oo (C’TC’)JFCTC’(CTC’)JZCTC
—(cTe)t
=CTCc-Cc'c(cto)ytectec=CctC - CTC =0
unter Verwendung der beiden Moore-Penrose-Axiome (CTC)TCTC(CTC)T = (CTC)*+

und CTC(CTC)*CTC = C'C. Da das Produkt nur fiir C — C(CTC)TCTC = 0 ver-
schwindet, folgt die Behauptung. O

Fir C = Mll /2 J; vereinfacht sich die linke Seite von (3.18¢) nach Lemma 3.2 zu p;. Mit
D=1 — J(JYM;J)* J*M; wird (3.18) zu

i — DiJidi = Ji(JEMJ) IT T+ Di(v™ + Tipey) (3.19a)
(JIMLT) (JEM )G = (JIVLI) Y (TEF = T ("™ + D)) (3.19b)
pi = DYF; — MDi(3\™ + Difina)- (3.19¢)

Wenn JM,;J; reguliir und Pr(;) bekannt ist, dann gilt D;J; = 0 und (3.19) liefert ex-
plizite Ausdriicke fiir p;, §;, ;- Anderenfalls nehmen wir an, dass Korper mit singulérer
Korpermassematrix M; isoliert im zugeordneten Graphen liegen, d. h., wenn M, singu-
lir ist, dann ist My regular, wobei Mp = I wegen ppy = 0 verwendet wird. Wegen
dieser Annahme ist fiir jedes Kind j eines Knotens i = m(j) mit singuldrer Korper-
massematrix M; die Matrix M; regulér. Also kann die Beschleunigung j; nach (3.19a)
mittels

iy =L I)IT 4+ D 4+ Dy (KT ) T+ D™ + Diliegs )
+ D;T; D, i (3.20)

beschrieben werden, wobei M; und f; durch M; bzw. 7]- ersetzt werden miissen, falls j
kein Blattkérper ist. Da M; nach Annahme regulédr ist, kénnen wir

D;T;DiJ; = M (M;Dy)V2(M;D)*T5J; (I — (M) Y ITM, )
schreiben, weil
M;D; = M; — M;J;(J] M;J;) " J M,

= M; — 2M;J;(J My Jp) T My + My J; (] My ;)T My J (5 M Jp)t T M

= D} M;D;
symmetrisch positiv semidefinit ist. Wir setzen B = (M;D;)'/?T;. Nach (3.16) ist

W=0M,-B"B=M-+ Y  TiMDI;
k:m(k)=i,k#j

symmetrisch positiv semidefinit, so dass die Voraussetzungen folgenden Lemmas erfiillt
sind.

Lemma 3.3 (|Ar13]): Sei W symmetrisch positiv semidefinit und C = (W + BT B)'/2J;.
Dann gilt BJ,(I — (CTC)*CTC) = 0.
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Beweis: Jeder Spaltenvektor z von I — (CTC)TCTC erfiillt Cz = 0 nach Lemma 3.2,
also gilt

0=2"CTC2 =TT W+ B"B)Jiz = 2T Wiz + Y J' BT BJ;2.

Da W und BTB symmetrisch positiv semidefinit sind, miissen alle Summanden ver-
schwinden, insbesondere ist ||BJ;z||3 = 0, d.h., BJ;z = 0 gilt fiir alle Spaltenvektoren
zvon I — (CTC)*CTC. 0O

Nach diesem Lemma ist D;I;D;J; = M;H(M;D;)Y2BJ; (I — (JFM;J;) Y JFM;J;) = 0
und der letzte Summand in (3.20) verschwindet, so dass der Korper ¢ mit singulérer
Korpermassematrix in der Vorwartsrekursion iibersprungen werden kann.

Zur Berechnung von ¢; benutzen wir die Beziehung
JiTMiJiéii = JZTTZ - Jz’TMi(%(H) + Fil‘jﬂ(i))7 (3.21)

welche aus Gleichung (3.15) folgt. Die symmetrisch positiv semidefinite Matrix JI M;J;
kann blockdiagonalisiert werden, d. h.

— A0

mit einer orthogonalen Matrix () und einer positiv definiten Matrix A. Mit C' = Mil/ 2J,
gilt nach Lemma 3.2

0=(C—c(CcToycre) M? = (1-cTocroyt) et M}

— (1= ST T = @7 - @ ()@t () ) @
I 0 AA7T 0 — 0 0 —

Mit (0, 1)Q"J'M; = (0,1)Q"Q <8 ?) QTJIM,; = 0 folgt aus (3.21) nach Linksmul-

tiplikation mit QT und der Zerlegung entsprechend der Diagonalblécke somit

AQ G = (1,0)Q" I (Fi = My = MTipas) (3.22a)

0=(0,HQ"Jf,. (3.22D)

Das benutzen wir, um die Beschleunigung der Gelenkkoordinate ¢; jedes Kindes j
eines Korpers ¢ = 7(j) mit singuldrer Kérpermassematrix zu berechnen, welche nach

Annahme eine regulire Kérpermassematrix M; besitzt. Die Gleichungen (3.19a) und
(3.19b) ergeben

G = (I MG I IF (fi= My =ML (T (T M) Tt Dy +-DiT i +Diidi))-

J 13

Mit der Ableitung der Geschwindigkeitskoordinate ¢;, die sich als Losung der DAE
(3.22) ergibt, bekommen wir so eine Gleichung fiir ¢;, wenn M; singulér ist und deshalb
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p; in der Vorwartsrekursion nicht berechnet wurde. Diese Umformungen fassen wir in
einem Algorithmus zusammen, vgl. [Lub*92, Ar13].

Algorithmus 3.4: Gegeben seien M;, J;, I';, f; und %(H) fiir alle Korper ¢ € A =
{@m2,... N}

Riickwartssubstitution
B:={j:{i:n(i)=j} =2}
solange ¢ € A\ B mit {j : 7(j) = ¢} C B existiert, setze
M= M;+ 37 =i T (My = My J;(Jf My J;) VT M;) T
1)
z = fz + Zj:w(j):i FjT (I - Mij(Jg'TMij)+Jg'T) (f] J”Y]( )
B:=BU{i}
Vorwéartssubstitution
B := {0}
=0
M@ =1
J@ =0
solange j € A\ B mit 7(j) € B existiert, setze
Dj =1 — Jj(J]TM]Jj)—i_J]TM]
i = ()
falls J;" M;.J; regulir und J;' M;J; regulir, dann
By = Ji(JT M) I o+ Dy(v 4 Tyy)
= (IFM; ) (JE 5 = T + 1))
falls J]T M, J; regulir und J' M;J; singulir, dann
. _ I
By = S (I My ) T I £+ Dy
+D,T; (M) IS+ Dﬂ.(“) + Dilijrgs )

i= (TP TE(f = My = ML (I Mo I fy+ Dy
+Dilipriy + DiJiQi))
falls .J;" M;.J; singulér, dann

A0
Q <O O) Q" = J M, J;
berechne v als Losung der DAE

AQ% = (/, )QTJT(fJ J% — M;T';p;)
0=(0,1)Q"J} f;(v)

dy

4=
B:=BU{j} ©
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Dieser Algorithmus ermoglicht die effiziente Berechnung der Beschleunigungen p, ¢,
so dass die Bewegungsgleichungen gelost werden konnen, ohne die Massematrix zu
invertieren.

3.5 Modellierung eines flexiblen
Vier-Balken-Mechanismus

Fiir N Korper mit den Volumina V;, ¢ = 1,2,..., N, sind die kinetische Energie und
die potentielle Energie durch [Sim00]

N N
1 o e
=3, 2 /V o(XP+YP+ 20V, U= /V 0iyYidV (3.23)
i=1 ’ i=1 Vi

gegeben, wobei die Massepunkte (X;,Y;, Z;) durch die korperfesten Referenzkoordina-
ten (x;,v;,2) € V; bestimmt sind. Hierbei bezeichnet p; die Dichte und ~ die Gravi-
tationskonstante. Wenn wir L = T — U — W mit der Verzerrungsenergie (3.8) in die
Euler-Lagrange-Gleichung (3.3) einsetzen, erhalten wir die Bewegungsgleichungen zu
den N Korpern.

3.5.1 Vier-Balken-Modell mit Euler-Bernoulli-Balken

Wir werden nun einen Vier-Balken-Mechanismus mit dem flexiblen Euler-Bernoulli-
Balken 2 modellieren, siehe Abb. 3.4. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen folgt

Abbildung 3.4: Vier-Balken-Mechanismus

der Modellierung fiir den Schubkurbeltrieb (engl. slider crank mechanism) in [Sim96].
Die Lage der Balken @, @, B wird durch die Winkel ¢y, @9, o3 beschrieben. Auferdem
wird die Deformation des flexiblen Balkens 2l mit Volumen V5 wie in Abschnitt 3.2 durch
eine Verformungsfunktion w der Balkenachse definiert. Die longitudinale Verschiebung

40
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entlang der neutralen Faser wird mit
x z\’ z )\’ x
=1 — == 21— — | —
wike) = 42 ((L2) (L2) ) T < (Lz) (L2)>
x Ly —x
= (L_z) ((423 - 224) 2L2 + 24) s

die laterale Verschiebung entlang der neutralen Faser mit

() :=sin (7 ) 2 +sin 27—
WolX) :=S1IN | T— zZ S1n mw— Z
2 Lg 1 L2 2

angesetzt, so dass wy(0) = wy(0) = we(L3) = 0 gilt. Fiir oy = g2 = 03 = ¢ lautet die
Energie (3.23)

1 1 ) . 1 ) )
T=2Jip*+ = / o(X5 +Y5)dV + = / o( X3 +Y{)dV
2 2 Va 2 Vs

1 1
U= §L1m17 sin g + / 07YodV + myzy(Ly sin 1 + (Lo + wy) sin g, + §L3 sin ¢3)
Vo

in Winkelkoordinaten, wobei .J; das Tragheitsmoment des Balkens [ ist. Dabei sind die
materiellen Punkte

Xo COS 1 COS g  — Sin Yy T+ Uy
v, | = Li|{ . + | .
9 sin ¢y SIn @y  COS P2 Y+ ug

des flexiblen Balkens 2 Funktionen in den Variablen x,y. Wegen & = y = 0 ist

X2 . —sin ®1 ul . ™ T+ U
2\ =L A . A -
<Y2) 11 ( cos 1 ) + A(p2) <u2) + P2 A(p2 + 2) (y+u2)
mit Drehmatrix
[ cosg —sing
Al9) = ( sing  cos¢ ) '
Damit ist
1 . . 1
2, X2 YAV = 5 /V L2Q? 4+ 02 4 ik 4 @3 (x4 uy)? + G2y + ug)?dV
2 2

+ / L1 (g sin(pg — @1) + tg cos(pg — ¢1))dV
\ %}

+/ Liprpa((z + uy) cos(pa — 1) — (¥ + u2) sin(p2 — ¢1))dV
\ %}

4 /V to( + ) — 11 (y + )V, (3.24)

Da die Balkendicke symmetrisch um die neutrale Faser verteilt liegt, gilt fiir die Integrale
Jy, udV = hd [ wdz und [, @dV = hd [, wda.
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3.5.2 Der dritte Balken

Da die Energieterme fiir die Balken [ und 2l gleich denen fiir die entsprechenden Balken
im flexiblen Schubkurbeltrieb [Sim96] sind, betrachten wir nur 75 = 3 fV (X24+Y3)dV
im Detail. Aus

(5) = (5) 400 (474 e )

folgt wegen wa(Ly) = 0 mit ms = [ odV3 und J3 = [ o(2* + y*)dV3 der Ausdruck
1 . .
Ty = /solL2 +@5(La + wi)* i + 52" + o)

2
.. Lo+ ) T {
+ 20192(L1, 0) A(—p1 + ¢2) ( 2 0 wl) + 2¢1 (L, O)A(—§ — 1+ ¢2) <U(J]1>

+20103(L1, 0)A(—¢1 + ) (U;j) + 2¢2(Lo + 'lUl)A(_g) <U(J]1>
Do (S . . T
+202¢4s(Lz + w1, 0)A(—p2 + ¢3) @ + 23101, 0) A= + 3 + 3) (i) dvs

1 1 1 1
“mg(Lo + w1)*@3 + —mgu} + = J3S03

T2 2 2

.. ™ .
+ M3p1p2 COS(_Spl + QDQ)Ll(LQ + wl) + m3<p2 COS(—§)(L2 + wl)wl

N—_——
=0

+ maLy cos(—p1 + p3)P1p3 + ma( Lo 4 wr) cos(—pa + 03)Patp3

T .
5)4@3-

m3L1<p1 +

. ™ . .
+ m3pr COS(_§ — @1 + p2) Ly + mgiy cos(—pa + @3 +

S

-~

~—
=sin(—p1+¢2) =sin(p2—3)

Somit hat die Massematrix die Darstellung

. Ms_l'Md CT X7
M_< c Me)elR

mit symmetrischer Starrkorpermassematrix

JH—(mg—i—mg)L% %LlemzCOS(<p1—<p2)+L1L2m3COS((pl—ch) %Lngmgcos(gpl—gpg)

Ms = * Jg—i—mgL% %Lngmg cos(p2—p3) | ,
sym * J3
Deformationsmatrix
0 oL1(cos(p1—p2)cT +sin(p1—p2)cd )z4+ Liwims cos(p1—p2) 0
Md = * zTMez+2gc1T2z+2m3L2w1 %Lgmgwl cos(p2—p3) ,
sym * 0

Diskretisierungsmatrix

M, = odhLs + maeqe;

O O ONi=
O ONvIR O
GheG- o o

42



MKS-Modellierung 3.5 Modellierung eines flexiblen Vier-Balken-Mechanismus

und Koppelblock

oLy (sin(—¢y + @a)ct + cos(—p1 + pa)es) + masin(—p; + o) Lief
Ct = ocy, + 0z'B :
1Lsmgsin(py — p3)es

wobei €] = (0,0,0,1) der vierte Einheitsvektor ist. Die schief-symmetrische Matrix

00— x-d
0 0 0 L
= 27
B = dhL, Ko :
c— % 3 O 0
und die Vektoren
a1 = dhLy(0,0,2, )",
Cy = dhL2(%7 07 07 O)Tv
Ci2 = dhL%(Ou Ov %7 é)Tv
o1 = dhL3(2,—L,0,0)"

sind wie in [Sim96| definiert.

Mit der Euler-Lagrange-Gleichung (3.3) erhalten wir wie bei der Modellierung des
Schubkurbelmechanismus [Sim96| eine Starrkorperkraft

—1L1(v(my 4 2my) cos o1 + Lama@3sin(pr — @)
fs = — 2 Loymy cos 3 + 3Ly Lomo@? sin(p1 — ¢2) ;
0

eine Deformationskraft
oL (£3(~ sin(r — g2)eT= + cos(r — 2)ed2)
—29(cos(p1 — o)t 2 + sin(py — <p2)c2T73)>

Ja= g(ngb%(sin(wl — o)tz — cos(p) — pa)ca z) — 2paCiyZ )

—3TBz — y(cos paci 2z — sin wgcgz)) — 20931 (M, — maeqe} )z

0
einen Kraftterm

fo= @3(M, — mse el )z + o (<p§c12 + L1p3(cos(pr — @2)cr +sin(pr — p2)ca) + 2¢2Bz')
— 07(sin poct + cos pacs)

und die aus dem Potential W resultierenden Steifigkeitsmatrix

i(h/L2)27r4 0 0 0

0 2(h/Ly)*m* 0 0

K:Edh/Lg 0 3( /02) ™ 6 s
3 3

0 S
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Mit der potentiellen Energie Us = mgy(L; sin o1 + (Lo + wy) sin g + %Lg sin p3) des
Balkens B berechnen wir noch die Kréfte
mgy Ly cos ¢
fus = | may(La + wy) cos @y
%mgfng COS V3
Juse = M3y sin .
d 0T 0T3

Unter Berticksichtigung des Ausdrucks 4 5:* — 5%, der im Schubkurbelmechanismus
nicht existiert, lauten die Krafte dann

f= fs+ Ja— frs — fus
.fe - Kz — Dez - .fT3e - fU3e
mit Dampfungsmatrix D, und den Krafttermen

Ly (2 cos(p1 — @2)@atin + sin(py — ) (Lo 4+ wy)¢3 + 5 Lssin(g1 — ¢3)¢3)
fra =mga | (La+wi)(=Lisin(pr — 2)@7 + 3Lz sin(pz — ¢3)93) + 29101 (Lo + wn)
Ls(cos(pa — 3)¢2tin — 5Ly sin(pr — @3)@F — 2(La + w1) sin(pz — ¢3)¢3)

) 1 ) )
fr3e = —ms(Ly cos(p1 — pa)¢T + §L3 cos(pa — ©3)@3) — Pams(La + wy).

Wegen p3(M. — maegeq)z + @ima(Ly + wi) = @3Mez + $3ms Ly lasst sich der Term
fe — fr3e vereinfachen.

3.5.3 Zwangsbedingungen und Anfangswerte

Die bisherigen Gleichungen MG = f mit ¢ = (f) beschreiben die Bewegung der kine-
matischen Kette M-2-8l. Die Verankerung des Endes von Balken Bl in (L, 0) wird als
Zwangsbedingung formuliert

0 _ () _ Lyisinpy 4 (Lg + wq) sin s + L3 sin @3 (3.252)
0 go Lo — Ly cospy — (Lgy + wy) cospg — Lzcosps ) '

Die Drehung des Balkens [ mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w wird durch eine
rheonome Zwangsbedingung

0 = g3 =1 —py—wt (3.25Db)

erzwungen.

Um Spannungen im Anfangszustand zu vermeiden, werden 21 (0), 22(0), 23(0), 24(0) sdmt-
lich gleich Null gewéhlt. Durch die Bedingung ¢;(0) = ¢ sind die Winkel @5 > 0 und
¢3(0) dann durch die geometrischen Eigenschaften (3.25) des Vier-Balken-Modells ein-
deutig bestimmt. Wenn die Anfangswerte 2;(0), 22(0), 23(0), 24(0) ebenfalls gleich Null
gewahlt werden, kann die versteckte Zwangsbedingung auf Geschwindigkeitsebene

0 = G(q(0),0)4(0) + g¢(q(0),0)
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nach den Geschwindigkeiten ¢;(0), ¢2(0), ¢3(0) aufgelost werden. Indem wir nun die
Zwangsbedingung in (3.6) durch die versteckte Zwangsbedingung auf Beschleunigungs-
ebene ersetzen, konnen wir auch die Beschleunigungen §(0) und Lagrange-Multiplika-

toren A(0) mittels
(Y (@)= (L))
G 0 A —Giq— G4 — gy

bestimmen, da G Vollrang hat und M regulér ist.

Die Bewegung des Vier-Balken-Mechanismus wird somit durch ein Anfangswertproblem
beschrieben, dessen Losungsverhalten wir in Abschnitt 4.4 analysieren.
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Kapitel 4

Singular gestorte
Mehrkorpersystemmodelle

Die Komplexitét vieler Modelle in technischen Simulationen bereitet erhebliche Schwie-
rigkeiten in der Zeitintegration. Hochfrequente Oszillationen verursachen Stabilitéts-
probleme bei der Integration mittels expliziter Runge-Kutta-Verfahren oder Adams-
Bashforth-Verfahren [Ar*11, Strt12]. Implizite Verfahren haben diese Nachteile nicht,
jedoch muss in jedem Integrationsschritt ein nichtlineares Gleichungssystem gelost wer-
den, so dass der Rechenaufwand auch bei dieser Verfahrensklasse hoch ist. Deshalb wol-
len wir die quasistatische Reduktion aus Kapitel 2 auf die Modellgleichungen anwenden.
Dazu betrachten wir Modellgleichungen der Form

Mg = f(q,q)

und interpretieren die kleinen Massen als singulére Storungsparameter, falls die Kraft
f von moderater Grofe ist.

Im Gegensatz zu der Normalform (2.1) liegen die Gleichungen aus Kapitel 3 als Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung vor. Auch nach Transformation in ein dquivalentes
Differentialgleichungssystem erster Ordnung unter Verwendung von Geschwindigkeits-
koordinaten v := ¢ bleibt die Besetztheitsstruktur der Matrix M der Gleichung (3.4)
erhalten und ist i. Allg. nicht in Diagonalgestalt. Die Eigenwerte der Massematrix M
lassen keinen direkten Schluss auf die Eigenfrequenzen eines Systems zu, falls beispiels-
weise der Gradient U, des Potentials (3.23) sehr grof ist [Lub93|. Weiterhin fithren
Modelle mit Zwangsbedingungen sogar zu differential-algebraische Gleichungen (3.6).
Diese Griinde erschweren die Identifikation der Storungsparameter € in Bewegungsglei-
chungen.

Die meisten Arbeiten zur Theorie singulér gestorter Probleme beschreiben nur den ka-
nonischen Fall, bei dem die Matrix der linken Seite bereits diagonalisiert und zustands-
unabhéngig vorliegt. Jedoch ist die Diagonalisierung mit einer stetigen Transformati-
onsmatrix nicht moglich, falls sich die Eigenwerte kreuzen [Kat95, S. 111], d.h., falls
die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerte von M(g(t)) fiir ein ¢ grofer ist als die
geometrische Vielfachheit desselben Eigenwertes. Deshalb untersuchen wir in den nach-
folgenden theoretischen Betrachtungen zumeist zustandsunabhéngige Massematrizen.
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4.1 Modelle mit kleinen Massen

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, kleine Massen in Modellgleichungen der Form
Mg = f(q,9) (4.1)

als singulére Storungsparameter zu interpretieren und den quasistatischen Ansatz aus

Kapitel 2 zu benutzen. Die Idee, kleine Massen in Modellgleichungen zu vernachlassigen,
findet sich bereits in [Sict88, Kok76, Rult04].

4.1.1 Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit diagonaler
Massematrix

Wir betrachten das Differentialgleichungssytem zweiter Ordnung
gv = fulam, gs, qu, 4s)
Eds = fS(qM7 gs, QMa QS)

Mit der Variablentransformation

qm Y
y=14as |, fly, 2) = ds

QM fM(y7Z)
zZ = (s, 9y, 2) = fs(y, 2)

erhalten wir ein System der Form (2.1). Die Anwendung des quasistatischen Ansat-
zes auf (2.1) liefert unter der Annahme pulg.] < —f5 < 0 die differential-algebraische
Gleichung (2.2), welche mit den Variablen

dom
Yo = | dos
dom
20 = qos
auf das Gleichungssystem
dom = fu(gom; Gos; Gom, dos) (4.2a)
0 = fs(qom, os, Gom; Gos) (4.2b)

mit der Annahme p[0fs/0¢s] < —fF < 0 fithrt. Das heift, dass die logarithmische
Norm der negierten Dampfungsmatrix 0fs/dds streng negativ sein soll. Die Voraus-
setzung in Satz 2.14, dass die Anfangswerte 7,z in einer Umgebung von y(0), z0(0)
liegen, bedeutet hier, dass sowohl die Anfangswerte fiir ¢ = (qum,gs) als auch die An-
fangswerte fiir ¢ in einer Umgebung von ¢y = (qom, qos) bzw. ¢y liegen sollen. Anstelle
einer Zwangsbedingung liefert die quasistatische Reduktion einer ODE zweiter Ord-
nung hierbei eine implizite ODE erster Ordnung der Gestalt (4.2b). Dabei miissen die
Anfangsgeschwindigkeiten ¢g nach der quasistatischen Reduktion so gewéhlt werden,
dass (4.2b) konsistent in ¢ = 0 erfiillt ist [Lei*91].

Wenn fg linear von ¢g abhéngt, kann anstelle der Berechnung der logarithmischen Norm
w1[0fs/0qs] die Koerzivitdt von —3 fs/0¢s zur Anwendung von Satz 2.26 iiberprift wer-
den.
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4.1.2 Singular gestorte Dampfung

Als prototypische Gleichung eines nach Bem. 3.1 entkoppelten Systems mit kleiner
Masse betrachten wir

e’€ +2pel + € = f(6).
Dabei liegt D in der Praxis oft zwischen 0.01 und 0.1 [Nas10]. Der iibliche Ansatz & = v
zur Transformation auf ein System erster Ordnung fiithrt auf

20 = f(&) — &€ — 2Dew,

so dass die Skalierung t; = ¢/ erneut ein singulér gestortes Problem
eDyv = f(§) — & — 2Dev

liefert, wahrend das System

Dy,v = f(§) — £ — 2Dev

mit der Skalierung t, = t/&% nur sehr schwach gediampft ist. Somit ist die Grenzschicht-
korrektur zum e!-gestérten Problem hochfrequent und die Grenzschichtkorrektur zum
g2-gestorten Problem klingt nicht e2-unabhiingig ab.

Der Ansatz e€ = u liefert das singulér gestorte Problem

Eu:f(g)_g_QD'l%

auf welches die Theorie der singuldren Stérungen angewendet werden kann.

4.1.3 Mobot

Um den Vorteil des quasistatischen Ansatzes bei der Simulation mechanischer Systeme
zu beurteilen, betrachten wir einen mobilen Roboter (kurz Mobot) [Val08|. Der Einfach-
heit halber beschranken wir uns auf ein ebenes Modell, siehe Abb. 4.1. Die rechteckige

S
Rl RZ

N1 N2

Abbildung 4.1: Ebener Mobot

Plattform mit Masse m = 1 und Tragheitsmoment J = 1 wird durch die Lage (zg, ys)
des Schwerpunktes S und durch den Winkel ¢g, der die Rotation um S angibt, be-
schrieben. Die Plattform wird von zwei Beinen getragen, deren Masse my = 0.02 in
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den Kontaktpunkten N; = (z;,y;) zwischen Mobot und Untergrund konzentriert sei.
Um einseitige Zwangsbedingungen zu vermeiden, wird der Kontakt zwischen den Bei-
nen und dem Untergrund durch Federn (Steifigkeit ky = 6000, Dampfung kg = 10)
modelliert.

Der Mobot fiihrt verschiedene Bewegungsablaufe aus, indem er die Lange L;; der tele-
skopischen Aktuatoren R;N; regelt. Die Kraft zwischen R; und N; ist durch

t
d

gegeben, wobei die Konstanten kp = 6200, k; = 8000, kp = 80 einen PID-Regler
(proportional-integral-derivative, [Son98|) beschreiben und Sollwerte mit hochgestell-
tem d gekennzeichnet sind. Mit der Notation cos p;; = (zn; — Zg;i)/Li; und sing;; =
(ynj — Yri)/Lij lauten die Bewegungsgleichungen

Ts = Z F;j cos i (4.3a)
jis = Y Fysing; —myg (4.3b)
0,
Bs = O Fyl(wr — xs)singy — (yri — ys) cos ;) (4.3¢)
0,
myin; = —kpinj—kn(znj — xNj Z F;j cos i (4.3d)
mnin; = —kpyn; —kn(yn; — yN] Z Fij sin ;. (4.3¢)

In [Web*12| wurde die vertikale Position yg zur Zeit t,, = 1 gedndert. Wir betrachten
die Anderung des Winkels ¢ = 0° zu ¢3! = 15° zum Zeitpunkt ¢, = 1 als Stu-
fenfunktion. Die Integration von ty = 0 bis t.,q = 3 erfolgt mit Hilfe des expliziten
Euler-Verfahrens mit Schrittweitensteuerung. Dabei wird das Integrationsintervall in
zwel Teile [0, ¢y, und (ty, 3] zerlegt, um keine Fehler zu erhalten, die durch die Unste-
tigkeit bei t,, = 1 verursacht werden [Hait00]. Die Genauigkeit der numerischen Lésung
(2%, %, ©'5)", werden wir durch den mittleren Fehler

|2y — zs(t)| + |y — ys(tr)] + | — os(t:)]
err = Z P

messen, um einerseits den Fehler am Intervallende und andererseits den Fehler in der
transienten Phase widerzuspiegeln. Fiir die Toleranz 10=2 des absoluten Fehlers benotigt
das Verfahren 5606 Funktionsaufrufe und liefert in den Koordinaten (xg, ys, ¢s) einen
mittleren Fehler von 1.4.1073 gegeniiber der mit ode15s [Sha™97] und feinen Toleranzen
berechneten Referenzlosung.

Da my < m gilt, betrachten wir my@y;, my¥n; als singuldre Stérungen und setzen
my = 0 in (4.3d)—(4.3e). Wie in Abschnitt 4.1.1 fiihrt das zu impliziten Gleichungen
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erster Ordnung

0 = —kpin;—kn(znj — :E‘}Vj) — Z F;j cos pij (4.4a)
0 = —kpin; — kn(yn; —yn,) — D Fijsingy;. (4.4Db)

Weiterhin ist die Jacobi-Matrix der rechten Seite in (4.4) gegeben durch die Matrix

—kp —kp Y ;cos?p;; —kp Y, cosp;;sinp;;
—kp Y, cospysing;;  —kp —kp >, sin® ¢y )

welche fiir kp > 0 nur reelle Eigenwerte kleiner als —kp besitzt. In diesem Beispiel kon-
nen die impliziten Gleichungen (4.4) leicht in explizite Gleichungen umgeformt werden,
so dass sie wieder mit dem expliziten Euler-Verfahren gelost werden kénnen. Mit nur
2098 Funktionsaufrufen wird die Losung etwa dreimal so schnell berechnet, wobei der
mittlere Fehler von 2.0-1073 zu der Referenzlésung des urspriinglichen Systems (4.3)
nur doppelt so grof ist. Mit der Toleranz 3-10~* fiir den absoluten Fehler verringert
sich der mittlere Fehler auf 1.1.1072 und die Zahl der Funktionsaufrufe ist mit 3576
immer noch deutlich geringer als in der ersten Simulation von (4.3). Abb. 4.2 zeigt

10°F . >

104 L

Funktionsaufrufe

® -® [, =80, original
*—# L, =80, reduziert
¢ -¢ [, =580, original
103 || = x kp =580, reduziert

10° 10
Mittlerer Fehler

Abbildung 4.2: Fehler der Bewegung des Mobots im Interval [0, 1] U (1, 3]

die Zahl der Funktionsaufrufe gegen den mittleren Fehler fiir verschiedene Toleranzen

1072,...,3.107". Ferner wurden diese Kennlinien ebenfalls fiir den Démpfungsparameter
kp = 580 berechnet.
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Die reduzierten Modellgleichungen werden sehr effektiv fiir grobe Toleranzen gelost und
der Fehler der quasistatischen Approximation ist klein im Vergleich zum Diskretisie-
rungsfehler des Euler-Verfahrens. Fiir feinere Toleranzen bleibt der Fehler der numeri-
schen Losung des reduzieren Systems auch bei groferer Anzahl von Funktionsaufrufen
oberhalb einer gewissen Grenze err,;,, die den Fehler der quasistatischen Approximati-
on widerspiegelt. Der Fehler der numerischen Losung der ODE (4.3) kann diese Grenze
erT i, zwar unterschreiten, benotigt dafiir aber eine hohe Anzahl an Funktionsaufrufen.
Wenn Simulationen mit mittlerem Fehler in der Gréfenordnung von 1072 akzeptabel
sind, ist das quasistatische Problem der originalen Modellgleichung vorzuziehen, da die
Rechenzeit um den Faktor 2-3 und bei starkerer Dampfung sogar um den Faktor 10-20
verkiirzt wird.

Um den Einfluss der Dampfung auf den Fehler zu studieren, wird in einer weiteren
Testreihe kp = 0 gesetzt, so dass die Jacobi-Matrix der rechten Seite in (4.4) gleich
—kgl wird. Auer dem mittleren Fehler bei Integration mit dem Euler-Verfahren und
der Toleranz 1073 fiir den relativen Fehler ist in Abb. 4.3 weiterhin die untere Fehlergren-
ze erry, der quasistatischen Reduktion durch den Vergleich mit der in ode15s berech-
neten Approximation eingetragen. Je hoher die Dampfung kg = 0.5, 1,2, 5,10, ...,2000

10°

Mittlerer Fehler

¢ -¢ original R
#—# reduziert ><
x> reduziert (odel5s) I D Mo
10-4 ! ! ! !
10° 10! 102 103

Dampfung kg

Abbildung 4.3: Fehler der Bewegung des Mobots in Abhéngigkeit von kg

ist, desto kleiner ist die Fehlergrenze erry;,. Bei der gegebenen Toleranz 10~* ist der
Modellierungsfehler der quasistatischen Approximation vernachléssigbar im Vergleich
mit dem Diskretisierungsfehler des Euler-Verfahrens.
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4.1.4 Diagonalisierung

Wenn die symmetrisch positiv definite Massematrix M(q) in (4.1) keine Diagonalma-
trix ist, so konnen wir eine orthogonale Transformationsmatrix X (¢q) wéhlen, so dass
A = X 'MX Diagonalgestalt besitzt. Die Bewegungsgleichungen (4.1) konnen damit
transformiert werden in AX 1§ = X 'MG= X"1f(q,q) bzw. Ap = X1 f(Xp, Xp) —
IAX'Xp— AX1Xp mit p = X 1¢ wegen X1 = X' Xp+ 2X'Xp + j. Nach
eventueller Permutation kénnen wir A = blkdiag(Ay;, Ag) partitionieren, wobei Ay (M
wie Master) die ,,groken* Eigenwerte und Ag (S wie Slave) die , kleinen” Eigenwerte von
A enthélt. Die Transformationsmatrix X (q) ist nicht stetig, falls sich die Eigenwerte
von M(q) kreuzen [Kat95|. Deshalb werden orthogonale Transformationen betrachtet,
die das System in die Gestalt

0 MS (.jS fS(QM7QSaQMaQS)
bringen, wobei die Eigenwerte von Mg um die Grofenordnung ¢ (0 < ¢ < 1) kleiner
sind als die Eigenwerte von M) und sich somit nicht kreuzen konnen. Da orthogonale

Transformationen die Eigenwerte nicht verdndern und Symmetrie erhalten, sind die
Matrizen My und Mg symmetrisch positiv definit. Mit

qm g
y=1|4as | fly,2) = 1 ds

Y My fu(y, 2)
z = (s, 9(y,z) = Mg fs(y, 2)

erhalten wir ein System der Form (2.1).

In der technischen Mechanik werden haufig Modal-Ansétze verwendet, d. h., die Matri-
zen M und K werden wie in Bem. 3.1 gleichzeitig auf Diagonalgestalt gebracht, was fiir
nichtkommutierende M, K keine Ahnlichkeitstransformation ist. Die Moden mit hohen
Frequenzen werden dann zur Modellreduktion komplett vernachléssigt, d. h., sowohl gg
als auch ¢s werden aus den Modellgleichungen eliminiert [Gas™89|. Anders als in der
technischen Mechanik approximiert die quasistatische Reduktion die Dynamik dieser
Moden durch eine implizite Differentialgleichung erster Ordnung.

4.1.5 Mass-Lumping

Fiir gewisse Modelle mechanischer Systeme gibt es Verfahren, welche die Losung durch
ODEs mit Massematrizen in Blockdiagonalgestalt approximieren [Leh07|. Als repré-
sentatives Beispiel betrachten wir ein Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung in
einem glatten, konvexen Gebiet Q C R?

t—Au=f inQt>0
u=0 aufodQ,t>0

mit geeigneten Anfangsbedingungen. Wir diskretisieren diese partielle Differentialglei-
chung (PDE) zweiter Ordnung durch die Finite-Elemente-Methode (FEM) mit steti-
gen, stiickweise linearen Funktionen auf einer Triangulierung 7 zu Knoten P, siehe
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[Tho06]. Sei (®;)., die kanonische Basis des Ansatzraumes mit ®;(P;) = d;;, wobei d;;
das Kroneckersymbol bezeichnet, d.h. d;, = 1 fiir j = ¢ und J;; = 0 sonst.

Partielle Integration liefert fiir die Galerkin-Losung uy = Z;VZI a;(t)®; zu homogenen
Dirichlet-Randbedingungen die schwache Formulierung

vk N : Zaj <1>j,<1>k+zaj (VD,, Vo) = (f, Dp).

7=1
mit dem Skalarprodukt (u,v) := [, uvdz. Diese Gleichungen fassen wir in Matrixform
Ma(t) + Ka(t) = fr(t)
mit o = (ay, qg, ..., ay)" und den Matrixeintrigen My; = (®;, Pr.), Ky = (VP;, VOy;)
zusammen.

Das Mass-Lumping-Verfahren ersetzt die Massematrix M durch die Diagonalmatrix
M = diag(M1), wobei 1 = (1,1,...,1)T ist. Das kann als numerische Integration
des ersten Terms Zjvzl a(t)(®,, @i) interpretiert werden, indem wir fiir jedes Dreieck
T = (P;, Py, P;3) der Triangulierung 7 das Integral fT uvdx durch die Quadraturfor-
mel (uv(Py) + w(Pp) 4+ uv(Ps3)) [, sda ersetzen, d. h., wir ersetzen das Skalarprodukt

(u,v) durch
(u,0)y = Z wv(Py) + uv(Pi) + uv(Pi3) / dz.

TeT 3

Proposition 4.1 ([Tho06]): Die Diagonalmatrix M = diag(M1) besitzt die Matrixein-
tréige Mkj = ((I)j, (I)k>h

Beweis: Wegen ©;(P;)®,(P;) =0 fiir j # i oder k # i gilt

(@, ®4)p = 0 fiir j # b und (B, Bp)y = > /dx

TeT, PkeT

Sind P;, P, Eckpunkte in einem Dreieck T, so gilt

1 1
/q)j@kdx:—/dx fiir 7 # k und /@idx:—/dz,
T 12 )y T 6 Jr

so dass die Behauptung unmittelbar folgt. O

Die Diagonalmatrix M ist symmetrisch positiv definit. Somit erhalten wir Bewegungs-
gleichungen der Form (4.5).

4.1.6 Schur-Reduktion

In diesem Abschnitt wollen wir eine Matrix als Summe einer singuldren Matrix und
einer kleinen Storung schreiben, ohne dafiir die Singularwertzerlegung berechnen zu
miissen.
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él, D) mit einer reguldren Matrix A
gegeben. Dann heifit D — CA™'B das Schur-Komplement von A in der Matrix. o

Definition 4.2: Sei eine 2 x 2-Blockmatrix <

Proposition 4.3 ([Web™13|): Wenn die Matrix (é IB;) positiv definit und A qua-

dratisch ist, dann existiert D — C A~'B und ist positiv definit.

Beweis: Wenn die Matrix (é

A positiv definit und die Inverse A~! existiert.

g) positiv definit ist, dann ist auch der Hauptminor

A1
Sei v # 0 ein beliebiger Vektor. Dann ist w := ( Av BU) # 0. Da (é g) positiv

definit ist, gilt

0<w" <é g) w=v"(D—-CA'B)v,

d.h., die Matrix D — CA~'B ist positiv definit. O

Weiterhin sehen wir leicht, dass D — C' A~ B symmetrisch ist, falls die Matrix (é g)

symmetrisch ist. Das motiviert die Annahme D—CA™'B = ¢LL" mit e-unabhingigem,

reguldrem L. Im Grenzfall ¢ — 0 wird die Matrix (é g) singular.

Lemma 4.4: Fiir das Anfangswertproblem

A B w\ ([ f(u,v) (4.6)

C CA'B+eLL™) \v)  \g(u,v) '
mit invertierbaren, e-unabhédngigen Matrizen A, L liege (u(0),v(0)) in einer Umgebung
der quasistatischen Losung und die logarithmische Norm von

LY (—CcA™L, D) (gz g) (_A;B) LT (4.7)

sei nach oben durch —f < 0 beschrdnkt. Dann besitzt das Problem fiir hinreichend
kleines € > 0 und t € [0, tenq] eine eindeutige Losung in der Form

uw(t)\  (uo(t) —ATIBL7T((t/e)
(v) = Caiy) + (T 255e77) +oten
wobei (ug, vo) die DAE (4.6) mit e = 0 16st und [{y(t1)] < e P11 (¢ (0)] gilt.

Beweis: Wir benutzen die Faktorisierung
A B (A 1 I A™'B
C CA'B+eLLt) \C L el Lt )
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um das System (4.6) als singulér gestortes Problem

(8- (@ 1) Gi) - Comeatiiliitiognn) 69

zu schreiben, wobei die Variablentransformation durch

(G- e @)= 50

gegeben ist. Nach Voraussetzung ist die logarithmische Norm von

) ) ) . o fu o —A"'B _
&(—L LCAT f+ Llg) = L7(~CA 1’I)<gu gv)< I )LT

durch —f < 0 beschrénkt, so dass fiir die Losung von (4.8) nach Satz 2.14

(y) = ( 4 ‘Z&t/@) +0E)
gilt, wobei (yo, 20) die Losung von
()= (Cifiean o) Gl riim )

ist und (; eine abklingende Funktion ist, vgl. Bem. 2.15. Somit ist

w\ (I —-A'BLT Y
)= 5 ) (o bm) -0
Uo\ . 1 —A_lBL_T Yo
Vo o L_T 20 '
die Losung der DAE

A I I A™'B Uo o f(U(),’U()) .
C L 0 LT @0 a g(uo, U()) ’
Im Spezialfall C' = 0 = BT haben wir eine Blockdiagonalmatrix wie in Gleichung (4.5).
Bemerkenswert ist ebenfalls, dass B oder C' von £ abhéngen diirfen, sofern B, C' gleich-

maéakig beschrankt bleiben. Insbesondere kénnen komplette Blockzeilen oder Blockspal-
ten in der Grofenordnung von € sein.

Weiterhin ist

Bemerkung 4.5: Wir betrachten folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

(& casr) () -() (19

Die ODE (4.9) kann als Differentialgleichung erster Ordnung formuliert werden

I 00 0 ¢ b
010 0 U} I
00 A B o | f
00 C CA'B+eLL™) \i g
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Fiir BT = (0,0,8T), C = (0,0,C) und A = blkdiag(/, I, A) erhalten wir
CA'B=CA'B.

Das Schur-Komplement der Matrix A in der Differentialgleichung erster Ordnung ist
also gleich dem Schur-Komplement der Matrix A in der Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Der Ausdruck (4.7) in Lemma 4.4 vereinfacht sich zu

L_1<—CA_1 ]) <f¢ fqp) <_A_18) L—T
) 95 90 I )

d.h., es geniigt, in (4.9) die Koeffizientenmatrix von (¢, 1)) und die Jacobimatrix der
rechten Seite beziiglich (¢, ) zu untersuchen. In Modellen mechanischer Systeme ent-
spricht — <f¢ fl‘:’

) der Dampfungsmatrix. o
9o 9y

4.2 Steife Modelle

Die alleinige Untersuchung der Massematrix M in den Bewegungsgleichungen (4.1)
liefert unbefriedigende Ergebnisse, wenn das System in unzweckméfigen Koordinaten
beschrieben wird. Im Vier-Balken-Modell aus Abschnitt 3.5 entstehen hochfrequente
Schwingungen nicht durch kleine Massen, sondern durch die hohe Dehn- und Biegestei-
figkeit des Balkens 2, vgl. Abschnitt 3.2.

Um den Einfluss der Steifigkeit flexibler Elemente zu untersuchen, betrachten wir Pro-

bleme der Gestalt
Mr JT ()0 _ fl
< J Me) <z) = <f2 ~ Kz D (4.10)

bei denen die Starrkorperkoordinaten ¢ bereits so gewéhlt sind, dass die aus der kine-
tischen Energie resultierenden Kréfte f;, fo beschrankt sind, aber die Diskretisierungs-
matrix M, zu den flexiblen Koordinaten z wesentlich kleinere Eigenwerte besitzt als
die Steifigkeitsmatrix K. Das verursacht hochfrequente Schwingungen der Frequenz wy,
wobei w? der grofte Eigenwert von M 'K ist [Shb05).

Beispiel 4.6: Wir betrachten einen flexiblen Balken wie in Abschnitt 3.2. Die Ver-
formung der neutralen Faser sei durch w = (z(t)x,0) beschrieben, so dass sich die
Spannungsenergie (3.8) zu

L
W= %Edh / (w})?dz = %EdhLzz
0

vereinfacht. Mit der potentiellen Energie

L
U= 7/ oYV = %gdhLQ(l + 2)sing
0
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und der Masse m = odhL liefert der Lagrange-Formalismus die Gleichungen

L? h? 212 L
m (?(1 +2)* + E) ¢ =-m(l+ 2) (7@2 + % cos go) (4.11a)

L? L? L
m3 Z=m <§¢2(1 +z) — 77 singo) — EdhLz

21
D <wm3 + —EdhL) :, (4.11b)
w

wobei wir Rayleigh-Démpfung mit dem Parameter D = 0.05 zur Frequenz

W= \/(mgLQ)_lEdhL

hinzugefiigt haben. Fiir die dimensionslosen Parameter m = 3.15, L =1, d = h = 0.02,
v = 9.81 sind die Trégheitsmatrizen M, = m (%2(1 +2)? + %) und M, = mTLz nicht
klein, aber der Steifigkeitsterm ist sehr gro® fiir den Elastizititsmodul E = 2.10'*. ¢

Wir werden die Bewegungsgleichung (4.10) durch eine zweckméfige Koordinatentrans-
formation in ein System iiberfiihren, dessen rechte Seite gleichméfig beschrankt bleibt.
Wie in Abschnitt 3.3 und in Bsp. 4.6 wird angenommen, dass die Dédmpfungsmatrix
die Form D, = aM, + K besitzt, d.h., die Bewegungsgleichung besitzt die Gestalt

(Af ]{;) (f) - (f2 — Kz — (j;Me + ﬁK)z) (4.12)

mit Rayleigh-Parametern o = 2Dwjws/(w1 + we) und 8 = 2D/(w; + wa), wobei w?

der grofte Eigenwert von M 'K ist, vgl. Abschnitt 3.3. Da die Steifigkeitsmatrix K
in Modellen mechanischer Systeme stets symmetrisch, positiv definit ist, konnen wir
K = RTR zerlegen. Obwohl die Matrix R fiir eine differenzierbare Matrix K ebenfalls
differenzierbar gewéhlt werden kann [Gol™96], ist es fiir die spétere Koordinatentrans-
formation giinstig, nur konstante Matrizen M., K und R zu betrachten.

Skalieren der flexiblen Koordinate z mit R liefert

M, JTR! ©\ fi
Gt ) () = (o e Dl )

mit M = R™'M.R™'. Da die Matrix M #hnlich zu (M'K)™' = R7'R™TM, ist,
besitzen beide Matrizen die gleichen Eigenwerte und der kleinste Eigenwert von M ist
wy 2. Fiir den Vektor z mit Mz = w; %r erhalten wir

2D

CUCUMZL' Tr) = —x.
W1+WQ(12 + ) w1

(aM + BI)x = 2D

Wenn die Geschwindigkeit R# mit der symmetrisch positiv definiten Matrix M* mit
noch zu wihlendem Parameter v € R skaliert wird, bekommen wir mit der Variablen
z = M" Rz die Bewegungsgleichung

M, JRTMN (@) _ ([ ) i A o
MVR"] MMM")\:) \M VR Tfy—M*:—M"(aM+BM":)"
(4.13)
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Wir wihlen v = i, so dass die neue Dampfungsmatrix M _V(QM + 61 )M ¥ wieder
den Eigenvektor = besitzt, welcher jetzt jedoch zu dem w;-unabhingigen Eigenwert 2D
gehort.

Wie in Bem. 4.5 konnen wir die Losung der Bewegungsgleichungen entsprechend Lem-
ma 4.4 quasistatisch approximieren durch die Losung der DAE

M, J'RTMN (o) _ ([ ) fi ) o
M—R™"J M, Z)  \M VR Tfy— M2 — M~ (aM + BI) M™%

mit My := M~R-"JM*J"R~*M~", wenn die logarithmische Norm von (4.7) nach
oben durch eine negative Konstante beschréinkt ist. Dabei ist die Koeffizientenmatrix

von (;0) singulér. Anschlieffend konnen wir das reduzierte Problem mittels 2y :=
0

RIM~"3, in die DAE

(7 30) (2) = (= s )
J MCO é(] - f2 — KZ(] — (OéMC + BK)ZO

mit Meg:=RT M? My M R transformieren, welche die gleiche Struktur wie Gleichung (4.12)
besitzt.

Beispiel 4.6 (Fortsetzung): Die zuvor beschriebene Skalierung liefert hier

M = mlL?/(3EdhL) ~ 1.3107%
e=M"% - MVRTIMIJ'RIM T ~ 107
MR = (mL?/3 - EdhL)" ~ 3-10°.

Wenn der Ausdruck ez = 5(M YRZ) zu Null gesetzt wird, so erhalten wir hier die bei-
den 1 x 1-Matrizen My = 0 und M, = 0. Wird M, = %mL2 in der linken Seite von
(4.11b) durch Null ersetzt, so reduziert sich der Berechnungsaufwand von 13 773 Funk-
tionsaufrufen zu 1303 Funktionsaufrufen im MATLAB-Integrator ode15s fiir teq = 1,
AbsTol = 107Y, RelTol = 107% und Anfangswerte (¢, z,9,2) = (0,0,5.41,0). Bei
Anwendung auf das Modell des flexiblen Balkens aus Abschnitt 3.2 erkennen wir in
Abb. 4.4, dass die Differenz zwischen der Losung z = z. der urspriinglichen Modellglei-
chung und der Losung z, in der quasistatischen Losung fiir wachsendes t gegen O(¢)|z|
strebt. o

Bemerkung 4.7: Durch die Form der Dampfungsmatrix D, = aM, + SK fiir Ray-
leighdémpfung inspiriert, kénnen wir auch die Koordinate v = 2 + az betrachten. Die
Gleichung (4.12) nimmt dann die Gestalt

() ()= (G Ja e )

an. Wie zuvor schreiben wir K = RTR, M = R-TM,R~* und skalieren mit M”R. Das
liefert .
M, JYRIMV ¢ \_ (fhi+JTa(v—az)
M7RTJ] M- MYRi) — ho8
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le-7
7 ]
y T Z% 107
6* 1
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Abbildung 4.4: Flexible Koordinate des flexiblen Balkens
mit

Fy=M"R "fy,—(1—aB)M YRz — M % (M"Ruv)
an. Fiir Mz = wi 2z gilt
2D Ay

M™%y = Wi,
w1 + wo

so dass wir v = 1 withlen, damit wi”/(w;+ws) € (3, 1] fiir alle ws, < w;. Dal—af = O(1)
wegen aff < D? gilt, ist F gleichmifig stetig beziiglich MRz,
Wenn wir vy durch Zg + oz ersetzen, erhalten wir die DAE

Mr JT (150 _ fl
J My ) \fo— Kz — (oMo + BK) %)

Der quasistatische Ansatz fiir diese Formulierung beseitigt singuldre Stérungen sowohl
in der Matrix M, als auch in der Dampfungsmatrix D, = aM, + K. Werden beide
Matrizen in Beispiel 4.6 entsprechend angepasst, so benotigt die Integration mit gleicher
Toleranz 1382 Funktionsaufrufe. o

4.3 Singular gestorte DAEs

4.3.1 Differentiationsindex
Die allgemeine Form einer differential-algebraischen Gleichung lautet
0= F(i,u), (4.14)

wobei OF/0u singulér ist.
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Definition 4.8 ([Hai*02]): Wenn es eine minimale Anzahl m an analytischen Differen-
tiationen

_ dF(i,u) 0= d™F (1, u)

I U

gibt, so dass diese Gleichungen durch algebraische Umformungen in ein explizites Sys-
tem gewohnlicher Differentialgleichungen @ = ¢(u) tberfithrt werden kénnen, dann
heift m Differentiationsindex der Gleichung (4.14). Die Gleichung @ = ¢(u) wird zu-
grundeliegende ODE genannt. o

0=F(i,u), 0

Wenn Mehrkorpersysteme mit Zwangsbedingungen 0 = ¢(t, q) modelliert werden, er-
halten wir die Bewegungsgleichungen in der Deskriptorform (3.6)

Mi+G" A= f(t,q,9)
0=g(t,q)),

wobei G = g—g und A der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren ist.

Die Zwangsbedingung (3.6b) kann zweimal nach der Zeit differenziert werden

O:G(j+gt
O:Gq'-l—Gd—l—th—'—gtt

mit der Matrix G = "G, + Gy, wobei G, ein Tensor dritter Stufe ist. Falls G’ Vollrang
besitzt, kann nach

A= (GM'GY) "W COM ™ f +Gj+ Gig+ gu)

aufgelost werden [Shb05]. Eine weitere Differentiation dieser Gleichung nach der Zeit ¢
liefert schliefllich das explizite Differentialgleichungssystem

g=v
o=M"f(qv)—MGTX
A= % ((GM—lGT)—l(GM—lf +Gv+ G + gtt)) .

Die Bewegungsgleichungen (3.6) besitzen somit den Differentiationsindex 3 und werden
auch als Index-3-Formulierung bezeichnet.

4.3.2 Singular gestorte DAEs in der Literatur

In [Yan94| wurde das Losungsverhalten von

v = fily,z,A¢) (4.15a)
ez = foly, z, A, €) (4.15b)
0= f3(y, 2, A, ¢) (4.15¢)
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mit regulirem dfs; /0N untersucht. Die totale Zeitableitung der dritten Gleichung fiihrt
zu 0= (0f3/0y) f1 + (0f3/0z)z + (Of3/ON)A. Falls 0f3/0\ € O(e), dann muss

C Ofs\ [ Ofs 0fs .
EA = — (m) <Ea—yf1 + Efz =: fuly, 2, A, €)
betrachtet werden. Im reduzierten Problem

Yo = fl(y07207 )\070)

O - f2<y07 20, )\07 0)

0 = fa(yo, 20, Ao, 0)

folgt die letzte Gleichung 0 = f4(yo, 20, Ao, 0) direkt aus 0 = f2(yo, 20, Ao, 0), d. h., die

Jacobimatrix (fz) ist singulédr, so dass die Ergebnisse fiir singulér gestorte

Oz, \) \ 1
ODEs nicht anvéend%ar sind. Dennoch wurde in [Yan94| die Existenz von &ufserer und
innerer Losung gezeigt.
Falls 0f3/0z = 0 bzw. 0 = f3(y, \) gilt, lassen sich die Existenz von duferer und innerer
Losung schneller zeigen. Dazu brauchen wir lediglich die Existenz einer Funktion ¢ mit

0 = f3(y,<(y)). Damit erhalten wir das ausgiebig untersuchte System

y = fl(yvzvg(y))
ez = fa(y,z,<(y))-

Die im nachfolgenden Abschnitt betrachteten Bewegungsgleichungen (3.6) haben nach
Diagonalisierung der Massematrix die Struktur der singuldr gestorter DAE (4.15), vgl.
Abschnitt 4.1.4, wobei A den Lagrange-Multiplikatoren entspricht. Da die Zwangsbe-
dingungen keine Lagrange-Multiplikatoren enthalten, ist (0f3/0A) = 0, so dass weder
das Resultat von [Yan94| noch eine Funktion ¢ mit 0 = f3(y,<(y)) verwendet werden
kann.

4.3.3 Singular gestorte DAEs in der Mehrkorpersimulation

Zu den Bewegungsgleichungen (3.6) betrachten wir die Index-1-Formulierung

G DO-CE) e

Anstatt eine Gleichung fiir A aufzustellen, kénnen wir den Lagrange-Multiplikator A
formal durch ); ersetzen [Gea88|, um so ein implizites Differentialgleichungssystem
zu erhalten. Wir werden jedoch weiterhin A statt A; schreiben, damit die Darstellung
ibersichtlich bleibt.

Obwohl die Indexreduktion die anschliefsende Verwendung von ODE-Losern erlaubt
[Gea™84], liefert die numerische Losung der indexreduzierten Formulierung oft einen
globalen Fehler in der Zwangsbedingung (3.6b). Um diesen Drift-off-Effekt zu vermei-
den suchen wir deshalb eine Formulierung, in welcher die Zwangsbedingung nicht dif-
ferenziert wurde. Bei allen weiteren Schritten achten wir darauf, dass unser Vorgehen
keinesfalls G' modifiziert.
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Wir partitionieren den Vektor ¢* = (¢, ¢} ) mit disjunkten Indexmengen I, J, deren

Vereinigung TUJ = {1, ..., n,} erfiillt. Den Indexmengen entsprechend zerlegen wir die
Matrizen G = (G, Gy) und M = (%@ Jz\\jﬂ ) ebenfalls und untersuchen Modifikationen
LD

der Matrix Myy. Wie in Bem. 4.5 miissen wir die ODE erster Ordnung

o] 6 o) [3) (e
O 0 G]I GJ] >\ _Gq - th — Ju

.| = 4.17
1 U B
0 Gj| Mfy My;) \ds fu
nicht betrachten, weil das Schur-Komplement von A = (GOT E“ ) in der Matrix

I 1T
(0] G\ (0] G G\

kGT M ): LGHT My, M]LII) (4.18)
Gyl My My,

aus Gleichung (4.16) gleich dem Schur-Komplement von A = ((I)E\) in der Matrix aus
Gleichung (4.17) ist. Somit suchen wir Bedingungen, unter denen das Schur-Komple-
ment

0 G\ (G -
Mjyy — (G}, Myy) ( G MII[[H) ( ij) = My; —CA™'CT

von A in der Matrix (4.18) positiv definit ist, wobei C := (GF, M}}}) gesetzt wird.

Fiir reguléres Gy ist die Matrix

0 o\ /@G _ —G,G1
MJ]J — (G}‘,M]VIIJ}) (G]IT M]EI) (M;]J) — (_G]I TG?,])M( J} I )

positiv definit. Falls die Indexmengen I, J so gewéhlt wurden, dass die Norm des Schur-
Komplements My — CA™'CT zu einem gegebenen € > 0 durch einen Term aus O(e)
beschrankt bleibt, so finden wir eine Matrix L mit e LL™T = My; —CA~'CT. Wir kénnen
My = CA7'CT 4+ eLL" durch CA™'C" ersetzen, falls die logarithmische Norm der
transformierten Jacobimatrix in Lemma 4.4 nach oben durch eine negative Konstante
beschrankt ist, vgl. Bem. 4.5.

Dieser Ansatz soll nun auf nicht-quadratische Matrizen Gy erweitert werden [Web*13|.

Lemma 4.9: Falls M positiv definit ist und Gy Vollrang besitzt, dann ist die Matrix
Mj; — CA™IC"Y ebenfalls positiv definit.

Beweis: Der Hauptminor My ist positiv definit und insbesondere invertierbar. Da Gy
Vollrang hat, ist W = GyMp'GT regulir und es gilt

0 G\ ' [Gi\ 0 I » "
(GI[T M]I]I) <M]L]I) B <Mﬁ1MM> B (‘MﬁlGﬂT) WGy = Calyy Myy).
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Damit folgt

0 Gi\ '[/G
=6t (G ) (i)
JJ ( J ]IJ]) G]IT M]I]I M]IJ]
- MJL]T - MI'[E]M]ﬁllM]IJ + (GJ - G]IMlﬂllMI[J])TW_l(GJ] - GI[M]ﬁllM]LII)‘

Diese Matrix ist positiv definit, weil einerseits W positiv definit ist und andererseits
die Definitheit von Myy — M Mp" My, aus Proposition 4.3 folgt. O

Da die Zwangbedingung auf Ebene der Beschleunigungskoordinaten durch unser Vorge-
hen nicht modifiziert wurde, kénnen wir sie zweimal integrieren und erhalten das linear
implizite Gleichungssystem

Modo + G™ X0 = f(q0,Go) (4.19a)
0= g(t, q0), (4.19b)

wobel

My My
Mo = (M;;I CA—lcT)

alle Terme der Massematrix M zusammenfasst, die nicht durch die singuldre Storung

bestimmt sind.

Proposition 4.10: Die Matrix M, ist singulér.

Beweis: Angenommen, die Matrix M, wére regular. Dann gébe es eine inverse Matrix
My ! und die Determinante

O GI[ GJ T

0 G A C

det (GT MO) - det Gi Mg M]Il‘]] . - det (C CA_lcT) - O
ol ML cAie

liefe sich nach der Schur-Determinanten-Identitdt [Powll] als Produkt der Determi-
nanten det(My) und det(—GM; ' GT) schreiben. Wegen der Vollrangforderung an G ist
aber det(G M, 'GT) ungleich Null. O

Bemerkung 4.11: Die Matrix M, ist invariant gegen Skalierungen der Zwangsbedin-
gung 0 = g, d.h., wenn G durch SG mit einer reguldren Matrix S ersetzt wird, so
erhalten wir fiir Myy die gleiche Substitution CA~'CT wegen

ror s 0 SG\ T (SGi\ . ir
(GTST, M) <GHTST . M, ) =CATICN o
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4.3.4 Singuldre Storungen in Mehrkorpersystemen

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, ob die quasistatische Reduktion der Be-
wegungsgleichungen (3.14)

M, 0 I P fi
0o 0o —J' 4= 0
11 .
I =Ji 0 Hj %(' Lt Lipr()

des Blattkorpers j moglich ist. Dazu partitionieren wir die Matrizen

[ My My o Jr
=t ) 0= ()

und den Kraftvektor ij = (ff, f£) mit disjunkten Indexmengen T, J. Mit den Matrizen

MH 0 I 0 M]L]]
o 0 —ur —Jf + |0
A= I —-J 0 0 O = 0
0 —Jy O 0 1

nimmt Gleichung (3.14) nach geeigneter Permutation die Gestalt

Pr f1
A N (11) ! .
1y Y 230

\ ¢ \Mys) \ps) \ I3

an, wobei i = (p, puy) fiir eine kompakte Darstellung nicht partitioniert wird.

Proposition 4.12: Sei M; positiv definit und Jy regular. Dann ist das Schur-Komplement

. (A CT . .
von A in der Matrix positiv definit.

Beweis: Da Jy reguldr ist, besitzt <é _jﬁ
—Jg

(=) () - (55),

Wir benutzen die Zerlegung

) eine inverse Matrix und es gilt

I 00 O My 0 I 0 I 0 0 0
A= 0710 O 0 00 I 071 O 0
{00 I —Jp I 000 00 I 0 ’

000 —Jg 0 I 00 00 —Jf —Jf
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um das Matrixprodukt

-1

M]I]I 0 [ O M]IJ]
ST T 0 0 —J —J5 0
CA'CT = (M},0,0,1) I —n 0 0 0
0 —J; 0 0 I

My 0 T 0\ '/ My

T o -T T T 0 0 0 I 0
_(M]L]DO’ ‘]J] J]I’ ‘]J] ) I 00 0 _J]IJJ_1
0 I 00 —J;!

Mg O . ..
- ) existiert die inverse Ma-

zu vereinfachen. Fiir die quadratische Matrix D = < 0 0

-1
trix (D [) = (O ! ), so dass wir fiir das Schur-Komplement

I 0 I -D
—J gyt
—J-1!
B 1 T: _ T _7-T4T _ 7-T J
Mz; —CA—C Myy — (Mg, 0,=Jy " Jp, —J5 ) MM—l—MHJﬂJJ_l
0

= Mgy + M]EUJI[JJ_I + JJ_TJJITMM + JiTJgMﬂljﬂjil

My M, Jy !
_ -T 4T il 1D 1“7
_(‘]J] J]Ia[) (M]’IIJ‘] MJJ)( I )
~—_————
=M;

erhalten. Da M, nach Voraussetzung positiv definit ist und (J; TJE, I) Vollrang besitzt,
ist die Matrix My — CA~'CT ebenfalls positiv definit. O

4.4 Singulare Storung im Vier-Balken-Mechanismus

Die Methode aus den vorhergehenden Abschnitten sollen nun auf den Vier-Balken-
Mechanismus aus Abschnitt 3.5 angewendet werden.

Dabei wollen wir {iber das Zeitintervall [0, 0.5] integrieren, wobei die Parameter m; =
ms = 0.36 , mg = 0.151104, L1 = Ly = 0.15, Ly = 0.3, J; = J3 = 2.727-1073,
Jo = 4.5339259-1072, E = 2.10'!, d = 0.008, h = 0.008, ¢ = 7870, v = 0 und w = 10

verwendet werden.

Wir studieren die Konfiguration Lo+1L; = Lo+ L3+0.001, so dass der Zustand nahe ¢, =
180° fiir Starrkoérper unzuléssig ist und der Zug des elastischen Balkens 2l wesentlich ist,
um diesen Zustand zu durchlaufen. Obwohl das System mit dem flexiblen Balken [2 eine
Losung besitzt, hingt diese empfindlich von den Details der numerischen Integration ab.
Nach Durchlauf des Zustandes ¢ = 180° kdnnte der Koérper Bl in die negative Halbebene
gelangen oder dhnlich wie in Abb. 3.2b in der positiven Halbebene verbleiben. Deshalb
wird eine sehr feine Toleranz fiir eine numerisch bestimmte Referenzlosung gefordert.
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Um zusétzliche Schwierigkeiten zu Beginn der Integration zu vermeiden, wird ¢q = 10°
gewahlt, sieche Abb. 4.5 fiir den Anfangszustand. Die beiden grofsten Eigenfrequen-
zen zum Matrixpaar (M., K) betragen w; = 55382 und wy = 10 182. Damit werden die
Rayleigh-Parameter o = 2Dwyws/(wy + we) und = 2D/(w; + ws) fiir das Dampfungs-
malk D = 0.005 bestimmt, vgl. Gleichung (3.10).

Ly
{%%T /

Ly

Abbildung 4.5: Anfangszustand des Vier-Balken-Mechanismus

Bei direkter Anwendung von ODE-Zeitintegrationsverfahren auf DAEs sind Index—3-
Probleme schwer zu 16sen und kénnen Ordnungsreduktion verursachen [Ren*99]. Die Si-
mulation in FORTRAN mit dem impliziten Runge-Kutta-Solver radaubs [Hait02] schligt
fiir absolute Toleranzen kleiner als 107 fehl. Die numerische Losung zu groberen Tole-
ranzen liefert einen Fehler in der Zwangsbedingung (3.25), der ebenso grob und deshalb
in der Konfiguration Lo+ L; = Ly + L3 + 0.001 nicht akzeptabel ist. Deshalb muss die
Zwangsbedingung (3.25) auf Lageebene mittels Differentiation durch die Zwangsbedin-

gung

Licosp; (La+wi)cosps Lzcosps 0 0 0 singy
0=G¢+g mit G=|Lising; (Ly+wy)singy Lgsings 0 0 0 —cospy
1 0 0 0 00 0

auf Geschwindigkeitsebene ersetzt werden. Die analytische Losung wird durch diese
Substitution zwar nicht verdndert, jedoch kann fiir die numerische Losung ein Fehler
in der Zwangsbedingung beobachtet werden. Um die urspriingliche Zwangsbedingung
einzuhalten, wird eine zusétzliche Variable p zur Stabilisation eingefithrt [Gea™85|

Gg=v—G"u (4.20a)
M(q)v = f(q,v) — GTA (4.20b)
0=g(t,q) (4.20¢)

Wenn M positiv definit ist und G Vollrang besitzt, dann hat die GGL-Formulierung
(4.20) den Index 2 und erfiillt g = 0 [Gea™85, Thm. 1.1].

Die radau5-Routine integriert Probleme der Gestalt

My =1£(t,y), y(to) =7o

mit konstanter, eventuell singuldrer Matrix M, vgl. [Hait02]. Um nun das System (4.20)
in diese Gestalt zu bringen, ersetzen wir (4.20b) durch das Subsystem

V=aq

0= M(q)a+G"A~ f(g,)
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mit einer Beschleunigungsvariable a, vgl. [Hait02, Kap. VIL.7|. Jetzt ist M eine konstante
Diagonalmatrix mit 14 Einsen und 13 Nullen auf der Diagonale.

Die Steuerung der Schrittweite h beruht auf einer Schiatzung des lokalen Fehlers durch
ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren [Strt12]. Die Variablen ¢, ..., q7,v1,..., 07
sind Index—1-Variablen, d. h., die Fehler dieser Variablen werden durch das eingebette-
te Verfahren asympotisch korrekt geschétzt. Die Fehlerschiatzung der Index—2-Variablen
A1, ..., Q7 J41, fho, [3, A1, Ao, A3 hingegen wird mit h multipliziert. Entsprechend setzen
wir IWORK(5)=14, IWORK(6)=13 und IWORK(7)=0 in radaub. Da wir uns hauptséch-
lich fiir die Lagekoordinaten interessieren, werden die Toleranzen fiir Geschwindigkeit,
Beschleunigung und Lagrange-Variablen um den Faktor 10 grober gewahlt, d.h., wir
geben in radaub die Toleranzen fiir RTOL und ATOL als Vektoren an (ITOL=1). Das
Ergebnis dieser Simulation mit RTOL(i) = 1077 (1 = 1,2,...,27), ATOL(i) = 1078
(i=1,2,...,7) und ATOL(i) = 1077 (1 = 8,9,...,27) dient als Referenzldsung.

Die folgenden Testrechnungen werden im MATLAB-Integrator ode15s durchgefiihrt.
Diese Routine kann die Index—2-Formulierung nicht 16sen, so dass wir in der Simulation
A durch A; ersetzen |Gea88|. Die Toleranz fiir den absoluten Fehler geben wir vektor-
wertig durch AbsTol-(1,1,...,1,10,10,...,10) vor. Mit den Toleranzen RelTol = 10~°
und AbsTol = 32.107° benotigt der Integrator ode15s dann 63 324 Funktionsaufrufe.

Wie in Abschnitt 4.2 sind die Koordinaten ¢" = (", 2") in (4.16) unzweckmafig.
Deshalb skalieren wir 2 mit MY*R. Das liefert

M, + My CTR-1M-1/4 GY @
M-YARTTC MTVARTMRTIM YA MOVARTTGT | | MYAR: (4.21)
e GCR—lM—1/4 0 A

als linke Seite in (4.16) mit G = (Gy, Ge) := (9y, 92)-

Um die Vollrangbedingung an Gy aus Abschnitt 4.3 im gesamten Intervall [tg, tenad] =
[0,0.5] zu erfiillen, kann nur J C {4,5,6} gewihlt werden.

Der kleinste positive Eigenwert der Matrix (4.21) im Anfangszustand ist 1.9-1075 mit
einem Eigenvektor z, der ||z — eg]|2 < 0.06 erfiillt. Der zweitkleinste positive Eigenwert
1.8:107% ist erheblich grofer, so dass genau eine quasistatische Variable zu reduzieren
ist.

Obwohl die Matrizen M,, J, G in diesem Modell nicht konstant sind, werden wir die
Eigenwerte nicht in jedem Zeitschritt untersuchen, da die wiederholte Eigenwertanalyse
zu aufwéindig ist. Basierend auf der Untersuchung der Anfangssituation erwarten wir
die besten Ergebnisse bei Anwendung des quasistatischen Ansatzes auf ¢s = 23, d. h.,
wir substituieren das Diagonalelement Mjy in M(q) durch

T T 0 G]I - GJ
@i (gr ) (o (122)

I={1,...,7}\ {6}, J={6}.
Tatsdchlich benétigt die Integration der Modellgleichung nach der Ersetzung von Mjj

durch (4.22) nur noch 15075 Funktionsauswertungen, d.h., wir erhalten einen Speed-
up-Faktor 4.2 fiir die quasistatische Approximation. In Abb. 4.6 ist fiir verschiedene

mit den Indexmengen
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Abbildung 4.6: Fehler der Simulation des Vier-Balken-Mechanismus
Toleranzen AbsTol = 27.107°,25.107°,...,275.107° die Anzahl der Funktionsaufrufe ge-

gen den mittleren Fehler aufgetragen, wobei als mittlerer Fehler hier das arithmetische
Mittel von ||q-(t;) — qo(t:)||1 fiir das Zeitgitter t; =4 -107* i =0,1,...,5000 verwendet
wird. Wir beobachten, dass die Losung des reduzierten Problems schneller berechnet
wird, aber der mittlere Fehler oberhalb eines Minimalwertes err,,;, ~ 3-10~° verbleibt.

Wenn die Dampfungsmatrix aM, + SK wie in Bem. 4.7 angepasst wird, d. h., wenn wir
die Substitution von Mjyy durch (4.22) auch in der rechten Seite verwenden, dann sind
die Ergebnisse dhnlich, vgl. den Graphen ,Reduziert+LS* in Abb. 4.6.

Die Routine ode15s ist ein BDF-Verfahren mit Ordnungssteuerung (1 < k < 5). Diese
Verfahrensklasse ist fir Ordnung k& > 3 nicht A-stabil [Hai*02, S. 247] und insbesondere
nicht G-stabil, so dass der Solver solch eine kleine Schrittweite wéhlt, um die hochfre-
quenten Schwingungen aufzul6sen. Fiir grobe Toleranzen sollte deshalb die maximale
Ordnung beschrankt werden (odeset (’MaxOrder’,2)). Die Ordnungsbeschriankungen
E <5 k <4, k < 3 ergeben jeweils eine qualitativ dhnliche Anzahl von Funkti-
onsaufrufen und einen dhnlichen mittleren Fehler. Die Abb. 4.7 zeigt die Anzahl der
Funktionsaufrufe gegen den mittleren Fehler fiir die Ordnungsbeschrénkungen £ < 2
und k& < 4. Die quasistatische Reduktion liefert fiir die A-stabilen Verfahren keine
wesentliche Rechnenzeitersparnis. Allerdings erlaubt die quasistatische Reduktion die
Benutzung von BDF-Methoden hoherer Ordnung, ohne dabei die erhebliche Schritt-
weitenbeschréankung durch hochfrequente Schwingungen zu beobachten. Dadurch kann
das reduzierte Problem mit AbsTol = 2.107°, k < 5 schneller gelost werden als das
originale Problem mit AbsTol = 2.107°, k < 2 (beide Simulationen liefern hier den
mittleren Fehler 5.107°).
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Abbildung 4.7: Fehler der Simulation des Vier-Balken-Mechanismus

4.5 Varianten und Alternativen

Neben der bereits in Bem. 4.7 présentierten Anpassung der Dampfungsmatrix fiir die
quasistatische Approximation existieren weitere Gesichtspunkte und Alternativen zur
Vermeidung léngerer Rechenzeiten durch hochfrequente Schwingungen.

4.5.1 Guyan-Reduktion

Guyan beschreibt in [Guy65] eine Reduktionstechnik fiir lineare statische Probleme der

Form
(KMM KMS) (QM) _ (fM)
Kem  Kss ) \ gs [s
unter der Annahme, dass fs = 0 gilt. Unter dieser Voraussetzung kann zunéchst das
reduzierte Gleichungssystem

(Kyn — KusKas Kav)an = fu

gelost werden und anschliefend konnen sémtliche Verschiebungen mittels

am I
= _ 4.23
<qS) (_KSSIKSM) M ( )
—_———

=T

berechnet werden. In der Strukturmechanik wird diese Grundidee verwendet, um Be-
wegungsgleichungen der Form [Gas™89|

<MMM 0) (C_IM) n <KMM KMS) <QM) _ (fM)
0 0/)\ds Kev  Kss qs 0
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auf die Gleichung My + (Kyng — KysKas Ksy)am = fur zu reduzieren. Fiir lineare
Bewegungsgleichungen der Gestalt

(MMM MMS) (CIM) + <DMM DMS) <QM) + <KMM KMS) <QM) _ <fM)
Mgy Msg gs Dgvi Dss ds Koy Kss qds 0

(. J/ S S
-~ ~~ ~~

=M =D =K

wird die Guyan-Reduktion (4.23) ebenfalls verwendet und ergibt das kondensierte Sys-
tem
T"MTGy +T DT + T KT =TT fur,

welche ,bei verniinftiger Wahl von Haupt- und Nebenfreiheitsgraden allerdings eine sehr
gute [Niaherung|* liefert [Gas'89, S. 202].

Falls M, D Blockdiagonalmatrizen sind, d.h., Mgy = My = 0, Dgy = Dig = 0, und
weiterhin Dgg = 0 gilt, so ist die Guyan-Reduktion identisch mit der quasistatischen
Reduktion des linearisierten Modellgleichungssystem (4.5) mit fs = —Ksmgu — Kssqs-

4.5.2 Modifikation mit Masseerhaltung

In einem geschlossenen System gilt das Prinzip der Masseerhaltung [Are™10|. Entspre-
chend werden Methoden bevorzugt, welche die Masse in einem System erhalten wie
z.B. das Mass-Lumping-Verfahren aus Abschnitt 4.1.5.

Fiir den Mobot aus Abschnitt 4.1.3 bedeutet das, dass bei Ersetzung von (4.3d)—(4.3d)
durch (4.4) die Masse der Plattform um my je Fufs schwerer wird. Das entspricht der
Erhéhung der Dichte um den Faktor 1 + 2my/m, so dass das Trigheitsmoment eben-
falls um den gleichen Faktor grofer wird. Eine mathematische Begriindung fiir diese
zusatzliche Modifikation liegt nicht vor. Abb. 4.8 zeigt den mittleren Fehler der mit
Dampfungsparameter kp = 80 berechneten numerischen Losung in Anhéngigkeit von
der Zahl der Funktionsaufrufe fiir verschiedene Toleranzen 1072, ..., 3.107". Die zusétzli-
che Modifikation bringt qualitativ die gleiche Rechenzeitersparnis wie die quasistatische
Reduktion, erhoht jedoch die Modellfehler.

4.5.3 Grenzfrequenz

In [Scn03] wurde vorgeschlagen, hochfrequente Schwingungen mit vernachléssigbaren
Amplituden in den Modellgleichungen flexibler Mehrkorpersysteme dadurch zu vermei-
den, dass einzelne modale Massen erh6ht werden. Nach der Entkopplung entsprechend
Bem. 3.1 bedeutet das, dass die Gleichung

mé + k& = f mit k/m > &? (4.24)
durch die Gleichung
mé 4+ k& = f mit 1 = k/&?

ersetzt wird, wobei die sogenannte Grenzfrequenz & auf Grund physikalischer Uber-
legungen gewédhlt wird. Insbesondere sollte ,die Grenzfrequenz (...) deutlich oberhalb
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Abbildung 4.8: Fehler der Bewegung des Mobots im Interval [0, 1] U (1, 3]

des abzubildenden Frequenzspektrums liegen, um eine unbeabsichtigte Beeinflussung
der Zielgrofen zu vermeiden [Scn03, S. 64]. Die durch die Grenzfrequenz-Methode ap-
proximierte Aufgabe gehort zur Problemklasse wie die urspriingliche Aufgaben, d.h.,
alle zur Losung von (4.24) vorhandenen Algorithmen stehen auch fiir die Losung der
approximierten Aufgabe zur Verfiigung.

An einem Balkenmodell mit maximalen Eigenfrequenzen von 80 kHz wurde die Auswir-
kung einer Grenzfrequenz von 8 kHz untersucht und verifiziert, dass dieses Konzept be-
friedigende Simulationsergebnisse liefert [Scn03]. Die Theorie der singuléren Stérungen
erlaubt uns, den Fehler der Grenzfrequenz-Methode zu analysieren. Wir kénnen anneh-
men, dass Gleichung (4.24) bereits zweckméfig skaliert vorliegt, vgl. Abschnitt 4.2. In
der Simulation des Balkens in [Scn03] ist der Quotient aus maximaler Eigenfrequenz
und Grenzfrequenz gleich 10. Deshalb setzen wir weiterhin voraus, dass der Quotient
aus maximaler Figenfrequenz und Grenzfrequenz durch eine e-unabhéngige Konstan-
te beschrankt bleibt. Dann entspricht die Grenzfrequenz-Methode der Ersetzung von
g% = g(y, 2) in (2.1) durch 2 = g(3, 2). Wenn Bedingung (2.5) erfiillt ist, gilt fiir die
Losung des modifizierten Systems

E(t) = 2(t) + () + Go(t/€) + EG(t/¢) + O(E7)
nach Satz 2.14. Zusammen mit der Darstellung von z(t) aus Satz 2.14 ergibt sich

(1) — 2(t) = (€ —e)a(t) + Co(t/€) — Colt/e) + ECu(t/€) — eGi(t/e) + O(E%) + O(e?).
Fiir das Verhéltnis ¢/ = 10 folgt

[2(t) = 2()] < 9elar(t)] + €1 (1 + e71%) (|Go(0)] + €l 1 (0)]) + O(?).
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Nach der Einschwingzeit stimmt die Losung des aus der Grenzfrequenz-Methode re-
sultierenden Systems mit dem urspriinglichen System also bis auf einen Fehler der
Grofsenordnung O(e) tiberein. Ohne Berticksichtigung der abklingenden Grenzschicht-
korrekturterme ist der theoretische Fehler der Grenzfrequenz-Methode bei €/ = 10 um
den Faktor 9 hoher als der Fehler der quasistatischen Losung.

Die Bewegungsgleichungen in Bsp. 4.6 liegen bereits entkoppelt vor. Wenn wir die mo-
dale Masse M, = mL?/3 in Gleichung (4.11b) mittels Grenzfrequenz-Methode durch
Moa = 10M, ersetzen, so werden immer noch 10113 Funktionsaufrufe benétigt. Der
Dampfungsgrad 3(aM. + SK)/v/M.cK in der modifizierten Gleichung ist kleiner als
der Dampfungsgrad 3 (M, + BK)/+/M.K in der urspriinglichen Gleichung (4.11b) fiir
die feste Dampfungsmatrix aM, + K, so dass die Amplitude der Schwingung ldnger
oberhalb der Toleranz liegt. Falls weiterhin der Summand aM, in der Dampfungsmatrix
alM, + BK entsprechend Bem. 4.7 angepasst wird, d. h. falls aM.q + SK als Damp-
fungsmatrix benutzt wird, so sinkt die Anzahl der Funktionsauswertungen auf 4873.
Die Anwendung der Grenzfrequenz-Methode auf nichtentkoppelte Mehrkorpersysteme
soll anhand des Vier-Balken-Mechanismus aus Abschnitt 4.4 untersucht werden. Der
Quotient aus zweitkleinstem und kleinstem positiven Eigenwert der Matrix (4.21) liegt
zwischen 3 und 10 fir die Simulation. Deshalb wihlen wir é/e = 3. In der Notati-
on von Lemma 4.4 ersetzen wir also D = CA™'B + eLLT durch CA™'B + 3¢LLT =
3D —2C A~'B. Der Fehler ist etwa doppelt so grof wie jener der quasistatischen Appro-
ximation und die Anzahl der Funktionsaufrufe etwa um den Faktor 2.5 hoher, beispiels-
weise 41521 Funktionsaufrufe bei AbsTol = 2°.107°. Die Modifikation der Frequenzen
fithrt ebenso wie die quasistatische Approximation zu einem Modellfehler, der nicht
durch feinere Toleranzen verkleinert werden kann, sieche Abb. 4.9.
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Abbildung 4.9: Fehler der Simulation des Vier-Balken-Mechanismus

Bemerkung 4.13: Fiir zweckmaéfig skalierte Probleme kann das Systemverhalten an-
hand der Eigenwerte m; der Massematrix beschrieben werden. Die Grenzfrequenz-Me-
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thode bildet die Eigenwerte in der Form
(m>meg>...2my>miy1 > ..)=>(mM>me>...>2m>m=m=...)
ab mit m > m;,,. Der quasistatischen Approximation entspricht die Abbildung
(m>me>...>2m;>mj1>...)—=(m >mg>...2m; >0=0=...)
der Eigenwerte mit € > m,;. Eine Kombination beider Ansétze lésst sich in der Form
(my>...>2m; >mipq > ...>my > mpg > .. .)
> >m;>m=...=m>0=...)
darstellen, wobei m > ¢ gilt. Das resultierende Problem wiirde einerseits die durch

mi+1 > ... > m; hochfrequenten Frequenzen verlangsamen und andererseits die sehr
kleinen Eigenwerte m;i; > ... eliminieren. o

4.5.4 Re-Modellierung basierend auf dem
Lagrange-Formalismus

Die Massematrix M = (6;732 in den Euler-Lagrange-Gleichungen (3.4) ergibt sich aus
der kinetischen Energie T'. Wir wéhlen die Abbildung 7"+ Tj so, dass ?;g; gleich der
modifizierten Massematrix M, ist. Mit dieser modifizierten Energie wird u. U. die rechte

Seite der Euler-Lagrange-Gleichungen (3.4) fiir lageabhéngiges T" veréndert.

In Bsp. 4.6 miissen wir den Term mz2L?/6 in der kinetischen Energie

1 T 1
T=3 / o(X* + Y3V = 5 / o((P*(1 4 2)* + 2%)2” + @*y* — 2piay)dV

1 1 1
= SodhL ( S(¢*(1+ 2)? + 2)L* + — 2>
0hL (G204 2P + A+ 150

vernachléssigen, was ebenfalls durch Approximation der Geschwindigkeit

()= (57)

der materiellen Punkte erreicht wird. Mit dieser modifizierten Energie

1 1
Ty = —m (@2(1 + 2)? L% + —@%2)

6 4
liefert der Lagrange-Formalismus fiir die Lagrange-Funktion Ty —U —W die Gleichungen
L? h? . . 212 L
m(=(1+ 2)* + —=)@o = —m(1 + 20) (=20 + 1= cos(¢o))
3 12 3 2
L? L
0= m(Z¢"(1+20) - 77 sin(o)) — EdhLz.

Wenn zur letzten Gleichung der Term —D(cumTL2 + %EdhL)ZO addiert wird, welcher
in Bsp. 4.6 der Rayleigh-Dampfung entspricht, so erhalten wir die gleichen Ausdriicke
wie sie die quasistatische Reduktion liefert. Fiir das Bsp. 4.6 kommutiert also das in
Abb. 4.10 dargestellte Diagramm.
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Abbildung 4.10: Vorgehen zur Reduktion der Modellgleichungen
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Das Verhalten mechanischer Systeme lasst sich gut mit Hilfe physikalischer Model-
le vorhersagen. Die zunehmende Komplexitit der Modelle und ihrer beschreibenden
Bewegungsgleichungen stellt erh6hte Anforderungen an Simulationswerkzeuge. Im be-
sonderen Mafe verursachen hochfrequente Schwingungen héufig Schwierigkeiten bei der
numerischen Integration.

Aus der Theorie der singuldren Stérungen ist bekannt, dass die Losung eines Differenti-
algleichungssystems, fiir welches die Koeffizientenmatrix der hochsten Ableitung kleine
Eigenwerte besitzt, unter gewissen Voraussetzungen durch die Losung einer differential-
algebraischen Gleichung approximiert werden kann. In dieser Arbeit wurden verschie-
dene Voraussetzungen betrachtet. Ferner wurden Probleme untersucht, fiir welche die
Eigenwerte der Koeffizientenmatrix der hochsten Ableitung in mehr als zwei Grofen-
ordnungen auftreten.

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass die Bewegungsgleichungen mechanischer
Systeme héufig nach geeigneter Transformation die Voraussetzungen erfiillen und die
quasistatische Approximation zu wesentlichen Rechenzeitersparnissen fiihren kann.

Anhand typischer flexibler Mehrkorpersysteme wurden geeignete Transformationen her-
geleitet und an Beispielen verifiziert. Dabei sind die Voraussetzungen zur quasistatische
Reduktion in geddmpften Systemen erfiillt. Weiterhin liefs sich der quasistatische Ansatz
auf Modelle {ibertragen, die durch differential-algebraischen Gleichungen beschrieben
werden.

Die Bewegung von Mehrkorpersystemen kann durch Euler-Lagrange-Gleichungen mo-
delliert werden. Dabei setzen klassische Formalismen zum Lésen dieser Gleichungen
voraus, dass die Massematrix positiv definit ist. Die reduzierten Modellgleichungen,
die sich aus der quasistatischen Approximation ergeben, erfiillen diese Annahme nicht
mehr. In der vorliegenden Arbeit wurde ein Algorithmus vorgestellt, der die Modellie-
rung von Mehrkorpersystemen und deren effiziente Integration auch fiir positiv semi-
definite Massematrizen erlaubt.

Die quasistatische Reduktion ermdglicht die Benutzung einiger Integratoren, die nicht
fiir steife Probleme optimiert sind. Somit steht eine gréftere Klasse von Solvern bei der
Simulation physikalischer Modelle durch diesen Ansatz zur Verfiigung.

Die Theorie der singuléren Storung erlaubt auch die Untersuchung von bekannten In-
tegrationsverfahren, die in der Praxis bereits gute Resultate liefern. Damit konnte der
Approximationsfehler der Grenzfrequenz-Methoden analysiert werden.



Zusammenfassung

Weiterer Forschungsbedarf besteht bei der Frage, ob die quasistatische Approximation
auch fiir ungeddmpfte Systeme zu brauchbaren Simulationsergebnissen fiihrt. Aufser-
dem bleibt offen, ob weiterhin eine Rechenzeitersparnis erzielt werden kann, wenn die
Eigenwerte der Massematrix sensitiv auf Zustandséinderungen reagieren.

Die quasistatische Reduktion kann zu einem Rechenzeitgewinn fithren, wenn geeignete
Terme in den Modellgleichungen als singulidre Storungen identifiziert werden. Gegen-
wartig geschieht die Ermittlung jener Terme durch die Analyse des jeweiligen Problems.
Es bleibt offen, ob eine automatische Ermittlung mdoglich ist und wie viel Zeit dieser
zuséatzliche Schritt bendtigt.
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