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1. Einleitung

Es sei G eine endliche Gruppe. Ein elementarer Bestandteil der Struktur dieser Gruppe
sind die Normalteiler von G, d.h. Untergruppen N < @G, fiir die auch die Menge der
Nebenklassen von N in G wieder auf natiirliche Art eine Gruppenstruktur aufweist, die
sogenannte Faktorgruppe G/N. Wir schreiben in diesem Fall N < G. Nun lassen sich in
N und G/N wiederum Normalteiler finden, welche schliefflich in einer Verfeinerung

1=Ny<IN,<...<dANy =G

miinden, wobei die Faktoren N;/N;_; jeweils einfache Gruppen sind, d.h. keine weiteren
als die trivialen Normalteiler 1 und N;/N;_; besitzen. Der grundlegende Satz von Jordan
und Holder zeigt, dass die einfachen Gruppen, die hier als Faktoren auftreten, bis auf
Reihenfolge bereits eindeutig bestimmt sind. Es ist also legitim, in den auftretenden
einfachen Faktoren eine Analogie zu den Primfaktoren der ganzen Zahlen zu sehen — mit
dem Unterschied, dass sich aus gegebenen einfachen Gruppen keine eindeutig bestimmte
Gruppe G mit diesen Faktoren zusammensetzen lésst.

Da diese einfachen Faktoren die Struktur einer Gruppe allerdings sehr stark priagen, ist
es nur natiirlich, nach einer Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen zu suchen —
eine Fragestellung, die bereits im neunzehnten Jahrhundert auftrat. Erfolgversprechend
konnte man die Losung dieses Problems aber erst in der zweiten Hélfte des zwanzigsten
Jahrhunderts in Angriff nehmen. Das Startsignal gaben Brauer und Fowler 1955 als sie
zeigten, dass fiir eine fest vorgegebene Gruppe H nur endlich viele einfache Gruppen G
existieren kénnen, in denen H der Zentralisator einer Involution ist. Kurze Zeit spater
bewiesen Feit und Thompson, dass Gruppen ungerader Ordnung auflésbar sind und
einfache Gruppen somit immer Involutionen beinhalten miissen. Der Ansatz, Gruppen
anhand der Zentralisatoren von Involutionen zu identifizieren, fithrte dann zunéchst
zur Entdeckung neuer einfacher Gruppen und miindete schliefflich Anfang der achtziger
Jahre in der Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen.

Satz 1.1 (Klassifikationssatz). Jede endliche einfache Gruppe ist zu einer der folgenden
Gruppen isomorph:

e Finer zyklischen Gruppe von Primzahlordnung
o FEiner alternierenden Gruppe vom Grad mindestens 5

e Finer einfachen Gruppe vom Lie-Typ

Einer der 26 sporadischen Gruppen

Auch wenn dieser Satz als bewiesen gilt, so ist der Beweis dennoch nicht in lesbarer Form
verfiigbar, sondern stellt letztlich nur eine Zusammenfassung von hunderten Artikel einer
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langen Reihe von Autoren dar. Die Arbeit an der Klassifikation ist also bei weitem nicht
abgeschlossen, sondern lebt in verschiedenen Projekten fort. Das zentrale Vorhaben ist
dabei das GLS-Projekt von Gorenstein, Lyons und Solomon, in welchem das Ziel verfolgt
wird, den Originalbeweis des Klassifikationssatzes einer Revision zu unterziehen und
in lesbarer Form zu veroffentlichen. Teil 3 dieser auf ein Dutzend Bénde ausgelegten
Buchreihe ([GLS98]) bildet die Standardreferenz dieser Arbeit fiir Hintergrundwissen zu
einfachen Gruppen.

Im Zuge dieser Revision traten auch Liicken im Originalbeweis zutage, deren gréfite und
letzte mittels der Klassifikation der quasidiinnen Gruppen durch Aschbacher und Smith
erst im Jahre 2004 geschlossen werden konnte.

Fiir die weiteren Ausfithrungen zur Klassifikation bendtigen wir zunéchst weitere Begrif-
fe:

Definition 1.2. Sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl.

e Die p-lokalen Untergruppen von G sind genau die Normalisatoren von nicht
trivialen p-Untergruppen von G.

e FEine Untergruppe L < G hat Charakteristik p, falls C,(Op(L)) < O,(L) gilt.
Dies ist dquivalent zu F*(L) = O,(L).

e Fine Untergruppe heifit parabolische Untergruppe, falls sie eine volle p-Sylow-
gruppe S enthdlt. (Die zugehdrige Primzahl wird in der Bezeichnung weggelassen,
da sie zumeist aus dem Zusammenhang klar ist. Wir sagen dazu auch kurz ,Para-
bolische*.)

Eine Parabolische P heifit p-minimal, falls P = (ST gilt und S in genau einer
mazimalen Untergruppe von P enthalten ist.

e Die Gruppe G hat lokale Charakteristik p, wenn alle p-lokalen Untergruppen
Charakteristik p haben und parabolische Charakteristik p, wenn alle p-lokalen,
parabolischen Untergruppen Charakteristik p haben.

o G ist eine KCp-Gruppe, falls simtliche einfachen Gruppen, die als Sektion einer
p-lokalen Untergruppe von G auftreten, zyklisch, alternierend, vom Lie-Typ oder
sporadisch sind.

Die letzte Definition ist natiirlich nur dann von Bedeutung, wenn man die Klassifikation
nicht voraussetzt. Wahilt man fiir den Beweis des Klassifikationssatzes aber ein minimales
Gegenbeispiel, so besitzt dieses allerdings die K,-FEigenschaft.

Wie oben erwihnt sind im Beweis des Klassifikationssatzes die Zentralisatoren von Invo-
lutionen, bzw. deren Verallgemeinerung — die 2-lokalen Untergruppen — von besonderer
Bedeutung. Dabei kénnen fiir eine unbekannte endliche einfache Gruppe sehr grob drei
Falle auftreten:

(1) Der 2-Rang von G ist klein
(2) Es existiert eine Involution = € G, fiir die Cg(z) eine Komponente besitzt
(3) G hat lokale Charakteristik 2
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Der erste Fall wurde bereits in den 1970ern durch eine Reihe von Arbeiten beendet. Fiir
den zweiten Fall (”component type”) kann man durch eine o-Annahme voraussetzen,
dass die Komponente eine bekannte quasieinfache Gruppe ist und sukzessive sdmtliche
Moéglichkeiten untersuchen.

Im dritten Fall traten im Verlauf des Beweises die meisten Probleme auf (unter anderem
gehoren auch die quasidiinnen Gruppen dazu) und es wurde vor allem versucht, geeignete
p-lokale Untergruppen fiir ungerade Primzahlen zu finden, die mit &hnlichen Methoden
wie in Fall (2) behandelt werden konnten.

In einem von Meierfrankenfeld, Stellmacher und Stroth (MSS) lancierten Projekt wird
nun nach alternativen Wegen gesucht, Gruppen in lokaler Charakteristik 2 zu klassifizie-
ren. Dabei wird der allgemeinere Fall von Gruppen in lokaler Charakteristik p fiir sémtli-
che Primzahlen betrachtet und es wird versucht, diese anhand ihrer p-lokalen Struktur zu
klassifizieren. Hier liegt das Hauptaugenmerk zunéchst darauf, fiir p-lokale Untergruppen
M die Struktur von M/Op,(M) anhand der Operation auf den in O,(M) auftretenden
Moduln zu bestimmen. Anschlielend soll mit diesen Informationen die gesamte Gruppe
konstruiert werden. Von besonderer Wichtigkeit ist dabei der Fall p = 2, da dieser eine
kiirzere und natiirlichere Behandlung von Teilen des Fall (3) im Beweis des Klassifikati-
onssatzes ermoglicht. Zudem ist eine vollsténdige Klassifikation der Gruppen in lokaler
Charakteristik p fiir ungerade Primzahlen eher unwahrscheinlich. Eine direkte Einbin-
dung des Falls p = 2 in das GLS-Projekt wird dabei durch eine Arbeit von Magaard und
Stroth ([MS]) ermdoglicht.

Die vorliegende Arbeit ist Teil des MSS-Projekts und im Folgenden soll eine kurze Ein-
ordnung und ein Uberblick zu einigen Bezeichnungen gegeben werden. Zuniichst riickt
der Fokus von lokaler Charakteristik p zur schwécheren Voraussetzung der parabolischen
Charakteristik p — einer Eigenschaft, die sich im Allgemeinen leichter nachweisen l&sst.
Dabei zeigt sich, dass es in den meisten der bekannten Beispiele auch eine sogenannte
grofle Untergruppe gibt und die Existenz einer solchen wieder parabolische Charakteris-
tik impliziert. Ein zentraler Bestandteil des MSS-Projekts ist deshalb die Untersuchung
von Gruppen mit groflen Untergruppen.

Definition 1.3. Sei G eine endliche Gruppe. Eine p-Untergruppe Q heifit grof, wenn
Ca(Q) = Z(Q) ist und fir alle 1 # A < Z(Q) immer Ng(A) < Ng(Q) gilt.

Lemma 1.4. [MSS, 1.13] Sei G eine endliche Gruppe und Q < G eine grofie p-
Untergruppe, dann hat G parabolische Charakteristik p.

Durch die Existenz einer grofien Untergruppe @ wird mit Ng(Q) eine Parabolische
in G ausgezeichnet. Insbesondere enthélt diese immer den Normalisator des Zentrums
einer p-Sylowgruppe, welcher im kanonischen Beispiel, den Gruppen vom Lie-Typ, sehr
héufig schon eine maximale p-lokale Untergruppe ist. Eines der wichtigsten Resultate des
Projekts, der Struktursatz, beschreibt in diesem Fall die parabolischen Untergruppen,
welche nicht im Normalisator einer grolen Untergruppe liegen. Fiir die Darstellung dieses
fundamentalen Resultats benttigen wir einige weitere Definitionen.
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Definition 1.5. Sei G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl und S € Syl,(G). Weiter
sei Q@ < S eine grofle p- Untergruppe.

o L(S5) :={X < GlOy(X) # 1,Ca(0p(X)) < Op(X), 5 < X}

o Fiir M € L(S) sei Yy die grofite elementar abelsche, normale p-Untergruppe von
M, die Op(M/Cyn(Yn)) = 1 erfiillt. Diese Untergruppe existiert immer und ist
eindeutig bestimmt (siehe [MSS03, 2.0.1]).

o Ist M € L(S) so setzen wir M° := (QM).

Besitzt G eine grofie p-Untergruppe @, so hat G nach Lemma 1.4 parabolische Charakte-
ristik p und £(S) beinhaltet damit alle p-lokalen Parabolischen von G. Der Struktursatz
beschreibt nun die Struktur der Parabolischen L € L(S), welche nicht in Ng(Q) lie-
gen, d.h. er gibt fiir diese Untergruppen an, wie L auf Yy operiert. Wir verwenden hier
eine vereinfachte Fassung des Struktursatzes, die unseren Erfordernissen angepasst ist.
Insbesondere wird in der vollsténdigen Fassung die Voraussetzung der lokalen Charak-
teristik nicht in voller Stérke bendtigt und es wird vielmehr daran gearbeitet, selbst die
dort angegebene, etwas schwichere, technische Bedingung noch aus den Voraussetzungen
zu streichen, um allein von der Existenz einer groflen Untergruppe, d.h. parabolischer
Charakteristik p auszugehen.

Satz 1.6 (Struktursatz). [MSS, Theorem 1] Sei G eine endliche K,-Gruppe von lokaler
Charakteristik p und S € Syl,(G). Weiter sei S in mindestens zwei mazimal p-lokalen
Untergruppen enthalten und G enthalte eine grofle Untergruppe Q < S.

Sei L € L(S) mit L £ Ng(Q), dann gilt einer der folgenden Fille, wobei L := L/Cr(Yr)
und q eine p-Potenz sei.

1. Der natiirliche Fall: L° = SL,(q) (n > 3), Spy,(q) (n > 2), Sp,(2)’ (firp=2)

und [Yr, L°] ist jeweils der natiirliche Modul fir L°.
2. Das direkte Produkt: P := L°S ist p-minimal, Yp = Y, und es existiert eine
Untergruppe P* < P mit Op(P) < P*, wobei gilt:

a) P* = Ky x ... x KT, Ki = SLQ((]), Yp =V x..X V;», wobei ‘/z = [YP,KZ']
jeweils ein natirlicher K;-Modul ist.

b) Q operiert transitiv auf {Ki, ..., K, }.

3. Das schwache direkte Produkt: Es existiert eine Untergruppe M € L(S) mit
L° < M und M ist wie in Fall 2.

4. Der orthogonale Fall: T° = QF (q) (n > 2) oder L = Qa,41(q) (n > 1) fiir
ungerade p, wobet Y, jeweils der natiirliche Modul ist.
5. Der Tensorprodukt-Fall: Es existieren Untergruppen K1, Ko < L mit:
a) K; = SLy,(q), m; >2, [K1,K3] =1 und K1 Ko< L.
b) Yy, ist das Tensorprodukt der beiden natiirlichen Moduln.
c) L =1L1°%S1y(2)1Zy oder L° € {Fhfg,flfg}.
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6. Der nicht natiirliche SLy, (q)-Fall: Es tritt einer der folgenden Fille auf:

1. L° = SL,(¢)/{(—id)"™ ), n > 5 und Yy, ist das dufere Quadrat des natiirli-
chen Moduls.

2. p ist ungerade, L° = SL,(q)/{(—id)"™1), n > 3 und Yy, ist das symmetrische
Quadrat des natitrlichen Moduls.

8. L° = SLy(q?) /(A - id)|X € Fpo, A" = Mt = 1), n > 3 und YL ist isomorph
zu einem irreduziblen F,-Untermodul von V ® VO wobei V' der natiirliche
Modul fiir L° ist.

7. Der Ausnahmefall: Es tritt einer der folgenden Fille auf:
1. L° = Spinfo(q) und Y7, ist der Halb-Spin-Modul.

2. L° = Eg(q) und Yy, ist ein 27-dimensionaler, irreduzibler Modul.

8. Der sporadische Fall: Es tritt einer der folgenden Fille auf:
1. p =2, L 2 TSLy(4), L° = SLy(4), I'SLa(4) und [Yr, L] ist der natiirliche
Modul.
2. p=2,L=3%g, L° =3 -Ag, 3-36 und Yy, ist ein irreduzibler 6-dimensionaler
Fy-Modul.

3. p=2, L° = Matoy und Y7, ist der Golay-Code-Modul der Fo-Dimension 10.

4. p =2, L° = Matoy und Y7, ist der Todd oder Golay-Code-Modul der Fa-
Dimension 11.

5. p=3, L° = Maty; und Y7, ist der Golay-Code-Modul der Fs-Dimension 5.
6. p=3, L° = Ag und [Yy, L°] ist der natiirliche Qy (3)-Modul.

Anhand der Informationen aus dem Struktursatz ist es nun im Allgemeinen mdoglich, mit
einer der beschriebenen Parabolischen eine Untergruppe H in G zu konstruieren, die sich
mit einer bekannten einfachen Gruppe identifizieren lisst. Dies soll im sogenannten H-
Struktursatz geschehen, welcher derzeit noch in Arbeit ist und den wir deshalb ohne
Zitat als Entwurfsfassung angeben:

H-Struktursatz: Sei G eine endliche Kp,-Gruppe, S € Syl,(G) und Q < S eine grofie
Untergruppe. Weiter sei M eine p-lokale Untergruppe mit S < M und Yy £ Q. Dann
existiert ein H < G mit M°S < H, O,(H) =1 und F*(H) ist:

e FEine Gruppe vom Lie-Typ in definierender Charakteristik p und Lie-Rang mindes-
tens 2 oder

e Fine sporadische Gruppe fiir p =2 oder 3.

Das Ziel ist nun, die Gruppe G mit der bekannten Gruppe H zu identifizieren, bzw. die
moglichen Ausnahmen, in denen H # G ist, zu klassifizieren. Dies geschieht, indem die
einzelnen Moglichkeiten fiir H separat untersucht werden — so wurde der Fall, dass F*(H)
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vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik ist, in [Sei09] behandelt. In der vorliegenden
Arbeit untersuchen wir nun die Situation, dass F*(H) vom Lie-Typ in definierender
Charakteristik 2 ist. Dabei ergeben sich im Vergleich zu ungerader Charakteristik einige
Schwierigkeiten, die eine analoge Behandlung ausschliefen. Zum einen ist quadratische
Operation im Fall p = 2 eine deutlich schwéchere Aussage und es stehen weniger Resul-
tate zur Identifizierung zur Verfiigung, zum anderen kénnen Graphautomorphismen in
S auftreten, welche eine Vielzahl von Fallunterscheidungen erfordern.

In unseren Betrachtungen wollen wir die Ausgangssituation moglichst allgemein halten,
d.h. wir zitieren den H-Struktursatz nicht, sondern gehen nur von der Existenz einer
solchen Gruppe H aus, ohne deren Konstruktion oder die Existenz einer 2-lokalen M
mit Yy £ Q zu verwenden. Dies fithrt zwar dazu, dass wir auch Gruppen betrachten,
die im H-Struktursatz gar nicht auftreten werden, garantiert uns aber eine unabhéngige
Ausgangssituation. Dariiber hinaus verwenden wir nur die generischen Voraussetzungen
aus dem Projekt, d.h. wir betrachten eine Ko-Gruppe mit einer groflen Untergruppe.
Unsere Generalvoraussetzung in dieser Arbeit ergibt sich damit wie folgt:

Setup 1.7. Sei G eine Ka-Gruppe mit S € Syly(G) und Q@ < S sei eine grofie 2-
Untergruppe von G mit QQ = O3(Ng(Q)). Wir verwenden die Bezeichnung C := Ng(Q).
In G existiere eine Untergruppe H mit S < H und Ng(F*(H)) = H. Dabei sei K :=
F*(H) eine einfache Gruppe vom Lie-Typ in definierender Charakteristik 2 vom Lie-
Rang mindestens 2.

Zudem nehmen wir an, dass Cy(z) fir alle 1 # z € Z(S) nicht auflosbar ist.

Die Annahme @ = O2(Ng(Q)) stellt keine Einschrénkung dar, da fiir eine grofie Unter-
gruppe @ auch O2(Ng(Q)) immer eine groffe Untergruppe von G ist. Dass Cy(z) fiir
ze Z(S )# nicht auflésbar ist, ist in der Tat eine Einschrinkung, um zu gewihrleisten,
dass wir in C'/@Q Komponenten finden kénnen. Die Herangehensweise im auflésbaren
Fall unterscheidet sich stark und wird innerhalb des Projekts an anderer Stelle behan-
delt (siehe 2.12). Insbesondere treten die Ausnahmefille H < G nur fiir den auflésbaren
Fall auf.

In dieser Arbeit wollen wir nun die beiden folgenden Resultate beweisen, wobei wir fiir
den zweiten Hauptsatz den Struktursatz zitieren, weshalb wir an dieser Stelle auch loka-
le Charakteristik 2 voraussetzen miissen. Dariiber hinaus werden wir diese Eigenschaft
aber nicht verwenden und wenn der Struktursatz ohne Zuhilfenahme lokaler Charakte-
ristik bewiesen werden kann, so kénnen wir diese Voraussetzung auch aus Hauptsatz 2
entfernen.

Hauptsatz 1. Es gelte das Setup 1.7, dann gilt C < H.

Hauptsatz 2. Es gelte das Setup 1.7 und zudem habe G lokale Charakteristik 2, dann
gilt (L(S)) < H.

Mit diesen beiden Sédtzen zeigen wir also, dass H sdmtliche 2-lokalen parabolischen Un-
tergruppen und somit einen groBen Teil der 2-lokalen Struktur von G enthilt. Uber
ein weiteres Resultat (2.14) aus dem Projekt lidsst sich damit folgern, dass H stark 2-
eingebettet in G ist, was schliefllich die finale Identifizierung mit Hilfe eines Satzes von
Bender (2.15) ermoglicht.
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Satz 1.8. Es gelte das Setup 1.7 und zudem habe G lokale Charakteristik 2, dann gilt
H=aG.

Wie beim Struktursatz wird auch fiir Lemma 2.14 an einer Version ohne Verwendung
lokaler Charakteristik 2 gearbeitet, wodurch die komplette Identifizierung von G mit H
ohne diese Voraussetzung moglich wére.
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2. Bekannte Resultate

In diesem Kapitel werden wir die verwendeten Zitate aus der Literatur zusammenfassen
und eine kurze Einfithrung zu Gruppen vom Lie-Typ geben. Zunéchst fithren wir eine
Ubersicht der in dieser Arbeit verwendeten Symbole und Bezeichnungen an. Dabei sei
X eine endliche Gruppe und V ein treuer X-Modul.

Z(n,m)
1 X

Minimaler Grad einer treuen Permutationsdarstellung von X

Der p-Rang von X, d.h. die Ordnung einer maximal elementar abelschen
p-Untergruppe

Der Korper mit ¢ Elementen

Der algebraische Abschluss des Korpers F

Die additive, bzw. multiplikative Gruppe des Korpers F

Der irreduzible Modul zum héchsten Gewicht A (vgl. [MT11, §15.2])
Der zu V' duale Modul

Modul der durch Verkniipfung der Darstellung von X mit dem Frobenius-
endomorphismus zum Exponenten ¢ entsteht (vgl. [GLS98, 2.8.4])

Y ist isomorph zu einer Untergruppe von X

X ist isomorph zu einer Erweiterung der Gruppe A mit der Gruppe B. Ist
die Erweiterung zerfallend schreiben wir X ~ A: B, ist sie nicht zerfallend
schreiben wir X ~ A-B. Falls bis auf Isomorphie nur eine Erweiterung
von A mit B existiert schreiben wir auch X = A: B bzw. X =2 A-B.
Zyklische Gruppe der Ordnung ggT(n, m)

Der p-Anteil der Ordnung von X

Wir beginnen mit einem Kapitel zur Theorie der Gruppen vom Lie-Typ, welches uns
auch dazu dienen soll, die verwendeten Bezeichnungen einzufiihren. Dabei wihlen wir den
Zugang iiber algebraische Gruppen, wie er in unserer Standardreferenz zu diesem Thema
[GLS98] verfolgt wird. Weitere Referenzen sind der Klassiker von Carter ([Car89]), wo
zudem ein Zugang iiber endlichdimensionale einfache Lie-Algebren beschrieben wird,
sowie das Buch von Malle und Testerman ([MT11]), welches auch eine gute Einleitung
zu algebraischen Gruppen bietet.
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2.1. Wurzelsysteme

Definition 2.1. Fine Menge ¥ C R™ heifst Wurzelsystem, falls die folgenden FEigen-
schaften erfillt sind:

(i) X ist endlich und enthdlt nicht den Nullvektor.
(1) (L)r = R™.

(i1i) Fiir o, B € ¥ ist immer 208) ¢ 7 ynd s — 228y ¢ 3,

(o, ) (a,cx)

(iv) Sind o, B € ¥ linear abhdngig, so ist o = B oder o = —f.

Dabei nennen wir n den Rang von 3. Wenn eine nicht triviale Zerlequng ¥ = 31 U 39
mit (a1, 2) = 0 fiir alle oy € %; existiert, so nenne % reduzibel. Fiir eine Basis
I = {a,....,an} C X von R" setzen wir ¥t := {> a;asla; € R,a; > 0} N'E sowie
7= D aiula; € Rya; <0PNX. Ist ¥ = XT U™, so heifit [ Fundamentalsystem
von Y.

Man kann nun zeigen, dass jedes Wurzelsystem auch ein Fundamentalsystem besitzt und
somit ldsst sich jedes Element v € ¥ als v = Y .1y @« schreiben und entweder sind alle
Koeffizienten a, nicht negativ oder alle Koeffizienten sind nicht positiv. Wir bezeichnen
mit A(y) := > ey @a die Hohe von v und fir J C II sei hj(7y) := Y c;aa die Hohe
von v beziiglich J. In ¥ existiert nun eine eindeutig bestimmte Wurzel maximaler
Hohe, die wir mit o* bezeichnen. Es gilt zudem hj(v) < hj(a*) fiir alle v € ¥ und
J CII

Wurzelsysteme lassen sich bis auf Isomorphie eindeutig durch ihr Dynkin-Diagramm
beschreiben, d.h. durch einen Graph, dessen Knoten fiir die Wurzeln eines Fundamen-

2(ag,05)

talsystems stehen und in dem zwei Knoten «;, a;; mit genau — © Kanten verbunden

1y

werden. Wurzeln, die durch eine einzelne Kante verbunden sind, sind gleich lang (als
Vektoren des R™). Bei durch Mehrfachkanten verbundenen Wurzeln weist ein Pfeil in
Richtung der kiirzeren Wurzel.

Wir geben auf der folgenden Seite eine Ubersicht iiber alle irreduziblen Wurzelsysteme
mit ihren Dynkin-Diagrammen, der Nummerierung der Fundamentalwurzeln und der
hochsten Wurzel. Fiir die Fille A,, bis D,, ist jeweils eine Beschreibung der Menge aller
positiven Wurzeln als Linearkombination der Fundamentalwurzeln aufgefiithrt. Fiir die
iibrigen Wurzelsysteme geben wir eine kompakte Darstellung in Anhang A an. Dabei
werden die Wurzeln mit den Koeffizienten vor den Fundamentalwurzeln identifiziert
— zum Beispiel entspricht der Eintrag 2342 der Wurzel 2a; + 3as + 4as + 2ay. Fir
ausfiihrlichere Informationen zu den Wurzelsystemen verweisen wir auf [GLS98, 1.8.8]
und den Online-Generator unter [Sph].
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a1 a9 Qnp—1 [0 7%

A, (n>1): O—O— - —0O——=20
>t ap+ ...+ oy (1§Z§]§n)
af=a1+ ..+ a,

(o321 o) Qn-1 Qn
B, (n>2): O—0O— - —0=—0
S a4t (1<i<j<n)
ai+...+aj_1+2aj+...+2an (1§z<]§n)
o = a1 + 209 + ... + 20,

on [e % An—1 Qp
Cp (n>3): o——0O0— - —C==0
ST+ 4a; (1<i<j<n)
ai—k...—l—aj_l—|—2a]~+...—|—2an_1—l—an (1§l§]§n—1)
a* = 2a1 + ... + 201 + ap

Qp—-2 On-1

D, (n > 4): O—O— - T@

Straitot+a; (1<i<j<n-—1)
i+ .. tapota, (1<i<n-—1)

ap+ ...+ o1+ 204]‘ + ..+ 20090+ an_1+ ay, (1§i<j§n—1)
af =01 +20+ ...+ 20, 0+ 0n 1+

(o751 Qy Q6

a3 Qs
Eq: O—0—0O—0—0
g Q2

o = a1 + 200 4+ 23 + 3y + 2a5 + ag

g %1 ar

as as (673
ol O—O0—0—0—0—0
g Q2

o =201 + 200 + 3as + 4oy + 3as + 206 + a7

[e%} (673

a3 Qs (075 [0%4 ag
L
o = 2a1 4 3ag + das + 6ay + Sas + dag + 3ar + 2as
[e%] (e} Qa3 Oy o %1 Qo
Fq: O—C—0—-=0 Gy =0

o =201 + 3ag + dag + 20y o = 301 + 2a9
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2.2. Gruppen vom Lie-Typ

In dieser Arbeit werden fast ausschliefflich Gruppen vom Lie-Typ {iber Kérpern gerader
Charakteristik betrachtet, weshalb wir in diesem Paragraphen auch nur Gruppen in
definierender Charakteristik 2 behandeln werden.

Wir betrachten zunichst eine einfache algebraische Gruppe K iiber Fy mit einem ma-
ximalen Torus T (fiir algebraische Gruppen und ihre Eigenschaften verweisen wir auf
unsere Referenz [MT11]). Dann gibt es ein zugehoriges Wurzelsystem 3 vom Rang n und
Waurzeluntergruppen { X ,|a € ¥} in K. Dabei sind die Wurzeluntergruppen T-invariante
1-Parameter-Untergruppen, d.h. es existiert eine Parametrisierung X, = {x(t)|t € F2}
mit x4 (t1)2a(te) = v4(t1 +1t2) fiir alle t; € Fo und somit X, = F; Das Wurzelsystem %
beschreibt die algebraische Gruppe K und es ist K = (X, |a € ¥). Zum Wurzelsystem ¥
wéhlen wir ein Fundamentalsystem IT = {ay, ..., 2, } € X, durch welches auch die Menge
der positiven Wurzeln X1 festgelegt wird.

Die endlichen Gruppen vom Lie-Typ entstehen nun als Fixgruppen von sogenann-
ten Steinberg-Endomorphismen von K. Dabei wird fiir jedes ¢ = 27 ein Korperautomor-
phismus ¢, auf K induziert, fiir den z4(t)? = z,(t9) fiir alle « € %, t € Fy gilt. Mit
K = OQI(C?(goq)) erhalten wir die ungetwisteten Gruppen vom Lie-Typ, die sogenann-
ten Chevalley-Gruppen:

An(Q)a Bn(Q)7 Cn(Q)a DTL(Q)v E6 (q)v E7(q)a ES (Q), F4(q)’ G2 (q)

Dabei sind die Gruppen B,,(¢) und C,,(¢) in gerader Charakteristik nach [GLS98, 2.2.10]
zueinander isomorph, weshalb wir C,(¢q) im Folgenden nicht weiter betrachten.
Weiterhin existieren in den Féllen A, (n > 2), B, D,,, Eg, F4, G2 nicht triviale Symmetri-
en des Dynkin-Diagramms, welche jeweils zu einer eindeutigen winkelerhaltenden Bijekti-
on auf ¥ fortgesetzt werden konnen. Eine solche Bijektion 7 induziert einen sogenannten
Graphautomorphismus ~ auf K, der durch X, = X, auf der Menge der Wurzelgrup-
pen operiert und der zusammen mit einem Koérperautomorphismus einen Steinberg-En-
domorphismus bildet. Auf diese Weise erhalten wir die getwisteten Gruppen vom
Lie-Typ. Setzen wir fiir Wurzelsysteme mit nur einer Wurzellinge K := 02/(0?(%0,1)),
so entstehen die Steinberg-Gruppen:

*An(q) (n>2),°Dn(q) (n > 4),°Da(q), *Es(q)

Fiir Wurzelsysteme mit zwei Wurzellingen setzen wir K := 0% (C(vp24)) und erhalten
die Suzuki-Ree-Gruppen:

2By(q), 2F4(q), wobei ¢ = 2/ = 22¢+!

Fiir Kérper der Charakteristik 3 existieren noch die Gruppen 2Go(3%¢t1), welche uns
aber hier nicht weiter interessieren. Der Lie-Rang von K ist im ungetwisteten Fall
definiert als der Rang von X (also n) und im getwisteten Fall sei der Lie-Rang gleich der
Anzahl der Bahnen von 7 auf II.
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Die so konstruierten Gruppen sind, bis auf wenige Ausnahmen, quasieinfach, d.h. K’ = K
und K/Z(K) ist einfach. Davon abweichend sind Aj(2),2A5(2),%B2(2) auflésbar und
B2(2), Go(2),2F4(2) besitzen eine quasieinfache Kommutatorgruppe vom Index 2. Aller-
dings wird durch ¥, 7 und ¢ nur der Isomorphietyp von K/Z(K) bestimmt, wohingegen
es fiir K verschiedene Versionen mit unterschiedlichen Zentren geben kann. In jedem
Fall existiert eine universelle Version K,, in welcher alle anderen Versionen als Faktor
K,/Z mit Z < Z(K,) auftreten. Dabei ist Z(K,) nach [GLS98, Tabelle 2.2] wie folgt:

K, ‘ A, (q) 2A.(q) Es(q)  2Eg(q) sonst
Z(Ku) ‘ Z(n+1,qfl) Z(n+1,q+1) Z(?),qfl) Z(3,q+1) 1

In den meisten Fillen ist K also eindeutig. Soweit nicht anders erwihnt, werden die
Bezeichnungen Eg(q) und ?Eg(q) in den sp#teren Kapiteln immer fiir die einfache Version
stehen. Fiir A, (¢) und 2A,,(¢q) sowie einige andere Gruppen werden wir spiter nur noch
die Bezeichnung der dazu isomorphen klassischen Gruppen verwenden, womit auch die
Version von K deutlich wird. Es treten die folgenden Isomorphien fiir die universelle
Version K, auf:

An(g) = SLutvi(q)

2An(q) = SUnta(q)

Bu(g) = Span(q) = Q2n+1(q)
Dn(q) = Q3,(q)

Dulg) = O,(0)

Auflerdem geben wir im Folgenden die Isomorphien von einfachen Gruppen vom Lie-Typ
in gerader Charakteristik zu anderen einfachen Gruppen an:

La(g) = Sa2(q) = Us(g) Ly(2) = Ag

Q7 (¢) = La(g) x La(q) L3(2) = La(7)

Oy (q) = La(¢?) Us(2) = S4(3)
Qf(q) = La(g) S4(2) = Ag=1a(9)
Qs () = Ulg) G2(2) = Us(3)
Lo(4) = La(b) = 45

Wir wollen nun auch fiir die Gruppen vom Lie-Typ Wurzeluntergruppen definieren. Im
ungetwisteten Fall setzen wir

Xy =X, NK firacX.

Ist K getwistet, so existiert eine Symmetrie das Dynkin-Diagramms, welche eine Isome-
trie 79 auf R™ = (II)g induziert. (Haben alle Wurzeln in ¥ die gleiche Lénge, so stimmt
7o auf ¥ mit der oben erwdhnten Bijektion 7 iiberein.) Fiir a« € ¥ bezeichnen wir die
Projektion auf Cy(79) mit & Auf ¥ ldsst sich nun eine Aquivalenzrelation definieren,
unter der zwei Wurzeln o, 8 genau dann dquivalent sind, wenn & und 3 linear abhingig
sind. Die Aquivalenzklasse zu o bezeichnen wir mit & und setzen

Xo =X JyeL,A=a)NK.
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Fiir die Chevalley-Gruppen ist die Struktur der Wurzeluntergruppen recht einfach — es
ist Xo = {za(t)|t € Fg} und somit X, = FS. Fiir die getwisteten Gruppen existieren
Wurzeln mit & = {a} fiir welche ebenfalls X, = F/ ist — diese nennen wir lange
Wurzeluntergruppen. Andernfalls sprechen wir von kurzen Wurzeluntergruppen und
es ist | Xo| = ¢/%. Wir geben hier eine Ubersicht der auftretenden Wurzeluntergruppen.
Dabei sei auch weiterhin ¢ = 2/ und 7 die durch eine Diagrammsymmetrie induzierte
Bijektion auf X.

Lemma 2.2. [GLS98, 2.4.1] Die Struktur der Wurzeluntergruppen ist wie folgt:

a) Im ungetwisteten Fall oder fiir lange Wurzeluntergruppen ist:
Xo ={za(t)|t €e Fy} = IF;F

b) In Steinberg-Gruppen mit & = {a,a”} ist:
Xo = {xa(t)xa" (tqﬂt € FqQ} = IF;_Q

¢) In 3Dy(q) mit & = {a,a”, CQ)[TQ} ist:
Xo = {za(t)zar ()72 (17 )|t € e} 2 F g

d) In %A, (q) mit & = {a,a™,a +a’} ist:
Xoc = {J:Oz(t)xa"' (tq)flj‘a+ar (U)|t7 u € ]FqQ)t1+q =u+ uq}7
| Xaol = %, t =0 definiert: Z(X,) = X], = ®(Xo) = F}

e) In?Fy(q), f=2a+1 mit & = {a,a”} ist:
Xo = {za(t)zar (17")|t € Fo} = FF

f) In?Ba(q), ®Fa(q), f =2a+1 mit & = {a,a",a + a7, a +2a"} ist:
Xo = {za(t)zar (t2a)$a+20; (W) ZTatar (t1+2a + u2a)|t,u e Fy}, [ Xo| = 7,

fiir q = 2 ist Xo = Zy, fiir ¢ > 2 definiert t = 0: Z(X,) = X, = ®(X,) = IF;r

Die Struktur von K bzw. K wird nun durch die Chevalley-Kommutatorformeln
bestimmt:

Lemma 2.3. [GLS98, 1.12.1,2.4.5] Seien a, B € ¥ und s,t € Fa, dann ist

[xa(S),$ﬁ(t)] = H -ria-i-jﬁ(cijozﬁsitj)'
1,7>0
io+jBED
Dabei gilt:
o Ist X =DB,,C,,Fy, a, 8 kurz und o + B lang, so ist ci108 = 0.
o Ist X = Go und o, B, a0 + B kurz, so ist c11q8 = 0.

e in allen anderen Fillen ist c;jog = 1.
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Insbesondere gilt fiir alle endlichen Gruppen vom Lie-Typ:

(X Xg) <[] Xiartser
4,7>0
a'ca,B'ep
ia/+jB'ex
Die Sonderfiille der Kommutatorformeln sind fiir uns vor allem im Fall 2F, interessant
und wir fassen in folgendem Lemma die Resultate aus [GLS98, 2.3.3, 2.4.6] zusammen.

Lemma 2.4. Sei K = 2F4(q), d.h. ¥ = Fy und I1 = {aq,...,aq}. Dann sind az,as +
203 + g, a9 + g + ag, a1 + 20 + 2a3 + g, 1o + ag, a1 + ao + 2a3 + 20, a1 + g,
Vertreter fiir die Klassen in St und wir bezeichnen die zugehdorigen Wurzeluntergruppen
mit X1,...,Xg. Ist « € ¥ ein Vertreter zur Wurzelgruppe X;, so bezeichnen wir die
Wurzelgruppe zu —a mit Xgy;. Dabei sind die Wurzeluntergruppen X; fir gerades i vom
Typ 2.2¢) und fiir ungerades i vom Typ 2.2f), wobei wir in letzterem Fall Y; := Z(X;)
setzen.

Es gilt firi# j+ 8 (mod 16):

(X5, X;] H X,
i<k<j

Weiterhin gelten die folgenden exakteren Kommutatorformeln (Indizes modulo 16):

a) [Xs, Xixo] = Xix1, [Yi, Xixo] =1 (i ungerade)
Xi, Xito] =1 (i gerade)
b

d) [Xi, Xixs) < YitoXix3Yita, [Yi, Xixs) = Yito (i ungerade)

e) [Xi, Xite] < Xix2Xita (i gerade)
Yi, Xize] < Xix1Yizo Xix3Yita, [Vi, Yixe] < YizoXix3Yita (i ungerade)

) Vi, Xivr] < XinoXin3 XivaXit5Yive (1 ungerade)

[ ] =
[ ] =
[Xi, Xixs] = Yziz, [Yi, Xix3] = 1 (i ungerade)
[Xu Xz:t4]
[ ] <
[ ]
[

Besonders aufschlussreich sind die Kommutatorformeln, wenn man sich auf die positiven
Wurzeln beschrinkt, da sich die Hohenfunktion dann mit der Addition der Wurzeln
vertréigt, das heifit fiir alle a, 3 € 7,4, 5 € N gilt h(ia + j8) > h(a) + h(B).

Wir setzen nun U := (X4|a € £F), dann ist Nz(U) = UT =: B eine sogenannte
Borel-Untergruppe von K. Betrachten wir nun Sy := U N K, so ist nach [GLS98, 2.3.4]

So € Syly(K) und Sp = [ Xa.

acxt

Insbesondere wird also durch die Wahl von T und II eine 2-Sylowgruppe von K festge-
legt. Das Pendant zu einem maximalen Torus T := T' N K bezeichnen wir als Cartan-
Untergruppe und B := BN K = S)T nennen wir eine Borel-Untergruppe von K.
Fiir eine (im getwisteten Fall 7-invariante) Teilmenge J C IT und J' := 1T\ J setzen wir
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Qy = {(Xala € ZT hy(a) > 0)
Lj:= (Xala € X, hy(a) =0) = (Xo, X afa € J)

Dann ist Py := QL jH eine Untergruppe von K die B enthélt und wir nennen Pj eine
Lie-parabolische Untergruppe von K.

Lemma 2.5. [GLS98, 2.6.5] Es ist B = Nk(So) und die Untergruppen von K welche
B enthalten sind genau die Lie-parabolischen Untergruppen von K. Zudem ist Q5 =
O2(Py) und Py = Ng(Qy). Ist Z(K) = 1, so haben die nicht trivialen Lie-Parabolischen
Charakteristik 2. Es gilt:

e QyNL;T=1

o Q;L; =0%(Py)

o Ly ist ein zentrales Produkt von Gruppen vom Lie-Typ und korrespondiert zum
von J aufgespannten (méoglicherweise reduziblen) Wurzelsystem (J)g N X.

Wir sehen durch die trivialen Fille J = () und J = II, dass auch B und K Lie-para-
bolische Untergruppen sind. Wenn wir allerdings von maximalen bzw. minimalen Lie-
Parabolischen sprechen, so sind immer die nicht trivialen gemeint. Zudem wird K von
seinen nicht trivialen Lie-Parabolischen erzeugt, falls der Lie-Rang grofler als 1 ist.
Normalerweise werden die Lie-Parabolischen auch einfach parabolische Untergruppen
genannt, aber diese Bezeichnung steht in unserem Kontext bereits fiir Gruppen, die eine
2-Sylowgruppe enthalten. Der Zusammenhang zwischen den beiden Begriffen ergibt sich
mit folgendem Resultat:

Lemma 2.6 ([GLS98, 2.6.7]). Sei X < K mit Sy < X, dann gilt T < Ng(X) und TX
ist eine Lie-Parabolische in K.

Wir wollen uns genauer mit der Struktur der Parabolischen von K beschéftigen und
definieren fir J C II: '
Q= K N (Xala € S, hy(a) > )

Dabei ist Qf] nicht unbedingt ein Produkt von Wurzeluntergruppen aus K, da im get-
wisteten Fall auch Wurzeln von beziiglich J verschiedener Hohe zur gleichen Wurzelun-
tergruppe gehoren kénnen.

Lemma 2.7. [GLS98, 3.2.2] Fir eine (T-invariante) Teilmenge J C 11 setzen wir a :=
hy(a*). Dann ist Q; = QY% > Q% > ... > Q?‘H = 1 eine Zentralreihe von Q ;. Ist
3 nicht vom Typ By, Go oder Fy, so ist dies sowohl die auf- als auch die absteigende
Zentralreihe, d.h. Q% = Q'; und Q% = Z(Q).

Fine fiir uns besonders interessante parabolische Untergruppe ist der Normalisator des
Zentrums einer Sylowgruppe, da diese im Allgemeinen auch der Normalisator einer
grof3en Untergruppe ist.
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Lemma 2.8. Ist K einfach und der Lie-Rang mindestens 2, dann ist Nx(Z(Sp)) eine
Lie-Parabolische Untergruppe, die zur folgenden Fundamentalwurzelmenge J korrespon-
diert:

) | A, B, D, Es E;r Es Gy Fy
J=T\J [ {a,an} {2} {2} {a} {a} {as} {a2} {104}

Es gilt L;jQ; < Cg(Z(Sy)) und ist ¥ nicht vom Typ B,, oder Fy, so ist Q; speziell,
Z(Qy) = Z(So) und V := Q;/Z(Qy) ist ein treuer FLj-Modul, wobei F und der Iso-
morphietyp von Vin Tabelle 2.1 angegeben ist. Im Fall K = L,(q) ist V. Summe zweier
wrreduzibler FL ;- Modul, in allen anderen Fillen ist V irreduzibel tiber F. Bis auf den
Fall K = Go(4) ist V diber keinem echten Teilkérper von F darstellbar und V', bzw. die
irreduziblen Untermoduln im Fall K = L, (q), sind absolut irreduzibel.

Beweis: Zunichst sei K % 2F4(q). Mit Lemma 2.7 ist immer X, < Z(Sp) und im
Fall, dass die Kommutatorformeln keine Ausnahmen aufweisen, gilt sogar Gleichheit.
Auch fiir K = Gg(q) berechnen wir Z(Sp) = Xo+. In den Féllen K = S,,(¢) oder F4(q)
gibt es eine zweite Wurzeluntergruppe X+, welche ebenfalls mit allen anderen positiven
Wurzeluntergruppen vertauscht, d.h. Z(Sp) = Xo+ X,+. Dabei ist a™ = ag + ... + a5, im
Fall B, und o™ = aj + 2as + 3as + 24 im Fall F4. Nun ist Sp < Nx(Z(Sp)) und da die
Cartan-Untergruppe 7' alle Wurzeluntergruppen normalisiert, ist Nx(Z(Sp)) eine Lie-
Parabolische und korrespondiert zu einer Teilmenge J C II, d.h. Ng(Z(Sp)) = L;Q,T.
Die Identifizierung von J geschieht anhand der Wurzelsysteme, wobei bestimmt wird,
fiir welche Wurzeln a € —II auch [Z(Sy), Xo] < Z(So) gilt. Insbesondere gilt in diesen
Fallen sogar [Z(S0), Xo] = 1 und es folgt QsL; < Ck(Z(So)).

Die Struktur von Lj und @ ergibt sich aus 2.5 und 2.7. Der Isomorphietyp von V be-
stimmen wir anhand der Informationen aus [GLS98, 1.14.9, 3.2.4, 3.2.5]. Mittels [GLS98,
2.8.8] erkennen wir, dass dieser Modul einzig im Fall K = G(4) auch iiber einem kleine-
ren als dem angegebenen Kérper darstellbar ist, da hier V) = (V(\) @ V(\)?)?) =
V(AM)P @V (A1) 2V ist, d.h. der Modul liisst sich auch iiber Fy darstellen. Zudem folgt
damit in den iibrigen Féllen, dass V' absolut irreduzibel ist.

Im Fall K = 2F4(q) konnen wir mittels 2.4 berechnen, dass Z(Sy) = Z(Q;) = Y5 ist
und J der angegebenen Wurzelmenge entspricht. Zudem ist Q;L; < Ck(Z(Sp)) und
wir gehen im Beweis von Lemma 3.4 genauer auf die Struktur von @ ; ein. Die Gruppen
San(q) und Fi4(q) werden wir im weiteren Verlauf ausschliefen, weshalb eine genauere

Identifizierung des Normalisators in diesen Fillen nicht notig ist.
O

Lemma 2.9. Sei X nicht vom Typ B, Go,Fsq und X sei eine Wurzeluntergruppe vom
Typ 2.2 a) oder d), oder K = 2F,(q) und X eine Wurzeluntergruppe vom Typ f), dann
ist Z(X) eine TI-Menge in K, d.h. Z(X)NZ(X) € {1,Z(X)} fir alle g € K.

Beweis: Ist X eine lange LNurzgluntergruppe, d.h. vom Typ 2.2 a), so ist X = Yﬁi( fiir
eine Wurzeluntergruppe X < K. Falls X dagegen vom Typ d) ist, so ist Z(X) = XN K
fiir eine Wurzeluntergruppe X < K. Fiir den Fall 3 # B,,, Go,F4 (d.h. alle Wurzeln in
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K LJ QJ/Z(S()) als LJ—MOdul iiber
Ln(Q)a n >3 SLan(Q) Vhat @ Vrikat IE?q
Un(Q)a n >4 SUn—Q(Q) Vhat IE‘q2
Q;n(Q)v n = 4 SL2(Q) X Q;nfll(Q) Vnat(Lg) b2 Vnat(an,AL) IE?q
Qin(Q)v n > 4 SLz(CI) X Q;nfll(Q) Vnat(Lz) b2 Vnat(an,AL) K
Eq(q) SLe(q) Az(Vnat) 7
Ez(q) Q15 (9) Vhalb—spin K
Es(q) Ez(q) V(A1) 7
*Ee(q) SUs(q) A% (Viat) ”
Ga(q) SL2(g) Viat ® Voot "
Do) | SLo(’) | V@ Vi oVl 7

*Fu(q) *Ba(q) c(Qo) =3

SQn(Q)v n=>3 SQn—4(q) C(QU) =3
Fa(q) Sa(q) c(Qo) =

Tabelle 2.1.: Ubersicht iiber die Struktur von Ng(R)

¥ haben die gleiche Linge) geniigt es also zu zeigen, dass eine Wurzeluntergruppe X
eine TI-Menge in K ist. Nach [GLS98, 1.8.9,1.12.1 h)] sind alle Wurzeluntergruppen von
Wurzeln gleicher Linge unter K konjugiert und wir kénnen annehmen, dass X = X .
ist. Mit [GLS98, 1.12.9] gilt X = Z(U) und insbesondere ist X invariant unter B. Dann
ist aber XN X auch BNB’-invariant fiir alle g € K und nach [GLS98, 1.11.4] enthiilt der
Schnitt zweier Borel-Untergruppen von K einen maximalen Torus. Da T aber transitiv
auf X7 ist, ist X N XY =1 oder X.
Es bleibt der Fall K = 2F4(q). Nach [GLS98, 2.4.9] sind die Wurzeluntergruppen vom
Typ f) in K zueinander konjugiert und mit den Bezeichnungen aus 2.4 kénnen wir
annehmen, dass Z(X) = Y5 = Z(Sp) ist, d.h. Z(X) = Z(U) N K. Wir sehen wie oben,
dass Z(U)NZ(U) fiir alle g € K invariant unter einem maximalen Torus in B ist. Zudem
kann man mittels [GLS98, 2.4.7,1.12.1] nachrechnen, dass T transitiv auf Y5 operiert und
so folgt auch hier die Behauptung.

O

Wir geben nun noch einen Uberblick iiber die #uBeren Automorphismen der endlichen
Gruppen vom Lie-Typ.

Lemma 2.10. [GLS98, 2.5.1,2.5.12] Jeder Automorphismus von K lisst sich als Pro-
dukt ydpo schreiben, wobei gilt:
e ycInn(K).

e 0 ist ein Diagonalautomorphismus, d.h. 6 wird durch die Operation von Nz(K)
auf K induziert. Insbesondere hat § ungerade Ordnung und normalisiert alle Wur-
zeluntergruppen.
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e o ist ein Kdrperautomorphismus, d.h. ¢ ist die Finschrinkung eines Automor-
phismus ¢, von K und es gilt x,(t)? = x(t") fiir eine 2-Potenz r € N.

e o ist ein Graphautomorphismus. Dies tritt nur auf, wenn K ungetwistet ist und
eine Symmetrie auf dem Dynkin-Diagramm sowie eine entsprechende Bijektion T
auf X existiert. Fir X = Ay, Dy, Eg gilt 24(t)° = x4 (t) und fir X = Bo,Fy ist
T (t)? = 247 (t%), wobei d = 1 fiir a lang und d = 2 fiir o kurz ist.

Die Gruppe Out(K) ist eine zerfallende Erweiterung der Gruppe der duferen Diagonal-
automorphismen Outdiag = N5(K)/T mit Tk, wobei P die Gruppe der Korperau-
tomorphismen und I' i = (o) die Gruppe der Graphautomorphismen ist. Dabei ist P g
abelsch und Outdiag ist wie folgt:

K | Aug) *An(q9)  Eelg) *Ee(q) sonst
Outdiag | Znt1,4-1) Znitg+1) ZLag-1) L@zg-1) 1

Zu guter Letzt konnen wir mit den bisherigen Resultaten auch eine grofie Untergruppe
in K identifizieren.

Lemma 2.11. Ist K einfach und nicht isomorph zu Soy(q) oder F4(q), so ist die Un-
tergruppe O2(Nk (Z(So))) eine grofle Untergruppe von H := Aut(K).

Beweis: Wie in Lemma 2.8 sei J die zu Ni(Z(Sp)) korrespondierende Wurzelmenge und
Q= O2(Nk(Z(Sp))). Nach 2.5 hat Py Charakteristik 2 und es ist Cx(Q) < Q. Ein
Element aus Ny (@) \ K induziert einen &uferen Automorphismus und wir sehen, dass
ein solcher in allen Fillen nicht trivial auf @ ist, d.h. Cy(Qs) < Q.
Sei 1 # A < Z(Qj) = Z(Sp) und © € Np(A), dann normalisiert « auch Ng(A)
und permutiert die Parabolischen Untergruppen von K, die Nx(A) enthalten. Nun ist
QsL; < Cu(Z(Sy)) < Cu(A), weshalb Ng(A) in keiner kleineren Lie-Parabolischen
Untergruppe von K als P; enthalten sein kann. Ist K 2 L,(q), so ist Py maximal und
somit die einzige Lie-Parabolische, die N (A) enthalten kann. In K = L,,(¢) existiert nur
eine einzige zu N (Q ) isomorphe Lie-Parabolische. Also normalisiert = auch Ng(Q)
und somit ist z € Ny (Q).

U
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2.3. Weitere verwendete Resultate

In diesem Abschnitt wollen wir Zitate aus der Literatur zusammentragen, die im weiteren
Verlauf der Arbeit verwendet werden. Dabei sind die ersten beiden Resultate Teil des
MSS-Projekts, wobei Satz 2.12 die Fille behandelt, welche wir in unserem Setup durch
die Voraussetzung, dass C'i(z) nicht auflosbar ist, ausgeschlossen haben. Satz 2.14 gibt
uns dann zusammen mit dem Satz von Bender die Mo6glichkeit, zum Abschluss der Arbeit
die Gruppe G mit H zu identifizieren.

Die weiteren Zitate behandeln vor allem Untergruppenstruktur und Darstellungen end-
licher einfacher Gruppen aus der géngigen Literatur.

Satz 2.12. [PS11] Sei G eine endliche Gruppe, H < G ein Untergruppe, die eine p-
Sylowgruppe S € Syl,(G) enthilt. Es sei H = Ng(F*(H)) und F*(H) sei eine einfache
Gruppe vom Lie-Typ in definierender Charakteristik p vom Lie-Rang mindestens 2, aber
F*(H) 2 Ls(p*) fir ungerades p. Zudem enthalte G eine grofle Untergruppe Q < S und
wir nehmen an, dass Cy(2) fir ein z € Z(S) auflésbar sei. Dann gilt einer der folgenden
Fille:

(i) Ne(Q) < H
(i) p=2 und F*(G) = My, Mas, Go(3) oder PQZ(3)
(i) p = 3 und F*(G) = Ug(2), F4(2), 2Eg¢(2), McL, Coy, M(22), M(23) oder Fs.

Definition 2.13. Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann
heifst H stark 2-eingebettet, falls H gerade Ordnung hat und |HNHY| fir alle g € G\H
ungerade ist.

Satz 2.14. [SS] Sei G eine endliche Gruppe von lokaler Charakteristik 2 und H < G
mit F*(H) vom Lie-Typ in definierender Charakteristik 2 und Lie-Rang mindestens 2.
Weiter sei S € Syly(G) und Ng(X) < H fir alle 1 # X <S. Dann ist H stark 2-
eingebettet in G.

Satz 2.15. [Ben71] Sei G eine endliche Gruppe, die eine stark 2-eingebettete Unter-
gruppe besitzt. Dann gilt einer der folgenden Fille:

o Fine 2-Sylowgruppe von G ist zyklisch oder eine Quaternionengruppe

o (G besitzt eine Reihe von Normalteilern
1< M<LdAG,

wobei M und G/L ungerade Ordnung haben und L/M isomorph zu La(q), Us(q)
oder *Bs(q) fiir eine 2-Potenz q > 4 ist.
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Lemma 2.16. Sei P eine elementar abelsche p-Gruppe, die auf einem endlichdimensio-
nalen F,.-Vektorraum V teilerfremd operiere und zudem sei Cy (P) = {0}. Wir bezeich-
nen mit I' die Menge aller maximalen Untergruppen von P. Dann ist:

V=_Ecv(E).

EeTl

Beweis: Sei I' = {F1, ..., By, } und setze V; := Cy (E;) fir i € {1, ...,n}. Nach Erzeugungs-
satz [GLS94, 11.13] gilt
V-3
i=1

Fir i # jist V;nV; < Cy((E;, E;)) = Cy(P) = {0} und wir nehmen nun an, dass
Vi,..., Vi fiir ein m > 2 eine direkte Summe bilden und ein 0 # v € (P;~, Vi) N Vipq1
existiert. Nun lasst sich v eindeutig als v = vy + ... + vy, fiir v; € V; schreiben und wir
wahlen e € E,,11 beliebig. Da v € V41 ist, ist v = v und da e auch auf den restlichen
Vi operiert, ist v; = v;© fiir alle ¢ € {1, ...,m}. Dann ist aber v; € Cy(Ep+1) = Vipt1 und
es folgt v; € V; N V.11 = {0}. Ein Widerspruch.

O

Lemma 2.17. [Asc93, 26.5] Sei G eine endliche Gruppe, F ein Korper und V ein
irreduzibler FG-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) V kann iiber keinem echten Teilkérper von F geschrieben werden

(ii) Fiir jeden Teilkorper L C F ist V' auch als LG-Modul irreduzibel.

Lemma 2.18. [GLS94, 9.4(iii)] Sei G eine endliche Gruppe, F ein Kérper und V ein
halbeinfacher FG-Modul. V1, ..., Vs seien Reprisentanten der Isomorphietypen von abso-
lut irreduziblen FG-Untermoduln und r; sei die Vielfachheit von V; in V.

Dann ist Endpg(V) = @;_; M,,(F), wobei M, (X) den Ring der n x n-Matrizen iber X
bezeichnet.

Lemma 2.19. Sei G eine endliche Gruppe und V' ein k-dimensionaler F,G-Modul, fiir
qg=p° mitV =V, & ..®V,, wobei die V; zueinander isomorphe, absolut irreduzible

F,G-Moduln sind, die sich tiber keinem echten Teilkérper von F, darstellen lassen.
Dann ist Cayevy(G) = GLs(q).

Beweis: Sei zunichst s = 1, also V irreduzibel. Wir kénnen V als k - e-dimensionalen
F,G-Modul schreiben und nach Lemma 2.17 ist diese Darstellung irreduzibel. Nach Schur
ist damit Endp,¢ (V') ein Koérper und insbesondere abelsch. Sei nun z € Endp,¢ (V') und
A € Fy. Dann vertauscht o auch mit A - id € Endp,¢(V') und insofern ist A(v*) = (Av)*
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fiir alle v € V, d.h. € Endp,g(V). Damit ist Endr,¢(V) = Endp,c(V) = {\E|X € Fy}
und CAut(V) (G) = IFZ.
Fiir s > 1 zerfdllt V dagegen in s isomorphe, absolut irreduzible F,G-Untermoduln V;,
i €{1,...,s}, die auch als F,G-Moduln irreduzibel sind. Wie oben ist Endg,c(V;) = F,.
Nach Lemma 2.18 ist dann Endg,q(V') die Algebra der s x s-Matrizen mit Eintrégen
aus dem Korper Fy. Es folgt Cp vy (G) = GLs(q)-

O]

Lemma 2.20. [KL90, 5.5.2] Fiir teilerfremde Primzahlen p und r sowie n,l € N ist

m,(PGL,(p")) < n.

Lemma 2.21. Sei K eine klassische einfache Gruppe diber F,, ¢ = 2/. Mit p(K) be-
zeichnen wir den minimalen Grad einer nicht trivialen Permutationsdarstellung von K.
Dann gilt:

i) Ist K = L,(q), so ist p(K) > ¢" !
it) Ist K = Uy(q), n >3, so ist p(K) > ¢"
iii) Ist K 22 Spy,(q), n > 2, so ist p(K) > ¢*"2
w) Ist K = Q% (q), n >4, so ist p(K) > ¢*" 2
Ist Ky eine zentrale Erweiterung von K, so ist p(Ki1) > p(K).

Beweis: Dies sind grobe Abschétzungen der Werte fiir p(K') aus [KL90, 5.2.2]. Der Nach-
satz folgt aus [KL90, 5.2.1].
O

Lemma 2.22. Sei K eine klassische Gruppe mit einer m-dimensionalen, treuen Dar-
stellung iber Fs. Dann gult:

Ist K = Q) (2) = As, soist m >4

Ist K 2 Qf(2) & Ag, so istm > T

Ist K = Qg (2), soistm >4

Ist K= QF (2), n >4, so ist m > 220>
Ist K = SU,(2), n > 4, so ist m > 272

Sei K = SLy(21) so besitzt eine treue Darstellung in ungerader Charakteristik mindestens
den Grad 27 — 2, fiir f > 3 sogar 27 — 1.
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Beweis: Fiir K = As oder Ag suchen wir m minimal so, dass | K| die Ordnung von GL,,(3)
teilt. Im dritten Fall ergibt sich die Aussage durch die Isomorphie €5 (2) = S4(3). In
den Fillen QF (2),U,(2),SL2(2/) verwenden wir die minimalen Grade von projektiven
Darstellungen in teilerfremder Charakteristik, wie sie in [KL90, 5.3.9] gegeben sind.

U

Lemma 2.23. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist |GLy(2)|, < p®>/*.

Beweis: Sei d die Ordnung von 2 in Z,. In [AHNO05, 2.3]! wird eine allgemeine Formel
fiir den p-Anteil in der Ordnung der linearen Gruppe angegeben:

GL. @), = @ - ([5]1)

Da p > 3 ist, gilt die Abschitzung 1/p + 1/p? + 1/p + ... < 1/2. Sei zuniichst p = 3.
Dann ist d = 2 und wir erhalten

IGLA(2)]5 = 3[3] ([%} !>3 < 3% .35B+1/941/27H.) _ 3%

Sei nun p > 5. Dann ist d > 3 und es gilt 22 < p, womit wir auch hier erhalten:

3n

|GLn(2)|p — (2d - 1)L%] ([%] |>p < on. p%(l/P+1/p2+1/p3+...) < p% 'p% < pT

O]

Lemma 2.24. [GLS98, 2.2.9,3.5.3] Sei K eine Gruppe vom Lie-Typ iiber einem Korper
mit ¢ = 27 Elementen. Dann sind der 2-Anteil der Ordnung sowie der 2-Rang von K
wie folgt.

Ln(q) "=V 1 [(5)7)f Ga(q) (1366 3f
U, (q) g"=D/2 | [2]? ¢ 3E6(q) T 13f
San(9) TR G Ve R R
OG(@.nz4| @00 | G)f R

Eq(q) g% 16f B 4%‘1? o 2f
Fr(q) ¢ of D202

Es(q) q'* 36f 5 2( ), 1

Fi(g) oty R@TEEE S

Im zitierten Artikel enthélt Lemma 2.3 einen Tippfehler. Wir verwenden hier die korrekte Version der
Formel, wie sie auch im Beweis des zitierten Lemmas zu finden ist.
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Lemma 2.25. [GLS98, 5.53+5.6.1] Sei K eine sporadische Gruppe. Dann sind der 2-
Anteil der Ordnung und der 2-Rang wie folgt:

My | 2° 2 Cos | 210 4 ON | 29 3
Mo | 26 3 Cosy 218 10 Figy | 217 10
Moy | 27 4 Cop | 2% 11 Figs | 218 11
Moz | 27 4 HS 29 4 Fily, | 22 11
My, | 210 6 McL | 27 4 HN | 214 6

Jp 23 3 Suz | 213 6 Th | 21 5

Jo 27 4 He 210 6 B 241 | 12 — 18
J3 27 4 Ly 28 4 M 246 | 13 — 22
Ju 221 11 Ru ol4 6

Lemma 2.26. [GLS98, 5.2.3, 5.2.10] Sei F' quasieinfach mit F/Z(F) = A,. Dann ist
Z(F) S Zy firm =25 odern > 8 und Z(F) < Zg firn € {6,7}.

o Ist Z(F) =1, so ist my(F) =2 [%].
o Ist |Z(F)| gerade, so ist mo(F) = [%] + 1.

Lemma 2.27. [Tho69, 3.10, 3.11] Sei K = Ga(q), q gerade, Sy € Syly(K) und 1 #
z € Z(Sp), dann gibt es in O2(Ck(z)) genau vier So-Konjugiertenklassen elementar
abelscher Untergruppen der Ordnung q3, von denen je zwei unter Cr(z) zueinander
konjugiert sind.

Lemma 2.28. [Eno70, 2.5] Sei K = Ga(4), So € Syly(K) und P := Nk (Z(Sy)). Dann
haben die P-Konjugiertenklassen in O3(P) genau die Léingen 1,3, 60,240, 120, 360, 240
und deren entsprechende Vertreter haben die Ordnung 1,2,2,2,4,4,4.

Lemma 2.29. [AS76, 18.2, 18.4, 18.6] Sei K = Ga(q), q gerade und Sy € Syly(K).
Dann existieren in Sy genau zwei K-Konjugiertenklassen von Involutionen mit Vertre-
tern z,t. Dabei ist z € Z(So) und Ck(t) ist eine zerfallende Erweiterung einer elementar
abelschen Gruppe der Ordnung ¢ mit einer SLa(q).

Sei K = 2F4(q) und Sy € Syly(K). Dann existieren in Sy genau zwei K-Konjugierten-
klassen von Involutionen mit Vertretern z,t. Dabei ist z € Z(Sy) und C (t)/O2(Ck(t)) =
SLa(q).

Lemma 2.30. [AS76, 19.8, 19.9] Sei K = La,(q) oder Ug,(q) und o ein duflerer Au-
tomorphismus der Ordnung 2. Dann ist fiir alle Involutionen x € o K der Zentralisator
Ck (z) isomorph zu einer Untergruppe von Sa,(q)
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Lemma 2.31. [GLS98, 4.10.6] Sei K vom Lie-Typ iiber F,., r ungerade, und K sei
nicht vom Typ A1, Ao, 2A5,3Dy, Go oder 2Go. Weiter sei So € Syly(K). Dann existiert
ein k > 1 und zu SLa(r) isomorphe Untergruppen Ay, ..., Ay < K, fir die gilt:

o [Aj, Ajl=1firi#j
o SoNA; e Sle(Al)

e FEs existiert ein t € Sy, welches zwei der A; miteinander vertauscht

Lemma 2.32. [GLS98, 4.10.5] Es sei r eine ungerade Primzahlpotenz. Ist K = Lo(r),
Ls(r), Us(r), so ist ma(K) = 2; ist K = Ga(r),?Dy(r),?Ga(r), so ist mao(K) = 3.
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3. Identifizierung der grofien
Untergruppen

Wir setzen von nun an das Setup 1.7 voraus. Es ist K also eine Gruppe vom Lie-
Typ iiber dem Korper F,, wobei ¢ = 27 fiir ein f € N ist. Wir setzen Sy := SN K €
Syly(K) und wéhlen ein Wurzelsystem ¥ mit Fundamentalsystem II fiir K, das zu dieser
Sylowuntergruppe wie im vorherigen Paragraphen beschrieben korrespondiert.

Wir wollen die Gruppe C, also den Normalisator der grofien Untergruppe @, iden-
tifizieren. Um Informationen iiber die Struktur von C' zu gewinnen, ist es sinnvoll,
zunéchst den Teil von C' zu identifizieren, der in der uns bekannten Gruppe H liegt.
Da Z(S) < Ca(Q) = Z(Q) ist, folgt Ng(Z(S)) < C und somit ist C' eine Parabolische
Untergruppe von G. Wir wollen nun zeigen, dass C' N K auch eine Lie-Parabolische in
K ist und auf diesem Wege die Gruppe @ identifizieren.

Zunéchst ist es von Interesse, welche Gruppen iiberhaupt fiir K in Frage kommen. Nach
Voraussetzung hat K mindestens den Lie-Rang 2 und zudem ist Ck(z) fiir kein z €
Z(S)? auflosbar. Folgende Fille miissen damit nicht betrachtet werden:

Lemma 3.1. K ist nicht isomorph zu einer der folgenden Gruppen:
La(q), Ls(q), Us(q), *Ba(q), *F4(2)’, S4(q)’, G2(2)', La(2), Us(2), Us(2), Q5 (2).

Beweis: Die Gruppen Lz (q), Us(q) und ?Bs(q) haben Lie-Rang 1 und werden nach un-
serem Setup nicht betrachtet. Fiir K 2 2F4(2)’, G2(2)’, S4(2) sind nach [CCN*85] alle
Parabolischen von K auflésbar. In den verbliebenen Gruppen Ls(q), S4(q), La(2), Uy(2),
Us(2) und Qg (2) existiert ein x € Z(Sp)#, das unter allen dufieren Automorphismen
von K invariant ist. Damit ist + € Z(S) und Cg(x) muss in einer Lie-parabolischen
Untergruppe liegen, welche unter allen Graphautomorphismen invariant ist und zudem
Ng(Z(Sp)) enthilt. Allerdings ist eine solche Parabolische nach Lemma 2.8 in allen
Fallen auflosbar.

O

Wie wir in 2.11 gesehen haben, ist O2(Ng(Z(Sp))) ein Beispiel fiir eine grofle Unter-
gruppe in H und es wird sich zeigen, dass dies zumeist die einzige grofle Untergruppe in
H ist. Dazu setzen wir R := Z(Sp) und es sei Ng(R) = QoLoT mit Qo = O2(Nk(R)),
wobei Qg und Ly wie in Tabelle 2.1 sind und T' < Nk (Sp) eine Cartan-Untergruppe ist.

Lemma 3.2. Fsist Q < K

Beweis: Sei g € Q\K, dann lisst sich g schreiben als g = ydpo, wobei y € K ist und §
ein Diagonal-, ¢ ein Koérper- und g ein Graphautomorphismus. Da gK in H/K gerade
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Ordnung hat, ist pp # 1. Dabei normalisieren ¢ und ¢ alle Wurzeluntergruppen von K
und ¢ permutiert zwar die Wurzeluntergruppen, lisst dabei aber in jedem Fall R und
Ly fest. Da auch g € Ng(R) ist, folgt y € Ng(R) = QoLoT und somit kann y nur innere
oder Diagonalautomorphismen auf LoQo/Qo induzieren.

In allen Féllen gilt Z(S) < Z(Sp) und so folgt QoLy < Ck(R) < Ce(Z(S)) < C, d.h.
QoLg operiert auf Q. Somit ist Nx(R) N Q < Qo und es ergibt sich

[9, LoQo] < Q N LoQo < Qo.

Also operiert g trivial auf LoQo/Qo.
Ist ¢ # 1, so kann ¢ nur dann trivial auf Lo sein, wenn ¢ die Ordnung 2 hat, K eine
getwistete Gruppe ist und Ly nur von langen Wurzeluntergruppen erzeugt wird — dies
tritt im Fall K = Uy(q) auf.
Ist 0 # 1, so ist ¢ nur im Fall K = L4(q) trivial auf Ly — in allen anderen Féllen operiert
o als Graphautomorphismus auf Ly bzw. einer Komponente von Lg.
Fiir K % L4(q), Us(q) operiert also dpp nicht trivial als duflerer Automorphismus gerader
Ordnung auf LoQo/Qo. Dann kann aber y nicht nur innere und Diagonalautomorphismen
induzieren, ein Widerspruch.
Sei also K = L4(g) mit ¢ > 2 und ¢ # 1. Zudem koénnen wir ¢ = 1 annehmen, d.h. Q
induziert keine Kérperautomorphismen und somit Z(Q) = Z(Sy), bzw. Ng(R) < CNK.
Weiterhin gibt es nach 2.10 keine &ufileren Diagonalautomorphismen auf L4(g) und es
folgt 6 = 1. Da ¢ > 2 ist, ist die Cartan-Untergruppe nicht trivial, und ¢ operiert nicht
trivial auf Nx(R)/QoLo = F; x F;. Allerdings ist [g, Nk (R)] < Q N Ng(R) < Qo; ein
Widerspruch
Nun sei K = Uy(q), dann gibt es keine dufleren Diagonal- oder Graphautomorphismen
und g = yp. Da ¢? = 1 und R eine lange Wurzeluntergruppe ist, ist ¢ € Cq(R). Weiter
ist Ng(R)/QoLo = IFZQ und ¢ operiert nicht trivial auf dieser Gruppe. Andererseits
ist [Nk (R),g] < [Nk(R),y][Nk(R), 9]’ < Ck(R) und da Ck(R) < C(Z(Q)) < C ist,
folgt [Ck(R), 9] < Ck(R)NQ < Qo. Weil g teilerfremd auf Ni(R)/LoQo operiert, ergibt
sich auch hier ein Widerspruch.

O

Damit ist Q) auch eine grofle Untergruppe in K. Das heif3t, wir kénnen die Gruppen vom
Lie-Typ ausschlielen, welche keine grofle Untergruppen besitzen.

Lemma 3.3. K ist nicht isomorph zu Sa,(q) oder Fu(q).

Beweis: In beiden Fallen besteht das Zentrum einer 2-Sylowgruppe von K aus zwei
Wurzeluntergruppen, d.h. Z(Sp) = (X1, X3). Da @ gro8 ist, folgt Ng(X;) < C N K fiir
i € {1,2}. Die Normalisatoren dieser beiden Wurzeluntergruppen sind aber jeweils ver-
schiedene maximal Lie-Parabolische in K, mit (Ng(X1), Nk (X2)) = K. Widerspruch.
O
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Lemma 3.4. C N K st eine Lie-Parabolische in K mit O2(C N K) = Q. Dabei ist
entweder CNK = Nk (R) oder K = Ly, (q) und CNK ist eine maximal Lie-Parabolische.
Wohlgemerkt kann auch fir K = L, (q) der erste Fall auftreten.

Beweis: Esist Q < K,d.h. R = Z(S)) < Cq(Q) = Z(Q) und somit Ng(R) < CNK. Also
enthilt CNK eine Borel-Untergruppe von K und ist demnach auch eine Lie-Parabolische.
Zuniichst sei K % L, (q),%F4(q), dann ist N (R) eine maximal Lie-Parabolische und es
folgt C N K = Ng(R) sowie @ < Q. Nun ist R < < Qo und nach Lemma 2.8 ist
Qo/R ein irreduzibler F,Lg- bzw. F,2 Lo-Modul. Zudem kann der Modul Qg /R nur fir
den Fall K = Gy(4) auch iiber einem kleineren Korper als in Tabelle 2.1 angegeben
geschrieben werden kann. Ist also K 2 G2(4), so existieren nach Lemma 2.17 keine
echten Lo-invarianten Untergruppen von (QQp/R und es folgt Qp = Q.

Sei K = Gg(4) und R < @ < Qo, dann ist |Q] = 64. In 2.28 werden die Konjugier-
tenklassen von 2-Elementen in Ng (R) beschrieben und es zeigt sich, dass Q7 nur aus
Involutionen bestehen kann, weshalb () elementar abelsch ist. Nach 2.27 kann () dann
aber nicht normal in Nk (R) sein und deshalb muss auch in diesem Fall Q = Qo gelten
Fiir K 2 2F4(q) verwenden wir die Bezeichnungen und Kommutatorformeln aus 2.4 so-
wie die Beschreibung aus [GLS98, Example 3.2.5]. Hier korrespondiert C N K zur Wur-
zelmenge {as, a3}, d.h. Ly = 2Bs(q) und Qo = (Xs, ..., Xg). Dabei hat Z(Qo) = Y5 die
Ordnung ¢ und ist ein trivialer Lo-Modul. Weiterhin ist Z2(Qo) = Qo' = Y3X4Y5XsY5
elementar abelsch, hat die Ordnung ¢° und Z2(Qo)/Z(Qo) ein vierdimensionaler, ir-
reduzibler Lo-Modul. Schliellich ist Qo/Z2(Qo) ist eine nicht zerfallende Erweiterung
eines eindimensionalen trivialen Lp-Moduls mit einem vierdimensionalen, irreduziblen
Lo-Modul; dabei ist das volle Urbild des 1-dimensionalen Moduls gerade Cg,(Qo’) =
Qo' X5. Zudem existiert eine zweite Lie-Parabolische P, in K die zu {aq, a4} korrespon-
diert und fiir welche Z(O2(P,)) = Y3Y; < Qg gilt. Da P, £ C N K ist, muss auch
Z(02(P)) £ Z(Q) gelten und es bleibt Qo = @ als einzige Moglichkeit.

Sei nun K = L, (q). Esist Ng(R) < CNK und somit gilt wieder R < Q) < Qo. Allerdings
ist hier Qo = Q1Q2 und Ly = SL,,_2(q), wobei die Q;, i € {1,2}, elementar abelsch sind
und Q1/R ein natiirlicher Lo-Modul sowie Q2/R der dazu duale Modul ist. Wir kénnen
die Berechnungen dabei mit Matrizen der folgenden Form veranschaulichen:

1 Q1 R
Lo Q2
1

Ist Q@ = Qo, so folgt C N K = Ng(R). Wenn @ mit 1 oder Q9 iibereinstimmt, so
ist C N K = Ng(Q;) eine maximale Lie-Parabolische und die Behauptung folgt. Sei
also @ < Qo ein weiterer Normalteiler von Nk (R) und W := Q/R. Fir i € {1,2}
setzen wir V; := @;/R und wéhlen 0 # v; € V; mit v; +v2 € W. Nun ist Cr,(v1) ein
Punktstabilisator auf V7 und fiir n > 5 kann dies kein Punktstabilisator auf V5 sein,
weshalb ein g € Ly mit v{ = v; und v§ # v existiert. Dann ist aber 0 # [v2,g] =
[v1 + v2,g9] € W NV, = {0}, ein Widerspruch. Fiir n = 4 ist ¢ > 4 und sehen, dass das
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Element g = diag(a,a,a,a™3) € T mit 1 # o € [y trivial auf V3 und nicht trivial auf
V5 operiert, was ebenfalls einen Widerspruch erzeugt.
O

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir die Wurzelmenge zur Parabolischen C' N K
mit J bezeichnen. Mit unseren bisherigen Bezeichnungen ist also Q = @7, L = L; und
CNK=QLT.

Lemma 3.5. C ist treu auf V := Q/Q’.

Beweis: Sei x € Cc(V) ein 2'-Element. Dann operiert x auch trivial auf einem geeigneten
Nebenklassenvertretersystem von @' in Q. Weil Q' = ®(Q) ist, muss x dann auch trivial
auf @ sein, aber Cg(Q) < @, ein Widerspruch. Also ist Co (V) eine 2-Gruppe, und da
Q = 02(C) ist, folgt Cx(V) = 1.

O

Damit ist V also ein treuer C-Modul. In den folgenden Kapiteln wird es fiir uns von
Interesse sein, in welchen Féllen es in C eine Vierergruppe gibt, die quadratisch auf V'
operiert, d.h. wann eine elementar abelsche Gruppe X mit |X| = 4 existiert, fiir die
[V, X, X] =1 gilt.

Lemma 3.6. Ist K % Qg (q), ®Da(q) oder Ga(q), so existiert in L eine Vierergruppe,
die quadratisch auf V' operiert. Ist K & Q%n(q) mit n > 5, so kann diese Gruppe aus der
zZu QQin_4(q) isomorphen Komponente gewdhlt werden.

Beweis: Wir betrachten zundchst den ungetwisteten Fall und es seien I C J sowie 31, 82 €
Y mit hy(B;) = 0 und hy(B;) > hr(a*)/2 fiir i € {1,2}. Wihlen wir X < (Xg,, Xg,),
so ist X < L und mit den Kommutatorformeln gilt:

@, X] < (Xulhr(a) > hr(a”)/2) und [Q, X, X] < (X,|hr(a) > hr(a®)) = 1.

Es geniigt also, in den einzelnen Fallen I, 51, 52 anzugeben. Da wir |X| > 4 bendtigen,
muss fiir ¢ = 2 immer 51 # (o gelten, fiir ¢ > 2 geniigt 51 = .

o Fir K 2 L,(q) ist II ={aq,....,an—1} und J =11\ {a1} oder J =11\ {a1, n_1}.
— Fiir n > 5 setzen wir I = {as}, d.h. hi(a*) = 1 und wihlen 81 = ag,
P2 = ag + as.
— Ist n =4, so ist ¢ > 2 und wir setzen I = {az} und p; = f2 = ao.
o Fiir K2 QF (2)ist Il = {a1, ..., } mit J =TI\ {2}
— Fiir n > 5 setzen wir I = {an—2,an-1}, d.h. hr(a*) = 3 und wéhlen 5 =
ap—2+ap_1, B2 = ap_2+ ap_1+ .
— Ist n =4, so ist ¢ > 2 und wir setzen I = {a3} und p; = f2 = a3.

Insbesondere liegt X jeweils in der zu Q3 _,(q) isomorphen Komponente von L.
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o Fiir K = Eg(q) ist Il = {aq,...,a6} und J =1I'\ {aa}. Wir setzen I = {a;}, d.h.
hr(a*) =1 und wéhlen 81 = a1 +ag+ ...+ ag, fo=a1 +az+ ...+ as

o Fir K =2 E7(q) ist Il = {aq,...,ar} und J =1I'\ {a;}. Wir setzen I = {ar}, d.h.
hr(a*) = 1, und wihlen 51 = ag + ag + 2a4 + 205 + 206 + a7, P2 = ag + as +
204 + 205 + ag + 7.

o Fiir K = Eg(q) ist II = {a1,...,as} und J = I \ {ag}. Wir setzen I = {as},
d.h. hy(a*) = 3, und wihlen 81 = 2aq + 2a9 + 3as + 4ay + 3as + 206 + a7,
B2 = a1 + 209 + 3as + day + 3as + 206 + 7.

Sei K also getwistet und wir bezeichnen mit 7 die entsprechende Symmetrie von 3.
Ahnlich wie oben wéhlen wir I C J und X < (X,|hr(a) > hr(a*)/2) N L, womit sich
@, X, X] =1 ergibt.

e Sei K 2U,(q),dh. I ={a,....,an—1} und J = {ag, ...,an_2}.

— Fiir K 2 Uy(q) ist ¢ > 4 und wir wihlen I = J und X < X,, = Xa, N K.

— Fiir K = Us(q) ist ¢ > 4 und die einzige Wurzelgruppe von L hat Typ 2.2d).
Wir wihlen I = J und X < Z(Xas+as) = Xastas N K.

— Fir K =2 U, (¢) mit n > 6 wihlen wir [ = J und 8 = a3 + ... + ay—3, dann
ist X3 = X3X - NK vom Typ 2.2b). Wir sehen h;(8) = hj(87) =n—4 und
hj(a*) =n—3<2-h;(B), weshalb wir X < Xg geeignet wihlen konnen.

o Fiir K =Q, (q),n>5,ist I ={ay,...,a,} und J =1I'\ {an}.

— Ist K = Qj,(q), so enthélt L eine zu Uy(g) isomorphe Untergruppe und V ist
Summe zweier zugehoriger natiirlicher Moduln. Allerdings haben wir schon
im Fall K = Ug(q) gesehen, dass Uy(g) eine auf dem natiirlichen Modul
quadratisch operierende Vierergruppe enthélt.

— Fir K = Q;, (¢) mit n > 6 wihlen wir I = {as, ..., a,} sowie 81 = a3 +2a4+
v 2000+ ap_1Fag, B = as+ayg+2as... + 204, 9 + a1 + @y Dann sind
Xg, = Xp, N K vom Typ 2.2a) und hr(B;) > 2n — 8 sowie hy(a*) =2n —6 <
2h(B;). Die Behauptung ist also fiir eine beliebige Vierergruppe in X3, Xg,
erfiillt.

Insbesondere liegt X jeweils in der zu €, _,(q) isomorphen Komponente von L.

e Im Fall K = 2E4(q) ist II = {a1,...,a6} und J = I1\ {az}. Sei f1 = a1 + a3z +
.. +ag und o = ag + ... + ag, dann ist Xz vom Typ 2.2a), X, vom Typ
2.2b) und h;(B1) =5, hy(f2) = 4. Wir wahlen nun 1 # x; € Xg, fiir i € {1,2}. Da
Involutionen quadratisch operieren, gilt [V, z;, z;] = 1 und zudem ist [Q, z;, x2—;] <
(Xalhj(a) > 9). Aber hj(a*) = 7 und somit ist [Q, z;, z2—;] = 1, d.h. X := (x1, x2)
ist quadratisch auf V.

e Fiir K = 2F,(q) verwenden wir die Kommutatorformeln aus 2.4 und die Informa-
tionen aus dem Beweis von 3.4. Dabei ist Y7 < X; € Syly(L) und Q = Xa...X5s.
Wir sehen nun [Q, V1] < X3X4X5XsY7 und [Q,Y7,Y7] < YV3X,Y; < @', weshalb Yy
quadratisch auf V' operiert.

O]
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4. Einbettungen

In den folgenden Kapiteln wird der Fall auftreten, dass das Levi-Komplement LQ/Q in
einer Komponente von C'/Q liegt. Wir werden nun untersuchen, wann LQ/Q iiberhaupt
in einer grofleren quasieinfachen Gruppe liegen kann. Dazu nutzen wir insbesondere die
Ko-Eigenschaft von G — dass also eine Komponente von C'/Q eine bekannte quasieinfache
Gruppe sein muss.

Aus Griinden der Lesbarkeit verwenden wir in diesem Paragraphen eine eigensténdige
Notation, die zwar an die Bezeichnungen aus der Generalvoraussetzung erinnert, aber
trotzdem davon unabhéngig sein soll.

Setup 4.1. Sei F' eine bekannte quasieinfache Gruppe und L < F' sei isomorph zu

SLn(q), SUn(q), SLa(q) x Q5,(q), ©3,,(a), Er(g) oder *Ba(q)

mit n > 2 und q = 27 fiir ein f € N. Zudem nehmen wir an, dass L nicht auflisbar ist.
Weiter seien So € Syly(L) und S € Syly(F') mit So < S und S < Np(L). Dabei sei S/ Sy
abelsch mit |S : So| < 2f, bzw. S = Sy im Fall L = %Bs(q).

Insbesondere gilt in allen Fillen die Abschitzung |S : Sp| < g.
Fiir alle Gruppen X < F setzen wir X := XZ(F)/Z(F).

Lemma 4.2. Sei F vom Lie-Typ in gerader Charakteristik, dann ist F = L.

Beweis: Da LS eine 2-Sylowgruppe von F enthiilt, ist LS nach Lemma 2.6 normal in einer
Lie-Parabolischen P < F'. Insbesondere muss P also eine quasieinfache, normale Unter-
gruppe enthalten. Aber nach Lemma 2.5 haben alle nicht trivialen Lie-Parabolischen
von F Charakteristik 2 und es folgt P = F = L sowie L = F.

O

Lemma 4.3. Fir f,n € N, n>2, ¢:=2/ und (n,q) € {(2,2),(3,2), (4,2),(2,4),(2,8)}
n(n—1)

gilt g 2z Tl <29

n71_2

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass 2f/("=1) —2 > ¢ <@ + 1) ist. Wir verwenden, dass

fiir z > 4 immer 2% > g2 gilt.
Zunichst sei f =1, d.h. wir kénnen n > 5 annehmen und es ist:

2"*1—22(n—1)2—2:%(n—1)+(g—l) (n—l)—2>g(n—1)+1.
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Fiir n = 2 kénnen wir f > 4 voraussetzen und die Behauptung reduziert sich zu 2/ —2 >
2f, was aber offensichtlich korrekt ist. Schlussendlich reicht es also anzunehmen, dass
f > 2 und n > 3 ist, womit insbesondere f(n — 1) > 4 folgt. Dann ist

2/ —2> Pn—-1)? 2> f(n - 1)* + f(n - 1)* 2> f%(n—le-
g

Lemma 4.4. Ist F = A,,, m € N, dann ist F = L oder (L, F) ist eines der Paare
(Ls(2), A7), (L2(4), A7), (La(2), Ag), (La(2), A1), (La(2), A1).

Beweis: Mit Lemma 2.21 gilt fiir den minimalen Grad einer Permutationsdarstellung
von L immer m > p(L/Z(L)) und wir erhalten einige Abschitzungen fiir m, die wir
im weiteren Verlauf ohne Zitat verwenden werden. Weiterhin benutzen wir 2.24 fiir den
2-Anteil der Ordnung von Gruppen vom Lie-Typ sowie die Formel |Agn|o = 22" 72 fiir
die alternierenden Gruppen.

Sei L 22 SL,(q) oder SU,(q), dann ist m > ¢"~!. Nun ist aber |S| < ¢"(»~D/2. f.2 <
¢ =D/2 - Andererseits ist S| > [Ap |2 > | Agn-1)l2 = 2¢""'~2 und wir erhalten mit
4.3 einen Widerspruch bis auf die dort angefiihrten Ausnahmen.

e Die Fille L = SL2(2) oder SU3(2) treten nicht auf, da L nicht auflosbar sein soll.

e Fiir L = SL3(2) ist |So| = 2% und |S| < 2% Da 7 die Ordnung von L teilt, kommt
nur F = A7 in Frage.

o Fiir L 22 SLy(2) = Ag ist |S| < 27 und es kann F = Ag, Ag, Ajg, A1 sein.
e Fiir L =2 SU4(2) ist ebenfalls |S| < 27, aber m > p(L) > 16; ein Widerspruch.

o Fiir L = SLp(4) = As ist |S| < 2% und somit kommt nur F = Aj, Ag, A7 in
Frage. Aber in Ag wird eine Ay nicht von einer 2-Sylowgruppe normalisiert und
F = As, Ay liefert jeweils die Behauptung.

e Fiir L = SLy(8) ist |S| < 2%, d.h. m < 7. Aber SLy(8) kann nicht in einer A;
enthalten sein und somit tritt auch dieser Fall nicht auf.

Ist L = SLy(q) XQécn(q) oder Q;tn (q), so folgt fiir n > 4, dass eine Permutationsdarstellung
mindestens den Grad ¢?"~2 < m haben muss und wir erhalten wieder den Widerspruch
mit 4.3, denn es ist

)n—l

n(n— n(n—1) _
9] <q-q"" Vg =(®) "7 <202 = Ay < Al = |S].

Fiir n = 3 ist L = SLa(q) x SL4(q) oder SLa(q) x SU4(g) und somit hat die Permuta-
tionsdarstellung von L mindestens den Grad ¢3. Zudem ist |S| < |So| - ¢ = ¢®, was uns
fiir ¢ > 2 den Widerspruch [S| > [Ap|2 > |Agsyl2 = 29°=2 > ¢® bringt. Im Fall ¢ = 2
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ist 27 = |L|y < |F|p und |S| < 28, was nur fiir m € {10,11} und S = Sy sein kann.
Allerdings ist |Z(Sp)| = 4, wohingegen in Ajp und A;; das Zentrum einer 2-Sylowgruppe
die Ordnung 2 hat. Ist n = 2, so ist L = SLa(q) x SLa(q), SLa(g) x SLa(q) x SLa(g) oder
SLa(q) x SLa(g?), d.h. So und S/Sy sind abelsch. Dann hat S eine abelsche Kommuta-
torgruppe und wir sehen, dass dies nur in A,, mit m < 9 auftreten kann. Demnach ist
|S| < 25 und mit 2.26 gilt mo(S) < 4. Fiir ¢ = 2 ist |S| < 2%, d.h. m < 7 und es bleibt
nur noch der Fall L = Y3 x A5 zu betrachten. Eine solche Untergruppe existiert in einer
A7 aber nicht. Ist ¢ > 4, so gilt ma(Sp) < 4 nur fiir A5 x As und wir sehen, dass diese
Gruppe nicht in Ag eingebettet werden kann.
Fiir L =2 ?By(q) ist S = Sp von der Nilpotenzklasse 2 (vgl. 2.2) und somit muss m < 7
sein, d.h. |S| < 2. Andererseits ist L fiir ¢ = 2 auflésbar und fiir ¢ > 8 ist | L]y > 2°.
Fiir L = E7(q) ist |S] < ¢%, wohingegen eine Permutationsdarstellung mindestens den
Grad ¢'° haben muss (E7(g) enthilt eine Q,(g)). Aber es kann natiirlich nie ¢%* > | S| >
‘A(q10)|2 = 2q10—2 sein.

O

Lemma 4.5. Sei L = SLa(q) und S/So sei treu auf L oder L = SLa(q) x SLa(¢?) und
S/Sy sei treu auf SLa(q?). Dann ist F = L oder einer der folgenden Fille tritt auf:

a) L = As und F ist isomorph zu Az, 3-A7 oder F = La(r) fiir ein ungerades r.
Operiert F treu auf einem 8-dimensionalen Fo-Modul, dann ist F' % La(r) fir
r>>5und F 2 3-A7.

b) L= Lsy(8) und F = 2Go(32%TY) mit a > 2.

Beweis: Der Fall dass F' vom Lie-Typ in gerader Charakteristik oder alternierend ist,
tritt nach den vorangegangenen Lemmas nur fir F = L oder F = A; auf. Da S/S
treu auf L operiert, hat Z(F) ungerade Ordnung und mit 2.26 kann fiir F = A; nur
|Z(F)] = 1 oder 3 sein. Sei F nun sporadisch. Fiir L = SLy(q) ist m2(S) > f und
|S| < 2f - f. Fiir L = SLy(q) x SLa(q?) ist ma(S) > 3f und |S| < 23/ - 2f. Ein Vergleich
mit Lemma 2.25 ergibt, dass nur F' = J; sein kann. Dann ist L = X3 x A5, SLa(8), aber
in beiden Fillen teilt 32 die Ordnung von L und Z(L) = 1, wohingegen |F|3 = 3 ist.
Sei F' nun vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik. Wir betrachten dafiir zunichst
Gruppen mit kleinem Lie-Rang aus Lemma 2.32. Ist F' = Ly(7), so ist S eine Dieder-
gruppe und hat Rang 2. Nun ist Sy elementar abelsch von der Ordnung g oder ¢ und
somit kann nur L = As auftreten. Fiir F = L3(r), Uz(r) ist ma(S) = 2 und |S| > 24, fiir
F =2 Go(r),3Dy(r) ist ma(S) = 3 und |S| > 2. Dies kann mit den gleichen Argumenten
wie im sporadischen Fall nicht auftreten. Ist F' =2 2Gg(3%¢11), so ist |S| = 23 abelsch,
d.h. L =2 33 x As, Lo(8). Allerdings ist | F| teilerfremd zu 5 und es ergibt sich L = Ly(8).
Fiir a = 1 ist zudem 2G(3)" = La(8).

In den iibrigen Fillen besitzt F nach Lemma 2.31 mindestens zwei zu SLa(r) isomorphe,
kommutierende Untergruppen mit 2-Sylowgruppen 717,75 < S, sowie ein ¢t € S mit
Ty! = Ty. Nun sind die T} Quaternionengruppen mit 73 N7y < Z(T}1) und somit ist S’
nicht abelsch. Aber Sy und S/Sp sind hier immer abelsch; ein Widerspruch.
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Sei nun L = As und F 2 Ly(r) mit > 5 und F < GLg(2). Es ist |GLg(2)| = 2% -
3%-52.72.17-31- 127 und die Primzahlpotenz r muss in dieser Zerlegung auftreten.
Weiterhin ist |(r — 1)r(r +1)/2|2 = |S] <8, d.h. 7 # £1 (mod 16) und auBerdem muss
5 die Ordnung von F teilen, also » = 0,1, —1 (mod 5). Damit kommen nur » = 9 oder
25 in Frage, aber Ly(9) = Ag wurde bereits in 4.4 ausgeschlossen und |L2(25)| teilt nicht
|GLg(2)|. Auch 3-A7 kann nach [JLPW95] nicht treu auf einem Modul der Ordnung 2%
operieren.

O]

Lemma 4.6. Sei nun V ein treuer, irreduzibler F-Modul iber Fo und in Sy existiere
eine Vierergruppe, die quadratisch auf V ist. Dann ist F = L oder (L, F) ist eines der
folgenden Paare:

L|L3(2) L3(2) A5 As Ag Ag  Ag
F‘ A7 3-A; A 3-A; Ay A Ann

Beweis: Ist F vom Lie-Typ, so folgt F' = L mit 4.2. Falls F eine alternierende Gruppe ist,
so erhalten wir die Félle aus 4.4. Dabei liefert ein Vergleich des jeweiligen 2-Rangs, dass
Z(F) ungerade Ordnung haben muss und es ergeben sich die Félle aus der Behauptung.
Wir verwenden im Folgenden Informationen {iber maximale Untergruppen aus [CCNT85].
Da F' quadratisch auf V operiert, konnen wir die Klassifikation der quadratischen Mo-
duln fiir sporadische Gruppen und Gruppen vom Lie-Typ in ungerader Charakteristik
aus [MS90a] und [MS90b] zitieren. Demnach ist F' entweder isomorph zu Lg(9) & Ag,
was wir in 4.4 bereits ausgeschlossen haben, oder zu einer der folgenden Gruppen:

r |F| me(F) F | |F| | ma(F)
M, 26.33.5.11 3 Coo 218.36.5%.7.11.23 10
Moo 27.32.5.7-11 4 Coy 221.39.5%.72.11-13-23 11
Moy | 210.33.5.7-11-23 6 Us(3) 25.3%.7 2
Jo 27.3%.52.7 4 Uy (3) 27.36.5.7 4
Suz | 213.37.52.7.11-13 6

Dabei hat Z(F') in allen Féllen ungerade Ordnung. Die 2-Rénge der sporadischen Grup-
pen stammen aus 2.25, fiir Us(3) = Go(2)' folgt der 2-Rang mit 2.24 und U4(3) hat
eine Uy(2) als Untergruppe, womit der 2-Rang mindestens 4 ist, andererseits ist er nach
Lemma 2.20 auch hochstens 4.

Sei L = L,,(q). Wir finden zuniichst in folgenden Gruppen Primteiler, die bei keiner der
fiir F' moglichen Gruppen auftreten:

31|[L5(2)], 17|[La(4)], 73|[La(8)l, 17|[Ls(2Y)], 31[|Ls(2°)[, 19][L3(2%)], 127|[L3(2")]

Fiir ¢ > 27 ist |S| > 22! und somit bleiben fiir L nur noch die Moglichkeiten L3(2), L3(4)
und Ly(2) iibrig. Dabei scheidet L3(2) aus, da dann |S| < 2% gelten miisste, aber in allen
Fillen ist |F|a > 2°. Sei also L = L3(4) oder Ly(2), d.h. |[L| = 26.32.5.7. Dann ist
|S| < 28 und somit F = Myy, Mas, Jo, Uy(3). Dabei kann Mjs aus Ordnungsgriinden L
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nicht enthalten und die maximalen Untergruppen von J; sind allesamt kleiner als 20160.
Die Gruppen Msy und Uy(3) enthalten keine L4(2) aber jeweils eine L3(4) als maximale
Untergruppe — allerdings wird diese dann nicht mehr von einer vollen 2-Sylowgruppe
normalisiert.

Sei nun L =2 U, (¢q). Dann schlieen wir analog zu oben folgende Gruppen aus:

43|[U7(2)], 17|[U4(4)], 19][U5(8)|, 17|[Us(29)], 31||U5(2°)], 37|[U3(2%)], 127|[U3(2")|

Da Us(2) auflésbar ist, bleiben noch vier Fille zu betrachten. Fiir L = Usz(4) oder Uy(2)
kommt angesichts der Ordnung von S wieder F' = Mig, Moy, Jo Uy(3) in Frage. Aus
Ordnungsgriinden ist die einzig mégliche Kombination, dass U4(2) in einer Uy(3) enthal-
ten ist, aber diese Untergruppe wird dann wieder nicht von einer vollen 2-Sylowgruppe
normalisiert. Im Fall L = Us(2) ist |Sp| = 2!° und es kommt nur F = My, in Fra-
ge.Aber dann teilt 3% die Ordnung von L, nicht aber die von Myy. Fiir L = Ug(2) ist
215 < |8| < 216 was fiir F' nicht auftreten kann.
Sei L =2 QF (g) oder SLa(q) x Q4,(¢) mit n > 2. Den Fall n > 5 schlieBen wir durch den
Primfaktor 17 in der Ordnung von 55(2) aus. Fiir n = 4 und ¢ = 2 ist 213 < |S| < 214,
d.h. F = Suz, aber nach [CCN*85] kann Suz keine Q2 (2) enthalten. Ist dagegen ¢ > 2,
so ist [Sp| > 226 > |F|y. Im Fall n = 3 miissen wir nur noch L = SLs(q) x Q(q)
betrachten. Fiir ¢ = 2 kann nur |S| = |Sg| = 27 sein, weshalb auch ma(S) = m2(Sp) = 3
sein muss, was aber in der Tabelle nicht auftritt. Fiir ¢ > 4 enthélt L eine der Gruppen
L4(q), Us(q) die wir oben aufgrund der Primteiler bereits ausgeschlossen hatten. Ist
schlieBlich n = 2, so ist Sy elementar abelsch mit |Sy| > ¢2. Da |S : Sp| < q ist, d.h.
|So|3/2 > |8, folgt 23m2(5)/2 > |§|. Dies tritt aber bei keiner der Gruppen in der Tabelle
auf.
Sei zuletzt L = 2By(q). Fiir ¢ = 8 ist |S| = |So| = 2% und es kommt nur F' = M, in
Frage, aber dann teilt 13 die Ordnung von L, nicht aber die von F. Fiir ¢ = 2°, 27, 2°
erhalten wir durch die Primteiler 31, 127 bzw. 73 einen Widerspruch. Ist ¢ > 22, so wird
die Ordnung von Sy zu groB fiir F.

0
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5. Operation auf nilpotenten
Normalteilern

Wir schliefen hier an die Bezeichnungen aus Paragraph 3 an. Insbesondere gelte das
Setup 1.7. Wie wir in 3.5 gesehen haben, ist C'//Q immer treu auf dem Modul V := Q/Q’,
wodurch die Grofle von C'/Q nach oben beschrinkt ist. In diesem Paragraphen schreiben
wir fiir alle Untergruppen X < C immer X := XQ/Q.

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass C' Komponenten hat. Das ist gleichbedeutend
damit, dass C(F(C)) nicht nilpotent ist, weshalb wir zeigen werden, dass die Kompo-
nenten von L auf F'(C) trivial sind. In Tabelle 5.1 geben wir dazu eine Ubersicht der zu
untersuchenden Fille und der jeweiligen Operation von L auf V.

Lemma 5.1. Sei ¢ > 2 und K % Qg (q), G2(q),*D4(q). Dann ist [E(L), F(C)] = 1.

Beweis: Es sei O,(C) # 1 fiir eine ungerade Primzahl p und L; sei eine Komponente
von L mit [O,(C),L;] # 1. Insbesondere liegt der Kern der Operation von L; auf
O,(C) in Z(Ly), hat also ungerade Ordnung. Nach Voraussetzung ist K ungetwistet
oder K 2 Q5 (q) (n >5),Upn(q) (n > 4),%E¢(q), ?Fa(g) und wir sehen, dass L; in allen
Fillen eine Wurzeluntergruppe vom Typ 2.2a), d) oder f) enthilt. Sei X das Zentrum
einer solchen Wurzelgruppe. Dann ist X abelsch von der Ordnung ¢, operiert treu auf
O,(C) und ist nach 2.9 eine TI-Menge in K. Wir wihlen nun € X#. Dann operiert
X auf Cg(z). Da Cg(x) ein Element in X festlisst, gilt Co(z) < Ng(X). Dann ist
[Co(z),X] < QN X =1 und wir sehen Cg(z1) = Cg(x2) fiir alle z1, 29 € X7,
Nach Thompsons Diedergruppenlemma (siehe [GLS94, 24.1]) existiert eine Untergruppe
P < 0,(C) derart, dass X - P = (z1,71) X ... X (x,rf) ist, wobei 21, ..., s Erzeuger von
X sowierq, ..., 7 7€ P Elemente der Ordnung p sind und (x;, 7;) jeweils eine Diedergruppe
der Ordnung 2p ist.
Es ist [ri,z2] = 1 und somit operiert 1 auf Cg(z2) = Cg(x1). Sei nun g € Cg(xy).
Dann ist gt - gtTL = (™)1 = ¢"t und da die Ordnung von 71 ungerade ist, ist
[r1,Cg(x2)] = 1. Nach Thompsons P x Q-Lemma (siehe [GLS94, 11.7]) folgt [r1,Q] =1,
was aber im Widerspruch zu Cg(Q) < @ steht.

O

Lemma 5.2. Ist ¢ =2, so ist [E(L), F(C)] = 1.

Beuweis: Setze Ly := E(L). Dann ist Ly & Q3 ,(2) fir K = Q5 (2) und L; = L in allen
anderen Féllen. Fiir eine Primzahl p > 2 sei P eine Li-invariante, elementar abelsche
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K L \4 V =Q/Q" als L-Modul
Ln(q), n >4 SLy-1(q) g b Vinat

7 , N > 4 SLan(Q) q2(n—2) Vnat S Vrikat
UTL(q)’ n=4 SUN—Q(Q) q2(n72) Vhat
,(a), n =25 | SLa(q) x g, 5 (@) | ¢""? Vaat ® Vaat
Qy,(q), n >4 | SLa(q) x Q;(n 2)(‘]) g*n=2) Viat ® Vhat
Qg_(q% q> 2 L2<q) X L2<q) X LQ(q) q8 Vnat ® Vnat ® Vnat
Es(q) SLs(q) q*° A3 (Vaat)
E7(q) QE (9) q? halb-spin
Es(q) E7(q) ¢*° V(A1)
Ga(q), ¢ > 2 SLa(q) ¢! Vaat © Vi)
*Es(q) SUs(q) 7* A3 (Viat)
Da(q) SLa(g%) ¢ Vias @ V.9 @ @)
’Fu(q), ¢ > 2 Bs(q ¢ Viriv * Vina

Tabelle 5.1.: Struktur des Levi-Komplements und des 2-Radikals von C' N K

p-Untergruppe von C' mit [P, L1] # 1 und wir nehmen an, dass P minimal beziiglich
dieser Eigenschaft ist. Setzen wir Vi := [V, P, ], so ist Cy; (P) = 1 und P ist treu auf V;.
Nach Lemma 2.16 existiert eine Hyperebene 1 # Eg < P mit 1 # Cy, (Ep) # V1. Dabei
kann L; nicht trivial auf Eg sein und aufgrund der Minimalitit von P ist Ey auch
nicht Lj-invariant. Wir setzen ' = {Eo lg € L1}. Dann ist [I'| > 1 und mit 2.16 folgt
[V| > |Vi| > |T'| - |Cy, (Ep)|. Da P nicht trivial auf Cy, (Ey) ist, ist |Cy, (Eo)| > 4 und
somit |'| < dimp,(V)/2. Nun operiert L; als nicht triviale Permutationsgruppe auf T,
d.h. p(L1/Z(Ly)) < |T|, was mit Lemma 2.21 die folgenden Widerspriiche erzeugt:

o Fiir K =23Dy(2) ist p(La(8)) > 8 > 4 = dimp, (V) /2

o Fiir K = Eg(2),2E6(2) ist p(Lg(2)) > 25 > 10 bzw. p(Ug(2)) > 2° > 10

o Fiir K = E7(2) ist p(Q1,(2)) > 28 > 16

o Fiir K = Eg(2 )1stp(E7 2)) > p(L7(2)) > 26 > 28

e Im linearen Fall ist Ly = SL,,(2) mit m > 3 und V hat hochstens Dimension 2m,
womit sich der Widerspruch p(Ly,(2)) > 2™~ > m > dimg, (V)/2 ergibt

o Ist K 2 U, (2), soist n > 6 und p(U,_2(2)) > 2""2 > n — 2 = dimp, (V)/2

o Fiir K = Qg (2) ist p(La(4)) =5 > 4 = dimy, (V) /2

o Fiir K = QF(2) ist p(QF(2)) > 8 > 6 = dimp, V/2

e Fiir K = Q3 (2) mit n > 5 ist p(F, ,(2)) > 2> 6> 2n —4 = dim V/2

Insbesondere ist L; also trivial auf den minimalen p-Normalteilern in C. In den Fillen
K = 3Dy4(2), E¢(2), 2E¢(2), E7(2), Es(2) ist V nach 2.8 ein absolut irreduzibler FoL-
Modul und mit 2.19 folgt C~(L1) = 1. Auch fiir K = L,(2) mit n > 5 ist V entweder ab-
solut irreduzibel oder Summe zweier nicht isomorpher, absolut irreduzibler Fy L1-Moduln
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und wieder ist Cz(Lq) = 1. In diesen Féllen ist demnach O,(C) =1 fiir alle p > 2 und
es folgt die Behauptung.

Ist K = U,(2), so ist V ein absolut irreduzibler F4L;-Modul und somit ist Cx(L1) <
Zs. Fir K = Qf (2) ist V die Summe zweier isomorpher FoL;-Moduln und es folgt
Ca(L1) < ¥3. In diesen beiden Fillen ist also O,(C) = 1 fiir alle p > 3. Angenommen
[03( ), L1] # 1, dann ist [Coy (f1)| = 3 und |O3(C)| > 3. Wir wihlen P; als vol-
les Urbild einer minimalen L;- 1nvarianten Untergruppe in O3(C)/ Coy (P (L1). Dann ist

[P1,L1] # 1 und da Py nach obiger Argumentation nicht elementar abelsch sein kann,
muss P; extraspeziell der Ordnung 372" fiir ein k& € N sein. Weil eine treue Darstellung
von P in teilerfremder Charakteristik mindestens den Grad 3* hat (vgl. [Asc93, 34.9]),
ist 3% < dimp, (V). Wir bezeichnen den minimalen Grad einer treuen projektiven Dar-
stellung von Lj in Charakteristik 3 mit R3(L1). Da L1/Z(Ly) treu auf Py /Z(Py) operiert
gilt R3(L1) < 2k und mit Lemma 2.22 ergeben sich die folgenden Widerspriiche:

e Im unitiren Fall ist Ly = U,,(2), m > 4 und R3(L1) > 2™ 2, d.h. kK > 2™73. Es
ergibt sich 2m = dimg, (V) > 3% > 32" was nicht sein kann.

o Fiir K = Qg (2) ist Ly = As und 4 = R3(As5) < 2k. Es folgt der Widerspruch
8 = dim(V) > 3% > 9.

o Fiir K 22 Qf(2) ist R3(Q4(2)) =7, also k > 4 und 3F £ dim V = 12.

o Fiir K = Qp,(2) ist L1 = Q5 (2) = S4(3), d.h. R3(L1) = 4, aber eine 3174.54(3)
kann nicht treu auf V operieren, da |GL12(2)|3 = 3% < 3% - [S4(3)[3 ist.

o Fiir K = QF (2) mit n > 5 ist R3(Ly) > 22" und der Widerspruch erfolgt mit
An — 8 = dim(V) > 3k > 32",

O]

Lemma 5.3. Sei g > 2 und K = Qg (q), Ga2(q),*D4(q). Dann ist [E(L), F(C)] = 1.

Beweis: Sei p eine ungerade Primzahl, P := O,(C) # 1 und L, eine Komponente von
L mit [P, L] # 1. Dann muss P eine elementar abelsche Sektion haben, auf der L nicht
trivial operiert.

Fiir K =3Dy(q) ist L = SLy(2%/) und nach 2.22 ist |P| > p? =1 Andererseits ist V| =
287 und mit 2.23 folgt |P| < pS/. Aber dann muss 23/ — 1 < 6f sein; ein Widerspruch.
Im Fall K & Qg (q) ist [V| = 28/ und L = SLy(2/) x SL(22/). Dabei beinhaltet die
zu SLy(2/) isomorphe Komponente eine Wurzeluntergruppe vom Typ 2.2a) und wir
sehen mit derselben Argumentation wie in 5.1, dass diese Komponente trivial auf P
ist. Die Betrachtung der zu SLg(g?) isomorphen Komponente verbinden wir mit dem
Fall K = Ga(q). In beiden Fillen kénnen wir von der Konstellation L = SLy(2/) und
V| = 2% ausgehen. Mit 2.22 gilt [P| > p?’ =2 und nach 2.23 ist |P| < p3/. Damit folgt
2/ — 2 < 3f, was nur fiir f < 3 erfiillt sein kann. Fiir f = 2 ist |V| = 28 und L; = Aj
sowie |GLg(2)| = 228 -3%.52.72.17-31-127. In beiden Fillen existiert in C N K eine
zu Z3 isomorphe Untergruppe, die mit L vertauscht, d.h. 32 - 5 teilt die Ordnung von
ng(f). Da P nicht zyklisch sein kann, muss L treu auf einer Gruppe der Ordnung 3*
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oder 7ioperieren, was nicht sein kann. Fiir f = 3ist |V| = 2!2 und L = SLy(8). Mit 2.22

folgt |P| > p” . Nun ist |GL12(2)[3 = 3% und |GLg(2)|, < p* fiir Primzahlen p > 3, d.h. P

muss eine 3-Gruppe sein. Aber |L|3 = 32 und somit ist [P|3 < 3%/32; ein Widerspruch.
O

Lemma 5.4. Es ist [E(L), F(C)] =1 und C hat Komponenten.

Beweis: Besitzt C keine Komponenten, so ist F*(C) = F(C). Mit den vorhergegangenen

Resultaten folgt E(L) < C5(F(C)) < F(C); ein Widerspruch.
O
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6. Identifizierung der Komponenten

In diesem Paragraphen wollen wir das folgende Resultat beweisen.
Lemma 6.1. Es seien die Voraussetzungen aus Setup 1.7 erfiillt. Dann ist L < C.

Aus dem vorherigen Paragraphen wissen wir, dass C Komponenten besitzt. Wir werden
zunichst zeigen, dass L im Allgemeinen in einer oder mehrerer dieser Komponenten liegt
und mit den Ergebnissen aus Paragraph 4 kénnen wir dann L mit diesen Komponenten
identifizieren.

Im Folgenden bezeichnen wir mit A die Menge der Komponenten von C' = C'/Q. Soweit
nicht anders erwéhnt, meint ”irreduzibel” hier immer die Irreduzibilitéit als Fo-Modul.

Lemma 6.2. Ist L; eine Komponente von L und L1 < E(é), so ist Ly bereits in einer
Komponente von C' enthalten.

Beweis: Sei A1 = {Fl, .. Fk} C A eine L-invariante Menge von Komponenten mit
FiNLy < Z(Ly) fiiralled € {1, ...,k}. Setze X := (F1, ..., Fy) und T; := F;NS € Syly(F;)
fiir i € {1,...,k}, sowie T := X NS =Ty -...- T}, € Syly(X).
Angenommen L < X, dann normalisiert L1 alle F;. Weil zudem S auf L operiert, ist
[T;,L1] < F; N L, was in einer Komponente von L enthalten sein muss. Da L; £ F;
ist, kommutiert diese Komponente mit L; und es folgt [T, L1, L1] = 1. Allerdings ist
le = Ly und mit dem 3-Untergruppen-Lemma erhalten wir [T;, L1] = 1. Nun ergibt
sichmit Ly NS < X NS =T < Cx(L1) ein Widerspruch, denn in einer quasieinfachen
Gruppe kann eine 2-Sylowgruppe nicht zentral sein. Fiir A; := A und somit X = E(C)
ergibt sich die Behauptung.

O

Lemma 6.3. Es ist immer E(L) < E(C)

Beweis: Sei Ly eine Komponenten von L mit L; £ E(C). Dann ist auch L; £ F*(C) und
nach 5.4 operiert L nicht trivial auf E(C). Da die Komponenten von C aber bekannte
einfache Gruppen sind und somit eine auflésbare duflere Automorphismengruppe haben,
muss L1/Z(L1) als treue Permutationsgruppe auf der Menge A operieren. Ist F' eine
Komponente von C, die eine weitere Komponente von L enthilt, so wird F von L;
festgelassen und damit operiert L; auch nicht trivial auf der Menge Ay := {F € A|[F N
E(L) < Z( )}. Mit Lemma 2.21 ergibt sich in allen Fillen die Abschitzung |A;| >
p(L1)>¢q. B
Setzen wir X := (F|F € A1), so ist wie im Beweis des vorangegangenen Lemmas X N
E(L) < Z(L), d.h. X N E(L) hat ungerade Ordnung und es ist | X |2|E(L)|2 < |S|. Nun
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ist entweder |E(L)|2 = [So| oder K = QF (2) und [S : (SNE(L))| < 4. In jedem Fall gilt
also | X |2 < 2¢, was in einer Gruppe mit mindestens ¢ Komponenten nicht sein kann.
(]

Wir wollen im weiteren Verlauf die Ergebnisse von Paragraph 4 verwenden, weshalb wir
zunichst unsere Situation mit Setup 4.1 vergleichen. Im Allgemeinen ist L eine quasiein-
fache Gruppe und demnach in einer Komponente F von C enthalten. Dabei ist L wie in
4.1 und F ist aufgrund der Ky-Annahme eine bekannte quasieinfache Gruppe. Zudem ist
So € Syly(L), wobei S/Sy als Gruppe #uferer Automorphismen auf K operiert, und es
folgt |S/So| < 2f. Im Fall K =2 2F4(q) besitzt K keine duBeren Automorphismen gerader
Ordnung.

Ist dagegen K = an(q), so ist L nicht quasieinfach. Wihlen wir eine Untergruppe
Li < L wie in 4.1, welche in einer Komponente F von C enthalten ist, so miissen wir
zusitzlich So N F < L gewihrleisten, damit die Forderung |F : L1|o < 2f erfiillt ist.

Lemma 6.4. Ist K 2 L,(q), soist LI C.

Beweis: Nach Lemma 3.6 ist L quadratisch auf V. Nach 6.2 und 6.3 ist L zudem in
einer Komponente F' € A enthalten. Fiir eine weitere Komponente F; € A\ {F} ist
|[Fila < ]S : So| < ¢ < |L|]2 < |F]2 und somit kann es hochstens eine weitere zu F
isomorphe Komponente in C' geben. Aber da dann |C : FF1| ungerade ist, kénnen diese
beiden Komponenten nicht zueinander konjugiert sein und es ergibt sich F < C.
Zunichst sei C' N K maximal parabolisch, d.h. L = SL,_;(¢) und V ist der natiirli-
che Modul. Nach 4.6 kann F # L nur fiir L = SLy(4),SL3(2),SL4(2), dh. K =
Ls(4),L4(2),L5(2) gelten. Die ersten beiden Fille schliefen wir mit 3.1 aus und im drit-
ten Fall ist L schon die volle Automorphismengruppe von V, d.h. L = C, woraus die
Behauptung folgt.

Sei also C'N K nicht maximal, d.h. L = SL,,_3(g) mit n > 4. Dabei operiert L auf jedem
irreduziblen Untermodul quadratisch. Angenommen L < F, so gibt es mit Lemma 4.6
drei Moglichkeiten fiir L.

Sei L = L3(2) und F = A; oder 3-A7. Dann zeigen Berechnungen mit Matrizen in
K = L;5(2), dass L auf V Bahnen der Linge 7,7,21 und 28 hat. Unter F vervielfacht
sich die Lénge einer Bahn jeweils um einen Teiler von |F : L| € {15,45} und es zeigt
sich, dass alle vier Bahnen unter F invariant sein miissen. Somit operiert F auch auf
den 3-dimensionalen Untermoduln von V', ein Widerspruch.

Sei L = L4(2) & Ag und F = Ag, Ajg oder Aj;. Dann hat L auf V Bahnen der Linge
15,15,105 und 120. In F existiert eine Untergruppe A = Ag und unter A vervielfacht sich
die Lange jeder Bahn um den Faktor 1, 3 oder 9. Wir sehen wieder, dass A alle Bahnen
festléisst und erhalten einen Widerspruch, da Ag keine 4-dimensionale Darstellung iiber
9 besitzt.

Sei L = Ay und F = A7 oder 3-Az. Dies tritt fiir K = Ly(4) auf und es ist Nx(Q)/Q =
Z3 x 73 x As. Nun existiert eine Involution Z € (SN F) \ L, welche einen nicht trivialen
duBeren Automorphismus auf L induziert. Schreiben wir z = ydpp wie in 2.10, dann
ist ¥y € Sy und kann nur innere Automorphismen auf L induzieren. Weiterhin ist § = 1
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und weil ein Graphautomorphismus von K trivial auf L operiert, folgt ¢ # 1. Nun
ist Nk (Q)/LQ = Zs x Zs und ¢ operiert fixpunktfrei auf dieser Gruppe, wohingegen
o Fixpunkte besitzt. Es existiert also eine 3-Gruppe R < Ng(Q), mit [R,Z] # 1 und

[R,L] = 1. Da R aber auf F/Z(F) = A; operiert und darin eine As festlisst, muss

[R, F] =1 gelten — ein Widerspruch.

O]

Lemma 6.5. Ist K =~ U,(q),E¢(q), E7(q), Es(q), ?Eg¢(q) oder 2F4(q), so ist LI C .

Beweis: Auch hier existiert in jedem Fall eine Komponente F, die L enthilt. Weiter gilt
jeweils |S: Sp[ < ¢ < |L|2 und es ergibt sich analog zum vorherigen Lemma F<C. Nach
Lemma 3.6 ist L quadratisch auf V und mit 4.6 folgt F' = L.

O

Lemma 6.6. Ist K = QF (¢) mitn >5, so ist L<C.

Beweis: Es ist L = Ly X Lo, mit L1 = Sla(q), Ly = innfél(q) und V = V] ® Vs,
wobei V] ein natiirlicher 2-dimensionaler Modul fiir L; und V3 ein natiirlicher (2n — 4)-
dimensionaler Modul fiir L ist. Nach Lemma 6.3 ist Ly < F fiir eine Komponente F' € A
und nun ist entweder L; < F oder \fl ﬂf|2 = 1. In jedem Fall sind die Voraussetzungen
aus 4.1 erfiillt und da Ly quadratisch auf V ist, folgt mit 4.6 entweder F' = Lo oder
Ly = Qz{(2) & SL4(2) und F = Ag, Ajg oder Aj;. Aber nach [JLPW95] hat Ag keine
6- oder 12-dimensionale irreduzible Darstellung iiber Fo und somit ist Ly = F. Da es
aus Ordnungsgriinden keine weitere zu Ly isomorphe Komponente mehr geben kann, ist
Ly<tC. Nunist L; < Cg(fg) und mit Lemma 2.19 gilt C@(Zz) < GLa(g). Insbesondere
ist Ly also charakteristisch in C=(L2) < C und es folgt die Behauptung.

O

Lemma 6.7. Ist K = QJ (q) mit ¢ > 2, so ist E(C) = L.

Beweis: Es ist L = L1 X Ly x Ly und V =V} ® Vo ® V3, mit L; = SLa(q) und V;
jeweils ein zugehoriger natiirlicher 2-dimensionaler Modul fiir ¢ € {1,2,3}. Da eine 2-
Sylowgruppe einer SLa(q) quadratisch auf dem natiirlichen Modul operiert, enthalten
alle Komponenten von L eine auf V quadratische Vierergruppe.
Sei A = {F, ..., F}.} mit k € N. Dann kénnen nach Lemma 6.2 und Lemma 6.3 folgende
Falle auftreten:
a) fl,fg,zg S Fl
Dieser Fall ldsst sich mit 4.6 ausschlieflen.
b) L1, Ly < Fy, Ly < Fy
Dann ist |Fy : L1Lo|a < 2f und wir erhalten erneut mit Lemma 4.6 einen Widerspruch.
c) [1 < F, Ly <F, Ly < F;
Es ist F1 < Cg(LaLs) und nach Lemma 2.19 ist somit F; < GLa(q), d.h. Fy = L.
Analog folgt Ly = F3 sowie Ly = F3. Da L irreduzibel auf V operiert, ist C5(L) = 1
und es kann keine weiteren Komponenten geben, womit die Behauptung folgt.

O
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Lemma 6.8. Ist K = Qg (q), so ist L<IC.

Beweis: Es ist L = Ly X Lo, mit Ly 2 La(q), L2 = Q5 (¢) = SLa(¢?) und V = V; ®
Vo, wobei Vi der natiirliche 2-dimensionale Modul fiir L; und V5 der 4-dimensionale
orthogonale F,-Modul fiir Ly ist. Die Gruppe S/Sp operiert dabei treu auf Ly. Da Lo
nicht auflésbar ist, gilt Ly < F fiir eine Komponente F € A. Ist L; < F, so ergibt sich
ein Widerspruch mit 4.5. Da L keine echten Normalteiler gerader Ordnung besitzt, ist
|L1 N Fl|a =1, d.h. |F : Ly| < 2f und wir kénnen erneut 4.5 anwenden.
Sei Ly # F. Da Ly % SLy(8) ist, folgt Ly = A und weil V die Ordnung 2° hat, muss
F = A7 sein. Nach [JLPW95] besitzt A7 keine 8-dimensionale irreduzible Darstellung
iiber Fy und somit operiert F' auf einem 4-dimensionalen FyLo-Modul V. Insbesondere
lisst sich F in X := Aut(V]) = Ag einbetten. Nun besitzt X eine natiirliche Permuta-
tionsdarstellung auf 8 Punkten und Ly hat auf diesen Punkten eine Bahn der Linge 5
oder 6. Da Lo absolut irreduzibel auf V; operiert, ist Cx(Lz) = 1 und somit muss Lo
eine Bahn der Lénge 6 haben. Eine solche A5 kann aber nicht von einer 2-Sylowgruppe
einer Ay in X normalisiert werden — ein Widerspruch.
Es folgt also Ly = F. Dann ist |[S : (SN F)| < ¢> = |La|2 und es kann hochstens noch
eine weitere zu Lo isomorphe Komponente geben. Diese beiden Komponenten kénnen
aber unter C' nicht mehr vertauscht werden und es folgt Lo < C. Mit Lemma 2.19 ist
L < Cg(fg) < GLa(g) und somit L; < C.

O

Lemma 6.9. Sei K = Go(q) oder K =£3Dy(q). Dann ist L < C.

Beweis: Hier ist L = SLa(q) bzw. SLa(¢?) und S/Sp induziert nur Koérperautomorphis-
men, ist also treu auf L. Nach 6.2 ist L < F fiir eine Komponente F in C. In beiden
Fillen ist |S : So| < f < |L|2, weshalb es keine weitere zu L isomorphe Komponente
geben kann. Es folgt jeweils F < C.

Angenommen L # F. Nach 4.5 koénnen nun zwei Fille auftreten und zuniichst sei
L = 1(8) und F = 2Ga(r) mit r > 27. Dies kann fiir K = 3D4(2) oder K = Gy(8)
auftreten und somit ist [V/| < 2'2. Allerdings hat eine minimale Darstellung von 2Ga(r)
in Charakteristik 2 nach [KL90, 5.3.9] mindestens den Grad r(r — 1), ein Widerspruch.
Sei nun K = Go(4), L = SLy(4) und F = A;. In diesem Fall ist aber Nk (Q)/QL = Zj
und ein Kérperautomorphismus von K operiert treu auf dieser Gruppe. Damit erhalten

wir den Widerspruch analog zum letzten Absatz des Beweises von Lemma 6.4.
O

Das Lemma 6.1 folgt nun als Zusammenfassung der vorangegangenen Lemmas.
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7. Der Normalisator einer grofien
Untergruppe

Wir wollen nun den ersten Teil des Beweises abschlielen und zeigen, dass C' in H ent-
halten ist. Aus dem vorherigen Paragraphen wissen wir, dass QL normal in C ist. Da
So € Syly(QL) ist, folgt mit Frattini C' = N¢(Sp)QL. Wenn nun ein Element z € C'\ H
existiert, so kénnen wir annehmen, dass dieses in N¢(Sp) enthalten ist. Unser Ziel ist es,
zu zeigen, dass H die G-Fusion einer in Sy charakteristischen Untergruppe Y kontrolliert
— ein Resultat, das uns im letzten Paragraphen dieser Arbeit ebenfalls von Nutzen sein
wird.

Wir werden in diesem und dem folgenden Paragraphen die zu C N K korrespondierende
Menge von Fundamentalwurzeln mit J bezeichnen.

Lemma 7.1. Sei Q speziell und g € Q \ Z(Q). Dann ist [g,Q] = Z(Q).

Beweis: Es ist Q@ = (Xyla € ST, hy(a) > 0) und Z(Q) = Xo+ N K. Wir kénnen

g schreiben als g = g, (t1) - ... - xg, (t) fiir geeignete §; € LT mit hy(3;) > 0 und
ti € Fo. Da g € Q\ Z(Q) ist, existiert ein h € Q mit [g,h] # 1, d.h. [g,h] = 2o+ (7)
fir ein 1 # r € F,. Wir schreiben h = z,(s1) - ... - 4, (sx) und sehen anhand der

Multiplikativitdt der Kommutatorformeln aus 2.3:
(9, %y, (- 51) - oo @y, (U - S)] = o (u - 1) fiur alle u € Fy.

Da angesichts der Struktur der Wurzeluntergruppen (vgl. 2.2) auch ., (u-51)-...-&~, (u-sk)
immer in @ liegt, ist [g, Q] > {zo=(t)|t € Fq} = Z(Q).
U

Lemma 7.2. Sei K = 1,,(q) oder U, (q) und Q speziell. Dann hat eine maximal abelsche
Untergruppe von Q héchstens die Ordnung ¢"'.

Beweis: Sei T eine maximale Untergruppe von Z(Q). Dann ist ¢(Q/T) = (Q/T)" =
Z(Q)/T von der Ordnung 2. Ist z € @ \ Z(Q), so ist nach 7.1 [z,Q] = Z(Q) und
es folgt T ¢ Z(Q/T). Damit ist Z(Q/T) = Z(Q)/T und Q/T ist extraspeziell von
der Ordnung 2'+2/("=2) Nun haben die maximal abelschen Untergruppen von Q /T die
Ordnung 2'+/("=2) (vgl. [Hup67, III 13.7¢)]) und es folgt die Behauptung.

O
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Lemma 7.3. Sei K = L, (q) oder Uy, (q) und Q speziell. Dann wird Q von zwei abelschen
Untergruppen der Ordnung ¢"~! erzeugt.

Beweis: Da Z(SL,(q)) und Z(SU,(q)) ungerade Ordnung haben, kénnen wir die Ele-
mente von @ direkt mit den Matrizen aus SLy,(¢) bzw. SU,(¢) identifizieren.

Wir nehmen an, dass Sy mit der Gruppe der strikten oberen Dreiecksmatrizen korre-
spondiert und bezeichnen mit F,, die n-dimensionale Einheitsmatrix sowie mit e;; eine
(nxmn)-Matrix, deren einziger Eintrag eine 1 an der Stelle (7, j) ist. Fiir z(a) := Ep+a-e1,
ist dann (z(a)|a € Fy) = Z(Sp) = Z(Q). Weiter korrespondiert () zu den Matrizen in K
von der Form:

1 x =* * %
1 0 0 =
1 *

1 *

1

Fir K = L,(q) wahlen wir Q1 = (E, + a-eyli € {2,...,n},a € F,) sowie Q2 :=
(Ep+a-eplie{l,..,n—1},a € Fy), mit welchen die Behauptung erfiillt wird.
Sei nun K = Uy,(q). Setze d;(a) := Ep, + - e1; + a - (nt1—iyn T Oint1—i - T - €1, fir
7 € Fpe mit 77947 = o? und i € {2,..,n — 1}. Wir rechnen nach, dass fiir o, 8 € F,
und 4,5 € {2,...,n — 1} stets di(o) € SU,(q) sowie [d;(c),d;(B)] = 1 ist. Setzen wir
Q1 = (d2(a),...,dp—1(), z(a)|a € Fy), so ist Q1 < @ abelsch und von der Ordnung
¢" . Fiir ein v € F 2 \Fy und h := diag(v, 1, ..., 1,779) € GU,(q) setzen wir Q3 := Q"
Dann erfiillen 1 und )2 die Behauptung.

O

Lemma 7.4. Sei K = L,(q) oder Uy(q) mit n > 4 und Y := Z(Cs,(Z2(S0))). Dann
kontrolliert K die G-Fusion inY und es ist Ng(Y)° = Ng(Y)° und (N (Y)°, LQ) = K.

Beweis: Die Elemente von K identifizieren wir mit geeigneten Vertretern der Nebenklas-
sen des Zentrums in SLy(q), bzw. SU,,(¢). So kénnen wir Sy mit strikten oberen Drei-
ecksmatrizen identifizieren. Nach 2.7 ist Z2(S)) = (Xa|a € {a*, 0* —ay, a0 —ap_1 })NK
und die Kommutatorformeln zeigen, dass Ng(Z2(So)) zur Fundamentalwurzelmenge
T\ {2, a,_2} korrespondiert. Wieder mit 2.7 ergibt sich, dass Y = (X,|a € {a*, o —
a1, — Qpo1, " — a1 — ap—1}) N K ist und somit besteht Y aus denjenigen Matrizen
in K, welche die folgende Form aufweisen:

1 0 *
1 *
1 0

—_
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Wir wahlen daraus nun die Involutionen

10 0 1 10 10
1 0 0 1 0 1
z = und z :=
10 10
1 1

Um die Operation von Nk (Y) auf Y zu beschreiben, wihlen wir fiir A, B € GLa(q¢?),
D € GL,_4(¢?) die folgende Bezeichnung:

(4]

M,(A,D,B) := D € GLn(¢?)

| B]

Im linearen Fall setzen wir

Uy :={My(A, Ey_4,B)|A, B € SLy(g)} und

Us := {diag(1,a,1,...,1,a71, 1)|a € F}.

Dann ist U := U Uz < K treu auf Y und U = (SLa(q) % SLa(q)) % Zgq—1. Es ist Cy(z) =
Cy, (x) und eine Matrix M, (A, E,,—4, B) € U; vertauscht genau dann mit z, wenn A = B
ist. Also folgt Cpr(z) = SLa(q) und |2V| = ¢* — ¢® — ¢* + ¢. Nun ist Us trivial auf z und
|Cu, (2)| = ¢*(q — 1), womit sich |2V | = ¢® 4+ ¢®> — ¢ — 1 ergibt.

Im unitéren Fall setzen wir

U = {Mn(Aa En,4, B)|A € SLQ(q2)7B = Aq} und

Us := {diag(1,a,1,...,1,a71,1)[a € F}.

Dann ist U := U;Uy < K treu auf Y und U =2 SLy(¢?) x Zg—1. Wir sehen Cy(z) =
Cuy,(z) = {M,(A,E,_4,B)|A € SLay(¢?), B = A%, A = B} = SLy(q), womit |zY| =
q* — ¢ + ¢* — q folgt. Die Gruppe Us ist trivial auf z und |Cy, (2)| = ¢*(g + 1), so dass
sich |2V] = ¢® — ¢* + ¢ — 1 ergibt.

In beiden Fillen gibt es in Y also genau zwei U-Konjugiertenklassen von Involutionen
mit Vertretern x und z. Wir wollen zu zeigen, dass x und z nicht in G konjugiert sein
konnen.

Wir nehmen also an, dass ein g € G existiert, mit 29 = x. Zunéchst untersuchen wir den
Zentralisator C¢ (). Es ist T := Oo(Cg (x)) eine spezielle Gruppe der Ordnung ¢**+4("=4)
mit Z(T) = Y. Wir setzen M; = {M, (A, E,,_4, A)|A € SLa(q)}. Im linearen Fall sei
My = {M,(Es, A, E2)|A € SL;,—4(q)} und im unitidren Fall My := {M,,(E2, A, E»)|A €
SUn-4(q)}-
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| M, T Z(T)

Mo T

M,y

Fiir beide Falle ist M := M; x Mj eine Untergruppe von Ck(x), die treu auf 7'/Z(T)
operiert. Im linearen Fall ist 7'/Z(T') Summe zweier irreduzibler F,M-Moduln (das Ten-
sorprodukt des natiirlichen SLa(¢q)-Moduls mit dem natiirlichen, bzw. dualen SL,,_4(q)-
Modul). Im unitéren Fall ist 7'/Z(T') das Tensorprodukt der beiden natiirlichen Moduln.

Da sich die natiirlichen Moduln nie iiber einem Teilkérper von F, bzw. F2 darstellen
(n—4)

lassen, kann eine M-invariante Untergruppe von T/Z(T) nur die Ordnung 1, ¢?
oder ¢*™=% haben.

Wir setzen nun Q, := O2(Ng(Z(Sp)))?. Ist Q speziell, so ist @, = QY und damit
@z < Cg(x). Falls @ dagegen abelsch ist, so ist Q; = O2(Cgr(2))? und aus QL I C
folgt ebenfalls Q, < Cg(z). Insbesondere ist Q, speziell von der Ordnung ¢'*+2("=2), Wir
wollen im Weiteren Ty := T'N @, < Ck (x) untersuchen.

Zunéichst sei n > 5.
Es ist |Sp : Cs,(x)| = ¢ sowie |S : Sp| < ¢ und es folgt

(Qz : Tol = |Qu : (Qu N Csy(2))| = [QCsy () : Csy(2)] <152 Csy ()] < ¢*.

Es ergibt sich also |Tp| > ¢*"~° und somit ist Ty Z(T)/Z(T) # 1. Angenommen Ty Z(T) =
T, dann ist Tf) = T" = Z(T) und somit Ty = T, was aber |Ty| < |Qz| < |T'| widerspricht.
Also ist ToZ(T)/Z(T) eine nicht triviale, M-invariante Untergruppe von T'/Z(T).
Zunéchst untersuchen wir den unitéren Fall. Ist n > 7, so ist T'/Z(T) ein irreduzibler
[Fy2 M-Modul der sich {iber keinem Teilkérper darstellen ldsst und wir erhalten einen Wi-
derspruch. Fiir n € {5,6} dagegen ist My trivial bzw. isomorph zu SLa(q) und 7'/Z(T)
ist als IF, M-Modul nicht irreduzibel, sondern besitzt irreduzible Untermoduln der Ord-
nung ¢>"=%. Sei Ty also Urbild eines dieser Moduln. Nun existiert ein ¢ € Fp2 \ Fy mit
t4*1 = 1 und wir betrachten d := diag(t,t,1,..,1,t,t) € PGU,(q). Da d auf T/Z(T) eine
Skalarmultiplikation mit ¢ induziert, ist 7'/Z(T') als FqgM (d)-Modul irreduzibel und ins-
besondere ist T # Ty, d.h. T{Ty = T. Weil d trivial auf Z(T) = T’ ist, folgt T = (Tgl),
und damit 7" < Ty (T¢)' [Ty, T§] < Tp. So ergibt sich in diesem Fall als Zwischenergebnis
‘TO‘ — q2n74.

Im linearen Fall wird T" von zwei abelschen M-invarianten Untergruppen der Ordnung
¢?"* erzeugt und insbesondere gilt fiir mindestens eine solche Untergruppe T; auch
ToTy = T. Dann ist aber Z(T) = [T,T] < [Ty, To][To,T1] < Tp und somit ebenfalls
Tol = ¢***.

Nun besitzt @), nach Lemma 7.3 in beiden Fillen zwei elementar abelsche Untergruppen
Ry und Ry der Ordnung ¢" ', welche nach Lemma 7.2 maximal abelsch in @, sind.
Demnach ist |(R; N T0)Z(T)| < ¢"! und da |Q, : Ty| = q ist, folgt |R; N Tp| > ¢" 2.



7. Der Normalisator einer groflien Untergruppe 50

Also ist |R; N Z(T)| > ¢® und somit |Ry N Ra| > ¢°. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass
Ri1 N Ry = Z(Q,) die Ordnung g hat.

Sei nun n = 4.

Hier ist @, speziell mit Ordnung ¢° und nach 3.1 muss ¢ > 2 sein. Es ist T = Y elementar
abelsch von der Ordnung ¢* und 7'N Q, hat nach 7.2 hochstens die Ordnung ¢3, d.h.
ITQ.| > ¢°. Andererseits ist TQ./Q,NMQ,/Q, =1 und da |S| < ¢°-2- f < ¢7 ist, folgt
ITQ.| = ¢°. Zudem muss dann |S| = ¢7 sein, also 2 - f = ¢, was nur fiir ¢ = 4 auftreten
kann. Da M nur trivial auf TQ,/Q, operieren kann, muss S/Q elementar abelsch sein.
Aber das ist falsch, da durch S/Sp ein Kérperautomorphismus induziert wird, der nicht
trivial auf Sy/Q operiert (vgl. Beweis zu Lemma 3.2) — ein Widerspruch.

Damit kontrolliert K die G-Fusion in Y, d.h. N (Y) ist transitiv auf 2¥¢(¥) und somit ist
Na(Y) < Cq(2)Nkg(Y). Nunist z € Z(Sp) < Z(Q) und Q ist groB, d.h. Cg(z) < Ng(Q).
Damit folgt Ng(Y)° = (QNe()) = (QVN«(V)) = N (Y)°.
Ist @ speziell, so korrespondiert C' N K zur Wurzelmenge I\ {a1,a,—1} und es ist
Xoy, Xa, 1 < Q. Setzen wir nun L := (X,|a € {£a1,+an_1}), dann ist L; < Ng(Y)°
und (L, L1) > (Xiqa,|aq € II) = K. Ist @ dagegen abelsch, so korrespondiert C' N K
0B.dA. zuIT\ {a1} und X,, < Q. Wir setzen L; = (X,,, X_4,) und erhalten analog
Ly < Ng(Y)°und (L, L) = K.

O

Lemma 7.5. Sei K = QF (¢), Es(q), E7(¢), Es(q), *Es(q), Ga(q), Dalq) oder 2Fy(q)
und setze Y 1= Z(So). Dann existiert eine Untergruppe L1 < Ny (Y)°, mit L1 = SLa(q),
fir die Y ein natirlicher Modul ist. Insbesondere kontrolliert K die G-Fusion in Y.
Weiterhin gilt K = (L, L1) und Ng(Y)° = Ng(Y)°.

Beweis: Ist K wie nach Voraussetzung, aber nicht isomorph zu 2F4(q), so zeigen die
Kommutatorformeln und Lemma 2.7, dass Y von zwei Wurzeluntergruppen erzeugt wird.
Esist Y = (Xo*, Xo*—q,), wobei a; wie folgt ist:

05.,(0) | Es(q), *Es(q) | Er(q) | Es(q) | G2(q) | *Dalq)
a9 ‘ a9 ‘ a1 ‘ asg ‘ a9 ‘ a9

Da «; invariant unter etwaigen Symmetrien des Dynkin-Diagramms ist, sind die Wur-
zelgruppen lang und es ist jeweils |Y| = ¢. Somit lisst sich Ly := (Xa,, X_a,) = SLa(q)
wéhlen und es gilt Ly < Ng(Y). Zudem ist Y ein natiirlicher L;-Modul. Dann ist L;
aber transitiv auf Y#, d.h. K kontrolliert die G-Fusion in Y und wie im vorherigen
Lemma sehen wir Ng(Y)° = Ng(Y')°. Weiterhin korrespondiert die Parabolische C' N K
in allen Féllen zur Wurzelmenge II \ {«;}, womit (L, L) > (Xi4,|a; € II) = K folgt.
Da @QNL;#1ist, ist L < NK(Y)O.
Fiir K 22 2F4(q) zeigen die Kommutatorformeln aus 2.4, dass Z2(Sp) = (Y5, Y3) ist und
wir kénnen L := (Xg, X16) = SLa(q) setzen, um analog die Behauptung zu erhalten.

O
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Beweis von Hauptsatz 1: Es ist Sy € Syly(LQ) und LQ < C, womit nach Frattini C' =
N (So)LQ folgt. Sei x € C'\ H. Dann koénnen wir annehmen, dass x € Ng(Sp) ist.
Wir setzen nun im linearen und im unitéren Fall Y := Z(Cg,(Z2(S0))) sowie in allen
anderen Fillen Y := Z5(Sp) und wenden die beiden vorhergehenden Lemmas an. Dabei
ist jeweils x € Ng(Y') und somit operiert x auf Ng(Y')° = Ng(Y)°, d.h. z normalisiert
(Ng(Y)°,LQ) = K. Aber es ist Ng(K) = H, ein Widerspruch.

O
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8. Parabolische Untergruppen

Wir wollen schlussendlich auch den zweiten Hauptsatz beweisen, d.h. H = (£(S5)). Dafiir
bené6tigen wir aber den Struktursatz, welcher zu unserem Setup 1.7 noch eine zusétzliche
Voraussetzung verlangt und fiir den wir spdter annehmen werden, dass G lokale Charak-
teristik 2 besitzt. Abgesehen von der Verwendung des Struktursatzes kommen wir aber
komplett ohne diese stérkere Voraussetzung aus — das heifit, wenn der Struktursatz ohne
die Verwendung lokaler Charakteristik bewiesen werden kann, so wird diese Annahme
auch in der vorliegenden Arbeit obsolet.

Zunéchst behalten wir aber unser bisheriges Setup 1.7 bei und verwenden zusétzlich,
dass Ng(Q) < H gilt.

Mit den bereits bewiesenen Resultaten kénnen wir uns der Betrachtung eines Sonderfalls
entledigen:

Lemma 8.1. Sei K = L,(q) und Q abelsch. Dann ist auch Qo := O2(Nk(Z(Sp))) eine
grofie Untergruppe von G.

Beweis: Es ist Q < Qo und daher C(Qo) < Cq(Q) < Q < Q. Seinun 1 # A < Z(Qp).
Dann ist auch A < @ und somit Ng(A) < Ng(Q) < H Allerdings ist Qo nach Lemma
2.11 groB in H, d.h. es gilt Ng(A) = Nu(A4) < Nu(Qo) < Ng(Qo) und so folgt die
Behauptung.

O

Fiir den weiteren Verlauf kénnen wir daher annehmen, dass im linearen Fall QQ =
O2(Nk(Z(S)))) gilt und @ somit bis auf den Fall K = 2F,(q) immer speziell ist.

Lemma 8.2. Sei P € L(S) und V < S mit 1 #V I P. Wenn K die G-Fusion in V
kontrolliert, dann ist P < H.

Beweis: Sei g € P und wihle 1 # v € Z(S) N V. Dann ist v9 = o* fiir ein k € K.
Weiter ist gk~! € Cg(v) und da v € Z(S) < Z(Q) und @ grof ist, folgt gk~ € Cq(v) <
Ne(Q) < H.

(I

Lemma 8.3. Sei K = L,(q) oder U,(q) und bezeichne mit Zy das volle Urbild von
Z(So/Q) Dann gilt le == ZQ(SO)

Beweis: Die Gruppe K korrespondiert zum Wurzelsystem II = {ai,...,an—1}. Das
Levi-Komplement in Ng(Q) = Ng(Z(Sy)) korrespondiert zum Wurzelsystem J =
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{ag,...,an_2} dessen Wurzel mit maximaler Héhe a™ := ag + ... + a9 ist. Das volle
Urbild zu Z(Sp/Q) besteht also aus den Wurzeluntergruppen in Q sowie X ,+ N K. Die
Kommutatorformeln zeigen nun 7, = (Xg|8 € {o*, a1+ ... + a2, a0+ ... + ap_1 }) N K
und mit 2.7 folgt die Behauptung.

O

Lemma 8.4. Sei K = Qi (q), Es(q), Ee(q), Er(q), Es(q) oder *D4(q). Dann ist
Z4(5) < Q.

Beweis: Wir setzen [ := h(o*). Dann wird Z4(Sp) nach 2.7 von den Wurzelgruppen X,
mit | > h(y) > | — 3 erzeugt. In allen Féllen ist J = I\ {a;} fiir ein geeignetes oy
und Q = (Xg|B € E*,h{ai}(ﬁ) > 0). Wir listen nun in der folgenden Tabelle jeweils
die zu Z4(Sp) gehorenden Wurzeln in einer verkiirzten Schreibweise auf. (Zum Beispiel
entspricht 12311 hier der Wurzel oy + 22 + 3ag + oy + as, etc.)

K i h(y)=1 | h(y)=1-1 hy)=1-2 h(y)=1-3
0 (¢).°Dalq) | 2 1211 1111 0111, 1101, 1110 1100, 0110, 0101
() 3 | 12211 11211 11111, 01211 11110, 11101, 01111
Qﬁ(q) 4 122211 112211 111211, 012211 111111, 0112211
Qg:n(q), n>7 | n-2 12..211 1122..211 1112..211, 0122..211 | 11112..211, 0112..211
Ee(q), 2Ee(q) | 2 | 122321 112321 112221 111221, 112211
Ez(q) 1 2234321 1234321 1224321 1223321
Es(q) 8 23465432 23465431 23465421 23465321

Wir sehen, dass fiir alle angegebenen Wurzeln immer hy,,1(v) > 0 gilt, das heifit
Z4(So) < Q.
O

Lemma 8.5. Es sei Y < S und Q operiere nicht trivial auf Y. Zudem sei Ng(Y) £
Na(Q). Dann ist Z(Q) < Y.

Beweis: Angenommen Y NQ < Z(Q). Dann ist [Y, Q] < Z(Q) und Y operiert trivial auf
Q/Z(Q). Aber S/Q ist treu auf Q/Z(Q) und somit ist Y < Q. Dannist Y =Y NQ <
Z(Q) und Ng(Y) < Ng(Q), ein Widerspruch.
Also existiert ein z € (Y N Q) \ Z(Q) und mit 7.1 folgt Z(Q) = [z,Q] < [Y,Q] <Y.

O

Wir haben nun die Vorbetrachtungen abgeschlossen und wollen zunéchst zwei Félle bear-
beiten, fiir welche wir eine andere Herangehensweise wihlen miissen. Insbesondere wird
hier der Struktursatz nicht verwendet und die Voraussetzung der lokalen Charakteristik
ist somit nicht nétig.

Lemma 8.6. Sei K = Go(q) oder ?F4(q). Dann kontrolliert K die G-Fusion in Sp.

Beweis: Wir verwenden hier die Informationen aus 2.29 und demnach gibt es in K
jeweils nur zwei Konjugiertenklassen von Involutionen. Seien also z,t € Sy Involutionen
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mit z € Z(Sp) und z9 =t fiir ein g € G, wobei wir annehmen, dass z und ¢ nicht in K
konjugiert sind. Nun ist Cg(t) = Ci(z) und wir setzen @Q; := Q9 sowie L, := L9. Nach
6.1 ist QtLt < CG(t)
Zunichst sei K 2 Ga(q). Dann ist Ly = SLa(q) und g > 4. Weiterhin ist Ck (t) = LoQo
mit Ly = SLa(q) und Qo = O2(Ck(t)) elementar abelsch von der Ordnung ¢3. Da
|S/Q| < ¢?* ist, kann es in Cg(t)/Q; keine zwei disjunkten SLa(q) geben und somit ist
LoQ: = LiQ:. Angenommen Qg £ L:Q:, dann induziert )y analog zum Beweis von
Lemma 3.2 einen nicht trivialen Kérperautomorphismus auf L;Q;/Q;¢. Dies kann aber
nicht auftreten, da [Qo, LiQ:] < Qo N LoQ: < @y ist und so muss Qp < Q; sein. Damit
ist Qo C QOLOQt = Qo?*, was im Widerspruch zu Lemma 2.27 steht.
Sei K =2 2Fy(q), dann ist L; = ?Ba(q) und Ck (t)/02(Ck (t)) = SLa(q). Allerdings enthilt
2By(q) keine zu SLa(q) isomorphe Untergruppe und da |S : Q| = |?Ba(q)|2 ist, ergibt
sich auch hier ein Widerspruch.

U

Lemma 8.7. Sei K = Ga(q) oder Fy(q). Dann ist (£(S)) < H.

Beweis: Es sei P € £(S) mit P £ H und demnach Ng(Yp) € Ng(Q). Wir betrachten
zuniichst K 22 Go(q), das heifit Q ist speziell. Da @ grof ist und Ng(Yp) € Ng(Q), folgt
Yp £ Cg(Q) und somit operiert ) nicht trivial auf Yp. Nach 8.5 gilt also Z(Q) < Yp.
Nun induzieren die Elemente von S\ Sy Koérperautomorphismen auf K, welche nicht
trivial auf der Wurzelgruppe Z(Q) sind, d.h. Yp < Cs(Z(Sp)) = So. Ist K =2 2F4(q),
so haben alle dufleren Automorphismen ungerade Ordnung, d.h. S = Sy und es folgt
ebenfalls Yp < Sj.
Also kontrolliert K nach 8.6 in beiden Féllen die G-Fusion in Yp und mit Lemma 8.2
ergibt sich P < H; ein Widerspruch.

O

Fiir die verbliebenen Fille benttigen wir den Struktursatz, weshalb wir im weiteren
Verlauf fiir G lokale Charakteristik 2 voraussetzen miissen. Diese Eigenschaft werden
wir aber nicht direkt, sondern nur zum Zitieren verwenden. Weiterhin haben wir im
vorhergehenden Lemma bereits zwei Félle bearbeitet und durch 8.1 wurde der Fall, dass
Q abelsch ist, ausgeschlossen. Dies alles fassen wir in einer aktualisierten Voraussetzung
zusammen, die fortan gelten soll.

Setup 8.8. FEs gelte Setup 1.7 und zudem habe G lokale Charakteristik 2. Weiterhin sei
K nicht isomorph zu Ga(q) oder 2Fy4(q) und Q sei speziell.

Lemma 8.9. Sei N € L(S) mit N £ H. Dann ezistiert auch ein P € L(S) mit P £ H,
wobei P° := P°/Cpo(Yp) und V := [Yp, P°] wie in einem der folgenden Fille sind:

a) P° 2 SLo(r) und V ist der natiirliche Modul.

b) Es existieren Untergruppen L1, Ly < P° mit Ly x Ly < P° und L; = SLo(r) sowie
V = Vi x Vo, wobei V; := [V, L;] jeweils ein natirlicher L;-Modul ist. Weiterhin
existiert ein d € QQ mit L% = L.
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c¢) Es emistieren Untergruppen Li,Ls < P° mit P° = Ly x Ly und L; = SLa(7).
Weiter ist V =2 V1 ® Vo, wobei V; jeweils ein natiirlicher L;-Modul ist.

d) P° 2 SLy(r?) =2 Qy (r) und V ist der natiirliche Q (r)-Modul.
e) P° 2 S1o(r?).2 ST GLa(r?) und V ist der natiirliche Modul.

Beweis: Seit N € L(S) mit N £ H. Es ist N° <IN und Z(S N N°) < Z(Q), womit
auch Ng(S N N°) < Ng(Q) < H folgt. Nach Frattini ist N = N°(N N H) und somit
N° £ H. Da O2(N) # 1 ist und G parabolische Charakteristik 2 besitzt, liegt auch
jede parabolische Untergruppe von N in £(.S). Wir wollen eine 2-minimale Untergruppe
P < N mit P £ H finden. Sei N°S zuniichst nicht 2-minimal. Da N°S = (QV°,S) =
(SN°SY ist, muss es nach Definition 1.2 zwei maximale Untergruppen Ny, Ny < N°S
geben, die beide S enthalten. Weil N3 und N» zusammen N°S erzeugen, kénnen wir
ohne Einschriankung annehmen, dass Ny £ H gilt. Dann erfiillt N; aber die gleichen
Voraussetzungen wie N und ist echt kleiner. Per Induktion miissen wir also nur noch
den Fall betrachten, dass N°S bereits 2-minimal ist. Wir setzen P := N°S. Dann ist
P e L£(S) und P £ H. Nun ist P £ Ng(Q) und somit ist P wie im Struktursatz 1.6
beschrieben. Wir konnen also die einzelnen Félle (1)-(9) sukzessive untersuchen. Dabei
nutzen wir die Bezeichnung 7' := S N P° und V = [Yp, P°|, wobei nach Lemma 8.5
Z(Q) <V gilt.

Fiir den Fall dass P° eine Gruppe vom Lie-Typ in definierender Charakteristik 2 ist, sei
I' die Menge der maximal Parabolischen in P°. Dann ist |I'| gleich dem Lie-Rang von
P°. Da S auf I' als Permutationsgruppe der Ordnung hochstens zwei operiert und es
in P hochstens eine maximal parabolische Untergruppe geben kann, hat P° entweder
Lie-Rang 1 oder der Lie-Rang ist 2 und S induziert einen Graphautomorphismus auf
P°. Insbesondere kann damit Fall (7) nicht auftreten.

Fall (1) und (6): Esist P° = SL3(r), Sp4(r)’ und V ist ein natiirlicher Modul, oder P°
SL3(r2)/(X-id|A\3 = X"*1 = 1) und V ist ein irreduzibler F,-Untermodul von W @ W ("),
wobei W ein natiirlicher Modul ist. Zudem induziert S einen Graphautomorphismus auf
P° und vertauscht die maximal Parabolischen. Nun ist Vp := Cy (SN P°) in allen Fillen
ein 1-dimensionaler Unterraum von V' und der Stabilisator Np(Vp) ist eine maximal
Parabolische in P°. Da Vj aber S-invariant ist, muss auch Ns(Vj) invariant unter S
sein — ein Widerspruch.

Fall (2): Es existieren Untergruppen Ly, ..., L; < P° mit Ly x ... x Ly < P°, L; = SLy(7)
sowie V = V] x...x V; wobei V; = [V, L;] jeweils ein natiirlicher L;-Modul ist. Die Gruppe
Q ist dabei transitiv auf den L; und da Z(Q) < V ist, ist Q abelsch.

Ist t = 1, so muss P° nach Lemma 2.19 treu auf L; operieren, d.h. P°/L; induziert
Korperautomorphismen auf L und ist somit zyklisch. Insbesondere ist ) L; normal in
P°, d.h. P° = QL und da Q elementar abelsch ist, folgt |P° : L1| < 2. Es koénnen hier
also nur die Fille a) und e) auftreten.

Ist t = 2, so befinden wir uns im Fall b).

Fiir t > 2 setzen wir T; := L; N T. Da @ auch transitiv auf den T; sein muss, existieren
g, h € Q mit T) = Ty und T}; = T3, insbesondere folgt [T1,Q, Q] # 1. Andererseits ist
Q<T, dh. [T,Q] < Q und somit [T,Q, Q] = 1; ein Widerspruch.
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Fall (3): Es existiert eine weitere Parabolische P; € L£(S), welche wie in Fall 2 ist. Da
P° < Py° ist, kann auch P; nicht in H liegen und weil P;° zudem 2-minimal ist, ist hier
die Aussage das Satzes erfiillt, wenn wir P, an Stelle von P betrachten.

Fall (4): Hier ist P° = Q7 (r) und V ist der natiirliche Modul. In [KL90, 2.9.1] werden
die folgenden Isomorphien beschrieben: Zum einen ist ) (1) = SLa(r) x SLa(r) und
der natiirliche QF (r)-Modul ist isomorph zum Tensorprodukt zweier natiirlicher SLa(r)-
Moduln, dies ist die Konstellation in ¢). Zum anderen ist € (1) & SLg(r?) und V ist
wie in d).

Fall (5): Es existieren Untergruppen L1, Ly < P° mit L; & SL,,,(r) fir m; > 2,
[L1,L2] =1, L1 x Ly < P° und V = V; ® Vi, wobei V; jeweils ein natiirlicher L;-Modul
ist. Es tritt einer der folgenden Fille auf:

o P° = S[5(2)17Zs, d.h L1 = Ly = SLy(2) und es existiert ein d € Q mit chl = Lo.
Sei u # 1 ein 3-Element in L;. Dann ist (u,u?) € Syl;(P°). Nach Erzeugungssatz
(vgl.[GLS94, 11.13]) wird V von den Fixgruppen der maximalen Untergruppen von
(u,u?) erzeugt. Da u und u? fixpunktfrei sind, ist V = Cy (uu?) @ Cy (u~'ud) eine
Zerlegung in zwei 2-dimensionale Unterrdume. In L; X Lo existiert eine Involution
t, welche sowohl uu? als auch u~'u? invertiert. Zudem wird v~ 'u? von d invertiert
wihrend uu? festgelassen wird. Also ist (u, d,t) eine zu SLg(2) x SLa(2) isomorphe
normale Untergruppe von P°, welche obige Zerlegung von V in eine direkte Summe

invariant ldsst und demzufolge ist P° wie in b).

o Ist P° = 1L1,s0ist V=W, @...H Wy, die Summe von natiirlichen P°-Moduln.
Dann ist aber auch @ nicht trivial auf allen diesen Moduln und somit nach 8.5
auch Z(Q) < WiN...N W, = 1; ein Widerspruch. Der Fall P° = Ly folgt analog.

e Sei P° = L; x Ly. Dann hat P° genau (mj — 1) + (ms — 1) maximal Parabolische.
Ist m; > 2, so finden wir analog zum Fall (1) einen 1-dimensionalen Unterraum
von V, dessen Stabilisator in L; eine S-invariante maximal Parabolische ist. Damit
kann S keinen Graphautomorphismus auf L; induzieren und es folgt m; = mg = 2.
Zudem miissen L; und Ly von S vertauscht werden und somit ist P° wie in c).

Fall (8): Sei P° = SLy(4) oder I'SLy(4) und V der natiirliche Modul. Dann ist P° wie
in Fall a) oder e).
Ist P° = My, oder Msy, so existieren nach [CCN+85] zwel maximal parabolische Un-
tergruppen in P°, die nicht isomorph sind und demnach S-invariant sein miissen. Dann
kann P aber nicht 2-minimal sein.
Es bleibt der Fall P 2 3- 3. Hier gibt es nach [CCN™85] zwei verschiedene parabolische
Untergruppen in P°, die zwar isomorph, aber in P nicht zueinander konjugiert sind.

O

Lemma 8.10. Seien P und V wie in 8.9. Dann ist V ein 4-dimensionaler F-Modul fiir
P°Sy, [V,Q] = [V, So] ist 3-dimensional und Cs,(V) = Cs,([V,Q])-
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Beweis: Sei P wie im vorherigen Lemma. Wir untersuchen nun die dort angegebenen
Félle. Dabei sei erneut 7' := SN P°. Nach Lemma 8.5 ist Z(Q) < V und somit ist Q =1.

a): Der natiirliche Fall
Es ist P° 22 SLy(r) und V ist ein natiirlicher Modul. Da @ gro8 ist, ist Z(T) < Z(Q) und

somit Ngs(T) < Nps(Q). Aber in SLy(r) operiert der Normalisator transitiv auf der 2-
Sylowgruppe und es folgt T = Q. Damit ist [V, Q] = Cy(Q) = Z(Q) ein 1-dimensionaler
Unterraum und wir erhalten ¢ = r.

Angenommen V £ @. Dann so existiert ein z € V' \ @ und da S/@Q nach 3.5 treu auf
Q/Z(Q) operiert, folgt [z, Q] £ Z(Q), ein Widerspruch. Also ist V < Q.

Sei x € Sy \ T. Dann operiert x auf P° und da SLg(q) absolut irreduzibel auf dem
natiirlichen Modul ist, muss z nach 2.19 treu operieren, d.h. z induziert einen Korper-
automorphismus. Aber dann ist x nicht trivial auf dem 1-dimensionalen Unterraum
Z(Q) = Z(Sp); ein Widerspruch. Damit ist Sy < T und somit [V, Sy] < [V,T] = Z(Q),
d.h. V < Z5(Sp).

Nun folgt mit 7.4 und 7.5, dass K die G-Fusion in V kontrolliert und mit 8.2 ergibt sich
P < H; ein Widerspruch.

b): Das direkte Produkt

Es existieren Ly, Ly < P°, mit L1 X Ly I P°, L; = SLy(r) und V = Vj x V4, wobei V; :=
[V, L;] jeweils ein natiirlicher Modul ist. Wir setzen Ty := SN L1 Ly. Nach Voraussetzung
existiert ein d € () mit fld = Lo, es gilt also Vld = Vs.

Es sei x € Q \ To(d), wobei wir x so wihlen kénnen, dass L; und Ly von x normalisiert
werden. Nun ist (L1, Lo, d) absolut irreduzibel auf V und somit ist # nach Lemma 2.19
treu auf (L, Lo, d), d.h. wir konnen annehmen, dass x nicht trivial auf L; ist. Dann
muss = aber einen Korperautomorphismus auf L; induzieren, d.h. [Ty N L1,7] # 1 und
somit [T, Z,d] # 1. Andererseits ist [Ty, 7] < Q und [Q,d] < @/ = 1; ein Widerspruch.
Damit folgt Ty(d) = ToQ.

Wir setzen W := [V, Ty] = Cy(Tp) und W; := W N V;. Dann ist W zweidimensional
und W; = [V;,Tp] eindimensional mit W = W; @& Wy. Ein nicht triviales Element aus
[Ty, d] < Q NTp induziert Transvektionen sowohl auf V; als auch auf V5 und somit folgt
W = Cy(QNTy) = [V,Q N Ty]. Weiter ist [V, d] = Cy(d) = {vvd|v € Vi}. Damit folgt
Z(Q) = Cy(Q) = Cw(d) = {ww?w € Wi} und es ergibt sich ¢ = r. Also ist |V| = ¢*
und [V, Q] = [V, Tp][V, d] ist eine Untergruppe der Ordnung ¢>.

Sei nun = € Sy \ TpQ und wir konnen wieder annehmen, dass x einen nicht trivialen
Korperautomorphismus auf L; induziert. Dann ist z aber auch nicht trivial auf dem 1-
dimensionalen Unterraum W und somit [Z(Q),x] # 1, was im Widerspruch zu Z(Q) =
Z(Sp) steht. Also ist Sy < TpQ und P° operiert linear auf V. Zudem folgt [V, So] = [V, Q).
Da Ty treu auf [V, d] operiert und d treu auf [V, Tp] ist, ist auch Cg, (V) = Cs,([V, Q]).

¢): Das Tensorprodukt
Es ist P° = L1 Ly mit L; = SLo(r) und wir setzen T; := SN L;. Dann ist V; := [V, T3_;] =
Cy(Ts_;) jeweils ein natiirlicher Modul fiir L;. Weil P nach Voraussetzung 2-minimal




8. Parabolische Untergruppen 58

ist, existiert ein d € S, welches L; und Lo vertauscht, d.h. Tld = T5. Insbesondere kann
Q nicht in genau einer der Untergruppen T; liegen. Es ist Q@ < T und wie im Fall a)
sehen wir, dass @ invariant unter Ns(T') ist. Nun hat Nps(T) auf T Bahnen der Linge
1,g—1,q¢—1und (q—1)2, welche {1}, Ty \ {1}, T2 \ {1} und T'\ (T} UT) entsprechen
und es folgt Q@ = T. Damit ist Z(Q) = Cy(T) = V4 N Vs ein 1-dimensionaler Unterraum
von V und es folgt ¢ = r. Wir sehen weiterhin, dass [V, Q] = V; 4+ V4 ein 3-dimensionaler
Unterraum ist und da jedes Element von T \ {1} auf Vi oder V5 nicht trivial operiert,
ist Cr(V) = Cr([V, Q).

Ist © € So\ T, so operiert x trivial auf dem 1-dimensionalen Unterraum Z(()) und ist so-
mit linear auf V. Dann ist « aber auch trivial auf V/[V, Q] und somit [V, Sy] = [V, Q]. Wei-
terhin ist P° absolut irreduzibel auf V (denn V ist der natiirliche Modul fiir P° 2 Qf (¢)),
und so muss = nach 2.19 treu auf P° operieren. Da x keine Kérperautomorphismen auf
L1 oder Ly induzieren kann, muss es die beiden Komponenten vertauschen, vertauscht
damit auch V; und V3 und ist somit nicht trivial auf [V, Q]. Es folgt Cs, (V') = Cs, ([V, Q)).

d): Der orthogonale Fall

Hier ist P° 2 SLy(r2) und V ist der natiirliche Q (r)-Modul. Nach [KL90, 2.9.1] lisst
sich V' wie folgt interpretieren: Sei W ein natiirlicher Modul fiir SLa(r?) und {vq,v2}
eine Basis fiir W. Dann ist B := {v] ® v1,v1 @ vg + v3 @ v1, v @ V2 + &’ v9 @ V1, V2 @ V2 }
fiir ein a € F,2 \ F,. eine Basis von W @ W), und (B)r, = V ist ein 4-dimensionaler
F,-Modul fiir SLy(r?). Wir withlen nun eine Parametrisierung T = {a(t)|t € F,2} und
nehmen an, dass T durch v1.a(t) = v; und vo.a(t) = tv; + vo auf W operiert.

Analog zum Fall a) ergibt sich hier Q@ = T Es ist Z(Q) = Cy(Q) = (v1®wv1)F, und so folgt
g = r. Weiterhin sehen wir, dass [V, Q] = (v1 ®v1, v1 ®v2 +v2 @ U1, av1 V2 + " v ®V1)F,
ein 3-dimensionaler Unterraum ist und @Q auf diesem treu operiert. Ist = € Sy \ Q, so
induziert z einen Kérperautomorphismus auf P° und ist nicht trivial auf [V, Q], woraus
Cs, (V) = Cg,([V,Q)) folgt. Zudem ist z trivial auf Z(Q), d.h. P°Sy ist linear auf V als
F,-Modul.

e): Der zweite natiirliche Fall

Hier ist P° 2 SLg(r?).2 und V ist der natiirliche SLy(r2)-Modul. Setze L := O?(P°) und
To:= SNL.Sei z € Q\Tp. Dann induziert = einen involutorischen Koérperautomorphis-
mus und es ist 1 # [Ty, 7] < Q, d.h. Q N L # 1. Insbesondere ist [V, Tp] = [V,To N Q] =
Cy(To N Q) ein 1-dimensionaler F 2-Unterraum. Nun operiert = semilinear auf V', d.h.
insbesondere nicht trivial auf Cy (Tp N Q) und somit ist Cy(Q) ein 1-dimensionaler F,.-
Unterraum. Wir erhalten r = ¢ und |V| = ¢*. Da z auch nicht trivial auf V/[V, Ty N Q]
ist und P° auf V zumindest F,-linear operiert, folgt zudem |[V, Q]| = ¢

Ist z € So \ T, so muss x auf L einen Kérperautomorphismus der Ordnung mindestens
4 induzieren und kann dann nicht mehr trivial auf dem 1-dimensionalen F,-Unterraum

Z(Q) sein. Also folgt So < T, [V, So] = [V, Q] und Cs,(V) = Cs,([V, Q).

O]
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Lemma 8.11. Es ist (L(S)) < H.

Beweis: Angenommen falsch. Dann existiert nach 8.9 und 8.10 ein P € S mit P < H
sowie V < P mit:

° |V| :q4
o [[V,So]l=[V.Q]| = ¢*
° CSO(V) = CSO([Vv Q])

Angenommen x € V'\ Sp. Dann induziert = einen dufleren Automorphismus auf K, der
trivial auf Sp/Q ist. Wie in 3.2 kann dies nur fiir K = Ly(q) oder Uy(g) geschehen und
insbesondere ist ¢ > 2. Da V elementar abelsch ist und nur der Graphautomorphismus
im linearen Fall, bzw. der involutorische Kérperautomorphismus im unitéren Fall trivial
auf Z(Sp) < V sein kénnen, ist |V : V N Sy| = 2, d.h. |Cs,(z)] > |V N Sy| > ¢3. Nach
2.30 ist aber Ck(x) < S4(¢) und nach 2.24 ist ma(S4(q)) = 3f; ein Widerspruch. Also
ist V < So.
Da Sy linear auf V' operiert, ist [V, Sy, So, So, So] = 1 und somit V' < Z4(Sp). Andererseits
ist |Q'| =q < |[V,Q]|, d.h. V £ Q und somit ist Z4(Sp) € Q. Nach 8.4 ist K also linear
oder unitér.
Aus dem Beweis von Lemma 7.4 wissen wir, dass |Z2(Sp)| = ¢ und |Z(Cs,(Z2(50)))| =
q*ist. Da [V, Sp] < Q ist, folgt VQ/Q < Z(Sp/Q) und mit 8.3 ergibt sich daraus [V, Q] <
(VQ)' < Z5(Sp). Aus Ordnungsgriinden ist dann [V, Q] = Z2(Sp). Da sowohl Korper-
als auch Graphautomorphismen von K nicht trivial auf Z»(Sp) sind, folgt Cs(V) < Sp.
Also ist Cs(V) = Cg,([V,Q]) und es folgt V < Z(Cs(V)) = Z(Cs,(Z2(5)))- Da beide
Gruppen die Ordnung ¢* haben, ergibt sich V = Z(Cg,(Z2(Sp))). Nach 7.4 kontrolliert
K die G-Fusion in V' und mit 8.2 folgt P = P°(P N C) < H; ein Widerspruch.

O

Beweis zu Hauptsatz 2:

Wir haben gesehen, dass immer (£(5)) < H gilt. Nun wird K von seinen parabolischen
Untergruppen erzeugt, d.h. (LNK|L € £(S)) = K und da die &uleren Automorphismen
einer Gruppe vom Lie-Typ immer S festlassen, gilt K - Ny (Sp) = H. Nun ist aber auch
Na(So) € L(S) und es folgt H < (L(9)).

O
Beweis zu 1.8:
Mit Hauptsatz 2 und 2.14 folgt, dass H stark 2-eingebettet in G ist. Sei H # G. Dann
existieren nach 2.15 Normalteiler 1 <N <M <QG, fir die N und G/M ungerade Ordnung
haben. Damit ist KS aber isomorph zu einer Untergruppe von M /N und enthilt zudem
eine volle 2-Sylowgruppe. Allerdings ist M /N eine einfache Gruppe vom Lie-Typ mit Lie-
Rang 1, d.h. M/N ist nicht isomorph zu KS und da jede echte parabolische Untergruppe
von M /N eine 2-Sylowgruppe normalisiert, ergibt sich ein Widerspruch.

O



Anhang

A. Wurzelsysteme

Es E7 Es
010000 0100000 0112110 01000000 10111110 12232210
001000 0010000 1111110 00100000 11111100 11222221
000100 0001000 1112100 00010000 11121000 11232211
000010 0000100 1011111 00001000 01111111 12232111
000001 0000010 0112111 00000100 01121110 12233210
100000 0000001 0112210 00000010 01122100 11232221
010100 1000000 1112110 00000001 11111110 11233211
001100 0101000 1122100 10000000 11121100 12232211
000110 0011000 1111111 01010000 11221000 12243210
000011 0001100 0112211 00110000 10111111 11233221
101000 0000110 1112210 00011000 01121111 12232221
010110 0000011 1122110 00001100 01122110 12233211
001110 1010000 1112111 00000110 11121110 12343210
011100 0101100 0112221 00000011 11122100 11233321
000111 0011100 1122210 10100000 11221100 12233221
101100 0111000 1112211 01011000 11111111 12243211
010111 0001110 1122111 00111000 01122111 22343210
001111 0000111 1123210 01110000 01122210 12233321
011110 1011000 1112221 00011100 11122110 12243221
101110 0101110 1122211 00001110 11221110 12343211
111100 0011110 1122221 00000111 11222100 22343211
011111 0111100 1123211 10110000 11121111 12243321
011210 0001111 1223210 01011100 01122211 12343221
111110 1011100 1123221 00111100 11122210 22343221
101111 1111000 1223211 01111000 11222110 12244321
011211 0101111 1123321 00011110 11232100 12343321
111210 0011111 1223221 00001111 11122111 22343321
111111 0111110 1223321 10111000 11221111 12344321
011221 0112100 1224321 11110000 01122221 22344321
112210 1011110 1234321 01011110 11222210 12354321
111211 1111100 2234321 00111110 11232110 22354321
111221 0111111 01111100 12232100 13354321
112211 00011111 11122211 23354321
112221 01121000 11222111 22454321
112321 10111100 11232210 23454321
122321 11111000 12232110 23464321
01011111 11122221 23465321
00111111 11222211 23465421
01111110 11232111 23465431
Fy G2 01121100 11233210 23465432
1000 1111 10
0100 0122 01
0010 1220 11
0001 1121 21
1100 1122 31
0110 1221 32
0011 1222
0120 1231
1110 1232
0111 1242
1120 1342
0121 2342
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