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Abstrakt

In dieser Arbeit soll die passive und aktive Mikrorheologie einer unverschlauften Polymer-
schmelze mittels Molekulardynamik-Simulationen untersucht werden. Die Mikrorheologie be-
ruht auf der Beobachtung der thermischen oder angeregten Bewegung von suspendierten
mikro- oder nanoskopischen Teilchen, aus der die rheologischen Eigenschaften des umgeben-
den Materials berechnet werden können. Dazu wird ein einfaches Polymermodell ähnlich dem
Kugel-Feder-Modell von Kremer und Grest verwendet. Im Rahmen der Simulationen können
Parameter wie Größe des Nanopartikels und der Simulationsbox, Länge der Polymerketten,
Wechselwirkung zwischen Nanopartikel und Polymeren und Temperatur leicht variiert wer-
den und somit deren Einfluss auf die mikrorheologischen Ergebnisse geprüft werden. Das
Resultat ist, dass bei hohen Temperaturen und nicht zu starker Wechselwirkung zwischen
Nanopartikel und Monomeren eine sehr gute Übereinstimmung zwischen mikrorheologischen
Modulen und den Referenzmodulen, die aus der Drucktensorberechnung gewonnen werden,
besteht. Bei niedrigen Temperaturen können nur lokale Eigenschaften gemessen werden, da
stark kollektive Bewegungen und ein Layering in Struktur und Dynamik auftreten. Bei zu
starker Wechselwirkung sind hydrodynamische Effekte nicht mehr vernachlässigbar und eine
Verbesserung der unterliegenden Gleichungen ist nötig. Um die lokalen Effekte aus den Er-
gebnissen auszuschließen, wird die 2-Partikel-Mikrorheologie, bei der korrelierte Bewegungen
zweier entfernter Nanoteilchen zugrunde liegen, untersucht. Um auch in Richtung nichtlinea-
rer Eigenschaften zu arbeiten, werden zwei Beispiele der aktiven Mikrorheologie betrachtet.
Zum einen sind das den Experimenten mit oszillierenden optischen Tweezern nachempfunde-
ne erzwungene Schwingungen eines Nanopartikels, welche bei niedrigen Frequenzen dieselben
Ergebnisse liefern wie die passive Mikrorheologie. Und zum anderen ist das ein aus zwei Na-
nopartikeln bestehender Oszillator, der gedämpfte Schwingungen ausführt und für den es
(noch) keine experimentelle Entsprechung gibt.



Abstract

In this work the passive and active microrheology of an unentangled polymer melt is studied
via Molecular Dynamics Simulations. Microrheology is based on monitoring the thermal or
stimulated motion of suspended micro- or nanoscopic particles, from which the rheological
properties of the surrounding material can be calculated. For this a simple polymer model
similar to the bead-spring model of Kremer and Grest is used. In the simulations parameters
like the sizes of the nanoparticle and the simulation box, the length of the polymer chains,
the interaction between nanoparticle and polymers and temperature can be variied easily and
hence their influence on the microrheological results can be investigated. The outcome is, that
at high temperatures and not too strong interaction between nanoparticle and monomers,
there is a very good agreement between microrheological moduli and reference moduli, which
are obtained from stress tensor calculations. At low temperatures, only local properties can
be measured, because strong collective motions and a layering in structure and dynamics
occur. For too strong interactions, hydrodynamic effects are no longer negligible and an
improvement of the underlying equations is required. To exclude local effects from the results,
the two-particle microrheology is studied, which is based on correlated motions of two distant
nanoparticles. To go also in the direction of nonlinear properties, two examples of active
microrheology are studied. On the one hand, these are forced oscillations, adapted from
oscillating optical tweezer experiments, which lead at low frequencies to the same results
as the passive microrheology. On the other hand, this is an oscillator composed of two
nanoparticles, that performs damped oscillations and for which there is no experimental
analogy (yet).
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6.1 Beschreibung des Glasübergangs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
6.2 Bewegung des Nanopartikels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
6.3 Komplexe Module . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
6.4 Korrelierte intermolekulare Dynamik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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gigkeit der Partikel-Monomer-Wechselwirkung . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

6.1 Simulationsparameter, Diffusionskonstanten, Nullviskositäten und Rouse-Re-
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Abb. 1.1: Genau wie neue Technologien auf scheinbar einfachen Erfindungen aufbauen, entwickelt sich das
Verständnis und die Beschreibung unserer Umgebung aus einfachen Ansätzen, die im Laufe der Zeit verfeinert
und erweitert werden. Aus der idealen Viskosität und der idealen Elastizität wird die Viskoelastizität und
aus der Brownschen Bewegung entsteht die Mikrorheologie. Zeichnungen aus [1].

Das Ziel der Wissenschaft ist, alle Vorgänge von Grund auf verstehen zu können, um auf die-
sem Verständis aufbauend Entwicklungen in verschiedenen Gebieten voranzubringen. Dies
betrifft Dinge in unserer alltäglichen Umgebung, aber auch weiterreichende Gebiete, mit de-
nen nicht jeder in Berührung kommt oder überhaupt jemand in Berührung kommen kann
(sub-nanoskopische Phänomene auf Quantenbasis oder der Urknall). Bei der Grundlagenfor-
schung geht man von einfachen Zusammenhängen aus, die die Dinge im Groben beschreiben,
die aber im Laufe der Zeit immer weiter verfeinert und angepasst werden, um die Dinge im-
mer exakter beschreiben zu können (z.B. Material → Element → Atom → Nukleonen →
Quarks → Strings oder Mechanik → spezielle Relativitätstheorie). Genauso funktioniert die
Entwicklung neuer Technologien auf der Basis vorangegangener Erfindungen (z.B. Rad →
Kutsche → Auto oder Abakus → Rechenmaschine → Computer, Abb. 1.1).
Ein weiteres Beispiel für eine verbesserte Beschreibung bekannter Eigenschaften ist die Visko-
elastizität. Die ursprüngliche Einteilung von Materialien bezüglich ihrer Reaktion auf äußere
Einwirkung war viskos oder elastisch. In einem rein viskosen Medium gibt es die sogenannte
innere Reibung, die durch eine feste Viskosität (Newtonsches Fluid) beschrieben wird und
die durch die Beweglichkeit der Teilchen in dem Medium entsteht. Umgangssprachlich wird
die Viskosität als Zähigkeit oder Dickflüssigkeit bezeichnet und die Wortherkunft (Viscum =
Saft der Mistelbeere) deutet auf eine stark klebrige Flüssigkeit hin. Bewegt sich ein Körper
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in einem viskosen Medium, erfährt auch dieser eine Reibungskraft und verliert einen Teil
seiner Energie. Bei rein elastischen Materialien haben die Teilchen eine feste Gleichgewichts-
position, zu der sie immer zurückkehren, was durch elastische Konstanten beschrieben wird.
Bewegt sich ein Körper in einem elastischen Medium, kann er einen Teil seiner Energie zur
Deformation des Mediums abgeben, bekommt diese aber durch die Elastizität des Mediums
zurück. Der Gegenspieler zur Elastizität ist die Plastizität eines Materials, welche ab einer
bestimmten Deformation auftritt und die Rückkehr zum Ausgangszustand verhindert. In
der Natur gibt es keine rein elastischen Materialien, da ab einer bestimmten Dehnung oder
Scherung nichtlineare Effekte wie Brüche oder Risse auftreten. Auf der anderen Seite gibt
es auch nur sehr wenige rein viskose Materialien, wie Wasser oder Glycerin. Die meisten
Materialien zeigen viskoelastisches Verhalten, was bedeutet, dass ihre Viskosität und Ela-
stizität von der Zeit- bzw. Frequenzskala der Beobachtung abhängen. Z.B. erscheint eine
Maisstärke-Wasser-Mischung fest, wenn man mit einem Hammer darauf schlägt, aber flüssig
und stark viskos, wenn man den Hammer darauf liegen lässt. Genau andersherum ist es z.B.
bei Blut; je stärker der Druck in den Blutbahnen ist, desto niedriger wird die Viskosität des
Blutes, damit auch die kleinen Blutbahnen (Kapillaren), in denen der Druck hoch ist, das
Blut transportieren können [2].
Aus der Feststellung dieser Eigenschaften folgt die Ambition der Beschreibung des Verhal-
tens solcher Materialien. Die Lehre über die Fließeigenschaften von Materie ist die Rheologie
(griech. rhei=fließen). Die Rheologie basiert darauf, das makroskopische Verhalten von Ma-
terie durch Messung von Deformation und Belastung zu bestimmen. Z.B. bringt man die
zu untersuchende Probe zwischen zwei Platten, verschiebt eine der beiden oszillierend und
misst die Kraft, die die Probe auf die Platten ausübt. Das Verhältnis von Belastung zu
Deformation wird allgemein als Modul bezeichnet, und entsprechend der Art der Belastung
und Deformation gibt es verschiedene Module. Man unterscheidet den komplexen Schub-
/Schermodul, bei dem eine oszillierende Scherbeanspruchung wirkt, den Young-/elastischen
Modul, bei dem die lineare Dehnung unter Spannung untersucht wird, und den Kompres-
sionsmodul, bei dem eine Volumenkompression durch Erhöhung des Drucks erreicht wird.
Solche relativ einfachen Experimente können auf ein weites Spektrum an Materialien und
Proben angewendet werden. Es gibt jedoch auch Grenzen, da man ein bestimmtes Mindest-
volumen seiner Probe braucht, um die Experimente durchführen zu können. Dies ist vor
allem ein Problem bei biologischen Proben, wie Zellen/Aktin-Netzwerken oder Membranen,
deren Untersuchung immer mehr an Bedeutung gewinnt, um die Vorgänge im menschlichen
Körper noch besser verstehen zu können [3–5]; oder bei Proben, die sehr schwierig oder lang-
wierig in genügendem Maße herzustellen sind. Für solche Fälle ist die (Weiter-)Entwicklung
der Mikrorheologie ein wichtiger Punkt.
Der Hintergrund der Mikrorheologie ist, dass aus der Bewegung von suspendierten mikro-
oder sogar nanoskopischen Partikeln, Erkenntnisse über die rheologischen Eigenschaften des
untersuchten Materials gefunden werden können (Abb. 1.1). Solche Beobachtungen konnte
schon Robert Brown 1827 tätigen, indem er mit einem Mikroskop die scheinbar zufällige
Bewegung von Pollen in einem Wassertropfen untersuchte [6]. Die theoretische Beschreibung
dieser nach ihm benannten Brownschen Bewegung gelang dann Albert Einstein in seiner
berühmten Arbeit:

”
Über die von der molekularkinetischen Theorie der Wärme geforderte

Bewegung von in ruhenden Flüssigkeiten suspendierten Teilchen“ im Jahr 1905 [7]. Ein Jahr
später veröffentlichte Marian Smoluchowski seine Herleitung der Theorie, die etwas anders
aufgebaut ist, jedoch zu demselben Ergebnis gelangt wie die von Einstein [8]. Es dauerte bis
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Mitte der 90er Jahre bis Thomas Mason eine erste Arbeit zur Mikrorheologie veröffentlichte,
in der er beschreibt, wie man aus der Bewegung von suspendierten Mikropartikeln an den
komplexen Schermodul des Mediums kommt [9]. Seither wurde diese Methode der rheolo-
gischen Untersuchung auf zahlreiche Materialien angewandt (kolloidale Suspensionen [10–
12], anorganische Polymere [9, 13, 14], F-Aktin [15–18], DNA [13, 19], wurmähnliche Mi-
zellen [20–22], lebende Zellen [23, 24]) und die theoretische Beschreibung verbessert bzw.
erweitert [25–28]. Als Ergänzung zu den Untersuchungen der thermischen Bewegung der
Probenteilchen (passive Mikrorheologie), wird die aktive Mikrorheologie, bei der die Teil-
chen zu bestimmten Bewegungen gezwungen werden, zunehmend interessanter [29–34]. Die
Ergänzung besteht dabei darin, dass nicht mehr nur das lineare Antwortverhalten des Mate-
rials untersucht wird, sondern man auch in den nichtlinearen Bereich vordringen kann, der
bei der Beschreibung von aktiven Prozessen eine Rolle spielt [20, 35, 36]. Ein weiterer Vorteil
der Mikrorheologie ist, dass man Heterogenitäten in der Probe aufspüren und charakterisie-
ren kann [37–39].
Beliebte Proben, nicht nur zur Untersuchung ihrer rheologischen Eigenschaften, sind Po-
lymere in ihren verschiedenen natürlichen und industriell hergestellten Formen. Dies ist
nicht verwunderlich, da Polymere praktisch überall auftauchen und verwendet werden. Im
menschlichen Körper z.B. bilden sie das F-Aktin-Netzwerk, welches die Stabilität der Zellen
ermöglicht, oder die DNA, die alle genetischen Informationen trägt. Im Alltag begegnet man
Polymeren in der Nahrung (Proteine, Stärke), in Plasteverpackungen und Reifen, um nur
einige Beispiele zu nennen. Sie können dabei ganz unterschiedliche Formen annehmen (line-
ar, verzweigt, sternförmig, bürstenartig) und auch verschiedene elektrische und magnetische
Eigenschaften haben. Eine weitere besondere Eigenschaft von Polymeren ist, dass sie einen
Glasübergang zeigen; d.h. ab einer bestimmten Temperatur sinkt die Dynamik der Polyme-
re stark, sodass sie wie Festsoffe erscheinen, aber ihre amorphe Struktur behalten. Es gibt
jedoch auch semikristalline Polymere, bei denen sich Abschnitte der Polymerketten parallel
anlagern und kristalline Strukturen bilden, die durch amorphe Bereiche verbunden sind [40,
41].
Mit der immer weiteren Verbesserung von Computerstrukturen und -leistungen, entstand ab
Ende der 60er Jahre das physikalische Teilgebiet der Computersimulation [42–47], bei dem
Materialien mehr oder weniger der Natur entsprechend modelliert und die Dynamik aus Be-
wegungsgleichungen berechnet wird. Es gibt ein breites Spektrum an Simulationsmethoden,
z.B. Monte-Carlo(MC)-Simulationen, bei denen es sehr verschiedene Ansätze (Metropolis-
MC, sequentielle MC, Quanten-MC, stochastische Approximations-MC) gibt [47–50], und
Molekulardynamik(MD)-Simulation, bei denen es auch Variationen, wie Brownsche-Dyna-
mik-Simulationen oder Dissipative-Partikel-Dynamik, gibt [51–53]. Auch die Modelle variie-
ren von chemisch-realistischen Modellen, bei denen alle Atome simuliert werden, bis zu stark
vergröberten Modellen, bei denen mehrere Atome zu effektiven Teilchen zusammengefasst
werden. Je gröber das Modell ist, desto längere Simulationen sind in der gleichen realen
Zeit möglich, dafür fehlen die chemischen Details und die exakte Vergleichbarkeit zum Ex-
periment. Andererseits kann man bei einem vergröberten Modell trotzdem gute qualitative
Aussagen treffen, die in vielen Fällen durch Skalentransformationen auch quantitative Aus-
sagen zulassen [54]. Die heutigen Möglichkeiten reichen jedoch bei weitem noch nicht aus, um
experimentelle Zeitskalen simulieren zu können, dafür hat man aber die Freiheit Parameter
wie Druck, Temperatur und Wechselwirkungen beliebig zu verändern und man kann jedes
einzelne simulierte Teilchen verfolgen und hat somit eine bessere zeitliche und räumliche
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Auflösung als im Experiment.
Diese Arbeit hat das Ziel, den mikrorheologischen Ansatz für ein einfaches Polymermodell
aus kurzen nicht-verschlauften Ketten ohne chemische Details zu überprüfen, indem passive
und aktive Mikrorheologie-Experimente unter verschiedenen Bedingungen molekulardyna-
misch simuliert und verglichen werden. Ein Teil der Ergebnisse wurde zur Veröffentlichung
in zwei Publikationen submittiert [55, 56].

1.2 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel wird das verwendete Modell beschrieben und die Art der Simulationen
und verwendeten Programmpakete erläutert. Kapitel drei befasst sich mit den Grundlagen
der Mikro- und Makrorheologie. In Kapitel vier wird die Berechnung des komplexen Mo-
duls aus Drucktensorberechnungen erläutert, welcher als Referenz für die Ergebnisse der
passiven Mikrorheologie dienen soll. In dem Zusammenhang wird der Einfluss eines sus-
pendierten Nanoteilchens diskutiert. Danach folgt in Kapitel fünf die Untersuchung der
passiven Einzelpartikel-Mikrorheologie. Dazu wird zuerst der mathematisch-physikalische
Hintergrund der Mikrorheologie erklärt und dann der Einfluss verschiedener Simulations-
parameter auf die Ergebnisse dargestellt. Ein Abschnitt beschäftigt sich mit dem Einfluss
üblicherweise vernachlässigter hydrodynamischer Wechselwirkungen, welche in bestimmten
Fällen aber nicht vernachlässigbar sind. In Kapitel 6 wird der Einfluss der Temperatur auf
die Ergebnisse bei Annäherung an den Glasübergang ausführlich betrachtet. Im siebenten
Kapitel wird die passive 2-Partikel-Mikrorheologie diskutiert, bei der korrelierte Bewegungen
von zwei Nanoteilchen Aufschluss über die rheologischen Eigenschaften des Materials geben.
Im achten Kapitel geht es um die aktive Mikrorheologie, die an zwei verschiedenen Beispie-
len untersucht wird. Das erste ist die erzwungene Schwingung eines Nanoteilchens in der
Polymerschmelze und das zweite ist die gedämpfte Schwingung eines 2-Partikel-Oszillators.
Das neunte Kapitel beinhaltet die Zusammenfassung der Arbeit und einen Ausblick mit of-
fen gebliebenen bzw. während der Bearbeitung aufgekommenen Fragen, die zur Anregung
zukünftiger Arbeiten dienen können.



2 Modell und Simulationen

Molekulardynamik-Simulationen beruhen auf dem Lösen der Newtonschen Bewegungsglei-
chungen mit Hilfe numerischer Algorithmen. In diese Algorithmen fließen die Positionen und
Geschwindigkeiten aller zu simulierenden Teilchen und die Kräfte, die zwischen diesen bzw.
auf diese wirken, ein. Diese konservativen Kräfte ergeben sich aus bestimmten Potentialen,
die das jeweilige Modell beschreiben. Die Potentiale für das untersuchte Modell werden im
ersten Abschnitt beschrieben. Die Beschreibung der Simulationsbox folgt im zweiten Ab-
schnitt. Danach wird die Vorgehensweise einer Molekulardynamik-Simulation erläutert und
das verwendete Programmpaket zum Ausführen solcher Simulationen vorgestellt

2.1 Verwendete Potentiale

Das Polymermodell, welches in dieser Arbeit untersucht wird, ist ein einfaches Kugel-Feder-
Modell, wie es von Kremer und Grest eingeführt [57] und von Bennemann abgeändert wurde
[58]. Alle Monomere wechselwirken untereinander über ein Lennard-Jones-Potential, dass
bei einem bestimmten Abstand rc abgeschnitten und mittels einer Verschiebungsfunktion
Ush über den gesamten Bereich geglättet wird, sodass keine Diskontinuität im Potential und
dessen erster und zweiter Ableitung auftritt (siehe Anhang A):

ULJ
mm(r) =







4ǫmm

[
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r
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]

+ Ush(r), r ≤ rc

0, r > rc .
(2.1)

Dieses Potential legt die Längen- und Energieskalen fest, indem sowohl die Monomermasse
m als auch die Wechselwirkungsparameter σmm und ǫmm gleich Eins gesetzt werden. Die
Zeitskala ergibt sich daraus zu τ =

√

mσ2
mm/ǫmm = 1. Die reduzierte Temperatur ist kBT .

Alle numerischen Größen werden in reduzierten Einheiten angegeben. Die benachbarten Mo-
nomere einer Kette spüren zusätzlich ein FENE(finite extensible nonlinear elastic)-Potential:

UF (r) = −k

2
R2

F ln

[

1−
(

r

RF

)2
]

.
(2.2)

Durch die gewählten Parameter, k = 30 und RF = 1.5, ergibt sich das Minimum des Bin-
dungspotentials (Lennard-Jones plus FENE) bei etwa rb = 0.97. Somit wird ein unphysika-
lisches Durchkreuzen von zwei Polymerketten verhindert.
Die Essenz der Mikrorheologie ist das Einbringen von mikro- oder nanoskopischen Par-
tikeln in das zu untersuchende Medium. In den Simulationen dieser Arbeit werden diese
Nanopartikel durch abgeänderte Lennard-Jones-Potentiale beschrieben, die eine zusätzliche
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Abb. 2.1: Verwendete Potentiale: blau: Monomer-
Monomer-Wechselwirkung, grün: Bindungspotential
(um 15 Einheiten nach unten verschoben), rot: Par-
tikel-Monomer-Wechselwirkung bei R0 = 2, orange:
Partikel-Partikel-Wechselwirkung bei R0 = 2.

Abb. 2.2: Momentaufnahme der Simulations-
box mit 15720 Monomeren (grün) und einem
Nanopartikel der Größe R0 = 2 (blau).

Verschiebung Lαβ durch den harten Kugelradius R0 enthalten:

ULJ
αβ (r) =
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]

+ Ush(r), r ≤ rc

0, r > rc

(2.3)

Die Verschiebung beträgt R0 bei der Partikel-Monomer-Wechselwirkung (αβ = pm) und 2R0

bei der Partikel-Partikel-Wechselwirkung (αβ = pp). Der Cutoff-Radius rc wird bei Simula-
tionen der reinen Schmelze auf 2·21/6, bei Simulationen mit einem Nanopartikel aufR0+2·21/6
und bei Simulationen mit zwei Nanopartikeln auf 2R0 + 21/6 gesetzt. Damit hat man bei
der Monomer-Monomer- und der Partikel-Monomer-Wechselwirkung sowohl einen repulsiven
als auch einen attraktiven Anteil und bei der Partikel-Partikel-Wechselwirkung nur den re-
pulsiven Anteil (Weeks-Chandler-Andersen(WCA)-Potential). Beim ursprünglichen Kremer-
Grest-Modell [57] ist auch die Monomer-Monomer-Wechselwirkung rein repulsiv. Dies führt
jedoch zu einem athermischen Verhalten bei Annäherung an den Glasübergang, sodass die
Wahl des Cutoff-Radius der in [58] entspricht. Abbildung 2.1 zeigt die Monomer-Monomer-
Wechselwirkung (blau), das Bindungspotential (grün), die Nanopartikel-Monomer-Wechsel-
wirkung für einen Partikel der Größe R0 = 2 (rot) und die Partikel-Partikel-Wechselwirkung
für zwei Partikel der Größe R0 = 2 (orange).

2.2 Aufbau der Simulationsbox

Für alle Simulationen wird eine kubische Box mit periodischen Randbedingungen in allen
drei Raumrichtungen verwendet. Die Ausdehnung der Box variiert für Systeme mit unter-
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schiedlich großen Nanopartikeln leicht durch die Verwendung eines NpT -Algorithmus mit
p = 1, wodurch auch die Monomerdichte nicht konstant ist. Es befinden sich zwischen 15500
und 16000 Monomere in Ketten der Länge N = 10 oder N = 20 in den hauptsächlich
untersuchten Systemen (zum Vergleich der Ergebnisse mit größeren oder kleineren Simu-
lationsvolumina wurde diese Anzahl entsprechend vergrößert oder verkleinert). Die lineare
Ausdehnung der Box nimmt Werte zwischen 26.0 und 27.1 an und die Monomerdichte liegt
dementsprechend zwischen 0.89 und 0.80. Mit abnehmender Temperatur steigt diese jedoch
bis auf 1.05 an. Eine Momentaufnahme der Simulationsbox mit einem Nanopartikel der
Größe R0 = 2 ist in Abbildung 2.2 zu sehen.

2.3 Molekulardynamik-Simulationen

2.3.1 Integration der Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichung für jedes simulierte Teilchen i im System lautet:

mir̈i(t) = Fi(t) , (2.4)

dabei ist mi seine Masse, ri(t) seine Position und Fi(t) die auf es wirkende Gesamtkraft.
Diese Kraft ist in dem untersuchten Fall die Summe aller Lennard-Jones- und FENE-Kräfte.
Da diese konservativ sind, hängen sie mit den im vorigen Abschnitt eingeführten Potentialen
über den Gradienten zusammen:

Fi(t) = −∇Ui({|ri(t)− rj(t)|}) = −∇Ui({rij}) , (2.5)

wobei Ui({rij}) die Summe aller Wechselwirkungspotentiale der Teilchen in den Abständen
rij ist.
Da es nicht möglich ist, die gekoppelten Gleichungen (2.4) analytisch zu lösen, diskretisiert
man diese, um eine Näherungslösung zu erhalten. Dazu verwendet man Taylorreihenentwick-
lungen zu verschiedenen diskreten Zeiten. Im einfachsten Fall entwickelt man die Position
zum Zeitpunkt t+∆t:

ri(t+∆t) = ri(t) + ṙi(t)∆t+ r̈i(t)
∆t2

2
+
...
ri(t)

∆t3

6
+O(∆t4)

= ri(t) + vi(t)∆t+
1

2mi

Fi(t)∆t2 +O(∆t3) . (2.6)

Um die Position zur Zeit t+∆t zubestimmen, kann man also die Position, Geschwindigkeit
und Kraft zur Zeit t verwenden und erhält einen Algorithmus von der Ordnung ∆t3. Für die
Geschwindigkeit zur Zeit t+∆t gilt:

vi(t+∆t) = vi(t) +
1

mi

Fi(t)∆t+O(∆t2) , (2.7)

was von der Ordnung ∆t2 ist. Die Kraft zur Zeit t + ∆t ergibt sich dann aus den Posi-
tionen aller Teilchen zu dieser Zeit. Bei einem solchen Algorithmus akkumulieren sich die
Fehler sehr schnell, sodass er nicht für Molekulardynamik-Simulationen, bei denen sehr viele
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Integrationsschritte ausgeführt werden, geeignet ist. Eine Verbesserung bietet das Leap-
Frog-Verfahren, bei dem die Geschwindigkeiten an Zeiten zwischen denen der Positionen
ausgewertet werden:

vi(t+
1

2
∆t) = vi(t) +

1

2mi

Fi(t)∆t+O(∆t2) (2.8)

vi(t−
1

2
∆t) = vi(t)−

1

2mi

Fi(t)∆t+O(∆t2) . (2.9)

Aus (2.8) ergibt sich:

vi(t) = vi(t+
1

2
∆t)− 1

2mi

Fi(t)∆t+O(∆t2) , (2.10)

was in (2.6) eingesetzt zu

ri(t+∆t) = ri(t) + vi(t+
1

2
∆t)∆t+O(∆t3) (2.11)

führt, sodass der Kraftterm sich weghebt. Diese Diskretisierung ist auch von der Ordnung
∆t3, aber durch das Fehlen der Kraft, akkumulieren sich die Fehler deutlich langsamer. Aus
der Differenz von (2.8) und (2.9) ergibt sich für die Geschwindigkeit zur Zeit t+ 1

2
∆t:

vi(t+
1

2
∆t) = vi(t−

1

2
∆t) +

1

mi

Fi(t)∆t+O(∆t3) , (2.12)

was von der Ordnung ∆t3 und somit genauer als die einfache Diskretisierung (2.7) ist. Die Be-
zeichnung

”
Leap-Frog“ stammt aus der Analogie zu zwei Bockspringern, die mit der Hilfe des

anderen zur nächsten Position kommen, indem sie diesen überspringen. Um die Geschwin-
digkeit zur gleichen Zeit wie die Positionen zu bekommen, addiert man die Gleichungen (2.8)
und (2.9):

vi(t) =
vi(t+

1
2
∆t) + vi(t− 1

2
∆t)

2
+O(∆t2) , (2.13)

was im Vergleich zu den Zwischenschritten jedoch nur von der Ordnung ∆t2 ist.
Dieselben Trajektorien mit weniger Speicheraufwand bietet der Velocity-Verlet-Algorithmus,
bei dem für die Aktualisierung der Positionen auch (2.11) mit (2.8) benutzt wird. Die Ge-
schwindigkeit zur Zeit t+∆t ergibt sich aus der Addition von (2.7) mit

vi((t+∆t)−∆t) = vi(t+∆t)− 1

mi

Fi(t+∆t)∆t+O(∆t2) (2.14)

zu

vi(t+∆t) = vi(t) +
1

2mi

(Fi(t) + Fi(t+∆t))∆t+O(∆t3)

= vi(t+
1

2
∆t) +

1

2mi

Fi(t+∆t)∆t+O(∆t3) . (2.15)
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Der Vorteil gegenüber (2.13) ist, dass zur Berechnung der Geschwindigkeit zur Zeit t + ∆t
nicht die Geschwindigkeiten zu zwei sondern nur zu einer anderen Zeit gespeichert werden
müssen und so direkt überschrieben werden können.
In den meisten Fällen arbeitet man nur mit den Positionen der Teilchen, sodass der Leap-
Frog-Algorithmus ausreichend ist.

2.3.2 Thermostat und Barostat

Thermostat

Mit den im vorigen Abschnitt eingeführten Integrationsalgorithmen lassen sich Simulatio-
nen bei konstanter Energie durchführen1. In den meisten Studien möchte man jedoch bei
konstanter Temperatur und/oder konstantem Druck arbeiten. Dies wird durch Thermo- und
Barostate realisiert, die in die Bewegungsgleichung integriert werden. Ein häufig verwende-
tes Thermostat ist das Nosé-Hoover-Thermostat [59, 60]. Hierbei wird die Abweichung der
Temperatur von der Referenztemperatur genutzt, um einen weiteren Freiheitsgrad ζ in die
Bewegungsgleichung einzuführen:

Qζ̇(t) = (T (t)− Tref ) (2.16)

mir̈i(t) = Fi(t)− ζ(t)miṙi(t) , (2.17)

dabei kann Q als die Masse bzw. das Gewicht des Wärmereservoirs angesehen werden. Das
Prinzip ist also ein zusätzlicher Reibungsterm, der positiv ist, wenn die aktuelle Temperatur
T (t) höher als die Referenztemperatur Tref ist, und negativ im anderen Fall, sodass die
Teilchen im ersten Fall Energie abgeben und im zweiten gewinnen und in der Folge die
Temperatur um die Referenztemperatur schwingt. Im Gleichgewicht besteht zwischen der

”
Masse“ Q und der Periode dieser Schwingungen τT folgender Zusammenhang [61]:

Q =
τ 2TTref

4π2
. (2.18)

Der Einfluss des Nosé-Hoover-Thermostats ist dabei für alle Teilchen mit derselben Referenz-
temperatur gleich. Ein anderer möglicher Ansatz zur Temperaturkontrolle ist, jedes Wech-
selwirkungspaar einzeln zu beeinflussen. Ein Beispiel dafür ist das DPD(Dissipative Particle
Dynamics)-Thermostat, bei welchem die Bewegungsgleichung durch einen Reibungs- und
einen Zufallsterm ergänzt wird [51]:

mir̈i(t) =Fi(t)

+
∑

j 6=i

(

γw2(rij(t)) (r̂ij(t) · vij(t)) + σw(rij(t))α∆t−1/2
)

r̂ij(t) , (2.19)

1Solange ∆t genügend klein ist.
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mit den Definitionen:

w(r) = 1− r

rc
(2.20)

rij = ri − rj (2.21)

rij = |rij| (2.22)

r̂ij(t) =
rij
rij

(2.23)

vij = vi − vj (2.24)

σ =
√

2kBTγ . (2.25)

Dabei ist α eine Gauß-verteilte Zufallsvariable mit Mittelwert Null und Varianz Eins und
rc ist der Cutoff-Radius der verwendeten Potentiale. Durch die Anpassung der relativen
Geschwindigkeiten zwischen Teilchenpaaren besteht Galilei-Invarianz und hydrodynamische
Wechselwirkungen bleiben somit erhalten.
Weitere Möglichkeiten zur Temperaturkopplung sind das Berendsen-Thermostat [62], das
Geschwindigkeits-Reskalierungs-Thermostat [63], das Langevin-Thermostat [64] und das An-
dersen-Thermostat [65]. Die ersten beiden wirken wie das Nosé-Hoover-Thermostat auf alle
Teilchen gleichermaßen, führen aber zu einer exponentiellen anstelle einer oszillierenden An-
passung an die Referenztemperatur. Ein stochastischer Term im Reskalierungs-Thermostat
ergibt bei diesem ein kanonisches Ensemble, was beim Berendsen-Thermostat nicht der Fall
ist. Das Langevin-Thermostat ist ähnlich dem DPD-Thermostat nur mit anderen Formen des
Reibungs- und Zufallsterms [66]. Beim Andersen-Thermostat werden die Geschwindigkeiten
ausgewählter Teilchen gemäß der Maxwell-Verteilung bei der Referenztemperatur gewählt.
Bis auf das Berendsen-Thermostat erfüllen alle genannten Thermostate die Bedingung, ein
kanonisches Ensemble zu erzeugen.

Barostat

Um einen konstanten Druck zu haben, verwendet man Barostate wie z.B. das Parrinello-
Rahman-Barostat [67, 68]. Dieses funktioniert ähnlich dem Nosé-Hoover-Thermostat, nur
dass anstelle der Geschwindigkeit die Größe der Simulationsbox angepasst wird [61]:

mir̈i(t) = Fi(t)−M(t)miṙi(t) (2.26)

M(t) = b(t)−1

[

b(t)
db′(t)

dt
+

db(t)

dt
b′(t)

]

b′(t)−1 (2.27)

b̈i(t) = V (t)W−1b′(t)−1(P(t)−Pref ) , (2.28)

dabei sindM, b, b′,W,P undPref Matrizen. V ist das Volumen der Simulationsbox,W gibt
die Stärke der Druckkopplung an, b ist die Matrixdarstellung der Boxvektoren und P und
Pref sind Druck und Referenzdruck. Weitere Barostate sind das Berendsen-Barostat [69], das
Andersen-Barostat [65] und das Martyna-Tuckerman-Tobias-Klein(MTTK)-Barostat [70].
Obwohl die Druckkopplung nur für die Equilibrierung verwendet wird, ist es wichtig, dass das
richtige NpT -Ensemble erzeugt wird, was das Berendsen-Barostat nicht bietet. Im Gegensatz
zum MTTK-Barostat, das nur mit dem Nosé-Hoover-Thermostat kombiniert werden kann,
kann das zuerst beschriebene Parrinello-Rahman-Barostat mit jedem der vorher erläuterten
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Thermostate verwendet werden, während der Rechenaufwand im Vergleich zum MTTK-
Barostat gering bleibt. Das Parrinello-Rahman-Barostat ist eine Erweiterung des Andersen-
Barostates auf beliebige Formen der Simulationsbox, sodass das Andersen-Barostat nicht
als extra Version in dem verwendeten Programmpaket implementiert ist und der Druck mit
Hilfe des Parrinello-Rahman-Barostates eingestellt bzw. konstant gehalten wird.

2.3.3 Molekulardynamik-Simulationen mit GROMACS

Zur Ausführung der Molekulardynamik-Simulationen stehen verschiedene frei zugängliche
Programmpakete zur Verfügung. In dieser Arbeit wird hauptsächlich das in Groningen ent-
wickelte GROMACS (GROningen Massive Chemical Simulations) in der Version 4.5.4 ver-
wendet [71]. Die verwendeten Potentiale, die in Abschnitt 2.1 beschrieben wurden, werden
als Datenfiles an GROMACS übergeben, wobei die Wechselwirkungsstärke mit Hilfe einer
Parameterliste variiert wird. Für jede Nanopartikel-Größe und jeden Cutoff-Radius gibt es
ein extra Potential-File. Da GROMACS nur mit einem Cutoff-Radius arbeiten kann, wird
jeweils der größte vorkommende Cutoff-Radius verwendet. Dies ist ein Nachteil der verwende-
ten Version, da dadurch die Rechenzeit bei großen Partikeln, im Gegensatz zur Möglichkeit
verschiedene Cutoff-Radien zu verwenden, unnötig groß wird. Zum Integrieren der Bewe-
gungsgleichungen wird im Falle von NV T -Simulationen, welche den Hauptanteil ausma-
chen, ein einfacher Leap-Frog-Algorithmus verwendet. Die Temperatur wird mit Hilfe eines
Nosé-Hoover-Thermostates konstant gehalten. Im Falle von NV E-Simulationen wird ein
Velocity-Verlet-Algorithmus verwendet, der die Energie besser erhält als der Leap-Frog-Al-
gorithmus. Für die Equilibrierung im NpT -Ensemble wird ein Parrinello-Rahman-Barostat
genutzt. Der Integrationszeitschritt beträgt bei allen Simulationen δt = 0.0035.



3 Makro- und Mikrorheologie

Rheologie ist die Lehre der Fließeigenschaften von Materie. Der Begriff und der physika-
lische Zweig wurden im Jahr 1929 durch die Gründung der

”
Society of Rheology“ u.a.

durch Bingham und Reiner eingeführt [72]. Im Vordergrund steht das Verhalten der Materie
bei äußerer Verformung, wobei diese Verformung meistens auf einer Scherung beruht, aber
auch Dehnungen und Kompressionen enthalten kann. Wichtige Messgrößen sind Viskosität
(Zähflüssigkeit), Strukturviskosität (Abnahme der Viskosität bei zunehmender Scherbean-
spruchung), Thixotropie (zeitabhängige Abnahme der Viskosität bei konstanter Scherbean-
spruchung), Rheopexie (zeitabhängige Zunahme der Viskosität bei konstanter Scherbean-
spruchung) und Dilatanz (Zunahme der Viskosität bei zunehmender Scherbeanspruchung).
Die Rheologie geht damit über das Studieren der linearen viskoelastischen Eigenschaften
hinaus und beinhaltet auch die Beschreibung nichtlinearer Effekte. Die Erkenntnisse der
Rheologie sind für verschiedene Anwendungsgebiete wichtig. Am häufigsten werden sie we-
gen des breiten Spektrums an Anwendungen in der Kunststoffverarbeitung verwendet. Aber
auch die Drucktechnik z.B. profitiert von rheologischen Studien und nichtzuletzt ist die An-
wendung in der Medizin, v.a. der Blut- bzw. Hämorheologie, und der damit verbundenen
Medikamentenentwicklung ausgesprochen wichtig.

3.1 Viskoelastizität

Die wenigsten Flüssigkeiten zeigen ein rein viskoses Fließverhalten, was u.a. bedeutet, dass
sie eine feste Viskosität haben, die nicht von der betrachteten Zeitskala abhängt. Beispie-
le dafür sind Wasser mit einer dynamischen Viskosität von η = 1mPas oder Glycerin mit
η = 1500mPas. Häufiger treten viskoelastische Fluide auf, deren Fließeigenschaften frequenz-
abhängig sind. Typischerweise sind diese auf sehr kurzen Zeitskalen elastisch und auf sehr
langen Zeitskalen viskos (Ein verbreitetes Experiment ist das Laufen auf bzw. Einsinken in
eine Maisstärke-Wasser-Mischung). Aber auch andere Verhalten fallen unter diese Katego-
rie. Das Untersuchen dieser frequenzabhängigen Eigenschaften solcher Medien fällt unter den
allgemeinen Begriff der Rheologie. Denkbar sind dafür alle Experimente, die die Reaktion
der zu untersuchenden Probe auf eine frequenzabhängige mechanische Anregung oder das
Verhalten der Probe über einen längeren Zeitraum messen.

3.2 Makrorheologie

In der makroskopischen Rheologie untersucht man im Allgemeinen das Verhältnis von Span-
nung und Dehnung oder Scherung. Viskoelastische Materialien reagieren auf eine äußere
Kraft mit einer nicht-instantanen Formänderung, d.h. die Dehnung oder Scherung erfolgt
über einen langen Zeitraum solange die Kraft wirkt (Kriech-Experimente, Abb. 3.1). Anders-
herum kann man diese Materialien auch (mehr oder weniger) instantan verformen und beob-
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Abb. 3.1: Schematische Darstellung eines Kriech-
Experiments. Es wird eine konstante Spannung an-
gelegt und die Verformung des Materials gemes-
sen. Das Verhalten kann mit einem Voigt-Modell
beschrieben werden, wobei der elastische Anteil
durch eine Feder und der viskose Anteil durch einen
Dämpfer dargestellt wird und beide parallel ge-
schaltet sind. Aus [73].

Abb. 3.2: Schematische Darstellung eines Relaxa-
tions-Experiments. Es wird eine konstante Verfor-
mung eingestellt und die Relaxation der Spannung
im Material gemessen. Das Verhalten kann mit ei-
nem Maxwell-Modell beschrieben werden, wobei
der elastische Anteil durch eine Feder und der vis-
kose Anteil durch einen Dämpfer dargestellt wird
und beide in Reihe geschaltet sind. Aus [73].

achten, wie die induzierte Spannung im Verlauf der Zeit abnimmt (Relaxations-Experimente,
Abb. 3.2). Das viskoelastische Verhalten lässt sich mittels einfacher mechanischer Modelle
nachvollziehen, bei denen der elastische Anteil des Materials durch Federn und der vis-
kose Anteil durch Dämpfer dargestellt wird. Diese beiden Teile können beliebig kompli-
ziert über Reihen- und Parallelschaltungen verbunden werden, um verschiedene Systeme
zu modellieren. Die beiden einfachsten Modelle sind das Voigt-Modell (Abb. 3.1) und das
Maxwell-Modell (Abb. 3.2). Die Spannung in einem Federelement ist dabei proportional zur
Verformung σF (t) = EǫF (t), wobei die Konstante E je nach Art der Verformung der Elasti-
zitätsmodul, der Kompressionsmodul oder der Schubmodul ist. In einem Dämpfungselement
hängt die Spannung mit der Zeitableitung der Verformung zusammen: σD(t) = ηǫ̇D(t), wo-
bei die Proportionalitätskonstante η die dynamische Viskosität ist. Beim Voigt-Modell sind
die Elemente parallel geschalten, wodurch die Dehnung bei beiden gleich ist und sich die
Spannungen addieren:

σ(t) = σF (t) + σD(t) (3.1)

ǫ(t) = ǫF (t) = ǫD(t) . (3.2)

Für die Gesamtspannung ergibt sich daraus:

σ(t) = Eǫ(t) + ηǫ̇(t) . (3.3)

Bei einem Kriech-Experiment wird eine konstante Spannung angelegt, sodass man die Dif-
ferentialgleichung für die Dehnung leicht lösen kann:

σ(t) = C (3.4)

ǫ(t) =
C

E

(

1− exp

(

−E

η
t

))

.
(3.5)
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Beim Maxwell-Modell sind die Elemente in Reihe geschalten, wodurch die Spannung bei
beiden gleich ist und sich die Dehnungen addieren:

σ(t) = σF (t) = σD(t) (3.6)

ǫ(t) = ǫF (t) + ǫD(t) . (3.7)

Für die Gesamtdehnung ergibt sich daraus:

ǫ̇(t) =
σ̇(t)

E
+

σ(t)

η
. (3.8)

Bei einem Relaxations-Experiment wird eine konstante Dehnung eingestellt, sodass man die
Differentialgleichung für die Spannung leicht lösen kann:

ǫ̇(t) = 0 (3.9)

σ(t) = σ(0) exp

(

−E

η
t

)

.
(3.10)

Aus den beiden einfachen Experimenten erhält man also den Elastizitätsmodul und die Vis-
kosität. Weitere interessante Größen sind z.B. der Anteil der wiederhergestellten Ausdehnung
nachdem die Spannung beim Kriech-Versuch wieder auf Null gesetzt wird oder ab welcher
Dehnung das Material bricht. Diese Effekte sind von nichtlinearer Natur und ergänzen daher
die Beschreibung durch linear viskoelastische Eigenschaften.
Um die rheologischen Eigenschaften noch genauer zu bestimmen, was bedeutet deren Zeit-
bzw. Frequenzabhängigkeit zu studieren, geschieht die Anregung (Spannung oder Verfor-
mung) üblicherweise oszillatorisch, was dementsprechend eine oszillierende Reaktion (Ver-
formung oder Spannung) hervorruft. Die Amplituden und Phasenverschiebungen bei der je-
weiligen Frequenz lassen sich dann in rheologische Größen umrechnen. Für den Schermodul,
welcher im Fokus der vorliegenden Arbeit steht, ergibt sich aus der oszillatorischen Scherung
mit Amplitude γ0:

γ(t) = γ0 sin(ωt) (3.11)

eine um δ phasenverschobene oszillatorische Spannung mit Amplitude σ0:

σ(t) = σ0 sin(ωt+ δ) . (3.12)

Das Verhältnis der beiden Größen ergibt den komplexen Schermodul:

G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω) (3.13)

=
σ0

γ0
(cos(δ) + i sin(δ)) . (3.14)

Der Speichermodul G′(ω), den man für δ = 0 (gleichphasig) erhält, gibt den elastischen
Anteil wieder, während der Verlustmodul G′′(ω), den man für δ = π/2 (gegenphasig) erhält,
den viskosen Anteil darstellt. Einige Beispiele für Rheometer sind das Couette-Rheometer,
das Kegel-Platte-Rheometer, das Scheiben-Rheometer, das Kugel-Kugel-Rheometer oder das
Rohr-Rheometer [74], von welchen die ersten drei schematisch in Abbildung 3.3 dargestellt
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Abb. 3.3: Schematische Darstellung verschiedener Rheometer. a) Couette-Rheometer, b) Kegel-Platte-Rheo-
meter, c) Scheiben-Rheometer. Aus [75].

sind.

3.3 Mikrorheologie

In der Mikrorheologie ist es das Ziel, die rheologischen Eigenschaften des zu untersuchen-
den Mediums von Bewegungsmustern mikro- oder nanoskopischer Teilchen, welche sich in
dem Medium befinden, abzuleiten. Da dazu im Vergleich zur Makrorheologie nur kleine
Probenvolumina nötig sind, gewinnt die Mikrorheologie vor allem bei der Untersuchung bio-
logischer Materialien an Bedeutung. Aber auch schwer zu synthetisierende oder kostspielige
Proben, die nur in kleinen Mengen verfügbar sind, können so untersucht werden. Außerdem
ist es möglich lokale Heterogenitäten aufzuspüren, welche bei der makroskopischen Rheologie

”
weggemittelt“ werden. Mikrorheologie ist der Überbegriff für alle Methoden, die es erlau-
ben, aus der Bewegung von suspendierten mikro- oder sogar nanoskopischen Probenpartikeln
auf die rheologischen Eigenschaften des umgebenden Materials zu schließen. Dabei gibt es
verschiedene Spezifizierungen und experimentelle Verfahren, von denen einige im Folgenden
erläutert werden sollen.

3.3.1 Passive und aktive Mikrorheologie

Zuerst kann man passive und aktive Mikrorheologie unterscheiden. In der passiven Form
wird nur die thermische Bewegung der Nanoteilchen betrachtet; es wirken keine zusätzlichen
Kräfte1. Interessante Größen sind dabei das mittlere Verschiebungsquadrat, der Diffusions-
koeffizient oder die Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion der suspendierten Teilchen.
Diese Größen werden über eine generalisierte Stokes-Einstein-Beziehung mit dem Schermo-
dul der Probe in Verbindung gesetzt. Diese wurde zuerst von Mason und Weitz im Jahr
1995 eingeführt und auf verschiedene Systeme angewandt [10]. Sie konnten zeigen, dass die
mikrorheologischen Ergebnisse über einen großen Frequenzbereich mit denen aus makrosko-
pischen Rheologieexperimenten übereinstimmen und läuteten somit eine neue Epoche der
passiven Mikrorheologie ein. Die Passivität schränkt den messbaren Frequenz- und Modul-

1Ausnahme: Die Partikel werden zur besseren Handhabung im Experiment in einer Falle gehalten. Diese
übt jedoch nur eine sehr geringe Kraft aus.
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Abb. 3.4: Frequenz- und Modulbereiche verschiedener rheologischer Experimente. a) Aktive Einzel-
Partikel-Mikrorheologie, b) passive 2-Partikel-Mikrorheologie, c) Rasterkraftmikroskopie, d) makroskopische
Scherrheometrie. Die höchsten Module und damit die festesten Materialien kann man mit der makrosko-
pischen Rheometrie messen. Diese kann auf der anderen Seite nicht bei sehr flüssigen Proben, also kleinen
Modulen, verwendet werden, wo nur die Mikrorheologie Ergebnisse liefern kann. Die aktive Mikrorheologie
hat den größten Frequenzbereich, da z.B. mit optischen Verfahren nur geringe Trägheitseffekte auftreten.
Die Rasterkraftmikroskopie hat den geringsten Anwendungsbereich, ist aber besonders für Oberflächen und
dünne Schichten von Bedeutung. Aus [81].

bereich ein, da die thermische Energie nur in flüssigkeitsähnlichen Medien ausreicht, um die
Nanoteilchen diffundieren zu lassen und die maximale Frequenz durch die Anwendung einer
Fourier-Transformation direkt mit der zeitlichen Auflösung der Messgeräte zusammenhängt.
In der aktiven Mirkorheologie regt man die Partikel mit einer externen Kraft gezielt zu be-
stimmten Bewegungen an. Diese Kraft kann konstant oder oszillierend sein oder auch in
Form eines Pulses wirken. Je nach der Stärke dieser Kraft kann man die linearen oder die
nichtlinearen Eigenschaften der Probe untersuchen und man erreicht höhere Frequenzen als
mit der passiven Mikrorheologie und kann auch höhere Module messen, da die ausgeübte
Kraft deutlich höher sein kann als die thermische Kraft und somit Verformungen

”
festerer“

Materialien möglich sind (siehe Abbildung 3.4). Die Manipulation suspendierter Teilchen
reicht weit zurück, wobei zuerst magnetische Teilchen, die leicht durch externe magneti-
sche Felder beeinflusst werden können, herangezogen wurden [76–78]. Besonders im Bereich
biologischer und aktiver Materialien findet die aktive Mikrorheologie Anwendung [79, 80].

3.3.2 Einzel- und Multipartikel-Mikrorheologie

Eine weitere Unterscheidungsmöglichkeit ist die Betrachtung einzelner oder das Zusam-
menspiel mehrerer Nanopartikel. Wenn man die Bewegungen einzelner Teilchen untersucht,
hängt diese natürlich von der direkten Umgebung ab. D.h. man kann mit der Einzelpartikel-
Mikrorheologie Heterogenitäten im Material sichtbar machen und untersuchen. Möchte man
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die Eigenschaften des Materials als Gesamtes untersuchen, wie es bei der makroskopischen
Rheologie der Fall ist, muss man in Betracht ziehen, dass die Anwesenheit der Nanopar-
tikel in der Probe deren Eigenschaften verändern kann. Vor allem die nähere Umgebung,
die ja mit der Einzelpartikel-Methode betrachtet wird, kann sich vom eigentlichen Material
unterscheiden, was im Besonderen mit der Oberflächenchemie und der daraus resultieren-
den Wechselwirkung zusammenhängt. Diese Unsicherheit kann man reduzieren, indem man
korrelierte Bewegungen mehrerer suspendierter Partikel als Ausgangspunkt für die Berech-
nungen der rheologischen Eigenschaften nimmt. Die Partikel sollten dazu einen gewissen
Abstand zueinander haben, sodass nicht mehr hauptsächlich deren direkte Umgebung son-
dern das Material zwischen ihnen die untersuchten Bewegungen ausmacht. Die Unterschiede
sieht man besonders bei inhomogenen Medien, wie z.B. einer Guar-Lösung [82].

3.3.3 Experimentelle Methoden der Mikrorheologie

Da bei der vorliegenden Arbeit nur Computer-Simulationen und keine realen Experimente
durchgeführt werden, sollen an dieser Stelle nur einige experimentelle Methoden angeführt
werden. Für detailliertere Beschreibungen sei der Leser auf die genannten Referenzen ver-
wiesen.

Dynamische Lichtstreuung

Bei der dynamischen Lichtstreuung (DLS) wird die Autokorrelation der zeitabhängigen In-
tensität des an den suspendierten Partikeln gestreuten Lichts untersucht:

g2(q, t) =
〈I(q, t0 + t)I(q, t0)〉

〈I(q, t0)〉2
, (3.15)

wobei über Anfangszeiten t0 gemittelt wird und q der Betrag des Streuvektors ist. Die-
se Autokorrelations-Funktion hängt mit der inkohärenten intermediären Streufunktion der
Partikel S(q, t) über die Siegert-Relation zusammen [83]:

g2(q, t) = 1 + b
S(q, t)2

S(q, 0)2
. (3.16)

Dabei ist b ein Faktor, der mit den Geräteeigenschaften und Geometrien zusammenhängt
und nahe bei 1 liegt. Aus der inkohärenten Streufunktion kann man wiederum das mittlere
Verschiebungsquadrat der Partikel berechnen (siehe Abschnitt 6.5), welches dann zur Er-
mittlung der linear-viskoelastischen Eigenschaften der Probe dient.
Eine Erweiterung der dynamischen Lichtstreuung, welche als Einzelstreuexperiment ange-
sehen wird, ist die Diffusive-Wellen-Spektroskopie (DWS, Diffusing Wave Spectroscopy),
bei der mehrfache Streuprozesse ausgewertet werden. Auch hier kann der Zusammenhang
zum mittleren Verschiebungsquadrat hergestellt werden [84]. Der Vorteil der Mehrfachstreu-
ung ist, dass auch sehr kleine Verschiebungen detektiert werden und somit auch sehr kurze
Längenskalen untersucht werden können.
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Video-Mikroskopie

Eine Möglichkeit, die Bewegung der suspendierten Partikel direkt zu beobachten, bietet
die Video-Mikroskopie [85], bei der die Bewegungen unter dem Mikroskop gefilmt werden
und mit speziellen Tracking-Programmen die Trajektorien ermittelt werden. Die Orts- und
Zeitauflösung hängt dabei direkt von der Auflösung des Mikroskops und der Bildrate und
Pixelgröße der Kamera ab. Damit ist auch die Mindestgröße der beobachtbaren Partikel
beschränkt, die mehrere 100nm groß sein müssen. Durch die Anwendung holographischer
Mikroskopie können sogar dreidimensionale Bewegungen analysiert werden [86].

Optische Tweezer

Die Methode der optischen Tweezer2 beruht auf der Verwendung von mikroskopischen di-
elektrischen Partikeln, die mit Hilfe von Lasern in einer räumlichen Falle gehalten werden
können. Diese Falle dient im Prinzip nur dazu, dass man das Teilchen nicht

”
verliert“. Die

ausgeübte Kraft ist jedoch relativ klein, sodass die Bewegung des Partikels nur für lange
Zeiten beeinflusst wird. Außerdem kann man die Kraft sehr gut als harmonisch beschreiben,
was in der Auswertung zu einem einfachen zusätzlichen Term führt. Die Detektion der Be-
wegung erfolgt meist durch einen zweiten Laser, kann aber auch mit dem fallenerzeugenden
Laser selbst erfolgen. Weiterhin lassen sich neben den passiven auch aktive Mikrorheologie-
Experimente durchführen. Hierzu wird entweder der Fallen-Laser bewegt oder es gibt zwei
nahegelegene Fallen-Laser, die abwechselnd an- und ausgeschaltet werden. Die Anwendung
und Auswertung solcher optischer Experimente ist in [87] beschrieben und die Idealisierung
als harmonisches Potential wird an zwei Stellen dieser Arbeit genutzt; bei der 2-Partikel-
Mikrorheologie (Abschnitt 7) und bei der erzwungenen Schwingung eines Nanopartikels
(Abschnitt 8.1).

Magnetische Tweezer

Das Prinzip der magnetischen Tweezer beruht auf den magnetischen Eigenschaften der Na-
nopartikel und wurde in den 90’er Jahren stark vorangetrieben [88–90]. Hierbei reagieren die
suspendierten Partikel auf ein externes Magnetfeld. Dieses wird entweder als Puls, oszillie-
rend oder konstant angewandt, wodurch verschiedene Bereiche der rheologischen Untersu-
chung (Relaxationsverhalten, frequenzabhängiger Modul, Viskosität) angesprochen werden
können. Die Detektion der Teilchen erfordert dabei zusätzliche Maßnahmen im Gegensatz zur
Verwendung optischer Tweezer. Außerdem macht es damit nur Sinn, die aktive Mikrorheolo-
gie zu betrachten. Eine Zusammenfassung der Anwendung magnetischer Mikrorheologie ist
in [91] zu finden.

Rasterkraftmikroskopie

Mit der Rasterkraftmikroskopie (AFM, Atomic Force Microscopy) lassen sich die Eigen-
schaften von Oberflächen oder dünnen Schichten bestimmen. Dazu wird zum Beispiel die
Eindringtiefe der Spitze des Cantilevers und die wirkende Kraft in Abhängigkeit der An-
regungsfrequenz gemessen, mit der der Cantilever oder die Probe oszilliert. Über analyti-
sche Zusammenhänge, wie das Hertz-Modell, werden daraus die elastischen und viskosen

2Tweezer: Pinzette
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Eigenschaften berechnet (siehe z.B. [91, 92]). Die Eigenschaften können so lokal mit ei-
ner hohen räumlichen Auflösung gemessen werden, sodass Heterogenitäten deutlich sichtbar
werden. Die Methode der Rasterkraftmikroskopie wird häufig zur Untersuchung der visko-
elastischen Eigenschaften von biologischen Materialien wie Blutplättchen [93], Fibroblasten
[94], DNA [95], Lungenepithelzellen [96] und vielen anderen [97] eingesetzt. Auftretende He-
terogenitäten können so mit verschiedenen Funktionsbereichen der Zellen in Zusammenhang
gebracht werden.



4 Komplexer Modul aus der

Drucktensor-Autokorrelationsfunktion

Zur Beschreibung der rheologischen Eigenschaften soll in dieser Arbeit primär der komplexe
Modul G∗(ω) untersucht werden, dessen Realteil G′(ω) den elastischen Anteil repräsentiert
und als Speichermodul bezeichnet wird, und dessen Imaginärteil G′′(ω) den viskosen Anteil
darstellt und als Verlustmodul bezeichnet wird. Um die Ergebnisse der Mikrorheologie be-
werten zu können müssen diese mit Referenzen verglichen werden. Diese Referenzen sind i.A.
Ergebnisse von makroskopischen Rheometrie-Experimenten. Da das untersuchte System ein
einfaches Modell einer Polymerschmelze ist, gibt es dazu keine experimentellen Vergleichs-
werte und man wählt einen anderen Weg zur Bestimmung der Referenzmodule, der auf der
Berechnung des Drucktensors basiert.

4.1 Herangehensweise

Die mikroskopische Definition des zeitabhängigen Relaxationsmodules beruht auf der Auto-
korrelation der nichtdiagonalen Elemente des Drucktensors:

Gst(t) =
V

kBT
〈Σxy(t)Σxy(0)〉 . (4.1)

Die spitzen Klammern bedeuten eine Mittelung über alle drei unabhängigen Elemente (xy,
xz und yz) und die Ausführung eines Ensemblemittels. Die Kennzeichnung st steht dabei
für stress tensor und dient zur Unterscheidung von einer zweiten Herangehensweise, die im
Anschluss erklärt wird. Die Gleichung (4.1) ergibt sich aus dem Vergleich zweier Definitionen
für die Nullviskosität eines Fluids. Einmal kann diese wie folgt definiert werden [98]:

η =

∫ ∞

0

G(t)dt, (4.2)

und zum anderen lässt sie sich durch die Autokorrelation der nichtdiagonalen Elemente des
Drucktensors berechnen [99]:

η =
V

kBT

∫ ∞

0

〈Σxy(t)Σxy(0)〉 dt; , (4.3)

was eine Green-Kubo-Beziehung darstellt, aus der sich direkt (4.1) ergibt. Im Allgemeinen
geben Green-Kubo-Gleichungen die Beziehung zwischen einer makroskopischen Transport-
größe (Viskosität, Diffusionskonstante, Leitfähigkeit) und der zeitlichen Autokorrelation ei-
ner mikroskopischen Größe an (Drucktensor, Geschwindikeit, Stromstärke). Der Drucktensor
besteht aus zwei Teilen: einem Virialterm, der Kräfte und Abstände enthält, und einem ki-
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Abb. 4.1: Kugel-Feder-
Modell der Rouse-Theorie.
Die N Kugeln an den
Positionen Rn sind über
Federn der Stärke k ver-
bunden und bewegen sich
wie Brownsche Teilchen
ohne Masse.

netischen Term, der die Geschwindigkeiten der Teilchen enthält:

Σαβ(t) = − 1

V

(

∑

i,j

rαij(t)F
β
ij(t) +

∑

i

miv
α
i (t)v

β
i (t)

)

, α, β = x, y, z. (4.4)

Die Kraftkomponenten hängen über F β
ij(t) = −dU(rij)

dr

rβij(t)

rij(t)
mit den Wechselwirkungspo-

tentialen U(rij) (siehe Abschnitt 2.1) zusammen. Da die Potentiale bei einem Cutoff-Radius
abgeschnitten werden, gehen in der ersten Summe auch nur die Paare ein, bei denen der Ab-
stand rij kleiner ist als der Cutoff-Radius. Bei den Nichtdiagonal-Elementen (α 6= β), welche
von Interesse für die Module sind, kann der kinetische Term vernachlässigt werden, da sich
die Beiträge durch die Summe über alle Teilchen in der Box in Simulationen dichter Systeme
nahezu wegheben. Der Relaxationsmodul kann somit direkt aus der Simulation berechnet
werden, da die Positionen aller Teilchen zu jedem Zeitpunkt bekannt sind.
Für kurze Polymere, unterhalb der Verschlaufungslänge Ne, existiert die Rouse-Theorie, die
die Dynamik von Polymeren mittels eines einfachen Kugel-Feder-Modells beschreibt [98,
100].

Rouse-Modell

Eine Polymerkette wird als Aneinanderreihung von N Kugeln mittels N − 1 Federn symbo-
lisiert (siehe Abb. 4.1) und die Bewegung der Kugeln wird als Brownsche Bewegung ange-
nommen. Für die inneren Kugeln, n = 2, ...N − 1, gilt:

ζ
dRn

dt
= −k(2Rn −Rn+1 −Rn−1) + fn , (4.5)

und für die Endkugeln gilt:

ζ
dR1

dt
= −k(R1 −R2) + f1 (4.6)

ζ
dRN

dt
= −k(RN −RN−1) + fN . (4.7)

Dabei sind Ri die Positionen der Kugeln, k die Federkonstante, die zwischen allen Kugeln
gleich ist, ζ die Reibungskonstante und fi Zufallskräfte, die Gaußverteilt sind und mit der
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Reibungskonstanten über ein Fluktuations-Dissipations-Theorem zusammenhängen:

〈fi(t)〉 = 0 (4.8)

〈fn,α(t)fm,β(t
′)〉 = 2ζkBTδnmδαβδ(t− t′) . (4.9)

In den Gleichungen gibt es keinen Trägheitsterm und die Wechselwirkungen mit dem Lö-
sungsmittel und anderen Polymerketten gehen nur über den Reibungskoeffizienten bzw. die
Zufallskraft ein.
Durch eine Kosinus-Transformation der Kugelpositionen erhält man die sogenannten Rouse-
Moden Xp:

Xp(t) =
1

N

N
∑

n=1

Rn(t)cos

(

(n− 1/2)pπ

N

)

, p = 0, ..., N − 1 . (4.10)

Diese beschreiben die lokale Bewegung von Teilketten der Länge N/p für p > 0 und die
Bewegung des Kettenschwerpunktes RG = X0.
Die Korrelationen der Rouse-Moden hängen wiederum mit dem Druckrelaxationsmodul zu-
sammen[98, 101]:

GR(t) =
ρkBT

N

N−1
∑

p=1

〈Xpx(t)Xpy(t)Xpx(0)Xpy(0)〉
〈X2

px〉2
. (4.11)

Die Rouse-Moden alleine können jedoch die Druckrelaxation nicht exakt beschreiben, da
Trägheitseffekte und intermolekulare Wechselwirkungen nicht enthalten sind und hohe Fre-
quenzen (Schwingungen der Bindungslängen) nicht richtig dargestellt werden. Andererseits
erreicht man mit der direkten Berechnung des Drucktensors nur sehr kurze Zeiten, da das
Rauschen schnell zu stark wird (siehe Abb. 4.2 (a)). Somit sind für eine gute Beschreibung
des Relaxationsmoduls beide Anteile nötig. Zur Zusammenführung dieser Anteile müsste
man ermitteln, zu welchem Zeitpunkt beide übereinstimmen, und bis zu diesem Punkt die
direkt berechneten Werte verwenden und danach die aus den Rouse-Moden berechneten
Werte. In der Praxis wird ein anderer Ansatz gewählt, bei dem im Kurzzeitbereich beide
Anteile überlagert werden:

G(t) = GR(t) +Gst(t)Θ(τN−1 − t) , (4.12)

wobei τN−1 die kürzeste Rouse-Relaxationszeit und Θ(x) die Heavyside-Stufenfunktion ist.
Dieses Vorgehen ist offensichtlich analytisch nicht korrekt, aber es entspricht dem Vor-
schlag von Vladkov und Barrat [101], die ihre Ergebnisse mit Nichgleichgewichtssimula-
tionen verglichen haben, indem sie die Polymerschmelze einem ebenen Couette-Fluss aus-
gesetzt haben, wie man es auch in realen Experimenten macht. Die Ergebnisse der Nicht-
gleichgewichtssimulationen stimmen mit denen der Gleichgewichtssimulationen bei Anwen-
dung des erläuterten Vorgehens überein, sodass dieses zur Berechnung der Referenz für die
Mikrorheologie-Ergebnisse genutzt werden kann.
Die frequenzabhängigen Module G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω) (mit dem Speicher-Modul G′(ω)
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und dem Verlust-Modul G′′(ω)) bekommt man über die Fourier-Transformation des Relaxa-
tionsmodules:

G∗(ω) = iω

∫ ∞

0

G(t)e−iωtdt . (4.13)

Die numerische Integration kann hier vermieden werden, indem man die zeitabhängigen
Module mit analytischen Funktionen anpasst, deren Fourier-Transformierte bekannt sind
(siehe Anhang B für Erläuterungen zur Handhabung von Fourier-Transformationen). Hierfür
werden folgende Fitfunktionen verwendet [101]:

Gst(t) = Ae−t/τA cos(Ωt) +Be−t/τB (4.14)

GR(t) =
4
∑

i=1

aie
−bit . (4.15)

Bei der zweiten Funktion werden nur vier anstelle von N − 1 Moden berücksichtigt, um
die Anzahl der Fitparameter zu beschränken. Es wurde getestet, dass diese ausreichend
sind, um die Relaxationsfunktion über den interessierenden Bereich anzupassen. Die kürzeste
Relaxationszeit der Rouse-Moden τN−1 ist groß gegenüber den Relaxationszeiten τA und τB
der Fitfunktion (4.14), sodass die Θ-Funktion in (4.12) ignoriert werden kann. Damit erhält
man die Module:

G′(ω) =
4
∑

i=1

aiω
2

b2i + ω2

+
A

2

(

ω(ω + Ω)τ 21
1 + (ω + Ω)2τ 21

+
ω(ω − Ω)τ 21

1 + (ω − Ω)2τ 21

)

+ B
ω2τ 22

1 + ω2τ 22
(4.16)

G′′(ω) =
4
∑

i=1

aibiω

b2i + ω2

+
ωτ1A

2

(

1

1 + (ω + Ω)2τ 21
+

1

1 + (ω − Ω)2τ 21

)

+ B
ωτ2

1 + ω2τ 22
. (4.17)

4.2 Verhalten der reinen Schmelze

Die folgenden Ergebnisse gehören zu Simulationen einer Polymerschmelze mit 1600 Ketten
der Länge N = 10 und Monomerdichte ρ = 0.89 bei einer Temperatur von kBT = 1.06. Ab-
bildung 4.2 zeigt die Relaxationsmodule einer reinen Schmelze (ohne Nanopartikel) berechnet
mittels direkter Auswertung der Drucktensor-Elemente (a) und mit Hilfe der Rouse-Moden
(b). Die schwarzen Linien sind dabei die aus der Simulation gewonnenen Werte und die
orangefarbenen die Ergebnisse der Anpassung mit den Funktionen (4.14) und (4.15). Bei
dem Ergebnis aus den Rouse-Moden kann die Kurve nahezu perfekt durch die Fitfunkti-
on wiedergegeben werden. Im Gegensatz dazu funktioniert der Fit bei Gst(t) nur bis zum
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Abb. 4.2: Zeitabhängige Relaxationsmodule.
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(b) Relaxationsmodul basierend auf der Be-
rechnung der Rouse-Moden ((4.10),(4.11)).
Die orangefarbene Kurve ist der Fit zu Gl.
(4.15). Die gestrichelte vertikale Linie ent-
spricht der kürzesten Rouse-Relaxationszeit,
die in diesem Fall τN−1 = 2.5 beträgt.

ersten Maximum perfekt. Eine Verbesserung der Autokorrelationsberechnung durch die Kor-
relatormethode von Likhtman et al. [102] führte zu einer Verminderung des Rauschens bei
längeren Zeiten, aber nicht zu einer Verbesserung des Fits. Da die Funktion bei längeren
Zeiten hier mit Hilfe des Rouse-Modells berechnet wird, wird die Likhtman-Methode nicht
weiter eingesetzt. Die gestrichelte vertikale Linie in Abb. 4.2 (b) entspricht der kürzesten
Rouse-Relaxationszeit, die in diesem Fall τN−1 = 2.5 beträgt. Man sieht, dass Gst(t) schon
bei t = 1 nahe an Null liegt und demnach bei τN−1 vernachlässigt werden kann, sodass wie
oben beschrieben die Θ-Funktion bei der Addition der beiden Relaxationsmodule ignoriert
werden kann. Der komplexe Modul, berechnet mit den Gleichungen (4.16) und (4.17) aus
den Parametern der Fitfunktionen, ist in Abb. 4.3 dargestellt. Dabei wurde für die roten
Kurven nur der Rouse-Anteil verwendet (jeweils die erste Zeile in (4.16) und (4.17)) und für
die schwarzen der komplette Modul. Der Rouse-Anteil ergibt die typische Form des komple-
xen Moduls mit den logarithmischen Anstiegen 2 für G′(ω) und 1 für G′′(ω) bei niedrigen
Frequenzen und einem Kreuzungspunkt bei mittleren Frequenzen. Der Speichermodul geht
asymptotisch gegen ρkBT und der Verlust-Modul nimmt bei hohen Frequenzen wieder ab.
Die Auswertung des Rouse-Modells mit Hilfe der Autokorrelation der Rouse-Moden [98]:

〈Xpα(t)Xpα(0)〉
〈X2

pα〉
= e−t/τp (4.18)

und Gleichung (4.11) liefert folgende Formeln für den komplexen Modul:

G′(ω) =
ρkBT

N

N−1
∑

p=1

(ωτp/2)
2

1 + (ωτp/2)2
(4.19)

G′′(ω) =
ρkBT

N

N−1
∑

p=1

ωτp/2

1 + (ωτp/2)2
, (4.20)
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Abb. 4.3: Speicher- und Verlustmodul, G′(ω) (durchgezogene Linien) und G′′(ω) (gestrichelte Linien), der
reinen Schmelze. Den roten Kurven liegt nur der Rouse-Anteil GR(t) zugrunde und den schwarzen der
komplette Modul G(t) mit der Korrektur durch Gst(t). Die Fehlerbalken ergeben sich aus zwölf verschiedenen
Simulationen und geben die minimalen und maximalen erhaltenen Werte an.

mit der Modenrelaxationszeit τp = τR/p
2, wobei τR die längste Relaxationszeit der Polymer-

kette ist. Für das Beispiel in Abb. 4.3 ergibt sich τR = 106.4 aus der Anpassung der Ergeb-
nisse mit den obigen Gleichungen. Dabei kommt es jedoch zu einer Diskrepanz zwischen dem
oben erwähnten Wert für τN−1 von 2.5 und τR/(N − 1)2 = 1.3, was mit der verminderten
Zahl an Moden, die mit der Fitfunktion (4.15) erfasst werden, zusammenhängt. Die Kor-
rektur für das Kurzzeitverhalten des Drucktensors (schwarze Linien) bewirkt einen Anstieg
des Speichermoduls bei hohen Frequenzen. Der Verlustmodul ist im gesamten dargestell-
ten Frequenzbereich erhöht, wobei der Unterschied mit steigender Frequenz zunimmt. Die
angegebenen Fehlerbalken sind die minimalen und maximalen Werte der Module bei zwölf
verschiedenen Simulationsdurchläufen, deren Mittelung1 die Linien ergibt. Der Rouse-Anteil
(rote Kurven und Niederfrequenzbereich der schwarzen Kurven) ist sehr stabil, im Gegensatz
zur Hochfrequenzkorrektur, die stärker fluktuiert, was schon an dem schlechter passenden Fit
(Abb. 4.2 (a)) zu erkennen und auf die geringere Statistik des Drucktensors zurückzuführen
ist. Da im Rouse-Modell Trägheitseffekte und Wechselwirkungen zwischen den Ketten nicht
eingeschlossen, aber natürlicherweise vorhanden sind, wird im folgenden nur der korrigierte
Modul aus beiden Anteilen verwendet. Dieser soll als Referenz für die Ergebnisse, die mit
der mikrorheologischen Herangehensweise erhalten werden, dienen. Außerdem wird auf die
Angabe der Fehlerbalken verzichtet, da das gezeigte Beispiel exemplarisch für alle Module
ist.

1Die Mittelung wird für die zeitabhängigen Module GR(t) und Gst(t) durchgeführt.
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Abb. 4.4: Speicher- und Verlustmodul, G′(ω) (durchgezogene Linien) und G′′(ω) (gestrichene Linien), der
reinen Schmelze (schwarz) und der Schmelze mit Nanopartikel (rot).

4.3 Verhalten der Schmelze mit einem eingebetteten

Nanopartikel

Es ist bekannt, dass Nanokomposite (Mischungen von zwei Komponenten, wobei eine der
beiden nanoskopische Abmessungen hat; hier: Polymere und Nanopartikel) in Abhängigkeit
der Volumenkonzentration der Partikel deutlich andere Eigenschaften haben können als das
reine Polymer [103]. Daher muss auch hier untersucht werden, welchen Einfluss ein einge-
betteter Nanopartikel auf die untersuchten Größen hat. Zum Vergleich der in Abschnitt 4.2
gezeigten Ergebnisse dienen die Ergebnisse von Simulationen einer Polymerschmelze mit
1550 Ketten der Länge N = 10 und Monomerdichte ρ = 0.89 bei einer Temperatur von
kBT = 1.06 mit einem zusätzlichen Partikel der Größe R0 = 3 und einer Monomer-Partikel-
Wechselwirkung von ǫpm = 1. Erwähnt werden soll an dieser Stelle, dass bei der Simulation
der reinen Schmelze das Volumen und damit der Druck so angepasst wurden, dass sich die
genannte Monomer-Dichte ergibt, da sich bei einer Simulation mit p = 1 eine reduzierte
Dichte von ρ = 0.82 eingestellt hat, welche dementsprechend stärker abweichende Ergebnis-
se zur Folge hatte. In Abbildung 4.4 ist der komplexe Modul ohne (schwarze Linien) und mit
eingebettetem Nanopartikel (rote Linien) dargestellt. Die Ergebnisse stimmen sehr genau
überein, sodass man bei Beachtung der Dichte durchaus die Ergebnisse der reinen Schmelze
als Referenz nehmen kann. Trotzdem wird für den Vergleich zur Mikrorheologie der Schmelz-
modul der Schmelze mit Nanopartikel verwendet, um auch kleine Veränderungen durch den
Partikel zu berücksichtigen.



5 Untersuchung der passiven

Einzelpartikel-Mikrorheologie

Zuerst werden Systeme untersucht, die nur einen Nanopartikel enthalten, sodass der Ein-
fluss der Partikel untereinander entfällt. Im Experiment werden häufig viele Nanoteilchen
suspendiert, um diese besser finden zu können. Dabei muss aber die Volumenkonzentrati-
on der Teilchen klein genug sein, um die Interpartikel-Wechselwirkungen vernachlässigen zu
können. Für die Simulation bedeutet das, dass die Box so groß gewählt werden muss, dass
das Nanoteilchen nicht mit seinen periodischen Bildern wechselwirkt. Dabei ist in beiden
Fällen nicht die direkte Wechselwirkung zwischen Nanopartikeln gemeint, sondern die durch
das Medium übertragene, welche auf strukturellen Veränderungen (z.B. Layering) und der
Ausbreitung von Scherwellen oder Wirbeln beruht.

5.1 Charakterisierung der Bewegung von Teilchen

Die Grundlage der passiven Mikrorheologie ist die Untersuchung der thermischen Bewe-
gung von mikro- oder nanoskopischen Partikeln, die in dem zu untersuchenden Medium
suspendiert sind. Die simulierten Bewegungen der Nanopartikel und aller anderen Teilchen
in der Simulationsbox werden als Trajektorien gespeichert, die die Positionen und Geschwin-
digkeiten zu jedem Zeitpunkt beinhalten. Es werden drei Bewegungsgrößen eingeführt, die
zwar nahezu den gleichen Informationsinhalt haben, aber deren Eigenschaften an unter-
schiedlichen Stellen zur Anwendung kommen. Eine erste interessante Größe ist das mittlere
Verschiebungsquadrat (MSD, Mean Squared Displacement):

〈∆r2(t)〉 = 〈(r(t)− r(0))2〉 . (5.1)

Die spitzen Klammern stehen dabei in dieser Definition für das Ensemblemittel. Da nur ein
einzelner Partikel untersucht wird, wären mit dieser Definition mehrere Tausend verschiedene
Simulationen nötig, um eine gute Statistik zu erhalten. Da das System jedoch ergodisch
ist, kann man das Ensemblemittel durch das Zeitmittel ersetzen1, welches wiederum über
mehrere (Größenordnung 10) Simulationsdurchläufe gemittelt wird. Falls es nicht anders
angegeben wird, gilt im Folgenden bei der Auswertung von Mittelwerten:

〈f(τ, t = 0)〉 =
〈

1

T − τ

∫ T−τ

0

f(τ + t, t)dt

〉

(5.2)

mit der Simulationslänge T , welche für die Gültigkeit der Gleichheit sehr groß sein muss.
Die eckigen Klammern auf der rechten Seite der Gleichung stehen dann für die Mittelung

1Jeder Punkt der Trajektorie im Phasenraum kann auch als Ausgangspunkt einer Simulation angesehen
werden, sodass im Grenzfall unendlich langer Zeiten beide Mittelungen übereinstimmen.
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Abb. 5.1: Beispiel der Dynamik eines Nanopartikels. Oben: mittleres Verschiebungsquadrat 〈∆r2(t)〉. Mitte:
instantaner Diffusionskoeffizient D(t). Unten: Betrag der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion Φ(t).
Es handelt sich um einen Nanopartikel der Größe R0 = 2 mit einer Partikel-Monomer-Wechselwirkung von
ǫpm = 1 in einer Polymerschmelze mit Ketten der Länge N = 10.

über mehrere Simulationsdurchläufe.
In einer doppelt-logarithmischen Darstellung des MSD erkennt man verschiedene Bereiche,
die mit einem lokalen Potenzgesetz 〈∆r2(t)〉 ∝ tα gekennzeichnet werden können. Ein Bei-
spiel ist in Abb. 5.1 gegeben. Zu sehr kurzen Zeiten muss das MSD ein ballistisches Regime
mit einem Exponenten α = 2 zeigen, da sich das Teilchen zwischen zwei Stößen mit der Um-
gebung, also den Monomeren oder einem vorhandenen Lösungsmittel, immer unbeschleunigt
bewegt: r(t) = r(0)+v(0)t → 〈∆r2(t)〉 = 〈v(0)2〉t2. Im Mittel gilt für die Anfangsgeschwin-
digkeit nach dem Gleichverteilungssatz 〈v(0)2〉 = dkBT/M , mit der Raumdimension d, der
reduzierten Temperatur kBT und der Masse des Partikels M . Für sehr lange Zeiten wird das
MSD diffusiv und wächst mit einem Exponenten α = 1. Der Proportionalitätsfaktor ist dabei
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die Diffusionskonstante D multipliziert mit 2d [7]. Das intermediäre Regime kann kompli-
zierter aussehen und zeigt zum Beispiel den Einfluss des Caging-Effektes beim Glasübergang
als intermediäres Plateau. Der Exponent ist dabei stets kleiner als 1 und die Bewegung wird
allgemein als anomale Diffusion bezeichnet. Im angegebenen Beispiel ist α etwa 0.8, was
auch in anderen Simulationsstudien und Experimenten gefunden wurde [90, 104]. Nach der
Skalentheorie in [105] sollte der Exponent 0.5 betragen. Das wird jedoch nicht gefunden, da
wahrscheinlich das intermediäre subdiffusive Regime mit dem superdiffusiven Regime bei
kleineren Zeiten und dem diffusiven Regime bei größeren Zeiten überlagert ist.
Aus dem diffusiven Bereich des MSD erhält man die Diffusionskonstante des Nanoteilchens
als Grenzwert:

D = lim
t→∞

1

2d

〈∆r2(t)〉
t

= lim
t→∞

1

2d

d〈∆r2(t)〉
dt .

(5.3)

Es ist daher naheliegend einen instantanen, zeitabhängigen Diffusionskoeffizienten einzufüh-
ren. Dieser wird als Zeitableitung des mittleren Verschiebungsquadrates definiert und geht
daher bei langen Zeiten in die Diffusionskonstante über:

D(t) =
1

2d

d〈∆r2(t)〉
dt .

(5.4)

In dieser Darstellung erkennt man superdiffusive Bereiche (α > 1) an einem positiven An-
stieg, subdiffusive (α < 1) an einem negativen Anstieg und diffusive Bereiche (α = 1) am
Anstieg Null (Mitte von Abb. 5.1). Für den späteren Gebrauch im Zusammenhang mit einer
Fourier-Transformation wird die Funktion E(t) = D(t) − D eingeführt, die für große Zei-
ten verschwindet und die somit im Gegensatz zum i.A. unbeschränkten MSD eine definierte
Fourier-Transformierte hat.
Eine dritte Größe der Teilchendynamik ist die Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion
(VACF, Velocity AutoCorrelation Function). Diese kann man entweder direkt aus den auf-
gezeichneten Geschwindigkeiten oder als zweite Ableitung des MSD berechnen:

Φ(t) = 〈v(t) · v(0)〉 = 1

2

d2〈∆r2(t)〉
dt2

. (5.5)

Das entsprechende Beispiel ist im unteren Teil von Abbildung 5.1 zu sehen, wobei der Betrag
der VACF dargestellt ist. Der Übergang vom ballistischen zum subdiffusiven Regime ist hier
durch einen Vorzeichenwechsel, der sich als scharfe Zacke zeigt, zu erkennen. Im Anschluss
daran erhält man einen logarithmischen Exponenten von -1.5, der auf viskoelastischen und
hydrodynamischen Effekten beruht und der auch bei der Bewegung des Kettenschwerpunktes
gefunden wird (siehe Abschnitt 5.5). Diese negative Relaxation sollte nicht mit den häufig
gefundenen Langzeitausläufern bei dynamischen Größen verwechselt werden. Für die VACF
ist dies eine positive Relaxation mit dem logarithmischen Exponenten -1.5. Solche Lang-
zeitausläufer sind von großem Interesse für Theorie und Experiment, da sie grundlegende
dynamische Effekte im Medium widerspiegeln [106–109]. Da die Absolutwerte der ermittel-
ten VACF für lange Zeiten sehr klein sind, ist das Verhältnis vom Signal zum Rauschen nur
für die kürzeren Zeiten gut genug, um quantitative Aussagen und Auswertungen machen
zu können, weshalb der Fokus im Weiteren beim mittleren Verschiebungsquadrat und dem
instantanen Diffusionskoeffizienten liegt.
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5.2 Generalisierte Stokes-Einstein-Gleichung

Hat man die Bewegung eines suspendierten Nanopartikels in Form des mittleren Verschie-
bungsquadrates oder der Geschwindigkeits-Auokorrelationsfunktion gemessen bzw. aus der
Simulation berechnet, bleibt noch die Aufgabe, diese mit den rheologischen Eigenschaften,
hauptsächlich dem komplexen Modul, des untersuchten Mediums in Verbindung zu setzen.
Die Pionierarbeiten dazu leisteten Mason und Weitz, die eine generalisierte Stokes-Einstein-
Gleichung verwendeten, um aus dem mittels dynamischer Lichtstreuung gewonnenen MSD
von mikroskopischen Partikeln in verschiedenen komplexen Fluiden den Speicher- und Ver-
lustmodul dieser Fluide zu bestimmen [9]. Ihre Ergebnisse zeigen, dass die mit der mikrorheo-
logischen Herangehensweise erhaltenen Module sehr gut mit den Modulen von makroskopi-
schen mechanischen Messungen übereinstimmen.
Ausgangspunkt zur Herleitung einer generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung ist die gene-
ralisierte Langevin-Gleichung eines Nanopartikels in einem viskosen Medium, die eine sto-
chastische Differentialgleichung darstellt:

M v̇(t) = FR(t)−
∫ t

−∞

ζ(t− t′)v(t′)dt′ − k

(
∫ t

−∞

v(t′)dt′ − r0

)

. (5.6)

Diese enthält den Inertialterm des Partikels der Masse M , einen Reibungsterm, der über
eine Gedächtnis-Funktion ζ(t) beschrieben wird, und eine normalverteilte thermische Kraft
FR(t), welche den stochastischen Anteil wiedergibt und die dem Fluktuations-Dissipations-
Theorem genügt (siehe Anhang C):

〈FR(t)FR(t
′)〉 = dkBTζ(t− t′) . (5.7)

Die untere Integrationsgrenze wird oft auch Null gesetzt, wenn man annimmt, dass für
t < 0 v(t) = 0 ist. Dies ist hier nicht der Fall, da die Messungen von Positionen und
Geschwindigkeiten immer im equilibrierten Zustand stattfinden und die mittlere Geschwin-
digkeit des Nanoteilchens nach dem Gleichverteilungssatz mit der Temperatur des Systems
zusammenhängt und demnach verschieden von Null ist. Ist die Gedächtnisfunktion eine Kon-
stante, erhält man die einfache Langevin-Gleichung mit dem Reibungsterm ζv(t). Der dritte
Term in (5.6) ist nur im Falle einer harmonischen Positionseinschränkung (z.B. bei optischen
Tweezern) nötig, wird aber der Vollständigkeit halber mitgenommen. Dabei ist k eine Kraft-
konstante und r0 die Gleichgewichtsposition bezüglich dieser Kraft.
Zur Lösung dieser Gleichung geht man mittels der Definition

f̃(s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt (5.8)

in den Laplaceraum über und stellt nach der Geschwindigkeit um:

ṽ(s) =
F̃R(s) +Mv(0) + k

s
(r0 −

∫ 0

−∞
v(t′)dt′)

Ms+ ζ̃(s) + k
s

, (5.9)

dabei ist s die Laplace-Frequenz und die Tilde zeigt, dass es sich um eine Größe im Laplace-
raum handelt. Das Ergebnis multipliziert man mit der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt Null
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und führt ein Ensemblemittel aus:

〈ṽ(s) · v(0)〉 =
〈F̃R(s) · v(0)〉+ 〈Mv(0) · v(0)〉+ 〈k

s
(r0 −

∫ 0

−∞
v(t′)dt′) · v(0)〉

Ms+ ζ̃(s) + k
s

. (5.10)

Die thermische Kraft, die Gleichgewichtsposition und das Geschwindigkeitsintegral fallen
nun weg, da sie nicht mit der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt Null korreliert sind:

〈F̃R(s) · v(0)〉 = 0 ,

〈

k

s
(r0 −

∫ 0

−∞

v(t′)dt′) · v(0)
〉

= 0 .

Umstellen nach dem Reibungskoeffizienten und Ersetzen des Geschwindigkeitsquadrates mit
Hilfe des Gleichverteilungssatzes ergibt:

ζ̃(s) =
M〈v2〉

〈ṽ(s) · v(0)〉 −Ms− k

s

=
dkBT

Φ̃(s)
−Ms− k

s

=
2dkBT

s2〈∆r̃(s)2〉 −Ms− k

s
. (5.11)

Die letzte Gleichheit ergibt sich daraus, dass die Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunkti-
on die zweite Zeitableitung des mittleren Verschiebungsquadrates ist, was im Frequenzraum
zu einem Faktor s2 führt. Der Reibungskoeffizient hängt im einfachsten Fall linear mit der
Viskosität zusammen: ζ = νπRη (Gesetz von Stokes). Dabei ist ν ein Parameter, der die
Randbedingungen an der Oberfläche der Kugel mit Radius R beschreibt. Ursprünglich wur-
de das Gesetz mit ν = 6 hergeleitet, was für ein an der Oberfläche haftendes Fluid gilt.
Gleitet das Fluid jedoch über die Kugel, ist die ausgeübte Reibung geringer und ν = 4. Die
Verallgemeinerung des Stokes-Gesetzes erfolgt dadurch, dass man eine frequenzabhängige
Viskosität annimmt: ζ̃(s) = νπRη̃(s). Durch Multiplikation mit der Frequenz wird diese als
frequenzabhängiger Modul ausgedrückt:

G̃(s) = sη̃(s)

=
s

νπR

(

dkBT

Φ̃(s)
−Ms

)

− k

νπR

=
s

νπR

(

2dkBT

s2〈∆r̃(s)2〉 −Ms

)

− k

νπR

=
s

νπR

(

kBT

D + sẼ(s)
−Ms

)

− k

νπR
. (5.12)

In der letzten Zeile wurde die Funktion E(t) = D(t) − D eingesetzt, da diese wie vorher
schon erwähnt besser geeignet ist, um an ihr eine Fourier-Transformation durchzuführen.
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Mit der Definition von D(t) als Zeitableitung des MSD gilt:

d〈∆r2(t)〉
dt

=2dD(t)

s2〈∆r̃(s)2〉 =s2dD̃(s)

=2d(sẼ(s) +D) .

An den Gleichungen (5.12) sieht man auch, woher der Name generalisierte Stokes-Einstein-
Gleichung kommt. Die einfache Stokes-Einstein-Gleichung lautet nämlich:

η =
kBT

νπRD
, (5.13)

und wird verallgemeinert, indem die Viskosität und die Diffusionskonstante frequenzabhängig
gemacht werden. In vielen Publikationen wird sogar der Inertialterm Ms weggelassen, wo-
durch die Übereinstimmung noch besser zu erkennen ist. Für die Vergleichbarkeit zu Ex-
perimenten und dem Modul in Abschnitt 4 geht man vom Laplaceraum in den Fourier-
Frequenzraum über, indem s durch iω ersetzt wird und aus der Laplace-Transformation die
Fourier-Transformation wird. Man erhält also eine Gleichung, die den Speicher- und Ver-
lustmodul (Real- und Imaginärteil des komplexen Moduls G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω)) des
untersuchten Mediums mit der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion, dem mittleren
Verschiebungsquadrat oder dem instantanen Diffusionskoeffizienten des suspendierten Na-
nopartikels in Verbindung setzt. Für die Anwendung ist der instantane Diffusionskoeffizient
zu bevorzugen, da eine Fourier-Transformation ausgeführt wird und diese bei einer ungebun-
denen Funktion, wie sie das MSD im Allgemeinen ist, keine sinnvolle Definition hat. Für die
Berechnung der Module werden daher diese Gleichungen verwendet:

G′(ω) =
ω2

νπR

(

kBTE
′(ω)

(D − ωE ′′(ω))2 + (ωE ′(ω))2
+M

)

− k

νπR
(5.14)

G′′(ω) =
ω

νπR

(

kBT (D − ωE ′′(ω))

(D − ωE ′′(ω))2 + (ωE ′(ω))2

)

, (5.15)

wobei E ′(ω) und E ′′(ω) der Real- und Imaginärteil der Fourier-Transformierten von E(t)
sind (siehe Anhang B für Erläuterungen zur Handhabung von Fourier-Transformationen).
Den komplexen Modul erhält man auch durch Fourier-Transformation des Relaxationsmo-
duls, welcher im Zeitbereich aus der Autokorrelation des Drucktensors bestimmt werden
kann (siehe Abschnitt 4). Da gezeigt wurde, dass der so gewonnene Modul mit dem makro-
skopischen Schermodul übereinstimmt [101], dient er als Referenz und die Eregebnisse der
Mikrorheologie können direkt verglichen und der mikrorheologische Ansatz evaluiert werden.

5.3 Abhängigkeit von der Partikelgröße

Der Einfluss der Nanopartikelgröße auf die mikrorheologischen Resultate wird anhand der
Ergebnisse für verschiedene Hartkugelradien R0 = 1, 2, 3(, 42) dargestellt. Dabei ist die

2Nur Bewegungsgrößen.
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Abb. 5.2: Monomerdichte in Abhängigkeit vom Abstand zur Nanopartikel-Oberfläche bei verschiedenen
Nanopartikelgrößen.

Partikel-Polymer-Wechselwirkung konstant und beträgt ǫpm = 1 und die Schmelze besteht
aus Polymeren der Länge N = 10, was einen Gyrationsradius von Rg = 1.5 ergibt. Trotz der
verschiedenen Größen wird die Masse der Nanopartikel bei M = 25 konstant gehalten, da-
mit der ballistische Bereich der Partikelbewegung gleich ist. Man könnte auch die Dichte des
Nanopartikels konstant halten, indem man die Masse entsprechend erhöht; damit hätte man
jedoch neben dem unterschiedlichen ballistischen Bereich auch einen zusätzlichen Einfluss
im subdiffusiven Bereich, was in Abschnitt 5.8 untersucht wird. Die Systeme werden jeweils
bei konstantem Druck von p = 1 equilibriert. Dies hat eine leichte Erhöhung der mittleren
sowie der Bulkdichte zur Folge, die mit zunehmder Größe höher ist. Dies ist in Abbildung
5.2 anhand der radialen Dichteverteilung zu sehen. Man erkennt außerdem, dass die Mono-
mere sich in der Nähe des Nanoteilchens auf Schalen anordnen. Diese Schichtbildung hat
jedoch nur eine geringe räumliche Ausdehnung, sodass die Polymere ab einem Abstand von
5, also nach vier Monomerschichten, die Anwesenheit des Partikels nicht mehr spüren. Die
Parameter der Simulationen sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst.

5.3.1 Bewegung des Nanopartikels

Abbildung 5.3 zeigt die drei Größen, mit denen die Bewegung des Nanopartikels beschrie-
ben wird (siehe Abschnitt 5.1): mittleres Verschiebungsquadrat (oben), instantaner Diffusi-
onskoeffizient (mitte), Betrag der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion (unten). Das
mittlere Verschiebungsquadrat zeigt drei Bereiche: ballistisches Wachstum für kurze Zeiten
(MSD ∝ t2), subdiffusives Verhalten im Übergangsbereich und Diffusion bei langen Zei-
ten (MSD ∝ t). Das angegebene t0.8-Verhalten im subdiffusiven Bereich entspricht dem,
was man auch für die Bewegung der Kettenschwerpunkte erhält (siehe Abschnitt 5.5), wo-
durch man schlussfolgern kann, dass der Nanopartikel teilweise sogar an die segmentelle
Bewegung der Ketten ankoppelt. Im ballistischen Bereich sind alle Kurven gleich, da alle
Partikel die gleiche Masse haben. In den anderen Bereichen ist das Verschiebungsquadrat
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kleiner, je größer das Teilchen ist, was auf die höhere Anzahl an Wechselwirkungen mit Mo-
nomeren aufgrund der größeren Oberfläche zurückzuführen ist. Die drei Bereiche sind auch
beim instantanen Diffusionskoeffizienten an dessen Anstieg zu sehen. An diesem wird die
Diffusionskonstante D als Grenzwert für lange Zeiten abgelesen (Tabelle 5.1). Diese folgt
aufgrund der Änderung der Dichte nicht dem erwarteten Stokes-Einstein-Gesetz, was ein
1/R-Verhalten vorhersagt, sondern der Funktion D(R0) = a(R0 + 1)b, mit a = 0.031 und
b = −2.1. Durch die Dichteänderung ist auch die Viskosität von der Größe des Nanoparti-
kels abhängig, was somit zur Abweichung vom 1/R-Verhalten führt. Die Wahl von R0 + 1
anstelle von R0 + 1/2 als effektiven Radius beruht auf der Anwendung der hydrodynami-
schen Randbedingungen in dieser Entfernung [110, 111], welche auch in etwa dem ersten
Maximum der Paarkorrelationsfunktion zwischen Nanopartikel und Monomeren bzw. der
Monomerdichte (Abb. 5.2) entspricht. In [112] wird ein ähnliches System simuliert und auch
die Abhängigkeit der Diffusionskonstante vom Nanopartikelradius untersucht. In dem dort
untersuchten Simulationsvolumen befinden sich 100 Polymerketten der Länge N = 60 mit
einem Gyrationsradius von Rg = 4 und ein Nanopartikel mit Radius R0 + 1/2 = 0.5 bis
4.53. Das Verhältnis von Partikel- zu Polymergröße liegt also zwischen 0.125 und 1.125. Die
Monomerdichte wurde konstant gehalten, indem das Volumen angepasst wurde und nicht bei
konstantem Druck equlibriert wurde. Mit der bekannten Viskosität der simulierten Schmelze
wurden die Diffusionskoeffizienten der Simulation mit den Vorhersagen der Stokes-Einstein-
Gleichung verglichen. Das Ergebnis ist, dass bei einem Größenverhältnis größer als 0.8 die
Vorhersagen genau rekonstruiert werden und die Stokes-Einstein-Gleichung gültig ist, aber
je kleiner der Nanopartikel wird, desto größer werden die Unterschiede, da dieser nur noch
die lokale Umgebung spürt, die eine abweichende Viskosität gegenüber der reinen Schmel-
ze hat. In der vorliegenden Arbeit liegt das Größenverhältnis zwischen 1 und 3, sodass die
Stokes-Einstein-Gleichung Anwendung finden sollte. In [105] wird eine Skalentheorie für den
Diffusionskoeffizienten eines Nanopartikels in Abhängigkeit seiner relativen Größe zu den
Längenskalen einer polymeren Flüssigkeit aufgestellt. Dabei wird zwischen kleinen Nanopar-
tikeln, die kleiner als der mittlere nächste Abstand von Monomeren verschiedener Ketten
sind, mittelgroßen Partikeln, die kleiner sind als der Röhrendurchmesser bei verschlauften
Polymeren, und großen Partikeln, die größer als dieser Durchmesser sind unterschieden. In
der vorliegenden Arbeit gibt es keine Verschlaufungen, sodass der Röhrendurchmesser keine
Rolle spielt und die Partikel als groß angenommen werden können, noch dazu da ihr Durch-

3Dort wird ein Radius von R0 + 1/2 anstelle von R0 verwendet. Der effektive Radius ist aber auch R0 + 1.

Tabelle 5.1: Simulationsparameter für Kettenlänge, N , Anzahl Polymerketten, K, Nanopartikelradius, R0,
Breite der Simulationsbox, L, mittlere Anzahldichte der Monomere, ρ, Volumenanteil des Nanopartikels, Φp,
und resultierende Werte für die Diffusionskonstante, D, die Nullviskosität nach mikrorheologischer Analyse,
ηMR, und aus der Drucktensor-Autokorrelation, ηST . Die angegebenen Unsicherheiten sind Abschätzungen
aus Teilsimulationen (n Simulationen der Länge tn ergeben eine Simulation der Länge ntn).

N K R0 L ρ Φp D ηMR ηST
10 1591 1 26.49 0.86 0.0018 0.00729±0.00038 5.8±0.3 6.9±1.2
10 1572 2 26.17 0.88 0.0063 0.00312±0.00010 9.0±0.4 8.5±1.4
10 1550 3 26.02 0.89 0.0152 0.00174±0.00018 11.9±1.3 8.9±1.7
10 1550 4 26.08 0.89 0.0151 0.00117±0.00010 - -
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Abb. 5.3: Bewegungsgrößen der Nanopartikel verschiedener Radien. Oben: mittleres Verschiebungsquadrat;
mitte: instantanter Diffusionskoeffizient; unten: Betrag der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion. Die
schwarzen Kurven sind die Ergebnisse bei Simulation im NV E- statt NV T -Ensemble, um den Einfluss des
Thermostates aufzuzeigen.

messer größer als der Gyrationsradius ist. In diesem Bereich wird für die Größenabhängigkeit
der Diffusionskonstante auch das Stokes-Einstein-Gesetz D ∝ 1/R vorhergesagt. Auch die
theoretische Herleitung der Mindestgröße des Nanopartikels, ab welchem die Stokes-Einstein-
Gleichung gilt, in [113] und [114] ergibt ein Größenverhätnis von etwa 1. In Experimenten
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an unverschlauften Polymerschmelzen konnte dies zusätzlich bewiesen werden [115]. Dies
bestätigt, dass die gefundene Abweichung der Größenabhängigkeit der Diffusionskonstanten
von der Stokes-Einstein-Gleichung in der vorliegenden Arbeit aus der nicht-konstanten Dich-
te folgt. Eine bessere Anpassung der R-Abhängigkeit der Diffusionskonstante erhält man,
wenn man den Einfluss der Dichte hinzufügt, welcher nach [114] eine exponentielle Form
hat: D(R0, ρ) = a(R0 + 1)b exp(−cρd). Zum Ausführen eines verlässlichen Fits mit dieser
Funktion sind jedoch Simulationen mit weiteren Partikelgrößen nötig. Auch in [105] wird die
Konzentrationsabhängigkeit der Diffusionskonstanten hergeleitet; dort ergibt sich aber ein
Potenzgesetz, sodass D(R0, ρ) = a(R0 + 1)b ρd gelten müsste. Vorhergesagt wird ein Expo-
nent von d = −4.67; bei einem Fit mit festgehaltenem b = −1 ergibt sich jedoch d = −20.3,
also ein viermal höherer Wert. Tatsächlich erscheint der ermittelte Dichteeinfluss entgegen
der Intuition sehr stark zu sein, jedoch ist es schwierig an dieser Stelle weitere Schlussfolge-
rungen zu ziehen, da nur ein sehr schmaler Dichtebereich untersucht wird. Ein Vergleich mit
Rechnungen verschiedener Dichte aber konstanter Nanopartikelgröße sollte weitere Einsich-
ten bringen, muss aber in die Zukunft verschoben werden; genau so wie die Untersuchung des
Einflusses der Volumenkonzentration des Nanoteilchens, welcher einen weiteren Parameter
darstellt, der die Diffusion beeinflusst [112]4.
An dem Diffusionskoeffizienten sieht man außerdem, dass der Übergang vom ballistischen
zum subdiffusiven Regime (Maximum in D(t)) mit steigendem Radius früher auftritt. Diese
Zeit ist antiproportional zur Oberfläche des Partikels: tmax(R0) = a(R0 + 1)b, mit a = 4.4
und b = −2.0, was man sich leicht überlegen kann, da mit steigender Oberfläche die Zeit
zwischen Stößen mit Monomeren, die zum Abbremsen der Nanopartikelbewegung führen,
abnimmt. In der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion zeigt sich dieser Übergang als
Vorzeichenwechsel. Daran anschließend erhält man ein t−1.5-Verhalten, dass sich durch hy-
drodynamische Wechselwirkungen, die von der Bewegung des Nanopartikels selbst induziert
werden, und viskoelastische Effekte ergibt5. Für längere Zeiten ist Φ(t) aber starken Fluk-
tuationen unterworfen und wird daher nicht zu weiteren Auswertungen herangezogen. Bei
den Partikeln mit R0 = 3 und 4 ist im subdiffusiven Bereich der Einfluss der konstanten
Masse zu sehen. Wenn die Oberfläche zunimmt, gibt es mehr Wechselwirkungen mit den
benachbarten Monomeren und es wirkt demnach, zumindest kurzfristig, eine höhere Kraft
auf das Nanoteilchen. Da die Masse aber gleich bleibt, muss sich dadurch die Beschleunigung
erhöhen. Dies äußert sich durch eine kurzzeitig nahezu diffusive Bewegung im intermediären
Regime. Das Abbremsen dieser Bewegung resultiert dann aus der Wechselwirkung mit den
gesamten Ketten in der Umgebung des Partikels. Die schwarzen Linien zeigen die Ergebnisse
einer Simulation im NV E-Ensemble, bei dem die Temperatur nicht kontrolliert wird und
somit kein zusätzlicher Einfluss eines Thermostates vorhanden ist. Die Ergebnisse mit und
ohne Thermostat stimmen exakt überein; erst bei sehr langen Zeiten, bei denen die Statistik
allgemein schlechter wird, gibt es kleine Abweichungen. Somit kann man ausschließen, dass
das Thermostat einen Einfluss hat, der explizit einkalkuliert werden müsste.

4Für die Mikrorheologie ist es kein Nachteil, dass der genaue Zusammenhang zwischen den genannten
Einflussparametern und der Diffusionskonstanten nicht bekannt ist, da die Referenzmodule spezifisch für
jeden Parametersatz berechnet werden können.

5Wie in den Abschnitten 5.1 und 5.5 erläutert wird, handelt es sich dabei nicht um die hydrodynamischen
Langzeitausläufer, bei denen die VACF positiv ist und auch mit dem Exponenten -1.5 abnimmt.
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5.3.2 Komplexe Module

Aus dem zeitabhängigen Diffusionskoeffizienten D(t) werden mittels der generalisierten Sto-
kes-Einstein-Gleichung die Speicher- und Verlustmodule für die Systeme mit verschieden
großen Nanopartikeln berechnet (Gleichungen (5.14) und (5.15)). Dabei ist k = 0 und
R = R0 + 1 wie im vorigen Abschnitt erläutert. Der Parameter für die Randbedingungen ν
ist 4 (Gleitfall), da die Monomere nicht an dem Partikel haften und es an dem untersuchten
Modell des Nanopartikels keine tangential wirkenden Kräfte gibt6. Die Ergebnisse sind in
Abb. 5.4 dargestellt. Auch hier sieht man (im Realteil deutlicher als im Imaginärteil) die
drei Regime: der hochfrequente ballistische Bereich, der intermediäre subdiffusive Bereich
und der niederfrequente diffusive Bereich, bei dem die logarithmischen Anstiege 2 und 1
für den Speicher- und Verlustmodul betragen. Für ω < 10 steigen die Module systematisch
mit steigendem Radius. Bei höheren Frequenzen kehrt sich die Systematik beim Speicher-
modul G′(ω) um. Beim Verlustmodul G′′(ω) treten hier ein paar Minima auf, deren Ursache
bei der numerischen Behandlung der Daten liegt und die nicht auf physikalische Phänomene
zurückzuführen sind. Bei Simulationen mit konstanter Dichte, aber unterschiedlichem Druck,
würde man eine bessere Übereinstimmung aller Module erwarten, da das Ziel der Mikrorheo-
logie ist, die Module unabhängig von dem verwendeten Nanopartikel bestimmen zu können.
Durch die nicht-konstante Dichte bei den vorliegenden Simulationen, muss jedes Ergebnis
mit seiner entsprechenden Referenz bei der gleichen Dichte verglichen werden. Aus dem
Verlustmodul erhält man die Nullviskosität der Polymerschmelze:

η = lim
ω→0

G′′(ω)

ω
.

Die Werte sind Tabelle 5.1 zu entnehmen. Es ergibt sich eine lineare Abhängigkeit vom
Partikel-Radius: η(R0) = a(R0 + 1) + b, mit a = 3.05 und b = −0.25. Zusammen mit dem
1/R2-Verhalten der Diffusionskonstanten ergibt sich das richtige Stokes-Einstein-Verhalten
D ∝ (ηR)−1, was aber in der Herleitung der Stokes-Einstein-Gleichung inhärent ist und
direkt an Gleichung (5.15) abgelesen werden kann, solange E ′(ω) und E ′′(ω) bei kleinen
Frequenzen endlich bleiben.
Die schwarzen Kurven sind die Module, die mit Hilfe des Drucktensors gewonnen wurden
(Abschnitt 4) und als Referenz zu den mikrorheologischen Modulen dienen. Es ist nur das
Beispiel für R0 = 2 gezeigt. Für ω < 10 geben die beiden Herangehensweisen das gleiche
Ergebnis und bestätigen somit die Anwendbarkeit der Mikrorheologie. Bei höheren Frequen-
zen treten Unterschiede auf: Der Schmelzenmodul zeigt ein Resonanzverhalten, welches die
Bindungslängenschwingungen der Polymerketten, die schon bei Gst(t) in Abschnitt 4 zu
sehen sind, wiedergibt. Danach bleibt der Speichermodul konstant und der Verlustmodul
nimmt wieder ab. Dass die Mikrorheologie diese Bindungslängenschwingungen nicht wie-
dergibt, liegt zum einen an der fehlenden Kopplung des im Vergleich zu den Monomeren
größeren und schwereren Nanopartikels an diese Schwingungen und zum anderen an der
Verwendung des mittleren Verschiebungsquadrates, an dem eventuell vorhandene Schwin-
gungen durch die Überlagerung der thermischen Bewegung nicht zu sehen sind. Da die Bin-
dungslängenschwingungen vom konkret gewählten Modell abhängen und nicht von Interesse
für die Rheologie der Schmelze sind, wird im Folgenden nur der Bereich bis ω = 10 gezeigt.

6Wählt man ein Modell, bei dem der Nanopartikel aus kleineren Teilchen zusammengesetzt ist, kann man
den Einfluss tangentialer Kräfte untersuchen, die eine Rotation des Partikels hervorrufen.
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Abb. 5.4: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel verschie-
dener Radien. Oben: Speichermodul; unten: Verlustmodul. Die schwarzen Kurven sind die mit Hilfe des
Drucktensors gewonnenen Schmelzenmodule aus Abschnitt 4.

In Abbildung 5.5 sind die Vergleiche zwischen Mikrorheologie- und Schmelzenmodulen für
die Größen R0 = 1 (a) und 3 (b) zu sehen. Die quantitative Übereinstimmung ist hier nicht
genau so gut wie bei R0 = 2 (Abb. 5.4), aber das qualitative Verhalten kann auch bei diesen
Größen gut wiedergegeben werden. Man sieht auch an der Nullviskosität (Tabelle 5.1), dass
diese zwar im Rahmen der Unsicherheiten übereinstimmen, aber dass der Anstieg bei den
mikrorheologischen Ergebnissen stärker ist als bei den Drucktensorresultaten. Die Druckten-
sorviskositäten steigen etwa linear mit der Monomerdichte an und die Mikrorheologievisko-
sitäten exponentiell. Dies stimmt mit den Erkenntnissen aus [114] überein, wenn man die
Gültigkeit der Stokes-Einstein-Gleichung annimmt (η = kBT/(νπRD)) und den exponenti-
ellen Einfluss der Dichte auf den Diffusionskoeffizient hinzuzieht: η = kBT/(aνπR) exp(cρd).
Der einzige Parameter, der die Übereinstimmung der Viskositäten verbessern kann, ist das
ν, welches aufgrund der fehlenden Haftung der Monomere an der Nanopartikeloberfläche als
4 angenommen wurde. Wählt man für R0 = 1 ν = 3.5 und für R0 = 3 ν = 5.5 erhält man
eine bessere Übereinstimmung der Viskositäten: R0 = 1: ηMR = 6.6 und R0 = 3: ηMR = 8.7.
Für eine solche Wahl gibt es jedoch keine physikalische Grundlage.
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Abb. 5.5: Speicher- (durchgezogene Linien) und Verlustmodul (gestrichelte Linien) aus der mikrorheologi-
schen Berechnung (farbig) und der Drucktensorberechnung (schwarz) für die Nanopartikelradien R0 = 1 (a)
und R0 = 3 (b).

5.4 Einfluss der Größe der Simulationsbox

Die Anzahl der Teilchen in einer Simulation ist begrenzt durch die Dauer der Simulation
und den Aufwand, der damit verbunden ist. Je mehr Teilchen simuliert werden sollen, desto
länger dauert eine Simulation für die gleiche Zeitspanne, da bei jedem Zeitschritt alle Kräfte
neu berechnet werden müssen, an denen mindestens zwei Teilchen, in manchen Fällen auch
mehr, beteiligt sind. Die Simulationszeit steigt stärker als linear und wird damit schnell
sehr groß. Um trotzdem Aussagen über ein großes System machen zu können, verwendet
man periodische Randbedingungen, d.h. um die eigentliche Simulationsbox existieren Kopien
derselben, sodass kein simuliertes Teilchen je einen Rand spürt. Dies ist nur sinnvoll, wenn die
Box so groß ist, dass kein Teilchen mit sich selbst (also seiner Kopie) wechselwirken kann.
Auch wenn man damit ein scheinbar unendlich großes System simuliert, können Effekte
der endlichen Größe der eigentlichen Box auftreten. Diese sind im Allgemeinen schwierig
quantitativ zu erfassen, und sollten daher explizit überprüft werden. Im Vergleich zu anderen
Simulationen mit dem gleichen Polymermodell, das in dieser Arbeit untersucht wird, sind die
gewählten Systemgrößen von mindestens 15500 Monomeren groß. Z.B. wird in [58] ein System
aus maximal 1200 Monomeren untersucht, in [116] ein System aus maximal 9600 Monomeren,
in [117] ein System aus 8000 Monomeren mit einem Nanopartikel mit R = 2.5 und in [112]
ein System aus 6000 Monomeren mit einem Nanopartikel von bis zu R0 + 1/2 = 4.5. Es
gibt aber auch Arbeiten an deutlich größeren Systemen wie z.B. in [118], wo etwa 800000
Monomere simuliert werden, oder in [119], wo sogar etwa 3 Mio. Monomere simuliert werden.
Um zu sehen, ob die Simulationsbox groß genug ist, um Effekte der endlichen Größe gering zu
halten, werden für den Partikel der Größe R0 = 2 mit Wechselwirkung ǫpm = 1 Simulationen
mit der halben, der 1.5-fachen, der doppelten und der vierfachen Anzahl der Monomere
durchgeführt. Die Ausdehnung der Simulationsbox ist entsprechend L = 20.78, 29.91, 32.89
und 41.40.

5.4.1 Bewegung des Nanopartikels

Das mittlere Verschiebungsquadrat (Abb. 5.6 oben) ist für alle Systemgrößen identisch. Klei-
ne Unterschiede werden erst im Diffusionskoeffizienten sichtbar (Abb. 5.6 unten). Dabei zeigt
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Abb. 5.6: Bewegungsgrößen der Nanopartikel bei verschiedenen Systemgrößen. K ist die Anzahl der Poly-
merketten gleicher Länge N = 10. Oben: mittleres Verschiebungsquadrat; unten: instantanter Diffusionsko-
effizient.

die kleinste Systemgröße die stärksten Abweichungen im Übergangsbereich vom subdiffusi-
ven zum diffusiven Regime. Die Abweichungen im Langzeitbereich, der die Diffusionskon-
stante wiederspiegelt, sind auf statistische Schwankungen begrenzt. Die einzige systematische
Abhängigkeit von der Systemgröße findet man beim Maximum des Diffusionskoeffizienten,
welches bis auf die kleinste Kettenanzahl mit der KettenanzahlK abnimmt. Eigentlich würde
man Effekte der endlichen Größe eher bei langen Zeiten erwarten, bei denen das Nanoteilchen
eine weitere Strecke diffundiert ist und nicht im subdiffusiven Bereich, wo es sich im Mittel
weniger als einen halben Monomerdurchmesser bewegt hat. Der Grund der Abweichungen im
Maximum des Diffusionskoeffizienten ist, dass, wie auch bei Simulationen mit unterschiedlich
großen Nanopartikeln, die Monomerdichte bei Simulationen verschiedener Systemgrößen un-
ter konstantem Druck nicht gleich ist, sondern leicht mit der Größe ansteigt. Für das kleinste
System ist diese ρ = 0.879 und für das größte ρ = 0.887. Da die Unterschiede sehr gering
sind, kann man trotzdem festhalten, dass das System mit K = 1572 für den Zweck dieser
Arbeit groß genug ist.
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Abb. 5.7: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel bei ver-
schiedenen Systemgrößen. K ist die Anzahl der Polymerketten gleicher Länge N = 10. Oben: Speichermodul;
unten: Verlustmodul.

5.4.2 Komplexe Module

Außer bei der kleinsten Systemgröße sieht man auch bei den Modulen (Abb. 5.7) nur ge-
ringe Unterschiede. Die Abweichungen bei kleinen Frequenzen und die verschiedenen mi-
nimalen Frequenzen sind durch die Schwankungen bei der Diffusionskonstante (Wert und
Zeitpunkt der einsetzenden Diffusion) bestimmt. Den Einfluss der leicht unterschiedlichen
Monomerdichte sieht man an den Modulen kaum noch, da numerische Unsicherheiten einen
relativ größeren Effekt auf die Ergebnisse haben. Somit ist gezeigt, dass die gewählte Sy-
stemgröße von NK ≈ 16000 Monomeren ausreichend ist, um Effekte der endlichen Größe
vernachlässigen zu können.



5.5 Vergleich mit der Kettenschwerpunktsbewegung 42

5.5 Vergleich mit der Kettenschwerpunktsbewegung

5.5.1 Bewegung des Kettenschwerpunktes

Die Polymerketten selbst können auch als suspendierte Nanoteilchen angesehen werden. Da-
bei ist jedoch die Form des Teilchens keine perfekte Kugel und unterliegt ständigen Schwan-
kungen. Außerdem können sich die Ketten gegenseitig durchdringen und so die Beweglichkeit
einschränken. Dieser Effekt ist bei langen Ketten ausgeprägter als bei den hier untersuchten
kurzen Ketten mit N = 10.
Die Bewegung der Kettenschwerpunkte (COM, Center Of Mass) im Vergleich zu der eines
Nanopartikels der Größe R0 = 2 ist in Abbildung 5.8 zu sehen. Der ballistische Bereich
unterscheidet sich aufgrund der geringeren Masse der Ketten (MCOM = 10 zu M = 25
des Nanoteilchens), da der Anstieg hier bei gleicher Temperatur antiproportional zur Masse
ist. Die Zeitskala, auf der der subdiffusive und diffusive Bereiche erreicht wird, ist jedoch
gleich, was besonders gut am instantanen Diffusionskoeffizienten D(t) und der Geschwindig-
keits-Autokorrelationsfunktion Φ(t) zu sehen ist, bei der die Vorzeichenumkehr zur gleichen
Zeit stattfindet. Dass es überhaupt einen subdiffusiven Bereich in der Kettenschwerpunkts-
bewegung gibt, war eine zeitlang eher überraschend, da das Rouse-Modell, das bei kurzen
Ketten und auch in einem gewissen Zeitbereich bei langen Ketten Anwendung finden soll-
te, nur ein einfaches diffusives Verhalten vorhersagt [120]. Doch sowohl Simulationen als
auch Experimente an verschiedenen Polymerschmelzen zeigen einen subdiffusiven Bereich
mit einem ähnlichen Exponenten, wie er auch in dieser Arbeit gefunden wurde [121–125].
Die theoretische Beschreibung dieses Bereiches beruht auf der Hinzunahme der Interketten-
Wechselwirkung [126, 127] und/oder der hydrodynamischen und viskoelastischen Effekte in
der Schmelze [118, 128, 129]. Der Exponent 0.8 beim mittleren Verschiebungsquadrat er-
gibt sich dabei aus der Überlagerung einer superdiffusiven Bewegung bei kleineren Zeiten
und der diffusiven Bewegung bei größeren Zeiten mit einem subdiffusiven Bereich mit Ex-
ponent 0.5 [118]. Bei der Geschwindigkeits-Autokorrelation sieht man die viskoelastische
Rückverformung der Schmelze an dem Exponenten -1.5 der negativen Relaxation, welche
nicht mit den hydrodynamischen Langzeitausläufern zu verwechseln sind, die zwar auch den
Exponenten -1.5 haben, aber positiv sind [118]. Der Diffusionskoeffizient ist bei der Ketten-
bewegung etwa doppelt so groß wie bei der Partikelbewegung, was genau dem Verhältnis
der Radien entspricht, wenn man für die Kette den Gyrationsradius Rg = 1.5 und für den
Nanopartikel wie gehabt R = R0 + 1 = 3 annimmt. An den Bewegungsgrößen kann man
daher nicht unterscheiden, ob es sich um die Bewegung des Kettenschwerpunktes handelt
oder um die eines Nanoteilchens der Masse M = 10 mit Radius R = 1.5 bzw. R0 = 0.5.
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Abb. 5.8: Bewegung des Kettenschwerpunktes (COM) im Vergleich zur Bewegung eines Nanopartikels (NP)
mit Radius R0 = 2. Oben: mittleres Verschiebungsquadrat; mitte: instantanter Diffusionskoeffizient; unten:
Betrag der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion.

5.5.2 Komplexe Module

Wendet man das mikrorheologische Vorgehen auf den Kettenschwerpunkt als Nanoteilchen
an, erhält man die in Abb. 5.9 gezeigten komplexen Module (blau). Es gibt leichte Abwei-
chungen zu den Nanopartikel-Ergebnissen (schwarz); der Speichermodul ist etwas niedriger
und der Verlustmodul steigt mit steigender Frequenz etwas stärker. Diese Form der Abwei-
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Abb. 5.9: Speicher- (durchgezogen) und Verlustmodul (gestrichelt) bei Verwendung des Kettenschwerpunktes
(blau) oder eines Nanopartikels mit Radius R0 = 2 (schwarz) als Tracer.

chungen kann aufgrund der gegensätzlichen Richtungen nicht mit einem Faktor kompensiert
werden, den man für eine veränderte Randbedingung (ν > 4) oder einen verschiedenen ef-
fektiven Radius (R 6= 1.5) annehmen könnte. Das qualitative Verhalten der Module wird
jedoch auch mit der Kettenschwerpunktsbewegung gut wiedergegeben.

5.5.3 Korrelierte intermolekulare Dynamik

In diesem Abschnitt soll die Frage geklärt werden, welche Prozesse zur Relaxation in einer
Polymerschmelze führen und ob ein eingebetteter Nanopartikel an diese koppelt. Morhenn et
al. zeigen in [130] anhand von Neutronenstreuexperimenten und Molekulardynamik-Simula-
tionen, dass die Relaxation in einer Polymerschmelze aus C100H202-Ketten aus drei Bereichen
besteht. Bei kurzen Zeiten führen schnelle Rotationen der Bindungswinkel zu einer Kurz-
zeitrelaxation und die Langzeitrelaxation beruht auf den Bewegungen der kompletten Kette.
Das letztere ist übertragbar auf das Modell, welches in der vorliegenden Arbeit untersucht
wird. Da jedoch kein Bindungswinkel-Potential vorhanden ist, ist der Grund für die Kurz-
zeitrelaxation die allgemeine lokale segmentelle Bewegung innerhalb der Ketten. Die dritte,
mittlere Relaxationsphase entspricht der subdiffusiven Bewegung der Monomere und Ketten.
Um diese Phase besser verstehen zu können, wird die korrelierte intermolekulare Dynamik
anhand der folgenden Definition untersucht [130]:

s(t) =

〈

∆rj(t) ·∆rj′(t)

|∆rj(t)||∆rj′(t)|

〉

.
(5.16)

Dabei wird über die Zeit gemittelt und über alle Monomere j, wobei j′ jeweils der nächste
Nachbar von j in einer anderen Kette ist. ∆rj(t) ist die Verschiebung des Monomers j
während der Zeit t. Falls keine korrelierte Bewegung vorhanden ist, wird diese Größe Null,
ansonsten ist sie positiv (Korrelation) oder negativ (Antikorrelation). Entsprechend dieser
Vorgehensweise wird außerdem die Korrelation zwischen der Nanopatikel-Bewegung und den
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Abb. 5.10: Korrelierte intermolekulare Dynamik s(t) zwischen Monomeren (schwarz) und Nanopartikel und
Monomeren bei verschiedenem Nanopartikelradius R0 von 1 (rot), 2 (blau) und 3 (grün).7

benachbarten Monomeren berechnet. Dabei ist rj(t) = rNP (t) die Position des Nanoparti-
kels und die Monomere j′, über welche gemittelt wird, befinden sich im maximalen Abstand
von R0 + 2 zum Partikel-Zentrum. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.10 zu sehen. Sowohl
die Monomer-Monomer- als auch die Partikel-Monomer-Korrelation zeigen ein Maximum,
da Wechselwirkungen im ballistischen Regime kaum vorhanden sind und sich jede einzel-
ne Kette und das Nanoteilchen auf lange Sicht diffusiv und somit wiederum unabhängig
bewegen. Im Vergleich zu [130] fällt s(t) der Monomere langsamer ab und hat einen ge-
ringeren Maximalwert, was mit dem unterschiedlichen Modell und der Art der Simulation
zusammenhängt. Die Zeitskala des Maximums entspricht jedoch wie dort dem subdiffusiven
Regime der Kettenschwerpunktsbewegung. Die Partikel-Monomer-Korrelation erreicht ihr
Maximum zu einem späteren Zeitpunkt, was in der geringeren mittleren Verschiebung des
Nanoteilchens begründet ist, der zu dieser Zeit gerade eine Strecke von etwa einem Mono-
merdurchmesser zurückgelegt hat. Außerdem ist das Maximum niedriger, also die Korrela-
tion zwischen Partikel- und Monomerbewegung geringer als die zwischen den Monomeren.
Dieser Unterschied kann jedoch nur qualitativ betrachtet werden, da bei der Korrelation
der Monomere nur jeweils die Bewegung zweier Monomere betrachtet wird und bei der
Nanopartikel-Monomer-Korrelation etwa 160 Monomere (bei R0 = 2) zum Ergebnis beitra-
gen. Mit steigendem Partikelradius nimmt die Korrelation ab; das Maximum bleibt jedoch
ungefähr an derselben Position. Im Falle R0 = 0, bei dem der Nanopartikel mit den Mo-
nomeren der Ketten identisch ist, würde man erwarten, dass das Maximum mit dem der
Monomer-Monomer-Korrelation zusammenfällt und aufgrund der höheren Anzahl an Mono-
meren, über die gemittelt wird, eine geringere Amplitude hat. Dieser Fall wurde in dieser
Arbeit nicht untersucht, könnte aber Aufschlüsse darüber geben, welchen Einfluss die Ketten-
bindung auf die kollektive Bewegung hat, falls die genannten Erwartungen nicht eintreffen.

7Die Sprünge, die vor allem bei der roten Kurve zu sehen sind, stammen von einer leicht verschiedenen
Statistik in Bereichen mit unterschiedlicher zeitlicher Auflösung. Es ist im Rahmen dieser Arbeit nicht
gelungen, die Statistik ausreichend zu erhöhen.
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Abb. 5.11: Zweidimensionale Verschiebungen der
Monomere in einer Schicht der Dicke 1.4 über ei-
ne Zeitspanne von t = 3.5. Gleiche Farben zeigen
gleiche Richtungen.

Abb. 5.12: Zweidimensionale Verschiebungen der
Monomere und des Nanopartikels (grüner Kreis)
in einer Schicht der Dicke 1.4 über eine Zeitspanne
von t = 35. Gleiche Farben zeigen gleiche Richtun-
gen.

Die intermediäre Relaxation findet direkt nach dem Maximum in der intermolekularen Kor-
relation statt und lässt sich daher als Relaxation der lokalen Bindungsvektoren erklären
[130]. Wie in [130] sieht man die Korrelationen auch direkt an den zweidimensionalen Ver-
schiebungen der Monomere bzw. des Partikels (Abbildungen 5.11 und 5.12). Dabei sind die
Verschiebungen der Monomere einer Schicht der Dicke 1.4 während den Zeiten 3.5, welche
etwa dem Maximum in der Monomer-Monomer-Korrelation entspricht, und 35, welche etwa
dem Maximum in der Partikel-Monomer-Korrelation entspricht, dargestellt. Die Richtung
der Verschiebungen ist durch unterschiedlich helle bzw. verschiedenfarbige Vektoren ange-
zeigt und es sind deutlich Bereiche hoher Korrelation zu erkennen.
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5.6 Abhängigkeit von der Kettenlänge

Das Größenverhältnis zwischen Polymeren und Nanopartikeln kann auch durch Verändern
der Kettenlänge eingestellt werden. Um im nichtverschlauften Bereich der Schmelze zu blei-
ben (Verschlaufungslänge Ne = 35 [57]), wird neben N = 10 nur eine weitere Kettenlänge,
N = 20, untersucht. Natürlich könnte man auch Simulationen mit längeren und verschlauften
Ketten durchführen, aber dann muss man noch mehr darauf achten, dass die Simulations-
box groß genug ist, damit die Ketten durch die periodischen Randbedingungen nicht mit
sich selbst wechselwirken, und man muss die theoretische Behandlung, die bei kurzkettigen
Schmelzen zu einem großen Anteil mit dem Rouse-Modell möglich ist, um die Reptations-
theorie erweitern. Bei dieser Theorie wird die Dynamik einer Kette innerhalb einer Röhre, die
die anderen Ketten bilden, beschrieben, was dazu führt, dass einige Potenzgesetze einen an-
deren Exponenten erhalten. So sinkt z.B. der Exponent im mittleren Verschiebungsquadrat
der Monomere auf 1/4, da die Beweglichkeit auf einer bestimmten Zeitskala eingeschränkt
ist (siehe z.B. [131]). Möchte man lange Ketten ohne den Einfluss der Verschlaufungen stu-
dieren, muss man das Modell so anpassen, dass sich die Ketten gegenseitig durchkreuzen
können. Dies schafft man zum Beispiel, indem man die Federkonstante des FENE-Potentials
(Gleichung (2.2))verringert.
Auf eine Variation des Nanopartikelradius wird verzichtet und nur der Fall R0 = 2 behan-
delt. Die Partikel-Monomer-Wechselwirkung beträgt ǫpm = 1 und das Nanoteilchen hat die
Masse M = 25. Die Simulationsparameter sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst.

5.6.1 Bewegung des Nanopartikels

In Abbildung 5.13 ist die Bewegung des Nanopartikels in den zwei verschiedenen Polymer-
schmelzen zu sehen. Der ballistische Bereich ist unabhängig von der Kettenlänge, da der
Partikel die Monomere noch nicht bzw. nur vereinzelt spürt. Ab dem subdiffusiven Bereich
treten Unterschiede auf, da die längeren Ketten die Bewegung des Nanoteilchens stärker ein-
schränken. Man kann sich vorstellen, dass das Nanoteilchen länger braucht, um sich seinen
Weg zwischen den Ketten hindurch zu bahnen, was dazu führt, dass die Diffusion erst später
einsetzt. Außerdem ist die Diffusionskonstante des Partikels in der Schmelze der längeren
Ketten um fast die Hälfte kleiner (0.0017/0.0031 ≈ 0.55). Dieses antiproportionale Verhal-
ten wird auch in [105, 112, 114] gefunden und entsteht durch die direkte Proportionalität
der Viskosität zur Kettenlänge bei unverschlauften Ketten [132, 133] und der Gültigkeit
des Stokes-Einstein-Gesetzes D ∝ 1/η ∝ 1/N . Die mittels des Drucktensors berechneten
Viskositäten ηST zeigen die zu erwartende Proportionalität: 17.8/8.5 ≈ 2.1 ≈ 2 = 20/10.

Tabelle 5.2: Simulationsparameter für Kettenlänge, N , Anzahl Polymerketten, K, Nanopartikelradius, R0,
Breite der Simulationsbox, L, Anzahldichte der Monomere, ρ, Volumenanteil des Nanopartikels, Φp, und re-
sultierende Werte für die Diffusionskonstante, D, die zero-shear Viskosität nach mikrorheologischer Analyse,
ηMR, und aus der Drucktensor-Autokorrelation, ηST . Die angegebenen Unsicherheiten sind Abschätzungen
aus Teilsimulationen (n Simulationen der Länge tn ergeben eine Simulation der Länge ntn).

N K R0 L ρ Φp D ηMR ηST
10 1572 2 26.17 0.88 0.0063 0.0031±0.0012 9.0±2.8 8.5±1.4
20 786 2 26.03 0.89 0.0064 0.0017±0.0007 15.9±2.8 17.8±5.4
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Abb. 5.13: Bewegungsgrößen der Nanopartikel in Polymerschmelzen mit verschiedenen Kettenlängen.
Oben: mittleres Verschiebungsquadrat; mitte: instantanter Diffusionskoeffizient; unten: Betrag der
Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion.

Für deutlich längere Ketten, bei denen der Nanopartikel im Vergleich zum Gyrationsradius
kleiner ist, ändert sich das Verhalten dahingehend, dass die Diffusionskonstante unabhängig
von der Kettenlänge wird, weil der Partikel nur noch die lokale Mikroviskosität der Schmelze
spürt [105, 112, 114].
Auch an der Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion sieht man, dass der subdiffusive
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Abb. 5.14: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel in Poly-
merschmelzen mit verschiedenen Kettenlängen. Oben: Speichermodul; unten: Verlustmodul.

Bereich bei den längeren Ketten ausgedehnter ist, da der Exponent von −1.5 über einen
größeren Zeitraum stabil ist.

5.6.2 Komplexe Module

Im Frequenzbereich ergeben sich die in Abbildung 5.14 gezeigten Module. Der ballistische
Hochfrequenzbereich stimmt bei beiden Kettenlängen überein. Das daran anschließende sub-
lineare Regime ist bei den längeren Ketten ausgedehnter. Für kleine Frequenzen ergeben sich
die erwarteten ω1- und ω2-Verhalten bei den längeren Ketten erst bei kleineren Frequenzen.
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5.7 Abhängigkeit von der Partikel-Polymer-

Wechselwirkung

Als nächstes soll untersucht werden, wie sich die Stärke der Wechselwirkung zwischen dem
Nanopartikel und den Monomeren, welche durch den Parameter ǫpm bestimmt wird (siehe
Gl. (2.3)), auf die Ergebnisse der passiven Mikrorheologie auswirkt. In der theoretischen
Beschreibung der Bewegung des Nanopartikels und damit auch in den Gleichungen für die
Mikrorheologie tritt dieser Parameter nicht explizit auf. Intuitiv geht man jedoch davon aus,
dass eine unterschiedlich starke Anziehung zwischen Partikel und Polymeren auch zu einer
zumindest geringen Veränderung der Dynamik führt. Für ein System mit Nanopartikel der
Größe R0 = 2 wird daher die Partikel-Polymer-Wechselwirkung variiert. Der Parameter ǫpm
nimmt die Werte 0.5, 1, 2 und 3 an. In den Abbildungen dieses Abschnitts wird auf den Index
pm wegen der Eindeutigkeit verzichtet. Die Parameter der Simulationen sind in Tabelle 5.3
zusammengefasst.

5.7.1 Bewegung des Nanopartikels

Abbildung 5.15 zeigt die Bewegung des Nanopartikels bei den verschiedenen Wechselwir-
kungsstärken. Im mittleren Verschiebungsquadrat ist der Einfluss nicht sehr deutlich zu
erkennen. Bei allen Simulationen sind die drei Bewegungsregime (ballistisch, subdiffusiv,
diffusiv) zu sehen. Stärkere Unterschiede zeigt der instantane Diffusionskoeffizient. Die Dif-
fusionskonstante ist für die beiden schwächsten Wechselwirkungen gleich, jedoch bei stärkerer
Wechselwirkung etwas reduziert, was man sich dadurch vorstellen kann, dass die Monomere
an der Oberfläche des Nanoteilchens eine Art Kruste bilden und mit diesem mit diffundie-
ren, was die Diffusion ein wenig behindert. Die Reduktion der Diffusionskonstanten wurde
auch in den Simulationen von Liu et al. [112] gefunden und von Egorov mit einer Moden-
kopplungstheorie bestätigt [114]. Den stärksten Einfluss der Wechselwirkung sieht man bei
dem Maximum des Diffusionskoeffizienten, das den Übergang vom ballistischen zum subdif-
fusiven Regime anzeigt. Dieses nimmt deutlich mit zunehmender Wechselwirkung ab und
verändert seine Form, sodass der maximale Wert erst bei einer späteren Zeit erreicht wird.
In der Geschwindigkeits-Autokorrelation zeigt sich dies durch die Verzögerung des Vorzei-
chenwechsels. Der physikalische Hintergrund für das unterschiedliche Verhalten in diesem
Bereich ist die Veränderung der Struktur der Polymerschmelze in der direkten Umgebung

Tabelle 5.3: Simulationsparameter für Kettenlänge, N , Anzahl Polymerketten, K, Partikel-Monomer-Wech-
selwirkung, ǫpm, Breite der Simulationsbox, L, Anzahldichte der Monomere, ρ, Volumenanteil des Nanopar-
tikels, Φp, und resultierende Werte für die Diffusionskonstante, D, die zero-shear Viskosität nach mikrorheo-
logischer Analyse, ηMR, und aus der Drucktensor-Autokorrelation, ηST . Die angegebenen Unsicherheiten
sind Abschätzungen aus Teilsimulationen (n Simulationen der Länge tn ergeben eine Simulation der Länge
ntn).

N K ǫpm L ρ Φp D ηMR ηST
10 1572 0.5 26.16 0.88 0.0063 0.00312±0.00028 9.0±0.9 8.5±1.2
10 1572 1 26.17 0.88 0.0063 0.00312±0.00010 9.0±0.3 8.5±1.4
10 1572 2 26.16 0.88 0.0063 0.00263±0.00016 10.6±0.7 8.4±1.7
10 1572 3 26.16 0.88 0.0063 0.00243±0.00029 11.4±1.4 8.2±1.7
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Abb. 5.15: Bewegungsgrößen der Nanopartikel bei verschieden starker Partikel-Monomer-Wechselwir-
kung. Oben: mittleres Verschiebungsquadrat; mitte: instantanter Diffusionskoeffizient; unten: Betrag der
Geschwindigkeits-Autokorrelationsfunktion.

des Nanopartikels. Z.B. sieht man an dem Profil der Monomeranzahldichte in Abbildung
5.16, dass die Schalenbildung mit zunehmender Wechselwirkung deutlicher ausgeprägt ist,
sich also mehr Monomere an der Oberfläche des Partikels befinden. Durch diese Anhäufung
an Monomeren dauert es länger bis der Partikel

”
merkt“, dass er sich zwischen Polymer-

ketten bewegt, was zu dem subdiffusiven Bereich führt. An der Dynamik der Polymere in
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Abb. 5.16: Monomerdichte in Abhängigkeit vom Abstand zum Nanopartikelmittelpunkt bei verschieden
starker Partikel-Polymer-Wechselwirkung ǫ = ǫpm.
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Abb. 5.17: Korrelierte intermolekulare Dynamik s(t) zwischen Monomeren (schwarz) und Nanopartikel und
Monomeren bei verschiedener Partikel-Polymer-Wechselwirkung ǫpm von 1 (blau), 2 (orange) und 3 (magen-
ta).

der Umgebung des Nanoteilchens konnte keine Veränderung festgestellt werden, was anhand
der mittleren Verschiebungsquadrate der Monomere in verschiedenem Abstand zum Nano-
teilchen untersucht wurde. Was jedoch gefunden wird ist eine erhöhte korrelierte Dynamik
zwischen Nanopartikel und Monomeren. Dies ist anhand der Funktion s(t), welche in Ab-
schnitt 5.5 nach dem Vorbild in [130] eingeführt wurde, in Abbildung 5.17 zu sehen. Die
Höhe des Maximums hängt von der Partikel-Polymer-Wechselwirkung ǫpm ab. Je stärker
die Wechselwirkung, desto stärker korrelieren die Verschiebungen. Die Position des Maxi-
mums ist dabei unabhängig von der Wechselwirkungsstärke und entspricht dem Bereich des
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Abb. 5.18: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel bei ver-
schiedener Partikel-Monomer-Wechselwirkung ǫ = ǫpm. Oben: Speichermodul; unten: Verlustmodul.

Übergangs vom subdiffusiven zum diffusiven Regime.

5.7.2 Komplexe Module

Wendet man die Gleichungen (5.14) und (5.15) zur Berechnung der komplexen Module auf
die Diffusionskoeffizienten für die verschiedenen Wechselwirkungen an, erhält man die in Ab-
bildung 5.18 gezeigten Module. Der Verlustmodul ändert sich im Wesentlichen nur bei hohen
Frequenzen, wo er mit steigender Wechselwirkung zunimmt. Dies folgt aus der erhöhten Mo-
nomerdichte in der Nähe des Nanopartikels, wodurch dieser durch mehr Wechselwirkungs-
partner mehr Energie an seine Umgebung abgibt. Die leichte Abweichung der Diffusionskon-
stanten äußert sich in einer leichten Verschiebung des Verlustmoduls bei kleinen Frequenzen.
Beim Speichermodul sieht man auch eine Erhöhung bei kleinen Frequenzen und ein Absinken
im Bereich 0.5 < ω < 10, was sogar zu negativen Werten führt. Dies ist jedoch aus physi-
kalischer Sicht nicht sinnvoll und deutet darauf hin, dass die Annahmen zur Herleitung der
generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung für diese Stärke der attraktiven Wechselwirkung
nicht mehr zutreffend bzw. nicht ausreichend sind.
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5.7.3 Monomerhülle

Das Problem eines negativ werdenden Moduls tritt nur beim Speichermodul auf, der mit
Gleichung (5.14) berechnet wird:

G′(ω) =
ω2

νπR

(

kBTE
′(ω)

(D − ωE ′′(ω))2 + (ωE ′(ω))2
+M

)

.
(5.17)

Diese wird negativ, wenn E ′(ω) negativ ist und die Masse M des Nanopartikels nicht
ausreicht, den negativen Term auszugleichen. Davon ausgehend lässt sich eine einfache
Überlegung anknüpfen: Der Diffusionskoeffizient ist leicht reduziert bei einer starken Wech-
selwirkung. Dies kann man anhand des Stokes-Einstein-Gesetzes auch damit deuten, dass sich
der Radius des Teilchens etwas erhöht. Ein erhöhter Radius lässt sich darauf zurückführen,
dass sich eine Hülle aus Monomeren um den Partikel bildet, die mit dem Partikel zusammen
diffundiert. Diese zusätzliche Hülle bringt eine entsprechende zusätzliche Masse mit sich. Es
liegt also nahe, einen von ǫpm abhängigen Radius Rǫ und eine von ǫpm abhängige Masse Mǫ

einzuführen:

Rǫ(ǫpm) =Rǫ(ǫpm = 1)
D(ǫpm = 1)

D(ǫpm)
(5.18)

Mǫ(ǫpm) =Mǫ(ǫpm = 1) +

∫ Rǫ(ǫpm)

Rǫ(ǫpm=1)

ρ(r)A(r)dr , (5.19)

wobei A(r) die Oberfläche einer Kugel mit Radius r ist. Nimmt man an, dass Rǫ(ǫpm = 1) wie
bisher R0 + 1 ist undMǫ(ǫpm = 1) = 25, ergeben sich folgende Werte für die zwei stärkeren
Wechselwirkungen:

Rǫ(ǫpm = 2) = 3.6

Rǫ(ǫpm = 3) = 3.9

Mǫ(ǫpm = 2) = 34.1

Mǫ(ǫpm = 3) = 38.0 .

Die Idee, einen effektiven hydrodynamischen Radius, der abhängig von der Wechselwir-
kungsstärke ist, einzuführen, findet man auch in [112], wo ein größerer Bereich an Wechsel-
wirkungsstärken untersucht wurde. Die Ergebnisse aus dieser Arbeit werden in [114] mit ei-
ner Modenkopplungstheorie verglichen, welche eine sehr gute Übereinstimmung liefert. Setzt
man die angegebenen Werte in Gleichung (5.14) anstelle von R und M ein, erhält man den
in Abb. 5.19 gezeigten Speichermodul. Mit dieser einfachen Idee erhält man physikalisch
sinnvolle Module, die nicht negativ werden. Jedoch steigt der Speichermodul bei hohen Fre-
quenzen mit dieser Methode zu stark an, da die vergößerte Masse schneller zum Dominieren
des Inertialterms Mω2 führt. Dieses einfache Bild ist daher nicht ausreichend, um die ex-
akten Module zu rekonstruieren, und die Wahl der wechselwirkungsabhängigen Masse kann
auch auf anderem Wege geschehen und nicht theoretisch begründet werden. Die Bestätigung
der wechselwirkungsabhängigen Diffusionskonstante durch eine Modenkopplungstheorie und
der damit verbundene effektive hydrodynamische Radius [112, 114] helfen nicht dabei, die
veränderte Dynamik des Nanopartikels im prä-diffusiven Bereich in die richtigen komplexen
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Abb. 5.19: Speichermodule aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel bei verschie-
dener Partikel-Monomer-Wechselwirkung ǫ = ǫpm und Verwendung effektiver Massen und Radien.

Module der Polymerschmelze umzurechnen. Betrachtet man nur den ballistischen Bereich
der Nanopartikelbewegung, ist kein Anzeichen einer veränderten Masse zu sehen, welche
sich in einer Verschiebung des mittleren Verschiebungsquadrates äußern würde. Dies ist ein
weiterer Beleg dafür, dass das einfache Bild einer Monomerhülle ungenügend ist. Festhalten
kann man jedoch, dass die Masse einen hohen Einfluss hat, weshalb im nächsten Abschnitt
der Einfluss der reinen Nanopartikelmasse auf die Bewegung des Partikels in der Polymer-
schmelze untersucht werden soll.

5.8 Abhängigkeit von der Partikelmasse

Da im letzten Abschnitt festgestellt wurde, dass die Wahl der Masse des Nanopartikels
bei der Auswertung der Mikrorheologie eine wichtige Rolle spielt, soll hier der Einfluss der
reinen Nanopartikelmasse auf dessen Bewegung in der Polymerschmelze untersucht werden.
Für die Partikel-Polymer-Wechselwirkung ǫpm = 3 wird die Masse des Nanoteilchens mit
R0 = 2 zwischen M = 10 und 400 variiert.

5.8.1 Bewegung des Nanopartikels

Abbildung 5.20 zeigt das mittlere Verschiebungsquadrat (oben) und den instantanen Diffu-
sionskoeffizient (unten). Die unterschiedliche Masse zeigt sich nur im ballistischen Bereich,

da dort 〈∆r2(t)〉 ≈ 3kBT

M
t2 gilt, und im Übergangsbereich zur Subdiffusion. Nach dem

Maximum in D(t) stimmen die Kurven überein. Bei längeren Zeiten führt die schlechtere
Statistik zu Abweichungen, aber man erkennt, dass die Diffusionskonstante von der Mas-
se unabhängig ist, wie es das Stokes-Einstein-Gesetz vorhersagt. Bei kleinen Massen bilden
sich im subdiffusiven Bereich zwei Maxima in D(t) aus. Dieses Phänomen trat auch bei
Vergößerung des Radius bei konstanter Masse auf (Abschnitt 5.3). Die Nanoteilchen haben
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Abb. 5.20: Bewegungsgrößen der Nanopartikel mit verschiedenen Massen. Oben: mittleres Verschiebungs-
quadrat; unten: instantanter Diffusionskoeffizient.

den gleichen Durchmesser und damit die gleiche Oberfläche, sodass gleich viele Monomeren
mit ihnen wechselwirken. Es wirkt also im Mittel die gleiche Kraft auf unterschiedlich hohe
Massen, die somit bei hohen Massen weniger Einfluss auf die Bewegung des Partikels ausübt
als bei kleinen Massen. Die niedrige Masse wird daher früher in ihrer Bewegung aufgehal-
ten. Die zwei Peaks entstehen, weil der Partikel erst mit einzelnen Monomeren wechselwirkt
und später den Einfluss der Kettenbindung spürt. Bei schweren Nanoteilchen haben einzelne
Monomere keine Wirkung und es gibt nur den zweiten Peak. Bei der geringsten Masse von
M = 10, welche damit genau der Masse einer Polymerkette entspricht, ist der zweite Peak
anders geformt als bei den höheren Massen und die Position des Maximums hat sich nicht
gegen die der Masse M = 25 verschoben. Die genaue Ursache dafür konnte in dieser Arbeit
noch nicht ermittelt werden.

5.8.2 Komplexe Module

Die komplexen Module aus den Simulationen mit verschieden schweren Nanopartikeln mit
gleichem Radius sind in Abbildung 5.21 zu sehen. Bei kleinen Frequenzen treten leichte Un-
terschiede aufgrund der geringer werdenden Statistik der Simulationen bei langen Zeiten auf.



5.8 Abhängigkeit von der Partikelmasse 57

10-2

100

102

G
’(ω

)

M=10
M=25
M=50

M=100
M=200
M=400

10-2

100

102

10-3 10-2 10-1 100 101

G
’’(

ω
)

ω

Abb. 5.21: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel mit ver-
schiedener masse M bei einer Partikel-Monomer-Wechselwirkung ǫpm = 3. Oben: Speichermodul; unten:
Verlustmodul.

Bei mittleren Frequenzen sind alle Module identisch, da die Bewegung auf mittleren Zeits-
kalen nicht von der Masse abhängt. Die unterschiedliche Bewegung im subdiffusiven Bereich
äußert sich ab etwa ω = 1. Für die Masse M = 25 wurde im vorigen Abschnitt diskutiert,
dass der gefundene negative Speichermodul unphysikalisch ist und somit ein Defizit in der
einfachen generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung vorliegt. Bei Erhöhung der Masse stellt
man fest, dass die Ausdehnung des negativen Bereiches abnimmt und bei einer Masse von
M = 200 gar nicht auftritt. Dagegen treten ab dieser Masse Effekte beim Verlustmodul
auf die wiederum nicht gedeutet werden können, aber vermutlich mit der Ausdehnung des
ballistischen Bereiches zusammenhängen. Man kann also tatsächlich durch Veränderung der
Masse eine Veränderung der Module hervorrufen, obwohl die Masse explizit in der Stokes-
Einstein-Gleichung enthalten ist, was wiederum die Wichtigkeit des subdiffusiven Bereiches
unterstreicht.
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5.9 Hydrodynamische Effekte neben der stationären

Näherung

Auch wenn in den letzten beiden Abschnitten gezeigt wurde, dass durch eine einfache An-
passung der Masse, das Auftreteten eines unphysikalischen negativen Speichermoduls beho-
ben werden kann, soll überprüft werden, ob eine verbesserte theoretische Beschreibung der
Grundlagen der Mikrorheologie dazu führt, dass der komplexe Modul über den gesamten
zugänglichen Frequenzbereich exakt bestimmt werden kann.

5.9.1 Reibung bei nichtstationärer Bewegung

Bei der Herleitung der generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung aus Abschnitt 5.2 wurde die
einfache Stokessche Reibung an einer Kugel angenommen: ζ = νπηR. Diese ist aber nur bei
einer stationären Bewegung, also bei konstanter Geschwindigkeit, exakt gültig. Im Allgemei-
nen ist die Bewegung des Nanopartikels in der passiven Mikrorheologie jedoch nicht stationär,
sondern entspricht einer Brownschen Bewegung mit vielen Richtungsänderungen. Die Stokes-
sche Näherung gilt demnach nur im Falle sehr kleiner Frequenzen bzw. bei Betrachtung der
mittleren Bewegung über einen langen Zeitraum. Löst man die Navier-Stokes-Gleichungen
für eine allgemeine Bewegung einer Kugel in einem viskosen Medium erhält man noch
zusätzliche Terme, die zum einen die Trägheit des Mediums und zum anderen die Ausbreitung
von von der Kugel ausgehenden Wirbeln berücksichtigen (Basset- oder Boussinesque-Term).
Diese zusätzlichen Terme fanden besonders in den letzten Jahren verstärkte Beachtung, z.B.
bei der Untersuchung der Brownschen Bewegung in einem Maxwell-Fluid [134], der Beschrei-
bung von Resonanzen in der spektralen Leistungsdichte der Positionsfluktuationen [135], der
Kalibrierung optischer Tweezer [136] oder der Folgen für die passive Mikrorheologie [137,
138].
Eine Ausführliche Herleitung der Reibung bei nichtstationärer Bewegung ist z.B. in [139] zu
finden. Die wichtigsten Schritte sollen hier skizziert und erläutert werden. Ausgangspunkt
ist die transiente Stokes-Gleichung, die aus der Navier-Stokes-Gleichung bei Vernachlässigen
des nichtlinearen Terms ρvi∇ivi entsteht:

ρ
∂vi
∂t

= Fi −∇ip+

(

1

3
η + ηv

)

∇i∇kvk + η∇k∇kvi . (5.20)

Dabei ist vi die i-te Komponente der Geschwindigkeit des Fluides, ρ dessen Dichte, η die
Scherviskosität, ηv die Volumenviskosität, p der Druck, Fi die i-te Komponente einer Volu-
menkraft und ∇i die i-te Komponente des Nabla-Operators. Über mehrfach vorkommende
gleiche Indizes wird entsprechend der Einsteinschen Summenkonvention summiert. In [139]
wird diese Gleichung mittels Greenscher Funktionen gelöst. Dazu wird die Divergenz von
(5.20) berechnet und nur lineare Term in vi, ρ− ρ0, p− p0 und Fi beibehalten:

∇i∇ip−
∂2p

c2∂t2
= ∇iFi +

(

4

3
η + ηv

)

∇i∇i∇kvk , (5.21)

mit der Schallgeschwindigkeit im Fluid c, definiert über dρ/dp|p0 = 1/c2. Um die Ablei-
tungen loszuwerden, wendet man Fourier-Transformationen in der Zeit und im Raum an,
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sodass man im ω-Frequenzraum und im k-Raum arbeitet, was im Folgenden durch eine
Tilde gekennzeichnet wird. Die beiden Gleichungen werden damit zu:

−iωρ0ṽi = F̃i − ikip̃−
(

1

3
η + ηv

)

kikj ṽj − ηkjkj ṽi (5.22)

(

ω2

c2
− kiki

)

p̃ = ikiF̃i − i

(

4

3
η + ηv

)

kikikj ṽj . (5.23)

Die Greensche Funktion Gij wird definiert über

ṽi = G̃ijF̃j . (5.24)

Sie lässt sich in einen transversalen (T ) und einen longitudinalen (L) Anteil unterteilen,
die entsprechend (5.24) mit einer transversalen und einer longitudinalen Geschwindigkeit
definiert sind:

ṽi = ṽTi + ṽLi

G̃ij = G̃T
ij + G̃L

ij.

Die beiden Anteile erhält man durch Einsetzen in die Gleichungen (5.22) und (5.23) unter
Berücksichtigung der Definition kiṽ

T
i = 0. Sie ergeben sich zu [139]:

G̃T
ij =

(δij − kikj/k
2)/η

k2 + α2
(5.25)

mit

α2 = −iωρ0/η, (5.26)

und

G̃L
ij =

kikjλ
2

ηα2k2(k2 + λ2)
(5.27)

mit

λ2 =
−iωρ0

4η/3 + ηv + iρ0c2/ω
. (5.28)

In der transversalen Greenschen Funktion sind sowohl die Volumenviskosität als auch die
Schallgeschwindigkeit nicht enthalten und sie beschreibt somit den inkompressiblen Anteil,
wohingegen beides in der longitudinalen Greenschen Funktion enthalten ist, die demnach
Kompressionseffekte beschreibt.
Die Ergebnisse sind bis hierher allgemein gehalten und lassen sich auf Objekte verschiedener
Geometrien anwenden (ebene Fläche, Zylinder, Kugel). Für die Mikrorheologie mit einem
einfachen Nanopartikel ist der Fall der Kugel, die sich in dem Fluid bewegt, zu betrachten.
Dazu muss die erhaltene Greensche Funktion in den Zeit- und Ortsraum zurück transformiert
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und ein Ansatz für den Einfluss der Geometrie gewählt werden (sp–sphere):

Gsp
ij =

(

C0 + C2R
2∇k∇k

)

Gij . (5.29)

Dabei ist Gij die rücktransformierte Greensche Funktion aus (5.25) und (5.27), R der Nano-
partikelradius und C0 und C2 zu bestimmende Funktionen der Frequenz. Zur vollständigen
Lösung der Gleichungen gehört die richtige Wahl der Randbedingungen an der Oberfläche der
Kugel. Für die generalisierte Stokes-Einstein-Gleichung aus Abschnitt 5.2 ergibt dies einfach
einen Faktor ν, der für ein perfekt

”
klebendes“ Fluid 6 und für ein perfekt

”
gleitendes“ Fluid

4 ist. Für eine allgemeine Betrachtung wird eine Gleitlänge ξ eingeführt, die diese beiden
Grenzfälle wiedergibt und auch Zwischenstufen zulässt. Die kinematische Randbedingung
lautet:

6πηRr̂iG
sp
ij = r̂j, für |r| = R (5.30)

und besagt, dass die Flüssigkeit nicht durch die Oberfläche der Kugel in diese eindringen
kann. Die Navier-Randbedingung lautet:

ξ
(

∇kG
sp
ij +∇iG

sp
ij

)

r̂k(δli − r̂lr̂i) =
(

Gsp
ij − δij/6πηR

)

(δli − r̂lr̂i), für |r| = R (5.31)

und gibt das Verhalten des tangentialen Druckes an der Kugeloberfläche an. Ist die Gleitlänge
ξ Null, stimmen alle Geschwindigkeitskomponenten an der Kugeloberfläche überein und das
Fluid ist klebend. Im Grenzfall einer unendlichen Gleitlänge wirkt keine tangentiale Kraft
vom Fluid auf die Kugel und das Fluid ist gleitend.
Um den Reibungskoeffizienten endgültig zu bestimmen, muss die auf den Nanopartikel8

wirkende frequenzabhängige hydrodynamische Kraft berechnet werden. Dies geschieht durch
Integration des Drucktensors über die Oberfläche des Partikels:

F sp
i (ω) = −6πηRV sp

j

∫

r̂kΠkijδ(|r| −R)d3r . (5.32)

Dabei ist V sp
j die j-te Komponente der Partikelgeschwindigkeit und Πkij die Greensche Funk-

tion des Drucktensors Πki, die über

Πki = ΠkijFj (5.33)

definiert ist und mit der Greenschen Funktion des Geschwindigkeitsfeldes über

Πkij/η = ∇kGij +∇iGkj + (α2/λ2 − 2)∇lGljδki (5.34)

zusammenhängt. Aus der Definition ζ̃(ω) = F sp
i /V sp

i bekommt man somit einen frequenz-
abhängigen Reibungskoeffizienten für die Bewegung eines kugelförmigen Nanoteilchens in
einem viskosen Medium mit beliebiger Kompressibilität und beliebiger Gleitlänge:

ζ̃(ω) =
4πηR

3

(1 + λ̃)(9 + 9α̃ + α̃2)(1 + 2b) + (1 + α̃)(2λ̃2(1 + 2b) + bα̃2(1 + λ̃))

(2 + 2λ̃+ λ̃2)(1 + b(3 + α̃)) + (1 + α̃)(1 + 2b)λ̃2/α̃2
, (5.35)

8Die Stelle der Kugel nimmt jetzt der Nanopartikel ein, der als Kugel modelliert wird.
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mit α̃ = Rα, b = ξ/R und λ̃ = Rλ.
Im Allgemeinen nimmt man an, dass eine Polymerschmelze inkompressibel ist, d.h. dass
ihre Dichte nicht vom Druck abhängt, was zu einer infiniten Schallgeschwindigkeit führt. In
Computersimulationen ist dies nicht der Fall, aber die Kompressibilität ist sehr klein, sodass
die quadratischen Terme von λ̃, welches die Kompressibilität parametrisiert, vernachlässigt
werden können. Durch diese Annahme kürzen sich die übrigen Terme, die λ̃ enthalten, weg,
sodass man bei der inkompressiblen Näherung landet:

ζ̃(ω) =
4πηR

3

(9 + 9α̃ + α̃2)(1 + 2b) + (1 + α̃)bα̃2

2(1 + b(3 + α̃))
. (5.36)

Die Grenzwerte der dimensionslosen Gleitlänge sind dabei b = 0 für den Klebefall und b = ∞
für den Gleitfall. Da es sich bei dem Partikel um eine Kugel handelt, ist die Annahme b = 1,
also ξ = R für den Gleitfall intuitiv sinnvoller.
Die Herleitung des Reibungskoeffizienten galt für ein rein viskoses Fluid. Die Verallgemeine-
rung auf viskoelastische Fluide geschieht durch Ersetzen von η mit η̃(ω), wie auch bei der
generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung. Um wie dort einen komplexen Modul zu erhalten
(G∗(ω) = iωη̃(ω)), muss die Gleichung (5.36) nach der Viskosität aufgelöst werden. Dazu
multipliziert man mit dem Nenner und mit

√
η̃ und erhält ein Polynom dritten Grades in√

η̃:

0 =
√

η̃ 3 (6πR(1 + 2b)) +
√

η̃ 2 (6πRx̃(1 + 2b))

+
√

η̃
(

2/3πRx̃2(1 + 3b)− ζ̃(1 + 3b)
)

+
(

2/3πRbx̃3 − ζ̃bx̃
)

, (5.37)

wobei α̃ als x̃/
√
η̃ geschrieben wurde. Den Reibungskoeffizienten berechnet man nach Gl.

(5.11) aus den Bewegungsgrößen des Nanoteilchens.
Für den Klebefall ergibt sich ein anschaulicheres Ergebnis für den Reibungskoeffizienten:

ζ̃(ω) = 6πη̃R(1 + α̃ + α̃2/9) , (5.38)

was auch schon 1851 von Stokes gefunden wurde [140]. Dabei ist der erste Term die einfa-
che Form der Stokesschen Reibung, die zur Herleitung der generalisierten Stokes-Einstein-
Gleichung verwendet wurde. Der dritte Term ist ein zusätzlicher Inertialterm, der von der
halben Masse 2

3
πR3ρ0 des verschobenen Fluides stammt. Der zweite Term ist der schon

erwähnte Basset- oder Boussinesque-Term, welcher die Ausbreitung von Scherwellen be-
schreibt.

5.9.2 Korrigierte komplexe Module

Abbildung 5.22 zeigt die Ergebnisse der Mikrorheologie bei ǫpm = 3 mit hydrodynamischer
Herleitung für b = ∞ (blau), b = 1 (rot) und b = 0 (grün) im Vergleich zum Schmelzen-
modul (schwarz). Unter Beachtung der Hydrodynamik tritt kein unphysikalischer Bereich
mit negativem Modul auf, aber die hydrodynamischen Module überschätzen den wirklichen
Modul unabhängig von den Randbedingungen. Besonders im Hochfrequenzbereich steigt der
mikrorheologische Speichermodul viel stärker als der Schmelzenmodul. Die Wahl des Para-
meters b hat in diesem Bereich nur einen geringen Einfluss. Bei kleinen Frequenzen steigen
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Abb. 5.22: Speicher- (durchgezogen) und Verlustmodule (gestrichelt) aus der mikrorheologischen Analyse der
Bewegung der Nanopartikel unter Beachtung vollständiger hydrodynamischer Wechselwirkungen. Gezeigt
sind die Ergebnisse für b = ∞ (blau), b = 1 (rot) und b = 0 (grün). Die schwarzen Kurven sind die mit Hilfe
des Drucktensors gewonnenen Schmelzenmodule aus Abschnitt 4.

die Module mit steigendem b leicht an und es scheint als würde der Modul mit b = 0, also
der Klebefall, am besten passen. Aber wie in Abschnitt 5.7 gezeigt wurde, hängt dieser Be-
reich von der Wahl des hydrodynamischen Radius ab, sodass eine Erhöhung des Radius den
gleichen Effekt wie eine Erniedrigung von b hat.
Die einfache Stokes-Form der Reibung erhält man aus (5.36) im Grenzfall α → 0, was
wiederum eine verschwindene Frequenz oder eine verschwindende Dichte bedeutet. Eine
Veränderung der Ergebnisse der Anwendung der generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung
tritt demnach erst bei mittleren und hohen Frequenzen auf; der diffusive Bereich ist un-
verändert. Bei sehr hohen Frequenzen, im ballistischen Bereich, spürt das Nanoteilchen die
Monomere noch nicht, sodass die Annahme einer konstanten Dichte für die Auswertung der
hydrodynamischen Effekte dort nicht vernünftig ist; der Nanopartikel erfährt eine Monomer-
dichte von nahezu Null. Diese Überlegung führt zur Einführung einer frequenzabhängigen
Monomerdichte ρ(ω), welche sich aus dem Mittel der Dichten zwischen der Oberfläche des
Partikels und der der mittleren Verschiebung entsprechenden Entfernung bei 2π/ω ergibt:

ρ(ω) =
1

√

〈∆r(t = 2π/ω)2〉

∫ R0+
√

〈∆r(t=2π/ω)2〉

R0

ρ(r)dr . (5.39)

Ein anderer Weg ist, die Dichte zu bestimmen, ab welcher der problematische intermediäre
Bereich dem richtigen Schmelzenmodul entspricht. Das Ergebnis ist, dass schon eine Mono-
merdichte von 0.02 ausreicht, um den Speichermodul in diesem Bereich anzugleichen, wie in
Abbildung 5.23 als grüne Kurve zu sehen ist. Dieser Wert ist sehr viel kleiner als die mittlere
Dichte von 0.88, welche man eigentlich zur Berechnung der hydrodynamischen Korrektur
verwendet. Die frequenzabhängige Dichte (5.39) müsste also zügig von 0.88 auf 0.02 fallen
und weiter sinken. Dies ist mit (5.39) nicht der Fall und auch wenn man eine bessere Form
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Abb. 5.23: Speicher- (durchgezogen) und Verlustmodule (gestrichelt) aus der mikrorheologischen Analyse
der Bewegung der Nanopartikel ohne (rot) und mit Beachtung vollständiger hydrodynamischer Wechsel-
wirkungen für b = ∞ (blau, grün). Zur Auswertung wurde die mittlere Dichte ρ = 0.88 (blau) und eine
geringere Dichte von ρ = 0.02 (grün) verwendet. Die schwarzen Kurven sind die mit Hilfe des Drucktensors
gewonnenen Schmelzenmodule aus Abschnitt 4.

für die Dichte findet, können die Module nicht weiter verbessert werden. Leider konnte bis
zu diesem Zeitpunkt nicht ergründet werden, warum die Ergebnisse mit einer sehr geringen
Korrektur besser sind als die mit der

”
richtigen“ Korrektur.

5.10 Zusammenfassung

Die Übereinstimmung der aus der passiven Einzelpartikel-Mikrorheologie mit Hilfe einer ein-
fachen generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung gewonnenen komplexen Module mit den aus
Drucktensorberechnungen gewonnenen Referenzmodulen konnte für hohe Temperaturen und
nicht zu starke Partikel-Monomer-Wechselwirkungen für die untersuchten Partikelgrößen, die
in jedem Fall größer als der Gyrationsradius der Polymerketten waren, bestätigt werden. Bei
stärkerer Wechselwirkung ist es nötig, die Gleichungen anzupassen, indem entweder effektive
Radien und Massen durch eine angeheftete Monomerhülle angenommen werden oder der
Reibungskoeffizient, welcher die Viskosität der Schmelze mit der Bewegung des Nanoteil-
chens verbindet, im Rahmen hydrodynamischer Effekte verallgemeinert ausgedrückt wird.
Das subdiffusive Regime wurde dabei eindeutig als kritischer Bereich identifiziert, welcher
besonders sensibel auf die Werte von Masse bzw. Dichte reagiert. Die Dichte ist allgemein
ein wichtiger Aspekt, da sie bei der Equilibierung im NpT -Ensemble nicht konstant bleibt
und nur Ergebnisse bei gleicher Dichte direkt verglichen werden können.



6 Mikrorheologie des Glasübergangs

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welchen Einfluss die Temperatur auf die An-
wendbarkeit der Mikrorheologie hat. Der Glasübergang von Polymerschmelzen ist ein häufig
studiertes und für die Anwendung sehr wichtiges Phänomen. Dabei friert die Dynamik der
Polymerketten ein, ihre amorphe Struktur bleibt jedoch erhalten, außer im Falle von semi-
kristallinen Polymeren, bei denen sich Bereiche geordneter Strukturen ausbilden, die durch
amorphe Bereiche getrennt sind. Einfrieren bedeutet in dem Zusammenhang, dass typische
Relaxationszeiten und die Viskosität der Schmelze drastisch ansteigen und man auf expe-
rimentellen Zeitskalen (etwa 100s) keine Dynamik feststellen kann. Auch der Glasübergang
des hier untersuchten Polymermodells wurde intensiv studiert [58, 141, 142]. Die theoretische
Beschreibung des Phänomens und charakteristischer Größen, wie der kritischen Temperatur,
erfolgt mit Modenkopplungstheorien [143–147]. Bei niedrigen Temperaturen sieht man die
Auswirkungen des sogenannten Caging-Effektes, bei dem man sich vorstellt, dass die Teil-
chen in einem Käfig ihrer unbeweglichen Nachbarn gefangen sind, der deren Dynamik auf
mittleren Zeitskalen bestimmt. Inwieweit dieser Effekt auch das suspendierte Nanoteilchen
beeinflusst und was das für Folgen für die Mikrorheologie hat wird im Folgenden erläutert.
Für das Nanoteilchen mit Radius R0 = 2 und der Partikel-Monomer-Wechselwirkung ǫpm = 1
werden Simulationen bei verschiedenen Temperaturen von T = 0.45 bis 1.06 durchgeführt.
Die kritische Temperatur der Modenkopplungstheorie liegt für das untersuchte Modell bei
Tc = 0.45 [141], sodass alle Simulationen oberhalb des Glasübergangs ausgeführt werden,
der bei Tg < Tc auftritt.

6.1 Beschreibung des Glasübergangs

Modenkopplungstheorie

Die Grundlage der Modenkopplungstheorie (MCT, Mode Coupling Theory) ist die Beschrei-
bung des Systems mittels seiner Dichtefluktuationen und deren Korrelationen:

ρq(t) =
∑

j

eiq·rj(t) (6.1)

Φ(q, t) =
〈ρq(t)∗ρq(0)〉

S(q)
(6.2)

mit dem statischen Strukturfaktor

S(q) = 〈ρq(0)∗ρq(0)〉 . (6.3)
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Die zeitliche Entwicklung der Korrelationen wird durch deren Bewegungsgleichung bestimmt
[145]:

Φ̈(q, t) + Ω(q)2Φ(q, t) +

∫ t

0

[

M0(q, t− t′) + Ω(q)2m(q, t− t′)
]

Φ̇(q, t′)dt′ = 0 , (6.4)

wobeim(q, t) eine Gedächtnisfunktion ist und Retardierungseffekte beschreibt. Die mikrosko-
pische Frequenz Ω(q) ergibt sich aus dem Strukturfaktor über Ω(q)2 = q2kBT/ (mS(q)), mit
der Masse der Partikel m. Die Funktion M0(q, t) beschreibt das Kurzzeitverhalten und kann
durch eine Delta-Funktion angenähert werden, M0(q, t) = ν(q)δ(t), sodass die Gleichung 6.4
der Bewegungsgleichung eines gedämpften harmonischen Oszillators mit retardierter Rei-
bung entspricht [145].
Zu den Vorhersagen der MCT bei unterkühlten Flüssigkeiten zählt das Vorhandensein ei-
ner kritischen Temperatur Tc, bei der die Diffusion und die inverse Relaxationszeit des α-
Relaxationsprozesses verschwinden, und welche oberhalb der Glassübergangstemperatur Tg

liegt:

D ∝ τ−1 ∝ (T − Tc)
γ . (6.5)

Des Weiteren erhält man mit sinkender Temperatur eine Verlangsamung der Relaxation der
Korrelationsfunktion Φ(q, t) im intermediären Bereich, welche als β-Relaxation bezeichnet
wird. Im Gegensatz dazu beschreibt die α-Relaxation die finale Abnahme der Korrelationen.
Die Veranschaulichung der β-Relaxation, die sich bei niedrigen Temperaturen sogar durch ein
Plateau zeigt, erfolgt mit dem Caging-Effekt (siehe Abb. 6.1 und 6.2): Nach dem ballistischen
Bereich der Bewegung eines Teilchens beginnt dieses, seine Nachbarn zu spüren. Ist die
Temperatur niedrig, so bewegen sich die Nachbarn kaum und das Teilchen ist in einem Käfig
gefangen. Erst nach einer längeren Verweildauer kann es sich daraus befreien und in den
α-Relaxationsbereich übergehen.

Weitere Theorien

Neben der Modenkopplungstheorie gibt es noch eine Reihe weiterer Ansätze zur Beschrei-
bung des Glasübergangs. Da in dieser Arbeit nicht untersucht wird, welche Theorien neben
der MCT Vorhersagen treffen, die mit den Simulationsergebnissen übereinstimmen, sollen
an dieser Stelle nur einige der Ansätze genannt werden.
Eine anschauliche Theorie über das Verhalten einer dichten Flüssigkeit beim Annähern an
den Glasübergang bildet die Freie-Volumen-Theorie [149]. Diese basiert auf der Annahme,
dass ein Partikel sich nur in seinem Käfig bewegen kann, wenn genügend Platz, freies Volu-
men, vorhanden ist. Je geringer das freie Volumen vf ist, desto höher ist die Viskosität:

η(T ) ∝ exp
K

vf (t)
∝ exp

DT0

T − T0

. (6.6)

Die letzte Darstellung ist als Vogel-Fulcher-Tammann-Ausdruck bekannt und sagt eine di-
vergierende Viskosität bei T0 < Tg vorher, da dort kein freies Volumen mehr vorhanden ist.
In der Theorie der zufälligen Übergänge erster Ordnung [150] geht es um die Betrach-
tung tropfenförmiger Bereiche innerhalb einer unbeweglichen Matrix, die in Abhängigkeit
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Abb. 6.1: Sketch des Caging-Effekts. Ein Teil-
chen befindet sich im Käfig seiner Nachbarn,
die sich wiederum im Käfig ihrer Nachbarn
(nicht gezeigt) befinden. Bei niedrigen Tem-
peraturen oder hohen Dichten sind die Nach-
barn unbeweglich und das innere Teilchen ist
gefangen, bis sich bei langen Zeiten der Käfig
lockert und das Teilchen entkommen kann.
Aus [148].
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Abb. 6.2: Das Caging der Monomere im interme-
diären Zeitbereich zeigt sich durch Ausbilden von
Plateaus im mittleren Verschiebungsquadrat (durch-
gezogen) und der inkohärenten Streufunktion (gestri-
chelt). Das Beispiel zeigt die Ergebnisse bei der nied-
rigsten Temperatur von T = 0.45.

ihrer Größe nur bestimmte Zustände annehmen können und deren Phasenübergänge als
Übergänge erster Ordnung angesehen werden.
Bei der Frustrationstheorie [151] ist die strukturelle Frustration von supermolekularen Do-
mänen die Ursache für die Bildung eines glasartigen Zustandes.

6.2 Bewegung des Nanopartikels

Die Bewegungsgrößen des Nanopartikels sind in Abbildung 6.3 zu sehen. Bei Verringerung
der Temperatur verlangsamt sich die Bewegung der Schmelze und des Nanopartikels. Das
mittlere Verschiebungsquadrat bildet bei kleinen Temperaturen ein Plateau aus, dem der
sogenannte Caging-Effekt zugrunde liegt. Das Nanoteilchen wird dabei von den erstarrten
Monomeren in seiner Umgebung eingesperrt und kann diesen Käfig erst nach einer längeren
Verweildauer verlassen. Nach Verlassen des Käfigs erreicht der Nanopartikel das subdiffu-

Tabelle 6.1: Temperatur, T , Anzahldichte der Monomere, ρ, Diffusionskonstante, D, Nullviskosität nach
mikrorheologischer Analyse, ηMR, und aus der Drucktensor-Autokorrelation, ηST , und kürzeste Rouse-
Relaxationszeit, τN−1. Die angegebenen Unsicherheiten für D, ηMR und ηST sind Abschätzungen für Ergeb-
nisse aus Teilrechnungen und die für τN−1 sind die Fehler aus der Anpassung einer Exponentialfunktion an
die Rouse-Moden-Korrelation.

T ρ D ηMR ηST τN−1

0.45 1.05 9.2 10−7 ±1.6 10−7 11700±2100 3400±1200 5010±20
0.50 1.03 1.94 10−5 ±0.42 10−5 670±150 390±110 262.2±0.5
0.60 1.00 1.95 10−4 ±0.11 10−4 77.8±4.4 78±18 32.5±0.1
0.80 0.95 1.01 10−3 ±0.01 10−3 20.6±0.3 18.2±3.4 7.3±0.1
1.06 0.88 3.12 10−3 ±0.10 10−3 9.0±0.4 8.5±1.4 2.8±0.1
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Abb. 6.3: Bewegungsgrößen der Nanopartikel bei verschiedenen Temperaturen. Oben: mittleres Verschie-
bungsquadrat; mitte: instantanter Diffusionskoeffizient; unten: instantaner Diffusionskoeffizient (logarith-
misch).

sive und schließlich das diffusive Regime. Die Diffusionskonstante sinkt dabei mit fallender
Temperatur um mehrere Größenordnungen (siehe Tabelle 6.1). Um bei niedrigen Tempera-
turen in den diffusiven Bereich zu gelangen, braucht man sehr lange Simulationen, sodass
die Grenze des zur Zeit Machbaren hier erreicht ist. Die Temperaturabhängigkeit der Dif-
fusionskonstanten folgt nach der Modenkopplungstheorie der Funktion D(T ) = a(T − T ∗)γ.
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Abb. 6.4: Temperaturabhängigkeit der Diffusionskonstante.

Es ergibt sich: a = 0.0083± 0.0001, γ = 2.09± 0.02 und T ∗ = 0.44± 0.01 (siehe Abbildung
6.4). Man erhält damit aus der Diffusionskonstante des Nanoteilchens annähernd die richti-
ge kritische Temperatur der Polymerschmelze. Dies wurde auch für andere Probenteilchen
gefunden, wie z.B. bei Verwendung einer Monomer-Hantel [152], die dort genutzt wurde, um
Einzelmolekülspektroskopie-Experimente zu simulieren.

6.3 Komplexe Module

In den Modulen (Abb. 6.5) zeigt sich der Caging-Effekt durch Ausbilden eines Plateaus im
Speichermodul und eines Minimums im Verlustmodul. Beide erstrecken sich über einen wei-
ten Frequenzbereich. In Abschnitt 5.3 wurde gezeigt, dass die Module aus der Mikrorheologie
bei hohen Temperaturen sehr gut mit den Schmelzen-Modulen, welche mit Hilfe des Druck-
tensors berechnet werden, übereinstimmen. Trifft das auch bei tieferen Temperaturen zu?
Die mit Hilfe des Drucktensors gewonnenen Module sind in Abbildung 6.6 dargestellt. Auch
hier gibt es Plateaus und Minima, jedoch treten diese bei anderen Frequenzen auf und es gibt
jeweils zwei bei den tiefsten Temperaturen, im Gegensatz zu den mikrorheologischen Ergeb-
nissen. Mit Hilfe des Drucktensors sieht man nämlich sowohl die strukturelle (α-)Relaxation
bei kleinen Frequenzen als auch die lokale β-Relaxation bei hohen Frequenzen, wohingegen
das Nanoteilchen kaum an lokale Relaxationen koppelt bzw. nur ein vermischtes Ergebnis
liefert. Die Nullviskositäten steigen bei beiden Methoden der Berechnung stark an, wenn
man in die Nähe des Glasübergangs kommt, was eine charakteristische Eigenschaft dieses
Übergangs ist. Bis zu T = 0.6 sind diese auch identisch; für kleinere Temperaturen steigt
jedoch die Mikroviskosität, die mit der Mikrorheologie gemessen wird viel stärker an als die
Schmelzenviskosität. Das heißt, der Nanopartikel misst eine Schale aus Monomeren in seiner
Umgebung, die deutlich zäher ist als die eigentliche Schmelze.
Die Auswertung der komplexen Module basiert darauf, dass die generalisierte Stokes-Ein-
stein-Gleichung (Abschnitt 5.2) auch bei niedrigen Temperaturen angewendet werden kann.
Man kann sich jedoch vorstellen, dass der Caging-Effekt bei der Beschreibung der Bewegung
des Nanopartikels durch die generalisierte Langevin-Gleichung auch explizit als zusätzlicher
Term auftauchen kann, was auch eine Änderung der generalisierten Stokes-Einstein-Glei-
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Abb. 6.5: Komplexe Module aus der mikrorheologischen Analyse der Bewegung der Nanopartikel in Poly-
merschmelzen bei verschiedenen Temperaturen. Oben: Speichermodul; unten: Verlustmodul.

chung zur Folge hätte. Naheliegend wäre, den Käfig als harmonisches Potential anzusehen,
welches jedoch nur auf mittleren Zeitskalen wirkt, sodass die Langzeitdiffusion nicht beein-
flusst wird. Im Rahmen dieser Arbeit war es leider nicht möglich, diesen Ansatz weiterzuent-
wickeln, um eine verbesserte theoretische Beschreibung der komplexen Module zu erzielen.
Da der intermediäre Bereich besonders interessant ist, wird im nächsten Abschnitt die korre-
lierte intermolekulare Dynamik betrachtet, an der man die Eigenschaften der intermediären
Relaxation studieren kann.

6.4 Korrelierte intermolekulare Dynamik

Die intermediäre Relaxation einer Polymerschmelze lässt sich auf die Reduktion kollektiver
Bewegungen der Monomere zurückführen [130]. Dazu wurde in Abschnitt 5.5.3 die Größe

s(t) =

〈

∆rj(t) ·∆rj′(t)

|∆rj(t)||∆rj′(t)|

〉
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Abb. 6.6: Komplexe Module aus der Drucktensor-Berechnung bei verschiedenen Temperaturen. Oben: Spei-
chermodul; unten: Verlustmodul.

eingeführt, bei der die Korrelation der Bewegung zweier benachbarter Monomere in ver-
schiedenen Ketten oder die der Bewegung des Nanopartikels und der Monomere in seiner
Umgebung berechnet wird. Die Temperaturabhängigkeit dieser Größe ist in Abbildung 6.7
zu sehen. Die Monomer-Monomer-Korrelation (gestrichelt) nimmt mit abnehmender Tem-
peratur zu und dehnt sich über einen längeren Zeitraum aus. Dieses Phänomen ist bekannt,
da in einem glasartigen Zustand Bewegungen nur kollektiv möglich sind. Das Maximum
der Korrelation bleibt dabei bei allen Temperaturen an derselben Stelle. Bei der Partikel-
Monomer-Korrelation (durchgezogen) verschiebt sich das Maximum zu immer kürzeren Zei-
ten, aber steigt deutlich weniger stark an als bei den Monomeren, wobei die Ausdehnung aber
auch zunimmt. Bei der niedrigsten Temperatur sind so die Maxima der Monomer-Monomer-
und Partikel-Monomer-Korrelation an derselben Stelle. D.h. obwohl sowohl der Nanoparti-
kel als auch die Monomere sich bei geringeren Temperaturen weniger weit bewegen, ist diese
Bewegung eher korreliert als bei hohen Temperaturen.
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Abb. 6.7: Korrelierte intermolekulare Dynamik s(t) zwischen Monomeren (gestrichelt) und Nanopartikel und
Monomeren (durchgezogen) bei verschiedenen Temperaturen.
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Abb. 6.8: Abhängigkeit der korrelierten intermolekularen Dynamik q(r, τ) zwischen Nanopartikel und Mo-
nomeren vom Abstand zum Nanopartikel-Mittelpunkt bei verschiedenen Temperaturen und τ = 35.

Bei einem festen Zeitabstand τ kann man sich die Abhängigkeit der Partikel-Monomer-
Korrelation vom Abstand zum Nanopartikel-Mittelpunkt anschauen:

q(r, τ) =

〈

∆rNP (τ) ·∆rj(τ)

|∆rNP (τ)||∆rj(τ)|
δ(r − |rNP (τ)− rj(τ)|)

〉

.
(6.7)

Dies ist in Abbildung 6.8 für die untersuchten Temperaturen bei τ = 35 dargestellt. Bei
hohen Temperaturen hat diese Funktion ein Maximum und fällt danach bis zum Abstand
von etwa sieben Monomerdurchmessern von der Nanopartikeloberfläche monoton ab. Diese
Ausdehnung bleibt auch bei niedrigeren Temperaturen erhalten, aber ab T = 0.6 ergibt
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sich ein starkes Layering. Dieses stimmt genau mit dem der Monomerdichte überein. Die
Monomerdichte ist auch bei hohen Temperaturen in Schalen unterteilt. Diese strukturelle
Eigenschaften überträgt sich dort jedoch nicht auf die Bewegung, sodass die Dynamik nicht
von der Struktur aufgeprägt wird. Dies ist aber bei tiefen Temperaturen der Fall. Somit ist
gezeigt, dass die Umgebung des Nanopartikels sich sowohl strukturell als auch in Bezug auf
die Dynamik von der reinen Polymerschmelze unterscheidet und man demnach nicht erwarten
kann, dass die mikrorheologischen Module mit den Schmelzenmodulen übereinstimmen.

6.5 Inkohärente intermediäre Streufunktion

Eine Größe, die bei Streuexperimenten häufig gemessen wird, ist die inkohärente intermediäre
Streufunktion. Diese kann mittels der folgenden Definition auch aus den Simulationsergeb-
nissen errechnet werden.

Sinc
np (q, t) =

〈

e−iq(r(t)−r(0))
〉

(6.8)

Sinc
mon(q, t) =

〈

1

NK

NK
∑

i=1

e−iq(ri(t)−ri(0))

〉

.
(6.9)

Hierbei steht np für die Streufunktion des Nanopartikels und mon für die der Monomere,
wobei die Summe über alle NK Monomere der Simulation geht. Die spitzen Klammern
bedeuten die Ausführung von Ensemble- und Zeitmittelung. Man kann auch die kohärente
Streufunktion auswerten, was jedoch durch die Summe über alle Monomer-Paare einen sehr
viel höheren Rechenaufwand darstellt und daher in dieser Arbeit nicht untersucht wird:

Scoh
mon(q, t) =

1

S(q, 0)

〈

1

NK

NK
∑

i=1

NK
∑

j=1

e−iq(ri(t)−rj(0))

〉

,
(6.10)

mit dem statischen Strukturfaktor der Schmelze S(q, 0).
Hat man im Experiment keinen Zugriff auf das mittlere Verschiebungsquadrat des Nanopar-
tikels, wird häufig die folgende Näherung verwendet:

Sinc
np (q, t) ≈ e−q2〈∆r2(t)〉/6 . (6.11)

Diese Näherung gilt exakt nur im ballistischen und diffusiven Regime des MSD, wird aber
im Allgemeinen im gesamten Zeitfenster verwendet.
In Experimenten mit einfacher Streuung gelangt man über die Intensitäts-Autokorrelation
g2(t) mittels einer Siegert-Relation an die inkohärente Streufunktion:

g2(t) =
〈I(0)I(t)〉
〈I(0)〉2 (6.12)

g2(t) = 1 + b
Sinc(q, t)2

Sinc(q, 0)2
, (6.13)

wobei b ein apparateabhängiger Parameter ist, der zwischen 0 und 1 liegt.
Die inkohärente intermediäre Streufunktion wird häufig verwendet, um die β- und α-Re-
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Abb. 6.9: Inkohärente intermediäre Streufunktion der Monomere (gestrichelt) und des Nanopartikels (durch-
gezogen) für q = 7 bei den untersuchten Temperaturen.

laxation eines glasbildenden Mediums, wie der hier untersuchten Polymerschmelze, zu un-
tersuchen. Die α-Relaxation kann dabei mit einer gestreckten Exponentialfunktion gefittet
werden:

Sα(t) = a e−(t/τ)β . (6.14)

Ein Vergleich der Gleichungen (6.11) und (6.14) zeigt, dass der Exponent β1 mit dem Ex-
ponenten α des MSD (〈∆r2(t)〉 ∝ tα) zusammenhängt und daher für den Langzeitbereich
den Wert 1 nicht übersteigen kann.
Abbildung 6.9 zeigt die inkohärente intermediäre Streufunktion der Monomere (gestrichel-
te Linien) und des Nanopartikels (durchgezogene Linien) für q = 7 bei den verschiedenen
Temperaturen. Beide Funktionen zeigen bei niedrigen Temperaturen die Ausbildung eines
Plateaus und somit eine Zwei-Stufen-Relaxation. Die Relaxation auf das Plateau und von
ihm weg wird als β-Relaxation bezeichnet und ergibt sich durch das Bilden des Monomer-
Käfigs (Caging) und dem Entkommen aus diesem. Der Anteil dieser β-Relaxation ist bei
dem Partikel kleiner als bei den Monomeren, da dieser aufgrund seiner Größe die segmentel-
le Relaxation nur teilweise spürt. Andererseits sind die Relaxationszeiten des Partikels um
etwa eine Größenordnung höher, da er sich langsamer bewegt.
Die α-Relaxationszeiten τα werden an der Stelle S(q, τα) = 0.3 bestimmt und sind in Ta-
belle 6.2 aufgelistet. Ihre Temperaturabhängigkeit ist in Abb. 6.10 zu sehen und folgt nach
der Modenkopplungstheorie einem Potengesetz τα(T ) = a(T − T ∗)γ mit a = 0.19 ± 0.02,
T ∗ = 0.44 ± 0.01 und γ = −2.04 ± 0.04 für die Monomere bei q = 7; a = 0.58 ± 0.43,
T ∗ = 0.43± 0.01 und γ = −2.60± 0.35 für den Nanopartikel bei q = 7 und a = 153.6± 4.4,
T ∗ = 0.46±0.01 und γ = −1.73±0.08 für den Nanopartikel bei q = 1. Damit stimmen auch
die aus der Relaxationszeit bestimmten kritischen Temperaturen mit dem bekannten Wert

1Die Bezeichungen β und α tauchen hier doppelt auf. Ist der Exponent gemeint, wird dieser auch so
bezeichnet. Im anderen Fall ist die Relaxation gemeint. Es besteht kein Zusammenhang zwischen den
Bedeutungen.
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Abb. 6.10: Temperaturabhängigkeit der α-Relaxationszeit. Blau: Monomere bei q = 7. Rot: Nanopartikel
bei q = 7. Grün: Nanopartikel bei q = 1.

für dieses Modell überein.
Die Wahl von q = 7 entspricht etwa dem ersten Maximum der Strukturfunktion S(q, 0)
des Polymermodells [58]. Je kleiner das q gewählt wird, desto weiter muss sich der Partikel
bewegt haben, um eine Relaxation der Streufunktion zu erreichen, und desto höher ist die
Relaxationszeit, was dazu führt, dass in einer Simulation nicht sehr kleine Werte von q un-
tersucht werden können. Abbildung 6.11 zeigt den Vergleich von q = 7 (durchgezogen) zu
q = 1 (gestrichelt).

In Abbildung 6.12 sieht man ein anderes numerisches Problem, das auch bei großen q auftritt.
Dargestellt ist das normal berechnete MSD (Gl. (5.1), durchgezogene Linien) und das aus
der Streufunktion gewonnene MSD nach Gl. (6.11) (gestrichelte Linien). Die Streufunktion
kann das MSD nur bis zu einem maximalen Wert, welcher von q abhängt, reproduzieren.
Höhere Werte sind aufgrund der begrenzten Nachkommastellen und der starken Fluktuatio-
nen von S(q, t) bei langen Zeiten nicht möglich. Bevor diese Grenze erreicht wird, stimmen
beide Kurven exakt überein; und zwar nicht nur im ballistischen und diffusiven Regime,
sondern auch im subdiffusiven Bereich. Daraus lässt sich schlussfolgern, dass S(q, t) genauso
gut aus dem mittleren Verschiebungsquadrat gewonnen werden kann, was die Untersuchung
verschiedener q-Werte vereinfacht.

Tabelle 6.2: Temperatur, T , und α-Relaxationszeit, τα, für Monomere und Nanopartikel bei zwei q-Werten.
Die angegebenen Unsicherheiten sind Abschätzungen der Ungenauigkeiten der Streufunktion im Bereich
S(q, τα) = 0.3.

T τmon
α,q=7 τNP

α,q=7 τNP
α,q=1

0.45 3500±2 27760±15 -
0.50 63±1 660±2 44870±20
0.60 4.2±0.3 55±2 4704±4
0.80 1.1±0.1 9.8±0.5 1316±3
1.06 0.5±0.05 3.6±0.3 374±2
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Abb. 6.11: Inkohärente intermediäre Streufunktion des Nanopartikels für q = 7 (durchgezogen) und q = 1
(gestrichelt) bei den untersuchten Temperaturen.
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diärer Streufunktion für q = 7 (gestrichelt) im Vergleich zum direkt berechneten Verschiebungsquadrat
(durchgezogen) bei den untersuchten Temperaturen.

Die Anpassung der α-Relaxation mit der Gleichung (6.14) erfolgt teilweise an der Streufunk-
tion und am mittleren Verschiebungsquadrat. Die Amplitude a erhält man aus der Streu-
funktion, da der Wert bei verschiedenen Fit-Intervallen stabil bleibt. Die Parameter β und
τ werden mittels Kombination der Gleichungen (6.11) und (6.14) aus

〈

∆r2(t)
〉

=
6

q2
(

(t/τ)β − lna
)

(6.15)

bestimmt. Das Fit-Intervall ergibt sich aus der vorher bestimmten α-Relaxationszeit zu
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Tabelle 6.3: Fitparameter a, β und τ der Anpassung der inkohärenten Streufunktion an Gleichung (6.14) für
q = 7 und q = 1. Unsicherheiten betragen maximal 5%.

q = 7 q = 1
T a β τ a β τ

0.45 0.93 0.74 18700 1.00 - -
0.50 0.92 0.85 519 1.00 0.86 48000
0.60 0.90 0.84 48.4 1.00 0.92 4970
0.80 1.00 0.83 7.43 1.00 0.97 945
1.06 1.00 1.03 2.92 1.00 0.90 302

[0,τα]
2. Es ergeben sich die in Tabelle 6.3 angegebenen Werte. Beim direkten Fitten der

Streufunktion ergeben sich übereinstimmende Werte. Aufgrund des verlängerten subdiffusi-
ven Bereiches bei tiefen Temperaturen sinkt der Wert des Exponenten β für q = 7 von 1.03
auf 0.74. Dass β bei der höchsten Temperatur etwas größer als 1 ist, liegt an der kurzen
Relaxationszeit, wodurch das ballistische Regime einen Einfluss auf die Ergebnisse hat. Die
Unsicherheiten der Fit-Parameter betragen maximal 5%.
Je kleiner der Wert von q wird, desto relevanter werden hohe Verschiebungen für die Aus-
wertung der α-Relaxation; hohe Verschiebungen bedeuten längere Zeiten, was im Vergleich
zu Experimenten eine stärkere Begrenzung des q-Bereiches bedeutet, bei dem verlässliche
Fits durchgeführt werden können. In Experimenten mit Röntgenphotonenkorrelationsspek-
troskopie (XPCS, X-ray Photon Correlation Spectroscopy) wurden für Gold-Nanopartikel in
einer Polystyrol-Schmelze bei niedrigen Temperaturen und q < 0.5 Exponenten, die deut-
lich größer als 1 sind, gefunden und eine superdiffusive Bewegung bei langen Zeiten ge-
schlussfolgert [153, 154]. In der vorliegenden Simulationsstudie wurden keine Hinweise auf
einen superdiffusiven Bereich nach dem diffusiven Bereich gefunden, was auch dem intuitiven
Verständnis der Diffusion entspricht, welche eintritt nachdem alle

”
Hindernisse“ überwunden

wurden. Je kleiner q ist, desto weniger Einfluss haben Ausläufer des subdiffusiven Regimes,
sodass die α-Relaxation rein diffusiv wird und der Exponent β nur 1 sein kann.

6.6 Zusammenfassung

Wie schon im vorigen Kapitel gezeigt, spielt der intermediäre Bereich bei der Betrachtung
der Bewegung von Teilchen eine sehr große Rolle. Auch bei niedrigeren Temperaturen ist
es dieser Bereich, der zur Abweichung der komplexen Module aus der Mikrorheologie von
den Referenzen führt, da er durch kollektive Bewegungen und den Caging-Effekt dominiert
wird. Dies führt dazu, dass nur noch lokale Eigenschaften der Polymerschmelze gemessen
werden können. Trotz dieser Unterschiede koppelt das Nanoteilchen so an die Dynamik der
Polymerschmelze, dass man die kritische Temperatur der Modenkopplungstheorie ermitteln
kann.

2Durch die Festlegung von a muss das untere Intervallende nicht angepasst werden.



7 Untersuchung der passiven 2-Partikel-

Mikrorheologie

Die Ergebnisse der Einzelpartikel-Mikrorheologie hängen stark von der direkten Umgebung
der Tracer-Partikel sowie deren Form und Oberflächenchemie und -struktur ab. Dies kann
dazu führen, dass nicht die gewünschten Bulk-Eigenschaften, sondern die der Umgebung
des Tracers gemessen werden. Um dies zu umgehen, wird die korrelierte Bewegung von weit
auseinander liegenden Tracern betrachtet, die dann eindeutig mit den Bulk-Eigenschaften
zusammenhängt.

7.1 Methode der korrelierten Bewegung

7.1.1 Herleitung nach Crocker

In der Multipartikel-Mikrorheologie werden korrelierte Bewegungen der Nanoteilchen unter-
sucht und mit den rheologischen Eigenschaften des umgebenden Mediums verknüpft [82].
Dabei werden die Verschiebungen entlang der Verbindungslinie der Partikel und senkrecht
dazu unterschieden: ∆rα(t) = rα(t) − rα(0), mit α = r, θ, φ. Die Korrelation der Verschie-
bungen zweier Partikel i und j hängt von deren Abstand Ri,j ab:

Dαβ(r, t) =
〈

∆riα(t)∆rjβ(t)δ[r −Rij(t)]
〉

. (7.1)

In dieser Arbeit werden nur Systeme mit zwei Nanopartikeln untersucht, sodass i = 1 und
j = 2 ist und die Mittelung nur über die Anfangszeiten erfolgt. Wenn der Abstand der
Partikel sehr viel größer als ihr Radius ist, ergibt sich für den Zusammenhang mit dem
komplexen Modul im Laplace-Raum [82, 155]:

D̃rr(r, s) =
kBT

2πrsG̃(s)
(7.2)

Dθθ = Dφφ =
1

2
Drr . (7.3)

Alle nicht-diagonalen Elemente sind Null. In diese Gleichungen gehen die Eigenschaften
der einzelnen Partikel (Größe, Masse) nicht ein, sondern nur deren Abstand r, was einen
Vorteil gegenüber der Einzelpartikel-Mikrorheologie bedeutet, wenn man nicht an den loka-
len Eigenschaften des Mediums interessiert ist, sondern die makroskopischen Eigenschaften
messen möchte. Bei Benutzung von Stick-Randbedingunge (ν = 6) und Vernachlässigen des
Inertialterms ergibt sich die generalisierte Stokes-Einstein-Gleichung für die Bewegung eines
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Partikels in drei Dimensionen zu (Gl. (5.12)):

G̃(s) =
kBT

πRs〈∆r̃(s)2〉 . (7.4)

Der Vergleich der Gleichungen (7.2) und (7.4) veranlasste Crocker et al. [82] zur Einführung
eines distinkten mittleren Verschiebungsquadrates:

〈∆r̃(s)2〉D =
2r

R
Drr(r, t) , (7.5)

mit welchem somit die Auswertung der Multipartikel-Mikrorheologie analog zu der der
Einzelpartikel-Mikrorheologie durchgeführt werden kann. Weiterhin wird angenommen, dass
Drr ∝ 1/r gilt und das distinkte Verschiebungsquadrat somit nicht vom Abstand der Par-
tikel abhängt. Dies hat außerdem den Vorteil, dass über rDrr gemittelt werden kann und
somit kein extra Feld für die r-Abhängigkeit angelegt werden muss.

7.1.2 Herleitung aus generalisierten Langevin-Gleichungen

Wie bei der Einzelpartikel-Mikrorheologie kann man bei der Herleitung auch von einer
Langevin-Gleichung ausgehen. Für zwei Partikel erhält man gekoppelte Gleichungen [156]:

Mv̇1i (t) = f 1
i (t)−

∫ t

−∞

ζ11(t− t′)v1i (t
′)dt′ −

∫ t

−∞

ζ12,i(t− t′)v2i (t
′)dt′ − k(r1i (t)− r1i,0) (7.6)

Mv̇2i (t) = f 2
i (t)−

∫ t

−∞

ζ22(t− t′)v2i (t
′)dt′ −

∫ t

−∞

ζ21,i(t− t′)v1i (t
′)dt′ − k(r2i (t)− r2i,0) . (7.7)

Dabei steht i für r (entlang der Verbindungslinie) oder Θ (senkrecht zur Verbindungslinie
der Partikel). Die thermischen Kräfte folgen einem Fluktuations-Dissipations-Theorem:

〈

f j
i (t)f

j′

i (t
′)
〉

= kBTζjj′,i(t− t′) . (7.8)

Für isotrope Medien und identische Partikel gilt ζ11 = ζ22 und ζ12,i = ζ21,i. Die Reibungsko-
effizienten hängen wie folgt mit den lokalen (i) und globalen (o) Modulen zusammen [156]:

ζ11(ω) =
−6πiRG∗

o(ω)

ω

[

1 +

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

)

γ

]

(7.9)

ζ21,r(ω) =
9πiR2G∗

o(ω)

ωr

[

1 + 2

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

)

γ

]

, (7.10)

wobei γ = s/R die relative Dicke einer Schale s um einen Nanopartikel ist, in der lokale Ei-
genschaften angenommen werden, und Terme höherer Ordnung in γ vernachlässigt werden.
Die obigen Gleichungen und die daraus abgeleiteten beruhen auf haftenden Randbedingun-
gen (ν = 6)1. Die gekoppelten Gleichungen (7.6) und (7.7) lassen sich durch Einführen

1Für gleitende Randbedingungen sollten sich ähnliche Formeln ergeben, die nur eine leichte Veränderung
der Resultate zur Folge haben. Dies wird am Beispiel der hydrodynamischen Korrektur in Abschnitt 5.7
gezeigt.
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normaler Koordinaten V 1 = v1r + v2r und V 2 = v1r − v2r entkoppeln:

MV̇ j(t) = Gj(t)−
∫ t

−∞

ζj(t− t′)V j(t′)dt′ − k

∫ t

−∞

V j(t′)dt′ + krj0, j = 1, 2 (7.11)

ζj(t) = ζ11(t) + (2δj1 − 1)ζ21,r(t)

Gj(t) = f 1
r (t) + (2δj1 − 1)f 2

r (t)

rj0 = r1r,0 + (2δj1 − 1)r2r,0

Im Fourier-Raum ergibt sich analog zu Gleichung 5.9:

V j(ω) =
Gj(ω) +MV j(0)

M iω + ζj(ω) +
k

iω

. (7.12)

Für die Reibungskoeffizienten ergibt sich dementsprechend:

ζj(ω) =
dkBT

〈V j(ω)V j(0)〉 −M iω − k

iω

= − 2dkBT

ω2〈∆U j(ω)2〉 −M iω − k

iω
, (7.13)

mit ∆U j(t) = ∆r1r(t) + (2δj1 − 1)∆r2r(t). Dabei ist d die Dimension der Bewegungen, also
d = 1, da die Verschiebungen entlang der Verbindungslinie der Partikel betrachtet werden.
Auf der anderen Seite erhält man aus den Gleichungen (7.9) und (7.10):

ζj(ω) = −6πiRG∗
o(ω)

ω

[

1− (2δj1 − 1)
3

2

R

r
+

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

)

γ

(

1− (2δj1 − 1)3
R

r

)]

(7.14)

Den globalen Modul erhält man damit aus:

(

1 + 3
R

r

)

ζ1(ω)−
(

1− 3
R

r

)

ζ2(ω) = −6πiRG∗
o(ω)

ω

[

3
R

r

]

(7.15)

Die linke Seite wird mit Hilfe von (7.13) umgeformt:

dkBT
(

3〈∆r1r(ω)
2〉 − r

R
〈∆r1r(ω)∆r2r(ω)〉

)

ω2(〈∆r1r(ω)
2〉2 − 〈∆r1r(ω)∆r2r(ω)〉2)

+ 3M iω + 3
k

iω
=

9πiRG∗
o(ω)

ω
(7.16)

Die Einführung von Diffusionskoeffizienten

D1(t) =
1

2d

d〈∆r1r(t)
2〉

dt

und

D12(t) =
1

2d

d〈∆r1r(t)∆r2r(t)〉
dt
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ergibt:

kBT
(

3D∗
1(ω)−

r

R
D∗

12(ω)
)

2(D∗
1(ω)

2 −D∗
12(ω)

2)
+ 3Mω2 − 3k = 9πRG∗

o(ω). (7.17)

Das harmonische Potential zum Festhalten der Partikel hat also nur eine additive Verschie-
bung im Realteil des komplexen Moduls zur Folge.

7.1.3 Herleitung nach Hohenegger

Ist man wie Hohenegger et al. auch an der Schalendicke γ interessiert, wählt man einen
etwas anderen Weg. Aus (7.13) und (7.14) gewinnt man die Partikel-Verschiebungen, wobei
um γ = 0 und R/r = 0 entwickelt wird und nur lineare Terme dieser Größen behalten
werden:

〈∆r1r(ω)
2〉 = dkBT

iω(6πRG∗
o(ω)−Mω2 + k)2

×
(

6πRG∗
o(ω)

(

1− γ

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

))

−Mω2 + k

)

(7.18)

〈∆r1r(ω)∆r2r(ω)〉 =
9dkBTπR

2G∗
o(ω)

iωr(6πRG∗
o(ω)−Mω2 + k)3

×
(

6πRG∗
o(ω) +

(

1 + 2γ

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

))

(−Mω2 + k)

)

(7.19)

Für die Näherung vernachlässigbarer Inertialterme und schwacher Fallenstärke (M = 0,
k = 0) ergibt sich2:

〈∆r1r(ω)
2〉 = dkBT

6πRiωG∗
o(ω)

(

1− γ

(

1− G∗
o(ω)

G∗
i (ω)

))

(7.20)

〈∆r1r(ω)∆r2r(ω)〉 =
dkBT

4πriωG∗
o(ω)

(7.21)

Unter diesen Bedingungen gewinnt man den globalen Modul G∗
o(ω) aus der korrelierten

Verschiebung der Partikel (Gl. (7.21)), den lokalen Modul G∗
i (ω) aus der Einzelpartikel-

Mikrorheologie (Gln. (5.14) und (5.15)) und mit diesen beiden die Schichtdicke γ aus Gl.
(7.20). Für d = 2 entspricht (7.21) der von Crocker et al. verwendeten Beziehung (7.2).

7.1.4 Herleitung für Relativ- und Schwerpunktskoordinate

Eine weitere Möglichkeit ist, direkt mit ∆U j(t) = ∆r1r(t) + (2δj1 − 1)∆r2r(t) zu arbeiten.
∆U2(t) ist die Änderung des Abstandes der Nanoteilchen und 1

2
∆U1(t) ist die Bewegung des

2In [156] findet man +γ anstelle von −γ, was vermutlich ein Tippfehler ist.
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Schwerpunktes auf der Verbindungslinie. Aus Gleichung (7.13) erhält man damit:

dkBT
(

〈∆U1(ω)2〉(3− r
R
) + 〈∆U2(ω)2〉(3 + r

R
)
)

ω2〈∆U1(ω)2〉〈∆U2(ω)2〉 + 3M iω + 3
k

iω
=

9πiRG∗
o(ω)

ω
. (7.22)

Mit den entsprechenden Diffusionskoeffizienten

DUj(t) =
1

2d

d〈∆U j(t)2〉
dt

wird das zu:

kBT
(

D∗
U1(ω)(3− r

R
) +D∗

U2(ω)(3 +
r
R
)
)

2D∗
U1(ω)D

∗
U2(ω)

+ 3Mω2 − 3k = 9πRG∗
o(ω). (7.23)

7.2 Ergebnisse

7.2.1 Beschreibung der Simulation

Die 2-Partikel-Mikrorheologie wird am Beispiel von Nanopartikeln der Größe R0 = 2 mit
Partikel-Monomer-Wechselwirkung ǫpm = 2 diskutiert. Der Partikel-Partikel-Wechselwir-
kungsparameter ist ǫpp = 1, wobei das Potential am Minimum abgeschnitten wird, sodass
eine rein repulsive Wechselwirkung (Weaks-Chandler-Andersen(WCA)-Potential) vorhanden
ist. Es wurden auch kleinere Partikel und schwächere Partikel-Monomer-Wechselwirkungen
getestet. Bei diesen trat jedoch das Problem der Aggregation der Nanoteilchen auf; d.h.
sind die Teilchen im Laufe der Simulation so nahe gekommen, dass kaum noch Monomere
zwischen ihnen waren, konnten sie sich nicht wieder voneinander entfernen. Dieser Effekt
rührt von einer Verarmung an Monomeren an der Region der Oberfläche der Partikel, an
der sie sich nahe sind, her (depletion), wodurch eine resultierende Kraft entsteht, die die
Partikel zusammenhält [157, 158]. Bei größerem ǫpm ist die Monomerschicht stärker an den
Partikel gebunden und selbst bei Annäherung der Partikel kann dadurch die Kraft durch
Monomerverarmung kompensiert werden. Desweiteren wird, in Anlehnung an Experimente
mit optischen Tweezern, der Abstand der Nanoteilchen nahezu konstant gehalten, indem eine
zusätzliche harmonische Kraft auf die beiden Partikel wirkt, sodass deren Fluktuationen ein-
gegrenzt werden. Dies hat auch den Grund, dass bei der simulierten Systemgröße (etwa 26)
die Bedingung Drr ∝ 1/r nicht erfüllt ist. Das kann wiederum verschiedene Gründe haben.
Zum einen wirkt bei sehr kleinen Abständen (r < 1.2) die abstoßende Partikel-Partikel-
Wechselwirkung. Zum anderen ist durch die r-Abhängigkeit die Statistik reduziert. Drittens
macht es etwas aus, ob man die zwei Ausgangspartikel verfolgt oder ihre Bilder, deren maxi-
maler Abstand durch die periodischen Randbedingungen beschränkt ist. Wenn ein Partikel
und sein Bild etwa den gleichen Abstand zu einem zweiten Partikel haben, verstärkt sich
die Korrelation der Bewegungen der beiden Partikel. Je größer das simulierte System ist,
umso kleiner ist dieser Effekt und umso besser sollten die Resultate sein. In Experimenten
wurde die 1/r-Abhängigkeit auch nur für r > 10R gezeigt [82]. Aktuelle Studien ergeben für
kleinere Abstände sogar ein 1/r3-Verhalten [159]. In dieser Arbeit wird darauf verzichtet,
ein größeres System zu untersuchen, und stattdessen der Abstand der Partikel auf etwa 14
festgehalten. Damit ist die Bedingung r >> R erfüllt und die ungewisse r-Abhängigkeit
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entfällt.
Der Einfluss der Positionseinschränkung ist in Abbildung 7.1 zu sehen. Für kurze Zeiten hat
die harmonische Falle keinen Einfluss auf das MSD. Erst ab t ≈ 0.5 sieht man die Wirkung,
welche das Ausbilden eines Plateaus ist. Die eindimensionale Verschiebung entlang der Ver-
bindungsachse der zwei Nanopartikel (rot) ist um den Faktor 3 niedriger als die mittlere
Verschiebung in drei (kartesischen) Dimensionen (blau). Aus dem Plateau-Wert kann man
die Federkonstante der harmonischen Falle aus dem Gleichverteilungssatz bestimmen:

k〈∆r(t)2〉 = dkBT . (7.24)

In der Simulation wird die Federkonstante kin auf die Position der Nanoteilchen angewendet,
die jedoch größer ist als das k, was sich aus (7.24) ergibt. Der Grund dafür ist, dass sich die
verwendeten Formeln auf Ensemblemittel beziehen, bei der Auswertung der Formeln aber
Zeitmittel verwendet werden. In den meisten Fällen macht das wegen der Ergodizität keinen
Unterschied. Bei der harmonischen Falle ist das anders. Bei dem Ensemblemittel wird die
Verschiebung immer zur Gleichgewichtsposition der Falle gemessen, an der sich der Partikel
zur Zeit Null befunden hat. Bei einem Zeitmittel gehen Verschiebungen zu allen Punkten
ein, die auf der Trajektorie des Partikels liegen. Wenn also der Partikel (in einer Dimension
betrachtet) z.B. bei x0+h startet, ist die Wahrscheinlichkeit, dass er in einer bestimmten Zeit
mehr als die Entfernung h zurücklegt, höher als wenn er bei x0 startet, weil im ersten Fall die
harmonische Kraft in Bewegungsrichtung und im zweiten entgegen dieser wirkt. Somit ist
die zeitgemittelte quadratische Verschiebung größer als die ensemblegemittelte und demnach
k kleiner als kin. Da der Einfluss der harmonischen Falle erst bei langen Zeiten zu sehen ist,
wird das zeitgemittelte Verschiebungsquadrat wie das ensemblegemittelte behandelt und die
ermittelte Federkonstante k verwendet.

7.2.2 Bewegung der Nanopartikel

In Abbildung 7.2 sind die 2-Partikel-Verschiebungen 〈∆U1(t)2〉 = 〈(∆r1r(t)+∆r2r(t))
2〉 (oran-

ge) und 〈∆U2(t)2〉 = 〈(∆r1r(t)−∆r2r(t))
2〉 (magenta) dargestellt, welche in dieser Form nicht

zu unterscheiden sind. 〈∆U1(t)2〉 entspricht dem Vierfachen der Schwerpunktsbewegung und
〈∆U2(t)2〉 entspricht der Relativbewegung der beiden Nanopartikel in den Fallen. Wenn bei-
de Partikel sich h von ihrer Ausgansposition in entgegengesetzte Richtungen entfernen, ist
die quadratische Verschiebung der Relativkoordinate (2h)2 = 4h2. Entfernen sie sich um
h in dieselbe Richtung, ist die quadratische Verschiebung der Schwerpunktskoordinate h2.
Durch den Faktor 4, der durch die Definition von U1(t) als

”
doppelter“ Schwerpunkt ent-

steht, sind die quadratischen Verschiebungen annähernd gleich. Unterschiede entstehen nur
dann, wenn die Entfernung und Annäherung der beiden Partikel verschiedene Wahrschein-
lichkeiten haben. Die rote Kurve ist wieder die eindimensionale Verschiebung entlang der
Verbindungsachse und ist um den Faktor 2 niedriger als die 2-Partikel-Verschiebungen. Da-
her ist es nicht überraschend, dass die Summe der 2-Partikel-Verschiebungen genau dem
Vierfachen der Einzelpartikel-Verschiebung entspricht (Abb. 7.3).
Interessanter ist die Differenz der 2-Partikel-Verschiebungen (Abb. 7.4), was der Größe ent-



7.2 Ergebnisse 83

10-6

10-4

10-2

100

102

10-3 10-2 10-1 100 101 102 103 104 105

<
∆r

(t
)2 >

, <
∆r

r1 (t
)2 >

t

Abb. 7.1: Mittleres Verschiebungsquadrat eines
Nanopartikels ohne (schwarz) und mit harmoni-
scher Falle (blau, rot). Die blaue Kurve gibt die
Verschiebung in drei Dimensionen wieder und die
rote Kurve die Verschiebung entlang der Verbin-
dungsachse der zwei Nanopartikel, was der Bewe-
gung in einer Dimension entspricht.
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Abb. 7.2: Mittleres Verschiebungsquadrat ei-
nes Nanopartikels entlang der Verbindungsach-
se der zwei Nanopartikel (rot) und 2-Partikel-
Verschiebungen (orange und magenta), welche
nicht unterscheidbar sind.
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Abb. 7.3: Das Vierfache des mittleren Verschie-
bungsquadrates eines Nanopartikels entlang der
Verbindungsachse der zwei Nanopartikel (rot) ist
gleich der Summe der 2-Partikel-Verschiebungen
(cyan).
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Abb. 7.4: Differenz der 2-Partikel-Verschiebun-
gen.

spricht, die u.a. in [82, 156] im Zentrum der 2-Partikel Mikrorheologie steht:

〈∆U1(t)2〉 − 〈∆U2(t)2〉 =4Drr(r, t) in [82]

=4〈∆u1(t)∆u2(t)〉in [156].

Für kleine Zeiten ist diese erwartungsgemäß Null, wegen der ballistischen und damit nahezu
wechselwirkungsfreien Bewegung der Partikel. Bei sehr großen Zeiten ist das Rauschen auf-
grund geringerer Statistik dominierend. Im mittleren Bereich ist die Differenz überwiegend
negativ, was in absolutem Gegensatz zu experimentellen 2-Partikel-Verschiebungen steht,
die eher den Einzelpartikel-Verschiebungen ähneln [82, 160, 161]. Eine negative Differenz be-
deutet, dass entgegengesetzte Bewegungen der Partikel favorisiert werden, was der Intuition
und den Ergebnissen aus Experimenten widerspricht. Die Art der Mittelung als Zeitmittel
ist im Experiment dieselbe, sodass das nicht den Unterschied hervorruft. Eine Begründung
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könnte sein, dass die harmonische Falle zu stark ist und demnach zu früh die Bewegung
der Partikel einschränkt, sodass diese kaum Gelegenheit haben, sich zu beeinflussen und der
negative Bereich eher zufällig entsteht. Gegen eine Verringerung der Federkonstanten spricht
jedoch, dass der Abstand festgehalten werden soll, was bei zu schwachen Fallen nicht der
Fall wäre. Dies ist erst möglich, wenn das System sehr viel größer und damit die Entfernung
der Partikel erhöht werden kann, sodass die Abstandsänderung relativ zum Abstand kleiner
wird.

7.2.3 Komplexe Module

Erstaunlicherweise erhält man trotzdem qualitativ gute komplexe Module, wie im Folgen-
den gezeigt wird. Die Module werden aus der dreidimensionalen Verschiebung und der
eindimensionalen Verschiebung entlang der Verbindungslinie (Gln. (5.14) und (5.15) mit
ν = 6 und k = 5.0) und aus der Kombination der 2-Partikel-Verschiebungen berechnet
(Gl. (7.23) mit k = 5.0). Abbildung 7.5 zeigt die Ergebnisse: Die eindimensionale (blau)
und dreidimensionale Rechnung (rot) ergeben identische Module. Diese stimmen bei ho-
hen Frequenzen mit den Modulen der Einzelpartikel-Mikrorheologie ohne harmonische Falle
(schwarz) überein. Bei kleinen Frequenzen ergibt sich aufgrund der Falle ein Plateau im
Speichermodul und ein Anstieg des Verlustmoduls. Der Speichermodul aus den 2-Partikel-
Verschiebungen weicht für hohe Frequenzen deutlich von den anderen Ergebnissen ab. Dies
liegt an dem Inertialterm, der bei den 2-Partikel-Verschiebungen dreimal so groß ist wie bei
der Einzelpartikel-Mikrorheologie und daher schon bei kleineren Frequenzen überwiegt. Das
intermediäre Plateau ist abgeschwächt und der Einfluss der harmonischen Falle bei nied-
rigen Frequenzen wird kompensiert, was aber nicht zu dem diffusiven Verhalten wie in der
Einzelpartikel-Mikrorheologie führt. Der Verlustmodul ist hingegen unverändert im Vergleich
zu den Einzelpartikel-Ergebnissen mit Falle, da die Masse und die Federkonstante nur im
Realteil des komplexen Moduls auftauchen.
Der Vergleich der 2-Partikel-Resultate zum Schmelzenmodul aus der Drucktensorberech-
nung (Abb. 7.6) zeigt, dass beide im mittleren Frequenzbereich gut übereinstimmen. Der
Niedrigfrequenzbereich wird durch die harmonische Falle beeinflusst, sodass eine Abwei-
chung zu erwarten ist, und im Hochfrequenzbereich setzt das Dominieren des Inertialterms
der Partikel (G′(ω) ∝ Mω2) früher ein als bei der Einzelpartikel-Mikrorheologie.

7.2.4 Einfluss des Abstandes der Nanopartikel

Verringert man den Abstand der Partikel von 14 auf 9 erhält man ein deutlich anderes
Verhalten der korrelierten Verschiebungen (Abb. 7.7). Bei der größeren Entfernung (grün)
ist diese wie oben beschrieben eher negativ und bei der kleineren Entfernung (violett) über
einen größeren Zeitraum positiv. Bei den komplexen Modulen äußert sich dieser Unterschied
jedoch nicht sehr stark (Abb. 7.8). Bei hohen Frequenzen gibt es keinen Unterschied zwischen
beiden Abständen. Bei kleinen Frequenzen wirkt die Fallenkorrektur etwas stärker auf die
Resultate bei geringerem Abstand und im mittleren Frequenzbereich stimmen die Module
bei kleinerem Abstand eher mit den Modulen der Einzelpartikel-Mikrorheologie überein.
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Abb. 7.5: Speichermodul (durchgezogen) und Verlustmodul (gestrichelt) aus der dreidimensionalen Bewegung
eines Nanopartikels (rot), der eindimensionalen Bewgung eines Nanopartikels (blau), der Kombination der
2-Partikel-Verschiebungen (grün) und Ergebnis der Einzelpartikel-Mikrorheologie ohne harmonische Falle
(schwarz).
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Abb. 7.6: Speichermodul (durchgezogen) und Verlustmodul (gestrichelt) aus der Kombination der 2-Partikel-
Verschiebungen (grün) und Schmelzmodul aus der Drucktensorberechnung (schwarz).
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Abb. 7.7: Differenz der 2-Partikel-Verschiebungen
bei r = 14 (grün) und r = 9 (violett).

10-3

10-2

10-1

100

101

10-3 10-2 10-1 100 101

G
’(ω

),
 G

’’(
ω

)

ω

Abb. 7.8: Speichermodul (durchgezogen) und
Verlustmodul (gestrichen) aus der Kombinati-
on der 2-Partikel-Verschiebungen bei r = 14
(grün) und r = 9 (violett) und Ergebnis der
Einzelpartikel-Mikrorheologie ohne harmonische
Falle (schwarz).

7.3 Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, dass auch die aus der 2-Partikel-Mikrorheologie gewonnenen kom-
plexen Module mit den Referenzen übereinstimmen, was jedoch im Vergleich zur Einzel-
partikel-Mikrorheologie auf einen kleineren Frequenzbereich beschränkt ist. Die Form der
2-Partikel-Verschiebungen ist dabei in dem untersuchten Bereich stark vom Abstand der
Partikel abhängig und weicht von experimentellen Ergebnissen ab. Die erhoffte Verbesserung
gegenüber der Einzelpartikel-Mikrorheologie konnte mit den verwendeten Simulationen nur
teilweise erreicht werden. Durch Simulationen größerer Systeme und Abstände sollte eine
weitere systematische Untersuchung der korrelierten Bewegungen angeschlossen werden.



8 Untersuchung der aktiven

Mikrorheologie

Es werden zwei verschiedene Ansätze der aktiven Mikrorheologie untersucht. Die erste, bei
welcher ein Nanopartikel durch eine oszillierende Kraft zu harmonischen Schwingungen ge-
zwungen wird, entspricht der häufig verwendeten experimentellen Methode der oszillierenden
optischen Tweezer [162, 163]. Für den zweiten Ansatz, bei dem zwei Nanopartikel harmonisch
gekoppelt sind und eine gedämpfte Schwingung ausführen, gibt es noch keine experimentelle
Entsprechung.

8.1 Erzwungene Schwingung eines Nanopartikels

8.1.1 Beschreibung der Simulation und Einschwingvorgang

Zur Manipulation von Nanoteilchen werden im Experiment häufig optische Tweezer verwen-
det, welche eine Kraft auf die suspendierten Nanoteilchen ausüben, die harmonisch genähert
werden kann [87, 164]. In Molekulardynamik-Simulationen kann eine exakt harmonische
Kraft auf den Nanopartikel ausgeübt werden, sodass man einen idealen optischen Tweezer
(harmonische Falle) simulieren kann. Um erzwungene Schwingungen des Nanopartikels zu
erzeugen, oszilliert die Position der harmonischen Falle. Dies ist schematisch in Abbildung
8.1 dargestellt. Für die vorliegende Arbeit wird die folgende Vorgehensweise angewandt.
Da in der Simulation nicht einfach ein oszillierendes Potential eingefügt werden kann, muss
dies über Teilchenwechselwirkungen geschehen. Zusätzlich zum Nanopartikel gibt es zwei

”
virtuelle“ Teilchen, deren Masse mv 105-mal der Nanopartikelmasse ist, damit die aus der
Wechselwirkung mit dem Nanopartikel hervorgehende Beschleunigung vernachlässigbar ist.
Diese Teilchen werden mit einer Federkraft mit der Federkonstante kv harmonisch aneinan-
der gebunden mit einem Gleichgewichtsabstand von xv,0 = 0. Eines dieser virtuellen Teil-
chen ist wiederum harmonisch mit einer Federkraft kOT

1 an den Nanopartikel gebunden
(siehe Abbildung 8.1). Die Bezeichnung

”
virtuell“ wird verwendet, da es keine zusätzliche

Lennard-Jones-Wechselwirkung zu anderen Teilchen gibt und die virtuellen Teilchen somit
unsichtbar für die Polymerketten sind. Da die aus der Wechselwirkung mit dem Nanopar-
tikel hervorgehende Beschleunigung vernachlässigbar ist, schwingen die virtuellen Teilchen
nahezu perfekt harmonisch und die Federkraft zwischen dem Nanopartikel und dem einen
virtuellen Teilchen führt dazu, dass der Partikel dem virtuellen Teilchen folgt und somit er-
zwungene Schwingungen ausführt. Da die virtuellen Teilchen keine Wechselwirkung mit den
Monomeren der Polymerketten haben, können sie prinzipiell an jedem Ort positioniert wer-

den. Somit kann neben der Federkraft kOT und der Schwingungsfrequenz ωOT

(

=

√

2kv
mv

)

1In Anlehnung an die Experimente steht OT für optische Tweezer.
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Abb. 8.1: Schematische Darstellung einer oszillierenden harmonischen Falle und des Prinzips der virtuellen
Teilchen. Die virtuellen Teilchen (grün) wechselwirken über eine harmonische Kraft Fv mit der Federkon-
stanten kv, was zur Oszillation der harmonischen Falle, welche dem rechten Teilchen entspricht, führt. Die
Gleichgewichtslage der Falle oszilliert mit der Amplitude A und der Frequenz ωOT um Null. Die Kraft FOT

auf den Nanopartikel an der Position x(t) ist harmonisch mit der Federkonstanten kOT .

auch die Amplitude der Anregung A variiert werden, indem man die zwei virtuellen Teilchen
symmetrisch im Abstand A vom Nanopartikel positioniert.
Ein stabiler eingeschwungener Zustand ergibt sich nach einem Einschwingvorgang. Die Länge
des Einschwingvorgangs hängt von dem Zusammenspiel der verschiedenen Parameter ab: Je
größer kOT und damit die Kraft auf den Nanopartikel ist, desto schneller schwingt der Parti-
kel in einem stabilen Zustand. Je höher die Temperatur der Schmelze ist, desto länger dauert
das Einschwingen, da eine erhöhte thermische Bewegung der Monomere die Schwingung des
Nanopartikels stärker stört, was wiederum auch der Fall ist, wenn die Schwingungsfrequenz
sehr klein ist, und die Schwingungsenergie in der Größenordnung der thermischen Energie
liegt. Hier kann zwar der Nanopartikel dem virtuellen Teilchen gut folgen, was zu einer
kurzen Einschwingdauer führt, aber die Schwingung ist nicht

”
glatt“, sondern eher ver-

rauscht. Abbildung 8.2 zeigt den beschriebenen Einfluss der genannten Parameter auf den
Einschwingvorgang. Der Spielraum für die Amplitude der Schwingung ist sowohl im Expe-
riment als auch in der Simulation auf kleine Werte begrenzt und hat in diesem Rahmen nur
einen geringen Einfluss auf den Einschwingvorgang. Da die Polymerschmelze inkompressibel
ist, kann sich der Nanopartikel nur dann bewegen, wenn der entstehende Raum unmittelbar
mit Monomeren aufgefüllt werden kann. Bei einer hohen Amplitude ist es für die Mono-
mere schwerer, der Bewegung des frei werdenden Raumes zu folgen. Das gleiche gilt für zu
hohe Frequenzen, welche hohen Geschwindigkeiten des Nanopartikels entsprechen. In der
Simulation äußern sich die Grenzen durch einen Absturz, mit der Meldung, dass die maxi-
male Bindungslänge zweier Monomere überschritten wurde; was bedeutet, dass die Ketten
auseinandergesprengt wurden. Beim Experiment kommt noch dazu, dass die angenommene
Harmonizität der Kraft durch den Laser auf das Nanoteilchen räumlich beschränkt ist [87]
und damit eine 180◦-Auslenkung mit dem einfachen Hookes’schen Gesetz nur ausgewertet
werden kann, wenn die Gültigkeit der Harmonizität über einen Abstand von 2A zum Zentrum
des optischen Tweezers gegeben ist.
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Abb. 8.2: Einfluss der Simulationsparameter auf den Einschwingvorgang. Die schwarze Kurve ist jeweils die
Schwingung des virtuellen Teilchens, das harmonisch an das Nanoteilchen gebunden ist. Die blaue Kurve ist
das Einschwingen des Nanopartikels bei kOT = 5000, T = 0.5, ωOT = 10 und A = 0.1. Die grüne Kurve
weicht jeweils in einem Parameter von der blauen ab: (a) kOT = 10000; (b) T = 1.06; (c) ωOT = 1.25, wobei
die Zeitachse der grünen Kurve auf die der blauen skaliert wurde; (d) A = 0.2, wobei die grüne Kurve mit
dem Faktor 1/2 skaliert wurde.

8.1.2 Bewegungsgleichung und Zusammenhang zum komplexen Modul

Die eindimensionale Langevin-Gleichung des Nanopartikels im stabilen Schwingungszustand
lautet (vergleiche Gl. (5.6)):

Mẍ(t) = FR(t)−
∫ t

−∞

ζ(t− t′)ẋ(t′)dt′ − kOT (x(t)− A cos(ωOT t)), (8.1)

wobei A cos(ωOT ) die Position des virtuellen Teilchens ist, an das der Nanopartikel mit der
Feder kOT gebunden ist (siehe Abb. 8.1). Diese Gleichung wird im Frequenzraum zu:

−Mω2x̃(ω) = F̃R(ω)− iωζ̃(ω)x̃(ω)− kOT (x̃(ω)−
A

2
(δ(ω − ωOT ) + δ(ω + ωOT ))), (8.2)

mit der Delta-Distribution δ(ω) = 0 für ω 6= 0. Durch Ensemble-Mittelung (x̃(ω) → 〈x̃(ω)〉)
hebt sich die normalverteilte thermische Kraft FR heraus und man kann nach dem Reibungs-
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koeffizienten umstellen:

iωζ̃(ω) =
kOTA (δ(ω − ωOT ) + δ(ω + ωOT ))

2〈x̃(ω)〉 +Mω2 − kOT . (8.3)

Nimmt man wie bei der generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung für die passive Mikrorheo-
logie einen linearen Zusammenhang mit der Viskosität an, erhält man für den frequenz-
abhängigen Modul:

G∗(ω) = iωη̃(ω) =
iωζ̃(ω)

νπR

=
1

νπR

(

kOTA (δ(ω − ωOT ) + δ(ω + ωOT ))

2〈x̃(ω)〉 +Mω2 − kOT

)

. (8.4)

Auf der anderen Seite kennt man das Ergebnis für die erzwungene Schwingung des Nano-
partikels mit frequenzabhängiger Amplitude D und Phasenverschiebung ϕ:

〈x(t)〉 = D(ωOT ) cos(ωOT t− ϕ(ωOT )), (8.5)

was sich im Frequenzraum so ausdrückt:

〈x̃(ω)〉 = D(ωOT )

2
(cos(ϕ(ωOT ))− i sin(ϕ(ωOT ))) (δ(ω − ωOT ) + δ(ω + ωOT )) . (8.6)

Damit erhält man durch Einsetzen von (8.6) in (8.4) den Speicher- und Verlustmodul bei
der Anregungsfrequenz ωOT aus der Amplitude D(ωOT ) und der Phasenverschiebung ϕ(ωOT )
der Schwingung des Nanopartikels:

G′(ωOT ) =
1

νπR

(

kOTA

D(ωOT )
cos(ϕ(ωOT )) +Mω2

OT − kOT

)

(8.7)

G′′(ωOT ) =
1

νπR

kOTA

D(ωOT )
sin(ϕ(ωOT )). (8.8)

Zu demselben Ergebnis kommt man auch, wenn man die Viskoelastizität des Mediums auf
eine andere Weise in die Bewegungsgleichung des Nanopartikels integriert. Dazu wird ange-
nommen, dass das Medium einen rein elastischen Anteil hat, der durch eine Federkonstante
km beschrieben wird, und einen rein viskosen Anteil, der durch eine Viskosität ηm beschrie-
ben wird [87, 164–166]. Diese beiden Größen hängen von der Anregungsfrequenz ωOT ab und
die Bewegungsgleichung lautet damit:

Mẍ(t) = −νπηm(ωOT )Rẋ(t)− km(ωOT )x(t)− kOT (x(t)− A cos(ωOT t)). (8.9)

Diese Gleichung kann man entweder im Frequenzraum lösen oder direkt den Ansatz x(t) =
D(ωOT ) cos(ωOT t − ϕ(ωOT )) einsetzen, wobei der Index OT bei der Frequenz von hier an
aufgrund der Eindeutigkeit weggelassen wird. Man erhält die Amplitude und die Phasenver-
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schiebung der Schwingung:

D(ω) =
kOTA

√

(kOT + km(ω)−Mω2)2 + (νπηm(ω)Rω)2
(8.10)

ϕ(ω) = arctan
νπηm(ω)Rω

kOT + km(ω)−Mω2
, (8.11)

bzw. die Federkonstante und Viskosität des Mediums bei der Anregungsfrequenz:

km(ω) =
kOTA

D(ω)
cos(ϕ(ω)) +Mω2 − kOT (8.12)

ηm(ω) =
kOTA

νπRωD(ω)
sin(ϕ(ω)). (8.13)

Aus diesen Gleichungen lässt sich durch Messung der Amplitude und der Phasenverschie-
bung in einem rein viskosen Medium, bei dem km(ω) = 0 und ηm(ω) konstant ist, die
Federkonstante kOT bestimmen, die im Experiment meistens nicht im Voraus bekannt ist.
Der Zusammenhang zum komplexen Modul ist [87, 165, 166]:

G′(ω) =
km(ω)

νπR
(8.14)

G′′(ω) = ωηm(ω), (8.15)

was zusammen mit (8.12) und (8.13) die aus der Langevin-Gleichung hergeleiteten Ergebnisse
(8.7) und (8.8) ergibt. Diese Übereinstimmung kommt zustande, da die thermische Kraft,
die in der Langevin-Gleichung enthalten ist und in der einfachen Bewegungsgleichung nicht
auftaucht, sich im stabilen Schwingungszustand heraus mittelt. In diesem Fall gilt:

iωζ̃(ω) = iωνπηm(ω)R + km(ω).

Ein Nachteil dieser Variante der aktiven Mikrorheologie ist, dass man für jede Frequenz
ein neues Experiment/ eine neue Simulation machen muss im Gegensatz zur passiven Mi-
krorheologie, bei dem man direkt einen weiten Frequenzbereich erhält.

8.1.3 Auswertung der Simulationen

Für die Auswertung werden die Amplituden D und Phasenwinkel ϕ von jeweils 100 Schwin-
gungen im stabilen Zustand gemittelt. Abbildung 8.3 zeigt die frequenzabhängigen Ergeb-
nisse für Simulationen mit kOT = 5000 (a) und kOT = 1000 (b), T = 0.5 und A = 0.1. Bei
kleinen Frequenzen kann der Nanopartikel der Anregung ohne Probleme folgen und schwingt
mit der Amplitude der Anregung und ohne Phasenverschiebung. Bei sehr hohen Frequen-
zen schwingt er hingegen um π phasenverschoben zur Anregung und hat nur noch eine
kleine Amplitude, was an der Trägheit des Nanopartikel-Polymer-Systems liegt. Bei einer
Frequenz von etwa 15 bei kOT = 5000 und 8 bei kOT = 1000 findet der Übergang zwischen
den genannten Grenzfällen statt. An diesem steigt die Amplitude der Schwingung bei der
stärkeren Feder stark und bei der schwächeren leicht an und die Phasenverschiebung ändert
sich bei der stärkeren Feder nahezu sprunghaft und bei der schwächeren kontinuierlich, was
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Abb. 8.3: Amplituden (rot) und Phasenwinkel (blau) der erzwungenen Schwingung eines Nanopartikels der
Größe R0 = 2 bei Simulationen mit der Temperatur T = 0.5, der Amplitude der Anregung A = 0.1 und der
Federkonstante kOT = 5000 (a) und kOT = 1000 (b).

einem typischen Resonanzverhalten bei geringer und stärkerer Dämpfung entspricht. Bei der
schwächeren Feder sieht man, dass die Amplitude D auch bei kleinen Frequenzen von der
Anregungsamplitude A abweicht. Dies liegt an der Energiebilanz und kann wie folgt überlegt
werden. Im Bezugssystem des virtuellen Teilchens schwingt der Nanopartikel bei sehr kleinen
Frequenzen (ϕ = 0) mit der Amplitude A−D um dieses. Die Energie dieser Schwingung ist
kOT (A−D)2/2 und damit kann bei gleicher thermischer Energie kBT der Unterschied A−D
bei einer schwachen Feder größer sein als bei einer starken Feder.
Man kann sich die Resultate der drei Spezialfälle anhand der Gleichungen (8.7) und (8.8)
direkt überlegen.

Kleine Frequenzen:

ϕ → 0, D → A, G′ → 1

νπR
Mω2, G′′ → 0

Große Frequenzen:

ϕ → π, D << A, G′ → 1

νπR

(

Mω2 − kOT

(

1 +
A

D

))

, G′′ → 0

Resonanzfrequenz:

ϕ → π

2
, D >> A, G′ → 1

νπR

(

Mω2 − kOT

)

, G′′ → 1

νπR
kOT

A

D

Die berechneten Ergebnisse sind in Abbildung 8.4 dargestellt. Aufgrund des großen Wertes
von kOT findet man bei diesen Beispielen nur den richtigen Grenzfall für den Speichermo-
dul bei hohen Frequenzen. Bei kleinen Frequenzen steigen beide Module proportional zur
Frequenz unabhängig von kOT . Die Resonanz äußert sich bei der stärkeren Feder beim ela-
stischen Anteil G′(ω) durch ein Minimum und beim viskosen Anteil G′′(ω) durch ein Plateau.
Bei der schwächeren Feder sind diese Merkmale nicht zu sehen. Außerdem ist der Vergleich
zur passiven Mikrorheologie gezeigt (schwarze Linien). Bei Frequenzen bis ω = 10 findet man
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Abb. 8.4: Speichermodul (rot) und Verlustmodul (blau) der Polymerschmelze nach Auswertung der erzwun-
genen Schwingungen eines Nanopartikels der Größe R0 = 2 bei Simulationen mit der Temperatur T = 0.5,
der Amplitude der Anregung A = 0.1 und der Federkonstante kOT = 5000 (a) und kOT = 1000 (b). Die
schwarzen Linien sind der Speicher- (durchgezogen) und Verlustmodul (gestrichen) aus der passiven Mi-
krorheologie mit dem gleichen Nanopartikel.

eine sehr gute Übereinstimmung der passiven und aktiven Resultate, nicht nur bei den hier
gezeigten Schmelzen der Temperatur T = 0.5, sondern auch bei höheren Temperaturen2.
Bei hohen Frequenzen führt die passive Mikrorheologie zu unphysikalischen Ergebnissen und
kann dort nicht zum Vergleich dienen.
In [167] wird die Methode der oszillierenden optischen Tweezer auf eine Natrium-Polystyrol-
Sulfonat-Lösung (NaPSS, Molekulargewicht 70kDa) angewandt und die komplexen Module
in Abhängigkeit von der Konzentration des Polyelektrolytes untersucht. Die Größe des ver-
wendeten Polystyrol-Nanopartikels beträgt 1.5µm und ist deutlich größer als die charakte-
ristische Länge des NaPSS-Netzwerkes von 6nm. In experimentellen Arbeiten ist es häufig
üblich, den Intertialterm in (8.7) zu vernachlässigen (M = 0), so auch in [167]. Als Er-
gebnis wird dort gefunden, dass der Verlustmodul G′′(ω) (Gl. (8.8)) unabhängig von der
Konzentration über den gesamten untersuchten Bereich linear ansteigt. Der Speichermodul
G′(ω) hingegen ist für kleine Frequenzen konstant und steigt bei hohen Frequenzen abhängig
von der Konzentration mit ω1/2 (niedrige Konzentration) bis ω1 (hohe Konzentration). Für
kleine Frequenzen kann man demnach eine Ähnlichkeit zu den Ergebnissen dieser Arbeit
feststellen. Bei hohen Frequenzen überwiegt jedoch das ω2-Verhalten des Inertialterms beim
Speichermodul und der Verlustmodul zeigt nicht so ein eindeutiges Verhalten.

8.1.4 Hydrodynamische Effekte

Wie auch bei der passiven Mikrorheologie kann man sich ansehen, welchen Effekt die voll-
ständige Beachtung der Hydrodynamik auf die Ergebnisse hat. In [87, 165, 166] werden
hydrodynamische Effekte direkt in der Bewegungsgleichung berücksichtigt, indem in Glei-
chung (8.9) eine Masse M∗ und eine Viskosität η∗m verwendet wird, die wie folgt mit der

2Die niedrige Temperatur wurde gewählt, da man dem System bei der aktiven Mikrorheologie Energie
zuführt, was bei einer kalten Schmelze einen größeren Effekt zur Folge hat. Bei der Variante der aktiven
Mikrorheologie in diesem Abschnitt wurde das nicht näher untersucht; bei dem 2-Partikel-Oszillator in
Abschnitt 8.2 wird dagegen die Ausbreitung einer Wärmewelle diskutiert.
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Nanopartikelmasse M und der Viskosität des Mediums ηm zusammenhängen:

M∗(ω) = M +
2

3
πR3ρ+ 3πR2

√

2ηm(ω)ρ

ω
(8.16)

η∗m(ω) = ηm(ω)

(

1 +

√

R2ρω

2ηm(ω)

)

.
(8.17)

Diese Gleichungen ergeben sich für haftende Randbedingungen an der Nanopartikel-Ober-
fläche (ν = 6). Für gleitende Randbedingungen muss man den in Abschnitt 5.9 beschriebenen
Weg gehen und aus ζ̃(ω) entsprechend Gleichung (5.37) Lösungen für

√

η̃(ω) bestimmen.
Da die Wahl der Randbedingungen zwar physikalisch wichtig ist, aber bei den Ergebnissen
nur geringe Unterschiede auftreten, werden die einfacher zu handhabenden Formeln des Kle-
befalls verwendet, auch wenn dies nicht der wirklichen Situation entspricht.
Für den Klebefall ergeben sich die Module mit Beachtung der Hydrodynamik (Index H) aus
den Modulen ohne Beachtung der Hydrodynamik (kein Index) durch Ersetzen von M und
ηm mit (8.16) und (8.17) in (8.12) und (8.13):

G′
H(ω) = G′(ω) +

(

−5

6
Rρ± 3

√

1

4
R2ρ2 +

2ρG′′(ω)

ω2

)

ω2R

6
(8.18)

G′′
H(ω) = G′′(ω) +

(

1

2
Rρ∓

√

1

4
R2ρ2 +

2ρG′′(ω)

ω2

)

ω2R

2
. (8.19)

Die Vorzeichen werden so gewählt, dass die Module positiv bleiben, und die Ergebnisse sind
zusammen mit den Modulen ohne hydrodynamische Beachtung für kOT = 5000 in Abbil-
dung 8.5 (a) zu sehen. Die hydrodynamischen Ergebnisse für kOT = 1000 stimmen mit denen
für kOT = 5000 überein und werden hier nicht gezeigt. Die Korrektur führt zu einem An-
stieg der Module von einer halben bis zu mehreren Größenordnungen bei hohen Frequenzen
bei Wahl des unteren Vorzeichens. Der Verlustmodul ist dabei über den gesamten Bereich
größer als der Speichermodul, was besonders bei hohen Frequenzen unverständlich ist, da ein
physikalisch sinnvolles Verhalten das Abnehmen des Verlustmoduls ist. Das wird wiederum
bei Verwendung des oberen Vorzeichens erreicht, wobei in diesem Fall der Speichermodul
negativ wird.
Obwohl die Beachtung der hydrodynamischen Korrektur in der Literatur betont wird [87,
165, 166], beschränkt sich die Auswertung von Experimenten mit oszillierenden optischen
Fallen meistens auf die einfachen Formeln (8.7) und (8.8). Eine Arbeit, bei der die Ergebnisse
mit und ohne hydrodynamische Beachtung verglichen werden, ist [119], bei der ein ähnliches
Polymer-Modell (N = 20) untersucht wird. Das Nanoteilchen besteht dort aus mehreren
Kugeln (ohne Hartkugelradius) mit festem Abstand zueinander und hat die Größe R = 2.5.
Zur Bestimmung der Module wird eine Formel verwendet, die sich von den hier verwendeten
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Abb. 8.5: Speichermodul (Kreise) und Verlustmodul (Kreuze) der Polymerschmelze nach Auswertung der
erzwungenen Schwingungen eines Nanopartikels der Größe R0 = 2 bei Simulationen mit der Temperatur
T = 0.5, der Amplitude der Anregung A = 0.1 und der Federkonstante kOT = 5000, ohne (rot, blau) und mit
Beachtung hydrodynamischer Korrekturen nach verschiedenen Ansätzen. (a) Ansatz über reelle Viskosität,
Gln. (8.18) und (8.19). (b) Ansatz über komplexe Viskosität, Gl. (8.20). Durch das Lösen quadratischer
Gleichungen bei deren Herleitung gibt es jeweils zwei Lösungen für G′

H(ω) (magenta und violett) und G′′

H(ω)
(grün und dunkelgrün), die jedoch nicht immer positiv und damit zu sehen sind.

Formeln unterscheidet:

G∗
H(ω) =

1

6πR

(

iωZ∗(ω) +Mω2 +
2

3
πR3ρω2

)

∓ R2ω2

2

(
√

ρ2 − 2ρ

3πR3ω2

(

iωZ∗(ω) +Mω2 +
2

3
πR3ρω2

)

± ρ

)

, (8.20)

mit

Z∗(ω) =
1

iω

(

Af

D(ω)
eiϕ(ω) −He,xx

)

. (8.21)

Der Unterschied entsteht durch verschiedene Arten des Generalisierens der Lösung für visko-
se Medien auf viskoelastische Medien. Im ersten Fall wurde ein expliziter elastischer Anteil
durch km in die Bewegungsgleichung eingeführt, und sowohl dieser als auch der explizite vis-
kose Anteil mit der reellen Viskosität ηm als frequenzabhängig angenommen. Im zweiten Fall
wird nur eine frequenzabhängige Viskosität angenommen, die aber komplex ist. In beiden
Fällen geht man von der Lösung für den Reibungskoeffizienten bei haftenden Randbedingun-
gen aus (siehe Abschnitt 5.9): ζ̃(ω) = 6πηR(1+ α̃+ α̃2/9), mit α̃ = R

√

−iωρ/η (z.B. [139]).
Durch die verschiedene Handhabung von η erhält man dann auch verschiedene Formeln für
G∗

H(ω).
Das Ergebnis der korrigierten Module bei Verwendung der Gleichung (8.20) ist in Abbildung
8.5 (b) zu sehen. Es gibt keine Übereinstimmung mit den Ergebnissen unter Verwendung
von (8.7) und (8.8). Die einzige sinnvoll erscheinende Korrektur ist die beim Verlustmodul
bei Verwendung des unteren Vorzeichens (grüne Kreuze), die sich scheinbar auf einen Faktor
reduziert. Beide Varianten sind in der Literatur vertreten, aber beide Varianten führen im
Falle der hier untersuchten Oszillationen eines Nanopartikels nicht zu eindeutig richtigen
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Resultaten.
Die Situation in der Simulation in [119] ist etwas anders als die hier untersuchte: Der Nano-
partikel wird mit der FederkonstantenHe,xx an seiner Position gehalten und eine zweite Kraft
mit Amplitude Af lässt ihn oszillieren. Für den Fall, dass Af = He,xxA ist, erhält man aber
auch die hier untersuchte Situation mit kOT = He,xx. In [119] werden Frequenzen zwischen
10−3 und 10−1, also deutlich kleinere als in dieser Arbeit, untersucht und es wird festgestellt,
dass die Hydrodynamik bei hohen Frequenzen einen Unterschied macht und die Beachtung
der Hydrodynamik eine bessere Übereinstimmung mit Ergebnissen aus anderen Simulatio-
nen und Verwendung von Green-Kubo-Formeln [133] oder Nichtequilibriums-Simulationen
[168] zur Folge hat. Dies lässt vermuten, dass die hier untersuchten Frequenzen außerhalb
des Gültigkeitsbereiches der zugrundeliegenden Annahmen liegen. Tatsächlich sind die Ein-
dringtiefe

∆ =
|G∗|
ω

√

2

ρ(|G∗| −G′)

und die Wellenlänge

Λ =
|G∗|
ω

√

2

ρ(|G∗|+G′)
,

wie sie in [119] zur Untersuchung des Gültigkeitsbereiches verwendet werden, in dem un-
tersuchten Bereich nur etwas größer als der Monomerdurchmesser (∆,Λ ≤ 5σ), welcher als
Grenze dieser Größen für die Betrachtung des Systems als Kontinuum gilt.

8.2 Gedämpfte Schwingung eines 2-Partikel-Oszillators

8.2.1 Beschreibung der Simulation und Ausbreitung einer Wärmewelle

Das zweite Beispiel der aktiven Mikrorheologie ist die Untersuchung der Schwingungen zweier
harmonisch gekoppelter Nanopartikel in der Polymerschmelze. Der Nanopartikel-Oszillator
befindet sich während der Equilibrierung der Polymerschmelze im zusammengedrückten Zu-
stand, bei dem sich keine Monomere zwischen den Nanopartikeln befinden. Auch der Gleich-
gewichtsabstand ist so gewählt, dass sich zu keinem Zeitpunkt ein Monomer direkt zwischen
den Partikeln befinden kann. Im Gegensatz zu den bisherigen Simulationen wird in diesem
Experiment die Temperatur nicht kontrolliert (außer zur Equilibrierung bei der gewünschten
Ausgangstemperatur), sodass die gespeicherte Energie des Nanopartikel-Oszillators durch die
Wechselwirkung mit der abgekühlten Polymerschmelze an diese abgegeben werden kann. Das
verwendete Nosè-Hoover-Thermostat würde die Ergebnisse in diesem Fall verfälschen, da es
die Geschwindigkeiten der Monomere und der Nanopartikel global reskaliert, und somit die
Ausbreitung einer erhöhten Temperatur vom Oszillator ausgehend verhindert. Abbildung 8.6
zeigt einen Schnappschuss des Nanopartikel-Oszillators (blau) bevor dieser zum Schwingen
losgelassen wird. Die Polymerschmelze (grün) besteht aus Ketten der Länge N = 10 bei
einer Dichte von ρ = 1.03. Die Partikel-Monomer-Wechselwirkung beträgt ǫpm = 1 und die
Nanopartikel haben einen Radius von R0 = 2. Die gedämpften Oszillationen des Abstandes
der Nanopartikel ist für verschiedene Federkonstanten kNP in einer Schmelze der Tempe-
ratur T = 0.5 in Abbildung 8.7 zu sehen. Je stärker die Feder ist, desto schwächer wird
die Oszillation gedämpft. Ist die Federkonstante sehr klein (rote Kurve), kommt es nicht zu
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Abb. 8.6: Komprimierter Nanopartikel-Oszillator (blau) in der equlibrierten Polymerschmelze (grün). Nur
Monomere im Abstand 3 von den Nanopartikeln sind als Kugeln dargestellt, die übrigen Monomere in diesem
Schnitt sind als Punkte angedeutet.

Schwingungen um den Gleichgewichtsabstand des Nanopartikel-Oszillators (r0 = 5.5) son-
dern zu Schwingungen um dessen Ausgangszustand r(0) = 5.1. Der Grund dafür ist die
niedrige gespeicherte Energie des Oszillators ENP = 2kNP (r(0) − r0)

2/2 = 8, die nicht da-
zu ausreicht, die Monomere, die bei dieser Temperatur eine Art Käfig um die Nanopartikel
bilden, weiter zu bewegen. Es gibt einen Übergangsbereich zwischen kNP ≈ 500 − 1000
(magentafarbene Kurve), bei dem die Oszillationen gegen den Gleichgewichtsabstand stre-
ben, diesen aber in der dargestellten Zeit nicht erreichen und anharmonisch geformt sind.
Der scheinbar reduzierte Gleichgewichtsabstand ist auf die Depletionskraft zurückzuführen,
welche durch die Verarmung an Monomeren zwischen den Partikeln entsteht und diese zu-
sammentreibt. Je stärker die Feder ist, desto geringer ist der Einfluss dieser Kraft und der
Gleichgewichtsabstand der Feder wird zügig erreicht.
Außer für das niedrigste kNP ist allen Oszillatoren gemeinsam, dass sie in der ersten Ex-
pansion die meiste Energie verlieren, was man an dem zweiten und den folgenden Minimal-
abständen sieht, die deutlich größer als der Ausgangsabstand sind. Ein Teil der Schwingungs-
energie muss erst dazu verwendet werden, die kalten Monomere wegzuschieben, um Platz für
die Oszillation zu haben. Diese Energie wird als Wärme an die Schmelze abgegeben und kann
nicht zurückgewonnen werden. Abbildung 8.8 zeigt die Ausbreitung einer Wärmewelle vom
Oszillator für kNP = 5000 wenn man nur den Abstand vom Mittelpunkt betrachtet (a) oder
die Ausbreitung entlang der Schwingungsachse in verschiedenem Abstand zu dieser (b)-(d).
Gezeigt ist v(t)2 als Maßstab der lokalen Temperatur (mv(t)2 ≈ dkBTlok). Die am nächsten
zu den Nanopartikeln liegenden Monomere (orangefarbene Kurven) werden am stärksten be-
schleunigt und geben einen Großteil der gewonnenen Energie an die nächste Monomerschicht
(grüne Kurven) weiter und diese wiederum an die nächste (blaue Kurven). Das Maximum
der Geschwindigkeit der nächsten Nachbarmonomere ist wie erwartet auf der Schwingungs-
achse am höchsten (b) und nimmt mit radialem Abstand dazu ab (c)-(d). Insgesamt erhöht
sich die Temperatur nur leicht von T0 = 0.5 = 〈v(0)2〉/3 auf Tf = 〈v(2)2〉/3 = 0.55.
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Abb. 8.7: Freie gedämpfte Oszillationen des Abstandes der harmonisch verbundenen Nanopartikel in ei-
ner Polymerschmelze der Temperatur T = 0.5 bei verschiedenen Federkonstanten kNP : (a),(c) kNP =
20000 (orange), 15000 (grün), 5000 (blau); (b),(d) kNP = 5000 (blau), 500 (magenta), 50 (rot).

8.2.2 Bewegungsgleichung und Zusammenhang zum komplexen Modul

Analog zum Vorgehen bei den erzwungenen Schwingungen in Abschnitt 8.1 erhält man die
Bewegungsgleichung für den Abstand der Nanopartikel r(t) (vergleiche Gl. (8.9)):

Mr̈(t) = −νπηm(ω)Rṙ(t)− 2km(ω)(r(t)− rm)− 2kNP (r(t)− r0). (8.22)

Dabei ist ηm(ω) die reelle Viskosität, die den viskosen Anteil der Polymerschmelze beschreibt,
und km(ω) die Federkonstante, die den elastischen Anteil der Schmelze beschreibt. Die Feder,
die die Nanopartikel verbindet, hat die Konstante kNP und der Gleichgewichtsabstand ist r0.
Der Faktor 2 stammt von der Nutzung des Abstandes der Nanopartikel r(t) = |x1(t)−x2(t)|.
Für jeden einzelnen Nanopartikel sieht die Bewegungsgleichung ähnlich wie (8.22) aus, aber
ohne den Faktor 2 und mit anderen Gleichgewichtswerten. Die Größe rm gibt den Gleich-
gewichtsabstand in Bezug auf den elastischen Teil der Polymerschmelze an, welcher erst bei
langen Zeiten, bei denen die Schwingung abgeklungen ist, mit r0 übereinstimmt. Zu Beginn
ist rm = r(0), da die Polymerschmelze im Ausgangszustand des Oszillators equilibriert wurde
und dementsprechend dort ihren Gleichgewichtszustand hat.
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Abb. 8.8: Ausbreitung einer erhöhten Geschwindigkeit der Monomere vom Mittelpunkt des Nanopartikel-
Oszillators (a) und entlang der Achse der Oszillation bei verschiedenen Abständen zu dieser (b)-(d) als
Maßstab der Temperatur. d ist der Abstand zum Mittelpunkt des Oszillators, ρ ist der senkrechte Abstand
zur Schwingungsachse und z ist der Abstand zum Mittelpunkt entlang der Schwingungsachse (Zylinder-
koordinaten). Die Ausgangstemperatur ist T = 0.5 und entspricht v(0)2 = 1.5. Die Federkonstante ist
kNP = 5000.

Konstantes rm

Im ersten Schritt wird die Zeitabhängigkeit von rm vernachlässigt und eine einfache gedämpf-
te Schwingung angesetzt:

r(t) = Ae−γt cos(ωDt) + rc, (8.23)

mit der Ausgangsamplitude A, dem Dämpfungskoeffizienten γ, der Frequenz der gedämpften
Schwingung ωD und einem mittleren Abstand rc. Setzt man diesen Ansatz in (8.22) ein bzw.
vergleicht mit der Lösung von (8.22), erhält man die Federkonstante und die Viskosität der
Schmelze zu:

km(ωD) =
1

2
M(γ2 + ω2

D)− kNP (8.24)

ηm(ωD) =
2Mγ

νπR
, (8.25)
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Abb. 8.9: Speichermodul (Kreise) und Verlustmodul (Kreuze) der Polymerschmelze nach Auswertung der
gedämpften Schwingung eines Nanopartikel-Oszillators bei T = 0.5. Auswertung der ersten halben Periode
bei konstantem rm (rot, blau) und der ersten vier Perioden bei zeitabhängigem rm (8.27) (orange, lila).

und unter Verwendung der bekannten Zusammenhänge den Speicher- und Verlustmodul:

G′(ω) =
km(ω)

νπR

G′′(ω) = ωηm(ω).

Die Ergebnisse hängen bei einer festen Frequenz also nur von der Dämpfung γ ab. Außerdem
bekommt man einen Ausdruck für rm:

rm = rc −
kNP (r0 − rc)

M(ω2
D + γ2)/2− kNP

. (8.26)

Wie man an den Oszillationen festgestellt hat, ist die erste Expansion besonders und weicht
von den weiteren Schwingungen ab. Daher wird zuerst nur die erste halbe Schwingungsperi-
ode betrachtet. Die damit erhaltenen Module sind in Abb. 8.9 zu sehen. Der Speichermodul
(rot) steigt mit steigender Frequenz und der Verlustmodul (blau) sinkt bei hohen Frequen-
zen. Dieses Verhalten entspricht dem, was sich auch aus den erzwungenen Schwingungen er-
gab, jedoch stimmen die Werte nicht exakt überein, sondern nur die Tendenzen. Der Grund
für die unterschiedlichen Ergebnisse ist, dass bei den erzwungenen Schwingungen ein stati-
onärer Zustand untersucht wurde und hier ein transienter Zustand vorliegt. Hier wird die
Polymerschmelze plötzlich aus ihrem Gleichgewichtszustand ausgelenkt und man kann eher
die nichtlinearen Eigenschaften der Schmelze studieren. Unter anderem kann man das Ab-
nehmen des Verlustmoduls auch mit dem Effekt der Scherverdünnung in Verbindung setzen,
was bedeutet, dass die Viskosität mit steigender Scherrate sinkt. Es liegt in diesem Fall zwar
keine reine Scherbeanspruchung vor, da durch die Verdrängung der Monomere entlang der
Schwingungsachse ein zusätzlicher Fluss induziert wird, aber mit steigender Schwingungsfre-
quenz steigt auch die Rate dieses Scheranteils. Außerdem wurde in früheren Arbeiten gezeigt,
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dass das Kremer-Grest-Modell Scherverdünnung zeigt [132, 169].
Für den Gleichgewichtsabstand bezüglich des elastischen Anteils der Polymerschmelze rm
erwartet man Werte zwischen r(0) = 5.1 und r0 = 5.5. Das Ergebnis sieht man in Abb. 8.10.
Je höher die Frequenz des Nanopartikel-Oszillators, desto näher liegt rm an r(0), da die
Schmelze noch keine Zeit hatte auf die Veränderung zu reagieren, und je niedriger die Fre-
quenz, desto näher liegt rm an r0, da r0 für lange Zeiten sowohl der Gleichgewichtsabstand
für den Oszillator als auch der für die Polymerschmelze ist. Dies ähnelt dem Verhalten bei
Kriechexperimenten, bei denen die Probe einer konstanten Belastung ausgesetzt wird und
der Zeitverlauf der Verformung, das

”
Kriechen“, untersucht wird. Bei dem Nanopartikel-

Oszillator ist die Belastung, d.h. die Kraft, die die Partikel auf die Polymere ausüben, nicht
konstant, aber man erhält trotzdem eine Art Kriechkurve (Abb. 8.11). Die maximale Zeit für
Messungen dieser Kurve ist dadurch begrenzt, dass bei niedrigen kNP , und damit langen Pe-
riodendauern (T/2 = π/ωD < π/

√

2kNP/M), keine Oszillation zustande kommt (rote Kurve
in Abb. 8.7). Die gestrichelte Kurve in Abbildung 8.11 entspricht einer Exponentialfunktion:

rm(t) = (r0 − r(0))
(

1− e−ct
)

+ r(0) . (8.27)

Zeitabhängiges rm

Damit kann man die Annahme eines konstanten Wertes für rm in (8.22) durch die Annahme,
dass sich rm wie (8.27) verhält, ersetzen und es ergibt sich folgende Lösung für den Abstand
der Nanopartikel3:

r(t) =e
−
ηmνπRt

2M (r0 − r(0))

[

cosωDt
Mc2 + 2kNP − cηmνπR

c(ηmνπR− cM)− 2(km + kNP )

+ sinωDt
ηmνπR (Mc2 + 2kNP − cηmνπR) + 4ckmM

2MωD(c(ηmνπR− cM)− 2(km + kNP ))

]

+ 2e−ct km(r0 − r(0))

c(ηmνπR− cM)− 2(km + kNP )
+ r0. (8.28)

Mit dieser Gleichung kann die Schwingung angepasst werden und man erhält direkt km und
ηm und damit die ModuleG′(ωD) undG′′(ωD). Das Ergebnis sind die orange- und lilafarbenen
Punkte in Abbildung 8.9. Im Vergleich zur Verwendung eines konstanten Wertes für rm sinkt
der Speichermodul bei hohen Frequenzen, was bedeutet, dass der elastische Anteil des Moduls
mit konstantem rm überschätzt wird. Der Verlustmodul ist bei kleinen Frequenzen niedriger,
nimmt aber bei hohen Frequenzen nicht so schnell ab.

8.2.3 Depletionskraft und hydrodynamische Effekte

Am Anfang des Abschnittes wurde die Depletionskraft erwähnt, um den scheinbar redu-
zierten Gleichgewichtsabstand bei geringem kNP zu erklären. Diese ist auch bei größeren
Federkonstanten vorhanden, aber der relative Einfluss nimmt ab, da die Kraft auf der Ver-

3Das Argument ωD von km und ηm wird der Übersichtlichkeit halber weggelassen.
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Abb. 8.10: Gleichgewichtslage rm in Bezug auf
den elastischen Anteil der Polymerschmelze bei
T = 0.5. Die gestrichelte Linie ist eine Arcustan-
gensfunktion mit Asymptoten 5.5 und 5.1.
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Abb. 8.11: Gleichgewichtslage rm in Bezug auf
den elastischen Anteil der Polymerschmelze bei
T = 0.5. Die gestrichelte Linie ist eine umgekehr-
te Exponentialfunktion mit Asymptote 5.5 und
Startwert 5.1.

armung an Monomeren zwischen den Nanoteilchen beruht, welche unabhängig von kNP ist.
Die Kraft hängt nur vom Abstand der Nanoteilchen ab und das nur schwach, sodass sie
als konstant angenommen werden kann. In den Bewegungsgleichungen kann ein zusätzlicher
konstanter Term mit der konstanten Gleichgewichtslage r0 zusammengefasst werden, indem
man ein r∗0 einführt, welches von kNP abhängt. Da in dem kNP -Bereich, der für die Auswer-
tung der Module verwendet wird, die Gleichgewichtslage der Oszillationen offensichtlich bei
langen Zeiten bei r0 liegt, bedeutet das, dass r∗0 ≈ r0 ist und die Depletionskraft tatsächlich
vernachlässigt werden kann.
Die hydrodynamischen Effekte unter haftenden Randbedingunen werden wie im vorigen
Abschnitt auf zwei Varianten berücksichtigt. Im ersten Fall geschieht dies durch die Masse
M∗ (Gl. (8.16)) und die Viskosität η∗ (Gl. (8.17)). Für das konstante rm ergeben sich die
korrigierten Module aus den Modulen ohne hydrodynamische Beachtung gemäß:

G′
H(ω) =G′(ω) +

1

12
(γ2 + ω2)R2ρ

(

2

3
− 3

2

(

1− 2
γ

ω

)

±3R

√

2ρ

ω

√

1

4
R2ρ

(

ω

2
+ 2

γ2

ω
− 10

9
γ

)

+
G′′(ω)

ω

)

(8.29)

G′′
H(ω) =G′′(ω)− 7

9
γR2ρω +

1

2
R2ρ

(

ω2

2
+ 2γ2

)

∓Rω

(

√

ρω

2
−
√

2ρ

ω
γ

)

√

1

4
R2ρ

(

ω

2
+ 2

γ2

ω
− 10

9
γ

)

+
G′′(ω)

ω .
(8.30)

Das Ergebnis der Korrektur ist in Abbildung 8.12 (a) zu sehen. Der Speichermodul erfährt
eine vernachlässigbare Korrektur unabhängig von der Wahl des Vorzeichens (rote, magenta-
farbene und violette Kreise sind nicht zu unterscheiden). Der Verlustmodul steigt bei einem
positiven Vorzeichen (grün) um mehr als eine Größenordnung an und ist damit deutlich
größer als der Speichermodul, was ein unphysikalisches Verhalten darstellt. Bei einem nega-
tiven Vorzeichen wird der Modul zu kleineren Werten korrigiert und fällt deutlich schneller
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Abb. 8.12: Speichermodul (Kreise) und Verlustmodul (Kreuze) der Polymerschmelze nach Auswertung der
gedämpften Schwingung eines Nanopartikel-Oszillators bei T = 0.5. Auswertung bei konstantem rm ohne
(rot, blau) und mit Beachtung hydrodynamischer Korrekturen nach verschiedenen Ansätzen. (a) Ansatz
über reelle Viskosität, Gln. (8.29) und (8.30). (b) Ansatz über komplexe Viskosität, Gl. (8.20). Durch das
Lösen quadratischer Gleichungen bei deren Herleitung gibt es jeweils zwei Lösungen für G′

H(ω) (magenta
und violett) und G′′

H(ω) (grün und dunkelgrün), die jedoch nicht immer positiv und damit zu sehen sind.

ab als der unkorrigierte Modul. Somit bleibt das Verhalten in diesem Fall sinnvoll und auch
die Übereinstimmung bei kleinen Frequenzen ist deutlich besser.
Im zweiten Fall wird die Gleichung (8.20) verwendet, wobei Z∗ die folgende Form annimmt:

Z∗(ω) =
1

iω

(

M

2
(γ2 − ω2)− kNP

)

+ 2Mγ . (8.31)

Das Ergebnise zeigt Abbildung 8.12 (b). Wie im vorherigen Beispiel ist auch hier nur die Kor-
rektur des Verlustmoduls sinnvoll und verhält sich auch genauso wie dort. Wieder führen also
die verschiedenen Ansätze zum Generalisieren der Gleichungen für rein viskose Materialien
auf viskoelastische Materialien zu stark unterschiedlichen Ergebnissen, wobei die Korrektu-
ren im ersten Fall bei Wahl des richtigen Vorzeichens sinnvoller erscheinen.
Der Einfluss der hydrodynamischen Effekte bei zeitabhhängigem rm soll hier nicht diskutiert
werden. Man kann davon ausgehen, dass sie zu ähnlichen Ergebnissen führen.

8.3 Zusammenfassung

Es wurde gezeigt, dass beide Methoden der aktven Mikrorheologie ein vergleichbares qualita-
tives Verhalten der komplexen Module ergeben. Im Niederfrequenzbereich der erzwungenen
Schwingungen stimmen die erhaltenen Module mit denen der passiven Mikrorheologie auch
quantitativ überein, da die Schwingungen im stationären Zustand untersucht wurden. Die
gedämpften Schwingungen geben eher Auskunft über nichtlineare Eigenschaften der Schmel-
ze, da die Nanopartikel die equilibrierte kalte Schmelze spontan aus ihrem Gleichgewicht
auslenken. Nachdem der Oszillator relaxiert ist, kann er gleichzeitig als Probe der passiven
Mikrorheologie genutzt werden.



9 Zusammenfassung und Ausblick

9.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die passive und aktive Mikrorheologie einer unverschlauften Poly-
merschmelze mittels Molekulardynamik-Simulationen untersucht. Das Polymermodell war
bis auf einen vergrößerten Cutoff-Radius das bekannte Kugel-Feder-Modell nach Kremer
und Grest. Die Vergrößerung des Cutoff-Radius war nötig, da für die Untersuchung tempe-
raturabhängiger Effekte kein athermales Modell verwendet werden kann. Das Polymermodell
an sich wurde vor dieser Arbeit schon intensiv studiert; z.B. im Hinblick auf seine rheologi-
schen Eigenschaften und das Verhalten beim Glasübergang.
In dieser Arbeit wurden dann die linear-viskoelastischen Eigenschaften der Schmelze aus
Gleichgewichts-Simulationen berechnet. Dazu diente der Modul, der mittels der Druckten-
sor-Autokorrelationsfunktion gewonnen wurde, die nach dem Beispiel von Vladkov und Bar-
rat aus direkter Berechnung und Berechnung mit Hilfe der Rouse-Moden zusammengesetzt
wurde. Dies war nötig, da bei direkter Berechnung aufgrund schlechterer Statistik nur sehr
kurze Zeiten erreicht werden konnten und das Rouse-Modell alleine wichtige Effekte, wie in-
termolekulare Wechselwirkungen und Inertialeffekte, nicht enthält. Ein wichtiger Punkt war,
den Einfluss eines eingebetteten Nanopartikels auf die linear-viskoelastischen Eigenschaften
festzustellen. Es zeigte sich, dass, wenn die mittlere Monomerdichte der Schmelze mit und
ohne Partikel gleich ist, die Ergebnisse auch gleich sind, sodass die für die Mikrorheologie
anzuwendende Referenz direkt aus den Simulationen mit Nanopartikel gewonnen werden
konnte.
Danach wurde die Vorgehensweise der passiven Einzelpartikel-Mikrorheologie erläutert und
der Einfluss verschiedener Parameter untersucht. Bei der Partikelgröße, die effektiv immer
über dem Gyrationsradius der Schmelze lag, konnte das Stokes-Einstein-Verhalten qualitativ
überprüft werden: Die Diffusion nimmt mit steigendem Partikelradius ab. Quantitativ konn-
te die 1/R-Abhängigkeit der Diffusionskonstante nicht gezeigt werden, da diese durch einen
Dichteeffekt überlagert wurde, für den es zwar analytische Ansätze gibt, deren Gültigkeit je-
doch aufgrund der geringen Anzahl untersuchter Partikelgrößen nicht evaluiert werden konn-
te. Die unterschiedliche Dichte zeigte sich bei den linear-viskoelastischen Eigenschaften als
leicht ansteigende Viskosität mit steigendem Partikelradius. Der Vergleich der Drucktensor-
Module mit den mikrorheologischen Modulen lieferte eine sehr gute Übereinstimmung bis
zu einer Maximalfrequenz von etwa 10, bei der auf der einen Seite der ballistische Bereich
der Nanopartikel-Bewegung und auf der anderen Seite Bindungslängen-Schwingungen der
Polymerketten einsetzten, deren Untersuchung nicht von allgemeinem Interesse war.
Der Vergleich der Nanopartikelbewegung mit der Kettenschwerpunktsbewegung lieferte star-
ke Ähnlichkeiten, was besonders für den subdiffusiven Bereich interessant ist. Daraufhin wur-
de die korrelierte intermolekulare Dynamik untersucht, die insbesondere für die Relaxation
in diesem Bereich Aufschluss geben kann. Die Korrelation zwischen Partikel und Monomeren
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hat ihr Maximum etwa eine Dekade später als die zwischen den Monomeren und die Position
ist unabhängig vom Partikelradius.
Neben der hauptsächlich untersuchten Kettenlänge von N = 10 wurde für eine Partikelgröße
auch N = 20 untersucht und die erwartete Erhöhung der Viskosität sowie ein verlängerter
subdiffusiver Bereich gefunden.
Besonders interessant war das Studieren des Einflusses der Partikel-Polymer-Wechselwir-
kung, da der Wechselwirkungsparameter ǫ in keiner der verwendeten Gleichungen direkt
enthalten ist, sondern sich auf die Parameter ν, der Randbedingungen an der Partikelo-
berfläche, und R, dem hydrodynamischen Radius, auswirkt. Der Einfluss zeigte sich sowohl
im subdiffusiven Bereich als auch in einer leichten Reduzierung der Diffusionskonstanten.
Für den komplexen Modul bedeutete die Anwendung der generalisierten Stokes-Einstein-
Gleichung in der unveränderten Form ein Negativwerden des Speichermoduls bei starker
Wechselwirkung. Dieses unphysikalische Verhalten konnte behoben werden, indem ein einfa-
ches Bild einer haftenden Monomerhülle in einen effektiven Radius und eine effektive Masse
übersetzt wurde.
Da eine effektive Masse demnach besser funktioniert als die reine Masse, wurde untersucht,
wie sich die Ergebnisse bei verschieden großen reinen Massen des Partikels verhalten. Bei
einer sehr großen Masse wurde im Gegensatz zu kleineren Massen kein unphysikalischer nega-
tiver Bereich im Speichermodul gefunden, dafür wich der Verlustmodul aber zunehmend vom
Schmelzenmodul ab. Die Masse ändert besonders das subdiffusive Verhalten, bei welchem
der Partikel zum einen mit einzelnen Monomeren und zum anderen mit den naheliegenden
Ketten als Ganzes wechselwirkt. Das Verhältnis beider Effekte wird durch die Masse be-
stimmt und führt zu dem leicht beeinflussbaren Bereich bei dem komplexen Modul.
Eine fundiertere Betrachtung der addierten Masse lieferte die Beachtung der hydrodynami-
schen Effekte bei der Herleitung der Reibung bei nichtstationärer Bewegung im Gegensatz
zur Stokesschen Reibung, die sich bei stationärer Bewegung ergibt. Die korrigierten Module
zeigten auch keinen negativen Bereich, überschätzten die Schmelzenmodule jedoch stark,
wenn die mittlere Monomerdichte als Parameter verwendet wurde.
Bei Reduzierung der Temperatur zeigte sich der Caging-Effekt als Plateau im mittleren
Verschiebungsquadrat und in der inkohärenten intermediären Streufunktion sowohl der Mo-
nomere als auch des Nanopartikels. Die kritische Temperatur der Modenkopplungstheorie für
das untersuchte Polymermodell konnte sowohl aus der Diffusionskonstante als auch aus der
α-Relaxationszeit richtig gefunden werden. Die berechneten Module entsprachen jedoch bei
niedrigen Temperaturen nicht mehr den Schmelzenmodulen, was in der korrelierten intermo-
lekularen Dynamik begründet ist, die zeigte, dass sich große Bereiche um den Nanopartikel
mit diesem zusammen bewegen und sowohl die Struktur als auch die Dynamik einem Layering
unterliegen. Somit können bei niedrigen Temperaturen nur lokale Eigenschaften gemessen
werden, die jedoch nicht minder zur Beschreibung von Systemen geeignet sind.
Bei der passiven Mikrorheologie mit zwei Nanoteilchen wurden sowohl korrelierte als auch
Relativ- und Schwerpunksbewegungen angesehen und die komplexen Module bestimmt. Ob-
wohl die Bewegungen bei den gewählten Abständen sehr verschieden von denen experimen-
teller Arbeiten waren, stimmte das qualitative Verhalten der komplexen Module mit den
Schmelzenmodulen überein. Jedoch war der Frequenzbereich dieser Übereinstimmung durch
Verwendung harmonischer Fallen und einen früher einsetzenden ballistischen Bereich weiter
eingeschränkt.
Im Bereich der aktiven Mikrorheologie wurden zwei Beispiele studiert. Das erste waren
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erzwungene Schwingungen eines einzelnen Nanopartikels. Diese stationären Oszillationen
führten zu einer Übereinstimmung der komplexen Module mit denen der passiven Mikrorheo-
logie in dem Bereich, in dem die passive Mikrorheologie funktionierte. Die Beachtung hydro-
dynamischer Effekte verschlechterte diese Übereinstimmung und führte eher zu unphysika-
lischem Verhalten.
Das zweite Beispiel waren die gedämpften Schwingungen eines 2-Partikel-Oszillators. Diese
transienten Schwingungen führten zu quantitativ anderen Modulen, die jedoch den gleichen
physikalischen Trend zeigten, wie die aus den erzwungenen Schwingungen. Die hydrody-
namische Korrektur brachte bei Wahl des richtigen Vorzeichens nur eine Verschiebung des
Verlustmoduls.

9.2 Ausblick

Mit Hilfe dieser Arbeit konnte insbesondere bei der passiven Einzelpartikel-Mikrorheologie
ein guter Überblick gewonnen werden, in welchen Situationen diese verwertbare Ergebnisse
liefert. In den Fällen, in denen Abweichungen auftreten, also bei starken Wechselwirkungen
und niedrigen Temperaturen, sollte eine bessere theoretische Beschreibung der Hintergründe
zu einer weiteren Verbesserung des Verständnisses führen. Z.B.: Kann man den Caging-Effekt
explizit in der generalisierten Stokes-Einstein-Gleichung unterbringen? Oder: Wieso ist die
hydrodynamische Korrektur in der betrachteten Form bei Verwendung der mittleren Dichte
so groß?
Auf der anderen Seite wären Studien mit abgeänderten Systemen interessant. Z.B. kann man
die Ketten soweit verlängern, dass der Reptationsmechanismus eine wichtige Rolle spielt.
Oder man verlängert die Ketten, lässt aber ein Durchkreuzen zu, sodass dieser Mechanismus
wieder verschwindet. Ein anderes Beispiel ist die Form des Nanopartikels. Man könnte die-
sen als Cluster von Monomeren modellieren, wobei man damit auch einfacher andere als die
Kugelform wählen kann. Im gleichen Zug könnte man über das Anheften von Polymerketten
an der Oberfläche, das sogenannte Aufpolymerisieren, nachdenken, was bei Experimenten
sehr häufig zu finden ist.
Besonders für die 2-Parikel-Mikrorheologie ist es wichtig, die Systeme noch weiter zu ver-
größern, um den unterliegenden Bedingungen zur Auswertung mit den hergeleiteten Formeln
gerecht zu werden.



A Potential-Verschiebungs-Funktion

Um Rechenzeit einzusparen und weil die verwendeten Lennard-Jones-Potentiale schnell sehr
klein werden, werden diese üblicherweise ab einem bestimmten Abstand rc abgeschnitten.
Dieses Abschneiden verursacht jedoch einen Sprung im Potential. Dieser Sprung kann einfach
durch vertikales Verschieben des Potentials neutralisiert werden, aber die mit dem Potential
über den Gradienten verknüpfte Kraft hat dann verschiedene Werte auf beiden Seiten des
Sprungs1. Um diese Diskontinuität zu beheben, ist eine abstandsabhängige Verschiebungs-
Funktion nötig. Und um noch exakter zu arbeiten, wird diese Funktion so gewählt, dass auch
die Ableitung der Kraft kontinuierlich ist:

Ush(rc) = −U(rc) (A.1)

U ′
sh(rc) = −U ′(rc) (A.2)

U ′′
sh(rc) = −U ′′(rc) . (A.3)

Um diese Bedingungen zu erfüllen, wird ein Polynom vierten Grades angesetzt [61]:

Ush(r) = A+B(r −R0)
3 + C(r −R0)

4 . (A.4)

Das ursprüngliche Potential besteht aus einem repulsiven ∝ (r − R0)
−12 und einem attrak-

tiven ∝ (r−R0)
−6 Anteil, die getrennt und identisch behandelt werden können, indem man

U(r) als v(r−R0)
−α ansetzt. Dabei enthält v alle Vorfaktoren und α ist 12 für den repulsiven

bzw. 6 für den attraktiven Anteil. Die Monomer-Monomer-Wechselwirkung ist für R0 = 0
enthalten. Damit ergeben sich folgende Bedingungen:

A+ B(rc −R0)
3 + C(rc −R0)

4 = −v(rc −R0)
−α (A.5)

3B(rc −R0)
2 + 4C(rc −R0)

3 = αv(rc −R0)
−(α+1) (A.6)

6B(rc −R0) + 12C(rc −R0)
2 = −α(α + 1)v(rc −R0)

−(α+2) , (A.7)

aus denen man die Konstanten bestimmt:

A = −v
(α

3
(α + 4)− α

4
(α + 3) + 1

)

(rc −R0)
−α (A.8)

B = v
α

3
(α + 4)(rc −R0)

−(α+3) (A.9)

C = −v
α

4
(α + 3)(rc −R0)

−(α+4) . (A.10)

1Außer man schneidet das Potential im Minimum ab, wo die Kraft Null ist.



B Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einer Funktion dient dazu, die Funktion zwischen zwei Varia-
blenräumen zu transformieren. Dabei enthalten die Funktion und ihre Transformierte diesel-
ben Informationen. Gründe für solche Transformationen können die bessere Zugänglichkeit
des einen Variablenraumes im Experiment oder die Vereinfachung von Differentialgleichun-
gen sein. Das am häufigsten vorkommende Variablenpaar ist Zeit t und Frequenz ω.
Die Fourier-Transformation ist ein Spezialfall der Laplace-Transformation:

f̃(s) = L (f(t)) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt; s ∈ C . (B.1)

Setzt man s = iω, erhält man die einseitige Fourier-Transformation:

F (ω) = F (f(t)) =

∫ ∞

0

f(t)e−iωtdt; ω ∈ R . (B.2)

Die Fourier-Transformation wird auf verschiedene Arten ausgeführt. Wenn ein analytischer
Ausdruck vorhanden ist (z.B. eine Fitfunktion) und dieser eine bekannte Fourier-Transfor-
mierte hat, wird diese auch so verwendet. Ist dies nicht der Fall wird für kleine Frequenzen ei-
ne Rombergintegration des Realteils (Kosinusintegral) und des Imaginärteils (Sinusintegral)
genutzt und für große Frequenzen, bei denen der Sinus und Kosinus zu stark oszillieren, um
numerisch integriert zu werden, ein Fast-Fourier-Transform(FFT)-Algorithmus. Diese Un-
terteilung hat zwei Vorteile: Zum einen müssen die Ergebnisse in einem Überlappbereich
übereinstimmen und man kann daran die Richtigkeit und Güte der Implementation beider
Verfahren testen. Zum anderen werden in dieser Arbeit meist logarithmische Zeit- und Fre-
quenzachsen verwendet. Bei der FFT, die äquidistante Ergebnisse liefert, liegen somit wenige
Punkte bei kleinen Frequenzen und sehr viele bei großen. Bei der numerischen Integration
kann man dagegen die Frequenzen in logarithmischen Abständen wählen und erhält eine
bessere Verteilung der Punkte im zugänglichen Frequenzbereich.



C Fluktutations-Dissipations-Theorem

In einem System mit stochastischen Kräften, denen fluktuierende Teilchenbewegungen zu-
grunde liegen, hängen diese im Gleichgewicht über eine Fluktuations-Dissipations-Beziehung
mit der durch Reibung dissipierten Energie zusammen. In dieser Arbeit wird das Gleichge-
wichtssystem mit Hilfe einer generalisierten Langevin-Gleichung beschrieben, die neben dem
Reibungsterm und einer harmonischen Positionseinschränkung genau solche stochastischen
Kräfte FR(t) enthält:

M v̇(t) = FR(t)−
∫ t

−∞

ζ(t− t′)v(t′)dt′ − k

(
∫ t

−∞

v(t′)dt′ − r0

)

.
(C.1)

Im Mittel verschwinden diese Kräfte:

〈FR(t)〉 = 0 , (C.2)

aber nicht deren Autokorrelation. Dies wird im Folgenden gezeigt. Eine detaillierte Arbeit
zum Fluktuations-Dissipations-Theorem ist die von Kubo [170], an welcher die Herleitung
orientiert ist.
Ersetzt man die Zufallskraft zum Zeitpunkt t0 durch Gleichung (C.1):

〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 =M〈v̇(t0) · FR(t0 + t)〉 − k〈r0 · FR(t0 + t)〉

+

∫ t0

−∞

(ζ(t0 − t′) + k)〈v(t′) · FR(t0 + t)〉dt′ , (C.3)

sieht man, dass zwei Terme wegfallen, da die Zufallskraft zum Zeitpunkt t0+ t nicht mit der
Gleichgewichtsposition r0 und nicht mit der Geschwindigkeit zu einer früheren Zeit t′ < t0
korreliert ist:

〈r0 · FR(t0 + t)〉 = 0 (C.4)

〈v(t′) · FR(t0 + t)〉 = 0 . (C.5)

Bei dem übriggebliebenen Term wird die Zufallskraft zum Zeitpunkt t0 + t durch Gleichung
(C.1) ersetzt:

〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 =M2〈v̇(t0) · v̇(t0 + t)〉 −Mk〈v̇(t0) · r0〉

+M

∫ t0+t

−∞

(ζ(t0 + t− t′) + k)〈v̇(t0) · v(t′)〉dt′ . (C.6)
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Die Gleichgewichtsposition ist auch nicht mit der Ableitung der Geschwindigkeit zur Zeit t0
korreliert:

〈v̇(t0) · r0〉 = 0 . (C.7)

Eine wichtige Eigenschaft der verwendeten Autokorrelationsfunktion ist das Überwerfen der
Ableitung von der einen auf die andere Funktion, die sich aus der Stationarität derselben
ergibt:

d

dt0
〈f(t0)f(t0 + t)〉 = 0 → 〈f(t0)ḟ(t0 + t)〉 = −〈ḟ(t0)f(t0 + t)〉 (C.8)

Diese Eigenschaft wird bei beiden Termen verwendet und daraus folgend, das k-enthaltende
Integral mit der Bedingung v(−∞) = 0 ausgewertet:

〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 =−M2〈v(t0) · v̈(t0 + t)〉

−M

∫ t0+t

−∞

(ζ(t0 + t− t′) + k)〈v(t0) · v̇(t′)〉dt′ (C.9)

=−M2〈v(t0) · v̈(t0 + t)〉

−M

∫ t0+t

−∞

ζ(t0 + t− t′)〈v(t0) · v̇(t′)〉dt′

−Mk〈v(t0) · v(t0 + t)〉 . (C.10)

An dieser Stelle wechselt man in den Laplaceraum und wendet die Eigenschaften der Laplace-
Transformation in Bezug auf Ableitungen an:

L 〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 =−M2〈v(t0) ·
(

s2ṽ(s)− sv(t0)− v̇(t0)
)

〉
−Mζ̃(s)〈v(t0) · (sṽ(s)− v(t0))〉
−Mk〈v(t0) · ṽ(s)〉 . (C.11)

Aus der Laplace-Transformierten von (C.1) erhält man:

〈v(t0) · ṽ(s)〉 =
〈v(t0) · F̃R(s)〉+M〈v(t0) · v(t0)〉

Ms+ ζ̃(s) + k
s

=
M〈v(t0)2〉

Ms+ ζ̃(s) + k
s

, (C.12)

wobei die Korrelation von thermischer Kraft und Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t0 ver-
schwindet. Damit ergibt sich mit dem Gleichverteilungssatz

〈v(t0)2〉 =
dkBT

M
(C.13)
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und der Unkorreliertheit der Geschwindigkeit und ihrer Ableitung zum Zeitpunkt t0:

L 〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 =− (M2s2 +Msζ̃(s) +Mk)
M〈v(t0) · v(t0)〉
Ms+ ζ̃(s) + k

s

+ (M2s+Mζ̃(s))〈v(t0) · v(t0)〉+M2〈v(t0) · v̇(t0)〉 (C.14)

=−M2s〈v(t0)2〉+ (M2s+Mζ̃(s))〈v(t0)2〉 (C.15)

= Mζ̃(s)〈v(t0)2〉 (C.16)

= dkBT ζ̃(s) . (C.17)

Die inverse Laplace-Transformation liefert dann die als zweites Fluktuations-Dissipations-
Theorem bezeichnete Beziehung zwischen thermischer Kraft und dissipativem Reibungsterm:

〈FR(t0) · FR(t0 + t)〉 = dkBTζ(t) . (C.18)
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[7] A. Einstein. Über die von der molekularkinetischen Theorie der Wärme geforderte
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