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1 Einfiihrung

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Simulatiord Vorhersage des effektiven Ma-
terialverhaltens fester Schaume mit ungeordneter Mikuksir, wobei durch die Anwendung
von probabilistischen Methoden insbesondere die StreunddJnscharfe analysiert wird. In
vielerlei Hinsicht hat das Interesse an dieser Werkstoffige in den vergangenen Jahren stark
zugenommen, wie den Darstellungen zur Motivation und Rrabktellung (Abschnitt 1.1) so-
wie zum Stand der Forschung (Abschnitt 1.2) zu entnehmeNa&th der stark komprimierten
Zusammenfassung der bereits publizierten Forschundsssge auf dem Gebiet der mikro-
heterogenen Materialien, wird anschlieBend in Abschngtdie Zielsetzung dieser Arbeit
formuliert.

1.1 Motivation und Problemstellung

Mikroheterogene Materialien — wie z. B. Festkdrperschaug@winnen in vielen technischen
Anwendungen aufgrund zahlreicher positiver Eigenschaftmehmend an Bedeutung. Neben
der Materialvielfalt (z. B. offen- und geschlossenporigg&@one bestehend aus Polymeren,
Metallen bzw. Keramiken) Uberzeugt diese Werkstoffgruymeallem durch ihre naturgeman
relativ geringe Dichte. Festkérperschaume, die bezogéreaigeringe relative Dichte zu-
dem verhaltnismafig hohe Steifigkeiten aufweisen, sirgliébl aul3erordentlich interessante
Konstruktionswerkstoffe im Leichtbau. So ist heutzutage@ewichts- und Materialreduzie-
rung nicht nur in der Luft- und Raumfahrt, sondern auch in detofobilindustrie aufgrund
begrenzter Ressourcen von grof3er Bedeutung. Da Festkdraense eine hohe Kompressibi-
litat sowie ein hohes Energieabsorptionsvermogen besikimnen sie z. B. als Materialien in
Crash- und Stol3verzehrelementen verwandt werden. Die gemaBigenschaften legen aber
auch einen Einsatz in der Verpackungsindustrie oder eingaredung in personenbezogenen
Schutzausrustungen nahe.

Eine weitere Materialreduzierung ermdglichen zellul&ril8uren durch ihre Multifunktio-
nalitat, da sie zugleich mechanische sowie nicht-mecbhaigunktionen bereitstellen kon-
nen. Exemplarisch zu nennen sind in diesem Zusammenhardyviatragwerke, die nicht
nur Uber eine hohe spezifische Festigkeit und Steifigkeftigen, sondern zugleich die Funk-
tion der Warme- und Schallschutzdammung tbernehmen kédemultifunktionale Ele-
mente mit mechanisch tragender Funktion kénnen offenp@ahaume zudem als Warmetau-
scher aufgrund ihrer grof3en effektiven Oberflache oder irkdealysator- und Filtertechnik
ihre Anwendung finden.

Im Bezug zu herkdmmlichen Materialien unterscheiden sickrohieterogene Materialien
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1 Einfiihrung

durch ihre ungeordnete zufallige Mikrostruktur. So vagie die lokalen Eigenschaften auf-
grund der nicht einheitlichen Gré3e, Form und Orientierdeg einzelnen Zellen. Da die

ZellgroRRe als charakteristische Mikrostrukturlange lgezoauf die Ubrigen relevanten Struk-
turabmessungen zwar klein, jedoch nicht vernachlassidearist, fihren bereits geringfugi-

ge Variationen im Aufbau der Mikrostruktur zu teilweise eplichen Streuungen der makro-
skopischen, effektiven Eigenschaften.

Herkdmmliche rein deterministische Bewertungskonzeptmka diese Streuung jedoch nicht
ausweisen. Als Folge dessen miissen beim Einsatz von mikrogenen Materialien als Kon-
struktionswerkstoffe grol3e Sicherheitsbeiwerte veneenderden, was wiederum zu einer
schlechten Materialausnutzung fuhrt.

Geeignetere Bewertungskonzepte werden durch stochas#sditze geliefert, wodurch so-
wohl die explizite Streuung der Strukturantwort als audh Aluftrittswahrscheinlichkeit ex-
tremer Falle explizit ermittelt werden kann.

Die Moglichkeiten der Mikrostrukturmodellentwicklungdahrankten sich in ihnren Anfangen
allerdings aufgrund der stark begrenzten Rechenkapazititedie Abbildung von zweidi-
mensionalen bzw. periodisch idealisierten dreidimers&m Mikrostrukturen. Die Mecha-
nismen von zwei- und dreidimensionalen Strukturen sindgadgrundlegend verschieden
und eine periodisch idealisierte Zellstruktur ist zudechhin der Lage die Streuung der Mi-
krostruktureigenschaften abzubilden.

Eng im Zusammenhang stehend mit den gestiegenen Recheitéisgrannd dem Aufkom-
men der computertomographischen Charakterisierung reagtkorperschaume, wodurch auf
einfache Weise Mikrostrukturmodelle durch VernetzundeeMikrostrukturausschnitte er-
zeugt werden konnen, stellendWiTE-CARLO-Simulationen eine deutliche Verbesserung in
Bezug auf die Bestimmung der effektiven Materialeigensemadiar. So fliel3t die mikrostruk-
turelle Unordnung in die Bestimmung der effektiven Materigénschaften mit ein, wobei
deren Streuung allerdings nicht qualifizierbar ist, da bei Mlikrostrukturgenerierung die
Eingangsparameter zuféllig aus der gesamten Streubatedausgewahlt werden und somit
als gleichverteilt angenommen werden. Erste probalsiib® Homogenisierungsanalysen, die
sich jedoch zumeist nicht auf ungeordnete dreidimensgdallstrukturen anwenden lassen,
setzen genau an dieser Stelle an. So stellen diese VerfaimeMoglichkeit dar, die individu-
ellen Auftrittswahrscheinlichkeiten der Mikrostruktigenschaften bei der Bestimmung der
effektiven Materialeigenschaften zu bertcksichtigen.

1.2 Stand der Forschung

Schaume bzw. zellulare Strukturen sind seit tUl#r Jahren Grundlage der Forschung ver-
schiedener Fachrichtungen. Neben der theoretischen matisehen Betrachtungsweise, die
sich in ihren Anfangen vor allem mit der Auffindung einer méken Struktur mit einem op-
timalen Oberflachen-Volumen-Verhéltnis befassteigimson (LORD KELVIN) [91]), sind
ebenso erste aus der Mitte des vorherigen Jahrhundertsstashe biologisch motivierte For-
schungsarbeiten (z. B. 1945AvizKE [62]), vorzufinden. Nur wenige Zeit spater riickten Fest-
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1.2 Stand der Forschung

korperschaume auch in das Interesse von Werkstoffwiskafiern, dessen Bestreben es bis
heute ist, den unbestrittenen Zusammenhang zwischen lldawn Mikrostruktur und den
makroskopischen Materialeigenschaften tiefergehendestehen. Hierzu tragt aufgrund der
stark gestiegenen Rechenkapazitaten neben den expefierettatersuchungen heutzutage
vor allem die numerische Simulation zellularer Struktuben

Den Anstol3 zur Erforschung zellularer Strukturen liefefie im Jahre 1887 verdffentlich-
te Publikation von HFoMsON (LORD KELVIN) [91], in der er vermutete, dass eine zellulare
Struktur bestehend aus TetrakaidekaederBL{kN-Schaum) den Raum vollstéandig bei ei-
nem maximalen Zellwand-Zellvolumen-Verhaltnis ausfilitst iber 100 Jahre spater wurde
von WEAIRE und FHELAN [100] jedoch gezeigt, dass sich dieses Verhaltnis bei Viedweg
zweier verschiedener Polyeder geringfligig (uth %) steigern lasst, wobei die sich ergebene
Zellstruktur aufgrund der unregelmaflig geformten Polyeshel deren Anordnung im Raum
deutlich weniger symmetrisch ist.

Waéhrend HDOKE [45] bereits 1665 die zellulare Struktur von Pflanzen une&ndvikroskop
entdeckte und damit den Begriff der Zelle in der Biologie pedgintersuchte Mrzke [62]
1945 die dreidimensionale Form von Seifenblasen. In seuh@ersuchungen bestimmte er
z.B. die durchschnittliche Anzahl an Wanden pro Zellel 2170, dessen Wert nur geringfu-
gig vom vierzehnflachigen KLvIN-Schaum abweicht. Im Gegensatz zum Tetrakaidekaeder,
welches aus acht hexagonalen und sechs quadratischerfrlgestieht, beobachte er jedoch,
dass die Uberwiegende Anzahl an Wanden eine pentagonaleaabmies.

Im Jahr 1963 stellten &NT und THOMAS [25] ein stark vereinfachtes kubusformiges Schaum-
modell zur Bestimmung der elastischen Materialeigensehaftfenzelliger Schdume vor,
worauf bis auf den heutigen Tag eine Vielzahl weiterer Miedeur Vorhersage der effek-
tiven Materialeigenschaften zellularer Strukturen feigtZu nennen ist in diesem Zusam-
menhang die Arbeit von BMENT EV und TARAKANOV [14], welche 1970 fur ihr Modell
zur Bestimmung der elastischen Eigenschaften von Polyim&uscen den ELVIN-Schaum
verwendeten und mit ihnren Rechnungen eine gute Ubereinstirgizu inren experimentell er-
mittelten Daten aufzeigen konnten.BEMGESsund KNIPSCHILD [64] erkannten bereits 1975,
dass die Entwicklung von Materialmodellen erheblich zustéareduzierung beitragen kann,
da die ausschlie3liche experimentelle CharakterisieramySchaumen sehr aufwendig ist.
So beschreiben sie in ihrer Arbeit auf korrekte Weise denhdeismus der Zellwandbiegung,
wie er bei linear-elastischer Deformation auftritt. Zudeommen sie zu der Erkenntnis, dass
offen- und geschlossenzellige Schdume ahnliche Steitgykerte aufweisen, daim Allgemei-
nen die Zellkanten den tberwiegenden Anteil der Last tragen

In den 1980ern publizierten eine Vielzahl an Forschern Aebemit dem Ziel einen Zu-

sammenhang zwischen der zellularen Struktur und den misciem Eigenschaften abzu-
leiten. Erwéhnenswert sind an dieser Stelle in Hinblick dief Entwicklung von einfachen
Mikrostrukturmodellen die folgenden Veréffentlichungen

GiBsoNund AsHBY [26] leiteten aus einem kubusférmigen Schaummodell sofiwldffen-
als auch geschlossenzellige Schdume eine Beziehung zwiseime Elastizitats- bzw. dem
Schubmodul und der relativen Dichte, als wesentliche Essfiud3e, her. Zudem stellten sie
fest, dass die Querkontraktionszahl dichteunabhangigndtnur von der Zellgeometrie be-
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1 Einfiihrung

einflusst wird. In der Publikation von #4BY [2] werden zudem nichtlinear-elastisches Mate-
rialverhalten und verschiedene Formen des Materialversabetrachtet.

Ein weiteres Modell zur Vorhersage der effektiven elasgscMaterialeigenschaften wurde
von CHRISTENSEN(8] geliefert, wobei er isotropes Materialverhalten belvizte und sich
auf die Herausarbeitung der Unterschiede zwischen offethgeschlossenzelligen Schaumen
konzentrierte. Zudem wurde vonARREN und KRAYNIK [98] ein Modell zur Bestimmung
der linear-elastischen Materialeigenschaften offergeliSchaume publiziert.

In den 1990ern Jahren veroffentlichtemRREN und KRAYNIK [99], GRENESTEDT[31] und
ZHU et al.[107] weitere Arbeiten, die auf deme{vIN-Schaum beruhen.I8SON und AsH-

BY [27] sowie SMONE und GBSON [83] [84] untersuchten zu dieser Zeit hingegen ausfihr-
lich den Einfluss der Materialverteilung. So stellten sieeuranderem fest, dass bei gleicher
relativer Dichte offenzellige Schaume im Vergleich zu dsssenzelligen steifer sind und
weniger leicht versagen. MRREN und KRAYNIK hingegen beobachteten, dass die Steifigkeit
offenzelliger Zellstrukturen erheblich von der Geometlas Zellstegquerschnitts beeinflusst
wird. So zeigt sich, dass bei einem Ubergang von einem kmeis§en bzw. quadratischen
Zellstegquerschnitt auf eine ,Plateau border“-Konfiguorat(dreiecksférmiger Querschnitt
mit zum Zentrum gekrimmtem Verlauf der Kanten) die Steifigken 60 bis 70 % gestei-
gert werden kann.

Zeitgleich setzten sichAN DER BURG et al.[95] (1997) und auch wenige Jahre spatenz

et al. [108] (2000) zum Ziel, den Einfluss der realen ungeordnetelfsZuktur auf die ef-
fektiven linear-elastischen Materialeigenschaften ddsa8ms zu untersuchen, was mit den
Einheitszellenmodellen bislang nicht mdglich war. So gemeen beide mit dem Raumtei-
lungsverfahren von ¥RONOI [97] kubusformige Mikrostrukturmodelle deren Kantenléng
die durchschnittliche Zellsteglange um mindestens eirig@&mnordnung Uberstiegen.

Die Fragestellung wie grof3 ein Mikrostrukturmodell gewéaidrden muss, so dass es als re-
prasentatives Volumenelement (RVE) die Inhomogenitattdsmums vollstandig abbildet,
versuchten bereits 1996HDGAN und WALLIS [18] zu beantworten. Eine intuitive Definition
hierfur ist in KANIT et al. [49] (2003) zu finden. So muss das reprasentative Volumenele
ment so grol3 gewahlt werden, dass die in diesem Ausschgibatete heterogene Struktur
in Hinblick auf die betrachtete physikalische Eigenscls#dtistisch reprasentativ fir die ge-
samte betrachtete Zellstruktur ist. Dabei weiseaNKr et al. explizit darauf hin, dass die
Grof3e des reprasentativen Volumenelements sich z. B. fimibehe und elastische Eigen-
schaften erheblich unterscheiden kann. Andererseitesath KANIT et al.das reprasentati-
ve Volumenelement so klein wie méglich gewéhlt werden, uralg®in Volumenelement der
Kontinuumsmechanik betrachten zu kénnen. Eine ausfiferlizarstellung zur Existenz und
GroRRenbestimmung des reprasentativen Volumenelemeéatglism in GTMAN et al.[28] zu
finden.

HUET [47], sowie HAzaANOV und HUET [39] erkannten jedoch, dass Experimente und vor
allem auch aufgrund der begrenzten Rechenkapazitaten ischmerSimulationen auftreten
kénnen, bei denen eine Betrachtung eines statistisch esgediven Volumenelements nicht
realisiert werden kann. So stellen sie als Ausweg fur diée Fn ihren Arbeiten verschiedene
Konzepte zur Bericksichtigung des Grél3eneffekts bei stdstieterogenen Korpern vor.

14



1.2 Stand der Forschung

Ausfuhrlich mit dem GroReneffekt beschéftigten sich zud@miTROVOVA [17] (1999) und
ONCK [71] (2001), da in der Anwendung haufig zellulare Struktuaeftreten deren Dimen-
sion nur wenige Zellen in zumindest einer Richtung aufweisen

Mit den immer besser werdenden Mdéglichkeiten zur comporeographischen Untersuchung
von realen Schaumen zu Beginn des 21. Jahrhunderts, wurdelthekrostruktur verschie-
dener Schaume zunehmend charakterisiert. So untersuctdelENESEIet al.[50] und auch
KoLLURI et al.[51] metallische Schaume, wobei neben der Bestimmung dégrd8enver-
teilung unter anderem auch das Wandstarkenverhéaltnisssomperfektionen im Zellwand-
material betrachtet wurden. Eine wesentliche Erkenntieisedl Mikrostrukturuntersuchungen
wurde von MARKAKI und QLYNE [60] festgehalten. So kdnnen Mikrostrukturdefekte im Zell
wandmaterial das mechanische Verhalten von Schaumenliethbbeinflussen.

Des Weiteren wurde z.B. vonIDLARD et al. [16] ein offenzelliger Nickelschaum charak-
terisiert, wobei unter anderem die Orientierung der Zetlerch Anpassung von Ellipsoiden
bestimmt wurde. Exemplarisch fir die Untersuchung vonere&olymerschaumen sind zu-
dem die Publikationen von BINTMINY et al.[66] und Bouix et al.[6] zu nennen.

Nicht ausschlie3lich auf die Charakterisierung der Miknagur beschranken sich die Ar-
beiten von lascHET et al.[54] und FETRASCHet al. [73]. Wahrend in erstgenannter Arbeit
die Schaumcharakterisierung zur Ableitung eines restisén dreidimensionalen Mikrostruk-
turmodels herangezogen wird, um im Anschluss ein Homogeoisgsverfahren anzuwen-
den, kombinieren PTRASCH et al. die experimentelle Untersuchung poréser Keramiken mit
der MONTE-CARLO-Simulation zur tiefergehenden numerischen Untersucli@nghysika-
lischen Eigenschaften des Materials.

Dass die computertomographischen Aufnahmen nicht nur aadifigenerierung basierend
auf statistischen Eingangsgrof3en dienen, sondern audh vizrivendet werden, um Finite-
Elemente-Modelle durch Vernetzung der realen Mikrostiuldu erzeugen, zeigt z. B. die
Veroffentlichung von YoussEeFet al.[104].

In HANSSENet al.[34] wird darlber hinaus ein Programm zur Validierung dedelte basie-
rend auf einer umfangreichen experimentellen UntersugluiHinblick auf die numerische
Simulation der Eigenschaften von Aluminiumschaumen dasjie

Zur Mikrostrukturmodellentwicklung werden zudem aktummputertomographische Unter-
suchungen offenzelliger Schaume in der Forschungsgrupp&EDENBACH (LIEBSCHER
und REDENBACH [57] (2013), LEBSCHERet al.[58] (2013) und RDENBACH [76] (2009))
durchgefuhrt mit dem Ziel einer Modellverbesserung durchiBlesichtigung des variieren-
den Zellstegquerschnitts, wie dies auch weitere neueréfféatlichungen zeigen. So wird
nicht nur in WEJRZANOWSKI et al. [101] (2013) darauf hingewiesen, dass sich durch die
stark vereinfachte Annahme von konstanten Zellstegdidkendenen es an den Zellstegver-
zweigungspunkten zudem noch zu einer MaterialUberlappongmt, grol3e Abweichungen
in den Simulationsergebnissen gegeniber dem realen Mlathalten ergeben, sondern auch
in MANGIPUDI und ONCK [59] (2012) und FARDERSet al.[36] (2005) wird sich ausfuhrlich
mit dem Einfluss des real variierenden Zellstegquerschaitti dessen Beriicksichtigung bei
der Modellierung beschéftigt.
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1 Einfiihrung

In L1 et al. [56] (2006) wird neben dem Einfluss der variierenden Zeaildieken auch der
Einfluss der Zellform auf die elastischen Materialeigea$tgm dreidimensionaler Schaume
numerisch untersucht, wobei die Ergebnisse eine deutiititbare Streubandbreite aufwei-
sen.

Da idealisierte Modelle die real auftretenden mechanis&igenschaften gewoéhnlich tber-
schétzen, wurde der Einfluss der ungeordneten Mikrostrukio ZHANG et al.[106] (2013)
untersucht, wobei die Ergebnisse auch mit experiment&lien verglichen wurden.

Dass Einheitszellenmodelle auch heutzutage Bestandteiéléder Forschungsarbeiten sind,
zeigt z. B. die Verdoffentlichung vonAHLBUSCH und BECKER [20] (2011). So wird in dieser

Arbeit der Einfluss von gezielt aufgebrachten Imperfel¢immuf das effektive Materialver-
halten eines geschlossenzelligen Schaumes untersucht.

Als Anstol3 zur Auffindung einer mathematischen Beschreilauvigchen der Anisotropie der
Zellstruktur und den effektiven elastischen Materialegghaften kann neben der zahlreich er-
folgten experimentellen Charakterisierung von Mikrostau&n die 1974 veroffentlichte Pu-
blikation von WHITEHOUSE [102] auf dem Gebiet der Biomechanik angesehen werden, in
welcher eine mathematische Beschreibung der beobachtetisntfopie von Knochenbalk-
chen (Trabekeln) abgeleitet wird.

Wenige Jahre spater fihrtem\RRIGAN und MANN [37] 1984 einen zweistufigen symmetri-
schen Tensor als ein Mal3 fur die Orientierung der Mikrostrukn orthotropen Materialien
ein und @®WIN [10] stellte 1985 eine Beziehung zwischen dem vierstufigastiitatstensor
und dem ,Fabric tensor”, der die Anisotropie der Zellstuukdbeschreibt, vor. Weitere Aus-
fihrungen sind zudem in@~IN [11], TURNER uUnd CowIN [93] und TURNER et al.[94] zu
finden.

In jungerer Zeit befasste sich auch eine ForschungsgruppévsseT mit der Beschreibung
der Anisotropie in zellularen Materialien {AseTund QURNIER[109] (1995), Z SSET[110]
(2003) und RNCON KoHLI [78] (2003)). Neben der theoretischen Betrachtung wurden hi
zudem experimentelle Untersuchungen an Trabekeln vonyerem.

Dass bei Materialien mit einer ausgepragten Mikrostru&ine rein deterministische Betrach-
tungsweise nicht ausreichend ist, erkanntemSAAD und HARLOW [81], SCHUELLER [82]
sowie GHARMPIS et al.[7], so dass sie bei ihrer jeweiligen Modellentwicklung Baschrei-
bung der Mikrostruktureigenschaften auf Wahrscheinkitsklichtefunktionen tlbergegangen
sind. Wie von GIARMPIS et al.richtig erkannt, stellt diese Vorgehensweise jedoch ein8eg
Herausforderung dar, da hierflr eine ausreichend grof3enbasis vorhanden sein muss, die
nicht nur Auskunft Gber die Streuung der einzelnen Eigeafteh liefert, sondern auch In-
formation Uber auftretende Korrelationen bereitstellic e numerische Simulation bedeutet
dieser stochastische Ansatz eine enorme Steigerung deefeisdtung. Als Losung hierfur
wird von SCHUELLER sowie CHARMPIS et al. die Verwendung von Zufallsfelder vorgeschla-
gen. Diese besitzen den Vorteil, dass die Streuung derdmétan Mikrostruktureigenschaf-
ten sowie die auftretenden Korrelationen bei der numeeisdforhersage der effektiven Ma-
terialeigenschaften ohne Abbildung der realen Mikrogtrukertcksichtigt werden kénnen.

Die Schwierigkeit der Zufallsfeldgenerierung geht dahgidas inverse Problem der Stochas-

16



1.3 Zielsetzung

tik zurtick. In zahlreichen Publikationen widmet sich diggethungsgruppe umdze dieser
Problemstellung: z. B. in &1zE [85] [86] [87], DESCELLIERSet al.[15] und GUILLEMINOT
et al.[32] [33].

Aufgrund des hierarchischen Aufbaus von Schaumen, di¢ nigtauf makroskopischer Ebe-
ne eine deutlich sichtbare zellulare Struktur, sonderhau€der Mikroebene Heterogenitaten
im Zellsteg- bzw. Zellwandmaterial aufweisenykes [53]), ist zur Bestimmung der effekti-
ven Materialeigenschaften eine Homogenisierung durdiweh. Erste analytische Verfahren
wurden hierfur bereits 1889 vond/GT [96] bzw. 1929 von RuUsSS[77] beschrieben. Heut-
zutage existiert eine Fille an analytischen sowie numegisdHomogenisierungsverfahren
(z. B. BENsoussANet al.[3] (1978), SANCHEZ-PALENCIA und Zaoui [80] (1987), NEMAT-
NASSERuUNd HoRl [68] (1993), MARKOV und FREzIOSI[61] (2000) und DRQUATO [90]
(2002)). Als Erweiterung auf die strukturmechanische Ebiehzudem die Veroffentlichun-
gen von LEBEE und $AB [55] (2012) zur Homogenisierung von zelluldaren Sandwiatiph
zu erwahnen.

Die meisten dieser Homogenisierungsverfahren sind jedaaitt auf zufallig ungeordnete
dreidimensionale Zellstrukturen anwendbar, da sie venalin Hinblick auf die Geometrie
der betrachteten Zellstrukturen strikten Vorgaben uiegeh. Dartber hinaus unterscheiden
sich zellulare Strukturen von anderen mikroheterogeneteiddien durch dinnwandige Zell-
wande und grof3e HohlrAume, wodurch die Biegedeformatiodelevande nicht vernachlas-
sigbar ist.

Ein Homogenisierungsverfahren, welches sich zur Bestingnaien effektiven Materialeigen-
schaften von zwei-, aber auch dreidimensionalen ungetedreellularen Strukturen eignet,
wurde von HoHE und BECKER [43] entwickelt. Dies fordert die mechanische Aquivalenz
eines reprasentativen Volumenelements der betrachteiemodiruktur und eines effektiven
Mediums gleichen Volumens durch die Forderung, dass digengtVerzerrungsenergiedichte
beider Volumenelemente aquivalent ist, wobei zudem im Malomittel die Aquivalenz der
Deformationsgradienten gegeben sein muss.

1.3 Zielsetzung

Da rein deterministische Bewertungskonzepte und erstagisfHomogenisierungsanalysen
nicht in der Lage sind die zuféllige ungeordnete Mikrostaulkzellularer Materialien in aus-
reichender Weise zu bericksichtigen, soll im Rahmen diegagif\ein probabilistisches Ho-
mogenisierungsverfahren vorgestellt werden, welcheslauéxperimentellen Charakterisie-
rung von realen Schaumen beruht. So werden auf der Basis dasdkainlichkeitsvertei-
lungen verschiedener Zufallsvariablen, wie der lokaldatireen Dichte, der Zellgro3e und
-orientierung, statistisch reprasentative Mikrostruktadelle generiert.

Im Gegensatz zu MNTE-CARLO-Analysen erfolgt die Berechnung der effektiven Materia-
leigenschaften auf einer vordefinierten Diskretisierueg Baums der Zufallsvariablen. Auf
diese Weise muss nur eine begrenzte Anzahl ausgewahltéz Wedie Zufallsvariablen ana-
lysiert werden, was zu einer erheblichen Reduzierung desdRaclfwands fihrt. Zur Bestim-
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1 Einfiihrung

mung der effektiven Materialeigenschaften werden die Berengsergebnisse mit den ent-
sprechenden Auftrittswahrscheinlichkeiten der einzeldafallsvariablen gewichtet. Vor al-
lem in Hinblick auf die Frage des Materialversagens bietdat Verfahren gegeniberdw-
TE-CARLO-Simulationen einen erheblichen Vorteil. So kdnnen seliditretende Extremfalle
durch eine entsprechende Diskretisierung des Zufallssauitiels der probabilistischen Ho-
mogenisierungsanalyse gezielt tiefergehend untersuettden.

Fur die Homogenisierungsanalyse wird auf ein verzerrumgsggebasiertes Verfahren zurtick-
gegriffen, welches insbesondere auf zellulare Werkstoifegeringer Dichte und grof3em

Hohlraumvolumen abgestimmt ist. Zur tiefergehenden Woikeliung der Mikrostruktureigen-

schaften werden verschiedene lokale Auswerteverfahrigeaeigt und deren Vor- und Nach-
teile diskutiert.

Da in der Anwendung vor allem die Bewertung von grof3eren Bleamenit mikrostrukturellen
Anteilen von Bedeutung ist, erfolgt zudem eine Ubertragueigzdivor auf Mikrostrukturen
angewandten probabilistischen Methode auf strukturnma@sblae Ebene.

DarUber hinaus besteht eine zusatzliche Motivation didsbeit in der Untersuchung des
unbestrittenen, aber bis auf den heutigen Tag nicht vatlergiistandenen Zusammenhangs
zwischen der Anisotropie auf der Mikrostrukturebene una eféektiven Materialeigenschatf-
ten.

18



2 Kontinuumsmechanische und
mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunachst die fur diese Arbeit wiisben kontinuumsmechani-
schen Grundbegriffe erlautert (Abschnitt 2.1 bis 2.5) wealkr eine weitaus umfangreiche-
re Einflhrung in die Kontinuumsmechanik z. B. inlPFENBACH [1] zu finden ist. In R-
RISCH [72] wird dariber hinaus die sich aus der Kontinuumsmedhargebene Formulie-
rung der Finite-Elemente-Methode (FEM) dargestellt undunG und LANGER [48] wird
eine Einfuhrung in die numerische Losung partieller Defetialgleichungen mittels der Fi-
nite-Elemente-Methode gegeben. In Abschnitt 2.6 werde\irechluss basierend auf der
Darstellung in RHRMEIR et al.[21] die benétigten Definitionen aus der Stochastik angege-
ben.

2.1 Kinematik und Verzerrung

Die Kinematik ist die Lehre der Bewegung von Punkten und Kidrpsn Raum. Eine all-
gemeine Bewegung eines Kontinuums setzt sich aus AnteileStderkdrpertranslation, der
Starrkorperrotation und der Verzerrung zusammen. Zur Begaimg der Bewegung des Kon-
tinuums wird hier die AGRANGESche Betrachtungsweise verwendet, bei der die Eigenschaf-
ten eines bestimmten materiellen Teilchens, welches sickerschiedenen Zeitpunkten an
verschiedenen Orten befinden kann, beobachtet werden.i@smsnd Grund muss im Folgen-
den zwischen Materialpunkten und Raumpunkten untersahiwdeden. In einem raumfesten
kartesischen Bezugssystem mit den Basisvektéret, und &3 wird ein Raumpunkt durch
einen Ortsvektok festgelegt und &ndert im Gegensatz zu einem Materialp@nhke $osition
bei voranschreitender Zeit nicht. Dies bedeutet, dass age leines Materialpunkts wahrend
einer Bewegung mit verschiedenen Raumpunkten tGbereinstisongiass zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt jeder Materialpunkt durch einen Ortsvekesdhrieben werden kann. Durch die
Menge aller Ortsvektoren die zum betrachteten Korper gahdst somit nicht nur zu einem
beliebigen Zeitpunkt die Lage, sondern auch die geometrische Gestalt des gas&ibite
pers bestimmt. Dabei bezieht sich diese Momentankonfigumranmer auf eine im Prinzip
beliebig zu wahlende Referenzkonfiguration. Diese ist sihemveise durch den Zeitpunkt
zu wahlen, in dem der betrachtete Korper nicht verformt$&t.wird Ublicherweise — bei
Erfullung dieser Bedingung — die Ausgangslage=(0) des betrachteten Korpers zur Refe-
renzkonfiguration definiert.

Fur den gesamten Korper lasst sich die Abbildungsvorgchrif©Q — € aufstellen, wobei
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

€3

Abb. 2.1: Referenz- und Momentankonfiguration eines materiellen Koérpers

wie in Abb. 2.1 mitQ der Kérper in der Referenzkonfiguration und $itder Korper in der
Momentankonfiguration bezeichnet ist.

Gemal} der hLGRANGESchen Beschreibung ergibt sich folglich fir einen einzeMearerial-
punkt in der Momentankonfiguration der Ortsvektor zu
X = x(x,t). (2.1)

Zur Beschreibung der lokalen Deformation des materiellenki2uP, welcher geman (2.1)
zur jeder Zeitt eindeutig durch den Ortsvekté&ridentifiziert ist, wird als wichtige Grol3e der
Kontinuumsmechanik der Deformationsgradient

o
COx

eingefuhrt. Dies ist ein Tensor zweiter Stufe, der im Allganen eine unsymmetrische Koor-
dinatenmatrix aufweist.

F (2.2)

Zur Veranschaulichung sind in Abb. 2.1 zwei benachbarteeki&@punkte P und Q einge-
zeichnet, die durch das Linienelemeht in der Referenzkonfiguration miteinander verbun-
den sind. Das entsprechende Linienelem&hin der Momentankonfiguration, welches die
Materialpunkte” und ) verbindet, kann mit Hilfe des Deformationsgradienfegeman

ox

dx = a—xdx = Fdx (2.3)

berechnet werden.
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2.1 Kinematik und Verzerrung

Die aus der Deformation resultierende Verschiebung einezekmen Materialpunkts wird
durch die Differenz
u=%-x (2.4)

ausgedrickt.
Fir den infinitesimalen Zuwachii entlang des Linienelements gilt zum einen

du=dx —dx = (F —1)dx (2.5)
und zum anderen ergibt sich das totale Differential descVeebungsfelds zu

ou

du = a—xdx. (2.6)
Ein Komponentenvergleich der Gleichungen (2.5) und (2iBjtfzu dem Zusammenhang

ou

ol F-1, (2.7)

wodurch ersichtlich wird, dass bei der Bildung des Defororeggradiente®' durch die to-
tale Differentiation des Verschiebungsfelds der Bewegantgs! der Starrkdrpertranslation
herausfallt, da dieser als eine Konstante im Verschielfaltys auftritt.

Die Bewegungsanteile der Starkorperrotation und der Varagrsind hingegen im Deforma-
tionsgradienter® noch enthalten. Mit einer polaren Zerlegung des Deformaticadienten
kénnen diese beiden Anteile getrennt dargestellt werdem. il Allgemeinen unsymme-
trische Deformationsgradieft spaltet sich somit in einen symmetrischen Strecktensor und
einen Rotationstens@ auf:

F=RU=VR. (2.8)

Unterschieden werden muss dabei zwischen dem Rechtsstneokt) und dem Linksstreck-
tensorV, die sich in der Ausfiihrungsfolge des Rotations- und desBeasors unterschei-
den. Falls keine Deformationen oder nur reine Starrkogpeegungen im Materialpunkt
auftreten, entsprechen die Deformationstens@famd’V dem Einheitstensar.

Die Definition fir den materiellen rechtenaAGCHY-GREEN-Tensor ergibt sich bezogen auf
die Referenzkonfiguration zu
C =F'F=UU (2.9)

und entsprechend ist der rAumliche linkeU&HY-GREEN-Tensor bezogen auf die Momen-
tankonfiguration zu

B:=FF' =VV (2.10)
definiert. Fur den Fall des nicht deformierten Zustandsbesich fur beide QUCHY-GREEN-
Tensoren der Einheitstensor.

Da die Wahl eines Verzerrungsmales jedoch im Prinzip bglish treten in der Kontinu-
umsmechanik weitere Definitionen auf. Besonders glunstasigiabei ein Verzerrungsmal zu
wéabhlen, welches nicht nur fur die Referenzkonfiguration argdibt, sondern welches dartber
hinaus frei von Starrkorperfreiheitsgraden sowie ,mateobjektiv” ist. So wird bei Erfillung
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

dieser Bedingungen das Verzerrungsmal3 nicht durch Rota¢®betrachteten Korpers oder
durch den Standort eines ruhenden bzw. bewegten Beobablktsrdlusst. Diese Forderung
erfullt der GREEN-LAGRANGE-Tensor
1
G = §(FTF—1)7 (2.11)
der sich anschaulich aus der Differenz der Linienelemardd@ate in der Momentan- und in
der Referenzkonfiguration

d%? — dx? = (Fdx)"Fdx — dx"1dx = dx” (F'F — 1)dx (2.12)

ergibt. Der Klammerausdruck bildet dabei bis auf den fedJMnFaktor% die Komponenten
vi; des GREEN-LAGRANGE-Verzerrungstensors.

In vielen technischen Anwendungen sind die Komponenigrdes Verschiebungsgradienten
klein, wodurch bei einer kartesischen Basis in den Kompamedes REEN-LAGRANGE-
Verzerrungstensors

1 1
Vij = §<szij — 513) = i(ui,j + uj; + uk,iuk,j) (2.13)

die quadratischen Terme gegenuber den linearen vernagtlasrden konnen. Dabei ist in
Gleichung (2.13) zu beachten, dass sowohl daeKECKERDelta, das durch

|1, fallsi=j
% _{ 0, fallsi + j (2.14)

definiert ist, als auch dielESTEINSche Summenkonvention anzuwenden sind, so dass Uber
in einem Produkt doppelt auftretende Indizes zu summiesten i

Durch die Linearisierung ergibt sich somit fir die Kompotendes infinitesimalen Verzer-

rungstensors

1
gij = §(ui7j + uj,i) s (215)

die den technischen Dehnungen entsprechen.

2.2 Bilanzgesetze

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Kinematik des Kontimgwdargestellt worden ist, wird
sich an dieser Stelle mit der Ursache fur das Auftreten vondgenwgen und Deformatio-
nen befasst, welches z. B. aul3ere Krafte, Anfangsversahgelouoder Temperaturdehnungen
sein konnen. DarUber hinaus strebt ein System immer ein@iclglewichtszustand zu, wel-
cher durch Bilanzgleichungen beschrieben werden kann ddslie mechanischen Massen-,
Impuls- und Drehimpulserhaltungssatze und der erste thdyrmamische Hauptsatz, welcher
auch als Energieerhaltungssatz bezeichnet wird.
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2.2 Bilanzgesetze

Zur Bestimmung des neuen Gleichgewichtszustands sind da@#&jleichungen in Form des
Impuls-, Drehimpuls- und Massenerhaltungssatzes, dieigeiRden in IAGRANGEScher Be-
schreibung dargestellt werden, von wesentlicher Bedeutung

Der Massenerhaltungssatz ist mit der Masse eines Teileh&rdurch

d

— [ dm = 2.1

dt/m() (2.16)
Q

gegeben und fordert, dass sich die Masse des VoluSienit der Zeit nicht andert.

Der Impulserhaltungssatz
: d
F,=— 2.1
Enj P (2.17)

besagt, dass die Summe aller auf einen Kdorper angreifendifitel; gleich der zeitlichen
Anderung des Impulse§p sein muss. Damit l&sst sich das zweiteWronsche Gesetz der
Punktmechanik auf Massekontinua in der Form

d R A oA
= [ eV = / PRV + / fdA (2.18)
Q Q o

erweitern. Dabei werden mji die Dichte des Korpers, mit; die zeitliche Ableitung der
Komponenten der Verschiebungen, niitdie Komponenten des innerhalb vehwirkenden

Volumenkraftvektors und mit die Komponenten des auf die Oberflaélse von Q wirkenden
Spannungsvektors in der Momentankonfiguration bezeichnet

Der Drehimpulserhaltungssatz
‘ d
2M= (219

liefert dementsprechend den Zusammenhang, dass alleeank&imper angreifenden Momen-
te M gleich der zeitlichen Anderung des Drehimpul§§ sein missen. Somit gilt

d n . ~ ~A A A~ A A oA
a/ﬁewkhzﬂjdv = /Ewkhlf]d‘/‘l— / Ez‘jk Z'tjdA, (220)
Q Q a0

wobeih;
wird.

#; — 29 mit dem Ortsvektok” und mite; ;. das LEVI-CIVITA -Symbol bezeichnet

Neben diesen drei mechanischen Erhaltungssatzen istaeHauptsatz der Thermodynamik
unverzichtbar, welcher durch
OF + 0T = 0Q + oW (2.21)

mit der inneren Energié€/, der kinetischen Energig, der Warme) und der Arbeiti’’ gege-
ben ist. Auch als Energieerhaltungssatz bezeichnet bdssggr, dass in einem abgeschlos-
senen System die Gesamtenergie konstant ist. Dies bedaasstbei einer Bewegung eines
Korpers die Anderung der im Korper gespeicherten inneregrgi@ und die Anderung der
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

kinetischen Energie der Arbeit der Volumen- und Oberflaghéite gleich sein missen. Mit
dem Inkrement der spezifischen inneren Enedigiergibt sich somit

/ dedV + / pidadV = / pfda Al + / fdidA (2.22)
Q Q Q 0

Angemerkt sei an dieser Stelle, dass bei dissipativen Bserezudem der zweite Hauptsatz
der Thermodynamik bertcksichtigt werden muss. Auf die hidgge Entropieungleichung
wird jedoch nicht eingegangen, da sie fur die Herleitungendieser Arbeit nicht bendtigt
wird.

2.3 SpannungsmaBe und Verzerrungsenergiedichte

Spannungen in einen Korp€, der aufgrund des Einwirkens von duBeren Kraften verformt
ist, lassen sich mit dem gedanklichen Aufschneiden diesegpdfs nach dem BEH.ERschen
Schnittprinzip bestimmen. Der Spannungsvektist gegeben durch

L (2.23)

dA

mit der infinitesimalen Schnittkraftf und dem infinitesimalen Flachenelemeht, dessen
Orientierung durch den Normalenvekiwdefiniert ist. Um einen von der Schnittrichtung und
damit einen vom Normalenvekté@runabhéngigen Spannungszustand anzugeben, werden drei
unabh&ngige Spannungsvektoren bendgtigt, die zu einenn8pgstensod zusammengefasst
werden kénnen. So bildet der nach@-HY benannte Spannungstensor den Normalenvektor
i auf den Spannungsvektbgeman

t=6n (2.24)

ab, wobei sich sowohl die einwirkenden Kréfte als auch di@nBpngen auf die Momentan-
konfiguration beziehen. Ein Spannungsmal3, welches sidli@uafcht deformierte Schnittfla-
ched A der Referenzkonfiguration bezieht, ist der ersteLR-K IRCHHOFFSpannungstensor
P. In Analogie zu (2.23) und (2.24) gelten die Beziehungen

df
- 2.2
t A (2.25)
und
t = Pn. (2.26)

Da sich bei den ersteni®.A-KIRCHHOFFSpannungen die momentane Schnittkraft auf die
nicht deformierte Flache bezieht, werden sie auch als nelfeimder Ingenieurspannungen
bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen den ersteyLR-KIRCHHOFFSpannungen und demOCHY -
Spannungen ist durch die Transformationsgleichung

P = det(F)oF'! (2.27)
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2.3 SpannungsmafBe und Verzerrungsenergiedichte

gegeben.

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen muss diecEy-Spannungsformel (2.24) in
Gleichung (2.18) eingesetzt werden. Dabei muss das Obeefitegral mit Hilfe des Guss-
schen Satzes in ein Volumenintegral Uberfiihrt werden, se siah

oij.i + pfi = pia (2.28)
ergibt.

Falls die Bewegung hinreichend langsam ist, so dass die &i&ghafte vernachlassigt werden
kénnen, gehen die Bewegungsgleichungen in die Gleichgéstiedingungen

0igs + Pfi =0 (2.29)

Uber. Da in diesem Fall die Bewegungsgleichungen in jedenenedien Punkt exakt erflllt
werden missen, wird diese Beziehung auch als starke Formldieh@ewichts bezeichnet.

Im Gegensatz zum AUCHY-Spannungstensor, dessen Symmeitfje= o;; aus dem Drehim-
pulserhaltungssatz (2.19) folgt, ist der erstelA-KIRCHHOFFSpannungstensor unsymme-
trisch, was fur das Aufstellen von konstitutiven Gleichangpin erheblicher Nachteil ist. Aus
diesem Grund wird der zum ’EEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor energetisch konjugierte
symmetrische zweite IBLA-KIRCHHOFFSpannungstensar eingefutlrt. Dieser bildet den

normalen Vekton der Referenzkonfiguration auf den Spannungsvelkedr:

t=rn. (2.30)
Dabei ist der Spannungsvektor durch
2 df
= 2.31
t T (2.31)

gegeben und die infinitesirrAlaIe Schnittkréftentsteht durch die Projektion der tatsachlichen
infinitesimalen Schnittkrafif in die Referenzkonfiguration:

df = F~'df . (2.32)

Der Vergleich der Beziehung (2.31) mit (2.23) zeigt, dassalegite ROLA-KIRCHHOFF
Spannungstensor das Pendant der Referenzkonfiguratiomzden Momentankonfiguration
formulierten G\UCHY-Spannungstensor ist.

Eine Beziehung zwischen dem ersten und zweitem. R-KIRCHHOFFSpannungstensor ist
durch
T=F'P (2.33)

gegeben.

Mit den in Abschnitt 2.1 eingefihrten Verzerrungsmafemldas Inkrement der Verzerrungs-
energiedichte des elastisch verformten Korpers bezogeti@®Referenzkonfiguration zu

de = R]d.FZ] = Tijd’yij (234)
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

bestimmt werden, wobei durch

755 = det(F) Fylow Fyy' (2.35)

die Komponenten des zweitend® A-KIRCHHOFFSpannungstensors definiert sind.

Fir den Fall, dass nur kleine Verschiebungsgradientetetrachtet werden, konnen in Glei-
chung (2.33) Glieder héherer Ordnung gegentiber den lingaliedern vernachlassigt wer-
den, so dass fur die Komponenten des zweitern R-KIRCHHOFF und des GUCHY-Span-
nungstensors ndherungsweise

Tij = 044 (236)

gilt.
Fur das Inkrement der Verzerrungsenergiedichte folgt tiaétierungsweise

de ~ O'ijdgij s (237)

da die Verzerrungsenergiedichtenndé, die sich auf die Referenz- bzw. die Momentankon-
figuration beziehen, dann ebenfalls gleich sind. Bei irreden Verformungen hingegen ist
zu beachten, dass bei Entlastung des Kérpers die Enerdievalistandig zuriickgewonnen
werden kann, da sie teilweise zuvor in Warme libergegangen ist

2.4 Materialgleichungen

Der Zusammenhang zwischen den auftretenden DeformatiodsSpannungszustanden wird
durch das Materialverhalten definiert. So kdnnen fur dieebdgigen Grol3en, die in den Ab-
schnitten 2.1 und 2.3 eingefuhrt wurden, mittels Matel@atdnungen Verknupfungen herge-
stellt werden, wobei fur verschiedene Materialien versdbne Stoffgesetze gelten. Da im
Rahmen dieser Arbeit das elastische Verhalten und die Htastvon Metallen sowie das
hyperelastische Verhalten von Polymeren von Bedeutung wiind sich an dieser Stelle hier-
auf beschrankt. Eine Definition fur hyperelastisches Malegrhalten ist z. B. in SOMMEL

et al. [88] und RANISCH [72] zu finden, wahrend das elastisch-plastische Matenibbiten
sowie eine Vielzahl weiterer Materialgesetze iORRERet al.[79] dargestellt sind.

2.4.1 Elastisches Verhalten

Das rein elastische Verhalten zeichnet sich durch ein téolthg reversibles Verformungs-
verhalten aus. Somit wird keine mechanische Arbeit in ambthanische Energieformen wie
z.B. Warme umgesetzt. Das wichtigste elastische Stoffgetetas HOoOkEsche Gesetz, wel-
ches allerdings nur fiir kleine Verformungen gultig ist. Big Anwendung auf das Deformati-
onsverhalten von Metallen ist dies jedoch keine bedeut&mikhrankung, da der elastische
Anteil an der Verformung immer Klein ist.
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2.4 Materialgleichungen

Das HookEsche Gesetz der linearen Elastizitatstheorie ist gegelneh d

Oij = Oijklgkl s (238)
wobei
Cijrl = 0726 = konst (2.39)
ikt = agijafkl N ’

die Komponenten des 4-stufigen Elastizitatstensors sintgrAnd von Symmetriebedingun-
gen lassen sich die 81 Komponenten des Elastizitdtsteagb2d unabhangige Komponenten
reduzieren. Eine ausfuhrliche Darstellung hierzu ist sReR et al.[79] zu finden. Fir ein
isotropes Material, in dem definitionsgemal? die Eigensehan allen Raumrichtungen gleich
sein mussen, lassen sich die Komponenten des Elastieiiatsts mittels dem Elastizitatsmo-
dul £ und der Querkontraktions- bzwofssonzahlr durch

Ev
Cugkt = (1+v)(1—2v)

6ij(5kl —+ (5ik5jl + 6il5jk> (24())

E
2/(1+v)

ausdricken.

2.4.2 Hyperelastisches Verhalten und Relaxation

Als Hyperelastizitat wird das nichtlineare Verhalten varthelastischen Materialien mit Deh-
nungen von bis zu mehreren hundert Prozent, wie sie z. B. bein@@aber auch zahlreichen
Polymeren auftreten, bezeichnet, falls die Verzerrungigpedichte ein Potential der Span-
nung ist.

Zur Beschreibung von hyperelastischen Materialverhaltastiert eine Vielzahl an Mate-
rialmodellen, die auf der Reversibilitat der elastischemt@nderung basieren. Durch Ab-
leitung des zugehérigen Potentials nach der Deformation kige entsprechende Spannungs-
Dehnungs-Beziehung ermittelt werden, wobei das Potent& als Verzerrungsenergiefunk-
tion bezeichnet wird und ein Mal3 fir die im Material infolger deformation gespeicherten
elastischen Energie darstellt.

In Rahmen dieser Arbeit wird das@DEN-Modell verwendet, bei dem die Verzerrungsener-
giefunktionW fr ein inkompressibles Material durch einen Polynomandat Form

w=>3 F (yo0 4 \00 4 yom) _ g (2.41)
k=1 ¥(k)

bestimmt ist mit den @DEN-Materialkonstanten:; und «; sowie den Eigenwertei; mit
i =1,2,3 des rechten BUCHY-GREEN-TensorsC (Gleichung (2.9)) fur die

AAoAs =1, (2.42)

also Inkompressibilitat, gelten muss¢OEN [69]).
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

Fur die praktische Anwendung ist die Summe in Gleichungl(Radif eine endliche Anzahl
an Termen zu begrenzen. Des Weiteren ist zu beachten, da$3cteEN-Modell kein phy-
sikalisch motiviertes Materialmodell ist. Dies hat zur g@l dass Parameterkombinationen
existieren, die zu physikalisch nicht zulassigen Verlauder Spannungs-Dehnungs-Kurven
fuhren. So wird von @DEN fur die Materialkonstanten die Bedingung

M
D B = 24 (2.43)
=1
mit M € N und dem Schubmodul in der spannungsfreien Konfiguration geforderGn
et al.[70]), wobei eine Linearisierung dasd®bkEesche Gesetz (2.38) ergeben muss.

Aufgrund ihrer Mikrostruktur bestehend aus Polymerkeiteigt eine Vielzahl an Kunststof-

fen ein ausgepragtes Relaxationsverhalten. Da bei einaliptoauftretenden Dehnung die
Polymerketten gespannt werden, kommt es zunéchst zu etaekers Spannungsanstieg, bei
weiter anhaltender Dehnung entschlaufen sich die Polyatterk jedoch mit der Zeit und

gleiten aneinander ab, was folglich zu einer Spannungseediihrt. Fur verschiedene Be-
lastungsgeschwindigkeiten ergeben sich somit auch SpasAbehnungs-Kurven mit signi-

fikanten Unterschieden in den Spannungsplateaus, wobeaihdeakteristische Verlauf der

Kurven erhalten bleibt (z. B. ENIEL et al.[12]).

Aufgrund dieser Zeit-, aber auch Temperatur- und Frequeréagigkeit der Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung wird dieses Materialverhalten als vigsimlch bezeichnet. Zu deren Be-
schreibung wird in Rahmen dieser Arbeit auf dirdNY-Reihenentwicklung des Relaxati-
onsmoduls der Schubspannunge(¥) zurtiickgegriffen. Fur diesen gilt

fioo = Jim pig(t) (2.44)
po = p=(0) (2.45)

so dass sich mit dem Relaxationsmodul der Schubspannudnhgeer dimensionslose Relaxa-
tionsmodul der Schubspannungen zu

pr(t) = 1 (2.46)

ergibt. Der normierte Relaxationsmodul der Schubspanmueggibt sich schliel3lich durch
eine RRoNY-Reihenentwicklung der Form

ielt) = 1= 3757 [1 — exp(—t /) (2.47)

i=1

mit den Materialkonstantef” und ;" (STOMMEL et al.[88]).

2.4.3 Plastisches Verhalten

Im Gegensatz zu den zuvor dargestellten elastischen ewfogen sind plastische Verfor-
mungen irreversibel. Dies bedeutet, dass ein Korper, @stipth verformt wurde, bei Entlas-
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2.4 Materialgleichungen

tung nicht wieder seine Ausgangsform annimmt. In der Readitéd plastische Verformun-
gen immer durch einen elastischen Anteil Uberlagert, wagXmerimentellen Daten zu der
Schwierigkeit fihrt den elastischen von dem plastischeteibnu trennen.

Die Tatsache, dass bei plastischer Deformation grofl3e Madiogen auftreten kénnen, wird
teilweise bei der Herstellung von Bauteilen ausgenutzt. ligelneinen sind diese grol3en
plastischen Verformungen aber zumeist unerwtinscht, daisievollstandigen Versagen eines
Bauteils fihren kdnnen.

Zur Beschreibung grol3er mehrachsiger Deformationen eggeteter in Gleichung (2.11) ein-
gefihrte REEN-LAGRANGE-Verzerrungstensor, wobei zu beachten ist, dass bei gtastn
Deformationen grofRe Dehnungen auftreten und somit die @ic®ling (2.13) auftretenden
quadratischen Glieder in diesem Fall nicht vernachléassiglein sind.

2.4.4 Spannungs-Dehnungs-Diagramme

Zur Bestimmung der Materialkennwerte werden bei Werksioffet elastisch-plastischem
Materialverhalten — wie etwa Metallen — zumeist mittelsaeimsigen Zugversuchen Span-
nungs-Dehnungs-Kurven aufgenommen. Hierbei werden diedPrbei konstanter Geschwin-
digkeit auseinandergezogen und die Langendndefuhgind die dazu notwendige Kraf
werden gemessen. Uber die Beziehungen

o(AL) = & <AAL) (2.48)
S(AL) = ALL (2.49)

mit der Anfangslange der Prolle, und der Ausgangsquerschnittsflachg lassen sich die
technische Spannungund die technische Dehnuaderechnen.

Eine charakteristische Spannungs-Dehnungs-Kurve nifeegichneter Zwischenentlastung
fur ein duktiles Metall ist in Abb. 2.2(a) zu sehen. Da Metdikei kleinen Dehnungen ein elas-
tisches Verhalten aufweisen, ist im Anfangsbereich eiedner Anstieg zu beobachten, wobei
die Steigung der Kurve dem Elastizitatsmodugntspricht. Ohne auf eine exakte Bestimmung

A — : A
Ry o frrmmemeess 4 L . Bruch
/¢ ! Einschniirung
o /) / o >
/’ J <
€ EBruch g
(a) (b)

Abb. 2.2: Charakteristische Spannungs-Dehnungs-Kurven fiir ein duktiles Metall (a)
und einen hyperelastischen Werkstoff (b)
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

des Elastizitatsmoduls n&her einzugehen, sei angemedd, lzbi experimentell gemessenen
Spannungs-Dehnungs-Kurven die Steigung aufgrund von zeBuBgseffekten zu Beginn
zumeist etwas geringer ist.

Ebenso ist es unmdglich eine scharfe Grenze zwischensalastiund plastischer Verformung
zu ziehen. Fur die Spannungs-Dehnungs-Kurve bedeutetalss die Steigung sukzessive
abnimmt. Um doch einen Grenzwert ermitteln zu kdnnen, wirdrigenieurwesen als Fliel3-
grenze der Spannungsweétl,, angegeben, bei def2 % bleibende Dehnung erreicht wird.

Nachdem plastische Verformung eingesetzt hat, steigewdrge der technischen Spannung
zunachst weiter bis zu einem Maximum an, welches als Zugfest R,, bezeichnet wird. In
diesem Bereich kommt es zu einer Einschnlrung in der Probaéuneb sich die plastische
Verformung auf diesen Bereich konzentriert. Da sich durehEinschntrung der Querschnitt
der Probe drastisch verringert, fallt die Spannungs-DebstKurve in Abb. 2.2(a) ab, ob-
wohl innerhalb der Probe die Spannungen weiterhin bis zuist&adigen Versagen bei der
Bruchdehnungy,., ansteigen.

Fur ein hyperelastisches Material ist in Abb. 2.2(b) einarakteristische Spannungs-Deh-
nungs-Kurve, die sich im Allgemeinen durch ihr nichtlineaVerhalten auszeichnet, darge-
stellt. Da hyperelastische Materialien ein wegunabh&sgjiglastisches Verhalten aufweisen,
sind der Be- und Entlastungspfad in Abb. 2.2(b) deckungsiglei

Waéhrend zur Bestimmung der Materialparameter bei lineatistiem Materialverhalten die
Durchfihrung von einachsigen Zug- und Druckversuchenlar &egel ausreichend ist, ist
aufgrund komplexer Zusammenhéange die Bestimmung der Migarameter fir hyperelas-
tisches Materialverhalten weitaus aufwandiger.

2.4.5 Plastische Stoffgesetze

Da in Realitat und insbesondere in Schaumen mit einer ungetad Mikrostruktur immer
mehrachsige Spannungszustande auftreten, missen dienErikse der an elastisch-plasti-
schen Materialien durchgefuhrten einachsigen Zugveeseciveitert werden. So wird die
Grenze zwischen elastischem und plastischem Verhaltgelsnilie3bedingungen definiert
und entsprechende FlieRgesetze ermoéglichen die Bestimdaurmiastischen Verformung ei-
nes Werkstoffs. Flr einen Zugstab mit isotropen Materialaken tritt naherungsweise plas-
tische Verformung bei
o=o, (2.50)

wobetb, als FlieBspannung bezeichnet wird, auf. Um diese FlieRibedig auf einen mehr-
achsigen Spannungszustand tbertragen zu kénnen, wirggagsedhs unabhangigen Kompo-
nenten eines Spannungstensors eine skalare Vergleicimssgar,, berechnet. Damit ergibt
sich die FlieBbedingung fur einen mehrachsigen Spannustgsal zu

ov(oi) = oy. (2.51)

Ublicher ist jedoch die Darstellung als FlieRfunktion
®(0y5) = ov(035) — 0y, (2.52)
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(@) (b)

Abb. 2.3: Fliefifliche fiir beliebige Spannungszustéinde im Hauptspannungsraum (a)
und FlieBflache fir o777 =0 (b)

wobei elastisches Verhalten fir

und plastisches Verhalten fur
vorliegt. Der Zustand

ist hingegen unzul&ssig, woflr eine Begriindung z. B.@rsRERet al.[79] zu finden ist.
Bei isotropen Materialverhalten gilt fiir die Flief3funktion

O(oy,00,0,) =0, (2.56)

wobeio,, o, undo, die Hauptspannungen sind, die sich bei einer Hauptaclasefitrmation
als die Eigenwerte der Eigenwertgleichung

0% — Jio*+ Joo — J3 =0 (2.57)
mit den Invarianten

J1 = Sp(o) (2.58)

B =3 [(spe) — Sp(o?) (2.59)

J3 = det(o) (2.60)

ergeben.

In Abb. 2.3(b) ist dievON-MIsSesFliel3flache, die im Spannungsraum die Grenze zwischen
elastischen und plastischen Verformungen definiert, fiiereiebenen Spannungszustand im
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

Hauptspannungsraum dargestellt, wobei der eingezeel8petnnungszustand die Flie3flache
berihrt und somit das Material plastiziert.

Fur verschiedene Materialien existieren verschiederef3bkdingungen. Da im Rahmen die-
ser Arbeit die FlieBbedingung navloN MISES, die auch als Gestaltsdnderungshypothese be-
zeichnet wird, von grof3er Bedeutung ist, soll auf diese hid¢ien eingegangen werden. Diese
eignet sich vor allem um die plastische Verformung von Metetu beschreiben, wobei auf-
grund der polykristallinen Struktur Abgleitvorgénge #tatlen. Somit sind Schubspannungen
fur die plastische Verformung verantwortlich, wobei es AMandern von Versetzungen, aber
nicht zu einer Anderung des Volumens kommt. Aus diesem Gwindl angenommen, dass
nur die Abweichung eines Spannungszustands von einemgtatisthen Spannungszustand
(o0, = o, = oy,) verantwortlich fir die plastische Verformung sein kananit I&asst sich im
Hauptspannungsraum die Fliel3flache als ein Zylinder um yikedstatische Raumdiagona-
le (o, = 0, = oy,) interpretieren, die fir einen beliebigen Spannungsmndsta Abb. 2.3(a)
dargestellt ist.

Es gilt fur den hydrostatischen Spannungsanteil

1
Oy = gUz‘z‘, (2-61>

womit sich der Spannnungsdeviator in Indexschreibweise zu

O'Z,-j =045 — 5ijah (262)

ergibt.

Die Berechnung der Hauptspannung€p ¢/, und ¢’,, des Spannungsdeviatoss erfolgt
erneut durch die Bestimmung der Eigenwerte der Eigenwéctglag

o — Jio? + Jyo! —J;=0. (2.63)

Des Weiteren wird isotropes Materialverhalten angenommemit die Flie3funktion keine
Abh&ngigkeit von den Hauptspannungsrichtungen, welca&djenvektoren der Eigenwert-
gleichung sind, besitzt und somit nur noch von den drei Hapgotnungen’,, o', und o’

des Spannungsdeviators beschrieben werden kann. In Fedgerdkann die Fliel3funktion in
Abhéangigkeit von den Invariantef{, J; und.J; ausgedriickt werden, die sich aus den Haupt-
spannungen des Spannungsdeviators analog zu den Glegsh(#th§8) bis (2.60) ergeben. Da
fir den Spannungsdeviatdf = 0 gilt, ist die FlieRfunktion nur noch von den Invariantéh
und J; abhangig.

Bei der FlieBbedingung nacroN Miseswird die dritte Invariante/; jedoch vernachlassigt,
so dass genau dann plastisches Fliel3en einsetzt, wenn eite tmvariante/; einen materi-
alspezifischen Schwellenwert erreicht. Die Flie3bedigguachvoN MISES in Invarianten
ausgedruckt, ergibt sich somit zu

®=/3J5—0,=0. (2.64)
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und fur dievoN-MISEs-Vergleichsspannung

3

oy = iagjagj (2.65)

gilt in Hauptspannungen

Ov = \/; (0 —0w)? + (o0 —ow)* + (ow — 01)?] < 0. (2.66)

Neben der Fliel3bedingung bendtigt ein plastisches Stétgezudem noch eine Fliel3- sowie
eine Verfestigungsregel. Dabei wird durch die assoziigliefiregel

0P

802-]-

dgijpl =A

(2.67)

der Zuwachs an plastischen Dehnungen formuliert, wobeegéindeviatorischer Zustand her-
vorgerufen wird, da die plastischen DehnungsinkrementRi@itung der Raumdiagonalen
ausgerichtet sind.

Der LANGRANGESche Multiplikator in (2.67) ist durch

B § de”

A=—-——- 2.68
2 0o, ( )

gegeben und das Inkrement der plastischen-MIsesVergleichsdehnung ist durch

2
de,P = \/W (2.69)

Das zudem bendétigte Verfestigungsgesetz legt dariiben$ifieat auf welche Weise die Fliel3-
bedingung wahrend des FlielRens modifiziert wird. So wirtrogee Verfestigung durch Ex-
pansion und kinematische Verfestigung durch Verschieldend-lie3flache beschrieben.

definiert.

2.5 Randwertproblem

Die Bestimmung des Verschiebungs- und Spannungsfeldskeirpsrs, auf den zu einem von

der Referenzzeit verschiedenen Zeitpunkt Kréafte wirkenpkait dem Losen des allgemeinen
Rand- und Anfangswertproblem unter isothermen Bedingurgjea,ohne Berucksichtigung

von Temperaturanderungen, erfolgen. Hierzu wird ein Kfpéetrachtet von dem die Posi-

tionen aller materieller Punkte in der Referenzkonfiguraiekannt sind. Die Berandung des
Korpers ist gegeben dur@i2 mit 092" U 0€2'. Wie in Abb. 2.4(a) dargestellt werden entlang
des Teilrand$)2" die Verschiebungen; und entlang des Teilrand#?' die Komponenten,
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O Knoten
® Integrationspunkt

(a) (b)

Abb. 2.4: Randwertproblem (a) und Finite-Elemente-Zerlegung (b)

des Spannungsvektors vorgegeben. Dartber hinaus wirdapeKdurch im Inneren wirken-
de Volumenkraftef; belastet.

Mit den kinematischen Beziehungen (2.13) oder (2.15), dene@amngsgleichungen (2.28)
oder (2.29) und den gewahlten Materialbeziehungen karvodistandiges Gleichungssystem
aufgestellt werden. Zur L6sung dieses Differentialglaimfssystems, welches die mechani-
schen Felder in der Momentankonfiguration liefert, missenRéndbedingungen auf2"

und o' und die Geschwindigkeit; zur Referenzzeit als Anfangsbedingung vorgegeben wer-
den. Unterschieden wird hierbei zwischen kinematischszidgen Verschiebungs- und Defor-
mationsfeldern, die die kinematischen Beziehungen und disc¥iiebungsrandbedingungen
erfullen, und statisch zulassigen Spannungsfeldern,idi&tkichgewichts- und Spannungs-
randbedingungen erfullen.

Zur Lésung dieses mathematischen Problems wird in aller IRede&aumerische Naherungs-
verfahren zuriickgegriffen, da eine analytische Losungselien bestimmt werden kann. Das
Prinzip der virtuellen Arbeit ist hierbei ein weit verbrtiér Variationsansatz mit dem auf
numerischen Weg eine Losung bestimmt werden kann.

Zur Herleitung des WMILTON -Variationsprinzips werden die Bewegungsgleichungerg2.2
skalar mit einer vektorwertigen Testfunktiom; multipliziert, die beliebig gewahlt werden
kann, aber entlang des Teilrand®" verschwinden muss. Zudem wird Uber das Volumen des
materiellen Kdrpers integriert, so dass sich

/(Uz‘j,j + pfi)oudV = /ﬁﬁiéuidf/ (2.70)
0 0
bzw. A A
@5+ 5710wV = 0 (2.71)
)

ergibt. Da nach partieller Integration der SpannungstetimdBeziehungen nur im Integral-
mittel Gber den gesamten Korper und nicht punktweise exdiitesein missen, wird Glei-
chung (2.70) als die schwache Form der Bewegungsgleichungeleichung (2.71) als die
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schwache Form des Gleichgewichts bezeichnet.

Nach Anwendung des Aussschen Satzes sowie demrCGcHY-Spannungsformel (2.24) auf
die zu Gleichung (2.70) aquivalente Beziehung in der Reféw@nfiyuration ergibt sich

Q Q Q o0

bzw.
OE — W +6T =0, (2.73)

wobei §E die virtuelle Anderung der Formanderungsarbéit; die virtuelle Anderung der
Arbeit der 4uReren Kréfte, die hier als Totlasten angenomsirel, unds7 die virtuelle An-
derung der kinetischen Energie ist.

In Worten ausgedrickt besagt dasNMLTON -Variationsprinzip, dass sich ein Korper auf den
die aul3eren Kraftg;, undt; wirken, genau dann im Gleichgewicht oder in einer Lage, de d
Bewegungsgleichung (2.28) erflillt, ist, wenn bei eineméhien Auslenkung des Korpers aus
dieser Lage die Gleichung (2.73) erfullt ist.

Eine Anwendung findet das Prinzip der virtuellen Arbeit immarischen Verfahren, um das
mechanische Randwertproblem zu lésen. Insbesondere hahdses der Methode der fini-
ten Elemente durchgesetzt, bei dem es sich um ein numesid@r&ahren zur Lésung von
Differentialgleichungen handelt. Den Ausgangspunktddildvie in Abb. 2.4(b) dargestellt,
eine Zerlegung des betrachteten Gebiets in eine Vielzahfinden, aber nicht infinitesimal
kleinen Elementen. Innerhalb der Elemente werden Angaitifunen (z. B. RTz-Ansatze)
definiert, wobei fur das Verschiebungsfelgd und das Feld der virtuellen Verschiebungen
ou; Ublicherweise derselbe Ansatz zu wahlen ist. Des Weiteréssen die Ansatzfunktio-
nen konform in Bezug auf die Nachbarelemente sein, minde&@mstante Verzerrungen lie-
fern und bei Starrkdrperverschiebungen dirfen keine Varagen auftreten. Genauso wie
die Anfangs- und Randbedingungen werden diese Ansatzbmediin die zu I6sende Dif-
ferentialgleichung eingesetzt, so dass ein zumeist ngoterdu losendes Gleichungssystem
entsteht.

In Gleichung (2.72) bedeutet dies eine Zerlegung des lategisbereichs in Elemente finiter
GroRRe, wodurch sich die Integrale Uber das Gesamtgebi&uatsne der Integrale tber die
einzelnen Elemente berechnen lassen:

> [rav + % [ pisuwav =3 [ pfowav + 3 [ towdd.  (274)
Qe € Qe € Qe

€ € o0e

Zur Bestimmung des Verschiebungsfeldsnnerhalb der Elemente erfolgt eine Interpolation
aus den Verschiebungen der zum Element gehdrenden diskietgéenpunkten (Abb. 2.4(b)).
Zur numerischen Integration wird dieABsssche Quadraturformel

b n

[ r@)de =3 fla)as (2.75)

p i=1
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O Kunoten

o Integrationspunkt

Abb. 2.5: Finite-Elemente-Zerlegung in dreieckige Schalenelemente

mit den Gewichtemy; angewandt, so dass das Integral durch die gewichtete Summfewk-
tionswerten an den Stitzstellepapproximiert werden kann. Auf gleiche Weise werden dar-
uber hinaus die virtuellen Verschiebungen innerhalb der Elemente durch Interpolation aus
den virtuellen Verschiebungen an den Knoten gewonnen.

Fur die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten dreidimentondikrostrukturen erfolgt die
Modellierung der Zellwande mittels dreieckigen Schalenednten, wie sie in Abb. 2.5 darge-
stellt ist. Die numerische Integration wird hierbei in eingdanaren Anteil, fir den erneut die
GAusssche Quadraturformel angewandt wird und eim@FESON-Integration in Dickenrich-
tung aufgeteilt, wobei im Gegensatz zusa@& sschen Quadratur bei derPsoN-Integration
die Lage der aul3enliegenden Integrationspunkte mit dematgrenzen tbereinstimmt.

Bei der numerischen Integration mittels dem8son-Regel

b
1 a+b
/f(ac)dx A 6<b_ a) [f(a) +4f ( 5 ) —|—f(b)] (2.76)
wird die schwer zu integrierende Funktigiiz) basierend auf den18pPsoN-Integrations-
punkten langs der Elementdickedurch eine exakt zu integrierende Parabel angenahert.

Eine ausfuhrliche Darstellung der Finite-Elemente-Mdthand der damit verbundenen nu-
merischen Integration mittels Quadraturformeln ist z. BGibLUB und WELSCH [29], JUNG
und LANGER [48] und RARISCH [72] zu finden.

2.6 Stochastische Grundlagen

Das Ziel dieser Arbeit besteht in der zuverlassigen Vodggsdes effektiven Materialver-

haltens fester Schaume mit ungeordneter Mikrostruktur Bastimmung dieser makroskopi-

schen Materialparameter sind statistische Auswertewesfaunverzichtbar, wobei neben der
Ermittlung der Mittelwerte und Korrelationen insbesoreddie Bestimmung der Unschéarfen
sowie der oberen und unteren Grenzwerte von aul3erordetiBedeutung ist.
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Die hierfur verwandten Grof3en und Zusammenhange der Wagirdichkeitsrechnung wer-
den im Folgenden dargestellt, wobei sich in Abschnitt 2z6idachst auf eindimensionale Zu-
fallsvariablen beschrankt wird, ehe in Abschnitt 2.6.2dtmweiterung auf mehrdimensionale
Zufallsvariablen erfolgt und verschiedene Formen der &ation betrachtet werden.

Neben den hier sehr knapp angegebenen Definitionen der digmichkeitsrechnung, ist
eine sehr viel ausfuhrlichere und tiefer gehende Abhampiwnstatistischen Verfahren und
Grol3en der Stochastik z. B. imARMEIR et al.[21] zu finden.

2.6.1 Eindimensionale Zufallsvariablen

In der Mathematik werden alle nichtdeterministischen @rglie also nicht exakt vorher-
sagbar sind, als stochastische Gro3en bezeichnet. Basmimeerden diese Zufallsvariablen
durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen, da diese in dgelsind die Unscharfe dieser Grof3en
korrekt wiederzugeben.

Im Falle einer diskreten Zufallsvariablg,, die also nur endlich oder abzahlbar unendlich
viele Wertezq, xs, ... , 1, ... annehmen kann, ist die Wahrscheinlichkeitsverteilunglaur
die Wahrscheinlichkeiten

P(Xq=mz) =pi (2.77)
miti =1,2,... ,k,... gegeben, wobei wegen der Axiome vooKMOGOROW
0<p <1 (2.78)
und
> pi=1 (2.79)

i>1
gelten muss. Des Weiteren ist die Wahrscheinlichkeitdefanktion f (x) einer diskreten Zu-
fallsvariableX, fur z € R durch

P Xq=x;))=p;, v=x; €{11,29,... , Tk, ...
f(a:)z{ (Xa= ) 0 sonst {2 oo} (2.80)

definiert. Unter der Voraussetzung, dass die Wertder Grol3e nach geordnet sind, ergibt sich
die Verteilungsfunktiornt'(x) einer diskreten Zufallsvariabl&, zu

Fa) = P(X,<2)= 3 f(x1). (2.81)

x; <x

wobei der Verlauf immer eine aufsteigende Treppenfunktarstellt, die an den Stelleny
um den Wer, = f(x;) nach oben springt und dazwischen konstant verlauft.

Einen Sonderfall bildet die diskrete Gleichverteilung diie
P Xg=x;)=— (2.82)

mit: =1, ...,k qilt.
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

Eine Mal3zahl fir das Zentrum einer diskreten Verteilunddiider Erwartungswert. Dieser
berechnet sich fir eine diskrete Zufallsvariable zu

E(X,) = Z:r:ipi = szf(xl) . (2.83)

i>1 i>1

und gibt damit die Lage der Verteilung basierend auf einefalBexperiment an. Das arith-
metische Mittel, welches durch

znj ; (2.84)

definiert ist, liefert hingegen den Schwerpunkt der Daterdass an dieser Stelle ausdrick-
lich darauf hingewiesen werden soll, dass beide Mal3zalgatlich voneinander abweichen
kdnnen.

Als die wichtigsten Streuungsparameter sind die Varianeradiskreten Zufallsvariable durch

Var(X,) = Y, — B(X.)*f(x:) (2.85)

i>1

und die Standardabweichung durch

o =/ Var(X,) (2.86)

definiert.

Fur jede nicht symmetrische Verteilung ist zudem die Sehief

E(X¢3) — 3 Var(X,) E(X,) — E(X,)3

V(X = Var(X,)

(2.87)

eine wichtige Mal3zahl, da sie anzeigt ob und wie stark eimgeMeng nach rechts (positive
Schiefe) oder nach links (negative Schiefe) geneigt ist.

Wahrend statistische Auswerteverfahren immer diskretéeMengen liefern, treten in der
Realitéat bei der Uberwiegenden Anzahl an Materialparameterintervall [a, b] hingegen
nicht das Ereignis oderb auf, sondern auch alle Zwischenwerte kbnnen angenommen wer
den, so dass fir stetige Zufallsgré3en fur die moglicherelngpsen < X, < b gilt. Aus
diesem Grund sind die Definitionen der diskreten Zufallslden X , auf die fur stetige Zu-
fallsvariablenX, zu tibertragen, was letztendlich einer Uberfiihrung des Semaaichens in

ein Integral entspricht, womit fur stetige Zufallsvariablfir jedes Intervalla, b|

Pla< X.<b) = / flo)da (2.88)

a

mit der Bedingung
f(z) >0 (2.89)
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Abb. 2.6: Gausssche Normalverteilungen (a) und zugehorige Dichtefunktionen (b)
fur die Wahrscheinlichkeitsdichte und der Normierungsegghaft
+00
/f@mx:1 (2.90)

gelten muss.

Auf gleiche Weise ergibt sich die Verteilungsfunktion eistetigen Zufallsvariabl&, zu

F(z)=P(X.<x)= /x f(t)dt. (2.91)

Fir den besonderen Fall der stetigen Gleichverteilung anf bhtervall[a, b] ergibt sich die
Wahrscheinlichkeitsdichte zu

A fura<a<b
— b—a’ — —
J(x) = { 0, sonst. (2.92)
Fur den Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariabléin gi
+o00
E(X,) = / o f (z)dz (2.93)

mit der Wahrscheinlichkeitsdicht&z).

Ein weiterer Lageparameter fur stetige Zufallsvariabkrdurch den Mediabled(z) gege-
ben, der die Flache unterhalb der Dichtefunktion in zweichlgrol3e Teile aufteilt. Es gilt
also fur die Verteilungsfunktion

F(Med(z)) =0,5. (2.94)

Fur die Streuungsparameter der stetigen Zufallsvariadigibt sich die Varianz zu

Var(X.) = / (& — B(X))? f(z)dz (2.95)

—00
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2 Kontinuumsmechanische und mathematische Grundlagen

und die Standardabweichung entsprechend zu

o =/ Var(X,). (2.96)

Neben der Gleichverteilung existiert bei stetigen Zufatien eine Vielzahl weiterer spe-
zieller Verteilungsfunktionen. Die Darstellung im Folgkem beschrankt sich allerdings auf
die Gausssche Normalverteilung und die logarithmische Normalkng, da diese beiden
Verteilungen fur diese Arbeit von grol3er Bedeutung sind.

Mittels der symmetrischen &ussschen Normalverteilung lassen sie sehr viele diskrete Ver-
teilungsfunktionen sehr gut approximieren. Die zugeh@l¢ahrscheinlichkeitsdichte ist fur
eine ZufallsvariableX durch

F() = ——exp (—(x_“)Z) (2.97)

2mo 202

mit z, 1,0 € Rundo? > 0 gegeben und wird auch alsaBss-Kurve bezeichnet.

Fur den Lageparametgrund den Streuungsparametegelten die Zusammenhange
E(X) =pu (2.98)
Var(X) = 0. (2.99)
Die Gestalt der Dichtefunktion ist durch eine Glockenforaggben, die an der Stelleihr

Maximum besitzt und deren Wendepunkte bet o vorzufinden sind.
Die zugehorige Verteilungsfunktion ist durch

F(X)=P(X <z)= / Ft)dt (2.100)

definiert und lasst sich nicht analytisch berechnen, jediocbh spezielle numerische Verfah-
ren sehr gut approximieren.

Die Verteilungs- und DichtefunktionenAB ssscher Normalverteilungen sind in Abb. 2.6 ex-
emplarisch fur verschiedene Lage- und Streuungsparanheigestellt.

Eine weitere haufig auftretende Verteilung ist die linkssthasymmetrische logarithmische
Normalverteilung, deren Wahrscheinlichkeitsdichte fiineeZufallsvariableX durch

11 (In(z)—p)” ¥
flaz) = Vamox OXP (-GE), fure >0 (2.101)
0, furz <0

mit z, u, 0 € Rundo > 0 gegeben ist.

Zudem gilt fir den Erwartungswert

E(X) =exp (,u + 2) , (2.102)
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Abb. 2.7: Logarithmische Normalverteilungen (a) und zugehoérige Dichtefunktionen (b)

fur die Varianz
Var(X) = 0 = exp (Q,u + 02) [exp (02) — 1} (2.103)
und fur die Schiefe
v(X) = (exp(02) + 2) exp(o?) —1>0. (2.104)

Die zugehorige Verteilungsfunktion lasst sich erneut Hurdegration wie bereits in Glei-
chung (2.100) angegeben berechnen.

Verteilungs- und Dichtefunktionen fur die logarithmisddermalverteilung sind in Abb. 2.7
fur verschiedene Lage- und Streuungsparameter dargestaliei zu beachten ist, dass diese
nicht mit den gleichnamigen Parametern dewsGsschen Normalverteilung Ubereinstimmen.

2.6.2 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Da die effektiven Materialeigenschaften mikroheterogémedien immer von mehr als einem
Mikrostrukturparameter abhangen, sollen die Ausfihranges Abschnitt 2.6.1 im Folgen-

den auf mehrdimensionale Zufallsvariablen erweitert wardZur besseren Lesbarkeit der
bestehenden Zusammenhange wird sich auf zweidimensidundddisvariablen beschrankt.

Die Definitionen kdnnen aber ohne Weiteres auf héher melasonale Zufallsvariablen

Ubertragen werden.

So ergibt sich die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunkfiv eine diskrete zweidimensio-
nale Zufallsvariablé X ,, Y,) zu

f(x’y) — { P<Xd = ‘r7Yd = %)’ ngn<sxt7y) S {<'r17y1)7(‘1:17y2)7 - } (2105)

und die gemeinsame Verteilungsfunktion lasst sich Gber

Flz,y) = P(X <z,Y <y)= > > flzi,v) (2.106)

z; <T Y; <y

berechnen.
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Abb. 2.8: Zweidimensionale Dichtefunktion

Entsprechend gilt, dass zwei ZufallsvariablénundY, gemeinsam stetig verteilt sind, wenn
eine zweidimensionale Dichtefunktigiiz, y) > 0 existiert, so dass

b d
Pla<X,<be<Y,<d) = [ [ foy)dyde. (2.107)

Die Form einer zweidimensionalen Dichtefunktion ist exéampch flr

flz,y) =
B 1 1 1 (x — n)? (2 — 1) (Y — p2) | (y — po)?
© 2mo09y/1 — p? P l_Z(l —p?) l o? 2 01 op) - o3 H

(2.108)

mit den Streuungsparametesn = 0,5 und o, = 0,9, den Lageparametem, = 0,2 und
w2 = 0,0 sowie den im Folgenden in Gleichung (2.111) definierten &atronskoeffizienten
p = 0,2in Abb. 2.8 zu sehen.

Die zugehorige gemeinsame Verteilungsfunktion ist durch

x Yy
F(r,y)=P(X.<z,Y,<y) = / / f(u,v)dvdu (2.109)
definiert.

Als KenngroRen gemeinsamer Verteilungsfunktionen dienen einen die Erwartungswerte
und Varianzen der einzelnen Zufallsvariablen. Zum andbesteht auch ein Interesse darin
den Zusammenhang der einzelnen Variablen zu untersuchreMd® hierfur stellt die Kova-
rianz dar. Diese ist fur zwei Zufallsvariablén undY durch

Cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y))) (2.110)
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(@)

Abb. 2.9: Extrem positive (a), keine (b) und extrem negative rdumliche Autokorrela-
tion (c)

bestimmt.

Dabei gilt definitionsgemalf, dass die Kovarianz positiwignn die ZufallsvariableX und

Y in der Tendenz einen gleichsinnigen linearen Zusammenhafwgeisen. Negative Werte
fur die Kovarianz treten hingegen bei gegensinnigen leeatusammenhangen der beiden
Zufallsvariablen auf.

Da die Kovarianz eine mal3stabsabhangige Kenngrol3e igtf Bieh eine geeignete Normie-
rung an. Diese erfolgt gewdhnlich durch den Korrelatiors$koienten, der sich tiber den Zu-
sammenhang

Cov(X,Y)

- \/Var(X) \/Var(Y)

berechnen lasst und Werte im Bereiehh < p(X,Y) < 1 annehmen kann. Dabei gilt, dass
zwei ZufallsvariablenX undY unkorreliert sind falls(X, Y') = 0 und andernfalls korreliert
sind.

p(X,Y) (2.111)

Bei der Untersuchung ungeordneter Mikrostrukturen ist neder Korrelation verschiede-
ner Materialparameter zudem auch die rAumliche Korrelation grof3er Bedeutung. Eine
ausfuihrliche Darstellung hierzu ist ind®@bcHILD [30] zu finden. Bereits 1948 schriebdv
RAN [67], dass die Eigenschaften an einem bestimmten Ort mélgebn den Eigenschaften
in der Umgebung beeinflusst werden kdnnen. Als eine Mal3zatitinfihrte er den nach ihm
benannten MRAN-Index ein. Da bei der Auswertung von Mikrostrukturen dietdédaverte
der betrachteten Variablen nicht wie bei einem Wiirfelexpent rein zufallig zustande kom-
men, sondern —wenn auch mit zunachst unbekannten Ausmafédevalirekten Umgebung
beeinflusst werden, scheint es wichtig diesen Einfluss miahth die Verwendung der tra-
ditionellen Statistik sofort vollig zu vernachlassigenufAlem Gebiet der Geostatistik sind
hierzu zahlreiche Untersuchungen vorgenommen worden arglefite z. B. ©BLER [92]
1970 das erste Gesetz der Geographie auf, in dem er festtastt benachbarte Objekte sich
oft &hnlicher sind als weit voneinander entfernte.

In Abb. 2.9 sind drei verschiedenstarke Ausmafe von ratedidutokorrelation zu sehen.
Wahrend in Abb. 2.9(a) eine extreme positive und in Abb. 2.8(te extreme negative raum-
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liche Autokorrelation zu beobachten ist, wird in Abb. 2 )Kbine rAumliche Autokorrelation
vorgefunden.

Die Berechnung der raumlichen Autokorrelation beruht aumh déergleich von Werten unter
Berlcksichtigung des Abstands der betrachteten Datenpunkinander. Als MalRzahlen ha-
ben sich hierbei der EaRY- und der MORAN-Index durchgesetzt. Da in dieser Arbeit nur der
MoORAN-Index bei der Mikrostrukturanalyse seine Anwendung findetd im Folgenden nur
dessen Definition angegeben.

Fir eine ZufallsvariableéX’ berechnet sich der lokale ®RAN-IndexI;(X) am Ortk zu

X —E(X)] ¥ wi [XO — E(X)]
Ly (X) = = 2112
X0~ B0

M=

1
"=

mit den Komponenten der zeilenweise normierten Nachbaftsrhatrix

Wkl

> W (ki)
=1
Der globale MoRAN-Index ergibt sich hieraus zu
1 n
I(X) = = 3" Ty (X) (2.114)
" k=1

und nimmt positive Wert fur eine positive rAumliche Autol@ation und entsprechend nega-
tive Wert fur eine negative raumliche Autokorrelation aesDVeiteren strebt der durch

B(X) =~ (2.115)

gegebene Erwartungswert fir eine grol3e Datenpunktanzgégen null, was zugleich einer
unkorrelierten Datenbasis entspricht.

Eine weitere Mal3zahl im Zusammenhang mit der rAumlichemefation ist die Semi-Vari-
anz, die Auskunft iber die Rauheit der Datenbasis liefertnauth YUPENGuUnd QUBA [105]

gegeben ist durch
TRRLY

i=1

mit den raumlichen Koordinatem;, den ortsabhéngigen Variabletu;) bzw. z(u; + h) und
dem Vektorh, der den Abstand zwischen zwei raumlichen Punkten defjmvetiei die Anzahl
der Paare mit einem Abstand vardurch N (h) definiert ist.

44



3 Homogenisierungsverfahren

Die Analyse von Bauteilen aus Materialien mit einer ausggieraMikrostruktur — wie sie bei
festen Schaumen immer auftritt — erfolgt gewdhnlich nialntcth die Erzeugung von Model-
len, die die reale Mikrostruktur vollstandig abbilden, dem aus Grinden der numerischen
Effizienz zumeist unter der Verwendung makroskopischereki@eigenschaften, die durch
verschiedene Homogenisierungsverfahren gewonnen wéciteren. Diese Verfahren basie-
ren auf der Verwendung von reprasentativen VolumenelesnegfRVE), die in Abschnitt 3.1
eingefuhrt werden. Nach der Definition der effektiven Spargen und Dehnungen und der
Beschreibung des allgemeinen Homogenisierungsverfalmehigschnitt 3.2 wird anschlie-
Bend in Abschnitt 3.3 das im Rahmen dieser Arbeit verwandteevmeingsenergiebasierte
Homogenisierungsverfahren naher beschrieben.

3.1 Reprasentatives Volumenelement

Bei der Untersuchung der mechanischen und physikalischggn&thaften von heterogenen
zellularen Materialien — wie Festkérperschaumen — ist épsasentative Volumenelement
von zentraler Bedeutung, da es einen Mikrostrukturausgdbeschreibt, welcher statistisch
reprasentativ fur die Gesamtstruktur ist, so dass die &feskMaterialeigenschaften der kom-
plexen Gesamtstruktur durch Analyse dieses Strukturangssvorhergesagt werden konnen.

Bei der Analyse von Festkorperschaumen mit ihrer strukmédlierarchie sind zwei Falle zu
unterscheiden. Zum einen existieren Grol3en, die auf demstikikturellen Hierarchieebene
definiert sind, zu dessen Bestimmung ein Modell der realerrddikuktur erforderlich ist.
Zum anderen gibt es eine Vielzahl von Gré3en bei denen diefslith die Auswirkungen der
Mikrostruktur auf das Materialverhalten auf der makroskopen Ebene von Interesse sind.
Fur die Modellbildung bedeutet dies, dass die numerischei&iz in diesem Fall vielmals
erheblich gesteigert werden kann, da eine Abbildung déemedikrostruktur nicht zwingend
erforderlich ist. Allerdings mussen die globalen Effeker dlikrostruktur dann durch die
Verwendung gemittelter, effektiver Materialparametertis&sichtigt werden, die durch eine
Homogenisierung der Mikrostruktur gewonnen werden kdnnen

Diesem Homogenisierungsverfahren wird die Annahme zu @rgelegt, dass der mikro-

heterogene Koérper bezuglich der makroskopischen Ebetistiszh homogen ist, so dass
zur Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften eliebmger materieller Punkt auf der

Makroebene gewahlt werden kann. Auf der Mikrostrukturebemsprechen dieser Punkt und
seine Umgebung dann einem Strukturausschnitt, der alageptatives Volumenelement be-
zeichnet wird.
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3 Homogenisierungsverfahren

Eine Verknlpfung zwischen den Grol3en der Makro- und Mikeoeterfolgt mittels eines Ho-

mogenisierungsverfahrens. Hierbei wird den im Sinne dettilaumsmechanik punktweise
definierten makroskopischen Gro3en — wie den Spannunge¥earrdrrungen — das entspre-
chende Mikrofeld zugeordnet, wobei dies aufgrund der Wertg der Konstituenten tber das
reprasentative Volumenelement heterogen ist.

Eingefuhrt wurde der Begriff des reprasentativen Volumemeints 1963 von HL [41], der
dieses als einen Mikrostrukturausschnitt definiert, dae diinreichend grof3e Anzahl von
fur das Material charakteristischen Inhomogenitaten&ntind zudem unabhangig von den
Randbedingungen die gleichen effektiven Materialeigeafteh liefert.

Aus diesen beiden Forderungen lasst sich in der Anwendueglisgs kein klares Vorge-
hen zur Wahl der geeigneten Groél3e des repréasentativen ¥oklements ableiten. VonaAH
SHIN [38] wurde immerhin die Forderung

A<l< L (3.1)

aufgestellt, wonach die Landedes reprasentativen Volumenelements hinreichend klein ge
genuber dem Langenausma@er betrachteten heterogenen zellularen Struktur ist uddrn
wesentlich grol3er als die GroReler Mikroheterogenitaten ist, die bei schaumartigen Struk
turen durch den mittleren Zelldurchmesser angenommeneme@nn.

Aus diesem Grund findet in der Anwendung bei der Definition@eif3e des reprasentativen
Volumenelements immer ein Abwagen statt. So sollte zumnedtas Volumenelement mog-
lichst klein gewahlt werden, da es nur einen materiellerkPdar makroskopischen Struktur
darstellt. Dartiber hinaus kann durch die Betrachtung eilesdn Volumenelements die nu-
merische Effizienz erheblich gesteigert werden. Zum amd@ress sichergestellt werden, dass
das Volumenelement immer noch hinreichend grof3 ist, soetatgsachlich statistisch repra-
sentativ fur die gesamte Struktur ist. Wie ilmKIT et al.[49] und TERADA et al.[89] darge-
stellt, sind hierfir numerische Parameterstudien viednualerlasslich. Eine Vorgehensmag-
lichkeit besteht in der schrittweisen Variation der Volurgeil3e und der statistischen Aus-
wertung der berechneten makroskopischen Materialeigaften bis dessen Streuung einen
hinreichenden kritischen Wert unterschritten hat, so dassVolumenelement als statistisch
homogen angesehen werden kann.

Zum allgemeinen Homogenisierungsproblem zurtickgekshetlt das repréasentative Volu-
menelement den Strukturausschnitt der betrachteten Btikiktur dar, der durch einen quasi-
homogenen Korper ersetzt werden soll, um letztendlich eégamte betrachtete Mikrostruktur
durch einen quasi-homogenen Ersatzkorper darstellenraueko

Wie in Abb. 3.1 skizziert, wird ein Korpe mit einer ausgepragten Mikrostruktur betrachtet,
der durcho2 mit 902 = 02'U0Q" berandet ist und entlang dessen Teilrai@¢ die Verschie-
bungenu; und entlang des Teilrand&?' die Komponentem;, = F;;n; des Spannungsvektors
wirken. Wie in Abschnitt 2.3 eingefuhrt, sind hierbj die Komponenten des ersteroRA-
KIRCHHOFFSpannungstensors und die Komponenten des nach auf3en gerichteten Norma-
leneinheitsvektors au#2'. Darlber hinaus erfahrt der Korp€r durch verteilt im Inneren
wirkende Volumenkréftd; eine weitere Belastung. Im Zuge der Homogenisierung wird die
sem KorpeK? ein KorperQ2* gegenubergestellt, welcher durch dieselben Ranund o2
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3.2 Mittelung der Spannungs- und Dehnungsfelder
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Abb. 3.1: Reprasentatives Volumenelement bei periodischer Mikrostruktur

berandet ist, denselben Belastungeand f; sowie denselben Verschiebungenunterliegt,
jedoch aus einem homogenen Material besteht.

Fir das effektive Medium als Ersatzmodell ist das Mateeiségz mit den zugehdrigen Materi-
alkonstanten zunachst unbekannt. Mittels der Gegenigilersy der beiden Volumenelemente
RVE und RVE lassen sich diese allerdings auf der mesoskopischen Elestienen. Von
groRRer Bedeutung ist hierbei die Wahl der Aquivalenzkiteridie die mesoskopische Aqui-
valenz der beiden Strukturausschnitte mittels verschiedehysikalischer Grof3en definieren.
In der Anwendung existieren hierfir verschiedene Ansaize/on die fir das Verstandnis
dieser Arbeit relevanten in Abschnitt 3.2 und explizit daszerrungsenergiebasierte Homo-
genisierungsverfahren in Abschnitt 3.3 dargestellt werde

3.2 Mittelung der Spannungs- und Dehnungsfelder

Als einfachstes Mittelungsverfahren zur Definition der il 8rwahnten Aquivalenzkriterien
sind in der Literatur oberflachenorientierte Kriterien zudéin. Diese definieren die Aquiva-
lenz der beiden Volumenelemente RVE und R\&tf der mesoskopischen Ebene durch die
Bedingung

tdA = / r:dA (3.2)

9QRVEI 9QRVES

mit den Komponenten des Spannungsvektorszw. ¢ fir das effektive Medium und der
Teiloberflache)Q2™% des reprasentativen Volumenelements. Mit der in GleicH@3rg) for-
mulierten Aquivalenzbedingung erfolgt die Homogenisigywalso durch die Umverteilung
der Spannung entlang der Oberflache des reprasentativem®belements.

Ebenfalls weit verbreitet ist ein volumenorientiertest&rium, das in BsHopPund HiLL [4]
verwandt. Dieses beruht auf der Volumenmittelung der Komepden des zweiteni®LA-
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3 Homogenisierungsverfahren

KIRCHHOFFSpannungstensors;. Auf mesoskopischer Ebene wird fiir die Spannung

_ 1 1 . —x
Tij = yreve / i dV = T / 7;dV =175 (3:3)

RVE RVE
Q Q

mit dem Volumen/®E des repréasentativen Volumenelements gefordert, wobedsis Volu-
menkriterium in (3.3) durch Anwendung deaGssschen Satzes in das Oberflachenkriterium
in (3.2) Uberfiuhren l&sst.

Neben einer Beziehung zwischen den Spannungen beider eapatiger Volumenelemente,
wie in Gleichung (3.2) bzw. (3.3) angegeben, wird zudem eimeite Aquivalenzbedingung
bendtigt, die eine Beziehung zwischen den Dehnungszustapdend;; (bzw.e;; unde;))
liefert.

Eine weitverbreitete Definition wird erneut durchs€Biopund HiLL [4] aufgezeigt, die einen
mittleren Verschiebungsgradient auf der mesoskopischen&definieren, indem sie den Dif-
ferentialquotient durch den Differenzenquotienten bézbligler Abomessung des repréasenta-
tiven Volumenelements in der entsprechenden Richtungetzers Mit den Komponenter
des Verschiebungsvektors und den Komponentedes nach auf3en gerichteten Normalen-
einheitsvektors auf den Oberflachen ergibt sich diese eweajtiivalenzbedingung zu

_ 1

BQRVE

bzw. bei Uberfiihrung des Oberflachenintegrals in (3.4)irvelumenintegral durch Anwen-
dung des @ussschen Satzes zu

_ 1 1 . _y

RVE RVE
Q Q

wobei die Voraussetzung eines einfach zusammenhangeretgeat&erfillt sein muss.

Ein Vergleich der Kriterien (3.4) und (3.5) zeigt, dass d@uwhenmittelung des Verschie-
bungsgradienten der Oberflachenmittelung der durch depethenden Abmessungen des
reprasentativen Volumenelements geteilten Verschiedulifigrenzen entspricht.

Die mesoskopischen Dehnunggnkonnen durch Einsetzen von Gleichung (3.4) oder (3.5) in
die Definition (2.13) des BEEN-L AGRANGE-Verzerrungstensors bzw. in die Definition (2.15)
des infinitesimalen Verzerrungstensors zu

_ 1 1 1 '
i = 5 e / (win; + ujn;)dA + W / upn;dA / uin;dA (3.6)
adRVE adRVE HORVE
far finite Dehnungen bzw. zu
_ 11
Eij = SyE / (win; +u;n;)dA (3.7)

8QRVE
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3.3 Verzerrungsenergiebasiertes Homogenisierungsverfahren

fur infinitesimale Dehnungen bestimmt werden.

Auf die Angabe der analogen Beziehungen fiur die Dehnungersidn fir das Volumenele-
ment des effektiven Mediums ableiten lassen, wird vereichdie Aquivalenz beider Volu-
menelemente wird fir den Dehnungszustand erneut durcinteigralmittel definiert, wonach

gelten muss.

Ein Homogenisierungsverfahren, welches auf den Gleicbui(g.2) bzw. (3.3) und (3.8) mit
(3.6) bzw. (3.7) beruht, bestimmt die Materialparametdem zun&achst sowohl das reprasen-
tative Volumenelement der Mikrostruktur als auch des ¢iffek Mediums in eine Anzahl un-
abhangiger Referenzdeformationszustande verformt wiedjié Aquivalenz des Dehnungs-
zustands in Gleichung (3.8) erflllen. Die Art und Anzahl Beferenzdeformationszustande
hangt dabei maf3geblich von der Art der postulierten kartstén Gleichungen des effektiven
Mediums und der Anzahl der hierin auftretenden Materiaitanten ab. Anschliel3end ist es
maoglich die Materialparameter derart zu bestimmen, dasgkaing (3.2) fur alle Komponen-
ten des Spannungsvektors bzw. Gleichung (3.3) fur alle Korapten des Spannungstensors
bei allen Referenzdeformationszustanden erfullt ist.

Eine grundsatzliche Forderung an jedes Homogenisierenigdwren wird durch das Lemma

von HiLL ] ) .
7VRVE /Uijdgijdv:VRVE / Uijdvﬁ / d€z‘jdVRVE (39)

RVE RVE RVE
Q Q Q

gegeben, welches die korrekte Wiedergabe der Verteiluny/elzerrungsenergiedichte auf
der makroskopischen Ebene bei der Verwendung der effekiwechanischen Feldgrof3en
sicherstellt. So bringt das Lemma vonud (3.9) zum Ausdruck, dass die Uber ein repra-
sentatives Volumenelement gemittelte Verzerrungseedigiite der aus dem Volumenmittel
der Dehnungen und dem Volumenmittel der Spannungen bezszhmesoskopischen Ver-
zerrungsenergiedichte gleich sein muss, wenn im Rahmeneatemeajrischen linearen Be-
schreibung entweder die Spannungen oder die Verschiebusgtang der dulReren Rander
des reprasentativen Volumenelements homogen vertailt sias sowohl durch BHopund
HiLL [4] also auch HLL [40] gezeigt wurde.

3.3 Verzerrungsenergiebasiertes
Homogenisierungsverfahren

In Hinblick auf die Homogenisierung von ungeordneten dreahsionalen Zellstrukturen
sind die in Abschnitt 3.2 dargestellten oberflachenoresteén Mittelungsverfahren im Allge-
meinen nur schwierig anwendbar. Aus diesem Grund wird im Rethdieser Arbeit ein ver-
zerrungsenergiebasiertes Homogenisierungsverfahrieneswon HOHE und BECKER [42]

— basierend auf Ansatzen vontt [40] und FONTE CASTANEDA und SUQUET [74] — ent-
wickelt wurde, angewandt. Ein Vorteil dieses Konzepts dtgstlarin, dass die kontinuums-
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3 Homogenisierungsverfahren

mechanische Aquivalenz von realer Mikrostruktur und effekn Medium durch die direkte
Verwendung des Lemmas voniH (3.9) sichergestellt wird. Dies hat zur Folge hat, dass sich
bei aquivalenter makroskopischer Deformation eines sgmi@tiven Volumenelements fir die
gegebene Mikrostruktur und eines gleichartigen, aus déshtefen Medium bestehenden Vo-
lumenelements, in beiden dieselbe mittlere Verzerrurgyggedichte ergeben muss.

Die zum jeweiligen effektiven Deformationszustand gehden effektiven Spannungen las-
sen sich dann als Energiekomplemente zum gewahlten Verggmald bestimmen.

Das Aquivalenzkriterium der beiden reprasentativen V@nalemente lasst sich somit zu

1

J/RVE
Q

1

J/RVE
Q

dé = / dedV =

RVE

/ de*dV = de* (3.10)

RVE

definieren, wobei gefordert wird, dass sich bei Aufbringareg auf der effektiven Ebene
aquivalenten Deformationsinkrements in beiden Volumemeinten das gleiche mittlere In-
krementde ergeben muss.

Als zweites Aquivalenzkriterium wird auf der mesoskopisaiEbene gefordert, dass fiir beide
reprasentative Volumenelemente die Inkremente des Dataynsgradienten im Volumenmit-
tel gleich sind:

dF’ij -

1 1 )
= [ arav = e | aFav = ar;. (3.11)

RVE RVE

Q Q

Auf eine nichtinkrementelle Form der Aquivalenzbedingemd3.10) und (3.11) kann ver-
zichtet werden, wenn wéahrend der Deformation keine Endigggation auftritt und somit
eine reversible Zustandsanderung vorliegt. Die Bedingar{8el0) und (3.11) vereinfachen
sich in diesem Fall zu

~ 1 1 . s
QRVE QRVE
und . |
Fy = oo | Fyav = e | Foav = F). (3.13)
QF{VE QRVE

Da zwischen dem Deformationsgradienten und dem Verschigdguwadienten der Zusammen-
hang

besteht, kann die Volumenmittelung in der Aquivalenzbgding (3.13) der Komponenten
F;; des materiellen Deformationsgradienten in eine Voluméelang der Komponentem; ;
uberfihrt werden. Im Fall infinitesimaler Dehnungen ent$prdie Bedingung (3.13) somit
dem auf BsHopund HiLL [4] zuriickgehenden Aquivalenzkriterium (3.4) bzw. (3.@) fie
Dehnungen der beiden gegenubergestellten Volumenelement
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3.3 Verzerrungsenergiebasiertes Homogenisierungsverfahren

Eine weitere Interpretationsmdglichkeit des Aquivalaitekiums (3.13) wird ersichtlich, wenn
mit Hilfe des Gaussschen Satzes das auftretende Volumenintegral in ein Obleefhénte-
gral tberflhrt wird. Denn dann lasst sich erkennen, daspdr&dischen Strukturen bei der
Homogenisierung im Verschiebungsgradienten der Diffgmquotient durch den Differen-
zenquotienten bezuglich einer vollen Periodenlange dérddtruktur ersetzt werden kann.
Durch diese Vorgehensweise ist sichergestellt ist, das&diativverschiebung zweier belie-
biger materieller Punkte an sich entsprechenden Positimngenachbarten Volumenelemen-
ten des materiellen Kérpef auch bei der Verwendung des effektiven Mediums zu seiner
Analyse korrekt wiedergegeben wird.

Anders ausgedriickt unterscheidet sich die Verschieburesdieliebigen materiellen Punkts
des homogenisierten Kérpei®s von der Verschiebung des entsprechenden materiellen$unkt
des zu homogenisierenden Kérp€&rswur durch einen kleinen Anteil, welcher sich als Funk-
tion der Position des jeweiligen materiellen Punkts inaéiylder Mikrostruktur und der effek-
tiven Deformation des Korpers an der jeweiligen Positiagiler

Durch Anwendung der Aquivalenzbedingung (3.13) wird satag Verschiebungsfeld des zu
homogenisierenden Korpefs durch das Verschiebungsfeld des homogenisierten K&gper
im Mittel korrekt wiedergegeben.

Die bereits in Gleichung (2.13) eingefiihrten Komponentesi GREEN-L AGRANGE-Verzer-
rungstensors werden als Mal3 fur die Verzerrungen der Vateleenente auf der effektiven
Ebene im Fall finiter Verzerrungen gewéahlt und ergeben sich z

_ 1 _ _ o
Yij = §(Ui7j + Uj 4 + umuk,j) (315)

mit den Komponenten; ; des effektiven Verschiebungsgradienten.

Fur den Fall infinitesimaler Dehnungen werden in Gleichudqdg) die in den Komponen-
ten des Verschiebungsgradienten auftretenden quadiratiderme vernachlassigt und es gilt
Gleichung (3.7) entsprechend.

Die zum jeweiligen effektiven Deformationszustand gehden effektiven Spannungen las-
sen sich dann — bei einer Beschrankung auf effektiv elagissdhaterialverhalten — durch

partielle Ableitung der Verzerrungsenergiedichte naah &errespondierenden Verzerrungs-
mald bestimmen. Mit der Beziehung (2.34) kbnnen dann aus fidatieén Verzerrungsener-

giedichtee die Komponenten des ersten und zweiteoA -KIRCHHOFFSpannungstensors

Zu

5 0e(Fy)
P = _ 3.16
= aé(ﬁzg)

bestimmt werden. Des Weiteren kdnnen mit Gleichung (2.8&phs die Komponenten des
effektiven CAucHY-Spannungstensors auf der effektiven Hierarchieebeniteltraverden.

Das energiebasierte Homogenisierungsverfahren lagsssmit basierend auf den Gleichun-
gen (3.10) bzw. (3.12) und den Gleichungen (3.11) und (3riL3yvei Schritten durchflhren.
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3 Homogenisierungsverfahren

Zunachst werden auf das reprasentative Volumenelemergedmbenen Mikrostruktur und
auf das entsprechende Volumenelement des effektiven Medtine Anzahl an unabhéngigen
Deformationszustanden aufgebracht, die die Gleichurg@8) und (3.15) erftllen. Anschlie-
Rend wird fur alle Referenzdeformationszustande die VYartgider Verzerrungsenergiedichte
berechnet und die im effektiven Stoffgesetz enthalteneteNékonstanten derart bestimmit,
dass sie die Gleichung (3.10) bzw. (3.12) erfllen.

In der Anwendung weist das verzerrungsenergiebasiertedgemsierungsverfahren im Ver-
gleich zum direkten Homogenisierungsverfahren zwar desiniégl des grof3eren numerischen
Aufwands auf, welcher aus der numerischen Approximatiarpeetiellen Ableitungen durch
Differenzenquotienten resultiert, aber fur die Betrachtuon ungeordneten dreidimensiona-
len zellularen Strukturen ist es dennoch aufgrund der kergol Mikrostruktur anzuwenden,
da dieses Verfahren mit der Energieerhaltung direkt awfreider grundlegenden Erhaltungs-
séatze der Kontinuumsmechanik beruht und somit zwangslanfiegensatz zu oberflachen-
orientierten Homogenisierungsverfahren das Lemma van kB.9) erfullt.

Weitere wichtige Vorziige bestehen darin, dass seine kamtismechanische Orientierung ei-
ne direkte Interpretation aller auftretenden Effekte eghatit. Dartiber hinaus ist es vielseitig
einsetzbar, da es sowohl eine Anwendung auf linear als aufcgemmetrisch oder materi-
ell nichtlineare elastische Homogenisierungsprobleraglérmal3en erlaubt. Zudem kann es
bei inkrementeller Betrachtung auch auf inelastische Hansjerungsprobleme angewandt
werden.

Der wesentliche Vorteil des verzerrungsenergiebasiéttanogenisierungsverfahrens ist, dass
alle Komponenten des effektiven Materialtensors eins@litth aller Koppelkonstanten direkt
zuganglich sind. Zudem besteht keine Einschrankung bieridér Art der untersuchten Mi-
krostruktur, so dass inshesondere keine Symmetrieantorgen erfiillt werden missen.
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Fur das in Abschnitt 3 vorgestellte Homogenisierungsveea werden dreidimensionale Mi-
krostrukturmodelle bendtigt. Zur prazisen Ermittlung edfiektiven Materialeigenschaften
und deren Streuung ist es dabei wichtig, dass statistigofisentative Mikrostrukturmodel-
le verwendet werden. Aus diesem Grund werden nicht realedgitukturausschnitte in ein
Modell tberfuhrt, sondern es erfolgt eine Generierung dérdgtrukturmodelle mittels eines
stochastischen Raumteilungsverfahrens, so dass die WelsentEigenschaften der reprasen-
tativen Volumenelemente statistisch gleich sind. Im Rahugtieser Arbeit wird hierzu das
VORONOFVerfahren in LAGUERREGeometrie angewandt QRONOI [97], FAN et al. [22]
und FAZEKAS et al. [23]), womit periodische offen- und geschlossenzelligail@turen mit
vorgegebener ZellgroRenverteilung gezielt generierteekonnen.

Im Abschnitt 4.1 wird das WRONOFVerfahren in LAGUERREGeometrie explizit darge-

stellt. Abschnitt 4.2 befasst sich mit der Uberfiihrung dewgnnenen Topologie in ein Fi-
nite-Elemente-Modell mit geeigneter Vernetzung. Zudemdere die erforderlichen periodi-

schen Randbedingungen angegeben. Eine Validierung der|Madéolgt anschlie3end in

Abschnitt 4.3 anhand experimentell ermittelter Strukifyeaschaften eines offenzelligen Me-
tallschaums.

4.1 Voronoi-Verfahren in Laguerre-Geometrie

Das VorRONOFVerfahren ist ein Raumteilungsverfahren, welches einkellzeé Struktur ba-
sierend auf einer zufalligen Anordnung von Quellpunktesfelit. Dabei eignet sich zur Mi-
krostrukturgenerierung von Schaumen vor allem daR®NoFVerfahren in LAGUERRE
Geometrie (ARDENACKE und HoHE [35]). Hierbei wird den einzelnen Quellpunkten zu-
satzlich ein individuell festlegbarer Radius zugewiesanjessen Umgebung kein weiterer
Quellpunkt liegen darf, wodurch die Entstehung von extréemken und ungtinstig geformten
Zellen vermieden werden kann.

Definiert ist die \VORONOFZelle Q4 durch
QZ(P) = {l‘z ‘ T S R:g?rL(xiamiQP(p)) S TL({Eia xiQP(q))7 q 7é p} y Pyq = 1a 27 ey (41)

mit dem Abstand- (z;, x;%°®) in LAGUERRE-Geometrie, der sich aus denvELID -Abstand
re(z;, ;%°®) durch

M=

(i, 2% = |(re(:, 2:79))° = (r(p))’] (42)
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4 Numerisches Mikrostrukturmodell

Abb. 4.1: Zweidimensionale Darstellung des VORONOI-Verfahrens in LAGUERRE-Geo-
metrie zur Generierung periodischer Zellstrukturen

ergibt. Eine zweidimensionale Darstellung desRONOFVerfahrens in IAGUERREGeome-
trie zur Generierung von periodischen Zellstrukturennsibb. 4.1 zu sehen.

Anschaulich erfolgt die Bestimmung dero®oNoOFZellen in drei Schritten. So werden zu-
nachst Ebenen im Raum ermittelt, die indUERREGeometrie zu den jeweils zugehorigen
Quellpunkten einen gleichgrof3en Abstand aufweisen unkreeht auf der Verbindungsli-
nie dieser beiden Quellpunkte stehen. Dartber hinaus miidt sein, dass kein weiterer
Quellpunkt einen geringererAcUERREAbstand zur Ebene besitzt, da durch die Ebenen die
Wande der Zellstruktur definiert werden. In einem zweitenrfohierden die Schnittgeraden
der Ebenen bestimmt, wodurch die Kanten derR@NoOFZellen definiert sind. Zuletzt wer-
den die Schnittpunkte der Schnittgeraden berechnet, waahitdie Eckpunkte der einzelnen
Zellen ergeben.

Im Folgenden wird sich auf die Generierung von periodisddérostrukturen spezialisiert,
wodurch zum einen die Problematik der Definition von Randigpaingen umgangen wird und
zum anderen wird hierdurch sichergestellt, dass keine Ré@mnoigen in den reprasentativen
Volumenelementen, die auf makroskopischer Ebene md&eReinkte darstellen, auftreten.
So werden im Rahmen dieser Arbeit ausschlief3lich représentdolumenelemente mit ei-
ner periodischen Mikrostruktur betrachtet, wobei zur M#trukturerzeugung zunachst ein
Quellpunktfeld innerhalb des reprasentativen Volumanel&s generiert wird. Anschaulich
darstellen lasst sich dieses als eine Vielzahl von verdehnigrol3en Kugeln in einem Behalt-
nis (Abb. 4.2(a)), wobei die Verteilung der Quellpunktediin Rahmen dieser Arbeit auf
logarithmischen Normalverteilungen beruhen, deren Beyriig in der spéteren Validierung
in Abschnitt 4.3 ersichtlich wird. Um die gewiinschte Zefigenverteilung mittels Vorgabe
dieser Quellpunktradienverteilung so exakt wie moégliced@rgeben zu kdnnen, ist es dabei
gunstig, wenn die Kugeln moglichst dicht gepackt sind undisein hoher Raumfullungsgrad
erreicht wird. Als Vergleichswert dient hierbei der Raurhfiiljsgrad von etwa4 %, der bei
der dichtesten Kugelpackung gleichgroRer Kugeln erreidta.

Das auf diese Weise gewonnene Quellpunktfeld bildet diem@age, um mittels des ®Ro-
NoOi-Verfahrens in IAGUERREGeometrie eine zellulare periodische Mikrostruktur zzeer
gen. Hierzu werden in einem ersten Schritt alle Quellpumbttdinaten:;*"® des reprasentati-
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4.2 Vernetzung

() (b)

Abb. 4.2: Représentatives Volumenelement mit den Kugelumgebungen von zwolf
Quellpunkten (a) und mit seinen 26 Nachbarvolumenelementen (b)

ven Volumenelements in die benachbar2érVolumenelemente durch Verschiebung der Ko-
ordinaten um die Kantenlange des reprasentativen Voluleeeatst/ kopiert (Abb. 4.2(b)).

Die Bestimmung der WrRONOFZellen im reprasentativen Volumenelement beruht dann wie
zuvor auf Gleichung (4.1), wobei sich bei der computergettii Bestimmung der Zelltopo-
logie gezeigt hat, dass aufgrund der Vielzahl an Rechentpeea es bei der zuvor beschrie-
benen anschaulichen analytischen Vorgehensweise zu isatmem Ungenauigkeiten kommen
kann, so dass keine Zellstruktur ermittelt werden kann.d&lstlich stabiler hat sich die Ver-
wendung eines numerischen Naherungsverfahrens zur Begtighder Zelltopologie erwie-
sen. Dies bestimmt die Eckpunkte der Zellen nicht Uber die&erung der Zellwande und
-kanten, sondern die Koordinaten der Eckpunkte werderkidieérch Anwendung des B&wv-
TON-Verfahrens (z.B. RrRISCH [72]) derart bestimmt, dass inAGUERREGeometrie vier
Quellpunkte gleichweit von diesem Eckpunkt entfernt sind.

4.2 Vernetzung

Da zur Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften smgeordneten zufélligen Mi-
krostrukturen Finite-Elemente-Analysen durchgeflihrtdea sollen, muss die Zelltopologie
(Abschnitt 4.1) vernetzt werden. Um sowohl offen- als auebalplossenzellige Zellstrukturen
untersuchen zu kénnen, erfolgt dies auf zwei verschied®vesen. So werden beim offen-
zelligen Mikrostrukturmodell nur die Kanten und beim gdeskenzelligen Modell nur die
Wande mit finiten Elementen vernetzt. Hierfiir werden in beiBiéllen zunachst weitere Fi-
nite-Elemente-Knoten mit den Koordinaterf®"e mit ; = 1,2, 3 entlang der Zellkanten mit
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4 Numerisches Mikrostrukturmodell

gleichmafiigem Abstand generiert und dann gemaf der Veudigh

E A Kante A
;iane — g Kante m - sin <2WM> mit ¢ = 1,2,3 (43)
in Richtung der Eckknoten verschoben. So ergeben sich déelvebenen Koordinater

der Kantenknoten in Abh&ngigkeit der Koordinaten der heidegehdrigen Eckknoten”
undz;® sowie der Anzahl an Knotemder betrachteten Kante. Darliber hinaus wird durch den
Faktor f der Grad der Verdichtung reguliert. Zu beachten ist hiertbess Werte des Faktors

f unzulassig sind, die die Kantenknoten tber die Eckknoteaus verschieben.

Im Fall der offenzelligen Mikrostrukturmodelle (Abb. 43 werden die Finite-Elemente-
Knoten auf den Zellkanten mitiiosSHENKO-Balken mit kreisformigem Querschnitt verbun-
den mit den Varianten, dass zum einen ein konstanter RadidsfiQuerschnitt angenommen
werden kann und zum anderen die Stegdicke vom Eckknotertegim8te hin variiert werden
kann. Dabei ist eine feinere Vernetzung in der naheren Uonggeder Eckknoten vorteilhatft,
da auf diese Weise die in realen Schaumstrukturen haufigegeritle Materialanh&ufung im
Bereich der Zellstegverzweigungspunkten, wie z. B. durckrRkakl und QLYNE [60] und
auch KENESEI et al. [50] beobachtet wurde, besser abgebildet werden kann,elder-
schnittsanderung der Zellstege bzw. -wande innerhallsdthements nur linear interpoliert
wird. So werden im Rahmen dieser Arbeit nicht nur konstaregdtken, sondern auch Zell-
stegdickenvariationen in Form von Potenzfunktionen angenen.

Fur die geschlossenzelligen Mikrostrukturmodelle ist \d&@netzung deutlich aufwéndiger,
da weitere Knoten auf den Zellwanden generiert werden miisse durch Anwendung ei-

ner DELAUNAY -Triangulierung (EELAUNAY [13]) die Zellw&nde mittels Dreieckselemente
vernetzen zu kdnnen.

Fur die Zellwanddicke kann entweder erneut ein konstanest ®genommen werden oder es
kann zwischen zwei Dickenverteilungen gewahlt werden.i8wnt bei der Variante ,Treppe*
die Wanddicke in Form einer Potenzfunktion von den Zellkarnih Richtung der Zellwand-
mitte in Abhangigkeit des Mindestknotenabstands stufenifi hin ab (Abb. 4.3(b)). Bei der
zweiten Variante ,Gewdlbe" unterscheidet sich die Dicletwilung darin, dass die Wanddi-
cke zum einen in Richtung der Zellwandmitte hin abnimmt unih zinderen sich zuséatzlich
auch die Wanddicke in Richtung der Kantenmitten hin verninfbb. 4.3(c)).

Angemerkt sei an dieser Stelle zu der Mikrostrukturvenmedz dass hierbei sowohl Zellstege
als auch Zellwande, die durch Begrenzungen des reprasemtatolumenelements durch-
schnitten werden, immer vollstandig auf einer Seite desii@enelements vernetzt werden.
Auf diese Weise ist sichergestellt, dass das gesamte Mikkdarmodell auf gleiche Wei-
se vernetzt ist, mit der Folge, dass einzelne Zellstege wiAdde zunachst frei im Raum zu
hangen scheinen, wie dies auch in Abb. 4.3 zu sehen ist.

Die Verbindung dieser nicht rAumlich an das ubrige Miknaisturmodell angebundenen Ele-
mente ist jedoch durch die Aufbringung von periodischen Radahgungen gewahrleistet.
Diese stellen sicher, dass die periodische Mikrostruktietham deformierten Zustand sich
lickenlos aneinanderfiigen lasst. So mussen fur die migpséhen Verschiebungsgradien-
ten entlang gegenuberliegender Oberflach€¥f=" und 9Q2*F0 des repréasentativen Volu-
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4.2 Vernetzung

konstante Stegdicke
(@)

%
i
s
S
YA
(xk
W
K

3

)
XK

RSO
i
S50

SSANNDE
Y
v

s
2

DOKLS
OGS
STSSA

ISR

O

AW

AP

KA
5 : - ISR
a9 SOPOER

v,
TN

Wanddicke Wanddicke

min max

(b) (©)

min max

Abb. 4.3: Mikrostrukturmodelle mit 20 Zellen: offenzellig mit konstanter Stegdicke (a),
geschlossenzellig mit der Wanddickenverteilung ,, Treppe® (b) und geschlos-
senzellig mit der Wanddickenverteilung ,,Gewolbe“ (c)
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Abb. 4.4: Periodische Randbedingungen (HOHE und GUMBSCH [44])

menelements die periodischen Randbedingungen

w® — 0

T Fij — 0y (4.4)
)
gelten, die aus der kinematischen Aquivalenzbedingunt@j3ableitbar sind (I8HE und
GuMBSCH [44]). Fur das Mikrostrukturmodell folgt daraus eine Koppd) der Verschiebungs-
komponenten;* undw,;“ von Knoten, die zu einer Zellwand der periodischen Miknalstur
gehdren innerhalb des Modells aber auf zwei parallelemgleahicht zwangslaufig planaren
Teiloberflache®Q®=" und 02270 des reprasentativen Volumenelements auftreten (Abb. 4.4
aus HoHE und GUMBSCH [44]).

Weitere periodische Randbedingungen sind fir die Verdrgéniieser Knotenpaare erfor-
derlich. So muss fur diese

@i = @;" (4.5)
gelten.

Daruber hinaus ist die Aufbringung weiterer Randbedingangorderlich, um die Starr-
korpertranslation und -rotation des reprasentativen nieloelements zu unterbinden. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit wird hierzu zum einen eint€nam Modell festgehalten
und zum anderen wird die Symmetrie des effektiven Deforwnatiradienten bzw. das Ver-
schwinden der Rotation gefordert.

4.3 Validierung

Um sicherzustellen, dass die mittels desRONOFVerfahrens in AGUERREGeometrie ge-
nerierten Mikrostrukturmodelle geeignet sind, die makopsschen Materialeigenschaften
von festen Schaumen vorherzusagen, erfolgt eine Validgeamhand eines offenzelligen Me-
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4.3 Validierung

tallschaums, dessen geometrische Eigenschaften duwcik 5] mittels computertomogra-
phischer Messmethoden untersucht wurden. So werden dig&)dar einzelnen Zellen aber
auch die Zellgrof3enverteilung miteinander verglichen.

Im Zusammenhang mit der Validierung ist es wichtig zu beacjdass das Ziel nicht darin be-
steht eine reale Mikrostruktur detailgetreu abzubildemdern ein statistisch reprasentatives
Mikrostrukturmodell zu erzeugen, um spater mittels der loséhnitt 5 vorgestellten probabi-
listischen Methoden die Unscharfe der makroskopischeréd¢igenschaften basierend auf
der bekannten bzw. zumindest messbaren Streuung der Mikkaggrof3en vorhersagen zu
konnen.

Charakteristisch fur reale Schaumstrukturen ist eine Yarian der Form und Grél3e der ein-
zelnen Zellen. Wahrend die ersten Schaummodelle, wie infiégrtichungen von GNT und
THOMAS [25] 1963, GBSON und ASHBY [26] 1982, ASHBY [2] 1983, CHRISTENSEN([9]
1987 und RIS et al.[24] 1988 zu finden sind, diese Tatsache noch unberickgtdigRRen
und aufgrund stark begrenzter Rechenkapazitaten nur agisesinzigen Zellform in periodi-
scher Aneinanderreihung bestanden, ist in einem erstenttSal untersuchen, in wie weit
das in Abschnitt 4.1 dargestellte Raumteilungsverfahréoldee Strukturen erzeugt, die den
realen Zellgeometrien und -gréRenverteilungen entsprech

Ausgangspunkt aller Zellgeometriebetrachtungen bildet KELVIN-Problem, welches sich
mit der Auffindung einer periodischen Einheitszelle befadsssen Verhaltnis der Zellober-
flache zum -volumen minimal ist. So publiziertel@MsoN (Lord KELVIN) [91] bereits 1887,
dass das Tetrakaidekaeder, welches dem Name nach einhviiéohiger Oktaederstumpf
bestehend aus acht Sechsecken und sechs Vierecken istisdieg_dieses Optimierungspro-
blems sei. Erst tUber ein Jahrhundert spater zeigtea®E und PHELAN [100], dass eine Ein-
heitszelle bestehend aus sechs Vierzehnflachnern und mwifflAchnern zu einer weiteren —
wenngleich &uRRerst geringfligigen — Optimierung des Zelfitdchen-Volumen-Verhéaltnisses
fuhrt.

Neben der Angabe des Oberflachen-Volumen-Verhaltnisdesdiebei der Charakterisierung

der isoperimetrische Quotient
2

V
mit dem Zellvolumenl/ und der Zelloberflachd durchgesetzt, da durch die Normierung ftr
eine KugelQy.. = 1 gilt und somit sofort bei der Untersuchung realer ZellenAbeveichung
zum optimalen Oberflachen-Volumen-Verhaltnis einer Kiggsichtlich ist.

Fur eine Parameterstudie und den Vergleich zu den durmbkH5] ermittelten experimen-
tellen Daten werden im Folgenden 189 Mikrostrukturmodeiigjeweils zwanzig Zellen be-
trachtet, wobei sieben verschiedene Kombinationen anaBggparameter bei der Generie-
rung der Quellpunktfelder verwendet wurden, so dass siksssen (I, II, I, 1V, V, VI, VII)

mit je 27 Modellen existieren, deren normierte StreuungZigigrol3e von Klasse zu Klasse
im Bereich vono(V')/E(V) = 0,1 bis 0,5 bei gleichzeitig leichter Streuung innerhalb einer
Klasse zunimmt.

In Abb. 4.5(a) ist das arithmetische Mittel des isoperimsetren Quotienten der 189 Mo-
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Abb. 4.5: Vergleich der Modelleigenschaften mit experimentell bestimmten Daten
(Bock [5]): isoperimetrische Quotienten (a) und ZellgroBenverteilungen (b)

delle und der experimentell ausgewerteten Metallschaumee den Streuungsparameter der
logarithmischen Normalverteilung der Zellgrof3en norinéerf den Erwartungswert aufgetra-
gen. Deutlich zu erkennen ist, dass mit zunehmender Z&8&géariation der isoperimetrische
Quotient zunimmt. Dies ist auf dem ersten Blick erstaunlddndas Aneinandergrenzen von
grofR3en und kleinen Zellen erst einmal ungtinstig erschBiataber in diesen Modellen die
absolut grofiten Zellvolumina auftreten, die besonderg ligdperimetrische Quotienten auf-
weisen, nimmt auch im arithmetischen Mittel der isoperimsehe Quotient fur diese Modelle
Zu.

Fur den Metallschaum sind zudem die aus experimentellearD@ock [5]) berechneten
isoperimetrischen Quotienten flr die vier ausgewertetéaddtrukturausschnitte dargestellt,
die jeweils weniger als zwanzig Zellen aufwiesen und derelfig®3en mit funf, zehn und
zwanzig Poren pro Inch (ppi) angegeben waren. Im Vergleitilem Mikrostrukturmodellen
lasst sich eine sehr gute Ubereinstimmung der experimientErgebnisse mit den Modellen
mit der geringsten ZellgréRenstreuung (Klasse 1) erkenfieibeachten ist aber, dass fir eine
gesicherte Aussage die Anzahl der ausgewerteten realaodtlikkturausschnitte deutlich zu
gering ist.

Festzuhalten bleibt, dass fur die Mikrostrukturmodelleeghohe Qualitat der Zellgeometrie
sichergestellt ist, da alle Schaummodelle im Vergleich ZuenvIN-Schaum ., = 0,757)
bzw. dem WEAIRE-PHELAN-Schaum @, = 0,764) &hnlich hohe Werte flr den isoperime-
trischen Quotienten aufweisen, die dartber hinaus déuilber dem Wert fir einen Kubus
(Qxw = 0,5236) liegen (MONNEREAU UNd VIGNES-ADLER [65]).

In Abb. 4.5(b) sind die ZellgroRenverteilungen fur die Kdas | bis VII der Zellgrél3envertei-
lung und die Ergebnisse der voroBk [5] experimentell ermittelten Zellgré3en des Metall-
schaums dargestellt. Ein Vergleich mit Abb. 2.7 zeigt, @diesdargestellten Zellgro3envertei-
lungen ndherungsweise logarithmischen Normalvertedarentsprechen. Zudem ist deutlich
eine Variation in der Streubreite der Klassen | bis VII deligtéRenverteilung zu erkennen.

Da die reale Schaumstruktur mit der Bezeichnung ,20 ppi B* ddweim isoperimetrischen
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Abb. 4.6: Vergleich der Zellwandmodelleigenschaften mit experimentell bestimmten
Daten (Bock [5]): anteiliges Auftreten verschiedener Zellwandformen (a)
und Zellwandflichenverteilungen (b)

Quotienten als auch bei der ZellgroRenverteilung mit degeBkmnissen der Klasse | der Zell-
groRenverteilung gut Ubereinstimmt, wurden zusatzliehklgenschaften der Zellwande na-
her betrachtet. Die Auswertung der bei den Zellwanden lentaiftretenden Polygone ist in

Abb. 4.6(a) dargestellt. Wahrend nur ein realer Mikrostudtisschnitt ausgewertet wurde,
basiert das Ergebnis der Schaummodelle auf den ErgebrafiseModelle der Klasse I. So

ist neben dem arithmetischen Mittel der 27 Modelle zudentagsbnis des Modells mit dem

hdchsten bzw. dem geringsten Wert in das Saulendiagramgezsichnet, wobei die grolRe
Streubandbreite auffallig ist.

Der in Abb. 4.6(a) dargestellte Vergleich zeigt, dass sdwober realen Schaumstruktur als
auch in den Mikrostrukturmodellen am haufigsten Zellwarmd&aorm von Fiinfecken auf-
treten. Dartber hinaus sind in beiden Fallen in einem audgégn Mal3e Vier- und Sechs-
ecke vorzufinden. Bei den Mikrostrukturmodellen ist zudemsggnifikanter Anteil an Drei-,
Sieben- und Achtecken auszumachen.

Bei Betrachtung der Abb. 4.6(b), in der die Zellwandflacheteilemgen fir die auftreten-
den Polygone dargestellt sind, wird jedoch ersichtliclgsddie dreieckigen Zellwande eine
sehr viel geringere Zellwandflacheaufweisen als die Gbrigen Zellwénde. So sind dies Zell-
wénde bei denen mindestens zwei Eckpunkte sehr dicht laeigan liegen. Wahrend bei der
Mikrostrukturgenerierung mittels desokoNoFVerfahrens hierdurch sehr kleine Zellwande
entstehen, sind diese bei einer computertomographischewestung einer realen Schaum-
struktur jedoch nicht auszumachen, da ihre Wandflachereso$ihd, dass sie nicht als solche
erkannt werden kdnnen. Zugleich ist in diesem Effekt bedetirwarum in den Mikrostruktur-
modellen zusatzlich zu den Dreiecken auch eine Vielzahliabe®- und Achtecken auftritt.
Denn durch die sehr kleinen dreieckigen Zellwandflacheritzsss auch die angrenzenden
groeren Zellwandflachen durch die sehr dicht beieinaneigemden Eckknoten eine héhere
Eckknotenanzahl.
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Als Fazit ist festzuhalten, dass die mittels desRoONOFVerfahrens in AGUERRE-Geometrie
generierten zellularen Strukturen reale Zellgro3enitarigen mit qualitativ hochwertig ge-
formten Zellen abbilden kénnen (Abb. 4.5(a)). Auf diese $&dst es moglich aus statistisch
ausgewerteten Daten der experimentell ermittelten Mtkugtureigenschaften, Mikrostruk-
turmodelle zu generieren, die inklusive der Streuung ddwrastrukturellen Eigenschaften
statistisch reprasentativ sind fur die gesamte zellul&ng&ir.
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5 Bestimmung des effektiven
Materialverhaltens

Nachdem im Kapitel 4 das im Rahmen dieser Arbeit angewandfahfen zur Mikrostruk-
turmodellerzeugung (Abschnitte 4.1 und 4.2) vorgestelll anschlie3end in Abschnitt 4.3
validiert worden ist, wird in diesem Kapitel die angewangtebabilistische Methodik zur
Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften zeled@dikrostrukturen aufgezeigt. Zu-
nachst wird jedoch in Abschnitt 5.1 die Problematik der nabgdn Nichtexistenz wohldefi-
nierter effektiver Eigenschaften diskutiert, bevor imghden Abschnitt 5.2 Lésungsansatze
beschrieben werden. Die rechentechnische Umsetzung Adtsohnitt 5.3 dargestellt. Eine
abschlie3ende Diskussion erfolgt in Abschnitt 5.4.

5.1 Problematik

Die Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften z&tkr Mikrostrukturen kann bei ei-
ner moglichen Nichtexistenz wohldefinierter effektiveg&nschaften problematisch werden.
So kénnen Mikrostrukturen auftreten fiir die sich kein reprdatives Volumenelement derart
bestimmen lasst, dass beide voasd#iN [38] aufgestellten Ungleichungen in (3.1) gleichzei-
tig erfullt sind.

So wird die erste Ungleichung
A< (5.1)

nicht erftllt, wenn fir eine betrachtete heterogene z&l&ulStruktur die Kantenlangedes
reprasentativen Volumenelements zwar deutlich kleiredas Langenausmadfder betrach-
teten Struktur ist, jedoch als Folge dessen die auftretemdi&roheterogenitaten mit dem
Langenausmal innerhalb der betrachteten Struktur durch das auf diese@/dsfinierte Vo-
lumenelement nicht mehr statistisch reprasentativ abdggtiwerden konnen.

Die zweite Ungleichung
<L (5.2)

wird im Umkehrschluss verletzt, wenn die Kantenlarigdes reprasentativen Volumenele-
ments so grof3 gewahlt ist, dass zwar alle auftretenden kgtesogenitaten mit dem Lan-
genausmal statistisch reprasentativ durch das Volumenelement mikdetenlangd ab-
gebildet werden, jedoch diese damit nicht mehr deutlicimkleals das Langenausmaliler
betrachteten Struktur ist.
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Die Konsequenz des mdglichen Auftretens der gleichzeitigiehterfillbarkeit der von K-
SHIN aufgestellten Ungleichungen (5.1) und (5.2) ist, dass &auber definiertes reprasenta-
tives Volumenelement existiert, womit in Folge dessen &athe sauber definierten determi-
nistischen effektiven Eigenschaften ermittelt werdenngim

5.2 Losungsansatze

Motiviert durch die im Abschnitt 5.1 aufgezeigte Probleikater moglichen Nichtexistenz
wohldefinierter effektiver Eigenschaften, werden im Falden zwei probabilistische Losungs-
ansatze vorgestellt.

So erlaubt das erste Verfahren die Verletzung der Ungleigi{b.1), womit die in der betrach-
teten Struktur auftretenden Mikroheterogenitaten nickhmstatistisch reprasentativ durch
das Volumenelement — dessen Ausmald durch die zweite Uhgtaicdefiniert ist — abge-
bildet werden. Das auf diese Weise definierte Volumenelémefolglich nicht mehr statis-
tisch reprasentativ und wird somit im Folgenden als Testvanelement (TVE) bezeichnet
(HUET [47]). Statistisch reprasentativ fur die Mikrostruktur jsdoch die mit ihren Auftritts-
wahrscheinlichkeiten gewichtete Gesamtheit aller bateien Testvolumenelemente. Zur Be-
stimmung der effektiven Materialeigenschaften der hefenen zellularen Struktur wird far
diesen Fall auf die probabilistische Methode der Mehrfaahge (Abschnitt 5.3.1) zurtickge-
griffen, da auf diese Weise durch die Generierung von eirmgde&hl von Testvolumenelemen-
ten bei einer nachfolgenden statistischen Auswertungnierhalb der Struktur auftretenden
Mikroheterogenitaten mittels Wahrscheinlichkeitsvitutegen abgebildet werden konnen.

Der zweite probabilistische Losungsansatz ermoglichBaistimmung der effektiven Mate-
rialeigenschaften einer Mikrostruktur fir den Fall, dassldingleichung (5.2) nicht erfallt ist.
Dies bedeutet, dass das betrachtete Volumenelement matiicth kleiner als die betrachte-
te heterogene zellulare Struktur ist. Hierfur bietet sithAusweg eine lokale Auswertung
(Abschnitte 5.3.2 und 5.3.3) des vorliegenden Volumenelgman, so dass basierend auf der
statistische Auswertung von Substrukturen Wahrschéikéitsverteilungen ermittelt werden
koénnen, die der Ungleichung (5.2) Rechnung tragen.

5.3 Rechentechnische Umsetzung

Zur Bestimmung des effektiven Materialverhaltens zeled&ikrostrukturen wurden im Ab-
schnitt 5.2 mit der Mehrfachanalyse und der lokalen Ausweytzwei probabilistische L6-
sungsansatze genannt, die auf Mikrostrukturausschmttem=dbar sind, die nicht gleichzei-
tig die beiden von HsHIN aufgestellte Ungleichungen (5.1) und (5.2) erfullen. Féidb
Auswerteverfahren wird in diesem Abschnitt eine rechdmiesche Umsetzung vorgestellt.
So wird in Abschnitt 5.3.1 die Vorgehensweise bei der Maliréanalyse dargestellt. Anschlie-
Rend werden mit der zellbasierten Auswertung (Abschrt®}y.und der ,Moving-Window"-
Auswertung (Abschnitt 5.3.3) zwei lokale Auswerteverthworgestellt.
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5.3 Rechentechnische Umsetzung

5.3.1 Mehrfache Testvolumenelemente-Auswertung

Die mehrfache Testvolumenelemente-Auswertung ist eingtidralen Auswertung entspre-
chendes lokales Verfahren, dessen Grundlage eine Vietgalikrostrukturmodellen mit
geringer Zellanzahl bildet. Die Mikrostruktur in den eiireen Testvolumenelementen kann
sich dabei z. B. in der relativen Dichte, die den prozentudererialanteil bezogen auf das
Gesamtvolumen des Testvolumenelements angibt, und inadigr@3enverteilung unterschei-
den. Bei Gewichtung dieser Zufallsvariablen mit ihren AttBwahrscheinlichkeiten missen
die betrachteten Modelle in ihrer Gesamtheit jedoch diealstete Mikrostruktur statistisch
reprasentativ abbilden.

Nach der Aufbringung verschiedener Deformationszustéretden bei diesem Verfahren die
effektiven Struktureigenschaften durch globale Auswegtder einzelnen Testvolumenele-
mente unter Bericksichtigung der zugehdrigen Auftrittawelmeinlichkeiten berechnet. Die
sich ergebenen Verteilungsfunktionen liefern nicht ner Brwartungswerte der betrachteten
GrolRen, sondern auch die zugehérige Streuung. Dartiberdiaan die Auftrittswahrschein-
lichkeit extremer Falle leicht abgelesen werden, die fargtaktische Anwendung von zellu-
laren Werkstoffen von grol3er Bedeutung ist.

Zur numerischen Bestimmung der Wahrscheinlichkeits- untdrédéneinlichkeitsdichtevertei-
lungenF'(n) und f(n) = OF(n)/0n der effektiven Struktureigenschaft@nwird der Raum
der ZufallsvariablegX W, X2 .. X)) welcher die betrachtete Mikrostruktur beschreibt,
diskretisiert. Die Beschreibung jeder einzelnen Zufaligde X ) erfolgt also durch diskrete

wertez", ", ... 2"

Die Auftrlttswahrschelnl|chke|ﬁF( x; 52), e ,:cl(”)) far einen durch die diskreten Zufalls-
variablen beschriebenen Mikrostrukturzustand ist defiwierch
AF (x = x§2), . ,xl(n)) = /f a™ydz®W dz® L da™
(5.3)
~ f@M 2P ey A AP A

pc)

T; ,...,xl(”)) der Zufallsvariablen und

mit der Wahrschelnllchkeltsdlchtevertellurﬁa:
dem ,finiten ElementE des Zufallsraums.

Exemplarisch ist fiir eine zweidimensionale ZufallsvaledX (), X @) diese Diskretisierung
in Abb. 5.1(a) skizziert.

Des Weiteren muss die Auftrlttswahrschelnllchk&zlle“( 22, 2™ fir eine durch die

L 7 j 9
Zufallsvarlablenrz , g ), e ") peschriebene Mikrostruktur mit der fiir diesen Mikrostruk-
turfall aus einer Homogenisierungsanalyse bestimmtenriétafvahrscheinlichkeit\ £'(7,,,)

Ubereinstimmen, die fur den Wegt, der effektiven Struktureigenschafermittelt worden ist.

Es gilt somit
AF (i) = AF (2,2, 2" (5.4)

o _ 1 2 n
mit 7, = o (; M :Eg-),...,l‘l( ).
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(1) .(2)
Fa®) 2) fe =)

A
e ¥ ﬂ (@), f ()
x AF(,) = AFED 2P)  F(R)

. 2 n 3
fala®) 7 | /X |
PRy
(2) . y . F(ﬁnﬂrl)
@ 7 o ey~ S Ly F(iim) / _ o @
% G Ve Im / AF () = AF(z;, 237)
Tj-y ] 74(1) 74 74 F(7m-1)
N . . _
A o / [(n) .
];517)1 741(” Iﬁr)l v Nm—1Tm m+1
(@) (b)

Abb. 5.1: Diskretisierung des Zufallsraums (a) und Verteilungen der effektiven Struk-
tureigenschaft (b)

Nach einer aufsteigenden Sortierung der flr die einzelng&ndgtrukturausschnitte bestimm-
ten Werten,,, der effektiven Struktureigenschajftkann die zugehoérige Wahrscheinlichkeits-
verteilung durch

F(ia) = 32 AF()| g, + 5AF () (55)

berechnet werden.

In Abb. 5.1(b) ist exemplarisch fur eine effektive Struldigenschaft; einer Mikrostruktur,
die durch eine zweidimensionale Zufallsvariable bestiemewird, die sich ergebenen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung’(n) skizziert. Dartiber hinaus ist die Wahrscheinlichkeitatiger-
teilung f(n), die durch die (numerische) Ableiturfgrn) = dF(n)/dn gewonnen werden kann,
dargestellt.

5.3.2 Zellbasierte Auswertung

Im Gegensatz zur Mehrfachanalyse basieren die lokalen Audeverfahren auf der Generie-
rung von nur einem bzw. einer geringen Anzahl an Mikrostiukiodellen, die die Mikro-
heterogenitaten der Struktur statistisch reprasentabiden. Des Weiteren ist darauf hinzu-
weisen, dass diese lokalen Auswerteverfahren in der imeffolgn dargestellten Form nur auf
geschlossenzellige Mikrostrukturen angewandt werdeméidn

Fur die Bestimmung der effektiven Struktureigenschafterdes bei der zellbasierten Aus-
wertung zunachst die effektiven Eigenschaften der eierelfellen durch eine Homogeni-
sierungsanalyse bestimmt, wobei die Spannungs- und Dgsmittelung (Abschnitt 3.2) auf
jede Zelle einzeln angewandt wird. Die sich ergebenen gk Eigenschaften der einzelnen
Zellen bilden dann die Rohdatenbasis zur Bestimmung der \&adirdichkeitsverteilungen
der effektiven Eigenschaften der betrachten heterogeeudren Struktur (Abb. 5.2). Be-
rechnet werden die diskreten Verteilungen durch Gewiahtiar einzelnen effektiven Zellei-
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/
— /
@
1
oL LA
X

Abb. 5.2: Bestimmung der Verteilungsfunktionen mittels des zellbasierten Verfahrens

genschaften mit ihrem Zellvolumen.

Zur Beschreibung der lokalen Materialeigenschaften auéBehe ist eine Erweiterung der in
Abschnitt 2.4 eingefihrten globalen GroRen auf lokalerteberforderlich.

Da im Vergleich zur globalen Betrachtungsweise keine Spagstuund Dehnungszustande
fur die einzelnen Zellen vorgegeben werden konnen, erflilgBestimmung der effektiven
Elastizitatskonstantei;; (Abschnitt 2.4.1) auf Zellbasis durch Lésen des im Folgenaie
gegebenen linearen Gleichungssystems. So lassen siclffekéven Elastizitatskonstanten
Cy;# durch Aufbringung von sechs Referenzlastfalle auf das Mikukturmodell tber die
Beziehung

[ AGy? T G
Aé—sz éllz Cen 6162 A€:22Z
AO’ggZ Ae’fggz
_ — . '.. . . - 56
Aq??)z C_' 5 C_’ , 2A€723Z ( )
AG 52 61" ... 66 2AE 5
L Aa’lgz ] L QAEIQZ ]

bestimmen, wobei die Matrix mit den effektiven Elastizt@nstanter©;;> symmetrisch ist.
Zudem wird im Gegensatz zu Gleichung (2.38) diei®Tsche Notation angewandt. Der
Ubergang zu dieser kompakten Schreibweise erfolgt ertisprel dem Schema

i furi=j

ij%{Q—i—j fiiri . (5.7)

Zur Bestimmung der effektiven FlieBkurven(,”) auf Zellbasis erfolgt eine Separation des
plastischen und elastischen Dehnungsanteils durch

&?ijpl(k) — gl,jgeS(k) _ gijel(k) (5. 8)

far alle Zeitschrittek der Belastung. Der elastische Antgjj*® kann dabei durch die erneut
in VoiGgTscher Notation angegebene Inversion von

7] = |Cif?] - &/ (5.9)
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5 Bestimmung des effektiven Materialverhaltens

gewonnen werden, wobei die effektiven ElastizitatskamstaC,,;? tiber Gleichung (5.6) fiir
das erste Belastungsinkrement berechnet werden und floldentlen Zeitschritte konstant
gehalten werden. Die effektiven deviatorischen plaséadbehnungen ergeben sich zu

1
= plk) _ =. plK = plK
5ijp k) — 5ijp() _ gz.:llp()(;ij (5.10)

fur alle Zeitschrittek. Die Inkremente des effektiven plastischen Dehnungstiesia s, ;»'®
und der effektiven plastischen Vergleichsdehnixig®® sind durch

AG 0 = £,7/0 — gD (5.11)
1
AG PO — VAg“ka)Ag“pI/(k)} ’ (5.12)
L ij '

bestimmt, womit sich die akkumulierte effektive plastisdfergleichsdehnung zu

k
£, = Z A& (5_13)

t=1

berechnet. Analog zu Gleichung (2.62) wird der Deviatordiéreffektive Spannung durch

- 1

U,ij(k) = 5'ij(k) — §6ll(k)5ij (514)
gebildet. Die effektiverON-MISESVergleichsspannung errechnet sich zu

7 K — 3 . K 5t (K %

Oy’ = 50' ij Oij (515)

fur alle Zeitschrittek, womit die Bestimmung der effektiven FlieRkurgg(s,”) aus den ef-
fektiven Spannungea,®(£,”%) in Abhangigkeit von den effektiven Dehnungen hergeleitet
ist.

Die Bestimmung der effektiven Spannungen und Dehnungen @liifasis erfolgt durch In-
tegration Uber die Zelloberflactig2*. Dabei gilt die fir das reprasentative Volumenelement
bereits in Gleichung (3.11) Uber die Mikrostrukturobeffi@alurchgefihrte Integration zur
Bestimmung des effektiven Deformationsgradienten aucleitie einzelne Zelle. So ergibt
sich mit

_ 1
Fy = W/E-jdv (5.16)
QZ
und der Beziehung (3.14) zwischen dem Deformations- und densckiebungsgradienten
_ 1
o0*

In einem weiteren Schritt werden die einzelnen Zellwandara finiten Elemente zerlegt, so
dass sich

— 1
z o0°

e
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®
A)A([éll] F”
A1 ‘\
®
AxBY g Axldl]
@ @
AX[21]
AX[Sl]
(b) ©)

Abb. 5.3: Zellwandelement: im lokalen und globalen System (a) und in der Momentan-
und Referenzkonfiguration (b)

schreiben lasst. Analog zu der Beziehung (5.16) fur den &ffak Deformationsgradienten
gilt zudem fir die Komponenten des erstamBr-KIRCHHOFFSpannungstensors

_
P, = W/P,»jdv. (5.19)
QZ

Durch Umformung von Gleichung (5.18) zu

_ 1
Fij=— Z Qi® + 0y (5.20)
Ve
mit
d@,je = / udeA = n]’e / 'LLZdA (521)
o0° o0°

kann die effektive Deformation der Zelle aus den bekanrkalém Deformationen der Finite-
Elementen-Rechnungen gewonnen werden. Dabei erfolgt 8ivdeschiebungsfeld,;(z,)
eine bilineare Interpolation tber das Element mit dem Ansat

ui(:i’a) =cCy+ Cljl + CQ.i'Q s (522)

wobei sich gemaf Abb. 5.3(a) die Konstanten zu

co = U (a:‘@,xg ) (5.23)
¢ = [u(azl@ D) - u(xl@:@@)] : [5:1@)]_1 (5.24)
o = [u(xl@ 59) (xl@ - xl@) - u(xl@xg@)x@ + u(:rl@ ;1;2@):5@] : [xl@xz@}_l
(5.25)
ergeben.
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5 Bestimmung des effektiven Materialverhaltens

Die Integration des interpolierten Verschiebungsfeldsrighe Elementflache liefert

/' wid A = //uidjldfz _ ; (0@, 59) + ui(32,52) + u(32,7D)) . (5.26)

womit mittels Gleichung (5.18) der effektive Deformatigradient der Zelle berechnet wer-
den kann.

Zur Bestimmung der effektiven Spannungen wird Gleichun@9punter Bertcksichtigung
der Tatsache, dass der Zellinnenraum spannungsfrei ist, zu

0
_ 1
Py=17 / /B-jdgzgdA: WZAE/Pijdisg (5.27)
VA Pt
e T3

0% T3

umgeformt. Da die zweite Umformung die formulierungsbegtiénrKonstanz der Spannungen
Uber die Elementflache ausnutzt, wird nurizigtRichtung tber die halbe Zellwandstare
integriert, da die gesamte Zellwand immer zu zwei benadbbatellen gehort.

Da auf Elementebene zunachst nur diuCHY-Spannungen bezglich eines lokalen Koor-
dinatensystems, vorliegen, missen diese zur Bestimmung der Komponehtedes ersten
PioLA-KIRCHHOFFSpannungstensors auf das globaléoordinatensystem des Elements
transformiert werden. Da die Komponentedieses lokalen Systems immer der Flachennor-
malenn des Elements entspricht (Abb. 5.3(a)) und aus diesem Grundemz;-Achse des
globalen Systems Ubereinstimmt, muss im Folgenden nureadielige Orientierung det; -

und z,-Richtung bericksichtigt werden. Somit gilt

_ 1 -
Py = vz > Bt (5.28)
z
mit
0 0
Bije = Ae / P,dzs = A° / det Fory ;' dis (5.29)
_d _

(V]
vl

nach Gleichung (2.27).

Die Integration wird an dieser Stelle fur die innere und &al#ellwandhélfte des Elements
getrennt numerisch tber

% (Smax_l)

d

2. el _ Ae -1 -1

B0 = A ; {(det FO'Z‘ijk )S + (det FO'iijk >S+J m (5.30)
R Smax_l - B d

By =AY |(detFoyFy!) + (detFoyF kl)sﬂ} sy 0

s:%(smax—i-l)

mit dem SMPsON-Integrationspunkt und der Nummer des hdchsten Integrationspusikts
durchgefuhrt (Abschnitt 2.5).
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5.3 Rechentechnische Umsetzung

Die Komponenten des AUCHY-Spannungstensorts; im globalen System werden aus den
Komponenters;; des lokalen Systems mit Hilfe der Transformation

0ij = g a5 On (5.32)
mit der Transformationsmatrix
égn ég) éél)
a; =& &) & (5.33)

ég?)) é53) éé?))
gewonnen.

Zur Berechnung des Deformationsgradienten wird dessenibafials Abbildungsvorschrift

zwischen dem Linienelementz; in der Referenzkonfiguration und dem Linienelemaui;
in der Momentankonfiguration zurtickgegriffen (Abb. 5.3(b)

Des Weiteren wird vereinfachend von tber das gesamte Elekoastanten Komponenten
F,; des lokalen Deformationsgradienten ausgegangen. Dieggich, da fiir die verwendete
Elementformulierung die Deformationen Uber die Elemeetiiche konstant sind und fir
die Biegeanteile mit einem linearen Ansatz gearbeitet wird.

Zur Bestimmung der Komponenten des Deformationsgradiefitekonnen die Elementkan-
tenvektoren

AxP = x® — x® = ;& _ 40 (5.35)
AxBU = x® _ x0 =z _ 0 (5.36)
in der Referenzkonfiguration bzw.
ARPY = X 1 u® — [x® 4 u®] =2 4 0 — 2 — oY (5.37)
ARBY = x® 1 u® — [x® 4 u®] =2 4 o — 2 — oY (5.38)

in der Momentankonfiguration als Linienelemente betratkterden.

Als drittes unabhé&ngiges Linienelement wird der mit dentdatdicke in der jeweiligen Kon-
figuration multiplizierte Normaleneinheitsvektor auf @ementflache betrachtet. Hierflr gilt

AxP x Ax[B3Y
[41] _
AxH = AP x AxP] (5.39)
mit der Elementdicke in der Referenzkonfiguration und entsprechend
& (21 $[31
gl = AR AR S (5.40)

~ JARET x ARB|

mit der Elementdicke in der Momentankonfiguration.
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5 Bestimmung des effektiven Materialverhaltens

Die neun unabhangigen Komponenten des Deformationsgitadi€;; konnen dann aus den
neun Gleichungen

AiPY = FyAzlY (5.41)
AiPY = FyA (5.42)
A = FyALt (5.43)

bestimmt werden.

5.3.3 ,,Moving-Window"*-Auswertung

Die ,Moving-Window"-Auswertung ist eine Weiterentwickig der zellbasierten Auswer-

tung, die es ermdglicht gleichgroRe beliebig geformte Blstrukturausschnitte zu analysie-
ren, die zudem zur gezielten Untersuchung der raumlicheokbdurelation auf einem regel-

mafigen Raster angeordnet werden kdnnen.

Betrachtet werden im Rahmen dieser Arbeit ausschliel3liclelkimgnige rasterformig ange-
ordnete Mikrostrukturausschnitte. Die effektiven Stukigenschaften dieser basieren auf
den effektiven Zelleigenschaften, die mit dem zellbasreierfahren in Abschnitt 5.3.2 zu
ermitteln sind. Zur Bestimmung der effektiven Struktureigeghaften der kugelférmigen Mi-
krostrukturausschnitte werden diese mittels spharig€berdinaten in eine Vielzahl von Seg-
menten zerlegt. AnschlieRend werden den einzelnen Segmdid effektiven Eigenschaften
der Zelle zugewiesen in der sich der Schwerpunkt des Kugeleets befindet. Die Vertei-
lungen fir die effektiven Struktureigenschaften der ki@yaetigen Mikrostrukturausschnitte
ergeben sich dann durch Volumengewichtung der einzelngm&eteigenschaften (Abb. 5.4).

Eine Variante zu dieser als Gleichgewichtung bezeichnéteiante, bei der die Gewichtung
der Segmenteigenschaften unabhangig vom Abstand zum mdiigetpunkt ist, liefert eine
abstandsabhangigeABss-Gewichtung, wobei die Eigenschaften der zentrumnahereKug
segmente starker gewichtet werden als die weiter auf3esniieg.

Qm—w(l)
1
//
=p- =p> @
rasterférmige /

Anordnung
gef. mit Uberlapp

Qm»w(k)

Abb. 5.4: Bestimmung der Verteilungsfunktionen mittels des ,Moving-Window*-
Verfahrens
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Definiert ist die @duss-Gewichtung durch

wre) = \/21_7mexp [—; (;ﬂ (5.44)

mit dem BEUKLID -Abstandr. vom Kugelmittelpunkt und dem Streuungsparameteder im
Rahmen dieser Arbeit derart gewahlt ist, dags;.) = 1 - 107° mm~1 ist.

5.4 Diskussion

Die in Abschnitt 5.3 vorgestellten probabilistischen Methn stellen ein Bewertungskonzept
fur heterogene zellulare Materialien dar, wobei im Gegensa einer rein deterministischen
Betrachtungsweise die Streuungen in den Mikrostruktursigeaften bei der Bestimmung der
effektiven Materialeigenschaften bertcksichtigt werd&@hrend bei einer MNTE-CARLO-
Simulation zur Ermittlung der Streubandbreite in den dffe Struktureigenschaften ein
sehr hoher Rechenaufwand besteht, um bei zufélliger Wahtisglangsparameter auch sel-
tener auftretende Mikrostrukturfalle zu bertcksichtigeinnen bei der vorgestellten proba-
bilistischen Methode gezielt Extremfalle bertcksichtigirden. Vor allem fiir die Bauteilaus-
legung ist dies von aul3erordentlicher Bedeutung, da fur daemdlversagen die Auftritts-
wahrscheinlichkeiten extremer Félle ausschlaggeberdtl Sa kann durch die vorgestellte
probabilistische Methode genau fir diese Extrembereielzeeli eine hohere Rohdatenbasis
erzeugt werden. Auf diese Weise kann die Aussagekraft déeiWengen der effektiven Struk-
tureigenschaften in den Extrembereichen bei begrenzteimeRaafwand erheblich verbessert
werden.

Im Folgenden werden die Vor- und Nachteile der in Abschnidt ¥orgestellten Auswerte-
verfahren dargestellt, so dass fur den konkreten Anwersfathiglas am besten geeignete
Verfahren gewahlt werden kann.

So kann in der vorgestellten Form — wenngleich eine Erweamgidenkbar ware — das zellba-
sierte und das ,Moving-Window"-Auswerteverfahren detzwir fir geschlossenzellige Mi-
krostrukturen verwandt werden, da zur Bestimmung der eWfektZelleigenschaften gemaf
Gleichung (5.16) tber die Zelloberflache integriert wirde lhehrfache Testvolumenelemen-
te-Auswertung ist jedoch sowohl zur Analyse von geschiosaés auch offenzelligen Mi-
krostrukturen anwendbar. Dariliber hinaus besteht ein rgeivrteil der mehrfachen Test-
volumenelemente-Auswertung darin, dass es ausreicheNikiostrukturmodelle mit einer
geringen Zellanzahl zu generieren. Denn obwohl fir eingssisch reprasentative Rohdaten-
basis eine Vielzahl von geringzelligen Modellen bendtigtdwist der Rechenaufwand fir
diese Testvolumenelemente im Vergleich zu der Generievangvenigen Modellen mit sehr
grol3er Zellanzahl, wie sie fur die Generierung von statstireprasentativen Volumenele-
menten bendtigt wird, deutlich geringer. Zu beachten ibedalass mittels dieser geringzelli-
gen Modelle die charakteristischen Mikrostruktureigéradten, wie die ZellgréRenverteilung,
dennoch korrekt abgebildet werden kdénnen.

Dem gegeniber steht der Vorteil des zellbasierten und dewifd-Window“-Auswertever-
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5 Bestimmung des effektiven Materialverhaltens

fahrens, dass aufgrund der geringen Modellanzahl nur weeDgformationsrechnungen zur
Ermittlung der effektiven Materialeigenschaften durdiihet werden muissen, so dass bei
grol3en Deformationen die numerische Effizienz durch digeéemhren erheblich gesteigert
werden kann. Zu beachten ist dartber hinaus dass fur digr8kitasen keine gezielte Defor-
mation vorgegeben werden kann, sondern nur das gesamtedttikkturmodell gezielt be-
bzw. entlastet werden kann.

Zudem liefert das zellbasierte Auswerteverfahren die katagenschaften der einzelnen Zel-
len, wodurch z. B. eine mdgliche Korrelation mit der Zellfoamtersucht werden kann, wenn-
gleich die Zelleigenschaften bei diesem Auswerteverfakicen der Umgebung mitbeeinflusst
werden. In Hinblick auf die Entwicklung eines Verfahrens Yarhersage der Materialeigen-
schaften basierend auf den bekannten bzw. messbarenusgigkinschaften ist die Bestim-
mung der Korrelation der Zelleigenschaften von auf3erdlideer Bedeutung.

Das ,Moving-Window"-Verfahren lasst hingegen, wie auck diehrfache Testvolumenele-
mente-Auswertung, einen Vergleich gleichgrol3er Miknalsturausschnitte zu. Des Weiteren
ist zu beachten, dass es bei der mehrfachen TestvolumesrgieiAuswertung innerhalb der
einzelnen Modelle immer zu einem Mittelungseffekt in dentdi@leigenschaften kommt,
der bei der Betrachtung der Ergebnisse zu berucksichtigedusem kann mit dem ,Mo-
ving-Window"“-Auswerteverfahren durch rasterformige Adioung der Auswerteausschnitte
(Abb. 5.4) gezielt die rdumliche Autokorrelation der Miktauktureigenschaften untersucht
werden.

Weitere Vor- und Nachteile, die erst bei Anwendung dieser Auswerteverfahren zu be-
obachten sind, wie zum Beispiel der Einfluss der GroRe dewvdlastenelements bei der
~-Moving-Window"-Auswertung, werden bei den Anwendungsipeelen in den folgenden
Kapiteln diskutiert.
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6 Vorhersage des effektiven
Materialverhaltens von
Aluminiumschaumen

In diesem Kapitel soll exemplarisch an einem geschlos$leyere Aluminiumschaum die Be-
stimmung des effektiven Materialverhaltens mittels dedém vorangegangen Kapiteln be-
schriebenen probabilistischen Methode aufgezeigt wetdaoh Festlegung der Modellpara-
meter in Abschnitt 6.1 werden die in Abschnitt 5.3 vorgdtalAuswerteverfahren zunachst
angewandt (Abschnitt 6.2 bis 6.4) und anschlieBend in AfigdB.5 miteinander verglichen.

6.1 Modell-EingangsgroBBen

Die Modellgenerierung zur Untersuchung des effektivenévlalverhaltens von Aluminium-
schaumen basiert auf einer Vielzahl von EingangsgroResseteWah! die Qualitat der Er-
gebnisse zum Telil erheblich beeinflussen kann. Aus diesemd3rurde eine ausfuhrliche
Literaturrecherche zum Materialverhalten von Aluminigimsumen durchgefuhrt.

Wie von RAMAMURTY und RAUL [75] sowie KOLLURI et al. [51] beobachtet wurde, wei-
sen die Zellen der experimentell untersuchten geschlasilgen Aluminiumschaume keine
Vorzugsrichtung in ihrer Orientierung auf. Sie besitzderdhlls eine leichte Ellipsoidform,
womit die Verwendung des in Abschnitt 4.1 vorgestellten Rimilomgsverfahrens zur Mi-
krostrukturgenerierung gerechtfertigt ist. Fir den raigh Zelldurchmesser und fur die zuge-
hdrigen Standardabweichung werden iIRnNRAMURTY und RAUL [75], ELMOUTAOUAKKAIL
etal.[19] und KOLLURI et al.[51] Werte in gleicher GroRenordnung vorgefunden. Einerbe
einstimmung der experimentellen Daten konnte an diesée Sts vorneherein nicht erwartet
werden, da die Zellgro3e ein Parameter ist, der gewdhnéctdr Herstellung von Schaumen
gezielt variiert wird.

Fir die relative Dichte wurden jedoch UbereinstimmendeeDabrgefunden. So ist inR
MAMURTY und RUL [75] die Dichte des Aluminiumschaums mif,.sgam = 0,26 8/cm? an-
gegeben. Dieser Wert stimmt mit der relativen Dichte wgp, = 0,095 Uberein, die unter
Angabe der Dichte fur Aluminium vop, = 2700 &/cm3 in WIERZBICKI und Doyoyo [103]
bestimmt worden ist. Des Weiteren ist inOKLURI et al. [51] ein Histogramm mit einer
Spannbreite fur die relative Dichte vdp/po) mn = 0,070 bis (p/po) mex = 0,125 abgebil-
det. Aufgrund des zusatzlichen Informationsgehalts weftledie Wahl der relativen Dichte
in den nachfolgenden Rechnungen die Angaben ams KRI et al.[51] verwandt.
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6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen

Je nach Dichte konnten fur die Zellwandstarke Werte im Barewn d,,, = 40 pm bis
dmax = 160 pm durch EEMOUTAOUAKKAIL et al.[19] ermittelt werden. Nach Untersuchun-
gen von RMAMURTY und RwUL [75] und KOLLURI et al. [51] besteht bei der Variation
jedoch kein Bezug zum Ort. In NRKAKI und QLYNE [60] ist hingegen eine deutliche Mate-
rialanh&ufung im Bereich der Zellwandverzweigungspunkterkennen. Diese Beobachtung
wird auch durch KENESEI et al.[50] bestatigt, die niedrigere Dickenwerte fur die Zellwlan
starke als fur die Zellwandverzweigungspunkte ermitielte

Aufgrund dieser experimentellen Ergebnisse wird das Wénkisnverhaltnis zunachst nicht
explizit festgelegt, sondern der Einfluss verschiedenendatiirken-Verteilungen auf das ef-
fektive Materialverhalten wird mittels verschiedener kigtrukturmodelle zunachst zuséatz-
lich untersucht. Sichergestellt ist nach einer AuswertwmgyELMOUTAOUAKKAIL et al.[19]
jedoch, dass ausschlief3lich vollstandig geschlossemenderliegen.

Zur Beschreibung des Materialverhaltens wird ein Elagtigrhodul von®,, = 70 M Pa und
eine Querkontraktionszahl van, = 0,3 (vgl. KUCHLING [52]) als Eingangsgrt3e verwen-
det. Dabei ist zu beachten, dass auf Mikrostrukturebergrand der geringen Kornanzahl in
Dickenrichtung ein anderes Materialverhalten als beirggné3eren Probengeometrie, die zu
Ermittlung dieser Bulkwerte verwendet wird, zu erwarten@eiche Schwierigkeiten bestan-
den bei der Wahl der FlielRkurve zur Beschreibung der pldsis®eformation, so dass die
AnfangsflieBspannung zu (0) = 190 M Pa festgesetzt wurde.

6.2 Mehrfache Testvolumenelemente-Auswertung

Fur die mehrfache Testvolumenelemente-Auswertung wektigrostrukturmodelle mit je-
weils 20 Zellen auf dem Einheitsvolumen generiert. Dies ist gefectigt, da keine masse-
oder ratenabhangigen Effekte untersucht werden und zudéinschnitt 4.3 festgestellt wer-
den konnte, dass trotz einer geringen Zellanzahl eineitbgaische Normalverteilung fur das
Zellvolumen sehr gut reproduziert werden kann.

Fur die Zellwandstarke werden drei Varianten verwendetw8d neben einer konstanten
Zellwandstarkel ebenso ein Anstieg der Zellwandstarke in Form einer Potekdion von der
Zellwandmitte zu den Zellwandkanten im Verhaltnis yap,/d,..) "™ = % bzw. 1—10 betrachtet,
wie sie in Abb. 4.3(b) als Dickenverteilung ,Treppe* dargpig ist.

Die probabilistische Auswertung beruht auf vier diskreZefallsvariablen: Die relative Dich-
te ist hierbei von besonderer Bedeutung. So werden neuivesl2ichten mit diskreten Wer-
ten vonp/py = 0,04,0,06, ... ,0,20 betrachtet. Die zugehdrigen Auftrittswahrscheinlichkei
ten konnten durch Anpassung einer logarithmischen Norengilung an die Ergebnisse von
KoLLURI et al.[51] gewonnen werden. Fur die logarithmische Zellgro3aeveng werden
gleichverteilt sieben normierte StandardabweichungeBémeich vons(V*)/ E(V*) = 0,1
bis 0,5 verwendet. Dartiber hinaus werden zur gezielten Untersigctiar Streuung fur jeden
diskreten Fall der beiden zuvor eingefiihrten Zufalls\zlga jeweils drei Modelle generiert,
die gleichgewichtet eine dritte Zufallsvariable dargellAls vierte Zufallsvariable dient die
Orientierung im Raum, die aufgrund der Betrachtung von ipaindMaterialverhalten auf ma-
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Abb. 6.1: Belastungskurven

kroskopischer Ebene ebenfalls als gleichverteilt angenemwird.

Zur Bestimmung der effektiven Materialeigenschaften wetavohl Normal- als auch Schub-
belastungen aufgebracht, wobei entweder eine Normal- @derSchubkomponente des ef-
fektiven Deformationsgradientehi; vorgegeben wird und alle anderen Komponenten keinen
Zwangen unterworfen sind.

Die Deformation erfolgt in alle Fallen zunachst in Druckrticng, wobei eine Abnahme der
vorgegebenen Komponente des Deformationsgradiefitevon 1 auf 0,9 fiir Normalbelas-
tungen und vord auf —0,1 fir Schubbelastungen gewahlt wird. Anschliel3end erfoige e
vollstandige Rickbelastung, so dass der Deformationsgmadeinen Ausgangswert wieder
annimmit.

Exemplarisch sind in Abb. 6.1 die effektiven zweiteroPA-KIRCHHOFFSpannungskom-
ponentenr;; Uber die effektiven GEEN-LAGRANGE-Dehnungskomponentefy; fir Mi-
krostrukturmodelle des geschlossenzelligen Aluminidmasens mit einer relativen Dichte
von p/py = 0,08 bei Zellwandstéarkenverteilungen vat,,,/dn.) "™ = 1, 1 und & dar-
gestellt. Des Weiteren sind zwei Belastungskurven fir a#diige Aluminiumschaume mit
Stegdickenverhaltnissen v,/ dw.) °° = 1 und 5 bei entsprechender relativer Dichte
eingezeichnet, um den Einfluss zwischen einer konstantdarMeerteilung und einer Ma-
terialanhdufung im Bereich der Zellwandkanten bei den dessbnzelligen Schdumen bzw.
den Zellstegverzweigungspunkten bei den offenzelligdré8men noch deutlicher hervorzu-
heben.

In Abb. 6.2(a) bis (d) werden die Rohdatenbasen fur den Elggsmodul und die Querkon-
traktionszahl, die sowohl aus der Anfangssteigung als ausltder Steigung bei der Riickbe-
lastung gewonnen wurden, in Abhangigkeit von der relatbarte der Mikrostrukturmodel-

le gezeigt. Des Weiteren wurde die effektive FlieRspannuaigrend der plastischen Defor-
mation untersucht. Hierzu wurde aus den Komponenten desc@Y-Spannungstensors die
entsprechendgoN-MISES-Vergleichsspannung an ausgewahlten Punkten ermitii@tdie
Normalbelastungen sind dieoN-MISES-Vergleichsspannungen in Abhangigkeit von der re-
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Abb. 6.2: Rohdatenbasis in Abhéngigkeit von der relativen Dichte
lativen Dichte zum Zeitpunkt, zu dem der Deformationsgeatieinen Wert vorf{;;, = 0,99

aufweist, in Abb. 6.2(e) bei zunehmender Belastung und zutpuigkt, zu dem der Deforma-

tionsgradient einen Wert vaR;,

exemplarisch dargestellt.

= 0,91 aufweist, in Abb. 6.2(f) wahrend der Rickbelastung

Fur die Auswertung zum Zeitpunkt der Erstbelastung zet ir den Elastizitatsmodul in

Abb. 6.2(a) eine nahezu lineare Abhangigkeit von der ratiDichte, wie sie bereits von

GiIBsoN und AsHBY [27] fur geschlossenzellige Schaume mit konstanter Zeldstarke er-
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Abb. 6.3: Verteilungen: Elastizitdtsmodul (a) und Querkontraktionszahl (b)

kannt worden ist. Des Weiteren ist zu beobachten, dass bkigérung des Zellmaterials in
Richtung der Zellkanten die Steifigkeit des Materials abninBegrindet ist dies in der bie-
gedominierten Deformation von offenzelligen Schaumeng¢ineeaufgrund der Stitzwirkung
benachbarter Zellwande bei geschlossenzelligen Schastaneingeschrankt ist.

Eine ausgepragte Streuung der Werte fur die verschiederghed ist nicht zu beobach-
ten, woraus zu schlie3en ist, dass der Einfluss der Dichtbkech starker als z. B. der Ein-
fluss der ZellgroRenverteilung ist. Fr die Querkontraigimahl ist zudem zum Auswertezeit-
punkt wahrend der Erstbelastung keine Abhangigkeit vorrelativen Dichte zu beobachten
(Abb. 6.2(c)). Dies ist damit zu begriinden, dass die Qudrkkhonszahl mechanismenba-
siert, also unabhangig von den Zellwandmaterialeigerisamast.

Bei Bestimmung der Materialkennwerte zu Beginn der Ruckbatgstabb. 6.2(b) und (d))
ergeben sich gegentber den Ergebnissen in den Abb. 6.2¢afjcuwvor allem fir geringe
Dichten deutlich sichtbare Verdnderungen. So ist anstélles linearen ein gekrimmter Ver-
lauf fir den Zusammenhang zwischen Elastizitatsmodul efativer Dichte zu beobachten
(Abb. 6.2). Das weichere Materialverhalten ist mit der Umotierung der Zellwande bzw.
-stege zu begrinden, wodurch bei der Riuckbelastung die Dafmm einen héheren Bie-
geanteil aufweisen kann. Des Weiteren lassen sich hieimdleutlich geringeren Werte fir
die Querkontraktionszahl bei kleinen relativen Dichteklden, wie sie Abb. 6.2(d) zu ent-
nehmen sind.

Da bei einem Wert fur den effektiven Deformationsgradianten F(n’) = 0,99 bereits plas-

1,0 . 1,0 Erstbelastung:
0,8 /4 0.8 — 567 num. Exp.
7 ( T ’ — 63 num. Exp.
—_ 0,6 / / — 0,6 7 9 num. Exp.
I 04 // // 2 04 // Riickbelastung:
S €3 — 567 num. Exp.
02 // [ 0,2 f — 63 num. Exp.
0,0 l 0,0 9 num. Exp.
0 1 2 3 4 5 0,0 0,1 02 03 0,4 0,5
(a) E[GPal (b) v[-]

Abb. 6.4: Einfluss der Diskretisierung des Wahrscheinlichkeitsraums
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6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen

tische Deformation eingesetzt hat, die sich auf mikroskdper Ebene sowohl aus Biege- als
auch aus Dehnungsanteilen zusammensetzt, ist qualigtivdnterschied in den Abb. 6.2(e)
und (f) zu erkennen, die die Auswertung der effektiven Hphnungr, wahrend der Be-
lastungs- bzw. Rickbelastungsphase zeigen. Allenfallepbdichten ist, dass durch die auf-
gebrachte Deformation eine leichte Verfestigung eingedeit. So ergeben sich zum Zeit-
punkt der Ruckbelastung etwas hohere Spannungswerte alsvddher Erstbelastung.

Dariiber hinaus sind die deutlich sichtbaren Licken in derddt#mbasis zu erwdhnen, die
sich aus der gezielten Diskretisierung des Wahrschekditsraums mit den zu Beginn dieses
Abschnitts eingefiihrten Zufallsvariablen ergeben.

In Abb. 6.3 sind fir die drei verschiedenen Zellwandstévkemaltnissgd,,,/dpa) ™ = %
% und 1—10 Wahrscheinlichkeitsverteilungen fir die elastischen #¢anten dargestellt. Auffal-

lig ist der treppenférmige Verlauf der diskreten Vertegien, welcher eine Folge des nicht
gleichmafiig mit Datenpunkten abgedeckten Spektrums tiven Dichte in der Rohdaten-

basis ist (Abb. 6.2). Da die eingangs vorgenommene Dishkeeting nicht den real auftre-
tenden kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilengler Zufallsvariablen entspricht, be-
steht im Nachgang die Notwendigkeit der kontinuierlichgrpfoximation der sich ergebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Materialeigensieima wofur sich Anpassungen mittels

logarithmischer Normalverteilungen als geeignet erwidszben.

DarUber hinaus ist bei Betrachtung der Abb. 6.3 zu beachi&ss die Rohdatenbasen fir
die Zellwandstarkenverhaltnisse v,/ dy.) "™ = % und % reduziert sind. Dennoch lasst
sich fur alle Zellwandstarkenverhéltnisse eine gute Ubstenmung der diskreten Vertei-
lungsfunktionen fir den Elastizitatsmodul (Abb. 6.3(azb fur die Querkontraktionszahl
(Abb. 6.3(b)) zu den an die Datenbasen angepassten lagadhen Normalverteilungen er-
kennen. Dartber hinaus ist der Einfluss des Zellwandstégkbaltnisses sehr gut sichtbar.
So treten bei den Mikrostrukturmodellen mit dem extremelwaadstarkenverhaltnis von
(i) i) "™ = 1—10 signifikant geringere Werte fir den Elastizitatsmodul &ift die Quer-
kontraktionszahl lasst sich zudem eine deutlich groReeuBandbreite fir diesen Extremfall
erkennen.

Um zu zeigen, dass die reduzierte Rohdatenbasis fir die Ztlstarkenverhaltnisse von
(duin/ da) ™™™ = 3 bzw. 5= keinen signifikanten Einfluss auf die soeben beschriebergebE
nisse aufweist, sind in Abb. 6.4 Verteilungsfunktionendén Elastizitatsmodul (Abb. 6.4(a))
und fur die Querkontraktionszahl (Abb. 6.4(b)) fiir den [E&it konstanten Zellwandstéarke dar-
gestellt, wobei die Anzahl an numerischen Experimentezesdive von eingangs = 567
Ubern = 63 auf die dulRerst geringe Anzahl van= 9 reduziert wurde. In beiden Diagrammen
fallt auf, dass der Einfluss der Datenreduktion fiir die Ausweg in der Rickbelastungspha-
se ausgepragter als bei der Erstbelastung ist. Des Weitgrédautlich zu erkennen, dass die
Reduktion der Datenbasis auf= 63, wie sie in Abb. 6.3 fur die extremen Zellwandstarken-
verhaltnisse vorgenommen wurde, keinen signifikanten isefauf die Verteilungsfunktionen
besitzt. Erst bei einer weiteren Reduktion auf 9 ist eine leichte Verschiebung der Vertei-
lungsfunktionen zu beobachten (Abb. 6.4). Dies Ergebnigt zeigleich, dass, wie eingangs
vermutet, die relative Dichte den mit Abstand gréf3ten Es¥lauf die Ergebnisse besitzt. Da
bei der extremen Reduktion auf= 9, der Zufallsraum nur noch durch die relative Dichte dis-
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Abb. 6.5: Validierung: Rohdatenbasen (a) und (b), Verteilung der relativen Dichte (c),
Vergleich der Verteilungen fiir den Elastizitatsmodul

kretisiert wird, wahrend alle anderen Zufallsvariablen &echnungen nicht mehr zugrunde
liegen.

Zur Validierung der Mehrfachanalyse ist ein Vergleich miekaturdaten vorgenommen wor-
den. Soistin den Abb. 6.5(a) und (b) ein Vergleich der baretdn Rohdatenbasis fur den auf
den Elastitzitaitsmodul des Zellwandmaterials normieRkastizitatsmoduFE / £, mit experi-
mentell von RMAMURTY und RAUL [75] ermittelten Daten fir einen ALPORAS-Aluminium-
schaum sowie von MICULLOUGH et al. [63] bestimmten Daten fir einem ALULIGHT-
Aluminumschaum dargestellt. Da die vornRAMURTY und RAUL veréffentlichten Daten
sich auf einen gemessenen Elastizitatsmodul beziehewéteend der Entlastung gemessen
wurde, nachdem bereits erste plastische Verformungemtxatgn waren, werden fir den Ver-
gleich die Werte des Elastitzitatsmoduls herangezogemmdider Mehrfachanalyse zum Zeit-
punkt der Ruckbelastung ermittelt wurden. Dabei zeigt sielss die numerische Rohdaten-
basis sehr gut mit den experimentellen Daten Ubereinstihmvtbb. 6.5(c) ist die Verteilung
der relativen Dichte fir die von RMAMURTY und RAUL untersuchten Aluminiumschaume
dargestellt, wobei die Verteilung gut durch eine logarigehe Normalverteilung angenahert
werden kann. Zudem ergeben sich fur die experimentell telt@ih Daten ein Erwartungswert
E(p/po) von 0,097 und eine Standardabweichuag/on 0,005. Die Auswirkung der Streuung
in der lokalen relativen Dichte auf den Elastizitatsmodulin Abb. 6.5(d) deutlich zu er-
kennen. So ist eine ausgepragte Streuung zu beobachteei, avelmit der Mehrfachanalyse
numerisch berechnete und die aus den experimentellen Qatesnnene Verteilung sehr gut
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Abb. 6.6: Verteilungsfunktionen (a) und Dichtefunktionen (b) der relativen Dichte bei
Variation des Erwartungswerts und der Standardabweichung

Ubereinstimmt.

Um den Einfluss der relativen Dichte weiter zu untersuchesrden in einer Parameterstu-
die bei der verwendeten Wahrscheinlichkeitsverteilungn ainen die Standardabweichung
o = y/Var(p/py) und zum anderen der Erwartungswe(p/p,) variiert, die sich fur eine lo-
garithmische Normalverteilung (Gleichung (2.101)) aus @éeichungen (2.103) bzw. (2.102)
berechnen lassen. In Abb. 6.6 sind sowohl die gewahltemitdest angegeben als auch die
aus der Parametervariation sich ergebenen Verteilungs-Dichtefunktionen (Abb. 6.6(a)
und (b)) der relativen Dichte dargestellt.

Der Einfluss auf die Ergebnisse des Elastizitditsmoduls wirdbb. 6.7 fir das konstante
Zellwandstarkenverhaltnis gezeigt, wobei sich die Varater Standardabweichuady/po)

in der Verteilungsfunktionen deutlich wiedererkennerstggbb. 6.7(a)). Allerdings ist die
Streubandbreite fur die Ergebnisse des Elastizitatsnsatdkelitlich geringer als bei den Ein-
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Abb. 6.7: Einfluss der Variation der Verteilungsfunktion der relativen Dichte auf die
Verteilungsfunktionen des Elastizitdtsmoduls
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gangsverteilungen der relativen Dichte (Abb. 6.6). Zudsinsowohl in der Auswertung wéh-
rend der Erst- als auch der Rickbelastung eine Asymmetrieriéhrscheinlichkeitsdich-
teverteilungen zu erkennen. Dies zeigt, dass eine bekam#eharfe in einer Eingangsgrofie
sich nicht zwangslaufig direkt auf die Ergebnisse Uberfi&gb. 6.7(b)).

Die Variation des Erwartungsweris(p/p,) verursacht eine Verschiebung der Verteilungs-
funktionen, wobei die Form der Verteilung fur die Ausweduvahrend der Erstbelastung
weitestgehend erhalten bleibt (Abb. 6.7(c)). Begriindetliss in dem nahezu linearen Zu-
sammenhang zwischen dem Elastizitatsmodul und der refabichte (Abb. 6.2(a)). Da die-
se Linearitat bei der Auswertung zu Beginn der Rickbelastucigt mehr vorzufinden ist
(Abb. 6.2(b)), tritt bei grol3eren Abweichungen des Erwagswerts(p/po) zum Ausgangs-
wert auch bei den Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionenlastizitatsmoduls in der Auswer-
tung zu Beginn der Ruckbelastung eine Forméanderung auf (AB().

In Abb. 6.8 sind die entsprechenden Einflisse auf die Vartggfunktionen der Querkon-
traktionszahl dargestellt. Es lasst sich deutlich erkanmiass die Variation der Standard-
abweichungr(p/po) keinen Einfluss bei der Auswertung wahrend der Erstbelgsbesitzt
(Abb. 6.8(a) und (b)). Zu begrtinden ist dies damit, dass dierkbntraktionszahl eine me-
chanismenbasierte Gréf3e und damit unabhangig von denatelkigenschaften ist. Bei der
Variation des Erwartungswerts(p/p,) fallt in den Abb. 6.8(c) und (d) erneut eine starke
Asymmetrie auf, die vor allem flr die Ergebnisse aus der Aartimg wahrend der Rickbe-
lastung sehr ausgepragt sind. So zeigen diese linkssnhiefteilungen, dass zur Beschrei-
bung der effektiven Materialeigenschaften die Angabe desmEungswerts (2.83) und der
Varianz (2.85) unzureichend ist. So ist aufgrund der ausggen Asymmetrie der Verteilung
zumindest als weitere statistische Grol3e die Schiefe 218Bestimmen.
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Abb. 6.8: Einfluss der Variation der Verteilungsfunktion der relativen Dichte auf die
Verteilungsfunktionen der Querkontraktionszahl
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6.3 Zellbasierte Auswertung

Ein weiteres Verfahren zu Bestimmung der Materialunsch#gsteht in der zellbasierten Aus-
wertung, die im Folgenden an verschiedengrofRen Mikrogiralodellen mit konstanter Zell-
wandstéarke durchgefiihrt wird. So werd&ihModelle mit jeweils16 Zellen,4 Modelle mit
jeweils 64 Zellen und ein Modell mi56 Zellen betrachtet, wobei das Gesamtvolumen der
Modelle mit den geringeren Zellanzahlen jeweils dem Volomen V1%2°¢ = 1000 mm?® des
grofldten Modells entspricht. Auf diese Weise soll untersuarden in wie weit die Modell-
grolRe einen Einfluss auf die Ergebnisse der zellbasiertsw@udung besitzt.

In Abb. 6.9(b) sind die ZellgroR3enverteilungen fur die wdisdengrol3en Modelle tbereinan-
der aufgetragen, wobei sich eine sehr gute Ubereinstimmwgchen den drei Datenbasen
erkennen lasst. Des Weiteren sind an die diskreten Dat&tglogarithmischen Normalver-
teilungen angepasst, sowie die zugehdrigen Dichtefunktieeingezeichnet. Dabei zeigt sich
erneut, dass mit dem verwandten Verfahren zur Quellpundtgyung im Zusammenhang mit
dem VORONOFVerfahren in LAGUERREGeometrie sehr gezielt logarithmisch-normalverteil-
te ZellgroRenverteilungen generiert werden kdnnen (leagit

In Abb. 6.9(c) ist deutlich zu erkennen, dass mit zunehmendellvolumen die relative Dich-
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Abb. 6.9: ZellgroBenverteilungen (a), Verteilungsfunktionen fiir die relative Dichte (b)
und deren Abhéngigkeit vom Zellvolumen (c)
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6.3 Zellbasierte Auswertung

te der Zellen abnimmt, wobei fur die Gesamtdatenbasis eaai®breite vorp/p, = 0,05
bis 0,13 auftritt. Der nicht lineare Abfall der relativen Dichte bginem vonlV’? ~ 1 mm?
auf 12 mm?® steigendem Zellvolumen ist damit zu erklaren, dass dienklein Zellen mit
derselben Zellwandstarke wie die gré3eren Zellen im Allgm®n einen geringeren isope-
rimetrischen Quotienten (Gleichung (4.6)) aufweisen.gkuhd der geringen Streubandbreite
in Abb. 6.9(c), zeigt sich in Abb. 6.9(a) fur die Verteilufigsktionen der relativen Dichte
ein sehr &hnliches Ergebnis im Vergleich zu den Verteiltungdionen des Zellvolumens in
Abb. 6.9(b).

In Abb. 6.10 sind die ermittelten Steifigkeitskomponenti@ndie einzelnen Zellen in Abhan-

gigkeit von der relativen Dichte aufgetragen. Sowohl fig Normal- als auch fir die Schub-
und Koppelsteifigkeiten zeigt sich eine sehr gute Uber@msting der drei zugehorigen Stei-
figkeitskomponenten, wodurch auf ein isotropes effektMagerialverhalten geschlossen wer-
den kann. Aus diesem Grund sind im Folgenden jeweils digoezsiteenden drei Komponenten
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Abb. 6.10: Rohdatenbasis der Steifigkeitskomponenten der zellbasierten Auswertung
in Abhéngigkeit von der relativen Dichte
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6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen

zu einer Datenbasis zusammengefasst. Ebenso ist eine geteifistimmung der Rohdaten-
basen der verschiedengrof3en Modelle zu beobachten. Wienauten, weisen die Schub-
(Abb. 6.10(c), (f) und (i)) und Koppelsteifigkeiten (Abb16(b), (e) und (h)) deutlich gerin-
gere Werte als die Normalsteifigkeiten (Abb. 6.10(a), (d) (g)) auf, wobei auch der Anstieg
der Steifigkeitswerte der Normalkomponenten mit zunehraerelativer Dichte deutlich stei-
ler ist. Auffallig ist zudem die grof3e Streubandbreite. oein z. B. fir eine relative Dichte
von p/py = 0,08 effektive Normalsteifigkeitswerte von knagp, = 2 GPa bis fast4 GPa
auf.

Zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilungen deifigkeitskomponenten werden
die einzelnen Datenpunkte in Abb. 6.10 mit dem zugehoriggiv@lumen gewichtet. Dartber
hinaus erfolgt aufgrund der guten Ubereinstimmung der Nogimal-, Koppel- bzw. Schub-
steifigkeitskomponenten in Abb. 6.10 — die auf isotropesdvalverhalten schliel3en lassen —
eine Zusammenfassung dieser Rohdatenbasen fur die Engitler Steifigkeitsverteilungen
in Abb. 6.11. Zudem sind zur Beschreibung der Streuung undhémrte die Verteilungen mit
logarithmischen Normalverteilungen angepasst und dielzdiggen kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktionen sind eingezeichnetf &ine Darstellung der diskreten Dich-
teverteilung wird jedoch verzichtet, da die numerischeetbhg der diskreten Wahrschein-

1,0 . 25 ] 1,0 > 2,5 .
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0,8 — 2,0 HT 0,8 — 2.0 HT
L & L &
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Abb. 6.11: Verteilungen fiir die Normal-, Koppel-, und Schubsteifigkeitskomponenten
der Modelle 1 x 256 Zellen (a), 4 x 64 Zellen (b) und 16 x 16 Zellen (c)
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6.4 ,,Moving-Window“-Auswertung

lichkeitsverteilungen sehr sprunghafte Verlaufe liefeiirde. Die bereits in Abb. 6.9(a) fest-

gestellte gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der vadehgroRen Modelle lasst sich in
beiden Darstellungsformen erneut deutlich erkennen, woezeigt ist, dass in Abhangigkeit

von der Art der Mikrostruktur auch mittels kleiner Mikrogkturmodelle adaquate Ergebnisse
erzielt werden konnen mit dem Vorteil der erheblich gestiggn numerischen Effizienz.

Zudem ist, wie bei der mehrfachen TestvolumenelementevAriang, der starke Einfluss
der Wahrscheinlichkeitsverteilung der relativen DichAdly. 6.9(a)) auf die Ergebnisse der
Steifigkeitskomponenten (Abb. 6.11) wiederzufinden. Di@sl\wauch durch die gemittelten
Korrelationskoeffizientem(5/po, Cy) =~ 0,88, p(p/po, Cx) ~ 0,89 und p(p/po, Cs) ~ 0,84
fur die Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeiten bestatigt.

Des Weiteren zeigen die Wahrscheinlichkeitsdichtefamdn in Abb. 6.11, dass eine Be-
stimmung des Erwartungswerts (2.83) und der Standardabway (2.85) zur Ermittlung
der Unscharfen im Materialverhalten nicht ausreichend/tl wie vor allem an den Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilungen fir die Normalstdiigen zu erkennen ist, weisen diese
eine deutlich sichtbare Asymmetrie auf, die durch eimai&sche Normalverteilung nicht
abgebildet werden kann. Folglich ist zur korrekten Besdtiumgg der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen neben der Angabe des Erwartungswerts (2.83) endagianz (2.85) zumindest die
Angabe der Schiefe (2.87) als weitere Mal3zahl unverzichtba

6.4 ,,Moving-Window"-Auswertung

Ahnlich zur zellbasierten Auswertung werden beim ,MovMgrdow“-Verfahren ebenso Mi-
krostrukturausschnitte betrachtet. Der Unterschiedebesfarin, dass diese Auswerteausschnit-
te im Gegensatz zu den Zellen eine einheitliche Form und &adfRveisen.

Im Folgenden wird die ,Moving-Window"-Auswertung ausseifdlich fur das in Abschnitt 6.3
bereits mittels des zellbasierten Verfahrens ausgewerfdodells mit 256 Zellen durchge-
fuhrt, wobei diel000 Auswertungsausschnitte auf einem Raster Mor 10 x 10 angeordnet
sind. Sowohl bei einem gewahltem Radius veip = 1 mm, der einem Kugelvolumen von
etwa dem mittleren Zellvolumen entspricht, als auch beamiRadius vom. = 4 mm ergibt
sich somit ein Uberlapp der Auswertebereiche. Wahrend dieddtruktureigenschaften der
groReren Kugelausschnitte einen@s-Gewichtung gemal Gleichung (5.44) unterliegen,
erfolgt bei den kleineren Auswertebereichen alternativ@auss- auch eine Gleichgewich-
tung.

Durch die Gauss-Gewichtung wird erreicht, dass der innere Bereich der Kauggsdchnitte
starker gewichtet wird als der Randbereich. Fir einen Radingy: = 1 mm ist die ange-
wandte Quss-Gewichtung in Abb. 6.12(a) dargestellt, wobei zudem didagihe , doppelte
und dreifache Standardabweichung eingezeichnet istG&lie%, 95,5 % bzw. 99,7 % der
betrachteten Datenbasis des Testvolumenelements enthéalt

Die diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen fur dietiee Dichte, die sich bei Verwen-
dung dieser drei vorgestellten Varianten ergeben, sindoin. A.12(b) dargestellt. Da die dis-
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Abb. 6.12: GAuss-Gewichtung (a) und Verteilungen der relativen Dichte (b)

kreten Verteilungen erneut durch logarithmische Nornrédeingen sehr gut angepasst wer-
den koénnen, werden zudem auch die sich hieraus ableiteratgmibierlichen Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktionen angegeben. In allen drei \@ea streuen die relativen Dichten
der Auswerteausschnitte um einen Erwartungswertign'p,) ~ 0,08, wobei die gerings-
te Streubandbreite bei den groReren Kugelausschnittgnuenf des eintretenden Selbstmit-
telungseffekts auftritt. Hiermit lasst sich zudem auch gkeingere Streubandbreite bei der
Gleichgewichtung im Vergleich zur &uss-Gewichtung bei den kleineren Kugelausschnitten
erklaren.

In Abb. 6.13 ist die Rohdatenbasis in Analogie zu der Darstegllder zellbasierten Auswer-
tung in Abb. 6.10 zu finden. W&hrend die Diagramme in der erSfealte fur die kleineren
Kugelausschnitterq,: = 1 mm) die Ergebnisse der gleichgewichteten Auswertung zeigen,
sind die Ergebnisse in der zweiten£ = 1 mm) und dritten Spalter{,e = 4 mm) mit einer
GAuss-Gewichtung versehen.

Bis auf einzelne Datenpunkte weisen die gezeigten Punkemadkn sehr &hnliches Verhalten
wie in Abb. 6.10 auf. Ebenso bestatigen die zugehorigenefatiionskoeffizienten mit Werten
von im Mittel p(Ci;, p/po) = 0,87 erneut die groRe Abhangigkeit der Steifigkeitskomponenten
von der relativen Dichte.

In Abb. 6.14(a) bis (c) sind fur die zusammengefassten Nbridappel- und Schubsteifig-
keitskomponenten die diskreten Wahrscheinlichkeiteverigen sowie die an die Datenba-
sen angepassten logarithmischen Normalverteilungen isndudiehérigen kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen dargestellt. ksindere fir die Schubsteifigkeiten er-
gibt sich eine deutlich sichtbare asymmetrische Vertgidunktion fiir die Kugelausschnitte
mit = = 1 mm unter Anwendung der 8Jss-Gewichtung.

Da die Ergebnisse auch ansonsten gro3e Ahnlichkeiten z&dmbnissen der zellbasierten
Auswertung aufweisen, werden die Ergebnisse der ,Movingedv“-Auswertungen an die-
ser Stelle nicht weiter diskutiert, sondern es erfolgt €degenuberstellung der Ergebnisse
dieser beiden lokalen Auswerteverfahren sowie ein Vasjleu den Ergebnissen der mehrfa-
chen Testvolumenelemente-Auswertung im Anschluss in . 5.

Die raumliche Autokorrelation kann besonders gut mit denoyMg-Window*“-Verfahren un-
tersucht werden, da bei diesem lokalen Auswerteverfahrenrasterférmige Anordnung der
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Abb. 6.13: Rohdatenbasis der Steifigkeitskomponenten der ,Moving-Window*-Aus-
wertung in Abhéngigkeit von der relativen Dichte (Testvolumenelemente-
Auswertung)

Auswerteausschnitte gewahlt werden kann. Wie in Absci@t2 definiert, wird zur Be-
schreibung der raumlichen Autokorrelation deoRiN-Index verwendet. In Abb. 6.15 sind
fur die Auswerteausschnitte mit den Radigp = 1 mm undr. = 4 mm bei angewendeter
Gauss-Gewichtung die ermittelten Werte fur die relative Dicpte,, fur die Steifigkeitskom-
ponenteC;; und dem zugehérigen NRAN-IndexI(k)(CH) zur Untersuchung der raumlichen
Autokorrelation durch eine Graustufenkodierung angegebee rasterférmige Anordnung
der Auswertungsausschnitte ist hierbei in Abb. 6.15 durcin@tebenen parallel zut,-z--
Ebene mit von oben nach unten steigendeierten dargestellt.

Der globale MORAN-Index fur die kleineren Auswertungsausschnitte mjt = 1mm er-
gibt sich zul(Cy;) = 0,0619 und fiir die groReren Kugelausschnitte mjfe = 4 mm zu
I(Cy;) = 0,1288. Die durch den hoheren Wert zu erkennende stérkere rawemicitokor-
relation fur die groRere Auswertungsausschnitte ist mit dgoReren Uberlapp der Kugeln

89



6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen
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Abb. 6.14: Verteilungen und Dichtefunktionen der Steifigkeitskomponenten der drei
verschiedenen ,,Moving-Window“-Auswertungen

im Vergleich zu den kleineren Auswertungsausschnittenrkideen. In beiden Fallen ist die
raumliche Autokorrelation jedoch nur schwach ausgepnéghei dieser Effekt mit experi-
mentellen Untersuchungen vomKiIT et al.[49] Ubereinstimmit.

Die Ergebnisse fur den lokalen ®RAN-Index (Abb. 6.15) zeigen, dass sowohl Bereiche mit
einer ausgepragt positiven als auch Bereiche mit einer sgétiven raumlichen Autokorre-
lation auftreten. Ein Vergleich des lokalend®AN-Index mit der lokal auftretenden relativen
Dichte und der effektiven Steifigkeit zeigt, dass in den begenden Fallen der BRAN-
Indexl(k)(éll) einen sehr hohen Wert aufweist, wenn sowohl der Wert furelagtive Dich-
te p/po als auch fiir die effektive Steifigkett;; gering ist. Da geringe relative Dichten im
Allgemeinen durch grof3e Zellen (Abb. 6.9(c)) hervorgenufeerden, ist die starke raumli-
che Autokorrelation mit dem Auftreten einer grof3en Zellaniehreren benachbarten Aus-
wertungsausschnitten zu erklaren. Zu beobachten istrdigfekt flr die kleineren Auswer-
tungsausschnitte mit.. = 1 mm z. B. fur die rAumlichen Koordinaten, = (0,5/7,5/2,5),
(3,5/5,5/4,5), (3,5/5,5/5,5), (4,5/5,5/5,5) und (4,5/7,5/8,5).

Da fur die gro3eren Auswertungssauschnitte mpit = 4 mm der globale MODRAN-INdex
bereits hohere Werte annimmt, ist durch die Uberlagerurigdern Selbstmittelungseffekts
innerhalb eines Auswertungsausschnitts dieser Effekitrgo leicht ausfindig zu machen.
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6.4 ,,Moving-Window“-Auswertung
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Abb. 6.15: Raumliche Autokorrelation

z3 = 0,5 mm

r3=1,5 mm

T3 = 2,5 mm

r3 = 3,5 mm

r3 =4,5 mm

r3 =>5,5 mm

r3 = 6,5 mm

T3 =7,5 mm

r3 = 8,5 mm

r3=9,5 mm

91



6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen

L 1 L
706 4 0.6 W 06 ¢
& 0,4 "2 0,4 204
202 502 i‘ 0.2 e
0 O O
<00 < 0,0 > 0,0
0.2 0.2 I P |
0 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
(a) g [mm)] (b) g [mm] (c) g [mm]

Gleichgewichtung: Gauf-Gewichtung: GauB-Gewichtung:

* <& ]

reye = 1 Mmm Tryp = 1 Mmm rove = 4 Mm

Abb. 6.16: Korrelationsldangen

Jedoch ist zu beobachten, dass fir ginen lokalerRMN-Index vonI(k)((jﬂ) > 1,5 in allen
Fallen fur die Steifigkeitskomponentéh, < 2,5 GPa und fur die relative Dichtg/p, < 0,07

gilt.

Zur Bestimmung der Korrelationslange fur die raumliche Aotoelation der effektiven Stei-
figkeitskomponentefi’ij sind in Abb. 6.16 die KorreIationskoefﬁzientem@j, re) Mit dem
EuKLID -Abstandr, fir die Normal-, Koppel- und Schubkomponenten (Abb. 6.16{a (c))
dargestellt. In allen drei Diagrammen ist deutlich zu erleam dass bereits flr geringe Ab-
stande die Werte der Korrelationskoeffizienten sehr stiankelamen, so dass bereits bei einem
Abstand von: 2 1,5 mm, der in etwa dem mittleren Zellradius entspricht, keine@gikante
raumliche Autokorrelation mehr auszumachen ist. Wie e geringen Werte der globa-
len MORAN-Indizes zum Ausdruck gebracht haben, zeigt dieses Ergebbneut die schwach
ausgepragte raumliche Autokorrelation innerhalb derdoéteten Mikrostruktur, so dass fest-
zuhalten ist, dass in den betrachteten Mikrostrukturmedelas Materialverhalten einer Zelle

allenfalls durch die Eigenschaften der direkt benachbattdlen beeinflusst wird.

6.5 Vergleich der Auswerteverfahren

Die Darstellung der Ergebnisse der drei verschiedenen Auswerfahren der probabilisti-

schen Methode zur Bestimmung der effektiven Materialeigeaéen eines geschlossenzelli-
gen Aluminiumschaums in den Abschnitten 6.2 bis 6.4 habesitsesine sehr gute Uberein-
stimmung gezeigt. Zur Herausarbeitung der Vor- und Nalehtksr einzelnen Verfahren wird

in diesem Abschnitt ein direkter Vergleich der Auswertésleren vorgenommen.

Aufgrund des bereits mehrfach beobachteten starken Eseuder relativen Dichte auf die
Ergebnisse der effektiven Materialeigenschaften ist it.A017(a) fur das Modell mi256
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6.5 Vergleich der Auswerteverfahren

Zellen die Differenz der kontinuierlichen Verteilungskiionen der zellbasierten mit den drei
verschiedenen ,Moving-Window*“-Auswertungéi(p/po) — F™(p/po) dargestellt.

Der Verlauf der drei berechneten Differenzfunktionen stingualitativ Gberein. Die Abwei-
chungen der Differenzfunktionen zueinander resultiest @en Varianten der ,Moving-Win-
dow“-Auswertung (Abb. 6.12(b)) und soll daher an diesell&teicht naher betrachtet wer-
den. Festzuhalten ist jedoch, dass die Abweichungen gsiialg wobei fur relative Dichten
zwischenp/py = 0,07 und 0,08 die grofiten Differenzen auftreten. Dies entspricht dem Be-
reich der relativen Dichte zu dem Zellen mit etwa dem migteZellvolumen gehdren, wie
aus Abb. 6.9(c) zu schlie3en ist. Da bei den ,Moving-Windediswertungen die relative
Dichte hingegen durch Volumenmittelung der innerhalb deswertungsausschnitts sich be-
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P \ ¥ 015
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| \ |
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Abb. 6.17: Abweichung der Verteilungsfunktionen der zellbasierten und der Testvolu-
menelemente-Auswertung fir die relative Dichte (a) und die Steifigkeits-
komponenten (b), (¢) und (d)
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6 Vorhersage des effektiven Materialverhaltens von Aluminiumschiaumen

findenden Zellen bestimmt wird, nimmt die Auftrittswahrsttlichkeit zu geringen relativen
Dichten ab. Verstarkt wird dieser Effekt zudem dadurchsdag wenige grof3e Zellen inner-
halb der Mikrostruktur existieren, die mit sehr geringeritéeheinlichkeit direkt aneinander
angrenzen, wodurch in den Modellen keine grof3en zusammgrehden Bereiche mit gerin-
ger relativer Dichte vorzufinden sind.

Da fur die ,Moving-Window*“-Auswertung durch den Mittelusgffekt im Vergleich zur zell-
basierten Auswertung seltener Auswertungsbereiche fativen Dichten vorp/p, 2 0,075
auftreten, nahern sich die Verteilungsfunktionen der éeiduswerteverfahren wieder an.
Diese Beobachtung wird in Abb. 6.17(a) durch den Abfall deniéa wiedergegeben. Fir sehr
grol3e relative Dichten ist die Auftrittswahrscheinliciikeei der zellbasierten Auswertung
folglich dann auch grél3er als bei den ,,Moving-Window*“-Awstungen. Dies wird durch den
Verlauf der Differenzfunktiont*(p/po) — F™"(p/po) im negativen Bereich in Abb. 6.17(a)
zum Ausdruck gebracht.

In den Abb. 6.17(b) bis (d) werden die Differenzfunktionew(C;;) — F™"(C;;) fir die
Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeiten dargestellt, wapmlitativ ein sehr ahnlicher Ver-
lauf zu Abb. 6.17(a) zu beobachten ist. Dies ist erneut eie@dhfir, dass die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der relativen Dichte einen sehr groBenfluss auf die Streubandbreite der
effektiven Materialeigenschaften besitzt.

Ein Vergleich der Wahrscheinlichkeitsfunktionen der fg&eitskomponenten fir die zellba-
sierte (Abb. 6.11) und die ,Moving-Window"“-Auswertung (Bb6.14) mit den aus der mehr-
fachen Testvolumenelemente-Auswertung gewonneneniMagsfunktionen fir die elasti-
schen Konstanten in Abb. 6.3 zeigt einen Vorteil der beidstgenannten Verfahren. Wéhrend
bei den mittels der mehrfachen Testvolumenelemente-Ausng bestimmten Verteilungs-
funktionen, aufgrund der Verwendung diskreter Zufallsafalen zur Beschreibung des Zu-
fallsraums, deutlich sichtbare Liicken in den Verteilung&tionen auftreten, liegt eine kon-
tinuierliche Besetzung mit Datenpunkten bei den anderettebeVerfahren mit einer zu den
Extrembereichen etwas geringer werdenden Datenbasi®uoch die Generation von Mo-
dellen mit extrem kleinen bzw. grol3en Zellen kdnnten diesgebereiche mit geringem
Aufwand jedoch tiefergehend untersucht werden.

Der wesentliche Vorteil der mehrfachen Testvolumenelds@uswertung besteht in der au-
Berordentlich hohen numerischen Effizienz aufgrund dew®bdung von sehr kleinen Mi-
krostrukturmodellen. Nachteilig ist hingegen der groRatdllingseffekt durch die globale
Auswertung dieser Modelle. Ersichtlich wird die gering&teeubandbreite spatestens nach
Umrechnung der aus der Mehrfachanalyse gewonnenen WertkefiiElastizitatsmodul in
Abb. 6.3 in die Steifigkeitskomponenten geman Gleichurng(2.

Die zellbasierte Auswertung besitzt den Vorteil, dass dagdvialeigenschaften einzelner Zel-
len bestimmt werden kénnen. Die daraus resultierendensatiedlich gro3en Auswertebe-
reiche kdnnen jedoch nachteilig sein.

Die einheitliche Grol3e der Auswertungsausschnitte igflitdl bei der ,Moving-Window"-
Auswertung ein grof3er Vorteil. So kdnnen gleichgrol3e Mskmakturausschnitte miteinander
verglichen werden und durch eine rasterférmige Anordnuitdimerlapp der Auswertungs-
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6.5 Vergleich der Auswerteverfahren

ausschnitte ist zudem eine Bestimmung der raumlichen Auatelation moglich. Dartber

hinaus kann gezielt der Einfluss der Grol3e der Auswertehngteuntersuchen werden und
unabhangig von der Zellanzahl des Modells kann die Grol3®dernbasis durch Variation
des Abstandes der Auswertungsausschnitte zueinandervarrden.

Da alle drei Auswerteverfahren jedoch qualitativ Uber@msiende Ergebnisse zeigen, ist
die bestmogliche Wahl des Auswerteverfahrens vom konkeetevendungsfall abhéangig. Zu
beachten ist hierbeit allerdings, dass im Rahmen dieseritAnbe elastische Eigenschaften
betrachtet wurden. Da bei plastischem Materialverhatikalé Effekte, wie die Abhangigkeit
der Flie3grenze von den Mikrostrukturparametern, einebieshde Rolle spielen, kdnnen Ab-
weichungen in den Ergebnissen der drei Auswerteverfataan durchaus auftreten.

95






7 Unscharfen im ratenabhangigen
Verhalten von Polymerschaumen

Nach der Anwendung des probabilistischen Bewertungskaszag ein Material mit elas-
tisch-plastischem Verhalten in Kapitel 6, wird in diesempKel ein viskoelastisches Mate-
rialmodell zur Bestimmung der Unschérfen im ratenabhamgigehalten von Polymerschéu-
men verwendet. Nach Definition der Bulk- und Schaummategeatechaften und der Darstel-
lung der zugehdrigen Spannungs-Dehnungs-Kurven in Aliséhh, erfolgt in Abschnitt 7.2
die Bestimmung der Materialunscharfen im ratenabhangigehaiten des betrachteten Poly-
merschaums.

7.1 Bulkmaterial und Schaummodell

Zur Beschreibung der Materialeigenschaften des Bulkmadeviad zur Modellvereinfachung
ein rein hyperelastischen Materialverhalten, wie in Alsitl2.4.2 dargestellt, angenommen.
Angemerkt sei dabei an dieser Stelle, dass aufgrund dest&otigen Vernachlassigung der
plastischen Verformung durch dieses Modell somit die Uyande Anzahl an Polymeren
nicht hinreichend beschrieben werden kann. Rein elastiRegtbnungen bei denen im An-
schluss durch Korrekturen wie z. B. durch dieDBER-Hyperbel (SoMMEL et al.[88]) dann
auf das elastisch-plastische Materialverhalten gessaiowird, sind bei der Charakterisierung
von Polymeren jedoch weit verbreitet.

Als viskoelastisches Materialmodell wird das inkompreesOgden-Modell zweiter Ordnung
gemal Gleichung (2.41) verwandt mit den Materialparameter

M1 = 1600,0 MP&, oy = 0,1

e = 5,0 MPa, as = —5,0 (7.1)

bei einer Temperatur voi' = 20 °C. Die Viskoelastizitat ist durch eineRPNY-Reihenent-
wicklung des normierten Relaxationsmoduls der Schubspagenu (Gleichung (2.47)) be-
ricksichtigt.

Zur Berechnung der Polymerschaumeigenschaften werdgaschlossenzellige kubusformi-
ge Mikrostrukturmodelle mit einem Volumen vafi00 mm? und jeweils20 Zellen betrachtet,
wobei die Wandstéarke der Modelle durch die Wanddickenirartg , Treppe* (Abb. 4.3(b))
bei einem Wandstarkenverhaltnis vof),,/d.,) "™ = % bestimmt ist. Durch die Wahl von
drei verschiedenstark ausgepragten logarithmischemgd@&énverteilungen im Bereich von
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7 Unschérfen im ratenabhingigen Verhalten von Polymerschaumen
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Abb. 7.1: Spannungs-Dehnungs-Kurve fiir das Polymer (a) und fiir einen Polymer-
schaum mit einer relativen Dichte von p/py = 0,12 (b)

o(V#)/E(V*) = 0,1 bis 0,5 und neun diskreten Werteryp, = 0,04, 0,06, ... ,0,20 fir die
relativen Dichte wird bei Generierung von jeweils drei Mibele zu jedem dieser diskreten
Zufallsvariablenpaare der Wahrscheinlichkeitsraumreigsiert.

Zur Bestimmung der Spannungs-Dehnungs-Kurven des Polgirerss werden die Mikro-
strukturmodelle bei konstanten Geschwindigkeiten voa 0,001 m/s, v = 0,01 m/s bzw.

v = 0,1 m/s auf eine Maximaldehnung voh = —0,15 in Druckrichtung belastet und an-
schlieend findet mit derselben Geschwindigkeit eine t#oildige Rickbelastung statt. Ex-
emplarisch sind fur ein Schaummodell mit einer relativenhbe vonp/p, = 0,12 die sich
ergebenen geschwindigkeitsabhéngigen Belastungskueremiaxialer Belastung im-Rich-
tung in Abb. 7.1(b) dargestellt. Zum Vergleich ist in Abbl(&) die sich aus den OGDEN-
Parametern ergebene charakteristische quasi-statipemn@gs-Dehnungs-Kurve des Poly-
mers als verwendetes Bulkmaterial abgebildet.

Auffallig am Verlauf der Spannungs-Dehnungs-Kurven delyriRerschaums ist der im Ge-
gensatz zum Bulkmaterial gekrimmte Verlauf im Druckbereigies ist ein Effekt der Mi-
krostruktur, wobei durch Zellwandbiegung ein weicheregeévlalverhalten bei grol3en Deh-
nungen im Vergleich zum Bulkmaterial vorliegt. Durch die fdherung der drei Spannungs-
Dehnungs-Kurven ist zudem der Einfluss der Belastungsgesdigkeit deutlich zu erken-
nen.

7.2 Bestimmung der Materialunscharfen im
ratenabhangigen Verhalten

Zu Bestimmung der Materialunschérfen im ratenabhangigemaiten werden sowohl zu den
Zeitpunkten der erreichten Dehnungen B —0,05, —0,10 und —0,15 wahrend der Be-
lastung als auch zu den Zeitpunkten der erreichten Dehmungrez = —0,10, —0,05 und
0,00 wahrend der Rickbelastung die Spannungswerte ermittedtzgehorigen Rohdaten-
basen sind fur die drei Belastungsgeschwindigkeiten Uleeradative Dichte in Abb. 7.2(a),
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Abb. 7.2: Geschwindigkeitsabhangige Rohdaten der fiir diskrete Dehnungszusténde er-
mittelten Spannungen in Abhéngigkeit von der relativen Dichte ((a), (¢) und
(e)) und die zugehorigen Spannungsverteilungen ((b), (d) und (f))

(c) und (e) dargestellt. Zu beobachten ist neben dem zu tmden Spannungsanstieg bei
hoheren relativen Dichten zudem eine signifikante Strewandgatenpunkte bei gleicher re-
lativer Dichte unabhangig von der BelastungsgeschwindigRariber hinaus ist deutlich zu
erkennen, dass bei gleichen Dehnungen die Spannungsdieréels der Riickbelastung ermit-
telt werden, niedriger sind als die aus der Belastungsphestarimten. Dabei verstarkt sich
dieser Effekt von der quasi-statischen Belastung (Abba))2{u den hoheren Belastungsge-
schwindigkeiten (Abb. 7.2(c) und (e)).

Zur Ermittlung der zugehoérigen Spannungsverteilungdionkn (Abb. 7.2(b), (d) und (f))
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Abb. 7.3: Spannungsverteilungen fiir diskrete Dehnungszusténde

wird fur die Auftrittswahrscheinlichkeit der relative Dite eine logarithmische Normalvertei-
lung mit den Parametein = 0,28 und . = —2,29 angenommen, was einem Erwartungswert
von E(p/po) = 0,105 und einer Varianz voVar(p/po) = 0,0009 entspricht. Fur die Zell-
groRenverteilung und die Modellanzahl je diskretem Zgstfalfiablenpaar wird hingegen eine
Gleichverteilung angenommen.

Der stufenférmige Verlauf der diskreten Verteilungsfuaken in den Abb. 7.2(b), (d) und (f)
ist, wie in Abschnitt 6.2, in der Diskretisierung des Zusallums begrindet. Fiur die quasi-
statische Belastungsgeschwindigkeit voa: 0,001 m/s (Abb. 7.2(b)) ist zu beobachten, dass
bei vollstandiger Rickbelastung auch die Spannungswettimen Wert nahe null mit einer
aulRerst geringen Streubandbreite zuriickgehen, welchebyjgerelastischen Materialmodell
entspricht. Die Auswertung an den ubrigen diskreten Defgsmmstanden zeigt jedoch, dass
Belastungs- und Ruckbelastungspfad nicht deckungsgleich si
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7.2 Bestimmung der Materialunscharfen im ratenabhédngigen Verhalten

Unabhangig von der Belastungsgeschwindigkeit sind in delm A2(b), (d) und (f) extrem
grofRe Streubandbreiten fur die Verteilungsfunktione@nnungenr # 0 zu beobachten, die
aufgrund der unterschiedlich starken Gewichtung derivelatDichte nicht allein ein Effekt
dieser ist. So lassen sich fur eine Dehnung ¥ea —0,15 die neun relativen Dichten durch
den stufenférmigen Verlauf der Verteilungsfunktion dettliedererkennen (Abb. 7.2(b), (d)
und (f)), wobei, wie bereits schon in Abb. 7.2(a), (c) undziesehen war, vor allem fiir grof3e
Spannungswerte eine sehr ausgepragte Streuung trotheyleetativer Dichte zu beobachten
ist.

Um den Einfluss der Belastungsgeschwindigkeit auf die Mlartgsfunktionen besser erken-
nen zu kénnen, sind in Abb. 7.3 die Verteilungsfunktionetregent nach den ausgewerteten
Dehnungszustanden abgebildet. In den Abb. 7.3(a), (c)endt(dabei zu erkennen, dass mit
zunehmender Belastungsgeschwindigkeit sich die Spanmerigdungsfunktionen zu héhe-
ren Werten verschieben. Wahrend der Ruckbelastung (Abkb)7.@) und (f)) dreht sich
die Anordnung der Verteilungen jedoch um, so dass bei einisBagsgeschwindigkeit von
v = 0,001 m/s die gréRBte negative Spannung aufgebracht werden muss, deninicht de-
formierten Zustand zurtckzukehren.

Trotz der stark vereinfachten Modellannahme eines inkesgiblen hyperelastischen Mate-
rialverhaltens, wodurch real in Polymerschdumen auftiggeplastische Verformungen nicht
abgebildet werden, zeigt das Beispiel deutlich, dass dunehpgobabilistische Betrachtungs-
weise signifikante Materialunschéarfen im ratenabhangigrhalten von Polymerschaumen,
die auf der ungeordneten Mikrostruktur beruhen, aufgedewt beschrieben werden kdnnen.
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8 Ableitung eines probabilistischen
Stoffgesetzes

Durch Anwendung lokaler Auswerteverfahren konnten im Kelpb fir den betrachteten
geschlossenzelligen Aluminiumschaum verschiedene Zinmsannange zwischen den Mikro-
struktur- und den Materialeigenschaften aufgezeigt werdasierend auf diesen Beobach-
tungen soll im folgenden Kapitel ein probabilistischesffgsetz zur Bestimmung der Stei-
figkeitsverteilungen abgeleitet werden. So wird nach kuarstellung der Vorgehensweise
in Abschnitt 8.1 fiir die Ableitung eines probabilistisch®toffgesetzes eine Separation der
EinflussgréRen (Abschnitt 8.2) durchgefuhrt. Anschliefderrden in Abschnitt 8.3 die durch
das probabilistische Stoffgesetz gewonnenen Verteilufigiedie effektiven Steifigkeitskom-
ponenten dargestellt und mit den Ergebnissen der numens8imulation verglichen. Den
Abschluss dieses Kapitels bildet der Abschnitt 8.4, in deimaad eines einfachen Beispiels
eine Anwendungsmoglichkeit des zuvor abgeleiteten pribbadchen Stoffgesetzes aufge-
zeigt wird.

8.1 Motivation und Vorgehensweise

Die Motivation der Ableitung eines probabilistischen jeketzes ist in den Ergebnissen
der Mikrostrukturauswertung in Kapitel 6 begriindet. Séelite die zellbasierte Auswertung
eine starke Korrelation zwischen den effektiven Steifitgk@mponenten’;; und der relativen
Dichtep/p,. Darliber hinaus konnte mittels der ,Moving-Window"“-Austeng die raumliche
Autokorrelation untersucht werden, wobei sich zeigtesdiis Eigenschaften einer Zelle in
dem betrachteten Mikrostrukturmodell nur schwach vonribh@gebung beeinflusst sind.

Vor allem letztere Beobachtung legt eine weitere Untersaglawischen den geometrischen
Zelleigenschaften und den lokalen effektiven Steifigk®itsponenten nahe, wie sie bereits
in den 1980er-Jahren vond®IN [10], TURNER und CowIN [93] sowie HUBER und GB-
SON [46] vorgenommen wurde, die eine Beziehung zwischen derodmipie von Schaumen
und dem Steifigkeitstensor herleiteten. Ein weiteres Modlatde 1995 von ZSSET und
CURNIER [109] zur Beschreibung der Anisotropie der Elastizitatstanten ebenfalls basie-
rend auf der ungeordneten Mikrostruktur vorgestellt. Desssich hierbei immer noch um ein
aktuelles Forschungsgebiet handelt, zeigt die 2003 \artiithe Arbeit von RNCON KOH-

LI [78], in der zu lesen ist, dass die mechanischen Eigensshafin zellularen Materialien
nicht nur von den Eigenschaften des Bulkmaterials abharsggrdern auch von der Menge
und der geometrischen Anordnung. So ist in ihren Augen dizive Dichte zwar die wesent-

103



8 Ableitung eines probabilistischen Stoffgesetzes

liche Einflussgrof3e in Bezug auf die Steifigkeit, aber da ésigic eine skalare Gré3e handelt,
halt sie Informationen tber die Zellgeometrie dartber ignid@ir unverzichtbar.

Aufgrund dieser zitierten Beobachtungen sollen im folgenalleschnitt 8.2 fur die Mikrostruk-
turergebnisse einer zellbasierten Auswertung die Eirdldss relativen Dichte, des Zellach-
senverhaltnisses und der Zellorientierung im Raum als deentéchen Zufallsvariablen se-
pariert werden. DarlUber hinaus ist von einer Reststreuurglutch die ausgewahiten Zu-
fallsvariablen nicht erfasst wird, auszugehen.

Die sich aus der Separation ergebenen Zusammenhange doitgn Anpassung geeigneter
Funktionen an die Datenbasis zundchst deterministiscbhbeben werden. Anschlie3end
soll darauf basierend ein probabilistisches Stoffgesegekeitet werden. Dies ermoglicht im
Gegensatz zu der aufwendigen MikrostrukturgenerierurtAuswertung auf direkte Weise
aus den bekannten oder zumindest experimentell messbarilvhgen der Zufallsvariablen
die Verteilungen der effektiven Steifigkeiten zu ermittédnschlie3end erfolgt zur Bewertung
ein Vergleich zwischen den aus der numerischen Simulatstiromten und mittels dieses
probabilistischen Stoffgesetzes berechneten Steifglaziteilungen.

8.2 Separation der EinflussgroBen

Um die Abhangigkeit der Steifigkeit von der relativen Dicluted der Zellgeometrie sowie
-orientierung zu untersuchen, wird im Rahmen dieser Arloeginem ersten Schritt fur jede
Zelle ein lokales Koordinatensystem derart bestimmt, das#chsen in die Vorzugsrichtun-
gen der Zelle zeigen. Die Richtung des Basisvektqgrsst dabei derart definiert, dass das

Verhaltnis _
Zmln

7= (8.1)
mit dem Zellwandanteil senkrecht zum Basisvekipr
Zmn = zw: sin ay; - A; (8.2)
und dem Zellwandanteil parallel zum Basisvelkdbr
Zmx = zw: cos q; - A; (8.3)

maximal wird. Dabei sind4; die Zellwandflachew die Wandanzahl und flr den Winkel
gilt mit dem Normalenvekton
i (€] ,ns + e1yNy + €1,nz)

a = |= — acos . (8.4)
2 \/e’%x%—e’fyjte’fz\/n%%—ng%—ng

Die Ausrichtung des zweiten Basisvektars erfolgt unter der Bedingung,_L €}, so dass
erneut das Verhaltnig™/Z™" maximal wird. Fur den Basisvektef; wird e; L e, 1 e} und
die Entstehung eines rechtshandigen Koordinatensystefosdgrt.
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8.2 Separation der Einflussgrofien
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Abb. 8.1: Abhéngigkeit der Normalsteifigkeiten von der relativen Dichte (a) und Stei-
figkeitskomponenten aufgetragen tiber den Mittelwert der Normalsteifigkei-
ten ((b), (¢) und (d))

Nach Transformation der Steifigkeitskomponenten der &ereZellen in die entsprechenden
lokalen Koordinatensysteme, erfolgt eine Separation delst€einflusses. Hierzu werden die
Steifigkeitskomponentef’;;;; auf den Mittelwert der Normalsteifigkeiten

oy
C_'/”klnorm — _ C_ (i5kl) _
E (0’1111+C’2222+C’3333)

(8.5)

3
normiert.

Fur ein geschlossenzelliges Schaummodslh Zellen) mit einer Kantenlange vanmm und
einer konstanten Wandstarke vord1 mm, welches mit dem in Kapitel 4 beschriebenen
Verfahren generiert wurde, ist das Ergebnis dieser Noumgein den Abb. 8.1(b) bis (d) fur
die Steifigkeitskomponenteﬁ’ij,@f““d mit hellgrauen Symbolen dargestellt. Des Weiteren wird
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8 Ableitung eines probabilistischen Stoffgesetzes
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Abb. 8.2: Ellipsoid-Anpassung an eine Zelle (a) und Abhéngigkeit der Steifigkeitskom-
ponenten vom Achsenverhéltnis ((b), (¢) und (d))

an die Mittelwerte der drei Normalsteifigkeitskomponentdie in Abb. 8.1(a) ebenfalls mit
hellgrauen Symbolen lber die relative Dichte aufgetrageh eine Potenzfunktion der Form

g(x) =G ()" (8.6)
mit G, H € R angepasst.

Wie in Abb. 8.2(a) skizziert, wird zur Untersuchung des Getraeinflusses an jede Zelle
ein Ellipsoid angepasst, dessen Achsen in Richtung derdokébordinatenachsen weisen.
In Abb. 8.2(b) sind folglich die normierten Normalsteifiglwomponenter@’ siia) "™ Uber
das Achsenverhaltnl% mit hellgrauen Symbolen aufgetragen. Entsprechende &arst
lungen sind in den Abb. 8.2(c) und (d) fur die Koppel- und Sidtaifigkeitskomponenten
(J’(”jj)m”“ und hzw. C’ @jiy)" "™ zusehen, wobei die Achsenverhaltnlsseié‘# bzw. o L ge-
wahlt wurden.
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8.3 Ergebnisse

Nach erneuter Anpassung der Datenbasen in den Diagramnm#&bin8.2(b) bis (d) durch
Potenzfunktionen der Form (8.6) lassen sich die Steifigkeihponenten durch die Separati-

onsansatze

- HDichte HAchse N

~ a/i ’

C/(Z’L’L’L) = GDichte : C"YAchse,N ' (p> : < ) (87)
Po \/ Qi a
— \ Hoichte H pchse, k

~ /aza . )

Cl(u]j) - G'Dichte : GAchse,K' <p> : <j> (88)
Po ag
—\ Hopichte H pchse, s

~ a//L v

C/(Z]Zj) = C:Dichte ' GAchse,S' (;:)) : (%) (89)

mit den durch Gleichung (8.6) sich ergebenen Fit-Parame&tgl.., Gacse.nv Gachse.xe Gachse.s
Hoicner Hachseno H acnse.e H achse, sdarstellen, wobei die Fit-Parameter-Werte den Abb. 8.dial)
8.2(b) bis (d) entnommen werden kdnnen.

8.3 Ergebnisse

Nach der erfolgreichen Separation der wesentlichen Esgh@en in Abschnitt 8.2 kdnnen
die effektiven Steifigkeitskomponenten durch das prolsitsithe Stoffgesetz, wie es in den
Gleichungen (8.7) bis (8.9) angegeben ist, bestimmt wer@ienVergleich mit den diskreten

Verteilungen, die aus der numerischen Simulation gewomngden, sind in den Abb. 8.3(a),

(c) und (e) fur die Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeitsigmnenten im lokalen System
dargestellt. Dabei weisen die aus den Separationsandatrechneten Steifigkeitsverteilun-
gen bei guter Ubereinstimmung der Erwartungswerte jedaud @eutlich geringere Streu-
bandbreite auf. Nach erfolgter Rucktransformation in dabae System mit den Steifigkeiten
C”(Z-jk,), wobei fur die Steifigkeitskomponenten

Clijw =0 fUr ijkl # (iiii) # (iijj) # (ijij) (8.10)
gewahlt wurde, zeigt sich hingegen eine ausgezeichneteeltisimmung der diskreten Ver-
teilungen fur die Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeitskmnenten in den Abb. 8.4(a), (c)
und (e).

Die Ursache fur die grol3en Abweichungen in den lokalen §taftsverteilungsfunktionen in
den Abb. 8.3(a), (c) und (e) ist damit zu begrinden, dass didem VORONOFVerfahren in
LAGUERREGeometrie erzeugten Mikrostrukturen keine Zellen miggypsagten Achsenver-
haltnissen aufweisen. Somit konnte weder die AnisotropreSieifigkeitskomponenten noch
eine eindeutige Materialvorzugsrichtung bestimmt werden

Da aber anzunehmen ist, dass sowohl das Achsenverhafraec die Orientierung der Zel-
len maf3geblichen Einfluss auf die Steifigkeitskomponenssitzen, wurde ein Quellpunkt-
feld derart manipuliert, dass nach Anwendung deRU¥NoOFVerfahrens in AGUERRE-Geo-
metrie 256 Zellen mit einer ebenfalls konstanten Wandstarke ¥od mm auf einem Volu-
men vonl mm? entstanden, die zum groRten Teil ausgepragte Achsentragsa&l mit einer
Vorzugsorientierung in Richtung des globalen Basisvektgsufweisen.
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Abb. 8.3: Diskrete Verteilungen der aus der numerischen Simulation bestimmten und
der aus dem probabilistischen Stoffgesetz ermittelten Steifigkeitskomponen-

ten im lokalen Koordinatensystem

Auch flr dieses Mikrostrukturmodell sind in Abb. 8.1(a) thkalen Steifigkeitskomponenten
C"imere“dargestellt und Abb. 8.2(b) bis (d) zeigt den Zusammenhamgchen den normier-
ten Steifigkeitskomponenteiy ;"™ "<*<und den Achsenverhaltniss%, —\/ZT“J bzw. ;‘—]

(jeweils dunkelgraue Symbole).

Ein Vergleich der Verteilungen der Steifigkeitéf;,, in den Abb. 8.3(b), (d) und (f) der aus
der zellbasierten Auswertung bestimmten und den mit deickBlagen (8.7) bis (8.9) berech-
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Abb. 8.4: Diskrete Verteilungen der aus der numerischen Simulation bestimmten und
der aus dem probabilistischen Stoffgesetz ermittelten Steifigkeitskomponen-
ten im globalen Koordinatensystem

neten lokalen Steifigkeiteﬁ”ijkl zeigt eindrucksvoll, dass nicht nur die Erwartungswerte wi
in den Abb. 8.3(a), (c) und (e) Ubereinstimmen, sondern dieBtreubandbreite ausgezeich-

net wiedergegeben wird.

Nach Ricktransformation in das globale System, ist in den Bbki{b), (d) und (f), eine gu-
te Ubereinstimmung der diskreten Steifigkeitsverteilugstionen zu beobachten. Darliber
hinaus ist in Abb. 8.4(b) deutlich zu erkennen, dass die Ndstaifigkeiten's333 deutlich ho-
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8 Ableitung eines probabilistischen Stoffgesetzes

here Werte als die Komponentéhm und Chsyo aufweisen, was eindeutig auf die langlichen
in Richtung des globalen Basisvekt@sausgerichteten Zellen zurtickzufiihren ist.

Dieses Ergebnis ist vom grof3en Nutzen, da somit aus bekapder zumindest messbaren
mikrostrukturellen Eigenschaften sich die Steifigkeit @Gesamtstruktur bis auf eine geringe
Reststreuung, die z. B. ihren Ursprung im Einfluss der Umgelmatgn kann, vorhersagen
lasst.

8.4 Anwendungsbeispiel

Da sich durch computertomographische Auswerteverfahoarolsl die Achsenverhaltnisse
der Zellen und damit auch ihre Orientierung im Raum als auehvdrteilung der relativen
Dichte bestimmen lassen, sollen basierend auf den Ergabmesus Abschnitt 8.3 Anwen-
dungsmaglichkeiten des hergeleiteten probabilistis@teffgesetzes anhand eines einfachen
Beispiels aufgezeigt werden.

So wird die Verteilung der effektiven Steifigkeiten basrete@uf der Verteilungsfunktion der
relativen Dichte, der Ellipsoidform und deren Orientiggum Raum vorhergesagt. Fur die
relative Dichte werden sechs diskrete Werte im Bereich pom, = 0,15 bis 0,20 ange-
nommen, deren Wahrscheinlichkeitgg.. auf der logarithmischen Normalverteilung mit
dem Streuungsparameter= 0,0585 und dem Lageparametgr = —1,7364 beruhen. Die
Variation in der Zellgeometrie wird durch Ellipsoide mitrgehiedenen Achsenverhaltnis-
sen bericksichtigt. So werden in diesem Beispiel alle Koatimnen der Achsenverhaltnis-
seay/a; = %,3,1,2,3 mitag/a; = %, 1,1,2,3 betrachtet, wobei die Wahrscheinlichkeiten
Prom dieser diskreten Wertepaare als gleichverteilt angenammexden. Zur Beschreibung
der Orientierung im Raum werden di&EER-Winkel ¢, # und« verwendet, womit zur Dis-
kretisierung die Ellipsoide i20°-Schritten im Raum@® < ¢ < 180°, 0° < 6 < 180° und

0° < ¢ < 180°) gedreht werden. Die Gewichtungy( py undp,) erfolgt zum einen gleich-
verteilt und zum anderen mittels einenGssschen Normalverteilung, so dass eine Verteilung
mit einer Vorzugsrichtung betrachtet werden kann.

Die Gesamtwahrscheinlichkeit fur einen Ellipsoid ergibhssomit zu

Peliipsoid = Ppichte * pd) *Po - p’dl * Prorm * Psegment; (811)

wobei durchps.....die Differenz der Kugeloberflachensegmente ausgeglicheh da durch
die Verwendung der ELER-Winkel keine gleichmaRige Diskretisierung des Raums gtfol

Die Parameter in den Gleichungen (8.7) bis (8.9) sind dunc gemeinsame Anpassung
an die Datenbasen der beiden Mikrostrukturmodelle, dieAbleitung des probabilistischen
Stoffgesetzes zu Beginn dieses Abschnitts dienten, zu

Goione = D4.827,  Hpge = 1. 226
Gansen=0.9721, H pyeen=0.5151
Gansex = 0.4108,  H ppeex = —0. 3344
Gachse,s= 0.2638,  H pepse s= —0,4698

(8.12)
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8.4 Anwendungsbeispiel
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Abb. 8.5: Verteilungen der Steifigkeitskomponenten bei gleichverteilter Orientierung
der Zellen (a) und einer x-Vorzugsrichtung (b)

bestimmt.

Nach Berechnung der lokalen Steifigkeitskomponer@egkl (Gleichungen (8.7) bis (8.9))
missen diese in das globale Koordinatensystem transfdnweeden. Mit den Komponenten
der Drehmatrix

cost) +n2(1 —cosyp)  moni(l —cosvp) + nzsinyy nsni(1 — cosyp) — nysineh
aij = [ nina(l — costp) —ngsingy  cosyp + nj(l — cosep) nsng(l — cos) + nysin
ning(1l — cosy)) + nasinyy ngng(l — cosy) — ny sinep cos ) +n3(1 — cos 1))

(8.13)
und dem Drehvektor
ny sin @ cos ¢
n=|ny|=|sinfsing (8.14)
n3 cos
gilt ) )
Cijkl = Qjm * ajn . akp . Cqu . C/ijkl (815)

fur die effektiven Steifigkeiten.

Die sich ergebenen diskreten Verteilungen sind in Abb. 8r§elstellt. Wahrend in Abb. 8.5(a)
bei angenommener Gleichverteilung der ZellorientieruiegSieifigkeitsverteilungen der drei
Normal-, Koppel- und Schubkomponenten Ubereinstimmennigbb. 8.5(b) durch die zu
hoheren Steifigkeitswerten verschobene Verteilung défigkeitskomponent&,;; deutlich
der Einfluss der bevorzugten ZellorientierungeiiRichtung wiederzufinden.

Abschliel3end sei noch darauf hingewiesen, dass die \@nrg=h in den Abb. 8.3 und 8.4
aufgrund der riesigen Datenbasis einer Datenreduktioifrolen

Pe= Pm (8.16)
m=1
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8 Ableitung eines probabilistischen Stoffgesetzes

Ciii™ =" Cijkt,m (8.17)
k=1
unterliegen, bei der die Steifigkeiten zunéchst aufsteigamtiert werden und anschlielRend

dann jeweilsn Datenpunkte in Form eines Mittelwer(sjkl'ed bei Akkumulation der Wahr-
scheinlichkeiternp™ zusammengefasst werden.
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9 Ubertragung auf die
strukturmechanische Ebene

Eindrucksvoll wurde in den Kapiteln 6 und 7 die Streuung dkéiven Materialeigenschaf-
ten in zuféalligen ungeordneten Mikrostrukturen durch Wsitehung von reprasentativen Vo-
lumenelementen aufgezeigt. Im Folgenden sollen die any#en probabilistischen Metho-
den derart erweitert werden, dass auch gro3ere Bauteilgsearalwerden konnen. In Ab-
schnitt 9.1 werden zuné&chst das im Folgenden verwenddtetsgiel und die Problematik bei
der Bewertung groRerer Bauteile beschrieben. In den daraahbelenden Abschnitten sind
die Ergebnisse der Mikrostrukturanalyse (Abschnitt i), Diskretisierung des mikrostruk-
turellen Anteils mittels Zufallsfelder (Abschnitt 9.3) dinlie Ergebnisse der Bauteilanalyse
(Abschnitt 9.4) dargestellt.

9.1 Fallbeispiel und Problematik

Die Bestimmung der Materialunschérfe auf strukturmeclwli@sEbene erfolgt exemplarisch
anhand einseitig eingespannter Sandwichbalken, die aamajeschlossenzelligen Schaum-
kern (de... = 25 mm) und zweierl mm dicken Deckschichten bestehen (Abb. 9.1). Zur Be-
stimmung der Unschérfen in den effektiven Materialeigba$ien erfolgt eine Kraftaufbrin-
gung vonF' = 100 N am freien Ende des Balkens.

Wenngleich es sich bei dem soeben beschriebenen Sandikiehhan ein sehr einfaches
Bauteil handelt, ist die im Folgenden angewandte erweifgababilistische Methode nicht

F
chckschicht
¥
I B
W chrn
A
I [
Balken d
Deckschicht

Abb. 9.1: Einseitig eingespannter Sandwichbalken mit ausgeprigter Mikrostruktur im
Kern.
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9 Ubertragung auf die strukturmechanische Ebene

nur ohne Weiteres auf komplexe Bauteile zu tUbertragen, snrzdgleich ist hierin ein beson-
deres Einsatzpotential zu erkennen. So ist die Weitereklwig der zunéchst zur Mikrostruk-
turanalyse angewandten probabilistischen Methoden autBamit mikrostrukturellem An-
teil von grof3er Bedeutung, da bei der Betrachtung und FirlgeaEnte-Modellierung dieser
auch heutzutage noch — wenn die Mikrostruktur aufgelosehbitdet wird — sehr schnell die
Grenzen der Rechenkapazitaten erreicht werden. Als Folggedevernachlassigen rein de-
terministische Berechnungskonzepte die Streuung volggamvodurch die Ergebnisse mit
grol3en Sicherheitsbeiwerten angegeben werden missedieFonstruktion bedeutet dies
eine schlechte Materialausnutzung, die unvereinbar mitndener wichtiger werdenden Ge-
wichtsreduzierung und dem sparsamen Umgang mit begreRe&sourcen ist.

Als Losung bietet sich ein erweitertes probabilistischesfahren an, bei dem eine Uber-
tragung der mikromechanischen Ergebnisse auf die strmlkitinanische Ebene erfolgt. So
werden basierend auf den Ergebnissen der Mikrostruktiyssmaur Diskretisierung des mi-
krostrukturellen Anteils Zufallsfelder generiert, dieilmer Geometrie den Abmessungen im
Bauteil entsprechen. Auf diese Weise wird die reale Mikrdgtrr nicht abgebildet, wodurch
die numerische Effizienz erheblich gesteigert werden kamrnterschied zu rein determi-
nistischen Konzepten werden die Streuung in den Mikrotiinekgenschaften, die Korrela-
tion zwischen verschiedenen Eigenschaften sowie die rélaenAutokorrelation jedoch be-
ricksichtigt. Dartber hinaus kann bei der Generierung déailBfelder im Gegensatz zu der
vorherigen rein beschreibenden Statistik die Korrelanarschen den verschiedenen Steifig-
keitskomponenten erfasst werden.

9.2 Mikrostrukturauswertung

Fur die Mikrostrukturauswertung werden geschlossenzellige Mikrostrukturmodelle mit ei-
ner Kantenlange voil0 mm mittels dem \ORONOFVerfahren in LAGUERRE-Geometrie ge-
neriert, wobei das mittlere Zellvolumér? = 3,9 mm?® betragt und die groRte Zelle etwa das
vierfache Volumen der kleinsten Zelle aufweist. Die Wa#adst der Zellen nimmt im Verhalt-
NIS VON (dyyn/ dipa) ™ = % zwischen Zellwandmitte und -kante zu (vgl. Abb. 4.3(b)),beb
die Absolutwerte derart gewahlt sind, dass die gesamteddikuktur eine relative Dichte
von p/po = 0,08 aufweist. Fir die Materialeigenschaften werden Aluminikemnwerte ver-
wendet, womit die Rechnungen auf einem Elastizitatsmodnl g = 70 GPa und einer
Querkontraktionszahl von, = 0,3 (vgl. KUCHLING [52]) beruhen. Um eine ausreichend
grol3e Rohdatenbasis zu erhalten, werden je Mikrostruktdethb000 Testvolumenelemente
mit einem Kugelradius von,: = 1 mm mittels des in Abschnitt 6.4 beschriebenen ,Moving-
Window“-Verfahrens mit Quss-Gewichtung (v(rrve) = 1 - 107 mm~') ausgewertet.

Da in sehr seltenen Fallen aufgrund einer Schwéache des angé&m ,Moving-Window*-
Verfahrens definitiv unrealistische Werte auftreten, werthei der Auswertung die jeweils
funf hochsten sowie niedrigsten Steifigkeitswerte deredimen Komponenten nicht berick-
sichtigt, so dass eine Auswertung der innedery; erfolgt. Die zugehdrige Rohdatenbasis ist
fur die Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeiten tber deatieén Dichte in Abb. 9.2(b) bis
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Abb. 9.2: Verteilung der relativen Dichte (a) und Rohdaten fir die Normal- (b),
Koppel- (¢) und Schubsteifigkeiten (d) in Abhéngigkeit von der relativen
Dichte

(d) dargestellt, wobei erneut ein Anstieg der Steifigkegide/zu hoheren relativen Dichten zu
erkennen ist. Wesentlich interessanter ist jedoch dikest&ireuung sowohl in den Werten der
relativen Dichte im Bereich vop/p, = 0,05 bis 0,11 als auch in den Steifigkeitswerten bei
gleicher Dichte.

In Abb. 9.2(a) ist die diskrete Verteilungsfunktion fur dédative Dichte sowie eine Anpassung
durch eine logarithmische Normalverteilung dargesteitipei sich der Erwartungswert zu
E(p/po)™ = 0,08 und die Varianz zWar(p/po)™" = 7,9 - 10~° ergeben.

Fur die Steifigkeitskomponenten sind in Abb. 9.3 fir siebechizklassen diskrete Vertei-
lungsfunktionen der Normal-, Koppel- und Schubsteifigkei&ngegeben. Die Anpassung mit
logarithmischen Normalverteilungen liefert erneut eislrsgute Ubereigstimmung. Die Er-

wartungswerte der Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeltetragents(Cy,) ~ 2,863 GPa,
E(Ck) ~ 1,234 GPa undE(Cs) ~ 0,814 GPa, wahrend alle Ubrigen Steifigkeitswerte néhe-
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Abb. 9.3: Dichteabhéngige
Schubsteifigkeiten

Verteilungsfunktionen

der

Normal-, Koppel- und

rungsweise null sind. Auffallig ist zudem, dass die Strewdtmeite der Verteilungsfunktionen
zu hoheren Dichten signifikant zunimmt. Aus der sehr groRknliBhkeit der Verteilungs-
funktionen in Abb. 9.3 fir die jeweils drei Komponenten desrial-, Koppel- und Schub-
steifigkeiten lasst sich ein auf makroskopischer Ebeneapes Materialverhalten ableiten.

Um realistische Zufallsfelder generieren zu kénnen, igiueem wichtig die rAumliche Auto-
korrelation zu untersuchen. Hierzu ist in Abb. 9.4 die r&ah@d Autokorrelation der Steifig-
keitskomponenten dargestellt, wobei sich jedoch zeigis déese nur schwach ausgepragt ist.
So ist bereits bei einem Abstand ven~ 2 mm fur alle Steifigkeitskomponenten ein Kor-
relationskoeffizienp(AC;;, 7¢) von anndhernd null erreicht, wobei der Abfall sehr gut durch
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Abb. 9.4: Raumliche Autokorrelation der Normal- (a), Koppel- (b), und Schubsteifig-
keitskomponenten (c)

Anpassung einer Exponentialfunktion der Form

9(x) = go + g1 - exp(—go?) (9.1)

mit den Fit-Parameterg,, g, und g, beschrieben werden kann. Ein Vergleich mit experimen-
tellen Ergebnissen von ANIT et al.[49] bestatigt zudem diese schwach ausgepragte raumli-
che Autokorrelation.

Eine weitere Information wird durch die Variogramme in AlSb5 bereitgestellt. Die nach
Gleichung (2.116) berechneten Semi-Varianzén.) fur die Normal-, Koppel- und Schub-
steifigkeiten zeigen, dass die Rauheit der Datenbasis nidegnerdendem Abstand deutlich
zunimmt bis bei einem Abstand voR ~ 2 mm ein konstantes Niveau erreicht wird. Da-
bei lassen sich in Abb. 9.5 erneut die Datenpunkte in allen \dariogrammen durch eine
Exponentialfunktion der Form (9.1) anpassen.
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Abb. 9.5: Variogramme fiir die Normal- (a), Koppel- (b), und Schubsteifigkeitskompo-
nenten (c)
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9 Ubertragung auf die strukturmechanische Ebene

0.3 Zufallsfelder

Basierend auf den Mikrostrukturergebnissen (Abschnity @@rden fir die Untersuchung
der Materialunschérfen in Sandwichbalken Zufallsfeldeneayiert. Hierzu erfolgt eine Dis-
kretisierung durch 2500 rechteckige finite Elemente mit einer einheitlichen Katérge von

r =1 mm (Abb. 9.6), wobei in einem ersten Schritt zunachst 850 finiten Elementen mit
einer geraden Zeilen- und Spaltennummer Materialeigerfsrhzugewiesen werden. Die Be-
grundung fur dieses Vorgehen besteht darin, dass diesesBtereinen Mindestabstand von
2 mm aufweisen und somit die Steifigkeitskomponenten nach Aldbké&ine rdumlichen Au-
tokorrelation besitzen. Im Gegensatz zu dem Kern mit sewsgepragten Mikrostruktur,
werden die Deckschichten duréld00 Elemente mit konstanten Materialeigenschaften be-
schrieben.

Um die Korrelation der Steifigkeitskomponenten unteretteairzu beriicksichtigen, werden
zunéchst den genannten finiten Elementen zuféllig, jedatér Bericksichtigung der Vertei-
lungsfunktion in Abb. 9.2(a), relative Dichten zugewies&nschliel3end werden die Werte der
einzelnen Steifigkeitskomponenten derart bestimmt, dass shrer Gesamtheit den Vertei-
lungen der einzelnen Dichteklassen in Abb. 9.3 entspredhesnnem zweiten Schritt werden
die Werte der Steifigkeitskomponente der finiten Elementedimet, die als direkte Nachbarn
an die finiten Elemente mit bereits zugewiesenen Mategeaiechaften angrenzen. Diese er-
halten den Mittelwert der beiden Nachbarelemente zuZigiicer Streuung die nach Abb. 9.5
kleiner als die Semi-Varianz fur einen Abstand ven= 1 mm ist. Zuletzt werden den ver-
bleibenden finiten Elementen Werte fur die Steifigkeitskongnten zugewiesen, die sich aus
dem Mittelwert der acht Nachbarelemente zuziglich eineg@en Streuung berechnen.

Ein exemplarischer Vergleich zwischen den Ergebnisseesesuf diese Weise generierten
Zufallsfelds und den Mikrostrukturdaten in Abb. 9.7 zeidass die Zufallsfelder Steifig-
keitsverteilungen besitzen, die eine sehr gute Ubereinsting zu den Verteilungsfunktionen
der Mikrostrukturmodelle aufweisen. So weichen die Erwagswertel(C\,) ~ 2,856 GPa,
E(Cy) ~ 1,231 GPa und E(Cs) ~ 0,810 GPa fiir die Normal-, Koppel- und Schubsteifig-
keiten um weniger als ein halbes Prozent von den Mikrostrekgebnissen ab. Allenfalls
festzuhalten ist, dass die Streubandbreite etwas gerageéllt und die Schiefe der Vertei-
lungsfunktionen fur die Normalsteifigkeiten etwas ausggtar ist. Des Weiteren entsprechen
auch die Koeffizienten der raumlichen Autokorrelation degelbnissen der Mikrostruktur wie
Abb. 9.8 fiir die Normal-, Koppel- und Schubsteifigkeitenttiel zeigt.
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o 1/10F'
Yol y
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Abb. 9.6: Sandwichbalken-Modell mit Zufallsfeld zur Diskretisierung des Kerns
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Abb. 9.7: Vergleich der Steifigkeitsverteilungen der Mikrostrukturanalyse und der ge-
nerierten Zufallsfelder
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Abb. 9.8: Vergleich rdumlichen Autokorrelation der Steifigkeitskomponenten der Mi-
krostrukturanalyse und der generierten Zufallsfelder
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9 Ubertragung auf die strukturmechanische Ebene
9.4 Ergebnisse

Zur Untersuchung der Materialunscharfen im Sandwichlvalked als globale GroRRe die
Balkenabsenkung an diskreten Punkten im Abstand5¢omm ausgewertet. Zudem werden
die raumlichen Verteilungen detoN-MISES- und der hydrostatischen Spannung betrachtet
und die maximalen Spannungswerte aller Rechnungen alsiVagsfunktionen aufbereitet.

In Abb. 9.9(a) ist zu erkennen, dass in den Ergebnissen déeBatbsenkung keine signi-
fikante Streuung auftritt. Dartber hinaus stimmen die Engete der Rechnungen mit den
Zufallsfeldern zur Diskretisierung des Kerns mit der Balikdesenkung Uberein, die zum Ver-
gleich fur einen Sandwichbalken mit einem homogenen MediarKern berechnet worden
ist. Eine detaillierte Betrachtung liefern die Diagrammelen Abb. 9.9(b) und (c). So zeigt
das Diagramm in Abb. 9.9(b) die diskrete Verteilungsfuoiktitir die Absenkung in der Mitte
des Balkens. Eine Streuung ist hier nun erkennbar, allesdiegragt sie weniger als einen
Hundertstelmillimeter. Zum Vergleich ist zudem die Balkesenkung fir die Rechnung mit
dem homogenen Medium im Kern als senkrechte Linie dardedt@él Vergleich zeigt, dass
die Rechnungen mit den Zufallsfeldern in allen Fallen minihighere Werte fur die Balken-
absenkung liefern. Dieses Ergebnis ist auch in dem Diagramfbb. 9.9(c) zu beobachten,
in dem die Absenkungen als diskrete Verteilungen am End@dk®&ns dargestellt sind. So
hat die Differenz zwischen den Ergebnissen aus den Rechnungealen Zufallsfeldern zu
der Vergleichsrechnung mit dem homogenen Medium im Kertevegugenommen und auch
die Streubandbreite ist deutlich ausgepragter. TrotzdiBsobachtungen bleibt jedoch fest-
zuhalten, dass auf globaler Ebene kein nennenswerterddhied in den Balkenabsenkungen
festzustellen ist.

Anders sieht dies bei der Betrachtung der lokalen Spannuimg&hb. 9.10 aus. Dargestellt
sind hier in der ersten und zweiten Spalte die Wertevdev-MISES- und in der dritten Spalte
der hydrostatischen Spannungen der einzelnen finiten BlemBabei zeigen die ersten bei-
den Spalten die erstéi mm in der N&he der Einspannung und die dritte Spalte die letzten
50 mm im Bereich der Kraftaufbringung. Neben der Auswahl von drettiReingen mit Zu-
fallsfeldern ist zudem in der unteren Zeile das ErgebnisRirhnung mit dem homogenen
Medium im Kern dargestellt.
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Abb. 9.9: Globale Balkenabsenkung (a) und Verteilungsfunktionen der Absenkung in
der Balkenmitte (b) und am Balkenende (c)
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Abb. 9.10: Ausgewihlte lokale Spannungsverteilungen

Auf dem ersten Blick ist vor allem im Bereich der Einspannungeaignifikante Streuung in
den lokalenvoN-MISES-Spannungswertem, zu beobachten. Das Spannungsmaxinayfi*
von etwa3 MPa ist in allen Fallen in unmittelbarer Nahe zur Einspannungadr@ren Rand
des Kerns auszumachen. Entlang des Balkens und in Richtungedérlen Faser nehmen
die vON-MISES-Spannungswerte jedoch auf Werte nahe null ab. Eine Ausadtram Ende
des Balkens zu erkennen. So treten dort aufgrund der Kraftagting in den Eckbereichen
erneut hoher&#oN-MISESsSpannungswerte auf. Als zweite fur die Festigkeitsbawgyton
Schaumen wesentliche Spannungskomponente nehmen dastatthichen Spannungen Wer-
te im Bereich voro,™ = —1,4 M Pa bis 0, = 1,4 MPa an, wobei die Extremwerte in der
Néhe der Deckschichten zu beobachten sind. In Richtung derraten Faser nahern sich die
Spannungsverteilungen erneut Werten nahe null. Da eltiedfal Werte der hydrostatischen

121



9 Ubertragung auf die strukturmechanische Ebene

1,0 1,0

1,0 7 ; - ;
08 08 : 08 : 7
7 06 i g 06 F 706 1t f
E> 0,4 g E> 0.4 E> 0.4 I
L 7 b L 7 [ Deck- L 7 U Deck-
& 02 g Sandwich-| & 0.2 - (schicht) =02+ ?chich)t

unten oben
0.0 'S kern 0.0 S £ 0.0 24
0O 1 2 3 4 5 6 69 70 71 72 73 74 75 69 70 71 72 73 74 75

(a) o™ [MPal (b) o™ [MPal] (©) o™ [MPal]

1,0 1,0

£ g bd o Zufallsfelder,,,

008 .08 o Zufallsfelder,.,
= 06 ? 0,6 @ - log-Fit,.,
zbi 04 g EL 0.4 - log-Fit,.q

9 S 5 '
k 0,2 }% Sandwich- ~ 02 g Sandwich- - homogene E?g.cnschaftcnges

0.0 T kern 0.0 7 kern - homogene Eigenschaften,.q

0,0 -04 0.8 1.2 -1,6 2,0 700 04 08 12 1.6 20
(d) o™ [MPa)] (e) o, [MPa)

Abb. 9.11: Verteilungen der extremalen Spannungswerte

Spannung entlang des Balkens abnehmen, sind die VerteillargeEnde des Balkens fir die
hydrostatischen Spannungen nicht abgebildet.

Fur die Bestimmung von Materialunschérfen sind die extrem&pannungswerte von aus-
schlaggebender Bedeutung. Aus diesem Grund sind in Abbs®wahl die maximaleroN-
MISES als auch die extremalen hydrostatischen Spannungswieritiskrete Verteilungs-
funktionen getrennt fiir den Sandwichkern und die beiderkBguchten dargestellt.

Da die Finite-Elemente-Modelle nicht in der Lage sind, dgashungslokalisierung im Be-
reich der Einspannung und der Kraftaufbringung auf kogé&keise wiederzugeben, ist neben
der Betrachtung von allen finiten Elementen zudem eine altemAuswertung in Abb. 9.11
dargestellt, wobei die finiten Elemente in den ersten drdlirkietern im Bereich der Balken-
einspannung sowie im letzten Millimeter im Bereich der Kaafbringung fir die Bestim-
mung der Maximalwerte nicht berlcksichtigt worden sind.

Bei den Verteilungen der maximalefoN-MISES Spannungswerte fallt auf, dass die Span-
nungen in den beiden Deckschichten nicht nur wesentlickeihéls im Kern sind, sondern
auch die absolute Streubandbreite deutlich gré3er ist. ¥vdhdie Verteilungen fur die Er-
gebnisse der Deckschichten jedoch um den Wert streut, deteaatRechnung mit dem homo-
genen Medium im Kern stammt, treten im Sandwichkern fastehie3lich Maximalwerte fur
die Rechnungen mit den Zufallsfeldern auf, die héher sindlatsErgebnis der Vergleichs-
rechnung. Durch die alternative Auswertung mit dem redtemeAuswertebereich verstarkt
sich dieser Effekt sogar noch, wobei erwartungsgeman etigdsgere Spannungswerte auf-
treten, die jedoch nach wie vor in die Gréf3enordnung derskhien Spannungen kommen.
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9.4 Ergebnisse

Darlber hinaus ist die extrem starke Streuung im Kern zuhieacSo treten in der Auswer-
tung aller finiten Elemente maximal®N-MISES-Spannungswerte zwischen et@a M Pa
und 3,5 MPa auf, was einer Abweichung vom Median von zum Teil Ub&r% entspricht.
Dies zeigt, dass durch eine rein deterministische Analyd& nur die Streuung der lokalen
Belastung als festigkeitsrelevante Grol3e nicht erfasst, wondern auch der Median deutlich
unterschatzt werden kann.

Die ausgepragte Streuung im Sandwichkern ist zudem in deaiemgen der minimalen und
maximalen hydrostatischen Spannungen wiederzufinden. &édHrei der Auswertung aller
finiten Elemente die Verteilung der Ergebnisse aus den Buéghnungen um das Ergebnis der
Vergleichsrechnung streuen, liefert die alternative Aeisung mit dem reduzierten Auswerte-
bereich ausschlief3lich maximale bzw. minimale hydrostag Spannungswerte, die extremer
als der Vergleichswert sind.

So zeigt dieses einfache Beispiel eindrucksvoll, dass beBdstimmung der Materialun-

scharfen eines Bauteils mit mikrostrukturellen Anteileneerein deterministische Betrach-
tungsweise unzureichend sein kann, da bei den maximalem8pgswerten, die fir das Ma-
terialversagen von entscheidender Bedeutung sind, nicldi@&treuung nicht bestimmt wer-
den kann, sondern moglichweise auch mit gravierenden Rageniedrige Spannungswerte
vorhergesagt werden.

Darlber hinaus ist festzuhalten, dass sich die Steifigkaiis Festigkeitsbetrachtung grundle-
gend voneinander unterscheiden. So konnten bei der Sttigkewertung nur unwesentliche
Streueffekte im Gesamtverhalten beobachtet werden, ddalikenendabsenkung als globale
GrolRe einem Selbstmittelungseffekt unterliegt.

Bei der Festigkeit liegt hingegen keine Mittelwert-, sondeine Extremwertstatistik vor. So

treten wesentliche Streueffekte auf, die unter andererh muder inhomogenen Spannungs-
verteilung Uber das Gesamtproblem zu begrinden sind. geFd#ssen ist im Vergleich zur

Steifigkeitsbewertung fur die Festigkeitsbewertung dabettachtende relevante Gebiet um
GrolRenordnungen kleiner.

Abschlie3end ist festzuhalten, dass die anhand diesescharf Fallbeispiels vorgestellten
probabilistischen Verfahren zur Bestimmung der Materisdié@rfen ohne Weiteres auf kom-
plexe Bauteile Ubertragen werden kdénnen.
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10 Zusammenfassung und Ausblick

Fur den Einsatz in vielen technischen Anwendungen ist diedkterisierung und Bewertung

der Materialeigenschaften fester Schaume von aul3erdicdtegto3em Interesse. Eine Beson-
derheit dieser Werkstoffgruppe besteht in ihrer mikrddtrcellen Unordnung, deren Einfluss
auf der Makroebene sich in der Unschéarfe der effektiven Neleggenschaften wiederfinden
lasst. Im Gegensatz zu herkdmmlichen Materialien, wie z. Btdifen, bei denen gewdhnlich

die Mikroheterogenitaten um Groél3enordnungen kleiner @Bduteilgrol3e sind, ist fur die

Bewertung dieser mikroheterogenen Schaume eine rein datstisthe Betrachtungsweise
unzureichend.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine probabilistische Methmdenumerischen Vorhersage
der Eigenschaften mikroheterogener Materialien vordjediBe verwandte verzerrungsener-
giebasierte Homogenisierungsanalyse zur Bestimmung tektigén Materialeigenschaften
ist dabei insbesondere auf zellulare Strukturen mit geringlativer Dichte und grof3en Hohl-
raumanteilen abgestimmit.

Fur die Generierung der Mikrostrukturmodelle wurde sichdés VWRoNoOFVerfahren in
LAGUERREGeometrie entschieden, da hierdurch im Gegensatz zwteird/ernetzung von
realen Mikrostrukturausschnitten statistisch représemt Mikrostrukturmodelle mit vorge-
gebenen ZellgrolRenverteilungen erzeugt werden kénnen.

Eine Validierung der generierten Zelltopologie erfolgtdand eines experimentell charakteri-
sierten offenzelligen Metallschaums. Dabei zeigte sielssdsowohl die ZellgréRenverteilung
als auch die Form der einzelnen Zellen durch die Mikrostmukbdelle wiedergegeben wer-
den kénnen.

Zur Bestimmung der Streuung der Mikrostruktureigenschaftarden eine probabilistische
Methode vorgestellt. Eine Anwendung erfolgte anschlielf@mplarisch an einem geschlos-
senzelligen Aluminiumschaum, wobei UbereinstimmendeBEngse fur die drei verschiede-
nen Varianten der angewandten probabilistischen Methadeliewerden konnten. Fir den
konkreten Anwendungsfall hangt die Wahl somit von den vsigjéien Vor- und Nachtei-
len der einzelnen Varianten ab. So kénnen derzeit rein techroffenzellige Schdume —
wenngleich eine Erweiterung der beiden anderen Variangéeklhr ist — nur mit der mehr-
fachen Testvolumenelemente-Auswertung untersucht werd&rend fir die Untersuchung
der raumlichen Autokorrelation das ,Moving-Window“-Vatfren am besten geeignet ist, da
bei diesem Verfahren eine rasterformig Anordnung der zlyaigenden Mikrostrukturaus-
schnitte moglich ist. Der wesentliche Vorteil der zelllgatgn Auswertung besteht hingegen
in der Ermittlung der lokalen Eigenschaften einzelner &elBei der Ergebnisbewertung ist
bei allen drei Verfahren die Grof3e der Auswerteausschnittegend zu bericksichtigen, da
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10 Zusammenfassung und Ausblick

bei grol3eren Mikrostrukturausschnitten ein Selbstnuitigseffekt einsetzt.

Der wesentliche Vorteil im Gegensatz zu reineo M E-CARLO-Verfahren besteht bei der

vorgestellten probabilistischen Methode im deutlich veyerten Rechenaufwand, da durch
die Diskretisierung des Wahrscheinlichkeitsraums geBeteiche grof3en Interesses unter-
sucht werden kdnnen. So wurde anhand der mehrfachen Tas®oelemente-Auswertung

gezeigt, dass trotz einer erheblichen Reduzierung der Dasenbei geeigneter Diskretisie-

rung hochwertige Ergebnisse erzielt werden kdnnen.

Mittels einer Parameterstudie wurde zudem aufgezeigg dasationen in den Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der EingangsgroéRen nicht zwanggjau analogen Effekten in den Ver-
teilungen der effektiven Materialeigenschaften fihreaswm unterschiedlich stark ausge-
pragten Einfluss der einzelnen Eingangsgrof3en auf diehiedsgnen Materialparameter zu
begrinden ist.

Aufféallig bei der Untersuchung der raumlichen Autokortela am Beispiel eines geschlos-
senzelligen Aluminiumschaums war, dass selbst die ditgktgebung einer Zelle nur gerin-
gen Einfluss auf das Materialverhalten der betrachtetele Bekali.

Motiviert durch die aus der lokalen Auswertung gewonnengtentnisse wurde ein pro-
babilistisches Stoffgesetz fir die Steifigkeiten auf deriBder relativen Dichte sowie der
ZellgroRe und der Zellorientierung abgeleitet mit dem diel effektiven Materialeigenschatf-
ten aus den Mikrostrukturdaten eines experimentell chersierten Schaums vorhersagen
und durch weitere numerische Rechnungen auch optimiereérmek.

Da bei der Bewertung gréRerer Bauteile mit mikrostrukturelkenteil auch heutzutage die
Grenzen der Rechenkapazitat erreicht werden, erfolgte_eetragung der probabilistischen
Methode auf die strukturmechanische Ebene. So wurde ereisgit an einem Sandwich-
tragwerk mit der Generierung von Zufallsfeldern ein stetisaher Ansatz vorgestellt, der
es ermoglicht die Streuung und Korrelationen der Mikrddtriceigenschaften ohne die reale
Abbildung der Mikrostruktur zu berlcksichtigen. Die Ergedse zeigen eindrucksvoll, dass
eine rein deterministische Betrachtungsweise, bei deraea\Bichkern durch ein homogenes
Ersatzmedium abgebildet wird, &uf3erst kritisch zu beteackst. Wahrend die berechneten
Werte flr die globale Balkenabsenkung der einseitig eingasien Sandwichbalken fur das
rein deterministische Bewertungskonzept und die prolstisitihe Methode ohne nennens-
werte Abweichung Ubereinstimmten, waren bei den Vertgdumder maximal auftretenden
lokalen Spannungswerte gravierende Unterschiede festiams So konnte durch die mehrfa-
che Berechnung unter Verwendung verschiedener Zufalsfeide deutliche Streuung in den
maximal auftretenden Spannungswerten ermittelt werdian/&gleich mit dem Ergebnis der
deterministischen Betrachtungsweise zeigte dartber sjm@ss ein Grol3teil der Ergebnisse
der probabilistischen Methode hohere maximal auftreteSnnungswerte lieferte, was im
Hinblick auf das Materialversagen fatale Folgen haben kann

Um zu illustrieren, dass das probabilistische Bewertunga&pt auch auf andere nicht-me-
tallische Schaume angewendet werden kann, wurde in eineterere Beispiel gezeigt, wie
die Materialunschérfen in einem Polymerschaum mit rate@afigem Verhalten untersucht
werden kénnen.
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Die hierfur getroffenen stark vereinfachten Annahmen inueauf das Materialverhalten
zeigen zugleich ein deutliches Entwicklungspotentialdigé Zukunft auf. So sind in das Mi-
krostrukturmodell verschiedene Materialgesetze zur Bedmiing des breiten Spektrums im
Materialverhalten fester SchAume zu implementieren. #wgieere Modellverbesserung wird
durch die Beriicksichtigung von Imperfektionen — wie sie ierakealen Schaumen z.B. in
Form von gekrimmten oder fehlenden Zellstegen bzw. -waadéneten — zu erzielen sein,
da derzeit die zu hohen Steifigkeitswerte bei der Ersthetgsn den planaren Zellstegen und
-wanden zu begrinden sind.

In Hinblick auf das Verstandnis des Zusammenhangs zwisdee\nisotropie auf der Mi-
krostrukturebene und den effektiven Materialeigensemegbwie der damit verbundenen Wei-
terentwicklung eines probabilistischen Stoffgesetzdgist die Betrachtung von Schaum-
strukturen mit l[&nglichen Zellen mit unterschiedlicheredtierung, wie sie mit dem ®Ro-
NoOi-Verfahren in LAGUERREGeometrie nicht generiert werden kdnnen, als unausweichl

Bei der Generierung der Zufallsfelder ist dariiber nachzkelemvie das inverse Problem der
Stochastik aus statistischen Daten Zufallsfelder zu e auf verbesserte Weise realisiert
werden kann.

Trotz der stark vereinfachten Vorgehensweise konntercjederade die Ergebnisse der Sand-
wichbalkenrechnungen zeigen, dass das Fernziel die Btaby wahrscheinlichkeitsorien-
tierter Berechnungsmethoden fir die Bewertung von Bauteilemikrostrukturellem Anteil
sein muss.
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