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1 Einleitung

In dieser Arbeit untersuchen wir sequentielle implizite Peer-Verfahren fiir steife Diffe-
rentialgleichungssysteme sehr grofer Dimension. Die Peer-Methoden sind Zweischritt-
Verfahren bei denen die Stufenwerte Y, ;,7 = 1,2, ..., s aus zwei aufeinanderfolgenden
Zeitschritten verwendet werden. Die Bezeichnung Peer besagt, dass die Stufenwerte alle
die gleichen Genauigkeits- und Stabilitidtseigenschaften besitzen. Die Stufenordnung ist
daher gleich der Konsistenzordnung, wodurch die bei Einschrittmethoden auftretende
Ordnungsreduktion vermieden wird.

Die Peer-Methoden wurden 2004 als parallele linear-implizite Verfahren eingefiihrt [40].
Zuerst wurden einfach implizite (singly-implicit) Methoden betrachtet, bei denen in
den linearen Gleichungssystemen aller Stufen die gleiche Koeffizientenmatrix auftritt.
Spéter stellte man fest, dass parallele mehrfach implizite (multi-implicit) Verfahren
bessere Eigenschaften fiir steife Probleme besitzen, da sie steif genau sind. Diese wurden
in [52, 43| ebenfalls als linear-implizite Variante, kombiniert mit dem Krylov-Verfahren
FOM, an grofen steifen Systemen getestet. In [42] wurde eine implizite Version dieser
Methoden mit bis zu 10 Newton-Schritten betrachtet. Sequentielle einfach implizite
Peer-Verfahren sind zuerst in [35] untersucht worden, auch diese betrachtete man als
linear-implizite Variante. Eine Umsetzung dieser Methoden in Nordsieck-Form und
eine Weiterentwicklung beziiglich des Pradiktors findet man in [36]. Spéter wurden
diese Verfahren in die finite-Elemente-Software KARDOS [14] eingebaut [16].

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Losung grofier steifer Systeme mit
Hilfe der impliziten Peer-Verfahren. Die wichtigste Quelle solcher Probleme ist die Se-
midiskretisierung zeitabhéngiger partieller Differentialgleichungen in zwei oder mehr
Raumdimensionen mit Hilfe der Linienmethode (MOL). Aufgrund der Steifheit die-
ser Systeme sind im Allgemeinen implizite Methoden zu bevorzugen. Dadurch miissen
jedoch nichtlineare und lineare Gleichungssysteme gelost werden und infolge der ho-
hen Dimensionen sind dafiir spezielle Herangehensweisen erforderlich. Die nichtlinearen
Systeme werden wir mit Hilfe des Newton-Verfahrens in eine Folge linearer Systeme
iiberfiihren.

Zur Losung der linearen Gleichungssysteme diskutieren wir zwei Ansétze, um den Auf-
wand erheblich zu reduzieren: Zum einen werden wir das Krylov-Unterraum-Verfahren
FOM (full orthogonalization method) betrachten, bei dem mit Hilfe einer orthogonalen
Projektion die Losung des eigentlichen Problems hoher Dimension in einem Krylov-
Unterraum sehr kleiner Dimension (3¢ < 20) approximiert wird. Ein weiterer Vorteil
dieser Vorgehensweise ist, dass die Matrix des resultierenden Gleichungssystems obere
Hessenbergstruktur besitzt und somit unterhalb der ersten Nebendiagonale nur Null-
elemente enthélt. Bekannte Verfahren, die Krylov-Techniken verwenden, sind VODPK
[10], ROWMAP (51| und EXP4 [22].
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Zum anderen werden wir die approximierende Matrix-Faktorisierung (AMF) verwen-
den, bei der die Jacobi-Matrix in mehrere Teilmatrizen zerlegt wird und eine Reihe
von linearen Gleichungssystemen entsteht, die strukturiert und somit sehr viel einfa-
cher zu l6sen sind. Da die Teilmatrizen meist Block-Diagonal-Gestalt besitzen, lasst
sich die LU-Zerlegung sehr leicht berechnen, was zu erheblichen Zeitersparnissen fiihrt.
Man kann verschiedene Verfahren mit dieser Technik zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme kombinieren, z.B. findet man Rosenbrock-AMF-Methoden in [24] und
eine Radau-ITA Methode mit AMF in [19].

Wir werden in dieser Arbeit sequentielle implizite Peer-Verfahren mit diesen beiden Lo-
sungsstrategien fiir grofse lineare Gleichungssysteme kombinieren. Im zweiten Kapitel
beschéftigen wir uns mit den theoretischen Grundlagen der impliziten Peer-Methoden.
Dabei gehen wir zunédchst auf das Verfahrensschema ein und wandeln die nichtlinea-
ren impliziten Abhéngigkeiten mit Hilfe des Newton-Verfahrens in lineare um. Danach
bestimmen wir mittels Taylorentwicklung die Konsistenzbedingungen, welche dann zu-
sammen mit der Nullstabilitdt die Konvergenz der Methoden garantieren. Um die Null-
stabilitét gewdhrleisten zu konnen, betrachten wir wie in [35, 4] die stérkere Eigenschaft
der optimalen Nullstabilitdt. Dafiir leiten wir ein einfaches lineares Gleichungssystem
her, mit dem die Koeffizienten des Verfahrens leicht berechnet werden kénnen, welche
die optimale Nullstabilitat garantieren. Zuletzt erhohen wir mit Hilfe der Superkon-
vergenz die Konvergenzordnung fiir konstante Schrittweiten um eins und gehen auf die
linearen Stabilitdtseigenschaften der Methoden ein.

Eine Sonderrolle spielen dabei Verfahren, die eine sogenannte FSAL-Bedingung (first
same as last) erfillen. Bei diesem Typ von Verfahren {ibernimmt man den letzten
Stufenwert des alten Zeitschritts mit in den aktuellen, d.h., man kopiert ihn sozusa-
gen. Dieses Vorgehen hat zwei Vorteile: Zum einen reduziert sich der Aufwand des
Verfahrens, da man die Berechnung der kopierten Stufe einspart und somit entspricht
der Aufwand des Verfahrens mit FSAL-Eigenschaft dem eines s — 1-stufigen Verfah-
rens ohne FSAL-Eigenschaft. Zum anderen begiinstigt es die Bestimmung der Losung
an Zwischenpunkten (dense output), da man jetzt die Interpolationspolynome zweier
aufeinanderfolgender Integrationsintervalle stetig verkniipfen kann, weil die Polyno-
me an der Schnittstelle den gleichen Wert annehmen. Verwendet man die Hermite-
Interpolation, erhélt man sogar eine stetig differenzierbare Losung, da die Ableitungen
ebenfalls iibereinstimmen. Es gibt allerdings auch zwei Nachteile dieses Vorgehens:
Einige Koeffizienten des Verfahrens sind fest vorgegeben, damit besitzt das Verfahren
weniger Freiheitsgrade. Weiterhin beeinflusst es die L-Stabilitat der Methoden, die Ver-
fahren sind jetzt nicht mehr automatisch L-stabil, sondern sie miissen eine zusétzliche
Forderung erfiillen. Aufferdem miissen die Superkonvergenz und die optimale Nullsta-
bilitdt gesondert betrachtet werden. Wir werden Methoden dieser Art fiir drei und vier
Stufen herleiten und Koeffizienten bestimmen.

In Kapitel 3 gehen wir auf die Koppelung der Peer-Verfahren mit FOM ein. Dazu be-
trachten wir Krylov-Unterrdume und zeigen wie man mit Hilfe des Arnoldi-Verfahrens
eine orthonormale Basis dieses Raumes berechnet. Rundungsfehler spielen dabei ein
grofse Rolle, sie konnen dazu fiihren, dass die Orthogonalitit der berechneten Vektoren
bereits nach wenigen Iterationsschritten verloren geht. Wir fiihren an, wann das der
Fall ist und wie man das Mittel der Nachorthogonalisierung nutzen kann, um diesem
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Problem zu begegnen. Des Weiteren gehen wir darauf ein, wie man mit Hilfe der or-
thonormalen Basis die im Newton-Verfahren auftretenden linearen Gleichungssysteme
16sen kann, indem man fordert, dass das Residuum des linearen Gleichungssystems
senkrecht zum Krylov-Unterraum steht. Aufterdem geben wir an, wie man das Re-
siduum effizient berechnet, um die Iteration abbrechen zu kénnen, wenn man eine
geforderte Genauigkeit erreicht hat. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels beschreiben
wir einen Evolutionsalgorithmus, mit dem wir die Koeffizienten, der im zweiten Kapi-
tel beschriebenen einfach impliziten Peer-Verfahren, gesucht haben. Dabei wurden die
Eigenschaften moglichst groker a-Winkel der L(«)-Stabilitat, moglichst kleine Fehler-
konstante und moglichst kleiner Wert v optimiert. Die gefundenen Verfahren haben wir
mit FOM gekoppelt und getestet. Die Methoden, welche sich als gut geeignet erwiesen,
haben wir ausgewahlt und in einer Tabelle angegeben. Des Weiteren stellen wir die
Stabilitatsgebiete der gefundenen Verfahren grafisch dar. Im letzten Abschnitt dieses
Kapitels gehen wir auf Fragen der Implementierung ein. Wir beschreiben, wie man die
Startwerte berechnet, wie die Schrittweitensteuerung aussieht, wie wir den Pradiktor
im Newton-Verfahren gewéhlt haben, welche Abbruchkritieren verwendet werden und
wie wir die Jacobi-Matrix Vektor Produkte approximieren.

Im vierten Kapitel behandeln wir die Kombination der Peer-Methoden mit AMF. Als
erstes klaren wir, wie man die AMF-Iteration auf die linearen Gleichungssysteme im
Newton-Verfahren anwendet. Danach gehen wir auf die Stabilitdt der Peer-AMF-Me-
thoden anhand einer ganz bestimmten Testgleichung ein und zeigen, wie die Dimension
des AMF-Splittings die A(«)-Stabilitdt beeinflusst. Im Weiteren haben wir die in Ka-
pitel 3 gefunden Koeffizienten der Peer-Methoden mit AMF kombiniert und getestet.
Die Verfahren, welche bei den Tests am besten abschnitten, geben wir in einer Tabelle
an. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels gehen wir auf die Fragen der Implementierung
dieser Verfahrensklasse ein. Es zeigte sich, dass die Konvergenz des Newton-Verfah-
rens mit AMF stark von der Wahl der Startwerte abhéngt. Insbesondere haben sich
Préadiktoren geringer Ordnung als vorteilhaft erwiesen. Wir geben einen Préadiktor an,
mit dem wir gute Ergebnisse erzielen konnten. Des Weiteren gehen wir auf die fiir die
Newton-AMF-Iteration wichtigen Abbruchkriterien ein.

In Kapitel 5 werden wir die konstruierten Methoden an steifen Systemen geringer
und grofser Dimension ausfiihrlich testen. Fiir kleine Beispiele vergleichen wir mit den
Matlab Standardintegratoren Odelbs und Ode23s. Odelbs liegt eine NDF-Methode
(numerical differentiation formula) mit variabler Ordnung von 1 bis 5 zu Grunde und
Ode23s basiert auf einer Rosenbrock-Methode der Ordnung 2. Bei den grofen steifen
Systemen, bei denen es sich um semidiskretisierte Reaktions-Diffusions-Gleichungen
handelt, vergleichen wir mit den Krylov-Integratoren ROWMAP und Exp4. Dabei
bildet bei ROWMAP eine Rosenbrock-Methode der Ordnung 4 die Grundlage und
Exp4, welches ebenfalls die Ordnung 4 besitzt, gehort zur Klasse der exponentiellen
W-Methoden. Aufserdem verwenden wir Odelbs und einen RadauAMF-Code als Ver-
gleichsverfahren. RadauAMF basiert dabei auf einer zweistufigen Radau-ITA Methode.
Zuletzt werden wir die Peer-Verfahren mit FSAL-Eigenschaft mit den Peer-Verfahren
ohne FSAL-Eigenschaft anhand grofser steifer Systeme vergleichen.

Abschliefsend fassen wir die erzielten Ergebnisse zusammen und geben einen Ausblick
auf mogliche weitere Untersuchungen.




2 Implizite Peer-Verfahren

2.1 Formulierung der Methoden

Zur numerischen Behandlung von Anfangswertproblemen der Form
y/(t) = f(tvy(t»a y(tO) = Yo, tO S 13 S tenda Yo € Rna f: R x R" — R" (21)

untersuchen wir Peer-Verfahren der Gestalt
Ym,i = Z binmfl,j + hm ZngFm’], = 1, 2, oo, S. (22)
j=1 j=1

In jedem Zeitschritt von ¢, nach t,,+1 = t,, + h,,, werden s Stufenwerte Y, ; =~ y(tm.i),
1=1,2,...,s, zu den Zeitpunkten

ti =tm +hme;, 1=1,2,...,s

berechnet. Die Ableitungen der Stufenwerte werden mit F,,,; = f(tm.i, Yimi) = V' (tmi),

1 =1,2,...,s, bezeichnet. Ordnet man die Stufen- und Funktionswerte in Vektoren
der Form
Yina f(tma; Yma)
Y, = Yf’z ER™,  F(tw,Yu) = f(tmzf m | ¢ g
Vi F(tms: Yins)

an, so erhdlt man mit Hilfe des Kronecker-Produkts eine kompakte Darstellung des
Verfahrens (2.2)

Yo = (B ® 1) Y1 + hun(Grn @ L) F (b, Yon). (2.3)

Dabeli ist I,, die n-dimensionale Einheitsmatrix. Die Koeffizienten des Verfahrens wer-
den hierbei in den Matrizen B,, = (b;); =, und G, = (gi5); j=1, welche vom Schritt-
weitenquotienten

Om = hm/hm—l (24)

abhéngen konnen, zusammengefasst. B,, kann dabei vollbesetzt sein, G, besitzt untere
Dreiecksgestalt. Die Knoten ¢; seien nicht abhéngig von o,,. Wir werden zwei Typen
von Verfahren der Form (2.2) untersuchen:
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1. Einfach implizite Verfahren:

2. Einfach implizite Verfahren mit FSAL (engl.: first same as last) Bedingung, wel-
che wir mit dem Ansatz

Gm = Go+~(I —1el) (2.6)

einfithren.

Dabei ist G jeweils eine strenge untere Dreiecksmatrix, e; = (1,0, ... ,0)T der erste
Einheitsvektor und 1 = (1,1, ..., l)T. Auferdem gilt v > 0.

Bemerkung 2.1 [Mehrfach implizite Verfahren)|
Mehrfach implizite Peer-Verfahren der Form

Gm = Go + diag (71,72, - - -, 7s) 5 (2.7)

mit v; > 0 wurden in [4] untersucht. Sie haben den Vorteil, dass man mehr freie Pa-
rameter zur Verfiigung hat. Fiir eine direkte Losung der linearen Gleichungssysteme in
(2.9) ist dieser Verfahrenstyp eher ungeeignet, da in jeder Stufe eine andere Koeffizien-
tenmatrix auftritt. Bei Krylov-Methoden hingegen ist der Aufwand mit dem bei einfach
impliziten Verfahren vergleichbar.

Um die Stufenwerte Y,,; in (2.2) zu berechnen, muss in jeder Stufe ein nichtlineares
Gleichungssystem der Form

s i—1
Y — GishmFom,; = Z bijYm—1; + hum, Zgiij,ja 1=1,2,...,s
j=1 j=1

gelost werden. Die Terme der rechten Seite sind in jeder Stufe bekannt und werden mit
w; bezeichnet. Das bedeutet, wir miissen die Losung Y, ; der Gleichung

0= Ym,i - hmgiiFm,i —w; = g(Ym,i) (2-8)

bestimmen. Dazu verwenden wir das Newton-Verfahren und erhalten eine Folge von
linearen Gleichungssystemen

(I —&T)AY,E = w; = Y,E + 6 f (tmi, Yo )
k1 . " Y k=0,1,2,... (2.9)
Ym,i = Ym,i + AYm,z
mit 0; = h,,g;;. Dabei ist T; eine Approximation an die Jacobi-Matrix f, (tm,i,Y/ﬁ,i)-
Im Normalfall werden diese linearen Gleichungssysteme mit direkten Losern mit LU-
Zerlegung geltst. In diesem Fall verwendet man im Allgemeinen T; = f, (ty—1.5, Yin—1,5)
(vereinfachtes Newton-Verfahren). Da dieses Vorgehen bei Systemen hoher Dimension
rechenzeitaufwendig und speicherintensiv ist, werden wir in den Kapiteln 3 und 4 als
Alternative Approximationsverfahren zur Losung linearen Gleichungssysteme in (2.9)
untersuchen.
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2.2 Ordnungsbedingungen

Um die Ordnungsbedingungen der Peer-Verfahren herzuleiten, betrachten wir das Re-
siduum, das sich ergibt, wenn wir die exakte Losung des Anfangswertproblems (2.1) in
die Verfahrensvorschrift einsetzen. Wir erhalten fiir das Residuum der i-ten Stufe

Api =y(tm mey metg) = hm D gy (tmg),  i=12,....s.  (210)
=1

Definition 2.2 [K0n51stenzordnung]
Die implizite Peer-Methode (2.2) besitzt die Konsistenzordnung p € W, falls fiir alle
hinreichend glatten Anfangswertprobleme der Form (2.1) fir die Residuen

Api = O(RPY)  fiir  hy, — 0
firi=1,2,...,s gilt.

Da dies fiir alle Stufen gleich ist, gibt es keinen Unterschied zwischen der Ordnung
des Verfahrens und der Stufenordnung. Die Verfahren sind deshalb sehr gut fiir steife
Probleme geeignet, da keine Ordnungsreduktion auftritt.

Wenn wir in (2.10) die exakte Losung durch ihre Taylorentwicklung ersetzen, erhalten
wir Ordnungsbedingungen an die Koeffizienten des Verfahrens. Wir benétigen die fol-
genden Taylor-Entwicklungen, wobei das Schrittweitenverhéltnis (2.4) zu beachten ist
und wir voraussetzen, dass die Losung hinreichend glatt ist:

Y(tm + Cibm) Z k, i )+ O(hL),
C; — 1 P C; — hfn
y(tm—l + Cihm—l) = y(tm + o hm) = Z %y(m (tm) + O(hﬁjl)a
m k=0 )
p Ck 1hk
k=1

Einsetzen in (2.10) liefert

s

A = (1—ibij) —I—Z(c —me _ngz] )—y”(t )

+ O(hPHh). (2.11)

T

Wenn wir die Knoten ¢; im Vektor ¢ = (¢y,¢,...,¢5)  zusammenfassen, erhalten wir

den folgenden

Satz 2.3 [Konsistenzordnung]
Wenn die Koeffizienten des Verfahrens (2.2) die Bedingung

= —Bm(c—n)’wrkack*l, k=0,1,...,p, (2.12)

mit ¢ = (c’f, A S) fiir ein p € IN erfiillen, dann besitzt das Verfahren die Kon-

sistenzordnung p. Dabei setzen wir hier 0° gleich 1.
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Die Vektoren ¢* und (¢ — 1)* fassen wir fiir £ =0,1,...,s — 1 in Matrizen zusammen
und erhalten aus (2.12) fiir p = s — 1 mit Hilfe der Bezeichnungen

m?

Sy, = diag(1, 00,02, ...,05 ") und Dy = diag(0,1,...,s — 1)

das folgende Gleichungssystem

L ¢ - &t 1L ;=1 -+ (¢ —1)71
: : =B | : : Sn_zl
1 ¢y - 5t 1 ¢cs—1 -+ (co—1)1
. (2.13)
01 ¢ -+ ¢f
0 1 ¢ -+ 72
Weiterhin bezeichnen wir
Vo). =7t 1 it
(Vo)i; =< ., D=diag(1,2,...,s) und (Fp);; =0ijs1= r=a
V)i = (e —=1)" ’ 0 sonst
(2.14)
und erhalten damit fiir (2.13) die Darstellung
Vo = BuViS;' + G VoDF, . (2.15)

Ist diese Gleichung erfiillt, besitzt die Peer-Methode die Konsistenzordnung p = s — 1.
Sind die Knoten ¢; paarweise verschieden und damit die Vandermonde-Matrizen Vj
und V; regulér, kénnen wir (2.15) nach

By = (Vo — GuVoDE ) S Vit (2.16)

umstellen. Somit ist die Matrix B,, fiir jedes G,, und fiir beliebiges o, eindeutig durch
(2.16) bestimmt. Das Verfahren hat damit fiir variable Schrittweiten die Konsistenz-
ordnung p =s — 1.

Bemerkung 2.4 [General Linear Methods]|

® Die hier vorgestellten Peer-Methoden sind ein Spezialfall allgemeiner linearer Me-
thoden (engl.: General Linear Methods). Einen Uberblick tber diese Verfahren
findet man z.B. in [9, 25].

e Fir die erste Spalte in (2.13) ergibt sich B1 = 1. Diese Bedingung wird auch als
Prdkonsistenzbedingung bezeichnet, vgl. [9, 25].

2.3 Stabilitat und Konvergenz

Definition 2.5 [Konvergenzordnung]
Das Peer-Verfahren (2.2) besitzt die Konvergenzordnung p € N falls fiir den globalen

10
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Fehler

y<tm + Clhm)

y<tm + CQh'm)

em =Y = Y(tm + Chy)  mit Yty + chy) = (2.17)

y(tm + Cshm)
fur hpee = max,, by, — 0

em = O(h2,.) (2.18)

max
qilt.
Fiir den Nachweis der Konvergenz der Peer-Verfahren ist zusitzlich zur Konsistenz

noch die Nullstabilitat erforderlich.

Definition 2.6 [Nullstabilitét]
Das Peer-Verfahren (2.2) heifst nullstabil, wenn eine Konstante K < oo existiert, so
dass fiir alle m >0 und [ > 0

||Bm+le+l—1 e Bm+1Bm|| S K

gilt.

Dann gilt (vgl. [42])
Satz 2.7 [Konvergenz|

Jedes nullstabile Peer-Verfahren (2.2) der Konsistenzordnung p € IN besitzt die Kon-
vergenzordnung p.

Die gleichméfige Beschréanktheit von Produkten der Koeffizienten-Matrizen, welche in
Definition 2.6 verlangt wird, ldsst sich oft nur schwer direkt nachweisen. Fiir spezielle
Familien von Matrizen kann man sie allerdings leicht iiberpriifen. Wir konzentrieren
uns deshalb wie in [35, 4] auf Methoden, welche optimal nullstabil sind (siehe Definition
2.8), da die Verfahren dann robuster gegeniiber beliebigen Schrittweitenwechseln sind
und in numerischen Tests gute Ergebnisse lieferten. Um solche Verfahren zu konstru-
ieren, wird die Matrix

Qm =V BV, = P(I - Vy'G, VoDF, ) Sy, (2.19)

verwendet. Dabei ist P die Pascal-Matrix, welche durch

1111 (5)
0123 ()
N <y 0013
(Pﬁj:{éjl) Z>j.7 P=100 0 1 (2.20)
0 0 (z)

definiert ist. Es gilt P = V;"'V,. Im folgenden setzen wir voraus, dass || B,,|| fiir ,, <
o* € R gleichmékig beschrankt ist (Fir p = s — 1 folgt dies aus (2.16)).

11



2 Implizite Peer-Verfahren

Definition 2.8 [Optimale Nullstabilitét|
Das Peer-Verfahren (2.2) heifit optimal nullstabil, wenn fir die Matrix

1 % *

Qu=ViBvi=|" " o (2.21)
: c. S
00 - 0

qgilt.

Damit erhalten wir folgenden

Satz 2.9 [Nullstabilit&t|
Wenn o, < o* € Ry gilt, sind optimal nullstabile Peer-Verfahren nullstabil.

Beweis: Mit (2.21) gilt
BmsiBmiic1 -+ B = ViQumiiQmyi—1 - Qum Vi (2.22)
Aufserdem lésst sich @, durch die in (2.21) geforderte Form wie folgt zerlegen
Qi = ere] + Ug.
Dabei ist Uy eine strenge obere Dreiecksmatrix. Wegen Uie; = 0 erhalten wir
Qs 1Qmis—2 Qm = (e16] + Upis—1)Qmis—2* Qm

T T

= €164 Qm+s—2 e Qm + Um+s—1(6161 + Um+s—2)Qm+s—3 e Qm
T

= €164 Qm+s—2 e Qm + Um+s—1Um+s—2Qm+s—3 e Qm

T
= €164 Qm+s—2 e Qm + Um+s—1Um+s—2 e Um

= eleIQm+372 T Qma

da die Uy strenge obere Dreiecksmatrizen sind und somit U, s 1Upnis—2--- Uy = 0
gilt. Da bei optimaler Nullstabilitdt Q;e; = e; ist, gilt dann

QerlQerlfl T Qm = eleIQm+372Qm+573 T Qm

fir alle [ > s — 1. Damit erhalten wir fiir alle [ > s — 1

|1 Bi1Bmti—1 -+ Bny1 Bl = IViere] Qumis—2Qmis—z -+ Qu Vi -

Somit léasst sich jedes beliebige Produkt von Matrizen Bj auf ein Produkt von héchs-
tens (s — 1) Matrizen Q; und den Matrizen Vi, V! und eje] reduzieren. Da fiir alle
Schrittweitenquotienten oy < o* € Ry gilt, ist auch [|Qy|| < K fiir alle k. Wir erhalten
somit fiir jede submultiplikative Matrixnorm

1BinsiBinsi-1 - By Bull < [IVillllere [1@mvs—2llllQumas—sll - - 1QuillIIV"]
< [Vallllexey 1>V
<K

12



2 Implizite Peer-Verfahren

Wir betrachten jetzt die Konstruktion von Verfahren, welche die Eigenschaft (2.21)
besitzen sollen. Dazu schauen wir uns zunédchst einmal die erste Spalte von @), an. Die
Matrix @, ist definiert durch (2.19), es gilt

Qmer = P(I — Vi 'G Vo DE, )Smer
= Pe; — PVy'G,, Vo DF, e,
— Pe, da Fje; =0

= €.

Die erste Spalte von (), entspricht also fiir eine beliebige Matrix G,,, immer e; und hat
deshalb schon die in (2.21) gewiinschte Form. D.h., wir miissen jetzt noch dafiir sorgen,
dass die Elemente von (),, auf und unterhalb der Diagonale ab der zweiten Spalte Null
sind. Dazu fiithren wir die folgenden Operatoren ein.

Definition 2.10 [trily (+) , tril (-)]
Sei A € R**, wir definieren den Operator trily: R** — R*C~1/2 durch

trﬂQ(A) = Z Z Q5 €k(i,)
J=2 i=j ‘ _ (2.23)
mit k() =G -2 (s—1)+(—1)— _2)2(] mid)

Dabei ist ey, ein s (s — 1) /2-dimensionaler Einheitsvektor (wie man an (2.25) sieht),
welcher an der k-ten Stelle eine Fins hat und sonst Nullen.

Wir definieren noch einen zweiten Operator tril: R** — R¥C+H)/2 durch

tI‘ll(A) = E E Q;5€0(4,5)
j=1 i=j (2.24)
1Y)
mit E(i,j):(j—l)s+i——<‘7 > )i

eg ist in diesem Fall ein s (s + 1) /2-dimensionaler Einheitsvektor.

Der Operator trily erzeugt einen Vektor vy, der die Elemente der Matrix A enthélt,
welche auf und unterhalb der Diagonale von der zweiten bis zur letzten Spalte stehen.
Der von tril erzeugte Vektor ws enthélt s zusétzliche Elemente, da er zusétzlich die
erste Spalte von A beriicksichtigt.

Vg = (CLQQ, asg,...,0s2,033, @43, ...,0as3,A44,A54, . . . ,CLSS>T

T
wa = (alh 21, ...,0s1,022,032,...,0s2,aA33, A43, . . . ,CLSS)

Um besser zu verstehen, welche Elemente einer (s x s)-Matrix durch die Operatoren
trily(+) und tril(-) in einen Vektor geschrieben werden, wollen wir hier eine grafische

13



2 Implizite Peer-Verfahren

Veranschaulichung angeben:

*
A= 1
2 *
3
— | %
|
® 1 s
. T
trllQ(A):( 2 3 ls—1 s) = Uy
.
tril(A)z( 1 2 3 e ls—1 s) =Wy

Mit Hilfe dieser Darstellung kann man auch leicht ausrechnen, wieviele Elemente v 4
und w4 enthalten, bzw. welche Dimension sie haben

_1 : 1
dlmUA—ZZ— (s , dimwA:Zz':%. (2.25)
=1

Lemma 2.11
Ser A € R**, dann gilt

tI‘ll(A) = ZT i(ej & Aej), (226)

=1

dabei sind die e; s-dimensionale Einheitsvektoren und Z € RE™s(s+1)/2) st gegeben
durch:

Z
! Z2 ZJ = (€j€j+1 . 65)
7 = ) , Zj c Rt (227>
' Z. j=1,2,...,s
Die e;,i = 3,7+ 1,...,s sind wieder s-dimensionale Einheitsvektoren.

Beweis: Nach Definition 2.10 ist

tril(A Z Z Wi i)y k(i,)) =G —1)s+i— U=1J (2.28)

2
Jj=1 i=j

Wir betrachten jetzt nur die innere Summe iiber ¢ und halten j fest, dabei gilt ey ;) €

14



2 Implizite Peer-Verfahren

Rs(s+1)/2
T . s(s+1)/2
Zamek” (O 0 O,Cij,CLj_;_l’j,...,Csz,0,0,...,()) =17j ER(+)/ (229)
=] nleullen nszuHen
7—1
ny=s+E-1)+--+(s—7+2)= Zs—€+1
=1
s—Jj
=1
Den Vektor (aj;, @j+1,, ... ,as;) erhélt man, indem man die transponierte j-te Spalte
von A mit der Matrix Z; multipliziert
(@gs @1y - - - asj) = (Aej) T Z

Jetzt muss man sich noch iiberlegen, wie man die n;; Nullen davor und die ny; Nullen
danach erzeugt. Dazu nehmen wir den Vektor

2" =(0,0,...,0) € R*

her, welcher aus s Nullen besteht. Mit Hilfe der Matrizen 7, Zs, ..., Z;_1 kann man
jetzt die Nullen davor und mit den Matrizen Z;,1,Z; 0,...,Z, die Nullen danach
erzeugen, denn

dim(zTZk):s—k‘—i-l, k=1,2,...,s8, k#].

Den Vektor v; aus Gleichung (2.29) kann man jetzt wie folgt schreiben:

= (ZTZ1, ZTZQ, ceey ZTZj_l, (Aej)TZj, ZTZj+1, ZTZ]'+2, ce ,ZTZS)T

= (( ,ZT,(Aej)T,zT,zT,...,zT) Z)T

(o) 2)

=Z" (e; ® Aey).
Jetzt ersetzen wir die innere Summe in (2.28) durch den Vektor v; und erhalten die
Behauptung. O]
Lemma 2.12
Die Operatoren tril(-) und trily(+) sind linear und es gilt der Zusammenhang

trily(A) = tril(M " AM), (2.30)
mit A € R>® und
ei,t=2,3,.

M = (ese3...€5) € R™*™' mit (2.31)

s-dzmenswnaler FEinheitsvektor
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2 Implizite Peer-Verfahren

Beweis: Man rechnet leicht nach, dass die beiden Operatoren linear sind. Sei M durch
(2.31) gegeben und A € R**, dann gilt:
. T
trﬂQ Zzamek (4,7) a227a327"'7a327a33aa437-"70J537a447a547"'7ass)

Jj=2 i=j

(2.32)

Das sind alles Elemente der Untermatrix von A, welche man erhélt, wenn man die erste
Spalte und die erste Zeile streicht. Genau das macht die Matrix M

Qg2 Q23 -+ A2s
~ a3z aAzz - A3s 1 e
MTAM =A=| ~ e Re bt
Qg2 Qg3 - (Agg

Schauen wir uns jetzt an, was wir erhalten, wenn wir tril(-) auf diese Matrix anwenden.
Zu beachten ist dabei, dass die Matrix A € R*~1571 ist

,_.
,_.

s—1 s— s—1 s—1

tril(M T AM) = (MTAM (i) = Z Zamek(”
Jj=1 i=j Jj=1 1=j
= (a22, a32, ... ,052,A33,A43, - - -, As3, A44, A54, - - - 7ass)T . (2-33)

Wenn wir jetzt (2.32) und (2.33) vergleichen, sehen wir, dass die beiden Vektoren
iibereinstimmen und somit die Behauptung folgt. O]

Lemma 2.13
Sei a,b € R® und Z wie in Lemma 2.11, dann gilt

tril(ab’) = ZT (b ® a). (2.34)

Beweis:

tril(ab") 0 A Z e; @ (ab'e;) =27 Z e; @ ab;
. =

:ZTijej®a:ZT(b®a)

j=1

O

Jetzt konnen wir die Bedingung (2.21) mit Hilfe des Operators trily(+) schreiben. Die
Forderung (2.21) ist erfiillt, wenn gilt:

trily (@) = 0. (2.35)
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2 Implizite Peer-Verfahren

Wie man an Gleichung (2.19) sieht, lassen sich die Koeffizienten B,, und somit die
Matrix @,, durch die Wahl der Koeffizienten G,, direkt beeinflussen. Wir leiten jetzt
Bedingungen fiir G,,, her, so dass (2.35) erfiillt ist. Mit (2.19) folgt.

trily(Qy,) = triloy(P(I — Vi ' G VoDE, )S,) = 0 (2.36)

Da S, eine Diagonalmatrix ist und somit in dem Gesamtprodukt die Spalten mit
Potenzen von o, skaliert sind, ist (2.36) unabhéngig von S,, und damit von o,,. Somit
gilt:

0 = trily(Qm)
= trily(P(I — Vy 'G,VoDE,))
= trily(P) — trily(PVy G, Vo DF)
(

= trily(I) = trily(PVy 'GVoDE,) ),  da trily(P) = trily(1). (2.37)

Aus der Bedingung (2.37) kénnen die Koeffizienten von Gg bestimmt werden. Wir
betrachten zur Illustration den Fall einfach impliziter Verfahren. G,, hat dabei die
Form:

Dies setzen wir in (2.37) ein und erhalten:

trily(I) = trily(PVy ' (Go + 1) VoDFy)
= trily(PVy ' GoVo DE, ) + trily(YPDF').

Da PDF eine strenge obere Dreiecksmatrix ist, gilt tril,(yPDFE, ) = 0. Die optimale
Nullstabilitét ist also in diesem Fall unabhéngig von v und wird nur durch G bestimmt.
Die Bedingung (2.35) lautet jetzt

trily(I) = trily(PVy 'GoVoDFy). (2.38)

Um diese Forderung noch etwas iibersichtlicher zu schreiben, ersetzen wir PV, durch

V! und fithren Y//:) ein:

01 2¢; 3¢2 -+ (s— 1)c§—z

. 0 1 2c 3¢2 - (s—1)c5

Vo:=VoDF) = | . 2o ( -) > . (2.39)
0 1 2, 3¢ -+ (s—1)c52

Damit erhalten wir die folgende Bedingung fiir die optimale Nullstabilitéit:
trily (1) = trily(V, " GoVh). (2.40)

Da Gy eine strenge untere Dreiecksmatrix ist, enthélt sie s(s — 1)/2 Unbekannte g;;,
genau so viele Bedingungen ergeben sich auch aus Gleichung (2.38), wie man an (2.25)
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2 Implizite Peer-Verfahren

sieht. Wir wollen jetzt aus (2.38) ein lineares Gleichungssystem fiir die einzelnen Ele-
mente g;; erzeugen. Dazu zerlegen wir G wie folgt:

s—1 s
_ : _ T S,8
= E E gijEij mit Eij = €i€j e R*°.
j=11i=j+1

E;; ist eine Matrix, bei der in der i-ten Zeile an der j-ten Stelle eine Eins steht und
alle anderen Elemente Null sind. Diese Zerlegung von Gy setzen wir in (2.40) ein und
erhalten:

trily(1) = trily(V, ' GoVp) = trily(V, E:E:gmljw

J=1 z—j+1
s—1 s
= tfﬂz(z Z 9V EyVo) = Z Z gij trilo (Vi By V)
j=1i=j+1 J=1i=j+1
-1 s
Z Z gi; trila(V e, e; VO)

: _]+1

In der duferen Summe lauft j von 1 bis s — 1, d.h. von ‘70 werden nur die Zeilen 1
bis s — 1 verwendet. In der inneren Summe lauft ¢ jeweils von j 4+ 1 bis s, demzufolge

werden nur die Spalten 2 bis s von V' benétigt. Wir betrachten deshalb nur MTVO
und V; ' M wobei

ei=12 ... . s—1
M = (6162 R 6571) S RS’S_I mit ! ’

s-dimensionaler Einheitsvektor

ist. Dabei lauft die innere Summe dann von j bis s — 1 und die Dimension der Ein-
heitsvektoren e;, e; verringert sich um eins, d.h. ¢;,¢; € R*~'. Wir erhalten also

s—1 s—1

Z Z gi; trily (V] eze Vo Z Z Giv1,j trila (V] “1Me; eTM Vg)

7j=11i=35+1 =1 i=j
s—1 s—1

NN Gy tril(MTVT Mese] (M T M)).

2.12
Jj=1 i=j

18



2 Implizite Peer-Verfahren

Wir fithren jetzt neue Bezeichnungen ein, wir betrachten im Folgenden die Matrizen:

(]s )

*
Vo= M"V7IM vit=1. v D, :=diag(1,2,...,s —1)
: 2
« 1
2
1 1 1 =
c c Cs—
We=0 Vv ) =] 7 ! s—1
1 1 1
— T~ 2c 2c 2cs_
= W = D,W = (M VpM)" = 1 .2 1
(s=Dei™ (s=1eg -+ (s—1)ei7]
Damit erhalten wir:
s—1 s—1
ST iy tril((MTV M)ese] (M Ty 0))
Jj=1 i=j
s—1 s—1 s—1 s—1
. o Lemma
= Z Git1 trll(VzeiejT(W) s Z Z Git1;2 Wej ® Vae;)
j=1 i=j Jj=1i=j
s—1 L /\ .
=z Z gir1.;j(We; @ Vaej) + gjra;(Wej @ Vaejia) + -+ + g5 j(We; @ Vaes 1)
j=1

s—1
=27y (We; ® 1) [g541,5(1 © Vaey) + gira i (1@ Vaejin) + -+ + gy (1@ Vaey )]
j=1
s—1 e
=21y (Wey @ L 1) [g5113V6) + gy Vaejin + -+ + gs3Vaes ]
j=1
s—1

= 7"y (We; @ L) [VaZi(951140 oo -+ 955) ')

J=1

=7z [(/Wel @ I 1) (VaZi(g21, 9305 - - -5 Gs1) )
+ (Wey @ I,_1)(VaZo(g3.2, Gazs - - Gs2) ) 4+ + (Weary @ Iy ) (VaZo1Gs0-1)

=Z2TWel, ), ® VQ)ZSQQJ, 9315 --1951:932: 94,2, - - -, s,2, 94,3, G535 - - - 793,5—1)1

=g,

= 2T (W @ Va)Zvg, = Z (DiW & Vo) Zvg,.

Das bedeutet, die Gleichung (2.38) ist erfiillt und damit die Forderung (2.21), wenn
die Elemente g;; von G der Gleichung

trily(1,) = ZT (Di/W ® Vi) Zvg, (2.41)
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geniigen. Die Gleichung (2.41) stellt ein lineares Gleichungssystem fiir die Elemente g;;
mit ¢ > j der Matrix G, dar, welche aus diesem berechnet werden.

Bemerkung 2.14

Die beiden anderen Falle (mehrfach implizit und FSAL) liefern dhnliche Gleichungs-
systeme, in die allerdings die Parameter v bzw. ~y; eingehen und welche somit etwas
schwieriger zu behandeln sind.

Lineare Stabilitat

Zur Untersuchung der linearen Stabilitdt betrachten wir die Dahlquist’sche Testglei-
chung

y'(t) = My(t), A€ C mit Rel<0.

Wendet man darauf das Peer-Verfahren (2.2) mit konstanter Schrittweite i an, so erhélt
man

Y,, = BY,,_1 + hG\Y,, und Yy, = (I, — 2G) 'BY,,_1 = M(2)Y;,_4
mit z = h\ und der Stabilitdtsmatrix des Peer-Verfahrens
M(z) = (I, — 2G)'B. (2.42)

Definition 2.15 [Stabilitdtsgebiet, A- und L-Stabilitét]
Sei M (z) die Stabilitdtsmatriz bei konstanter Schrittweite. Dann heifit die Menge

S = {z cC: oM < 1} (2.43)

Stabilitdtsgebiet des Peer-Verfahrens. Die Methode heifit A-stabil bzw. A(a)-stabil mit

a € (0,%), wenn

{z€C:Rez<0}CS, bzw. {zeC:larg(z) — 7| <a} CS
gilt. Dabei gilt arg(z) € [0, 27).
Ein A-stabil bzw. A(a)-stabil Verfahren heifit L-stabil bzw. L(«)-stabil, wenn

lim o(M(2)) =0

Z2—00

qgilt.

Bemerkung 2.16 [L(«)-Stabilitét]
Fiir z — oo erhdlt man fir g; > 0

Z—00 2Z—00 z—00 2

1/1 -
lim M(z) = lim (I, — 2G)"" B = lim - (—Is — G> B=0.
z

D.h., eine A(«)-stabile Peer-Methode mit g; > 0,9 =1,2,..., s ist L(a)-stabil.
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Superkonvergenz

Optimal nullstabile einfach implizite Peer-Verfahren mit konstanter Matrix G besitzen
nicht geniigend freie Parameter, um die Konsistenzbedingung (2.12) bis zur Ordnung
s zu erfiillen, auch nicht fiir konstante Schrittweiten. Wenn jedoch die Residuen (2.10)
eine spezielle Struktur haben, kann man eine Bedingung angeben, sodass die Methode
mit der Ordnung p = s fiir konstante Schrittweiten konvergiert. Dieses Konzept ist gut
untersucht und hat verschiedene Namen: Quasi-Konsistenz [28, 45|, effektive Ordnung
[8] oder Superkonvergenz [53].

Fiir einfach implizite Peer-Verfahren wurde diese Eigenschaft in [4] untersucht. Man
erhélt den folgenden

Satz 2.17 [Superkonvergenz|

Es sei ein optimal nullstabiles einfach implizites Peer-Verfahren der Ordnung p = s—1
der Form (2.2) gegeben, dessen Matriz G, die Gestalt (2.5) besitzt. Die Knoten c;
seien paarweise verschieden und die Matriz B,, ergebe sich aus (2.16). Auflerdem gelte
c¢s = 1. Dann ist das Verfahren genau dann konvergent von der Ordnung p = s fir
konstante Schrittweiten, wenn v eine Nullstelle des Polynoms

p(y) = det(I — By — vBy + (1o +7r1)e, ) (2.44)
wst. Dabet sind
By = (Vo — GoVoDE )Vt o= te - —1 _qetoLp (c—1)
0 — 0 ovo 0 1 > 0*8! (8—1)! 0 ] 0 9
_ S |
By, = —VoDF) V!, n=-GTDc 1—§Bl(c—]1).

2.4 FSAL-Methoden

Die Abkiirzung FSAL kommt aus dem Englischen und steht fiir first same as last, was
soviel bedeutet wie der Erste entspricht dem Letzten. Im Kontext der numerischen
Losung von Anfangswertproblemen meint man damit, dass der letzte Stufenwert im
vorherigen Schritt mit dem ersten im aktuellen Schritt {ibereinstimmen soll. Dies gilt
dann auch automatisch fiir die Funktionswerte dieser Stufenwerte. Man spart demzu-
folge in jedem Zeitschritt einen Funktionsaufruf.

Dieses Vorgehen wurde zuerst bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren angewendet, wo-
bei dort der Stufenwert der ersten Stufe im néchsten Schritt bereits im aktuellen ver-
wendet wird. Dazu fiigt man dem Verfahren eine zusétzliche Stufe hinzu, indem man
den Gewichtsvektor b als letzte Zeile an die Verfahrensmatrix A anhéngt. Dadurch
entspricht der neue letzte Stufenwert der in diesem Zeitschritt berechneten Néherungs-
16sung. Da die erste Stufe im néchsten Schritt auch der aktuellen Naherungslosung
entspricht, stimmen diese beiden Stufen und somit auch die Funktionswerte {iberein
und es entsteht kein zuséatzlicher Aufwand, aufser wenn ein Schritt verworfen wird.
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Der Funktionswert dieses zusétzlichen Stufenwertes wird nun dazu verwendet, eine
eingebettete Naherungslosung zur Schrittweitensteuerung zu berechnen. Ein sehr be-
kanntes Verfahren, welches diese Eigenschaft besitzt, ist das 7-stufige Verfahren DO-
PRI5(4) von Dormand und Prince [12] der Ordnung 5 mit einer eingebetteten Losung
der Ordnung 4.

Anders als bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren wollen wir bei den Peer-Verfahren
die letzte Stufe des vorherigen Zeitschrittes im aktuellen verwenden, um die Konsis-
tenzordnung des Verfahrens um eins zu erhéhen. Man spart dabei das Losen einer
Stufengleichung ein und der Aufwand des Verfahrens mit s Stufen entspricht dem eines
Verfahrens mit s — 1 Stufen. Dazu fordern wir

Yot = Vo1 (2.45)

Dieses Vorgehen wurde bereits fiir explizite und einfach implizite Peer-Verfahren in
[41] untersucht. Diese Bedingung hat einen weiteren Vorteil: Bei Peer-Verfahren haben
alle Stufen die volle Ordnung p = s — 1, dadurch kann man die Lésung an Zwischen-
punkten mit Hilfe eines Interpolationspolynoms der Ordnung s — 1 leicht berechnen
(engl.: dense output). Das Problem ist nur, dass die Interpolationspolynome zweier
aufeinander folgender Integrationsintervalle im Allgemeinen nicht zusammen passen,
also nicht stetig verkniipft werden kénnen. Wenn man jetzt aber (2.45) fordert, haben
die beiden Interpolationspolynome an der Stelle ¢,, den gleichen Wert, man kann sie
also stetig verbinden. Da sogar noch die Ableitung an dieser Stelle {ibereinstimmt, al-
so F—1s = F,q gilt, ist das verkniipfte Interpolationspolynom an dieser Stelle sogar
stetig differenzierbar, wenn man Hermit-Interpolation verwendet. Dies ist von Vorteil
fiir viele Anwendungen, in denen eine global stetig oder sogar global stetig differen-
zierbare Losung benétigt wird. Zum Beispiel, wenn man eine Kurve der Losung y(t)
gegeniiber der Zeit graphisch darstellen mdchte oder bei retardierten Differentialglei-
chungen, bei denen die Losung an zuriickliegenden Zeitpunkten, an denen noch keine
Losung berechnet wurde, benotigt wird.

Ein Nachteil der Forderung (2.45) ist, dass einige Koeffizienten des Verfahrens fest
vorgegeben sind, das Verfahren somit weniger Freiheitsgrade hat. Aufserdem beeinflusst
die Bedingung (2.45) die Stabilitét, wie man spéter an Lemma 2.19 sehen wird.

Schauen wir uns zunéchst an, welche Auswirkungen (2.45) auf die Koeffizienten des
Verfahrens hat. Dazu betrachten wir die Verfahrensvorschrift (2.2)

Yii= Z bijYm-1; + hm Zgiij,j, 1=1,2,...,s.
j=1 j=1

Man erhélt durch die Forderung (2.45)

bLS:l, bl,j:O> j:172,...,8—1
911 =10 (2.46)
bzw. el Bn=¢el, ¢ Gn=0".
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Weiterhin muss der Zeitpunkt der ersten Stufe im neuen Schritt mit dem der letzten
Stufe im alten Schritt fiir beliebige Schrittweitenénderungen {ibereinstimmen

tm,1 + Cshm,1 = tm -+ Clhm. (247)

Daraus folgt, dass ¢, = 1 und ¢; = 0 sein muss, da t,, = t,,_1 + h,_1 ist. Die
Koefhizienten-Matrizen haben somit die folgende Form

(0[]0 - 0 1Y (00 --- 0\

Bo—| . N :06;:1;Gm: . :OQI
c= (07 C2,C3; ..., Cs-1, 1)
(2.48)

Diese Wahl der Koeffizienten hat Auswirkung auf die Eigenschaften des Verfahrens.
Schauen wir uns zuerst die Konsistenzbedingungen an. Dazu betrachten wir (2.16)

Bp = (Vo — G VoDE)S,, Vit

T

s sein. Dies priift man leicht nach,

Wie wir in (2.46) gesehen haben, muss e] B = ¢
denn

el B = ¢ (Vo — GuVoDE)S, Vit = e/ VoS, Vit — el G VoDFy S, Vit

= e VoS, Vi, da ¢ G,=0"
=e/SpVi =/ PVt =1TV !
=e/, da el Vo=1".

Die restlichen s —1 Zeilen von B,, ergeben sich aus der Gleichung (2.16). Damit hat das
Verfahren die Konsistenzordnung p = s — 1. Als néchstes wollen wir die Koeffizienten
der Matrix GG, bestimmen. Wir fordern auch hier, dass das Verfahren optimal nullstabil
(siche Definition 2.8) ist. Es zeigt sich, dass der Ansatz (2.6)

Gm = Go+ (I —1ej)
dafiir sehr gut geeignet ist. Dies setzen wir in Gleichung (2.37) ein und erhalten
trily (1) = trily(PVy 'G, Vo DE, )
= trily(PVy ! (Go+7 (I —1e])) VoDEY)
= trily(PVy 'GoVoDE ) 4+ y trily(PDE, ) — v trily(PVy el VoDE, ).

Es gilt wie vorher trily(PDF, ) = 0, da PDFy eine strenge obere Dreiecksmatrix ist.
Fiir den dritten Term erhalten wir

trily(PV; Me] VoDE, ) = trily(eeg ) = 0,

da PV;7'1 = ey, e] VoDF] = ej und ejey eine strenge obere Dreiecksmatrix ist.
Damit sind auch die FSAL-Peer-Methoden genau dann optimal nullstabil, wenn G|
der Bedingung (2.38)

trily (1) = trily(PVy 'GoVoDFy)
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2 Implizite Peer-Verfahren

geniigt.

Auch fir FSAL-Peer-Methoden kann man mit Hilfe der Superkonvergenz die Konver-
genzordnung fiir konstante Schrittweiten um eins auf p = s erhdhen. Analog zu Satz
2.17 erhalten wir den folgenden

Satz 2.18 [Superkonvergenz, FSAL]

Es sei ein optimal nullstabiles einfach implizites Peer-Verfahren der Ordnung p = s—1
der Form (2.2) gegeben, dessen Matriz G, die Gestalt (2.6) besitzt. Die Knoten ¢;
seien paarweise verschieden und die Matriz B,, ergebe sich aus (2.16). Auflerdem gelte
co = 0 und cs = 1. Dann st das Verfahren genau dann konvergent von der Ordnung
p = s fur konstante Schrittweiten, wenn v eine Nullstelle des Polynoms

p(y) = det(I — By — yBy + (ro +yr1)e; ) (2.49)
1st. Daber sind
By = (Vo — GoVoDF, )V o=t - —1 _get-Lp (c—1)
_ R |
By = (ley — VoDFy )V, 7’1:——(8_1)!6 1—531(0_1)-

Da bei FSAL-Methoden g1; = 0 gilt, folgt aus A(«)-Stabilitdt nicht zwangslaufig L(a)-
Stabilitat. Man erhélt stattdessen das folgende

Lemma 2.19 [L-Stabilitét]
Besitzen die Koeffizienten-Matrizen des Peer-Verfahrens die Form (2.48) und ist die
Matriz G reguldr, so ist die Methode L-stabil bzw. L(«)-stabil, wenn gilt:

el (ere] +Gn) er =0. (2.50)

Beweis: Um zu iiberpriifen, ob das Verfahren L-stabil ist, miissen wir den Spektralra-
dius von M (00) berechnen. Es gilt:

M(z) = (I - 2G) ' B, G:<O OI), B:(o ej:1>

a G by B
T -1 T
(I-2G)" = ! ’ A = 1’\—1 OA—l
—zq1 I —z2G —z(I —2G) g1 (I —2G)
= (I—2G)"1— ! 0 fir (z — o0)
—G*191 0)’
1 0"\ /0 e/, 0" 1
e =(ahy, 0 ) (0 )= (0 6t
= o(M(o)) = [e] .G (2.51)

Wenn man jetzt die Inverse

-1
T 1 (1 0T\ 1 0"
(6161 +Gm) = <91 G) = (_G—lgl a-1
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2 Implizite Peer-Verfahren

bildet, sieht man, dass der letzte Eintrag der ersten Spalte dem Spektralradius (2.51)
entspricht

o(M(0)) = el G| = |e] (ere] + Gm)f1 erl . (2.52)

Damit ist das Verfahren L-stabil bzw. L(«)-stabil, wenn dieses Element Null ist. [

Konstruktion von FSAL-Methoden fiir s = 3 und 4

Die Konstruktion von superkonvergenten optimal nullstabilen FSAL-Methoden mit
0(M(o0)) = 0 geschieht nach folgenden Schema:

1. Bestimme Gg nach Gleichung (2.38), es bleiben die freien Parameter cs, c3, ..., 51
und 7.

2. Berechne B,, fiir ¢ = 1 nach Gleichung (2.16), da die Superkonvergenz nur fiir
konstante Schrittweiten gilt. Das Verfahren besitzt unabhéngig davon die Kon-
sistenzordnung p = s — 1 fiir variable Schrittweiten, wenn B,, fiir beliebiges o
nach (2.16) berechnet wird.

3. Lose (2.49) und (2.50) nach den freien Parametern auf.

Methoden mit s = 3

Wenn man Gy nach Gleichung (2.38) bestimmt und B,, fiir 0 = 1 nach (2.16) berechnet,
bleiben ¢, und « als freie Parameter. Nun setzen wir G und B,, in (2.49) und (2.50)
ein und erhalten die zwei Gleichungen

2
€= 3 + 6y — 497,

02:1—2'y+272.

Daraus ergeben sich die beiden Losungen:

1 1

7=5(4-V6) 0258, = (8- V6~ 0617,
1 1

=4+ VE) R L0753, = (84 V6) ~ 1161,

In Tabelle 2.1 geben wir die Koeffizienten G und ¢; dieser beiden Verfahren sowie die
Eigenschaften der Methoden an.

Methoden mit s = 4

G wird wieder nach Gleichung (2.38) bestimmt und B,, fiir 0 = 1 nach (2.16). Die
beiden Gleichungen (2.49) und (2.50) sind diesmal um einiges komplizierter, kénnen
aber nach ¢, und c3 in Abhéngigkeit von v aufgelost werden. Fiir jedes v existieren
zwei Methoden. Wir haben uns dabei fiir die Werte entschieden, bei denen ¢, und
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2 Implizite Peer-Verfahren

FSAL3a

FSAL3b

&
C2

0.0000000000000000
0.6167233619129802

0.0000000000000000
1.1610544158647975

C3 1.0000000000000000 1.0000000000000000
g21 0.3583049857101766 0.0861394587342676
Js1 0.4308453506502256 —0.0055579943283866
J32 0.3107362731469707 —0.0693569628021431
~y 0.2584183762028037 1.0749149571305296
« 81.7° 90.0°

err 0.0044 0.7767

||B||oo 1.85 15.26

Tabelle 2.1: Koeffizienten und Eigenschaften der beiden dreistufigen superkonvergen-
ten und L(«)-stabilen Methoden FSAL3a und FSAL3b. Der Fehler err wird dabei
nach Formel (3.16) berechnet. Die Norm ||B|| haben wir fiir ¢ = 1 bestimmt.

c3 im Intervall [—1,2] liegen. Wir wihlen den Parameter v so, dass der Winkel der
L(«v)-Stabilitdt moglichst grof und der Fehler err (3.16) moglichst klein wird. Wir ha-
ben ¢, c3, o, err und || B[ in Abhéngigkeit von v in Abbildung 2.1 dargestellt. Da
der Fehler err in der Ndhe von 7 = 0.16 ein markantes Minimum aufweist, haben wir
uns dafiir entschieden, das v zu wahlen, fiir das der Fehler minimal wird, da auch die
anderen Eigenschaften fiir dieses v akzeptable Werte annehmen. Wir haben das ent-
sprechende v in Abbildung 2.1 mit einer gestrichelten Linie markiert. Die Koeffizienten
G und ¢; sowie die Merkmale dieser Methode haben wir in Tabelle 2.2 angegeben.

FSALA
1 0.0000000000000000  ¢3 0.7385867307067128
Co 0.4120290561242265 ¢4 1.0000000000000000
gor  0.2503551264476477  gs 0.2926870831948634
gs 0.2842257178352702  gu 0.3327263257572196
g 0.2931770845512618 gy 0.2124226600149393
5 0.1616739296765787  « 74.6°
err  0.00017 1Bl 5.88

Tabelle 2.2: Koeffizienten und Eigenschaften der vierstufigen, superkonvergenten und
L(a)-stabilen FSAL-Peer-Methode FSAL4. Der Fehler err wird dabei nach Formel
(3.16) berechnet. Die Norm || B||_, haben wir fiir 0 = 1 bestimmt.
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90
70

30
10

10g10(||B||oo)

S N = O

0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06

0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06

0.1 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06

Abbildung 2.1: Eigenschaften vierstufiger, superkonvergenter und L(«)-stabiler
FSAL-Peer-Methoden. Der Fehler err wird dabei nach Formel (3.16) berechnet. Die
gestrichelte Linie markiert die Methode FSAL4
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3 Krylov-Peer-Verfahren

Wir werden uns in diesem Kapitel damit beschéftigen, Peer-Verfahren zu konstruieren,
die steife Anfangswertprobleme sehr grofer Dimension (n 2 10000) moglichst effizi-
ent numerisch 16sen. Die Schwierigkeiten, die dabei auftreten, sind die Berechnung der
Jacobi-Matrix und das Losen der linearen Gleichungssysteme (2.9). Eine Moglichkeit,
den Aufwand dafiir zu reduzieren, ist das Verwenden von Krylov-Unterraum-Verfahren,
welche eine Approximation der Losung des linearen Gleichungssystems iterativ berech-
nen. Dafiir benétigen sie die Jacobi-Matrix J = f,, (¢, u,) nicht explizit, sondern nur in
Verbindung mit Matrix-Vektor-Produkten Jov. Die exakte Losung von (2.9) wird mit
Hilfe eines Krylov-Unterraumes approximiert, wofiir nur Gleichungssysteme geringer
Dimension gelost werden miissen.

Dieses Vorgehen wird bereits bei einigen anderen Verfahren erfolgreich angewendet.
Ein sehr bekanntes Beispiel hierfiir ist der BDF-Mehrschrittcode VODPK von Brown,
Byrne und Hindmarsh [6, 10|, welcher zur iterativen Losung der linearen Gleichungs-
systeme das GMRES-Verfahren (Generalized Minimal Residual) von Saad und Schultz
[38] verwendet. Ein weiteres Beispiel ist der Solver ROWMAP von Weiner, Schmitt und
Podhaisky [51], welcher auf Rosenbrock-Methoden basiert und zur Losung der linearen
Gleichungssysteme einen mehrfachen Arnoldi-Prozess (MAP) verwendet. Eine Matlab
Version von ROWMAP wurde von Beck [2] implementiert.

Weiterhin gibt es noch die Exponentielle W-Methode EXP4 von Hochbruck, Lubich
und Selhofer [22|, welche Krylov-Techniken zur Approximation von

ng(h’)/J)"U, Qpl(z) = (6Z - 1)/Z7 J = fy(tmv um)v (31)

verwendet.

Wir werden in diesem Kapitel zunéchst auf die theoretischen Grundlagen der Krylov-
Unterraum-Verfahren eingehen und eine Moglichkeit zur Anwendung auf lineare Glei-
chungssysteme vorstellen. Im zweiten Abschnitt werden wir spezielle Peer-Verfahren
konstruieren, welche wir mit den Krylov-Techniken kombinieren. Im letzten Abschnitt
gehen wir auf Fragen der Implementierung ein.

3.1 Theoretische Grundlagen

Die im Folgenden aufgefithrten Aussagen findet man z.B. in den Biichern von Saad
[37] und Meister [30], deshalb werden wir die Beweise hier weglassen. Zunéchst einmal
fithren wir den Krylov-Unterraum ein, mit dessen Hilfe wir spéter die Ndhrerungslosung
von (2.9) approximieren.
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3 Krylov-Peer-Verfahren

Definition 3.1 [Krylov-Unterraum]|
Der Raum

K (A,w, ») = span {w, Aw, ... ,A”_lw} (3.2)

wird als Krylov-Unterraum zur Matriz A € R™™ und zum Startvektor w € R™ bezeich-
net. Fs besitzt die Dimension . [

Da sich die numerische Berechnung der Krylov-Vektoren A*w als numerisch ungiinstig
erweist, berechnet man mit dem Arnoldi-Verfahren eine orthonormale Basis

{a a2, 4} (3.3)

zum Krylov-Unterraum /C (A, w, 5). Dies wird durch die Verbindung von Krylov-Schrit-
ten (Av) und dem modifizierten Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthogonalisierung reali-
siert. Die erzeugten Basisvektoren aus (3.3) fiigen wir zu Matrizen Q; = (¢1, ¢2, - - -, q;) €
R™ zusammen und erhalten das Arnoldi-Verfahren in folgender Form:

J

w v

GO= s G =, v=Ag — Z%hij , hy = Q;TFA%‘ (3.4)
|IU||2 i=1

el
Die Elemente h;; bilden die Matrix
H; =QJAQ; € R . (3.5)

Wir wollen jetzt die fiir weitere Untersuchungen benétigten Eigenschaften des Arnol-
di-Verfahrens angeben (vgl. [49]). Wir setzen dabei vorerst stets voraus, dass die in
(3.4) auftretenden Vektoren v nicht der Nullvektor sind (siehe ,lucky breakdown* auf
Seite 33).

Lemma 3.2
Die Matrizen Q; sind orthogonal, d.h., QTQ; = I € R/’ O

Lemma 3.3
Die durch (3.5) definierte Matriz

H,=QLAQ, € R*~
besitzt obere Hessenbergform, d.h. h;; =0 fiir i > j 4 1. Speziell gilt

hiviy = ||(I = Q;Q1)Agll, . O

Bemerkung 3.4 [Nachorthogonalisierung]

Obwohl das Arnoldi- Verfahren schon modifiziert wurde, um den Rundungsfehlereinfluss
zu reduzieren, kénnen dennoch Probleme bei der Berechnung des Vektors g1 auftreten.
Dieser soll der bereits berechneten Basis qi,q, - . ., q; hinzugefigt werden, so dass der
Vektor Aq; mit Hilfe der neven Basis qi,qa, - .. ,qj,qj+1 dargestellt werden kann.

Wenn jetzt der Vektor Aq; schon fast linear abhdingig von der Basis qi,qs, ..., q; ist,
treten immer noch erhebliche Rundungsfehler auf und der neu berechnete Basisvek-
tor gj41 tst ungenau [15]. Dies zeigt sich dahingehend, dass die Skalarprodukte quHqi,
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3 Krylov-Peer-Verfahren

fur i = 1,2,...,5 mit © # 7 nicht mehr exakt Null sind und somit ein sogenannter
Orthogonalitdtsverlust in der Matriz Q;11 auftritt.

Diesen Sachverhalt haben wir in [2] untersucht und eine Mdglichkeit gefunden, die
auftretenden Rundungsfehler zu minimuieren. Dazu fiihrt man eine sogenannte Nachor-
thogonalisierung durch. Darunter versteht man die wiederholte Orthogonalisierung des
beim Arnoldi-Prozess berechneten Vektors v, bevor aus diesem der neue Basisvektor
gi+1 = v/ ||v]|, erzeugt wird.

Hierbeu ist sehr interessant, dass bereits eine Nachorthogonalisierung ausreicht, damit
die Rundungsfehler im Bereich der Maschinengenauigkeit liegen. Dies wurde zuerst
von Parlett und Kahan fir zwei Vektoren gezeigt [32] und spéter fir das modifizierte
Arnoldi- Verfahren von Giraud, Langou und Rozloznik [17] verallgemeinert. Das bedeu-
tet natirlich, dass sich der Aufwand verdoppelt. Deshalb mdéchte man eine Nachortho-
gonalisierung nur dann durchfiihren, wenn sie auch wirklich nétig ist. Dafiir wurde in
[2] das L-Kriterium, von Giraud, Langou und Rozloznik [18], verwendet. Beim Arnoldi-
Verfahren (3.4) wird eine Nachorthogonalisierung durchgefihrt, wenn

J -
EiZI |h'L]| Z 1) (36)

hji1;

gilt. Dabei ist L € R mat L > 0. Wir erhalten damit insgesamt den Algorithmus 1. Eine

Algorithm 1 mod.-Arnoldi-Verfahren mit L-Kriterium und Nachorthogonalisierung
1: for 2 =1 to » do

2. v = Ag

3: fori=1toj do

4: hij = ¢t

5: V=0 — hwa

6: end for

T hipg = vl

8: if hi-i-l,j =0 then

9: Stop.

10:  end if

11: if Y7 |hijl /hjp1; > L then {L-Kriterium}
12: for i =1 to j do {Nachorthogonalisierung}
13: V=0 — (qiTv) q;

14: end for

15:  end if

16 g1 = v/ ol

17: end for

Nachorthogonalisierung wird also immer nur dann ausgefihrt, wenn das L-Kriterium
erfillt ist. Wie in [2] wihlen wir auch hier L = 10000.

Lemma 3.5
Die Vektoren q; lassen sich darstellen durch

q; = pjfl(A)QI )
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3 Krylov-Peer-Verfahren

wobei p;_1(A) ein Polynom vom Grad j — 1 in A ist. ]

Die s linear unabhéngigen Vektoren ¢; lassen sich also als Linearkombination der s
Vektoren ¢, Aqy, ..., A*"1q darstellen. Da diese folglich auch linear unabhingig sein
miissen erhalten wir:

Folgerung 3.6
Die Vektoren qq, . . ., q, bilden eine orthonormale Basis fir den Krylovraum K (A, q1, »),

d.h.

span {ql,Aql,...,A”_lql} =span{qi,q2, ..., ¢} . O

Der folgende Satz bildet die Grundlage fiir die effiziente Berechnung des Residuums
bei der Losung linearer Gleichungssysteme mit dem Arnoldi-Verfahren.

Satz 3.7
Es qilt die Beziehung

AQ% = Q%H% + hu+1,%q%+1€£ ) (37)

mit el = (0,...,0,1) € R*. O

Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Die Gleichungssysteme aus (2.9) haben die Form
(I —6A)z ==z I,Ae R", =xz,z€R" (3.8)

Dabei ist § = h7y und A eine Approximation an die Jacobi-Matrix, z.B. A = f,, (t;-1.s,
Yin-1s). Wir suchen eine Naherungslosung & von (3.8) im Krylov-Unterraum

IC% =K (A7QI7 %) = Span {Q17A917 s 714%_191} = Span {Qh(]% s 7Q%} .

Wir betrachten im weiteren die Methode der vollstéandigen Orthogonalisierung (FOM
- full orthogonalization method). Hier bestimmt man die Ndherungslosung unter der
zusatzlichen Bedingung

QL (I -6A)k—2)=0. (3.9)

Diese Petrov-Galerkin-Bedingung besagt, dass das Residuum senkrecht zum Krylov-
Unterraum sein soll. Weiterhin wird gefordert, dass die Naherungslosung in K, liegt,
d.h., sie ldsst sich darstellen in der Form

k=0QJd. lcR”.
Einsetzen in (3.9) ergibt mit Q1Q,, = I, und H,, = QT AQ,,

QL (I =04)Ql—2)=0
und (I—6H,)1=QLz
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Wir erhalten
l=(I—-06H,) " QL2 (3.10)
und damit
k=Q,(I—0H,) " QL. (3.11)
Das (s, »)- lineare Gleichungssystem
(I —0H,)l=QLz (3.12)
wird durch LU- oder QR-Zerlegung gelost. Fiir eine QR-Zerlegung wendet man Givens-

Drehungen an, da die Matrix H Hessenberg-Struktur hat.

Beachte: (I — 0H) ist fiir kleine h immer regulér, fiir Matrizen A mit logarithmischer
Matrixnorm p < 0 ist es fiir alle h regular.

Wegen k = Q.1 liegt die Losung im Krylov-Unterraum und es gilt

QVQZ;k = Q% Q:—CQ%Z = in =k.
N dsZ

I,

Die Losung k ist natiirlich im Allgemeinen nicht die exakte Losung von (3.8). Es ist da-
her wichtig zu wissen, wie genau diese Losung ist. Die Genauigkeit wird charakterisiert
durch das Residuum

r={I—-06A)k—=z.
Mit (3.9) ist dies dquivalent zu

r=(I-Q.Q%) (I —0A)k —z]

=0 (I -Q.Q%) Ak — (I -Q.Q%) =

= =6 (1 - Q.Q%) AQ.1l— (T-Q.QY) = .
Mit

AQ,. = Q. .H, + hyy el
folgt
r=-—0 (I — Q%Qz) [Q%H% + h%+1,%q%+1€ﬂ [ - (I - Q%QD z -

Mit (I — Q%Qg) Q,,=Q, —Q, =0und qgﬂqi = 0 fiir 7 < s ergibt sich

r= 0Nl — (I - Q.Q%) = .

Dabei ist zu beachten, dass h,.1, und der Vektor ¢..; sowieso fiir den néchsten
Arnoldi-Schritt benétigt werden. Weiterhin ist eZ] die letzte Komponente des Losungs-
vektors [ € R”, die ohne wesentlichen Aufwand berechnet werden kann, wenn die
Faktorisierung von I — 0 H aufdatiert wird. Man muss also nicht die gesamte Losung
des LGS kennen um das Residuum zu berechnen.
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Der Term (I — @Q,,Q%)z in der Darstellung des Residuums ist fiir theoretische Unter-
suchungen etwas storend. 1. Allg. wird daher der Krylov-Raum mit dem Startwert

(3.13)

konstruiert, da dann offensichtlich
(I -Q.Q,)2=0 (3.14)
gilt. Das Residuum vereinfacht sich damit zu
7= —ONsi1 @1l . (3.15)

Die Wahl des Startvektors nach (3.13) ist noch aus einem anderen Grund vorteilhaft.
An (3.4) kann man erkennen, dass der Arnoldi-Prozess zusammenbricht, wenn in einem
Schritt j der Vektor v der Nullvektor ist. Das bedeutet aber

hji1,j = ||([ - QjQJT)quHz =0.

Das Residuum (3.15) wird dann Null, wir haben die exakte Losung gefunden. Man
spricht daher von einem ,lucky breakdown*.

3.2 Konstruktion spezieller Methoden

Wir wollen in diesem Abschnitt die Koeffizienten konkreter Verfahren angeben. Wir
beschrinken uns dabei auf einfach implizite Methoden, d.h. g;; = v, und damit G =
Go + 7I;. Bei direkter Losung der linearen Gleichungssysteme sind einfach implizite
Verfahren vorteilhaft, da sie nur eine LU-Zerlegung benétigen. Fiir Krylov-Methoden
sind mehrfach implizite Verfahren vom Aufwand her vergleichbar. Testrechnungen in
[4] zeigen, dass aber auch hier einfach implizite Verfahren genauso gute Ergebnisse
liefern. Wir konzentrieren uns deshalb im Weiteren auf diese Verfahrensklasse.

Wir konstruieren jetzt einfach implizite Verfahren, welche die folgenden Eigenschaften
besitzen sollen:

e Konvergenzordnung p = s — 1 fiir variable Schrittweiten
e Optimale Nullstabilitat (2.21)

e Superkonvergenz p = s fiir konstante Schrittweiten

e [(«a)-Stabilitdt mit moglichst grofsem «

e kleine Fehlerkonstante fiir o = 1
1

1 1
= |— - —— _B(c— 1) - =
err H< 1)!0 ( D)l (c ) !ch

Der zu normierende Vektor entspricht dabei dem Fehlerterm von O(hP™!) des
Residuums in (2.11).

(3.16)

2
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e kleine Werte fiir ~

Die Knoten ¢;,7 = 1,2, ..., s sind freie Parameter. Fiir gegebene ¢; gilt:

1.

aus der optimalen Nullstabilitét (2.21) folgen die g,5,j < i, also Gy

2. aus der Superkonvergenz erhilt man mit der Matrix GGy maximal s mogliche

Werte fiir v und damit G

3. (2.16) liefert dann fiir beliebiges o, die Koeffizientenmatrix B,,, das Verfahren

hat somit die Konvergenzordnung p = s — 1

Fiir gegebene Knoten ¢; bekommt man also maximal s verschiedene superkonvergente
Verfahren. Aufserdem sind durch diese Konstruktion die ersten drei geforderten Eigen-
schaften automatisch erfiillt. Wir miissen jetzt solche ¢; und dazugehorige Werte fiir
~ (resultierend aus der Superkonvergenz) finden, die fiir die letzten drei Eigenschaften
moglichst gute Ergebnisse liefern. Dazu verwenden wir einen Evolutionsalgorithmus [5]
zur Suche, der sich wie folgt beschreiben lasst:

1.

Erzeuge eine zufillig gleichverteilte Startpopulation P von n, Eltern von Kno-
tenvektoren ¢ € R® mit ¢, = 1 und ¢; € [a,b], z.B. in Matlab mit Hilfe der
gleichverteilten Zufallsfunktion rand.

P(l1:s—1,1:n,) =a+ (b—a)rand(s — 1,n,)
P(s,1:n,) =1

Berechne die Eigenschaften «, err und v von jedem Knotenvektor in P und be-
werte diese mit Hilfe einer Optimierungsfunktion f(a,err,v) : R®* — R.

. Die Hauptschleife:

wahle eine Startintervalllinge h.

a) Berechne zu jedem Elter P(:,j),j =1,2,...,n,, n. Kinder C(:, k), k = (j —
)ne.+1,...,jn. durch gleichverteilte zuféllige Wahl der Knoten C(i, k) in
den Intervallen [P(i,j) — %, P(i,j)+ %] firi = 1,2,...,5s— 1 und C(s, k)
1. Dies kann man in Matlab wieder wie folgt realisieren:

he
Cl:s—1,(j—1)n.+1:jn.)=P(l:s—1,7) — E%—hcrand(s—l,nc)
C(s,(j—Dn.+1:jn.) =1

b) Berechne die Eigenschaften «, err und  aller Kinder in C'

c) Bewerte die berechneten Eigenschaften aus 3b mit Hilfe der Optimierungs-
funktion f(c,err,), d.h., jedes Kind bekommt eine Punktzahl zugeordnet.

d) Aus allen n = n,(n. + 1) Individuen in P und C' werden n, Individuen mit
der hochsten Punktzahl ausgewéhlt und diese bilden die nichste Elterngene-
ration. Die aktuelle Intervalllange h. wird mit einem festen Faktor 0 < A < 1
verkleinert, h. = Ah.. Gehe zuriick zu 3a und wiederhole die Schritte 3a bis
3d solange, bis h, kleiner als eine vorgegebene minimale Intervalllinge h,,;,
ist.
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3 Krylov-Peer-Verfahren

4. Die letzte Elterngeneration ist das Ergebnis des Algorithmus.

Wir haben mit Hilfe des angegebenen Algorithmus fiir s = 3,4,5 Verfahren gesucht
und anschliefsend getestet. Dabei haben sich die in Tabelle 3.1 angegebenen Methoden,
welche bereits in [4] untersucht und getestet wurden, als gut geeignet erwiesen.

In Abbildung 3.1 stellen wir die Stabilitdtsgebiete dieser drei Peer-Verfahren dar. Den
Rand des Stabilitatsgebietes erhélt man, indem man die Eigenwertgleichung der Stabi-
litdtsmatrix M (z) gegeben durch (2.31) in ein Eigenwertproblem beziiglich z tiberfiihrt
und fiir die Eigenwerte von M (z) mit Betrag eins die zugehérigen Werte fiir z bestimmt.
Die Eigenwertgleichung von M (z) ist gegeben durch

(I, — 2G)"'Bx = \r.
Diese Gleichung iiberfithren wir in ein Eigenwertproblem beziiglich z. Wir erhalten
(AG) (M, — B)z = 2z (3.17)

Nun setzt man fiir A in (3.17) Werte auf dem Einheitskreis ein, d.h., man wéhlt A\ = %
mit ¢ € [0, 27) und berechnet fiir diese Werte die Eigenwerte 2 der Matrix (AG) (A, —
B). Die berechneten Eigenwerte bilden die sogenannte Wurzelortskurve, welche den
Rand des Stabilitatsgebietes enthélt.

Bemerkung 3.8

In Tabelle 3.1 haben wir Peer-Methoden angegeben die nicht A-stabil sind. Es existieren
aber A-stabile Peer-Verfahren mit s = 3,4,5, welche jedoch grioffere Fehlerkonstanten
und gréfiere Werte fiir v haben.

3.3 Fragen der Implementierung

Bestimmung der Startwerte mit ROWMAP

Das Peer-Verfahren (2.2) ist eine Zweischritt-Methode und benétigt zur Berechnung
der neuen Stufenwerte Y, die alten Stufenwerte Y,,_; aus dem vorherigen Zeitschritt.
Das bedeutet fiir den Startschritt, es werden s Startwerte Y1, Yy, ..., Yy s benotigt.
Durch das Anfangswertproblem (2.1) ist aber nur ein Startwert y(ty) = yo gegeben.
Die restlichen s — 1 Startwerte berechnen wir mit ROWMAP. Dazu miissen wir zuerst
die Zeitpunkte t,; bestimmen, zu denen die Startwerte Y, ; gehoren. Die Peer-Methode
fiihrt immer einen Zeitschritt mit der Schrittweite h,,_; von t,,_1 nach t,, aus. Fir
m = 0 ergibt sich daraus t; = ty + hg, wobei der fiktive Zeitpunkt ¢, sich von dem
des gegebenen Anfangswertes unterscheidet, wir bezeichnen ihn deshalb mit #o. Die
Startschrittweite des Peer-Verfahrens hy bezeichnen wir mit h,, damit ergibt sich

tO,i = E) + Cihp. (318)
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3 Krylov-Peer-Verfahren

s=3 s=4 s=25
PeerKry3 PeerKry4 PeerKryb
c1 0.4385371847140350 0.1661225026730741 0.2068377401453823
Co 0.8743710492192502 0.4145497896735533 0.3951241118982431

C3
Cy
Cs

1.0000000000000000

0.7042604619720084
1.0000000000000000

0.6199266734460809
0.8406000177315648
1.0000000000000000

o1 0.4358338645052150  0.2484272870004789  0.1882863717528655
ga1 0.4805420905198220  0.2243553795746857  0.1664873086357274
gn 0.2112962998724116  0.1510411365150871
gs1 0.1531895778101022
32 0.0809207247661426  0.3137825797242480  0.2466016246649778
942 0.3138914292536178  0.2590889022811201
gs2 0.2234013037887930
943 0.3086897682008952  0.2236322387899814
953 0.2999378263874648
gs4 0.1166335518682632
v 0.1869928069686800  0.1205215848722439  0.0947726533677875
a 86.1° 83.2° 75.7°

err 0.0099 0.0021 0.00046

IB|l, 846 1.61 4.85

Tabelle 3.1: Koeffizienten superkonvergenter einfach impliziter Peer-Methoden

Einer der Zeitpunkte ¢, soll der gegebenen Anfangszeit ¢, entsprechen. Damit keine
Anfangswerte zu Zeitpunkten die kleiner als ¢, sind, berechnet werden miissen, soll
gelten:

t() = min tOi = min t() + Cihp = t() + Cmmhp
i=1,2,..,5 i=1,2,....s
mit Cmin = min ¢
1=1,2,...,s

Wir erhalten also t, = t, — Cminhy und kénnen jetzt to in (3.18) ersetzen. Wir erhalten
tO,i =1tp+ (Ci - Cmin)hp- (319)

Damit der Einfluss der Berechnung der Startwerte auf die weitere Rechnung mit der
Peer-Methode so gering wie moglich bleibt, wollen wir, dass ROWMAP genau einen
Zeitschritt mit der Schrittweite hg.+ ausgehend von ¢, fiir den gréfiten der Zeitpunkte
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3 Krylov-Peer-Verfahren

PeerKryb

PeerKry4

PeerKry3

Abbildung 3.1: Stabilitdtsgebiete der einfach impliziten Peer-Verfahren PeerKry3,
PeerKry4 und PeerKry5. Die Methoden sind L(«)-stabil mit den im rechten Bild
eingezeichneten Winkeln a3 = 86.1°, ay = 83.2° und a5 = 75.7°

to,; macht.
tO + hstart =  max tO,i =  max tO + (Ci - Cmin)hp = tO + (cmax - Cmin>hp

i=1,2,...,s i=1,2,...,s

mit Cmazr = Max ¢;
1=1,2,..., s

hStart

= hy, =

Cmaz — Cmin

Jetzt konnen wir noch h, in (3.19) ersetzen und erhalten

Ci — Cmin
to; = to + ————hstart (3.20)

Cmaz — Cmin

Die Startwerte werden mit ROWMAP mit einer scharferen Toleranz von
atOIROWMAp = maX(OOl . atOlpeer, 10_12), rtOIROWMAP = max(OOl : TtO]peer, 10_12)

berechnet, atolp,., und rtolp.., sind dabei die fiir die Peer-Methode verwendeten To-
leranzen. Wir fithren mit ROWMAP ausgehend von ¢, genau einen akzeptierten Zeit-
schritt aus und lassen uns die verwendete Schrittweite und die Losung zuriickgeben.
Die zuriickgegebene Schrittweite ergibt dann hg,,» und die Losung gehort zum grofiten
der Zeitpunkte ty; mit ¢4, Der Anfangswert yy wird dem Zeitpunkt o, der zu cin
gehort zugeordnet. Die restlichen s — 2 Startwerte werden mit ROWMAP ausgehend
von to mit den Schrittweiten (¢; — ¢min)/(Cmaz — Cmin)Pstart berechnet.
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3 Krylov-Peer-Verfahren

PeerKry3 PeerKry4 PeerKry5

by -0.2882496313666936 1.2951093310625457 -0.7434180486076123
by 1.2882496313666936 -3.4264772596721884 2.5484337050065160
b3 3.1313679286096430 -3.7318303324971054
by 2.9268146760982012

Tabelle 3.2: Koeffizienten zur Berechnung der eingebetteten Losung fiir die drei ein-
fach impliziten Verfahren PeerKry3, PeerKry4 und PeerKryb

Schrittweitensteuerung

Die Schrittweitensteuerung wird mit Hilfe einer eingebetteten Losung ?ms realisiert.

Die Berechnung von ffm’s erfolgt durch Extrapolation. Dazu wird ein Vektor-Interpo-
lationspolynom p(t) = [p1(t), p2(t), ..., pu(t)] zu den Punkten

(tm,l) Ym,l)v (tm,27 Ym72>7 I (tm,s—ly Ym,s—l)
berechnet. Die Vergleichslosung ergibt sich dann aus

s—1
Ym,s - p(tm,s) - szYm,z
i=1

Die Koeffizienten b; lassen sich leicht mit Hilfe der Lagrange-Polynome berechnen. Die
Lagrange-Darstellung des Polynoms p(t) ist gegeben durch

s—1 s—1

p<t) :ZLi(t)Ym,i mit Li<t) :H#, 1 = 1,2,...,8—1
i=1 j=1 m,? m,J
J#i

Jetzt werten wir die Lagrange-Polynome an der Stelle ¢,, ; aus und erhalten

s—1 s—1 s—1
tims — tm.i tm + by — ty — iR 1—c¢;
b = Li(tms) = s Ty m m m Jm o J ,
( 7) Htmz_tm Htm+czhm_tm_0hm HCi—C‘
j=1" T =1 J j=1 J
i J#i J#i
firi =1,2,...,s—1. Die Koeffizienten b; sind also nur von den Knoten ¢; abhédngig und

lassen sich aus diesen sehr leicht berechnen. Fiir die drei Krylov-Peer Methoden Peer-
Kry3,PeerKry4 und PeerKry5 haben wir diese berechnet und in Tabelle 3.2 angegeben.
Den Fehler schiatzen wir in der iiblichen Art und Weise mit

— 2
1 & (Ym 8>i — (Yms)i

_h | , . 21

€s n Z (ato]+ rtol | (Yi—1.s)il 2

=1

atol und rtol sind die vorgegebene absolute und relative Genauigkeit. Die neue Schritt-
weite wird dann wie folgt berechnet

Ponew = hu min (2, max(0.2,0.8 - est 7 )), (3.22)

p ist dabei die Ordnung des Verfahrens.
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3 Krylov-Peer-Verfahren

Pradiktor

Damit wir im Newton-Verfahren (2.9) die Naherungslésung Y, ; berechnen kénnen,
benotigen wir einen Startwert Yngﬁi. Dafiir gibt es viele Moglichkeiten, wir wollen hier
einen Ansatz verwenden, der moglichst viele bereits berechnete Informationen nutzt
und somit einen guten Startwert liefert. Da wir sequentielle Peer-Verfahren betrachten,
bei denen in der aktuellen Stufe bereits berechnete Funktionswerte aus dem aktuellen
Schritt eingehen, wollen wir einen Prédiktor verwenden, der ebenfalls die bereits be-
rechneten Funktionswerte benutzt. Der verwendete Pradiktor hat fiir die i-te Stufe die
folgende Form

S i—1
Yoo =3 biYo1j+hm Y GyFmy (3.23)
Jj=1 j=1

Ein Prédiktor dieser Art wurde fiir Peer-Verfahren zuerst in [36] untersucht. Fir skalare
Probleme ergibt sich die kompakte Schreibweise

V2 = By Ymo1 + hGFp, (3.24)

mit den Koeffizientenmatrizen B und G. Die Matrix G ist eine strenge untere Dreiecks-
matrix. Wir fordern, dass der Pridiktor die Ordnung s — 1 haben soll, d.h. Y,, — Y =
O(h®), dann kann man die Matrix B mit Hilfe der Ordnungsbedingungen aus der Ma-

~

trix G bestimmen. Analog zur Herleitung von (2.15) erhalten wir
Vo = BuViS;' + GV,DE, (3.25)

mit den Matrizen aus (2.14). Ist diese Gleichung erfiillt, besitzt der Préadiktor fiir
beliebige Schrittweiten die Ordnung s — 1. Sind die Knoten ¢; paarweise verschieden,
so sind die Matrizen Vj und V; reguldr und wir kénnen (3.25) nach

B,, = (Vo — GVyDF, ) S, Vi (3.26)

umstellen. Somit ist die Matrix Em fiir jedes G und fiir beliebiges o, durch (3.26)
bestimmt. Die Matrix G kann jetzt beliebig gewéhlt werden. Wir wollen G wie in [36]
bestimmen. Dazu miissen wir zunéchst den Nordsieck-Vektor

y(tm)
hm—lyl(tm)
y[m} — ‘/1_1Ym—1 — : + O(hfn—l) (327)

he ! ;_
ey ()

einfithren. Diesen setzen wir in (3.24) ein und erhalten

Y2 = B Viy™ + hpGFpj = 08,y™ + hnGF,
mit 0 =V, — GVy,DF,. (3.28)
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3 Krylov-Peer-Verfahren

Wir bestimmen die Matrix G unter der Bedingung, dass die Frobeniusnorm der ska-
lierten Matrix © minimal wird, d.h.,

~ ) . ) 11 1
H@DfHF—>m1n mit Df:dlag <1,1,§,§,...,m) .

Mit (3.28) erhalten wir
004, =)
6],

VoDj — GVODFOTDfHF — min. (3.29)

Fiir gegebene Knoten ¢; sucht man jetzt diejenige Matrix G , so dass die Frobeniusnorm
in (3.29) minimal wird. Das fithrt auf ein lineares Ausgleichsproblem fiir die Koeffizi-
enten g;; mit j = 1,2,...,s —lund ¢ = j+ 1,5+ 2,...,s. Um dieses herzuleiten,
benotigen wir den folgenden Operator.

Definition 3.9 [vect(-)]

Sei A € R**, wir definieren den Operator vect: R** — R**® durch

VeCt(A) = Z Zaijek(ivj), k(l,j) = (] — 1)5 + 7
j=1 i=1
Dabei sind die Vektoren ej s*-dimensionale Einheitsvektoren.

Der Operator vect erzeugt einen Vektor vy, der alle Elemente von A enthélt. Der Vektor
ergibt sich dabei aus den Spalten von A, die untereinander angeordnet werden

T
VA = (allva@la ey 51, 12,022, - - ., Us2, 013, 423, - - - 7a58) .

Die Matrix G ist eine strenge untere Dreiecksmatrix, die sich wie folgt in ihre Elemente
zerlegen lasst

s—1 s
~ E E -~ : _ T s,s
j=11i=j5+1

Diese Zerlegung setzen wir in (3.29) ein und erhalten

s—1 s
VoDr =Y > Gijeie; VoDyF/ || — min
Jj=11i=j+1 r
Daraus kann man jetzt das lineare Ausgleichsproblem
|Az — b||, — min, (3.30)

erzeugen, mit

T = (/9\21>§3b ooy 51,032, G42, - - - 5 Js2, G435 953, - - - 7/9\57871)T und b = vect (Von) .
Die ¢-te Spalte von A ergibt sich dabei aus

_ T T : (s . -1

Aey = vect (e;e] VoD Fy' ) mit (=0G—-1)4+(G—-1)(s—1)— -

Fiir gegebene Knoten ¢; konnen wir mit (3.30) zuerst x und damit G und schlieflich
mit (3.26) B,, berechnen. Fiir die drei Krylov-Peer Methoden PeerKry3,PeerKry4 und
Peer-Kry5 haben wir GG in Tabelle 3.3 angegeben.
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PeerKry3 PeerKry4 PeerKryb

921 0.8739363601379309 0.4173897839175595 0.3944355830316005
J31 0.8589765039122383 0.1651295614765928 0.2687561117109394

[ 0.4927828853168685 0.5837572805490611
J51 0.5143425950232470
Gso 0.1410234960877617 0.5387989102421881 0.3508845549385570
J12 -0.2102950292666084 -0.3261779079210321
G52 -0.1045955037674921
Gis 0.7175121439497394 0.5830218812575633
053 0.2774411211068372
G54 0.3128117876374074

Tabelle 3.3: Koeffizienten G zur Berechnung des Pradiktors fiir die drei einfach im-
pliziten Verfahren PeerKry3, PeerKry4 und PeerKryb

Abbruchkriterien

Fiir implizite Krylov-Peer-Verfahren sind einige Abbruchkriterien notwendig. Wir be-
notigen zunéchst einen Test, um das Newton-Verfahren (2.9) abzubrechen. Die aktuelle
Approximation Y,f:;l im (k + 1)-ten Newtonschritt wird als Y;, ; akzeptiert, wenn

max [(AY,,] <0.1 (3.31)
j=12,..n atol + rtol |(Yi—15);| —

erfiillt ist. Dabei sind atol und rtol die absolute und die relative Toleranz der Feh-
lerschétzung (3.21) der Schrittweitensteuerung. Ist der Abbruchtest nach 10 Iterati-
onsschritten immer noch nicht erfiillt, setzen wir Y,,; = Y,Tll?i und lassen die Schritt-
weitensteuerung entscheiden, ob der Wert genau genug ist oder nicht. Um unnotige
Iterationsschritte zu vermeiden, wenn davon auszugehen ist, dass das Newton-Verfah-

ren wahrscheinlich nicht mehr konvergiert, fithren wir einen zweiten Test

IAY7 il
IAY 3 oo

2

> Atol (3.32)

durch. Ist dieses Kriterium erfiillt, wiederholen wir den Integrationsschritt mit der hal-
bierten Schrittweite h,e, = 0.5h,,. Damit der Integrationsschritt nur im Ausnahmefall
wiederholt werden muss, nehmen wir einen relativ grofsen Wert fiir Atol, wir setzen

Atol = 10.

Wir verwenden noch ein weiteres Abbruchkriterium. Wenn die Norm des Residuums
g(Y,,;) in (2.8) fiir die aktuelle Approximation Yn’j,i der folgenden Bedingung

lg(Von )l2n > 1

geniigt, wiederholen wir ebenfalls den Integrationsschritt mit halber Schrittweite. Dabei
verwenden wir die gewichtete ly,-Norm, die fiir Vektoren v = (v;)%; € R™ wie folgt
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3 Krylov-Peer-Verfahren

definiert ist
vl

V||on = .
ol =
Zur Losung der linearen Gleichungssysteme (2.9) im Newton-Verfahren verwenden wir

das Krylov Unterraum-Verfahren FOM. Die mit FOM berechnete Néherungslésung von
(2.9) wird akzeptiert, wenn das Residuum (3.15) der Bedingung

res
lIreslla,, t”}“ < ktol mit  ktol = min(9, max(0.19, 9103 6+loan(atol))y
ato

gentigt. Der Wert 9 hingt dabei von der An- T

zahl der Stufen der Peer-Methode ab, fiir s = v

3ist ¥ = 107! und fiir s = 4,5ist 9 = 1072, 3

Die Toleranz ktol liegt im Intervall [0.19,9]. =V 0.10 1 ktol

Im Bild rechts sieht man den Verlauf von ktol 01 1

in Abhéngigkeit von der Toleranz atol. Es hat ' . . . . L

sich als giinstig erwiesen ktol sukzessive zu _1'0 _é _é _21 _é ’

verkleinern, wenn atol den Wert 107% unter- log;(atol)

schreitet. Unterhalb von atol = 1077 bleibt _ . o

die Toleranz ktol dann konstant auf 0.14). Abblldunlg 3.2: ktol in Abhéngigkeit
von ato

Die maximale Krylovdimension setzen wir auf

20. Wird dieses Maximum erreicht, wird die berechnete Naherungslosung akzeptiert
und auf AY? ; gesetzt. Um unnotigen Aufwand zu vermeiden, haben wir auch hier einen
zusétzlichen Abbruchtest eingebaut. Der Integrationsschritt wird mit der Schrittweite
Pnew = 0.5y, wiederholt, wenn das Residuum die Bedingung [|res||,, > 1 erfiillt.

Auftreten der Jacobi-Matrix

Ein Vorteil von Krylov-Methoden ist, dass die Jacobi-Matrix J nicht explizit bend6tigt
wird, sondern nur in Form von Matrix-Vektor-Produkten Juv auftritt. Dieses Produkt
kann leicht durch einen Differenzenquotienten der Form

1
Jv=fy (tmi, Yik ) v = 5 (f (tm, Y+ 00) — f (tmi, YE)) + O (5 ]]0)?)  (3.33)

mit Hilfe von nur zwei Funktionsaufrufen approximiert werden. Der Funktionswert
f (tmﬂ-, Yn’il) muss dabei nicht zusatzlich berechnet werden, da er sowieso im Newton-
Verfahren verwendet wird. Ein weiterer Vorteil der Vorschrift (3.33) ist, dass das Pro-
dukt mit der Jacobi-Matrix an der Stelle Y,fm approximiert wird, d.h., mit FOM wird
nicht die Losung des vereinfachten Newton-Verfahrens approximiert, sondern die des
normalen Newton-Verfahrens, was zu einer besseren Konvergenz des Newton-Verfah-
rens fithren konnte.
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Wir wollen in diesem Kapitel die impliziten Peer-Verfahren mit einer weiteren sehr effi-
zienten Methode zur Losung von sehr grofen (n 2 10000) linearen Gleichungssystemen
kombinieren. Das Verfahren, das dabei verwendet wird, nennt sich Approximierende
Matrix-Faktorisierung (AMF). Diese Art von Verfahren geht zuriick auf klassische
Splitting-Methoden, welche zuerst von Peaceman und Rachford [33] und spéter von
Beam und Warming [1] sowie D’Yakonov [13| verwendet wurden. Im Falle der Semidis-
kretisierung von partiellen Differentialgleichungen mit Hilfe der Linienmethode versteht
man unter AMF eine Zerlegung der Jacobi-Matrix in d Matrizen mit einfacher Struktur
(oft tridiagonal), wie es z.B. in [23, 48] angewendet wurde.

Die Berechnung der Stufenwerte Y,,; erfolgt mit Hilfe des Newton-Verfahrens (2.9).
Hierbei tritt in den linearen Gleichungssystemen die Matrix (I, — h,,g:;7;) auf, wo-
bei T; eine Approximation an die Jacobi-Matrix f, (¢, Yn’iz) ist. Das Hauptproblem
bei der Losung von sehr grofen linearen Gleichungssystemen ist die Berechnung der
LU-Zerlegung. Um die Anzahl der LU-Zerlegungen zu reduzieren, verwenden wir zum
einen das vereinfachte Newton-Verfahren, das bedeutet, wir benutzen in jeder Stufe die
Matrix T; = Jp, = fy(tm—1.5, Ym—1,5). Des Weiteren werden wir uns wieder auf einfach
implizite Peer-Verfahren konzentrieren, da bei diesen g;; = v gilt. Somit tritt in allen
Stufen die gleiche Matrix (I, — hyg:;T;) = (I, — hpmyJy) auf und wir miissen fiir einen
kompletten Integrationsschritt nur eine LU-Zerlegung berechnen.

Wir benoétigen jetzt zwar nur eine LU-Zerlegung, aber dennoch ist bei sehr grofsen linea-
ren Gleichungssystem die Berechnung dieser sehr aufwendig. Deshalb versucht man, die
Struktur der Matrix (1, — h,,yJ,,) zu vereinfachen und dabei kommt die AMF-Methode
zum Einsatz. Wie der Name schon sagt, wird die Matrix (I,, — h,,yJ,,) faktorisiert und
da dies nicht exakt geschieht, wird die Matrix mit Hilfe der Faktorisierung approximiert.
Dieses Vorgehen fiihrt auf eine Folge von linearen Gleichungssystemen sehr einfacher
Struktur, bei denen die Berechnung der LU-Zerlegungen sehr effizient realisiert werden
kann.

Wir werden uns in diesem Kapitel zundchst mit den theoretischen Grundlagen be-
schiftigen. Im zweiten Abschnitt werden wir die AMF-Methode mit den Peer-Verfahren
kombinieren, spezielle Peer-AMF-Verfahren konstruieren und auf Stabilitatseigenschaf-
ten eingehen. Im letzten Abschnitt befassen wir uns mit Fragen der Implementierung.
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4 Peer-AMF-Methoden

4.1 Theoretische Grundlagen

Zur Berechnung der Stufenwerte Y,,; missen wir die in (2.9) auftretenden linearen
Gleichungssysteme 16sen. Wenn wir einfach implizite Peer-Verfahren betrachten und
das vereinfachte Newton verwenden, haben diese die Form

(In = hiyJm) AY e s = w; = Y. 4 By f (s Yo i)

YA —YE 4 AYE c k=012, (41)

mit J,, = fy(tm-1s, Ym-1,5). Bei der AMF-Methode geht man zunéchst davon aus, dass
man die Jacobi-Matrix in d-Summanden aufspalten kann, es soll gelten

JR S (4.2)

Jj=1

Die Matrizen J,, ; sind dabei von sehr einfacher Struktur. Jetzt bildet man die Matrix
I1,,, welche die Matrix der linearen Gleichungssysteme in (4.1) approximiert

d
O = [ [0 = YR Tons) (4.3)
j=1

Die Matrix (I,, — hyyJm) in (4.1) wird durch I1,,, ersetzt und wir erhalten das Newton-
Verfahren in der folgenden Form

HmAYr’:L,i = Wi — Yn]fb,i + hmV f (tm,iu Yrﬁz)

YA Z vk L AYVE . k=0,1,2,... (4.4)

Man kann die Matrix II,, noch anders beschreiben, es gilt der folgende Zusammen-
hang

d
=1
d

I,

<

mit jm

Jm:j - f}/hm Z Jm7j1 Jm7j2 + 72h$n Z Jm’.jl Jm7j2 Jm»jS
j=1 1<j1<j2<d 1<j1<ja<jz<d
(4.5)
.- + (_1)d717d71hg;1=]m,11]m,2 e Jm,d

= Jm + O(hm)

Jetzt kann man (4.4) als vereinfachtes Newton-Verfahren mit der Matrix J,, interpre-
tieren, indem man die Matrix J,, in (4.1) durch die Matrix .J,,, aus (4.5) ersetzt.

Bemerkung 4.1

Da die Konsistenzordnung der Peer-Methode bei Startwerten entsprechend hoher Ord-
nung unabhdngig von Jy, ist, besitzt die Peer-AMF-Methode die gleiche Konsistenzord-
nung. Allerdings beeinflusst das Ersetzen von J,, durch J,, die Konvergenz des Newton-
Verfahrens und die Stabilitdt.
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4 Peer-AMF-Methoden

4.2 Konstruktion spezieller Methoden

Stabilitat

Zur Untersuchung der Stabilitdt von Methoden, welche AMF verwenden, wird die Test-
gleichung

Y=+t + Ay (4.6)

betrachet (vgl. [23, 19]). Wenn man das Peer-Verfahren (2.2) mit konstanter Schritt-
weite auf dieses Problem anwendet, so erhédlt man

Y,, = BY,, 1 + hAGY,, (4.7)
und Yo = (I, — EG) ' BY, 1 = M(€)Y, 1 (4.8)

mit A = Zj:l Aj, € = hX und der Stabilitdtsmatrix M(§) = (Is — £€G)"'B. Wir
bezeichnen die exakte Losung von (4.7) mit Y*, es gilt

0=Y*—EGY* — BY,_y. (4.9)
Wir 16sen (4.7) mit dem Newton-Verfahren, wir erhalten
(I, — RAG) (YT — YR = ¢GYF + BY,,_, — YE.

Wir untersuchen jetzt die Konvergenz des Newton-Verfahrens mit AMF fiir die Test-
gleichung (4.6). Wenn die Iteration mit AMF konvergiert, erhélt man die Stabilitét
der exakten Losung Y* der impliziten Peer-Methode. Dazu bilden wir wie in (4.3) die
AMF-Matrix

M, = [[(I: = %@)

—

<

mit z; = hA; und ersetzen die Matrix (/; — hAG) im Newton-Verfahren. Wir erhalten
die AMF-Iteration

L (Y™ = Y) = EGYi + BY 01 — Yy,
bzw. IL, Y =11,V + €GYF + BY,, ., — Y. (4.10)

Wir definieren mit A, = Y,* — Y* den Fehler der aktuellen Iterierten Y,* zur exakten
Losung des Peer-Verahrens und leiten eine Rekursion fiir den Fehler her, es gilt

Ay = 1L, YA — 11,V
(4.10

D1, YE — 11,V + €GYF — YE + BY,,,

LY I, 4 EGYE — YE 4 BY, 4+ YT~ €GY" — BY,,

=Yy = Y*) +EG (Y, = Y™) = (Y, = Y7).
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4 Peer-AMF-Methoden

Wir erhalten die folgende Fehlerrekursion
IL,Apiq1 =1L, A + EGAE — Ay, (4.11)
Wir stellen die Iteration nach Ay, um und erhalten die Iterationsmatrix R(z1, 22, . . . , Zq)

Appr = (I — H;zl(l —£G))Ak = R(21, 22, . . ., 2a) A (4.12)
Damit das Newton-Verfahren mit AMF unabhéngig von den Startwerten gegen die

exakte Losung Y™ konvergiert, muss der Spektralradius der Iterationsmatrix kleiner
eins sein. Dazu betrachten wir die Eigenwerte von R(z1, 2, . .., zq)

det(R(z1, 22, ..., 24) — CI) = det(I — II,}(I — £G) — ¢I).

DaII,, und G = yI1+Gj Dreiecksmatrizen sind und somit auch IT,! eine Dreiecksmatrix
ist, gilt

1—
det(R(zlv 22y 7Zd> - C[) = det(dlag(l — p 75 ) _ C[)
Hj:l(l - ’sz)
Somit besitzt R(z1, 22, ..., 24) den s-fachen Eigenwert
1—
¢=1- L (4.13)

H;lzl(l —zj)

Wir wollen zuerst eine Bedingung herleiten, die eine Einschrinkung an die Konvergenz
fir betragsmafig grofe Werte von hl; ist. Dazu betrachten wir den Fall, dass alle
zj = re'? sind und damit £ = d - re’? ist. Dabeli ist

p = arg(z) € [0, 2m) und r=|z|. (4.14)
Wir erhalten
1 — ~vdre® L ~dew
R e BEE e
(1 —re’) ri=l (g —e)

Wir setzen r = 1/ und untersuchen den Fall z — 0, es ergibt sich

41 T —~yde'?
— X - . N3
(o= o)

=1 (4.15)
Wir entwickeln die Funktion f(z) = (x — dve™)/(z — ve*?)? im Punkt 2y = 0, es gilt

f(z) = (—1)51’1ie(17d)“‘7 + O(x).

-1
Wir setzen f(z) in (4.15) ein und erhalten
a4 (-ayp a1 d
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Da wir uns fiir den Spektralradius von R(z) interessieren, betrachten wir den Betrag
von (, es gilt fiir x — 0

d % cos((d — 1)) + O(a?). (4.16)

P =1+ 2(_1)d7d—1

Soll die Iteration (4.10) gegen die exakte Losung Y* konvergieren, so miissen die Eigen-
werte von R(z) vom Betrag kleiner als eins seien, d.h., in (4.16) muss |¢|* < 1 gelten.
Fiir den Winkel a der A(«)-Stabilitit gilt o = m — . Wir unterscheiden zwei Fille

1. Fall d ist gerade:
I <1 & cos((d—1)p) <0 & cos((d—1)mr—(d—1)a) <0

da d gerade ist, ist (d — 1) ungerade und es muss gelten

cos((d—1)m —(d—1)a) <0 & (d-1a< g < as 2(d— 1)

2. Fall d ist ungerade:
IK]? <1 & cos((d—1)p) >0 < cos((d—1)m—(d—1)a) >0

da d ungerade ist, ist (d — 1) gerade und es muss gelten

cos((d—1)m—(d—1)a) > 0 & (d=Da< g < as 2(d — 1)

Wir erhalten den folgenden

Satz 4.2

Wenn die AMF-Iteration (4.10) fir den Fall, dass alle z; = z € C sind, fir alle
larg(z) — 7| < a mit arg(z) gegeben durch (4.14) und fiir beliebige Startwerte Y0 # Y*
konvergiert, so ist

< T
a< ——.
—2(d-1)
Dabei ist d die Dimension des AMEF-Splittings.

Folgerung 4.3
Ein Peer-AMF-Verfahren kann hichstens A(a)-stabil sein, mit

(4.17)

=2d—1)

Mit wachsendem d verschlechtert sich die Stabilitdt. Die gleiche Schranke fiir den a-
Winkel der A(a)-Stabilitédt wurde fiir Rosenbrock-AMF-Methoden in [24] hergeleitet.
Wir haben in Abbildung 4.1 den Konvergenzbereich der Methode Peer AMF4 fiir d = 2
und d = 3 fiir den Spezialfall z; = z, j =1,2,...,d dargestellt. Die Eigenwerte (4.13)

der Iterationsmatrix R(z1, 22, ..., 24) = R(z) haben dann die Form
1 —~dz
=1-—— . 4.18
e 19
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Abbildung 4.1: Im Bild ist der Rand des Konvergenzbereiches der Iterationsmatrix
R(z1,22,...,2q) fur den Fall z; = z,j = 1,2,...,d dargestellt. Wir haben den Rand
fir d = 2 (links) und fiir d = 3 (rechts) jeweils fiir drei verschiedene Werte fiir v ge-
zeichnet, v*, 2v* und 1/3v*. Der Parameter v* ~ 0.1205 gehort dabei zur 4-stufigen
Peer-Methode PeerAMF4. Die Eigenwerte von R(z) und damit die Lage des Randes
sind nur von « abhéngig, wie man an (4.13) erkennen kann. Die Iteration (4.12) kon-
vergiert jeweils im Bereich links vom Rand. Man sieht, dass der Konvergenzbereich
fiir kleine Werte ~y grofser und fiir grofse Werte kleiner wird.

Man kann die Verschlechterung der Konvergenz und damit der Stabilitdt mit wachsen-
dem d erkennen. Den Rand des Konvergenzbereiches erhéilt man, indem man (4.18) in
ein Nullstellenproblem eines Polynoms in z iiberfithrt. Wir erhalten

0= —C+(dvz+2(—1)k(2)7k2k(1 —0). (4.19)

Nun setzt man fiir ¢ in (4.19) Werte auf dem Einheitskreis mit Betrag eins ein, d.h.,
man wihlt ¢ = e’ ¢ € [0,27) und berechnet fiir diese Werte die Nullstellen z, welche
dann auf dem Rand des Konvergenzbereiches liegen.
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4 Peer-AMF-Methoden

Stabilitatsmatrix der Newton-AMF-Iteration

Wir wollen jetzt die Stabilitdt der Newton-AMF-Iteration untersuchen in Abhéngigkeit
von den Startwerten und der Anzahl der Newton-Schritte Wir betrachten wieder die
Testgleichung (4.6) und setzen zur Vereinfachung \; = A fiir alle 7. Wir erhalten somit

— A+ A+ + Ny = dAy. (4.20)

Wenn man die Peer-Methode (2.2) auf skalare Probleme anwendet, lasst sich die i-te
Stufe des Verfahrens mit Hilfe des i-ten s-dimensionalen Einheitsvektors e; wie folgt
schreiben

Yo = €] BYyu 1 + hye] GoFl ™ + hyy o
0="Ypi—e BYy1— hme; GoFil — by Fs. (4.21)

Dabei ist ﬁ,’;l ein s-dimensionaler Vektor, der die bis zur Stufe ¢ — 1 berechneten
Funktionswerte der Stufenwerte Y, ;, 7 = 1,2,...,¢ — 1 und sonst Nullen enthalt.
Analog definiert man Y, 1:

?sz_l = (Ym,17 Ym,27 LR 7Ym,i717 07 LR 7O)T )
Firt = (Foty Fngy ooy Frng1,0,...,0)
Wir wenden das Newton-Verfahren auf (4.21) an und erhalten
(I = hy (Y —VE) = ] BY,y + hine] GoFiy ! + hyy Fi, — Y

Dabei ist J = fy(tm, mz) die Jacobi-Matrix. Bei Anwendung auf (4.20) ergibt sich
mit z = hy A

(1 —ydz) (Vi —YE) = e] BY, oy + e[ dzGoY, 7 + denY ki, — v
Weiterhin ersetzen wir (1 — ydz) durch die AMF-Matrix (1 — v2)? und definieren

— (1 — 72)‘17 gd = Qg+ dq/z —1, Bd pp— i_z

(4.22)

Damit erhalten wir in der i-ten Stufe der Newton-AMF-Iteration

v 1 1 ~ .
v — —eTBY,, 1 + —e] d2GoYim ' + Bv k.
’ Qg Qg

Als néchstes bendtigen wir einen Pradiktor fiir k; = 0. Wir wihlen einen sehr allgemei-
nen in der Form

VO, =¢l (EYm_l + hpAF,, 1+ RY: hméﬁ;*) (4.23)
el (BYmor + dzAY, oy + RY + d2GY ) (4.24)
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Zusammen mit diesem Pradiktor ergibt sich fiir k; = 1,2, 3, ...

YWIL,i = Oéi [ (B + £dB + dzédA) 1+ (dZGO + ng + dzgdG) Yi- 1}

o _ "
V= [ (Bt BuB + Bu6uB + d=B,6A) Vi

+ (d2Go + Bad=Go + BataR + dzﬁdgd(;> yi- 1}

Vi = Z—d { (14 B4+ B83) B+ BitaB + dzﬁdgdA}
{ (1+ Ba+ 53) Go+ B3Rt + dzﬁdédG} 7]
Yrﬁz = %[{UZB + w; <B + dzA)} m—1 + {dzviGO + w; (ﬁ 4+ dz@) } 37;’1—1]
it v=14Bat 4 B =B (4.25)

Mit den Vorfaktoren v; und w; bilden wir die Diagonalmatrizen
V = diag(vy, va, ..., vs), W = diag(wy, wa, . . ., ws) (4.26)
und definieren damit die Matrizen
Ap 1 =VB+W (E + dzﬁ) L A =dVGo+ W (E + dzé) . (4.27)

Nun lasst sich die i-te Stufe wie folgt schreiben

GT

yh — G [Am_lYm_l + Xm?;;l] .
b ad
Wir veranschaulichen jetzt fiir s = 3, wie man die Stufen nacheinander berechnet. Der
neue Stufenvektor Y,, ergibt sich aus dem alten Y,,_;, wir erhalten

Ym,l
Ym = Ym,2
Ym 3

e
— Am IYm 1

Qq

el - d
= Amflymfl + Am O

T
eq —_ T _ Z_ldAmfImel
aid Amflymfl + Am 22 Amflymfl + Am 0

ad
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Da die Matrix A,, nur strenge untere Dreiecksmatrizen Gy, Rund G enthalt, lasst sich
diese komplizierte Verkettung wie folgt in Matrixschreibweise formulieren

1 1 )
Ym = |:Am—1Ym—1 + _Am <Am—1Ym—1 + _AmAm—lym_1>:|
(%} Qq Qg
1 1

1 —
= (Amlyml + _AmAmflymfl +
0%

anAmfl me 1)
Qyq

a3
1 1— 1 —
S (1 At —QAfn) A Vo1,

aq (6% ay

Wenn man dies fiir s Stufen verallgemeinert, erhdlt man mit A,, = aLdZm

Y, = - (I+An+- -+ A A1 Yo
Qq

mit der Stabilitatsmatrix der Newton-AMF-Iteration

MAMF(Zy d7 kla k?) BRI ks) = Oéid (I + A’m +oe At Afn_l) Am—l' (428)
Mit Hilfe dieser Stabilitdtsmatrix konnen wir jetzt Stabilitdtsgebiete in Abhéngigkeit
vom gewahlten Startwert (4.23), der Anzahl der Newton-Schritte und der Dimension
des AMF-Splittings berechnen. Dazu verwenden wir einen Algorithmus, der auf der so-
genannten Pseudo-arclength-continuation [27] basiert. Dabei berechnet man ausgehend
von einem Punkt z € C, der zum Rand des Stabilitdtsgebietes gehort einen weiteren
Punkt z; € C, der wieder zum Rand gehort usw. Den neuen Punkt z; findet man,
indem man die Nullstelle x* € R der Funktion

F(z,x) = o(Mapyr(z +v+a-vy))—1 (4.29)

berechnet, wobei o(Mayr(z)) der Spektralradius von M 4pp(2) ist. Die den komplexen
Zahlen v und v, entsprechenden Vektoren im R? sind orthogonal zueinander. Hat man
die Nullstelle x* von F(z,x) gefunden, ergeben sich der neue Punkt z; und die neue
Suchrichtung v durch

n=z4+v+z" vy, v:hﬂ,

|21 — 2]

wobei h eine vorgegebene Schrittweite ist. Die Zahl v, ergibt sich durch v; = Im(v) —
Re(v)i. Danach setzen wir z = z; und berechnen den néchsten Punkt. Die Bestimmung
des Randes des Stabilitdtsgebietes beginnen wir im Punkt z = 0, da dieser Punkt zum
Rand gehort, weil Mapyp(0,d, k1, ks, ..., ks) = B ist und die Peer-Methode nullsta-
bil und prakonsistent ist. Als erste Suchrichtung wéhlen wir v = h - 7. Des Weiteren
verwenden wir noch eine Art Schrittweitensteuerung, die sich wie folgt beschreiben
lasst

x opt

a = min(max(m, amin)7 amam)u Apmin = 027 Amaz = 157 Lopt = 0.05
T
h = min(max(h - @, Pmin), hmaz)s  min = 107, Rppge = 1072
err = m
xopt
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Der Schritt wird akzeptiert, wenn err < 1.01 gilt. Aufserdem wird ein Schritt nicht
wiederholt, wenn h = h,,;, gilt. Es kann passieren, dass kein z* gefunden werden kann,
da in der vorgegeben Suchrichtung keine Nullstelle existiert. Falls dies auftritt, drehen
wir die die Zahlen v und v; um 30° um den Nullpunkt. Um die Richtung festzulegen,
in die die Vektoren gedreht werden, unterscheiden wir vier Félle:

1. Der Punkt z 4 v ist stabil und der Punkt z + 0.01v, ist stabil, dann wird gegen
den Uhrzeigersinn gedreht.

2. Der Punkt z + v ist stabil und der Punkt z + 0.01v, ist instabil, dann wird im
Uhrzeigersinn gedreht.

3. Der Punkt z 4 v ist instabil und der Punkt z + 0.01v, ist stabil, dann wird im
Uhrzeigersinn gedreht.

4. Der Punkt z + v ist instabil und der Punkt z + 0.01v, ist instabil, dann wird
gegen den Uhrzeigersinn gedreht.

Die Zahlen v und v, werden auferdem nach diesem Schema gedreht, falls fiir die
berechnete Losung |z*| > 100 gilt.

Um Stabilitatsgebiete zu berechnen, bei denen die Zahlen z auf dem Rand sehr grofie
Betrage (]z|) > 1000 annchmen, verwenden wir eine Mobiustransformation, welche
die linke komplexe Halbebene auf einen Kreis mit Mittelpunkt 4 = —0.5 und Radius
r = 0.5 abbildet. Die Transformation lésst sich durch folgende Gleichung beschreiben

zZ w

Z = .
1+ w

Wir berechnen den Rand zunéchst in w-Koordinaten und transformieren ihn danach
in z-Koordinaten. Die Stabilitdtsmatrix Mayr(z) werten wir dann immer im Punkt
z=w/(1+ w) aus.

Wie wir bereits gesehen haben, hangt die Stabilitdtsmatrix der Newton-AMF-Iteration
(4.28) vom Startwert (4.23) ab. Wir untersuchen, wie sich verschiedene Startwerte auf
die Stabilitdt auswirken. Dabei betrachten wir die folgenden Startwerte:

Yi-1s: YO = m—1,s fiir ¢t = 1,2, ... 5, das bedeutet A=R=G=0und eiTB\ = eST

m,i
fire=1,2,...,s.
Yonic1: Y0, =V 1o und Y, = Yy, fiir i = 2,3,...s. Das bedeutet A = G =0,
e;B=cel,e]B=0"firi=23,...,5,efR=0",¢] R=¢] | fiiri=23,...,s.

EYm_l : Y,&i = Pm—1(tmy) fiiri = 1,2,...,s. Dabei ist p,,—1(t) das Interpolationspo-
lynom zu den Punkten (tm-11,Ym-11), (tm-12, Ym-12), - -,
(tm—1.5, Ym_1.s) das bedeutet A= R =G =0und B = V1, .

ﬁYm_l + ﬁYm : YT(,)L’Z- = Pmi(tms) fir i = 1,2,...,s. Dabei sind p,,;(t) Interpolati-
onspolynome zu den Punkten (tn—1s Yin—14)s - -5 (tm—1.55 Ym—1.5)s
(tm1, Yma)s -« (tmi-1, Ymi—1). Das bedeutet A = G = 0, B ist eine obere Drei-

~

ecksmatrix und R ist eine strenge untere Dreiecksmatrix.
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Abbildung 4.2: Es sind fiir d = 2 die Stabilitdtsgebiete der Newton-AMF-Iterati-
on fiir die dreistufige Peer-AMF-Methode Peer AMF3 fiir unterschiedliche Startwerte
und fester Anzahl von Iterationsschritten dargestellt. Der Winkel der A(«)-Stabilitét
dieses Verfahrens betréigt 86.5°. Fiir die ersten beiden Startwerte betragt der Win-
kel der A(«a)-Stabilitdt der Newton-AMF-Iteration 78.3° bzw. 50.5°, fiir den dritten
Startwert geht der Winkel gegen Null und fiir die beiden letzten Startwerte ist er
nicht definiert.

BY,_1 4+ hyGF,, : Y0 = BY,, | +h,,GF,_1, vgl. (3.23), das bedeutet A = R = 0,
B = (Vo — GVoDF] )V, ! und G ist eine strenge untere Dreiecksmatrix.

Wir haben fir d =2 und k; =2 fiir ¢ = 1,2, ..., s die Stabilitatsgebiete fiir die angege-
ben Startwerte fiir das Peer-Verfahren PeerAMF3 berechnet und in der Abbildung 4.2
grafisch dargestellt. Wie man sieht sind die Stabilitdtsgebiete vom Startwert abhéngig.
Mit dem einfachsten Startwert erhélt man das grofite Stabilitdtsgebiet. Startwerte ho-
her Ordnung sind kaum stabil, verwendet man Stufenwerte oder Ableitungen aus dem
aktuellen Zeitschritt, ist die Iteration nur in einem kleinem Gebiet stabil.

Bemerkung 4.4 [Anzahl der Newton-Schritte]

Da das Stabilitatsgebiet auch von der Anzahl der Newton-Schritte abhdngt, haben wir
auch dies untersucht. Fir den ersten Startwert dndert sich das Stabilitdtsgebiet nur
leicht, es wird im Bereich der Null groffer. Bei den letzten beiden Startwerten vergroffern
sich die Stabilitdtsgebiete mit zunehmender Anzahl von Newton-Schritten, allerdings
sind zu viele Newton-Schritte nétig, um ein wirklich grofies Stabilitdtsgebiet zu erhalten,
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s=3 s=4 s=5
PeerAMF3 PeerAMF4 PeerAMF5
c 0.4166758867822329 0.1921699030327529 0.2068377401453823
Cy 0.7986481474343004 0.4050665992470763 0.3951241118982431

C3
Cy
Cs

1.0000000000000000

0.7486745001472902
1.0000000000000000

0.6199266734460809
0.8406000177315648
1.0000000000000000

o1 0.3819722606520676  0.2128966962143225  0.1882863717528613
ga1 0.4295781440181508  0.1074150155097919  0.1664873086357186
gan 0.0189350233043571  0.1510411365150738
gs1 0.1531895778100870
32 0.1537459691996164  0.4490895816047438  0.2466016246649800
942 0.5783370557083746  0.2590889022811269
gs2 0.2234013037887999
943 0.2105580179545139  0.2236322387899817
953 0.2999378263874698
gs4 0.1166335518682617
5 0.1737324157139342  0.1199814936779696  0.0947726533677840
a 86.5° 82.8° 75.7°

err 0.0098 0.0026 0.00046

IB|l,  5.96 2.20 4.85

Tabelle 4.1: Koeffizienten superkonvergenter einfach impliziter Peer-Methoden. Die
Koeffizienten von Peer AMF5 sind mit denen von PeerKry5 aus Tabelle 3.1 identisch.

das Verfahren wdre somit sehr uneffektiv.

Fazit: Wir verwenden daher bei den numerischen Tests den Startwert Y, ;_;.

Koeffizienten

Wie am Anfang dieses Kapitels bereits beschrieben, konzentrieren wir uns auch bei den
Peer-AMF-Methoden auf einfach implizite Verfahren. Die Koeffizienten der Peer-AMF-
Methoden berechnen wir mit dem gleichen Algorithmus wie in Abschnitt 3.2. Bei der
Kombination der Peer-Methoden mit AMF haben sich die in Tabelle 4.1 angegebenen
Methoden als gut geeignet erwiesen.
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4 Peer-AMF-Methoden

PeerAMF3 PeerAMF4 PeerAMF5

by -0.5271373691429072 1.2620228797706832 -0.7434180486076123
by 1.5271373691429071 -2.7753932072294454 2.5484337050065160
b3 2.5133703274587624 -3.7318303324971054
by 2.9268146760982012

Tabelle 4.2: Koeffizienten zur Berechnung der eingebetteten Losung fiir die drei ein-
fach impliziten Verfahren PeerAMF3, PeerAMF4 und PeerAMF5

4.3 Fragen der Implementierung

Da wir uns mit diesem Thema schon einmal in Abschnitt 3.3 beschéftigt haben, kon-
nen wir einige Aussagen von dort iibernehmen. Die Bestimmung der Startwerte und
die Schrittweitensteuerung werden ohne Anderung aus Abschnitt 3.3 {ibernommen.
Die Koeffizienten zur Schrittweitensteuerung der Peer-AMF-Verfahren findet man in
Tabelle 4.2.

Pradiktor

Wir haben in Abschnitt 4.2 Bedingungen fiir die Konvergenz der AMF-Iteration bez.
der Testgleichung (4.6) hergeleitet. Diese garantieren die Konvergenz fiir beliebige
Startwerte. Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit und bei nichtlinearen Problemen ist
aber die Wahl geeigneter Startwerte wichtig. Wie wir bei der Untersuchung der Stabili-
tét der Newton-AMF-Iteration gesehen haben, sind nur Pradiktoren geringer Ordnung
ausreichend stabil. Wir haben uns deshalb fiir den Startwert Y, ;1

yo {Ym_l,s, i=1

Yni-1, sonst.

entschieden, welcher sich auch in umfangreichen Tests als geeignet herausgestellt hat.

Abbruchkriterien

Das Abbruchkriterium fiir die Newton-Iteration ist das gleiche wie bei den Krylov-
Peer-Verfahren. Die aktuelle Approximation Y,fjil im (k + 1)-ten Newtonschritt wird
als Y,,,; akzeptiert, wenn die Bedingung (3.31)

| (AY’rfz,i)j |

<0.1
j:rlr,lzaj.}in atol + I'tO”(meljs)j‘

erfiillt ist. Ist der Abbruchtest nach 10 Iterationsschritten immer noch nicht erfiillt,

0

setzen wir Yy, ; = V1% und lassen die Schrittweitensteuerung entscheiden, ob der Wert
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4 Peer-AMF-Methoden

genau genug ist oder nicht. Wir wollen auch hier unnotige Iterationsschritte vermeiden
und verwenden wie fiir Krylov-Peer-Verfahren den Test (3.32)

1AY 3 o

52

> Atol,

wobei wir hier Atol = 0.5 setzen. Dies hingt damit zusammen, dass die AMF-Iteration
(4.4) nur sehr langsam konvergiert, und wenn sich AY/;J- gegeniiber AYT]fL;l nur sehr
wenig #ndert, ist davon auszugehen, dass die aktuelle Niherung Y* kaum noch genauer

wird. Ist die Bedingung (3.32) erfiillt, brechen wir die Newton-Iteration ab und setzen
Vi = Ytt,
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5 Numerische Tests

In diesem Kapitel wollen wir die in Kapitel 3 und 4 konstruierten Peer-Methoden
ausfithrlichen numerischen Tests unterziehen. Die Koeffizienten dieser Methoden findet
man in Tabelle 3.1 und Tabelle 4.1. In Abschnitt 5.1 werden wir die Verfahren zunéchst
an steifen Systemen geringer Dimension testen und dann in Abschnitt 5.2 auf grofe
steife Systeme anwenden. Dazu haben wir die Methoden in Matlab implementiert. Alle
Rechnungen wurden auf dem Universitéits-Rechner ,pi“ des Instituts fiir Mathematik
an der Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg durchgefiihrt. Der Rechner ,pi* ist
mit zwei Intel-Xeon X5365 (3GHz) Prozessoren ausgestattet und lduft mit dem 64-
Bit-Betriebssystem Ubuntu 12.04.3. Es wurde die Matlab-Version 7.13.0.564 (R2011b)
verwendet.

5.1 Steife Systeme geringer Dimension

In diesem Abschnitt testen wir die Peer-Methoden an steifen Systemen geringer Di-
mension, welche héufig als Test-Beispiele fiir steife Systeme dienen, z.B. in [21]. Dabei
gehen wir in Abschnitt 5.1.1 zunéchst auf die Test-Beispiele ein und diskutieren dann
im Abschnitt 5.1.2 die numerischen Ergebnisse.

5.1.1 Test-Beispiele
Oregonator

Der Oregonator ist ein Modell zur Beschreibung oszillierender chemischer Reaktionen.
Er wurde fiir die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion entwickelt. Wir haben ihn [20] bzw.
[21] entnommen. Er lésst sich als ein dreidimensionales Differentialgleichungssystem
darstellen, welches eine periodische Losung besitzt. Das entsprechende Anfangswert-
problem lautet

77.27 (y2 + 11 (1 — 8.375 - 1070y, — y))

Y(t)=| =5 (ys— 1 4+y1)y2)
0.161 (y1 — y3)

y(0)=(1,2,3)" e R®,  te[0,360].

(5.1)

57



5 Numerische Tests

Hires

Dieses Testbeispiel wurde [21] entnommen und ist ausfiihrlich in [29] beschrieben. Es
beschreibt die Reaktion einer Pflanze auf den Einfluss von Strahlung mit hoher Lichtin-
tensitat (engl.: High Irradiance Response kurz Hires). Es ergibt sich eine chemische
Reaktion von acht Reaktanten. Dies fiihrt auf ein steifes Differentialgleichungssystem
mit acht Komponenten. Man erhélt das folgende Anfangswertproblem

—1.71y; + 0.43y2 + 8.32y3 + 0.0007
1.71y; — 8.75y,
—10.03y3 + 0.43y4 + 0.035y5
8.32ys + 1.71ys — 1.12y,
—1.745y5 + 0.43ys + 0.43y7 (5.2)
—280ysys — 0.69y4 + 1.71ys — 0.43y6 + 0.69y~
280ysys — 1.81y7
—280ysys + 1.81y7
y(0) = (1,0,0,0,0, 0,0,0.0057)T c R®, t €[0,321.8122].

Plate

Dieses Beispiel wurde [21] entnommen und beschreibt das Verhalten einer rechtecki-
gen Platte (engl.: plate) unter dem Einfluss eines dartiberfahrenden Fahrzeugs. Dabei
simuliert die Funktion f(z,y,t) die auf die Platte wirkende Kraft. Dieser Vorgang
lasst sich mit Hilfe einer partiellen Differentialgleichung vierter Ordnung, welche den
biharmonischen Operator A? verwendet, beschreiben

(Jf,y) SROES [072] X [074/3]7
tel0,7].

Hierbei ist w = 1000 der Reibungsparameter und o = 100 der Parameter zur Steuerung
der Steifheit. Die Anfangsbedingungen lauten

u(z,y,0) =0 und w(x,y,0)=0.

Uy + wuy + oA u = f(z,y,1), (5.3)

Die Randbedingungen sind gegeben durch
u(z,y,t) =0 und Au(x,y,t)=0 fir (z,y) € 0.
Die partielle Differentialgleichung wird auf einem dquidistanten Gitter
(zj,y:) = (JAz,iAx), Ar=2/9, i=1,2,...,5, j=1,2,...,8,

der Grofe 8 x 5 im Ort diskretisiert. Dabei wird der biharmonische Operator mit Hilfe
des 13-Punkt-Differenzensterns

1
1 2 -8 2
AN, =5 |1 -8 20 -8 1
Az 2 —8 2
1
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5 Numerische Tests

diskretisiert. Dies ergibt ein gewohnliches Differentialgleichungssystem zweiter Ord-
nung der Dimension 40. Eine Uberfithrung in ein System erster Ordnung ergibt ein
System der Dimension 80.

Die von den vier Réddern des Fahrzeugs ausgehende Kraft f(x,y,t) wird mit Hilfe zweier
Gaukkurven simuliert, welche sich in z-Richtung bewegen.

500 <e*5(t*x72)2 I 675(1‘,475)2) . fir y e {y2, ua}

0, sonst

f(x,y,1) :{

5.1.2 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt mochten wir die konstruierten Peer-Methoden mit den Matlab
Standardintegratoren Odel5s und Ode23s vergleichen. Dabei wird fiir die Losung der
linearen Gleichungssysteme bei allen Integratoren die LU-Zerlegung verwendet, da die
Dimension der Beispiele sehr gering ist.

e Odelbs — NDF-Methode (engl.: numerical differentiation formula) mit Ordnungs-
steuerung p = 1,2, ..., 5, optional kann man das BDF-Verfahren (engl.: backward
differentiation formula), auch als Gear’s method bekannt, verwenden, welches
aber im Normalfall weniger effizient ist, [44].

e Ode23s — basiert auf einer Rosenbrock-Methode der Ordnung 2. Da das Verfahren
Ordnung 2 hat, kann es nur fiir grobe Toleranzen effizienter als Odel5s sein, [44].

Bei den Peer-Verfahren unterscheiden wir fiinf Methoden, zwei dreistufige (PeerKry3,
PeerAMF3), zwei vierstufige (PeerKry4, PeerAMF4) und ein fiinfstufiges (PeerKry-
AMF5), welches sowohl als Krylov-Methode als auch als AMF-Methode in Abschnitt
5.2 verwendet wird. Die entsprechenden Koeflizienten und Eigenschaften der Peer-Ver-
fahren findet man in den Tabellen 3.1 (Seite 36) und 4.1 (Seite 54).

Wir haben die Beispiele aus dem vorherigen Abschnitt mit den aufgefithrten Verfahren
gerechnet. Dabei wurden die absolute (atol) und relative (rtol) Fehler-Toleranz des
jeweiligen Integrators auf atol = rtol = tol gesetzt. Wir haben die Toleranzen

tol =1072,1072%,...,1078.

verwendet. Die bei den Test-Rechnungen erzielten Ergebnisse haben wir in Abbildung
5.1 grafisch veranschaulicht. In den Diagrammen vergleichen wir die Genauigkeit der
berechneten Losung zum Endzeitpunkt des jeweiligen Integrationsintervalls mit der
dafiir benotigten Rechenzeit in Sekunden. Dabei haben wir die Rechenzeit und die
berechnete Genauigkeit logarithmisch skaliert dargestellt. Den Fehler der berechneten
Losung y haben wir mit der gewichteten Norm

B yref ;
error = _Z<1+|yref\) (5.4)
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( N
<% Odelbs
—%— Ode23s
PeerKry3
—8— PeerKry4
--A-- PeerAMF3
--M-- PeerAMF4
—oe— PeerKryAMF5
. J
( N
<% Odelbs
—%— Ode23s
PeerKry3
—8— PeerKry4
--A-- PeerAMF3
--M-- PeerAMF4
B —o— PeerKryAMF5
11 Bl 1 R | 1 R | 1 LS -
0.005 0.01 0.05 0.1 05 1 5
time in sec
72LTTW T T T TTTT‘ T T T‘TTTW T T T TTTT 1
3 x |
4 _
5k _
o —61- —
é ( N
=T T | % Odelbs
S sl - | —%— Ode23s
PeerKry3
-9 7| | —8— PeerKry4
—10 — | ~-A-- PeerAMF3
11k | | ~"®-- PeerAMF4
. —o— PeerKryAMF5
_12T111l 1 1 lllllll 1 1 lllllll 1 1 lllllll — - ~
0.01 0.05 0.1 0.5 1 5 10

time in sec

Abbildung 5.1: Ergebnisse fiir Oregonator (oben), Hires (Mitte) und Plate (unten)

60



5 Numerische Tests

bestimmt. Die jeweilige Vergleichslosung yref wurde mit Odel5s mit hoher Genauigkeit
berechnet.

Die s — 1 zusétzlichen Startwerte zu den Zeitpunkten to; (vgl. (3.20)) werden mit
Odelbs mit einer scharferen Toleranz von

atolpgerss = 0.01 - atolpeer, rtolpgerss = 0.01 - rtolpee,

berechnet, atolp,., und rtolp.., sind dabei die fiir die Peer-Methode verwendeten To-
leranzen. Im Newton-Verfahren verwenden wir denselben Abbruchtest (3.31) wie fiir
die Krylov-Peer-Verfahren und die Peer-AMF-Methoden. Ist der Abbruchtest nach 10
Iterationsschritten immer noch nicht erfiillt, setzen wir ¥;,; = Y,)% und lassen die
Schrittweitensteuerung entscheiden. Die Schrittweitensteuerung ist ebenfalls dieselbe,
d.h., die neue Schrittweite wird nach Formel (3.22) bestimmt. Als Préadiktor fiir das
Newton-Verfahren verwenden wir den gleichen wie fiir die Krylov-Peer-Methoden, der
Startwert Yﬁm wird demzufolge nach Formel (3.23) berechnet. Die Jacobi-Matrix und
die LU-Zerlegung werden in jedem Schritt neu berechnet. Bei dem Beispiel Plate wird

die Jacobi-Matrix nur einmal berechnet, da sie konstant ist.

Ergebnisse fiir Oregonator

Fiir grobe Toleranzen ist Ode23s am besten geeignet, es ist bei gleichem Fehler bis
zu vier mal so schnell wie die Peer-Methoden. Jedoch liefert es fiir Toleranzen von
107%® bis 1078 bei gleicher Rechenzeit viel schlechtere Ergebnisse. Bei 107% ist der
Fehler um drei Zehnerpotenzen schlechter als bei den dreistufigen Peer-Verfahren und
fiinf Zehnerpotenzen schlechter als bei den vierstufigen Peer-Verfahren. Odel5s ist fiir
1072 und 10725 schneller als die Peer-Verfahren, fiir feinere Toleranzen ist es jedoch
langsamer als PeerKry4, PeerAMF4 und PerrKryAMF5. Bei den Peer-Methoden liefert
PeerAMF4 fiir grobe Toleranzen die besten Ergebnisse. Das flinfstufige Peer-Verfahren
ist ab 107® am schnellsten. Die dreistufigen Peer-Methoden sind fiir feine Toleranzen
deutlich schlechter geeignet als die vier- (drei- bis viermal soviel Zeit) und fiinfstufigen
(fiinf- bis mehr als zehnmal soviel Zeit) Methoden. Bei den dreistufigen Peer-Verfahren
ist PeerAMF 3 fiir grobe Toleranzen etwas besser als PeerKry3, fiir feine Toleranzen sind
sie nahezu gleich gut. Bei den vierstufigen ist ebenfalls Peer AMF4 fiir grobe Toleranzen
besser geignet als PeerKry4, auch hier sind beide fiir feine Toleranzen @hnlich gut.

Ergebnisse fiir Hires

Auch bei diesem Beispiel liefert Ode23s fiir die Toleranzen 1072 bis 1075 die besten
Ergebnisse, jedoch ist es hier auch fiir feine Toleranzen besser als die dreistufigen Peer-
Verfahren, aber schlechter als Odelbs und die vier- bzw. fiinfstufigen Peer-Verfahren.
Odel5s liefert fiir 10~® das beste Ergebnis, ist aber fiir alle anderen Toleranzen #hnlich
gut wie die vier- und fiinfstufigen Peer-Verfahren. Nur fiir 1072 und 1072® ist Odel5s
noch besser als die Peer-Verfahren. Bei den Peer-Verfahren sind die drei- und vierstufi-
gen Methoden fiir grobe Toleranzen am besten. Fiir feine Toleranzen ist das flinfstufige
Peer-Verfahren etwas besser als die vierstufigen Methoden. Die dreistufigen Methoden
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5 Numerische Tests

sind jedoch fiir feine Toleranzen fast zehn mal langsamer als die vierstufigen Methoden.
PeerKry3 und PeerAMF3 sind fiir dieses Beispiel gleich gut geeignet. Die vierstufigen
Methoden sind ebenfalls nahezu gleich gut.

Ergebnisse fiir Plate

Fiir dieses Beispiel ist Odel5s fiir alle Toleranzen am besten geeignet, was daran liegt,
dass es die LU-Zerlegung iiber mehrere Schritte konstant halten kann. Da die Dimen-
sion dieses Beispiels mit 80 deutlich grofer ist als bei Hires und Oregonator, fallen
diese Einsparungen deutlich ins Gewicht. Speziell bei 1072 ist es dreimal so schnell
wie alle anderen Codes. Bei den Peer-Methoden konnte man ebenfalls LU-Zerlegungen
einsparen, dies wird aber in dieser Arbeit nicht betrachtet. Das Verfahren Ode23s ist
nur fiir die Toleranzen 1072 und 1025 gut geeignet, fiir schirfere Toleranzen ist es
deutlich schlechter als alle anderen Verfahren. Bis zu einer Toleranz von ca. 107% lie-
fern alle Peer-Methoden dhnlich gute Ergebnisse, fiir 1074 bis 1072 ist das fiinfstufige
Verfahren wieder am besten geeignet. Etwas schlechter sind die vierstufigen Verfahren
und am schlechtesten sind fiir diese Toleranzen wieder die dreistufigen Methoden. Bei
den vierstufigen Peer-Verfahren ist fiir dieses Beispiel PeerKry4 fiir alle Toleranzen
besser als PeerAMF4. Bei den dreistufigen Methoden ist es genau umgekehrt, hier ist
Peer AMF3 etwas besser als PeerKry3.

Allgemein

Insgesamt kann man sagen, dass die vier- und fiinfstufigen Peer-Verfahren vergleichbare
Ergebnisse liefern wie Odelbs. Alle Peer-Methoden arbeiten robust und liefern zuver-
lassige Resultate, welche den Toleranzvorgaben sehr gut entsprechen. Durch Konstan-
thalten der Jacobi-Matrix und der LU-Zerlegung bietet sich weiteres Einsparpotential,
was aber in dieser Arbeit nicht weiter untersucht wird.

5.2 Grolde steife Systeme

In diesem Abschnitt wollen wir die Krylov-Peer-Verfahren und die Peer-AMF-Metho-
den auf steife Systeme grofer Dimension anwenden. Dazu stellen wir in Abschnitt 5.2.1
zuerst die Test-Beispiele vor und gehen dann in Abschnitt 5.2.2 auf die numerischen
Ergebnisse ein. Wir haben die verwendeten Beispiele schon einmal ausfiihrlich in [3]
diskutiert.
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5.2.1 Test-Beispiele
Zweidimensionaler Brusselator mit Diffusion

Der zweidimensionale Brusselator mit Diffusion ist wie folgt definiert

uy =1+ u*v — (B+ Du+ a(ug +uy) + fz,y,t)

5.5
v = —u?v + Bu + (Vgy + Vyy ), (x,y) € Q =0, 1]2, t €0, tenal- (5:5)

Wir betrachten zwei Versionen dieses Beispiels, beide mit homogenen Neumann Rand-
bedingungen

@:0 @:O fir =0,1 und y=0,1.
on on

Version 1: [20, S.248-249], [21, S.6|
e tyu—=1B=3 a=0.02
e Anfangsbedingungen: u(z,y,0) =0.5+vy, wv(z,y,0) =1+ 5z
o f(x,y,t)=0

e Anzahl der Gitterpunkte je Raumrichtung: M = 100, Dimension des resultieren-
den Systems gewohnlicher Differentialgleichungen: n = 2M? = 20000

Version 2: |21, S.151-152]

o tou=115 B=34 a=0.1

e Anfangsbedingungen: u(z,y,0) = 22y (1 — y)**, v(z,y,0) = 27z (1 — z)*/?
5 falls (z—0.3)%4 (y—0.6)><0.1% und t> 1.1

0 sonst

. f(w,y,t)Z{

e Anzahl der Gitterpunkte je Raumrichtung: M = 256, Dimension des resultieren-
den Systems gewohnlicher Differentialgleichungen: n = 2M? = 131072

Version 2 ist damit deutlich anspruchsvoller (grofere Steifheit, hthere Dimension). Wir
diskretisieren die partielle Differentialgleichung auf einem dquidistanten Gitter

1

(2j,9) = (U = DAz, (i - 1)Az), Az = 37—,

1<ij<M.  (56)

Wir bezeichnen
Uij = Uii(t) = w(xj,yi t),  Vig = Vi(t) = v(z,95,t) und  fi; = f(2;,v:,t),

und verwenden fiir die zweiten Ortsableitungen den zentralen Differenzenquotient zwei-
ter Ordnung. Am Rand bendétigen wir zusétzliche virtuelle Punkte zo = yo = —Auxz,
Tye1 = Y1 = 1+ Az fiir die Randbedingungen, (nur Approximationen erster Ord-
nung in diesen Gitterpunkten). Wir erhalten ein semi-diskretisiertes System

y/ = Fdzﬁ”(@/) + Freact (t; y)
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mit
Y= (Ul,la U2,17 cee UM,17 U1,27 UQ,Q; LR UM,M: ‘/1,17‘/2,17 S VM,17 ‘/1,27 ‘/2,2) CII) VM,M)

der Dimension 2M?2. Fiir jeden Gitterpunkt ergibt die Diskretisierung des Reaktions-
teils

FY

reakt

_ (1 HURVi — (B+1) Uy + fi(1) g _ v Bij (5.7)
—UAVij + BUj; bR e \l-ay —By)

mit a; = — (B + 1) + 2U;;Vi; und B;; = UZZJ Fiir AMF verwenden wir ein Drei-Term-
Splitting (vgl. [19]) der Jacobi-Matrix

J=Jp+ Jp+ Jy.

Die erste Matrix J, resultiert aus dem Reaktionsteil J,.t; (5.7) und die anderen beiden
Matrizen beziehen sich auf die Diskretisierung der Diffusion in z- und y-Richtung. Mit
dieser Zerlegung reduziert sich das lineare Gleichungssystem (I — vhJ,)w = b auf die
Losung von M? Systemen der Dimension 2 in jedem Gitterpunkt (x;,y;). Die Matrix
J, hat die folgende Form:

J—ZE:KW®ENMHIM E), = diag (e;) , (5.8)

7=1 =1

wobei e, € RM* der k-te Einheitsvektor der Lange M? ist. Die Matrix J, ist gegeben
durch

-2 2
1 =2 1
o

_ _ e MM
Jy = Iom @ Jo, J(J—A—jl72 T T e R™™, (5.9)

wobei I5); die 2M-dimensionale Einheitsmatrix ist. Die linearen Gleichungssysteme der
Form (I —~yh.J,)w = b reduzieren sich auf 2M tridiagonale Systeme der Dimension M,
welche getrennt voneinander gelost werden kénnen.

(I —~vhJ)U;j=b, (I —~hJy)V;=0b, 1<j<M,

mit Uj = (U’Lj) =1 und V (V )i\/ll

Zuletzt betrachten wir die linearen Gleichungssysteme der Form (I — v7.J,)w = b mit
Je = I, ® (Jy ® Ipy). Auch diese reduzieren sich zu 2M tridiagonalen Systemen der
Dimension M mit derselben Matrix Jy wie fiir J, jedoch mit umgekehrter Reihenfolge
der Indizes:

(I —~A1Jo) Ui =b., (I —~y1l)Vi=0b, 1<i<M,

jetzt mit U; = (Uy)iL, und V; = (Vi)

=1

64



5 Numerische Tests

Radiation-Diffusion

Dieses Problem ist ein System zweier stark nichtlinearer Diffusionsgleichungen mit
sehr steifem Reaktionsterm [31], [24, S.441]. Die Strahlungsenergie F (z,y,t) und die
Materialtemperatur 1" (x,y,t) werden durch ein gekoppeltes partielles Differentialglei-
chungssystem beschrieben. Dieses hat die Form:

E, =V -(D\VE)+o(T*"-E)
T, =V -(DVT) — o (T* = E)’
z? 1

mit o= Di=—— Dy=kT3 k=5-10"3
T3 30 + V20,

(z,y) eQ=100,1%, tel0,3]  (5.10)

Zy wenn ‘:17—%‘ Sé

wobei  Z(x,y) = {1 sonst

Z (x,y) ist die atomare Massenzahl. Fiir Z; # 1 ist das Material inhomogen, wir
betrachten Zy = 1 und Zy = 10. Fiir Zy = 10 hat der nichtlineare Quellterm in (5.10)
einen Sprung, wodurch die Berechnung der Losung anspruchsvoller wird.

Die Anfangswerte sind rdumlich konstant,
E(x,9,0)=10"" T(x,9,0)=FE (x,y,0)1/4

und die Randbedingungen sind gegeben durch

1 1 1 1
-F——F,=1beiz=0, -EFE+—FE,=0beixz=1, T,=0beix=0,1,
4 60 4 6o

zusammen mit homogenen Neumann Randbedingungen fiir £ und 7" bei y = 0, 1.
Die Ortsdiskretisierung ist realisiert auf einem Gitter der Form

1 1 1
) = i — A — A ANr = — <7< M .
(xmyz) ((] 2) xz, (Z 2) IE) ) x M7 1 >0,] > ) (5 11)

wobei die Gitterpunkte die Mittelpunkte von Zellen sind. Die zweiten Ableitungen im

Ort werden mit dem konservativen zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung
approximiert [24]. Wir bezeichnen

Eij = Eij(t) = Ezj,y,t)  und Ti; = Tij(t) = T(xj, i, 1),
und erhalten ein semi-diskretisiertes Anfangswertproblem der Dimension 2M?
Y = Fug(y) + Frear(t,y)
mit
y=(E11,FE1,....Eym1,Evo, Eany ooy Enpar, Tha, Toay oo Torn, Thoy Tooy o oo o) -

In jedem Gitterpunkt ergibt sich der folgende nichtlineare Reaktionsterm

y z3 1 y —q;; B
7] _ Ty 4 o . 1] _ 3 i ij
Freakt - T'z:; (712 El]) (_1) ) ‘]reakt ZZ] ( Qij _Bij>
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mit oy; = 1/T}5 und fi; = 14 3E;;/T;;.

Fiir AMF verwenden wir ein Drei-Term-Splitting J = J, + J, + J,, analog zum Brusse-
lator. Genau wie dort miissen wir fiir den Reaktionsteil M? lineare Gleichungssysteme
der Dimension 2 16sen. Beim Diffusionsteil reduzieren wir die Bandbreite der Matrizen
Jz, Jy derart, dass nur noch 20 tridiagonale Systeme der Dimension M gelost werden
miissen, vgl. [34].

Combustion

Das letzte Test-Beispiel ist ein nichtlineares dreidimensionales Problem aus der Ver-
brennungstheorie [46]:

¢ = Ac — Dee /T

LT — AT + aDee-d/r &Y €2=100 11, t€[0,0.3]. (5.12)
=

Dabei verwenden wir L = 0.9, a =1, =20, D = 12—%5 und R = 5. Die Anfangsbedin-
gungen sind gegeben durch

c(z,y,2,0) =T (x,y,2,0) = 1.

Auf dem Rand von 2 haben wir Neumann-Randbedingungen bei x = 0,y = 0,2 =0
und Dirichlet-Randbedingungen

c(x,y,z,t) =T (x,y,z,t) =1 bei z=1y=1,2z=1.
Wir diskretisieren dieses Problem auf einem &quidistantem dreidimensionalen Gitter
der Form
1 1

1
Y = i — = )Ax, (i — =)A — =)A Ar = 1<4,5,k < M.
(xjayuzk) ((] 2) x,(z 2) xa(k 2) iL‘), T M—f—%’ _Z,j,/ﬂ_
(5.13)

Wir verwenden fiir die Diskretisierung der Diffusion wieder den zentralen Differenzen-
quotienten. Wir bezeichnen

Cijk = c(zj,yi, 21, t) and Ty = T(zj, yi, 2k, t)
und erhalten ein semi-diskretisiertes Anfangswertproblem der Dimension 2/ der Form
Y = Faig (y) + Frear (y) (5.14)
mit

y=(Ci11,Co11,---» Crva1, Croa -, Crunins Cia, - s Corvm

.
Tia1Tonay - TuansTion oo T Tiaos oo Taanam)
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In jedem Gitterpunkt erhalten wir den folgenden Reaktionsterm

-1 —v

ijk —1 ijk
Frgakt(cijm T’l]k) = :ucl]k (OZ/L) ) Jrgakt(cijk’? T‘Z]k’) =pu (O{/L VO[/L) (515)

mit p = De~%/Tuk und v = Cijrd /T2

Fiir AMF verwenden wir eine Zerlegung der Jacobi-Matrix in vier Terme J = J,.+ J, +
Jy + J,, wobei J, die Diskretisierung des Reaktionsteils (5.15) enthélt und J,,J,, J,
zum Diffusionsteil in die entsprechende Richtung gehoren. Wie bei den vorherigen
Beispielen reduzieren sich die Systeme (I —~7J,)w = b auf M3 Systeme der Dimension
2. Beim Diffusionsteil reduzieren sich die Systeme beziiglich J,., J,, J, jeweils auf 22
tridiagonale Systeme der Dimension M.

Bemerkung 5.1

Fiir die AMF-Methoden verwenden wir in allen Stufen dieselben Matrizen J,, Jy, J, im
Punkt (tp-1s, Ym—1) und die entsprechenden LU-Zerlegungen. Da die linearen Glei-
chungssysteme beziiglich J,. nur die Lésung von Systemen der Dimension 2 erfordern,
berechnen wir in jedem Newton-Schritt die Matrix J, neu.

5.2.2 Numerische Ergebnisse

Wir méchten nun die Krylov-Peer-Verfahren und die Peer-AMF-Methoden an den im
vorherigen Abschnitt beschriebenen Beispielen testen und mit den Integratoren ROW-
MAP, EXP4, RadauAMF und Odel5s vergleichen. Dazu geben wir zunéchst eine kurze
Beschreibung der Vergleichsverfahren an.

e ROWMAP - Ist ein Krylov-W-Code, der auf den ROW-Methoden der Ordnung
vier des Codes ROS4 von Hairer und Wanner [21| basiert. Wir verwenden fiir un-
sere Test die Koeffizienten der vierstufigen Methode GRK4T [26], welche sich bei
den numerischen Tests in [2] und [51] als gut geeignet erwiesen hat. Die auftre-
tenden linearen Gleichungssysteme werden mit Hilfe eines speziellen mehrfachen
Arnoldi-Prozesses |39, 50] gelost. ROWMAP wurde in Matlab [2] und Fortran [51]
implementiert und kann auf der Software-Seite der Arbeitsgruppe Numerik am In-
stitut fiir Mathematik der Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg herunter-
geladen werden (http://numerik.mathematik.uni-halle.de/forschung/software/ ).
Wir verwenden die Version vom 25 Mai 20009.

o EXP4 - Gehort zur Klasse der exponentiellen W-Methoden und wurde von Hoch-
bruck, Lubich und Selhofer konstruiert. Ausfiihrliche Betrachtungen zur Herlei-
tung, Stabilitdt und Konsistenz findet man in [22|. Bei diesem Integrator werden
Krylov-Techniken zur Approximation der (;-Funktionen verwendet

o1(hyJ)v,  p1(z) = (e = 1)z, J = f,(tm, um). (5.16)

Der Matlab-Code wurde von der Software-Seite der Arbeitsgruppe Numerik an
der Mathematischen Fakultat des Karlsruher Institut fiir Technologie herunterge-
laden (http://na.math.kit.edu/research/software.php). Wir verwenden die Version
vom 6 September 2000.
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e RadauAMF - Basiert auf einer Radau-IIA Methode mit zwei Stufen (vgl. z.B.
[21]). Dieses Verfahren ist eine Kollokationsmethode, welches die klassische Ord-
nung drei und die Stufenordnung zwei besitzt. Weiterhin hat dieses Verfahren
sehr gute Stabilitatseigenschaften fiir steife Systeme, da es L-stabil und B-stabil
ist. Auferdem ist das Verfahren steif genau (b; = a,;) und da die Verfahrens-
matrix A reguldr ist gilt Ry(oco) = 0 (vgl. z.B. [47]). Ein grofer Nachteil der
Radau-ITA Methode ist, dass A vollbesetzt ist und auferdem konjugiert kom-
plexe Eigenwerte besitzt. Das bedeutet, es miissen im Newton-Verfahren lineare
Gleichungssysteme der Dimension s - n gelost werden. Mit Hilfe eines Ansatzes
von Butcher [7] kann man durch eine Ahnlichkeitstransformation die Dimension
der linearen Gleichungssysteme auf Block-Systeme der Dimension 2-n verringern.
Dies ist aber dennoch bei sehr grofsen steifen Systemen zu aufwendig. Deshalb
ersetzt man im Newton-Verfahren die Matrix (I — hy,(A® J)) durch eine Matrix
(I — hp(T' ® J)), wobei T' die Form

T=~SI,— L) 'St

hat und einige zusétzliche Bedingungen erfiillen muss (vgl. [34]). Die Matrix 7" hat
den grofsen Vorteil, dass sie nur einen reellen s-fachen Eigenwert v besitzt. Durch
algebraische Umformungen im Newton-Verfahren werden die Stufen entkoppelt.
Das bedeutet, man muss pro Newton-Schritt s lineare Gleichungssysteme der
Dimension n 16sen. Aufkerdem erhélt man fiir jede Stufe die Iterationsmatrix (I —
hmyJ), wodurch man pro Integrationsschritt nur eine LU-Zerlegung benétigt, was
bei grofen Systemen vorteilhaft ist. Jetzt verwendet man noch die in Abschnitt
4.1 beschriebene Approximierende Matrix-Faktorisierung, indem man (I — h,,,7y.J)
durch die Matrix II,,, aus (4.3) ersetzt. Dadurch reduziert sich der Aufwand noch
einmal sehr stark.

Als Pridiktor des Stufenvektors Y, im Newton-Verfahren wird Y0 = 1 ® v,
verwendet. Dieser hat zwar eine geringe Ordnung, ist aber aus Stabilitdtsgriin-
den vorteilhaft [34]. Damit das gesamte Verfahren mit all seinen Vereinfachungen
die klassische Ordnung drei der zugrundeliegenden zweistufigen Radau-IIA Me-
thode erreicht, sind drei Iterationen im Newton-Verfahren erforderlich (vgl. [34]
und [19]). Diese Eigenschaft wird auch im Programmcode umgesetzt, es gibt im
Newton-Verfahren keinen Abbruchtest, sondern es wird in jedem Zeitschritt eine
feste Anzahl von drei Newton-Iterationen durchgefithrt. Der von uns verwendete
Code wurde mit Hilfe der Autoren von [19] aus Fortran in Matlab tibertragen.

e Odelbs — siche Abschnitt 5.1.2. Bei grofsen steifen Systemen mit diinn-besetzter
Jacobi-Matrix (engl.: sparse Matriz) ist es fiir die Effizienz von Odelbs sehr
wichtig, das man die Jacobi-Matrix im sogenannten sparse-Format bereitstellt.
Wir haben dies, fiir die in Abschnitt 5.2.1 aufgefiihrten Beispiele, ausgenutzt.

Bei den Peer-Verfahren unterscheiden wir sechs Methoden, drei Krylov-Peer-Verfahren
und drei Peer-AMF-Verfahren jeweils mit drei, vier und fiinf Stufen. Wir bezeichen die
Verfahren mit,

PeerKrys, PeerAMF's, s=3,4,5,
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wobei s die Anzahl der Stufen darstellt. Die entsprechenden Koeffizienten und Eigen-
schaften der Peer-Verfahren findet man in den Tabellen 3.1 (Seite 36) und 4.1 (Seite
54), wobei die Koeffizienten der Verfahren PeerKry5 und PeerAMF5 identisch sind.

Wir haben die Beispiele aus dem vorherigen Abschnitt mit den aufgefiihrten Verfahren
gerechnet. Dabei wurden die absolute (atol) und relative (rtol) Fehler-Toleranz des
jeweiligen Integrators auf atol = rtol = tol gesetzt. Wir haben die Toleranzen

tol =1072,1072°,...,107®

verwendet. Die bei den Test-Rechnungen erzielten Ergebnisse haben wir in den Ab-
bildungen 5.2 bis 5.7 grafisch veranschaulicht. In den Diagrammen vergleichen wir die
Genauigkeit der berechneten Losung zum Endzeitpunkt des jeweiligen Integrationsin-
tervalls mit der dafiir benotigten Rechenzeit in Sekunden. Dabei haben wir die Rechen-
zeit und die berechnete Genauigkeit logarithmisch skaliert dargestellt. Den Fehler der
berechneten Losung y haben wir nach Formel (5.4) bestimmt. Die jeweilige Vergleichslo-
sung yref wurde mit VODPK, RadauAMF, Ode45 oder Odel5s mit hoher Genauigkeit
bestimmt. Fiir jedes Testbeispiel stellen wir die Ergebnisse in jeweils drei Diagrammen
dar. Zuerst vergleichen wir die Krylov-Peer-Verfahren und Peer-AMF-Verfahren jeweils
unter sich. Danach stellen wir die Methoden PeerKry4 und PeerAMF4 den Integratoren
ROWMAP, EXP4, RadauAMF und Odelbs gegeniiber.

Details zur Implementierung (Startwerte, Schrittweitensteuerung, Pradiktor, Abbruch-
kriterien) der Krylov-Peer-Verfahren und der Peer-AMF-Methoden findet man in den
Abschnitten 3.3 und 4.3.

Bei allen Krylov-Methoden tritt die Jacobi-Matrix nur in Form von Matrix-Vektor-
Produkten auf. Dafiir verwenden wir in diesen Integratoren die Jacobi-Matrix nicht
explizit, sondern approximieren die Produkte durch Differenzenquotienten. Bei den
Krylov-Peer-Verfahren werden diese Produkte in der Newton-Iteration nach Formel
(3.33) berechnet, dabei wird der Funktionswert f(t,,;, Y,r ) verwendet und damit das

normale Newton-Verfahren approximiert. Bei den beiden anderen Krylov-Methoden
ROWMAP und EXP4 wird dagegen der Funktionswert f(t,,, ¥ ) benutzt. Das Produkt
Jv wird nach

Jv=f, (timy Ym) 0 = = (f (tmy Y + 00) — f (tm, Ym)) + O ((5 HUHQ) (5.17)

1
)
berechnet.

In Tabelle 5.1 haben wir die Dimensionen der gewohnlichen Differentialgleichungen der
Test-Beispiele angegeben.

Ergebnisse fiir den Brusselator Version 1

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: Fiir grobe Toleranzen erzielt PeerKry3 die
besten Ergebnisse, es ist fiir 1072 und 1072 doppelt so schnell wie PeerKry5. PeerKry4
rechnet fiir 1073 bis 10~*® am schnellsten bei gleichem Fehler. Ab einer Toleranz von
10~* bendtigt PeerKry3 die lingsten Rechenzeiten. PeerKry5 ist ab einer Toleranz von
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Beispiel je(;;fégilcrﬁt{:ﬁlg Dimension
Brusselator Version 1 100 20000
Brusselator Version 2 256 131072
Radiation Zy = 0 200 80000
Radiation Zy; = 10 200 80000
Combustion 40 128000
Combustion 80 1024000

Tabelle 5.1: Dimensionen der gewohnlichen Differentialgleichungen nach Semidiskre-
tisierung der entsprechenden partiellen Differentialgleichung

107%5 am besten geeignet, es ist in diesem Bereich teilweise zehnmal so schnell wie
PeerKry3 und fast doppelt so schnell wie PeerKry4.

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: Fiir grobe Toleranzen ist Peer AMF3 am bes-
ten geeignet, ab einer Toleranz von 1073 benétigt es bei gleicher Genauigkeit jedoch
die langsten Rechenzeiten. PeerKryb rechnet fiir grobe Toleranzen am langsten, liefert
aber fiir feine Toleranzen am schnellsten ein Ergebnis. PeerKry4 liegt fiir grobe und
feine Toleranzen genau zwischen PeerKry3 und PeerKryb5.

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Fiir dieses Beispiel rech-
neten alle Verfahren fiir alle Toleranzen erfolgreich und es wurden insgesamt nur sehr
kurze Rechenzeiten benétigt. RadauAMF brauchte fiir grobe Toleranzen sogar nur
weniger als eine Sekunde. Allgemein ist RadauAMF fiir grobe Toleranzen am besten
geeignet, es ist ungefahr doppelt so schnell bei gleichem Fehler wie PeerAMF4. Fiir fei-
nere Toleranzen liefert es allerdings bei gleicher Rechenzeit schlechtere Ergebnisse als
PeerAMF4. Der Fehler von RadauAMF ist fiir die Toleranzen 10~ bis 10~ um mehr
als eine Zehnerpotenz schlechter als bei PeerAMF4. PeerKry4 ist fiir feine Toleranzen
am besten geeignet, es ist teilweise 10s schneller bei gleichem Fehler als PeerAMF4.
Fiir grobe Toleranzen ist PeerKry4 allerdings etwas schlechter als Peer AMFEF4. ROW-
MAP und EXP4 liefern fiir grobe Toleranzen dhnliche Ergebnisse, sind aber fiir alle
Toleranzen schlechter als die AMF-Verfahren und PeerKry4. Ab einer Toleranz von
107° ist EXP4 schlechter geeignet fiir dieses Beispiel als ROWMAP und Odel5s, es ist
mehr als 10s langsamer bei gleicher Genauigkeit. ODE15s benétigt fiir grobe Toleran-
zen die lingste Rechenzeit. Erst ab einer Toleranz von 107> ist es besser als EXP4
und ab 10775 besser als ROWMAP. Fiir eine Toleranz von 1078 ist es sogar besser als
RadauAMF.

Ergebnisse fiir den Brusselator Version 2

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: Bis zu einer Toleranz von 107° gibt es kaum
Unterschiede zwischen den Verfahren. Nur PeerKry5 hat fiir die Toleranzen 10~3 bis
107° ein paar Schwierigkeiten und rechnet mehr als 100s langsamer als PeerKry3 und
PeerKry4. Das dreistufige Verfahren knickt ab 10~% deutlich ein und benétigt fiir 1078
mehr als die dreifache Rechenzeit der beiden anderen Methoden. Fiir 10~7° und 108
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Abbildung 5.2: Ergebnisse fiir den zweidimensionalen Brusselator Version 1 der Di-
mension 20000

liefert PeerKryb die besten Ergebnisse wirend bei PeerKry4 fiir 10~8 der Fehler wieder
grofer wird.

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: Unter diesen Verfahren ist das dreistufige fiir
dieses Beispiel am schlechtesten geeignet. Es rechnet fiir alle Toleranzen langsamer als
die beiden anderen Methoden und benétigt bei feinen Toleranzen sogar mehr als die
siebenfache Rechenzeit. Fiir grobe Toleranzen liefert PeerAMF4 die besten Ergebnis-
se, fiir feine Toleranzen hingegen PeerKryb. Leider stagniert bei PeerAMF5 ab einer
Toleranz von 10~7 der Fehler. PeerKry4 erreicht die hochste Genauigkeit.

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Dieses Beispiel wurde von
allen Integratoren fiir simtliche geforderte Toleranzen erfolgreich integriert. Insgesamt
kann man sagen, dass die AMF Verfahren fiir dieses Problem fiir alle Toleranzen am
besten geeignet sind, sie liefern bei gleichem Fehler am schnellsten ein Ergebnis. Die
Kurven der beiden AMF-Verfahren liegen dicht beieinander, es gibt kaum Unterschie-
de. RadauAMF benétigt fiir 1072 und 1072 die geringste Rechenzeit, es ist bei gleicher
Genauigkeit mehr als 20 mal so schnell wie Odel5s, 50 mal so schnell wie PeerKry4
und 100 mal so schnell wie ROWMAP und EXP4. Selbst bei einer Toleranz von 10~7
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Abbildung 5.3: Ergebnisse fiir den zweidimensionalen Brusselator Version 2 der Di-
mension 131072

sind die AMF-Verfahren noch 500s schneller als PeerKry4. PeerAMF4 hat bei feinen
Toleranzen ein paar Schwierigkeiten, der Fehler wird mal etwas schlechter und dann
wieder besser. Odel5s liefert fiir grobe Toleranzen bis 107¢ bessere Ergebnisse als Peer-
Kry4, es ist teilweise sogar mehr als doppelt so schnell. Allerdings ist Odel5s fiir feine
Toleranzen ab 107%5 schlechter geeignet als PerrKry4. EXP4 ist fiir grobe Toleranzen
am schlechtesten, liefert jedoch fiir 10775 und 10~8 bessere Ergebnisse als ROWMAP,
das somit fiir feine Toleranzen am schlechtesten geeignet ist.

Ergebnisse fiir Combustion mit M = 40

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: PeerKry3 ist fiir die Toleranzen 1072 und
10725 am besten geeignet. Ab 10739 liefert das Verfahren schlechtere Ergebnisse als
zuvor, ehe es ab 107° wieder besser wird. Fiir 10~ wiichst der Fehler bei diesem Ver-
fahren um eine Zehnerpotenz an und wird danach nur sehr langsam wieder genauer.
Dabei werden aufserdem sehr lange Rechenzeiten bendtigt. PeerKry4 ist fiir grobe To-
leranzen etwas schlechter als PeerKry3, ist aber fiir die Toleranzen 10~* bis 10~% am
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Abbildung 5.4: Ergebnisse fiir das dreidimensionale Combustion Problem der Dimen-
sion 128000, einmal mit Odel5s (Mitte) und einmal ohne Odelbs (unten)

besten geeignet und erreicht fiir 10775 die héchste Genauigkeit. PeerKry5 erzielt bis
107° die schlechtesten Ergebnisse und ist danach aber besser als PeerKry3.
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Abbildung 5.5: Ergebnisse fiir das dreidimensionale Combustion Problem der Dimen-
sion 1024000

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: Peer AMF3 liefert bei diesem Beispiel durch-
weg die schlechtesten Ergebnisse, fiir feine Toleranzen bendtigt es sogar die dreifache
Rechenzeit. PeerAMF4 ist fiir fast alle Toleranzen am besten geeignet, nur fiir 1072
und 1073 ist der Fehler schlechter als bei PeerAMF5. Bei Peer AMF5 stagniert der Feh-
ler fiir die Toleranzen 10~2 bis 10~* und erreicht danach bis 10~® nur eine Genauigkeit
von 10765,

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Auch hier lieferten alle
Integratoren fiir alle Toleranzen Ergebnisse. Wir haben allerdings fiir den Gesamtver-
gleich zwei Diagramme erstellt, da Odel5s fiir dieses Beispiel relativ schlecht geeignet
ist und sehr lange Rechenzeiten bendtigt. Es ist durchgéngig mehr als 100 mal langsa-
mer als der Rest der Verfahren. Dies ist auf die Losung der linearen Gleichungssysteme
per LU-Zerlegung zuriickzufiihren, da die Bandbreite der Jacobi-Matrix ohne Umfor-
mungen 2-M?3 betrigt und das Band aufgrund der Dreidimensionalitéit des Beispiels mit
mehr Elementen besetzt ist als bei einem 2D-Problem. Beim Vergleich der restlichen
Methoden sind die AMF-Verfahren wieder fiir grobe Toleranzen am besten geeignet.
Allerdings hat RadauAMTF fiir die Toleranzen 10~2 bis 10~ einige Schwierigkeiten und
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Abbildung 5.6: Ergebnisse fiir das zweidimensionale Radiation-Diffusion Problem der
Dimension 80000 und dem Parameter Z; = 1

erzielt fiir 1072 sogar das schlechteste Ergebnis. Fiir die Toleranzen 10~* bis 1076 rech-
net es allerdings am schnellsten, ist jedoch danach schlechter als PeerKry4, was fiir
feine Toleranzen die geringste Rechenzeit benétigt. PeerKry4 ist fiir die Toleranzen
1079 bis 107® am besten geeignet und ist teilweise doppelt so schnell wie Peer AMF4.
Peer AMF4 ist fiir 10~ besser als RadauAMF, von 1072 bis 10¢ ist es jedoch schlechter
und danach wieder etwas besser. EXP4 erzielt fiir alle Toleranzen bei gleicher Rechen-
zeit die geringste Genauigkeit. ROWMAP ist fiir 1072 am schnellsten und ist bis 107°
besser als PeerKry4, was bei gleicher Genauigkeit etwas mehr Zeit benotigt. Ab 1076
ist ROWMAP allerdings deutlich schlechter als PeerKry4, aufferdem ist es bei gleicher
Rechenzeit fiir alle Toleranzen ca. zwei Zehnerpotenzen schlechter in der Genauigkeit
als die AMF-Methoden.

Ergebnisse fiir Combustion mit M = 80

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: Wir erhalten hier fast genau die gleichen
Ergebnisse wie fiir die kleinere Variante dieses Beispiels, nur dass die Verfahren ca. die
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Abbildung 5.7: Ergebnisse fiir das zweidimensionale Radiation-Diffusion Problem der
Dimension 80000 und dem Parameter Z; = 10

zehnfache Rechenzeit bendtigen. PeerKry3 ist fiir 1072 und 102 am besten geeignet,
danach ist es etwas schlechter als PeerKry4 und fiir 10~* bis 107%% wieder besser.
Bei 1079 wird der Fehler bei diesem Verfahren etwas schlechter und danach nur kaum
besser. PeerKry4 ist ab 107°® bis 107® am besten geeignet und erreicht die hochste
Genauigkeit. PeerKry5 rechnet fiir grobe Toleranzen am lingsten und ist ab 1075°
besser als PeerKry3, aber benétigt bei gleichem Fehler doppelt so viel Rechenzeit wie
PeerKry4.

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: Auch hier sind die Ergebnisse zu Combustion
M = 40 sehr dhnlich und die Verfahren rechnen zehn mal so lange. Peer AMF 3 ist wieder
fiir alle Toleranzen am schlechtesten. Peer AMF5 ist nur fiir 1072 und 1072 am besten
geeignet, danach liefert PeerAMF4 die besten Ergebnisse.

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Fiir dieses Problem konnte
mit Odelbs kein Ergebnis erzielt werden, das liegt ganz einfach an der Dimension des
Systems gewohnlicher Differentialgleichungen von 1024000. Eine LU-Zerlegung beno-
tigt zu viel Speicherplatz und lief sich bei einem Test nicht einmal auf einem Rechner
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mit 64GB Arbeitsspeicher realisieren. Alle anderen Methoden hatten aber bei allen
Toleranzen keine Probleme. Insgesamt erhalten wir bei diesem Beispiel sehr dhnliche
Ergebnisse wie fiir die kleinere Variante, nur dass die Unterschiede zwischen den Verfah-
ren etwas grofer sind. Die AMF-Verfahren sind fiir grobe Toleranzen deutlich schneller
oder genauer als der Rest der Verfahren. RadauAMF hat fiir die Toleranzen 1072 bis
1073 ein paar Schwierigkeiten, liefert fiir 10735 bis 107%° aber die besten Ergebnisse.
Es ist in diesem Bereich teilweise mehr als eine Zehnerpotenz genauer als PeerAMF4
bei gleicher Rechenzeit und ca. neunmal so schnell wie Krylov-Methoden. Fiir 107
bis 107% ist jedoch PeerAMF4 etwas besser geeignet und liefert den kleineren Fehler.
PeerKry4 ist fiir grobe Toleranzen schlechter als die AMF-Methoden und fiir 1072 bis
10735 sogar weniger gut als ROWMAP. Fiir die Toleranzen 107¢ bis 1078 ist es al-
lerdings am schnellsten bei gleicher Genauigkeit, es bendtigt teilweise mehr als 500s
weniger als PeerAMF4. EXP4 ist fiir fast alle Toleranzen am schlechtesten geeignet
und erzielt bei gleicher Rechenzeit die geringste Genauigkeit. Nur fiir 10~7° und 108
ist es etwas besser als ROWMAP.

Ergebnisse fiir Radiation mit Z, = 1

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: PeerKry3 ist fiir die Toleranzen 10~2 bis
10~* am besten geeignet, danach knickt das Verfahren ein und der Fehler wird nur sehr
langsam besser. Ab 107 liefert PeerKry4 die besten Ergebnisse. PeerKry5 erzielt fiir
grobe Toleranzen die schlechtesten Ergebnisse, rechnet aber ab 107% am schnellsten, es
ist ca. doppelt so schnell wie PeerKry4 und mehr als fiinfmal so schnell wie PeerKry3.
PeerKry4 erreicht fiir 1078 die hochste Genauigkeit.

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: PeerAMF3 liefert fiir grobe Toleranzen die
besten Ergebnisse, nur fiir 10725 ist es schlechter als PeerAMF5. PeerAMF5 ist ab
107% am besten geeignet und rechnet mehr als doppelt so schnell wie Peer AMF3 und
PeerAMF4. Fiir 1077 und 10~% ist PeerAMF5 sogar mehr als fiinfmal schneller als
PeerAMF3. PeerAMF3 erreicht die héchste Genauigkeit.

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Bei diesem Beispiel rechne-
ten alle Integratoren fiir alle Toleranzen erfolgreich. Auch hier sind die AMF-Methoden
fiir grobe Toleranzen wieder am besten geeignet. RadauAMF ist fiir 1072 bis 1072 am
schnellsten, in diesem Bereich ist es zehnmal so schnell wie PeerKry4 und 20-mal so
schnell wie ROWMAP. Danach liefert PeerAMF4 bei gleicher Rechenzeit das genaue-
re Ergebnis. Ab 1072® ist der Fehler von PeerAMF4 gegeniiber RadauAMF ca. eine
Zehnerpotenz besser und fiir feine Toleranzen sogar mehr als zwei Zehnerpotenzen. Ab
10~ liefert PeerKry4 die besten Resultate, erst ist es bei gleicher Rechenzeit rund eine
Zehnerpotenz besser als PeerAMF4 und am Ende sogar mehr als zwei Zehnerpoten-
zen genauer. ROWMARP ist deutlich besser geeignet als EXP4 und Odelbs, es liefert
bei gleicher Rechenzeit einem um ca. zwei Zehnerpotenzen besseren Fehler als EXP4.
Auferdem rechnet es bei gleichem Fehler ca. fiinfmal so schnell wie Odel5s. Ab 1076
ist es sogar genauer als RadauAMF, jedoch ist es fiir alle Toleranzen um zwei Zeh-
nerpotenzen schlechter in der Genauigkeit als PeerKry4. Odelbs bendtigt insgesamt
die langsten Rechenzeiten, fiir grobe Toleranzen ist es 100-mal langsamer als die AMF-
Methoden. Fiir feine Toleranzen ist PeerKry4 mehr als zehnmal schneller als Odel5s.

7



5 Numerische Tests

Ergebnisse fiir Radiation mit Z, = 10

Vergleich der Krylov-Peer-Verfahren: PeerKry4 und PeerKry5 konnen fiir 102
kein Ergebnis erzielen. PeerKry4 ist ab 1072 fiir alle Toleranzen am besten geeig-
net. PeerKry3 rechnet fiir 1072 am schnellsten. PeerKry5 ist fiir grobe Toleranzen
am schlechtesten geeignet, erst ab einer Toleranz von 1075® ist es besser als PeerKry3.
PeerKry3 knickt ab einer Toleranz von 10~%5 ein und wird danach nur langsam genauer,
fiir 10~® wird der Fehler sogar wieder grofer.

Vergleich der Peer-AMF-Methoden: Nur Peer AMF5 kann fiir 1072 kein Ergebnis
erzielen. PeerAMF3 ist fiir grobe Toleranzen am besten geeignet, ab einer Toleranz
von 107*% rechnet es allerdings am lingsten. PeerAMF4 und PeerAMF5 liefern sehr
dghnliche Ergebnisse, mal ist Peer AMF5 besser, danach wieder PeerAMF4. Fiir feine
Toleranzen liegen die Kurven direkt {ibereinander. Beide Verfahren rechnen in diesem
Bereich mehr als doppelt so schnell wie Peer AMF3.

Vergleich von Krylov-, AMF-Verfahren und Odel5s: Dieses Beispiel ist das
anspruchsvollste und es werden somit auch die ldngsten Rechenzeiten benotigt. Gleich
drei Integratoren hatten Schwierigkeiten bei groben Toleranzen: PeerKry4, RadauAMF
und ROWMAP konnten fiir 1072 kein Ergebnis erzielen, ROWMAP rechnete zusitz-
lich auch fiir 1072® nicht erfolgreich. Bei allen anderen Integratoren gab es fiir alle
Toleranzen keine Probleme. Auch bei diesem Beispiel sind wieder die AMF-Methoden
am besten geeignet, wobei PeerAMF4 bei gleichen Rechenzeiten um mehr als eine Zeh-
nerpotenz besser in der Genauigkeit ist als RadauAMF. Bei den Krylov-Methoden ist
PeerKry4 am besten geeignet und es erreicht bei feinen Toleranzen dhnliche Rechen-
zeiten wie die AMF-Methoden. Anders als bei der Variante mit Z; = 1 ist Odelbs
hier besser geeignet als ROWMAP, es ist teilweise drei Zehnerpotenzen genauer als
ROWMAP, es bendtigt aber bei gleicher Genauigkeit mehr als doppelt soviel Zeit wie
PeerKry4. ROWMAP ist aber auch hier wieder besser in der Genauigkeit als EXP4, es
ist teilweise fast drei Zehnerpotenzen genauer. EXP4 rechnet speziell fiir grobe Toleran-
zen sehr ungenau und erreicht in diesem Bereich nur einen Fehler in der Grofenordnung
von 10°.

5.2.3 Diskussion

Insgesamt kann man sagen, dass die AMF-Methoden fiir solche Probleme sehr effizient
sind, bei denen die LU-Zerlegung der Teilmatrizen des AMF-Splittings der Jacobi-
Matrix leicht berechnet werden kann. Dies war bei allen drei betrachten Beispielen der
Fall. In unseren Tests konnten wir mit den beiden AMF-Methoden PeerAMF4 und
RadauAMF, speziell in dem fiir MOL-Probleme interessanten niedrigen Genauigkeits-
bereich, exzellente Ergebnisse erzielen. Die beiden Verfahren lieferten sehr dhnliche Er-
gebnisse, fliir Combustion war RadauAMF besser und fiir Radiation Peer AMF4. Jedoch
erfordern diese Methoden eine genaue Kenntnis der Jacobi-Matrix und die einzelnen
Matrizen der Zerlegung miissen selbst implementiert werden. Wenn man die linearen
Gleichungssysteme moglichst effizient 16sen mochte, muss man auch dies am besten
selbst umsetzen.
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Im Gegensatz dazu sind Krylov-Methoden fiir den Nutzer einfacher zu handhaben, sie
benotigen nur die rechte Seite und verwenden die Jacobi-Matrix nicht explizit, son-
dern nur in Form von Matrix-Vektor-Produkten, welche einfach zu approximieren sind.
Wenn man fiir ein Beispiel eine hohe Genauigkeit beziiglich der Zeit bené6tigt, kann man
die Verwendung von Peer-Methoden mit Krylov empfehlen. Sie bendtigen bei hohen
Genauigkeit und damit sehr kleinen Schrittweiten nur sehr geringe Krylov-Dimensio-
nen und eine geringe Anzahl von Newton-Schritte, dadurch sind sie in diesem Bereich
sehr effizient. Bei geringen Genauigkeiten treten jedoch wegen der grofen Schrittwei-
ten hohe Krylov-Dimensionen und eine grofsere Anzahl von Newton-Schritten auf, was
die Methoden ineffizient werden lésst. Unter den Krylov-Verfahren lieferten die Peer-
Methoden die besten Ergebnisse. Die anderen Krylov-Methoden erfiillten teilweise die
vorgegeben Genauigkeitsforderungen nur ungeniigend. Hier zeigt sich deutlich der Vor-
teil der hohen Stufenordnung der Peer-Methoden. Im Gegensatz zu ROWMAP und
EXP4 tritt keine Ordnungsreduktion auf.

Bemerkung 5.2 [Vorkonditionierung]

Um die Effizienz der Krylov-Peer-Verfahren weiter zu verbessern, kann man Vorkon-
ditionierer verwenden. Auch wir haben dies versucht. Wir haben uns dabei fiir so-
genannte Rechts-Vorkonditionierer entschieden, weil diese das Residuum im Arnoldi-
Prozess nicht beeinflussen und es deshalb weiterhin ohne Zusatzaufwand nach Formel
(3.15) berechnet werden kann. Das Ziel der Vorkonditionierung ist die Verbesserung
der Konvergenz des Krylov-Unterraum-Verfahrens FOM, d.h. eine Verringerung der
Krylovdimensionen. Allerdings muss man dafiir zusdtzliche lineare Gleichungssysteme
der Dimension des Differentialgleichungssystems losen. Des Weiteren treten relativ vie-
le solcher Gleichungssysteme auf, im Newton-Schritt je eins pro Krylovdimension und
ein zusatzliches. Das bedeutet, der Vorkonditionierer sollte eine einfache Struktur ha-
ben, damit der Zusatzaufwand gering bleibt. Allerdings muss er so komplex sein, damit
noch eine Verbesserung der Konvergenz von FOM erreicht wird.

Wir haben uns fir zwei Typen von Vorkonditionierern entschieden, zum einen ver-
wendeten wir die AMF-Matrizen und zum anderen sogenannte (2 x 2)-Block-Diagonal
Matrizen, welche die Hauptdiagonale der Jacobi-Matriz und den Reaktionsteil enthal-
ten. Die zweite Variante haben wir aus [19] entnommen, wo sie schon fir VODPK
verwendet wurde. Wir mussten feststellen, dass eine Steigerung der Effizienz mit Hilfe
der Vorkonditionierung nicht so ohne weiteres maoglich ist. Es macht nur dann Sinn,
wenn ohne Vorkonditionierung relativ hohe Krylovdimensionen und eventuell zusdtzlich
eine hohe Anzahl von Newton-Schritten auftreten.

Zum anderen hat sich herausgestellt, dass die Wirksamkeit der Vorkonditionierung vom
Pradiktor im Newton-Verfahren abhdingt. Wir verwenden einen Prdadiktor der Form
(3.23) mit der hohen Ordnung s — 1. In den von uns durchgefihrten Tests an den
Beispielen aus Abschnitt 5.2.1hat sich gezeigt, dass dieser Prddiktor schon ohne Vor-
konditionierung sehr gute Ergebnisse liefert. Diese kénnen mit Hilfe der aufgefiihrten
Vorkonditionierer nur selten verbessert werden, weil der Zusatzaufwand zu grofS und
der Nutzen zu klein ist. Der Test von Startwerten mit einer geringeren Ordnung fiihr-
te zu dem Ergebnis, dass diese zwar ohne Vorkonditionierung schlechtere Ergebnisse
liefern als der Startwert hoher Ordnung, wenn man hier allerdings die beiden Vorkon-
ditionierer anwendet, konnen die Ergebnisse meist erheblich verbessert werden. Jedoch
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sind die Ergebnisse mit Vorkonditionierung meist nicht besser als die Ergebnisse mit
dem Startwert hoher Ordnung ohne Vorkonditionierung.

Fazit

Die Vorkonditionierung ist abhdngig vom Beispiel und vom Prddiktor im Newton- Ver-
fahren. Es ist oft schwierig einen geeigneten Vorkonditionierer zu finden. Der Startwert
hoher Ordnung liefert bereits ohne Vorkonditionierung sehr gqute Ergebnisse. Nur im
Fall hoher Krylovdimensionen und einer hohen Anzahl von Newton-Schritten ist eine
Verbesserung der Ergebnisse durch Vorkonditionierung moglich.

5.2.4 Test der FSAL-Methoden

In diesem Abschnitt wollen wir die FSAL-Peer-Methoden an den in Abschnitt 5.2.1
beschriebenen grofien steifen Systemen testen. An den Beispielen geringer Dimension
wurden sie bereits in [41] getestet und mit den Krylov-Peer-Verfahren verglichen. Wir
verwenden dazu die in Abschnitt 2.4 fiir s = 3 und 4 konstruierten Verfahren. Bei
den dreistufigen haben wir die Methode FSAL3a ausgewahlt und bei den vierstufigen
die Methode FSAL4. Diese beiden Verfahren stellen wir den drei- und vierstufigen
Krylov-Peer- und Peer-AMF-Verfahren gegeniiber. Die Implementierung der FSAL-
Methoden mit Krylov und AMF haben wir wie in Abschitt 3.3 bzw. 4.3 beschrieben
vorgenommen. Wir verwenden fiir Krylov und AMF jeweils die gleichen Sétze von
Koeffizienten (FSAL3a, FSAL4) und bezeichnen die resultierenden Verfahren mit

FSALKrys, FSALAMFs, s =3,4.

Die absolute (atol) und relative (rtol) Fehler-Toleranz haben wir wieder auf atol =
rtol = tol gesetzt. Wir verwenden die Toleranzen

tol =1072,1072%,...,107%.

Die bei den Test-Rechnungen erzielten Ergebnisse haben wir in den Abbildung 5.8 und
5.9 grafisch dargestellt. Wir vergleichen wieder den Fehler der numerischen Losung
zum Endzeitpunkt des Integrationsintervalls, welcher sich nach Formel (5.4) berech-
net, mit der benotigten Rechenzeit. Wir verwenden erneut die doppelt-logarithmische
Darstellung.

Diskussion der Ergebnisse

Der Vorteil der FSAL-Verfahren ist die Moglichkeit mit Hilfe von Interpolationspoly-
nomen (Hermite-Interpolation) eine global stetig differenzierbare Losung berechnen zu
konnen, da man die Interpolationspolynome zweier aufeinanderfolgender Integrations-
intervalle stetig differenzierbar verkniipfen kann. Der Vergleich mit den Peer-Verfahren
ohne FSAL-Eigenschaft zeigt, dass man mit den FSAL-Peer-Methoden relativ &hnliche
Ergebnisse erhélt. Bei fast allen Beispielen liegen die Kurven fiir beide Verfahrensty-
pen dicht beieinander, sowohl bei den Krylov- als auch bei den AMF-Methoden. Bei
Version eins des Brusselator Beispiels gibt es nur zwischen PeerKry3 und FSALKry3a
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ein paar Unterschiede, fiir grobe Toleranzen ist FSALKry3a besser, fiir mittlere Tole-
ranzen rechnet PeerKry3 etwas schneller und fiir feine Toleranzen erhéilt man wieder
mit FSALKry3a die genauere Losung. Bei der zweiten Version des Brusselators gibt
es nur bei den dreistufigen Verfahren grofere Unterschiede. FSALAMF3a ist fiir mitt-
lere und feine Toleranzen deutlich genauer als PeerAMF3. Bei den Krylov-Methoden
benotigt FSALKry3a fiir grobe Toleranzen die geringeren Rechenzeiten und fiir feine
Toleranzen liefert PeerKry3 die bessere Genauigkeit. Bei den zwei Combustion Bei-
spielen schneiden fiir feine Toleranzen die Krylov-FSAL-Methoden deutlich schlechter
ab als die Krylov-Peer-Verfahren ohne FSAL-Eigenschaft. Mit PeerKry3 und PeerKry4
erhélt man fiir diese Beispiele im Bereich feiner Toleranzen eine jeweils um eine Zehner-
potenz genauere Losung als mit FSALKry3a und FSALKry4. Bei den AMF-Methoden
liegen nur die Kurven der vierstufigen Verfahren etwas weiter auseinander. Bei beiden
Beispielen erhélt man fiir alle Toleranzen mit PeerAMF4 bessere Ergebnisse als mit
FSALAMF4. Die Ergebnisse der beiden Radiation Beispiele ergeben, dass die Kurven
der FSAL-Verfahren und die der normalen Peer-Verfahren alle dicht beieinander liegen
und kaum Unterschiede erkennbar sind.

Fazit

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die hier getesteten FSAL-Methoden fiir
die betrachteten Beispiele nicht effizienter als die Peer-Methoden ohne FSAL-Eigen-
schaft sind. Sie erlauben jedoch mit Hilfe der Hermite-Interpolation die Berechnung
einer stetig differenzierbaren Ausgabe.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden drei-, vier-, und flinfstufige optimal nullstabile superkonvergen-
te implizite Peer-Verfahren konstruiert und getestet. Im Vordergrund stand dabei die
Anwendung dieser Methoden auf grofe steife Differentialgleichungssysteme. Die grofs-
ten Schwierigkeiten, die in diesem Zusammenhang auftreten, sind die sehr aufwendige
Losung der linearen Gleichungssysteme im Newton-Verfahren und die speicherplatz-
und rechenintensive Berechnung der Jacobi-Matrix. Zur Verringerung des Rechenauf-
wandes wurden zwei Ansétze diskutiert: Zum einen die Kombination der Peer-Verfahren
mit dem Krylov-Solver FOM und zum anderen die Verwendung der Approximierenden
Matrix-Faktorisierung (AMF).

Die konstruierten Methoden wurden in Matlab implementiert und getestet. Die numeri-
schen Tests und der Vergleich mit bereits existierenden Verfahren zeigten, dass sowohl
die Krylov-Peer- als auch die Peer-AMF-Verfahren konkurrenzfahig sind. Unter den
verglichenen Krylov-Methoden schnitten die Krylov-Peer-Verfahren am besten ab und
im Vergleich mit RadauAMF lieferten die Peer-AMF-Methoden dhnliche Ergebnisse.

Weiterhin haben wir in dieser Arbeit drei- und vierstufige implizite Peer-Verfahren
untersucht, welche die sogenannte FSAL-Eigenschaft besitzen. Auch diese Methoden
haben wir mit FOM und AMF kombiniert und an grofen steifen Systemen getestet. Es
zeigte sich, dass diese Verfahren dhnliche Ergebnisse liefern wie die Peer-Methoden ohne
FSAL-Eigenschaft, aber den Vorteil haben, dass man mit Hilfe von Interpolationspo-
lynomen (Hermite-Interpolation) eine global stetig differenzierbare Losung berechnen
kann.

In der durchgefiihrten Verfahrenssuche wurden verschiedene Kriterien optimiert. Maxi-
mierung des Winkels der L(«)-Stabilitdt, Minimierung der Fehlerkonstante err gegeben
durch (3.16) und Minimierung des Parameters . Mit Hilfe des in Abschnitt 3.2 be-
schriebenen Evolutionsalgorithmus haben wir fiir die Stufenzahlen s = 3,4 und 5 jeweils
eine Menge von Verfahren erzeugt, welche die genannten Eigenschaften moglichst gut
erfiillen. Das bedeutet, es konnen nicht alle Kriterien gleichzeitig erfiillt werden, son-
dern man muss einen guten Kompromiss finden. Diese gefundenen Methoden wurden
an ausgewahlten Beispielen getestet und jene Verfahren bestimmt, welche die besten
Ergebnisse lieferten. Im Nachhinein hat sich gezeigt, dass die fiir s = 4 und 5 ausge-
wahlten Methoden, welche in Tabelle 3.1 aufgefiihrten sind, genau die Verfahren unter
den getesteten sind, bei denen die Zeilensummennorm der Matrix B fiir 0 = 1, || B||
am kleinsten ist. In einer zukiinftigen Verfahrenssuche konnte man diese Eigenschaft
speziell beriicksichtigen und so eventuell noch bessere Methoden finden.

84



6 Zusammenfassung und Ausblick

In zukiinftigen Betrachtungen kénnten implizite Peer-Verfahren des Typs
Ym,i = Z binm—l,j + hm Z aiij_Lj + hm Zgiij,j, 1= 1, 2, ceey S, (61)
j=1 Jj=1 Jj=1

welche zusétzlich die Funktionswerte F,,_1; = f(tm—1 + ¢jhm—1, Ym—1;) des vergange-
nen Zeitschritts verwenden, untersucht werden. Diese Methoden versprechen eine hohe-
re Konsistenzordnung, sind aber leider nicht mehr automatisch L-stabil, da M (co) # 0
ist. Es ist zu untersuchen, wie sich dies in den Tests auswirkt. Explizite Peer-Verfahren
dieses Typs sind bereits sehr gut untersucht. Sie haben zum einen Konsistenzordnung
p = s und Konvergenzordnung p = s + 1 fiir variable Schrittweiten [53] und zum

anderen Konsistenz- und Konvergenzordnung p = 2s — 1 fiir konstante Schrittweiten
[11].
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