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Kapitel 1
Einleitung

Zahlreiche wissenschaftliche Problemstellungen werden heute anhand von mathemati-
schen Modellen untersucht, in welche wichtige Eigenschaften der Realitit eingehen, um
aus vorhandenen Daten Prognosen fiir die Zukunft zu erstellen. In der Realitdt sind
jedoch viele Ereignisse nicht exakt vorhersehbar, sondern hingen auch vom Zufall ab.
Die Modellierung solcher zeitabhdngigen Prozesse, welche sowohl deterministische als
auch stochastische Bestandteile enthalten, ist dufserst schwierig. Zahlreiche stochasti-
sche Prozesse, wie zum Beispiel der Wiener-Prozess, sind nirgends differenzierbar. Das
macht die Modellierung solcher Prozesse mittels gewohnlicher Differentialgleichungen un-
moglich. Erst in den 40er Jahren des 20. Jahrhunderts gelang es It6 Kiyoshi, eine Theo-
rie zur stochastischen Integration und Differentiation zu entwickeln [It]. Seit dieser Zeit
haben stochastische Modelle, welche zufillige Phinomene beriicksichtigen, einen beson-

deren Stellenwert.

Herkémmliche stochastische Modelle, welche unter Verwendung der klassischen Brown-
schen Bewegung entwickelt worden sind, geniigen allerdings oft nicht mehr den An-
forderungen der heutigen Praxis. Inzwischen wurde erkannt, dass viele Prozesse in der
Finanzwirtschaft, in der Physik und in anderen Bereichen ein ,Gedachtnis“ besitzen. Da
die klassische Brownsche Bewegung kein Gedéchtnis beriicksichtigt, wurden in den letzten
Jahren verstirkt stochastische Modelle untersucht, welche auf der fraktalen Brownschen
Bewegung basieren. Die fraktale Brownsche Bewegung, welche von Mandelbrot und Van
Ness [MaNe] als Erweiterung der Brownschen Bewegung eingefiihrt wurde, wird unter an-
derem von Kijima und Tam [KiTa] beschrieben. Bei der fraktalen Brownschen Bewegung

handelt es sich um einen zentrierten Gauk-Prozess, welcher durch die Kovarianzfunktion

Coo(B (1), B (5)) = 5 (1t + |5 — |t — s[")

DN | —

festgelegt ist.



H stellt hierbei eine reelle Zahl im Bereich (0, 1) dar und wird als Hurst-Parameter nach
dem britischen Hydrologen Harold Edwin Hurst bezeichnet. Beim Hurst-Parameter un-

terscheidet man drei Falle:

o [ = %: Hierbei entwickeln sich die Werte von Zeitreihen zuféllig, da der Prozess
keine ,Frinnerung” an vergangene Werte hat. EEs handelt sich um einen gewthnlichen

Wiener-Prozess.

o 1< %: In diesem Bereich zeigt der Hurst-Parameter eine negative Autokorrelation

an. ,Die Werte gleichen sich deshalb mit der Zeit aus.”

o H > %: Hier zeigt der Hurst-Parameter eine positive Autokorrelation von Zeitreihen
an. Das heifst, dass die Werte eine Erhaltungsneigung aufweisen. Man spricht in

diesem Fall von einem Prozess mit langem Gedéchtnis.

Kijima und Tam [KiTa| geben auch eine exakte Definition fiir ein langes Gedichtnis an:
Ein stationdrer Prozess (X (n)),ew verfiigt nach |KiTa|, Definition 1.2, iiber ein langes

Gedéchtnis, wenn dessen Autokovarianzfunktion die Bedingung

lim Cov(X(n),X(n+k))

n—o00 cn— ¢

=1

fiir Konstanten ¢ und « € (0, 1) erfiillt.

Zahlreiche Untersuchungen auf den unterschiedlichsten Wissenschaftsgebieten belegen,
dass die fraktale Brownsche Bewegung gut geeignet ist, reale Prozesse mit einem Gedécht-
nis zu modellieren.

Auf dem Gebiet der Finanzwirtschaft sei hier zum Beispiel auf die Arbeiten von Bender
et al. [BeSoVa|, Mishura [Mi|, Biagini et al. [BiHu@®kZh| und Nualart (|[Nul|, [Nu2]) ver-
wiesen. Diese verallgemeinern das klassische Black-Scholes-Modell, indem sie die Brown-
sche Bewegung durch die fraktale Brownsche Bewegung ersetzen oder die Brownsche
Bewegung zur gemischten Brownschen Bewegung erweitern. Die Notwendigkeit solcher
Erweiterungen konnte zum Beispiel von Chen und Zhou [ChZh| nachgewiesen werden,
da diese fiir den Shanghai Composite Index, den Shenzhen Component Index, den Dow
Jones Index und den NASDAQ Index ein langes Gedéchtnis ermittelt und mit Hurst-
Parametern von 0,5992 bis 0,7715 quantifiziert haben.

Auch fiir viele reale Prozesse in der Natur, wie zum Beispiel das Wetter [Ka| oder die
Sonnenscheindauer [Sil|, wurde der fraktale Charakter bereits nachgewiesen und man
konnte einen entsprechenden Hurst-Parameter fiir diese Prozesse bestimmen. So ermit-
telten unter anderem Hurst fiir die jahrlichen Niliiberschwemmungen den Parameter 0,73
[CoKoLiMaMoCo|, Kantelhardt [Ka| fiir Temperaturen den Hurst-Parameter 0,65 und

Sitte [Sil] fiir die Sonnenscheindauer einen Hurst-Parameter im Bereich von 0,651 bis 0,7.



Eine weitere mogliche Anwendung stochastischer Differentialgleichungen mit Gedécht-
nis ist die Modellierung der Strompreisdynamik, wobei durch die Liberalisierung der
europdischen Stromméirkte an den Stromborsen zahlreiche neue Handelsprodukte ent-
standen sind, deren Modellierung eine besondere Herausforderung darstellt. Aufserdem
erschwert der gesetzlich vorgeschriebene wachsende Anteil erneuerbarer Energien an der
Energiegewinnung die Vorhersage von Strompreisen. Das ist auf eine wachsende Volatili-
tiat der Strommenge und Strompreise ([Col, [KoAg|), das Auftreten negativer Strompreise
(|Col, [GoHeHeKuLe]) sowie das in jiingerer Zeit erkannte lange Gedéchtnis der Stromprei-
se ([Ma2], [HaNi|) zuriickzufiithren. So ermittelte Marossy [Ma2| fiir den EEX-Preis einen
Hurst-Parameter von 0,88 und fiir den Nord-Pool-Preis einen Hurst-Parameter von 0,87.
Haltrup und Nielsen [HaNi| errechneten fiir die dénischen, schwedischen und finnischen
Strommérkte Hurst-Werte zwischen 0,8 und 0,9. Bei Verwendung von Log-Return-Preisen
konnte das Langzeitgedéchtnis fiir den Intraday-Handel festgestellt werden (|[Ma2|, [Si2]).
In einer Studie der Energy Brainpool GmbH vom November 2014 [GoHeHeKuLe| geht
man davon aus, dass sich die Zahl der Stunden mit negativen Strompreisen bis zum Jahr
2040 auf 18% erhohen wird. Auferdem vermuten die Autoren, dass die Perioden mit nega-
tiven Strompreisen immer linger werden. Als Hauptursache fiir dieses Phénomen sehen
die Autoren vor allem den zunehmenden Anteil der Windenergie an der Stromproduktion.
Gerade negative Preise fithren aber bei einem Black-Scholes-Ansatz zu Problemen, da man
mit dem Black-Scholes-Modell Exponentialfunktionen als Losungen erhélt, diese aber nie
negativ werden konnen. Die Entwicklung eines neuen Modells, welches negative Spriinge
zuldsst und zusétzlich additive Rauschprozesse beinhaltet, kann dieses Problem allerdings

16sen.

In [MiZu| wird darauf hingewiesen, dass auch zahlreiche ,Spriinge* von Zinssétzen, Wech-
selkursen und anderen Finanzindizes von ihrer Vergangenheit abhdngen. Dies sollte bei
der Erstellung geeigneter Modelle beriicksichtigt werden, weshalb in ihrer Publikation ein
fraktaler Poisson-Prozess verwendet wird. In [Le| werden zum Beispiel fraktale Poisson-
Prozesse zur Modellierung von Forward-Preisen genutzt und in [BiSa| wird ein fraktaler
Poisson-Prozess in der Ruintheorie angewendet. Insbesondere hat die Arbeit von Laskin
(|[La]) aus dem Jahr 2003 iiber den fraktalen Poisson-Prozess als Erneuerungsprozess
mit Mittag-Leffler-Wartezeiten als fraktale Erweiterung der Kolmogorov-Feller-Gleichung
bereits zu zahlreichen Publikationen {iber fraktale Risiko- und Finanzmodelle gefiihrt
(z.B. [BiSal, |Le|, [MaVe| und [Sc]). Einen weiteren interessanten Ansatz verfolgte im
Jahr 2006 Marquardt [Ma3]. Sie entwickelte einen speziellen fraktalen Lévy-Prozess als

reinen Sprungprozess mit Erwartungswert Null und einer endlichen Varianz.

Auch bei der Strompreismodellierung ist es wegen der starken Volatilitit der Preise



sinnvoll, nicht nur Rauschprozesse wie die Brownsche Bewegung, sondern auch Sprung-
prozesse, welche auf dem Poisson-Prozess beruhen ([Se|, [SeUh-Ho|, [Sa]), in die Berech-
nungen einzubeziehen. Da der Strompreis oft einen fraktalen Charakter besitzt, ist es

damit sinnvoll, auch bei der Modellierung der Spriinge ein Gedéchtnis zu unterstellen.

In dieser Arbeit wird zunéchst eine lineare homogene stochastische Integralgleichung mit
deterministischen Koeffizienten untersucht, welche spéter zu einer inhomogenen stochasti-
schen Integralgleichung mit stochastischen Koeffizienten erweitert wird. Ziel ist es, stochas-
tische Modelle zu finden, welche insbesondere den Bediirfnissen der Finanzwirtschaft genii-
gen und sowohl den fraktalen Charakter vieler dynamischer Prozesse als auch eine hohe

Volatilitat beriicksichtigen.

Die Losungsansitze zu diesen stochastischen Integralgleichungen basieren auf dem White-
Noise-Kalkiil. Diese Theorie wurde mafgeblich durch T. Hida 1975 in seiner Monografie
»Analysis of Brownian Functionals“ [Hi| entwickelt und seitdem immer weiter ausgebaut.
Zunichst wurde dieser Kalkiil auf die Brownsche Bewegung angewendet ([HiPo|, [Zh],
[Ho@kUbZh]). Die wesentlichen Elemente des White-Noise-Kalkiils kénnen aber auch auf
andere stochastische Mafe, wie das kompensierte Poisson-Zufallsmafs, iibertragen werden
(|OkPr], [Nu@kPr|, [Pr2]). Dariiber hinaus wurde der White-Noise-Kalkiil auf fraktale
stochastische Prozesse, wie die fraktale Brownsche Bewegung (|ElHo|, [BiOkSuWa|, [Mi])
oder fraktale Lévy-Prozesse [He|, erweitert.

Dieser Kalkiil wirkt auf speziellen Distributionsrdumen, den sogenannten Hida-RAumen,
welche eine Verallgemeinerung des Raums L?(, 1) darstellen, wobei p das White-Noise-
Wabhrscheinlichkeitsmafs ist. Zum Beispiel beschrieben Biagini et al. [Bi®kSuWa| ein
White-Noise-Wahrscheinlichkeitsmaf fiir die Brownsche Bewegung und Di Nunno, k-
sendal und Proske [Nu@kPr| ein White-Noise-Wahrscheinlichkeitsmafs fiir Lévy-Sprung-
prozesse. Dabei bezeichnet man mit ,White Noise“ die verallgemeinerte Ableitung sto-
chastischer Prozesse wie zum Beispiel die verallgemeinerte Ableitung des kompensierten
Poisson-Prozesses oder die verallgemeinerte Ableitung der Brownschen Bewegung nach
der Zeit, die zwar nicht im Raum L?(£2, i), dafiir aber in erweiterten Distributionsriu-

men existieren.

Im Kapitel 2 werden diese Hida-R#ume mit den darauf definierten (fraktalen) Brownschen
Bewegungen und (fraktalen) kompensierten Poisson-Zufallsmafen beziehungsweise reinen
Lévy-Sprungprozessen eingefiithrt. Danach werden die in dieser Arbeit bendtigten Grund-
lagen des Wick-Produkts, welches unter anderem fiir die Definition der in dieser Arbeit
verwendeten Wick-Tto-Skorohod-Integrale und Sprungintegrale bendtigt wird, vorgestellt.
Die Definition dieser stochastischen Integrale erfolgt am Ende des Kapitels. Da fraktale

Prozesse auf Grund ihres Gedéchtnisses keine Semimartingale sind, konnen keine klassi-



schen Ito-Integrale verwendet werden. Die Wick-Ito-Skorohod-Integrale stellen allerdings
eine sinnvolle Alternative dar, da mit ihnen viele niitzliche Eigenschaften der klassischen
[to-Integrale erhalten bleiben, zum Beispiel dass der Erwartungswert dieses stochastischen
Integrals Null ist. Eine Analogie zur klassischen Ito-Isometrie wurde von Elliott und van
der Hoek in A general fractional whithe noise theory and applications to finance [EIHo|
fiir das Wick-1to-Skorohod-Integral beziiglich der fraktalen Brownschen Bewegung be-
wiesen. Die Ausweitung des Anwendungsbereichs des Kerns von Elliott und van der Hoek
auf fraktale Erweiterungen von reinen Lévy-Sprungprozessen erméglicht die Ubertragung
vieler niitzlicher Eigenschaften des Wick-I1t6-Skorohod-Integrals der fraktalen Brownschen
Bewegung auf das Analogon fiir fraktale Lévy-Sprungprozesse. Deshalb wird in dieser Ar-
beit sowohl fiir die fraktale Brownsche Bewegung als auch fiir die Definition der fraktalen
Erweiterungen der reinen Lévy-Sprungprozesse der gleiche Kern von Elliott und van der

Hoek verwendet.

Im Kapitel 3 wird eine homogene stochastische Integralgleichung, welche sowohl ein In-
tegral beziiglich der fraktalen Brownschen Bewegung als auch ein Integral beziiglich des
kompensierten Poisson-Mafses enthélt, untersucht. Zunéchst wird ein Existenz- und Ein-
deutigkeitssatz fiir diese stochastische Integralgleichung bewiesen. Im Anschluss werden
fiir einen Spezialfall dieser homogenen Integralgleichung mit konstanten deterministischen
Koeffizienten und einem langen Gedédchtnis Methoden zur Schitzung fiir den Drift, die
Sprungintensitit, den Diffusionskoeffizienten und die Sprunghohe entwickelt. Schlieflich
werden die Konsistenz und Erwartungstreue der gefundenen Schéitzer bewiesen. Praktisch

werden diese Ergebnisse anhand von MATLAB-Simulationen verdeutlicht.

Im Kapitel 4 wird eine Verallgemeinerung der stochastischen Integralgleichung des drit-
ten Kapitels, eine inhomogene stochastische Integralgleichung mit fraktaler Brownscher
Bewegung und fraktalem kompensiertem Poisson-Zufallsmals, untersucht. Dabei erfolgt
auch hier zuerst der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir diese Inte-
gralgleichung. Anschlieffend werden fiir einen Spezialfall der inhomogenen stochastischen
Integralgleichung mit wiederum konstanten deterministischen Koeffizienten und langem
Gedéchtnis die Mean-Reversion-Rate und der Mean-Reversion-Level geschétzt und die
gefundenen Schitzer auf Erwartungstreue und Konsistenz hin untersucht. MATLAB-

Simulationen bestétigen auch in diesem Kapitel die Konsistenz der Schatzer.
Im Kapitel 5 folgt schliefslich eine Zusammenfassung und Auswertung der gefundenen
Ergebnisse aus den vorangegangenen Kapiteln 3 und 4 sowie ein Ausblick iiber die Moglich-

keiten, die sich ausgehend von dieser Arbeit fiir die weitere Forschung bieten.

Der Arbeit ist eine CD mit allen Simulations- und Schitzprogrammen beigefiigt.



Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen des ,White-Noise-Kalkiils“ zusammengestellt,
die in der Folge (Kapitel 3 und 4) zur Entwicklung der Theorie zum Lésen der homogenen

und inhomogenen stochastischen Integralgleichungen benétigt werden.

Im ersten Abschnitt werden die Hida-Raume fiir die Brownsche Bewegung inklusive des
+White Noise“, also der verallgemeinerten Ableitung der Brownschen Bewegung in diesen

Rédumen nach der Zeit, eingefiihrt.

Im zweiten Abschnitt erfolgt die Einfiihrung der Hida-R&ume fiir reine Lévy-Sprungprozes-

se und deren zugehorige verallgemeinerte Ableitungen nach der Zeit.

Fiir die Integration in diesen Hida-Radumen und die stochastischen Integralgleichungen
der Kapitel 3 und 4 spielen Wick-Produkte eine entscheidende Rolle, die im dritten Ab-

schnitt eingefithrt werden.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden auf der Basis des White-Noise-Kalkiils Inte-
grale definiert und einige Eigenschaften dieser stochastischen Integrale diskutiert. Dariiber
hinaus wird ein fraktaler Kern eingefiihrt, mit dem fraktale Prozesse wie die fraktale
Brownsche Bewegung (Abschnitt 2.4.1) und der fraktale kompensierte reine Lévy-Sprung-
prozess (Abschnitt 2.4.3), definiert werden.

2.1 Hida-Raume fur Gaul-Prozesse

Definition 2.1 (vgl. [Ku], Definition 4.1)
FEin adaptierter Prozess X = (X(t))icr, mit Cadlag-Pfaden, also mit rechtsseitig stetigen
Pfaden, deren linksseitige Grenzwerte existieren (vgl. [CoTa], Definition 2.10), Werten in

IR¢ und X, = 0 ist ein Lévy-Prozess, wenn er folgende Eigenschaften erfiillt:

e Unabhingige Zuwachse: Fiir allen € IN, 0 < t; < ... <'t, sind die Zufallsvariablen

8



Xy, Xy — Xy, ooy Xy, — Xy, stochastisch unabhédngig.

e Stationdre Zuwéichse: Fiir alle 0 < s < t haben die Zufallsvariablen X; — X, und
X;_s die gleiche Verteilung.

Lévy-Prozesse konnen im Allgemeinen in einen deterministischen Driftterm, einen steti-
gen stochastischen Prozess und einen Sprungprozess zerlegt werden ([LeMa-CaVi|, Seite
4). Zunichst wird der Wahrscheinlichkeitsraum fiir den stetigen Anteil untersucht. Dabei
sollen insbesondere die Hida-Raume vorgestellt werden, da diese fiir die stochastische In-

tegration mittels Wick-1t6-Skorohod-Integral entscheidend sind.

Die Einfiihrung der Hida-R&ume der verallgemeinerten stochastischen Testfunktionen
und der stochastischen Distributionen beziiglich der Brownschen Bewegung wurde aus
,An Introduction to White-Noise Theory and Malliavin Calculus for Fractional Brownian
Motion“ (|Bi®0kSuWa), Seite 348-352) iibernommen (vgl. auch [Ho@kUbZh|, Kapitel 2.1
bis Kapitel 2.3).

Sei Sy (IR) der Schwartz-Raum der streng monoton fallenden beliebig oft stetig differen-
zierbaren Funktionen auf IR. Seien weiter Qy := Sj;,(IR) der Dualraum zu Sy (IR) und
pw das Mak auf der o-Algebra von Borel-Mengen B(S}, (IR)), sodass fiir das zugehorige

charakteristische Funktional
W w 1 2
[ expfi, N} dwle”) = exp { =31 s
Sy (R)

fiir alle f € Sy(IR) gilt. Dabei ist ¢ die imagindre Einheit, A das Lebesgue-Mafs und
WY, f) =W (f) mit WV € Qu = Si (R).

Das Bochner-Minlos-Theorem garantiert die Existenz des Wahrscheinlichkeitsmafes iy .

Es gelten die folgenden Eigenschaften, wobei F' den Erwartungswert beziiglich uy be-

zeichnet:

(a) E[(W"Y, f)] = 0 fiir alle f € Sy (IR).

(b) B[ )2 = 171 g fie alle f € S ()

(c) Sei F' eine auf S}, (IR) definierte zufillige Variable mit fQW |F (") du(w") < oo.
Dann ist E[F(w")] = B, [F(Ww")] = [, FW") duw(w") der Erwartungswert von F

beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafes iy .

Sei (fu)new C Sw(IR) mit f,, — f im Raum L?(IR,\) und f € L*(IR, \).
Man setzt (W, f) := lim,, o0 (w", f.). Die Konvergenz von (w", f,) ist als Konvergenz

beziiglich L?(Qyy, iy ) zu verstehen.



Damit ist B(¢) := B(t,w") := (W, 1) mit

I fiir ¢t > 0
g =4 " B} (2.1)
_[[t,()} flirt <0

wohldefiniert. I}y 4 ist dabei die Indikatorfunktion. Mit dem Kolmogorovschen Stetigkeits-
theorem lisst sich zeigen, dass B(t) eine stetige Version B(t) besitzt. B(t) ist ein Gauf-

Prozess mit der Eigenschaft

min(|t1|, [t2])  fiir t122 > 0 und
EIB(t)E() = | Touson(s) ds =
R 0 sonst.

Damit ist B(t) eine Brownsche Bewegung beziiglich py und man schreibt
WV, f) = Jr f(t) B(dt) fiir f e L*(IR, \).

Sei L2(IR", \") die Menge aller symmetrischen Funktionen F € L2(IR™, \"), dann ist
fiir f € L2(IR", \") das iterierte Ito-Integral von f durch

. O dgt) — nl R ot Lt D . 3
I,(f):= IR”f(t)B (dt) '/IR/_OO /_oof(t, a1, tn) B(dty) B(dt,—,)B(dt,)

definiert.
Satz 2.1 (|[BiOkSuWa], Theorem 2.2)

Sei F € L*(Qw, pw), dann existiert eine eindeutige Folge von Funktionen (f,)nenugoy mit
fn € L2(R", "), sodass

Fw") = i L.(f.) (Konvergenz in L*(Qw, uw))
n=0

ist. Es gilt fiir F' € L*(Qw, uw) die Ito-Isometrie

E[F (")) = Zn!anHQLQ(]R",A")'
n=0

Dabei ist 1y(fy) konstant.

Im Folgenden werden die Hermite-Polynome

2 an 2
hn(x) = (=1)"exp {%} g XP {—%} mit n =0,1,2, ...

10



und die Hermite-Funktionen

2

&) == W‘i((n - 1)!)_%hn_1(\/§x) exp {—%} mit n =1,2, ...

benétigt. Es gilt &, € Sy (IR), n € IN, und mit [Bi®kSuWa|, Ungleichung (2.13), existieren

Konstanten C] und Cy fiir alle n mit

()] < Cyn" 12 fiir |2| < 2y/n und (2.2)
2(x)] < .
Cy exp{—Cyz?} fiir |z| > 2\/n.

Man kann zeigen, dass die Folge (&,)nen eine Orthonormalbasis des L%(IR, \) bildet.

Sei Z die Indexmenge aller Multiindizes o = (aq, ag, ...) endlicher Linge
[(a) :== max{i|a; # 0} mit a; € INU {0}. Sei weiter

Ho(w") = hay (0", €0))hay (@™, 62)) -+ P, (", €0))-

H, (M) = (", &) = /}R &(t) B(db),

wobei e, := (0, ...,0,1,0,...,0) der k-te Einheitsvektor ist.
Allgemein gilt

Ho (") = /}R () B ) (2.3)

mit |o| := Y7, @; und der symmetrischen Erweiterung @ des Tensorprodukts ®. Das

heift, £29(¢) ist die symmetrische Erweiterung zu

R (a
€50(1) = 8N (), tn,) - 51(a)l( "t 4.ty +15 -+ tla])

=& () &) G Earttareya+1) " i) (Eay)- (2.4)
Satz 2.2 (|[BiOkSuWa], Theorem 2.3)
Seien F € L*(Qw, pw) und a! :== aq! - - - a,,! mit 0! := 1. Dann existiert eine eindeutige

Familie (¢,)aer von Konstanten aus IR mit

Fw"V) = Z caHo(W") (Konvergenz in L*(Qy, ).

ael
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F geniigt der Ito-Isometrie
E[F(W)]? = Z c2al.
acl

Definition 2.2 (|[Bi®OkSuWa], Definition 2.4)
Seien (Sy/) der Raum von Funktionen v € L*(Qyy, uw) der Form

(W) = ZaaHa(WW>
a€l
mit
Zaia!(?]N)'m < 00
acl
fiir alle k € IN und (S};,) die Menge der Distributionen G der Form
GW") = baHa(w")
a€l
mit
D albl(2IN) ™" < oo
acl

fiir mindestens ein ¢ < co. Dabei ist (2IN)7 := (2-1)" -+ - (2-n)"™ mit

v = (V1 ery Vo) € L. Fiir v = 0 gilt (2IN)” := 1. (Sw) wird als ,Hida-Raum der verallge-
meinerten stochastischen Testfunktionen* und (S},) als ,Hida-Raum der stochastischen
Distributionen® bezeichnet. (Sy) sei mit der projektiven Topologie und (Sy;,) mit der in-

duktiven Topologie ausgestattet. Dann ist (S};,) der Dualraum zu (Sw ), wobei die Dualitét
zwischen (S},) und (Sw) durch

(G,¥)(s5,).(5w) = Z Dol a!

acl
definiert ist.

Falls G € L*(Qw, uw) C (Sjy) ist, erhdlt man insbesondere

(G, 0)(s3,).5w) = (G5 ¥) L2y ) = EIGY],

da (Sw) C LQ(Qw,Mw) ist.

Allgemein kénnen Integrale auf (Sj;,) wie folgt definiert werden:

12



Definition 2.3 (|[Bi®OkSuWa], Definition 2.5)

Sei Z : R — (S};,) eine gegebene Funktion mit der Eigenschaft

(Z(t),w)(s ) (Sw) € L'(IR, \). Dann ist [, Z(t) dt das eindeutig bestimmte Element aus
(St ), welches die Gleichung

Z(t) d = A . d ;
(/m () t’d})(szv),(sm /m( (0 Ohisi s 4 € (Siv)

fiir alle 1 € (Sy) erfiillt.

Fiir die Zufallsgroge B(t) = (-, 1[0715])(5* 1.(Sw) € L*(Qw, pw ) erhilt man folgende Entwick-
w»

lung:

B(t) = <WW>Z(1[0 RINZ RA)fk) = Z/ Ex(s) ds(w", &) (s5,).(5w)
(Si)(sw) k=170
- / &e(s) dsH.,, (W"). (2.5)

Das in (2.5) eingefithrte B(-) : IR — (S};) ist im distributionstheoretischen Sinne dif-
ferenzierbar beziiglich ¢ und es gilt mit [BiOkSuWa|, Beispiel 2.6,

W)= B = Y G Ho () € (Si). (2.6

Diese verallgemeinerte Ableitung der Brownschen Bewegung wird auch als das ,Weife

Rauschen” der Brownschen Bewegung bezeichnet.

2.2 Hida-Riume fiir Sprungprozesse

Hier soll der Wahrscheinlichkeitsraum fiir den Sprunganteil eines Lévy-Prozesses einge-
fiihrt werden. Dabei spielen Hida-RAume reiner Sprungprozesse eine entscheidende Rolle.

Uber diesen Ridumen werden nachfolgend spezielle stochastische Integrale definiert.

Dieser Abschnitt orientiert sich an dem Artikel ,White Noise of Poisson Random Mea-
sures” von ksendal und Proske (|OkPr|, Seiten 2 bis 10) und gibt einen Uberblick iiber
die entsprechenden Hida-Raume fiir Lévy-Prozesse. Allerdings wird hier der Definitions-
bereich der Zeit auf ganz IR gegeniiber dem IR, aus [OkPr| erweitert. Die Vergrokerung
des Definitionsbereichs beziiglich der Zeit ist notwendig, da in Abschnitt 2.4.3 eine fraktale
Erweiterung des in diesem Abschnitt eingefiihrten ,White-Noise“-Kalkiils erfolgen soll und

diese Erweiterung den ganzen Raum IR als Definitionsbereich beziiglich der Zeit benotigt.

13



Sei Sy(IR) der Schwartz-Raum der streng monoton fallenden beliebig oft differenzier-
baren Funktionen auf IR. Seien weiter Qy := S (IR) der Dualraum zu Sy(IR) und py
das Mafs der o-Algebra von Borel-Mengen B(S%(IR)), welche die Eigenschaft

/S g PO} () = exp { /R (&) dx}

fir alle f € Sy(IR) besitzen. Dabei sind w”™ € Qy = SH(R), (WY, f) := WN(f) und ¢
die charakteristische Funktion eines reinen driftfreien Sprungprozesses mit zugehorigem
Lévy-Mals 7, das heifst,

P(u) = /]R(exp{iuy}—l —iuy - 1iy<1) w(dy),

wobei 7(0) = 0 gilt. Des Weiteren sei das zweite Moment des Lévy-Mafes 7 endlich, also

/]Ry2 m(dy) =: M < oc. (2.7)

Es gelten:

(a) E.x[(w", f)] = 0 fiir alle f € Sy(IR) und
(b) Euy (N, /)] = M [ f*(z) de fiir alle f € Sy(IR).

Fiir das Funktional w" gilt also auch eine Ito-Isometrie. Damit ldsst sich nach |[OkPr],
Seite 3, fiir jeden driftfreien reinen Sprungprozess 0(t,w™) := (wV, 1j,) eine Cadlag-
Version 0(t,w”) im L*(Qy, pux) konstruieren, die im Folgenden immer zu Grunde gelegt

wird. Die Funktion 1y ist dabei wieder wie in (2.1) durch

1 I[O,t] fiir ¢ >0
[0,] =
_I[t,O} fiirt <0

definiert.

Alle nachfolgenden Betrachtungen beruhen auf diesem Lévy-Prozess.

Auberdem definiert (Qy, F, py) fiir die folgenden Betrachtungen einen Wahrscheinlichkeits-
raum mit der Filtration (F3);>0, wobei F; durch G, U N gegeben ist. G, ist dabei die

o-Algebra, welche durch 0 beziiglich ¢ erzeugt wird. N stellt die Gesamtheit aller 1 y-

Nullmengen dar.
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F steht fiir . oder Fp, falls nur ein endlicher Zeitbereich [0, 7] betrachtet wird.

Der Lévy-Prozess 6 lisst sich durch

00):= | [ Loaloly Ny, (2.8

darstellen. Dabei ist N (dy, dt) := N(dy, dt)—n(dy)dt das kompensierte Poisson-Zufallsmag.
Fiir t > 0 entspricht dieser reine Sprungprozess dem Prozess der Gleichung (2.6) aus
[OkPr|.

Das Poisson-Zufallsma N (dy, dt) geniigt der Darstellung

A) =) 1a(AG,). (2.9)

SEA:

Das heifst, N(A, A;) z&hlt die Anzahl der Spriinge von 6 im Intevall A, = [0,¢], welche
mit den Intensititen y € A C IR auftreten. 1, (A#;) ist also genau dann 1, wenn genau ein
Sprung zum Zeitpunkt s mit einem Intensitatswert y € A erfolgt. Ob zu einem Zeitpunkt
s € [0,t] ein Sprung vorliegt, wird durch die Differenz A6, := 6, — 6, wahrgenommen, da

diese Differenz nur in den Zeitpunkten ungleich Null ist, in denen ein Sprung stattfindet.

Sei L*((R x R)™, (A x m)") der Raum der quadratisch integrierbaren deterministischen
Funktionen f: (IR x R)” — IR beziiglich des Mafes (A x 7)". A bezeichnet dabei wieder
das Lebesgue-MaR auf IR. Wenn f eine reelle Funktion auf (IR x IR)" ist, dann sei f die
Symmetrisierung von f beziiglich der Variablen (t1,v1), ..., (tn, yn), das heifst

Sy, ot yn) = ,Zf (1) Yo(1)s -5 Lo(n), Yo (n))-

>, bedeutet, dass iiber alle Permutationen o der Menge {1, ..., n} summiert wird. f heifit
symmetrisch, falls f = f ist. L2((IR x R)", (A x 7)") sei der Raum aller symmetrischen
Funktionen f € L*((IR x IR)™, (A x 7)"). Fiir f € L*((IR x IR)", (A x 7)) gilt

[e’s) to
Hf||2L2((Rxm)n,(Am)n) = ”!/ /]R’ ) / /IRf2(t17y17 coostny Yn) T(dyr)dty - - - w(dyn)dt,

Sei f € L*((RxTR)", (Ax7)"), dann ist das iterierte kompensierte Poisson-Integral durch

to - ~
:/ / / /f(tl,yl,...,tn,yn) N(dyy,dty) -~ N(dyn,dt,)
RJR —oo JIR

definiert. Falls f zusétzlich symmetrisch ist, gilt fiir

// //ftl,yl,... t,yn) N(dyy, dty) - -+ N(dyy, dt,)

15



die Identitét
I(f) = nlJu(f).
Fiir f € L2(R x R)", (A x 7)") und g € L2((IR x R)™, (A x 7)™) erhiilt man

0 fiir n # m und
nl(f, g)LQ((IRXIR)”,(AXw)”) tir n = m.

Satz 2.3 (vgl. [OkPr|, Theorem 2.1)
Sei F' € L*(Qy, pun), dann existiert eine eindeutig bestimmte Folge
(fu)new © L*((R x R)", (A x m)") mit

F= EHN[F] + Zln<fn)

Des Weiteren geniigt F' der Ito-Isometrie

Euy [F]2 = (Euy [F])2 + Zn!anH%Q((IRx]R)",()\Xw)")'
n=1

Zum Beispiel gilt fiir F € L*(Q, pn) mit F = [ [ h(t,y) N (dy, dt) und
he L*((R x R)", (A x ©)")

F=1(h).
Sei h(s,y) = 1a,(s)1a(y), dann folgt
Pl = [ [ 1a()10) Fidy.ds) = (0,29 (2.10)

fiir eine Borel-Menge A C IR? := IR\ {0}, wobei die 0 nicht im Abschluss von A enthalten

ist.

Fiir alle folgenden Betrachtungen sei stets vorausgesetzt, dass fiir alle ¢ > 0 ein b > 0

existiert, sodass
/ bl <o (2.11)
R\ (—¢;e

ist. Diese Bedingung stellt die FExistenz aller n-ten Momente, n > 2, des hier eingefiihrten

Lévy-Malkes sicher.
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Im Folgenden werden Hida-Rdume fiir Sprungprozesse eingefiihrt.

Sei Z wieder die Indexmenge aller Multiindizes @ = (a1, @, ...) endlicher Linge und
I(c) == max{i|oy # 0} mit a; € NU{0}, |a| := >, o und ol :=oq! - - oy

Um eine Lévy-Version der Hida-Raume fiir reine Sprungprozesse definieren zu konnen,

werden, wie im Fall der Gauk-Prozesse, spezielle Polynome und Funktionen benétigt.

Seien (&,)new die in Abschnitt 2.1 eingefithrten Hermite-Funktionen und (h,)nen die
Hermite-Polynome aus Abschnitt 2.1. Dann bilden die Funktionen (§,),en ein vollsténdi-
ges Orthonormalsystem des L*(IR, \).

Sei (Gn)n>0 die Orthogonalisierung von {1,y,y?, ...} beziiglich des inneren Produkts von
L*(R, 7) mit 7(dy) := y*n(dy). Dann ist durch die Polynome

1

= +yqn—1(y)
Hanl HLZ(]R,T)

paly)

ein vollstéindiges Orthonormalsystem auf L*(IR, 7) definiert.

Sei z: IN x N — IN durch z2(7,5) :== 7+ %2(“”_1) definiert. Dann ist z eine bijektive

Abbildung (|@kPr|, Seite 6). Fiir k = 2(4, j) fithrt man

Si(t,y) = &(t)p; (y) (2.12)
ein. Seien I(a) = j und |a| = n fiir @ € Z. Dann sei die Funktion §%*(¢,y) durch

§%(t, )
i 5$af<<t1,y1), ooy (s U))

gegeben, wobei 07 = 1 fiir o; = 0 gilt.

Schlieflich sei noch mit 69* das symmetrische Tensorprodukt der 8’s durch

5®a((tl>yl)7 ceey (trwyn)) = 5?041@“'@5?043'(@1’ 3/1), ceey (tnvyn))

fiir o € 7 definiert und K, durch

Ko = Ty (8°%)
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gegeben, wobei I <5®0) =1 ist.

Insbesondere gilt fiir £ > 1 und

0 fiir kK #n und
1 firk=n

ex(n) =

die Beziehung
Koy =1 (05%) = 1 (8) = Iy (&m)

mit z(i,j) = k.

Satz 2.4 (vgl. [OkPr|, Theorem 3.1)
Die Familie (K, )qer bildet eine Orthogonalbasis des L*(Qy, pux) mit

1 KallZz y = al. Damit besitzt jedes F' € L*(Qw, un) die eindeutige Darstellung

QNN

F= anKa

acl
mit ¢, € IR und ¢y = E[F)|. Dariiber hinaus geniigt F' der Ito-Isometrie

. [F]? = Z cioz!.

acl

Sei (fn)n>1 eine Folge von Funktionen, wie sie in Satz 2.3 definiert wurde. Sei weiter
Iy(fo) = fo eine reelle Konstante. Dann liegt f,, im Abschluss des Raums, welcher durch
die orthogonale Familie ((5®a)‘a|:n beziiglich L?((IR x IR)™, (A x 7)") erzeugt wird. Zudem

lasst sich zeigen, dass
fo= > o, 0% (2.13)
a: lal=n
gilt, womit der Zusammenhang zwischen den Sétzen 2.3 und 2.4 hergestellt ist. Insbeson-
dere gilt, dass (69%)4=; dicht im L2(IR x R, A x 7) liegt.
Sei f1(s,y) = liog(s)1a(y), A € R aus (2.10), t > 0, dann folgt fiir F := N(A,t)
Fe=NA) =Y (N(A@) . N(A,ti,l))
i=1

mit 0=ty <ty <..<t,="t.
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Fiir n — oo folgt

JL%Z( At” /NAds //Ndy,ds

//1[0t] Ja(y) N(dy,ds) = //flsy (dy,ds).

Die letzte Zeile kann als Spezialfall der Darstellung von F'im Sinne von Satz 2.3 aufgefasst
werden. Da die (0x)ren (vgl. Gleichung (2.12)) eine Orthonormalbasis fiir den Hilbert-
Raum L*(R x R, A x 7) definieren, gilt

/ / fi(s,y) N(dy,ds) = / / Z F1300) L2 Axm) Ok (5, ) N(dy, ds)
R k=1
= Z(flaék )L2(RxR A7) / / o(s,y) dyadS)

(1, 0k) 2R Axm) K e (w™).

I
3 ||

i
L

Mit der Definition der dy, (2.12), folgt
Z f1,5k LQ(IRX]R)\XW ex Z/ /fz p] )dSKeZ(U)
k=1 3,7>1

Dies entspricht der Darstellung von F' nach Satz 2.4 mit
€2(i,5) fo fA 52 (dy)ds Also ist

F:=N //flsy (dy,ds) = Z//gl $)pi(y) m(dy)dsK,_, . (2.14)

2,7>1

Damit wurde der Zusammenhang zwischen den Sdtzen 2.3 und 2.4 fiir einen Spezialfall

nachgewiesen. Setzt man F := (¢ fo Jry N(dy,ds), dann gilt ganz analog

/ gk ds ez(k 1)
k>1

mit m = ||y||L2(r,x), t > 0.

Definition 2.4 (vgl. [@kPr]|, Seite 9)
Fiir f =" o7 cal, definiert man die Norm

IF 15 =D caal(2IN)*

ael
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fiir ganzzahlige k. Dabei ist (2IN)7 wie in Definition 2.2 gegeben. Sei (S )ox die Menge an
Funktionen f mit || fllos < oo. Seien auberdem (Sy) = (yenwuio) (Sn)o, mit der projek-
tiven Topologie und (S%) := Uyemyqoy (Sn)o,—« mit der induktiven Topologie ausgestattet.
Dann heifst (Sy) der Hida-Raum der stochastischen Testfunktionen fiir Lévy-Prozesse aus
reinen Sprungprozessen und (Sy) der Hida-Raum der Distributionen. (S%) ist der Dual-

raum zu (Sy) unter der Dualitédtsbeziehung

(G, fs = baag0! (2.15)

a€l
mit f =3 7a,K, € (Sy) und G =% ;b K, € (Sy).

Man sieht leicht, dass fiir die Hida-Raume (Sy) und (Sy) die Teilmengenbeziechung
(Sn) C L*(Qn, uy) C (S3) gilt.

Zum Abschluss des Kapitels werden zwei Ableitungsbegriffe eingefiihrt, welche fiir die

Definition der Poisson-Integrale in (S}) benotigt werden.

Sei dN(y,t) das kompensierte Poisson-Mafs, dann ist das ,Weifle Rauschen® N(y,t) von
dN(y,t) durch

< dN y
N(y,t) = ——2 2 : . 2.16
(y7 ) t X T dy Z;& pj Z(ZJ) ( )

definiert (vgl. [OkPr], Definition 3.5, Bemerkung 3.6(i)). Da 6% = &(t)p;(y) ist, gilt
mit |[OkPr|, Bemerkung 3.6 (ii),

[ L1l =3 () <o

fiir alle ¢ > 2. Somit ist N(y,t) € (S%) fast iiberall auf (R x R).

Fiir 0(t) ist das ,Weifie Rauschen® (t) durch

9( ) = _0 - ngk €x(k,1)

k>1

definiert (vgl [OkPr], Bemerkung 3.6(iii)). Dabei ist (t) € (S%) und es gilt die Beziechung

mw—Agﬁ@wﬂ@»

Dieses Integral ist ein Bochner-Integral beziiglich 7.
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2.3 Das Wick-Produkt

Da im weiteren Verlauf der Arbeit das Wick-It6-Skorohod-Integral der (fraktalen) Brown-
schen Bewegung und dessen Analogon fiir Sprungintegrale verwendet werden, welche bei-
de das Wick-Produkt enthalten, werden die Wick-Produkte fiir (S};,) und (S%) hier kurz

eingefiihrt.

Fiir Gauk-Zufallsgroken aus (Sy;,) ist das Wick-Produkt wie folgt definiert:
Definition 2.5 (vgl. [Ho@kUbZh], Definition 2.4.1)

Seien F; := ZaieI CasiHa, € (Syy), @ = 1,2, dann ist das Wick-Produkt von Fy und F,
durch
(F1, Fy) = Z Car,1Caz2H o+, (2.17)
a1,a2€Z
definiert.

Satz 2.5 (vgl. [Ho@kUbZh|, Lemma 2.4.5 und Beispiel 2.4.6)
Aus der Definition des Wick-Produkts ergeben sich die Eigenschaften

Kommutativitét <X1, X2> = <X27X1> s
Assoziativitét <X1, <X2,X3>> = <<X17X2> ,X3> und
Distributivitat <X1, XQ) + <X1, X3> = <X1, (X2 + Xg)) .

Ist mindestens ein Faktor, also X| oder X,, deterministisch, gilt aufserdem
(X1, Xo) = X1 Xo.

Fiir Elemente aus (S} ) gilt folgende analoge Definition des Wick-Produkts:

Definition 2.6 (vgl. [OkPr| Definition 3.7)
Seien F; := Zaiez Caila € (SN), i = 1,2, dann ist das Wick-Produkt von Fy und F
durch

<F17 F2> = Z cal,lca2,2Ka1+a2 (218)
a,00€L

gegeben.

Bemerkung 2.1
Analog zum Wick-Produkt (S},) ist auch das Wick-Produkt in (Sy) kommutativ, assozia-
tiv, distributiv und stimmt mit dem normalen Produkt iiberein, wenn mindestens einer

der Faktoren deterministisch ist.

Ist X; =X fiiri=1,...,n, n € N und X ein Element aus (S};,) oder (Sy), dann gelten

folgende Notationen:
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o (X" =(X,...,X)=(Xy,..,X,) (vgl. [HoOkUbZh|, Gleichung (2.4.7), fiir (S};)
und [Dk], Theorem 4.7, fiir Lévy-Sprungprozesse) und

o (exp{X}) = >, % (exp{X}) wird als Wick-Exponential bezeichnet (vgl.

[Ho@kUbZh|, Beispiel 2.6.15, fiir (S};,) und [Ok|, Theorem 4.7, fiir Lévy-Sprung-

prozesse).

2.4  Wick-Ito-Skorohod-Integrale fiir die (fraktale)
Brownsche Bewegung und das (fraktale) kompen-

sierte Poisson-Mais

In diesem Abschnitt werden die spéter verwendeten stochastischen Integrale definiert.
Auflerdem wird ein Kern eingefiihrt, der sowohl fiir die stetigen als auch unstetigen
Prozesse einen Zusammenhang zwischen den fraktalen und den nichtfraktalen Prozessen
herstellt, sodass man das fraktale Integral auf das gewohnliche Integral zuriickfiihren
kann. Mit diesem Kern kénnen insbesondere die fraktale Brownsche Bewegung iiber die
Brownsche Bewegung und ein fraktales kompensiertes Poisson-Maf iiber ein kompen-

siertes Poisson-Mall definiert werden.

2.4.1 Das Wick-It6-Skorohod-Integral fiir die (fraktale) Brown-

sche Bewegung

Zum Losen stochastischer Integralgleichungen mit fraktalen Rausch- beziehungsweise
Sprungprozessen werden spezielle stochastische Integrale benotigt. Das Wick-Tto-Skorohod-
Integral (WIS-Integral) ist fiir die Betrachtungen der spiteren Kapitel als Integral beziiglich
der fraktalen Brownschen Bewegung geeignet.

Im Folgenden seien (B(t));>o ein Wiener-Prozess, wie in Gleichung (2.5) definiert, und
(W(t))i>0 das ,Weife Rauschen* aus Gleichung (2.6).

Definition 2.7

SeiY : IR — (S};/) und der stochastische Prozess (Y (t), W (t)) erfiille die Bedingungen von
Definition 2.3, dann ist das WIS-Integral von Y (t) beziiglich der Brownschen Bewegung
B(t) durch

/}R Y (t) dB(t) := / (Y (1), W(t)) dt

R

definiert.
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Satz 2.6 (vgl. [Ho@kUbZh]|, Lemma 2.5.7)

Sei Y(t) = > ez Ca(t)Hy € (Syy) fiir alle t und gelte

C = sup{a!|calF (R (2IN) 7%} < oo fiir ein q < oo, dann ist das WIS-Integral iiber
Y (t) wohldefiniert und es gilt

/]RY(t) dB(t) ::/]R<Y(t),W( /<an a,igk(t)Hek> dt

a€cl

=D > (Car i) r2mon Hatey.-

a€cZ k=1

Eine wichtige Eigenschaft dieses Integrals wird im folgenden Satz beschrieben:

Satz 2.7 ([Ho@kUbZh], Lemma 2.6.16)
Sei ¢ € L*(IR™, \"), dann gilt:

(ewo{ [ o) a86)} ) e { [ 60 aB5) = Lioliaquenn |-

Im Abschnitt 2.1 wurde nur der Fall des Wiener-Prozesses, das heifst H = %, beschrieben.
In der Folge werden Integralgleichungen beziiglich der fraktalen Brownschen Bewegung
betrachtet.

Ein GauRk-Prozess B (t) mit Hurst-Index 0 < H < 1 heift fraktale Brownsche Bewe-
gung, falls B (0) = E[B¥(t)] = 0 und
E[BH(t)B"(s)] = 5([t]*" + [s]*" — [t — s[*") gelten.

Definition 2.8 (vgl. [BiOkSuWa], Gleichungen (3.8) bis (3.10))
Sei S(IR) der Schwartzsche Raum. Sei weiter M ein Operator auf Funktionen f € S(IR)

mit

Cpr [y Le=y=i) <j;|g_—,§<u> dv  fiir H < 1,

Mf(u) = f(u) fir H = § und
fIR‘ f(éfH v fiir H > 3,

+/T(2H+1) sin(rH)

21"(H—%) cos(%w(H—%

malbasis des Hilbert-Raums L2 (IR, \), welcher als Vervollstéindigung von S(IR) beziiglich
des Skalarprodukts:

wobei Cy durch ) definiert ist. Dann ist (M~'&,)rew eine Orthonor-

(f, g)L%,(IR,A) = (Mf, Mg)LQ(]R,)\) = /]RMf(u)Mg(u) du (2.19)

definiert ist.
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Zu guter Letzt sei die Funktion M,y f durch

Mo () = M (Iis () f(4)) fiirt > s (2.20)
! M(~Iyq()f()  fiirt <s |

mit Indikatorfunktion I definiert.

Aus der Definition des Hilbert-Raums L% (IR, \) folgt
AR ) = {f R R; Mf € AR} = (/R - R [l mn < o). (221)

Alternativ kann man den Kern M auch durch eine Charakterisierung mittels Fourier-
Transformation definieren (vgl. [Bi®kSuWa|, Definition 3.1).

Mit Definition 2.8 liisst sich die fraktale Brownsche Bewegung B (¢) iiber die Chaos-

entwicklung
B (t) = (W™, M1jg)(ss,),(5w) = /M&k ) dsH,, (w™)
k>1

darstellen (vgl. [BiOkSuWal, Beispiel 3.3). Fiir die Prozesse B : R — (S};,) und
Y : R — (Sjy) mit Y(¢) := > .7 ca(t)H, erhdlt man mit Definition 2.5

/IR t) dB™(t) /(Y ), WH()) dt = ZZ / Ca(8)ME(s) dsHoy e,

acZ k=1

—ZZ/ Mea(s)&(s dsHMek:/ (MY (1), W /MY ) dB(t

acl k=1 R

Also ist die Integrierbarkeit in (Sj;,) beziiglich der fraktalen Brownschen Bewegung iiber
Definition 2.7 definiert, wobei hier MY (t) den Integranden darstellt (vgl. |[BiOkSuWal,
Definition 3.4, Proposition 5.2 und Bemerkung 3.7).

Eine ausfiihrlichere Beschreibung des fraktalen Falls einschlieklich einer Ito-Formel und
der Herleitung der Tto-Isometrie des fraktalen WIS-Integrals findet man unter anderem in
[BiOkSuWa).

2.4.2 Integrale fiir Sprungprozesse

In diesem Abschnitt werden die stochastischen Integrale fiir Sprungprozesse in Anlehnung
an Oksendal und Proske ([OkPr|, Seite 10 ff.) eingefiihrt.

Aus Satz 2.3, Abschnitt 2.2, ist bekannt, dass fiir F € L*(Qy,puy) eine eindeutig be-
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stimmte Folge (f)nenw € L2((R x R)™, (A x 7)™) mit

FI+) L(fa)

existiert.

Definition 2.9 (vgl. [@kPr|, Definition 3.9)
Sei F': R xR — IR ein Zufallsfeld mit E,,,[F(t,y)]* < oo fiir alle t und y, welches durch
die Chaosentwicklung

= Z In(fn(th Y1y -eey tna Yn, t: y))
n=0

fir fo(-,t,y) € L2 (R x R)", (A x m)"), n > 1, t,y € R und Io(fo(t,y)) = E.[F(t,y)]
definiert ist. Sei weiter fn(tl,yl, ceis by Yny tus1, Yne1) die symmetrische Erweiterung von

fn(th Y1y -y t'rw Yn, tn-‘rh yn—i-l) bezughch der Variablen (t17 yl): ) (tn-‘rh yn—i-l) mit

Z(n + 1)!anH%2((IR><IR)’VL+17()\X7T—)TL+1) < OQ.
n>0

Dann ist das Skorohod-Integral fiir Sprungprozesse als ein Element des L*(Qy, ) durch

/ / t y 5N ya Zjn—I—l fn tlayla--'7tn7yn>tn+l>yn+l))

definiert mit

[ frensiv]

Stochastische Integrale auf (S3) konnen folgendermaken definiert werden:

—= Z(n + 1)!an||%2((]RX]R)TL+1’(>\X7F)71+1).

L2(QNpN) >0

Definition 2.10 (vgl. [@kPr], Definition 3.11)

Ein verallgemeinertes Zufallsteld Z : IR x IR — (Sy) ist (S%)-integrierbar, falls
(Z(')7¢)(SJ*V),(SN) € LR x R, \ x 7) fiir alle ¢ € (Sy) gilt, wobei die duale Abbildung
(s ) (ss <18 ) mit Gleichung (2.15) definiert ist. Dann ist das (Sy)-Integral von Z, welches

mit flR Jr Z(t,y) m(dy)dt bezeichnet wird, ein eindeutiges Element in (S}), sodass

(/IR/IRZ(t’ v) W(dy)dt’w) (5%).(5) - /IR/]R(Z<7’L7Z/)7¢)(S}‘V),(SN) m(dy)dt

fiir alle ¢ € (Sy) gilt.
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Satz 2.8 (vgl. [@kPr|, Lemma 3.13)
Sei F(t,y) = > ez Ca(t,y) Ko € (Sy) fiir alle (t,y) mit

L= Sup{”Ca||%2(IR><]R,)\><7r)a!(21N)_qa} < o0

fiir mindestens ein ¢ < co. Dann ist <F(t, ), N(y, t)> (Sx)-integrierbar mit
/ / <F(t7 y)7 N<y7 t)> ﬂ-(dy)dt = Z Z Z(Cau gipj)LQ(IRXIR,)\XW)Ka+eZ(i’j) .
RJR

€T i=1 j=1

Beweis: Siehe Abschnitt 6.2.1.

Bemerkung 2.2
Fiir das stochastische Integral [ [ <F(t, ), N(y, t)> 7(dy)dt wird im Folgenden auch

die verkiirzte Notation [ [ F(t,y) dN(y,t) verwendet.

Bemerkung 2.3 (vgl. [OkPr|, Bemerkung 3.14)

Die Bedingungen von Satz 2.8 sind erfiillt, wenn

/]R /]R B [F(t y)]2 7(dy)dt < oo (2.22)

gilt.

Bemerkung 2.4
Mit der Bedingung

L = sup{]|cal L2 mxm @ (2IN) 17} < 00

folgt insbesondere fiir alle o € 7 und 1,7 € IN

( /]R /}R |ca(t, 9)&()p; (y)] W(dy)dt>2 al(2IN) 7
:(//|Ca(tay)|!&(t)pj(y)|W(dy)dt)za!(zﬂ\l)‘q“
(// ()l dt) (//5 )p; (Y dy)(dt)> al(2IN)

= ”CaHL2 IRXIR)\XW)CU(2]N < L.

Also ist |co&;p;| beziiglich des Produktmafes A x 7 fiir alle « € 7 und i, j € IN integrierbar

und somit der Satz von Fubini anwendbar. Das heilst, es gilt

/ / Calt, 9)E(£)p; () T(dy)dt = / / Calt, 9)E (D)5 () dim(dy).
RJIR R JIR
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Definition 2.11 ([Ma5], Definition 1.7)
Die vorhersagbare o-Algebra ist die o-Algebra F, welche auf ) x IR, durch alle reellwer-
tigen adaptierten linksseitig stetigen Prozesse erzeugt wird. Eine Abbildung

X :Q x Ry — IRY, welche F-messbar ist, wird als vorhersagbarer Prozess bezeichnet.

Bemerkung 2.5

Der Definitionsbereich fiir die Zeit kann in der Definition der Vorhersagbarkeit von IR,
auf IR erweitert werden.

Aus der Definition der Vorhersagbarkeit und der Erweiterung des Definitionsbereichs der
Zeit auf ganz IR folgt, dass jeder adaptierte Prozess mit stetigen Irajektorien vorhersagbar

ist, da eine stetige Funktion insbesondere linksseitig stetig ist.

Satz 2.9 (vgl. [OkPr|, Proposition 3.10)
Sei F € L*(IR x R x Qn, A X 7 X uy) ein vorhersagbarer Prozess. Dann ist F Skorohod-

und Ito-integrierbar und es gilt

|| P ¥ = [ [ P S, an (2.23)

wobei das stochastische Integral der rechten Seite als Ito-Integral fiir das kompensierte

reine Lévy-Sprungmals zu verstehen ist.

Satz 2.10 (vgl. [@kPr], Lemma 3.15)
Wenn F(t, y) = ZaEI ca(t,y) K, € (Sy) Skorohod-integrierbar ist und die Bedingung
Jr Jr Eun [F(t,9))? w(dy)dt < oo erfiillt, dann gilt

// (t,y) ON(y, ¢ // t)> (dy)dt.

Beweis: Siehe Abschnitt 6.2.2

Abschliefend wird in diesem Abschnitt eine verallgemeinerte Ableitung des Integrals
fot Jr <F(s,y),N(y, s)> m(dy)ds als Funktion IR, — (S%) beziiglich der Zeit ¢t in An-
lehnung an Oksendal und Proske ([OkPr|, Seite 20) eingefiihrt.

Definition 2.12

Sei F(t,y) = > .ezCa(t,y) Ko € (Sy) fiir alle (t,y) und erfiille die Bedingungen aus Satz
2.8. Seien weiter c,(-,y) € C(R4, A) fir alle y € R,a € Z. Dann ist die Ableitung von
I fm< Ny, )> n(dy)ds beziiglich der Zeit t als Abbildung R, — (S%) mit

d / t / (F(s.). N(y.5)) n(dy)ds

—ZZZ&/ / (5,9)€:(5)p;(y) m(dy)dsKare, (2.24)

ael =1 j=1
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definiert, falls die rechte Seite existiert. Die Notation % verdeutlicht hierbei, dass die

Ableitung im Sinne des C' angewendet wird, Wahrend . die distributionstheoretische

Ableitung bezeichnet.

Bemerkung 2.6
Da die c,, beziiglich der Zeit als stetig vorausgesetzt werden und die Hermite-Funktionen
& ebenfalls stetig sind, gilt mit Definition 2.12

o / (F(s.0). K0, 5)) n(dy)ds

_ ZZZ at/ / ca(s,y)&i(s)p;(y) m(dy)dsKaqe,,

aEZzljl

—ZZZ | calt O ) 7l K,

= [ (Pt Nw.0)) w(a),

falls die rechte Seite existiert. Da fot Jr <F(s,y), N(y, s)> m(dy)ds € (S%) ist, ist
f]R< (yv )> 7(dy) € (S%) fiir fast alle t.

2.4.3 Fraktale Erweiterungen zu Lévy-Sprungprozessen

Es gibt verschiedene Varianten einen Lévy-Sprungprozess zu erweitern, um einen fraktalen
Prozess mit Gedéchtnis zu erhalten. Nick Laskin [La| hat eine solche Erweiterung zum
Beispiel fiir den Poisson-Prozess eingefiihrt, indem er die Verteilungsfunktion des Poisson-

Prozesses mit

Ctd” - n+k (—¢th)*
Fa(n, kz:% (din+k)+1)

0 < d < 1, verallgemeinert hat. Bei d = 1 erhélt man hier den gewdhnlichen homogenen
Poisson-Prozess.

Andere Moglichkeiten fiir eine fraktale Erweiterung der Lévy-Sprungprozesse beruhen
auf Transformationen mit fraktalen Kernen. Bender, Lindner und Schicks [BeLiSc| oder

Marquardt [Ma3] fiithren fraktale Erweiterungen zu Lévy-Prozessen der Gestalt

0" (1) = ﬁ | (=91 = =9) oras

oder

04 (1) = ﬁ /}R (1t s/"=3 — |s]"~3) oas)

2
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ein, wobei nur der Fall H > % betrachtet wird. In dieser Arbeit wird ein Hurst-Index
H € (0,1) beriicksichtigt.

Da in dieser Arbeit der White-Noise-Kalkiil angewandt wird und die fraktale Brownsche
Bewegung in diesem Kalkiil mit dem Kern M erzeugt wird, bietet es sich an, auch fiir die
fraktale Erweiterung der Lévy-Sprungprozesse den Kern M aus Definition 2.8 zu verwen-

den.

Definition 2.13
Sei M der Operator aus Definition 2.8. Dann sind die fraktalen Erweiterungen N" (A, 1)
und 0% (t) der reinen Lévy-Sprungprozesse N(A,t), Gleichung (2.10), und 6(t), Gleichung

(2.8), durch
/ /M[O t] dy,ds) (2.25)

/ / M (s)y N(dy, ds) (2.26)

definiert, wobei A C R" := IR\ {0} eine Borel-Menge darstellt, in dessen Abschluss die 0
nicht enthalten ist. My, (s) steht hier fiir eine verkiirzte Notation von M (1j4)(s). 1oy

und

entspricht der Funktion, welche in Gleichung (2.1) eingefiihrt wurde.

Bemerkung 2.7
Da sich der Kern M nur auf die zeitabhéngige Komponente bezieht, gilt fiir N (A, t)

Vi = [t S0 [ s o800

//Mot Ja(y)&i(s)pi(y )W(dy)dSKezw)
1,7=1

- Z/ 1Ia(y)p;(y W(dy)/IRM[O,t}(S)fi(S) dSKezu,j)

3,7=1
t
- Z/pj (dy)/ MGZ(S) dSKez(i,j)
i,0=1 0
= Z/ /M &i(s))pi(y) m(dy)dsKe,, .,
i,7=1 0
wobei [ [\ Migy(s) dN(y, s), wie in Bemerkung 2.2 beschrieben, eine verkiirzte Notation
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fiir [ [} <M[07t](s), N(y, s)> 7(dy)ds darstellt. Analog hierzu kann man zeigen, dass

0@ = [ [ an(e)oN s =S m [ sk,

mit m = ||y||L2(w,x) ist.

Bemerkung 2.8
He hat in seiner Publikation ,Stochastic Calculus for Fractional Lévy Processes®, [He],

den Lévy-Prozess

X(t) = aB(t)+/0t /]ROyN(dy,ds)

mit R? := IR\ {0} betrachtet, wobei er die 0 auf Grund seiner Bedingung 7({0}) = 0 in
seine Integraldefinition mit aufnehmen konnte.
Dieser Prozess wurde in [He| ebenfalls mit dem Kern M fiir 0 < H < 1 zu einem fraktalen

Prozess transformiert und man erhélt die Gleichung (2.3) aus [He|

Cu

XH (1) :—/RM[O,ﬂ(s) X(ds) = H_%/]R((t—s)]t—s]Hg+s|s]H§) X(ds).

Setzt man 0 = 0 und bedenkt, dass M nur die zeitabhidngige Komponente beeinflusst,

erhilt man auch fiir 67 (t)

0"(6) = [ [ Moot Ndy,ds) = [ Moy(s) o)

Cu

=y [ (=9l 5 slsp 5 () -

Dariiber hinaus lassen sich séimtliche Erkenntnisse, welche He fiir X' (t) erhalten hat,
wie die Differenzierbarkeit von X" (t) im verallgemeinerten Distributionsraum sowie eine

erweiterte fraktale Variante des Satzes 2.10, auf 67 (t) iibertragen.

Als Néchstes wird das ,Weifte Rauschen® des fraktalen kompensierten Poisson-Zufallsmafses

dNH (y,t) eingefiithrt und einige Eigenschaften des ,Weiken Rauschens“ hergeleitet.

Definition 2.14
Das ,Weike Rauschen® des fraktalen kompensierten Poisson-Zufallsmafes dN' (y,t) sei
durch

]\LTH(y, t) = Z M&(t)p;(y) Ke. .,

5,521

definiert.
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Satz 2.11
Das Weike Rauschen des fraktalen kompensierten Poisson-Zufallsmakes dN" (y,t) ist fiir
fast alle y € IR ein Element aus (Sy).

Beweis:

Fiir den Beweis des Satzes wird gezeigt, dass ein ¢ € IN existiert mit
LIS 018wt = 3 [ (60)72300) w0 < oo
7,7=1

fir alle t € IR.

Elliot und van der Hoek [ElHo| erhalten im Beweis von Lemma 4.1 C1 12972 als obere
Schranke fiir |M¢;(¢)| fiir alle ¢. Mit z(z ]) =j+ M erhélt man schlieklich
IMe&(t)] < Cimeti-z < Cz(i, j)_% 2. Mit [ p3(y) (dy) =1 fiir alle j € IN folgt
die Behauptung fiir ¢ > 2 (_E + Z — 3) + 2.

O

Wie im Falle der fraktalen Brownschen Bewegung werden auch fiir das MaR dN (y, 1)

Bedingungen zur Integrierbarkeit im Sinne von (S}) eingefiihrt.

Satz 2.12
Sei F(t,y) = > ez ca(t,y) Ko € (Sy) fiir alle (t,y) mit

L= SUP{||Ca||2L§{(mxm7xm)0‘!(2m)_qa} <0

fiir mindestens ein q < co. Dann ist <F(t, ), ]\LfH(y, t)> (SX)-integrierbar mit

| (P ¥ .0) din(ay)
=X [ [ et 6o, w) din e,

acZ =1 j=1

Beweis:
Mit dem Satz von Fubini folgt

| (P ¥ .0)) dim(ay)
=X [ [ et @onw) din@ K.,

a€Z =1 j=1
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—ZZZ / / M(calt, ))& (Op;(y) dim(dy) Kase, |

a€l i= 1]1

— Z Z Z(MCO” gipj)L2(IR><IR,)\><7T)KOC+€z(i,j)

€T i=1 j=1

:/]R/IR<MF(t,y),z\7(t,y)> w(dy)dt. (2.28)

Da [|call32 ||Mca||L2 RxRAxn) 150, folgt die Behauptung mit Satz 2.8 und die

4 (RXIR,AX™)
Anwendbarkelt des Satzes von Fubini mit Bemerkung 2.4.

Bemerkung 2.9
Das (S%)-Integral hat folgende Eigenschaften:

(i) By [fm fm< (ty), N (y, )> dtﬂ(dy)} = 0 fiir
Jr fm< (t,y), NH(y, )> dtn(dy) € L*(Qy, py) und

(i) fiir ein deterministisches F' € L3 (IR x R, A\ X ) gilt mit Satz 2.12:

[ e ar]
—E,, UR/]R MF(t,y),N(y,t)> dm(dy)r
:/IR/IR(MF(t,y))2dt7T(dy)-
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Kapitel 3

Eine lineare homogene stochastische
Integralgleichung mit fraktaler
Brownscher Bewegung und

kompensiertem Poisson-Zufallsmafs

3.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer line-

aren homogenen stochastischen Integralgleichung

In diesem Abschnitt wird eine stochastische Integralgleichung, welche sowohl ein frak-
tales WIS-Integral als auch ein Integral beziiglich des Poisson-Zufallsmafes beinhaltet, auf
Existenz und Eindeutigkeit hin untersucht. Hierfiir sind allerdings noch einige Vorbetrach-

tungen erforderlich.

Sei

(. F, P) == (S'(R), B(S"(IR)), )
= (Siy(R) ® Sy (IR), B(Siy (R)) @ B(Sy(IR)), i @ paw),

wobei (Si, (IR), B(S}, (IR)), uw) und (Sy(IR), B(SN(IR)), un) die entsprechenden Wahr-
scheinlichkeitsraume aus Abschnitt 2.1 und Abschnitt 2.2 sind. Fiir alle folgenden Betrach-
tungen wird die Unabhéangigkeit der Elemente dieser beiden Wahrscheinlichkeitsrdume
entscheidend sein, das heifit, H,(w") und Kz(w") werden im Folgenden immer fiir alle

«, B € T als stochastisch unabhéngig voneinander vorausgesetzt.
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Ein stochastischer kanonischer Lévy-Prozess X (t) ist durch das Tripel (v, o, 7) mit
X(t,w) = X(t, ", ) =yt +oB(t) +0(t)

definiert.

Definition 3.1
Sei (8)0.ky ke = (Sw)ok @ (Sn)ok, die Menge aller Zufallsgroken F mit der Darstellung

Fw) =) capHa")Ks(w")

a,BET

und der Eigenschaft

[ FW g s == D o pl BU2NYM(2IN)*F < oo,
a,BeT

Dabei sind c, 3 € R und k1, ke € Z.

Der Raum (S) := (", r,emuqoy (S)o ek, Sei mit der projektiven Topologie ausgestattet. Sei
weiter (S*) := Uy, r,enuqop(S)o,—ki,—k, mit der induktiven Topologie ausgestattet. Dann
ist () die Lévy-Version des Hida-Raums fiir Testfunktionen und (S*) die Lévy-Version des
Hida-Raums fiir verallgemeinerte Distributionen und der Dualraum zu (S). Die Dualitét
zwischen F'= 3" 5 raasHoKp € (S*) und f =3 s7bapsHoKg € (S) wird durch die
Darstellung

(£, f)s), s = Z Ao gba, gl B!

a,BET
charakterisiert.

Da der White-Noise-Kalkiil im Allgemeinen nicht nur im Raum (S*) sondern im gréfseren
Raum (5)_; wirkt, wird im Folgenden der Raum (S)_; eingefiihrt. Anschliefend werden
das Wick-Produkt auf (S)_; und die Hermite-Transformation fiir Elemente des (S5)_;

definiert und wichtige Eigenschaften der Hermite-Transformation bewiesen.

Definition 3.2 (vgl. [Ho@kUbZh], Definition 2.3.2)
Sei

(S)l,r,q = {f = Z Ca,BHaKﬁ ’ ||fH%S)1,T,q < OO}

a,BET

mit

1 sy, = D caalal)*(B)?(2N)™ (2IN)%.

a,BET
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Dann ist (S)1,.4 ein Hilbert-Raum mit dem inneren Produkt

(fs9)Snms = D (Cap)laag)(a)*(BY)?(2N)™ (2IN)* (3.1)

avﬂEI

fiir g = Zaﬁeza’a,ﬁHaK/B € (S)l,r,Q'
Sei weiter

(S)-1,—r—q = {F = Z ba,sHo Kp ‘ ||F||%S)7L7Tﬁq < oo}

o,BET

mit

1E sy, ., = D bas(2IN) 7 (2IN) ™,

a,BET

dann ist (S)_1_,_, der Dualraum zu (S),,, wobei die Dualitdt zwischen (5),,, und
(S)-1,—r—q durch

(FS f)8) 1 S)1mg = Z ba gCa gl B!
o,BEL

definiert ist. Aukerdem gilt

() (S)1ng = ()1 € (8) € LA ) € (57) € (S)r =t | (8)-1-re.

r,q€IN r,g€IN

Bemerkung 3.1

Die Hilbert-Raum-FEigenschaft von (S)1,, beziechungsweise (S)_1 _,_, erhdlt man auf
Grund der strukturellen Ahnlichkeit zum gewichteten vektorwertigen L? mit den Gewich-
ten (a!)?(B!)?(2IN)"*(2IN)%* beziehungsweise (2IN)~"*(2IN) =9,

Es folgt die Definition des Wick-Produkts und anschliefsend die Definition der zugehorigen

Wick-Inversen fiir den Produktraum (5)_; :

Definition 3.3 (Wick-Produkt in (5)_;)
Seien Fy und Fy, zwei stochastische Prozesse mit F; := 3 5 1 Ca,p,illa,Kp, € (5)-1,
i = 1,2. Dann ist das Wick-Produkt (Fy, I;) durch

<F17 F2> = Z ca1,51,1ca27/3272Ha1+0c2Kﬁﬁ-ﬁz (32)

a1,B1,02,02€T

definiert.

Definition 3.4 (vgl. [Ho@kUbZh], Beispiel 2.6.15 (iii))
Sei E[X] # 0, dann wird die Wick-Inverse (X)™' € (S)_1 von X € (S)_, durch die
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Gleichung
(X0 =1

charakterisiert.

Bemerkung 3.2
Man sieht leicht, dass sich durch geschickte Wahl der Koeffizienten die Definitionen 2.5
und 2.6 als Spezialfille von Definition 3.3 ergeben. Wahlt man c., g1 = Cay,p,2 = 0 fiir

a1, a9 # 0, so erhdlt man

<F17F2>:< Z 601,51,1HQ1K517 Z Ca2,5272Ha2Kﬁ2>

a1,/ €T ag,B26L
= <Z CERLC D 00,62,2K/32> = > copicos2Kp s
B1eL B2€T B1,82€T

= E : Ca175171602,/32,2Ha1+a2Kﬁ1+ﬁ2'
a1,B1,a2,82€T

Analoges ergibt sich fiir die Wahl c,, g,1 = Cay,py2 = 0 fiir 81, B2 # 0.

Die Hermite-Transformationen von (S)_;-wertigen Zufallsgréfen werden in der néichsten
Definition eingefiihrt. Diese Definition ist eine Kombination der Hermite-Transformation
aus [HoOkUbZh|, Definition 2.6.1, fiir den Fall (Sy )_;-wertiger Zufallsgrofen und der
Hermite-Transformation aus [Pr2|, Gleichung (2.34), fiir den Fall eines Poisson-Zufallsma-
fses. Fiir die folgenden Anwendungen ist es oft notig, den Definitionsbereich der Hermite-
Transformationen einzugrenzen. Diese Eingrenzung ergibt sich wiederum als eine Kombi-
nation aus Definition 2.6.4 aus [Ho@kUbZh] fiir den Fall (Sy/)_;-wertiger Zufallsgrofen
und Gleichung (2.35) aus [Pr2] fiir den Fall eines Poisson-Zufallsmafes.

Definition 3.5 (Hermite-Transformation)
Sei F':=3", scrCapHoKp € (S)-1. Dann ist die Hermite-Transformation von F' durch

H(F)(2) = ) capiyzy €C (3.3)

a,BET

definiert, falls die rechte Seite konvergiert. zw := (2w, ..., 2w, .-, ) € CN und
2N = (2N1s s ZNm, ---) € CN seien dabei zwei Folgen komplexer Zahlen mit
2y = 2y A tnsee und zg = 21@712%22%3... . Fiir aj = 0 gelte z%};j = 1. Analog sei fiir
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Seien 0 < R,q < oo , dann sei die Kugel B,(R) durch

B,(R) := {z = (21, ey Zny o) €CN

> PN < RZ} (3.4)

a€Z,a#0
definiert. Daraus folgt insbesondere Bg(r) C By(R) fiir ¢ < Q und r < R.

Im Folgenden werden Proposition 2.6.6, die Lemmata 2.6.9, 2.6.10, Proposition 2.6.8,
Lemma 2.8.2 sowie Theorem 2.8.1 aus [HoOkUbZh| auf den Raum (S)_; verallgemeinert.
Im néchsten Satz wird H((F,G))(z) = H(F)(2)H(G)(z) nachgewiesen. Die folgenden
Satze stellen einen Zusammenhang zwischen der Konvergenz der Hermite-Transformation
einer Folge von Zufallsgrofen und der Konvergenz in (S)_; her. Beide sind entscheidend fiir
den in diesem Abschnitt angestrebten Existenz- und Eindeutigkeitssatz, da sich mit diesen
Eigenschaften eine Produktregel fiir das Wick-Produkt und ein Satz zum Vertauschen von

Wick-Produkt und Integral beweisen lassen.

Satz 3.1 (vgl. [Ho@kUbZh], Proposition 2.6.6)
Seien F,G € (S)_1, dann gilt

H((F,G))(2) = H(E)(2)H(G)(2) (3.5)

fiir alle z, fiir die die rechte Seite existiert.

Beweis:

Sei I’ := Za,,@el Cap1HoKpg und G := Z%(SeI cyo2HKs. Mit der Definition des Wick-
Produkts und Gleichung (3.3) gilt

HUF,G))(z) =H ( > Ca,ﬁ,lc%&?Ha-l-"/Kﬁ—ir&) (2)

075»%561
_ a+y B+0 a v B8
= E Ca,81Cy52%w AN = Ca,B,1C~,6.22W AW ENZN
a76’776€I a7/87py76€I
_ a B v 6 _
= ( ) Ca,ﬁ,lzwzzv> ( ) C%&?zWZN> = H(F)(2)H(G)(2).
a,BeT v,0€Z

Satz 3.2 ([Ho@kUbZh], Lemma 2.6.9)
Sei f(z) = > p.,crz" ein komplexwertiges analytisches Funktional mit
sup|, <, | f(2)] < M. Dann ist |c;2*| < M fiir alle z mit |2| < r und alle k.
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Beweis:

Mit der Cauchy-Formel gilt

k! f)
F)(n) = 22 S g
f : 271 ly|=r (y — Z)k+1 4

fiir |z| < 7 und somit

k!
700 < =M
Folglich ist
(k) k

fiir alle z mit |z| <.

U
Satz 3.3 (vgl. [Ho@kUbZh]|, Lemma 2.6.10)

Sei f(zw,zn) = Za,ﬁel caﬁz{?{,zf\, eine komplexwertige analytische Funktion mit ny + ny
Variablen. Seien weiter by 1, ..., bwny s Ony s s DNy > 0 und dyy, 6y > 0 mit | f (2w, 2n)| <
M fiir alle z; € B; == {2 = (i1, 2in;) € CY 5 bigl|zia|> + oo + bin,|zim | < 62},
i =W, N. Dann gilt |c, 52525 | < M fiir alle z; € B; und alle a, 5.

Beweis:

Der Beweis kann durch Induktion unter Verwendung von Satz 3.2 gefiihrt werden. In Satz
3.2 wurden die Falle nyy = 1, ny = 0 und ny = 0, ny = 1 betrachtet. Untersucht man
jetzt den Fall nyy = ny = 1, dann ist f(zw, 2n) = D7 Ci i = S0 Aizn) 2y

Fiir ein festes zy mit by 1|zn|> < 6% sei g(zw) durch

g(zw) = Z Ai(zn) 2y (3.6)

definiert fiir (2w, z2n5) € By X By. Mit Satz 3.2 ist |A;(zn) 2| < M.

Des Weiteren folgt mit A;(zy) = 72, ¢;.j7k, Gleichung (3.6) und Satz 3.2 |¢; ;24| <

lzf\[l—l und somit |¢; 2l 2| < M. Die weiteren Rekursionsschritte der Induktion erfolgen
w

analog, wobei man nur darauf achten muss, zu welcher Kugel die im Induktionsschritt

hinzukommende Variable gehort.
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Satz 3.4 (vgl. [Ho@kUbZh|, Proposition 2.6.8)

Seien g(2) == Y., scr Ca 22y, Cap € C und zyw und zy zwei formale Potenzreihen
komplexer Zahlen in unendlich vielen Variablen. Auferdem soll gelten: qw,qn < oo und
dw,On > 0, sodass g(z) konvergiert fiir z; € By, (6;), i = W, N. Schlieflich sei |g(z)] < M
mit M < oo fiir alle z; € B,,(6;), i = W, N. Dann gilt die Ungleichung

Y leasll=illzi] < MA(gw)Alan)

a,BET

fiir alle z; € Bs,, (0;). A(qw) und A(qy) sind dabei durch

Algw) = ) _(2IN)7owe

acl

und

Algn) =) _(2IN) "7

BeT
fiir qw, qn > 1 definiert.
Beweis:

Seien gy und gy grok genug, sodass ) . (2IN)7* und 2661(2]1\1)*‘”5 konvergieren.
Mit dem Beweis von Satz 3.3 ist |ca syl | < M fiir alle (yw, yn) € Bay (9w) X Byy (On).

Setzt man

yw,g = 2w, (25)™ (3.7)
und

yn,; = 2,5 (27)™ (3.8)

mit z € Bsg,, (0w) X Bsgy (dn), dann sind

Dl PEN)™E = 2 PRI < Gy

acl acl

und

S S PENES = 3T S PEN S < gy,
BEL BET

(yw, yn) € By, (6w) x By, (6n) bleibt also mit dieser Wahl von zy und zy erfiillt. Mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, den Gleichungen (3.7) und (3.8) sowie Satz 3.3 folgt
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somit

> lcasll=i izl

a,BET

< (Z aB|ZW| |ZN| (2IN)™*(2IN) QNB> <

a,BET

1
2

qwa 21N) qzvﬁ)

o=

- (Z e sl 1Py (2IN) =72 (2IN) qNﬁ)

a,fET

> (N
BET
( CIWOt(Q]N) QNﬁ)
N)-

<M ) (2IN)T W (2IN) T = MA(qw)Alg

a,BeT

O
Satz 3.5 (vgl. [Ho®kUbZh|, Lemma 2.8.2)
(S)1 ist ein nuklearer Raum. Das heifit, es gilt (S)1,5.90 C (S)1.q0 fiir 11 +1 < 7 und
q1+1 < g9, wobei die Einbettung als Hilbert-Schmidt-Operator beschrieben werden kann.

Beweis:

Nach Definition 3.2 ist (5)1,,, ein Hilbert-Raum mit dem inneren Produkt (3.1).

Damit stellt die Familie von Funktionen
1 _aB
ga,,b’,r,q = 'ﬁ' (Q]I\I) (QH\I) 2 HaK/g

eine Orthonormalbasis auf (5); ., dar. Per Definition von (5); gilt

o0

()= [ (ire

r,g=1

Wenn ro > r; + 1 und ¢ > ¢; + 1 sind, folgt

1
> 1€a8.r2.02 15100y = > ( o (2IN) T (2IN) " (al)2(1)2(2N) 1 (2IN)

131
a,BET a,BET a: 5 )

— Z (2IN)~ (r2—r1) %(2IN)~ (2—q1)B
a,BfET
_ (Z(zm) (ro— m)a) (Z(QH\I) (g2—aq1 5) < 0.
acl BeT

Die Konvergenz der letzten Zeile folgt mit [Ho@kUbZh|, Proposition 2.3.3.
U

Damit sind alle Hilfssétze, welche fiir den Zusammenhang zwischen der Konvergenz der

Hermite-Transformation einer Folge von Zufallsgrofen und der Konvergenz in (S)_; benotigt
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werden, eingefiihrt und bewiesen. Der gesuchte Zusammenhang kann jetzt also hergeleitet

werden.

Satz 3.6 (vgl. [Ho@kUbZh]|, Theorem 2.8.1)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(B1): F,, konvergiert gegen F' in (S)_1,

(B2): Es existieren oy, 0 > 0 und ¢, < 0o, sodass H(F,)(z) gleichméfig gegen H(F')(z)
konvergiert fiir alle z = (2w, 2n) € B, (dw) X B,(0n).

(B3): Es existieren oy, 0y > 0 und q,r < oo, sodass H(F,)(z) punktweise beschrinkt
gegen H(F)(z) in B, (dw) x B,(dn) konvergiert.

Beweis:

(B1) = (B2):

Mit (B1) gilt Y capnHaKs=F, > F =Y capHoKp

a,BeT o,fET

in (S)_1. (S); ist nach Satz 3.5 ein nuklearer Raum. Da (S)_; _, _, der Dualraum von

(S)1,rq mit der Dualitétsbeziehung

(f:9)s)-nsn = D (ch5)(ch 5alf!

a,BET

ist, existeren zwei Zahlen 7 und qo, sodass F,, gegen F in (S)_1_,, 4, konvergiert. Also

existiert eine Konstante M > 0 mit

M? = sup{|| Fullfs)_, ., 3= sup{ >l (2IN) T (2IN) P } <oco.  (3.9)

n a,BET

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

HE)E)] = | 3 casnciiah
a,BET
= | 2 csn(2N)E 2N)7 20)F 2N) Y 252
a,BET
; :
< (Z cz,g,n<2m>—m<2m>—%ﬂ> (Z <2m>ma<2m>qoﬁ<z3v>2<zfv>2>
a,BeT o,fEL
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N

(Z(QN)qOﬁ(Z§)2> :

BeL

- (Z 2 5 (2N)” ’W(m-%ﬁ) (Z@MWW)

a7ﬁ€I acl

Der erste Faktor der rechten Seite lisst sich durch (3.9) nach oben mit M abschétzen.
Die verbleibenden Faktoren der rechten Seite konvergieren, solange z € B, (dw) X By, (0n)
ist.

Auferdem gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

[H(Fa)(2) = H(F) ()| = | D (Capn — Cap)zivay

a,BET

3 (Capn — Cap) 2IN)F (2N) 7% (2IN) ¥ (2IN) ¥ 2 25

a,BET

< < Y (Capin = Cas)*(2IN) 770 (2IN) 77 )

a,BET

[NIE

(Z (2N (2IN) "7 (=5 ) <z§>2)2
Bel

2]N qoﬁ
Semr)

=
N[

= HFn - FH(S)*L*TO,*«IO (Z(Q]]\I Toa a >

a€el

Der erste Faktor der rechten Seite konvergiert mit (B1) fiir hinreichend grofe gy und rq
gegen 0. Die verbleibenden beiden Faktoren konvergieren fiir alle z € B,,(dw) X By, (0n)
gleichmafig.

Damit folgt (B2).

(B2) = (B1):

Mit (B2) existieren zwei Konstanten rg, gy < oo sowie zwei Konstanten dy, oy > 0, sodass
H(F,)(z) gegen H(F')(z) konvergiert fiir alle z € B,,(dw) x By, (dn). Da diese Konvergenz
gleichmakig erfolgt, existiert dariiber hinaus eine Konstante M := sup,, |[H(F,)(2)| < oo
fir alle z € B,,(dw) x By, (dn). Mit Satz 3.4 gilt

> leasll=illzn] < MA(ro)Alao)

a,BET

fir alle z = (2w, 2n) € Bar, (Ow) X Bsgy(dn). WahIt man fiir 79, g2 < 0o und
ki, ke € IN zwei Vektoren yy = (2772, ..., (2k1)™™) und yy = (272, ..., (2k2)"®), dann

sind

SNy 2 < ST EN) e < 8,

a€l a€el
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und

>INy <Y D (2IN) TP < 6%

BeT BET

fiir r9, g2 hinreichend grof. Die kleinsten Konstanten r, und ¢o, welche die Ungleichungen

erfiillen, werden mit r; und ¢; bezeichnet. Somit ist y € B,,(0w) X By, (dn) fir ro >

und g2 > q1.

Seien nun ro = max{3r, r;} und g» = max{3qo, ¢ }. Dann gilt

> [Ca,.0] (2IN) 727 (2IN) %7
a,BEL, Index a<lki, Index B<ka
= > [Capnl Y5 |[YR]

o,BETL, Index a<lki, Index B<ka

< D leapallyivllyn] < MA(ro)Algo)-

a,BeT

Fiir ky, ky — oo folgt K := sup, g{|ca,sn|(2IN)72%(2IN) 27} < co. Damit ist

Y pn2N) P 2N) P S Y 7 fea pal (2N)T72(2IN)

CX,BGI a,BGZ

< ]CMA(TO)A(QO)-

Also gilt ||Fn||%S)_1_27~2,—2<J2

SUD..eB, (5)xBag (5n) L L (F0) (2) — H(F)(2)[KA(ro) A(go) } abschéitzen.
Damit gilt (B2) = (B1).

< KMA(r9) A(qo). Analog lisst sich ||F, — F[|, mit

—1,—27r9,—2q9

Mit #ihnlichen Uberlegungen wie im endlichdimensionalen Fall folgt (B2) < (B3).

U
Definition 3.6 (Differentiation in (S5)_; beziiglich der Zeit)

Fin stochastischer Prozess X : R — (S)_; heifst differenzierbar in (S)_1, falls der Grenz-
wert

lim X(t+ At) — X(t)
At—0 At

in (S)_ existiert.

Bemerkung 3.3

Im Folgenden wird immer 4 fiir die Ableitung in (S)_, verwendet. Falls die Ableitung im

Sinne des C! gemeint ist, wird die Schreibweise % verwendet.
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Im folgenden Satz wird die Vertauschbarkeit der Hermite-Transformation und der Diffe-
rentiation beziiglich der Zeit untersucht, welche wesentlich fiir die Produktregel beziiglich
des Wick-Produkts ist.

Satz 3.7 (vgl. [Ho@kUbZh], Lemma 2.8.4)

Seien F(t), X (t) € (S)-; fiir alle t € (a,b), welche folgenden Bedingungen geniigen:

(D1) PEXCNC) — 4y F(t,w))(2) fiir alle t € (a,b) und
z= (2w, 2 ) € B, (dw) x B, (6n) sowie
(D2) H(F(t,w))(z) ist beschrinkt auf (t,z) € (a,b) x By, (dw) X B, (dn) und stetig in
t € (a,b) fiir alle z € B, (6w) X By (0n).

Dann ist X (t,w) fiir alle t € (a,b) differenzierbar in (S)_; und es gilt

dX(t,w)

=F .

Beweis:

Mit (D1) gilt

HF(w)(z) = TEC)E) g, HX(E+ALW)(E) - HX (L))

ot At—0 At

punktweise fiir alle z € B, (0w) X B, (0x). Zur Anwendung von Satz 3.6 (B3) < (B1)
muss noch gezeigt werden, dass die Diffusionskoeffizienten fiir alle obigen z durch eine
Konstante beschrankt sind. Mit (D1) und dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
folgt

H(X(t+ At,w))(z) — H(X(t,w))(2)

At =H(F(t + EAt,w))(2)

fir ein = € (0,1). Da H(F(t,w))(z) beschriankt auf (¢,2) € (a,b) x By, (dw) X By (0n)
und stetig in ¢t € (a,b) fiir alle z € B, (dw) X B,y (dn) ist (vgl. (D2)), gilt

H(F(t +EAt w))(2) < sup [ H(F(t,w))(2)] < o0
(t,2)€(a,b) X Bryyy (5w X Brpy ()

fiir alle ¢, =, At und 2z aus dem Definitionsbereich. Somit konvergiert

H(X(Hm’w))(Azi_H(X(t’w))(z) punktweise beschriankt gegen H(F(t,w))(z). Also kann Satz 3.6

angewendet werden, woraus limay .o X(HN/’Z%?X({”“’) = F(t,w) folgt.

4

Definition 3.7 (Stetigkeit in (S)_; beziiglich der Zeit)
Ein stochastischer Prozess F'(t) := ), sc7 Cap(t)HaKp € (5)_y ist stetigin (S)_y beziiglich
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der Zeit t € D C IR, falls fiir alle Folgen (t,)n,ew C D mit t,, — t zwei natiirliche Zahlen

r und g existieren mit

lim [[F'(t) = F(tn)[ -1, = 0.

tn—t

F' heifst stetig in D, falls F' in jedem Punkt t € D stetig ist.
Bemerkung 3.4

Definition 3.7 ist dquivalent zu:

Ein stochastischer Prozess F'(t) := ), sc7Cap(t)HaKp € (5)-1 ist stetigin (S)_y beziiglich
der Zeit t € D C R, falls ein v € IN und ein q € IN existieren, so dass fiir alle ¢ > 0 ein

O > 0 existiert mit
[t —s| <d=||F(t) — F(3)||-1,-r—q <€

fiir alle s € D. F heifst stetig in D, falls F' in jedem Punkt t € D stetig ist.

Definition 3.8 (Stetigkeit in (S)_; beziiglich y € A)
Sei F': A x Q — R ein stochastischer Prozess in (S)_,. F' heifst stetig in (S)_; beziiglich
y € A C IR, falls fiir alle Folgen (y,)new C A mit y,, — y zwei natiirliche Zahlen r und g

existieren mit

lim [[F(y) — F(yn)|l-1,-r.—q = 0.

Yn—Y

F' heikt stetig in A, falls F' in jedem Punkt y € A stetig ist.

Bemerkung 3.5

Insbesondere sind die fraktale Brownsche Bewegung und der in Gleichung (2.25) einge-
fiihrte fraktale kompensierte Lévy-Sprungprozess stetig in (S)_1 beziiglich der Zeit, denn
fiir r und q hinreichend grofs gelten

| BY(t) - BH(S)H:,#W = Z ( / ME&;(u) du> (2IN) " (2IN) " — 0

und auf Grund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Beschrédnktheit des Makes
miber ACTR\ {—¢,e} mite >0

HNH(A,t) R, 5) i

—1,—r,—q

B (/ / M{ulps(y (dy)du)2(2lN)’“0<21N)qez<i,j>

i,7=1

i </ ME¢;(u du) (/p]( ) (dy)> (2IN) 0=

i,7=1
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<m(A) i ( / t M&;(u) dU>2 /]R (ps(y))* m(dy)(2IN)#=c

ij=1
e} t 2
=m(A) Z (/ Mé&;(u) du) (2IN) 7%= — 0
ig=1 /s

3_H

fiir s — t. Dies ergibt sich unmittelbar aus der Abschitzung |M&;(t)| < Ci—mtig,
welche im Beweis von Lemma 4.1 aus [EIHo| hergeleitet wird, und

2(i,5) =7+ w, woraus i < z(i, j) folgt.

Es folgen eine Produktregel fiir das Wick-Produkt und im Anschluss ein Satz zur Stetigkeit
des Wick-Produkts in (5)_;.

Satz 3.8 (Produktregel)
Seien Fy, Fy : R x Q — IR zwei stochastische Prozesse in (S)_1, welche beziiglich der Zeit
in (S)_; stetig differenzierbar sind. Dann gilt die Produktregel

UBQF, (30 1)) (1, 940),

dt dt dt

Beweis:

Dieser Beweis wird wieder iiber die Hermite-Transformation gefiihrt. Mit den Sétzen 3.1
und 3.7 gilt

H (<d%t(t) : F2(t)> + <F1 (1), d}:jt(t) >) (2)

:H(<M§ﬂJﬁﬂ>)@%+H<<ﬂ@%ﬂgw>)@)

= () m ) @)+ ) e () o

_ W}[ (Fy(t)) (2) + H (F1 (1)) (2)

ot
_ ( i H(FA(t+ AD) fi —H (R (1)) (z)) )
+wa»@(g%H“W+Ami?4uﬂ®ﬂa)

- (o, M S ()1
At—0 At

) (Jim # (Fa(t + A1) (2))

+wa»@(g%H“W+Amig4uBmwa)
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H(Fi(t+ At)) (2)H (Fa(t + At)) (2) — H (Fi(t)) (2)H (Fa(t + At)) (2)

= lim
At—0 At

4 i FUA®) R (Fat+ A1) (2) = - AWD) (IR (Fa0) (2
At—0 At

_ oy P+ AY) ()H (Bt + AY) (2) = H(F1(E) (2)H (B (2)) (2)
At—0 At

Mit den Sétzen 3.1 und 3.6 sowie Definition 3.6 folgt die Behauptung.

Satz 3.9
Das Wick-Produkt ist ein in (S)_; stetiger Operator.

Beweis:

Seien Y € (S)_; eine Zufallsgrofe und (X, ),en eine Folge von Zufallsgrofen in (S)_;
mit Grenzwert X € (5)_; fiir n — oco. Mit den Sétzen 3.6 und 3.1 gilt

M (lim (Y,Xn)> (2) = lim H((Y,X,)) (2

n—oo n—oo

)
= lim (K (Y) (2)H (X,) (2))

- (06 () 0 2
=H@gX>UH(M)
= (v (Jim X)) 2

— H((Y. X)) (2).

Durch Riicktransformation folgt
lim (Y, X,)) = <Y, <lim Xn)> — (Y, X).
n—oo n—oo
O

Im folgenden Satz soll die Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer stochastischen Inte-
gralgleichung mit fraktaler Brownscher Bewegung und kompensiertem Poisson-Zufallsmafs

gezeigt werden.

Satz 3.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Seien A C IR\ {0} eine kompakte Menge, T € IR, eine Konstante und H € (0, 1). Seien
weiter X (0) € R eine Konstante, a,o : [0,7] — R und v : A x [0,T] — IR drei stetige
deterministische Funktionen. Dariiber hinaus sei M) o € L*(IR, \) fiir alle t € [0,T.
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Dann besitzt die Integralgleichung

X(t) = X(0) +/0 a(s)X(s) ds +/0 o(s)X(s) dB"(s)
—|—/O /Av(y, s)X (s—) dN(y, s) (3.10)

fast sicher einen eindeutig bestimmten in (S)_; stetig differenzierbaren Losungsprozess
X (t) der Gestalt

X(t) = exp{ /0 ta(s) dBH (s) — % /}R (M go(s))? ds}

-(X(O)exp{/ot (a(S)—/Av(% s) 7T(dy)) dS} 1T [1+v(y,S)AN(y,S)]>-

yeA,0<s<t
(3.11)

Dabei beschreibt AN(y,s) := N(y,s) — N(y,s—) eine Zufallsgréke, welche den Wert 1
annimmt, falls es zum Zeitpunkt s einen Sprung mit Sprungweite y gibt, und 0 sonst. Die
Notation Mjpo mit 0 < a < b < T beschreibt die Funktion M (1,4 (-)o(-)), wobei der
Operator M den in Definition 2.8 eingefiihrten Kern darstellt.

Beweis:
Zunichst wird angenommen, dass die Integralgleichung (3.10) einen in (S)_; stetig dif-
ferenzierbaren Losungsprozess X (t) besitzt. Es wird gezeigt, dass der Losungsprozess X (t)

eindeutig bestimmt ist und die in Gleichung (3.11) angegebene Struktur aufweist.
Man setzt

**”*—@“P{—Azﬂ@dBH@ﬁ>——pr{—KTQWQJvH@»¢k}>
- <exp {— /Ota(S)WH(S) ds}> = <exp {— /]RM[O,t]a(s)W(s) ds}> 7 (3.12)

wobei die vorletzte Umformung von (3.12) mit Satz 2.5 folgt, da o(t) nach Voraussetzung

deterministisch ist. Dariiber hinaus sei
Z(t) == (J,(t), X(1)) . (3.13)

In der Folge wird sich zeigen, dass Z(t) ein adaptierter stochastischer Prozess aus L2([0, T]x

Q, A x p) mit Cadlag-Pfaden ist. Mit partieller Integration erhélt man

2= (0. %0) + [ (£120.%6) ds+ [ {090 x09) s
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Die partielle Integration kann iiber die Produktregel fiir das Wick-Produkt mit Satz 3.8
hergeleitet werden. Da X (¢) als stetig differenzierbar in (S)_; vorausgesetzt wurde und
mit der Stetigkeitsforderung an o(t) auch das Wick-Exponential J,(t) stetig differenzier-
bar in (S)_; ist, ist die partielle Integration hier wohldefiniert.

Mit Gleichung (3.10), der Assoziativitiat des Wick-Produkts und einigen elementaren Um-
formungen folgt P — f.s.

(120 %0)+ [ (F9.x06)) s+ [ (20 5x0) as

S

0)+ [ {{Js(s),—a(s)WH(s)),X(s)) ds

X
+/O <JU(S), T <X(O) + /08 a(u) X (u) du + /05 o(u) X (u) dB¥ (u)

+
o\m
>\

=

<

&

Ja

IS

L

Q.

=

<
~_
\/
Q.
V)

X
ROy Sa(u)X(u) du> ds + / t <Ja<s>,% / o)X () B ) ds
(

+ Ot<Jg(s;,di/8a( )X (u )du> ds+/0t<Ja($)a%/Os (X (u), o (u)W(u)) du> ds
/< ds// v u)N (g, ) W(dy)du> ds.

Mit der Stetigkeit von v(y,t) folgt die Stetigkeit der deterministischen Funktion v?(y, t).
Dariiber hinaus ist v?(y,¢) nach unten durch 0 und aufgrund der Kompaktheit von
A x [0, 7] nach oben durch eine positive Konstante ||v?||,, beschrinkt. Damit folgt ins-

besondere, dass ||v(-, )||L2(A - beziiglich ¢ stetig ist. Mit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
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chung gilt
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Mit der Beschréinktheit von v*(y,t) durch eine Konstante [[v*[|oo folgt [[v(-1)[|72(s 5 <
|v?]|som(A). Zusammen mit der Beschriinktheit von &(t) fiir alle i € IN erhélt man die
Wohldefiniertheit von [, v(y,t ]\7( t) m(dy) in (S)_y fiir alle ¢ € [0,T]. Da §(t) stetig
tiber [0, 7] und v*(y, t) stetig iiber A x [0,77] sind, ist [, v(y,t N(y, t) m(dy) in (S)_; stetig
beziiglich t € [0, T7.

Mit Satz 3.9 erhilt man

Z(t) :X(O)+/Ot<<JJ(s),—a(s)WH(s)>,X(s)> d8+/0t<Jg(s),—X(0)> ds

# [ (e [ (o) [ otV wlaa) ) as. (3.14)

Mit den Stetigkeitsbedingungen an die Koeffizienten folgt insbesondere, dass X (¢) in (S)_;
stetig ist. Zusammen mit der Stetigkeit des fraktalen White-Noise-Prozesses W (t) kon-

nen die in Gleichung (3.14) enthaltenen Ableitungen ausgerechnet werden.
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Damit ist
/ <<J (s)),X(s)) ds—l—/o (J,(s),a(s)X(s)) ds
<JU <X ,o(s)W (S)>> ds

[ (206X [ 0t 09) m() ) ) s

0) + / (7 (5),a(s) X (s)) ds

+/0t<JU(s),<X(s—),/Av(y,S)J\7(y, s) 7T(dy)>> ds. (3.15)

Mit Gleichung (3.13) und der Definition der Wick-Inversen, Definition 3.4, folgt
X(t) = <J§71>(t), Z(t)>. J(f—*l)(t) besitzt die Darstellung

JU () = <exp {/Otcr(s) dBH(s)}> (3.16)

und hat mit Wahrscheinlichkeit 1 stetige Trajektorien. Deshalb gilt insbesondere J§_1>(t) =
J0<51>(t—) P— f.s.. Damit kann Gleichung (3.15) weiter umgeformt werden und man erhilt

=X+ [ (lsa (5))) ds
+/0<JU(),< - >/ 0(y, )N (y,5) dy>>ds

— X(0)+ /0t<a<s> 2(s) ds + / <Z<s—> [ o)) wta) ) s
=X+ [ @rato ds+ [ (260, [ ol s wla)) s

_I_
S~

+

S

Mit der Stetigkeit von [, v( N(y t) m(dy) in (S)_; beziiglich t € [0,7] und der
Stetigkeit des Koeffizienten a( ) folgt
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n ds

:X(O)+/Ot Z(s—) d(/osa(u) du+/08/Av(y,u)K/(y,u) W(dy)du>
= X(0) —l—/OtZ(s—) d (/Osa(u) du—l—/os//\v(y,u) dN(y,u)) :

Da v(y, t) eine beziiglich (y,t) € A x [0, T stetige deterministische Funktion darstellt, gilt
mit den Séitzen 2.10 und 2.9

Z(t) :X(0)+/0t Z(5—) d(/osa(u) du+/os/Av(y,u) N(dy,du)).

Im Folgenden wird gezeigt, dass Z € L%([0,T] x 2, x u) ein adaptierter Prozess mit

t d( [7a(u) du S v ,u]\L/ ,u) w(dy)du
—X<o>+/0<z<s—>, o) du - fy 00 ) >>ds

Cadlag-Pfaden ist. Daraus folgt dann, dass Z(t—) ein vorhersagbarer Prozess ist. Der
Integrator stellt einen adaptierten Cadlag-Prozess von beschrankter Variation dar und ist
somit ein Semimartingal. Aufserdem nimmt der Integrator zum Zeitpunkt 0 den Wert 0 an.
Somit kann das stochastische Integral fg Z(s—)d (fos a(u) du+ [ [ v(y, u) N (dy, du))
als Ito-Integral interpretiert und Protter’s Theorem 37 [Prl], Satz 6.1 im Anhang, angewen-
det werden. Das heifst, es existiert ein eindeutig bestimmtes Semimartingal Z(t), das die

Gleichung

Z(t):X(0)+/OtZ(s—)d(/osa(u) du+/OS/Av(y,u) N(dy,du))

16st und der Darstellung

Z(t) = X(0) exp{/ot (a(S)—/Av(y,S) 7T(dy)) dS} IT [+, s)AN(y, )]

yEA,0<s<t

(3.17)

geniigt. Mit (3.17), X (f) = <J§*1>(t), Z(t)> und Satz 2.7 gilt schlieRlich P — f.s.

= (e { [ ot as}) <X<o> exp { [ (a6 [ vt wtan) ds}

II [+v(y9)AN(y, ) )

yEA,0<s<t
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~ (X<o> exp { [ (at) = [ ot mta) ) ds} [T [+l AN 9) )

yEA,0<s<t

X (t) hat die gewiinschte Struktur aus (3.11). Falls die Integralgleichung (3.10) eine Lo-

sung mit den geforderten Eigenschaften besitzt, ist diese also auch eindeutig.

Im Folgenden wird iiberpriift, ob die Prozesse X(t) aus Gleichung (3.11) und Z(t) aus
Gleichung (3.17) die geforderten Annahmen erfiillen. Das heifst, es wird {iberpriift, ob
X (t) stetig differenzierbar in (S)_; ist und es wird gezeigt, dass Z(t) := (J,(t), X (t)) ein
adapierter Prozess in L?([0,T] x Q, A\ x p) mit Cadlag-Pfaden ist.

Sei X(t) der stochastische Prozess, welcher in Gleichung (3.11) beschrieben wird. Um
die stetige Differenzierbarkeit von X (¢) in (5)_; zu untersuchen, wird X (¢) zunéchst et-
was umgeformt und anschlieffend nach ¢ abgeleitet.

Die Faktoren, welche die Koeffizientenfunktion v(y,t) enthalten, kénnen als Wick-Expo-
nential beziiglich des kompensierten Poisson-Zufallsmakes umgeschrieben werden (vgl.
Bender und Marquardt [BeMal], Seite 507) und die Faktoren, welche die Koeffizientenfunk-
tion o(t) enthalten, entsprechen einem Wick-Exponential beziiglich der fraktalen Brown-
schen Bewegung (vgl. Satz 2.7 fiir ¢(s) := M40 (s))

X(1) :exp{ /O ()W (s) ds — % /}R (Mo (s))’ ds}

-(X(O)exp{/ot (a(s)—/Av(g/,s) W(dy)) ds} 1T [1+v<y,s)AN(y,s>]>

yeN,0<s<t

— X(0) - <exp {/Ota(s) dBH(s)}> - exp {/Ota(s) ds}
-<exp{/0t//\v(y,s) dN(y,s)}>.

X (0) und exp { fot a(s) ds} sind deterministisch, das Wick-Expenential beziiglich der frak-
talen Brownschen Bewegung hingt nur von w" ab und das Wick-Exponential beziiglich
des kompensierten Poisson-Zufallsmafes hingt nur von w” ab. Also konnen statt des

normalen Produkts auch Wick-Produkte verwendet werden und es gilt

X() - <X<o>, < (ew{ [t as}). < (ew{ [[o1a8"0)}),
il o )
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Diese Darstellung des Losungsprozesses X (t) wird iiber Produkt- und Kettenregel in (S)_
abgeleitet

th() <X(t) (i/ ds+—/ s) dB" (s dt// v(y, s Y, )>>
= <X<t> ( )+ (0w 0) + [ (0.0, Nw0)) w(dy>>> € (5)s

Mit der Stetigkeit der Koeffizientenfunktionen a(t) und o(t), der Stetigkeit von
fy (v < Ny, )> 7(dy) in (S)_1 und der Stetigkeit des fraktalen White-Noise-Prozesses
WH(t) folgt die Stetigkeit von X (t) bzw. X (¢) in (S)_;.

Im Folgenden wird gezeigt, dass Z € L?([0,T] x Q, A x u) und Z(t—) vorhersagbar ist.

Mit der Gleichung (3.17) und den Stetigkeitsforderungen an die Koeffizienten folgt, dass
Z(t) Cadlag-Pfade hat. AN (y, s) ist der einzige stochastische Prozess auf der rechten Seite
von Gleichung (3.17). Also ist Z(t) adaptiert und somit Z(t—) vorhersagbar.

Fiir das zweite Moment von Z(t) gilt

Bz () _ 2
_ X2(0)exp { [ (2066) = [ 20009 n(a)) ds}E I s s)}]
< X2(0) exp { / t (2a<s> - / 20y, 5) w(dw) ds}E H 1+ lollw ANy, s)]r
< X*(0) exp { / t (2a<s> - [ 209 w<dy>) ds}E H exp{[[o]l ANy, smr
~ X(0)exp { [ (2066) = [ 20009 wta)) ds}E exp { / [l ¥ dy,ds>}]

— X?(0) exp { [ (20~ [ 2o:5) wta) ds}E o { [ [ 2l a9}
_ X(0) exp { [ (20~ [ 2o5) wta) ds} fexp {200l N (A, )}

N(A,t) ist Poisson-verteilt mit Parameter t7(A) (vgl. [Nu@kPr|, Gleichung (2.7)).
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Mit der momenterzeugenden Funktion der Poisson-Verteilung erhédlt man
t
X2(0) exp { / (2a<s> - / 20(y, 5 w(dw) ds}E lexp {2][v]| N (A, 1)}
0 A
t
= X?%(0)exp { / (2@(3) - / 20(y, s) W(dy)) ds} exp {m(A)t(exp{2||v]|oc} — 1)}
0 A

E[Z(t)]? kann also iiber eine stetige Funktion majorisiert werden. Diese ist wohldefiniert,
da a(t) und v(y,t) stetige Funktionen sind und mit der Beschrénktheitsbedingung (2.11)
an das IntensitdtsmaR 7 insbesondere 7(A) < oo gilt. Damit folgt Z € L?([0, T]x Q, Ax ).

Jetzt wird gezeigt, dass X (t) die Gleichung (3.10) 16st. Sei also
t " 1 9
X(t) =exp o(s)W*7(s) ds — 5 (Mo go(s))” ds
0 R

-(X(O)exp{ /0 t (a(s)— /A v(y, s) w(dy)) ds} 11 [1+v<y,s)AN(y,s>]>,

yeN,0<s<t

wobei X(0) € R ist und die Koeffizientenfunktionen die Voraussetzungen des Satzes
erfiilllen. Das Wick-Exponential J,(t), welches in Gleichung (3.12) eingefiihrt wurde, ist
ebenfalls stetig differenzierbar in (S)_;. Mit partieller Integration und der Definition der
Wick-Inversen folgt

# [ (00 X0 ds> > 319
Zudem erhilt man mit Gleichung (3.16) und der Definition des Wick-Produkts
x(0) = (e { [ otom(s) as} )

~ (X(O) exp { [ (a6 [ vty wta) ds} 1 o +v<y,s>AN<y,s>]>

yEA,0<s<t

_ <J§—1>(t>, (X(O) exp{ /0 t (a(s) - /A v(y, s) W(dy)) ds}

[ [+ 9)AN(y. ) ) >

yEN,0<s<t
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Zusammen mit Gleichung (3.13) gilt

2(t) = X(0) exp{ /0 t <a(s)— /A oy, 5) W(dy)) ds} T [1+0(5)AN@,s)].

yEA,0<s<t

Der hier beschriebene Prozess Z(t) ist also ein adaptierter Cadlag-Prozess. Dariiber hinaus
sieht man leicht, dass Z(t) ein Prozess von beschridnkter Variation ist und somit ein
Semimartingal. Aus [Prl|, Theorem 37, bzw. Satz 6.1 ist bekannt, dass Z(t) die eindeutige

Losung von

Z(t):X(O)Jr/OtZ(s )d(/ du+// oy, u dy,du))

darstellt. Mit Z € L?([0,T] x Q, A x ), der Vorhersagbarkeit von Z(t—) und den Sitzen
2.10 und 2.9 folgt
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Jé‘”(t), X(())+/O a(s)Z(s) ds + ; A<v(y,$)Z(8—),]\;7(y, )> m(dy)ds )>

Formt man Z(t) mit Gleichung (3.13) um und nutzt die Stetigkeitsbedingungen an die

Koeftizienten, erhilt man

X(t) = <J§_1>(t), (X(O) +/Ota(8) (Jo(s), X(s)) ds

+/0t/A<v(y,s) (als=). X (s2)) N5, 9)) 7r(dy)ds>>

- <Jo<-‘”<t>’ (X(O) + / Uas),als)X () ds
+/Ot<Ja(s—),//\<v(y,s)X(5 ), N(y, )> (dy)> d3)>,
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Durch weitere elementare Umformungen folgt

X(t)= <J§_1)(t), ((JU(O),X(O» —/0 (Js(5),(X(s),a(s)W"(s))) ds
+/0 (J,(8),a(s)X(s)) ds+/0 (J5(5),(X(s),0(s)W"(s))) ds

# [ (209, [ (ol 90X K 0.9) ) d>>

= <J§—1><t>, <<J0<0>,X<o>> + / (5(5). (X(5). (W) ds

+ [ <Jo(s), (a(s)X(s) F(X(s),0 ()7 (5))

+ [ (oK), Ny 9)) w(dy>)> d)>

- <J§:1><t>, (<Ja<o>,x<o>> w [ <di]a<s>,x<s>> s

+/t<J<>CZ</ () dut [ (X0, W) du
// o(y, ) X dNyU))>ds>>.

Bildet man die Differenz zwischen (3.18) und (3.19), dann sieht man, dass

[ (e 4x9) ds:/0t<Ja(S)a%</osa(u)X(u) u

+/S <U(U)X( ), W > du

o [ [omx dNWg>@

P — f.s. gelten muss. Diese Gleichung ist insbesondere erfiillt, wenn

4 xr) = ;(/ @+/<U s
o[ [t >)
dt(/a()X()ds+/Ot s) dB" (s // v(y, )X

a7

(3.19)



fiir fast alle ¢ € [0, T gilt, woraus

X(t) :X(O)—I—/Ota(s)X(s) ds—I—/ota( )X (s) dB" (s / / v(y, s)X (s—) dN(y, s)

folgt.

Also ist der Prozess X(¢) aus (3.11) eine Losung der stochastischen Integralgleichung
(3.10).

Zusammen mit dem ersten Teil des Beweises folgt die Existenz und Eindeutigkeit des Lo-

sungsprozesses aus Gleichung (3.11) der stochastischen Integralgleichung (3.10) P — f.s..

O

Bemerkung 3.6
Der Losungsprozess X (t) aus Gleichung (3.11) ist fiir alle t € [0,T] ein Element aus
L, ).

Beweis:
Mit der Definition der Wick-Inversen, Definition 3.4, und Gleichung (3.13) folgt

X(t) = (JSP(0), Z(1)),

wobei Z(t) durch Gleichung (3.17) und Jf”(t) durch Gleichung (3.16) gegeben ist. Z(t)

und J§_1>(t) sind stochastische Prozesse in (5)_;. Also existieren reellwertige Funktionen

Coy pr.1(t) und cq, p, 2(t) mit

Z Cay,p1,1(8) Hay K,

a1,B1€L

und

Z<t): Z CaQ,ﬁz,Q(t)HOQK/Bz'

ag,B2€L

Aus Gleichung (3.16) folgt, dass der stochastische Prozess J§_1>(t) nur von w" abhingt.
Somit ist ¢, g,1(¢) = 0 fiir f; # 0 und alle oy € Z, t € [0,7]. Analog erhdlt man mit
Gleichung (3.17), dass Z(t) nur von w” abhingt. Also ist ca, g, 2(t) = 0 fiir ag # 0 und
alle B, € Z, t € [0,T].

o8



Zusammen mit Gleichung (3.2) folgt

<Jé_1>(t),Z(t)>=< Z Cahﬂl,l(t)HalKBu Z Ca2,ﬁ2,2<t)H02K52>

a1,p1€L ag,B2€L
- <Z Cal,O,l(t)HaU Z 00,62,2<t)K52>
a1 €T BoEL
= Z COCLOJ(t)00762,2(t)H041K62
ay,B26L
- (Z cal,o,mt)Hm) (Z cO,m@)Kﬁg) = IV Z().
a1 €T BT

Dartiiber hinaus wurde zu Beginn des Abschnitts bereits vorausgesetzt, dass H,, und Kpg,
fiir alle oy, 8y € 7 stochastisch unabhéngig voneinander sind, womit folgt, dass auch

J§_1>(t) und Z(t) stochastisch unabhéngig voneinander sind. Also ist

EXO) =E[(JEV(1),2(t)] = E[JTVZ1)] = Buy [I5V 1)) Buy [Z0)])

- ew o

Aus [Ho@kUbZh|, Beweis von Satz 3.6.1, ist bekannt, dass

_ 2
By [T500)])” < exp {20 Miogorl32 o |

ist. Im Beweis von Satz 3.10 wurde bereits gezeigt, dass

E,[Z(0)] < X(0) exp { / t (2a<s> - / 20(y, ) w(dw) ds}

~exp {m(A)t(exp{2[vflo} — 1)}
gilt. Zusammen folgt X (t) € L*(, u) fiir alle ¢ € [0, T].

O
Bemerkung 3.7

Mit édhnlichen Uberlegungen kann man zeigen, dass der Lésungsprozess X (t) aus Glei-
chung (3.11) sogar ein Element aus LP(Q, u) fiir alle t € [0,T] und p > 0 ist.

3.2 Parameterschatzung

Die in Abschnitt 3.1 betrachtete stochastische Integralgleichung (3.10) enthélt Parame-
terfunktionen, die oft nicht bekannt sind. Daher ist deren Schitzung auf der Grundlage
gemessener Daten erforderlich. In diesem Abschnitt wird der Fall zeitunabhingiger deter-

ministischer konstanter Faktoren betrachtet.
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Das heifst, sei

X(t) /X ds+cr/X ) dBH (s //X ) dN(y, s) (3.20)

die zu l6sende stochastische Integralgleichung mit den zu schatzenden Parametern

a,0 € R und v > —1. BH(t) sei die fraktale Brownsche Bewegung mit H > 1 und
N(y,t) sei das kompensierte Lévy-Sprungmaf mit y € A C IR?, wobei A kompakt sei,
und 0 < 7(A) < co. w(A) wird im Folgenden ebenfalls als ein zu schitzender Parameter
betrachtet. Dariiber hinaus sei der Startwert X (0) > 0.

Mit Satz 3.10 besitzt die Integralgleichung (3.20) P — f.s. die eindeutige Losung

X(t) = X(0)exp{at + cBY(t) — vt /]R L (y) 7(dy) — %Uztw}(l 4 )V

= X(0) exp{at + o B (t) — vtm(A) — %02752[{}(1 + v)NAD, (3.21)

wobei N(A,t) hier verkiirzt fiir N(A, [0,¢]) steht. N(A,t) stellt das Sprungmafs dar, wel-
ches zum kompensierten Sprungmaf aus (2.10) mit At = [0, ¢] gehort.

Viele Verfahren zur Parameterschéitzung basieren auf den Grundgedanken der Maximum-
Likelihood-Methode oder der Methode der kleinsten Quadrate, welche zum Beispiel von
van den Bos in ,Parameter Estimation for Scientists and Engineers®, [Bol, ausfiihrlich
beschrieben wurden. Fiir die klassischen Varianten dieser beiden Schitzverfahren bendtigt
man jedoch die Voraussetzungen einer Stichprobe. Da die stochastische Integralgleichung,
deren Parameter in dieser Arbeit geschitzt werden sollen, die fraktale Brownsche Be-
wegung enthilt und diese ein langes Gedéachtnis besitzt, kann mit den klassischen Ver-
fahren wegen der fehlenden Unabhingigkeit der Zuw#chse nicht gearbeitet werden. Die
Vorgehensweisen miissen entsprechend modifiziert werden. Fiir Integralgleichungen mit
fraktaler Brownscher Bewegung findet man in [BeToTu|, [Mi| beziehungsweise [KoMeMi|
entsprechende Modifikationen des Maximum-Likelihood-Schétzverfahrens, welche es er-
moglichen, den Driftparameter konsistent zu schitzen. Allerdings ist diese Methode fiir
die Schétzung der Volatilitdtsparameter m(A) (Sprungintensitét), o (Diffusionskoeffizient)
und v (Faktor des Sprunganteils) ungeeignet, da sie auf der numerisch sehr aufwendigen
Berechnung von Determinanten hochdimensionaler Kovarianzmatrizen basiert. Deshalb
werden in den folgenden Abschnitten Verfahren entwickelt, welche man als Verallge-
meinerungen der Methode der kleinsten Quadrate ansehen kann und die es erlauben,

die Parameter a,m(A) und o aus (3.20) erwartungstreu und konsistent zu schétzen.
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3.2.1 Schatzverfahren unter Verwendung des logarithmierten Lo-

sSungsprozesses

Mit dem Losungsprozess der Integralgleichung (3.20), welcher in (3.21) eingefiihrt wurde,
erhdlt man fiir ¢ > 0

log(X (t)) = log(X(0)) + at + o BY (t) — vm(A)t — %a%m +log(1 4+ v)N(A,t) (3.22)
und
Ellog(X(t))] = log(X(0)) + at — vmw(A)t — %agtw + log(1 + v)w(A)t. (3.23)

Analog zu |[BeToTu| werden die Intervalle [0,7(n)] mit T'(n) = %, a > 1, in n* € N
dquidistante Zeitpunkte t; = % <ty = % < o < tpa = % zerlegt, zu welchen Beobach-
tungen von X () vorliegen. Es wird sich zeigen, dass fiir die Parameterschitzung von a
und 7(A) die Konstante a > 1 sein muss und fiir die Schitzung von o sogar a > 4H — 1
erforderlich ist, um die Konsistenz zu gewéhrleisten (Satz 3.11).

Es werden Parameter gesucht, fiir welche die Summe der Kovarianzen zwischen log(X (¢;))

und log(X (¢;)) minimal wird.

Die Summe der Kovarianzen hat folgende Gestalt:

L(CL> 027 v, W(A)‘(log<X(ti)))i=l ~~~~~ n")

no

> (Bllog(X ()] — log(X (t:))(Ellog(X (t,))] — log(X(t,)))

t,j=1

=F

=1,...,

L(a, 0% v, 7(A)[(log(X (t:))i=t....n0)

n

Z (log(X(O)) + at; — %UQL‘?H — m(A)vt; + log(1 + v)m(A)¢;

=F

3,j=1

— log(X(ti))) <10g(X(0)) +at; — %021531{ — m(A)vt,

+log(1 +v)m(A)t; — 10g(X(tj)))]

umformen. Im Folgenden werden die Parameter a,0? und m(A) unter der Annahme

geschétzt, dass die jeweils anderen zwei Parameter und v bekannt sind. Dafiir werden
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die Schétzfunktionen auf Grundlage der Bedingungen

main{L(a,02,U,W(A)|(10g(X(ti)))i:1 77777 ne) @ oa € R},

Ig%lAI)l{L(a 0%, v, m(A)|(log(X (t:))imt,.ne) + m(A) > 0}

und

min{L(a, 0, v, 7(A)] (10g(X (t)))ict,..ne) : 02 > 0}

bestimmt. Dieses Schitzprinzip wird im Folgenden als verallgemeinerte Methode der
kleinsten Quadrate bezeichnet. Da sich der Erwartungswert als Integral schreiben lésst,
kann L(a,o? v, 7(A)|(log(X ()))i=1
von L(a,c? v, m(A)|(log(X (t;)))i=1

7(A) bzw. o2 fiir alle w sowohl stetig als auch konvex. Die Konvexitit erhilt man, weil

no ) als Integral aufgefasst werden. Die Integranden

77777

..... ne) sind zuféllige Funktionen und beziiglich a bzw.
der Integrand beziiglich der einzelnen Parameter nach oben gedffnete Parabeln darstellt.

Fiir a hat der Integrand zum Beispiel die Struktur

2( Z (log(X(O)) - %U2t?H —7m(A)vt; +log(1 + v)m(A)t; — log(X(ti))> tj> a

ij=1

i=1

+ (Z log(X(0)) — %O’Qt?H — m(A)vt; + log(1 + v)m(A)t; — log(X ) (Zt ) a’.

Vor den quadratischen Termen hat man also immer auf Grund der symmetrischen Struk-
turen beziiglich 7 und j einen quadratischen und somit positiven Faktor.
Damit sind die Voraussetzungen des sogenannten normalen konvexen Integranden nach

[Ro| erfiillt und es gilt, dass die Subdifferentiale von L(a,o?, v, w(A)|(log(X (¢ Z)))Z 1...n)

= Z log(X(0)) + at; — %UQt?H m(A)vt; + log(1l 4+ v)m(A)t; — log(X (¢;)))
- (log(X(0)) + at, — %a%gH — w(A)ot; + log(1 4+ 0)m(A); — log(X(£,))) (3.24)

beziiglich a bzw. m(A) bzw. 0% zusammenfallen (|Ro|, 3E Corollary). Da

l(a, 0% v, m(A)|(log(X (t:)))i=1....ne) beziiglich a,7(A) und o? differenzierbar ist, fallen die
Subdifferentiale von L(a, o2 v,m(A)|(log(X (¢;)))i=1
granden [(a, 02, v, 7(A)|(log(X (t;)))i=1

-----

.....
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Es werden also diejenigen Parameter gesucht, fiir die die Summe der Kovarianzen zwischen
den Differenzen des logarithmierten Modellansatzes und den logarithmierten Beobach-
tungen minimal wird. Das heifst, es werden Parameter gesucht, welche die Summe der

Kovarianzen zwischen den Schatzfehlern minimieren.

In den kommenden Abschnitten 3.2.1.1 bis 3.2.1.3 werden zunéchst die Schétzer fiir den
Drift, die Sprungintensitidt und den Diffusionskoeffizienten ermittelt. In Abschnitt 3.2.1.4

wird die schwache Konsistenz und Erwartungstreue dieser Schitzer bewiesen.

3.2.1.1 Schitzung des Drifts a

Fiir die Schiitzung von a wird zunichst I(a, 02, v, 7(A)|(log(X () )i=o
tet und 0 gesetzt. Man erhalt die Gleichung

ne ) nach a abgelei-

,,,,,

0=2- i (log(X(O)) + at; — vw(A)t; + log(1 + v)w(A)t; — %J%?H - log(X(ti))>tj. (3.25)
ij=1

Jetzt stellt man (3.25) nach a um, was zum Schétzer

E?] 1 (log(X(O)) —om(A)t; +log(1 + v)m(A)t; — 5021‘2[{ log(X(ti))) -t

a(n®) = - -
Zi,j:l tit;
B _Z?; (log(X(O)) —om(A)t; +log(1l + v)m(A)t; — 502t2H log(X(ti))) (3.26)
Z;il L .
fiihrt.
3.2.1.2 Schitzung der Sprungintensitit w(A)
Als Nichstes wird der Parameter m(A) geschitzt. Dafiir wird die Schitzfunktion
l(a,0?,v,7(N)]|(log(X (t;)))i=0....ne) nach w(A) abgeleitet und 0 gesetzt
0=2- Z (log(X(O)) + at; — v (A)t; + log(1 + v)w(A)t;
ij=1
1
— 502t?H log(X (¢ ))) (log(1 4+ v)t; — vt;). (3.27)
Stellt man (3.27) nach 7(A) um, erhélt man
— S (log(X(0)) + at; — o627 —log(X (t;))) t; - (1)
m(A)(n) = ==
Z” 1(log(l +v) —v)tit;
S0, (l08(X(0)) + at — 202 — log(X (1)) 52s)

Z;‘; (log(1 4+ v) — v)t;
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als Schétzer fiir m(A).

3.2.1.3 Schitzung des Diffusionskoeffizienten o

Da o in den Erwartungswert von log(X (¢)) als Quadrat eingeht, siehe (3.23), kann o nicht
direkt geschiitzt werden. Aber 02 kann mit der verallgemeinerten Methode der kleinsten
Quadrate geschétzt und die Konsistenz gezeigt werden. Ausgangspunkt dafiir ist wieder
die Schatzfunktion

77777

0=2- ”Z (log(X(O)) + at; — vm(A)t; + log(1 4+ v)m(A)t;

ij=1

1 1
— §a2t$H —log(X (ti))> (—§t§H> : (3.29)
Stellt man (3.29) nach ¢ um, erhiilt man als Schiitzer

S (log(X(0)) + at; — or(A); + log(1 + v)x(A)t; — log(X (1) 27
> gt
_ Z:il log(X(0)) + at; — U?T(gzllii —il-;z(;;g(l +v)m(A)t; — IOg(X@i))' (3.30)

3.2.1.4 Erwartungstreue und Konsistenz

6%(n%) =

In diesem Abschnitt wird die Erwartungstreue und schwache Konsistenz der Schétzer
a(n®), m(A)(n®) und 6%(n®) nachgewiesen.
Falls im Folgenden ein Schétzer als konsistent bezeichnet wird, ist stets die schwache

Konsistenz gemeint.

Satz 3.11
Die Schéitzer a(n®) und w(A)(n®) mit o > 1 sowie 6%(n®) mit o > 4H — 1 sind schwach

konsistente und erwartungstreue Schéitzer fiir a, m(A) und o®.

Beweis:
Nachweis fiir Erwartungstreue und Konsistenz des Schitzers a(n®):

Setzt man (3.22) in (3.26) ein, erhélt man

S o BH(t;) + log(1 + v)N(A, ;)
Z?:l ti 7

woraus auch sofort die Erwartungstreue von a(n®) folgt. Fiir den Nachweis der Konsistenz

(3.31)

wird der Abstand im quadratischen Mittel von a und dem Schétzer a(n®) untersucht. Mit
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(3.31) ist
Ela(n®) — a)?

S (0BH (1) + log(1 + v)N (A, 1))
27;11 tz‘

2

=F

ZZJ':1 tit;

Es gelten:
— o 2H | 12H 2H o 2H | 12H
D5 BB =t =) < Y (B + 1)
i,j=1 i,j=1
n® a\ 2H a(242H)
2 n _ 2N
<Y (%) =
i,7=1
n® n® ne
> (og(1 + o) () minft 1) < (log(1-+ 0)*r(1) Y- ()
ij=1 i1\ T
nSoz
= (log(l + /U))z’/T(A)T

und mit Hilfe der Gaufsschen Summenformel folgt

@ a 2
n 1 n ' n2a(na + 1)2 n4a
2= (Z> = o

< lim 4 (02 . p(#2H)+a2+20-4) | (log(1 + v))2m(A) _n(2—1)+a(3—4))

02 . n(272H)7a(272H) + (log(l + U))27T(A) . nlfa) —0
fiir a > 1 ist. Daraus folgt die Konsistenz des Schétzers a(n®).

Nachweis fiir Erwartungstreue und Konsistenz des Schitzers 62(n®):

S (%2 (E2H + 827 —|t; — ;*7) + (log(1 + v))7(A) min{ti,tj}>

(3.32)

(3.33)

Um die Konsistenz und Erwartungstreue dieses Schétzers zu zeigen, wird (3.22) in (3.30)
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eingesetzt

S (0BH (1) + log(1+ 0)N (A, 1)
i ot |

Die Erwartungstreue ist mit (3.34) trivialerweise gegeben. Als Néchstes betrachtet man

62(n") = o* —

(3.34)

die quadratische Abweichung des Schitzers 6(n®) zum Originalwert o und zeigt, dass

diese fiir n — oo gegen 0 konvergiert

E[6*(n®) — 0%

S (UB (t;) + log(1 + v)N(A,tQ)
PDAE 1

i (5 (B 48—t = 1) + (og(1 + 0)*w(A) min{ti.1,})

ne 1,2H42H
Zz] 14tz t

2

—F |-

Es gelten offensichtlich die drei Abschéitzungen:

@ o

n n

o? i\ o? e
ST Py <0 (1) = e ().

ij=1 i,j=1 i=1

[e3 [e3

S (log(1 + 0)Pr(A) min{ts, 13} < (log(1 + ) Pr(A) 3 (%)
- (log(1 + v))%(A)na (i i2H>
und
G N T N
;th 7 = (21 ) .

Daraus folgt

E[6*(n®) — 0% < 4 (o*n* 2" 4 7(A) (log(1 + v))*n*H ) <Z Z2H>

=1

n

<4 (o*n* + 7(A)(log(1 + v))*n* 1) ( z)

i=1
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fiir alle o > 4H — 1. Also ist der Schiitzer 6%(n®) konsistent fiir o > 4H — 1.

Die Erwartungstreue und Konsistenz des Schitzers 7(A)(n®) mit a > 1 kann ganz analog

zum Nachweis von Erwartungstreue und Konsistenz des Schétzers a(n®) gefiihrt werden.

—

Damit wurde fiir alle drei Schitzer a(n®),7(A)(n®) und 6%(n®) der Nachweis der Er-

wartungstreue und der Konsistenz erbracht.

3.2.1.5 Probleme mit dem Faktor v des Sprunganteils

Betrachtet man die Schitzfunktion

l(a,0®, v, m(A)|(log(X (t:)))i=1,...n)

= Z (log )+ at; — %Ugt?H m(A)vt; + log(1 +v)m(A)t; — log(X(ti)))
: (log(X(O)) +at; — %UQtEH — m(A)vt; +log(l +v)m(A)t; — log(X(tj))),

so stellt man fest, dass v sowohl in der Reihe iiber ¢ als auch in der Reihe iiber j
linear und innerhalb eines Logarithmus auftaucht. Deshalb kann die bisherige Herange-
hensweise nicht unmittelbar angewendet werden. Eine naheliegende Idee wire, stattdessen
log(1 + v) — v zu schiitzen und v anschliefend durch Nullstellenberechnung zu ermitteln.
Dabei treten zwei Probleme auf. Einerseits muss diese Nullstelle bei einem ungiinstigen
Datensatz nicht existieren. Andererseits erhilt man auch hier, wie bereits bei o, zwei
mogliche Schitzungen. Bei der Schitzung fiir o fiihrt das nicht zu Problemen, da die
beiden moglichen Werte fiir o sich nur im Vorzeichen unterscheiden und die fraktale
Brownsche Bewegung mit der Gaufverteilung eine symmetrische Verteilung besitzt sowie
den Erwartungswert Null hat. Deshalb ist es fiir das Modell in Hinblick auf praktische
Anwendungen unwichtig, ob ¢ positiv oder negativ gewahlt wird. Bei v macht es hingegen
einen Unterschied, welchen der beiden moglichen Werten man wahlt.

Deshalb wird im folgenden Kapitel eine Moglichkeit aufgezeigt, wie sich im Spezialfall

X(t) +a/X ds+o—/x ) dB" (s -l—U/X ) dNy(s)
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mit Ny (t) als kompensiertem Poisson-Prozess mit Intensitit A > 0 die Probleme umgehen

lassen.

3.2.2 Parameterschatzungen unter Verwendung einer

Approximation

Y (t) = X(0) + a/tY(s) ds + a/tY(s) dBY(s) + U\/X/tY(s) dBj(s) (3.35)

0

eine Integralgleichung mit fraktaler Brownscher und dazu unabhéingiger Brownscher Be-
wegung, fiir welche die Parameter a, 0, v und A geschétzt werden sollen, wobei die jeweils

anderen Parameter als bekannt vorausgesetzt werden.

Diese Integralgleichung kann unter anderem auch als Approximation der Integralgleichung
X(t) +a/X ds—i—a/X ) dB" (s +U/X ) dNy(s) (3.36)

genutzt werden, wobei Ny (t) einen kompensierten Poisson-Prozess beschreibt. Sei 0.B.d.A.
{1} € A. Aus ,Lévy Processes and Continuous-State Branching Processes: Part 1“ von
Kyprianou [Ky|, Kapitel 2.1, geht hervor, dass der Poisson-Prozess N, (¢) einen Spezialfall
von N(A,t) darstellt, welchen man iiber die Spezialisierung des Intensitdtsmakes 7 durch

Adp erzeugen kann. ¢, ist dabei das Dirac-Mak an der Stelle 1.
Die Approximation beruht auf folgendem Gedanken:

Fiir einen festen Zeitpunkt ¢ gelten fiir die Brownsche Bewegung By (t) ~ N(0,¢) und fiir
den Poisson-Prozess N, (t) ~ Poiss(At). Fiir ein hinreichend grofes At folgt:

Poiss(A\t) = N(At, At),vgl. |[EcKoTu|. Damit kann fiir festes ¢t der Poisson-Prozess N, (t)
iiber die Normalverteilung mit den Parametern A\t und At approximiert werden. Dies fiihrt
zu der Approximation Ny(t) ~ M + v ABg(t), denn

By (t) ~ N(0,t) = VABg(t) ~ N(0,\t) = M 4+ VABg(t) ~ N(\t, \t).

In [EcKoTu|, Tabelle 9.2, sieht man, dass Y (¢) nur fiir grofse Werte von \ gute Approxima-
tionen liefert. Des Weiteren ist hinsichtlich des Approximationsfehlers ein betragsmakbig
kleines v von Vorteil, da dann der approximierte Term der Integralgleichung nur einen
kleinen Einfluss auf das Gesamtergebnis hat. Geht man von einer hohen Sprunginten-
sitdt aus, ist eine Schitzung von v der Integralgleichung (3.36) unter Nutzung der ap-

proximierenden Integralgleichung (3.35) durchaus sinnvoll. Auch fiir (3.35) erfolgen die
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Parameterschatzungen iiber eine verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate. Diese

funktioniert wie folgt:

Analog zu Satz 3.10 erhélt man fiir die Integralgleichung (3.35) den Losungsprozess

Y (t) = X (0) exp{at + 0B (1) + vv/ABy(t) — %mt - %U%QH}. (3.37)

Logarithmiert man (3.37), so erhélt man den logarithmierten Losungsprozess

log(Y' (1)) = log(X(0)) + at + 0B (t) + vV/ABy(t) — %UQAt _ %JQtQH, (3.38)

der den Erwartungswert

Ellog(Y(£))] = log(X(0)) + at — %vat - %O%QH (3.39)
besitzt.

Analog zur Herangehensweise von [BeToTu| werden wieder die Intervalle [0, 7 (n)] mit
T(n) = %, a > 1, in n® € IN dquidistante Zeitpunkte t; = % <ty = % <o < tpa = %
zerlegt, zu welchen Beobachtungen von Y'(t) vorliegen. Wird Y'(¢) als Approximation des
Prozesses X (t) genutzt, werden die Beobachtungen von X (t) als Beobachtungen von Y ()
behandelt. Es wird sich zeigen, dass analog zu Abschnitt 3.2.1 fiir die Parameterschatzun-
gen von a, v und X\ die Konstante o > 1 sein muss und fiir die Schitzung von o? sogar
ein « > 4H — 1 erforderlich ist (Satz 3.12).

Analog zu Abschnitt 3.2.1 werden Parameter gesucht, fiir welche die Summe der Kovari-
anzen zwischen log(Y'(¢;)) und log(Y(¢;)) minimal wird. Die Summe der Kovarianzen hat

folgende Gestalt:

e

n

> (Bllog(Y (t:))] — log(Y (t:)) (Elog(Y (;))] - 10g(Y(tj)))] :

ij=1

=F

=1,...

L(av 027 U27 /\|<1Og<y(ti)))i*1 na)

-----

n(¥ 1 1
—F lél <log(X(0)) + at; — 50275?11 — §>\1)2ti — log(Y(ti))>
L ogon 1) 5
. lOg(X(O)) + atj — 50' tj — 5)\1} tj — lOg(Y<tj))
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umformen. Im Folgenden werden die Parameter a, o2, v? und \ geschiitzt, wobei die je-
weils nicht zu bestimmenden Parameter als bekannt vorausgesetzt werden. Dafiir kann

analog zu Abschnitt 3.2.1 wieder mit Verweis auf [Ro|, 3E Corollary, die Schatzfunktion

Ly

= Z (log(X(O)) + at; — %J%?H — %)\v% — log(Y(ti)))

i,j=1

: (log(X(O)) +at; — —o* 3 — 1/\U t; — log(Y(Q))) (3.40)

.....
77777

77777

In den folgenden Abschnitten 3.2.2.1 bis 3.2.2.4 werden die Schiitzer fiir a,o?,v? bezie-
hungsweise A\ eingefiihrt. Anschliefend werden im Abschnitt 3.2.2.5 die einzelnen Schéitzer

auf Erwartungstreue und Konsistenz hin iiberpriift.

3.2.2.1 Schitzung des Driftparameters a

Uy

.....

Ableitung 0 gesetzt wird. Man erhélt die Gleichung

o 1 1
022.23O%@um+au—?ﬁm—éﬁﬁH—ngmp)q (3.41)

ij=1
Stellt man (3.41) nach a um, gelangt man zum Schétzer

o 2 (log(X(0)) — vt — 3o —log(Y (1)) -t - (—1)
CL(TL ) = 7 ne
Zi,j:l zfitj
ijl log(X(0)) — %U2)\ti — %O’Zt?H —log(Y (t;))

= — — . (3.42)
Zi:l ti

3.2.2.2 Schitzung des Diffusionskoeffizienten o

Da ¢ in den Erwartungswert von log(Y (t)) als Quadrat eingeht, siche (3.39), kann o nicht
direkt geschiitzt werden. Aber o? kann mit der verallgemeinerten Methode der kleins-

ten Quadrate geschétzt und die Konsistenz nachgewiesen werden. Ausgangspunkt dafiir

Ve
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abgeleitet und 0 gesetzt wird

0=2.% (log(X(O)) +at; — %'02)@; _ %a%fff _ log(Y(ti))) (-%@H) | (3.43)

ij=1
Das Umstellen von (3.43) nach o2 fithrt dann zum Schitzer

S (log(X(0)) + at; — $vAt; — log(Y (1)) - (—£27) - (=1)

PN el
i, log(X(0) + ati— 20" AL — log(Y(t:) (3.44)
>y gt

62 (n) =

3.2.2.3 Schéatzung des Faktors v der Brownschen Bewegung

In diesem Abschnitt soll der Parameter v geschitzt werden. Dies gelingt wiederum nicht

direkt, da v ebenfalls nur quadratisch im Erwartungswert von log(Y (¢)) vorkommt. Man

B M)

nach v2? minimiert

= 1 1 1
1,j=1

Stellt man (3.45) nach v? um, erhiilt man den Schitzer

>t (108(X(0) + at; — Jo*#7 —log(Y (1)) - (=t;) - (1)

~27 o
Zz] 1 2t t
_ S log(X(0)) + at; — 1 o2t —log(Y (t:)) (3.46)
> ét
fiir v2.

3.2.2.4 Schitzung von \

Der letzte Parameter, den es zu schitzen gilt, ist A. Dafiir wird die Schéitzfunktion

l(a, 02, v* M(log(Y (£)))i=o....ne ) nach X abgeleitet und 0 gesetzt

,,,,,

1 1 1
0=2- Z (1og )+ at; — §v2)\ti - 50%?1{ - log(Y(ti))) (—52;215]-) . (3.47)
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Stellt man (3.47) nach A um, gelangt man zum Schétzer

S (log(X(0)) + at; — 20?21 —log(Y (1)) - (—t;) - (—1)

S\(na> — = =
Zi,j:l 7titj
2o 10g(X(0)) + at; — 0%t —log(Y(t:)) .
N Z"& ﬁt, (3' 8)
i=1 2 Y
fir \.

3.2.2.5 Erwartungstreue und Konsistenz

In diesem Abschnitt wird die Erwartungstreue und schwache Konsistenz der Schéitzer

a(n®), AM(n®), 9%(n®) und 6%(n®) der approximierenden Integralgleichung (3.35) gezeigt.

Satz 3.12
Die Schiitzer a(n®),A\(n®) und 9*(n®) mit o > 1 sowie 62(n®) mit o > 4H — 1 sind
beziiglich der approximierenden Integralgleichung (3.35) schwach konsistente und erwar-

tungstreue Schétzer fiir a, \,v? und o2.

Beweis:
Nachweis der Erwartungstreue und Konsistenz des Schétzers a(n®):

Setzt man (3.38) in (3.42) ein, erhélt man

S (B (1) + vvABy (1)
Zzil t .

In dieser Darstellung von a(n®) ist die Erwartungstreue offensichtlich. Fiir den Konsis-

a(n®) =a+

(3.49)

tenznachweis subtrahiert man auf beiden Seiten von (3.49) a. So erhélt man eine Darstel-
lung fiir den Abstand des Schiitzers a(n®) zu a. Kann man zeigen, dass der Abstand im

quadratischen Mittel gegen 0 geht, dann ist der Schétzer konsistent. Es ist

o 2
S oBR(t) + vV ABg (L)
Z:'L:l li
ZZ;:l %2 (t?H + t?H — |t; — tj|2H) + v*Amin{t;, t;}
S it ‘

Ela(n®) —a*=E

(3.50)

72



Mit den Abschétzungen

n% 2 n® 2

O (;2H | ,2H 2H O (,2H | ,2H
Z?(ti +157 — |t — 1] )SZ?(Q’ +7)
i,j=1 i,j=1
n® a\ 2H a(24+2H)
2 n _ oh
=0 (7) =
ij=1
n ) . ) n ne ) n3a
Z v IAmin{t;, t;} < oA Z — =vA—
ij=1 ij=1 " "
und
n® 1 n® 2 2 ( 1)2 4
, n=*(n® + n
folgt
Ela(n®) — a]?> < 4 (0,2 -2 ta(242H-4) 4 2y n(271)+a(374)>
<4(o*- p2-2H)—a(2=2H) 4 42 . n'=*) =0 (3.51)

fiir o > 1. Damit ist die Konsistenz von a(n®) beziiglich der approximierenden Integral-

gleichung (3.35) nachgewiesen.
Nachweis der Erwartungstreue und Konsistenz des Schitzers 6%(n®):

Um die Konsistenz dieses Schiitzers zu zeigen, wird (3.38) in (3.44) eingesetzt

ici 0B (1) + vV ABy ()
i gt
Mit (3.52) folgt insbesondere die Erwartungstreue des Schitzers 6%(n®). Als Niichstes

betrachtet man die quadratische Abweichung des Schitzers 62(n®) zum Originalwert o2

62(n®) = o* —

. (3.52)

und zeigt, dass diese gegen 0 konvergiert

o 2
YL oB™(t:) + vV ABg(4)
Sy st
S S (BT 27 — |t — ) + 02 A min{t;, ¢}

ij=1
n%  1,9H,2H
Doije1ati

E[6*(n®) —?)*=E

(3.53)
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Mit elementaren Uberlegungen erhilt man:

n% 2 n® 2

Z % (tfH +t]2~H - tj‘2H) < Z % (tfH —i—t?H)
i,j=1 i,j=1

E (5

ij=1 i=1

Z v’ Amin{t;, t;} < v’A Z — < —n (ZZQH>
i,j=1 i,j= 1" i=1
und

1 o2 _ L - 2 H :

> ST = > ot

ij=1 i=1

Daraus folgt

n

a 1-2
E[a_2<na>_o_2]2 §4( 2 4H 2H+)\’U2 4H— l)n < Z2H)
i=1

n® -1
<4 (02n2H + /\02n4H_1) n® ( 2)
1

o*n* 4+ A7) n® (n®(n® + 1))

8 ( (

8 (02n2H + Av2n4H’1) non =2
8 (

8 (

IN

a2n2H—i—)\v2 4H— l)n

O_2n2H a_l_)\UQ 4H—-1— a) =0

fiir alle & > 4H — 1. Also ist 6%(n®) ein konsistenter Schitzer fiir die approximierende

Integralgleichung (3.35).
Die Konsistenznachweise der Schitzer A(n®) und 92(n®) erfolgen ganz analog, womit fiir

alle Schitzer die Konsistenz und Erwartungstreue bewiesen ist.

3.2.3 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Konsistenzaussagen des Satzes 3.11 fiir die Integralglei-
chung (3.36) mit fraktaler Brownscher Bewegung und kompensiertem Poisson-Prozess
sowie des Satzes 3.12 fiir die Integralgleichung (3.35) mit Brownscher und fraktaler Brown-

scher Bewegung anhand von Simulationen in MATLAB fiir n = 1, 2, ..., 500 iiberpriift. Fiir

74



die Simulationen wurden zunichst « =2, H = 0,7, a =0 =X =v =10 und X(0) =1
gesetzt.
Zuerst werden in den folgenden Grafiken 1 bis 3 die Simulationsergebnisse fiir (3.36) ver-

anschaulicht:

Grafik 1 (¢ =2, H=0,7,a=0=X=v=10, X(0) =1):

- Schatzerqualitat des Driftparameters von X(t)

) T T T T T T
—Schatzer

20 —Originalwert
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5 | L | | | 1 L |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Werte fur n

Grafik 2 (a=2, H=0,7,a=0=A=v=10, X(0) =1):

Schatzerqualitat der Sprungintensitat von X(t)

12 T T T T T
11.51 —Schatzer b
1l — Originalwert| |
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Grafik 3 (¢ =2, H=0,7,a=0=X=v=10, X(0) =1):

Schatzerqualitét des quadrierten Diffusionskoeffizienten von X(t)
T T T T T T

130 ‘
120+ fSc_hé_itzer B
Originalwert
o 110 7
€
2
R 100 AN
m
X e
[
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Bei allen drei Grafiken 1 bis 3 ndhern sich die Schéitzwerte den Originalwerten mit
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zunehmendem n an und belegen die Konsistenz der in Abschnitt 3.2.1 eingefiihrten Schatzer
fiir den Driftparameter a, die Sprungintensitit A und den quadrierten Diffusionskoeffizien-
ten 0% der Gleichung (3.36).

Als Néchstes werden die Konsistenzaussagen von Satz 3.12 beziiglich (3.35) durch Simu-

lationen iiberpriift und die Ergebnisse grafisch dargestellt:

Grafik 4 (¢ =2, H=0,7,a=0=X=v =10, X(0) =1):

Schétzerqualitét des Driftparameters von Y(t)
40 T T T T T T

—Schétzer
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Grafik 5 (=2, H=0,7,a=0=X=v=10, X(0) = 1):

Schatzerqualitét des Parameters lambda von Y(t)
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Grafik 6 (¢ =2, H=0,7,a=0=X=v =10, X(0) =1):

Schatzerqualitat des quadrierten Diffusionskoeffizienten von Y (t)
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Grafik 7 (=2, H=0,7,a=0=X=v =10, X(0) = 1):

Schatzerqualitat des quadrierten Parameters v von Y(t)
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Die vier Grafiken 4 bis 7 bestédtigen die in Satz 3.12 erhaltenen Konsistenzeigenschaften

2

der Schitzer fiir den Drift a, den quadrierten Diffusionskoeffizienten o2 sowie A und v?

beziiglich der Integralgleichung (3.35).

In Abschnitt 3.2.2 wird diskutiert, dass sich die Gleichung (3.35) als Approximation
der Gleichung (3.36) anbietet, solange man von einem grofen Wert fiir A und einem
kleinen Wert fiir v ausgeht. Unter dieser Annahme kann man dann (3.36) durch (3.35)
den Verteilungen nach approximieren und unter Verwendung von (3.35) den Parameter
v schitzen. Die folgenden 2 Grafiken 8 und 9 veranschaulichen, wie sich unterschiedliche

Werte fiir v auf die Schitzergebnisse auswirken:

Grafik 8 (o =2, H=0,7,a=0 =10, A =30, v =0,1, X(0) = 1):

Qualitat der Approximation von X(t) durch Y(t) mit lambda=30 und v=0,1
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Grafik 9 (¢ =2, H=0,7,a=0=10, A =30, v =1, X(0) =1):

Qualitat der Approximation von X(t) durch Y(t) mit lambda=30 und v=1
T T T T T T
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Wie die Grafik 8 zeigt, stimmen bei v = 0,1 und A = 30 Schétz- und Originalwerte
sehr gut iiberein. Eine Erh6hung des Faktors v auf v = 1, wie in Grafik 9 dargestellt,
fiihrt allerdings bereits zu deutlich schlechteren Schitzwerten. Dies ist eine Auswirkung
des Approximationsfehlers, welcher aus der Approximation des Poisson-Prozesses durch
die Brownsche Bewegung resultiert. Je grofser v betragsméfig ist, um so starker wirkt
sich der Approximationsfehler auf das Schétzergebnis aus, da der approximierte Term der
Integralgleichung starker gewichtet wird.

Da 7(A) sowie A\ Parameter darstellen, welche die Sprungintensitét modellieren, sind hier
nur positive Werte sinnvoll. Deshalb wurde auch 7(A) > 0 beziehungsweise A > 0 voraus-

2

gesetzt. Die Werte von o2 und v? kénnen ebenfalls nicht negativ werden, ihre Schitzer

hingegen schon, was die folgende Grafik 10 verdeutlicht:

Grafik 10 (e =2, H=0,7,a=0=A=v=0,1, X(0) = 1):

Schatzergebnis flr sigma2 bei kleinen Koeffizienten
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Falls man also bei den Schiitzungen fiir 02, v? oder m(A) beziehungsweise A zu negativen
Schitzergebnissen kommt, sollte man zunéchst versuchen, die Anzahl der zur Verfiigung
stehenden Messwerte zu erhéhen. Auf Grund der Erwartungstreue und Konsistenz der
Schétzer kann man dadurch eine Verbesserung der Schitzqualitit erwarten.

Wenn eine Vergrofserung des Datensatzes nicht moglich ist, stellt sich die Frage nach ei-

ner sinnvollen Annahme fiir den gesuchten Parameter. Da es mit Blick auf die Grafik bei
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Originalwerten nahe Null wahrscheinlicher ist, negative Werte fiir einen eigentlich positi-
ven Originalwert zu erhalten, sollte in diesen Féllen eine positive aber sehr kleine Zahl
als Schéatzer fiir den gesuchten Originalwert gewéhlt werden. Die Grafiken zeigen, dass
bei den durchgefiihrten Simulationen der Parameter a = ¢ = A = v = 10 nie negative
Schitzungen aufgetreten sind (abgesehen von einem einzelnen Wert bei sehr kleinem n
fiir den Driftparameter), wihrend bei @ = ¢ = A = v = 0,1 die ersten Schiitzer fiir o>

durchaus negative Werte annehmen kénnen.

Mit den Satzen 3.11 und 3.12 wurde die Konsistenz des Schétzers des Diffusionsparameters
o? fiir a > 4H —1 gezeigt. Um die Aussagen dieser Sétze fiir H > 0, 75 zu iiberpriifen, ist es
also erforderlich « zu vergréfsern. Mit o = 3 kann dann auch fiir grofere Hurst-Parameter
die Konsistenz der Parameter mit Hilfe von Simulationen veranschaulicht werden. Aller-
dings benétigt man fiir n = 100 bereits n® = 1000000 Messwerte, was dazu fiihrt, dass
man trotz wesentlich hoherer Laufzeit deutlich weniger Punkte fiir die MATLAB-Grafik
erzeugen kann. Trotzdem zeigt auch eine Simulation mit H = 0,9 (Anhang, Grafiken
16 bis 22) die hohe Konvergenzgeschwindigkeit fiir die Schitzer der Parameter a,o?, v?
beziehungsweise A\. Auch die Wahl von unterschiedlich grofsen Werten fiir die Parameter
(o =2,a=3,0=7,A=19,v =11 und H = 0,7) hatte keinen wesentlichen Einfluss
auf die Konsistenz der einzelnen Schétzer (Anhang 6.3, Grafik 23 bis Grafik 29).
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Kapitel 4

Eine inhomogene stochastische
Integralgleichung mit fraktaler
Brownscher Bewegung und fraktalem

kompensiertem Poisson-Mafs

4.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losung einer inho-

mogenen stochastischen Integralgleichung

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine stochastische Integralgleichung mit fraktaler Brown-
scher Bewegung und fraktalem Poisson-Mafs zu 16sen, welche sowohl homogene als auch
inhomogene Terme enthélt. Damit bietet die im Folgenden betrachtete stochastische In-
tegralgleichung mehr Freiheiten fiir praktische Modelle als die Integralgleichung (3.10),
wobei man allerdings schwéchere Eigenschaften des Losungsprozesses tolerieren muss.
Der Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 3.10 des Abschnitts 3.1 wird unter
Verwendung von Satz 2.7 gefiithrt. Dafiir ist die Voraussetzung des deterministischen Dif-
fusionskoeffizienten o (t) wesentlich. Der folgende Beweis erfolgt ohne Satz 2.7, sodass auch
zufillige Diffusionskoeffizienten o(t,w) betrachtet werden konnen.

Um Protter’s Theorem 37 anwenden zu kénnen, werden in Satz 3.10 auch die Koeffizien-
ten a(t) und v(y, t) als deterministisch und stetig vorausgesetzt. Da Protter’s Theorem 37
fiir den folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz allerdings ebenfalls keine Rolle spielt,
kénnen auch die Koeffizienten a(t) und v(y,t) stochastisch gewéhlt werden.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz dieses Abschnitts wird fiir stochastische Prozesse
des Raums (S)_; betrachtet. Damit konnen sémtliche Definitionen und Hilfssétze des
dritten Kapitels auch hier wieder verwendet werden. Der Beweis des Existenz- und Ein-
deutigkeitssatzes erfolgt analog zu [Ho@kUbZh|, Theorem 3.1.1.
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Satz 4.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Seien a(t f]R< t), N2 (y, )> m(dy) und b(t) vier in (S)_y beziiglich der Zeit
[O,T], T € Ry, stet1ge stochastische Prozesse. Sei weiter X (0) € (S)_; eine Zu-

fa]lsvariable, dann besitzt die Integralgleichung

X(t):X(O)—i—/Otb(s,w) d3+/0t< (s,w ds—l—/ {{o(s,w) ), WHi(s)) ds

+/Ot <X(S)>/1R<v(y,s,W),J<fH2(y,S)> 7T(dy)>d8 (4.1)

die eindeutige in (S)_, stetig differenzierbare (S)_,-wertige Losung

X(1) = <X<o>, <exp { [ ats.)ds+ [ (ot ) s
# [ (s K0.)) w(dy)ds}>>
o <<{/ o) [ ). W50
[ (o) 8% 0) w(dy)du}>,b<s,w>>ds. (42)

Beweis:

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird die Existenz einer in (S)_; stetig dif-
ferenzierbaren Losung angenommen und gezeigt, dass diese Losung der Gleichung (4.2)
entspricht. Anschliefend wird von Gleichung (4.2) ausgegangen und gezeigt, dass diese
sich durch die Integralgleichung (4.1) charakterisieren lésst.

Angenommen, es existiert eine in (5)_; stetig differenzierbare Lisung.

Uber die Hermite-Transformation kann (4.1) in eine deterministische Integralgleichung

iiberfiihrt werden. Mit den Stetigkeitsbedingungen an die Koeffizienten gilt

H(X(t))(2) :H<X(O)+/O b(s,w) d3+/0 (a(s,w), X(s)) ds
/ {{o(s,w) ), WHi(s)) ds

+/O <X(8)’/]R< (y, 5,0), N2y, )> 7T(dy)>dS> (2)
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— H(X(0))(2) + / H(b(s.w))(z) ds + / H ({a(s,w), X (5)) (2) ds
ds

+ [ H(({o(s,w), X(s)) , W (s))) (2)

+/0t7-[ (<X(s),/]R<v(y,8,w),]\LfH2(y, 3)> W(dy)>) (2) ds.

Mit Satz 3.1 erhilt man

[e=]

H(X(1))(2) = H(X(0))(2) +/0 H(b(s,w))(2) ds +/0 Hals,w))(2)H(X(s))(2) ds
+/0 H(o(s,w))(2)H(X(s))(2)H(W T (5))(2) ds
—I—/D H(X(s))(2)H (/IR <U(y,s,w),]\L/H2(y, s)> W(dy)) (2) ds.

Dies ist mit der Annahme, dass X (¢) stetig differenzierbar in (S5)_; ist, und Satz 3.7

dquivalent zur Differentialgleichung

OH(X(1))(2)

o = H(b(t,w))(2) + H(a(t,w))(z)H(X(1))(2)

+ Hlo(t, ) (IHX ) HV (1) (2)
FHXONH ([ (sl 50.0) () (2 (4.3

beziiglich H (X (¢))(z) mit Startwert H(X(0))(z). Diese deterministische Differentialglei-

chung besitzt die eindeutige Losung

H(X(1)(2)

= H(X(0))(z)exp { /0 H(a(s,w))(z) ds +/0 H(o(s,w))(2)HWT(s))(2) ds

+/0t7-l (/IR <v(y,s,w),J§sz(y,S)> W(dy)) (2) ds}

+/0 exp{/ H(a(u,w))(z) du+/ H(o(u,w))(2)HW (u))(2) du

[ ( [ (oo 8 0) i) ) du}%(b(w))(z) ds (1.4

fiir alle z = (zw, zy) aus einer hinreichend kleinen Umgebung B, (0w ) X B, (0n).
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Mit Satz 3.1 gilt

HX(0)(2) = H<<X<o>, <exp { [ats.y s+ [ (ot 7)) s
[ (s 50.)) w(dy)ds}>>
+/ <<exp{/: (0,0) du+/<auw )W () du
[ (o) 87 ) w(dy)du}>,b<s,w>>ds><z>,

X(t) = <X(O), <exp { [atsras s [[Gots,n, w0 as
# [ (s 50.) w(dy)ds}>>
+/ <<exp{/: (1, ) du+/ (o (), W () du
[ (oo 5700 i ) e )

folgt. Die in Gleichung (4.4) beschriebene komplexwertige Funktion ist stetig. Mit der
Stetigkeit der Koefﬁzienten und der Stetigkeit von H (X (t))(z) folgt aus Gleichung (4.3) die

skei OH(X (1) (2
Stetigkeit von a—

und mit der Kompaktheit des Intervalls [0, 7] die Beschrénktheit

fiir alle z aus einer hinreichend kleinen Umgebung B, (0w ) X B, (0x). Also ist Satz 3.7

anwendbar und somit X (¢) stetig differenzierbar in (S)_;. Damit wurde der erste Teil des

Existenz- und Eindeutigkeitssatzes gezeigt.

Sei jetzt

X(0) = <X(0), <exp { [ atsyast [ (ots.0.9) as
[ (s 00,)) w(dy)ds}>>

wf <<exp{/: () du+ [ ol W) do

[ (ot 5700 ) e
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Durch Anwendung der Hermite-Transformation, des Satzes 3.1 und der Stetigkeitsbedin-

gungen an die Koeffizienten folgt

HX(0)(2) = H<<X<o>, <exp { [ ats.)ds+ [ (ot w) s
(ot 809 )
+/ <<exp{/t (0,) du+/<0uw LW () du
] () 8% 0) w(dy>du}>7b<s,w>>ds)<z>
0)(2) exp{ [ #ats. ey a

/% 5,00)) (YW (5))(2) ds

+/0 H (/}R< (y,5,w), NHz(y,s)> W(dy)) (2) ds}

v e { / (i, w)(2) du+ / (o, (PHOV () 2) du
+ / H ( /]R <v(y,u,w),z\7Hz(y,u)> w(dy)) (2) du}?—[(b(s,w))(z) ds  (4.5)

fiir alle z aus einer hinreichend kleinen Umgebung B, (dw ) X B, (dn), sodass die Hermite-

Transformation wohldefiniert ist. Fiir jedes dieser z ist (4.5) die eindeutige Losung von

% = H(b(t,w))(2) + H(a(t, ) (VH(X (£)(2)

+ H{o(hw)) PHX W) ROV (1) )
U O)EH ([ (o000 5%00) 7)) 2

mit Startwert H (X (0))(z) bezichungsweise

H(X(t))(z):H(X(O))(z)—i—/O H(b(s,w))( ds+/ H(a(s,w) X(s))(z) ds
+/0 H(o(s,w))(2)H(X () (2) KW (5))(2) ds

# [ HOOEH ([ (o500, 57009 i)} 2) s
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Mit Satz 3.1 folgt schlieklich
H(X(t))(z) = H(X(O) —I—/O b(s,w) ds+/0 (a(s,w), X(s)) ds
/ ({o(s,w) ), WHi(s)) ds

+/0 <X(s)7/]R< (4,5,w), Ny, 5)) ﬂ(dy)>ds> (2).

Durch Riicktransformation erhélt man die Integralgleichung (4.1). Also kann (4.2) durch

(4.1) charakterisiert werden. Zusammen folgt die Behauptung,.

O

Folgerung 4.1

Se1ena fIR< NHQ(ya )> W(dy)7bl< ) b2 UHd f]R <b3 Y, )7NH4(y7t)> W(dy)
sechs stochasmsche in (S)_1 beziiglich der Zeit stetige Prozesse. Sei weiter X (0) € (S)_1

eine Zufallsvariable. Dann besitzt die inhomogene stochastische Integralgleichung
t

X(t):X(O)+/<( ds+/< ), W(s)) ds
0

+/Ot <X(S),/1R<v(y,8,w),NH2(y,S)> ﬂ(dy)>d8

+/Otb1(s,w) ds+/0t<b2(8,W),WH3(3)> ds

+/Ot/n%<bg(y,8,w),1§7H4(y; 8)> m(dy)ds (4.6)

die eindeutige Lésung

X(t) = <x<o>,<exp{ /0 (s, w) ds + /0 (5,0, W (5)) ds
# [ (s 00,)) w<dy>ds}>>

[ (o] [ atwsr s [/ otur )
[ (o) 8% 0) w(dy)du}>,

bi(s,w) + (ba(s,w), WH3(s)) + /IR <bg(y,s,w),]<7H4(y,s)> W(dy)> ds.
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Beweis:

Setze b(t) := by(t) + (ba(t), W (1)) + [1 <b3(y,t), ]\LfH4(y,t)> 7(dy). Dann folgt die Be-
hauptung mit Satz 4.1.

O

In der folgenden Bemerkung wird ein Zusammenhang zwischen den Existenz- und Ein-
deutigkeitssdtzen 3.10 aus Abschnitt 3.1 und 4.1 dieses Abschnitts aufgezeigt.

Bemerkung 4.1
(i) Sei

X(t) = X -5/%@ugdy+lu(awyxw»ds
/ {{o(s,w) ), WHi(s)) ds
w [ (x), /R < (:5.), N (3,9)) () ) .

wobei die Koeffizienten dieser Integralgleichung den Bedingungen von Satz 4.1 genii-
gen. Mit Satz 4.1 folgt die Existenz eines eindeutig bestimmten stetig differenzier-
baren Lésungsprozesses X (t) in (S)_;. Nach Voraussetzung ist

= <v(y,t,w), ]\;fHZ(y, t)> m(dy) ein in (S)_y stetiger Prozess. Mit Satz 3.9 und der
Assoziativitit des Wick-Produkts folgt

[ (xo. / < (1500 870.5)) () ) s
= [ (X6 (o500, 8700.0)) (s
= [ [ {060t 87 005)) s
= [ / oy, ) ANy, )

fiir alle t € [0,T]. Somit kann die Integralgleichung (4.1) zu

t

) {a(s,w), X (s)) ds—l—/o (o(s,w), X (s)) dB™(s)

X@:X@+/%@@@+/
/ / 0(y, 5,w)) dN2(y, ) (4.7)

umgeformt werden.

(ii) Seien A C R\ {0} eine kompakte Menge, T € IR, eine Konstante und H € (0,1).
Seien weiter X (0) € IR eine Konstante, a,o : [0,7] - R und v : A x [0,7] - R
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drei stetige deterministische Funktionen. Dariiber hinaus sei My g0 € L*(IR, \) fiir
allet € [0,T].

Im Beweis von Satz 3.10 wurde bereits gezeigt, dass aus der Kompaktheit von A X
[0, T] und der Stetigkeit von v(y,t) beziiglich (y,t) die Stetigkeit des stochastischen
Prozesses fAv(y,t)]\;f(y,t) w(dy) beziiglich der Zeit t in (S)_; folgt.

Deshalb erhalt man sowohl mit Satz 3.10 als auch mit Satz 4.1 unter Verwendung

von (i) fiir die Integralgleichung
t

X(t) :X(O)+/ a(s)X (s )ds+/ o(s)X (s) dB"(s)

0

// v(y,$)X (s—) dN(y, s)

den eindeutig bestimmten Losungsprozess

X(t) = X(0) exp < /0 () WH (s) ds — % /m (Myo(s))’ ds)

- (exp ( [ (ats) = [ ot wta)) ds> [T [+ ety AN, 9) )

yEA,0<s<t

Dass hier X (s—) anstelle von X (s) im Sprungintegral der Integralgleichung verwen-
det wird, spielt fiir Satz 4.1 keine Rolle, da der Beweis von Satz 4.1 nur die stetige
Differenzierbarkeit von X (t) in (S)_1 bendtigt. Fiir den Beweisgedanken von Satz
3.10 ist es allerdings entscheidend, dass X (s—) im Sprungintegral steht, da man

hier das Integral als Ito-Integral umschreibt und dies nur mit einem vorhersagbaren

Integranden mdéglich ist.

Bemerkung 4.2

Der Losungsprozess aus Satz 4.1 ist im Allgemeinen (S)_;-wertig. Kann man die Exis-
tenz des ersten und zweiten Moments von X (t) fiir positive t nachweisen, dann liegt der
Lésungsprozess aufgrund der Einbettung (S); C L*(Q, ) C (S)-1 auch in L*(Q, ).

4.2 Parameterschitzungen fiir eine inhomogene stochas-

tische Integralgleichung

Sei
X(t)=X(0)+ /th(u — X(5)) ds + o BH(t) + voH (1) (4.8)

mit Startwert X (0) gegeben. Dabei seien K > 0, u, o und v reellwertige Parameter, H €
(3,1). B(t) eine fraktale Brownsche Bewegung und 67(t) := [i, [ Mioq(s)y dN(y, s)
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eine fraktale Erweiterung des reinen Lévy-Sprungprozesses 0(t) := fot JrY dN(y,s). BH(t)

und 6% (t) seien stochastisch unabhingig voneinander.

Die Parameter K und p sind sogenannte ,Mean-Reversion“-Parameter. Unter Mean-Rever-
sion versteht man die Tendenz von Variablen, nach einer Abweichung wieder zum langfristi-
gen Mittelwert, dem Mean-Reversion-Level p, zuriickzukehren. Die Mean-Reversion-Rate
IC gibt an, wie schnell die Abweichung vom langfristigen Durchschnittswert wieder aus-

geglichen wird.

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Parameter ; und K anhand von Beobachtungen fiir
X(t) zu schitzen. Dabei wird zunichst der Parameter p unter der Annahme, dass K
bekannt ist, geschitzt. Fiir die Schitzung von K werden sdmtliche anderen Parameter o,

v, pt, H > 1 und m := ||y||12(mr,x) als bekannt vorausgesetzt.

4.2.1 Schitzung des Mean-Reversion-Levels 1 bei bekannter Mean-

Reversion-Rate

Zur Schitzung des Parameters p wird der Losungsprozesses von (4.8) benétigt. Den Lo-

sungsprozess erhdlt man durch Anwendung von Folgerung 4.1 des Abschnitts 4.1

X(t) = X(0) exp{—Kt} + /Ot Kpexp{—K(t —s)} ds
—l—/o oexp{—K(t — s)} dB"(s) +/ vexp{—K(t —s)} do" (s). (4.9)

0

Aus (4.9) folgt

E[X(t)] = X(0)exp{—Kt} + /Ot Kpexp{—K(t—s)} ds
= X(0) exp{—Kt} + u(1 — exp{—Kt}). (4.10)

Man setzt T'(n) = an mit a > 0 und t; = «i fiir alle i = 0, ..., n. Der Parameter y soll wie
bei den Parameterschitzungen im homogenen Fall von Abschnitt 3.2 iiber die Minimierung

der Summe der Kovarianzen geschitzt werden. Diese Summe hat die Gestalt

_ { S (X (t:) — X(0) exp{~Kt:} — (1 — exp{~Kt:}))

(X (tj) — X(0) exp{—Kt;} — p(1 — exp{—=Kt;})) |. (4.11)
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Da die Summe die Bedingungen fiir einen normalen konvexen Integranden erfiillt, stim-
men wie im homogenen Fall gemif Rockafellar [Ro| das Subdifferential des duferen Er-
wartungswertes und das Subdifferential der Summe mit Wahrscheinlichkeit Eins iiberein.

Es geniigt also

n

Z (X (t;) — X(0)exp{—Kt;} — pu(1 — exp{—Kt;}))

ij=1

(X(t) = X(0) exp{—Kt;} — p(1 — exp{—=Kt;}))

zu minimieren. Da die Summe beziiglich p differenzierbar ist, wird das Subdifferential
beziiglich p durch deren Ableitung festgelegt. Daher wird die Summe zunéchst nach p
abgeleitet und Null gesetzt:

0=-2 zn: (X (t:) — X(0)exp{—Kt;} — u(1 — exp{—Kt;})) (1 — exp{—Kt;}).  (4.12)

ij=1
Stellt man die Gleichung (4.12) nach p um, erhélt man

21 (X (1) — X(0) exp{—Kt;}) (1 — exp{—Kit;})
22ij=1 (1 — exp{=Kt:})(1 — exp{=K1;})
2oy (X(ti) = X(0) exp{—Kt:})

- > i1 (1 — exp{—Kt;}) (4.13)

als Schétzer fiir den Parameter p.

jiln) =

Satz 4.2
Der Schétzer ji(n) ist ein erwartungstreuer und schwach konsistenter Schétzer fiir den

Mean-Reversion-Level .

Beweis:

Setzt man (4.9) in (4.13) ein, folgt

n

> ( / " pexp{—K(t — 5)} dB(s)

=1

A

filn) = p+

n -1

+ /0 ' vexp{—K(t; — s)} d@H(s).)] [Z(l — exp{—Kt;}) (4.14)

i=1

Da sowohl die fraktale Brownsche Bewegung als auch die fraktale Erweiterung 67 (¢) des
reinen Lévy-Sprungprozesses 6(t) den Erwartungswert Null haben, gilt E[i(n)] = p. Der

Schétzer ji(n) ist also erwartungstreu.
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Als Néchstes soll die Konsistenz des Schétzers ji(n) nachgewiesen werden. Hierfiir wird
gezeigt, dass der Abstand zwischen dem Schétzer fi(n) und dem Originalwert p fiir n — oo
im quadratischen Mittel gegen Null konvergiert. Mit Gleichung (4.14) gilt

E [ji(n) — p)*
n t; t;
=F <Z (/ oexp{—K(t; — s)} dB"(s) +/ vexp{—K(t; — 9)} dGH(S))>
i=1 \J/0 0
n 172
(3e- exp{—w)
i=1
2/ 2 2 ” ! f]R t7 exlp{ K(t\IH ﬂll);z;} a1 dzydts
=Cy(vm° 4o - (o —as|lz: ~os ) 4.15
ul TS0 e[ KB - ep{ kL)) 1)
wobei Cy die Konstante des fraktalen Kerns M, Definition 2.8, darstellt und
m = ||y|lL2(m,x) ist.
Zunichst soll der Zahler abgeschitzt werden:
Mit dem Satz von Fubini gilt
i —K(t; +t;
Z/ / / eXp{ + 32)} dl]ldl’gdl’g
ij=1 |x2—$3H$1—$3|)
K(t; t; —
= Z/ / / eXp{ + 3 1;)} dflfgdl‘ldl'g
ij=1 |$2—$3\|I1—353|)5_
= Z/ / exp{—K(t; +t; —x1 — x2)}
2,7=1
. / (|ZE2 — ZE3||J/’1 — 1’3|)H_% dl’gdl’ldl‘g. (416)
R
Man substituiere s = x3 — x; und anschliekend r = m Dann gilt
[ (b = o = al) " d = [ ([ 1) = sy s
R R
— fo = P12 [ (L) ar
R
= |zg — 21?2 Cla, (4.17)

wobei Cra == [ (|1 —r||r|)=2 dr ist.
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Setzt man (4.17) in (4.16) ein und erweitert geschickt, folgt

Z/ / exp{—K(t; +t; —x1 — 29 }/ (|zg — z3]|z1 — 23])" 2 drydadas

2,7=1

_CHZ / / exp{—K(t; +t; —xl—xg)}]xg—xl\H dxdzs
3,0=1

~ Cua 3 expl Kl 1 1)) }/ / exp{K (@1 + 22)} s — 21272 dardas

1]1

=Cpa Zexp{ K(t; +1t5) }/ / exp{K(z1 + ) }|wy — 21|72 da1dy

i,7=1
(i — ) (1 — tj)’ (4.18)
(tir — t)(tj — t5)

wobei der letzte Faktor sich fiir die folgenden Abschitzungen als niitzlich erweisen wird.
Fiir s € [tj, tj+1] gelten
0 <exp{—-K(t; +1t;)} =exp{-K(t;+t;,+r—r+s—s)}

= exp{K(r — t;)} exp{K(s — t;)} exp{—K(r + 5)}

< exp{K(tis1 — )} exp{K(tjs1 — t;)} exp{—K(r + )}

und

t; t;
0< / / exp{K (21 + x2) }w2 — 21|72 dx1dy
o Jo
< / / exp{K(z1 + ) }wo — 21?72 daydas.
0o Jo

Damit folgt fiir (4.18)

Ch 2 Zexp{ K(t; +t5) }/ / exp{K(x1 + z2) }xy — 21|72 dadwy

2,j=1
(i — ) (tj1 — 1)
(tir1 — to)(tj41 — 1)

< OH,Q i exp{/C( i+1 —t)}exp{lC Jj+1 _t }/H—I/H—l exp{ K T+8)}

(tiva — L) (Ej41 — 1)

i,7=1

: / / exp{KC(zy + ) }wy — 21?2 dadaydsdr.
0 Jo
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Da nach Voraussetzung t; = ai und t; = o7 fiir alle 7 und j gelten, ergibt sich

Cr 2 i xp{Rtin = t )}exp{lC ‘7+1 — L )} /Z+1 / " exp{—K(r + s)}

. / / exp{K(z1 + x2) Y22 — 21?72 dxydxodsdr

_Cy Ze"p{z’ca} / e / Y K+ 8)

3,0=1

: / / exp{K(z1 + o) |2 — 21?2 dzydxodsdr

ex a a(i+1)  po(i+l)
< Cua Y. 2R [ T etk o)

1,7=0

: / / exp{K(zy + o) }wy — 21|72 daydwodsdr
0o Jo
expd 2K o a(n+1)  pa(n+l)
- C’HQ% / / exp{—K(r+s)}
0 0

: / / exp{K(z1 + ) }wy — 21?2 dadaydsdr.
0 Jo

Mit dem Satz von Fubini folgt

e 2 a(n+l)  pa(n+l)
C’va% / / exp{—K(r + s)}
0 0

: / / exp{KC(z; + ) }ay — 21|72 daydwodsdr
o Jo

9 a(n+1)  pa(n+1) a(n+1)
= O}ﬂexp{@_fa}/ / exp{Kz} / exp{—Kr} dr
0 0

x1

a(n+1)
-exp{Kxs} (/ exp{—Ks} ds) |2y — 21?72 dwydasy

z2

2KC a(n+1)  pa(n+l)
= 0y, PR / / (1 - exp{—K(a(n +1) —2)})
(1 —exp{—K(a(n+1) — 22)}) |zo — z1[* 72 do1das

2K a(n+1) a(n+1)
< Chp X a}/ / — 21?772 dayday

< pHachXp{%’C‘W (n-+ 1)

mit einer positiven Konstanten pg 4.
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Somit erhalt man

Z// /JeXp{ R+t = I;)} duydwads

(|w2 — w3||zy — 373|)

exp{2Ka}
2

< pi,aClh2 (a(n +1))*" (4.19)

als Abschétzung des Zahlers.
Als Nichstes wird der Nenner von (4.15) abgeschétzt.

Mit K > 0 gilt:

n

> (1= exp{=Kt;})(1 — exp{~Kt;})

> (1 — exp{—Kt,})? Z 1= (1 —exp{—Kt1})*n?
Mit ¢; = « ist also
> (1= exp{=Kt;})(1 — exp{—Kt;}) > (1 — exp{—Ka})*n’. (4.20)

1,j=1

Setzt man die Abschédtzungen (4.19) und (4.20) in (4.15) ein, folgt schlieklich die Unglei-
chung

PH,aChH, 2M 2H (n 4 1)2H
(1 — exp{—Ka})? n?

E[i(n) — p* < CH(v*m’ + 0%

welche fiir n — oo gegen Null konvergiert. Also ist fi(n) ein erwartungstreuer und schwach

konsistenter Schatzer fiir p.
O

Jetzt wird die gefundene Konvergenzrate der Ordnung O (n*#72) mittels Simulationen
{iberpriift. Zur Vereinfachung wird, wie bereits in Abschnitt 3.2.2, 7 = A\J; gesetzt, wobei
81 dem Dirac-MaR an der Stelle 1 entspricht. Daraus folgt m?> = X. Das MATLAB-
Progamm zur Simulation des fraktalen kompensierten Lévy-Sprungprozesses orientiert
sich an dem in der Masterarbeit von Stefan Wogatzki [Wo| verwendeten Programm zum
gefilterten Poisson-Prozess.

Die Gleichung (4.8) wird mit den Werten H = 0,7, X(0) =1, u =6, X =2, v = 2 und
o = 2 simuliert. Fiir die Simulation des fraktalen kompensierten Lévy-Sprungprozesses

wird A\ = 1 gesetzt und als Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden Messwerten

93



a = 0,1 gewahlt.
Die folgende Grafik enthilt die quadrierten Schitzfehler von zehn Simulationen der Glei-
chung (4.8) und die Folge n*%7~2? = n=0¢ zur Veranschaulichung des erwarteten quadrier-

ten Schatzfehlers, also der ermittelten Konvergenzrate:

Grafik 11 (X(0)=1, H=0,7, 0=6,K=2,0=2,v=2,m?>=A=1,a=0,1):

N

—Simulation 1
—Simulation 2
—Simulation 3
Simulation 4
Simulation 5
Simulation 6
—Simulation 7 -
Simulation 8
—Simulation 9
Simulation 10 T
—(20.7-2)

1o
[$))
T

w
T
|

N
[9)]
T

N

<
(%))

Quadrierte Schéatzfehler des Mean-Reversion-Levels n

Diese Grafik verdeutlicht, dass die Simulationen sehr gut zu der erwarteten Rate passen.

Die Fehlerabschitzung ist also sehr scharf.

4.2.2 Schitzung der Mean-Reversion-Rate C

Zur Schitzung von K wird ein Verfahren verwendet, welches auf dem sogenannten ,alter-
nativen“ Schétzverfahren von Hu und Nualart, (|[HuNu|, Gleichung (4.1)), basiert.

Hu und Nualart fiihren darin eine Methode zur Schidtzung der Mean-Reversion-Rate K
ein, welche auf der Anwendung eines Ergodensatzes vom Birkhoff-Typ beruht. Dieses Ver-

fahren wird im Folgenden fiir die Schiitzung von K aus (4.8) angepasst.

Satz 4.3
Sei

" °H — 1 1t , O\
KA) = <(GH)20H,2(02+v2m2)r(2H)E /0 (1= X(5)) ds) !

dann ist K(t) ein stark konsistenter Schiitzer fiir K in Gleichung (4.8).
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Beweis:

Fiir den Konvergenznachweis des Schétzers I/C\(t) wird auf einige Ergodizitdtsaussagen

zuriickgegriffen. Dafiir wird zunichst ein neuer stochastischer Prozess X (t) definiert:
N t t
X(t) :=p+ / oexp{—K(t — s)} dB"(s) + / vexp{—K(t —s)} do¥ (s). (4.21)

—00 — 00

Offensichtlich gilt mit (4.9)
lim | X (t) — X ()|
t—o0

= lim
t—o00

(u + (X (0) — p) exp{ =Kt} + /Otaexp{—lC(t — )} dB"(5s)
—|—/0 vexp{—K(t —s)} d@H(S)> — (u —i—/_ oexp{—K(t — s)} dB"(s)

+/ vexp{—K(t —s)} dgH(S)> ‘

= lim (g = p) + (X(0) = ) exp{ =Kt}
+ (/0 oexp{—K(t — s)} dB"(s) — /_Ooaexp{ Kt —s)} dB(s) )

+ (/Otvexp{—lC(t —5)} o (s) — /t vexp{—K(t — 5)} do¥(s) ‘

—00

= lim
t—o0

(X(0) — p) exp{—Kt} — exp{—lCt}/ o exp{Ks} dB"(s)

— exp{—lCt}/ vexp{Ks} do” (s)| =0 (4.22)

mit Wahrscheinlichkeit Eins. Die Gleichung (4.22) ist auch erfiillt, wenn man den Grenz-
iibergang als Grenziibergang im L? auffasst, da nach [HuNu], Lemma 5.1, beziehungsweise
Satz 6.2 die zweiten Momente der stochastischen Integrale beschrinkt und B (¢) und

6" (t) stochastisch unabhingig voneinander sind.

Der Prozess (i — X(t)) ist nach den Sitzen 6.3 und 6.5 des Anhangs stationir und er-
godisch. Damit kann ein Ergodensatz vom Birkhoff-Typ, Satz 6.6 im Anhang, angewendet
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werden und man erhalt

lim + [ (4 — X())? ds = B(u — X(0))?

t—oo t 0

= (Cy)*Cpy (0 4+ v°m?) / / exp{—K(s1 + 52)}|51 — 5272 ds1dsy
o Jo

~ (P Cna ot 0] [ [ expf=(on + 520} — sl diss
0 0

. (CH)2CH,2 (0'2 + 1)27712) F(QH)
= o T (4.23)

Die letzte Zeile folgt wieder mit [HuNu|, Lemma 5.1, beziehungsweise Satz 6.2 des An-

hangs. Es bleibt zu zeigen, dass

t t

lim E (n—X(s))*ds = lim ! (n—X(s))*ds (4.24)

t—oo t 0 t—oo t 0
ist.
Mit dem Ergodensatz vom Birkhoft-Typ, Satz 6.6, erhilt man
1/t ~ ~
lim — [ (u—X(s))ds = E[p— X(0)]=0 (4.25)

t—)oot 0

und mit (4.22) gilt auch

t t

lim ! (1t — X(s)) — (u— X(s)) ds = lim ! (X(s) — X(s)) ds = 0. (4.26)

t—oo t 0 t—oo t 0
Damit ist insbesondere

lim ! t(,u — X(s))ds =0. (4.27)

t—oo ¢ 0

Mit den Gleichungen (4.22), (4.25) und (4.27) kann die Gleichung (4.24) weiter umgeformt

werden.

Nach Anwendung der dritten binomischen Formel wird der Differenzterm ((p — X (s)) —

(n—X(s))) = X(s) — X(s) analog zu Gleichung (4.22) geschrieben

t

tim + [ (u— X(9)? = (u - X(s))? ds

t—oo t 0
= Jim 5 [ (= K6 + (0= X)) (= K(5) = (= X (3)) ds
= tlgglo @/0 (2u — X (5) — X(s)) exp{—Ks} ds
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fir

0 0

Cw)=(n—X(0)) — / oexp{Ks} dB"(s) — / vexp{Ks} do¥ (s).

—00 — 00

Mit den Gleichungen (4.25) und (4.27) gilt

tliglo @/0 (2p — X (s) — X(s)) exp{—Ks} ds
— tlggo @/@ (1t — X(s)) exp{—Ks} ds + tlggo @/0 (u— X(s))exp{—Ks} ds =0,

womit (4.24) folgt.

Mit den Gleichungen (4.23) und (4.24) erhélt man schlieflich

(CH)QCHQ (0’2 + U2m2) F(2H)

1t 2 1t o 2
i [ = X ds = Jim [ = X7 s -
t

KC2H 2H — 1
2H — 1 1

1' - —X 2 d — —2H

< tirgz (CH)2CH72(0'2 —l— v2m2)F(2H) t /0 (M <S)) 5 ]C
2H — 1 1 /[t T2H

li - — X(5))? =K. 4.2

1 (im0~ X ) =K 2
O

Damit wurde der theoretische Nachweis der starken Konsistenz erbracht. Im Folgen-
den wird iiberpriift, wie gut sich die Konsistenzeigenschaft des Schatzers fiir die Mean-

Reversion-Rate IC iiber MATLAB-Simulationen reproduzieren lisst.

Fiir die Simulationen des fraktalen kompensierten Lévy-Sprungprozesses 0 (t) wird ana-
log zur Simulation der Konvergenzrate von fi(n) in Abschnitt 4.2.1 das Intensitdtsmafs

T = A\J; gesetzt.
Zunichst wird die Konsistenz des Schiitzers K(t) unter den Bedingungen T = 1000,

X0)=1,K=2pu=6,0%=4,v2=1und m?> = X = 1 iiberpriift. Die Grafik 12

bestétigt iiberzeugend die Konsistenz des gefundenen Schétzers.
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In der folgenden Grafik 13 ist zu sehen, wie sich eine Senkung des Hurst-Parameters H

von 0,7 auf 0,55 auf das Schétzverfahren auswirkt:

Grafik 13 (X(0)=1,K =2, u=6,02=4,v> =1, m* =1, H = 0,55):
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Die Grafiken 12 und 13 zeigen deutlich, dass eine Senkung des Hurst-Parameters zu einer
Verringerung der Streuung des Schiitzers K(¢) fiihrt. Wogatzki [Wo| kommt fiir den ein-
fachen Fall 4 = v = X(0) = 0 zur gleichen Erkenntnis. Die néichste Simulation, welche in
Grafik 14 dargestellt ist, zeigt, welchen Einfluss eine Erhohung der Mean-Reversion-Rate

von 2 auf 4 hat.
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Grafik 14 (X(0)=1,K=4,up=6,0>=4,1v*=1,m*=1, H=0,7):
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Das Schéitzverfahren konvergiert fiir £ = 4 schneller als fiir I = 2. Fiir 7' = 550 weist
das Schitzverfahren bereits eine sehr kleine Schwankungsbreite auf. Die Konsistenzeigen-
schaft kann man hier also schon friihzeitig sehr deutlich erkennen.

Zu guter Letzt wird in Grafik 15 iiberpriift, wie sich eine Senkung der Sprungintensitét

von m? = 1 auf m? = 0,5 auf das Schiitzergebnis auswirkt.

Grafik 15 (X(0) =1, K=2, u=6,0>=4, 02 =1, m*=0,5 H=0,7):
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Vergleicht man Grafik 12 mit Grafik 15, so sieht man eine Abnahme der Volatilitit des
Schéitzers, welche aus der Abnahme der Volatilitdt des Mean-Reversion-Prozesses X ()
folgt.

Alle Grafiken bestétigen die starke Konsistenz des Schitzers. Dabei gilt: Je grofer die
Volatilitat des Losungsprozesses ist, desto stiarker ist auch die Volatilitat des Schitzers

und umso grobere Zeitintervalle sind nétig, um gute Schitzwerte zu erhalten.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer stochasti-
scher Integralgleichungen nachzuweisen und Parameterschatzungen fiir Spezialfélle dieser
Gleichungen durchzufiihren. Dabei wurde zunéchst in Satz 3.10 eine lineare homogene
stochastische Integralgleichung, welche sowohl ein Integral beziiglich der fraktalen Brown-
schen Bewegung als auch ein Integral beziiglich eines reinen kompensierten Lévy-Sprung-
mafkes enthélt, untersucht. Der Beweis von Satz 3.10 beruht im Wesentlichen auf der An-
wendung von partieller Integration und Protter’s Theorem 37 [Prl]. Der Losungsprozess,
welcher hier ermittelt wurde, enthalt keine Wick-Produkte und kann somit problemlos
simuliert werden. Dadurch eignet sich die erhaltene Losung sehr gut fiir praktische An-
wendungen.

Die Umschreibung der Wick-Exponentiale iiber gewohnliche Exponentialfunktionen, die
Anwendung von Protter’s Theorem 37 und die Sicherstellung der stetigen Differenzier-
barkeit des Losungsprozesses in (S)_; machten es erforderlich, deterministische stetige
Koeffizienten zu verwenden.

Mit Satz 4.1 wurden Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen fiir eine wesentlich allge-
meinere Klasse von Integralgleichungen nachgewiesen. Hier werden inhomogene stochasti-
sche Integralgleichungen betrachtet, wobei die Inhomogenitdt durch Hinzunahme eines
additiven stochastischen Prozesses hervorgerufen wird. Die inhomogene stochastische In-
tegralgleichung wird sowohl von einer fraktalen Brownschen Bewegung als auch von
einer fraktalen Modifikation eines kompensierten Lévy-Sprungmafes getrieben und er-
laubt die Arbeit mit stochastischen Koeffizienten. Der Beweis von Satz 4.1 beruht im
Wesentlichen auf der Ausnutzung von Eigenschaften der Hermite-Transformation, fiir
welche die Stetigkeit der Koeffizienten in (5)_; eine notwendige Bedingung ist.

Fiir die betrachteten Integralgleichungen (3.10) und (4.6) wurden im Spezialfall konstan-
ter Koeffizienten Methoden zur Parameterschiatzung basierend auf den Ideen der Methode
der kleinsten Quadrate entwickelt.

Im Abschnitt 3.2 wurde der Spezialfall (3.20) der homogenen Integralgleichung (3.10) be-

trachtet und dessen Parameter geschitzt. Die Ergebnisse von Abschnitt 3.2 lassen sich
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wie folgt zusammenfassen:

Solange jeweils nur ein Parameter geschitzt wird, erhdlt man mit der Schitzmethode aus
Abschnitt 3.2.1, also der Minimierung der Kovarianzen, fiir die Integralgleichung (3.20)
mit Satz 3.11 erwartungstreue und schwach konsistente Schitzer fiir a, o und w(A).
Mit diesem Ansatz konnte jedoch keine Schitzung fiir den Vorfaktor v des Sprungterms
hergeleitet werden, weil die Ableitung von I(a, o2, v, 7(A)|(log(X (£;)))i=1,..ne) aus (3.24)
im Allgemeinen keine eindeutige Nullstelle hat. I(a, 0%, v, m(A)|(log(X (¢;)))i=1.... ne) kann
beziiglich v keine, genau eine oder zwei Minima besitzen. Deshalb wurde in der Folge
(3.20) weiter spezialisiert, indem die Bedingung m(y) = Ad1(y) an das Intensitdtsmafs
gestellt wurde. Mit dieser Einschrankung ist es gelungen, eine Methode zur Schitzung
von v herzuleiten. Dabei wurde der kompensierte Poisson-Prozess aus (3.36) durch eine
gewichtete Brownsche Bewegung ersetzt (vgl. (3.35)). Fiir (3.35) konnten dann fiir a, o2,
A und v? in den Abschnitten 3.2.2.1 bis 3.2.2.4 Schitzer vorgeschlagen und mit Satz 3.12
deren Erwartungstreue und Konsistenz bewiesen werden.

Die Qualitit der in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 eingefiihrten Schétzer wurde in Ab-
schnitt 3.2.3 anhand von MATLAB-Simulationen iiberpriift. Die Erwartungstreue und
Konsistenz spiegeln sich in den erhaltenen Graphen sehr gut wider.

Fiir weitere Untersuchungen ist die Frage nach einer Schitzmethode interessant, die es
gestattet, anhand eines Datensatzes alle Parameter zu schitzen.

Im Abschnitt 4.2 wurde der Spezialfall (4.8) mit konstanten Parametern und langem
Gedéchtnis fiir die inhomogene Integralgleichung (4.6) mit Mean-Reversion-Anteil unter-
sucht. Bei zeitdiskreten dquidistanten Beobachtungen des Losungsprozesses (4.9) von (4.8)
konnte in Abschnitt 4.2.1 unter der Annahme einer bekannten positiven Mean-Reversion-
Rate IC fiir H € (%, 1) ein erwartungstreuer und schwach konsistenter Schétzer fiir den
Mean-Reversion-Level p hergeleitet werden. Dariiber hinaus konnte in Abschnitt 4.2.2

1
2
tentes Schétzverfahren entwickelt werden. Auch fiir die Schétzer fi(n) und K(t) konnten

fiir die positive Mean-Reversion-Rate K und H € ( 1) ein zeitstetiges stark konsis-
mittels MATLAB-Simulationen die theoretisch nachgewiesenen Konsistenzeigenschaften
praktisch bestétigt und grafisch veranschaulicht werden.

Ein weiterer interessanter Ansatz fiir die Forschung ist die Fragestellung, ob es md&glich
ist, die in Abschnitt 4.2.1 und 4.2.2 erarbeiteten Schitzfunktionen so zu kombinieren,
dass eine neue Schatzfunktion entsteht, in der Schétzer fiir 4 und K auf der Basis von
Beobachtungen und unter der Annahme, dass H € (%, 1), o, v und m bekannt sind, simul-
tan bestimmt werden konnen. Eine Idee fiir ein solches Schatzverfahren auf der Grundlage
einer dquidistanten Messreihe X (¢;), i = 0,1, ...,n wird im Folgenden vorgestellt:

In Abschnitt 4.1 wurde der Schéatzer

N Do (X(t) — X(0) exp{ —Kt;})
) = S T exp(—Kt)) (5.1)
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fiir den Mean-Reversion-Level p eingefiihrt. Approximiert man g durch fi(n) und damit
K(t) durch K(t,, fi(n)), dann erhilt man schlieklich

Sy (X(0) exp{—R(tn, im)t:} = X (1))
0= ~ — fi(n). (5.2)

Sy (1= exp{=K(tn, i(n))t:})

Eine numerische Auswertung dieses Ausdrucks beziiglich fi(n) ist erforderlich und stellt
eine weitere lohnende Aufgabe dar.

Um eine Schitzung fiir die Volatilitdt des durch (4.9) beschriebenen Prozesses zu er-
halten, ist folgendes Problem zu losen: Gibt es Moglichkeiten, anhand von Messwerten
herauszufinden, in welchem Umfang eine Beeinflussung durch den Sprungprozess bzw.
durch die fraktale Brownsche Bewegung vorliegt? Daraus lassen sich eventuell Schliisse

auf den Diffusionskoeffizienten ¢ und die Faktoren v und m ziehen.

102



Kapitel 6

Anhang

6.1 Hilfssatze

6.1.1 Zitierte Hilfssatze
Satz 6.1 ([Prl], Theorem 37)
Sei X ein Semimartingal mit X (0) = 0. Dann existiert ein (eindeutig) bestimmtes Semi-

martingal Z, welches die Gleichung

t
Z(t) =1 +/ Z(s—) X(ds)
0
erfiillt. Z besitzt die Gestalt

Z(t) = exp {X(t) — %[X,X]t} H (14+ AX(s))exp {—AX(S) + %(AX(S))Z} :

0<s<t

[X, X]; ist dabei die quadratische Variation von X und das stochastische Integral ist im

Sinne eines Ito-Integrals zu verstehen.

Satz 6.2 ([HuNu], Lemma 5.1)
Fiir alle H € (%, 1) gilt

(2H — 1)/ / exp{—(s +t)}|s — t|* 2 dsdt = T'(2H),
o Jo
wobei I' die vollstidndige Gamma-Funktion ist.

6.1.2 Ergodizitiatsaussagen

In diesem Abschnitt wird die Ergodizitiit des stochastischen Prozesses (u — X(t)) aus
Gleichung (4.21) iiberpriift. Dafiir wird zunichst gezeigt, dass der Prozess (u — X (t))

stationar und unendlich teilbar ist.
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Satz 6.3

Der stochastische Prozess (y — X (t)) ist stationir und unendlich teilbar. Dariiber hinaus
gilt (n— X (t)) € L*(, p) fiir alle t € IR.

Beweis:

Der Beweisgedanke beruht auf einem Stationaritdtsnachweis von Marquardt (|[Ma3|, The-

orem 6.1):

Mit Gleichung (4.21), dem Satz von Fubini, Gleichung (4.17) und Satz 6.2 erhilt man

E[(p — X(0))]?

_E {_ / " o expliu} dBY (u) / " e} do" ()]

—00 — 00

0 0
= (0% + m2v2)(CH)2C’H,2/ / exp{ K (uy + ug) }|ur — ua|*" =% durduy

2 2
_letm 1I)C2)HCH CHQ/ / exp{zy + @ }|loy — 2 *7? dyds

o? +m*?)(Cy)*C
B ( /CQ)ISI 2] s / / exp{—(w; + ws) }{|w; — U12|2H_2 dw;dw,
o Jo

_ (0'2 + TTL2U2)(CH)20H’2F<2H)

6.1

(2H — 1)K2H (6.1)
mit m := ||y[|L2(r ), der Konstanten Cy aus Definition 2.8 des Kerns M und
Cra = J(Is|l1 — s)~2 ds.
Dariiber hinaus erhélt man mit Gleichung (4.17) fiir v =0

~ t t

(n—X(t) = —/ oexp{—K(t —s)} dB(s) — / vexp{—K(t — s)} 0" (s)

- / Mooy (—0 exp{—K(t — 5)}) dB(s) (6.2)

R

und fiir v # 0

t

(u—f((t)):—/ aexp{—lC(t—s)}dBH(s)—/ vexp{—K(t — s)} 0" (s)

—0o0 —00

- / Moesy (~vexp{—K(t —5)}) d (2
R

()

B(s) + e(s)> . (6.3)
Also lisst sich (pn— X (t)) iiber ein von einem Lévy-Prozess getriebenes Integral darstellen

und kann iiber die fiir Lévy-Prozesse iibliche charakteristische Funktion beschrieben wer-

den. Seien uy,...,u, € R und —oco < t; < tg,...,t, < 00, n € IN. Mit Gleichung (4.21)
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folgt
wy (g — X (t 4+ h)) + oo+ un(pp — X(t, + h))

B Zu ( - / g exp{—K(t; +h —s)} dB"(s)

- /ti+ vexp{—K(t; + h —s)} d@H(s)>

_ __a Zl (U /_ t:h exp{—K(t: + h— 5} dBH<s>)
_v ; (u / Oo exp{—K(t: +h — 5)} deH<s>) ,

wobei H € (3,1) und K > 0 sind. Mit [He|, Theorem 2.2, besitzen B(t) und 67 (t)

stationdre Zuwéchse. Somit gilt

o é (u /_ (Kt h— )} dBH(s))

oy Z: (u / t:h exp{—K(ti + h — 5)} deH(s))

= _gizn; (ul /; exp{—K(t; — r)} dB" (r + h))

. (u /ti exp{—K(t; — )} d6% (r + h)>

i=1 —o©

d _ag (u /_ti exp{—K(t; — 1)} dBH(r)) _ vé (u/

00 P —00

ti

exp{—K(t; —r)} dHH(r))
= uy (g — X (1)) 4 o 4 un(pp — X (t)). (6.4)

Fiir die erste Umformung von (6.4) wurde die Substitution r := s—h angewendet. Fiir die
zweite Umformung wurde die Stationaritit der Zuwichse von B (t) und 0 (¢) ausgenutzt.
,,i“ bedeutet dabei, dass die Prozesse der linken und die rechten Seite der Umformung
die gleiche Verteilung besitzen.

Damit stimmen die charakteristischen Funktionen von wuy(p — X (t; 4+ ) + ... + tn(p —
X(tp,+h)) und uy (e — X (t1)) + ... +un (1 — X (t,)) iiberein und mit dem Satz von Crameér-
Wold folgt die Stationaritéit. Mit der Darstellung von (i — X (t)) durch die Gleichungen
(6.2) bzw. (6.3) erhilt man dariiber hinaus die unendliche Teilbarkeit von (u — X(t))
durch die unendliche Teilbarkeit von Lévy-Prozessen. Insbesondere erhédlt man mit der
Stationaritéit von (p — X (t)) und Cleichung (6.1), dass (u — X(t)) € L*(Q,p) fiir alle
t € IR ist.
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Sei (Y(t))ier ein stationdrer stochastischer Prozess mit der kanonischen Darstellung
(R®, B, P). Entsprechend |[Mal| wird das von (Y (t));cr erzeugte dynamische System
(RE, B, P, S;) betrachtet. Dabei sind:

e R® der Raum aller Funktion f: IR — IR,
e B die o-Algebra der Borel-Mengen in IR,
e P das durch (Y (¢))iemr festgelegte Wahrscheinlichkeitsmaf und

e S; die Shift-Transformation, welche durch S;f(s) := f(t + s) definiert ist.

Definition 6.1 (vgl. [Ma4], Definition 2.6.2 oder [Mal], Definition Seite 4)
Fin stationdrer Prozess Y (t) heifst ergodisch genau dann, wenn fiir jede invariante Menge
A die Beziehung P({Y (-,w) : Y (,w) € A}) = 0 oder P({Y (-,w) : Y (-,w) € A}°) = 0 gilt.

Definition 6.2 (vgl. [RoZa], Seite 1 oder [Mal], Definition Seite 5)
Ein stationédrer Prozess Y (s) heifst mixing, wenn fiir die Shift-Transformation S;
tlim PH{Y(w):Y(hw) e AAn{Y(-+tw): Y(-+tw) e B})

—00

—P{Y(,w):Y(,w e ADP{Y(w):Y(,w) € B}

gilt, wobei A und B aus der von (Y (s))ser erzeugten Borelschen o-Algebra B stammen.

Satz 6.4 (vgl. [RoZa], Theorem 4)
Sei (Y (t))er < ([ fe(s) L<d8)>tem ein durch den Lévy-Prozess (L(t))ier getriebener
Prozess. Sei (Y (t))iem des Weiteren streng stationdr und unendlich teilbar. Dann ist

(Y(t))1er mixing genau dann, wenn

+/]Rv<yfoft|%> ds) —0 (6.5)

gilt. Dabei ist die Funktion V durch

lim (\ [ 61 as

t—o0

V(u) := /Rmin{]uy|2, 1} w(dy)

gegeben und die Konstante o stellt den Volatilitdtsparameter des Gauk-Anteils des Lévy-

Prozesses (L(t))er dar.

Satz 6.5
Der stochastische Prozess (jn — X (t)) ist fiir H > + mixing und ergodisch.
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Beweis:

Nach Satz 6.3 ist (u — X (t)) stationér und unendlich teilbar.
Sei v = 0, dann gelten
¢

(1 —X(t) = —/ oexp{—K(t —s)} dB"(s) — / vexp{—K(t — s)} do" (s)

— 00

= [ M (—aexp{=K(t = 9)}) 4Bl

und

[ M= x0{K0 = SDM (- exp{ =KLt~ ) ds

= |0*(Cy)? /]R/_(; /_too exp{—K(t — u)} exp{Kr}(|s — r||s — u\)H’% dudrds

= [0%(Cy)? exp{—Kt} /]R /_(; /_too exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u|)H*% dudrds

— (O exp{—Kit} /]R /_ : /_ ; exp{Ku} exp{Kr}(|s — rlls — u])T~ dudrds

= (0® + v*m?)(Cy)? exp{—Kt}
: / / / exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u|)H_% dudrds.
R J—o00J—00

Fiir v # 0 erhdlt man
t

(n—X(t) = —/ oexp{—K(t — s)} dB"(s) — / vexp{—K(t —s)} d6"(s)

— 00

= [ Mo (coexp{—Kc(e = ))) d (2B(s) + 0(s))

v

und

2

[ M= p K00 = v esp Kl = 1) (2) s
[V (1Mo esp{—K0 — )M (—vesp{—K (e~ D) ds

(Z “// / exp{—K(t — u)} exp{Kr}(|s — r||s — u[)" "% dudrds

e

Mooy (—vexp{—K(t — S)})y‘, 1} m(dy)ds

—vexp{—K(0 - s)})y
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o*(Cy)? exp{—Kt} /}R /_ io /_ ; exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u])~% dudrds

+44M%

0ot
: / / y*v? exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u|)H*% dudr

(Cy)? exp{—Kt}

: 1} 7(dy)ds

= 0*(Cy)? exp{—Kt} /]R/_io /_too exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u\)H’% dudrds

N /}R /}R min{(CH)2exp{—lCt}y2v2

/io /tooexp{lCu}eXp{lCT}ﬂs—7“||s—u|)H_g dudr,l} (dy)ds

< 02(Cy)? exp{—Kt) /}R /_ : /_ ; exp{Ku} exp{KrH(|s — rlls — u))~% dudrds
+ /]R /]R s (C)? exp{—Kt)

. /_ io /_ ; exp{Ku} exp{Kr(ls — rlls — w7~ dudrr(dy)ds

— 0*(Cy)? exp{ K1} /]R /_ ZO /_ ; exp{Ku} exp{Kr}(|s — rlls — ul)F dudrds
402 < /}R 2 W(dy)> (C )2 exp{—Kt}
./]R/_io/_;exp{/cu}exp{/cr}(|s—r||s—u\)H3 dudrds

= (02 + v2m2)(CH)2 exp{—Kt}

0 pt
: / / / exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u|)H_% dudrds.
R J—o00J—-00

Dabei sind m := ||y||2(r,») und Cy die Konstante aus der Definition 2.8 des Kerns M.
Also besitzt der stochastische Prozess (11— X (t)) in beiden Fillen, v = 0 und v # 0, die in
Satz 6.4 geforderte Integraldarstellung. Dariiber hinaus ist Gleichung (6.5) erfiillt, wenn

der Term

(0 +v*m?)(Cy)? exp{—Kt} /]R/ / exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u|)" "2 dudrds

fiir t — oo gegen 0 konvergiert. Dies wird im Folgenden iiberpriift.

108



Fiir/C>Oundt2%gilt

(0% 4+ v"m?)(Cy) exp{—lCt}/]R/_oo /_OO exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u|)" "2 dudrds
= (0% + v*m?)(Cy)* exp{—Kt}
/ / /lC exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u|)H_% dudrds
R J—-0c0J—00
+ (0% + v*m?)(Cy)? exp{—Kt} /]R/ /1 exp{Ku} exp{Kr}(|s —r||s — u|)H_% dudrds.

Sei

0 = ,
M = (CH)Q/ / / exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u|) "2 dudrds
R J—o00dJ—-00

eine positive Konstante. Mit dem Satz von Fubini und Gleichung (4.17) gilt

(0% + v*m?)(Cy)? exp{—Kt} /]R /oo /'; exp{Ku} exp{Kr}(|s — r||s — u|)"~2 dudrds
+ (0 + v*m?)(Cx)? exp{—Kt}
- / /_0 /t exp{u} exp{Kr}(|s — rlls — u])"* dudrds
(0% + m*v?) exp{—Kt}M + (0 + m*v*)(Cy)? exp{ —Kt}
/ / (/ (Is =r||s — u|)? 2 ds> exp{Ku} exp{Kr} dudr
= (0% + m*? )M exp{—Kt}
+ (0% + m*0?)(Cy )*Crg exp{—Kt} /_ OOO /: exp{Ku} exp{Kr}u — r[*~2 dudr,

wobei Ca = [ (Jw||1 — w|)f~2 dw ist. Substituiert man z := Ku und z := Kr, erhilt

man

(02 + m**) M exp{ =Kt}

(02 4 m202) (Cir ) Cos exp{—Kt} / O / exp{cu) explIr}u — P12 dudr
= (0% + m*v*) M exp{—Kt} )

ety [ [ evta)eplae - o e
—oo J1
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Mit der Substitution a := x — z folgt

(0 +m*v?*) Mexp{—Kt}

T O O iy [ / " exple} expleHe - o2 dod:
= (0% + m*v*) M exp{—Kt} h

POz iy [ [ explaexpl) o 2 de:
= (0? + m*?) M exp{—Kt} h

9 9 9 9 Kt—=z
N (e +m 1IJC2)ISCH) CH2 p{— lCt}/ / exp{2z + a}a*"~2 dadz.
1

Nach Voraussetzung ist ¢t > % Mit dem Satz von Fubini gilt

(0% + m2?) M exp{—Kt}
9 Kt—z
N (0% + m?v?)(Cg)? CHQ p{— ICt}/ / exp{2z + a}a**? dadz
1

’CQH
((T + m?v? CH) OH,Z
’CZH

00 min(0,Kt—a)
/ exp{a}a®’ 2 / exp{2z} dz | da
1 1—a

= (0 + m*v*) M exp{—Kt}
L frm ;JCZ?P(ICH) Ci. exp{—lCt}( /1 Y epla}a?? ( /1 i exp{22) dz) da

+ /’C j exp{a}a? 2 ( /1 ft_ exp{22} dz) da)

= (0% + m*v*) M exp{—Kt}
N (0% + m?v?)(Cy)?

Kt
ot )Cna exp{—Kt} (/1 % (exp{a} — exp{2 — a}) a®"? da

= (0% + m*v*) M exp{—Kt} +

exp{—Kt}

+ /00 % (exp{2Kt — a} — exp{2 — a}) a?t—2 da)

Kt
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= (0% + m*v*) M exp{—Kt}

2 2.2 2 Kt
+ (07 + m™0)(Cp)"Clrz exp{—Kt} </ exp{a}a®? % da
1

QK:QH

—I—/ exp{2Kt — a}a** 2 da — / exp{2 — a}a*" 72 da)
1

Kt

) 2.2 i (CH>20H72 > . 2H-2 i
= (0 +m“v?) | M —ox exp{2 — a}a da | exp{—Kt}
1

2 2,2 2 Kt
(o —|—m22)IC)2(HCH) Ch (exp{—lCt}/ exp{a}a®®? da
1

+ exp{Kt} exp{—a}a*’? da) :

Kt
Der erste Summand der rechten Seite konvergiert fiir ¢ — oo gegen 0 mit der Konvergenz-
ordnung O(exp{—Kt}). In [ChKaMa|, Lemma 2.2, werden mittels partieller Integration

die asymptotischen Beziehungen

o N
exp{x}/ exp{—y}y’® ds = 2° + Z

n=1

(ﬁ(ﬁ — k)) 7"+ 0 (xB’N’l)

k=0

fiir x — oo und

exp{—z} /j exp{y}y’ ds =a" + ) (-1)™" (1:[(5 - k:)) 2P 4 O (27N

fiir  — oo nachgewiesen, womit auch der zweite Summand der rechten Seite fiir t — oo
gegen 0 konvergiert. Die Konvergenzordnung des zweiten Summanden ist O (tQH _2).

Damit ist Gleichung (6.5) erfiillt und mit Satz 6.4 folgt die Mixing-Eigenschaft fiir

(n—X(1)).

Aus der Mixing-Eigenschaft folgt die Ergodizitat von (u — X (t)), denn es gilt fiir alle

invarianten Mengen A

=P ({(n= X)) s (= X(w) € Apn{(—X(w) s (0= X(w)) € A})
=P ({(n=XCw0): (= X(w) e Apn{(n=X(+s,0): (u—X(+s,0) € A})
= lim P ({(un=X(,w) s (0= X(w) e Afn{(u=X(+5,0): (10— X(+5) € a})
=P ({(n=X(w) s (= X(ow) € Ap) P ({1 = X)) : (- X(w)) € A})
2
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Die Invarianz von A geht in die zweite und dritte Umformung dieser Gleichung ein
und mit der Mixing-Eigenschaft folgt das vierte Gleichheitszeichen. Da die Gleichung nur
erfiillt ist, wenn P ({(u —X(,w): (p—X(,w)) e A}) die Werte 0 oder 1 annimmt,

ist (1 — X (t)) ergodisch (vgl. Definition 6.1).
U

Dariiber hinaus gilt fiir streng stationare ergodische Prozesse ein Ergodensatz vom Birkhoff-
Typ:

Satz 6.6 ([Ma4], Proposition 2.6.8)
Sei Y (t) ein stationdrer Prozess und ¢(-) eine messbare Funktion mit E[|g(Y (t))|] < oo,

dann gelten folgende Aussagen:

e Der Limes

lim l/0 g(Y(t)) dt

T—oo T
existiert fast sicher und ist eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E[g(Y (0))].

e Falls der Prozess dariiber hinaus ergodisch ist, dann ist

T—oo T

lim L / g(Y (1)) dt = Elg(Y (0))

fast sicher.

6.2 Beweise der Satze 2.8 und 2.10

6.2.1 Beweis von Satz 2.8

Mit der Definition des Wick-Produkts in (S%) (Definition 2.6) und des Weifsen Rauschens
N(y,t) (Gleichung (2.16)) gilt

(Ft,y), N ) =3 3 calt,n)&(pi(y) Kares,,, € (S3). (6.6)

€T ij>1

Sei f =) 5.7 b5Kps € (Sn), dann gilt mit (6.6)

A{A‘<<F(t’y>’ﬁ(y’t)>’f>(s*N),<sN)
:/]R/]R (Zf:iCa(tay)fz‘(t)Pj(y)Kwezu,j),Zb;;l%)
(S%):(5n)

€T i=1 j=1 BeT

7(dy)dt

7(dy)dt
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“Ju

Mit der Definition des Funktionals (-, -)(sx),(sy) folgt

i

:/IR/IR 2.7 2. ca(t, )& (O)p;(y) | bs| m(dy)dt.

BET avizj:a“"ez(i,j):ﬁ

m(dy)dt.
BET C!,Z,]CM—‘,—BZ(l,]):B BEL

(Z Z calt,y)&(t)p;(y) | Ks, Zbﬂ%)
(Sx),(Sw)

m(dy)dt

<Z Y. alty)&®py) | KoY bs Kﬁ)
(S)(5w)

BeL a,z,ja—l—ez(w):ﬂ BET

Mit der Dreiecksungleichung und einer elementaren Erweiterung erhilt man

/11%/13 ZB! Z ca(t,9)&i(t)p;(y) | bs| m(dy)dt

BeT aijiate,; H=8
< Ibsl Yoo alty)&Opy) 8!
BET aijiote; ;=0 LY (RxIR,AX)
= [bsl Yo calt,y)&(p; () V/BIV/BI(2IN) 5P (2IN) 727,
BeT aijiate,; 5)=8

LI(RxR,AXT)

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und einer elementaren Umformung gilt

> bl Yoo calty)&(p () VBIV/BI(2IN) (2IN) 57
pez abfiotes ()=~ LY(RxR,\x7)
1
< (Z b%ﬁ!(%N)”ﬁ)
BeT
2 3
> Y calt.y)&tpv) pI2IN)
BET ai,jiote; ;H=0 LU(RxR %)

2
<

< (Z > llealt: )l emmaxm 1€OP ) 2 momoan ﬁ!(2lN)"’5)

[

BeT Oévivj:a"’_ez(i,j)zﬁ

: (Z bg@!@m)f’ﬁ) ’

BeL

113



2 1

= <Z Z Hca(t7y)||L2(IR><]R,)\><7r) -1 B (2]N ) (Z bﬁﬁ‘ 2]N >

BEL \i,j:ate,; j)=B BeT

1
2
2
§<Zbgm<2m>w> (Z S fealt ) omerans
BGI 661— a77’7]a+ez(l,j):ﬁ

1

oo 5!(211\1)1’5) 5.

a7i7j:a+ez(i,j):ﬁ

Setzt man [(3) = Zam:we ,,=p 1, dann folgt

(Z b%ﬁ!(QlN)pB> (Z > lea(t, Y2 mxmaxn)

BET BET a7273a+ez(z,j)26
1

>, U 6!(21N>-pﬁ) 5

ayi»j:a+ez(i,j):B

= <Z b%ﬂ'(Qﬂ\I)pB) Z Z HCa (t7 y) ||i2(lR><]R,)\><7r) Z(B)B'(mN)_pﬁ

BEI BEI a7l7ja+ez(1,j):6

Mit der Definition von [ erhilt man

(Zbéﬁ!(QﬂV)pﬁ> > Y lealt )l iamumars | HB)BIEN)

Bez ﬁEI aijiate, J)*B

(zm o pﬁ) (zzzuca ) e

BEL a€eZ i=1 j=1
1
2

Ao+ e (0 + e (2IN) Pt N)

Nach Voraussetzung ist L := supa{HcaH%g(]RX]R a0 (2IN) 79} < o0

114



Somit gilt

BeT o€l i=

NI

Aot exg)(a+ ez(m))!(2]1\1)_1’(““““”))

N[

< <Z bgﬁl(le)pﬁ>

BeL

(LZZZZ a+e)

a€cl i=1 j=1

BEL a€Z i=1 j=1

fiir p hinreichend grof, da () < (2IN)? ist.

6.2.2 Beweis von Satz 2.10

Mit Satz 2.8 und Bemerkung 2.3 erhilt man

/m /]R <F(t’ w). Ny, t)> m(dy)dt

= Z Z (Ca, fipj)ﬂ(]RxIR,Axw)Ka-f—ez(i,j)

€T ij=1

(Zb2ﬁ Q]Npﬁ> <Z lzl”catyHLQIRxIR/\xw)
J

Oz + ez(l J))
ol

— Z Z Z (Ca, fipj)LQ(]RXIR,AXW)Ka-i-ez(i,j)

n=1 a€I7|a‘:n i,j=1

:Z Z Z(Cmfipj)LQ(RxR,Am)(nﬂL1)!

n=1 a€Z,|a|=n1,j=1

//// S fson

N|—

(Q]N)p(a+ez(i,j))+qa>

S(Zbéﬂl@ﬂ\l)pﬁ) (LZZZM% )(laf + 1)(2IN) ™" a+€z<~>)+qa>2<oo

t17y17 tn7yn> N<dy17 dtl) N(dyn7 dt )N(dy7 dt)

Das letzte Gleichheitszeichen folgt aus der Definition von K.
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Vertauscht man die Summation iiber «, ¢« und j und die Integration, dann folgt

Z Z Z(ca’fipj)LQ(IRXIR,)\xn)(n+1)!

n=1 o€l |a|=n1,j=1

//// L st

(b1, Y15 i tny Yn) N(dyr, dty) - - - N(dyy, dt, )N(dy,dt)

g: n+1 / / / / / / Z Z (Cas &iDj) L2(RxRAXT)

a€l,|al=ni,j=1

)5®a(t17 Yis .- n7 yn) N(dyh dtl) N(dy,“ dt )N(dya dt)

t)p;
2// //( Z an, §iDj) L2(RxR M)

a€l,|al=ni,j=1

&i

£ ()% (b1, Y1 s by yn)> N(dyy,dty) - - - N(dy,, dt,)N (dy, dt)

Da die Elemente (&p;)ijen eine Orthonormalbasis fiir den Raum L*(R x IR, A\ x )
darstellen, gilt

SLLLL(S S

a€Z,|al=ni,j=1

'fi(t)pj(y)dm(tl, Y1 -3 tm?Jn)) N(dyb dty) - - N(dyn, dtn>N<dyv dt)

S Lo L (2 et

o€l |lal=n

'5®a(t1>yl§ s tn7yn)> N(dyla dty) - -- N(dyna dtn)N(d% dt)

= Z [nJrl(fn(tl; Y1y .oy tna Yn, ta y))

- /IR | P i

mit fn(tla Y1, .- tna Yn, t? y) = (ZQGI,\OA:n Coz(ta y)6®a(t17 Yis .- tna yn)> .
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6.3 MATLAB-Simulationen unterschiedlich grofier Pa-

rameter

Fiir unterschiedliche H und o wurden bei ansonsten gleichen Parametern in der Folge alle

Schétzer geplottet.

6.3.1 Hurst-Parameter H = 0,9

Grafik 16 (¢ =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fur den Driftparameter beziglich X(t)
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Grafik 17 (« =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fur den quadrierten Diffusionskoeffizienten bezuglich X(t)
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Grafik 18 (¢ =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schétzer fur die Sprungintensitat beztiglich X(t)
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Grafik 19 (¢ =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schétzer fiur den Driftparameter bezuglich Y(t)
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Grafik 20 (¢ =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fir den quadrierten Diffusionskoeffizienten bezuglich Y(t)
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Grafik 21 (¢ =3, H=10,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer flr lambda beziglich Y(t)
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Grafik 22 (¢ =3, H=0,9,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fur v2 beziiglich Y(t)
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6.3.2 Hurst-Parameter H =0, 7

Grafik 23 (o« =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schétzer fur den Drift bezliglich X(t)
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Grafik 24 (¢ =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):
Schatzer fur den quadrierten Diffusionskoeffizienten bezuglich X(t)
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Grafik 25 (¢« =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schétzer fur die Sprungintensitét beztiglich X(t)
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Grafik 26 (¢« =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fur den Drift beztiglich Y(t)
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Grafik 27 (¢ =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fir den quadrierten Diffusionskoeffizienten bezuiglich Y(t)
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Grafik 28 (¢ =2, H=0,7,a=3,0 =7, A=19 ,v =11, X(0) = 1):

Schatzer fur lambda beziglich Y(t)
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