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,Wenn man glaubt, daff dem menschlichen Denken eine
materielle Struktur entspricht, die den Gesetzen der Physik
genugt, so ordnet sich unserer Betrachtung nun auch die
Tatsache mihelos ein, daf wir ein Geddchinis fir die

Vergangenheit, nicht aber fir die Zukunft haben.
Carl Friedrich von Weizsdcker, Aufbau der Physik
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1 Einleitung

Die Physik als Naturwissenschaft beschaftigt sich mit den Kausalzusammenhéngen, also dem
Zusammenhang zwischen Ursache und Wirkung, in erfahrbaren Erscheinungen der (unbeleb-
ten) Natur. Ein physikalischer Vorgang ist ein solcher, in dem sich die duflere Form, der Aggre-
gatzustand oder die Lage eines Korpers oder Stoffes andert. Jene Vorgénge und Erscheinungen
werden durch die Physik in naturwissenschaftlichen Modellen, so genannten Theorien, erfasst,
welche eine Vorhersage tiber das Verhalten der betrachteten Systeme erméglichen. Viele physi-
kalische Prozesse sind durch einen zeitlichen Verlauf gekennzeichnet. In der diesen Prozessen
zugrunde liegenden Beschreibung tritt also die Variable Zeit auf. Die Aufeinanderfolge von
Zustanden, die mit der Anderung der korrespondierenden Zustandsvariablen einhergeht, wird
auch Evolution® genannt.

Die Logik und die Mathematik gilt nun als Sprache der Physik. Eine Vielzahl von Zitaten
von beriihmten Wissenschaftler heben gerade diesen Punkt hervor. So auflerte Sir James H.
Jeans den heute viel verwendeten Spruch: ,, The Great Architect seems to be a mathematici-
an.“%. Auch Richard Feynmans Aussage zu diesem Thema: ,,In the last instance mathematics
is nothing more than a logical course of events which is expressed in formulas.“3 gehen in
dieselbe Richtung. Eine Erlauterung iiber die Bedeutung der Mathematik in der Physik unter
diesem Aspekt wurde von Eugene Wigner in seinem Artikel ,, The Unreasonable Effectiveness
of Mathematics in the Natural Sciences** [1] gegeben. F. David Peat griff in seinem Essay
,Mathematics and the Language of Nature“S [2] die Ideen Wigners auf und ging weiterhin
auf linguistische Aspekte, Verbindungen zwischen Mathematik und Musik und Konzepte der
kognitiven Psychologie im Bezug auf Mathematik als Sprache ein. Der Jahrhundertphysiker
Albert Einstein ist Quelle vieler Zitate, auch zur Beziehung zwischen der Mathematik und
der Physik. Stellvertretend fiir die Vielzahl sei hier folgendes Zitat angefiihrt: , Nature is the
realization of the simplest conceivable mathematical ideas.“% [3].

Physikalische Gesetze und Prozesse werden in mathematischen Ausdriicken bzw. Gleichun-
gen kompakt erfasst. Die zeitliche Entwicklung dynamischer Systeme erfahrt ihre mathema-
tische Beschreibung in Form von so genannten Evolutionsgleichungen. Dabei sind Evolu-
tionsgleichungen der Oberbegriff fiir alle mogliche Formen von Gleichungen, die die Zeit und
deren Ableitungen enthalten, wie z. B. gewohnliche und partielle Differenzialgleichungen, Dif-
ferenzengleichungen, Integralgleichungen und deren Kombinationen (Integro-Differenzialglei-
chungen, Differenzial-Differenzengleichungen etc.).

Sicherlich lassen sich physikalische Gesetze auch verbal ausdriicken, wie z. B. das zweite
Axiom Sir Isaac Newtons, das dynamische Kraftgesetz, das wie folgt lautet: Die eine Bewe-
gungsinderung bewirkende Kraft (in Zeichen F ) ist der Impulsdnderung, bei Massekonstanz,
dem Produkt aus Masse (in Zeichen m) und Beschleunigung (in Zeichen a), proportional [4].

lat. evolvere .. .abwickeln, entwickeln

Der grofle Architekt scheint ein Mathematiker zu sein.

Letztendlich ist die Mathematik nichts anderes als eine logische Folge von Ereignissen, die in Formeln
ausgedriickt werden.

Die unverschiamte Effektivitit der Mathematik in den Naturwissenschaften

5 Mathematik und die Sprache der Natur

Die Natur ist die Umsetzung der am einfachsten denkbaren mathematischen Ideen



Fiir Vorhersagen des Ortes, der Geschwindigkeit bzw. des Impulses und der Beschleunigung
verwendet man jedoch die mathematische Formulierung in Form einer Differenzialgleichung,
der Newtonschen Gleichung. Diese Bewegungsgleichung ist die Grundgleichung der klassischen
Mechanik.

Die Berechnung der Trajektorie eines klassischen Teilchens erfordert die Losung der Glei-
chung ausgehend von der Kenntnis der i. Allg. orts- und zeitabhéngigen Kraft F (7,t) und den
Anfangsbedingungen, dem Zustand des Systems zu einer Zeit to, 7(tg) = 7 und 9(tg) = v
bzw. p(tg) = po. Die zu losenden Gleichungen werden gewdhnliche Differenzialgleichungen
genannt, wihrend das gestellte Problem als Anfangswertproblem bezeichnet wird [5, 6]. Die
Differenzialgleichungen , gehéren zu unseren wichtigsten Mitteln, Naturgesetze zu formulieren
und Naturvorginge zu beherrschen, so Harro Heuser in [6].

Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist nicht die einzige Grundgleichung der Physik. So
steht im Zentrum der klassischen Elektrodynamik, einem weiteren Teilgebiet der Physik, die
Beschreibung elektromagnetischer Wellen, verursacht durch elektrische und magnetische Fel-
der und Potenziale und die Dynamik elektrisch geladener Teilchen und Objekte. Die mathema-
tische Erfassung der elektromagnetischen Phanomene erfolgt iiber einen Satz von Gleichungen,
die die Grundlage der Elektrizitdtslehre und des Magnetismusses legen und nach dem schotti-
schen Physiker James Clerk Mazwell benannt worden sind. Albert Einstein, der Anfang des
20. Jahrhunderts die Elektrodynamik mit den Ideen der speziellen Relativitatstheorie verein-
te, nannte das Wirken Maxwells zum 100. Jahrestag seines Geburtstages 1931 als ,,das Tiefste
und Fruchtbarste, das die Physik seit Newton entdeckt hat*. So gilt Maxwell, der neben den
Beitragen zur Elektrodynamik die ebenfalls nach ihm benannte Geschwindigkeitsverteilung
von Gasmolekiilen aufgestellt hat, als der Naturwissenschaftler des 19. Jahrhunderts, der den
grofften Einfluss auf die Physiker des 20. Jahrhunderts hatte. Er vereinigte in den Maxwell-
schen Gleichungen Elemente der Geometrie mit Algebra. Elektrische und magnetische Felder
bewegen sich als elektromagnetische Welle mit konstanter Geschwindigkeit von 3 - 10%ms™!,
der Lichtgeschwindigkeit, durch den Raum. Er schrieb dazu: ,, This velocity is so nearly that of
light, that it seems we have strong reason to conclude that light itself (including radiant heat,
and other radiations if any) is an electromagnetic disturbance in the form of waves propagated
through the electromagnetic field according to electromagnetic rules.“* So wurde Licht von ihm
als elektromagnetische Welle postuliert. Die Elektrodynamik ist eine Feldtheorie. In ihr wer-
den spezielle Differenzial- und Integral-Operationen verwendet, die auf verschiedene Skalar-
bzw. Vektorfelder wirken. Die Maxwell-Gleichungen in differenzieller Form sind ein System
von partiellen Differenzialgleichungen, die elektrisches Feld und magnetisches Feld verkoppeln.
Es ist unter speziellen Voraussetzungen (Vorgabe des Mediums, z. B. Vakuum) moglich, diese
Gleichungen zu entkoppeln und reine Gleichungen fiir das elektrische Feld E (7,t) und das
magnetische Feld B (7, t) aufzustellen. Im Vakuum fiihrt diese Entkopplung auf homogene
Wellengleichungen fiir die jeweiligen Felder

N E (7 t)=0E (f,t)=0

2 Ot Y= nh=
und

L& A B(Ft)=0B(7,t) =0

CQatQ T? — T? — 9

! Diese Geschwindigkeit ist so nahe an der Lichtgeschwindigkeit, sodass wir einen starken Grund zu der

Annahme haben, dass das Licht selbst (einschliefilich Warmestrahlung und anderer Strahlung, falls es
sie gibt) eine elektromagnetische Welle ist.



1 FEinleitung

welche mit Randbedingungen, die der vorliegenden Geometrie entsprechen, zu losen sind.

Die Quantenmechanik hat, dhnlich wie die anderen Teilgebiete, eine Grundgleichung, die
Schrodinger-Gleichung, die die Phdnomene, die in ihr auftreten, erklart.

Fir die statistische Physik existiert eine solche fundamentale Grundgleichung bzw. ein Sys-
tem aus Gleichungen nicht, sondern es gibt mehrere Zugénge, die je nach Art der Problemstel-
lung verwendet werden. Zu nennen waren dabei die Mastergleichung und eine spezielle Form
dieser, die Fokker-Planck-Gleichung und die Langevin-Gleichung als prominenteste Beispiele
[7-12]. Im Zuge der immer weiter voran getriebenen Interdisziplinaritét und der Verwendung
physikalisch statistischer Methoden erhalten diese Gleichungen zunehmende Bedeutung in der
Beschreibung und Vorhersage natiirlicher Phanomene. Komplexe Systeme mit einer Vielzahl
von Freiheitsgraden sind dabei im Fokus dieser Betrachtung. Fiir Systeme fernab vom thermi-
schen Gleichgewicht fehlt ebenfalls eine allgemeine bzw. universelle Beschreibungsmoglichkeit.
So sind getriebene, offene Systeme ein Gebiet aktuellen Forschungsgeschehens. Das Verstand-
nis von Transport- und Wachstumsphéanomenen und deren Eigenschaften in den unterschied-
lichsten Geometrien sind essentiell, um die Produktions- bzw. die Herstellungsmethoden zu
verbessern oder neue zu finden.

Die verschiedenen Teildisziplinen der Physik benutzen zur Beschreibung der in ihr auftre-
tenden Phanomene ihre eigenen Grundgleichungen, welche gewohnliche bzw. partielle Diffe-
renzialgleichungen sind. Ob es sich nun um Wellengleichungen oder Evolutionsgleichungen
der Form 5

A1) = LA, 1) (1.1)

handelt!, alle haben eins gemeinsam, dass sie i. Allg. als lokal in den Argumenten angenommen
werden. Das heifit, dass nicht nur die physikalischen Observablen (hier A(7,t)) auf beiden
Seiten der Evolutionsgleichung (1.1) die gleichen Argumente (Ort 7 und Zeit t) enthalten.
Auch der Zeitentwicklungsoperator, der z. B. ein Differenzialoperator ist,

L =L(FtAF L), QA ), VAFL),..)

hangt i. Allg. von den Orts- und Zeitvariablen bzw. auch von den Observablen und deren
Ableitungen ab. Nahezu jeder nattirlicher Prozess ist jedoch mit einer Laufzeit verkniipft, weil
die maximale Signaliibertragungsgeschwindigkeit durch die Lichtgeschwindigkeit ¢ begrenzt
ist. Laufzeiten dieser Art miissten prinzipiell auch eine Berticksichtigung finden in den den
Prozess beschreibenden Gleichungen, werden aber in der Modellierung meist vernachléssigt,
um die mathematische Darstellung der jeweiligen Prozesse zu vereinfachen bzw. um den weit
umfangreicheren Fundus an Loésungsmethoden zu nutzen, der fiir gewohnliche und partielle
Differenzialgleichungen existiert.

Ob solche Laufzeiten fiir die Dynamik von dem zu untersuchenden System relevant sind,
muss von Fall zu Fall untersucht werden, bevor man die instantane Beziehung zwischen Ur-
sache und Wirkung annimmt, die der Verwendung von lokalen, gewohnlichen bzw. partiellen
Differenzialgleichung zu Grunde liegt. Verzogerungs- bzw. Gedachtniseffekte sind besonders
evident in biologischen Prozessen, da die mit diesen Prozessen verbundenen Zeitskalen in
leicht zuganglichen Groflenordnungen liegen. Gerade in der Populationsdynamik wurden und
werden Verzogerungen zur mathematischen Modellierung sehr haufig verwendet, um Standard-
modelle wie das exponentielle Wachstum (Malthus-Gesetz) [13] oder das logistische Wachstum
(Pearl-Verhulst-Gesetz) [14-17] zu verallgemeinern.

1 Hier wird nur der skalare Fall betrachtet. Im generellen Fall wird ein physikalisches System natiirlich

durch meherere Observablen beschrieben, wobei deren Beschreibung iiber Systeme von Differenzialglei-
chungen erfolgt.



1.1 Kontext und ahnliche Arbeiten

Ein prominentes Beispiel aus den Wirtschaftswissenschaften, in dem eine Verzogerung of-
fensichtlich vorliegt, ist der Schweinezyklus. Aufbauend auf statistischen Untersuchungen der
amerikanischen Wissenschaftler Mordecai Ezekiel und G. C. Haas aus dem Jahren 1925, be-
schrieb Arthur Hanau 1927 in seiner Dissertation ,Die Prognose der Schweinepreise® [18§]
die periodischen Schwankungen auf der Angebotsseite, die urspriinglisch auf dem Markt fir
Schweinefleisch beobachtet und spéter auch in anderen Mérkten gefunden wurden. In Zei-
ten, in denen der Preis fiir Schweinefleisch hoch war, wurde durch den geneigten Landwirt
verstirkt in die Zucht von Schweinen investiert. Die Aufzuchtszeit dieser Tiere fiithrt zu ei-
ner Verzogerung. Nach dieser Aufzuchtszeit herrscht ein Uberangebot an Schweinen, welches
direkt mit einem Preisfall fiir Schweinefleisch verbunden ist. Infolge dessen wird die Zucht
reduziert. Aber auch dies erfolgt zeitverzogert und resultiert in eine erhéhte Nachfrage und
steigenden Preisen. Eine Zeitverzogerung im Regelmechanismus von Angebot, Nachfrage und
Preis verursacht also eine instabile Marktsituation, die durch regelméafige Schwankungen im
Angebot offensichtlich wird.

Einen dhnlichen Kreislauf kann man auf Arbeitsmérkten beobachten. Dort ist es die Zahl
der Berufs- bzw. Studienanfanger, die betrachtet wird. Jene Zahl unterliegt Schwankungen
aufgrund von Verzogerungseffekten. Sind fiir einen speziellen Beruf die Aussichten und Chan-
cen gut, wie z. B. die Gehélter oder viele freie Stellen, entscheiden sich viele Schulabganger
bei der Berufswahl fiir eine Ausbildung oder ein Studium dieses Berufs. Mit einer gewissen
Verzogerung, der Ausbildungszeit bzw. der Dauer des Studiums bereichern dann diese Berufs-
anfianger den Arbeitsmarkt. Damit sinkt natiirlich die Anzahl der freien Arbeitsplédtze, womit
die Attraktivitat, diesen Beruf zu erlernen, sich ebenfalls verringert. Dies wirkt sich nattirlich
verzogert auf die freie Arbeitsplatzzahl aus.

Die vorangegangenen Beispiele sind nichtphysikalischer Natur. Aber es gibt auch physi-
kalische Prozesse, bei denen man eine inharente Verzogerung nicht vernachlassigen kann.
Gerade dort, wo die Zeitskalen der Dynamik des Systems in der Gréflenordnung dieser Ver-
zogerung liegen, bedarf es der Beachtung der Verzogerung. Diese sowohl qualitativ als auch
quantitativ (mathematisch) zu erfassen, soll im Zentrum dieser Arbeit stehen. Dabei wird
sicherlich der Effekt der Verzogerung iiberzeichnet. Dies dient aber gerade dem Zweck, den
Einfluss der Verzogerung auf die Dynamik hervorzuheben, im Speziellen die Verdnderung
zum unverzogerten Fall, um auch weniger prononcierte Verzogerungen aus experimentellen
Daten extrahieren zu konnen. Dass die Verzogerung ein weiterer Baustein zum reichhaltigen
Verhalten dynamischer Systeme ist, soll in der vorliegenden Arbeit dargelegt werden. Des-
halb wird das Langzeitverhalten physikalischer Gréflen unter Wirkung einer Riickkopplung
untersucht. Ein besonderer Fokus liegt dabei auf die Wechselwirkung zwischen Nichtlinearité-
ten und Riickkopplung. Neben den Riickkopplungsmodellen, bei denen skalare Gleichungen
studiert werden, wird ebenfalls ein System aus gekoppelten Reaktions-Diffusionsgleichungen
analysiert. So konnen Aspekte der Silbernanopartikelbildung in Gléasern durch ein solches
System beschrieben werden. Durch Reduktion von Freiheitsgraden besteht die Moglichkeit,
die Anzahl der Gleichungen zu verringern. Die durch diese Reduktion entstehenden effektiven
Gleichungen haben dann nichtlokalen Charakter.

1.1 Kontext und ahnliche Arbeiten

Die in dieser Arbeit beschriebenen Modelle stehen im Kontext zu verschiedenen anderen
Ansétzen in der (statistischen) Physik. Die wesentlichen Herangehensweisen sollen hier vor-
gestellt werden, ohne Anspruch auf Vollstandigkeit, ob der Vielzahl der wissenschaftlichen
Arbeiten, die man im Zusammenhang mit Gedéachtnis- und Riickkopplungseffekten finden



1 Einleitung

kann. Fiir eine detaillierte Erlduterung der einzelnen Punkte sei auf die dort erwéhnte Lite-
ratur verwiesen.

Mori-Zwanzig-Projektionsoperatorformalismus Eine direkte Herleitung von Gleichungen
mit Gedéchtnis liefert der Mori-Zwanzig-Projektionsoperatorformalismus [11, 19-21]
bei dem durch Separation von Zeitskalen das System in relevante und irrelevante Frei-
heitsgrade zerlegt wird. Durch Wahl eines geeigneten Operators konnen die irrelevanten
Variablen herausprojeziert werden. Die resultierende Gleichung fiir den relevanten Anteil
des statistischen Operators ist eine exakte Integro-Differenzialgleichung, die Nakajima-
Zwanzig-Gleichung [20].

Modenkopplungstheorie Die Modenkopplungstheorie ist eine theoretische Betrachtung des
Glastibergangs. Im Zentrum der Theorie steht die Bestimmung des dynamischen Struk-
turfaktors, der die dynamischen Eigenschaften der Dichtefluktuationen beschreibt. In
der Arbeit von Leutheusser [22] wird folgende nichtlineare Grundgleichung

t

(L) 4+~ D(t) + 4N Q2 /cb?(g) d(t—&)dE =0 (1.2)

0

mit den Anfangsbedingungen ®(¢ = 0) = 1 und ®(¢ = 0) = 0 untersucht. Abhéngig vom
dimensionslosen Kopplungsparameter A, der zwischen 0 und unendlich variieren kann,
wird das Langzeitverhalten von ®(t) untersucht. Die Koordinate ®(t) représentiert in
diesem Zusammenhang die Dichtekorrelationsfunktion eines klassischen Fluids zu einer
bestimmten Wellenzahl. Die obige Gleichung entspricht der eines gedampften Oszillators
mit Gedéachtnis. Die in dieser Arbeit verwendeten Gedéachtnisterme haben eine dhnliche
Form und werden verallgemeinert. Im Vergleich zu Gleichung (1.2) wird jedoch der
tberddmpfte Grenzfall betrachtet, bei dem der Tragheitsterm vernachléssigt wird.

Nicht-Ficksche Diffusion Abweichungen vom 1. Fickschen Gesetz, in dem der Teilchenstrom
j in Beziehung zum Konzentrationgradient gesetzt wird:

j(F,t) = =DVe(7 t) |

werden nicht-Ficksche Prozesse genannt. Haufig werden solche Abweichungen mithilfe
einer Zeitverzogerung beschrieben, wobei der Konzentrationsgradient zum Zeitpunkt
t einen Strom zu einen spéteren Zeitpunkt ¢ verursacht. Zwei Moglichkeiten, wie der
Strom dann ausgedriickt werden kann, sind zum einen die Cattaneo-Gleichung, die eine
Verzogerung beziiglich einer diskreten Zeit reprasentiert [23—-25]

j(7,t) = =D Ve(F t —7)

und zum anderen die allgemeinere Variante

t
J(Ft) = — / D(t —t")Ve(F t)dt'
0

wobei D(t) eine Verallgemeinerung der Diffusionskonstante darstellt, die positiv ist und
fiir ¢t — oo verschwindet, damit fooo D(t)dt < oo gilt. Die letztere, verallgemeinerte
Strom-Dichtegradienten-Beziehung symbolisiert eine Riickkopplung beziiglich aller Wer-
te des Dichtegradientens im Zeitintervall 0 < ¢’ < t. Die Werte des Gradienten werden



1.1 Kontext und ahnliche Arbeiten

dabei durch den verallgemeinerten Diffusionskoeffizient gewichtet. Eine adhnliche Be-
handlung der Wérmeleitungsgleichung, die der Diffusionsgleichung dquivalent ist, wird
in [26, 27] ausfithrlich diskutiert. Die zugehorigen Prozesse werden in diesem Zusammen-
hang nicht-Fouriersche Prozesse genannt, da sie eine Abweichung vom Fourier-Gesetz
; x VT wiedergeben. Die obigen Verallgemeinerungen wurden verwendet, da sowohl
die Diffusions- als auch die Warmeleitungsgleichung das pathologische, unphysikalische
Verhalten zeigen, dass sich jegliche Storung im System mit unendlicher Ausbreitungsge-
schwindigkeit fortpflanzt.

Anomale Diffusion Fiir das mittlere quadratische Schwankungsquadrat bei diffusiven Pro-
zessen gilt die lineare Abhingigkeit beziiglich der Zeit (7?) o< t. Es gibt jedoch auch
Transportprozesse in der Natur, bei denen dies nicht der Fall ist. So findet man beim
Transport in heterogenen Materialien wie Glasern oder in pordsen bzw. fraktalen Medi-
en eine Abweichung von dieser linearen Proportionalitit [28-35]:

<F2> ox t*

Uber den Exponenten « lassen sich die Prozesse klassifizieren. Gilt 0 < a < 1, wird der
Prozess subdiffusiv genannt. Ist dagegen o > 1, bezeichnet man ihn als superdiffusiv.
Der Bereich 1 < a < 2 ist der sub-ballistisch superdiffusive Bereich. Es gibt heute eine
Vielzahl von Ansétzen, die diese anomale Diffusion beschreiben. Ein solcher Ansatz ist
der fraktionale Kalkulus, in dem fraktionale Ableitungen definiert werden [36, 37]. Dies
geschieht tiber die Faltung eines Integralkerns K oc t*~! mit der konventionellen Ablei-
tung. Insofern wird dieser Ansatz hier verallgemeinert, denn es werden in dieser Arbeit
nicht nur Potenzen der Variablen ¢ bzw. 7 als Kern verwendet, sondern Funktionen
dieser Variablen bzw. die relevanten Zustande selbst.

In dieser Arbeit werden Evolutionsgleichungen vom Konvolutionstyp untersucht, deren all-
gemeine Form wie folgt geschrieben werden kann:

t
Ohp(r,t) = M(7' t; p, Vp)+/ dt'/ddx'K(F—r”,t—t’;p, Vp) L(7,t;p,Vp) . (1.3)
0

Die durch diese Evolutionsgleichung beschriebene Grofle p(7,t) kann je nach physikalischer
Situation als Wahrscheinlichkeitsdichte, als lokale Dichte oder als eine bestimmte Menge an
Geld angesehen werden. Die einzelnen Operatoren der Gleichung (1.3) M, K und L werden
in den jeweiligen Kapiteln dem konkreten physikalischen Kontext angepasst.

Die zeitliche Entwicklung, wie sie durch (1.3) beschrieben wird, ist i. Allg. eine Uberla-
gerung von Prozessen mit verschiedenen Léngen- und Zeitskalen. Wéhrend der Operator
M nur lokale Prozesse enthéilt, fasst der zweite Term auf der rechten Seite der Gleichung
(1.3) alle nichtlokalen Terme, die Gedéchtnis- und Riickkopplungsterme, zusammen. Man
nennt solche Gleichungen mit Riickkopplungstermen vom Faltungstyp Volterrasche Integro-
Differenzialgleichungen [38, 39]. Der Operator K wird als Gedéchtniskern bezeichnet und
legt das Gewicht fest, in welchem Mafle vergangene Zustinde bzw. Zustiande verschiedener
raumlicher Koordinaten in die zeitliche Anderung der Grofe p(7,t) einflieBen. Gewichtet wird
dabei der Operator L, der sich dhnlich wie der Operator M aus z. B. Transport- bzw. Reak-
tionstermen zusammensetzt, allerdings auf verschiedenen Zeit- und Léngenskalen. Prinzipiell
kann der lokale Term in den nichtlokalen einbezogen werden. Da hier jedoch gerade die Uber-
lagerung von lokalen und nichtlokalen Prozessen von Interesse ist, ist die in Gleichung (1.3)
gewahlte Darstellung vorteilhaft.



1 Einleitung

Besteht das zu betrachtende System aus mehreren Freiheitsgraden, bedarf es mehrerer
Zustandsgrofle zu dessen Beschreibung. Diese Groflien konnen in einem Zustandsvektor zu-
sammengefasst werden (p(7,t)). Die Operatoren K, L und M haben dann Matrixform. Auch
rein lokale Gleichungen, also konventionelle Reaktions-Diffusionsgleichungen, sind im obigen
Ansatz (1.3) enthalten. Ein solches System wird am Beispiel des lonentransports im Glas,
welcher eng mit der Nanopartikelbildung verbunden ist, ndher beleuchtet.

1.2 Gliederung der Arbeit

Der Einleitung dieser Arbeit folgt ein Kapitel (Kapitel 2), in dem Modelle betrachtet wer-
den, die zeitabhéngige Prozesse mit Riickkopplung bzw. Gedéchtnis behandeln. Bekannte
Modelle aus der Populationsdynamik bzw. der Kinetik chemischer Reaktionen werden durch
Gedéchtnisterme erweitert. Die zeitlich nichtlokalen Gleichungen, die aus der Riickkopp-
lung resultieren, werden beziiglich ihres Langzeitverhaltens untersucht. Mithilfe der Laplace-
Transformation bestimmt man stationdre Werte und analysiert deren Abhéngigkeiten. Die
Stabilitat dieser Fixpunkte wird durch eine lineare Stabilitatsanalyse bestimmt und in Pha-
sendiagrammen werden die Ergebnisse anschaulich zusammengefasst. Verschiedene Arten der
Verzogerung und Methoden der analytischen Behandlung der dazu korrespondierenden Glei-
chungen sollen vorgestellt und am Beispiel angewendet werden. Die analytischen Ergebnisse
werden untermauert durch numerische Betrachtungen. Besonderheiten bzw. spezielle numeri-
sche Methoden, die fiir zeitverzogerte Gleichungen erforderlich sind, werden herausgestellt.

Im Kapitel 3 werden Prozesse thematisiert, die sowohl orts- als auch zeitabhéngig sind.
Durch die zuséatzliche Ortsabhéngigkeit konnen Transportprozesse explizit erfasst werden, die
ebenfalls verzogert sein konnen. Die Auswirkung der Riickkopplung auf Reaktions-Diffusions-
gleichungen bzw. auf Fokker-Planck-Gleichungen wird nach der Behandlung von allgemeinen
Eigenschaften anhand eines linearen Modells beschrieben. Aus verschiedenen Anfangsvertei-
lungen werden die jeweiligen stationaren Verteilungen, die fiir grofie Zeiten beobachtet werden,
analytisch berechnet. Die Verbindung zu konventionellen Fokker-Planck-Gleichungen wird be-
tont und die korrespondierenden Driftterme bzw. Potenziale berechnet.

Im Kapitel 4 werden Aspekte der Silbernanopartikelbildung in Alkali-Silikatglasern vorge-
stellt, deren Beschreibung mithilfe von Reaktions-Diffusionsgleichungen moglich ist. Im Mit-
telpunkt steht dabei die Erlduterung des Ionenaustauschs zwischen einer Schmelze und dem
Glas. Die Vielfalt der experimentell bestimmten Werte und Profile der Verteilung durch Vor-
arbeiten an der Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg und dem Max-Planck-Institut
fir Mikrostrukturphysik Halle (Saale) im Rahmen des SFB 418 liefert die Grundlage der
Bestimmung von Parametern wie Diffusionskoeffizienten und Reaktionskonstanten.

Das Kapitel 5 dient der Zusammenfassung der Arbeit. Weiterhin wird ein Ausblick mogli-
cher weiterfithrender Arbeiten gegeben.

1.3 Evolutionsgleichungen in der Populationsdynamik

Die zeitliche Entwicklung der Anzahl von Mitglieder einer oder mehrerer Spezies wird im Rah-
men der Populationsdynamik beschrieben [40-45]. Dabei nennt man eine raumlich und zeitlich
abgrenzbare Einheit gleichartiger Organismen (Mikroorganismen, Tiere, Pflanzen, Menschen),
die miteinander in einem regelméafligen genetischen Austausch stehen, eine Population. Die
Anderung der Anzahl der Populationsmitglieder kann man mittels Ratengleichungen, die Zu-
wachs und Senkung der Populationsstirke bilanzieren, erfassen. Faktoren, die die Anderung
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beeinflussen, sind z. B. die zur Verfiigung stehende Nahrung, die Zahl der Feinde, denen eine
gewisse Spezies als Nahrung dient bzw. Umweltfaktoren wie Klima, Beschaffenheit des Lebens-
raums etc. . All diese Faktoren werden in den Modellen der Populationsdynamik in wenigen
Parametern subsumiert. Hauptsachlich werden dabei Geburten- und Sterberate verwendet.
Wechselwirkungen zwischen verschiedenen Populationen, die z. B. in einem Réuber-Beute-
Verhéltnis zueinander stehen, konnen ein reichhaltiges dynamisches Verhalten der Popula-
tionsstiarke in Abhéngigkeit von den Systemparametern verursachen, selbst wenn diese als
konstant angenommen werden. So findet man in den so genannten Lotka-Volterra-Modellen
[39, 46] abhéngig vom Parameterbereich ein zyklisches, phasenversetztes An- und Abschwellen
der Populationen bzw. ein Aussterben oder Expandieren einer oder mehrerer Populationen.
Im nachsten Unterpunkt wird als einfiihrendes Beispiel das Pearl-Verhust-Modell verallgemei-
nert, indem die Geburtenrate als zeitabhingig angenommen wird. Die Anderung der Lésung
durch eine Zeitabhéngigkeit dieser Grofle wird anhand einer stiickweise konstanten Geburten-
rate illustriert.

1.3.1 Zeitabhangige Geburtenrate

Ein bekanntes und héufig verwendetes Modell in der Populationsdynamik ist das Pearl-
Verhulst-Modell [14-17]. Dieses Modell wird manchmal auch als logistische Abbildung bezeich-
net und ist eine erste Erweiterung zum rein exponentiellen Verhalten, dem Malthus-Gesetz
[13]. Es wird im Pearl-Verhulst-Modell angenommen, dass die Population nicht unbeschrankt
wachst, sondern eine als tragende Kapazitat der Population K bezeichnete, maximale Popu-
lationsstérke existiert. Die zugehorige Evolutionsgleichung hat nichtlinearen Charakter:

dn(t)

— rn(t) —un®(t) = rn(t) {1 — @] n(t=0)=ny . (1.4)

K

Mit n(t) bezeichnet man die Dichte der Population, also die Anzahl der Mitglieder einer
Spezies N bezogen auf eine Flache A oder ein Volumen V. Die Population wéchst durch
Reproduktion und fallt durch das Sterben einzelner Mitglieder. Mit diesen zwei konkurrieren-
den Mechanismen verbindet man Parameter, die reprasentativ fiir diese stehen, zum einen die
Geburtenrate r, zum anderen die Sterberate u. Meist werden in ersten Betrachtungen beide
als konstant angenommen. In etwas differenzierteren Modellen wird von dieser Konstanz ab-
gegangen, z. B. indem eine Zeitabhangigkeit der Geburtenrate r = r(t) zugelassen wird. Dies
fithrt auf folgende allgemeine Losung

n(t) =

no

exp (— () dg) {1 +ngu Oftexp (Ofnr(f) dg) dn]

0

(1.5)

Die Gleichung (1.5) enthélt die kumulative Geburtenrate (das Integral der Geburtenrate tiber
die Zeit). Um die Losung der Gleichung zu veranschaulichen, wird ein einfaches Beispiel, ei-
ne stiickweise konstante Geburtenrate verwendet. So sei in einem bestimmten Zeitintervall
0 <t < 7 die Geburtenrtate konstant r(t) = r, wihrend fiir Zeiten ¢ > 7 die Geburtenrate
verschwinden soll. Mittels der Heaviside-Funktion' kann diese Wahl mit r(¢) = r ©(7 —t) kom-
pakt formuliert werden. Durch Einsetzen dieser Beziehung in Gleichung (1.5) schlussfolgert

L Die Heaviside-Funktion, die auch in den verschiedensten Zusammenhéngen als Theta-, Treppen-,

Schwellenwert-, Sprung- oder Einheitssprungsfunktion bezeichnet wird, ist nach dem britischen Mathe-
matiker und Physiker Oliver Heaviside (1850-1925) benannt. Sie hat ihren Ursprung in der Kausalitéit
physikalischer Prozesse.
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wobei eine dimensionslose Variante der Gleichung (1.4) durch die Skalierung t — ¢ = r ¢ bzw.
n — n = n/k = uwn/y verwendet wurde. Zu beachten ist, dass neben den schon erwéihnten
Groflen n und t auch die Systemparameter 7 und n, skaliert werden. So erhalt man nach
der Skalierung die dimensionslosen GroBen 7 = r7 bzw. fg = vno/r. Die Tilden werden der
Einfachheit halber im Folgenden weggelassen. Die Heaviside-Funktion als in ¢ = 7 nichtdiffe-

1

1
/
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09 1 2 3 2 5 ) 2 2 6 8 10
i H

(a) Startwerte 7o = 0...1 und festes 7 = 2 (b) 7=0...5 und fester Startwert 7o = 0,5
Abbildung 1.1: Losung 7i(¢; fig, 7) (1.6a) bzw. (1.6b)

renzierbare Funktion tibertrégt natiirlich dieses Verhalten auch auf die Losung (1.6a), deshalb
ist der Ubergang vom exponentiellen zum algebraischen Verhalten genau zu diesem Zeitpunkt
t = 7 zu beobachten. Er erfolgt dort zwar stetig, aber die Ableitung in diesem Punkt ist nicht
stetig. Dies erkennt man an dem nichtglatten Ubergang (s. Fig. 1.1). In der Abbildung 1.1(a)
ist die Abhéangigkeit der Losung vom Startwert ng bei festem 7 aufgetragen, wihrend in Ab-
bildung 1.1(b) der Einfluss der Zeit 7 durch Variation dieser bei festem Startwert ng illustriert
wird. In der Natur erfolgt solch ein Ubergang nicht zu einem festen Zeitpunkt, sondern flie-
fend. Einen solchen flieBenden Ubergang, der mit einer gewissen Breite verbunden ist, kann
schon beobachtet werden, wenn man eine Approximation der Heaviside-Funktion

1
m, wobei gilt  lim ———— = O(x) (1.7)

r(t)=rO(r—t)~ Jim s

benutzt. Der Parameter b umfasst den Grad der Ndherung. Im Grenzfall b — oo ist obige
Approximation eine Darstellung der Heaviside-Funktion (s. Gleichung (1.7)). Je kleiner der
Wert von b, desto breiter ist der Ubergang vom positiven Wert der Geburtenrate zu frithen
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Abbildung 1.2: Vergleich zwischen approximierter Losung b = 1/2 bzw. b = 1 nach Gleichung
(1.7) und dem Grenzfall b — oo, eine Darstellung fir die Heaviside-Funktion

Zeiten zum geburtenfreien Bereich fiir grofle Zeiten. Mit b liegt also eine inverse Zeitskala vor,
was man ebenfalls aus Gleichung (1.7) ablesen kann.

In Abbildung 1.2 werden zum Vergleich zum einen die Losung, in der die Geburtenrate
instantan zu einem gewissen Zeitpunkt 7 ausgeschalten wird (Heaviside-Funktion), und zum
anderen die Losung der Gleichung (1.5) mit der Geburtenrate (1.7) aufgetragen. Fir die Werte
b=12und b =1 in der Bezichung (1.7) kann die Populationsdichte n(¢) in (1.5) analytisch
berechnet werden und wird in Abbildung 1.2(b) und 1.2(d) im Vergleich zur Losung b — oo
dargestellt. Man verifiziert fiir b = 1/2

n<t) - e Ttet - e Tt+et
(55) +mo (L e 7)) [t +In (5 )]
bzw. fir b =1

no

/e;{;ti‘_f‘ +ng V1 + e 207 [artanh ( 1+ e*Q(t*T)) — artanh (\/W)}

n(t) =

10
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Auch den Grenzfall b — oo kann man analytsich bestimmen. Dieser stimmt tiberein mit
Gleichung (1.6a). Durch den stetigen Ubergang in den Geburtenraten verschwindet auch das
nichtglatte Verhalten, welches man bei der stiickweise konstanten Geburtenrate beobachtet.
Das Maximum der Population, das beim augenblicklichen Ubergang der Geburtenrate exakt
bei t = 7 liegt, ist nun zu etwas friheren Zeitpunkten zu finden. Auch das Maximum an
sich trifft man bei kleineren Werten an. Dies liegt daran, dass die Geburtenrate im Bereich
0 <t < 7 sowohl fir b = 1/2 als auch b = 1 kleiner ist, als fiir b — oo, wie man den
Abbildungen 1.2(a) bzw. 1.2(c) entnehmen kann.
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2 Zeitabhangige Prozesse mit
Ruckkopplung

Zeitabhéngige Prozesse, die ein Gedéachtnis zeigen, konnen nicht durch lokale Gleichungen,
also Gleichungen, die nur den momentanen Zustand des Systems enthalten, vollstandig be-
schrieben werden. Solche Prozesse, die Zustdnde aus der Vergangenheit berticksichtigen, hei-
Ben nicht-Markovsche Prozesse. In den Arbeiten [47-51] wurden Modelle vorgestellt, die
solche Riickkopplungen und damit Gedéchtnis enthalten. Dabei wurde nicht von ersten Prin-
zipien ausgegangen, sondern es sind rein phianomenologische Anséatze, die zur Erweiterung
bekannter Populationsmodellen bzw. Ratengleichungen fithrten, wie sie im vorangegangenen
Abschnitt vorgestellt wurden. Diese Modelle sind Ausgangspunkt der Untersuchungen die-
ser Arbeit zu zeitabhéngigen Prozessen mit Gedéchtnis und sollen deshalb hier vorgestellt
werden.

Die Anwendung solcher Modelle beschréankt sich dabei bei weitem nicht nur auf die Po-
pulationsdynamik. Konzepte und Methoden aus der statistischen Physik werden auch in Be-
reichen, wie z. B. in der biologische Evolution [42], der Politik [52] bzw. zur Beschreibung
von Finanzmérkten [53-56], von komplexen Systemen vom Herzschlag bis zum Wetter [57],
der medizinischen Versorgung [58] bis zur Okologie [59] verwendet, um die grundlegenden
Prozesse zu erfassen und zu beschreiben. Ahnlich zur statistischen Physik bestehen die er-
wahnten Systeme aus einer groffen Anzahl miteinander wechselwirkenden Einheiten. So sind
z. B. individuelle Agenten, die Finanztransaktionen durchfithren, denkende Einheiten, deren
jeweiligen Wechselwirkungen im Detail nicht bestimmt werden kénnen. Komplexe Systeme
im 6konomischen Zusammenhang unterscheiden sich in dieser Hinsicht von denen in der Phy-
sik untersuchten Systemen. Nichtsdestotrotz entwickeln sich Finanzdaten nach Gesetzen und
Methoden, die ebenfalls in der statistischen Physik von Relevanz sind. Einige Zeitreihen fi-
nanzieller Daten lassen sich via Zufallsprozess, z. B. der Brownschen Bewegung, beschreiben
[60]. Ein Grund, warum man versucht Finanzsysteme mit Methoden, die eigentlich fiir phy-
sikalische Systeme entwickelt wurden, zu beschreiben, ist die Herausforderung, die Dynamik
stark fluktuierender Systeme mit einer groien Anzahl wechselwirkender Elemente zu verste-
hen [61, 62]. Dabei werden durchaus auch einfache Modelle diskutiert, deren Grundlage direkt
in Marktszenarien liegen und deren Dynamik, die von generellen Interesse sind, auf mikro-
skopischer Ebene untersucht werden. Einen anderen Ansatz findet man in [63], in dem direkt
die Dynamik des Geldes modelliert wird, wobei die dort auftretenden Evolutionsgleichungen
komplett anders im Vergleich zu denen in dieser Arbeit untersuchten sind. Die Biicher von
Banks und Murray [40, 41] bieten einen breiten Querschnitt an Evolutionsgleichungen fiir
die verschiedensten Anwendungsgebiete und Anwendungen. Dort werden auch wesentliche
Losungsmethoden anschaulich préasentiert.

Was haben die Evolutionsgleichungen, die im obigen Kontext und in dieser Arbeit ver-
wendet werden gemeinsam? Sie sollen die zeitliche Anderung einer physikalisch messbaren
GroBe beschreiben und haben die Form von Ratengleichungen, bei denen die Anderung durch
Gewinn- und Verlustterme erfasst wird. In der Populationsdynamik wéren solche Gewinn-
bzw. Verlustterme, die Geburten- bzw. Sterberaten, die in einfachen Modellen geniigen, um
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die zeitliche Entwicklung der Anzahl an Mitgliedern der Population zu berechnen, siche dazu
Abschnitt 1.3 bzw. [7, 12, 40-42, 56, 64, 65]. Neben der Populationsdynamik finden solche
Ratengleichungen Anwendung in der Reaktionskinetik, d. h. zur Beschreibung chemischer
Reaktionen. In diesem Fall ist die relevante physikalische Variable die Teilchenzahl einer che-
mischen Spezies N(t) bzw. die Konzentration p(¢) = N(®)/v. Im Folgenden sei die relevante,
zu untersuchende Grofie mit p(t) bezeichnet. Je nach Anwendungsgebiet entspricht das dann
entweder der Konzentration der Mitglieder einer Population oder einer chemischen Substanz
(64, 66-69]. In der Mehrzahl der Modelle wird die Anderung als instantan angenommen.
Die beschreibenden Gleichungen sind zeitlokal, d. h. die zeitliche Anderung d,p(t) ist gleich
Gewinn- bzw. Verlusttermen zum gleichen Zeitpunkt ¢, wobei diese Terme i. Allg. eine Funk-
tion f von p(t) sind (f = f[p(t)]). Prinzipiell ist dies aber nur eine Naherung zu Prozessen,
die mit Transport verbunden sind. Die Anderung einer GréBe kann als Response auf eine
treibende Kraft oder einem Konzentrationsgradienten erfolgen, welche die Anderung verursa-
chen. Diese Antwort muss nicht immer instantan erfolgen, im Gegenteil, im Einzelfall ist sie
zeitverzogert. In den meisten Féllen ist die dieser Zeitverzogerung entsprechende Skala im
Vergleich zu den andere Zeitskalen, die die Dynamik des Gesamtsystems ausmachen, vernach-
lassigbar. Solche Zeitskalen sind z. B. die Reaktionszeit bzw. Transportzeit. Prinzipiell miisste
die Giiltigkeit der Naherung, die auch Markovsche Niherung genannt wird, dann iiberpriift
werden.

2.1 Kumulative Riickkopplung

In diesem Abschnitt wird ein verallgemeinertes Lotka-Volterra-Modell vorgestellt, bei dem zu
den bekannten Termen (siehe Abschnitt 1.3 bzw. [13-17, 46, 70]) ein kumulativer Riickkopp-
lungsterm hinzugefiigt wurde, sodass die Evolutionsgleichung durch folgende Form

t

ag_? — rp(t) —up?(t) — Ap(t) /p(f) dg (2.1)

dargestellt werden kann. Dieses Modell wurde in [71] und [72]' vorgestellt, hauptsichlich um
mathematisch methodische Ideen zur Approximation und numerische Losungen zu illustrie-
ren. Eine geschlossene (explizite) Losung dieser Gleichung (2.1) ist nicht moglich. Dies ist
sicherlich auch ein Grund, warum in vielen Modellierungen Riickkopplungs- bzw. Gedécht-
niseffekten nicht haufig verwendet werden, auch wenn diese potenziell sinnvoll waren. Das
liegt daran, dass die Komplexitat im Vergleich zu lokalen Evolutionsgleichungen durch die
Hinzunahme der Riickkopplungsterme ansteigt. So wird fiir A # 0 aus der wohlbekannten
logistischen Gleichung (A = 0), welche eine Differenzialgleichung ist, fiir die ein umfassendes
Repertoire an Losungsmoglichkeiten besteht, eine Integro-Differenzialgleichung. Die ersten
beiden Terme auf der rechten Seite sind lokal und die aus der logistischen Gleichung bzw.
dem Pearl-Verhulst-Modell bekannten Terme (siche Gleichung (1.4) und in den oben genann-
ten Literaturstellen). Der erste lineare Term ist ein Wachstumsterm, der mit der Geburtenrate
r > 0 gewichtet wird, welche eine inverse Zeitskala reprasentiert. In der Anfangsphase der
Entwicklung einer Population vieler Systeme geniigt dieser lineare Term, der auf ein expo-
nentielles Anwachsen der Anzahl der Populationsmitglieder hinausléduft. Dieses exponentielle
Verhalten fiihrt natiirlich zu einem unbeschrankten Wachstum der Population oder der zu

1 Ein Reprint dieser Arbeit findet man in [73], in der auch eine umfassende Liste weiterfithrender und

erganzender Literatur aufgelistet ist.

14



2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

beschreibenden relevanten Groe. Deshalb wurde das Malthus-Gesetz [13], durch den zweiten
Term in Gleichung (1.4) bzw. (2.1) erweitert. Der quadratische Term, der mit der Rate u > 0
gewichtet wird, sorgt dafiir, dass das Wachstum beschréankt bleibt und fiir grofie Zeiten die
Population bzw. Konzentration in einen statondren Wert miindet:
lim p(t) = ps

Manchmal dient dieser stationdre Wert (Fixpunkt, Grenzwert) auch als zweiter Parameter
im Pearl-Verhulst-Modell und wird im Kontext der Populationsdynamik tragende Kapazitat
K genannt, weil sie die maximale Zahl der das System aufnehmenden Mitglieder der Spezies
in einem vorgegebenen Reservoir markiert.

Der dritte Term —p(t) fot p(€) d¢, der die Anderung der relevanten Grofie im Modell (2.1)
bestimmt und der die Verallgemeinerung bzw. Neuerung ausmacht, liefert ein erstes Beispiel
fiir riickgekoppelte Differenzial- bzw. Evolutionsgleichungen. Mit der Zeitintegration iiber die
relevante Variable p(t) iiber den gesamten Zeitbereich ¢ = 0 (0. B. d. A. dem Beginn des
Experiments) bis zur momentanen Zeit ¢ wird die gesamte Geschichte der relevanten Groflie
erfasst. Die momentane zeitliche Anderung wird durch die gesamte Vergangenheit der Grofie
bestimmt, deshalb wird diese Art von Gedéchtnis kumulativ genannt. Alle Anderungen in
der Vergangenheit, wie etwa Mutationen in der Population, Klimaanderungen, die zu Wiis-
tenbildung und Uberdiingung fithren, haben einen Einfluss auf die Geburten- und Sterberate.
Genauso konnen falsche Investitionen oder fehlgeschlagene Spekulationen in kumulativer Wei-
se dazu beitragen, dass der derzeitig zur Verfiigung stehende Geldbetrag verringert wird.

Die Sensitivitat dieses Termes auf die Evolution wird durch die Rate A\ gesteuert. Wie
schon in Abschnitt 1.3 beschrieben, ist fiir A = 0 das Modell (2.1), das dann dquivalent zu
Gleichung (1.4) ist, exakt losbar. Der Langzeitgrenzwert ps dieses Falles ist der Quotient
aus den beiden in Gleichung (2.1) verbleibenden Raten 7/u. Bei A # 0 éndert sich dieses
Langzeitverhalten. In [47, 48] wird das Modell (2.1) unter physikalischem Gesichtspunkt auch
im Zusammenhang nicht-Markovscher Evolutionsgleichungen untersucht und zusétzlich dazu
der Fall A < 0 betrachtet, der in [71-73] ausgespart blieb. Dabei stehen der lokale Teil und
der Gedéchtnisterm gerade bei diesem Fall in Konkurrenz zueinander. Die vier Parameter, r
die Geburtenrate (mit der Einheit 1/s), u die Sterberate (mit der Einheit 1/[p]s), A die Starke
der Riickkopplung (mit der Einheit 1/[p]s2) und die Anfangsbedingung p, (mit der Einheit [p]),
die allesamt als konstant iiber den gesamten Zeitraum angenommen werden, bestimmen das
Verhalten der relevanten Grofie p(t). Durch Skalierung der Zeit ¢ und der relevanten Grofie
p(t) kann die Anzahl der das Verhalten bestimmenden Parameter auf zwei reduziert werden.
So sind mogliche Zeitskalen 1/» und /), wiahrend p(t) mit p; = 7/u, Mu? bzw. py skaliert werden
kann. In [72, 73] wurden diese Skalierungen

(e =2 (%) i) = 2 (Gae) i) = 50 (2) o miti =50 (1)

r r
verwendet. Man verifiziert leicht, dass fiir die zweite der oberen Skalierungen, die dimensions-

lose Gleichung

[2)

— o (82) — 2 (1) — P2 (£2) / pa(€)de mit = (2.2)

ru
0

Opa (t2)
* o,

folgt, wobei ¢ ein dimensionsloser Parameter ist, der eine Kombination aus allen drei Raten
ist. Fiir die anderen drei Skalierungsmoglichkeiten steht dieser Parameter bzw. sein inverser
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2.1 Kumulative Riickkopplung

Wert jeweils als Vorfaktor der drei Terme auf der rechten Seite der Gleichung (2.2)'. Die
Grenzfille 22 > 1 bzw. » < 1 dienen zur exakten Berechnung von Néherungslosungen, die
im Detail in [72, 73] diskutiert und analysiert werden. Dabei stellen diese Ndherungslosungen
eine Grundlage zum Test numerischer Verfahren zur direkten Berechnung der Losungen der
Integro-Differenzialgleichung (2.1) dar (siehe [71]). Aus der formalen Losung der Gleichung
(2.2)
1 to T
pa (t2) = pao exp - / 1 —po(7) — /pQ(f) dg| dr (2.3)
0 0

lasst sich sofort feststellen, dass, wenn psg > 0 gilt, auch py (t3) > 0 fiir alle Zeiten t5 > 0.
Diese Feststellung ist gerade fiir die Anwendung in der Populationsdynamik von Wichtigkeit,
da dort die Anzahl der Mitglieder einer Population per se positiv bzw. Null ist.

Eine weitere Moglichkeit, das Modell zu analysieren und dessen Eigenschaften festzustellen,
besteht darin, folgende Grofie

RO =N [ 9(©)de 2.)

einzufiithren. Diese neue GroBe ermoglicht es, Gleichung (2.1) mit

Oip(t) = p(t) [r — up(t) F R(1)]

OiR(t) = [Al p(t) (2.5)

in einer Art Phasenraumbeschreibung zu betrachten, wobei das obere Vorzeichen in der ers-
ten Gleichung A > 0 entspricht. Die beiden Ansétze (2.1) und (2.5) sind dquivalent. Das
System (2.5) besteht aus zwei Gleichungen fiir die Groflen p(t) und R(t), wobei letztere iiber
die Beziehung (2.4) nattirlich von der relevanten Gréfie p(t) abhéngt und beide Gréfie somit
nicht unabhéngig voneinander sind. R(¢) kann als eine iiber den Zeitraum der Messung akku-
mulierte Dichte betrachtet werden. Vorteil des Systems ist, dass beide Gleichungen lokal sind
und somit bekannte Methoden aus der Behandlung gewohnlicher Differenzialgleichungen [5]
angewendet werden konnen. Auch besteht die Moglichkeit, aus der Betrachtung dieses Sys-
tems, Riickschliisse tiber das Verhalten der Losung zu erlangen, ohne diese explizit zu losen
[71]. So kann man eine Losung p(R) in der folgenden Art

p(R) = <po —ps F %J) exp (—% R> + (ps + % F %) (2.6)

aufstellen. Fiir das System relevante Trajektorien gehen von der positive p-Achse aus, d. h.
(R,p) = (0,po) mit pp > 0. Wie in Gleichung (2.3) gezeigt worden ist, gilt dann p(t) > 0 fiir
alle t > 0. Mit der Beziehung (2.4) folgt, dass R(t) monoton steigt und R(t) > 0 fiir alle ¢ > 0,
d. h. die Trajektorien liegen im 1. Quadranten des Phasenraums. Aus dem System (2.5) kann
man ablesen, dass p(t) fiir die Punkte der Nullisokline Z : r — up(t) F R(t) = 0 stationér ist,
also Oyp(t) = 0 gilt. Fir Zustande (R, p) unterhalb von Z gilt d;p(t) > 0 und somit wéchst
p(t). Dagegen fallt p(t), wenn die Zustédnde (R,p) oberhalb bzw. rechts von Z liegen, weil
dort Oyp(t) < 0 gilt. Ist also py < 1, so wichst p(t) bis die Linie Z erreicht ist, danach fallt
p(t) monoton, wenn t grofer wird, d. h. in diesem Fall hat p(¢) sein Maximum auf Z. Sollte

1 bei der Skalierung p; (t1) steht s vor dem kumulativen Integralterm, bei ps (t3) steht »~! vor dem

quadratischen Term und bei py (t4) steht »>~! vor dem linearen Term
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

der Startwert py > 1 sein, so nimmt p(¢) fiir wachsende ¢ ab, womit sofort klar ist, dass pg
in diesem Fall Maximum ist. Insgesamt kann dann geschlussfolgert werden, dass p(t) nach
oben durch sein endliches Maximum beschrankt ist und nach unten durch Null. Mithilfe der
Beziehung (2.6) folgt daraus, dass auch R(t) beschrankt ist, also es gilt:

t—o00

lim R(t) = lim | /p(@ dE = Ry < o
0

Fiir Startwerte pg < 1 liegt das Maximum p,, von p(t) auf Z. Der Wert von p,, = p (t.) kann
unter Verwendung von (2.6) zu

A 2 A 2
Pm=Ds = 5 In <1+%_1—u—p0> und Re:u In (1+%_1—u—p0> (2.7)

A U A

berechnet werden, wobei R, = R (t.) der Wert von R(t) (siche Gl. (2.4)) an der Extremstelle
t. ist. Eine grafische Darstellung des R —p—Phasenraums mit dem Richtungsfeld des Systems
(2.5) ist in der Abbildung 2.1(a) dargestellt. Der Wert fiir s = /ru wurde auf 1/3 festgelegt,
wobei dabei r; v und A als positiv angenommen wurden. In dieser Figur sind auch die Trajekto-
rien p(R) aus der Beziehung (2.6) aufgetragen. Die numerische Berechnung erfolgte durch das
klassische Vorwérts-Euler-Verfahren. Die feste Schrittweite wurde zu At = 0,05 gewéhlt und
die zu verschiedenen Startwerten py gehérenden Trajektorien in das Richtungsfeld eingezeich-
net, um das oben beschriebene Verhalten zu illustrieren. Neben den Trajektorien findet man
dort auch die Nullisokline Z, die im Phasendiagramm durch die Linie, die von (R,p) = (1,0)
nach (R,p) = (0,1) lauft, gekennzeichnet ist. Sie markiert die Maxima von p(t) fiir pg < 1.

2.1.1 Der Fall u=0

Ahnlich wie fiir A = 0 ldsst sich der Fall, bei welchem der Parameter u in Gleichung (2.1)
verschwindet (u = 0), exakt berechnen und man folgert

(14 A)2elr _ 1 l—rr7
) =po—L—— mit Apy) = ————, A =
p() Do (1+Aet/7)2 mi T(T7 >p0) /—T2+2/\p07 (Ta T) 1+r7

(2.8)

Beachtet sei, dass man ein dhnliches Ergebnis auch fiir einen allgemeineren Kern der Form
R(t) = || fot p*(€) d€ mit einem Exponenten p > 1 erhalten kann:

(14 A)7w e
(L4 Ac)Te

p(t) = po

wobei die Parameter A und 7 dann aber beziiglich des Exponenten p modifiziert sind. Eine
Eigenschaft riickgekoppelter Systeme, die aus der vereinfachten Gleichung (2.1) abgelesen
werden kann, ist, dass die Zeitskala 7 = 7(r, A, pp) neben den einzelnen Raten auch den Start-
wert enthélt. Diese Kopplung wird in den nun zu diskutierenden zwei Fallen offensichtlicher,
wobei die Félle r 7 > 1 und r 7 < 1 unterschieden werden.

Fir r7 < 1 ist der Parameter A, siehe Gleichung (2.8), positiv. Dieser Fall tritt ein, wenn
Apo > 0 gilt. Eine solche Realisierung sei in Abbildung 2.1(b) gezeigt. In dieser Abbildung
ist sowohl die analytische Losung (2.8) als auch die mit expliziter Euler-Methode® [74] fiir

1 gepaart mit Rechteckregel fiir die numerische Integration
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(¢) Numerische Losung der Gleichung (2.1) mit
fixierten Parametern » = 1, v = 1 und variablen A

(d) Numerische Losung der Gleichung (2.1) mit
fixierten Parametern » = 1, A = 1 und variablen u

Abbildung 2.1: Illustration zur Loésung der mit einem kumulativen Gedéchtnis erweiterten
Pearl-Verhulst-Gleichung. Phasenraumportrait des zu dieser Gleichung korrespondierenden
Systems (2.5) mit Richtungsfeld und speziellen Trajektorien fiir verschiedene Startwerte, nu-
merische Losungen der Gleichung (2.1) im Vergleich zu Spezialféllen, sowie Variation der

Parameter A\, u bzw. der dimensionslosen Groie s = /ru

zwei Schrittweiten At = 0,05 und At = 0,1 berechnete Losung aufgetragen!, um diese zu

1 Hier wie auch im Folgenden werde eine der moéglichen dimensionslosen Varianten von (2.1) angenommen,
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

vergleichen bzw. die Qualitit der Numerik abzuschétzen. Ahnlich wie im logistischen Fall
(A = 0) erfolgt ein Anstieg fiir Startwerte py < 1. Da das kumulative Gedéchtnis durch
die unterschiedlichen Vorzeichen in Konkurrenz zum linearen Wachstumsterm steht, wird fiir
t — oo kein nichttrivialer stationdrer Wert erreicht, sondern die Losung fallt bis auf Null ab.
Nachdem ein Maximum zur Zeit

242
. 1 111( r? + )\po—i—r):Tln(i—FTT):—Tln(A)

12+ 2Apg T2+ 2 py — 7 -rT

durchlaufen wurde, wobei zur Zeit 2t,, der Startwert p, wieder angenommen wird, verschwin-
det p(t) fur grofe Zeiten. Dies spiegelt den toxischen Effekt des Gedéchtnisses (negative
Riickkopplung) wider. Die Kurve p(t) zeigt also im Spezialfall v = 0 eine Spiegelsymmetrie
zur Achse t = t,,, wenn man sie sich fiir negative Zeiten fortgesetzt vorstellt. Das Maximum
hat einen Wert von p(t,,) = pm = /21 + po. Die numerischen Ergebnisse stimmen selbst
fir die relativ grofe Schrittweite At = 0,1 gut mit der analytischen Losung (2.8) iiberein,
wie man Abbildung 2.1(b) entnehmen kann. Die grofiten Differenzen gibt es im Bereich des
Maximums.

Ist der zweite Fall r7 > 1 realisiert, der mit Apy < 0 gleichbedeutend ist, so &ndert sich
das Verhalten des Systems drastisch. Das System zeigt dann ein singuldres Verhalten nach
der endlichen Zeit t; = t,,,, d. h. nach dieser endlichen Zeit endet die zeitliche Entwicklung
in einem Crash, wenn man voraussetzt, dass der Startwert py positiv ist. Wahrend fiir A > 0
ungiinstige duflere Bedingungen vorliegen, die zu einer Ausloschung der relevanten Grofle
p(t) fihren, gilt fir den umgekehrten Fall A\ < 0, der gleichbedeutend mit einer positiven
Riickkopplung ist, dass die Evolution in einer Singularitit endet. Die Zeit, an welcher die
Singularitat auftritt, kann alternativ aus dem System (2.5) errechnet werden:

0

Ebenso lassen sich der kritische Wert und die Trajektorien im Phasenraum

1
R¥ —— R?

/\l
als Grenzfall u — 0 von Gleichung (2.6) oder direkt aus dem System (2.5) verifizieren, welche
in diesem Fall eine Parabel ist.

2.1.2 Zusatzlicher Verlustterm - Der Fall u # 0

Das allgemeine Modell (2.1) enthélt neben dem linearen Wachstumsterm und dem kumulati-
ven Gedéchnisterm noch einen zusétzlichen (quadratischen) Verlustterm, der das Verhalten
im Vergleich zum im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Fall u = 0 &ndert. In der Ab-
bildung 2.1(a) sind alle drei Parameter 7,u und X\ positiv. Ahnlich wie fiir den Fall u = 0,
muss auch in diesem allgemeinen Fall unterschieden werden, ob A positiv oder negativ ist.
Wenn A negativ ist, dann konkurrieren beide nichtlinearen Terme miteinander. Ist dagegen
A > 0, wie auch in Abb. 2.1(a), hat die Trajektorie im Phasenraum ein Maximum (entweder
am Startwert oder auf Z, siche Gl. (2.7)), welches immer positiv ist. Das Maximum hat einen
Wert, der kleiner ist als der stationdre Wert ps (A = 0), d. h. es gilt pg < pp, < ps.

sodass in den Abbildungen und der Beschreibung auf Einheiten verzichtet wird.
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2.1 Kumulative Riickkopplung

Die Abhingigkeit bzw. der Einfluss des nichtlinearen Verlustterms —u p?(t) wird in der
Abbildung 2.1(d) dargestellt. Der Parameter u &dndert das generelle Verhalten nicht. Es ist
identisch zum Fall u = 0. In der Abbildung 2.1(d) ist die Variation des Parameters u aufge-
tragen. Dort sind r und A positiv gewédhlt und der Startwert py = 0, 1, sodass zunéchst p(t)
ansteigt bis zum Erreichen eines Maximums, dann abfallt und fir grofie Zeiten verschwindet.
Nichtsdestotrotz hat der quadratische Term, der durch den Parameter u gesteuert wird, einen
Einfluss auf Details der einzelnen Kurven. So hangen die Hohe des Maximums und die Zeit,
nach dem dieses erreicht wird, von der Gréfle u ab. Je grofler u ist, desto kleiner wird das
Maximum, da mit positivem u ein zusétzlicher Verlust verbunden ist. Die numerischen Er-
gebnisse aus Abbildung 2.1(d) sind in Ubereinstimmung mit den aus der Phasenraumanalyse
gefundenen Ergebnissen, also p(R.) < p,,. Fiir kleine v kann Gleichung (2.6) zu

B ur r? O (u2) — o r? O (2
p(Re) = pm = - {po—i-ﬁ] + O (u?) = pm — {poJrﬁ} +0 (u)
entwickelt werden. Weiterhin wird das Maximum bei steigendem u zu fritheren Zeiten ¢,
angenommen, d. h. es gilt ¢,,(u) < t,,(u = 0). Die Symmetrie beztiglich der Zeitachse t,,,
die im Fall v = 0 auftritt, wird durch den quadratischen Term gebrochen. Die Zeit ab dem
Maximum bis zum erneuten Erreichen des Startwertes py ist grofier als ¢,,. Je grofler u (je
kleiner s), desto groBer wird der Unterschied zwischen diesen beiden Zeitintervallen. Dies
wird in der Abbildung 2.1(d) verdeutlicht, in der der Parameter u bei konstanten anderen
Parametern variiert wird. Wéahrend bei u = 0,05 kaum eine Abweichung zu beobachten ist,
wird diese fiir u = 5 mehr als deutlich. Hier erkennt man auch, dass der stete Abfall nach
p(t) — 0 fir groBe Zeiten mit steigendem w bzw. kleiner werdendem s¢ verlangsamt wird.

Wie beeinflusst nun das kumulative Gedéchtnis die zeitliche Entwicklung des Systems?
Die Starke des Gedéchtnisses wird reprasentiert durch die Grofle des Parameters . Schon
ein beliebiges (infinitesimales) A > 0 fiithrt dazu, dass kein positiver stationarer Wert erreicht
wird, sondern p(t — oo) = 0 gilt. In Abbildung 2.1(c) sei die Variation von A aufgetragen,
wobei die anderen Systemparameter erneut festgehalten wurden. Eine Vergroflerung von A
bedeutet eine Vergroflerung von s¢, weil beide direkt proportional zueinander sind, deshalb
ist die oben erwédhnte Diskrepanz zwischen der Zeit zum Erreichen des Maximums ¢, und
der Zeit zum erneuten Erreichen des Startwertes von diesem Maximum gerade bei kleinen
Werten von \ offensichtlich, wéhrend bei steigendem A die symmetrische Form der Kurve p(t)
des Falls u = 0 immer besser erreicht wird. Bei steigendem A > 0 ist ebenfalls zu beobachten,
dass zum einen t,, immer kleiner wird, also das Maximum immer frither erreicht wird und
dass dieses immer kleiner wird, d. h. der toxische Effekt des kumulativen Gedéchtnisses wird
mit steigendem A dominant.

Bisher wurde der Fall der negativen Riickkopplung A < 0 fiir das Modell (2.1) weder in
[71] noch in [72, 73] betrachtet. In der Diskussion zum Fall u = 0 wurde schon festgestellt,
dass fiir A < 0 eine Singularitat nach einer endlichen Zeit auftritt. Dies erinnert an die
Resonanzkatastrophe fiir kleine Schwingungen. Wie im Fall der Resonanzkatastrophe kann
diese verhindert werden, in dem man einen Reibungsterm einbezieht. Diese Rolle wird im
Modell (2.1) durch den Term —up?(t) eingenommen. Diese Analogie wird ebenfalls deutlich,
wenn man die zu Gleichung (2.1) bzw. dem System (2.5) dquivalente Differenzialgleichung
zweiter Ordnung

e e dt
betrachtet, wobei die Substitution w(t) = Inp(t) benutzt wurde. In Analogie zu dem mecha-
nischen Beispiel der Schwingungen kann fiir die Gleichung (2.9) ein erstes Integral eingefiihrt

P {u o | /\} =0 (2.9)
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werden:

1(p\> 1
EZE(B) £\lp= 07 + A6 mit w(t) = p(r) |
p

wobei E einer Energie entspricht, fiir deren zeitlichen Anderung folgende Relation gilt

-2
E =—F mit F=u b
dt P

Der zusatzliche quadratische Verlustterm spielt hier die Rolle eines Dissipationsterms.

Nun soll das Verhalten fiir den Fall A < 0 und u # 0 weiter diskutiert werden. Tritt dieser
Fall auf, verschiebt sich der Zeitpunkt der Singularitat ¢t = ¢, ins Unendliche. Deshalb ist
der Parameter u von grofler Relevanz im Fall A < 0, weil fiir dieses Vorzeichen von A der
quadratische Term der einzige Verlustterm ist. Die Losung p(t) ist dennoch unbeschriankt
und es gilt p(t) — oo fiir t — oo, wobei asymptotisch p(t) o exp (IA/u) beobachtet wird. Diese
asymptotische Losung lésst sich auch schon aus der Gleichung (2.9) ablesen, wo offensichtlich
w = —*u eine Losung liefert.

Unter dem Einfluss des kumulativen Gedachtnisses dndert sich das Verhalten des Systems
total. Bei dem Modell (2.1) handelt es sich um eine Art ,,Spielmodell, welches nur einen Frei-
heitsgrad und keine raumliche Variation enthélt. Nichtsdestotrotz treffen im Modell jedoch
Eigenschaften wie die Nichtlinearitdt und Riickkoplung in Form eines vergangenheitsabhéan-
gigen, kumulativen Terms aufeinander, was in dhnlicher Art und Weise auch in komplexeren
Modellen vorkommen kann.

Ein Beispiel fiir ein solches Modell bzw. eine Klasse solcher Modelle ist mit der Ausbrei-
tung von Epidemien gegeben, die auf einem Gitter simuliert werden. In [75, 76] werden genau
solche Modelle, die die Ausbreitung von Epidemien durch gerichtete Perkolation und deren
Verallgemeinerung durch Einbeziehen einer Immunisierung in den Gesamtprozess beschreiben,
vorgestellt. Die gerichtete Gitterplatzperkolation! findet auf einem Gitter mit den Gitterpunk-
ten (7, t) statt, wobei t eine ganzzahlige Zeitkoordinate ist. Zum Gitterplatz (7,t) besteht
eine Verbindung (Bonds genannt) zu einer bestimmten Anzahl von Vorgéngergitterpunkte
(7’,t — 1). Vorgegeben wird eine Quelle an Gitterplétzen zum Zeitpunkt ¢ = 0. Es besteht
mit der Wahrscheinlichkeit p eine Verbindung zwischen dieser Quelle und dem Gitterpunkt
(7, t), wenn mindestens einer seiner Vorganger (7', ¢ — 1) mit der Quelle verbunden ist, ansons-
ten ist er nicht verbunden. Dies definiert einen Markov-Prozess. Fiir diese Wahrscheinlichkeit
existiert ein kritischer Wert p., wofir gilt: Wenn p < p., dann nimmt die Anzahl der mit der
Quelle verbundenen Platze exponentiell ab fiir ¢ — oo , wahrend fiir p > p. die Anzahl wie
t? wichst, wobei d die Dimension ist. Nahe des kritischen Wertes p, wird das Verhalten auf
groflen Skalen durch universelle kritische Exponenten beschrieben. Die gerichtete Perkolation
dient als eine Moglichkeit, die Ausbreitung von Epidemien zu simulieren. Infizierte Plétze
sind dann solche, die mit der Quelle verbunden sind. Mit der Wahrscheinlichkeit p iibertragt
ein infizierter Zustand (7,t) zum Zeitpunkt ¢ + 1 die Infektion auf einen seiner Nachbarn. In
diesem Modell erfolgt eine augenblickliche Erholung von der Infektion und es besteht auch die
Moglichkeit, dass dieser Platz erneut infiziert wird. In [75, 76] wird das Modell leicht modifi-
ziert, indem man eine Art Immunisierung der Plitze annimmt. Diese Verallgemeinerung des
Modells fithrt dazu, dass die beschreibenden Gleichungen nicht-Markovsch, also nichtlokal
bzw. gedéchtnisbehaftet, werden. Diese nicht-Markovsche Eigenschaft tritt in [76] ebenfalls
kumulativ in folgender Form auf:

Qd(7,t) = DV2O(T,1) — 1 §(7,1) — ud? (@) — Ap(F,8) e W ?EN W L gz 1) (2.10)

! engl. directed (site-) percolation, kurz DP
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wobei mit ¢ die lokale Aktivitdt bezeichnet sei, die ein kontinuierliches Feld unter dem Wir-
kungsintegral ist und, welche in Verbindung mit der Besetzungswahrscheinlichkeit des Gitters
steht und somit als eine vergroberte Dichte der aktiven Gitterplatze dienen kann. Fir das
Rauschen &(7,t) wird angenommen, dass es sich um weiles Rauschen (Gaufisches Rauschen)
mit den Eigenschaften (£(7,t)) = 0 und (£(Z,¢) £(7, 1)) = ud%(Z — &) §(t — ') handelt. Die
Gleichung (2.10) ist ein Beispiel fiir eine stochastische Reaktions-Diffusionsgleichung. Betrach-
tet man nun nur den Reaktionsterm der Gleichung (2.10) bzw. den deterministischen Anteil,
wenn man raumliche Homogenitat voraussetzt (¢(Z,t) = p(t) und £(Z,t) = 0), dann stellt
man eine Analogie zwischen den Evolutionsgleichungen

Op(t) = rp(t) — Ap(t) e b PO = §p(t) = Fp(t) — ap?(t) — Ap(t) /0 tp(t’) dt'

fest, wenn man fiir die Parameter folgende Relationen 7 =7 — A +wpg, @ = w und A = —r w
verwendet. Dies kann iiberpriift werden, wenn man die zu den Integro-Differenzialgleichungen
korrespondierende gewo6hnliche Differenzialgleichung hoherer Ordnung berechnet und die Ko-
effizienten vergleicht. Somit konnen die Betrachtungen aus [47, 48], zumindest fiir den homo-
genen Fall mit [76] verglichen werden. Dazu modifiziere man Gleichung (2.1) derart:

Bip(t) = rp(t) — up?(t) — Ap(t) e Jo P oy

o) = Falt) — 1)~ Ap(0) [ ) —up(e)] dt

dass man den zusétzlichen quadratischen Term aus (2.10) mit F =r — A+ wpy, & = u + w,
A = wwu und v = 7/u erhélt.
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2.2 Gedachtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

In diesem Unterabschnitt sollen die Ergebnisse, die man detailliert in [47, 49] findet, fir
ein weiteres Modell, das dem aus den vorangegangenen Abschnitt dhnelt, zusammengefasst
werden. Auch hier ist das Anliegen, die generellen dynamischen Eigenschaften von Evoluti-
onsgleichungen, wie Nichtlinearitaten, Bifurkation usw. beizubehalten, diese aber gezielt zu
erweitern und zwar durch verzogerte Riickkopplung. Die Retardierungseffekte des hier
vorgestellten Modells werden charakterisiert durch einen Gedéchtniskern IC. Solch ein Ge-
déchtniskern kann berechnet werden, wenn man dem bekannten Projektionsoperatorforma-
lismus [19-21, 77] folgt. Auch verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichungen mit Gedéchtnis
[78] als eine Art von nichtlinearen Evolutionsgleichungen kénnen als Beispiel dienen, wo solch
ein Gedéchtniskern auftritt. Die Form und die Relevanz des Gedéchtnisterms wurde in [7§]
mit analytischen und in [30, 31] mit numerischen Methoden diskutiert. Die Verwendung von
Gedéchtnistermen in Evolutionsgleichung mithilfe des Projektionsoperatorformalismus’ zeigt
sich als bedeutend im Studium von Einfrierprozessen in Glaser [22, 79, 80]. In dem hier vor-
gestellten Modell erhalt man nichttriviale analytische Ergebnisse, dadurch, dass der Gedécht-
niskern K in selbstorganisierender Art und Weise von der Basisgrofie p(¢) abhangt, d. h. der
Kern zustandsabhéngig ist. Genauer gesagt werde hier ein zeitabhingiges Ginzburg-Landau-
Modell (GLM) untersucht. Dieses wird durch einen Gedéchtnisterm erweitert, wobei die dabei
auftretende Riickkopplung nichtlinear in der Basisgrofle p(t) ist. Dabei sind die Nichtlinearita-
ten, die dem GLM inhéarent sind, und der zuséatzliche Gedachtnisterm von gleicher Ordnung,
sodass zwischen diesen eine Art ,Wettbewerb“ stattfindet. Die Ergebnisse hiangen davon ab,
wie stark das Gedéchtnis ist. Auch hier wird diese Stéarke wieder tiber einen Parameter (\)
gesteuert. Zusammen mit dem Startwert py, der ebenso die Ergebnisse bestimmt, wird das
po — A-Phasendiagramm diskutiert, das aufgrund der Riickkopplung im Vergleich zum nicht-
riickgekoppelten Fall reichhaltiger ist. Die Basisgofe p(t) stelle hier einen Ordnungsparameter
dar, d. h. p(¢) kann durchaus auch negative Werte annehmen im Gegensatz zur Populations-
dynamik. Die Restriktionen an die Grofle p(t) mussen je nach Anwendung beachtet werden.
Die Evolutionsgleichung, die wir in diesem Abschnitt betrachten wollen, hat folgende Form:

Oip(t) = r(p) p(t) — u(p) p(t) — A /’C [t =t p(§)] Opp(t')dt’ . (2.11)

Der erste Term charakterisiert einen Wachstumsterm, der alle Zuwéchse beinhaltet. Die Ein-
gangsrate r(p) kann i. Allg. auch von dem instantanen Wert von p(t) abhingen. Wenn man
p(t) in einem Fall, in dem die Rate mit r(p) = r > 0 angenommen wird, als eine bestimmte
Menge an Geld interpretiert, so bedeutet das, dass r Prozent des vorhandenden Geldes als
Einkommen zur Verfiigung steht.

Ist p(t) ein Ordnungsparameter im Zusammenhang mit Phasentibergingen, wie z. B. dem
Ubergang zwischen para- und ferromagnetischen Verhaltens bei einer kritischen Temperatur
T., dann ist r proportional zur reduzierten Temperatur (r & 7, = (Te=7)/1.) und r > 0 bedeutet
dann, dass man sich in der Tieftemperaturphase befindet. Allein dieser Wachstumsterm wiirde
dhnlich wie in der Populationsdynamik zu einem exponentiellen Anwachsen der Grofie p(t)
fiihren. Um einen stabilen Zuwachs fiir positive Raten r und w zu garantieren, wird der
Verlustterm zu u(p) oc p* angenommen, was mit dem zeitabhéngigen GLM korrespondiert.
Das generelle Verhalten der GroBe p(t), deren zeitliche Entwicklung von Gleichung (2.11)
wiedergegeben wird, dndert sich nicht, wenn andere Potenzen von p fiir die Raten verwendet
werden. Offensichtlich tritt ein Wettbewerb zwischen Wachstum- und Verlustterm auf, wenn
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2.2 Gedéchtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

man zunéchst nur die ersten beiden Terme betrachtet bzw. A = 0 ist, der dazu fiihrt, dass fiir
grofie Zeiten (t — oo) p(t) in einen stabilen Fixpunkt miindet. Dieses Verhalten wird stark
modifizert durch den Gedachtnisterm. Ein solcher Term kann als ein durch eine Riickkopplung
verursachter Term verstanden werden. Es wird angenommen, dass die Anderungsrate 0;p(t)
zum derzeitigen Zeitpunkt ¢ durch die Rate zu einem fritheren Zeitpunkt ¢’ < t bestimmt
wird.

Es gibt ein generelles Schema, Gleichungen vom Typ (2.11) zu berechnen [20, 21|, wo-
bei man von mikroskopischen Gleichungen startet. Der Typus der Basisgleichung dieses Ab-
schnitts entsteht dabei, wenn man alle irrelevanten Variablen herausprojeziert und dann eine
der Gleichung (2.11) dhnliche erhilt, in der der Kern K in selbstkonsistenter Weise auftritt.
Der Parameter A in Gleichung (2.11) charakterisiert die Stérke des Gedéachtnisses bzw. der
Riickkopplung. Das Vorzeichen dieses Parameters bestimmt die Ergebnisse essentiell, wenn
man annimmt, dass der Kern K positiv definit ist. So bedeutet A < 0, dass eine Ansammlung
von Kapital zu fritheren Zeitpunkten ¢’ (Jyp(t') > 0) zu einem zusitzlichen Wachsen zum
Zeitpunkt ¢ fithrt, wahrend A > 0 genau das Gegenteil verursachen wiirde. Gleichungen vom
Typus (2.11) treten auch bei der Behandlung des Verhaltens von Glasern im Rahmen der Mo-
denkopplungstheorien auf [22, 79, 80], wobei die dort auftretenden Kerne K positiv definit an-
genommen werden. Im erwdhnten Projektionoperatorformalismus findet man, dass der Kern
IC von der relevanten Variable p(t) selbst abhéngt, insofern kann man die Gedachniseffekte als
selbstorganisiert bezeichnen. Es scheint aufgrund dieses Beispiels als sinnvoll, dass die Zeits-
kala des Gedéchtniskerns KC(t) ebenso von p(t) bestimmt wird, also gilt I [t; p(t)] = K [p(t)].
Somit ist der Gedachtnisterm festgelegt durch p(t) im Zeitbereich ¢t — ¢'. Weiterhin sei K eine
regulire Funktion von p(t), sodass der Kern in Potenzen von p(t) entwickelbar ist (siche dazu
auch [81]), d. h.

K(t) =p(t) D en’(t)

v=0

wobei der interessanteste Fall fiir « = 2 realisiert ist, wenn man Terme hoherer Ordnung
vernachlassigt. Fiir diese Wahl von « steht der Gedéchtnisterm u. U. in direkter Konkurrenz
zum nichtlinearen Term mit dem Vorfaktor u in Gleichung (2.11). Die Gleichung fiir die
detaillierten Untersuchungen, die das generelle Verhalten der Riickkopplung widerspiegeln,
lautet dann

t

p(t) = rp(t) — up(t) — A / Pt — ) Opp(t) dt (2.12)

wobei angenommen wird, dass » > 0 und u > 0, wahrend fiir A beide Vorzeichen zugelassen
sein sollen, wie schon erwahnt. Gilt A > 0, so sind beide nichtlineare Terme Verlustterme,
wohingegen eine negative Riickkopplung (A < 0) zu einer Wettbewerbssituation zwischen bei-
den Termen fithrt. Diese Wahl des Gedéachtnisse zeigt eine Kopplung zwischen verschiedenen
Zeitskalen. In der Ndhe der oberen Grenze des Integrals ¢’ ~ ¢ gilt fiir den Gedéachtnisterm
K(0)dip(t) = p*(0) dyp(t), d. h. die momentane Anderung der GroBe ist gekoppelt an den
Wert p(t = 0) = po zur Zeit t = 0. Fir die untere Grenze ¢’ ~ 0 ist der Startwert der Rate
Opp(t' = 0) direkt gekoppelt an den instantanen Wert IC(¢). Somit stellt der Gedéchtnisterm
eine gewichtete Kopplung der Zeitskalen dar. Von dieser Kopplung kann man erwarten, dass
das Verhalten des Systems durch die Gedéachtniseffekte deutlich gedndert wird.
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

2.2.1 Analytische Ergebnisse - Spezielle und stationare Losungen

Dieser Abschnitt dient zur Zusammenfassung der analytischen Ergebnisse zur Losung der
Gleichung (2.12), die als ein weiteres Beispiel fiir eine dynamikverandernde Riickkopplung
gelten kann.

Ist der Parameter A = 0, so ist Gleichung (2.12) eine Bernoullische Differenzialgleichung,
deren Lésung mittels Standardmethoden [5, 74] zu

2
2 Ps : Ps
t) = mit = — =p(t=0 2.13
p(1) 1+ (w?—1) e Mot hw po’pO p( ) (2.13)

bestimmt wird. Der Wert p, = 4+/7/u stellt dabei die nichtstationidre Langzeitlosungen dar.
Die Groe w, die in Gleichung (2.13) eingefiihrt wurde, misst den Zuwachs. Eine lineare
Stabilitatsanalyse fithrt zu

p(t) ~ps+ (po — ps)e ™F mit Ag=2r

Die stationédre Losung hangt nicht direkt von py ab, sondern nur das Vorzeichen entscheidet,
welcher Zweig von p; angenommen wird. So gilt: Je nach Vorzeichen des Startwertes py wird
entweder der positive Zweig (po > 0 = p(t) > 0) oder der negative Zweig (py < 0 = p(t) < 0)
fir t > 0 und somit auch im Langzeitlimes angenommen. Wenn man dies im Kontext von
finanziellen Transaktionen interpretrieren wollte, wiirde dies bedeuten, dass, wann immer man
mit einem positven Kapital beginnen sollte, man nie in den Schuldenbereich kommen wiirde.
Die Einbeziehung eines Gedéachtnisterms éndert das Verhalten drastisch. Deshalb wurde in
[47, 49] der Effekt der Riickkopplung auf den Zuwachs w geprift. Fiir einen nichtnegativen
Gedéchtnisterm in Gleichung (2.12) kann man die Losung mittels Laplace-Transformation
(siche Anhang A.2.1) finden, wobei die Laplace-Transformation iber L{p(t)} = P(z) =
J5" p(t) exp (—zt) dt definiert ist. Die Laplace-Transformierte bestimmt man dann zu

Do — u B(z)
P(z) = LHAG)
2T TIAAGR)

mit A(z) = L{p?(t)} und B(z) = L{p*(t)}. Um die stationire Losung zu erhalten, d. h.
eine zeitpersistente Losung, verwendet man den Ansatz p(t) = f + ¢(t) in der Zeitdoméne
bzw. P(z) = //-4 ®(z) nach der Laplace-Transformation, wobei die Funktion ®(z) als regulér
fiir z — 0 angenommen werden muss. Die Grofle f reprasentiert den Ordnungsparameter
im Grenzfall ¢ — oco. Neben der trivialen Losung f = 0 existieren zwei weitere neue Zweige
nichttrivialer Losungen

F. = fi(;)’w) = 2(11%) 1 £ sgn (po ») sgn (1 + ») \/1+

4w? (1 + )
2

P

) 7 =
V4

(2.14)
Der dimensionslose Parameter s = A/u kann sowohl positiv als auch negativ sein, weil A
beide Vorzeichen annehmen kann und v immer als positv angenommen wird. Geht man vom

verschwindenden Gedéachtnis aus, so gilt fi(» = 0,w) = p; = 4+/7/u, unabhingig vom
Startwert pg. Dominiert das Gedéchtnis bzw. betrachtet man den Grenzwert s — oo fiir eine
unendliche Gedéachtnisstarke, dann gilt F, = 1 und F_ = 0, wobei die Parameter r und u

dann irrelevant sind. Dies ist konsitent mit dem Fall, bei welchem man von Beginn an mit
r = u = 0 rechnet. Einen weiteren Spezialfall kann man betrachten, wenn py = ps, also w =1
gilt. Dann sind die stationdren Werte Fy = 1 bzw. F.. = —1/14s.
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2.2 Gedéchtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

Phasendiagramm

Mit einer linearen Stabilitdtsanalyse werde in diesem Abschnitt das Phasendiagramm ab-
héngig vom Startwert py und dem dimensionslosen Parameter s diskutiert. Wenn man die
Skalierung ¢ = r ¢ und p = ?/p, durchfiihrt, nimmt Gleichung (2.12) die Form an':

0 (F) = (i) — (D) — 5 / P — 1) duplt) d | (2.15)

Die lineare Stabilitatsanalyse wird durch den Ansatz p(t) = f+¢(t) in Gleichung (2.12) bzw.
dem dimensionslosen Pendant (2.15) durchgefithrt. Dieser Ansatz resultiert in eine lineare
Gleichung fiir ¢(t), deren Losung exponentiellen Charakter hat (¢(¢) o< exp (—At)). Fiir den
so genannten Stabilitédtsexponenten gilt dann A = f2 (3u + \) — r bzw. dimensionslos

Ai F:Qt 34 %F:I:
2 14 2E3 = 14+277 (4 1. 2.16

Der Parameter » = */u charakterisiert den Einfluss des Gedéachtnisses bzw. die Wechsel-
wirkung und Konkurrenz beider nichtlinearer Terme in Gleichung (2.12). Die Stabilitéat der
stationdren Losungen (2.14) in Abhéngigkeit vom Parameter s¢ wird nun untersucht, wobei
man den Spezialfall 2 = —1 separat behandelt. Wenn die Gedéchtnisstarke A\ positiv ist oder
alternativ s¢ > 0 gilt, dann sind beide nichtlinearen Terme mit den Kopplungskonstanten
und A Verlustterme und so wird das Gedachtnis nur die stationdre Losung modifizieren. Wenn
der Startwert py > 0 ist und weiterhin noch gilt, dass dieser grofer ist als der stationdre Wert
ohne Gedéchtnis p,, also w < 1 gilt, dann fiihrt die Zeitverzogerung zu einem reduzierten
Gewinn ps < fi < po. Fiir den umgekehrten Fall w > 1 gilt py < fi < ps. Somit liegt der
stationdre Wert mit Gedachtnis unterhalb des Wertes ohne und man hat also keine zusatzli-
che Erhohung des Kapitals. Beide Losungen sind stabil fiir s > 0. Startet man mit Schulden,
ist also der Startwert py < 0, so ist die stabile Losung f_ und die Ergebnisse sind giiltig in
der gleichen Weise wie fiir f,. Das Verhalten und der generelle zeitliche Verlauf von p(t) ist
vergleichbar mit dem Fall, in dem das Gedéchtnis abwesend ist (»x = 0, s. GL. (2.13)).

Wenn jedoch A < 0 ist, so dndert sich die Situation, weil dann die nichtlinearen Terme
der Gleichung (2.12) direkt in Konkurrenz zueinander stehen. Dann héngt das Verhalten
dramatisch von den beiden Verhéltnissen s = Au < 0 bzw. w = Ps/p, ab. Um die komplette
Losungsvielfalt zu diskutieren, bedarf es der Unterscheidung in drei verschiedene Fille

(1) —u < A <0,

(1) A= —u (> =—1) und
(i1) —3u <A< —u

Die letztere Restriktion, —3 < » < —1 ist der offensichtlichen Tatsache geschuldet, dass
fiir 2 < —3 beide stationaren Losungen instabil sind, wie man leicht dem zweiten Teil der
Gleichung (2.16) entnehmen kann.

(i) =1 <3 <0bzw. |\ <u

Dieser Fall der (im Vergleich) kleinen Gedéchtnisstérke halt zwei reelle Losungen F, fir die
mithilfe von Gleichung (2.14)

Fi(pp>0)=F_(pp<0) bzw. F_(py>0)=F,(po<0) |, (2.17)

1 Der Einfachheit halber werden die dimensionslosen GroBen  und # im folgenden ohne die Tilden geschrie-

ben.
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

gilt, bereit. Deshalb geniigt es flir die weitere Diskussion dieses Falls, sich auf p, > 0, also
ein positives Startkapital zu beschranken. Wenn w > 1 gilt, dann erhélt man eine positive
Losung, fir die man folgende Relationen

Po < Ps < f—i—(%aw) oder F—l—(%v w) >0

schlussfolgern kann. Mit diesem Ergebnis kann man mithilfe (2.16) nachweisen, dass der Sta-
bilitatsexponent A, > 0 ist und die Losung somit im gesamten Bereich —1 < 3¢ < 0 stabil.
Eine kleine negative Gedachtnisstarke fithrt zu einem Zuwachs des Ordnungsparameters p(t).
Dieser Zuwachs ist grofler als der, den man beobachtet, wenn keine Gedéachtniseffekte an-
genommen werden. Ist jedoch w < 1 bzw. ps < pp, dann existiert ein kritischer Wert s,
oberhalb welchem der Ordnungsparameter p(t) sein Vorzeichen dndern kann, d. h. wenn man
mit einem positiven Startwert p, beginnt, so kann die Grée p(t) negativ werden und sta-
tiondre Losungen f_ < 0 fiir groBe Zeiten annehmen. Dieser Ubergang zum negativen Zweig
der stationéren Losung ist nicht moglich ohne Gedéachtnis. Dort sind beide Zweige klar sepa-
riert, d. h. ein positiver Startwert py ist verbunden mit einer positiven Losung p(¢) und einem
positiven stationdren Wert ps und umgekehrt.

Um diesen Ubergang genauer zu studieren, analysiert man den Stabilitdtsexponenten A
genauer. Aus Gleichung (2.16) kann man ableiten, dass im Intervall 1/v2 < w < 1 fur
—1 < 3 < 0 nur eine stabile Losung existiert. Ist dagegen 0 < w < !/vz, dann ist der Ex-
ponent A, nur fiir s¢, < 3 < 0 positiv. Den kritischen Wert bestimmt man aus der Gleichung
52 (3 4 ») = 4w?. Diese Gleichung dritten Grades hat drei reelle Losungen, wobei man nur
eine davon im Intervall —1 < s < 0 finden kann. Die kritische Gedéachtnisstarke berechnet
man aus folgender Relation

1
s, = /3 sin(p) — cos(p) mit ¢ = Jarccos (2w®) uwnd w<—

V2

Wenn w < 1 ist, dann gilt fiir den kritischen Parameter

\ o~ 2Vups

T 3 |p0|

Ist s¢ > 5, so wird die stationdre Losung F'y instabil und als Konsequenz dessen wird die in
diesem Bereich immer stabile Losung F_ angenommen, d. h. die GroBe p(¢) andert ihr Vor-
zeichen, iiberschreitet die t-Achse. Aufgrund der Symmetrie (2.17) kann auch die umgekehrte
Situation erfillt sein, sodass man ausgehend von einem negativen Wert zu einem positiven
stationaren Wert tendiert. Diese Verhalten wird klar durch das Gedachtnis verursacht und
kann zumindest qualitativ an der Gleichung (2.12) bzw. dem dimensionslosen Aquivalent
(2.15) erklart werden.

Startet man mit einem Startwert py > 0 und nimmt weiter die Existenz einer Zeit ¢; an,
zu der p(t) verschwindet, p(t;) = 0, so kann dies nur realisiert werden, wenn dpp(t') < 0 im
gesamten Intervall 0 < ¢’ < t; ist. Ein weiterer Abfall ist nur fir A < 0 garantiert, wie man
aus Gleichung (2.12) ablesen kann.

(ii)» = —1.

In diesem Fall sind beide Verlustterme ausbalanciert und die Gedachtnisstérke ist auf |A\| = u
festgelegt. Nun ist der Startwert py der freie Parameter. Beide stationédren Werte sind entartet
mit F' = w?. Das Vorzeichen des Startwertes bestimmt wieder das Vorzeichen von p(t) im
gesamten Parameterraum. Der Stabilitatsexponent berechnet sich zu

A
—=2uw’ -1
.
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2.2 Gedéchtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

Daraus folgt direkt, dass fir py < p. = v2p, die Losung stabil und im umgekehrten Fall
instabil ist. Fiir diesen Spezialfall wird klar, dass das System sensitiv gegeniiber dem Startwert
po ist, denn es gilt f o< py, d. h. kleine Startwerte fiihren zu grofiem stationdren Wert
und umgekehrt. Dies zeigt den Einfluss des Gedéchtnisses auf die stationdren Werte eines
nichtlinearen Modells.

(iii) — 3 < »» < —1.
Im Gegensatz zu den anderen beiden Fallen sind die beiden Losungen Fl(po > 0) positiv und
es gilt:

Fi(po>0) = [%ZF\/%2+4w2(%+1) >0

1
2(1+4 )
d. h. p(t) kann sein Vorzeichen nicht &ndern. Aus symmetrischen Griinden (2.17) wird bei
negativem Startwert auch ein negativer stationdrer Wert angenommen, deshalb kann auch
hier die Diskussion auf py > 0 beschrankt werden. Fiir w > 1 sind die Losungen reell, wenn
x> = 2w+ 2wvw? — 1 baw. 2 < 360 = —2w? — 2wvw? — 1. Ansonsten erhilt man

Po

(¢) Ay (5¢,p0) AN A_(5¢,p0)

Abbildung 2.2: Darstellung des Vorzeichens der Stabilitatsexponenten Ay, A_ bzw. Ay A A_
(Bistabilitatsgebiet), welche aus einer linearen Stabilitdtsanalyse berechnet wurden (siche
Gleichung (2.16)), abhéngig von den Systemparametern py und » = Mu. Ay > 0 blau, Ay <0
rot, Ay komplex violett
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

komplexe Losungen. Die Stabilitatsexponenten erfiillen folgende Relationen
AL <0 fir —3<sx<23 und A_ >0 fir sxm<x<-1 |,

wobei g3 die fiir diesen Bereich giiltige Losung der Gleichung 32 (3 + 3) = —4w? (e + 1)
ist. Im Intervall 53 < 3 < —1 existiert nur eine stabile Losung F_. Sollte w im Bereich
1/v2 < w < 1 liegen, dann sind die Stabitétsexponenten

Ay >0 fir —3<sy<x<—-2 und A_>0 fir sx<x<-1

positiv und ¢ bzw. s bestimmt man aus der Losung der Gleichung 3¢ (3 + 3¢) = 4w?. F_
ist im gesamten Bereich —3 < s < —1 instabil, wihrend die Losung F, fiir sy < 3¢ < —2
stabil ist, wenn 0 < w < 1/vz erfillt ist.

Das Gesamtverhalten sei in den Abbildungen 2.2 zusammengefasst. Blaue Gebiete mar-
kieren den Parameterbereich, in dem Ay (bzw. beide Stabilitidtsexponenten) positiv sind,
demzufolge ist der Fixpunkt f. stabil, wahrend die jeweiligen stationdren Werte in roten
Gebieten instabil sind, da hier Ay < 0 gilt. Liegt das Parameterpaar (3¢, pg) in dem violet-
ten Gebiet, so existiert keine reelle Losung. Der aus Gleichung (2.14) bestimmte stationdre
Wert nimmt fiir diesen Bereich komplexe Werte an und somit auch der Stabilitdtsexponent.
Durch die Symmetrie (2.17) kann der Stabilitdtsexponent A_ durch Spiegelung an der Achse
po = 0 der GroBle Ay dargestellt werden (vergleiche dazu Abbildungen 2.2(a) und 2.2(b)). Die
Topologie der Stabilitédtsgebiete der beiden stationaren Werte ist im Vergleich zum nichtriick-
gekoppelten Fall A = 0 bzw. 3 = 0 deutlich komplexer, wie man Abbildung 2.2 entnehmen
kann. Neben der Anderung der Fixpunkte (stationiren Werte) tritt auch eine Anderung der
generellen zeitlichen Entwicklung von p(t) auf, die im néachsten Unterpunkt durch numerische
Untersuchungen néher beleuchtet werden soll.

2.2.2 Numerische Untersuchungen

Mit den stationdren Losungen (2.14) und deren Stabilitit hat man eine Ubersicht iiber das
Langzeitverhalten der Losung p(t). Wie nun der generelle zeitliche Verlauf von p(t) ist, kann
nicht analytisch bestimmt werden. Demzufolge wurde die Integro-Differenzialgleichung (2.12)
numerisch untersucht. Die Kombination aus Riickkopplung, woraus in den korrespondierenden
Gleichungen Integration und Differenziation verkniipft werden, und Nichtlinearitdten machen
das Problem (2.12) und dessen numerische Behandlung sehr kompliziert. Besonders in den
Bereichen, wo das qualitative Verhalten der Losung p(t) von dem des nichtriickgekoppelten
Falles abweicht, bedarf es einer besonderen Sorgfalt bei der Anwendung von numerischen
Methoden. Nichtsdestotrotz wurde zur Untersuchung von Gleichung (2.12) ein einfaches nu-
merisches Schema verwendet [47, 49], um das qualitative Verhalten der Grofle p(t) fir die
oben erwéhnten Félle zu untersuchen. Tiefergehende numerische Methoden zur Behandlung
von zeitverzogerten Differenzialgleichungen findet man in [82-88] und Referenzen darin.
Wenn man diskrete Zeitschritte ¢, = n 7 einfithrt, wobei 7 die (feste) Schrittweite ist, dann
erhélt man die zur Evolutionsgleichung (2.12) korrespondierende diskrete Evolutionsgleichung

Pn+1 = Dn + 7 rPn — upi - A Z U;l p721—j (pn-I—l - pn) ) (218)
7=0

mit der man rekursiv die Werte p(t) bzw. eine Approximation zu den diskreten Zeiten t,,, also
p(tn) = pn, berechnet. Fir die Diskretisierung des Faltungsintegrals wurde eine allgemeine
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2.2 Gedéchtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

Regel verwendet, bei der die Gewichte v} folgende Bedingungen erfiillen:

[y, vty .. un o] =10,1,...,1,1— 0] und damit Zvy =n+1
J

Diese ©-Methode wurde fiir eine Integro-Differenzialgleichung anderen Types in [84] zur nu-
merischen Analyse verwendet und enthélt als Spezialfélle die explizite Euler-Methode (© = 1),
die Trapezregel (© = 1/2) und die implizite Euler-Methode (© = 0). Zur Analyse von (2.12)
wurde hauptséchtlich die explizite Euler-Methode verwendet. Konzentriert wurde sich dabei
meist auf die Falle, die ein bestimmtes Verhalten vermuten lassen, welches in dem nichtriick-
gekoppelten Fall nicht auftauchen kann, so der schon erwéhnte Fall, dass p(t) sein Vorzeichen
wechselt bzw. wenn beide Fixpunkte stabil sind (Bistabilitét).

Der erste Fall, dass p(t) sein Vorzeichen éndert, ist realisiert, wenn die Werte py bzw. 3
sich in den ,roten Inseln“ befinden, die in den Abbildungen 2.2(a) bzw. 2.2(b) im Bereich
—1 < 2 < 0und py > V2 bzw. py < —V/2 isoliert von den anderen Stabilitiatsgebieten
auftreten. Als Beispiel zur Illustration wurde pg = 2 und » = —0,8 gewahlt, womit dieses
Wertepaar in dem besagten Gebiet liegt, wie man mit Abbildung 2.2(a) verifizieren kann.
In diesem Gebiet gilt A, < 0, d. h. f, ~ 0,6 ist ein instabiler Fixpunkt. Dagegen hat
A_ fiur das Parameterwertepaar ein positives Vorzeichen, d. h. f_ ~ —8 6 ist nach linearer
Stabilitatsanalyse stabil. Aus der Gleichung (2.12) bzw. Gleichung (2.15) kann der anféngliche
Anstieg 9;p(0) = po (1 — p?), der fiir py = 2 negativ ist, berechnet werden. Damit gilt, dass
p(t) zunichst monoton fallt. Da f, unterhalb von pg liegt (po > f4), muss neben dem trivialen
(instabilen) Fixpunkt p(¢) = 0 auch der instabile Fixpunkt f, iiberquert werden, damit der
stabile f_ erreicht wird. Deshalb erwartet man fiir diese Wahl des Parameterpaares (pg, »)
eine Anderung des Verhaltens, welches man im nichtriickgekoppelten Fall beobachtet. Sowohl
der stationdre Wert, als auch der zeitliche Verlauf der Funktion p(¢) konnen diesbeziiglich
abweichen. Auch das Monotonieverhalten kann durch die Riickkopplung verandert werden.

Genau diese durch die zustandsabhingige Riickkopplung induzierte Anderung des zeitlichen
Verlaufs beobachtet man in Abbildung 2.3. Hier ist sowohl die zeitliche Evolution von p(t) als
numerische Losung der Gleichung (2.15) mit der Diskretisierung (2.18) (fur 7 = 0,01, © =1
(explizites Euler-Verfahren), pp = 2 und » = —0,8), als auch der Phasenraum [p(t), 9;p(t)]
aufgetragen. Man erkennt in der Abbildung einen stufenférmigen Abfall, wobei um die ein-
zelnen Stufen Oszillationen zu finden sind. Die erste Stufe, die erreicht wird, ist der instabile
Fixpunkt f,. Ein solches Verhalten wurde auch schon fiir andere zeitverzogerte Differenzi-
algleichungen festgestellt [82] und erfordert spezielle, dem Problem angepasste, numerische
Verfahren, die von der gewdhlten Diskretisierung (2.18) abweichen, dennoch soll diese als
Grundlage der numerischen Loésung dienen, auch wenn eine detaillierte Untersuchung gera-
de in dem Bereich der Oszillationen aussteht bzw. im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich
war. Zu diesem Zweck wurde zunéachst die Schrittweite 7 variiert, um den Einfluss auf die
numerische Losung nachzuvollziehen.

In Abbildung 2.4 sei der zeitliche Verlauf p(t) fiir verschiedene Schrittweiten 7 und die
verschiedenen Methoden (explizite Euler-Methode © = 1, Trapezregel © = 1/2 und implizite
Euler-Methode © = 0) dargestellt. Fiir die relativ grofie Schrittweite 7 = 0,1 erkennt man
den anfanglichen Abfall von p(t). Die Losung p(t) miindet gedampft oszillatorisch in einem
stationdren Wert, der fiir die einzelnen Methoden verschieden ist. Fiir © = 1, der explizi-
ten Euler-Methode, entspricht dieser Wert f,. Dieser stationdre Wert wurde jedoch in der
linearen Stabilitdtsanalyse als instabil befunden. Auch die Diskrepanz zwischen den einzelnen
Methoden deuten darauf hin, dass die numerische Losung, zumindest fiir diese Schrittweite,
die zeitliche Entwicklung von p(t) nicht richtig widerspiegelt. Dies wird unmittelbar deutlich,

30



2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

g p(t)
-3 -2 -1 1 2
‘ o
N
-1
t
50 100 150 200
. ‘ ) i :
-2
1
=3 9ip(t)
p(t) -2 —4
-5
—34
-6
(a) p(t) (b) Phasenraumdarstellung (p(¢), 0:p(t))

Abbildung 2.3: Der zeitliche Verlauf p(¢) und der Phasenraum (p(t),d;p(t)) als numerische
Losung der Gleichung (2.15) mit der Diskretisierung (2.18) fiir 7 = 0,01, © = 1 (explizites
Euler-Verfahren), py = 2 und » = —0, 8

wenn die Schrittweite um eine Groflenordnung erniedrigt wird, also 7 = 0,01 gewéahlt wird.
Auch fir diese Wahl fallt p(t) zunédchst vom Startwert py = 2 ab und man beobachtet Os-
zillationen um den (instabilen) Fixpunkt f,. Im Vergleich zu 7 = 0,1 sind die Oszillationen
ausgeprégter und fir alle drei Methoden um den gleichen Wert (f,), ohne jedoch in diesem
Fixpunkt einzulaufen. Die Oszillationen wachsen an und nach einer gewissen (endlichen) Zeit,
die fiir die einzelnen Methoden verschieden ist, erfolgt ein erneuter steiler Abfall, bei der
die Achse p(t) = 0 tberschritten wird. Der Wert p(t) = 0 ist ebenfalls ein instabiler Fix-
punkt, um den allerdings keine bzw. nur angedeutete Oszillationen stattfinden. Die Grofie
p(t) féallt weiter ab, allerdings nicht bis zum stabilen Fixpunkt f_, sondern auf einen Wert
zwischen 0 und f_, um den p(t) erneut oszilliert und das Szenario sich wiederholt, also nach
ansteigenden Oszillation ein Abfall auf einen erneuten Zwischenwert erfolgt. Man kann diese
Zwischenwerte als metastabile Zustdnde des Systems bezeichnen, die man besonders gut aus
der Phasenraumdarstellung 2.3(b) ablesen kann.

Erniedrigt man die Schrittweite 7 weiter (sieche Abbildung 2.4(c) 7 = 0,001, siehe Abbildung
2.4(d) 7 = 0,0001, siche Abbildung 2.4(e) 7 = 0,00005 und siche Abbildung 2.4(f) 7 =
0,00001), so gleichen sich die numerischen Losungen fiir die verschiedenen Methoden (in
diesem Zeitfenster) immer mehr an.

Fir 7 = 0,001 wurde fir grofie Zeiten fir © = /2 und © = 0 numerische Instabilitaten
beobachtet, d. h. die Oszillationen bleiben nicht beschrankt, sondern wachsen immer weiter
an, sieche Abbildung 2.5. Dies ist der Einfachheit der numerischen Behandlung geschuldet.
Wird die Schrittweite auf 7 = 0,0001 erniedrigt (siche Figur 2.5(d)), so tritt diese Instabilitét
wie sie in Abbildung 2.5(b) fiir 7 = 0,001 und © = /2 (Trapezregel) beobachtet wird nicht
auf (bzw. erst zu nicht dargestellten /berechneten spateren Zeitpunkten auf). Gerade diese nu-
merische Instabilitaten legen eine dezedierte numerische Untersuchung des Modells beziiglich
der Stabilitat, der Fehleranalyse, Schrittweitenabhangigkeiten etc., auch methodisch, in dem
Parameterbereich, in dem solche Oszillationen auftreten, nahe. Adaptive Verfahren, d. h. Ver-
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fahren, bei denen die Feinheit der Diskretisierung dynamisch verédndert werden, wobei man
besser lokale Effekte erfassen kann, wiirden die numerischen Eigenschaften deutlich verbessern.
Dies wiirde den Rahmen dieser Arbeit jedoch sprengen. Es sei erneut auf die diesbeziiglich
weiterfithrende Literatur [82-91] und Referenzen darin hingewiesen.

Ostzillatorische Losungen und damit vom nichtriickgekoppelten Fall abweichende Trajekto-
rien finden man auch im Bistabilitatsgebiet, d. h. die Exponenten der linearen Stabilitdtsana-
lyse Ay und A_ sind beide positiv, also sind sowohl f, als auch f_ stabil. Im nichtriickge-
koppelten Fall entscheidet das Vorzeichen des Anfangswertes py dariiber, welcher der beiden
stationdren Werte angenommen wird. In den Figuren 2.6 sind Beispiele fiir Trajektorien p(t)
im zeitlichen Verlauf bzw. im Phasenraum (p(t), d;p(t)) fiir kleine Startwerte py < 0,1 aufge-
tragen. Im ersten Bild der Serie 2.6(a) erkennt man, dass ausgehend vom Startwert py = 0, 1
die Losung p(t) zundchst monoton ansteigt, dann jedoch Oszillationen um den stationéren
Wert f, einsetzen. Dies kann analog durch eine spiralférmige Anndherung an den Fixpunkt
(p(t),0p(t)) = (f+,0) in der Phasenraumabbildung fiir den gleichen Startwert festgestellt
werden (siehe Abbildung 2.6(b)). Verkleinert man den Startwert auf z. B. py = 0,05, so lauft
die Losung p(t) nicht in den Fixpunkt f, ein, sondern die Oszillationen nehmen mit wach-
sender Zeit zu und der funktionale Verlauf und das Vorzeichen von p(t) &ndert sich (siehe
Abbildungen 2.6(c) und 2.6(d)). Dies kann auf ein chaotisches Verhalten hindeuten, welches
bei anderen nichtlinearen verzogerten Modellen ebenfalls beobachtet wurde [44, 82, 92, 93].
Das Beispiel py = 0,01 zeigt deutlich den Ubergang von f, zu f_, gefolgt von ansteigenden
Ostzillationen. Je kleiner der Startwert py wird, desto naher befindet sich die Trajektorie am
instabilen Fixpunkt p; = 0, umso grofer sind die Amplituden der Oszillationen und umso
kiirzer ist die Zeit, in der sich die Trajektorie in der Nahe der stabilen Fixpunkte f. und
f— aufhilt (siche Figuren 2.6(e) und 2.6(f)). Ahnlich wie fiir den vorher diskutierten Fall
bedarf es einer genauen numerischen Analyse dieses Bereiches und dem Problem angepasste
numerische Verfahren, um den eventuellen Ubergang in den chaotischen Bereich zu erfassen
bzw. zu beschreiben.
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Abbildung 2.4: Numerische Berechnung von p(t) durch die Rekursionsvorschrift (2.18) der
kontinuierlichen Gleichung (2.12) bzw. des dimensionslosen Pendants (2.15) fir verschiede-
ne Methoden der Diskretisierung der Integration [© = 0...implizite Euler-Methode (blau),
© =1/2.. . Trapezregel (rot) und © = 1...cxplizite Euler-Methode (grimn)] und Schrittweiten
7, wobei die Parameter py = 2 und » = —0, 8 gewahlt wurden.

33



2.2 Gedéchtnisgetriebenes Ginzburg-Landau-Modell

t

2000 3000

M\M\ 50 100 150 250 |

0

o

) 2]
6 p(t) W W ‘
. | M h J H w
V
(a) 7 =0,001 (b) 7 =0,001
21 o
590 1090 1590 tZOPO 2590 3090 3590
° 290 4Qt0 690 890
0
2]
o4 l
_4
o p(t) \\‘
-6+ n \\\
]
—6-
(¢c) 7=0,001 (d) 7 =0,0001

Abbildung 2.5: Numerische Instabilitdten in der Losung p(t) fir die verschiedenen Methoden
, © = 0 (implizite Euler-Methode) und © = 1/2 (Trapezregel)
fiir grofle Zeiten, wobei fiir die Parameter po = 2 und » = —0, 8 gilt.
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Abbildung 2.6: Der zeitliche Verlauf der Trajektorie p(¢) und der Phasenraum (p(t), 0¢p(t)) im
Bistabilitatsgebiet (s. Abb. 2.2(c)) fir verschiedene Startwerte py und konstanten Parameter
r=u=1,A=0,5bzw. 2 = 0,5 bestimmt durch das explizite Euler-Verfahren (© = 1) mit
der Schrittweite 7 = 0,0001. Die roten Linien bzw. Punkte markieren die stationdren Werte

fa+ bzw. f_.
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2.3 Verzogerungskontrollierte Reaktionen

Meanfield-Gleichungen, in denen Fluktuationen vernachlissigt werden, wurden in den vor-
angegangenen Unterabschnitten im Zusammenhang mit der Populationsdynamik verwendet,
wobei ein weiteres wesentliches Anwendungsfeld die Beschreibung der Kinetik chemischer
Reaktionen darstellt.

Will man den zeitlichen Verlauf einer chemischen Reaktion untersuchen, d. h. den Umsatz
bzw. die Umwandlung von chemischen Substanzen, so betrachtet man diese Stoffumwandlung
als Stoffmengenanderung. Das Verschwinden von Reaktionpartnern und das Erscheinen von
Reaktionsprodukten werde durch die Abnahme bzw. Zunahme der Stoffmenge der Reaktions-
teilnehmer (Reaktanten) charakterisiert. Dabei muss beachtet werden, dass diese Anderung
der Stoffmenge nicht unabhéngig voneinander geschieht, sondern mittels Reaktionsgleichun-
gen tber die stochiometrischen Faktoren v; bzw. u; miteinander verkniipft ist [8, 40, 64, 66,
67, 69]. Eine solche chemische Gleichung, die n verschiedene Spezies X, Xs, ..., X,, enthélt,
hat folgendes Schema

k
V1X1+V2X2+"'+Van‘k:—,U,1X1+/1,2X2+"'+’uan, (219)
h

welches als symbolische Reaktionsgleichung bezeichnet wird, siehe auch [64].

Neben den thermodynamischen Eigenschaften, z. B. den Energieumsatzen wahrend der Re-
aktion, sind es v. a. die Transporteigenschaften der Reaktanten, die aus physikalischer Sicht
eine entscheidende Rolle spielen und einen grofien Einfluss auf die Reaktionskinetik haben.
Dies d&uflert sich im Auftreten verschiedener kinetischer Regime, je nach Einfluss der einzelnen
Prozesse auf die Reaktion. Zunéchst miissen die reagierenden Teilchen, bevor sie miteinander
reagieren, in rdumlicher Nahe sein, also zueinander gefiihrt werden, d. h. ein wesentlicher Pro-
zess ist der Transport der Teilchen durch den Reaktor (Reaktionsgefafl). Der genannte Prozess
kann auf mikroskopischer Ebene durch die ungeordnete Bewegung der Teilchen im Warmebad,
der Brownschen Bewegung, erfolgen. Die ungeordnete Bewegung der Teilchen fithrt zum Aus-
gleich von Konzentrationsgradienten und wird als makroskopischer Prozess Diffusion genannt.
Sind die Reaktanten in rdumlicher Nahe, kann nun die Reaktion je nach Aktivierungsenergie,
welche die jeweilige Reaktion oder Stoffumwandlung bendtigt, sofort oder verzogert oder gar
nicht erfolgen. Diesem Prozess kann man eine charakteristische Zeit 7z zuordnen. Die Gro-
Be 7g stellt die (mittlere) Zeit dar, die die Reaktanten, die sich in einem gewissen Abstand
zueinander befinden, bis eine stoffliche Umwandlung stattfindet. Mit dieser ,,Reaktionszeit*
ist der Vergleich zum Transportprozess (hier speziell der Diffusion), der durch die Zeitskala
Tp charakterisiert ist, moglich. Durch die Relation beider Zeiten kann man zwei Grenzfille
ausmachen. Zum einen sei die Diffusionszeit 7p, d. h. die (mittlere) Zeit, die von einem Teil-
chen benotigt wird, um ein gewisses Volumen V' der linearen Ausdehnung L zu durchwandern
deutlich kleiner als die Reaktionszeit 7z, dann hat man es mit dem reaktionslimitierten bzw.
reaktionskontrollierten Fall zu tun (7p < 7g). Dieser Fall bedeutet, dass der Transport der
Ausgangsprodukte so schnell erfolgt, dass die Reaktionsgeschwindigkeit einzig und allein da-
von bestimmt wird, wie schnell bzw. unter welchen Umsténden die Stoffumwandlung erfolgt.
Man geht davon aus, dass an jedem Ort gleiche Konzentrationen der Stoffe, also homogene
Bedingungen, vorliegen, da eventuelle Konzentrationsgradienten relativ schnell beseitigt wer-
den. Gutes Umriithren' ist eine Moglichkeit solche Bedingungen zu erreichen. Es liegt also eine
globale Konzentration p(t) vor, die der Quotient aus Teilchenzahl N (¢) und dem Volumen V'
ist, in dem sich die Teilchen befinden.

! bei Reaktionen in der fliissigen Phase bzw. im fliissigen Losungsmittel
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Der komplementére Grenzfall (75 < 7p) bedeutet, dass sobald die zur Reaktion geforderte
Situation zweier Teilchen gegeben ist, eine sofortige Reaktion erfolgt, d. h. dass fiir diesen
Fall das Zueinanderbringen der reagierenden Einheiten, der Transport, die mafigebende Rol-
le spielt. Dieses Regime wird als diffusionskontrolliertes bzw. diffusionslimitiertes Regime
bezeichnet.

In den Arbeiten [50, 51] wurden chemische Reaktionen im reaktionslimitierten Regime
untersucht, bei denen die Reaktanten nicht gleichzeitig zuganglich sind. Dies wurde phéno-
menologisch durch die Einfiihrung eines Verzogerungsterms erfasst, d. h. die nichtlinearen
klassischen Ratengleichungen, die in vielen physikalischen Phianomenen komplexer Systeme
auftreten, wurden diesbeziiglich verallgemeinert. Als Grundlage dienen einfache Reaktionen,
die als Teilreaktionen in komplexen Reaktionen auftreten konnen, wie z. B. die Annihilationre-
aktion einer Teilchensorte A+ A — () oder die Vereinigungsreaktion einer Spezies A+ A — A.
Gleichung (2.19) veranschaulicht die Reaktion bzw. den Reaktionsschritt symbolisch. Man

ordne den einzelnen Teilchenarten Xy, Xs,..., X, die (globalen) Konzentrationen p;(¢) mit
7 =1,2,...,n zu, womit fiir die Zahl Z, der Reaktionsereignisse pro Einheitsvolumen und
pro Zeit
Zy =k [ [0} (2.20)
j=1

(fir die Hinreaktion) gilt. Die Reaktionskonstante ky,, deren Inverse die Reaktionszeit 7 ~ 1/k,
markiert, reprasentiert die Rate der Reaktionen, wenn die fiir eine Reaktion erforderliche
Konfiguration der Teilchen gegeben ist. Die zeitliche Entwicklung der Konzentrationen im
reaktionslimitierten Fall wird dann mit einem System gekoppelter nichtlinearer (gewthnli-
cher) Differenzialgleichungen beschrieben, deren Komponenten folgende Differenzialgleichung
erfiillen

i (i — v;) kp, Hpj’ — (v — ;) ke Hp;-“ mit i=1,...,n . (2.21)
j=1 j=1

Wenn beide Richtungen der Reaktion stattfinden, also Hin- und Riickreaktion, erreicht das
System i. Allg. einen Gleichgewichtszustand, den man dadurch erfassen kann, dass die Zeita-
bleitungen in Gleichung (2.21) verschwinden. Daraus folgert man direkt das Massenwirkungs-

gesetz
kh . i ,U,j—l/j
k_ - Hp] )
r =1
welches eine nichttriviale Beziehung zwischen den Reaktionskonstanten fiir die Hin- und Riick-

reaktion bereitstellt. Als ein Beispiel soll Schlogls erstes Modell dienen [68]

k_q ko
C+2X und X——>B |

C+X

Ky
das dhnlich wie eine Kombination aus der oben erwahnten Annihilationsreaktion bzw. der
Vereinigungsreaktion einer Spezies mit einer spontanen Bildung von Teilchen ) — A durch
eine geeignete Reskalierung der Zeit auf die Form
dp
L = () — (), (2.22)
gebracht werden kann. Die Form der Gleichung (2.22) ist schon aus dem logistischen Wachs-

tum [14-17] bekannt. Diese Zeitentwicklung sei dahin gehend verallgemeinert, dass die Reakti-
on erst stattfindet, wenn eine hinreichende Menge an Reaktanten akkumuliert wurde, wodurch
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der Reaktionsprozess bzw. der zeitliche Verlauf der Dichte sich entscheidend &ndert. Solche
Verzogerungsprozesse haben typischerweise einen verandernden Effekt auf das Langzeitver-
halten von p(t). So kann das System einen stationéren Zustand auch dann erreichen, wenn
die Bildungsrate r verschwindet. Dies wiirde ohne Verzogerung nicht der Fall sein, sondern
zu einer algebraischen Abnahme in der Zeit fithren.

Im Allgemeinen charakterisiert man im reaktionslimitierten Regime die Zeitentwicklung
der Dichte p(t) durch Wachstums- und Verlustterme, die mit gewissen Raten gewichtet sind?.
Nimmt man an, dass die Zeitentwicklung der Dichte auch von vergangenen Zusténden abhéngt,
so sollte die Anderung der Dichte p(t) auch von der Dichte bzw. deren Anderung zu t' < ¢
abhéngen. Dies beschreibt man durch einen zusétzlichen Gedéchtnisterm in Gleichung (2.22),
womit man nicht-Markovsches Verhalten erhalt

t

dp

B bt~ a0 - [ KDYt (2.23)

Solch ein Term modelliert die Art und Weise wie eine anfangliche Konzentration akkumuliert
wurde durch einen verzégerten Transportmechanismus, der z. B. durch die Umgebung der
Reaktanten verursacht wird. So koénnen in dem Zeitintervall 7 = t — ¢’ die Reaktanten an-
gereichert werden und eine Anderung der Konzentration zum Zeitpunkt ¢ verursachen. Die
Gleichung (2.23) stellt ein weitere Realisierung der allgemeiner gehaltenen Gleichung (2.11)
dar. Es erfolgt eine Kopplung direkt an die Anderungsrate im Zeitintervall 0 < ¢ < ¢ im
Gegensatz zu den viel ofter studierten Modellen, in denen die Kopplung an die Dichte er-
folgt [40, 41, 94]. Die Arbeit [50] bzw. [51], in denen das dynamische Verhalten des Systems,
welches durch Gleichung (2.23) reprasentiert wird, ndher untersucht wurde, enthélt trotz der
einfachen Form eine wichtige Eigenschaft von Evolutionsmodellen, die Nichtlinearitat. Wer-
den diese mit dem neuen Bestandteil der Riickkopplung verbunden, entsteht ein vollig neues
dynamisches Verhalten, welches das Studium dieser Modelle interessant erscheinen lasst. Das
obige Beispiel kann gleichzeitig dazu dienen, die in der mathematischen Literatur verwendeten
Begriffe und Methoden im physikalischen Kontext zu erfassen, existiert doch eine Vielzahl
an (mathematischer) Literatur, die sich vorrangig mit der Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen so genannter neutral verzogerter Differenzialgleichungen beschéftigt [44, 83, 95-97].

2.3.1 Externe Riickkopplung - Diskrete Verzogerung

Der Gedéachtniskern K = IC(t,t; p) représentiert die Art und Weise der Riickkopplung. In die-
sem Abschnitt seien haufig betrachtete Kerne verwendet, um den Einfluss der Riickkopplung
auf die Dynamik des Systems zu untersuchen. Man unterscheidet zwei wesentliche Arten der
Riickkopplung, zum einen die diskrete Verzogerung, bei der ein oder mehrere Verzogerungszei-
ten die Riickkopplung dominieren bzw. die verteilte Verzogerung, bei der die Riickkopplung
durch eine gewisse Verteilung, die iiber eine Gewichtsfunktions ausgedriickt wird, gekenn-
zeichnet ist. Zunéachst werde die diskrete Verzogerung mit einer Verzogerungszeit 7, womit
eine zusétzliche Zeitskala bereitgestellt ist, begutachtet. Der Kern, der dieser Riickkopplung
entspricht, lautet IC(¢,¢';7) = 6(t — ¢’ — 7). Verwendet man diese Delta-Distribution in der
dimensionslosen Variante von Gleichung (2.23), die man durch den Ubergang p — »7/u, t — t/r
und s = #/r bekommt, so fithrt dies auf

WO _ iy () - 2T (2:24)

L in Gl (2.22) sind dies » und u
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In der Gleichung (2.24) erfolgt die Riickkopplung nicht beziiglich der Gréfie p(t), wie man es in
den meisten Riickkopplungsmodellen z. B. in der Populationsdynamik findet [40, 41, 44], son-
dern zur Anderungsrate Oyp(t). Dieser Typ von verzogerten Differenzialgleichungen, bei denen
die Verzogerung auch in den Ableitungen der GroBe p(t) enthalten ist, wird neutral genannt
[95-98]. Im Allgemeinen kann die Verzogerungszeit 7 auch von der Zeit oder sogar vom Zu-
stand p(t) abhéngen. Hier soll jedoch 7 als konstant angenommen werden, um konzeptionelle
Losungsmethoden vorstellen zu kénnen, die in den allgemeineren Fallen angepasst werden
miissen. Die Losung werde im Intervall [to, T'| bzw. [t, 00) gesucht. Wenn 7 = 0 ist, also keine
Verzogerung vorliegt, dann ist Gleichung (2.24) eine gewohnliche Differenzialgleichung.

Nimmt man jetzt an, dass 7 positiv ist, so wird bei der Betrachtung der Gleichung (2.24)
sofort ersichtlich, dass es zur Losung des Problems nicht geniigt, einen Anfangswert anzu-
geben. Zwei wesentliche Moglichkeiten werden unterschieden. Zum einen die Angabe einer
Funktion (bzw. zwei Funktionen), die so genannte Anfangsfunktion ®(t), die die Werte fir
p(t) bzw. p(t) im Intervall [to— T, tg) fixiert. Zum anderen die Moglichkeit die gesuchte Funkti-
on p(t) als auf [tg, T'] definierte Funktion, die die Gleichung (2.24) allerdings nur im Intervall
[to + 7, T] erfiillt, anzugeben. Fiir beide Losungsmethoden muss dhnlich wie bei gewdhnlichen
Gleichungen festgelegt werden, welcher Klasse die jeweilige Losung zugeordnet wird (stetig,
integrabel etc.) und in welcher Art und Weise Gleichung (2.24) erfiillt werden soll (tiberall,
fast iiberall etc.). Im Grunde genommen sind sie auch dquivalent. Der Ubergang von der ers-
ten zur zweiten Methode wird durch die Erweiterung von p(t) durch die Anfangsfunktion ®(¢)
erreicht, wohingegen eine Losung p : [tg, T] — R mit der Einschrankung p|[t0 +rq) I Sinne der
zweiten Losungsmethode, eine Losung im Sinne der ersten Losungsmethode mit der Anfangs-
funktion ®(t) = p(t)|};, 4o+ ist. Somit sei die Wahl, welche der beiden Methoden angewendet
wird, eine Frage des Standpunktes. Entweder die Anfangsfunktion ®(#) ist ein Teil der Lo-
sung (sozusagen die zuriickliegende Geschichte des Prozesses) oder ein unabhéngiges Objekt.
Man unterscheidet auch zwei Formen, in denen die neutrale verzogerte Differenzialgleichung
angegeben werden konnen: Zum einen die explizite Form,

dp(t) dp(t —7)
——==F|t,p(t), ————=
dt Y p( ) Y dt

wie sie mit Gleichung (2.24) vorliegt und zum anderen die implizite Form oder auch Hale’sche

Form [96, 99] genannt, deren allgemeine Darstellungsform

< 10(t) — gt (1), 2 — )] = £ [t,p(t), plt — 7)]

ist. Auf die Details dieser Unterscheidung wird in [89, 96, 98-100] eingegangen. Die ska-
laren Funktionen F, f und g haben spezielle Eigenschaften, aus denen man Existenz- und
Eindeutigkeitsaussagen treffen kann. Die implizite Darstellungsform hat ihre Vorziige in der
mathematischen und numerischen Behandlung, wihrend im physikalischen Kontext meist die
explizite verwendet wird [97]. Die Gleichung (2.24) kann auch in der impliziten Form

d
2 p(8) = 22p(t = 7)) = p(t) = p*(1)
dargestellt werden.

Der Einfluss der Wahl der Losungsklasse auf die Gestalt der gesuchten Funktion soll mit
dem folgenden Beispiel illustriert werden. Man nehme nur die Ableitungsterme aus (2.24),
also p(t) = —sp(t —7) fir 0 < t < oo mit der Anfangsfunktion p(t —7) = &(t —7) =0
und somit p(t —7) = ®(t —7) = 0 fiir t — 7 < 0. Neben den Gleichungen sei auch noch
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2.3 Verzégerungskontrollierte Reaktionen
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0.4+

0.24

Abbildung 2.7: Vergleich zwischen stetiger Losung (rote Kurve) und integrabler Loésung
(blaue Kurve) zu einem einfachen Beispiel einer neutral verzogerten Differenzialgleichung
p(t) = =3 p(t — 7) fiir 0 < ¢ < oo mit der Anfangsfunktion p(t —7) = ®(t — 7) = 0 und ei-
nem Anfangswert p(tp =0) =1

ein Anfangswert fiir p(¢) mit p(tp = 0) = 1 angegeben. Soll die Losung dieses Problems
nun eine lokal absolut stetige Funktion p : [0,00) — R sein, die die Gleichung fur fast alle
t erfiillen soll, so tiberzeugt man sich schnell, dass eine solche p(t) = 1 ist. Verlangt man
jedoch von der Losung p(t), dass sie eine lokal integrable Funktion p : [0,00) — R, die
in t = 0 von rechts stetig ist und fir die gilt, dass sie, wenn sie mit der Anfangsfunktion
O(t) auf [—7,00) erweitert wird, die obige Gleichung als verallgemeinte Funktion auf (0, co)
erfiillt, so kénnen beide Seiten separat integriert werden. Dies sieht so aus, als wenn man
den Ubergang von der ersten zur zweiten Methode vollziehen wiirde bzw. man das implizite
Pendant 4/at [p(t) + s p(t — 7)] = 0 integrieren wiirde, womit man mit dem Anfangswert die
Differenzengleichung p(t) + s p(t — 7) = 1 zu lésen héatte. Eine solche Differenzengleichung
kann sukzessive in den Intervallen t € [j7, (j + 1) 7) mit j € N berechnet werden, wobei man
stlickweise konstante Losungen in diesen Intervallen erhélt. Im Intervall ¢ € [0, 7) gilt p(¢) = 1,
im darauffolgenden ¢ € [r,27) findet man p(t) = 1 — s, gefolgt von p(t) = 1 — 3 + 3 fiir
t € [27,3 7). Durch vollstédndige Induktion kann man verifizieren, dass allgemein

_ 1= (=)t

p(t) 14

fir tejr,(j+1)7) und |x] <1

gilt. Damit hingt diese Losung auch vom Parameter s ab und es gilt p(t) — (1 + 5)~!
fir ¢t — oo, wahrend die stetige Losung p(t) = 1 trivialerweise unabhéngig von s ist. In
Abbildung 2.7 sind beide verschiedenen Losungen aufgetragen.

Haufig werden Verzogerungen vernachlassigt, wenn sie als klein angenommen werden. Solch
eine Praktik kann auch in der Regel angewendet werden, aber manchmal kénnen kleine Verzo-
gerungen , grofe” Effekte haben. Ein einfaches Beispiel dafiir sei p(t) + 2p(t) = —p(t), in der
die triviale Losung offensichtlich aymptotisch stabil ist, wahrend fiir p(t) +2p(t — 1) = —p(t)
die triviale Losung fiir jegliches positives 7 instabil ist, wie man [44, 96] entnehmen kann. Ist
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

die Verzogerungszeit klein, so ist die MacLaurin Approximation®, bei der die Funktion p(t—7)
bzw. p(t — 7) um 7 = 0 in eine Taylorreihe entwickelt wird, sicher der erste Ansatzpunkt der
Analyse der Gleichung (2.24). Die MacLaurin-Reihe? lautet dann

TP R G W R o P ey

Y

dt 4 dt? 2! dt3 m! dtm+1

welche, wenn man Terme bis zur zweiten Ordnung beachtet, in Gleichung (2.24) eingesetzt
zu
d’p(t) 1+xdpt) 1
— —p(t) 1 —=p()] =0 0 2.25

P AP L n-pe) =0 et (2.25)
fiuhrt. Wenn man p(t) nun als Ortsvariable x(t) interpretiert, so kann man eine Analogie
zwischen (2.25) und der Newtonschen Bewegungsgleichung fiir ein gedampftes bzw. beschleu-
nigtes Teilchen mit der Masse m = 1 in einem Potenzial gemafl #(t) + v (t) + 9,V (z) = 0,

wobei v = —(1+29)/5r der Reibungskoeffizient und V(z) = /s~ [#°/2 — 2*/3] das (anharmoni-
sche) Potenzial seien, welches in Figur 2.8 fiir ¢7 = —1 aufgetragen ist.
Sowohl ~ = ~(s,71), als auch das Potenzial

2

V(x; 7, 7) hangen dann von der Verzogerungszeit bzw.
Riickkopplungsstarke ab. Da das Potenzial anharmo-
nisch ist, existiert keine analytische Losung fiir Glei-
chung (2.25). Man kann jedoch die Stabilitat der Fix- :
punkte z* = 0 bzw. * = 1, die man als Extremalstel-
len des Potenzials V(z) (siche Abb. 2.8) ablesen kann, ee
mithilfe der um diese Fixpunkte linearisierten Varian-
ten von Gleichung (2.25) bestimmen. So kann man
leicht ermitteln, dass z* = 0 nach Gleichung (2.25) ‘ a(t)
fiir jede Wahl von s instabil ist, da mindestens eine
der beiden Wurzeln der charakteristischen Gleichung
positiv ist und damit keine beschrankte Losung fiir
t — oo existiert. Der Fixpunkt z* = 1 ware dagegen im Bereich —1 < 2 < 0 und 2y < 1
stabil. Man beachte jedoch, dass die MacLaurin-Approximation, d. h. der Abbruch der Tay-
lorreihe i. Allg. keine korrekten Resultate fiir die Fixpunkte gibt und deren Stabilitat besser
direkt an der vollstindig verzogerten Gleichung (2.24) tiberpriift werden sollte. Fixpunkte
dieser sind ebenfalls p* = 0 und p* = 1. Die Stabilitat der Fixpunkte werde durch den Ansatz
p(t) = p* + ¢(t) mit |p(t)] < 1 in Gleichung (2.24) bestimmt, womit man

dg(t) _dp(t—7)

— = +o(t) — T+ O { (1)} (2.26)

zu untersuchen hat und das Pluszeichen dem Fixpunkt p* = 0 entspricht, wahrend das Minus-
zeichen den Fixpunkt p* = 1 représentiert. Eine wesentliche Methode zur Behandlung solcher
linearer, diskret verzogerter Differenzialgleichungen stellt die Laplace- Transformation dar (sie-
he dazu A.2.1). Fiihrt man die Laplace-Transformation ¢(t) — ¢(z) = [ @(t) exp{—zt}dt
unter Verwendung der Eigenschaften aus A.2.1 durch, so ergibt sich fiir die Transformierte

Abbildung 2.8: Das Potenzial V()

0
o+ |O(—T) —ze T [ D(t)e*tdl

¢(z) = Py (P (2.27)

1 Colin MacLaurin, schottischer Mathematiker, geb. Februar 1698 Kilmodan, gest. 14. Juni 1747 Edinburgh
im deutschen Sprachraum uniibliche Bezeichung fiir den Spezialfall der Taylorreihenentwicklung um den
Entwicklungspunkt Null
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2.3 Verzogerungskontrollierte Reaktionen

wobel ¢(t = 0) = o = po der Anfangswert und ®(¢) mit t € [—7,0) die Anfangsfunktion
ist. Die Stabilitit der Fixpunkte hdngt nun von der Lage der Losungen der charakteristischen
Gleichung in der komplexen Ebene ab. Diese wird bestimmt durch die Nullstellen des Nenners
der Gleichung (2.27)

F(l+xe”™)F1=0 . (2.28)

Solche charakteristischen Gleichung der obigen Form (2.28) werden transzendale Gleichun-
gen genannt, weil die gesuchten Wurzeln z in der transzendalen Exponentialfunktion vorkom-
men. Im Gegensatz zu charakteristischen Gleichungen der gewohnlichen Differenzialgleichun-
gen, welche Polynome in Z sind, deren Grad die endliche Zahl der Losungen Z limitiert, haben
transzendale Gleichungen i. Allg. unendlich viele Losungen Z, die meist auch nicht analytisch
gefunden werden konnen. Die Lage der Losungen Z in der komplexe Ebene hangt auch von der
Verzogerungszeit 7 ab. Es besteht ebenfalls die Moglichkeit, dass sich die Stabilitat andern
kann, wenn 7 variiert wird. In [44] werden die Stabilitétseigenschaften der Gleichung

dp(t) dp(t — )
& YT @

+08pt)+yplt—7)=0 (2.29)

detailliert untersucht und kénnen somit als Grundlage zur Untersuchung von Gleichung (2.24)
bzw. Gleichung (2.26) dienen.

Vergleicht man die charakteristische Gleichung (2.28) mit der zu Gleichung (2.29) korre-
spondierenden, kann man die Ergebnisse aus [44] tibertragen, wenn man o = s, = F1 und
v = 0 setzt. Ein wesentlicher Punkt, welcher ebenfalls in [44] allgemein bewiesen wurde, ist,
dass fiir |»| > 1 die triviale Losung zu Gleichung (2.26) und damit beide Fixpunkte von
(2.24), p* = 0 und p* = 1, fir jedes 7 > 0 instabil sind. Gilt nun || < 1, dann kann sich
die Stabilitat der trivialen Losung dieser Gleichung nur d&ndern, wenn eine Losung Z in der
komplexen Ebene auf der imagindren Achse liegt bzw. diese tiberschreitet. Um dies zu iiber-
priifen, setzt man in die charakteristsiche Gleichung Z = iw und sucht reelle Werte fiir w in
Abhéangigkeit von 7 und s. Separiert man Realteil und Imaginérteil, erhalt man

w+wscos(wr) =0 und  wasin(wr) F1=0 |,

woraus man ablesen kann, dass es keine reellen w gibt, denn es gilt w? = (3> — 1)~! < 0 fir
|22| < 1. Das heifit in anderen Worten, dass keine Losungen die imaginare Achse iiberschreiten,
wenn 7 vergroflert wird, also die Stabilitdt aus dem Grenzfall 7 = 0 abgelesen werden kann.
Man setze also in (2.28) 7 = 0, womit fir die Losung der charakteristischen Gleichung fur
den unverzogerten Fall

. +1

Z2(r=0) = T+
gilt. Da z, (7 = 0) > 0 ist, ist der Fixpunkt p* = 0 instabil, wiahrend p* = 1 asymptotisch
stabil ist, denn Z_(7 = 0) < 0. Die funktionale Gestalt des Spezialfalls 7 = 0 zeigt eine
einfache Modifikation im Exponentialterm der Losung der logistischen Gleichung, womit

_ Do
po + (1 —po) exp {—ﬁ t}

p*(t) (2.30)
folgt. Diese Losung kann als erste Naherung fiir kleine Verzogerungen 7 < 1 angesehen
werden. Fiir solche hat der Verlauf der Startfunktion wenig Einfluss auf die Losung.

Als eine analytische Losungsmethode fiir verzogerte Differenzialgleichungen mit konstanter
Verzogerung sei nun die Schrittmethode anhand der obigen Gleichung (2.24) beschrieben.
Dabei wird die verzogerte Differenzialgleichung sukzessive gelost, indem in den Intervallen
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

t € lkr,(k+1)7],(k € N) gewohnliche Differenzialgleichungen gelost werden. Zu dem An-
fangswertproblem wird eine Anfangsfunktion ®(¢) im Intervall —7 < ¢ < 0 vorgegeben und
damit auch ®(t). Dies liefert eine Grundlage zur Losung der Gleichung (2.24) im Intervall
[0, 7], denn es gilt dann

dp(t)

Y _ () — p2(t) — de(t —7)

dt

dp(t =) _ dpon(t)

_ 2
dt dt - p[O,T} (t) - p[O,T] (t> -

Hat man die Lésung pjo(t) bzw. deren Ableitung im Intervall ¢ € [0, 7] berechnet, so kann
diese wieder in der Ausgangsgleichung zur Losung einer gewohnlichen Differenzialgleichung
im Intervall ¢ € [7,2 7] benutzt werden usw. .

Ein nichtlineares Modell, wie es mit (2.24) vorliegt, zeigt aber auch die Grenzen der An-
wendbarkeit dieser Methode auf. Illustriert werden soll dies fiir die Wahl einer im Intervall
—7 < t < 0 konstanten Anfangsfunktion ®(¢) = py. Die Funktion ®(¢) &ndert sich also
zeitlich nicht (®(t) = 0), deshalb gilt fir ¢t € [0,7] die logistsiche Differenzialgleichung
p(t) = p(t) — p*(t), deren Losung analog Gleichung (2.30) mit s = 0 ist. Aber schon den
nachsten Schritt

dp_(t): s _%(1—170)]90 exp{—(t—7}
a P -t [po + (1 — po) exp (—t)]”

kann man aufgrund der Nichtlinearitat und dem funktionalen Verlauf der Inhomogenitat nicht
mehr analytisch ausfiihren, deshalb ist diese Methode auch meist nur fiir lineare Modelle
praktikabel. Nichtsdestotrotz liefert die Schrittmethode auch die Grundlage zur numerischen
Behandlung diskret verzogerter Differenzialgleichungen.

Fiir eine konstante Verzogerung stellt die numerische Berechnung nur eine Erweiterung der
Methoden fiir gewohnliche Differenzialgleichungen dar. Allgemeine Losungsansétze, wenn dies
nicht der Fall ist, werden in [82, 85-89, 98, 101-103] und Referenzen darin vorgestellt.

So wird hier die Gleichung (2.24) mit der Euler-Methode untersucht. Bei der Zeitdiskre-
tisierung muss darauf geachtet werden, dass ganzzahlige Vielfache der Verzogerungszeit 7
ebenfalls Stitzstellen sind, da an diesen Stellen Unstetigkeiten in der Funktion p(t) bzw. de-
ren Ableitungen auftreten konnen [98]. Ein jedes Intervall [j 7, (j 4 1) 7) sei in N dquidistante
Teile der Lange dt zerlegt, d. h. es gilt N dt = 7. Die Funktion p(¢) berechnet man dann
an den Stitzstellen ¢; = jdt rekursiv und hierfiir gilt, wenn man p(t;) = p(j - dt) = p; als
Abkiirzung verwendet,

dp dp Pi+1 = Dj
Pj+1=p; +dt {pj (1 —pj) —» <E>j—N} und (%)j = % - (231

Ist 5 < N, befindet man sich im Anfangsintervall und die Anfangsfunktion ®(¢) bzw. deren
Ableitung ®(t) werden an den Stiitzstellen ¢; fiir die Funktion p(t) eingestetzt. In Abbildung
2.9 sei p(t), welches mit der Rekursion (2.31) berechnet wurde, aufgetragen und verglichen
mit der Losung der analytischen Schrittmethode (blaue Kurve), die im Intervall —7 <¢ <7
berechnet werden konnte. Weiterhin findet man in dieser Abbildung die Approximation p°(t)
(s. GL.(2.30), grine Kurve). Neben diesen beiden Figuren, wo zum einen py = 0,5 < 1
(Abb. 2.9(a)) und zum anderen py = 1,5 > 1 (Abb. 2.9(c)) zur llustration gewéhlt wurden,
sei der Fehler £ = |p(t =t;) — p;| zwischen der numerisch berechneten Losung (2.31) und
der nach der Schrittmethode analytisch berechneten aufgetragen (Abb. 2.9(b) und 2.9(d)).
Die Losung p(t) ist fur beide Startwerte py = 0,5 bzw. py = 1,5 stetig, aber nicht glatt,
d. h. die Ableitung existiert nicht in den Punkten j7 mit 7 € N. Dies liegt daran, dass
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Abbildung 2.9: Numerische Berechnung von p(t) durch die Rekursionsvorschrift (2.31) der
kontinuierlichen Gleichung (2.24) mit der Euler-Methode mit der Schrittweite dt = 7/n (T =
1, N = 20 verglichen mit der analytischen Schrittmethode (blau) und der

2.30 und der Fehler £ = |p(t =t;) — p(t;)|. Fiir die Anfangsfunktion gilt ®(t) = po,
wéahrend der Parameter s auf 0,5 festgelegt wurde.

die Bedingung ®(0) = po [1 — po] — #®(—7) nicht erfiillt wird". Diese Bedingung wére nur
fir po = 0 und py = 1 giltig, wobei dafiir beide Lésungen konstant wéren, also p(t) =
po und damit trivialerweise glatt. Fiir jegliche andere Startwerte gilt fiir die vorgegebene

1 Dies Bedingung wird als engl. sewing condition bzw. splicing condition bezeichnet (siehe dazu

82, 96, 98]
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Abbildung 2.10: Numerisch berechnete Ableitung von p(t), (flj—?)j = W durch die Re-
kursionsvorschrift (2.31). Fir die Parameter gilt: ®(¢) = pg,» = 0,5,7 = 1 und N = 100.

Startfunktion, dass zum Zeitpunkt ¢t = t; = 0 der linksseitige Grenzwert der Ableitung von
p(t), limy_o_ p(t) = ®(t = 0) = 0 und der rechtsseitige Grenzwert lim,_o, = p(t) = po [1 — po]
und somit keine Ableitung in ¢ = 0 existiert. Daraus folgt auch, dass fiir ganzzahlige Vielfache
der Verzogerungszeit keine Ableitung existiert, auch wenn der Abstand zwischen linksseitigem
und rechtsseitigem Grenzwert mit zunehmender Zeit immer mehr abnimmt. In Abbildung 2.10
wurde der zeitliche Verlauf von p(t) fir die beiden Anfangswerte aufgetragen.

Die Anderung des Verlaufs von p(t) in Abhéngigkeit vom Parameter s werde durch die Va-
riation von diesem in Abbildung 2.11 dargestellt. Dabei werden sowohl positive Werte (siehe
Abb. 2.11(a) bzw. 2.11(c)), als auch negative Werte (siche Abb. 2.11(b) bzw. 2.11(d)) fiir s
zugelassen. Bei zunehmender Riickkopplungsstirke |s| erkennt man deutlich die Anderung
des funktionalen Verlaufs von p(t) im Vergleich zum nichtriickgekoppelten Fall »x = 0. Die
monotone Annaherung im letzteren Fall erfolgt dann mehr und mehr oszillatorisch und ab-
weichend von dem Verhalten, wie es durch die Approximation (2.30) zu folgern ist. Solche
nichtglatten Kurven, die durch Unstetigkeiten der Ableitungen zu Vielfachen der Verzoge-
rungszeit 7 verursacht werden, beobachtet man im physikalischen Kontext selten. Ein Grund
dafiir ist, dass in natiirlichen Prozessen, die mit einem Gedéachtnis behaftet sind, eher eine
Verteilung von Verzégerungszeiten als eine diskrete (schmalbandige) Verzogerungszeit zu er-
warten ist, wie sie prinzipiell schon in Gleichung (2.23) mit dem Gedéchtniskern I gegeben
ist. Dieser Typus der Riickkopplung soll anhand des nachsten Beispiels betrachtet werden.

2.3.2 Externe Riickkopplung - Verzogerung mit Verteilung

Gibt es nicht eine konkrete, diskrete Verzogerungszeit, wie sie in der Populationsdynamik
durch z. B. der Reifezeit von der Befruchtung einer Eizelle bis zur Geburt des Jungtie-
res oder einer Inkubationszeit einer Krankheit gegeben ist, sondern ein ganzes Spektrum
an Verzogerungszeiten, die vergangene Zustande gewichtet in die zeitliche Entwicklung der
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Abbildung 2.11: Variation der Gedéchtnisstarke s¢ bei festem 7 = 1 und festem N = 100 fiir
verschiedene Startwerte py und der Anfangsfunktion ®(¢) = po. Die Linien stellen die
Néherungslosung (2.30) dar.

zu betrachtenden Grofle einfliefen lassen, so sind die beschreibenden Evolutionsgleichungen
Integro-Differenzialgleichungen. Als Beispiel betrachte man hier das so genannte verblassende
Geddchtnist, bei dem die kontinuierliche Verteilung der Verzogerungszeiten als exponentiell
angenommen wird, also K(t) = exp [-At], (A > 0) in Gleichung (2.23). Dieser Kern hat einige
Eigenschaften wie Positivitat und Beschranktheit, die auch Grundlage zu allgemeinen Aussa-
gen sein konnen. Bemerkt sei, dass solche Modelle mit Kernen auch in der Beschreibung des
Spannungsabbaus in viskoelastischen Materialien [100, 104], sowie zur Berechnung der elasti-
schen Beanspruchung von gestreckten Polymerfaser [100] verwendet werden. Substituiert man

1 engl. fading memory
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

diesen exponentiellen Kern in Gleichung (2.23), so verifiziert man leicht

t

d];—iw = p(t) = p*(t) — » / exp | =X (1~ 1) d];(tzf/) ' p(0)=po , (2:32)

0

wobei in dieser Gleichung erneut dimensionslose GroBen auftauchen, die man nach dem Uber-
gang p — P7/u,t — t/r erlangt. Auch die freien Parameter » = #/r und A= Mr haben dann
dimensionslosen Charakter. Da der Kern unabhingig von der relevanten Variable p(t) ist,
kann die obige Integro-Differenzialgleichung 1. Ordnung durch Differenzieren und Einsetzen
dieser auf eine gewohnliche Differenzialgleichung 2. Ordnung gebracht werden

d*p(t - do(t) -
;g)+[2p(t)+%+)\—1] %—i—/\p(t) pt) —1]=0 | (2.33)
wobei der Startwert p(0) = po erginzt werden muss durch den Startwert der Ableitung

p(0) = po [1 — po], welchen man direkt aus Gleichung (2.32) fur t = 0 erhélt. Aus beiden
Gleichungen kann geschlussfolgert werden, dass man die Fixpunkte mit p; = 0 und ps = 1
gegeben hat, wobei diese unabhingig von der Gedéchtnisstiarke s und der Zeitskala des
Abfalls des Gedichtnisses [ K(t)dt = A~! sind. Die Stabilitit untersuchend wendet man
den Ansatz p(t) = ps + ¢(t) an und analysiert damit das Verhalten in der Umgebung der
Fixpunkte in linearer Naherung

t

b0 = olt) = [ e [-X 0= 1)] o) ar

0

wobei das positive Vorzeichen fir p, = 0 und das negative fiir p, = 1 steht. Auch diese
Gleichung kann in eine gewohnliche Differenzialgleichung 2. Ordnung umgewandelt werden.
Es ist aber gleichermaflen moglich, die Laplace-Transformation zu benutzen, resultierend
in ~
2+ A+
(zF1) <z+5\) +oxz

¢(2) = o

Der Nenner der Laplace-Transformierten ¢(z) kann dann als charakteristische Gleichung iden-
tifiziert werden, deren Nullstellen z. iiber die Stabilitdt entscheiden. Diskutiert man zunéchst
ps = 0, so findet man

zy =1/2 [— <5\+%—1):|:\/Z] mit A= (5\—1—%—1)2—1—45\

mit der Diskriminante A, die mit der Annahme A > 0 ebenfalls positiv ist (A > 0). Weiterhin
gilt VA > ’5\ + 2 — 1’, woraus folgt, dass z, positiv ist, dagegen z_ negativ. Da die Losung
die folgende Struktur ¢(t) = ¢o [C exp (24 t) + Cy exp (z_t)] hat, gilt, dass p(t) — oo fir
t — oo unbeschrankt ist. Der Fixpunkt p, = 0 ist also instabil. Analog betrachte man nun den
Fixpunkt p; = 1 und berechne die Nullstellen des charakteristischen Polynoms. Die Diskrimi-
nante A fiir diesen Fall hat kein fixiertes Vorzeichen, denn es gilt A = (1 + A + 3)? — 4\ Je
nach Vorzeichen der Diskriminante A in Abhéngigkeit der beiden Parametern s und A erhalt
man fiir die Storung um den Fixpunkt [p(t)] gedampft exponentiellen Charakter (A > 0),
den anharmonischen Grenzfall (A = 0) bzw. ein gedampft oszillatorisches Verhalten (A < 0)
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2.3 Verzogerungskontrollierte Reaktionen

in Analogie zu den aus der Mechanik bekannten Féllen des gedampften harmonischen Oszilla-
tors, der prinzipiell durch eine d&hnliche Bewegungsgleichung wie das linearisierte Aquivalent
zu Gl. (2.33) beschrieben wird. Die Fallunterscheidung fithrt auf

(300 e~ (1+A+3)t {cosh <\/Zt> + ’\Jr—\/’%_l sinh <\/Zt>} fiir A>0

o(t) = { poe™? At {1—|—2 <\/§—1> t} fir  A=0

o e~ (HA+)t {COS (Mt) + Lﬁ sin ( |A| t)} fir A <0
\

Damit die Stérung um den Fixpunkt o(t) fiir ¢ — oo verschwindet, muss A + s > —1 gelten.
Aus dem Grenzfall A = 0 kann man ablesen, dass, wenn A < 1 gilt, ¢(t) nach einer endlichen
Zeit das Vorzeichen wechselt.

Es kann eine Analogie zwischen dem Riickkopplungsmodell (2.32) und der Gleichung (2.33),
die als eine den gedampften harmonischen Oszillator beschreibende Evolutionsgleichung inter-
pretiert werden kann, hergestellt werden. Wenn man p als Ortsvariable annimmt, so bewegt
sich ein Teilchen (0.B.d.A. sei die Masse m = 1) in einem Potenzial V(p) = —r*/2 + #°/3. Der
Faktor vor der ersten Zeitableitung hat die Bedeutung einer Dampfungskonstante. Durch die
Nichtlinearitét der zugrundeliegenden Evolutionsgleichung in Kombination mit der Riickopp-
lung ist der Dampfungsfaktor (p) = 2p(t) + A + » — 1 zustandsabhéngig.

Die Parameter s, A und po lassen Variationsmoglichkeiten offen, die verschiedene Trajekto-
rien p(t) bieten. Eine Auswahl soll mit folgenden Grafiken 2.12, 2.13, 2.14 gegeben werden.
Der Parameter s gibt die Stérke der Riickkopplung an. Je grofler dieser ist, desto grofer ist
der Einfluss des Gedéachtnisses und die Anderung der Trajektorie im Vergleich zum nichtriick-
gekoppelten Fall (3 = 0). Mit \ ist eine inverse Zeitskala gegeben, die aus dem Zeitintegral
iiber den Gedéachtniskern

extrahiert werden kann und welche somit die zuriickliegenden Zustande kumulativ erfasst. Je
groBer A ist, desto kleiner ist der Einfluss weiter zuriickliegender Zusténde.

Die Wahl der Startwerte py hélt aufgrund der Nichtlinaritdt zwei Szenarien bereit. Zum
einen 0 < py < 1, wo p(t) anfanglich steigt (9;p(0) = po (1 —po) > 0), zum anderen py > 1, wo
das Gegenteil der Fall ist. Die Abbildung 2.12(a) zeigt genau diese Abhéngigkeit vom Start-
wert fiir feste Werte der anderen Parameter (A = 1 und s = 0,5). In dieser Abbildung wie
auch in den folgenden Figuren wurden beide aquivalente Gleichungen (2.32) und (2.33) nume-
risch untersucht. Unterschieden werden dabei die beiden verschiedenen Losungsmoglichkeiten
durch Kurven bestehend aus Kreisen (Riickkopplungsmechanismus) und durchgezogenen Kur-
ven als Losung der korrespondierenden Bewegungsgleichung 2. Ordnung. Zur Berechnung der
Losung fiir beide Ansétze wurde das Euler-Verfahren mit einer Schrittweite von At = 0,05
verwendet. Die Variation von \ sei bei festem py = 0,5 und s = 0,5 in Abbildung 2.12(b)
bzw. bei pgp = 0,5 und » = —0,5 in Abbildung 2.12(c) dargestellt. In diesen Abbildungen
sind neben den Trajektorien p(t) fir verschiedene Werte von X auch die Grenzfille 5 = 0
(logistische Gleichung, schwarze Kurve) und A = 0 (gelbe Kurve) aufgetragen.

Der letztere Spezialfall A = 0 ist analog der Wahl eines konstanten Kerns IC(¢,¢';p) =1 in
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
t t
(a) po = 0,1;0,25;0,5;0,75;0,9;1;1,25; 1,5; 2 (b) A= :0,5; 1; 2 mit festem » = 0,5
mit festem s = 0,5 und A =1 und pp = 0,5
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1.29

0.97

0.6
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t t
(c) A= :0,5; 1; 2 mit festem » = —0,5 (d) » =0, 1; :1; 1,5 mit festem A\ = 1 und
und po = 0,5 po=0,5

Abbildung 2.12: Numerische Berechnung von p(t) bei Variation der Systemparameter p, und
. Die Kreise markieren die numerisch berechneten Kurven p(t) durch direkte Diskretisierung
von Gleichung (2.32), wahrend die durchgezogenen Kurven die ebenfalls numerisch berechne-
ten Kurven der korrespondierenden Differenzialgleichung (2.33) sind. Die Schrittweite betragt
fiir beide Varianten At = 0, 05.

Gleichung (2.23), womit man

df;_gt) = (1= 5) p(t) — p(t) + o

schlussfolgern kann. Diese Gleichung kann exakt behandelt werden. Die zeitliche Entwicklung
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1.6
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p(t) p(t).81
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0.4
0.6 0.2
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0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

t t
(a) » =0; —0,1; ; —1; —1,5 mit festem (b) po =0,1; 0, 15; ;0,19; mit festem
po=0,5und A =1 »x»=—-1,8und A=1,0

Abbildung 2.13: Numerische Berechnung von p(t) bei Variation der Systemparameter py und
. Die Kreise markieren die numerisch berechneten Kurven p(t) durch direkte Diskretisierung
von Gleichung (2.32), wahrend die durchgezogenen Kurven die ebenfalls numerisch berechne-
ten Kurven der korrespondierenden Differenzialgleichung (2.33) sind. Die Schrittweite betrégt
fiir beide Varianten At = 0, 05.

der Konzentration hangt direkt vom Startwert py ab. Weiterhin ist die Wachstumsrate leicht
modifiziert, denn es wurde 1 — 1 — ¢ ersetzt. Die allgemeine Losung deduziert man zu

1%%+§tanh[%flt+ﬁ] fur »#1
p(t) =

1+/po )
/Po tanh [,/pot%—%ln(l:/%g)] fur »=1
mit

A+2py+2—1

A—2pyg—»x+1

. 1
A= /(1 —5)2+4xpy und ﬁzéln

Eine charakteristische Breite der Kurve p(t) in diesem Fall ist o = 2 A=1, welche sowohl
durch die Gedachtnisstarke als auch durch den Startwert bestimmt ist. Die stationaren Werte
(t — o00) sind im Gegensatz zu den schon behandelten anderen Beispielen des Gedachtniskerns
IC nicht mehr p, = 0 bzw. p; = 1, sondern

T 1 N
P Gap) = 5 |1 =2+ Al po)] (2.34)

wobei der negative Zweig vernachlassigt wird, denn p, muss positiv sein.

Die Analyse kann fiir einen beliebigen Kern C verallgemeinert werden . Dann bleiben die
Fixpunkte p, unveréndert, wenn fiir den Laplace-transformierten Kern K(z) = JoSK(t)e=tdt
folgende Relation erfiillt ist:

limzK(z) =0 . (2.35)

z—0
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Abbildung 2.14: Vergleich verschiedener numerischer Methoden und Schrittweiten zur Berech-
nung von p(t). Die durchgezogenen Kurven sind Lésungen der Gleichung (2.33) fir At = 0, 05,
wobei die rote Kurve die Berechnung mit der klassischen Vorwérts-Euler-Methode darstellt,
wahrend die blaue Kurve eine mit einer kontinuierlichen Runge-Kutta-Methode 7.-8. Ordnung
berechnete Losung reprasentiert. Die durch die Kreise abgebildeten Kurven sind Diskretisie-
rung der Gleichung (2.32) fiir verschiedene Schrittweiten At = 0,05;0,01;0,005 (von rechts
nach links)

Fiir einen konstanten Kern gilt dies offensichtlich nicht und somit sind die Fixpunkte modi-
fiziert, wie man Gleichung (2.34) entnehmen kann. Eine solche Situation der Anderung der
Fixpunkte kann in Analogie zu der Betrachtungweise bei stochastischen Prozessen gesetzt
werden. Dort werden additives und multiplikatives Rauschen unterschieden. Wahrend bei
additivem Rauschen die Fixpunkte des deterministischen Anteils einer Langevin-Gleichung
nicht verschoben werden, gilt dies bei multiplikativem Rauschen nicht mehr.

Die Kurven p(t) bei variablen A in den Abbildungen 2.12(b) und 2.12(c) liegen genau
zwischen den beiden Grenzkurven sc = 0 (schwarze Kurve) und A = 0 (gelbe Kurve). Sie
sind damit einhtillende Kurven. Ist ¢ > 0 (Abb. 2.12(b)), sind die Kurven streng monoton
und durch die Riickkopplung erfolgt eine Dampfung, wahrend bei » < 0 (Abb. 2.12(c))
eine Verstarkung auftritt. In letzterem Fall wird ein Maximum durchlaufen, von welchem
aus der Abfall auf p, = 1 erfolgt. Dieser ist i. Allg. aber nicht streng monoton, sondern
oszillatorisch. Die Oszillation, die man in Abbildung 2.12(c) nur ansatzweise erkennen kann,
werden ausgepréigter, wenn |s| grofer wird (siche dazu Abb. 2.13). In Abbildung 2.12(d)
variiert man den Parameter s > 0, wahrend der Rest der Parameter konstant gehalten wird.
Auch hier verursacht die Riickkopplung eine Dampfung, d. h. der Ubergang vom Startwert
po = 0,5 zum Fixpunkt p, = 1 erfolgt mit einer grofieren Relaxationszeit, je grofer s¢(> 0) ist.
Die schon erwéhnten Oszillationen um ps = 1 beobachtet man bei negativem ¢ (s. Abb. 2.13).
Je grofler betragsméfBig dieser Parameter ist, desto grofler ist die Amplitude dieser Oszillation
(s. Abb. 2.13(a)). Dieses oszillatorisches Verhalten geht bei weiterer Erhohung in ein singuléres
Verhalten iiber, d. h. p(t) verschwindet zu einer endlichen Zeit. Dieser Ubergang kann auch
untersucht werden, wenn man (= —1,8) konstant halt und den Startwert &dndert. So sind
in Abbildung 2.13(b) mehrere Kurven fiir verschiedene p, aufgetragen. Der Ubergang findet
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2.3 Verzogerungskontrollierte Reaktionen

bei Verkleinerung von p, statt.

Die Sensitivitdt der numerischen Verfahren bzw. beziiglich der gewéhlten Schrittweiten
auf diesen Ubergang des Verhalten werde in Abbildung 2.14 niher betrachtet. Wihrend bei
At = 0,05 noch oszillatorisches Verhalten auftritt, ist dies bei At = 0,01 schon nicht mehr
der Fall. Hier beobachtet man das Verschwinden von p(¢). Erniedrigt man die Schrittweite
weiter (At = 0,005), so verschiebt sich der Zeitpunkt zu fritheren Zeiten. Auch wenn man
verschiedene Verfahren mit gleicher Schrittweite verwendet, unterscheiden sich die Zeiten des
Verschwindens. Dies zeigt, dass das Wechselspiel aus Nichtlinearitat und Riickkopplung auch
spezielle numerische Verfahren verlangt, die solche Uberginge korrekt erfassen.

2.3.3 Interne Riickkopplung - Zustandsabhangige Verzogerung

In diesem Abschnitt werde ein zustandsabhéngiger Kern untersucht, der selbstorganisierte
Verzogerungseffekte modellieren soll, d. h.

K(t, 15 p(t)) = K [p(t — )]

Die Grofle p(t —t') sei die Konzentration in dem Intervall ¢ — ', welche angekoppelt ist an die
Anderungsrate 9y p(t') zu einem friitheren Zeitpunkt #, wie man Gleichung (2.23) entnehmen
kann. Der Gedachtniskern charakterisiert die Art und Weise wie eine Anfangskonzentration ak-
kumuliert wurde. Innerhalb des Zeitintervalls 7 = ¢ —t’ reichert sich die Konzentration immer
weiter an oder in anderen Worten gesagt zur Zeit ¢’ ist die Reaktion unvollstandig. Wahrend
des Zeitintervalls 7 bewegen sich die iibrig gebliebenen Teilchen zur Reaktionszone. Als eine
einfache Realisierung der Zustandsabhéngigkeit von K wéahle man die lineare Abhangigkeit
von der Konzentration, weil fiir diese Wahl entweder eine Wettbewerbssituation zwischen dem
konventionellen quadratischen Term und dem Riickkopplungsterm vorliegt, wenn s < 0 ist
oder eine Verstarkung des quadratischen Verlustterms durch die Riickkopplung, wenn s > 0
gilt. Mit der obigen Annahme von K werde die Evolutionsgleichung

DU o0y - 20 - [0 - 1) B v (2.36)

in dimensionsloser Form analysiert. Der letzte Term mit dem Kopplungsparameter s model-
liere die Riickkopplung, die den Einfluss der Umgebung nachbilden soll. Bemerkt sei, dass
der Gedéachtniskern eine Kopplung von Zeitskalen produziert. So gilt fiir den Gedéachtniskern
in der Nahe der oberen Grenze des Integrals t' ~ ¢ (also Zeiten in der Ndhe der aktuellen
Messzeit), dass die momentane Anderungsrate an den Startwert gekoppelt ist (p(0) dyp(t)).
Somit gibt es eine Kopplung zwischen der weiten Vergangenheit und dem momentanen Wert
von p(t). Im umgekehrten Fall, an der unteren Grenze t' ~ 0, existiert eine direkte Kopplung
zwischen der Anderungsrate zum Startzeitpunkt d,p(t = 0) und dem momentanen Wert p(t).
Also stellt ein solcher Gedéchtniskern eine gewichtete Kopplung des Verhaltens zur Anfangs-
zeit und zur Beobachtungszeit dar. Diese Kopplung fiithrt zu einem anderen Langzeitverhalten,
aber auch die Relaxation in die Fixpunkte wird dadurch verandert. Das generelle Verhalten,
welches nun diskutiert werden soll, &ndert sich auch nicht, wenn man andere Terme mit
verschiedenen Potenzen von der Dichte p(t) in der Abhéngigkeit des Gedachtniskerns K in
Gleichung (2.36) verwendet.
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2 Zeitabhangige Prozesse mit Riickkopplung

Stationare Losungen

Wie fiir die vorangegangenen Beispiele sucht man auch fiir die obige Evolutionsgleichung
(2.36) stationare Losungen, die das Langzeitverhalten der Grofle p(t) charakterisieren und
deren Stabilitdt, welche von den Systemparametern abhangen. Auch hier ist der riickkopp-
lungsfreie Fall s = 0 ein wichtiger Spezialfall, der in folgender Losung

Po .
t) = mit t=0)=
p( ) [e_t +p0 (1 . e_t)] p( ) Do
resultiert. Fiir grofle Zeiten erhalt man einen nichttrivialen stationdren und stabilen Wert
ps(22 = 0) = 1 und die instabile triviale Lésung ps = 0. Durch die Hinzunahme des Gedécht-
nisses wird dieses Verhalten drastisch geéndert. So existiert neben der trivialen Losung ps = 0
auch eine nichttriviale, riickkopplungskontrollierte Losung der Form

1+ 5po

T, =FD

ps(%7 pO) =
Diese Anderung des Fixpunktes durch die Riickkopplung, die in der Abhéngigkeit p, =
ps(7,p9) und somit i. Allg. p, # 1 abzulesen ist, steht in voller Ubereinstimmung mit der
Bedingung (2.35) an den Gedéachtniskern. Da wir hier p(¢) als Konzentration annehmen, muss
diese positive sein. Dies gilt damit natiirlich auch fiir den Startwert py > 0 und der stationaren
Losung ps > 0, womit eine zusatzliche Restriktion gegeben ist, die den Parameterraum ein-
schrénkt. Die Anderung des stationdren Wertes durch die Riickkopplung in Abhéngigkeit von

-2 -1 0 1 2 3

x

(a) 0ps(s2,po) (b) sign(dps (s, po))

Abbildung 2.15: Der Unterschied dps(s¢,po) = ps(3¢,p0) — ps(2¢ = 0) in Abhéngigkeit von
der Kopplungsstérke » und dem Startwert pg. dps(3¢,po) > 0 sei durch die blauen Bereiche
gekennzeichnet, wahrend rote Bereiche negativen Werten von dp;(s¢, pg) zugeordnet werden.

der Kopplungsstarke s und dem Startwert py sei durch dpg (3¢, po) = ps(s¢,p0) — ps(3¢ = 0) =
ps(2¢,p0) —1 = 32 (1+32) 71 py gegeben. Das Vorzeichen der GroBe dp, (s, pg) bestimmt also die
Relation der stationdren Werte fiir den riickgekoppelten Fall mit einer nichtverschwindenden
Kopplungsstarke s¢ # 0 und den Fall »c = 0. In Abbildung 2.15 sei diese Gréfe aufgetragen.
Wihrend in Abbildung 2.15(a) die Abhéngigkeit von » und py der Grofie dp, skizziert ist,
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werde durch die farbig unterschiedenen Gebiete in Figur 2.15(b) die Projektion des Vorzei-
chens sign [0p;] auf die s — po-Ebene dargestellt. So seien rote Gebiete, Bereiche in denen
dps < 0 gilt, somit also ps(s,pp) < 1 ist, wihrend fir die blau verzeichneten Gebiete das
umgekehrte der Fall ist (py(»,po) > 1). Es existieren verschiedene Linien, bei deren Uber-
schreiten sich das Vorzeichen andert. Neben der Linie s = 0 sind das die Linien p, = 1
bzw. » = —1, wie man Abbildung 2.15(b) entnehmen kann. Der Spezialfall py = 1 bedeutet,
dass p(t) = const= 1 gilt. Gilt po > 1, fallt die Funktion p(t) zunéchst, denn es gilt fur
t < 1, dass Oyp(t) ~ po (1 —po) < 0 (fir pg < 1 ist das Umgekehrte der Fall). Liegt der Fall
» = —1 vor, so ist ein kritischer Spezialfall angenommen, bei dem der Zerfallsprozess, der
durch den quadratischen Term in der Evolutionsgleichung (2.36) reprasentiert wird und der

Riickkopplungsprozess in Konkurrenz stehen und von der gleichen Groflenordnung sind.

Phasendiagramm

In diesem Abschnitt sei das Phasendiagramm ! zum obigen Problem unter Verwendung einer

linearen Stabilitatsanalyse vorgestellt, bei der eine kleine Storung |¢(t)| < 1 um den Fixpunkt
ps(52, po) untersucht wird. In linearer Nédherung gilt fir den funktionalen Verlauf der Stérung
@(t) o< exp (—At), wobei A der Stabilitatsexponent ist, fiir welchen man

—1 , wenn p;=20

A= A(%aPO) -

po 3242 pg +1

T+ , wenn ps#0 und x# —1

erhélt. Das Phasendiagramm definiert man in der sz — py-Ebene unter Ausschluss des trivialen

2-

-2

Abbildung 2.16: Stabilitdt der durch ein zustandsabhéngiges Gedéachtnis modifizierten statio-
naren Losung in der py — »-Ebene; Parameterpaare (s, pg) in dem blauen Gebiet fithren zu
stabile Fixpunkte (A > 0), wahrend in den roten Regionen Instabilitat vorliegt (A < 0). Im
violetten Bereich liegt zwar Stabilitdt vor, der Fixpunkt kann aber nicht erreicht werden.

Falls pg = 1. In der stabilen Region muss sowohl die Bedingung ps > 0, als auch A > 0 erfillt

! hi#ufig auch Bifurkationsdiagramm bzw. Stabilititsdiagramm genannt
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sein. Es existieren zwar auch Gebiete, in denen py > 0 gilt, diese aber instabil sind, weil
A negatives Vorzeichen hat. Die Figur 2.16 fasst die verschiedenen Féalle zusammen. Die
nichttriviale stationdre Losung ps(3z, po) ist stabil fiir > > —1 im Intervall 0 < py < 1 und
fir po > 1, wenn gilt 3¢ > 3(po) = —1 + /1 — 1/py. Stabile Gebiete sind blau dargestellt.
Es gibt eine weitere Region, in der die stationdre Losung stabil sein sollte und die violett
gekennzeichnet ist. Begrenzt wird das Gebiet durch die Kurven s = —1 und 3¢ > 555(py) =
—1 — /1 —1/p,. Nichtsdestotrotz kann die Trajektorie p(¢) nicht in den stationéren Wert
einlaufen fiir Parameterpaare (3¢, pg), denn py > 1 bedeutet, dass ps(s¢, pg) > po, also liegt der
Fixpunkt oberhalb des Startwertes. Dies steht aber im Widerspruch zum monotonen Abfall
der GroBe p(t), den man aus der Evolutionsgleichung (2.36) ablesen kann.

Typische Trajektorien

Die Einbeziehung eines zustandsabhangigen Gedéachtnisses fithrt zu nichttrivialen stationaren
Werten, die vorrangig durch den Kopplungsparameter > gesteuert werden. Da die Riickkopp-
lung, représentiert durch &, von der Konzentration abhéngt, wird die Bedingung (2.35) i. Allg.
nicht erfiillt. Auch besteht fiir die zustandsabhéngige Riickkopplung nicht die Moglichkeit, die
riickgekoppelte Evolutionsgleichung auf eine gewohnliche Differenzialgleichung héherer Ord-
nung zu reduzieren, wie es noch beim exponentiell abklingenden Gedéchtnis moglich war.

Einige typische Kurven seien in den Abbildungen 2.17 aufgetragen. Wahrend die Grafiken
2.17(a) und 2.17(b) Trajektorien fiir positives s zeigen, werde in den Abbildungen 2.17(c)
bis 2.17(f) die Variation der Systemparameter fiir negatives > durchgefiihrt. In Figur 2.17(a)
wurde ein Beispiel fir pg < 1 gewéhlt. Dies fithrt zu monoton wachsenden Trajektorien
p(t), wobei das Wachstum im Vergleich zum nichtrickgekoppelten Fall gedampft ist und der
stationare Wert p, unterhalb dessen liegt, welchen man fiir den nichtriickgekoppelten Fall
erwarten kann (ps(» = 0) = 1).

Gilt pg > 1 und 3 > 0, dann wird der Fall der Kurve p(t) ebenfalls gedampft und fir grofie
Zeiten lauft die Trajektorie in einem Fixpunkt ein, der oberhalb des nichtriickgekoppelten
liegt, wie man Abbildung 2.17(b) entnehmen kann. Die Grafik 2.17(c) zeigt ein Beispiel zu
dem zu Abbildung 2.17(a) umgekehrten Fall, d. h. s ist negativ und fiithrt zu einer Verstéarkung
des monotonen Wachstums, resultierend in einem Fixpunkt, der oberhalb von py(2 = 0) =1
liegt. Ein représentatives Beispiel fiir den im Phasendiagramm 2.16 violett gekennzeichneten
Bereich, wurde in Abbildung 2.17(d) aufgetragen. Die numerisch berechnete Trajektorie di-
vergiert in diesem Fall. In den beiden Figuren 2.17(e) und 2.17(f) soll die Annéherung an
die Stabilitatsgrenze illustriert werden. Man beobachtet bei dieser Anndherung an die Grenze
(3 — —1), dass die zugehorigen Werte der Fixpunkte immer grofer werden und auch die Re-
laxationszeiten, die die Zeit bis zum Erreichen des Fixpunktes charakterisieren, zeigen dieses
Verhalten. Dies kann man besonders in Abbildung 2.17(f) ablesen, in der der Fixpunkt noch
nicht einmal annéhernd erreicht wird fiir (dimensionslose) Zeiten, die schon deutlich grofier
sind, als in den vorangegangenen Beispielen. Das beobachte Verhalten erinnert an dem aus
der Theorie der Phaseniiberginge bekannten Phinomen des kritischen Langsamwerdens'.

1 engl. critical slowing down
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2.3 Verzogerungskontrollierte Reaktionen
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Abbildung 2.17: Numerische Losung p(t) (Kreise) fiir verschiedene Werte der Gedéchtnisstérke
» und des Startwertes pg. Die Losung erfolgt durch Diskretisierung der Gleichung (2.36)
nach dem Euler-Verfahren mit einer festen Schrittweite At = 0,05. Zum Vergleich sind die
durchgezogenen Linien die Kurven fiir den nichtriickgekopplelten Fall (>r = 0) mit gleichem
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3 Reaktions-Diffusionsgleichungen mit
Ruckkopplung

3.1 Gedachtnisgetriebene Musterbildung

Wenn ein Transport nach einem raum-zeitlichen Akkumulationsprozess stattfindet, besteht
die Moglichkeit, dass die zeitliche Entwicklung der den Zustand einer Probe beschreibenden
Wahrscheinlichkeit von der Vorgeschichte der Porbe selbst abhéngt. So kann z. B. die mo-
mentane Anderungsrate der Wahrscheinlichkeit durch die Anderungsrate der Vergangenheit
beeinflusst werden. Somit muss die Entwicklung der Wahrscheinlichkeit p(7, t) durch Gedéacht-
nisterme erweitert werden. Solch ein Term modelliert dann z. B., in welcher Art und Weise
eine anfangliche Anzahl von Teilchen zu einer bestimmten Zeit ¢ durch einen verzogerten
Transportmechanismus, der durch die Umgebung des Teilchens verursacht wird, angereichert
wurde. Im Allgemeinen sei die Anderungsrate der GroSe p zur Zeit ¢ bestimmt durch die Ak-
kumulationsrate zu fritheren Zeiten ¢’ < t. Dazwischen, also im Intervall 7 = t —¢', werden die
Teilchen angereichert, wahrend sich die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ dndert. Neben
diesem zeitverzogerten Prozess sei die Zahl der Teilchen zum Zeitpunkt ¢ auch durch einen
instantanen Transportterm bestimmt. Die allgemeine Evolutionsgleichung wird im Vergleich
zur gewohnlichen Diffusionsgleichung bzw. Fokker-Planck-Gleichungen wie folgt modifiziert

t )
Op(7,t) = M(T,t;p, Vp) + /dt’ / d' K(F — 7't —t';p, VD) N(F', t';p,Vp) . (3.1)
0 —00

Diese Gleichung ist eine Integro-Differenzialgleichung, wobei der integrale Teil vom Faltungs-
typ ist. Wahrend der Operator M den instantanen bzw. lokalen Prozess charakterisiert, repré-
sentieren die beiden Operatoren K bzw. N die verzogerten Prozesse. Im Allgemeinen kénnen
die Operatoren M, K und A nichtlinear von p(7,t) und Vp(7, t) abhangen. Diese miissen dann
dem konkret gestellten, physikalischen Problem angepasst werden. So wird gezeigt, dass es
fiir die Operatoren Beschrankungen gibt, wenn die Grofie p(7,t) erhalten bleiben soll.

3.1.1 Erhaltung

In diesem Abschnitt soll das Modell, welches in (3.1) definiert wurde, spezifiziert werden unter
der Annahme, dass die zentrale Grofie p(7, t) erhalten bleibt, d. h. es gilt

o0

diP(t) d [ . .
0 dt/drp(r,t)

—00

Ist der instantane Term M mit einem Strom verkniipft, M o V - j, so bedarf es der Be-
trachtung des Riickkopplungsterms, um zu entscheiden, ob die Erhaltung der Grofle p(7,t)



3.1 Gedéchtnisgetriebene Musterbildung

gewahrleistet ist. Wahlt man natiirliche Randbedingungen (p = 0 am Rand), so findet man
nach einer Laplace-Transformation mit £ {P(t)} (2) = P(#) (siche Anhang A.2.1)

~

2P(z)— Py=K(2) N(z) mit K(z)= / d% K(7,z) und N(z) = / dir N(7,z)

wobei Py = P(t = 0). Fiir einen beliebigen, polynomen Kern K ist das Erhaltungsgesetz
i. Allg. nicht erfiillt, es sei denn, der Operator N wird definiert durch N' = —d;p(7,t)!. Wenn
man diesen Ansatz macht, folgt

2 P(2) — Py [K(z) + 1] —0

und somit ist P(¢) erhalten.

Physikalisch bedeutet diese Annahme fiir NV, dass eine Kopplung zwischen den Raten be-
steht, d. h. die Entwicklung der Grofie p zur Beobachtungszeit ¢ ist direkt verkniipft mit der
Anderungsrate der Groe zu einem fritheren Zeitpunkt ¢’ < t. Prozesse aus der Vergangen-
heit haben permanten Einfluss auf die Evolution. Die gewéhlte Form des Gedéchtnisses in
Gleichung (3.1) fithrt zu einer Kopplung von Zeitskalen. In der Ndhe der Beobachtungszeit
t' ~ t gilt fir den Riickkopplungsterm KC[7,0; p(7,0), Vp(7,0)] O;p(7, t), somit besteht eine
Verbindung zwischen der Anderungsrate zur Beobachtungszeit ¢ und dem Wert von p zum
Startzeitpunkt ¢ = 0, deshalb ist die weite Vergangenheit verkniipft mit dem aktuellen Wert
von p(7,t). Im umgekehrten Fall, zum Zeitpunkt ¢’ ~ 0, gilt, dass die Anderung der GroBe
p(7,t) nahe dem Anfangswert Opp(7,t’ = 0) direkt an den momentanen Wert von p(7,t) iiber
den Gedachtniskern gekoppelt ist. Somit reprasentiert der Riickkopplungsteil eine gewichtete
Kopplung des Verhaltens zur Anfangszeit und zur Beobachtungszeit. Durch diese Kopplung
der Raten wird das Langzeitverhalten des Systems modifiziert. Ein mogliches Szenario, das
eine solche Kopplung verursacht, ist ein sich bewegendes Teilchen, welches in einer Umgebung
aller anderen Teilchen des Systems eingebettet ist. So kann durch die gegenseitige Wechsel-
wirkung das Teilchen erst nach einer gewissen Wartezeit ¢ — ¢’ freigelassen werden.

Besonders in hinreichend komplexen Reaktions-Diffusionssystemen sollten Riickkopplungs-
bzw. Gedéchtniseffekte relevant werden. Systeme, die eine solche Riickkopplung zeigen und
zusatzliche Freiheitsgrade haben, findet man z. B. bei der Beschreibung von flexiblen Ma-
kromolekiilen in Schmelzen [34], nematischen Elastomeren [105] oder in der Biologie [40]. In
letzterem Kontext interessiert man sich z. B. fiir die Beschreibung von Prozessen, die durch
Pflanzen in einem geschlossenen Wasserkreislauf verursacht werden. Diese Prozesse dienen
z. B. der Aufbreitung von Abwasser. Ein spezielles Okosystem von aeroben und anaeroben
Mikroorganismen bildet sich im Klarbecken durch natiirliche Einwanderung oder durch dufle-
re Zugabe. Die Lebensbedingungen der Mikroorganismen sind durch Abbauzwischenprodukte
untereinander verbunden. Jede Anderung der Konzentration einer Spezies wird gespeichert
in der Nahrungskette und beeinflusst die Entwicklung dieser Spezies zu einem spéteren Zeit-
punkt. Dieser Effekt wird durch eine teilweise Vermischung der Teilchen im Klérbecken durch
Konvektion und Diffusion im gesamten System verstarkt, sodass das Gedéachtnisintegral, wel-
ches in Gleichung (3.1) definiert wurde, sowohl Zeit- , als auch Ortskoordinaten enthéalt, um
diese Prozesse zu erfassen.

Dieses spezielle Beispiel kann auch fiir andere Prozesse aus der Biologie oder fiir chemische
bzw. technische Probleme mit verschiedenen versteckten Freiheitsgraden, welche in der La-
ge sind, die Enwicklung einer ausgewahlten Komponente signifikant zu verdandern, erweitert
werden. Solche Effekte, die nur teilweise zu beobachten sind, kénnen zu Gedéachtnistermen
beitragen.

1 das Minuszeichen ist nur Konvention
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3 Reaktions-Diffusionsgleichungen mit Riickkopplung

3.1.2 Allgemeine Eigenschaften

Ausgehend von Gleichung (3.1) kann man einige allgemeine Aussagen treffen, wenn fiir N die
spezielle Form N[, t; p(7,t), Vp(7, t)] = —9;p(T, t) angenommen wird, ohne jedoch dabei den
Kern K[7,t; p(7,t), Vp(7,t)] weiter zu spezifizieren. Wie schon erwiahnt, garantiert die obige
Wahl von N, dass p(7,t) erhalten ist. Nach einer Fourier-Transformation fir die rdumliche
Koordinate (siche Anhang A.2.2) und der Laplace-Transformation beziiglich der Zeit (siehe
Anhang A.2.1) erhalt man mit Gleichung (3.1)

p(k, z) = _pld) D(k,z) = _b : (3.2)

2+ D(k,z) k? 14+ K(k, 2)

wobei K(k,z) der Fourier-Laplace-transformierte Kern ist!. Die obige Gleichung (3.2) be-
schreibt einen Diffusionsprozess mit modifizierten Diffusionskoeffizienten D — D(7,t). Setzt
man ein reguléres Verhalten des Kerns voraus, kann folgender Ansatz fiir den transformierten
Kern benutzt werden
. b(k) . ,
K(k,z) = —=+ A(k,z) mit hn%A(k 2)=C<o0 . (3.3)
z 2=

Hat der Kern einen endlichen stationdren Wert, gilt also lim; ., lC(lg, t) = b(E), dann hat
auch p(7,t) eine stationédre Losung. Setzt man Gleichung (3.3) in Gleichung (3.2) ein, so fiithrt
dies auf

p(/Z, Z) _ ps(E)

+ IZ,Z mit pslg _—
z ok 2) (k) = b(k)+Dk2

und
po(F) DR |1+ A(E, 2)]

" @ ow] - (A ) o)+ D]

Zusammenfassend lasst sich schlussfolgern, dass bei gewissen Voraussetzungen, eine nichttri-
viale stationare Losung ps(/;) bzw. dquivalent p,(7) erhalten wird, wenn der transformierte
Kern K(k, z) die Bedingung

lim 2 K(k, z) # 0

z—0
erfiilllt. Diese Relation stellt eine Verallgemeinerung zu der in Abschnitt 2.3.2 gestellten Be-
dingung (2.35) fiir zeitabhangige raumlich homogene Prozesse dar.

3.2 Diffusion mit zeitunabhangigen Gedachtnis

Im Folgenden soll die Evolutionsgleichung

Op(r,1) = DV( / / K(7— 7t )ap(r ) 4 di (3.4)
0

ot ot

1 Angemerkt sei, dass p(7,¢) und p(k, z) zwei verschiedene Funktionen sind (analog fiir andere transfor-

mierte Grofien).
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3.2 Diffusion mit zeitunabhdngigen Gedéchtnis

betrachtet werden, bei welcher im Gegensatz zu vorangegangenen Modellen mit Riickkopp-
lungen, siehe z. B. in [40, 41], nicht die Kopplung an die relevante Grole selbst, sondern
an die Anderungsrate erfolgt. Es findet im Zeitintervall 0 < ¢ < t eine Kopplung zwischen
den Raten O;p(7,t) und O;p(7,t’) statt. Weiterhin werden die Riickkopplungen nicht nur auf
die zeitliche Doméne beschrankt, sondern auch eine allgemein mdégliche Nichtlokalitat in den
rdumlichen Koordinaten zugelassen. Solche Riickkopplungen verdndern durch die Mischung
der Zeitskalen die Dynamik des Systems, v. a. auch das Langzeitverhalten im Vergleich zu her-
kémmlichen Reaktions-Diffusionsmodellen. Diese Anderungen sollen anhand von Beispielen
illustriert werden.

3.2.1 Raumlich lokales Gedachtnis

Als ein solches Beispiel soll die Riickkopplung, die durch einen strikt rdumlich lokale, aber
zeitunabhéngige Kern der Form

K(7, 1) = po(7) (3.5)
gegeben ist, untersucht werden. Die Starke dieses Gedéachtnisses wird iiber den Parameter
> 0 gesteuert. In diesem Zugang sind in der Riickkopplung temporale und rdumliche Va-
riablen entkoppelt. Wenn Raum und Zeit gekoppelt sind, kann man verschiedene Effekte
beobachten, die in [106, 107] untersucht wurden. Wird die Form des Kerns aus Gleichung
(3.5) in die Grundgleichung (3.4) eingesetzt, verifiziert man

Op(7’ 1)

L~ DV ) — e (1) — ()] mit po() =p(E=0) . (36)

Da der Kern unabhangig von der Zeit ist, tragen alle vergangenen Raten gleichwertig zum Re-
aktionsterm bei, also alle Zustédnde in der Vergangenheit im Zeitintervall 0 < ¢’ < ¢ haben das
gleiche Gewicht und es gibt eine direkte Riickkopplung zum Startwert. Diese Art der Beriick-
sichtigung modelliert ein starkes Gedéchtnis, denn zu jedem Zeitpunkt ist die Anderung der
Dichte p(7,t) proportional zur Differenz der Dichte p(7,t) zum Startwert p(7,t = 0) = po(7)
und somit spielt diese Startverteilung eine fundamentale Rolle in der Dynamik des Systems,
indem sie jetzt auch zusatzlich direkt als Term in die Evolutionsgleichung eingeht und dort
als treibende Kraft agiert.

Der Zeitpunkt ¢ = 0 wurde o. B. d. A. als Startpunkt gewéhlt, denn durch Translation
in der Zeit kann man einen beliebigen Zeitpunkt als Referenzpunkt wéhlen. Eine homogene
Verteilung der GroBe p(7,t) = p(t), fithrt zu

p(t) = —p[p(t) —po] ~ mit  p(t =0)=po
Ist I(t) := p(t) — po und lost die Gleichung nach [(¢) auf, kann man leicht verifizieren, dass
p(t) = po, d. h. fiir die homogene Verteilung findet keine Evolution statt. Die Dichte bleibt
konstant beim gegebenen Startwert py. Es handelt sich also um eine Erhaltungsgrofie. Lésst
man nun raumliche Inhomogenitéten (in der Anfangsverteilung) zu, findet auch eine zeitliche
Evolution der Grofie p = p(7, t) statt. Ohne die Kopplung an die Startverteilung konnte man
p(7,t) als die Wahrscheinlichkeitsdichte eines sich diffusiv bewegenden Teilchens betrachten,
welches auf einer Zeitskala ! zerfallt. Obige Gleichung (3.6) ist linear. Eine analytische
Losung dieser Gleichung kann angegeben werden. Diese exakte Losung, welche die Anfangs-
verteilung po(7) enthélt, dient als Grundlage zur Bestimmung allgemeiner Aussagen und lautet

[e%e) t

p(7t) = e M /ddr’po(F') G(F—F’,t)—i—u/dt’G(F—F’,t—t’)e“tl : (3.7)

s 0
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3 Reaktions-Diffusionsgleichungen mit Riickkopplung

wobei fir die Greenschen Funktion (den Propagator) G(7,t) der konventionellen Diffusion
folgende Relation in d rdumlichen Dimensionen gilt

r, —iex — ~
G(T,t)_ (47TDt)d/2 p( 4Dt>

So kann man mit Hilfe der Losung (3.7) leicht verifizieren, dass eine nichtnegative Startver-
teilung po(7) > 0 (Vr) immer zu einer Losung p(7, t) > 0 fithrt, die nicht negativ ist (V7,t > 0),
wenn man p > 0 voraussetzt.

Die Darstellung (3.7) erlaubt es ebenfalls, das zweite Moment s(t) = () in allgemeiner
Form abhéngig von der Startverteilung po(7)

<7—,»2> — S(t) = /F2p(F,t) ddT _ 2dD (1,u_ e H ) /po(f') ddT+ /sz()(f‘) ddT (38)

zu berechnen. Sieht man vom konstanten Faktor in Gleichung (3.8) ab, der die Breite der
Anfangsverteilung s(t = 0) = s darstellt, stellt man fest, dass die Evolutionsgleichung (3.6),
welche man auch als verallgemeinerte Fokker-Planck-Gleichung bezeichnen kann, einen Pro-
zess beschreibt, der mit einer Verlangsamung der Dynamik sich bewegender Teilchen ver-
bunden ist. Man beobachtet einen Ubergang von rein diffusivem Verhalten fiir kleine Zeiten,
[s(t) — so] x 2d Dt fir t < 1, zu einer Lokalisierung von Teilchen, denn im Langzeitgrenz-
wert gilt [s(t) — so] o< 2dP/u fiir t > 1. Wie zu erwarten, wird fiir den Ubergang p — 0
konventionelles diffusives Verhalten beoachtet, ablesbar an Gleichung (3.7) bzw. (3.8).
Offensichtlich gilt fiir das gewéhlte System mit Riickkopplung (3.6), dass es sensitiv be-
ziiglich der Anfangsverteilung po(7) ist. Prinzipiell kann auch ein beliebiger Zustand aus der
Vergangenheit als eine Art Referenzzustand verwendet werden. Hier wurde der Startzeitpunkt
t = 0 mit der Anfangsverteilung py(r) als ein solcher Referenzzustand gewéhlt. Um dies her-
aus zu stellen, wurden verschiedene représentative Realisierungen von py(7) untersucht. Die
Berechnungen erfolgen dabei fiir den eindimensionalen Fall, wobei eine Verallgemeinerung auf
hoéhere bzw. beliebige rdumliche Dimensionen in analoger Weise ausgefithrt werden kann.

Stark lokalisierte Anfangsverteilung

Als ein erstes Beispiel soll eine stark lokalisierte Anfangsverteilung mit po(x) = po 0(z) dienen.
Dafiir berechnet man nach Substitution in Gleichung (3.7)

Po

Var Dt

Pl t) = o) f R (D) + D) (39)

mit folgender Abkiirzung

+x

V4Dt

wobei erf(z) die Gauische Fehlerfunktion (sieche [74, 108, 109] und Anhang A.1.1) und der
Parameter k = /#/p eine Kombination aus den in Gleichung (3.6) vorkommenden beiden
Prozessparametern ist und welcher die Dimension einer inversen Lénge hat.

Im ersten Teil der Losung (3.9) erkennt man den schon erwdhnten Prozess, bei dem Teil-
chen sich diffusiv bewegen und im zeitlichen Verlauf mit der Rate pu~! zerfallen, womit im

fi(x; D, p) = e*r® [erf( + m) — sgn(ix)} , (3.10)
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3.2 Diffusion mit zeitunabhdngigen Gedéchtnis

Langzeitlimes kein Teilchen tibrig bleibt. Durch die Riickkopplung, woraus der zweite Teil der
Losung (3.9) resultiert, wird dieses Verhalten gedndert und so ergibt sich eine nichttriviale

stationare Losung

. oR
lim p(x,t) = ps(z) = DRt o—rlal , (3.11)
t—o0 2
wenn > 0 ist.
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Abbildung 3.1: Die Losung p(z,t) der Gleichung (3.6), sowie die stationdren Losungen pg(7)

nach Gleichung (3.11) fiir verschiedene k bzw. riaumliche Dimensionen mit po(7) = py 6%(7)

Diese stationédre Losung ist verursacht durch die Riickkopplung zwischen dem instantanen
Zustand und dem Anfangszustand. Je grofler x > 0 ist, desto ausgepriagter sind die Verdnde-
rungen zum rein diffusiven Verhalten (k = 0), (s. Abb. 3.1(a)). Zur Illustration verwendet man
das dimensionslose Pendant zu Gleichung (3.9), welches z. B. durch den Ubergang t — pt,
r — kx und p — P/p, erhalten wird. In Abbildung 3.1(b) ist die Losung fiir k = 1 aufgetragen.
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3 Reaktions-Diffusionsgleichungen mit Riickkopplung

Fiir den gleichen Wert seien in der Figur 3.1(c) die Profile p(z, t;) zu festen Zeiten dargestellt.
Eine Verallgemeinerung der stationdren Verteilung zu hoheren Dimensionen und fiir beliebige
Anfangsverteilungen kann ebenfalls direkt berechnet werden. Die Rechnung resultiert in

K po(7")
po) = 2 [t T K e ) (312
(27)2 2
wobei K, (z) eine modifizierte Besselfunktion ist (siche [108] bzw. A.1.2). Diese kann fiir
ungerade Dimensionen, z. B. d = 1 bzw. d = 3, durch Standardfunktionen ersetzt werden.

Im zweidimensionalen Fall zeigt die Besselfunktion Ky(z) logarthmisches Verhalten, welches
man durch das Divergieren fir r = y/22 4+ y? — 0 in Abbildung 3.1(d) erkennen kann.

GauBsche und exponentielle Anfangsbedingungen

Die Berechnung der Beziehung (3.12) erfolgt nun fiir weitere Anfangsverteilung, wie der Gauf3-
schen Verteilung po(z) = py exp(—A x?), welche die inhérente Léngensakala 1/vx besitzt. Die
folgende stationare Verteilung

ps(x) = 1% \/?eﬁ2 [9+($;ﬂ, )‘7 'L{) + g_($;ﬁ,)\, K’)] (313)
mit

g+ (2; B, \, k) = 5" erfc (ﬁ + x\/X) und (= ﬁ = %
kann aus dieser Rechnung erhalten werden. Die in dieser Losung enthaltende Funktion erfc(z)
ist die komplementére Gaufische Funktion (siehe [74, 108, 109] und Anhang A.1.1). Mit (3 liegt
ein dimensionsloser Parameter vor, der alle anderen Systemparameter in sich vereint und ins
Verhaltnis setzt.

Eine analoge Rechnung liefert fiir eine exponentiell fallende Anfangsverteilung po(x) =
po exp(—A |z]) folgende stationédre Verteilung

(3.14)

el e I L P
pe(lz]) = (3.15)

1 _ .
po%lx‘e wl] fir A==&

Auch hier kann eine dimensionslose Grofle v = #/x eingefithrt werden, die als Grundlage
der Abhéngigkeit der stationdren Verteilung von den Systemparametern und deren grafische
Darstellung dienen kann.

Die grafische Darstellung findet man in den Figuren 3.2. In der ersten Abbildung 3.2(a)
ist die stationédre Verteilung ausgehend von einer Gaufischen Verteilung in Abhéngigkeit vom
dimensionslosen Parameter 3 aufgetragen. Man erkennt, dass beim Ubergang von der Start-
verteilung zur stationaren Verteilung, womit die gesamte zeitliche Entwicklung von ¢ = 0 bis
t — oo umfasst ist, die Form der Verteilung unwesentlich verandert wird. Bei rein diffusivem
Verhalten (= 3 = 0), bei dem keine Teilchenerhaltung gilt, erfolgt im zeitlichen Verlauf eine
homogene Verteilung der Teilchen tiber das gesamte Intervall, sodass im Langzeitgrenzwert
die Verteilung verschwindet. Ist 3 # 0, bleibt die Teilchenzahl erhalten und man beobachtet
nichttriviale stationédre Losungen, die bei steigendem ([ sich der Anfangsverteilung nahern.
Ein analoges Verhalten erkennt man auch, wenn man eine exponentielle Anfangsverteilung
verwendet, fir die in Abbildung 3.2(b) der Parameter v variiert wird.
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0.2+ 0.2+
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(a) Stationdre Verteilung fir po(z) = (b) Stationdre Verteilung fiir po(z) =
po exp(—Ax?) (GauBsche Anfangsvertei- po exp(—A |z|) (exponentielle Anfangsver-
lung, schwarze Kurve) mit 5 =0.1, 0,5, 1 teilung, schwarze Kurve) mit v =0. 1, 0, 5,
und 2 1 und 2

Abbildung 3.2: Stationére Verteilung ILOI) fiir verschiedene Startverteilungen (siche Gleichung

(3.13) bzw. (3.15)) in Abhéngigkeit von den dimensionslosen Parametern 3 (siche Gleichung
(3.14)) bzw. v

Verbindung zur Fokker-Planck-Gleichung

Die im Folgenden gemachten Untersuchungen findet man im Detail in [110, 111]. Die kon-
ventionelle Form der Fokker-Planck-Gleichung, welche eine externe Kraft enthalt, hat im
eindimensionalen Fall die folgende Form

op(e,t)  Fplet) 0
—_——=D——- — — t 3.16
- e I (3.16)
wobei D der Diffusionskoeffizient, der als konstant angenommen wird, und f(z) der Drift ist,
fur welchen f(z) = —U/dz gilt mit U(z) als korrespondierendem Potenzial. Auf der einen Seite

misst der Diffusionskoeffizient D die Intensitat des Rauschens und repréasentiert den stochasti-
schen Teil der Bewegung, wiahrend der Driftkoeffizient f(x) die Kraft, die das System erfahrt,
und somit den deterministischen Teil der Bewegung beschreibt. In diesem Unterpunkt wird
die Kraft f(x) und das korrespondierende Potenzial U(x) fir die verschiedenen Anfangsver-
teilungen po(z) berechnet, sodass die Gleichung (3.6) aquivalent zur Fokker-Planck-Geichung
(3.16) ist.

Zu diesem Zweck werden die deterministischen Teile beider Gleichungen im Grenzwert
grofler Zeiten, im stationdren Zustand, verglichen. Vorausgesetzt, dass ps(x) # 0 (Vz), findet
man die formale Losung via folgender Integration

pl € -l ds

fe) = (@ @ (3.17)

Ct—=s

wobei C' eine Integrationskonstante ist, die man o. B. d. A. Null setzen kann. Um die Aquiva-
lenz mathematisch korrekt zu zeigen ist, verwendet man ein Verfahren aus der Funktionanaly-
sis, bei dem der Vergleich der Funktionen tber verallgemeinerte Funktionen (Distributionen)
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benutzt wird [109, 112-114]. Dabei erfolgt die Verallgemeinerung der Funktionen iiber ein
Funktional. Eine lokal integrable Funktion g(z) wird das Funktional I(g) = [~ g(z) h(z) dx
zugeordnet. Der Vergleich der Funktionen wird dann wie folgt ausgefiihrt: Zunéchst nimmt
man eine beliebige Funktion h(x) mit beschranktem Trager (Testfunktion), dann integriert
man das Produkt aus h(z) und dem deterministischen Teil von Gleichung (3.6) bzw. von
Gleichung (3.16) uber das komplette Intervall und vergleicht schlussendlich beide Ergebnisse.
Sind beide Integrationen gleich, dann sind es auch die Funktionen. In Abbildung 3.3 sind
die zu den untersuchten Anfangsverteilungen gehorigen Driftterme gezeigt. Fiir die d-artige

0.8
0.6

0.4

f@) o fla) o fl@) o]

-0.5 -05

-2 -1 [ 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 [ 1 2

(a) 6(z) (b) exp(—z?) (c) exp(— |z])
Abbildung 3.3: Der Drift Koeffizient f(z) fir verschiedene Anfangsverteilungen mit A = 1,
Dzlunduszzw.ﬁz\%undv:ﬂ

Anfangsverteilung fiihrt die Berechnung des Driftterms auf

f(x) = —/uDsign(x)

In der Abbildung 3.3(a) ist eine Realisierung dieses Driftterms aufgetragen. Nach raumlicher
Integration fithrt dies zum korrespondierenden Potenzial (siche Abb. 3.4(a))

U(r) = VD |zl
In analoger Weise errechnet man den Driftterm fiir die Gaufische Verteilung (siehe Abb.
3.3(b))

=@ 8,0 k) — g (;8,\, k)
fw)=vnb 9+ (25 B, k) + g (; 8, A, )

und fiir die exponentiell verlaufende Anfangsverteilung (siche Abb. 3.3(c))

i % fir x# A\
f(z) = \/uDsign(z) A "5 oz
14k |z|

Die zugrundeliegenden Potenziale erhalt man nach Integration. Sie sind in Figur 3.4 zu finden.
Bemerkt sei, dass die Potenziale auch vom Diffusionskoeffizienten abhéangen, welcher ein Maf§
fiir die Stérke der stochastischen Kraft ist und es somit eine Kopplung zwischen stochastischer
und deterministischer Bewegung gibt. Die Bewegung in den berechneten Potenzialen wird im
folgenden Unterabschnitt untersucht.
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25

U) | U) s Uz)

0.5

(a) 6(z) (b) exp(—z?) (c) exp(—|z[)

Abbildung 3.4: Das Potenzial U(z) fiir verschiedene Anfangsverteilungen mit A = 1,D =1
undpz?bzw.ﬁzx%undvzx/é

Deterministische Bewegung in den Potenzialen

Wie gezeigt wurde ist ein Gedéachtnisterm in einer Fokker-Planck-Gleichung ohne Driftterm
(3.6) dquivalent zu einer konventionellen Fokker-Planck-Gleichung mit Driftterm und so kann
eine inhédrente Riickkopplung nach auflen wie eine treibende Kraft wirken. Insofern scheint
ein interessantes Problem zu sein, die Bewegungsgleichung

dr(t)
O _ pee) (5.19

zu studieren. Die Gleichung (3.18) enthalt im Gegensatz zur Newtonschen Bewegungsglei-
chung m & = F' nur eine einfache Zeitableitung. Es handelt sich bei dieser Gleichung um den
iiberddmpften Grenzfall, d. h. ein Teil der Kraft F' wird der Reibung zugeordnet, die einen
deutlich hoheren Einfluss auf die Losung hat, als der Tréagheitsanteil. Wie schon erwahnt, ent-
hélt der Driftterm f(z) den Diffusionskoeffizienten, der gewdhnlich im deterministischen Teil
einer Fokker-Planck-Gleichung nicht auftritt. Weiterhin sei erwahnt, dass die deterministi-
sche Gleichung (3.18) nicht die makroskopische Gleichung einer zugrundeliegenden Langevin-
Gleichung der Form

dz—f): ()] + (1) mit (€(8) E(F)) = 2Dt —t)

ist (siehe [8, 11])*. Zur Berechnung wurden die in Abbildung 3.4 aufgetragenen Potenziale
verwendet.
Fir die §-Verteilung gilt fir die deterministische Trajektorie

x(t; 1, D, x9) = O (t - %) [a:o — sign(:vo)\/u_Dt} :

das heift, die GroBe x féllt (zo > 0) bzw. wachst (2o < 0) im Zeitintervall 0 < ¢ < l#ol/\/zD bis
der Fixpunkt x = 0 erreicht ist. Nachdem dieser Fixpunkt erreicht ist, verbleibt das Teilchen
dort, wenn kein Rauschen angenommen wird.

Fir die Gaulsche Anfangsverteilung ist der Driftterm nichtlinear und die deterministische
Gleichung kann deshalb nicht exakt gelost werden. In Abbildung 3.5 wird zur [llustration das

1 In der konventionellen Langevin-Gleichung findet man als zu betrachtende Variable die Geschwindigkeit

v(t) anstatt des Ortes z(t). Hier wird der iiberddmpfte Grenzfall untersucht.
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Abbildung 3.5: Numerisch berechnete Trajektorien im Richtungsfeld der Gleichung
(3.18)(Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung, dt = 0,05) fiir die GauBsche Anfangsverteilung
po(x) = exp(—2?) mit D = 1, = 1 und verschiedenen Startwerten zo = +2;+1;0

Richtungsfeld der Losung der deterministischen Bewegung und Trajektorien darin fiir ver-
schiedene Startwerte aufgetragen. Die numerischen Berechnungen erfolgten mit einem Runge-
Kutta-Verfahren 4. Ordnung [74, 115], wobei die Schrittweite auf dt = 0,05 festgelegt wurde.
Wie man in Abbildung 3.4(b) sehen kann, zeigt das Potenzial zwei verschiedene Regimes, zum
einen ein parabolisches, wenn || < 1 gilt, zum anderen ein lineares |z| > 1. Somit ist eine
stiickweise Approximation, wie sie Abbildung 3.6 aufgetragen wurde, sinnvoll und es gilt

)
VDt fir t<t¢ 5
Tot v aet=h ,wenn 1z < VAP
ViDsexpls(t—t)] fir t>1t s
Tq(t) = ¢ xg exp(st) , wenn V’;’D <xp < ——”’;’D (3.19)
—VuDt fuir ¢t <¢
o H ?r = ,wenn 1z > —YLD
—VuD s expls(t —ts)] fir t >ty °
mit den Grofien s = dfd—(xo) = —U"(0), der Kriimmung des Potenzials im Fixpunkt, und den
Zeiten t; = s~ — % und ty = s~ 4 &D.

In den &ufleren Gebieten |z| > 1 fillt das Potenzial linear, wahrend man in der Néhe des
Fixpunktes z = 0 einen Ubergang zum exponentiellen Verhalten beobachten kann. Da die
stiickweise Approximation gerade im Ubergangsbereich ziemlich grob ist (s. Abb. 3.6(a)), wo
der maximale relative Fehler bei ca. & =~ 25% liegt (s. Abb. 3.6(b)), wurde eine weitere
Néherung studiert (s. Abb. 3.7(a)), wobei der Driftterm durch

fa(x) = v/ D tanh < WS;_D m) (3.20)

ersetzt wurde. Beide Regimes, sowohl fiir grofe Werte + — +o0 als auch kurze Distanzen
xr — 0 werden damit wiedergegeben und der maximale relative Fehler liegt nur noch bei ca.
Emaz = 6% (s. Abb. 3.7(b)). Der so genaherte Driftterm fithrt zu folgenden Losungen fiir die
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f(x) 4s 5
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(a) Driftterm f(x) (numerisch) und (b) Relativer Fehler £ = W

Abbildung 3.6: Der Vergleich zwischen Driftterm f(z) und einer stiickweisen Approximation
dessen f,(z) bzw. der relative Fehler £ dieser Néaherung.

Trajektorien

Vi D
z4(t) = P2 arsinh |:SiIlh <

S

s

xg exp(st)} . (3.21)
iy )
In Abbildung 3.8 sind diese Trajektorien (3.21) im Vergleich zu den numerisch berechneten
Trajektorien aufgetragen. Da die Ndherung (3.20) den eigentlichen Driftterm unterschétzt,

o]
N
]
f(@) g5 Ry
£ 3
—4 -2 2 4
T 2
-05 g
o]
—4 -2 0 2 4
n .
(a) Driftterm f(z) (numerisch) und (b) Relativer Fehler £ = W
nach GL

(3.20)

Abbildung 3.7: Der Vergleich zwischen Driftterm f(z) und einer genaueren tanh-
Approximation f,(z) (siche Gl. (3.20)) bzw. der relative Fehler £ dieser Néherung
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]
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
' t
(a) Trajektorien x(¢) (numerisch) und (b) Trajektorien z(¢) (numerisch) und
die Approximation x,(¢) nach Gleichung die Approximation x,(¢) nach Gleichung
(3.19) (3.21)

Abbildung 3.8: Der Vergleich der resultierenden Trajektorien z(¢) nach Gleichung (3.18) bzw.

z4(t) nach (3.19) bzw. (3.21) fir verschiedene Startwerte zo = 0; £1; £2; +3; £4 bei festem
A=1Lpu=1und D =1.

fithrt dies zu einer Uberschétzung des Betrages von x(t) im Ubergangsbereich (s. Abb. 3.8(b)),
wohingegen in der stiickweisen Naherung der Driftterm tiberschétzt ist und somit der Betrag
x(t) unterschéitzt wird (s. Abb. 3.8(a)). Ein dhnliches Verhalten beobachtet man, wenn man

den Fall der exponentiellen Anfangsverteilung betrachtet, deshalb wird an dieser Stelle darauf
verzichtet.
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4 Die Silbernanopartikelbildung in
Glasern

In diesem Kapitel sollen Aspekte der Silbernanopartikelbildung im Glas, die mit Reaktions-
Diffusionsgleichungen behandelt werden kénnen, besprochen werden. Im Gegensatz zu den
bisher betrachteten Gleichungen sind die hier verwendeten ohne Riickkopplung. Da meh-
rere chemische Spezies an dem Transport bzw. der Reaktion beteiligt sind, benotigt man
ein System von Gleichungen, die aber durchaus nichtlinear sein kénnen oder es auch mog-
lich ist, dass die Diffusionskoeffizienten konzentrationsabhingig sind. Dem Kompositsystem
Glas/metallische Kolloide und dessen Beschreibung sind aktuell viele wissenschaftlichen Ab-
handlungen gewidmet, wobei die Zahl der experimentellen Arbeiten, die der theoretischen
deutlich tiberwiegt. Durch Nanopartikel werden Glaser verfarbt. Dieser Effekt ist schon lange
bekannt.
Die Geschichte der durch metallische Kolloide ver-

farbten Glaser kann bis in die Zeit des Romischen :
JOHANNIS KUNCKELII,

Reiches zuriickverfolgt werden. Der deutsche Apothe- ADC Y TTOADT A
ker und Alchemist Johannes Kunckel schrieb im Jah- AIE{XSPEI}IZIJIEI\%AL%I,A
re 1679 in einer der ersten bekannten Schriften tuiber @[asmacber ﬁlmﬁ /

die Herstellung dieser Glaser mit dem Titel ,,Ars Vi-
traria Ezperimentalis“ [116], dass zunéchst farblose
Gléser, die das Edelmetall Gold enthalten, nach dem
Erhitzen rubinrot werden. Verursacht wird diese Fér-
bung durch Goldkolloide, deren Bildung in [117-122]
beschrieben werden. Neben Gold kénnen auch ande-
re in das Glas eingebrachte Edelmetalle wie Kupfer,
Platin oder Silber (oder Kombinationen dieser) eine
Verfarbung bei eventueller Nachbehandlung hervorru-
fen [121, 123]. Beim Auftreffen von Licht auf einen Titelblatt der ,Ars Vitraria Experi-
glasartigen Festkorper wird ein Teil des Lichts absor- mentalis® von 1743

biert. Dabei nimmt die Intensitat des Lichts, welche

anfénglich I, betrug, entlang des durch das betreffende Medium durchlaufenden Weges x
exponentiell nach dem Lambert-Beerschen Gesetz mit

]((L’) = I(] e " = ]0 107<*

In (%) —az bow. g (%) —az

ab, wobei lg (1o/1(z)) Extinktion!, o Extinktionskoeffizient und a Absorptionskoeffizient ge-

Bbenberg ¢ in Berlegung Chrafioph Nieaels/ Budbladlers aaies der Beem. 17430

oder

! wird auch optische Dichte oder auch Absorbanz oder Absorptivitit genannt, Maf fiir die Abschwiichung

einer Strahlung in einem Medium, setzt sich i. Allg. aus Absorption, Reflexion, Beugung und Streuung
zusammen



4.1 Glas als Tragermaterial fiir Nanopartikel

nannt wird. Die Ursache der Absorption, die zur Verfarbung der Gléaser fithrt, ist die An-
regung einer kollektiven Schwingung der Leitungselektronen, wobei das Quant dieser Plas-
maschwingung als Oberfldchenplasmon bezeichnet wird. Die Plasmaresonanzfrequenz w,, die
die Oberflichenplasmonenresonanz! charakterisiert, zeigt dabei vielfiltige Abhangigkeiten. So
hangt w, vor allem von geometrischen Parametern wie Grofie, Form, Topologie, aber auch
von der dielektrischen Umgebung ab. Durch die Veranderung dieser Eigenschaften konnen
also die optischen Charakteristiken, wie Farbung, Brechzahl, elektrische Leitfahigkeit, Festi-
gekeit etc., von Glasern, die Metallpartikel enthalten, gezielt auf die durch die Anwendungen
geforderten Funktionalititen eingestellt werden. Ein Hauptanwendungsgebiet der mit Me-
tallpartikeln dotierten Gléaser ist der Einsatz in optoelektrischen Geraten, wie Wellenleitern
[124-130], optische Schalter, Mikrolinsen (sog. Gradientenindex-Linsen, kurz GRIN-Linsen)
[131] bzw. Geraten zur optischen Aufzeichnung. Bei letzteren werden die nichtlinearen opti-
schen Eigenschaften, die z. B. zu einer Erhohung der Suszeptibilitit 3. Ordnung x® fiihren,
ausgenutzt [117, 132]. Weitere Anwendungen sind die Markierung, Beschriftung und Deko-
ration von Glésern bzw. die Benutzung des Kompositsystems als dichroitische Polarisatoren
[133, 134]. All diese Anwendungen verlangen eine prézise Einstellung der oben genannten
Parameter.

In den letzten Jahren stieg die Zahl an Arbeiten, die mit Metallpartikel eingebettete Glaser
behandeln, aufgrund der technologischen Anwendungsmoglichkeiten rapide an. Da die Grofe
der Teilchen im Nanometerbereich liegt, werden sie Nanopartikel genannt. Eine vollstandige
theoretische Beschreibung der Bildungskinetik liegt derzeit noch nicht vor. Ein Grund dafir
ist sicherlich, dass das die Nanopartikel umgebende Medium (Trégermedium), Glas, eben-
falls noch nicht vollstéandig erschlossen ist und auch nicht sein kann, denn der Begriff Glas
umfasst eine Materialklasse, die sehr breit gefichert ist und aufgrund dieser Vielfalt in der
Zusammensetzung kaum ganzheitlich erfasst werden kann.

4.1 Glas als Tragermaterial fiir Nanopartikel

Glas ist als traditioneller Werkstoff seit Jahrtausenden bekannt.
In natiirlicher Form existiert Glas sicher schon genauso lange
wie die Erde selbst. Bei hohen Temperaturen wie z. B. der Erup-
tion eines Vulkans, einem Blitzschlag bzw. dem Einschlag eines
Meteorits und anschlieBender rascher Abkiihlung kann sich das
natiirliche Gesteinsglas Obsidian bilden. Wegen seines scharf-
kantigen, muscheligen Bruches wurde Obsidian in der jiingeren
Steinzeit bis in die Bronzezeit als Werkstoff und speziell auch
fiir Waffen wie Pfeil- und Speerspitzen genutzt. Der rémische Gelehrte Plinius der Altere?
beschreibt in seinem Werk Historia(e) naturalis, wie 5000 v. Chr. in der Region von Syrien
phonizische Héndler, welche Steine transportierten, aus Zufall Glas entdeckten. Nachdem die
Kaufleute ihr Lager an einem Strand mit nitrathaltigen Steinblocken aufschlugen und dort
ihre Kochtopfe abstellten, verschmolzen die Blocke mit dem Sand zu einer glasartigen Sub-
stanz. Wann genau zum ersten Mal Glas von Menschenhand geschaffen worden ist, lasst sich
nicht genau sagen. Die ersten vom Mensch produzierten Objekte aus Glas waren hauptséch-
lich Glasperlen, deren Entstehung auf ungefihr 3500 v. Chr. datiert werden kann und die in
Agypten bzw. im 6stlichen Teil Mesopotamien gefunden worden sind.

Obsidian

1
2

Abk. engl. SPR - surface plasmon resonance
Gaius Plinius Secundus (23-79 n. Chr.), lateinisch: Plinius maior

72
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Uber die Rolle des reinen Kunst- und Schmuckobjekts entwickelte sich das Glas iiber die
Jahrtausende zu einem fortschrittlichen Werkstoff, der unermessliche Einsatzmdoglichkeiten
liefert. Als alltéglicher Gebrauchsgegenstand ist Glas heutzutage unverzichtbar. Dartiber hin-
aus haben glasartige Materialien ihren Platz neben der schon erwdhnten Kunst auch schon
in der Architektur, Optik, Elektronik bis hin zur Raumfahrt gefunden. Die heutige moderne
Kommunikationsgesellschaft wire ohne Glas undenkbar. Die schnelle Ubermittlung von riesi-
gen Datenstromen iiber Glasfaserkabel ist nur ein Beispiel fiir eine spezielle Anwendung des
Glases.

Die fiir viele Anwendungen erforderlichen bzw. giinstigen Ei-
genschaften des Glases sind in dessen grundlegender Struktur
bestimmt. Mit dem FEinsatz des Glases in der Optik begann
auch die wissenschaftliche Untersuchungen des Werkstoffes En-
de des 19. Jhd.. Dabei muss vor allem das Dreigestirn Otto
Schott, Carl Zeiss und Ernst Abbe erwéhnt werden, die von
ihrer Wirkstatte Jena den Startschuss dieser Untersuchungen
legten und deren Namen auch heute noch in Verbindung mit
qualitativ hochwertiger Glasproduktion genannt werden [120].

Der Begriff Glas kann sowohl im Sprachgebrauch als auch
in der Zugehorigkeit zu einer bestimmten Werkstoffgruppe ver-
schiedene Bedeutung haben je nach Blickwinkel des Betrach-
ters. So kann man darunter den Zustand eines Korpers (glasig- Carl Zeiss (1816-1888)
amorph), einen Werkstoff (z. B. Fensterglas) oder einen Gegen-
stand (z. B. Bierglas) verstehen, wenn man die semantischen Unterschiede zu Grunde legt.
Die Verwendung des Begriffes Glas im deutschen Sprachraum ist iiber die DIN-Norm 1259
(Begriffe fiir Glasarten und Glasgruppen, Begriffe der Glaserzeugung) festgeschrieben.

Auch die reine Definition von Glas héngt vom Betrachter-
standpunkt ab. So wiirde ein Technologe Glas als ein anorgani-
sches Schmelzprodukt, das nach Abkiithlung ohne Kristallisation
erstarrt!, beschreiben. Bei dieser Definition sind andere Stoff-
klassen wie nichtkristalline Polymere oder metallische Glaser
nicht enthalten. Vom thermodynamischen Standpunkt aus wird
das Glas als eingefrorene, unterkiihlte Fliissigkeit bezeichnet.
Ganz allgemein spricht man beim Glas von einem nichtkristalli-
nen Festkorper. Das bezieht nicht nur verschiedene Stoffklassen
mit ein, sondern lésst auch noch die Herstellungsverfahren of-
fen. Neben der Abkiihlung von Schmelzen zur Herstellung von
glasartigen amorphen Produkten gibt es auch noch das Sol-Gel-,
das Polymer- und Fallungsverfahren, um nur einige zu nennen.  Erpst Abbe (1840-1905)

Die mechanischen Eigenschaften von Glas sind vergleich-
bar mit denen des Kristalls. Auch sind die einzelnen Atome(-gruppen) durch Kréafte ver-
bunden wie im Kristall. Es treten Schwingungen der Atome um ihre Gleichgewichtspo-
sitionen auf. Ahnlich wie im Kristall kann das Glas als ein ausgedehntes dreidimen-
sionales Netzwerk beschrieben werden. Die Rontgenbeugung einer Glasprobe zeigt je-
doch, dass die Grundbausteine des Glases nicht periodisch und symmetrisch in diesem
Netzwerk angeordnet sind, wie es im Kristall der Fall ist. Sie sind allerdings auch
nicht rein zufillig angeordnet, denn die intermolekularen Abstinde konnen einen be-
stimmten minimalen Wert nicht unterschreiten. Die so genannte Netzwerktheorie ist An-

! So wurde das Glas vom American Institute of Testing Materials 1945 definiert.
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fang der 1930er Jahre von William Zachariasen [135] entwickelt und wenig spéter von
Bertram Fugene Warren experimentell mittels Rontgenbeugung bestétigt worden [136-139].

Otto Schott (1851-1935)

Im Glas existieren i. Allg. keine zwei Atome, die struk-
turell aquivalent sind. Daraus resultiert der isotrope Cha-
rakter des Glases, der eine natiirliche Konsequenz der feh-
lenden Symmetrie ist. Aufgrund der statistischen Verteilung
wird die atomare Anordnung in allen Richtungen gleich sein.
Da alle Atome im Glas i. Allg. strukturell verschieden sind,
ist der jeweilige Energiebetrag, der benotigt wird, um das
Atom aus dem Netzwerk zu losen, verschieden grofl. Bei
steigenden Temperaturen nimmt auch die Anzahl der abge-
trennten Atome zu, aber im Gegensatz zum Kristall, wo ein
abrupter Zusammenbruch (bei einer festen Temperatur, der
Schmelztemperatur) des Netzwerkes stattfindet, erfolgt die-
ser beim Glas kontinuierlich. Glas ist keine chemische Ver-
bindung im iiblichen Sinn, denn im Unterschied zum Kris-

tall, wo man aufgrund der Periodizitdt des Netzwerkes eine Einheitszelle, die die glei-
che Anzahl an Atomen enthélt, definieren und eine einfache chemische Formel angeben
kann, ist dies beim Glas nicht moglich. Die Einheitszelle des Glases ist unendlich grofi.

Max von Laue (1879-1960)

Die ersten Untersuchungen der Struktur von Glésern
wurden mithilfe der Rontgenbeugung® durchgefithrt. Die-
se Untersuchungsmethode fand ihre Anwendung nach der
Entdeckung der Rontgenstrahlen am 8. November 1895
durch deren Namensgeber und ersten Physik-Nobelpreistrager
Wilhelm Conrad Rontgen? zunéchst fiir kristalline Materialien
[140]. Am 21. April 1912 untersuchte das Team Walter Friedrich,
Paul Knipping und Maz von Laue im Arnold-Sommerfeld-
Institut fiir theoretische Physik der Universitiat Miinchen erst-
mals die Beugung von Rontgenstrahlen durch Kristalle [141-
148]. Einen geschichtlichen Abriss dieser Entdeckung und vie-
le Zitate zu Orginalliteratur findet man in dem Artikel [143].
In der zweiten Dekade des 20. Jhd. wurden allein drei Physik-

Nobelpreise verliehen, die unmittelbar mit der Anwendung der Rontgenstrahlen zur Struk-
turanalyse von Kristallen zu tun haben®. Dies zeigt deren Bedeutung zur Aufklirung der
Struktur von kondensierter Materie. Da die Struktur der Festkorper mafigeblich die mecha-
nischen Eigenschaften selbiger bestimmt und die Eigenschaften von Glasern und Kristallen
diesbeziiglich vergleichbar sind, wurde die Rontgenbeugung auch fiir die Glaser eine wichtige

1 Abk. engl. XRD - X-Ray Diffraction

2

W.C. Rontgen erhielt den Nobelpreis 1901. Er nannte die von ihm entdeckten Strahlen aufgrund der

unbekannten Natur X-Strahlen. In der englischsprachigen Literatur werden sie heute noch so (engl. x-

rays) genannt.

1914 erhielt Max von Laue den Nobelpreise ,fiir seine Entdeckung der Beugung von Roéntgenstrahlen

beim Durchgang durch Kristallen® [144]. Ein Jahr spéater, 1915, wurde diese Ehre Sir William Hen-
ry Bragg und seinem Sohn Sir William Lawrence Bragg ,fiir ihre Verdienste um die Erforschung der
Kristallstrukturen mittels Rontgenstrahlen“ zu Teil [145]. , Fiir seine Entdeckung der charakteristischen
Rontgenstrahlung der Elemente “ wurde der Nobelpreis fiir Physik des Jahres 1917 an Charles Glover
Barkla ein Jahr spater 1918 verliehen [149].

74



4 Die Silbernanopartikelbildung in Glasern

Methode zur Strukturanalyse [137-139].

Glas hat sich als hervorragendes Medium etabliert, um nanoskalige Werkstoffe, die kleine
wachsende Metallpartikel enthalten, zu produzieren und deren optische Eigenschaften zu stu-
dieren. Ein wesentlicher Schwerpunkt des Sonderforschungsbereich 418 ,Struktur und Dyna-
mik nanoskopischer Inhomogenitaten in kondensierter Materie® ist durch die Untersuchungen
der Bildung von Nanopartikeln in Glasern und die damit verbundenen grundlegenden physi-
kalischen Mechanismen [133, 134, 150-152] fixiert. So wurden und werden die strukturellen
Relaxationsprozesse beim Einbau von Ionen, Ausbildung von Spannungszustinde und che-
mische Bindungen an der Grenzflichen zwischen Partikel und Glas, sowie die Effekte nach
mechanischer Deformation der Glasmatrix [153-158] bzw. laserstrahlinduzierte Anderung der
Partikel studiert [159-164]. Die Betrachtungen wurden meist am speziellen Grundglas bzw.
Tragermedium, dem Alkali-Silikatglas (Kalk-Natronglas), durchgefiihrt. Als eingebaute Me-
tallpartikel erhielt Silber Ag den Vorzug vor den schon erwéhnten anderen Edelmetallen Gold,
Kupfer und Platin. Dafiir gibt es zwei wesentliche Griinde.

Da bei den Anwendungen die optischen Eigenschaften im Vordergrund stehen, ist es die
hohe Leitfahigkeit, weshalb Silber favorisiert wird. Sowohl die Maximumslage als auch die Brei-
te der Oberflaichenplasmonenresonanz im Extinktionsspektrum, wo man eine lorentzférmige
Absorptionsbande beobachtet, hangen vom Material, der Grofle und der Form des Partikels
ab. Dass Silber die Plasmonenresonanz bei hoheren Energien bzw. kleineren Wellenlangen
Amaz ~ 410nm (bei sphérischen Teilchen R < 10nm [134, 158]) zeigt als Gold, bei dem die
maximale Extinktion bei A\pq: ~ 540nm [117] auftritt, ist ein weiterer Grund, warum man
Silber verwendet, denn durch gezielte Formanderung, z. B. durch Verstreckung des Glases
und damit der Partikel bzw. durch laserstrahlinduzierte Forménderung der Partikel selbst
[159-165], kann die Lage der Resonanz bei Silber durch das gesamte sichtbare Spektrum ver-
schoben werden. Das Glas als umgebendes Medium verschiebt auch die Lage der Resonanz
und zwar so, dass bei zunehmendem Brechungsindex n die Lage zu geringeren Energien im
Vergleich zum Vakuum verschoben werden.

Der zweite Grund, warum Silber den anderen Edelmetallen Kupfer und Gold vorgezogen
wird, liegt in den diffusiven Materialeigenschaften und dem Redoxpotenzial dieser Komponen-
ten im Glas. So liegt Gold im Glas dreiwertig vor (Au*"). Damit kann es ins Glas kaum durch
(Tieftemperatur-) Tonenaustausch eingebracht werden und diffundiert wegen der Polyvalenz
auch kaum in der Glasmatrix, da prinzipiell nur einwertige lonen eine relevante Beweglichkeit
zeigen. Diesem Aspekt, wie die Edelmetalle ins Glas eingebracht werden, kommt grofie Be-
deutung in der Bildung der Nanopartikel zu. Auch hier unterscheidet man im Wesentlichen
zwel Arten der Dotierung der Glaser mit den Edelmetallen [121, 134]. Zum einen kénnen
die Edelmetalle wahrend der Glasherstellung, also in die Glasschmelze eingebracht werden,
zum anderen kann die Dotierung nachtréaglich in die schon erstarrte Glasmatrix erfolgen. Die
Menge an Silber, die man durch die erstgenannte Methode durch Zugabe von Silbersalz in
die Schmelze einbringen kann, ist gering und liegt bei etwa 0,003 — 0,1 Gew.% Silbersalz
im Glasgemenge [120, 134, 166]. Diese geringe Loslichkeit des Silbers fiihrt bei zu hoher
Silberkonzentration zu einer Ubersittigung, welche bei Abkiihlung zum Ausscheiden von me-
tallischem Silber in Form von Tropfchen und mikroskopischen Kristallen [121, 122, 166] fiihrt.
Bei Verhinderung der Reduktion der Silberionen durch eine oxidierende Atmosphére wird eine
Partikelbildung ausgeschlossen und die Silberionen liegen nach dem Erstarren der Schmelze
gleichméfig verteilt in der Glasmatrix vor.

Auch fiir die nachtragliche Dotierung des Silbers in Glas werden verschiedene Methoden un-
terschieden. Die wohl am haufigsten verwendete Methode ist der Ionenaustausch, bei dem das
Glas in eine Salzschmelze oder in Kontakt mit einer Schicht, z. B. Silberfolie [167], gebracht
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wird und glaseigene lonen durch Silberionen ersetzt werden [121, 124, 134, 158, 168-170].
Manchmal wird der Austausch auch durch ein dufleres elektrisches Feld unterstiitzt [124-126].
Auf den Tonenaustausch und dessen Kinetik wird im Folgenden eingegangen. Andere Metho-
den des Eintrags, die auch verwendet werden, aber hier nicht weiter erlautert werden sollen,
sind die Ionenimplantation [165, 171-174] und das Sol-Gel-Verfahren [174]. Vorteil des nach-
traglichen Eintrags der Silberionen ist, dass eine deutlich héhere Menge an Silber ins Glas
dotiert werden kann, als beim Eintrag wahrend des Herstellungsprozesses. Da die Dotierung
iiber die Oberflaiche bzw. im oberflichennahen Bereich erfolgt, erwartet man auch eine hete-
rogenere Verteilung der Silberionen im Glas, deren Charakter die Silbernanopartikelbildung
mafigeblich beeinflusst.

Die Bildung der Sibernanopartikel erfolgt nach Reduktion der Silberionen und Agglome-
ration zu sphéarischen Silberclustern mit metallischem Charakter. Die Elementarschritte, die
zur Bildung der Nanopartikel fithren, wurden und werden kontrovers diskutiert. Eine Uber-
sicht zu verschiedenen Modellvorstellungen findet man in der Arbeit von Schicke [158]. Im
Detail sind die verschiedenen Modelle und Ansétze in einer Vielzahl von weiteren Arbeiten
behandelt worden [121-123, 133, 134, 150156, 175-179]. Weiterhin sei zu beachten, dass
die Partikelbildung meist durch &uflere Quellen induziert bzw. beschleunigt wird, entweder
thermisch aktiviert durch Tempern oder Mehrfachtempern, durch Sychrotronstrahlung [117]!
bzw. durch UV-Strahlung [180]. Durch diese dulere Einflussnahme werden die Transportei-
genschaften der beteiligten Ionen und u. U. die Glasmatrix modifiziert. Auch unterschiedliche
Atmosphéaren wie (reiner) Sauerstoff oder Wasserstoff beeinflussen die Bildungskinetik essen-
ziell. So kénnen die Gase ins Glas diffundiert und dort als (zusétzliches) Reduktionsmittel
fungieren. Dieser Ausschnitt an diversen experimentspezifischen Faktoren, bei der die unzah-
ligen moglichen Glaskompositionen noch nicht erwéhnt wurden [120], macht deutlich, dass
eine ganzheitliche theoretische Behandlung der Bildungskinetik, die alle genannten Aspekte
erfasst, nicht bzw. kaum moglich ist.

In dieser Arbeit werden makroskopische Reaktions-Diffusionsgleichungen verwendet, um die
Reduktion des Silberions zu beschreiben, d. h. hier interessieren die Transporteigenschaften
der beteiligten Reaktanten und die Bildungskinetik, weniger die optischen Eigenschaften, die
daraus resultieren. Die experimentellen Ergebnisse und Modellvorstellungen aus [134, 158,
178] dienen als Grundlage und Vergleichsmoglichkeit der aus den Gleichungen erhaltenen
Losungen.

4.2 Die strukturellen Eigenschaften und der lonentransport
im Alkali-Silikatglas

Im Silbernanopartikel /Glas-Kompositsystem kommt dem Glas als Trégermedium eine beson-
dere Rolle zu. So kann man die Bildung von Silbernanopartikel als eine im Glas stattfinden-
de Festkorperreaktion verstehen. Zur Beschreibung dieser Reaktion bedarf es der Kenntnis
der im Glas ablaufenden Ladungstragertransportprozesse, die durch die gegebene Struktur
des Glases verursacht wird. In den experimentellen Untersuchungen wurden meist Alkali-
Silikatglaser verwendet (siehe [134, 157, 158]). Netzwerkbildner in der Netzwerktheorie nach
William H. Zachariasen [135] und Bertram Eugene Warren [136-139] fiir Silikatgléser ist das
SiOg, das tetraedrisch angeordnet ist, d. h. eine Struktureinheit ist der [SiO4]—Tetraeder,
in dessen Zentrum ein Siliziumatom mit vier Sauerstoffatomen steht. Diese Struktur ist be-
dingt durch die Elektronenkonfiguration des Siliziums. Die 14 Elektronen des Siliziums 145i

1 hier bei der Bildung von Goldpartikeln
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4 Die Silbernanopartikelbildung in Glasern

werden wie folgt aufgeteilt: 1522522p53s23p?. Es geniigen relativ geringe Energien, um den
Grundzustand 3s23p? in den Valenzzustand 3s'3p® mit vier ungepaarten Elektronen iiber-
zufithren. Durch eine sp®—Hybridisierung [67], wobei vier gleichberechtigten Hybridorbitale
entstehen, die in die Ecken eines Tetraeders weisen, werden die Sauerstoffatome gebunden. In
der Abbildung 4.1 sei eine zweidimensionale Projektion des Netzwerks dargestellt. Hiermit
soll der prinzipielle Unterschied zwischen kristallinem Festkorper (Quarz) und dem glasartigen
(amorphen) Festkorper (Silikatglas) hervorgehoben werden. Fiir Quarz, als Kristall, ist sowohl
eine Nah- als auch eine Fernordnung gewahrleistet, deshalb kann es durch ein regelméafliges
Netzwerk (s. Abb 4.1(a)) dargestellt werden. Im Gegensatz dazu wird das Silikatglas durch
ein kontinuierliches Zufallsnetzwerk! wiedergegeben (s. Abb. 4.1(b), [135]). Durch Zugabe

G

(a) Kristallines SiOz, Quarz (b) Silikatglas

Abbildung 4.1: Silikate in kristalliner (Quarz) und glasartiger Form

von so genannten Netzwerkmodifizierern wird das SiOs-Netzwerk des Silikatglases verandert.
Die von Greaves et al. entwickelte Theorie behandelt dieses modifizierte Zufallsnetzwerk?
[120, 169, 181-192]. Die Kationen, z. B. Na™, sind dann in den Léchern des Netzwerkes zwi-
schen den Sauerstofftetraedern positioniert (s. Abb. 4.2). Jedes NayO-Molekiil, welches zum
Silikatglas hinzugegeben wird, erzeugt zwei Trennstellensauerstoffe?, die zufillig im Netzwerk
verteilt sind. Die Bewegung von Ionen wird durch Anwesenheit von NBO stark beeinflusst.

Die Diffusion im Festkorper stellt einen thermisch aktivierten Prozess dar [193]*, wobei fiir
den Diffusionskoeffizienten e

D = Dye *sT (4.1)

ein Arrhenius-Gesetz gilt. Der Vorfaktor Dy enthélt strukturelle Eigenschaften des Festkor-
pers, wobei fiir einen kristallinen (kubischen) Festkorper mit der Gitterkonstante a folgende
Relation

As
Do = zipae® av

engl. continuous random network, CRN

engl. modified random network, MRN

engl. non-bridging oxygen, NBO

In dieser Arbeit wird die Zwischengitterdiffusion behandelt.

BwW N =
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4.2 Die strukturellen Eigenschaften und der Ionentransport im Alkali-Silikatglas

Abbildung 4.2: Kalk-Natron-Silikatglas als modifiziertes Netzwerk

angenommen wird. In dieser Gleichung ist z;, die Zahl der Zwischengitterpositionen der néachs-
ten Nachbarn, wiahrend « ein numerischer Faktor ist, dessen Wert vom Ort moglicher Zwi-
schenstellen im Gitter abhéngt. Fiir ein kubisch raumzentriertes Gitter ermittelt man z;, = 4
und a = 1/24, wihrend fiir ein kubisch flichenzentriertes Gitter die Werte z;, = 12 und
a = 112 gelten [193]. Der Wert v ist eine Schwingungsfrequenz, die man unter der Annah-
me, dass ein Atom sich von einem Zwischengitterpunkt zum néchsten in einem adequaten
Potenzial bewegt, berechnen kann. Mit dem Faktoren Ep sei die Aktivierungsenergie des
Sprungprozesses bezeichnet. Der Entropiefaktor exp(25/r) gibt an, wie sich die freie Energie
AF = AFE — T AS mit der Temperatur andert.

Auch im Glas bleibt die Diffusion der Ionen thermisch aktiviert nach (4.1). Ausfiihrliche
Darstellungen, Wertetabellen und weiterfithrende Literatur dazu findet man in [169, 194, 195].
Die Aktivierungsenergie Fp und der Frequenzfaktor Dy (s. Gl. (4.1)) héngen in bindren Gla-
sern, wie (Nay0),(SiOz);_, von der Alkalikonzentration x ab. Sowohl Dy als auch Ep, fallen
ziemlich schnell ab bei kleinen Alkalikonzentrationen z und laufen in einen Grenzwert fiir
groBere Werte von z (ab ca. 10-20 %) ein [169, 181]. Dies kann mit dem MRN-Modell er-
klart werden, denn im Rahmen dieses Modells wurden zwei Transportmechanismen im Alkali-
Silikatglas propagiert: Auf der einen Seite der Intrakanalsprungprozess', auf der anderen Seite
der Netzwerksprungprozess® [169, 181-184]. Die Unterscheidung erfolgt iiber die Koordination
der Kationen zum Trennstellensauerstoff (NBO) bzw. zum Briickensauerstoff (BO)3.

Im Silikatglas (s. Abb. 4.1(a)) ist ein Siliziumatom mit vier Briickensauerstoffatomen ver-
bunden. Der korrespondierende Tetraeder wird Q*-Tetraeder und das Siliziumatom Q* — Si
genannt. Die Q*-Terminologie wird verwendet, um die Umgebung des Siliziums zu charakteri-
sieren, wobei x die Anzahl der BO im Tetraeder ist. Durch die Netzwerkmodifizierer wird die
Zahl der BO reduziert. Ein Alkaliion verursacht ein neues NBO. Der Q3-Tetraeder enthélt
drei BO und ein NBO pro Silizium. Das Q% — Si ist jeweils von zwei BO bzw. NBO umgeben,
wihrend beim Q! — Si nur noch ein BO und drei NBO und beim Q° — Si nur noch (vier)

engl. intrachannel hopping
engl. network hopping

3 engl. bridging oxygen
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NBO und kein BO mehr in der Umgebung des betrachteten Siliziumatoms zu finden sind.
Fir das Alkali-Silikatglas (NagO),(Si03)1_s, wobei = der Stoffmengenanteil (Molenbruch)
des NayO sei, gilt, dass die totale Zahl an Sauerstoff 2 — x betragt. Durch das Alkalioxid RO

o
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Abbildung 4.3: Modifizierung des Silikatglases durch Alkaliionen, wobei das R fiir das jeweilige
Alkaliatom steht

werden zwei NBO gebildet (s. Abb. 4.3), also gibt es insgesamt 22 NBO. Der Anteil der NBO
am Sauerstoff betragt dann 22/(2—z), wihrend das Komplement (2-32)/(2—z) den Anteil der BO
angibt. Die beiden Anteile in Abhéngigkeit von Molenbruch z des RO sind in Abbildung
4.4(a) aufgetragen. Bezieht man das Ganze auf den Stoffmengenanteil des SiOs = (1 — z),
so findet man fiir das Verhéltnis BO/Si = 2-32)/1—z) und NBO/Si = 22)/1—s), welche in
Abbildung 4.4(b) dargestellt sind. Mit der Umwandlung von Briickensauerstoff in Trennstel-
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Abbildung 4.4: Anteil der verschiedenen Sauerstofftypen und Sauerstoff/Siliziumverhaltnis in
Abhéngigkeit vom Alkaligehalt x im Alkali-Silikatglas (NayO),(SiO2)1_,

lensauerstoff durch Zugabe von Alkaliatomen wird also das Netzwerk depolymerisiert. Im

Bereich 0 < 2 < 1/3 werden die BO nach folgendem Schema 2Q* 4+ R,O — 2Q* aufgelést.
Wird der Alkaligehalt weiter erhoht, dann werden weitere Bindungen gelost

2Q° + RO — 2Q* fiir Y3 <a <1/
weiterhin gilt

2Q% + R,O — 2Q" fiir 1/2<2<0,6
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bzw.
2Q' + R0 — 2Q" fiir 0,6 <2 <23

Der Transport der Alkaliionen, innerhalb der MRN-Theorie [169, 181-184], erfolgt entlang
von Kanélen im modifizierten Netzwerk tiber eine Perkolations- bzw. ratschenartige Bewe-
gung entlang des Trennstellensauerstoffes. Die Alkaliionen sind an einem NBO eines Q3 — Si
koordiniert!. Damit ein Alkaliion nun zu einer benachbarten Stelle springen kann, muss sich
ein benachbartes Q* — Si zu einem Q? — Si rekonfigurieren, wobei ein Q* — Si zuriickbleibt.
Wenn sich das Alkaliion bewegt hat, dann kehrt das Q? — Si wieder in die urspriingliche Form
Q3 — Si zuriick und das zuriickgebliebene Q* — Si kann erneut ein Alkaliion empfangen, um
die Konfiguration Q* — Si anzunehmen [181-184]. Zusammengefasst gilt allgemein

2Q" —Si—=—0Q"" —Si+Q"!'-Si fir 0<n<4 |,

wobei also die Alkalimigration durch einen , Ratschen“-Mechanismus ausgefithrt wird, bei
dem Sauerstoff zwischen BO und NBO Anordnung hin und her bewegt wird, also Silizium
zwischen Q"*'-Konfigurationen alterniert. Dieser Transportvorgang ist das erwihnte Intra-
kanalhiipfen. Die Perkolationskanéle kénnen im Netzwerk gekennzeichnet werden, wenn die
NBOs verbunden werden. Diese konformativen Anderungen der Netzwerkkomponenten konn-
ten mittels strukturaufklarender Methoden wie XAFS und MAS-NMR festgestellt werden.
Die Zahl der NBO um Alkaliionen ist grofler als die der BO.

Ist die Zahl der NBO klein, so erfolgt der Transport der Alkaliionen durch das Netzwerk-
hiipfen [183]. Solch eine kleine Zahl an NBO findet man, wenn z. B. die Alkalikonzentration
niedrig ist. Eine weitere Moglichkeit die Anzahl der NBO niedrig zu halten, ist die Hinzu-
gabe eines weiteren Netzwerkmodifizierers wie AlyOgz, der mit dem RO ausgetauscht wird.
Dadurch werden NBO kompensiert und das resultierende Netzwerk wird deshalb kompen-
siertes (kontinuierliches) Zufallsnetzwerk? genannt (s. Abb. 4.5). Das Netzwerkhiipfen ist mit
wenig konformativer Anderung des Netzwerkes verbunden und die Alkaliionen sind isolier-
ter. Beide Transportmechanismen unterscheiden sich also in der Verteilung der Alkaliionen.
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Abbildung 4.5: Kompensation des Trennstellensauerstoffs im Alkali-Silikatglas durch Alumi-
niumoxid Al,O3

Wahrend fiir das Intrakanalhiipfen eine heterogene Verteilung mit alkalireichen und alkaliar-
men Gebieten zu erwarten ist, sollte man beim Netzwerkhiipfen eine homogene Verteilung
der Alkaliionen beobachten koénnen. Da die lokale chemische Umgebung ionendiffundierender
Dotiersubstanzen im ionenausgetauschten Glas i. Allg. als dem ausgetauschten Ion dhnlich
angesehen wird, ist zu erwarten, dass beim Agt — Na™-Tonenaustausch gleiches gilt [184], al-
so eine Korrelation zwischen NBO und Ag* vorliegt. Eine Anreicherung der Silberionen um
den Trennstellensauerstoff konnte die Silbernanopartikelbildung induzieren bzw. beférdern
[131, 184, 196]. Umgekehrt wurde auch beobachtet, dass durch Verringerung der NBO die
Partikelbildung verhindert werden kann [170, 184].

1
2

Die folgende Betrachtung gilt fir kleine Alkalikonzentrationen 0 < z < 1/3.
engl. compensated continuous random network, CCRN
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4.3 Der Ag™—Na"-lonenaustausch

Schon friith im vergangenen Jahrhundert wurden Gléser untersucht, deren einwertige Alkaliio-
nen durch andere einwertige Ionen (z. B. Silberionen) ausgetauscht wurden [168, 197]. Als
Ionenspender, die die Ionen zum Austausch bereitstellen, konnen Salzschmelzen dienen. In das
Glas wandern aus der Salzschmelze Silberionen Ag™, wihrend aus dem Glas Natriumionen
Na™ in die Schmelze wandern:

Agt(s) +Na'(gl) == Ag"(gl) + Nat(s) . (4.2)

Treibende Kraft fiir den Fluss von Ionen in einem System ohne Konvektion ist der Gradient
des chemischen Potenzials', dessen prinzipiellen Elemente der Konzentrationsgradient Ve und
der Gradient des elektrischen Potenzials Vi sind, die aus

_ k B N A T v 8 Ina

c C@lnc

Vi

+2FVy |

resultieren, wobei man mit kp die Boltzmann-Konstante, N die Avogadro-Zahl?, T' die Tem-
peratur, ¢ die Konzentration, a die thermodynamische Aktivitéit, z die Ladung des beteiligten
Ions, F die Faraday-Konstante und ¢ das elektrische Potenzial bezeichnet.

Bei der Ag™ — Na™-Interdiffusion wird angenommen, dass sich die geladenen Ionen Ag™
und Na™ in einer festen, unbeweglichen ionischen Glasmatrix bewegen. Es findet eine Kom-
pensation der Ladungen von Ag™ und Na™ durch entgegengesetzte Ladungen der Glasmatrix
statt, sodass das System global neutral ist. Die Bewegung der Ionen im Glas kann durch die
Nernst-Planck-Gleichungen

- Olnap,+(7,1) F

agt (T, ) = =D vt & t vt 4.

o (0) = =D | Ve 2.) S0l () o Vil ()
bzw.

- 81naNa+( s ) F

Fur (88) = Dy {v (1) T t>] (4.30)

beschrieben werden [169, 198-201]. Diese Gleichungen wurden aus der Einstein-Gleichung,

22F2Dec

= — 4.4
kg NoAT (44)

o
abgeleitet, welche den Selbstdiffusionskoeffizienten D eines Ions mit der elektrischen Leitfa-
higkeit o eines Systems verkniipft, in welchem der Strom nur durch das Ion getragen wird.

In Glasern gilt Gleichung (4.4) oft nicht exakt. Dort muss die Leitfahigkeit mit einem Faktor
f multipliziert werden, der zwischen 0,25 und 0, 65 liegt [183, 198]. Dieser Faktor f wird als
Haven-Verhdltnis bezeichnet und beschreibt den Grad der Nichtzufélligkeit im Transport
von lonen, verursacht durch korrelierte ionische Bewegung. Diese Abweichung kann in den
Gleichungen (4.3a) und (4.3b) einbezogen werden, indem man die Selbstdiffusionskoeffizienten
D g+ bzw. Dy,+ durch f dividiert. Zusétzlich zu den Stromen in den Gleichungen (4.3a) und
(4.3b) kann folgender Erhaltungssatz verwendet werden:

Cagt (L)1) + enar (7,1) = C = konst. (4.5)

auch elektrochemisches Potenzial genannt

2 In den Originalarbeiten wird haufig auch kg N4 := R als die universelle Gaskonstante verwendet.
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4.3 Der Agt—Na'-Ionenaustausch

der garantiert, dass Elektroneutralitat gewéhrleistet ist. In Abwesenheit eines elektrischen
Stromes gilt in Kombination mit (4.5) die folgende Bedingung:

Jagt(Tt) + jaar (F,1) =0 (4.6)

Diese beiden Bedingungen (4.5) und (4.6) bieten eine Mdglichkeit das Potenzial ¢ aus den
Stromen (4.3a) und (4.3b) zu eliminieren. Der Gleichung fiir den Strom der Silberionen lautet
dann:

D pgt Dyt Olnayg+(
B NAg+(f, t) DAg+ +NNa+(f7 t) D+ 81ncAg+(

)
)

. 7t )
Jagh(T;t) = = Veag (T1) (A7)
unter Verwendung der Abkiirzungen
CAng (fa t)

Cag+ (f, t) + CNat (f, t)

CNat (:a t)
CAg“' (fa t) + CNat (‘f’ t)
Der Wert in den eckigen Klammern in Gleichung (4.7) wird als Interdiffusionskoeffizient

DI = D! (cag+) bezeichnet und ist konzentrationsabhéngig. Die Konzentrationsabhéngigkeit
der thermodynamische Aktivitiat wird meist in der Form

a(Z,t) = "RE(Z,t) (4.8)

angenommen, wobei ngrx der Rothmund-Kornfeld-Parameter sei [185, 198, 201-204]. Die Ab-
leitung 9na/gimc ist dann mit diesem Parameter identisch. Mit Abbildung 4.6 sei die Konzen-
trationsabhéngigkeit (Abhangigkeit vom Konzentrationsanteil Ny,+) des Interdiffusionskoeffi-
zienten illustriert, wobei der Verlauf fiir verschiedene (hypothetische) Verhéltnisse der Selbst-
diffusionskoeffizienten aufgetragen wurde. Die Minoritét der beiden Ionensorten bestimmt die

JVAgJr (fa t) =

und  Ny,+(7,t) =

10

[e~]

o

IS

N

Interdiffusionskoeffizient D' (in Einheiten von D g+)

o

N

Abbildung 4.6: Der Interdiffusionskoeffizient D! in Einheiten vom Selbstdiffusionskoeffizient
D g+ in Abhéngigkeit vom Konzentrationsanteil des Natrium N = Ny,+ bei verschiedenen
(hypothetischen) Verhaltnissen der Selbstdiffusionskoeffizienten Pna+/p, 4

Gréfle des Interdiffusionskoeffizienten D! wie man der Abbildung 4.6 entnehmen kann. Gilt
Nyo+ < 1, so kann der Interdiffusionskoeffizient durch den Selbstdiffusionskoeffizienten des
Natriuns D' ~ Dy,+ gendhert werden. Wenn dagegen Ny,+ ~ 1 bzw. Ny, + =1 — Ny,+ < 1,
so kann man D' ~ D, verifizieren.
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4 Die Silbernanopartikelbildung in Glasern

4.3.1 Gleichgewicht in einer Silbernitrat-/Natriumnitrat-Salzschmelze

Zum Ionenaustausch von Na™-Ionen des Glases gegen Ag™-Ionen wird die Glasprobe in eine
AgNO3/NaN O3z-Salzschmelze eingebracht. Der Temperaturbereich fiir diesen Austausch ist
beschrankt, zum einen durch den Schmelzpunkt des NaN O3 bei T' = 307°C, zum anderen
durch die Zersetzungstemperatur des Silbernitrats bei T" = 440°C. In den experimentellen
Arbeiten [158, 178] wurde deshalb die Austauschtemperatur auf 7' = 330°C festgelegt. Fiir
den Austausch nach Gleichung (4.2) stellt sich an der Grenzfliche zwischen Glas und Salz-
schmelze ein Gleichgewicht ein, welches von der Zusammensetzung der Glasschmelze abhéngt.

Diese Abhéngigkeit wurde von Garfinkel in [201] untersucht, wobei dazu die Austauschraten
—Ag*
ENat
bezogen auf dem Natriumanteil im Ausgangsglas. Die Ny + — Eﬁii—Kurve zeigt dabei einen
typischen sigmoidalen Verlauf, welcher durch Araujo [204, 205] mit Hilfe eines kurzreichweiti-

gen Potenzials zwischen Agt und Na™ theoretisch nachgewiesen werden konnte. Die Werte

bestimmt wurden, also der Anteil der mit Silberionen ausgetauschten Natriumionen

| wt%AgNO; 0,02 0,05 0,10 020 0550 1,00 2,00 5,00 |

zggi[%] 40 60 6,0 120 37,0 555 71,0 80

Dp+[107P m?s™1] | 245 2,00 342 355 - 463 539 6,69
Agt

Tabelle 4.1: Austauschraten =, und Diffusionskoeffizienten fiir den Ionenaustausch in
AgNO3/NaN O3z-Mischschmelzen bei einer Temperatur von 7' = 330°C nach Klein [178]

-3 0.8
[e]
—4-
a 06
5 4
f2(N?) ESEIOA—
_6- o
o
—71 0.2
(¢}
—8
o
3 2 a1 0 1 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
f1(N9) N
+
(a) Rothmund-Kornfeld-Plot mit f1(N9) = (b) Austauschrate Eﬁi + in Abhéngigkeit von
In (N{,+/n2 ) bzw. die linke Seite von Glei- N=Nj.

chung (4.9) fo(N*¥)

Abbildung 4.7: Bestimmung der Gleichgewichtskonstanten K und des Rothmund-Kornfeld-
Parameter ngg, daraus resultierend die Austauschrate Egii in Abhéngigkeit vom Silberka-
tionenanteil Ny . in der AgNO3z/NaNOs-Salzschmelze nach Werten von Klein [178] (siehe
Tabelle 4.1)
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4.3 Der Agt—Na'-Ionenaustausch

in Tabelle 4.1 (siehe auch [134, 158, 178]) dienen dazu, den Rothmund-Kornfeld-Parameter
nrr und die Gleichgewichtskonstante K (Einstellung des Gleichgewichts (4.2)) fiir das in den
experimentellen verwendete Glas zu berechnen. Es wird dabei der Methode Garfinkels gefolgt
[201], in der fiir die Kationenanteile die Gleichung aufgestellt

g

N+ A Ny o+
In <N§g+) — 5 a0apr (L~ 2Mur) =k In (N‘;g ~InK (4.9)
Na )

Na™t

und im Kontext des Ionenaustauschs zwischen Glas und Mischschmelze verwendet wurde.
Die Kationenanteile in der Schmelze seien mit dem Superskript s (IV At und N7 ) und die
im Glas mit dem Index g (V Agt und N7 ;) gekennzeichnet. Neben der universellen Gas-
konstanten R und der Temperatur 7" enthdlt obige Gleichung (4.9) einen systemabhéngigen
Parameter A. Fiir das AgNO3; — NaNO3-System wurde A = 2,47kJmol™' angenommen’.
Tragt man nun In (V{+/n2 ) = fi(N9) gegen die linke Seite der Gleichung (4.9) (f2(N®))
auf (s. Abb. 4.7(a)), kann man aus der linearen Anpassung, sowohl ngg, als auch K extra-
hieren. Der Rothmund-Kornfeld-Parameter ist in der Gro8enordnung von Eins (ngx = 1,03),
wahrend K = 82,6 berechnet wurde. Vergleicht man diese Werte mit denen in Garfinkels
Arbeit [201], stellt man fest, dass nrx in der gleichen GroBlenordnung, allerdings K deutlich
groBer ist. In Abbildung 4.7(b) wurde die Abhéngigkeit der Austauschrate Egii vom Silberka-
tionenanteil N zg+ in der AgN O3/NaN O3-Salzschmelze aufgetragen, wobei die roten Kreise,
die experimentell bestimmten Werte wiedergeben (siehe Tabelle 4.1), wohingegen die blaue
Linie, die berechneten Werte fir ngx und K verwendet, um mit Hilfe der Relation (4.9) die
Austauschrate anzupassen.

4.3.2 Die eindimensionale Interdiffusionsgleichung

Die Glasproben, die zum Ionenaustausch in die Schmelze
gegeben werden, haben die Form eines Quaders, sind al-
so dreidimensionale, und miissten damit prinzipiell auch
in den Rechnungen dreidimensional behandelt werden.
Nimmt man z. B. die Diffusion von Ionen in die bzw.
aus der Probe an, kann bei den gegebenen Abmaflen
> 15mm X 15mm x 150 um (siehe [133, 158]), leicht nach-
gewiesen werden, dass nur der Strom durch die grofien Fla-
chen (mit der Groe 15 mm x 15 mm) von Relevanz ist, weil
er 10000 mal grofler ist, als durch die anderen Fliachen des
Quaders. Die quasi-eindimensionale Betrachtung des Pro-
blems des Ionenaustausches ist somit moglich. Zur Behand-
Probengeometrie lung dieses zeitabhangigen Prozess werde nun die Kontinui-
tatsgleichung eingefithrt, die die Identitdt zwischen zeitli-

cher Anderung der Konzentration und der (negativen) Divergenz der Strome widerspiegelt

acAg+ (f, t)
ot

Setzt man in diese Kontinuitatsgleichung den Strom ng+ nach Gleichung (4.7) ein, so fiihrt
dies auf die 2. Ficksche Gleichung [206],

30Ag+ (f, t)
ot
1 im Original [201] A = 590cal/mol

-L= -Ly

=-V- jAg+(f7 t)

=nprx V - [DI (CAg+) VCAg+ (2, t)} (4.10)
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4 Die Silbernanopartikelbildung in Glasern

mit einem konzentrationsabhéngigen Interdiffusionskoeffizienten, womit das zu behandelnde
Problem kompliziert wird. Die Richtung, in der die Ionen ausgetauscht werden, sei o. B. d. A.
die z-Richtung.

Der Nullpunkt der z-Achse wird in der Probenmitte gelegt. Die Oberflache, von der aus
die Ionen ein- bzw. auswandern, soll bei x = £L sein, womit also gilt 2 L = 150 um. Diese
Wahl der Lage der Probe ist willkiirlich, eine andere dndert aber nichts an der Form und
Tiefe der entstehenden Profile. Bei der obigen Wahl kénnen aber Symmetrieeigenschaften
genutzt werden, die im Falle der numerischen Behandlung von Vorteil sind. Fir die Losung
der Diffusionsgleichung (4.10) bedarf es noch der Angabe von Anfangs- und Randbedingungen.
Zum Beginn des Experiments (Hineingabe der Glasplattchen in die Schmelze) sind im Inneren
der Probe keine Silberionen und es gilt cy + (2, = 0) = 0 fir —L < < L. Am Rand sei die
Konzentration der Silberionen konstant, d. h. cy,+ (z = £L,) = ¢,. Das bedeutet, dass durch
die Interdiffusion die Konzentration der Ionen im Behélter sich nicht &ndern diirfte, also ein
unendlich grofles Reservoir vorhanden wiére. Dies ist in einem Experiment nicht gegeben, denn
die Grofle der Austauschgefisse ist endlich und eine Zugabe von aulen zur Konstanthaltung
der Konzentration erfolgt auch nicht, dennoch sieht man die Randkonzentration als ungeféahr
konstant an. Wie in einer Abschétzung in [158] gezeigt wurde, ist dies gerechtfertigt.

Die Gleichungen (4.10) und (4.7) werden dazu benutzt, die eigentliche Diffusionsgleichung
in einer rdumlichen Dimension aufzustellen. Sie lautet in dimensionsloser Form

dc(x, t) NRK 0*c(z, t) o (80(33’ t)ﬂ , (4.11)

ot 1—ac(z,t) O0x? * 1 —ac(z,t) oz
Die Grofle «v ist eine Abkiirzung fiir v = 1 — Pag+/D,+ und stellt somit die beiden Selbstdiffu-
sionskoeffizienten ins Verhaltnis. Die Anfangskonzentration der Natriumionen wurde als iiber
die z-Richtung konstant angenommen und dazu benutzt, die Konzentration zu normieren,
d. h. ¢(z,t) = cagt @t/ . Diese Annahme muss in weiterfithrenden Schritten bzw. Arbeiten
fallen gelassen werden, wenn eine gewisse inhomogene Verteilung der Natriumionen bekannt
ist. Fiir Gleichung (4.11) soll zunéchst das grundlegende Verhalten studiert werden. Eine der
Gleichung (4.11) analoge Problemstellung fiir eine radiale Symmetrie findet man in [200].
Fiir kleine Konzentrationen ¢ < 1 kann Gleichung (4.11) durch

dc &% dc\?

a — NRK @ + o (&)
gendhert werden. Diese Gleichung wiederum stellt den deterministischen Teil einer fiir das
Ober- und Grenzflichenwachstum sehr bedeutenden Gleichung, der Kardar-Parisi-Zhang-
Gleichung [207, 208], dar, wobei ¢(x,t) in diesem Zusammenhang als Hohenfunktion senk-
recht zur Grenzflaiche zu verstehen ist und somit das laterale Wachstum der Grenzflache

beschreiben kann. Mit der Substitution u(z,t) = expla c(z, t)] lasst sich diese auf eine lineare
Diffusionsgleichung

du 0*u
ot~ K g2
abbilden und somit losen.

Bei der Konstanz von ¢ . folgt aus dem Erhaltungssatz (4.5) cpg+(2,t) + cxor (2,1) =
C = c%a+, dass es gentigt, cy.+(7,t) zu berechnen, da cy,+(7,t) = c%a+ — Cagt(,1) gilt. Die
Ortsvariable skaliert man mit L (dimensionslose Lange #/r). Zur Skalierung der Zeitvariablen
wird sowohl die Diffusionskonstante der Silberionen D+, als auch die Probenausdehnung

L benutzt (dimensionslose Zeit Pag+t/r2). In den meisten Anwendungen néahert man (4.11),
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4.3 Der Agt—Na'-Ionenaustausch

indem a¢c < 1 angenommen wird. Fiir den Interdiffusionskoeffizienten D! kann dann in
Gleichung (4.7) der Selbstdiffusionskoeffizient Dy + eingesetzt und die erhaltene lineare Dif-
fusionsgleichung d;ca,+ = Dagt OraCag+ gelost werden [209]. Die approximierte Losung lautet
dann unter obiger Skalierung;:

" 1)ntt 2n+1)% 2n+1
Chgt (T, 1) = ¢ 2} ™ +1 ex (—Tﬂ' t) cos( 5 W:E) . (4.12)

Zur numerischen Behandlung von Gleichung (4.11) bietet sich die folgende Transformation
u(z,t) = In[l — ac(z,t)] an, die zu
Ou(x,t)

ot

O*u(x,t)

o7 (4.13)

= ngr exp [—u(z,1)]

fithrt.

In Abbildung 4.8 sind die Profile der Ag™- bzw. Na'-Ionen sowohl als numerische Lo-
sung der Gleichung (4.11) bzw. (4.13), als auch die approximative Losung (4.13) aufgetragen.
Die dimensionslose Zeit, fiir die die Profile dargestellt sind, betrigt ¢ = DPag+ /2> = 0,1.
Verwendet man die experimentell bestimmten Gréfienordnugen der Linge L ~ 75 - 10~%m
und Dy,+ ~ 2 - 107%m?s™! [158, 178], so entspricht ¢ = 0,1 einer Zeit von ca. 78 h. Im
Langzeitlimes ist zu erwarten, dass die Profile ortsunabhéngig, die Konzentrationen also kon-
stant sind (c(z,t) = ¢;). In Abbildung 4.8(a) sind die numerisch berechneten Profile der
Silberionen und Natriumionen aufgetragen (berechnet aus der Korrespondenz beider Profile
Cnat (T,1) = &+ — Cagt (1)), die durch Diskretisierung der nichtlinearen Gleichung (4.11)
mit der ortlichen Schrittweite Az = 0,02 und der zeitlichen At =1 - 10~* kalkuliert wurden.
Der oben berechnete Wert fiir den Rothmund-Kornfeld-Parameter ngx (siehe Abb. 4.7(a))
wurde verwendet, sowie av = 3/4 angenommen, also ein Verhéltnis der Selbstdiffusionskoeffizi-
enten Pag+/Dy,+ = 1/4 [184].

In den Untersuchungen von Schicke [158] wurden mehrerere Proben mit unterschiedlichen
(festen) Austauschzeiten zwischen 20 h und 1000 h untersucht, um den zeitlichen Verlauf der
Partikelbildung zu charakterisieren. Somit stellen obige Profile die Konzentration der Ionen fiir
in diesem Rahmen relativ kleine Austauschzeiten dar. Die Abbildung 4.8 enthélt den Vergleich
der numerischen Losung mit der Naherung (4.12), die auch von Schicke [158] verwendet
wurde. Fiir eine relative kleine Dichte an Ag™ in der Mischschmelze (im Vergleich zu der Na™*-
Anfangskonzentration im Glas (¢; = 0,05)), stellt man fest, dass die Nédherung in diesem Fall
gerechtfertigt ist und verwendet werden kann, da die numerisch berechneten Profile denen der
Approximation analog sind. Dass dies nicht mehr fiir gréfere Silberionenkonzentrationen in
der Mischschmelze gilt, sei durch die Figur 4.8(c) illustriert, denn hier besteht eine deutliche
Diskrepanz zwischen den numerisch berechneten Profilen und der Approximation.

4.3.3 Die Bestimmung des konzentrationsabhdngigen
Interdiffusionskoeffizienten D;

Wie im vorangehenden Abschnitt gezeigt wurde, hangt der Interdiffusionskoeffizient Dy i. Allg.
von der Konzentration der beteiligten mobilen Kationen ab. Diese Konzentrationsabhéangig-
keit wirkt sich kritisch auf die endgiiltige Verteilung der Ionen im Glas aus und damit auch
auf die optischen Eigenschaften. Weiterhin ist die Abhéngigkeit ein Aspekt des vielstudierten
Mischalkalieffekts' [28, 78, 210-217], auf den in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen wer-
den kann. Hier soll die Berechnung des konzentrationsabhéngigen Interdiffusionskoeffizienten

1 engl. MAE - mixed alkali effect
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Abbildung 4.8: Profile der auf die Natriumanfangskonzentration cONa+ normierten Ionenkon-
zentration des Silbers bzw. des Natriums als numerische Losung der Gleichungen (4.11) und

(4.13) bzw. der approximativen Losung (4.12) wahrend des Ionenaustausches fiir verschiedene
s zur Zeit t = Dag+t/12 =0, 1.

aus der Analyse eines einzelnen Konzentrationsprofils mittels Boltzmann-Matano-Methode
[218-220] erfolgen. Diese Methode wurde von mehreren Arbeiten dazu verwendet, die tiefen-

abhéngige Brechzahl n(z) von Wellenleitern bzw. optischen Mikrolinsen zu bestimmen, die
durch einen thermischen Ionenaustausch von Agt erzeugt wurde [129, 215, 221-223]. Diese
Tiefenabhéngigkeit der Brechzahl hangt direkt mit den Konzentrationsprofilen zusammen.
Bei den genannten Arbeiten und den darin geforderten Eigenschaften fiir die Anwendungen
soll gerade die Nanopartikelbildung verhindert werden, deshalb wurden dort Alumino-Alkali-
Silikatglaser fiir verschiedene Verhéltnisse Raj/na = AlyO3/NasO untersucht [215, 222]. Je
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grofer Rap/na ist, desto weniger NBO ist im Glas zu finden und damit wird die Nanoparti-
kelbildung eingeschrankt [131, 170].

Die Silberkonzentrationsprofile kénnen mithilfe der energiedispersiven Rontgenspektrosko-
pie (EDX)! ermittelt werden. Die Bestimmung und Analyse solcher Profile war ein Schwer-
punkt in der Arbeit von Schicke [158]. Hier soll anhand eines solchen Profilbeispiels der
Interdiffusionskoeffizient aus diesem berechnet werden.

Bevor dies geschieht, soll die Methode dafiir erlautert werden. Die Diffusionsgleichung [206]
werde zundchst mit der Skalierung n = #/vi

_g % _4 (D;(c) @)

nodn dn

transformiert (Boltzmann-Transformation), wobei ¢ = ¢, + erneut mit der Natriumkonzentra-
tion im urspriinglichen Glas normiert wurde. Zur Anwendung des Verfahrens miissen einige
Bedingungen erfiillt werden. So muss die Diffusion in einem homogenen Glas beginnen. Die
Konzentration der Silberionen am Rand sollte konstant sein. Abschlieend sollte das Profil
iiber den kompletten Konzentrationbereich ausgedehnt sein, d. h. die beiden Diffusionsflan-
ken, die von x = —L bzw. x = L bei t = 0 ausgehen, diirfen noch nicht die Mitte der Probe

erreicht haben. Das zur Zeit ¢; aufgenommene Konzentrationsprofil werde zu z(c) invertiert
und dazu verwendet, den Interdiffusionskoeffizienten

C/

_ /a:(c) de (4.14)

0

L (o
Qtf de

D[(C/) =

zu berechnen, wobei 0 < ¢’ < ¢(z = 0) gilt und das Konzentrationsprofil cy,+(7,ts) eine mo-
notone Funktion von z ist. Zur Bestimmung von D; mit Gleichung (4.14) wird ein EDX-Profil
bzw. die Diffusionsflanke einer fiir 20 h ionenausgetauschten Probe (t; = 20 h) verwendet.
Eine genaue Analyse dieses Profils und anderer Profile mit hoheren Austauschzeiten erfolgt
im néchsten Abschnitt. Das ausgewéhlte Profil erfiillt die obige Bedingung, dass die beiden
Diffusionsflanken die Mitte der Probe, die 0. B. d. A. bei = 0 festgelegt wurde, noch nicht
erreicht haben. Die Ausdehnung der Probe von —L bis L dient als Skalierung fiir die Orts-
variable, wobei fiir die gewihlte Probe 2 L = 163 um gemessen wurde?. In Gleichung (4.14)
geht nur die Form der Flanke ein (Anstieg und Fliache unter der Flanke). In Abbildung 4.9(a)
ist eine Diffusionsflanke dargestellt. Dieses urspriinglich stark verrauschte Profil bzw. ein Aus-
schnitt dieses Profils im Bereich —1 < x < —0.6 wurde zunéchst gemittelt. Anschlieffend ist
die Flanke derart verschoben worden, dass der linke Rand in # = 0 liegt. Um eine analytische
Rechnung auszufithren wurde diese Flanke an die Funktionen

B

Gr)=(1—-Az)® und  ci(z) = (1 - 0””—4) (4.15)

gefittet. Die Analyse ergab fiir die Parameter A = 1,84 + 0,02 bzw. B = 1,24 + 0,01. Beide
Approximationen sind zusétzlich in Abbildung 4.9(a) aufgetragen. Verwendet man nun die-
se Approximationen (4.15), so konnen mithilfe der Gleichung (4.14) die korrespondierenden
Interdiffusionskoeffizienten berechnet werden, welche in der Abbildung 4.9(b) zu finden sind.
Die Approximation c§(x) stellt die bessere der beiden Anpassungen dar. Zu beachten bei der

1
2

engl. EDX - energy dispersive x-ray
Dies weicht etwas von der urspriinglichen Annahme 2 L = 150 wm ab.
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(a) Gemessene Diffusionsflanke, Anpas- (b) Interdiffusionskoeffizient fiir
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Dj

Abbildung 4.9: Experimentell bestimmtes, normiertes Konzentrationsprofil bzw. der nichtver-
schwindende Teil davon (Diffusionsflanke) und Anpassungen dieser, sowie die zu den Anpas-
sungen nach Gleichung (4.14) berechnten konzentrationsabhéngigen Interdiffusionskoeffizien-
ten

beschriebenen Prozedur ist, dass sie sensitiv auf das im Experiment auftretende Rauschen rea-
giert, da in der Berechnung die Ableitung 4z/dc verwendet wird und dies bei stark verrauschten
Profilen zu grofien Fehlern fithren kann, dennoch konnte mit dem oben verwendeten Profil
(s.Abb. 4.9(a)) die gleiche GréSenordnung des Interdiffusionskoeffizienten berechnet werden,
wie sie in [158] gemessen wurde.

In diesem Abschnitt wurde der Ionenaustausch untersucht. Anzumerken ware, dass zwar
die Diffusion der Silberionen in das Glas betrachtet wurde, nicht aber eine mogliche Reaktion,
die stattfindet, wenn es zu einer Bildung von Silbernanopartikeln kommt. Ein moglicher Re-
duktionsmechanismus der Silberionen, die in ionenausgetauschten Gléser thermisch instabil
sind, wird im nachsten Unterpunkt analysiert.

4.4 Die Reduktion der Silberionen

Nachdem die Silberionen in die Glasmatrix eingetragen sind, bedarf es einer Reduktion dieser,
um metallisches Silber in Form von spharischer Nanopartikel zu bilden. Es gibt verschiedene
Theorien, wie die Bildung der Partikel erfolgen kénnte. Zum einen wurde eine Redoxreak-
tion der Silberionen an glaseigenen polyvalenten Ionen zu Silberatomen mit der Konzentra-
tion cpgo dlskutlert Beim Uberschreiten einer Loslichkeitsgrenze der Konzentration dieser
Silberatome c o findet eine Ausscheidung der Atome und damit eine Partikelbildung statt
[121, 134, 175, 178]. Dieser Bildung von isolierten Silberatomen in der Glasmatrix mit nach-
folgender Aggregation zu Partikeln steht eine Theorie gegeniiber, die vor der Bildung von
Partikeln das Entstehen einer nichtmetallischen subvalenten Silberspezies propagiert. Diese
Silberspezies bildet eine metastabile Zwischenphase an der Reaktionsfront, die zu metalli-
schen Partikeln transformiert wird [158]. Eine ortliche Korrelation zwischen der Lage der
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glaseigenen polyvalenten Ionen (Fe*' /Fe*™) und der Lage der Silbernanopartikel konnte in
den experimentellen Arbeiten von Schicke nicht gefunden werden. Es wurde deshalb davon
ausgegangen, dass die Redoxreaktion raumlich getrennt durch Ladungstransfer stattfindet.
Da die Menge des Silbers, welches die Nanopartikel enthalten, die Menge des im Glas vorhan-
denen Eisens iiberschreitet [158], bedarf es einer zusétzlichen Moglichkeit der Reduktion, wie
z. B. eine Reduktion der Silberionen am Trennstellensauerstoff [185, 196].

Wichtig zu beachten ist, dass die Reaktion im Glas stattfindet und die Reaktanten ins
Glasnetzwerk eingebunden sind

[Ag — O —Si =] + [Fe(—O0 — Si =),] = Ag + [Fe(—0 — Si =)3]

Somit sind die thermodynamischen und elektrochemischen Groflen wie die Reaktionsenthalpie
und -entropie bzw. die Standardpotenziale verschieden von den allgemein tabellierten Werten.
Die direkte Bestimmung der Redoxpotenziale Fe?t /Fe*™ bzw. Ag™ /Ag” im Glas unterhalb der
Glastransformationstemperatur 7Ty ist bisher nicht gelungen. Voltametrische Untersuchungen
zur Berechnung dieser Standardpotenziale in einer Glasschmelze wurden bei Temperaturen
zwischen T' = 1200°C bis T' = 1500°C durchgefiihrt [224, 225]. Die Standardpotenziale zeigen
eine Abhéngigkeit von der Temperatur und der Glaszusammensetzung, wobei in der zitierten
Literatur der Aluminiumgehalt in einem Alumino-Alkali-Silikatglas variiert wurde. Andere
Studien zum Redoxgleichgewicht des Fisens in Glasschmelzen mit Mossbauer Spektroskopie
konnten in [226, 227] dargelegt werden. Durch eine Abschéitzung in [158] wurde die Bildung
von isolierten Silberatomen ausgeschlossen. Eine direkte experimentelle Bestattigung, ob ato-
mares Silber gebildet wird oder nicht, steht aus.

Eine weitere Moglichkeit der Reduktion der Silberionen ist der Einsatz verschiedener At-
mosphéren wiahrend des Ionenaustausches bzw. der thermischen Behandlung der Glaser. So
wurde in den Arbeiten [128, 133, 157, 228| die Reaktion mit Wasserstoff

Hy+2(=Si—-0) —2Ag”+2(=Si — OH)

analysiert, wahrend die besondere Rolle des Sauerstoffs in [196, 229] néher beleuchtet wurde.
Das Gleichgewicht der folgenden Polymerisationsreaktion im Glasnetzwerk

2(=Si—-0) ==8Si—-0 -8 =40

kann durch die Einstellung der Sauerstoffkonzentration aulerhalb der Probe verschoben wer-
den. Das Produkt O?~ besitzt iiberschiissige Elektronen, die zur Reduktion ionischen Silbers
nach folgenden Schema

20% +4Agt = 4Ag" + O,

unter Bildung von Sauerstoff dienen kénnten.

Dennoch soll hier hauptséachlich die Reduktion des Silbers durch glaseigene, polyvalente
Ionen im Mittelpunkt stehen. In den Experimenten hat man diesbeziiglich Gléser verwendet,
die einen relativ hohen Eisengehalt haben, um die Bildung von Nanopartikeln zu beférdern.
Eine Zusammenstellung der Anteile der einzelnen Komponenten im Glas findet man in der
Tabelle 4.2.

4.4.1 Reaktionslimitierter Fall

In der Vergangenheit wurde die Redoxreaktion, die schematisch durch

kp,
Fe?t + Agt ——=TFec*" + Ag’ (4.16)

r
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Si0; NayO CaO MgO AlL,O3; K,O BaO TiOy SOz FeyO3 Fe?' /Fe’™
[wt-%] | 71,86 13,30 8,69 4,15 059 031 0,01 008 0,15 0,86 0,299
Si Na Ca Mg Al K Ba Ti S Fe (0]
[at-%] | 24,79 890 3,21 2,13 024 0,14 0,001 0,02 004 0,22 60,30

Tabelle 4.2: Die chemische Zusammensetzung des verwendeten Glases (aus [158])

dargestellt werden kann, im reaktionslimitierten Grenzfall untersucht [134]. In diesem Grenz-
fall erfolgt die Berechnung der zeitlichen Entwicklung der integralen Dichten der Reaktanten.

Der zeitliche Verlauf der Oxidation der Fe*"-Ionen wurde mit der Elektronenspinresonanz
(ESR)! gemessen. Anhand der gemessenen Werte sollen nun verschiedene Reaktionsmodelle
diskutiert werden, bei denen der Transport einzelner Reaktanten zugelassen wird. Die Betrach-
tung eines Transportes erfordert eine ortsaufgeloste Behandlung des Problems. Bevor die mit
EDX gemessenen Profile und damit die Ortsabhéngigkeit der Dichte betrachtet wird, sei der
Abfall der integralen Konzentration der Fe*"-Ionen untersucht. Die einzelnen Messwerte fiir
die Redoxreaktion findet man in Tabelle 4.3, wobei der Konzentrationswert zur Austausch-
zeit t., immer an einer separaten Probe gemessen wurde. Fiir die beiden Austauschzeiten
tez = 300 h und t., = 400 h sei angemerkt, dass ein technischer Ausfall vorlag. Deshalb
wurde die Temperung der Probe in einem anderen Ofen durchgefiihrt, der eine 20 K hohere
Temperatur aufwies als bei den anderen Proben.

ter [h] ‘ 0 20 50 100 200 300 400 500 600 1000 ‘
’CFeH [at-%)] ‘ 0,06724  0,06195 0,0575 0,05225 0,041 0,03888 0,03379 0,01724  0,01354 0.010814‘

Tabelle 4.3: Der zeitliche Verlauf der Oxidation des Fe*™ bestimmt durch Elektronenspin-
resonanz (ESR), die Konzentration der Eisen-(II)-Ionen in Atom-Prozent zu verschiedenen
Austauschzeiten t., entnommen aus [158]

Die Reaktion (4.16) ist i. Allg. eine reversible Reaktion, d. h. es besteht ein dynamisches
Gleichgewicht zwischen Hin- und Riickreaktion, wobei die Hinreaktion die Reduktion des
Silberions ist. Das Gleichgewicht der Reaktion liegt auf Seiten dieser Reduktion des Silberions
[134]. Die von Klein bestimmten Reaktionsraten ergeben ein Verhéltnis von *n/k, = 10/1 [178],
deshalb ist die Behandlung als eine irreversible Reaktion gerechtfertigt. Das Aufstellen der
klassischen Ratengleichung ergibt fiir die Anderung der Konzentration der Eisen-(II)-Ionen

dcpe+ (1)

7t = —k cpe+ (1) Cagt t) (4.17)

wobei k = kj, gesetzt wurde. Analog konnen die Ratengleichungen fiir die zeitliche Entwick-
lung der Konzentrationen cpys+(t), cag+ (t) und ca,0(t) aufgestellt werden. Unter Verwendung
von Erhaltungssitzen, wie die Gesamterhaltung der Konzentration an Silber bzw. Eisen, kann
die Losung der Gleichung (4.17) zu

0 o  _ .0
CFe2+ (CF92+ cAg+)

0 0
wenn Cooy FC
0 0 0 0 ’ Fe?t Agt
CFe2+_cAg+ exp[—k (CF62+ _CAng) t] S g
Cprs () = (4.18)
0
c
Fe2+ 0 _ 0
— 0 wenn C =C
1—&-02e2Jr kt ) Fe2t Agt

engl. electron spin resonance
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bestimmt werden, wobei ¢, .. bzw. cgg+ die Anfangswerte der jeweiligen Konzentration sind.
Die Erhaltungssitze stellen auch die Beziehung cag+(t) = cpe+(t) — (o — coAg+) bereit,

womit mit der Losung (4.18) und dieser Beziehung auch die Konzentration cy,+(t) bestimmt
ist. Aus Gleichung (4.18) kann der Langzeitlimes ¢ — oo direkt ermittelt werden

0 _ .0 . 0 0
r Gzt T Cpg flir Cpe2+ > Cpgt
im cpe+(t) = . o 0
t—o0 0 fur Cpt <€ Agt

Die Relation der Anfangswerte entscheidet also, ob fiir grofle Zeiten eine endliche Konzentra-
tion der Reaktanten zu finden ist oder ob die Spezies komplett verbraucht wird. Die Werte
der Tabelle 4.3 sind in Abbildung 4.10 aufgetragen. Weiterhin findet man in dieser Figur die
Anpassung der Messwerte an die Losung fiir die irreversible Reaktion nach (4.18). Dabei wur-
den beide Moglichkeiten des Langzeitverhaltens der Eisen-(II)-Ionen untersucht. Zu erwarten,
wire eine vollstindige Oxidation der Fe*"-Ionen, weil die Silberionen im hinreichenden Ma-
e vorhanden sind. Allerdings wurden andere Reduktionsméglichkeiten der Ag™-Ionen schon
diskutiert, sodass eine komplette Oxidation der Fe®"-Ionen nicht stattfinden muss, somit ein
gewisser Anteil zuriickbleiben kann. Dies ist sowieso der Fall, wenn man die Reversibilitit
der Reaktion zulésst, also sowohl Hin- als auch Riickreaktion (4.16). Dem Einfluss des even-
tuellen Fehlers bei den beiden Proben mit den Austauschzeiten t., = 300 h bzw. t., = 400 h
wird Rechnung getragen, indem man die Anpassung sowohl mit diesen Werten, als auch ohne
diese durchfiihrt. Aus den Daten an sich kann man nicht erkennen, ob die Konzentration auf
Null abféllt oder nicht. Dazu fehlen Werte fiir grofle Austauschzeiten. Die aus der Anpassung

0.07

Cre2+ (t) in [at-%]

0 200 400 600 800 1000

t in [hl

Abbildung 4.10: Abhéngigkeit der Eisen-(II)-Konzentration von der Austauschzeit gemessen
mit ESR (Werte in Tabelle 4.3) und verschiedene Anpassungen an die irreversibele Reaktion
(sieche Gleichung (4.18)). Anpassungen: Kompletter Datensatz nach Tabelle 4.3,

ohne t., = 300 h, 400 h mit der Annahme eines trivialen stationdren Wertes, [Kom-
pletter Datensatz und mit der Annahme eines nicht verschwindenden
stationdren Wertes

berechneten Werte fiir die Reaktionsrate werden in folgender Tabelle zusammengefasst. Die
blaue Kurve scheint zwar die beste Anpassung zu sein, durch den grofien Fehler ist die Benut-
zung dieser Reaktionsrate jedoch fragwiirdig. Fiir die gelbe Kurve gilt, dass der Abstand zum
Langzeitwert t., = 1000 h relativ grof ist. Die braune und griine Kurve, fiir die eine von Null
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Daten kinh™t [c]™!
Kompletter Datensatz mit lim cpe+(t) =0 0,4+£1,1
mit lim cpe+ (£) = 0 0,24+0,1
Kompletter Datensatz mit lim epe+(t) 20 | 0,18 £0,05
mit lim cpe+ () #0 | 0,20 £0,05

Tabelle 4.4: Werte der Reaktionsraten k£ aus der Anpassung der Daten aus Tabelle 4.3 an die
Losung (4.18) aufgetragen in Abbildung 4.10

verschiedene stationdre Konzentration des Eisen-(II)-Ions angenommen wurde, beschreiben
zwar die Werte fiir grole Austauschzeiten, allerdings besteht eine Diskrepanz zwischen den
Kurven und Messwerten fiir die kleinen Austauschzeiten. Um eine Beschreibung des Abfalls

0.07

Cpez+ (t) in [at-%]

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

t in [hl t in [hl
(a) Logarithmische Auftragung der auf den (b) Zeitabhéingige Konzentration der Eisen-
Anfangswert normierten Konzentration der (I1)-Tonen

Eisen-(II)-Ionen

Abbildung 4.11: Abhéngigkeit der Eisen-(IT)-Konzentration von der Austauschzeit gemessen
mit ESR (Werte in Tabelle 4.3) und die Anpassung an einen exponentiellen Abfall (siehe
Gleichung (4.19)), Anpassung: Kompletter Datensatz, ohne t., = 300 h
und %., = 400 h und ohne t., = 300 h, 400 h und ¢ = 1000 h

der Konzentration der Eisen-(II)-Ionen zu erhalten, die diesen iiber den gesamten Bereich
der Austauschzeiten qualitativ gut beschreibt, wurde eine Anpassung an einen exponentiellen
Abfallgesetz

devect) _ o) (4.19)

dt

durchgefiihrt. Die Reaktionsrate p kann dann durch Vergleich der Gleichungen (4.18) und
(4.19) als pt = cag k verstanden werden, wobei die Konzentration des Silbers als konstant an-
genommen wurde. Eine Tllustration dieser Anpassung erfolgt durch Abbildung 4.11. Ahnlich
wie bei der vorangegangenen Betrachtung wird neben der Anpassung an den kompletten Da-
tensatz aus Tabelle 4.3 (blaue Kurve), auch eine Anpassung an die Daten ohne die Punkte fiir
die Austauschzeiten t., = 300 h und ¢., = 400 h (griine Kurve) bzw. Daten ohne die Punkte

93



4.4 Die Reduktion der Silberionen

fir t., = 300 h, 400 h und ¢ = 1000 h (gelbe Kurve) analysiert. In Tabelle 4.5 sind die fiir u be-

Daten pin bt
Kompletter Datensatz 0,002 4+ 0, 0003
ohne t., = 300 h und t., =400 h 0,002 40,0003
ohne t., = 300 h, 400 h und ¢t = 1000 h | 0,0026 £ 0, 0002

Tabelle 4.5: Werte der Reaktionsraten p aus der Anpassung der Daten aus Tabelle 4.3 an die
Losung (4.19) aufgetragen in Abbildung 4.11

rechneten Werte zu finden. Sie liegen alle nahezu in der gleichen Grofienordnung. Die in [178§]
bestimmten Reaktionskonstante lagen zwischen p ~ 0,0043 h™! und p ~ 0,045 h™! bei rela-
tiv gleichen Bedingungen (Glaszusammensetzung, Konzentrationsverhaltnis in der Schmelze,
Austauschtemperatur) und sind somit etwas grofler als die hier bestimmten Reaktionskonstan-
ten.

4.4.2 Reaktions-Diffusionsgleichung

In Figur 4.12 sind die Querschnitte der Proben verschiedener Austauschzeiten abgebildet.
Ausgehend vom Rand der Probe setzt nach ungefihr 10 h Austauschzeit, die Silbernano-
partikelbildung ein. Dies erkennt man an der deutlichen Braunverfarbung des Glases. In
der Probe sind verfarbte Bereiche von unverfarbten durch eine Reaktionsfront getrennt. Mit
Erhohung der Austauschzeit beobachtet man, dass die Reaktionsfronten in das Innere der
Probe wandern. Da die Partikelbildung mit der Redoxreaktion verbunden ist, kann man da-
von ausgehen, dass diese zu den Partikeln fithrende Redoxreaktion diffusionslimitiert ist. Die

T ) ; ; , ' 3 , £
oh W 200h ‘i oh 8 w0h ¢ soh 600h

Abbildung 4.12: Zeitlicher Verlauf der Partikelbildung durch lichtoptische Querschnittsauf-
nahmen mit einer Farbdigitalkamera, Aufnahmen von elektronenmikroskopischen Unter-
suchungen nach lonenaustausch bei 7' = 330°C in einer AgNO3/NaN O3-Schmelze mit
0,05 wt% AgN O3 mit angegebenen Austauschzeiten (Abbildung entnommen aus [158])

Messung der Ortsauflosung der Konzentration des Silbers erfolgt durch die energiedispersive
Rontgenspektroskopie (EDX) unterstiitzt durch Atomabsorptionsspektroskopie (AAS), wel-
che die Bestimmung der integralen Dichte der Elemente zuldsst und somit eine Kalibrierung
der EDX-Signale erméglicht (Details siehe [158]). In Abbildung 4.13 sind die ortsabhéngigen
Konzentrationen des Silbers fiir drei verschiedene Austauschzeiten aufgetragen. Zur Behand-
lung der Messwerte, die stark verrauscht sind, wie man in der Figur 4.13(a) beobachten kann,
bedarf es einer Mittelung dieser Werte. Die gemittelten Profile findet man in Abbildung
4.13(b). Die Diffusionsflanke des Profils fiir eine Austauschzeit von t., = 20 h (blaue Kurve)
wurde in Abschnitt 4.3.3 dazu verwendet die Interdiffusionskonstante D; zu berechnen. In
der Arbeit von Schicke erfolgte die Anpassung dieser EDX-Kurven an die Losung einer reinen
Diffusionsgleichung (4.12). Die Diffusion ist aber gepaart mit der parallel ablaufenden Redox-
reaktion, die in [158] vernachlassigt wurde, weil die Konzentration des eingebrachten Silbers
um ein Faktor 10 groBer ist, als die Konzentration des Fe*™. Dennoch kann dhnlich wie im
reaktionslimitierten Fall eine lineare Néherung der Oxidation des Fe’", die mit einer expo-
nentiellen Abnahme der Konzentration dieser Grofle verbunden ist, verwendet werden, um
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0.8
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(a) Verrauschte EDX-Messung (b) Gemittelte EDX-Profile und Anpas-
sung an Gleichung (4.21)

Abbildung 4.13: Konzentrationsprofile des Silbers gemessen mit EDX und kalibriert durch
Atomabsorptionsspektroskopie (AAS) fiir verschiedene Proben bzw. Austauschzeiten und An-
passung an Gleichung (4.21), Austauschzeiten 20 h, 200 h und

die Redoxreaktion mit der Diffusion zu kombinieren. Die Kombination dieser beider Prozesse
wird durch die Reaktions-Diffusionsgleichung

oc(x,t) D D?c(x,t)

o Ox?
beschrieben, wobei c(z,t) die orts- und zeitaufgeloste Silberkonzentration ist. Die Losung
der Gleichung (4.20) kann exakt in Form einer Fourier-Reihe angegeben werden, die der
Gleichung (4.12) ahnlich ist [209, 220]. Zusatzlich zur Gleichung (4.20) bedarf es Anfangs-
und Randbedingungen. W&hlt man eine konstante Konzentration von Silber am Rand und
nimmt an, dass anfanglich kein Silber in der Probe war, kann die Konzentration ¢(x,t) durch

(1) ~ SO500T) {1 - e‘[@f“]t} ) (4.21)

cosh(x)

— pe(x,t) (4.20)

angendhert werden. Die Gleichung (4.20) wurde durch die Skalierung ¢ — ¢/e,,t — pt und
x — ¢/L in eine dimensionslose Form tiberfithrt, wodurch man die Zahl der Parameter redu-
ziert. So erhalt man als einen dimensionslosen Parameter
n-
pL?

der im dimensionslosen Pendant der Gleichung (4.20) vor der Ortsableitung steht. Er ver-
kntiipft sowohl die Prozesse, Diffusion und Reaktion, als auch den geometrischen Faktor der
Ausdehnung der Probe miteinander. Der in Gleichung (4.21) auftretende Parameter s ist mit
dem dimensionslosen Parameter D in folgender Weise »*> = 1/p in Relation gesetzt. Somit
kann bei bekanntem L = 75 pum und Verwendung der Zerfallsrate 1 ~ 0,002 h™! aus s die Dif-
fusionskonstante D nach dem Modell (4.20) bestimmt werden. Den Parameter ¢ erhilt man
aus der Anpassung der EDX-Profile an die Gleichung (4.21). Diese Anpassung ist in Abbil-
dung 4.13(b) aufgetragen und die Ergebnisse der Anpassung in Tabelle 4.6 zusammengefasst.
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Austauschzeiten t., in [h] »x Din [10Pm?s™]
20 6,15+£0,05 0,08 £0,01
200 2,36 £ 0,02 0,56 £ 0,08
1,59+ 0,01 12402

Tabelle 4.6: Werte des Parameters s aus der Anpassung der EDX-Profile an die Losung
(4.21) aufgetragen in Abbildung 4.13(b) und die daraus berechneten Diffusionskoeffizienten
nach dem Modell (4.20)

4.4.3 Numerische Behandlung des nichtlinearen Problems

Die Ratengleichungen zur vollstindigen Beschreibung der Redoxreaktion (4.16) haben nicht-
linearen Charakter und sind deshalb nicht analytisch losbar. Das komplette System der
Reaktions-Diffusionsgleichungen lautet

2
Ocpgr D O Cpgt Lk n
8t = Lpg+ —axz h CAg+ Cpg2+ . CAgo Cpe3+
dc 2+ 626 24
Fe D Fe
———— = Dpa+ ————Fkp, Cppt Cpe2+ K Cp o Cpos+
ot ¢ 0x? & e ToAsT e
2
36Ag0 D (9 CAgO k k
at - Ago W i CAgO CF€3+ + h CAg+ CF62+
OCp3+ Deps+
Fe Fe
5 Drggs+ 922 —ky Cog0 Cpes+ Hhn Cog+ Cre2+ (4.22)

Neben den Reaktionsraten k; und k,, deren Verhaltnis schon besprochen wurde, enthéalt
obiges System noch die Diffusionskonstanten der jeweiligen Reaktanten als Parameter. Die
polyvalenten Ionen haben eine sehr geringe Beweglichkeit in der Glasmatrix im Vergleich
zu den Silberionen, deshalb werden die Diffusionskonstanten der Eisenionen in der Folge zu
Null gesetzt und angenommen, dass die Eisenionen anfanglich gleichverteilt im Glas vorliegen.
Erneut sei nur die Hinrichtung der Reaktion (4.16) einbezogen, also eine irreversible Reaktion
mit k;, = k und k, = 0. Diese vereinfachenden Annahmen fithren zu

¢ g =D + —2C g’ —kcp.tc 2+

Ot Ag 92 Ag™ “Fe
5CFe2+ —k Cppt Cro2t

It Ag™ “Fe )

wobei die Losung der zweiten Gleichung durch Integration, also

t

et (@, 1) = ot exp | —k / ent (@,6)dE|
0

verifiziert werden kann. Setzt man die so ermittelte Losung in die Gleichung fiir die Zeitent-
wicklung der Silberionen ein, so erhélt man eine effektive Gleichung

t
ac + 820 +
éAtg = ‘DAgJr aTAQg — kcAg+ C%eQ+ €xp —k /'CAg+ (I, é) d§ 5 (423>

0
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in der nur noch die Konzentration ca,+(x,t) Orts- und Zeitabhéngigkeit aufweist. Durch
diese Reduktion eines Freiheitsgrades in einem System von Differenzialgleichung erhélt man
als Resultat eine Gleichung, in der auch vergangene Werte der Grofle eingehen. Dies erfolgt
in Gleichung (4.23) in kumulativer Art und Weise und ist somit ein weiteres Beispiel fiir
Gleichungen mit Gedachtnis.

Fiir kleine Zeiten kann man

depgr D*Cpgt
ot & Ox?

als Approximation gelten lassen, welche im vorangegangen Abschnitt mit Gleichung (4.20)
untersucht wurde.

Durch die lichtoptischen Messung der Reaktionsfront z¢(t) abhéngig von der Austauschzeit
t = tep ist es moglich einen Vergleich zwischen dieser gemessenen Reaktionsfront (Werte in
Tab. 4.7) und der aus den Reaktions-Diffusionsgleichungen berechneten Reaktionsfront durch-
zufithren. Neben den schon erwdhnten Vereinfachungen (irreversible Reaktion, Unbeweglich-
keit der polyvalenten Ionen) wurde weiterhin fiir die folgenden numerischen Betrachtungen
angenommen, dass das Reaktionsprodukt Ag’ ebenfalls unbeweglich ist. Bilden sich sofort
nach der Reduktion Partikel bzw. Aggregate, wie die subvalenten Spezies Agy bzw. Aggt, un-
terliegt das reduzierte Silber einer weiteren Reaktion, die zwar nicht explizit in dem System
(4.22) erfasst ist, aber sie kann implizit durch eine verminderter Beweglichkeit ins System
aufgenommen werden.

Analog der vorangegangenen Rechnungen werde eine Skalierung durchgefiihrt, die zu dimen-
sionslosen Gleichungen fiithrt und die Anzahl der freien Parameter reduziert. Die Skalierung
des Ortes wird tiber die Lange L durchgefithrt, © — /1, wihrend die Zeit tiber die Kombina-
tion k¢ ., skaliert wird, ¢ — k¢l . t. Durch die konstante Eisen-(II)-Ionenverteilung ¢, .,
ist eine Skala fiir die Konzentrationen gegeben. Nach der Skalierung bleiben drei Parameter
iibrig

— k Qv Cagr (4.24)

s
~ D CA+
_ A g 0
D=va s =n, wd G
Fe?t Fe?™

wobei ¢} . die Konzentration der Silberionen an der Oberfliche z = +L (bzw. x = +1) ist.
Der Wert ¢, ., wurde mithilfe von ESR-Messungen bestimmt (siehe Tabelle 4.3 bzw. [158]).
Das Verhéaltnis aus der Oberflaichenkonzentration der Silberionen und der Konzentration der
Eisen-(IT)-Tonen im Glas wurde auf ¢, &~ 10 abgeschétzt. Durch die Anpassung der numerisch
berechneten Werte an die aus EDX erhaltenen Profile kann der Parameter D extrahiert
werden.

In Abbildung 4.14(a) ist ein Beispiel fiir die numerisch berechneten Profile des Systems
(4.22) mit den beschriebenen Vereinfachungen aufgetragen.

Austauschzeiten t., in [h] 0 20 95,5 189,7 | 306,8 | 401,3 | 480
skalierte Austauschzeiten ¢t | 0 0,04 0,19 0,38 0,61 0,80 | 0,96
Reaktionsfront z ¢(t) +1 | £0,97 | 0,68 | £0,46 | 0,40 | £0,30 | O

Tabelle 4.7: Die Werte der Reaktionsfront x;(t), die verfarbte und unverféarbte Bereiche von-
einander trennt und somit die Bildung der Silbernanopartikel widerspiegelt (Werte aus [158]
bzw. Abb. 4.12), Skalierung der Zeit mit lcc%ngr = 1 =0,002 h™! (siche Tabelle 4.5)

Fiir dieses Beispiel wurde eine Austauschzeit verwendet, in der die Mitte der Probe noch
nicht von Silberionen erreicht wurde. Somit wird die Probe in zwei Bereiche geteilt. Zum
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4.4 Die Reduktion der Silberionen

einen gibt es im Bereich |z| > z(t) eine nichtverschwindende Konzentration von Silberionen
(cagt # 0), wihrend im Sektor |z| < 24(t) keine Silberionen zu finden sind (cp,+ = 0). Analog
konnen die Reaktionsfronten der anderen beteiligten Reaktanten definiert werden. Da diese
aber nicht diffundieren bzw. deren Diffusion vernachlassigt wird, erfolgt die Ausbildung einer
Reaktionsfront dieser Reaktanten durch die Reaktion mit den diffundierenden Silberionen.
Die Reaktionsfront der Eisen-(II)-Ionen bzw. des reduzierten Silbers lauft der Reaktionsfront
der Silberionen nach. Diese Verzigerung der Reaktionsfront des reduzierten Silbers im Bezug

12

B i i
i ¥
% ; 0.8
0.8

0.6
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@/L t

(a) Konzentrationsprofile fiir t = 0,4 — (b) Reaktionsfronten o8’ (t) bzw. .1“/\“’(:/jb
tew = 200 h und Werte der Partikelbildungsfront o
Abbildung 4.14: Konzentrationsprofile cag+(@tez)/c0 ) (blau), w2+ (wfeo)/0 - (braun) und

cago(@tea)/c0 ) (violett) und die zugehorigen Reaktionsfronten x?g+ (t) (blau) und ,:’:/\v““'t)( t)

(braun) fiir D = 0, 066

auf die Reaktionsfront der Silberionen kann der Abbildung 4.14(b) entnommen werden. Die
Partikelbildung erreicht die Mitte der Probe nach ungeféhr ¢., = 480 h (¢t = 0,960). Der
Wert des Parameters D wurde derart angepasst, dass die Reaktionsfront vom reduzierten
Silber bzw. der Eisen-(II)-Ionen zu diesem Zeitpunkt die Mitte der Probe erreicht (siche Abb.
4.14(b)). Man erhélt fiir jenen Wert D = 0,066, wobei dieser Wert einer Diffusionskonstante
von Dp,+ =0,2 - 107"m?s~! entspricht.

Eine Anpassung an die EDX-Profile durch die numerische Berechnung des Systems (4.22)
wird in Abbildung 4.15 verbildlicht. Vergleicht man die EDX-Profile (gezackte Kurve) zu den
verschiedenen Austauschzeiten t., = 20 h, 200 h und 400 h mit der Kurve berechnet aus dem
System (4.22) fir D = 0,066 (glatte Kurve), stellt man fest, dass diese nicht iibereinstim-
men, sondern zur Beschreibung der EDX-Profile ein hoherer Wert fiir D erforderlich ist. Die
unterschiedlich ausgetesteten Werte von D und die daraus resultierenden Profile findet man
in Abbildung 4.15, wahrend die dazu korrespondierenden Werte fiir die Diffusionskonstanten
bei sonst konstanten Parametern (k, L, cOF62+) in Tabelle 4.8 aufgetragen sind.
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4 Die Silbernanopartikelbildung in Glasern

(b) t = 0,4 — tep = 200 h, D = 0,3,
D=0,4und D = 0,5

)t =08 —
4 und D

o=
H

0 0.5 1

z/r,

= 400 h, D = 0,3,

9]

Abbildung 4.15: Anpassung an die durch AAS kalibrierten EDX-Profile (gezackte Kurve)
fiir verschieden Austauschzeiten durch die numerische Lésung von (4.22) fiir verschiedene D,
wobei die roten (glatten) Kurven D = 0,066 entsprechen

D 0,066

0310405106 | 0,7

Dagr [10 PmZs7 1 [ 0,20

0,94 | 1,25 | 1,56 | 1,88 | 2,19

Tabelle 4.8: Der dimensionslose Parameter D und die dazu korrespondierenden Diffusionskon-

stanten Dy, +
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5 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigte sich mit Evolutionsgleichungen, die sowohl Transport- als
auch Reaktionsprozesse beschreiben konnen.

Solche Prozesse werden durch Reaktions-Diffusionsmodelle mathematisch erfasst, wobei als
Transportmechanismus die thermisch aktivierte bzw. nicht gerichtete Bewegung, die Diffusion,
angenommen wurde. Komplexe Systeme aus den verschiedensten wissenschaftlichen Gebieten,
nicht nur der Physik, sondern z. B. aus der Biologie, der Chemie, den Wirtschaftswissen-
schaften bzw. der Soziookonomie etc. erfahren eine Beschreibung der in ihnen auftretenden,
komplizierten Eigenschaften durch Methoden der statistischen Physik. Diese komplizierten
Eigenschaften lassen sich auf das Zusammenwirken sehr vieler Teilchen bzw. Einheiten zu-
riickfithren. Grundlage von Reaktions-Diffusionsmodellen sind i. Allg. Systeme aus gewohn-
lichen bzw. partiellen Differenzialgleichungen. Eine im Vergleich zur Zahl der Freiheitsgrade
eines komplexen Systems geringe Anzahl an Parametern geniigt meist, die makroskopischen
Eigenschaften des Systems zu beschreiben. Dabei bedarf es haufig nur einfacher Regeln der
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Einheiten des Systems, um ein komplexes Verhalten
ZU generieren.

Durch das Wechselspiel der reaktiven bzw. diffusiven Prozesse konnen in solchen Systemen
Struktur- bzw. Musterbildung auftreten. Auch das Wachstum und die rdumliche Ausbreitung
der Einheiten eines komplexen Systems sind mogliche Vorgénge, die in solchen Systemen
stattfinden. So ist die Ausbreitung tiber Fronten, den so genannten Travelling waves, und
Schockwellen ein experimentell haufig gefundenes und mit Reaktions-Diffusionsmodellen be-
schriebenes Phénomen. Oszillierende chemische Reaktionen, die raumlich periodische Muster
zeigen, wobei sich die Reaktionsprodukte periodisch und wiederkehrend andern, stellen ein
System fernab vom thermischen Gleichgewicht dar. Neben den beiden wechselwirkenden Me-
chanismen, der Reaktion und der Diffusion, sind es v. a. Nichtlinearitéiten, die solch ein komple-
xes Verhalten verursachen. Ein zuséatzlicher Bestandteil, welcher zum reichhaltigen Spektrum
des Verhaltens komplexer bzw. dynamischer Systeme beitragt, ist die Riickkopplung.

Die Arbeit behandelte zwei Schwerpunkte. Zum einen wurde die Verallgemeinerung be-
kannter Modelle aus der Populationsdynamik und der kinetischen Beschreibung chemischer
Reaktionen durch Riickkopplungs- bzw. Gedéchtnisterme betrachtet. Die bei diesen Untersu-
chungen verwendeten Gleichungen sind skalar, haben aber nichtlokalen Charakter. Zum
anderen wurden Aspekte der Silbernanopartikelbildung in Alkali-Silikatgldsern, deren Be-
schreibung mithilfe eines Systems von Reaktions-Diffusionsgleichungen moglich ist, ndher
beleuchtet. Das System besteht aus mehreren Gleichungen und kann somit in einem Zu-
standsvektor zusammengefasst werden. Die thematisierten Gleichungen sind dabei lokal. In
Spezialfillen besteht aber die Moglichkeit, die Zahl der Gleichungen zu reduzieren. Die re-
sultierenden, effektiven Gleichungen sind dann nichtlokal. Eine Vielzahl an zuriickliegenden
experimentellen Ergebnissen des Sonderforschungsbereichs 418 , Struktur und Dynamik nano-
skopischer Inhomogenititen in kondensierter Materie* diente als Basis dieser theoretischen
Untersuchung [134, 158, 178]. Im Fokus der Analyse stand dabei v. a. der Ionenaustausch,
die Bewegung und Reaktion der Silberionen in der Glasmatrix, die durch den Austausch mit
einer Schmelze ins Glas eingebracht wurden.



Als einleitendes Beispiel galt die Vorstellung einer Verallgemeinerung des Pearl- Verhulst-
Modells. In diesem Modell der Populationsdynamik werden die Systemparameter Geburtenra-
te r bzw. Sterberate u in der Regel als konstant angenommen. Die Verallgemeinerung besteht
darin, die Geburtenrate als zeitabhéngig zu betrachten (r = r(t)). Fur eine stiickweise kon-
stante Geburtenrate (r = r O(7 — t)) wurde die Populationsrate analytisch berechnet.

Ausgehend von diesem Beispiel erfolgte die Analyse genereller zeitabhangiger Prozesse
unter dem Einfluss einer Riickkopplung bzw. Verzogerung. Zu diesem Zweck wurden bekannte
Modelle, wie das besagte Pearl-Verhulst-Modell, verwendet und gezielt durch Riickkopplungs-
terme erweitert, um die Anderung durch diese zu studieren. Die gewihlten Modelle sind
alle nichtlinear in der Zustandsgrofie. So ist das Pearl-Verhulst-Modell eines der einfachsten
nichtlinearen Modelle der Populationsdynamik, welches jedoch analytisch 16sbar ist. Eine
Konkurrenz zwischen den Nichtlinearitdaten und den Riickkopplungstermen fiihrt zu einer An-
reicherung der Komplexitat des Verhaltens der Zustandsgrofie in der zeitlichen Entwicklung.

In einem ersten Punkt wurde das Pearl-Verhulst-Modell durch ein kumulatives Gedéachtnis
erweitert. Diese Art der Riickkopplung erfasst die Vorgeschichte der relevanten Zustandsgro-
e durch Summation bzw. Integration der Grofle iiber alle vergangenen Werte. Anhand einer
formalen Losung wurden allgemeine Eigenschaften der Grofle diskutiert. Diese konnten auch
mittels einer alternativen Losung im Phasenraum verifiziert und erweitert werden. Die Dis-
kussion von geeigneten, analytisch losbaren Spezialfillen ermoglichte es, eine Wertung der
Qualitat von gewahlten Approximationen und numerischen Berechnungen der Trajektorien
vorzunehmen.

In einem weiteren Modell, dem gedachtnisgetriebenen Ginzburg-Landau-Modell, stand das
Studium einer zustandsabhéngigen verteilten Verzogerung im Fokus. Diese erfasst, im Ge-
gensatz zum vorangegangenen Ansatz, die Riickkopplung nicht kumulativ, sondern vergan-
gene Zustande gehen gewichtet in die Berechnung der Anderungsrate des Zustands ein. Das
Gewicht wird durch den so genannten Gedéachtniskern K représentiert, welcher, wie im all-
gemeinen Fall zu erwarten, zustandsabhéngig ist. Die Kopplung des Kerns erfolgt nicht wie
in der Mehrzahl der Modelle an die Zustandsgrofle selbst, sondern an deren Anderungsrate.
Solche Modelle werden neutral verzogert genannt und sind bisher noch wenig untersucht.
Die Zustandsabhangigkeit des Gedachtniskerns ist von besonderer Relevanz, wenn die Nicht-
linearitat im Wettbewerb mit dem Riickkopplungsterm steht. Neben Spezialfallen wurde die
stationdre Losung unter Verwendung der Laplace-Transformation berechnet. Mithilfe einer
linearen Stabilitdtsanalyse sind diese stationéren Losungen klassifiziert worden. Die Illustra-
tion des Stabilitdtsverhaltens erfolgte iiber Phasendiagramme. Eine Diskussion spezieller nu-
merischer Verfahren zur Behandlung verzogerter Differenzialgleichungen schloss sich dem an.
Dabei wurden die Schrittweitenabhéngigkeit und das Verhalten im Bistabilitdtsgebiet anhand
reprasentativer Trajektorien diskutiert.

Die Behandlung reiner zeitabhéngiger Prozesse wurde durch die Anwendung der Verzoge-
rung auf die Kinetik chemischer Reaktionen abgeschlossen. Dies ist ein klassisches Gebiet, in
welchem Evolutionsgleichungen zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des Systems be-
nutzt werden. Das hier verwendete Beispiel dient dazu, eine Verkniipfung zwischen mathema-
tischem Kontext und physikalischer Anwendung herzustellen. Es wurden Losungsmethoden
vorgestellt und die Riickkopplung klassifiziert.

Eine Verallgemeinerung der reinen zeitabhangigen Prozesse auf Prozesse mit raumlichen
Inhomogenitédten ermoglichte es, Transportprozesse direkt zu behandeln. Riickkopplungs- und
Gedachtniseffekte stellen einen weiteren Mechanismus der Bildung von Strukturen und Mus-
tern in Reaktions-Diffusionsmodellen bereit. Dabei stand am Anfang der Betrachtung die
Diskussion einer allgemeinen Gleichung, die Prozesse beschreibt, welche auf verschiedenen

102



5 Zusammenfassung

Zeitskalen ablaufen. Die Anderungsrate der Zustandsgrofie wurde in zwei Anteile zerlegt, in
einem lokale Anteil, der konventionelle Reaktions- und Diffusionsterme enthélt und in einem
raumlich-zeitlich nichtlokalen Term, der die Riickkopplung reprasentiert, um die Konkurrenz-
situation der Prozesse auf verschiedenen Zeitskalen hervorzuheben. Das System wurde so
spezifiziert, dass eine globale Erhaltung der Zustandsgrofie erfiillt ist. Zur Bestimmung der
stationdaren Verteilung benutzte man eine Laplace-Transformation beziiglich der Zeit und
eine Fourier-Transformation fiir die rdumliche Doméne. Somit konnte abhéngig vom transfor-
mierten Gedéchtniskern eine Bedingung aufgestellt werden, die angibt, in welchem Fall man
nichttriviale stationére Verteilungen und damit Muster erhélt. Am Spezialfall der Diffusion
mit zeitunabhéngigem und raumlich lokalem Gedéchtnis, welcher auf eine lineare Reaktions-
Diffusionsgleichung mit einer direkten Kopplung an die Startverteilung fithrt, wurde durch
analytische Berechnungen, der Einfluss des Gedéchtnisses illustriert. Weiterhin konnte eine
Verbindung zu konventionellen Fokker-Planck-Gleichungen hergestellt und die korrespondie-
renden Driftterme bzw. Potenziale berechnet werden. Die Trajektorien der analytischen Be-
wegung in diesen Potenzialen wurden exakt bzw. durch Approximationen ermittelt.

Im abschliefenden Kapitel stand die Beschreibung des Ionenaustauschs bzw. des Trans-
ports von Ionen, sowie deren Reduktion in einer Alkali-Silikatglasmatrix durch Reaktions-
Diffusionsgleichungen bzw. ein System aus solchen Gleichungen im Mittelpunkt. Dieser Aus-
tausch bzw. Transport ist ein Bestandteil der Silbernanopartikelbildung in solchen Gléasern,
die im Rahmen des SFB 418 experimentell untersucht werden. Die durch vorangegangene
Arbeiten erhaltenen Messwerte dienten als Grundlage der theoretischen Berechnungen. So
wurde der Ag™ — Na'-Tonenaustausch quantifiziert, indem die Gleichgewichtskonstante und
der Rothmund-Kornfeld-Parameter berechnet wurden. Weiterhin sind die Nernst-Planck-Glei-
chungen dazu benutzt worden, eine Interdiffusionsgleichung fiir den Austausch aufzustellen,
die i. Allg. nichtlinear ist. Aus den Flanken von Diffusionsprofilen, die mithilfe energiedisper-
siver Rontgenspektroskopie (EDX) gemessen wurden, erfolgte die Berechnung der Interdiffusi-
onskoeffizienten durch die Matano-Boltzmann-Methode. Die nach dem Austausch erfolgende
Reduktion der Silberionen, welche durch Elektronenspinresonanzspektroskopie (ESR) bzw.
Atomabsorptionsspektroskopie (AAS) in vorangegangenen Arbeiten quantifiziert worden ist,
wurde vielfiltig diskutiert. Die optische Front der Silbernanopartikelbildung wurde mit der
Front, die man aus der Losung eines Systems aus Reaktions-Diffusionsgleichungen erhalt,
verglichen.

Diese Dissertation eroffnet ein weites Feld weiterfiihrender Arbeiten. In den meisten wis-
senschaftlichen Veroffentlichungen werden Prozesse betrachtet, die entweder zeitlich oder
rdumlich nichtlokal sind. Eine Riickkopplung fiithrt jedoch im Speziellen zu einer gegensei-
tigen Verbindung beider Prozesse. Die Betrachtung solcher Raum-Zeit-Kopplungen wurde
durch Beispielrechnungen begonnen und sollen in der Zukunft verallgemeinert werden.

In dieser Arbeit wurden ausschliefllich deterministische Gleichungen behandelt. Die Unter-
suchung eines zusatzlichen Rauschens stellt einen weiteren Beitrag dar, der von Interesse ist.
Gerade das Verhalten in den Bistabilitatsgebieten, in welchen mehrere (zwei) stabile Fixpunk-
te existieren, sollte durch eine stochastische Kraft stark beeinflusst werden.

Fir die Bildung von Silbernanopartikeln in Alkali-Silikatglasern steht eine ganzheitliche
orts- und zeitaufgeloste, theoretische Beschreibung aus. Die hier erfolgten Berechnungen zum
Ionenaustausch und der Reduktion von Silberionen an polyvalenten Ionen im Glas kann als
Ausgangspunkt von Simulationen dienen, welche die Bildung der Partikel nach erfolgter Re-
aktion beschreiben. Andere Bildungsmechanismen, die von Interesse sind, z. B. die Bildung
von subvalenten Silberclustern bzw. metastabiler Zwischenphasen sind bisher noch nicht theo-
retisch erfasst. Das Einbeziehen solcher Prozesse ist ebenfalls eine offene Aufgabenstellung.
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A Mathematischer Anhang

A.1 Spezielle Funktionen

In diesem Abschnitt des Anhanges sollen die speziellen Funktionen, vorwiegend ihr funktio-
naler Verlauf und ihre Eigenschaften zusammengestellt werden, die fiir diese Arbeit relevant
sind. Detaillierte Ausfithrungen der Funktionen kénnen in den Handbiichern nachgeschlagen
werden [108, 109, 115].

A.1.1 Die GaulBlsche Fehlerfunktion und die komplementare
Fehlerfunktion

Fir diese Funktion werden auch synonym die Begriffe Gaufisches Fehlerintegral oder Error-
funktion® verwendet. Definiert wird das Fehlerintegral tiber

erf(x \/_/ d&—\/_/ de

Die Fehlerfunktion spielt eine zentrale Rolle in der Losungsdarstellung von Diffusionsphéno-
menen (analog von Warmeleitungsphéanomenen in unendlich, halbunendlichen Geometrien
bzw. dort wo als Randbedingungen die Heaviside-Funktion auftritt [209], da sie das Integral
iiber den Propagator (Greensche Funktion) der freien Diffusion 8,¢(Z,t) = D V2 ¢(Z,t)
1 z?
G(Z,t) = ———— e 1Dt

\/47TDtd

in diesen Geometrien ist. Ebenso tritt die Fehlerfunktion in der Statistik von Messreihen zu
Tage. Wenn es namlich moglich ist die Werte der Messreihe durch eine Normalverteilung mit
der Standardabweichung ¢ und dem Mittelwert 0 zu beschreiben, dann ist die Wahrscheinlich-
keit, mit der der Messfehler einer einzelnen Messung zwischen —a und a liegt, erf (¢/ov2). Die
Fehlerfunktion hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der Verteilungsfunktion der Normalverteilung.
Der Wertebereich der Fehlerfunktion geht von —1 bis 1, wéhrend fiir eine Verteilungsfunkti-
on jedoch gelten muss, dass die Werte zwischen 0 und 1 liegen. Die Verteilungsfunktion der
Normalverteilung kann mithilfe der Fehlerfunktion wie folgt

O(z) = % [1 +erf (%)}

ausgedriickt werden. Die Reihendarstellung, welche fir |z| < oo konvergiert, lautet

2 o 1 k 2k+1 ) 273 .’175
erf(x ( .. )

JR— [ + J—
|
NZ3 — (2 k+1 \/7_T 3 10

! eng. error function



A.1 Spezielle Funktionen

Da diese Reihe nur ungerade Potenzen enthélt, kann geschluffolgert werden, dass die Fehler-
funktion eine ungerade Funktion ist, d.h. erf(—x) = — erf(z). Fir kleine Argumente |z| < 1
verhélt sich die Funktion linear. Fiir grofie Argumente || > 1 kann ein konstanter Wert
angenommen werden, denn es gilt lim, .4, = +1. Neben der Fehlerfunktion findet man auch

‘ 1- i_’r T
4 ! ﬁ,r 7777777777777777777777777
”””””””””””” S R A lim, . o erfe(z) = 2
lim, . erf(z) =1 1
051 | erf(z)
A T T
x
0.5
B lim,—. o erf(z) = —1
777777777777 e -3 3
] z
(a) Gaufische Fehlerfunktion erf(x) (b) Komplementére Fehlerfunktion erfc(x)

Abbildung A.1: Die Gaufische Fehlerfunktion erf(x), komplementére Fehlerfunktion erfc(z)
und ihre Grenzwerte

héufig die komplementére (oder auch konjugierte) Fehlerfunktion in den oben erwéhnten
Problemstellungen, deren Zusammenhang mit der Fehlerfunktion wie folgt lautet

erfc(z) =1 —erf(z) = % /eg2 d¢

A.1.2 Die Besselfunktionen und die modifizierten Besselfunktionen
Die Besselfunktion J,(z)

Die Besselfunktion J,(z) kann beziiglich des Index’ in zwei Klassen gruppiert werden, die
verschiedene Eigenschaften haben. Eine Klasse sind die Funktionen, in denen der Index halb-
zahlig ist. In der anderen ist der Index ganzzahlig. In dieser Arbeit héngt der Index meist
von der rdaumlichen Dimension ab, wie z. B. in folgender Form J 2. Bei den physikalischen
Fragestellungen, in denen meist die raumlichen Dimensionen d = 1,2 bzw. d = 3 von Interesse
sind, treten also sowohl halbzahlige, als auch ganzzahlige Indizes auf. Fiir halbzahlige Indizes
existieren Relationen zwischen den Besselfunktionen J,(z) und konventionellen Funktionen
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[108]:
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(a) Besselfunktion J,(z) (b) Besselfunktion K, (z)
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(c) Besselfunktion I, (2)

Abbildung A.2: Besselfunktionen J,(2), K, (z) und [,(z) fur verschiedene v (v = =12 =d =1
grin, v=0=d=2rot, v =12 = d = 3 blau)
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A.2 Integraltransformationen

Die Besselfunktion K, (z)
Auch fiir die Besselfunktion K,(z) gibt es solche Relationen:

Ki(z) =K 1(2) = %e—z und  Ka(2) = ;—Ze—z <1+%)
Rekursionsrelation
2V Ko(2) = Ky (2) ~ Kuia(2)
Integralrelation
/n” L% gy = 2 (ﬁ’g); K,(2v/7 3

0

Die Besselfunktion I,(z)

Beziehung fiir halbzahlige Indices

Ii(z) = \/g cosh(z) und  Ii(z) = \/g sinth(2)

In(z) ~ 1 fur |z]| = 0

Asymptotik

Integraldarstellung

™

( ) /eiz cos ¥ sin2”19d79

I,(z) = \/_F(I/ %) J

A.2 Integraltransformationen

A.2.1 Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation (LT) ist eine Integraltransformation, die der Orginalfunktion f(¢)
mittels

L{f(1) /f )e 2t dt (A.1)

die Bildfunktion F'(z) zuordnet, wobei z = § + iw im Allgemeinen komplex ist (z € C). Die
Losung von Differentialgleichungen mittels der LT lasst sich in drei Schritte einteilen:

1. Laplace-Transformation
Transformation der Differenzialgleichung mithilfe von Gleichung (A.1) in eine algebrai-
sche Gleichung.
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2. Algebraische Losung im Bildbereich
Die algebraische Gleichung wird im Bildbereich nach der Unbekannten F'(z) aufgelost.

3. Riicktransformation
Man bilde die inverse Laplace-Transformation £~ von F(z), um die Originalfunktion
und somit die Losung der Differentialgleichung im Originalbereich zu erhalten.

Nun wird eine kurze Zusammenfassung der Eigenschaften der LT gegeben.

 Konvergenzbedingung
Die Konvergenz ist i. Allg. sowohl abhéangig von f(¢) als auch von z. Generelle Voraus-
setzung ist, dass gilt:

T
/|f(t)|dt<oo VT > 0
0

Es gibt drei verschiedene Moglichkeiten der Konvergenz:

1. Konvergenz Vz € € (Bsp: f(t) =e™*")
2. Divergenz Vz € C (Bsp: f(t) = ¢ )

3. Es existieren sowohl Divergenz- als auch Konvergenzpunkte.
Man kann beweisen Jzp = 2¢(f) € R(Konvergenzabzisse), sodass Konvergenz
Vz mit Rez > zy (Konvergenzhalbebene) und Divergenz Vz mit e z < zp. Gilt
weiterhin:

f(5)] < Ket VK >0
so konvergiert das Integral (A.1) fir Re z > c.
o Differenziationssatz fiir die n-te Ableitung

Dies ist der fundamentale Satz, der es erlaubt, Differenzialgleichungen (mit Anfangsbe-
dingungen) in algebraische Gleichungen zu transformieren.

LU} =" F(z) =2 fo— o 2 f 7 =

mit fo(n) = 11_{% f®)(t). Fiir n = 1 gilt speziell:

c{ G} =2re) - f

e Veschiebungssatz
Dieser Satz findet Anwendung, wenn das Argument der zu transformierten Funktion
f(t) um einen festen Wert verschoben ist. Durch einfache Substitution zeigt man, dass

LAf(t—a)} =e%7 F(z)—l—/f(t)e_ztdt

bzw.
L{f(t+a)} = e F(z)—/f(t)e_”dt

gilt.
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A.2 Integraltransformationen

o Faltungssatz
Die Faltung zweier Funktionen (bzgl. der LT) ist wie folgt definiert:

o+ B)(1) = /fl(t 1) o) dr

Es gilt fi % fo = fo * f1. Die Laplace-Transformierte der Faltung ist:

r / Rt —7) for)dr b = Fi(2) Ba(2)

« Beispiel: Sei f(t) = C e ** dann erhilt man die Laplace-Transformierte durch
L{F()} = L{C e M) = /Ce_“e_”dt

0
0 _ 2 t—o0
_C /emz)tdt: C [—e o )t]
" _<A+Z> t=0

C
A+ 2z

fir Re(A+2)>0

A.2.2 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation gilt wohl als die bekannteste Integraltransformation. Neben der
Anwendung der Fourier-Transformation zur Losung von gewohnlichen und partiellen Differen-
zialgleichungen, tritt diese auf natiirliche Weise in der Festkorperphysik auf [230-233]. Zur
Strukturanalyse werden in der Physik Streuexperimente durchgefithrt, durch die man sich
Riickschliisse auf die Anordnung der Atome in der Basiseinheit, der Struktur der Elektronen-
hiille eines Atoms dieser Basis und eventuelle thermische Abweichungen von den Positionen
erhalten kann. Es gibt dabei nattirlich Unterschiede zwischen Rontgen- und Neutronenstreu-
ung. Photonen werden hauptséchlich an den Hiillenelektronen kaum an den Kernen gestreut.
Bei Neutronen ist dies dagegen umgekehrt, denn diese werden vorrangig an Kerne gestreut,
besonders, wenn die Kerne leicht sind. Wahrend man also bei der Rontgenbeugung Riickschliis-
se auf die Elektronen-Dichteverteilung erhélt, bietet die Neutronenstreuung eine Moglichkeit,
die Verteilung der Kerne in der Probe zu analysieren.

In (Neutronen-)Streuexperimenten wird der dynamische Strukturfaktor S(¢,w) experimen-
tell bestimmt, der sowohl in der Orts- als auch Zeitdoméne die Fourier-Transformierte der
verallgemeinerten Paarverteilungsfunktion G(7,t) ist [234, 235]. In solchen Experimenten tref-
fen Neutronen mit der Energie £y und dem Wellenvektor ko auf die Probe und verlassen diese
mit der verdnderten Energie £} und dem veranderten Wellenvektor k1. Wihrend des Streupro-
zesses der Neutronen an den Kernen der Probe findet also i. Allg. sowohl ein Impulsiibertrag

Ap =: h§ = hi (ko—Fk,), als auch ein Energieiibertrag AE =: hw = Ey—E; = %/2my (/% — Ef)
statt, wobei my die Neutronenmasse ist. Bei der quasielastischen Neutronenstreuung betréagt
der Energieiibertrag zwischen 10=7 eV und 102 eV. Dies entspricht Ubergangszeiten von 0, 1
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A Mathematischer Anhang

ps bis 10 ns. Die Wellenzahlen || liegen zwischen 0, 1A~" und 5A~1. Der reziproke Wert /g
ist somit im Bereich atomarer Distanzen, weshalb die Streuung von Neutronen zur Struk-
turanalyse von solch grofler Bedeutung ist. Als ein Vorteil dieser Methode kann ausgemacht
werden, dass gleichzeitig rdumliche und zeitliche Aspekte diffusiver Prozesse beobachtet wer-
den konnen. Die gestreute Intensitat ist dem dynamischen Strukturfaktor direkt proportional,
der, wie der Name schon erahnen lasst, strukturelle und dynamische Eigenschaften der Probe
als Funktion des Streuvektors ¢ und des Energieiibertrages w repréasentiert. Der Vergleich
zwischen experimentellen Untersuchungen und theoretischen Betrachtungen gibt Aufschliisse
zu strukturellen Eigenschaften der Probe.

Definition
Die Fourier-Transformierte einer zeitabhéngigen Funktion ist wie folgt definiert [236, 237]:

Definition 1. Fir eine gegebene Funktion f : R — C ist die Funktion F(w) (fir w € R),
welche iiber das Integral
= [ rwe

definiert ist, vorausgesetzt, dieses Integral existiere als uneigentliches Riemann-Integral, die
Fourier-Transformierte der Funktion f(¢) oder auch das Spektrum von f(¢).

Wenn f(t) absolut integrabel ist, dann existiert F'(w). Manchmal wird F(w) auch als spek-
trale Dichte der Funktion f(t) bezeichnet. Die Fourier-Transformierte kann auch alternativ
als F {f(t)} baw. f(w) bezeichnet werden. Die Funktion f(t) ist in der Zeitdoméne definiert,
wahrend die Funktion F'(w) in der Frequenzdoméne definiert und i. Allg. eine komplexwer-
tige Funktion ist. Man kann F'(w) also aufsplitten in Real- und Imaginarteil. Haufig wird
mit |F(w)| und arg F(w) das so genannte Amplitudenspektrum bzw. Phasenspektrum stu-
diert. Mit |F(w)|® bezeichnet man in der Signaltheorie das Energiespektrum oder auch die
spektrale Energiedichte.

e Transformation in der Orts- und Zeitdomaéne:

f{A(f,t)}:A(E,w):/A(ft HFE—t) gy gy
o Beispiele:
F e} (k) = (@} K = By =

DE2+pn  k?2+kK?

—Ax? 7 2 7Tli2€_g
Po(k):]:{poe/\ }(k)zpo\/;e fA:P(k) 0\/;m

o Transformation radialer Funktionen: Zur Transformation bzw. Riicktransformation be-
nutzt man die bekannten Formeln fir radiale Funktionen, d. h. f(Z) = f(|Z|) = f(r)

Transformation:

d
2

/f 7“2 Jd 2 k?“)d (AQ)
0
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A.2 Integraltransformationen

Riucktransformation:
1 r .
£0) = ——r [ PR Ta(tr) di
(2m)2 r 2 2
0
Oberflachenterm:
2 12
Sy=
r(3)
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