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1. Problemstellung

Die DDR ist ein dichtbesiedeltes und hochindustrialisiertes Land. Infolge des nur
in begrenztem MafBe zur Verfiigung stehenden natiirlichen Wasserdargebotes erfolgt
eine intensive Bewirtschaftung des Wasservorrates nach Menge und Beschaffenheit.
Ausdruck dieser Bewirtschaftungsstrategien sind Mehrfachnutzungen des Wassers und
weitreichende, kostenintensive Mafnahmen zur Aufbereitung von Oberflichenwasser
fir Trink- und Brauchwasser sowie zur Abwasserbehandlung. Parallel dazu erfolgen
Mafnahmen zum Schutz der Gewésser vor Verunreinigungen durch Abwassereinleitun-
gen. Die erhdhte Zufuhr von Néihrstoffen in Form von Kohlenstoff-, Stickstoff- und
Phosphorverbindungen in die Gewaésser beschleunigt die Produktion von Algenbio-
masse, deren offenkundiges Zeichen Algenmassenentwicklungen in Seen, Talsperren
und FlieBgewdssern ist. Die Sekundérbelastung beschleunigt zusétzlich den ohnehin
fortschreitenden Prozef der Eutrophierung der meisten unserer Gewésser, wobei die
mdglichen Nutzungen fiir eine stabile Trinkwasserversorgung der Bevolkerung, fiir
Erholungszwecke und industrielle Nutzungen immer mehr eingeschrankt werden. Die
in der Vergangenheit oft geibte Praxis der Nutzung von Fliefgewdssern als Reini-
gungsanlagen zur Behandlung verdiinnter Abwisser hat zu groBen &kologischen und
Okonomischen Nachteilen unserer Volkswirtschaft gefiihrt. Falls keine oder nur in
geringem MaBe toxische Substanzen in die Gewdsser eingetragen werden, bildet sich
zwar bei jeder Belastung eine Biozdnose aus, die den speziellen Umweltbedingungen
angepafit ist, jedoch wird die Organismengemeinschaft umso artenirmer, je héher die
Belastung mit organischen und anorganischen Substanzen ist (Thienemann 1956).
Mikroorganismen, wie sie in Abwasserbehandlungsanlagen eine wesentliche Rolle spie-
len, herrschen dann in solchen Gewdssern vor. Als unerwiinschte Begleiterscheinungen
treten Geruchsbelastigungen, Pilztreiben und oft vélliger Sauerstoffschwund im Wasser
auf. Solche strukturellen Anderungen im Organismengefiige eines limnischen Oko-
systems sind Kennzeichen instabiler Prozesse infolge starker Stérungen, deren Ur-
sachen intern und/oder extern bedingt sein koénnen, und die nicht mehr vom Okosystem
selbstregulierend ausgeglichen werden kénnen.

Fiir eine Stabilitatsanalyse ergeben sich daraus folgende Fragestellungen:
1. Unter welchen Bedingungen (interne und/oder externe Stérungen) &ndern Oko-
systeme ihre Struktur?
2. Bei welchen Anderungen der Umweltbedingungen erfolgt ein Ubergang in einen
anderen Gleichgewichtszustand eines Okosystems?
3. Wie grof ist das Selbstregulationsvermdgen und damit die dkologische Pufferkapa-
zitdt eines Okosystems?

4. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Struktur und der Leistung eines Oko-
systems?
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Die Frage nach dem Gleichgewicht und der Stabilitit eines limnischen Okosystems
ist nicht in eindeutiger Weise beantwortbar, da ein solches System mehrere Gleich-
gewichtspunkte hat und die Ubergangsprozesse beziiglich der Leistung stabil, beziiglich’
der Struktur aber instabil sein kdénnen.

Die oft beobachtete Ansprechunempfindlichkeit Skologischer Systeme kompliziert
diese Probleme noch mehr, da von der Leistung des Systems her nicht unterschieden
werden kann, ob es sich um eine stationdre Ruhelage oder um die Unempfindlichkeit
des betrachteten dkologischen Prozesses handelt. Es ist deshalb kaum mdglich, ohne

g_em'igend genaue mathematische Modelle Stabilitidtsuntersuchungen eines limnischen
Okosystems exakt durchzufiihren.

2. Okosystemanalyse und Modellierung als Methoden

In den letzten Jahren sind verstarkt kybernetische Denkweisen und Methoden auf
limnische Systeme angewendet worden (Halfon 1976, Patten 1976).

Limnische Okosysteme sind ihrem Charakter nach nichtlineare Systeme (Steel 1973,
Straskraba 1976), geringe Veranderungen einer Einflufgrdfie rufen meist nichtlineare
Anderungen anderer EinfluBgréBen hervor (Gnauck 1976). Die Kenntnis des Uber-
tragungsverhaltens von Okosystemen ist Voraussetzung fiir eine Berechenbarkeit und
damit auch fiir eine Stabilitdtsuntersuchung solcher Systeme. Auf Grund der Kom-
plexitit und Kompliziertheit von Okosystemen, wobei gerade die limnischen Systeme
noch relativ iiberschaubar sind, sind die beschreibenden Systemdifferentialgleichungen
oft unbekannt, so dafi spezielle Untersuchungen zur Ermittlung des Zeitverhaltens not-
wendig sind, was als Systemidentifikation bezeichnet wird (Eykhoff 1974).

Zur Okosystemanalyse und Modellierung bestehen gegenwartig drei voneinander
unabhingige Entwicklungsrichtungen:

1. Stochastische Systemanalyse und -modellierung: Dabei werden die zeitlichen und
rdumlichen Anderungen der EingangsgréBen und deren Anfangsunbestimmtheit be-
riicksichtigt. Es sind deshalb Ldsungsansitze notwendig, die den stochastischen Cha-
rakter der Eingangsgréfen und der Zustandsgleichungen beachten (z. B. Regressions-
ansaitze).

2. Analytische Systemanalyse und -modellierung: Es werden die wesentlichen Eingangs-
groBen und die Zustandsgleichungen als bekannt vorausgesetzt. Diese vollstindige

Bestimmtheit gestattet die Anwendung funktionsanalytischer mathematischer Me-
thoden.

3. Adaptive Systemanalyse und -modellierung: Die Anfangsunbestimmtheit wird durch
Ausnutzung der im Prozefverlauf gewonnenen Informationen verringert. Durch ein
geeignetes Kriterium fiir den Modellfehler ist eine sehr genaue Modellbildung und
damit eine realistische Simulation des Systemverhaltens mdglich.

Die Art und Weise der Systemanalyse ist vom Ziel der Modellierung abhéngig.

Man unterscheidet dabei Beschreibungs- und Verhaltensmodelle (Stragkraba und
Gnauck 1980).

2.1. Signale und Systeme

Signale stellen die materielle Realisierung von Informationen dar, sie haben einen
Informationsgehalt, der durch den Verlauf der informationstragenden Parameter charak-
terisiert wird (Woschni 1974). Zu ihrer Beschreibung dienen Kenngréfen und -funk-
tionen im Zeit- und im Frenquenzbereich, die aus dem Signalverlauf gewonnen werden.
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Abb. 1. Kennwerte fiir den Zeitverlauf von Signalen.

a) Totzeit Ty: Zeit, nach der sich eine Ausgangsidnderung auf eine Anderung am
Systemeingang zuerst bemerkbar macht. Verzugszeit T,: Zeit vom Beginn des
Signals (Signalwert & 0) bis zum Schnittpunkt der Tangente im Wendepunkt der
Kurve mit der Zeitachse. T,-Ausgleichszeit. Einschwingzeit T. (5Y-Zeit): Zeit,
nach der der Signalwert endgiiltig innerhalb der Schranken von + 59, vom End-
wert Ay bleibt. Maximale Amplitude A,. Konstante Amplitude Aj. Uberschwing-
weite Ag = (A, — Ax) - 100. Anstiegszeit T : Zeitdifferenz zwischen den Amplitu-
denwerten 0,1A und 0,9A. Verzdgerungszeit Tv: zur Amplitude 0,5A gehérender
Zeitwert, b) Impulsdauer Tj: Zeit, in der die Signalwerte von 0,54,, auf A, an-
steigen und wieder auf 0,54, abfallen. c) Dachabfall D: definiert fiir rechteck-
férmige Signale, D = d/A - 100, d > 0. Falls A ansteigt, so d < 0. Anstieg und
Abfall von A bezeichnet man auch als Dachschriage
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Bei den in Okosystemen auftretenden stochastischen Signalen gibt es vier Mdglich-
keiten der Klassifizierung (Schlitt 1968):

1. nach dem Zeitverlauf der Signale,

2. durch Approximation mittels determinierter Signale,
3. durch die Angabe von Verteilungsfunktionen,

4. durch Leistungsspektren.

Zur Charakterisierung des Zeitverlaufes von Signalen werden Kennwerte ver-
wendet (Woschni 1974) (Abb. 1). Tabelle 1 gibt eine Ubersicht iiber eine Klassifikation
okologischer Systeme hinsichtlich einer Stabilititsanalyse. Obwohl die linearen Systeme,

System
linear - nichtlinear
1. Art
2.Art
rickgekoppell,
\<sch/msen
— l
konzentrierfe verteilte
Parameter Parameter
e
sletig diskref
wirkend wirkend
(getastet)

fir die das Superpositionsprinzip ohne Einschrankungen gilt, fiir 6kologische Unter-
suchungen nur in beschrinktem Mafe Giiltigkeit besitzen, werden sie in die Klassi-
fikation einbezogen, da sie als spezielle nichtlineare Systeme interpretiert werden kon-
nen. Beziiglich einer Stabilititsanalyse werden die nichtlinearen Systeme, also auch die
Okosysteme, in nichtlineare Systeme 1. Art (linearisierbar in einem gewissen Bereich)
und 2. Art (wesentliche Nichtlinearititen sind einbezogen und kdnnen nicht ohne wei-
teres linearisiert werden), eingeteilt. Wichtig ist dabei, ob die vorgegebene Bewegungs-
gleichung oder Systemreaktion das offene und riickgekoppelte System beschreiben und
welcher Art die Rickkopplung ist. Die mathematische Beschreibung erfolgt fiir ein
System mit diskret verteilten Parametern durch gewdhnliche Differentialgleichungen,
wéhrend fiir Systeme mit kontinuierlich verteilten Parametern die mathematische Be-
schreibung durch partielle Differentialgleichungen erfolgt. Entscheidend fiir eine Stabi-
litatsanalyse ist ein gentigend genaues mathematisches Modell oder eine experimentell
ermittelte Kennfunktion (z. B. Frequenzgang, Sprungreaktion oder Impulsreaktion) des
zu untersuchenden Systems. Fiir Okosysteme ist dariiber hinaus noch die Kenntnis der
Storamplitude bei deterministischen und der Verteilungsfunktion bei stochastischen
Storsignalen notwendig.

6*
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2.2. Regelung und Steuerung

Das gesamte Okosystem wird als kybernetisches System (Regelsystem), jedes
Steuerungsproblem als Sonderfall eines Steuerungsproblems aufgefafit (Solodownikow
1971). Die Regelung dient dem Zweck, eine Grofie einer anderen entsprechend eines
gegebenen Algorithmus’ oder einer dem Regelungssystem immanenten GesetzméBig-
keit nachzufithren. Ein Regelsystem besteht allgemein aus der Regelstrecke (geregelter
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Abb. 2. Blockdiagramm und Gilitekennwerte eines Regelsystems.

a) Allgemeiner Aufbau eines Regelsystems aus dem Regler (regelnder Teil) und
der Regelstrecke (geregelter Teil). b) Das Ergebnis der Regelung wird anhand der
Verringerung des Fehlersignals beurteilt. Fehlersignal und Regelabweichung erge-
ben die Fithrungsgrdfe (Sollwert). c) Giitekennwerte der Regelung: yuw,.(t)-
maximale Regelabweichung, y(oc)-statische Regelabweichung, T,-Ausregelzeit: Zeit,
nach der gilt: |y.(t)-y(o0)| =6Vt >T, - d) Zeitliche Verldufe von Ubergangs-
prozessen
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Teil) und dem Regler (regelnder Teil) (Abb. 2a). Das Ergebnis der Regelung wird
herangezogen, um eine Regelabweichung yu(t) = w(t) — y(¢) zu bilden und damit eine
StellgréBe x(t) so zu andern (z. B. durch anthropogene Mafnahmen), daf y(¢) dem Soll-
wert w(t) (Fithrungsgrofe) trotz duBerer Stérungen s(t) angeglichen wird. Der Zusam-
menhang zwischen der Fithrungsgréfe und der Regelabweichung ist in Abb. 2b dar-
gestellt.

Die Forderungen an das Verhalten des Regelsystems bei Stationaritdt und im

Ubergangsprozeff sind durch GiitekenngréBen festgelegt (Abb. 2c). Bei dynamischen
Systemen mit Folgeregelung (Reinisch 1974) wird das Fehlersignal ¢ (t) den in Abb. 2c
angegebenen Kriterien unterworfen, wobei fiir stabile Systeme ¢ (t) — 0 fiir t — o©
gelten muf. Bei nicht verschwindender statischer Regelabweichung sind verschiedene
Ubergangsprozesse méglich (Abb. 2d).
" Fiir die sogenannten ,Grofen Systeme” (large scale systems) ist eine geschlossene
Stabilitdtsanalyse sehr erschwert oder tiberhaupt nicht mdéglich. Ein Verfahren, das in
vielen Féllen erfolgreich angewendet worden ist, ist die Dekomposition des Gesamt-
systems in mdoglichst gering gekoppelte Teilsysteme, wobei die Steuerung der Teil-
systeme im Sinne des Gesamtsystems durch eine hierarchisch strukturierte Steuerungs-
einrichtung erfolgt. Diese Steuerungsmethode wurde erstmals von Mesarovic (1970)
von systemtheoretischen Standpunkt untersucht und von Straskraba (1977) fiir lim-
nische Okosysteme ausfithrlich diskutiert.

Ausgehend von der Verhaltensweise eines limnischen Okosystems muf die ein-
deutige Determiniertheit der Teilsysteme durch ein wahrscheinliches Bild ersetzt wer-
den (Oster 1974), das statistisch die Zusammenhéinge zwischen den Systemparametern
widerspiegelt. Ein- und Ausgangssignale unterliegen regellosen Schwankungen, so daf
zur ProzeB- und Systembeschreibung vor allem Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Korre-
lations- und Spektralfunktionen herangezogen wurden (Braun 1973, Gnauck 1976).

2.3. Bestimmung dynamischer Charakteristiken

Allgemein ist eine mathematische Modellierung limnischer Okosysteme auf ex-
perimentellem und/oder auf theoretischem Wege mdglich (Straskraba und Gnauck
1980). Das dynamische Verhalten eines limnischen Okosystems kann prinzipiell mit
Hilfe nichtlinearer gekoppelter Differentialgleichungen beschrieben werden (Straskraba
1977), wahrend die Struktur dkologischer Systeme von Menschutkin (1971) mittels
mengen- und graphentheoretischer Methoden erklart wird. Insbesondere wurden fiir
die praktischen Belange einer Wassergiitebewirtschaftung Phytoplanktonmodelle ent-
wickelt (Thomann 1977, Vollenweider 1976) sowie Modelle der Nahrstoffkreislaufe und
Nahrungsketten in Gewdssern (Canale 1976, Jeffries 1976, O’'Neill 1976, De Angelis
1976), wobei insbesondere die dynamischen Charakteristiken dieser Prozesse eine
wesentliche Rolle spielen. Tabelle 2 gibt einen Uberblick iiber Méglichkeiten der Be-
stimmung solcher Charakteristiken. Unter den GroBen, die das Zeitverhalten linearer
oder linearisierter Regelstrecken mit konstanten Parametern beschreiben, versteht man
deren Gewichtsfunktion g(t) oder deren Ubertragungsfunktion G(p) bzw. die Frequenz-
kennlinien (Bode-Diagramm).

2.4. Stabilitdt und Sensitivitat

Einen wichtigen Beitrag zur Analyse eines limnischen Okosystems stellen Unter-
suchungen iiber die Stabilitdt und Sensitivitidt dar, wobei eine Stabilitidtsanalyse auf der
Untersuchung der das Systemverhalten charakterisierenden dynamischen Eigenschaften
beruht (Usher und Williamson 1974). Das Ziel einer solchen Analyse besteht darin,
diejenigen Bedingungen zu ermitteln, bei denen kleine Abweichungen des Systemzu-
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standes von den stationdren Werten gegen Null konvergieren, wenn die Ursachen der
Stérungen beseitigt sind und die Frage zu beantworten, ob der neue Systemzustand
stabil ist. Dabei sind nicht nur das durchschnittliche Verhalten, sondern auch kurz- und
langfristige Anderungen der Zustandsgréfen, die das Gesamtverhalten des Okosystems
wesentlich beeinflussen (Steele 1974) von grofem Interesse.

Auf Grund ihrer Komplexitit ist eine auf das Gesamtsystem gerichtete Stabilitéts-
analyse bei Okosystemen oft nicht mdglich, da die Zahl der Riickkopplungen sehr grof§
sein kann (Uhlmann 1975). Die beobachteten Systemgrdfien sind meist das Ergebnis
einer Vielzahl von Einzelprozessen, die oft nur summarisch erfaft werden kdnnen (z. B.
der biochemische Sauerstoffbedarf (BSB) oder der chemische Sauerstoffverbrauch (CSV)
eines Gewdsserabschnittes). Fiir einige EinfluGgréBen ist es zwar moglich, das Zeit-
verhalten zu erfassen und zu modellieren, aber damit kénnen nur bedingte Aussagen
hinsichtlich der Anderungen von Struktur und Leistung eines limnischen Okosystems
gegeben werden. Fiir eine Stabilitdtsanalyse sind aber gerade die zwischen den die
Struktur und Leistung beschreibenden EinfluBfgrdoBen herrschenden Beziehungen von
besonderer Wichtigkeit, um die Sensitivitit der Systemparameter abschitzen und An-
gaben lber die Stabilititsreserve des Systems machen zu kénnen.

Die Struktur und viele Funktionen eines limnischen Okosystems unterliegen be-
reits konstanten duBeren Bedingungen stdndigen und oft erheblichen zeitlichen Schwan-
kungen, die vor allem eine Folge der im System vorhandenen stochastischen Riickkopp-
lungen sind. Die im System vorhandenen Fluktuationen der Struktur kénnen meist
nicht mit Instabilititen der Funktion des Okosystems identifiziert werden. Auf Grund
der stindigen Bewegungen des Okosystems lassen sich keine festen Mittelpunkte fiir
die Phasenebenen wesentlicher Zustandsgrdfen finden. Damit wird auch eine spezi-
fische Eigenschaft nichtlinearer Systeme deutlich: Stabile Funktion der Teilsysteme oder
des Gesamtsystems innerhalb eines gewissen ,Arbeitsbereiches” (Pufferungs- und Regu-
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lationsvermdgen eines Okosystems) bei Instabilitdt der Struktur. Abb. 3 zeigt schema-
tisch den Zusammenhang zwischen der organischen Belastung (Stérung) und der Ge-
samtzahl an Organismenarten (Struktur) bzw. der Bioaktivitit (Leistung) in einem
Gewdsser. Wihrend die Struktur des Okosystems mit steigender Stérgréfe grober wird
(das Okosystem wird artendrmer), steigt bei nichttoxischer Belastung die Bioaktivitit
bis auf ein Sattigungsniveau, was der optischen Leistung entspricht, an.

Artenzahl Bioaktivitat
nicht
toxisch
Z7 TN
// \
4 \ in hoher
/7 * Konzentration
7 \ toxisch
74 N\
4 \\
org. Belastung ' org. Belastung

Abb. 3. Schematische Darstellung des Zusammenhanges zwischen organischer Bela-
stung und Artenzahl sowie der Bioaktivitidt in einem limnischen Okosystem. (Aus
Uhlmann 1973)

Stabilitatsuntersuchungen haben in der Automatisierungstechnik und in verschie-
denen nichttechnischen Disziplinen (Biologie, Soziologie, Okonomie) grofe theoretische
und praktische Bedeutung gewonnen. Beispielsweise wurde das Problem der Karzinom-
bildung (unkontrolliertes Zellwachstum) als instabiles Regelungssystem untersucht
(Diichting 1968). Der Ausgangspunkt der Stabilititsbetrachtungen waren zunéchst Un-
tersuchungen biologischer Rhythmen und Schwankungen einzelner Populationen (Win-
free 1967, Walter 1969), bevor May (1972, 1973, 1974), Mac Arthur (1970) u. a. in aus-
fithrlicher Weise das Stabilitidtsverhalten dkologischer Systeme in ihrer Gesamtheit be-
schrieben. Dagegen traten Probleme der Stabilitidt im technischen Bereich bereits Ende
des vorigen Jahrhunderts auf, ehe die von Ljapunov (1907) entwickelte Theorie in der
Mitte dieses Jahrhunderts eine praktische Nutzung fand. Diese Theorie, die im Sinne
der héheren Analysis eine Verallgemeinerung des Abstandsbegriffes im Euklidischen
Raum darstellt, konnte sich deshalb erst so spdt durchsetzen, weil sie die ,Zustands-
raum-Denkweise” voraussetzt, die der Frequenzvorstellung nicht analog ist und eine
mehr naturwissenschaftliche Systembetrachtung darstellt.

Eng verbunden mit dem aus der Newton-Mechanik entlehnten Stabilitatsbegriff ist
der Begriff der Bewegung eines Systems, wic sie durch die folgende Gleichung dar-
gestellt wird:

t

u(t) = K(&)u(0) + § K(t-7) Bx(r)dr = ui(t) + us(e),

0
wobei K(t) = exp At =(kii(t)) die (n.n)-Fundamentalmatrix (Ubergangsmatrix) darge-
stellt. u/(t) ist die von u(0) (Anfangszustand) abhédngige (freie) Bewegung des Systems,
wahrend us(t) die durch x(t) hervorgerufene erzwungene Bewegungskomponente des
Systemzustandes darstellt. Eine Bewegung ist im einfachsten Fall eine zeitliche Ande-
rung, die auch als Bahn eines Punktes (Trajektorie) in einem n-dimensfonalen Raum
erklarbar ist (vgl. Brack 1974). Anschaulich ist der Begriff der Stabilitit anhand von
Bewegungsabldufen in einem tragheitsbehafteten System bei Auslenkungen aus der
Ruhelage zu erkldren (Abb. 4).
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Abb. 4. Stabile und instabile Ruhelage eines mechanischen Systems. a) Bei kleiner
Auslenkung aus der Ruhelage kehrt die Kugel in die Ausgangsstellung zuriick.
b) Bei stirkeren Auslenkungen aus der Ruhelage erreicht die Kugel auf ihrer Bahn
einen weiteren Ruhepunkt, der instabil ist, da bereits kleine Auslenkungen gent-
gen, um die Kugel aus dieser Ruhelage wieder zu entfernen. Die Kugel bewegt sich
dann auf eine neue Ruhelage zu, die stabil oder instabil sein kann. Die Bewegung
der Kugel zwischen den Ruhelagen wird als Ubergangsprozefi bezeichnet

Wirken auf ein sich nicht an der Stabilititsgrenze befindlichem (linearem) System
externe Stérungen, so sind fiir beliebige Ausgangspunkte (Anfangswerte) zwei Bewe-
gungstypen mdoglich: Entweder streben alle Trajektorien gegen den Koordinaten-
ursprung (asymptotische Stabilitidt, die Kugel strebt der stabilen Ruhelage zu) bzw.
verlaufen in gewissen Grenzen um den Ursprung (schwache Stabilitét, die Kugel nahert
sich der Ruhelage, erreicht sie aber nicht) oder sie wachsen unbeschriankt (Instabilitét,
die Kugel entfernt sich von der Ruhelage). Ist ein lineares System stabil, so ist es auch
fiir beliebige Ausgangszustinde stabil. Ein Okosystem kann dagegen bei kleinen Sto-
rungen noch stabil, bei gréferen Stérungen instabil sein. Weise und Gnauck (1975)
geben dafiir ein Beispiel anhand der Stérung des COz-Umsatzes submerser Makro-
phyten als Indikatorpflanzen der Wasserbeschaffenheit durch Cu- und Zn-Belastung des
Wassers an.

3. Methoden der Stabilitatsuntersuchung

Die moderne Stabilitatstheorie und die mit ihrer Hilfe entwickelten Stabilitéts-
kriterien beruhen weitestgehend auf den Arbeiten von Ljapunov (1907). Insbesondere
konnen durch die sehr streng gefaften Definitionen und die allgemeingtiltigen Unter-
suchungsmethoden autonome und nichtautonome nichtlineare Systeme exakt analysiert
werden.

Beziiglich der Stabilitit eines Ubertragungssystems gelten im allgemeinen alter-
nativ folgende drei gleichwertige Bedingungen (Jemeljanow 1971):

1. ly@t) <Kfur|x ()| <L;K,L>0,
0o

2. flg @) dt <oo,

oo

3. |G (p)] < oo fiir Re(p) ='0.

Da die angegebenen Stabilitdtsbedingungen im Anwendungsfall jedoch noch keine
Aussage dartiber gestatten, mit welchen Mafinahmen ein zunichst noch instabiles
System stabilisiert werden kann, sind spezielle Kriterien entwickelt worden, mit
deren Hilfe Ubertragungsfunktionen untersucht werden kénnen. Fiir Skologische
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Systeme wurden solche Untersuchungsverfahren von Holling (1973), Botkin und Sobel
(1974), May (1972, 1974), Stécker (1974), Knijnenburg und Matthdus (1977) sowie
Uhlmann, Mihan und Gnauck (1978) angegeben und an praktischen Beispielen erldu-
tert. Sind die Systemdifferentialgleichungen bekannt, so sind algebraische Kriterien,
wie sie meist in der Technik verwendet werden, mit Hilfe eines Computers gut aus-
wertbar. Graphische Kriterien wurden in der Okologie von Child und Shugart (1972)
fir terrestrische Okosysteme und von Vandermeer (1973) fir Konkurrenzbeziehungen
zwischen zwei Populationen verwendet.

3.1. Definitionen

Ljapunov (1907) entwickelte fiir die Stabilitdtsuntersuchungen nichtlinearer Sy-
steme zwei Methoden.

Die erste geht davon aus, dafy die expliziten Ldsungen der Systemdifferential-
gleichungen bekannt sind. Im Gegensatz dazu gestattet die zweite oder direkte Me-
thode eine Beurteilung der Eigenschaften der gestdrten Bewegung anhand von Stabili-
tatssdtzen ohne die Kenntnis der Ldsungen (vgl. Hahn 1963).

Die Stabilitdtsuntersuchung von Bewegungen 146t sich auf die Betrachtung der
Stabilitat des Koordinatenursprunges zuriickfithren (Abb. 5). Transformiert man einen
Gleichgewichtszustand, dessen Stabilitdt untersucht werden soll, in den Ursprung, so

wird anstelle der Bewegungsgleichung des Systems die Verdnderung der Stabilitit des
Ursprunges untersucht.

. gsymptotisch
stabil 1 stabil
e oszillatorisch
/] instabil
instabil
\/ . BIS)

H(A)

\
HIE)
B(A)

Abb. 5. Stabilititsuntersuchung des Koordinatensprunges. Die einzelnen mdglichen
Bewegungen des Systems beginnen stets im Koordinatenursprung (u“-Anfangs-
zustand). 0-Koordinatenursprung, ¢, e-Stabilitdtsgrenzen, B(e)-Bereich |[u|| <&,
H(¢)-Hillle des Bereiches ||u|| = & B(0)-Bereich |[u|| <9, H(d)-Hulle des Berei-
ches ||u]|| = 0, B(A)-Bereich ||u|| <A, H(A)-Hiille des Bereiches | |u|| = A
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Es gelten dann folgende Definitionen: ¢

1. Der Ursprung ist stabil, wenn es zu jeder Zahl ¢ > A eine Zahl § < ¢ gibt, so daf
eine Trajektorie, die in einem Punkt u” ¢ B (0) beginnt, stets in B () bleibt. Das
bedeutet, daf eine Trajektorie, welche in B () beginnt, niemals die Grenze H (¢)
von B (¢) erreicht.

2. Der Ursprung ist asymptotisch stabil, falls er stabil ist und wenn jede Trajektorie,
die innerhalb von B (¢) (¢ > 0) beginnt, mit t—~c in den Ursprung hineinstrebt.

3. Der Ursprung ist instabil, wenn es fiir jede Zahl ¢ > 0 und beliebig kleines 0 in
B (9) immer einen Punkt u ¢ B (9) gibt, so daff die durch u verlaufende Trajektorie
die Grenze H (¢) erreicht.

Fiir viele dkologische Fragestellungen ist die asymptotische Stabilitdt von gro-
Berer Bedeutung als die einfache, da das Gesamtsystem ,nach auBen” keine oder nur
geringe Verdnderungen zeigt, die Artenkomposition des Okosystems aber vom
Ausgangszustand stark verschieden sein kann. Die funktionellen und strukturellen
Komponenten eines limnischen Okosystems zeigen stark unterschiedliche Schwankungs-
breiten (Uhlmann, Weise und Gnauck 1974), wobei die strukturellen Komponenten
groBere Schwankungsbreiten aufweisen als die funktionellen. Das bedeutet aber, dafi
ein stabil arbeitendes Okosystem, gemessen am Verlauf funktioneller Komponenten
(z. B. CO2-Umsatz, O>-Gehalt u. a.), instabile Komponenten besitzen kann. Soll bei-
spielsweise in einer Talsperre ein bestimmter Trophiegrad gehalten werden, so ist es
wiinschenswert, dafi dufiere Stérungen (z. B. Nahrstoffimporte) durch das Okosystem
selbst im Laufe der Zeit wieder ausgeglichen werden und nicht eine fortschreitende
Eutrophierung der Talsperre stattfindet. Dabei entsteht die Frage, wie klein die
Stérungen zur Aufrechterhaltung des vorhandenen Zustandes sein miissen, das heift,
wie groBf die Néahrstoffimporte sein diirfen, um den vorhandenen Trophiegrad zu
halten. Der giinstigste Fall wire die asymptotische Stabilitit im GroBen oder die
sogenannte vollstindige Stabilitit, was eine stabile Struktur und Leistung des Oko-
systems bedeuten wiirde. Kann man dariiber keine Aussage treffen, so muff man sich
mit der Feststellung begniigen, daf das Okosystem wieder einen Gleichgewichtszustand
einnimmt, wenn die Stérungen abgeklungen sind. Ein Okosystem, welches theoretisch
stabil arbeitet, kann praktisch instabil sein. Um praktische Stabilitit feststellen zu
konnen, sind die linearen Ndherungen ungeeignet, da in linearen Systemen die Stabi-
litdit immer vollstindig ist, wahrend dies fiir nichtlineare Systeme nicht gilt. Zur
Untersuchung der Einschrdnkungen der asymptotischen Stabilitit durch die im System
vorhandenen Nichtlinearititen muf unbedingt ein dynamisches Modell des Okosystems
vorliegen.

3.2. Phasenraummethode

Allgemein kénnen die Ein- und Ausgangssignale und ihre Ableitungen als Zu-
standsvariable angesehen werden. Die Darstellung eines n-dimensionalen Zustands-
vektors u(t) (Zustandskurve) im n-dimensionalen Zustandsraum beschreibt das dyna-
mische Verhalten eines Okosystems im Zeitintervall [O, T), wobei t:[O, T] als Para-
meter wirkt. Die Zustandskurve ist fiir alle x(¢), die auf diesem Intervall definiert sind,
eindeutig (Féllinger 1970).

Als Phasenraum eines Okosystems mit dem Ausgangsvektor y(t) bezeichnet man
den durch die Zustandsvariablen (Phasenkoordinaten) wi(t) = y@1 (t), i = 1(1)n auf-
gespannten Raum R”™. Die Zustandskurve (Verbindung der Endpunkte der ui(t) im
R™) mit t¢ (O, T] heift Phasenkurve (Phasentrajektorie) (Brack 1974).
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Trajektorien kdnnen sich nur in bestimmten Punkten tiberschneiden, bei linearen
Systemen sogar nur im Koordinatenursprung, der dem Systemgleichgewicht entspricht.
Die Gesamtheit aller Phasentrajektorien eines Systems wird auch als Phasenportrit
des Systems bezeichnet, welches fiir lineare Systeme nur einen singuldren Punkt ent-
halt (du/dt = O) und keine geschlossenen Trajektorien. Bei nichtlinearen Systemen
(Okosystemen) konnen im Gegensatz dazu Gleichgewichtszustinde auBerhalb des
Koordinatenursprunges vorkommen, daf heift, es existieren nichttriviale Lésungen der
Systemdifferentialgleichungen (Abb. 6). Aus der Existenz geschlossener Kurven im

VOLTERRA -System Grenzzyklus
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Abb. 6. Gleichgewichtsschnittpunkt eines Okosystems aufierhalb des Koordinaten-
ursprunges (Volterrasystem) als Beispiel des Trajektorienverlaufes bei nichtlinearen
Systemen. Schematische Darstellung eines stabilen und eines instabilen Grenzzyklus

Phasenraum folgt allgemein, daf das System bzw. der betrachtete Prozefy oszilliert.
Bei stationdren periodischen Bewegungen erhdlt man im Phasenraum eine isolierte
geschlossene Trajektorie, die als Grenzzyklus bezeichnet wird. Ein solcher Grenz-
zyklus ist stabil, wenn auf der Phasenebene der dieser Zyklus angehdrt, eine solche
Umgebung u existiert, daff alle Trajektorien, die in u beginnen, sich fir t—~c diesem
Grenzzyklus niahern. Existiert aber nur eine Trajektorie, die sich dem Grenzzyklus
nicht ndhert, so heifit dieser instabil.

4, Ergebnisse und Diskussion

Als konkretes Datenmaterial standen Untersuchungsergebnisse der Talsperren
Saidenbach und Neunzehnhain aus den Jahren 1966-1970 (Zahlenangaben nach E.
Hohne, Hydrobiologisches Laboratorium Neunzehnhain der Technischen Universitit
Dresden, unverdff.) sowie von verschiedenen Fliefgewdssern und eines Labormodells
eines limnischen Okosystems zur Verfiigung. Da fiir die genannten Systeme keine hin-
reichend genauen dynamischen Modelle gebildet werden konnten, wurden graphische
Verfahren zur Stabilitidtsuntersuchung verwendet.

4.1. Labormodell

Mit Hilfe der Phasenraummethode wird die Anderung der Biomasse in einem
Mikrodkosystem beschrieben (vgl. Uhlmann 1971, 1973).



92 A. Gnauck: Stabilitdt und Gleichgewicht limnischer Okosysteme

Die lineare Differentialgleichung
dX/dt = («~D-G-B) X mit der Ldsung X(t) = Xoexp (u—D-G-B)t, Xo =X(0) be-
schreibt die Anderung der Biomasse in der Zeit ¢t. Der Biomasseimport DXo erscheint
infolge Koordinatentransformation in der Differentialgleichung nicht mehr. Zur Ver-
einfachung der Schreibweise wird u~D~G-B = 1—-A gesetzt, wobei A = A(t) (die
auf den Zuwachs normierten Verlustgréfien des Systems) einen Systemparameter dar-
stellt. Der Zusammenhang zwischen der GréBe A und der Biomasse ist beziiglich der
zeitlichen Verdnderungen in Abb. 7 dargestellt. Deutlich ist die Verdrehung des

by

» Singuldrer Punkt
der xt -Ebene

Abb.7. Verlauf der Kennlinien im (X, A, f)-Raum. X-Biomasse, A = A(t)-Systemgrdfe,
i-Zeit. X(t) und A(t) enthalten Terme der Form expit, wobei die Eigenwerte / unterschied-

liches Vorzeichen haben. Die eingezeichnete Stabilititsgrenze macht die Verdrehung des
Systems deutlich

Systems sichtbar (Stabilititsgrenze des Biomassezuwachses bei 10mg/l). Fir
A <1 (X>10mg/l) ergibt sich ein instabiler Biomassezuwachs (Massenentwicklung
des Phytoplanktons). Fiir X < 10 mg/l (A > 1) ist das Planktonwachstum (asymptotisch)
stabil. Die explizite Lésung der Differentialgleichung findet man bei Gnauck (1976)
sowie bei Brack (1974).

4.2. Oberflichengewdsser

Die Zustandsdiagramme der Teilsysteme Temperatur/Sauerstoffgehalt und Bio-
masse, Sauerstoffgehalt der Talsperre Saidenbach (Abb. 8 b) stellen geschlossene Kur-
ven dar. Die jahreszeitlichen Zustandsdnderungen der Grdfen Biomasse und Sauerstoff-
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Abb. 8. Zustandsdiagramme von Teilsystemen eines Talsperrendkosystems. a)
Teilsystem Wassertemperatur /Sauerstoffgehalt, b) Teilsystem Phytoplanktonbio-
masse/Sauerstoffgehalt, jeweils fiir den Oberflichenwasser- und Tiefenwasser-
bereich des Pelagials der Talsperre Saidenbach

gehalt folgen elliptischen Bahnen, die durch dufiere Einfliisse gestort werden. Nachdem
die Ursachen der Stérungen (Massenentwicklungen des Phytoplanktons) abgeklungen
sind, laufen die Zustandskurven wieder in die urspriingliche elliptische Bahn ein, das
Teilsystem hat die Storung nach einer gewissen Zeit ,vergessen”. Auch im Tiefenwasser
(Hypolimnion) ergibt sich fiir diese GréBen ein elliptischer Verlauf.
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Das Teilsystem Temperatur, Sauerstoffgehalt zeigt im Oberflichen- und im Tiefen-
wasser eine unterschiedliche Verhaltensweise (Abb. 8 a). Wihrend im Oberflichen-
wasser die Systembewegung in periodischer Form ablduft, ist die Figur im Tiefen-
wasser dhnlich einer Lissajouschen Figur verdreht, wobei die Schwankungsbreiten der
Mefigrofen gegentiber denen an der Wasseroberfliche wesentlich geringer sind. Ahn-
liche sFark nichtlineare Bewegungen wurden auch bei Fliefgewdssern gefunden
(Abb. 9).

C(mglt)
14

Somirer

Frihjahr
41 Winter d

Herbst

074 6 & © 1= % ® B 2 22 Z 710
Abb. 9. Zustandsdiagramm der Wasserbeschaffenheit eines Fliefigewdssers (Elbe,
Pegel Pirna). Der Anstieg des Sauerstoffgehaltes im Frithjahr wird durch biogene
Beltiftung des Wassers verursacht. Die Produktion von Biomasse fiihrt im Sommer
(Niedrigwasserperiode) zum verstdrkten Sauerstoffverbrauch infolge mikrobiellen
Abbaus der organischen Anteile der abgestorbenen Organismen und geldsten
Wasserinhaltsstoffe. Die im Herbst weitgehend wirksame physikalische Beliiftung
des*Gewdssers bewirkt einen Anstieg des Sauerstoffgehaltes (Temperaturabhangig-
keit des L&sungsgleichgewichts von Sauerstoff in Wasser!), wihrend im Winter
infolge fehlender biogener Beliiftung und mikrobiellen Sauerstoffverbrauchs der
Sauerstoffgehalt im Gewdsser wieder absinkt

Um Aussagen tiber die Stabilitit des Okosystems machen zu kénnen, wurde eben-
falls die Phasenraummethode herangezogen, wobei entsprechend den signalanalytischen
Untersuchungen die Einflufgrofen Wassertemperatur, Sauerstoffgehalt und Phyto-
planktonbiomasse im Phasenraum dargestellt wurden (Abb. 10 a—c).

Bei allen drei Grofien kann ein Hystereseeffekt nachgewiesen werden, wie er fir
den Zusammenhang von Temperatur und Sauerstoffgehalt im Grundwasser von Trueb
(1971), fiir den Sauerstoffgehalt im Oberflichenwasser von Forch-Menschutkina (1973)
und fir den CO2-Umsatz submerser Makrophyten von Weise und Gnauck (1975)
gefunden wurde. Wahrend sich die Gradienten des Sauerstoffgehaltes im Oberfldchen-
und im Tiefenwasser einer Talsperre wie diejenigen der Biomasse in der gleichen
GréBenordnung dndern, weichen die Temperaturgradienten in den genannten Oko-
systembereichen erheblich voneinander ab. Dies folgt aus den jahreszeitlich sehr
unterschiedlichen maximalen Amplituden der Wassertemperatur. Weiterhin sind die
Trajektorien im Oberflichenwasser stark von aufen gestort, was aus der vorhandenen
Bahnverformung abgelesen werden kann.
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Die Trajektorien zeigen bei allen drei Einflufgrdfien periodische Vorgédnge an,
die entsprechend den jahreszeitlichen Anderungen des Okosystems miteinander ab-
wechseln. Die Bewegung des gesamten Systems, beurteilt anhand der Kennlinien
wesentlicher EinfluBgréBen, erfolgt gleichférmig entlang von Geraden, im Fall der
Temperatur- und Biomassegradienten entlang den jeweiligen Abszissen, fiir die Sauer-
stoffgradienten entlang einer Geraden G = 0,002 (O2)-0,019. In allen drei Fillen
konnte jedoch eine Instabilitdt in der Systembewegung nicht gefunden werden.

Ein ahnliches Ergebnis erhalt man bei der Untersuchung der Sensitivitit verschie-
dener EinfluggréBen des betrachteten aquatischen Okosystems. Abb. 11 zeigt am Bei-
spiel der Grofe Sauerstoffgehalt, daff zwar die Sensitivitit der MeBgroBie in den
einzelnen Jahreszeiten unterschiedlich hoch ist, was durch die verschiedenen physika-
lischen und biologischen Einfliisse auf diese Grofe erkliart werden kann, die System-
bewegung aber stabil ist. Dies wird durch den Verlauf der Kurve innerhalb einer
Ebene (charakterisiert durch eine unterbrochen gezeichnete Gerade) deutlich.
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Abb. 10. Trajektorien der Grdfen Wassertemperatur, Sauerstoffgehalt und Phytoplankton-
biomasse im Oberflachenwasser und fur das Tiefenwasser der Talsperre Saidenbach. a)
dT/dt-Temperaturgradient, c) dBiomasse/dt-Gradient der Phytoplanktonbiomasse. Zur Dis-
kussion des Trajektorienverlaufes siche Text
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Abb. T1. Sensitivitit der Grofe Sauerstoffgehalt. Die Amplitude des Gradienten
andert sich im saisonalen Rhythmus. Die Anderung erfolgt in der durch die unter-
brochene Gerade angedeutete Ebene (Obere Talsperre Neunzehnhain, Entnahme-
tiefe der Wasserproben 5 m, Durchschnittskurve der Jahre 1966-1970)
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Vergleicht man Talsperren unterschiedlichen Trophiegrades miteinander, so sind
von vornherein keine prinzipiellen Verschiedenheiten in den Phasenbahnen der unter-
suchten Einflufgréfen zu erwarten, da sich sonst der gesamte physikalische Bedingungs-
komplex gedndert haben miifte. Jedoch wird der unterschiedliche Trophiegrad der
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Abb. 12. Trajektorie des Sauerstoffdefizites der oligotrophen Oberen Talsperre
Neunzehnhain. Die Neigung der durch die Trajektorie aufgespannten Ebene beziig-
lich der Abszisse ist negativ im Gegensatz zur Neigung der Trajektorienebene der
eutrophen Talsperre Saidenbach (vgl. Abb. 10 b). a) Temperaturhysterese, b) Sauer-
stoffhysterese

7 Hercynia 17/1
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aquatischen Okosysteme durch die Neigung der Ebenen, in denen die Phasenbahnen
verlaufen, zum Ausdruck gebracht. Wihrend die Systembewegung fiir die eutrophe
Talsperre Saidenbach entlang einer Geraden mit positivem Anstieg (beziiglich der
Abszisse) erfolgt (Abb. 10 b), findet man fiir die oligotrophe Talsperre Neunzehnhain
eine negative Bewegungsrichtung (Abb. 12b). Analoge Ergebnisse erhilt man beim
Vergleich der Temperaturtrajektorien (Abb. 12a, vgl. Abb. 10a). Abb. 13 zeigt
zusammenfassend deutlich die Abnahme der Amplituden mit zunehmender Tiefe (Ver-
kleinerung der Schnittebenen) und damit eine Verringerung der Gradienten, wie sie
schon in Abb. 10 a angedeutet ist. Verbindet man die Mittelpunkte der Schnittfiguren
in den einzelnen Tiefen miteinander, so 146t sich anhand des Neigungswinkels der so
erhaltenen Kurve die Systembewegung hinsichtlich ihrer Stabilitit global beschreiben.

dr
dt

Abb. 13. Beurteilung der Systembewegung anhand des Trajektorienverlaufes der
GréBe Wassertemperatur im Pelagial der Talsperre Saidenbach. Mit zunehmender
Tiefe z werden die Amplituden der Temperaturgradienten kleiner. Weitere Erldute-
rungen im Text

5. Zusammenfassung und Schluffolgerungen

Fiir eine exakte Stabilitits- und Sensitivitdtsuntersuchung nach Ljapunov (1907)
ist das Vorhandensein eines mathematischen Modells des zu analysierenden Systems
unbedingt erforderlich. Geht man von Bilanzgleichungen fiir einzelne wesentliche
Prozesse aus, so erhilt man schnell brauchbare Ldsungen (Gnauck 1976, May 1974).
Fir das Gesamtsystem ist ein solches Verfahren jedoch in den meisten Fallen sehr
erschwert, da die Systemdifferentialgleichungen selbst bei relativ einfachen Systemen
stark nichtlinear sind (Straskraba und Dvorakova 1977). In diesen Féllen muf man
sich oft mit den graphisch ermittelten Ergebnissen begniigen. Damit wird aber auch die
Dringlichkeit der mathematischen Modellbildung von Okosystemen besonders hervor-
gehoben.

Die erhaltenen Ergebnisse zeigen trotz der wertvollen Einblicke in die System-
bewegung hinsichtlich einer vollstindigen Stabilititsanalyse eines limnischen Oko-
systems noch viele Liicken, da nur Einzelprozesse bzw. Teilsysteme mittels der gra-
phischen Methoden erfaft wurden.

Fine Stabilitdtsanalyse realer Okosysteme ist gegenwértig nicht in vollem Umfang
mdoglich, da meistens bereits stark gestérte Systeme analysiert werden (z. B. Hoch-
leistungssysteme land- und forstwirtschaftlicher Monokulturen). Solche Systeme sind
bereits vom natiirlichen Gleichgewichtszustand so weit entfernt, daf sie in hohem
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Mahe als instabil angesehen werden kénnen. Dies zeigt sich auch deutlich bei unerwar-
teten duBeren Stdrungen, beispielsweise durch Insektenbefall. Nur durch anthropogene
Eingriffe kénnen die Extrema in der Struktur und in der Leistung des Okosystems
gewdhrleistet werden. Im kybernetischen Sinne bedeutet dies eine positive Stérgréfen-
ausschaltung. Dadurch wird eine Gleichgewichtslage erreicht, die aber instabil ist.
Jede geringfiigige Abweichung von der Ruhelage fithrt zu neuen instabilen Gleich-
gewichtszustdnden. In der Praxis bedeutet dies, dafi einerseits zur Aufrechterhaltung
der instabilen Ruhelagen enorme volkswirtschaftliche Aufwendungen (z. B. in Form
von Diingemitteleinsatz, Beregnung von LN) notwendig sind, andererseits stidndig
weitere kostenintensive Mafnahmen zum Ausgleich der natiirlichen Fluktuationen, die
das Okosystem aus der jeweils erreichten Ruhelage dringen, aufgewendet werden
miissen, um eine stabile Leistung der Okosysteme zu gewéhrleisten.
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