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1. EINLEITUNG

1.1 Die Klasse der komplexen Systeme

Die theoretische Beschreibung der Dynamik komplexer Systeme bildet heute
einen wesentlichen Aspekt der Forschung innerhalb der statistischen Physik.
Dabei wird die Definition des Begriffes ’komplexes System’ im allgemeinen
sehr weit gefaßt. Galaxien, biologische Systeme, die Atmosphäre der Erde, In-
sektenstaaten oder die globale Ökonomie sind typische Vertreter. Vom mathe-
matischen oder physikalischen Standpunkt aus betrachtet, wird ein komplexes
System durch N gekoppelte Freiheitsgrade beschrieben. Formal kann man
festlegen:

Eine komplexes System wird in seiner räumlichen und zeitlichen Evolution
durch ein gekoppeltes (Differential-, Differenzen- oder Integral-) Gleichungs-
system beschrieben, dessen Entkopplung durch keine einfache Transformation
möglich ist.

Diese Aussage ist bewußt nicht als Definition gewählt, da der Terminus
’einfache Transformation’ nicht eindeutig festgelegt werden kann. Falls das
System nämlich eine Lösung hat, findet man auch immer eine Transformation,
die das System entkoppelt, d.h. in einen Satz von N Gleichungen zerlegt,
wobei jeder Freiheitsgrad durch genau eine Gleichung bestimmt wird. Das
Problem besteht darin, daß die Bestimmung der Transformation dann genau
so kompliziert wie das Lösen des ursprünglichen Gleichungssystems ist [80, 109].
Eine ’einfache Transformation’ sollte auf bekannten Standardoperationen und
–Funktionen beruhen1, aber diese werden in der aktuellen mathematischen
Forschung ständig ergänzt. Ist eine solche ’einfache Transformation’ trotz des
mathematischen Fortschritts nicht bekannt, wird man das jeweilige System
als komplex einstufen können. Allerdings wird aus physikalischer Sicht mei-
stens noch ein zweites Kriterium angewendet: Systeme mit einer schwachen
Kopplung, die im Rahmen einer Störungstheorie behandelbar sind, werden im
Allgemeinen nicht zu den komplexen Systemen gezählt.

Trotz dieser Einschränkungen ist die Klasse der bekannten komplexen Sy-
steme sehr groß. Man unterscheidet deshalb bei den komplexen Systemen noch
einmal zwischen deterministischen (mechanischen bzw. quantenmechanischen)
Systemen und thermodynamischen (statistischen) Systemen. Bei determini-
stischen Systemen ist, ausgehend vom Anfangszustand, jeder weitere Zustand
exakt bestimmt. Nur im Falle ungenauer Informationen über die Anfangsbe-
dingungen wird ein chaotisches Verhalten möglich [74, 110], man spricht dann

1Eine einfache (Fourier–) Transformation erzeugt z.B. aus einem Festkörper mit har-
monischen Kopplungen zwischen den Atomen einen Satz unabhängiger Oszillatoren.
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auch von einem deterministischen Chaos2. Komplexe thermodynamische Sy-
steme enthalten dagegen einen oder mehrere Zufallsprozesse, die die Wirkung
der Umgebung des Systems (also des thermodynamischen Bades) repräsentieren
und die Vorhersage des Endzustandes selbst aus einem exakt definierten An-
fangszustand nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ermöglichen.

1.2 Gläser als komplexe Systeme

Ein typisches Beispiel für ein komplexes thermodynamisches System ist eine
unterkühlte Flüssigkeit und bei weiterer Unterkühlung das zugehörige Glas.
Im Unterschied zu anderen Typen von Gläsern (z.B. Spingläser), spricht man
von strukturellen Gläsern. Diese stehen in der vorliegenden Arbeit im Vorder-
grund und sollen im Folgenden unter Glas verstanden werden. Heute ist
die theoretische Beschreibung einer unterkühlten Flüssigkeit und dem damit
zusammenhängenden Glasübergang von generellem physikalischem Interesse
und wird von vielen Forschungsgruppen bearbeitet.

Der Glasübergang ist, vom thermodynamischen Standpunkt betrachtet,
eine Zustandsänderung, die in unterkühlten Flüssigkeiten mit sinkender Tem-
peratur beobachtbar ist. Heute ist man überwiegend der Meinung, daß der
Glasübergang nicht mit einem Phasenübergang gleichzusetzen ist, wie er z.B.
zwischen Flüssigkeit und kristallinem Festkörper beobachtet wird3. Man findet
für den Glasübergang weder echte Schmelztemperaturen noch die symmetrische
Ordnungstruktur des Kristalls. Der Glasübergang wird dagegen charakterisiert
durch ein kontinuierliches Einschränken der Beweglichkeit der Flüssigkeitsmo-
leküle bis hin zur Ausbildung eines amorphen Festkörpers als Endzustand bei
tiefen Temperaturen. Hier sind die Atome mehr oder weniger stark lokalisiert
und schwingen fast nur noch um ihre Ruhelagen. Für Gläser typische Anoma-
lien, z.B. Bosonenpeak [106] oder eine sehr hohe Dichte von Tunnelprozessen
[78], bleiben aber selbst für diese tiefen Temperaturen erhalten.

Thermodynamisch betrachtet ist auch für die unterkühlte Flüssigkeit der
kristalline Festkörper der dazugehörige Gleichgewichtszustand, aber die Kri-
stallkeimbildungsrate ist so gering, daß der Kristall nie erreicht wird [60]. Da-
her kann der unterkühlte Zustand als System im metastabilen Gleichgewicht
angesehen werden. In diesem Sinne soll auch innerhalb der vorliegenden Ar-
beit das thermische Gleichgewicht von Gläsern und unterkühlten Flüssigkeiten

2Nach diesem Prinzip arbeiten z.B. die bei den meisten numerischen Simulationen be-
nutzten Zufallsgeneratoren. Eine anfänglich vorgegebener Menge von Zahlen wird durch
einen Algorithmus (das komplexe System) in eine neue Menge von Zahlen überführt, die
ohne Kenntnis des Algorithmus rein zufällig aus der Anfangsmenge erzeugt zu sein scheint.

3Ob strukturelle Gläser nicht doch einen Phasenübergang, wie bei einigen Spingläsern,
realisieren, ist bisher noch offen und wegen der hierzu notwendigen extrem langen Relaxa-
tionszeiten vorerst auch nur von theoretischem Interesse.

6 EINLEITUNG



verstanden werden.

Wie bereits erwähnt, besteht der wesentliche Effekt bei der Unterkühlung
einer Flüssigkeit in der extrem starken, aber kontinuierlich erfolgenden Ver-
langsamung der Dynamik, während strukturell nur geringe Änderungen be-
obachtbar sind. Ein solches Verhalten ist damit grundsätzlich von einem
gewöhnlichen Phasenübergang 1.Art verschieden, der in den meisten Fällen
von einer charakteristischen Änderung der Struktur begleitet wird.

Einfache thermodynamische Argumente sprechen aber auch gegen eine In-
terpretation als Phasenübergang 2.Art. Man findet zwar eine erhebliche, stu-
fenähnliche Änderung spezifischer thermodynamischer Größen (spezifische Wär-
me, Leitfähigkeit oder mechanische Moduli) in der Umgebung der Glastem-
peratur Tg, aber diese Größen und die Glastemperatur selbst sind von der
Abkühlrate abhängig. Dieses Verhalten ist typisch für Nichtgleichgewichts-
prozesse. Beim Einfrieren der unterkühlten Flüssigkeit wird die Geschwindig-
keit der Strukturfluktuationen immer kleiner, bis sie die Abkühlrate erreicht.
Das System kann dann der Abkühlung nicht mehr vollständig folgen und das
metastabile Gleichgewicht wird verlassen. Aber man kann versuchen aus ex-
perimentellen Daten die Gleichgewichtsgrößen für eine reversible Abkühlung
mit unendlich langsamer Kühlrate zu extrapolieren. Damit ist es möglich,
ein im thermischen Gleichgewicht gültiges Prüfkriterium anzuwenden: das aus
den Differenzen ∆cp, ∆κT und ∆αp der ober- und unterhalb der Glastemper-
atur Tg gemessenen Größen (isobare spezifische Wärme cp, isotherme Kompres-
sibilität κT und isobarer Ausdehnungskoeffizient αp) gebildete Prigogine–Defay
Verhältnis [46] sollte bei Vorhandensein eines Phasenüberganges 2. Art gleich
1 sein. Tatsächlich findet man jedoch einen wesentlich größeren Wert

∆κT ∆cp

Tg [∆αp]
2 ' 3....5

Aktuelle Untersuchungen [86] legen zumindest die Vermutung nahe, daß die
dem Prigogine–Defay Verhältnis zugrunde liegenden Ehrenfest’schen Relatio-
nen für den Glasübergang ergänzt werden müssen, allerdings mit dem Resultat,
daß dann das Verhältnis kleiner als 1 ausfällt.

Die Verringerung der molekularen Mobiltät während des Glasüberganges
repräsentiert sich z.B. in einem starken, kontinuierlichen Anwachsen der sta-
tischen Viskosität η(T ). Phänomenologisch wird dieses Verhalten durch die
empirisch gefundene Vogel –Fulcher –Tammann Gleichung [115]

η(T ) ∼ exp(
EA

T − T0

)

beschrieben (mit η0 und EA als Fitparametern). Diese Gleichung zeigt eine
Singularität bei der Annäherung an die Vogeltemperatur T0 < Tg. Die Fest-
legung der Vogeltemperatur erfolgt durch Extrapolation. Allerdings wird die
Viskosität beim Erreichen der Vogeltemperatur auch von anderen molekularen
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Prozessen, z.B. Sprung– und Tunnelübergängen kontrolliert, die eine echte Sin-
gularität bei T = T0 vermeiden. Außerdem gibt es Argumente, die gegen eine
Vogeltemperatur selbst beim Fehlen dieser Prozesse sprechen [7].

Die molekularen Bewegungen, die man gewöhnlich mit der Viskosität der
unterkühlten Flüssigkeit bzw. des Glases verbindet, werden unter dem Begriff
α–Prozeß (Hauptprozeß) zusammengefaßt und können in einer Vielzahl von Ex-
perimenten (mechanische Moduli, Dielektrizitätsmessungen, NMR, Neutronen-
streuung, ...) nachgewiesen werden. Allerdings deuten neuere experimentelle
Resultate [10, 16] an, daß noch langsamere Prozesse (verbunden mit dem
Begriff der dynamischen Heterogenität) existieren. Neben diesen langsamen
Prozessen können noch andere, wesentlich schnellere Prozesse (z.B.: βslow ,
βfast, Bosonenpeak, anharmonische Vibrationen) beobachtet werden [5, 77,
106]. Die verschiedenen Relaxationszeiten dieser Prozesse sind natürlich tem-
peraturabhängig. Insbesondere wird die Relaxationszeit τ des α–Prozesses
durch die, der Vogel –Fulcher –Tammann Gleichung äquivalente, Williams –
Landel –Ferry Gleichung [116] beschrieben. Diese Gleichung ist ebenfalls eine
empirische Relation und wird durch mehrere Fitparameter (C0, C1 und der
Vogeltemperatur T0) bestimmt:

lg τ = C0 +
C1

T − T0

(1.1)

Es gibt aber auch ähnliche Gleichungen, die ohne eine Singularität bei einer
gegeben Temperatur auskommen, z.B. lg τ = C0 + C1/T

θ, wobei C0, C1 und θ
als Fitparameter verwendet werden können [7].

Schließlich sollte noch bemerkt werden, daß Korrelationen charakteristischer
Observabler (z.B. der lokalen Dichte ρ) über ein großes Zeitintervall4 nach dem
ebenfalls empirischen Kohlrausch –Williams –Watts Gesetz [69]

〈ρ(0)ρ(t)〉 ∼ exp

(
−
(

t

τ

)γ)
(1.2)

mit einem nichtuniversellen (in vielen Fällen temperaturabhängigen) Exponen-
ten γ = γ(T ) < 1 zerfallen.

4Die Länge des Intervalles liegt natürlich in der Größenordnung der Relaxationszeit des
α-Prozesses, und auch die in (1.2) eingehende Zeitskala τ ist mit der Relaxationszeit (1.1)
vergleichbar. Ein Kohlrausch –Williams –Watts Verhalten ist also typisch für den α-Prozeß
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1.3 Theoretische Beschreibung

1.3.1 Analytische und phänomenologische Zugänge

Die für theoretische Untersuchungen interessante Fragestellung liegt in einer
geschlossenen Erklärung des Phänomens Glasübergang in seiner Gesamtheit
(also sowohl der thermischen als auch der dynamischen Aspekte) auf der Basis
mikroskopischer Modelle und molekularer Parameter. Dieses Problem ist bis
heute nur unvollständig geklärt. Zwar gibt es sehr gute theoretische Beschrei-
bungen für einzelne ausgesuchte Eigenschaften und beschränkte Temperatur-
bereiche, aber leider versagen sie ganz oder teilweise bei der Erklärung anderer
Erscheinungen und außerhalb ihrer Gültigkeitsbereiche.

Phänomenologische Theorien

Die ersten Versuche einer mikroskopisch (bzw. mesoskopisch) fundierten Er-
klärung der Dynamik von Gläsern basieren auf dem Begriff des freien Volumens
[8, 24]. Diesem Konzept liegt die Vorstellung zugrunde, daß mit abnehmendem
freien Volumen (also wachsender Dichte) die Mobilität eines Vielteilchensy-
stems stark reduziert wird. Thermodynamisch läßt sich auf diesem Konzept
eine Art Löchertheorie formulieren [65] und man erhält einige Beziehungen,
die molekulare Parameter mit solchen Größen wie Lochbildungs– und Ak-
tivierungsenergien verbinden. Hier liegt aber auch der Ansatzpunkt für eine
ernsthafte Kritik: mit abnehmendem freien Volumen sollten die einzelnen
Löcher immer mehr isoliert werden, der Glasübergang also durch eine Ein-
teilchentheorie beschreibbar sein. Eine solche Theorie verlangt aber immer ein
Arrhenius–artiges Verhalten der Relaxationszeiten ( ln τ = ln τ 0 + EA/T ), im
Gegensatz zu den oben erwähnten Relationen. Auch die Verwendung anderer
Kontrollparameter [20, 38] oder die Beschreibung des Glasüberganges auf der
Basis von Platzwechselmodellen [52] führt zu einer ähnlichen unvollkommenen
Situation.

Kooperativität und Skalenargumente

Heute wird in nahezu allen theoretischen Modellen zum Glasübergang von
Vielteilchensystemen mit einer starken intermolekularen Wechselwirkung aus-
gegangen. Ein möglicher Ansatz basiert auf sogenannten kooperativen Regio-
nen [1]. Diese Regionen werden mit dem α–Prozeß in Verbindung gebracht,
da strukturelle Umlagerungen in hinreichend dichten Systemen nur durch das
Zusammenspiel mehrerer Teilchen, eben einer kooperativen Region, möglich
sein sollten. Ein α–Prozeß benötigt mit abnehmender Temperatur eine im-
mer höhere Aktivierungsenergie, die einer wachsenden Anzahl Neff der effektiv
am Prozeß beteiligten Teilchen entspricht. Mit geeigneten Argumenten [60]
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lassen sich die Temperaturabhängigkeit Neff(T ) und daraus folgend Relaxa-
tionszeiten und thermodynamische Eigenschaften des Glases bestimmen. Die
Annahme kooperativer Regionen erlaubt die Zuordnung einer charakteristi-
schen Längenskala ξ ∼ N

1/3
eff . Hier setzt ein weiterer Zugang zum Verständnis

des Glasübergangs an, bei dem die Länge ξ als eine, die Dynamik des Glases
kontrollierende, Längenskala angenommen wird [22]. Damit lassen sich, unter
Verwendung ähnlicher Argumente wie sie bei kritischen Phänomen zum Tragen
kommen, Skalenrelationen aufstellen und thermodynamische Eigenschaften des
Glases ableiten. Die Länge ξ hat in diesem Konzept eine ähnliche Bedeutung
wie etwa die Korrelationslänge in der Nähe des kritischen Punktes. Phänome-
nologische Überlegungen [28] geben zwar eine Begründung für die Existenz und
eine Abschätzung solcher Längenskalen, aber eine theoretische Bestimmung
dieser Länge und die experimentelle Verifikation ist weitgehend ungeklärt.

Modenkopplungstheorie

Die bisher am weitesten anerkannte Theorie ist die Modenkopplungsappro-
ximation, die wesentliche Aspekte des Glasüberganges qualitativ und quanti-
tativ widerspiegelt. Die für die Modenkopplungstheorie notwendigen Evolu-
tionsgleichungen werden gewöhnlich aus der Mori–Zwanzig–Theorie abgeleitet
[40, 41], es gibt aber auch Zugänge über eine hydrodynamische Feldtheorie [67].
Grundidee ist dabei, daß die Evolution eines Systems durch die Hamiltonfunk-
tion bestimmt ist. Die Aufspaltung aller Observablen (durch entsprechende
Projektionstechniken) in relevante und irrelevante Größen liefert eine exakte,
lineare Gleichung für die relevanten Observablen Gn(t)

∂Gn(t)

∂t
=
∑
m

ΞnmGm(t)−
t∫

0

Knm (t′) Gm (t− t′) dt′

+ fn (t) (1.3)

Während die Frequenzmatrix Ξmn auf Mittelwerten und höheren Momenten
der relevanten Observablen im thermischen Gleichgewicht basiert und damit
relativ problemlos bestimmt werden kann, sind die Restkräfte fn (t) und die
Gedächtnismatrix Knm(t) = 〈fµ(t)fν(0)〉 nach wie vor auch von den irrelevan-
ten Observablen abhängig.

Die Mori-Gleichungen (1.3) können benutzt werden, um die Bewegungs-
gleichungen von Korrelationsfunktionen relevanter Observabler abzuleiten. Be-
trachtet man z.B. Dichte und Impulsstrom als relevant, so läßt sich die Evolu-
tion der Dichte– Autokorrelation Φ(t) = 〈ρ (0) ρ (t)〉 (mit der aktuellen lokalen
Dichte ρ (t)) durch eine Gleichung der Form[

∂2

∂t2
+ γR

∂

∂t
+ Ξ2

]
Φ(t) +

t∫
0

K(t− t′)
∂Φ(t′)

∂t′
dt′ = 0

darstellen. Hier sind die Restkräfte herausprojiziert, aber deren Dynamik ist
nach wie vor im Gedächtnisterm K(t) enthalten. Das Problem besteht jetzt in
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einer sinnvollen Approximation des Gedächtnistermes durch die Korrelations-
funktion Φ, um so zu einer geschlossenen Gleichung zu gelangen. Verschiedene
Ansätze [40, 76] (K = 4λΦ2 oder K = c1Φ + c2Φ

2) lassen sich relativ leicht
behandeln und führen zu den entscheidenden Aussagen der Modenkopplungs-
theorie.

Für hinreichend große Kopplungsparameter (λ; c1, c2) entsteht auf jeden
Fall eine sogenannte nichtergodische Phase, d.h. die Korrelationsfunktion Φ
konvergiert nicht gegen den erwarteten Gleichgewichtswert Φ(t) → Φ∞ = 0
für t → ∞, sondern erreicht einen endlichen Wert Φ(t → ∞) = Φ∞ > 0. Da
die Kopplungsparameter effektiv temperaturabhängig sind (λ = λ(T ), c1 =
c1(T ), c2 = c2(T )) findet man eine kritische Temperatur Tc, bei der die Exi-
stenz einer nichtergodischen Phase zum ersten Mal beobachtet werden kann. In
diesem Sinne kann man auch beim Glasübergang von einem Phasenübergang
sprechen5.

Der Zerfall der Korrelationsfunktion Φ(t) wird durch verschiedene aufeinan-
derfolgende Regime kontrolliert. Typisch ist, daß nach einem kurzen Anfangs-
bereich ein Potenzgesetz ∆Φ = Φ(t) − Φ∞ ∼ t−a beobachtet werden kann.
Dieser Zerfall wird allgemein mit dem βfast–Prozeß identifiziert. Ist T > Tc,
dann folgt nach dem Potenzgesetz zunächst ein Plateau Φ(t) ∼= Φ∞(Tc), das
um so länger anhält, je näher die Temperatur bei Tc liegt. Unterhalb Tc liegt
dieses Plateau höher Φ(t) ≈ Φ∞(T < Tc) > Φ∞(Tc) und bildet zugleich den
Endwert der Korrelationsfunktion, siehe Abb.1-1.

Abbildung 1-1 Schematische Darstellung der Lösung der Modenkopplungstheorie.
Die ausgezogene Linie entspricht der kritischen Temperatur Tc, die gestrichelten
Linien sind nichtergodische (T < Tc), die gepunkteten Linien ergodische Lösungen.
Die Temperatur nähert sich Tc in Richtung der Pfeile.

Für wesentliche größere Zeiten und T > Tc wird dann ein weiterer Zerfall

5In der Literatur ist hier der Begriff Ergodizitäts– Nichtergodizitätsübergang
gebräuchlich.
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entsprechend dem von Schweidler–Gesetz erwartet: ∆Φ ∼= Φ∞(Tc) − B(t/τ)b.
Die hier enthaltene Relaxationszeit τ ist dabei durch

τ ∼ |T − Tc|−[1/2a+1/2b] (1.4)

bestimmt und divergiert für T → Tc. Das von Schweidler– Gesetz leitet im
Prinzip die eigentliche α–Relaxation ein. Der weitere Verlauf läßt sich ana-
lytisch nicht mehr bestimmen, numerische Untersuchungen sprechen aber für
ein dem KWW–Gesetz ähnliches Verhalten. Schließlich wird für sehr lange
Zeiten noch ein exponentielles Abklingen Φ ∼ exp (−Ω′t) erwartet [67].

Das Hauptproblem bei der Modenkopplungsapproximation besteht in der
Analyse des α–Prozesses. So kann (1.4) experimentell nur in kleinen Tempera-
turbereichen beobachtet werden. Natürlich könnte man die kritische Tempe-
ratur Tc mit der Vogeltemperatur T0 identifizieren, dann lassen sich aber ex-
perimentelle Relaxationszeiten und (1.4) nicht mehr in Übereinstimmung brin-
gen. Ein Vergleich mit experimentellen Daten führt zu der sinnvollen Aussage
Tc > Tg > T0. Da nach der Modenkopplungstheorie für T < Tc der α–Prozeß
nicht mehr auftreten soll, experimentell aber sogar besonders stark ausgeprägt
bei T ≈ Tg beobachtet wird, ist man heute generell der Meinung, daß die
Modenkopplungsapproximation eine gute Theorie für T > Tc ist, dagegen aber
für Temperaturen unterhalb Tc versagt. Trotz dieser Schwierigkeiten ist die
Modenkopplungstheorie heute die am weitesten vorangetriebene analytische
Darstellung [43, 66], die wesentliche Erscheinungen des Glasüberganges richtig
erfaßt und an sich auch viele Möglichkeiten einer Generalisierung beinhaltet.

Kinetische Gittermodelle

Ein anderer Zugang zur theoretischen Beschreibung des Glasüberganges ist
auf der Basis kinetischer Modelle mit selbstinduzierten Restriktionen möglich
[61]. Ein typischer Vertreter dieser Klasse, der auch in der vorliegenden Arbeit
genutzt wird, ist das spinunterstützte kinetische Isingmodell [31]. Obwohl hier
scheinbar ein sehr spezielles Modell vorliegt, lassen sich doch wichtige Erschei-
nungen der Glasdynamik gut erfassen. Die Grundidee besteht in der Abbil-
dung eines realen Glases auf ein Spinsystem. Die Übergangsraten für lokale
Zustandsänderungen ↑
↓ werden dabei entsprechend dem Gibb’schen Gesetz
bestimmt. Dieses einfache kinetische Isingmodell (Modell A in der Klassifika-
tion von Halperin und Hohenberg [48]) erhält zusätzliche Restriktionen, die die
Kooperativität der molekularen Bewegungen realisieren sollen. Nur der Spin
kann seinen Zustand ändern, der weniger als eine bestimmte Anzahl nächster
Nachbarn im Zustand s =↓ hat. Damit entsteht mit sinkender Temperatur
ein hochkooperatives System. Um etwa den Zustand eines willkürlich aus-
gewählten Spins ändern zu können, ist es notwendig, den Zustand einer großen
Zahl anderer Spins zu ändern, bevor der ausgewählte Spin nicht mehr durch
seine Nachbarn blockiert wird [31, 14]. Die Spin–Autokorrelationsfunktionen
〈si(t)sj(0)〉 zeigt für niedrige Temperaturen ein charakteristisches Kohlrausch–
Williams–Watts Verhalten: 〈si(t)sj(0)〉 ' exp [−(t/τ)γ], und die Temperatur-

12 EINLEITUNG



abhängigkeit der zugehörigen Relaxationszeiten weist ein typisches Abweichen
vom Arrheniusverhalten auf [118], allerdings existiert keine Vogel–Temperatur.
Eine analytische Behandlung des Modells ist im Rahmen einer Störungstheorie
möglich [104, 105].

1.3.2 Numerische Untersuchungen

Zur Dynamik unterkühlter Flüssigkeiten und zum Glasübergang existieren eine
Vielzahl numerischer Untersuchungen. Prinzipiell unterscheidet man zwischen
Monte–Carlo (MC) und Molekulardynamik (MD) –Simulationen.

Molekulardynamik –Simulationen

Das Ziel von MD–Simulationen ist stets die numerische Lösung von mecha-
nischen Bewegungsgleichungen durch geeignete Algorithmen (Runge–Kutta,
Verlet [113], Leapfrog [114], Gear [37]). Aus den erhaltenen Trajektorien
können dann die interessierenden physikalischen Größen bestimmt werden. Be-
nutzt man zur Beschreibung der Dynamik die gewöhnlichen Newtonschen Be-
wegungsgleichungen, dann ist man auf der mikrokanonischen Ebene der klas-
sischen Statistik. Hierzu gibt es eine Vielzahl von Simulationen [47], auch
zur Dynamik unterkühlter Flüssigkeiten [39, 68]. In einigen Fällen ist es je-
doch angebracht, nicht–mikrokanonische Systeme zu nutzen, z.B. wenn das
System in Wechselwirkung mit einem thermischen Bad stehen soll. Auch hier
unterscheidet man zwei Möglichkeiten. Einerseits kann man solche Systeme
etwa durch Einführung eines oder weniger neuer virtueller Freiheitsgrade er-
weitern (’extended systems methods’) oder durch Einführung zusätzlicher Er-
haltungsgrößen einschränken (’constraint methods’). Im letzten Fall werden
durch die Lagrangesche Methode der unbestimmten Multiplikatoren geeignete
Restriktionen (z.B. die Forderung einer während des gesamten Laufes kon-
stanten kinetischen Energie) in die Bewegungsgleichungen eingebaut [25, 26].
Typische Beispiele für eine Erweiterung der Freiheitsgrade sind z.B. der Nosé–
Algorithmus [87] und der Hoover–Thermostat [53], die auch bei der MD–
Simulation glasartiger Systeme [93] und schwach unterkühlter Flüssigkeiten
[15] Anwendung finden. Alle diese nicht–mikrokanonischen Systeme basieren
aber immer noch auf deterministischen Gleichungen.

Andererseits kann man aber auch stochastische Kräfte und zugeordnete
Reibungsterme in die Newtonschen Gleichungen einbauen [3] und somit zu
Langevin–Gleichungen übergehen. Solche Techniken eignen sich dann, wenn
das System mesoskopischen Charakter besitzt, z.B. bei der Untersuchung von
Emulsionen oder Polymerketten in Lösungsmitteln [70, 117]. Hier bilden die
Freiheitsgrade des Lösungsmittels das thermische Bad, dessen Kopplung an die
untersuchten Partikel durch die erwähnten stochastischen Kräfte und Reibungs-
terme repräsentiert wird. Für mikroskopische Systeme sind solche Strategien
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aber weniger geeignet, da auf dieser Ebene kein Bad existiert, das die Partikel
stochastisch anregt. Es wird aber innerhalb dieser Arbeit gezeigt, daß eine
Modifikation der herkömmlichen Langevin–Gleichungen zu neuen, physikalisch
sinnvollen stochastischen Differentialgleichungen auf der molekularen Ebene
führt.

Monte–Carlo Simulationen

Alle MC–Simulationen basieren im wesentlichen auf einem generellen Algorith-
mus. Ausgehend von einer gegebenen Konfiguration K0 (z.B. gegeben durch
die Koordinaten aller Partikel) wird ein neuer Zustand K1 durch eine zufällige
Änderung einer oder mehrerer Koordinaten erzeugt. Die neue Konfiguration
wird mit einer Gibb’schen Wahrscheinlichkeit (folgend aus der Energiedifferenz
zwischen altem und neuem Zustand) akzeptiert [81]. Außerdem darf sich kein
Widerspruch zu den inneren Restriktionen ergeben (so z.B. darf bei einem
System harter Kugeln keine Überlappung entstehen), ansonsten wird der alte
Zustand beibehalten, d.h. K1 ≡ K0. Wiederholt man die Prozedur n–mal,
erhält man die Konfiguration Kn. Startet man die MC–Simulation erneut von
K0, benutzt aber eine andere Folge von Zufallszahlen, gelangt man zu einer
Konfiguration K ′

n. Bei einer hinreichend häufigen Widerholung erhält man
einen Satz {Kn, K

′
n, K

′′
n, ....}, der die Bestimmung der Übergangswahrschein-

lichkeit von der Konfiguration K0 in eine beliebige andere Konfiguration nach
n Zeitschritten ermöglicht. In diesem Sinne sind MC–Simulationen numerische
Lösungen der Evolutionsgleichungen für Übergangswahrscheinlichkeiten, z.B.
Mastergleichungen oder Fokker–Planck–Gleichungen. Natürlich wird man bei
einer effektiv gestalteten MC–Simulation die einzelnen Konfigurationen nicht
so aufwendig speichern, aber der generelle Zusammenhang zwischen den Mas-
tergleichungen und MC–Simulation bleibt auf jeden Fall erhalten. Techniken
und Algorithmen zur MC–Simulation findet man in entsprechenden Monogra-
phien [9].

Im Prinzip können bei den MC–Simulationen die molekularen Details be-
liebig genau berücksichtigt werden. Da bei den MC–Simulationen aber das Ziel
besteht, mit einem Elementarschritt möglichst große Änderungen der Konfi-
guration zu erzeugen, ohne daß die Akzeptanzrate stark abnimmt, wird meist
ein vergröbertes Modell benutzt, das nur wesentliche Eigenschaften der Ele-
mentarbausteine enthält. Typische Beispiele für die Anwendungen von MC–
Simulationen sind z.B. die Behandlung der Diffusion von Partikeln auf regu-
lären und verdünnten Gittern [107] und das ’Bond–Fluctuation’ Modell zur
Realisierung der Dynamik von polymeren Schmelzen und Netzwerken [89, 102].
Insbesondere das letzte Modell wurde mehrfach zur Untersuchung der Dy-
namik dichter (und damit glasartiger) Polymerschmelzen herangezogen und
zwar sowohl auf einem Gitter [6], als auch in kontinuierlichen Räumen [92].

Es gibt aber auch Systeme, die gar keine klassischen mechanischen Be-
wegungsgleichungen besitzen (z.B. Isingmodelle) und deren Zeitevolution aus-
schließlich durch Mastergleichungen beschrieben wird. Zu dieser Gruppe zählen
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auch mesoskopische Modelle unterkühlter Flüssigkeiten, wie z.B. das bereits
oben erwähnte, spinunterstützte kinetische Isingmodell. Die numerische Ana-
lyse solcher Systeme erfolgt daher ausschließlich durch MC–Simulationen [14,
91, 100].

1.4 Zielsetzung

In der vorliegenden Arbeit werden Aussagen zur Dynamik unterkühlter Flüs-
sigkeiten, stellvertretend für komplexe Systeme, vorgestellt. Im Mittelpunkt
steht dabei die Analyse verschiedener, diffusionskontrollierter Phänomene. Auf
der Grundlage von Modellen mit bisher unberücksichtigten Aspekten werden
die Untersuchungen vorrangig mittels verschiedener numerischer Simulationen,
aber auch mit analytischen mean-field Berechnungen durchgeführt.

Zur Analyse der Diffusion im Phasenraum (Kap.2) wird die Bewe-
gung des Gesamtsystems einer unterkühlten Flüssigkeit mit Molekulardynamik
(MD) –Simulationen untersucht. Herkömmliche MD-Verfahren zeigen einige
Schwächen für dichte Systeme bei tiefen Temperaturen. Algorithmen mit New-
tonscher Reibung verletzen die Impulsbilanz und sind ungeeignet zur Beschrei-
bung von Prozessen auf molekularer Ebene. Mikrokanonische Verfahren schlies-
sen, im Gegensatz zur Realität, die Platzwechselprozesse in endlichen Systemen
und unterhalb bestimmter Temperaturen aus. Andere Techniken, die auf der
Reduzierung oder Erweiterung der Zahl der Freiheitsgrade basieren, verfälschen
die Dynamik des Systems. Deshalb wird ein MD-Verfahren mit molekularer
Reibung, aber ohne Verletzung der, auf atomarem Niveau wichtigen, Impulser-
haltung entwickelt. Die molekulare Reibung und die zugehörenden stochasti-
schen Kräfte sind mit den (i.a. quantenmechanischen) inneren Freiheitsgraden
begründbar. Das neue MD-Verfahren wird zur Analyse der Phasenraumdy-
namik eines dichten Lennard -Jones Systems, als Modell einer realen, un-
terkühlten Flüssigkeit, benutzt. Besonderes Augenmerk gilt dabei der Klärung
des Einfriervorganges bei Gläsern. Dazu werden verschiedene Szenarien auf der
Grundlage unterschiedlicher Verteilungen der Minima der potentiellen Energie
im Phasenraum diskutiert und mit der Bewegung des Lennard -Jones Systems
verglichen. Diese numerischen Resultate liefern wichtige Hinweise für einen
quasi–ergodischen Einfriervorgang bei realen Gläsern.

Zur dynamischen Heterogenität und Kooperativität (Kap.3) wird
der Begriff Regionen kooperativer Umlagerungen (nach Adam und Gibbs)
präzisiert. Diese erweiterte Formulierung wird durch numerische Untersuchun-
gen quantitativ unterstützt. Die hierfür erstellten Monte -Carlo (MC) -Al-
gorithmen werden für ein spinunterstütztes kinetisches Ising Modell realisiert.
Inspiriert wurden die Untersuchungen durch experimentelle Ergebnisse zur Dif-
fusionsbewegung von einzelnen Tracern in Gläsern [10, 51], die eine erhebliche
Heterogenität in der Dynamik unterkühlter Flüssigkeiten erkennbar machen.
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Ziel der entsprechenden Simulationen war es, die Größenverteilung von koope-
rativen Regionen in Gläsern zu bestimmen.

Zur Beschreibung der Leitfähigkeits- und Diffusionsanomalien des Misch-
alkalieffekts (Kap.4) in kationenhaltigen Gläser wird ein neues Modell vorge-
schlagen, welches die kinetischen Wechselwirkungen zwischen der Glasmatrix
und den darin befindlichen Kationen berücksichtigt. Bekannte Modelle sind
entweder nur in der Lage, einzelne Phänomene zu beschreiben oder gelten
nur für spezielle Gläser oder sind nur als numerische Studien aussagekräftig.
In der vorliegenden Arbeit wird dagegen ein sehr allgemeines Modell entwik-
kelt, das die analytische Behandlung, vorerst auf der Ebene einer mean-field
Theorie, ermöglicht. Damit werden quantitative Aussagen zu Diffusions-und
Leitfähigkeitsphänomenen in kationenhaltigen Gläsern gemacht und experi-
mentellen Daten gegenübergestellt. Insbesondere zeigt das kinetische Wechsel-
wirkungsmodell die experimentell nachgewiesene starke Abhängigkeit der elek-
trischen Leitfähigkeit von der Kationenkonzentration und –komposition. Aber
auch andere Erscheinungen, wie z.B. die Beschreibung der Leitfähigkeit nach
einem Kationenaustausch unterhalb der Glastemperatur, können mit diesem
Modell richtig beschrieben werden. Ein weiterer Prüfstein ist die Anwendung
des Modells zur Berechnung der Diffusionsfronten beim feldunterstützten Kat-
ionenaustausch, da auch dieser Prozeß durch den Mischalkalieffekt kontrolliert
wird. Zusätzlich wird ein dem kinetischen Wechselwirkungsmodell entsprechen-
des modifiziertes spinunterstütztes kinetisches Isingmodell mit Monte–Carlo
Verfahren simuliert. Auch hierbei wird für dieses vereinfachte System ein aus-
geprägter Mischalkalieffekt gefunden.

Letztendlich wird noch die anomale Diffusion untersucht (Kap.5), die
einzelne Teilchen in niedrigdimensionalen, glasartigen Systemen zeigen können.
Solche Partikel weisen eine typische Rückkopplung mit der Umgebung auf, die
sich in einem vorzeichenbehafteten Gedächtnisterm äußert. Die durchgeführten
Monte Carlo –Simulationen berücksichtigen genau diese Rückkopplungen. Ziel
der Numerik ist es, die erwarteten Anomalien für verschiedene Gedächtnisterme
unterhalb, bzw. für die kritische Dimension dc = 2 quantitativ nachzuweisen.
Je nach Art des Gedächtnisses wird ein superdiffusives oder subdiffusives Ver-
halten der Partikel beobachtet. Insbesondere besteht auch die Möglichkeit der
vollständigen Lokalisierung der Partikel unterhalb der kritischen Dimension.

Mit dieser Arbeit wird ein Beitrag zur Beurteilung der Dynamik komplexer
Systeme erbracht, wobei als wesentlicher Aspekt die Diffusion als ein Resultat
der inneren ”Triebkräfte” der Dynamik betrachtet wird.
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2. DIFFUSION IM PHASENRAUM

2.1 Problemstellung

Wie bereits in der Einleitung gezeigt wurde, versagt die Modenkopplungstheo-
rie unterhalb der kritischen Temperatur Tc. Eine Möglichkeit, den Tempera-
turbereich zwischen Tc und der Glastemperatur Tg zu erschließen1, besteht
in der Analyse der Bewegung im Phasenraum. Man bildet dabei das N–
Teilchenproblem in einem d–dimensionalen Raum (gewöhnlich ist d = 3) auf
die Bewegung eines einzigen ,,Superteilchens” im Nd–dimensionalen Raum ab.
Die N (N � 1) gewöhnlichen Ortsvektoren r1, r2, ..., rN der einzelnen Partikel
werden dabei zu einem Supervektor R = {r1, r2, ..., rN} zusammengefaßt und
das gesamte Wechselwirkungspotential U(R) kann als eine Hyperfläche (Ener-
gielandschaft) im Nd–dimensionalen Raum verstanden werden, in dem sich
das ,,Superteilchens” (oder einfach das System) bewegt. Obwohl diese Inter-
pretation der Bewegungsgleichungen trivial ist, eröffnet sie eine ganz andere
Sicht auf die Dynamik der unterkühlten Flüssigkeit. So kann die Kenntnis von
Verteilungsfunktionen für Energiebarrieren und Potentialminima im Phasen-
raum [4] oder deren Bestimmung aus thermodynamischen Gleichgewichtseigen-
schaften [99] dazu benutzt werden, das nicht–Arrheniusartige Verhalten der
statischen Viskosität, der Diffusionskoeffizienten oder der Relaxationszeiten
des α–Prozesses zu bestimmen [99] oder wenigstens zu erklären [4].

Entscheidend ist dabei die räumliche und energetische Verteilung der einzel-
nen Potentialminima im Phasenraum, da in der Umgebung dieser lokalen Ex-
trema die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Systems relativ groß ist. Bei hin-
reichend niedrigen Temperaturen (T < Tc) stellt man sich die Bewegung des
Systems so vor, daß sich das Teichen zunächst eine gewisse Zeit in der Umge-
bung eines Minimums aufhält und hier oszillationsähnliche Bewegungen um
diesen Punkt ausführt2. Nach einer gewissen Wartezeit verläßt das System
jedoch das Einzugsgebiet dieses Minimums und bewegt sich über eine Barriere
in das Einzugsgebiet eines im Nd–dimensionalen Raum benachbarten Mini-
mums, wo es wiederum eine gewisse Zeit verharrt. Die Pseudotrajektorie, die
die einzelnen Minima der nacheinander okkupierten Bereiche verbindet, kann
als eine Folge von Sprüngen auf einem mehr oder weniger stochastischen Git-

1Bei noch tieferen Temperaturen wird die Dynamik des Glases entweder so langsam,
daß das experimentelle Zeitfenster nicht mehr ausreicht, um ein repräsentatives Ensemble
von Gleichgewichtszuständen zu durchlaufen (d.h. es gibt an sich keine sinnvolle Gleich-
gewichtsstatistik mehr), oder das System realisiert einen Übergang in eine nichtergodische
Phase, etwa bei der Vogeltemperatur T0.

2Im realen Raum bedeutet das, alle Partikel oszillieren für eine gewisse Zeit um ihre
aktuellen Ruhelagen, die sie bei einer momentanen Abkühlung T → 0 einnehmen würden.
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ter interpretiert werden, dessen Gitterpunkte die erreichbaren Minima bilden.
Diese Pseudotrajektorie ist nur eine Hilfskonstruktion, die nicht mit der realen
(im mathematischen Sinne glatten) Trajektorie des Systems im Phasenraum
verwechselt werden darf. Die Charakterisierung der Pseudotrajektorie erlaubt
wesentliche Aussagen über die Dynamik des Systems.

Ausgangspunkt sei eine unterkühlte Flüssigkeit im ergodischen Zustand,
die kontinuierlich abgekühlt wird. Mit sinkender Temperatur erfolgt eine Aus-
dünnung des durch die erreichbaren Minima gebildeten stochastischen Gitters.
Einerseits sinkt die zur Verfügung stehende Energie des Systems unter das
energetische Niveau einiger Minima und diese können somit nicht mehr erreicht
werden. Andererseits können aus demselben energetischen Grund auch einzelne
Barrieren zwischen benachbarten Minima nicht mehr überwunden werden. Im
Prinzip gibt es drei denkbare Szenarien für diese Ausdünnung:

1. Die Minima sind im Phasenraum sowohl räumlich, als auch energetisch
statistisch3 relativ gleichmäßig verteilt. In diesem Fall erfolgt die Aus-
dünnung derart, daß die noch erreichbaren Minima immer einen zusam-
menhängenden unendlichen Cluster4 bilden. Das System ist also für jede
Temperatur ergodisch. Die Sprünge zwischen den Minima werden aber
im Mittel länger und seltener.

2. Die erreichbaren Minima sind so im Phasenraum verteilt, daß sie mehrere
unendliche Cluster bilden, innerhalb derer die räumlichen Abstände und
Energiebarrieren zwischen benachbarten Minima nur gering sind. Diese
Cluster durchdringen sich gegenseitig wie unendliche Netzwerke. Sie sind
aber untereinander durch größere Abstände und relativ hohe Barrieren
getrennt5. Durch Senken der Temperatur werden immer mehr der ho-
hen Barrieren zwischen den Clustern unüberwindbar (Ausdünnung). Der
Anteil langer Sprünge über hohe Barrieren wird also mit sinkender Tem-
peratur immer mehr abnehmen, während der Anteil kurzer Sprünge (in-
nerhalb der Cluster) erhalten bleibt. Bei einer bestimmten Temperatur
zerfällt das Gitter der erreichbaren Minima in getrennte Cluster und die
Bewegung des Systems wird nichtergodisch. Das System wird ab dieser
Temperatur auf einem Cluster fixiert, ist aber in der Lage sich den Pha-
senraum zu erschließen (quasi-ergodisch), da alle unendlichen Cluster den
gesamten Raum durchdringen. In der Arbeit soll dieses Szenario als Ein-
friervorgang erster Art bezeichnet werden.

3Natürlich sind die Minima im Phasenraum durch U(R) wohldefiniert verteilt. Es kommt
aber darauf an, daß diese deterministische Verteilung auf einer hinreichend großen Skala nicht
mehr erkennbar ist und damit zufällig erscheint.

4Man beachte, das auf einem unendlich dimensionalen Gitter (dieses entstpricht dem
thermodynamischen Limes N →∞) bereits die statistische Besetzung einer beliebig kleinen
Anteil der Gitterpunkte zu einem unendlichen Cluster führt.

5Tatsächlich existieren z.B. bei der Percolation bereits auf einem niedrigdimensionalen
Gitter mehrere unendliche Cluster, erst recht natürlich in einem extrem hochdimensionalen
Raum wie dem Phasenraum.
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3. Die Minima sind in diesem Fall ähnlich wie im zweiten verteilt, aber
die Cluster sind von endlicher räumlicher Ausdehnung. Mit sinkender
Temperatur wird auch hier der Anteil langer Sprünge über hohe Barrieren
immer mehr abnehmen. Bei genügender Ausdünnung des Gitters wird
aber das System in einem der endlichen Cluster lokalisiert und ist nicht in
der Lage den gesamten Phasenraum zu erschließen, d.h. die Ergodizitzät
geht vollständig verloren (Einfriervorgang 2.Art).

Im folgenden soll versucht werden zu entscheiden, welches der hier kurz
diskutierten Szenarien die Bewegung im Phasenraum realistisch beschreibt.
Dazu werden zuerst geeignete Bewegungsgleichungen entwickelt, die eine Be-
rücksichtigung innerer Freiheitsgrade von Molekülen oder Atomen im Rah-
men des Konzeptes der molekularen Reibung ermöglichen und dadurch die
Einführung eines thermodynamischen Bades in Molekulardynamik (MD) –
Simulationen auf der molekularen Ebene erlauben. Anschließend wird dann
die numerische Lösung dieser Bewegungsgleichungen für ein Lennard –Jones
–System im Rahmen von MD –Simulationen realisiert, ausgewertet und mit
bekannten Ergebnissen verglichen.

2.2 Molekulare Reibung

2.2.1 Wechselwirkung zwischen Partikeln und Photonen

Vorbemerkungen

Brownsche Partikel stehen in Kontakt mit einem ”Bad” vieler kleiner Teilchen,
die ständig über mechanische Stöße Einfluß auf die aktuelle Bewegung des i.a.
viel schwereren Brownschen Partikels nehmen. Diese Bewegung kann durch
eine Langevin-Differentialgleichung beschrieben werden, die neben den kano-
nischen Anteilen eine Reibungskraft FR = γRv und eine stochastische Kraft
enthält. Die beiden zusätzlichen Beiträge erfassen die thermische Wechsel-
wirkung des Brownschen Teilchens mit seiner Umgebung auf einer mesoskopi-
schen Skala, auf der eine genaue Kenntnis der mechanischen Freiheitsgrade des
Bades nicht notwendig vorausgesetzt ist.

Auf molekularer Ebene wird die Bewegung aller Moleküle durch die exak-
ten Newtonschen Bewegungsgleichungen beschrieben6, d.h. hier ist eine genaue
Information über alle mechanischen Freiheitsgrade des Systems als Anfangs-
bedingung notwendig, zu allen späteren Zeitpunkten wird diese Information

6Quantenmechanische Effekte werden im folgenden wegen der im allgemeinen noch relativ
hohen Temperatur einer unterkühlten Flüssigkeit als klein vorausgesetzt und ausschließlich
auf den Austausch von Photonen reduziert bzw. durch effektive mechanische Größen (z.B.
Lennard-Jones-Potentiale) beschrieben.
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durch die Bewegungsgleichung generiert. Stochastische Kräfte und dazu korres-
pondierende Reibungterme, die aus der Unkenntnis der genauen Koordinaten
und Orientierungen von Partikel resultieren, existieren auf dieser Skala nicht
mehr. Erst bei Berücksichtigung der immer vorhandenen thermischen Photo-
nen als externes Bad sollte wieder eine Langevin-Gleichung für die Bewegung
der molekularen oder atomaren Partikel erwartet werden.

Die Dichte der thermischen Photonen [75] ist durch ρ = 0.224 (kBT/~c)3

gegeben. Pro Zeitintervall 4t treffen etwa N = ρcA4t Photonen auf eine
Fläche der Größe A. Bei einem Durchmesser in der Größenordnung 1Å pro
Atom bzw. Molekül und einer Temperatur von etwa 1000 K kommen damit
etwa 104...105 Photonen je Sekunde mit einem Partikel in Kontakt. Dagegen
realisiert ein Partikel bei der gleichen Temperatur und einer ungefähren Dichte
von ca. 0.1 Partikel je 1Å3 zwischen 1010...1012 Stöße je Sekunde mit anderen
Partikeln. Photonen können also nur dann ein relevantes thermisches Bad
bilden, wenn jeder Stoß mit einem Partikel zu einer wesentlichen Änderung
von Energie und Impuls dieses Teilchens führt.

Stöße von Partikeln und Photonen

Es soll im folgenden nur der Fall betrachtet werden, daß zwischen Photonenfeld
und Partikeln ein thermisches Gleichgewicht existiert. Dann ist die mittlere
Energie eines Photons durch ~ω ∼ kBT und die mittlere kinetische Energie
eines Partikel durch Ekin ∼ kBT gegeben. Andererseits gilt für jeden Stoß
zwischen einem Partikel und einem Photon die Impulserhaltung

p+~k = p
′
+~k′

p und ~k sind Partikel– und Photonenimpuls vor dem Stoß, p
′

und ~k′
die

entsprechenden Größen nach dem Stoß. Die mittlere Änderung des Partikel-
impulses ∆p =

∣∣p− p
′∣∣ ist gegeben durch:

∆p = ~
∣∣∣k− k

′
∣∣∣ = ~ |∆k|

Die Änderung der Energie eines Photons bei einem Stoß ist im günstigsten
Fall von der Größenordnung der mittleren Energie dieses Photons. Damit ist
dann |∆k| ' ∆ω/c ' kBT/(~c), d.h. die relative Impulsänderung des Partikels
bei einem Stoß mit einem Photon kann abgeschätzt werden als:

∆p

p
' ~ |∆k|√

2mEkin

' kBT

c
√

mkBT
=

√
kBT

mc2

Mit einer typischen Partikelmasse in der Größenordnung von 10−24...10−26kg
erhält man für das Verhältnis ∆p/p ' 10−5...10−7 bei einer Temperatur von
T ∼ 103K, d.h. ein Stoß zwischen Partikel und Photon verändert den Impuls
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des Partikels nur unwesentlich. Damit bleibt auch die relative Änderung der
kinetischen Energie des Partikels sehr gering:

∆E

E
=

∣∣p2−p
′2
∣∣

p2
∼=
∣∣p + p

′∣∣ ∣∣p− p
′∣∣

p2
∼=

∆p

p
= 10−5...10−7

Absorption bzw. Emission von Photonen

Ein Elementarteilchen, z.B. ein Elektron, kann ein einzelnes Photon weder ab-
sorbieren noch emittieren ohne die Impuls– oder Energiebilanz zu verletzen
[45]. Dagegen kann ein Partikel mit inneren Freiheitsgraden, z.B. ein Atom,
durchaus ein Photon absorbieren bzw. spontan aussenden. Allerdings führt
auch dieser Mechanismus nicht zu einer nennenswerten Änderung der kineti-
schen Energie der Partikel (siehe Anhang 1). So findet man z.B. für Wasser-
stoffatome (m = 1.67 · 10−27kg) bei einer Temperatur T ' 300K für die Än-
derung der kinetischen Energie bei der Adsorbtion bzw. Emmision eines ther-
mischen Photons die Abschätzung |∆Ekin| /kBT ≈ 10−5, d.h. die Adsorbtion
oder Emmision eines Photons führt nahezu ausschließlich zu einer Änderung
der inneren Energie der Partikel, die kinetische Energie bleibt dagegen nahezu
unverändert.

2.2.2 Wechselwirkung von Partikeln

Vorbemerkungen zur Dissipation

Stöße zwischen elementaren Partikeln (Elektronen, Protonen...) erfolgen im
allgemeinen elastisch. Inelastische Stösse werden nur bei höheren Energien
relevant, wobei ein Teil der ursprünglich kinetischen Energie der Partikel in
Form von Photonen emittiert wird. Die für diese Art von Energiedissipa-
tion notwendige kinetische Energie der stoßenden Partikel ist aber beträchtlich
höher als die typische thermische Energie der in Flüssigkeiten auftretenden
Partikel. Haben die wechselwirkenden Partikel jedoch innere Freiheitsgrade,
so wie das von Atomen und vor allem von Molekülen7 erwartet wird, dann
kommt ein anderes Szenario der Dissipation zur Geltung, das wesentlich auf
der Einbeziehung dieser inneren Freiheitsgrade beruht: Moleküle können beim
Stoßprozeß einen Teil ihrer kinetischen Energie auf diese Freiheitsgrade über-
tragen oder von diesen Freiheitsgraden Energie übernehmen. Andererseits
wurde bereits gezeigt, (siehe Kapitel 2.2.1) daß die inneren Freiheitsgrade
Energie in das Photonenfeld emittieren oder vom thermischen Photonenfeld

7Die Anregung der Elektronenniveaus der Atome ist nur durch relativ seltene Photonen
im hochenergetischen Bereich des thermischen Spektrums möglich. Dagegen ist die Mehrzahl
der Schwingungs–und Rotationszustände der Moleküle durch ein breites Spektrum thermis-
cher Photonen anregbar.
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aufnehmen und damit akkumulieren können, ohne daß der Impuls der zuge-
hörenden Partikel merkbar verändert wird. Falls dieser Mechanismus relevant
ist, dann bilden die Photonen ein thermisches Bad, das über die inneren Frei-
heitsgrade der Partikel mit deren äußeren (oder mechanischen) Freiheitsgraden
(definiert durch die Positionen und Impulse der Partikelschwerpunkte) in Wech-
selwirkung steht.

Die inneren Freiheitsgrade werden in den meisten Fällen erst durch quanten-
mechanische Zustände richtig beschrieben, während die äußeren Freiheitsgrade
bereits durch die klassische Mechanik hinreichend genau erfaßt werden. Somit
wird bei ausgeschalteter Wechselwirkung zwischen inneren und äußeren Frei-
heitsgraden die Dynamik der letzteren durch zeitumkehrinvariante Newtonsche
(oder Hamiltonsche) Bewegungsgleichungen definiert. Die Hamiltonfunktion
selbst ist durch die kinetische Energie und dem Wechselwirkungspotential zwi-
schen den Partikeln gegeben. Dieses Potential wird in dieser Arbeit durch die
Superposition radialsymmetrischer Zweiteilchenpotentiale bestimmt, eine Ver-
allgemeinerung auf Mehrteilchenpotentiale und Orientierungsabhängigkeiten
ist aber immer möglich.

Energiedissipation beim Stoß zweier Teilchen

Hier soll zunächst die Frage geklärt werden, wie die kinetische Energie von Par-
tikeln oder die im effektiven Wechselwirkungspotential der Partikel gespeicher-
te potentielle Energie auf mögliche innere Freiheitsgrade übertragen werden
kann. Dazu wird zunächst nur der Fluß dieser äußeren (oder mechanischen)
Energie auf innere Freiheitsgrade erlaubt. Der umgekehrte Transfer sei dagegen
vorerst ausgeschlossen. Außerdem sollen zunächst nur zwei Partikel betrachtet
werden. Die Dissipation der mechanischen Energie dieser zwei Teilchen kann
allgemein durch

dE

dt
=

d (Ekin + V |r1 − r2|)
dt

= Φ (r1, r2,v1,v2, t) (2.1)

beschrieben werden. Dabei ist Ekin die aktuelle kinetische Energie der bei-
den Partikel, V (r) ist das radialsymmetrische Wechselwirkungspotential, r1

und r2 bzw. v1 und v2 sind die aktuellen Positionen und Geschwindigkeiten.
Φ (r1, r2,v1,v2, t) ist eine noch unbestimmte Funktion, von der nur gefordert
werden muß, daß sie negativ semidefinit ist. Die allgemeine Funktion Φ soll
im folgenden spezifiziert werden. Dazu betrachtet man zuerst den Fall, daß
jegliche Dissipation fehlt, also

dE

dt
=

dEkin

dt
+

dV

dt
= 0

Hier kompensieren sich gerade die zeitlichen Änderungen von kinetischer und
potentieller Energie, d.h. es erfolgt ein ständiger Austausch zwischen den bei-
den Energieformen, der schematisch durch die Bilanz
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Ekin 
 V (2.2)

dargestellt werden kann. Jeder Verlust an Ekin führt zu einer Änderung der
potentiellen Energie V und umgekehrt. Wie kann in dieses Schema sinnvoll
eine Dissipation eingebaut werden? Drei Möglichkeiten sind denkbar:

1. Spontane Abgabe von kinetischer Energie, d.h. Φ = Φ(Ekin): Dieser Fall
ist ausgeschlossen, da die Teilchen in hinreichender Entfernung voneinan-
der nicht mehr wechselwirken und sich somit wie freie Teilchen verhalten.
Eine spontane Änderung der kinetischen Energie ist für ein freies Teilchen
nicht möglich, außer das Teilchen steht in Kontakt zu einem thermody-
namischen Bad. Auf der hier betrachteten molekularen Ebene kommen
aber als Träger dieses Bades nur noch die thermischen Photonen in Be-
tracht. Es wurde bereits gezeigt, daß ein ,,Bad” thermischer Photonen
die kinetische Energie der Partikel praktisch kaum ändert, d.h. erst beim
Fehlen jeglicher anderer Möglichkeiten der Energiedissipation über große
Zeitskalen zum Tragen kommt. Dieser sehr kleine Effekt wird in den nach-
folgenden Betrachtungen immer vernachlässigt. Es sollte an dieser Stelle
bemerkt werden, daß die gewöhnliche Reibungskraft FR = γRv (mit dem
Reibungskoeffizienten γR) gerade auf eine Darstellung Φ ∼ Ekin führt.
Diese übliche Brownsche Reibung entspricht einer Wechselwirkung mit
einem, als überall vorhanden angenommenen, thermodynamischen Bad.
Die, für mesoskopische Skalen sinnvolle Brownsche Reibung (etwa von
einem massiven Partikel in einem Bad vieler kleiner Teilchen), verliert
auf der mikroskopischen Ebene aber ihren Sinn und kann hier nicht zur
Beschreibung von Dissipationsprozessen benutzt werden.

2. Spontane Abgabe von potentieller Energie, d.h. Φ = Φ(V ): Dieser Effekt
ist auf der Basis quantenmechanischer Prozesse durchaus möglich, aber
dann muß er auch für Partikel auftreten, die in einem festen Abstand
fixiert sind. Eine signifikante Veränderung des Wechselwirkungspoten-
tials bei festgehaltenem Partikelabstand zugunsten der im thermischen
Bereich wichtigen Rotations– und Schwingungszustände wird aber nicht
beobachtet. Die Kopplung zwischen thermodynamisch relevanten in-
neren Freiheitsgraden und dem äußeren Wechselwirkungspotential kann
somit als hinreichend schwach angesehen werden, d.h. eine spontane
Abgabe von potentieller Energie an innere Freiheitsgrade ist weitgehend
ausgeschlossen.

3. Dissipation bei der Umwandlung von kinetischer in potentielle Energie
und umgekehrt : Hier erfolgt die Dissipation durch Abgabe eines Teils
der Energie an andere Freiheitsgrade während der Umwandlungsproze-
dur (2.2). Diese Dissipation hängt nicht von der aktuellen Stärke des
Wechselwirkungspotentials V oder der kinetischen Energie Ekin ab, son-
dern nur von dem Energieanteil, der gerade in dem Zeitintervall dt zwi-
schen V und Ekin übertragen wird. Damit kann die zeitliche Änderung
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dV/dt als Kontrollparameter angenommen werden und man kommt zu
der folgenden Darstellung

Φ(r, t) = Φ

(
∂V

∂t

)
(2.3)

mit der generellen Potenzreihenentwicklung

Φ(r, t) =
∞∑

n=0

hn

(
∂V

∂t

)n

(2.4)

Dissipation im Schwerpunktsystem

Die formalen Darstellungen (2.3) und (2.4) sollen jetzt näher bestimmt werden.
Die rechte Seite von (2.3) wird nur vom Potential und daher nur vom Rela-
tivabstand der Partikel bestimmt. Daraus folgt, daß die Schwerpunktbewegung
des Zweipartikelsystems keinen Beitrag zur Dissipation liefern kann, d.h. die
Energie des Schwerpunktes ist eine Erhaltungsgröße. Nur die Änderung des Po-
tentials und damit des Relativabstandes erzeugt eine Energiedissipation. Die
molekulare Reibung zeichnet also kein absolutes Bezugssystem aus8, d.h. sie
ist im Gegensatz zur gewöhnlichen Reibung Galilei-invariant. Aufgrund dieser
Galilei-Invarianz genügt es die Energie im Schwerpunktsystem zu formulieren:

Esp =
µ

2
v2 + V (r)

Dabei ist Esp die Energie im Schwerpunktsystem, µ die reduzierte Masse, v die
Relativgeschwindigkeit und r der Relativabstand der beiden Partikel. Weiter
gilt die Beziehung dV/dt = (∂V/∂r)v, d.h. man erhält mit (2.4)

dEsp

dt
= µv

dv

dt
+

∂V

∂r
v = h0 + h1

(
∂V

∂r

)
v + h2

[(
∂V

∂r

)
v

]2

+ ... (2.5)

Setzt man in (2.5) v = 0, dann folgt notwendig h0 = 0. Die verbleibende
Gleichung muß für beliebige v und r gelten und führt somit auf die Bewe-
gungsgleichung

µ
dv

dt
+

∂V

∂r
= h1

∂V

∂r
+ h2

(
∂V

∂r
v

)
∂V

∂r
+ ... (2.6)

Substituiert man hier die Trägheitskraft µdv/dt durch eine äußere Kraft FA,
so daß das System stationär bleibt, dann muß entsprechend den Gesetzen der
klassischen Statik, FA = −∂V/∂r gelten:

−∂V

∂r
+

∂V

∂r
= h1

∂V

∂r
+ h2

(
∂V

∂r
v

)
∂V

∂r
+ ... (2.7)

8Im Gegensatz dazu zeichnet die gewöhnliche Reibung FR = γRv den Raum als absolut
aus, in dem das ”thermische Bad” ruht. Die Geschwindigkeit v muss hier als die Rela-
tivgeschwindigkeit der Bewegung der Partikel gegenüber dem ”Bad” verstanden werden.
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Setzt man in (2.7) wiederum v = 0 (stationärer Fall), dann folgt sofort h1 = 0,
und es bleibt statt (2.6):

µ
dv

dt
+

∂V

∂r
= h2

(
∂V

∂r
v

)
∂V

∂r
+ ...

Schließlich sollen nur kleine Geschwindigkeiten betrachtet werden, d.h. Terme
zweiter und höherer Ordnung in v werden vernachlässigt. Damit bleibt die
endgültige Bewegungsgleichung

µ
dv

dt
+

∂V

∂r
− h2

(
∂V

∂r
v

)
∂V

∂r
= 0 (2.8)

Um das Vorzeichen von h2 zu bestimmen, betrachtet man noch einmal die Glei-
chungen (2.3) und (2.4) im Schwerpunktsystem. Da Terme höherer Ordnung
nicht berücksichtigt werden und h0 = h1 = 0 gilt, bleibt nur

dEsp

dt
= h2

(
∂V

∂t

)2

Wie bereits oben erwähnt, bedeutet Dissipation von Energie eine negativ semi-
definite zeitliche Änderung der Energie dEsp/dt ≤ 0, d.h. h2 ist eine negative
Größe und wird entsprechend h2 = −γM gewählt. Der hier eingeführte moleku-
lare Reibungskoeffizient γM ist also immer positiv.

Einführung einer stochastischen Kraft

Bisher wurde nur die Übertragung von Energie aus den mechanischen Frei-
heitsgraden eines Zweiteilchensystems auf die inneren Freiheitsgrade der Par-
tikel untersucht. Es existiert aber auch der umgekehrte Effekt: Energie wird
von den inneren Freiheitgraden auf die äußeren Freiheitsgrade übertragen.
Dieser Energietransfer ist quantenmechanisch verursacht und erscheint daher
auf dem Niveau der klassischen Mechanik zufällig. Damit ist es sinnvoll, diesen
Prozeß durch eine zusätzliche stochastische Kraft ϕ̃(t) zu modellieren, d.h. die
vollständige Bewegungsgleichung des Zweipartikelsystems mit molekularer Rei-
bung lautet in Schwerpunktkoordinaten

µ
dv

dt
− F + γM

◦
M v = ϕ̃(t) (2.9)

Dabei ist: F = −∂V/∂r die Wechselwirkungskraft zwischen den Partikeln und
◦

M ist das dyadische Produkt
◦

M= F ◦ F. Diese Bewegungsgleichung kann
im Ito-Kalkül als stochastische Differentialgleichung [35] geschrieben werden.
Da die Energiedissipation nur den Freiheitsgrad des Relativabstandes betrifft,
kann ϕ̃(t) als Funktion eines skalaren Rauschens geschrieben werden, d.h. man
wählt den Ansatz:

ϕ̃(t)dt = χ(t)dW (t) (2.10)

MOLEKULARE REIBUNG 25



Dabei ist χ(t) ein noch zu bestimmender Vektor, der aber in Richtung des
Relativabstandes zeigen muß. dW (t) ist ein stochastisches Differential mit
verschwindendem Mittelwert (〈dW (t)〉 = 0) und den Eigenschaften [35]

〈dW (t)dW (t)〉 = dt und
〈
dW (t)dW (t

′
)
〉

= 0 für t 6= t
′

(2.11)

Die Bewegungsgleichung (2.9) nimmt damit die Form

µ [v(t + dt)− v(t)]− Fdt + γM

◦
M v(t)dt = χ(t)dW (t) (2.12)

an. Man multipliziert jetzt (2.12) mit dem stochastischen Differential dW (t)
und beachtet, daß v(t) und F(t) zur Zeit t nur von stochastischen Beiträgen
dW (t

′
) der Vergangenheit (t

′
< t) bestimmt sind. Dann gilt wegen der Eigen-

schaften (2.11) sofort 〈v(t)dW (t)〉 = 0 und 〈F(t)dW (t)〉 = 0, d.h. man erhält

µ 〈v(t + dt)dW (t)〉 = χ 〈dW (t)dW (t)〉 = χ(t)dt (2.13)

Multipliziert man dagegen (2.12) mit dem Faktor: 1
2
(v(t + dt) + v(t)) dann

bekommt man zunächst die Gleichung

µ
2

[v2(t + dt)− v2(t)]− F [v(t + dt) + v(t)] dt
2

+γM

◦
(M v(t)dt)1

2
[v(t + dt) + v(t)]

= 1
2
[v(t + dt) + v(t)] χdW (t)

(2.14)

Der erste Term entspricht der Änderung der kinetischen Energie des Zweiteil-
chensystems im Schwerpunktsystem

µ

2

[
v2(t + dt)− v2(t)

]
= Ekin,sp(t + dt)− Ekin,sp(t) =

dEkin,sp

dt
dt (2.15)

Der zweite Term liefert bei Berücksichtigung von Gliedern bis zur 1.Ordnung
in dt die zeitliche Änderung der potentiellen Energie des Zweiteilchensystems

F [v(t + dt) + v(t)]
dt

2
= Fvdt = −∂V

∂r

dr

dt
dt = −dV

dt
dt (2.16)

Analog liefert der dritte Term bis zur 1.Ordnung in dt

∑
α,β

γMMαβvβ
1

2
[vα(t + dt) + vα(t)] dt =

∑
α,β

γMMαβvαvβdt (2.17)

Mit (2.15)–(2.17) kann (2.14) auch als(
dEsp

dt
+
∑
α,β

γMMαβvαvβ

)
dt =

1

2
χdW (t) [v(t + dt) + v(t)]
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geschrieben werden. Dabei ist Esp = Ekin,sp + V die gesamte mechanische
Energie im Schwerpunktsystem. Bildet man unter Berücksichtigung von (2.13)
den Mittelwert und beachtet, daß im thermischen Gleichgewicht 〈Esp〉 = const.
gelten muß, dann folgt:∑

α,β

γMMαβ 〈vαvβ〉 dt =
1

2
χ 〈v(t + dt)dW 〉 (2.18)

Die hier auftretenden Geschwindigkeitskorrelationen sind im Gleichgewicht für
jedes beliebige mechanische System, dessen Hamiltonfunktion als Summe von
kinetischer und potentieller Energie darstellbar ist, immer durch

〈vαvβ〉 = δαβ
1

µ
kBT

gegeben [75]. Setzt man diese Relation in (2.18) ein und beachtet außerdem
(2.13), dann erhält man∑

α,β

γMµMαβδαβ
1

µ
kBTdt =

1

2
χµ 〈v(t + dt)dW 〉 =

1

2
χχdt

und damit die wichtige Beziehung

2
∑

α

γMkBTMαα = χχ

Diese Relation ist für χ =
√

2γMkBTF identisch erfüllt. Damit nimmt unter
Beachtung von (2.10) die stochastische Bewegungsgleichung (2.9) die einfache
Gestalt

µ
dv

dt
+

∂V

∂r
+ γM

(
∂V

∂r
v

)
∂V

∂r
=

∂V

∂r
ϕ(t) (2.19)

an. Die stochastische Funktion ϕ(t) ist jetzt ein thermisches weißes Rauschen
und erfüllt die Bedingungen

〈ϕ(t)〉 = 0 und 〈ϕ(t)ϕ(t′)〉 = 2γMkBTδ(t− t′)

Übergang zum N–Partikelsystem

Die Bewegungsgleichungen waren bisher im Schwerpunktsystem formuliert.
Geht man wieder zum Laborsystem zurück, in dem die Partikel durch die
Koordinaten ri und vi bestimmt sind, dann genügen die Partikel 1 und 2 den
Bewegungsgleichungen

m
dv1

dt
+

∂V12

∂r1

+ γM

[
∂V12

∂r1

(v1 − v2)

]
∂V12

∂r1

=
∂V12

∂r1

ϕ12

und
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m
dv2

dt
+

∂V12

∂r2

+ γM

[
∂V12

∂r2

(v2 − v1)

]
∂V12

∂r2

=
∂V12

∂r2

ϕ21

Dabei gilt V12 = V (|r1 − r2|) und ϕ ist durch ϕ12 = ϕ21 gegenüber (2.19)
ersetzt wurden. Die Verallgemeinerung auf ein Vielteilchensystem mit N Par-
tikeln liefert sofort

m
dvi

dt
+

N∑
j=1

∂Vij

∂ri

+ γM

N∑
j=1

[
∂Vij

∂ri

(vi − vj)

]
∂Vij

∂ri

=
N∑

j=1

∂Vij

∂ri

ϕij (2.20)

Es ist zu beachten, das jetzt jedem Partikelpaar eine stochastische Kraft zu-
geordnet ist. Dabei gilt die Symmetrierelation ϕij = ϕji. Diese Bewegungs-
gleichung entspricht der erwarteten Situation für die molekulare Reibung. Die
Wechselwirkung mit den inneren Freiheitsgraden ändert nur die aktuelle me-
chanische Energie des Systems, der Gesamtimpuls bleibt erhalten. Diese Im-
pulserhaltung ist eine Konsequenz aus der Galilei- Invarianz der Bewegungsglei-
chungen. Für die stochastische Kräfte gelten die verallgemeinerten Relationen〈

ϕij(t)ϕmn(t′)
〉

= 2γMkBT (δimδjn+δinδjm) δ(t− t′) (2.21)

2.3 Numerische Simulationen

2.3.1 Modellsysteme

Die numerische Lösung der Bewegungsgleichungen (2.20) unter Beachtung der
Korrelationsfunktion (2.21) wird durch eine gewöhnliche Molekulardynamik
–Simulation realisiert. Grundlage ist ein Runge–Kutta–Algorithmus zur nu-
merischen Integration der Gleichungen (2.20). Die Positionen der Partikel sind
dabei auf ein Volumen der Größe L3 beschränkt, das durch zyklische Randbe-
dingungen abgeschlossen wird.

Als Ausgangskonfiguration werden zufällig im Volumen verteilte Teilchen-
positionen genutzt. Die Wechselwirkung zwischen den N Teilchen wird durch
ein radialsymmetrisches Lennard–Jones Potential definiert:

Vij = u0

[
1

12

(
rij

σij

)−12

− 1

6

(
rij

σij

)−6
]

(2.22)

wobei rij = |ri − rj| der Relativabstand zwischen den Partikeln und σij der
effektive Stoßparameter der Partikel i und j ist. Jedes Teilchen i hat den
effektiven Radius σi, der Stoßparameter ist dann definiert durch:

σij = σi + σj (2.23)
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Bei konstantem Radius für alle Partikel besteht die Gefahr einer Kristallisa-
tion. Um diesen Effekt zu vermeiden, wird der Radius jedes einzelnen Teilchens
zufällig aus einem Wertebereich σi ∈ [0.35...0.49] festgelegt9. u0 dient als
Energieskala und wird mit u0 = 0.2 festgelegt. Ein solches System unter-
schiedlicher Partikel mit radialsymmetrischer Wechselwirkung ist natürlich ide-
alisiert, trotzdem sollten wesentliche Eigenschaften der Dynamik realer un-
terkühlter Flüssigkeiten richtig wiedergegeben werden. Jedes Teilchen hat
ein Volumen vi = (4π/3) σ3

i , der Volumenanteil aller Partikel ist demnach
Φ =

∑
i vi/V . Die hier behandelten Systeme (Teilchenzahl N = 304) haben

alle den Wert Φ = 0.817.
Die aus dem Potential (2.22) folgende Wechselwirkungskraft wird an ihrer

Nullstelle abgeschnitten. Somit entsteht zwar ein System rein repulsiv wechsel-
wirkender Teilchen, aber dafür gibt es keine numerischen Instabilitäten durch
eine sprunghaft einsetzende Kraft. Prinzipiell wäre auch eine andere Tech-
nik denkbar, die als ’shifted forces’ Methode [85, 90] bekannt ist. Dabei wird
eine radialsymmetrische Kraft konstanten Betrages von der aus (2.22) folgen-
den Kraft abgezogen. Abgeschnitten wird wieder an der Nullstelle der Kraft,
die aber jetzt gegenüber der ursprünglichen Nullstelle verschoben ist. Aller-
dings ist die zusätzliche Kraft physikalisch schwer zu begründen, so das die
’shifted forces’ Methode bei den vorliegenden Simulationen nicht verwendet
wird. Durch das gewählte Abschneideverfahren entsteht eine kurzreichweitige
Wechselwirkung, deren maximaler Radius kleiner als 1 ist. Damit erweist sich
eine Einteilung des gesamten Volumens in ein virtuelles Gitter mit der Ein-
heitslänge 1 als sinnvoll. Jedes Teilchen, das eine bestimmten Zelle okkupiert,
kann nur mit Teilchen in Wechselwirkung stehen, die sich in der gleichen Zelle
oder in einer der 26 benachbarten Zellen befinden. Diese Gitterstruktur eignet
sich daher zur Definition geeigneter Nachbarschaftstabellen bzw. ’linked cell’
Strukturen [2, 82], mit deren Hilfe die an sich N(N −1)/2 Paarwechselwirkun-
gen (2.22) auf wenige relevante Beiträge reduziert werden können.

Als Gesamtvolumen wurde ein Würfel der Länge L = 5 gewählt. Testun-
tersuchungen mit größeren Volumina ergaben keine wesentliche Änderung der
Dynamik des Systems, allerdings ein erhebliches Anwachsen der Rechenzeit.
Die Zelleinteilung erlaubt eine konsequente Parallelisierung der Bewegungs-
gleichungen (2.20) und damit die numerische Verarbeitung auf geeigneten Pa-
rallelrechnern.

2.3.2 Simulationsverfahren

Die Simulation erfolgt in mehreren Schritten:

9Die genaue Festlegung der Einheit ist, wie auch bei den folgenden Größen, hier nicht
notwendig. Im Prinzip kann eine beliebige Länge als Basiseinheit festgelegt werden. Dann
bedeutet z.B. σi = 0.4, daß der effektive Radius des i–ten Teilchens gerade das 0.4–fache der
Einheitslänge ist.
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1. Erzeugung einer Anfangskonfiguration: Hierzu werden die Teilchenposi-
tionen zufällig im vorgegebenen Volumen verteilt. Dadurch kommt es
natürlich zwischen einigen Teilchen zu starken Überlappungen mit einer
extrem hohen Wechselwirkungsenergie.

2. Gradientenabstiegsverfahren: Die Teilchen werden jetzt in die jeweilige
Richtung der aktuell auf sie wirkenden Kraft solange verschoben, bis die
resultierende Kraft für jedes Teilchen verschwindet. Auf diese Weise wird
das der Anfangskonfiguration benachbarte lokale Minimum im Phasen-
raum erreicht. Natürlich besteht auch hier immer noch die Möglichkeit,
daß das erreicht Minimum ein sehr hohes Niveau besitzt.

3. Relaxation ins Gleichgewicht: Die erreichte Konfiguration dient jetzt als
Satz von Anfangspositionen, die zusammen mit den Anfangsgeschwindig-
keiten vi = 0 zur numerischen Lösung der Bewegungsgleichungen (2.20)
genutzt werden. Der in diesen Gleichungen vorkommende Reibungsko-
effizient γM wurde für alle hier vorgestellten Simulationen als tempera-
turunabhängig angenommen und durch den Wert γM = 0.1 festgelegt.
Die in (2.20) auftretenden Rauschterme ϕij werden durch stochastische
Zufallsgrößen ϕi realisiert. Dabei wird die Relation

ϕij = ϕi + ϕj (2.24)

genutzt. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die Darstellung
(2.24) und die zugehörige Korrelationsfunktion〈

ϕi(t)ϕj(t
′)
〉

= γMkBTδijδ(t− t′) (2.25)

mit der Forderung (2.21) konsistent sind. Damit müssen jetzt statt
N(N − 1)/2 verschiedene Rauschterme nur noch N stochastische Funk-
tionen berechnet werden. Die hiermit verbundene Einschränkung der
Rauschfreiheitsgrade spielt keine besondere Rolle, denn Simulationen mit
N(N −1)/2 unabhängigen Rauschtermen ϕij führen zu keinen erkennba-

ren Änderungen der weiter unten diskutierten Ergebnisse. Auch das Er-
setzen der eigentlich gaußverteilten Zufallsgrößen ϕi durch gleichverteilte
Zufallsgrößen hat keinen nennenswerten Einfluß auf die Dynamik des
Systems. Einzig die durch (2.25) festgelegte Temperatur muß reskaliert
werden, d.h. (2.25) wird ersetzt durch〈

ϕi(t)ϕj(t
′)
〉

= αreskalγMkBTδijδ(t− t′) (2.26)

Da die analytische Bestimmung des Reskalierungsfaktors αreskal im all-
gemeinen sehr kompliziert ist, wird die Temperatur über die kinetische
Energie des Systems definiert:

T =
2 〈Ekin〉
3NkB
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Während der Relaxation in das Gleichgewicht kann die Temperatur,
besonders zu Beginn der Prozedur, rapide ansteigen. Diese Überhitzung
ist ein typischer Effekt dafür, daß das nach dem Gradientenabstiegsver-
fahren gefundene Minimum nur lokal ist und noch weit außerhalb der
Gleichgewichtskonfigurationen steht. Natürlich wird durch die ständige
Dissipation diese Überhitzung allmählich wieder abgebaut10.

4. Nach dem Erreichen der Gleichgewichtstemperatur wird das System noch
eine längere Zeit (ungefähr das Dreifache der bisher verbrauchten Rela-
xationszeit) dem Simulationsalgorithmus unterworfen. Damit soll gesi-
chert werden, daß die erreichte Konfiguration tatsächlich als ein geeigne-
tes Element des Gleichgewichtsensembles angesehen werden kann. Durch
Fortsetzung dieses Algorithmus kann man einen Satz hinreichend weit
voneinander getrennter Konfigurationen des thermischen Gleichgewichts
erzeugen. Diese Konfigurationen können zur Bildung signifikanter Mit-
telwerte benutzt werden.

5. Bestimmung lokaler Minima im Phasenraum: Ausgehend von einer er-
zeugten Konfiguration des Gleichgewichtes erfolgt jetzt über ein sehr
kurzes Zeitintervall ∆t, die in den beiden vorangegangenen Punkten
beschriebene Simulation. Dann werden sämtliche Partikelpositionen und
-geschwindigkeiten gespeichert und anschließend wird durch ein Gradien-
tenabstiegsverfahren das der erreichten Position im Phasenraum benach-
barte lokale Minimum bestimmt. Dann wird mit den gespeicherten Par-
tikelpositionen und –geschwindigkeiten die Simulation über das nächste
Zeitintervall ∆t fortgesetzt, die erreichten neuen Koordinaten werden
wieder gespeichert und das zu der neuen Position gehörige Minimum be-
stimmt. Durch Fortsetzung dieser Prozedur erhält man einen hinreichend
großen Satz von Minima, die von dem System im Laufe seiner Bewegung
durch den Phasenraum berührt werden11.

10Hier liegt auch ein wesentlicher Vorteil einer dissipativ arbeitenden Molekulardynamik
–Simulation. Während ohne die Rauschterme und die ihnen zugeordneten Reibungsterme
eine numerische Lösung der Newtonschen Bewegungsgleichungen sehr kompliziert ist (So ist
es z.B. notwendig die durch numerische Fehler entstehenden Abweichungen in der Gesamt-
energie ständig auszugleichen), werden hier die numerischen Fehler implizit in die Stochastik
einbezogen und automatisch korrigiert. Der Preis ist eine Reskalierung der Temperatur, der
aber bei einer direkten Bestimmung über die kinetische Energie des Systems bedeutungslos
ist.

11Unter Berührung eines Minimumpunktes versteht man hier den Aufenthalt in dem durch
das Gradientenabstiegsverfahren festgelegte Einzugsgebiet dieses Punktes.

NUMERISCHE SIMULATIONEN 31



2.4 Resultate

2.4.1 Relaxation ins Gleichgewicht

Temperatur und kinetische Energie

Die Verfolgung der Zeitevolution der kinetischen Energie und damit der Tem-
peratur der unterkühlten Flüssigkeit liefert einen ersten Eindruck von der Dy-
namik dieses Systems. Natürlich könnte man die Temperatur während des oben
(in Abschnitt 2.3) angegebenen Präparationsalgorithmus verfolgen. Allerdings
ist die Ausgangssituation nicht sehr physikalisch, so daß eine Interpretation
des Temperaturverlaufes nicht unbedingt allgemeingültig ist. Deshalb soll ein
realistischerer Verlauf untersucht werden. Dazu wird die Abkühlung der un-
terkühlten Flüssigkeit von einer Temperatur T1 auf eine Temperatur T2 be-
trachtet. Das System wird dafür zunächst bei T1 equilibriert. Anschließend
wird die Temperatur des Bades durch Veränderung der Korrelationsstärke
der stochastischen Terme entsprechend (2.26) sprungartig geändert. Da das
Bad im wesentlichen auf schnellen quantenmechanischen Prozessen beruht, ist
eine solche Abkühlung zumindest für kleine Systeme sogar realistisch. Die
langsameren klassischen Prozesse können dagegen dieser momentanen Abküh-
lung nicht folgen, sie geben ihre Energie allmählich an das Bad ab.

Abb. 2-1 zeigt den zeitlichen Verlauf der kinetischen Energie bei der Ab-
kühlung des Systems von kBT1 = 0.0092 auf kBT2 = 0.00505. Man erkennt,
daß das thermische Gleichgewicht bei der Temperatur T2 etwa nach einer Zeit
t = 1000 erreicht ist.

Abbildung 2-1 Zeitlicher Verlauf der kinetischen Energie bei der Abkühlung. Die
ausgezogene Linie symbolisiert den Gleichgewichtswert.

Aber auch nach dem Erreichen des Gleichgewichtes beobachtet man noch
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deutliche Schwankungen der kinetischen Energie des Systems, die aus sehr
verschiedenen Moden kombiniert sind. Neben sehr schnellen Prozessen gibt
es deutlich erkennbare langsame Fluktuationen. Die typische Lebensdauer der
langsamen Fluktuationen ist, zumindest qualitativ, von der Größenordnung
der Relaxationszeit in das Gleichgewicht.

Diese rein qualitative Aussage gibt einen ersten Aufschluß über die typi-
schen Zeitskalen, die für die einzelnen Stufen des Simulationsverfahrens inte-
ressant sind.

Mittlere quadratische Abweichung

Eine zweite Möglichkeit, die Relaxation in das Gleichgewicht zu verfolgen,
besteht in der Analyse der aktuellen Diffusionskoeffizienten. Dazu wird die
mittlere quadratische Verschiebung der Partikel

s(tW , t) =
1

N

N∑
i=1

〈
(ri(tW + t)− ri(tW ))2〉 (2.27)

über einen hinreichend langen Zeitraum t, beginnend nach einer Wartezeit tW ,
verfolgt. Die in (2.27) vorkommende Mittelwertbildung bezieht sich hierbei
auf verschiedene Startkonfigurationen des Ensembles. Dabei versteht man hier
unter der Wartezeit tW die Zeit, die seit dem Beginn der Relaxation nach der
sprunghaften Abkühlung (siehe oben), bis zum Beginn der Messung vergangen
ist. Auch hier erkennt man eine allmähliche Konvergenz gegen eine Grenzkurve.
Abb. 2-2 zeigt dieses Verhalten für die bereits oben diskutierte Abkühlung des
Systems von kBT1 = 0.0092 auf kBT2 = 0.00505.

Abbildung 2-2 Die Funktion s(tW , t) für verschiedene Wartezeiten tW . Ab
tW ∼ 103 ändert sich der Verlauf von s(tW , t) nicht mehr signifikant.

Man erkennt auch hier , daß das thermische Gleichgewicht ungefähr nach
einer Zeit t = 1000 erreicht ist.
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2.4.2 Dynamik im Phasenraum

Verteilung der kinetischen Energie

Im Gleichgewicht sollte die kinetische Energie einer Gibb’schen Verteilung
genügen, d.h. man erwartet

P (Ekin) = NE
(Nd/2−1)
kin exp {−Ekin/kBT} (2.28)

mit dem Normierungsfaktor N . Entwickelt man diese Verteilung um den
Gleichgewichtswert 〈Ekin〉 = d

2
NkBT , dann erhält man bis zur vierten Ord-

nung in der Abweichung δE = Ekin − 〈Ekin〉:

P (Ekin) = N ′ exp

{
− δE2

Nd (kBT )2 +
4δE3

3 (Nd)2 (kBT )3
− 2δE4

(Nd)3 (kBT )4

}
(2.29)

Im thermischen Limes, also N →∞ verschwindet der Term dritter und vierter
Ordnung und es bleibt nur noch die gewöhnliche Gaußverteilung. Bei einer
endlichen Zahl von Partikeln (N ∼ 103) sind aber noch geringe Asymmetrien,
speziell durch den Term dritter Ordnung vorhanden, die bei einem Vergleich
mit den numerischen Ergebnissen berücksichtigt werden müssen. Die Abbil-
dung 2-3 zeigt die Verteilung der kinetischen Energie im Vergleich mit der
theoretischen Kurve (2.29) für eine Temperatur kBT = 0.00505.

Abbildung 2-3 Vergleich der numerisch bestimmten Verteilungsfunktion der
kinetischen Energie mit der theoretisch erwarteten Verteilung (2.29).

Die sehr gute Übereinstimmung beider Kurven ist einerseits ein Indiz dafür,
daß sich das untersuchte System im thermischen Gleichgewicht befindet, an-
dererseits bestätigt die Übereinstimmung aber auch, daß der verwendete Algo-
rithmus korrekt arbeitet.
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Mittlere quadratische Abweichung

Aus den Trajektorien der einzelnen Teilchen läßt sich sofort das mittlere Ver-
schiebungsquadrat der Partikel

〈
∆r2(t)

〉
=

1

N

N∑
i=1

〈
(ri(t)− r2

i (0))2
〉

(2.30)

und damit das mittlere Verschiebungsquadrat für die Diffusion im Phasenraum

〈
∆R2(t)

〉
=

N∑
i=1

〈
(ri(t)− r2

i (0))2
〉

= N
〈
∆r2(t)

〉
(2.31)

bestimmen. Ganz allgemein findet man das folgende Schema, das sich anhand
der Partikeldiffusion für ein System der Temperatur kBT = 0.00505 diskutieren
läßt, siehe Abb. 2-4.

Abbildung 2-4 Mittlere quadratische Verschiebung 〈∆r2(t)〉 für ein System der
Temperatur kBT = 0.00505.

Auf sehr kurzen Zeitskalen (in Abb. 2-4: t < 1) erfolgt eine nahezu
ballistische Bewegung der Partikel (〈∆r2(t)〉 ∼ t2). Dieses Kurzzeitverhal-
ten ist typisch für alle mechanischen Systeme und wird durch die Trägheits-
terme in den Bewegungsgleichungen verursacht. Dann folgt zunächst eine Art
Lokalisierung, das Teilchen wird in einem relativ kleinen Raumgebiet festge-
halten. Man spricht hier von einem Käfig–Effekt: die Partikel werden durch
ihre nächsten Nachbarn am Verlassen ihrer Anfangsumgebung gehindert. Auf
der entsprechenden Zeitskala (in Abb.2-4: 1 < t < 102) ändert sich die Struk-
tur des Systems nur sehr wenig, denn wegen (2.31) ist das System auch im
Phasenraum lokalisiert. Dieses Käfig–Regime ist typisch für die Diffusion in
unterkühlten Flüssigkeiten und Gläsern [5]. Mit sinkender Temperatur besteht
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es zeitlich immer länger, während es in der eigentlichen Flüssigkeit und auch
noch im schwach unterkühlten Zustand nahezu verschwindet.

Nach dem Käfig–Regime erfolgt dann der Übergang zur normalen Diffu-
sion, d.h. die Partikel verlassen die durch die Umgebung aufgebauten Käfige.
Auch im Phasenraum verschwindet die zeitweilige Lokalisierung und das diffu-
sive Verhalten zeigt, daß kein Einfrieren der zweiten Art erfolgt. Es wäre ein
Einfriervorgang zweiter Art (siehe Kap. 2.1) sogar auch dann ausgeschlossen,
wenn die Partikel nur Platzwechselprozesse realisieren würden12. Die Menge
aller dieser Prozesse führt automatisch immer zu einer Diffusion im Phasen-
raum. Damit brauchen die folgenden Untersuchungen nur noch Argumente zu
liefern, ob bei einer Verminderung der Temperatur die unterkühlte Flüssigkeit
einen Einfrierprozeß erster Art durchläuft oder beständig ergodisch bleibt.

Pseudotrajektorien

Um eine, wenigstens qualitative, Entscheidung zu treffen, ob das System einen
Einfrierprozeß erster Art realisiert oder nicht, ist es angebracht, die Pseudo-
trajektorien näher zu analysieren. Wie bereits zu Beginn bei der Darlegung

Abbildung 2-5 Vergleich der aktuellen quadratischen Verschiebung ∆R2(t)/N
der Trajektorie und der Pseudotrajektorie des Systems bei der Temperatur
kBT = 0.00505.

des Problems angedeutet, verbindet die Pseudotrajektorie die Minima der
entsprechend nacheinander vom System durchlaufenen Einzugsgebiete. Sie ist
daher eine diskrete Kurve und mit der eigentlichen Trajektorie des Systems im

12Für Platzwechselprozesse in einem System, dessen Partikel keine harten Kugeln sind
(sondern z.B. über Lennard–Jones Potentiale wechselwirken), kann mit einer endlichen, wenn
auch oft sehr kleinen, Wahrscheinlichkeit genügend Energie zur Verfügung gestellt werden.
Dafür sorgen bereits die Energiefluktuationen, die durch die Wechselwirkung mit dem ther-
modynamischen Bad in dem System erzeugt werden.

36 DIFFUSION IM PHASENRAUM



Phasenraum nicht identisch, obwohl beide mehr oder weniger benachbart ver-
laufen. Abb. 2-5 zeigt einen aktuellen Verlauf der quadratischen Verschiebung
einer Trajektorie und der zugehörenden Pseudotrajektorie als Funktion der
Zeit. Man erkennt deutlich die Stufen in der Verschiebung ∆R2(t) der Pseu-
dotrajektorie, die Sprünge zwischen benachbarten Minima repräsentieren.

Abbildung 2-6 Vergleich der aktuellen Sprunglängen lsp der Pseudotrajektorie
und der Trajektorie (Basiszeitintervall 0.05, Temperatur kBT = 0.00505)

Die Trajektorie des Systems zeigt dagegen einen glatten Verlauf, und selbst
größere Änderungen in ihrem Verlauf korrelieren nicht direkt mit den Stufen
der Pseudotrajektorie. Dieser Eindruck wird noch verstärkt, wenn man die

Abbildung 2-7 halblogarithmische Darstellung der Abb. 2-6. Die ausgezogene
Linie gibt die ungefähre Lage des numerischen Fehlers bei der Berechnung der
lokalen Minima an, die schwach fluktuierende Kurve im Bereich 10−2 < lsp < 10−3

sind die aktuellen Sprunglängen der Trajektorie.

aktuellen Sprunglängen der Pseudotrajektorie und der Trajektorie vergleicht,
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siehe Abb.2-6. Dazu wird die Zeitachse in diskrete Basiszeitintervalle der
Länge tbasis zerlegt und die während dieses Intervalls zurückgelegte euklidische
Distanz gemessen. Als Sprunglänge lsp bezeichnet man die auf die Gesamt-
teilchenzahl normierte Distanz. Diese intensive Größe eignet sich besser zur
Diskussion, da sie im thermische Limes N →∞ nicht divergiert. Man erkennt,
daß die so definierte Sprunglänge der Trajektorie des Systems nur geringfügig
um einen Mittelwert schwankt, die Pseudotrajektorie dagegen sporadisch sehr
lange Sprünge realisiert. Noch deutlicher wird diese Situation in der halbloga-
rithmischen Darstellung Abb.2-7, aus der hervorgeht, daß die Pseudotrajektorie
neben einer Vielzahl kurzer Sprünge auch vergleichsweise sehr lange Sprünge
aufweist.

Elementare Sprünge und korrelierte Sprünge

Ein Sprung zwischen zwei benachbarten Minima wird als Elementarsprung
bezeichnet. Es gibt jetzt zwei Möglichkeiten die Existenz der langen Sprünge
der Pseudotrajektorie zu erklären. Ein langer Sprung kann sein:

1. eine Kombination vieler kurzer Elementarsprünge zwischen eng benach-
barten Minima, oder

2. ein Elementarsprung zwischen benachbarten Minima, die im Phasenraum
räumlich weit voneinander entfernt sind.

Um zu entscheiden, welche der beiden Möglichkeiten zutrifft, kann man
z.B. die Basiszeitintervalle tbasis verkürzen und mit der dadurch verbesserten
Auflösung die Sprunglängen der Pseudotrajektorien bei gleichen Anfangsbe-
dingungen vergleichen.

Abbildung 2-8 Vergleich der Sprünge bei unterschiedlicher Zeitauflösung (oben
tbasis = 0.01 (Zoom), unten tbasis = 0.05) bei der Temperatur kBT = 0.00505.

38 DIFFUSION IM PHASENRAUM



Aus Abb.2-8 geht hervor, daß sich die langen Sprünge beim Übergang zu
einer feineren Zeitskala nicht bzw. nur geringfügig auflösen. Man kann also
davon ausgehen, daß die Mehrzahl der numerisch bestimmten langen Sprünge
elementar sind. Da aber auch viele kurze Sprünge gefunden werden, folgt
daraus, daß die räumliche Verteilung der Minima im Phasenraum heterogen
sein muß.

Verteilung der Sprunglängen

Um eine etwas qualitativere Vorstellung über die räumliche Verteilung der
Minima im Phasenraum zu gewinnen, kann man z.B. die Häufigkeit H(lsp)
der Sprunglängen lsp untersuchen. Obwohl H(lsp) nicht identisch mit der
Verteilung der Abstände benachbarter Minima ist13, gibt diese Funktion doch
ein anschauliches Bild über die Struktur der Energielandschaft im Phasenraum.
Abb.2-9 zeigt die Häufigkeitsverteilung der Sprunglängen bei einer gegebenen
Temperatur.

Abbildung 2-9 Häufigkeitsverteilung der Sprunglängen entlang der Pseudotra-
jektorien für verschiedene Temperaturen. Die durchgezogenen Linien entsprechen
Anpassungen an ein angenommenes Potenzgesetz im Bereich kleiner Sprunglängen.

Charakteristisch ist ein im Bereich 10−6 < lsp < 10−2 beobachtbares Potenz-
gesetz, das erst bei größeren Sprunglängen lsp > 10−2 verletzt wird. Die Abwei-
chungen von diesem Potenzgesetz werden mit sinkender Temperatur geringer,
verschwinden aber nicht vollständig, selbst bei der niedrigsten numerisch unter-
suchten Temperatur. Die Häufigkeit kürzerer Sprunglängen ändert sich dage-
gen nur wenig.

13Um aus der Verteilung der Abstände benachbarter Minima die Sprunglängenverteilung
zu bestimmen, benötigt man noch einen Gewichtsfaktor, der die Höhe der Barrieren zwischen
benachbarten Minima berücksichtigt.
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Man kann daher vermuten, daß die kürzeren Sprünge Minima verbinden, die
nur durch geringe Energiebarrieren getrennt sind. Derart verbundene Minima
bilden im Phasenraum Cluster. Zwischen den Clustern kann das System nur
über wesentlich höhere Barrieren wechseln. Die für solche Barrieren notwendi-
gen Sprunglängen sind bei allen untersuchten Temperaturen noch dominant
und bestimmen wesentlich die Pseudotrajektorie14.

Trotzdem ist die Frage berechtigt, was passiert, wenn unterhalb einer be-
stimmten Temperatur nur noch kurze Sprünge innerhalb eines zufällig erreich-
ten Clusters möglich sind oder wenigstens die langen Sprünge zwischen ver-
schiedenen Clustern irrelevant werden. In diesem Fall wird der Übergang zu
einem nichtergodischen Verhalten realisiert, wie es einem Einfriervorgang er-
ster Art entspricht. Allerdings stellen die hier vorliegenden numerischen Un-
tersuchungen nur einen Anhaltspunkt für diese Hypothese, aber keinen Beweis
dar.

Das Potenzgesetz für die kürzeren Sprunglängen entspricht zwar einer typi-
schen Levi–Verteilung, allerdings muß man mit möglichen Konsequenzen und
Verallgemeinerungen sehr vorsichtig sein. Zum einen könnte diese Verteilung
hauptsächlich durch die Wahl des Wechselwirkungspotentials erzeugt wurden
sein, zum anderen sind Levi–Verteilungen in physikalischen Problemen mei-
stens nur über einen begrenzten Bereich gültig. Wesentliche Eigenschaften wer-
den dann von der oberen bzw. unteren Abschneidelänge dieser Verteilung be-
stimmt. So würde im vorliegenden Fall die mittlere quadratische Verschiebung

Abbildung 2-10 Vergleich der Häufigkeitsverteilung der Sprunglängen bei un-
terschiedlichen Basiszeitintervallen (Kreise: tbasis = 0.01, ausgezogene Linie
tbasis = 0.05, Temperatur kBT = 0.00920).

durch die obere Abschneidelänge kontrolliert, die kürzeren Sprünge hätten also

14Nicht die Häufigkeit H(lsp) entscheidet über den Beitrag zur Trajektorie, sondern das
Produkt H(lsp)lsp .
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auch nachdem der Einfrierprozeß erster Art vollzogen ist, nur eine untergeord-
nete Bedeutung.

Abb.2-10 vergleicht noch einmal die Häufigkeitsverteilung der Sprunglängen
bei unterschiedlichen Basiszeitintervallen. Eine Verfeinerung der Auflösung
führt zu keiner relevanten Änderung der Sprunglängenverteilung. Damit wird
die obige Aussage gefestigt, daß tatsächlich die Mehrzahl der Sprünge elementar
ist und kombinierte Sprünge nur vereinzelt auftreten.
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3. DYNAMISCHE HETEROGENITÄT

3.1 Spinunterstütztes kinetisches Ising Modell

Die im vorangegangenen Kapitel dargestellten numerischen Simulationen er-
lauben eine detaillierte Untersuchung der Dynamik einer unterkühlten Flüssig-
keit im Phasenraum. Dabei werden aber Zusammenhänge, die sich im realen
Raum und über sehr lange Zeiten repräsentieren, nur indirekt wiedergegeben.
Deshalb bleibt man zum Verständnis der hier interessierenden Erscheinungen
auf analytische Rechnungen oder numerische Simulationen an reduzierten Mo-
dellen angewiesen.

Wie bereits in der Einleitung erwähnt, ist eine exakte mathematische Be-
handlung des thermodynamischen Vielteilchensystems ’unterkühlte Flüssigkeit’
zur Zeit unbekannt. Es gibt aber zumindest zwei Wege, zu einem reduzierten
Modell zu gelangen, das eine analytische Beschreibung oder eine effiziente nu-
merische Simulation ermöglicht:

1. Mit Projektionstechniken werden reduzierte Gleichungen für relevante
Observablen erhalten. Dieser, als Mori–Zwanzig Formalismus [83] be-
kannte Weg, führt auf Gleichungen mit Gedächtnistermen und ist die
Grundlage der Modenkopplungstheorie [40, 42, 76].

2. Bei der zweiten Möglichkeit wird die Evolutionsgleichung nicht für Ob-
servable, sondern für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Phasenraum
(Liouville–Gleichung) auf den Phasenraum relevanter Freiheitsgrade re-
duziert. Diese Technik führt zur Nakajima–Zwanzig Gleichung [27], die
ebenfalls Gedächtnisterme enthält und deren systematische Behandlung
im allgemeinen noch viel komplizierter als bei den Mori–Zwanzig Glei-
chungen erscheint. Die genaue Definition dieser Reduktion ist im Einzel-
fall sehr kompliziert und auch nicht immer mathematisch realisierbar.

Die hier untersuchten Bewegungsgleichungen entsprechen dem zweiten ge-
nerellen Weg. Das Ziel dieser Version besteht im vorliegenden Fall darin, eine
Vergröberung des Phasenraumes und der Observablen zu erreichen, so daß nur
noch diskrete Konfigurationen auf einem Raum mit Gitterstruktur bleiben. Die
Gedächtnisterme sollten bei dieser Prozedur gleichzeitig zu einfachen Dämp-
fungen entarten [72]. Die Evolution der einzelnen Konfigurationen läßt sich
dann durch eine Mastergleichung [112]:

∂

∂t
Pn(t) =

∑
m

(WnmPm(t)−WmnPn(t)) (3.1)
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mit der Übergangsmatrix W = (Wnm) beschreiben. Die Indizes n,m bezeich-
nen Konfigurationen und Pn(t) ist die Wahrscheinlichkeit, daß die Konfigura-
tion n zur Zeit t realisiert ist. Praktisch läßt sich der Weg von der Liouville–
Gleichung zu Mastergleichungen nur in wenigen Ausnahmefällen exakt nach-
vollziehen. Für Flüssigkeiten und Gläser ist eine mathematisch befriedigende
Herleitung bisher noch nicht bekannt. Man hilft sich daher mit plausiblen Ar-
gumenten, die je nach Modell an bestimmte Aspekte der Realität angelehnt
sind.

Die in diesem Kapitel dargestellten theoretischen Überlegungen und nu-
merischen Untersuchungen beziehen sich auf das n–Spin unterstützte kinetische
Isingmodell (n–spin facilitated Ising model, nSFM), das 1986 von Fredrickson
und Andersen entwickelt [30, 31, 32] wurde. Neben diesem Modell existiert
noch eine Anzahl ähnlicher Modelle [60], die alle mehr oder weniger geeignet
sind, wichtige Eigenschaften von unterkühlten Flüssigkeiten und Gläsern, auf
der Basis der in solchen Systemen erwarteten Kooperativität der Partikelbe-
wegungen, zu erklären.
Die Grundidee des nSFM ist sehr einfach und wird in einer Vielzahl von ein-
schlägigen Arbeiten [31, 32] beschrieben. Das Volumen der unterkühlten Flüs-
sigkeit wird durch ein virtuelles kubisches Gitter in hinreichend kleine Zellen
unterteilt, die je nach lokaler Dichte als mobil (ρcell < ρ) oder flüssigkeitsähn-
lich bzw. immobil ( ρcell > ρ) oder festkörperähnlich bezeichnet werden. Hier
bezeichnet ρcell die mittlere Partikeldichte in der jeweils betrachteten Zelle, ρ
dagegen die über das ganze Volumen gemittelte Partikeldichte der unterkühlten
Flüssigkeit. Mobilen Zellen wird der Spin s =↑ (+1), immobilen Zellen dagegen
der Spin s =↓ (−1) zugeordnet. Schließlich können die Zellen eines kubischen
Gitters durch Punkte eines gleichartigen Gitters ersetzt werden, ohne daß der
topologische Zusammenhang verändert wird. Diese Abbildung erlaubt die for-
male Übertragung der momentanen Struktur einer unterkühlten Flüssigkeit auf
eine entsprechende Gitterkonfiguration.

Die energetische Situation des nSFM entspricht der eines paramagnetischen
Gittergases und wird durch die Hamiltonfunktion H = h/2

∑
i si beschrieben.

Damit ist auch das thermodynamische Gleichgewicht vollständig bekannt.

Die Übergänge zwischen den einzelnen Konfigurationen werden einerseits
durch die thermodynamischen Flipraten für eine lokale Änderung einer Spin-
einstellung bestimmt

W (↑→↓) = W (↓→↑) exp

(
h

kBT

)
= W (↓→↑) exp

( ε

T

)
(3.2)

(mit ε = h/kB), andererseits durch selbstinduzierte kinetische Restriktionen
kontrolliert. Diese Restriktionen erlauben einen Spinflip nur dann, wenn die
nächsten Nachbarn die Bedingung∑

j(i)

sj ≤ z − 2n z: Gitterkoordinationszahl,n: Restriktionszahl (3.3)
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erfüllen. Die letzte Bedingung entspricht der Vorstellung, daß zur Zustands-
änderung eines Gitterpunktes eine Mindestanzahl mobiler Nachbarn (s =↑)
notwendig ist. Kooperative Prozesse, wie sie in Gläsern erwartet werden kön-
nen, lassen sich als Folge der kinetischen Restriktionen (3.3) simulieren. Ein
weiterer Grund für die Verwendung dieses Modells ist, daß das nSFM nur
durch wenige Kontrollparameter (h/kBT , n) bestimmt ist. In den folgenden
Kapiteln soll ein n–Spin unterstütztes kinetisches Ising Modell auf einem (ku-
bischen) Gitter der Dimension d als SFM[n, d] bezeichnet werden.

3.2 SFM als Modell unterkühlter Flüssigkeiten

Das SFM[n, d] hat nur dann einen physikalischen Sinn, wenn die Restriktions-
zahl richtig gewählt wird. Ist n = 0, dann spielen die Restriktionen gar keine
Rolle, d.h. das SFM[0, d] ist ein einfaches paramagnetisches Gittergas. Wird
dagegen n zu groß festgelegt, also z.B. n = z, dann kann das System nicht mehr
für alle Temperaturen das Gleichgewicht erreichen. Insbesondere ist dann das
Gleichgewichtsverhältnis der Anzahl N+ der Gitterplätze mit s =↑ zur Anzahl
N− der Gitterplätze mit s =↓ nicht mehr durch

N+

N−
= exp

(
− h

kBT

)
= exp

(
− ε

T

)
(3.4)

gegeben. In diesem Fall ist das SFM[n, d] aber nicht mehr für die Beschreibung
einer unterkühlten Flüssigkeit im (wenigstens metastabilen) Gleichgewicht ge-
eignet. Sinnvoll ist das SFM[n, d] nur dann, wenn die Restriktionszahl der
Bedingung 0 < n ≤ d genügt. Trotzdem gibt es auch für diesen Fall einige
wenige Konfigurationen, die nicht in andere Konfigurationen umgewandelt wer-
den können, so z.B., wenn alle Gitterpunkte die Spineinstellung s =↓ haben.
Im thermodynamischen Limes, also in einem unendlich großen Volumen, ver-
schwindet der Beitrag dieser nichtergodischen Strukturen. In einem endlichen
Volumen haben dagegen solche Konfigurationen eine endliche Wahrscheinlich-
keit und können Probleme bereiten. So führt die zufällige Wahl einer An-
fangskonfiguration auf einem endlichen Gitter mit zyklischen Randbedingun-
gen zu Strukturen, die nicht vollständig in beliebige andere umgewandelt wer-
den können [14]. So sind in einer zufälligen Anfangskonfiguration Doppel–
oder Mehrfachstreifen mit s =↓, die sich über das gesamte (endliche) Git-
ter hinziehen, stets mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit vorhanden, sie sind
aber im SFM[2, 2] nicht abbaubar, d.h. ein einmal vorhandener Streifen bleibt
immer stabil. Solche Strukturen müssen bei numerischen Simulationen im
Gleichgewicht auf jeden Fall vermieden werden, da sie zu einer Verfälschung
der Dynamik führen. Numerisch wird man Konfigurationen des SFM[n, d] in
einem endlichen Volumen erzeugen, indem man von der Anfangskonfiguration

SFM ALS MODELL UNTERKÜHLTER FLÜSSIGKEITEN 45



s =↑ für alle Gitterpunkte startet. Alle auf diese Weise erzeugten Konfigura-
tionen sind ergodisch verbunden, d.h. man gelangt innerhalb dieser Klasse mit
endlich vielen elementaren Spinflips von einer Konfiguration zu einer anderen
[100]. Es sei bemerkt, daß für etwa 103...104 Gitterpunkte das thermodynami-
sche Gleichgewicht (3.4) innerhalb dieser Ergodizitätsklasse für alle numerisch
realisierbaren Temperaturen erreicht wird1.

Im Gleichgewicht offenbart das SFM[n, d] thermodynamische Eigenschaften,
die auch für (metastabile) unterkühlte Flüssigkeiten beobachtet werden. Dazu
zählt vor allem der zeitliche Zerfall von Spinfluktuationen. Im Prinzip wählt
man zur Analyse dieses Verhaltens entweder die Spin–Autokorrelation

Φ(t) =
〈si(t)si(0)〉 − 〈si〉2

〈sisi〉 − 〈si〉2
(3.5)

die nach Kapitel 3.1 der Dichte–Autokorrelation in der realen Flüssigkeit ent-
spricht, oder man benutzt die sogenannte globale Mobilität Ψ(t) [14, 104].
Letztere bezeichnet den Anteil der Gitterpunkte, die von einem gegebenen
Startzeitpunkt bis zur Zeit t noch nicht ihren Spinzustand geändert haben.
Beide Funktionen können für sehr hohe Temperaturen durch ein exponen-
tielles Verhalten angepaßt werden, für niedrige Temperaturen wird dagegen
eine Anpassung durch ein gestrecktes Exponentialgesetz sinnvoll. Man kann
den zeitlichen Zerfall durch ein Kohlrausch–Williams–Watts (KWW) Verhalten
[69] beschreiben, also z.B.

ln Ψ(t) ' −
(

t

τ(T )

)γ(T )

mit temperaturabhängigen Relaxationszeiten τ (T ) und Streckungsexponenten
γ (T ). Allerdings bestehen erhebliche Unterschiede zwischen der Autokorre-
lationsfunktion Φ(t) und der globalen Mobilität Ψ(t). Diese Differenz wird
besonders am SFM[1, 1] deutlich, für das neben numerischen Simulationen auch
analytische Aussagen möglich sind [104], aber auch numerische Simulationen
[14, 118] am SFM[2, 2] bestätigen diese Aussagen. Speziell im eindimensiona-
len Fall läßt sich für tiefe Temperaturen zeigen, daß der Streckungsexponent
γ(T ) für die globale Mobilität gerade 1/2 ist, dagegen wird für die Autokorre-
lation Φ(t) nur eine Korrektur des exponentiellen Zerfalls durch eine Gauß’sche
Fehlerfunktion bewirkt. Auf einem zweidimensionalen Gitter findet man aus
numerischen Simulationen, daß für tiefe Temperaturen der Streckungsexponent
der globalen Mobilität Ψ(t) gegen den Wert lim

T→0
γ(T ) = 0.44 konvergiert [118],

während die Autokorrelation mit einem wesentlich größeren Streckungsexpo-
nenten γ(T ) ≈ 0.8 bei tiefen Temperaturen zerfällt. Das KWW Verhalten ist
eine typische, experimentell beobachtbare Eigenschaft von Korrelationsfunktio-
nen vieler Observablen in der Nähe der Glastemperatur Tg. Die Reflexion dieser

1Eine numerisch realisierbare Temperatur bedeutet, daß für das zugehörige Verhältnis
h/kBT innerhalb einer realistischen Rechenzeit ein stationärer Zustand erreicht wird.
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universellen Erscheinung im SFM[n, d] ist ein Grund dafür, das n–Spin un-
terstützte kinetische Ising Modell zur Beschreibung eines Glases heranzuziehen.

Ein zweiter Punkt, der die Verwendung des SFM[n, d] als Modell einer
unterkühlten Flüssigkeit rechtfertigt, ist die Temperaturabhängigkeit der Re-
laxationszeit τ(T ).

In einem realen Glas findet man näherungsweise ein typisches Williams–
Landel–Ferry–Verhalten (1.1). Es gibt allerdings experimentelle Hinweise, phä-
nomenologische Überlegungen [7] und analytische Zugänge [99], die ein Potenz-
gesetz ohne Singularität favorisieren, also

ln τ(T ) ' C0 + C1T
−θ (3.6)

Die experimentelle Genauigkeit ist nicht so hoch, daß eine eindeutige Entschei-
dung zwischen (1.1) und (3.6) getroffen werden kann, obwohl in den meisten
Fällen (3.6) einen etwas kleineren Fehler aufweist. Außerdem spricht für (3.6),
daß diese Relation ohne Fitparameter auskommt, d.h. die Parameter C0, C1

und der Exponent θ können aus Gleichgewichtsdaten des jeweiligen Glasbild-
ners bestimmt werden. Aus diesem Grunde soll, zumindest bei der hier er-
folgenden Analyse, die Beziehung (3.6) bevorzugt werden. Tatsächlich zeigen
die Relaxationszeiten des SFM[n, d] eine nicht–arrheniusartige Temperaturab-
hängigkeit [14, 100], die im Bereich der numerisch realisierbaren Temperaturen
sowohl durch (1.1), als auch durch (3.6) mit etwa der gleichen Genauigkeit
angepaßt werden kann.

Zu den beiden dynamischen Eigenschaften des SFM[n, d] kommt noch hinzu,
daß das Modell keine besonderen strukturellen Eigenschaften aufweist. Der
statische Strukturfaktor ist für alle Temperaturen der einer zufälligen Spin-
verteilung, räumliche Korrelationen werden nicht beobachtet [62]. Dieses Ver-
halten wird auch von einer einfrierenden Flüssigkeit erwartet, bei der sich ober-
halb der molekularen Skala keine strukturellen Inhomogenitäten entwickeln
sollten.

Hier zeigen sich aber auch die Grenzen des SFM[n, d]. Skalen auf moleku-
larem Niveau werden in diesem Modell nicht berücksichtigt. Die intrinsisch
vorhandene Vergröberung räumlicher Strukturen (bei der Einführung des Git-
ters) und zeitlicher Abstände (bei der Einführung der Mastergleichungen) hat
zur Folge, daß schnelle Prozesse in dem Modell gar nicht erfaßt werden. Man
kommt deshalb zu dem Schluß, daß das SFM[n, d] nur zur Beschreibung des
langsamen α–Prozesses in Frage kommt, während der schnellere βfast–Prozeß
-von der Modenkopplung vorhergesagt [40, 41] und z.B. in Neutronenstreuex-
perimenten [5] bestätigt- ausgeschlossen bleibt. Das Modell versagt also sowohl
bei sehr kurzen Zeiten, als auch bei hohen Temperaturen, für die α– und βfast–
Prozeß vergleichbare Relaxationszeiten aufweisen. Damit kommt man automa-
tisch zu der Feststellung, daß das SFM[n, d] nur dann ein vernünftiges Modell
für eine unterkühlte Flüssigkeit ist, wenn die Temperatur wesentlich unter der
kritischen Temperatur Tc der Modenkopplung liegt, also die Zeitskalen von α–
und βfast–Prozeß hinreichend weit voneinander getrennt sind.
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3.3 Kooperative Umlagerungen

Der Begriff Kooperativität oder genauer ’Regionen kooperativer Umlagerun-
gen’ wurde ursprünglich von Adam und Gibbs [1] eingeführt. Verbunden war
damit die Erkenntnis, daß der Glasübergang, d.h. der Einfrierprozeß einer Flüs-
sigkeit, nicht durch eine Einteilchentheorie beschrieben werden kann. Vielmehr
basiert jede strukturelle Änderung auf einer hochgradig koordinierten Bewe-
gung der Moleküle innerhalb einer hinreichend großen Region des Glases, d.h.
der kooperativen Region. Eine quantitative Definition dieser Regionen blieb
zunächst offen und gab Anlaß zu verschiedenen Interpretationen. Immerhin
ließ sich auf dieser Grundlage und einigen, heute aber nicht mehr allgemein an-
erkannten, weiteren Annahmen (z.B. der Existenz des Kauzmann Paradoxons)
eine phänomenologische Herleitung des Vogel–Fulcher Gesetzes [60] finden.
Weit verbreitet war allerdings die, auch von Adam und Gibbs vertretene Ver-
mutung, daß ein Glas zu jedem Zeitpunkt aus etwa gleichgroßen kooperativen
Regionen aufgebaut ist.

Folgt man diesen Vorstellungen, so dürfte sich die Dynamik der Partikel
in den einzelnen Regionen nur wenig oder gar nicht unterscheiden. Tatsäch-
lich zeigen verschiedene Experimente [10, 16, 17] aber genau das Gegenteil:
markierte Teilchen (Tracer), in verschiedenen Gebieten das Glases lokalisiert,
zeigen über längere Zeitintervalle ein sehr unterschiedliches dynamisches Ver-
halten. Diese sogenannte Heterogenität der Dynamik ist typisch für Gläser
nahe der Glastemperatur Tg und führt zu dem Schluß, daß kooperative Re-
gionen zumindest für hinreichend niedrige Temperaturen unmöglich nahezu
äquivalent sein können.

3.4 Bestimmung kooperativer Regionen

In diesem Kapitel soll der Frage nachgegangen werden, ob sich Kooperativität
und dynamische Heterogenität im Bild des SFM[n, d] verstehen lassen. Dazu
ist aber eine Definition der kooperativen Region notwendig, die eine quantita-
tive Auswertung erlaubt [101]. Zu diesem Zweck wird jedem Gitterpunkt eine
(zeitabhängige) kooperative Region zugeordnet. Betrachtet man die zur Zeit t
erreichte Konfiguration, dann gilt:

Die kooperative Region eines gegebenen Gitterpunktes wird durch die mi-
nimale Menge aller anderen Gitterpunkte festgelegt, deren Zustand notwendig
geändert werden muß, bevor der Zustand des ausgewählten Gitterpunktes geän-
dert werden kann.

Dazu sind zwei Bemerkungen angebracht: (i) Die Größe der kooperativen
Region kann für jeden Gitterpunkt und zu jeder Zeit verschieden sein. (ii)
Die Festlegung der notwendigen minimalen Zahl der Gitterpunkte bei der
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Definition der kooperativen Region steht nicht im Zusammenhang mit der
eigentlichen Evolution des SFM[n, d]. Man kann sich vorstellen, daß die Evolu-
tion zu einer bestimmten Zeit t angehalten wird. Dann erfolgt die Bestimmung
der Größe N

(k)
coop der den einzelnen Gitterpunkten k zugeordneten aktuellen

kooperativen Regionen durch virtuelle Zustandsänderungen und zwar immer
ausgehend von derselben, zum Zeitpunkt t erreichten Konfiguration C. Sind
alle kooperativen Regionen bestimmt, wird die zeitliche Evolution der Konfi-
guration C nach den Regeln (3.2) und (3.3) fortgesetzt, um zu einem späteren
Zeitpunkt (also für eine neue Konfiguration) erneut die kooperativen Regionen
zu vermessen.

Die hier vorgestellten numerischen Simulationen [101] beziehen sich auf das
SFM[2, 2]. Der verwendete Algorithmus zerfällt in drei Schritte. Zunächst
wird, wie in Kapitel 3.2 erwähnt, das SFM[2, 2] aus dem vollständig mo-
bilen Zustand (s =↑ für jeden Gitterpunkt) in das zu einer gegebenen Tem-
peratur T gehörige Gleichgewicht unter Berücksichtigung der Regeln (3.2)
und (3.3) relaxiert. Das Gitter selbst hat die Abmessungen 50 × 50 Gitter-
punkte und wird durch zyklische Randbedingungen zu einem Torus geschlossen.
Nach dem Erreichen des Gleichgewichts –erkennbar an der Einstellung des zu
der entsprechenden Temperatur gehörigen Gleichgewichtsverhältnisses N+/N−
(3.4)– erfolgen im Wechsel Evolutionsintervalle und Auswertungsschritte. Die
zeitliche Länge der Evolutionsintervalle wird durch die Relaxationszeit be-
stimmt. Im vorliegenden Fall wird die Regel verwendet, daß die Zeit zwi-
schen zwei Auswertungen genau so lang ist wie die Zeit, die zum Erreichen des
Gleichgewichts notwendig war. Die Auswertung folgt dem hier dargestellten
Schema:

1. Evolution über ein gegebenes Zeitintervall

2. Stoppen der Evolution → erreichte Konfiguration C(t)

3. Zufällige Auswahl eines Gitterpunktes (Index k)

4. Setze Ñ
(k)
coop = 1 (für den ersten ausgewählten Gitterpunkt)

(a) Wiederherstellung der Beweglichkeit nur für die zufällig ausgewähl-
ten Gitterpunkte (im ersten Schritt also nur für einen Gitterpunkt)

(b) Fortführung der Simulation über ein hinreichend großes Zeitintervall

(c) erneutes Stoppen der Evolution

Hat Gitterpunkt k irgendwann den Zustand geändert?

(d) Nein: zufällige Auswahl eines benachbarten Gitterpunktes

→ Ñ
(k)
coop = Ñ

(k)
coop + 1 zurück nach (a)

(e) Ja: Neustart des Zyklus, zurück nach (4)

→ Ziel: N
(k)
coop = min

{
Ñ

(k)
coop

}
Ist Minimum erreicht, dann weiter mit (5)
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5. Auswahl der nächsten Zelle: → Punkt (3)

oder

Erzeugung der nächsten Gleichgewichtskonfiguration →Punkt (1)

Zum Punkt (e) sollte bemerkt werden, daß numerisch das Minimum von

Ñ
(k)
coop bestimmt ist, wenn nach einer hinreichend großen Anzahl von Versuchen

(hier ∼ 104) kein kleinerer Wert Ñ
(k)
coop mehr gefunden wird (Abbruchbedin-

gung).
Die Realisierung des hier vorgestellten Ablaufschemas führt zu der Vertei-

lungsfunktion P (Ncoop, T ) für die Größe der kooperativen Regionen bei einer
gegebenen Temperatur [101].

3.5 Dynamische Heterogenität im SFM[2, 2]

3.5.1 Verteilung kooperativer Regionen

Die Verteilungsfunktion P (Ncoop, T ) zeigt für alle Temperaturen einen mono-
tonen Abfall mit wachsender Größe Ncoop der kooperativen Region, siehe dazu
Abb.3-1. Es gibt keine charakteristische Größe Nchar, bei der die Verteilungs-

Abbildung 3-1 Verteilungfunktion P (N) für verschiedene reduzierte Tempera-
turen T/ε. Die durchgezogenen Linien entsprechen dem unter Benutzung von
(3.8).

funktion ein Extremum aufweist. Damit widersprechen diese Simulationen der
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ursprünglich auch von Adam und Gibbs vertretenen Hypothese, daß die koope-
rativen Regionen in unterkühlten Flüssigkeiten etwa von gleicher Größe Nchar

sind. In diesem Fall wäre ein ausgeprägtes Maximum der Verteilungsfunk-
tion bei Nchar zu erwarten. Da aber jeder Hinweis auf eine solche Eigenschaft
fehlt, ist auch die Motivation für eine Nchar entsprechende charakteristische
Längenskala problematisch. Die vorliegenden Simulationen zeigen, daß koope-
rative Regionen des gleichen Glases –insbesondere bei tiefen Temperaturen–
ein sehr breites Spektrum aufweisen können. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
selbst kann empirisch durch eine Superposition von zwei Exponentialfunktio-
nen dargestellt werden:

P (Ncoop, T ) = ϕ(T )
(
exp

{
n−1

1 (T )
}
− 1
)
exp

{
−Ncoop

n1(T )

}
+ (1− ϕ(T ))

(
exp

{
n−1

2 (T )
}
− 1
)
exp

{
−Ncoop

n2(T )

}
(3.7)

Dabei gilt n1(T ) < n2(T ). Diese Darstellung erfüllt natürlich die Normierungs-
bedingung

∑∞
Ncoop=1 P (Ncoop, T ) = 1. Während n2(T ) stark von der Tempe-

ratur abhängt, ist der Wert von n1(T ) nur schwach temperaturabhängig und
bleibt zudem auch noch relativ klein (man findet n1 ≈ 5 für die niedrigste bei
der Simulation verwendete Temperatur, siehe Abb.3-2).

Abbildung 3-2 Die rechte Figur zeigt den Anteil ϕ(T ) der relativ beweglichen
Regionen als Funktion von ε/T . Die linke Abbildung stellt die Temperat-
urabhängigkeit von n1 (Dreiecke) und n2 (Quadrate) dar.
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3.5.2 Dynamische Heterogenität

Der erste Term von (3.7) kann als Beitrag relativ kleiner kooperativer Regionen
zur Verteilungsfunktion P (Ncoop, T ) interpretiert werden. Die diesen koopera-
tiven Regionen in Umkehrung der obigen Definition zugeordneten Gitterzellen
sind sehr beweglich und können ihren Zustand bereits nach kurzer Zeit ändern.
Der zweite Term entspricht dagegen wesentlich größeren Regionen mit einer
breiten Verteilung. Die zugehörigen Gitterpunkte sind damit erheblich stärker
behindert und zeigen eine ausgeprägte dynamische Heterogenität2. Es sollte
bemerkt werden, daß bewegliche und stark behinderte Gitterpunkte durch-
aus in unmittelbarer Nachbarschaft existieren können. Der Anteil der relativ
großen kooperativen Regionen beträgt 1 − ϕ(T ), während die kleineren, be-
weglichen Regionen dementsprechend den Anteil ϕ(T ) haben. Die Funktion
ϕ(T ) selbst wird mit sinkender Temperatur immer kleiner, siehe Abb.3-2.

Man kommt also zu der Schlußfolgerung, daß die dynamische Heterogenität
mit sinkender Temperatur erheblich zunimmt, da sowohl der Anteil der hierzu
beitragenden kooperativen Regionen als auch die Breite n2(T ) der zugehörigen
Verteilung mit abnehmender Temperatur anwachsen.

Dieses Verhalten ist eine charakteristische Eigenschaft unterkühlter Flüs-
sigkeiten unterhalb Tc und wird auch durch andere numerische Simulationen
[39, 50] sowie verschiedenen experimentellen Techniken [10, 51] bestätigt. Die
dynamische Heterogenität realer Gläser und unterkühlter Flüssigkeiten kann
sehr leicht im Rahmen des SFM[2, 2] verstanden werden. Da die einzelnen
Gitterpunkte Zellen mit einer Anzahl von Molekülen repräsentieren, bedeutet
die dynamische Heterogenität, daß Tracermoleküle in Zellen mit einer kleinen
kooperativen Region sehr beweglich sind und deshalb z.B. relativ schnell dif-
fundieren. Andere Tracer in Zellen mit sehr großen kooperativen Regionen sind
über lange Zeiten praktisch blockiert, obwohl sie sich unter Umständen in der
Nähe beweglicher Tracermoleküle befinden können. Die Lebensdauer der stark
blockierten Zustände ist bei tiefen Temperaturen extrem lang. Diese Tatsache
ist bereits von anderen Simulationen [14, 104, 118] bekannt. Dazu genügt es, die
Spin-Autokorrelation Φ(t) und die globale Mobilität Ψ(t) zu vergleichen. Man
findet, daß bei hinreichend tiefen Temperaturen Φ(t) bereits fast abgeklungen
ist (d.h. die Struktur gilt als nahezu relaxiert), während Ψ(t) noch erheblich
von 0 verschieden ist, d.h. ein beträchtlicher Anteil von Gitterpunkten hat
noch keine Zustandsänderung realisieren können.

An dieser Stelle sollte rückwirkend bemerkt werden, daß die gewonnenen
numerischen Resultate die eingangs getroffene Aussage unterstützen, daß das
SFM[2, 2] (hier stellvertretend für alle in Frage kommenden SFM[n, d]) eine
vernünftige Beschreibung langsamer dynamischer Prozesse in Gläsern und un-

2Die dynamische Heterogenität beruht darauf, daß Gitterpunkte mit großen kooperativen
Regionen eine sehr lange Zeit benötigen, bevor eine Zustandsänderung erfolgen kann. Es gilt
ein ungefähr exponentieller Zusammenhang zwischen Ncoop und der zugehörigen ’lokalen’
Relaxationszeit, siehe [60].
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terkühlten Flüssigkeiten für T < Tc bietet.

3.5.3 Mittlere Größe kooperativer Regionen

Die Kenntnis der Verteilungsfunktion P (Ncoop, T ) ermöglicht die Bestimmung
beliebiger thermodynamischer Mittelwerte. Hier soll speziell die mittlere Größe
der kooperativen Regionen N bestimmt werden. Abb. 3-3 zeigt eine relative
starke Temperaturabhängigkeit. Wie erwartet ist die mittlere Größe der ko-

Abbildung 3-3 mittlere Größe N der kooperativen Regionen als Funktion von
ε/T . Die gestrichelte Linie entspricht einem Fit mit ln N = C0 + C1(ε/T )θ.

operativen Regionen nicht Arrhenius aktiviert. Eine (3.6) nachempfundene
Darstellung ln N = C0 + C1(ε/T )θ erweist sich als zweckmäßig. Eine einfache
Anpassung führt auf C0 = 0.394± 0.005, C1 = 1.34± 0.01 und θ = 1.51± 0.02.
Es sollte aber noch einmal darauf hingewiesen werden, daß die mittlere Größe N
der kooperativen Regionen nicht mit einer charakteristischen Größe Nchar ver-
wechselt werden darf. Gäbe es ein Nchar dann gäbe es auch einen großen Anteil
von Regionen, deren Größe in der Umgebung Nchar liegt. N existiert dagegen
auch für strukturlose Verteilungsfunktionen (im vorliegenden Fall Exponen-
tialfunktionen) und hat nicht notwendig etwas mit einem dominanten Anteil
zu tun. Der Glasübergang wird, wie man sehen kann, zumindest im Rahmen
des SFM[2, 2] und sicher auch jedes anderen vernünftig gewählten SFM[n, d],
nicht durch eine dominante Skala auszeichnet. Dieses Ergebnis wird durch eine
Vielzahl experimenteller Befunde bestätigt [21].
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4. DER MISCHALKALIEFFEKT

4.1 Leitfähigkeitsanomalien in Gläsern

Im Gegensatz zu den relativ universellen thermodynamischen Eigenschaften
unterkühlter Flüssigkeiten ist die Struktur auf der atomaren Ebene stark von
der jeweiligen Substanz abhängig. Daher kann man erwarten, daß sowohl die
lokale Struktur als auch die nichtlokale kooperative Dynamik des jeweiligen
Glases die Diffusion von eventuell vorhandenen Ionen und damit die ionische
Leitfähigkeit in solchen Materialien kontrollieren. Ein typisches Beispiel ist
das für technische Anwendungen häufig verwendete amorphe Quarzglas, das
aus nichtkristallin angeordneten SiO4–Tetraedern besteht. Dieses Netzwerk
wird durch chemische Bindungen zwischen den Tetraedern (Sauerstoffbrücken)
stabilisiert, wobei aber nicht alle Sauerstoffatome aus topologischen Gründen
gesättigt werden können1. Die Dynamik des Glases basiert auf dem Öffnen von
Sauerstoffbrücken, kooperativen Umlagerungen der so kurzzeitig mobil gewor-
denen Atome und der anschließenden Bildung neuer Sauerstoffbrücken. Unter-
halb der Glasübergangstemperatur Tg ist die Struktur des Quarzglases nahezu
fixiert, d.h. die Mehrzahl der chemischen Bindungen ist hier auch über eine
längere Beobachtungszeit stabil.

Die Implantation von Alkalikationen in reines Quarzglas führt zu einem er-
heblichen Anstieg der elektrischen Leitfähigkeit. Verwendet man gleichzeitig
zwei Sorten von Kationen, z.B. Na⊕ und K⊕, dann zeigt die Leitfähigkeit eine
ausgeprägte nichtlineare Abhängigkeit vom Kompositionsverhältnis der Katio-
nen [19, 57], obwohl die Gesamtkonzentration der Kationen konstant gehalten
wird. Die Leitfähigkeit zeigt in den meisten Fällen ein Minimum in der Umge-
bung eines Verhältnisses von 1:1 zwischen den beiden Kationentypen. Zwi-
schen der Leitfähigkeit von Gläsern mit jeweils nur einer Kationenkomponente
(Kompositionverhältnis 1:0 und 0:1) und dem Minimum besteht ein Größenun-
terschied von 3 bis 6 Dekaden [84]. Dieses Phänomen läßt sich nicht mit dem
bekannten Superpositionsprizip der Einzelleitfähigkeiten erklären, das man z.B.
bei elektrolytischen Lösungen problemlos anwenden kann. So ist dieser Misch-
alkalieffekt (MAE), auch als ’mixed mobile ion effect’ (MMIE) bezeichnet, eine
typische Eigenschaft der Ionenleitfähigkeit in komplexen Systemen, wie z.B.
Gläsern.

Das Phänomen Mischalkalieffekt ist bereits seit über 100 Jahren bekannt.
Zur Erklärung dieser ungewöhnlichen Erscheinung wurde in den vergangenen
Jahrzehnten eine Vielzahl von Modellen entwickelt. Eine Zusammenstellung

1Eine vollständige Sättigung aller Sauerstoffvalenzen ist nur im kristallinen Zustand
möglich.
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dieser Modelle findet man bei Day [19] und Ingram [57, 58]. Trotzdem existiert
bis heute kein brauchbarer theoretischer Rahmen zur analytischen Darstellung
dieses Problems auf der Basis einer Fern-Wechselwirkung zwischen den Katio-
nen.

Von der Vielzahl verschiedener Modelle enthält das ’unified site relaxation
model’ (USRM) von Bunde, Funke und Ingram [13, 18] realistische Züge, die
zumindest eine qualitative Erklärung der Leitfähigkeitsanomalie ermöglichen.
Die Autoren kombinierten die Relaxation des lokalen Coulombfeldes2 und spon-
tane Sprungprozesse, um sowohl die Frequenzabhängigkeit der ionischen Leit-
fähigkeit als auch den Mischalkalieffekt erklären zu können. Im wesentlichen
wird der Sprung eines Kations auf eine benachbarte Leerstelle mit einer thermo-
dynamisch bestimmten Wahrscheinlichkeit erlaubt, wenn diese Leerstelle nicht
bereits durch ein anderes Kation besetzt ist. Wird eine vakante Stelle durch ein
Kation besetzt, so erfolgt eine Anpassung der Umgebung an das jeweilige spezi-
fische Kation durch lokale, strukturelle Relaxationen der Glasmatrix. Entschei-
dend ist dabei, ob die jeweils neu besetzte Stelle zuvor von einem Kation
des gleichen Typs, des jeweils anderen Typs oder lange Zeit gar nicht besetzt
war. Die jeweilige aktuelle Situation bestimmt sowohl die Sprungwahrschein-
lichkeit des betrachteten Kations als auch die notwendige Relaxationszeit für
die Änderung der lokalen Umgebung. Die numerische Behandlung dieses Mo-
dells zeigt bei einer entsprechenden Parameterwahl (Relaxationszeiten, Über-
gangswahrscheinlichkeiten) ein Leitfähigkeitsminimum bei einem Kompositions-
verhältnis f ≈ 0.5 in qualitativer Übereinstimmung mit experimentellen Daten.
Probleme entstehen hauptsächlich für Gläsern, bei denen ein Teil der Katio-
nen unterhalb der Glasübergangstemperatur ausgetauscht wurde. Hier ver-
sagt das USRM vollständig, so daß eine Erweiterung bzw. ein anderes Modell
wünschenswert erscheint. Deshalb wurde versucht, eine Erklärung des Misch-
alkalieffektes unter Berücksichtigung der kooperativen Bewegung der Katio-
nen auf Grund ihrer Wechselwirkung mit dem kovalenten Glasnetzwerk zu
geben. Wie bereits oben angedeutet, ist das USRM eine typische lokale Theo-
rie, d.h. die strukturellen Relaxationen in der Umgebung der Kationen bzw.
momentan nicht besetzter Plätze sind vollständig entkoppelt. Im Vergleich
dazu basiert die hier vorgestellte Theorie [94] auf einer effektiven kinetischen
Wechselwirkung der Kationen in einem Volumen von der Größenordnung der
kooperativen Regionen (siehe Kap.3).

2Diese Relaxation erfolgt hauptsächlich durch lokale Bewegungen der Counterionen. Im
Fall des Silikatglases werden diese Ionen durch Sauerstoffionen gebildet, die immer noch kova-
lent am Silikatnetz gebunden sind, aber im Moment nicht zur Bildung von Sauerstoffbrücken
beitragen.
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4.2 Kinetisches Wechselwirkungsmodell

Die folgenden Untersuchungen orientieren sich an Gläsern, die ein kovalentes
Netzwerk bilden. Typische Materialien sind z.B. SiO2, B2O3 und GeO2, aber
auch einige Polymere und polymere Netzwerke sind geeignete Kandidaten.
Werden solche Gläser durch Zugabe von Salzen oder Oxiden modifiziert, dann
wird folgendes Szenario beobachtet: die mit den zusätzlichen Substanzen einge-
brachten Anionen (in den meisten Anwendungen handelt es sich um Sauerstoff-
ionen) werden an das bereits vorhandene Netzwerk durch kovalente Bindungen
gebunden und gewährleisten als Counterionen die Neutralität des gesamten
Systems. Nur die Kationen, z.B. die Alkaliionen Na⊕ und K⊕, bleiben mo-
bil. In diesem kovalenten Netzwerk verhalten sich die Kationen ähnlich wie
in einer Potentiallandschaft mit einer großen Zahl verschieden tiefer lokaler
Minima, in denen die Kationen temporär gefangen sind. Die Ursache für die
Existenz unterschiedlich tiefer Minima resultiert aus der ungeordneten Struk-
tur der Glasmatrix: Stärker gebundene und damit relativ immobile Kationen
werden hauptsächlich in der Umgebung von Counterionen erwartet, während
schwächer gebundene, mobilere Kationen in nahezu neutralen Regionen des
Glases lokalisiert sind.

Für die weiteren Überlegungen soll angenommen werden, daß für jedes Kat-
ion nur zwei Zustände (also zwei Sorten Minima) existieren: schwach oder stark
gebunden. Natürlich ist das eine sehr vereinfachende Annahme. In der Realität
wird man eine nahezu glatte Verteilung der Minima bzgl. der Potentialtiefe
erwarten können. Trotzdem ist die Annahme flacher und tiefer Minima für das
hier verfolgte Ziel eine akzeptable Approximation.

Die Bewegung der stark gebundenen Kationen ist eng mit der Dynamik
des umliegenden Glases verbunden, d.h. diese Partikel sollten die Relaxations-
prozesse der Glasmatrix nachhaltig modifizieren. Damit gewinnen die stark
gebundenen Kationen natürlich auch einen indirekten Einfluß auf die Mobili-
tät der anderen (schwach gebundenen) Kationen, denn die Beweglichkeit aller
Kationen in der Glasmatrix hängt nicht nur vom aktuellen Bindungszustand,
sondern auch von der momentanen Beweglichkeit des kovalenten Netzwerkes
ab. Dieses Phänomen soll hier als kinetische Wechselwirkung bezeichnet wer-
den, im Gegensatz zur dynamischen (oder energetischen) Wechselwirkung, die
auf einem direkten Kontakt der Partikel über entsprechende Felder beruht3.

Für die folgende, quantitative Analyse müssen einige Größen definiert wer-
den. Die Konzentrationen der Kationen vom Typ A und B seien cA und cB.
Damit ist die Gesamtkationenkonzentration durch c = cA + cB und das Kom-
positionsverhältnis der Kationen durch f = cA/(cA + cB) gegeben. Φd ist

3Die Coulomb–Wechselwirkungen zwischen den Kationen ist eine typische energetische
Wechselwirkung. Durch Counterionen ist diese aber praktisch abgeschirmt und kann ver-
nachlässigt werden. Eine ausgeprägte energetische Wechselwirkung zwischen den Kationen
würde außerdem zu Korrelationen in der räumlichen Verteilung der Kationen führen, die
experimentell aber nicht bestätigt werden.
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die Konzentration der tiefen Minima, c? (mit c? ≤ Φd) die Gesamtkonzen-
tration der stark gebundenen Kationen und f ? das entsprechende Komposi-
tionsverhältnis. Die Konzentration der tiefen Minima hängt natürlich von der
Struktur des kovalenten Netzwerkes ab und wird wesentlich von der Verteilung
der Defekte, z.B. der offenen Sauerstoffbrücken, bestimmt. Da deren Anzahl
auch vom Kationengehalt bestimmt ist, wird Φd implizit eine Funktion der
Gesamtkationenkonzentration c und zumindestens teilweise auch des Kompo-
sitionsverhältnisses f sein, d.h. Φd = Φd(c, f). Im allgemeinen besteht eine
monotone Beziehung zwischen der Gesamtkonzentration der Kationen c und
der Konzentration der tiefen Minima Φd: die Anzahl der tiefen Minima wächst
mit dem Kationengehalt an. Die Abhängigkeit vom Kompositionsratio f ist
dagegen wesentlich schwächer. Daher soll in der folgenden Diskussion die hin-
reichende Annahme Φd ≈ Φd(c) gemacht werden, wobei eine Erweiterung auf
den allgemeinen Fall Φd = Φd(c, f) jederzeit möglich ist.

Im allgemeinen ist die potentielle Energie der Kationen in den tiefen und
flachen Minima vom Kationentyp abhängig, d.h. im vorliegenden Modell gibt
es vier Energien4: die Energie der Kationen in den flachen Minima −EA und
−EB und die Energie der Kationen in den tiefen Minima −E?

A und −E?
B.

Damit ist die Konzentration der relativ immobilen Kationen in den tiefen Lö-
chern eine Funktion der Temperatur T , der Konzentration der tiefen Minima Φd

und der Kationenkonzentration: c? = c?(T, Φd, cA, cB) = c?(T, Φd, cf, c(1− f))
oder, wenn man Φd = Φd(c, f) berücksichtigt, c? = c?(T, c, f). Das Komposi-
tionsverhältnis f ? wird natürlich ebenfalls durch diese Parameter kontrolliert,
d.h. f ? = f ?(T, c, f).

Ein wichtiger Grenzfall ist gegeben, wenn die Bindungsenergien nicht vom
Kationentyp abhängen (EA = EB und E?

A = E?
B). Natürlich ist dieser Spezial-

fall nur eine Approximation für ein reales Glas. Trotzdem kann für ein generelles
Verständnis von dieser Näherung Gebrauch gemacht werden. Ein Erweiterung
auf den realistischeren allgemeinen Fall ist gegebenenfalls immer realisierbar.
Damit erhält man sofort c? = c?(T, Φd, c) = c?(T, c) und f ? = f . Für die
weitere Diskussion soll dieser Grenzfall Grundlage sein.

Schließlich wird noch die Konzentration der schwach gebundenen, relativ
mobilen Kationen cmob = c−c? und das entsprechende Kompositionsratio fmob

benötigt. Der eben erwähnte Spezialfall liefert sofort fmob = f .

4.3 Leitfähigkeit und Diffusionskoeffizient

Die Fraktionen der stark bzw. schwach gebundenen Kationen sind im ther-
modynamischen Limes wohldefinierte Größen, d.h. thermische Fluktuatio-
nen der Kationenkonzentrationen sind im makroskopischen System irrelevant.

4Da es sich um Bindungsenergien handelt, sind alle vier Energiewerte negativ, d.h. bei
der gewählten Darstellung ist EA,B > 0 und E?

A,B > 0.
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Jedes Kation okkupiert ein Minimum nur für eine mehr oder weniger zufällige
Wartezeit und es bewegt sich während relativ kurzer Sprungzeiten in ein an-
deres Minimum, d.h. der Anteil der Kationen außerhalb der Minima ist ver-
nachlässigbar gering. Die Wahrscheinlichkeit für einen Sprung und damit die
Wartezeitverteilung wird bestimmt durch die Tiefe der Potentialminima und
die lokale Mobilität der umgebenden Glassmatrix. Über ein hinreichend langes
Zeitintervall wird jedes Kation sowohl tiefe als auch flache Potentialminima
besetzt haben. Daher sind die individuellen Diffusionskoeffizienten5 für alle
Kationen eines Types äquivalent und können als gewichtete Mittelwerte der
Sprungraten für das Verlassen der tiefen und flachen Minima ausgedrückt wer-
den [49].

Natürlich ist die Leitfähigkeit eine kollektive Eigenschaft der Menge aller
Kationen. Im thermischen Gleichgewicht ist die Anzahl der Kationen, die
während eines gegebenen Zeitintervall die tiefen (bzw. flachen) Potentialmi-
nima verlassen, gleich der Anzahl von Kationen die solche Minima besetzen
(Prinzip des detaillierten Gleichgewichts). Obwohl sich die individuelle ener-
getische Situation jedes Kations permanent ändert, bleibt der kollektive Zu-
stand erhalten. Jedes Kation, das eine bestimmte Fraktion6 verläßt, wird durch
ein Kation aus einer anderen Fraktion ersetzt. Damit kann das Gesamtsystem
allein durch Fraktionen stark und schwach gebundener Kationen beschrieben
werden, unabhängig davon, ob die individuellen Kationen ständig zwischen
den einzelnen Fraktionen wechseln. Aus Sicht der statistischen Physik verbirgt
sich hinter dieser Tatsache das Prinzip der Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen. Für die Bestimmung kollektiver Eigenschaften, wie etwa der Ionen-
leitfähigkeit, bedeutet dieses Prinzip, daß ein thermodynamisches System von
Kationen, die ständig zwischen den einzelnen Fraktionen (unter Erhaltung der
Konzentration in den Fraktionen) wechseln, durch ein System ersetzt werden
kann, bei dem kein Austausch zwischen den Fraktionen erfolgt. Für die wei-
teren Betrachtungen soll dieses Ersatzsystem genutzt werden.

Wegen der Energiedifferenz ∆Eγ = E?
γ − Eγ zwischen stark und schwach

gebundenen Kationen der Sorte γ = A, B gilt die Relation:

Dγ
mob

Dγ
immob

= e∆Eγ/kBT (4.1)

zwischen den Diffusionskoeffizienten Dγ
mobder mobilen und der Dγ

immob immo-
bilen Fraktionen. Die Leitfähigkeit σγ der einzelnen Komponenten ist durch die
Nernst–Einstein Gleichung, zusammengesetzt aus den Beiträgen der mobilen
und immobilen Fraktionen, bestimmt:

σγ =
q2
γ

kBT

(
Dγ

mobc
γ
mob + Dγ

immobc
?
γ

)
=

q2
γDγ

mob

kBT

(
cγ + c?

γ(e
−∆Eγ/kBT − 1)

) (4.2)

5Der Diffusionskoeffizient ist im d–dimensionalen Raum gewöhnlich definiert als der
Grenzwert D = lim

t→∞

〈
x2
〉
(2dt)−1.

6Es gibt im vorliegenden Modell vier Fraktionen: die stark und schwach gebundenen
Kationen der Sorten A und B.
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(mit γ = A, B). Hier ist qγ die elektrische Ladung der entsprechenden Kat-
ionen. Die Diffusionskoeffizienten sind durch Eigenschaften der Kationen und
durch die Mobilität des kovalenten Netzwerkes festgelegt. Formal können die
Diffusionskoeffizienten Dγ

mob als ein Produkt von zwei Faktoren geschrieben
werden:

Dγ
mob = Lγτ

−1
c (4.3)

Der erste Faktor Lγ berücksichtigt die spezifischen Eigenschaften der Katio-
nensorten γ = A, B, z.B. die Masse der Kationen, die Bindungsenergie und
mögliche Wechselwirkungen mit der unmittelbaren Umgebung der einzelnen
Kationen. Der zweite Faktor τ−1

c ist hauptsächlich bestimmt durch die Rela-
xationsprozesse der Glasmatrix und wird durch die Temperatur und den Alka-
ligehalt des Glases kontrolliert. Dieser Faktor definiert die eigentliche Zeitskala
τ c der Diffusion. Daher kann τ c auch als mittlere Leitfähigkeitsrelaxationszeit
interpretiert werden.

Wie bereits angenommen wurde (siehe oben), führt der Einbau stark gebun-
dener Kationen in die Glasmatrix zu einer Modifikation des kovalenten Netz-
werkes. Diese Modifikation muß bei der Berechnung der mittleren Relaxations-
zeit τ c berücksichtigt werden. Allgemein kann man daher erwarten, daß τ c von
c? und f ? abhängt. Die genaue funktionale Abhängigkeit soll jetzt bestimmt
werden.

Offenbar wird der Sprung eines Kations von einem Minimum in ein anderes
behindert. Ursache ist das umgebende kovalente Netzwerk, das ähnlich wie
ein Käfig wirkt. Die mittlere Zeit zum Verlassen eines solchen Käfigs wird
bestimmt durch die lokale Beweglichkeit der Glasmatrix und damit durch die
Größe der dem ausgewählten Kation zugeordneten kooperativen Region7, d.h.
eine mittlere Anzahl N von Partikeln des kovalenten Netzwerkes muß erst ver-
schoben werden, bevor das gefangene Kation einen elementaren Sprungprozeß
realisieren kann. Die Modifikation des Netzwerkes durch den Einbau stark
gebundener Kationen führt zu der Beziehung N = N(T, c?, f?).

Unter der Voraussetzung, daß eine gegebene kooperative Region aus N
Partikeln besteht, kann die zugehörige Relaxationszeit entsprechend einer Ar-
gumentation von Adam und Gibbs [1] (siehe auch [60]) geschrieben werden
als

τ c = τ c,∞ exp (αcN) (4.4)

Hierbei ist αc ein empirischer Faktor, der später als Fitparameter benutzt
werden kann. τ c,∞ ist die natürliche Zeitskala des entsprechenden Relaxa-
tionsprozesses und wird durch den Hochtemperaturlimes τ c,∞ = τ c(T → ∞)
definiert. Benutzt man (4.3) und den funktionalen Zusammenhang (4.4), dann
kann die Leitfähigkeit des Glases mit Kationen durch die Beziehung:

7Hier wird die bereits in Kap.3 benutzte Definition der kooperativen Region verwendet.
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σ = q2
ALA

(
cf + c?f ?(e−∆EA/kBT − 1)

) exp
(
−αcN

)
τ c,∞kBT

+q2
BLB

(
c(1− f) + c?(1− f ?)(e−∆EB/kBT − 1)

) exp
(
−αcN

)
τ c,∞kBT

(4.5)

ausgedrückt werden8. Für die weitere Diskussion von (4.5) wird jetzt ein ex-
pliziter Ausdruck zur Beschreibung der mittleren Größe der kooperativen Re-
gionen N = N(T, c?, f?) benötigt. Für ein reines kovalentes Netzwerk ohne
Kationen hängt die mittlere Größe der kooperativen Regionen nur von der
Temperatur ab [1]. Die genaue Abhängigkeit ist materialspezifisch. Auf jeden
Fall wird man einen nichtlinearen Zusammenhang finden können, der qualita-
tiv mit den Ergebnissen in Kap.3 übereinstimmt. Für eine empirische Darstel-
lung, hinreichend weit oberhalb der Vogel–Temperatur T0, genügt bereits das
bekannte Vogel–Fulcher Gesetz [115] zur Approximation der mittleren Anzahl
von Partikeln pro kooperativer Region des reinen kovalenten Netzwerkes [60]

N
0
(T ) =

θ0

T − T0

(4.6)

In der Nähe von T0 sollten dagegen andere, divergenzfreie Näherungen, z.B.

ln τ ∼ N
0
(T ) ∼ T−κ [7, 99] verwendet werden. Daß ein solches Potenzge-

setz sinnvoll ist, wurde bereits in Kap. 3 durch numerische Simulationen
am SFM[2, 2] gezeigt. Eine wichtige Klasse ionisch leitender Gläser9, die den
Mischalkalieffekt zeigen , sind starke Gläser [11], d.h. ihre Vogeltemperatur
ist sehr klein oder verschwindet sogar (T0 → 0). Solche Gläser werden in
ihrem Relaxationsverhalten durch ein Arrheniusgesetz bestimmt. In diesem

Fall wird die mittlere Größe der kooperativen Regionen durch N
0
(T ) ' T−1

beschrieben, d.h. das empirische Vogel–Fulcher Gesetz und das Potenzgesetz
liefern in diesem Limes das gleiche Verhalten. Für die weiteren Überlegungen

ist jedoch die genaue Beziehung zwischen N
0

und der Temperatur nicht von
entscheidender Bedeutung.

Die Modifikation des Glases durch den Einbau von zwei Arten Kationen
(A,B) ändert die Größen der kooperativen Regionen. Es wird jetzt ein be-
liebiges Kation ausgewählt, mit dem Index I versehen und die Größe der zu
diesem Kation gehörenden kooperativen Region mit NI bezeichnet. Diese Defi-
nition der kooperativen Region entspricht genau dem Vorgehen in Kap.3. Ent-
hält die Region außerdem NA

I relativ immobile Kationen vom Typ A und NB
I

Kationen vom Typ B, dann wird sich die aktuelle Größe dieser kooperativen

8Es sollte an dieser Stelle bemerkt werden, daß N nicht wie in Kap.3 durch eine einfache
Mittelwertbildung aus der Verteilung P (N) erzeugt werden kann. Vielmehr muß N aus der
Beziehung τ c,∞ exp

(
αcN

)
≡ τ c = τ c,∞ 〈exp (αcN)〉 bestimmt werden, wobei die Mittelung

selbst mit der Verteilungfunktion P (N) für die Größe der kooperativen Regionen erfolgt
(siehe Anhang 3).

9Hauptsächlich auf der Basis von SiO2 or GeO2.
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Region gegenüber einer Region ohne stark gebundene Kationen verändern. Die
Berücksichtigung ausschließlich linearer Korrekturen führt zu der allgemeinen
Darstellung

NI = N0
I + g

MI∑
i=1

ni + hMI = N0
I + g

(
NA

I −NB
I

)
+ h

(
NA

I + NB
I

)
(4.7)

N0
I ist dabei die Größe der aktuellen kooperativen Region ohne implantierte

Kationen, g und h sind empirische Faktoren, die natürlich noch von dem jeweili-
gen Glas bestimmt sind und daher als Materialkonstanten zu betrachten sind.
Die spezielle Wahl der Darstellung (4.7) erlaubt zumindest eine Interpretation
des Faktors g: da dieser an die Differenz NA

I − NB
I koppelt, charakterisiert g

den Einfluß der Massendifferenzen und Abweichungen im spezifischen Volumen
zwischen beiden Kationensorten auf die Mobilität des modifizierten Glases. Die
aktuelle Relaxationszeit der dem Kation I zugeordneten kooperativen Region
ist dann durch

τ c,I = τ c,∞ exp (αcNI) (4.8)

gegeben. Die benötigte mittlere Relaxationszeit τ c folgt durch Mittelung,
sowohl über alle möglichen Verteilungen der kooperativen Regionen, als auch
über alle möglichen Verteilungen der relativ immobilen Kationen vom Typ A
und B:

τ c = τ c,∞ exp
(
αcN

)
= 〈τ I〉 = τ c,∞ 〈exp (αcNI)〉 (4.9)

Hieraus folgt die gesuchte mittlere Größe der kooperativen Regionen:

N =
1

αc

ln 〈exp (αcNI)〉 (4.10)

Der Mittelwert kann jetzt durch eine Kumulantenentwicklung bestimmt wer-
den. Bis zur zweiten Ordnung dieser Darstellung erhält man (Anhang 3):

N

N
0
(T )

= 1 + (g(2f ? − 1) + h) c? + αc

2
c? Φd−c?

Φd
[g(2f ? − 1) + h]2

+ 2αcg
2c?f ? (1− f ?) + c?2 [g(2f ? − 1) + h]2

(4.11)

Diese Gleichung erlaubt die Bestimmung der Relaxationszeit τ c. Zunächst
soll die mittlere Größe der kooperativen Regionen bestimmt werden, falls nur
eine Kationensorte vorhanden ist. Der Fall, daß das Glas nur Komponente B
enthält (f ? = 0) führt auf:

NB(c?, T )

N
0
(T )

= 1 + c? (h− g) +
αcc

?

2

Φd − c?

Φd

(h− g)2 + c?2 (h− g)2 (4.12)

während der Fall eines Glases mit der reinen Komponente A (f ? = 1) gegeben
ist durch:

NA(c?, T )

N
0
(T )

= 1 + c? (h + g) +
αcc

?

2

Φd − c?

Φd

(g + h)2 + c?2 (g + h)2 (4.13)
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Damit kann die mittlere Anzahl der Partikel pro kooperative Region für ein
beliebiges Kompositionsverhältnis geschrieben werden als

N = NB(c?, T ) (1− f ?) + NA(c?, T )f ?

+ 2N
0
(T )

(
αc

Φd
− 2
)

c?2g2f ? (1− f ?)
(4.14)

Aus (4.14) und (4.9) folgt der gesuchte Ausdruck für die mittlere Relaxations-
zeit τ

τ c = τA(c?, T )f?

τB (c?, T )(1−f?)

(
τ 0(T )

τ c,∞

)µc?2f?(1−f?)

(4.15)

mit dem Koeffizienten µ = 2 (αc/Φd − 2) g2 und den Relaxationszeiten der
Alkaligläser mit einer Komponente: τ γ(c

?, T ) (γ = A,B):

τA(c?, T ) = τ c,∞ exp
(
αcNA

)
und τB(c?, T ) = τ c,∞ exp

(
αcNB

)
(4.16)

Die Relaxationszeit τ 0(T ) in (4.15) entspricht dem extrapolierten Fall eines
reinen kovalenten Netzwerkes mit derselben Struktur und Verteilung der tiefen
und flachen Potentialminima, wie auch in dem entsprechenden kationenhaltigen
Glas10.

Weiterhin soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, daß der
materialabhängige Faktor αc eine spezifische Größe des betrachteten Rela-
xationsprozesses ist, der im vorliegenden Fall an die Leitfähigkeit bzw. die
Diffusion der Kationen gekoppelt ist. Ein anderer Prozeß im gleichen Glas,
z.B. die strukturelle Relaxation, besitzt nach dem vorliegenden Konzept ko-
operative Regionen der gleichen mittleren Größe N , aber einen anderen Fak-
tor αs. Damit zeigen verschiedene Prozesse im gleichen Glas verschiedene
Relaxationszeiten, z.B. ist die eben erwähnte strukturelle Relaxation durch
τ s = τ s,∞ exp

{
αsN

}
charakterisiert, während die Leitfähigkeitsrelaxationszeit

gegeben ist durch τ c = τ c,∞ exp
{
αcN

}
. Diese Abhängigkeiten entsprechen

der im Rahmen des empirischen Ansatzes von Adam und Gibbs [1] gemachten
generellen Annahme, daß die allen Observablen zugrunde liegende Dynamik des
Glases Größe und Verteilung der kooperativen Regionen vollständig bestimmt.
Damit bekommen innerhalb dieser Vorstellung physikalische Größen, welche die
kooperativen Regionen direkt beschreiben, einen nahezu universellen Charak-
ter. Andere physikalische Observablen, z.B. die elektrische Leitfähigkeit, der
dynamische Strukturfaktor oder der dielektrische Modul sind verschieden stark
an die dynamischen Prozesse und damit an die kooperativen Regionen gekop-
pelt. Die Kopplungsstärke wird empirisch durch solche Parameter wie αs bzw.
αc beschrieben. Es ist durchaus möglich, daß Koeffizienten αc und αs eine
gewisse, wenn auch allgemein schwache, Temperaturabhängigkeit aufweisen

10Es sollte beachtet werden, daß diese Relaxationszeit τ0 (T ) nur aus experimentellen
Daten extrapoliert werden kann, weil ein leeres kovalentes Netzwerk mit der gleichen Struktur
wie das kationenhaltige Netzwerk stets instabil und damit experimentell nicht erreichbar ist.
τ0(T ) ist aber auf keinen Fall identisch mit der Relaxationszeit des reinen kovalenten Glases,
z.B. amorphes SiO2.
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können. Bereits geringe Abweichungen, sowohl von der Darstellung (4.4) als
auch von der Annahme, daß kooperative Regionen als alleinige Kontrollparame-
ter der Dynamik unterkühlter Flüssigkeiten und Gläsern ausreichen, genügen,
um eine Temperaturabängigkeit zu rechtfertigen.

Gewöhnlich erhält man αs > αc. Damit folgt für den sogenannten Ent-
kopplungsindex [54] Rτ (T ) = ln(τ s/τ c) = ln(τ s,∞/τ c,∞) + (αs − αc)N , d.h.
dieser Wert wächst mit abnehmender Temperatur. Rτ (T ) ist sehr klein oder
verschwindet für hohe Temperaturen, d.h. strukturelle und Leitfähigkeitsre-
laxation erscheinen als stark gekoppelte Prozesse. Für tiefe Temperaturen
(experimentell meistens für T ≤ Tg) wächst der Entkopplungsindex stark an
und die Leitfähigkeitsrelaxation ist scheinbar von der strukturellen Relaxation
entkoppelt. So daß sich bei einer kleinen Änderung der Temperatur mecha-
nische Eigenschaften in der Umgebung der Glasübergangstemperatur Tg oft
erheblich ändern, während die Leitfähigkeit bei den gleichen Temperaturän-
derungen meistens nur gering variiert.

Die Substitution von (4.15) in (4.5) liefert schließlich die elektrische Leit-
fähigkeit des alkalihaltigen Glases:

σ =
1

kBT

q2
ALA (cf + ZAc?f ?) + q2

BLB (c(1− f) + ZBc?(1− f ?))

τA(c?, T )f?τB (c?, T )1−f?

(τ 0(T )/τ c,∞)µc?2f?(1−f?)
(4.17)

mit Zγ = exp {−∆EA/kBT} − 1. An dieser Stelle sind drei Bemerkungen
angebracht:

• Die 1. Ordnung der Kumulantenentwicklung ist identisch zur einfachen
mean–field Approximation 〈τ I〉 = τ c,∞ 〈exp (αcNI)〉 ≈ τ c,∞ exp (αc 〈NI〉).
Diese Näherung vernachlässigt sämtliche Fluktuationen des Komposi-
tionsverhältnisses und des Alkaligehaltes. Insbesondere erkennt man, daß
der nichtlineare Exponent µc?2f ?(1 − f ?) in (4.15) aus der Abweichung
des aktuellen Kationengehaltes innerhalb der kooperativen Regionen von
den entsprechenden Mittelwerten resultiert.

• Das Resultat (4.15) kann auch durch eine rein phänomenologische Ent-
wicklung von N = N(T, c?, f?) nach Potenzen des Kompositionsverhält-
nisses erhalten werden, also N = N0(1 + ϑ(1)f ? + ϑ(2)f ?2). Die Sub-
stitution dieser Beziehung in (4.4) liefert eine analoge Abhängigkeit wie
(4.15), nur der Einfluß der Gesamtkonzentration bleibt offen.

• Das Resultat (4.17) ist auch dann gültig, wenn nur ein Minimumtyp
vorhanden ist. In diesem Fall hat man den Limes c → c?, f → f ?

und ∆EA,B → 0 ausgeführt. Formal bleiben dann also nur stark gebun-
dene Kationen zurück. Tatsächlich lassen sich auch dafür die Mehrzahl
der nachfolgend aufgeführten Phänomene wenigstens qualitativ erklären.
Die Unterscheidung flacher und tiefer Minima ist aber notwendig, wenn
der Mischalkalieffekt nach einem Ionenaustausch unterhalb der Glasüber-
gangstemperatur beschrieben werden soll. Außerdem gibt es eine Anzahl
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von Experimenten und Vorstellungen zur ionischen Leitfähigkeit, die mit
der Existenz tiefer und flacher Minima verträglich sind (siehe unten).

4.4 Anwendungen und experimenteller Vergleich

4.4.1 Tiefe und flache Potentialminima

Die Annahme der Existenz relativ mobiler und immobiler Kationen, d.h. die
Existenz von zwei verschiedenen Minimumtypen und damit Bindungszuständen
von Kationen ist dem Modell für den ionischen Transport in Silikatgläsern von
Greaves und Ngai [44] verwandt. Die Autoren interpretieren das Anwachsen
sowohl der makroskopischen Aktivierungenergie als auch der Bindungsenergie
mit abnehmenden Alkaligehalt auf der Basis von sogenannten Netzwerksprün-
gen und Intrakanalsprüngen der Kationen. Bei geringen Konzentrationen soll-
ten die im kovalenten Netzwerk verteilten Counterionen praktisch isoliert sein.
Tatsächlich nähert sich die experimentell bestimmte Bindungsenergie der Kat-
ionen der Coulombenergie isolierter Alkaliionen. Die Coulombwechselwirkung
zwischen Kationen und Counterionen ist, entsprechend dem oben vorgestell-
ten kinetischen Wechselwirkungsmodell, aber gerade die Ursache für die Exi-
stenz tiefer Potentialminima. Vorhandene flache Minima werden dagegen bei
geringen Kationenkonzentrationen selten okkupiert. Daher ist bei geringem
Alkaligehalt die Fraktion der stark gebundenen Kationen in Übereinstimmung
mit dem Experiment dominant, die Leitfähigkeit also sehr gering. Bei höheren
Alkalikonzentrationen bilden sich unter Einbeziehung eines Teiles der vorhan-
denen Counterionen zumindest in einigen Silikatgläsern Kanäle, entlang denen
die Bewegung der Kationen offenbar wesentlich erleichtert ist. Die hier statt-
findenden Intrakanalsprünge sind nach Greaves und Ngai der entscheidende
Mechanismus [44], der die Mobilität der Kationen mit wachsender Konzen-
tration merklich erhöht. Die Kanalplätze können im kinetischen Wechsel-
wirkungsmodell als ein Teil der flachen Minima interpretiert werden. Da die
noch verbliebenen tiefen Minima (isolierte Counterionen) nahezu vollständig
besetzt sind, muß in den Kanälen zwangsläufig eine endliche Fraktion von Kat-
ionen vorhanden sein, die den Hauptteil zur Leitfähigkeit beitragen. Es sollte
aber bemerkt werden, daß weitere Ähnlichkeiten zwischen dem kinetischen
Wechselwirkungsmodell und dem Kanalmodell von Greaves und Ngai nicht
bestehen. Das kinetische Wechselwirkungsmodell benötigt an sich nur die Exi-
stenz von tiefen und flachen Potentialminima, komplexere Strukturelemente
wie z.B. die erwähnten Kanäle werden nicht direkt benötigt. Deshalb kann
das kinetische Wechselwirkungsmodell generell auf alle ionisch leitenden Gläser
angewandt werden, also z.B. auch zur Erklärung der Leitfähigkeitsanomalien
in Bor– und Germaniumgläsern, in denen die oben beschriebenen Kanäle ex-
perimentell nicht gefunden werden konnten [55, 56]. Andererseits gibt es ex-
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perimentelle Hinweise, daß die wesentlichen Vorausetzungen für das kinetische
Wechselwirkungsmodell, also die Existenz stark und schwach gebundener Kat-
ionen, auch in diesen Gläsern erfüllt sind. Insbesondere die Auswertung von
Rb2O-GeO2 Spektren im fernen Infrarot [63] liefert dafür einige wichtige Indika-
tionen. Relativ schwach gebundene Kationen lassen sich mit einem hochfre-
quenten Band im IR–Spektrum identifizieren. Die Intensität dieses Bandes ver-
schwindet mit abnehmendem Alkaligehalt bei einer bestimmten Grenzkonzen-
tration. Zusätzlich existiert noch ein zweites, niederfrequentes Band, das
den stark gebundenen Kationen entspricht. Oberhalb der Grenzkonzentration
bleibt die Intensität dieses Bandes nahezu konstant (die tiefen Minima sind
dann nahezu vollständig besetzt), und erst wenn die Grenzkonzentration un-
terschritten ist (also die flachen Minima praktisch entleert sind), sinkt auch die
Intensität dieses Bandes. Die Existenz dieser zwei IR–Bänder kann auch bei
vielen anderen Gläsern beobachtet werden, z.B. Silikat– und Borgläsern [64].

4.4.2 Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der Kationenkonzentration

Die Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der Konzentration soll hier am Beispiel
eines einkomponentigen Alkaliglases (das z.B. nur die Komponente A enthält)
dargestellt werden, d.h. man wählt f = f ? = 1. Die Leitfähigkeit ist dann

σ =
q2
ALA

kBT

(
c− c? + c?e−∆EA/kBT

)
τA(c?, T )

(4.18)

Für die weitere Diskussion von (4.18) benötigt man wenigstens eine näherungs-
weise Angabe der Relation c? = c?(c, T ). Hier soll eine Approximation verwen-
det werden, die zu einem qualitativen Resultat führt. Eine detaillierte Analyse
benötigt mehr Informationen über c?, die nur aus hinreichend genauen Expe-
rimenten erhalten werden können. Die dafür benutzte Näherung geht von der
Annahme aus, daß das kovalente Netzwerk unempfindlich gegenüber einer Än-
derung des Kationengehaltes ist, d.h. die Konzentration tiefer und flacher Po-
tentialminima hängt nicht von der Kationenkonzentration ab. Diese Annahme
ist mit Sicherheit eine starke Einschränkung, denn mit wachsendem Alkalianteil
nimmt natürlich auch die Zahl der Counterionen und damit die Konzentration
der tiefen Potentialminima Φd kontinuierlich zu. Jede Änderung des Alkalige-
haltes hat in realen Gläsern also auch immer eine gleichzeitige Änderung der
Struktur und damit der physikalischen Eigenschaften des kovalenten Netzwer-
kes11 zur Folge. Für eine qualitative Diskussion sollte aber bereits die erwähnte
grobe Näherung ausreichen. In diesem Fall folgt für die Konzentration der stark
gebundenen Kationen:

Φd − c?

c?

c− c?

Φtot − Φd − c + c?
= exp

{
−∆EA

kBT

}
(4.19)

11Dieser Einfluß äußert sich neben der diskutierten Abhängigkeit der Konzentration tiefer
Minima Φd = Φd(c) auch in einer Beziehung ∆EA = ∆EA(c).
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(siehe Anhang A.2), wobei Φtot die Gesamtkonzentration der Minima in dem
kovalenten Netzwerk ist. Aus (4.19) folgt eine Sättigung für hinreichend hohe
Gesamtkonzentrationen c, d.h. lim

c→Φtot

c?(c, T ) = Φd. Der umgekehrte Fall

(c → 0) ist definiert durch lim
c→0

c?(c, T ) ∼ c/(1 + exp {−∆EA/kBT}), d.h. der

Hauptteil der Kationen ist für geringe Konzentrationen c stark gebunden.

Abbildung 4-1 qualitatives Verhalten von reduzierter Leitfähigkeit σR =
σ(c)/σ(Φtot) und reduziertem Diffusionskoeffizienten DR eines ionenleitenden
Glases als Funktion der reduzierten Konzentration x = c/Φtot. DR ist hier
definiert durch DR = σR/x. Parameter: αcN0(T ) = 80, αc/Φtot = 0.5,
(g + h)Φtot = −0.5, Φd/Φtot = 0.5 und exp(−∆EA/kBT ) = 0.005.

Nach (4.18) ist damit die Leitfähigkeit bei kleinen Kationenkonzentrationen
(c � Φd) stark nichtlinear in c (exponentielle Abhängigkeit, siehe Abb.4-1)

σ =
q2
ALAe−∆EA/kBT

kBT (1 + e−∆EA/kBT )

c

τA(c/(1 + exp {−∆EA/kBT}), T )
(4.20)

während bei höheren Konzentrationen eine annähernd lineare Relation zwi-
schen σ und c vorliegt:

σ =
1

kBT

q2
ALA

(
c− Φd + Φde

−∆EA/kBT
)

τA(Φd, T )
(4.21)

Natürlich ist diese lineare Abhängigkeit im vorliegenden Fall ein Resultat der
benutzten Näherung. In realen Gläsern findet man ebenfalls eine stark nicht-
lineare Funktion σ(c) bei kleinen Konzentrationen c, während der Zusammen-
hang für höheren Konzentrationen zwar nicht immer linear, aber wenigstens
wesentlich schwächer nichtlinear ausgeprägt ist. So z.B. zeigen SiO2–Gläser
eine nichtlineare Abhängigkeit vom Alkaligehalt für hinreichend kleine Konzen-
trationen von Na2O (im ppm Bereich) [56, 88], während bei höheren Konzen-
trationen (über 5 Molprozent Na2O) ein annähernd lineares Gesetz beobachtet
wird.
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Abb.4-1 zeigt die Konzentrationsabhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit
für den Fall relativ großer Energiedifferenzen ∆EA � kBT . Die hier dargestellte
qualitative Form findet man tatsächlich für die meisten ionenleitenden Gläser
[56], siehe auch Abb. 4-2.

Abbildung 4-2 elektrische Gleichstromleitfähigkeit verschiedener Boratgläser
(B2O3) mit Natriumanteil (Na2Z mit Z=SO4, Cl2, O, F2) bei 300oC, Daten
entnommen aus [56]

4.4.3 Leitfähigkeit von Mischalkaligläsern

Niedrige Kationenkonzentration (c < Φd)

Im folgenden wird eine konstante Gesamtkationenkonzentration vorausgesetzt,
nur das Kompositionsverhältnis f sei variabel. Bei geringen Kationenkonzen-
trationen werden die meisten Kationen tiefe Potentialminima besetzen. Be-
schränkt man sich auf den oben eingeführten Spezialfall E?

A = E?
B = E? und

EA = EB = E?−∆E und verlangt ∆E/kBT � 1, dann ist die Gesamtkonzen-
tration der relativ immobilen Kationen durch die Näherung c? ≈ c gegeben,
während ihr Kompositionsratio durch f ? = f festgelegt ist.

Der Exponent von τ 0(T )/τ c,∞ (siehe (4.17)) kann wegen der vorausgesetz-
ten geringen Konzentration c vernachlässigt werden, d.h. µc2 → 0. Man erhält

σ =
2e2c

kBT
e−∆E/kBT LAf + LB(1− f)

τA(c, T )fτB (c, T )1−f
(4.22)

mit der Vereinfachung qA = qB = e. Die Leitfähigkeit zeigt ein Extremum
beim Kompositionsverhältnis fextr.

fextr. =

[
1− LA

LB

]−1

−
[
ln

(
τB(c, T )

τA (c, T )

)]−1

(4.23)
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Abbildung 4-3 reduzierte elektrische Leitfähigkeit σ(T )/σB(T ) als Funktion des
Kompositionsverhältnisses f für sehr kleine Gesamtkationenkonzentration c. Die
verwendeten Parameters sind LA/LB = 10, h = 0 und θ0c

?g/T0 = 0.1. Die
Temperaturabhängigkeit der kooperativen Region wird durch ein Vogel–Fulcher
Gesetz (4.6) beschrieben. Die reduzierte Temperatur T ′ ist definiert durch
T ′ = T/T0. Die gestrichelte Linie entspricht dem Hochtemperaturlimes T ′ →∞.

mit der Restriktion 0 ≤ fextr. ≤ 1. Ist diese Nebenbedingung nicht erfüllt,
ändert sich die Leitfähigkeit monoton mit dem Kompositionsratio über den
gesamten Bereich f ∈ [0, 1]. Abb.4-3 zeigt die erwartete typische Abhängigkeit
von Temperatur und Kompositionsratio für hinreichend geringen Kationenge-
halt und einer Temperaturabhängigkeit der mittleren Größe der kooperativen
Regionen des kationenfreien Glases N0(T ) entsprechend der empirischen Re-
lation (4.6). Während für hohe Temperaturen eine einfache lineare Relation
σ ∼ f besteht, weicht σ für niedrige Temperaturen zunehmend von dieser
Beziehung ab. Es ist aber auf jeden Fall charakteristisch, daß der Mischalka-
lieffekt (ausgeprägtes Leitfähigkeitsminimum bei f ≈ 0.3...0.7) für Gläser mit
geringem Kationengehalt nicht beobachtet werden kann12 Dieses Ergebnis ist
in Übereinstimmung mit verschiedenen experimentellen Ergebnissen [59].

Hohe Kationenkonzentration (c > Φd)

Hochtemperaturregime Eine erheblich veränderte Situation entsteht für
einen hinreichend hohen Alkalianteil, wo experimentell ein ausgeprägtes Leit-
fähigkeitsminimum bei der Variation des Kompositionsverhältnisses f beobach-
tet wird [19, 57].
Bei hohen Konzentrationen (c > Φd) sind nahezu alle tiefen Minima besetzt

12In dem vorliegenden Beispiel findet man sogar ein Maximum in der Leitfähigkeit.
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Abbildung 4-4 reduzierte elektrische Gleichstromleitfähigkeit σ(T )/σB(T ) als
Funktion des Kompositionsverhältnisses f bei hohen Kationenkonzentrationen
c. Die verwendeten Parameter sind D0

A/D0
B = 1, h = 0, θ0c

?g/T0 = 0.1 und
θ0 (αc/Φd − 2) c?2g2/T0 = 8. Auch hier ist die Größe der kooperativen Region
bestimmt durch das Vogel–Fulcher Gesetz (4.6). Die reduzierte Temperatur T ′ ist
gegeben durch das Verhältnis T ′ = T/T0.

und man erhält c? = Φd. Zur Demonstration soll hier wieder der Spezialfall
E?

A = E?
B = E? und EA = EB = E? − ∆E und damit f ? = f betrachtet

werden. Diese Vereinfachung führt zur elektrischen Leitfähigkeit:

σ =
e2

kBT

[
c + Φd

(
e−∆E/kBT − 1

)]
[LAf + LB(1− f)]

τA(Φd, T )fτB (Φd, T )1−f (τ 0(T )/τ c,∞)µΦ2
df(1−f)

(4.24)

Man erhält jetzt eine stark nichtlineare Abhängigkeit von f mit einem deut-
lichen Minimum, siehe Abb.4-4. Als Beispiel soll die Kompositionsabhängigkeit
der Leitfähigkeit des Systems (K2O)f (Na2O)(1−f)(SiO2)3 untersucht werden,
das durch Abkühlung direkt aus der Glasschmelze erzeugt wurde. Die hier
verwendeten Leitfähigkeitsdaten (�, •) beruhen auf Messungen von Moynihan
et al. [84] und wurden mit (4.24), gefittet. Abb.4-5 zeigt, daß unter Berück-
sichtigung der Genauigkeit der Meßmethode eine sehr gute Übereinstimmung
zwischen den Aussagen der Theorie und den experimentellen Resultaten vor-
liegt.

Dabei ist bemerkenswert, daß beide Kurven in Abb.4-5 auf den gleichen
Parametern beruhen und sich nur in der Temperatur unterscheiden. Die Leit-
fähigkeit zeigt das vorhergesagte Minimum bei f ≈ 0.5.

Tieftemperaturregime (T < Tg). Natürlich ist (4.24) auch unterhalb der
Glasübergangstemperatur gültig, d.h. die generelle Abhängigkeit der Leit-
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Abbildung 4-5 reduzierte elektrische Gleichstromleitfähigkeit von
(K2O)f (Na2O)1−f (Si2O)3 als Funktion des Kompositionsverhältnisses f (Ka-
tionensorte A: K⊕, Kationensorte B: Na⊕). Die experimentellen Daten basieren
auf [84]. Die gepunkteten Linien entsprechen den theoretischen Vorhersagen
unter Verwendung der Parameter: D0

A = D0
B, lg τA(c, T )/τB(c, T ) = 13.7 und

µΦ2
d lg τ 0(T )/τ∞ = 0.8425. Diese Daten folgen als Fitparameter aus den Daten

bei T = 373 K. Die zweite Kurve (T = 473 K) folgt dann unmittelbar aus diesen
Fitparametern unter Benutzung der Vogeltemperatur T0 = 122 K.

fähigkeit mit einem Extremum bei f ' 1
2

kann ober– und unterhalb der
Glasübergangstemperatur beobachtet werden. Damit sind offenbar beide Re-
gime (T > Tg und T < Tg), wenigstens in Bezug auf den Mischalkalieffekt,
nicht voneinander getrennt.

Trotzdem gibt es eine bemerkenswerte Situation, bei der eine Unterschei-
dung beider Regime auch beim Mischalkalieffekt notwendig ist. Tauscht man
einen Teil der Kationen oberhalb bzw. unterhalb der Glastemperatur aus13 und
realisiert anschließend die experimentelle Untersuchung des Mischalkalieffektes
bei einer Temperatur T < Tg, dann findet man ein überraschendes Resultat.
Die oberhalb Tg präparierte Probe weist den bekannten Mischalkalieffekt auf,
während das unterhalb Tg erzeugte Material den Mischalkalieffekt nur schwach
oder gar nicht zeigt.

Offenbar sind unterhalb Tg die stark gebundenen Kationen bereits soweit
eingefroren, daß sie praktisch fest in das kovalente Netzwerk integriert sind.
Daher sind von einem partiellen Austausch der Kationen hauptsächlich die
relativ mobilen Kationen betroffen. Das bedeutet, daß Kompositionsratio f ?

und Konzentration c? der stark gebundenen Kationen beim Austauschprozeß
nur wenig oder gar nicht verändert werden. Der Austausch unterhalb Tg

erzeugt ein Nichtgleichgewichtssystem, das erst über einen sehr langsamen Al-
terungsprozeß in das Gleichgewicht relaxiert. Zur Illustration kann man von

13Kationen können z.B. unter dem Einfluß äußerer elektrischer Felder aus einer Lösung
oder Schmelze in Gläser implementiert werden können.
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der Annahme ausgehen, daß weit unterhalb Tg der Kationenaustausch sowohl
c? als auch f ? konstant läßt. Da bei einem Austausch auch die Gesamtkonzen-
tration der Kationen konstant bleibt, wird nur das Kompositionsverhältnis
der mobilen Kationen (und damit das Kompositionsratio aller Kationen f)
verändert. Nach dem Austausch sei das neue Kompositionsverhältnis f ′. Selbst
wenn wir wieder die Annahmen E?

A = E?
B = E? und EA = EB = E? − ∆E

nutzen, gilt jetzt nicht mehr f ? = f ′. Dieser Grenzfall stellt sich erst im
Gleichgewicht, also entweder nach einer sehr langen (eventuell sogar unendlich
langen) Alterungszeit unterhalb Tg oder nach einer relativ kurzen Relaxations-
zeit, aber für T > Tg, ein. Unterhalb Tg ist also immer mit f ′ 6= f ? zu rechnen.
Die Leitfähigkeit ist nach dem Ionenaustausch statt (4.17), gegeben durch:

σ =
e2

kBT

LA (cf ′ + ZAc?f ?) + LB (c(1− f ′) + ZBc?(1− f ?))

τA(c?, T )f?τB (c?, T )1−f?

(τ 0(T )/τ c,∞)µΦd
2f?(1−f?)

(4.25)

Erzeugt man aus Proben mit einem Kompositionsratio f durch Ionenaustausch
unterhalb Tg neue Proben mit den neuen Kompositionsverhältnissen f ′, dann
sollte offenbar die Leitfähigkeit nach dem Austausch nur noch eine lineare Ab-
hängigkeit von f ′ zeigen, d.h. der Mischalkalieffekt sollte nicht mehr beobacht-
bar sein. Erfolgt dagegen der Kationenaustausch oberhalb Tg, dann stellt sich
z.B. für den Spezialfall E?

A = E?
B = E? und EA = EB = E? − ∆E kurz

nach Beendigung des Austausches auch für die stark gebundenen Kationen das
Kompositionsratio f ? = f ′ ein, d.h. die Leitfähigkeit folgt jetzt wieder der be-
kannten nichtlinearen Abhängigkeit von f ′ entsprechend (4.24) und der Misch-
alkalieffekt kann wie gewohnt beobachtet werden. In der gleichen Weise kann
der Mischalkalieffekt auch bei den unterhalb Tg ionenausgetauschten Proben
beobachtet werden, wenn diese Proben für einige Zeit oberhalb Tg getempert
werden.

Experimente mit ionenausgetauschten Alkaligläsern zeigen ein sehr unter-
schiedliches Verhalten in Bezug auf die erwartete lineare Relation σ ∼ f ′.
Experimentell ist diese Relation sowohl für Na/Li ausgetauschte Aluminium-
silikatgläser [36] als auch für K/Na ausgetauschte Silicatgläser [111] bestätigt.
Entsprechend der Vorhersage des kinetischen Wechselwirkungsmodells sollte
man annehmen, daß der Ionenaustausch bei einer wesentlich geringeren Tem-
peratur als der Glasübergangstemperatur realisiert wurde. Tatsächlich wurde
der K/Na-Austausch in den Experimenten von Tomandl und Schaeffer [111]
bei 440oC, also weit unterhalb Tg ausgeführt.

Andererseits fanden Frischat und Schütz [34] bei partiellen Rb/Na–Substi-
tutionen in Natriumsilikatgläsern und Na/Rb–Substitutionen in Rubidiumsi-
likatgläsern einen typischen Mischalkalieffekt für die Leitfähigkeitsabhängigkeit
vom Kompositionsverhältnis. Der Kationenaustausch in den von diesen Au-
toren benutzten Na2O·3SiO2– bzw. Rb2O·3SiO2–Gläsern erfolgte aber bei
530oC und damit oberhalb der Glasübergangstemperatur beider Materialien.
Außerdem erfolgte nach dem Austausch noch eine längere Temperaturbehand-
lung bei der Austauschtemperatur von 530oC, um eine möglichst homogene
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Verteilung der Kationen im Probenkörper zu erzielen. Nach dieser Tempe-
rungsprozedur konnte der zu erwartenden Mischalkalieffekt natürlich vollstän-
dig nachgewiesen werden.

4.4.4 Deformierte Diffusionsfronten

Der Mischalkalieffekt beruht auf einer anomalen Kompositionsabhängigkeit der
den Kationen zugeordneten Diffusionskoeffizienten. Aus (4.1) folgt sofort der
mittlere (oder effektive) Diffusionskoeffizient für die Kationen der Sorte γ

Dγ =
[
Dγ

mob(cγ − c?
γ) + Dimmobc

?
γ

]
/cγ (4.26)

= Dγ
mob

[
1 +

(
e−∆Eγ/kBT − 1

)
c?
γ/cγ

]
(4.27)

Für die folgenden Überlegungen sollen hohe Temperaturen oder kleine En-
ergiedifferenzen betrachtet werden. Der Beitrag

(
e−∆Eγ/kBT − 1

)
kann in die-

sem Fall vernachlässigt werden. Diese Einschränkung dient aber wieder nur
zur vereinfachten Darstellung des Problems und kann bei Bedarf jederzeit auf
die allgemeinere Form (4.26) erweitert werden. Mit (4.3) und (4.15), sowie
dem bereits mehrfach genutzten Grenzfall EA = EB und E?

A = E?
B und damit

f = f ? erhält man:

DA,B =
LA,B

τ f
Aτ 1−f

B (τ 0/τ c,∞)µc?2f(1−f)
(4.28)

Der Diffusionskoeffizient der Kationen in einem einkomponentigen Glas ist
dann durch f = 0 bzw. f = 1 bestimmt, also D0

A = LA/τA bzw. D0
B = LB/τB.

Dieses Resultat soll für die Beschreibung des feldunterstützten Kationenaus-
tausches [95] genutzt werden, bei dem Kationen der Sorte A unter dem Einfluß
eines elektrischen Feldes gegen Kationen der Sorte B ausgetauscht werden.
Dieser Prozeß findet oberhalb der Glasübergangstemperatur statt, der Aus-
tausch betrifft also sowohl die mobilen als auch immobilen Kationen. Während
des Kationenaustausches bleibt natürlich die Gesamtladung der Kationen er-
halten, also

qAcA + qBcB = const. (4.29)

Im weiteren Verlauf der Diskussion wird qA = qB = e gewählt. Auch diese Ver-
einfachung ist keine wesentliche Einschränkung und kann leicht verallgemeinert
werden. Der Kationenstrom jA,B im elektrischen Feld ist definiert durch die
Onsager–Relation:

jA,B = DA,B

[
−∇+

e

kBT
E

]
cA,B (4.30)

Das elektrische Feld E wird als homogen angenommen. Die Konzentrationen
cA und cB sind jetzt aber ortsabhängige Funktionen. Da aber andererseits
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das Erhaltungsgesetz (4.29) im vorausgesetzten Spezialfall qA = qB = e auf
cA + cB = c = const. führt, ist folglich nur das Kompositionsratio eine orts–
und zeitabhängige Funktion f(r, t). Zu (4.30) kommt die Kontinuitätsgleichung
für die Konzentration (Fick’sches Gesetz) hinzu, also

∂cA,B

∂t
+∇jA,B = 0 (4.31)

Es soll jetzt eine Lösung der Differentialgleichungen (4.30) und (4.31) für hin-
reichend lange Zeiten gefunden werden. Eine exakte Lösung der aus beiden
Gleichungen gebildeten Diffusionsgleichung ist wohlbekannt für konstante Dif-
fusionskoeffizienten, aber im vorliegenden Fall sind beide Koeffizienten DA und
DB in (4.28) abhängig von dem lokalen Kompositionsverhältnis f(r, t). Für
gewöhnliche praktische Anwendungen dringt die Komponente B durch eine
ebene Oberfläche in das Glas ein. Orientiert man die x–Achse so, daß sie
senkrecht auf dieser Fläche steht, dann kann man aus Symmetrieüberlegungen
die räumliche Dimension entsprechend cA,B(r, t) = cA,B(x, t) auf d = 1 re-
duzieren. Diese Darstellung setzt natürlich voraus, daß auch das homogene
elektrische Feld senkrecht zu dieser Oberfläche, also parallel zur x–Achse, orien-
tiert ist (E = Eex).

Die Diffusionsgleichung, die direkt aus der Substituion des Stromes in (4.31)
durch (4.30) entsteht, erlaubt einige generelle Aussagen. Insbesondere existie-
ren für die Diffusionsgleichung zwei sogenannte Lie–Symmetrien [109], die zur
Konstruktion selbstähnlicher Lösungen verwendet werden können. Die erste
Symmetrie basiert auf der reduzierten Variable x2/t, die entsprechende Lösung
der Diffusionsgleichung kann als verallgemeinerte Gaußkurve für das lokale
Kompositionsratio f(x, t) = f (x2/t) verstanden werden. Die zweite Symme-
trie definiert eine forminvariante Lösung f(x, t) = f(x− vt), bei der ein noch
zu bestimmendes Profil entlang der x–Achse mit der Geschwindigkeit v ver-
schoben wird. Offenbar definiert diese Symmetrie die asymptotische Lösung
der Diffusionsgleichung im vorliegenden Fall, d.h. sie beschreibt das Kompo-
sitionsprofil für t → ∞. Es bleibt noch das Profil zu bestimmen. Bezeichnet
man als Gesamtstrom j0 = jA + jB und beachtet die notwendigen Relationen
jA = j0cA/c und jB = j0cB/c, sowie cA = cf und cB = c(1 − f) dann kann
man aus den beiden Gleichungen (4.30)14 das elektrische Feld eliminieren und
es bleibt

df

dη
=

j0

c0

f (1− f)

[
1

DB(f)
− 1

DA (f)

]
(4.32)

mit η = x − vt. Es sollte aber beachtet werden, daß das elektrische Feld,
obwohl es explizit nicht in (4.32) vorkommt, trotzdem einen entscheidenden
Einfluß auf das Profil ausübt. Es gilt nämlich immer noch die Abhängigkeit
j0 = j0(E), die z.B. nach der Bestimmung des Profiles aus (4.32) und unter
Berücksichtigung von jA = j0cA/c und cA = cf aus (4.30) berechnet werden

14Einmal für die Komponente A und einmal für die Komponente B.
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kann. Aus (4.32) folgt unter Verwendung von (4.28)

df

dη
= A0f (1− f)

[
1

D0
B

− τB

τAD0
A

]
τ f

Aτ−f
B

(
τ 0

τ c,∞

)µc?2f(1−f)

mit A0 = j0/c0. D0
AτA/τB ist der Diffusionskoeffizient DA(f = 0), der die

Diffusion eines einzelnen Kations vom Typ A in einer Glasmatrix, die ansonsten
nur die Komponente B enthält, beschreibt. Mit

A = A0

[
τB

τAD0
A

− 1

D0
B

]
= A0 lim

f→0

[
1

DA(f)
− 1

DB(f)

]
und den Definitionen β = ln (τA/τB) und ∆0 = µc?2 ln (τ 0/τ c,∞) folgt

df

dη
= −Af (1− f) exp {βf + ∆0f (1− f)} (4.33)

Die Lösung dieser gewöhnlichen Differentialgleichung ist allgemein durch Tren-
nung der Variablen möglich, aber die entstehenden Integrale müssen letztendlich
noch durch numerische Methoden bestimmt werden.

Die experimentelle Überprüfung von (4.33) bzw. der zugehörigen (nu-
merischen) Lösung wurde z.B. für die feldunterstützte Drift von Silberkationen
Ag⊕ (Kationentyp A) in gewöhnliches Flachglas, das ursprünglich nur Na-
triumkationen Na⊕ (Kationentyp B) enthielt, realisiert [73]. Die erhaltenen
experimentellen Daten wurden dann mit verschiedenen Lösungen der Diffu-
sionsgleichung verglichen.

Abbildung 4-6 Die relative Konzentration von Silberkationen als Funktion der
Eindringtiefe x. Die durchgezogene Linie entspricht dem Fit mit (4.32).

Während ein Fit mit konstanten Diffusionskoeffizienten nur sehr unbefriedi-
gend ist, führt die Anpassung mit der Lösung der aus dem kinetischen Wech-
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selwirkungsmodell abgeleiteten Gleichung (4.33) zu einer sehr guten Überein-
stimmung (siehe Abb. 4-6) bei physikalisch vernünftigen Werten für die Fit-
parameter:

A = 7.491µm−1, β = −4.358 and ∆0 = 7.980

Immerhin kann man aus β = ln (τA/τB) < 0 schlußfolgern, daß die Relaxations-
zeit τAg eines Glases, das nur Silberkationen enthält, wesentlich kleiner als die
Relaxationzeit τNa desselben Glases mit ausschließlich Natriumkationen ist.
Wegen τAg � τNa ist die qualitative Aussage zu erwarten, daß die Glasüber-
gangstemperatur des silberhaltigen Glases tiefer als die Glasübergangstempe-
ratur des Natriumglases ist, was mit experimentellen Ergebnissen gut überein-
stimmt. Außerdem läßt der Parameter ∆0 ≈ 8 einen ausgeprägten Mischalka-
lieffekt für Ag/Na–Gläser erwarten [94].

4.5 Numerische Untersuchungen

4.5.1 Modellierung des Mischalkalieffektes im SFM[n, 2]

Zur Beschreibung der Glasmatrix wird das in Kapitel 3 beschriebene 2-Spin
unterstützte kinetische Isingmodell für ein zweidimensionales Gitter verwendet.
Allerdings muß das Modell noch modifiziert werden, um den Mischalkalieffekt
numerisch beschreiben zu können [96]. Dazu führt man für jede Zelle i des Git-
ters einen zweikomponentigen Spin Ji = si ⊗ ci, mit den möglichen Zuständen
si = ±1 und ci = ±1, ein. In Analogie zu dem originalen SFM[n, d] entspricht
der Zustand si = −1 einer relativ immobilen Zelle (festkörperähnlicher Zu-
stand), während der Zustand si = +1 eine flüssigkeitsähnliche Zelle hoher
Mobilität kennzeichnet. Neben diesen bereits bekannten Zuständen bezeichnet
ci = +1 eine Zelle, die überwiegend Kationen vom Typ A enthält. Folglich
charakterisiert ci = −1 eine Zelle mit dominanten Anteil an B–Kationen.

Um den Mischalkalieffekt simulieren zu können, werden folgende Elemen-
tarschritte erlaubt:

• si = −1 
 si = +1 (s-Sektor)

Ein solcher Flip wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 für +1 → −1 und der
Wahrscheinlichkeit exp{−ε/T} für −1 → +1 (ε ist wieder die Energie-
differenz zwischen dem flüssigkeitsähnlichen und dem festkörperähnlichen
Zustand, siehe Kap.3 ) realisiert, wenn gleichzeitig die topologischen Re-
striktionen ∑

j(i)

(1 + sj) ≥ 2n [c] = (z + 1)−

∣∣∣∣∣∣
∑
j[i]

cj

∣∣∣∣∣∣ (4.34)
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erfüllt sind. (j(i) bedeutet hier die Summation über alle z Nachbarn der
Gitterzelle i, während j [i] die Summation über alle z Nachbarn und die
Zelle i kennzeichnet. z ist wiederum die Koordinationszahl des Gitters).
Im Gegensatz zum originalen SFM[n, d] sind die Restriktionszahlen n [c]
nicht mehr für alle Zellen gleich, sie werden von der aktuellen Verteilung
der Kationen in der Umgebung der Gitterzelle i bestimmt. Die durch
diese Restriktionen entstehenden Behinderungseffekte sind in Abb.4-7
schematisch dargestellt.

A↓

B↓

B↑

A↑6
 A↓ A↓ A↓

B↓

A↑

A↑
 A↓ A↓

Abbildung 4-7 Beispiele für erlaubte und verbotene Flipprozesse

Für das vorliegende Modell ist die Restriktion (4.34) so orientiert, daß
eine möglichst homogene Umgebung (also z.B. wenn eine Gitterzelle über-
wiegend A enthält und auch nur A–reiche Nachbarn besitzt) eine mög-
lichst geringe Behinderung erfährt. Diese Modellierung entspricht den
Vorstellungen des kinetischen Wechselwirkungsmodells. Allein die Prä-
senz einer bestimmten Anzahl von Kationen der Sorten A und B in einer
gewissen Umgebung bestimmt die lokale Beweglichkeit an dieser Stelle
des Glases.

• Diffusion (c–Sektor)

Der Austausch von Ionen zwischen benachbarten Zellen kann formal
durch die Austauschbilanz: ci + c′j 
 cj + c′i beschrieben werden (z.B.:
−1i + 1j 
 −1j + 1i). Jeder dieser Sprünge wird mit der temperaturab-
hängigen Wahrscheinlichkeit pij(T ) realisiert, falls:

– beide benachbarten Zellen i und j mobil sind, d.h. si = sj = +1
und

– die folgende Restriktion erfüllt ist

∑
k(i,j)

(1 + sk) ≥ 2m [c] = 2z −

∣∣∣∣∣∣
∑
k[i,j]

ck

∣∣∣∣∣∣ (4.35)
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(k(i, j) steht hier für alle Nachbarn des Paares (i, j), während k [i, j]
alle benachbarten Zellen und das Paar (i, j) selbst erfaßt). Damit
wird natürlich die diffusive Dynamik durch die Verteilung der Kat-
ionen in der jeweiligen lokalen Umgebung bestimmt, siehe hierzu
auch Abb. 4-8

A↓

B↓

B↑

A↑6
 B↑ A↓

B↓

A↑

A↓

A↓

A↑

A↑
 B↑ A↓
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Abbildung 4-8 Beispiele für erlaubte und verbotene Austauschprozesse

Auch die lokalen Diffusionsprozesse genügen dem oben erwähnten generel-
len Gesetz, daß eine Zustandsänderung um so leichter erfolgt, je homo-
gener die lokale Umgebung erscheint.

Die Wahrscheinlichkeit pij(T ) ist definiert durch das Maß:

pij(T ) = p0 exp

{
−∆H

T

}
Der exponentielle Term beschreibt den Einfluß einer möglichen Wechsel-
wirkung zwischen den Kationen benachbarter Zellen. Dementsprechend
ist ∆H die Energiedifferenz zur Realisierung eines elementaren Aus-
tauschprozesses. Die Wechselwirkungsenergie wird für die folgenden Un-
tersuchungen durch die konventionelle Ising–Kopplung zwischen nächsten
Nachbarn approximiert:

H = J
∑
(i,j)

cicj

((i, j) bezeichnet jeweils ein Paar benachbarter Zellen). In dieser Nota-
tion entspricht J < 0 einer ferromagnetischen Wechselwirkung und J > 0
bezeichnet den antiferromagnetischen Fall.

Natürlich bleibt die detaillierte Balance für alle vorgestellten Elementar-
schritte erfüllt. Weiterhin ist das globale Kompositionsratio der A– und B–
Zellen eine über die ganze Zeitevolution feste Größe. Startet man die Evolu-
tion, ausgehend von der Anfangsbedingung si = +1 für alle Gitterplätze i und
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für ein gegebenes Kompositionsverhältnis f = [A] /([A] + [B]), dann erreicht
man in einem hinreichend großen Volumen und nach einer hinreichend langen
Simulationszeit das thermische Gleichgewicht. Dieses ist definiert durch das
Verhältnis:

N+

N−
= exp

(
− ε

T

)
(4.36)

(N± ist die Anzahl der Zellen im Zustand s = +1 bzw. s = −1).
Es sollte natürlich bemerkt werden, daß die Restriktionen (4.34) und (4.35)

in einem gewissen Maße willkürlich sind. Andererseits entsprechen sie aber
qualitativ den Vorstellungen, die auch dem kinetischen Wechselwirkungsmodell
zugrunde liegen. Dazu gehört insbesondere, daß die Kationenverteilung die
lokale Dynamik kontrolliert.

4.5.2 Numerische Simulationen

Für die hier vorgestellten numerischen Untersuchungen wurde ein zweidimen-
sionales quadratisches Gitter (d = 2, z = 2d = 4) mit N = L2 Gitterzellen
(L = 50) und periodischen Randbedingungen genutzt. Ausgehend von dem
Nichtgleichgewichtszustand σi ≡ +1 (für alle Gitterzellen i) und dem festen
Kompositionsratio f wird, wie beim originalen SFM[n,d], zunächst auf der
Basis der oben aufgeführten Elementarschritte das thermische Gleichgewicht
hergestellt. Nachdem dieses erreicht ist, werden die Kationendiffusionkoef-
fizienten bestimmt. Dazu wird die, durch die Austauschprozesse A+B 
 B+A
erzeugte, Bewegung der A– und B–Zustände auf dem Gitter verfolgt. Durch
eine einfache Berechnung der zurückgelegten quadratischen euklidischen Di-
stanz pro Zeit r2/t und der Mittelung über alle Kationen einer Sorte, er-
hält man dann die entsprechenden Diffusionskoeffizienten aus der Relation
DA,B = 〈r2〉A,B /4t. Die Anwendung der Nernst–Einstein Beziehung (d.h.
der Proportionalität zwischen Leitfähigkeit und Diffusionskoeffizient) erlaubt
schließlich Aussagen über die elektrische Leitfähigkeit.

Das System wird durch drei wesentliche Kontrollparameter bestimmt: die
reduzierte Temperatur T/ε, die reduzierte Kopplungskonstante J/ε und das
Kompositionsverhältnis f . Da das Hauptinteresse der Untersuchungen der
Temperatur– und Kompositionsabhängigkeit gelten soll, wurden nur zwei Pa-
rameter J/ε realisiert. Der Fall J/ε = 0 entspricht wahrscheinlich der expe-
rimentellen Situation [57], wie sie auch bei der analytischen Beschreibung des
kinetischen Wechselwirkungsmodells benutzt wurde, d.h. die Verteilung der
Kationen A und B in einem Gebiet ist zufällig. Der Fall J/ε = 1 entspricht
einer antiferromagnetischen Wechselwirkung, die bisher nicht vollständig durch
das Experiment ausgeschlossen werden kann. Dagegen hat der ferromagneti-
sche Fall J/ε < 0 keine physikalische Bedeutung bei der Behandlung des Misch-
alkalieffektes, da eine solche Wechselwirkung zumindest in der Nähe einer kri-
tischen Temperatur eine langreichweitige Korrelation zwischen den Kationen
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Abbildung 4-9 Diffusionskoeffizient als Funktion des Kompositionsverhältnisses
f und der reduzierten Temperatur T/ε für den Fall J/ε = 0. Wegen der
Symmetrie beim Tausch beider Kationentypen genügt die Darstellung des Intervalls
f ∈ [0, 1/2]. Die Temperatur wächst in Richtung des Pfeiles, T/ε = 0.4, 0.5, 0.6,
0.7, 0.8, 0.9, 1.0. Die Einheit des Diffusionskoeffizienten ist hier gegeben durch
(Gittereinheit)2/Monte–Carlo–Schritt.

implizieren würde, die aber experimentell nicht beobachtbar ist.
Abb.4-9 zeigt die Abhängigkeit des Diffusionskoeffizienten und damit der

Leitfähigkeit σ von der Temperatur für den Fall J/ε = 0. Die Simulatio-
nen wurden hier nur für Kompositionsverhältnisse 0 < f < 0.5 ausgeführt,
weil das vorgestellte Modell invariant gegen ein Vertauschen der Komponenten
A ↔ B ist, d.h. der Bereich 0.5 < f < 1.0 ist die symmetrische Fortsetzung
der dargestellten Kurven. Wie vermutet, entsteht durch relativ geringfügi-
ge Änderungen der Mobilität (Restriktionen (4.34) und (4.35)) eine, mit ab-
nehmender Temperatur sich verstärkende, Abhängigkeit der Leitfähigkeit vom
Kompositionsverhältnis der Kationen (bei den tieferen Temperaturen findet
man ungefähr D(f = 0)/D(f = 0.5) ' 103).

Da keine Wechselwirkungsenergie vorhanden ist (J/ε = 0) wird die rela-
tiv starke Abhängigkeit der Leitfähigkeit vom Kompositionsverhältnis und der
Temperatur hauptsächlich durch die Verlangsamung der Dynamik der Glasma-
trix (also des s-Sektors des numerischen Modells) verursacht. Dieser Zusam-
menhang entspricht der experimentellen Situation [57, 84] und unterstützt
damit die in Kapitel 4.2 gemachte Annahme, daß die Wechselwirkung zwischen
den Kationen ausschließlich oder wenigstens hauptsächlich über die Kinetik der
Glasmatrix erfolgt.

Auch im Fall einer antiferromagnetischen Wechselwirkung der Kationen15

(hier mit J/ε = 1, siehe Abb.4-10) wird ein Mischalkalieffekt generiert, der
sogar etwas stärker als im Fall J/ε = 0 ist. Er verschwindet aber vollständig,

15Kationen der Sorte A und B ziehen sich an, gleichartige Kationen stoßen sich ab.
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Abbildung 4-10 Diffusionskoeffizient als Funktion des Kompositionsverhältnisses
f und der reduzierten Temperatur T/ε für den Fall J/ε = 1. Die Temperatur
wächst in Richtung des Pfeiles, T/ε = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0.

wenn man die Restriktionen (4.34) des s-Sektors aufhebt. Offensichtlich kann
also eine antiferromagnetische Wechselwirkung der Kationen den schon vorhan-
denen Mischalkalieffekt verstärken, aber nicht selbst erzeugen.
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5. ANOMALE DIFFUSIONSEFFEKTE

5.1 Generalisierte Fokker–Planck Gleichung

Die Dynamik von Gläsern zeigt nicht nur anomale Abhängigkeiten der Diffu-
sionskoeffizienten von bestimmten Materialparametern, wie z.B. beim Misch-
alkalieffekt von Konzentration und Komposition, sondern es besteht auch die
Möglichkeit, daß das eigentliche Diffusionsverhalten anomal werden kann1. Im
Gegensatz zur normalen Diffusion mit der üblichen Proportionalität zwischen
der mittleren quadratischen Verschiebung x2 eines Partikels und der hierzu
benötigten Zeit t, also x2 ∼ t ist ein anomales Diffusionsregime durch ein allge-
meineres Potenzgesetz x2 ∼ tβ mit positivem Exponenten β definiert. Tatsäch-
lich gibt es für Gläser neben Bereichen normaler Diffusion Übergangsregime, die
als anomale Diffusion interpretiert werden können, siehe z.B. Abb.2-4. Aller-
dings sind die Zeitbereiche, in denen ein anomales Diffusionsgesetz vermutbar
wäre, viel zu kurz, um hier ein echtes Potenzverhalten signifikant zu bestätigen.
Es besteht aber die Möglichkeit, daß die für eine anomale Diffusion eventuell
notwendige kritische Dimension in einem dreidimensionalen Glas bereits über-
schritten ist. Dann kann in einem niedrigdimensionalen Glas durchaus eine
ausgeprägte anomale Diffusion erwartet werden und das in einem dreidimen-
sionalen Raum beobachtete Übergangsregime sollte als Spur dieser in niedrigen
Dimensionen ausgeprägten Erscheinungen aufgefaßt werden.

Prinzipiell kann anomale Diffusion auf verschiedene Ursachen zurückgeführt
werden. Aus einer formalen mathematischen Sicht ist die anomale Diffusion
entweder mit sogenannten Levi–flights, d.h. einem wohldefinierten Potenzge-
setz für die Verteilung der Wartezeiten oder Sprunglängen verbunden, oder
die Diffusion findet in einem fraktalen Raum statt, z.B. auf dem unendlichen
Cluster an der Perkolationsschwelle. Aber auch die Bewegung von Partikeln
in statischen, stochastischen Kraftfeldern kann als eine anomale Diffusion un-
terhalb einer kritischen Dimension [29, 71] beschrieben werden. Hier soll eine
weitere Möglichkeit der Entstehung einer anomalen Diffusion diskutiert werden,
die durch eine Rückkopplung zwischen Partikel und lokaler Umgebung [103]
bedingt ist. Ein solcher Effekt könnte für die Erklärung anomaler Diffusions-
phänomene in niedrigdimensionalen Gläsern unterhalb einer charakteristischen
Zeitskala [17] verantwortlich sein.

Die zur Zeit am besten verstandene Beschreibung der Dynamik unterkühlter

1Beim Mischalkalieffekt diffundieren die Partikel zumindest im asymptotischen Limes
großer Zeiten normal, d.h. es gilt für jedes Kation nach wie vor die Beziehung, daß das
Verhältnis zwischen mittlerem Verschiebungsquadrat

〈
x2
〉

und Beobachtunszeit t für t →∞
einen konstanten Wert anstrebt, also limt→∞

〈
x2
〉
/t = 6D.
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Flüssigkeiten und Gläser basiert auf Techniken der Modenkopplungtheorie [12,
40, 76]. Ein ähnlicher Projektionsformalismus kann aber auch benutzt wer-
den, um das Verhalten eines einzelnen Teilchens (egal ob es ein Bestandteil
des Glases oder ein fremdes Tracerteilchen ist) zu beschreiben. In diesem
Fall werden nur die Koordinaten dieses ausgewählten Partikels als relevante
Observable erklärt. Die Anwendung des entsprechenden Projektionsoperators
auf die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum führt dann, anstelle der bei
der Modenkopplungstheorie verwendeten Mori–Zwanzig Gleichungen, zu einer
Nakajima–Zwanzig Gleichung (oder verallgemeinerten Mastergleichung) [27]
für die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P (r, t) des ausgewählten Partikels:

∂tP (r, t) = M̂(r, t)P (r, t)−
t∫

0

K̂(r− r′, t− t′)P (r′, t′)ddr′dt′ (5.1)

Sowohl der Frequenzoperator M̂(r) als auch der Gedächtnisoperator K̂(r, t)
müssen noch spezifiziert werden. Die grundlegende Idee [103] dazu soll hier
kurz referiert werden, da einige Aussagen und Ergebnisse in der Diskussion
gebraucht werden. Ohne Gedächtnis beschreibt (5.1) die Bewegung eines Teil-
chens in einer unabhängigen Umgebung, d.h. der Einfluß dieser Umgebung
auf das ausgewählte Teilchen wird durch ein externes Kraftfeld beschrieben,
das Teilchen selbst hat aber keinen Einfluß auf die Struktur und Dynamik
dieses Feldes. Damit kann (5.1) bei verschwindendem Gedächtnis K̂(r, t) als
gewöhnliche Fokker–Planck Gleichung aufgefaßt werden und man erhält die
Zuordnung

M̂(r, t)P (r, t) = D∆P (r, t) +∇F(r, t)P (r, t) (5.2)

mit dem Diffusionskoeffizienten D und dem Kraftfeld F(r, t), das durch alle
anderen Teilchen des Glases erzeugt wird. Der Gedächtnisterm beschreibt die
Rückkopplung des Partikels mit der Umgebung, d.h. die vom Testpartikel
zurückgelegte Trajektorie wird von der Umgebung gespeichert und wirkt sich
auf die zukünftige Bewegung des Teilches aus. Verwendet man die gleiche
Argumentation, wie sie in der bekannten Modenkopplungstheorie zur selbst-
konsistenten Formulierung des Gedächtnistermes benutzt werden, dann erhält
man die Darstellung:

t∫
0

K̂(r− r′, t− t′)P (r′, t′)ddrdt′ = λ

t∫
0

P 2(r− r′, t− t′)∂t′P (r′, t′)ddr′dt′ (5.3)

In [103] wird darauf hingewiesen, daß sich (5.3) auch aus der Äquivalenz zwi-
schen der Wahrscheinlichkeitsverteilung P (r, t) und der Autokorrelationsfunk-
tion 〈ρ(r, t)ρ(0, 0)〉 der Einpartikeldichte ρ(r, t) begründen läßt. Wählt man
ρ(r, t) als relevante Observable, dann führt die Modenkopplungnäherung [76]
für die dieser Observablen entsprechende Mori–Zwanzig Gleichung unmittelbar
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zu dem Gedächtnisterm (5.3). Als Resultat dieser Überlegungen gelangt man
zu einer verallgemeinerten, nichtlinearen Fokker–Planck Gleichung

∂tP (r, t) = D∆P (r, t) +∇F(r)P (r, t)− λ

t∫
0

P 2(r− r′, t− t′)∂t′P (r′, t′)ddr′dt′

(5.4)
die aber immer noch die Normierungsbedingung

∫
ddrP (r, t) = 1 erfüllt [103].

Ein positives Gedächtnis (λ > 0) entspricht dem Fall, daß das Teilchen be-
vorzugt zu bekannten Plätzen zurückkehrt2. Bei einem negativen Gedächtnis
(λ < 0) vermeidet dagegen das Teilchen die Wiederbesetzung bereits besuchter
Plätze mit einer erhöhten Wahrscheinlichkeit. An dieser Stelle sei bemerkt,
daß (5.4) nicht nur die Diffusionsbewegung einzelner Teilchen in einer glasar-
tigen Umgebung bestimmt, sondern z.B. auch zur qualitativen Beschreibung
zoologischer und ökonomischer Wanderbewegungen und zur Modellierung von
Suchstrategien in vernetzten Computersystemen geeignet ist3.

Die Behandlung von (5.4) ist mit einer dynamischen Renormierungsgruppe
möglich [103]. Man findet die Existenz verschiedener anomaler Diffusions-
regime unterhalb einer kritischen Dimension dc = 2.

Die im Folgenden beschriebenen numerischen Simulationen sind auf irre-
levante externe Kraftfelder F(r, t) beschränkt. Das ist z.B. der Fall, wenn
das Kraftfeld eine stochastische Zeitabhängigkeit mit einer Korrelationsfunk-
tion 〈Fα(r, t)Fβ(r′, t′)〉 ∼ δ(t − t′)δ(r − r′) aufweist oder wenn das Kraftfeld
zwar zeitunabhängig ist, aber F(r) ein kurzreichweitig korreliertes Potential
besitzt, d.h. wenn gilt 〈V (r)V (r′)〉 ∼ δ(r − r′). Relevant im Sinne der
Renormierungsgruppe sind die Kraftfelder eigentlich nur dann, wenn sie z.B.
statisch sind und damit zumindestens auf lange Zeiten eine unrealistische Si-
tuation beschreiben. Vernachlässigt man also den Driftterm ∇F(r)P (r, t) in
(5.4), dann führt die Renormierungsgruppe zu dem Resultat, daß ein negatives
Gedächtnis ein superdiffusives Regime mit 〈x2〉 ' t1+(2−d)/2 zeigt4, während ein
positives Gedächtnis mit einer Lokalisierung des Partikels in der Umgebung des
Anfangspunktes verbunden ist. Natürlich wird in der zitierten Arbeit [103] mit
Recht darauf verwiesen, daß die Ergebnisse der Renormierungsgruppenappro-
ximation nur eine Lokalisierung bei positivem Gedächtnis vermuten lassen. Ein

2Das ist z.B. der Fall, wenn das Teilchen ein Loch hinterläßt, daß erst nach einer gewissen
Relaxationszeit τ durch andere Teilchen ausgefüllt wird und das daher während dieser Zeit
τ leichter durch das gleiche Teilchen wieder besetzt werden kann.

3So kann man z.B. die Revierbildung damit erklären, daß bestimmte Tierarten einmal
besuchte Plätze mit einer erhöhten Wahrscheinlichkeit eher besuchen als einen unbekannten
Platz zu erkunden. Dieses positive Gedächtnis führt zu einer gewissen Lokalisierung. Ein
negatives Gedächtnis haben z.B. die Trajektorien von Handelsreisenden, die möglichst schon
früher besuchte Plätze vermeiden, insbesondere dann, wenn ihre Waren Anlaß zu Klagen
geben.

4Ist die anomale Diffusion durch das Potenzgesetz
〈
x2
〉
' t2/z bestimmt, dann entspricht

der dynamische Exponent z < 2 einer Superdiffusion, während ein dynamischer Exponent
z > 2 eine Subdiffusion beschreibt. Grenzfälle sind der ballistische Fall (z = 1), normale
Diffusion (z = 2) und Lokalisierung (z →∞).
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echter Beweis für dieses Phänomen ist mit dieser Technik nicht möglich.
Daher sollen in den nachfolgenden Abschnitten die Resultate numerischer

Monte–Carlo–Simulationen vorgestellt werden, die für niedrigdimensionale Sy-
steme die erwarteten anomale Diffusionsregime bestätigen.

5.2 Numerische Untersuchungen

5.2.1 Dimension d=1

Das Modell

In diesem Abschnitt soll zunächst die Diffusion in einem eindimensionalen Glas
untersucht werden, d.h. die Systeme sind unterhalb der kritischen Dimen-
sion [98]. Die Bewegung eines Tracerpartikels wird definiert als eine Folge
diskreter Sprünge auf einem Gitter, die in äquidistanten Zeitabständen rea-
lisiert werden. Benutzt man die Elementarzeit δτ als Zeitintervall zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Sprüngen, dann ist die diskrete Zeitskala durch t = nδτ
(n = 0, 1, 2, ...) gegeben. Die Elementarsprünge erfolgen stets zwischen benach-
barten Gitterplätzen. Um das Gedächtnis modellieren zu können, werden jetzt
noch lokale Bindungswerte bi eingeführt, die den Bindungszustand zwischen
den benachbarten Punkten des eindimensionalen Gitters i und i + 1 charak-
terisieren. Die Übergangsraten von i nach i + 1 bzw. von i nach i− 1 für ein
Teilchen im Punkt i ist jetzt gegeben durch

ti,i+1 =
bi

bi + bi−1

and ti,i−1 =
bi−1

bi + bi−1

(5.5)

Damit gilt sofort ti,i+1 + ti,i−1 = 1, d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeit für einen
Sprung vom Punkt i zu einem der beiden Nachbarpunkte ist immer 1. Die
Anfangswerte der bi sind für alle Gitterpunkte i durch bi = 1 gegeben. Bleiben
die Bindungswerte konstant, dann realisiert das Teilchen einen einfachen Ran-
dom Walk, da in jedem Punkt die Wahrscheinlichkeit für einen Sprung nach
links oder rechts gleich ist. Um einen Gedächtniseffekt zu erzeugen, führt man
eine selbstinduzierte Änderung der Bindungswerte ein. Damit wird der oben
diskutierte Rückkopplungseffekt der Partikel auf die Umgebung erzeugt, der ja
Voraussetzung für den Gedächtnisterm in (5.1) bzw. (5.4) ist. Dieser Schritt
bedeutet, daß die Größen bi jetzt zeitabhängig sind. Nach jedem Zeitschritt
werden die Bindungswerte entsprechend der Regel

bi(t + δτ) 6= bi(t) falls der aktuelle Sprung über
die Bindung (i,i + 1) realisiert wird

bi(t + δτ) = bi(t) falls der aktuelle Sprung
an einer anderen Stelle passiert

(5.6)
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geändert. Die erste Regel muß noch spezifiziert werden: ein positives Gedächt-
nis wird durch die Änderung bi(t + δτ) > bi(t) bestimmt, der Fall eines ne-
gativen Gedächtnisses verlangt bi(t + δτ) < bi(t). Hierdurch wird garantiert,
daß bei einem positiven Gedächtnis jeder Elementarsprung bevorzugt über die
Bindung ausgeführt wird, die bereits häufiger überquert wurde. Bei einem ne-
gativen Gedächtnis werden dagegen bevorzugt Bindungen passiert, die bisher
nur selten oder gar nicht berührt wurden. Auf jeden Fall brechen die zeitab-
hängigen Bindungswerte bi(t) die Symmetrie der Übergangsraten, d.h. die
lokalen Raten für einen Sprung nach links oder rechts werden sich für hin-
reichend lange Zeiten unterscheiden. Selbstverständlich führt eine mehrfache
Überquerung von Bindungen zu einer Art Akkumulationseffekt, der die lokalen
Bindungswerte auch dann merklich ändert, wenn nach einer einzelnen Passage
kaum ein Unterschied spürbar ist, d.h. wenn gilt |bi(t + δτ)− bi(t)| � bi(t).
So kann man erwarten, daß diese Akkumulation (positiv oder negativ) die
eigentliche Ursache für eine selbstinduzierte Lokalisierung (positives Gedächt-
nis) oder eine Superdiffusion (negatives Gedächtnis) ist.

Die im folgenden vorgestellten numerische Untersuchungen basieren auf
Monte–Carlo Simulationen, die auf der Basis des hier diskutierten Modells rea-
lisiert wurden. Um eine vernünftige Statistik zu erhalten, wurden 104 bis 105 (je
nach Zeitaufwand und erzielter Genauigkeit) zufällig nach einem Metropolisver-
fahren erzeugte Diffusionstrajektorien als repräsentatives Ensemble genutzt.

Superdiffusion

Für die Erzeugung einer superdiffusiven Bewegung wird die folgende Regel
benutzt: Nach dem Überschreiten der Bindung (i, i + 1) wird der zugehörige
Bindungswert entsprechend

bi → (1− ε)bi (5.7)

geändert, wobei der feste Wert ε im Intervall 0 < ε < 1 liegt. Diese Beziehung
erzeugt ein negatives Gedächtnis. Der Kontrollparameter ε bestimmt die Kopp-
lung zwischen Partikel und Umgebung (ε = 0 entspricht der normalen Diffu-
sion). Jeder nichtverschwindende Wert ε ∈ (0, 1) führt dagegen immer zu
einem superdiffusiven Verhalten. Um diese Vorhersage zu demonstrieren, wur-
den die numerischen Simulationen für verschiedene Werte ε realisiert, siehe
Abb. 5-1. Die Bestimmung des zeitabhängigen Verschiebungsquadrates zeigt
eine normale Diffusion für relativ kurze Zeiten. Während dieser Zeit wird das
Gedächtnis des Systems aufgebaut. Nach einer ε–abhängigen Übergangszeit
τ cross (ε) stellt sich dann aber das erwartete superdiffusive Verhalten

x2 ∼ t2/z

mit dem universellen Exponenten 2/z = 1.37± 0.02 ein. Vergleicht man dieses
numerische Resultat mit den Vorhersagen der dynamischen Renormierungs-
gruppe [103], dann findet man eine hinreichend gute Übereinstimmung. So
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Abbildung 5-1 Mittlere quadratische Verschiebung für ein negatives Gedächtnis
der Stärke ε = 0.01, 0.02, 0.05 und 0.2. Das asymptotische Verhalten für t →∞
entspricht einer Superdiffusion mit dem universellen Exponenten 2/z = 1.37.

folgt bereits aus der 1–loop Korrektur der Renormierungsgruppenanalyse der
Exponent 2/z = 3/2 für d = 1. Es lassen sich aber auch weitere Skalen-
zusammenhänge finden, die als Indizien für ein hinter diesen Diffusionsprozes-
sen stehendes kritisches Verhalten angesehen werden können. So führt eine
Reskalierung der Zeit– und der Raumkoordinaten dazu, daß alle Kurven der
Abb.5-1 durch eine Skalenfunktion Φ− beschrieben werden können:

x2 = ρ (ε) Φ−
(

t

τ cross(ε)

)
mit dem asymptotischen Verhalten Φ− (s) ' s für s → 0 und Φ− (s) ' s2/z

für s → ∞, siehe auch Abb.5-2. Die spezielle Definition des Modells führt

Abbildung 5-2 Masterkurve der mittleren quadratischen Verschiebung bei nega-
tivem Gedächtnis. Das Zusammenfallen aller Kurven auf eine Masterkurve indiziert
die Universalität des superdiffusiven Verhaltens.

sofort zu der Beziehung5 ρ (ε) = τ cross(ε). Außerdem zeigen die numerischen
5Ansonsten wäre die für den Grenzfall kleiner Zeiten t → 0 auftretende normale Diffusion

nicht mit der Skalenfunktion vereinbar.
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Ergebnisse noch eine weitere Skalenrelation zwischen τ cross und ε, siehe auch
Abb. 5-3.

Abbildung 5-3 inverse Übergangszeit (in Einheiten von 1/τ(0.01)) als Funktion
des Kontrollparameters ε.

Es gibt hier den bemerkenswerten Zusammenhang

τ cross(ε) ∼ ε−θ

mit dem numerisch bestimmten Exponenten θ = 1.97±0.04, der innerhalb der
dynamischen Renormierungsgruppe [103] nicht ermittelt werden konnte.

Lokalisierung

Aus numerischen Gründen wird nicht die Regel bi → bi (1 + ε) mit ε > 0 be-
nutzt6, die das Gegenstück zur Gleichung (5.7) darstellt, sondern ein schwäche-
res, additives Gesetz: Jedes Überschreiten der Bindung (i, i + 1) durch das
Teilchen ändert den entsprechenden Bindungswert nach der Regel:

bi → bi + ϑ

mit ϑ > 0. Diese Beziehung entspricht einem positiven Gedächtnis und man
sollte nach der Renormierungsgruppenanalyse [103] für jeden Parameter ϑ > 0
eine Lokalisierung des Teilchens in der Umgebung der Anfangsposition er-
warten. Die numerische Bestimmung des mittleren Verschiebungsquadrates
als Funktion der Zeit zeigt normale Diffusion für relativ kurze Zeiten, die aber
nach einer Übergangszeit τ ′cross (ϑ) kontinuierlich zusammenbricht.

6Da bei diesem Verhalten ein positives Gedächtnis entsteht, ist zu erwarten, daß einige
Bindungen sehr häufig übersprungen werden, die entsprechenden Bindungswerte also sehr
groß werden und numerische Schwierigkeiten generieren. Beim superdiffusiven Verhalten
wird dagegen eine häufige Passage einzelner Bindungen automatisch vermieden, so daß die
Bindungswerte während der gesamten Simulation nicht sonderlich klein werden und damit
numerisch handhabbar bleiben.
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Abbildung 5-4 Mittlere quadratische Verschiebung für ein positives Gedächtnis
(additives Mapping) mit verschiedenen Stärken ϑ.

Im Grenzfall sehr langer Zeiten nähert sich das mittlere Verschiebungsqua-
drat asymptotisch einem konstanten Wert. Die Kurven der Abb.5-4 legen für
t →∞ einen Lokalisierungsradius

lim
t→∞

√
x2 ∼ R (ϑ)

nahe. Damit werden auch die aus der Renormierungsgruppenrechnung ver-
muteten, aber trotzdem spekulativen Aussagen über eine Lokalisierung des
Partikels bei positiven Gedächtnis bestätigt.

Abbildung 5-5 nichtnormierte Masterkurve der mittleren quadratischen Ver-
schiebung mit positivem Gedächtnis und additivem Mapping. Auch hier indiziert
das Zusammenfallen aller Kurven auf eine Masterkurve die Universalität der
Bewegung und die asymptotisch erfolgende Lokalisierung.

Ähnlich wie bei der Superdiffusion findet man auch hier weitergehende
Skalenrelationen. Nach einer Reskalierung von Zeit– und Raumkoordinaten
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fallen wiederum alle für verschiedene Werte ϑ erzeugten Kurven auf einer
Masterkurve zusammen. Mit der Skalenfunktion Φ+ erhält man die generelle
Darstellung

x2 = R2 (ϑ) Φ+

(
t

τ ′cross(ϑ)

)
mit Φ+ (s) ' s für s → 0 und Φ+ (s) = 1 für s →∞, siehe auch Abb. 5-5.

Ähnlich wie bei der Superdiffusion kommt man zu der notwendigen Bezie-
hung R (ϑ) =

√
τ ′cross(ϑ). Abb. 5-6 zeigt τ ′cross(ϑ) als Funktion von ϑ.

Abbildung 5-6 inverse Übergangszeit τ ′ (in Einheiten von 1/τ ′(0.05)) als Funktion
des Kontrollparameters ϑ.

Auch hier findet man wiederum ein Potenzgesetz zwischen der Übergangs-
zeit und der Stärke des Gedächtnisses

τ ′cross(ϑ) ∼ ϑ−θ

mit θ = 2.03 ± 0.05. Diese Skalengesetze bestätigen, daß sich offensichtlich
auch die Lokalisierung, mindestens bei dem hier untersuchten Problem, als
Spezialfall einer kritischen Dynamik verstehen läßt.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß natürlich auch eine multiplikative Ab-
bildung bi → bi (1 + ε) eine Lokalisierung erzeugt, siehe Abb.5-7, allerdings
erlauben die erwähnten numerischen Schwierigkeiten nur eine Auswertung mit
begrenzter Genauigkeit. Aber der Vergleich der Abbildungen 5-4 und 5-7 legt
auf jeden Fall nahe, daß die Skalenfunktion Φ+ keinen universellen Charak-
ter hat, d.h. unterschiedliche Abbildungsprozeduren bi(t) → bi(t + δτ) führen
zu verschiedenen funktionalen Formen des mittleren Verschiebungsquadrates
x2(t).
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Abbildung 5-7 Vergleich der mittleren quadratischen Verschiebung für ein
positives Gedächtnis mit multiplikativem Mapping (ausgezogene Linie) und mit
additivem Mapping (gepunktete Linien). Beide Typen zeigen im asymptotischen
Limes Lokalisierung.

5.2.2 Dimension d=2

Das Modell

Im zweidimensionalen Fall wird die Diffusion [97] durch eine Bindungsmatrix b
mit den Komponenten b(ij);(kl) charakterisiert. Jedes Matrixelement b(ij);(kl) hat
dann einen nichtverschwindenden Wert, wenn es zwei auf dem Gitter benach-
barte Punkte (ij) und (kl) verbindet. Die Übergangsrate für einen Partikel,
der sich im Punkt (ij) befindet und zum Punkt (ij) + ∆n springen soll, ist
dann die Verallgemeinerung von (5.5) auf das zweidimensionale Gitter

t(ij);(ij)+∆n = N(ij)b(ij);(ij)+∆n (5.8)

mit den Sprungvektoren ∆1 = (1, 0), ∆2 = (0, 1), ∆3 = (−1, 0) und mit
∆4 = (0,−1). Der lokale Normierungsfaktor ist definiert durch

N(ij) =
1

b(ij);(ij)+∆1 + b(ij);(ij)+∆2 + b(ij);(ij)+∆3 + b(ij);(ij)+∆4

Natürlich wird wieder die notwendige Bedingung:
t(ij);(ij)+∆1 + t(ij);(ij)+∆2 + t(ij);(ij)+∆3 + t(ij);(ij)+∆4 = 1 erfüllt. Außerdem gilt

für alle Gitterpunkte die Anfangsbedingung b(ij);(kl) = 1. Falls die Elemente
der Bindungsmatrix unverändert bleiben, erhält man einen gewöhnlichen zwei-
dimensionalen Random Walk. Der Gedächntniseffekt wird wieder durch eine
selbstinduzierte Änderung der Elemente der Bindungsmatrix erzeugt: falls der
zur Zeit t erfolgende aktuelle Sprung die Bindung (ij)− (kl) passiert, wird das
entsprechende Matrixelement von b durch die generelle Regel:

b(ij);(kl)(t+δτ) = Ψ(b(ij);(kl)(t)) verändert, alle anderen Komponenten von b
bleiben dagegen konstant. Die Abbildung Ψ entspricht dem allgemeinen Gesetz
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(5.6) und muß natürlich noch spezifiziert werden. Ein positives Gedächtnis
erfordert die Bedingung Ψ(b(ij);(kl)) > b(ij);(kl). Wie im eindimensionalen Fall
werden die Abbildungen untersucht als:

1. additive Abbildung: Ψ(b(ij);(kl)) = b(ij);(kl) + ϑ mit ϑ > 0 und

2. multiplikative Abbildung Ψ(b(ij);(kl)) = (1 + ε)b(ij);(kl) mit ε > 0.

Die Parameter ϑ und ε bestimmen die Stärke des selbstgenerierten Gedächt-
nisses (ϑ = 0 bzw. ε = 0 entsprechen dem einfachen Random Walk). Beide Ab-
bildungen führen im eindimensionalen Fall (siehe oben) zu einer Lokalisierung
[98], aber die Annäherung an den stationären Zustand unterscheidet sie erheb-
lich (siehe Abb.5-7). Ein negatives Gedächtnis ist dagegen durch Ψ(b(ij);(kl)) <
b(ij);(kl) bestimmt. In Analogie zum eindimensionalen Fall mit (5.7) wird wieder
eine multiplikative Abbildung Ψ(b(ij);(kl)) = (1 − ε)b(ij);(kl) mit 0 < ε < 1
gewählt. Diese Prozedur garantiert, daß die b(ij);(kl) stets positiv bleiben.
Auch in d = 2 gibt es eine endliche Wahrscheinlichkeit, daß ein Brownsches
Teilchen nach einer unendlich langen Zeit eine beliebige Bindung beliebig oft
passiert hat7. Dieses mehrfache Überspringen von Bindungen führt, wie im
eindimensionalen Fall zu einem Akkumulationseffekt, der die Komponenten
b(ij);(kl) merklich ändert. Allerdings ist diese Änderung wesentlich schwächer
als im eindimensionalen Fall, so daß entsprechend den Renormierungsgruppen-
resultaten [103] nur noch logarithmische Korrekturen erwartet werden.

Auch die zum Fall d = 2 durchgeführten numerischen Untersuchungen
basieren auf Monte–Carlo Simulationen, die mit der gleichen Prozedur (Metro-
polisverfahren) wie im eindimensionalen Fall realisiert wurden. Auch hier liegt
die Zahl der für ein repräsentatives Ensemble erzeugten Diffusionstrajektorien
zwischen 104 und 105.

Superdiffusion

Entsprechend den Vorhersagen der dynamischen Renormierungsgruppe [103]
sollten für jedes negative Gedächtnis, d.h. für jedes ε > 0 in der Abbildung
Ψ(b(ij);(kl)) = (1− ε)b(ij);(kl), superdiffusive logarithmische Korrekturen im Ver-
gleich zur normalen Diffusion erwartet werden. Die numerischen Resultate für
verschiedene Parameter ε sind in Abb.5-8 dargestellt.

Das numerisch bestimmte, mittlere Verschiebungsquadrat zeigt ein syste-
matisches Anwachsen des Verhältnisses r2/t mit wachsender Zeit. Abb.5-8 legt
eine Beziehung

r2

t
∼ c0 + c1 ln t

7In jeder höheren Dimension ist das nicht mehr der Fall. Hier gibt es sogar fast nur
Bindungen, die niemals passiert wurden. Das liegt einfach daran, daß der Random Walk
eine fraktale Dimension df = 2 hat und damit einen Raum mit d > 2 nicht mehr vollständig
ausfüllen kann. Hier liegt auch die eigentliche Ursache dafür, daß die kritische Dimension
gerade dc = 2 ist. In Räumen höherer Dimension ist ein Akkumulationseffekt auf Grund der
wenigen Mehrfachpassagen von Bindungen verschwindend gering.
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Abbildung 5-8 Mittlere quadratische Verschiebung für ein negatives Gedächtnis.
Der lineare Anstieg für große Zeiten entspricht der erwarteten logarithmischen
Korrektur.

mit den nichtuniversellen Koeffizienten c0 und c1 nahe. Damit kann tatsächlich
das für den asymptotischen Grenzfall langer Zeiten vorhergesagte Verhalten
[103] r2 ' t ln t bestätigt werden.

Subdiffusion und Lokalisierung

Ein positives Gedächtnis sollte dagegen eine Lokalisierung oder wenigstens eine
subdiffusive Schwächung der normalen Diffusion erzeugen. Lokalisierungsef-
fekte können tatsächlich noch für eine multiplikative Abbildung Ψ(b(ij);(kl)) =
(1 + ε)b(ij);(kl) beobachtet werden, siehe Abb. 5-9.

Abbildung 5-9 Mittlere quadratische Verschiebung für ein positives Gedächtnis
mit multiplikativem Mapping. In diesem Fall bleibt auch in d = 2 ein
Lokalisierungseffekt erhalten.
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Die unter Benutzung der additiven Abbildung Ψ(b(ij);(kl)) = b(ij);(kl) +ϑ rea-
lisierten numerischen Simulationen (siehe Abb.5-10) führen dagegen im asym-
ptotischen Limes großer Zeiten zu einem schwachen subdiffusiven Verhalten

r2 = c0 (ln t)γ (5.9)

mit dem nichtuniversellen Koeffizienten c0 und dem nichtuniversellen Expo-
nenten γ.

Abbildung 5-10 Mittlere quadratische Verschiebung für ein positives Gedächtnis
mit additivem Mapping. Anstelle der erwarteten Lokalisierung wird ein schwaches
subdiffusives Verhalten beobachtet.

Der scheinbare Widerspruch zur Vorhersage der Renormierungsgruppe8 liegt
wahrscheinlich darin, daß die dort bestimmte 1–loop Korrektur [103] einerseits
gar nicht zwischen Lokalisierung und einer Subdiffusion vom Typ (5.9) unter-
scheiden kann, andererseits die Vorhersage einer Lokalisierung in Räumen der
kritischen Dimension d = dc = 2 im Rahmen der 1–loop Korrekturen nur eine,
wenn auch naheliegende, Vermutung ist.

5.2.3 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung

Die folgenden Untersuchungen beschränken sich auf den eindimensionalen Fall,
da die in d = 2 zu erwartenden Korrekturen zu schwach sind, um eine quanti-
tative Untersuchung zu gewährleisten. Die Wahrscheinlichkeit daß ein Partikel
nach einer Zeit t die Position x = ia (a: Gitterabstand) besetzt, ist durch

8Hier wird eine universelle Lokalisierung für jedes positive Gedächtnis und jede Dimension
d ≤ dc = 2 erwartet.
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P (x, t) definiert. Wegen der Inversionssymmetrie x → −x können die Unter-
suchungen auf die Verteilungsfunktion P (|x| , t) beschränkt werden. Die Kennt-
nis dieser Verteilungsfunktion erlaubt dann die Bestimmung aller Momente x2n

(n = 0, 1, 2, ...). Abb. 5-11 und 5-12 zeigen die typische Evolution der Funk-
tion P (|x| , t) am Beispiel der Lokalisierung mit dem Parameter ϑ = 0.01.
Es ist deutlich erkennbar (siehe Abb.5-12), daß die Verteilungsfunktion ihren

Abbildung 5-11 zeitliche Evolution der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion
P (|x| , t) (positives Gedächtnis mit additivem Mapping, Kontrollparameter: ϑ =
0.01) nach 19, 44, 142, 1009, 7020, 49184, 130414, 345922, 917722, 2434860,
3966045 und 6460259 Elementarschritten. Die Zeit wächst in Richtung des Pfeiles.

Charakter von einer der Gaußkurve ähnlichen Gestalt bei kurzen Zeiten, zu
einer Exponentialfunktion bei langen Zeiten ändert.

Abbildung 5-12 halblogarithmische Abbildung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P (|x| , t) aus Abb.5-11.

Der Übergang ist kontinuierlich und beginnt bereits bei Zeiten, die er-
heblich kürzer als die Übergangszeit τ ′cross(ϑ) sind. Die deutlich sichtbaren
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Abweichungen von der Gauß’schen Struktur bei relativ kurzen Zeiten haben
nur einen geringen Einfluß auf das Kurzzeitverhalten der mittleren quadrati-
schen Verschiebung. Die Funktion P (|x| , t) nähert sich nach hinreichend lan-
gen Zeiten einem exponentiellen Verlauf, der quantitativ durch exp {−µ(t) |x|}
beschrieben werden kann. Die Funktion µ(t) konvergiert im Falle einer Loka-
lisierung gegen einen konstant Wert µ(t) →const. für t →∞, siehe Abb.5-13.

Abbildung 5-13 ie Funktion µ(t) für ein positives Gedächtnis und additivem
Mapping mit ϑ = 0.01.

Außerdem zeigt die halblogarithmische Darstellung (Abb. 5-12), daß die
Region in der unmittelbaren Umgebung des Startpunktes bereits nach kurzer
Zeit eine der Exponentialverteilung ähnliche Form annimmt, während sich
der Logarithmus der Verteilungsfunktion in größeren Abständen asymptotisch
einer parabolischen Struktur nähert, d.h. die Regionen fern vom Startpunkt
werden noch durch eine Gaußsche Verteilungsfunktion charakterisiert. Die Ur-
sache für dieses Verhalten kann einfach erklärt werden. Das Tracerteilchen
hat zu einer gegebenen Zeit die Regionen hinreichend fern vom Startpunkt
nur selten besucht. Damit haben sich bis zu dieser Zeit die entsprechenden
Bindungswerte bi nur wenig geändert. Das Teilchen verhält sich in dieser
Gegend praktisch wie ein freies Brownsches Teilchen, d.h. die Verteilungs-
funktion kann hier durch eine auslaufende Gaußkurve angenähert werden. An-
dererseits befindet sich im Falle der hier beschriebenen Lokalisierung das Tra-
certeilchen sehr häufig in der Nähe des Startpunktes. Dadurch entsteht ein er-
heblicher Akkumulationseffekt, der eine starke Änderung der bi und damit der
Übergangsraten in dieser Region zur Folge hat. Als Konsequenz dieses Effektes
degeneriert die Verteilungsfunktion hier zuerst zu einer Exponentialverteilung.
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5.2.4 Verallgemeinerung: Schwaches Gedächtnis

Die Abbildung (5.6) wird jetzt auf die folgende Regel erweitert: Nach jedem
Zeitschritt wird zunächst die originale Abbildung (5.6) realisiert. Anschließend
werden aber alle Bindungswerte bi durch die zusätzliche Prozedur reduziert:

bi → (bi − 1) exp {−ζ}+ 1 (5.10)

Folglich wird der Bindungswert, falls das Teilchen die zugeordnete Bindung
über eine längere Zeit nicht passiert, wieder auf den Wert 1 relaxieren. Die
Relaxationszeit wird durch den Dämpfungsparameter ζ charakterisiert. (5.10)
bedeutet offenbar, daß im Gedächtnisterm der Fokker–Planck–Gleichung (5.4)
ein zusätzlicher Exponentialterm eingebaut werden muß:

λ

t∫
0

P 2(r− r′, t− t′) exp {−ν(t− t′)} ∂t′P (r′, t′)ddr′dt′ (5.11)

(Dabei ist eine inverse Relaxationszeit ν ∼ ζ zu erwarten). Solch ein Dämp-
fungsterm führt zu einer Verschiebung der Pole des Gedächtnistermes (im Fre-
quenzraum) und damit zu einer Zerstörung des kritischen Phänomens für hin-
reichend lange Zeiten t � ν−1 ∼ ζ−1. Damit sollte ein Übergang zur normalen
Diffusion nach einer charakteristischen Zeit τ ? ' ζ−1 erfolgen. Diese Annahme
wird durch die numerische Simulationen unterstützt, siehe Abb.5-14.

Abbildung 5-14 Mittlere quadratische Abweichung als Function der Zeit für ein
schwaches positives Gedächtnis (ϑ = 0.1) mit den Parametern ζ = 10−2, 10−3,
10−4 und 10−5. Der Wert von ζ fällt in Richtung des Pfeiles.

In dem hier vorgestellten Fall eines schwachen, positiven Gedächtnisses
findet man für kurze und mittlere Zeiten das gleiche Verhalten wie für ζ = 0
(siehe Abb.5-4), d.h. das Teilchen zeigt zunächst eine normale Diffusion, gefolgt
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von einer beginnenden Lokalisierung. Aber nach einer charakteristischen Zeit
τ ? ' ζ−1 wird die Diffusion wieder normal.

5.3 Diffusion im realen niedrigdimensionalen Glas

Die hier gezeigten numerischen Resultate unterstützen also im wesentlichen
die 1–Loop Renormierungsgruppenapproximation [103]. Insbesondere wird für
ein positives Gedächtnis unterhalb der kritischen Dimension dc = 2 und dem
gleichzeitigen Fehlen relevanter Driftkräfte9 in (5.4) eine ausgeprägte Lokalisie-
rung des Partikels erwartet. Dieses Resultat ist von erheblicher Bedeutung, da
die Diffusion in einem zufälligen Feld relevanter (statischer) Driftkräfte [29, 71]
aber ohne ein Gedächtnis keine Lokalisierung zeigt. Es besteht also ein Mecha-
nismus zur Lokalisierung über die Erzeugung eines positiven Gedächtnisses.
Aus Sicht der Interpretation von (5.4) und des numerischen Modells ist die
Lokalisierung das Resultat eines dynamischen Prozesses, nämlich der Rück-
kopplung zwischen dem Partikel und der Umgebung.

Natürlich kann die Lokalisierung nur unterhalb der kritischen Dimension
dc beobachtet werden. Es kann aber angenommen werden, daß eine starke
Lokalisierung unterhalb dc auch noch oberhalb dc wenigstens teilweise spürbar
bleibt. In Analogie zu den Auswirkungen einer starken Kopplung beim Wachs-
tum von Oberflächen [108] läßt sich auch für (5.4) vermuten, daß eine kritische
Kopplungsstärke λc existiert. Oberhalb der kritischen Dimension d > dc, aber
für λ ≥ λc, wird dann das Teilchen weiterhin lokalisiert bleiben (Regime starker
Kopplung), während für d > dc und λ < λc eine normale Diffusion stattfindet
(Regime schwacher Kopplung). Unterhalb der kritischen Dimension d < dc

wird dagegen nicht zwischen beiden Regimen unterschieden. Diese Vorstel-
lung fällt mit einigen qualitativen Aussagen der Modenkopplungstheorie un-
terkühlter Flüssigkeiten zusammen [12, 40, 76], die allerdings völlig dimensions-
unabhängig formuliert sind. Die Modenkopplungstheorie [76] ist durch keiner-
lei räumliche Kopplung im Gedächtnisterm gekennzeichnet, während (5.4) eine
echte räumliche Kopplung zwischen dem Gedächtnis und der Verteilungsfunk-
tion P (r, t) enthält. Eine Entkopplung des räumlichen Zusammenhanges, d.h.
einen Übergang von (5.4) zur Modenkopplungstheorie erhält man z.B. für den
Grenzübergang d → ∞. In diesem Fall gilt natürlich d > dc und damit ist
der aus der Modenkopplungstheorie bekannte Übergang vom ergodischen zum
nichtergodischen Verhalten identisch mit dem Wechsel vom Regime schwacher
Kopplung zum Regime starker Kopplung in der Sprache der Renormierungs-

9Relevante Driftkräfte erzeugen ebenfalls eine anomale Diffusion unterhalb einer kriti-
schen Dimension dc = 2, d.h. im allgemeinen Fall überlagern sich die Wirkungen der Drift–
und Gedächtnisterme zu neuen anomalen Regimen [103]. Relevante Driftkräfte sind z.B.
durch ein statisches, stochastisches Kraftfeld mit der Korrelationsfunktion 〈Fα(r)Fβ(0)〉 =[
Aδαβ + Brαrβ/r2

]
δ(r) gegeben.
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gruppe.
Interessant ist diese Interpretation auch im Zusammenhang mit dem im

vorangegangenen Abschnitt diskutierten schwachen Gedächtnis. Die Moden-
kopplungstheorie für unterkühlte Flüssigkeiten hat das Problem, daß der ur-
sprünglich in dieser Theorie benutzte Gedächtnisterm [76] für λ ≥ λc zu einem
nichtergodischen Zustand führt. Dieses Verhalten widerspricht aber den ex-
perimentellen Ergebnissen, die auch für λ ≥ λc einen vollständigen Zerfall der
Korrelationsfunktionen aufweisen. Dieses Verhalten führt zu einer notwendi-
gen Korrektur der Modenkopplungstheorie durch zusätzliche Platzwechsel–
Prozesse. Benutzt man als relevante Observable z.B. die Koordinaten eines
ausgewählten Teilchens, dann sollten diese ’Hopping’–Prozesse zu einer nor-
malen Diffusion für hinreichend lange Zeiten führen. In diese erweiterte Moden-
kopplungstheorie werden deshalb empirisch neue Terme eingeführt, die nicht
nur die gleiche Wirkung wie die Modifikation (5.11) haben, sondern auch in
eine der Darstellung (5.11) ähnliche Form transformiert werden können. Ein
Gedächtnisterm (5.11) ist damit eine mögliche, natürlich auch nur empirische,
Alternative, die Ergebnisse der Modenkopplungstheorie auch auf reale Gläser
unterhalb der kritischen Temperatur10 Tc des Glasüberganges fortzusetzen. Die
hier auftretende charakteristische Zeitskala τ ? ' ν−1 ist natürlich von der
Größenordnung der Relaxationszeit des α–Prozesses. Der empirische Charak-
ter des Gedächtnistermes (5.11) läßt sich auch daran erkennen, daß innerhalb
der vorgestellten Modelle keine Aussagen über die Temperaturabhängigkeit von
τ ? ' ν−1 enthalten sind. Diese Temperaturabhängigkeit bleibt prinzipiell frei
wählbar und kann an die experimentelle Situation angepaßt werden.

Das Auftreten eines negativen Gedächtnisses wird innerhalb der Moden-
kopplungstheorie nicht diskutiert. Es besteht aber die Möglichkeit, daß dieser
Effekt in bestimmten Gläsern beobachtbar ist. So könnte z.B. die Diffusion von
Kationen in Silikatgläsern ein geeigneter Kandidat für eine Superdiffusion sein,
wenn sich das Kanalmodell von Ngai [44] als richtig erweist. Die Kanäle würden
in diesem Fall die eindimensionalen Objekte bilden, entlang derer eine superdif-
fusive Bewegung der Kationen denkbar ist. Allerdings bleibt die Superdiffusion
auf mesoskopische Skalen beschränkt. Einerseits erfolgt auf größeren Zeitskalen
durch die Dynamik der Umgebung eine Schwächung des Gedächtnisses analog
zu (5.11). Andererseits bilden die Kanäle auf größeren räumlichen Skalen ein
dreidimensionales Netzwerk. Die Diffusion der Kationen geht dann nach hin-
reichend langer Zeit von einer eindimensionalen zu einer dreidimensionalen
Bewegung über. Damit wird die kritische Dimension überschritten und die
Diffusion wird normal.

10Die kritische Temperatur Tc wird durch den Zusammenhang λ(Tc) = λc bestimmt.
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6. ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurden zahlreiche Diffusionsphänomene hauptsäch-
lich in Gläsern stellvertretend für andere komplexe Systeme untersucht. Dieses
facettenreiche Gebiet läßt eine große Breite von theoretischen Modellierungen
zu und der zum Vergleich notwendige Fundus an experimentellen Daten ist fast
unerschöpflich. Gläser mit ihrer Vielfalt an Erscheinungen bieten sich regel-
recht an, um Transportvorgänge und Strukturevolution komplexer Systeme aus
verschiedenen Sichtwinkeln an ihrem Beispiel zu beleuchten. Natürlich können
auch andere komplexe Systeme (mit starker Kopplung zwischen identischen
oder ähnlichen Elementen) mit den hier vorgestellten Methoden und Modellen
aussagekräftig beschrieben werden.

Aus methodischer Sicht standen hauptsächlich numerische Techniken im
Zentrum der Arbeit, wobei sowohl Monte–Carlo (MC) –Simulationen, als auch
Molekulardynamik (MD) –Simulationen ausgeführt wurden. Für bestimmte
Problemstellungen wurden aber auch analytische Berechnungen auf dem Niveau
von mean–field Näherungen realisiert.

Diffusion im Phasenraum

Es wurde ein neues Molekulardynamik –Verfahren entwickelt, welches Rei-
bungseffekte auf molekularer Ebene berücksichtigt. Der Algorithmus simu-
liert die Wirkung eines thermodynamischen Bades, sichert aber gleichzeitig die
für molekulare Systeme wichtige Erhaltung des Gesamtimpulses. Insbesondere
ermöglichen, in Übereinstimmung mit der Realität, die Reibung und die ihr zu-
geordneten stochastischen Kräfte bei jeder Temperatur Platzwechselprozesse.
In üblichen mikrokanonischen Systemen, die nur durch Newtonsche Gleichun-
gen beschrieben werden, ist dagegen die Energie eine Erhaltungsgröße, d.h.
ab einer bestimmten Gesamtenergie sind Platzwechselprozesse ausgeschlossen.
Der numerische Algorithmus arbeitet problemlos auf Parallelrechnern, so daß
die aufwendigen Prozeduren optimal verarbeitet werden können.

Die MD –Simulationen wurden für unterkühlte Lennard –Jones –Flüssig-
keiten mit dem Ziel realisiert, Aussagen über den Verlauf des Einfrierprozesses
zu erhalten. Im Mittelpunkt stand die Analyse der Sprunglängenverteilung der
Pseudotrajektorien im Phasenraum, um damit den Einfrierprozeß von Gläsern
zu charakterisieren. Gegenübergestellt wurden dabei:

(1) Systeme, deren Potentialminima im Phasenraum statistisch gleichmäßig
verteilt sind. Solche Systeme sind für jede Temperatur ergodisch.

(2) Systeme, deren Potentialminima so verteilt sind, daß ihre Einzugsge-
biete unendliche Cluster bilden. Untereinander sind die Cluster durch größere
Abstände und relativ hohe Barrieren getrennt. Unterhalb einer bestimmten
Temperatur zerfällt das Gitter der erreichbaren Minima in getrennte Cluster
und die Bewegung des Systems wird nichtergodisch. Das System wird auf
einem der unendlichen Cluster fixiert, ist aber immer noch in der Lage sich
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den Phasenraum quasi–ergodisch zu erschließen (Einfrierprozeß erster Art).
(3) Systeme, deren Minima ähnlich wie im zweiten Fall verteilt sind, aber

deren Cluster von endlicher Ausdehnung sind. Unterhalb einer bestimmten
Temperatur wird das System in einem der endlichen Cluster lokalisiert und
ist nicht mehr in der Lage den gesamten Phasenraum zu erschließen, d.h. die
Ergodizitzät geht vollständig verloren.

Die numerischen Resultate legen einen Einfrierprozeß erster Art nahe. Cha-
rakteristisch ist hierfür bei allen Temperaturen eine diffusionsartige Bewegung
des Systems durch den Phasenraum. Gleichzeitig werden mit sinkender Tem-
peratur aber immer weniger lange Sprünge zwischen benachbarten Minima
beobachtet, während der Anteil kurzer Sprünge etwa konstant bleibt.

Dynamische Heterogenität
Das für Gläser besonders interessante Verhalten auf langen Zeitskalen wurde

mit einem Monte–Carlo –Algorithmus für ein spinunterstütztes, kinetisches
Ising Modell simuliert. Dieses Modell einer unterkühlten Flüssigkeit erlaubt
eine realistische Beschreibung kooperativer Prozesse, vernachlässigt aber die
Dynamik auf kurzen Zeitskalen (β–Prozeß).

Ziel der MC –Simulationen war die Bestimmung der Größe der Regionen
kooperativer Umlagerungen. Dafür wurde eine Definition aufgestellt, die den
qualitativen Vorstellungen von Adam und Gibbs entspricht und zur quantita-
tiven Auswertung numerischer Resultate geeignet ist. Im Ergebnis der Simula-
tion stellte sich eine breite Verteilung dieser Regionen heraus. Dem entspricht
eine extrem unterschiedliche Mobilität an verschiedenen Punkten im Glas.
Dieses Resultat unterstützt somit die experimentellen Hinweise auf die Exi-
stenz dynamischer Heterogenitäten in Gläsern.

Mischalkalieffekt
Zur analytischen Beschreibung des Mischalkalieffektes wurde das kinetische

Wechselwirkungsmodell entwickelt. Dieses Modell beschreibt die Diffusion von
Kationen in einer dynamischen Potentiallandschaft, die durch die Glasmatrix
gebildet wird. Die Verteilung der lokalen Minima ist zur Vereinfachung der
Berechnungen auf zwei Typen (tiefe und flache Potentialminima) beschränkt.
Entscheidend ist aber der Einfluß der nichtlokalen kooperativen Dynamik der
Glasmatrix auf die Mobilität der Kationen, der in diesem Modell berücksichtigt
wird.

Im Rahmen einer mean–field Analyse wurde eine quantitative Beziehung
zwischen Gleichstromleitfähigkeit des Materials und der Konzentration, sowie
dem Kompositionsverhältnis der Kationen gefunden. Dieser Zusammenhang
erlaubt eine qualitative Diskussion der elektrischen Leitfähigkeit des Materials
als Funktion der Kationenkonzentration in einkomponentigen Alkaligläsern.
Die Abhängigkeit der Leitfähigkeit vom Kompositionsverhältnis in Mischalka-
ligläsern zeigt sogar eine sehr gute quantitative Übereinstimmung mit Experi-
menten.

Insbesondere erlaubt das kinetische Wechselwirkungsmodell auch die Be-
schreibung der Kompositionsabhängigkeit der elektrischen Leitfähigkeit für
einen Kationenaustausch unterhalb der Glastemperatur. Die auftretenden
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Besonderheiten sind im Gegensatz zu anderen Modellen mit dem neuen Mo-
dell beschreibbar. Das kinetische Wechselwirkungsmodell erklärt darüber hin-
aus auch die Deformation der Diffusionsfronten bei feldunterstütztem Katio-
nenaustausch.

Numerische MC –Simulationen an einem, entsprechend dem kinetischen
Wechselwirkungsmodell modifizierten, spinunterstützten kinetischen Ising Mo-
dell zeigen eine qualitative Übereinstimmung mit den Resultaten der mean–
field Rechnungen.

Anomale Diffusion
Fokker-Planck-Gleichungen mit vorzeichenbehaftetem Gedächtnisterm be-

schreiben die Diffusion eines Partikels unter dem Einfluß seiner Umgebung
und gleichzeitig deren Rückwirkung auf die Umgebung. Solche Gleichungen
sind auch für die Diffusion von Tracerteilchen in einer glasartigen Umgebung
gültig. Als Ergebnis erwartet man eine anomale Diffusion. Dieser Effekt wurde
numerisch für die Diffusion eines Teilchens auf einem Gitter nachgewiesen.
Dabei wurde der Gedächtnisterm dadurch modelliert, daß Gitterbindungen die
über sie erfolgten Sprünge akkumulieren und zukünftige Sprünge durch diese
Akkumulation beeinflußt werden.

Für Untersuchungen unterhalb, bzw. an der kritischen Dimension dc = 2
und mit einem positiven Gedächtnisterm wurde entweder Lokalisierung oder
höchstens subdiffusives Verhalten gefunden. In diesem Fall ist das Teilchen auf
den Raum um seine Ausgangsposition orientiert.

Bei negativem Gedächtnisterm findet man für Dimensionen d ≤ dc stets Su-
perdiffusion. Sowohl die Anfangsposition, wie jede andere, mindestens einmal
besetzte Position wirken hier repulsiv.

Weiter wurde gezeigt, daß durch Einführung einer zusätzlichen exponen-
tiellen Dämpfung der Gedächtnisterm so geschwächt wird, daß für lange Zeiten
eine normale Diffusion entsteht.

Allgemein zeigen diese Ergebnisse, daß die Analyse von Diffusionsphänome-
nen eine breite Anwendung bei der Untersuchung der Struktur und Dynamik
von Gläsern findet. Die hier vorgestellten Methoden und Modelle können
natürlich auch auf andere komplexe Systeme mit einer starker Kopplung zwi-
schen den einzelnen Elementen problemlos übertragen werden und sollten auch
hier zu aussagekräftigen Ergebnissen führen.
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7. ANHANG

A.1 Stöße zwischen Photonen und Partikeln

Um die Änderung der kinetischen und der inneren Energie eines Partikels bei
der Absorbtion eines Photons zu bestimmen, betrachtet man zunächst die Im-
pulsbilanz

p + ~k = q (A1.1)

(p und q bezeichnen den Partikelimpuls vor und nach der Absorbtion des Pho-
tons mit dem Impuls ~k). Da das Teilchen innere Freiheitsgrade besitzen soll,
die einen Teil der Photonenenergie aufnehmen können, sind die Ruhemassen
vor und nach dem Stoß, mo und M , verschieden. Die Energiebilanz ist damit
durch √

m2
oc

4 + p2c2 + ~ω =
√

M2c4 + q2c2 (A1.2)

gegeben. Durch einfaches Quadrieren entsteht aus (A1.1) und (A1.2)

m2
oc

4 + p2c2 + 2~ω
√

m2
oc

4 + p2c2 + ~2ω2 = M2c4 + c2
(
p2 + ~2k2 + 2~kp

)
Beachtet man die Dispersionsrelation für Photonen, ω = ck, dann folgt sofort(

M2 −m2
o

)
c4 = 2~ω

√
m2

oc
4 + p2c2 − 2~c2kp (A1.3)

Außerdem besteht die relativistische Beziehung zwischen Impuls p und Ge-
schwindigkeit v

p =
mov√
1− v2

c2

(A1.4)

Damit erhält man

√
m2

oc
4 + p2c2 =

√
m2

oc
4 +

m2
ov

2c2

1− v2

c2

=

√
m2

oc
4

1− v2

c2

=
moc

2√
1− v2

c2

(A1.5)

Einsetzen von (A1.4) und (A1.5) in (A1.3) liefert unter Beachtung des Streu-
winkels ϑ zwischen der Impulsrichtung des Photons und der des Partikels vor
der Absorbtion des Photons:(

M2 −m2
o

)
c4 =

2moc
2~ω√

1− v2

c2

− 2~cωmov cos ϑ√
1− v2

c2

=
2moc

2~ω√
1− v2

c2

(
1− v

c
cos ϑ

)
Die hier untersuchten Partikel bewegen sich im allgemeinen klassisch, d.h. sie
sind wesentlich langsamer als die Lichtgeschwindigkeit (v/c � 1). Dann ist
folgende Näherung ausreichend:
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(
M2 −m2

o

)
c4 ≈ 2moc

2~ω
(
1− v

c
cos ϑ

)
oder nach einer algebraischen Umformung

M = mo

√
1 +

2~ω

moc2

(
1− v

c
cos ϑ

)
Damit erhält man für die Änderung der inneren Energie des Partikels bei der
Adsorbtion eines Photons |∆Eintern| = Mc2 − m0c

2 ' ~ω(1 − v
c
cos ϑ). Fol-

glich wird die kinetische Energie nur um einen Höchstbetrag |∆Ekin| ∼ ~ωvc−1

geändert. Beachtet man, daß sowohl die Photonen als auch die Partikel ther-
mische Energien besitzen, dann gilt ~ω ' kBT und m0v

2 ' 3kBT . Also ist:

|∆Ekin|
kBT

'
√

3kBT

m0c2

Man erhält z.B. mit m = 1.67 · 10−27kg (Protonenmasse) und T ' 300K die
Abschätzung |∆Ekin| /kBT ≈ 10−5, d.h. die Adsorbtion eines Photons führt
nahezu ausschließlich zur Änderung der inneren Energie der Partikel, die kineti-
sche Energie bleibt nahezu unverändert.
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A.2 Konzentration immobiler Kationen

Es wird angenommen, daß die Glasmatrix Nd tiefe Minima und Nw flache
Minima enthält. Weiterhin sei die Zahl der Kationen durch χ gegeben. Dann
gibt es (

Nd

k

)(
Nw

χ− k

)
Möglichkeiten für eine Konfiguration mit k Kationen in tiefen Minima und χ−k
Kationen in flachen Minima. Das statistische Gewicht jeder Konfiguration ist
gegeben durch pk(1− p)χ−k mit

p =
e∆E/kBT

1 + e∆E/kBT

p ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein einzelnes Kation ein tiefes Minimum
besetzt. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, daß k Kationen tiefe Minima besetzt
halten, gerade durch

P (k) = N−1

(
Nd

k

)(
Nw

χ− k

)
pk (1− p)χ−k (A2.1)

gegeben. N ist durch die Normalisierungsbedingung
∑

k P (k) = 1 definiert. Im
thermodynamischen Limes (Nd, Nw → ∞) erhält P (k) ein scharfes Maximum
bei km. Das Maximum folgt aus:

∂P (k)

∂k
= 0 oder

1

P (k)

∂P (k)

∂k
=

∂ ln P (k)

∂k
= 0

Verwendet man die Stirlingsche Formel, dann erhält man die Approximation(
R

m

)
≈ exp {R ln R−m ln m− (R−m) ln (R−m)}

und damit

∂ ln P (k)

∂k
= ln (Nd − k)− ln k + ln (χ− k)− ln (Nw − χ + k) +

∆E

kBT
= 0

Folglich gilt
Nd − k

k

χ− k

Nw − χ + k
= e−∆E/kBT (A2.2)

Die Gesamtzahl1 der Partikel in dem Glas sei Np. Damit ist die Gesamtkonzen-
tration der Minima gegeben durch Φtot = (Nd+Nw)/Np, die Konzentration der
tiefen Minima ist gegeben durch Φd = Nd/Np. Weiterhin ist die Konzentration

1Es sollte beachtet werden, daß die Konzentrationen immer auf Teilchenzahlen bezogen
sind, z.B. ist c? die Gesamtzahl der relativ immobilen Kationen bezogen auf die Gesamtzahl
aller Partikel im Glas.
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der relativ immobilen (oder stark gebundenen) Kationen c? = k/Np und die
Gesamtkonzentration aller Kationen c = χ/Np. Damit folgt aus (A2.2) eine
implizite Bestimmungsgleichung für die Konzentration der relativ immobilen
Kationen

Φd − c?

c?

c− c?

Φtot − Φd − c + c?
= e−∆E/kBT (A2.3)
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A.3 Mittelung über kooperative Regionen

Die mittlere Zahl der Partikel, die zu der kooperativen Region eines Kations
zählen, ergibt sich aus (4.7). Die Mittelung erfolgt sowohl über alle möglichen
Verteilungen der kooperativen Regionen 〈...〉kR, als auch über alle möglichen
Verteilungen der Kationen 〈...〉AB, d.h. die Gesamtprozedur der Mittelung kann
als 〈...〉 = 〈〈...〉AB〉kR

geschrieben werden. Wegen der linearen Darstellung (4.7)
zerfällt diese Mittelung in zwei additive Beiträge

N = 1
αc

ln 〈exp (αcNI)〉
= 1

αc
ln 〈exp (αcN

0
I )〉kR

+ 1
αc

ln
〈
exp

(
αcg

∑MI

i=1 ni + αchMI

)〉
AB

(A3.1)

mit der Gesamtzahl MI = NA
I +NB

I der stark gebundenen Kationen in der ak-
tuellen kooperativen Region I. Die Größe ni (i = 1, ...,MI) charakterisiert den
Typ dieser Kationen mit ni = 1, falls das Kation i vom Typ A ist, und ni = −1
falls es vom Typ B ist. Sind keine Kationen vorhanden, dann verschwindet der
zweite Summand und man erhält die mittlere Größe der ungestörten koopera-

tiven Region N
0
(T )

N
0
(T ) =

1

αc

ln
〈
exp

(
αcN

0
I

)〉
kR

(A3.2)

Die Temperaturabhängigkeit von N
0
(T ) entsteht durch die temperaturabhängi-

ge Verteilung der Größen der kooperativen Regionen (siehe Kap. 3). Der zweite
Summand von (A3.1) kann nach Kumulanten entwickelt werden. Benutzt man
die Bezeichnung

δNI = g

MI∑
i=1

ni + hMI

dann erhält man in der zweiten Ordnung der Kumulantenentwicklung (Der
Index AB wird hier und in Zukunft weggelassen):

1

αc

ln 〈exp αcδNI〉 = 〈δNI〉+
αc

2

(〈
(δNI)

2〉− 〈δNI〉2
)

(A3.3)

Die Berechung der hier auftretenden Mittelwerte wird in zwei Stufen realisiert.
Der erste Schritt, bezeichnet mit 〈...〉n, ist die Bestimmung des Mittelwertes
über die Komposition bei einer festen Anzahl stark gebundener Kationen MI .
Der zweite Schritt ist dann die Mittelung über die Gesamtzahl der relativ im-
mobilen Kationen pro kooperative Region. Diese Prozedur wird durch das
Symbol 〈...〉M definiert. Damit hat man die folgende Darstellung für die Mit-
telwertbildung

〈A [MI , {ni}]〉 = 〈〈A [MI , {ni}]〉n〉M
Man erhält unmittelbar:

〈ni〉n = 2f ? − 1
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und wegen der vorausgesetzten statistischen Unabhängigkeit der Kationen in-
nerhalb der kooperativen Region:

〈ninj〉n = δij + (1− δij) (2f ? − 1)2 = (2f ? − 1)2 + 4δijf
? (1− f ?)

Die mittlere Gesamtzahl der stark gebundenen Kationen 〈MI〉 kann als:

〈MI〉 =
〈
NA

I

〉
+
〈
NB

I

〉
= Nc?

geschrieben werden. Dabei ist c? die Konzentration der stark gebundenen
Kationen im Glas und N ist die mittlere Zahl der Partikel in einer kooperativen
Region, siehe Fußnote A.2. Die vorausgesetzte statistische Unabhängigkeit der
Kationen führt auf: 〈

M2
I

〉
− 〈MI〉2 = N

c?(Φd − c?)

Φd

Dabei ist Φd die Konzentration der tiefen Minima Φd. Damit folgt〈
MI∑
i=1

ni

〉
=

〈
MI∑
i=1

〈ni〉n

〉
M

=

〈
MI∑
i=1

(2f ? − 1)

〉
M

= 〈MI〉 (2f ? − 1) = Nc?(2f ? − 1)

und daher:
〈δNI〉 = Nc? [g(2f ? − 1) + h] (A3.4)

Der zweite Term von (A3.3) kann wie folgt umgeformt werden:〈
(δNI)

2〉− 〈δNI〉2 = g2
〈∑MI

i,j=1 ninj

〉
+ 2gh

〈
MI

∑MI

i,j=1 nj

〉
+ h2 〈M2

I 〉
−

(
Nc?

)2
[g(2f ? − 1) + h]2

Berücksichtigt man〈∑MI

i,j=1 ninj

〉
=

〈∑MI

i,j=1 〈ninj〉n
〉

M

=
〈
M2

I (2f ? − 1)2 + 4MIf
? (1− f ?)

〉
M

= Nc∗(Φd−c?

Φd
+ Nc?) (2f ? − 1)2 + 4Nc?f ? (1− f ?)

und 〈
MI

MI∑
i,j=1

nj

〉
=

〈
MI

MI∑
i

〈ni〉n

〉
M

=
〈
M2

I (2f ? − 1)
〉

M

= Nc? (2f ? − 1)

(
Φd − c?

Φd

+ Nc?

)
dann erhält man die Gleichung:〈

(δNI)
2〉− 〈δNI〉2

Nc?
=

Φd − c?

Φd

[g(2f ? − 1) + h]2 + 4g2f ? (1− f ?) (A3.5)
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Einsetzen von (A3.4) in (A3.3) liefert:

N = N0(T )

+ Nc?
{
g(2f ? − 1) + h + αc

2

(〈
(δNI)

2〉− 〈δNI〉2 /Nc?
)}

Mit (A3.5) ist dann die mittlere Zahl der Partikel je kooperative Region gegeben
durch:

N =
N0(T )

1− c?
{

g(2f ? − 1) + h + αc

2

(
Φd−c?

Φd
[g(2f ? − 1) + h]2 + 4g2f ? (1− f ?)

)}
Das endgültige Resultat erhält man durch eine Entwicklung nach Potenzen von
g und h bis zur zweiten Ordnung2:

N
N0(T )

= 1 + (g(2f ? − 1) + h) c? + αc

2
c? Φd−c?

Φd
[g(2f ? − 1) + h]2

+ 2αcg
2c?f ? (1− f ?) + c?2 [g(2f ? − 1) + h]2

2Diese Entwicklung ist ausreichend, da auch die Kumulantenentwicklung nur bis zur
2.Ordnung geht.

ANHANG 111



112 ANHANG



Literaturverzeichnis

[1] G. Adam, J.H. Gibbs, J.Chem.Phys. 43, 139 (1965).

[2] M.P. Allen, D.J. Tildesley, Computer Simulation of Liquids, Claredon
Press, Oxford, 1990.

[3] H.C. Andersen, J.Chem.Phys. 72, 2384 (1980).
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