elektronisches
dokument

ULB Sachsen-Anhalt

Diffusion in Glasern und anderen Komplexen Systemen

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

doktor rerum naturalium (Dr.rer.nat)

vorgelegt der
Mathematisch-Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultat
der Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg
von Frau Beatrix Mercedes Schulz

geb. am: 24.12.1961 in Merseburg

Gutachter
1. Prof. Dr. Steffen Trimper, Universitat Halle-Wittenberg
2. Prof. Dr.Dr. Gunnar Berg, Universitdt Halle-Wittenberg
3. Prof. Dr. Peter Reinecker, Universitdt Ulm

Halle/Saale, 08. Februar 2000.






Inhalt

1 Einleitung
1.1 Die Klasse der komplexen Systeme . . . . ... ... ... ...
1.2 Glaser als komplexe Systeme . . . . . .. .. ... ... ... ..
1.3 Theoretische Beschreibung . . . . . . .. .. ... .. .. ...
1.3.1 Analytische und phédnomenologische Zugange . . . . . . .
1.3.2 Numerische Untersuchungen . . . . . . .. .. ... ...
1.4 Zielsetzung . . . . . . ..

2 Diffusion im Phasenraum
2.1 Problemstellung . . . . . .. .. ..o oo
2.2 Molekulare Reibung . . . . . .. .. ... 0oL
2.2.1  Wechselwirkung zwischen Partikeln und Photonen . . .
2.2.2  Wechselwirkung von Partikeln . . . . . . .. ... .. ..
2.3 Numerische Simulationen . . . . . . . . .. ... ... ...
2.3.1 Modellsysteme . . . .. .. ..o
2.3.2 Simulationsverfahren . . . . .. ... .00 0L
2.4 Resultate . . . ...
2.4.1 Relaxation ins Gleichgewicht . . . . . . ... .. ... ..
2.4.2 Dynamik im Phasenraum . . . ... ... ... ... ..

3 Dynamische Heterogenitat
3.1 Spinunterstiitztes kinetisches Ising Modell . . . . . .. . .. ..
3.2 SFM als Modell unterkiihlter Flissigkeiten . . . . .. . .. ..
3.3 Kooperative Umlagerungen . . . . .. ... ... ... ... ..
3.4 Bestimmung kooperativer Regionen . . . . . . . .. .. ... ..
3.5 Dynamische Heterogenitdt im SFM[2,2]. . . . . .. .. ... ..
3.5.1 Verteilung kooperativer Regionen . . . . . . .. ... ..
3.5.2  Dynamische Heterogenitat . . . . . . ... ... .. ...
3.5.3 Mittlere Grofle kooperativer Regionen . . . . . . . . . ..

4 Der Mischalkalieffekt
4.1 Leitfahigkeitsanomalien in Glasern . . . . ... ... ... ...
4.2 Kinetisches Wechselwirkungsmodell . . . . . . . .. ... .. ..
4.3 Leitfahigkeit und Diffusionskoeffizient . . . . . . . . .. . .. ..
4.4 Anwendungen und experimenteller Vergleich . . . . .. ... ..

INHALT

17
17
19
19
21
28
28
29
32
32
34

43
43
45
48
48
20
90
52
93

55
b))
o7
58
65



4.4.1 Tiefe und flache Potentialminima . . . . . . . .. .. .. 65

4.4.2  Abhéangigkeit der Leitfahigkeit von der Kationenkonzen-
tration . . . . . ..o 66
4.4.3 Leitfahigkeit von Mischalkaliglasern . . . . . . . . .. .. 68
4.4.4  Deformierte Diffusionsfronten . . . . . . . .. . ... .. 73
4.5 Numerische Untersuchungen . . . . . . . . . .. ... ... ... 76
4.5.1 Modellierung des Mischalkalieffektes im SFM[n,2] . . . . 76
4.5.2 Numerische Simulationen . . . . . . . ... .. ... ... 79
5 Anomale Diffusionseffekte 83
5.1 Generalisierte Fokker—Planck Gleichung . . . . . . . .. ... .. 83
5.2 Numerische Untersuchungen . . . . . . . .. .. ... ... ... 86
5.2.1 Dimensiond=1 . . . .. .. ... ... ... ... ... 86
5.2.2 Dimensiond=2 . . .. ... .. ... ... 92
5.2.3 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung . . . . . . . .. 95
5.2.4  Verallgemeinerung: Schwaches Gedachtnis . . . . . . .. 98
5.3 Diffusion im realen niedrigdimensionalen Glas . . . . . . . . .. 99
6 Zusammenfassung 101
7 Anhang 105
4 INHALT



1. EINLEITUNG

1.1 Die Klasse der komplexen Systeme

Die theoretische Beschreibung der Dynamik komplexer Systeme bildet heute
einen wesentlichen Aspekt der Forschung innerhalb der statistischen Physik.
Dabei wird die Definition des Begriffes ’komplexes System’ im allgemeinen
sehr weit gefaflt. Galaxien, biologische Systeme, die Atmosphére der Erde, In-
sektenstaaten oder die globale Okonomie sind typische Vertreter. Vom mathe-
matischen oder physikalischen Standpunkt aus betrachtet, wird ein komplexes
System durch N gekoppelte Freiheitsgrade beschrieben. Formal kann man
festlegen:

FEine komplexes System wird in seiner raumlichen und zeitlichen Fvolution
durch ein gekoppeltes (Differential-, Differenzen- oder Integral-) Gleichungs-
system beschrieben, dessen Entkopplung durch keine einfache Transformation
moglich ist.

Diese Aussage ist bewufit nicht als Definition gewéhlt, da der Terminus
‘einfache Transformation’ nicht eindeutig festgelegt werden kann. Falls das
System namlich eine Losung hat, findet man auch immer eine Transformation,
die das System entkoppelt, d.h. in einen Satz von N Gleichungen zerlegt,
wobei jeder Freiheitsgrad durch genau eine Gleichung bestimmt wird. Das
Problem besteht darin, daf§ die Bestimmung der Transformation dann genau
so kompliziert wie das Losen des urspriinglichen Gleichungssystems ist [80, 109].
Eine ’einfache Transformation’ sollte auf bekannten Standardoperationen und
~Funktionen beruhen!, aber diese werden in der aktuellen mathematischen
Forschung standig ergéanzt. Ist eine solche ’einfache Transformation’ trotz des
mathematischen Fortschritts nicht bekannt, wird man das jeweilige System
als komplex einstufen kénnen. Allerdings wird aus physikalischer Sicht mei-
stens noch ein zweites Kriterium angewendet: Systeme mit einer schwachen
Kopplung, die im Rahmen einer Storungstheorie behandelbar sind, werden im
Allgemeinen nicht zu den komplexen Systemen gezahlt.

Trotz dieser Einschrankungen ist die Klasse der bekannten komplexen Sy-
steme sehr grol. Man unterscheidet deshalb bei den komplexen Systemen noch
einmal zwischen deterministischen (mechanischen bzw. quantenmechanischen)
Systemen und thermodynamischen (statistischen) Systemen. Bei determini-
stischen Systemen ist, ausgehend vom Anfangszustand, jeder weitere Zustand
exakt bestimmt. Nur im Falle ungenauer Informationen iiber die Anfangsbe-
dingungen wird ein chaotisches Verhalten moglich [74, 110], man spricht dann

'Eine einfache (Fourier—) Transformation erzeugt z.B. aus einem Festkérper mit har-
monischen Kopplungen zwischen den Atomen einen Satz unabhéngiger Oszillatoren.
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auch von einem deterministischen Chaos?. Komplexe thermodynamische Sy-
steme enthalten dagegen einen oder mehrere Zufallsprozesse, die die Wirkung
der Umgebung des Systems (also des thermodynamischen Bades) représentieren
und die Vorhersage des Endzustandes selbst aus einem exakt definierten An-
fangszustand nur mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit ermoglichen.

1.2 Glaser als komplexe Systeme

Ein typisches Beispiel fiir ein komplexes thermodynamisches System ist eine
unterkiihlte Fliissigkeit und bei weiterer Unterkiihlung das zugehorige Glas.
Im Unterschied zu anderen Typen von Glésern (z.B. Spingléser), spricht man
von strukturellen Glésern. Diese stehen in der vorliegenden Arbeit im Vorder-
grund und sollen im Folgenden unter Glas verstanden werden. Heute ist
die theoretische Beschreibung einer unterkiihlten Fliissigkeit und dem damit
zusammenhangenden Glasiibergang von generellem physikalischem Interesse
und wird von vielen Forschungsgruppen bearbeitet.

Der Glasiibergang ist, vom thermodynamischen Standpunkt betrachtet,
eine Zustandsanderung, die in unterkiihlten Fliissigkeiten mit sinkender Tem-
peratur beobachtbar ist. Heute ist man tiberwiegend der Meinung, dafi der
Glastibergang nicht mit einem Phaseniibergang gleichzusetzen ist, wie er z.B.
zwischen Fliissigkeit und kristallinem Festkorper beobachtet wird®. Man findet
fiir den Glastibergang weder echte Schmelztemperaturen noch die symmetrische
Ordnungstruktur des Kristalls. Der Glasiibergang wird dagegen charakterisiert
durch ein kontinuierliches Einschranken der Beweglichkeit der Fliissigkeitsmo-
lekiile bis hin zur Ausbildung eines amorphen Festkorpers als Endzustand bei
tiefen Temperaturen. Hier sind die Atome mehr oder weniger stark lokalisiert
und schwingen fast nur noch um ihre Ruhelagen. Fiir Glaser typische Anoma-
lien, z.B. Bosonenpeak [106] oder eine sehr hohe Dichte von Tunnelprozessen
[78], bleiben aber selbst fiir diese tiefen Temperaturen erhalten.

Thermodynamisch betrachtet ist auch fiir die unterkiihlte Fliissigkeit der
kristalline Festkorper der dazugehorige Gleichgewichtszustand, aber die Kri-
stallkeimbildungsrate ist so gering, dafl der Kristall nie erreicht wird [60]. Da-
her kann der unterkiihlte Zustand als System im metastabilen Gleichgewicht
angesehen werden. In diesem Sinne soll auch innerhalb der vorliegenden Ar-
beit das thermische Gleichgewicht von Glasern und unterkiihlten Fliissigkeiten

2Nach diesem Prinzip arbeiten z.B. die bei den meisten numerischen Simulationen be-
nutzten Zufallsgeneratoren. Eine anfanglich vorgegebener Menge von Zahlen wird durch
einen Algorithmus (das komplexe System) in eine neue Menge von Zahlen tiberfiihrt, die
ohne Kenntnis des Algorithmus rein zuféllig aus der Anfangsmenge erzeugt zu sein scheint.

30b strukturelle Gliser nicht doch einen Phaseniibergang, wie bei einigen Spinglisern,
realisieren, ist bisher noch offen und wegen der hierzu notwendigen extrem langen Relaxa-
tionszeiten vorerst auch nur von theoretischem Interesse.
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verstanden werden.

Wie bereits erwéahnt, besteht der wesentliche Effekt bei der Unterkiihlung
einer Fliissigkeit in der extrem starken, aber kontinuierlich erfolgenden Ver-
langsamung der Dynamik, wihrend strukturell nur geringe Anderungen be-
obachtbar sind. Ein solches Verhalten ist damit grundsatzlich von einem
gewohnlichen Phasentibergang 1.Art verschieden, der in den meisten Féllen
von einer charakteristischen Anderung der Struktur begleitet wird.

Einfache thermodynamische Argumente sprechen aber auch gegen eine In-
terpretation als Phaseniibergang 2.Art. Man findet zwar eine erhebliche, stu-
fenahnliche Anderung spezifischer thermodynamischer Grofien (spezifische Wir-
me, Leitfdhigkeit oder mechanische Moduli) in der Umgebung der Glastem-
peratur T,, aber diese Grofien und die Glastemperatur selbst sind von der
Abkiihlrate abhéngig. Dieses Verhalten ist typisch fiir Nichtgleichgewichts-
prozesse. Beim FEinfrieren der unterkiihlten Fliissigkeit wird die Geschwindig-
keit der Strukturfluktuationen immer kleiner, bis sie die Abkiihlrate erreicht.
Das System kann dann der Abkiihlung nicht mehr vollstandig folgen und das
metastabile Gleichgewicht wird verlassen. Aber man kann versuchen aus ex-
perimentellen Daten die Gleichgewichtsgrofien fiir eine reversible Abkiihlung
mit unendlich langsamer Kiihlrate zu extrapolieren. Damit ist es moglich,
ein im thermischen Gleichgewicht giiltiges Priifkriterium anzuwenden: das aus
den Differenzen Ac,, Axy und Ac,, der ober- und unterhalb der Glastemper-
atur T, gemessenen Groflen (isobare spezifische Wérme ¢, isotherme Kompres-
sibilitét £ und isobarer Ausdehnungskoeffizient «,) gebildete Prigogine-Defay
Verhéltnis [46] sollte bei Vorhandensein eines Phasentiberganges 2. Art gleich
1 sein. Tatsachlich findet man jedoch einen wesentlich grofSeren Wert

AK,TACP
SRTEG g
Ty [Aay)]

Aktuelle Untersuchungen [86] legen zumindest die Vermutung nahe, daf§ die
dem Prigogine-Defay Verhaltnis zugrunde liegenden Ehrenfest’schen Relatio-
nen fiir den Glasiibergang ergéanzt werden miissen, allerdings mit dem Resultat,
daBl dann das Verhéltnis kleiner als 1 ausfallt.

Die Verringerung der molekularen Mobiltat wahrend des Glasiiberganges
reprasentiert sich z.B. in einem starken, kontinuierlichen Anwachsen der sta-
tischen Viskositét n(7"). Phénomenologisch wird dieses Verhalten durch die
empirisch gefundene Vogel —Fulcher “Tammann Gleichung [115]

E4

TY ~
n(T) eXp(T_TO

)

beschrieben (mit 7, und E4 als Fitparametern). Diese Gleichung zeigt eine
Singularitat bei der Annaherung an die Vogeltemperatur Ty < 7T,. Die Fest-
legung der Vogeltemperatur erfolgt durch Extrapolation. Allerdings wird die
Viskositat beim Erreichen der Vogeltemperatur auch von anderen molekularen
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Prozessen, z.B. Sprung— und Tunneliibergdngen kontrolliert, die eine echte Sin-
gularitat bei T" = Ty vermeiden. Auflerdem gibt es Argumente, die gegen eine
Vogeltemperatur selbst beim Fehlen dieser Prozesse sprechen [7].

Die molekularen Bewegungen, die man gewohnlich mit der Viskositat der
unterkiihlten Fliissigkeit bzw. des Glases verbindet, werden unter dem Begriff
a—Prozefl (Hauptprozel) zusammengefait und kénnen in einer Vielzahl von Ex-
perimenten (mechanische Moduli, Dielektrizitdtsmessungen, NMR, Neutronen-
streuung, ...) nachgewiesen werden. Allerdings deuten neuere experimentelle
Resultate [10, 16] an, da noch langsamere Prozesse (verbunden mit dem
Begriff der dynamischen Heterogenitét) existieren. Neben diesen langsamen
Prozessen konnen noch andere, wesentlich schnellere Prozesse (z.B.: (o s
Brast; Bosonenpeak, anharmonische Vibrationen) beobachtet werden [5, 77,
106]. Die verschiedenen Relaxationszeiten dieser Prozesse sind natiirlich tem-
peraturabhangig. Insbesondere wird die Relaxationszeit 7 des a—Prozesses
durch die, der Vogel —Fulcher —Tammann Gleichung aquivalente, Williams —
Landel —Ferry Gleichung [116] beschrieben. Diese Gleichung ist ebenfalls eine
empirische Relation und wird durch mehrere Fitparameter (Cp, C; und der
Vogeltemperatur Tp) bestimmt:

Ch
T -1y

Es gibt aber auch ahnliche Gleichungen, die ohne eine Singularitat bei einer
gegeben Temperatur auskommen, z.B. lg7 = Cy + C,/T?, wobei Cy, C; und 6
als Fitparameter verwendet werden kénnen [7].

Schliellich sollte noch bemerkt werden, dafl Korrelationen charakteristischer
Observabler (z.B. der lokalen Dichte p) iiber ein grofies Zeitintervall* nach dem
ebenfalls empirischen Kohlrausch —Williams —Watts Gesetz [69]

(000 ~ ex - (3)) (12)

mit einem nichtuniversellen (in vielen Féllen temperaturabhéngigen) Exponen-
ten v = (T) < 1 zerfallen.

“Die Linge des Intervalles liegt natiirlich in der GréSenordnung der Relaxationszeit des
a-Prozesses, und auch die in (1.2) eingehende Zeitskala 7 ist mit der Relaxationszeit (1.1)
vergleichbar. Ein Kohlrausch —Williams —Watts Verhalten ist also typisch fiir den a-Prozef
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1.3 Theoretische Beschreibung

1.3.1 Analytische und phanomenologische Zugange

Die fiir theoretische Untersuchungen interessante Fragestellung liegt in einer
geschlossenen Erklarung des Phanomens Glasiibergang in seiner Gesamtheit
(also sowohl der thermischen als auch der dynamischen Aspekte) auf der Basis
mikroskopischer Modelle und molekularer Parameter. Dieses Problem ist bis
heute nur unvollstandig geklart. Zwar gibt es sehr gute theoretische Beschrei-
bungen fiir einzelne ausgesuchte Eigenschaften und beschréankte Temperatur-
bereiche, aber leider versagen sie ganz oder teilweise bei der Erklarung anderer
Erscheinungen und auflerhalb ihrer Giiltigkeitsbereiche.

Phanomenologische Theorien

Die ersten Versuche einer mikroskopisch (bzw. mesoskopisch) fundierten Er-
klarung der Dynamik von Glasern basieren auf dem Begriff des freien Volumens
[8, 24]. Diesem Konzept liegt die Vorstellung zugrunde, dafl mit abnehmendem
freien Volumen (also wachsender Dichte) die Mobilitédt eines Vielteilchensy-
stems stark reduziert wird. Thermodynamisch lafit sich auf diesem Konzept
eine Art Lochertheorie formulieren [65] und man erhélt einige Beziehungen,
die molekulare Parameter mit solchen Groflen wie Lochbildungs— und Ak-
tivierungsenergien verbinden. Hier liegt aber auch der Ansatzpunkt fiir eine
ernsthafte Kritik: mit abnehmendem freien Volumen sollten die einzelnen
Locher immer mehr isoliert werden, der Glasiibergang also durch eine Ein-
teilchentheorie beschreibbar sein. Eine solche Theorie verlangt aber immer ein
Arrhenius-artiges Verhalten der Relaxationszeiten ( In7 = In7¢ + E4/T), im
Gegensatz zu den oben erwahnten Relationen. Auch die Verwendung anderer
Kontrollparameter [20, 38] oder die Beschreibung des Glasiiberganges auf der
Basis von Platzwechselmodellen [52] fithrt zu einer dhnlichen unvollkommenen
Situation.

Kooperativitat und Skalenargumente

Heute wird in nahezu allen theoretischen Modellen zum Glasiibergang von
Vielteilchensystemen mit einer starken intermolekularen Wechselwirkung aus-
gegangen. Ein moglicher Ansatz basiert auf sogenannten kooperativen Regio-
nen [1]. Diese Regionen werden mit dem a—Prozef in Verbindung gebracht,
da strukturelle Umlagerungen in hinreichend dichten Systemen nur durch das
Zusammenspiel mehrerer Teilchen, eben einer kooperativen Region, moglich
sein sollten. Ein a—ProzeB bendtigt mit abnehmender Temperatur eine im-
mer hohere Aktivierungsenergie, die einer wachsenden Anzahl Ngg der effektiv
am Prozefl beteiligten Teilchen entspricht. Mit geeigneten Argumenten [60]
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lassen sich die Temperaturabhéngigkeit Neg(7) und daraus folgend Relaxa-
tionszeiten und thermodynamische Eigenschaften des Glases bestimmen. Die
Annahme kooperativer Regionen erlaubt die Zuordnung einer charakteristi-
schen Langenskala & ~ Nelég. Hier setzt ein weiterer Zugang zum Verstandnis
des Glasiibergangs an, bei dem die Lénge £ als eine, die Dynamik des Glases
kontrollierende, Langenskala angenommen wird [22]. Damit lassen sich, unter
Verwendung @hnlicher Argumente wie sie bei kritischen Phanomen zum Tragen
kommen, Skalenrelationen aufstellen und thermodynamische Eigenschaften des
Glases ableiten. Die Lange £ hat in diesem Konzept eine ahnliche Bedeutung
wie etwa die Korrelationslange in der Nahe des kritischen Punktes. Phédnome-
nologische Uberlegungen [28] geben zwar eine Begriindung fiir die Existenz und
eine Abschatzung solcher Langenskalen, aber eine theoretische Bestimmung
dieser Lange und die experimentelle Verifikation ist weitgehend ungeklart.

Modenkopplungstheorie

Die bisher am weitesten anerkannte Theorie ist die Modenkopplungsappro-
ximation, die wesentliche Aspekte des Glasiiberganges qualitativ und quanti-
tativ widerspiegelt. Die fiir die Modenkopplungstheorie notwendigen Evolu-
tionsgleichungen werden gewohnlich aus der Mori—Zwanzig—Theorie abgeleitet
[40, 41], es gibt aber auch Zugénge iiber eine hydrodynamische Feldtheorie [67].
Grundidee ist dabei, dal die Evolution eines Systems durch die Hamiltonfunk-
tion bestimmt ist. Die Aufspaltung aller Observablen (durch entsprechende
Projektionstechniken) in relevante und irrelevante GroBen liefert eine exakte,
lineare Gleichung fiir die relevanten Observablen G, (t)

an;f(t) =2_ | ZmCn(h) = / Ko () G (=) dt' 3 + fo (8)  (1.3)

m

Wahrend die Frequenzmatrix =, auf Mittelwerten und héheren Momenten
der relevanten Observablen im thermischen Gleichgewicht basiert und damit
relativ problemlos bestimmt werden kann, sind die Restkréfte f, (f) und die
Gedachtnismatrix K, (t) = (f.(t)f,(0)) nach wie vor auch von den irrelevan-
ten Observablen abhéngig.

Die Mori-Gleichungen (1.3) konnen benutzt werden, um die Bewegungs-
gleichungen von Korrelationsfunktionen relevanter Observabler abzuleiten. Be-
trachtet man z.B. Dichte und Impulsstrom als relevant, so 1af3t sich die Evolu-
tion der Dichte— Autokorrelation ®(t) = (p (0) p(t)) (mit der aktuellen lokalen
Dichte p (t)) durch eine Gleichung der Form

t

N B 00 (1')

vl — +=°| D¢ K(t—t dt' =

o gy + 2 o0+ [ K- 25 —o
0

darstellen. Hier sind die Restkrafte herausprojiziert, aber deren Dynamik ist
nach wie vor im Gedéachtnisterm K (t) enthalten. Das Problem besteht jetzt in
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einer sinnvollen Approximation des Gedéachtnistermes durch die Korrelations-
funktion ®, um so zu einer geschlossenen Gleichung zu gelangen. Verschiedene
Ansitze [40, 76] (K = 4A®? oder K = ¢;® + ¢;®?) lassen sich relativ leicht
behandeln und fiithren zu den entscheidenden Aussagen der Modenkopplungs-
theorie.

Fiir hinreichend grofie Kopplungsparameter (\; ¢, ¢;) entsteht auf jeden
Fall eine sogenannte nichtergodische Phase, d.h. die Korrelationsfunktion &
konvergiert nicht gegen den erwarteten Gleichgewichtswert ®(t) — &, = 0
fiir t — oo, sondern erreicht einen endlichen Wert ®(t — o0) = ¢, > 0. Da
die Kopplungsparameter effektiv temperaturabhéngig sind (A = A(T), ¢; =
c1(T), co = co(T)) findet man eine kritische Temperatur T, bei der die Exi-
stenz einer nichtergodischen Phase zum ersten Mal beobachtet werden kann. In
diesem Sinne kann man auch beim Glasiibergang von einem Phaseniibergang
sprechen’®.

Der Zerfall der Korrelationsfunktion ®(¢) wird durch verschiedene aufeinan-
derfolgende Regime kontrolliert. Typisch ist, daf§ nach einem kurzen Anfangs-
bereich ein Potenzgesetz AP = &(t) — &, ~ t~* beobachtet werden kann.
Dieser Zerfall wird allgemein mit dem [, —Proze$ identifiziert. Ist 1" > T,
dann folgt nach dem Potenzgesetz zunéchst ein Plateau ®(t) = ®,(T.), das
um so langer anhalt, je naher die Temperatur bei 7, liegt. Unterhalb 7, liegt
dieses Plateau hoher ®(t) = ¢ (T < T.) > P (7.) und bildet zugleich den
Endwert der Korrelationsfunktion, siche Abb.1-1.

exp
1.0 .
T—T.-0
= " 3 Plateau
5 ——
04 : : : " C-B(t/y)’
L TeTH0
02+ R A
| ' ' N exp

00

lgct)

Abbildung 1-1  Schematische Darstellung der Losung der Modenkopplungstheorie.
Die ausgezogene Linie entspricht der kritischen Temperatur T, die gestrichelten
Linien sind nichtergodische (7" < 7T.), die gepunkteten Linien ergodische Losungen.
Die Temperatur nahert sich T, in Richtung der Pfeile.

Fiir wesentliche groflere Zeiten und 1° > T, wird dann ein weiterer Zerfall

5In der Literatur ist hier der Begriff Ergodizitits— Nichtergodizititsiibergang
gebrauchlich.
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entsprechend dem von Schweidler-Gesetz erwartet: A® = & (T,) — B(t/7)°.
Die hier enthaltene Relaxationszeit 7 ist dabei durch

T~ |T = T, M/2e+1/28 (1.4)

bestimmt und divergiert fiir 7" — T.. Das von Schweidler— Gesetz leitet im
Prinzip die eigentliche a—Relaxation ein. Der weitere Verlauf a3t sich ana-
lytisch nicht mehr bestimmen, numerische Untersuchungen sprechen aber fiir
ein dem KWW-Gesetz ahnliches Verhalten. Schliellich wird fiir sehr lange
Zeiten noch ein exponentielles Abklingen ® ~ exp (—'t) erwartet [67].

Das Hauptproblem bei der Modenkopplungsapproximation besteht in der
Analyse des a—Prozesses. So kann (1.4) experimentell nur in kleinen Tempera-
turbereichen beobachtet werden. Natiirlich konnte man die kritische Tempe-
ratur 7. mit der Vogeltemperatur T identifizieren, dann lassen sich aber ex-
perimentelle Relaxationszeiten und (1.4) nicht mehr in Ubereinstimmung brin-
gen. Ein Vergleich mit experimentellen Daten fiihrt zu der sinnvollen Aussage
T. > T, > Ty. Da nach der Modenkopplungstheorie fiir 7" < 7. der aProze8
nicht mehr auftreten soll, experimentell aber sogar besonders stark ausgepragt
bei T' ~ T, beobachtet wird, ist man heute generell der Meinung, dafl die
Modenkopplungsapproximation eine gute Theorie fiir T' > T, ist, dagegen aber
fiir Temperaturen unterhalb T, versagt. Trotz dieser Schwierigkeiten ist die
Modenkopplungstheorie heute die am weitesten vorangetriebene analytische
Darstellung [43, 66], die wesentliche Erscheinungen des Glasiiberganges richtig
erfafit und an sich auch viele Moglichkeiten einer Generalisierung beinhaltet.

Kinetische Gittermodelle

Ein anderer Zugang zur theoretischen Beschreibung des Glasiiberganges ist
auf der Basis kinetischer Modelle mit selbstinduzierten Restriktionen moglich
[61]. Ein typischer Vertreter dieser Klasse, der auch in der vorliegenden Arbeit
genutzt wird, ist das spinunterstiitzte kinetische Isingmodell [31]. Obwohl hier
scheinbar ein sehr spezielles Modell vorliegt, lassen sich doch wichtige Erschei-
nungen der Glasdynamik gut erfassen. Die Grundidee besteht in der Abbil-
dung eines realen Glases auf ein Spinsystem. Die Ubergangsraten fiir lokale
Zustandsanderungen T=] werden dabei entsprechend dem Gibb’schen Gesetz
bestimmt. Dieses einfache kinetische Isingmodell (Modell A in der Klassifika-
tion von Halperin und Hohenberg [48]) erhélt zusétzliche Restriktionen, die die
Kooperativitat der molekularen Bewegungen realisieren sollen. Nur der Spin
kann seinen Zustand andern, der weniger als eine bestimmte Anzahl nachster
Nachbarn im Zustand s =| hat. Damit entsteht mit sinkender Temperatur
ein hochkooperatives System. Um etwa den Zustand eines willkiirlich aus-
gewahlten Spins dndern zu konnen, ist es notwendig, den Zustand einer grofien
Zahl anderer Spins zu andern, bevor der ausgewéhlte Spin nicht mehr durch
seine Nachbarn blockiert wird [31, 14]. Die Spin-Autokorrelationsfunktionen
(si(t)s;(0)) zeigt fiir niedrige Temperaturen ein charakteristisches Kohlrausch-
Williams-Watts Verhalten: (s;(t)s;(0)) =~ exp [—(¢/7)"], und die Temperatur-
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abhéangigkeit der zugehorigen Relaxationszeiten weist ein typisches Abweichen
vom Arrheniusverhalten auf [118], allerdings existiert keine Vogel-Temperatur.
Eine analytische Behandlung des Modells ist im Rahmen einer Storungstheorie
moglich [104, 105].

1.3.2  Numerische Untersuchungen

Zur Dynamik unterkiihlter Fliissigkeiten und zum Glasiibergang existieren eine
Vielzahl numerischer Untersuchungen. Prinzipiell unterscheidet man zwischen
Monte—Carlo (MC) und Molekulardynamik (MD) —Simulationen.

Molekulardynamik —Simulationen

Das Ziel von MD-Simulationen ist stets die numerische Losung von mecha-
nischen Bewegungsgleichungen durch geeignete Algorithmen (Runge-Kutta,
Verlet [113], Leapfrog [114], Gear [37]). Aus den erhaltenen Trajektorien
konnen dann die interessierenden physikalischen Groien bestimmt werden. Be-
nutzt man zur Beschreibung der Dynamik die gewohnlichen Newtonschen Be-
wegungsgleichungen, dann ist man auf der mikrokanonischen Ebene der klas-
sischen Statistik. Hierzu gibt es eine Vielzahl von Simulationen [47], auch
zur Dynamik unterkiihlter Fliissigkeiten [39, 68]. In einigen Féllen ist es je-
doch angebracht, nicht-mikrokanonische Systeme zu nutzen, z.B. wenn das
System in Wechselwirkung mit einem thermischen Bad stehen soll. Auch hier
unterscheidet man zwei Moglichkeiten. Einerseits kann man solche Systeme
etwa durch Einfithrung eines oder weniger neuer virtueller Freiheitsgrade er-
weitern (‘extended systems methods’) oder durch Einfiihrung zusétzlicher Er-
haltungsgroBen einschréanken (‘constraint methods’). Im letzten Fall werden
durch die Lagrangesche Methode der unbestimmten Multiplikatoren geeignete
Restriktionen (z.B. die Forderung einer wéhrend des gesamten Laufes kon-
stanten kinetischen Energie) in die Bewegungsgleichungen eingebaut [25, 26].
Typische Beispiele fiir eine Erweiterung der Freiheitsgrade sind z.B. der Nosé—
Algorithmus [87] und der Hoover—Thermostat [53], die auch bei der MD-
Simulation glasartiger Systeme [93] und schwach unterkiihlter Fliissigkeiten
[15] Anwendung finden. Alle diese nicht-mikrokanonischen Systeme basieren
aber immer noch auf deterministischen Gleichungen.

Andererseits kann man aber auch stochastische Kréafte und zugeordnete
Reibungsterme in die Newtonschen Gleichungen einbauen [3] und somit zu
Langevin—Gleichungen iibergehen. Solche Techniken eignen sich dann, wenn
das System mesoskopischen Charakter besitzt, z.B. bei der Untersuchung von
Emulsionen oder Polymerketten in Losungsmitteln [70, 117]. Hier bilden die
Freiheitsgrade des Losungsmittels das thermische Bad, dessen Kopplung an die
untersuchten Partikel durch die erwahnten stochastischen Krafte und Reibungs-
terme reprasentiert wird. Fiir mikroskopische Systeme sind solche Strategien
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aber weniger geeignet, da auf dieser Ebene kein Bad existiert, das die Partikel
stochastisch anregt. Es wird aber innerhalb dieser Arbeit gezeigt, dafl eine
Modifikation der herkémmlichen Langevin—Gleichungen zu neuen, physikalisch
sinnvollen stochastischen Differentialgleichungen auf der molekularen Ebene
fiihrt.

Monte—Carlo Simulationen

Alle MC—Simulationen basieren im wesentlichen auf einem generellen Algorith-
mus. Ausgehend von einer gegebenen Konfiguration Ky (z.B. gegeben durch
die Koordinaten aller Partikel) wird ein neuer Zustand K; durch eine zuféllige
Anderung einer oder mehrerer Koordinaten erzeugt. Die neue Konfiguration
wird mit einer Gibb’schen Wahrscheinlichkeit (folgend aus der Energiedifferenz
zwischen altem und neuem Zustand) akzeptiert [81]. AuBlerdem darf sich kein
Widerspruch zu den inneren Restriktionen ergeben (so z.B. darf bei einem
System harter Kugeln keine Uberlappung entstehen), ansonsten wird der alte
Zustand beibehalten, d.h. K| = Ky. Wiederholt man die Prozedur n—mal,
erhalt man die Konfiguration K,. Startet man die MC-Simulation erneut von
Ky, benutzt aber eine andere Folge von Zufallszahlen, gelangt man zu einer
Konfiguration K. Bei einer hinreichend héufigen Widerholung erhélt man
einen Satz {K,, K], K/, ...}, der die Bestimmung der Ubergangswahrschein-
lichkeit von der Konfiguration Ky in eine beliebige andere Konfiguration nach
n Zeitschritten ermoglicht. In diesem Sinne sind MC-Simulationen numerische
Losungen der Evolutionsgleichungen fiir Ubergangswahrscheinlichkeiten, z.B.
Mastergleichungen oder Fokker—Planck—Gleichungen. Natiirlich wird man bei
einer effektiv gestalteten MC—Simulation die einzelnen Konfigurationen nicht
so aufwendig speichern, aber der generelle Zusammenhang zwischen den Mas-
tergleichungen und MC-Simulation bleibt auf jeden Fall erhalten. Techniken
und Algorithmen zur MC—-Simulation findet man in entsprechenden Monogra-
phien [9].

Im Prinzip konnen bei den MC-Simulationen die molekularen Details be-
liebig genau beriicksichtigt werden. Da bei den MC—Simulationen aber das Ziel
besteht, mit einem Elementarschritt moglichst grofe Anderungen der Konfi-
guration zu erzeugen, ohne daf§ die Akzeptanzrate stark abnimmt, wird meist
ein vergrobertes Modell benutzt, das nur wesentliche Eigenschaften der Ele-
mentarbausteine enthélt. Typische Beispiele fiir die Anwendungen von MC—
Simulationen sind z.B. die Behandlung der Diffusion von Partikeln auf regu-
laren und verdiinnten Gittern [107] und das 'Bond-Fluctuation’ Modell zur
Realisierung der Dynamik von polymeren Schmelzen und Netzwerken [89, 102].
Insbesondere das letzte Modell wurde mehrfach zur Untersuchung der Dy-
namik dichter (und damit glasartiger) Polymerschmelzen herangezogen und
zwar sowohl auf einem Gitter [6], als auch in kontinuierlichen Réumen [92].

Es gibt aber auch Systeme, die gar keine klassischen mechanischen Be-
wegungsgleichungen besitzen (z.B. Isingmodelle) und deren Zeitevolution aus-
schliellich durch Mastergleichungen beschrieben wird. Zu dieser Gruppe zéhlen
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auch mesoskopische Modelle unterkiihlter Flissigkeiten, wie z.B. das bereits
oben erwéhnte, spinunterstiitzte kinetische Isingmodell. Die numerische Ana-
lyse solcher Systeme erfolgt daher ausschliellich durch MC—Simulationen [14,
91, 100].

1.4 Zielsetzung

In der vorliegenden Arbeit werden Aussagen zur Dynamik unterkiihlter Fliis-
sigkeiten, stellvertretend fiir komplexe Systeme, vorgestellt. Im Mittelpunkt
steht dabei die Analyse verschiedener, diffusionskontrollierter Phadnomene. Auf
der Grundlage von Modellen mit bisher unberiicksichtigten Aspekten werden
die Untersuchungen vorrangig mittels verschiedener numerischer Simulationen,
aber auch mit analytischen mean-field Berechnungen durchgefiihrt.

Zur Analyse der Diffusion im Phasenraum (Kap.2) wird die Bewe-
gung des Gesamtsystems einer unterkiihlten Fliissigkeit mit Molekulardynamik
(MD) —Simulationen untersucht. Herkdémmliche MD-Verfahren zeigen einige
Schwéchen fiir dichte Systeme bei tiefen Temperaturen. Algorithmen mit New-
tonscher Reibung verletzen die Impulsbilanz und sind ungeeignet zur Beschrei-
bung von Prozessen auf molekularer Ebene. Mikrokanonische Verfahren schlies-
sen, im Gegensatz zur Realitat, die Platzwechselprozesse in endlichen Systemen
und unterhalb bestimmter Temperaturen aus. Andere Techniken, die auf der
Reduzierung oder Erweiterung der Zahl der Freiheitsgrade basieren, verfalschen
die Dynamik des Systems. Deshalb wird ein MD-Verfahren mit molekularer
Reibung, aber ohne Verletzung der, auf atomarem Niveau wichtigen, Impulser-
haltung entwickelt. Die molekulare Reibung und die zugehorenden stochasti-
schen Kréfte sind mit den (i.a. quantenmechanischen) inneren Freiheitsgraden
begriindbar. Das neue MD-Verfahren wird zur Analyse der Phasenraumdy-
namik eines dichten Lennard -Jones Systems, als Modell einer realen, un-
terkiihlten Fliissigkeit, benutzt. Besonderes Augenmerk gilt dabei der Klarung
des Einfriervorganges bei Gldsern. Dazu werden verschiedene Szenarien auf der
Grundlage unterschiedlicher Verteilungen der Minima der potentiellen Energie
im Phasenraum diskutiert und mit der Bewegung des Lennard -Jones Systems
verglichen. Diese numerischen Resultate liefern wichtige Hinweise fiir einen
quasi—ergodischen Einfriervorgang bei realen Glésern.

Zur dynamischen Heterogenitat und Kooperativitat (Kap.3) wird
der Begriff Regionen kooperativer Umlagerungen (nach Adam und Gibbs)
prazisiert. Diese erweiterte Formulierung wird durch numerische Untersuchun-
gen quantitativ unterstiitzt. Die hierfiir erstellten Monte -Carlo (MC) -Al-
gorithmen werden fiir ein spinunterstiitztes kinetisches Ising Modell realisiert.
Inspiriert wurden die Untersuchungen durch experimentelle Ergebnisse zur Dif-
fusionsbewegung von einzelnen Tracern in Glésern [10, 51], die eine erhebliche
Heterogenitat in der Dynamik unterkiihlter Fliissigkeiten erkennbar machen.
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Ziel der entsprechenden Simulationen war es, die Groffenverteilung von koope-
rativen Regionen in Glasern zu bestimmen.

Zur Beschreibung der Leitfahigkeits- und Diffusionsanomalien des Misch-
alkalieffekts (Kap.4) in kationenhaltigen Glaser wird ein neues Modell vorge-
schlagen, welches die kinetischen Wechselwirkungen zwischen der Glasmatrix
und den darin befindlichen Kationen beriicksichtigt. Bekannte Modelle sind
entweder nur in der Lage, einzelne Phanomene zu beschreiben oder gelten
nur fiir spezielle Glaser oder sind nur als numerische Studien aussagekréaftig.
In der vorliegenden Arbeit wird dagegen ein sehr allgemeines Modell entwik-
kelt, das die analytische Behandlung, vorerst auf der Ebene einer mean-field
Theorie, ermoglicht. Damit werden quantitative Aussagen zu Diffusions-und
Leitfdahigkeitsphanomenen in kationenhaltigen Glasern gemacht und experi-
mentellen Daten gegeniibergestellt. Insbesondere zeigt das kinetische Wechsel-
wirkungsmodell die experimentell nachgewiesene starke Abhéangigkeit der elek-
trischen Leitfahigkeit von der Kationenkonzentration und —komposition. Aber
auch andere Erscheinungen, wie z.B. die Beschreibung der Leitfahigkeit nach
einem Kationenaustausch unterhalb der Glastemperatur, kénnen mit diesem
Modell richtig beschrieben werden. Ein weiterer Priifstein ist die Anwendung
des Modells zur Berechnung der Diffusionsfronten beim feldunterstiitzten Kat-
ionenaustausch, da auch dieser Prozefl durch den Mischalkalieffekt kontrolliert
wird. Zusatzlich wird ein dem kinetischen Wechselwirkungsmodell entsprechen-
des modifiziertes spinunterstiitztes kinetisches Isingmodell mit Monte—-Carlo
Verfahren simuliert. Auch hierbei wird fiir dieses vereinfachte System ein aus-
gepragter Mischalkalieffekt gefunden.

Letztendlich wird noch die anomale Diffusion untersucht (Kap.5), die
einzelne Teilchen in niedrigdimensionalen, glasartigen Systemen zeigen kénnen.
Solche Partikel weisen eine typische Riickkopplung mit der Umgebung auf, die
sich in einem vorzeichenbehafteten Gedachtnisterm auflert. Die durchgefiihrten
Monte Carlo —Simulationen berticksichtigen genau diese Rickkopplungen. Ziel
der Numerik ist es, die erwarteten Anomalien fiir verschiedene Gedéachtnisterme
unterhalb, bzw. fiir die kritische Dimension d. = 2 quantitativ nachzuweisen.
Je nach Art des Gedéachtnisses wird ein superdiffusives oder subdiffusives Ver-
halten der Partikel beobachtet. Insbesondere besteht auch die Moglichkeit der
vollstandigen Lokalisierung der Partikel unterhalb der kritischen Dimension.

Mit dieser Arbeit wird ein Beitrag zur Beurteilung der Dynamik komplexer
Systeme erbracht, wobei als wesentlicher Aspekt die Diffusion als ein Resultat
der inneren ”Triebkrafte” der Dynamik betrachtet wird.
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2. DIFFUSION IM PHASENRAUM

2.1 Problemstellung

Wie bereits in der Einleitung gezeigt wurde, versagt die Modenkopplungstheo-
rie unterhalb der kritischen Temperatur 7T,.. Eine Moglichkeit, den Tempera-
turbereich zwischen 7, und der Glastemperatur T, zu erschlieflen’, besteht
in der Analyse der Bewegung im Phasenraum. Man bildet dabei das N-
Teilchenproblem in einem d-dimensionalen Raum (gewdhnlich ist d = 3) auf
die Bewegung eines einzigen ,,Superteilchens” im Nd-dimensionalen Raum ab.
Die N (N > 1) gewohnlichen Ortsvektoren rq, ro, ..., ry der einzelnen Partikel
werden dabei zu einem Supervektor R = {ry,rs,...,ry} zusammengefafit und
das gesamte Wechselwirkungspotential U(R) kann als eine Hyperflache (Ener-
gielandschaft) im Nd-dimensionalen Raum verstanden werden, in dem sich
das ,,Superteilchens” (oder einfach das System) bewegt. Obwohl diese Inter-
pretation der Bewegungsgleichungen trivial ist, eroffnet sie eine ganz andere
Sicht auf die Dynamik der unterkiihlten Fliissigkeit. So kann die Kenntnis von
Verteilungsfunktionen fiir Energiebarrieren und Potentialminima im Phasen-
raum [4] oder deren Bestimmung aus thermodynamischen Gleichgewichtseigen-
schaften [99] dazu benutzt werden, das nicht—Arrheniusartige Verhalten der
statischen Viskositat, der Diffusionskoeffizienten oder der Relaxationszeiten
des a—Prozesses zu bestimmen [99] oder wenigstens zu erkléren [4].
Entscheidend ist dabei die raumliche und energetische Verteilung der einzel-
nen Potentialminima im Phasenraum, da in der Umgebung dieser lokalen Ex-
trema die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Systems relativ grof3 ist. Bei hin-
reichend niedrigen Temperaturen (7" < T,) stellt man sich die Bewegung des
Systems so vor, daf} sich das Teichen zunéchst eine gewisse Zeit in der Umge-
bung eines Minimums aufhéalt und hier oszillationsiahnliche Bewegungen um
diesen Punkt ausfiihrt?. Nach einer gewissen Wartezeit verliit das System
jedoch das Einzugsgebiet dieses Minimums und bewegt sich tiber eine Barriere
in das Einzugsgebiet eines im Nd-dimensionalen Raum benachbarten Mini-
mums, wo es wiederum eine gewisse Zeit verharrt. Die Pseudotrajektorie, die
die einzelnen Minima der nacheinander okkupierten Bereiche verbindet, kann
als eine Folge von Spriingen auf einem mehr oder weniger stochastischen Git-

'Bei noch tieferen Temperaturen wird die Dynamik des Glases entweder so langsam,
dafl das experimentelle Zeitfenster nicht mehr ausreicht, um ein représentatives Ensemble
von Gleichgewichtszustdnden zu durchlaufen (d.h. es gibt an sich keine sinnvolle Gleich-
gewichtsstatistik mehr), oder das System realisiert einen Ubergang in eine nichtergodische
Phase, etwa bei der Vogeltemperatur Tj.

’Im realen Raum bedeutet das, alle Partikel oszillieren fiir eine gewisse Zeit um ihre
aktuellen Ruhelagen, die sie bei einer momentanen Abkiihlung 7' — 0 einnehmen wiirden.
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ter interpretiert werden, dessen Gitterpunkte die erreichbaren Minima bilden.
Diese Pseudotrajektorie ist nur eine Hilfskonstruktion, die nicht mit der realen
(im mathematischen Sinne glatten) Trajektorie des Systems im Phasenraum
verwechselt werden darf. Die Charakterisierung der Pseudotrajektorie erlaubt
wesentliche Aussagen tiber die Dynamik des Systems.

Ausgangspunkt sei eine unterkiihlte Flissigkeit im ergodischen Zustand,
die kontinuierlich abgekiihlt wird. Mit sinkender Temperatur erfolgt eine Aus-
diinnung des durch die erreichbaren Minima gebildeten stochastischen Gitters.
Einerseits sinkt die zur Verfiigung stehende Energie des Systems unter das
energetische Niveau einiger Minima und diese konnen somit nicht mehr erreicht
werden. Andererseits konnen aus demselben energetischen Grund auch einzelne
Barrieren zwischen benachbarten Minima nicht mehr iiberwunden werden. Im
Prinzip gibt es drei denkbare Szenarien fiir diese Ausdiinnung:

1. Die Minima sind im Phasenraum sowohl rdumlich, als auch energetisch
statistisch® relativ gleichmafig verteilt. In diesem Fall erfolgt die Aus-
diinnung derart, daf3 die noch erreichbaren Minima immer einen zusam-
menhingenden unendlichen Cluster? bilden. Das System ist also fiir jede
Temperatur ergodisch. Die Spriinge zwischen den Minima werden aber
im Mittel langer und seltener.

2. Die erreichbaren Minima sind so im Phasenraum verteilt, daf} sie mehrere
unendliche Cluster bilden, innerhalb derer die rdumlichen Abstéinde und
Energiebarrieren zwischen benachbarten Minima nur gering sind. Diese
Cluster durchdringen sich gegenseitig wie unendliche Netzwerke. Sie sind
aber untereinander durch groflere Abstande und relativ hohe Barrieren
getrennt®. Durch Senken der Temperatur werden immer mehr der ho-
hen Barrieren zwischen den Clustern uniiberwindbar (Ausdiinnung). Der
Anteil langer Spriinge iiber hohe Barrieren wird also mit sinkender Tem-
peratur immer mehr abnehmen, wihrend der Anteil kurzer Spriinge (in-
nerhalb der Cluster) erhalten bleibt. Bei einer bestimmten Temperatur
zerfallt das Gitter der erreichbaren Minima in getrennte Cluster und die
Bewegung des Systems wird nichtergodisch. Das System wird ab dieser
Temperatur auf einem Cluster fixiert, ist aber in der Lage sich den Pha-
senraum zu erschlieffen (quasi-ergodisch), da alle unendlichen Cluster den
gesamten Raum durchdringen. In der Arbeit soll dieses Szenario als Ein-
friervorgang erster Art bezeichnet werden.

3Natiirlich sind die Minima im Phasenraum durch U (R) wohldefiniert verteilt. Es kommt
aber darauf an, daf} diese deterministische Verteilung auf einer hinreichend groflen Skala nicht
mehr erkennbar ist und damit zuféllig erscheint.

4Man beachte, das auf einem unendlich dimensionalen Gitter (dieses entstpricht dem
thermodynamischen Limes N — o00) bereits die statistische Besetzung einer beliebig kleinen
Anteil der Gitterpunkte zu einem unendlichen Cluster fiihrt.

STats#chlich existieren z.B. bei der Percolation bereits auf einem niedrigdimensionalen
Gitter mehrere unendliche Cluster, erst recht natiirlich in einem extrem hochdimensionalen
Raum wie dem Phasenraum.

18 DIFFUSION IM PHASENRAUM



3. Die Minima sind in diesem Fall ahnlich wie im zweiten verteilt, aber
die Cluster sind von endlicher raumlicher Ausdehnung. Mit sinkender
Temperatur wird auch hier der Anteil langer Spriinge tiber hohe Barrieren
immer mehr abnehmen. Bei geniigender Ausdiinnung des Gitters wird
aber das System in einem der endlichen Cluster lokalisiert und ist nicht in
der Lage den gesamten Phasenraum zu erschliefen, d.h. die Ergodizitzat
geht vollstandig verloren (Einfriervorgang 2.Art).

Im folgenden soll versucht werden zu entscheiden, welches der hier kurz
diskutierten Szenarien die Bewegung im Phasenraum realistisch beschreibt.
Dazu werden zuerst geeignete Bewegungsgleichungen entwickelt, die eine Be-
riicksichtigung innerer Freiheitsgrade von Molekiilen oder Atomen im Rah-
men des Konzeptes der molekularen Reibung ermoglichen und dadurch die
Einfithrung eines thermodynamischen Bades in Molekulardynamik (MD) —
Simulationen auf der molekularen Ebene erlauben. AnschlieBend wird dann
die numerische Losung dieser Bewegungsgleichungen fiir ein Lennard —Jones
—System im Rahmen von MD —Simulationen realisiert, ausgewertet und mit
bekannten Ergebnissen verglichen.

2.2  Molekulare Reibung

2.2.1 Wechselwirkung zwischen Partikeln und Photonen

Vorbemerkungen

Brownsche Partikel stehen in Kontakt mit einem ”Bad” vieler kleiner Teilchen,
die standig iiber mechanische Stofle Einflufl auf die aktuelle Bewegung des i.a.
viel schwereren Brownschen Partikels nehmen. Diese Bewegung kann durch
eine Langevin-Differentialgleichung beschrieben werden, die neben den kano-
nischen Anteilen eine Reibungskraft Fr = ygv und eine stochastische Kraft
enthalt. Die beiden zusatzlichen Beitrdage erfassen die thermische Wechsel-
wirkung des Brownschen Teilchens mit seiner Umgebung auf einer mesoskopi-
schen Skala, auf der eine genaue Kenntnis der mechanischen Freiheitsgrade des
Bades nicht notwendig vorausgesetzt ist.

Auf molekularer Ebene wird die Bewegung aller Molekiile durch die exak-
ten Newtonschen Bewegungsgleichungen beschrieben®, d.h. hier ist eine genaue
Information tiber alle mechanischen Freiheitsgrade des Systems als Anfangs-
bedingung notwendig, zu allen spéateren Zeitpunkten wird diese Information

SQuantenmechanische Effekte werden im folgenden wegen der im allgemeinen noch relativ
hohen Temperatur einer unterkiihlten Fliissigkeit als klein vorausgesetzt und ausschliellich
auf den Austausch von Photonen reduziert bzw. durch effektive mechanische Gréfien (z.B.
Lennard-Jones-Potentiale) beschrieben.

MOLEKULARE REIBUNG 19



durch die Bewegungsgleichung generiert. Stochastische Kréfte und dazu korres-
pondierende Reibungterme, die aus der Unkenntnis der genauen Koordinaten
und Orientierungen von Partikel resultieren, existieren auf dieser Skala nicht
mehr. Erst bei Beriicksichtigung der immer vorhandenen thermischen Photo-
nen als externes Bad sollte wieder eine Langevin-Gleichung fiir die Bewegung
der molekularen oder atomaren Partikel erwartet werden.

Die Dichte der thermischen Photonen [75] ist durch p = 0.224 (kgT/hc)”
gegeben. Pro Zeitintervall At treffen etwa N = pcAAt Photonen auf eine
Fliche der GroBe A. Bei einem Durchmesser in der GroSenordnung 1A pro
Atom bzw. Molekiil und einer Temperatur von etwa 1000 K kommen damit
etwa 10%...10° Photonen je Sekunde mit einem Partikel in Kontakt. Dagegen
realisiert ein Partikel bei der gleichen Temperatur und einer ungefahren Dichte
von ca. 0.1 Partikel je 1A® zwischen 10'°...10'? StéBe je Sekunde mit anderen
Partikeln. Photonen konnen also nur dann ein relevantes thermisches Bad
bilden, wenn jeder Stof mit einem Partikel zu einer wesentlichen Anderung
von Energie und Impuls dieses Teilchens fiihrt.

Stofle von Partikeln und Photonen

Es soll im folgenden nur der Fall betrachtet werden, dafl zwischen Photonenfeld
und Partikeln ein thermisches Gleichgewicht existiert. Dann ist die mittlere
Energie eines Photons durch hw ~ kgT und die mittlere kinetische Energie
eines Partikel durch Ej;, ~ kT gegeben. Andererseits gilt fiir jeden Stof3
zwischen einem Partikel und einem Photon die Impulserhaltung

p+iik = p +hk

p und fk sind Partikel- und Photonenimpuls vor dem Sto8, p und 7k die
entsprechenden Groflen nach dem Stof. Die mittlere Anderung des Partikel-
impulses Ap = ’p — p/’ ist gegeben durch:

Ap:hk—szhmm

Die Anderung der Energie eines Photons bei einem StoB ist im giinstigsten
Fall von der GroBenordnung der mittleren Energie dieses Photons. Damit ist
dann |Ak| ~ Aw/c ~ kgT/(hc), d.h. die relative Impulsdnderung des Partikels
bei einem Stofl mit einem Photon kann abgeschatzt werden als:

P \2mEw,  o/mkgT V mc?

Mit einer typischen Partikelmasse in der Gréflenordnung von 10724...10726kg
erhalt man fiir das Verhéltnis Ap/p ~ 107°...1077 bei einer Temperatur von
T ~ 103K, d.h. ein StoB zwischen Partikel und Photon verdndert den Impuls
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des Partikels nur unwesentlich. Damit bleibt auch die relative Anderung der
kinetischen Energie des Partikels sehr gering:

AE _|pP—p?| _lp+p]lp-p] _ Ap

=107°...107"
E p? p? P

Absorption bzw. Emission von Photonen

Ein Elementarteilchen, z.B. ein Elektron, kann ein einzelnes Photon weder ab-
sorbieren noch emittieren ohne die Impuls— oder Energiebilanz zu verletzen
[45]. Dagegen kann ein Partikel mit inneren Freiheitsgraden, z.B. ein Atom,
durchaus ein Photon absorbieren bzw. spontan aussenden. Allerdings fiihrt
auch dieser Mechanismus nicht zu einer nennenswerten Anderung der kineti-
schen Energie der Partikel (sieche Anhang 1). So findet man z.B. fiir Wasser-
stoffatome (m = 1.67 - 1072"kg) bei einer Temperatur 7' ~ 300K fiir die An-
derung der kinetischen Energie bei der Adsorbtion bzw. Emmision eines ther-
mischen Photons die Abschatzung |AFEyy,| /kgT =~ 1075, d.h. die Adsorbtion
oder Emmision eines Photons fiihrt nahezu ausschlieBlich zu einer Anderung
der inneren Energie der Partikel, die kinetische Energie bleibt dagegen nahezu
unverandert.

2.2.2  Wechselwirkung von Partikeln

Vorbemerkungen zur Dissipation

StoBe zwischen elementaren Partikeln (Elektronen, Protonen...) erfolgen im
allgemeinen elastisch. Inelastische Stosse werden nur bei héheren Energien
relevant, wobei ein Teil der urspriinglich kinetischen Energie der Partikel in
Form von Photonen emittiert wird. Die fiir diese Art von Energiedissipa-
tion notwendige kinetische Energie der stolenden Partikel ist aber betrachtlich
hoher als die typische thermische Energie der in Fliissigkeiten auftretenden
Partikel. Haben die wechselwirkenden Partikel jedoch innere Freiheitsgrade,
so wie das von Atomen und vor allem von Molekiilen” erwartet wird, dann
kommt ein anderes Szenario der Dissipation zur Geltung, das wesentlich auf
der Einbeziehung dieser inneren Freiheitsgrade beruht: Molekiile konnen beim
StoBprozef einen Teil ihrer kinetischen Energie auf diese Freiheitsgrade tiber-
tragen oder von diesen Freiheitsgraden Energie iibernehmen. Andererseits
wurde bereits gezeigt, (siche Kapitel 2.2.1) dafl die inneren Freiheitsgrade
Energie in das Photonenfeld emittieren oder vom thermischen Photonenfeld

"Die Anregung der Elektronenniveaus der Atome ist nur durch relativ seltene Photonen
im hochenergetischen Bereich des thermischen Spektrums moglich. Dagegen ist die Mehrzahl
der Schwingungs—und Rotationszustdnde der Molekiile durch ein breites Spektrum thermis-
cher Photonen anregbar.
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aufnehmen und damit akkumulieren konnen, ohne dafi der Impuls der zuge-
horenden Partikel merkbar verandert wird. Falls dieser Mechanismus relevant
ist, dann bilden die Photonen ein thermisches Bad, das iiber die inneren Frei-
heitsgrade der Partikel mit deren dufleren (oder mechanischen) Freiheitsgraden
(definiert durch die Positionen und Impulse der Partikelschwerpunkte) in Wech-
selwirkung steht.

Die inneren Freiheitsgrade werden in den meisten Fallen erst durch quanten-
mechanische Zustande richtig beschrieben, wahrend die aufleren Freiheitsgrade
bereits durch die klassische Mechanik hinreichend genau erfafit werden. Somit
wird bei ausgeschalteter Wechselwirkung zwischen inneren und aufleren Frei-
heitsgraden die Dynamik der letzteren durch zeitumkehrinvariante Newtonsche
(oder Hamiltonsche) Bewegungsgleichungen definiert. Die Hamiltonfunktion
selbst ist durch die kinetische Energie und dem Wechselwirkungspotential zwi-
schen den Partikeln gegeben. Dieses Potential wird in dieser Arbeit durch die
Superposition radialsymmetrischer Zweiteilchenpotentiale bestimmt, eine Ver-
allgemeinerung auf Mehrteilchenpotentiale und Orientierungsabhangigkeiten
ist aber immer moglich.

Energiedissipation beim Stof3 zweier Teilchen

Hier soll zunachst die Frage geklart werden, wie die kinetische Energie von Par-
tikeln oder die im effektiven Wechselwirkungspotential der Partikel gespeicher-
te potentielle Energie auf mogliche innere Freiheitsgrade tibertragen werden
kann. Dazu wird zunéchst nur der Flu} dieser &uleren (oder mechanischen)
Energie auf innere Freiheitsgrade erlaubt. Der umgekehrte Transfer sei dagegen
vorerst ausgeschlossen. Auflerdem sollen zunachst nur zwei Partikel betrachtet
werden. Die Dissipation der mechanischen Energie dieser zwei Teilchen kann
allgemein durch

dE d(Exn+V|ri—1
& (Ex dt‘l 2\):¢(r1,r2,v1,v2,t) (2.1)

beschrieben werden. Dabei ist Ey, die aktuelle kinetische Energie der bei-
den Partikel, V(r) ist das radialsymmetrische Wechselwirkungspotential, r;
und ry bzw. v; und vy sind die aktuellen Positionen und Geschwindigkeiten.
® (r1,ry, vy, Vo, t) ist eine noch unbestimmte Funktion, von der nur gefordert
werden muf}, daf sie negativ semidefinit ist. Die allgemeine Funktion & soll
im folgenden spezifiziert werden. Dazu betrachtet man zuerst den Fall, dafl
jegliche Dissipation fehlt, also

@_dEkin_l_ﬂ_
dt — dt dt

Hier kompensieren sich gerade die zeitlichen Anderungen von kinetischer und
potentieller Energie, d.h. es erfolgt ein standiger Austausch zwischen den bei-
den Energieformen, der schematisch durch die Bilanz
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= (2.2)

dargestellt werden kann. Jeder Verlust an FEy;, fithrt zu einer Anderung der
potentiellen Energie V' und umgekehrt. Wie kann in dieses Schema sinnvoll
eine Dissipation eingebaut werden? Drei Moglichkeiten sind denkbar:

1. Spontane Abgabe von kinetischer Energie, d.h. ® = ®(Ey;,): Dieser Fall
ist ausgeschlossen, da die Teilchen in hinreichender Entfernung voneinan-
der nicht mehr wechselwirken und sich somit wie freie Teilchen verhalten.
Eine spontane Anderung der kinetischen Energie ist fiir ein freies Teilchen
nicht moglich, aufler das Teilchen steht in Kontakt zu einem thermody-
namischen Bad. Auf der hier betrachteten molekularen Ebene kommen
aber als Trager dieses Bades nur noch die thermischen Photonen in Be-
tracht. Es wurde bereits gezeigt, dafl ein ,,Bad” thermischer Photonen
die kinetische Energie der Partikel praktisch kaum éndert, d.h. erst beim
Fehlen jeglicher anderer Moglichkeiten der Energiedissipation iiber grofie
Zeitskalen zum Tragen kommt. Dieser sehr kleine Effekt wird in den nach-
folgenden Betrachtungen immer vernachlassigt. Es sollte an dieser Stelle
bemerkt werden, daf die gew6hnliche Reibungskraft Fz = vz v (mit dem
Reibungskoeffizienten ) gerade auf eine Darstellung & ~ Ey, fiihrt.
Diese iibliche Brownsche Reibung entspricht einer Wechselwirkung mit
einem, als iiberall vorhanden angenommenen, thermodynamischen Bad.
Die, fiir mesoskopische Skalen sinnvolle Brownsche Reibung (etwa von
einem massiven Partikel in einem Bad vieler kleiner Teilchen), verliert
auf der mikroskopischen Ebene aber ihren Sinn und kann hier nicht zur
Beschreibung von Dissipationsprozessen benutzt werden.

2. Spontane Abgabe von potentieller Energie, d.h. & = ®(V'): Dieser Effekt
ist auf der Basis quantenmechanischer Prozesse durchaus moglich, aber
dann mufl er auch fir Partikel auftreten, die in einem festen Abstand
fixiert sind. Eine signifikante Veranderung des Wechselwirkungspoten-
tials bei festgehaltenem Partikelabstand zugunsten der im thermischen
Bereich wichtigen Rotations— und Schwingungszustédnde wird aber nicht
beobachtet. Die Kopplung zwischen thermodynamisch relevanten in-
neren Freiheitsgraden und dem &dufleren Wechselwirkungspotential kann
somit als hinreichend schwach angesehen werden, d.h. eine spontane
Abgabe von potentieller Energie an innere Freiheitsgrade ist weitgehend
ausgeschlossen.

3. Dissipation bei der Umwandlung von kinetischer in potentielle Energie
und umgekehrt: Hier erfolgt die Dissipation durch Abgabe eines Teils
der Energie an andere Freiheitsgrade wahrend der Umwandlungsproze-
dur (2.2). Diese Dissipation héngt nicht von der aktuellen Stérke des
Wechselwirkungspotentials V' oder der kinetischen Energie Fy;, ab, son-
dern nur von dem Energieanteil, der gerade in dem Zeitintervall dt zwi-
schen V' und Fj, Ubertragen wird. Damit kann die zeitliche Anderung
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dV/dt als Kontrollparameter angenommen werden und man kommt zu
der folgenden Darstellung

ot (%) -

mit der generellen Potenzreihenentwicklung

o0

Qwa::E;hn(%¥>n (2.4)

Dissipation im Schwerpunktsystem

Die formalen Darstellungen (2.3) und (2.4) sollen jetzt néher bestimmt werden.
Die rechte Seite von (2.3) wird nur vom Potential und daher nur vom Rela-
tivabstand der Partikel bestimmt. Daraus folgt, dafl die Schwerpunktbewegung
des Zweipartikelsystems keinen Beitrag zur Dissipation liefern kann, d.h. die
Energie des Schwerpunktes ist eine Erhaltungsgrofie. Nur die Anderung des Po-
tentials und damit des Relativabstandes erzeugt eine Energiedissipation. Die
molekulare Reibung zeichnet also kein absolutes Bezugssystem aus®, d.h. sie
ist im Gegensatz zur gewohnlichen Reibung Galilei-invariant. Aufgrund dieser
Galilei-Invarianz gentigt es die Energie im Schwerpunktsystem zu formulieren:

Ey, = gVZ + V(r)

Dabei ist Eg, die Energie im Schwerpunktsystem, o die reduzierte Masse, v die

Relativgeschwindigkeit und r der Relativabstand der beiden Partikel. Weiter
gilt die Beziehung dV'/dt = (0V/0r) v, d.h. man erhélt mit (2.4)

2
e = dv + a—VV =ho+ Iy (8_V) vV + ho {(a—v) V:| + ... (2.5)

dt - 'MVE or or or

Setzt man in (2.5) v = 0, dann folgt notwendig hg = 0. Die verbleibende
Gleichung muf fiir beliebige v und r gelten und fiihrt somit auf die Bewe-
gungsgleichung

d_V+a_V_h8_V+h a_v 8_V_|_
ar T or ~ "or Nor V) or T

Substituiert man hier die Trégheitskraft udv/dt durch eine &ufiere Kraft F 4,
so dafl das System stationér bleibt, dann mufl entsprechend den Gesetzen der
klassischen Statik, F4 = —0V/0r gelten:

av. oV ov ov \ oV

S eyt hy v ) o 2.7

or  Or " or >\ or or 27)

8Im Gegensatz dazu zeichnet die gewohnliche Reibung Fr = ypv den Raum als absolut

aus, in dem das ”thermische Bad” ruht. Die Geschwindigkeit v muss hier als die Rela-
tivgeschwindigkeit der Bewegung der Partikel gegeniiber dem ”Bad” verstanden werden.

(2.6)
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Setzt man in (2.7) wiederum v = 0 (stationérer Fall), dann folgt sofort h; = 0,
und es bleibt statt (2.6):
dv N ov h oV \ oV N
—+—= —vVv | —+..
ar ™ or >\ or or
Schliefflich sollen nur kleine Geschwindigkeiten betrachtet werden, d.h. Terme

zweiter und hoherer Ordnung in v werden vernachlassigt. Damit bleibt die
endgiiltige Bewegungsgleichung

dv a_v_h2<av )avo 28)

W T or ") or

Um das Vorzeichen von hsy zu bestimmen, betrachtet man noch einmal die Glei-
chungen (2.3) und (2.4) im Schwerpunktsystem. Da Terme héherer Ordnung
nicht beriicksichtigt werden und hy = hy = 0 gilt, bleibt nur

dEq, v\’
R —py [ =—
dt ot

Wie bereits oben erwahnt, bedeutet Dissipation von Energie eine negativ semi-
definite zeitliche Anderung der Energie dEs,/dt <0, d.h. hy ist eine negative
Grofle und wird entsprechend hy = —7v,; gewahlt. Der hier eingefiihrte moleku-
lare Reibungskoeffizient v, ist also immer positiv.

Einfiihrung einer stochastischen Kraft

Bisher wurde nur die Ubertragung von Energie aus den mechanischen Frei-
heitsgraden eines Zweiteilchensystems auf die inneren Freiheitsgrade der Par-
tikel untersucht. Es existiert aber auch der umgekehrte Effekt: Energie wird
von den inneren Freiheitgraden auf die aufleren Freiheitsgrade tibertragen.
Dieser Energietransfer ist quantenmechanisch verursacht und erscheint daher
auf dem Niveau der klassischen Mechanik zufallig. Damit ist es sinnvoll, diesen
Prozef durch eine zusétzliche stochastische Kraft ¢o(¢) zu modellieren, d.h. die
vollstandige Bewegungsgleichung des Zweipartikelsystems mit molekularer Rei-
bung lautet in Schwerpunktkoordinaten

dv

Wat

Dabei ist: F = —9V/0r die Wechselwirkungskraft zwischen den Partikeln und
]\04 ist das dyadische Produkt ]\(;[ = F o F. Diese Bewegungsgleichung kann
im Ito-Kalkiil als stochastische Differentialgleichung [35] geschrieben werden.
Da die Energiedissipation nur den Freiheitsgrad des Relativabstandes betrifft,

kann ¢(t) als Funktion eines skalaren Rauschens geschrieben werden, d.h. man
wahlt den Ansatz:

—F 47y M v = (1) (2.9)

P(t)dt = x(£)dW (1) (2.10)
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Dabei ist x(t) ein noch zu bestimmender Vektor, der aber in Richtung des
Relativabstandes zeigen mufl. dW(t) ist ein stochastisches Differential mit
verschwindendem Mittelwert ((dW (t)) = 0) und den Eigenschaften [35]

(AW (@AW (1)) =dt  und <dW(t)dW(t’)> —0 fir t#£¢ (211
Die Bewegungsgleichung (2.9) nimmt damit die Form

pIv(t+dt) —v(t)] — Fdt + vy M v(D)dt = x(O)dW ()  (2.12)

an. Man multipliziert jetzt (2.12) mit dem stochastischen Differential dW (¢)
und beachtet, dafl v(t) und F(¢) zur Zeit ¢t nur von stochastischen Beitrigen
dW (t') der Vergangenheit (¢ < t) bestimmt sind. Dann gilt wegen der Eigen-
schaften (2.11) sofort (v(¢)dW (t)) = 0 und (F(¢)dW(t)) = 0, d.h. man erhélt

p (vt + dt)dW (1)) = x (dW (£)dW (1)) = x(t)dt (2.13)

Multipliziert man dagegen (2.12) mit dem Faktor:  (v(¢t+ dt) + v(t)) dann
bekommt man zunachst die Gleichung

B [V2(t+ dt) — vE(E)] = F [v(t + dt) + v(t)] &

vy (M v(t)dt) [v(t+ dt) + v(t)] (2.14)
= L [v(t + dt) + v(t)] xdW (¢)

Der erste Term entspricht der Anderung der kinetischen Energie des Zweiteil-
chensystems im Schwerpunktsystem

E in,s
g [V2(t+ dt) — v*(t)] = Exingp(t + dt) — Exgnsp(t) = d ;t =Pt (2.15)

Der zweite Term liefert bei Berticksichtigung von Gliedern bis zur 1.0rdnung
in dt die zeitliche Anderung der potentiellen Energie des Zweiteilchensystems

F[v(t +dt) + v(¢)] % — Fvdt — —%—Z%dt _ —%dt (2.16)

Analog liefert der dritte Term bis zur 1.0Ordnung in dt

1
Z fyMMa/gvgé [Va(t 4+ dt) + va(t)] dt = Z YnMapvavsdt (2.17)
a,f a,B

Mit (2.15)—(2.17) kann (2.14) auch als

dE, 1
a,B
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geschrieben werden. Dabei ist Ey, = FEkinsp + V' die gesamte mechanische
Energie im Schwerpunktsystem. Bildet man unter Berticksichtigung von (2.13)
den Mittelwert und beachtet, daf im thermischen Gleichgewicht (Es,) = const.
gelten muf, dann folgt:

1
> IniMap (vavs) dt = X (v(t+dt)aw) (2.18)
a,B

Die hier auftretenden Geschwindigkeitskorrelationen sind im Gleichgewicht fiir
jedes beliebige mechanische System, dessen Hamiltonfunktion als Summe von
kinetischer und potentieller Energie darstellbar ist, immer durch

1
<Uavg> = 5aﬁ;kBT

gegeben [75]. Setzt man diese Relation in (2.18) ein und beachtet auBerdem
(2.13), dann erhélt man

1 1 1
> VMMMaﬁ%ﬁ;kBT dt = oxp (v(t+dt)dW) = oxxdt
e

und damit die wichtige Beziehung

2> kT Moo = XX

Diese Relation ist fiir x = /27ykpT'F identisch erfiillt. Damit nimmt unter
Beachtung von (2.10) die stochastische Bewegungsgleichung (2.9) die einfache
Gestalt

dv 0V oV ov oV

an. Die stochastische Funktion ¢(t) ist jetzt ein thermisches weiles Rauschen
und erfillt die Bedingungen

(p(t)) =0 und  (p()p(t)) = 2y\kpTo(t — )

["Jbergang zum N—Partikelsystem

Die Bewegungsgleichungen waren bisher im Schwerpunktsystem formuliert.
Geht man wieder zum Laborsystem zuriick, in dem die Partikel durch die
Koordinaten r; und v; bestimmt sind, dann geniigen die Partikel 1 und 2 den
Bewegungsgleichungen

m@+a‘/12+ aV12<V — ) OVia _8V12
dt  or, M| o, VTV e, T Tor, 12

und
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m@ 4 A%D) A%D) (V v ) A%D) o A%D)
M 8r2 2 ! 8r2 n 8r2 el

dt 81‘2 + 7
Dabei gilt Vs = V (Jr; —r3]) und ¢ ist durch ¢, = ¢y gegeniiber (2.19)
ersetzt wurden. Die Verallgemeinerung auf ein Vielteilchensystem mit N Par-
tikeln liefert sofort

N N N
i Vi 3 Vi Vi Vi
Y = ’ 2.2

m dt + — aI'Z‘ + ™ ‘= |: ari (Vz V]):| ari — ari @z] ( O)

Es ist zu beachten, das jetzt jedem Partikelpaar eine stochastische Kraft zu-
geordnet ist. Dabei gilt die Symmetrierelation ¢;; = ¢;;. Diese Bewegungs-
gleichung entspricht der erwarteten Situation fiir die molekulare Reibung. Die
Wechselwirkung mit den inneren Freiheitsgraden andert nur die aktuelle me-
chanische Energie des Systems, der Gesamtimpuls bleibt erhalten. Diese Im-
pulserhaltung ist eine Konsequenz aus der Galilei- Invarianz der Bewegungsglei-
chungen. Fiir die stochastische Krafte gelten die verallgemeinerten Relationen

(01 (O)Pmn ) = 290kBT (3im0jns0indjm) (t — 1) (2.21)

2.3 Numerische Simulationen

2.3.1 Modellsysteme

Die numerische Losung der Bewegungsgleichungen (2.20) unter Beachtung der
Korrelationsfunktion (2.21) wird durch eine gewohnliche Molekulardynamik
—Simulation realisiert. Grundlage ist ein Runge-Kutta—Algorithmus zur nu-
merischen Integration der Gleichungen (2.20). Die Positionen der Partikel sind
dabei auf ein Volumen der Grofie L? beschriankt, das durch zyklische Randbe-
dingungen abgeschlossen wird.

Als Ausgangskonfiguration werden zufillig im Volumen verteilte Teilchen-
positionen genutzt. Die Wechselwirkung zwischen den N Teilchen wird durch
ein radialsymmetrisches Lennard—Jones Potential definiert:

Vomug | L () (e (2.22)
iy = Ho 12 Oij 6 Oij '

wobei r;; = |r; —rj| der Relativabstand zwischen den Partikeln und o;; der
effektive Stofparameter der Partikel ¢ und j ist. Jedes Teilchen ¢ hat den
effektiven Radius o;, der Stoparameter ist dann definiert durch:

Oij :Ui+0'j (223)
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Bei konstantem Radius fiir alle Partikel besteht die Gefahr einer Kristallisa-
tion. Um diesen Effekt zu vermeiden, wird der Radius jedes einzelnen Teilchens
zufillig aus einem Wertebereich o; € [0.35...0.49] festgelegt®. wuqo dient als
Energieskala und wird mit vy = 0.2 festgelegt. Ein solches System unter-
schiedlicher Partikel mit radialsymmetrischer Wechselwirkung ist natiirlich ide-
alisiert, trotzdem sollten wesentliche Eigenschaften der Dynamik realer un-
terkiihlter Flussigkeiten richtig wiedergegeben werden. Jedes Teilchen hat
ein Volumen v; = (47/3) o3, der Volumenanteil aller Partikel ist demnach
¢ = > .v;/V. Die hier behandelten Systeme (Teilchenzahl N = 304) haben
alle den Wert & = 0.817.

Die aus dem Potential (2.22) folgende Wechselwirkungskraft wird an ihrer
Nullstelle abgeschnitten. Somit entsteht zwar ein System rein repulsiv wechsel-
wirkender Teilchen, aber dafiir gibt es keine numerischen Instabilitaten durch
eine sprunghaft einsetzende Kraft. Prinzipiell ware auch eine andere Tech-
nik denkbar, die als ’shifted forces’ Methode [85, 90] bekannt ist. Dabei wird
eine radialsymmetrische Kraft konstanten Betrages von der aus (2.22) folgen-
den Kraft abgezogen. Abgeschnitten wird wieder an der Nullstelle der Kraft,
die aber jetzt gegeniiber der urspriinglichen Nullstelle verschoben ist. Aller-
dings ist die zusatzliche Kraft physikalisch schwer zu begriinden, so das die
'shifted forces’ Methode bei den vorliegenden Simulationen nicht verwendet
wird. Durch das gewéhlte Abschneideverfahren entsteht eine kurzreichweitige
Wechselwirkung, deren maximaler Radius kleiner als 1 ist. Damit erweist sich
eine Finteilung des gesamten Volumens in ein virtuelles Gitter mit der Ein-
heitslange 1 als sinnvoll. Jedes Teilchen, das eine bestimmten Zelle okkupiert,
kann nur mit Teilchen in Wechselwirkung stehen, die sich in der gleichen Zelle
oder in einer der 26 benachbarten Zellen befinden. Diese Gitterstruktur eignet
sich daher zur Definition geeigneter Nachbarschaftstabellen bzw. ’linked cell’
Strukturen [2, 82], mit deren Hilfe die an sich N (N —1)/2 Paarwechselwirkun-
gen (2.22) auf wenige relevante Beitrége reduziert werden konnen.

Als Gesamtvolumen wurde ein Wiirfel der Lange L = 5 gewahlt. Testun-
tersuchungen mit groBeren Volumina ergaben keine wesentliche Anderung der
Dynamik des Systems, allerdings ein erhebliches Anwachsen der Rechenzeit.
Die Zelleinteilung erlaubt eine konsequente Parallelisierung der Bewegungs-
gleichungen (2.20) und damit die numerische Verarbeitung auf geeigneten Pa-
rallelrechnern.

2.3.2 Simulationsverfahren

Die Simulation erfolgt in mehreren Schritten:

9Die genaue Festlegung der Einheit ist, wie auch bei den folgenden Grofien, hier nicht
notwendig. Im Prinzip kann eine beliebige Lange als Basiseinheit festgelegt werden. Dann
bedeutet z.B. o; = 0.4, dafl der effektive Radius des i—ten Teilchens gerade das 0.4—fache der
Einheitslange ist.
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1. Erzeugung einer Anfangskonfiguration: Hierzu werden die Teilchenposi-

tionen zufallig im vorgegebenen Volumen verteilt. Dadurch kommt es
natiirlich zwischen einigen Teilchen zu starken Uberlappungen mit einer
extrem hohen Wechselwirkungsenergie.

. Gradientenabstiegsverfahren: Die Teilchen werden jetzt in die jeweilige

Richtung der aktuell auf sie wirkenden Kraft solange verschoben, bis die
resultierende Kraft fiir jedes Teilchen verschwindet. Auf diese Weise wird
das der Anfangskonfiguration benachbarte lokale Minimum im Phasen-
raum erreicht. Natiirlich besteht auch hier immer noch die Méglichkeit,
dafl das erreicht Minimum ein sehr hohes Niveau besitzt.

. Relaxation ins Gleichgewicht: Die erreichte Konfiguration dient jetzt als

Satz von Anfangspositionen, die zusammen mit den Anfangsgeschwindig-
keiten v; = 0 zur numerischen Lésung der Bewegungsgleichungen (2.20)
genutzt werden. Der in diesen Gleichungen vorkommende Reibungsko-
effizient 7,; wurde fiir alle hier vorgestellten Simulationen als tempera-
turunabhéngig angenommen und durch den Wert vy, = 0.1 festgelegt.
Die in (2.20) auftretenden Rauschterme ¢;; werden durch stochastische
Zufallsgroflen ¢, realisiert. Dabei wird die Relation

Pij =i TP (2.24)

genutzt. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die Darstellung
(2.24) und die zugehorige Korrelationsfunktion

(@i(O)e;(t")) = kT d3;0(t — ') (2.25)

mit der Forderung (2.21) konsistent sind. Damit miissen jetzt statt
N(N — 1)/2 verschiedene Rauschterme nur noch N stochastische Funk-
tionen berechnet werden. Die hiermit verbundene Einschrankung der
Rauschfreiheitsgrade spielt keine besondere Rolle, denn Simulationen mit
N(N —1)/2 unabhéngigen Rauschtermen ¢,; fiihren zu keinen erkennba-
ren Anderungen der weiter unten diskutierten Ergebnisse. Auch das Er-
setzen der eigentlich gauverteilten ZufallsgroBen ¢, durch gleichverteilte
Zufallsgroflen hat keinen nennenswerten Einfluff auf die Dynamik des
Systems. FEinzig die durch (2.25) festgelegte Temperatur mufl reskaliert
werden, d.h. (2.25) wird ersetzt durch

<90¢(t)%0j (t/)> = Qreskal TMKkBT0550(t — ') (2.26)

Da die analytische Bestimmung des Reskalierungsfaktors aqega im all-
gemeinen sehr kompliziert ist, wird die Temperatur iiber die kinetische
Energie des Systems definiert:

~ 2(Ein)
3Nkg
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Wiéhrend der Relaxation in das Gleichgewicht kann die Temperatur,
besonders zu Beginn der Prozedur, rapide ansteigen. Diese Uberhitzung
ist ein typischer Effekt dafiir, daf§ das nach dem Gradientenabstiegsver-
fahren gefundene Minimum nur lokal ist und noch weit aulerhalb der
Gleichgewichtskonfigurationen steht. Natiirlich wird durch die standige
Dissipation diese Uberhitzung allmahlich wieder abgebaut®.

4. Nach dem Erreichen der Gleichgewichtstemperatur wird das System noch
eine lidngere Zeit (ungefdhr das Dreifache der bisher verbrauchten Rela-
xationszeit) dem Simulationsalgorithmus unterworfen. Damit soll gesi-
chert werden, dafl die erreichte Konfiguration tatsachlich als ein geeigne-
tes Element des Gleichgewichtsensembles angesehen werden kann. Durch
Fortsetzung dieses Algorithmus kann man einen Satz hinreichend weit
voneinander getrennter Konfigurationen des thermischen Gleichgewichts
erzeugen. Diese Konfigurationen konnen zur Bildung signifikanter Mit-
telwerte benutzt werden.

5. Bestimmung lokaler Minima im Phasenraum: Ausgehend von einer er-
zeugten Konfiguration des Gleichgewichtes erfolgt jetzt iiber ein sehr
kurzes Zeitintervall At, die in den beiden vorangegangenen Punkten
beschriebene Simulation. Dann werden samtliche Partikelpositionen und
-geschwindigkeiten gespeichert und anschliefend wird durch ein Gradien-
tenabstiegsverfahren das der erreichten Position im Phasenraum benach-
barte lokale Minimum bestimmt. Dann wird mit den gespeicherten Par-
tikelpositionen und —geschwindigkeiten die Simulation tiber das nachste
Zeitintervall At fortgesetzt, die erreichten neuen Koordinaten werden
wieder gespeichert und das zu der neuen Position gehorige Minimum be-
stimmt. Durch Fortsetzung dieser Prozedur erhalt man einen hinreichend
groflen Satz von Minima, die von dem System im Laufe seiner Bewegung
durch den Phasenraum beriihrt werden!!.

10Hier liegt auch ein wesentlicher Vorteil einer dissipativ arbeitenden Molekulardynamik
—Simulation. Wahrend ohne die Rauschterme und die ihnen zugeordneten Reibungsterme
eine numerische Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen sehr kompliziert ist (So ist
es z.B. notwendig die durch numerische Fehler entstehenden Abweichungen in der Gesamt-
energie stindig auszugleichen), werden hier die numerischen Fehler implizit in die Stochastik
einbezogen und automatisch korrigiert. Der Preis ist eine Reskalierung der Temperatur, der
aber bei einer direkten Bestimmung iiber die kinetische Energie des Systems bedeutungslos
ist.

"Unter Beriihrung eines Minimumpunktes versteht man hier den Aufenthalt in dem durch
das Gradientenabstiegsverfahren festgelegte Einzugsgebiet dieses Punktes.
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2.4 Resultate

2.4.1 Relaxation ins Gleichgewicht

Temperatur und kinetische Energie

Die Verfolgung der Zeitevolution der kinetischen Energie und damit der Tem-
peratur der unterkiihlten Fliissigkeit liefert einen ersten Eindruck von der Dy-
namik dieses Systems. Natiirlich kénnte man die Temperatur wahrend des oben
(in Abschnitt 2.3) angegebenen Préparationsalgorithmus verfolgen. Allerdings
ist die Ausgangssituation nicht sehr physikalisch, so dafl eine Interpretation
des Temperaturverlaufes nicht unbedingt allgemeingiiltig ist. Deshalb soll ein
realistischerer Verlauf untersucht werden. Dazu wird die Abkiihlung der un-
terkiihlten Fliissigkeit von einer Temperatur 77 auf eine Temperatur T, be-
trachtet. Das System wird dafiir zunéachst bei T equilibriert. Anschlieend
wird die Temperatur des Bades durch Veranderung der Korrelationsstarke
der stochastischen Terme entsprechend (2.26) sprungartig gedndert. Da das
Bad im wesentlichen auf schnellen quantenmechanischen Prozessen beruht, ist
eine solche Abkiithlung zumindest fiir kleine Systeme sogar realistisch. Die
langsameren klassischen Prozesse konnen dagegen dieser momentanen Abkiih-
lung nicht folgen, sie geben ihre Energie allméhlich an das Bad ab.

Abb. 2-1 zeigt den zeitlichen Verlauf der kinetischen Energie bei der Ab-
kithlung des Systems von kgT; = 0.0092 auf kgTs = 0.00505. Man erkennt,
daB das thermische Gleichgewicht bei der Temperatur 75 etwa nach einer Zeit
t = 1000 erreicht ist.

EK\I’T

T T T T T T T
1000 2000 3000 4000
t

o -

Abbildung 2-1 Zeitlicher Verlauf der kinetischen Energie bei der Abkuhlung. Die
ausgezogene Linie symbolisiert den Gleichgewichtswert.

Aber auch nach dem Erreichen des Gleichgewichtes beobachtet man noch
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deutliche Schwankungen der kinetischen Energie des Systems, die aus sehr
verschiedenen Moden kombiniert sind. Neben sehr schnellen Prozessen gibt
es deutlich erkennbare langsame Fluktuationen. Die typische Lebensdauer der
langsamen Fluktuationen ist, zumindest qualitativ, von der Groflenordnung
der Relaxationszeit in das Gleichgewicht.

Diese rein qualitative Aussage gibt einen ersten Aufschluf iiber die typi-
schen Zeitskalen, die fiir die einzelnen Stufen des Simulationsverfahrens inte-
ressant sind.

Mittlere quadratische Abweichung

Eine zweite Moglichkeit, die Relaxation in das Gleichgewicht zu verfolgen,
besteht in der Analyse der aktuellen Diffusionskoeffizienten. Dazu wird die
mittlere quadratische Verschiebung der Partikel

N

s(tw 1) = % S (sl + 1) — ri(tw))?) (2.27)

i=1

iiber einen hinreichend langen Zeitraum ¢, beginnend nach einer Wartezeit tyy,
verfolgt. Die in (2.27) vorkommende Mittelwertbildung bezieht sich hierbei
auf verschiedene Startkonfigurationen des Ensembles. Dabei versteht man hier
unter der Wartezeit ty, die Zeit, die seit dem Beginn der Relaxation nach der
sprunghaften Abkiihlung (siehe oben), bis zum Beginn der Messung vergangen
ist. Auch hier erkennt man eine allmahliche Konvergenz gegen eine Grenzkurve.
Abb. 2-2 zeigt dieses Verhalten fiir die bereits oben diskutierte Abkiihlung des
Systems von kgTi = 0.0092 auf kgT5; = 0.00505.

=1600
014 b1

sityod) "

001

Abbildung 2-2 Die Funktion s(ty,t) fiir verschiedene Wartezeiten ty,. Ab
tw ~ 10% andert sich der Verlauf von s(ty,t) nicht mehr signifikant.

Man erkennt auch hier , daf§ das thermische Gleichgewicht ungefdhr nach
einer Zeit ¢ = 1000 erreicht ist.

RESULTATE 33



2.4.2 Dynamik im Phasenraum

Verteilung der kinetischen Energie

Im Gleichgewicht sollte die kinetische Energie einer Gibb’schen Verteilung
geniigen, d.h. man erwartet

P(Byn) = NEXN*™D oxp {— Bun kT (2.28)

mit dem Normierungsfaktor A/. Entwickelt man diese Verteilung um den
Gleichgewichtswert (FEy,) = %lN kgT, dann erhélt man bis zur vierten Ord-
nung in der Abweichung 0E = Ey, — (Eyin):

) SE? 46 E3 20 B4
P(Eyn) = Nexp {—Nd T + SV (T — NP (kBT>4} (2.29)

Im thermischen Limes, also N — oo verschwindet der Term dritter und vierter
Ordnung und es bleibt nur noch die gewoéhnliche Gauflverteilung. Bei einer
endlichen Zahl von Partikeln (N ~ 10?) sind aber noch geringe Asymmetrien,
speziell durch den Term dritter Ordnung vorhanden, die bei einem Vergleich
mit den numerischen Ergebnissen beriicksichtigt werden miissen. Die Abbil-
dung 2-3 zeigt die Verteilung der kinetischen Energie im Vergleich mit der
theoretischen Kurve (2.29) fiir eine Temperatur kg7 = 0.00505.

0010+
0,008+
0,006 4

0,004 4

Haufigkeit

0,002+

0,000+

30 35 40 45 50 55 60

kin

Abbildung 2-3 Vergleich der numerisch bestimmten Verteilungsfunktion der
kinetischen Energie mit der theoretisch erwarteten Verteilung (2.29).

Die sehr gute Ubereinstimmung beider Kurven ist einerseits ein Indiz dafiir,
daB sich das untersuchte System im thermischen Gleichgewicht befindet, an-
dererseits bestétigt die Ubereinstimmung aber auch, daf der verwendete Algo-
rithmus korrekt arbeitet.
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Mittlere quadratische Abweichung

Aus den Trajektorien der einzelnen Teilchen 148t sich sofort das mittlere Ver-
schiebungsquadrat der Partikel

(A1) = = 3 (D) - (0))) (230)

=1
und damit das mittlere Verschiebungsquadrat fiir die Diffusion im Phasenraum

N
(AR?(t)) = > _{(ri(t) — 1}(0))%) = N (Ar*(t)) (2.31)
i=1
bestimmen. Ganz allgemein findet man das folgende Schema, das sich anhand
der Partikeldiffusion fiir ein System der Temperatur kg7 = 0.00505 diskutieren
148t, siehe Abb. 2-4.

Abbildung 2-4 Mittlere quadratische Verschiebung (Ar?(t)) fir ein System der
Temperatur kT = 0.00505.

Auf sehr kurzen Zeitskalen (in Abb. 2-4: t < 1) erfolgt eine nahezu
ballistische Bewegung der Partikel ((Ar?(t)) ~ t?). Dieses Kurzzeitverhal-
ten ist typisch fiir alle mechanischen Systeme und wird durch die Tragheits-
terme in den Bewegungsgleichungen verursacht. Dann folgt zunéchst eine Art
Lokalisierung, das Teilchen wird in einem relativ kleinen Raumgebiet festge-
halten. Man spricht hier von einem Kafig—Effekt: die Partikel werden durch
ihre néchsten Nachbarn am Verlassen ihrer Anfangsumgebung gehindert. Auf
der entsprechenden Zeitskala (in Abb.2-4: 1 < ¢ < 10?) andert sich die Struk-
tur des Systems nur sehr wenig, denn wegen (2.31) ist das System auch im
Phasenraum lokalisiert. Dieses Kéafig-Regime ist typisch fiir die Diffusion in
unterkiihlten Fliissigkeiten und Glésern [5]. Mit sinkender Temperatur besteht
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es zeitlich immer langer, wahrend es in der eigentlichen Fliissigkeit und auch
noch im schwach unterkiihlten Zustand nahezu verschwindet.

Nach dem Kifig-Regime erfolgt dann der Ubergang zur normalen Diffu-
sion, d.h. die Partikel verlassen die durch die Umgebung aufgebauten Kéfige.
Auch im Phasenraum verschwindet die zeitweilige Lokalisierung und das diffu-
sive Verhalten zeigt, dafl kein Einfrieren der zweiten Art erfolgt. Es ware ein
Einfriervorgang zweiter Art (siche Kap. 2.1) sogar auch dann ausgeschlossen,
wenn die Partikel nur Platzwechselprozesse realisieren wiirden'?. Die Menge
aller dieser Prozesse fiithrt automatisch immer zu einer Diffusion im Phasen-
raum. Damit brauchen die folgenden Untersuchungen nur noch Argumente zu
liefern, ob bei einer Verminderung der Temperatur die unterkiihlte Fliissigkeit
einen Einfrierprozef erster Art durchliauft oder bestandig ergodisch bleibt.

Pseudotrajektorien

Um eine, wenigstens qualitative, Entscheidung zu treffen, ob das System einen
Einfrierprozef erster Art realisiert oder nicht, ist es angebracht, die Pseudo-
trajektorien naher zu analysieren. Wie bereits zu Beginn bei der Darlegung

Trajektorie

0,25

0204

!

Pseudotrajektorie

0154

0,10+

(AR’ MY~

0,05

000 . ‘ . ‘ ‘ . ‘ ‘ . ‘

Abbildung 2-5 Vergleich der aktuellen quadratischen Verschiebung AR?(t)/N
der Trajektorie und der Pseudotrajektorie des Systems bei der Temperatur
kT = 0.00505.

des Problems angedeutet, verbindet die Pseudotrajektorie die Minima der
entsprechend nacheinander vom System durchlaufenen Einzugsgebiete. Sie ist
daher eine diskrete Kurve und mit der eigentlichen Trajektorie des Systems im

12Fiir Platzwechselprozesse in einem System, dessen Partikel keine harten Kugeln sind
(sondern z.B. iiber Lennard—Jones Potentiale wechselwirken), kann mit einer endlichen, wenn
auch oft sehr kleinen, Wahrscheinlichkeit geniigend Energie zur Verfiigung gestellt werden.
Dafiir sorgen bereits die Energiefluktuationen, die durch die Wechselwirkung mit dem ther-
modynamischen Bad in dem System erzeugt werden.
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Phasenraum nicht identisch, obwohl beide mehr oder weniger benachbart ver-
laufen. Abb. 2-5 zeigt einen aktuellen Verlauf der quadratischen Verschiebung
einer Trajektorie und der zugehorenden Pseudotrajektorie als Funktion der
Zeit. Man erkennt deutlich die Stufen in der Verschiebung AR?(t) der Pseu-
dotrajektorie, die Spriinge zwischen benachbarten Minima reprasentieren.

0,169
0,14
0,124
0,104 Pseudotrajektorie
2 0,08
0,06
0,04
0,02
I Ll Trajektorie

|
0,00 . B - - . i . .
0 10 0 ) 40 50

Abbildung 2-6 Vergleich der aktuellen Sprunglangen [y, der Pseudotrajektorie
und der Trajektorie (Basiszeitintervall 0.05, Temperatur kT = 0.00505)

Die Trajektorie des Systems zeigt dagegen einen glatten Verlauf, und selbst
groflere Anderungen in ihrem Verlauf korrelieren nicht direkt mit den Stufen
der Pseudotrajektorie. Dieser Eindruck wird noch verstarkt, wenn man die

10° 3
10° E
10° 4
] L
10° 3 } T H _
] l\' numerischer
1 Fehler
L T

Abbildung 2-7 halblogarithmische Darstellung der Abb. 2-6. Die ausgezogene
Linie gibt die ungefahre Lage des numerischen Fehlers bei der Berechnung der
lokalen Minima an, die schwach fluktuierende Kurve im Bereich 1072 < [, < 1073
sind die aktuellen Sprunglangen der Trajektorie.

aktuellen Sprunglangen der Pseudotrajektorie und der Trajektorie vergleicht,

RESULTATE 37



siche Abb.2-6. Dazu wird die Zeitachse in diskrete Basiszeitintervalle der
Lange tpasis zerlegt und die wahrend dieses Intervalls zurtickgelegte euklidische
Distanz gemessen. Als Sprunglange [;, bezeichnet man die auf die Gesamt-
teilchenzahl normierte Distanz. Diese intensive Grofle eignet sich besser zur
Diskussion, da sie im thermische Limes N — oo nicht divergiert. Man erkennt,
daBl die so definierte Sprunglange der Trajektorie des Systems nur geringfiigig
um einen Mittelwert schwankt, die Pseudotrajektorie dagegen sporadisch sehr
lange Spriinge realisiert. Noch deutlicher wird diese Situation in der halbloga-
rithmischen Darstellung Abb.2-7, aus der hervorgeht, daf die Pseudotrajektorie
neben einer Vielzahl kurzer Spriinge auch vergleichsweise sehr lange Spriinge
aufweist.

Elementare Spriinge und korrelierte Spriinge

Ein Sprung zwischen zwei benachbarten Minima wird als Elementarsprung
bezeichnet. Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten die Existenz der langen Spriinge
der Pseudotrajektorie zu erklaren. Ein langer Sprung kann sein:

1. eine Kombination wvieler kurzer Elementarspriinge zwischen eng benach-
barten Minima, oder

2. ein Elementarsprung zwischen benachbarten Minima, die im Phasenraum
raumlich weit voneinander entfernt sind.

Um zu entscheiden, welche der beiden Moglichkeiten zutrifft, kann man
z.B. die Basiszeitintervalle #y,4s verkiirzen und mit der dadurch verbesserten
Auflosung die Sprungldngen der Pseudotrajektorien bei gleichen Anfangsbe-
dingungen vergleichen.

Abbildung 2-8 Vergleich der Spriinge bei unterschiedlicher Zeitauflosung (oben
thasis = 0.01 (Zoom), unten tp,s5 = 0.05) bei der Temperatur kg7 = 0.00505.
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Aus Abb.2-8 geht hervor, daff sich die langen Spriinge beim Ubergang zu
einer feineren Zeitskala nicht bzw. nur geringfiigig auflosen. Man kann also
davon ausgehen, dafl die Mehrzahl der numerisch bestimmten langen Spriinge
elementar sind. Da aber auch viele kurze Spriinge gefunden werden, folgt
daraus, dafl die raumliche Verteilung der Minima im Phasenraum heterogen
sein muf.

Verteilung der Sprunglingen

Um eine etwas qualitativere Vorstellung iiber die raumliche Verteilung der
Minima im Phasenraum zu gewinnen, kann man z.B. die Haufigkeit H(ls,)
der Sprunglédngen [, untersuchen. Obwohl H(ly,) nicht identisch mit der
Verteilung der Abstinde benachbarter Minima ist!3, gibt diese Funktion doch
ein anschauliches Bild tiiber die Struktur der Energielandschaft im Phasenraum.
Abb.2-9 zeigt die Haufigkeitsverteilung der Sprunglingen bei einer gegebenen
Temperatur.

k,T=0.00820 ke T=0.00774

Hily
Hip

LT
LR

k,T=0.00505

HiL)

Abbildung 2-9 Haufigkeitsverteilung der Sprunglangen entlang der Pseudotra-
jektorien fur verschiedene Temperaturen. Die durchgezogenen Linien entsprechen
Anpassungen an ein angenommenes Potenzgesetz im Bereich kleiner Sprunglangen.

Charakteristisch ist ein im Bereich 107 < [, < 1072 beobachtbares Potenz-
gesetz, das erst bei groferen Sprunglédngen Iy, > 1072 verletzt wird. Die Abwei-
chungen von diesem Potenzgesetz werden mit sinkender Temperatur geringer,
verschwinden aber nicht vollstandig, selbst bei der niedrigsten numerisch unter-
suchten Temperatur. Die Haufigkeit kiirzerer Sprunglangen éndert sich dage-
gen nur wenig.

13Um aus der Verteilung der Abstinde benachbarter Minima die Sprunglingenverteilung
zu bestimmen, bendtigt man noch einen Gewichtsfaktor, der die Hohe der Barrieren zwischen
benachbarten Minima beriicksichtigt.
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Man kann daher vermuten, daf§ die kiirzeren Spriinge Minima verbinden, die
nur durch geringe Energiebarrieren getrennt sind. Derart verbundene Minima
bilden im Phasenraum Cluster. Zwischen den Clustern kann das System nur
iiber wesentlich hohere Barrieren wechseln. Die fiir solche Barrieren notwendi-
gen Sprunglangen sind bei allen untersuchten Temperaturen noch dominant
und bestimmen wesentlich die Pseudotrajektorie!.

Trotzdem ist die Frage berechtigt, was passiert, wenn unterhalb einer be-
stimmten Temperatur nur noch kurze Spriinge innerhalb eines zufallig erreich-
ten Clusters moglich sind oder wenigstens die langen Spriinge zwischen ver-
schiedenen Clustern irrelevant werden. In diesem Fall wird der Ubergang zu
einem nichtergodischen Verhalten realisiert, wie es einem Einfriervorgang er-
ster Art entspricht. Allerdings stellen die hier vorliegenden numerischen Un-
tersuchungen nur einen Anhaltspunkt fiir diese Hypothese, aber keinen Beweis
dar.

Das Potenzgesetz fiir die kiirzeren Sprunglangen entspricht zwar einer typi-
schen Levi-Verteilung, allerdings mufli man mit moglichen Konsequenzen und
Verallgemeinerungen sehr vorsichtig sein. Zum einen konnte diese Verteilung
hauptsachlich durch die Wahl des Wechselwirkungspotentials erzeugt wurden
sein, zum anderen sind Levi—Verteilungen in physikalischen Problemen mei-
stens nur iiber einen begrenzten Bereich giiltig. Wesentliche Eigenschaften wer-
den dann von der oberen bzw. unteren Abschneidelange dieser Verteilung be-
stimmt. So wiirde im vorliegenden Fall die mittlere quadratische Verschiebung

H(l,)

Abbildung 2-10 Vergleich der Haufigkeitsverteilung der Sprunglangen bei un-
terschiedlichen Basiszeitintervallen (Kreise: thass = 0.01, ausgezogene Linie
thasis = 0.05, Temperatur kT = 0.00920).

durch die obere Abschneidelange kontrolliert, die kiirzeren Spriinge hétten also

Nicht die Haufigkeit H (Isp) entscheidet iiber den Beitrag zur Trajektorie, sondern das
Produkt H (Isp)lsp -
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auch nachdem der Einfrierprozef§ erster Art vollzogen ist, nur eine untergeord-
nete Bedeutung.

Abb.2-10 vergleicht noch einmal die Haufigkeitsverteilung der Sprungléngen
bei unterschiedlichen Basiszeitintervallen. Eine Verfeinerung der Auflosung
fiihrt zu keiner relevanten Anderung der Sprungléngenverteilung. Damit wird
die obige Aussage gefestigt, dafl tatsiachlich die Mehrzahl der Spriinge elementar
ist und kombinierte Spriinge nur vereinzelt auftreten.
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3. DYNAMISCHE HETEROGENITAT

3.1 Spinunterstiitztes kinetisches Ising Modell

Die im vorangegangenen Kapitel dargestellten numerischen Simulationen er-
lauben eine detaillierte Untersuchung der Dynamik einer unterkiihlten Fliissig-
keit im Phasenraum. Dabei werden aber Zusammenhange, die sich im realen
Raum und tiber sehr lange Zeiten reprasentieren, nur indirekt wiedergegeben.
Deshalb bleibt man zum Verstandnis der hier interessierenden Erscheinungen
auf analytische Rechnungen oder numerische Simulationen an reduzierten Mo-
dellen angewiesen.

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, ist eine exakte mathematische Be-
handlung des thermodynamischen Vielteilchensystems 'unterkiihlte Fliissigkeit’
zur Zeit unbekannt. Es gibt aber zumindest zwei Wege, zu einem reduzierten
Modell zu gelangen, das eine analytische Beschreibung oder eine effiziente nu-
merische Simulation ermoglicht:

1. Mit Projektionstechniken werden reduzierte Gleichungen fiir relevante
Observablen erhalten. Dieser, als Mori-Zwanzig Formalismus [83] be-
kannte Weg, fiihrt auf Gleichungen mit Gedéchtnistermen und ist die
Grundlage der Modenkopplungstheorie [40, 42, 76].

2. Bei der zweiten Moglichkeit wird die Evolutionsgleichung nicht fiir Ob-
servable, sondern fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Phasenraum
(Liouville-Gleichung) auf den Phasenraum relevanter Freiheitsgrade re-
duziert. Diese Technik fiihrt zur Nakajima—Zwanzig Gleichung [27], die
ebenfalls Gedachtnisterme enthélt und deren systematische Behandlung
im allgemeinen noch viel komplizierter als bei den Mori-Zwanzig Glei-
chungen erscheint. Die genaue Definition dieser Reduktion ist im Einzel-
fall sehr kompliziert und auch nicht immer mathematisch realisierbar.

Die hier untersuchten Bewegungsgleichungen entsprechen dem zweiten ge-
nerellen Weg. Das Ziel dieser Version besteht im vorliegenden Fall darin, eine
Vergroberung des Phasenraumes und der Observablen zu erreichen, so dafl nur
noch diskrete Konfigurationen auf einem Raum mit Gitterstruktur bleiben. Die
Gedachtnisterme sollten bei dieser Prozedur gleichzeitig zu einfachen Damp-
fungen entarten [72]. Die Evolution der einzelnen Konfigurationen 148t sich
dann durch eine Mastergleichung [112]:

0

o200 =3 (W Poa(t) = Wi Pa(1)) (3.1)
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mit der Ubergangsmatrix W = (Wym) beschreiben. Die Indizes n, m bezeich-
nen Konfigurationen und P, (t) ist die Wahrscheinlichkeit, daf die Konfigura-
tion n zur Zeit t realisiert ist. Praktisch 148t sich der Weg von der Liouville—
Gleichung zu Mastergleichungen nur in wenigen Ausnahmeféllen exakt nach-
vollziehen. Fiir Fliissigkeiten und Glaser ist eine mathematisch befriedigende
Herleitung bisher noch nicht bekannt. Man hilft sich daher mit plausiblen Ar-
gumenten, die je nach Modell an bestimmte Aspekte der Realitdt angelehnt
sind.

Die in diesem Kapitel dargestellten theoretischen Uberlegungen und nu-
merischen Untersuchungen beziehen sich auf das n—Spin unterstiitzte kinetische
Isingmodell (n—spin facilitated Ising model, nSFM), das 1986 von Fredrickson
und Andersen entwickelt [30, 31, 32] wurde. Neben diesem Modell existiert
noch eine Anzahl dhnlicher Modelle [60], die alle mehr oder weniger geeignet
sind, wichtige Eigenschaften von unterkiihlten Fliissigkeiten und Gléasern, auf
der Basis der in solchen Systemen erwarteten Kooperativitat der Partikelbe-
wegungen, zu erklaren.

Die Grundidee des nSFM ist sehr einfach und wird in einer Vielzahl von ein-
schlégigen Arbeiten [31, 32] beschrieben. Das Volumen der unterkiihlten Fliis-
sigkeit wird durch ein virtuelles kubisches Gitter in hinreichend kleine Zellen
unterteilt, die je nach lokaler Dichte als mobil (p.; < p) oder fliissigkeitsihn-
lich bzw. immobil ( p.y > p) oder festkorperdhnlich bezeichnet werden. Hier
bezeichnet p.; die mittlere Partikeldichte in der jeweils betrachteten Zelle, p
dagegen die iiber das ganze Volumen gemittelte Partikeldichte der unterkiihlten
Fliissigkeit. Mobilen Zellen wird der Spin s =1 (+1), immobilen Zellen dagegen
der Spin s =| (—1) zugeordnet. Schlielich kénnen die Zellen eines kubischen
Gitters durch Punkte eines gleichartigen Gitters ersetzt werden, ohne daf3 der
topologische Zusammenhang verandert wird. Diese Abbildung erlaubt die for-
male Ubertragung der momentanen Struktur einer unterkiihlten Fliissigkeit auf
eine entsprechende Gitterkonfiguration.

Die energetische Situation des nSFM entspricht der eines paramagnetischen
Gittergases und wird durch die Hamiltonfunktion H = h/2 ), s; beschrieben.
Damit ist auch das thermodynamische Gleichgewicht vollstandig bekannt.

Die Ubergénge zwischen den einzelnen Konfigurationen werden einerseits
durch die thermodynamischen Flipraten fiir eine lokale Anderung einer Spin-
einstellung bestimmt

W(1—1) = W(l—1)exp ( khT) = W(l—=Tew () (3.2)

(mit € = h/kpg), andererseits durch selbstinduzierte kinetische Restriktionen
kontrolliert. Diese Restriktionen erlauben einen Spinflip nur dann, wenn die
nachsten Nachbarn die Bedingung

Z s; < z—2n z: Gitterkoordinationszahl,n: Restriktionszahl (3.3)
3(#)
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erfiillen. Die letzte Bedingung entspricht der Vorstellung, dafl zur Zustands-
dnderung eines Gitterpunktes eine Mindestanzahl mobiler Nachbarn (s =7)
notwendig ist. Kooperative Prozesse, wie sie in Glasern erwartet werden kon-
nen, lassen sich als Folge der kinetischen Restriktionen (3.3) simulieren. Ein
weiterer Grund fiir die Verwendung dieses Modells ist, dafl das nSFM nur
durch wenige Kontrollparameter (h/kgT’, n) bestimmt ist. In den folgenden
Kapiteln soll ein n—Spin unterstiitztes kinetisches Ising Modell auf einem (ku-
bischen) Gitter der Dimension d als SFM[n, d] bezeichnet werden.

3.2 SFM als Modell unterkiihlter Flissigkeiten

Das SFM|n, d] hat nur dann einen physikalischen Sinn, wenn die Restriktions-
zahl richtig gewahlt wird. Ist n = 0, dann spielen die Restriktionen gar keine
Rolle, d.h. das SFM]J0, d] ist ein einfaches paramagnetisches Gittergas. Wird
dagegen n zu grof} festgelegt, also z.B. n = z, dann kann das System nicht mehr
fiir alle Temperaturen das Gleichgewicht erreichen. Insbesondere ist dann das
Gleichgewichtsverhaltnis der Anzahl N, der Gitterpldtze mit s =7 zur Anzahl
N_ der Gitterplatze mit s =] nicht mehr durch

V()

gegeben. In diesem Fall ist das SFM[n, d] aber nicht mehr fiir die Beschreibung
einer unterkiihlten Fliissigkeit im (wenigstens metastabilen) Gleichgewicht ge-
eignet. Sinnvoll ist das SFM[n,d| nur dann, wenn die Restriktionszahl der
Bedingung 0 < n < d geniigt. Trotzdem gibt es auch fiir diesen Fall einige
wenige Konfigurationen, die nicht in andere Konfigurationen umgewandelt wer-
den konnen, so z.B., wenn alle Gitterpunkte die Spineinstellung s =| haben.
Im thermodynamischen Limes, also in einem unendlich groflen Volumen, ver-
schwindet der Beitrag dieser nichtergodischen Strukturen. In einem endlichen
Volumen haben dagegen solche Konfigurationen eine endliche Wahrscheinlich-
keit und konnen Probleme bereiten. So fithrt die zufallige Wahl einer An-
fangskonfiguration auf einem endlichen Gitter mit zyklischen Randbedingun-
gen zu Strukturen, die nicht vollstandig in beliebige andere umgewandelt wer-
den konnen [14]. So sind in einer zufélligen Anfangskonfiguration Doppel-
oder Mehrfachstreifen mit s =], die sich iiber das gesamte (endliche) Git-
ter hinziehen, stets mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit vorhanden, sie sind
aber im SFM|[2, 2] nicht abbaubar, d.h. ein einmal vorhandener Streifen bleibt
immer stabil. Solche Strukturen miissen bei numerischen Simulationen im
Gleichgewicht auf jeden Fall vermieden werden, da sie zu einer Verfalschung
der Dynamik fiihren. Numerisch wird man Konfigurationen des SFM[n, d] in
einem endlichen Volumen erzeugen, indem man von der Anfangskonfiguration
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s =1 fir alle Gitterpunkte startet. Alle auf diese Weise erzeugten Konfigura-
tionen sind ergodisch verbunden, d.h. man gelangt innerhalb dieser Klasse mit
endlich vielen elementaren Spinflips von einer Konfiguration zu einer anderen
[100]. Es sei bemerkt, daB fiir etwa 103...10% Gitterpunkte das thermodynami-
sche Gleichgewicht (3.4) innerhalb dieser Ergodizitétsklasse fiir alle numerisch
realisierbaren Temperaturen erreicht wird®.

Im Gleichgewicht offenbart das SFM[n, d] thermodynamische Eigenschaften,
die auch fiir (metastabile) unterkiihlte Fliissigkeiten beobachtet werden. Dazu
zahlt vor allem der zeitliche Zerfall von Spinfluktuationen. Im Prinzip wahlt
man zur Analyse dieses Verhaltens entweder die Spin—Autokorrelation

die nach Kapitel 3.1 der Dichte-Autokorrelation in der realen Fliissigkeit ent-
spricht, oder man benutzt die sogenannte globale Mobilitat W(¢) [14, 104].
Letztere bezeichnet den Anteil der Gitterpunkte, die von einem gegebenen
Startzeitpunkt bis zur Zeit ¢ noch nicht ihren Spinzustand gedndert haben.
Beide Funktionen konnen fiir sehr hohe Temperaturen durch ein exponen-
tielles Verhalten angepafit werden, fiir niedrige Temperaturen wird dagegen
eine Anpassung durch ein gestrecktes Exponentialgesetz sinnvoll. Man kann
den zeitlichen Zerfall durch ein Kohlrausch—Williams-Watts (KWW) Verhalten

[69] beschreiben, also z.B.
t ¥(T)
InV((t) ~ - ——
SCENET)

mit temperaturabhéngigen Relaxationszeiten 7 (7") und Streckungsexponenten
v (T). Allerdings bestehen erhebliche Unterschiede zwischen der Autokorre-
lationsfunktion ®(¢) und der globalen Mobilitat W(¢). Diese Differenz wird
besonders am SFM][1, 1] deutlich, fiir das neben numerischen Simulationen auch
analytische Aussagen moglich sind [104], aber auch numerische Simulationen
[14, 118] am SFM]|2, 2] bestétigen diese Aussagen. Speziell im eindimensiona-
len Fall 1a8t sich fiir tiefe Temperaturen zeigen, daf§ der Streckungsexponent
~(T) fiir die globale Mobilitat gerade 1/2 ist, dagegen wird fiir die Autokorre-
lation ®(¢) nur eine Korrektur des exponentiellen Zerfalls durch eine Gaufi’sche
Fehlerfunktion bewirkt. Auf einem zweidimensionalen Gitter findet man aus
numerischen Simulationen, daf fiir tiefe Temperaturen der Streckungsexponent
der globalen Mobilitat W(t) gegen den Wert %ii% v(T) = 0.44 konvergiert [118],

wahrend die Autokorrelation mit einem wesentlich grofleren Streckungsexpo-
nenten (7)) ~ 0.8 bei tiefen Temperaturen zerféllt. Das KWW Verhalten ist
eine typische, experimentell beobachtbare Eigenschaft von Korrelationsfunktio-
nen vieler Observablen in der Nahe der Glastemperatur 7,. Die Reflexion dieser

!Eine numerisch realisierbare Temperatur bedeutet, daf fiir das zugehorige Verhiltnis
h/kpT innerhalb einer realistischen Rechenzeit ein stationdrer Zustand erreicht wird.
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universellen Erscheinung im SFM(n,d] ist ein Grund dafiir, das n-Spin un-
terstiitzte kinetische Ising Modell zur Beschreibung eines Glases heranzuziehen.

Ein zweiter Punkt, der die Verwendung des SFMIn,d] als Modell einer
unterkiihlten Fliissigkeit rechtfertigt, ist die Temperaturabhangigkeit der Re-
laxationszeit 7(T").

In einem realen Glas findet man naherungsweise ein typisches Williams—
Landel-Ferry—Verhalten (1.1). Es gibt allerdings experimentelle Hinweise, phé-
nomenologische Uberlegungen [7] und analytische Zugénge [99], die ein Potenz-
gesetz ohne Singularitit favorisieren, also

In7(T) ~ Cy+ C,T7° (3.6)

Die experimentelle Genauigkeit ist nicht so hoch, dafl eine eindeutige Entschei-
dung zwischen (1.1) und (3.6) getroffen werden kann, obwohl in den meisten
Féllen (3.6) einen etwas kleineren Fehler aufweist. Auflerdem spricht fiir (3.6),
dafl diese Relation ohne Fitparameter auskommt, d.h. die Parameter Cy, C
und der Exponent 6 konnen aus Gleichgewichtsdaten des jeweiligen Glasbild-
ners bestimmt werden. Aus diesem Grunde soll, zumindest bei der hier er-
folgenden Analyse, die Beziehung (3.6) bevorzugt werden. Tatséchlich zeigen
die Relaxationszeiten des SFM|n, d| eine nicht—arrheniusartige Temperaturab-
héngigkeit [14, 100], die im Bereich der numerisch realisierbaren Temperaturen
sowohl durch (1.1), als auch durch (3.6) mit etwa der gleichen Genauigkeit
angepafit werden kann.

Zu den beiden dynamischen Eigenschaften des SFM|n, d] kommt noch hinzu,
dal das Modell keine besonderen strukturellen Eigenschaften aufweist. Der
statische Strukturfaktor ist fiir alle Temperaturen der einer zufalligen Spin-
verteilung, raumliche Korrelationen werden nicht beobachtet [62]. Dieses Ver-
halten wird auch von einer einfrierenden Fliissigkeit erwartet, bei der sich ober-
halb der molekularen Skala keine strukturellen Inhomogenititen entwickeln
sollten.

Hier zeigen sich aber auch die Grenzen des SFM|n, d]. Skalen auf moleku-
larem Niveau werden in diesem Modell nicht berticksichtigt. Die intrinsisch
vorhandene Vergroberung raumlicher Strukturen (bei der Einfiihrung des Git-
ters) und zeitlicher Abstédnde (bei der Einfithrung der Mastergleichungen) hat
zur Folge, dafl schnelle Prozesse in dem Modell gar nicht erfafit werden. Man
kommt deshalb zu dem Schlu}, da§ das SFM|[n,d] nur zur Beschreibung des
langsamen a—Prozesses in Frage kommt, wahrend der schnellere [, —Proze83
-von der Modenkopplung vorhergesagt [40, 41] und z.B. in Neutronenstreuex-
perimenten [5] bestétigt- ausgeschlossen bleibt. Das Modell versagt also sowohl
bei sehr kurzen Zeiten, als auch bei hohen Temperaturen, fir die a— und (g, —
Prozef3 vergleichbare Relaxationszeiten aufweisen. Damit kommt man automa-
tisch zu der Feststellung, daf§ das SFM[n, d] nur dann ein verniinftiges Modell
fiir eine unterkiihlte Fliissigkeit ist, wenn die Temperatur wesentlich unter der
kritischen Temperatur 7, der Modenkopplung liegt, also die Zeitskalen von a—
und [y, ProzeB hinreichend weit voneinander getrennt sind.
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3.3 Kooperative Umlagerungen

Der Begriff Kooperativitat oder genauer 'Regionen kooperativer Umlagerun-
gen’ wurde urspriinglich von Adam und Gibbs [1] eingefiihrt. Verbunden war
damit die Erkenntnis, dafl der Glasiibergang, d.h. der Einfrierprozef einer Fliis-
sigkeit, nicht durch eine Einteilchentheorie beschrieben werden kann. Vielmehr
basiert jede strukturelle Anderung auf einer hochgradig koordinierten Bewe-
gung der Molekiile innerhalb einer hinreichend grofien Region des Glases, d.h.
der kooperativen Region. Eine quantitative Definition dieser Regionen blieb
zunachst offen und gab Anlafl zu verschiedenen Interpretationen. Immerhin
lief} sich auf dieser Grundlage und einigen, heute aber nicht mehr allgemein an-
erkannten, weiteren Annahmen (z.B. der Existenz des Kauzmann Paradoxons)
eine phdnomenologische Herleitung des Vogel-Fulcher Gesetzes [60] finden.
Weit verbreitet war allerdings die, auch von Adam und Gibbs vertretene Ver-
mutung, dafl ein Glas zu jedem Zeitpunkt aus etwa gleichgroflen kooperativen
Regionen aufgebaut ist.

Folgt man diesen Vorstellungen, so diirfte sich die Dynamik der Partikel
in den einzelnen Regionen nur wenig oder gar nicht unterscheiden. Tatsach-
lich zeigen verschiedene Experimente [10, 16, 17] aber genau das Gegenteil:
markierte Teilchen (Tracer), in verschiedenen Gebieten das Glases lokalisiert,
zeigen lber langere Zeitintervalle ein sehr unterschiedliches dynamisches Ver-
halten. Diese sogenannte Heterogenitiat der Dynamik ist typisch fiir Glaser
nahe der Glastemperatur 7, und fiihrt zu dem Schluf}, daf kooperative Re-
gionen zumindest fiir hinreichend niedrige Temperaturen unmoglich nahezu
aquivalent sein konnen.

3.4 Bestimmung kooperativer Regionen

In diesem Kapitel soll der Frage nachgegangen werden, ob sich Kooperativitat
und dynamische Heterogenitit im Bild des SFM([n, d| verstehen lassen. Dazu
ist aber eine Definition der kooperativen Region notwendig, die eine quantita-
tive Auswertung erlaubt [101]. Zu diesem Zweck wird jedem Gitterpunkt eine
(zeitabhéngige) kooperative Region zugeordnet. Betrachtet man die zur Zeit ¢
erreichte Konfiguration, dann gilt:

Die kooperative Region eines gegebenen Gitterpunktes wird durch die mi-
nimale Menge aller anderen Gitterpunkte festgelegt, deren Zustand notwendig
geandert werden muf, bevor der Zustand des ausgewdhlten Gitterpunktes gean-
dert werden kann.

Dazu sind zwei Bemerkungen angebracht: (i) Die GroBe der kooperativen
Region kann fiir jeden Gitterpunkt und zu jeder Zeit verschieden sein. (ii)
Die Festlegung der notwendigen minimalen Zahl der Gitterpunkte bei der
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Definition der kooperativen Region steht nicht im Zusammenhang mit der
eigentlichen Evolution des SFM[n, d]. Man kann sich vorstellen, daf§ die Evolu-
tion zu einer bestimmten Zeit t angehalten wird. Dann erfolgt die Bestimmung
der Grofle Nc(fc))p der den einzelnen Gitterpunkten k£ zugeordneten aktuellen
kooperativen Regionen durch virtuelle Zustandsanderungen und zwar immer
ausgehend von derselben, zum Zeitpunkt ¢ erreichten Konfiguration C'. Sind
alle kooperativen Regionen bestimmt, wird die zeitliche Evolution der Konfi-
guration C' nach den Regeln (3.2) und (3.3) fortgesetzt, um zu einem spéteren
Zeitpunkt (also fiir eine neue Konfiguration) erneut die kooperativen Regionen
ZU vermessen.

Die hier vorgestellten numerischen Simulationen [101] beziehen sich auf das
SFM[2,2]. Der verwendete Algorithmus zerféllt in drei Schritte. Zunéchst
wird, wie in Kapitel 3.2 erwahnt, das SFM[2,2] aus dem vollstindig mo-
bilen Zustand (s =17 fiir jeden Gitterpunkt) in das zu einer gegebenen Tem-
peratur T gehorige Gleichgewicht unter Berticksichtigung der Regeln (3.2)
und (3.3) relaxiert. Das Gitter selbst hat die Abmessungen 50 x 50 Gitter-
punkte und wird durch zyklische Randbedingungen zu einem Torus geschlossen.
Nach dem Erreichen des Gleichgewichts —erkennbar an der Einstellung des zu
der entsprechenden Temperatur gehorigen Gleichgewichtsverhéltnisses Ny /N_
(3.4)— erfolgen im Wechsel Evolutionsintervalle und Auswertungsschritte. Die
zeitliche Lange der Evolutionsintervalle wird durch die Relaxationszeit be-
stimmt. Im vorliegenden Fall wird die Regel verwendet, daf} die Zeit zwi-
schen zwei Auswertungen genau so lang ist wie die Zeit, die zum Erreichen des
Gleichgewichts notwendig war. Die Auswertung folgt dem hier dargestellten
Schema:

1. Evolution iiber ein gegebenes Zeitintervall

2. Stoppen der Evolution — erreichte Konfiguration C'(t)

w

. Zuféllige Auswahl eines Gitterpunktes (Index k)

S

. Setze N, =1 (fiir den ersten ausgewihlten Gitterpunkt)

(a) Wiederherstellung der Beweglichkeit nur fiir die zuféllig ausgewahl-
ten Gitterpunkte (im ersten Schritt also nur fiir einen Gitterpunkt)

(b) Fortfithrung der Simulation {iber ein hinreichend groBes Zeitintervall

(c) erneutes Stoppen der Evolution
Hat Gitterpunkt k irgendwann den Zustand geandert?

(d) Nein: zufillige Auswahl eines benachbarten Gitterpunktes
— N&Jp = N8, + 1 zuriick nach (a)

(e) Ja: Neustart des Zyklus, zuriick nach (4)
— Ziel: Né(]fgp = min {N§§3p}

Ist Minimum erreicht, dann weiter mit (5)
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5. Auswahl der néchsten Zelle: — Punkt (3)
oder

Erzeugung der néchsten Gleichgewichtskonfiguration —Punkt (1)

Zum Punkt (e) sollte bemerkt werden, dafi numerisch das Minimum von
Nc(fc))p bestimmt ist, wenn nach einer hinreichend grofien Anzahl von Versuchen
(hier ~ 10%) kein kleinerer Wert N¥), mehr gefunden wird (Abbruchbedin-
gung).

Die Realisierung des hier vorgestellten Ablaufschemas fithrt zu der Vertei-
lungsfunktion P(Neoop, 1) fiir die Grofle der kooperativen Regionen bei einer
gegebenen Temperatur [101].

3.5 Dynamische Heterogenitat im SFM|2, 2]

3.5.1 Verteilung kooperativer Regionen

Die Verteilungsfunktion P(Neoop, 1') zeigt fiir alle Temperaturen einen mono-
tonen Abfall mit wachsender Grole Neoop der kooperativen Region, siehe dazu
Abb.3-1. Es gibt keine charakteristische Gréfle Nepar, bei der die Verteilungs-

F(N;
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Abbildung 3-1 Verteilungfunktion P(N) fiir verschiedene reduzierte Tempera-
turen T'/e. Die durchgezogenen Linien entsprechen dem unter Benutzung von
(3.8).

funktion ein Extremum aufweist. Damit widersprechen diese Simulationen der
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urspriinglich auch von Adam und Gibbs vertretenen Hypothese, dafl die koope-
rativen Regionen in unterkiihlten Fliissigkeiten etwa von gleicher Gréfle Near
sind. In diesem Fall wire ein ausgepragtes Maximum der Verteilungsfunk-
tion bei Nnar zu erwarten. Da aber jeder Hinweis auf eine solche Eigenschaft
fehlt, ist auch die Motivation fiir eine Ny, entsprechende charakteristische
Langenskala problematisch. Die vorliegenden Simulationen zeigen, dafl koope-
rative Regionen des gleichen Glases —insbesondere bei tiefen Temperaturen—
ein sehr breites Spektrum aufweisen kénnen. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
selbst kann empirisch durch eine Superposition von zwei Exponentialfunktio-
nen dargestellt werden:

P T) = (T (exp {n (1)} = 1) exp { -2 |

b (=) (e {3 (1} - e {2t (51

Dabei gilt ny(T') < no(T). Diese Darstellung erfiillt natiirlich die Normierungs-
bedingung Z?vocoopzl P(Neoop, T') = 1. Wahrend ny(T") stark von der Tempe-
ratur abhéngt, ist der Wert von n;(7") nur schwach temperaturabhéngig und
bleibt zudem auch noch relativ klein (man findet n; ~ 5 fiir die niedrigste bei
der Simulation verwendete Temperatur, siche Abb.3-2).

064
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Abbildung 3-2 Die rechte Figur zeigt den Anteil ©(T') der relativ beweglichen
Regionen als Funktion von /7. Die linke Abbildung stellt die Temperat-
urabhangigkeit von n; (Dreiecke) und ny (Quadrate) dar.
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3.5.2 Dynamische Heterogenitat

Der erste Term von (3.7) kann als Beitrag relativ kleiner kooperativer Regionen
zur Verteilungsfunktion P(Neeep, T') interpretiert werden. Die diesen koopera-
tiven Regionen in Umkehrung der obigen Definition zugeordneten Gitterzellen
sind sehr beweglich und konnen ihren Zustand bereits nach kurzer Zeit andern.
Der zweite Term entspricht dagegen wesentlich grofleren Regionen mit einer
breiten Verteilung. Die zugehorigen Gitterpunkte sind damit erheblich starker
behindert und zeigen eine ausgepriagte dynamische Heterogenitiat?. Es sollte
bemerkt werden, dafl bewegliche und stark behinderte Gitterpunkte durch-
aus in unmittelbarer Nachbarschaft existieren konnen. Der Anteil der relativ
groflen kooperativen Regionen betrdgt 1 — ¢(T'), wiahrend die kleineren, be-
weglichen Regionen dementsprechend den Anteil ¢(7T') haben. Die Funktion
©(T') selbst wird mit sinkender Temperatur immer kleiner, siche Abb.3-2.

Man kommt also zu der Schluf3folgerung, dafl die dynamische Heterogenitat
mit sinkender Temperatur erheblich zunimmt, da sowohl der Anteil der hierzu
beitragenden kooperativen Regionen als auch die Breite ny(7") der zugehdrigen
Verteilung mit abnehmender Temperatur anwachsen.

Dieses Verhalten ist eine charakteristische Eigenschaft unterkiihlter Fliis-
sigkeiten unterhalb T, und wird auch durch andere numerische Simulationen
[39, 50] sowie verschiedenen experimentellen Techniken [10, 51] bestétigt. Die
dynamische Heterogenitat realer Glaser und unterkiihlter Fliissigkeiten kann
sehr leicht im Rahmen des SFM[2,2] verstanden werden. Da die einzelnen
Gitterpunkte Zellen mit einer Anzahl von Molekiilen reprasentieren, bedeutet
die dynamische Heterogenitét, daf§ Tracermolekiile in Zellen mit einer kleinen
kooperativen Region sehr beweglich sind und deshalb z.B. relativ schnell dif-
fundieren. Andere Tracer in Zellen mit sehr grofien kooperativen Regionen sind
iiber lange Zeiten praktisch blockiert, obwohl sie sich unter Umstanden in der
Nahe beweglicher Tracermolekiile befinden konnen. Die Lebensdauer der stark
blockierten Zustande ist bei tiefen Temperaturen extrem lang. Diese Tatsache
ist bereits von anderen Simulationen [14, 104, 118] bekannt. Dazu gentigt es, die
Spin-Autokorrelation ®(¢) und die globale Mobilitat W(t) zu vergleichen. Man
findet, dafl bei hinreichend tiefen Temperaturen ®(t) bereits fast abgeklungen
ist (d.h. die Struktur gilt als nahezu relaxiert), wéhrend W(¢) noch erheblich
von 0 verschieden ist, d.h. ein betrdchtlicher Anteil von Gitterpunkten hat
noch keine Zustandsanderung realisieren konnen.

An dieser Stelle sollte riickwirkend bemerkt werden, dafi die gewonnenen
numerischen Resultate die eingangs getroffene Aussage unterstiitzen, dafi das
SFM[2,2] (hier stellvertretend fiir alle in Frage kommenden SFM][n,d]) eine
verniinftige Beschreibung langsamer dynamischer Prozesse in Glasern und un-

2Die dynamische Heterogenitit beruht darauf, dal Gitterpunkte mit groen kooperativen
Regionen eine sehr lange Zeit bendtigen, bevor eine Zustandsdnderung erfolgen kann. Es gilt
ein ungefahr exponentieller Zusammenhang zwischen Ncoop und der zugehérigen ‘lokalen’
Relaxationszeit, siehe [60].
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terkiihlten Fliissigkeiten fiir 7" < T, bietet.

3.5.3 Mittlere GroBe kooperativer Regionen

Die Kenntnis der Verteilungsfunktion P(Ncoep,7) ermoglicht die Bestimmung
beliebiger thermodynamischer Mittelwerte. Hier soll speziell die mittlere Grofie
der kooperativen Regionen N bestimmt werden. Abb. 3-3 zeigt eine relative
starke Temperaturabhéngigkeit. Wie erwartet ist die mittlere Grole der ko-
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- .
N=1.482exp(1.338(T)""") -

Abbildung 3-3 mittlere GroBe N der kooperativen Regionen als Funktion von
e/T. Die gestrichelte Linie entspricht einem Fit mit In N = Cy + C'(g/T)".

operativen Regionen nicht Arrhenius aktiviert. Eine (3.6) nachempfundene
Darstellung In N = Cy + C(¢/T)? erweist sich als zweckmiiflig. Eine einfache
Anpassung fithrt auf Cy = 0.3944+0.005, ¢} = 1.34+0.01 und # = 1.51 £ 0.02.
Es sollte aber noch einmal darauf hingewiesen werden, daf8 die mittlere GroBe N
der kooperativen Regionen nicht mit einer charakteristischen Grole Ny, ver-
wechselt werden darf. Gébe es ein N, dann gébe es auch einen grofien Anteil
von Regionen, deren Gréfle in der Umgebung Nepa, liegt. N existiert dagegen
auch fiir strukturlose Verteilungsfunktionen (im vorliegenden Fall Exponen-
tialfunktionen) und hat nicht notwendig etwas mit einem dominanten Anteil
zu tun. Der Glasiibergang wird, wie man sehen kann, zumindest im Rahmen
des SFM]2, 2] und sicher auch jedes anderen verniinftig gewahlten SFM|[n, d],
nicht durch eine dominante Skala auszeichnet. Dieses Ergebnis wird durch eine
Vielzahl experimenteller Befunde bestétigt [21].
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4. DER MISCHALKALIEFFEKT

4.1 Leitfahigkeitsanomalien in Glasern

Im Gegensatz zu den relativ universellen thermodynamischen Eigenschaften
unterkiihlter Fliissigkeiten ist die Struktur auf der atomaren Ebene stark von
der jeweiligen Substanz abhangig. Daher kann man erwarten, dal sowohl die
lokale Struktur als auch die nichtlokale kooperative Dynamik des jeweiligen
Glases die Diffusion von eventuell vorhandenen Ionen und damit die ionische
Leitfahigkeit in solchen Materialien kontrollieren. Ein typisches Beispiel ist
das fiir technische Anwendungen héufig verwendete amorphe Quarzglas, das
aus nichtkristallin angeordneten SiO,—Tetraedern besteht. Dieses Netzwerk
wird durch chemische Bindungen zwischen den Tetraedern (Sauerstoffbriicken)
stabilisiert, wobei aber nicht alle Sauerstoffatome aus topologischen Griinden
gesittigt werden kénnen!. Die Dynamik des Glases basiert auf dem Offnen von
Sauerstoftfbriicken, kooperativen Umlagerungen der so kurzzeitig mobil gewor-
denen Atome und der anschliefenden Bildung neuer Sauerstoffbriicken. Unter-
halb der Glasiibergangstemperatur 7j ist die Struktur des Quarzglases nahezu
fixiert, d.h. die Mehrzahl der chemischen Bindungen ist hier auch tiber eine
langere Beobachtungszeit stabil.

Die Implantation von Alkalikationen in reines Quarzglas fithrt zu einem er-
heblichen Anstieg der elektrischen Leitfahigkeit. Verwendet man gleichzeitig
zwei Sorten von Kationen, z.B. Na® und K, dann zeigt die Leitfahigkeit eine
ausgepragte nichtlineare Abhéngigkeit vom Kompositionsverhaltnis der Katio-
nen [19, 57|, obwohl die Gesamtkonzentration der Kationen konstant gehalten
wird. Die Leitfahigkeit zeigt in den meisten Fallen ein Minimum in der Umge-
bung eines Verhaltnisses von 1:1 zwischen den beiden Kationentypen. Zwi-
schen der Leitfahigkeit von Glasern mit jeweils nur einer Kationenkomponente
(Kompositionverhaltnis 1:0 und 0:1) und dem Minimum besteht ein Gréfienun-
terschied von 3 bis 6 Dekaden [84]. Dieses Phénomen 148t sich nicht mit dem
bekannten Superpositionsprizip der Einzelleitfahigkeiten erklaren, das man z.B.
bei elektrolytischen Losungen problemlos anwenden kann. So ist dieser Misch-
alkalieffekt (MAE), auch als 'mixed mobile ion effect’ (MMIE) bezeichnet, eine
typische Eigenschaft der Ionenleitfahigkeit in komplexen Systemen, wie z.B.
Glasern.

Das Phanomen Mischalkalieffekt ist bereits seit iiber 100 Jahren bekannt.
Zur Erklarung dieser ungewohnlichen Erscheinung wurde in den vergangenen
Jahrzehnten eine Vielzahl von Modellen entwickelt. Eine Zusammenstellung

'Eine vollstindige Sittigung aller Sauerstoffvalenzen ist nur im kristallinen Zustand
moglich.
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dieser Modelle findet man bei Day [19] und Ingram [57, 58]. Trotzdem existiert
bis heute kein brauchbarer theoretischer Rahmen zur analytischen Darstellung
dieses Problems auf der Basis einer Fern-Wechselwirkung zwischen den Katio-
nen.

Von der Vielzahl verschiedener Modelle enthalt das unified site relaxation
model” (USRM) von Bunde, Funke und Ingram [13, 18| realistische Ziige, die
zumindest eine qualitative Erklarung der Leitfahigkeitsanomalie ermdglichen.
Die Autoren kombinierten die Relaxation des lokalen Coulombfeldes? und spon-
tane Sprungprozesse, um sowohl die Frequenzabhangigkeit der ionischen Leit-
fahigkeit als auch den Mischalkalieffekt erklaren zu konnen. Im wesentlichen
wird der Sprung eines Kations auf eine benachbarte Leerstelle mit einer thermo-
dynamisch bestimmten Wahrscheinlichkeit erlaubt, wenn diese Leerstelle nicht
bereits durch ein anderes Kation besetzt ist. Wird eine vakante Stelle durch ein
Kation besetzt, so erfolgt eine Anpassung der Umgebung an das jeweilige spezi-
fische Kation durch lokale, strukturelle Relaxationen der Glasmatrix. Entschei-
dend ist dabei, ob die jeweils neu besetzte Stelle zuvor von einem Kation
des gleichen Typs, des jeweils anderen Typs oder lange Zeit gar nicht besetzt
war. Die jeweilige aktuelle Situation bestimmt sowohl die Sprungwahrschein-
lichkeit des betrachteten Kations als auch die notwendige Relaxationszeit fiir
die Anderung der lokalen Umgebung. Die numerische Behandlung dieses Mo-
dells zeigt bei einer entsprechenden Parameterwahl (Relaxationszeiten, Uber-
gangswahrscheinlichkeiten) ein Leitfdhigkeitsminimum bei einem Kompositions-
verhéltnis f ~ 0.5 in qualitativer ﬂbereinstimmung mit experimentellen Daten.
Probleme entstehen hauptsachlich fiir Glasern, bei denen ein Teil der Katio-
nen unterhalb der Glasiibergangstemperatur ausgetauscht wurde. Hier ver-
sagt das USRM vollstandig, so dafl eine Erweiterung bzw. ein anderes Modell
wiinschenswert erscheint. Deshalb wurde versucht, eine Erklarung des Misch-
alkalieffektes unter Berticksichtigung der kooperativen Bewegung der Katio-
nen auf Grund ihrer Wechselwirkung mit dem kovalenten Glasnetzwerk zu
geben. Wie bereits oben angedeutet, ist das USRM eine typische lokale Theo-
rie, d.h. die strukturellen Relaxationen in der Umgebung der Kationen bzw.
momentan nicht besetzter Platze sind vollstdndig entkoppelt. Im Vergleich
dazu basiert die hier vorgestellte Theorie [94] auf einer effektiven kinetischen
Wechselwirkung der Kationen in einem Volumen von der Groflenordnung der
kooperativen Regionen (siche Kap.3).

2Diese Relaxation erfolgt hauptséchlich durch lokale Bewegungen der Counterionen. Im
Fall des Silikatglases werden diese Ionen durch Sauerstoffionen gebildet, die immer noch kova-
lent am Silikatnetz gebunden sind, aber im Moment nicht zur Bildung von Sauerstoffbriicken
beitragen.
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4.2 Kinetisches Wechselwirkungsmodell

Die folgenden Untersuchungen orientieren sich an Glasern, die ein kovalentes
Netzwerk bilden. Typische Materialien sind z.B. SiO,, BoO3 und GeO,, aber
auch einige Polymere und polymere Netzwerke sind geeignete Kandidaten.
Werden solche Glaser durch Zugabe von Salzen oder Oxiden modifiziert, dann
wird folgendes Szenario beobachtet: die mit den zusétzlichen Substanzen einge-
brachten Anionen (in den meisten Anwendungen handelt es sich um Sauerstoff-
ionen) werden an das bereits vorhandene Netzwerk durch kovalente Bindungen
gebunden und gewéhrleisten als Counterionen die Neutralitiat des gesamten
Systems. Nur die Kationen, z.B. die Alkaliionen Na® und K®, bleiben mo-
bil. In diesem kovalenten Netzwerk verhalten sich die Kationen ahnlich wie
in einer Potentiallandschaft mit einer grofien Zahl verschieden tiefer lokaler
Minima, in denen die Kationen temporar gefangen sind. Die Ursache fiir die
Existenz unterschiedlich tiefer Minima resultiert aus der ungeordneten Struk-
tur der Glasmatrix: Starker gebundene und damit relativ immobile Kationen
werden hauptsachlich in der Umgebung von Counterionen erwartet, wahrend
schwécher gebundene, mobilere Kationen in nahezu neutralen Regionen des
Glases lokalisiert sind.

Fiir die weiteren Uberlegungen soll angenommen werden, da8 fiir jedes Kat-
ion nur zwei Zustande (also zwei Sorten Minima) existieren: schwach oder stark
gebunden. Natiirlich ist das eine sehr vereinfachende Annahme. In der Realitat
wird man eine nahezu glatte Verteilung der Minima bzgl. der Potentialtiefe
erwarten konnen. Trotzdem ist die Annahme flacher und tiefer Minima fiir das
hier verfolgte Ziel eine akzeptable Approximation.

Die Bewegung der stark gebundenen Kationen ist eng mit der Dynamik
des umliegenden Glases verbunden, d.h. diese Partikel sollten die Relaxations-
prozesse der Glasmatrix nachhaltig modifizieren. Damit gewinnen die stark
gebundenen Kationen natiirlich auch einen indirekten Einflufl auf die Mobili-
tat der anderen (schwach gebundenen) Kationen, denn die Beweglichkeit aller
Kationen in der Glasmatrix hangt nicht nur vom aktuellen Bindungszustand,
sondern auch von der momentanen Beweglichkeit des kovalenten Netzwerkes
ab. Dieses Phanomen soll hier als kinetische Wechselwirkung bezeichnet wer-
den, im Gegensatz zur dynamischen (oder energetischen) Wechselwirkung, die
auf einem direkten Kontakt der Partikel iiber entsprechende Felder beruht?.

Fiir die folgende, quantitative Analyse miissen einige Grolen definiert wer-
den. Die Konzentrationen der Kationen vom Typ A und B seien ¢4 und cp.
Damit ist die Gesamtkationenkonzentration durch ¢ = ¢4 + ¢ und das Kom-
positionsverhéltnis der Kationen durch f = ca/(ca + cp) gegeben. ®y ist

3Die Coulomb-Wechselwirkungen zwischen den Kationen ist eine typische energetische
Wechselwirkung. Durch Counterionen ist diese aber praktisch abgeschirmt und kann ver-
nachlassigt werden. Eine ausgepragte energetische Wechselwirkung zwischen den Kationen
wiirde aulerdem zu Korrelationen in der rdumlichen Verteilung der Kationen fiihren, die
experimentell aber nicht bestatigt werden.
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die Konzentration der tiefen Minima, ¢* (mit ¢* < ®4) die Gesamtkonzen-
tration der stark gebundenen Kationen und f* das entsprechende Komposi-
tionsverhaltnis. Die Konzentration der tiefen Minima héangt natiirlich von der
Struktur des kovalenten Netzwerkes ab und wird wesentlich von der Verteilung
der Defekte, z.B. der offenen Sauerstoffbriicken, bestimmt. Da deren Anzahl
auch vom Kationengehalt bestimmt ist, wird ®4 implizit eine Funktion der
Gesamtkationenkonzentration ¢ und zumindestens teilweise auch des Kompo-
sitionsverhéltnisses f sein, d.h. ®q = Pq4(c, f). Im allgemeinen besteht eine
monotone Beziehung zwischen der Gesamtkonzentration der Kationen ¢ und
der Konzentration der tiefen Minima ®4: die Anzahl der tiefen Minima wachst
mit dem Kationengehalt an. Die Abhéngigkeit vom Kompositionsratio f ist
dagegen wesentlich schwécher. Daher soll in der folgenden Diskussion die hin-
reichende Annahme ®4 ~ ®4(c) gemacht werden, wobei eine Erweiterung auf
den allgemeinen Fall &4 = ®4(c, f) jederzeit moglich ist.

Im allgemeinen ist die potentielle Energie der Kationen in den tiefen und
flachen Minima vom Kationentyp abhéngig, d.h. im vorliegenden Modell gibt
es vier Energien*: die Energie der Kationen in den flachen Minima —FE,4 und
—FEp und die Energie der Kationen in den tiefen Minima —FE% und —E%.
Damit ist die Konzentration der relativ immobilen Kationen in den tiefen Lo-
chern eine Funktion der Temperatur 7', der Konzentration der tiefen Minima ®4
und der Kationenkonzentration: ¢* = ¢*(T, ®q,ca,cg) = (T, Pg,cf,c(1 — f))
oder, wenn man ®4 = ®4(c, f) beriicksichtigt, ¢* = ¢*(T, ¢, f). Das Komposi-
tionsverhaltnis f* wird natiirlich ebenfalls durch diese Parameter kontrolliert,
d.h. f*= f(T,c f).

Ein wichtiger Grenzfall ist gegeben, wenn die Bindungsenergien nicht vom
Kationentyp abhéngen (E4 = Ep und E% = EF). Natiirlich ist dieser Spezial-
fall nur eine Approximation fiir ein reales Glas. Trotzdem kann fiir ein generelles
Verstandnis von dieser Naherung Gebrauch gemacht werden. Ein Erweiterung
auf den realistischeren allgemeinen Fall ist gegebenenfalls immer realisierbar.
Damit erhélt man sofort ¢* = ¢*(T,®q,¢) = ¢*(T,¢) und f* = f. Fir die
weitere Diskussion soll dieser Grenzfall Grundlage sein.

Schlieflich wird noch die Konzentration der schwach gebundenen, relativ
mobilen Kationen ¢, = ¢—¢* und das entsprechende Kompositionsratio f.on
benotigt. Der eben erwahnte Spezialfall liefert sofort fuon = f.

4.3 Leitfahigkeit und Diffusionskoeffizient

Die Fraktionen der stark bzw. schwach gebundenen Kationen sind im ther-
modynamischen Limes wohldefinierte Groflen, d.h. thermische Fluktuatio-
nen der Kationenkonzentrationen sind im makroskopischen System irrelevant.

4Da es sich um Bindungsenergien handelt, sind alle vier Energiewerte negativ, d.h. bei
der gewéhlten Darstellung ist 4 5 > 0 und E7 5 > 0.
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Jedes Kation okkupiert ein Minimum nur fiir eine mehr oder weniger zufallige
Wartezeit und es bewegt sich wahrend relativ kurzer Sprungzeiten in ein an-
deres Minimum, d.h. der Anteil der Kationen auflerhalb der Minima ist ver-
nachlassigbar gering. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung und damit die
Wartezeitverteilung wird bestimmt durch die Tiefe der Potentialminima und
die lokale Mobilitat der umgebenden Glassmatrix. Uber ein hinreichend langes
Zeitintervall wird jedes Kation sowohl tiefe als auch flache Potentialminima
besetzt haben. Daher sind die individuellen Diffusionskoeffizienten® fiir alle
Kationen eines Types aquivalent und konnen als gewichtete Mittelwerte der
Sprungraten fiir das Verlassen der tiefen und flachen Minima ausgedriickt wer-
den [49].

Natiirlich ist die Leitfahigkeit eine kollektive Eigenschaft der Menge aller
Kationen. Im thermischen Gleichgewicht ist die Anzahl der Kationen, die
wéhrend eines gegebenen Zeitintervall die tiefen (bzw. flachen) Potentialmi-
nima verlassen, gleich der Anzahl von Kationen die solche Minima besetzen
(Prinzip des detaillierten Gleichgewichts). Obwohl sich die individuelle ener-
getische Situation jedes Kations permanent dndert, bleibt der kollektive Zu-
stand erhalten. Jedes Kation, das eine bestimmte Fraktion® verlaft, wird durch
ein Kation aus einer anderen Fraktion ersetzt. Damit kann das Gesamtsystem
allein durch Fraktionen stark und schwach gebundener Kationen beschrieben
werden, unabhangig davon, ob die individuellen Kationen standig zwischen
den einzelnen Fraktionen wechseln. Aus Sicht der statistischen Physik verbirgt
sich hinter dieser Tatsache das Prinzip der Ununterscheidbarkeit identischer
Teilchen. Fiir die Bestimmung kollektiver Eigenschaften, wie etwa der lonen-
leitfahigkeit, bedeutet dieses Prinzip, daf ein thermodynamisches System von
Kationen, die stédndig zwischen den einzelnen Fraktionen (unter Erhaltung der
Konzentration in den Fraktionen) wechseln, durch ein System ersetzt werden
kann, bei dem kein Austausch zwischen den Fraktionen erfolgt. Fiir die wei-
teren Betrachtungen soll dieses Ersatzsystem genutzt werden.

Wegen der Energiedifferenz AE, = EJ — E, zwischen stark und schwach
gebundenen Kationen der Sorte v = A, B gilt die Relation:

DY
DT’LOb — DBy /kBT (4.1>

immob

zwischen den Diffusionskoeffizienten D | der mobilen und der D] . immo-
bilen Fraktionen. Die Leitfahigkeit o, der einzelnen Komponenten ist durch die
Nernst-Einstein Gleichung, zusammengesetzt aus den Beitrdgen der mobilen

und immobilen Fraktionen, bestimmt:

2
O-’Y = kq’YT (D;obc’rynob + D?r/nmobcs) (4 2)
2 .
_ qwkin%ob (Cw + C:(efAEW/kBT . 1))

5Der Diffusionskoeffizient ist im d-dimensionalen Raum gewdhnlich definiert als der
Grenzwert D = tlim (2?) (2dt) ",

5Es gibt im vorliegenden Modell vier Fraktionen: die stark und schwach gebundenen
Kationen der Sorten A und B.
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(mit v = A, B). Hier ist ¢, die elektrische Ladung der entsprechenden Kat-
ionen. Die Diffusionskoeffizienten sind durch Eigenschaften der Kationen und
durch die Mobilitdat des kovalenten Netzwerkes festgelegt. Formal kénnen die
Diffusionskoeffizienten D] , als ein Produkt von zwei Faktoren geschrieben
werden:

D)., =L7." (4.3)

mob

Der erste Faktor L, beriicksichtigt die spezifischen Eigenschaften der Katio-
nensorten v = A, B, z.B. die Masse der Kationen, die Bindungsenergie und
mogliche Wechselwirkungen mit der unmittelbaren Umgebung der einzelnen
Kationen. Der zweite Faktor 7, ! ist hauptsichlich bestimmt durch die Rela-
xationsprozesse der Glasmatrix und wird durch die Temperatur und den Alka-
ligehalt des Glases kontrolliert. Dieser Faktor definiert die eigentliche Zeitskala
T der Diffusion. Daher kann 7. auch als mittlere Leitfahigkeitsrelaxationszeit
interpretiert werden.

Wie bereits angenommen wurde (siehe oben), fiihrt der Einbau stark gebun-
dener Kationen in die Glasmatrix zu einer Modifikation des kovalenten Netz-
werkes. Diese Modifikation mufl bei der Berechnung der mittleren Relaxations-
zeit T, beriicksichtigt werden. Allgemein kann man daher erwarten, dafl 7. von
¢ und f* abhéngt. Die genaue funktionale Abhéngigkeit soll jetzt bestimmt
werden.

Offenbar wird der Sprung eines Kations von einem Minimum in ein anderes
behindert. Ursache ist das umgebende kovalente Netzwerk, das ahnlich wie
ein Kafig wirkt. Die mittlere Zeit zum Verlassen eines solchen Kafigs wird
bestimmt durch die lokale Beweglichkeit der Glasmatrix und damit durch die
Grofle der dem ausgewihlten Kation zugeordneten kooperativen Region?, d.h.
eine mittlere Anzahl N von Partikeln des kovalenten Netzwerkes muf erst ver-
schoben werden, bevor das gefangene Kation einen elementaren Sprungprozefl
realisieren kann. Die Modifikation des Netzwerkes durch den Einbau stark
gebundener Kationen fithrt zu der Beziehung N = N (T, ¢*, f*).

Unter der Voraussetzung, dafl eine gegebene kooperative Region aus N
Partikeln besteht, kann die zugehorige Relaxationszeit entsprechend einer Ar-
gumentation von Adam und Gibbs [1] (siche auch [60]) geschrieben werden
als

Te = Teoo €XP (e N) (4.4)

Hierbei ist «. ein empirischer Faktor, der spater als Fitparameter benutzt
werden kann. 7., ist die natiirliche Zeitskala des entsprechenden Relaxa-
tionsprozesses und wird durch den Hochtemperaturlimes 7. = 7.(1T" — 00)
definiert. Benutzt man (4.3) und den funktionalen Zusammenhang (4.4), dann
kann die Leitfahigkeit des Glases mit Kationen durch die Beziehung:

"Hier wird die bereits in Kap.3 benutzte Definition der kooperativen Region verwendet.
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exp (—och)

c = ¢4La (cf + c*f*(e_AEA/kBT — 1)) e

exp (—aCN)

L (el = ) + ¢ (1= e/t 1)) =

(4.5)

ausgedriickt werden®. Fiir die weitere Diskussion von (4.5) wird jetzt ein ex-
pliziter Ausdruck zur Beschreibung der mittleren Groéfle der kooperativen Re-
gionen N = N(T,c*, f*) benétigt. Fiir ein reines kovalentes Netzwerk ohne
Kationen hangt die mittlere Grofle der kooperativen Regionen nur von der
Temperatur ab [1]. Die genaue Abhéngigkeit ist materialspezifisch. Auf jeden
Fall wird man einen nichtlinearen Zusammenhang finden kénnen, der qualita-
tiv mit den Ergebnissen in Kap.3 tibereinstimmt. Fiir eine empirische Darstel-
lung, hinreichend weit oberhalb der Vogel-Temperatur Ty, geniigt bereits das
bekannte Vogel-Fulcher Gesetz [115] zur Approximation der mittleren Anzahl
von Partikeln pro kooperativer Region des reinen kovalenten Netzwerkes [60]

=50 90

N(T):T_T0

(4.6)

In der Nédhe von Tj sollten dagegen andere, divergenzfreie Naherungen, z.B.
InT ~ NO(T) ~ T7" [7, 99] verwendet werden. Daf} ein solches Potenzge-
setz sinnvoll ist, wurde bereits in Kap. 3 durch numerische Simulationen
am SFM[2,2] gezeigt. Eine wichtige Klasse ionisch leitender Glaser?, die den
Mischalkalieffekt zeigen , sind starke Gléaser [11], d.h. ihre Vogeltemperatur
ist sehr klein oder verschwindet sogar (7, — 0). Solche Glédser werden in
ihrem Relaxationsverhalten durch ein Arrheniusgesetz bestimmt. In diesem
Fall wird die mittlere Groe der kooperativen Regionen durch NO(T) ~ 77!
beschrieben, d.h. das empirische Vogel-Fulcher Gesetz und das Potenzgesetz
liefern in diesem Limes das gleiche Verhalten. Fiir die weiteren Uberlegungen
ist jedoch die genaue Beziehung zwischen N und der Temperatur nicht von
entscheidender Bedeutung.

Die Modifikation des Glases durch den Einbau von zwei Arten Kationen
(A,B) dndert die Groflen der kooperativen Regionen. Es wird jetzt ein be-
liebiges Kation ausgewéhlt, mit dem Index I versehen und die Grofle der zu
diesem Kation gehorenden kooperativen Region mit N; bezeichnet. Diese Defi-
nition der kooperativen Region entspricht genau dem Vorgehen in Kap.3. Ent-
hilt die Region auflerdem N;' relativ immobile Kationen vom Typ A und NP
Kationen vom Typ B, dann wird sich die aktuelle Grofle dieser kooperativen

8Fs sollte an dieser Stelle bemerkt werden, dafl N nicht wie in Kap.3 durch eine einfache
Mittelwertbildung aus der Verteilung P(NN) erzeugt werden kann. Vielmehr mu8 N aus der
Beziehung 7 o €xp (acﬁ) =Te = Te,o0 (€XP (@cN)) bestimmt werden, wobei die Mittelung
selbst mit der Verteilungfunktion P(N) fir die Grofie der kooperativen Regionen erfolgt
(sieche Anhang 3).

9YHauptsichlich auf der Basis von SiOg or GeOs.
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Region gegeniiber einer Region ohne stark gebundene Kationen verandern. Die
Berticksichtigung ausschliellich linearer Korrekturen fithrt zu der allgemeinen
Darstellung

My
Ny =N{+g> nj+hM; =N} +g(Nf = NP) + h (N + NF) (47

i=1

N? ist dabei die GroSe der aktuellen kooperativen Region ohne implantierte
Kationen, g und h sind empirische Faktoren, die natiirlich noch von dem jeweili-
gen Glas bestimmt sind und daher als Materialkonstanten zu betrachten sind.
Die spezielle Wahl der Darstellung (4.7) erlaubt zumindest eine Interpretation
des Faktors g: da dieser an die Differenz N7* — NP koppelt, charakterisiert g
den Einflufl der Massendifferenzen und Abweichungen im spezifischen Volumen
zwischen beiden Kationensorten auf die Mobilitat des modifizierten Glases. Die
aktuelle Relaxationszeit der dem Kation I zugeordneten kooperativen Region
ist dann durch

Ted = Teoo €XP (e N7) (4.8)

gegeben. Die benctigte mittlere Relaxationszeit 7. folgt durch Mittelung,
sowohl iiber alle moglichen Verteilungen der kooperativen Regionen, als auch
iiber alle moglichen Verteilungen der relativ immobilen Kationen vom Typ A
und B:

Te = Te,o0 €XP (ozCW) = (T1) = Teoo (exp (aNT)) (4.9)
Hieraus folgt die gesuchte mittlere Grofle der kooperativen Regionen:
— 1
N = —In(exp (a.Ny)) (4.10)

Der Mittelwert kann jetzt durch eine Kumulantenentwicklung bestimmt wer-
den. Bis zur zweiten Ordnung dieser Darstellung erhélt man (Anhang 3):

Fe = LR - D+ e+ Gt g2f — 1) + AP

b 20 P (1= ) + g2 — 1) + b e

Diese Gleichung erlaubt die Bestimmung der Relaxationszeit 7.. Zunéachst
soll die mittlere Grole der kooperativen Regionen bestimmt werden, falls nur
eine Kationensorte vorhanden ist. Der Fall, dal das Glas nur Komponente B
enthdlt (f* = 0) fithrt auf:

NB(C*,T)
— o =1+ (h—g)+
N°(T) 2 P

o Py —

(h=g) +c?(h—g)" (412)

wéhrend der Fall eines Glases mit der reinen Komponente A (f* = 1) gegeben
ist durch:

Na(cr,T) . Og — c* 9 5 9
———=1+c(h+g)+ (g+h)"+c=(g+h) (4.13)
N(T) 2 Pg
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Damit kann die mittlere Anzahl der Partikel pro kooperative Region fiir ein
beliebiges Kompositionsverhaltnis geschrieben werden als

N = Np(T) (1= f*) + Na(e", T)f*
val Qe *2 2 rx * (414>
+ oN(T) (g - 2) 2Pt (1 - )
Aus (4.14) und (4.9) folgt der gesuchte Ausdruck fiir die mittlere Relaxations-
zeit T

C*Q *(1—f*
TO(T))“ fr(1=f%) (4.15)

Te=Ta(@, T) 7 (1, 7)) (
Te,00
mit dem Koeffizienten y = 2 (a./®q — 2) g* und den Relaxationszeiten der

Alkaligléser mit einer Komponente: 7.,(c¢*,T) (v = A,B):
Ta(c,T) = Te oo €XP (aCNA) und Tp(c*,T) = Tco0 €Xp (aCNB) (4.16)

Die Relaxationszeit 7o(7") in (4.15) entspricht dem extrapolierten Fall eines
reinen kovalenten Netzwerkes mit derselben Struktur und Verteilung der tiefen
und flachen Potentialminima, wie auch in dem entsprechenden kationenhaltigen
Glas'?,

Weiterhin soll an dieser Stelle noch darauf hingewiesen werden, dafl der
materialabhangige Faktor «. eine spezifische Grofle des betrachteten Rela-
xationsprozesses ist, der im vorliegenden Fall an die Leitfahigkeit bzw. die
Diffusion der Kationen gekoppelt ist. Ein anderer Prozel im gleichen Glas,
z.B. die strukturelle Relaxation, besitzt nach dem vorliegenden Konzept ko-
operative Regionen der gleichen mittleren Gréfe N, aber einen anderen Fak-
tor as. Damit zeigen verschiedene Prozesse im gleichen Glas verschiedene
Relaxationszeiten, z.B. ist die eben erwahnte strukturelle Relaxation durch
Ts = Ts,00 €XP {aSN} charakterisiert, wihrend die Leitfahigkeitsrelaxationszeit
gegeben ist durch 7. = 7. exp {acﬁ}. Diese Abhéngigkeiten entsprechen
der im Rahmen des empirischen Ansatzes von Adam und Gibbs [1] gemachten
generellen Annahme, daf die allen Observablen zugrunde liegende Dynamik des
Glases Groie und Verteilung der kooperativen Regionen vollstandig bestimmt.
Damit bekommen innerhalb dieser Vorstellung physikalische Groien, welche die
kooperativen Regionen direkt beschreiben, einen nahezu universellen Charak-
ter. Andere physikalische Observablen, z.B. die elektrische Leitfahigkeit, der
dynamische Strukturfaktor oder der dielektrische Modul sind verschieden stark
an die dynamischen Prozesse und damit an die kooperativen Regionen gekop-
pelt. Die Kopplungsstarke wird empirisch durch solche Parameter wie ag bzw.
a. beschrieben. Es ist durchaus moglich, dal Koeffizienten a. und «y eine
gewisse, wenn auch allgemein schwache, Temperaturabhangigkeit aufweisen

10Fs sollte beachtet werden, dafl diese Relaxationszeit 7¢ (T') nur aus experimentellen
Daten extrapoliert werden kann, weil ein leeres kovalentes Netzwerk mit der gleichen Struktur
wie das kationenhaltige Netzwerk stets instabil und damit experimentell nicht erreichbar ist.
7o(T) ist aber auf keinen Fall identisch mit der Relaxationszeit des reinen kovalenten Glases,
z.B. amorphes SiOs.
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kénnen. Bereits geringe Abweichungen, sowohl von der Darstellung (4.4) als
auch von der Annahme, dafl kooperative Regionen als alleinige Kontrollparame-
ter der Dynamik unterkiihlter Fliissigkeiten und Glésern ausreichen, gentigen,
um eine Temperaturabangigkeit zu rechtfertigen.

Gewohnlich erhalt man ag > .. Damit folgt fiir den sogenannten Ent-
kopplungsindex [54] R, (T) = In(7s/7c) = In(Ts00/Tec00) + (5 — a.)N, d.h.
dieser Wert wéchst mit abnehmender Temperatur. R (T") ist sehr klein oder
verschwindet fiir hohe Temperaturen, d.h. strukturelle und Leitfahigkeitsre-
laxation erscheinen als stark gekoppelte Prozesse. Fiir tiefe Temperaturen
(experimentell meistens fiir 7 < T,) wéchst der Entkopplungsindex stark an
und die Leitfahigkeitsrelaxation ist scheinbar von der strukturellen Relaxation
entkoppelt. So daf sich bei einer kleinen Anderung der Temperatur mecha-
nische Eigenschaften in der Umgebung der Glasiibergangstemperatur 7, oft
erheblich andern, wahrend die Leitfahigkeit bei den gleichen Temperaturan-
derungen meistens nur gering variiert.

Die Substitution von (4.15) in (4.5) liefert schlielich die elektrische Leit-
fahigkeit des alkalihaltigen Glases:

_ 1 @Lalef +Zac f*) + apLlp (c(1 — f) + Zpc (1 — f*))
kBT 7 4(cr, TV 15 (c*, T) " (76(T) 7o) F 1)

(4.17)

mit Z, = exp{—AFEs/kpgT} — 1. An dieser Stelle sind drei Bemerkungen
angebracht:

e Die 1. Ordnung der Kumulantenentwicklung ist identisch zur einfachen
mean-field Approximation (7;) = 7. (exp (aeN1)) = Te 00 XD (e (N7)).
Diese Naherung vernachlassigt samtliche Fluktuationen des Komposi-
tionsverhaltnisses und des Alkaligehaltes. Insbesondere erkennt man, dafl
der nichtlineare Exponent puc*?f*(1 — f*) in (4.15) aus der Abweichung
des aktuellen Kationengehaltes innerhalb der kooperativen Regionen von
den entsprechenden Mittelwerten resultiert.

e Das Resultat (4.15) kann auch durch eine rein phdnomenologische Ent-
wicklung von N = N(T', ¢*, f*) nach Potenzen des Kompositionsverhlt-
nisses erhalten werden, also N = No(1 + 9 f* + 9@ £2) Die Sub-
stitution dieser Beziehung in (4.4) liefert eine analoge Abhéngigkeit wie
(4.15), nur der Einflu der Gesamtkonzentration bleibt offen.

e Das Resultat (4.17) ist auch dann giiltig, wenn nur ein Minimumtyp
vorhanden ist. In diesem Fall hat man den Limes ¢ — c¢*, f — f*
und AE4 p — 0 ausgefithrt. Formal bleiben dann also nur stark gebun-
dene Kationen zuriick. Tatsachlich lassen sich auch dafiir die Mehrzahl
der nachfolgend aufgefiihrten Phanomene wenigstens qualitativ erklaren.
Die Unterscheidung flacher und tiefer Minima ist aber notwendig, wenn
der Mischalkalieffekt nach einem Ionenaustausch unterhalb der Glasiiber-
gangstemperatur beschrieben werden soll. Auflerdem gibt es eine Anzahl
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von Experimenten und Vorstellungen zur ionischen Leitfahigkeit, die mit
der Existenz tiefer und flacher Minima vertréglich sind (siehe unten).

4.4  Anwendungen und experimenteller Vergleich

441 Tiefe und flache Potentialminima

Die Annahme der Existenz relativ mobiler und immobiler Kationen, d.h. die
Existenz von zwei verschiedenen Minimumtypen und damit Bindungszustanden
von Kationen ist dem Modell fiir den ionischen Transport in Silikatglédsern von
Greaves und Ngai [44] verwandt. Die Autoren interpretieren das Anwachsen
sowohl der makroskopischen Aktivierungenergie als auch der Bindungsenergie
mit abnehmenden Alkaligehalt auf der Basis von sogenannten Netzwerkspriin-
gen und Intrakanalspriingen der Kationen. Bei geringen Konzentrationen soll-
ten die im kovalenten Netzwerk verteilten Counterionen praktisch isoliert sein.
Tatséchlich nahert sich die experimentell bestimmte Bindungsenergie der Kat-
ionen der Coulombenergie isolierter Alkaliionen. Die Coulombwechselwirkung
zwischen Kationen und Counterionen ist, entsprechend dem oben vorgestell-
ten kinetischen Wechselwirkungsmodell, aber gerade die Ursache fiir die Exi-
stenz tiefer Potentialminima. Vorhandene flache Minima werden dagegen bei
geringen Kationenkonzentrationen selten okkupiert. Daher ist bei geringem
Alkaligehalt die Fraktion der stark gebundenen Kationen in Ubereinstimmung
mit dem Experiment dominant, die Leitfahigkeit also sehr gering. Bei héheren
Alkalikonzentrationen bilden sich unter Einbeziehung eines Teiles der vorhan-
denen Counterionen zumindest in einigen Silikatglasern Kanale, entlang denen
die Bewegung der Kationen offenbar wesentlich erleichtert ist. Die hier statt-
findenden Intrakanalspriinge sind nach Greaves und Ngai der entscheidende
Mechanismus [44], der die Mobilitdt der Kationen mit wachsender Konzen-
tration merklich erhoht. Die Kanalplatze konnen im kinetischen Wechsel-
wirkungsmodell als ein Teil der flachen Minima interpretiert werden. Da die
noch verbliebenen tiefen Minima (isolierte Counterionen) nahezu vollstéandig
besetzt sind, muf in den Kanélen zwangslaufig eine endliche Fraktion von Kat-
ionen vorhanden sein, die den Hauptteil zur Leitfahigkeit beitragen. Es sollte
aber bemerkt werden, daB weitere Ahnlichkeiten zwischen dem kinetischen
Wechselwirkungsmodell und dem Kanalmodell von Greaves und Ngai nicht
bestehen. Das kinetische Wechselwirkungsmodell benotigt an sich nur die Exi-
stenz von tiefen und flachen Potentialminima, komplexere Strukturelemente
wie z.B. die erwahnten Kanéale werden nicht direkt benétigt. Deshalb kann
das kinetische Wechselwirkungsmodell generell auf alle ionisch leitenden Glaser
angewandt werden, also z.B. auch zur Erklarung der Leitfahigkeitsanomalien
in Bor— und Germaniumglésern, in denen die oben beschriebenen Kanéle ex-
perimentell nicht gefunden werden konnten [55, 56]. Andererseits gibt es ex-
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perimentelle Hinweise, dafl die wesentlichen Vorausetzungen fiir das kinetische
Wechselwirkungsmodell, also die Existenz stark und schwach gebundener Kat-
ionen, auch in diesen Glasern erfiillt sind. Insbesondere die Auswertung von
RbyO-GeO, Spektren im fernen Infrarot [63] liefert dafiir einige wichtige Indika-
tionen. Relativ schwach gebundene Kationen lassen sich mit einem hochfre-
quenten Band im IR-Spektrum identifizieren. Die Intensitat dieses Bandes ver-
schwindet mit abnehmendem Alkaligehalt bei einer bestimmten Grenzkonzen-
tration. Zusatzlich existiert noch ein zweites, niederfrequentes Band, das
den stark gebundenen Kationen entspricht. Oberhalb der Grenzkonzentration
bleibt die Intensitdt dieses Bandes nahezu konstant (die tiefen Minima sind
dann nahezu vollstandig besetzt), und erst wenn die Grenzkonzentration un-
terschritten ist (also die flachen Minima praktisch entleert sind), sinkt auch die
Intensitat dieses Bandes. Die Existenz dieser zwei IR-Bénder kann auch bei
vielen anderen Glésern beobachtet werden, z.B. Silikat— und Borglasern [64].

4.4.2 Abhangigkeit der Leitfahigkeit von der Kationenkonzentration

Die Abhéngigkeit der Leitfahigkeit von der Konzentration soll hier am Beispiel
eines einkomponentigen Alkaliglases (das z.B. nur die Komponente A enthélt)
dargestellt werden, d.h. man wahlt f = f* = 1. Die Leitfahigkeit ist dann

4 La ( c—c*+ c*e‘AEA/kBT)
o=
kgT Ta(c,T)

Fiir die weitere Diskussion von (4.18) bendtigt man wenigstens eine ndherungs-
weise Angabe der Relation ¢* = ¢*(¢, T). Hier soll eine Approximation verwen-
det werden, die zu einem qualitativen Resultat fiilhrt. Eine detaillierte Analyse
benotigt mehr Informationen iiber ¢*, die nur aus hinreichend genauen Expe-
rimenten erhalten werden konnen. Die dafiir benutzte Naherung geht von der
Annahme aus, daf das kovalente Netzwerk unempfindlich gegeniiber einer An-
derung des Kationengehaltes ist, d.h. die Konzentration tiefer und flacher Po-
tentialminima hangt nicht von der Kationenkonzentration ab. Diese Annahme
ist mit Sicherheit eine starke Einschréankung, denn mit wachsendem Alkalianteil
nimmt natiirlich auch die Zahl der Counterionen und damit die Konzentration
der tiefen Potentialminima ®4 kontinuierlich zu. Jede Anderung des Alkalige-
haltes hat in realen Glasern also auch immer eine gleichzeitige Anderung der
Struktur und damit der physikalischen Eigenschaften des kovalenten Netzwer-
kes'! zur Folge. Fiir eine qualitative Diskussion sollte aber bereits die erwihnte
grobe Naherung ausreichen. In diesem Fall folgt fiir die Konzentration der stark
gebundenen Kationen:

by —* c—c* AFE 4
— — 4.19
& Pyt —Pa—c+ =P { kT } ( )

HDieser Einflul &uBert sich neben der diskutierten Abhingigkeit der Konzentration tiefer
Minima ®4 = ®4(c) auch in einer Beziehung AE4 = AFE4(c).

(4.18)

66 DER MISCHALKALIEFFEKT



(siche Anhang A.2), wobei @ die Gesamtkonzentration der Minima in dem
kovalenten Netzwerk ist. Aus (4.19) folgt eine Sattigung fiir hinreichend hohe

Gesamtkonzentrationen ¢, d.h. ligl (¢, T) = ®4. Der umgekehrte Fall

(¢ — 0) ist definiert durch hH(l) (e, T) ~c¢/(1 +exp{—AEs/kpgT}), d.h. der

Hauptteil der Kationen ist fiir geringe Konzentrationen ¢ stark gebunden.

s linear

nichtlinear

on 02 Lx o 0z 10

Abbildung 4-1 qualitatives Verhalten von reduzierter Leitfahigkeit op =
o(c)/o(Pior) und reduziertem Diffusionskoeffizienten Dp eines ionenleitenden
Glases als Funktion der reduzierten Konzentration x = ¢/®. Dg ist hier
definiert durch Dy = or/x. Parameter: a.No(T) = 80, a./Py = 0.5,
(g + h)Pior = —0.5, Dg/Pior = 0.5 und exp(—AE4/kpT) = 0.005.

Nach (4.18) ist damit die Leitfahigkeit bei kleinen Kationenkonzentrationen

(¢ < ®q4) stark nichtlinear in ¢ (exponentielle Abhéngigkeit, siche Abb.4-1)
q?qLAe—AEA/kBT c

7T knT (1 + e ABalbaTy 14 (c/(1+ exp {—AEL/kpT}), T)

(4.20)

wahrend bei hoheren Konzentrationen eine anndhernd lineare Relation zwi-
schen ¢ und ¢ vorliegt:
1 q124LA ( c— &g+ (I)de_AEA/kBT)

= 4.21
g kBT TA<(I)d,T) ( )

Natiirlich ist diese lineare Abhangigkeit im vorliegenden Fall ein Resultat der
benutzten Naherung. In realen Glasern findet man ebenfalls eine stark nicht-
lineare Funktion o(c) bei kleinen Konzentrationen ¢, wéhrend der Zusammen-
hang fiir hoheren Konzentrationen zwar nicht immer linear, aber wenigstens
wesentlich schwécher nichtlinear ausgepragt ist. So z.B. zeigen SiO,-Glaser
eine nichtlineare Abhéngigkeit vom Alkaligehalt fiir hinreichend kleine Konzen-
trationen von NayO (im ppm Bereich) [56, 88], wihrend bei htheren Konzen-
trationen (iiber 5 Molprozent NayO) ein annahernd lineares Gesetz beobachtet
wird.
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Abb.4-1 zeigt die Konzentrationsabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit
fiir den Fall relativ grofler Energiedifferenzen AE, > kgT'. Die hier dargestellte
qualitative Form findet man tatsachlich fiir die meisten ionenleitenden Glaser
[56], siehe auch Abb. 4-2.

o(f) (ift'cm)

T T
10 zn 30 40 a0 60O

mol % Na,Z

Abbildung 4-2 elektrische Gleichstromleitfahigkeit verschiedener Boratglaser
(B203) mit Natriumanteil (NayZ mit Z=SO,, Cly, O, F5) bei 300°C, Daten
entnommen aus [56]

4.4.3 Leitfahigkeit von Mischalkaliglasern

Niedrige Kationenkonzentration (¢ < ®4)

Im folgenden wird eine konstante Gesamtkationenkonzentration vorausgesetzt,
nur das Kompositionsverhaltnis f sei variabel. Bei geringen Kationenkonzen-
trationen werden die meisten Kationen tiefe Potentialminima besetzen. Be-
schrankt man sich auf den oben eingefiihrten Spezialfall £% = E% = E* und
E4 = Ep = E*— AFE und verlangt AE/kgT > 1, dann ist die Gesamtkonzen-
tration der relativ immobilen Kationen durch die Naherung ¢* =~ ¢ gegeben,
wahrend ihr Kompositionsratio durch f* = f festgelegt ist.

Der Exponent von 74(7") /T¢ (siche (4.17)) kann wegen der vorausgesetz-
ten geringen Konzentration ¢ vernachlassigt werden, d.h. puc? — 0. Man erhilt

_ 26_2‘3e—AE/kBT Laf+Lp(1—f)
 kgT f 1-f
B TA(Cy T) TB (Cv T)

o (4.22)

mit der Vereinfachung g4 = g = e. Die Leitfahigkeit zeigt ein Extremum
beim Kompositionsverhaltnis feyi;.
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Abbildung 4-3 reduzierte elektrische Leitfahigkeit o(7") /o (T") als Funktion des
Kompositionsverhaltnisses f fiir sehr kleine Gesamtkationenkonzentration ¢. Die
verwendeten Parameters sind La/Lg = 10, h = 0 und 0yc*g/Ty = 0.1. Die
Temperaturabhangigkeit der kooperativen Region wird durch ein Vogel-Fulcher
Gesetz (4.6) beschrieben. Die reduzierte Temperatur 7" ist definiert durch
T" = T/Ty. Die gestrichelte Linie entspricht dem Hochtemperaturlimes 7" — oo.

mit der Restriktion 0 < for. < 1. Ist diese Nebenbedingung nicht erfiillt,
andert sich die Leitfahigkeit monoton mit dem Kompositionsratio tiber den
gesamten Bereich f € [0,1]. Abb.4-3 zeigt die erwartete typische Abhéngigkeit
von Temperatur und Kompositionsratio fiir hinreichend geringen Kationenge-
halt und einer Temperaturabhangigkeit der mittleren Grofle der kooperativen
Regionen des kationenfreien Glases No(T) entsprechend der empirischen Re-
lation (4.6). Wahrend fiir hohe Temperaturen eine einfache lineare Relation
o ~ f besteht, weicht o fiir niedrige Temperaturen zunehmend von dieser
Beziehung ab. Es ist aber auf jeden Fall charakteristisch, daf§ der Mischalka-
lieffekt (ausgeprigtes Leitfahigkeitsminimum bei f ~ 0.3...0.7) fiir Glaser mit
geringem Kationengehalt nicht beobachtet werden kann!? Dieses Ergebnis ist
in Ubereinstimmung mit verschiedenen experimentellen Ergebnissen [59].

Hohe Kationenkonzentration (¢ > ®4)

Hochtemperaturregime FEine erheblich veranderte Situation entsteht fiir
einen hinreichend hohen Alkalianteil, wo experimentell ein ausgepréigtes Leit-
fahigkeitsminimum bei der Variation des Kompositionsverhéltnisses f beobach-
tet wird [19, 57].

Bei hohen Konzentrationen (¢ > ®4) sind nahezu alle tiefen Minima besetzt

2In dem vorliegenden Beispiel findet man sogar ein Maximum in der Leitfihigkeit.

ANWENDUNGEN UND EXPERIMENTELLER VERGLEICH 69



=11

L I I
0o 02 04 0g 08 1.0

f

Abbildung 4-4 reduzierte elektrische Gleichstromleitfahigkeit o(7')/op(T) als
Funktion des Kompositionsverhaltnisses f bei hohen Kationenkonzentrationen
c. Die verwendeten Parameter sind D% /D% = 1, h = 0, 6yc*g/Ty = 0.1 und
O (ae/Pgq — 2) ¢*2¢* /Ty = 8. Auch hier ist die GroBe der kooperativen Region
bestimmt durch das Vogel-Fulcher Gesetz (4.6). Die reduzierte Temperatur 7" ist
gegeben durch das Verhaltnis 7" = T'/Ty.

und man erhélt ¢ = ®4. Zur Demonstration soll hier wieder der Spezialfall
Ey = FE; = E*und £y = Ep = E* — AE und damit f* = f betrachtet
werden. Diese Vereinfachung fiihrt zur elektrischen Leitfahigkeit:
2 [c+ @q (e 2Bl — )] [Laf + Lp(1— f)] (4.24)
o= )
FBT 7 (®4, T) 75 (Da, T) 7 (70(T) /e o) 47 1)

Man erhalt jetzt eine stark nichtlineare Abhéngigkeit von f mit einem deut-
lichen Minimum, sieche Abb.4-4. Als Beispiel soll die Kompositionsabhéngigkeit
der Leitfahigkeit des Systems (K;0);(NasO)n_s)(SiO2)s untersucht werden,
das durch Abkiihlung direkt aus der Glasschmelze erzeugt wurde. Die hier
verwendeten Leitfahigkeitsdaten (M, e) beruhen auf Messungen von Moynihan
et al. [84] und wurden mit (4.24), gefittet. Abb.4-5 zeigt, daB unter Beriick-
sichtigung der Genauigkeit der MefSmethode eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen den Aussagen der Theorie und den experimentellen Resultaten vor-
liegt.

Dabei ist bemerkenswert, dafi beide Kurven in Abb.4-5 auf den gleichen
Parametern beruhen und sich nur in der Temperatur unterscheiden. Die Leit-
fahigkeit zeigt das vorhergesagte Minimum bei f = 0.5.

Tieftemperaturregime (7" < 7,). Natiirlich ist (4.24) auch unterhalb der
Glastibergangstemperatur giiltig, d.h. die generelle Abhangigkeit der Leit-
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Abbildung 4-5 reduzierte elektrische Gleichstromleitfahigkeit wvon
(K20)¢(Na30),_£(Sis0)3 als Funktion des Kompositionsverhaltnisses f (Ka-
tionensorte A: K®, Kationensorte B: Na®). Die experimentellen Daten basieren
auf [84]. Die gepunkteten Linien entsprechen den theoretischen Vorhersagen
unter Verwendung der Parameter: DY = D%, lg74(c,T)/75(c,T) = 13.7 und
pu®21g 7(T) /7o = 0.8425. Diese Daten folgen als Fitparameter aus den Daten
bei T' = 373 K. Die zweite Kurve (T = 473 K) folgt dann unmittelbar aus diesen
Fitparametern unter Benutzung der Vogeltemperatur Ty = 122 K.

fahigkeit mit einem Extremum bei f ~ % kann ober— und unterhalb der
Glasiibergangstemperatur beobachtet werden. Damit sind offenbar beide Re-
gime (I" > T, und T < T,), wenigstens in Bezug auf den Mischalkalieffekt,
nicht voneinander getrennt.

Trotzdem gibt es eine bemerkenswerte Situation, bei der eine Unterschei-
dung beider Regime auch beim Mischalkalieffekt notwendig ist. Tauscht man
einen Teil der Kationen oberhalb bzw. unterhalb der Glastemperatur aus'® und
realisiert anschliefend die experimentelle Untersuchung des Mischalkalieffektes
bei einer Temperatur 7' < T}, dann findet man ein {iberraschendes Resultat.
Die oberhalb T, praparierte Probe weist den bekannten Mischalkalieffekt auf,
wahrend das unterhalb T} erzeugte Material den Mischalkalieffekt nur schwach
oder gar nicht zeigt.

Offenbar sind unterhalb T; die stark gebundenen Kationen bereits soweit
eingefroren, dafl sie praktisch fest in das kovalente Netzwerk integriert sind.
Daher sind von einem partiellen Austausch der Kationen hauptsachlich die
relativ mobilen Kationen betroffen. Das bedeutet, dafl Kompositionsratio f*
und Konzentration ¢* der stark gebundenen Kationen beim Austauschprozefl
nur wenig oder gar nicht verandert werden. Der Austausch unterhalb T
erzeugt ein Nichtgleichgewichtssystem, das erst tiber einen sehr langsamen Al-
terungsprozel in das Gleichgewicht relaxiert. Zur Illustration kann man von

BKationen kénnen z.B. unter dem EinfluB &uBerer elektrischer Felder aus einer Losung
oder Schmelze in Glaser implementiert werden kénnen.
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der Annahme ausgehen, dafl weit unterhalb 7, der Kationenaustausch sowohl
c¢* als auch f* konstant 1afft. Da bei einem Austausch auch die Gesamtkonzen-
tration der Kationen konstant bleibt, wird nur das Kompositionsverhaltnis
der mobilen Kationen (und damit das Kompositionsratio aller Kationen f)
verandert. Nach dem Austausch sei das neue Kompositionsverhéltnis f’. Selbst
wenn wir wieder die Annahmen E% = E = E* und By = Ep = E* — AE
nutzen, gilt jetzt nicht mehr f* = f’. Dieser Grenzfall stellt sich erst im
Gleichgewicht, also entweder nach einer sehr langen (eventuell sogar unendlich
langen) Alterungszeit unterhalb T}, oder nach einer relativ kurzen Relaxations-
zeit, aber fiir T' > T, ein. Unterhalb T} ist also immer mit f’ # f* zu rechnen.
Die Leitfdahigkeit ist nach dem Ionenaustausch statt (4.17), gegeben durch:

_ € La(ef' +Zac" f*) + Lp (c(1 — f') + Zpc (1 — 7))
kT 7 4(c*, T) 75 (cr, T) " (7o(T) o0 )0 0717

(4.25)

g

Erzeugt man aus Proben mit einem Kompositionsratio f durch Ionenaustausch
unterhalb 7}, neue Proben mit den neuen Kompositionsverhéltnissen f’, dann
sollte offenbar die Leitfahigkeit nach dem Austausch nur noch eine lineare Ab-
héangigkeit von f’ zeigen, d.h. der Mischalkalieffekt sollte nicht mehr beobacht-
bar sein. Erfolgt dagegen der Kationenaustausch oberhalb T, dann stellt sich
z.B. fiir den Spezialfall £ = Efy = E* und E4 = Egp = E* — AE kurz
nach Beendigung des Austausches auch fiir die stark gebundenen Kationen das
Kompositionsratio f* = f’ ein, d.h. die Leitfdhigkeit folgt jetzt wieder der be-
kannten nichtlinearen Abhéngigkeit von f” entsprechend (4.24) und der Misch-
alkalieffekt kann wie gewohnt beobachtet werden. In der gleichen Weise kann
der Mischalkalieffekt auch bei den unterhalb T} ionenausgetauschten Proben
beobachtet werden, wenn diese Proben fiir einige Zeit oberhalb T}, getempert
werden.

Experimente mit ionenausgetauschten Alkaliglasern zeigen ein sehr unter-
schiedliches Verhalten in Bezug auf die erwartete lineare Relation o ~ f'.
Experimentell ist diese Relation sowohl fiir Na/Li ausgetauschte Aluminium-
silikatglaser [36] als auch fir K/Na ausgetauschte Silicatglaser [111] bestatigt.
Entsprechend der Vorhersage des kinetischen Wechselwirkungsmodells sollte
man annehmen, dafl der Ionenaustausch bei einer wesentlich geringeren Tem-
peratur als der Glasiibergangstemperatur realisiert wurde. Tatséchlich wurde
der K/Na-Austausch in den Experimenten von Tomandl und Schaeffer [111]
bei 440°C, also weit unterhalb T} ausgefiihrt.

Andererseits fanden Frischat und Schiitz [34] bei partiellen Rb/Na—-Substi-
tutionen in Natriumsilikatgldsern und Na/Rb-Substitutionen in Rubidiumsi-
likatglasern einen typischen Mischalkalieffekt fiir die Leitfahigkeitsabhangigkeit
vom Kompositionsverhaltnis. Der Kationenaustausch in den von diesen Au-
toren benutzten NayO-3S5i09— bzw. Rby0-35i05,—Glasern erfolgte aber bei
530°C und damit oberhalb der Glasiibergangstemperatur beider Materialien.
Auflerdem erfolgte nach dem Austausch noch eine langere Temperaturbehand-
lung bei der Austauschtemperatur von 530°C', um eine moglichst homogene
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Verteilung der Kationen im Probenkorper zu erzielen. Nach dieser Tempe-
rungsprozedur konnte der zu erwartenden Mischalkalieffekt natiirlich vollstan-
dig nachgewiesen werden.

4.4.4 Deformierte Diffusionsfronten

Der Mischalkalieffekt beruht auf einer anomalen Kompositionsabhangigkeit der
den Kationen zugeordneten Diffusionskoeffizienten. Aus (4.1) folgt sofort der
mittlere (oder effektive) Diffusionskoeffizient fiir die Kationen der Sorte

DY = [Dlop(cy — &) + Dimmobnct] /¢y (4.26)
= D) [1+ (e72F /T — 1) x /e, (4.27)

Fiir die folgenden Uberlegungen sollen hohe Temperaturen oder kleine En-
ergiedifferenzen betrachtet werden. Der Beitrag (e‘AEﬁ/ kT _ 1) kann in die-
sem Fall vernachlassigt werden. Diese Einschrankung dient aber wieder nur
zur vereinfachten Darstellung des Problems und kann bei Bedarf jederzeit auf
die allgemeinere Form (4.26) erweitert werden. Mit (4.3) und (4.15), sowie
dem bereits mehrfach genutzten Grenzfall E4 = Ep und E) = Ej und damit
f = f* erhélt man:

L
A5 (4.28)

D =

M T o/ Tene)
Der Diffusionskoeffizient der Kationen in einem einkomponentigen Glas ist
dann durch f = 0 bzw. f = 1 bestimmt, also D4 = Ls/74 bzw. D% = Lg/7p.
Dieses Resultat soll fiir die Beschreibung des feldunterstiitzten Kationenaus-
tausches [95] genutzt werden, bei dem Kationen der Sorte A unter dem Einfluf
eines elektrischen Feldes gegen Kationen der Sorte B ausgetauscht werden.
Dieser Prozef findet oberhalb der Glasiibergangstemperatur statt, der Aus-
tausch betrifft also sowohl die mobilen als auch immobilen Kationen. Wéhrend
des Kationenaustausches bleibt natiirlich die Gesamtladung der Kationen er-
halten, also

pe*2 f(1—f)

gaca + qpcp = const. (4.29)

Im weiteren Verlauf der Diskussion wird g4 = gg = e gewahlt. Auch diese Ver-
einfachung ist keine wesentliche Einschrankung und kann leicht verallgemeinert
werden. Der Kationenstrom ju p im elektrischen Feld ist definiert durch die
Onsager—Relation:

e
j =D — —E 4.
JAB AB { V + T } CAB (4.30)

Das elektrische Feld E wird als homogen angenommen. Die Konzentrationen
cqa und cp sind jetzt aber ortsabhangige Funktionen. Da aber andererseits
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das Erhaltungsgesetz (4.29) im vorausgesetzten Spezialfall g4 = ¢ = e auf
ca + cg = ¢ = const. fiihrt, ist folglich nur das Kompositionsratio eine orts—
und zeitabhédngige Funktion f(r,t). Zu (4.30) kommt die Kontinuitétsgleichung
fiir die Konzentration (Fick’sches Gesetz) hinzu, also

Ocap
ot

+Vijap =0 (4.31)

Es soll jetzt eine Losung der Differentialgleichungen (4.30) und (4.31) fiir hin-
reichend lange Zeiten gefunden werden. Eine exakte Losung der aus beiden
Gleichungen gebildeten Diffusionsgleichung ist wohlbekannt fiir konstante Dif-
fusionskoeffizienten, aber im vorliegenden Fall sind beide Koeffizienten D 4 und
Dp in (4.28) abhéngig von dem lokalen Kompositionsverhéltnis f(r,t). Fiir
gewohnliche praktische Anwendungen dringt die Komponente B durch eine
ebene Oberflache in das Glas ein. Orientiert man die x—Achse so, daf sie
senkrecht auf dieser Flache steht, dann kann man aus Symmetrieiiberlegungen
die réumliche Dimension entsprechend ca p(r,t) = cap(z,t) auf d = 1 re-
duzieren. Diese Darstellung setzt natiirlich voraus, dafl auch das homogene
elektrische Feld senkrecht zu dieser Oberflache, also parallel zur z—Achse, orien-
tiert ist (E = Fe,).

Die Diffusionsgleichung, die direkt aus der Substituion des Stromes in (4.31)
durch (4.30) entsteht, erlaubt einige generelle Aussagen. Insbesondere existie-
ren fiir die Diffusionsgleichung zwei sogenannte Lie-Symmetrien [109], die zur
Konstruktion selbstahnlicher Losungen verwendet werden kénnen. Die erste
Symmetrie basiert auf der reduzierten Variable z?/t, die entsprechende Losung
der Diffusionsgleichung kann als verallgemeinerte Gauflkurve fiir das lokale
Kompositionsratio f(x,t) = f (x?/t) verstanden werden. Die zweite Symme-
trie definiert eine forminvariante Losung f(x,t) = f(x — vt), bei der ein noch
zu bestimmendes Profil entlang der z—Achse mit der Geschwindigkeit v ver-
schoben wird. Offenbar definiert diese Symmetrie die asymptotische Losung
der Diffusionsgleichung im vorliegenden Fall, d.h. sie beschreibt das Kompo-
sitionsprofil fiir ¢ — oo. Es bleibt noch das Profil zu bestimmen. Bezeichnet
man als Gesamtstrom jo = j4 + jp und beachtet die notwendigen Relationen
ja = joca/c und jp = jocg/c, sowie ¢4 = c¢f und cg = ¢(1 — f) dann kann
man aus den beiden Gleichungen (4.30)' das elektrische Feld eliminieren und
es bleibt

T_2p0p)|5orm 5o

dn ¢ Dp(f)  Da(f)
mit n = z — vt. Es sollte aber beachtet werden, dafl das elektrische Feld,
obwohl es explizit nicht in (4.32) vorkommt, trotzdem einen entscheidenden
Einfluf auf das Profil ausiibt. Es gilt namlich immer noch die Abhéngigkeit
Jo = jo(E), die z.B. nach der Bestimmung des Profiles aus (4.32) und unter
Berticksichtigung von j4 = joca/c und ¢4 = cf aus (4.30) berechnet werden

(4.32)

Einmal fiir die Komponente A und einmal fiir die Komponente B.
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kann. Aus (4.32) folgt unter Verwendung von (4.28)

2 f(1-f)
ﬁonf(l—ﬁ[ e~ }Tfn;f( - )u

dn D_% 74DY Teoo

mit Ay = jo/co. DY7a/7p ist der Diffusionskoeffizient D4(f = 0), der die
Diffusion eines einzelnen Kations vom Typ A in einer Glasmatrix, die ansonsten
nur die Komponente B enthalt, beschreibt. Mit

B 1 . 1 1
A= LAD% - D_OB] = Ao jiny {DA(f) - DB<f>}

und den Definitionen 8 =In (74/75) und A¢ = pc*?In (70/7co0) folgt

j—{7 — —Af (1= fexp{Bf + Dof (1— f)} (4.33)

Die Losung dieser gewohnlichen Differentialgleichung ist allgemein durch Tren-
nung der Variablen moglich, aber die entstehenden Integrale miissen letztendlich
noch durch numerische Methoden bestimmt werden.

Die experimentelle Uberpriifung von (4.33) bzw. der zugehorigen (nu-
merischen) Losung wurde z.B. fiir die feldunterstiitzte Drift von Silberkationen
Ag® (Kationentyp A) in gewohnliches Flachglas, das urspriinglich nur Na-
triumkationen Na® (Kationentyp B) enthielt, realisiert [73]. Die erhaltenen
experimentellen Daten wurden dann mit verschiedenen Losungen der Diffu-
sionsgleichung verglichen.

0,81 0.8

0.6 08

044 04

0,24 0.2

relative Konzentration von Ag

D'D- T T T T T -D'D

X {um)

Abbildung 4-6 Die relative Konzentration von Silberkationen als Funktion der
Eindringtiefe z. Die durchgezogene Linie entspricht dem Fit mit (4.32).

Waihrend ein Fit mit konstanten Diffusionskoeffizienten nur sehr unbefriedi-
gend ist, fiihrt die Anpassung mit der Losung der aus dem kinetischen Wech-
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selwirkungsmodell abgeleiteten Gleichung (4.33) zu einer sehr guten Uberein-
stimmung (siehe Abb. 4-6) bei physikalisch verniinftigen Werten fiir die Fit-
parameter:

A=7491um™", f=-4358 and Ay ="7.980

Immerhin kann man aus 5 = In (74/75) < 0 schlufifolgern, dafi die Relaxations-
zeit Ta, eines Glases, das nur Silberkationen enthalt, wesentlich kleiner als die
Relaxationzeit Ty, desselben Glases mit ausschlieflich Natriumkationen ist.
Wegen 7, < T, ist die qualitative Aussage zu erwarten, daf die Glasiiber-
gangstemperatur des silberhaltigen Glases tiefer als die Glastibergangstempe-
ratur des Natriumglases ist, was mit experimentellen Ergebnissen gut iiberein-
stimmt. Auflerdem 1afit der Parameter Ay & 8 einen ausgepragten Mischalka-
lieffekt fiir Ag/Na—Gléser erwarten [94].

4.5 Numerische Untersuchungen

45.1 Modellierung des Mischalkalieffektes im SFM[n, 2]

Zur Beschreibung der Glasmatrix wird das in Kapitel 3 beschriebene 2-Spin
unterstiitzte kinetische Isingmodell fiir ein zweidimensionales Gitter verwendet.
Allerdings mufl das Modell noch modifiziert werden, um den Mischalkalieffekt
numerisch beschreiben zu kénnen [96]. Dazu fithrt man fiir jede Zelle ¢ des Git-
ters einen zweikomponentigen Spin J; = s; ® ¢;, mit den moglichen Zustéanden
s; = £1 und ¢; = +1, ein. In Analogie zu dem originalen SFM|[n, d] entspricht
der Zustand s; = —1 einer relativ immobilen Zelle (festkorperdhnlicher Zu-
stand), wéhrend der Zustand s; = +1 eine fliissigkeitsdhnliche Zelle hoher
Mobilitat kennzeichnet. Neben diesen bereits bekannten Zustanden bezeichnet
¢;i = +1 eine Zelle, die tiberwiegend Kationen vom Typ A enthélt. Folglich
charakterisiert ¢; = —1 eine Zelle mit dominanten Anteil an B—Kationen.

Um den Mischalkalieffekt simulieren zu konnen, werden folgende Elemen-
tarschritte erlaubt:

o 5;,=—1=135;, =41 (s-Sektor)

Ein solcher Flip wird mit der Wahrscheinlichkeit 1 fiir +1 — —1 und der
Wahrscheinlichkeit exp{—¢/T"} fiir —1 — +1 (¢ ist wieder die Energie-
differenz zwischen dem fliissigkeitsdhnlichen und dem festkorperahnlichen
Zustand, siehe Kap.3 ) realisiert, wenn gleichzeitig die topologischen Re-
striktionen

Z(l +55) > 2nic] = (z+1) — ch (4.34)

(@) Jli]
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erfiillt sind. (j(¢) bedeutet hier die Summation iiber alle z Nachbarn der
Gitterzelle i, wahrend j [i] die Summation tiber alle z Nachbarn und die
Zelle i kennzeichnet. z ist wiederum die Koordinationszahl des Gitters).
Im Gegensatz zum originalen SEM|n, d] sind die Restriktionszahlen n [c]
nicht mehr fiir alle Zellen gleich, sie werden von der aktuellen Verteilung
der Kationen in der Umgebung der Gitterzelle ¢ bestimmt. Die durch
diese Restriktionen entstehenden Behinderungseffekte sind in Abb.4-7
schematisch dargestellt.

Bt A1

Al | AT AL |Al Al | AT=A] Al

Bl Bl
Abbildung 4-7 Beispiele fiir erlaubte und verbotene Flipprozesse

Fiir das vorliegende Modell ist die Restriktion (4.34) so orientiert, daf
eine moglichst homogene Umgebung (also z.B. wenn eine Gitterzelle iiber-
wiegend A enthédlt und auch nur A-reiche Nachbarn besitzt) eine mog-
lichst geringe Behinderung erfahrt. Diese Modellierung entspricht den
Vorstellungen des kinetischen Wechselwirkungsmodells. Allein die Pra-
senz einer bestimmten Anzahl von Kationen der Sorten A und B in einer
gewissen Umgebung bestimmt die lokale Beweglichkeit an dieser Stelle
des Glases.

e Diffusion (c-Sektor)

Der Austausch von Ionen zwischen benachbarten Zellen kann formal
durch die Austauschbilanz: c¢; + ¢j = ¢; + ¢; beschrieben werden (z.B.:
—1;,+1; = —1, + 1;). Jeder dieser Spriinge wird mit der temperaturab-
héngigen Wahrscheinlichkeit p;;(T") realisiert, falls:

— beide benachbarten Zellen ¢ und j mobil sind, d.h. s; = s5; = +1
und

— die folgende Restriktion erfiillt ist

D (14 sk) >2mle] =22 — | ) o (4.35)

k(i.5) k[é,j]
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(k(i, j) steht hier fiir alle Nachbarn des Paares (i, j), wiahrend k [i, j]
alle benachbarten Zellen und das Paar (i, ) selbst erfafit). Damit
wird nattirlich die diffusive Dynamik durch die Verteilung der Kat-
ionen in der jeweiligen lokalen Umgebung bestimmt, siehe hierzu

auch Abb. 4-8

BT | A7 AT | A7
\ \

Al AT£ BT AL Al At=DBT |A|
\ \

Bl Bl AL | AL

Abbildung 4-8 Beispiele fiir erlaubte und verbotene Austauschprozesse

Auch die lokalen Diffusionsprozesse geniigen dem oben erwahnten generel-
len Gesetz, dafl eine Zustandsanderung um so leichter erfolgt, je homo-
gener die lokale Umgebung erscheint.

Die Wahrscheinlichkeit p;;(T") ist definiert durch das Maf:

AH
pij(T> = Po €XP {—T}

Der exponentielle Term beschreibt den Einflufl einer moglichen Wechsel-
wirkung zwischen den Kationen benachbarter Zellen. Dementsprechend
ist AH die Energiedifferenz zur Realisierung eines elementaren Aus-
tauschprozesses. Die Wechselwirkungsenergie wird fiir die folgenden Un-
tersuchungen durch die konventionelle Ising—Kopplung zwischen nachsten

Nachbarn approximiert:
H=J Z CiCj
(6.3)

((i,7) bezeichnet jeweils ein Paar benachbarter Zellen). In dieser Nota-
tion entspricht J < 0 einer ferromagnetischen Wechselwirkung und J > 0
bezeichnet den antiferromagnetischen Fall.

Natiirlich bleibt die detaillierte Balance fiir alle vorgestellten Elementar-
schritte erfiillt. Weiterhin ist das globale Kompositionsratio der A- und B-
Zellen eine iiber die ganze Zeitevolution feste Grofle. Startet man die Evolu-
tion, ausgehend von der Anfangsbedingung s; = +1 fiir alle Gitterplatze ¢« und
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fiir ein gegebenes Kompositionsverhéltnis f = [A] /([4] + [B]), dann erreicht
man in einem hinreichend groflen Volumen und nach einer hinreichend langen
Simulationszeit das thermische Gleichgewicht. Dieses ist definiert durch das
Verhaltnis:

Ny _ exp (—£> (4.36)

(Ny ist die Anzahl der Zellen im Zustand s = +1 bzw. s = —1).

Es sollte natiirlich bemerkt werden, dafl die Restriktionen (4.34) und (4.35)
in einem gewissen Mafle willkiirlich sind. Andererseits entsprechen sie aber
qualitativ den Vorstellungen, die auch dem kinetischen Wechselwirkungsmodell
zugrunde liegen. Dazu gehort insbesondere, dafl die Kationenverteilung die
lokale Dynamik kontrolliert.

45.2 Numerische Simulationen

Fiir die hier vorgestellten numerischen Untersuchungen wurde ein zweidimen-
sionales quadratisches Gitter (d = 2, z = 2d = 4) mit N = L? Gitterzellen
(L = 50) und periodischen Randbedingungen genutzt. Ausgehend von dem
Nichtgleichgewichtszustand o; = 41 (fiir alle Gitterzellen ) und dem festen
Kompositionsratio f wird, wie beim originalen SFM[n,d], zunéchst auf der
Basis der oben aufgefiithrten Elementarschritte das thermische Gleichgewicht
hergestellt. Nachdem dieses erreicht ist, werden die Kationendiffusionkoef-
fizienten bestimmt. Dazu wird die, durch die Austauschprozesse A+ B = B+ A
erzeugte, Bewegung der A— und B—Zustande auf dem Gitter verfolgt. Durch
eine einfache Berechnung der zuriickgelegten quadratischen euklidischen Di-
stanz pro Zeit 72/t und der Mittelung iiber alle Kationen einer Sorte, er-
halt man dann die entsprechenden Diffusionskoeffizienten aus der Relation
Dap = (r?*), 5 /4t. Die Anwendung der Nernst-Einstein Beziehung (d.h.
der Proportioﬁalitéit zwischen Leitfahigkeit und Diffusionskoeffizient) erlaubt
schlieBllich Aussagen iiber die elektrische Leitfahigkeit.

Das System wird durch drei wesentliche Kontrollparameter bestimmt: die
reduzierte Temperatur T'/e, die reduzierte Kopplungskonstante J/e und das
Kompositionsverhaltnis f. Da das Hauptinteresse der Untersuchungen der
Temperatur— und Kompositionsabhangigkeit gelten soll, wurden nur zwei Pa-
rameter J/e realisiert. Der Fall J/e = 0 entspricht wahrscheinlich der expe-
rimentellen Situation [57], wie sie auch bei der analytischen Beschreibung des
kinetischen Wechselwirkungsmodells benutzt wurde, d.h. die Verteilung der
Kationen A und B in einem Gebiet ist zuféllig. Der Fall J/e = 1 entspricht
einer antiferromagnetischen Wechselwirkung, die bisher nicht vollstandig durch
das Experiment ausgeschlossen werden kann. Dagegen hat der ferromagneti-
sche Fall J/e < 0 keine physikalische Bedeutung bei der Behandlung des Misch-
alkalieffektes, da eine solche Wechselwirkung zumindest in der Néahe einer kri-
tischen Temperatur eine langreichweitige Korrelation zwischen den Kationen
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Abbildung 4-9 Diffusionskoeffizient als Funktion des Kompositionsverhaltnisses
f und der reduzierten Temperatur T'/e fiir den Fall J/e = 0. Wegen der
Symmetrie beim Tausch beider Kationentypen gentigt die Darstellung des Intervalls
f €10,1/2]. Die Temperatur wachst in Richtung des Pfeiles, 7'/e = 0.4, 0.5, 0.6,
0.7, 0.8, 0.9, 1.0. Die Einheit des Diffusionskoeffizienten ist hier gegeben durch
(Gittereinheit)? /Monte—Carlo-Schritt.

implizieren wiirde, die aber experimentell nicht beobachtbar ist.

Abb.4-9 zeigt die Abhangigkeit des Diffusionskoeffizienten und damit der
Leitfdhigkeit o von der Temperatur fir den Fall J/e = 0. Die Simulatio-
nen wurden hier nur fiir Kompositionsverhaltnisse 0 < f < 0.5 ausgefiihrt,
weil das vorgestellte Modell invariant gegen ein Vertauschen der Komponenten
A < B ist, d.h. der Bereich 0.5 < f < 1.0 ist die symmetrische Fortsetzung
der dargestellten Kurven. Wie vermutet, entsteht durch relativ geringfiigi-
ge Anderungen der Mobilitit (Restriktionen (4.34) und (4.35)) eine, mit ab-
nehmender Temperatur sich verstarkende, Abhangigkeit der Leitfahigkeit vom
Kompositionsverhéltnis der Kationen (bei den tieferen Temperaturen findet
man ungefahr D(f = 0)/D(f = 0.5) >~ 10%).

Da keine Wechselwirkungsenergie vorhanden ist (J/e = 0) wird die rela-
tiv starke Abhéngigkeit der Leitfahigkeit vom Kompositionsverhaltnis und der
Temperatur hauptsachlich durch die Verlangsamung der Dynamik der Glasma-
trix (also des s-Sektors des numerischen Modells) verursacht. Dieser Zusam-
menhang entspricht der experimentellen Situation [57, 84] und unterstiitzt
damit die in Kapitel 4.2 gemachte Annahme, dafl die Wechselwirkung zwischen
den Kationen ausschliefSlich oder wenigstens hauptsachlich tiber die Kinetik der
Glasmatrix erfolgt.

Auch im Fall einer antiferromagnetischen Wechselwirkung der Kationen!
(hier mit J/e = 1, siehe Abb.4-10) wird ein Mischalkalieffekt generiert, der
sogar etwas stirker als im Fall J/e = 0 ist. Er verschwindet aber vollstédndig,

5

15Kationen der Sorte A und B ziehen sich an, gleichartige Kationen stofien sich ab.
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Abbildung 4-10 Diffusionskoeffizient als Funktion des Kompositionsverhaltnisses
f und der reduzierten Temperatur T/ fiir den Fall J/e = 1. Die Temperatur
wachst in Richtung des Pfeiles, 7'/ = 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0.

wenn man die Restriktionen (4.34) des s-Sektors aufhebt. Offensichtlich kann
also eine antiferromagnetische Wechselwirkung der Kationen den schon vorhan-
denen Mischalkalieffekt verstarken, aber nicht selbst erzeugen.
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5. ANOMALE DIFFUSIONSEFFEKTE

5.1 Generalisierte Fokker—Planck Gleichung

Die Dynamik von Glésern zeigt nicht nur anomale Abhéngigkeiten der Diffu-
sionskoeffizienten von bestimmten Materialparametern, wie z.B. beim Misch-
alkalieffekt von Konzentration und Komposition, sondern es besteht auch die
Moglichkeit, dafl das eigentliche Diffusionsverhalten anomal werden kann'. Im
Gegensatz zur normalen Diffusion mit der iiblichen Proportionalitat zwischen
der mittleren quadratischen Verschiebung 2 eines Partikels und der hierzu
benétigten Zeit ¢, also 22 ~ t ist ein anomales Diffusionsregime durch ein allge-
meineres Potenzgesetz 2 ~ t° mit positivem Exponenten ( definiert. Tatséch-
lich gibt es fiir Glaser neben Bereichen normaler Diffusion Ubergangsregime, die
als anomale Diffusion interpretiert werden konnen, siehe z.B. Abb.2-4. Aller-
dings sind die Zeitbereiche, in denen ein anomales Diffusionsgesetz vermutbar
wére, viel zu kurz, um hier ein echtes Potenzverhalten signifikant zu bestatigen.
Es besteht aber die Moglichkeit, dafl die fiir eine anomale Diffusion eventuell
notwendige kritische Dimension in einem dreidimensionalen Glas bereits tiber-
schritten ist. Dann kann in einem niedrigdimensionalen Glas durchaus eine
ausgepragte anomale Diffusion erwartet werden und das in einem dreidimen-
sionalen Raum beobachtete Ubergangsregime sollte als Spur dieser in niedrigen
Dimensionen ausgepragten Erscheinungen aufgefaft werden.

Prinzipiell kann anomale Diffusion auf verschiedene Ursachen zuriickgefiihrt
werden. Aus einer formalen mathematischen Sicht ist die anomale Diffusion
entweder mit sogenannten Levi-flights, d.h. einem wohldefinierten Potenzge-
setz fiir die Verteilung der Wartezeiten oder Sprunglangen verbunden, oder
die Diffusion findet in einem fraktalen Raum statt, z.B. auf dem unendlichen
Cluster an der Perkolationsschwelle. Aber auch die Bewegung von Partikeln
in statischen, stochastischen Kraftfeldern kann als eine anomale Diffusion un-
terhalb einer kritischen Dimension [29, 71] beschrieben werden. Hier soll eine
weitere Moglichkeit der Entstehung einer anomalen Diffusion diskutiert werden,
die durch eine Riickkopplung zwischen Partikel und lokaler Umgebung [103]
bedingt ist. Ein solcher Effekt kénnte fiir die Erklarung anomaler Diffusions-
phanomene in niedrigdimensionalen Glasern unterhalb einer charakteristischen
Zeitskala [17] verantwortlich sein.

Die zur Zeit am besten verstandene Beschreibung der Dynamik unterkiihlter

IBeim Mischalkalieffekt diffundieren die Partikel zumindest im asymptotischen Limes
grofler Zeiten normal, d.h. es gilt fir jedes Kation nach wie vor die Beziechung, dafl das
Verhéltnis zwischen mittlerem Verschiebungsquadrat <$2> und Beobachtunszeit t fiir ¢t — oo
einen konstanten Wert anstrebt, also lim;_, <x2> /t=6D.
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Fliissigkeiten und Gléser basiert auf Techniken der Modenkopplungtheorie [12,
40, 76]. Ein dhnlicher Projektionsformalismus kann aber auch benutzt wer-
den, um das Verhalten eines einzelnen Teilchens (egal ob es ein Bestandteil
des Glases oder ein fremdes Tracerteilchen ist) zu beschreiben. In diesem
Fall werden nur die Koordinaten dieses ausgewahlten Partikels als relevante
Observable erkléirt. Die Anwendung des entsprechenden Projektionsoperators
auf die Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum fithrt dann, anstelle der bei
der Modenkopplungstheorie verwendeten Mori-Zwanzig Gleichungen, zu einer
Nakajima—Zwanzig Gleichung (oder verallgemeinerten Mastergleichung) [27]
fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit P(r,¢) des ausgewéahlten Partikels:

—

¢
0, P(r,t) = M(r,t)P(r,t) — /IA((I' —1' t — )P, t)d' dt’ (5.1)
0

Sowohl der Frequenzoperator M (r) als auch der Gedéachtnisoperator K (r,t)
miissen noch spezifiziert werden. Die grundlegende Idee [103] dazu soll hier
kurz referiert werden, da einige Aussagen und Ergebnisse in der Diskussion
gebraucht werden. Ohne Gedéchtnis beschreibt (5.1) die Bewegung eines Teil-
chens in einer unabhangigen Umgebung, d.h. der Einflul dieser Umgebung
auf das ausgewahlte Teilchen wird durch ein externes Kraftfeld beschrieben,
das Teilchen selbst hat aber keinen Einfluf auf die Struktur und Dynamik
dieses Feldes. Damit kann (5.1) bei verschwindendem Gedéchtnis K (r,t) als
gewohnliche Fokker—Planck Gleichung aufgefait werden und man erhalt die
Zuordnung

M(r,t)P(r,t) = DAP(r,t) + VF(r,t)P(r, t) (5.2)

mit dem Diffusionskoeffizienten D und dem Kraftfeld F(r,¢), das durch alle
anderen Teilchen des Glases erzeugt wird. Der Gedachtnisterm beschreibt die
Riickkopplung des Partikels mit der Umgebung, d.h. die vom Testpartikel
zuriickgelegte Trajektorie wird von der Umgebung gespeichert und wirkt sich
auf die zukiinftige Bewegung des Teilches aus. Verwendet man die gleiche
Argumentation, wie sie in der bekannten Modenkopplungstheorie zur selbst-
konsistenten Formulierung des Gedachtnistermes benutzt werden, dann erhalt
man die Darstellung:

t t
/ K(r—r t—t)P t')d%rdt = ) / P(r—1',t — )0 P(x', t")d™'dt' (5.3)
0

0

In [103] wird darauf hingewiesen, daf sich (5.3) auch aus der Aquivalenz zwi-
schen der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(r,t) und der Autokorrelationsfunk-
tion (p(r,t)p(0,0)) der Einpartikeldichte p(r,?) begriinden la8t. Wahlt man
p(r,t) als relevante Observable, dann fiihrt die Modenkopplungnéherung [76]
fiir die dieser Observablen entsprechende Mori—Zwanzig Gleichung unmittelbar
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zu dem Gedéchtnisterm (5.3). Als Resultat dieser Uberlegungen gelangt man
zu einer verallgemeinerten, nichtlinearen Fokker—Planck Gleichung

t
O:P(r,t) = DAP(r,t) + VF(r)P(r,t) — A / P2(r — v/ t —t)op P(x', t)d% dt’
0

(5.4)
die aber immer noch die Normierungsbedingung [ d%P(r,¢) = 1 erfiillt [103].
Ein positives Gedachtnis (A > 0) entspricht dem Fall, da8 das Teilchen be-
vorzugt zu bekannten Plitzen zuriickkehrt?. Bei einem negativen Gedichtnis
(A < 0) vermeidet dagegen das Teilchen die Wiederbesetzung bereits besuchter
Platze mit einer erhohten Wahrscheinlichkeit. An dieser Stelle sei bemerkt,
daB (5.4) nicht nur die Diffusionsbewegung einzelner Teilchen in einer glasar-
tigen Umgebung bestimmt, sondern z.B. auch zur qualitativen Beschreibung
zoologischer und 6konomischer Wanderbewegungen und zur Modellierung von
Suchstrategien in vernetzten Computersystemen geeignet ist?.

Die Behandlung von (5.4) ist mit einer dynamischen Renormierungsgruppe
moglich [103]. Man findet die Existenz verschiedener anomaler Diffusions-
regime unterhalb einer kritischen Dimension d, = 2.

Die im Folgenden beschriebenen numerischen Simulationen sind auf irre-
levante externe Kraftfelder F(r,t¢) beschrankt. Das ist z.B. der Fall, wenn
das Kraftfeld eine stochastische Zeitabhangigkeit mit einer Korrelationsfunk-
tion (Fo(r,t)Fp(r',t')) ~ d(t —t')o(r — r’) aufweist oder wenn das Kraftfeld
zwar zeitunabhéngig ist, aber F(r) ein kurzreichweitig korreliertes Potential
besitzt, d.h. wenn gilt (V(r)V(r')) ~ 0(r — r'). Relevant im Sinne der
Renormierungsgruppe sind die Kraftfelder eigentlich nur dann, wenn sie z.B.
statisch sind und damit zumindestens auf lange Zeiten eine unrealistische Si-
tuation beschreiben. Vernachléssigt man also den Driftterm VF(r)P(r,t) in
(5.4), dann fiihrt die Renormierungsgruppe zu dem Resultat, dafl ein negatives
Gedichtnis ein superdiffusives Regime mit (22) ~ t'+(2=9/2 zeigt? wihrend ein
positives Gedachtnis mit einer Lokalisierung des Partikels in der Umgebung des
Anfangspunktes verbunden ist. Natiirlich wird in der zitierten Arbeit [103] mit
Recht darauf verwiesen, dafl die Ergebnisse der Renormierungsgruppenappro-
ximation nur eine Lokalisierung bei positivem Gedéachtnis vermuten lassen. Ein

?Das ist z.B. der Fall, wenn das Teilchen ein Loch hinterlét, dafl erst nach einer gewissen
Relaxationszeit 7 durch andere Teilchen ausgefiillt wird und das daher wéhrend dieser Zeit
7 leichter durch das gleiche Teilchen wieder besetzt werden kann.

3S0 kann man z.B. die Revierbildung damit erkliren, dal bestimmte Tierarten einmal
besuchte Platze mit einer erhohten Wahrscheinlichkeit eher besuchen als einen unbekannten
Platz zu erkunden. Dieses positive Gedéachtnis fiihrt zu einer gewissen Lokalisierung. Ein
negatives Gedachtnis haben z.B. die Trajektorien von Handelsreisenden, die moglichst schon
frither besuchte Plitze vermeiden, insbesondere dann, wenn ihre Waren Anlafl zu Klagen
geben.

4Ist die anomale Diffusion durch das Potenzgesetz <x2> ~ t2/% bestimmt, dann entspricht
der dynamische Exponent z < 2 einer Superdiffusion, wiahrend ein dynamischer Exponent
z > 2 eine Subdiffusion beschreibt. Grenzfélle sind der ballistische Fall (z = 1), normale
Diffusion (z = 2) und Lokalisierung (z — o0).
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echter Beweis fiir dieses Phanomen ist mit dieser Technik nicht moglich.

Daher sollen in den nachfolgenden Abschnitten die Resultate numerischer
Monte—-Carlo—Simulationen vorgestellt werden, die fiir niedrigdimensionale Sy-
steme die erwarteten anomale Diffusionsregime bestéatigen.

5.2  Numerische Untersuchungen

5.2.1 Dimension d=1

Das Modell

In diesem Abschnitt soll zunachst die Diffusion in einem eindimensionalen Glas
untersucht werden, d.h. die Systeme sind unterhalb der kritischen Dimen-
sion [98]. Die Bewegung eines Tracerpartikels wird definiert als eine Folge
diskreter Spriinge auf einem Gitter, die in aquidistanten Zeitabstanden rea-
lisiert werden. Benutzt man die Elementarzeit 07 als Zeitintervall zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Spriingen, dann ist die diskrete Zeitskala durch ¢t = ndr
(n=0,1,2,...) gegeben. Die Elementarspriinge erfolgen stets zwischen benach-
barten Gitterplatzen. Um das Gedéchtnis modellieren zu konnen, werden jetzt
noch lokale Bindungswerte b; eingefiihrt, die den Bindungszustand zwischen
den benachbarten Punkten des eindimensionalen Gitters ¢ und ¢ + 1 charak-
terisieren. Die Ubergangsraten von ¢ nach ¢ + 1 bzw. von ¢ nach ¢ — 1 fiir ein
Teilchen im Punkt ¢ ist jetzt gegeben durch

bi bi—1

L d tijig = ———— 5.9
bt b, ¢ L (5:5)

ijit1 =
Damit gilt sofort ¢; ;41 +1%;,-1 = 1, d.h. die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir einen
Sprung vom Punkt ¢ zu einem der beiden Nachbarpunkte ist immer 1. Die
Anfangswerte der b; sind fiir alle Gitterpunkte ¢ durch b; = 1 gegeben. Bleiben
die Bindungswerte konstant, dann realisiert das Teilchen einen einfachen Ran-
dom Walk, da in jedem Punkt die Wahrscheinlichkeit fiir einen Sprung nach
links oder rechts gleich ist. Um einen Gedachtniseffekt zu erzeugen, fiihrt man
eine selbstinduzierte Anderung der Bindungswerte ein. Damit wird der oben
diskutierte Riickkopplungseffekt der Partikel auf die Umgebung erzeugt, der ja
Voraussetzung fiir den Gedéchtnisterm in (5.1) bzw. (5.4) ist. Dieser Schritt
bedeutet, dal die Groflen b; jetzt zeitabhéngig sind. Nach jedem Zeitschritt
werden die Bindungswerte entsprechend der Regel

bi(t+071) # 0b;i(t) falls der aktuelle Sprung iiber

die Bindung (7,i + 1) realisiert wird
bi(t+01) = bi(t) falls der aktuelle Sprung

an einer anderen Stelle passiert

(5.6)
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geandert. Die erste Regel mufl noch spezifiziert werden: ein positives Gedéacht-
nis wird durch die Anderung b;(t + 67) > b;(t) bestimmt, der Fall eines ne-
gativen Gedédchtnisses verlangt b;(t + 07) < b;(t). Hierdurch wird garantiert,
daBl bei einem positiven Gedachtnis jeder Elementarsprung bevorzugt tiber die
Bindung ausgefiihrt wird, die bereits haufiger iiberquert wurde. Bei einem ne-
gativen Gedachtnis werden dagegen bevorzugt Bindungen passiert, die bisher
nur selten oder gar nicht beriihrt wurden. Auf jeden Fall brechen die zeitab-
héingigen Bindungswerte b;(t) die Symmetrie der Ubergangsraten, d.h. die
lokalen Raten fiir einen Sprung nach links oder rechts werden sich fiir hin-
reichend lange Zeiten unterscheiden. Selbstverstandlich fiithrt eine mehrfache
ﬂberquerung von Bindungen zu einer Art Akkumulationseffekt, der die lokalen
Bindungswerte auch dann merklich andert, wenn nach einer einzelnen Passage
kaum ein Unterschied spiirbar ist, d.h. wenn gilt |b;(t + 07) — b;(t)| < b;(t).
So kann man erwarten, daf§ diese Akkumulation (positiv oder negativ) die
eigentliche Ursache fiir eine selbstinduzierte Lokalisierung (positives Gedéacht-
nis) oder eine Superdiffusion (negatives Gedéchtnis) ist.

Die im folgenden vorgestellten numerische Untersuchungen basieren auf
Monte—Carlo Simulationen, die auf der Basis des hier diskutierten Modells rea-
lisiert wurden. Um eine verniinftige Statistik zu erhalten, wurden 10* bis 10° (je
nach Zeitaufwand und erzielter Genauigkeit) zuféllig nach einem Metropolisver-
fahren erzeugte Diffusionstrajektorien als reprasentatives Ensemble genutzt.

Superdiffusion

Fiir die Erzeugung einer superdiffusiven Bewegung wird die folgende Regel
benutzt: Nach dem Uberschreiten der Bindung (4,7 + 1) wird der zugehdrige
Bindungswert entsprechend

b; — (1 —e)b; (5.7)

geandert, wobei der feste Wert € im Intervall 0 < € < 1 liegt. Diese Beziehung
erzeugt ein negatives Gedachtnis. Der Kontrollparameter € bestimmt die Kopp-
lung zwischen Partikel und Umgebung (¢ = 0 entspricht der normalen Diffu-
sion). Jeder nichtverschwindende Wert ¢ € (0,1) fithrt dagegen immer zu
einem superdiffusiven Verhalten. Um diese Vorhersage zu demonstrieren, wur-
den die numerischen Simulationen fiir verschiedene Werte ¢ realisiert, siehe
Abb. 5-1. Die Bestimmung des zeitabhidngigen Verschiebungsquadrates zeigt
eine normale Diffusion fiir relativ kurze Zeiten. Wahrend dieser Zeit wird das
Gedéchtnis des Systems aufgebaut. Nach einer e-abhingigen Ubergangszeit
Teross (€) stellt sich dann aber das erwartete superdiffusive Verhalten

72 ~ 127
mit dem universellen Exponenten 2/z = 1.37 £0.02 ein. Vergleicht man dieses
numerische Resultat mit den Vorhersagen der dynamischen Renormierungs-

gruppe [103], dann findet man eine hinreichend gute Ubereinstimmung. So
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Abbildung 5-1 Mittlere quadratische Verschiebung fiir ein negatives Gedachtnis
der Starke e = 0.01, 0.02, 0.05 und 0.2. Das asymptotische Verhalten fiir £ — oo
entspricht einer Superdiffusion mit dem universellen Exponenten 2/z = 1.37.

folgt bereits aus der 1-loop Korrektur der Renormierungsgruppenanalyse der
Exponent 2/z = 3/2 fiir d = 1. Es lassen sich aber auch weitere Skalen-
zusammenhénge finden, die als Indizien fiir ein hinter diesen Diffusionsprozes-
sen stehendes kritisches Verhalten angesehen werden konnen. So fithrt eine
Reskalierung der Zeit— und der Raumkoordinaten dazu, dafl alle Kurven der
Abb.5-1 durch eine Skalenfunktion ®~ beschrieben werden kénnen:

22 =p(e) @~ (%(a))

mit dem asymptotischen Verhalten ®~ (s) ~ s fiir s — 0 und &~ (s) ~ s
fir s — oo, sieche auch Abb.5-2. Die spezielle Definition des Modells fiithrt

2/z

Abbildung 5-2 Masterkurve der mittleren quadratischen Verschiebung bei nega-
tivem Gedachtnis. Das Zusammenfallen aller Kurven auf eine Masterkurve indiziert
die Universalitat des superdiffusiven Verhaltens.

sofort zu der Beziehung® p () = Teoss(€). AuBerdem zeigen die numerischen

5 Ansonsten wire die fiir den Grenzfall kleiner Zeiten ¢t — 0 auftretende normale Diffusion
nicht mit der Skalenfunktion vereinbar.
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Ergebnisse noch eine weitere Skalenrelation zwischen 7..,ss und ¢, siehe auch
Abb. 5-3.

) 1{0.01)(e)

Abbildung 5-3 inverse Ubergangszeit (in Einheiten von 1/7(0.01)) als Funktion
des Kontrollparameters ¢.

Es gibt hier den bemerkenswerten Zusammenhang

Tcross(g) ~ 5_0
mit dem numerisch bestimmten Exponenten 6 = 1.97 4+ 0.04, der innerhalb der
dynamischen Renormierungsgruppe [103] nicht ermittelt werden konnte.

Lokalisierung

Aus numerischen Griinden wird nicht die Regel b; — b; (1 +¢) mit € > 0 be-
nutzt%, die das Gegenstiick zur Gleichung (5.7) darstellt, sondern ein schwiche-
res, additives Gesetz: Jedes Uberschreiten der Bindung (7,4 + 1) durch das
Teilchen andert den entsprechenden Bindungswert nach der Regel:

mit ¥ > 0. Diese Beziehung entspricht einem positiven Gedachtnis und man
sollte nach der Renormierungsgruppenanalyse [103] fiir jeden Parameter ¢ > 0
eine Lokalisierung des Teilchens in der Umgebung der Anfangsposition er-
warten. Die numerische Bestimmung des mittleren Verschiebungsquadrates
als Funktion der Zeit zeigt normale Diffusion fiir relativ kurze Zeiten, die aber

nach einer Ubergangszeit 7/, () kontinuierlich zusammenbricht.

6Da bei diesem Verhalten ein positives Gedichtnis entsteht, ist zu erwarten, daf einige
Bindungen sehr héufig iibersprungen werden, die entsprechenden Bindungswerte also sehr
grofl werden und numerische Schwierigkeiten generieren. Beim superdiffusiven Verhalten
wird dagegen eine haufige Passage einzelner Bindungen automatisch vermieden, so dafl die
Bindungswerte wéihrend der gesamten Simulation nicht sonderlich klein werden und damit
numerisch handhabbar bleiben.
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Abbildung 5-4 Mittlere quadratische Verschiebung fiir ein positives Gedachtnis
(additives Mapping) mit verschiedenen Starken 4.

Im Grenzfall sehr langer Zeiten nahert sich das mittlere Verschiebungsqua-
drat asymptotisch einem konstanten Wert. Die Kurven der Abb.5-4 legen fiir
t — oo einen Lokalisierungsradius

lim V22 ~ R ()

t—o0
nahe. Damit werden auch die aus der Renormierungsgruppenrechnung ver-
muteten, aber trotzdem spekulativen Aussagen tiber eine Lokalisierung des
Partikels bei positiven Gedéchtnis bestatigt.

@(s) [
10° F

Abbildung 5-5 nichtnormierte Masterkurve der mittleren quadratischen Ver-
schiebung mit positivem Gedachtnis und additivem Mapping. Auch hier indiziert
das Zusammenfallen aller Kurven auf eine Masterkurve die Universalitat der
Bewegung und die asymptotisch erfolgende Lokalisierung.

Ahnlich wie bei der Superdiffusion findet man auch hier weitergehende
Skalenrelationen. Nach einer Reskalierung von Zeit— und Raumkoordinaten
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fallen wiederum alle fiir verschiedene Werte 9 erzeugten Kurven auf einer
Masterkurve zusammen. Mit der Skalenfunktion ®* erhélt man die generelle
Darstellung

27 = R?(9) &+ <T;(?’0)

Cross

mit @1 (s) ~ s fir s — 0 und ®* (s) = 1 fiir s — oo, siehe auch Abb. 5-5.

Ahnlich wie bei der Superdiffusion kommt man zu der notwendigen Bezie-
hung R (9) = \/7%,0s:(7). Abb. 5-6 zeigt 7., ..(9) als Funktion von 9.

E TICIDSS(O-OS)IIICfDSS(S)

0,15

0,014

1E-3 ————r ————

Abbildung 5-6 inverse Ubergangszeit 7 (in Einheiten von 1/7/(0.05)) als Funktion
des Kontrollparameters 4.

Auch hier findet man wiederum ein Potenzgesetz zwischen der Ubergangs-
zeit und der Starke des Gedéchtnisses

T’CT’OSS(ﬁ) ~ 1‘9_9
mit § = 2.03 = 0.05. Diese Skalengesetze bestatigen, dafl sich offensichtlich

auch die Lokalisierung, mindestens bei dem hier untersuchten Problem, als
Spezialfall einer kritischen Dynamik verstehen lafit.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dafl natiirlich auch eine multiplikative Ab-
bildung b; — b; (1 + ¢) eine Lokalisierung erzeugt, sieche Abb.5-7, allerdings
erlauben die erwahnten numerischen Schwierigkeiten nur eine Auswertung mit
begrenzter Genauigkeit. Aber der Vergleich der Abbildungen 5-4 und 5-7 legt
auf jeden Fall nahe, dafl die Skalenfunktion ®* keinen universellen Charak-
ter hat, d.h. unterschiedliche Abbildungsprozeduren b;(t) — b;(t 4+ 67) fithren
zu verschiedenen funktionalen Formen des mittleren Verschiebungsquadrates
x2(t).
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Abbildung 5-7 Vergleich der mittleren quadratischen Verschiebung fiir ein
positives Gedachtnis mit multiplikativem Mapping (ausgezogene Linie) und mit
additivem Mapping (gepunktete Linien). Beide Typen zeigen im asymptotischen
Limes Lokalisierung.

5.2.2 Dimension d=2

Das Modell

Im zweidimensionalen Fall wird die Diffusion [97] durch eine Bindungsmatrix b
mit den Komponenten bj).x) charakterisiert. Jedes Matrixelement b(;;).(;) hat
dann einen nichtverschwindenden Wert, wenn es zwei auf dem Gitter benach-
barte Punkte (i5) und (kl) verbindet. Die Ubergangsrate fiir einen Partikel,
der sich im Punkt (ij) befindet und zum Punkt (ij) + A, springen soll, ist
dann die Verallgemeinerung von (5.5) auf das zweidimensionale Gitter

Lagysii)+an = Naj) bz +an (5.8)

mit den Sprungvektoren A; = (1,0), Ay = (0,1), A3 = (—1,0) und mit
Ay = (0,—1). Der lokale Normierungsfaktor ist definiert durch

1

Niij) =
7 byt +ar F Dyt +ae + O +as T b)) +As

Natiirlich wird wieder die notwendige Bedingung:

B +an L) +a2 T L)) +as T L) +a, = 1 erfilllt. Auerdem gilt
fir alle Gitterpunkte die Anfangsbedingung b;;),) = 1. Falls die Elemente
der Bindungsmatrix unverandert bleiben, erhalt man einen gewohnlichen zwei-
dimensionalen Random Walk. Der Gedachntniseffekt wird wieder durch eine
selbstinduzierte Anderung der Elemente der Bindungsmatrix erzeugt: falls der
zur Zeit t erfolgende aktuelle Sprung die Bindung (ij) — (kl) passiert, wird das
entsprechende Matrixelement von b durch die generelle Regel:

bijyseny (t+07) = W(bgijy.) (t)) verdndert, alle anderen Komponenten von b
bleiben dagegen konstant. Die Abbildung ¥ entspricht dem allgemeinen Gesetz
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(5.6) und muB natiirlich noch spezifiziert werden. Ein positives Gedéchtnis
erfordert die Bedingung W(bgjy.k1)) > beij); k). Wie im eindimensionalen Fall
werden die Abbildungen untersucht als:

1. additive Abbildung: \Ij(b(ij);(kl)) = b(ij);(k:l) + 9 mit ¥ > 0 und
2. multiplikative Abbildung \Ij(b(z‘j);(kl)) = (1 + 8)()(,‘]‘);(191) mit € > 0.

Die Parameter ¥ und € bestimmen die Starke des selbstgenerierten Gedacht-
nisses (¥ = 0 bzw. € = 0 entsprechen dem einfachen Random Walk). Beide Ab-
bildungen fiithren im eindimensionalen Fall (siche oben) zu einer Lokalisierung
[98], aber die Anndherung an den stationdren Zustand unterscheidet sie erheb-
lich (siehe Abb.5-7). Ein negatives Gedéchtnis ist dagegen durch W (b)) <
b(ij); (k) bestimmt. In Analogie zum eindimensionalen Fall mit (5.7) wird wieder
eine multiplikative Abbildung W(bgj;)x)) = (1 — €)bgjy,y) mit 0 < ¢ < 1
gewahlt. Diese Prozedur garantiert, dafl die b)) stets positiv bleiben.
Auch in d = 2 gibt es eine endliche Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Brownsches
Teilchen nach einer unendlich langen Zeit eine beliebige Bindung beliebig oft
passiert hat”. Dieses mehrfache Uberspringen von Bindungen fiithrt, wie im
eindimensionalen Fall zu einem Akkumulationseffekt, der die Komponenten
bijy:.(ky merklich andert. Allerdings ist diese Anderung wesentlich schwécher
als im eindimensionalen Fall, so dafl entsprechend den Renormierungsgruppen-
resultaten [103] nur noch logarithmische Korrekturen erwartet werden.

Auch die zum Fall d = 2 durchgefiihrten numerischen Untersuchungen
basieren auf Monte—Carlo Simulationen, die mit der gleichen Prozedur (Metro-
polisverfahren) wie im eindimensionalen Fall realisiert wurden. Auch hier liegt
die Zahl der fiir ein reprasentatives Ensemble erzeugten Diffusionstrajektorien
zwischen 10* und 10°.

Superdiffusion

Entsprechend den Vorhersagen der dynamischen Renormierungsgruppe [103]
sollten fiir jedes negative Gedéchtnis, d.h. fiir jedes € > 0 in der Abbildung
W (baijyeny) = (1 —€)beaj); k), superdiffusive logarithmische Korrekturen im Ver-
gleich zur normalen Diffusion erwartet werden. Die numerischen Resultate fiir
verschiedene Parameter ¢ sind in Abb.5-8 dargestellt.

Das numerisch bestimmte, mittlere Verschiebungsquadrat zeigt ein syste-
matisches Anwachsen des Verhéltnisses 72/t mit wachsender Zeit. Abb.5-8 legt
eine Beziehung

r2
7 ~ Co+C11nt

"In jeder hoheren Dimension ist das nicht mehr der Fall. Hier gibt es sogar fast nur
Bindungen, die niemals passiert wurden. Das liegt einfach daran, daff der Random Walk
eine fraktale Dimension d¢ = 2 hat und damit einen Raum mit d > 2 nicht mehr vollstéindig
ausfiillen kann. Hier liegt auch die eigentliche Ursache dafiir, dafl die kritische Dimension
gerade d. = 2 ist. In Rdumen héherer Dimension ist ein Akkumulationseffekt auf Grund der
wenigen Mehrfachpassagen von Bindungen verschwindend gering.
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Abbildung 5-8 Mittlere quadratische Verschiebung fiir ein negatives Gedachtnis.
Der lineare Anstieg fur groBe Zeiten entspricht der erwarteten logarithmischen
Korrektur.

mit den nichtuniversellen Koeffizienten cg und ¢; nahe. Damit kann tatsachlich
das fiir den asymptotischen Grenzfall langer Zeiten vorhergesagte Verhalten
[103] 72 >~ tInt bestétigt werden.

Subdiffusion und Lokalisierung

Ein positives Gedachtnis sollte dagegen eine Lokalisierung oder wenigstens eine
subdiffusive Schwéachung der normalen Diffusion erzeugen. Lokalisierungsef-
fekte konnen tatséchlich noch fiir eine multiplikative Abbildung W (b)) =
(1 4+ €)b(ij); (k) beobachtet werden, sieche Abb. 5-9.

£=0.020

£=0.083

£=0.174

Abbildung 5-9 Mittlere quadratische Verschiebung fiir ein positives Gedachtnis
mit multiplikativem Mapping. In diesem Fall bleibt auch in d = 2 ein
Lokalisierungseffekt erhalten.
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Die unter Benutzung der additiven Abbildung W (bg;,ki)) = b(ij); k) + 0 rea-
lisierten numerischen Simulationen (siehe Abb.5-10) fiihren dagegen im asym-
ptotischen Limes grofier Zeiten zu einem schwachen subdiffusiven Verhalten

r2 = ¢ (Int)? (5.9)

mit dem nichtuniversellen Koeffizienten ¢y und dem nichtuniversellen Expo-
nenten -y.

In(init))

Abbildung 5-10 Mittlere quadratische Verschiebung fiir ein positives Gedachtnis
mit additivem Mapping. Anstelle der erwarteten Lokalisierung wird ein schwaches
subdiffusives Verhalten beobachtet.

Der scheinbare Widerspruch zur Vorhersage der Renormierungsgruppe® liegt
wahrscheinlich darin, daf die dort bestimmte 1-loop Korrektur [103] einerseits
gar nicht zwischen Lokalisierung und einer Subdiffusion vom Typ (5.9) unter-
scheiden kann, andererseits die Vorhersage einer Lokalisierung in Raumen der
kritischen Dimension d = d. = 2 im Rahmen der 1-loop Korrekturen nur eine,
wenn auch naheliegende, Vermutung ist.

5.2.3 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung

Die folgenden Untersuchungen beschrianken sich auf den eindimensionalen Fall,
da die in d = 2 zu erwartenden Korrekturen zu schwach sind, um eine quanti-
tative Untersuchung zu gewahrleisten. Die Wahrscheinlichkeit dafl ein Partikel
nach einer Zeit ¢ die Position x = ia (a: Gitterabstand) besetzt, ist durch

8Hier wird eine universelle Lokalisierung fiir jedes positive Gedéchtnis und jede Dimension
d < d. = 2 erwartet.
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P(z,t) definiert. Wegen der Inversionssymmetrie x — —z konnen die Unter-
suchungen auf die Verteilungsfunktion P(|x|, ) beschriankt werden. Die Kennt-
nis dieser Verteilungsfunktion erlaubt dann die Bestimmung aller Momente z27
(n=0,1,2,...). Abb. 5-11 und 5-12 zeigen die typische Evolution der Funk-
tion P(|z|,t) am Beispiel der Lokalisierung mit dem Parameter ¢ = 0.01.

Es ist deutlich erkennbar (siche Abb.5-12), daf die Verteilungsfunktion ihren

Px.t)

Abbildung 5-11 zeitliche Evolution der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion

P(|x|,t) (positives Gedachtnis mit additivem Mapping, Kontrollparameter: 9 =
0.01) nach 19, 44, 142, 1009, 7020, 49184, 130414, 345922, 917722, 2434860,
3966045 und 6460259 Elementarschritten. Die Zeit wachst in Richtung des Pfeiles.

Charakter von einer der Gauflkurve dhnlichen Gestalt bei kurzen Zeiten, zu
einer Exponentialfunktion bei langen Zeiten andert.

Abbildung 5-12 halblogarithmische Abbildung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(|x|,t) aus Abb.5-11.

Der Ubergang ist kontinuierlich und beginnt bereits bei Zeiten, die er-
heblich kiirzer als die Ubergangszeit 77,....(J) sind. Die deutlich sichtbaren

Cross
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Abweichungen von der Gaufi’schen Struktur bei relativ kurzen Zeiten haben
nur einen geringen EinfluB auf das Kurzzeitverhalten der mittleren quadrati-
schen Verschiebung. Die Funktion P(|z|,t) ndhert sich nach hinreichend lan-
gen Zeiten einem exponentiellen Verlauf, der quantitativ durch exp {—pu(t) x|}
beschrieben werden kann. Die Funktion p(t) konvergiert im Falle einer Loka-
lisierung gegen einen konstant Wert p(t) —const. fiir t — oo, siche Abb.5-13.

nit)

Abbildung 5-13 ie Funktion p(t) fiir ein positives Gedachtnis und additivem
Mapping mit ¥ = 0.01.

AuBlerdem zeigt die halblogarithmische Darstellung (Abb. 5-12), daf die
Region in der unmittelbaren Umgebung des Startpunktes bereits nach kurzer
Zeit eine der Exponentialverteilung ahnliche Form annimmt, wahrend sich
der Logarithmus der Verteilungsfunktion in gréferen Abstanden asymptotisch
einer parabolischen Struktur nahert, d.h. die Regionen fern vom Startpunkt
werden noch durch eine Gaulsche Verteilungsfunktion charakterisiert. Die Ur-
sache fiir dieses Verhalten kann einfach erklart werden. Das Tracerteilchen
hat zu einer gegebenen Zeit die Regionen hinreichend fern vom Startpunkt
nur selten besucht. Damit haben sich bis zu dieser Zeit die entsprechenden
Bindungswerte b, nur wenig geandert. Das Teilchen verhalt sich in dieser
Gegend praktisch wie ein freies Brownsches Teilchen, d.h. die Verteilungs-
funktion kann hier durch eine auslaufende Gaulkurve angenahert werden. An-
dererseits befindet sich im Falle der hier beschriebenen Lokalisierung das Tra-
certeilchen sehr haufig in der Nahe des Startpunktes. Dadurch entsteht ein er-
heblicher Akkumulationseffekt, der eine starke Anderung der b; und damit der
Ubergangsraten in dieser Region zur Folge hat. Als Konsequenz dieses Effektes
degeneriert die Verteilungsfunktion hier zuerst zu einer Exponentialverteilung.
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5.2.4 Verallgemeinerung: Schwaches Gedachtnis

Die Abbildung (5.6) wird jetzt auf die folgende Regel erweitert: Nach jedem
Zeitschritt wird zunéchst die originale Abbildung (5.6) realisiert. Anschliefiend
werden aber alle Bindungswerte b; durch die zusatzliche Prozedur reduziert:

b — (bi — 1) exp{—C}+1 (5.10)

Folglich wird der Bindungswert, falls das Teilchen die zugeordnete Bindung
iiber eine langere Zeit nicht passiert, wieder auf den Wert 1 relaxieren. Die
Relaxationszeit wird durch den Dampfungsparameter ¢ charakterisiert. (5.10)
bedeutet offenbar, dal im Gedéchtnisterm der Fokker—Planck—Gleichung (5.4)
ein zusatzlicher Exponentialterm eingebaut werden muf:

t
A / PXr—1't —t)exp{—v(t —t)}Ou P(x',t")d% dt’ (5.11)
0

(Dabei ist eine inverse Relaxationszeit v ~ ( zu erwarten). Solch ein Damp-
fungsterm fiithrt zu einer Verschiebung der Pole des Gedéchtnistermes (im Fre-
quenzraum) und damit zu einer Zerstérung des kritischen Phanomens fiir hin-
reichend lange Zeiten ¢ > v~! ~ ¢~!. Damit sollte ein Ubergang zur normalen
Diffusion nach einer charakteristischen Zeit 7 ~ (™' erfolgen. Diese Annahme
wird durch die numerische Simulationen unterstiitzt, siehe Abb.5-14.

Abbildung 5-14 Mittlere quadratische Abweichung als Function der Zeit fur ein
schwaches positives Gedachtnis (¢ = 0.1) mit den Parametern ( = 1072, 1077,
107* und 107°. Der Wert von ( fallt in Richtung des Pfeiles.

In dem hier vorgestellten Fall eines schwachen, positiven Gedéachtnisses

findet man fiir kurze und mittlere Zeiten das gleiche Verhalten wie fir { = 0
(sieche Abb.5-4), d.h. das Teilchen zeigt zunéchst eine normale Diffusion, gefolgt
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von einer beginnenden Lokalisierung. Aber nach einer charakteristischen Zeit
7 ~ ¢! wird die Diffusion wieder normal.

5.3 Diffusion im realen niedrigdimensionalen Glas

Die hier gezeigten numerischen Resultate unterstiitzen also im wesentlichen
die 1-Loop Renormierungsgruppenapproximation [103]. Insbesondere wird fir
ein positives Gedachtnis unterhalb der kritischen Dimension d. = 2 und dem
gleichzeitigen Fehlen relevanter Driftkréfte? in (5.4) eine ausgepragte Lokalisie-
rung des Partikels erwartet. Dieses Resultat ist von erheblicher Bedeutung, da
die Diffusion in einem zufélligen Feld relevanter (statischer) Driftkréafte [29, 71]
aber ohne ein Gedéchtnis keine Lokalisierung zeigt. Es besteht also ein Mecha-
nismus zur Lokalisierung iiber die Erzeugung eines positiven Gedachtnisses.
Aus Sicht der Interpretation von (5.4) und des numerischen Modells ist die
Lokalisierung das Resultat eines dynamischen Prozesses, namlich der Riick-
kopplung zwischen dem Partikel und der Umgebung.

Natiirlich kann die Lokalisierung nur unterhalb der kritischen Dimension
d. beobachtet werden. Es kann aber angenommen werden, dafl eine starke
Lokalisierung unterhalb d. auch noch oberhalb d. wenigstens teilweise spiirbar
bleibt. In Analogie zu den Auswirkungen einer starken Kopplung beim Wachs-
tum von Oberflachen [108] 148t sich auch fiir (5.4) vermuten, daf eine kritische
Kopplungsstirke \. existiert. Oberhalb der kritischen Dimension d > d.., aber
fiir A > \., wird dann das Teilchen weiterhin lokalisiert bleiben (Regime starker
Kopplung), wihrend fiir d > d. und A < A, eine normale Diffusion stattfindet
(Regime schwacher Kopplung). Unterhalb der kritischen Dimension d < d,
wird dagegen nicht zwischen beiden Regimen unterschieden. Diese Vorstel-
lung fallt mit einigen qualitativen Aussagen der Modenkopplungstheorie un-
terkiihlter Fliissigkeiten zusammen [12, 40, 76], die allerdings vollig dimensions-
unabhéngig formuliert sind. Die Modenkopplungstheorie [76] ist durch keiner-
lei réumliche Kopplung im Gedéachtnisterm gekennzeichnet, wéhrend (5.4) eine
echte raumliche Kopplung zwischen dem Gedéachtnis und der Verteilungsfunk-
tion P(r,t) enthélt. Eine Entkopplung des rdumlichen Zusammenhanges, d.h.
einen Ubergang von (5.4) zur Modenkopplungstheorie erhilt man z.B. fiir den
Grenziibergang d — oo. In diesem Fall gilt natiirlich d > d. und damit ist
der aus der Modenkopplungstheorie bekannte Ubergang vom ergodischen zum
nichtergodischen Verhalten identisch mit dem Wechsel vom Regime schwacher
Kopplung zum Regime starker Kopplung in der Sprache der Renormierungs-

9Relevante Driftkrifte erzeugen ebenfalls eine anomale Diffusion unterhalb einer kriti-
schen Dimension d. = 2, d.h. im allgemeinen Fall tiberlagern sich die Wirkungen der Drift—
und Gedédchtnisterme zu neuen anomalen Regimen [103]. Relevante Driftkréfte sind z.B.
durch ein statisches, stochastisches Kraftfeld mit der Korrelationsfunktion (F, (r)F;3(0)) =
[Adap + Brarg/r?] 6(r) gegeben.
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gruppe.

Interessant ist diese Interpretation auch im Zusammenhang mit dem im
vorangegangenen Abschnitt diskutierten schwachen Gedéachtnis. Die Moden-
kopplungstheorie fiir unterkiihlte Fliissigkeiten hat das Problem, dafl der ur-
spriinglich in dieser Theorie benutzte Gedéchtnisterm [76] fiir A > A. zu einem
nichtergodischen Zustand fiihrt. Dieses Verhalten widerspricht aber den ex-
perimentellen Ergebnissen, die auch fiir A > A, einen vollstandigen Zerfall der
Korrelationsfunktionen aufweisen. Dieses Verhalten fiihrt zu einer notwendi-
gen Korrektur der Modenkopplungstheorie durch zusatzliche Platzwechsel—-
Prozesse. Benutzt man als relevante Observable z.B. die Koordinaten eines
ausgewahlten Teilchens, dann sollten diese "Hopping’-Prozesse zu einer nor-
malen Diffusion fiir hinreichend lange Zeiten fiithren. In diese erweiterte Moden-
kopplungstheorie werden deshalb empirisch neue Terme eingefiihrt, die nicht
nur die gleiche Wirkung wie die Modifikation (5.11) haben, sondern auch in
eine der Darstellung (5.11) &dhnliche Form transformiert werden kénnen. Ein
Gedéchtnisterm (5.11) ist damit eine mogliche, natiirlich auch nur empirische,
Alternative, die Ergebnisse der Modenkopplungstheorie auch auf reale Glaser
unterhalb der kritischen Temperatur'® T, des Glasiiberganges fortzusetzen. Die
hier auftretende charakteristische Zeitskala 7 ~ v~! ist natiirlich von der
GrofBlenordnung der Relaxationszeit des a—Prozesses. Der empirische Charak-
ter des Gedéchtnistermes (5.11) ld8t sich auch daran erkennen, daf8 innerhalb
der vorgestellten Modelle keine Aussagen iiber die Temperaturabhangigkeit von
7* ~ v~! enthalten sind. Diese Temperaturabhingigkeit bleibt prinzipiell frei
wéahlbar und kann an die experimentelle Situation angepafit werden.

Das Auftreten eines negativen Gedachtnisses wird innerhalb der Moden-
kopplungstheorie nicht diskutiert. Es besteht aber die Moglichkeit, dafl dieser
Effekt in bestimmten Glasern beobachtbar ist. So konnte z.B. die Diffusion von
Kationen in Silikatglasern ein geeigneter Kandidat fiir eine Superdiffusion sein,
wenn sich das Kanalmodell von Ngai [44] als richtig erweist. Die Kanéle wiirden
in diesem Fall die eindimensionalen Objekte bilden, entlang derer eine superdif-
fusive Bewegung der Kationen denkbar ist. Allerdings bleibt die Superdiffusion
auf mesoskopische Skalen beschrankt. Finerseits erfolgt auf groBeren Zeitskalen
durch die Dynamik der Umgebung eine Schwachung des Gedéachtnisses analog
zu (5.11). Andererseits bilden die Kanéle auf groferen rdumlichen Skalen ein
dreidimensionales Netzwerk. Die Diffusion der Kationen geht dann nach hin-
reichend langer Zeit von einer eindimensionalen zu einer dreidimensionalen
Bewegung tiber. Damit wird die kritische Dimension tiberschritten und die
Diffusion wird normal.

0Dje kritische Temperatur T, wird durch den Zusammenhang A(T.) = A¢ bestimmt.
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6. ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit wurden zahlreiche Diffusionsphanomene hauptséch-
lich in Glasern stellvertretend fiir andere komplexe Systeme untersucht. Dieses
facettenreiche Gebiet 143t eine grofie Breite von theoretischen Modellierungen
zu und der zum Vergleich notwendige Fundus an experimentellen Daten ist fast
unerschopflich. Glaser mit ihrer Vielfalt an Erscheinungen bieten sich regel-
recht an, um Transportvorgénge und Strukturevolution komplexer Systeme aus
verschiedenen Sichtwinkeln an ihrem Beispiel zu beleuchten. Natiirlich konnen
auch andere komplexe Systeme (mit starker Kopplung zwischen identischen
oder dhnlichen Elementen) mit den hier vorgestellten Methoden und Modellen
aussagekraftig beschrieben werden.

Aus methodischer Sicht standen hauptséchlich numerische Techniken im
Zentrum der Arbeit, wobei sowohl Monte-Carlo (MC) —Simulationen, als auch
Molekulardynamik (MD) —Simulationen ausgefithrt wurden. Fiir bestimmte
Problemstellungen wurden aber auch analytische Berechnungen auf dem Niveau
von mean—field Naherungen realisiert.

Diffusion im Phasenraum

Es wurde ein neues Molekulardynamik —Verfahren entwickelt, welches Rei-
bungseffekte auf molekularer Ebene berticksichtigt. Der Algorithmus simu-
liert die Wirkung eines thermodynamischen Bades, sichert aber gleichzeitig die
fiir molekulare Systeme wichtige Erhaltung des Gesamtimpulses. Insbesondere
ermoglichen, in Ubereinstimmung mit der Realitét, die Reibung und die ihr zu-
geordneten stochastischen Krafte bei jeder Temperatur Platzwechselprozesse.
In tiblichen mikrokanonischen Systemen, die nur durch Newtonsche Gleichun-
gen beschrieben werden, ist dagegen die Energie eine Erhaltungsgrofie, d.h.
ab einer bestimmten Gesamtenergie sind Platzwechselprozesse ausgeschlossen.
Der numerische Algorithmus arbeitet problemlos auf Parallelrechnern, so dafl
die aufwendigen Prozeduren optimal verarbeitet werden kénnen.

Die MD —Simulationen wurden fiir unterkiihlte Lennard —Jones —Fliissig-
keiten mit dem Ziel realisiert, Aussagen iiber den Verlauf des Einfrierprozesses
zu erhalten. Im Mittelpunkt stand die Analyse der Sprunglangenverteilung der
Pseudotrajektorien im Phasenraum, um damit den Einfrierprozefl von Glasern
zu charakterisieren. Gegentibergestellt wurden dabei:

(1) Systeme, deren Potentialminima im Phasenraum statistisch gleichméBig
verteilt sind. Solche Systeme sind fiir jede Temperatur ergodisch.

(2) Systeme, deren Potentialminima so verteilt sind, dafl ihre Einzugsge-
biete unendliche Cluster bilden. Untereinander sind die Cluster durch grofiere
Abstédnde und relativ hohe Barrieren getrennt. Unterhalb einer bestimmten
Temperatur zerfallt das Gitter der erreichbaren Minima in getrennte Cluster
und die Bewegung des Systems wird nichtergodisch. Das System wird auf
einem der unendlichen Cluster fixiert, ist aber immer noch in der Lage sich
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den Phasenraum quasi-ergodisch zu erschlieBen (Einfrierprozef erster Art).

(3) Systeme, deren Minima dhnlich wie im zweiten Fall verteilt sind, aber
deren Cluster von endlicher Ausdehnung sind. Unterhalb einer bestimmten
Temperatur wird das System in einem der endlichen Cluster lokalisiert und
ist nicht mehr in der Lage den gesamten Phasenraum zu erschliefen, d.h. die
Ergodizitzat geht vollstandig verloren.

Die numerischen Resultate legen einen Einfrierprozefl erster Art nahe. Cha-
rakteristisch ist hierfiir bei allen Temperaturen eine diffusionsartige Bewegung
des Systems durch den Phasenraum. Gleichzeitig werden mit sinkender Tem-
peratur aber immer weniger lange Spriinge zwischen benachbarten Minima
beobachtet, wahrend der Anteil kurzer Spriinge etwa konstant bleibt.

Dynamische Heterogenitat

Das fiir Glaser besonders interessante Verhalten auf langen Zeitskalen wurde
mit einem Monte—Carlo —Algorithmus fiir ein spinunterstiitztes, kinetisches
Ising Modell simuliert. Dieses Modell einer unterkiihlten Fliissigkeit erlaubt
eine realistische Beschreibung kooperativer Prozesse, vernachlissigt aber die
Dynamik auf kurzen Zeitskalen (5-Prozef).

Ziel der MC —Simulationen war die Bestimmung der Gréfle der Regionen
kooperativer Umlagerungen. Dafiir wurde eine Definition aufgestellt, die den
qualitativen Vorstellungen von Adam und Gibbs entspricht und zur quantita-
tiven Auswertung numerischer Resultate geeignet ist. Im Ergebnis der Simula-
tion stellte sich eine breite Verteilung dieser Regionen heraus. Dem entspricht
eine extrem unterschiedliche Mobilitdt an verschiedenen Punkten im Glas.
Dieses Resultat unterstiitzt somit die experimentellen Hinweise auf die Exi-
stenz dynamischer Heterogenitaten in Glasern.

Mischalkalieffekt

Zur analytischen Beschreibung des Mischalkalieffektes wurde das kinetische
Wechselwirkungsmodell entwickelt. Dieses Modell beschreibt die Diffusion von
Kationen in einer dynamischen Potentiallandschaft, die durch die Glasmatrix
gebildet wird. Die Verteilung der lokalen Minima ist zur Vereinfachung der
Berechnungen auf zwei Typen (tiefe und flache Potentialminima) beschrankt.
Entscheidend ist aber der Einflufl der nichtlokalen kooperativen Dynamik der
Glasmatrix auf die Mobilitat der Kationen, der in diesem Modell beriicksichtigt
wird.

Im Rahmen einer mean—field Analyse wurde eine quantitative Beziehung
zwischen Gleichstromleitfahigkeit des Materials und der Konzentration, sowie
dem Kompositionsverhaltnis der Kationen gefunden. Dieser Zusammenhang
erlaubt eine qualitative Diskussion der elektrischen Leitfahigkeit des Materials
als Funktion der Kationenkonzentration in einkomponentigen Alkaliglasern.
Die Abhéngigkeit der Leitfahigkeit vom Kompositionsverhéltnis in Mischalka-
liglisern zeigt sogar eine sehr gute quantitative Ubereinstimmung mit Experi-
menten.

Insbesondere erlaubt das kinetische Wechselwirkungsmodell auch die Be-
schreibung der Kompositionsabhéngigkeit der elektrischen Leitfahigkeit fiir
einen Kationenaustausch unterhalb der Glastemperatur. Die auftretenden
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Besonderheiten sind im Gegensatz zu anderen Modellen mit dem neuen Mo-
dell beschreibbar. Das kinetische Wechselwirkungsmodell erklart dariiber hin-
aus auch die Deformation der Diffusionsfronten bei feldunterstiitztem Katio-
nenaustausch.

Numerische MC —Simulationen an einem, entsprechend dem kinetischen
Wechselwirkungsmodell modifizierten, spinunterstiitzten kinetischen Ising Mo-
dell zeigen eine qualitative Ubereinstimmung mit den Resultaten der mean—
field Rechnungen.

Anomale Diffusion

Fokker-Planck-Gleichungen mit vorzeichenbehaftetem Gedachtnisterm be-
schreiben die Diffusion eines Partikels unter dem Einflul seiner Umgebung
und gleichzeitig deren Riickwirkung auf die Umgebung. Solche Gleichungen
sind auch fiir die Diffusion von Tracerteilchen in einer glasartigen Umgebung
giiltig. Als Ergebnis erwartet man eine anomale Diffusion. Dieser Effekt wurde
numerisch fiir die Diffusion eines Teilchens auf einem Gitter nachgewiesen.
Dabei wurde der Gedachtnisterm dadurch modelliert, dal Gitterbindungen die
iiber sie erfolgten Spriinge akkumulieren und zukiinftige Spriinge durch diese
Akkumulation beeinflufit werden.

Fiir Untersuchungen unterhalb, bzw. an der kritischen Dimension d, = 2
und mit einem positiven Gedachtnisterm wurde entweder Lokalisierung oder
hochstens subdiffusives Verhalten gefunden. In diesem Fall ist das Teilchen auf
den Raum um seine Ausgangsposition orientiert.

Bei negativem Gedéchtnisterm findet man fiir Dimensionen d < d,. stets Su-
perdiffusion. Sowohl die Anfangsposition, wie jede andere, mindestens einmal
besetzte Position wirken hier repulsiv.

Weiter wurde gezeigt, dal durch Einfiihrung einer zusatzlichen exponen-
tiellen Dampfung der Gedachtnisterm so geschwacht wird, dafl fiir lange Zeiten
eine normale Diffusion entsteht.

Allgemein zeigen diese Ergebnisse, dafl die Analyse von Diffusionsphanome-
nen eine breite Anwendung bei der Untersuchung der Struktur und Dynamik
von Glasern findet. Die hier vorgestellten Methoden und Modelle konnen
natiirlich auch auf andere komplexe Systeme mit einer starker Kopplung zwi-
schen den einzelnen Elementen problemlos tibertragen werden und sollten auch
hier zu aussagekraftigen Ergebnissen fiihren.
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7. ANHANG

A.1 StoBe zwischen Photonen und Partikeln

Um die Anderung der kinetischen und der inneren Energie eines Partikels bei
der Absorbtion eines Photons zu bestimmen, betrachtet man zunéchst die Im-

pulsbilanz
p+hk=q (A1.1)

(p und q bezeichnen den Partikelimpuls vor und nach der Absorbtion des Pho-
tons mit dem Impuls hk). Da das Teilchen innere Freiheitsgrade besitzen soll,
die einen Teil der Photonenenergie aufnehmen konnen, sind die Ruhemassen
vor und nach dem Stof}, m, und M, verschieden. Die Energiebilanz ist damit

durch
Vm2ct + p2c + hw = \/ M?c* + ¢2c? (A1.2)
gegeben. Durch einfaches Quadrieren entsteht aus (A1.1) und (A1.2)

mict + p*? + 2hw/m2ct + p*c? + hPw? = MPct + & (p° + B°k® + 2hkp)
Beachtet man die Dispersionsrelation fiir Photonen, w = ck, dann folgt sofort

(M? —m?) ¢* = 2hw\/m2c* + p*c? — 2hc’kp (A1.3)

Auflerdem besteht die relativistische Beziehung zwischen Impuls p und Ge-

schwindigkeit v
p= 0¥ (A1.4)

c2

Damit erhalt man

2

m2v2c2 m2ch MyC
/m2ct + p2c? = \/m§c4+ 10 :\/ 2 = (A1.5)

v 2
v
c? — =

_ v
2

c

2

Einsetzen von (Al.4) und (A1.5) in (A1.3) liefert unter Beachtung des Streu-
winkels ¥ zwischen der Impulsrichtung des Photons und der des Partikels vor
der Absorbtion des Photons:

(M2 —m?

o

4 2m,c*hw  2hcwmyvcostd  2mycthw v
) A= - = (1 — cos 19)

Die hier untersuchten Partikel bewegen sich im allgemeinen klassisch, d.h. sie
sind wesentlich langsamer als die Lichtgeschwindigkeit (v/c < 1). Dann ist
folgende Naherung ausreichend:
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(M? —m3) ¢* ~ 2myc*hw (1 — Y cos 19)
c

oder nach einer algebraischen Umformung

M:mo\/l—i— 2he (1—%00819)

M C2

Damit erhilt man fiir die Anderung der inneren Energie des Partikels bei der
Adsorbtion eines Photons |AEiyem| = Mc® — moc® >~ hw(l — 2 cosd). Fol-
glich wird die kinetische Energie nur um einen Hochstbetrag |A By, | ~ Awve™
geandert. Beachtet man, dafl sowohl die Photonen als auch die Partikel ther-
mische Energien besitzen, dann gilt iw ~ kT und mgv? ~ 3kgT. Also ist:

|ABy,| _ [3ksT
k’BT N m002

Man erhilt z.B. mit m = 1.67 - 10"2kg (Protonenmasse) und 7 ~ 300K die
Abschitzung |AEy,| /kgT ~ 107°, d.h. die Adsorbtion eines Photons fiihrt
nahezu ausschlieBlich zur Anderung der inneren Energie der Partikel, die kineti-
sche Energie bleibt nahezu unverandert.
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A.2 Konzentration immobiler Kationen

Es wird angenommen, dafl die Glasmatrix Ny tiefe Minima und N, flache
Minima enthalt. Weiterhin sei die Zahl der Kationen durch x gegeben. Dann

gibt es
Nd Nw
k X —k

Moglichkeiten fiir eine Konfiguration mit k£ Kationen in tiefen Minima und y—k&
Kationen in flachen Minima. Das statistische Gewicht jeder Konfiguration ist
gegeben durch p*(1 — p)X~* mit

oAE/kpT

P=7 T oAE/kpT

p ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein einzelnes Kation ein tiefes Minimum
besetzt. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dafl k Kationen tiefe Minima besetzt
halten, gerade durch

=y (3 (5 ) o (A2.1)

gegeben. N ist durch die Normalisierungsbedingung >, P(k) = 1 definiert. Im
thermodynamischen Limes (Ng, Ny, — 00) erhélt P(k) ein scharfes Maximum
bei k,,. Das Maximum folgt aus:

oP(k) _
T R TR T

L OP(k) _ 0mP(k) _

Verwendet man die Stirlingsche Formel, dann erhalt man die Approximation

(51) ~exp{RInR—mlnm — (R —m)In (R —m)}

und damit
Oln P(k) AE
el AT/ B —1 1 — k) — _ == _
% In(Ng—k)—Ink+In(x —k) —In(Ny —x + k) + T 0
Folglich gilt
No—k X=F _ —apmer (A2.2)

k' Ne—x+Fk

Die Gesamtzahl' der Partikel in dem Glas sei N,,. Damit ist die Gesamtkonzen-
tration der Minima gegeben durch @, = (Ng+ Ny, )/N,, die Konzentration der
tiefen Minima ist gegeben durch ®4 = Ng/N,,. Weiterhin ist die Konzentration

!Es sollte beachtet werden, daf§ die Konzentrationen immer auf Teilchenzahlen bezogen
sind, z.B. ist ¢* die Gesamtzahl der relativ immobilen Kationen bezogen auf die Gesamtzahl
aller Partikel im Glas.
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der relativ immobilen (oder stark gebundenen) Kationen ¢* = k/N, und die
Gesamtkonzentration aller Kationen ¢ = x/N,. Damit folgt aus (A2.2) eine
implizite Bestimmungsgleichung fiir die Konzentration der relativ immobilen

Kationen . )

= A2.
& O —Pg—cH+ ¢ (A23)
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A.3 Mittelung tiber kooperative Regionen

Die mittlere Zahl der Partikel, die zu der kooperativen Region eines Kations
zéhlen, ergibt sich aus (4.7). Die Mittelung erfolgt sowohl tiber alle moglichen
Verteilungen der kooperativen Regionen (...), , als auch tiber alle moglichen
Verteilungen der Kationen (...) , 5, d.h. die Gesamtprozedur der Mittelung kann
als (...) = ((...) o) g geschrieben werden. Wegen der linearen Darstellung (4.7)
zerfallt diese Mittelung in zwei additive Beitrige

N = Lin({exp(aNy))
= = In(exp (acND)),p (A3.1)
1 M
+ o In <exp (acg D iy it aChM1> >AB

mit der Gesamtzahl M; = Nt + NP der stark gebundenen Kationen in der ak-
tuellen kooperativen Region I. Die Grofie n; (i = 1, ..., M;) charakterisiert den
Typ dieser Kationen mit n; = 1, falls das Kation i vom Typ A ist, und n; = —1
falls es vom Typ B ist. Sind keine Kationen vorhanden, dann verschwindet der
zweite Summand und man erhélt die mittlere Grofle der ungestorten koopera-
tiven Region N’ (T)

0

N(T) = — In (exp (aeND)), . (A3.2)

C

Die Temperaturabhangigkeit von NO(T ) entsteht durch die temperaturabhéngi-
ge Verteilung der Groflen der kooperativen Regionen (siehe Kap. 3). Der zweite
Summand von (A3.1) kann nach Kumulanten entwickelt werden. Benutzt man

die Bezeichnung
My

ON; = gzni + hM;
i=1
dann erhélt man in der zweiten Ordnung der Kumulantenentwicklung (Der
Index AB wird hier und in Zukunft weggelassen):

aicln (exp 0 ONT) = (ON) + 5 (D)) — (3)?) (A3.3)
Die Berechung der hier auftretenden Mittelwerte wird in zwei Stufen realisiert.
Der erste Schritt, bezeichnet mit (...), , ist die Bestimmung des Mittelwertes
iiber die Komposition bei einer festen Anzahl stark gebundener Kationen M.
Der zweite Schritt ist dann die Mittelung iiber die Gesamtzahl der relativ im-
mobilen Kationen pro kooperative Region. Diese Prozedur wird durch das
Symbol (...),, definiert. Damit hat man die folgende Darstellung fiir die Mit-

telwertbildung
(A[Mr, {n:}]) = (A[Mr,{ni}]),)

Man erhalt unmittelbar:
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und wegen der vorausgesetzten statistischen Unabhangigkeit der Kationen in-
nerhalb der kooperativen Region:

(ning),, = 655+ (1= 655) (2" = 1)* = (2f* = 1)" + 46, /* (1 = f*)
Die mittlere Gesamtzahl der stark gebundenen Kationen (M) kann als:
(Mr) = (N{'y + (NP) = N¢*

geschrieben werden. Dabei ist ¢* die Konzentration der stark gebundenen
Kationen im Glas und N ist die mittlere Zahl der Partikel in einer kooperativen
Region, siehe Fuinote A.2. Die vorausgesetzte statistische Unabhéangigkeit der
Kationen fiihrt auf:

2 2 < (Pg — C*)
(MF) = (Mi1)" = N———

Dabei ist &4 die Konzentration der tiefen Minima ®4. Damit folgt

() - () - B}

— (M) 2f —1) = N2 - 1)

und daher: B
(ON;y = Nc* [g(2f* — 1) + Al (A3.4)

Der zweite Term von (A3.3) kann wie folgt umgeformt werden:
(OND)?) = (N1 = ¢ (SN min )+ 20h (My SN g ) + 2 (M)
' 2
— (Ne) [g2f* — 1) + 1)
Beriicksichtigt man
<Z%’:1 nz‘”j> = <Z%I:1 (nmj>n>M

(M 2f* = 1)° +4Mf* (1= ),
Ner (245 + Nev) (2f* = 1)* + ANe f* (1 = f*)

und

<M[an> = <MIZ<nz>n> :<MI2(2f*_1)>M
(I)d—C*

= Nc*(2f*—1) ( +Nc*)

dann erhélt man die Gleichung:

((6ND)*) = (3N7)* _ @q—¢*

* 2 2 r* *
— S o2 — )P (L ) (A35)
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Einsetzen von (A3.4) in (A3.3) liefert:
N = NYT)
+ Ne{g2f* = 1)+ h+ % ({(6N1)*) = (N;)* /Nc*) }

Mit (A3.5) ist dann die mittlere Zahl der Partikel je kooperative Region gegeben
durch:

Vo NO(T)
1— ¢ {g(2f* - +h+< (%j* [g(2f* — 1) + k] + 4g2f* (1 — f*))}

Das endgiiltige Resultat erhéalt man durch eine Entwicklung nach Potenzen von
g und h bis zur zweiten Ordnung?:

wom = L+ g2 =1+ h) e+ St [g2f — 1) + b

+ 2007 fF (1= f*) + 2 [g(2f* — 1) + h]?

?Diese Entwicklung ist ausreichend, da auch die Kumulantenentwicklung nur bis zur
2.0rdnung geht.
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