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Einleitung

Eine Vielzahl von Problemen aus Natur, Technik, Wirtschaft und Gesellschaft fithrt auf
die Modellierung mittels Anfangswert- oder Randwertproblemen mit gewchnlichen bzw.
partiellen Differentialgleichungen. Oft sind dabei zufillige Einfliilsse zu bertiicksichtigen,
wie zum Beispiel bei Aktienkursentwicklungen, technischen Schwingungsvorgingen oder
Problemen der Populationsgenetik.

Man unterscheidet bei Differentialgleichungen mit zufélligem Einfluss zwischen
a) zufélligen Differentialgleichungen und
b) stochastischen Differentialgleichungen.

Im ersten Fall sind die in die Gleichung eingehenden zufélligen Funktionen regulér ge-
nug, um ,klassische“ Losungsmethoden anzuwenden. Uber den deterministischen Rah-
men hinaus sind Verteilungs- oder Momentenfunktionen der Losungen wesentlich (vgl.
vom Scheidt [86]).

Dagegen hat man es im zweiten Fall mit Gleichungen zu tun, die Prozesse von der Art
des weifsen Rauschens enthalten. Da deren Trajektorien nicht differenzierbar sind, werden
die Differentialgleichungen als Integralgleichungen definiert, die stochastische Integrale
z. B. im Sinne von Itd enthalten (siehe da Prato und Zabczyk [29], Grecksch und Tudor
45)).

Fiir Losungsprozesse von Differentialgleichungen mit zufélligem Einfluss sind mitunter
Beschrénkungen erforderlich, wie beispielsweise das Ausschlieken des Uberschreitens ei-
ner Grenze oder die Annahme von Werten in einer vorgegebenen Menge.

Diese Sachverhalte konnen iiber Variationsungleichungen erfasst werden. Auch in diesem
Fall wird die oben erwidhnte Unterscheidung hinsichtlich der Regularitat des Zufalls vor-
genommen.

Entsprechende Aufgabenstellungen werden u. a. mittels [t6-Kalkiil von Bensoussan und
Lions [15] sowie Bensoussan und Rascanu [16] behandelt.

Mit Hilfe des Subdifferentials gelingt es, Variationsungleichungen in Differentialinklu-
sionen, haufig als Differentialgleichungen mit mengenwertigen Abbildungen bezeichnet,
zu iiberfithren (z. B. der deterministische Fall bei Naumann [76]).
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Fiir deterministische Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite bietet sich eben-
falls die Interpretation als Differentialinklusion an durch Hinzunahme zusétzlicher Werte
an den Unstetigkeitsstellen (vgl. Filippov [38] und Smirnov [85]).

Die Theorie der Steuerung dynamischer Systeme hatte groften Einfluss auf die Entwick-
lung deterministischer Differentialinklusionen. In den 1960er Jahren wurde der Zusam-
menhang zwischen gesteuerten dynamischen Systemen und Differentialinklusionen auf-
gedeckt (siehe Aubin und Cellina [6], Smirnov [85]).

Weitere wechselseitige Beziehungen zwischen Variationsungleichungen und Differential-
inklusionen sind aus der Fuzzy-Theorie, der Spieltheorie und der Optimierung bekannt.

Inzwischen gibt es vielseitige Anwendungen fiir Differentialinklusionen. In den Wirt-
schaftswissenschaften werden sie genutzt, um Gleichgewichtszustdnde zu formulieren,
wie zum Beispiel den Gleichgewichtspreis im Modell von Walras [6]. Die Gewinnmaxi-
mierung unter verschiedenen Nebenbedingungen [52] stellt ein Anwendungsbeispiel aus
der Portfolio-Theorie dar.

Mengenwertige Darstellungen dienen in der Biologie zur Modellierung der Populations-
dynamik unter Beriicksichtigung des individuellen Verhaltens [4], [65], [66]. Ferner finden
Differentialinklusionen in der Klimatheorie, speziell in der Gletscherkunde [20], [33], [34]
Anwendung.

Des Weiteren sind aus der Physik die Formulierung von Reibungsgesetzen [12], [79], die
Untersuchung von Systemen mit Hysterese [63] oder die Beschreibung poréser Medien
[22], plastischer und viskoplastischer Materialgesetze [94] mit mengenwertigen Modellen
bekannt.

Zur Theorie der deterministischen Differentialinklusionen gibt es zahlreiche Monogra-
phien. Exemplarisch seien die von Hu und Papageorgiou [51], [52] erwéhnt.

Um die Losbarkeit deterministischer Differentialinklusionen nachzuweisen, werden Kon-
zepte der Stetigkeit und Monotonie mengenwertiger Abbildungen herangezogen.

Die Techniken hierzu umfassen Fixpunktsitze, Halbgruppenanséitze fiir die Losungen
von Differentialinklusionen mit oberhalbstetigen mengenwertigen Abbildungen (Ahmed
[1]), die Methode der Ober- und Unterlosung fiir Aufgaben mit maximal-monotonen Ab-
bildungen (Carl, Grossmann, Pao [22|, Carl und Heikkil& [23|) sowie die Anwendung von
Surjektivitatsresultaten fiir allgemeine mengenwertige Abbildungen (Hu und Papageor-
giou [52], [53]).

Zu diesen deterministischen Problemen gibt es entsprechend stochastische Betrachtungen.
Fiir stochastische Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite beispielsweise liegt
es ebenso nahe, eine Interpretation als stochastische Differentialinklusion vorzunehmen.

Auch die Untersuchung dynamischer Systeme, deren Entwicklung sich nicht eindeutig
durch den Zustand des Systems bestimmen ldsst und die auferdem unvollstdndig be-
kannte, vom Zufall abhéangige Storfaktoren enthalten, nutzt das Ersetzen stochastischer
Differentialgleichungen durch stochastische Differentialinklusionen.
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Daneben konnen verschiedene Modelle fiir den Aktienpreis S(t), sei es das lineare Modell
von Bachelier

dS(t) = Adt + odW (t)

mit Konstanten A\, o und einem Wiener Prozess W (t) oder das klassische Modell von
Black-Scholes in der Form

dS(t) = AS(t)dt + o S(t)dW (t)
oder ein Mean-Reverting-Modell
dS(t) = AMp — S(t))dt + odW (t)
mit einem Mittelwert u, durch eine stochastische Differentialinklusion
dS(t) € A(S(t))dt +X(S(t))dW (t)

erfasst werden, wobei die mengenwertigen Abbildungen A und > die jeweiligen Drift-
und Diffusionsterme der obigen Modelle beinhalten (siehe Michta und Motyl [71]). So
sind beispielsweise auch Parameterbereiche wie ¥ = [—u, +u] fir u € RT darstellbar.
Ziel der Untersuchungen ist dann das Bestimmen der Modellfamilie oder Parameter
A €A, o €3, um eine gegebene Situation bestmdoglich abzubilden.

Die vorliegende Arbeit stellt eine allgemeine Untersuchung zu stochastischen Differential-
inklusionen vor.

Dabei steht die Anwendung verschiedener Methoden zum Existenznachweis von Lo-
sungen stochastischer Differentialinklusionen im Mittelpunkt.

Es werden endlichdimensionale und unendlichdimensionale stochastische Differentialin-
klusionen des Types

dX (1) + Alt, X (£))dt + B(t, X(£))dWi(t) € F(t, X(8))dt + G(t, X(£))dWa(t),
X(0) = X (1)

fiir Prozesse X betrachtet. Von den Operatoren A, B, F' und G sind die Abbildungen
F, G mengenwertig. Die unabhéngigen Wiener Prozesse seien mit Wi, W5 sowie eine
gegebene Anfangswertbedingung mit X, bezeichnet.

Die obige Beziehung wird als Integralinklusion
t t
X(1) +/ A(s, X())ds +/ Bls, X (s))dWi(s) €
0 0
t t
Xo —|—/ F(s,X(s))ds +/ G(s, X (s))dWs(s) (2)
0 0

t
definiert, wobei / F(s, X(s))ds realisierungsweise als mengenwertiges Integral im Sinne
0

von Aumann [8] und / G(s, X (s))dWs(s) als mengenwertiges Ito-Integral im Sinne von

0
Kim und Kim [56] definiert sind.
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Eine Reihe von Autoren betrachten stochastische Differentialinklusionen lediglich mit
mengenwertiger Drift. Fiir unterhalbstetige bzw. Lipschitz-stetige mengenwertige Abbil-
dungen werden dann Existenzaussagen von da Prato und Frankowska [28] sowie Bala-
subramaniam, Ntouyas und Vinayagam [10] mittels Halbgruppen bzw. Fixpunktséitzen
bewiesen.

Bensoussan und Rascanu [16], Kravets [62], Kree [63], Pettersson [79], [80] und Rasca-
nu [81] verwenden maximal-monotone Abbildungen und deren Yosida-Approximationen,
um durch die Losbarkeit der korrespondierenden stochastischen Differentialgleichungen
auf die der stochastischen Differentialinklusionen zu schliefsen.

Die Betrachtung mengenwertiger Diffusionsterme wurde bislang nur in Einzelfallen durch-
gefiihrt. So wendet Kisielewicz [58] fiir spezielle ober- und unterhalbstetige Abbildungen
einen direkten Zugang iiber die Fixpunkttheorie an. Verbunden mit Halbgruppenansét-
zen fithren Fixpunktsétze bei Ahmed [1], [2] sowie Jakubowski, Kamenskii und Raynaud
de Fitte |54] zu Aussagen iiber die Existenz von Losungen fiir stochastische Differential-
inklusionen mit mengenwertigen oberhalbstetigen Drift- und Diffusionstermen.

Basierend auf der Yosida-Approximation weist Motyl |75] die Losbarkeit stochastischer
Differentialinklusionen mit maximal-monotoner mengenwertiger Drift und Diffusion nach.

In der vorliegenden Arbeit werden stochastische Differentialinklusionen sowohl mit men-
genwertiger Drift als auch mit mengenwertiger Diffusion untersucht.

Fiir den Beweis von Existenzaussagen werden unterschiedliche, bisher noch nicht fiir
stochastische Differentialinklusionen des Types (1) verwendete Methoden erarbeitet, je
nach Art der Eigenschaften der betrachteten mengenwertigen Abbildungen.

Zusétzlich gelingt es, die eindeutige Losbarkeit von speziellen stochastischen Differential-
inklusionen nachzuweisen, ein in den vorangegangenen Arbeiten verschiedener Autoren
unbeachteter Aspekt.

Eine Losung von (1) liegt vor, wenn man Funktionen f,g, im Folgenden Selektoren
genannt, mit f(t,z) € F(t,x) und g(¢t,z) € G(t,z) findet und

AX () + A(t, X(£))dt + B(t, X(£))dWi(t) = f(t, X())dt + gt, X (£))dWa(t),
X(0) = X (3)

im Sinne von It6 gilt.

Ein Vorteil dieser Losungsdefinition liegt darin, dass unter bestimmten Voraussetzungen
Ergebnisse der Theorie stochastischer Differentialgleichungen hinzugezogen werden kon-
nen. Im Wesentlichen finden hier Existenzaussagen von Krylov und Rozovskij [67] zur
Losung endlichdimensionaler und unendlichdimensionaler 1t6-Gleichungen Anwendung.

An dieser Stelle spiegelt sich der Grundgedanke der Dissertation einer natiirlichen Er-
weiterung der stochastischen Differentialgleichungen zu stochastischen Differentialin-
klusionen wider. In diesem Sinne kann die Theorie stochastischer Differentialgleichungen
in die der stochastischen Differentialinklusionen eingebettet werden, sofern die entspre-
chenden mengenwertigen Strukturen wohldefiniert zur Verfiigung stehen.

Eine stochastische Differentialgleichung ist damit als Fall eines allgemeineren Problems
stochastischer Differentialinklusionen auffassbar.
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Die Dissertation gliedert sich wie folgt. Das erste Kapitel ist einer kurzen Einfiihrung in
die mengenwertige Analysis vorbehalten. Ein mengenwertiges Integral, Messbarkeit und
Stetigkeit mengenwertiger Abbildungen werden definiert. Besonderes Augenmerk richtet
sich auf die Existenz von Selektoren.

Eigenschaften mengenwertiger maximal-monotoner bzw. Lipschitz-stetiger Abbildungen
werden in einem gesonderten Abschnitt vorgestellt.

Das Kapitel schlieftt mit den erforderlichen, aber bereits bekannten Begriffen der Stochas-
tik mengenwertiger Abbildungen ab. Dazu zéhlen mengenwertige Zufallsgrofien, stochas-
tische Prozesse und schliefllich die Definition eines mengenwertigen stochastischen Inte-
grals.

Das zweite Kapitel widmet sich der Untersuchung endlichdimensionaler stochastischer
Differentialinklusionen. Dabei werden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir stochas-
tische Differentialinklusionen mit maximal-monotonen oder Lipschitz-stetigen Drift- und
Diffusionstermen bewiesen.

Wiéhrend sich die Arbeiten von Bernardin [17]|, Kravets [62] und Pettersson [79] nur
auf mengenwertige maximal-monotone Driftterme beziehen, werden hier Erweiterungen
durch die zusétzliche Betrachtung mengenwertiger Diffusionsterme entwickelt.

Ein erstes wichtiges Resultat stellt die Existenzaussage in Satz 2.2.1 fiir Aufgaben mit
maximal-monotoner Drift und Diffusion dar. Als zentrales Element in der Beweisfithrung
wird die Yosida-Approximation maximal-monotoner Abbildungen nun auch fiir mengen-
wertige Diffusionen angewendet. Mit ihrer Hilfe sind die Inklusionen auf Familien von
Gleichungen zuriickfiihrbar, deren Losbarkeit mit einem Satz von Krylov und Rozovskij
|67] gesichert ist.

Mengenwertige Abbildungen sind nicht gleichzeitig maximal-monoton und Lipschitz-
stetig. Als einfaches Beispiel hierfiir sei eine wachsende, stiickweise lineare Funktion
angefiihrt, die den Unstetigkeitsstellen Intervalle als Werte zuordnet.

Fiir die Konvergenz von Losungen der approximierenden stochastischen Differential-
gleichungen werden daher Lipschitz-dhnliche Bedingungen an die mengenwertige Dif-
fusion gestellt, die auch Motyl in |75] fordert.

Bisherige Untersuchungen anderer Autoren fithren in der Regel auf eine Losungsmen-
ge. Mit Wahrscheinlichkeit 1 sind nach Satz 2.3.2 die Loésungsprozesse der endlich-
dimensionalen Aufgabe eindeutig bestimmt.

Im Hinblick auf endlichdimensionale stochastische Differentialinklusionen mit mengen-
wertigen Lipschitz-stetigen und maximal-monotonen Abbildungen sind die hier angege-
benen Erkenntnisse als Ergénzung der Theorie zu sehen.

Ausgewihlte Fragestellungen aus der Physik und Medizin werden mit der formulierten
Theorie betrachtet.

Die Losbarkeit stochastischer Differentialinklusionen in unendlichdimensionalen Rdumen
wird im dritten und vierten Kapitel der Arbeit untersucht.

In Kapitel 3 liegt der Schwerpunkt auf der Entwicklung eines Galerkin-Verfahrens fiir sto-
chastische Differentialinklusionen mit mengenwertigen Lipschitz-stetigen Abbildungen
iiber einem Evolutionstripel.
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Bisher ist die Galerkin-Methode nur fiir deterministische Differentialinklusionen bekannt
(vgl. Hu und Papageorgiou [53]).

Mittels Projektion auf endlichdimensionale Teilrdume wird der stochastischen Differen-
tialinklusion eine Folge endlichdimensionaler stochastischer Differentialinklusionen zuge-
ordnet, die nach Kapitel 2 Losungen besitzen.

Die Beweisidee orientiert sich am Fall unendlichdimensionaler stochastischer Differential-
gleichungen nach Krylov und Rozovskij [67].

Durch vorangestellte Lemmata erfolgen die Beweise von a priori Abschatzungen und
schwachen Grenzwertbeziehungen. Wesentlich dafiir, dass der Grenzwert der Folge der
approximierenden Probleme die unendlichdimensionale Originalaufgabe 16st, ist der Nach-
weis der Selektionseigenschaft mit einem Satz von Hu und Papageorgiou [51].

Neben der Losbarkeit der unendlichdimensionalen stochastischen Differentialinklusion
wird in Satz 3.2.1 auch eine Aussage zur Giite der Approximation im Sinn der Konvergenz
getroffen, die fiir den stochastischen Fall so zuvor nicht bekannt war. Es gilt im Sinn von
Kuratowski die Konvergenz der Folge von Losungsmengen fiir die endlichdimensionale
Aufgabe gegen die Losungsmenge des unendlichdimensionalen Ausgangsproblems. Wei-
terhin lasst sich sogar die Konvergenz beider Mengen beziiglich der Hausdorff-Distanz
beweisen.

Kapitel 3 endet mit einem Beispiel aus der Steuertheorie.

Im vierten und letzten Kapitel der Arbeit wird mit der Methode von Ober- und Un-
terlosung ein weiteres Verfahren zum Losen von unendlichdimensionalen stochastischen
Differentialinklusionen vorgestellt. Ober- und Unterlsungen werden im deterministischen
Fall von Carl, Grossmann und Pao [22] betrachtet.

In die betrachtete stochastische Differentialinklusion gehen ein Differentialoperator 2.
Ordnung mit gemischten Randbedingungen sowie spezielle maximal-monotone Abbil-
dungen ein, die sich aus der maximal-monotonen Erweiterung unstetiger, wachsender
Funktionen ergeben. Der Vorteil dieser Wahl von Operatoren besteht darin, dass die
Losungsmenge durch Ober- und Unterlésung begrenzt wird.

Durch eine Regularisierung wird das Problem auf eine Familie von stochastischen par-
tiellen Differentialgleichungen zuriickgefiihrt. Fiir die Losungsfolge kann die schwache
Konvergenz und fiir den Grenzwert die Selektionseigenschaft nachgewiesen werden, so
dass Losungsprozesse fiir die gegebene Aufgabe existieren.

Der Satz 4.2.1 setzt die Existenz von Ober- und Unterlosung voraus. Hierfiir stellt ein
Unterabschnitt des vierten Kapitels Vergleichsresultate vor.

Eine Eindeutigkeitsaussage fiir stochastische Differentialinklusionen mit mengenwertiger
Drift liefert der Satz 4.3.1.

Die Erkenntnisse werden durch einzelne Beispiele ergéanzt.

In einem Anhang sind abschlieffend einige Grundlagen aus der stochastischen Analysis
und der Funktionalanalysis enthalten.



Kapitel 1

Einfiihrung in die mengenwertige
Analysis

Einen umfassenden Einblick in die mathematischen Grundlagen der mengenwertigen
Analysis bieten unter anderem die Monographien von Aubin und Cellina [6], Aubin und
Frankowska [7] sowie Hu und Papageorgiou [51].

Zu Beginn werden neben Grundbegriffen und Eigenschaften von mengenwertigen Ab-
bildungen die deterministischen Differentialinklusionen eingefiithrt. Abschnitt 1.2 be-
fasst sich mit speziellen mengenwertigen Abbildungen, den maximal-monotonen und
Lipschitz-stetigen Abbildungen.

Der letzte Teil dieses Kapitels widmet sich der stochastischen Analysis mengenwertiger
stochastischer Prozesse. Hier werden insbesondere mengenwertige Pendants zu Zufalls-
grofen, stochastischen Prozessen und stochastischen Integralen definiert.

1.1 Grundbegriffe der mengenwertigen Analysis

Es sei Y ein metrischer Raum, wobei der Abstand d(y, A) eines Punktes y € Y zu einer
Menge A C Y mit
d(y, A) = inf d(y, a)

acA
gegeben ist.
Die Hausdorff-Distanz h(A, B) zwischen zwei Mengen A, B C Y dient dazu, den Abstand
zwischen Teilmengen des metrischen Raumes zu bestimmen. Sie ist durch

h(A, B) = max {Sup d(a, B),sup d(b, A)}
acA beB
definiert. Dabei sind Werte zwischen 0 und einschlieflich +oco méoglich.
Versehen mit der Hausdorff-Distanz wird die Menge aller nicht-leeren, abgeschlossenen
und beschréankten Teilmengen von Y zu einem metrischen Raum. Fiir einen Banachraum
Y ist der eben beschriebene Raum sogar vollstandig.

13
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Unter der Norm einer nicht-leeren Menge A eines Banachraumes Y versteht man

1Ally = h(A,{0}) = ilelgHaHy- (1.1.1)

Die Konvergenz von Mengenfolgen wird im Sinn von Hausdorff bzw. Kuratowski be-
trachtet. Dazu werden unterer und oberer Grenzwert einer Folge von Mengen wie folgt
definiert.

Definition 1.1.1 Es sei Y ein vollstindiger metrischer Raum und (A,,),>; C 2" eine
Folge von nicht-leeren Teilmengen.

(a) Der untere Grenzwert der Folge (A;),>1 ist durch

lim A, — {er: lim d(y,An):O}

n—oo

- {er Ly = lim y,, yn € A, nzl} (1.1.2)
und der obere Grenzwert von (A,),>; durch

lim A, = {yEY : liminf d(y,An):()}

n—oo n—oo

— {y eY :y= nljglooynk, Ynp € Apyy M1 <ng < ... <y < } (1.1.3)

gegeben.

(b) Eine Folge (A,,),>1 konvergiert im Sinn von Kuratowski gegen A, bezeichnet mit

K
A, — A, wenn

lim A, = lim 4, = A

n—00 n—o00

gilt. Die Konvergenz im Hausdorffschen Sinn liegt vor, wenn

lim h(A4,, A) =0

n—oo

erfiillt ist. Als Abkiirzung hierfiir wird A, 2. A verwendet.

Die Verkniipfung beider Konvergenzarten erfolgt durch die Aussage:

Satz 1.1.2 (Vgl. Hu und Papageorgiou [51], Proposition 7.1.19)

Essei (A,)n>1 C Y eine Folge abgeschlossener Teilmengen, die im Kuratowski Sinn gegen
A CY konvergiert. Existiert eine kompakte Menge B mit A, C B fiir alle n > 1, dann
ist fiir n — oo

A, DA
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Detaillierte Informationen zur Hausdorff-Distanz und Eigenschaften der damit ausge-
statteten Raume sowie zur Konvergenz im Sinn von Hausdorff bzw. Kuratowski sind
unter anderem bei Castaing und Valadier |25], Deimling [30], Hu und Papageorgiou [51],
Li und Ogura, Kreinovich [64] oder im Seminarbericht von Glodde und Niepage [42] zu
finden.

Es seien X, Y zwei Mengen und 2" die Menge aller Teilmengen von Y einschlieflich der
leeren Menge. Eine mengenwertige Abbildung, auch Korrespondenz oder Punkt-Menge-
Abbildung genannt, ist eine Funktion F' : X — 2Y. Sie ordnet jedem z € X eine Menge
F(z) CY zu

Die ,,Umkehrabbildung* F der quadratischen Funktion g mit g(y) = y? fiir y € R ist ein
einfaches Beispiel einer mengenwertige Abbildung.

So wie Mengen durch ihre Elemente charakterisierbar sind, werden mengenwertige Ab-
bildungen durch ihre Selektoren, auch Selektionen genannt, beschrieben. Ein Selektor f
der mengenwertigen Abbildung F' ist eine Funktion f : X — Y, die der Selektions-
eigenschaft f(z) € F(z) fiur alle x € X gentigt.

Fiir die Umkehrabbildung F' der obigen quadratischen Funktion g ist die Wurzelfunktion
f(x) = /x ein Selektor.

Die Mengen
GrF={(r,y) e XxY : ye F(x)}

heifsen Graph von F und
FlA)={zeX : Flz)nA#0}

Inverse der mengenwertigen Abbildung F' fiir eine Menge A C Y.

Da stets vorausgesetzt wird, dass die hier zu betrachtenden mengenwertigen Abbildungen
in 2V \ {0} abbilden, also iiber nicht-leere Bildmengen verfiigen, sei die Potenzmenge 2"
dementsprechend unter explizitem Ausschluss der leeren Menge definiert.

Als einwertig werden im Folgenden Abbildungen mit eindeutiger, einelementiger Zuord-
nung verstanden.

Im Hinblick auf die Behandlung von Differentialinklusionen, Zufallsgrofien und stochas-
tischen Prozessen sind Messbarkeitseigenschaften von grofer Bedeutung.
Dazu seien im Weiteren (€2, F) ein messbarer Raum und Y ein vollstandiger, separabler,
metrischer Raum. Eine mengenwertige Abbildung F' : Q — 2Y mit abgeschlossenen
Bildern heifst messbar, falls das Urbild jeder offenen Menge O in Y eine messbare Menge
ist. D. h., es gilt

FHO)={weQ : Flw)NnO #0}eF.

Ein messbarer Selektor f von F ist eine messbare Funktion f : € — Y beziiglich der
o-Algebra der Borelmengen aus Y mit f(w) € F(w) fiir alle w € 2.
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Der néchste Satz gibt Auskunft {iber die Existenz messbarer Selektoren.

Satz 1.1.3 (Satz von Kuratowski-Ryll-Nardzewski)
Essei ' 1 Q — 2Y eine messbare mengenwertige Abbildung mit abgeschlossenen Bildern.
Dann existiert ein messbarer Selektor f von F.

Der Beweis wird z. B. von Hu und Papageorgiou [51] in Kapitel 2.2.1 gefiihrt.

Es folgt eine Aussage iiber die Darstellbarkeit messbarer mengenwertiger Abbildungen.

Satz 1.1.4 (Charakterisierungstheorem,)
Fiir eine mengenwertige Abbildung F' : Q — 2Y mit abgeschlossenen Bildern sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(1) F ist messbar.
(11) Fir alley € Y ist w— d(y, F(w)) eine messbare Funktion.

(111) Es gibt eine Folge messbarer Selektoren (f,)n>1 von F, so dass fir jedes w € €

F(w) = J{aw)}

n>1

qgilt.

Von Aubin und Frankowska wird in [7], Kapitel 8.3 ein Beweis fiir das Charakterisierungs-
theorem gegeben.

Ein weiterer wichtiger Begriff der mengenwertigen Analysis ist der des mengenwertigen
Integrals. Die Definition geht auf Aumann 8] zurtick.

Im Folgenden seien (€2, F, 1) ein o-finiter vollstandiger Mafraum, Y ein reeller, separab-
ler Banachraum und F' : Q — 2 eine mengenwertige Abbildung. Zusitzlich wird fiir
1 < p < oo die Menge aller p-integrierbaren Selektoren

S={feLP(Q;Y) : f(w) € F(w) fur u-fast alle w € Q} (1.1.4)

eingefiihrt. Falls S} # 0 ist, lidsst sich das Aumann-Integral einer mengenwertigen Ab-
bildung F' einfiihren als Menge der Lebesgue-Integrale aller integrierbaren Selektoren

[ P ={ [ s = sestf (1.1.5)

Aus der Darstellung ist ersichtlich, dass Eigenschaften des Integrals wie Monotonie und
Homogenitdt auf die Integrale der Selektoren zuriickfithrbar sind. Damit gelten nach
Baier [9] fir I C Q, A € R und Fi(w) C Fy(w) fast iiberall in [

[ A@inte) © [ Bdu) sovie [ AF@)dn) = 2 [ F)ipo).

1 I
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Mit der Definition der Addition von Mengen iiber die Minkowski-Summe folgt, dass die
Linearitét des Integrals nach Aumann nicht erfiillt ist. Fiir den Abschluss der Summation
sind diesbeziiglich Aussagen moglich (siehe z. B. Hu und Papageorgiou [51]).

Zum Verstandnis deterministischer Differentialinklusionen sei auf die umfangreichen In-
formationen in den Arbeiten von Aubin und Cellina [6], Filippov [38], Kisielewicz [57]
und Smirnov [85] verwiesen.

Im Folgenden werden einige Beispiele fiir deterministische Differentialinklusionen be-
trachtet.
Gegeben sei das mengenwertige Anfangswertproblem

©(t) € F(t,x(t)),
z(0) = x (1.1.6)

fiir fast alle ¢t € [0,7] mit £ : [0,7] x R® — 28" und 2z, € R". Die Anfangswertbe-
dingung kann alternativ auch als Inklusion gewéhlt werden.

Derartige Aufgabenstellungen, eine Funktion z(¢) zu finden, deren Ableitung beziig-
lich ¢ innerhalb einer Menge F'(t,x(t)) liegt, finden nicht nur Anwendung bei der Mo-
dellierung ckonomischer, sozialer und biologischer Makrosysteme oder der Behandlung
von Differentialgleichungen mit unzureichend bekannten Eingangsgrofen, sondern auch
in der Steuertheorie. Beispiele dieser Anwendungsgebiete werden in [7], [52] oder [85]
dargestellt.

Oft bietet sich die Moglichkeit an, ein gegebenes Problem, bestehend aus Gleichungen
und Restriktionen, die durch Mengen beschrieben werden, in eine Differentialinklusion
umzuformen. So besitzen zum Beispiel das Differentialgleichungssystem mit der Steue-
rung u

#(t) = f(x(t),u(d)), u(t) € U(x(t))

und die Differentialinklusion

#(t) € F(z(t)) mit F(z)= ] f(z,u)

uelU(x)
fiir fast alle ¢ nach Smirnov [85] die gleichen Trajektorien.

Als Losung fiir (1.1.6) wird eine Funktion z : [0,7] — R"™ definiert, die mit ent-
sprechenden Regularitétsbedingungen #(t) € F(¢,x(t)) und x(0) = ¢ erfiillt.

Eine andere Mdoglichkeit der Losungsdefinition nutzt die Selektoren f von F. Gibt es
stetige Funktionen z(t) und f(¢,x) € F(t,z), die der Differentialgleichung mit Anfangs-
wertbedingung

i(t) = [f(t,z(t)),
z(0) = xo
fiir fast alle ¢ geniigen, dann ist = eine Losung.

Differentialinklusionen besitzen gegebenenfalls eine Vielzahl von Lésungen - also eine
Losungsmenge.
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1.2 Maximal-monotone und Lipschitz-stetige mengen-
wertige Abbildungen

Maximal-monotone Abbildungen kénnen durch Lipschitz-stetige Funktionen, die Selek-
toren sind, approximiert werden. Der entscheidende Vorteil liegt damit im Ubergang
zu Gleichungen, fiir die Losungstheorien hinldnglich bekannt sind, statt die zugehorigen
Inklusionen zu betrachten.

Es sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-)g. Ein Operator F' : H — 2
heifst monoton, wenn

(y1 —y2, 01 — T2)g >0

fir jedes Paar (z;,y;) € Gr F, i = 1,2 gilt.

Der Operator F' heifst mazimal-monoton, wenn F' monoton ist und fir (zq,y,) € H x H
mit (y; — yo,x1 — T2)g > 0 fiir alle (z9,y2) € GrF' folgt, dass (z1,y1) € Gr F erfiillt
ist.

Damit ist eine monotone Abbildung F maximal in dem Sinn, dass es keine weitere
monotone Abbildung gibt, deren Graph den Graph von F umfasst.

Besitzt —F' die Eigenschaft, maximal-monoton zu sein, so wird F' als mazimal-dissipativ
bezeichnet.

Jede stetige, wachsende Funktion f : R — R beispielsweise ist maximal-monoton.
Unstetige, wachsende Funktionen sowie monotone Abbildungen kénnen stets maximal-
monoton erweitert werden.

So gibt es fiir monotone Operatoren F' : H — 2" mit D(F)={zx € H : F(x) #0} #0

nach dem Lemma von Zorn stets eine maximal-monotone Erweiterung F, fir die
D(F) C convD(F) gilt. In den Arbeiten von Hu und Papageorgiou [51], Kapitel 3.2.21
oder Rockafellar und Wets [84], Kapitel 12.6 wird der allgemeine Fall reflexiver Rdume
X und monotoner Abbildungen F' : X — 2%" dargelegt.

Eine Méglichkeit der Konstruktion einer maximal-monotonen Erweiterung fiir eine wach-
sende Funktion mit endlich vielen Spriingen besteht in der Hinzunahme von Intervallen
als zusétzliche Bildmengen, deren Eckpunkte durch links- und rechtsseitige Grenzwerte
der Funktion an den Unstetigkeitsstellen definiert sind. Die dadurch entstehende mengen-

wertige Abbildung besitzt die urspriingliche Funktion als Selektor.

Fiir die Anwendungen in den Kapiteln 2 und 4 wird das néchste Beispiel in abgewandelter
Form benutzt.

Beispiel 1.2.1 Die stiickweise lineare Funktion f und deren maximal-monotone Er-
weiterung F' sind mit

5 5 2z, T < 2;
x, x<2J

flz) = und F(z)=q[4,6], z=2
3z, x>2

3z, x> 2

gegeben.
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Fiir den Nachweis von Selektionseigenschaften ist die folgende Proposition hilfreich.

Proposition 1.2.2 (Vgl. Aubin und Frankowska [7], Proposition 3.5.6)
Essei ' : H — 21 ein maximal-monotoner Operator. Dann gelten:
(i) Die Abbildung besitzt abgeschlossene und konvexe Bilder F(x).

(i) Der Graph von F ist stark-schwach abgeschlossen. D. h., wenn (z,)n>1 € H stark
gegen © konvergiert und (Yn)n>1 € H mit y, € F(x,) schwach gegen y konvergiert,
so folgt y € F(x).

Eine wichtige Schlussfolgerung dieser Proposition betrifft die eindeutige Existenz der
Minimalselektion.

In Hilbertraumen ist die Minimalabbildung F° : H — 2 einer mengenwertigen Abbil-
dung F : H — 2% durch

Fo(z) = {y € F(z) : |lyllpg = min ||Z||H}
z€F(z)
definiert.

Bemerkung 1.2.3 Die Abbildung F° existiert und ist einwertig fiir mengenwertige Ab-
bildungen mit abgeschlossenen, konvexen Bildern, vgl. Aubin und Frankowska [7], Ab-
schnitt 9.3. Die sogenannte Minimalselektion ist damit der Selektor mit der kleinsten
Norm.

Der néchste Satz beschéftigt sich mit der Approximation maximal-monotoner Abbil-
dungen.

Satz 1.2.4 Fir eine maximal-monotone Abbildung F' : H — 2% sind die einwertige
Resolvente Jy, : H — H und die einwertige Yosida-Approximation F\ : H — H fir
alle A > 0 durch

1
I(z) =T+ AF) " (z) und Fy(z)= X(m — Ji(x))
definiert. Weiterhin gelten fir Jy und F):

(i) Jy ist nicht-expansiv, d. h.

1Ix(@) = NWlle < |z = yllu fir alle z,y € H,

1
(ii) Fy ist mazimal-monoton und Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstante It

(111) Fx(z) € F(Jx\(x)) fir alle x € H,
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(iv) ||Fx(2)||g < ||F°(2)||g fir alle x € H,
(v) [[Fx(z) — FO(2)||} < 2|[F°(2)||u - d(Fx(x), F(x)) fir alle v € H.

Die Eigenschaften (i)-(iv) sind in Hu und Papageorgiou [51], Abschnitt 3.2.30 bzw. die
letzte Aussage von Motyl [75] bewiesen.

Die Resolvente .J, von F approximiert die Identitéit, wahrend die Yosida-Approximation
F\ einen approximativen Selektor von F' darstellt.

Beispiel 1.2.5 Fiir die mazximal-monotone Abbildung in Beispiel 1.2.1 ergibt sich die
Yosida-Approzimation fir A > 0

( 2x

4 2:

1 r < A4AN+ 2;
r—2

Fy(z) = T IN+2 <2 <6N+2;

3z

, > 6\ + 2.

vy ATt

Die nachfolgende Graphik veranschaulicht sowohl die mengenwertige Abbildung F' als
auch die Yosida-Approximation F) fiir verschiedene Werte von \.

25
F, F\
20
15
10
F
A=0.05
5 — A=0.1
— A=0.25
0 T T T 1
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In dieser Arbeit werden Nemytskij-Operatoren mengenwertiger Abbildungen verwendet.

Proposition 1.2.6 (Vgl. Aubin und Cellina [6], Proposition 4, Kapitel 3.1)

Es sei F': LX([0,T); H) — 2FOT:H) die durch (Fz)(t) = F(x(t)) fast iiberall in t
definierte Nemytskij-Abbildung von F' : H — 27

Ist F' maximal-monoton, so gilt dies ebenfalls fiir F'.

Es seien X,Y Banachriume. Eine Abbildung F' : X — 2V heiflt Lipschitz-stetig, wenn
es eine Konstante L > 0 derart gibt, dass die Ungleichung

h(F(z), F(y)) < Lllz — yllx (1.2.1)

fiir alle z,y € X erfiillt ist. Dabei wird die Hausdorff-Distanz beziiglich der durch die
Metrik induzierten Norm in Y gebildet.

Fiir Lipschitz-stetige Abbildungen gelten Selektionstheoreme, die sich haufig aus folgen-
dem Satz ableiten lassen.

Satz 1.2.7 (Michaels Selektionstheorem)

Es seien X ein parakompakter Raum, Y ein Banachraum und F : X — 2Y eine
unterhalbstetige Abbildung mit abgeschlossenen und konvexen Bildmengen in Y .

Dann existiert ein stetiger Selektor von F.

Der Beweis dieser Aussage wird z. B. bei Hu und Papageorgiou in [51], Kapitel 1.4.6
erbracht.

Damit existieren fiir Lipschitz-stetige Abbildungen stets stetige Selektoren, denn Lipschitz-
Stetigkeit impliziert Stetigkeit und diese wiederum Unterhalbstetigkeit.

Nach Yost [90] besitzt nicht jede Lipschitz-stetige Abbildung einen Lipschitz-stetigen
Selektor. Aber in endlichdimensionalen Raumen ist eine Existenzaussage moglich.

Satz 1.2.8 (Vgl. Aubin und Frankowska [7], Kapitel 9.4.3)
Eine Lipschitz-stetige Abbildung F' : X — 2% von einem metrischen Raum X mit

nicht-leeren, abgeschlossenen und konvexen Bildern in R™ besitzt einen Lipschitz-stetigen
Selektor.

Abschliefsend wird ein Satz angefiihrt, der das Priifen der Selektionseigenschaft erleich-
tert.

Satz 1.2.9 (Vgl. Hu und Papageorgiou [51], Kapitel 7.5.9)

Gegeben seien ein Banachraum Y, ein o-finiter Mafraum (Q,3, u) und Funktionen
fo (f)as1 € LP(Q}Y) fiir 1 < p < oo mit f, = f in LP(Q;Y) fir n — oo. Des
Weiteren gelte f,(w) € G(w) u-fast iberall, wobei G : Q — 2Y schwach-kompakte
Bildmengen in Y besitzt. Dann gilt p-f. .

f(w) € o (wlm {fa(w)})

n—oo
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Im Zusammenhang mit Satz 1.2.9 wird in den nachfolgenden Kapiteln der Begriff des
schwachen oberen Grenzwertes einer Menge benotigt.

Definition 1.2.10 Fiir einen Banachraum Y und eine Folge abgeschlossener, konvexer
Teilmengen (A,),>1 C Y ist der schwache obere Grenzwert w-lim A,, definiert mit

w-lim A4, = {y €Y : IYn )n>1 C Y mit y,, — y fiir n, — oo,

n—oo

Yy € Ay M1 < g < } (1.2.2)

1.3 Mengenwertige stochastische Analysis

In den sich anschliefenden Ausfilhrungen der Arbeit werden stochastische Integral-
inklusionen des Types

U(t) € U(O)—l—/o Fi(s, U(s))ds—{—/o Fy(s,U(s))dW (s) (1.3.1)

untersucht, wobei (W (t))¢cjo,r ein reeller Wiener Prozess und F, F, mengenwertige Ab-
bildungen sind.

Daneben werden die symbolische Schreibweise

dU(t) € Fi(t,Ut)dt + Fa(t,U(t))dW (¢),
Uo) = U (1.3.2)

und der Begriff stochastische Differentialinklusion mit Anfangswertbedingung verwendet.

Das erste Integral der Inklusion (1.3.1) ist im Sinne Aumanns nach Bezichung (1.1.5) zu
verstehen, dagegen ist das zweite mengenwertige Integral beziiglich des Wiener Prozesses
entsprechend Kim und Kim [56] noch einzufiihren.

Fiir die stochastischen Untersuchungen wird an einigen Stellen die Konvention genutzt,
die Abhéngigkeit zufilliger Grofen vom Argument w € €2 in der Schreibweise zu vernach-
léssigen.

Es seien (€2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum, (F):cpo,r) die von einem
Wiener Prozess (W (t))icpo,r) erzeugte Filtration, die den {iblichen Bedingungen geniigt,
und Y ein reeller, separabler Hilbertraum.

Eine messbare Abbildung F' : Q — 2Y heilt Y-wertige mengenwertige Zufallsgrife
oder Zufallsmenge. Mit dem Integralbegriff nach Aumann wird der Frwartungswert einer
Zufallsmenge als Menge der Erwartungswerte aller integrierbaren Selektoren

E(F)={E(f) : f€ S}

gemék der Definition in (1.1.4) erklért.



1.3 Mengenwertige stochastische Analysis 23

Definition 1.3.1 Eine Abbildung F' : Q x [0,7] — 2" heikt mengenwertiger stochas-
tischer Prozess (F'(t)):cjo,r, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a) F(w,t) ist fiir alle t € [0,T] und fast alle w € Q abgeschlossen und konvex.

(b) Fiir festes t ist F(-,t) eine Y-wertige Zufallsmenge. D. h., fiir alle t € [0,7] und
Mengen A € By der o-Algebra der Borelmengen in Y gilt

{lweQ : Flu,t)NA#0} e F.

In der Literatur werden auch Familien von messbaren Zufallsgrofen, die lediglich abge-
schlossen sind und der Bedingung (b) geniigen, als mengenwertige stochastische Prozesse
bezeichnet (vgl. hierzu Kisielewicz [58] oder Michta und Rybinski [73]).

Als Selektor wird analog zu den deterministischen Betrachtungen ein einwertiger stochas-
tischer Prozess (f(t))icjo,r) definiert mit f : Q x [0,7] — Y, der fiir jedes t € [0, 7]

f(t) e F(t) P-f.s.

erfillt.

Die Definitionen von Messbarkeit und F;-Adaptiertheit eines mengenwertigen Prozesses
erfolgen analog zum Abschnitt 1.1. Damit heift ein Prozess (F(t))ico,1] messbar, wenn
fuir B € By

{(w,t) €2 x[0,T] : Flw,t)N B #0} € F x By,

gilt und F;-adaptiert, wenn F(t) fiir jedes t € [0, 7] messbar beziiglich der o-Algebra F;
ist.

Messbare wie Fi-adaptierte Selektoren existieren fiir messbare bzw. F;-adaptierte men-
genwertige stochastische Prozesse nach dem Selektionstheorem 1.1.3 von Kuratowski-
Ryll-Nardzewski. Ebenso gilt das Charakterisierungstheorem 1.1.4 fiir messbare mengen-
wertige stochastische Prozesse.

Nachfolgend wird die Einfilhrung eines mengenwertigen stochastischen Integrals beziig-
lich des Wiener Prozesses skizziert. Dazu ist folgender Raum zu spezialisieren.

Es sei L2,(€;Y) der Raum der F-adaptierten, Y-wertigen Prozesse (f(t)):ep,r], so dass
fiir jedes t € [0, 7]

E/Otllf(s)l|§ds<oo

erfiillt ist.
Jedem mengenwertigen Prozess F' : Q x [0,7] — 2¥ wird die Menge

S?;(t) = {(f(t))eepor) € L2g(;Y) : f(w,t) € F(w,t) fiir alle ¢ € [0,T], fast alle w € Q}

zugeordnet.
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Ein Prozess (F(t))iepo.r) heibt L?-beschrinkt, falls ein Prozess (h(t))icpo.r) € L24(€;RT)
existiert, der fiir beliebige y € F'(w,t) der Ungleichung

lylly < h(w,?)
fiir alle ¢t € [0, 7] und fast alle w € Q geniigt. Der Prozess (F'(t)):ep,r] ist L*-beschrénkt,
wenn (||F(¢)||y)iejor] € L24(Q; RY) gilt.
Aus den Sétzen 3.9 in Kim und Kim [56], 3.2 in Jung und Kim [50] folgt:

Satz 1.3.2 Es sei (F(t))iepo,r ein L*-beschrénkter, F;-adaptierter, Y -wertiger mengen-
wertiger Prozess.

Dann existiert eine eindeutige, Fy-messbare Zufallsmenge Z(t) mit konvexen, abgeschlos-
senen und beschrdnkten Bildmengen in'Y', so dass fiir alle t € [0, T

2w) = { ([ 760099) @) = GOheun & SH |
P-£ s. gilt.

Dabei sind die Integrale, aus denen die Menge Z(t) besteht, als It6-Integrale aufzufassen.
Die zuféllige Menge Z(t) heifst stochastisches Integral des mengenwertigen Prozesses F(t)
beziiglich W (t), wofiir die Schreibweise

verwendet wird.

Auch hier erfolgt die Charakterisierung einer mengenwertigen Struktur mit Hilfe von
Selektoren. Vorausgesetzt wird, dass Z(t) auch alle stochastischen Integrale vom Mafs
Null enthélt. Damit ist Z(¢) eine abgeschlossene Menge in Y beziiglich w und t¢.

Das mengenwertige stochastische Integral Z(t) verfiigt iber dhnliche Eigenschaften wie
das Ito-Integral. Unter anderem gelten Additivitéat fiir Abbildungen mit kompakten Bild-
mengen unter Verwendung der Minkowski-Summe

/0 (Fu(s) + Fy(s))dW (s) = /0 Fu(s)d W (s) + /0 Fy(s)dIV (s)

und eine Form der Ito-Isometrie

EO i):E(AMF@mwQ,

wobei F, F, F; den Forderungen aus Satz 1.3.2 geniigen und || - ||y die Norm der Menge
nach der Definition in (1.1.1) bezeichnet.
Diese und weitere Eigenschaften werden in |56] untersucht.

/0 "R (s)
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Kim und Kim fiihren das mengenwertige stochastische Integral beziiglich einer zylin-
drischen Hilbertraum-wertigen Brownschen Bewegung ein. Die Darstellung mit einem
reellwertigen Wiener Prozess erfolgt durch Jung und Kim in [50]. Daneben existieren
weitere Moglichkeiten der Definition. So betrachten Bogsan [18] und Kisielewicz [59]
mengenwertige stochastische Integrale als Menge aller Ito-Integrale, die mit Selektoren
von F' gebildet werden, ohne jedoch Integrale vom Mak Null zu beriicksichtigen.



26

KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE MENGENWERTIGE ANALYSIS




Kapitel 2

Endlichdimensionale stochastische
Differentialinklusionen

Im zweiten Kapitel werden stochastische Differentialinklusionen auf endlichdimensio-
nalen Rdumen betrachtet.

Ein wichtiges Hilfsmittel, um die Existenz von Losungen nachzuweisen, ist die Yosida-
Approximation. Sie besitzt fiir maximal-monotone Abbildungen nach Satz 1.2.4 Eigen-
schaften, die eine Anwendung klassischer Existenzaussagen zu stochastischen Differential-
gleichungen erméglichen.

Neben einem Existenzsatz werden an dieser Stelle nach einer Einfiihrung in die Problem-
stellung Bedingungen fiir die Existenz eindeutiger Losungen in Abschnitt 2.3 vorgestellt.
Das Kapitel schliefst mit einigen Beispielen.

2.1 Problemstellung

Es seien (€2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum und (F;)¢co,r) eine Filtra-
tion, die den tblichen Bedingungen geniigt. Beziiglich dieser Filtration sind die unab-
hangigen, reellwertigen Wiener Prozesse (Wi (t))ico,r), (Wa(t))ieo,r) adaptiert.

Die Norm und das Skalarprodukt in R% d > 1 werden mit | - | bzw. (-,-) bezeichnet,
die Norm in L?(©2 x [0,T];RY) mit || - ||. Fiir die Hausdorff-Distanz von Mengen in
L*(Q x [0, T]; R?) steht A(-, ).

Ausgehend von Funktionen A, B : Q x [0,7] x R? — R¢ und mengenwertigen Abbil-
dungen Fi, Fy : Q x [0,T] x R* — 28" die in (w,t,u) € Q x [0,T] x R messbar und
fiir feste (t,u) Fi-adaptiert beztiglich w sind, wird die stochastische Differentialinklusion

dU() + A(t, U @) dt + B(t, U®)dWi(t) € —Fi(t,U(L)dt — Fy(t, U(t))dWa(t),
Uuo) = U (2.1.1)

mit einer Fy-messbaren Anfangswertbedingung U, untersucht.

27
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Definition 2.1.1 Ein stochastischer Prozess (U(t))ep,r, U € L*(Q x [0,T]; R?) heifst
Losung der Differentialinklusion (2.1.1), wenn es F;-messbare Prozesse (fi(t)):cio17,
(f2(t))eejo,r) mit f1, fo € L2(2x [0, T); R?) derart gibt, dass fiir fast alle (w,t) € 2 x (0,7
die Selektionseigenschaft

fi(t) € Fi(t,U(t)),i = 1,2 (2.1.2)

erfiillt ist und die Gleichung

U(t)—i—/o A(S,U(s))ds—i-/o B(s,U(s))dWi(s)

- /0 i (s)ds — /0 ()W (s) (2.1.3)

gilt.

Bemerkung 2.1.2 Fine Losung von (2.1.1) besteht somit aus einem Tripel F;-messbarer
Prozesse (U, f1, f2), wofiir die Beziehungen (2.1.2) und (2.1.3) gelten.

Es werden folgende Annahmen bendtigt.

(HO) Der Anfangswert Uy € R? ist eine Fy-messbare Zufallsvariable mit endlichem
zweiten Moment, E|Up|* < oco.

(H1) Fir die Operatoren A, B gelten die Voraussetzungen:

(i) Die Abbildungen u — A(w,t,u) bzw. B(w,t,u) sind stetig fiir alle w € Q und
te0,7].

(ii) Es gibt eine Konstante ¢; > 0 mit
—2(A(t,w), w) + Bt w)[* < ex(1+ |uf?)

fiir alle (w,t,u) € Q x [0,T] x R%
(iii) Die Ungleichung

—2(A(t,u) — A(t,v),u — v) + |B(t,u) — B(t,v)|* < colu — v

gilt mit einer Konstante ¢, > 0 fiir alle u,v € R? und (w,t) € Q x [0, 7.
(iv) Fiir alle (w,t,u) € Q2 x [0,7] x R? und eine Konstante c3 > 0 ist

A, u)| < csluf

erfillt.
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(H2) Die mengenwertigen stochastischen Prozesse (Fj(t))ico,r), ¢ = 1,2 geniigen den
Bedingungen:

(i) Die Abbildungen u +— F;(w,t,u) sind maximal-monoton fiir fast alle w € Q
und ¢ € [0, 7.

(ii) Es existieren Konstanten dy, dy > 0 derart, dass die Minimalselektionen F (¢, u)
die Ungleichungen

FOw)| < diful, P2 W) < dalul

fiir alle (w,t,u) € Q x [0,T] x R? erfiillen.

(iii) Der Nemytskij-Operator F» : L2(Q x [0, T]; RY) — 2E*@xDTIRY yon Fy sei
mit

Fy(u) = {f € LX(Q x [0, T];RY) : f(t) € Fy(t,u(t)) fiir fast alle (w,t)}

gegeben. R

Auf beschrankten Mengen ist u — Fy(u) gleichméfig stetig im folgenden Sinn:
Zu jeder Konstante r > 0 gibt es eine Funktion p : [0,00) — [0, 00),
ii_)n%p(z) =0, so dass fiir alle ||ul|, ||v|]] <r

h(Fy(u), Fa(v)) < pl|fu = v]])

gilt.

(iv) Die Abbildung u — F9(u) ist fiir alle u € L3(Q x [0,T];R%) lokal relativ
kompakt, d. h., sie bildet beschriankte Mengen in relativ kompakte Mengen
ab.

2.2 Existenz von Losungen

Fiir die stochastische Differentialinklusion (2.1.1) mit mengenwertiger Drift und Diffusion
wird durch die Autorin der folgende Existenzsatz bewiesen.

Satz 2.2.1 Unter den Annahmen (HO)-(H2) besitzt die stochastische Differentialin-
klusion (2.1.1) mindestens eine Losung.

Der Beweis basiert auf den nachfolgenden drei Lemmata. Zuerst wird die Losbarkeit der
stochastischen Differentialgleichungen iiberpriift, die durch das Ersetzen der maximal-
monotonen Abbildungen mit den jeweiligen Yosida-Approximationen entstehen.

Diese Gleichungen sind nach dem Satz A.6.1 von Krylov und Rozovskij [67] fiir endlich-
dimensionale Situationen eindeutig losbar. Anschliefend zeigt man, dass die Losungen
beschrankt sind und Teilfolgen der Losungsfolge die Cauchy-Eigenschaft besitzen.

Im letzten Schritt wird iiber die Selektionseigenschaft nachgewiesen, dass der Grenzwert
der Teilfolge die Inklusion 16st.
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Lemma 2.2.2 Es seien Fy)(t,-), Fs)(t,-) die Yosida-Approximationen der mengenwer-
tigen Abbildungen Fi(t,-), Fy(t,-) fiir t € [0, T].
Das stochastische Anfangswertproblem

dUN() + A(t, Un())dt + B(t, Ur()dWi(t) = —Fix(t, U(t))dt — Fox(t, Us(t))dWal(t),
UA0) = Uo (2.2.1)

ist mit den Voraussetzungen (HO0)-(H2) fiir jedes A > 0 eindeutig Iosbar. Zusétzlich
erfiillt die F;-messbare und realisierungsweise stetige Losung Uy (t), t € [0,T]

t
E[U\®)2 < o0, E/ U (s)[2ds < oc.
0

Beweis.

Fiir die Anwendung des erwahnten Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Krylov und
Rozovskij sind die dortigen Bedingungen der Messbarkeit, Stetigkeit, Koerzivitat, Mo-
notonie und Beschrinktheit fiir w € Q,¢ € [0, 7] und u € R? zu iiberpriifen.

Die Messbarkeit der Abbildungen A, B, F;, ¢ = 1,2 beziiglich ¢ ist vorausgesetzt. Chipot
[27] zeigt dies fiir die Funktionen Fjy in Kapitel 5.4, S. 74ff. Nach Annahme (H1)(i)
sind A, B stetig beziiglich u, ebenso wie Fy, Fy) nach (H2)(i) in Verbindung mit Satz
1.2.4(ii).

Die Koerzivitit ergibt sich aus den Bedingungen (H1)(ii), (H2)(i), (ii) und der Eigen-
schaft (iv) der Yosida-Approximationen in Satz 1.2.4.

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit und Monotonie der Yosida-Approximation Fj, nach Satz
1.2.4(ii) sowie der Beriicksichtigung von Annahme (H1)(iii) gilt fiir alle u,v € R?

—2(A(t,u) + Fix(t,u) — A(t,v) — Fia(t,v), u — v)
+ |B(t,u) — B(t,v)|* + [Fax(t,u) — Fa(t, v)]?
= — 2(A(t,u) — A(t,v),u —v) = 2(FiA(t,u) — Fia(t,v),u — v)
+ |B(t,u) — B(t,v)]* + |Fox(t,u) — Faox(t,v)|?

1 2
< Cz‘i‘ﬁ lu—vl”.

Die Wachstumsbeschriankung der Driftterme A und F}) ist erfiillt als direkte Konsequenz
aus (H1)(iv), der Beschranktheit der Yosida-Approximation durch die Minimalselektion
geméfs Satz 1.2.4(iv) und Voraussetzung (H2)(ii).

Damit sichern der Satz A.6.1 von Krylov und Rozovskij fiir endlichdimensionale Probleme
die Existenz einer eindeutigen, F;-messbaren, realisierungsweise stetigen Losung U, (t)
von (2.2.1) und die Bemerkung A.6.2 die in Lemma 2.2.2 angegebenen Eigenschaften. 4

Lemma 2.2.3 Fiir eine Losung U,(t) der Aufgabe (2.2.1) gilt unter den Annahmen
(HO)-(H2) mit einer positiven Konstante K fiir alle A > 0

E sup |U\(t)] < K.

0<t<T
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Beweis.

Im ersten Schritt wird fiir eine Konstante K > 0 und alle A > 0 die Aussage E|U,(t)|* < K
nachgewiesen.

Die Ito-Formel fiir das Normquadrat eines R%wertigen Prozesses nach Satz A.5.3 ange-
wendet auf (2.2.1) fiithrt zu

t

P = [T —2 / (A(s, Ur(s)), U(s))ds — 2 / (Fux(s, Un()). Ur(s))ds
_ Q/t(B(s,UA(s)) Uy (s))dWi (s / |B(s, Uy(s))[2ds

_ z/ot(Fms, U(5)), Ux () dWa(s / | Fox (s, Ur(s))|2ds.

Mit der Erwartungswertbildung, den Bedingungen (H1)(ii), (H2)(i), (ii) zusammen
mit der Eigenschaft der Yosida-Approximation aus Satz 1.2.4(iv) und der Ungleichung
—2(a,b) < a?® + b? folgt

t
ElUN®)* < E|U0|2—|—01E/ (1+|UA(s)|2)ds+E/ | Fix(s, Un(s))|"ds
0

t t
+ E/ \U,\(S)Ist—i—E/ | Fox(s, Ux(s))|*ds
0 0

t
< E|U0|2+c1T+(1+c1+d§+d§)E/ Uy (s)ds.
0

Das Lemma von Gronwall weist fiir beliebiges A > 0 und ¢ € [0,7] die Existenz einer
Konstante K nach

E|U\®)P? <K (2.2.2)

mit I? = K(Uo,cl,dl,dg,T) > 0.

Fiir den weiteren Beweis von Lemma 2.2.3 werden Stoppzeiten 7y = 7o A T3 einge-
t

fiihrt, wobei 74 = inf{t : |U\(¢)|> > N} und 73 = inf {t : / \Ux(s)?ds > N} mit

0
N € {1,2,....} definiert sind. Wiederum ergibt sich mit der It6-Formel, den Annahmen
(H1)(ii), (H2)(i), (ii), der Ungleichung —2(a,b) < a® + b* und Satz 1.2.4(iv)

Ut A2 < ]U0]2+cl/0 (1+\UA(s)F)dst(lererd%)/o Uy (s)|2ds
_y /0 " (Bs,U(5)), Ur(s))dWi (s)

_ 2/0 Y (Fa (s, Us(5)), Us(5))dWa(s).
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Man erhélt nach Supremums- und Erwartungswertbildung

T
E sup [Ur(tATy)|? < E|U0|2+c1T+(1+c1+d§+d§)E/ |Ux(s)|?ds
0

0<t<T

+ 2F sup
0<t<T

/0 TN(B(S,UA(S)),UA(S))dWI(S)

+ 2F sup . (2.2.3)

0<t<T

/0  (Fa(s, Un (). Un(5))dWa(s)

Die letzten beiden Terme in (2.2.3) werden mit Hilfe der Ungleichung A.4.1 von Burkholder-
Davis-Gundy und C' = C), abgeschatzt zu

2F sup /OATN(FQ,\(S,UA(S)),U,\(S))sz(S)

0<t<T

< 2cm ([ 1Bt 0. s

+ 2F sup
0<t<T

#2058 ([ |, U)o s

/0 TN(B(S, Ux(8)), Ux(s))dW1(s)

1 1
2 2

sy B Ux<s>>12\w<s>12ds);

<
wace ([ T B, ()Pl s )
< 20F (oiﬁlfT \Ux(s A TN)F)é </0T |B(s, U,\(s))|2ds) %]

3 T 3
+ 2CE ( sup |Ux(s /\TN)|2> </ |F2>\(57U)\<5))|2d5) ] :
0<s<T 0

Fiir ¢ > 0 liisst sich wegen der Youngschen Ungleichung 2ab < ea® + 1b? der letzte
Ausdruck nach oben durch

1 (" 1 ("
C (25E sup |Ux(t A7y)|* + EE/ |B(s,Uy(s))?ds + EE/ |F2,\(3,U,\(s))]2ds>
0 0

0<t<T
beschrénken. Dieser Term wird nun unter Beachtung von (H1)(ii) und (H2)(ii), Satz
1.2.4(iv) mit
2, 1 ’ 2 Lon [F 2
C(2eE sup |[U\(tATN)|°+ - E | (1+|Ux(s)]?)ds + =d;E [ |Ux(s)|"ds
0<t<T € 0 € 0

majorisiert.
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Insgesamt ergibt sich fiir hinreichend kleines ¢ > 0 mit 1 — 2Ce > 0, dass

T
FE sup |U)\(t/\TN)‘2 SD(E‘U()F—FE/ |U)\<S)|2d8+1)
0

0<t<T
fir D = D(c‘j, U(), C, C1, dl, dg, T) >0 gllt
Da E|U,(t)]> < K fiir beliebiges A > 0 und ¢ € [0, 7] ist, existiert eine Konstante K > 0
mit
E sup [Un(tATn)]* < K.
0<t<T

Fiir N — oo folgt die Behauptung mit dem Lemma von Fatou. 0O

Lemma 2.2.4 Sind die Voraussetzungen (HO0)-(H2) erfiillt, so gilt fiir alle n > 0 und
Teilfolgen (N') C (A), (') C (n)

lim P{ sup [Un(t) = U (t)]? > 77} =0,

N,pu'—0 0<t<T

wobei Uy (t), U, (t) Losungen der Aufgabe (2.2.1) fiir t € [0,T] sind.

Beweis.

Zunéchst wird die Konvergenz einer Losungsfolge von (2.2.1) im quadratischen Mittel
gleichméfig auf ¢ € [0, T] bewiesen.

Es seien U, (t), U,(t) Losungen der Yosida-Gleichungen (2.2.1) fiir A, 1 > 0. Analog zum
Beweis des Lemmas 2.2.3 fithren die Anwendung der It6-Formel und Annahme (H1) (iii)
zu

E|UAt) — U, ()2 < CQE/ UA(s) — U (s)[2ds
—JEAUM@MU%%M&%®HM@—%@MS

+ E/O | Fon(s, Ur(s)) = Fan(s, Un(s))|2ds. (2.2.4)

Betrachtet man den zweiten Term auf der rechten Seite in (2.2.4), so zeigt sich unter
Nutzung von (H2)(i), Satz 1.2.4(ii), (iii) mit den Resolventen Jiy, Jay, der Ungleichung
2(a,b) < 1a® + 2b? und (H2)(ii) die Giiltigkeit von
—2(Fia(s,Ux(s)) = Fru(s,Uu(s)), Ux(s) = Up(5))
= = 2(Fux(5,Ux(s)) = Fuu(s, Un(5)), AF1a(5, Un(s)) = MFlu(S Uu(9)))
= 2(Fia(s, Ua(5)) = Fuu(s,Up(5)), Ja(s, Ux(5)) = Ju(s, Uu(s)))
< = 2(Fu(s,Ux(s)) = Fuu(s, Uu(s)), AFax(s, Ux(s)) = pF1u(s, Un(s)))
= = 2M|Fu(s, Ux(s)|* + 21(F1a (s, U(5)), Fiu(s, Un(s)))
+ 2\ (Fau(s, Uu(s)), Fax(s, Ux(5))) — 20| Fau(s, Un(s))”

1 1
< A B + 5 BV )P (2.2.5)
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Die Resolventen zu ﬁg beziiglich A und p seien mit :]\2,\ bzw. j\gu bezeichnet. Folglich gilt
fiir den letzten Ausdruck in Abschitzung (2.2.4) und t =T

1E2A(U3) = Fou(U) |
< 3[[En(Uy) — FY(UNIP + 3 ES (Ux) = (U + 3| F(U) = Fou(U,)|?
< O FSWOI] - d(Far(U3), F2(UN) + 31 (U) = (U,

+ 6| (U] - d(F5(U), FS(U))
< 6d||UA| - p(I|Toa(UN) = UAII) + Bl ES(Un) = ES(UIP + 6ol [Tl - p(I1To0 (U) = Upl])
= 6o (U] - o[ Ean(UN)]]) + 3| ED(Un) = FEL (U, + 6da][U]| - plpal | Fo(U)I1)
nach Anwendung der Bedingungen (H2)(ii), (iii) ebenso wie Proposition 1.2.6, Satz

1.2.4(iii), (v) und Bemerkung 1.2.3.
Hieraus folgt die weitere Abschétzung

1 Foa(Un) — Fou(U)]?
< 6dyVET - p(N|Far(Un)]]) + 3| F2(U) — F (U2 + 6dsV KT - plpa|| Fou(U,)]])
(2.2.6)

aufgrund der Beziehung (2.2.2) und dem Satz von Fubini.

Werden (2.2.5), (2.2.6) in die Abschétzung (2.2.4) eingesetzt und erneut die Beschrénkt-
heit nach (2.2.2) berticksichtigt, so ergibt sich nach dem Lemma von Gronwall

E|UA(t) = Uu(t)]* < g(A, p)e®
mit

g\ ) = %(AJru)d?f(TﬂLfidzv - PNEan(UN)]) + 3| ES (U)) = EJ (U,

+ 6dyV KT - plpl|[Fou (U)]]). (2.2.7)
Somit ist
sup E|UA(t) — U, ()] < g(\, p)e™. (2.2.8)
0<t<T

Offensichtlich konvergiert der erste Term in g(\, ) gegen 0 fiir A, — 0 ebenso wie
der zweite und letzte Ausdruck wegen Satz 1.2.4(iv) und den Annahmen (H2)(ii), (iii).
Aus Lemma 2.2.3 folgt, dass die Menge aller Losungsprozesse (Ux(t))sejo,r] fiir A > 0 in
L*(Q x [0, T]; RY) beschriinkt ist.

Aufgrund von Annahme (H2)(iv) ist dann {ﬁQO(U,\), A >0} in L2(Q2 % [0, T); R?) relativ
kompakt. Also gibt es eine Teilfolge (X) C (A), so dass F9(Uy) fiir X' — 0 konvergiert.
Es sei (¢') aus dieser Teilfolge. Demzufolge liegt die Konvergenz des dritten Terms in
Ausdruck (2.2.7) fiir X, p/ — 0 vor.

Schlieflich ist wegen der Beziehung (2.2.8)

lim sup E|Ux(t) — Up (1) = 0. (2.2.9)
N’ =0 0<e<T
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Der Einfachheit halber wird nun mit A statt A" indiziert.
Mit der im Beweis von Lemma 2.2.3 eingefiithrten Stoppzeit 7y erhélt man

T
1 ~
E sup ‘U)\<t/\TN>—U’u<t/\TN>|2SCQE/ |U)\(S)—UM<S)|2d8+§()\+M)d%KT
0

+ 2Eos<:1t1£T /0 v (B(s,Ux(s)) — B(s,Up(s)),Ur(s) — Uu(s))dWi(s)
+ 2EOS<:1t1£T /0 ™ (ng(s, Ux(8)) — Fou(s,U,(s)), Ur(s) — U/J(S))dWQ(S)

+ 6o VKT - p(A\||Fsr(UM]]) + 3| FS(U)) = FR (U]
+ 6dyV KT - plpl|Foy (U,)]]), (2.2.10)

wobei die Eigenschaft (H1)(iii) und die Abschitzungen (2.2.5), (2.2.6) angewendet wer-
den.

Die Ungleichung von Burkholder-Davis-Gundy mit einer Konstante C, die Annahmen
(H1)(iii), (iv), die Youngsche Ungleichung 2(a,b) < ea® + 1b? fiir jedes € > 0 mit € so
gewihlt, dass 1 — 2eC > 0 ist, zeigen

2E sup. /0 " (B(s,Un(s)) — B(5,U(s)), Un(s) — Up(s))dWi(s)
+ 2Eoiltl£T /0 " (FQ)\(S, Ux(8)) — Fou(s,U,(s)), Ux(s) — U#(s))dW2(s)

1 T
< 2eCE sup |U\(tA7n) — U (t ATa)? + EOE/ colUx(s) — U,(s)[*ds
0

0<t<T
1 T
+ gOE/ | Fon(s, Un(5)) = Fap(s, Uy (s)) s, (2.2.11)
0
Die Kombination der Schritte (2.2.6), (2.2.10) und (2.2.11) liefert
(1—2eC)E sup |Up(t A1y) — Uu(t ATy)|?
0<t<T
1 T 1 ~
< o (1 + EC) E/ |Un(s) — U,(s)|*ds + 5()\ + )2 KT
0
1 = ~ ~ ~
# (14 20) (60 VRT - s Fa @) + IO - BRI
+ 6daV KT - plul| Ey (U]} ) (2.2.12)

Aus der Konvergenz entsprechend (2.2.9) folgt die Konvergenz im quadratischen Mittel
und die Beschréinktheit des Ausdruckes E|U, (t)—U,(t)|* gleichméfig beziiglich ¢ € [0, T).
Nach dem Satz von Fubini, der Monotonie des Erwartungswertes und der Schranke in
(2.2.8) gilt

E/O Un(s) = Un(s)Pds < T~ g(h p)e. (2.2.13)
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Die gleichen Schlussfolgerungen zum Konvergenzbeweis von (2.2.9) fiihren bei Betrach-
tung von (2.2.12) und (2.2.13) fur Teilfolgen (\') C (A), (i) C (p) zu

lim E sup |Uxv(tA7n)—Us(tATy)]* = 0. (2.2.14)

N.pw'—=0  o<<T

Fiir eine beliebige positive Zahl n > 0 ist demnach

P{ sup 100 - (0 >

0<t<T

< P{ up \m(t)—w)\?>n}+P{m<T}-

0<t<ry

Mit der Ungleichung von Markov, dem Ubergang zu Teilfolgen (\'), (1) unter Beachtung
von Aussage (2.2.14) folgt die Konvergenz des ersten Ausdruckes auf der rechten Seite
der letzten Ungleichung gegen 0 fir X, i/ — 0. Offensichtlich gilt

lim P{rn < T} =0,

N—oo

womit das Lemma 2.2.4 bewiesen ist. 0

Beweis von Satz 2.2.1.

Die stochastische Differentialinklusion (2.1.1) wird durch die Folge von stochastischen
Differentialgleichungen (2.2.1) approximiert. Dies geschieht tiber die Yosida-Approxi-
mationen Fiy, Fyy, von F} und F5.

Nach Lemma 2.2.2 sind diese Gleichungen eindeutig losbar fiir jedes A > 0. Aus dem
Lemma 2.2.4 folgt mit dem Satz von Riesz die Existenz einer weiteren Teilfolge, die
ebenfalls mit (\) bezeichnet wird, so dass (U,(+)) gleichmékig beziiglich ¢ € [0,7T] mit
Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert. Bezeichnet U den Grenzwert, so gilt wegen der Lem-
mata 2.2.3 und 2.2.4 sowie des Lemmas von Fatou U € L*(Q x [0, T]; R?).

Noch zu zeigen ist, dass der Grenzwert tatséchlich das Problem (2.1.1) 16st. Dazu sind
die Gleichung (2.1.3) und die Selektionseigenschaft (2.1.2) zu erfiillen.

Da fiir die Carathéodory-Abbildungen A, B die in (H1) formulierten Bedingungen gel-
ten, liegt die Konvergenz von

/ASUA ds — /tA(s,U(s))ds

/B<s Ur(s))dWi(s) — / (5, U(5))dWi(s)

0

in Wahrscheinlichkeit fiir A\ — 0 vor. Zudem existieren Prozesse ( f1(t)):cjo.11, (f2(£))ejo,r1s
fi, f2 € L*(Q x [0, T]; R?) mit

Fin(U)) =% fi und Fon(Uy) =5 fo in L2(Q x [0, T]; RY)

aufgrund der Beschrénktheit der Yosida-Approximationen und Annahme (H2)(ii).
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Mit Bezug auf die Konvergenzaussage A.2.1 von Breckner erfiillt U die Gleichung fiir
alle ¢t € [0, T] mit Wahrscheinlichkeit 1

t t t t
Ut) + / A(s,U(s))ds + / B(s, U(s))dWi(s) = Uy / f1(s)ds — / fols)dVWa(s).
0 0 0 0
(2.2.15)
Damit ist der Grenzwert U (t) realisierungsweise stetig.

Wenn die Prozesse f1, fo Selektoren von F, Fy sind, dann 16st U mit (2.2.15) die sto-
chastische Differentialinklusion (2.1.1). Der Selektionsnachweis wird mit Hilfe der stark-
schwach Abgeschlossenheit maximal-monotoner Abbildungen gefiihrt.

Im Folgenden bezeichnen Fiy, Ji\ wieder die Nemytskij-Operatoren der Yosida-Approxi-
mation und der Resolvente. Aufgrund von Satz 1.2.4(iv), der Beschrédnkung der Minimal-
selektion nach (H2)(ii), Abschitzung (2.2.2) und U, — U in L*(Q x [0, T]; R?) konver-
giert JAM(UA) gegen U fiir A — 0, denn es ist

}E%HJL\(UA) -UlP? < 2;{% [T (Uy) — Up])* + QE%HUx —UJ)?

< 21im A2 FiA(U)|)? + 2 lim ||Uy — U2
A—0 A—0

= 0.

Mit Proposition 1.2.2(ii) sowie :T\D\(UA) — U und F\D\(U,\) = ﬁl,\(U)\) € ﬁ(jl,\(UA))
nach Satz 1.2.4(iii) gilt f; € F1(U), d. h.

fi(t) € Fi(t,U(t)) fir fast alle (w,t).

Analog zeigt man fo(t) € Fo(t,U(t)). 0

Die Beweisfithrung orientiert sich an den Arbeiten von Motyl |75] und Kravets [62].

Im Gegensatz zu Kravets sind mit Satz 2.2.1 Aussagen zur Existenz von Losungen
endlichdimensionaler stochastischer Differentialinklusionen mit mengenwertiger Diffusion
moglich.

Anders als bei Kravets erfolgt hier wie bei Motyl der Selektionsnachweis mit Hilfe der
stark-schwach Abgeschlossenheit maximal-monotoner Abbildungen.

Die Modifikationen beziiglich der Arbeit von Motyl bestehen zum einen in der endlich-
dimensionalen Betrachtungsweise und zum anderen in der Beriicksichtigung von sowohl
einwertigen als auch mengenwertigen Drift- und Diffusionstermen.

In Kapitel 3 dieser Arbeit kommt dem Satz 2.2.1 eine wesentliche Bedeutung bei der
Approximation unendlichdimensionaler stochastischer Differentialinklusionen mittels der
Galerkin-Methode zu.
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2.3 Eindeutigkeit von Losungen

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Losbarkeit einer Inklusion im Vordergrund
stand, liegt das Interesse nun in der Eindeutigkeit von Losungen.

Fiir mengenwertige Diffusionen ist die Eindeutigkeit mit Hilfe modifizierter Annahmen
nachweisbar.
Die Annahme (H2) wird ersetzt durch:

(H2’) Die Abbildungen Fj, Fy geniigen den Bedingungen:

(i) Fiir u,v € R% und fast alle w € Q, t € [0, 7] ist u — Fy(w,t,u) eine maximal-
monotone, u — Fy(w,t,u) eine Lipschitz-stetige Abbildung mit der Konstante
L > 0 und
|Fy(t,u) — Fy(t,v)| < Llu—v|.

(ii) Es gibt Konstanten dy,dy > 0, so dass
|FO(t,u)| < diful und |Fy(t,u)| = sup{|v| : v € Fa(t,u)} < da|u

fiir alle (w,t,u) € Q x [0,T] x R? gelten.

Bemerkung 2.3.1 Die Lipschitz-Stetigkeit im Sinn von Definition (1.2.1) folgt wegen
h(FQ(t7u>7 FQ(tu U)) < |F2<t7u) - FZ(t7U)|

nach (H2?) (i), wobei an dieser Stelle h(-,-) fir die Hausdor(f-Distanz in R steht.
Damit wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz formuliert.

Satz 2.3.2 Mit den Annahmen (HO), (H1) und (H2’) existiert fir die stochastische
Differentialinklusion (2.1.1) eine eindeutige Losung U.

Beweis.

Zunachst wird die Eindeutigkeit der Losung bewiesen.

Es seien U(t),U’(t) Losungen des Problems (2.1.1) mit U(0) = U’(0) = Uy. Dann gibt
es Selektoren  fi(s) € Fi(s,U(s)), fa(s) € Fy(s,U(s)) und fi(s) € Fi(s,U'(s)),
15(s) € Fy(s,U'(s)), so dass die Gleichungen

U(t)+/OtA(s,U(s))der/OtB(s,U(s))dI/Vl(s) _ UO—/Otfl(s)ds—/oth(s)dWQ(s)

und

00+ [ AU s+ [ B 0Nans) = G- [ s [ v

erfullt sind.
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Mit der Tto-Formel und dem Erwartungswert folgt
BIUW - U0 = 28 [ (A65.U(s) ~ Al U(6).UGs) ~ V(o) ds
+ 8 [ 1B6.0(s) — B.U ) s
=2 [ (56) = ).U6) - V) ds
+ 8 [ 160s) = o)

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von Fy(¢,-) gilt
|f2(s) = fo(s)] < [Fa(s,U(s)) — Fa(s, U'(s))| < LIU(s) = U'(s)|.

Demzufolge ergibt sich mit (H1)(iii) und der Monotonie von Fi(t,-) fiir t € [0,7] die
Abschétzung

ElU@®) —U®)* < (cg+ L?) - /0 E|U(s) — U'(s)|ds.

Also ist die Losung U bis auf Modifikationen eindeutig nach dem Lemma von Gronwall.

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit der Selektoren wird angenommen, dass es zu einer
Losung U Selektoren fi(s), fi'(s) € Fi(s,U(s)) und fa(s), f3(s) € Fa(s,U(s)) gibt, fiir
die Gleichung (2.3.1) erfiillt ist. Dies fiihrt auf

t ¢
[ )= s166has = [ (5566) = Lts)awa(s)
0 0
Das Zusammenfallen von gewohnlichem und Ito-Integral ist nur fiir fi(s) = f{'(s) sowie
fa(s) = f¥(s) moglich. Daher sind die Selektoren von F; und F; fiir die Losung U
ebenfalls eindeutig und es gibt genau ein Losungstripel.

Eine ahnliche Schlussweise wie im Beweis des Satzes 2.2.1 fiihrt nun auf die Existenz
einer Losung. Die Behauptungen der Lemmata 2.2.2, 2.2.3 und 2.2.4 bleiben bestehen.
Fiir die Beweise sind einige Anderungen vorzunehmen.

Erneut wird die Losbarkeit von Gleichungen

dU(t) + A(t,Ux(t))dt + B(t,Ux(t))dWr(t) = —Fix(t,Ux(t))dt — for(t)dWs(t),
Ux(0) = U (2.3.1)
untersucht, die durch das Einsetzen spezieller Selektoren entstehen. Hierzu wahlt man

die Yosida-Approximation von Fi(t,-) und einen beziiglich U, Lipschitz-stetigen Selektor
faa(t) € Fa(t,Ux(t)), der nach Satz 1.2.8 stets existiert.
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Der Satz A.6.1 von Krylov und Rozovskij fiir endlichdimensionale Gleichungen sichert die
Existenz einer eindeutigen und realisierungsweise stetigen Losung U, (t), wie in Lemma
2.2.2 angegeben. Zur Uberpriifung der Voraussetzungen wird zusétzlich die Lipschitz-
Stetigkeit (H2’)(i) von Fy verwendet.

Weiterhin ist die Folge von Losungen (Ux(t))aso nach Lemma 2.2.3 beschrénkt und
besitzt konvergente Teilfolgen nach Lemma 2.2.4.

Die Beweise erfolgen analog unter Nutzung der Selektoren for(t) € Fy(t, Uy(t
fou(t) € F5(t,U,(t)) anstatt der Yosida-Approximationen Fiy(t, Ux(t)), Fo,(t, Uu(

Mit der Argumentation zum Beweis des Satzes 2.2.1 ergibt sich schlieflich

Ut) + / As,U(s))ds + / Bls, U(s))dWi(s) = Uy — / f1(s)ds — / fz(s)dV[(/;(;)2>

)) und
t)).

fiir Fia(Un) 5 f1, fox = fo in L2(Q x [0, T]; R%) und A — 0.

Es verbleibt zu iiberpriifen, ob der Grenzwert U(t) mit Gleichung (2.3.2) die Aufgabe
(2.1.1) 1ost.

Wiederum zeigt man fi(t) € Fi(t,U(t)) fir fast alle (w,t) tiber die stark-schwach Ab-
geschlossenheit maximal-monotoner Abbildungen nach Proposition 1.2.2(ii).

Die Selektionseigenschaft fiir fo wird mit Hilfe des Satzes 1.2.9 von Hu und Papageorgiou
nachgewiesen.

Da fo) € F5(U,) nach der Annahme (H2’)(ii) und der Abschétzung (2.2.2) beschréankt in
L2(Qx [0, T]; R?) ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge (fox)y=o mit fox — fo
in L2(2 x [0, T]; RY) fiir (') C (A), N — 0.

Aus der Eindeutigkeit der Losung von (2.1.1) lasst sich auf die Konvergenz der gesamten
Folge schliefsen, d. h., f, in Gleichung (2.3.2) ist der schwache Grenzwert von fyy fiir
A — 0.

Der Satz 1.2.9 besagt

fo(t) e e (wlim { (1)}
fiir G(w, ) = {f € L2(Q % [0,T];RY) : E|f(t)]? < &K fiir alle t € [o,T]}.
Wegen fo)(t) € Fy(t,Ux(t)) erhélt man weiter
fa(t) e conv (wlim {for(t)}) Coone (wlim Fa(t, Ux(1)))

Als Folge der Definition des schwachen oberen Grenzwertes 1.2.10, der Abgeschlossenheit
und Konvexitat der Menge Fy(t, Ux(t)) geméh der Definition 1.3.1(a) ergibt sich

ot (u&@ Byt UA(t))> C cowv Fy(t,U(t)) = Fy(t, U(t))
und letztendlich fo(t) € Fp(t, U(t)) fiir fast alle (w, ). O

Bemerkung 2.3.3 Verzichtet man gdnzlich auf die Maximal-Monotonie mengenwertiger
Drift- und Diffusionsterme zugunsten Lipschitz-stetiger, wachstumsbeschrankter Prozesse
bzgl. | - |, so kann in dhnlicher Art und Weise ein weiterer Existenz- und Eindeutigkeits-
satz bewiesen werden.
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2.4 Beispiele

Die nachfolgenden Beispiele zeigen erste Anwendungen auf der Grundlage der in den Ab-
schnitten 2.2 und 2.3 gefiihrten Beweise fiir die Existenz und Eindeutigkeit von stochas-
tischen Differentialinklusionen. Dabei bleibt die Notation der zitierten Autoren teilweise
und die Voraussetzungen beziiglich des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, F, P) sowie des
Wiener Prozesses (W (t)):cjo,r] erhalten.

Das erste Beispiel ist einem Artikel von Pettersson [79] entnommen.

Beispiel 2.4.1 Die stochastische Differentialinklusion

du(t) € b(t,U(t))dt — AU(t)dt + o(t,U(t))dW (t),
Uuwo) = U (2.4.1)

modelliert den Druck U in den Lochern des Lymphsystems. Hierbei ist der maximal-
monotone Operator A : R — 28 durch

ki, u < ¢
Au = < [ku, ko], u=c;
kou, u>c

fir 0 < cund 0 < k; < ky gegeben.
Ferner wird angenommen, dass der zufillige Anfangswert Uy ein endliches zweites Mo-
ment besitzt. Die Drift- und Diffusionsterme b,o : [0,7] x R — R sind messbare und

Lipschitz-stetige Funktionen, die eine lineare Wachstumsbedingung mit der Konstante
L > 0 gleichmafig in t € [0,T) erfillen. D. h., es sind

[b(t, u) — b(t,v)| + |o(t, u) — o(t,v)|
(bt w)| + [o(t, u)]

Liu —v|,
L(1 + [ul)

fir alle t € [0,T] und u,v € R.

Die Voraussetzung (H1) gilt mit der Lipschitz- und Wachstumsbedingung fiir b,o. Da in
diesem Fall kein mengenwertiger Diffusionsterm betrachtet wird, geniigt es die Bedingung
(H2) (i) nachzuweisen. Fir die mazimal-monotone Abbildung A ist die Minimalselektion
beschrinkt, denn es ist |A%u| < kolu| fir alle u € R.

Somit existiert nach Satz 2.2.1 sowie Satz 2.3.2 eine eindeutige Lisung der Differential-
inklusion (2.4.1) mit Anfangswertbedingunyg.

Pettersson nutzt im Vergleich zu den hier vorgelegten Existenzsditzen eine spezielle In-
tegrabilititsbedingung beziiglich der Yosida-Approzimation von A anstatt (H2) (i) bzw.
(H2’) (ii). Der Beweis verwendet aber ebenso die Yosida-Approximation maximal-mono-
toner Operatoren als entscheidende Idee.
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Das néchste Beispiel gibt den Bezug zu mengenwertigen stochastischen Wellengleichungen
und stochastischen Hindernisproblemen.

Beispiel 2.4.2 Barbu und da Prato beschreiben in [11] die Dynamik eines harmonischen
Oszillators auf t € [0,T], der durch einen stochastischen Term getrieben wird und von
links durch ein Hindernis x = 0 beschrinkt ist, mat

dX(t) + (aX () + X (t)dt € —B(X(t))dt+dW (),

X(0) = o, X(0) = yo. (2.4.2)
Dabei sind xg,yo € R, a eine positive Konstante und f : Rt — 28 die mazimal-
monotone Abbildung
0, x> 0;
Blx) =

(—00,0], x=0.

Man spricht bei (2.4.2) auch von einer stochastischen Variationsungleichung, da (5 das
Subdifferential der Funktion j

. 0, z > 0;
j(x) =
+o0, x<0
15t.
Fir Z = (z, 2)T € R? sowie b(Z) = (29, —az; — 2)7,0(Z) =0 = (0,1)T und
B(Z) ={(0,2)" : z € B(z)} kann diese Aufgabe 2. Ordnung mit U = (X, X)T in eine
Inklusion 1. Ordnung umgeschrieben werden zu

dU(t) € —BU@)dt+ bU(t))dt + o(U(t))dW (1),
Uu) = (550,3/0>T-

Da |§0(u)| = 0 fiir alle w € R? gilt, b, o Lipschitz-stetig und beschrinkt sind, existiert nach
Satz 2.3.2 eine eindeutige Losung des obigen Problems und damit der Aufgabe (2.4.2).

Bemerkung 2.4.3 Das Subdifferential 95 : S — 257,

dj(x) ={2z" €S : jly) —jlx) > 2"(y —x), Yy € S}

ist fur eine konveze, unterhalbstetige Funktion j : S — (—o00,00| auf einem reellen,
reflexiven Banachraum S mit j #Z oo nach Rockafellar [83] mazimal-monoton.

Mit Hilfe des Subdifferentials 0j(x) = B(x) kann die Inklusion in (2.4.2) als Variations-
ungleichung aufgefasst werden.

Fiir den deterministischen Fall (siehe z. B. Naumann [76])

X(t) 4 aX(t)+ X(t) € —=B(X(t))

erhdlt man die Variationsungleichung fir alle Funktionen Y (t)

(X(1) +aX (1) + X(0)(Y (1) = X(2) + j(Y (1)) = 5(X(t)) = 0.
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FEine stochastische Variationsungleichung zur Inklusion in (2.4.2) kann nach Bensoussan
und Rascanu [16] oder Haussmann und Pardoux [48] tiber

dX () 4 (aX (t) + X (t))dt = —dn(t) + dW (t)

fiir alle stetigen, Fy-messbaren Prozesse (Y (t))icpo,r) mit

B [ i) - x@ane) < £ [ (50 0) - i(x(e))ae
formuliert werden, wobei dn(t) € B(X (t))dt ist.

Weitere Beispiele mit zufélliger Oszillation und bilinearer Hysterese treten im antiseis-
mischen Design von Gebéduden auf. Ein Grund fiir die Modellierung mittels stochastischer
Differentialinklusionen liegt im eher elastischen als plastischen Verhalten von Stahl und
Stahlbeton. Probleme dieser Art werden in Kree [63] und Pettersson [80] betrachtet.
Neben der Formulierung des plastischen bzw. elastischen Verhaltens von Materialien wer-
den maximal-monotone Operatoren beispielsweise verwendet, um dynamische Systeme
mit trockener Reibung darzustellen.

Auch in der Physik von Reibungsprozessen lassen sich entsprechende Anwendungsfélle
aufzeigen. So modellieren Physiker unter anderem Reibungsgesetze iiber ansteigende
Sprungfunktionen und nutzen deren maximal-monotone Erweiterungen, um die urspriing-
lichen Aufgabenstellungen weiter zu bearbeiten.

Pettersson untersucht das folgende Beispiel in [79].

Beispiel 2.4.4 Die Inklusion
AX(t) +yX()dt + kX (t)dt € —rA(X(t))dt +dW(t),
X(0) =z, X(0) =y (2.4.3)
beschreibt ein mechanisches System mit linearer, viskoser Ddmpfung und Reibung. Es

sind xo,yo € R sowie positive Konstanten v,r,k gegeben und der mazximal-monotone
Operator

sign(z), x #0;
—1,1], =0

Ax) =

bildet ein Reibungsgesetz vom Coulombschen Typ ab. )
Auch diese Inklusion wird als Aufgabe 1. Ordnung dargestellt. Uber analoge Umfor-
mungen mit Z = (z1, z)" € R? 0(Z) = (22, —kz1 =7 2)", 0(Z)=0=(0,1)" und
B(Z)={(0,2)T : z€rA(z)} wird (2.4.3) fiir U = (X, X)T in der Form

dU(t) € —=pUt))dt+bU(t))dt + a(U(t))dW (t),

U0) = (xoayo)T
betrachtet.
Wieder fihrt die Anwendung des Satzes 2.3.2 auf die eindeutige Losbarkeit von (2.4.3)

aufgrund der beschrinkten Minimalselektion |3°(u)] < 1 fir alle u € R? sowie der
Lipschitz-Stetigkeit und Beschrinktheit der eingehenden Grofien.
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Die grundlegenden Schwierigkeiten bei der Losung stochastischer Differentialgleichungen
mit unstetiger rechter Seite bilden einen Ausgangspunkt fiir die Untersuchung stochas-
tischer Differentialinklusionen.

Eine Differentialinklusion entsteht beispielsweise durch die Beschreibung von Unstetig-
keiten iiber eine mengenwertige Abbildung.

Beispiel 2.4.5 Gegeben seien eine Fy-messbare Zufallsgriffe Uy mit endlichem zweiten
Moment und die Funktionen b, o : Qx[0,T]xR? — R?, die in (w,t,u) € Qx[0,T] x R?
messbar und fir festes (t,u) Fi-adaptiert sind.

Das stochastische Anfangswertproblem

dU(t) = —b(t,U(t))dt — o(t,U(t))dW (t),

wird untersucht fiir in uw € RY unstetige, aber wachsende Funktionen b,o. Des Weiteren
werden hierfir endlich viele Unstetigkeitsstellen mit endlichen Springen vorausgesetzt.
Unter Hinzunahme von Intervallen, die durch links- und rechtsseitige Grenzwerte an
den endlich vielen Unstetigkeitsstellen gebildet werden (siehe dazu auch Beispiel 1.2.1),
entstehen die mazimal-monotonen Erweiterungen g, .

Mit diesen Abbildungen b, & : Qx[0, T]xR% — 2R st nun die stochastische Differential-
inklusion

dU(t) € =b(t,U(t))dt —a(t,U(t))dW(t),
U) = Uy
zu losen.

Die Sitze 2.2.1 und 2.3.2 enthalten Aussagen tber die Losbarkeit und eindeutige Losbar-
keit dieses Problems, sofern die Annahmen (HO)-(H2) bzw. (H2’) erfillt sind.



Kapitel 3

Unendlichdimensionale stochastische
Differentialinklusionen
mit Lipschitz-stetigen mengenwertigen

Abbildungen -
Das Galerkin-Verfahren

Der Grundgedanke der Galerkin-Methode ist die endlichdimensionale Approximation
einer unendlichdimensionalen Aufgabe.

Dieses Verfahren wird sowohl in der Losungstheorie als auch in der Numerik angewendet.
Bei der Untersuchung mengenwertiger deterministischer Probleme findet diese Methode
ebenfalls Beachtung. So weisen Hu und Papageorgiou [53] damit die Existenz von Lo-
sungen einer deterministischen nicht-linearen Differentialinklusion iiber einem Evolutions-
tripel nach.

In diesem Kapitel wird erstmals, nach bestem Wissen der Autorin, das Galerkin-Verfahren
auf eine unendlichdimensionale stochastische Differentialinklusion mit Lipschitz-stetigen
mengenwertigen Abbildungen angewendet.

Nach der Vorstellung der Aufgabe und der Konstruktion approximierender Probleme
erfolgt in einem zweiten Abschnitt die Angabe eines Existenzsatzes mit dazugehdriger
Beweisfiihrung. Abschlieffend wird in Abschnitt 3.3 ein Beispiel aus der Steuertheorie
betrachtet.
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3.1 Problemstellung

Es seien wiederum (€2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum, (F;):cpo,r) eine
Filtration, den iiblichen Bedingungen geniigend, (Wi (t)):cio,r1, (Wa(t))tepo,rj unabhén-
gige, reellwertige, F;-adaptierte Wiener Prozesse und V' C H C V* ein Evolutionstripel,
dessen Einbettungen sowohl stetig als auch kompakt sind.

Im Folgenden seien die Normen in V, H, V* mit || - ||v, || - ||z, || - ||v+, das Skalarprodukt
in H mit (+,-)g und die Dualitétsabbildung zwischen V' und V* durch (-, -) bezeichnet.
Die Abbildungen A : Q x [0,T]x V— V* B : Q x [0,7]x H— H sowie
Fi,Fy : Qx[0,T] x H— 2% sind messbar in (w,t) € Q x [0,T] fiir u € V bzw. u € H
sowie Fi-adaptiert fiir feste ¢, u.

Uber dem Evolutionstripel V- C H C V* wird die stochastische Differentialinklusion mit
einer Anfangswertbedingung

dU () + A(t, U(t))dt + B(t,U®)dW,(t) € Fi(t,U(t))dt + Fo(t, U(t))dWa(t),
U©o) = U (3.1.1)

untersucht.

Definition 3.1.1 Ein F;-messbarer, V-wertiger stochastischer Prozess (U (t))¢c[o,r] heifit
Losung der Aufgabe (3.1.1), wenn gilt:

(i) Fiir alle ¢t € [0, 7] gelten
t

E/ 1U(s)|[2ds < oo und E|[UH)|[3 < co.
0

(ii) Der Prozess U(t) besitzt P-f. s. zeit-stetige Trajektorien in H.

(iii) Es existieren F;-messbare stochastische Prozesse (fi(t))wcor, fi + @ x[0,7] — H,
so dass fiir alle ¢t € [0, T

B[ s < oo
gilt und fiir fast alle t € [0, 7]
fi(t) € F(t,U(t)) P-f. s.,
mit i = 1,2,
(iv) Fir alle v e M, M CV dicht und ¢t € [0, 7] ist die Gleichung

(Ut),v)g + /O(A(S,U(s)),v)ds—i—/o(B(s,U(s)),v)HdWl(s)

- w@wH+K}ﬁ@xmmw+[}ﬁ@»mmmM@ (3.1.2)
P-f. s. erfiillt.

Die Losungsmenge sei mit S bezeichnet.
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Fiir die Approximation werden endlichdimensionale Teilrdume verwendet. Es sei {wy } 32,
ein vollstandiges Orthonormalsystem in H mit Elementen wy, € V. Der von {wy, wy, ..., w, },
n € N erzeugte endlichdimensionale Teilraum sei mit H,, bezeichnet. Damit folgt aus der
Definition A.5.1 des Evolutionstripels

H, CVCHCV"

und fiir ¢ > 0 und alle v € H,

olla < dlvllv - lollve < elfvlla-

Entsprechend werden fiir n > 1 die linearen Teilrdume V,, mit der Norm in V und V* mit
der Norm in V* versehen. Auf diesen Rédumen V,, = (H,, || - ||v) und V, = (H,, || - ||v+)
bildet man nun mit Hilfe der orthogonalen Projektion p,, : H — H,, die approximierenden
Probleme zu (3.1.1):

dU,(t) + An(t, Un(t))dt + poB(t, U,(t))dWi(t)
€ pFi(t, Uy(t))dt + ppFa(t, Uy(t))dWa(t),
Un(0) = pulo. (3.1.3)

Dabei ist 4,, : Q x [0,T] x V,, — V¥ durch die orthogonale Projektion von A(¢,z) auf
H, fiir x € V,, definiert, d. h.

n

An(t,z) = (A(t,x), wy)wy. (3.1.4)

k=1

Bemerkung 3.1.2 Firx €V, gilt z = ijwj mitx; e R, w; € V,5=1,..,n.
j=1

Folglich ist fir x € V,, C H mit Beziehung (3.1.4)

(Ap(t,z),x)yg = (Z(A(t, T), Wk ) W, Z xjwj>

k=1 j=1

= Z(A(t,x),wk>xk = <A(t,x),
k

Ikwk>
k=1 1

= (A(t,x),x). (3.1.5)

Die Gleichung (3.1.5) wird nachfolgend wiederholt angewendet.

Unter Nutzung der Selektoren f; von F;,¢ = 1,2 gilt fiir die Projektion der mengen-
wertigen Abbildungen

pui(t u(t)) = {pafi(t) : fit) € Fi(t,u(t)}. (3.1.6)

Analog zu Definition 3.1.1 werden jetzt Losungen der endlichdimensionalen Probleme
formuliert.



48 KAPITEL 3. DAS GALERKIN-VERFAHREN

Definition 3.1.3 Ein F;-messbarer, V,,-wertiger Prozess (U, (t)):co,r) ist Losung der
endlichdimensionalen Inklusion (3.1.3), wenn gilt:

(i) Es ist fiir alle t € [0, T]

t
E/ 1Un(s)[|2ds < 00 und E||Ua(t)|[% < oo.
0

(ii) Der Prozess U,(t) besitzt P-f. s. zeit-stetige Trajektorien in V.

(iii) Es existieren F;-messbare Prozesse (fin(t))icpor, fin @ 2 x [0,T] — H, die fiir alle
te0,T]

B [ 1) < o0
sowie P-f. s. fiir fast alle t € [0, 7]
fin(t) € Fi(t, Un(t))
mit ¢ = 1,2 gentigen.

(iv) Fiir alle v € V,, und t € [0, 7] gilt P-f. s. die Gleichung
t ¢
W00+ [ (Aals Uals))oo)ds + [ (a6, Ua(s)) 0 Ti(s)
0 0

- (Un(o)vv)H+/0(pnfln(s)av)HdS‘f‘/o(pann(S),U)HdWQ(S). (317)

Mit S, sei die Losungsmenge von (3.1.3) bezeichnet.

Weiter werden folgende Bedingungen vorausgesetzt.

(HO) Der Anfangswert Uy € H ist eine Fy-messbare Zufallsgrofe mit E||Up||% < oc.
(H1) Fiir die Operatoren A, B gelten:

(i) Die Abbildung A besitzt die Carathéodory-Eigenschaft. D. h., zusétzlich zur
Messbarkeit ist u — A(w,t,u) € V* stetig in v € V fir fast alle w €  und
te0,7].

(ii) Es gibt Konstanten ¢, ¢y > 0, so dass
—2(A(t, u), u) + || B(t, w)|[3 + arllully < collully

fir alle w € Q,t € [0, 7] und u € V gilt.
(iii) Fiir alle u,v € V und alle w € Q,t € [0, T ist

—2(A(t,u) = A(t,v),u =) + ||B(t,u) = B(t,v)l[3 < esllu—vl[3

mit einer Konstante c3 > 0 erfiillt.
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(iv) Die Ungleichung
A W < ca(L+Jullf)
gilt fiir eine positive Konstante ¢, und alle w € Q,t € [0,T],u € V.

(H2) Die mengenwertigen Abbildungen Fj, i = 1,2 geniigen den Bedingungen:

(i) Fiir fast alle w € Q und jedes t € [0,7] sind u — Fj(w,t,u) Lipschitz-stetig
beziiglich der Hausdorff-Distanz mit den Konstanten L; > 0.

(ii) Es existieren Konstanten d; > 0 mit

1wl = sup {|If[I7; « f € Fi(tw)} < dillully

fir alle w € Q,t € [0,T],u € H.

Bemerkung 3.1.4 Die Voraussetzung (H1)(i) der Stetigkeit von A(t,u) beziiglich
u €V stellt eine Verschirfung gegeniiber den Forderungen des Satzes A.6.4 dar.

Viele Operatoren erfiillen diese Bedingung. Hierzu wird folgendes Beispiel angegeben.
Es sei A(u) = Agu+ f(u) mit Ay : V= V*, Ay = —Aund f : H— H Lipschitz-stetig
mit Konstante L > 0, wobei V = H}(O), H = L*(O) sind.

Offensichtlich ist auch Ag von V in V* stetig, denn nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung ist

|| Agul|y = sup  [{Aou,v)| = sup  [(Vu, Vu)y|
veV, |lvflv<i veV, |Jvflv<1
< sup |[Vullul[Vollr < sup o lullvfollv
veV, [lollv <1 veV, Ilollv <1
< fully

Hieraus ergibt sich die Stetigkeit von A. Wegen der Definition A.5.1 eines Fvolutions-
tripels mit den Konstanten c,d und

||AU, — A’UH\/*

< |[Ao(u = v)[lv+ +d|f(w) = f(v)||a
< lu—=vllv +d- L|[u—|lg
< (I4c-d-L)|ju—0|lv

fur alle u,v € V' ergibt sich sogar die Lipschitz-Stetigkeit von A : V — V*.
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3.2 Existenz von Losungen

Der nachfolgende Satz gibt Auskunft iiber die Approximierbarkeit der Losungsmenge S
durch die Folge (S;,),>1 von Losungsmengen der endlichdimensionalen Probleme.

Satz 3.2.1 Sind die Annahmen (HO), (H1) und (H2) erfiillt, dann ist

lim S, €S C lim S, in L*(Q x [0,T]; H).

n—oo n—oo

Damit konvergiert S,, gegen S im Sinne von Kuratowski.

Analog zum Galerkin-Verfahren fiir Gleichungen wird zunéchst die Losbarkeit der ap-
proximierenden Probleme (3.1.3) iiber den endlichdimensionalen Teilrdumen untersucht.
Mit Hilfe von a priori Schranken fiir die Folge der Losungen und der Giiltigkeit von
Selektionseigenschaften wird weiter gezeigt, dass der Grenzwert der Losungsfolge die
Aufgabe (3.1.1) 16st.

Im Beweis finden die nachfolgenden Lemmata Verwendung.

Lemma 3.2.2 Unter den Annahmen (HO)-(H2) sind die Lésungsmengen S, fiir (3.1.3)
mit n = 1,2, ... nicht-leer.

Beweis.
Wie in Abschnitt 3.1 ausgefiihrt wurde, ist die Folge stochastischer Differentialinklusionen
(3.1.3) iiber den endlichdimensionalen Teilrdumen H,, durch

dU,(t) + Ap(t, Uy (t))dt  +  ppB(t, Uyn(t))dWi(t)
€ pnpl (t7 Un(t))dt + pnF2(t7 Un(t))dw2<t>7

fir alle ¢ € [0, T gegeben.
Der Beweis wird hier in Anlehnung an den Beweis zum Satz 2.3.2 gefithrt. Demnach
besteht der erste Schritt in der Losung der Anfangswertaufgaben fiir U, (t) € V,,, n > 1

AU (8) + A, (t, Un(0)dt +  paB(t, Un(t))dW, (1)
Un(O) = ano, (321)

mit nach Satz 1.2.8 Lipschitz-stetig (iiber H, ) wiahlbaren Selektoren f;,(t) € F;(t,U,(t)).

Fiir die Losbarkeit der Aufgabe (3.2.1) sind vorab die Bedingungen des Satzes A.6.1 von
Krylov und Rozovskij fiir endlichdimensionale It6-Gleichungen in V,, zu iiberpriifen.
Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Projektion in Satz A.1.5 und (HO) erfiillt
pnUy die Voraussetzungen an die Anfangswertbedingung.

Daher sind Messbarkeit, Stetigkeit, Monotonie, Koerzivitdt und Wachstumsbeschrankt-
heit der eingehenden Grofsen A, p, B, p,fin,© = 1,2 nachzuweisen.
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Wegen der Annahmen (H1)(i), (ii), der Beziehungen (3.1.4) und (3.1.5) des Operators
A sowie den Eigenschaften der Projektion sind A,,, p, B messbar und stetig.

Nach den Sétzen 1.1.3, 1.2.7 und Annahme (H2)(i) existieren fiir u € V,, messbare wie
stetige Selektoren f;,(t) € Fi(t,u), deren Projektionen p, f;, ebenfalls messbar und sogar
Lipschitz-stetig sind.

Die Eigenschaft der Monotonie
—2(A,(t,u) — Ap(t,v),u —v) + ||p B(t,u) — p,B(t, U)leq
+ 2(pnfln(t) - pnfln(t>7u - U>H + Hpnf2n<t> - panH(t)Hl%I

callu = ol[3 + [ fin (1) = Fin ()37 + [Ju = 0l[ + | fon(t) = Fon(D)][%

<
< (T4e+Li+LY)|ju—n|F

ergibt sich fiir fi,(t) € Fi(t, u), fim(t) € F(t,v) aus (3.1.5), (H1)(iii), (H2)(i) und der
Nicht-Expansivitiat der Projektion fiir alle u,v € V,, .
Die Annahmen (H1)(ii), (H1)(iv), (H2)(ii), die Selbst-Adjungiertheit und Beschrénkt-

heit von p, sowie die Darstellungen (3.1.4), (3.1.5) von A, fiihren fiir alle u € V,, auf die
Koerzivitat iiber V,, und die Wachstumsbeschrinktheit.

Damit besitzt die Aufgabe (3.2.1) nach dem Satz A.6.1 und der Bemerkung A.6.2 eine
Losung mit den dort beschriebenen Eigenschaften.

Folglich existieren Prozesse und entsprechende Selektoren, die der Gleichung (3.2.1) bzw.
(3.1.7) geniigen und die Inklusion (3.1.3) lésen. Also ist S,, # 0 fir jedes n > 1. 0

Das néchste Lemma gibt a priori Schranken und entsprechende Grenzwerte an.

Lemma 3.2.3 Fiir die Losungen U,, € S,, und Operatoren in Aufgabe (3.1.3) gilt mit
positiven, von n > 1 unabhédngigen Konstanten My, Moy, M3, My > 0:

(i) E||U.(t)|% < M fiir alle t € [0,T],

T
B [ ll0.s)lfds < 0,
0

T

E/ A(s, Un(5))|[2ds < M,
0
T

E / paB(s, Un(s))| s < M.
0

Demnach ergeben sich tiir Teilfolgen mit n — oo die Beziehungen:
(ii) U, (t) = U(t) in L*(Q; H) fiir alle t € [0, T],
U, 5 U in L2(Qx[0,T];V),
U, % U in L*Qx [0,T]; H),
A Un(4) 5 A() i LX(Q x [0, T]; V),
B, Un()) % B(-) in L*(Q % [0,T]; H).
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Beweis.
Fiir U, € S,,, n > 1 folgt aus Gleichung (3.1.7) mit der It6-Formel fiir das Normquadrat
gemél Satz A.5.3

GO = 0O 2 [ (4a(o, U6, U
=2 [ uBs U Uy W51+ [ B, Uy s
#2 [ 0ufin) U s
2 [ 0ufans). Ualoir W)+ [ Tipafin)ss.

Mit Erwartungswertbildung, (A, (t,U,(t)),U,(t)) = (A(t,U,(t)),U,(t)) fiir U,(t) € V,
nach (3.1.5) und der Ungleichung 2(a,b) < a® + b* schiitzt man weiter ab

BIGOI < B0 ~28 [ (40, 0a(6). Un(s)ds
+ 8 [ llpaBls. (o) d
+ 8 [0 s + 8 [ Ipniato)ly
+ 8 [ lpafun(ol ds (322)

Nach den Voraussetzungen der Koerzivitat (H1)(ii), der Beschranktheit (H2)(ii) und
den Eigenschaften der Projektion p,, gilt

t
ENUOI < EllUollfy + (14 c2+di + dz)/ E||Un(s)|[5ds.
0
Demzufolge existiert nach dem Lemma von Gronwall eine positive Konstante M, so dass
fiir alle ¢ € [0, T
BlU.M < M (3.2.3)

mit Ml = Ml(U07 Co, d17 dg, T) erfiillt ist.

Uber die Ungleichung (3.2.2), obiges Ergebnis (3.2.3) und die Annahme (H1)(ii) weist
man die Existenz einer weiteren positiven Konstante M > 0 nach, zusatzlich abhéngig
von ¢y, fiir die

t
E/ U (s)||3ds < M, (3.2.4)
0

fur alle ¢t € [0, 7], also auch t = T zutrifft.
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Die dritte Schranke ergibt sich aus der Annahme (H1)(iv) und der vorherigen Abschét-
zung (3.2.4). Mithin gibt es eine positive Konstante M3 > 0, abhéngig von ¢4, T und Mo
mit

T
E [ IAG.Un(s))IR-ds < M
0

Unter Beriicksichtigung der Eigenschaft des Projektionsoperators fithren (H1)(ii), (iv)
und die Abschétzung (3.2.3) zur Existenz von M, > 0 mit

T
E/ lpnB(s, Un ()| s < M.
0

In reflexiven Banachraumen besitzen beschrankte Folgen stets schwach konvergente Teil-
folgen. Folglich kénnen wegen der soeben gezeigten Beschranktheit der Ausdriicke in
Lemma 3.2.3(i) Teilfolgen ausgewéhlt werden, der Einfachheit halber erneut mit n indi-
ziert, so dass die Beziehungen (ii) gelten.

Speziell folgt weiter aus der Abschitzung (3.2.3) und
U, 2 U in L*(Qx[0,T); H)

die Gleichheit U = U fiir fast alle (w,2) € Q x [0,7], da V in H dicht eingebettet ist.

Lemma 3.2.4 Die schwachen Grenzwerte der Losungen aus Lemma 3.2.3 erfiillen fiir
alle v € V die Gleichung

U, 0)g + /0 (A(s), v)ds + /0 (B(s), ) dWi (s)

t
0

= (Upo)u + / (fi(s), 0)ds + / (fals), ) mdWals).  (3.25)

Beweis. .
Fiir F;-messbare, H-wertige Prozesse (h(t))¢cpo,r) mit E/ |[|h(t)]|3;dt < oo wird durch
0

/O ()W (s)

ein linearer, stetiger Operator definiert, der den Raum aller F;-messbaren Prozesse aus
L*(Q x [0,T); H) in sich abbildet. Da jeder lineare, stark stetige Operator auch schwach
stetig ist, gilt flir n — oo

/0 () (5) /0 Ch(s)dIV ()

in L2(Q x [0,T); H) und in L*(Q; H) fiir jedes ¢ € [0,T], wenn h,, schwach gegen h in
L*(Q x [0,T]; H) konvergiert.
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Des Weiteren lisst sich fiir h, — h in L?(Q2 x [0,T]; H) die Giiltigkeit von

t t
/ hn(s)ds ﬂ)/ h(s)ds
o 0

in L?(2 x [0,T]; H) und fiir jedes t in L?(Q; H) zeigen. Diese Konvergenzaussagen sind
in Satz A.2.1 zusammengefasst.

Es gilt somit nach Lemma 3.2.3(ii) in L*(Q x [0,T7]; H) fiir n — oo
¢
/ puB(s, Un(s))dWi (s) > / $)dW (s). (3.2.6)

Aus der Beschrinktheit (H2)(ii) und der Abschiitzung (3.2.3) ergeben sich fi,(t) = fi(t)
in L2(Q; H) fiir jedes t € [0,T] und f;,, — f; in L*(Q x [0,T]; H) fiir eine Teilfolge und
i=1,2.

Fiir alle v € V,, gilt mit n — oo

(Pnfin(t), 0) i = (fin(t), pro) = (fin(t), ) — (filt), ) nr-

Da die Teilraume V,, so gewahlt sind, dass sich jedes Element v € V' beliebig gut durch
eine Linearkombination von Elementen v, € V,, approximieren lasst, behélt die obige
Aussage ihre Giiltigkeit fiir alle v € V.

Die stetige Einbettung von L?(Q x [0, T]; V') in L*(Q x [0, T]; H) fithrt somit fiir n — oo
auf

Pufin — fi in L*(Qx[0,T]; H) (3.2.7)

/0 o fin(s)ds 5 /0 Cf(s)ds. (3.2.8)

/0 P fon(8)dWa(s) 5 / fo(5)dWo(s) (3.2.9)

und ebenso

jeweils in L?(Q x [0,T]; H) und L*(Q; H) fiir jedes t € [0, T].

Fiir beliebige Zufallsgrofen X € L*(;R) und ¢ € C5°[0,T] folgt aus (3.1.7) fiir alle
Um € Vi, m < n
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Zu jedem v € V existiert eine Folge (v,)m>1 C Vi, so dass v, gegen v in V und damit
auch in H fiir m — oo konvergiert.

Mit den Konvergenzaussagen des Lemmas 3.2.3, der Gleichung (3.1.5) und den Grenz-
werten in (3.2.6), (3.2.8), (3.2.9) leitet man fiir alle v € V und n — oo die Beziehung

B [ Xolw, o
L E /0 " xe) ( /0 (A(s).0)ds + /0 t(é(s),v)HdWl(s)) it
_ B /0 X0 (U0t
w5 [ ot ([ (hnds + [t o)) 3210

her.

Insbesondere da X und ¢ beliebig wéihlbar sind, behélt die obige Gleichung fiir alle v € V'
ihre Giiltigkeit in der Form (3.2.5)

(U®t),v)g + /0 (A(s),v)ds + /0 (B(s),v) gdWy(s)

t
0

— (Upo)u + / (f1(s), 0)ds + / (fals), ) wdWa(s)

mit Wahrscheinlichkeit 1 fir fast alle ¢ € [0, 7.

Aus dem Satz A.6.4 von Krylov und Rozovskij fiir Evolutionstripel folgt, dass U(t)
mit einem H-wertigen, F;-messbaren Prozess identifiziert werden kann, der fiir fast alle
t € [0,7] Werte in V' annimmt, die Gleichung (3.2.5) fir w € ' mit P(2) = 1 erfiillt
sowie fiir t € [0, T] auf ' stetig in H ist.

Die Modifikation sei wieder mit U bezeichnet. 0

Lemma 3.2.5 Der in Gleichung (3.2.5) definierte Grenzwert U (t) ist Lésung der sto-
chastischen Differentialinklusion (3.1.1), d. h.

S £ .

Beweis.
7 zeigen sind fiir fast alle ¢ € [0, 7] die Gleichheit von A(t) = A(t,U(t)), B(t) = B(t, U(t))
und die Selektionseigenschaft f;(t) € Fi(t,U(t)) P-f. s.,i=1,2.

Als erstes erfolgt die Uberpriifung von A(t) = A(t,U(t)) sowie B(t) = B(t,U(t)) in
Anlehnung an die Ausfithrungen in [67].
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Mit der It6-Formel fir das Normquadrat angewendet auf (3.2.5) erhélt man

0N, = 10l —2 [ ). UG
—Q/Ot(é(s) U(s))gdWy (s /||B )% ds
2 [ () U
2 [ V) + [ Il @210

T
Fiir beliebige F;-messbare, V-wertige Prozesse (Y(t))cjo,r) mit E/ 1Y (5)|[}ds < oo
0

und eine positive Konstante ¢ wird

A, = E/O e[ — 2(A(s,U,(5)) — Als, Y (3)), Un(s) — Y (s))

+ [[paB(s, Un(s)) = paB(s, Y ()l
+ 2(pnf1n(5) - pnfly(5>7 Un(S) - Y<S))H
+ [[Pafon(s) = pufy ()l

— |Ua(s) = Y (8|14 ] ds (3.2.12)
eingefiihrt. Hierbei sind f} (t) F;-messbare, stetige Selektoren von Fj(t,Y (t)), die nach
Satz 1.1.3 und Satz 1.2.7 fiir i = 1, 2 existieren, und U,, € S,,.

Bei entsprechender Wahl der Konstante ¢ ergibt sich A,, < 0 mit den Eigenschaften der

Projektion in Satz A.1.5, der Monotoniebedingung (H1)(iii) und der Lipschitz-Stetigkeit
der Abbildungen Fi, F5 nach (H2)(i).

Es wird eine Zerlegung A,, = Al + A? vorgenommen mit

AL = B [ e [ 2AA V) U + B Vo)

+ 2(pnfin(8), Un(8)) 1t + [ [Pufon(s)I [T — cl|Un(s)|[ | ds

A2 = E / e [ = 2((A5, Y (5)), Y () = (Als, Y (5)), Un(s)) = (A(s, Un(5)), Y (5))
— 2(pB(s, Un(s)), puB(5, Y () + |lpaB(s, Y ()%
+ 2((af ()Y () = Pufl (), Un(9)) st = (pufin(s). Y ()

- 2(pnf2n(s)7pnf2 (S>>H + ||pnf2 (S>||H
o+ 20(Un(s), Y ()i = cl[Y ()|} | ds.
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Dabei geht die Beziehung (3.1.5) aus Bemerkung 3.1.2 in die Darstellung von Al ein.
Aus Gleichung (3.1.7) folgt mit der It6-Formel

Be e UnOlli = BT
LB / e[ = 20405, Un()), Un(9)) + IpaBs, Un(9))13
20 fin(), Un ()11 + 1P fon() I3 = ellUn(s) 11 | ds.
Damit ergibt sich die Darstellung
AL = Be~T||UL(T)|3 — EI|U.0)]13

und folglich

limsup AL = Ee “T||UD)||5 — E||Uo| |3 + e (3.2.13)
fir 8 = limsup E[\U, (D]} — ||V

n—oo

Aufgrund der schwachen Konvergenz von U, (t) in L*(Q; H) nach Lemma 3.2.3(ii) fiir
t="Tist 6> 0.

Andererseits folgt mittels Gleichung (3.2.11) und partieller Integration
Ee_CTHU(Z)H?q — B0l
= E/O 6_“[— 2(A(s), U(s)) + [|B(s)[[3 +2(f1(5), U(s))u
+ [1f2(9)l[7 — CIIU(S)II?{] ds. (3.2.14)

Mit den Gleichungen (3.2.13) und (3.2.14) erhilt man so

limsup A, = E/O efcs[—2<ﬁ(8),U(S)>+ B[+ 2(f1(), U(s))u

n—oo

+ 1)y = el U ()] ] ds + 5e= (3.2.15)
Ferner gilt

lim A2 = E/O e-cs[_2<A<s,Y(s)),Y(s)>+2<A(3,Y(s)),U(s)>

T 2(A(s), Y (5)) — 2B(s), Bls, Y () + 1B(s, Y ()%
20 (), Y ()i — 20 (), U(8))ar — 2(/1(5), Y (5)

— 2(fals), S () + 113 ()11

T 2e(U(s), Y ()i — e[V ()% ds (3.2.16)

mit den Aussagen tiber die schwache Konvergenz in Lemma 3.2.3(ii), der Grenzwertbe-
ziehung (3.2.7) sowie den Eigenschaften der Projektion.
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Bei Beachtung von A,, < 0 ldsst sich demnach aus den Grenzwerten (3.2.15) und (3.2.16)

limsup A, = E/O 6*‘”[— 2(A(s) = A(s,Y (5)), U(s) = Y(s5)) +[|B(s) = B(s, Y ())l[}y
+2(fu(s) = fi (5),U(s) = Y(5))n
+1f2(s) = £ ()P = cllU(s) = Y(s)|I%]| ds

+ 56—cT
0 (3.2.17)

~ —~

IA

schliefien.
Insbesondere fiir Y(s) = U(s) gelten

fao(s) = f3'(s), B(s,U(s)) = B(s)
und

§ = limsup E||U.(T)||5 — E||U(T)||3 = 0. (3.2.18)

n—oo

Weiterhin fiihrt die Abschétzung (3.2.17) zu

E /0 e[ = 2(A(s) = A(s, Y (5)), U(5) = Y (5))
+2(fi(s) = f17(8),U(s) =Y (s))u — cl|U(s) — Y(s)||§,} ds <0. (3.2.19)

T
Es sei (Z(t)):ejo,r] €in beliebiger V-wertiger Prozess, F;-messbar mit E/ 1Z(t)]|3dt < oo

0
und « > 0 eine Konstante. Aus der Beziehung (3.2.19) leitet sich fiir Y (¢) = U(t) +aZ(t)
die Ungleichung

T
E / e [20(A(s) — A(s.U(s) + aZ(s)). Z(s)
0
= 2a(fi(s) = f{T(s). Z(s))u — ca?|| Z(s)||F| ds < 0 (3.2.20)
ab. Nach erfolgter Division durch o und dem anschlieffenden Grenzwertiibergang fiir

a — 0 haben die Stetigkeit von A und die Lipschitz-Stetigkeit von F; beziiglich der
Hausdorff-Distanz

E /0 26 (A(s) — A(s, U(s)), Z(s))ds < 0

zur Folge. Hieraus ergibt sich A(t) = A(t, U(t)) fiir fast alle ¢ € [0,7], da Z(t) letztlich
beliebig wahlbar ist.



3.2 Existenz von Lésungen 59

Im zweiten Teil des Beweises wird fiir den Nachweis der Selektionseigenschaft der Lip-
schitz-stetigen Abbildungen F}, F, abermals der Satz 1.2.9 von Hu und Papageorgiou
angewendet.

Fiir f;, — fin L?*(Q x [0,T]; H) und

fin(w, 1) € Glw,t) = {g € L*(Qx [0,T); H) : Ellg(t)|[3 <dM}, d=max{dy,ds}
ist o
fi(t) € conw (%‘i%? { fm(t)}> . (3.2.21)
Aufgrund der schwachen Konvergenz von U, (t) in L*(Q; H) erhélt man fiir t =T
liminf |0, (T)|[% = BI|U(T)I
und mit der Bezichung (3.2.18) folgt daraus
i, BT = B

Eine Folge konvergiert stark, wenn sowohl die schwache als auch die starke Konvergenz
der Normen gegeben ist. Aus den obigen Schlussfolgerungen ergibt sich somit

lim E||U,(T) - U(T)|3 = O. (3.2.22)

n—oo

Im Sinne der a priori Abschétzungen (3.2.3) und (3.2.4) héngt der Grenzwert U(T)
nicht von der gewéahlten Teilfolge ab. Damit enthélt jede Teilfolge eine Teilfolge, die in
L*(Q; H) gegen U(T) konvergiert. Folglich ist die Konvergenzaussage (3.2.22) fiir die
gesamte Folge erfiillt. Anstatt 7" sind auch beliebige Zeitpunkte ¢ € [0, 7] wahlbar.
Wegen fi,,(t) € Fi(t,Uy,(t)), Un(t) — U(t) in L*(Q; H), (H2)(i) und der abgeschlossenen,
konvexen Bildmengen der Prozesse F; per Definition 1.3.1(a) folgt

cony (w-lim {fin(1)}) Ceonw (wlim Fi(L, U, (1)) € Filt, U(1)).

n—oo

Damit ist f;(t) € F;(t,U(t)) P-f. s. fir i = 1,2 und fast alle ¢t € [0,7] nach Erkenntnis
(3.2.21) bewiesen.

Man erhélt die Losung U () der stochastischen Differentialinklusion (3.1.1) als Grenzwert
der Folge (U,(t))n>1, d. h. S # 0. O

Bemerkung 3.2.6 Neben der Konvergenz von U,(t) — U(t) in L*(2; H) fiir jedes
t €[0,7] und n — oo gilt wegen Abschditzung (3.2.3) auch

n—oo

T

lim E/ U (8) — U3 dt = 0.
0

Fiir eine Teilfolge folgt dann mit Wahrscheinlichkeit 1

T

lim |U,(t) — U(t)||3dt = 0.
0

n—oo
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Beweis von Satz 3.2.1. o
Im ersten Teil des Beweises wird die Inklusion lim S,, C S gezeigt.

n—oo

Es sei (Up,)n>1 eine Folge von Losungen der endlichdimensionalen Probleme (3.1.3) mit
U, € S, fiir jedes n > 1 und U, — U, n — oo in L*(Q x [0,T]; H). Dann ist nach
Definition 1.1.1(a) des oberen Grenzwertes einer Mengenfolge U € lim S,,. Somit bleibt

n—0o0

nachzuweisen, dass der Grenzwert U Element der Losungsmenge S ist.

Lemma 3.2.2 stellt die Losbarkeit der endlichdimensionalen stochastischen Differential-
inklusionen (3.1.3) sicher. Fiir die Losungen U, die Operatoren A,, p,B und die Se-
lektoren p, fin,? = 1,2 gelten nach Lemma 3.2.3 und Lemma 3.2.4 Wachstumsbeschran-
kungen. Mit diesen a priori Schranken existieren schwache Grenzwerte, fiir die in den
Lemmata 3.2.4 und 3.2.5 die Giiltigkeit der Gleichung

(U(t),v)y + /O<A(S,U(s)),v>ds

t
0

— (Upo)i + / (f1(5), v)ds + / (fols), ) wd W (s)

P-f. s. fir alle t € [0,7] und v € V bewiesen wurde. Dabei sind f;(¢) Selektoren der
mengenwertigen Abbildungen F; an der Stelle U(t) mit f;(t) € F;(¢t,U(t)) fir i = 1,2.
Hieraus folgt U € S. Also ist zum einen S # () und zum anderen

lim S, C S. (3.2.23)

n—oo

Der zweite Teil des Beweises zu Satz 3.2.1 befasst sich mit dem Nachweis von S C lim S,,.

Nach Lemma 3.2.5 ist bekannt, dass die stochastische Differentialinklusion (3.1.1) we-
nigstens eine Losung besitzt, d. h., es ist S # (.

Zu einer Losung U € S wird eine Folge (U, )n>1 gesucht, fir die U, € S, gilt und U,
gegen U konvergiert fiir n — oo in L*(Q x [0, T]; H).

Uber die metrische Projektion proj[;-] (vegl. Definition A.1.1) und f;(t) € Fj(t,U(t))
werden die Grofen

gin(t) = projfi(t); paFi(t, U(1))],
hin(t,u) = projlgi(t); puFi(t, u)] (3.2.24)

fir u € H, i = 1,2 eingefiihrt und das dazugehorige endlichdimensionale Problem

AU, (1) + Ap(t, Un(£))dt + paB(t, Uy ())dW (£)
han(t, Un(£))dt + hon(t, U (£))dWa(t),
Un(0) = paU(0) = pulUs (3.2.25)

betrachtet. Anzumerken ist die Eindeutigkeit der Abbildungen in (3.2.24) infolge der
Projektion auf abgeschlossene und konvexe Mengen eines Hilbertraumes.
Fiir die Losbarkeit der Gleichung sind wiederum die Bedingungen des Satzes A.6.1 von
Krylov und Rozovskij fiir endlichdimensionale Situationen zu iiberpriifen.
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Unter Beriicksichtigung der projizierten Abbildungen und der Restriktion des Operators
A beziiglich des Raumes V,, gemif (3.1.5) gelten die Eigenschaften (HO), (H1) auch
tir p, Uy, p, B und A,.

Per Definition sind h;, Selektoren der p, F; fir ¢ = 1,2 mit hy,(t,u) € p,Fi(t,u) fur
u € H, und geniigen der Annahme (H2) aufgrund der Darstellung (3.1.6) sowie der
Projektionseigenschaften. Geméf Satz A.1.2 folgt die Messbarkeit von h;, beziiglich ¢.
Nach Satz 9.5.3 in Aubin und Frankowska [7], S. 375 existiert ein beziiglich des zweiten
Argumentes von F; Lipschitz-stetiger Selektor Y (t,v) € p,F;(t,v), der die Bedingung
hin(t,u) = h¥ (¢, u) erfillt.

Damit ergeben sich die Monotonie, Koerzivitat und Beschranktheit analog dem Vorgehen
in Lemma 3.2.2. Mithin ist das Anfangswertproblem (3.2.25) 16sbar nach Satz A.6.1, und
esist U, € S,.

Nach der Anwendung der Ité6-Formel und Erwartungswertbildung folgt fiir Losungen

E|U.(t) UM = ENUL0) = U0)[[5

+ 2E/o (An(s,Un(s)) — A(s,U(s)),U(s) — Un(s))ds
+EAHmB@M@D—B@U@M@%
+2qémm@u$»—ﬁ@xmg—vmmw

+EAWm@M$D—M$%%- (3.2.26)

Fiir den zweiten und dritten Term in Gleichung (3.2.26) gilt mit der Ungleichung
(a — b)? < 2a? + 2b*

o8 /0 (A (5, Un(5)) — A(s, U(5)), U(s) — Un(s))ds

+E0HMB@M$D—B@U@W@%

IA

2E/0 (An(s, Un(5)) — A(5, palU(5)), U(s) — Un(s))ds
+ 2E/0 (A(s,puU(s)) — A(s,U(s)),U(s) — Upn(s))ds
+2EA|WB®iM@%ﬂ%M&U@m@@

+2EAHMB@U@D—B@U@M@%-
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Mit Gleichung (3.1.5) und Annahme (H1)(iii) ergibt sich hierfiir

2EA@%@M@»—MaW@Mﬂ@—M@MS

IA

IN

IN

+ 2 [ 19 B(s.U () = Bls. UG s

2EA@%@&@»—A@mU@LW@—mU@M5
+ 2E/o (A(s,Uy,(s)) — A(s,paU(8)), pnU(8) — Un(s))ds
+ 2E/0 (A(s,pnU(s)) — A(s,U(s)),U(s) — Uy,(s))ds

.y / 1B(s, Un(s)) — B(s, U(s))|[3ds + 2 / 1paB(s, U(s)) — Bs, U(s))|ds

QEA@%@&@»—A@MU@%WQ—MU®M5
alf [ I6) = pU o)y
+ 2E/o (A(s,pU(s)) — A(s,U(s)),U(s) — Uy,(s))ds

2B / [Un(s) — U(s)|[3ds + 2 / paB(s, U(s)) — B(s, U(s)|ds

2E/o (An(s,Un(8)) — A(s,paU(8)),U(s) — p U(s))ds
+ 2E/o (A(s,paU(5)) — A(s,U(8)),U(s) — Un(s))ds
w2608 [ UG) = pU ) fds + i [ 1U(5) = U(s) s

+ 2E/O llpnB(s,U(s)) — B(s,U(s))|[3ds.

Da A,(-,Un(+)), A(-,p,U(+)) sowie U,,U nach (H1)(vi), Lemma 3.2.3 sowie (3.1.5) in
L*(Q2 x [0, T); V*) bzw. L*(Q x [0,T]; V) beschriinkt sind und p,U(t) — U(t) in V gilt,
konvergiert der erste Term gegen 0 fiir n — oo.

Die Stetigkeit von A in (H1)(i) fithrt zur Konvergenz des zweiten Ausdrucks gegen 0,
denn aus p,U(t) — U(t) in V folgt A(t,p,U(t)) — A(t,U(t)) in V* fiir n — oc.

Mit p,U(t) — U(t) bzw. p,B(t,U(t))) — B(t,U(t)) in H bilden auch dritter und letzter
Term in der obigen Abschétzung eine Nullfolge.
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Damit gibt es fiir Beziehung (3.2.26) nach der Grenzwertdefinition zu jedem ¢ > 0 einen
Index no(e), so dass fiir alle n > ng(e)

E|UL() ~U@)|3 < e+ 4 / [Ua(s) — U(s)|[2ds
+ QE/O (hin(s,Un(8)) — f1(s),Un(s) = U(8))u ds
> / (5, Un()) — fals)|yds

gilt, wobei zusitzlich p,U(0) = U,(0) — U(0) in H beriicksichtigt wird. Uber die Un-
gleichung 2ab < a® + b* wird diese Aussage weiter abgeschiitzt zu

E|UL(6) - UMD < e+ desE / [Un(s) — U(s) |y
> / (s, Un(s)) — f1(5)|Pyds + E / [Ua(s) — U(s) ds
> / an(s, Un(s)) — fol)|[2yds.

Die Lipschitz-Stetigkeit der Abbildung F; in H fiihrt auf folgende Abschitzung

1han(s, Un(s)) = fr(s)lla < [[han(s, Un(s)) = g1n(8)l| + [lg1n(s) — fi(s)l|u

= d(g1n(3), PnF1 (5, Un(s))) + d(f1(s), pnFi(s, U(s)))
h(pnFi(s,U(s)), puFi(s, Un(s))) + |[f1(s) = pufr(s)l|u
La||U(s) = Un($)llm + | f1(5) = pufi(s)llu

bei Beachtung der Definition (3.2.24) von g1, hip.

<
<

Ein analoges Vorgehen fiir ||ho, (s, Un(s)) — fa(s)||m ergibt schliefslich
t
EllU() —UWMIlE < e+ (1+des +2L7 + 2L3) - E/ 1Un(s) = U(s)l[3ds
0
t t
+ 28 [ 1A(s) = pufi Ol + 28 [ 1825) = pufa(s) s
0 0

Fiir p,, fi(t) — fi(t), n — oo in H gibt es einen weiteren Index ny(g) > ng(e), so dass fiir
alle n > ny(e) und € > 0 gilt

t
ElUn() —U®)IlE < €+(1+403+2L?+2L3)-/EHUn(S)—U(S)H%dS-
0

Mit dem Lemma von Gronwall folgt die Konvergenz von U, (t) gegen U(t) in L?(Q; H)
fiir t € [0,7] bzw. U, — U in L*(Q x [0,T]; H).
Demzufolge ist U € lim S, und damit auch S C lim S,,.

n—oo n—oo
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Die Aussage des Satzes ergibt sich mit der Inklusion (3.2.23) auf diese Weise:

lim S, € S C lim S,,.

n—0oo n—oo

Da die umgekehrte Relation stets erfiillt ist, konvergiert 5,, im Sinn von Kuratowski
gegen S entsprechend der Definition 1.1.1(b). 0

Der folgende Satz beschéftigt sich mit einer weiteren Konvergenzaussage.
Folgerung 3.2.7 Unter den Bedingungen des Satzes 3.2.1 gilt sogar

SnlS fiir n — oo.

Beweis.
Nach der Konstruktion von Mengen S,, und den Abschidtzungen in Lemma 3.2.3 und
Lemma 3.2.4 gibt es eine Konstante M > 0, so dass

Sp C By ={ue L*(Qx[0,T);V) : ||ullp2iaxporvy < M}

fiir alle n > 1 gilt. Folglich ist B); eine abgeschlossene, konvexe und beschrankte Teilmen-
ge des L*(Q2x [0,T7; V). Da nach Voraussetzung eine kompakte Einbettung der Rdume V'
und H besteht, gilt dies ebenfalls fiir die Einbettung L?(Q2x [0, T]; V) C L*(Q2x[0,T]; H).
Somit ist By eine kompakte Teilmenge des L*(Q2 x [0,T]; H).

Mit den Satzen 3.2.1 und 1.1.2 folgt die Konvergenz von S, gegen S beziiglich der
Hausdorff-Distanz. 0O

Der Beweis des Existenzsatzes 3.2.1 mit Hilfe des Galerkin-Verfahrens orientiert sich an
den Beweisgedanken des Satzes A.6.4 von Krylov und Rozovskij [67| fiir Differential-
gleichungen.

Die Modifikationen betreffen an dieser Stelle Existenzaussagen fiir stochastische Differen-
tialinklusionen und damit die Erweiterung auf mengenwertige Abbildungen.

In der zweiten Teilmengenaussage von Satz 3.2.1 und in der Folgerung 3.2.7 werden
zuséatzlich Ergebnisse von Hu und Papageorgiou [53] genutzt.

Waéhrend sich die zitierte Arbeit nur auf deterministische Differentialinklusionen
fokussiert, ergeben sich hier vergleichbare Resultate fiir den stochastischen Fall.
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Bemerkung 3.2.8 Fiir stochastische Differentialinklusionen

dU(t) + A(t,U(t))dt + B(t,U(t))dWy(t) € —Fi(t,U(t))dt — Fy(t,U(t))dWs(t)

mit maximal-monotonen, mengenwertigen Abbildungen Fy, Fy und der fir allgemeine
Hilbertradume H entsprechend abgewandelten Annahme (H2) aus Kapitel 2 fihrt das
Galerkin- Verfahren nicht zum Erfolg.

Probleme treten im Beweis des Lemmas 3.2.4 auf. So ist mit der Definition von A, in
(8.2.12) die Abschditzung A, < 0 nicht haltbar. Diese ist jedoch Voraussetzung fir den

Nachweis der Ubereinstimmung von A und A sowie B und B.

Im Fall, dass Fy mengenwertig und Lipschitz-stetig statt mazimal-monoton ist, kann zwar
die Gleichheit B(t) = B(t,U(t)) gezeigt werden, aber aus der Ungleichung (3.2.20) folgt
nicht A(t) = A(t,U(t)). Hierfir fehlt die Lipschitz-Stetigkeit der mazimal-monotonen
Abbildung F7.

Weiter gelingt es nicht, mit mazimal-monotonem Drift- bzw. Diffusionsterm die Aussage

S C lim S,, zu beweisen.
n—oo

3.3 Beispiel

Mit der in dieser Arbeit vorgenommenen Anwendung des Galerkin-Verfahrens auf sto-
chastische Differentialinklusionen mit mengenwertigen Lipschitz-stetigen Abbildungen
lassen sich beispielsweise Existenzaussagen fiir Probleme der Steuertheorie formulieren
und deren Loésungsmengen durch die Losungen endlichdimensionaler Aufgaben approxi-
mieren.

Fiir die Aufgabe der Steuerung einer stochastischen parabolischen Differentialgleichung
werden die Voraussetzungen aus Abschnitt 3.1 fiir den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
und die Wiener Prozesse (Wi (t))icor), (Wa(t))icp,r) unterstellt.

Beispiel 3.3.1 Gegeben sei die durch ¢(-,-) gesteuerte Gleichung

AU (t,z) — AU(t, z)dt = fi1(t,z, U(t,z))dt + fo(t,z, U(t,x))dW;(t)
+ g1(t,x, p(t, x))dt + ga(t, x, ¢(t, x))dWa(t) (3.3.1)

firr € OCRY, N>1undt e |[0,T] mit der Anfangs- und Randwertbedingung

U(0,2) = Uy(z) fir ze€O,
Ut,z) = 0 fir (t,z) €[0,7] x 00

und
lo(t,x)| < q fir fast alle (t,x) € [0,T] x O,q > 0.

Dabei ist das Gebiet O beschrinkt mit einem stiickweise glatten Rand.
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Zusdatzlich gelten die Annahmen:

(BO) Der Anfangswert Uy ist eine Fo-messbare Zufallsgrofie mit E|Uy(z)|? < oo
fir x € O.

(B1) Die Funktionen f; : [0,T] x O x R — R miti = 1,2 geniigen den Bedingungen:

(i) Die Abbildungen (t,z) — fi(t,z,u) sind messbar fir (t,z) € [0,T] x O und
alle w € R.

(11) Fir fast alle (t,x) € [0,T] x O und L > 0 gelte die Lipschitz-Stetigkeit von f;
fiir alle u,v € R in der Form

|fi(t,z,u) = fi(t,z,v)] < Llu —vl.
(iii) Die Wachstumsbedingung
[fit, @, u)| < (1 + Jul)
ist fir allet € [0,T], z € O und u € R mit einer positiven Konstante c erfillt.
(B2) Fir die Steuerung ¢ : Q x [0,T] x O — R gelten:
(i) Beziglich (w,t,x) € Q x [0,T] X O ist ¢ messbar.
(11) Die Funktionen g; : [0,T] x O x R — R erfiillen
gi(t,z, ) = a;(z)p(t, x)

mit a; € L*(O) und i = 1,2.

Zundchst wird das obige Problem (3.3.1) in eine stochastische Differentialinklusion tiber-

fiihrt.
Es seien die Riume V = H}(O) und H = L*(O) fiir das Fvolutionstripel gewdhlt und
die Abbildung A - V. — V* durch

(Au,v>:/OZ%g—g>ig—Z)daz (3.3.2)

fiir alle u,v € V definiert. R
Weiterhin sind die Nemytskij-Operatoren f; : [0,T] x H — H zu f; mit

~

fl’(tv u)<x> = fi(t7 z, u(t7 l‘))

sowie lineare, beschrinkte Operatoren M; : L*(O) — H durch
(Mid)(2) = ai(x)¢(x) (3.3.3)

firi=1,2 erklart.



3.3 Beispiel 67

Die mengenwertigen Abbildungen F; : [0,T] x H — 2 mit abgeschlossenen, konvezen
Bildmengen werden mittels R
Fi(t,u) = fi(t,u) + M;®

und

O ={p e L) : |p(x)| <q fir fast alle x € O} (3.3.4)
firi=1,2 erzeugt.
SchliefSlich ldsst sich das gesteuerte Rand-Anfangswertproblem (3.3.1) alternativ als sto-
chastische Differentialinklusion iber (V, H,V*)

dU(t) + At U@t € Fi(t,U®)dt + Fo(t, U(t))dW (¢),
U©o) = U,

auffassen.

Nach Satz 3.2.1 ist diese Aufgabe ldsbar, denn die Annahmen (HO)-(H2) lassen sich
wie folgt zeigen.

Die Giiltigkeit von (HO) erschliefit sich tiber (BO). Fiir die Uberprifung von (H1) be-
ziiglich der Figenschaften des Operators A mit der Definition (3.3.2) sei auf Grecksch
und Tudor [15], S. 46ff verwiesen.

Des Weiteren sind die Abbildungen t — Fi(t,u), i = 1,2 messbar fir jedes w € H, da
sich die Messbarkeit der f; nach Voraussetzung (B1) (i) auf die Nemytskij-Operatoren i
tibertrdgt.

Aus der Annahme (B1) (ii) und der Eigenschaft h(A+ C, B + D) < h(A, B) + h(C, D)
der Hausdorff-Distanz fiir beliebige, nicht-leere Teilmengen A, B,C, D eines normierten
Raumes folgt

h(Fy(tu), Fi(t,0)) = h(ﬁ(t,u)JrMi(I),ﬁ(t,v)jLMicD)
1fi(t,u) = filt,v)lln

<
< Llju—olls,
d. h., F; ist Lipschitz-stetig fiir alle u,v € H.
Die Wachstumsbedingung in (H1) (i) ist mit (B1)(iii) und den Definitionen (3.5.3),
(3.3.4) wegen
1fit W)l + [[Mi @[
(1 + [[ullm) + qllailla

E(t w)lla <
<

fir alle w € H erfillt, wobei die Definition der Noem nach (1.1.1) verwendet wird.
Insofern existiert damit auch eine Losung des gesteuerten Problems.

Im Fall, dass die Funktionen f; = 0, i = 1,2 sind, erhdlt man fir die Rand-Anfangs-
wertaufgabe (3.8.1) eine stochastische Differentialinklusion mit konstanten Mengen M;®
auf der rechten Seite, die ebenfalls nach Satz 3.2.1 wenigstens eine Losung besitzt.

Die deterministische Version dieses Beispiels wird in Hu und Papageorgiou [52], Kapitel
1.7.6 untersucht.
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Kapitel 4

Spezielle unendlichdimensionale
stochastische Differentialinklusionen

mit maximal-monotonen Abbildungen -
Die Methode von Ober- und
Unterlosung

Einen Uberblick iiber die Untersuchung deterministischer Differentialgleichungen mit-
tels Ober- und Unterlosung bieten unter anderem die Monographien von Heikkild und
Lakshmikantham [49], Lakshmikantham und Vatsala [68]. Mit dem mengenwertigen Fall
beschéftigen sich unter anderem Carl und Heikkild 23], Fiacca, Matzakos, Papageorgiou
und Servadei [37], Hu und Papageorgiou [51].

Die zugrunde liegende Idee lasst sich anhand des folgenden Beispiels erlautern.
Gegeben sei die Differentialgleichung @ = f(t,u) fir ¢t € [0,7] und v : [0,7] — R mit
der Anfangswertbedingung u(0) = ug. Die Funktionen fi, fo : [0,7] x R — R werden
so gewihlt, dass die entsprechenden Anfangswertprobleme

v = fi(t,v), v(0)= up,
w = folt,w), w(0) = uy

vergleichsweise einfach zu 16sen sind. Angenommen fiir alle (t,u) € [0,7] x R gilt
fl(t>u) < f(t>u) < f2(t7 u)

Dann kénnen die Losungen v(t), w(t), als Unter- und Oberlosung von u(t) bezeichnet,
dazu genutzt werden, die Losungsmenge des Ausgangsproblems durch

u(t) < u(t) <w(t)

einzuschranken. Bei der Losungsanordnung findet ein Vergleichssatz wie zum Beispiel
bei Walter [88] Anwendung.
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Es ist bekannt, dass die Methode von Ober- und Unterlésung zusammen mit monotonen
[terationsverfahren zu monotonen Folgen fiihrt, die gegen eine Losung der Originalauf-
gabe konvergieren. Des Weiteren gelingen zusétzliche Aussagen hinsichtlich der Ordnungs-
struktur der Losungsmenge, die Existenz einer Minimal- und Maximallésung betreffend.
Entsprechende Aussagen fiir Differentialgleichungen werden in [68] diskutiert, wihrend
fiir den Fall der Differentialinklusionen die Arbeiten von Cardinali und Papageorgiou
[21], Carl, Grossman und Pao [22] sowie Carl und Motreanu [24]| hervorzuheben sind.

Im Folgenden wird die Methode von Ober- und Unterlosung erstmals fiir die Losung
stochastischer Differentialinklusionen mit maximal-monotonen Abbildungen adaptiert.
Nach der Vorstellung der benétigten Annahmen schlieft sich der Beweis eines Existenz-
satzes an. Dieser wird durch einen Eindeutigkeitssatz in Abschnitt 4.3 ergénzt. Fiir die
Bestimmung von Ober- und Unterlosungen im Einzelfall werden in Abschnitt 4.4 Ver-
gleichssitze dargelegt. Die beispielhafte Anwendung der Resultate bildet den Abschluss
des Kapitels.

4.1 Problemstellung

Gegeben seien ein vollstéandiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), reellwertige, unab-
héngige Wiener Prozesse (W1 (t))sejo.r1, (Wa(t))sejo,17, die beziiglich der Filtration (F3):c(o,1
adaptiert sind. Die Filtration erfiillt die iiblichen Bedingungen.

Weiterhin ist der Lipschitz-Rand 0O des beschrinkten Gebietes O C R in zwei dis-
junkte Mengen 00;, 90, zerlegbar und @ = [0,7] x O.

Fiir die Untersuchung iiber einem Evolutionstripel V' C H C V* werden die Radume

V={ve H(O) : v=0auf 00,}, H = L*O)

gewdahlt.
Der Raum V, versehen mit der H'(O)-Topologie, ist ein abgeschlossener Teilraum von
H'(O). Es gilt

H}(O) CV C HY(O) C L*(0) € H(0).
Da sowohl HJ(O) als auch H'(O) kompakt in L?(O) eingebettet sind, folgt diese Eigen-
schaft auch fir V C H.

Betrachtet wird nun die parabolische stochastische Differentialinklusion
dU (t,z) + AU(t, z)dt + g1 (t, z, U(t,x))dt + go(t, x, U(t, x))dWy(t)
€ —Fi(t,z,U(t,z))dt — Fo(t,x,U(t, x))dWs(t) (4.1.1)
fir t € [0,7] und x € O mit den Anfangs- und Randwertbedingungen

U0,z) = Uy(x),
oU (t, )

U(t,z) = 0 auf [0,7] x 00y, EY

=0 auf [0,7] x 00y,  (4.1.2)

wobel v fiir die dulere Normale steht.
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In die Aufgabe (4.1.1) mit den Bedingungen (4.1.2) gehen der nicht-lineare, elliptische
Differentialoperator A : V — V* mit

Al ou
7j=1

und die Carathéodory-Funktionen £ : @ xR — R, ¢; : @ xR — R fiir i = 1,2 ein.
Diese sind beziiglich (¢, ) € () messbare und in s € R stetige Funktionen.
Die mengenwertigen Abbildungen F; : Q x [0,T] x O x R — 2% werden durch

Fi(w,t,x,8) = [filw,t,z,5), fi(w,t,z,5)]

eingefiihrt, wobei die gegebenen Funktionen f; : Q x [0,7] x O x R — R wachsend in
s sind und

filw,t,2,5) = liﬁ)lfi(w,t,:c,s—e),

filw, t,x,s) = lifglfi(w,t,:c,s—i—g)

fir alle (t,z,s) € [0,T] x O x R mit Wahrscheinlichkeit 1 und i = 1,2 gelten. Demnach
sind die so definierten mengenwertigen Abbildungen F; maximal-monoton beziiglich s.
Schliefslich sei Uy eine Fy-messbare Zufallsgrofie mit Werten in H.

Der Losungsbegriff basiert erneut auf der Existenz von Selektoren mit entsprechenden
Eigenschaften.

Definition 4.1.1 Ein Fi-messbarer, V-wertiger stochastischer Prozess (U (t)):cjo,r) mit
T
E [ U@Rd<oc, EUOI; <o
0
fir alle ¢t € [0, T heikt Losung der stochastischen Differentialinklusion (4.1.1), wenn gilt:

(i) Der Prozess U(t) besitzt P-f. s. zeit-stetige Trajektorien in H.

(ii) Es gibt F;-messbare, H-wertige Prozesse (h;(t))tcjor;, hi @ 2% [0,7] x O — R, so
dass fiir fast alle (t,z) € Q und i = 1,2

hi(t,x) € F(tzU(tz)) (4.1.3)

P-f. s. gilt mit

T T
E/Hm@mﬁ<m E/|W@%ﬁ<w
0 0
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(iii) Fir alle v € M, M C V dicht und alle ¢ € [0, 7] ist
/ U(t,z)v(x)dx
0
= oU(s,z) Ov(x)
+ k(s,z,U(s,x)) - . dx ds
[N CLCRRS et
t t
+ / / g1(s, 2, U(s,z))v(x)dx ds +/ / g2(s,z,U(s,z))dW;(s) v(x)dx
0Jo

:/ dm—//hlsa: x)dx ds

// h(s, ) dWa(s) v(x)dz (4.1.4)

P-f. s. erfillt.

Auf die Darstellung der Losung in Gleichung (4.1.4) mittels Skalarprodukt und Duali-
tatsabbildung wird in diesem Kapitel verzichtet.

Im Weiteren werden Ober- und Unterlosungen definiert.

Definition 4.1.2

(a) Ein F;-messbarer, H'(O)-wertiger stochastischer Prozess (U<t))te[0,T] wird Ober-
16sung zu (4.1.1) genannt, wenn fiir alle v € VN L2 (0), t € [0, 7]

/ T(t, 2)v(x)dz

/ / k(s,z,U(s,x)) - aﬁa(;,:c) 8g§:j)dx ds

+/O/Ogl(s,w,U(s,x))v(x)d$ ds+/O/Otgg(S,x,U(S,x))dwl(S) v(z)de

> /OUO(:U)U(x)d:Jc—/Ot/oﬁ(s,x,ﬁ(s,x))v(x)dx ds

- /O/OE(S,m,U(s,x))dWQ(S) v(x)dx (4.1.5)

P-f.s. und U(0,2) > Uy(z) fiir alle x € O, U(t,z) > 0 auf [0,T] x 90, sowie
oU(t, )

ov

> 0 auf [0,T] x 004 gelten.
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(b) Ein Fi-messbarer, H'(O)-wertiger stochastischer Prozess (U(t))ejo,r) heift Unter-
16sung zu (4.1.1), wenn fiir alle v € VN L% (0), t € [0, 7]

/O U(t, x)v(x)dx

t N
OU(s,z) Ov(x)
+ E k(s,z,U(s,x)) - . dx ds
/o/oj:1 ( (5,2) dr; O

* /;/;91(3’"””@(3@”“(9«")@ ds + /O /0 ool Uls, 1)) AW (5) ()
= /OU0($>U($)dI— /0 t /O Fi(s,2,U(s,2))v(x)dz ds
- [ [ Bl s, nawits) oyis "

P-f. s. und U(0,z) < Up(z) fir alle z € O, U(t,z) < 0 auf [0,7] x 00; sowie
t
Ul 2) < 0 auf [0,7] x 9O, gelten.

14

Die folgenden Voraussetzungen werden getroffen.

(HO) Der Anfangswert U, € H ist Fy-messbar und besitzt endliches zweites Moment
E||Uol[7 < oo.

(H1) Es existieren eine Funktion r € L*((Q)) sowie eine Konstante ky > 0, so dass die
Carathéodory-Funktion £ die Wachstumsbeschrankungen

\k(t,x,s)| <r(t,z) und k(t,z,s) > ko >0
fiir fast alle (¢,2) € Q und fiir alle s € [U(t, ), U(t, )] erfiillt.
(H2) Die Fi-messbaren Prozesse (fi(t))icpo,r, @ = 1,2 geniigen den Bedingungen:

(i) Die Abbildungen s — f;(w,t,x,s) sind P-f. s. wachsend fiir fast alle (¢,z) € Q.
(ii) Es gibt eine nicht-negative Konstante o und Funktionen p; € L*(Q) mit

|f7,(t7 Zz, S)’ < pl(t7 [L’)
P-f.s. fiir fast alle (t,7) € Q und s € [U(t,z) — o, U(t, z) + a.

(H3) Fiir die Carathéodory-Funktionen g; existieren beschriankende Funktionen
¢ € L*(Q), i = 1,2, so dass

|gz(ta z, S)| S QZ(ta I)

fiir fast alle (t,2) € Q und s € [U(t, ), U(t,z)] gilt.
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4.2 Existenz von Losungen

Der néchste Satz trifft eine Aussage tiber die Existenz von Losungen der Aufgabe, die
durch Unter- und Oberlosung begrenzt sind.

Satz 4.2.1 Es seien U,U Unter- und Oberlosungen mit U(t,z) < U(t,x) P-f. s. fiir
fast allet € [0,T] und = € O.

Sind die Voraussetzungen (HO)-(H3) erfiillt, dann besitzt die stochastische Differential-
inklusion (4.1.1) mit (4.1.2) mindestens eine Losung U € [U, U].

Der Beweis gliedert sich in vier Teile. In einem ersten Schritt wird ein regularisiertes und
trunkiertes Problem eingefiihrt. Der Trunkierungsoperator 1" ist dabei durch

N Ul(t,z), fir U(t,z) < U(t,z);
Ut,r) =TU(t,z) = U(t,z), fir U(t,z) <U(t,z) <U(t, x);
U(t,x), fiir U(t,o) > U(t,x)

definiert. Fiir € > 0 sind die Regularisierungen f; von f;, « = 1,2 mit
fi(t,z,s) = / fztxs—)(§)d§
€

gegeben, wobei J : R — R eine Glattungsfunktion mit / J(z)dz =1 ist.

R
Damit wird das Hilfsproblem formuliert. Gesucht ist eine Losung U, € L*(Q x @), die
fir alle v € M, M C V dicht und fiir alle ¢ € [0, 7] der Gleichung

/o U.(t,x)v(x)dx

t N
OU(s,z) Ov(x)
+//E k(s,xz,TU.(s,x)) - . dx ds
0 Oj:l ( ( )) a.ij 0l'j

+ /Ot/Ogl(s,x,TUg(s,x))v(x)dx ds+/O/0t92(3,$aTUa(37$))dW1(5) v(x)dz
_ /O Uo(@)o()dz — /0 t /O F2(5, 2, TUL(5, 2))o(x)dz ds
= [ [ 10 awats) v (12.)

P-f. s. gentigt.

Anschlieffend wird eine Linearisierung von Problem (4.2.1) betrachtet, in dem man T'U.
in den Nicht-Linearitdten durch ein beliebiges, aber festes Element y ersetzt. Der Satz
A.6.4 von Krylov und Rozovskij sichert die Existenz einer eindeutigen Losung.

Mit Hilfe des Fixpunktsatzes von Schauder A.3.1 folgt im dritten Schritt die Losbarkeit
von (4.2.1). Schlieklich zeigt man {iber den Selektionsnachweis fiir die speziellen maximal-
monotonen Abbildungen, dass der Grenzwert U fiir ¢ — 0 Losung des Originalproblems
ist.
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Lemma 4.2.2 Das regularisierte und trunkierte Problem (4.2.1) besitzt wenigstens eine
Losung fiir beliebige ¢ > 0 mit 0 < e < a, a > 0.

Beweis.

Nach der Uberfiihrung von Beziehung (4.1.4) in die Gleichung (4.2.1) durch die Re-
gularisierten f7, ¢ = 1,2 und den Trunkierungsoperator 7' erfolgt die Herleitung des
linearen Problems. Dazu wéhlt man ein beliebiges, aber festes, F;-messbares Element
y € L2(2 x Q) mit y(0,z) = Uy(x), setzt dieses fiir TU, in die Funktionen k, [, f5, g1, g2
der Gleichung (4.2.1) ein und erhélt P-f. s. fiir alle t € [0,T], v € M

/Oze(t,x)v(x)dx
4 /Ot/oék(s,x,y(s,x))-8268(;;95) - ag;f)dx ds
+ /Ot/()gl(s,x,y(s,x))v(:v)d:p ds—1—/0/0tg2(8,x,y(8,96))dW1(3) v(x)de
_ /O Uo(a)o()dz — /0 t /O F2(5, 2, y(s, 2))o(2)dz ds
= [ [ st wats) oty (12.2)

Der Satz A.6.4 von Krylov und Rozovskij fiir It6-Gleichungen iiber einem Evolutions-
tripel sichert mit den Annahmen (HO)-(H3) die Existenz einer eindeutigen Losung
z.(t, ), Fy-messbar mit P-f. s. zeit-stetigen Trajektorien in H und

T
Bz ()| < oo fiir alle ¢ € [0,T], E/ 22 (8)|[2dt < oo,
0

Mit der Losbarkeit des linearen Problems wird nun die Frage nach Losungen fiir die
Aufgabe (4.2.1) beantwortet. Der Losungsprozess z. ist durch einen Operator S. be-
schreibbar, der auf y angewendet wird. Fiir S, : L*(2 x Q) — L*(Q x Q) lautet die ent-
sprechende Operatorgleichung

z(t,x) = Syt x) .
= y(0,2) + /;Z : (’“(3’””’“8’@)‘M) "

jzlﬁ_xj Oz,
- / f(s, 2 y(s, 2))ds — / F5 (s, (s, 2)) AW (s)
- / 01(s, 2, y(s,2))ds — / ga(s, 2, y(s, 2))dWi (s)

mit

Zs(o7x) = y(07x>:UO(I>‘
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Jedem F;-messbaren Prozess y € L?(2 x Q) mit der Anfangswertbedingung (0, ) wird
eine Losung z. € L?(Q x Q) des linearen Problems (4.2.2) zugeordnet. Diese Zuordnung
ist eindeutig.

Der Fixpunktsatz von Schauder A.3.1 setzt einen kompakten Operator voraus, der nicht-
leere, abgeschlossene, konvexe und beschrankte Mengen eines Banachraumes in sich selbst
abbildet.

Zunachst wird die Beschranktheit der Losung z. untersucht.

Die Ito-Formel fiir das Normquadrat A.5.3 angewendet auf Gleichung (4.2.2) fiihrt zu

E/Ozs(thdac - /UO )da
=28 [ [ (s alo00) + 15, 0(5,0) 2e2) o ds
+ E/Ot/()(fg(s,x,y(s,x)))% ds
+ E/t/ (gg(s,x,y(s,x)))de ds

Oz (s,x) Oz(s, )
—QE// k(s,z,y(s, x)) - dx ds.
Ox; Ox;

Mit den Ungleichungen |2a-b| < n-a®+ % -b? fiir beliebiges n > 0 und (a+b)? < 2a? + 2b*
ebenso wie mit dem Satz von Fubini gilt

dz(s,x)\°
E/ (t,z) da:—|—2E// k(s,z,y(s, x)) - (Ea—’> dx ds
Ly

< E/Uo(sc)Qd:c
o

+ 2 E/Ot/O (fi(s,2,y(s,2))) da ds + 21 E/Ot/o (91(s, 2, y(s, 2))) da ds

1 t
+ —/ E/ 2(s,x)%dx ds
mJo o

+ E/o/ot (f;(s,x,y(s,x)))st dr + E/o /Ot (gg(s,x,y(s,x)))2ds dx
< C+ %/OtE/OzE(s,x)de ds. (4.2.3)

Hierbei ist C eine positive Konstante, unabhéngig von ¢, die sich aus den Annahmen
(HO)-(H3) und der gleichméifigen L*-Beschrinktheit der Regularisierten f{ (¢, z, y(t, z)),

f5(t, x,y(t, z)) ergibt.
Wegen der Positivitat der Funktion k& nach (H1) folgt aus der letzten Ungleichung

1 t
E/ z(t,x)?dr < C’—l——/ E/ 2:(s, x)*dx ds.
o mJo 0
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Das Lemma von Gronwall liefert schliefslich die Beschranktheit, d. h., es gilt mit D > 0

t
E/ z(t,z)?dr < C-exp {—} < D.
10) n

Schlieflich werden die partiellen Ableitungen von z. nach z entsprechend der Beziehung
(4.2.3) mit der Annahme (H1) und der letzten Ungleichung durch eine Konstante G > 0
abgeschétzt zu

¢
2ko E/ ||Vzg(s)||?{ds

< 2E/ / k(s,z,y(s,z)) - 8268(;;1:) : azg(j;x)dx ds
< C+—/ E/zg(s,x)zdx ds—E/zE(t,:zr)Qdm
mJo o o
< G (4.2.4)
Zusammengefasst erhélt man fiir jedes ¢t € [0, 7] mit G >0
t
Ellz®)|5 < D, E/ ||2:(8)||5ds < D -t (4.2.5)
0
und aus (4.2.4)
t ¢ _
E/ 22(5)] Brogoyds = E/ a(s)][2ds < C. (4.2.6)
0 0

Damit ist 2. € L*(Q x [0,T]; H) und z. € L*(Q x [0,T]; V). Insbesondere gehoren die
Bilder S.y zu einer bzgl. L?(2 x [0,T]; V) beschrinkten Menge, wenn die Prozesse y in
einer beschrankten Menge liegen.

Es sei Br C L*(Q x Q) eine Kugel mit Radius R > 0 und

BR:{yEL2Q><Q // (t,x)*dr dt < D-T = R}

Demzufolge liegt eine Abbildung der Kugel Bpg iiber S. in sich selbst vor.

Aufgrund der kompakten Einbettung des Raumes V' in H gehort die Losung z. zu einer
nicht-leeren, abgeschlossenen, konvexen und beschrinkten Menge in L?*(Q x [0,T]; V),
die relativ kompakt in L?*(Q x [0,T]; H) ist (vgl. Bemerkung A.5.2).
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Fiir die Kompaktheit des Operators verbleibt der Nachweis der Stetigkeit.
Es seien z1. = S.yp und 2. = S:yo. Damit ist (29.(0,2) — 21.(0,2)) = 0 fiir alle z € O
und fiir beliebige v € M gilt die Gleichung P-f. s. fiir alle ¢ € [0, T

/(ng(t,x) — 21(t, 7)) v(x)dx
o

! al O(22:(s, @) — 21(s, @) Ov(w )
+ /0 /O;k(s,x,yg(s,x))' o, o, dr ds

/Ot/o <[€(57gg,y1(s,x)) — k(s>$,y2(s,gj))> 'éazlgii, ) 8;( )dx ds

[ [ it ) = s e
) // (f5(s. 2, y2(s,2) — S5 (5.2, 31 (s, 2)))dWa(s) v(x)da
! // (9205, 31 (5.)) — g5, 2., (5. ))) v(a)de ds
" /O/o (92,2, 51(5,2)) = ga(s, 2, 9o (s, 2)) ) AW (5) v(2)de.

Die Anwendung der It6-Formel fiir das Normquadrat und zum Beweis der Beschréanktheit
analoge Uberlegungen fithren zu

E/O(zQE(t,:c) - zle(t,x))de

N S L g

—E/ /Z( 53,11 (5,2)) — k(s,x,yﬂs,x))f%f)de ds
+77E/ /Z( 22:(5: xax]%(s’“’”)))de ds

- op / | (o) = fils (s, 0))"da s

IN

+ 277E/0 /0(225(5,13) — 21.(s,7))*dx ds

+ E/o/o (f;(s,x,yQ(s,x)) — f;(s,x,yl(s,x))) ds dx

+ %E/O /O(gl(s,x,yl(s,m)) —gl(s,x,yg(s,m)))2dx ds
+ E/o/o (92(s, 2,11 (s, @) — ga(s, 2, ya(s, %)) "ds dx.
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Diese Ungleichung wird weiter mit Voraussetzung (H1) abgeschétzt

E /O (oac(t, ) — 212t 2))2da + (2ko — 1) B / t /O fj (5(%(3”%; ZM(”)))de s

<[ i (605,202~ Wt 22

+2E / /O (f(5,,ya(5,)) — fi(s. 2,31 (5, 2))) de ds

# 8 [ [ Gitomams.0)) = JiGs om0, s da
+ ZT)E/Ot/O(z%(s,:U) ~ (s, 7)) 2dz ds
+ %E/ot/o (gl(s,x,yl(s,x)) — gl(s,x,yg(s,x)))2dx ds

+ E/o/o (92(s, 2,91 (s, ) — gg(s,m,yg(s,x)))zds dzx. (4.2.7)

Mit der speziellen Wahl von 7, so dass 2kg — n > 0 ist, wird die linke Seite durch
das Weglassen des positiven Terms verkleinert. Wegen der Stetigkeit der Funktionen
k, f5, f5, g1, g2 beztliglich der letzten Variablen und der Schranke in (4.2.5) kann auf der
rechten Seite eine Abschétzung nach oben vorgenommen werden. Geméfs dem Satz von
Lebesgue entstehen gegen 0 konvergente Terme fiir ||y — y1]|r2(axq) — 0.

Nach Anwendung des Lemmas von Gronwall folgt

E /O (o2 (t, 7) — 210(t,2))2dz — 0 (4.2.8)

fiir [lya — w1||r2ax@) — 0, d. h., es ist E||zo-(t) — 21.(¢)|[7; — 0.
Ahnlich den Abschétzungen im Fall der Beschrianktheit von S. zeigt man, dass

E/t ‘3(225(3) — 21(8))

Ox
fiir ||y — y1]|2(ax@) — 0 und ¢ € [0, T] zutrifft.

2 t
ds — 0 und damit E/ ||20:(8) — 212(8)|[3-ds — 0
H 0

Die Konvergenz von (23. — 21.) gegen 0 in L?(Q x Q) ist dann eine Folgerung des Satzes
von Lebesgue, in dem die Aussage (4.2.8) beziiglich ¢ iiber [0, 7] integriert wird. Also
gilt die Stetigkeit der Abbildung S. von L?(Q x Q) in sich selbst.

Infolgedessen sind alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Schauder erfiillt, und es
existiert ein Fixpunkt y € L*(Q x Q), der y(¢,z) = S.y(t, z) geniigt. Die trunkierte und
regularisierte Gleichung (4.2.1) besitzt somit eine Losung. 0
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Lemma 4.2.3 Es existieren eine Folge (¢,)n>1, 0 < &, < a und Prozesse (U(t)):c(o.17,
(h1(t))sejo,r und (ha(t))iejo,r derart, dass die Konvergenzaussagen

(i) U, S U in L*(Qx[0,T];V),
(i) U., — U in L*(Q x Q),
(ﬁj) flan(v '7TUan) - hl('? ')’ 28n<7 '7TU€n) = h2('? ) in L2(Q X Q)

fiir €, — 0 gelten.

Beweis.
In einem reflexiven Banachraum besitzt jede beschriankte Folge eine schwach konvergente

Teilfolge.
T

Wiéhrend des vorangegangenen Abschnittes wurde gezeigt, dass E / |U.(8)||2dt < G

nach Ungleichung (4.2.6) gilt. Demnach existiert eine schwach kogvergente Teilfolge
(U.,)e,>0 im reflexiven Raum L?(Q x [0,T]; V).

Des Weiteren ist der Raum V' kompakt in H eingebettet. D. h., jede beschrankte Folge
besitzt in reflexiven Rdumen eine Teilfolge, die beziiglich H stark konvergiert. Die zweite
Aussage des Lemmas resultiert demzufolge aus der Abschitzung (4.2.5) und dem Satz
von Lebesgue.

Die Regularisierten f;"(-,-,TU.,), i = 1,2 sind nach Definition und Annahme (H2)(ii)
gleichméfig beschrinkt in L2( x Q). Also gibt es Teilfolgen mit den in Lemma 4.2.3
aufgefithrten schwachen Grenzwerten in L*(Q X Q). O

Das folgende Lemma befasst sich mit der Selektionseigenschaft.

Lemma 4.2.4 Esseien (Uy(t))ico), Un(t, x) € [U(t,x),U(t, x)] eine Folge Fy-messbarer
Prozesse, U(t, x) der starke Grenzwert in L*(Q x Q) mit

E/Ot/O (Un(t,2) = U(t, 2))°da ds — 0

und €, > 0 eine Folge mit ¢, — 0 fiir n — oo.
Dann sind die schwachen Grenzwerte hy, hy € L*(2 x Q) Selektoren der mengenwertigen
Abbildungen F; und Fy, d. h., aus den Beziehungen

W= fi(U,) % by und b} = f5(U,) 5 hy

folgen
hi(t,z) € Fi(t,z,U(t,x)) und hy(t,z) € Fy(t,z,U(t, z)).
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Beweis.
Zunachst wird die Eigenschaft

Flt, 2, Uy —en) < for(t,2,U,) < ft, 2, U, + €5) (4.2.9)
fiir eine Funktion f bewiesen, die der Annahme (H2) gentigt.
Fiir eine Folge ¢, mit ¢,, — 0 fiir m — oo gilt mit der Definition der Regularisierten

lim i/oo f(t,x,ﬁn—g)J( ¢ > d¢ = lim fo(t,z,U,)

m—oo £, Em m—0o0

= f(t,z,Uy).

Nach der Grenzwertdefinition gibt es fiir jedes > 0 einen Index mg(n), so dass fiir alle
m > mo(n)

|f€m(t,.§6, [7%) - f(t,ﬂ?, ﬁn)‘ <n
gilt bzw.

—n < f(t,x,U,) — f(t,x,U,) <n

oder adquivalent dazu

—n+ f(t,z,U,) < fom(t,z,U,) < n+ f(t,z,Uy). (4.2.10)

Aufgrund der Monotonie von f(t,z,s) beziiglich s nach (H2)(i), kénnen die folgenden
Ungleichungen aufgestellt werden:

Z f(t,l',ﬁn—gm)—Th
U < fltw,Un+em) +.
Mit der Ungleichung (4.2.10) ergibt sich nun

f(t, z, U, — em)—n < f(t,z, (7”) < f(t,z, U, + Em) + 1.
Fiir hinreichend grofte n, n > mq(n) erhédlt man daraus auch
flt, 2, Uy —en) —n < fo(t,2,U,) < ft, 2, Uy + ,) + 1.
Da n > 0 beliebig angenommen wird, folgt die Aussage (4.2.9)
ft, 2, U, —e,) < fo(t,2,U,) < ft,2,U, +¢e,)

fiir beliebige €, € (0,«) und alle t € [0,T],z € O.

Ausgehend von der Annahme, dass U, stark in L*(©2 x Q) konvergiert, gibt es eine

Teilfolge (Up,)n;>1, die fast iiberall gegen U konvergent ist, d. h. Uy, (t,r) — U(t, r) gilt

J J

fiir P—fast alle w € Q in L*(Q).
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Fiir fast alle w € €2 gibt es fiir Lebesgue fast alle ¢, = eine weitere Teilfolge n;, (w,t, ), so
dass bei festem w die Folge U, (w,t, z) Lebesgue fast {iberall gegen U (w, ¢, z) konvergiert.

Mit dem Satz von Egorov folgt die Existenz einer messbaren Menge Q' C @ mit Lebesgue-
Maf m(Q') < ¢ fiir § > 0, so dass die Konvergenz U,,, (w,t,7) — U(w, t, r) gleichméfig
in Q\Q' fiir g,;, — 0 gilt.

Weiter gibt es ein ¢, € (0, ) fiir beliebig gegebenes p € (0, ) derart, dass

Un(w,t,2) — Uw, t,z)| < g in Q/Q" fiir alle e, und 0<e¢,, < min {5,%, g} .

Aus der Ungleichung (4.2.9) und der Monotonie der Funktionen f;, i = 1,2 im letzten
Argument folgen
f:njr (w,t,z, (7% (w,t,z)) < f; (w,t, X, ﬁ(w, t,x) + g + 5n>

< fi(w t,z, Ulw,t,z) + p) (4.2.11)

und

fi(w,t,x,ﬁ(w,t,x)—p) < f:nj" (w,t,x, ﬁan(w,t,;z:)). (4.2.12)

Bei Betrachtung der vorhergehenden zwei Ungleichungen (4.2.11) und (4.2.12) ergibt sich
der Grenzwert b7 (w,t,z) = f; " (w,t, Un, (w,t,x)) — hi(t,z) bei e,, — 0.

)

Damit gilt fir alle ¢ € L3 (Q \ Q') P-f. s.

filt,z, Ut x) — p)o(t, a)dx dt < / hi(t, z)o(t, x)dx dt
Q\Q’ Q\Q’

IN

fi(t, x, [7(?5, x) + p)o(t,x)dx dt.
Q\Q’

Der Satz von Lebesgue fiihrt fiir p € (0, «) mit p — 0 zu

filt,x, U(t, 2))o(t, x)da dt < / hi(t, 2)o(t, z)dx dt < Filt, 2, U(t, x)p(t, z)dx dt.
Q\Q’

Q\Ql o Q\Q/

Da alle ¢ € L2(Q \ Q') die Ungleichungskette erfiillen, folgt hieraus P-f. s. in Q \ Q'
hi(t,x) € [fi(t, 2, U(t,2)), fi(t, 2, U(t,2))] = Fi(t,z,U(t, 2)).

Insbesondere ist 6 > 0 beliebig klein wahlbar, so dass fiir fast alle w, ¢, x die Behauptung
des Lemmas B
hi(t,z) € Fi(t,z,U(t,z)), i =1,2

P-f. s. nachgewiesen ist. 0
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Beweis von Satz 4.2.1.

Fiir die eingefiihrte regularisierte und trunkierte Aufgabe (4.2.1) existiert nach Lemma
4.2.2 eine Losung. Mit den Konvergenzaussagen des Lemmas 4.2.3, den Konvergenzaus-
sagen des Satzes A.2.1, der Stetigkeit des Trunkierungsoperators 1" und der Funktionen
k, g1, g2 folgt aus (4.2.1) fir e, — 0

/()U(t>$)v(a:)dx
! /ot /ojiv;k(sﬁcaTU(M)) : 8%;;33) a;}if)dx ds
+ /Ot/og1(8,x,TU(S,x))U(:c)da: dS+/O/Otgz(S,%TU(S,:c))dWI(S) v(z)dx

— /OUO(x)v(a:)dx—/Ot/ohl(s,x)v(x)dx ds
- /O /Othg(s,x)de(s) v(x)dx (4.2.13)

fur alle v € M, t € [0,T].
Dabei gilt die Selektionseigenschaft h;(t,xz) € F;(t,z, TU(t,x)), i = 1,2 nach Lemma
424 mit U =TU.

Letztendlich bleibt zu zeigen, dass jede Losung des trunkierten Problems (4.2.13) zwi-
schen Ober- und Unterlosung liegt und somit die Gleichung (4.1.4) erfiillt.

Eine Oberlsung U ist fiir alle ¢ € [0, 7] und v € V N L2 (O) entsprechend der Definition
4.1.2 (a), Gleichung (4.1.5) gegeben.

In der Differenz von (4.1.5) und (4.2.13) erhélt man fiir festes ¢ € [0, 7] und mit speziellen

Funktionen v(x) = (U(t,z) — U(t,x)) = max{U(t,x) — U(t,z);0} € V
/O(U(t,:v) ~U(t,x)) (U(t,z) - U(t,z))" do
" /0 /0Z k(s,z,TU(s,x)) - 8U(s,.x) AU(sz) = Uls, )" dx ds

Oz Ox;
t N as 7 +
- / /Zk(s,x7ﬁ(s7g;)>.a(](s’x) O(U(s,x) — U(s,x)) s
0 Oj:1 ax] 81']

! /Ot/o (91052, TU(s,2)) = g1 (s,2,U(s,2))) (U(s, ) = Uls,x))"dw ds

+ /O/Ot (gQ(S,x,TU(s,x)) —gg(s,x,U(s,x))) (U(s,z) — U(s,z))TdWi(s) dz

IN

/0 /o (fi(s,2,U(s,x)) = hi(s,2)) (U(s,z) — U(s,x))dx ds
+ /O /0 (fo(s,2,U(s,2)) — ho(s,x)) (U(s,z) — U(s,z))"dWa(s) dz.
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Es sei O' = {z : U(t,x) > U(t,r)}. Durch Erwartungswertbildung und die Eigen-
schaften des Trunkierungsoperators 7' ergibt sich weiter

E/ (U(t,z) — U(t,r))*dw

+ E/ // ' (s,2,U(s,7)) - (a(U(S’a:??a;U(S’x)))Qda: ds

< E/ (fi(s,2,U(s,2)) — hu(s,x)) (U(s,x) — U(s,z))dz ds. (4.2.14)
0o Jor
Die Funktion f; wéchst beziiglich der letzten Variablen, also gilt
ﬁ(s,x,U) = hII(l)fl(S, I,U - 8) < h1<5,l’).

Damit ist das Produkt unter dem Integral der rechten Seite in (4.2.14) negativ fiir x € O'.
Insbesondere gilt fiir die linke Seite der Beziehung (4.2.14) wegen der Annahme (H1)

0 < E//(U(t,x)—U(t,x))de
E/(U( z) — U(t, 2))%dz + koE //Z( ax U(S’I))>2dxds.

Folglich ist (U(t,z) — U(t,z))* =0, d. h. U(t,x) < U(t,z) fiir Lebesgue fast alle x und
alle t, P-f. s.

IN

Eine &hnliche Untersuchung fiir die Unterlosung fithrt schliefslich zu

Ult,z) < U(t,z) <U(t,z) P-f.s.

Jede Losung des trunkierten Problems (4.2.13) 16st damit das Originalproblem, da fiir
U = TU die Gleichung (4.1.4) der Originalaufgabe erfiillt ist. 0

Bemerkung 4.2.5 Der Spezialfall V. = H}(O) wird in der Arbeit von Bauwe und
Grecksch [13] behandelt.

Bemerkung 4.2.6 Fiir maximal-monotone Abbildungen kann alternativ zu der hier ver-

wendeten Regularisierung f. mit dem Gldttungsoperator J auch die Yosida-Approximation
F\ gewdhlt werden.

Entsprechend ihrer Eigenschaften in Satz 1.2.4 sind kaum Anderungen fir den Beweis

des Fxistenzsatzes 4.2.1 zu beachten. Lediglich der Selektionsnachweis in Lemma 4.2.4 ge-

staltet sich nach Proposition 1.2.2(ii) einfacher fir die Yosida-Approzimationen Fiy, Fay

und die zugehorigen Lésungen U.
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Die Nemytskij-Operatoren der Abbildungen F;, der Resolventen JZ,\, Yosida- Approm—

mationen F;y und Minimalselektionen F? in L*(Q x Q) seien mit E, JZ,\, F)\ und F0
bezeichnet firi=1,2. R

Da nach Proposzii\on 1.2.6 die Mazximal-Monotonie von F; erhalten bleibt, gilt es, die
Konvergenz von J;\(Uy) fir die Anwendung von Proposition 1.2.2(ii) nachzuweisen.

Es ist

17 (U) — Ullr2@xq) < 17 (U) — Uxllz2@xq) + 11Ux = Ullz2@xq)
= MFa(Ullz2x@) + [1Ux = Ul|r20x0)
< MIEP (UM 2xq@) + 1Ux = Ullz2@xq)-

Wegen der Eigenschaften der Yosida-Approximation, der Beschrinktheit der Minimal-
selektion durch f, der Annahme (H2) (i) und der Konvergenz von Uy — U in L*(Q2x Q)
nach Lemma 4.2.3 konvergiert nunmehr j;\(U)\) gegen U fiir A — 0.

Aus F/’;\(UA) € ﬁ,(j;\(U,\)), F/’;\(UA) 2 kg in L2(Q x Q) gemdf Lemma 4.2.8 und
j;\(U,\) — U folgt h; € F\Z(U) mit der stark-schwach Abgeschlossenheit von E

Damit ist der Satz 4.2.1 auch mit Hilfe der Yosida-Approzimation als Regularisierung
beweisbar.

Der Satz 1.2.9 von Hu und Papageorgiou kann ebenfalls als Mdglichkeit des Selektions-
nachweises genutzt werden. Auf die Durchfihrung wird an dieser Stelle verzichtet. Es sei
hierfir auf das Vorgehen in Abschnitt 3.2 und Proposition 1.2.2(i) verwiesen.

4.3 Eindeutigkeit von Losungen

Fiir die parabolische Aufgabe (4.1.1) gibt es keine eindeutige Losung, da auch hier das
Problem der Unvereinbarkeit von Lipschitz-Stetigkeit und Maximal-Monotonie fiir men-
genwertige Abbildungen auftritt.

Man kann jedoch im Fall quasilinearer stochastischer Differentialinklusionen ohne men-
genwertige Diffusion

dU(t,z) + AU(t,x)dt + g(t,z,U(t,z))dW (t) € —F(t,z, U(t,z))dt (4.3.1)
fir ¢t € [0,7] und x € O mit den Anfangs- und Randwertbedingungen

U(0,z) = Up(x) fir x€O,
oU(t, x)

U(t,z) =0 auf [0,7] x dO, BN

=0 auf [0,T]x 00,  (4.3.2)

die Frage der eindeutigen Losbarkeit als Folgerung des Satzes 4.2.1 positiv beantworten.

Die Problembeschreibung aus Abschnitt 4.1 wird iibernommen, wobei (W (t)).cjo,7] ein
reellwertiger, Fi-adaptierter Wiener Prozess ist und F durch eine Funktion f iiber das
Intervall F' = [f, f] wie in Abschnitt 4.1 erzeugt wird.
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Es werden im Vergleich zu den Annahmen aus Abschnitt 4.1 die folgenden Anderungen
vorgenommen.

(H1’) Fiir die Carathéodory-Funktion & : @ — R, existieren eine Funktion r € L>°(Q)
sowie eine Konstante ky > 0, so dass die Beschréanktheitsbedingungen

|k(t,z)| < r(t,z) und k(t,z) > ko >0
fiir fast alle (¢,z) € @ erfiillt sind.
(H2’) Fiir die F;-messbare Funktion f : ©Q x [0,7] x O x R — R gelten:

(i) Die Abbildung s +— f(w,t,x,s) wichst P-f. s. fiir fast alle (¢,x) € Q.
(ii) Es gibt eine nicht-negative Konstante o und eine Funktion p € L*(Q) mit

|f(t, 2, s)] < p(t,2)
fiir fast alle (t,2) € Q, P-f. s., s € [U(t,x) — o, U(t,7) + a].

(H3’) Die Carathéodory-Funktion g : @ x R — R ist fiir fast alle (¢,z) € @ und
s € [U(t,x),U(t,z)] durch eine Funktion ¢ € L?*(Q) beschrinkt mit

lg(t, z, 5)| < q(t, x).
Zusatzlich sei g Lipschitz-stetig mit einer Konstante L > 0, so dass

‘g(t,$,81> - g(t,x,52)| S L|51 - 32‘

fiir fast alle (t,2) € Q und sy, s € [U(t,x), U(t, x)] erfillt ist.

Satz 4.3.1 Unter den Voraussetzungen (HO), (H1’), (H2’), (H3’) besitzt die
stochastische Differentialinklusion (4.3.1) mit (4.3.2) eine eindeutig bestimmte Lisung

U e [U, U]

Beweis.

Die Existenz einer Lésung mit U(t,z) € [U(t,x),U(t,z)] folgt direkt aus Satz 4.2.1.
Somit gilt es die Eindeutigkeit zu beweisen.

Es seien U, U’ Losungen des Problems (4.3.1), (4.3.2). Damit gibt es Selektoren

h(t,z) € F(t,z,U(t,z)) und h'(t,z) € F(t,z,U'(t,z)), so dass fir allev e M, M CV
dicht und ¢ € [0,7T] P-f. s. gilt:

/O(U(t,x) —U'(t,x)) v(z)dr

N /ot/og;k(s’”)' (8Ua(;;:c) ~ 8Ué(;; x)) a;;@dx N

J

b [ [ (ot Ut s U a))aiw () ofe)de
= = [ [ s0) = W) vl as. 453
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Wird erneut die Ito-Formel des Satzes A.5.3 angewendet, so erhélt man unter Beachtung
der Eigenschaften des Erwartungswertes, der Monotonie von F' sowie der Bedingungen

(H1’) und (H3’)

E/(U(t ) = U'(t, ) de + ko E //Z(aUaix 8U§;’x>>2dm ds

< L2/ E/ \U(s,z) — U'(s,2)|*dx ds.
o Jo

Das Lemma von Gronwall liefert wiederum

E’/O(U(t,x)—U'(t,x)) dr =0

und somit auch

) 2
/ / (8Us T 8U(s,x)> dr ds = 0
820] alL‘j

1,...,N.
( ) fir alle ¢t € [0,7], Lebesgue fast alle z € O mit Wahr-

fur alle t € [0, 77, j
Folglich ist U(t,z) =
scheinlichkeit 1.

Abschliefsend wird die Eindeutigkeit des Selektors gezeigt.
Angenommen es gibt zu einer Losung U zwei Selektoren h(t, z), h"(t,x) € F(t,z,U(t, x)),
die den Gleichungen

/U(t z)v(z)dz

//Zk s.2) aUajjf”) ag;j)dx ds—i—/o/otg(s,m,U(s,x))dW(s) v(z)ds

// s, x)v(x)dzx ds,

/O U(t, z)v(x)da

+ /t/ik(s,@. a(xj W(;i])dx ds+/o/0tg(s,x,U(s,x))dW(s) o(z)dz

//h”sx z)dx ds

geniigen.
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Durch Subtraktion erhalt man schliefllich

/ot/o (hls,x) = h"(s,x)) v(z)dz ds = 0

tiir alle v € M.
Demzufolge muss h(t,x) = h”(t, x) fast tiberall gelten und der Satz 4.3.1 ist bewiesen. 4

Bemerkung 4.3.2 Chipot [27] fiihrt in Kapitel 12.1 den Eindeutigkeitsnachweis fiir de-
terministische parabolische partielle Differentialgleichungen mit Funktionen k = k(t, x, s).

4.4 Vergleichsresultate

Voraussetzung fiir die Anwendung des Satzes 4.2.1 ist die Existenz von Ober- und Unter-
l16sungen zu stochastischen Differentialinklusionen der Art (4.1.1). Die Bestimmung die-
ser beschrankenden Funktionen gestaltet sich jedoch schwieriger als im deterministischen
Fall. Unter anderem sind fiir deterministische Differentialgleichungen bei Heikkild und
Lakshmikantham [49], Walter |87] entsprechende Ergebnisse aufgefiihrt.

Eine direkte Ubertragung der deterministischen Untersuchungen ist wegen der nicht-
reguldren Trajektorien der Wiener Prozesse nicht mdoglich.

Ausgehend von skalaren oder endlichdimensionalen stochastischen Differentialgleichungen
firi=1,2

dX,(t) = A;(t, X (1))t + Bi(t, X (£))dW (¢),

beschéftigen sich viele Autoren mit dem Vergleich der Losungen X () und Xs(¢).

Hajek veroffentlicht in [47] eine ausfiihrliche Abhandlung von Vergleichsresultaten fiir
eindimensionale stochastische Differentialgleichungen. Er betrachtet sowohl unterschied-
liche Drift- als auch Diffusionsterme. Die Anordnung der dazugehorigen Losungen erfolgt
im Mittel beziiglich einer konvexen Funktion.

Mit Wahrscheinlichkeit 1 giiltige Vergleiche werden in den Arbeiten von Assing und Man-
they [5], Gorski [43] unter Nutzung von Explosionszeiten dargestellt. Die Vergleichssétze
werden fiir unterschiedliche Drifts, aber gleiche Diffusionen bewiesen.
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Im Folgenden werden zwei Aussagen fiir den Vergleich von Losungen im endlich- und
unendlichdimensionalen Fall vorgestellt.
Die Notation der zitierten Autoren bleibt weitestgehend erhalten.

Es seien (2, F, P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum, (F;):co,r) eine Filtration,
den iiblichen Bedingungen geniigend, und W (t) = (W (%), ..., Wy(t)) ein d-dimensionaler,
Fi-adaptierter Wiener Prozess mit unabhéngigen Komponenten fiir ¢ € [0, 7.

Ferreyra und Sundar untersuchen in [36] das endlichdimensionale System mit unter-
schiedlichen Drift- und Diffusionstermen

X;(t) = X0j+/0 bj(%SaX(S))dSJF/O Z(8)g;(X;(s))dW;(s),
i(t) = YOJ‘JF/O Cj(%SaY(S))dSJF/O Z;(s)h;(Y;(s))dW;(s) (4.4.1)

fir j = 1,....,d, d > 1, wobei Z(t) = (Z1(t), ..., Z4(t)) ein stetiger, d-dimensionaler, F;-
adaptierter Prozess ist und X(t), Y (¢) koordinatenweise gegeben sind mit Xy = X(0),
Yo = Y(0). Alle nachfolgenden Gleichungen und Ungleichungen sind entsprechend koor-
dinatenweise zu verstehen.

Hervorzuheben ist die Abhéngigkeit der Diffusionskoeffizienten von den j-ten Koordinaten
der Losungen.

Bei gewisser Ordnung der Anfangsbedingungen X,,Y, € R? der eingechenden Funk-
tionen g;,h; : R — (0,00),7 = 1,...,d und b,c : Q x [0,00) x R? — R b = (b, ..., ba),
¢ = (cy,...,cq) wird eine Aussage iiber das Verhalten der Losungsprozesse (X (t)):>0 und
(Y(t))t>0 formuliert.

Dazu sind die folgenden Annahmen zu treffen:

(V0) Fiir die Anfangsbedingungen gilt X, < ;.

(V1) Die Funktionen b, ¢ sind F;-messbar fiir alle (t,z) € [0,00) x R? und stetig in (¢, z)
fiir alle w € Q.

(V2) Es gibt eine Konstante K; > 0, so dass b, ¢ Lipschitz- und Wachstumsbedingungen
geniigen fiir alle t € [0,00), 7,y € R? und fast alle w € Q:

|b(w,t,a:) _b(w7t7y>| < Kl’x_y’7
c(w, t,2) —c(w, t,y)| < Kz —yl,
b(w, t, 2)| + |c(w, t, )] < Kiv/1+ x|

(V3) Die Funktionen g;, h; sind stetig differenzierbar fiir j = 1,...,d und mit Ky > 0
gelte fiir alle x,y € R

l9j(z) — g;(y)| < Kz —yl,
|hj(z) = hi(y)] < Kalr —yl,
19 ()| + |hj(z)] < Ka/1+ [z
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(V4) Fiirt >0, w € Q und alle ,y € R? mit < y ist die Ungleichung

b(w,t,7) < e(w, t,y)

erfiillt, wobei
) ) 2 )
bi(w,t,x) = bilw.t,z)  (£1) .dg](x)’
gj(x) 2 dx
(

sind.

(V5) Es gilt fiir alle u € R

—oo</u dx </“ dx “
Yo h](l’) B Xjo g](z) .

Bemerkung 4.4.1 Anzumerken ist, dass in den Annahmen (V1), (V2), (V4) zum
Teil v,y € RY und in (V3), (V5) z,y € R bzw. u € R gefordert wird.

Satz 4.4.2 (Vgl. Ferreyra, Sundar [36], Satz 3)
Mit den Voraussetzungen (V0)-(V5) gilt fiir die Losungen X,Y des Systems (4.4.1)
stochastischer Differentialgleichungen

PIX()<Y(t) : t>0}=1.

Fiir unendlichdimensionale Probleme sind dagegen kaum Ergebnisse vorhanden. In [41]
beweisen Geifs und Manthey fiir ein Cauchy-Problem mit nicht-zufélligen Koeffizienten
einen Vergleichssatz.

Es seien (€2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtration (F;):>o,
die den iiblichen Bedingungen geniigt, und W (¢, z) ein d-dimensionales Wiener Feld.
Zu betrachten sei die Aufgabe

AUt z) — %AU(t,x)dH FU (L 2))dt + (U (L 2)dW (1, 2),
U0,z) = 9(x) (4.4.2)

firx € Rund t > 0.
Dabeisind¢ : Q@ — C(R;RY) und f : R? - R o : RY — R¥xR? stetige Abbildungen.
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Die nachfolgenden Voraussetzungen werden benétigt:
(VO0>) Der Anfangswert v ist Fp-messbar.
(V1) Die Abbildung o ist beschrénkt und erfiillt fiir eine streng monoton wachsende

Funktion p : Ry — Ry mit p(0) = 0 und / p~%(u)du = oo die Ungleichung
R4

> loju(u) = o5(v)] < p(Ju; — v5))

fiir alle w,v € R?und j =1, ..., d.
(V2%) Die Funktionen fi, fo : R? — R? geniigen den Bedingungen:

(i) Es gilt fiir u,v € R? i = 1,2 und eine Konstante K > 0 sowie p > 0 eine
Wachstumsbeschréankung

|[fi(w)] < K(L+ [uf?).
(ii) Die Lipschitz-Bedingung
(filw) = fiv))(u —v) < L(lu = vf* + u — v])

ist fiir u,v € R%, i = 1,2 und L > 0 erfiillt.

(iii) Die Ungleichung
Srj(u) < fa;(v)

gilt fiir v € R mit j = 1,...,d, wann immer u; = v; und w; < v mit [ # j ist.

Sind Uy, Uy @ 2 x Ry x R — R? eindeutige Losungen des Cauchy-Problems (4.4.2) mit
den entsprechenden Funktionen fi, fo und Anfangswertfunktionen v, bzw. 15, dann gibt
der néchste Satz Auskunft {iber die Beziehung der Losungen zueinander.

Satz 4.4.3 (Vgl. Gei, Manthey [41], Satz 2.2)
Unter den obigen Annahmen (VO0>), (V1%), (V2%) folgt fiir eindeutige Ldisungen
Uy, Us von (4.4.2) aus
() < ho(z) P-f.s.
die Anordnung
Up(t,z) < Us(t,x) P-f.s.

Mit den Sétzen 4.4.2 und 4.4.3 lassen sich nun Unter- und Oberlésungen entsprechend
an (4.1.1) angepasste Aufgaben bestimmen.

Fiir den stochastischen Fall sind bei der Entwicklung monotoner iterativer Techniken
auch Aussagen zu Maximal- und Minimallésungen einer Losungsmenge moglich. Dieser
Ansatz wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter verfolgt.
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4.5 Beispiele

Fir die hier erzielten Erkenntnisse der Anwendung der Methode von Ober- und Unter-
l6sung auf stochastische Differentialinklusionen werden zwei Beispiele vorgestellt.

Auf endlichdimensionalen Rdumen behélt der Existenzsatz 4.2.1 seine Giiltigkeit.
Das Beispiel 2.4.1 aus dem Kapitel 2 iiber endlichdimensionale Inklusionen wird erneut
betrachtet.

Beispiel 4.5.1 Fir das Problem des Lymphsystems von Pettersson [79] kann eine Lé-
sung, deren FExistenz nach Satz 2.2.1 bzw. Satz 2.5.2 eindeutig gesichert ist, mit Hilfe
von Ober- und Unterlosung eingeschrdankt werden.

Die Grundlage fiir die Anordnung von Ldésungen stochastischer Differentialgleichungen
mat unterschiedlichem Drift-, aber gleichem Diffusionsterm bildet dabei der Satz 4.4.2
von Ferreyra und Sundar.

Anhand der mazimal-monotonen Abbildung A fir 0 <c und 0 < ky < ko

kiu, u < ¢
Au= q [ku, ko], u=c
kou, u>c

lassen sich leicht Funktionen zur Bestimmung von Ober- und Unterlosung finden.
Z. B. seien f* : R — R eine Lipschitz-stetige, beschrankte Funktion, die oberhalb der
abschnittsweise linearen Funktion

fu<U,) > f(U) _ kiu + (kQ - kl)C, u <c,

kou, u>c

verlauft und f° : R — R mit f°(u) = kju gegeben.
Dann gilt fir beliebige Selektoren h(u) € Au, u € R der Ungleichungskette
—f"(u) < =h(u) < =f(u),
dass die eindeutigen Losungen der Differentialgleichungen
dU"(t) = b(t,U"(t))dt — f(U“(t))dt + o(t,U"(t))dW (1),
dU°(t) = b(t,U°(t))dt — f(U°(t))dt + o(t, U°(t))dW (),
U*(0) =U(0) =U’(0)
als Unterlosung U™ bzw. Oberlosung U° fir die stochastische Differentialinklusion
du(t) € b(t,U(t))dt — AU(t)dt + o(t,U(t))dW (t),
Uo) = U
geeignet sind. Dies folgt aus der Uberpriifung der Annahmen des Satzes 4.4.2.
Mt den an die Aufgabe gestellten Voraussetzungen in Beispiel 2.4.1 sind die Bedingungen

des Ewistenzsatzes 4.2.1 erfillt, so dass eine Lésung zwischen Ober- und Unterldsung
existiert.
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Im néchsten Beispiel wird ein spezielles Problem der Art (4.1.1) dieses Kapitels betrach-
tet.

Beispiel 4.5.2 Die mengenwertige stochastische Dirichlet-Aufgabe
dU(t,z) € AU(t,x)dt — Fy(U(t,x))dt — F5(U(t, z))dW (t)

mit der Anfangswertbedingung U(0,x) = ¥ (x) fir alle x € O und der Randwertbedin-
gung U(t,x) =0 fir (t,x) € [0,T] x 00 wird untersucht. In die Aufgabenstellung (4.1.1)
gehen nur von der Lisung U abhingige Abbildungen Fy, Fy sowie k = 1 und g1,9» = 0
ein. Da die Randwertbedingung auf dem gesamten Randgebiet gilt, ist es sinnvoll den
Raum V = H}(O) zu wdihlen.

Existieren Ober-, Unterlosungen und sind diese bekannt, so trifft Satz 4.2.1 eine Aussage
iber die Losbarkeit der Aufgabe (vgl. auch [13]).

Um den Vergleichssatz von Geiff und Manthey 4.4.3 anzuwenden, wird die mengenwertige
Diffusion Fs durch eine einwertige, stetige Funktion g : R — R ersetzt, die der Be-
dingung (V1) geniigt. Die mazimal-monotone Abbildung Fy wird auch hier mittels In-
tervallbildung durch eine gegebene, wachsende Funktion f erzeugt. Erfiillen die stetigen,
nicht-zufilligen Funktionen f*, f° : O — R die Annahme (V2°°) mit

—fU(u) < =Fu) < =f5(u) < —f(u) < —f(u)
fiir alle uw € R, so folgt mit Satz 4.4.3 aus der Ungleichung
V(x) < Plz) < ¢°(2)
die Ordnung der eindeutigen Lisungen von
dUY(t,z) = AU, x)dt — f(U"(t,x)) — g(U" (¢, 2))dW (t), U™(0,x) = " ()
und entsprechend
dU°(t, ) = AU°(t, x)dt — fo(U°(t,x)) — g(U°(t, 2))dW (t), U°(0,x) = ¢°(x)

mit

Ut(t,x) < U(t,z) <U°(t,x) P-f.s.
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Anhang

A.1 Projektionen

Definition A.1.1 Fiir einen vollstandigen metrischen Raum X mit der Metrik d(,-)
und eine nicht-leere Teilmenge B C X ist die metrische Projektion proj[-, B] : X — 28
von a € X auf B definiert durch

projla; Bl ={b€ B : d(a,b) =d(a,B)}.

Satz A.1.2 (Vgl. Aubin, Frankowska [7], Korollar 8.2.13)

Es seien (2, A,0) ein o-finiter Makraum, X ein vollstdndiger, separabler, metrischer
Raum, d(-,-) eine Metrik darauf, F : € — 2% eine messbare Abbildung mit abge-
schlossenen Bildern und f : ) — X eine messbare Funktion.

Dann ist die Projektion

proj[f(w); F(w)] = {z € F(w) : d(z, F(w)) = d(f(w), F(w))}

messbar.

Satz A.1.3 (Vgl. Rockafellar, Wets [84], Korollar 12.20, Beispiel 2.25)
Fiir nicht-leere, abgeschlossene Mengen C' C R" ist die Projektion P : R" — 2¢
monoton. Ist C' zusétzlich konvex, so ergibt sich die Stetigkeit von P : R™ — C.

Bemerkung A.1.4 Die metrische Projektion in abgeschlossene, konvexe Teilmengen
eines Hilbertraumes wird als orthogonale Projektion bezeichnet.

Satz A.1.5 (Eigenschaften der orthogonalen Projektion, vgl. Deutsch [32], 5.5, 5.8)
Es seien B ein abgeschlossener, konvexer Teilraum des Hilbertraumes H und P die
orthogonale Projektion von H nach B.

Dann ist P ein linearer, stetiger Operator und es gelten:

(i) P ist eindeutig,
(ii) P = P? bzw. Px = P(P(x)), fiir alle x € H,

(iii) [|Pz||m < ||2||g fiir alle x € H,

95
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(iv) [|Pz||a = ||z||x fiir alle x € B,
(v) (Px,y)y = (z, Py)y fiir alle x,y € H,

(vi) P ist nicht-expansiv, d. h., fiir alle z,y € H gilt ||Px — Py||lg < ||z — y||x-

A.2 Konvergenzaussagen

Satz A.2.1 (Vgl. Breckner [19], Proposition A.3)

Gegeben seien ein Banachraum X, ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P),
ein Wiener Prozess (W (t)):cjo,1], Prozesse (z,(t))icpor), n > 1, (2(t))ico,r) die beziiglich
der Filtration (F;)cjo,r adaptiert sind.

Konvergiert die Folge (x,)n,>1 € L*(Q x [0,T]; X) schwach gegen z € L*(Q2 x [0,T]; X),
so gelten die folgenden Aussagen fiir n — oo:

(i) / (s ds—>/ s)ds und

/xn(s)dW(s)g/ z(s)dW(s) in L*(Q x [0,T]; X),

(11)/ Tn(s 3—>/ s)ds und
/ xn(s)dW (s —>/ (s) in L*(Q;X).
0

A.3 Der Fixpunktsatz von Schauder

Satz A.3.1 (Vgl. Zeidler [95], Satz 1.C)

Es seien X ein Banachraum und Y C X eine beschriankte, abgeschlossene, konvexe und
nicht-leere Teilmenge.

Dann besitzt ein kompakter Operator A : Y — Y einen Fixpunkt.

A.4 Die Ungleichung von Burkholder-Davis-Gundy

Satz A.4.1 (Vgl. Revuz, Yor [82], Satz IV.4.1, Korollar IV.4.2 und Karatzas [55], 2.13)
Mit M =sup|M(s)| existieren fiir alle stetigen, lokalen Martingale M, die bei Null
s<t

verschwinden, Konstanten ¢, und C),, so dass
6B [(M, M)oE| < BI(MLY] < C,B [(M, M)} |

gilt fiir 0 < p < co. Dabei bezeichnet (M, M) die quadratische Variation von M.
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Es sei G' ein beschrankter, vorhersagbarer Prozess und 1" eine beliebige Stoppzeit. Dann

ist
([[eommsn)] < ol ]

(/OT G?(s)d(M, M>S) g]

o F [ )

VAN

C,E

erfullt.

A.5 Die Ito-Formel fiir das Normquadrat

Das stochastische Aquivalent zur partiellen Integration des Normquadrats wird in Krylov
und Rozovskij [67] formuliert.
Zuvor wird der Begriff des Evolutionstripels eingefiihrt.

Definition A.5.1 Ein Fvolutionstripel V C H C V* ist definiert durch:

(i) V ist ein reeller, separabler und reflexiver Banachraum, H ein reeller, separabler
Hilbertraum.

(ii) Der Raum V liegt dicht in H und die Einbettung V' C H ist stetig.

(iii) Es gibt eine Konstante ¢; > 0, so dass fiir alle v € V' die Ungleichung
ollg < elfollv
gilt und fiir alle he H CV*, veV
<h7 U>V = (h‘a U)H

erfillt ist, wobei (-, )y die Dualitdtsabbildung zwischen V' und V* und (-, )y das
Skalarprodukt in H bezeichnet.
Demnach gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

1]

ve < el [hf|n

fir alle h € H.

Bemerkung A.5.2 Fine Einbettung X C Y heifit stetig, wenn aus der Konvergenz
x, — x in X folgt, dass x, gegen x in'Y konvergiert fiir n — oo.

Gilt zusdtzlich, dass jede beschrinkte Folge (x,)n>1 in X eine konvergente Teilfolge
(Tp)>1 in Y enthdlt, so wird die Einbettung X CY kompakt genannt.
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Es seien V. C H C V* ein Evolutionstripel, (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(F+)tejo,r) eine wachsende Familie von o-Algebren mit F; C F und (W (t)):cjo,r) ein reell-
wertiger, F;-adaptierter Wiener Prozess.

Fiir eine Fo-messbare Zufallsgrofe hg € H mit E||hg||%, < oo, einen Fj-messbaren,
V*-wertigen Prozess (v*()):ejo,7] und einen F;-messbaren, H-wertigen Prozess (g(t)):cjo,r]
mit

T T
B[ e @lfde < oo, E [ llg@lfde < o
0 0

sei der Prozess (h(t))tcjo,r]
t ¢
h(t) = h0+/ v*(s)ds—|—/ g(s)dW (s)
0 0
in V* mit Wahrscheinlichkeit 1 fiir alle ¢ € [0, 7] definiert.

Satz A.5.3 (Vgl. Krylov, Rozovskij [67], Satz 1.3.2)

Angenommen es existiert ein V -wertiger Prozess (v(t))iwcpo,r), so dass h(t) = v(t) fir fast
alle (w,t) € Q x [0,T] gilt.

Dann gibt es eine Menge Q C Q mit P(Q) = 1, so dass der Prozess h(t) fiir alle w € Q'
H-wertig, F;-messbar und stetig in H beziiglich t ist. Des Weiteren gilt

BOIE = [holl? +2 / (v7(s), 0(s))vds
+2/O<g<> DV (s /||g )I[2ds.

A.6 Existenz- und Eindeutigkeitssatze
fiir It6-Gleichungen

Krylov und Rozovskij beweisen in [67] Existenzsétze fiir allgemeine It6-Gleichungen.

Existenzsatz fiir endlichdimensionale It6-Gleichungen

Gegeben seien ein vollsténdiger Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), eine wachsende
Familie von o-Algebren (F;)icor) mit F; C F und ein reellwertiger Wiener Prozess

(W(1))eefo,7)-

Die Abbildungen a,b : € x [0,7] x R? — R? sind fiir alle # € R4 d > 1 messbar
beziiglich F; und stetig in z fiir jedes w € Q,t € [0, T.

Mit der Fo-messbaren, d-dimensionalen Anfangswertbedingung xg werden It6-Gleichungen

z(t) = xo—i-/o a(s,x(s))ds—i—/o b(s, x(s))dW (s) (A1)

in R? betrachtet.
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Fiir die nachfolgenden Voraussetzungen existieren pfadweise eindeutige Losungen der
Gleichung (A.1).

T
(A1) Fiir jedes z € RY ist / la(t, z)|dt < oo fast iiberall, P-f. s.
0

(A2) Es sei R > 0 eine beliebige Konstante. Dann erfiillen die Abbildungen a,b fiir
jedes t € [0,T], P-f. s. und alle z,y, 2z € R? mit |z|,|y| < R die Eigenschaft der
Monotonie

und der Koerzivitat
2za(t, z) + |b(t, 2)|* < Kyo(1 + 2%),

wobei K7, Ky positive Konstanten sind.

Satz A.6.1 (Vgl. Krylov, Rozovskij [67], Satz 2.5.1)

Unter den Annahmen (A1) und (A2) gibt es einen stetigen, F;-messbaren Prozess
(x(t))ico,r), der die Gleichung (A.1) fiir alle t € [0,T] mit Wahrscheinlichkeit 1 er-
fallt.

Sind (x(t))icpr) und (y(t))icp,r stetige, Fy-messbare Prozesse, fir die (A.1) fiir jedes t
fast sicher gilt, dann ist

p{ sup | (t) — y(t)| > o} ~0.

0<t<T

Bemerkung A.6.2 Gilt zusditzlich fir alle v € RY und (w,t) € Qx[0,T] die Beschrinkt-
heit

la(t, )" < Ks(1 +2%)
mit einer Konstante K3 > 0, so ergeben sich fir die Losung x(t) und alle t € [0,T]

t
Elz(t)|]? < oo und E/ lz(s)[?ds < oo.
0

Existenzsatz fiir unendlichdimensionale Ito-Gleichungen

Es seien wiederum (€2, F, P) ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum, (F;)¢cjo,r) eine
wachsende Familie von o-Algebren mit 7, C F, (W(t)):co,r] €in reellwertiger Wiener
Prozess und V' C H C V* ein Evolutionstripel.

Die Operatoren A : Q x [0,7] xV — V*und B : Q x [0,T] x H — H geniigen
folgenden Messbarkeitsbedingungen. Fiir alle v € V sind A(w, t,v), B(w, t,v) messbar in
(w,t) € Q x [0,T], Fi-messbar fir jedes t € [0,T] und alle v € V.

Uber dem Evolutionstripel wird die It6-Gleichung

v(t) = uo—l-/o A(s,v(s))ds—i—/o B(s,v(s))dW(s) (A.2)

untersucht, wobei die Fyp-messbare Zufallsgrofe ug Werte in H annimmt.



100 ANHANG

Des Weiteren gelten die Annahmen:

(A1) Die Abbildung A — (A(t,u + \v),w)y ist stetig fir alle u,v,w € V, w € ),
t€[0,7] und A € R.
(A2%>) Es gibt eine Konstante K; > 0, so dass die Monotonie mit

2<A(t7u) - A(tav>7u - U>V + ||B(tvu) - B(tﬂ])”%{ < K1||u - U“%{

fir alle u,v € V und w € Q,t € [0,T] gilt.
(A3>) Die Koerzivitét

2(A(t,u), w)v + | Bt w7 + Kollully, < f + Kl [ull3

ist fir alle w € V, w € Q und t € [0,7] erfiillt mit einer Konstante Ky > 0,
p € (1, 00) und einer nicht-negativen Funktion f : 2 x[0,7] — R, die in (w, t)
messbar und F;-messbar fir alle ¢ ist.

(A4>) Der Operator A ist wachstumsbeschrankt, d. h., es gilt fiir alle t € [0,T], w € Q
und u € V )
1A, w)l[§ < fo+ Ky [ul [/
11
mit — 4+ — = 1.
P 4q
T
(A5%) Es sind E][ug|[3, < 0o und E/ F(#)dt < 0.
0

Definition A.6.3

(a) Eine auf Q x [0,T] definierte Funktion v(w,t) mit Werten in V, die F;-messbar
und messbar in (w, ) ist, heift Losung bzw. V -Lisung der Gleichung (A.2), wenn

T
E [ (@I + o)) dt < o0
0
und die Beziehung (A.2) als Gleichung in V* fiir fast alle (w,t) € 2 x [0, T] gelten.

(b) Eine auf Q x [0, 7] definierte Funktion u(w,t) mit Werten in H, die F;-messbar
und stark stetig in H beztiglich ¢ ist, heift H-Losung der Gleichung (A.2), wenn:

(i) Fiir fast alle ¢ € [0,T] geniigt der Prozess (u(t)):cjo,r) P-f. s. u(t) € V und
T
B [ (@ + 1u(ol) de < o
(ii) Es gibt eine Menge ' C ©Q mit P()') = 1, so dass die Gleichung

u(t) :uo—i-/o A(s,u(s))ds—i—/o B(s,u(s))dW (s)

fiir jedes w € ' und ¢ € [0, T] erfiillt ist.
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Liegt die Gleichheit u(w,t) = v(w,t) fir fast alle (w,t) € Q x [0,T] vor, so ist u als
H-Losung die stetige Modifikation einer Losung v.

Satz A.6.4 (Vgl. Krylov, Rozovskij [67], Satz 2.2.1, Satz 2.2.3)

Unter den Voraussetzungen (A1%°)-(A5%) besitzt die Gleichung (A.2) eine Losung v
und diese eine stetige Modifikation .

Fiir die Losung v und ihre stetige Modifikation uw € H gilt

T

T
E sup IIU(t)II%ﬂLE/ IIU(t)H’édtSC<EHUOH?I+E/
0 0

0<t<T

fieyar)

wobei die Konstante ¢ von Ky, Ko,p und T abhdngt.
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