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Abkürzungen und Fremdworte

AF antiferromagnetische Struktur
ASA (atomic sphere approximation)
BZ Brillouinzone
CPA (coherent potential approximation)
DFT Dichtefunktionaltheorie (density functional theory)
DLM Methode der lokalen ungeordneten Momente (disordered local moments)
DOS Zustandsdichte (density of states)
FM ferromagnetische Struktur
hcp hcp Struktur, hexagonal dichteste Kugelpackung, (hexagonal closed packed)
kB Boltzmann Konstante
LDA lokale Dichtenäherung (local density approximation)
LSDA lokale Spindichtenäherung (local spin density approximation)
MF Mean-Field
MT Muffin-Tin Approximation
KKR Korringa-Kohn-Rostoker Methode
LMTO linear muffin-tin orbital
RKKY Ruderman-Kittel-Kasuya-Yosida Wechselwirkung
RPA (random phase approximation)
SIC Selbstwechselwirkungskorrektur (self interaction correction)
SIC-LSDA selbstwechselwirkungskorrigierte lokale Dichtenäherung

(self interaction corrected local density approximation)
TMO Übergangsmetalloxid (transition metal oxide)
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1 Einleitung

Bestimmte Lebensbereiche des Menschen werden durch die technische Entwicklung revolutio-
niert. Dazu trägt die Entwicklung der Computertechnik bei, die besondere Impulse aus den
Forschungsergebnissen von Festkörperphysik und Materialwissenschaften erhält. Ein Beispiel
dafür ist die Entdeckung des GMR (giant magneto resistance) Effekts. Damit lassen sich Lese-
und Schreibköpfe von Festplatten bauen, deren Speicherdichten noch vor 10 Jahren unvorstellbar
waren. Die Materialklasse der Oxide nimmt eine besondere Stellung ein. Oxide haben zahlreiche
Anwendungsmöglichkeiten, zum Beispiel als Spacer-Materialien in der Spintronik oder als Ma-
terialien der Hochtemperatursupraleitung. Aktuelle Forschungsgebiete sind der d0-Magnetismus
oxidischer Systeme oder multiferroische Materialien [1]. Bei diesen können die magnetischen Ei-
genschaften durch elektrische Felder beeinflusst werden, oder aber die elektrischen Eigenschaften
durch Magnetfelder.
Für die theoretische Beschreibung solcher Oxide reichen Standard ab initio -Methoden oft nicht
aus, da diese die Korrelationen nicht richtig beschreiben können. Die Methoden müssen durch
die Berücksichtigung zusätzlicher Wechselwirkungen, genauerer Algorithmen zur Berechnung
der elektronischen Eigenschaften sowie durch Kombination mehrerer erfolgreicher Methoden
entsprechend erweitert und ergänzt werden. In dieser Arbeit wird zur Berechnung der elektro-
nischen Struktur die Korringa-Kohn-Rostoker (KKR)-Methode verwendet [2]. Sie beruht auf
dem Vielfachstreuformalismus. Einer ihrer Vorteile ist die explizite Berechnung der Greenschen
Funktion. Diese bildet den Ausgangspunkt zur Berechnung zahlreicher physikalischer Größen.
Zur Beschreibung stark korrelierter Systeme wurden erstmalig Selbstwechselwirkungskorrektu-
ren (SIC) zur lokalen Spindichtenäherung (LSDA) im Rahmen einer Vielfachstreutheorie imple-
mentiert. Es werden die Art und Weise der Implementierung vorgestellt, sowie die Ergebnisse
anhand von Übergangsmetalloxiden und Elementen der Lanthanoidenreihe diskutiert.
Für die hier untersuchten Systeme wie auch für zahlreiche andere Verbindungen, spielt die elek-
tronische Struktur an der Fermienergie eine wichtige Rolle. Eine Herausforderung für jede ab
initio -Methode ist die Bestimmung des Ferminiveaus. Im Rahmen der konventionellen KKR-
Methode treten dabei Fehler auf. Beispielsweise werden Isolatoren oder Halbleiter als Metalle
vorhergesagt. Um diesen Fehler zu beheben, wird eine Methode zur Korrektur der Greenschen
Funktion sowie deren Implementierung vorgestellt (Lloydsche Formel) und anhand von Beispie-
len diskutiert. Sämtliche in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse sind mit dieser Korrektur
berechnet.
Magnetismus spielt bei den in dieser Arbeit untersuchten Systemen eine große Rolle. Zur Be-
rechnung der magnetischen Struktur und der magnetischen Ordnungstemperatur wird die Me-
thode der ungeordneten lokalen Elemente (disordered local moment, DLM) verwendet. Erstma-
lig werden in dieser Arbeit diese verschiedenen Methoden und Konzepte gleichzeitig angewen-
det: KKR, Selbstwechselwirkungskorrekturen, CPA (coherent potential approximation) und die
DLM-Methode.
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2 Elektronische Struktur von Festkörpern

Viele makroskopische Eigenschaften von Festkörpern werden durch ihre elektronische Struktur
bestimmt. Eine theoretische Beschreibung der elektronischen Struktur ist nicht trivial, da es
sich um ein Vielteilchenproblem von etwa 1023 Teilchen mit ihren Freiheitsgraden handelt. Eine
Wellenfunktion für das Gesamtsystem hängt von allen Freiheitsgraden ab. Die Berechnung der
Wellenfunktion ist damit praktisch nur für sehr kleine Systeme von wenigen Atomen möglich.
Festkörper sind so nicht behandelbar. Um solche Systeme berechnen zu können, müssen geeignete
Näherungen gefunden werden.
Der Hamiltonoperator für das Vielteilchenproblem im nichtrelativistischen Fall kann allgemein
formuliert werden:

Ĥ = T̂e + T̂K + VKK + Vee + VeK . (2.1)

Die einzelnen Operatoren bedeuten:

T̂e = − ~
2

2m

Ne∑

i=1

∂2

∂r2
i

T̂K = − ~
2

2M

NK∑

n=1

∂2

∂R2
n

Vee =
1

2

∑

ij

′ ǫ2

|ri − rj |
VKK =

1

2

∑

nl

′ Z2ǫ2

|Rn − Rl|

VeK = −1

2

∑

il

Zǫ2

|ri − Rl|
. (2.2)

Dabei ist m die Elektronenmasse, M die Kernmasse1. Der Index e bezeichnet die Elektronen
mit Koordinaten r, der Index K die Kerne mit Koordinaten R. V ist wie gewöhnlich das Po-
tential und T die kinetische Energie. Mit dieser Form des Hamiltonoperators ist die Schrödin-
gergleichung für den Festkörper nicht zu lösen, weder analytisch noch numerisch. Deshalb sind
geeignete Näherungen nötig, um dennoch Aussagen treffen zu können. Eine der wichtigsten ist
die Born-Oppenheimer-Näherung, in der Literatur auch als adiabatische Näherung bekannt.

2.1 Born-Oppenheimer Näherung

Der Hamiltonoperator (2.1) ist über die Kern- und Elektronenkoordinaten durch das Potenti-
al VeK gekoppelt. Die adiabatische Näherung besteht darin, diese Kopplung aufzuheben, indem
sie die Bewegung der Kerne von der Bewegung der Elektronen separiert [3]. Dies ist möglich,
weil die Kerne deutlich schwerer sind als die Elektronen. Das Verhältnis der Massen ist in der
Größenordnung m

M ≈ 10−4...10−5. Die Energien der Elektronen sind sehr viel kleiner als die der
Kerne. Demzufolge sind die Zeitskalen der Bewegung der Elektronen und Kerne völlig verschie-
den. Man kann also annehmen, dass die Elektronen den Kernen instantan folgen. Somit kann
man die Elektronenbewegung im Feld ruhender Kerne betrachten, so dass die Größen prak-
tisch nicht von den Kernkoordinaten abhängen. Mit dieser Näherung hat man das Problem auf

1Es ist hier angenommen, dass nur eine Atomsorte vorliegt.
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2.2. LÖSUNGSANSÄTZE KAPITEL 2. ELEKTRONENSTRUKTUR

zwei separat zu lösende Probleme reduziert und vereinfacht. Der Hamilton-Operator für das
Elektronensystem hat dann folgende Gestalt:

Ĥe = Te + Vee + VeK + VKK︸︷︷︸
Madelung−Konstante

+ TK︸︷︷︸
≈0

. (2.3)

Die Born-Oppenheimer-Näherung eignet sich gut, wenn Elektronen das Energieniveau unter
Absorption oder Emission eines Photons ändern. Passiert der Übergang aber unter Absorption
oder Emission eines Phonons, dann kann dieses Problem nicht mit der Born-Oppenheimer Nähe-
rung gelöst werden, da hierbei die Kopplung der Elektronen an die Kerne eine wesentliche Rolle
spielt, wie das beispielsweise bei Supraleitungsphänomenen der Fall ist. Auch ist sie ungeeignet
für Probleme, bei denen der Übergang zwischen Energieniveaus nicht adiabatisch verläuft.
Für diese Arbeit wird angenommen, dass die Born-Oppenheimer Näherung für die zu hier un-
tersuchten Systeme eine gute Näherung darstellt.

2.2 Ansätze zur Lösung des Vielteilchenproblems

Eine direkte Lösung des Vielteilchenproblems, selbst in der Born-Oppenheimer Näherung, ist für
große Systeme wie einen Festkörper nicht möglich, so dass weitere Näherungen gefunden werden
müssen. Eine weit verbreitete und auch erfolgreiche Strategie ist es, das N-Teilchenproblem mit
allen Wechselwirkungen auf die Beschreibung eines Teilchen im effektiven Potential der anderen
Teilchen zurückzuführen.
Historisch gibt es einige Ansätze, die im Folgenden kurz erläutert werden sollen. Diese zielen
letztlich darauf ab, das Problem so weit wie möglich zu vereinfachen. Es wird sich zeigen, dass
man eine Formulierung finden kann, die nicht auf den Freiheitsgraden einzelner Teilchen be-
ruht, sondern lediglich die Elektronendichte als zentrale Größe verwendet. Dieser Ansatz ist die
Dichtefunktionaltheorie.

2.2.1 Thomas-Fermi-Modell

Einen ersten Ansatz zur Lösung des Vielteilchenproblems stellt das Thomas-Fermi-Modell [4, 5]
dar. Dabei wird das System in Zellen geeigneter Größe zerlegt. In jeder dieser Zellen wird
das Elektronengas als homogen betrachtet. In jeder Zelle gelten die Zusammenhänge des freien
Elektronengases mit entsprechender Dichte. Die Zellen müssen so klein sein, dass das effektive
Potential Veff als konstant angesehen werden kann, aber auch so groß, dass die Gleichungen des
homogenen Elektronengases gültig sind. Die Fermienergie muss in allen Zellen gleich sein, da
man sonst Elektronentransport zwischen Zellen mit unterschiedlichen Ferminiveaus hätte. Die
Dichte n kann explizit angegeben werden (3D):

n(r) =
1

3π2
k3

F ∼ [µ − Veff (r)]
3
2 , (2.4)

Veff (r) = V (r) +

∫
d3r′

n(r′)

|r− r′| , (2.5)

kF ist die Größe des Fermiwellenvektors, µ das chemische Potential. Unter diesen Bedingungen
kann die Schrödingergleichung statt in den Koordinaten der Freiheitsgrade der Teilchen als eine
Funktion der Dichte formuliert werden.
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2.2. LÖSUNGSANSÄTZE KAPITEL 2. ELEKTRONENSTRUKTUR

2.2.2 Hartree-Näherung

Eine einfache Näherung, das Problem (2.3) zu lösen, schlug Hartree [6] vor. Die Wellenfunktion
wird als Produkt von Einteilchenwellenfunktionen angesetzt:

ΨH(r1, ..., rN ) = φ1(r1)...φN (rN ) , (2.6)

wobei φi(rk) die Wellenfunktion des i-ten Elektrons mit den Koordinaten rk beschreiben soll. Die
Einteilchenwellenfunktionen sind Lösung der Einteilchen-Schrödingergleichung für ein effektives
Potential, in dem sich das Teilchen im Feld der anderen Teilchen bewegen soll:

hi(r)φi(r) =

[
− ~

2

2m

∂2

∂r2
+ Veff,i(r)

]
φi(r) = ǫi φi(r) (2.7)

n(r) = 2
∑

i

|φi(r)|2 . (2.8)

n bezeichnet die Elektronendichte. Der Faktor 2 bei deren Berechnung berücksichtigt die Spi-
nentartung. Das effektive Potential ist gegeben durch

Veff,i(r) = V (r) +

∫
d3r′

ǫ2

|r− r′|
∑

i6=j

∣∣φj(r
′)
∣∣2 (2.9)

Das effektive Potential setzt sich zusammen aus dem externen Potential des Ionengitters V (r)
und dem Coulombpotential aller anderen Elektronen. Die nichtlinearen gekoppelten Gleichun-
gen (2.8) und (2.9) müssen selbstkonsistent gelöst werden. Die ǫi stellen keine Observablen dar,
sie sind lediglich Lagrangeparameter.
Für sehr einfache atomare Systeme ist die Hartreenäherung ausreichend, für kompliziertere Sy-
steme reicht sie allerdings nicht aus. Sie berücksichtigt das Pauliprinzip nicht und beschreibt
damit Fermionen nicht korrekt.

2.2.3 Hartree-Fock-Näherung

Der nächste Schritt ist die Einbeziehung des Pauli-Prinzips, d.h. es kann keine Doppelbesetzung
von Einteilchenzuständen geben [7]. Der Grundzustand ist dahingehend charakterisiert, dass ge-
rade die niedrigsten N Zustände besetzt sind. Dies bedeutet, dass die Gesamtwellenfunktion total
antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten sein muss und das Vorzeichen bei Vertauschung
zweier Teilchen wechselt. Eine solche Wellenfunktion wird Null, wenn sich zwei Teilchen an
der gleichen Position befinden. Eine Wellenfunktion, die diese Bedingungen automatisch erfüllt,
kann man als so genannte Slaterdetermiante schreiben:

φHF (q1,q2, . . . ,qN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣

ϕ1(q1) · · · ϕ1(qN )
...

. . .
...

ϕN (q1) · · · ϕN (qN )

∣∣∣∣∣∣∣
. (2.10)

Die Bezeichnung q ist ein kombinierter Index aus der Ortskoordinate r und der Spinkoordinate.
Die Grundzustandsenergie ist der Erwartungswert des Hamiltonoperators:

EHF =
(
φHF , Ĥ φHF

)
=



φHF ,




∑

i

hi(qi) +
1

2

N∑

i6=j

ǫ2

|ri − rj |



 φHF



 (2.11)
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2.2. LÖSUNGSANSÄTZE KAPITEL 2. ELEKTRONENSTRUKTUR

EHF [ϕi] =

N∑

i=1

∫
d3τ1 ϕ∗

i (q1)hi(q1)ϕi(q1) +
1

2

N∑

i6=j

∫
d3τ1 d3τ2

ǫ2

|r1 − r2|

×
[
ϕ∗

i (q1)ϕi(q1)ϕj(q2)ϕ∗
j (q2) − ϕ∗

j (q1)ϕi(q1)ϕj(q2)ϕ∗
i (q2)

]
. (2.12)

Diese Integration schließt die Spin-Summation mit ein. Die Bewegungsgleichungen erhält man
durch Variation nach den ϕi bzw. ϕ∗

i . Wegen des Spins muss noch eine zusätzliche Orthogona-
litätsbedingung erfüllt werden, λij sind Lagrangeparameter:

δ



EHF −
∑

i,j

λij (ϕi, ϕj) − δij



 !
= 0 , (2.13)

Damit erhält man

∑

j

λij ϕj(q1) =

(
− ~

2

2m
∇2 + V (q1)

)
ϕi(q1)

+

∫
d3τ2

ǫ2

|r1 − r2|
∑

j(6=i)

|ϕj(q2)]
2 ϕi(q1)

−
∫

d3τ2
ǫ2

|r1 − r2|
∑

j(6=i)

[
ϕ∗

j (q2)ϕi(q2)ϕj(q1)
]

, (2.14)

Da der Hamiltonoperator hermitesch ist, kann man die letzte Gleichung durch eine unitäre
Transformation ϕ̃ = U ϕ auf Diagonalform in den Lagrangeparametern bringen: λ̃ij = ǫiδij .
Ohne Spin-Bahn-Kopplung kann jede Wellenfunktion als Produkt einer Orts- und Spinfunktion
geschrieben werden. Damit bleibt dann vom letzten Term aufgrund der Orthogonalität nur noch
eine Summation von Elektronen gleichen Spins übrig. Dann tritt jeder Spin nicht mehr explizit
auf, so dass man statt der qi wieder die Ortsvektoren ri schreiben kann. Das führt auf die
Hartree-Fock-Gleichungen:

ǫi ϕi(r) =

(
− ~

2

2m
∇2 + V (r)

)
ϕi(r)

+

∫
d3r

′ ǫ2

|r− r′ |

n̂(r)︷ ︸︸ ︷∑

j(6=i)

∣∣∣ϕj(r
′

)
]2

ϕi(r)

︸ ︷︷ ︸
Coulomb-Integral

−
∫

d3r
′ ǫ2

|r− r
′ |

∑

j(6=i),Spin||

[
ϕ∗

j (r
′

)ϕi(r
′

)ϕj(r)
]

︸ ︷︷ ︸
Austausch-Integral

(2.15)

mit der Einteilchendichte
n(r) = 2

∑

i

|ϕi(r)|2 . (2.16)

Wie man leicht sieht, kann die Summe im Coulomb- und im Austauschintegral ebenso für i = j
berechnet werden, ohne das Ergebnis zu ändern, da gerade dieser Beitrag im Coulombteil durch
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2.2. LÖSUNGSANSÄTZE KAPITEL 2. ELEKTRONENSTRUKTUR

einen exakt gleich großen Anteil im Austauschintegral kompensiert wird. Physikalisch würde
eine Summe, die das gleiche i mit enthält, eine Wechselwirkung mit sich selbst beschreiben. Die
Hartree-Fock-Theorie ist also per Konstruktion selbstwechselwirkungsfrei.
Die Austauschdichte nX ist so definiert, dass sie in der gleichen Form wie im Coulombteil
geschrieben werden kann, also ni

X(r, r′) · ϕi(r):

ni
X(r, r′) =

∑

j

ϕ∗
j (r

′)ϕi(r
′)ϕj(r)ϕ∗

i (r)

ϕi(r)ϕ∗
i (r)

. (2.17)

Der Austauschterm ist damit gegeben durch den Ausdruck:

−
∫

d3r
ǫ2

|r− r′| ni
X(r, r′)ϕi(r) nX(r, r′) =

∑

i

ni
X(r, r′) . (2.18)

Die Austauschdichte erfüllt die folgende Summenregel, wie man einfach aus (2.17) unter Berück-
sichtigung der Orthogonalität der ϕi berechnen kann:

∫
d3r′ ni

X(r, r′) = 1 . (2.19)

Ebenso gilt ∫
d3r′(n(r′) − ni

X(r, r′)) = N − 1 . (2.20)

Das bedeutet letztlich, ein Elektron wechselwirkt mit den restlichen (N-1) Elektronen. Im Ver-
gleich zur Hartree-Näherung (siehe Gleichungen (2.7)–(2.9)) enthält jetzt der Hamiltonian einen
zusätzlichen Austauschterm, siehe Gleichung (2.15). Für ein homogenes System hängt die Aus-
tauschdichte nur vom Betrag |r − r′| ab. Somit kann man die wichtigen Eigenschaften direkt
ablesen. Für große Abstände gilt:

n(r) − nX(|r − r′|) ≈ n(r) . (2.21)

Für sehr kleine Abstände ist

n(r) − nX(|r − r′|) ≈ 1

2
n(r) . (2.22)

Dies ist in Abbildung 2.1 skizziert. Das in dieser Darstellung markierte Gebiet, auch als Fermi-
Loch bezeichnet, entspricht nach Gleichung (2.20) gerade der Ladung eines Elektrons. Die Aus-
tauschwechselwirkung führt dazu, dass Elektronen mit gleichem Spin aus der Umgebung des
benachbarten Elektrons gedrängt werden, gerade so, dass im Mittel ein Elektron mit parallelem
Spin fehlt. Wegen des Pauliprinzips wird dieses Loch durch ein Elektron mit entgegengesetztem
Spin aufgefüllt.
Die Hartree-Fock-Theorie erfüllt bereits eine Menge der Anforderungen zur Lösung des Viel-
teilchensystems. Hauptsächlich wird sie in der Quantenchemie benutzt. Sie ist in Codes wie
GAUSSIAN, GAMESS(UK) oder CRYSTAL implementiert, wo man oft kleine und isolierte
Systeme wie z.B. freie Cluster betrachtet. Mit wachsender Systemgröße wird das Berechnen in
Hartree-Fock-Näherung numerisch zu aufwendig, so dass man andere Methoden benutzen muss.
Ein weiterer Nachteil ist, dass keine Vielteilcheneffekte höherer Ordnung berücksichtigt sind, die
man als Korrelationseffekte bezeichnet. Für gewöhnlich überschätzt eine Hartree-Fock-Rechnung
z.B. die Bandgaps.

Die Kompensation der Selbstwechselwirkungsbeiträge wird hier deshalb diskutiert, da die später
benutzten Methoden, insbesondere die der Dichtefunktionaltheorie, mit den bekannten Approxi-
mationen für die Austausch- und Korrelationseffekte nicht selbstwechselwirkungsfrei sind. Dieser
Fehler soll dann durch zusätzliche Selbstwechselwirkungskorrekturen behoben werden.
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1

1/2

|r−r’|

n(r)
n(r)−n(|r−r’|)

Fermi−Loch

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der normierten Differenz zwischen Dichte und Aus-
tauschdichte für homogene Systeme. Für große Abstände trägt die Austausch-
dichte kaum bei, für kleine Abstände sorgt sie dafür, daß Elektronen gleichen
Spins aus der Umgebung gedrängt werden.

2.3 Dichtefunktionaltheorie

2.3.1 Hohenberg-Kohn Theoreme

Bei der Thomas-Fermi-Näherung zeichnet sich bereits ab, dass die Ladungsdichte eine zentrale
Größe ist. Für die Behandlung von Quantensystemen sind daher zwei Aussagen wichtig. Zum
einen braucht man einen Formalismus, der es erlaubt, den Grundzustand mit der Ladungsdichte
statt allen Freiheitsgraden des Systems zu parametrisieren. Zum anderen müssen auch die Zu-
sammenhänge für den Grundzustand zwischen Grundzustandsenergie und Grundzustandsdichte
wohl definiert sein. Die Hohenberg-Kohn-Theoreme [8] liefern gerade diese Aussagen.

• Der Grundzustand eines Systems und somit alle Grundzustandseigenschaften sind ein
Funktional der Dichte.

• Es gilt das Variationsprinzip. Das Funktional der Gesamtenergie E[n] wird durch die
Grundzustandsdichte n0 minimiert. Die Nebenbedingungen dabei sind, dass die Dichte
selbst nicht negativ ist und die Ladungserhaltung erfüllt ist:

E[n(r)] ≥ E[n0(r)] = E0
δ E[n(r)]

δ n(r)

∣∣∣∣
n0(r)

= µ . (2.23)

Der Parameter µ ist ein Lagrangeparameter, um die Erhaltung der Ladungsdichte zu
berücksichtigen.

Da alle Observablen A durch den Erwartungswert des entsprechenden Operators Â definiert
sind, sind auch alle Observablen Funktionale der Dichte:

A[n] = 〈Φ[n] | Â | Φ[n] 〉 . (2.24)

Dies gilt insbesondere auch für die Grundzustandsenergie E0[n] = 〈Φ[n] | Ĥ | Φ[n] 〉. Nach [9]
kann man das Gesamtenergiefunktional in zwei Terme zerlegen:

E[n] =

∫
dr V (r)n(r) + F [n] (2.25)

11
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mit F [n] = min 〈Φ[n] | T̂ + Û | Φ[n] 〉 =: T [n] + U [n] . (2.26)

Das Funktional F hängt vom Operator der kinetischen Energie T̂ und vom Operator der Wech-
selwirkung Û ab. Dieses Funktional ist universell, jedoch aber nicht explizit bekannt. Deshalb
müssen dafür geeignete Näherungen gefunden werden.

2.3.2 Kohn-Sham-Gleichungen

Ausgehend von den Hohenberg-Kohn-Theoremen wird der Grundzustand gefunden, indem man
die Energie bezüglich der Dichte minimiert. Die Theoreme geben keine Anleitung, wie man die
Minimierung durchführt und auch keine Informationen, welche Form das Grundzustandsfunk-
tional hat. Sie sichern lediglich die Existenz.
Auf der Basis der Hohenberg-Kohn-Theoreme schlugen Kohn und Sham [10] eine Methode vor,
ein effektives Einteilchensystem zu konstruieren, das genau die Dichte des vollen wechselwirken-
den Systems hat. Die Idee besteht darin, die größten Anteile der Gesamtenergie, den Anteil der
kinetischen Energie T und die Coulombwechselwirkung U , exakt zu behandeln und die übrigen
Energieterme zu approximieren.
Die Gleichungen (2.25) und (2.26) können damit für das effektive Einteilchensystem ebenso defi-
niert werden (Index s). Es tritt noch ein zusätzlicher Term auf, die Austauschkorrelationsenergie
EXC [n], die im Gegensatz zur bekannten Austauschenergie (z.B. die aus der Hartree-Fock-Nähe-
rung) auch noch Korrelationseffekte enthält:

E[n] = Ts[n] +

∫
drV (r)n(r) + U [n] + EXC [n] (2.27)

mit U [n] =

∫
dr

∫
dr′

n(r)n(r′)

|r− r′| . (2.28)

Durch Variation der Gesamtenergie erhält man die Kohn-Sham-Gleichungen:

[−∆ + Veff [n](r)] ϕi(r) = ǫi ϕi(r)

mit Veff [n](r) = V (r) +

∫
dr′

n(r)

|r− r′| +
δEXC [n]

δn(r)
. (2.29)

Die ǫi sind Lagrangeparameter, um die Teilchenzahlerhaltung zu berücksichtigen. Die Ladungs-
dichte wird berechnet mit

n(r) =

N∑

i

|ϕi(r)|2 . (2.30)

Die Gleichungen (2.27) und (2.30) müssen selbstkonsistent gelöst werden. Die Lösung dieser Glei-
chungen liefert die exakte Grundzustandsdichte n0(r) und die exakte Grundzustandsenergie. Die
Wellenfunktionen ϕi ist aber nicht die Wellenfunktion des Systems. Ebenso sind die ǫi lediglich
die dazugehörigen Lagrangeparameter. Oft werden die ǫi und die ϕi als Einteilchenenergien und
Einteilchenwellenfunktionen interpretiert [11]. In der Tat stimmen für Systeme mit schwacher
Korrelation die ǫi gut mit den spektroskopisch gemessenen Anregungsenergien überein.

2.3.3 Spindichtefunktionaltheorie

Bisher wurden magnetische Eigenschaften im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie nicht berück-
sichtigt. Diese Theorie kann jedoch entsprechend erweitert werden. Dies erlaubt die Beschreibung
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von magnetischen Grundzuständen, z.B. Ferro- oder Antiferromagnetismus oder die Berück-
sichtigung externer magnetischer Felder. Die Dichtefunktionaltheorie kann um eine zusätzliche
Größe erweitert werden, die Magnetisierungsdichte m(r). Sie ist im Allgemeinen eine vektori-
elle Größe. Die Hohenberg-Kohn-Theoreme lassen sich damit entsprechend erweitern [12]. Der
Grundzustand und die Grundzustandsenergie werden dann nicht nur ein eindeutiges Funktional
der Dichte, sondern zusätzlich noch von der Magnetisierungsdichte. Ansonsten gelten die Eigen-
schaften analog.
Für kolineare Systeme, d.h. ferro- oder antiferromagnetische Systeme, kann die Magnetisierungs-
dichte auf einen Skalar reduziert werden. Dies führt auch dazu, dass die Ladungsdichte n als
Summe von zwei Spindichten nσ (σ = {↑, ↓}) behandelt wird:

n(r) = n↑(r) + n↓(r) (2.31)

m(r) = n↑(r) − n↓(r) . (2.32)

Die Kohn-Sham-Gleichungen (2.29) werden entsprechend ergänzt:

[
−∆ + Veff [n↑, n↓](r)

]
ϕσ

i (r) = ǫσ
i ϕσ

i (r) (2.33)

mit Veff [n↑, n↓](r) = V σ(r) +

∫
dr′

nσ(r)

|r − r′| +
δEXC [n↑, n↓]

δnσ(r)
. (2.34)

Die spinaufgelöste Orbitaldichte ist dann analog:

nσ(r) =
N∑

i

|ϕσ
i (r)|2 . (2.35)

Für den Grundzustand werden die energetisch niedrigsten Orbitale besetzt, bis die Gesamt-
zahl der Elektronen erreicht ist. Die Differenz der integrierten Spindichten an der Fermienergie
bestimmt das magnetische Moment.

2.3.4 Lokale Dichtenäherung

Die Schwierigkeit einer auf Dichtefunktionaltheorie beruhenden ab initio -Rechnung liegt darin,
dass das Austauschkorrelationsfunktional selbst oder auch nur dessen Form nicht exakt bekannt
ist. Wie gut eine solche Rechnung ist, hängt also immer von der Wahl eines geeigneten Austausch-
korrelationsfunktionals ab. Im Allgemeinen ist das Austauschkorrelationsfunktional nicht-lokal.
Approximationen, die den Rechnenaufwand und Speicherbedarf gering halten, sind deshalb von
Vorteil. Eine dieser Näherungen ist die lokale Version der (Spin–) Dichtenäherung (L(S)DA).
Sie kann man rechtfertigen, wenn sich die Elektronendichte n(r) räumlich hinreichend schwach
ändert.

EXC(n) =

∫
drǫXC(n(r))n(r) . (2.36)

Dabei ist ǫXC(n(r)) die Austauschkorrelationsenergie pro Teilchen eines homogenen Elektronen-
gases mit der Dichte n. Damit lässt sich das Austauschkorrelationspotential einfach berechnen:

V XC(r) =
d

dn
[ǫXC(n(r))n(r)] . (2.37)

Das Problem ist damit aber noch nicht ganz gelöst, da die Austauschkorrelationsenergie für
ein homogenes Elektronengas der Dichte n berechnet werden muss. Die Austauschenergie kann
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analytisch berechnet werden:

ǫX(n(r)) = −3

4

(
3n(r)

π

) 1
3

. (2.38)

Die eigentliche Herausforderung besteht darin, einen Ausdruck für den Korrelationsanteil zu
finden, der sowohl für kleine als auch für große Dichten akzeptable Ergebnisse liefert. Eine
Möglichkeit ist es, die entsprechenden Parameter der jeweiligen Modelle an Daten aus Monte
Carlo Simulationen anzupassen. Im Laufe der letzten Jahre gab es dafür verschiedene Appro-
ximationen. Eine gut funktionierende und weit verbreitete ist die von Perdew und Zunger [13],
die auf den Simulationen von Ceperley und Alder [14, 15] basiert. In dieser Arbeit werden für
die LDA Rechnungen die Parameter nach Perdew und Wang [16] verwendet. Diese sind genauer
und liefern für die Spezialfälle sehr kleiner sowie sehr großer Dichten bessere Ergebnisse.

Spinpolarisierte Rechnung

Für spinpolarisierte Rechnungen wird die Austauschkorrelationsenergie als Interpolation zwi-
schen dem paramagnetischen (PM) und ferromagnetischen (FM) Fall berechnet [17]:

ǫXC(n, ξ) = ǫPM
XC (n) + f(ξ)∆ǫXC(n) ∆ǫXC(n) = ǫFM

XC (n) − ǫPM
XC (n) , (2.39)

wobei f(ξ) die von Barth-Hedin Funktion ist:

f(ξ) =
(1 + ξ)

4
3 + (1 − ξ)

4
3 − 2

2
4
3 − 2

. (2.40)

ξ ist der Spinpolarisationsgrad:

ξ(r) =
n↑(r) − n↓(r)

n↑(r) + n↓(r)
=

mz(r)

n(r)
, −1 ≤ ξ ≤ 1 . (2.41)

Die Funktionen f(ξ) und ǫXC(n, ξ) sind symmetrisch in ξ, d.h. f(ξ)=f(-ξ) und
ǫXC(n,ξ)=ǫXC(n,-ξ). Dies muss auch so sein, da die Austauschkorrelationsenergie nicht von der
Richtung der Quantisierungsachse abhängen kann.

Erstaunlicherweise lässt sich die lokale Dichtenäherung als Austauschkorrelationsfunktional für
die verschiedensten Problemstellungen mit zufriedenstellenden Ergebnissen verwenden. Sie wird
erfolgreich zur Berechnung der elektronischen Eigenschaften von Atomen, Molekülen, Clustern
oder Festkörpern verwendet [11]. Erfahrungsgemäß werden die meisten Eigenschaften von Fest-
körpern mit einem Fehler von weniger als 10% beschrieben, oft aber auch nur mit 2%igem
Fehler. Beispielsweise wird die Gleichgewichtsgitterkonstante in LDA etwas kleiner als experi-
mentell bestimmt berechnet. Der Fehler ist kleiner als 5%. Selbst für Elemente, bei denen die
Dichte stark variiert wie bei 3d-Metallen und Halbleitern liefert die LDA akzeptable Ergebnisse.
Tendenziell sollten die Fehler zur Gesamtenergie bei schwereren Elementen kleiner werden, da
dort der Coulombbeitrag mehr zur Gesamtenergie beiträgt. Es gibt aber noch eine Reihe von
schweren Elementen wie die f-Systeme, bei denen der Fehler der LDA dennoch groß ist. Das liegt
dann an stark lokalisierten Valenzelektronen, die durch die LDA nicht ausreichend beschrieben
werden. Deshalb versucht man diesen Fehler durch Selbstwechselwirkungskorrekturen zur LDA
zu korrigieren, wie später ausführlich beschrieben wird.
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2.4 Der KKR Formalismus

In diesem Abschnitt sollen die Eckpunkte der KKR-Methode kurz dargestellt werden. Diese
Vielfachstreumethode ist nach Korringa, Kohn und Rostoker [18, 19] benannt. In der moderen
Formulierung ist es das Ziel, die Greensche Funktion eines Systems zu berechnen. Sie enthält
alle Informationen über ein System und ist damit ein wichtiger Ausgangspunkt zur Berech-
nung physikalischer Eigenschaften. Die Idee ist, die Greensche Funktion G in Bezug zu einem
bekannten oder einem einfach zu berechnenden Referenzsystem G0 zu bestimmen. Einen Zu-
sammenhang zwischen den beiden Greenschen Funktionen stellt die Dyson-Gleichung her (in
Operatordarstellung):

G = G0 + G0 V G =: G0 + G0 T G0 , (2.42)

V ist dabei das Differenzpotential zwischen beiden Systemen. Der Streuoperator T ist gerade
so definiert, dass in der obigen Gleichung nur noch das Referenzsystem auf der rechten Seite
auftaucht, nicht aber die Greensche Funktion G.
Die weiteren Berechnungen konzentrieren sich nun auf die Berechnung des Streuoperators. Die-
ser wird aus Einzelstreubeiträgen verschiedener Streuzentren aufgebaut. In Festkörpern sind
natürliche Streuzentren die Positionen der einzelnen Atome. Für die hier betrachteten Systeme
wird das Gebiet so zerlegt, dass ein Atom ein Streuzentrum bildet. Die lokalen Streueigenschaf-
ten eines einzelnen Streuers werden durch die lokale t-Matrix ausgedrückt. Diese kann man aus
den Streuphasen δLL′ unter Verwendung der Lösungen der Kohn-Sham-Gleichungen (2.34) (in
(lm)-Darstellung) berechnen:

tLL′(E) = − 1√
E

sin δLL′(E) eiδLL′ (E) . (2.43)

Der Streuoperator T wird mit dem Streupfadoperator τ als Summe über alle Streuzentren n,m
definiert:

T (E) =
∑

nm

τnm(E) . (2.44)

Der Streupfadoperator τ beinhaltet alle Streuungen. Ein Elektron wird an einem Streuzentrum
gestreut, propagiert dann zum nächsten Streuer und wird dort wiederum gestreut, und so weiter.
Der Streupfadoperator kann somit implizit berechnet werden:

τ ij = ti δij +
∑

k 6=j

τ ik G0 tj . (2.45)

Gewöhnlich wird als Referenzsystem ein konstantes Potential innerhalb der Muffin-Tin- oder
ASA-Kugel gewählt. Ist diese Konstante gleich dem Potential des Zwischenbereiches, ist das Re-
ferenzsystem ein freies Elektronengas (konventionelle KKR). Für positive Konstanten wird die
Methode als screend KKR bezeichnet [20]. In diesen Fällen werden die Greenschen Funktionen
des Referenzsystems als Strukturkonstanten g(E) bezeichnet. Damit gibt es eine Matrixbezie-
hung, mit der man den Streupfadoperator berechnen kann:

τnm(E) =
{[

t−1(E) − g−1(E)
]−1
}

nm
(2.46)
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Die Greensche Funktion kann mit der Streupfadmatrix explizit angegeben werden:

G(rn, r′m)(E) =
∑

LL′

Zn
L(rn;E) τnm

LL′(E)Zm
L′(r′m;E)

−
∑

L

Zn
L(r<;E)Jn

L(r>;E) δnm . (2.47)

Die Funktionen Z und J sind die reguläre bzw. irreguläre Lösung der Kohn-Sham-Gleichungen
(2.34); r< und r> bezeichnen den betragsmäßig kleineren bzw. größeren Vektor von (r, r′).
Die Berechnungen mit der KKR-Methode für reale Systeme erfordern noch die Behandlung
zahlreicher Teilaspekte, die hier nicht diskutiert werden. Die KKR-Methode berücksichtigt alle
Elektronen im Gegensatz zu Pseudopotentialmethoden. Sie kann für die verschiedensten Pro-
blemstellungen formuliert werden. Dreidimensionale periodische Systeme können durch Fourier-
transformation der entsprechenden Größen behandelt werden. Es ist auch möglich, Systeme mit
zweidimensionaler Periodizität zu behandeln (z.B. Oberflächen oder Grenzflächen), indem man
eine Richtung im Realraum berechnet, die beiden periodischen im k-Raum. Es ist auch möglich,
die KKR komplett im Realraum zu formulieren. Bei all diesen Formulierungen erhält man die
Greensche Funktion des Systems. Aus dieser können dann beispielsweise die Ladungsdichte oder
die Magnetisierung berechnet werden.

2.4.1 Beschreibung von Unordnung: CPA

Die explizite Berechnung der Greenschen Funktion mit der KKR-Methode erlaubt auch die
Behandlung von Legierungen und Leerstellen. Hier wird substitutionelle Unordnung betrachtet,
d.h. ein Atom wird auf einem Platz durch ein anderes oder eine Leerstelle ganz oder teilweise
mit der Konzentration c (im Mittel) ersetzt. Zu dieser Problematik findet man in der Literatur
zahlreiche Artikel [21, 22, 23, 24, 25]. Eine erste Approximation stellt die virtual crystal-Näherung
dar. Dabei wird das Potential am Gitterplatz mit den Konzentrationen gewichtet:

V V C(r) =
∑

i

ci Vi(r) . (2.48)

Diese Näherung kann beispielsweise Systeme mit unterschiedlichen lokalisierten Zuständen nicht
beschreiben. Um die Streueigenschaften besser zu berücksichtigen, kann mann auch die unter-
schiedlichen t-Matrizen mischen. Diese Näherung heißt in der Literatur average t-matrix appro-
ximation:

tATA(E) =
∑

i

ci ti(E) . (2.49)

Für kleine Konzentrationen liefert diese Näherung gute Ergebnisse. Mit größer werdender Kon-
zentration wird die Streuung zwischen den Atomen immer größer. Diese ist aber in dieser Nähe-
rung nicht berücksichtigt.
Bei der CPA (coherent potential approximation)-Methode mischt man letztlich die Greenschen
Funktionen. Sie ist eine mean-field Methode, mit der die konfigurationsgemittelten Eigenschaften
durch ein effektives Medium repräsentiert werden. Das effektive Medium wird im KKR-CPA-
Verfahren dadurch festgelegt, dass eine substitutionelle Einbettung eines mit der Konzentration
gewichteten Atoms keine zusätzliche Streuung hervorrufen soll. Für den Streupfadoperator be-
deutet das:

τnm, CPA
C =

∑

i

ciτ
nm
i

∑

i

ci = 1 . (2.50)
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Dabei stellen die ci die Konzentrationen und die τi die einzelnen Streupfadoperatoren der i
verschiedenen Atomsorten (τ -Matrizen) für ein solches Fremdatom im CPA-Medium dar; τCPA

C

bezeichnet den effektiven Streupfadoperator.
In der Praxis wird nur der onsite-Beitrag verwendet:

τ00, CPA
C =

∑

i

ciτ
00
i . (2.51)

Für ein dreidimensionales periodisches System kann der gemittelte Streupfadoperator dargestellt
werden:

τ00 CPA
C (E) =

1

VBZ

∫
dk
[
t−1
c + g(k;E)

]−1

τ00, CPA
i (E) = τ00, CPA

c (E)
[
1 + τ00, CPA

c (E)
(
t−1
i − t−1

C

)]−1
. (2.52)

Die Gleichung für die CPA-Bedingung (2.51) und Gleichungen (2.52) müssen selbstkonsistent
für jede Energie gelöst werden. Da dazu jedesmal eine k-Raum Integration gemacht werden
muss, verlängert sich die Rechenzeit um den Faktor der Anzahl der CPA-Iterationen bis zur
Selbstkonsistenz der CPA.
Die CPA eignet sich zur Beschreibung von Systemen, die keine Nahordnungseffekte zeigen.

2.5 DLM Theorie

Die bisher vorgestellten Methoden dienten zur ab initio -Berechnung der elektronischen Struk-
tur. Magnetismus wurde dabei mittels Spindichtefunktionalthorie bei T=0 behandelt. Es fehlt
aber noch eine hinreichend gute Beschreibung magnetischer Eigenschaften bei endlichen Tem-
peraturen, die die Bestimmung der Curie-Temperatur oder der magnetischen Ordnung erlaubt.
Die Theorie ungeordneter lokaler Momente (DLM) ist eine geeignete Methode zur Behandlung
dieser Problemstellungen.
Die Curie-Temperatur eines ferromagnetischen Systems wird dadurch bestimmt, dass die bei
kleinen Temperaturen vorhandene makroskopische Magnetisierung ab einer bestimmten kriti-
schen Temperatur verschwindet, d.h. das System wird unmagnetisch bei hohen Temperaturen.
Generell lassen sich alle magnetischen Materialien durch eine entsprechende Übergangstempe-
ratur charakterisieren. Zu deren Berechnung mit ab initio -Methoden können diese für endliche
Temperaturen erweitert werden [26]. Es zeigt sich jedoch, dass die so bestimmten Übergangstem-
peraturen viel zu groß sind (Eisen: Faktor 5). Die Ursache liegt darin, dass hier das Verschwinden
der lokalen Momente verlangt wird. Die mittlere makroskopische Magnetisierung kann jedoch
schon bei viel geringeren Temperaturen verschwinden, wenn die lokalen Momente (|mz| 6= 0)
durch thermische Fluktuationen ein Gesamtmoment von Null erzeugen, indem sie ungeordnet
in verschiedene Richtungen zeigen. Diese thermischen Spinfluktuationen werden gerade in der
Theorie ungeordneter lokaler Momente (DLM, disordered local moment theory) berücksichtigt.
Sie basiert auf der ab initio -Spindichtefunktionaltheorie. Man kann sagen, sie beschreibt Ma-
gnetismus zwischen den zwei Extrema, dem Stoner Bild (m → 0) und dem Heisenberg Bild,
welches temperaturunabhängige lokale Momente annimmt. Diese moderne Theorie wurde von
Györffy et al. [27] vorgeschlagen. Hier sollen kurz die wesentlichen Eckpunkte dieser Theorie
vorgestellt werden.
In metallischen Systemen sind die Leitungselektronen nicht an den Gitterplatz gebunden, sie
bewegen sich mehr oder weniger frei im Kristallgitter. Somit ist es nicht möglich, ein wohlde-
finiertes magnetisches Moment am Gitterplatz zu bestimmen. Zur Modellierung des Systems
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kann deshalb ein einfacher Heisenbergformalismus nicht verwendet werden. Dennoch gibt es ei-
ne Theorie, die auf der Bewegung von lokalisierten Spins unter Berücksichtigung der Bewegung
der Elektronen beruht [28, 29, 30, 31]. Dabei können sich die Elektronen von Gitterplatz zu
Gitterplatz bewegen, aber jeder Platz wird von Elektronen von einer bestimmten Spinorientie-
rung dominiert. Das beeinflusst die Bewegung der Elektronen in der Art, dass das an einem
Platz ankommende Elektron seinen Spin bevorzugt in der Orientierung des jeweiligen Platzes
ausrichtet. Diese sich bewegenden Elektronen hingegen ändern selbst das Feld am Gitterplatz
und damit auch das lokale Moment. Dies kann man analog zu lokalisierten Spins im Heisen-
bergmodell interpretieren. Ein solches Bild der ungeordneten lokalen Momente wurde durch
Hubbard [32, 33, 34] und Hasegawa [35, 36] vorgeschlagen. Die wesentliche Idee dieser Theorie
besteht in einer Zeitskalenseparation. Betrachtet werden Zeiten, die lang gegenüber typischen
Hopping-Zeiten sind, also die Zeit, in der die Elektronen den Platz wechseln, aber kurz ge-
genüber typischen Spinfluktuationszeiten. In diesem mittleren Zeitregime gibt es wohldefinierte
Momente auf allen Gitterplätzen. Diese werden durch die Größen der makroskopischen Ther-
modynamik beschrieben. Die Freie Energie beinhaltet damit sowohl die durch Fluktuation der
Orientierungen hervorgerufene Entropie als auch die Erzeugung von Elektron-Loch-Paaren. Die
Freie Energie wird in dem Ansatz lokaler magnetischer Momente mittels Mean-Field-Näherung
berechnet.

Startpunkt ist die paramagnetische Phase, bei der die Wahrscheinlichkeit der Orientierung des
lokalen Momentes für jede Richtung gleich ist. Die Richtungen der Momente werden durch den
Satz von Einheitsvektoren {êi} beschrieben. Alle mit

”
Dach“ bezeichneten Vektoren sind im Fol-

genden Einheitsvektoren. Der Phasenraum der {êi} wird als ergodisch angenommen, so dass man
die Zeitmittelung durch die Ensemblemittelung ersetzen kann. Aus den bekannten thermodyna-
mischen Beziehungen ist die Wahrscheinlichkeit P , einen bestimmten Satz von Orientierungen
zu finden, gegeben durch

P ({êi}) = Z−1 exp [−β Ω({êi})] (2.53)

mit der Zustandssumme Z

Z =
∏

j

∫
dêi exp [−β Ω({êi})] (2.54)

und der aus der Thermodynamik bekannten Bezeichnung β = (kB T )−1. Ω({êi}) ist ein verallge-
meinertes großkanonisches Potential. Damit ist gemeint, dass Ω({êi}) kein thermodynamisches
Gleichgewicht beschreibt. Im Rahmen der DLM Theorie wird das großkanonische Potential durch
die Mean-Field Näherung beschrieben:

Ω({êi}) = −
∑

i

hi · êi . (2.55)

Der Parameter hi spielt die Rolle eines Weiss Feldes, das durch die Minimierung der Freien
Energie des Systems F = −β−1 log Z bestimmt ist. Nun kann die Wahrscheinlichkeitsfunktion
P0, die zu dem Potential Ω0 gehört, als Produkt der Wahrscheinlichkeiten an jedem Gitterplatz
geschrieben werden:

P0({êi}) =
∏

i

Pi(êi) , (2.56)

mit der Wahrscheinlichkeit und Zustandssumme

Pi(êi) =
1

Zi
exp [−β hi · êi] Zi =

∫
dêi exp [−β hi · êi]. (2.57)
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Durch die Definition der single-site-Wahrscheinlichkeiten kann man nun die CPA benutzen, um
die Unordnung der zufällig orientierten Momente zu beschreiben. Das CPA Medium beschreibt
gerade die Ensemble-gemittelte Bewegung im Feld der ungeordneten Momente. Dies kann mittels
des CPA-Projektors geschrieben werden:

Di(êi) =
[
1 −

[
(t(êi)

−1 − (tci )
]
τ c,00

]−1
. (2.58)

Dabei beschreibt t(êi) die Einzelstreuung am Gitterplatz (onsite) eines lokalen Momentes in
Richtung êi, und tci charakterisiert die Streueigenschaften des effektiven CPA Mediums. Be-
trachtet man einen einzelnen Gitterplatz, liefern zwei Streuer im CPA Medium gerade keinen
Beitrag, d.h. Di = 1. Die CPA Bedingung fordert außerdem

∫
dêi P (ê)Di(ê) = 1 . (2.59)

Im paramagnetischen Zustand, in dem die Momente keine ausgezeichnete Richtung besitzen,
werden die Pi und die Di unabhängig, die Wahrscheinlichkeiten sind alle gleich, also gleich der
inversen Einheitskugeloberfläche 1

4π

1

4π

∫
dêi D0

i(ê) = 1 , (2.60)

wobei der Index 0 den paramagnetischen Zustand bezeichnet. Auf jedem Gitterplatz kann man
ein Koordinatensystem so wählen, dass die Matrix Di spindiagonal ist, indem man die z-Achse
parallel zu êi legt:

(
D0

+ 0
0 D0

−

)
; D0

±(êi) =
[
1−

[
(t±)−1 − (tci )

]
τ c,00

]−1
, (2.61)

wobei die t±-Matrizen die Streuung eines Elektrons mit parallelem (antiparallelem) Spin zu êi

symbolisieren. Die globale Form ist dann

D0 =
1

2
(D0

+ + D0
−) +

1

2
(D0

+ −D0
−) σ · êi . (2.62)

σ ist der Vektor der Pauli Spinmatrizen. Damit lässt sich Gleichung (2.60) reduzieren auf

1

2
D0

+ +
1

2
D0

− = 1 . (2.63)

Dies ist gerade die CPA-Bedingung für ein System, bei dem 50% der Momente Spin↑ und 50% ↓
sind, also ein Ising System. Die bekannten CPA-Techniken werden so benutzt, dass man den
DLM-Zustand als eine 50-50 Mischung von Spin↑ und Spin↓ beschreibt. Die bisher vorgestellte
Theorie erlaubt es, lokale Momente im paramagnetischen Zustand auf der entsprechendes Zeits-
kala zu beschreiben. Um eine vollständige Beschreibung von Magnetismus zu erhalten, muss es
auch möglich sein, eine geordnete Phase unterhalb der kritischen Temperatur (z.B. Ferromagne-
tismus) zu beschreiben. Da die Bestimmung der kritischen Temperatur das Ziel dieser Rechnung
ist, kann man Temperaturen in der Nähe dieser betrachten, bei der sich die magnetische Ordnung
gerade herausbildet. Dazu kann man die entsprechenden Größen um den paramagnetischen Zu-
stand entwickeln. Die single-site-Wahrscheinlichkeiten sind dann nicht mehr unabhängig, damit
wird auch das CPA-Medium nicht mehr homogen. Für die Wahrscheinlichkeiten einer Konfigu-
ration gilt dann

Pi(êi) = P0({êi}) + δPi(êi) . (2.64)
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Damit muss auch der CPA-Projektor entsprechend geändert werden, 0 bezeichnet den parama-
gnetischen Zustand

D(êi) = D0(êi) + δDi(êi) . (2.65)

Das bedeutet für die Gleichung (2.59)

∫
dêi P 0(ê)D0

i (ê) = 1 0. Ordnung (2.66)

∫
dêi

[
δPi(êi)D

0
i (êi) + P 0(êi) δDi(êi)

]
= 0 1. Ordnung . (2.67)

Die 0. Ordnung ist identisch mit der paramagnetischen Bedingung. Um die erste Ordnung zu
berechnen, nutzt man aus, dass man sich in der Nähe der kritischen Temperatur befindet, dort
ist die gemittelte Magnetisierung klein. Damit kann man die Größen P und D nach Potenzen
vom mi = 〈êi〉 2 entwickeln, wobei man nur die erste Ordnung berücksichtigt. Nach einigen Um-
formungen erhält man einen Ausdruck (in Drehimpulsentwicklung) für die Responsefunktion Λ:

Λij
LL′(ǫ) =

(
∂t−1

c,i

∂mj

)

LL′

(2.68)

Λij
LL′(ǫ) = Λ0,ij

LL′(ǫ) +
∑

a,b,L′′L′′′

Λ0,ia
LL′′(ǫ)X

ab
L′′L′′′(ǫ)Λ

0,bj
L′′′L′(ǫ) (2.69)

mit

Λ0,ij
LL′′(ǫ) =

(
D−

i,L(ǫ) − D+
i,L(ǫ)

)
δijδLL′ (2.70)

Xij
LL′(ǫ) = τ c,ij

LL′(ǫ) τ c,ji
L′L(ǫ) − δLL′ δij τ c,ii

LL (ǫ) τ c,ii
LL (ǫ) . (2.71)

Die letzten Gleichungen sind die grundlegenden Gleichungen der inhomogenen CPA. Es gehen
hier lediglich Größen aus den homogenen Lösungen ein.

Im folgenden soll nun gezeigt werden, wie man die paramagnetische Spinsuszeptibilität berechnen
kann. Man definiert:

mi = mi ĥi mit mi = L(β hi) , (2.72)

L ist die Langevin-Funktion L(x) = cot x−1/x, ĥi bezeichnet den Einheitsvektor in Richtung hi.
Mit dem Variationsprinzip und der Feynman-Peierls-Ungleichung kann man eine obere Schranke
für die Freie Energie angeben:

F ≤ F0 + 〈Ω − Ω0〉0 , (2.73)

wobei die Mittlung 〈〉0 bezüglich P0 (vergl. Gleichung (2.56)) gemeint ist. Für F0 gilt

F0 = − 1

β
log Z0 = − 1

β

∑

i

Zi (2.74)

mit der in der Gleichung (2.57) definierten Zustandssumme Zi. Unter Verwendung des Groß-
kanonischen Potentials aus Gleichung (2.55) und durch die Einführung eines möglicherweise

2Dies ist in dieser Weise möglich, da man sich gerade am Übergang der paramagnetischen zur geordneten
magnetischen Phase befindet. Die mittlere Magnetisierung ist dort klein.
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zusätzlichen externen Feldes kommt man auf den folgenden Ausdruck zur Abschätzung der obe-
ren Schranke für die Freie Energie in erster Ordnung:

F (1) ≤ − 1

β
log Z0 +

∑

i

mi (hi + hext
i ) + 〈Ω〉 . (2.75)

Die Minimierung liefert

∂F (1)

∂hiα
=
∑

β

∂miβ

∂hiα
(hiβ + hext

iβ ) +
∂

∂hiα
〈Ω〉 → 0 α = x, y, z . (2.76)

Dies führt auf
hi = −∇mi

〈Ω〉 + hext
i . (2.77)

Mit der Definition aus Gleichung (2.72) folgt

mi = L
(
β
∣∣−∇mi

〈Ω〉 + hext
i

∣∣) −∇mi
〈Ω〉 + hext

i

|−∇mi
〈Ω〉 + hext

i | . (2.78)

Da das System in der Nähe der kritischen Temperatur betrachtet wird, und man das Einset-
zen magnetischer Ordnung vom paramagnetischen Zustand (mi=0) beschreiben möchte, kann
man die Langevin-Funktion für kleine Argumente entwickeln, das externe Feld kann man da-
zu vernachlässigen, wenn man mit dem erhaltenen Ausdruck die Suszeptibilität berechnen will;
L(x) = x/3 + O(x3):

mi =
1

3
β
(
−∇mi

〈Ω〉 + hext
i

)
. (2.79)

Die Suszeptibilität χ̄ (Suszeptibilitätstensor) ist allgemein die Ableitung der Magnetisierung
nach dem externen Feld an der Stelle des verschwindenden Feldes. Somit kann man mit den
obigen Gleichungen die (dimensionslose) Spinsuszeptibilität erhalten:

χ̄iα,jγ =
∂miα

∂hext
jγ

∣∣∣∣∣
hext

jγ =0

=
1

3
β

∂
(
− ∂〈Ω〉

∂miα

)

∂hext
jγ

+
1

3
β δij δαγ α, γ = x, y, z . (2.80)

Den ersten Term kann man umschreiben, um so die Suszeptibilität selbst wieder als Faktor zu
erhalten:

1

3
β

∂
(
− ∂〈Ω〉

∂miα

)

∂hext
jγ

=
1

3
β

∂
(
− ∂〈Ω〉

∂miα

)

∂mkη︸ ︷︷ ︸
S(2)

∂mkη

∂hext
jγ︸ ︷︷ ︸

χ̄

. (2.81)

Damit ergibt sich der Ausdruck für die Spinsuszeptibilität

χ̄iα,jγ =
1

3
β
∑

kη

S
(2)
iα,kηχ̄kη,jγ +

1

3
β δij δαγ (2.82)

mit der so genannten direkten Korrelationsfunktion S(2)

S
(2)
iα,kη = − ∂2 〈Ω〉

∂miα∂mkη
. (2.83)

Im paramagnetischen Zustand ist die S(2) Funktion isotrop

S
(2)
iα,kη = δαη S

(2)
ij (2.84)
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und hängt nur vom Abstand der Gitterplätze i und j ab. Eine Fouriertransformation von S(2)

und eine Auflösung nach χ̄ liefert

χ̄(q, T ) =
1

3
β

[
1 − 1

3
βS(2)(q, T )

]−1

. (2.85)

Da die Korrelationsfunktion S(2) Ableitungen des verallgemeinerten großkanonischen Potentials
nach den mi enthält, kann man diese auch durch entsprechende Ausdrücke der inhomogenen
CPA formulieren:

S(2)(q, T ) =
1

π
Im

∫ ∞

−∞
dǫ f(ǫ − µ, T )

×
∑

LL′

D0
L+

(
t−1
L+ − t−1

L−

)
D0

L′− XLL′(q)ΛL′L(q) . (2.86)

Die Ausdrücke Λ und X sind die Fourier-transformierten Größen aus den Gleichungen (2.71)
und (2.70).

Statische Suszeptibilität

Um die vollständige Antwort eines elektronischen System zu erhalten, muss noch ein zusätzliches
Wechselwirkungspotential im großkanonischen Potential berücksichtigt werden:

Vext =
∑

i

∫

Vi

d3rµi(r, {êi}) êi ·H(r) , (2.87)

wobei H(r) ein externes statisches Feld ist und µi der Betrag des magnetischen Momentes am
Platz i. Im Allgemeinen hängt das lokale Moment von der aktuellen Konfiguration {êi} ab.
Durch das externe Feld wird die Wahrscheinlichkeit größer, dass ê in Richtung des Feldes zeigt.
Somit wird auch mi = 〈êi〉 (siehe Bemerkung 2 auf Seite 20) geändert. Andererseits ändert sich
die Größe der gemittelten Momente, da mi geändert wird. Der Einfachheit halber kann man
aber annehmen, dass die Größe der lokalen Momente nicht von der aktuellen Orientierung oder
des externen Feldes abhängen. Das heißt, das externe Feld hat nur auf die Orientierung des
lokalen Momentes einen Einfluss, nicht aber auf dessen Betrag. Diese Näherung wird in dieser
Arbeit verwendet. Unter diesen Annahmen kann man die Änderung der Magnetisierung beim
Phasenübergang betrachten. Sie ist in erster Näherung:

δ Mi = µi mi . (2.88)

Ist H in einer Zelle nahezu konstant, gilt

Vext =
∑

i

µiêi ·Hi ; (2.89)

µiHi spielt hier die Rolle eines externen magnetischen Feldes im Vergleich zur Gleichung (2.75),

hext
i = µiHi . (2.90)

Im Spezialfall, dass alle lokalen Momente die gleiche Größe haben (µi = µ), erhält man mit den
Gleichungen (2.87) und (2.89):

χij =
∂Mi

∂Hj
= µ2 ∂mi

∂hext
j

= µ2χ̄ij . (2.91)
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In diesem Spezialfall unterscheidet sich die Suszeptibilität aus Gleichung (2.85) gerade um den
Faktor µ2:

χ(q, T ) =
1

3
βµ2

[
1 − 1

3
βS(2)(q, T )

]−1

. (2.92)

Zusammenfassung der DLM

Die DLM-Theorie erlaubt es, mit nur wenigen Annahmen und Approximationen die magnetische
Übergangstemperatur eines Systems zu bestimmen. Ausgangspunkt ist dabei die paramagneti-
sche Phase knapp oberhalb der kritischen Temperatur, die immer noch Informationen über die
geordnete Phase enthält, in die man durch Abkühlen kommt. Die Annahmen, die gemacht wer-
den, sind die Zeitskalenseparation und die Gültigkeit der Standard-Thermodynamik auf globaler
Längenskala.
In ferromagnetischen Materialien ist der paramagnetische Zustand durch langwellige ferroma-
gnetische Spinfluktuationen charakterisiert, die einen Wellenvektor q ≈ 0 haben. Diese werden
bei der magnetischen Übergangstemperatur (Curie Temperatur) TC instabil. In antiferromagne-
tischen Systemen ist der paramagnetische Zustand durch antiferromagnetische Spinfluktuationen
dominiert, im Allgemeinen ist der Vektor der Spinfluktuationen inkommensurabel zum Kristall-
gitter, q = Q. Unterhalb der Néel-Temperatur gehen die antiferromagnetischen Spinfluktuatio-
nen in eine Spindichtewelle über, die durch den statischen Wellenvektor Q charakterisiert ist.
Zur Bestimmung der magnetischen Ordnung wird die Fourier-transformierte paramagnetische
Spinsuszeptibilität (statisch) nach Gleichung (2.92) berechnet. Die dielektrische Korrelations-
funktion S(2)(q, T ) ist das Analogon zu den Austauschparametern J(q) im Heisenbergmodell.
Im Unterschied dazu beinhaltet die Korrelationsfunktion die volle Beschreibung bewegter Elek-
tronen, die Heisenberg-Austauschparameter lediglich die Wechselwirkung zwischen lokalisierten
Spins.
Der Wellenvektor Q, bei dem χ̄(Q, T ) und S(2)(Q, T ) ihr Maximum annehmen, ist der domi-
nante Vektor paramagnetischer Spinfluktuationen. Am magnetischen Phasenübergang wird die
Spinsuszeptibilität singulär, das heißt, diese Temperatur TC kann dadurch gefunden werden,
dass der Nenner der rechten Seite von Gleichung (2.92) verschwindet. Bei einem mehratomigen
System ist die S(2)-Funktion eine Matrix, so dass im Allgemeinen das Verschwinden des kleinsten
Eigenwertes der folgenden Gleichung den Phasenübergang bestimmt:

min EW
[
3kB TC 1− S(2)(Q, TC)

]
= 0 . (2.93)

Der paramagnetische Zustand wird durch einen Mean-Field-Zustand repräsentiert, der auf der
Verwendung der CPA [37, 38] beruht. Realisiert wird dieser durch Mischen der Greenschen
Funktionen mit dem jeweils anderen Spinkanal der gleichen Greenschen Funktion auf jedem
Gitterplatz zu jeweils 50%. Dieser Zustand wird als DLM-Zustand bezeichnet, wird selbstkonsi-
stent berechnet und ist per Konstruktion paramagnetisch bzw. global unmagnetisch.
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3 Erweiterungen der KKR-Methode

In diesem Kapitel werden die Methoden vorgestellt, die man zusätzlich zu den Standardmetho-
den im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie und des Vielfachstreuformalismus für die in dieser
Arbeit betrachteten Systeme benötigt. Im Vordergrund stehen dabei stark korrelierte Systeme.
Einige davon haben ein Bandgap.
Es ist ein bekanntes Problem der KKR-Methode, die Zustandsdichte für Materialien mit Band-
gap nicht richtig berechnen zu können. Oft werden für diese Systeme metallische Eigenschaften
vorhergesagt. Dies kann man darauf zurückführen, dass die Gesamtladung des Systems bei kon-
ventionellen Rechnungen nicht genau mit der vom System vorgegebenen übereinstimmt. Dieses
Problem wird durch eine Korrektur der Gesamtladung mit der Lloydschen Formel gelöst. Letz-
tere und deren Berechnung werden diskutiert. Anhand von Beispielen für verschiedene Systeme
werden die Verbesserungen durch die Verwendung der Korrekturen dargestellt.
Für Systeme mit starken Korrelationen reichen die Standardaustauschkorrelationsfunktionale
wie LDA oder GGA nicht aus, um diese starken Wechselwirkungen zu beschreiben. Hier wird
eine ab initio -Methode vorgestellt, die diese Wechselwirkungen berücksichtigt: Selbstwechsel-
wirkungskorrekturen (SIC) zur LDSA. Es wird beschrieben, wie man diese im Rahmen der
Vielfachsteutheorie implementieren kann. Die Ergebnisse werden mit denen anderer etablierter
Implementationen verglichen.

3.1 Die Lloydsche Formel

Die KKR ist eine Methode, die auf Greenschen Funktionen basiert. Dabei beschreibt die Green-
sche Funktion das komplette System. Somit sind auch die physikalisch relevanten Größen durch
die Greensche Funktion G bestimmt. Eine wichtige Größe ist die Zustandsdichte n(E), die man
durch Ortsintegration aus der Greenschen Funktion über das Zellgebiet Ω erhält:

n(E) = − 2

π
Im

∫

Ω
drG(r, r;E) . (3.1)

Durch Energieintegration der Zustandsdichte bis zur Fermienergie EF erhält man die Anzahl
der Elektronen N:

N =

∫ EF

−∞
n(E)dE . (3.2)

Die Anzahl der Elektronen im Gesamtsystem ist bei jeder Rechnung gegeben, da man die ver-
wendeten Substanzen vorgibt. Die Gleichungen (3.1) und (3.2) können somit als Bestimmungs-
gleichung für die Fermienergie angesehen werden. Deshalb ist es wichtig, die Zustandsdichte
genau berechnen zu können. Durch Integration im Ortsraum über die Dichte und durch eine
endliche Entwicklung der Greenschen Funktion nach Kugelflächenfunktionen macht man einen
numerischen Fehler von typischerweise 1−2% bei der Berechnung der Gesamtladung. Dies kann
man eindrucksvoll an einem verdünnten magnetischen Halbleitersystem erkennen: mit Mangan
dotiertes GaAs. Die mit Gleichung (3.1) berechnete Zustandsdichte ist in der Abbildung 3.1 dar-
gestellt. Die Fermienergie wurde mittels Gleichung (3.2) bestimmt. Anhand der Zustandsdichte
erkennt man sofort, dass das System metallisch ist. In beiden Spinkanälen gibt es eine endliche
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Abbildung 3.1: Zustandsdichte von mit 5 % Mangan dotiertem GaAs. Nach der Zustandsdichte
ist das System ein Metall.

Zustandsdichte an der Fermienergie. Diese resultieren aber nicht aus einem bei der Berechnung
der Zustandsdichte verwendeten kleinen Imaginärteil der Energie. Rechnungen mit anderen Me-
thoden finden halbmetallisches Verhalten.
Die mit der KKR-Methode berechneten Zustandsdichten von Metallen sind mit anderen Verfah-
ren vergleichbar. Offenbar ist die numerische Berechnung der Zustandsdichte und damit auch die
Berechnung der Gesamtladung und der daraus resultierenden Position der Fermienergie gerade
bei Halbleitern oder Isolatoren zu ungenau. Dieser Fehler verhindert die genaue Bestimmung
von Bandgaps.
Es wird im Folgenden gezeigt, dass die Berechnung der Zustandsdichte mittels der Lloydschen
Formel wesentlich genauer ist als die durch Integration der Greenschen Funktion. Die Lloydsche
Formel ist eine Methode zur direkten Berechnung der integrierten Zustandsdichte für das Ge-
samtsystem. Damit kann man einen Korrekturfaktor für die Greensche Funktion bestimmen, so
dass beide Verfahren bei gleicher Fermienergie die gleiche Anzahl der Ladungsträger ergeben.
Dieser Korrekturfaktor wird im verwendeten KKR-Programm in jeder Iteration des selbstkon-
sistenten Zyklus berechnet und verwendet. Man ist also auch auf eine nicht zu aufwendige
Berechnung des Korrekturfaktors angewiesen. Mit Hilfe der Lloydschen Formel kann man dies
auf schnelle Art und Weise erreichen, da man diese nur für die Fermienergie auswerten muss
und auch auf die explizite Ortsintegration verzichten kann.

Die Lloydsche Formel wird benutzt, um die Differenz der integrierten Zustandsdichten zwischen
einem System mit Potential V , Hamiltonoperator H und Greenscher Funktion G sowie einem
Referenzsystem mit Potential V ref , Hamiltonoperator Href und Greenscher Funktion Gref zu
berechnen, mit V (r) = V ref(r)+∆V (r). Analog zu [39] soll jetzt die Lloydsche Formel hergeleitet
werden. Es wird eine Operatordarstellung verwendet, in der die Indizes und der Grenzübergang
der Spektraldarstellung limǫ→0+ unterdrückt werden.

G(E) = lim
ǫ→0+

1

E + iǫ − H
, Gref (E) = lim

ǫ→0+

1

E + iǫ − Href
(3.3)
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Die Änderung der Zustandsdichte ∆n(E) ist somit gegeben durch die Spur der Differenz der
Greenschen Funktionen:

∆n(E) = − 2

π
Im Sp (G(E) − Gref (E)) . (3.4)

Die Greenschen Funktionen sind über eine Dyson Gleichung verbunden:

G = Gref + Gref∆V G = Gref + GrefTGref . (3.5)

Dabei ist T der Streupfadoperator T = ∆V (1 − Gref∆V )−1. Damit folgt

∆n(E) = − 2

π
Im Sp (Gref TGref ) = − 2

π
Im Sp (Gref Gref T ) (3.6)

= − 2

π
Im Sp

(
∂Gref

∂E
T

)
(3.7)

= − 2

π
Im Sp

(
∂Gref

∂E
∆V (1 − Gref∆V )−1

)
(3.8)

= − 2

π
Im Sp

(
∂

∂E
ln(1 − Gref∆V )

)
. (3.9)

Mit (3.2) ergibt sich die Differenz der integrierten Zustandsdichten ∆N(E):

∆N(E) = − 2

π
Im Sp ln(1− Gref (E)∆V ) . (3.10)

Diese Form ist für die numerische Auswertung nicht praktisch, weshalb die integrierte Zustands-
dichte nun mit Hilfe der T -Matrix berechnet werden soll. Dabei werden die folgenden Identitäten
für komplexe Größen

Im z =
z − z∗

2i
(3.11)

(ln z)∗ = ln(z∗) , (3.12)

sowie die Dirac-Identität (PV bezeichnet den Cauchyschen Hauptwert) verwendet:

lim
ǫ→0+

1

E ± iǫ − Href
= PV

(
1

E − Href

)
∓ iπδ(E − Href ) , (3.13)

damit ergibt sich

∆N(E) = − 2

π
Sp

1

2i

[
ln

(
1− 1

E + iǫ − Href
∆V

)
− ln

(
1 − 1

E − iǫ − Href
∆V

)]

= − 2

π
Sp

1

2i
ln

1− Gref∆V

1 −
[
PV

(
1

E−Href

)
− iπδ(E − Href )

]
∆V

(3.14)

=
2

π
Sp

1

2i
ln

1 −
[
PV

(
1

E−Href

)
− iπδ(E − Href)

]
∆V

1 − Gref∆V
(3.15)

26



3.1. DIE LLOYDSCHE FORMEL KAPITEL 3. ERWEITERUNGEN

=
2

π
Sp

1

2i
ln

1− Gref∆V + Gref∆V − PV
(

1
E−Href

)
∆V − iπδ(E − Href)

1 − Gref∆V

=
2

π
Sp

1

2i
ln

[
1− 1

1 − Gref∆V

{
PV

(
1

E − Href

)
∆V + iπδ(E − Href )∆V

−PV

(
1

E − Href

)
∆V + iπδ(E − Href )∆V

}]
(3.16)

=
2

π
Sp

1

2i
ln

[
1− 2iπδ(E − Href )

∆V

1 − Gref∆V

]
(3.17)

=
2

π
Sp

1

2i
ln
[
1− 2iπδ(E − Href )T (E)

]
. (3.18)

Der Ausdruck im Logarithmus ist gerade die unitäre S-Matrix [40]:

S = 1 + (Gref − Gref+)T (E) = 1 − 2iπδ(E − Href )T (E) = T (T †)−1 (3.19)

∆N(E) =
2

π
Sp

1

2i
ln S(E) (3.20)

=
2

π
Sp

1

2i
ln

(
T
(
T †
)−1

)
, (3.21)

mit Sp lnA = ln detA und T = ∆t
1−g∆t folgt (g sind die Strukturkonstanten):

∆N(E) =
2

π

1

2i
ln det

(
T
(
T †
)−1

)
(3.22)

=
2

π

1

2i
ln

det T

det T †
(3.23)

=
2

π
Sp

1

2i
ln

T

T †
(3.24)

=
2

π
Sp

1

2i
ln

(
∆t

1 − g∆t

(1− g∆t)†

∆t†

)
(3.25)

=
2

π
Sp

[
1

2i
ln

∆t

∆t†
− 1

2i
ln

1 − g∆t

(1 − g∆t)†

]
(3.26)

=
2

π

[
Sp

1

2i
ln

∆t

∆t†
− Im Sp ln (1− g∆t)

]
. (3.27)

Bei realen Systemen kann es vorkommen, dass sich das Vorzeichen der ∆t-Matrix (z.B. für
l = 0) ändert, so dass man durch den Logarithmus nicht auf dem physikalisch richtigen Blatt
der komplexen Energieebene landet. Dies kann vermieden werden, indem man Streuphasen δl(E)
verwendet:

∆tl(E) = − 1√
E

sin(δl(E)) ei δl(E) (3.28)
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1

2i
ln

∆tl

∆t†l
=

1

2i
ln e2iδl(E) = δl(E) . (3.29)

Es ist nötig, die Funktion ∆N(E) für komplexe Energien analytisch fortsetzen zu können, wobei
die Funktion keine Pole auf dem physikalischen Blatt haben soll. Der letzte Term in (3.27) ruft
dabei keine Probleme hervor, wohl aber die Streuphasen im ersten Term. Dort treten in der
komplexen Ebene Pole auf [41]. Beispielsweise ist bei Resonanzstreuung die Ableitung dδl(E)

dE
eine Lorentz-Kurve

1

π

δl

dE
∼= 1

π

Γ

(E − E0)2 + Γ2
(3.30)

mit Polen auf beiden Seiten der reellen Achse bei z = E0 ± iΓ. Die Idee ist nun, die Streuphase
δl(E) als Imaginärteil einer komplexen Größe αl(E) zu schreiben, die regulär auf dem physi-
kalischen Blatt der Energieebene ist. Eine solche Funktion, die diese Eigenschaften hat, ist die
Jost-Funktion. Sie ist das Verhältnis zwischen der Lösung der Kohn-Sham Gleichung und der des
Referenzsystems. Werden freie Elektronen als Referenzsystem verwendet (konventionelle KKR),
ist die Jost Funktion durch das Verhalten der regulären Lösung in der Nähe des Ursprungs
bestimmt:

Rl(r, z) ∼= αl(E)jl(
√

zr) für r → 0 . (3.31)

Für reelle Energien ist

αl(E) = |αl(E)| eiδl(E) , (3.32)

so dass auf der reellen Achse gilt:

Im ln αl(E) = δl(E) . (3.33)

Mit der bekannten Beziehung für Matrizen Sp lnA = ln detA und den obigen Gleichungen (3.27,
3.29 und 3.33) folgt schließlich:

∆N(E) = − 2

π
Im

{
ln det

nL
(1 − g(E)∆t(E))nn

′

LL′ −
∑

n

ln det
L

αn
LL′ (E)

}
. (3.34)

Somit ist die Differenz der integrierten Zustandsdichte zwischen dem System und dem Referenz-
system nur durch die Streueigenschaften ausgedrückt. Damit kann man nun die Gesamtladung
direkt aus den Streueigenschaften berechnen. Eine explizite Integration über den Ortsraum (Glei-
chung 3.1) und die Energie (Gleichung 3.2) kann also umgangen werden. Wie später die Resultate
zeigen werden, konvergiert diese Art der Bestimmung der Gesamtladung (in Bezug auf die Dre-
himpulsentwicklung) deutlich besser.
Bisher wurde die Lloydsche Formel allgemein formuliert. Sie ist in dieser Form für beliebige
Systeme gültig, insbesondere auch für Cluster oder Festkörper. Im folgenden wird die Lloydsche
Formel und deren Auswertung für periodische Systeme diskutiert.
Aufgrund der Translationsinvarianz ist es sinnvoll, die Differenz der integrierten Zustandsdich-
ten pro Einheitszelle ∆Ñ zu definieren. Die Beiträge werden entsprechend durch die jeweiligen
Einzelstreubeiträge ersetzt (αl(E), ∆t(E) → t(E)):

∆N

N
= ∆Ñ = − 2

π
Im





1

N
ln det

nL
(1− g(E)t(E))nn

′

LL
′

︸ ︷︷ ︸
M

− ln det
L

αn
LL′ (E)





. (3.35)
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Diese Formel für die integrierte Zustandsdichte enthält zwei Beiträge, einen Einzelstreubeitrag
und einen Vielfachstreubeitrag ∆ÑMS

∆ÑMS = − 2

π
Im ln det

nL
(1 − g(E)t(E))nn

′

LL′ . (3.36)

Der Vielfachstreubeitrag ist in dieser Form ungünstig zu berechnen, einfacher ist eine Form, die
im k-Raum berechnet werden kann.
Da die Spur einer Matrix darstellungsunabhängig ist, kann man die Matrix M Fourier-trans-
formieren:

Mnn
′

LL′ (k, E) = δLL
′ δnn

′ −
∑

L′′

gnn
′

LL′′ (k, E)∆tL′′
L
′ (E) . (3.37)

Dies ergibt sich aus M = 〈U |M(k,k
′

)
∣∣U †
〉

mit den unitären Operatoren U und U †. Die Ima-
ginärteile des Logarithmus der Determinante haben gerade entgegengesetzte Vorzeichen. Somit
gilt auch:

∆ÑMS(E) = − 2

πN
Im ln det

nL
Mnn

′

LL′ (k, E) . (3.38)

Aufgrund der Translationsinvarianz ist M(k) eine N × N -Block-diagonale Matrix, wobei jeder
Block einem k-Vektor in der ersten Brillouinzone (BZ) zugeordnet werden kann:

∆ÑMS(E) = − 2

πN
Im ln

∏

k∈BZ

det
nL

Mnn
′

LL′ (k, E) (3.39)

= − 2

π
Im

[
1

N

∑

k∈BZ

ln det
nL

Mnn
′

LL′ (k, E)

]
. (3.40)

Durch den Übergang von Summation zu Integration bekommt man schließlich für den Vielfach-
streubeitrag:

∆ÑMS(E) = − 2

π
Im

[
1

ΩBZ

∫

BZ
dk ln det

nL
Mnn

′

LL′ (k, E)

]
. (3.41)

und insgesamt für die integrierte Zustandsdichte pro Zelle Ñ :

Ñ(E) = Ñ ref (E) − 2

π
Im

[
1

ΩBZ

∫

BZ
dk ln det

nL
Mnn

′

LL′ (k, E) − ln det
L

αn
LL′ (E)

]
. (3.42)

Im Rahmen von ab initio -Rechnungen ist es üblich, die Energieintegrationen
∫ EF

−∞ . . . dE in zwei
Intervalle zu teilen: einen Bereich für die Corezustände (gebundene Zustände), und einen Bereich
für die Valenzzustände. Die Corezustände zeigen keine Dispersion und Hybridisierung. Daher
sind deren Beiträge zur Gesamtenergie und die Zahl der Zustände einfach zu berechnen. Die
Gleichung (3.42) wird üblicherweise nur für die Valenzzustände (auch für Semi-Corezustände)
berechnet. Damit fehlen aber die Phasensprünge der Corezustände. Jeder gebundene Zustand
liefert genau einen Phasensprung um π (Levinson-Theorem). Diese Phasensprünge müssen in
der Gleichung (3.42) mit berücksichtigt werden, d.h. für Valenzzustände (E ≥ EB) gilt:

Ñ(E) = Ñ ref (E) + N core − 2

π
Im

[
1

ΩBZ

∫

BZ
dk ln det

nL
Mnn

′

LL′ (k, E) − ln det
L

αn
LL′ (E)

]
. (3.43)

Die Lloydsche Formel kann in analoger Weise für ungeordnete Systeme (CPA) abgeleitet werden.
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3.1.1 Numerische Implementation

Aufgrund der Mehrdeutigkeit der Exponentialfunktion bzw. der Logarithmusfunktion im Kom-
plexen ist es schwierig, eine Größe wie Im(ln detA) zu berechnen. Im folgenden wird davon
ausgegangen, dass im zu berechnenden Energieintervall die Integranden ihr Argument (modulo
2π) nicht mehrfach erreichen. Betrachtet wird hier immer das Energieintervall der Kontur in
der komplexen Ebene für die Valenzzustände (EB ≤ E ≤ EF ), da man an N(EF ) interessiert
ist. In diesem Energieintervall erreichen erfahrungsgemäß die Integranden, insbesondere der αl-
Term aus (3.43), nicht wieder ihr Argument. Das würde bedeuten, dass z.B. ein 4s Zustand (in
einem Spinkanal) mehrfach besetzt würde (z.B. mit 5s), was im Allgemeinen nicht für Energien
unterhalb der Fermienergie auftritt, oder anders ausgedrückt: ein lm-Index ist höchstens einer

”
Hauptquantenzahl“ oder einem Bandindex zugeordnet.

Zur Berechnung von (3.43) ist es günstig, die Integranden A durch LU -Zerlegung auf Dreiecksge-
stalt Ã zu bringen. Damit ist die Determinante einfach durch das Produkt der Diagonalelemente
zu berechnen. Der Logarithmus einer komplexen Zahl ist

ln z = ln |z| + i arg z , z ∈ C . (3.44)

Multiplikation komplexer Zahlen bedeutet das Addieren der Argumente, so dass gilt:

Im(ln det A) = Im(ln det Ã) = Im ln
∏

i

ãii = Im
∑

i

ln ãii =
∑

i

arg ãii . (3.45)

Hierbei ist es unbedingt wichtig, dass zuerst die Argumente berechnet werden. Die Summation
erfolgt danach. Die LU -Zerlegung muss ohne Pivotisierung erfolgen, da durch Zeilen- oder Spal-
tentausch die Determinante mit (−1)npivot multipliziert wird. Durch den Logarithmus verlöre
man die richtige Phaseninformation. Bei der numerischen Implementation müssen die Werte
und Definitionsbereiche der verwendeten intrinsischen Funktionen beachtet werden.
Das erläuterte Verfahren funktioniert unter den oben gemachten Angaben zuverlässig, wie im
folgenden Abschnitt an verschiedenen Beispielen gezeigt wird.

3.1.2 Anwendungen der Lloydschen Formel

Welche Auswirkungen und Verbesserungen die Verwendung der Lloydschen Formel mit sich
bringt, soll hier anhand von Beispielen erläutert werden. Dabei werden unterschiedliche Aspekte
wie die Gesamtenergien, magnetische Momente und Zustandsdichten betrachtet.
Zunächst soll gezeigt werden, dass die verwendete Implementation richtige Resultate liefert. Als
Beispiel wird Kupfer betrachtet. Die Lloydsche Formel (3.43) kann man für geordnete Systeme
letztlich so verstehen: Für jeden k-Punkt wird die Valenzbandstruktur berechnet, denn gerade
dort treten die Phasensprünge auf. Dann wird über die Brillouinzone integriert. Dies ergibt die
Zahl der Zustände, die dann noch mit denen des Referenzsystems korrigiert werden müssen.
Das bedeutet aber auch andersherum, die Lloydsche Formel spiegelt (für geordnete Systeme)
gerade für jeden k-Punkt die Bandstruktur wider. In der Tat wurden in den Anfangsjahren der
KKR-Rechnungen die Bandstrukturen so bestimmt. Die Bandstruktur von Kupfer (konventio-
nell berechnet, MT, a=6.80 a.u.) mit den zugehörigen Werten für die Lloydsche Formel ist in
der Abbildung 3.2 entlang der Hochsymmetrielinien dargestellt. Jedes Mal, wenn ein Band eine
dort ausgewählte Energie schneidet, springt die k-aufgelöste Elektronenzahl. Um die Bandstruk-
tur im Detail zu diskutieren, ist in der Abbildung 3.3 ein vergrößerter Ausschnitt entlang der
Γ − X Linie dargestellt. Die Schnittpunkte der Bandstruktur mit ausgewählten Energien (-6,
-5,. . . ,+2 eV) sind dort eingezeichnet. Dafür sind die Werte der Lloydschen Formel berechnet
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Abbildung 3.2: unten: Bandstruktur von Kupfer (a=6.80 a.u.) oben: mit Lloydscher Formel
berechnete Anzahl der Zustände für die entsprechenden k-Punkte der Band-
struktur (ungewichtet). Die Farbkodierung entspricht verschiedenen Energien,
die in der Bandstruktur markiert sind. (-6 eV. . . +2 eV)

31



3.1. DIE LLOYDSCHE FORMEL KAPITEL 3. ERWEITERUNGEN

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

...

..

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

....

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

.

.

...

.

0
2
4
6
8

10
12

0
2
4
6
8
10
12

1
(1)

25’
(3)

12
(2)

X1
(1)

X3
(1)

X2
(1)

X5
(2)

X4’
(1)

Γ X

E
(k

)−
E

F
[e

V
]

N
k

L
lo

y
d
-

N
c
o
r
e

Γ X

Abbildung 3.3: Bandstruktur von Cu und Werte der Lloydschen Formel für jeden k-Punkt. Die
Bezeichnungen sind analog zu Abbildung 3.2 gewählt. In Klammern sind die
Entartungen angegeben.

worden. Am Γ-Punkt gibt es im betrachteten Energieintervall 3 Bänder, die mit den zugehöri-
gen irrediziblen Darstellungen beschriftet sind. Das niedrigste Band mit Γ1-Symmetrie ist nicht
entartet. Bei der ersten betrachteten Energie (-6 eV, rot) gibt es darunter genau einen Zustand,
aufgrund der Spinentartung liefert die Lloydsche Formel einen Wert von genau 2. Der nächst
höhere Zustand ist der 3-fach entartete mit Γ25′-Symmetrie. Ab einer Energie von -3 eV lie-
fert die Lloydsche Formel einen Wert von 8. Das ist entsprechend der Entartung und des mit
zu zählenden ersten Zustandes die richtige Zahl der Zustände. Der Zustand mit der höchsten
Energie am Γ-Punkt ist 2-fach entartet (Γ12-Symmetrie). Für Energien größer als -2 eV ist die
Zahl der Zustände genau 12. Die Lloydsche Formel gibt also genau die Zahl der Zustände an,
die unterhalb der entsprechenden Energie liegen. Ebenso kann man mit dem X-Punkt oder mit
jedem anderen beliebigen k-Punkt verfahren. Das unterste Band (nicht entartet) hat Energie-
eigenwerte am Γ-Punkt von etwa -9.5 eV, am X-Punkt -5.2 eV. Dazwischen schneidet es die
Energie von -6 eV (rote Kurve). Da es keine Zustände in der Nähe des X-Punktes unterhalb
von -6 eV gibt, liefert auch die Lloydsche Formel Null.
Dieses Beispiel zeigt eindrucksvoll, dass die Lloydsche Formel zur Berechnung der Gesamtla-
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dung für geordnete Systeme die Bandstruktur benutzt. Sie liefert für jeden einzelnen k-Punkt
den richtigen Wert. Damit ist automatisch auch der Wert für die Gesamtladung richtig, da dieser
Wert das Integral über die Brillouinzone ist.

Da nun gezeigt ist, dass die Lloydsche Formel die integrierte Zustandsdichte richtig berechnet,
steht man während einer selbstkonsistenten Rechnung vor einem Problem. Man kann die in-
tegrierte Zustandsdichte auf zwei verschiedene Arten berechnen: zum einem durch Integration
über die Ladungsdichte und zum anderen mit der Lloydschen Formel. Beide liefern leicht unter-
schiedliche Ergebnisse. Um beide in Einklang zu bringen, kann man die Greensche Funktion G
so skalieren, dass die integrierte Zustandsdichte über die skalierte Greensche Funktion G̃ gerade
die Ladung ergibt, die mittels Lloydscher Formel berechnet wird. Im Allgemeinen kann man das
für jede Energie so machen:

G̃(E) =
NLloyd(E)

NGF (E)
G(E) . (3.46)

Damit hat man einen energieabhängigen Korrekturfaktor. Tests zeigen jedoch, dass der Korrek-
turfaktor nahezu unabhängig von der Energie ist. Es ist ausreichend, die Greensche Funktion
mit dem Korrekturfaktor an der Fermienergie zu skalieren. Diese Approximation wird für die
Rechnungen dieser Arbeit verwendet. Da die Dichte linear mit der Greenschen Funktion zusam-
menhängt, kann man so auch die skalierte Dichte ñ(E) angeben:

ñL(E) =
NLloyd(EF )

∫ EF

−∞ dE′
∑

L nGF
L (E′)

nGF
L (E) . (3.47)

Dieser Korrekturfaktor wird während jeder Iteration des selbstkonsistenten Zyklus neu berech-
net und die Greensche Funktion bzw. die Ladungsdichte damit skaliert. Somit korrigiert man den
durch eine numerisch zu ungenaue Integration über die Ladungsdichte akkumulierten Fehler. Die
integrierte Zustandsdichte liefert an der Fermienergie so gerade die exakte Zahl der Zustände.

Die Korrektur der Greenschen Funktion mit der Lloydschen Formel verbessert die Konvergenz
der Drehimpulsentwicklung. Am Beispiel von Kupfer soll das verdeutlicht werden (siehe Abbil-
dung 3.4). Es wurden Berechnungen der Gesamtenergie für verschiedene lmax der Drehimpuls-
entwicklungen in ASA und MT Näherung durchgeführt.
Es zeigt sich, dass durch Korrektur mittels Lloydscher Formel die Gesamtenergie und deren
Minimum bei deutlich kleineren lmax konvergieren, bei Cu ist lmax= 4 ausreichend. Bei konven-
tioneller Rechnung muss man bis lmax= 8 oder höher gehen. Die Konvergenz bei kleinerem lmax

ist von Vorteil, da man so viel Rechenzeit einsparen kann. In der MT-Näherung konvergieren die
Rechnungen mit und ohne Lloydscher Formel zur gleichen Gleichgewichtsgitterkonstante. Bei
Verwendung der ASA ist dies nicht der Fall. Der Grund hierfür liegt offenbar in der ASA-Nähe-
rung. Dort gibt es im Überlappungsbereich der Gebiete zusätzliche unphysikalische Streuungen,
die die Ergebnisse beeinflussen.

Als zweites System soll Eisen betrachtet werden. Hier wurde die Konvergenz der Gesamtenergie
und der lokalen magnetischen Momente bei fester Gitterkonstante bezüglich lmax untersucht.
Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Abbildung 3.5 für verschieden magnetische Struktu-
ren zusammengefasst. Wie auch beim Kupfer konvergiert die Rechnung mit Korrektur mittels
der Lloydschen Formel bei kleinerem lmax zu einem konstanten Wert. Ohne diese Korrektur
sind die Ergebnisse selbst bei lmax = 9 noch nicht konvergiert. Dasselbe Verhalten beobachtet
man bei der Größe der lokalen magnetischen Momente (vergl. Abbildungen 3.5(e-g)). Aus den
Gesamtenergieunterschieden zwischen der paramagnetischen und der ferromagnetischen Phase
kann man die Curietemperatur des Systems in Mean-Field-Näherung abschätzen (vergl. Glei-
chung (4.4)). Die Konstanz der kritischen Temperatur für verschiedene lmax ist ein Maß für die
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Abbildung 3.4: Gesamtenergie für Kupfer, jeweils in ASA -und MT-Näherung, mit und ohne
Korrektur mit Lloydscher Formel. Die jeweiligen Gleichgewichtsgitterkonstan-
ten sind durch einen schwarzen Punkt markiert und im unteren Bild nochmals
zusammengefasst.
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Abbildung 3.5: Gesamtenergie (a-d), lokale magnetische Momente (e-g) und Mean-Field-
Curietemperatur (h) für Eisen für verschiedene magnetische Strukturen in
Abhängigkeit des verwendeten maximalen Drehimpulses lmax, jeweils mit und
ohne Korrektur durch die Lloydsche Formel. (Rechnungen: I. Maznichenko, MLU
Halle)
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Stabilität von Gesamtenergieunterschieden. Auch hier zeigen die mit Lloydscher Formel korri-
gierten Rechnungen im Gegensatz zu denen ohne Korrektur bereits bei lmax = 3 konvergierte
Ergebnisse.

Die nächste Gruppe von Systemen, die später noch detaillierter untersucht werden, sind die
3d-Übergangsmetallmonoxide (MnO, FeO, CoO, NiO, CuO). Sie sind Isolatoren mit einer rela-
tiv großen Bandlücke, die gut durch die Verwendung von Selbstwechselwirkungskorrekturen zur
LDA beschrieben werden, wie es später gezeigt wird. Bei konventioneller Rechnung, selbst mit
Selbstwechselwirkungskorrekturen, die das Bandgap deutlich vergrößern, liegt das Ferminiveau
(definiert durch die Gleichungen (3.1) und (3.2)) in den Valenzzuständen (siehe Abbildung 3.6
für NiO). Demnach würde man diese Systeme als Metalle charakterisieren. Die Ursachen liegen
zum einen an der schlechten Konvergenz der Drehimpulsentwicklung (Basisfunktionen) sowie
an der fehlerhaften Integration der Greenschen Funktion. Ein einfacherer Weg ist die Korrektur
mittels Lloydscher Formel, wie oben besprochen. Dadurch bekommt man das Ferminiveau im
Falle von NiO direkt an der Valenzbandoberkante.
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Abbildung 3.6: Gesamtzustandsdichte (DOS) von NiO (AF II Struktur, a=aexp.=7.9236 a.u.,
ASA, lmax=3), berechnet ohne Korrektur mit Lloydscher Formel (blau) und
mit Korrektur aus skalierter Greenschen Funktion (orange) und aus numerischer
Differentiation der Elektronenzahl (grün).

Die Zustandsdichte für das Gesamtsystem kann man nun auf 2 verschiedene Arten berechnen,
zum einen aus der korrigierten Greenschen Funktion (konventionell) oder auch durch Differen-
tiation der Lloydschen Formel nach der Energie der Gleichung (3.2):

n(E) =
dN(E′)

dE′

∣∣∣∣
E′=E

. (3.48)

Da N(E) das Ergebnis der Lloydschen Formel ist, kann man so die Zustandsdichte für das Sy-
stem berechnen. Beide Verfahren liefern die selbe Gesamtzustandsdichte (siehe Abbildung 3.6).
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Abbildung 3.7: Zustandsdichte von mit 5 % Mangan dotiertem GaAs mit Korrektur durch die
Lloydsche Formel. Das System ist nun halbmetallisch (vergl. Abbildung 3.1).

Somit ist die Zustandsdichte sehr schnell zu berechnen. Im Vergleich zur konventionellen Rech-
nung ist NiO, berechnet mit Lloydscher Korrektur, ein Isolator.
In der Praxis ist man jedoch meist an den jeweiligen Projektionen auf Drehimpulse und Posi-
tionen bzw. Atomsorten interessiert. Diese können nicht direkt aus der Lloydschen Formel be-
rechnet werden. Zu diesem Zweck kann man einen Korrekturfaktor (auf oder approximativ nahe
der reellen Achse) analog zu Gleichung (3.47) berechnen und damit die auf herkömmliche Weise
berechnete Zustandsdichte (aus der Greenschen Funktion) oder deren Komponenten skalieren.
Dieser Korrekturfaktor beeinflusst jedoch nur den Wert der Zustandsdichte, nicht aber die Form.

Beispielsweise erhält man für das System NiO (für die Valenzzustände): NLloyd,val

NGF,val

∣∣∣
EF

=0.9907.

Die lmax-Konvergenz von NiO ist schlechter als die von Kupfer oder Eisen. Der Grund dafür
liegt in der höheren Komplexität des Systems. Man braucht etwa lmax= 6 mit Lloydscher Kor-
rektur (ohne dieser mehr als 12), um konvergierte Gesamtenergien zu erhalten. Der Energie-
unterschied zu einer lmax= 3 Rechnung ist nur gering. Deshalb wird für spätere Rechnungen
lmax= 3 verwendet.

Als letztes Beispiel soll das zu Anfang des Kapitels diskutierte System Ga0.95Mn0.05As wieder
aufgegriffen werden. Die Rechnung mit Korrektur zeigt eindeutig halbmetallisches Verhalten
der Zustandsdichte (siehe Abbildung 3.7). Das lokale magnetische Moment (netto) am Man-
ganplatz ist nun sogar ganzzahlig, wie man es erwarten würde: 4.0000 µB im Gegensatz zur
konventionellen Rechnung: 3.26 µB.

3.1.3 Alternative Implementation

Eine andere Methode zur Berechnung der Lloydsche Formel soll hier hoch erwähnt werden [42].
Dabei werden die Schwierigkeiten der Bestimmung der richtigen Phasensprünge durch direk-
te Differentiation der integrierten Zustandsdichte gewonnen und der Realteil anstatt des Ima-
ginärteils verwendet. Dazu wird die Formel (3.43) komplex erweitert:

ˆ̃N(E) = i
(
Ñ ref(E) + N core

)
− 2

π

[
1

ΩBZ

∫

BZ
dk ln det

nL
Mnn

′

LL′ (k, E) − ln det
L

αn
LL′ (E)

]
, (3.49)
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so dass gilt (f ist die Fermifunktion):

Ñ(E) = Im

∫ ∞

−∞

d ˆ̃N

dE
f(E,µ, T ) dE

T=0
= Im

∫ EF

−∞

d ˆ̃N

dE
dE . (3.50)

Die Funktion Ñ(E) ist analytisch, damit kann man die Ableitung dÑ
dE mittels der Cauchy-

Riemann-Gleichungen schreiben als (mit Ñ aus (3.49)):

dÑ(E)

dE
=

dRe Ñ(E)

dRe E
− i

dRe Ñ(E)

d Im E
. (3.51)

Damit hat man die Probleme mit dem Imaginärteil und der Bestimmung der richtigen Phasen
elegant gelöst. Die Renormierung der Greenschen Funktion wird analog zu (3.47) durchgeführt.
Der Nachteil dieser Methode ist, dass die Ableitung in (3.51) numerisch berechnet werden muss.
Dies bedeutet einen erheblichen Mehraufwand, da man mehr Energiepunkte auf der Kontur
benötigt. Eine Näherung mittels Padé-Approximation ist zwar möglich, aber zu ungenau. Eine
Kombination aus Tschebyscheff- und Padé-Approximation wäre eine zu untersuchende Möglich-
keit.
Wie in [42] gezeigt, liefert auch diese Implementation vergleichbare Resultate, insbesondere bei
Zustandsdichten von Halbleitern, Halbmetallen und Isolatoren.

3.1.4 Diskussion

Es konnte gezeigt werden, dass durch die Verwendung der Korrekturen mit Lloydscher Formel
einige Probleme der KKR besser gelöst werden können. Da die Gesamtladung exakt gleich der
vom System vorgegebenen ist, konvergieren auch sekundäre Größen schneller mit dem maxima-
len Drehimpuls lmax. Dazu gehören die Gleichgewichtsgitterkonstante, die Gesamtenergien und
magnetische Momente.
Die Ursache der genauen Bestimmung der integrierten Zustandsdichte mittels Lloydscher For-
mel liegt darin, dass die Zustände exakt für jeden k-Punkt berechnet werden können und nicht
über die Ladungsdichte bestimmt werden. Sie werden also direkt aus den Streueigenschaften
berechnet.

3.2 Selbstwechelwirkungskorrekturen zur lokalen Dichtenäherung

Wie sich anhand der Anwendbarkeit auf verschiedenste Problemklassen gezeigt hat, ist die Dich-
tefunktionaltheorie [8, 10] (DFT) ein leistungsfähiges Werkzeug für die ab initio -Berechnung
der elektronischen Struktur komplexer Systeme und heutzutage ein Standardverfahren der Fest-
körpertheorie. Dabei wird das Vielteilchenproblem auf ein effektives Einteilchenproblem abge-
bildet, wobei die Einteilchendichte n(r) die zentrale Größe ist. Ebenso wichtig ist ein universelles
Austausch- und Korrelationsfunktional der Einteilchendichte Exc[n(r)], welches aber nicht be-
kannt ist. Die wesentliche Aufgabe besteht nun darin, eine hinreichend genaue Approximation
für das Austauschkorrelationsfunktional zu finden, das sich zudem noch numerisch einfach ver-
wenden lässt. Eine oft benutzte Näherung ist die lokale Spindichtenäherung (LSDA), die in
Kapitel 2.3.4 beschrieben wurde. Es gibt allerdings auch noch andere Austauschkorrelations-
funktionale, die auf bestimmte Problemklassen abgestimmt sind, z.B. GGAs [43, 44] (genera-
lised gradient approximation Funktionale) oder Hydridfunktionale wie B3LYP [45, 46, 47, 48].
Aufgrund der vielseitigen Anwendbarkeit [49] wird im folgenden lediglich die LSDA bzw. Kor-
rekturen dazu behandelt.
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Die LSDA ist eine sehr gute Approximation des Austauschkorrelationsfunktionals für Systeme,
bei denen die Elektronen delokalisiert sind und sich

”
schnell“ durch den Festkörper bewegen

können, z.B. bei einfachen Metallen wie Kupfer, Silber oder Aluminium. Je stärker jedoch die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird, um so mehr wird ein Elektron am Atom- bzw. Gitter-
platz lokalisiert. Es ist einleuchtend, dass ein solches Elektron ein anderes Potential spürt als
eines, welches delokalisiert ist und gut durch die LSDA beschrieben wird. Zu den bekanntesten
Beispielen, bei denen die LSDA einen falschen Grundzustand liefert, zählen Hochtemperatur-
supraleiter wie La2CuO4 und YBa2Cu3O6 [50]. Ebenso liefert die LSDA bei 3d-Übergangsme-
tallmonoxiden(TMO) schlechte Resultate [51, 52]. Die Gleichgewichtsgitterkonstanten sowie die
lokalen magnetischen Momente der Übergangsmetallatome sind deutlich zu klein. Die 3d-Über-
gangsmetallmonoxide haben eine antiferromagnetische Ordnung und relativ große Bandgaps im
Vergleich zu typischen Halbleitern wie Si (1.17 eV) oder Ge (0.75 eV), obwohl die d-Bänder nur
teilweise gefüllt sind. Rechnungen in LSDA zeigen nur sehr kleine (MnO) oder gar keine Band-
gaps (FeO, CoO, NiO, CuO) für die Übergangsmetalloxide (vergl. Abb. 4.6). Die LSDA schafft
es hier nicht, die starke Coulombabstoßung der d-Elektronen richtig zu beschreiben, demzufol-
ge fällt die energetische Trennung von besetzten und unbesetzten Zuständen, die letztlich das
Bandgap bestimmt, deutlich zu klein aus. Das Bandgap ist jedoch keine Grundzustandseigen-
schaft.
Weitere stark korrelierte Systeme sind Elemente und Verbindungen mit nicht voll besetzter f-
Schale. Als Beispiel wird später Cer (Ce) als System mit einem f-Elektron behandelt. Interessant
ist dabei ein magnetischer Phasenübergang von der α- zur γ-Phase, der ohne Änderung der Kri-
stallstruktur (fcc) bei einem Druck von etwa 8 kbar abläuft. Die beiden Phasen unterscheiden
sich durch lokalisierte und delokalisierte f-Elektronen.
In einem späteren Kapitel wird gezeigt, wie sich Selbstwechselwirkungskorrekturen im Rahmen
der Vielfachstreutheorie in die Korringa-Kohn-Rostoker (KKR)-Methode approximativ in einer
lokalen Form implementieren lassen. Die Details werden am Beispiel von NiO erläutert. Die
Untersuchung wird dann auf die Serie von 3d-Übergangsmetalloxiden ausgedehnt. Weiterhin
werden Selbstwechselwirkungskorrekturen für Cer diskutiert.

3.2.1 Formalismus

Es soll eine lokale Version von Selbstwechselwirkungskorrekturen zur lokalen Spindichtenähe-
rung im Rahmen des Vielfachstreuformalismus für Festkörper, speziell für die KKR-Methode,
entwickelt werden. Der Festkörper wird hierbei als Gitter von nicht überlappenden Streuzentren
angesehen. Die Bewegung der Elektronen wird aus einer Reihe von Streuprozessen zusammen-
gesetzt, die durch freie Propagation miteinander verbunden werden. Eine fundamentale Größe
ist die Streuphase. Sie gibt an, wie ein Elektron für große Abstände vom Streuzentrum seine
Phase der gestreuten Wellenfunktion im Vergleich zur freien Propagation ändert. Für gebunde-
ne Zustände (bei E<0) hat die Streuphase gerade eine Resonanz (Phasensprung um π). Solche
Phasensprünge können aber auch für Valenzzustände auftreten. Die Energieableitung der Streu-
phase ist direkt korreliert mit der Wigner-Verweilzeit, die ein Maß dafür ist, wie viel Zeit ein
Elektron an einem Platz verbringt. Je größer diese Zeit ist, also je schärfer die Resonanz in
der Streuphase ist, um so mehr wird das Elektron im Rahmen der LDA (oder anderer DFT
Schemata) der methodenbedingten künstlichen Selbstwechselwirkung ausgesetzt, so dass Selbst-
wechselwirkungskorrekturen zur LDA wichtig werden, die man durch ein modifiziertes Potential
ausdrücken kann.
Perdew und Zunger haben gezeigt [53], dass im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie Appro-
ximationen für das Austauschkorrelationsfunktional wie die lokale Spindichtenäherung in der
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Praxis nicht vollständig wechselwirkungsfrei sind. Im Prinzip sollte es aber so sein, dass sich der
Selbstwechselwirkungsterm genau aufhebt, wie es bei der bereits im Kapitel 2.2.3 diskutierten
Hartree-Fock-Theorie der Fall ist. Perdew und Zunger schlugen eine Näherungslösung für dieses
Problem vor, welches für endliche Systeme konstruiert ist. Dieses wurde dann auf Festkörper
erweitert [54].
Üblicherweise wird die Gesamtenergie im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie in lokaler Spin-
dichtenäherung in der Kohn-Sham-Formulierung angegeben [10]:

ELSDA[n↑, n↓] =

occ∑

ασ

〈φασ| − ∇2|φασ〉 + Eext + EH[n] + ELSDA
xc [n↑, n↓] , (3.52)

wobei die φασ die Kohn-Sham-Orbitale sind; ασ ist ein kombinierter Index, der die Orbitale
bezeichnet und auch deren Spin (↑ oder ↓); die Orbitaldichte nασ = |φασ |2 bzw. nσ =

∑occ
α nασ;

die Gesamtdichte n = n↑ + n↓. Eext beinhaltet die Wechselwirkung mit dem äußeren Potential,
EH ist die Hartree-Energie oder der Coulombterm:

EH[n] =

∫
d3r

∫
d3r′

n(r)n(r′)

|r − r′| , (3.53)

ELSDA
xc ist das Austauschkorrelationsfunktional der lokalen Spindichtenäherung.

Perdew und Zunger schlugen ein selbstwechselwirkungskorrigiertes LSDA-Energiefunktional auf
Orbitalbasis vor, indem sie explizit den Selbst-Coulomb-, den Selbst-Austausch und den Selbst-
Korrelationsterm aller besetzter Orbitale vom LSDA-Funktional subtrahieren:

ESIC−LSDA[{nασ}] = ẼLSDA[n↑, n↓] −
occ∑

ασ

(EH[nασ] + ELSDA
xc [nασ, 0]) , (3.54)

Die Null im Austauschkorrelationsterm bedeutet, dass man dort nur einen Zustand mit der Dich-
te nασ im Spin↑-Kanal benutzt, der andere ist leer. Bis auf multiplikative Konstanten (µB) ist
das gerade die Magnetisierung, die hier in die Berechnung der SIC-Austauschenergie für gerade
diese eine Kanaldichte eingeht. Dabei hat das neue Funktional ẼLSDA[n↑, n↓] dieselbe Form wie
das LSDA-Funktional ELSDA[n↑, n↓]. Der Unterschied ist, dass bei dem Funktional Ẽ Orbitale
φασ verwendet werden, die das SIC-Funktional minimieren, und nicht das LSDA Funktional.
Diese Korrektur stellt sicher, dass das Funktional E[n] selbstwechselwirkungsfrei ist. Das heißt,
die Selbst-Coulombenergie kompensiert für jedes Orbital genau die Selbst-Austausch- mit der
Selbst-Korrelationsenergie, EH[nασ] + Eexact

xc [nασ, 0] = 0. Diese Konstruktion führt aber auf ein
orbitalabhängiges Selbstwechselwirkungspotential, welches die Elektronen in diesem Orbital φασ

spüren:

V SIC−LSDA
eff,ασ (r) = Vext(r) + VH[n](r) + V LSDA

xcσ [n↑, n↓](r)︸ ︷︷ ︸
V LSDA
eff,σ

−VH[nασ](r) − V LSDA
xc,σ [nασ, 0](r)

︸ ︷︷ ︸
V SIC(r)

, (3.55)

mit dem externen Gitterpotential Vext(r) und

VH[n](r) = 2

∫
d3r′

n(r′)

|r− r′| , (3.56)

40



3.2. SELBSTWECHELWIRKUNGSKORREKTUREN KAPITEL 3. ERWEITERUNGEN

V LSDA
xc,σ [n↑, n↓](r) =

δELSDA
xc [n↑, n↓]

δnσ
. (3.57)

Für ausgedehnte Zustände verschwindet die Selbstwechselwirkungskorrektur exakt. Will man
das Perdew-Zunger-Schema auf Festkörper übertragen, muss dieser Ansatz verallgemeinert wer-
den. Dies kann erreicht werden, indem man beispielsweise Wannier-Orbitale einführt.
Generell führen der lokalisierte als auch der delokalisierte Zustand zu einem lokalen Energiemini-
mum. Somit ist die Wahl, welche Zustände korrigiert werden, nicht eindeutig. Man kann lediglich
durch Testen verschiedener Konfigurationen den Zustand mit der kleinsten Energie finden, der
dann den Grundzustand repräsentiert. Für jede Konfiguration kann man die Valenz definieren:

Nval = Z − Ncore − NSIC , (3.58)

wobei Z die Ordnungszahl, Ncore die Zahl der Core-Zustände inklusive der Semi-Core-Zustände
und NSIC die Zahl der selbstwechselwirkungskorrigierten Zustände ist.

3.2.2 Selbstwechselwirkungskorrekturen in LMTO

Eine zusammenfassende und detaillierte Darstellung der Implementation von Selbstwechselwir-
kungskorrekturen in der LMTO-Methode ist in [55] gegeben. Die wesentlichen Punkte werden
hier kurz dargestellt.
Ausgangspunkt ist das SIC-LSDA Energiefunktional aus Gleichung (3.54). Die dazugehörige
Einteilchen-Wellenfunktion φα bekommt man mittels der Funktionalableitung nach φ∗

α:

(
hLSDA(r) + ωSIC

α (r)
)
φα(r) =

∑

α′

λαα′φα′(r) (3.59)

mit

ωSIC
α (r) = V SIC

α + µ0 Bz,α · σz

Bzα · σz = −σz
1

2

(
δESIC

XC [n↑, n↓]

δn↑
− δESIC

XC [n↑, n↓]

δn↓

)∣∣∣∣
n↑=nα,σ ;n↓=0

(3.60)

und V SIC
α aus (3.55) sowie der Paulispinmatrix σz. Als Richtung des Magnetfeldes wird die

z-Richtung gewählt. Das Potential ωSIC
α ist orbitalabhängig. Damit wird die Suche nach Ein-

teilchenzuständen erschwert. Statt die Energieeigenwerte zu suchen, muss nun die Lagrangepa-
rametermatrix λ berechnet werden, um auch die Orthogonalität der Zustände φα zu sichern.
Neu ist nun, dass im Gegensatz zur normalen LSDA das Energiefunktional ESIC−LSDA nicht
mehr invariant unter unitären Rotationen im Raum der Zustände φα ist. Durch Störungstheorie
erster Ordnung kann man zeigen, dass die Änderung der SIC-Energie durch infinitesimale Dre-
hungen iǫ im Raum der φα, repräsentiert durch unitäre Transformationen der Form U = 1+ iǫ,
zu folgender Gleichung führt:

dESIC = iǫ 〈φα1 |ωSIC
α1

− ωSIC
α2

|φα2〉 + c.c. . (3.61)

Da man am Grundzustand interessiert ist, werden Zustände φα verwendet, die ESIC unter allen
unitären Transformationen minimieren, also stationär machen. Das ist genau dann der Fall,
wenn die φα das sogenannte Lokalisierungskriterium erfüllen:

〈φα1 |ωSIC
α1

− ωSIC
α2

|φα2〉 = 0 . (3.62)
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Das SIC-Potential ωSIC
α ist für Zustände von Bedeutung, deren Ladung im Ortsraum stark loka-

lisiert ist. Andererseits verschwindet das SIC Potential für Blochzustände. Die Gleichung (3.59)
muss aber für beide Fälle gleichzeitig gelöst werden. Als Basis bieten sich Wannierfunktionen
an. Damit ist es möglich, die Ladung eines lokalisierten Zustandes bzw. eines einzelnen Bandes
im Realraum zu berechnen, die für die SIC-Korrektur benötigt wird. Wannier-Funktionen sind
invariant unter Gittertranslationen. Eine solche Transformation führt auf Gleichungen für die
Blochzustandsvektoren Ψk(r):

[
HLSDA(r) + Vk(r)

]
Ψk(r) = λk Ψk(r) (3.63)

mit

vSIC
k,ν (r)Ψk,ν(r) =

∑

n

∑

T

(
M−1(k)

)
ν,n

eik·T ωSIC
n (r + T)Ψn(r + T) (3.64)

λk =
∑

T

eik·T M−1(k)λ(T)M(k) (3.65)

M(k) = U M (1)(k) (3.66)

(
M (1)(k)

)

ν,ν′
= Nν(k)

∫

Ω
drΨ∗

k,ν′(r)Ψk=0,ν(r) (3.67)

Nν(k) =

[
∑

ν′

∣∣∣∣

∫

Ω
drΨ∗

k,ν′(r)Ψk=0,ν(r)

∣∣∣∣
2
]−1/2

. (3.68)

Die Vk sind Diagonalelemente von vSIC
k,ν , n und ν sind Bandindizes. Die Gleichungen müssen

schließlich selbstkonsistent gelöst werden. In [55] sind zwei Methoden beschrieben, wie man die
Energie minimieren kann: der Ansatz mit einem unified Hamiltonian und durch direkte Mini-
mierung mittels der steepest descent -Methode.
Im folgenden Kapitel wird diskutiert, wie man Selbstwechselwirkungskorrekturen in die KKR-
Methode implementieren kann. Im Gegensatz zur LMTO-Implementierung ist es dort nicht
einfach möglich, eine solche Wanniertransformation durchzuführen und damit Überlappungen
der Wellenfunktionen mit denen benachbarter Atome zu berücksichtigen. Stattdessen wird ap-
proximativ lediglich der onsite-Beitrag für die Selbstwechselwirkungskorrektur verwendet.

3.2.3 Selbstwechselwirkungskorrekturen in KKR

In Analogie zu den Resonanzen in der Streutheorie, die an atomare Zustände erinnern, wird
die Verallgemeinerung von Perdew und Zungers Idee hier benutzt. Kernzustände sind gebun-
dene Zustände bei negativen Energien, die Streuphase springt dort plötzlich um π pro Zu-
stand (Levinson-Theorem). Lokalisierte Valenzzustände haben ebenfalls scharfe Resonanzen,
eher bandartige Zustände sind durch eine sich langsam verändernde Streuphase gekennzeichnet.
Die zentrale Größe der (skalar-relativistischen) Vielfachstreutheorie ist die Einteilchen Greensche
Funktion [56]. Sie kann auf die folgende Weise dargestellt werden:

Gσ(r, r′; ǫ) =
∑

LL′

Z̄i
Lσ(ri; ǫ) τ ij

σLL′(ǫ)Zj
L′σ(r′j ; ǫ) −

∑

L

Z̄i
Lσ(r<; ǫ)J i

Lσ(r>; ǫ)δij , (3.69)

wobei der Ortsvektor r = Ri + ri in die Vektoren ri innerhalb einer Zelle i und den Gittervektor
Ri, der zum Zentrum der Zelle weist, zerlegt wird. L = (l,m) ist ein kombinierter Index der
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Drehimpulsentwicklung nach Kugelflächenfunktionen; r<(r>) bezeichnet den betragsmäßig klei-
neren (größeren) Vektor des Paares (r, r′). Die Greensche Funktion wird aus den regulären (Zi

Lσ)
und irregulären (J i

Lσ) Lösungen der Schrödingergleichung aufgebaut. Diese hängen mit den
Lösungen der radialen Gleichung (Z(r) und J(r)) zusammen:

Zi
Lσ(ri; ǫ) = Zi

lσ(ri; ǫ)YL(r̂i) (3.70)

Z̄i
Lσ(ri; ǫ) = Zi

lσ(ri; ǫ)Y
∗
L (r̂i) (3.71)

J i
Lσ(ri; ǫ) = J i

lσ(ri; ǫ)YL(r̂i) . (3.72)

Die Streupfadmatrix τ (in L,L′ und σ Darstellung) ist durch den folgenden Ausdruck gegeben1:

τ(ǫ) =
[
t−1(ǫ) − g(ǫ)

]−1
, (3.73)

g(ǫ) ist dabei die Greensche Funktion des Referenzsystems. Diese Matrix wird auch als struk-
turelle Greensche Funktion oder als Matrix der Strukturkonstanten bezeichnet. Sie beschreibt
gerade die freie Propagation zwischen den Streuzentren. t ist die Matrix, die den Einfachstreu-
prozess an den Atomplätzen beschreibt, sie kann mittels der Streuphase δl ausgedrückt werden:

til(E) = −1

κ
sin δi

l (E)ei δi
l
(E) , κ =

√
E . (3.74)

Die Gesamtladung der Valenzzustände pro Spin σ ist gegeben durch:

nσ(r) = − 1

π

∫ EF

EB

dǫ Im Gσ(r, r; ǫ) , (3.75)

mit den Integrationsgrenzen EB für den Valenzbandboden und Fermienergie EF . Aus dieser
Dichte wird während des selbstkonsistenten Zyklus das neue effektive Potential in LSDA be-
rechnet

V LSDA
eff,σ (r) = Vext(r) + VH[n](r) + V LSDA

xc,σ [n↑, n↓](r) . (3.76)

Dieses Potential ist nicht selbstwechselwirkungsfrei. Um den Selbstwechselwirkungsbeitrag zu
entfernen, betrachtet man das Problem sich in einem Gitter von Streuzentren bewegender Elek-
tronen. Wie bereits erwähnt, haben lokalisierte Zustände eine scharfe Resonanz in der Streu-
phase, die mit einer langen Wigner-Verweilzeit an einem Platz verbunden ist.
Die Schwierigkeit besteht nun darin, die Ladungsdichte aus Gleichung (3.75) in unterscheidbare
Kanäle zu zerlegen. Es ist sinnvoll, diese so zu wählen, dass sie die lokale Symmetrie im Kristall-
gitter widerspiegeln. Um dieses zu erreichen, werden statt der gewöhnlichen reellen oder kom-
plexen Kugelflächenfunktionen symmetrieangepasste Kugelflächenfunktionen verwendet. Diese
sind so definiert, dass sie durch eine unitäre Transformation U , die die lokale Streumatrix (on-
site) diagonalisiert, aus den ursprünglichen Kugelflächenfunktionen hervorgehen. Um mit der
MT und ASA Näherung konsistent zu bleiben, wird nur der sphärische Teil der Ladungsdichte
in einem so definierten Kanal verwendet. In diesem Fall wird die lokale τ ii Matrix unter Ver-
wendung der symmetrieangepassten Kugelflächenfunktionen gerade diagonal. Unterschiedliche l
gehören zu unterschiedlichen irreduziblen Darstellungen. Somit ist es ausreichend, jeden l Block
separat zu behandeln, also die Untermatrizen zu einem gegebenen l einzeln zu diagonalisieren.
Diese Konstruktion definiert nun Kanäle, die mit den Indizes L̃ = (l, m̃) bezeichnet werden, die

1die unterstrichenen Matrizen sind immer die für das Gesamtsystem zusammengesetzten Matrizen
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dann für die Selbstwechselwirkungskorrektur verwendet werden. Im Allgemeinen ist ein solcher
Kanal eine Linearkombination aus den ursprünglichen (lm)-Kanälen:

∑

m1,m2

U †
(lm̃,lm1)

τ ii
(lm1,lm2)(ǫ)U(lm2 ,lm̃′) = δm̃m̃′ τ̃ ii

lm̃(ǫ) =: τ ii
L̃
(ǫ) . (3.77)

Die Indices L̃ bezeichnen nun die symmetrisierte Basis. Die symmetrisierte Lösung der Schrödin-
gergleichung ergibt sich dann folgendermaßen aus der regulären Lösung in L-Darstellung:

Zi
L̃σ

= Zi
lm̃σ(ri; ǫ) =

∑

m1

U †
(lm̃,lm1)

Zi
lm1σ(ri; ǫ) . (3.78)

Ebenso transformieren sich andere Funktionen wie beispielsweise die irreguläre Lösung J i
L̃σ

.
Die unitäre Transformationsmatrix U ist energieunabhängig, da sie lediglich strukturelle Infor-
mationen der lokalen Punktgruppe benötigt. Ebenso sichert sie die Erhaltung der Entartungen
der Zustände, die lokalisiert sind. Man kann sich die Matrix U recht einfach verschaffen, indem
man ausnutzt, dass die Strukturkonstanten am Γ-Punkt in der symmetrisierten Darstellung
diagonal sind. Das bedeutet, man kann die Matrix U direkt aus der Diagonalisierung der Struk-
turkonstanten am Γ-Punkt erhalten, sie ist dann die Matrix der Eigenvektoren.
Wenn man nun die spinaufgelöste Ladungsdichte und deren symmetrisierte L̃-Komponenten de-
finiert hat, kann man die Ladung eines Zustandes analog nach Gleichung (3.75) definieren, die
man mit einer Hauptquantenzahl n, dem Spin σ und der Drehimpulskomponente L̃ charakteri-
siert:

nSIC
nL̃σ

(r) = − 1

π

∫ E2

E1

dǫ Im GL̃,σ(r, r; ǫ) , (3.79)

wobei die Integrationsgrenzen leicht unterhalb (oberhalb) E1 (E2) der Energie des Zustandes
nLσ liegen. Im atomaren Limes der Vielfachstreutheorie kann diese Dichte im Diagonalelement
der τ -Matrix ausgedrückt werden als

nSIC
iL̃σ

(r) = − 1

π

∫ E2

E1

dǫ Im

[
Z̄i

L̃σ
(ri; ǫ)τ

ii
L̃L̃σ

(ǫ)Zi
L̃σ

(ri; ǫ) − Z̄i
L̃σ

(ri; ǫ)J
i
L̃σ

(ri; ǫ)

]
, (3.80)

wobei i der Platzindex ist. Für die Berechnung der Korrektur sollte die Integration nur lokali-
sierte Zustände beinhalten. Zur Vereinfachung der Rechnung wird hier die übliche Valenzkontur
vom Bandboden bis zur Fermienergie auf dem Pfad in der komplexen Ebene benutzt. Damit
kann man auch die SIC-Ladung in dem jeweiligen Kanal angeben:

nSIC
iL̃σ

=

∫
d3r nSIC

iL̃σ
(r) . (3.81)

Mit der oben definierten Kanal-Ladungsdichte kann man das sogenannte effektive selbstwech-
selwirkungsfreie Potential angeben:

V SIC−LSDA
eff,iL̃σ

(r) = V LSDA
eff,σ (r) − VH[nSIC

iL̃σ
](r) − V LSDA

xc [nSIC
iL̃σ

, 0](r) . (3.82)

Für das weitere Vorgehen wird der sphärisch symmetrische Teil der SIC-Ladung und des SIC-
Potentials benutzt. Damit liefert jedes der L̃ abhängigen Potentiale eine t-Matrix, die diagonal
in l und m̃ ist. Formal kann dieses sphärische Potential in Form eines nicht-lokalen Potentials
kombiniert werden:

V (r, r′) =
∑

L̃

Y ∗
L̃
(r̂)δ(r − r′)VL̃(r)YL̃(r̂′) . (3.83)
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Ein solches Potential führt auf eine diagonale t-Matrix, wobei jedes Element tL̃ zu einem sphäri-
schen Potential VL̃(r) gehört. Somit kann die single-site Streumatix, die die Selbstwechselwir-
kungskorrekturen enthält, geschrieben werden als:

ti,corr

L̃σ
= ti

L̃σ
(1 − δL̃,L̃cδσ,σc) + ti,SIC−LSDA

L̃cσ
δL̃,L̃cδσ,σc , (3.84)

wobei ti
L̃σ

die t-Matrix ist, die aus dem effektiven Potential V LSDA
eff,σ (r) berechnet ist, und ti,SIC−LSDA

L̃σ

die aus dem selbstwechselwirkungskorrigierten Potential V SIC−LSDA
eff,iL̃σ

(r) stammende. Diese korri-

gierte tcorr-Matrix wird dann benutzt, um mit Gleichung (3.73) die selbstwechselwirkungskorri-
gierte Streupfadmatrix τ̃ zu berechnen. Diese neue τ̃ -Matrix wird dann verwendet, um die neue
Ladungsdichte selbstkonsistent zu berechnen.
Der Term, der die Selbst-Abstoßung approximativ kompensiert, ist ein attraktives Potential.
Damit werden die Energien des korrigierten Zustandes nach unten verschoben, was später im
Detail gezeigt wird.
Im Vergleich zur reinen LSDA ist der SIC-Hamiltonoperator nicht mehr invariant unter unitären
Transformationen der besetzten Orbitale. In der vollen Implementation gibt es das Lokalisie-
rungskriterium, welches dafür sorgt, dass die Lösungen stationär unter unitären Mischungen
der Orbitale werden. Ein solches Kriterium gibt es in der lokalen Implementation nicht. Die
Gesamtenergien sind invariant unter Rotationen des Koordinatensystems, solange man in der
symmetrisierten Darstellung arbeitet, wie es oben beschrieben wurde.

3.2.4 Diskussion einer weiteren Implementation: Pseudo-SIC

Es gibt auch andere Ansätze, Selbstwechselwirkungskorrekturen zur lokalen Dichtenäherung für
Festkörper zu implementieren. Einen Ansatz schlugen Filippetti und Spaldin [57] vor, der auf
den Arbeiten [58, 59, 60] basiert. Bekannt ist dieses Schema als Pseudo-SIC. Der Ansatz ist
analog zu dem der bereits vorgestellen lokalen Version von Selbstwechselwirkungskorrekturen
für die KKR-Methode formuliert, bei der die SIC-Konfiguration durch Minimierung der Gesam-
tenergie ausgewählt wird. Der Unterschied liegt darin, dass die zu korrigierenden Zustände bei
der Pseudo-SIC-Methode nicht explizit ausgewählt werden, sondern alle Zustände, gewichtet mit
ihrer Besetzungszahl, korrigiert werden. Die Idee beruht darauf, dass die Selbstwechselwirkungs-
korrektur für ausgedehnte Zustände (Bloch-Zustände) verschwindet. Somit gäbe es keine Korrek-
tur beispielsweise für delokalisierte s-Zustände. Zur Berechnung wird die entsprechende Kanal-
dichte (analog (3.79)) auf 1 normiert und damit die Korrektur bestimmt. Das SIC-Potential wird
anschließend wieder mit der Besetzungszahl renormalisiert. Zur weiteren Berechnung wird ledig-
lich das halbe SIC-Potential verwendet, ebenso auch der halbe SIC-Energiebeitrag zur Gesamt-
energie. Andere Arbeiten verwenden Werte zwischen 0 und 1 als Skalierungsfaktor [61, 62, 63].
Im Vergleich zu der in dieser Arbeit vorgestellten Methode gibt es einige abweichende Aspekte,
die nun kurz besprochen werden sollen.

• Tests für ausgedehnte (Bloch-) Zustände zeigen, dass die Selbstwechselwirkungskorrektur
für diese zwar klein, aber nicht Null ist. Damit werden in der Pseudo-SIC-Methode auch
Zustände korrigiert, die eigentlich delokalisiert sein sollten. Im Bild der SIC für KKR würde
man solche Zustände gar nicht korrigieren.

• In der Pseudo-SIC wird lediglich die halbe Selbstwechselwirkungskorrektur benutzt, wobei
im Gegensatz dazu bei der KKR-SIC die volle Korrektur berücksichtigt wird. Der Faktor
1/2 wird auch mit der besseren Übereinstimmung der Ergebnisse mit Photoemissionsex-
perimenten begründet. Damit wäre der Faktor 1/2 ein frei wählbarer Parameter, analog
dem in der LDA+U Methode auftretendem Parameter U .
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• Die Pseudo-SIC hat keinen Mechanismus, der die Gesamtenergie bezüglich der SIC-Kon-
figuration minimiert. In der Tat zeigt sich, dass die Ergebnisse stark vom verwendeten
Startzustand abhängen. Somit sind verlässliche Vorhersagen schwierig. In [64] werden ver-
schiedene Methoden zur Berechnung von MnO unter hohem Druck miteinander verglichen.
Die low- und high-Spin Lösungen werden mit der Pseudo-SIC-Methode durch verschiede-
ne Anfangsmagnetisierungen erreicht. Würde es eine Energieminimierung geben, gäbe es
auch nur eine Lösung. Der low-Spin Zustand wird dort für kleine Volumina durch folgende
Konfiguration gefunden:
a↑g +2e1,↑

g +a↓g +0.5(e1,↓
g +e2,↓

g ). Die mit der KKR-SIC-Methode berechneten Gesamtenergi-
en und lokalen Mn-Momente für verschiedene Konfigurationen und Gitterkonstanten sind
im Gegensatz dazu in der Abbildung 3.8 dargestellt. Die mit der Pseudo-SIC gefundene
Konfiguration ist gerade eine Mischung aus den beiden Kurven (braun und grün) mit der
höchsten Energie. Für kleine Gitterkonstanten gibt es noch eine Vielzahl von Konfigura-
tionen mit niedrigerer Energie, die ebenfalls ein Moment von ungefähr 1 µB haben. Die
KKR-SIC-Rechnungen zeigen außerdem, das bei kleinen Volumina der komplett deloka-
lisierte Zustand (LDA) die niedrigste Energie hat und unmagnetisch wird. Ein solches
Verhalten würde man bei allen Systemen unter hohem Druck bzw. kleinen Volumina er-
warten.

Für einen genaueren Vergleich beider Methoden sind weitere Untersuchungen für verschiedene
Systeme nötig.

3.2.5 Erweiterungen: Full Potential, Relativistik

Bisher wurde die Selbstwechselwirkungskorrektur für radial symmetrische Potentiale im nicht-
relativistischen Fall diskutiert. Wünschenswert wäre aber auch eine Implementation für nicht
sphärische Potentiale (full potential) sowie für den relativistischen Fall, oder eine Erweiterung
mit Berücksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung. All diese Probleme sind technisch gesehen äqui-
valent, da sie letztlich auf eine nicht nur rein diagonale t-Matrix führen. Erschwert wird die
Prozedur, wenn nicht nur die verschiedenen (lm)-Kanäle, sondern auch die Spinkanäle miteinan-
der gekoppelt sind. Somit ist die Definition eines zu korrigierenden Kanals schwierig. In diesem
Abschnitt soll aufgezeigt werden, wie man das Problem lösen könnte und welche neuen Probleme
es dabei gibt. Eine Lösung ist Gegenstand weiterer Forschung.
Wichtig scheint hier die Definition eines Streueigenzustandes zu sein, der korrigiert werden muss.
Eine Transformationsmatrix kann man beispielsweise aus der Diagonalisierung der S-Matrix ge-
winnen. Die S-Matrix ist folgendermaßen definiert:

R̃L′L(rm) = jl′ (krm)CL′L − nl′ (krm)SL′L (3.85)

SL
′
L =

[
kr2

(
R̃L

′
L(r)

d

dr
jl

′ (kr) − jl
′ (kr)

d

dr
R̃L

′
L(r)

)]

r=rm

(3.86)

CL′L =

[
kr2

(
R̃L′L(r)

d

dr
nl′ (kr) − nl′ (kr)

d

dr
R̃L′L(r)

)]

r=rm

. (3.87)

Die Funktionen j und n sind die sphärischen Bessel- und Neumannfunktionen. R̃ bezeichnet
die reguläre Lösung der Kohn-Sham Gleichungen. Mit diesen Größen kann man die K und mit
dieser schließlich die T -Matrix berechnen:

K = −SC−1 , T = (1 + iK)−1K . (3.88)
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Abbildung 3.8: Gesamtenergien und lokalen Mn-Momente für MnO (AF II) bei verschiede-
nen Gitterkonstanten und verschiedenen SIC-Konfigurationen, berechnet mit der
KKR-SIC-Implementation.
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Die S-Matrix ist eine lokale Größe auf dem entsprechenden Platz (site), beinhaltet aber dennoch
auch alle wichtigen Informationen (z.B. Wechselwirkungen mit den Nachbarplätzen oder die
Symmetrien), da sie mittels des Potentials berechnet wurde, welches alle Effekte enthält.
Man kann eine unitäre Transformation finden, die eine charakteristische Matrix (z.B. die S-
Matrix) diagonalisiert. Im nichtrelativistischen und sphärischen Fall diagonalisiert eine solche
Matrix die t-Matrix. Ebenso wird auch die mit dem SIC-Potential berechnete t-Matrix durch die
gleiche Matrix diagonalisiert. Somit kann man, wie bereits vorgestellt, ein einzelnes Element der
LSDA-t-Matrix durch das mit dem SIC-Potential berechnete Element ersetzen. Ist die t-Matrix
nicht diagonal, sind die Transformationsmatrizen, die die LSDA-t-Matrix und die SIC-LSDA-t-
Matrix diagonalisieren, verschieden. Damit kann man nicht mehr ein einzelnes Element in der
LSDA-t-Matrix ersetzten.
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4 Übergangsmetalloxide

Die Ergebnisse von ab initio -Rechnungen mittels Selbstwechselwirkungskorrekturen werden in
diesem Kapitel am Beispiel oxidischer Systeme vorgestellt. Es werden die elektronischen Ei-
genschaften von 3d-Übergangsmetallmonoxiden (MnO, FeO, CoO, NiO, CuO) diskutiert. Die
Auswirkungen der Selbstwechselwirkungskorrekturen werden anhand von NiO detailliert be-
sprochen. Weiterhin wird ein interessantes oxidisches System vorgestellt: mit Mangan dotiertes
Zirkondioxid. Die Rechnungen zeigen eine Curie-Temperatur sogar über Raumtemperatur.
Es ist für stark korrelierte Systeme wie die 3d-Übergangsmetallmonoxide bekannt, dass die
LSDA oft nicht in der Lage ist, den experimentellen Grundzustand zu beschreiben [51, 52].
In einigen Fällen werden zu kleine lokale magnetische Momente oder auch deutlich zu kleine
Gleichgewichtsgitterkonstanten vorhergesagt. Die meisten 3d-Übergangsmetalloxide werden als
metallische Leiter anstatt als Isolatoren bestimmt, bzw. das berechnete Bandgap ist entschei-
dend zu klein. Es konnte mittels Selbswechselwirkungskorrekturen, implementiert in der LMTO-
Methode, gezeigt werden, dass SIC-Rechnungen die Eigenschaften (magnetische Momente und
Bandgaps) dieser Systeme besser beschreiben können [65, 66].
Die elektronische Struktur der 3d-Übergangsmetalloxide ist die eines Ladungstransfer-Isola-
tors [67, 68]. Für NiO gibt es dazu zahlreiche Arbeiten [69, 70, 71]. Bei Übergangsmetallen
wird die Coulombabstoßung der d-Elektronen durch delokalisierte 4s-Elektronen abgeschirmt.
Dies führt zu einer kleinen Aufspaltung der d-Bänder. Bei den Oxiden solcher Systeme wer-
den die 4s-Elektronen chemisch durch den Sauerstoff gebunden, indem sie mit den Sauerstoff
p-Zuständen hybridisieren. Die so erhaltenen Zustände spalten in p-artige und s-artige Zustände
auf, wobei die s-artigen unbesetzt bleiben. Damit verringert sich effektiv das Abschirmen der
Coulombwechselwirkung, d.h. die Aufspaltung, insbesondere der d-Zustände, wird größer, es öff-
net sich ein Bandgap (Mott-Hubbard-Gap). Bei den 3d-Übergangsmetalloxiden gibt es noch eine
Besonderheit. Die Energie, die benötigt wird, um ein Elektron vom Platz des Übergangsmetalls
zu dem von Sauerstoff zu bringen, ist kleiner als die Coulombwechselwirkung. Damit befindet
sich das Bandgap zwischen den Sauerstoff-Zuständen und den unbesetzten Übergangsmetall-d-
Zuständen. Diese Aufspaltung der d-Niveaus mit den dazwischen liegenden Sauerstoff-Zuständen
ist in der Abbildung 4.3 deutlich zu erkennen.
Die Kristallstruktur der 3d-Übergangsmetalloxide ist die Steinsalzstruktur (B1, Fm3̄m, Raum-
gruppe 225). Die magnetische Struktur ist die vom Typ antiferromagnetischer Ordnung II
(AF II) [72], in der die lokalen Momente auf den mit dem Übergangsmetall besetzten Plätze
parallel zur [111] Richtung angeordnet sind. Aus Symmetriegründen tragen die Sauerstoffplätze
kein magnetisches Moment. Bei tiefen Temperaturen zeigen die 3d-Übergangsmetalloxide kleine
Gitterverzerrungen (< 2%) [73, 74, 75, 76, 77]. Diese werden in den weiteren Betrachtungen
vernachlässigt. Oberhalb der Übergangstemperatur ist die Struktur kubisch. In den folgenden
ASA-Rechnungen wurden empty spheres zur besseren Raumfüllung sowie eine maximale Drehim-
pulsentwicklung von lmax=3 verwendet. Die Sauerstoff 2s-Zustände werden als Valenzzustände
behandelt.
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4.1 NiO

Als erstes soll am Beispiel von NiO gezeigt werden, welchen Unterschied zur LSDA die Rech-
nungen mit Selbstwechselwirkungskorrekturen hervorrufen. Die wesentlichen Unterschiede der
elektronischen Struktur kann man an der Zustandsdichte erkennen. Doch zunächst stellt sich
die Frage, welche Zustände überhaupt selbstwechelwirkungskorrigiert werden müssen, wie das
bereits diskutiert wurde. Die Wahl der zu korrigierenden Zustände ist nicht einfach gegeben.
Um nicht alle möglichen Konfigurationen testen zu müssen, kann man durch einfache Überle-
gungen eine Vielzahl an Möglichkeiten ausschließen. Bedenkt man, dass nur stark lokalisierte
Zustände selbstwechselwirkungskorrigiert werden müssen, kann man aus Erfahrung sagen, dass
die s- und p-Zustände nicht zu korrigieren sind, da sie in der Regel delokalisiert sind. Somit
bleiben für NiO lediglich die Ni-d Zustände übrig. Das sind genau die, die an der Fermienergie
das Entstehen eines Bandgap in einer LSDA-Rechnung verhindern. Ni hat 8 d-Zustände. Somit
liegt es nahe, auch in NiO 8 Ni-d Zustände zu korrigieren. Mit der Formel (3.58) lässt sich die
Valenz berechnen, in diesem Falle ist sie 2+. Nun muss man noch klären, welche der 10 Ni-
d Zustände zu korrigieren sind. Dazu kann man die Symmetrie des Systems ausnutzen. Lokal
spalten in einer kubischen Struktur in einer oktaedrischen Sauersoffumgebung die d-Niveaus im
Ligandenfeld in t2g- und eg-Zustände auf. Eine rotationsinvariante Besetzung ist die, bei der in
einem Spinkanal alle t2g- und eg-Zustände besetzt sind, und in dem anderen gerade nur alle mit
t2g-Symmetrie. Die eg-Zustände sind dann unbesetzt. Wählt man eine andere Konfiguration, wo
man beispielsweise nur 2 Zustände in einem t2g-Kanal korrigiert, ist es egal, welche zwei man
nimmt, da dies letztlich nur einer Drehung des Koordinatensystems entspricht. An dieser Stelle
sei nochmals darauf hingewiesen, dass man für alle diese Überlegungen in einer symmetrisier-
ten Basis arbeitet, wie es in den Ausführungen zur SIC-Theorie in KKR beschrieben ist. Um
nun zu überprüfen, welche die richtige Konfiguration ist, kann man die Gesamtenergien der ein-
zelnen Konfiguration miteinander vergleichen1. In Abbildung 4.1 sind diese für alle möglichen
Konfigurationen mit Valenz 2+ und 3+ in Abhängigkeit von der Gitterkonstante dargestellt.
Eine Konfiguration mit Valenz 1+ zu betrachten, ist wenig sinnvoll, da man bei 8 vorhandenen
d-Elektronen nicht 9 d-Zustände lokalisieren können wird, auch nicht durch Hybridisierung. In
der Tat zeigen solche Rechnungen, dass man dann in einem der 9 zu korrigierenden Zustände
keine wesentlich von Null verschiedene SIC-Ladung bekommt und die Konfiguration eher einer
mit Valenz 2+ entspricht. Die Konfigurationen, bei denen nur 7 von 8 Ni-d Zuständen korrigiert
werden (Valenz 3+), d.h. einer wird als delokalisiert behandelt, haben allesamt eine deutlich
höhere Energie als die Konfiguration mit der niedrigsten Energie, die eine Valenz 2+ hat. Hier
nicht gezeigte Rechnungen mit Valenz 4+ sind energetisch noch ungünstiger. Der energetisch
günstigste Zustand ist auch gleichzeitig der mit der höchsten Symmetrie. Dort werden alle acht
d-Zustände korrigiert, also lokalisiert. In einem Spinkanal sind alle korrigiert, im anderen alle
mit Symmetrie t2g. Das entspricht einer Besetzung nach den Hundschen Regeln.
Jede der verschiedenen Konfigurationen aus Abbildung 4.1 zeigt andere Eigenschaften. Die Ener-
gieminima liegen nicht alle bei der gleichen Gitterkonstante. Ebenso ist auch die Krümmung der
Energiekurven nicht gleich. Somit sind auch die bulk-Moduli verschieden. Im Prinzip ist es
möglich, zum Beispiel durch externen Druck einen Lokalisierungs-Delokalisierungsübergang zu
bekommen, also einen Phasenübergang. Für NiO scheint dies aber für realisierbare Drücke nicht
der Fall zu sein, dass das System einen solchen Phasenübergang hat. Anders ist das bei Cer.
Dieses System wird in einem späteren Kapitel noch näher diskutiert. Der Limes für sehr kleine
Gitterkonstanten ist aber klar, dort sind alle Zustände delokalisiert.

1Streng genommen entsprechen verschiedene SIC-Konfigurationen auch unterschiedlichen SIC-LSDA-
Funktionalen. Hier wird angenommen, dass man dennoch die Gesamtenergien vergleichen kann.
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Abbildung 4.1: Gesamtenergien für verschiedene SIC-Konfigurationen von NiO in Abhängigkeit
von der Gitterkonstanten. Das globale Energieminimum liegt bei E=0. Die Kon-
figuration mit der niedrigsten Energie wurde als diejenige identifiziert, die die
höchste Symmetrie aufweist und bei der alle 8 Ni-d-Zustände (Valenz 2+) korri-
giert werden. Die Energieminima der verschiedenen Konfigurationen treten bei
verschiedenen Gitterkonstanten auf.

Betrachtet man nun die Konfiguration mit der niedrigsten Energie etwas genauer, kann man
die SIC-Ladung der korrigierten Zustände, definiert in der Gleichung (3.81), näher untersuchen.
Hier wurden die Integrationsgrenzen gerade gleich der Energiekontur der Valenzbandzustände
gesetzt, also vom Valenzbandboden bis zur Fermienergie. Diese Ladung ist für NiO in Abhängig-
keit von der Gitterkonstante in der Abbildung 4.2 dargestellt. In einer vollen Implementation
von Selbstwechselwirkungskorrekturen, also nicht in der hier vorgestellten lokalen Version, würde
man überall eine Ladung von genau 1 erwarten. Hier sind die Ladungen nur nahe einer Elemen-
tarladung, die Ladung der einen eg-Zuständen ist sogar größer. Dafür gibt es mehrere Erklärun-
gen. Hier wird eine lokale Approximation verwendet, die nur die onsite-Ladungungsbeiträge
berücksichtigt. In der vollen Implementation wird ein großer Cluster (in [65] ein Cluster von 128
Einheitszellen) verwendet, um die offsite-Ladung zu bekommen. Weiterhin wurde hier die ASA-
Näherung verwendet. Dabei wird die Ladung im Zwischenbereich der Kugeln oder auch das Volu-
men der eingebauten

”
leeren“ Kugeln nicht mit für die SIC-Ladung berücksichtigt. Ein weiterer

Effekt ist Hybridisierung. In Abbildung 4.3b wird die Gesamtzustandsdichte von NiO gezeigt wie
auch die auf Ni d-Zustände projizierte Zustandsdichte nach Symmetrien. Im Teilbild 4.3c ist die
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Abbildung 4.2: SIC-Ladung für die korrigierten Ni-d-Zustände aus Gleichung (3.81) in
Abhängigkeit von der Gitterkonstanten, benannt nach Symmetrien der Zustände.
Die vertikalen Linien markieren die experimentelle (gestrichelte Linie) und theo-
retisch ermittelte (durchgezogene Linie) Gitterkonstante. Es gibt keine Gitter-
konstante, bei der alle SIC-Ladungen gleichzeitig den Wert 1 erreichen.

dazugehörige integrierte Zustandsdichte (pro Zustand jeder Symmetrie) dargestellt, was gerade
der Ladung dieses Zustandes entspricht. Die eg-Zustände des Majoritätsspinkanals hybridisieren
mit den Sauerstoff 2s-Zuständen bei etwa -18 eV. Daraus resultiert letztlich eine Ladung von
mehr als einer Elementarladung an der Fermienergie. Die anderen Zustände hybridisieren noch
mit Sauerstoffzuständen knapp unterhalb des Ferminiveaus. Trotz dieser Näherungen bekommt
man fast eine Ladung von 1 in den zu korrigierenden Kanälen.
Den Effekt der Lokalisierung kann man am besten an den Streuphasen erkennen, die in Abbil-
dung 4.3a gezeigt sind. Die Streuphasen sind eine auf den Gitterplatz beschränkte Größe (single
site), die nur indirekt die Wechselwirkungen mit den Nachbarn enthält. Die Ni-d-Streuphasen
sind alle identisch, da die Symmetrie hier nicht gebrochen ist. Sie haben eine Resonanz im
oberen Valenzbandbereich nahe der Fermienergie. Bei den korrigierten Zuständen sieht es an-
ders aus. Da hier 5 Zustände in dem einen und 3 in dem anderen Spinkanal korrigiert werden,
wird die Symmetrie gebrochen und ein lokales magnetisches Moment induziert. Somit sind die
Streuphasen bei den SIC-Rechnungen nicht mehr identisch. Im Vergleich zur LSDA sind sie zu
niedrigeren Energien hin verschoben, wie man deutlich in Abbildung 4.3a sieht. Durch die Ver-
schiebung werden analog die unbesetzten Zustände effektiv zu höheren Energien verschoben, so
dass sich ein Bandgap öffnet. Das kann man auch gut in der Gesamtzustandsdichte im Vergleich
vom LSDA und SIC-LSDA in Abbildung 4.4 erkennen. Die Standard-Rechnung in lokaler Spin-
dichtenäherung zeigt kein Bandgap, die Ni-d-Zustände liegen direkt unterhalb des Ferminiveaus.
Im Gegensatz dazu liegen die Ni d-Zustände bei den Rechnungen mit Selbstwechselwirkungs-
korrektur sogar unterhalb der Sauerstoffvalenzzustände, so dass sich das Bandgap öffnet. Damit
ist auch der Charakter der Zustände in der Nähe des Ferminiveaus anders, was auch zu anderen
Eigenschaften führt. An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass der SIC korrigierte
Zustand in den Streuphasen scharf bleibt, also lokalisiert ist. Im Vergleich zu Abbildung 4.3a ist
dies so aufgrund der Selbstwechselwirkungskorrektur, und nicht etwa, weil er sich möglicherweise
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Abbildung 4.3: Ergebnisse für NiO (an der experimentellen Gitterkonstante). a) Ni-d-
Streuphasen für Rechnungen in LSDA und SIC-LSDA. Die LSDA-Streuphasen
(braun) sind für alle Kanäle entartet, die der SIC-LSDA spalten durch die ge-
brochene Symmetrie auf. Das Muffin-Tin-Null ist durch die dünn gestrichelte
Linie markiert. Die SIC-korrigierten Zustände haben eine schärfere Resonan-
zen der Streuphase im Vergleich zu denen der LSDA. b) Gesamtzustandsdichte
(schwarz) mit den nach Symmetrie aufgelösten Ni-d-Anteilen (farbig). Die inte-
grierte Zustandsdichte der Ni-d-Zustände ist in c) gezeigt, um die Hybridisierung
zu analysieren. Das Farbschema ist für alle Teilbilder identisch.

energetisch unterhalb des Muffin-Tin-Nulls befindet und damit einen quasi gebundenen Zustand
erzeugen könnte.

Um die Ergebnisse mit anderen Implementationen vergleichen zu können, sind in der Abbil-
dung 4.4 die Zustandsdichten für 2 Implementationen dargestellt, zum einen die mit lokaler
Implementation in KKR gewonnene und im Vergleich die aus einer LMTO-SIC Rechnung der
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Abbildung 4.4: Zustandsichte von NiO (AFII, experimentelle Gitterkonstante) berechnet mit
SIC-LSDA-Implementation in LMTO (blau) und KKR (schwarz) in Vergleich
zur KKR-LSDA-Rechnung. Die mit zwei unterschiedlichen SIC-Methoden be-
rechneten Zustandsdichten sind nahezu identisch.

vollen Implementation (ASA) (siehe Referenz [66]). Beide Zustandsdichten sind sehr ähnlich,
im Bereich von Energien um die Fermienergie fast identisch. Natürlich kann man nicht exakt
die gleichen Ergebnisse erwarten, insbesondere nicht für die Lage der SIC-korrigierten Ni d-
Zustände. Zum einen liegt das an der Linearisierung, die in der LMTO-Methode verwendet
wird, zum anderen aber auch an der Implementation. Im Vergleich liefert die KKR-Rechnung
ein etwas größeres lokales magnetisches Moment als die LMTO-Rechnung, siehe Tabelle 4.2.

4.1.1 Die (100)-Oberfläche von NiO

Bisher wurden Ergebnisse mit Selbstwechselwirkungskorrekturen für das Volumenmaterial vor-
gestellt. Mit der hier diskutierten lokalen Implementierung von Selbstwechselwirkungskorrektu-
ren ist es möglich, die Berechnungen auf Systeme mit zweidimensionaler Symmetrie auszudeh-
nen [78, 79, 80, 81, 82, 83]. Die Behandlung der SIC erfolgt in analoger Weise zum dreidimen-
sionalen Fall, wie es im Kapitel 3.2 erläutert wurde.
Die Vorteile dieser Methode zur Behandlung zweidimensionaler Systeme liegen darin, dass man
tatsächlich ein in nur zwei Richtungen translationsinvariantes System behandelt. Man unterteilt
das dreidimensionale Gebiet in 3 Teile: in einen linken und rechten halbunendlichen Raum so-
wie ein Zwischengebiet, in dem sich die Ober- oder Grenzfläche sowie noch einige zusätzliche
Atomlagen befinden.
In der Literatur finden sich zahlreiche Beispiele, bei denen zweidimensionale Systeme als einzelne
Schichten (Slabs) in einer dreidimensionalen periodischen Superzelle modelliert werden. Dabei
können Wechselwirkungen zwischen den Slabs in der künstlich geschaffenen dreidimensionalen
Struktur auftreten, die das zweidimensionale System nicht hat. Insbesondere sind hier lang-
reichweitige Wechselwirkungen wie die Friedel-Oszillationen zu nennen. Die beiden so erzeugten
Oberflächen bzw. Grenzflächen können miteinander wechselwirken.
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Abbildung 4.5: (100) Oberfläche von NiO in AF II-Struktur. Gezeigt ist die auf die Oberflächen-
brillouinzone projizierte Bloch-Spektralfunktion entlang der Hochsymmetrielini-
en.

Ein weiterer Vorteil der Implementation von echt zweidimensionalen Systemen im KKR-For-
malismus ist das Skalierungsverhalten bezüglich der Zahl der Atome N . Es ist deutlich besser,
verglichen mit dem dreidimensionalen Fall, der mit O(N3) skaliert.
Als Beispiel für die Anwendbarkeit der lokalen Selbstwechselwirkungskorrekturen wird die NiO
(100)-Oberfläche in der AF II-Struktur betrachtet. Im Rahmen der Rechnung wurden im Zwi-
schenbereich 5 Lagen NiO und 4 Lagen Vakuum verwendet. Die Abbildung 4.5 zeigt die auf die
Oberflächenbrillouinzone projizierte Bloch-Spektralfunktion entlang der Hochsymmetrielinien.
Die lokalen magnetischen Momente sind an der Oberfläche im Vergleich zum Volumenmaterial
leicht vergrößert (um 0.04µB). Im Vergleich zu den Zustandsdichten bzw. Streuphasen (siehe
Abb. 4.3 auf Seite 53) des Volumenmaterials erkennt man deutlich die Aufspaltung der unbe-
setzten Zustände oberhalb des Ferminiveaus. Diese Aufspaltung resultiert aus der Erniedrigung
der Symmetrie an der Oberfläche. Die beiden Ni-eg-Zustände des Volumenmaterials werden
aufgespalten. Eine lagenaufgelöste Analyse zeigt, dass der energetisch niedrigere aufgespaltene
Zustand (dz2) lediglich an der Oberfläche auftritt und schnell in das Volumenmaterial abklingt.
Damit ist dieser ein Oberflächenzustand, der zusätzlich das Bandgap an der Oberfläche verrin-
gert. Dieses Verhalten wurde auch mittels SIC-LMTO-Rechnungen gefunden [84], oder auch mit
Rechnungen, die auf der LSDA+U-Methode beruhen [85].
Aufbauend auf diese Resultate wurden weitere solcher zweidimensionalen Systeme untersucht.
Das Interesse galt dünnen Schichten von Übergangsmetalloxiden auf einem Substrat wie Silber
(001). Die Ergebnisse dieser ab initio -Rechnungen mit Selbstwechselwirkungskorrekturen für
solche Schichtsysteme werden hier nicht weiter diskutiert.
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4.2 Die Reihe der 3d-Übergangsmetalloxide

In Analogie zum NiO wird die Reihe der 3d-Übergangsmetallmonoxide (MnO, FeO, CoO,
NiO und CuO) untersucht. Am Beispiel von NiO wurde demonstriert, wie die Gesamtener-
gie bezüglich der SIC-Konfiguration minimiert wird. Den Zustand niedrigster Energie findet
man für alle Verbindungen der Reihe bei einer Valenz 2+. Die Konfigurationen sind im Detail
in der Tabelle 4.1 aufgelistet. Mit steigender Ordnungszahl des Übergangsmetalls wird zuerst

Verbindung SIC-Konfiguration

MnO 3 t2g
↑ + 2 eg

↑

FeO 3 t2g
↑ + 2 eg

↑ + 1 t2g
↓

CoO 3 t2g
↑ + 2 eg

↑ + 2 t2g
↓

NiO 3 t2g
↑ + 2 eg

↑ + 3 t2g
↓

CuO 3 t2g
↑ + 2 eg

↑ + 3 t2g
↓ + 1 eg

↓

Tabelle 4.1: SIC Konfigurationen für die Reihe der 3d-Übergangsmetalloxide, die die kleinste
Gesamtenergie aufweisen.

der eine Spinkanal vollständig mit lokalisierten Elektronen aufgefüllt, dann die t2g-Zustände und
schließlich die eg-Zustände. Die Tabelle 4.2 fasst die somit gewonnen Ergebnisse für die Gleichge-
wichtsgitterkonstante, die lokalen magnetischen Monente des Übergangsmetallions (TM) und die
Bandgaps im Vergleich zu Rechnungen mit anderen Methoden und experimentellen Ergebnissen
zusammen. Die Ergebnisse der KKR-Rechnungen sind in der Abbildung 4.6 ebenso wie die ex-

Verbindung
MnO FeO CoO NiO CuO

Gleichgewichtsgitterkonstante [Å]
LSDA(KKR) 4.22 4.17 4.04 3.98 4.08
SIC-LDSA(KKR) 4.45 4.39 4.31 4.24 4.27
Expt. 4.446[86],4.44[87] 4.326[88] 4.26[89, 87] 4.176[90],4.17[87] 4.245[89]

lokales magnetisches Moment (TM) [µB]
LSDA(KKR) 4.07(4.27) 3.25(3.39) 2.20(2.33) 0.84(0.97) 0(0)
SIC-LDSA(KKR) 4.60(4.60) 3.68(3.66) 2.69(2.68) 1.68(1.67) 0.76(0.76)
Expt. 4.79∗,4.58∗ 3.32∗ 3.35∗[91], 3.8∗ 1.77∗,1.64∗,1.90∗ 0.65∗

SIC-LSDA(LMTO)[65] 4.49 3.54 2.53 1.53 0.65
SIC-LSDA(LMTO)[66] 4.64 3.55 2.59 1.49 0.64

Bandgap [eV]
LSDA(KKR) 0.32 0 0 0 0
SIC-LDSA(KKR) 3.29 3.40 2.76 3.44 1.79
Expt. 3.6-3.8∗ 2.4[92],2.5[93] 2.4∗ 4.3∗,4.0∗,4.3[94] 1.37∗

SIC-LSDA(LMTO)[65] 3.98 3.07 2.81 2.54 1.43
SIC-LSDA(LMTO)[66] 3.57 3.25 2.51 2.66, 3.15[95] 1.00
∗ aus Referenz [65] übernommen
Mit SIC-LSDA (LMTO) sind die Resultate der SIC-LSDA Implementierung in die LMTO Methode (ASA) [96]
in tight binding Darstellung [97] bezeichnet.

Tabelle 4.2: Gitterkonstante, lokale magnetische Momente der Übergangsmetallionen und Band-
gap für die Reihe der 3d-Übergangsmetalloxide. Verglichen sind die mit KKR be-
rechneten Werte mit denen anderer Implementationen sowie den experimentellen
Werten. Die Werte für die magnetischen Momente sind an der experimentellen Git-
terkonstante ausgewertet. (siehe auch Abbildung (4.6))
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Abbildung 4.6: Darstellung der Ergebnisse aus Tabelle 4.2 für die KKR-Rechnungen (LSDA und
SIC-LSDA) im Vergleich zu den experimentellen Werten.

perimentellen Ergebnissen dargestellt. Die Ergebnisse der SIC-Rechnungen zeigen eine deutliche
Verbesserung aller Parameter im Vergleich zu denen der LSDA. Die Gitterkonstante verbessert
sich im Vergleich zu den experimentellen Werten deutlich. Die LSDA-Resultate weisen kein oder
nur ein sehr kleines Bandgap auf. Die SIC-Ergebnisse zeigen dazu ein deutliches Bandgap für
alle Übergangsmetalloxide. Dieser Trend wurde auch mit anderen SIC Implementierungen (in
LMTO) [65, 66] gefunden. Die hier erzielten Resulate sind durchaus mit diesen vergleichbar.
Teilweise stimmen die mit KKR berechneten Größen besser mit den experimentellen Werten
überein.

4.2.1 Magnetische Eigenschaften

Die experimentelle magnetische Ordnung der 3d-Übergangsmetalloxide wird durch die antifer-
romagnetische Phase II (AF II) charakterisiert. Diese Phase beschreibt Ebenen antiferromagne-
tischer Ordnung senkrecht zur [111]-Richtung. Die AF I Phase ist diejenige mit antiferromagne-
tischer Ordnung in [100]-Richtung.
Mit der DLM-Methode ist es möglich, die magnetische Ordnung unterhalb der kritischen Tem-
peratur zu bestimmen. Die Spinsuszseptibilität entlang der [111]-Richtung ist für NiO in der
Abbildung 4.7 dargestellt, ebenso wie die von MnO entlang der Hochsymmetrielinien der fcc-
Brillouinzone. Man erkennt deutlich den Peak bei beiden Systemen am L-Punkt. Dies ist das
Merkmal einer AF II-Struktur. Die Spinsuzseptibilitäten für die anderen Übergangsmetalloxide
zeigen einen ganz ählichen Verlauf mit dem Maximum ebenfalls am L-Punkt. Die antiferro-
magnetische Ordnung wurde auch mittels Vergleich von Gesamtenergien von ferromagnetischer
Rechnungen mit der AF I- und AF II-Struktur als Grundzustamd für die Reihe der 3d-Über-
gangsmetalloxide vorhergesagt. Die mit der DLM-Methode gewonnenen Néel-Temperaturen wer-
den später diskutiert.
Durch den starken ionischen Charakter der Übergangsmetalloxide ist es zur Beschreibung des
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Abbildung 4.7: Spinsuszeptibilität für NiO entlang der [111]-Richtung und für MnO entlang
verschiedener Richtungen in der Brillouinzone (DLM, fcc).

Magnetismus möglich, diese Systeme auf ein effektives Heisenbergmodell abzubilden:

Ĥ = −
∑

i,j

Jij Ŝi · Ŝj . (4.1)

Ĥ ist der Hamiltonoperator des Systems, die Ŝ sind Spinoperatoren. Die Austauchwechelwir-
kungskonstanten Jij lassen sich aus Gesamtenergieunterschieden aus verschiedenen magnetischen
Strukturen (ferromagnetisch (FM), AF I und AF II) berechnen [84]:

J1 =
1

16

(
EAF II − EFM

)
J2 =

1

48

(
4 EAF II − 3 EAF I − EFM

)
(4.2)

Für solche kubischen Systeme kann man die Néel-Temperatur in Mean-Field-Näherung abschätzen,
man benötigt lediglich J2 [98]:

kB TMF
N = −2

3
S(S + 1) (6J2) (4.3)

Die so für die Reihe der Übergangsmetalloxide erhaltenen Austauchwechelwirkungskonstanten
und die damit berechneten Temperaturen in Mean-Field-Näherung sind in der Abbildung 4.8
in Abhängigkeit der Gitterkonstanten dargestellt. Die Temperaturen sind sowohl mit der Mean-
Field-Formel (4.3) als auch in RPA (random phase approximation) berechnet. Die Mean-Field-
Temperaturen überschätzen den experimentellen Wert, die RPA Rechnungen unterschätzen ihn
leicht. Der Parameter der Wechselwirkung der übernächsten Nachbarn J2 ist bei allen Verbin-
dungen der 3d-Übergangsmetalloxide negativ. Dies deutet ebenfalls auf eine antiferromagneti-
sche Kopplung hin. Betragsmäßig werden die J2 angefangen von MnO bis hin zu NiO immer
größer, und für CuO wieder kleiner. Genau das ist auch der Trend der experimentellen Néel-
Temperaturen (siehe Tabelle 4.3). In dieser Tabelle sind ebenfalls die mit verschiedenen Ver-
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Abbildung 4.8: a) Austauschwechselwirkungskonstanten J1 (gestrichelt) und J2 (durchgezogene
Linien) für die Reihe der 3d-Übergangsmetalloxide. b) zugehörige Mean-Field-
(durchgezogene Kurven) und RPA- (gestrichelt) Néel-Temperaturen. Die senk-
rechten und waagerechten gepunkteten Linien markieren die experimentellen
Werte für die Gitterkonstante und die Néel-Temperaturen.

TN [K] MnO FeO CoO NiO CuO

Experiment 118 192 289 523 230†

Mean-Field 119 241 393 672 584

RPA∗ 73 154 252 446 403

Monte-Carlo∗ 90 162 260 458 420

DLM 130 172 243 338 214

∗ Daten entnommen aus [99], die berechneten Temperaturen basieren auf den J-Werten der
KKR Rechnungen dieser Arbeit (vergl. Abbildung 4.8a).
† Temperatur für eine andere Kristallstruktur (monoklin)

Tabelle 4.3: Néel-Temperaturen verschiedener Methoden für Übergangsmetalloxide an der theo-
retisch ermittelten Gitterkonstante.
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fahren berechneten Néel-Temperaturen eingetragen. Die aus Monte-Carlo-Simulationen erhalte-
nen Temperaturen, in die die mit SIC-KKR berechneten Austauschwechselwirkungskonstanten
eingehen, sind mit denen der RPA vergleichbar. Die aus Gesamtenergiedifferenzen erhaltenen
Parameter J1,2 wurden zusätzlich mit denen einer alternativen Berechnungmethode mittels der
Liechtenstein-Formel [100] für NiO verglichen. In der Abbildung 4.8a sind diese im Vergleich
zueinander für verschiedene Gitterkonstanten dargestellt (rote und orangene Kurve). Sie un-
terscheiden sich nur unwesentlich, demzufolge auch die damit berechneten Néel-Temperaturen.
Wie in [99] gezeigt werden konnte, spielen aufgrund des ionischen Charakters nur J1 und J2 für
die Néel-Temperaturen eine Rolle, alle höheren J-Parameter sind nahezu Null und tragen nicht
weiter bei.

4.2.2 Diskussion

In diesem Kapitel sollen die Grenzen und Probleme der vorgestellten Methoden aufgezeigt wer-
den. Insbesondere die Berechnung der Gleichgewichtsgitterkonstanten, der Bandsgaps oder der
lokalen magnetischen Momente ist durchaus auch kritisch zu sehen. Ein großer Schwachpunkt
der KKR, aber auch anderer Methoden, ist die Einteilung des Raumes in Teilstücke, in denen
dann radiale Gleichungen gelöst werden. Im Normalfall sind die Mittelpunkte der Teilstücke die
Atompositionen, was dann auch die Verwendung von Kugelflächenfunktionen als geeignete Basis
für den Winkelteil in den Teilstücken legitimiert. Üblich sind hier drei Möglichkeiten der Unter-
teilung, wie es in Abbildung 4.9 skizziert ist: a) Muffin-Tin (MT)-Approximation; die Teilgebiete

MT ASA FP

Abbildung 4.9: Schematische Darstellung der verschieden Möglichkeiten zur Raumaufteilung

sind Kugeln, die sich höchstens berühren dürfen. Zusätzlich muss man noch den Zwischenraum
der Kugeln mit behandeln. b) atomic shere approximation (ASA) ist ähnlich wie MT-Näherung
aufgebaut, wobei die Summe der Kugelvolumina gerade dem Zellvolumen entspricht. Dadurch
überlappen die Kugeln zwangsläufig. c) Man zerlegt den Raum mittels Voronoi-Konstruktion
um die Atomplätze, die Gebiete werden dann durch gerade Flächen begrenzt. Konstruktions-
bedingt gibt es hierbei keine Überlappung der Zellen, die Summe der Teilvolumina entspricht
auch genau dem Zellvolumen. Problematisch ist hier die korrekte Behandlung der Ränder, was
meist durch eine so genannte shape-Funktion realisiert wird. Bei den hier vorgestellten Resulta-
ten wird das Potential im Inneren des durch die Voronoi-Konstruktion begrenzten Gebietes als
sphärisch angenommen. Diese Näherung wird hier als quasi full potential-(Q-FP) oder als full
charge density-Näherung bezeichnet.
Jede dieser Methoden hat Vor- und Nachteile. Die Schwachpunkte sind auf zu einfache Nähe-
rungen oder auf numerische Schwierigkeiten wie eine schlechte Konvergenz zurückzuführen. Bei-
spielsweise lassen sich mit der MT-Näherung offene Systeme schlecht beschreiben, da die La-
dung im Zwischenraum als homogen behandelt wird. Durch die Überlappung der Gebiete bei
der ASA kann es zusätzliche unphysikalische Streubeiträge geben, die das Ergebnis beeinflus-
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sen. Die Berechnung der Shape-Funktion für die full charge density-Näherung ist nicht trivial
und konvergiert mit wachsendem Drehimpuls schlecht. Dennoch liefern die Methoden oft gute
Ergebnisse.
Um die Abhängigkeiten von der Wahl der Raumaufteilung und deren Parameter zu demonstrie-
ren, wurden die Systeme MgO, NiO und MnO näher untersucht. Alle diese Systeme haben die
gleiche Gitterstruktur. Ein besonderer Gesichtspunkt ist, wie die Wahl der Radien der MT- oder
ASA-Kugeln die Ergebnisse beeinflusst. Hintergrund ist die Frage nach der SIC-Ladung, die, wie
bereits vorgestellt, in einer lokalen Näherung berechnet wird. Natürlich spielt es eine Rolle, in
welchem Volumen das geschieht. Ist das Volumen zu klein, kann es passieren, dass man nicht
genügend Ladung (ein Elektron) für einen Zustand erhält. Somit kann die SIC-Korrektur nicht
in vollem Umfang durchgeführt werden. Dies kann dazu führen, dass die entsprechenden Beiträge
zur Gesamtenergie aus dem Coulombbeitrag und dem Austauschterm sich nicht entsprechend
kompensieren können. Wie im Folgenden diskutiert wird, ist die ganze Problematik nicht ein
reines Problem der lokalen Version der Selbstwechselwirkungskorrekturen, es ist vielmehr ein
generelles Problem der KKR und ähnlicher Methoden.
Zunächst sollen die Resultate am Beispiel von MgO diskutiert werden. MgO wurde gewählt,
weil es zum einen die gleiche Gitterstruktur wie die bereits diskutierten Übergangsmetalloxide
hat, und zum anderen, da man zu dessen Beschreibung keine Selbstwechselwirkungskorrekturen
braucht. Es ist ein sp-System. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.10 dargestellt. Gezeigt sind
jeweils für MT-, ASA- und full charge density-Näherung die Abhängigkeiten vom Logarithmus
der Site-Volumina. Der Wert Null entspricht dabei gleichen Volumina. Die Kurven der Gleich-
gewichtsgitterkonstanten in der Abbildung 4.10a) zeigen zum einen, dass der theoretische Wert
recht gut berechnet werden kann, aber auch, dass die unterschiedlichen Näherungen verschiede-
ne Resultate liefern, die auch von der Wahl der Verhältnisse der Volumina abhängen. Extrem
empfindlich ist hier die Kurve der Muffin-Tin-Näherung. Sieht man sich die Gesamtenergie an
der Gleichgewichtsgitterkonstante an, liegt das globale Energieminimum bei einem bestimmten
Radienverhältnis, welches aber nicht für die verschiedenen Näherungen gleich ist. Besonderes
Augenmerk ist aber auf die Größe des Bandgaps zu legen. Dieses hängt extrem von der Wahl
der Radien ab. Für MgO gibt es Werte, die um etwa 1 eV bei der Radienabhängigkeit variieren.
Noch deutlicher ist die Abhängigkeit bei anderen Gitterkonstanten erkennbar, wie man das in
Abbildung 4.10d) für den Fall gleicher Volumina erkennen kann. In Publikationen werden für
die Berechnungen der elektronischen Struktur entweder die theoretischen Gleichgewichtsgitter-
konstanten oder die experimentelle Gitterkonstante verwendet. Die Radienverhältnisse werden
oft nicht angegeben. Dies macht eine Nachprüfung der Ergebnisse schwierig.
Die Betrachtungen wurden auf NiO und MnO ausgedehnt, wobei zusätzlich zur LSDA noch
Selbstwechselwirkungskorrekturen berücksichtigt wurden. Die Ergebnisse sind in den Abbildun-
gen 4.11 und 4.12 dargestellt. Auch hier sieht man den generellen Trend, dass die Ergebnisse
von der Wahl der Radien abhängen, wobei die Ergebnisse von NiO und MnO sehr ähnliche Ten-
denzen zeigen. Rechnungen mit reiner LDA unterschätzen die Gleichgewichtsgitterkonstante, die
mit Selbstwechselwirkungskorrektur überschätzen sie (siehe jeweils Teilbild a). Bei den Gesam-
tenergien verhält es sich so, dass die SIC-Lösung in jeder Näherung die niedrigere Energie hat,
das heißt, der Grundzustand wird durch lokalisierte Elektronen bestimmt. Die Energiedifferen-
zen zwischen LSDA- und SIC-Lösung sind verschieden und hängen auch stark vom gewählten
Radienverhältnis ab, insbesondere bei MnO. Die lokalen magnetischen Momente hingegen sind
für NiO recht stabil, sowohl im Vergleich von MT-, ASA -und der full charge density-Näherung
als auch in Abhängigkeit von den Radien. Bei MnO gibt es kleine Abweichungen von weni-
ger als 5%. Die SIC-Ladung für die korrigierten d-Zustände wächst erwartungsgemäß mit größer
werdendem Ni/Mn-Volumen, bleibt aber in der gleichen Größenordnung. Damit hängen die SIC-
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Abbildung 4.10: Radienabhängigkeit verschiedener Größen für MgO, Rechnungen mit empty
sheres, lmax=3 und der Verwendung der Lloydschen Formel. Die verschieden far-
bigen Kurven sind Resultate der MT-Approximation (rot), ASA (blau) und die
der vollen Ladungsdichte (grün). a) Gleichgewichtsgitterkonstante in Abhängig-
keit des Radienverhältnisses von Magnesium und Sauerstoff, b) Gesamtenergien
(alle um eine Konstante verschoben), c) Bandgap an der Gleichgewichtsgitter-
konstante, d) Bandgap bei gleich großer Wahl der Radien in Abhängigkeit der
Gitterkonstante a. Die durchgezogene schwarze Linie markiert den experimen-
tellen Wert.

Ladungen und damit auch die SIC-Korrektur nur sehr schwach von der Wahl der Radien ab. Für
die Bandgaps liefern alle Methoden nahezu identische Ergebnisse, wenn man die Gitterkonstante
variiert. Da die Gleichgewichtsgitterkonstanten verschieden sind, gibt es Unterschiede bei der
Größe des Gaps bei der Variation der Radien.

Auch andere Methoden zeigen beispielsweise für NiO ähnliche Abhängigkeiten von den Gitter-
parametern im Vergleich zur KKR-Methode. In der Abbildung 4.13 sind die mittels SIC-LSDA
und LSDA+U gewonnenen Ergebnisse dargestellt. Die Abhängigkeit des Bandgaps ist ähnlich
groß.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass methodenbedingt alle Ergebnisse von der Wahl der
Raumaufteilung abhängen und damit auch die Ergebnisse, die mittels Selbstwechselwirkungs-
korrektur berechnet wurden. Die Änderungen der SIC-Ladung sind nur gering, wenn man die

62



4.2. REIHE DER TMO KAPITEL 4. ÜBERGANGSMETALLOXIDE
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Abbildung 4.11: Radienabhängigkeit verschiedener Größen für NiO (AF II), Rechnungen mit
empty sheres, lmax=3 und der Verwendung der Lloydschen Formel. Die verschie-
den farbigen Kurven sind Resultate der MT-Approximation (rot), ASA (blau)
und die der vollen Ladungsdichte (grün) jeweils für eine LSDA- und eine SIC-
LSDA-Rechnung. a) Gleichgewichtsgitterkonstante in Abhängigkeit des Radi-
enverhältnisses von Nickel und Sauerstoff, b) Gesamtenergien (alle um eine
Konstante verschoben), c) lokale magnetische Momente auf dem Nickelplatz,
d) SIC-Ladung nach Symmetrien, e) Bandgap an der Gleichgewichtsgitterkon-
stante, f) Bandgap bei gleich großer Wahl der Radien in Abhängigkeit der
Gitterkonstante a.
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Abbildung 4.12: Radienabhängigkeit verschiedener Größen für MnO (AF II), Rechnungen mit
empty sheres, lmax=3 und der Verwendung der Lloydschen Formel. Die verschie-
den farbigen Kurven sind Resultate der MT-Approximation (rot), ASA (blau)
und die der vollen Ladungsdichte (grün) jeweils für eine LSDA- und eine SIC-
LSDA-Rechnung. a) Gleichgewichtsgitterkonstante in Abhängigkeit des Radi-
enverhältnisses von Mangan und Sauerstoff, b) Gesamtenergien (alle um eine
Konstante verschoben), c) lokale magnetische Momente auf dem Manganplatz,
d) SIC-Ladung nach Symmetrien, e) Bandgap an der Gleichgewichtsgitterkon-
stante, f) Bandgap bei gleich großer Wahl der Radien in Abhängigkeit der
Gitterkonstante a.
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Abbildung 4.13: Gesamtenergien für NiO, berechnet mit der SIC-LMTO- und der LDA+U-
Methode. (aus [95, 55])

Volumina der einzelnen Positionen variiert. Das ist auch plausibel, wenn sich der Hauptanteil
der Dichte der stark lokalisierten Zustände nicht gerade in der Nähe des MT-Radius befindet.
Man hat in diesem Streukanal ja bereits bei mittleren Radien die gesamte onsite-Ladung schon
aufsummiert.

4.3 Mangan dotiertes Zircondioxid

In diesem Kapitel soll ein System vorgestellt werden, welches potentielle Anwendungen aufgrund
seiner speziellen Spineigenschaften hat, die bei vergleichsweise hohen Temperaturen noch stabil
sind: mit Mangan dotiertes Zircondioxid. Materialien der Spinelektronik nutzen im Gegensatz
zur klassischen Halbleiterelektronik neben der Ladung der Elektronen auch noch deren Spin
als zusätzlichen Freiheitsgrad aus. Besonders interessant sind hierbei neue magnetische Mate-
rialien, die mit den Prozessschritten der etablierten Halbleitertechnologie verträglich sind. Der
Magnetismus solcher Materialien muss noch bei hohen Temperaturen stabil sein. Die magneti-
schen Eigenschaften solcher Materialien müssen selbst noch bei hohen Temperaturen zuverlässig
schaltbar sein und der eingestellte Zustand muss für lange Zeit erhalten bleiben. In den letzten
Jahren wurde deshalb intensiv untersucht, wie man Ferromagnetismus in Halbleitermaterialen
integrieren kann [101, 102, 103]. Am besten sind dabei verdünnte magnetische Halbleiter (DMS),
wie z.B. mit Mangan dotiertes GaAs, das eine Curie-Temperatur von 173 K aufweist [104], un-
tersucht. Die Curie-Temperatur hängt dabei stark von den Herstellungsbedingungen und der
Mangan Konzentration ab, die typischerweise zwischen 3 und 7 % liegt. Es gibt eine Viel-
zahl von Faktoren und Mechanismen bei den III-V-Halbleitersystemen oder anderen verdünnten
Halbleitern, die die Curie-Temperatur limitieren.
Theoretische Arbeiten sagen voraus, dass beispielsweise mit einem Übergangsmetall dotiertes
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Zinkmonoxid ferromagnetische Ordnung zeigt [105]. Experimentell konnte diese Ordnung bei
Raumtemperatur für verschiedene Systeme nachgewiesen werden. Dünne Schichten von Cobalt
dotierten Titanverbindungen wie TiO2 [106], dünne Schichten von HfO2 mit Sauerstoffdefek-
ten [107, 108] oder auch mit Chrom dotiertes In2O3 [109] zeigen diese magnetischen Eigen-
schaften. Magnetische Oxide spielen hier eine viel versprechende Rolle. Jedoch ist die Behand-
lung solcher Oxide kompliziert. Obwohl sich ZnO (in Wurzitstruktur) gut mit Mangan dotieren
lässt [110], ist es nicht ferromagnetisch, solange es keine zusätzliche Löcherdotierung gibt [105].
In verdünnten magnetischen Systemen wie TiO2 und HfO2 hängen die magnetischen Eigenschaf-
ten stark von der Struktur und von Defekten ab [111, 112].
In diesem Kapitel soll Mangan dotiertes Zircondioxid als mögliches Hochtemperatur-Material
unter Berücksichtigung der speziellen Spineigenschaften besprochen werden. Vorgestellt werden
die mit verschiedenen und unabhängigen Methoden berechneten kritischen Temperaturen für das
so dotierte Zircondioxid. Komplettiert wird die Untersuchung durch eine Diskussion des Ein-
flusses von Sauerstoffleerstellen auf die kritische Temperatur. Die hier vorgestellten Ergebnisse
wurden in enger Zusammenarbeit und Mitwirkung der Koautoren aus [113] erzielt.

4.3.1 Eigenschaften von ZrO2

Hauptsächlich ist kubisches Zircondioxid aus der Schmuckindustrie bekannt. Es hat diamantähn-
liche Eigenschaften und kann im Vergleich zu echten Diamanten zu relativ geringen Kosten syn-
thetisiert werden. Zircondioxid ist ein beliebter Ersatz für natürliche Diamanten. Die Härte ist
mit 8.5 bis 9.0 auf der Mohsschen Härteskala nahe am Diamanten (10.0) und es zeichnet sich wei-
terhin durch eine großartige Brillanz aus. Da es unter Laborbedingungen hergestellt werden kann,
ist es möglich, diese falschen Diamanten mit großer Reinheit zu produzieren. Echte Diamanten
sind im Gegensatz dazu selten frei von Einschlüssen. Durch Dotierung lassen sich sogar nahezu
alle Farben realisieren, z.B. durch Dotierung mit Cer gelb, orange und rot, mit Chrom grün, mit
Neodym violett, mit Erbium rosa oder mit Titan golden und braun. Somit ist bereits viel über
kubisches Zircondioxid bekannt (siehe z.B. [114]). Reines ZrO2 existiert in kubischer Struktur
zwischen 2370 ◦C und dem Schmelzpunkt (2715 ◦C). Bei niedrigen Temperaturen gibt es noch ei-
ne tetragonale und monokline Struktur. Die kubische Phase hat Fluorit-Struktur (Raumgruppe
225, Fm3̄m), d.h. alle 8 Metallionen bilden eine reguläre Koordinationssphäre. Durch Dotierung,
z.B. mit anderen binären Verbindungen wie Y2O3, kann auch die kubische Phase unter 1000 K
bis hin zur Raumtemperatur stabilisiert werden. Bisher konzentrieren sich alle Untersuchungen
von Mangan dotiertem Zircondioxid auf katalytische Eigenschaften [115]. Die magnetischen Ei-
genschaften wurden bisher nicht näher untersucht.
Gut bekannt sind jedoch andere Eigenschaften. Reines ZrO2 ist einer der wenigen Isolatoren mit
einem großem Gap, der gleichzeitig eine hohe Dielektriziätskonstante besitzt. Weiterhin ist es
auf SiGe thermisch stabil [116]. Es wurde bereits zur Isolierung der Gate-Elektroden bei kom-
plementären Metalloxid–Halbleiter–Feldeffekttransistoren (MOSFET) verwendet. Die kubische
Phase, dotiert mit MnO (3 bis zu 40 mol.%), ist von der Schmelztemperatur bis herunter zur
Raumtemperatur stabil [117]. Wie später durch entsprechende Rechnungen gezeigt wird, bleibt
so dotiertes ZrO2 auch bis zu relativ hohen Temperaturen ferromagnetisch. Epitaktisch lassen
sich dünne Filme von ZrO2 auf Si, SiGe und Ge [118, 119] aufwachsen, in kubischer Form auch
auf Pt [120]. Die Vermutung liegt nahe, dass sich mit Mangan dotiertes Zircondioxid ganz ähnlich
verhält. Damit würde ZrO2 die wichtigsten Eigenschaften, die ein Spintronikmaterial besitzen
sollte, aufweisen. Es sollte einfach und günstig in dünnen Schichten auf den gebräuchlichen Halb-
leitermaterialien herzustellen sein und mechanisch stabil sein. Für Spintronik-Anwendungen ist
weiterhin ein möglichst hoher Grad an Spinpolarisation an der Fermienergie wichtig. Am besten
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geeignet ist ein Halbmetall. Dieses kann als Spininjektor fungieren. Offen bleibt die Frage nach
der thermischen Stabilität der ferromagnetischen und halbmetallischen Eigenschaften, die hier
nur von theoretischer Seite beantwortet werden kann.

4.3.2 Details der Rechnungen

Im Gegensatz zu den Standard-Halbleitern sind die Mechanismen bei magnetischen Halbleiten
noch nicht komplett verstanden. Weder oft verwendete phänomenologische Modelle [105, 121,
122] noch ausgeklügelte ab initio -Berechnungen können alle experimentell gefundenen Effekte
beschreiben. Beispielsweise ist die energetische Position der 3d-Zustände magnetischer Verunrei-
nigungen der Schlüssel zum Magnetismus bei endlichen Temperaturen in verdünnten Halbleitern.
In vielen Fällen, zum Beispiel bei metallischen Leitern oder auch bei Halbleitern, liefert die lo-
kale Dichtenäherung (LDA) vernünftige Grundzustandseigenschaften. Es gibt eine Vielzahl von
erfolgreichen Anwendungen, bei denen die LDA im Vergleich zu den Experimenten gute kritische
Temperaturen für verdünnte Halbleiter vorhersagt [123]. Wie in früheren Kapiteln bereits be-
sprochen, tendiert die LDA dazu, die Lokalisation von Elektronen zu unterschätzen. Es wurden
viele Versuche unternommen, die starken Coulombwechselwirkungen zu beschreiben. Beispiels-
weise können LDA+U [124] und die in dieser Arbeit besprochenen Selbstwechselwirkungskorrek-
turen die Brücke zwischen der LDA und phänomenologischen Modellen für verdünnte Halbleiter-
systeme schlagen [125, 126]. Im folgenden wird für die Beschreibung von Mangan stabilisiertem
Zircondioxid die etablierte LDA verwendet, die Resultate wurden mit LDA+U überprüft.
Zur Berechnung der kritischen Temperatur wurden zwei unabhängige und verschiedene Ver-
fahren benutzt, zum einen die im Kapitel 2.5 vorgestellte Theorie ungeordneter lokaler Ele-
mente (DLM) und zum anderen die fozen magnon-Approximation. Für alle in diesem Kapitel
diskutierten Rechnungen wurden die experimentellen Gitterkonstanten verwendet.

4.3.3 KKR Rechnungen, DLM

Die elektronische Struktur von mit Mangan dotiertem Zircondioxid wurde mit der Vielfach-
streumethode KKR in Verbindung mit der CPA [38] für verschiedene Konzentrationen berech-
net. Die CPA wurde dazu verwendet, um die zufällig verteilten magnetischen Dotierungsatome
einerseits und den Zustand ungeordneter lokaler Momente (DLM-Zustand) andererseits zu be-
schreiben (vergl. Kapitel 2.5). Eine wichtige Frage, die im Zusammenhang mit CPA immer
auftaucht, ist die Bedeutung von kurzreichweitigen Korrelationen. Gemeint ist damit, ob das
System eher in einen völlig ungeordneten Zustand übergeht oder dazu neigt, eine gewisse be-
vorzugte Nahordnung auszubilden. Im hier betrachteten System spielen Nahordnungseffekte kei-
ne wesentliche Rolle. Um dies zu zeigen, wurden die Zustandsdichten einer Berechnung unter
Verwendung der CPA mit Zustandsdichten einer Superzellrechnung verglichen (siehe Abbil-
dung 4.15). In beiden Rechnungen wurden die gleichen Konzentrationen realisiert. Die Superzelle
in Fluorit-Struktur beinhaltet 12 Atome. Eine solche Superzelle ist in Abbildung 4.14 dargestellt.
Dies entspricht einer Legierung Zr0.75Mn0.25O2. Wie man anhand der beiden Zustandsdichten
in Abbildung 4.15(links) erkennen kann, unterscheiden sie sich nicht wesentlich. Damit kann
man schlussfolgern, dass die CPA-Rechnung eine gute Approximation für das dotierte System
darstellt. Reines ZrO2 ist ein Isolator. Durch Dotierung mit Mangan wird es ferromagnetisch
und zeigt halbmetallisches Verhalten. Dies kann man ebenfalls an der Zustandsdichte in Abbil-
dung 4.15 erkennen. Das lokale magnetische Moment am Manganplatz ist 3.45µB und hängt
nur schwach von der Dotierungskonzentration ab. Die Besetzung der 3d Niveaus erfolgt nach
den Hundschen Regeln. Die besetzten Zustände befinden sich alle im Majoritätskanal. Die 3d-
Zustände im Minoritätsspinkanal liegen teilweise im Bandgap des Zircondioxid. Diese Zustände
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Abbildung 4.14: Superzelle für kubisches Zircondioxid, die 4 Formeleinheiten enthält: Zr3MnO8,
bei der 1 Zirconium-Atom durch Mangan ersetzt ist (violett). Diese Zelle re-
präsentiert das Modell für eine 25%ige Mangandotierung: Zr0.75Mn0.25O2, die
in den Rechnungen (außer bei CPA) benutzt wird.

werden zunehmend besetzt und kommen näher an das Valenzband heran, wenn Mangan durch
andere Dotierungsatome der Reihe Cr, Mn, Fe und Co ersetzt wird. In jedem Spinkanal gibt es
Peaks der Zustandsdichte oberhalb der Valenzbandkante, die vom Dotierungsatom herrühren.
Diese sind durch ein Pseudogap voneinander separiert. Diese Zustände des Dotierungsatoms
lassen sich der eg–t2g-Aufspaltung zuordnen, die von der Ligandenfeldaufspaltung in kubischen
Systemen für d-Elektronen bekannt ist. Die Zustandsdichte lässt sich wie folgt diskutieren: Im
Majoritätsspinkanal stehen für das Mangan dotierte System alle 5 d-Elektronen zur Verfügung.
Diese hybridisieren mit dem Sauerstoff, so dass Ladung dorthin abgegeben wird. Dadurch blei-
ben die 3d-Zustände des Dotierungsatoms oberhalb der Fermienergie unbesetzt und es zeigt sich
metallisches Verhalten. Im Minoritätskanal ist die Lage der Mangan-3d-Zustände gerade so, dass
sie im Gap von reinem ZrO2 liegen, aber dieses nicht schließen. Es gibt keine Zustände an der
Fermikante, das Gesamtsystem ist also halbmetallisch bei niedrigen Temperaturen. Analoges
Verhalten findet man bei Dotierung mit Eisen. Die Dotierung mit Co führt zu komplett metal-
lischem Verhalten. Ursache dafür ist die teilweise Besetzung der energetisch etwas nach unten
verschobenen eg-artigen Zustände im Minoritätskanal. Bei Dotierung mit Chrom wird gerade
das leere eg-Band komplett gefüllt, das von dem t2g-Band durch die Ligandenfeldaufspaltung
separiert ist. Das System wird isolierend mit einem kleinen Gap.

Die Curie-Temperaturen wurden hier mit zwei Methoden berechnet. Die erste basiert auf der
Mean-Field-Näherung. Man kann die kritische Temperatur mittels des Gesamtenergieunterschie-
des des DLM Zustandes und des ferromagnetischen Zustandes abschätzen, siehe [127, 128]:

kBTMF
C =

2

3

EDLM − EFM

x
, (4.4)
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Abbildung 4.15: a) und b) zeigen die auf eine Formeleinheit normierte spinaufgelöste Zu-
standsdichte von Zr0.25Mn0.25O2, berechnet einmal mittels Superzelle (siehe
Abb. 4.14) und mit CPA im Vergleich zu der von reinem ZrO2. c), d) und e)
zeigen die spinaufgelösten und die auf Atomplätze projizierte Zustandsdichten
für das Mangan dotierte System.

wobei x die Konzentration des magnetischen Dotierungsatoms bezeichnet. Die Herleitung be-
ruht auf der Annahme, dass das System auf ein effektives Heisenbergmodell abgebildet wer-
den kann und lediglich die Dotierungsatome miteinander magnetisch wechselwirken. Die zweite
Methode, die Curie-Temperaturen zu berechnen, ist ebenfalls eine Mean-Field-Methode, die
Methode ungeordneter lokaler Momente (DLM) [27]. Im Kapitel 2.5 wurde bereits erläutert,
wie man die Curie-Temperaturen aus der Spinsuszeptibilität berechnen kann. Ausgehend von
KKR-Rechnungen, die auf den CPA Rechnungen für Zr1−xMnxO2 basieren, sind die mit diesen
beiden Methoden berechneten Temperaturen in Abbildung 4.16 in Abhängigkeit von der Man-
gankonzentration x gezeigt. Man sieht deutlich, dass mit größer werdender Mangandotierung die
Curie-Temperatur rapide ansteigt, bei 25% Dotierung auf 570 K. An dieser Stelle soll nochmals
darauf hingewiesen werden, dass solch hohe Dotierungen experimentell erreicht und stabilisiert
werden können. Die beiden Verfahren zur Berechnung der Curie-Temperatur zeigen den glei-
chen Trend. Mean-Field-Rechnungen überschätzen die Curie-Temperaturen üblicherweise um
∼10. . . 25%. Auch bei Berücksichtigung dieser Tatsache bekäme man für Mangan dotiertes Zir-
condioxid noch bei Raumtemperatur eine stabile ferromagnetische Ordnung.
Die Curie-Temperatur für Mangan dotiertes ZrO2 wurde auch in Abhängigkeit vom Zellvolu-
men und der Mangan Konzentration untersucht. Die Gitterkonstante wird durch die Dotierung
kleiner, von 5.11 zu 5.044 Å [117] (bei 30% Dotierung). Im Vergleich zu den experimentellen
Daten [117] für die Gitterkonstante zeigen die theoretisch durch Minimierung der Gesamtenergie
gewonnenen Gleichgewichtsgitterkonstanten den richtigen Trend und stimmen im Rahmen übli-
cher LDA-Rechnungen (die Gitterkonstante wird meist um etwa 5% unterschätzt) gut überein,
siehe Abbildung 4.17.

Die vorgestellten Resultate beruhen auf der LDA. Starke Coulombwechselwirkungen, wie sie
bei solchen Sauerstoffsystemen auftreten, sind nicht berücksichtigt. Dies ist Gegenstand weiterer
Untersuchungen, da die Möglichkeiten der Lokalisierung von Manganelektronen sehr vielfältig
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Abbildung 4.16: Curie-Temperaturen von mit Mangan dotiertem Zircondioxid. Gezeigt ist die
Abhängigkeit der Curietemperatur für verschiedene Mangankonzentrationen.
Sie wurde mit der einfachen Mean-Field-Formel aus Gleichung (4.4) und mit der
DLM-Methode berechnet. Beide Verfahren zeigen den gleichen Trend: mit wach-
sender Mangandotierung wird die Curie-Temperatur größer und bleibt deutlich
über Raumtemperatur.

sein können. Eine Abschätzung der zu erwartenden Effekte kann man dennoch mit der LDA+U-
Methode [124] (im Kombination mit CPA) machen. Erste Rechnungen für 25% Dotierung zeigen
sogar eine Erhöhung der Curie-Temperatur von etwa 15%.

4.3.4 Frozen-Magnon-Rechnung

Um die bisher erzielten Resultate für die hohen Curie-Temperaturen zu untermauern, wurden
diese noch mit einem anderen Verfahren, bekannt als frozen magnon-Näherung berechnet. Die
elektronische Struktur wurde hier mit einem anderen Programmcode berechnet, der im Ge-
gensatz zur KKR-Methode auf augmented spherical waves [129] basiert. Berechnet wurde eine
Superzelle in LDA-Näherung, der eine geordnete Struktur von Zr3MnO8 zugrunde liegt. Die Zu-
standsdichte dieser Rechnung ist mit der aus der KKR für die gleiche Struktur nahezu identisch.
Zur Berechnung der Austauschparameter wurden die frozen magnon-Energien [130] auf einem
äquidistanten 8×8×8 Gitter in der Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters berechnet. Die
Fourier-Rückwärtstransformation liefert damit Austauschparameter für 34 Koordinationsscha-
len. Für diese Rechnung wird angenommen, dass mit Mangan stabilisiertes kubisches Zircondi-
oxid robust und unempfindlich dagegen ist, wie die Manganatome auf dem fcc Gitter verteilt
sind. Es wäre ansonsten sehr schwierig, die Curie-Temperatur mit dieser Methode abzuschätzen.
Auf der Grundlage der Berechnungen der elektronischen Struktur von mit Mangan dotiertem
ZrO2 wurden auch die Curie-Temperaturen für andere Dotierungen mit Elementen aus der Reihe
der 3d-Übergangsmetalle abgeschätzt. Es wurden Systeme Zr0.75M0.25O2 mit M=Cr, Mn, Fe, Co
betrachtet. In einem rigid band-Modell wurde die Fermienergie in der integrierten Zustandsdich-
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Abbildung 4.17: Berechnete Curie-Temperatur (mit Gleichung (4.4), KKR+CPA) für verschie-
dene Dotierungskonzentrationen x für Zr1−xMnxO2 in Abhängigkeit vom Zell-
volumen einer Formeleinheit. Gezeigt ist ein Konturdiagramm, bei dem die
Farbe die Curietemperatur representiert. Eingezeichnet sind weiterhin das aus
Energieminimierung berechnete Gleichgewichtsvolumen (durchgezogene Linie)
und die experimentell bekannten Volumina (gestrichelte Linie, aus [117]).

te von Mangan dotiertem ZrO2 so verschoben, dass die entsprechende Elektronenanzahl erreicht
wird. Damit lassen sich auch die Ergebnisse für nicht ganzzahlige Elektronenzahlen berechnen.
Auf diese Weise wird eine Mischung von unterschiedlichen Dotierungsatomen simuliert. Diese
einfache Abschätzung ist dadurch gerechtfertigt, dass reines Zircondioxid ein Isolator ist und die
Dotierungsatome im Wesentlichen Zustände in der Nähe der Fermienergie im Gapbereich gene-
rieren, die hauptsächlich die Curie-Temperatur bestimmen. Somit sollte der Einfluss der Dotie-
rungsatome mit ähnlichen Eigenschaften, bzw. benachbarter Ordnungszahlen, in guter Näherung
auf die Zustandsdichte, abgesehen von der Elektronenzahl, gering sein. Damit lässt sich auch der
Einfluss weiterer nichtmagnetischer Donatoren bzw. Akzeptoren untersuchen. Die berechneten
Curie-Temperaturen für die verschiedenen effektiven Ordnungszahlen zeigt Abbildung 4.18. Die
Zahl der Elektronen für Zr0.75M0.25O2 liegt dort jeweils bei n=0. Negative Curie-Temperaturen
deuten auf antiferromagnetische Ordnung bei tiefen Temperaturen hin. Für 25% Dotierung
und n=0 liefert ZrO2 dotiert mit Mangan oder Cobalt die größte Curie-Temperatur (540 K).
Bei Eisendotierung liegt die Curie-Temperatur etwas niedriger. Die Ergebnisse sind in guter
Übereinstimmung mit den KKR+DLM-Rechnungen (570 K bei Mn-Dotierung, 400 K bei Fe-

71



4.3. ZIRCONDIOXID KAPITEL 4. ÜBERGANGSMETALLOXIDE
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Abbildung 4.18: Resultate der frozen magnon-Rechnung für die Curie-Temperatur und
Zr0.75M0.25O2 (M=Cr,Mn,Fe,Co). M steht für Dotierung mit verschiedenen
Materialien. Das Bild zeigt die Abhängigkeit der Curie-Temperatur vom Ein-
bringen zusätzlicher nicht-magnetischer elektronischer Akzeptoren (n<0) bzw.
Donatoren (n>0), bei n=0 ist die Elektronenzahl in Zr0.75M0.25O2 erreicht. Ne-
gative Curie-Temperaturen zeigen die Tendenz zu eher antiferromagnetischer
Ordnung. (Rechnungen von Leonid M. Sandratzkii, MPI für Mikrostrukturphy-
sik Halle)

Dotierung). Das mit Mangan dotierte ZrO2 ist nahe dem Maximum der Curie-Temperatur, so
dass zusätzliche Beimischungen die Curie-Temperatur nicht deutlich erhöhen werden. Anders
ist das bei dem mit Cobalt oder Eisen dotiertem System. Durch Beimischung von zusätzlichen
Löcherträgern steigt die Curie-Temperatur sogar auf über 600 K an. Negative Temperaturen,
also antiferromagnetisches Verhalten, zeigt das mit Chrom dotierte System.

4.3.5 Sauerstoffleerstellen

Sauerstoffleerstellen sind natürliche Defekte in solchen hier diskutierten Keramiken [115]. De-
ren Einfluss auf die magnetischen Eigenschaften soll hier exemplarisch für Mangan dotiertes
kubisches Zircondioxid untersucht werden. Wie die Erfahrungen mit anderen Manganverbin-
dungen zeigen, ist es nicht einfach, die Valenz vom Mangan anhand eines einfachen ionischen
Ladungsmodells für die verschiedenen Stoffe vorherzusagen. Damit könnte man Rückschlüsse
auf die wahrscheinliche Anzahl von Leerstellen ziehen. Stattdessen kann man Mangan dotiertes
kubisches Zircondioxid mit einem gut untersuchten und ähnlichen System vergleichen: Yttri-
um dotiertes kubisches ZrO2. Bei diesem kann man den Oxidationszustand von Yttrium viel
einfacher abschätzen. Bei diesem System ist bekannt, dass die hohe ionische Leitfähigkeit mit
einer Vielzahl von Sauerstoffleerstellen verbunden ist, jeweils eine für jedes Paar von Yttrium-
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4.3. ZIRCONDIOXID KAPITEL 4. ÜBERGANGSMETALLOXIDE

Atomen. Diese hohe Ionenleitfähigkeit ist für Mangan dotiertes ZrO2 nicht bekannt, so dass man
schlussfolgern kann, dass das Verhältnis Leerstelle–Dotierungsatom kleiner ist als bei dem mit
Yttrium dotierten System.
Um den Einfluss von Sauerstoffleerstellen auf die kritische Temperatur zu untersuchen, wur-
den Berechnungen der Elektronenstruktur für verschiedene Konzentrationen von Sauerstoffleer-
stellen für ZrO2 mit 25% Mangan-Dotierung mittels KKR Methode in Kombination mit CPA
durchgeführt. Da die Mean-Field-Abschätzung für die kritische Temperatur entsprechend Glei-
chung (4.4), wie bereits dargelegt, gut funktioniert, wurde diese hier zur Diskussion der Trends
ebenfalls benutzt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 4.19 zusammengefasst. Die kritische Tem-
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Abbildung 4.19: Curie-Temperaturen (berechnet mit. Gl. (4.4)) von mit 25% Mangan dotier-
tem Zircondioxid in Abhängigkeit zusätzlich eingebrachter Sauerstoffleerstel-
len (unrelaxiert): Zr0.75Mn0.25O2−y�y. Selbst bei 30% Sauerstoffleerstellen ist
die Curie-Temperatur noch größer als Raumtemperatur.

peratur bleibt hoch, solange es maximal eine Sauerstoffleerstelle für jedes dritte Manganatom
gibt (4y<33%). Für größere Konzentrationen von Vakanzen wird die kritische Temperatur na-
hezu linear kleiner. Das System ist ab einer Konzentration von 4y>65% nicht mehr ferromagne-
tisch. Die Zahl der Leerstellen erreicht die der Manganatome. Wie auch mit Yttrium dotiertes
ZrO2 sollte das System für 4y=50% noch ferromagnetisch und ein Halbmetall sein.
Große Konzentrationen von Leerstellen (oder von Störatomen) führen in der Regel zu Verschie-
bungen der umgebenden Atome aus der idealen Gitterposition. Dies hat dann auch Einfluss
auf die elektronische Struktur und damit auch auf die kritische Temperatur. Um diese Effekte
zu untersuchen, wurde eine Superzelle, aufgebaut aus 4 Formeleinheiten verwendet, bei der ein
Sauerstoffatom entfernt wurde (Zr3MnO7). Die Rechnungen wurden mit einer Pseudopotential-
methode durchgeführt (VASP [131]). Diese Rechnungen zeigen, dass die die Sauerstoffleerstelle
umgebenden Atome um 7% zur Leerstelle hin relaxieren. Details sind in Tabelle 4.4 gegeben. Die
Berechnung der kritischen Temperatur unter Berücksichtigung der Relaxationen zeigt nur ge-
ringe Abweichungen von den Werten, die unter Annahme einer idealen Gitterstruktur gewonnen
wurden.
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Position x y z

O 1 0.75→0.704 0.25→0.282 0.75→0.718
O 2 0.25→0.282 0.75→0.704 0.75→0.718
O 3 0.25→0.282 0.25→0.282 0.25→0.296
O 4 0.75→0.695 0.75→0.695 0.25→0.305
O 5 0.25→0.205 0.75→0.784 0.25→0.216
O 6 0.75→0.784 0.25→0.205 0.25→0.216
O 7 0.75→0.784 0.75→0.784 0.75→0.795
� 8 0.25 0.25 0.75

Tabelle 4.4: Positionen (in Einheiten der Gitterkonstante) der Sauerstoffatome nach der Rela-
xation einer MnZr3O7-Zelle. Ausgangspunkt waren die idealen Positionen der ku-
bischen Zelle mit 8 Sauerstoffatomen. Die Positionen der anderen Atome (Mangan
und Zirconium) bleiben nahezu unverändert. Die Sauerstoffatome rücken näher an
die Vakanz heran. (Rechnungen von Sergey Ostanin, MPI für Mikrostrukturphysik
Halle)
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5 Lanthanoide

In diesem Kapitel sollen die Anwendungsmöglichkeiten der Selbstwechselwirkungskorrekturen
auf Seltene Erden demonstriert werden. Interessant sind hierbei nicht nur die Gleichgewichts-
gitterkonstanten oder die Zustandsdichten, sondern auch die magnetischen Strukturen. Im De-
tail soll hier auf die Eigenschaften der Metalle der Seltenen Erden, die Lanthanoide, einge-
gangen werden. Diese sind durch eine Vielzahl magnetischer Strukturen charakterisiert, wobei
die unterschiedlichen Mechanismen zur Ausbildung solcher magnetischer Strukturen noch nicht
vollständig geklärt sind.
Die Lanthanoide unterscheiden sich in der elektronischen Struktur deutlich von anderen Ele-
mentgruppen. In einem einfachen Bild erwartet man, dass mit steigender Ordnungszahl die
Größe des Atoms1 wächst. Bei den Lanthanoiden ist die 5s- und 5p-Schale bereits besetzt, die
4f-Schale wird in der Lanthanoidenreihe aufgefüllt. Mit steigender Ordnungszahl wächst auch
die Zahl der Protonen. Die Elektronen befinden sich mit wachsender Ordnungszahl aufgrund der
Coulombanziehung näher am Kern. Daraus resultiert ein kleinerer Atomradius mit steigender
Ordnungszahl. Dies ist von Cer (f0) bis Lutetium (f14) (außer bei Europium und Ytterbium)
zu beobachten. Dieses Verhalten heißt Lanthaniden Kontraktion [132]. Die f-Elektronen sind
nur wenig an der Bindung beteiligt und schirmen vielmehr den Kern ab. Deshalb sind die che-
mischen Eigenschaften der Lanthanoide sehr ähnlich. Die physikalischen Eigenschaften hängen
jedoch stark von der Anzahl der f-Elektronen ab. Betrachtet man beispielsweise die Reihe der
schweren Seltenen Erden, von Gadolinium (Gd, Z=64) bis Thulium (Tm, Z=69), welche eine
hcp-Struktur besitzen, so zeigen sich die unterschiedlichsten magnetischen Strukturen. Gadoli-
nium ist als einziges Element ferromagnetisch. Die nachfolgenden Elemente (Tb bis Tm) ordnen
allesamt antiferromagnetisch entlang der c-Achse, wobei die einzelnen Lagen homogen magneti-
siert sind. In Tb, Dy und Ho sind die lokalen Momente senkrecht zur c-Achse ausgerichtet, bei Er
und Tm parallel dazu [133]. Die Periodizität der magnetischen Struktur stimmt oft nicht mit der
Periodizität des Gitters überein. Diese inkommensurablen Strukturen werden oft mit dem

”
web-

bing“ der Fermifläche, bei dem es größere parallele Teile der Fermifläche gibt, in Verbindung
gebracht. Diese parallelen Teilstücke können im k-Raum durch einen Translationsvektor ver-
bunden werden, der als Nesting-Vektor bezeichnet wird. Es wurde sowohl experimentell [134] als
auch theoretisch [135] gezeigt, dass die Größe des Nesting-Vektors mit dem magnetischen Vek-
tor der Spinstrukturen korreliert ist. Die Form der Fermifläche bei den Elementen der schweren
Seltenen Erden hängt stark vom c/a-Verhältnis und der Gitterkonstanten ab [136]. Experimen-
tell kann gezeigt werden, dass man die magnetische Struktur durch Ändern der Gitterkonstante
durch externen Druck oder durch mechanische Spannungen beeinflussen kann [137, 138]. Die
Mechanismen, die das Zusammenspiel von Gitterkonstante, c/a-Verhältnis und Magnetismus
bestimmen, sind bisher von theoretischer Seite noch nicht komplett verstanden. Hierfür muss
die starke Coulombwechselwirkung und Lokalisierung der f-Elektronen berücksichtigt werden.
Dazu bieten sich die bereits besprochenen Selbstwechselwirkungskorrekturen zur lokalen Spin-
dichtenäherung an.
Zunächst soll das Element mit genau einem f-Elektron und dessen Eigenschaften diskutiert
werden: Cer. Anhand dessen wird die elektronische Struktur unter Berücksichtigung von Selbst-

1Damit ist die Größe eines Gebietes, in dem eine bestimmte Anzahl von Elektronen anzutreffen sind, gemeint.
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5.1. CER KAPITEL 5. LANTHANOIDE

wechselwirkungskorrekturen näher beleuchtet. Vorgestellt wird auch ein Versuch, die α- und
γ-Phase zu beschreiben. Ebenso wird die Temperaturabhängigkeit des α–γ-Phasenüberganges
untersucht.
In einem folgenden Abschnitt werden die Untersuchungen auf schwere Seltene Erden ausgedehnt.
Im Detail wird Gadolinium als Prototyp dieser Reihe diskutiert. Im Vordergrund steht dabei die
Untersuchung der magnetischen Eigenschaften, wie die Bestimmung der magnetischen Struktur
und der Curie-Temperatur. Es wird gezeigt, dass man ausgehend von den Daten für Gadolinium
ein für die Reihe der schweren Seltenen Erden universelles Phasendiagramm konstruieren kann,
das die magnetischen Eigenschaften dieser Reihe beschreibt.

5.1 Cer

Cer ist das erste Element der Lanthanoidenreihe. Es besitzt mit der Ordnungzahl 58 gerade
ein f-Elektron. Dadurch werden viele Eigenschaften bestimmt. In der Natur kommt Cer fast
ausschließlich in Verbindungen vor, da es sehr reaktionsfreudig ist und leicht oxidiert. Die Oxide
von Cer haben zahlreiche Anwendungen. Sie werden beispielsweise als Schleif- und Poliermit-
tel verwendet oder als Katalysator eingesetzt (CO→CO2). Cerverbindungen sind Bestandteile
von Spezialgläsern oder dienen auch als feuerfeste Beschichtung von selbstreinigenden Backöfen.
Weitere Anwendungen gibt es im Bereich der organischen Chemie und auch in der Medizin (z.B.
als Kontrastmittel).
Reines Cer hat ein reichhaltiges Phasendiagramm, welches in der Abbildung 5.1 dargestellt ist.
Es gibt eine antiferromagnetische Phase, eine paramagnetische und sogar eine supraleitende Pha-
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Abbildung 5.1: Experimentelles Phasendiagramm von Cer.
”
C.P.“ markiert den kritischen

Punkt, ab dem es einen kontinuierlichen Übergang von der α- zur γ-
Phase gibt. links: Phasendiagramm bei niedrigem Druck, rechts: Nicht-
Gleichgewichtsphasendiagramm. Dort kann man die Hysterese bei bei den ver-
schiedenen Übergängen erkennen. (aus [132], [139])

se (α′, TC=0.5 K). Diese supraleitende Phase existiert nur bei hohen Drücken. Im Folgenden
wird der Niedrigdruckbereich diskutiert. Dieser wird durch die α- und γ-Phase bestimmt. Beide
haben die gleiche kristallographische Struktur (fcc), wobei die α-Phase durch ein 14-17% gerin-
geres Volumen charakterisiert ist. Eine weitere Phase im Niedrigdruckbereich ist die β-Phase mit
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5.1. CER KAPITEL 5. LANTHANOIDE

dhcp-Struktur. Diese hat eine ähnliche elektronische Struktur wie die γ-Phase. Näher untersucht
wird der isostrukturelle Phasenübergang zwischen der α- und γ-Phase. Die Ergebnisse wurden
in Zusammenarbeit mit den Koautoren aus [140] erzielt.

5.1.1 Der Grundzustand von Cer

Die Modellierung der α- und γ-Phase

Bevor die thermodynamischen Eigenschaften von Cer diskutiert werden, sollen hier zunächst die
Grundzustandseigenschaften von Cer (bei T=0) näher untersucht und vorgestellt werden. Im De-
tail wird versucht, eine gute Beschreibung der elektronischen Struktur für die α- und die γ-Phase
zu finden. Dazu werden Rechnungen für Cer in LSDA und LSDA mit Selbstwechselwirkungskor-
rekturen für verschiedene Gitterkonstanten miteinander verglichen. In diesen Rechnungen wird
die Spin-Bahn-Kopplung für die Valenzelektronen vernachlässigt. Berücksichtigt wird sie jedoch
für die Core-Zustände, die mittels Dirac-Gleichung berechnet werden.
Cer besitzt ein f-Elektron. Damit liegt es nahe, einen f-Zustand für die Selbstwechselwirkungs-
korrektur zu verwenden. Aufgrund der kubischen Symmetrie hat man die Wahl, den Zustand
in A1u-, T2u- oder T1u-Symmetrie zu korrigieren. Die Gesamtenergien für eine Korrektur in
der jeweiligen Symmetrie und die LSDA-Gesamtenergie sind in Abbildung 5.2 für verschiedene
Zellvolumina dargestellt. Die niedrigste Energie wird für die nicht magnetische LSDA-Lösung ge-
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Abbildung 5.2: Gesamtenergieunterschiede für verschiedene Rechnungen für Ce (vergl. Tabel-
le 5.1).

funden (siehe Tabelle 5.1). Die niedrigste Gesamtenergie wird bei der Korrektur des f-Elektrons
in A2u-Symmetrie (Singulett) erreicht. Dieses System ist ferromagnetisch. Die A2u-Zustände wer-
den durch eine starke Kristallfeldaufspaltung von den anderen f-Zuständen separiert. Das Ener-
gieminimum dieser Konfiguration liegt bei deutlich größerem Volumen als das der LSDA-Lösung.
Aufgrund dieser Eigenschaften kann man die LSDA-Lösung mit der α-Phase identifizieren, die
SIC-Lösung bestimmt die γ-Phase. Die Energieminima der α- und der γ-Phase unterscheiden
sich lediglich um 0.8 mRy. Daraus resultiert ein Übergangsdruck von -2.3 kbar. Experimentell
wurden -7 kbar für den Übergangsdruck bestimmt, wenn man diesen für T=0 aus den Daten
extrapoliert.
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∆E (mRy) V (a.u.)3 B (kbar)

LSDA 0.0 158 701

A2u 0.8 202 355
SIC T1u 20.3 201 352

T2u 1.5 197 351

Tabelle 5.1: Gesamtenergieunterschiede, Gleichgewichtsvolumina und bulk moduli B für ver-
schiedene SIC-Konfigurationen im Vergleich zur LSDA. Der SIC-Zustand in A2u-
Symmetrie hat von den SIC-Zuständen die kleinste Gesamtenergie. Die LSDA-
Lösung repräsentiert das globale Energieminimum.

Die Unterschiede zwischen den beiden Phasen bzw. der LSDA- und SIC-LSDA-Rechnung erkennt
man an der Zustandsdichte. Die entsprechenden spinaufgelösten Zustandsdichten sind in der Ab-
bildung 5.3 dargestellt. Die LSDA-Zustandsdichte zeigt eine Hybridisierung der f-Zustände mit
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Abbildung 5.3: Spinaufgelöste Zustandsdichte von Cer für die α-Phase a) und γ-Phase b) . Die
γ-Phase ist ferromagnetisch gerechnet.

den s-, p- und d-Zuständen. Bei der selbstwechselwirkungskorrigierten Rechnung erkennt man
die Separation des lokalisierten f-Zustandes bei etwa -8 eV. Die unbesetzten Zustände werden
etwa um 1 eV nach oben verschoben. Diese beiden Effekte kann man an den Streuphasen des
f-Zustandes erkennen (siehe Abbildung 5.4). Somit findet man hier ein ähnliches Verhalten wie
beim NiO. Der selbstwechselwirkungskorrigierte f-Zustand wird zu einem gebundenen Zustand,
da er sich unterhalb des Muffin-Tin-Null-Niveaus befindet. Die scharfe Resonanz kommt hier
aber von der Lokalisierung und nicht aus der Eigenschaft gebundener Zustände. Dies kann
man anhand des früher diskutierten Beispieles NiO erkennen (siehe Abbildung 4.3). Die Zu-
standsdichte und die integrierte Zustandsdichte dieses einen korrigierten f-Kanals ist in Abbil-
dung 5.5 dargestellt. Diese integrierte Zustandsdichte ist gerade die SIC-Ladung des Zustandes.
An der Fermienergie ist sie größer als 1. Die Ursache ist eine leichte Hybridisierung mit anderen
Zuständen knapp unterhalb des Ferminiveaus. Einige Anteile können auch von 5f-Zuständen
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Abbildung 5.4: Streuphase für den selbstwechselwirkungskorrigierten f-Zustand in Cer. Das
Muffin-Tin-Null Vmtz ist eingezeichnet.

stammen. Anhand der Streuphasen (Abbildung 5.4) in der Nähe der Fermienergie kann man
erkennen, dass diese dort größer als π wird. Die integrierte Zustandsdichte ist bei einer Energie
zwischen der Resonanz und etwa -2.5 eV fast 1. Diese Ungenauigkeit ist auf eine zu ungenaue
Integration zurückzuführen.
Die Position der Resonanz bei etwa -8 eV stimmt nicht mit experimentellen spektroskopischen
Daten überein (≈ -2 eV, [141]). Die Berücksichtigung der Selbstenergie (beispielsweise in der
GW-Näherung) sollte die energetische Lage der Resonanz deutlich verbessern.
Die f-Zustände sind nicht allein von der Selbstwechelwirkungskorrektur betroffen. Die Ladungs-
verteilung auf die Drehimpulskomponenten ist in Tabelle 5.2 dargestellt. Der nicht ganzzahlige

s p d f

LSDA 0.40 6.06 2.19 1.35
SIC 0.51 6.16 1.99 1.35

Tabelle 5.2: Drehimpulskomponentenaufgelöste Valenzladungen der LSDA- und SIC-LSDA-
Rechnung für Cer. Die p-Kanäle beinhalten auch die 5p-Semicore-Zustände

Wert für die Ladung im f-Kanal kommt durch Hybridisierung der f-Zustände mit den s-, p- und
d-Zuständen zustande. Dazu sind die nach Spin und Symmetrie aufgelösten Zustandsdichten für
die LSDA- und SIC-LSDA-Rechnungen in den Abbildungen 5.6 und 5.7 dargestellt. Zwischen
den LSDA- und der SIC-LSDA-Rechnung gibt es keinen Unterschied in der Zahl der f-Zustände.
Das Elektron, das in der α-Phase an der Bindung beteiligt ist, wird in der γ-Phase lokalisiert.
Gleichzeitig werden aber an der Bindung beteiligte d-Elektronen zu repulsiven sp-Zuständen.
Durch diesen Effekt wird die Gitterkonstante in der γ-Phase im Vergleich zur α-Phase größer.
Die s-, p- und d-Zustände in Abbildung 5.6 zeigen im Wesentlichen eine energetische Verschie-
bung durch die neue Lage der Fermienergie zwischen der LSDA- und SIC-LSDA-Rechnung.
Dieses Verhalten entspricht dem eines rigid band-Modells.

Die α- und γ-Phase von Cer ist in der Literatur mit unterschiedlichen Methoden untersucht
worden. Einige Resultate für bulk moduli und Gleichgewichtsvolumina sind im Vergleich zu den
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Abbildung 5.5: Zustandsdichte und integrierte Zustandsdichte des selbstwechselwirkungskorri-
gierten f-Zustandes in A2u-Symmetrie

mit KKR und lokaler Selbstwechselwirkungskorrektur erzielten Werten in Tabelle 5.3 zusam-
mengestellt. Nahezu alle (außer GGA in der γ-Phase) Rechnungen unterschätzen das Volumen

Methode α-Ce γ-Ce
V (Å3) B (kbar) V (Å3) B (kbar)

SIC-LSDA (KKR) 23.4 701 29.9 355
SIC-LSDA (LMTO) [142] 24.7 484 32.6 310
SIC-LSDA (LMTO) [143] 25.9 443 34.0 340

LSDA [144] 24.5 477 33.7 312
GGA [144] 27.7 391 37.3 288

Exp. aus [144] 28.2 270 34.7 239

Tabelle 5.3: Vergleich der Gleichgewichtsvolumina und bulk moduli B mit experimentellen Wer-
ten und solchen aus anderen Rechnungen. Die bulk moduli wurden an den jeweili-
gen Energieminima berechnet. Die aus SIC-LMTO-Rechnungen gewonnenen Daten
basierenden auf der vollen SIC-Implementation im Gegensatz zur lokalen Imple-
mentation in KKR. In den gezeigten LSDA- und GGA-Rechnungen wurden die
f-Elektronen als Core-Elektronen behandelt.

sowohl in der α- als auch in der γ-Phase. Die bulk moduli werden bei allen Rechnungen im
Vergleich zum Experiment überschätzt. Berechnet man mit der KKR-Methode die bulk moduli
an der experimentellen Gitterkonstante, erhält man deutlich kleinere Werte: 239 kbar für die
α-Phase und 203 kbar für die γ-Phase. Der Fehler zeigt sich in der α-Phase deutlicher. Der
größere Fehler liegt offenbar darin, dass die LSDA die Natur der α-Phase nicht genügend genau
beschreibt. Sie sollte aber die Hochdruckphase α′ gut beschreiben. Diese Phase ist tetravalent
und hat ein kleineres Gleichgewichtsvolumen als die α-Phase. Die hier vorgestellten Rechnungen
behandeln Cer als trivalentes System (1 f-Elektron ist lokalisiert) in der γ-Phase und als tetrava-
lentes System (alle f-Elektronen sind delokalisiert) in der α-Phase. Experimentelle Daten lassen
auf eine Valenz von 3.67 [139] schließen. Diese kann durch eine Pseudolegierung aus tetra- und
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Abbildung 5.6: Nach Spin und Symmetrie aufgelöste Zustandsdichte für Cer (in Zuständen/eV).
Die Zustände sind den folgenden Kanälen zugeordnet: s(A1g), p(T1u) und d(T2g

und Eg). Die SIC-LSDA Rechnungen sind für die ferromagnetische Struktur
gezeigt.

trivalenten Ceratomen modelliert werden. Auch wenn die Gitterkonstante und die bulk moduli
im Vergleich zu anderen Methoden schlechter zu den experimentellen Werten passen, ist es mit
der KKR-Methode möglich, eine solche gemischte Valenz für beliebige Konzentrationen mit CPA
zu modellieren. In den anderen Methoden ist dies nur mit Superzellrechnungen für bestimmte
Konzentrationen möglich.

Pseudolegierung aus der α- und γ-Phase

Um die α-Phase von Cer besser zu beschreiben, kann man analog zum Hubbard-III-Modell [145]
eine Pseudolegierung betrachten. Die Valenz von Cer wurde experimentell als nicht ganzzah-
lig (3.67) gefunden. Somit kann man eine Pseudolegierung aus trivalenten (SIC-LSDA) und
tetravalenten (LSDA) Ceratomen konstruieren. Durch das Mischungsverhältnis modelliert man
eine nicht ganzzahlige Valenz. Man kann annehmen, dass die lokalen magnetischen Momente
ungeordnet sind. Das heißt, die Orientierung der Momente in eine oder gerade in die entgegen-
gesetzte Richtung treten mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Deshalb kann man die γ-Phase im
DLM-Zustand modellieren. Damit hat die Pseudolegierung die folgenden Komponenten der Ce
Atome:

(1 − c) [Ce]LSDA +
c

2

(
[Ce]SIC−LSDA,↑ + [Ce]SIC−LSDA,↓

)
(5.1)

Die Konzentration c gibt den Anteil der trivalenten Cer-Atome an (γ-Phase). Die Konzentra-
tionen werden durch Minimierung der Gesamtenergie bestimmt. Die Gesamtenergiekurven für
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Abbildung 5.7: Nach Spin und Symmetrie aufgelöste Zustandsdichte für Cer (in Zuständen/eV)
der f-Kanäle. Man beachte im Vergleich zu Abbildung 5.6 die Skalierung. Die
SIC-LSDA-Rechnungen sind für die ferromagnetische Struktur gezeigt.

diese α-γ-Pseudolegierung sind in Abhängigkeit der Gitterkonstante in Abbildung 5.8 dargestellt.
Allen diesen Kurven ist gemeinsam, dass sich das Energieminimum für eine feste Gitterkonstan-
te entweder bei c=0 (reine α-Phase) oder bei c=1 (reine γ-Phase) befindet. Somit wird eine
nicht ganzzahlige Valenz bei keiner Gitterkonstante favorisiert. Daraus kann man schlussfolgern,
dass eine statische single-site-Näherung wie die CPA hier nicht ausreicht, um einen Zustand mit
gemischter Valenz für die α-Phase von Cer bei T=0 zu beschreiben. Genau das zeigen auch die
Resultate von Svane [143]. Dabei wurden in einer Superzelle die Konzentrationen 25, 50 und 75%
realisiert. Die γ-Phase wurde in [143] in ferromagnetischer Ordnung berechnet, im Gegensatz zu
den hier vorgestellten Rechnungen im DLM-Zustand. Auch in diesen Superzellrechnungen wurde
das Energieminimum bei einer Konzentration von 0 oder 1 gefunden. In beiden Rechnungen sind
die Energiekurven in Abhängigkeit von der Konzentration hauptsächlich konvex.
Eine mögliche Methode der Beschreibung wäre eine Verallgemeinerung der CPA [146], die auch
dynamische Fluktuationen zwischen trivalenten und tetravalenten Zuständen berücksichtigt.

Dennoch sollen die elektronischen Eigenschaften der so erhaltenen Pseudolegierung diskutiert
werden. Dazu wird die Bloch-Spektralfunktion entlang der Γ-X Linie untersucht. Diese ist für
die jeweils reinen Phasen und für eine 50%ige Beimischung der γ-Phase zur α-Phase (vergl. Glei-
chung (5.1)) für gleiche Gitterparameter in der Abbildung 5.9a)-c) dargestellt. Die α-Phase zeigt
wie erwartet eine Bandstruktur, da diese Phase nicht spinpolarisiert ist. Da die γ-Phase im DLM-
Zustand modelliert ist, erkennt man bei der reinen Phase keine Austauschaufspaltung (vergl.
Abbildung 5.9b) und c)). Durch das effektive CPA-Medium werden die lokalen Momente gerade
heraus gemittelt. Das führt zu einer Verbreiterung der Spektralfunktion. Dies kann man auch in
den Abbildungen 5.9d)-f) erkennen, die die Spektralfunktion am Γ-Punkt zeigen. Die Aufwei-
chung für die α-Phase (Abbildung 5.9d) ist auf die Verwendung eines kleinen Imaginärteils der
Energie während der Rechnung zurückzuführen.
Der Singulett-f-Zustand befindet sich in der α-Phase knapp unterhalb des Ferminiveaus. Mit
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Abbildung 5.8: Gesamtenergien (T=0) einer Cer α-γ-Pseudolegierung als Funktion der Kon-
zentration der lokalisierten Zustände. Jede Kurve gehört zu einer Gitterkon-
stanten (in a.u.). Die unteren beiden Kurven gehören zu den Gitterkonstanten
8.85 a.u. und 9.05 a.u..

wachsender Beimischung der γ-Phase wird das spektrale Gewicht dieses Zustandes dort klei-
ner und das des entsprechenden Singulett Zustandes der γ-Phase größer (∼-8 eV). Durch die
stärker werdende Lokalisierung, also eine effektivere Abschirmung der Kernladung, werden die
unbesetzten Zustände zu höheren Energien verschoben. Die Fermienergie wird leicht zu kleineren
Energien verschoben. Dadurch hybridisieren bei 50% Mischung der aus der α-Phase kommende
A2u-f-Zustand mit dem unbesetzten f-Triplet. Es kommt zu einer spektralen Verbreiterung (siehe
Abbildung 5.9b). Diese Verbreiterung nimmt dann bis zum Erreichen der reinen γ-Phase wieder
ab, da hier keine Anteile der α-Phase enthalten sind.

5.1.2 Cer bei endlichen Temperaturen

Bisher wurde Cer bei T=0 betrachtet. Diese Betrachtungen werden nur auf endliche Tempe-
raturen ausgedehnt. Die Idee, Cer bei endlichen Temperaturen mit der bereits vorgestellten
Pseudolegierung aus α- und γ-Phase zu beschreiben, wurde als erstes von Johansson et al. [144]
und Svane [143] vorgeschlagen. Da bei endlichen Temperaturen thermische (klassische) Fluk-
tuation den Hauptbeitrag zu den Eigenschaften liefern, sollte eine statische Beschreibung im
Rahmen der DLM ausreichend sein. In der Arbeit von Johansson et al. wurde die Pseudole-
gierung mit CPA im Rahmen der LMTO-Methode behandelt. Zur Beschreibung der γ-Phase
wurden die 4f-Zustände als Core-Elektronen behandelt. In der α-Phase wurden die 4f-Zustände
als Bandzustände betrachtet. Da beide Phasen unterschiedlich behandelt wurden, ist es nicht
möglich, deren Energien miteinander zu vergleichen. Die γ-Phase wurde deshalb energetisch
so verschoben, dass der Übergangsdruck bei T=0 mit den experimentellen Ergebnissen überein-
stimmt. Svane verwendete zur Beschreibung der γ-Phase die LMTO-SIC-Methode. Dabei wurde
die γ-Phase in ferromagnetischer Ordnung verwendet. Einige Konzentrationen der Pseudolegie-
rung konnten mittels Superzellrechnung realisiert werden. Aus den Resultaten wurde abgeleitet,
dass eine lineare Interpolation der Energien für beliebige Konzentrationen ausreichend ist.
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Abbildung 5.9: Bloch-Spektralfunktion für Cer entlang der Γ-X-Linie a)-c) und die Spektral-
funktion am Γ-Punkt d)-f). Gezeigt sind die Daten für die reine α-Phase a) und
d), die reine γ-Phase c) und f) sowie eine 50%–50% Mischung der beiden Pha-
sen. Alle Ergebnisse sind alle für die Gitterkonstante von 8.65 a.u. dargestellt.
Die Fermienergie liegt bei E=0.
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Nun wird ein ähnlicher Ansatz verfolgt. Mit der CPA ist es möglich, die Ergebnisse für belie-
bige Konzentrationen der Pseudolegierung zu berechnen und gleichzeitig die γ-Phase als DLM-
Zustand zu beschreiben. Im Gegensatz zu den beiden bisherigen Ansätzen wurde hier der elek-
tronische Beitrag zur Entropie Sel explizit ab initio berechnet [147]. Die Entropie S setzt sich
aus verschiedenen Beiträgen zusammen.

S = Sel + Smag + Svib (5.2)

Dabei ist Smag die magnetische Entropie, die die Fluktuation zwischen verschiedenen magneti-
schen Zuständen beschreibt. Der Beitrag der Gitterschwingungen (Svib) zur Entropie wird hier
vernachlässigt.
Idealerweise würde man eine Pseudolegierung beschreiben, die alle möglichen Zustände des Cer-
Ions beinhaltet: die LSDA und alle möglichen selbstwechselwirkungskorrigierten Zustände. Dies
führt auf eine Pseudolegierung mit 15 Komponenten. Die Abbildung 5.2 lässt jedoch erkennen,
dass die Kristallfeldaufspaltung nahezu entartete A2u- und T2u-Zustände formiert. Die Energie
des anderen Triplett-Zustandes mit T1u-Symmetrie ist etwa 20 mRy höher. Bei den hier betrach-
teten Energien sollte dieser thermisch nicht erreichbar sein. Damit kann man die verbleibenden
8 Zustände näherungsweise als entartet betrachten. Somit hat man eine 9-komponentiges Pseu-
dolegierung mit der Einschränkung, dass 8 SIC-Zustände gleich sind und mit der Konzentration
c/8 vorkommen. Damit kann die magnetische Entropie berechnet werden:

Smag(c) = kB c ln 8. (5.3)

Mit der Entropie aus Gleichung 5.2 kann man die Freie Energie

F (T, c, V ) = U(T, c, V ) − T S(c) (5.4)

der Pseudolegierung berechnen. U ist die Innere Energie. Die so berechnete Freie Energie ist
in Abhängigkeit von der Konzentration und der Gitterkonstanten (Volumen) in der Abbil-
dung 5.10(a-c) für verschiedene Temperaturen dargestellt. Bei T=0 erkennt man zwei unter-
schiedliche Minima, eines bei reiner α-Phase (LSDA), das andere bei der reinen γ-Phase (SIC-
LSDA). Eine Gleichgewichtsgitterkonstante für eine feste Konzentration wird durch eine In-
terpolation beider Phasen erreicht. Selbst ein solcher Zustand gemischter Valenz würde die
unterschätzte Gitterkonstante der α-Phase verbessern, auch wenn dieser energetisch nicht favo-
risiert wird. Wird die Temperatur erhöht, ändert sich die Energielandschaft dahingehend, dass es
nur noch ein breites globales Minimum bei der γ-Phase gibt. Dieses Verhalten wird hauptsächlich
durch die magnetische Entropie hervorgerufen, nicht etwa durch die innere Energie.
Die Freie Energie ist nicht geeignet, um die Daten mit Experimenten zu vergleichen, da sie nicht
direkt gemessen werden kann. Deshalb ist es nötig, eine Größe zu berechnen, deren Parameter im
Experiment direkt zugänglich sind. Dazu kann man das Phasendiagramm für die Freie Enthalpie
G berechnen, deren Parameter der Druck und das Volumen sind.

G(T, c, p) = F (T, c, V (T, c, p)) + p V (T, c, p) (5.5)

Das Phasendiagramm für die Freie Enthalpie ist in den Abbildungen 5.10(d-f) dargestellt. Dar-
aus kann man für jeden Druck und jede Temperatur die Konzentration des tetravalenten Cers
bestimmen, die die Freie Enthalpie bezüglich der Konzentration minimiert. Bei T=0 findet man
für kleine Drücke die beiden lokalen Minima bei c=0 und c=1. Wird der Druck erhöht, verschiebt
sich das lokale Minimum zu einer Konzentration von c=0, also zur reinen α-Phase. Wird die
Temperatur erhöht, wandert das Minimum zu einer Konzentration zwischen 0 und 1. Oberhalb
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Abbildung 5.10: Berechnete Freie Energien a)-c) und Freie Enthalpien d)-f) für Cer bei Tem-
peraturen T=0, 800 und 1600K für verschieden Konzentrationen c der Beimi-
schung der γ- zur α-Phase. Die reine α-Phase wird durch c=0 repräsentiert.
Die Volumina entsprechen Gitterkonstanten von 8.25 bis 9.65 a.u.. Zur Freien
Energie wurde eine Konstante von 17717 Ry addiert. Zu den Freien Enthalpien
wurde für diese Darstellung eine zum Druck proportionale Konstante addiert.
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Abbildung 5.11: Freie Energie als Funktion des Volumens und verschiedener Temperaturen, von
0 (oberste Kurve) bis 1600 K (unterste Kurve) in 200K Schritten.

der kritischen Temperatur findet man einen weichen und kontinuierlichen Übergang von kleiner
zu großer Konzentration (vergl. Abbildung 5.10f).
Die Freie Energie dieses physikalischen Systems kann (bei festem Volumen ) dadurch gefunden
werden, dass man diese bezüglich der Konzentration minimiert. Das Minimum wird durch die
Konzentration cmin beschrieben:

F (T, V ) = F (T, cmin, V ) . (5.6)

Die Freie Energie ist für verschiedene Volumina und Temperaturen in der Abbildung 5.11 dar-
gestellt. Dort kann man für kleine Temperaturen die beiden lokalen Minima deutlich erkennen.
Diese Doppelmuldenstruktur verschmilzt bei höheren Temperaturen zu einer Struktur mit nur
einem lokalen Minimum. Durch genaue Analyse der Energieterme findet man, dass die Energie
bei größeren Volumina (die zur γ-Phase korrespondiert) hauptsächlich durch die große Entropie
bestimmt wird.
Mit den Daten und der Konzentration cmin, die die freie Energie bei konstantem Volumen mini-
miert, ist es möglich, auch die Isothermen mit Hilfe der Druck–Volumen Relation zu berechnen.

p(T, V ) = p(T, cmin, V ) = − ∂

∂V
F (T, cmin, V ) . (5.7)

Die damit erhaltenen Isothermen sind in der Abbildung 5.12 dargestellt. Die Farbe in dieser
Abbildung repräsentiert die Konzentration cmin. Mit steigender Temperatur wird das Koexi-
stenzgebiet immer kleiner, bis es bei der kritischen Temperatur ganz verschwindet. Bei noch
höheren Temperaturen gibt es einen kontinuierlichen Übergang mit steigendem Druck von der
trivalenten (γ-) zur tetravalenten (α-) Phase.
Das für die α-γ-Pseudolegierung gewonnene Phasendiagramm lässt sich ebenfalls in einer ande-
ren Form darstellen. Die Abbildung 5.13 zeigt die die Freie Energie minimierende Konzentration
cmin in Abhängigkeit von Druck und Temperatur.
Aus den Daten wurde eine kritische Temperatur von 1377 K bei einem Druck von 56 kbar be-

stimmt. Experimentell wurde eine Temperatur von 600 K und ein kritischer Druck von 20 kbar
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Abbildung 5.12: Isotherme für die Pseudolegierung für Temperaturen T=0 (unterste Kurve),
200, 400, 600, 1000, 1200, 1400 und 1600 K (oberste Kurve). Die Farbe kodiert
die Konzentration cmin : c=0 rot (α-Phase), c=1 blau (γ-Phase).
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Abbildung 5.13: Phasendiagramm der Pseudolegierung aus der α-(c=0, rot) und γ (c=1, blau)-
Phase von Cer. Die Farbe repräsentiert die Konzentration cmin. Der berechne-
te (p=56 kbar) und experimentelle (p=20 kbar) kritische Punkt sind markiert.
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bestimmt. Die experimentellen Daten liegen genau auf der berechneten Linie der Phasenseparati-
on (vergl. Abbildung 5.13). Der berechnete Übergangsdruck bei T=0 ist -7.4 kbar. Das bedeutet,
dass der Anstieg der Separationslinie gut mit den experimentellen Ergebnissen übereinstimmt.
Die kritische Temperatur ist um etwa einen Faktor 2 überschätzt. Mit den hier verwendeten
Methoden ist eine genaue Bestimmung der kritischen Temperaturen schwierig, da diese sehr
sensitiv von kleinsten Details der Rechnung, insbesondere den Gitterparametern der beiden
Phasen, abhängen. Die kritische Temperatur ohne Druck wurde mit 169 K bestimmt. Dieser
Wert korrespondiert gut mit dem experimentellen Wert von 141±10 K.

5.2 Gadolinium

Reines Gadolinium ordnet bei tiefen Temperaturen ferromagnetisch. Gadolinium-reiche Verbin-
dungen wie Gd1−xHox [137] und Gd1−xYx [148] zeigen dagegen eine spiralförmige magnetische
Struktur. Dies legt den Schluss nahe, dass sich Gadolinium in der Nähe eines magnetischen
Phasenüberganges befindet. Gadolinium ist somit ein interessanter Modellfall. Die schweren Sel-
tenen Erden sind chemisch nahezu identisch, so dass man im Prinzip eines, wie beispielsweise
Gd, stellvertretend für die gesamte Reihe zur Untersuchung auf magnetischen Eigenschaften in
Abhängigkeit des Volumens und des c/a-Verhältnisses betrachten kann. Damit kann Gd als Pro-
totyp zur Klärung magnetischer Eigenschaften der schweren Seltenen Erden Reihe angesehen
werden.
In diesem Kapitel wird gezeigt, wie das c/a-Verhältnis die magnetische Ordnung in Gd be-
stimmt. Dieses kann mit einer topologischen Änderung der Fermifläche beschrieben werden.
Ebenso wird gezeigt, wie das Zellvolumen die magnetischen Eigenschaften beeinflusst. Aus bei-
den Abhängigkeiten kann man ein universelles magnetisches Phasendiagramm für die Reihe der
schweren Seltenen Erden konstruieren. Zur Bestimmung der magnetischen Struktur wird hier
die Methode der ungeordneten lokalen Momente (disordered local moment, DLM) angewendet.
Damit kann nicht nur die Curie-Temperatur bestimmt werden, sondern auch die magnetische
Ordnung.
Zur Beschreibung der Lanthanoiden werden hier zwei Methoden kombiniert, zum einen Selbst-
wechselwirkungskorrekturen zur LSDA und die DLM-Methode. Die Ergebnisse, die in diesem
Kapitel vorgestellt werden, entstanden in enger Zusammenarbeit mit einer Gruppe der Uni-
versität Warwick (UK) (siehe Koautoren aus [149]), die sich intensiv mit der DLM-Methode
beschäftigt hat. Durch Kombination beider Methoden kann nun die Lanthanidenkontraktion
besser verstanden werden.

5.2.1 Details der Rechnung

Die elektronische Struktur von Gadolinium wurde ab initio mittels Spindichtefunktionaltheorie
im Rahmen des KKR-Vielfachstreuformalismus für T=0 berechnet. Starke Coulombwechselwir-
kungen wurden, wie im Kapitel 3.2 ausführlich beschrieben, durch Selbstwechselwirkungskor-
rekturen zur LSDA berücksichtigt. Als energetisch günstigste Konfiguration stellt sich diejenige
heraus, bei der alle 7 4f-Elektronen in einem Spinkanal korrigiert werden. Das entspricht einer
Besetzung nach den Hundschen Regeln. Die Kristallstruktur von Gd ist eine hexagonal dichteste
Kugelpackung (hcp), wie auch die der übrigen Elemente der Reihe der schweren Seltenen Erden.
Die Raumgruppe ist 194 (P63/mmc). Die elektronische Struktur wird hier in muffin-tin (MT)-
Näherung berechnet. Andere Approximationen wie die ASA liefern erfahrungsgemäß für dicht
gepackte Strukturen schlechte Ergebnisse, insbesondere wenn man an der Abhängigkeit der elek-

89



5.2. GADOLINIUM KAPITEL 5. LANTHANOIDE

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

no
rm

.S
us

ze
pt

ib
ili

ta
et

............................
..
.
.
.
.
.
.....

LSDA

a

q [0, 0, 1]

χ
(q

)/
m

a
x

(χ
(q

))

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 .....
.......

.
.
..........................

........................................

SIC-LSDA
theroret. Parameter
(c/a=1.63 , WS-Radius=3.654)
exp. Parameter
(c/a=1.597, WS-Radius=3.762)

b

q [0, 0, 1]

χ
(q

)/
χ

(0
)

Abbildung 5.14: Normierte Spinsuszeptibilitäten für Gadolinium entlang der [0,0,1] Richtung im
reziproken Raum. Das entspricht der Richtung parallel zur c-Achse im realen
Raum. a) Ergebnisse für eine LSDA-Rechnung. Das Maximum liegt bei π/c.
Das deutet auf eine lagenweise antiferromagnetische Ordnung entlang der c-
Achse hin. b) Resultate der SIC-LSDA-Rechnung. Die magnetische Ordnung
wird als ferromagnetisch für die experimentellen als auch für die theoretischen
Gitterparameter vorhergesagt. Die ferromagnetische Ordnung ist auch die ex-
perimentell gefundene Struktur.

tronischen Eigenschaften vom c/a-Verhältnis interessiert ist.
Bei den hier betrachteten schweren Seltenen Erden gibt es zwei verschiedene Arten von Elek-
tronen: delokalisierte s-, p-, und d-Elektronen, die die dispersive Bandstruktur ausbilden, sowie
stark lokalisierte 4f-Elektronen. Rechnungen in LSDA, wobei die starke Elektron-Elektron-
Wechselwirkung der 4f-Schale nicht ausreichend berücksichtigt ist, liefert in der Suszeptibilität
ein Maximum bei einem Vektor q = {0, 0, 1} (siehe Abbildung 5.14a). Dies bedeutet, dass das
System antiferromagnetisch ordnet, wobei die Momente entgegengesetzt auf alternierenden Ebe-
nen entlang der c-Achse orientiert sind. Andere Elektronenstrukturrechnungen [150] zeigen ganz
ähnliche Resultate. Der Grund für antiferromagnetische Ordnung ist die starke Präsenz von 4f-
Elektronen an der Fermienergie [151]. Um die f-Elektronen stärker zu lokalisieren und sie damit
energetisch von den spd-Zuständen zu trennen, sind bisher zwei Standardmethoden üblich. Zum
einen kann man versuchen, die 4f-Elektronen als Core-Elektronen zu behandeln [152]. Mit dieser
Methode werden sie von den Valenzzuständen energetisch separiert. Die zweite Möglichkeit ist
die Einführung eines Coulomb-Parameters U für die f-Zustände [153], auch als LDA+U -Methode
bekannt. Mit dem Parameter U , der im Prinzip frei wählbar ist, kann man die Coulombwechsel-
wirkung einzelner (lm)-Kanäle einstellen. Ein anderer Weg ist die Verwendung von Selbstwech-
selwirkungskorrekturen (SIC) zur LSDA. Diese Methode ist parameterfrei und kann somit als
ab initio -Verfahren bezeichnet werden.
Durch die Lokalisierung der 4f-Zustände mittels Verwendung der Selbstwechselwirkungskorrek-
turen werden diese energetisch von den spd-Elektronen getrennt. Die spinaufgelöste Zustands-
dichte mit separaten f-Anteilen für den DLM-Zustand ist in Abbildung 5.15 dargestellt. Man
sieht deutlich, dass im Majoritätskanal die f-Elektronen durch die Lokalisierung mittels SIC im
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Abbildung 5.15: Zustandsdichte für Gadolinium (c/a=1.597, a=6.615 a.u.). Gezeigt sind spinauf-
gelöste Zustansdichten für die LSDA- und SIC-LSDA-Rechnungen sowie deren
f-Anteile. Die Zustandsdichte wurde für den DLM-Zustand berechnet.

Vergleich zur LSDA deutlich zu kleineren Energien verschoben sind (-4 eV→ -16 eV). Ebenso
werden im Minoritätskanal die unbesetzten d-Zustände leicht zu höheren Energien hin ver-
schoben. Die damit verbundene Änderung des Anteils von f-Elektronen am Ferminiveau ist im
vergrößerten Ausschnitt in der Abbildung 5.15, der die Zustandsdichte in der Nähe der Fer-
mienergie wiedergibt, deutlich zu sehen. Auf den ersten Blick scheinen die Änderungen in der
Zustandsdichte nur gering zu sein. Im Majoritätskanal sind die f-Zustände relativ separat und
lediglich energetisch verschoben, ohne groß zu hybridisieren. Im Minoritätskanal ist die Ver-
schiebung der Leitungsband-f-Zustände gering und die Valenzbänder sind nahezu unverändert.
Doch diese kleine Änderung hat großen Einfluss auf die magnetische Ordnung. Berechnet man
die Spinsuszeptibilität mit den SIC-Resultaten, gibt es ein Maximum am Γ-Punkt (Q = 0). So-
mit erhält man eine ferromagnetische Ordnung für den Grundzustand (siehe Abbildung 5.14b).
Die ferromagnetische Ordnung wird sowohl für die experimentellen Gitterparameter als auch
die theoretisch (durch Minimierung der Gesamtenergie) berechneten Gitterparameter gefunden.
Dies stimmt mit der experimentell bestimmten magnetischen Ordnung überein. Die Berechnung
der Korrelationsfunktion S(2)(q, T ) auf Basis der SIC-Rechnungen zeigt eine Wechselwirkung
zwischen den lokalen Gd-Momenten, die im Wesentlichen durch die spd-Leitungselektronen
bestimmt wird. Die Leitungselektronen werden durch ein Feld polarisiert, das von den 4f-
Momenten hervorgerufen wird. Dieser induzierte Magnetismus wechselwirkt wiederum mit ma-
gnetischen Feldern, die von lokalen Momenten auf anderen bzw. umgebenden Gitterpositio-
nen erzeugt werden. Somit ist die Moment-Moment-Wechselwirkung im Wesentlichen durch die
Suszeptibilität der Leitungselektronen bestimmt. Diese indirekte Austauschwechelwirkung zwi-
schen den Momenten, hervorgerufen durch Leitungselektronen, ist als Ruderman-Kittel-Kasuya-
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Yosida (RKKY)-Wechselwirkung bekannt. Experimente zeigen, dass dies der Mechanismus für
Magnetismus bei den schweren Seltenen Erden ist [154].
Die Temperaturabhängigkeit der Suszeptibilität (Abbildung 5.16) zeigt ein typisches Curie-
Weiss-Verhalten mit einer kritischen Temperatur von TC = 280 (324)K, bestimmt an den
theoretisch ermittelten (experimentell bekannten) Gitterparametern. Die theoretischen Werte
wurden durch Minimierung der Gesamtenergie bei Variation des c/a-Verhältnisses sowie des
Zellvolumens bestimmt. Die Überschätzung der kritischen Temperatur bei Verwendung der
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Abbildung 5.16: Die Abbildung zeigt die temperaturabhängige inverse Spinsuszeptibilität, be-
rechnet für experimentelle und theoretisch ermittelte Gitterparameter. Am ma-
gnetischen Phasenübergang divergiert die Suszeptibilität. Die experimentell er-
mittelte kritische Temperatur liegt zwischen denen der DLM-Rechnungen mit
experimentellen und theoretischen Gitterparametern.

experimentellen Gitterparameter (exp. TC=293K [133]) kann damit erklärt werden, dass die
Mean-Field-Näherung für die Spinfluktuationen verwendet wurde, welche erfahrungsgemäß die
kritische Temperatur überschätzt [155]. Die SIC-Rechnungen zeigen effektive lokale magnetische
Momente von 7.34µB (7.36µB) in guter Übereinstimmung mit dem experimentellen Wert von
7.63µB . Die Größe der Momente ist auch vergleichbar mit früheren Rechnungen (7.44µB [156]
und 7.41µB [151]).
Widerstandsmessungen und Suszeptbilitätsmessungen [157, 137, 138, 158] in Abhängigkeit von
der Temperatur werden genutzt, um Informationen über die magnetische Struktur der Seltenen
Erden zu gewinnen. Es wird versucht, dabei das c/a-Verhältnis oder das Volumen durch äuße-
ren Druck gezielt einzustellen. In [137] wurde eine Ho0.4Gd0.6-Legierung unter uniaxialem Druck
untersucht. Es zeigt sich in den Experimenten, dass das c/a-Verhältnis ein kritischer Parameter
ist. In [138] wurde gezeigt, dass die helikale Ordnung in Tb durch uniaxialen Druck unterdrückt
werden kann. Uniaxialer Druck beeinflusst die helikale Struktur in Tb wesentlich stärker als
hydrostatischer Druck. In [158] wurde ein kristallomagnetisches Phasendiagramm entwickelt,
welches durch eine Tripellinie, in der paramagnetische, helikale und ferromagnetische Phase zu-
sammenstoßen, charakterisiert wird.
In den Experimenten ändert man bei hydrostatischem Druck auf Grund des anisotropen Ela-
stizitätstensors auch das c/a-Verhältnis. Ein uniaxialer Druck entlang der hexagonalen Achse
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ändert andererseits auch das Volumen.
Im folgenden werden die beiden idealen Fälle diskutiert: zum einen die Abhängigkeit vom c/a-
Verhältnis bei konstantem Volumen und zum anderen die Abhängigkeit vom Volumen bei festem
c/a-Verhältnis.

5.2.2 Abhängigkeit vom c/a-Verhältnis und Fermiflächen

Experimentell wurde von Andrianov [157] die magnetische Ordnung verschiedener schwerer Sel-
tenen Erden und Verbindungen von Seltenen Erden mit Yttrium untersucht. Dabei wurde ge-
funden, dass sich die Änderung des Winkels der Spinspirale in Abhängigkeit vom c/a-Verhältnis
durch eine Wurzelfunktion darstellen lässt. Eine Änderung des c/a-Verhältnisses um 1% kann
dabei eine drastische Änderung des Winkels hervorrufen. Es wird vermutet, dass es sich um
einen elektronisch-topologischen Phasenübergang [159, 160] handelt, der bei einem bestimmten
kritischen c/a-Verhältnis stattfindet. Als Erklärung wird vorgeschlagen, dass beim elektronisch-
topologischen Übergang das webbing (Verschachtelung) der Fermifläche zusammenbricht. Von
webbing spricht man, wenn die Fermifläche größere parallele Teilstücke enthält.
In der hier verwendeten DLM-Theorie sind diese Effekte in der Spinsuszeptibilität enthalten, da
diese durch Anregungen von besetzten Zuständen von allen Bloch-Wellenvektoren k zu unbesetz-
ten Zuständen mit Wellenvektoren k+q dominiert werden. Das bedeutet, die Spinsuszeptibilität
ist hauptsächlich durch Terme der Form

∫
AB(k, ǫF )AB(k+q, ǫF )dk bestimmt, wobei AB(k, ǫF )

die Zustandsdichte an der Fermienergie ǫF ist und das Integral über die komplette Brillouinzone
verläuft. Folglich kann ein Maximum der Spinsuszeptibilität bei einem endlichen Bloch Vektor
q = Q0 auftauchen, wenn es Teile der Fermifläche gibt, die sich bei einer Verschiebung um den
Vektor Q0 überdecken. Dieser Vektor wird dann nesting-Vektor genannt. Die Funktion AB(k, E)
wird auch Bloch-Spektralfunktion genannt und ist für geordnete Systeme eine Superposition von
δ-Funktionen. Die Positionen der δ-Peaks werden durch die Bandstruktur bestimmt [161]. Bei
endlichen Temperaturen werden in magnetischen Systemen die δ-Peaks durch thermisch indu-
zierte Spinfluktuationen verbreitert. Die durch die DLM-Methode berechneten Suszeptibilitäten
sind für festes Zellvolumen in Abhängigkeit vom c/a-Verhältnis in Abbildung 5.17 dargestellt.
Man sieht deutlich, dass für große c/a-Verhältnisse das Maximum bei q = 0 liegt, bei kleineren
bei einem endlichen q-Vektor. Um zu zeigen, dass diese Ergebnisse mit einer Veränderung der
Fermifläche erklärbar sind, ist in den Abbildungen 5.18 und 5.19 die Bloch Spektralfunktion
für verschiedene c/a-Verhältnisse an der Fermienergie dargestellt. Dort sieht man für kleine
c/a-Verhältnisse das webbing, welches in der HLMK-Ebene der Brillouinzone gut zu erkennen
ist (siehe Abbildung 5.18). Diese parallelen Teilstücke sind ausschlaggebend für den Peak in
der Suszeptibilität. Die Länge des nesting-Vektors der Fermifläche Q0 ist ≈ 0.2 (in Einheiten
von 2π/c). Dies stimmt gut mit dem Vektor überein, bei dem die Suszeptibilität ihr Maximum
hat (siehe Abbildung 5.17). Aufgrund dessen ist klar, dass die Topologie der Fermifläche für die
inkommensurable magnetische Ordnung bei kleinen c/a-Verhältnissen maßgeblich verantwortlich
ist. In der Zustandsdichte (vergl. Abbildung 5.20), einer integrierten Größe, erkennt man für ver-
schiedene c/a-Verhältnisse keinen Effekt. Bei näherer Betrachtung des Querschnittes durch die
webbing-Struktur aus Abbildung 5.18a) erkennt man, dass die nahezu rechteckige Struktur von
zwei Bändern erzeugt wird, die gerade die Fermienergie entlang der L-M-Richtung schneiden.
Die Verbreiterung der Spektralfunktion, d.h. das Aufweichen der Bänder, rührt von der Berück-
sichtigung der Unordnung der lokalen Momente her. Es gibt zwei Teile der inneren Struktur,
die sich im L-Punkt vereinigen. In Abbildung 5.18b) und c) ist der gleiche Querschnitt der
Brillouinzone für größere c/a-Verhältnisse dargestellt. Das Seitenverhältnis des Schnittes ändert
sich entsprechend dem sich ändernden c/a-Verhältnis. Das führt dazu, dass die webbing Struktur
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Abbildung 5.17: Normierte Spinsuszeptibilität χ(q) für Gadolinium bei verschiedenen c/a-
Verhältnissen und konstantem Volumen. Der Ausschnitt zeigt χ(q) für einen
größeren q-Bereich (c/a=1.54). Das Maximum der Suszeptibilität liegt bei
großen c/a Verhältnissen bei q = 0. Das entspricht ferromagnetischer Ordnung.
Mit kleiner werdendem c/a-Verhältnis verschiebt sich das Maximum zu einem
inkommensurablen q-Vektor. Dies deutet auf die Ausbildung einer Spinspirale
hin.

aufgerissen wird. Diese topologische Änderung geht mit dem Übergang von inkommensurabler
zu ferromagnetischer Ordnung einher. Es ist klar, dass die Länge des nesting-Vektors mit größer
werdendem c/a-Verhältnis kleiner wird. Dies stimmt mit den experimentellen Ergebnissen übe-
rein. Die Länge des Vektors magnetischer Ordnung wird bei Vergrößerung des c/a-Verhältnisses
kontinuierlich kleiner. Im Vergleich dazu zeigen die Ergebnisse aus Abbildung 5.17 ein etwas
anderes Bild. Der Ordnungsvektor ist dort nahezu konstant. Betrachtet man jedoch die Länge
eines nicht zentrierten Ordnungsvektors (siehe Abb. 5.18b), so ist dieser ebenso nahezu kon-
stant bei Veränderung des c/a-Verhältnisses. Folglich ruft der nicht zentrierte nesting-Vektor
die inkommensurable Ordnung hervor. Dieser Befund ist in Übereinstimmung mit anderen theo-
retischen Arbeiten [162], die ebenfalls den nicht zentrierten Vektor als den ausschlaggebenden
Vektor identifiziert haben.

5.2.3 Abhängigkeit vom Zellvolumen

Gadolinium besitzt eine hcp-Kristallstruktur, die durch die Gitterparameter a und c beschrieben
wird. Die Variation von a und c kann man auch durch die Variation des Zellvolumens und des
c/a-Verhältnisses ausdrücken. Bei Änderung des Zellvolumens bei festem c/a-Verhältnis (hier für
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Abbildung 5.18: Bloch-Spektralfunktion für Gadolinium der HLMK-Ebene der hexagonalen
Brillouinzone, die die Topologie der Fermifläche beschreibt. Die Bilder a), b)
und c) zeigen verschiedene für c/a-Verhältnisse 1.54, 1.57 und 1.66, wobei das
Zellvolumen konstant gehalten wurde. Im Zentrum der Ebenen ist jeweils der
L-Punkt. Die nesting-Vektoren sind mit Pfeilen gekennzeichnet. Die Fermifläche
in b) zeigt zwei extremale Vektoren, die verschiedene Teilstücke der Fermifläche
verbinden.

c/a=1.54 c/a=1.57 c/a=1.579

c/a=1.63 c/a=1.66

Abbildung 5.19: Bloch-Spektralfunktion (als Isofläche) für Gadolinium bei verschiedenen c/a-
Verhältnissen und konstantem Volumen. Die Darstellung vervollständigt die
Schnitte der HLMK-Ebene aus Abbildung 5.18. Mit größer werdendem c/a-
Verhältnis verschwinden die parallelen Teilstücke an der HLMK-Ebene. Dies
geht einher mit dem Übergang von inkommensurabler zu ferromagnetischer
Ordnung.

c/a=1.54) zeigt sich ein ganz ähnliches Bild wie bei Variation des c/a-Verhältnisses bei festem
Zellvolumen (siehe Abbildung 5.17). Es gibt Maxima bei q = 0 als auch bei inkommensurablen q
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Abbildung 5.20: Zustandsdichte für Gadolinium (DLM-Zustand) bei verschiedenen c/a-Verhält-
nissen und festem Volumen. Die Zustandsdichten sind nahezu identisch. Die
unterschiedlichen magnetischen Eigenschaften sind auf das unterschiedliche
spektrale Gewicht von Teilen der Fermifläche zurückzuführen (siehe Abbildun-
gen 5.18 und 5.19).

Vektoren (Abbildung 5.21). Für kleine Zellvolumina gibt es ein deutlich sichtbares Maximum bei
inkommensurablen q-Vektoren. Somit liegt eine Helixstruktur entlang der c-Achse vor. Wird das
Zellvolumen vergrößert, gewinnt der Peak bei q = 0 immer mehr an Gewicht und wird schließlich
bei einem Wigner-Seitz-Radius von etwa 3.7 a.u. zum Maximum. Dieser Wert des Wigner-Seitz-
Radius markiert den Übergang zur ferromagnetischen Ordnung. Einen vergleichbaren Trend
beobachtet man, wenn man diese Rechnung für andere c/a-Verhältnisse durchführt.

5.2.4 Die Reihe der Schweren Seltenen Erden

In Abhängigkeit von Zellvolumen und c/a-Verhältnis werden bei Gadolinium ferromagnetische
Ordnung bzw. inkommensurable magnetische Ordnung entlang der c-Achse gefunden. Diese
magnetischen Strukturen sind experimentell bei allen Elementen der Reihe der schweren Sel-
tenen Erden beobachtbar. In Abbildung 5.22 wird gezeigt, welche der beiden Strukturen sich
in Abhängigkeit von c/a-Verhältnis und Volumen als magnetischer Grundzustand, basierend
auf den theoretischen Rechnungen für Gadolinium, herausbildet. In dieses Phasendiagramm von
Gadolinium sind ebenfalls die experimentellen Gitterkonstanten bzw. Volumina der anderen Ele-
mente der Reihe der schweren Seltenen Erden sowie auch die Daten einer Gd-Ho Verbindung
eingezeichnet. Hier zeigt sich die Universalität des Phasendiagramms von Gadolinium für diese
Reihe. Betrachtet man die Elemente von Thulium bis Gadolinium in Abbildung 5.22, so stimmt
die magnetische Ordnung für jedes dieser Elemente mit der experimentell gefundenen Ordnung
überein. Der magnetische Ordnungsvektor wird in dieser Reihenfolge immer kleiner, bis er bei
Gadolinium ganz verschwindet.
Anhand des Phasendiagramms von Gadolinium kann man erkennen, dass der Übergang zwischen
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Abbildung 5.21: Normierte Spinsuszeptibilitäten bei festem c/a-Verhältnis (c/a=1.54) und ver-
schiedenen Volumina. Hier zeigt sich, daß sich bei kleineren Volumina eine in-
kommensurable Spinstruktur bildet. Bei großen Volumina ist die magnetische
Ordnung ferromagnetisch.

der ferromagnetischen und der inkommensurablen Spinstruktur bereits bei kleinen Änderungen
des c/a-Verhältnisses oder des Volumens stattfindet. Besonders deutlich ist dies bei größeren
Zellvolumina erkennbar. Dies steht im Einklang mit Experimenten an Terbium unter einachsi-
ger Verspannung. Terbium ordnet in einer spiralförmigen magnetischen Struktur (Helix). Das
experimentelle c/a-Verhältnis ist 1.580. Das Volumen entspricht einem Wigner-Seitz-Radius von
3.724 a.u.. Experimentell konnte für Terbium gezeigt werden [163], dass eine Änderung von nur
0.002 im c/a-Verhältnis die spiralförmige Spinstruktur zusammenbrechen lässt. Im Phasendia-
gramm (Abbildung 5.22) liegen die Elemente Terbium und Dysprosium in der Nähe oder im
Übergangsgebiet von ferromagnetischer zu inkommensurabler Ordnung. Dies stimmt mit den
Experimenten überein. Bei hohen Temperaturen zeigt sich inkommensurable, bei tiefen Tempe-
raturen ferromagnetische Ordnung. Man kann nun das Phasendiagramm von Gadolinium benut-
zen, um kritische Konzentrationen von Legierungen aus Gadolinium mit anderen Elementen der
Seltenen Erden durch Interpolation abzuschätzen. Diese Werte sind in Tabelle 5.4 im Vergleich
zu den vorhandenen experimentellen Daten dargestellt. Für die Legierungen von Gadolinium mit
Dysprosium und Homium erhält man eine gute Übereinstimmung mit den experimentellen Da-
ten. Ebenso ist es möglich, Vorhersagen für die magnetische Ordnung anderer schweren Seltenen
Erden basierend auf den Daten für Gadolinium zu machen, indem man sich das Maximum der
Suszeptibilität von Gadolinium an den Gitterparametern der Seltenen Erden ansieht (siehe Ab-
bildung 5.23a). Betrachtet man beispielsweise Terbium (exp. c/a=1.580, WS-Radius=3.724 a.u.),
hat die Suszeptibilität (von Gd) ein Maximum bei einem Vektor q = {0, 0, 0.13}, in guter Über-
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Abbildung 5.22: Magnetisches Phasendiagramm von Gadolinium für verschiedene c/a-Verhält-
nisse und Volumina (hier durch den Wigner-Seitz-Radius dargestellt). Die Farbe
symbolisiert die magnetische Ordnung. Ein Wert von 0 (blau) bezeichnet eine
ferromagnetische Ordnung, ein Wert von 1 (rot) eine inkommensurable Spin-
struktur. Dazwischen gibt es Bereiche konkurrierender magnetischer Struktu-
ren. Bei einem Wert von 0.5 (grün) sind die Peaks der Spinsuszeptibilität gera-
de gleich groß (siehe Abbildungen 5.17 und 5.21). Die Gitterparameter anderer
schwerer Seltener Erden sind durch kleine Kreise markiert. In deren Innerem ist
mit der Farbe entsprechend der Skala die experimentelle Spinstruktur gekenn-
zeichnet. Für die Gd-Ho-Legierung ist der Wert der kritischen Kontentration
eingezeichnet, bei dem sich gerade die Spinstruktur ändert (siehe Tabelle 5.4).

einstimmung mit dem experimentellen Ordnungsvektor von Tb qexp. = {0, 0, 0.11}. Entlang
der Reihe der schweren Seltenen Erden zeigen die Berechnungen der Ordnungsvektoren (vergl.
Abbildung 5.23) eine gute Übereinstimmung mit den experimentellen Daten. Die Ordnungsvek-
toren für die Elemente Ho, Er und Tm liegen sehr nahe beieinander.
Gadolinium hat eine halb gefüllte f-Schale, also ein verschwindendes Orbitalmoment L=0. Des-
halb konnte bei den Rechnungen zu Gadolinium die Spin–Bahn-Kopplung vernachlässigt wer-
den. Für alle anderen Elemente der Reihe ist die Spin–Bahn-Kopplung jedoch wichtig. Dies
trifft insbesondere auf die Bestimmung der Größe lokaler magnetischer Momente und der Ord-
nungstemperatur zu. Berücksichtigt man dies, kann man die Resultate von Gadolinium für die
magnetischen Ordnungstemperaturen auch auf die Reihe der schweren Seltenen Erden über-
tragen (vergl. Abbildung 5.23b). Dort wurden die theoretischen Ordnungstemperaturen mit
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kritische Konzentration, xc

System Theo. Exp.

Gd1−xTbx 0.78
Gd1−xDyx 0.56 0.50 [164]
Gd1−xHox 0.49 0.45 aus [137]
Gd1−xErx 0.45
Gd1−xTmx 0.42

Tabelle 5.4: Kritischen Konzentrationen von Legierungen mit Gadolinium und anderen Seltenen
Erden. Unterhalb der kritischen Konzentration xc ordnen die Systeme ferromagne-
tisch, oberhalb in einer inkommensurablen Spinstruktur. Die Werte basieren auf den
Rechnungen von reinem Gadolinium (vergl. Abbildung 5.22).

dem de Gennes-Faktor (gJ − 1)2J(J + 1) [165] skaliert, wobei gJ der Lande-g-Faktor und J
das magnetische Gesamtmoment ist. Ausgehend von Gadolinium unterschätzen die Resultate
die Ordungstemperatur systematisch. Dennoch wird der richtige Trend reproduziert. Der Grund
hierfür ist, dass die magnetische Ordnung und der magnetische Ordnungsvektor wesentlich durch
spd-Leitungselektronen bestimmt wird, die jedoch nur wenig von der Spin–Bahn-Kopplung be-
einflusst werden.

Somit zeigt sich ein physikalisches Bild der magnetischen Eigenschaften der schweren Seltenen
Erden ab, welches mit dem magnetischen Phasendiagramm von Gadolinium verbunden ist. Die
Ergebnisse aus Tabelle 5.4 demonstrieren, wie sich die kritische Konzentration einer Gd Legie-
rung mit einem anderen Element der Reihe der schweren Seltenen Erden ergibt. Die Resultate
zeigen auch deutlich, dass das c/a-Verhältnis, das Volumen und die Form der Fermifläche eine
wichtige Rolle in der Ausbildung der magnetischen Struktur spielen. Wie sich auch zeigt, stellt
sich nicht immer für c/a-Verhältnisse kleiner als solche, bei denen ein webbing der Fermiflächen
auftritt, eine inkommensurable Spinstruktur ein. Es bedarf auch noch eines bestimmten kleine-
ren Zellvolumens. Experimentell werden die Zellvolumina mit größer werdender Ordnungszahl
kleiner (Lanthaniden-Kontraktion). Die hier vorgestellten Resultate lassen darauf schließen, dass
diese Kontraktion die Ausbildung einer inkommensurablen magnetischen Struktur begünstigt.
Die Rolle, die die verschiedenen Typen von Valenzelektronen zur Ausbildung der magnetischen
Struktur spielen, ist nun klar. Die ungebundenen spd-Elektronen, deren Konfiguration bei allen
Elementen der Reihe gleich ist, vermitteln die Wechselwirkung zwischen den magnetischen Mo-
menten und dem nesting der Fermifläche. Dadurch werden Instabilitäten der paramagnetischen
Phase bestimmt, die dann zur Ausbildung eine inkommensurablen Spindichtewelle führen. Die
4f-Elektronen sind hingegen im Wesentlichen für die Ausbildung der magnetischen Momente
verantwortlich. Sie spielen aber auch indirekt durch die Lanthaniden-Kontraktion eine Rolle zur
Ausbildung einer inkommensurablen magnetischen Ordnung.
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Abbildung 5.23: Alle theoretischen Werte basieren auf den Rechnungen von Gadolinium. a)
Größe des magnetischen Ordnungsvektors im Vergleich der Rechnungen zu ex-
perimentellen Ergebnissen für schwere Seltene Erden. b) die dazugehörigen kri-
tischen Temperaturen. Die aus den Rechnungen gewonnenen Temperaturen sind
mit dem de Gennes-Faktor multipliziert (siehe Text). Die Temperaturen sind
systematisch unterschätzt, zeigen aber den richtigen Trend.
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Walter M. Temmerman, Dzidka Szotek und Wolfram Hergert: HUTSEPOT KKR Code.
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chenzentrum der Max-Plank-Gesellschaft in Garching, aber auch in ganz besonderer Weise der
Rechenzentrum der Martin-Luther Universität Halle-Wittenberg, das mit dem damals ange-
schafften Parallelrechner eine Parallelisierung des Codes und damit auch die Resultate dieser
Arbeit erst ermöglicht hat.
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