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Vorwort

Die Theorie dynamischer Systeme beschéftigt sich mit Abbildungsgruppen und Abbildungshalb-
gruppen von Mafirdiumen oder topologischen Riumen. Die Gewinnung von Klassifizierungsaussa-
gen, d. h. die Suche nach Invarianten beziiglich geeigneter Aquivalenzbegriffe, ist dabei ein Kern-
problem aller Untersuchungen. Ausgehend von speziellen Fragestellungen findet man in diesem
Zusammenhang auch Begriffe wie topologische Dynamik, symbolische Dynamik, topologische Er-
godentheorie oder Entropietheorie.

Die vorgelegte Arbeit ist der Untersuchung einer spezielllen Klasse topologischer dynamischer Sy-
steme, den Z%Parkettsystemen (Definition 1.25) gewidmet. Diese Systeme ordnen sich in die von
D. Ruelle ([55]) begriindete Theorie der Konfigurationenrdume ein.

Topologische und mafitheoretische Untersuchungen zur Dynamik ein-dimensionaler Konfiguratio-
nenrdume (auch Z-Subshifts oder topologische Markovketten genannt) nehmen in der Entwicklung
der Ergodentheorie einen wichtigen Platz ein (sieche z. B. M.Morse, G.Hedlund [44], W.Parry [48]
und R.F.Williams [66]). Diese Systeme haben u. a. in der Informations- und Codierungstheorie (sie-
he [41],[4]) und in der Wahrscheinlichkeitstheorie (siehe [44],[41],[16]) grofie Bedeutung erlangt. In
der Ergodentheorie finden sie bei der Untersuchung spezieller dynamischer Systeme, z. B. Systeme
mit Generator (vgl. [16]) oder Systeme hyperbolischen Typs wie Anosov- bzw. U-Diffeomorphismen
(z. B. in [58]) oder Axiom-A-Diffeomorphismen ([7],[9], [59]), Anwendung.

Eine Motivation fiir die Untersuchung von Konfigurationenrdumen iiber dem Gitter Z¢ der Dimen-
sion d € N sind beispielsweise Modellkonstruktionen der statistischen Mechanik. Die Beschreibung
von Gleichgewichtszustéinden physikalischer Systeme ist ein zentrales Problem der statistischen Me-
chanik. Haufig besitzen solche Systeme eine natiirliche Gitterstruktur, oder es besteht die Moglich-
keit, durch Diskretisierung ein Gitter zu unterlegen. Der Formalismus zur thermodynamischen
Beschreibung von Gleichgewichtszustéinden eines physikalischen Systems wurde von G.W.Gibbs
begriindet (zur Theorie der Gibbs-Mafe siehe z. B. [58],[9],[55]). D.Ruelle entwickelt in [55] den
Formalismus der Konfigurationenrdume, welcher unter anderem die Untersuchung von Gleichge-
wichtszusténden eines thermodynamischen Systems unabhéngig von Gibbs-Maflen erlaubt. (In der
Regel beschrinkt man sich bei diesen Untersuchungen auf Konfigurationenrdume auf dem Gitter
7)) Diese Konfigurationenrdume iiber einer abzihlbar unendlichen Menge L zeichnen sich gera-
de dadurch aus, dafl jedes ,, Teilchen* des Systems je einen Punkt der Menge L belegen kann, die
Belegung des gesamten Gitters aber nur bei Einhaltung gewisser Restriktionen auf bestimmten end-
lichen Teilmengen von L moglich ist. Dabei soll die Menge der fiir die Belegung eines Gitterpunktes
geltenden Restriktionen endlich und unabhingig von der Lage des Punktes sein (Translationsinva-
rianz). (Vgl. Definition 1.18.)

Motiviert durch Modellkonstruktionen (z. B. zur Beschreibung von Fliissigkristallen, [29]), in denen
die Teilchen des Systems nicht nur jeweils einen Punkt des Gitters belegen kénnen, sondern das
System aus ,,mehratomigen Molekiilen“ besteht, entwickelt H.Michel in [43] den Begriff des Men-
genkonfigurationenraumes iiber einer abziahlbar unendlichen Menge L. Die zentrale Rolle bei diesem

Formalismus spielt eine Familie G endlicher Teilmengen von L (die Familie der ,Molekiilformen*),



mit deren Elementen Zerlegungen (,,Parkettierungen®) von L konstruiert werden kénnen. Letztere
bilden die Grundlage fiir die sogenannten Mengenkonfigurationen auf L. Fiir den Fall L = Z¢ und
einer translationsinvarianten Familie G existiert eine endliche Familie Gy C G derart, dafl G durch
Verschiebung der Elemente von Gy auf dem Gitter Z¢ entsteht. Der zugehérige Mengenkonfigura-

tionenraum wird dann auch Z%Parkettsystem mit der Proto-Baustein-Menge Gy genannt.

Das Anliegen dieser Arbeit besteht darin, einen Beitrag zur Klassifizierung, speziell zur Aufklarung
der Faktorstruktur dieser topologischen dynamischen Systeme, zu liefern. Dazu wird insbesondere
die topologische Entropie als eine wesentliche Grofie zur Beschreibung der Komplexitéat und Reich-

haltigkeit dynamischer Systeme untersucht.

In Kapitel 1 dieser Arbeit werden zunéchst einige wichtige Begriffe und Fragestellungen der Theorie
topologischer dynamischer Systeme dargestellt. Die Einfiihrung der Begriffe Z%Punktkonfiguratio-
nenraum und Z%Parkettsystem zur Beschreibung wesentlicher Beispielklassen dynamischer Syste-
me erfolgt im zweiten Abschnitt dieses Kapitels. Auf der Grundlage eines Resultates von D.Ruelle,
wonach jeder Punktkonfigurationenraum iiber dem Gitter Z¢ topologisch konjugiert zu einem Z%
Punktkonfigurationenraum der Ordnung (2, ... , 2) ist, kann jeder Punktkonfigurationenraum durch
ein Tupel von Matrizen dargestellt werden. (Die Restriktionensysteme von Z%Punktkonfiguratio-
nenrdumen der Ordnung (2,... ,2) beschrénken sich auf ,, unmittelbar benachbarte* Gitterpunkte
der Koordinatenachsen.) Die Beschreibung eines Z%Parkettsystems mit Hilfe der Matrizen des
nach einem Satz von H.Michel existierenden topologisch konjugierten Punktkonfigurationenraumes
iiber dem Gitter Z? ist jedoch (insbesondere fiir d > 1) oftmals nicht zur Untersuchung der topo-
logischen Dynamik eines Parkettsystems geeignet. Stattdessen sollte die geometrische Struktur der
Elemente eines Parkettsystemes zur Behandlung dynamischer Fragestellungen stérker herangezogen
werden. In diesem Sinne beschrinken wir uns in den Kapiteln 2 und 3 der Arbeit auf die Unter-
suchung solcher Parkettsysteme, deren Molekiilformen Quader des Gitters Z? sind. (Diese Systeme
werden Z%-Quadersysteme genannt.) Die dadurch eintretenden Vereinfachungen bedeuten jedoch
keineswegs eine Trivialisierung der behandelten Probleme, sondern fiithren auf eine hinsichtlich ihrer

Struktur und Mannigfaltigkeit interessante Teilklasse mehrdimensionaler dynamischer Systeme.

Kapitel 2 widmet sich der Untersuchung der topologischen Entropie der Shift-Wirkung auf d-
dimensionalen Parkettsystemen. In Anlehnung an die Einfithrung der Entropie einer stetigen Ab-
bildung 7" eines kompakten topologischen Raumes X in [1] wird zunéchst der Begriff der topologi-
schen Entropie von Homoomorphismengruppen als (Z¢, +)-Wirkungen definiert. Schwerpunkt des
zweiten Abschnittes dieses Kapitels ist die Gewinnung von Aussagen iiber das Verhalten der Entro-
pie von Z%Quadersystemen. Fiir die Gitterdimension d = 1 werden Resultate von G.Schwenzfeger
([56]) zur Struktur der Eigenwertgleichung der zugehérigen Ubergangsmatrix verwendet. Die von
G.Schwenzfeger erarbeiteten Aussagen zum qualitativen Verhalten der Entropie ein-dimensionaler
Quadersysteme werden verschirft, insbesondere wird eine Charakterisierung von Systemen gleicher
Entropie angegeben. Fiir Gitterdimensionen d > 1 wird die Frage nach der Struktur von Quader-
systemen verschwindender topologischer Entropie beantwortet. Dariiber hinaus wird ein Verfahren

zur Gewinnung oberer und unterer Schranken fiir die Entropie beliebiger Z%Quadersysteme ent-



wickelt.

Gegenstand des 3. Kapitels ist die Untersuchung des topologischen Faktorbegriffes fiir die Klasse
der Z%-Quadersysteme. Im ersten Teil wird ein grundlegender Satz zur Beschreibung von Faktor-
abbildungen zwischen Parkettsystemen iiber dem Gitter Z¢ durch endliche ,,Blockabbildungen
bewiesen. Dieses Resultat stellt eine Verallgemeinerung des aus der Theorie ein-dimensionaler Sub-
shifts bekannten Theorems von Hedlund ([28]) dar. Der zweite Abschnitt dieses Kapitels liefert
eine vollstdndige Charakterisierung von Faktorbeziehungen zwischen ein-dimensionalen Quader-
systemen durch Eigenschaften ihrer Baustein-Mengen. Dazu werden insbesondere Aussagen zur
Struktur periodischer Elemente und die in Kapitel 2 angegebenen Eigenschaften der topologischen
Entropie ein-dimensionaler Quadersysteme herangezogen. Ein weiterer Schwerpunkt dieses Kapitels
ist die Beschreibung von Quadersystemen iiber dem Gitter Z¢, welche ein Faktor-Quadersystem der
Entropie Null besitzen. Dabei werden wesentliche qualitative Unterschiede in der Faktorstruktur
von Quadersystemen der Gitterdimension d > 1 gegeniiber ein-dimensionalen Systemen deutlich.
Die Erarbeitung hinreichender Bedingungen fiir das Bestehen von Faktorbeziehungen zwischen
Quadersystemen der Dimension d > 1, welche die explizite Konstruktion der Faktorabbildung
erlauben, schlieft das 3. Kapitel ab.

Eine Einbeziehung der geometrischen Struktur der Elemente eines Parkettsystems in Untersu-
chungen zur Dynamik kann auch erfolgen, indem die von Parkettierungen mit speziellen Eigen-
schaften erzeugten Teilsysteme betrachtet werden. Eine solche Eigenschaft ist beispielsweise die
Selbstéhnlichkeit bzw. Selbstaffinitét von Parkettierungen. (Diese hat in den vergangenen Jahren
insbesondere in Zusammenhang mit der Modellierung sogenannter ,, Quasikristalle* in der Physik
Aufmerksamkeit erlangt, siehe z. B. [57].) Die Erarbeitung einer geeigneten Definition dieser Eigen-
schaft fiir Parkettierungen des Gitters Z? steht im Mittelpunkt des ersten Abschnittes von Kapitel
4. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels wird die eindeutige Ergodizitit des von einer selbstaffinen
Parkettierung des Z% erzeugten Teil-Parkettsystems bewiesen. Dariiber hinaus werden Mischungs-

eigenschaften des entstehenden mafftheoretischen dynamischen Systems untersucht.
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Kapitel 1

Eine wesentliche Klasse topologischer
dynamischer Systeme —

mehrdimensionale Parkettsysteme

1.1 Topologische dynamische Systeme und ihre Klassifizerung

Im Mittelpunkt der Theorie dynamischer Systeme steht die Untersuchung von Abbildungsgruppen
oder -halbgruppen von Mafiriumen oder topologischen R&umen. Die klassische Ergodentheorie
untersucht Wirkungen {T"},cz bzw. {T"}cr der Gruppen (Z,+) bzw. (R, +). Die Betrachtung
von Wirkungen allgemeiner Gruppen wurde zum einen durch Fragestellungen der statistischen
Mechanik (Gittermodelle) motiviert, aber auch durch die Erkenntnis, daf§ klassische dynamische

Systeme wie geodétische Fliisse als Gruppenwirkung auf eine topologische Gruppe darstellbar sind.

Definition 1.1 FEs sei X ein kompakter metrisierbarer topologischer Raum. Wir bezeichnen mit
Aut(X) die Gruppe der stetigen Automorphismen von X.

Ein Homdomorphismus T : (24, +) — Aut(X), a — T°, wird Wirkung der Gruppe (Z% +) auf
X (oder: Z9-Wirkung auf X ) genannt.

Das Paar (X,{T"},cz4) wird als (kompaktes) topologisches dynamisches System bezeichnet.

Es wird auch die kiirzere Schreibweise (X, T”") benutzt.

Ein Kernproblem der Theorie dynamischer Systeme ist die Untersuchung verschiedener Aquiva-
lenzbegriffe und der durch diese induzierten Klasseneinteilungen. Wesentlich ist dabei die Suche

nach Invarianten beziiglich dieser Aquivalenzbegriffe.

Definition 1.2 Die kompakten topologischen dynamischen Systeme (X, TZd) und (Y, SZd) heifien
zueinander (stark) topologisch konjugiert, wenn ein Homdomorphismus ¢ : X — 'Y existiert,

so daf gilt

poT?=S% ¢ (YaeZ?. (1.1)



Bemerkung 1.3 Der Begriff der (starken) topologischen Konjugiertheit definiert eine Aquiva-
lenzrelation auf dem Raum aller kompakten topologischen dynamischen Systeme (X, TZd). Man
betrachtet einen weiteren Klassifizierungsbegriff, der eine Halbordnung auf dem Raum der kompak-

ten topologischen dynamischen Systeme definiert.

Definition 1.4 1. Fin kompaktes topologisches dynamisches System (X', T'Zd) heifst ein topo-
logischer Faktor des kompakten topologischen dynamischen Systems (X, TZd), wenn eine

stetige Surjektion v : X — X' existiert mit der Eigenschaft

YpoT*=T"cy (YaecZ%. (1.2)

¥
Wir benutzen die Schreibweisen (X, T%") > (X', T'%") und (X, T%") > (X', T'%".

2. Zwei kompakte topologische dynamische Systeme (X,TZd), (Y, SZd) werden zueinander
schwach topologisch dquivalent (oder schwach topologisch konjugiert) genannt, wenn
(X, T2 > (Y, 8% und (Y, S%") > (X, T%") gilt.

Bemerkung 1.5 Aus der starken topologischen Konjugiertheit zweier topologischer dynamischer
Systeme folgt auch deren schwache topologische Aquivalenz. Dagegen existieren schwach topologisch

dquivalente dynamische Systeme, die nicht stark topologisch konjugiert sind (vgl. beispielsweise

[64]).

Klassifizierung dynamischer Systeme bedeutet vor allem Suche nach Invarianten beziiglich verschie-
dener Aquivalenzbegriffe. Als Invarianten bezeichnet man GréSen oder Eigenschaften, die Systeme
derselben Aquivalenzklasse gemeinsam haben. Im folgenden werden einige solche Gréflen bezie-

hungsweise Eigenschaften eingefiihrt.

Definition 1.6 FEs sei (X, TZd) ein kompaktes topologisches dynamisches System.
Ein Element x € X heifit periodisch, wenn ein a € Z¢ existiert mit T%(x) = x. Dann wird a eine
Periode von © € X genannt. Ezistieren d linear unabhingige Perioden o) € 7.4 (t=1,...,d) fir

ein x € X, so wird x auch d-periodisch genannt.

Bemerkung 1.7 Ist ein Element z des kompakten topologischen dynamischen Systems (X, TZd)

d-periodisch, so existiert ein a € 7.4 derart, dafs T%¢ (x) =z fir allei =1,...,d gilt.

Folgerung 1.8 Ist (X, TZd) ein kompaktes topologisches dynamisches System, so st fiir jedes
z € X die Menge A (z,T"") := {a € Z? | T%(z) = x} aller Perioden von x ein Normalteiler
der additiven Gruppe (Z%,+).

Die Menge Ap(X, TZd) = Npex AH(x,TZd) ist der Nichteffektivititskern kerT" der Wirkung T
von (74, +) auf X.
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Definition 1.9 FEs sei (X, TZd) ein kompaktes topologisches dynamisches System.

1. Ag(x) heifit Periodenhauptgruppe von x € X; jede Untergruppe A = A(zx) von Ag(x)
heifit Periodengruppe von = € X. Ist der Index n = [Z% : A] einer solchen Untergruppe
A in 74 endlich, so wird n € N ein Periodenindex von x € X genannt. Fiir Ag(x) heifit
die Ordnung |Z%/ Ay (z)| der Faktorgruppe Z/Aw(z), falls sie endlich ist, der primitive

Periodenindex von x.

2. Die Teilmenge Orby(z) := {T%(z) € X | a € Z%} von X wird Orbit von x unter der Wirkung
T von (Z%,4) genannt. Die Zahl |Orby(z)| heifit die OrbitgréBe von .

Bemerkung 1.10 1. Falls die Orbitgrofie |Orbp(x)| =: 7 endlich ist, so ist T der primitive
Periodenindez fiir jedes y € Orbp(z).

2. Fir d = 1 st der primitive Periodenindexr von x € X die kleinste natiirliche Zahl p mit
TP(x) =z, d. h. die betragsmdfig kleinste Periode von x. Weiter ist jeder Periodenindex von

z € X eine Periode von x.

3. Allgemein ist jeder Periodenindex eines Elementes x € X ein Vielfaches des primitiven Pe-
riodenindexr von x, und jedes Vielfache des primitiven Periodenindex von x ist auch ein Pe-

riodenindex.

Bemerkung 1.11 Ist (X, TZd) ein kompaktes topologisches dynamisches System, so bezeichnet
Per,.....q0) (X, TZd) fiir beliebig vorgegebene Zahlen q; € N, i = 1,... ,d, die Anzahl der Elemente
von X, die die Perioden qe; (i = 1,...,d) besitzen. Dann ist n := H?:1 q; Periodenindex jedes
Elementes x € X mit T%¢ (x) =x (i=1,...,d).

Die Grife Perg, . 4. (X, TZd) st Invariante beziiglich starker topologischer Konjugiertheit.

Definition 1.12 1. Ein kompaktes topologisches dynamisches System (X, TZd) heifit topolo-
gisch transitiv, wenn fiir beliebige zwei offene Mengen () # U,V C X gilt:

JaeZl: XNUNTV #0. (1.3)

2. FEin kompaktes topologisches dynamisches System (X, TZd) heifit topologisch (stark) mi-
schend, wenn fiir beliebige zwei nichtleere offene Mengen U,V C X gilt:

ImeN: XNUNTWV £0 VaecZ® mit|a|| > n. (1.4)

Bemerkung 1.13 1. Ist ein topologisches dynamisches System (X, TZd) topologisch transitiv
bzw. topologisch mischend, so wird auch die Wirkung T der Gruppe (Z%,+) auf X topologisch

transitiv bzw. topologisch mischend genannt.

2. Topologisch (stark) mischende dynamische Systeme (X, TZd) sind gemdf$ Definition 1.12 auch
topologisch transitiv.
Topologische Transitivitit eines dynamischen Systems (X, T Zd) st dquivalent zur Eristenz

eines in X dichten Orbits.

11



Bemerkung 1.14 1. Die FEigenschaften topologische Transitivitdt und topologische Mischung
sind Invarianten beziiglich topologischer Konjugiertheit dynamischer Systeme. Desweiteren
sind Faktoren eines topologisch transitiven (bzw. mischenden) dynamischen Systems auch

topologisch transitiv (bzw. mischend).

2. Fine weitere, in engem Zusammenhang mit Periodizitdt und Mischungseigenschaften stehen-
de, Invariante beziiglich topologischer Konjugiertheit dynamischer Systeme ist die topologische
Entropie. Diese Grifie wird in Kapitel 2 fiir Homdéomorphismengruppen T2 als Wirkungen
der Gruppe (7.9, +) definiert und fiir eine spezielle Klasse topologischer dynamischer Systeme

genauer untersucht.

FEine wichtige Klasse topologischer dynamischer Systeme bilden die Systeme mit Generatoreigen-
schaft (siche auch [16].) Dazu zéhlen unter anderem expandierende Abbildungen auf dem Kreis,
hyperbolische Automorphismen des Torus und Z%Subshifts.

Die Generatoreigenschaft ist invariant beziiglich topologischer Konjugiertheit topologischer dyna-

mischer Systeme.

Definition 1.15 Es sei (X, TZd) ein kompaktes topologisches dynamisches System. Fine endliche
offene Uberdeckung 4 = {U; |i=1,...,s} von X heifit Generator fiir T, wenn fiir jede Auswahl
von Mengen A, € U (z € Z%) der Durchschnitt

(T °(A)
z€Z4

hochstens einen Punkt enthdlt.

(Dabei bezeichnet A den topologischen Abschlufl einer Menge A C X.)

Satz 1.16 (fiir d = 1 in [35]) Besitzt das topologische dynamische System (X,T”") einen Ge-
nerator, so existieren eine Zahl k € N und eine abgeschlossene translationsinvariante Teilmenge
QCY:={1,... ,k‘}Zd derart, dafs (X, TZd) topologischer Faktor von (€2, O'Zd) ist.

(Dabei bezeichnet o® fiir jedes a € Z% die Translation wm den Vektor a auf Y. Eine Teilmen-
ge Q C Y heifit translationsinvariant, wenn o®()) = Q fir jedes a € 7% gilt. Der Produktraum
Y =A{1,... ,k}Zd wird mit der Produkttopologie der diskreten Topologie auf {1,... ,k} versehen.)

Beweisidee: Ist 4 = {Uy,... ,U;} ein Generator fiir T, so definiert man Y := {1,... ,k}”" und

Qi={yev| () TT,) # 0}

2€7.4

Da 4 Generator fiir 7" ist, wird durch

by) =2 < (T30, ={z} (yeY)

2€7Z4

eine Abbildung ¢ : © — X definiert.
Wegen (,cza T *(Uy._,) = T%N,epaT*(U,.) fiir jedes y € Q und jedes a € Z<, ist mit y € Q
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auch o%y ein Element von €. D. h.,  ist translationsinvariant.

Man iiberlegt sich weiter, dafi 2 abgeschlossen in der Produkttopologie der diskreten Topologie von
{1,... kYauf Y = {1,... , k}%" ist.

Da 4 eine Uberdeckung von X ist, existiert fiir jedes Element z € X eine Familie {y.},cza € Y
von Indizes mit T%(z) € Uy, (Vz € Z9). Fiir y := (y.), ez gilt also {z} C N,cza T *(Uy,). Folglich
ist ¥ (y) = z, das heifit, 1 ist surjektiv. Weiterhin ist v eine stetige Abbildung.

Fiir (€,02%) > (X, T%") ist noch die Giiltigkeit von 1 o 6% = T o 4} fiir alle a € Z% zu zeigen. Fiir
beliebiges y € Y gilt

T((y) =T () T77(0,) = (| T7*(U,._,) = ¥(0"y),

2€7.4 2€7.4

womit die Aussage des Satzes bewiesen ist. |

Bemerkung 1.17 1. FEin topologisches dynamisches System (€2, aZd) mit einer abgeschlossenen
translationsinvarianten Teilmenge Q C S7° (IS| < o0) und der Finschrinkung des Shifts o

als Wirkung der Gruppe (Z4,+) auf Q wird Z-Subshift genannt.

2. Die Aussage des Satzes 1.16 begriindet ein grofes Interesse an der Klassifizierung von Z9-
Subshifts als Modellsysteme fiir topologische dynamische Systeme mit Generator.
Motiviert durch Fragestellungen der statistischen Mechanik ist die Untersuchung von 7.9-

Subshifts folgender Struktur von Interesse:

(a) Jedem Gitterpunkt z € 7% sei ein Zustand in Form eines Elementes einer endlichen

Menge S zugeordnet (z. B. Spin, Vorhandensein eines Teilchens, ... ).

(b) Die Zuordnung eines Zustandes zu einem Gitterpunkt unterliegt gewissen Restriktionen

beziiglich der Zustinde auf endlich vielen benachbarten Gitterpunkten.
(¢) Die Anzahl der fiir einen Gitterpunkt zu beriicksichtigenden Restriktionen ist endlich.

(d) Das zu beriicksichtigende Restriktionensystem ist invariant gegeniiber Verschiebung des

Gitters.

Z.2-Subshifts mit diesen Eigenschaften ordnen sich in die von D. Ruelle begrimdete Theorie
der Konfigurationenriume ein und werden 7.%- Punktkonfigurationenriume (oder 7.%-Subshifts

endlichen Typs) genannt.

Z'-Subshifts spielen in der Theorie dynamischer Systeme eine wichtige Rolle, zum Beispiel bei
der Untersuchung von Systemen hyperbolischen Typs wie Anosov- bzw. U-Diffeomorphismen, und
finden Anwendung in der Information- und Codierungstheorie (siche [4], [41]) sowie der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Bernoulli- und Markovshift, siehe [44],[41],[16]).

Der Begriff des Z%Punktkonfigurationenraumes wird im folgenden Abschnitt 1.2 definiert. Daran
schlieBen sich Uberlegungen zu grundlegenden Eigenschaften und Beschreibungsmoglichkeiten die-

ser Systeme an, die an Beispielen erldutert werden.

Die im Mittelpunkt dieser Arbeit stehenden Parkettsysteme iiber dem Gitter Z¢ ergeben sich als
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eine natiirliche Weiterentwicklung der Z%Punktkonfigurationenriume zur Beschreibung von Git-
termodellen mit einer ,molekularen® Struktur. Nach Satz 1.33 bilden diese Systeme eine (echte)

Teilklasse der Familie der Z9%Punktkonfigurationenriume.

1.2 Z%Parkettsysteme als spezielle Konfigurationenriume

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist das Gitter Z¢ der Dimension d € N.

Definition 1.18 (D.Ruelle, [55]) EsseiS ={1,...,s} eine endliche Menge von Farben, Sym-
bolen oder Zustéinden, die Alphabet genannt werden soll und F ein nichtleeres lokal-endliches

System von endlichen Teilmengen A C 7 mit der Eigenschaft
[Ae F] = [A+acF, VaecZ (Translationsinvarianz von F). (1.5)

(Dabei ist F genau dann lokal-endlich, wenn fiir jedes x hochstens endlich viele Elemente A € F

mit x € A existieren.) Weiter sei eine Familie von Mengen Qp C S (A € F) mit

Qrta ={n = ((s—a)zecAta € GA+a | € = (£.).en € Qa}  (Translationsinvarianz von (Qp)aer))

VA € F,Va € Z%, gegeben. Wir bezeichnen fir jedes &€ = (&2),eza € S7 und jede Teilmenge A C 7%
mit dem Symbol & 4 := (§.).ea die Projektion von & auf A.
Die Menge

Q:={¢ce 5 |y e, VA F) (1.6)

wird Z%Punktkonfigurationenraum genannt.
Bezeichnung: Q = (29,8, F, (Qp)rer).

Beispiel 1.19 FEin zwei-dimensionales Gittergas mit 2 Teilchensorten und der Bedingung, daf
jedes Teilchen einer Sorte vollstindig von Teilchen der anderen Sorte umgeben ist ( ,hard-core“-
Wechselwirkung), kann durch den folgenden Z2-Punktkonfigurationenraum € beschrieben werden:
dazu sei S := {1,2} und F := {Aog + 2z | z € Z%} mit Ay := {0,e1,e2, —e1, —ea}. Die angegebene
Restriktion hinsichtlich der Teilchenbelegung der ndchsten Nachbarpunkte eines mit einem gewissen

Teilchen belegten Gitterpunktes kann durch
Qpgie={eSM [, =k(keS)] = [(a=k+1 (mod2),VzeAy+zx#2} (2€Z?

zum Ausdruck gebracht werden. Man tiberlegt sich, dafi damit jede Menge Qa1 (2 € Z2) aus genau

zwei Binfdarbungen von Ay + z besteht, diese sind:

*2 *1
77(1) = o z.l * und 77(2) = o %2 o
*2 *]

Der 7.2-Punktkonfigurationenraum Q = (Z2, S, F,(Qa)rer) besteht dann aus den zwei Konfigura-
tionen & und o1&, wobei fiir jedes z = (21, 20) € Z2 gilt
1 :21+2=0 (mod?2)

& =
2 1 z1+2m=1 (mod?2)
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Abbildung 1.1: Ausschnitte der beiden Konfigurationen des Z>Punktkonfigura-

tionenraumes {2 zur Modellierung eines Gittergases

(vgl. Abbildung 1.1).

Bemerkung 1.20 1. FEin Element{ = (§;),cz4 € S wird als Firbung des Gitters Z. mit Sym-
bolen aus S angesehen. Fir eine endliche Menge B C Z% heift die Projektion
§B = (£.).ep € S Block mit der Basis B oder Farbung von B.
Damit ist eine Fdarbung & € S2% des Gitters 7.4 genau dann ein Element des Z%-Punktkon-
figurationenraumes Q = (74, S, F, (Qa)rer), wenn jeder Block §a mit der Basis A € F zur
Menge Qp gehort.

Die Elemente von 2 werden Konfigurationen genannt.

2. Man beachte, daffp Q = (Z% S, F,(Qa)rer) = O mdéglich ist. Andert man beispielsweise
m zwei-dimensionalen Punktkonfigurationenraum 2 aus Beispiel 1.19 die Menge Ay ab zu

Af = {x = (21,79) € Z? | |25] < 1, i = 1,2} und verwendet analoge Restriktionen
Onpe={€€SM [ =k(keS)] = [&=k+1 (mod?2), Vo€ Aj+ 2,2 #2]}
(z € Z%), so folgt Q@ = (Z%, S, F', () arer) = 0.

8. Fiir einen nichtleeren Punktkonfigurationenraum Q = (Z%,S, F,(Qa)rer) konnen weitere
Mengensysteme F' und (Qﬁ\’)A'e]—" derart existieren, daff die Konfigurationen wvon
Q= (74,8, F, (Q'A,)A,e]_.) und § identisch sind.

So kann der in Beispiel 1.19 untersuchte Z2-Punktkonfigurationenraum Q = {&, 0 ¢} auch
als Punktkonfigurationenraum ' mit F' = {{z,x+e1},{x,x+ea} | * € Z?} und den Restrik-

tionen Ql{x,x—i—el} ={(1,2),(2,1)}, Qf{$7$+e2} ={(1,2),(2,1)} (z € Z?) beschrieben werden.

Bemerkung 1.21 1. Jeder Z%-Punktkonfigurationenraum Q = (Z% S, F,(Qa)acF) ist abge-
schlossen in der Produkttopologie der diskreten Topologie auf SZd, also kompakt in der Spur-

topologie auf ), die vom System der Subbasismengen
W] ={6=(&)oni € Q& =w} (weSzel (1.7)
erzeugt wird.

2. Die folgenden beiden Metriken sind topologisch dquivalent und mit der Produkttopologie auf

Sz vertrdglich:
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— 1 . =
(a) Mit3; = {z € Z¢ | maxi_y._ |z =1} (1 = 0,1,...) und d(u,v) = =y
0 sonst

(u,v € S) sei fiir beliebige Konfigurationen &,n € Sz
dl(gan) = Z W Z J(&zﬂ?z) (18)

(b) Fir&,ne S%* und festen Parameter x € (0,1) sei

e | PE= (1.9)
poin{|z]:2€246.#0.} oot

Definition 1.22 Fiir jedes a € 7 wird die Abbildung o® : SZ* SZd, die durch (69€), := &.—q
(Vz2eZ9 ¢ e SZd) definiert ist, als Shift um den Vektor a € Z¢ bezeichnet.
Die Wirkung o : a — o® der Gruppe (Z%,+) auf S7% wird Shift-Wirkung (von (Z¢, +)) auf S

genannt.

Bemerkung 1.23 Wegen der Translationsinvarianz von F und (Qp)aer ist jeder 7.9-Punktkonfi-
gurationenraum Q = (Z%, S, F,(Qn)aer) invariant unter der Shift-Wirkung . D. h., (Q,JZd|Q)
bildet ein kompaktes topologisches dynamisches System im Sinne der Definition 1.1. Wir benutzen
im folgenden den Begriff Z%-Punktkonfigurationenraum auch zur Bezeichnung dieses dynamischen

Systems.

Bemerkung 1.24 Bei der Beschreibung von Gittersystemen, deren wesentliche Bestandteile ,Mo-
lekiile“ verschiedener Formen sind, wie sie beispielsweise zur Modellierung von Flissigkristallen
auftreten (vgl. [29]), als Z.9-Punktkonfigurationenriume entstehen schon fir den Fall geometrisch

einfacher ,Molekiilformen® relativ groffe Alphabete bzw. relativ komplizierte Restriktionensysteme.

Sei beispielsweise ein System tiber dem Gitter 72 als Punktkonfigurationenraum zu beschreiben,

dessen Konfigurationen aus Anordnungen von ,Molekilen® der Formen G1 = , Gog = ,
0 0

Gs = I_. , Gy = 0._1 auf dem Gitter derart bestehen, daf8 dieses vollstindig und ohne Uberlap-
0

pungen tiberdeckt ist. (Abbildung 1.2 zeigt einen Ausschnitt einer solchen Uberdeckung des Gitters
72.)

Wir benutzen dazu zum Beispiel die Menge S := {(Gi,y) |y € Gi,i = 1,...,4} als Alphabet des
Punktkonfigurationenraumes Q und ordnen jedem Gitterpunkt x € 72 die Form G; (i € {1,...,4})
des eindeutig bestimmten Molekiils, welches x tberdeckt, und die relative Lage von x auf diesem
Molekiil zu. Das Mengensystem F und die Restriktionen Qa, A € F, sind so zu wihlen, dafi die Be-
dingung der Uberschneidungsfreiheit der Molekiile einer Gitteriberdeckung zum Ausdruck gebracht
wird.

Mit F={A, |2 €Z% und Ay := {x+2 : 2 = (21,2) € Z2, |z| < 1,i = 1,2} (x € Z?) ist

gesichert, dap fiir jedes x € Z? alle weiteren Punkte, die von dem auf x liegenden Molekiil bedeckt
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werden, zur Menge A, gehoren. Die Restriktionenmengen

Qn, =={€ € 8% | [& = (Gi,y) A 2’ wird vom Molekiil G; + x — y belegt | —
(& = (Giy +2' —2)]}

bringen die Bedingung zum Ausdruck, daf§ sich die Firbung zweier Punkte x,x’, die vom gleichen
Molekiil G = G; + x — y belegt sind, nur in der 2. Koordinate unterscheiden, und zwar gerade um

ihre Verschiebung ' — x.

[ -
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Abbildung 1.2: Ausschnitt einer Uberdeckung des Gitters Z? durch Mo-

lekiile in Winkelform.

Die Beschreibung dieses einfachen molekularen Gittermodells als ein Z.2- Punktkonfigurationenraum
fiihrt auf ein Alphabet S der Kardinalitit |S| = 12 und relativ umfangreiche Restriktionenmengen
Qa, (z € Z?). Es erscheint somit sinnvoll, einen neuen Konfigurationenraum zu definieren, der die
Struktur molekularer Gittermodelle effektiver beschreibt. Fin solcher Raum wurde von H. Michel

unter dem Begriff 7.%-Mengengittersystem eingefiihrt (siehe [43]).

Definition 1.25 1. Es sei Gy eine nichtleere endliche Familie endlicher Teilmengen () # G C 74

mit den Figenschaften

(a) jedes G € Gy enthilt 0 € Z¢ an erster Stelle beziiglich der lexikographischen Ordnung <
auf 7.,

(b) die Menge 7(Go) aller Familien P = (G;)icrcn von Mengen G; € G := Go + Z% (Vi € I)
mit
(i) GinG =0 (ijeli#j)
(ii) Uses G = 21
ist nichtleer;

(c) fiir jedes G € Gy existiert ein P € w(Gy) mit G € P.

Weiter sei fiir jedes G € Go eine endliche Menge ) # Q¢ von Farben oder Zustinden
gegeben. Mit der Festlegung Qp = Qg fir H=G +a (a € Z% G € Gy) heifit die Menge

o= J ]« (1.10)

Pen(Go) HEP
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ein Z%-Parkettsystem. Bezeichnung: Q* = (24, Go, (2c)cego,)-

2. Die Menge Gy wird Proto-Baustein-Menge des Parkettsystems (* genannt. Die Elemente
P € 1(Go) heifen Parkettierungen des Gitters Z.% mit der Proto-Baustein-Menge Gy. Als

Bausteine werden die Elemente H € G einer Parkettierung P € w(Gy) bezeichnet.

Bemerkung 1.26 1. Die Bezeichnung Z.%-Parkettsystem findet man beispielsweise bei W.P. Ga-
briel ([20]). Die Begriffe 7.%-Mengengittersystem oder 7.%-Mengenkonfigurationenraum (in
[43],[26]) fiir Parkettsysteme tiber dem Gitter werden insbesondere zur Hervorhebung des

Unterschiedes zum Begriff des Z.%-Punktkonfigurationenraumes verwendet.

2. Die Forderung an die Proto-Bausteine eines Parkettsystems, den Nullpunkt an lexikographisch
erster Stelle zu enthalten, stellt keine wesentliche Einschrdinkung dar. Allgemeiner (vgl. insbe-
sondere die urspriingliche Definition von H. Michel in [43]) kann man von einer nichtleeren
lokal-endlichen Familie G endlicher Teilmengen G C Z% ausgehen, die zusditzlich translati-
onsinvariant ist, d. h. die Figenschaft G +a € G, VG € G, Ya € 7% besitzt. Jedes Element
G € G besitzt dann eine eindeutige Darstellung G = Go+ 2 (z € Z%) derart, daf 0 € Z% in Gy
das beziiglich der lexikographischen Ordnung erste Element ist. Wegen der Lokal-Endlichkeit
von G gibt es nur endlich viele verschiedene Mengen Go mit dem Nullpunkt an erster Stelle

undGo—i—zegﬁirzGZd.

3. Ein Element &* eines gegebenen Z.%-Parkettsystems QF ist charakterisiert durch eine Par-
kettierung P € w(Go) und die Finfirbung der Bausteine von P. Wir benutzen deshalb die
Schreibweise §* = (§3;) yep mit £ € Qu (H € P).

4. Falls |Q¢| = 1 YG € Gy gilt, so wird das Z%-Parkettsystem Q* = (Z9, Gy, (Qa)geg,) mit
der Menge w(Go) aller Parkettierungen mit Bausteinen aus Goy identifiziert und abkirzend
QO = (Z%,Gy) geschrieben.

5. Die bei der Definition des Begriffs Parkettsystem gemachte Voraussetzung 7(Go) # 0 ist wegen
der Unentscheidbarkeit des Tiling-Problems in der Ebene (und damit auch in jedem Raum
der Dimension d > 2) nicht durch einen allgemeinen Algorithmus fiir alle méglichen Mengen
Go zu uberprifen. (Vgl. [54],[25], [20] zur Unentscheidbarkeitsproblematik.)

Definition 1.27 Es sei Q" = (7%, Gy, (2c)ceg,) ein Z%-Parkettsystem.

1. Eine endliche Familie A = {H,... ,H;} (t € N) von Bausteinen H; € G (i =1,... ,t) der-
art, daf$ eine Parkettierung P € n(Go) mit A C P existiert, wird eine Teilparkettierung in
QO genannt.

Die Elemente der Teilparkettierung seien gemdfl threr Anordnung in Bezug auf die lexiko-
graphische Ordnung < in 7 numeriert, d. h. mit H; = aa(i)Gj(i) (a(i) € 74, Giu € Yo,
i=1,...,t) gilt a(1) < ... < a(t).

2. Fir eine beliebige endliche Teilmenge A C 7% und eine Parkettierung P € w(Goy) heifit
Pia:={H € P|HNA# 0} dic von A erzeugte Teilparkettierung.
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Ist & eine Konfiguration in Q* und A C Z% eine endliche Teilmenge, so wird £|*A = (G{)HGP‘A

die von A erzeugte Teilkonfiguration genannt.

8. Fir & € Q* und A C 79, |A| < 0o heifit

CEa) ={n" e | Cn'} (1.11)
der von §|*A erzeugte Zylinder in Q*.

Bemerkung 1.28 Ist Q* = (Z%, Gy, (Qc)geg,) ein Z-Parkettsystem, so definiert die Familie von

Subbasismengen

clwl:={¢" = Ep)pyep | G € P e7(G0),{c =w} (G €G,we) (1.12)
eine Topologie auf Q.

Definition 1.29 Es sei Q* = (79, Gy, (Qa)geg,) ein Z4-Parkettsystem. Fiir jeden Vektor a € 7.9
wird die Abbildung o : O* — QF, die fir & = (§) yep € O durch 0%(§¥) = (S%fa)KeR mit
R := P + a definiert ist, als Shift um den Vektor a bezeichnet. Die Wirkung o : a — o von
(74, +) auf Q* wird Shift-Wirkung auf Q* genannt. Wir verwenden auch die Schreibweise UZd‘Q*

zur Hervorhebung des zugrundeliegenden Parkettsystems 2.

Bemerkung 1.30 Die von endlichen Teilkonfigurationen §|*A in einem Parkettsystem Q* erzeugten
Zylinder sind offene Mengen in der durch die Subbasismengen (1.12) definierten Topologie.
Fiir jede Zahl n € NU {0} sei

Zn):={z=(21,...,24) €Z% : |z| <n, VYi=1,...,n}

der im Nullpunkt zentrierte Wiirfel der Kantenlinge 2n + 1 in 7.4,

Weiter bezeichne fiir ein Z9-Parkettsystem Q* das Symbol My(Q*,n) = {5|*Z(n) | & € Q*} die Men-
ge aller won Z(n) erzeugten Teilkonfigurationen in Q*. Dann bildet die Familie
{C(éTZ(n)) | §zm) € Mo(2*,n), n € NU{0}} eine Umgebungsbasis der in Definition 1.28 ein-
gefiihrten Topologie auf Q*.

Ist QO = (79 Gy) ein Parkettsystem ohne zusitzliche Einfirbungen der Bausteine, so ist
Mo(Q*,n) == {Pizm) | P € Q*} die Menge aller vom zentrierten Wiirfel Z(n) erzeugten Teil-
parkettierungen in Q*. Analog bezeichnet fir P € Q* und endliche Menge A C 7.2, das Symbol
C(Pla) :=={R € Q" | Py C R} den von der Teilparkettierung P4 erzeugten Zylinder in 0*.

Beispiel 1.31 Das in Bemerkung 1.24 betrachtete Gittersystem aus allen tberschneidungsfreien
Uberdeckungen des Gitters 7.2 mit Verschiebungen der Winkel-Molekiile G;, i = 1,... ,4, kann als
Parkettsystem Q* = (Z2, Gy, (Qa)geg,) mit Go = {Giyi = 1,... ,4} und |Qg,| =1 (i = 1,... ,4)
beschrieben werden. Die von A = Z(1) erzeugte Teilparkettierung der in Abbildung 1.2 dargestellten
Parkettierung P € w(Go) = Q* enthdilt 5 Bausteine (siehe Abbildung 1.3(a)). Ein Element R # P
des von Pz(1y erzeugten Zylinders C(P|z(1)) ist in Abbildung 1.3(b) skizziert.
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Abbildung 1.3: (a) Die von Z(1) erzeugte Teilparkettierung in P. (b) Eine Parkettierung R € C(Pjz(1))-

Bemerkung 1.32 Aus der Definition des Begriffs Z%-Parkettsystem folgt die Invarianz jedes Par-
kettsystems Q* = (7.9, Go, (Qa)geg,) unter der Shift-Wirkung. Im Sinne der Definition 1.1 bildet
(Q, UZd‘Q*) ein topologisches dynamisches System, welches im folgenden selbst als Z.%- Parkettsystem
bezeichnet wird.

Die Kompaktheit von QO ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem folgenden Satz von Michel tiber

die Relation zwischen Parkettsystemen und Punktkonfigurationenriumen auf dem Gitter 7%

Satz 1.33 (H. Michel,[43]) Ist Q" = (Z% Gy, (Rc)ceg,) ein Z%-Parkettsystem, so existieren ein
7.%-Punktkonfigurationenraum Q = (Z4, S, F,(Qx)aer) und ein Homéomorphismus ® : Q* — Q
derart, dafl

clod =000  (YaeZY.

Das heifit, zu jedem Z7.9-Parkettsystem ezistiert ein topologisch konjugierter 7.9-Punktkonfigura-

tionenraum.

Beispiel 1.34 Die dem Beweis des Satzes 1.33 zugrundeliegende Konstruktionsidee soll am Bei-
spiel des zwei-dimensionalen Parkettsystems Q* = (Z2,{G1,Ga2}, (Qa,)ieq1,23) mit Gi = {0,e;}
(i = 1,2) und Qqoe;} = Qo,epy = 10,1} verdeutlicht werden. (Ein solches Parkettsystem kann
zum Beispiel zur Beschreibung eines der in [29] betrachteten Gittermodelle fir zwei-dimensionale
Fliissigkristalle verwendet werden.) In Abbildung 1.4 (a) ist ein Ausschnitt einer Parkettierung aus
m(Go) dargestellt.

Wir bilden die endliche Menge

S ={(y,Gs,w) |y € Gi,i=1,2,w € {0,1}}

aller Tripel, bestehend aus einem Proto-Baustein G; von 0, einem Punkt y dieses Bausteines und

einer seiner maéglichen Farben w. Es gilt |S| = 8, da jeder der beiden Proto-Bausteine G; (i = 1,2)
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aus 2 Glitterpunkten besteht und 2 Einfdarbungen besitzt.
Zur Konstruktion einer Abbildung ® : Q* — SZ* werden die folgenden beiden Abbildungen
7: 72 x 7(Gy) — Go und p : Z? x w(Gg) — Z? herangezogen, die durch

T(z,P) = G

<~ x€G, €P und G=G;+ =z
plx,P) = =z

fiir jedes x € 72 und jede Parkettierung P € m(Go) definiert sind. Ist £* = (55)(;673 gegeben, so
setzen wir als Firbung des Punktes x € 72 in der Konfiguration & := ®(£*) gerade

5@‘ = (x_zathZ'an) — mEG:Gi—i-ZGP- (113)

G=G1+=

G

Abbildung 1.4: (a) Ausschnitt einer Parkettierung P € m(Go) fiir Go = {{0,e1}, {0, e2}}.
(b) Zur Definition von (®(£*)), fiir eine Konfiguration £* mit der zugrundeliegenden
Parkettierung P aus (a).

Das bedeutet gemafy Abbildung 1.4(b): dem Punkt x € 7* wird der Buchstabe (x — z,Gy,&5 ) aus
S zugeordnet, falls der x iiberdeckende Baustein G € P um z € 7.2 gegeniiber G; verschoben ist und
die Farbe {¢, = &, ., trdgt.

Wir bilden weiter das translationsinvariante Mengensystem F = {A, | © € Z?} mit

A, = U G={z,x+e,z—e,x+ez—e} (zecZ?.
zeGEG

Mit der Festlequng
O, ={6eS|[&%=(yGiw) Ad' €Gita—y] = [&v=(y+2' —2,Gw)]}

fiir jedes x € 7.2 ist (Qp)aer ein translationsinvariantes Restriktionensystem.

Wir zeigen nun, daff & := ®(&*) fir jede Konfiguration £ € Q* ein Element des durch F und
(Qa)paer definierten Punktkonfigurationenraumes € C S7* st. Falls & = (y,Gi,w) und
¥ € Gy +x —y git, so fihrt (1.13) wegen 2/ € G; + 2’ — (y + 2’ — ) auf die Einfirbung
& = (y+2' —x,G,w), d. h. die Restriktionen aus Qn, sind erfillt. (Die Restriktionen bedeuten
gerade, daf8 sich die Firbung zweier Punkte x,x’, die vom gleichen Baustein G einer Parkettie-
rung tuberdeckt werden, nur in der ersten Koordinate unterscheidet, und zwar um ihre Verschiebung

' —x.)

21



Zum Beweis von 0% o ® = ® o 0% (Va € Z2) benutzt man die zur Definition (1.13) dquivalente

Darstellung
&= (2= 0@, P) 7@ P). G wpyipar) (@ €LY

und die Eigenschaft
7(x —a,P) =7(z,P+a) und  p(z—a,P)=p(x,P+a)—a (acZ?
der Abbildungen T und p.

Folgerung 1.35 Jedes 7.%-Parkettsystem 0* ist kompakt in der durch Subbasismengen (1.12) de-
finierten Topologie auf 2.

Bemerkung 1.36 1. Fiir jede Gitterdimension d € N ezistieren Z.%- Punktkonfigurationenrdiume
Q, die kein zugehdoriges topologisch stark konjugiertes 7.%-Parkettsystem besitzen.
Nimmt man beispielsweise die Existenz eines Z2-Parkettsystems Q* an, welches topologisch
stark konjugiert zu dem in Beispiel 1.19 betrachteten zwei-dimensionalen Punktkonfigura-
tionenraum Q = {£,0°&} ist, so mifite die Proto-Baustein-Menge Gy von Q* wegen der
Perioden (2,0),(0,2),(1,1) € Z? der Konfiguration ¢ € Q einen der Bausteine Gy = {0},
G1 = {0,e1}, Go := {0,e2} enthalten. Gilt aber G; € Gy (i = 1,2), so ist |1(Go)| = oo
und folglich Q* = (Z2,Go, (2a)geg,) fiir keine Wahl von Farbenmengen Qg, G € Gy stark
konjugiert zu §). Ist dagegen Go € Go, so besitzt die Konfiguration §* = (§5;) yep mit der nur
aus 1-Punkt-Bausteinen bestehenden Parketttierung P = {{x} | * € Z*} und der konstanten
Firbung &, = w € Qo (Vo € Z2) kein Urbild in 2.

2. Betrachtet man fiir fest vorgegebenes endliches Alphabet S die Rdume
E(SZd) ={QC 57 |  ist Punktkonfigurationenraum}
und
E*(SZd) ={Q e E(SZd) | 3 zu Q topologisch konjugiertes Z.9-Parkettsystem 0},

so ist mithin £*(S7") C L£(S™") richtig. Wir statten £(S”") mit der Hausdorffmetrik § aus,
die durch

L . . 7,4
6(€21,€22) := max (max min d(&n),}?relgﬁg& di§,m) (0,92 € L(S™))

definiert ist, wobei d eine mit der Produkttopologie auf sz vertrdigliche Metrik auf SZ% ist.
(Vgl. z. B. Bemerkung 1.21.)

Dann gilt, der Raum £*(S%") ist dicht in £(S%"). Fiir die Gitterdimension d > 1 ist £*(S%")
dicht in der Familie Em(SZd) aller topologisch mischenden Punktkonfigurationenrdume mit

dem Alphabet S. (Zum Beweis dieser Aussagen vergleiche man [27].)
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3. Mit Hilfe des Satzes 1.33 ist es moglich, den Abstand zweier Konfigurationen £ = (G{)HGP’
n* = () ger €ines Ze-Parkettsystems QO = (Z%,Go, (0a)ceg,) als den Abstand der zu-
gehorigen Punktkonfigurationen ®(£*), @(77*) € ®(Q*) zu definieren, z. B. durch

=) = |3 3 D d(D(E)) (B(n))2), (1.14)

>0 Z€3;

wobei 3; und d(-,-) in Bemerkung 1.21 definiert wurden.

Nach der im Beweis von Satz 1.33 angegebenen Konstruktion des Homdéomorphismus ® (vgl.
auch Beispiel 1.34) liefert ein Punkt z € Z% genau dann einen nichtverschwindenden Beitrag
zu d(EF,n*), wenn die den Punkt z belegenden Bausteine H € P, K € R wverschieden sind
oder unterschiedliche Farben tragen. Die Wichtung von d((®(¢*)),, (®(n*)),) mit dem Faktor
1/13:]2 fiihrt dazu, daf$ fiir die Grofe des Abstandes d(£*,n*) im wesentlichen nur die Bele-
gung des Nullpunktes 0 € Z% in den Konfigurationen ausschlaggebend ist.

FEine stirkere Differenzierung zwischen Konfigurationen £*,n* € Q* wird durch eine verdnder-
te Definition der ,Schalen“ 3; (I = 0,1,...) erreicht. Bezeichnen dazu fiir beliebige ganze

Zahlen qq, ... ,qq > 0 mit

QOEQO(ql,... 7Qd) = {Z:(Zl,... ,Zd)EZd: ’Zz‘ Sini:L--- ,d}

den im Nullpunkt zentrierten Quader mit den Seitenlingen 2¢; +1 (i = 1,...,d) in Z%

Weiter sei

Q)= J Q4@+, e+ 1)} (=0,1,...)

(415 7g) €LY
max; |j;|=l

fiir jede nichtnegative ganze Zahll die Familie aller Quader Q = Q° + z, deren Mittelpunkt z
die Norm ||z|| = (2¢; + 1)l mit gewissem i € {1,... ,d} besitzt. (Vgl. Abbildung 1.5 fiird =2.)

Q=Q"+ze3
0 zZ ~ mit z = (2q1 + 1,0)

Abbildung 1.5: Die 2-dimensionalen Schalen 3¢ und 3; fiir Parameter ¢1 = 2,¢2 = 1.
Damit definieren wir

dgo(§7,1") Z,a QO)’ Z ’Qo‘ Z( (P2 Ry2) +d(§P\z7nR\z))

1>0 QE3,(Q0) 2€Q (1.15)
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wobei 6(-,-) eine Metrik auf dem Raum aller endlichen Teilmengen des Gitters 74 ist. Man
beachte, daf die letzte Summe in (1.15) als Abstand der vom Quader Q erzeugten Teilkonfi-
gurationen f‘*Q,n‘*Q aufgefafit werden kann.

Offenbar ist dgo(-,-) fiir jeden festen Quader Q" = Q%aq1,- .. ,qq) eine Metrik auf dem Par-
kettsystem Q*, die mit der in Definition 1.28 eingefiihrten Topologie vertrdglich ist. Weiter
ist jedes Parkettsystem Q0* kompakt in dgo(-,-).

Um die Unterschiede zwischen zwei Konfigurationen eines Parkettsystems gut herauszuarbei-
ten, ist es sinnwoll, die Parameter qi,... ,qq zur Definition des Quaders Q° an die Ausdeh-
nungen der Bausteine des Parkettsystems anzupassen sowie fiir 0(-,-) eine Hausdorffmetrik

2u verwenden.

Definition 1.37 1. Das Parkettsystem Q* = (Z% Gy, (Qc)ceg,) besitzt die Ordnung
(014...,04) € N wenn fiir jeden Proto-Baustein G € Gy und beliebige zwei Punkte

r=(x1,...,24), y= (Y1,... ,9q) € G gilt |x; —y;| < o0;, Vi=1,...,d.

2. Ein Punktkonfigurationenraum Q = (Z% S, F,(Qa)rcr) wird von der Ordnung
(015 .- ,04) € N genannt, falls fiir jede Menge A € F und beliebige zwei Punkte x,y € A
gilt: |z, —yi| < o0, Vi=1,... ,d.

Bemerkung 1.38 Die Ordnung eines Z%-Parkettsystemes bzw. eines Z%-Punktkonfigurationen-
raumes ist nicht eindeutig bestimmt. Ist ein d-Tupel (o1,...,0q) € N* Ordnung des Parkett-
/

systems Q* = (Z% Gy, (Q¢)ceg,), so ist jedes d-Tupel (o},...,0,) € N mit der Eigenschaft
o, >o0; (i=1,...,d) ebenfalls Ordnung von Q*.

Satz 1.39 (D. Ruelle, [55]) Zu jedem Z%-Punktkonfigurationenraum Q = (Z% S, F,(Qa)rer)
existiert ein topologisch konjugierter 7.9-Punktkonfigurationenraum Q' = (Z%,S", F', (Q\)arer)
der Ordnung (2,...,2) € N¢ mit

F={{z+e}|ze?tj=1,...,d}.

Bemerkung 1.40 Der Beweis des Satzes 1.39 ist konstruktiv. Dazu wdhlt man eine ganze Zahl
1 > 0 derart, daf§ jede Menge A € F, die den festen Punkt x € 7% enthdlt, im Wiirfel M(z) :=
{y=(1,...,yq) €EZ%: |z;—y| <1l,i=1,...,d} enthalten ist. (Wegen der Translationsinvarianz
von F ist die Zahl I unabhingig vom Punkt x wdhlbar.)

Mit der Menge S" := {{a(0) | € € Q} aller Einfarbungen von M(0) in 0 als Alphabet, und den

Restriktionenmengen

Ql{x,x+6j} = {(5,77) € S/z | g\M(z)ﬁM(y) = 77|M(m)mM(y)} ($ S Zd,j =1,... ,d)

ist O = (24, 8', F', (Q;\/)A'e}") vermdge der durch (®(£'))y == (&), (&' € ) definierten Abbildung
® : Q' — Q topologisch konjugiert zu ).

Man beachte, daf fir den Ubergang zu einem topologisch konjugierten Punktkonfigurationenraum,
dessen Restriktionen auf unmittelbar benachbarte Gitterpunkte beschrdankt sind, im allgemeinen eine

erhebliche Vergriflerung des Alphabetes notwendig ist. Speziell gilt |S’| < |S|(21+1)d.
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Definition 1.41 Ist Q = (Z% S, F, (Qa)acF) ein d-dimensionaler Punktkonfigurationenraum der
Ordnung (2,...,2) mit F = {{z +¢;} | = € Z%j = 1,...,d}, so heiffen die Matrizen
L) = (L cikes G=1,... ,d) mit

; 1 : e = (1, k) € Q. . )
LEQ:{ S0} (Z‘ ) € Loy } (i,k=1,...,s j€{l,....d})
0t oy = (i k) & Qoe,y

die definierenden Matrizen wvon ().

Bemerkung 1.42 Gemdipf Satz 1.39 existiert zu jedem nichtleeren Z%-Punktkonfigurationenraum
ein topologisch konjugierter 7.9- Punktkonfigurationenraum Q' der Ordnung (2, ... ,2). Damit kann
Q ein d-Tupel (L(l), . ,L(d)) von definierenden Matrizen zugeordnet werden. Nach Satz 1.33 kann

auch zu jedem Parkettsystem eine Familie von definierenden Matrizen angegeben werden.

Beispiel 1.43 Der in Beispiel 1.3/ konstruierte 2-dimensionale Punktkonfigurationenraum
Q= (2% 8, F,(Qn)rer) zur Beschreibung eines Parkettsystems mit 2 ,Stibchenbausteinen® kann
als ein Punktkonfigurationenraum Q' mit F' = {{z,x+e1 }, {z,2+e2} | € Z?} beschrieben werden,
wenn man beachtet, daf§ die Restriktionenmengen Qp, (v € Z2) wegen G; = {0,¢;} (i = 1,2) nur
Bedingungen an die Firbungen der zwei benachbarten Punkte x,x + e; (i € {1,2}) in A, stellen.

Mit dem Alphabet S’ .= {1,... ,8}, der Zuordnung
(0,G1,w) — 2w — 1, (e1,G1,w) — 2w (we {1,2})
(0,Go,w) —2w+3, (e2,Go,w)—2w+4 (we{l,2})
und den Restriktionenmengen

_f{om} =1{(1,2),(3,4),(r,1),(r,3),(r,5), (r,6),(r,7),(r,8) | r=2,3,5,6,7,8}

_,{0,62} = {(57 6)7 (77 8)7 (n 1)7 (T7 2)7 (Ta 3)7 (7“, 4)7 (n 5)7 (7“, 7) ’ r=1,2,3,4,6, 8}
ist V' = (23,5, {{z,x +e;} | j =1,2,2 € Z?}, <Q’{O ej}> u 2}) topologisch konjugiert zu Q.
’ ]E b
Die definierenden Matrizen LV und L® von Q' haben die Form

01.000O0O0O 11111010
10101111 11111010
0001 0O0O0O 11111010
10— 10101111 1@ _ 11111010
10101111 000O0O0T1O0TO0
10101111 11111010
10101111 000O0O0O0OTO?1
10101111 11111010
Bemerkung 1.44 Die definierenden Matrizen LWV, ... L9 eines Z.-Punktkonfigurationenrau-

mes konnen Informationen zu erlaubten Blocken enthalten, die in keiner Konfiguration £ € €

vorkommen. Sinnvoll ist somit die folgende Definition.

25



Definition 1.45 Ist Q = (Z% S, F,(Qx)naer) ein Z2-Punktkonfigurationenraum der Ordnung
(2,...,2), so heifst das d-Tupel L = (L(l), . ,L(d)) von {0,1}**°-Matrizen LY = (L%))lgi,kgs
(j=1,...,d) mit

L) -

{ 1, wenn der Block (i,k) mit der Basis (0,e;) in Q vorkommt
k

0 , wenn der Block (i,k) mit der Basis (0,e;) in keinem & € £ vorkommt

das d-Tupel der Ubergangsmatrizen von (.

Bemerkung 1.46 Fiir ein-dimensionale Punktkonfigurationenriume (diese werden auch Subshifts
endlichen Typs oder topologische Markov-Ketten genannt) sind definierende Matriz L = LW und
Ubergangsmatriz L = LW identisch, falls in jeder Zeile und jeder Spalte von L wenigstens ein
'1’-Fintrag auftritt. (Besteht die i-te Zeile oder Spalte ausschliefllich aus ’0’-FEintrdigen, so kommt
das Symbol i € S in keiner Konfiguration £ € Q vor und kann folglich aus dem Alphabet S entfernt
werden.) Die Ubergangsmatriz L stellt ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung der Eigenschaf-
ten der Shift-Wirkung, wie Periodizitit oder Mischung, dar. Wesentliche Resultate dazu sind in

folgendem Satz zusammengestellt.

Satz 1.47 (vgl. [16]) Ist Q = (Z',S,F,(Qa)rcr) ein ein-dimensionaler Punktkonfigurationen-

raum mit der Ubergangsmatriz L, so gilt:

1. Sp(L™) ist die Anzahl der periodischen Konfigurationen in € mit der Periode n € N.

2. (Q,O’Zl‘ﬂ) ist genau dann topologisch transitiv, wenn die Ubergangsmatriz L irreduzibel ist,
d. h., wenn fiir beliebige Symbole i,k € S eine natiirliche Zahl n = n(i, k) existiert, so dafs

3. (Q,O’Zl‘ﬂ) ist genau dann topologisch mischend, wenn die Ubergangsmatriz L primitiv ist,
d. h., wenn eine natirliche Zahl n existiert, so dafi L eine Matriz mit nur echt positiven

Elementen ist.

Bemerkung 1.48 1. Die Eintrige LY. (i,k € S) der n-ten Potenz der Ubergangsmatriz L ei-
nes Z'-Punktkonfigurationenraumes Q geben die Anzahl der verschiedenen Blécke §|lz,a+n—1]
(x € ZY) der Linge n in Q an, fir die &, =i und Exyn_1 = k gilt. Die Aussagen 2. und 3.
von Satz 1.47 bedeuten folglich, dafS es zur Untersuchung ein-dimensionaler Punktkonfigura-
tionenrdume auf Transitivitit und Mischung ausreicht, Subbasismengen .[i] (x € Z',i € S)

zu betrachten.

2. Fir Punktkonfiguationenrdume der Gitterdimension d > 1 geniigt es im allgemeinen nicht,
die definierenden Bedingungen (1.3) bzw. (1.4) fiir topologische Transitivitit oder Mischung
nur fir Subbasismengen zu verifizieren.

Analoge Aussagen zu den in Satz 1.47 gemachten sind im Fall d > 1 auch nicht zu erwar-
ten, da fiir Uberlequngen zur Charakterisierung méglicher Einfirbungen von Teilmengen des
Gitters 7.% nicht mehr nur Potenzen einer Matriz heranzuziehen sind, sondern Produkte meh-

rerer Matrizen und threr Potenzen. Dabei lassen sich Eigenschaften einzelner Matrizen i. a.
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nicht auf ihre Produkte tibertragen.

Betrachtet man fiir die definierenden Matrizen LY, L) eines 7.2- Punktkonfigurationenraumes
Q das Produkt LM L®) | s0 ist das Matrizelement (L(l)L(z))ij genau dann von 0 verschieden,
wenn ein k € S existiert, so daf LE,? = L;fj) =1 gilt. Das bedeutet, daf ausgehend von den
definierenden Matrizen der Block (i, k, j) mit der Basis (0, e1,e1+e2) erlaubt ist. Dieser Block
muf§ sich jedoch nicht zu einer Konfiguration & € Q fortsetzen lassen. Die Betrachtung des
Produktes LA LY fiihrt auf eine analoge Aussage, wobei es wegen der Nicht-Kommutativitit
des Matrizenproduktes maglich ist, dafy wegen (L®)LM);; = 0 kein Block (i, k,j) (k € S) mit
der Basis (0, ez, e1 + e2) in Q erlaubt ist. In diesem Fall exisitiert keine Konfiguration & € €
mit &g =@ und &g qey = 7.

Gibt es also auch nur einen einzigen , Weg®, tiber den ein ,Symboliibergang“ i — j vom Punkt
0 zu einem beliebigen Punkt z € 7% durch eine ’0’ in der ,entsprechenden® Produktmatric
verboten wird, so ist eine solche Einfdarbung fiir jede Konfiguration £ €  ausgeschlossen.
Zur Untersuchung méglicher Einfirbungen endlicher Teilmengen des Gitters 7% ist die Be-
trachtung der folgenden Matrizenoperation hilfreich. In der Matrizenmenge {0,1}**¢ wird die
Operation x-Matrizenmultiplikation fiir Matrizen Ly, Lo € {0,1}**% durch

=1,...,9)

1, falls (L1L9);; >0 .
(L1 * La)ij 22{ (L1L2)y } (i, 7

0 5 falls (L1L2)ij =0

erklirt, wobei Ly Lo die gewohnliche Matrizenmultiplikation bezeichnet.
Kommutieren die definierenden Matrizen eines Z%-Punktkonfigurationenraumes Q, d. h. es

gilt
LOs L) = L0« L0 yund L« (LT = (LONT « 1O vije{1,..., s}

so sind die definierenden Matrizen auch die Ubergangsmatrizen von Q. Fir 7.%-Punktkonfigu-
rationenrdume, die durch kommutierende Matrizen definiert sind, lassen sich Aussagen zum
Zusammenhang von Transitivitit bzw. Mischung und Eigenschaften der Ubergangsmatrizen
beweisen, die als natirliche Ubertragung der in Satz 1.47 angegebenen Resultate auf Dimen-

sionen d > 1 angesehen werden kénnen. Man vergleiche dazu z. B. [39] und [40].

Beispiel 1.49 Der in Beispiel 1.19 eingefiihrte 7.2- Punktkonfigurationenraum zur Beschreibung ei-

nes ,hard-core“-Gittergases besitzt die definierenden Matrizen L) = L(2) = (98)- Diese Matrizen

kommutieren und sind daher zugleich die Ubergangsmatrizen von €.

Dagegen kommutieren die in Beispiel 1.43 angegebenen definierenden Matrizen des zwei-dimen-
sionalen Parkettsystems mit 2 ,Stibchenbausteinen® nicht. Z. B. gilt (L) « L®))g = 0 und
(L@ s« LMY g = 1.

Die definierenden Matrizen eines d-dimensionalen Parkettsystems Q* kommutieren im allgemeinen

nicht. Zum Beispiel lifit sich eine tiberschneidungsfreie Bausteiniiberdeckung der Achsen z1e1 und

zo€y (21,29 € Z) des ebenen Gitters nicht stets zu einer Parkettierung des gesamten Gitters Z?

fortsetzen.

27



Die Untersuchung von Parkettsystemen auf Transitivitdt und Mischung kann also aus verschiedenen
Griinden i. allg. nicht von einem Matrizenkalkiil Gebrauch machen. Ausgehend von der Definition
offener Mengen in Parkettsystemen als beliebige Vereinigungen von Mengen von Konfigurationen,
die jeweils eine (endliche) Teilkonfiguration gemeinsam haben, 148t sich jedoch die folgende hinrei-

chende Bedingung fiir topologische Mischung von Parkettsystemen angeben.

Satz 1.50 ([43]) Hinreichend fiir topologische Mischung eines Z.%-Parkettsystems (€0, O'Zd) ist fol-
gende Eigenschaft:

Fiir je zwei Teilparkettierungen A, B von Q* existiert eine natirliche Zahl m = m(A, B)
derart, daf fiir jedes a € Z mit ||a|| > m eine Parkettierung P von Q* existiert mit

AC P und oc*B C P.

Bemerkung 1.51 Zum Beweis der topologischen Mischung eines Z%-Parkettsystems Q* reicht es
somit aus, die Fortsetzbarkeit von zwei beliebigen Teilparkettierungen A und oc®B des Parkettsy-
stems zu einer gemeinsamen Parkettierung P fiir jedes hinreichend grofie a € Z% zu zeigen.

Wegen der Unentscheidbarkeit des Tiling-Problems des 7 fir jedes d > 1 gibt es keinen Algo-
rithmus, der es erlaubt, diese Frage fiir jede beliebige Proto-Baustein-Menge zu beantworten. Im
einfachen Spezialfall, daf$ der FEin-Punkt-Baustein Gy = {0} ein Proto-Baustein des Parkettsy-
stems Q* ist, folgt aus Satz 1.50 sofort die topologische Mischung von Q*. Dagegen ist es schon fiir
andere Mengen relativ einfach geformter Proto-Bausteine schwierig, die Giltigkeit der in Satz 1.50

angegebenen hinreichenden Bedingung nachzuweisen.

An dieser Stelle ist zu bemerken, dafi die Méchtigkeiten der fiir die Einfarbung der Bausteine eines
Parkettsystems zur Verfiigung stehenden Farbenmengen Q¢ (G € Gy) keinen wesentlichen Einflufl
auf die Dynamik des Systems besitzen (vgl. insbesondere Satz 1.50 zur topologischen Mischung). Ein
wesentlicher Grund hierfiir besteht darin, dafl in der Definition des Begriffes Parkettsystem (sie-
he Definition 1.25) keinerlei Restriktionen hinsichtlich der Einfirbung ,benachbarter® Bausteine
aufgestellt werden. Im Sinne einer Beschrinkung der Uberlegungen auf die wesentlichen Merkmale
eines Parkettsystems (die Parkettierungen) wird in der vorgelegten Arbeit weitestgehend auf die

Moglichkeit zusatzlicher Bausteinfirbungen verzichtet.

Die Definition des Begriffes Z%-Parkettsystem in 1.25 schrinkt die geometrische Form der Proto-
Bausteine nicht ein. Insbesondere sind sowohl Bausteine mit ,,Léchern® als auch unzusammenhén-
gende Bausteine zugelassen. Schlieit man solche Proto-Bausteine aus, so bleiben Untersuchungen
zur Klassifizierung von Z%Parkettsystemen in Hinblick auf topologische Konjugiertheit oder den
Faktorbegriff fiir Dimensionen d > 1 dennoch sehr schwierig. Man beachte dabei die schon mehr-
fach erwédhnte Unentscheidbarkeitsproblematik, aber auch das Fehlen einer allgemeinen Theorie
zur Klassifizierung von Z%Punktkonfigurationenriumen fiir d > 1. Zur Beschreibung eines Z%
Parkettsystems als Punktkonfigurationenraum der Ordnung (2,...,2) wird im allgemeinen ein
sehr grofles Alphabet benétigt, so dafl es nicht vielversprechend erscheint, Eigenschaften von Par-
kettsystemen durch Betrachtung der entsprechend hochdimensionierten Ubergangsmatrizen zu un-

tersuchen.
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Stattdessen sollte die geometrische Struktur der Bausteine von Parkettsystemen zur Klassifizie-
rung herangezogen werden. Dabei ist die Einschréinkung der Uberlegungen auf eine Familie von
Z%Parkettsystemen sinnvoll, deren Bausteine geometrisch einfach zu beschreiben sind. Parkettsy-

steme, deren Bausteine Quader in Z sind, bilden eine solche Teilklasse.

Definition 1.52 Ein Z%-Parkettsystem Q* = (2%, Go, (Qa)ceg,) heifit Z-Quadersystem, wenn
die Proto-Baustein-Menge von der Gestalt Gy = {G1,... ,Gn} (m € N) mit

GjZ{Z:(Zl,...,Zd)GZd’052i<li(j),i=1,...,d} (j:L... ,m)

ist und die Vektoren 1(5) = (I1(4),...,la(§)) € N, j = 1,...,m die Ordnungsbeziehung
I(1) < ... < U(m) erfillen. Der Vektor l(j) wird als die Ausdehnung des ,Quaders“ G; bezeichnet
(J=1,...,m).

Mit der Anzahl der Farben n(j) := |Qg;| des Proto-Bausteins G (j = 1,...,m) schreiben wir
abhiirzend ©F = (24 (1) Y1y, ()T

Bezeichnung 1.53 Fiir gegebene Quadersysteme Q0 = (7.2, {17 (; i)} i {nt (])} ) (@ =1,2)
wird mit Gy) (i=1,2,5 € {1,... ,m;}) der Proto-Baustein der Ausdehnung V() von Q0 bezeich-

net.

Bemerkung 1.54 Untersuchungen zur topologischen Konjugiertheit sowie zur topologischen En-
tropie ein-dimensionaler Quadersysteme findet man in der Dissertation von G. Schwenzfeger ([56]).
(Darin werden diese Systeme in Anlehnung an die Kettenstruktur von Polymeren als Polymersy-
steme bezeichnet.) Dazu wurde vor allem die Beschreibbarkeit ein-dimensionaler Quadersysteme
als Z'-Punktkonfigurationenriume der Ordnung 2 und die spezielle Blockstruktur der zugehori-
gen Ubergangsmatrizen verwendet. (Vgl. auch Abschnitt 2.2.1 dieser Arbeit.) Die Resultate von
G. Schwenzfeger machen bereits fiir die Dimension d = 1 die Vielfalt der Dynamik d-dimensionaler
Quadersysteme deutlich und legen die Untersuchung weiterer Fragestellungen, wie z. B. des topo-

logischen Faktorbegriffs, fiir diese Systeme nahe.

In [56] wurde unter anderem gezeigt, daf8 zwei ein-dimensionale Quadersysteme genau dann topolo-
gisch konjugiert sind, wenn ihre Proto-Baustein- und Farbenmengen identisch sind. Die Ubertragung

dieses Resultates auf beliebige Gitterdimensionen d > 1 ist Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 1.55 Zwei Z%-Quadersysteme Q0 = (7.4, {L(i)(j)}] L {n( )}iey) (i = 1,2) sind genau dann

topologisch konjugiert, wenn gilt:

{3, nVG) [5=1,... ,mi} ={U?G),n®PG) |5 =1,... ,ma}. (1.16)
Beweis:

1. Ist die Bedingung (1.16) erfiillt, so sind die Konfigurationen von €} und €25 identisch. Folglich
sind Q] und Q5 vermoge der identischen Abbildung topologisch konjugiert.
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2. Die Quadersysteme 2] und 2} seien topologisch konjugiert. Angenommen, die Bedingung
(1.16) sei nicht erfiillt.
Diese Annahme wird unter Verwendung der Invarianten Per(ql,_.,qd)(Q;‘,JZd‘Q;) (i =1,2)
beziiglich topologischer Konjugiertheit zum Widerspruch gefiihrt.
Dazu werden folgende Aussagen zur Periodizitit von Parkettierungen eines d-dimensionalen

Quadersystems Q* = (Z%, Gy, () geg,) verwendet.

(a) Fiir beliebiges (q1,... ,qq) € N? ist Per,, (QF, ade*) genau dann grofer als Null,

7"'7Qd)
wenn eine Parkettierung P € m(Gp) existiert, so da8 die von R(qi,... ,qq) := {z € Z7|

0<z <gqy,i=1,...,d} erzeugte Teilparkettierung PiR(q1,... qu) die Eigenschaft
0Py = Pypiges (Yx € R(qu,...,qq) mit z; =0) (1.17)

fiir jedes ¢ = 1,...,d besitzt. (Anschaulich bedeutet (1.17) gerade, dafi die von
R(q1,.-. ,qq) erzeugte Teilparkettierung , periodischen Randbedingungen® geniigt.)

(b) Die Ausdehnung jedes Bausteines einer Teilparkettierung P|g(q, ... q) ((¢1,--- ;q4) € N?),
die die Eigenschaft (1.17) besitzt, ist koordinatenweise nicht grofer als (g1, ... ,qq).

(c) Ist Q* = (2%, {1(5) T An()}L,) ein Z%Quadersystem, so gilt fiir jedes j = 1,... ,m
die Beziehung

d
Pery(j) (2, 0%%) > n(j) - [] 1:(5) > 0. (1.18)
i=1
Bezeichne jo € {1,... ,min(m1,ms)} den kleinsten Index j, fiir den die Tupel (1M (5), (D (5))
und (1 (5),n®(j)) voneinander verschieden sind.
Wir betrachten zunéichst den Fall 1M (jo) # 1 (jo) und nehmen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit L(l)(jo) =< L(Q)(jo) an. Nach Eigenschaft (1.18) gilt Perl(l)(jo)(Qf,JZd‘QI) > 0,
woraus wegen der vorausgesetzten topologischen Konjugiertheit von Q7 und Q% auch die Po-
sitivitéit von Perl(l)(jo)(Q§7O'Zd‘Q;) folgt.
Dies ist gemafi Aussage (a) gleichbedeutend mit der Existenz einer Parkettierung PR in
W(QSQ)) derart, dal die Teilparkettierung 73(2)| RAD (o)) die ,periodische Randbedingung*
(1.17) erfiillt. Nach Aussage (b) enthélt eine solche Teilparkettierung nur Quader mit Aus-
dehnungen 1@ (7), die koordinatenweise kleiner oder gleich L(l)( jo) und (nach der gemachten
Voraussetzung an jo) verschieden von (V) (j) sind.
Da [V (jo) die kleinste nicht-gemeinsame Quaderausdehnung der beiden Proto-Baustein-Men-
gen ist, sind folglich alle in 77(2)‘ RAW (jo)) auftretenden Quadertypen Elemente von g(()”.
Mithin gilt
{P® € n(g{?) | o i — PO =1, d}
c (PO e n(GV) | ok @eip®) = p) ;= 1., a}

und wegen nM(5) = n®(5) (Vj < jo) alss) Perl(n(jo)(Q;,Ude;) < Perl(n(jo)(Q’{,UZdMT).
Andererseits besitzt die Parkettierung P1) ¢ w(gé”), die aus achsenparallelen Verschie-

bungen des Proto-Bausteins Gg»(l)) der Ausdehnung L(l)(jo) besteht, die Perioden l(l)(jo)ei

i
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(i=1,...,d). Wegen P() ¢ W(Q(()Q)) nach Voraussetzung an [V (jo) ist somit die Ungleichung
Perl(l)(jo)(Q; O'de;) < Perl(1>(jo)(QT’ O‘Zd‘gi‘) im Widerspruch zur topologischen Konjugiert-
heit von Q7 und 3 richtig.

Zu betrachten bleibt noch der Fall, da IV (jo) = I® (jo) und n((jo) # n® (jo) gilt. Daraus
folgt unmittelbar

(PO e n(G?) | ol Wep@ —p® i =1 .. 4}

— (PO e x(GV) | ok G0 p®) —p) ;=1 4},

Weiter kann jede der ngl lgl)(jo) verschiedenen Parkettierungen in w(gé’“)) (k = 1,2), die
aus achsenparallelen Verschiebungen des Proto-Bausteines der Ausdehnung L(l)( Jjo) besteht,
auf genau n*) (o) (k = 1,2) unterschiedliche Arten periodisch eingefirbt werden. Da alle
anderen Parkettierungen der Menge {P() ¢ W(Q(()l) \ ol Go)ep(1) = PO i =1,...,d} aus
Quadern der Ausdehnungen L(l)(j) mit j < jo bestehen, folgt aus der Voraussetzung an jg

gerade

(1,0 ;) = Peryy ;) (23,07 103) = (0D (Go) = n® (o)) [T " (o) # 0.

i=1

Perj o)
Dies steht im Widerspruch zur topologischen Konjugiertheit von €27 und 3, das heifit, die
Annahme, Bedingung (1.16) sei verletzt, ist falsch. n

Satz 1.55 charakterisiert die durch den Begriff der topologischen Konjugiertheit definierte Zerle-
gung in Aquivalenzklassen auf dem Raum der Z%Quadersysteme als Zerlegung in ein-elementige
Mengen. Daran schlieit sich in natiirlicher Weise die Frage nach einer moglichen Beschreibung des
topologischen Faktorbegriffes fiir diese Familie von Parkettsystemen an. Fiir die Behandlung dieses
Problemkreises (in Kapitel 3) erweist sich die topologische Entropie als ein wichtiges Hilfsmittel.

Die Entropie ist als ein Maf fiir die Reichhaltigkeit und Komplexitéit eines topologischen dynami-
schen Systems auch von eigenstéindigem Interesse. Das folgende Kapitel ist deshalb der ausfiihrli-
chen Untersuchung dieser Grae fiir die uns interessierenden Parkettsystems iiber dem Gitter Z¢

gewidmet.
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Kapitel 2

Die topologische Entropie von

Zd-Parkettsystemen

Der Ende der 50—er Jahre von A. N. Kolmogorov, V. A. Rochlin und Ya. G. Sinai entwickelte Be-
griff der mafitheoretischen Entropie h,(T) eines mafitheoretischen dynamischen Systems (X, u,T)
als Invariante beziiglich mafitheoretischer Isomorphie erlangte fundamentale Bedeutung in der Er-
godentheorie.

So stellt die 1970 von D. S. Ornstein ([45]) angegebene Charakterisierung der Entropie als vollsténdi-
ge Invariante von Bernoullishifts einen wichtigen Beitrag in der Untersuchung des Isomorphiepro-
blems mafitheoretischer dynamischer Systeme dar. Auf der Grundlage dieser Arbeit konnten in den

folgenden Jahren fiir zahlreiche dynamische Systeme, wie z. B. fiir
e mischende Markovketten (N. A. Friedman, D. S. Ornstein, [19]),
e crgodische Automorphismen des n-dimensionalen Torus (Y. Katznelson, [33]),
e Bernoulli-Fliisse (D. S. Ornstein, [46)),

e geodiitische Fliisse auf kompakten Mannigfaltigkeiten negativer Kritmmung (D. S. Ornstein,
B. Weiss, [47]),

die Entropie durch Existenznachweise von schwachen bzw. sehr schwachen erzeugenden Bernoulli-
Zerlegungen als vollstéindige Invariante nachgewiesen werden.

In Anlehnung an die Definition der mafitheoretischen Entropie definierten R. A. Adler, A. Kon-
heim und M. H. McAndrew ([1]) im Jahre 1965 den Begriff der topologischen Entropie h(7") einer
stetigen Abbildung T eines kompakten topologischen Raumes X und vermuteten die Giiltigkeit
des Variationsprinzips der topologischen Entropie h¢(1') = sup,eam(r) hyu(T), wobei M(T) die Men-
ge aller T-invarianten Mafle p auf X bezeichnet. Dazu bewies L. W. Goodwyn ([24]) 1969 die
Ungleichung h¢(T") > h,(T) fiir alle T-invarianten Mafle p. Fiir Homéomorphismen topologischer
Réume endlicher Dimension wurde das Variationsprinzip 1970/71 von E. I. Dinaburg ([17],[18])
gezeigt. SchlieBlich wurde dessen Giiltigkeit 1971 von T. N. T. Goodman ([23]) auch fiir beliebige

kompakte Rdume bewiesen. Daran schliefit sich unmittelbar eine weiteres Untersuchungsgebiet der
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Ergodentheorie an, ndmlich die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit T-invarianter Mafle mit
maximaler Entropie (vgl. [16],[55]).

Von R. Bowen wurde eine allgemeinere Moglichkeit der Definition der topologischen Entropie
(z. B. fiir nicht kompakte Réume) entwickelt (Hausdorffdimension-topologische Entropie). Im Fall
kompakter Rdume stimmen die Entropiewerte mit den Werten der klassischen Definition iiberein.
(Néheres hierzu findet man in [6],[8] und [9].)

Das vor allem durch Fragestellungen der Statistischen Mechanik begriindete Interesse an Wir-
kungen allgemeinerer Gruppen, insbesondere der additiven Gruppen (Z¢ +) (d > 1) fithrte zur
Definition des maBtheoretischen Entropiebegriffs fiir Z%Wirkungen in Arbeiten von J.P. Conze
([11], u.a. Verallgemeinerung der Formel von Abramov) sowie Y. Katznelson und B. Weiss ([34],
u.a. Bernoulli-Eigenschaft von Z%Wirkungen).

Von D. Ruelle wurde dann die topologische Entropie von Z%Wirkungen (als Spezialfall des topolo-
gischen Druckes) im Zusammenhang mit Uberlegungen zu GibbsmaBen auf Konfigurationenriumen
eingefiihrt.

Im folgenden ersten Abschnitt dieses Kapitels wird der Begriff der topologischen Entropie von
Homdoomorphismengruppen als (Z¢, 4+)-Wirkung analog zu dem in [1] dargestellten Entropiebegriff
stetiger Abbildungen dargestellt.

2.1 Zum Begriff der topologischen Entropie von Homéomorphis-

mengruppen
Wir betrachten im folgenden ein kompaktes topologisches dynamisches System (X, TZd).

Definition 2.1 1. Fine offene Uberdeckung 2 des Raumes X wird minimal genannt, wenn es

keine Teiliiberdeckung von A gibt, die weniger Elemente enthdlt.

2. Fiir eine offene Uberdeckung A von X heifit die Grofie H() := log N() die Entropie von
A, wobei N(2U) die Kardinalitit einer minimalen Teiliiberdeckung von 2 angibt. (Wegen
der Kompaktheit des Raumes X existiert fir jede offene Uberdeckung 2 von X eine endli-
che Teiliiberdeckung, die X iiberdeckt. Die Zahl N(2L) ist also fir jede offene Uberdeckung
wohldefiniert.)

3. Sind A, B offene Uberdeckungen des Raumes X, so wird die Uberdeckung AV B := {AN B |
A e B e B} das Supremum von A und B genannt.

4. Eine offene Uberdeckung B des Raumes X heifit feiner als die offene Uberdeckung A (A < 9B),

wenn jedes Element von B Teilmenge eines Elementes von A ist.

Eigenschaft 2.2 1. Die Relation < ist eine reflexive Halbordnung, die Operation V eine asso-

ziative kommutative Operation in der Menge aller offenen Uberdeckungen des Raumes X .

2.UA<B = [H®)<HB) und H@AVSB) = H(B)].

33



3. H(AVB) < HA) + H(B).

4. Fiir alle z € 7.2 gilt

(a) A<B = T7A<T*B,
(b) T*RAVB) = T*AVT*B,
(c) N = N(T?).

Wir definieren fiir eine Uberdeckung 2 des Raumes X und eine beliebige endliche Teilmenge R in
Z¢ die Uberdeckung g := \/,cz 772 und fragen nach dem Verhalten von ‘R—lan(Qan) fiir eine
wachsende Folge {R,} endlicher Teilmengen R, C Z<.

Der Grenzwert R,, — Z liefert ein Ma8 fiir die ,, Durchmischung® des Raumes X (in Bezug auf
die feste Uberdeckung 2A) unter Wirkung der Homoomorphismengruppe T7*. Es gelten folgende

Aussagen:

e fiir jede Folge {R,} von Parallelepipeden in Z¢ mit d(R,) — oo (dabei bezeichnet d(R,,) das
Minimum der Diagonalenldngen von R,,) existiert lim, o \R—lan (2R, ) und ist unabhéngig
von der Wahl der Folge {R,,} (vgl. [12]); insbesondere kann statt R, — Z< auch der Grenzwert
R, - 7% .= {z € 7% | z < 0,i = 1,...,d} im Sinne einer ,,Gruppenvergangenheit*

verwendet werden.

e Bezeichnet R, := {z € Z%| 0 < z; < a;} mit a € N? einen Quader in Z9, so existiert mit der
Vereinbarung (a — 00) <= (min;—;,_ 4a; — 00) der Grenzwert limg_. |Ro| Y H(AR,).
Der Grenzwert existiert allgemeiner sogar fiir Folgen endlicher Teilmengen R,, C Z<, die nach
unendlich im Sinne von vanHove ([63]) streben (R, — o0), d. h., es gilt |R,| — oo und

‘(R%G)FR”‘ — 0 fiir jedes feste a € Z? (siche [55]).

[Rn

e Fiir allgemeinere Gruppen G kann ein solches Konzept ebenfalls entwickelt werden. Im Fall
amenabler lokal kompakter Gruppen ersetzen beispielsweise Fgllner-Mengen die Parallelepi-
pede R, C Z°.

(Eine Folge {G,} mit G,, C G heiit Fgllner-Folge, wenn fiir beliebige, endliche viele Elemente

m(h1GnN---NhiGr)

hi,..., hg der Gruppe lim,,_, s G

G bezeichnet.)

= 1 gilt, wobei m das Haar-Maf} der Gruppe

Definition 2.3 Der Grenzwert h(2, T%") = limp_.o IR—lan(Qan) heifst topologische Entropie
der Uberdeckung 2 des Raumes X beziiglich der Wirkung T2,

Folgerung 2.4 Fiir jede offene Uberdeckung A des Raumes X gilt
1.0 < h(A,TEY < HAQ),
2. A<B = h(ATE) < h(B,T.

Definition 2.5 ht(TZd) := sup(h(2, TZd) | A offene Uberdeckung von X ) heift topologische
Entropie der Wirkung T2,
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Die Berechnung der topologischen Entropie nach dieser Definition ist oft recht schwierig, da im
allgemeinen unendlich viele offene Uberdeckungen zur Supremumsbildung heranzuzichen sind. Der
Begriff der verfeinernden Folge kann die Situation oftmals vereinfachen. (Man vergleiche auch [20]

und [31] zur allgemeinen Unentscheidbarkeitsproblematik der Entropieberechnung.)

Definition 2.6 Eine Folge {2, } von offenen Uberdeckungen eines kompakten topologischen Raum-

es X heifst verfeinernde Folge, wenn gilt
1. A < Apy1 (Yn eN) und

2. zu jeder offenen Uberdeckung B von X existiert ein n € N mit B < 2A,,.

Folgerung 2.7 Unter Verwendung von Folgerung 2.4 ergibt sich: Ist {24, } eine verfeinernde Folge
von Uberdeckungen des Raumes X, so gilt ht(TZd) = limy,— 00 A (A, TZd).

Folgerung 2.8 1. Ist (X,T%") = (Q*,azdm*) ein 7.3-Parkettsystem mit der Proto-Baustein-
Menge Go, so ist die Uberdeckung 2 := {C({G}) | G € Gy} mit G, = {H € G| 0 € H}
und C({G}) == {P € Q* | G € P} eine Zerlegung von Q* und topologischer Generator. Die
Uberdeckungen Az, = Vieezm oA mit Z(n) = {z € 7| —n <z < nyi = 1,...,d}
(n € N) bilden offenbar eine verfeinernde Folge. Mithin gilt

Zd Zd . 1
he(0™ ja=) = WA, 07 =) = Tim mH@lzm))-

Zur Veranschaulichung von H(Az()) betrachten wir fir ein fest gewdhltes z € 74 die Uber-
deckung AV o*A ={C({G}) NC{o*H}) | G,H € G, } mit

CH{GHNCHc*H}) ={P Q" |GeP,0°H € P} (G,H € G ).
Die Uberdeckung AV o*2 ist als Zerlegung von O auch minimal, folglich gilt
NV o) = [{(G, H) € (G5)7 | 3P € Q" : Py = (G, 0" H}}.

D. h., NV o*2) gibt die Anzahl der verschiedenen Teilparkettierungen in Q* an, die von
der Menge {0, 2} C Z% erzeugt werden.

Analog tiberlegt man sich, dafi N(z,) die Anzahl der verschiedenen vom zentrierten Wiirfel
Z(n) erzeugten Teilparkettierungen in Q* angibt. Bezeichnet man fiir beliebige endliche Teil-
mengen A C Z% mit N(A,Q*) die Anzahl der verschiedenen von A erzeugten Teilparkettic-
rungen in 2%, so ist H(Uz(,)) = log N(Z(n), Q") richtig.

Fiir die topologische Entropie eines 7.%-Parkettsystems (€0, ade*) gilt also

1
ht(O'Zd Q*) = lim
| n—co | Z(n)]

log N(Z(n), Q). (2.1)

Entsprechend den Ausfihrungen im Anschluff an Figenschaft 2.2 ist beispielsweise mit
Zt(n):={2€Z%0< 2z <n} (n€N) auch

d . *
hi(0” jq) = Jl_)rréomlogN(Z"'(n),Q )-
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2. Analog ist fiir einen Z%-Punktkonfigurationenraum Q mit dem Alphabet S = {1,... s} die
Uberdeckung A := {o[i] | i = 1,... ,s} mit o[i] := {£ € Q| & =i} (i € S) eine Zerlegung von
Q, und {Q[Z(n)} bildet eine verfeinernde Folge von Uberdeckungen. Man erhdlt also

d . 1
hi(c”10) = Jim WH(mZ(n))7

wobei H(™Uz(,)) = log N(Z(n), ) mit der Anzahl N(Z(n),Q) der in Q auftretenden Blécke
zur Basis Z(n) ist. Wie fiir 7.2-Parkettsysteme kann auch hier die Folge {Z+(n)} zur Entro-

pieberechnung herangezogen werden: ht(O’Zd‘Q) = lim, oo |ZF(n)| "t log N(ZF(n), Q).

Bemerkung 2.9 Fir einen ein-dimensionalen Punktkonfigurationenraum € mit der Ubergangs-
matriz L ist die Anzahl N(Z%(n),Q) der in Q auftretenden Blicke der Linge n+ 1 gerade gleich
Zi, jes Lj;. Unter Verwendung des Spekiralradiustheorems erhdlt man daraus das folgende Resultat

von W. Parry.

Satz 2.10 ([48]) Ist Q ein ein-dimensionaler Punktkonfigurationenraum mit der Ubergangsmatriz
L, so gilt
1
hi(0™ o) = log A,

wobei A der Spektralradius der Matriz L ist. Das heiffit, X ist der Eigenwert mazximalen Betrages

von L.

Die Aussage von Satz 2.10 liefert ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestimmung der topologischen
Entropie ein-dimensionaler Punktkonfigurationenrdume, welches vermoge des Satzes 1.33 auch fiir
ein-dimensionale Parkettsysteme Anwendung findet. Bei der Entropieberechnung fiir Z!-Parkett-
systeme mit Hilfe dieses Eigenwertkalkiils ist jedoch das i. allg. recht grofle Format und die oft
komplizierte Struktur der zugehérigen Ubergangsmatrix problematisch.

Fiir die Klasse der ein-dimensionalen Quadersysteme ist es G. Schwenzfeger in [56] unter Aus-
nutzung grundlegender Resultate aus der Theorie nichtnegativer ganzzahliger Matrizen gelungen,
eine algebraische Gleichung zur Bestimmung des Eigenwertes A maximalen Betrages anzugeben.
Diese Eigenwertgleichung und die daraus ableitbaren Aussagen zum qualitativen Verhalten ein-
dimensionaler Quadersysteme stehen im Mittelpunkt des ersten Teils des folgenden Abschnitts 2.2.
Fiir Z%Punktkonfigurationenriume der Dimension d > 1 ist schon die Ermittlung nichttrivialer
Schranken fiir die topologische Entropie weitaus schwieriger als im ein-dimensionalen Fall, da die
Aussagekraft geeigneter Matrizenprodukte fiir die Abschitzung der Anzahl verschiedener Blocke
mit der Basis Z(n) nur gering ist. (Fiir Entropieuntersuchungen im Fall kommutierender Uber-

gangsmatrizen vergleiche man [40].)
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2.2 Die topologische Entropie von Z-Quadersystemen

2.2.1 Ein-dimensionale Quadersysteme

Bemerkung 2.11 1. Jedes ein-dimensionale Quadersystem Q* = (Z1, {1(5) L) ist topologisch
konjugiert zu dem Z'-Punktkonfigurationenraum Q = (Z', S, F, (Qa)rcF) der Ordnung 2 mit
o S:={1,...,N} mit N:= 372", I(j),
o F:i={{z,o+1} |z €Z'} und
e den Restriktionen
~ m—1
keSg 7j=1
wobei Sp = {3770 1(j) | 1 <mo <m}.

Daraus erhdlt man unmittelbar die Ubergangsmatriz L von Q0 mit folgender Blockstruktur:

L == (LT‘S)1§7"75§m7 wobe'l‘

010
0

0

0
Ly, = und Lys = ('r;ég)

0

0 0
10 I(r)xl(s)

I(r)xi(r)

gilt. Dabei beschreibt die Matriz Ly, die mdéglichen Uberginge ,innerhalb® eines Bausteines
der Linge I(r) und Ly, den Ubergang ,zwischen zwei verschiedenen Bausteinen der Lingen
l(r) und I(s).

Analog erhilt man die Ubergangsmatriz eines Quadersystems Q* = (Z*, {1(5) T AnG)L)
mit zusdtzlichen Bausteineinfirbungen: die Blockmatriz Ly, vom Format I(r) x I(r) tritt ent-

sprechend n(j)-mal in L auf.

2. Jedes Z'-Quadersystem Q* = (Z', {1(j) ;”:1) ist topologisch transitiv, das heifit die zugehdérige
Ubergangsmatriz L ist irreduzibel. Unter Verwendung des Theorems von Perron-Frobenius
(siehe dazu z. B. [21]) folgt damit aus Satz 2.10 die Giltigkeit von ht(azlm*) = log \, wobei
A der eindeutig bestimmte einfache positiv reelle Figenwert maximalen Betrages von L ist.
Zum Beweis der Transitivitit von Q reicht es aus, fir beliebige zwei Zylinder C'(A;) (i = 1,2)
mit A; € Mo(2*,n;), (i = 1,2,n1,n2 € NU{0}) die Existenz eines a € Z' derart zu zeigen,
dafy C(A1) No®C(Ag) # 0 gilt.

Die Teilparkettierungen A; (i = 1,2) mdgen die Darstellungen

A; = {JJ*’(")(?“)G]'T,Z' lr=1,...,t()} (1=1,2)

mit 29 (1) < ... < 29(t(i)) € Z' und Bausteinen Gj.. € Go (r =1,...,t(i),i = 1,2)
besitzen. Seien weiter P € C(A;) (i = 1,2) beliebige Parkettierungen mit A; C PO
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(i =1,2). Besitzt der Baustein Gj, , | in Ay die Linge l(jy1),1), so ist fir a = =W (t(1)) —
@ (1) + I(§y1),1) der Durchschnitt C(Ay) N o®C(Asg) nicht leer: die Parkettierung P € Q,
die aus allen Bausteinen von P, die die Punkte z < (M) (t(1)) + [(jy1y,1) — 1 tiberdecken,
und allen Bausteinen von o*P®?), die die Gitterpunkte z > (D (t(1)) + 1(je1),1) tiberdecken,

gebildet wird, ist offenbar ein Element der Zylinder C(A1) und c®C(Az) (siehe Abbildung

2.1).
0
©C ——9 6—0 609 g9 OO0 OO0 06— 90 oo ’P(l)GC(Al)
0
C e—e—9 6—0 oo oo —o o—o—o P(Q)EC(AQ)
a
Ay or Ay P S C(Al) M O'QC(.AQ)

Abbildung 2.1: Zur Konstruktion eines a € Z* mit C(A1) No®C(Az2) # 0 fiir gegebene Teilparket-
tierungen A; € Mo(Q*,n;) (i = 1,2) am Beispiel Q* = (Z',{2,3}).

Die Ermittlung der Eigenwertgleichung der im allgemeinen sehr hoch dimensionierten Ubergangs-
matrix L eines Z'-Quadersystems Q* macht vom Begriff der ,vollstindigen Fusionsmatrix“ Ge-
brauch, der von R. F. Williams ([66]) im Zusammenhang mit Untersuchungen zur topologischen
Konjugiertheit von Z!-Punktkonfigurationenrdumen eingefiihrt wurde.

Wir fithren folgende Konstruktion aus: enthilt die Matrix L vom Format n x n (n > 2) zwei
identische Zeilen mit den Nummern p < ¢, so wird die n x (n — 1)-Matrix U durch Einfiigen des
Einheitsvektors e;_; zwischen die (p —1)-te und die p-te Zeile der (n — 1)-dimensionalen Einheits-
matrix gebildet. Weiter sei V' die durch Streichen der p—ten Zeile aus L entstehende Matrix. Dann
gilt L = U -V, und wir bezeichnen die (n — 1) x (n — 1)-Matrix L; := V - U als Fusionsmatrix
von L.

Die sukzessive Fortsetzung dieser Konstruktion solange bis keine identischen Zeilen in der entste-
henden Fusionsmatrix auftreten, fithrt auf die eindeutig bestimmte vollstindige Fusionsmatrix
Ly von L. (Sind mehr als zwei Zeilen in L identisch, so ist bei der Konstruktion nur darauf zu ach-
ten, daf} stets die Zeile mit der kleineren Nummer gestrichen wird, nicht jedoch auf die Reihenfolge

der Auswahl zweier identischer Zeilen.)

Satz 2.12 (Satz 3.3 in [56]) Die vollstindige Fusionsmatriz Ly der Ubergangsmatriz L eines 7.'-
Quadersystems Q* = (Z, {1(j) T An()YjL,) hat die Form

0 1 0 0
0 0 1
Ly = 0 (2.2)
0 0 0 1
ar az az ... Q)
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(2.3)

mit a, =

{n(j) firv=1m)—1(j)+1 (Ge{l,...,m})

0 sonst.

Beispiel 2.13 Zur Veranschaulichung der Beweisidee von Satz 2.12 betrachten wir das Quadersy-

stem Q* = (Z',{2,3}) (ohne Bausteinfirbungen) mit der Ubergangsmatriz

|t~

Il
—_ o o = o
o o o o =
_ o o Rk o
o o~ o o
o = o o o

Wir bemerken zundchst, daf$ die Zeilen mit den Nummern [(1) = 2 und I(1) + 1(2) = 5 identisch
sind. (Allgemein sind fiir ein Quadersystem Q* = (Z', {1(4) T An()}L,) gerade die Zeilen mit
den Nummern I(1) und N = >, n(j)I(j) identisch.)

Weiter ist zu beachten, dafl das oben beschriebene Verfahren zur Konstruktion einer Fusionsmatriz
bei Gleichheit der Zeilen mit den Nummern p < q auch auf folgende Weise durchgefiihrt werden

kann:
i) Die p—te Zeile in L wird gleich Null gesetzt.
i1) Addition der p—ten Spalte zur g—ten Spalte von L.
iti) In der entstehenden Matriz wird die p—te Spalte gleich Null gesetzt.
iv) Alle nur mit Nullen besetzten Zeilen und Spalten werden gestrichen.

Die Ausfiihrung des Schrittes iv) braucht bei der iterativen Durchfihrung dieses Verfahrens zur Be-
stimmung der vollstindigen Fusionsmatriz erst nach der Eliminierung aller nichtverschwindenden
identischen Zeilen zu erfolgen. Damit ist eine Anderung der Zeilen- und Spaltennummern nach
jedem Iterationsschritt unndtig.

Wenden wir dieses Verfahren einmal auf die Ubergangsmatriz L von Q* = (7Z',{2,3}) an, so er-

halten wir die Matriz (

—OOOO
S [e]eleleles]

3

—OOOO

01
g §>, deren (I(1) — 1)~te und (I(1) +1(2) — 1)—te Zeile identisch sind.
00

(Allgemein sind die Zeilen mit den Nummern (1) — 1 und N — 1 identisch.) Nochmalige Anwen-

00 0
dung des Verfahrens fithrt also auf die Matrix <§§ %), die nach Streichen der nur mit Nullen
00 0
e

. . . . . 010 .
besetzten Zeilen und Spalten gerade die vollstindige Fusionsmatriz Ly = <(1) 0 (1)) erqgibt.

Allgemein wird dieses Verfahren [(1)-mal angewendet, und die dabei entstehende Matriz hat fol-

gende Eigenschaften:
e die ersten [(1) Zeilen und Spalten bestehen nur aus Nullen,

e alle restlichen Elemente stimmen mit denen der Matrixz L tiberein mit Ausnahme eines '1’-

FEintrages an der Position (N, N —1(1) 4+ 1).
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Nach n(1)I(1) Iterationsschritten sind entsprechend die ersten n(1)I(1) Zeilen und Spalten nur von
Nullen besetzt. Desweiteren steht an der Stelle (N, N —1(1) + 1) die Zahl n(1). Induktion nach der
Zahl m der Proto-Bausteine fithrt unter Beachtung der abschlieffenden Streichung aller nur mit

Nullen besetzten Zeilen und Spalten auf die in Satz 2.12 angegebene vollstindige Fusionsmatrix L.

Folgerung 2.14 (Folgerung 3.4 in [56]) Das charakteristische Polynom der Ubergangsmatriz L
eines Quadersystems Q0 = (Z',{1(5) TAn()}L,) hat die Form

m—1
A(L)(@) = &1 (@ 3 ()al M0 —(m)), (2.4)
7=1

wobei N = 377 n(§)I(j) ist.

Definition 2.15 Sei Q* = (Z',Go, (Qc)geg,) ein Z'-Parkettsystem mit der Ubergangsmatriz L.
Dann wird das charakteristische Polynom der Ubergangsmatriz L auch als das charakteristische
Polynom des Parkettsystems Q* bezeichnet, und man schreibt A(Q2*)(x) := A(L)(x).

Als charakteristisches Polynom von 2* modulo x bezeichnen wir das Polynom
Ao () (x) := A(Q*)(x) /2", wobei k € N die grifite Potenz von x bezeichnet, die A(QX*)(z) teilt.

Bemerkung 2.16 Das charakteristische Polynom modulo © eines ein-dimensionalen Quadersy-
stems Q* = (Z1, {1(j) T An()}L,) hat die Gestalt

m—1
Ao(%)(x n(§)z ™= —n(m). (2.5)
7=1
Bemerkung 2.17 Nach Satz 2.10 ist die topologische Entropie eines ein-dimensionalen Quader-
systems ¥ = (Z1, {1(4) T An()}L,) gerade ht(O’Zl‘Q*) = log A\, wobei \ die eindeutig bestimmte
positive reelle Wurzel maximalen Betrages von Ag(2*)(x) ist.

Mit der Bezeichnung So~(x) == > 7%, Zl((g (x € R,z > 0) gilt also

Ro() (@) = 21 (1 = Sor (2).
Da Sq- eine monoton fallende Funktion im Intervall [1,00) ist, sind folgende zwei Aussagen richtig:
1. X ist die einzige reelle Wurzel von Ag(Q2*)(x) im Intervall [1,00), und es gilt So=(A) = 1.

2. Fir alle reellen Zahlen © > 1 gilt:

logz < ht(azlm*) = 1 < So-(z).
>) >)
Wir wenden uns nun der Untersuchung quantitativer und qualitativer Eigenschaften der topologi-
schen Entropie ein-dimensionaler Quadersysteme ohne zusétzliche Bausteineinfirbungen zu. Dabei
ist insbesondere von Interesse, fiir welche Quadersysteme die topologische Entropie verschwindet
und wie sich diese bei gewissen Verdnderungen der Proto-Baustein-Menge (wie zum Beispiel Hin-
zunahme von Bausteinen oder Vergroflerung einzelner Quaderlingen) dndert. Desweiteren fragen

wir danach, wann die topologische Entropie von zwei Quadersystemen iibereinstimmt.
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Satz 2.18 Fiir die topologische Entropie eines Z'-Quadersystems Q0* = (7!, {l(])}Tzl) gilt
0 < hy(0?'jg+) < log2. (2.6)

Die topologische Entropie des Quadersystems Q* verschwindet genau dann, wenn die Zahl m der

Proto-Bausteine gleich 1 ist.
Beweis:

1. Die Nichtnegativitat von ht(O’Zl‘Q*) folgt unmittelbar aus Aussage 1. in Bemerkung 2.17.
Ist die Zahl m der Proto-Bausteine grofler als 1, so ist wegen Sq«(1) = m > 1 die Entropie
ht(O’Zl‘Q*) > log1 =0.

Fiir m = 1 gilt dagegen Ag(Q*)(x) = 2/ — 1, und A = 1 ist die einzige reelle Wurzel der
Eigenwertgleichung.

2. Es gilt
Sar(2) =) 271 <1271 <,
j=1

woraus mit Aussage 2. in Bemerkung 2.17 die behauptete Ungleichung log2 > ht(azlm*)
folgt. |

Satz 2.19 (Satz 4.1 in [56]') Gegeben seien zwei Quadersysteme QFf = (Zl,{l(i)(j)};n:il)

(i =1,2). Dann folgt aus jeder der folgenden zwei Bedingungen
1. mi=mo>1, 1DG) >1P3G) (Vj=1,...,m1) und

Fjoe{l,....mi}: 1D > 1),

2. {(IOG)™, € UG,

die Ungleichung ht(aZlm»{) < ht(UZl\Q;).

Beweis: Es gelte ht(O’Zl‘Q:) =log\; (1=1,2).

Aus der Giiltigkeit von 1. folgt dann Al_l(l)(j) < )\1—1@)(]‘) (V5 =1,...,m1). Wegen m; > 1 gilt
A1 > 1 und folglich sogar Al_l(l)(jo) < Al_l(2)(j°). Mithin gilt 1 = Sg: (A1) < Sqz(A1). Das heift
gemifl Aussage 2. in Bemerkung 2.17 gerade ht(O‘Zl‘QI) =log A < ht(azlmg).

Ebenso folgt aus der Giiltigkeit von Bedingung 2. die Ungleichung 1 = Sg: (A1) < Sqz(A1), und
damit die behauptete Entropieungleichung. |

Die Interpretation der topologischen Entropie eines Z%Parkettsystems als ein Ma8 fiir die Vielfalt
und Kompliziertheit seiner Parkettierungen wird durch Satz 2.19 fiir den Fall ein-dimensionaler
Quadersysteme verdeutlicht. Werden die Zahlen m und I(j) (j = 1,...,m) als Anzahl der zur
Verfiigung stehenden ,,Molekiile“ und als deren ,,Molekiillingen®“ aufgefafit, so besagt der Satz mit
anderen Worten, dafl Verkiirzung der Molekiillingen bzw. Hinzunahme neuer Molekiile die Entropie

eines gegebenen Z'-Quadersystems vergroBert.

!Die Formulierung dieses Satzes bei Schwenzfeger ist nicht korrekt, da im Fall m; = ms = 1 die Entropien der
Quadersysteme Qf (i = 1,2) auch fiir IV(1) < I (1) gleich sind.
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Bezeichnung 2.20 Sei Q* = (Z!, {1(j) 1) ein ein-dimensionales Quadersystem und o eine be-
liebige natiirliche Zahl. Das Quadersystem mit der Menge der Bausteinlingen {al(j) ™ wird mit

dem Symbol sza) bezeichnet.

Satz 2.21 Ist Q* = (Z', {I(j) 1) ein Z'-Quadersystem, so gilt fiir jede natiirliche Zahl o

1

1 1
ht(O'Z ‘Q(a)) = aht(UZ ‘Q*)

Beweis: Es gilt

m

Sor  (x) = > ) (vz > 0).
j=1
Folglich ist fiir die (eindeutig bestimmte) reelle Zahl A € [1,00) mit Sq«(\) = 1 folgende Glei-
chungskette richtig:

=Y Amaeld) = 5. (\) = 1.

J=1

(a)

Das heif§t aber gerade

1 1 1 1

ht(UZ Q, )) = log(\=) = o ht(UZ \Q*)-

Bemerkung 2.22 Aus den Entropiewerten fiir Quadersysteme, deren Bausteinldngen keinen ge-
meinsamen Teiler grifler als 1 besitzen, lassen sich nach Satz 2.21 die Entropiewerte aller ein-
dimensionalen Quadersysteme ohne Bausteinfarbungen bestimmen.

Man bemerke in diesem Zusammenhang auch, daff ein Z'-Quadersystem genau dann topologisch
mischend ist, wenn dessen Quaderlingen teilerfremd sind (siehe [56]). Folglich ergibt sich die to-
pologische Entropie eines nicht topologisch mischenden Quadersystems gerade durch ,Skalierung®

der topologischen Entropie des ,zugehdrigen® mischenden Quadersystems.

Zum Abschlufl der Untersuchungen zur Entropie ein-dimensionaler Quadersysteme wenden wir uns

der Frage zu, wann zwei gegebene Quadersysteme die gleiche topologische Entropie besitzen.

Satz 2.23 Zwei ein-dimensionale Quadersysteme QF = (Z',{10(j ey (o= 1,2) mit
1M (my) > 1P (my) besitzen genau dann dieselbe topologische Entropie, wenn ein Polynom
p(z) = > ga% (n € NU{0}) mit Parametern 0 =: ag < a1 < ... < an € N derart existiert,
daff Ao(Q27)(z) = p(x)Ao(25)(x) gilt. Dann ist

{1 )y U{an g F1PE) [ k=1,... ;ma}\{an —a, | r=0,...,n—1},
9=0 (2.7)
und die Parameter ag, ... ,a, erfillen die folgenden zwei Bedingungen:

1. fiir jedes q € {0,... ,n — 1} existiert ein Indexp € {qg+1,... ,n} mit

ap —ag € {12 (k) | k=1,... ,ma};
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2. fir aller € {1,... ,n} und alle p € {0,... ,r — 1} gilt

ar—a, ¢ (IPE)=1DG) [ kG =1,... ,mo; 1P (k) # ap—ar, V7 < 751P(j) # a,—as¥p < p}.

Beweis:

1. Fiir die topologische Entropie zweier gegebener Quadersysteme QF = (7', {1®) (7)}i2)
(i = 1,2) mit {D(my) > 1P (my) gelte ht(O’Zl‘QZ) = logA\; mit \; € [1,2) (i = 1,2).
Dann ist A\; = A2 genau dann richtig, wenn der Quotient Ag(27)(x)/Ao(25)(x) ein Poly-
nom p(z) € Z[z] ist, welches keine Wurzeln besitzt, die betragsméBig grofler als A9 sind.

Die Ausfiithrung der Polynomdivision Ag(27)(x)/Ap(25)(x) zeigt, daBl
n—1
p(z) =z 4+ Z bjz® + x° (2.8)
1=1

mit ag:=0< a1 <...<a, =1M(my) =1 (my) € Nund b; € {~1,+1} (i=1,... ,n) gilt,
falls Ag(Q7)(x) durch das Polynom Ag(€2%5)(z) teilbar ist.

Man iiberlegt sich weiter, daf fiir ein beliebiges Quadersystem Q5 = (Z1, {I®) (5) 12)) das
Produkt p(z)A¢(£25)(x), wobei p(z) die in (2.8) angegebene Struktur besitzt, nur dann das
charakteristische Polynom modulo z eines Quadersystems Qf = (Z1, {{(j )};n;1 ergibt, wenn

die Koeflizienten b; = 1 fiir alle i = 1,... ,n sind.

2. Wir zeigen nun, daf das Produkt p(z)A¢(Q%)(z) mit p(x) = > 7" ;2% genau dann charakte-

ristisches Polynom modulo z fiir ein zweites Quadersystem Qf = (2%, {1 (j )}ity) ist, wenn
die Bedingungen 1. und 2. an die Parameter ag =0 < a1 < ... < a, € N erfiillt sind.

Fiir n = 0 ist p(z) = 1 und folglich p(z)Ao(Q25)(z) =: Ao(2})(x) das charakteristische Poly-
nom modulo = eines Quadersystems.

Fiir n > 1 wird der Beweis durch Induktion nach n gefiihrt.

Im Fall n = 1 hat das Produkt p(x)Ag(€23)(x) die Form

m2 m2
p(2)Ao(Q5)(z) = 2P (m2)+ar _ Z 22 (m2) =1 (5)+a1 + 2P m2) _ le@)(mﬂ*l(?)(ﬁ.
j=1 j=1

Nach (2.5) ist dieses Polynom genau dann charakteristisches Polynom modulo x eines Quader-

systems, wenn der Term 2t (m2) — P (m2) =1 (k) +ax

von einem gewissen Term
(k € {1,... ,ma}) kompensiert wird und keiner der verbleibenden Terme — gl m2) 12 ()t
(j # k) und —gl® (m2)=12 () (j =1,... ,mg) doppelt auftritt. Das heifit aber gerade, es gilt

ar=ay —ap € {IP(k)|k=1,... ,mo} und
ap — 1 (j) £ —1D6) Vij=1,...,my mit ID(j) #ay.

Diese Eigenschaften sind offenbar dquivalent zu den Bedingungen 1. und 2. Das zum Polynom
p(z)Ao(Q5)(z) gehorige Quadersystem besitzt 2mgo —1 = (n+1)(ma — 1) +1 Proto-Bausteine

mit den Lingen

Har +1DG) [5=1,... mayU{IP(G) |5 =1,... ,ma}]\ {ar}.
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Wir nehmen nun an, die Behauptung sei fiir ein gewisses n € N richtig. Unter dieser Voraus-
setzung wird das Produkt p(x)Ag(Q5) = (x%+1 + ... 4+ 2% + 1)A(€2%)(z) mit Parametern
ag=0<a; <...<ap < apy1 € N betrachtet, die die Bedingungen 1. und 2. des Satzes
erfiillen.

Man kann dann schreiben

p(2)Ao(3)(2) = 2™ (2™ + ... + 2" 4+ 2 ) Ag(5)(x) + Ao(5)(),

=:q(x)

wobei bj :=a;11 —a1 (j=1,...,n). Wegen by, —b; = apy1 —ajy1 (k,j =0,...,n) erfiillen
die Parameter by = 0 < ... < b, die Bedingungen 1. und 2. des Satzes.
Mithin ist ¢(x)A¢(Q%)(x) das charakteristische Polynom modulo = eines Z!'-Quadersystems

ohne Bausteinfarbungen. Insbesondere werden in

n  ms
U (z) Ao () () = a™+bn +1?) (m2) Z Z ar+bg+1 (m2)—1®) (5) | Z a1+be+1?) (m2)
k=0 j=1
alle Terme @ +oxH® (m2) — gart1+H® (m2) (k=0,...,n— 1) mit positiven Vorzeichen durch
Terme —g@1+biH® (m2)=12() = _ gair 1+ (m2) -1 () (1€A0,... ,n—1},j €{1,... ,ma}) mit

negativen Vorzeichen eliminiert. Desweiteren tritt keiner der verbleibenden Terme zweimal in
der Summe auf.
Zu betrachten bleibt noch die Summe 2% q(x)Ag(Q5)(x) + 2l®(m2) _ ] gl @ (m2) =12
Nach Bedingung 1. existiert ein p € {1,... ,n + 1} derart, daf§

ap—ag=a, € {IPG) | j=1,... ,ma}
12 (ma) _ gap+1®(m2)—1P () = ( fiir ein gewisses j € {1,... ,mq} richtig.
Weiter tritt kein Term —g!® (m2)—1®@) (i=1,...,mg) bereits in 2% q(x)Ao(Q5)(x) auf: aus

gilt. Folglich ist x

ar ¢ {19 — 1D (k) | kyw=1,... ,ma; 1P (k) # ar — ar, V7 < 1}

folgt gerade 13 (my) — 1) (i) # a, + 1®) (my) — 1D (k) fiir alle i,k = 1,... ,mo mit [®) (k) #
ar —ar (F<r)undaller=1,... ,n.

Somit ist p(z)Ao(Q25)(z) tatsdchlich das charakteristische Polynom modulo z eines Quader-
systems Qf = (Z1, {l(l)(j)}gﬂ:ll). Dieses besitzt m; = (n + 2)(mg — 1) + 1 Proto-Bausteine.
(Man beachte, dafl 2% q(z)Ao(25)(z) aus (n + 1)(ma — 1) + 2 Termen besteht, die genau
(n+1)(m2—1)+1 Proto-Bausteinen entsprechen. Dazu kommen mg+ 1 Terme des Polynoms
Ao(Q5)(x), von denen einer durch einen Term von x* q(z)A¢(2%)(z) eliminiert wird.)

Die Lingen dieser Proto-Bausteine liest man direkt aus dem Polynom p(z)Ag(€25)(z) ab:

n+1

[U{ant1 = anrq +1P0G) [5=1,... ,ma}\{ans1 —ar |7 =0,... ,n}.
q=0

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion haben wir folglich bewiesen, daf3 die Bedin-

gungen 1. und 2. an die Parameter ag = 0 < a; < ... < a, hinreichend dafiir sind, dafl
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p(2)Ao(923)(z) charakteristisches Polynom modulo z eines Z!'-Quadersystems ist.
Zum Beweis der Notwendigkeit von 1. und 2. nehmen wir zunéchst an, Bedingung 1. sei nicht

erfiillt. Das heifit, es existiert ein ¢ € {0,... ,n — 1} derart, dafl

a’p_aq¢{l(2)(j)|j:15"'am2} Vp:q—Fl,,n

gilt. Dann wird der Term a%H®(m2) iy p(z)Ao(25)(x) nicht durch einen Term
— gt (m2) 1)) (p > q;j € {1,... ,ma}) kompensiert. Das Produkt p(z)Ag(Q3)(z) ist
mithin nicht das charakteristische Polynom modulo z eines Z!'-Quadersystems.

Ist andererseits die Bedingung 2. nicht erfiillt, so existieren Indizes r € {1,...,n} und
p€{0,...,r—1} derart, daB

ar —a, = 1D(k) —1@(5)  fiir ein (P (k) # ar — a7, V7 < r und 12 (j) £ a, —ap,Vp < p.

Dann gilt gar HOm2)=1D k) = pap+l® (m2) =12 () Wegen der Einschrinkungen [?) (k) #
ar — ap, V7 < r, und 1®)(5) # a, — ag, Vp < p, treten diese beiden Terme tatséchlich im
Produktpolynom p(x)Ag(Q5)(x) auf. Folglich ist p(z)A¢(£25)(z) nicht das charakteristische
Polynom modulo z eines Z!'-Quadersystems.

Damit ist die Notwendigkeit der Bedingungen 1. und 2. dafiir, da8 das Produkt p(z)Ay(£25)
mit p(z) = > jz* charakteristisches Polynom modulo z eines Z'-Quadersystems ohne

Bausteinfirbungen ist, gezeigt. |

Folgerung 2.24 Fiir jedes ein-dimensionale Quadersystem Q* existieren unendlich viele verschie-
dene Z'-Quadersysteme, deren topologische Entropie mit ht(azlm*) tibereinstimmi.

Insbesondere ist die topologische Entropie keine vollstindige Invariante beziglich (starker) topolo-
gischer Konjugiertheit fiir Z'-Quadersysteme (vgl. Satz 1.55 zur topologischen Konjugiertheit von

Quadersystemen).

Im folgenden zweiten Teil dieses Abschnitts widmen wir uns der Untersuchung der topologischen
Entropie von Quadersystemen der Gitterdimension d > 1. Gegeniiber der Dimension d = 1 wird
sich die Gewinnung qualitativer und quantitativer Aussagen iiber das Entropieverhalten weitaus

schwieriger gestalten, da insbesondere kein Matrix- und Eigenwertkalkiil zur Verfiigung steht.
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2.2.2 Mehrdimensionale Quadersysteme

Definition 2.25 1. Fir ein Z% Quadersystem Q* = (Z4, {1(j) ) wird
dQ):=Hie{l,...,d} : Li(j) > 1 fireinje{l,... ,m}}

die eigentliche Dimension von Q* genannt.

2. Fir mnatirliche Zahlen 1 < dy < d und iy,...,iq, € {1,...,d} bezeichne
pgi),___,ido) 0 24 — 797 diejenige Abbildung, die jedem Vektor z = (z1,...,2q) € 7%
den Vektor Z = (21, ..., Zi,—1, Ziy+1, - - - s Zigy—1s Zigg+15 - - - ,24) zuordnet, der durch Streichen
der Komponenten z;,,... ,z;, von z gebildet wird.

do

3. Ist Q* = (2.4, {LG)}Ly) ein Z.%-Quadersystem mit dy := d — d(Q*) > 0 und sind iy,... ,ig, €
{1,...,d} die Koordinatenrichtungen mit l;, (j) = ... = l;, (j) =1Vj=1,... ,m, so wird
O = (21 (L)Y, mit 1G) = p(f) (U0 (G = L. ,m) das zu Q" gehbrige

Quadersystem der Dimension d(2*) genannt.

Bemerkung 2.26 Ist die eigentliche Dimension d(2*) eines Z%-Quadersystems Q* echt kleiner
als die Gitterdimension d, so gilt mit do(2*) := d — d(Q*) gerade

do(02%)
OF — ® ® 0*7
i=1 n;€’
wobei Q* das zu QO gehérige Quadersystem der Dimension d(QY*) ist. Folglich wird die ,wesent-
liche Dynamik® von (Q*,0%") bereits durch (Q*,JZd(Q*)) beschrieben. Insbesondere ist die Zahl
N(Z(n),Q*) der von dem zentrierten Wiirfel Z(n) = {z € Z : |z| < n,i = 1,... ,d} erzeugten
Teilparkettierungen in Q* fiir jedes n € N gleich N(Z(n), ") (2n+1)%&") wobei N(Z(n), 0*) die
Zahl der von Z(n) = {z € Z4Y) : |z| <n,i=1,...,d(Q*)} erzeugten Teilparkettierungen in Q*
angibt. Aus diesem Zusammenhang erhdlt man unmittelbar den folgenden Satz tiber die topologische

Entropie von Quadersystemen der eigentlichen Dimension d(€2*) < d.

Satz 2.27 Fiir jedes Quadersystem Q* = (7.4, {1(5) 1) mit d(¥*) < d ist die topologische Entro-
pie der Shiftwirkung der Gruppe (Z%,+) auf Q* gleich der topologischen Entropie der Shiftwirkung
der Gruppe (Z¥Y), ) auf dem zugehirigen Quadersystem QF der Dimension d(S0*).

Bemerkung 2.28 Ist Q" ein Quadersystem der eigentlichen Dimension d(Q*) = 1, so ist die
topologische Entropie der Shiftwirkung auf Q0* gleich log A, wobei A Lisung maximalen Betrages der
entsprechenden algebraischen Gleichung des zugehdrigen ein-dimensionalen Quadersystems QO ist
(siehe Abschnitt 2.2.1). In diesem Fall ist demnach die topologische Entropie des Quadersystems
Q* (hinreichend) genau bekannt.
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2.2.2.1 Z%Quadersysteme der topologischen Entropie Null

In Analogie zur Gitterdimension d = 1 ist auch fiir d > 1 die Frage von Interesse, wann die topolo-
gische Entropie eines Z%Quadersystems verschwindet. Wir werden zeigen, da8 in jeder Dimension
d > 1 die topologische Entropie genau dann verschwindet, wenn das Quadersystem nur einen ein-
zigen Proto-Baustein besitzt.

Dieses Resultat wird zunéchst fiir den Fall d = 2 bewiesen. Dazu wird die folgende Periodizitéitsei-
genschaft der Elemente eines zwei-dimensionalen Quadersystems mit nur einem Baustein verwendet,
die eine besonders einfache Beschreibung solcher Quadersysteme erlaubt.

(Allgemein ist zu beachten, dafi diese Quadersysteme fiir d > 1 nicht mehr endlich wie im Fall

d = 1 sind, sondern aus unendlich vielen endlichen und unendlichen Orbits bestehen.)

Eigenschaft 2.29 Gegeben sei ein Z2-Quadersystem Q* = (Z2,{l}). Dann besitzt jede Parkettie-

rung P € QO wenigstens eine der Perioden o) = Lie; (i = 1,2).
Beweis: Jede Parkettierung
P = o {oFhrl)G | by ky e Z} € O (2.9)

mit z = (21, 22) € Z2, 0 < z; < l; (i = 1,2) besitzt die Perioden (") und a(®.
Ist R € QF eine beliebige Parkettierung, die nicht die Darstellung (2.9) besitzt, so gibt es zwei

benachbarte Bausteine Hy, Hy in R, die auf eine der folgenden zwei Arten gegeneinander verschoben

sind:
() (i)
H
ZO
[ )
H>
H, (w,0)
0<w<ls
T (0,v),0<v <y Hy

Im Fall (i) muB der Punkt 2% in der Parkettierung R von einem Quader H3 der Ausdehnung [ belegt
sein, dessen untere ,Kante“ der oberen ,Kante“ von H; genau gegeniiberliegt (andernfalls wiirden
Uberschneidungen von Bausteinen in der Parkettierung auftreten). Ebenso liegt die obere ,, Kante®
des unteren Nachbarbausteines Hy von Hs der unteren ,, Kante* von Hs genau gegeniiber. Induktive
Anwendung dieses Gedankens fiihrt auf das Vorhandensein von zwei unendlich langen vertikalen
Baustein-Streifen der Breite /; in der Parkettierung R. Daraus folgt sofort, daff R aus unendlich
vielen parallelen vertikalen Streifen dieser Art zusammengesetzt ist. Da jeder solche Streifen die
Periode a® = lyey besitzt, hat auch die Parkettierung R diese Periode.

Analog erhilt man im Fall (ii), daf die Parkettierung R aus unendlich vielen horizontalen Baustein-

Streifen der Hohe Iy zusammengesetzt ist und folglich die Periode a(!) besitzt. |
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Folgerung 2.30 Sei ein zwei-dimensionales Quadersystem 0 = (Z2,{l}) gegeben. Mit der Be-

zeichnung S; := {o"i¢iG | k € Z} (i = 1,2) gilt Q* = o)

we U U Yo,

20€{0,...,l2—1} v=(-y_1y0¥1---) i€7Z
€{0,... 11 —1}Z

wm U U Yates

216{07___ 711_1} z=(..x_jzqx1...) 1EL
€{0,... ,1p—1}%

U Q&) , wobei

jeweils alle diejenigen Parkettierungen in Q* beinhalten, die die Periode lyeq bzw. loes besitzen. (Fiir
jedes feste z1 € {0, ... 11 — 1} und jede feste Folge x € {0,... ,lo — 1}Z ist P :=J;oq o1 721:70) Gy
eine Parkettierung mit der Periode laes, siehe Abbildung 2.2.) Dabei gilt

Uy = |J o {o®BBRIG ky ks € 7).

z=(z1,2)€L?
0<z; <,

.
5

HHHH
1 HHH

Abbildung 2.2: Ausschnitt einer Parkettierung P € QE‘Q) fiir
Q= (Z%{(3,2))) mit 21 =1, z_1 =0 und xo = 1 = 1.

Bemerkung 2.31 Fir Quadersysteme Q* = (Z¢,{1}) mit d > d(Q*) > 2 ist die Aussage

Jede Parkettierung P € QO besitzt wenigstens eine der Perioden o) = Ile;
(i=1,...,d).

nicht richtig.
Zur Veranschaulichung dieser Eigenschaft betrachten wir das drei-dimensionale Quadersystem

O = (Z3,{(2,3,4)}) und konstruieren eine Parkettierung P € Q* wie folgt

(a) der Halbraum {z € Z3 | z; > 0} wird durch unendliche Bausteinstreifen
Ss 1= U 0"1363{6’}
neL
ausparkettiert, wobei die Streifen so in Richtung es gegeneinander verschoben werden, daf
keine Periodizitdt in Richtung es auftritt: zum Beispiel hat

A = U U 0,(2n1,3n2,0)53 U U O,(2n1,3,1)53

no€Z ni€ZL n1€Z
na#l ny>0 n120

die gewiinschte Eigenschaft (siehe Abbildung 2.3).
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A

z2

Abbildung 2.3: Die Schnitte der Bausteinanordnung .A; mit den Hyperebenen
{€Z%| 21 =1} (21 € Z,21 > 0).

(b) der Halbraum {z € Z*®| 1 < 0} wird durch unendliche Bausteinstreifen
Sy 1= U o"2e2 (G}
neL
ausparkettiert, wobei die Streifen so in Richtung es gegeneinander verschoben werden, daf
keine Periodizitdt in Richtung es auftritt. Diese Eigenschaft hat beispielsweise die Anordnung

./42 — U U O_(2n1,0,4n3)52 U U O_(2n1,1,4)512.

n3€Z ni€Z ny€Z
ng#1 n1<0 n1<0

Dann besitzt die auf diese Weise konstruierte Parkettierung P € Q* := A1 U Ay keine der Perioden
a® (i=1,2,3).

Fiir Quadersysteme Q* = (Z9,Gy) mit 2 < d(Q*) < d existiert somit keine Darstellung (wie in
Folgerung 2.30 fiir d = 2 angegeben) als Vereinigung von Teilriumen, die aus Parkettierungen mit

einer gemeinsamen Periode bestehen.

Satz 2.32 Die topologische Entropie eines zwei-dimensionalen Quadersystems Q0* = (Z2,{1(3) 1)

verschwindet genau dann, wenn die Zahl m der Proto-Bausteine gleich 1 ist.

Beweis:

1. Es gelte m =1, und [ = (I3, 12) sei die Ausdehnung des einzigen Proto-Bausteins von Q*.

Nach Folgerung 2.30 gilt Q* = Qfl) U QEF?)

N(Z(n),¥") < N(Z(n), Q) + N(2(n), Qy))

. Mithin ist fiir jedes n € N die Ungleichung

richtig.
Sind fiir zwei Parkettierungen P, P(2) ¢ Qz‘l) die Teilparkettierungen P() |Z(n) und P2 |Z(n)
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verschieden, so gilt fiir die zugehorigen Parameter zéi) € {0,...,ls — 1} und
y® e {0,...,l; —1}” (i = 1,2) gerade:

zgl) # 252) oder (y(_lzl . --y/gl)) A (y(_2;1 : -'yl(cQ))’

[32]+1 , falls [22] geradzahlig
wobei 2k +1 = st

W] 12, falls [22] ungerade
(Man beachte, daf [%—;‘1 +1 die Anzahl von horizontalen Streifen 0%S; angibt, die zur minima-

. 2742
len Uberdeckung von Z(n) héchstens benstigt wird.) Mithin gilt N(Z(n), szl)) <y l1“11 ‘
.. 2n749

Analoge Uberlegungen liefern die Abschitzung N(Z(n), QEF?)) <1 - lzfzﬂ ‘
Mit ¢ := max(ly,[l2) und ¢ := min(ly,l2) gilt also

Geméifl Folgerung 2.8 1. erhalten wir die Abschéitzung

1
ho(0%"1g-) = lim —— log N(Z(n), ")

we [Z(n)
2n

< i _ 1 2._’—?]+3 = lim —5—— logé = 0.

< ez 82T ) = e 800

Wegen der Nichtnegativitdt der topologischen Entropie ist damit ht(O'ZQ|Q*) = 0 fiir den Fall

m = 1 gezeigt.
2. Es sei Q* ein Z?-Quadersystem mit m > 1 Proto-Bausteinen.

(a) Wir betrachten zunéchst den Fall der Existenz zweier Proto-Bausteine G, # G,, deren

Ausdehnung in die i-te Koordinatenrichtung (i € {1,2}) gleich ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei ¢ = 1, und es gelte 1;(j1) = l1(j2) = c € N.
Wegen G, # G, ist die Ausdehnung der beiden Bausteine in die zweite Koordinaten-
richtung unterschiedlich grofl. Wir kénnen deshalb das ein-dimensionale Quadersystem
Q* := (Z',{l2(j1),l2(j2)}) betrachten. Die topologische Entropie der Shift-Wirkung auf
Q* ist nach Satz 2.18 positiv. Es gilt also

N 1

lim [N (Z(n), 0")]z41 = A

n—0o0

mit A > 1, wobei Z(n) := {z € Z' | —n < z < n} (n € N) ist.

Weiter ist fiir jedes n € N die Anzahl aller minimalen Uberdeckungen von
Z(n) = {2 € 2* | —n < z < n,i = 1,2} durch vertikale ,Streifen® von Quadern
der Ausdehnung [(j1),1(j2) eine untere Schranke fiir N(Z(n),2*) (vgl. auch Abbildung
2.4).

Zur minimalen Uberdeckung von Z(n) werden mindestens [22] vertikale Streifen der
Breite ¢ = 11(j1) = l1(j2) bendtigt. Fiir die Zusammensetzung jedes solchen Streifens
gibt es N (2 (n), Q*) Moglichkeiten. Mithin ist folgende Abschétzung richtig:

2n+1

= 1> [N(Z(n), Q)]

2n+1
c

N(Z(n), ) = [N(Z(n), 2]
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Abbildung 2.4: Eine Teilparkettierung aus vertikalen Strei-
fen der Breite ¢ = 3, die Z(3) minimal iiberdeckt, fiir
L(51) = (3,2) und I(j2) = (3,3).

Daraus folgt unmittelbar

2 1 RN TE
hy(oZ o) > nlLH;o - log[N(Z(n),Q")]2n+1 = Elog)\ > 0.
(b) Die Ausdehnungen I(j) (7 = 1,...,m) der Proto-Bausteine von Q* mogen sich in allen

Koordinatenrichtungen voneinander unterscheiden. Wir bezeichnen mit ¢ das kleinste
gemeinsame Vielfache der Ausdehnungen /1(1) und /;(2) der Proto-Bausteine G; und

G5 von 2 in die erste Koordinatenrichtung und bilden die Teilparkettierungen

mm L

M= [ {c™D09¢q1 (i=1,2).
k=0

Dann ist die Anzahl aller minimalen Uberdeckungen von Z(n) durch vertikale Streifen
der Breite ¢ von Verschiebungen der Teilparkettierungen M, Mo wieder eine untere
Schranke fiir N(Z(n), 2*).

Bezeichnet Q* := (Z1,{l5(1),12(2)}) das entsprechende ein-dimensionale Quadersystem
mit ht(UZI‘Q*) =log A > 0, so gilt offenbar

N(Z(n), Q) 2 [N(Z(n), ).
Daraus folgt ht(UZQ‘Q*) > %logj\ > 0.

Damit ist die Positivitéit der topologischen Entropie fiir alle zwei-dimensionalen Quadersy-

steme mit m > 1 gezeigt. |

Bezeichnung 2.33 Fiir ein Quadersystem Q* = (Z% {1(5) T1) und einen beliebigen Vektor
a = (oq,...,aq) € N bezeichnet O, = (Z4, {19 (5) M) mit 193) := (i (§), ... ,oala(5))
das durch Streckung aller Quaderausdehnungen von Q* um die Faktoren «; in die i—te Koordina-

tenrichtung (i = 1,... ,d) gebildete Z?-Quadersystem.
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Satz 2.34 Gegeben seien ein Quadersystem QF = (Z4, {L(])};”Zl) und o == (o,...,0q) € N,
Dann gilt fiir die topologische Entropie des Quadersystems €, :

d 1

ht(O'Z ‘Qé) = Hd o ht(O'de*). (210)
=1

Beweis:
1. Fiir beliebige natiirliche Zahlen n,... ,ng bezeichne
Z(ny,...,ng) i ={2€ 2% —n; <z <ngi=1,...,d}

den zentrierten Quader mit den Kantenlingen 2n; + 1 (i = 1,...,d) in Z? Nach den
Ausfithrungen im Anschlufl an Eigenschaft 2.2 gilt fiir fest vorgegebene natiirliche Zahlen
Qai, ... ,aq auch

1

d . *
hy(o? ) :r}Lnéo Z(nor.. nog) log N(Z(naq, ... ,naq), Q") (2.11)

fiir jedes Z%-Quadersystem Q.
Wir benutzen im folgenden das Symbol My(Q*, na) zur Bezeichnung der Menge aller von
Z(na) := Z(nay, ... ,nay) erzeugten Teilparkettierungen in Q.

(Es gilt gerade N(Z(na), 2*) = |Mo(Q2*,na)|.)

2. Seien ein Quadersystem Q* = (Z¢, {L()}Ly) und @ = (a1, ... ,aq) € N? gegeben. Weiter sei
n eine feste natiirliche Zahl.

Wir definieren eine Abbildung ¢ : Mo (€2}, na) — Mo(€2*,n) auf folgende Weise:

Es sei eine Teilparkettierung M € Mq($;,na) mit den Bausteinen Hy,...,H, (p € N)

gegeben, wobei
Hy=0"MG (r=1,...,p) mit a(l)<...<a(p) ez
gilt. Weiter existieren fiir jedes r € {1,... ,p} eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢;(r), d;(r)
(i=1,...,d) mit
0<di(r) <a; unda(r)=c(r)o;—di(r) (i=1,...,d). (2.12)
Mit der Abbildung v : Z% — Z4, die durch
Y(a):=c=(c1,...,¢q) <= a;=cio; —d(i) mit 0<d; <«o; (¢;,d; €Z,i=1,...,d)

fiir jedes a € Z¢ definiert ist, gilt also

OS@WWL—%Sarﬁ (i

&7} &7}

Damit kénnen wir als Bild ¢(M) der Teilparkettierung M € My(£2,, na) definieren:

=1,...,d,aeZ%. (2.13)

(M) := {o?@ DG, | r=1,... p}. (2.14)

Offenbar ist (M) eine Teilparkettierung in Q*.
Zu zeigen ist noch, dal ¢(M) den zentrierten Wiirfel Z(n) minimal {iberdeckt. Wir bemerken

zunichst die Aquivalenz von M € Mo (€2, na) zu folgenden Eigenschaften:
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(a) Fiir jeden Gitterpunkt z € Z9 mit |z;| < na; (i = 1,... ,d) existiert ein Baustein H, € M
<

mit z € H,; insbesondere gilt fiir diesen Baustein a;(r) < z; < a;(r) + a;l;(j,) fiir jedes

i=1,....,d.
(b) Es gilt
—no; — oili(Gr) < ai(r) <na; (i=1,...,d)
fiir jedes r = 1,...,p. (Das bedeutet gerade, dafl jeder Baustein H, wenigstens einen

Punkt des Quaders Z(na) iiberdeckt.)

Sei nun Z = (21,...,24) € Z(n) beliebig vorgegeben. Dann ist z := (ay21,... ,04Z4) ein
Element von Z(na). Nach Eigenschaft (a) von M € Mg(Q},, na) existiert ein r € {1,... ,p}
mit
ai(r) <z =0z < a;(r) + oili(Gy) (=1,...,d)
Daraus folgt mit Eigenschaft (2.13) der Abbildung ) weiter:
. a;(r . ) a;¥(a(r)); — a;(r
7<) 4G = wlatr) + Gy - S 2 ai)

a; Q;

>0
<lalr))i+L3G) (E=1,...,d).
Analog erhilt man fiir jedes i =1,... ,d

Zi > ailr) = (a(r)); — aipp(a(r))i — ai(r)

0%} a;

> (a(r)); — 1.

/

a;—1
<o

Das heifit, der Gitterpunkt Z € Z(n) wird von dem Baustein o¥(@("M) G, € (M) iiberdeckt.

Entsprechend zeigt man
—n—10) <Yla(r)i<n+1 (G=1,...,d)
fiir jedes r € {1,... ,p}, womit (M) € Mp(2*,n) bewiesen ist.

. Im néchsten Schritt zeigen wir die Giiltigkeit von
d
Mo (%, na)| > [Mo(@F,n)] - [ e (2.15)
i=1

fiir jedes n € N. Sei dazu M € Mo (2%, n) eine beliebige Teilparkettierung mit den Bausteinen
Hy,...,H, (¢ €N), wobei H, = 0®"G;, (r=1,...,¢) mit a(1) < ... < a(q) € Z¢ gilt.
Dann ist M := {Hy,... , Hy} mit

a(r) == (a1a1(r), ... ,aqaq(r)) und H, := Ua(T)GS%) (r=1,...,q)

eine Teilparkettierung aus Mg(£2;,, na), die durch ¢ auf M abgebildet wird. (Dies folgt un-
mittelbar aus der Definition der Abbildung in Teil 2. des Beweises.)

Weiter gilt fiir jedes v = (vy,... ,vq) € Z¢mit 0 < v; < a; (i = 1,... ,d) nach Konstruktion
von ¢ auch @(c~?M) = M. Mithin ist |~ (M)| > H‘ii:l o fiir alle M € Mo(Q*,n) richtig,
woraus die Giiltigkeit von (2.15) folgt.
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4. Zu ermitteln bleibt noch eine Abschétzung von | Mg (€2, na)| nach oben.
Wir betrachten dazu eine Teilparkettierung M € Mo(€}, na) mit M = {H,};_, (p € N)
und H, = Ua(T)G%), a(r) € Z% (r=1,... ,p). Dann ist fiir alle Bausteine H, € M, die einen

,,Geradenabschnitt“

{z€eZ(na) |z, =c,... ,2i;_, =Ci—1}
mit fest vorgegebenen Koordinatenrichtungen iy,...,i4-1 € {1,...,d} und Konstanten
—noy, <cp <noy, (k=1,...,d—1) tiberdecken, die Verschiebung

O‘idw(a(r))id - aid(r) (id € {1’ s ’d}\{ila cee ,id—l})

eine Konstante zwischen 0 und «;, — 1.

Insgesamt gibt es somit fiir jede feste ,,Gerade® in Richtung e;, héchstens oy, Verschiebun-
gen der zugehdrigen Bausteine in M derart, daf§ die entsprechende Teilparkettierung aus
Mo (£, na) auf die gleiche Bild-Teilparkettierung in Mg(§2*,n) abgebildet wird. (Siehe auch
Abbildung 2.5 fiir die Dimension d = 2.)

Wir benutzen weiter, dal von den Hg;%@naik + 1) verschiedenen Geraden in die Koordina-
tenrichtung ig € {1,... ,d}\{i1,... ,ig_1} im Quader Z(na) hochstens (2n + 1) Geraden
unabhéngig voneinander hinsichtlich einer Verschiebung ihrer Bausteine sind. (Dies folgt aus
der Tatsache, dafl die Ausdehnung jedes Quaders von €2, in Richtung iy (k = 1,... ,d — 1)
nicht kleiner als a;, ist, vgl. auch Abbildung 2.5.)

Mithin hat jede Teilparkettierung M € Mo(2*,n) hochstens (]2, a; )@ D" Urbilder
unter der Abbildung ¢. Folglich gilt

d (2n+1)d-1
Mo(Q,na)| < [Mo(Q,m)] - <Hai> .

i=1

5. Nach Teil 3. des Beweises gilt:

d . 1 *
hi(o” joz) = lim. Z(na)| log [Mo (€25, na)|

d
, 1 (2n + 1)4 1
> lim . : log(|Mo (2", n)[ - | | i)
n=oo (2n + 17 T2, (2n + a%) [T o zl_Il
1 d

d
[Tie) i

Andererseits ist nach Beweisteil 4. auch

i=1
d
on +1 d—1
= lim — og [Mo(Q2*,n)| + 1 El n+tl) gHal
n=o [[i=1(2nai + 1)  [[imi(2na; +1) 35
1 d
[[im @i
richtig. Damit ist die Behauptung des Satzes bewiesen. |
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Abbildung 2.5: Fiir Q* = (Z2,{(1,2), (2,1)}) und a = (3,2) haben die Bausteine der ,, Zeile“ {z € Z() | z2 = 1} in
der Teilparkettierung M € Mo(Q%, ) (n = 1) die Verschiebung a1 (a(r))1 — a1(r) = 0. Die durch Verschiebung
aller Bausteine dieser Zeile um (—1,0) gebildete Teilparkettierung M’ hat das Bild ¢(M') = o(M).

Man beachte, dafl hier der Wert der Verschiebung a1t (a(r))1—a1(r) fir die Bausteine der Zeile {z € Z(a) | z2 = 0}

stets gleich dem Wert der Verschiebung fiir die Bausteine der dariiberliegenden Zeile ist.

Bemerkung 2.35 1. Die Aussage des Satzes 2.34 erlaubt die exakte Berechnung der topolo-
gischen Entropie d-dimensionaler Quadersysteme Q*, deren Quaderausdehnungen in d — 1
Koordinatenrichtungen jeweils nur einen maoglichen Wert annehmen, durch die Bestimmung
der topologischen Entropie eines ein-dimensionalen Quadersystems. Die Bausteinlingen die-
ses Systems sind gerade die Ausdehnungen der Quader von Q* in die verbleibende ,variable*

Koordinatenrichtung.

2. Fiir die Anderung der topologischen Entropie von 7.%-Quadersystemen mit konstanter Bau-
steinausdehnung in d — 1 Koordinaten bei Hinzunahme von Proto-Bausteinen (derselben Fi-
genschaft) bzw. bei Verkleinerung der Ausdehnung eines Proto-Bausteines in die entsprechend

Lyvariable“ Koordinatenrichtung gelten analoge Aussagen wie fiir ein-dimensionale Quadersy-

steme.
Ist beispielsweise 0 = (72, {1(5) 1) ein Quadersystem mit 1;(j) = ¢; € N (Vj =1,...,m,
i=2,...,d), so besitzt jedes Quadersystem Qf := (74, {1(5) ;”jll) mit einer zusdtzlichen Bau-

steinausdehnung l[(m + 1) = (lh(m 4+ 1),co, ... ,cq), wobei ly(m + 1) ¢ {l1(j) |7 =1,... ,m}
gilt, echt grifiere topologische Entropie als Q*.

Ebenso folgt fir Quadersysteme Qf = (29, {l(i)(j) ) @ o= 1,2) mit m > 1 und

l,(:)(j) = l,(f)(j) =ct €N fiir alle j =1,... ,m und jedes k = 2,... ,d aus der Eigenschaft
00 2 07G) (i =1eom) and o e {1 m}: 1§ Go) > 7 (o)
die Giltigkeit von ht(O’Zd‘QI) < ht(O'de;).

Satz 2.36 Die topologische Entropie eines 7.9-Quadersystems Q0* = (7.9, {L(7)}7Ly) verschwindet

genau dann, wenn die Zahl m der Proto-Bausteine gleich 1 ist.
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Beweis:

1. Es gelte m = 1 mit [ := [(1). GeméiB Satz 2.34 gilt dann

1
ht(Ude*) a—
Hi:l li

wobei Qf = (Z4,{(1,... ,1)}) das Quadersystem ist, dessen einziger Proto-Baustein Gy := {0}

d
(o™ jaz),

nur aus dem Nullpunkt besteht.
Offenbar enthilt €2 nur eine einzige Parkettierung. Folglich ist ht(adeg) = 0, und damit

verschwindet auch die topologische Entropie von 2*.

2. Die Anzahl m der Bausteine von Q* sei grofler als 1.
Die Ausdehnungen [(1),1(2) der Proto-Bausteine G1, G2 von Q* unterscheiden sich in wenig-
stens einer Koordinate. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte 14(1) # 14(2).
Weiter bezeichne ¢; fiir jedes ¢ = 1... ,d — 1 das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen

1;(1) und [;(2). Damit bilden wir die Teilparkettierungen

1 Cd—1 1
[FEC)) lg—10)
M. = 1LJ U {11 ()ka—ilaa DO G A (5 =1,2)
J 7 ] = 1, .
k1:0 k‘d_lio

Dann ist die Anzahl aller minimalen Uberdeckungen von Z(n) durch ,Streifen“ von Ver-
schiebungen der Teilparkettierungen M; und M in Richtung ey eine untere Schranke fiir
N(Z(n),Q").

Analog zum Beweis des Satzes 2.32 folgt unter Verwendung des ein-dimensionalen Quader-
systems 0 = (Z',{l14(1),14(2)}) echt positiver topologischer Entropie die Giiltigkeit von
hy(o”ge) > 0. |

2.2.2.2 Zur Abschitzung der Entropie mehrdimensionaler Quadersysteme

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Ermittlung oberer und unterer Schranken fiir die
topologische Entropie beliebiger Z%Quadersysteme der Gitterdimension d > 1. Dabei werden vor

allem zwei Ansatzpunkte genauer untersucht:

1. Jedem Z%Quadersystem Q* kénnen durch geeignete Abbildungsverfahren (vgl. auch das Vor-
gehen im Beweis von Satz 2.34) gewisse ein-dimensionale Quadersysteme zugeordnet wer-
den, deren (leicht berechenbare) Entropie zur Gewinnung oberer und unterer Schranken fiir

d
hi(c%" |g+) verwendet werden kann.

2. Fiir jedes d-dimensionale Quadersystem Q* bildet {|Z(n)|~log N(Z(n),2*)}nen eine mo-
noton fallende Folge, deren Grenzwert die topologische Entropie ht(azdm*) von Q ist (vgl.
Abschnitt 2.1). Durch Bestimmung der Anzahl N(Z(n),Q*) aller von Z(n) erzeugten Teil-
parkettierungen in Q* fiir geeignet gewéhltes n € N kann somit fiir jedes Quadersystem eine
Abschitzung der topologischen Entropie nach oben ermittelt werden. Die Zahl N (Z(n), Q")
kann durch die wiederholte Abarbeitung eines Algorithmus zur Erzeugung iiberschneidungs-

freier Uberdeckungen endlicher Gebiete von einem Computer bestimmt werden.

o6



Zur Vereinfachung der Bezeichnungen werden die folgenden Uberlegungen zur Abschitzung der
topologischen Entropie von Quadersystemen nur fiir die Dimension d = 2 durchgefiihrt. Die prin-

zipielle Herangehensweise ist jedoch auch fiir héhere Dimensionen anwendbar.

Satz 2.37 1. Die topologische Entropie eines Quadersystems Q* = (72, Gy) ist nicht kleiner als
die Entropie jedes seiner Teilsysteme ()* = (ZQ,QO) mit § # Go C Go.

2. Es sei QO = (Z2,{1(j) 1) ein zwei-dimensionales Quadersystem.
Wir bezeichnen fiir jede Indexmenge {j1,... ,jn} C {1,... ,m} (1 < n < m) mit dem Sym-
bol XD (jy,... ,jn) (i = 1,2) die positive Wurzel mazimalen Betrages des charakteristischen
Polynoms des ein-dimensionalen Quadersystems mit den Bausteinlingen {l;(js)}?_,, wobei

mehrfach auftretende Lingen durch Einfithrung zusdtzliche Bausteinfirbungen berticksichtigt

werden.
Dann gilt
log AV (1, ..., jn) N
ho(0% ) > max max AL ke {1,2}\{i},i =1,2),
t( €2 ) T n=1...,m {j1,...,.jn }C{1,... ,m} kgV(lk(jl), e alk(]n)) ( { }\{ } )
wobei kgV (n1, ... ,n,) das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen ny, ... ,n, € N bezeich-
net.
Beweis:

1. Ist Gy # () eine echte Teilmenge von Gy, so gilt fiir O = (ZZ,QO) offenbar O C Q*. Mithin
ist fiir jede natiirliche Zahl n auch N(Z(n),Q*) < N(Z(n),Q*), woraus gemiB (2.1) die
Behauptung ht(awm*) < ht(JZQM*) folgt.

2. Die behauptete Ungleichung folgt unmittelbar durch Anwendung der im Beweisteil 2. (b)
von Satz 2.32 entwickelten , Streifenkonstruktion® fiir 1 < n < m Bausteine der Ausdeh-
nungen [(j1),...,1(jn) in jede der zwei Koordinatenrichtungen i € {1,2}, wobei eventuell
mehrfach auftretende Ausdehnungen /;(js) unterschiedliche Einfirbungen der Bausteine des

entsprechenden ein-dimensionalen Quadersystems nach sich ziehen. |

Beispiel 2.38 1. Wir betrachten das Quadersystem Q* = (72, {(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)}). Die
topologische Entropie von Q* ist gemdfs Teil 1. des Satzes 2.37 nicht kleiner als die des
Teilsystems 0 = (Z2,{(1,2),(1,3)}) der eigentlichen Dimension d(Q*) = 1. Daraus ergibt
sich die untere Schranke ht(aZQm*) = log 1.3247 fiir die Entropie von 0*.

Anwendung von Teil 2. des Satzes 2.87 liefert die besseren unteren Schranken
he(0% ge) > L 1og A(1,3,4), T1og AP (1,2,3, 4
t(g |Q*)—max gog (77)7§Og (777)
= max (log v/2, log v/2.14789) = log 1.4655.

(Dabei sind log AV (1,3,4) = log2 und logA\?)(1,2,3,4) = log2.14789 die Entropien der
ein-dimensionalen Quadersysteme (Z',{1,2},{1,2}) und (Z*,{1,2,3},{1,2,1}).)
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2. Wir fiigen zu dem in Teil 1. betrachteten Quadersystem noch zwei Bausteine hinzu und er-
halten das System Q% = (Z2,{(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(6,1),(6,2)}) mit je 3 verschiedenen
Bausteinbreiten und —hdéhen. Die unter 1. ermittelte untere Schranke fiir die topologische
Entropie des Teilsystems Q* ist auch eine untere Schranke fir ht(O’Z2‘Q§).

Diese untere Schranke wird auch durch Anwendung von Teil 2. des Satzes 2.37 nicht mehr

verbessert, man erhdlt ndmlich:
2 1 1
hi (o jo+) > max <§ log A1 (1,3,4,5,6), 3 log )\(2)(1,2,3,4)>
= max (log v2.0381,log v/2.14789) = log 1.4655.

Dieses Resultat ist in der relativ groffen Ausdehung der hinzugefiigten Bausteine in eine Koor-
dinatenrichtung begriindet. Hieran wird ein Nachteil der ,Streifenmethode®, die der Aussage

2. von Satz 2.87 zugrundeliegt, deutlich.

Wir wenden uns nun der Ermittlung oberer Schranken fiir die topologische Entropie zwei-dimen-

sionaler Quadersysteme zu.

Bezeichnung 2.39 Es sei Q" = (22, {I(j)}7-,) ein Z*-Quadersystem mit {1;(j)}7-y = {k1, ...,k }
(r > 1) fiir ein festesi € {1,2}, wobei k1 < ks < ... < k, € N gilt. Weiter bezeichne my, fiir k := 3—1i
die Anzahl der verschiedenen Lingen li(j) (j = 1,...,m), und es gelte l;;(j1) < ... < lp(jm,) mit
den Vielfachheiten n®) (s) .= |{j : (4) = k()Y (s =1,... ,mp).

Damit ist in) = (72, {Z(i)(s)};@l, {n®(s)}™) das zugehérige Quadersystem mit den Ausdehnun-

gen[,.gi)(s) = { lk(t) :z;#z } (ke{l,2},s=1,...,1).

Mt Q) = (Z2,{1(j) | l(j) = k1}) wird das Teilsystem von Q* bezeichnet, welches alle Quaderbau-

steine umfaft, deren Ausdehnung in Richtung e; gleich ki ist.

Im folgenden werden zunéchst solche Systeme betrachtet, deren Bausteinausdehnungen in eine der

beiden Koordinatenrichtungen nur die zwei Werte 1 = k1 < k9 € N annehmen kénnen.

Satz 2.40 Ist Q* = (Z%{l(j)}]~,) ein Quadersystem mit den zwei Bausteinausdehnungen

1 =: k1 < ko € N in Richtung e; (i € {1,2}), so gilt
1
hilo™0) < 1 (o™ g ) + (b = 1) hulo™ gy, ) + log Ci(2)), (2.16)

mit

Mo 2 <k <7

Ci(Y") = (2.17)

)
(F2F2) M@ 8 < ky < 32
)

o)+ 33 < kg < 115

k0 ko> 115

und lQ(Z) = min(lg_i(j) ’j S {1,... ,m} : lz(]) > /{?1).



Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei ¢ = 1.

1. Wir konstruieren fiir jede Zahl n € N eine Abbildung ¢ : Mo(Q*, (nke,n)) — MO(QE‘I),n)
auf folgende Weise (man beachte dabei, dafl Q’(kl) ein Quadersystem mit zusétzlichen Bau-
steinférbungen ist, d. h. ein Element von MO(QE‘U, n) ist charakterisiert durch eine von Z(n)
erzeugte Teilparkettierung A in w(g_é”) und einer Einfarbung der Bausteine H € A mit Ele-
menten aus Qp):

Die Abbildung ¢ : Gy — g’é” ® (Qam) {(GM,w) | GM € gél),w € Qam }, die

amegl T
durch
¥(G)) .:{ (GM,1) () = () A BGy € Go mit p(k) = la(js) und L (k) < L(j) }
U GEW2) 1 () = 1a(js) A 3Gk € Go mit Iy(k) = 15(js) und 1y (k) < 11(5)

definiert ist, ordnet jedem Proto-Baustein G; von €* ein senkrechtes ,,Stdbchen® derselben
Héhe und die ,Nummer* von G; in der (nach Voraussetzung héchstens zwei-elementigen)
Menge aller Proto-Bausteine mit der Hoéhe l3(j) in Gy zu.

Sei M eine Teilparkettierung aus Mo(2*, (nka,n)), so wird dem Baustein M, in M, welcher
den Punkt 2 € Z(nks,n)N(koZ x Z) bedeckt, ein Stidbchen derselben Héhe am Punkt (£, 22)
in der Bildteilparkettierung A zugeordnet. Unter Verwendung der Abbildung v heifit das

gerade,

A(M) = U {U(kz’@) [w(J_ZMZ)]l} (2.18)

z€Z(nka,n)N(k2Z X Z)

ist eine von Z(n) erzeugte Teilparkettierung in (o).
Wir definieren damit p(M) :=n* = (ﬁ}k{)HeA(M) (M € My(92*, (nka,mn))) mit

Ty o= [0 M) ], <= H=0"" [p(cM.)], (2 € Z(nky,n)N (ko7 x 7))
(2.19)

(vgl. Abbildung 2.6).

ol
T
e

Abbildung 2.6: Zur Konstruktion der Abbildung ¢ : Mo(Q*, (nk2,n)) — Mo (€2, n)
fiir n = 2 am Beispiel Q* = (Z% {(1,2), (1,3),(2,1),(2,2)}. (Dabei gilt ks = 2 und
O =(2%{(1,1),(1,2),(1,3)},{1,2,1}).)

*

2. Wir untersuchen nun die Anzahl |¢~*(77*)| der Urbilder einer Teilkonfiguration 7* = (77};) jyc 4
in Mo(Q2*,n) fiir festes n € N. Dazu sind folgende Fille zu unterscheiden:
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(a)

Die Urbildbausteine der Paare (H, ;) (H € A) unter ¢ besitzen simtlich die Breite 1.

Dann ist

U Loty o A )

z€Z(n)
eine Teilparkettierung in 2%, die aus 2n+ 1 ,,Spalten®“ von Quadern der Breite 1 besteht,
die jeweils durch ko — 1 ,,freie Spalten“ voneinander getrennt sind (siche Abbildung 2.7).

Abbildung 2.7: Zur Konstruktion der Urbilder einer Teilkonfiguration 7* € Mo (Q*,n)
des Falles (a) fiir Q* = (Z2% {(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)} (k2 =2) und n = 2.

Bei der Vervollstindigung dieser Bausteinanordnung zu einem Element von
Mo (¥, (nke,n)) werden diese insgesamt 2n (ke — 1) freien Spalten durch Bausteine des
Quadersystems Qz‘l) aufgefiillt. (Quader der Breite ky konnen dazu nicht verwendet wer-
den, da nur je ko — 1 nebeneinanderliegende Spalten unbelegt sind.)
Mithin gilt

2n(ky—1)

o™ (T = Mo (Qfy), m)| 24

fiir jedes 77* € Mo(Qz‘l),n) mit dieser Eigenschaft.

Es existiert wenigstens ein Baustein H € A derart, daf das Urbild ¢! (H, 7y) die Breite
ko > 1 besitzt.

Bezeichnet lp(1) = min (l2(j) | 7 € {1,... ,m} mit [;(j) > k1) die kleinste Hohe aller
Quader in 2*, deren Breite grofler als k1 ist, so gibt es in 77* hochstens (2n+1)( L%J +1)
Paare (H,7j;), deren Urbildbausteine die Breite ko besitzen. Fiir jeden dieser Urbild-
bausteine gibt es prinzipiell ko horizontale Anordnungsmoglichkeiten. Dabei entstehen
zwischen je zwel waagerecht benachbarten solchen Quadern der gleichen Zeile h6chstens
ko —1 nicht belegte Gitterpunkte. Besitzen zwei waagerecht benachbarte Urbildbausteine
einer Zeile die Breite 1, so sind zwischen diesen stets ko — 1 Gitterpunkte nicht belegt

(siche Abbildung 2.8).

Insgesamt gilt also

2n 2n(ky—1)

1] < ORI g i (2.20)

fiir jede Teilkonfiguration 77* € MO(Q?I),n) dieses Falles.
Die Abschitzung (2.20) ist jedoch sehr grob, da die bei ,,unabhéngiger Anordung be-
nachbarter Urbildbausteine der Breite ky auftretenden Uberlappungen nicht beriicksich-
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Abbildung 2.8: Zur Konstruktion moglicher Urbilder einer Teilkonfiguration 7*. Die
Urbildbausteine H; und Hz der Breite k2 = 2 sind so angeordnet, dafl kein unbelegter
Gitterpunkt zwischen diesen auftritt, dagegen bleibt zwischen den Bausteinen Hs3, H4
der Breite 1 stets ein Punkt unbelegt.

Die Vervollstindigung durch Bausteine der Ausdehnungen (1,2) und (1, 3) liefert ein
Urbild von 77", welches sich von der in Abbildung 2.6 dargestellten Teilparkettierung
M mit (M) = 7" unterscheidet.

tigt werden und andererseits auch deutlich weniger als (2n + 1)(| lf’bj +

1) Bausteine

mit Urbildern der Breite ks in 7* € MO(QG),”) auftreten konnen.

3. Mit dem Ziel einer Verbesserung der Abschiitzung (2.20) von |¢~1(7*)] fiir alle Teilkonfigura-
tionen n* € MO(Q?U ,m), die sich in den Fall (b) einordnen lassen, betrachten wir im folgenden
eine feste, beliebig ausgewéhlte Zeile {z € Z(n) | z2 = c2} (—n < ¢ < n) und die von ihr
erzeugte Teilkonfiguration in 7*.

Nach Voraussetzung enthélt diese hochstens 2n + 1 Paare (H,17j;), deren Urbildquader die
Breite ks besitzen.

Bezeichne fiir n € N und k € N, k£ > 1 das Symbol A(n, k) die Anzahl der Moglichkeiten, die
n Gitterpunkte 0,k,... ,(n — 1)k € Z durch n ein-dimensionale Quaderbausteine der Linge

k ohne Uberlappungen zu iiberdecken. Dann gilt

A(n, k) = <"+:_ 1) - (n;gf; 1). (2.21)

Der Beweis dieser Eigenschaft erfolgt durch vollstéandige Induktion nach n € N:

Fiir n = 1 gilt offenbar A(1, k) = k, und wegen (lf) = (1:1) = k ist die Behauptung fiir dieses
n richtig.

Angenommen, die Behauptung ist giiltig fiir ein beliebiges n € N. Wir benutzen weiter die

Darstellung

E
—
T
A

A(n +1,k)

LE

(Ist ndmlich eine zuléissige Anordnung von n + 1 Bausteinen der Lénge k gegeben, so wird

HM
HM

7'L

jeder Punkt rk (r = 0,...,n) von genau einem Baustein iiberdeckt. Bezeichnet i, die
relative Lage des rechten Endpunktes des (r + 1)-ten Bausteines gegeniiber dem Punkt rk,
so muf fiir alle » > 1 die Ungleichung 4,1 > i, gelten. Andernfalls tritt eine Uberlappung
benachbarter Bausteine auf, vgl. auch Abbildung 2.9 .)
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1=1=0<i3=1

0 k 2k ) . .
11=0<i9=13=1
0 k 2k 11 =0, =1>13=0
*r——1a—0—o . ——o—0—0 o oo

— Uberschneidung am Punkt & + iy

Abbildung 2.9: Zur Summendarstellung fiir A(n, k) am Beispiel n = 2, k = 4.

Damit folgt

k—1 k—1 k—1 k—1
An+1,k) =Y - 1+) - Y 1
i9=0  ipi1—=in =1 ipp1=in
k—2 k-2 k—2
= A(n, k) + e Z 1 (durch Indexverschiebung)
i1=0d2=i1  int1—=in
k—2 k—2
= A(n, k) + A(n,k — 1) + oo
=1 ipp1—in
k-1
= A(n,k—1)
=0

(nach Induktionsvoraussetzung)

I

|

AN
7~
3
> +
(-
=
[——
=~ |
N

womit die Giiltigkeit von (2.21) fiir alle n € N gezeigt ist.

In einer festen Zeile der Liange 2n+-1 treten in einer Teilkonfiguration 7* je n1,... ,n; > 1 auf-
einanderfolgende Paare (H,77};) mit Urbildbausteinen der Breite ky auf, die durch wenigstens

ein Paar mit einem Urbildbaustein der Breite 1 getrennt sind. Dabei gilt

!

> mi<2n+1) -1 (2.22)

i=1
Die Zahl der iiberschneidungsfreien Anordnungen der zugehorigen Urbildbausteine ist dann
gerade l l

n;+ky—1
J({ni,... ,m},n, ko) : il—[lA(nl,kQ) H1 < 0, )

Gesucht ist eine von n und ks abhéngige globale obere Schranke fiir den Wert des Funktionals
J unter der Nebenbedingung (2.22). Offenbar erreicht J nur dann einen grolen Wert, wenn
das Gleichheitszeichen in (2.22) angenommen wird, d. h., wenn je 2 Folgen von (H,7j;) mit
Urbildern der Breite ko nur durch einen einzigen gefirbten Baustein mit einem Urbild der
Breite 1 getrennt werden.

Wir betrachten zunéchst den Fall, daf} alle diese Folgen dieselbe Lénge n; := N (i =1,... ,1)
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besitzen. Aus (2.22) folgt dann [ < 2(n+ 1)/(N + 1). Damit ist die Funktion

2(n+1)

fiir feste natiirliche Zahlen n und ko > 1 auf das Vorliegen eines Maximums zu untersuchen
(die Darstellung des Binomialkoeffizienten mit Hilfe der Gammafunktion ist wegen der Ganz-

zahligkeit von ko moglich). Differentiation von J nach der Variablen z ergibt den Ausdruck

1 dar 1 dr’
ko) | (et hy) - ——— T (w41
J(@,m, k) |:F($—|—]€2) d:c(x+ 2) I'(x+1) dx(x+ )

41 T+ D)k ]’

dJ 2(n+1)

@(x’n7k:2): CC+1

dessen Nullstellen nicht von dem Parameter n abhéngen.

] ] 3 d‘]( ) 7k)
Die notwendige Extremwertbedingung ==5=2!
wendung geeigneter Computerprogramme (wie z. B. MAPLE oder MATHEMATICA) kann

fiir beliebige Parameterwerte ko > 1 die eindeutig bestimmte Nullstelle 2*(k2) der Ableitung
dJ(z,n,k2)
dx

= 0 ist nicht geschlossen 16sbar. Unter Ver-

nédherungsweise bestimmt und gleichzeitig das Vorhandensein eines globalen Maxi-
mums von J(x,n, k) an dieser Stelle bestétigt werden. (Tabelle 2.1 enthélt die mit MAPLE

berechneten Ndherungswerte von z*(kq) fiir einige ausgewéhlte natiirliche Zahlen ko > 1.)

Tabelle 2.1: Die Nullstellen z*(k2) von %

fiir ausgewahlte Parameterwerte ko > 1.

ko | a*(ka) | ko | 2*(ko)
1.71828 8 | 2.48138
1.92069 9 | 2.55551
2.07463 10 | 2.62303
2.20000 20 | 3.09472
2.30641 50 | 3.78433
2.39909 || 100 | 4.34697

N O Ut e W N

Wenden wir diese Ergebnisse auf die Situation von Bausteinfolgen ganzzahliger Lange N an,
so nimmt die Funktion J(N,n,kg) iber N € N ihr Maximum fiir N € {|[z*(k2)], [2*(k2)]}
an. Mit Hilfe des Computers iiberpriift man die Giiltigkeit von

2(n+1)
J(2,m, ky) = [(’92;1)} ; fiir 2 < ky < 7
2(n+1)
— 4 .
max J(N,n,k2) = 0 9(3,m, k) = [ (*%7)] fiir 8 < ky < 32
2nt) (2.23)
J(m k) = (%] fiir 33 < ky < 115
Zu bemerken ist noch, dafl bei nichtganzzahligem Wert von 25\?:[11) die Lénge einer Bau-

steinfolge kleiner als N ist. Man rechnet nach, dafl der entsprechend auftretende Faktor

dieser verkiirzten Bausteinfolge stets kleiner als der zugehorige Faktor der oberen Schranke
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maxyen J (N, n, ka) ist.

Weiter zeigt man, da beim Ubergang von zwei benachbarten Folgen der Linge N > 1 zu
Folgen der Langen N + 1 und N — 1 durch Vertauschung von Bausteinen eine insgesamt ge-
ringere Anzahl zuldssiger Anordnungen der Urbildbausteine entsteht unabhéngig vom Wert
ko > 1. Folglich stellt die Voraussetzung der Gleichheit aller Folgenléngen n; (1 = 1,...,1)
keine Einschrinkung hinsichtlich der Ermittlung einer oberen Schranke fiir das Funktional
J({n1,... ,n},n, ko) dar.

Somit ist (2.23) eine globale obere Schranke fiir die Anzahl der zuldssigen Anordnungen der
Urbildbausteine fiir eine Zeile der Liange 2n + 1 in 7* € MO(QE‘I),n) fiir die Parameterwerte
ko mit 2 < ko < 115. Fiir alle ko > 115 wird k%”"’l als obere Schranke beibehalten.
Insgesamt erhalten wir damit fiir die Anzahl der Urbilder einer beliebigen Teilkonfiguration
n* e MO(QE),n) die Abschitzung

2n(kg—1)

o™ (@) < C1(n, %) - IMo(Qfy), m)| 25

wobei 2 1)
( (k) 2 (L] +) D 2<ky < T
* (F22) e ([ ) D8 < ky < 32
C1(n, Q%) = g 250 (| 22 | 11)
(k=+3) 5 ULk L33 < ky < 115
ké2n+1)(b()27"1)J+1) . k> 115

Mithin gilt
* % * * 2nlkp—1)
(Mo (2%, (nka,n))| < [Mo(E2yy, )| - C1(n, 07) - [Mo(£(y), n)|[ 2T
1
Mit C1(2*) := limy, o0 C1(n, Q*) CrE2+DCHD folgt die Giiltigkeit der Behauptung. [ |
Bemerkung 2.41 Fir die in Satz 2.40 angegebene obere Schranke gilt

(ks — 1) 1
?i)) + /{?2 k2

. 1 2
lim | —h¢(c” I
ko—00 9

hi(o™ g:,) + - 1og Ci(Q)| = he(0™ |y, )-

Diese Figenschaft entspricht der anschaulichen Vorstellung, daf$ fiir grofie Ausdehnung ko der zum
System Q?i) hinzugefiigten Bausteine in Richtung e; die Entropie von 0* nicht wesentlich grifier
als die des Teilsystems Qz‘i) ist.

Man bemerke auch, daff die Abschitzung (2.16) stets eine obere Schranke fir die Entropie von Q*

liefert, die echt grofler als die nach Satz 2.37 bekannte untere Schranke ht(az2 Q) ist.
126s)

Beispiel 2.42 Wir betrachten noch einmal das bereits in Beispiel 2.38 untersuchte Quadersystem
Q= (22,{(1,2),(1,3), (2.1), (2,2)}).

Firi =1 gilt Qf, = (2*,{(1,2),(1,3)}) und QO = (Z2,{(1,1),(1,2),(1,3)},{1,2,1}) mit ko = 2
und lp(1) = 1.

Mit ht(UZQ|Q?U) =log 2.1478 erhdilt man gemdfl Satz 2.40 die Abschitzung

ho(6% ) < log 2.02576.
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Folglich liegt die Entropie von Q* im Intervall [log 1.4655, log 2.02576].

Bemerkung 2.43 Besitzt ein Quadersystem Q* = (Z2,{1(5) ") die 7 > 2 Bausteinbreiten
1=Fk < ky... <k, €N, so kann analog zum Vorgehen in Teil 1. des Beweises von Satz 2.40
eine Abbildung ¢ : Mo(2*, (nke,n)) — MO(QE“I),TL) definiert werden. (Diese Abbildung ist im
Unterschied zum Foll r = 2 im allgemeinen nicht mehr surjektiv. Fir die Ermittlung einer oberen
Schranke fiir die Anzahl der Urbilder einer Teilkonfiguration 7% € Mo(Qz‘l),n) ist diese Eigenschaft
jedoch nicht von Bedeutung.)

Weiter ist zu beachten, daf$ ein Quader der Breite k;j = pka+q (p € N,0 < ¢ < ka) in einer Teilpar-
kettierung M € My(Q*,nkq,n), der wenigstens pka ,Spalten® von Z(nkg,n) iberdeckt, durch ¢ auf
p nebeneinander angeordnete Stibchenbausteine der gleichen Héhe und der gleichen Farbe abgebildet
wird. Das bedeutet aber umgekehrt, daf$ ein Urbildbaustein der Breite kj (j = 2,... ,7) eines Paares
(H,m7;) unabhingig von seiner konkreten Breite hichstens ko horizontale Anordnungsmdaglichkeiten
besitzt.

Jedes Element i7" von MO(Q’{l),n) enthdlt in einer festen Zeile von Z(n) hichstens (2n+1) Paare
(H,m3;), deren Urbildbausteine eine grofSere Breite als ki besitzen. Bertcksichtigt man, daf fir Ur-
bildbreiten kj > ko mehrere benachbarte Paare (H, 1) einer Zeile auf den gleichen Urbildbaustein
abgebildet werden, so folgt unmittelbar, daf die in (2.23) angegebene obere Schranke fiir die Anzahl
der zuldssigen Anordungsmdaglichkeiten auch in diesem Fall giiltig bleibt.

Auch auf die Voraussetzung kv = 1 kann verzichtet werden, wenn man beachtet, daf$ die bei der
Urbildbildung mazimal entstehenden 2n(ke — 1) freien Spalten nun durch die Bausteine der Breite
k1 > 1 des Teilsystems Q’(kl) aufzufiillen sind. Also bleibt |M0(Q’(k1),n)|%i_ll) obere Schranke fiir
die Zahl méglicher Auffillungen der freien Spalten. (Im allgemeinen ist diese Schranke sehr grob,
da in vielen Fdllen tiberhaupt keine Vervollstindigung der unbelegten Gitterpunkte durch Bausteine
der Breite k1 mdglich ist.)

Damit ist der folgende Satz zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir die topologische Entropie

eines beliebigen zwei-dimensionalen Quadersystems richtig.

Satz 2.44 Es sei Q* = (Z2,{1(j) 1) ein zwei-dimensionales Quadersystem mit den Ausdehnun-
gen ky < ke <...<k, €N (r>2)in Richtung e; (i € {1,2}).

Dann gilt fiir die topologische Entropie von Q* die Ungleichung
1
hil0™ ) < 1 (0™ g ) + (b = 1) he(o™ gy, ) +log Ci(2)), (2.24)
wobei C;(Q*) durch (2.17) definiert ist.

Beispiel 2.45 1. Das in Beispiel 2.42 betrachtete zwei-dimensionale Quadersystem
O = (2%{(1,2),(1,3),(2,1),(2,2)}) besitzt in Richtung ey die Ausdehnungen ki = 1, kg = 2
und ky = 3. Dabei gilt Oy = (Z2,{(1,1), (2, 1)},{2,2}) mit ht(aZj%) = log 2.73205.
Weiter besitzt das Teilsystem _?2) = (Z2%,{(2,1)}) die topologische Entropie 0. Satz 2.44 liefert

dann die Abschdtzung

1
ho(6%jg0) < 5 (103273205 + 0+ log ¥/3) = log 1.9843.
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Die topologische Entropie von Q* liegt also im Intervall [log 1.4655,log 1.9843]. Insbesondere
ist die Entropie dieses 7.2-Quadersystems mit d(2*) = 2 nicht gréfer als die obere Schranke

log 2 fiir die topologische Entropie ein-dimensionaler Quadersysteme.

2. In Beispiel 2.38 wurde fir die Entropie des zwei-dimensionalen Quadersystems
O = (2%{(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(6,1),(6,2)}) die untere Schranke log 1.4655 ermittelt.
In Richtung ey besitzt Q" die drei Ausdehungen ki = 1, ks = 2 und ks = 6. Es gilt
Qz‘l) = (Z2{(1,1),(1,2),(1,3)},{2,3,1}) mit ht(UZQ\QZD) = log 3.07959. Mit dem Teilsystem
Q) = (72,{(1,2),(1,3)}) erhalten wir nach Satz 2.44 die obere Schranke log 2.42565 fiir die
Entropie von QF.

Die entsprechende Untersuchung der Systeme Qz‘2) und Q&) fihrt auf die kleinere obere
Schranke log 2.2182 fiir ht(O’ZQ‘Q*).

3. Wir betrachten das Quadersystem Q* = (Z2,{(2,4), (3,2)}). Die Untersuchung des Systems
(_2’(*2) = (Z2,{(2,1),(3,1)}) fiihrt auf die obere Schranke log 1.18086 fiir die topologische Entro-
pie von 2*. Aussage 2. des Satzes 2.37 liefert die untere Schranke log 1.07283 fiir ht(az2|m).
Damit liegt die Entropie von Q* im Intervall [log1.07283,log 1.18086], welches eine relativ

gute Niherung darstellt.

Bemerkung 2.46 Die in Beispiel 2.45 betrachteten Quadersysteme zeigen, dafi die in den Sdtzen
2.87 und 2.44 bereitgestellten Schranken fiir die topologische Entropie vor allem fir Quadersysteme
relativ kleiner Entropie gute Niherungen liefern. Solche Systeme besitzen nur wenige Bausteine mit
relativ groffen Ausdehnungen.

Dagegen sind die Niherungen fir Quadersysteme mit vielen Bausteinen, insbesondere mit mehr
als zwei verschiedenen Ausdehnungen in jede Koordinatenrichtung, ungenauer, da die Abschitzung

(2.24) nur die beiden kleinsten Ausdehnungen in die feste Richtung e; (i € {1,2}) beriicksichtigt.

Insbesondere in Hinblick auf eine bessere Einschéitzbarkeit der durch die Sétze 2.37 und 2.44 zur
Verfiigung gestellten Schranken erscheint die Erarbeitung eines Algorithmus zur Bestimmung aller
minimalen Uberdeckungen eines gegebenen Gebietes fiir jede vorgegebene Menge von Quaderbau-

steinen wiinschenswert.

Bezeichnung 2.47 Fiir beliebige natiirliche Zahlen ny,na > 1 bezeichnet Q(n1,ng2) := {z € Z? |
0 < 2z < ny,i = 1,2} das Rechteck der Kantenlingen ny und ny in Z2 mit dem Nullpunkt als linken
unteren Eckpunkt. Weiter bezeichne R(ny,ng) := {(0,22) | 0 < 29 < no} U{(21,0) | 0 < z1 < n1}

die Menge der linken und unteren Randpunkte von Q(ni,nsg).

Algorithmus 2.48 Gegeben seien natiirliche Zahlen ny,ne und die Menge Gy der Proto-Bausteine
als Menge der Quaderausdehungen {1(j) iLy. Die Zahl der minimalen iiberschneidungsfreien Uber-
deckungen des Rechtecks Q(n1,n2) mit Bausteinen aus Gy wird durch folgenden Algorithmus ermit-

telt:
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Schritt 0 Initialisierung

0.1

0.2

Setzen den Zihler N der Anzahl der ermittelten Uberdeckungen gleich Null und die Men-
ge M(0) der zur Belegung des Nullpunktes wverfiigharen Bausteine gleich
Gy ={G e d?’Gy|0eGY.

Auswahl eines Elementes Hy € M(0), anschlieffend wird Hy aus M(0) gestrichen. Ist
die Menge M (0) leer, so endet die Abarbeitung des Algorithmus. Der Wert von N wird
ausgegeben, er gibt die Zahl aller minimalen iberschneidungsfreien Uberdeckungen von

Q(n1,n2) mit Bausteinen aus Gy an.

Schritt 1 Erzeugung einer zulissigen Uberdeckung des Randes R(ny,ns)

1.1

1.2

Bildung eines bisher noch nicht verwendeten Paares (A1, As) von minimalen Uber-
deckungen Ay und Ay der Mengen {(21,0) |0 < z1 <n1} und {(0,22) | 0 < 29 < na} mit
Hy € A; (i = 1,2) durch Verschiebungen der gegebenen Bausteine. Das Paar (Ay, As)
wird als schon verwendet gekennzeichnet. Gibt es kein Paar (Ay, A2) solcher Uberdeckun-

gen, welches noch nicht verwendet wurde, so wird mit 0.2 fortgesetzt.

Ist die Zusammensetzung A; U Ay der beiden Uberdeckungen eine tiberschneidungsfreie
Uberdeckung des Randes R(ny,ns2), so wird zum Schritt 2 dibergegangen. Andernfalls wird

1.1 nochmals ausgefiihrt.

Schritt 2 Fortsetzung der Randiberdeckung zu einer minimalen Uberdeckung des gesamten Recht-

ecks Q(n1,n2) ohne Bausteiniberlappungen

2.1

2.2

2.3

2.4

Setzen A := A1UAy und M (z) := Gy fiir alle Punkte z in Q(n1,ns), die nicht von einem

Baustein aus A belegt sind.

Bestimmung des beziiglich der lexikographischen Ordnung auf 7.2 kleinsten Punktes z in
Q(n1,n2), der nicht von einem Baustein in A belegt ist.

Sind alle Gitterpunkte von Q(ny,ng) belegt, so wird der Zihler N um 1 erhoht und
der zuletzt hinzugefiigte Baustein o*H aus A entfernt. 2.3 wird fir die Uberdeckung
A\{o?HY} und den Punkt 2 wiederholt.

Auswahl eines Elementes H der Menge M (z) der bisher noch nicht zur Belegung von z
benutzten Bausteine. H wird aus M(z) entfernt und 2.4 ausgefiihrt.

Ist die Menge M(z) leer, so wird der zuletzt hinzugefigte Baustein o*H aus A entfernt
und 2.3 fiir Z wiederholt. Falls z schon der kleinste nicht von Ay U As tberdeckte Punkt
ist, so wird mit Schritt 1 fortgesetzt.

Ist Ay := AU{0*H} eine iiberschneidungsfreie Bausteinanordnung, so wird (z,0*H) als
Paar des zuletzt belegten Gitterpunktes und des zuletzt plazierten Bausteines gespeichert

und 2.2 mit A= Ay erneut ausgefiihrt.

Bemerkung 2.49 1. Der angegebene Algorithmus benutzt die besonders einfache Struktur recht-

eckiger Bausteine nur im Schritt 1.1: die Erzeugung einer Uberdeckung Ay der Menge {(z1,0) |
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0 < 2z < ny} erfolgt durch Uberdeckung von [0,n1 — 1] N Z mit Intervallen der Lingen 11(5)
(7 € {1,...,m}) und Konstruktion aller Kombinationen vertikaler Verschiebungen der ent-

sprechenden Bausteine gegeniiber der horizontalen Achse; analog wird As erzeugt.

2. Die vom Algorithmus bestimmte Zahl N aller minimalen tiberschneidungsfreien Bausteiniiber-
deckungen des Gebietes Q(n1,na) stimmt mit der Zahl N(Q(ni,n2),2*) aller von Q(ni,n2)
erzeugten Teilparkettierungen in Q* dberein, da eine zusammenhdngende tberschneidungs-
freie Anordnung von Quaderbausteinen stets zu einer Parkettierung des gesamten Gitters

vervollstindigt werden kann.

Die Umsetzung von Algorithmus 2.48 in ein Computerprogramm erlaubt die Bestimmung der An-
zahl N(Q(n1,n2), 2*) aller von Q(ny,n9) erzeugten Teilparkettierungen fiir prinzipiell jedes Paar
(n1,m2) natiirlicher Zahlen und jede vorgegebene Menge {I(j)}7L; von Quaderausdehnungen. (Um
den Speicheraufwand in einem verniinftigen Rahmen zu halten, ist es sinnvoll, die Zahlen ny,ns
nicht grofer als 50 zu wihlen und die Bausteinanzahl mit 5 zu begrenzen.) Wegen des exponen-
tiellen Wachstums von N(Q(n1,n2),2*) mit steigenden Parameterwerten nq,ny fiir alle Q* mit
mehr als einem Proto-Baustein ist insbesondere fiir Bausteinzahlen m > 2 mit einer extremen
Zunahme der Programmlaufzeit zu rechnen. Beriicksichtigt man weiter, dafl zur Ermittlung einer
aussagekriftigen Entropieschranke die Ausdehnungen n1,no des zu {iberdeckenden Gebietes wenig-
stens doppelt so grofl wie die entsprechende maximale Bausteinausdehnung zu wéahlen sind, so ist

einzuschétzen, dafl dieses Verfahren fiir Quadersysteme mit mehr als zwei Proto-Bausteinen nur

bedingt zur Entropieabschitzung geeignet ist.

Bemerkung 2.50 Fir ein-dimensionale Quadersysteme ist bekannt, daf$ durch Vergrifierung der
Bausteinlingen eines Systems dessen topologische Entropie verringert wird (vgl. Satz 2.19). Eine
entsprechende Aussage ist auch fiir zwei-dimensionale Quadersysteme giiltig, deren Bausteinausdeh-
nungen in einer festen Koordinate konstant sind (vgl. Bemerkung 2.35). Allgemein ist zu vermuten,
daf durch Vergréfierung der Ausdehnung eines Bausteines G; derart, daf$ der entstehende Baustein
@j als Vereinigung von G; mit weiteren Bausteinen des Quadersystems Q darstellbar ist, eine Ver-
kleinerung der topologischen Entropie auftritt.

Der Beweis dieser Eigenschaft konnte im Rahmen dieser Arbeit nicht gefihrt werden. Die Schwie-

rigkeit liegt dabei vor allem darin, die FExistenz eines ¢ € R, ¢ < 1 mit
(Mo, m)| < [Mo(, )| - (Ve N)

nachzuweisen.
Die Untersuchung geeigneter Beispiele mit Hilfe des Computerprogrammes auf der Grundlage von
Algorithmus 2.48 liefert wenigstens fiir Quadersysteme mit zwei Proto-Bausteinen Hinweise fiir die

Giiltigkeit der vermuteten Figenschaft.

Beispiel 2.51 1. Betrachtet werden die Quadersysteme 2 = (ZQ,Qéi)) (i = 1,...,4) mit

dem gemeinsamen Baustein G der Ausdehnung (3,2) und je einem weiteren Baustein G
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(t=1,...,4), deren Ausdehnungen samtlich verschieden sind (siehe Tabelle 2.2).

Der Baustein G®  der Ausdehnung (2,3) st darstellbar als  Vereinigung
G U cOGW des Proto-Bausteins GV der Ausdehnung (1,3). Analog ist GW darstell-
bar als Vereinigung G® U ¢20G3) = Ui:o oB0GW | Man vermutet also die Giiltigkeit
folgender Ungleichungskette

he(0® 1) > he(0705) > he(0™01).- (2.25)

Der Baustein G®) hat eine griofere Ausdehnung als G\, erlaubt jedoch keine Zerlegung in
Bausteine aus 5. Da die Ausdehnung 1®) = (2,4) wenig grofer als 1?) = (2,3) ist, erwartet
man auch nur eine kleine Verringerung der Entropie von €03 gegeniiber €23.

Die Untersuchungen mit Hilfe des Computers ergeben fiir ungerade Zahlen n eine grifie-
re obere Schranke fir die Entropie von Q% als fir die Entropie von € (siehe Tabelle 2.2).
Dagegen gilt fiir gerade Zahlen n die umgekehrte Ordnungsrelation zwischen den ermittelten
Entropieschranken. (Die Bestimmung von N(Q(n,n),S) fir n = 10 erforderte eine Lauf-
zeit von etwa 14 Tagen. Da bei Vergriflerung des Wertes n um 1 mit einer Vergriflerung
von N(Q(n,n), ) um mindestens eine Zehnerpotenz zu rechnen ist, ist die Ermittlung von
N(Q(n,n), Q) (i = 2,3) fir Zahlen n > 11 innerhalb eines akzeptablen Zeitraumes selbst
unter Verwendung moderner Rechentechnik nicht zu realisieren.)

Die mit Hilfe der Sdtze 2.37 und 2.44 berechneten abgeschlossenen Intervalle fiir die Entro-
piewerte der uns interessierenden Quadersysteme (siehe Tabelle 2.2) iberlappen sich, so dafs
keine Aussage iiber die Richtigkeit von (2.25) getroffen werden kann. (Die Differenzen zwi-
schen den unteren bzw. den oberen Intervallgrenzen weisen fir 7 und §2 durchaus auf die
Richtigkeit der Vermutung hin. Dagegen sind die oberen Intervallendpunkte fir die Entro-
pie von 2] und €25 gleich; dies ist im Verschwinden der Entropie der zur Berechnung dieser
Schranken verwendeten Teilsysteme Q*{(l) und Q;(l) begriindet.)

Die Bestimmung der Anzahl N(Q(n,n),Qf) (i = 1,...,4) aller minimalen Bausteiniiber-
deckungen des Quadrats Q(n,n) fir die Zahlen n =5 bis n = 10 (fiir Qf wurden die Berech-
nungen aus Laufzeitgrinden nur bisn = 8 durchgefiihrt) scheint die vermutete Ungleichung zu
bestdtigen. Dafiir spricht insbesondere das Verhalten der relativen Verminderung der Zahlen

2

W N(Q(n,n),Qr) (i=1,...,4) fir steigende Parameterwerte n.

Zu bemerken ist jedoch, daff die aus den Zahlen N(Q(n,n),Q}) bestimmten oberen Schranken
fiir die topologische Entropie in keinem Full eine Verbesserung der mit Satz 2.44 berechneten
Schranken darstellen, sondern insbesondere fir Q2] erheblich grofier als diese sind. Aufgrund
der bereits angesprochenen Laufzeitprobleme sind die ermittelten Schranken durch Bestim-

mung von N(Q(n,n), Q) fir gréfere Werte von n kaum zu verbessern.

. Die Entropie des Quadersystems QF ist aus Symmetriegrinden (vgl. die Definition der topo-
logischen Entropie in Abschnitt 2.1) gleich der des Quadersystems Q% := (Z2,{(1,3), (4,2)}),
welches durch ,,Drehung® der Proto-Bausteine von 25 um 90° um den Nullpunkt entsteht. Q;

unterscheidet sich von Q] nur durch eine Vergrifierung des zweiten Bausteines. Die mit dem
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Tabelle 2.2: Die mit dem Computer ermittelten oberen Schranken fiir die topologische Entropie

der 5 Beispiel-Quadersysteme. Zum Vergleich werden die mit den Satzen 2.37 und 2.44 ermittelten

Entropieintervalle angegeben.

2

Nr. {11} Intervalle nach 2.37,2.44 | n | N(Q(n,n),Q*) | "/N(Q(n,n),*)
1| {(1,3),(3.2)} | [log1.09827,10g 1.21322] | 5 40105 1.52802
6 544700 1.44324
7 8160926 1.38374
8 160 790 706 1.34345
2 | (2,3),(3,2)} | [log1.04798,log 1.21322] | 5 8278 1.43455
6 55180 1.35430
7 403130 1.30136
8 3219902 1.26382
9 33506 084 1.23852
3 | {(2,4),(3,2)} | [log1.07283,log 1.18086] | 5 7386 1.42803
6 61236 1.35823
7 299169 1.29346
8 3557826 1.26579
9 21403905 1.23169
10 274610793 1.21447
4 ] {(3,2),(4,3)) | [og1.0338,10g 1.12328] | 5 5842 1.41469
6 29716 1.33122
7 150 343 1.27542
8 707 647 1.23425
9 5383849 1.21088
10 28184275 1.18713
5 | {(2,4),(3,1)} | [log 1.07283,log 1.18086] | 7 8333057 1.38433
155908 054 1.34281

Computer ermittelten oberen Entropieschranken fir Q7 und QF verhalten sich hinsichtlich ih-
rer Ordnungsrelation fiir ungerade bzw. gerade Parameter n € N dhnlich den fiir Q35 und €3

berechneten. Der Betrag der Differenzen dieser Schranken gibt in diesem Fall jedoch keinen

Hinweis darauf, welches der beiden Quadersysteme die grifiere Entropie besitzt.

Die in Beispiel 2.51 betrachteten Quadersysteme sind hinsichtlich der Verschiedenheit ihrer Bau-
steinmengen typisch fiir die mit Hilfe des Computers mogliche Untersuchung des qualitativen Ver-
haltens der Entropie bei Anderung der Bausteinausdehnungen. (Eine groBe Ausdehnung eines Bau-
steines erfordert die Betrachtung grofier Kantenldngen des zu iiberdeckenden Gebietes; in Verbin-
dung mit einer kleinen Ausdehnung des zweiten Bausteines fiihrt dies zu nicht mehr vertretbaren
Laufzeiten des Programmes.) Die Ergebnisse der untersuchten Systeme weisen darauf hin, daf§ bei

Vergroflerung der Ausdehnung eines Proto-Bausteines G derart, dafl der entstehende Baustein we-
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nigstens die Vereinigung von G mit einem weiteren Baustein {iberdeckt, die topologische Entropie
des Quadersystems abnimmt.

Die mit dem Computer untersuchten Beispielsysteme zeigen auch, dafl die Folge
{|1Z(n)|"tlog N(Z(n), 2*) }nen fiir Quadersysteme mit mehr als einem Proto-Baustein (das heift:
fiir Quadersysteme positiver Entropie) nur sehr langsam gegen den Grenzwert ht(O‘ZQ‘Q*) konver-
giert und folglich nur eingeschrinkt zur Abschitzung der Entropie zwei-dimensionaler Quadersy-
steme geeignet ist. Diese Aussage i3t die in den Satzen 2.37 und 2.44 angegebenen Abschétzungen
fiir die Entropie beliebiger zwei-dimensionaler Quadersysteme in einem neuen Licht erscheinen. Ihre
Bedeutung besteht vor allem darin, obere und untere Schranken bereitzustellen, die zudem leicht

zu berechnen sind.
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Kapitel 3

Untersuchungen zum Faktorbegriff fiir

d-dimensionale Parkettsysteme (d > 1)

Im Mittelpunkt der Uberlegungen dieses Kapitels stehen Aussagen zum topologischen Faktorbe-
griff fiir d-dimensionale Parkettsysteme. Vermoge der durch diesen Begriff eingefiihrten Halbord-
nung entsteht eine hierarchische Struktur auf dem Raum aller Parkettsysteme der Gitterdimension
deN

In Abschnitt 3.1 werden einige grundlegende Aussagen zur Charakterisierung von Faktorbeziehun-
gen zwischen Parkettsystemen bereitgestellt. Fiir die weiteren Untersuchungen zum Faktorbegriff
ist vor allem ein Satz zur Darstellbarkeit von Faktorabbildungen als endliche ,,Blockabbildung
von Bedeutung. Dieser Satz 3.2 ist eine Verallgemeinerung des aus der Theorie ein-dimensionaler
Subshifts bekannten Theorems von Hedlund ([28]).

Der zweite Abschnitt dieses Kapitels widmet sich der Charakterisierung von Faktorbeziechungen
zwischen ein-dimensionalen Quadersystemen durch Eigenschaften der Bausteine dieser Parkett-
systeme. Dabei finden zwei grundlegende Resultate (die Sdtze 3.7 und 3.11) zum Zusammenhang
von Faktorbegriff, Periodizitit und topologischer Entropie ein-dimensionaler Subshifts Anwendung.
Die in Satz 3.6 zusammengefafiten Periodizitéitseigenschaften erlauben die Angabe notwendiger und
hinreichender Bedingungen fiir Faktorbeziehungen ein-dimensionaler Quadersysteme. Der Beweis
von Satz 3.14 zu Faktoren gleicher topologischer Entropie erfolgt konstruktiv. Dagegen erlaubt die
in Folgerung 3.9 auf der Grundlage von Satz 3.7 angegebene Charakterisierung des Faktorbegriffs
fiir Quadersysteme unterschiedlicher Entropie nicht die explizite Angabe der zugehorigen Faktor-
abbildung. (Die Griinde dafiir liegen im Beweis von Satz 3.7.)

Abschnitt 3.3 beschéftigt sich mit der Herausarbeitung qualitativer Unterschiede zwischen ein- und
mehrdimensionalen Quadersystemen hinsichtlich ihrer Faktorstruktur. Unter diesem Gesichtspunkt
werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen (nichttrivialer) Faktorquader-
systeme verschwindender topologischer Entropie ermittelt. (Diese Resultate sind Inhalt der Sétze
3.18, 3.28 und 3.32.) Fiir Quadersysteme der Dimension d > 1 werden diese notwendigen Be-
dingungen durch Anwendung eines Projektionsverfahrens zur Reduzierung der Gitterdimension

erarbeitet. Eine wichtige Folgerung aus den Sétzen 3.28 und 3.32 ist die Eigenschaft, dafl ,echt®
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mehrdimensionale Quadersysteme der topologischen Entropie 0 im Unterschied zu Quadersystemen
der Dimension d = 1 keine nichttrivialen Faktorquadersysteme besitzen.

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels liefert hinreichende Bedingungen fiir das Bestehen von Faktor-
beziehungen zwischen Quadersystemen beliebiger Dimensionen d > 1. Ausgehend von Uberlegun-
gen zur Konstruktion ein-dimensionaler Quadersysteme, deren Faktorabbildung explizit angebbar
ist, wird eine fiir beliebige Gitterdimension anwendbare Codierungsidee entwickelt. Dieser Codie-
rungsgedanke fiihrt auf die in Satz 3.39 angegebenen hinreichenden Bedingungen fiir Faktorbezie-
hungen zwischen Z9%Quadersystemen. AbschlieBend werden einige Aussagen iiber die im Beweis

von Satz 3.39 konstruierte Faktorabbildung abgeleitet.

3.1 Beschreibungsmoglichkeiten fiir die Faktorbeziehung zwischen

d-dimensionalen Parkettsystemen

Bemerkung 3.1 Stetige shift-vertauschende Abbildungen zwischen ein-dimensionalen Punktkon-
figurationenrdumen (Subshifts endlichen Typs) sind als endliche Block-Abbildungen darstellbar
(vgl. [28]). Wegen der topologischen Konjugiertheit von Z!-Punktkonfigurationenrdumen und 7.1-
Parkettsystemen Gt sich eine entsprechende Aussage auch fiir ein-dimensionale Parkettsysteme
beweisen, wobei endliche Blocke durch (endliche) Teilparkettierungen zu ersetzen sind.

Im Zusammenhang mit der Beschreibung von Faktorbeziehungen zwischen Z.%-Parkettsystemen ist

eine Modifizierung des entsprechenden Satzes in folgenden Punkten von Interesse:

(a) Beriicksichtigung von 7.%-Parkettsystemen der Gitterdimension d > 1 unter Beachtung der
Frage der Fortsetzbarkeit endlicher Bausteinanordnungen zu Parkettierungen des gesamten

Gitters im Unterschied zur Dimension d = 1

(b) Einbeziehung der Forderung der Surjektivitit an stetige shift-vertauschende Abbildungen zwi-

schen Parkettsystemen.

Satz 3.2 (Theorem von Hedlund fiir Z%Parkettsysteme) Gegeben seien zwei Z%-Parkett-
systeme QF = (Z4, goi)) (i = 1,2). Es gilt (Q*{,Uzdm»{) > (Q;,szmg) genau dann, wenn eine
Zahl k € NU {0} und eine Surjektion F : My(Q7, k) — QSQ)_ derart existieren, dafi folgende
Bedingungen fiir jedes t € N erfiillt sind:

(i) [My,...,M; € Mo(QU,k) mit oD M; c PD e Qi Vi=1,...,t]

— [3PP Qb : 0O F(M;) e PO Vi=1,... t]
- (2)— . a(d) 17, (2) * \Js
(1) [Hi,... ,H €G, mit o™ H; € P\Y) e Q3 Vi=1,...,t]

— [AM; e F'(H;) (i=1,...,t) APW € Qf : 0®OM, c PO Vi=1,...,t].

Bemerkung 3.3 Sind zwei Parkettsysteme Qf = (74, g((f)) (1 = 1,2) gegeben, fir die eine Zahl
k € NU{0} und eine Surjektion F : My(Q2f, k) — géQ)* existieren, so daf$ die Forderungen (i)
und (i) in Satz 3.2 fir jedes t € N erfillt sind, so kann eine Faktorabbildung ¢ : Q] — Q3 als
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»Sliding-block-code ¢ = Fu definiert werden. Die Abbildung Fso wird aus F vermdge der Festlegung
Foo(P) == {(Fx(P)). | z € Z%} (P € Q) mit

gebildet.

(Foo(P)): == 0" F((07*P)jz)) (2 € Z)

Bedingung (i) in Satz 3.2 sichert Foo (P) € QF fiir jede Parkettierung P € QF. Dagegen gewdhrleistet

Bedingung (ii) die Existenz eines Urbildes unter ¢ fiir jede Parkettierung R € Q3, d. h., die

Surjektivitit von ¢ = Fu.

Beweis von Satz 3.2:

1. Es gelte (Q’{,azdm{) > (Q;,azdm;) mit der Faktorabbildung ¢ : QF — Q3.

(a)

()

Wir definieren fiir jedes G € QSQ)_ die Menge Ug == {P® € Q5 | G € PP} aller

Parkettierungen aus 23, die den Baustein G enthalten.

Dann ist (Ug) Geg®- eine Familie nichtleerer offener und abgeschlossener Mengen in {23,
0
die paarweise disjunkt sind. Setzt man Vg := ¢ 1(Ug) = {73(1) e | Ge 90(73(1))}

(G e Q(()Q)_), so folgt aus der Stetigkeit und Surjetivitéit der Abbildung ¢, dafl (Vi)

Gegd™
eine Familie disjunkter nichtleerer offener und abgeschlossener Mengen in (27 bildet.
Wegen Q5 = UGegé”* Ug gilt auch Qf = UGegéQ)f Va.

Wir zeigen nun die Existenz einer Zahl k& € N U {0} derart, daf fiir beliebige zwei

Bausteine G1, Gy € Q(()z)_ und beliebige Parkettierungen P; € Vi, , P2 € Vg, gilt
[Gl # GZ] = [Pl\z(k) # PZ\Z(k)]' (3-1)

Die Familie (C(A)) acmo @z (mit Mo(27) := U, >0 Mo(22],7)) der zentrierten Zylinder
in Q7 bildet eine Umgebungsbasis der Topologie auf 2]. Folglich besitzen die offenen
und abgeschlossenen Mengen Vi, C QF (i = 1,2) Darstellungen als

Ve, = |J C(Ai(G)) mit Aj(Gi) € Mo(9f, k;(Gi))
j€d(Gi)
(k](Gz) €N, j€ J(Gz), 1= 1,2), wobei ‘J(Gz)’ < o0 (Z = 1,2).
Wir definieren k(G;) = max;cyq,) kj(Gi) (i = 1,2). Sind Py € Vg, und P2 € Vg,

i

beliebige Parkettierungen, so folgt fiir G; # G2 aus Vg, N Vg, = 0 auch
C(P1za) N O P2z ay) = 0

Das heiBt aber Py, ) # P2z, (0 =1,2).

Mit k := max (min(k(G1),k(G2)) | G1,G2 € QSQ)’) ist (3.1) somit fiir beliebige Baustei-
ne G1,Go € QSQ)_ und beliebige Parkettierungen P; € Vi, , P2 € Vi, bewiesen.

Setzt man

Bo:i={Pzw |PeVacCQ} (Gegd),
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so gilt gemifl Beweisteil 1.(b) Bg, N Bg, = 0 fiir beliebige Bausteine G1, Gy € QSQ)_ mit
G1 # Go. Auflerdem ist

Mo(@3,k) = | Be
Geg

richtig.

Die stetige Surjektion ¢ induziert mithin eine Surjektion F' : My(QF, k) — g((f)* vermoge
F(A) =G <<= AecBg (AeMu(,k)). (3.2)

Umgekehrt definiert F durch Fioo (P) := { (Fso(P)). | z € Z%} (P € QF) mit der Festle-
gung

(Fss(P)): i= 0" F((07*P)1z)) (2 € Z% (3.3)

eine Abbildung Fy, : QF — Q5. Es gilt (p(P)), = (Fx(P)). (Vz € Z4, VP € QF):

nach Definition der Mengen Vg (G € 962)7) ist (p(P))o = H genau dann richtig, wenn
P € V. Andererseits folgt aus P € Vi weiter P\ z(x) € By. Das heifit aber nach (3.2)
gerade (Fiu(P))o = F(Pizi)) = H.

Fiir z € Z4 2z # 0 ist wegen der Shift-Kommutativitit der Faktorabbildung ¢ folgende
Gleichungskette giiltig:

((P))z =0*(c™ 7 ¢(P))o = a*(p(c™*P))o
0" (Fo(07*P))o = 0 F((07*P)|z(k))
F(P)). (geméiB (3.3)).

(d) Es seien Teilparkettierungen M, ... , My € My(9Q7,k) (t € N) beliebig vorgegeben, so
daB 0@ c PM) (Vi = 1,... ,t) fiir gewisse Vektoren a(i) € Z¢ (i = 1,... ,t) und eine
gewisse Parkettierung P e Q7 richtig ist.

Dann gilt fir P?) = o(PM) € QO gemiB Definition von F : Mo(Q}, k) — QSQ)_ gerade

cOF(M;) e PP (Vi=1,...,t).

D. h., Bedingung (i) ist fiir jede natiirliche Zahl ¢ erfiillt.

Sind andererseits Bausteine Hy, ... , H; € QSQ)_ (t € N) und Vektoren a(1), ... ,a(t) € Z¢
beliebig vorgegeben, und ist P?) ¢ 25 eine Parkettierung mit o OH; ¢ PO
(i =1,...,t), so existiert wegen der Surjektivitit von ¢ eine Parkettierung PO ¢ 07
mit o(PM) = PP, Fiir die Teilparkettierungen M; := (afa(i)P(l))|Z(k) € Mo(Q3, k)
(i=1,...,t) gilt dann ¢®@M; ¢ PD) und F(M;) = H; (Vi=1,... ,t).

Damit ist auch die Giiltigkeit von (ii) fiir jedes t € N gezeigt.

2. Es mogen ein k € NU {0} und eine Surjektion F': My(Q7, k) — géQ)* existieren, so dafl die
Bedingungen (i) und (ii) fiir jedes ¢t € N erfiillt sind.
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(a) Wir definieren eine Abbildung ¢ : QFf — Q3 durch ¢(P) := { (p(P)). | z € Z¢} mit
(e(P)): :=0"F((6 " P)izw)) (2 €Z%PeQ)). (3.4)

Man beachte dabei, dafl wegen der Giiltigkeit von (i) fiir jedes ¢ € N das Bild ¢(P) fiir
jede Parkettierung P € )7 ein Element von €23 ist. Fiir beliebige Vektoren a, 2z € 7% und
beliebige Parkettierung P € Q7 gilt weiter

((poo®)(P)): = (@(Uap))z =" F((0*"P)1z()
= (0" ) z) = o ($(P))ea (nach (3.4))
= (0(¢(P)))= = (0% 0 ) (P))-
(b) Wir betrachten weiter das Urbild ¢~!(,[H]) einer Subbasismenge o[H] := { P?) € Q} |

oH e PP} (H e Q(()Q)_, a € 7%). Aus der Giiltigkeit von (ii) fiir ¢ = 1 folgt insbeson-
dere, da8 ¢ ~!(,[H]) nichtleer ist und die Darstellung

v alH]) = U C(o"M)
MeF—1(H)
als Vereinigung offener Mengen in Q] besitzt. Mithin ist ¢ eine stetige Abbildung.

(c) Angenommen, es existiert eine Parkettierung P € Qf mit =1 (P®) = §.
GeméB (ii) sind die Urbilder @‘1(C(P(2)|Z(Z))) (I = 0,1,...) séamtlich nichtleer. Wir
wéhlen fiir jedes [ € {0,1,...} eine Parkettierung P; € @71(0(7)(2)‘2(1))) aus und erhal-
ten so eine Folge {P; };>0 C Q. Diese Folge enthélt wegen der Kompaktheit von QF eine
in Q27 konvergente Teilfolge {7, },,~( mit dem Grenzelement P € 0.

Da ¢ eine stetige Abbildung ist, existiert der Grenzwert lim,, o, ©(P;,) und es gilt
lim (Py,) = ¢ lim P,) = p(PY).
Andererseits ist (C' (73(2)‘ Z(1,)))n>0 eine monoton fallende Mengenfolge mit

ﬂ C(PY z4,) = {PP}.

n>0

Wegen p(Py,) € C(P(2)|Z(ln)) (Vn > 0) gilt letztlich

p(PY) = lim o(Py,) € (] C(PPzq,)) = (PP},

n>0

d. h. o(PM) = P® im Widerspruch zur Annahme.

Die Abbildung ¢ : ] — Q3 ist somit stetig, shift-vertauschend und surjektiv, d. h., Faktor-
abbildung. |

Bemerkung 3.4 1. Ist ein Parkettsystem U5 = (z4, géQ)) topologischer Faktor des Parkettsy-
stems Qf = (7.4, 952)) vermdge der Abbildung ¢ : Q] — 5, so bildet  wegen ihrer Shiftkom-

mutativitit jede Parkettierung P e Q7] mit einer Periode a € 7% auf eine Parkettierung
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P2 = p(PW) in Q3 ab, die dieselbe Periode a € Z% besitat.

Diese Figenschaft liefert ein relativ einfaches notwendiges Kriterium fiir Faktorbeziehungen
zwischen Parkettsystemen. (Aus QU > Q3 folgt jedoch nicht, daf$ die Anzahl der Parkettierun-
gen einer festen Periode a € 7.9 in Q0 stets grofer oder gleich der Anzahl der Parkettierungen

mit der Periode a € Z% in Q3 ist!)

. Fiir Parkettsysteme diber dem Gitter Z' kann unter Verwendung von Satz 3.2 gezeigt wer-
den, daf$ jede periodische Parkettierung eines Foktorsystems ein periodisches Urbild besitzt
(zum Beweis siehe z. B. [64]). Diese Aussage ist fiir 7.%-Parkettsysteme der Gitterdimension
d > 1 nicht richtig, da fiir diese Dimensionen Baustein-Mengen existieren, die ausschliefSlich
nicht-periodische Parkettierungen erlauben (siehe insbesondere [54] zur Konstruktion solcher

Baustein-Mengen).
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3.2 Faktoruntersuchung fiir 1-dimensionale Quadersysteme — voll-

stdndige Charakterisierung

Wir suchen nach notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das Bestehen einer Faktorbezie-
hung zwischen ein-dimensionalen Parkettsystemen. Aus der Shiftkommutativitit von Faktorabbil-

dungen zwischen Z!-Parkettsystemen ergibt sich unmittelbar die folgende notwendige Bedingung.
Eigenschaft 3.5 Sind O = (Z', Qéi)) (1 = 1,2) ein-dimensionale Parkettsysteme mit Qf > Q5, so
gilt

[Per,(2},0% 10:) > 0 (p € N)] => [Per,(25,0% 15) > 0]. (3.5)

Satz 3.6 Ist Q* = (Z!, {1(7)}7xy) ein ein-dimensionales Quadersystem, so sind folgende Aussagen
richtig:

1. Fiir jede natiirliche Zahl n existiert genau dann eine Parkettierung P € Q* mit der Periode

n, wenn n eine Linearkombination der Bausteinlingen I(j), j =1,... ,m, ist.

2. Fir jedes n € N, n > l(m), gilt

* 1 - * 1
Per,, (Q*, 07 0+) = ZPern_l(j)(Q o 0+)- (3.6)
j=1

Beweis:

1. a) Die natiirliche Zahl n besitze folgende Darstellung als Linearkombination der Bausteinléingen

Wj),j=1,...,m: -
n:Zaj-l(j)
j=1

mit nichtnegativen ganzen Zahlen a;, j = 1,... ,m. Wir bilden mit ag := 0 und [(0) := 0 die

Teilparkettierung

A e U Uz{;g atl(t){a(k—l)l(j)Gj | k=1,...,a;},
j=1

aj >0

die das Intervall [0,n — 1] N Z! liickenlos ausfiillt. (Siehe auch Abbildung 3.1.)

.A 0 n—1

*—e O6—0 o6—o o—

G1 O'allng

Abbildung 3.1: Die fiir {I(j)}721 = {2,3,5} und n = 13 zu a1 = 4,a2 = 0,a3 =1
konstruierte Teilparkettierung A.

Folglich ist P := (J,cz, o™ A eine Parkettierung in Q* mit der Periode n.
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1. b)

2. a)

Es sei P eine Parkettierung in 2* mit der Periode n € N. Betrachtet wird die Teilparkettierung
A = Pjjo njnz1- Diese besitze die Darstellung A = {Hy, ..., H;} (t € N) mit den Bausteinen
H; =0%Gj) (2 € Zl,Gj(i) € Gp,i=1,...,t), wobei 21 < ...< z gelten moge.

Dann iiberdeckt H; den Nullpunkt 0 € Z! sowie H; den Punkt n € Z!. Da nach Voraussetzung
o"P = P gilt, folgt aus der Definition von A, dafl 6" H; = H; ist. Daraus folgt sofort ¢ > 1.
Weiter erhélt man, daf die Teilparkettierung A’ := A\{H;} = {H1,... ,H;—1} ein Intervall

der Lange n liickenlos ausfiillt. Das heifit aber gerade, es gilt

t—1
n= ().
i=1
Die Periode n € N ist somit eine Linearkombination der Bausteinlédngen I(j), j =1,... ,m.

Nach Teil 1. des Satzes gilt fiir n € N genau dann Pern(Q*,UZI‘Q*) > 0, wenn nichtnegative

ganze Zahlen aj, j = 1,... ,m, mit der Eigenschaft n = z;n:l a;l(j) existieren. Wir identi-
fizieren jede solche Linearkombination mit dem Vektor a := (ay,... ,a.) ihrer Koeffizienten

a; und betrachten die Menge

m
Z(n, Q%) :={a=(a1,... ,am) € NU{O}™ | n =D a;l(j) }.
j=1
Zur Bestimmung von Pern(Q*,JZI‘Q*) sind zu jedem a € Z(n,Q*) siamtliche Teilparkettie-
rungen aus je a; Bausteinen der Lange [(j) (j = 1,... ,m) zu untersuchen, die das Intervall

[0, — 1] N Z! liickenlos ausfiillen.

Dabei gibt es fiir die Anordnung der insgesamt L(a) := » 7", a; > 1 Bausteine in einer
solchen Teilparkettierung genau
L(a)!
f0) =
HT:1(GJ'!)

Mboglichkeiten.
Ist A = A(a) eine der f(a) moglichen Anordnungen von je a; Bausteinen der Lénge [(j)

(j =1,...,m) derart, daB8 [0,n — 1] N Z' ausgefiillt ist, so bildet
Pr(A) == " U oA
teZ

fiir jedes k € {0,... ,n — 1} eine Parkettierung in Q* mit der Periode n. Dabei gilt bei fester
Teilparkettierung A fiir k1, ke € {0,... ,n — 1}, ky # ko auch Py, (A) # Pr,(A).

Sind dagegen A; = {Hg),... ,Hg()a)} und Ay = {Hf),... ,Hf()a)} zwei zu a € Z(n,Q")
gehorige Teilparkettierungen mit der Eigenschaft

H§2) = O'vian) und  H® = UUHT(lf)1 (r=2,...,L(a)), (3.7)

(a)

wobei v € N die Lénge des Bausteines H ) bezeichnet, so gilt

L(a)

{Pr(A1) | k=0,... , n—1}y ={Pr(Az) | E=0,... ,n—1}.

79



2. b)

Abbildung 3.2: Zwei Teilparkettierungen A1, . A2 mit der Eigenschaft (3.7).

(Anschaulich bedeutet (3.7) gerade, dafl die beiden Teilparkettierungen A; und Ay durch
zyklische Vertauschung ihrer Elemente ineinander tiberfithrt werden kénnen. Man vergleiche

dazu auch Abbildung 3.2.)

Zu jeder der f(a) moglichen Anordnungen A von je a; Bausteinen der Lénge I(j)
(j = 1,...,m) derart, da [0,n — 1] N Z! ausgefiillt ist, existieren genau L(a) — 1 weitere
(zyklisch vertauschte) Bausteinanordnungen A’, die die gleiche Menge perodischer Parkettie-

rungen {Pi(A) | k=0,... ,n — 1} erzeugen. Mithin gilt

A . f(a)
Per,, (%, 0™ |o+) = Z n- T(a)’ (3.8)
a€Z(n,02*)

Sei eine natiirliche Zahl n > I(m) gegeben und j € {1,... ,m} fest gewihlt.

Dann gilt fiir jedes a € Z(n —1(j),€*), daB8 a + e; ein Element von Z(n,Q2*) ist. Weiter folgt
L(a)+1
L(a+ej)=L(a)+1 und f(a+ej)= f(a)- CE('I)*—H'
j

Unter Verwendung von (3.8) erhélt man

Sber, @ @)=Y Y i) 1
j=1

J=la€Z(n—1(5),22*)

I
NE

n_ gy, L@ 4
1 aez%m : ( 2 L(a) L(a)—-1

&76j€Z(n7l(j),Q*)

<.
Il

Man beachtet, daf fiir festes j € {1,... ,m} ein a € Z(n,Q*) nur dann in der zweiten
Summe auftritt, wenn a; > 0 gilt. Da aber a; als Faktor in jedem Summanden vorkommt,
kann auf die Einschréinkung a —e; € Z(n — l(j),Q*) verzichtet werden. Die Endlichkeit der

Summationsbereiche beider Summen sichert ihre Vertauschbarkeit, und man erhlt

I
~
—

>
Qs [~—
3
—~
S
|
o~
—
)
N~—
SN—
>
<

m . )
Z Pern,l(j)(Q s O’Z ‘Q*)
7=1
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In Hinblick auf Eigenschaft 3.5 stellt sich die Frage, welche Bedingungen zusammen mit (3.5)
hinreichend fiir das Bestehen einer Faktorbeziehung zwischen ein-dimensionalen Parkettsystemen
sind. Die Antwort auf diese Frage liefert ein Resultat aus der Theorie der (ein-dimensionalen)

Subshifts endlichen Typs.

Satz 3.7 (M. Boyle, [10]) Gegeben seien zwei ein-dimensionale Punktkonfigurationenrdume €;
(i = 1,2) mit ht(O’Zl‘Ql) > ht(UZl|Q2). Weiter sei jede Periode einer Konfiguration in Qq auch

Periode eines Elementes von Qs. Dann gilt (4, Uzlml) > (QQ,O‘ZI‘QQ).

Bemerkung 3.8 Der Beweis dieses Satzes benutzt insbesondere folgenden FEinbettungssatz von

W. Krieger (/37]):

Sei (Q’JZIIQ) ein topologisch mischender Z'-Punktkonfigurationenraum. Ist (€, Uzlm)
ein beliebiger 7.'- Punktkonfigurationenraum mit ht(UZI‘Q) < ht(azlm) und der Eigen-
schaft, daf fiir jedes n € N die Anzahl der Punkte in € mit der kleinsten Periode n nicht
grofier als die Anzahl der Punkte in Q mit minimaler Periode n ist, so ist (£, UZlm) 2U

einem Subshift von € topologisch konjugiert.

Durch Streichen und Hinzufiligen geeigneter Blocke kann zu einem beliebigen Punktkonfigurationen-
raum o, der die Voraussetzungen von Satz 3.7 erfillt, ein anderer Subshift gleicher Entropie kon-
struiert werden, so daf$ dieser den Periodizititsforderungen des obigen Finbettungssatzes geniigt.
Weiter wird die bekannte Zerlegung beliebiger ein-dimensionaler Punktkonfigurationenrdume in mi-
schende Bestandteile verwendet (vgl. dazu [16]).

Zu beachten ist jedoch, dafS die bei der Beweisfithrung konstruierten Punktkonfigurationenrdume
bzw. Subshifts im allgemeinen keine Interpretation als ein-dimensionale Parkettsysteme zulassen,
auch dann nicht, wenn die Punktkonfigurationenrdume Q1, Qs des Satzes topologisch konjugiert zu
Parkettsystemen sind.

Folgerung 3.9 Es seien zwei ein-dimensionale Quadersysteme QF = (71, Qéi)) = (z, {1®) (j)}gnz'l)
(i =1,2) mit ht(azlmi) > ht(JZI|Q§) gegeben. Dann gilt (Q“{,UZI|QT) > (QE’JZIIQE) genau dann,

wenn:

VG € g((]” 3 Teilparkettierung A(G) in Q5 @ G = U H. (3.9)
HeA(G)

Beweis:

1. Angenommen, es gilt (Q’{,azlms{) > (Q;,O’Z1|Q§) fiir die eindimensionalen Quadersysteme
O = (2%,6y") (i = 1,2) mit he(0”'10:) > he(0™ 'y
Nach Aussage des Satzes 3.6 ist jede Linge IV (j) (j = 1,... ,m;) eines Bausteines von Q*
Periode einer Parkettierung in €25. Aus dem Bestehen einer Faktorbeziehung (€7, UZ1|Q’{) >
(Q;,UZI|QS) folgt gemé&f FEigenschaft 3.5 auch Perl(l)(j)(QE,UZ1‘QE) > 0 fir jedes
jed{l,...,m}.

Wie im Beweis von Satz 3.6 gezeigt wurde, ist diese Eigenschaft dquivalent dazu, daf jeder
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Baustein Ggl) = [0,1M(4) — 1] N Z' durch eine Teilparkettierung .A(Gg-l)) (J=1,...,mp) in

25 ausgefiillt werden kann. D. h., es gilt Ggl) = () H.
J

UHeA(G

2. Es moge fiir jeden Baustein G € gé” eine Teilparkettierung A(G) in € derart existieren, dafl
G =Upea H gilt.
Dann ist jede Linge I(V(4), j = 1,... ,my, als Linearkombination der Bausteinlingen [ (k),
E =1,...,mg, in Qf darstellbar. Unter Verwendung von Aussage 1 des Satzes 3.6 folgt
daraus, daf8 jede Periode einer Parkettierung aus 2] auch Periode einer Parkettierung in €23
ist.
Mit Satz 1.33 folgt die Giiltigkeit von (97, O’ZI|Q’{) > (05, Uzlms) unmittelbar aus Satz 3.7.

Bemerkung 3.10 1. Man vergleiche Satz 2.19 zu hinreichenden Bedingungen fiir die Ord-
nungsbeziehung ht(O‘Z1|QT) > ht(azlmg) der Entropien gegebener ein-dimensionaler Quader-
systeme Q7, Q5. Allgemein kann fiir beliebige zwei ein-dimensionale Quadersysteme §27 und
Q5 durch Bestimmung der einfachen reellen Wurzel mazimalen Betrages des in Abschnitt
2.2.1 angegebenen Polynoms (2.5) entschieden werden, welches System die grofSere topologi-
sche Entropie besitzt.

Die Ezistenz einer ,zerlegenden® Teilparkettierung A = A(G) ist fiir jeden Baustein G € g((]”
nachprifbar, da die Menge QSQ) der Proto-Bausteine von 05 endlich ist. Man beachte au-
Berdem, daf$ die Existenz einer Teilparkettierung A(G) in Q5 mit G = UHE.A(G) H fir die
Gitterdimension d = 1 gleichbedeutend zur Darstellbarkeit der Linge des Bausteines G als

Linearkombination der Bausteinlingen des Quadersystems €25 ist.

2. Flir beliebige ein-dimensionale Parkettsysteme ist die Bedingung (3.5) nicht dquivalent zur
Ezistenz einer Teilparkettierung A(G) mit G = UHeA(G) H fiir jedes G € Q(()l). Ist beispiels-
weise QF = (2, {GMY}) mit dem Proto-Baustein G = {0,2}, so gilt Perp(QT,O'Zl‘Q’{) >0
fiir alle Zahlen p = 4n mit n € N. Folglich erfiillt das Quadersystem Q% = (Z',{I}) mit | = 2
die Bedingung (3.5). Dagegen existiert offenbar keine Teilparkettierung .A(G(l)) in Q5 mit
G(l) = {0, 2} = UHeA(G’(l)) H.

3. Es lassen sich leicht Beispiele wvon ein-dimensionalen Quadersystemen Q7,5 mit
ht(O’Zl‘Q’l‘) > ht(O’Zl‘Q;) finden, die die ,Zerlegungsbedingung® (3.9) nicht erfiillen. Eben-
so existieren Quadersysteme U, mit ht(azlmt) < ht(O‘ZI‘QE), die der Bedingung (3.9)

geniigen.

Zu untersuchen bleibt das Bestehen von Faktorbeziehungen zwischen ein-dimensionalen Quadersy-
stemen gleicher Entropie. (Man vergleiche in diesem Zusammenhang die Aussagen zur Gleichheit
der topologischen Entropie ein-dimensionaler Quadersysteme in Abschnitt 2.2.1, insbesondere in
Satz 2.23.) Dazu ist der folgende Satz von B. Kitchens ([36]) hilfreich, der eine notwendige Bedin-
gung fiir eine Faktorbeziehung zwischen topologisch transitiven Z!'-Punktkonfigurationenriumen

gleicher Entropie angibt.
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Satz 3.11 (B. Kitchens, [36]) Sind Q; und Qs topologisch transitive Z'-Punktkonfigurationen-
rdume mit ht(O’Zl‘Ql) = ht(azl‘m), so folgt aus dem Bestehen einer Faktorbeziehung 1 > o,
daf$ das charakteristische Polynom Ay(Q9)(x) von Qo modulo x das charakteristische Polynom
Ao(21)(z) von 1 modulo x teilt.

Bemerkung 3.12 Nach  Satz 2.283  besitzen  zwei  ein-dimensionale  Quadersysteme
O = (Zl,{l(i)(j)}zzl) (i = 1,2) mit 1D (my) > 1P (my) genau dann die gleiche topologische
Entropie, wenn ein Polynom p(x) = >, x% mit Parametern ap = 0 < a1 < ... < ap € N,
n € NU{0} derart ezistiert, dafi Ao(27)(x) = p(z) - Ao(25)(z).

Ezistiert ein solches Polynom p(z) , so kann fir n > 0 die Menge {1V (5)}

mi

iz der Bausteinlingen

von Q] dargestellt werden als

WG = [Ufan —ang +1PF) [ k=1,... ;ma}\{an —ap [p=0,... ,n— 1},
q=0

Weiter gilt mi = (n+ 1)(mg — 1) 4+ 1.

Beispiel 3.13 1. Gegeben sei ein ein-dimensionales Quadersystem Q0 = (Z1,{1(5) ) mat
m > 1 Proto-Bausteinen. Wir wihlen ein jo € {1,... ,m} derart, dafi die Vereinigung

Gy = {Uk) [k =1, m,k # jo} U{lGo) +1(k) | k=1,... ,m}

disjunkt ist. (Dies ist insbesondere fiir jo = m erfillt.)

Fiir das charakteristische Polynom modulo x des Quadersystems Q0 = (Z',{i(j) ;’11) gilt
Ao(Q)(z) = (2190) + 1) Ag(Q*) (). Mithin sind die topologischen Entropien von Q und Q*
gleich, auferdem ist die notwendige Bedingung fiir eine Faktorbeziehung zwischen transitiven
ein-dimensionalen Parkettsystemen aus Satz 3.11 erfiillt.

Wir zeigen Q* > QF durch Konstruktion einer stetigen, shiftvertauschenden Surjektion
@ QO — QF:

Mit der Festlegung a1 := l(jo) und ag := 0 besitzt jede Bausteinlinge 1(j) (j =1,... ,1m) von
Q* eine Darstellung als Summe 1(j) = a1 — aq + I(k), wobei ¢ € {0,1} und k € {1,... ,m}
nach Voraussetzung an jo eindeutig bestimmt sind.

Damit definieren wir eine Abbildung ¢ : Q* — Q* wie folgt als ,stickweise® Zerlegung
der Bausteine jeder Parkettierung P € Q*: ist H € P ein Baustein der Linge l~(]) =
ap —ayp +U(k) = U(k) mit k € {1,... ,m}, k # jo, so wird dieser durch ¢ auf sich abge-
bildet; besitzt dagegen H € P die Linge 1(j) = a1 — ag+ (k) = 1(jo) +1(k) (k € {1,...,m}),
so wird dieser Baustein in die hintereinander angeordneten Bausteine der Lingen l(jo) und

l(k) ,zerlegt® (siehe Abbildung 3.3).
Die vermége ©(P) = Upep w(H) (P € Q*) definierte Abbildung ¢ : 0 — QF ist offenbar

shiftvertauschend und stetig.
Zum Beweis der Surjektivitit von ¢ beachte man, daff durch ¢ jede Teilparkettierung
A = 0*{G,,,d'00GL} (k€ {1,...,m}, z € ZY) in Q* als Bild eines Bausteines oG mit
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l H=0°Gs
e(P) 0 . — o e

o(H) = 0*{G3,0%G1}

Abbildung 3.3: Zur Definition der Abbildung ¢ als ,,Zerlegung* von Bausteinen am
Beispiel von Q* = (Z',{3,6,8}) und Q* = (Z*,{3,6,11,14,16}) (jo = 3).

1(5) = 1(o) + (k) auftritt. Zusammen mit o(H) = {H} fiir alle Bausteine H € P € Q* der
Linge I(5) € {l(k) | k=1,... ,m,k # jo} folgt daraus die Surjektivitit von .
2. Wihlt man fiir ein gegebenes ein-dimensionales Quadersystem Q* = (Z', {1(5) ;”:1) mitm > 1

zwei Zahlen jo, 71 € {1,... ,m} derart, daf die Vereinigung

{IGY = U w3y u [ {Go) + 1)} u [ {1G0) +1G1) + 1(k)}
k=1 k=1 k=1
k#jo k#3j1

aus 8 disjunkten Teilmengen besteht, so besitzt das ein-dimensionale Quadersystem

Q* = (2, {1(4) j“:l) die gleiche topologische Entropie wie Q*, und es gilt
o) (@) = (2 + 2% +2%) - Ag(9) ()

mit ag = 0, a1 = 1(j1), a2 = I(jo) + 1(j1)-
Das in Teil 1 vorgestellte Verfahren zur Konstruktion einer Faktorabbildung ¢ : QF — QF laft

sich entsprechend fortsetzen.

Satz 3.14 Fir zwei ein-dimensionale Quadersysteme € = (Zl,{l(i)(j)}?zl) (1 = 1,2) mat
ht(UZlms{) = ht(O’Zl‘Q;) gilt Q5 > QF genau dann, wenn das charakteristische Polynom Ag(§23)

von Q5 modulo = das charakteristische Polynom Ao (§2}) von QF modulo x teilt.

Beweis:

1. Angenommen, es gilt 2} > Q3 und ht(O‘Zl‘QI) = ht(azlmg). Dann folgt aus Satz 3.11 unter
Beachtung von Satz 1.33 und der topologischen Transivitéit ein-dimensionaler Quadersysteme

(vgl. Bemerkung 2.11 2.) die Existenz eines Polynoms p(x) € Z|[x] derart, daf gilt Ag(Q7)(z) =
p(x) - Ao (3) ().

2. Wir nehmen an, die ein-dimensionalen Quadersysteme Qf = (7', {1) (1)}i2y) (i = 1,2) be-
sitzen die gleiche topologische Entropie und es gilt Ag(27)(x) = p(x) - Ap(2%5)(2) mit einem
Polynom p(x) € Z|x].

Aus der Gleichheit der Entropien beider Quadersysteme folgt, dafi das Polynom p(z) die

Struktur p(z) = > 2% mit Parametern 0 =: ap < a1 < ... < a, € Z,n € NU {0} derart
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besitzt, dal die Bedingungen 1. und 2. des Satzes 2.23 erfiillt sind. Fiir n = 0 ist p(x) = 1, und
die beiden Quadersysteme ] und €25 sind identisch. Dann gilt insbesondere auch Q7 > Q3.
Im folgenden werde n > 0 vorausgesetzt. Bezeichnen fiir jedes ¢ € {0,...,n — 1} mit
p(q) € {g+1,... ,n} den Kleinsten Index p derart, daB a, —a, € {{P(j) [j=1,... ,ma} gilt.
(Ein solcher Index p existiert geméfl Bedingung 1. in Satz 2.23 stets.) Speziell gilt p(n—1) = n.
Wir definieren eine Abbildung ¢ : {0,... ,n} — {0,... ,n} vermoge

9(y) 2:{ ply) : ye{0,...,n—1}

n o Yy=n

} (y €{0,... ,n}).

Dann existiert fir jedes ¢ € {0,...,n — 1} eine kleinste natiirliche Zahl ¢ = i(g) mit
"9 (q) = n, wobei g*(-) fiir jedes k € N die k-te Iterierte von g bezeichnet. (Wir verein-
baren auBlerdem ¢%(y) :=y (Vy € {0,... ,n}).) Insbesondere gilt dann i(q) < n — ¢ fiir jedes
qgef{0,...,n—1}

Damit 148t sich jede Differenz a, — a4 (¢ =0,... ,n — 1) als Summe
i(q)
Up — Qg = Z(agh(q) — (lgh—l(q)) (310)
h=1
schreiben.

Nach Satz 2.23 gilt

WG = [Ufan —ag +1P(k) [ k=1,... ;mo} N\ {an —ap [p=0,... ,n—1}.
=0 (3.11)

Folglich existieren fiir jede Quaderlinge I(V(4) (j = 1,... ,my) Zahlen ¢ € {0,... ,n} und
ke {1,... ,ma}, so daB gilt IV (j) = a, — a, + 1P (k). Mit der Festlegung i(n) := 1 kann
man somit geméfl (3.10) schreiben

i(q)

1) = Z(agh(q) —agi-i(g) + 12 (k).
h=1

Fiir ¢ < n ist nach Definition der Abbildung g jeder Summand Agh(q) — Ggh—1(q) gleich einer
Quaderlinge 1@ (j(h)), j(h) € {1,... ,ma}, von Q5. Wir benutzen die Darstellung
I0@G) =123(i(@) + .. +1PGW) +1P k) (g<n) (3.12)

zur Konstruktion einer Faktorabbildung ¢ : Q] — Q3 als ,stiickweise Zerlegung® von Bau-
steinen. Dabei ist in Hinblick auf die Surjektivitéit dieser Abbildung noch die Moglichkeit
der Nicht-Eindeutigkeit der Darstellung (3.10) (und damit auch der Nicht-Eindeutigkeit
von (3.12)) zu untersuchen. Aus (3.11) folgt unmittelbar, daB eine Bausteinlinge 1()(5)

(7 €{1,... ,mq}) genau dann zwei Darstellungen

ID() = an — ag, + 12 (k;) (i=1,2)
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mit ¢1 < g2 € {1,... ,n}, k1 # ko € {1,... ,ma} besitzt, wenn ein r € {0,... ,n—1} existiert,
so daB 1M (j) = a, — a, richtig ist. In diesem Fall gilt a,, — a, = I?(k;) (i = 1,2). Wegen

g(r) = q1, wihlen wir die Darstellung

i(q2)
l(l)(j) = ap — Gg, + 1(2)(/€2) = Z(agh((p) — agh—l(qQ)) + 1(2)(/€2)
h=1
fiir die Konstruktion von .
Ist H € G ein Baustein der Gestalt H = 02G§1) mit z € Z1, G§1) = Q(()l), so definieren wir
o {GP} = {H} 1) = ap — ag + 1P (k) mit g=n
p(H) = \ ,
az{Gg.(z(q)), . ,a“"*“qGé )} 2 AW G) = ap —ag +1P (k) mit g<n

(vgl. auch Abbildung 3.4).

® & & & & & L L L, L L L L L *—o—o

'(12 - a'1 =10 'al - a:) =8 12(3)=3

Abbildung 3.4: Die Definition von ¢ als stiickweise Zerlegung von Bausteinen fiir
O = (24,{3,5,8,10}) und p(z) = '® + 2® + 1 am Beispiel von [V (j) = 21 =
as — aog + l(2) (3)

(Dabei wird entsprechend der oben gemachten Bemerkung fiir die Darstellung l(l)(j) =
an — ag + 1@ (k) mit ¢ < n stets das groBte mogliche ¢ gewihlt.)

Die verméoge ¢(P) := Ugep p(H) (P € QF) induzierte Abbildung ¢ : Qf — Q3 ist offen-
bar stetig und shift-kommutierend. Zum Beweis der Surjektivitdt beachte man zunéchst die

Giiltigkeit von

{1(2)(k)7k =1,... 7m2}\{an — Qr ’g(?“) :n} - {l(l)(j) ‘]: L... 7m1}'

Da jede endliche Teilparkettierung in €23, deren erster Baustein eine Linge a, — a, mit
r € {0,...,n—1 | g(r) = n} besitzt, als Ausschnitt des Bildes einer gewissen Teilpar-
kettierung in €] unter ¢ auftritt, ist die Abbildung ¢ auch surjektiv. |
Folgerung 3.15 Zwei ein-dimensionale Quadersysteme Qf = (Zl,{l(i)(j)};n:il) (1 = 1,2) sind
genau dann schwach konjugiert, wenn ihre Proto-Baustein-Mengen identisch sind, d. h., wenn

(WG = (@ G)yr2, gitt.

Folgerung 3.16 1. Jedes ein-dimensionale Quadersystem Q* ist nichttrivialer Faktor von un-

endlich vielen ein-dimensionalen Quadersystemen der gleichen Entropie.

2. Jedes ein-dimensionale Quadersystem Q* besitzt hochstens endlich viele Faktor-Quadersysteme

gleicher Entropie.
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Bemerkung 3.17 1. Man beachte, dafi aus der Teilbarkeit des charakteristischen Polynoms
Ao (Q7)(x) von QF modulo x durch das Polynom Ay(2%)(x) bereits die Giltigkeit von (3.5)

folgt.

2. Bedingung (3.5) ist fiir eine Faktorbeziehung ein-dimensionaler Quadersysteme gleicher En-
tropie notwendig, aber nicht hinreichend.
Beispielsweise haben die Quadersysteme Q0 = (Z',{3,5,8}) und Q% = (Z',{3,5,11,13,16})
die gleiche Entropie und erfiillen Bedingung (3.5). Es gilt aber Q5 # €%, da die in Satz 3.14 an-
gebene notwendige Bedingung an die charakteristischen Polynome Ao(Q3)(z) und Ao(€%)(x)

von Q7 und Q5 modulo x nicht erfillt ist.

3.3 Faktoreigenschaften von ein- und mehrdimensionalen Quader-

systemen — qualitative Unterschiede

Im vorangegangenen Abschnitt 3.2 ist es gelungen, eine vollstdndige Charakterisierung fiir Faktor-
beziehungen zwischen ein-dimensionalen Quadersystemen anzugeben. Fiir zwei- und héherdimen-
sionale Quadersysteme ist ein solches Resultat aus verschiedenen Griinden nicht zu erwarten. Zum
einen wird im Beweis von Satz 3.7 entscheidend von der ein-dimensionalen linear geordneten Struk-
tur der Elemente ein-dimensionaler Konfigurationenrdume und der damit verbundenen einfachen
Charakterisierung topologischer Mischung Gebrauch gemacht. Zweitens ist fiir Gitterdimensionen
d > 1 die topologische Entropie erheblich schwerer zu bestimmen als im Fall d = 1 (vgl. insbeson-
dere die Untersuchungen in Abschnitt 2.2.2).

Ausgehend von der Beschreibung d-dimensiomaler Quadersysteme verschwindender topologischer
Entropie in Satz 2.36, wenden wir uns im folgenden der Untersuchung von Quadersystemen zu,
die ein Faktor-Quadersystem der topologischen Entropie 0 besitzen. Bereits fiir diese spezielle
Fragestellung werden wesentliche qualitative Unterschiede zwischen ein- und mehrdimensionalen

Quadersystemen aufgezeigt.

Satz 3.18 FEin ein-dimensionales Quadersystem Q5 = (Z',{I®}) der Entropie ht(aZlm;) =0

ist genau dann topologischer Faktor des ein-dimensionalen Quadersystems Q0 = (Z', {1V () T:ll),
wenn die Linge ¥ des einzigen Bausteins in 0 jede Bausteinlinge IV (5) (j = 1,... ,my) von
QF teilt.
Beweis:

1. Es gelte Q] > Q3. Dann gilt gem&8 Eigenschaft 3.5 fiir jedes p € N mit Perp(Q“{,JZlmxf) >0
auch Perp(Q’g,aZlm;) > 0. Nach Satz 3.6 ist Perp(Q’{,aZHQT) fiir festes p € N genau dann
positiv, wenn nichtnegative ganze Zahlen aj, (j = 1,...,m;) existieren, so da8
p=Y" 0y 1) s,

Andererseits ist p € N genau dann Periode einer Parkettierung in €235, wenn sie ein Vielfaches

der einzigen Bausteinlinge [@ ist, d. h., wenn p = a - [ fiir geeignetes a € N gilt. Mithin ist
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die in 3.5 angegebene notwendige Bedingung fiir eine Faktorbezichung Q7 > (25 genau dann

erfiillt, wenn [ ein Teiler jeder Linge [V (5), 5 =1,... ,my, ist.

2. Angenommen, [(?) ist ein Teiler von [(V(j), Vj = 1,... ,my. Dann gilt a; := [V (5)/1?) € N
fiir jedes j =1,... ,mq.
Wir definieren eine Abbildung ¢ : Qf — QF durch die Festlegung o(P) := Ugep ¢(H)
(P € QF) mit

o(H) := O'Z{O'kl(Q)G@) |k=0,...,a; -1} < H= O'zG§~1) (z € Z,Gg»l) € gél))
(3.13)
(Vgl. Abbildung 3.5.)

H = oG\ mit 1 (j) = 12

. o {GP), ... 09GP}

Abbildung 3.5: Zur Definition der Abbildung ¢ : Qf — Q3 fiir Q3 = (Z*, {{®}) mit [? = 3.

Die so definierte Abbildung ¢ ist offenbar shift-vertauschend und surjektiv. Die Urbilder von
Subbasismengen in (23 sind als Vereinigung von Subbasismengen in 2] offene Mengen. Mithin

ist ¢ stetig und somit Faktorabbildung von Q7 auf (25. [

Bemerkung 3.19 Die im Beweis von Satz 3.18 angegebene Faktorabbildung ¢ kann als ,sliding-
block-code“ Fo, mit einer Blockabbildung F : Mo(Q7,0) — g((f)’ aufgefafit werden. Dies laf$t sich
wegen Moy(27,0) = {{H}|H € Q(()l)_} so interpretieren, dafl jedem Baustein einer Parkettierung

in ()] unabhéngig von der Linge seiner Nachbarbausteine ein Baustein in G®@ zugeordnet wird.

Wir wenden uns nun der Frage nach Faktor-Quadersystemen verschwindender topologischer Entro-
pie fiir Quadersysteme iiber dem Gitter der Dimension d > 2 zu. Dabei ist zu beachten, dafl
d-dimensionale Quadersysteme der Entropie O fiir d > 1 im Gegensatz zu d = 1 nicht endlich sind,
sondern aus unendlich vielen Orbits endlicher und unendlicher Gréfe bestehen (vgl. auch Abschnitt

2.2.2.1).

Bemerkung 3.20 Zur Untersuchung von 7Z.%-Parkettsystemen mit d > 2 hinsichtlich des Fak-
torbegriffs (aber auch in Hinblick auf Eigenschaften wie Transitivitit oder Mischung) bietet sich
eine Reduzierung der Gitterdimension des zu betrachtenden Parkettsystems an. Dazu kann die im

folgenden Lemma beschriebene Projektionsabbildung verwendet werden.

Lemma 3.21 (K. Hisler,[27]) Seien j € {1,...,d} und ein Vektor v = (vi,...,vq) mit
v,=1,Vi=1,...,d,1# j, und v; = b; > 1, b; € N vorgegeben. Dann wird durch

p(J)(b])(x) = (bjyla . ,bjyjflabjythla . abjyd) <~
r=y+k-v mitkeRy=(yy,...,yq) € R, wobei y; =0, (3.14)
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eine Abbildung p(j)(bj) : 24 — 7971 definiert.

Lemma 3.22 ([27]) Ist Q* = (74 Gy) (d > 2) ein Parkettsystem der Ordnung (o1, .. ,04), s0 sind
fir jedes j € {1,...,d} und jede natiirliche Zahl b; > max(o; | i = 1,... ,d) folgende Aussagen
richtig:

1. fir jeden Baustein G € Gy und jede Gerade h(t) =y+t-v (t € R) gilt |GNh| < 1.
2. 1Gl = PV (5;)(G), VG € Go.
3. fiir beliebige zwei Bausteine G, H € Gy, G # H gilt pY)(b;)(G) # pW) (b;)(H).

Bemerkung 3.23 Man beachte, dafi das Bild p\9)(b;)(G) eines Bausteines G C Z¢ im allgemei-
nen eine nicht-zusammenhdngende Teilmenge des Gitters 791 bildet. Weiter iiberzeugt man sich,
beispielsweise durch Untersuchung von Verschiebungen in Richtung e;, davon, daf die Projektion
pY9)(b;) micht mit dem Shift vertauscht.

Definition 3.24 Es sei Q* = (Z9,Gy) ein Z%-Parkettsystem der Ordnung (o1,. .. ,0q). Dann wird
fir je{1,... ,d} und bj > max(o; |i=1,...,d), bj € N, das Parkettsystem

PP (0)(Q%) = (271, (V) (0;)(G) | G € Go})
die Projektion von Q* auf das Gitter Z2~! genannt.

Bemerkung 3.25 Man beachte, dafi die Definition 3.2 den Fall p¥)(b;)(Q*) = 0 nicht aus-
schliefSt. In der Tat ist beispielsweise fiir das zwei-dimensionale Quadersystem Q* = (Z2,{l}) mit
1= (2,3) die Projektion p'® (4)(Q*) leer, da der Bildbaustein p® (4)(G) = {—2,—1,0,2,3,4} keine
Parkettierung des Z' erlaubt (siehe Abbildung 3.6).

Weiter ist der Nullpunkt 0 € 79 in den projizierten Bausteinen pY)(b;)(G) (G € Go) im all-
gemeinen nicht an lexikographisch erster Stelle enthalten. Man beachte in diesem Zusammenhang

Bemerkung 1.26 2. zu einer alternativen Definition des Begriffes Parkettsystem.

h(t) = (0.5,0)+t-v, t €R
[ [ ) [ [ )

.« o P2 (b2) P (52)(G)

| Je o o -2 2

* / e o
Abbildung 3.6: Die Wirkung der Projektion p® (bs) : Z¢ — Z97! fiir by = 4 auf den
Quaderbaustein G. Das projizierte Parkettsystem Q* := (Z', {p® (b2)(G)}) ist leer.
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Beispiel 3.26 Wir betrachten ein zwei-dimensionales Quadersystem Q* = (Z2, {L(7)}7L1). Dann
gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen by, > max(l;(j) —1|i=1,2,7=1,... ,m) (k= 1,2) gerade

l2(j)-1

PG = | {kby—l@) +nln=1,..,4h()} (3.15)
k=0
l1(5)—

PP )G = | {kbz—lz Dtnln=1,... ()} (3.16)
k=0

Das heift, ein Quader der Ausdehnung 1(5) = (11(§),12(§)) wird durch die Projektion pV)(by) abge-
bildet auf eine aus la(j) ,Segmenten® (das sind Intervalle in Z1) der Linge 11(j) bestehende Teil-
menge von 7', wobei zwei aufeinanderfolgende Intervalle durch eine ,Liicke“ der Grofe by — 11(j)

voneinander getrennt sind. Analog besteht das Bild p(2)(b2)(Gj) aus 11(j) Segmenten der Linge
l2(j), die durch Liicken der Ausdehnung by — l2(j) getrennt sind. (Vgl. auch Abbildung 3.6.)

Satz 3.27 ([52]) Fiir beliebige zwei Z.%-Parkettsysteme Q% und 3 sind folgende Aussagen richtig
L [Qf 2 9] = [pV(0)(0]) #0 <= pD)(b;)(Q) # 0, V]
2 [PD0)(Q) #0,i=1,2] = [2f > Q5 = plP(0))(2]) = pV) (b;)(2)].

Satz 3.28 Ist das zwei-dimensionale Quadersystem Q* = (Z2,{l}) nichttrivialer Faktor eines Qua-

dersystems QF = (22, {1 (j )}i2y), so sind folgende Bedingungen erfiillt:

(1.) Fiir jeden Baustein G(-l) € g((]” existiert eine Teilparkettierung A = .A(G(-l)) in QO mit

J
m _
G; UHeA(G“>)H
(2.) d(¥*) > 1 und [d(Q*) >1 = my > 1].
(3.) Existiert eine Koordinatenrichtung i€ {1,...,d}(= {1,2}) mit l; = 1, so gibt es einen

Baustein G( ) € QO , dessen Ausdehnung l( )( ()) in die i-te Koordinatenrichtung ebenfalls
gleich 1 ist. Im Fall my =1 gilt auferdem 1™V (j(i)) # L.

Beweis: Es sei ()* ein nichttrivialer Faktor von 2] vermége der Faktorabbildung ¢ : Q7 — Q.
Die Nichttrivialitdt der Faktorbeziehung ist gleichbedeutend mit Q* # QF und Q* # €, wobei
Qf = (2%,{{0}}) das triviale d-dimensionale Parkettsystem bezeichnet. Die letzte Bedingung ist
dquivalent zur Forderung d(2*) > 1.

1. Aus der Shiftkommutativitdt von ¢ folgt fiir jedes j = 1,... ,m; die Existenz einer Parket-
tierung R; € Q* mit den beiden Perioden a((j) := l( )( e; (i=1,2).
Andererseits existiert nach Folgerung 2.30 genau dann eine Parkettierung R € Q* mit den
Perioden b¥) = bie; (b; € N,i = 1,2), wenn fiir jedes i € {1,2} die Zahl b; ein Vielfaches der
Ausdehnung [; ist. Mithin existieren fiir jedes j = 1,... ,m natiirliche Zahlen «;(j), i = 1,2,
derart, dafl lgl)(j) =a;(j)l; (1 =1,2) gilt.
Die aus aq(j)az(j) achsenparallel verschobenen Quadern der Ausdehnung [ gebildete Teil-

parkettierung

AG) = fo Wtk | by =0, o) ~ 1, =1,2}
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erfiillt die Bedingung G\ = w, H. (Vgl. auch untenstehende Abbildung 3.7.) Damit
J HeA(GY)
J

Abbildung 3.7: Zur Konstruktion der Teilparkettierung A(G;l)) fiir IV(5) = (6,6)
und [ = (3,2).

ist die Giiltigkeit von (1.) gezeigt.

. Zum Beweis von Bedingung (2.) ist nur noch der Fall d(Q*) = 2 zu untersuchen.
Angenommen, es ist m; = 1. Nach Beweisteil 1. existieren natiirliche Zahlen «y,ay derart,
daB IV (1) = (e ly, asly) gilt. Wegen QF # Q* ist dabei (ay, ag) # (1,1).

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte asls = max (ayly, asly). Wir betrachten mit
by = anly + Iy die Projektionen p® (by)(€25) und p® (b2)(2*) der Quadersysteme QF und Q*
auf das Gitter Z!.

GemiB Beispiel 3.26 setzt sich der Baustein p(® (by)(G) aus I; Segmenten der Linge lo zu-
sammen, die jeweils durch Liicken der Groflie by — l9 = aigly > 0 voneinander getrennt sind.
Mithin bilden s + 1 hintereinander angeordnete Bausteine vom Typ p? (b2)(G) eine zusam-
menhéngende Bausteinanordnung A der Linge (aa+1)l3l; = baly. (Vgl. auch Abbildung 3.8.)
Offenbar bildet P := J,c;, 0¥ %211 A cine Parkettierung des Z!, d. h., es gilt p(® (by)(Q*) # 0.
Der Baustein p(2)(b2)(G§1)) besteht dagegen aus ajly > 1 Segmenten der Linge asls, die

l1 Segmente

N T

e L] L] L] L] L] L] *r—e L] L] L] L] L] L] e p(2) (b2) (G)

Liicke der Grofie asls

-5 * e e p@ () (GY)

a1l; Segmente der Linge asls

Abbildung 3.8: Die Bilder p® (b2)(G) und p(2)(b2)(G§1)) fir L = (3,2), IV(1) = (6,6) und
bo = aizls + 1o = 8.

jeweils durch Liicken der Grofie by — asly = ls > 0 voneinander getrennt sind. Damit ist
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p® (b2) (%) genau dann nichtleer, wenn die Liicken zwischen aufeinanderfolgenden Segmen-
ten durch endlich viele Segmente auffiillbar sind. Dies ist genau dann moglich, wenn die
LiickengréBe I durch die Segmentlinge sl teilbar ist. Mithin gilt p3)(by)(QF) # 0 genau
dann, wenn as = 1 ist.

Wegen p®) (bo)(2*) # 0 folgt gemiB Satz 3.27 aus dem Bestchen einer Faktorbezichung
Q7 > QF, daB ap = 1 gelten mu$.

Wir betrachten im folgenden die Projektion p(l)(bl) fiir geeignetes b; € N und zeigen a; =1
im Widerspruch zur Voraussetzung (g, as) # (1,1).

Sei by := C' - ayly + 11, wobei die Konstante C' € N so gewéhlt wird, dafl C' - aqly > lo — 1 gilt.
Man iiberpriift analog zur Projektion p(® (by) die Existenz einer Parkettierung in p() (b1 )(Q2*).
Weiter ist p™) (b;)(Q%) genau dann nichtleer, wenn die Linge a1l; der Segmente des Bildbau-
steines p(l)(bl)(Ggl)) ein Teiler der Grofle ((C' — 1)ay + 1)I; der Liicke zwischen aufeinander-

folgenden Segmenten ist, d. h., wenn oy = 1 gilt.

Nach Satz 3.27 folgt aus 2] > Q* auch a; = 1 im Widerspruch zur Voraussetzung Q7 # Q*.
Mithin ist die Annahme m; = 1 falsch, womit die Giiltigkeit von [d(Q2*) > 1 = m; > 1]
gezeigt ist.

. Es gelte d(2*) = 1. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit wird [y = 1 angenommen.
Dann liefert geméfl Beispiel 3.26 die Projektion p(2)(b2) fiir jedes hinreichend grofie by € N
das Bild

PP 02)(G) = {~la+1,-la+2,...,0},

das heifit, einen zusammenhingenden Baustein der Linge lp. Mithin gilt p( (by)(Q*) # 0
unabhéngig von der speziellen Wahl von bs.
Sei nun speziell

by=1+C- m 1V (k)

=1...,m1

wobei C' € N so gewihlt wird, dafl by > max (lgl)(j) |7=1,... ,my,i=1,2) gilt. Nach Teil
1. des Beweises existieren fiir jedes j = 1,... ,my natiirliche Zahlen a;(j), a2(j) derart, dafl
1)) = (a1 (), a2(j)la) ist.
Gemaéf Beispiel 3.26 besteht dann das Bild p(2)(bg)(G§-1)) des Proto-Bausteines mit der Aus-
dehnung L(l)(j) aus a1(j)l1 = a1(j) Segmenten der Lénge aso(j)le, die jeweils durch Liicken
der Grofle

by —agle =19 - (C - |, tmax ag(k) — as(j)) + 1

=1,...,m1
voneinander getrennt sind.

Da jede Segmentlinge lél) (7) ein Vielfaches der Zahl I > 1 ist, kann keine dieser Liicken durch
Kombination von Segmenten der Léngen as(k)ly, kK = 1,... ,mq, ausgefiillt werden. Mithin
ist die Projektion p® (by)(€%) genau dann nichtleer, wenn ein j(1) € {1,...,m;} derart
existiert, dafl der Bildbaustein p(2)(bg)(G§.8)) zusammenhéngend ist. Das ist gleichbedeutend

damit, dafl die Zahl «;(j(1)) der Segmente von p(2)(bg)(G§.8)) gleich 1 ist.
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Somit folgt gemaB Satz 3.27 aus Q] > Q* und [} = 1 die Existenz eines Bausteines Gg.g) in

Q(()l) mit lgl)(j (1)) = 1. Ist m; = 1, so mufl wegen der vorausgesetzten Nichttrivialitit der
Faktorbeziehung 1V (j(1)) # [ gelten. [ |

Bemerkung 3.29 1. Fiir dreidimensionale Quadersysteme Q0 = (Z3,{1}) mit d(2*) > 1 sind
die Bedingungen (1.) — (3.) in Satz 3.28 fiir das Bestehen einer nichttrivialen Faktorbeziehung
QF > QF mit QF = (7, {L(l)(j)};ﬂ:ll) ebenfalls notwendig.
Der Beweis der Notwendigkeit der drei Bedingungen wird analog zum Fall der Dimension
d = 2 gefiihrt, fiir Bedingung (2.) ist jedoch die zweimalige Anwendung einer geeigneten Pro-

jektionsabbildung zu betrachten:

Der Beweis von (2.) erfolgt indirekt. Angenommen, es ist mqy = 1 richtig. Gemdf} (1.) exi-
stieren natirliche Zahlen oy, os, as mit é(l)(l) = (a1ly, agla, asls), wobei wegen der Nichttri-
vialitit der Faktorbeziehung (aq, a9, as) # (1,1,1) gelten muf.

Ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit sei cily = max(agl; |1 =1,2,3).

Setzt man by := a1ly + 11, so liefert die Projektion p(l)(bl) die Bildbausteine:

aglo—1 aglyg—1

p(l)(bl)(Ggl)) = U U {(blkﬁg — a1l + 1, b1ks — aqly + 1), - ,(blkg, blkg)}
ko=0 k3=0

la—1 I13—1

p(l)(bl)(G) = U U {(blkg -l +1,b1ks — 11 + 1), .. ,(blkz, blkg)}.
ko=0 k3=0

Das heifit, p(l)(bl)(Ggl)) besteht aus asls ,Zeilen® von je asly diagonalen Segmenten
{(—Oélll +1,—ayl + 1), (—Oélll +2,—aqly + 2), ceey (0, O)},

die jeweils um (b1,0) = (a1ly + 11,0) gegeneinander verschoben sind. Analog setzt sich
pW(01)(G) aus I3 ,Zeilen® von je ly diagonalen Segmenten {(—l1 + 1,—l; + 1),...,(0,0)}
zusammen, die um (b1,0) = (a1ly + 11,0) verschoben sind. (Vgl. auch Abbildung 3.9.)

Offenbar bildet

a1—1 bi—1
U O_(O,ngll) U O_(n1,0) {p(l)(bl)(G)}
n2=0 n1=0

eine zusammenhdngende Bausteinanordnung, die durch achsenparallele Verschiebung eine
Parkettierung des 72 erzeugt.

Dagegen erlaubt p(l)(bl)(Ggl)) nur dann eine Parkettierung, wenn entweder die Zahl asls
der ,Spalten® bzw. die Zahl agls der ,Zeilen® gleich 1 ist oder der Abstand by zwischen auf-
einanderfolgenden Segmenten der gleichen Zeile oder Spalte durch deren koordinatenweise
Ausdehnung aily teilbar ist. (Siehe Abbildung 3.9.) Wegen by = aly + 1y ist letzteres nur fiir
ay = 1 richtig.

Ist folglich die eigentliche Dimension d(Q*) = 3, so zieht Q] > Q* gemdfs Satz 3.27 die
Gleichheit lgl)(l) = aqly = 11 nach sich.

Analog zeigt man durch Betrachtung der Projektionen p'® (by) und p®)(bs) fiir Parameter
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Abbildung 3.9: Die Bilder p¥(b;)(G{") und p™ (b1)(G) der Quader G{" und G mit den
Ausdehnungen [V (1) = (6,2,2) und [ = (3,2,2) fiir b1 = 9.

(07 bl) .

= pW(by) (G

(b1,0)

=D (b1)(G)

0 o)

bi—l

bi = Ciaily +1; (i = 2,3) (mit hinreichend grofien Cy,C5 € N) die Notwendigkeit von
ag = az =1 fir Qf > Q. Da (a1,a2,a3) = (1,1,1) der Voraussetzung 5 # Q* wider-
spricht, ist die Annahme my = 1 falsch.

Zu betrachten bleibt noch der Fall d(2*) = 2. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seils = 1.
Die Untersuchung der Projektion p(l)(bl) fiir by = a1li+1 zeigt die Notwendigkeit von ag = 1
fiir QF > Q. Fir die nichtleeren Parkettsysteme p (by)(Q7) und pM (b)) (Q2*) folgt gemaf
Satz 3.27 aus QF > QO auch das Bestehen einer Faktorbeziehung p™ (by) () > pM) (by)(Q%).
Wir wenden nun die Projektion p(l)(i)l) mit by = Cby + 1 auf diese Bild-Parkettsysteme an,
wobei C € N hinreichend grof§ zu wdhlen ist (z. B. C' > ol ).
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Man erhdlt

aglo—1 apl1—1

PV )G = U {-bike — Chika
ko=0 k1=0
lo—1 11—1

PP EMNB)(@) = | | {—bik2 — Cbiky}.

ko=0 k1=0

Das Bild p™M (b1)(p™M (b1)(Q)) besteht also aus I, Teilen der Form
{=Cbik1 —bi(l2 — 1), =Cbiky — bi(l2 — 2),... ,—Cbiki} (k1 €{0,... 1L —1}).

Jeder Teilabschnitt setzt sich aus lo Punkten, die durch Liicken der Gréfie by — 1 getrennt

sind, zusammen. Somit fillt die Bausteinanordnung

b1—1
A= oW b)) (D (01)(G))}
n=0
die Teilmenge I := ll 1{ Cbiky — bl(lz—l),—Cblkl —61(12—1)+1,... ,—Cbik1 + by —1}

von Z aus. Dabei besteht I aus l1 Teilintervallen der Linge bils, die durch Liicken der Grdfie
b1 (C — l2) voneinander getrennt sind. Folglich erzeugt A genau dann eine Parkettierung des
7', wenn die Segmentlinge bils die Liickengrife (C' — la)by teilt, das heifit, wenn C ein
Vielfaches von ly ist.

Analog iiberlegt man sich, daf pM (by)(p* )(bl)(G( ))) genau dann eine Parkettierung von
Z' erlaubt, wenn C ein Vielfaches von asly ist. Wihlt man C = asly + la, so folgt aus
pW (b)) (2F) > pW (b1) (") gemdift Satz 3.27, daff vy = 1 gilt.

Entsprechend zeigt man durch Betrachtung der Projektionen p® (by) und p® (by)(p® (b2))
fiir geeignete Parameter by, by € N die Notwendigkeit von oy = 1 fiir Q7 > QO mit my = 1.
Das steht im Widerspruch zur Nichttrivialitdt der Faktorbeziehung. Folglich ist die Annahme
my = 1 falsch.

Damit ist Bedingung (2.) fiir alle Quadersysteme Q* = (Z3,{1}) mit d(Q*) > 1 bewiesen.

. Allgemein zeigt man fiir d-dimensionale Quadersysteme Q* = (Z%,{1}) mit d(0*) = d, dafs
aus dem Bestehen einer nichttrivialen Faktorbeziehung ¥ > Q* fiir Qf = (Z4, {L(l)(j)};n:ll)
die Giiltigkeit der Bedingungen (1.) — (3.) in Satz 3.28 folgt. (Dazu reicht es aus, die Wir-
kung aller Projektionen p(J)(b ) (J=1,...,d) auf Q] und Q" fir geeignete Parameter bj € N
(j=1,...,d) zu untersuchen.)

Im Fall d(Q¥*) < d sind zum Beweis der Notwendigkeit von (2.) mehrmalige Anwendungen
von Projektionen p(j)(bj) auf Q] und Q* heranzuziehen. Die bei jeder weiteren Projektion
entstehenden zusdtzlichen ,Liicken® in den Bildbausteinen erhdhen die Schwierigkeit eines
allgemeinen Beweises der Giiltigkeit von (2.). Prinzipiell kann aber mit Hilfe des Projek-
tionsverfahrens fiir zwei gegebene Quadersysteme Q* = (74, {1}) und Qf = (7, {L(l)(j)};n:ll)
die Notwendigkeit von Bedingung (2.) fiir das Bestehen einer nichttrivialen Faktorbeziehung

nachgewiesen werden.
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Folgerung 3.30 Besitzt ein Z9-Quadersystem Qf = (7.4, {L(l)(j)};”:ll) mit d(Q7) > 1 ein nichttri-
viales Foktorquadersystem Q* der Entropie Null, so ist die Shiftwirkung oL! auf ] nicht topologi-

sche mischend.

Beweis: Aus dem Verschwinden der Entropie des Faktors Q* und dessen Nichttrivialitdt folgt
Q* = (24 {1}) mit I; > 1 fiir wenigstens ein i € {1,... ,d}. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
gelte {1 > 1.

Nach Bedingung (1.) in Satz 3.28 sind alle Ausdehnungen lgl)( j) der Bausteine von Q7 in Richtung
e1 Vielfache von [, d. h. es gilt lgl)(j) =ai(j)l mit a1 (j) eN (j =1,... ,m1).

Wir betrachten nun die nichtleere offene Menge C’({Ggl)}) ={PeQj| Ggl) € P} in Qf. Offenbar
gilt fiir alle Vektoren a = (ay,... ,aq) € Z%mit a; € a;(1)l1N+1 und a, =0 (k € {2,... ,d}) aber

caynetcday) =0,

da die ,Liicke“ zwischen den Bausteinen Ggl) und J“Ggl) die Breite na;(1)l; + 1 mit n € NU {0}
besitzt und folglich nicht durch Bausteine, deren Ausdehnungen in Richtung e; simtlich Vielfache
von [y sind, aufgefiillt werden kann.

Geméf Definition 1.12 ist die Wirkung des Shifts o auf 27 nicht topologisch mischend. |

Bemerkung 3.31 Besitzt das Quadersystem Q* = (Z%,{1}) die eigentliche Dimension d(2*) = 1,
so sind die in Satz 3.28 angegebenen notwendigen Bedingungen auch hinreichend fiir das Bestehen

einer nichttrivialen Faktorbeziehung Q7 > Q.

Der folgende Satz gibt eine Antwort auf die Frage, welche zusétzlichen Bedingungen an QF das

Bestehen einer nichttrivialen Faktorbeziehung {27 > Q* absichern.

Satz 3.32 Es sei Q* = (Z2,{l}) ein Quadersystem mit d(Q2*) > 1. Erfillt das Quadersystem
O = (22, {L(l)(j)};n:ll) neben den Bedingungen (1.) — (3.) aus Satz 3.28 eine der folgenden Bedin-

gungen

(4a) Le 1D ()M,

(4b) fiir jede Koordinatenrichtung i € {1,2} mit l; > 1 existiert ein Baustein der Ausdehnung
V(i) (nG) € {1,... ,m1}) mit

W) >t wnd 1) =l (k€ {1,2)\{3}),
so ist Q* nichttrivialer Faktor von Q7.

Beweis: Wir definieren eine Abbildung ¢ : Q] — Q* als Zerlegung jedes Bausteines H in einer
Parkettierung P € Q% in die gemiiB Bedingung (1.) existierenden Teilparkettierung A = A(H):
fiir jedes P € Qf ist dann @(PW) := Uyepa) ¢(H) mit

o(H) := JZA(G§1)) — H= 02G§1) (z € 7, G§1) € g((]l))-

96



Dann kommutiert ¢ mit dem Shift o fiir alle a € Z2. Falls Q} die Bedingung (4a) erfiillt, so ist
wegen A(G) = {G} offenbar surjektiv.
Ist andererselts fiir d(Q*) = 2 die Bedingung (4b) erfiillt, so existieren zwei Bausteine G 75 G

in QO mit den Ausdehnungen

1) = (@)l l), 1D () = (h, a2(i2)la)
mit natiirlichen Zahlen «;(j;) > 1 (i = 1,2).
Gemaf Definition von ¢ ist der Anteil Q?l) C Q* aller Parkettierungen von Q* mit der Periode [

das Bild der Menge aller Parkettlerungen PM) e 0%, die aus horizontalen Streifen
= Un(al(ﬁ)ll,(J)G(,l)
J1
nez

bestehen. Analog ist Q(z) C Q* das Bild der Menge aller Parkettierungen P ¢ Q7, die aus

1) — U O_n(o,ag(jg)lg)G‘g;)

nez
zusammengesetzt sind. (Vgl. auch Abbildung 3.10.)

vertikalen Streifen

PO o(PW)

EEEED[EEEEI EEIEEI[EI[EI

Abbildung 3.10: Die Abbildung ¢ als Zerlegung waagerechter Baustein-Streifen S%l) in Qf fir I = (3,2)
und [ (j1) = (6,2).

Mithin ist ¢ wegen Q* = Qz‘l) U szz) eine surjektive Abbildung. Fiir d(Q*) =1 gilt Q* = szl) oder
Q" = ), und auf analoge Weise wie fiir d(Q2*) = 2 folgt aus (4b) die Surjektivitit von .

Die Betrachtung der Urbilder von Subbasismengen in Q* unter ¢ liefert die Stetigkeit der Abbildung
. Somit definiert ¢ tatséchlich eine Faktorbeziehung 27 > Q*, die wegen der Voraussetzungen (2.)
und (3.) nichttrivial ist. [ ]

Bemerkung 3.33 Ist Q* = (Z% {l}) ein Quadersystem mit d > d(Q*) > 2, so kann fiir ein
Quadersystem O = (7.4, {é(l)(j)};ﬂ:ll), das die Bedingungen (1.) — (3.) und eine der Bedingungen
(4a), (4b) erfillt, analog zum Beweis von Satz 3.32 eine stetige und shiftkommutierende Abbildung
v Q] — QF definiert werden.

Fiir den Nachweis der Surjektivitit dieser Abbildung ist zu beachten, dafi die Parkettierungen von
O im Fall d(¥*) > 2 nicht ebenso einfach strukturiert sind wie fir die d(2*) = 2. (Insbesondere
ist nicht jedes Element von Q* periodisch, vgl. auch Bemerkung 2.31.) Fir die Surjektivitit von ¢

st es jedoch ausreichend, wenn jeder Baustein H einer beliebigen Parkettierung P € Q* Element

eines ,Halbstreifens® 0*S; 4 oder 0*S; _ (i € {1,... ,d},z € Z9) ist, wobei
Sit = U {omlici Gy, Si— = U {omls@} (i=1,...,d)
n;EN nlE%
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gilt. Der Nachweis der Giiltigkeit dieser Eigenschaft fiir beliebige Dimension d > 2 ist ein offenes
Problem. Die Betrachtung drei-dimensionaler Beispielsysteme weist auf die Richtigkeit der ,Strei-

feneigenschaft® wenigstens fiir diese Gitterdimension hin.

Bemerkung 3.34 Fir ein Quadersystem Q* = (Z% {l}) mit d(Q*) = 1 sind die Bedingungen
(4a),(4b) dquivalent zur Bedingung (3.). (Vergleiche auch Bemerkung 3.31.)

Folgerung 3.35 Ein 7.%-Quadersystem Q* der Entropie ht(ade*) =0 mit d(*) =d > 1 besitzt
kein nichttriviales Faktor-Quadersystem.

Das bedeutet insbesondere auch, daff zwei Z9-Quadersysteme QF (i = 1,2) mit d(Q}) = d > 1
(i = 1,2), deren topologische Entropie verschwindet, teilerfremd sind, d. h., keine gemeinsamen

nichttrivialen Faktor-Quadersysteme besitzen.

Bemerkung 3.36 Fir Gitterdimensionen d > 1 existieren im Unterschied zu d = 1 Quader-
systeme, die keine nichttrivialen Faktoren von Quadersystemen der gleichen Entropie sind (vgl.
Folgerung 3.16).

3.4 Faktoruntersuchungen fiir mehrdimensionale Quadersysteme

— hinreichende Bedingungen

Nach der Erarbeitung notwendiger und hinreichender Bedingungen fiir das Vorhandensein nicht-
trivialer Faktor-Quadersysteme der topologischen Entropie Null im vorangegangenen Abschnitt
steht nun die Suche nach hinreichenden Bedingungen fiir Faktorbeziehungen zwischen Quadersy-
stemen beliebiger Entropie im Mittelpunkt unserer Uberlegungen. Die wesentliche Bedeutung dieser
hinreichenden Bedingungen liegt in der Mdglichkeit der expliziten Konstruktion der zugehorigen
Faktorabbildung.

Beispiel 3.37 Wir betrachten zwei ein-dimensionale Quadersysteme QF = (Z',{1®) ()}5)
(i = 1,2) gleicher topologischer Entropie derart, daff Ag(27) das Polynom Ag(2%) teilt. Gemdf
Satz 3.14 gilt also Q05 > Q7.

Entfernt man einen oder mehrere Proto-Bausteine aus €25 so, daf$ jede Periode einer Parkettierung
in U auch Periode einer Parkettierung im entstehenden Quadersystem QU ist, so ist Q5 nach Fol-
gerung 3.9 ein Faktor von 1].

Aus der Eigenschaft der Teilbarkeit von Ag(25) durch das Polynom Ag(2}) kénnen jedoch Aus-
sagen tiber die Struktur der Bausteinlingen {1®(5) 12 gewonnen werden (vgl. beispielsweise Satz

2.23), die die Konstruktion der Faktorabbildung ¢ : Q] — Q; ermdglichen.

Sind zum Beispiel die Z.'-Quadersysteme 0} = (Z',{3,5,8,10}) und Q% = (Z',{3,5,10,11,13, 16,

18}) gegeben, so gilt
_ Do()(x)
P R )

das heif$t die topologische Entropie der beiden Systeme ist identisch und €2} ist topologischer Fak-

:x8—|—1,

tor von §25. Das durch Entfernen der Bausteinldnge 1@ (3) = 10 aus Q% gebildete Quadersystem
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Q5 = (2',{3,5,11,13,16,18}) hat echt kleinere topologische Entropie als V5 und erfiillt offenbar
die Bedingung, dafl jede Periode einer Parkettierung in Q7 auch Periode einer Parkettierung in Q;
15t.

Zur Definition der Faktorabbildung ¢ : Q] — Q; benutzen wir die Zerleqgung der Bausteine der
Lingen 1V (3) = 8 und IV (4) = 10 in aufeinanderfolgende Bausteine der Lingen (¥(2) = 5
und 1D (1) = 3 bzw. 1@ (2) und (®(2) in Q5. Weiter werden die Bausteine der Lingen 1) (j),

Jj=3,...,6, als Vereinigung aufeinanderfolgender Bausteine in 2} gemdfs der Summen
11 =843, 13 =10+ 3, 16 =8+5+ 3, 18=10+5+3 (3.17)

dargestellt. Damit lafst sich eine Blockabbildung F : Mo(Q7, k) — Qéz)_ fiirk = l~(2)(6) = 18 definie-
ren, die die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 3.2 fiir alle t € N erfiillt. Dafiir ist insbesondere die
JPrifizfreiheit* der durch 3.17 definierten ,Codierung® der Bausteinlingen [ () (1 =3,...,6)
wichtig. (,Prdfizfreiheit* bedeutet hier, daf keine ,codierende® Teilparkettierung eines Bausteines

n Q; die entsprechende Teilparkettierung eines anderen Bausteines in Q; fortsetzt.)

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist die Anwendung des in Beispiel 3.37 vorgestellten Codie-
rungsgedankens auf beliebige Gitterdimensionen d > 1. Damit lassen sich hinreichende Bedingungen
fiir das Bestehen von Faktorbeziehungen zwischen Z9Quadersystemen gewinnen, die insbesondere
die explizite Angabe der Faktorabbildung gestatten.

Das folgende Beispiel dient zur Veranschaulichung der Konstruktion der Faktorabbildung fiir zwei-

dimensionale Quadersysteme.

Beispiel 3.38 Wir betrachten die Quadersysteme Q= (2%1{(1,2),(2,1),(2,2),(2,4)}) und
O = (2%,{(1,2), (2, ) mit den Proto-Baustein-Mengen

g(l) oIao'—' I:I E und g {olao’_'aom70111[7 }

Fir k = 2max (lZ@)(j) —114¢=12j5=1,...,ma) = 6 definieren wir eine Blockabbildung
F: My(Q7,k) — g((f)‘, die die Bedingungen (i) und (i) des Satzes 3.2 fir alle t € N erfillt:
in Abhingigkeit von den anderen Elementen einer Teilparkettierung A € Mo(23, k) wird der den
Nullpunkt bedeckende Baustein in A entweder in kleinere Bausteine ,zerlegt* oder zu einem grofe-
ren Baustein ,zusammengesetzt“. Dazu benutzen wir die Zerleqgungen der Bausteine Ggl) und Gfll)

in Teilparkettierungen aus Bausteinen der Typen G?), Gg) in 5
2) _ {G§2),J(1,O)G§2)} ={ I I 1, _ {G2 o0 1)G(2) (0’2)G;2),0(0’3)G§2)} _
0

Weiter werden die ,zerlegenden® Teilparkettierungen

AP =6 0BG = { [T [} AY ={6, 0BG, 006} = { [T T2}

D _ {G(l),a(O’Q)Ggl),0(2’0)G§1),a(2’1)G§1),0(3’1)G§1)} _ { 5 I I }

0
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verwendet, um Urbild-Teilparkettierungen fiir die Bausteine ng), j=3,4,5, zu definieren.
Bezeichnen fir eine beliebige Teilparkettierung M € Mo(QF, k) mit Gy = J“(O)G%) (a(0) € Z2,
jo € {1,... ,m1}), denjenigen Baustein in M, der den Nullpunkt O € Z? bedeckt.

Fiir jede in M auftretende ,codierende* Teilparkettierung U“.Ag-l) (j € {3,4,5}), die 0 € Z? iiber-

deckt, d. h.
Gy € a“AED M (3.18)
erfillt, ist die Giiltigkeit von

Bj €{3,45):3d <aeZ® mit Go¢o"AY cM und oA notAl) 20,
(3.19)

zu tdberprifen. (Man beachte, daf$ der Durchschnitt zweier Teilparkettierungen genau dann nicht-

leer ist, wenn ein Baustein existiert, der zu beiden Teilparkettierungen gehért.) Ist die Bedingung

(k, k)
a(_272)A511), U(—Lo)Agl)

mit U(’Q’Q)Afll) N a<*170>A§1) £

!

LT =

[TITT]

[TIITT]

Abbildung 3.11: Eine Teilparkettierung M € Mo (1, k) mit (3.18) derart, da (3.19) nicht erfiillt ist.

(8.19) nicht erfillt (vgl. Abbildung 3.11), so wird ein Ausschnitt der ,codierenden® Teilparkettie-
rung U“Ag-l) bereits zur Formierung des Bildes einer anderen Teilparkettierung M' benutzt, die an
einem kleineren Punkt a' € 72 in der Parkettierung vorkommt. (Die Wahl von k = 6 sichert die
Uberpriifbarkeit dieser Eigenschaft.) Somit wird in diesem Fall das Bild F(M) nicht als zusam-
mengesetzter Baustein J“ng) definiert.

Enthdlt M keine Teilparkettierung O'QA§~1) mit den Eigenschaften (3.18) und (3.19), so wird F(M)
wie folgt festgelegt: hat Go € M die Ausdehnung IV (jo) mit jo € {3,4}, so wird der Baustein in die
Teilparkettierung JG(O)A§~§) wzerlegt® und M auf denjenigen Baustein abgebildet, der die Null iber-
deckt. (Dieser wird mit (UG(O)A%))O bezeichnet). Andernfalls wird M auf den Baustein Gy € M
abgebildet.

Sei O'dA;l) die Teilparkettierung mit dem kleinsten Punkt a € Z2 in M, so daf (3.18) und (3.19)
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erfillt sind. (Man beachte, dafi die Teilparkettierungen .Ag-l) (j = 3,4,5) nicht am gleichen Punkt
der gleichen Parkettierung PY) e Q7 auftreten konnen, d. h. O'&.Agl) ist eindeutig bestimmt.) Wir
setzen dann F(M) = O'dG§~2).

Damit ist die Abbildung F : My(Q2], k) — Q(()z)_ wohldefiniert. Man tberlegt sich leicht die Surjek-
tivitdt von F sowie die Giiltigkeit der Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 3.2 fiir jedes t € N.

Satz 3.39 Gegeben seien d-dimensionale Quadersysteme Qf = (24, g((f)) (1 = 1,2) mit folgenden
FEigenschaften:

1. Q(l 2= go” N Q # 0 (definieren Qf 5 := (Zl,g})l’?’)).

2. Fiir jeden Baustein G( \g“ ) existiert eine Teilparkettierung A = A§2) in 5 so, dafs

1
Gg' = UHEA(Q) H.

3. Fiir jeden Baustein G( € QOQ)\Q(l 2 gibt es eine Teilparkettierung A = A( in QP\Q o mit
G(2) UHeA(l) H derart, daf$ folgende Bedingungen erfullt sind:

(5a) A,(:) enthdlt mindestens einen Baustein aus G2
(8b) Jede Teilparkettierung .A,(cl) = {Hipg, - Hypy } besitzt einen Index ig(k) < t(k), so

dajs
Hi,k € { g(l)\g(l,z) S iO(k)

(8¢) Fiir beliebige zwei Bausteine G 75 G(2 € QO \g(” existiert keine Parkettierung
Peq mzt.Aki CP(i=1,2).

Dann gilt Q7 > Q5.

Bemerkung 3.40 1. Forderung 2. in Satz 3.39 ist hinreichend dafiir, daf jede Periode einer
Parkettierung in 0} auch Periode eines Elementes in Q5 ist. (Fir Quadersysteme Qf (i = 1,2)
der Dimension d = 1 mit Q(()Q) - gé” ist das Erfilltsein von Bedingung 2. auch notwendig
fiir diese Periodizitdtseigenschaft und folglich auch notwendig fiir das Bestehen einer Faktor-
beziehung Q0 > Q3, vgl. Satz 3.6 und Folgerung 3.9.)

2. Die Forderungen (3b) und (3c) in Satz 3.39 hinsichtlich der Anordnung der Bausteine in den
wzerlegenden® Teilparkettierungen .Al(:) sind eine fiir den Ubergang zu Dimensionen d > 1
notwendige Verschidrfung der in Beispiel 3.37 verwendeten Forderung mach , Prifixfreiheit
der (ein-dimensionalen) codierenden Teilparkettierungen. Bedingung (3b) stellt fiir den Fall
d = 1 keine wesentliche Einschrinkung dar, da die Bausteine einer zusammenhdngenden

Teilparkettierung in dieser Dimension einfach miteinander vertauscht werden kénnen.
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Beweis von Satz 3.39: Wir benutzen Satz 3.2 und definieren eine Blockabbildung
F: My(Q5,n) — QSQ)_ mit den gewiinschten Eigenschaften.
1. Definition der Blockabbildung F

Wir setzen n := 2 - max (l§2)(j) —1li=1,...,d;5 = 1,... ,m2). Man beachte, daf§ damit jede
ycodierende“ Teilparkettierung J“AS) eines Bausteines aaGg) € 952)_\951’2)_ zu einem Element
von My(€27,n) vervollstandigt werden kann.

Sei eine beliebige Teilparkettierung M = {Gy1,... ,G,} € My(Q7,n) (r € N) gegeben. Speziell
bezeichne G, = J“(q)Gﬁ)) mit Gg.l

. (21) € Q(()l), a(q) € Z% denjenigen Baustein in M, der den Nullpunkt
belegt.

Zur Definition des Bildes F'(M) sind folgende Fille zu unterscheiden:

(A) Der Baustein Gﬁ;) tritt in keiner codierenden Teilparkettierung A,(:) eines Bausteins

Gf) € QSQ)\Q(()M) auf.

Ist Gﬁ;) auBerdem kein Element der Menge 981’2) der gemeinsamen Proto-Bausteine, so wird
G4 gemaB seiner Teilparkettierung Aﬁ;) wzerlegt®, und M wird auf den Baustein in a“(q)Aﬁ;)

abgebildet, der den Nullpunkt belegt. Andernfalls wird M auf den Baustein G, abgebildet:

G, : Gy e g2

F(M) - <Ja(q)A(2) Gq c g(l)\gl,Q)

j(q))o (3.20)

(B) Es gibt einen Proto-Baustein G,(f) € gé2)\gél’2) derart, daf Gﬁ;) in der Teilparkettierung
A,(:) vorkommt.
Die Codierungsidee ist die folgende: wir suchen nach allen Teilparkettierungen A(l), die an

einem gewissen Punkt a € Z% in M enthalten sind und den Nullpunkt iiberdecken, d. h.
Gy oAV c M. (3.21)
Weiter ist zu fordern (vgl. auch Beispiel 3.38), dafl diese Teilparkettierungen die Bedingung
AGY e gNG" ezl b<a mit[Gy ¢ AY c M A (04D N oA £
(3.22)
erfiillen. Dann sind folgende zwei Fille moglich:

(B1) Es existiert keine Teilparkettierung U‘L.AS) C M, die den Bedingungen (3.21) und (3.22)
genigt.
Das Bild F'(M) wird dann durch (3.20) bestimmt.

(B2) Es existiert wenigstens eine Teilparkettierung U“AS) C M mit den gewiinschten Eigen-
schaften.
Man beachte, daB nach Voraussetzung (3c) fiir festen Punkt a € Z¢ hochstens eine
Teilparkettierung .Al(:) mit UGAS) C M existiert. Bezeichnet a € Z¢ den beziiglich der
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lexikographischen Ordnung < kleinsten Punkt a € Z<, fiir den es ein Ag) mit den Ei-
genschaften (3.21) und (3.22) gibt, und ist Ag) die zugehorige Teilparkettierung, dann
definieren wir

F(M):= UaG/("f)'

Dieses Vorgehen sichert, daf fiir Teilparkettierungen M; € Mo (€25, n) mit o®® M; € P € O
(i =1,...,t) tatsichlich eine gemeinsame Parkettierung P € Q3 fiir ihre Bilder ) F(M;)
konstruiert werden kann.

Dabei wird von der Wahl n := 2 - max(lgz)(j) —1]i=1,...,d;j =1,... ,mz2) Gebrauch
gemacht. Fiir kleinere n € N wiirden ,,frithere® Zuordnungen (d. h. Zuordnungen an kleineren
Gitterpunkten) durch den Code F' nicht beriicksichtigt. Tatséchlich werden fiir die blofie For-
mierung des Bausteines F'(M) durch , Zerlegung® bzw. ,,Zusammensetzung® von Bausteinen
nur Bausteine innerhalb des Wiirfels Z(n/2) verwendet. Die restlichen Bausteine in M dienen

als ,, Testsymbole“.

2. F ist eine surjektive Abbildung
Zu zeigen ist F(Mo(Qf,n)) = 982)7.

Wir stellen zunéchst fest, daf jedes Element M € M(27,n), welches nur aus Bausteinen dersel-
ben Ausdehnung aus 981’2) besteht, auf den Baustein in M abgebildet wird, der den Nullpunkt
belegt. (Dies folgt unmittelbar aus den Voraussetzungen an die ,codierenden® Teilparkettierun-
gen .A,(:) und aus der Definition der Blockabbildung F' im vorhergehenden Abschnitt.) Mithin ist
G\~ ¢ F(Mo(Qf,n)) richtig.

Sei nun ein beliebiger Baustein UCGECZ) € QSQ)_ \Qém)_ gegeben. Die Teilparkettierung UCAS) kann
dann zu einem Element M von M(Q7,n) fortgesetzt werden. Geméafl Voraussetzung 2. des Satzes
reicht es aus, Bausteine der gemeinsamen Proto-Baustein-Menge Qél’z) dafiir zu verwenden. Wegen
Forderung (3b) an die Anordnung der Bausteine in den codierenden Teilparkettierungen sichert
dieses Vorgehen gerade F'(M) = JCG,(f). Somit gilt auch gé2)’\gél’2)’ C F(Mo(Q27,n)), das heift,
F ist eine surjektive Abbildung.

3. F erfillt Bedingung (i) in Satz 3.2 fiir jedes t € N.

Zunichst wird der Fall ¢ = 2 betrachtet: gegeben seien zwei Teilparkettierungen Mi, Ms in
Mo(€25,n) und zwei Punkte a(1) < a(2) € Z¢ derart, daB eine Parkettierung P € Qf exi-
stiert mit 0@ M; ¢ PO (i =1,2).

Gilt o®MF(M;) = 0 F(M,), so folgt die Existenz einer Parkettierung P(?) € Q, die den Bau-
stein oM F(M;) = 0*? F(Ms) enthélt, aus der Definition des Begriffes Parkettsystem.
Angenommen es gilt c®VEF(M;) # 0@ F(My). Sei P € QF ecine beliebige Parkettierung, die
die Teilparkettierungen o®® M; (i = 1,2) enthiilt. Man beachte, daB gem#B Definition von F in
Abschnitt 1 die Bausteine %) F (M;) entweder durch ,,Zusammensetzung® der Elemente einer ge-
wissen Teilparkettierung A C 0®? M; oder durch ,, Zerlegung® des Bausteines (Ua(i)Mi)a(i) gebildet
werden. (Dabei wird die Abbildung eines Bausteines aus gél’z) auf sich selbst als triviale ,,Zerlegung*

verstanden.) Werden nun alle Bausteine H € P, die nicht zur Bildung von o®® F(M;) (i = 1,2)
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benutzt werden, sich selbst (im Fall H € g(m)) oder ihren ,zerlegenden“ Teilparkettierungen (im
Fall H € G@N\G12) zugeordnet, dann entsteht zusammen mit den Bildern ¢*® F(M;) (i = 1,2)
(und moglicherweise weiteren bei der Zerlegung von (J“(i)Mi)a(i) entstehenden Bausteinen) eine

Parkettierung P € Qf. (Vergleiche insbesondere Abbildung 3.12.)

EHHGQII ahaley R8N
aly= - = 11
111 S80EEREES

P € Qf PR €0

Abbildung 3.12: Der Ubergang von einer Parkettierung PV € Qf mit 0@ M; ¢ PO (i =1,2) zu
einer Parkettierung P € Q3 mit 0@ F(M;) € PP (i = 1,2) fiir Beispiel 3.38. (Die Bausteine
oD F(M;) (i = 1,2) sowie die zu ihrer Formierung benutzten Bausteine in P sind durch dickere

Linien gekennzeichnet.)

Offenbar gilt o) F(M;) € P®).
Fiir t > 2 folgt die Giiltigkeit von Bedingung (i) in Satz 3.2 durch Induktion.

4. F erfillt Bedingung (ii) in Satz 3.2 fiir jedes t € N.

Wir betrachten zunédchst wieder den Fall ¢ = 2: seien zwei Bausteine Hy, Hy € Q((f)* und Punkte
a(1) < a(2) € Z? derart gegeben, daB eine Parkettierung P?) € Qf mit ¢*@WH; € P@) (i = 1,2)
existiert. Zu zeigen ist die Existenz von Teilparkettierungen M; € F~1(H;) (i = 1,2) und einer
Parkettierung P € Qf mit ¢*@M; ¢ PO (i = 1,2).

Falls 0*M H, = 0% H, gilt, so reicht die Auswahl einer Teilparkettierung M; € F~(H;) sowie
einer Parkettierung P e ] mit oD M ¢ PO zum Nachweis der gewiinschten Eigenschaft
aus. Nach Definition von F' erfiillt die eindeutig bestimmte Teilparkettierung My € Mo(€27, n) mit
o@D My ¢ PO dann die Bedingung F'(Msy) = Ho.

Es bleibt der Fall 0*M H; # %2 Hy zu betrachten. Sei P?) ¢ 25 eine beliebige Parkettierung,
die sowohl ¢*1) H; als auch ¢*? H, enthilt. Wegen der Voraussetzungen (3.) und (2.) des Satzes
kénnen wir annehmen, daf alle Bausteine mit Ausnahme von o®® H; (i = 1,2) in P® zur Menge
g((]l’2) der gemeinsamen Proto-Bausteine gehoren. Aus dieser Parkettierung in €23 entsteht eine Par-
kettierung in €2}, indem Bausteine H;, die nicht zu Qél’z) gehoren, durch ihre zugehérige codierende
Teilparkettierung ersetzt werden (siehe Abbildung 3.13).

Die eindeutig bestimmten Teilparkettierungen My, My € Mo(%, n) mit o®@M; ¢ PD) (i = 1,2)
erfiillen F(M;) = H; (i =1,2).

Induktive Anwendung dieser Beweisgedanken liefert die gewiinschte Eigenschaft fiir ¢ > 2.

Wir haben hiermit gezeigt, dafl die in Abschnitt 1 des Beweises definierte Blockabbildung
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Abbildung 3.13: Der Ubergang von P® € Qf zu P e Qf fiir Beispiel 3.38.

F: My(Q5,n) — géQ)* die Bedingungen (i) und (ii) des Satzes 3.2 fiir alle t € N erfiillt. Also
ist 23 topologischer Faktor von 27. [ |

Bemerkung 3.41 Die in Satz 3.39 angegebenen hinreichenden Bedingungen sind nicht notwendig
fiir das Bestehen einer Faktorbeziehung Q% > Qb zwischen zwei 7.%-Quadersystemen.
Beispielsweise ist das zwei-dimensionale Quadersystem 5 = (Z2,{(3,2)}) topologischer Faktor
des Quadersystems QF = (72,{(3,4),(6,2)}) (vgl. dazu die Uberlegungen in Abschnitt 3.3). Wegen
gé” N Q(()z) = () sind die Bedingungen von Satz 3.39 jedoch nicht erfiillt.

Die Bedeutung von Satz 3.39 liegt vor allem in der Moglichkeit, die Faktorabbildung zwischen den
zwei Quadersystemen direkt anzugeben. Damit ist es mo6glich, nach Eigenschaften dieser Faktorab-

bildungen zu fragen.

Folgerung 3.42 Gegeben seien zwei Quadersysteme Qf = (Z4, goi)) (i = 1,2), die die Bedingungen
des Satzes 3.39 erfiillen. Dann ist die Faktorabbildung ¢ : Q7 — Q5 nicht endlich-zu-1, d. h., es
ezistiert eine Parkettierung P € Q% mit |~ 1(P)| = oo

Beweis: Zur Vereinfachung der Bezeichnungen wird der Beweis nur fiir die Dimension d =
gefiihrt.

Sei Gg) derjenige Baustein in 982)\gél’2), dessen codierende Teilparkettierung den groffiten Anteil
von Bausteinen aus gé”\gf)l’?) enthélt. (Falls mehr als ein solcher Baustein existiert, so wird der
Baustein mit der kleinsten Ausdehnung beziiglich der lexikographischen Ordnung gewihlt.) Weiter
bezeichne Gg) den Baustein mit der gréfiten Ausdehnung in g(”\g(“).

Wir setzen L := lgl)( 1) - l( )( j2) und bilden die Teilparkettierungen

L

17 (4:)
(1) L
A(M7) _{0 (kL G, ’Aﬁ) |k=0,... am—l} und
1
A(My) = {o®5702.0 g0 | 1o ,i -
2 1) (ja)
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Dann besitzt die periodische Parkettierung

PA = ) olmmeR) (MUt A(M))

(zhzz)EZQ

mit (a1, a2) = (L, lél)(jl) + l§2) (j2)) und b = (0, l§2) (j2)) unendlich viele Urbilder unter der Faktor-
abbildung ¢.

Abbildung 3.14: Die Parkettierungen P® und P® € <p_1(73(2)) fiir die Quadersysteme
Qf, Q5 in Beispiel 3.38, wobei [\ = (2,4) und [ = (3,2) gilt.

Speziell gilt fiir die nicht-periodische Parkettierung (vgl. Abbildung 3.14)

7)(1) — U O.(z1a1,22a2)(A(M2) U O'le) U U O.(z1a1,22a2) (.A(MQ) U O’b.A(Ml))
Z:(Zlf%)€Z2 z:(zl,:g)GZ2

gerade @(o(#191:2202) )y = P() fiir alle z = (21, 29) € Z2. Mithin ist die Faktorabbildung ¢ nicht
endlich-zu-1. |

Bemerkung 3.43 Fliir ein-dimensionale Quadersysteme ist die Aussage von Folgerung 3.42 nach
einem bekannten Resultat aus der Theorie ein-dimensionaler Punktkonfigurationenrdume (siehe
[13]) dquivalent zu ht(O’Zl‘QI) > ht(azlmg). Man erinnere sich in diesem Zusammenhang an die in
Beispiel 3.37 dargestellte Konstruktion von zwei in einer Faktorbeziehung stehenden Quadersyste-

men unterschiedlicher Entropie aus gegebenen Quadersystemen gleicher Entropie.

Folgerung 3.44 Gegeben sei ein Quadersystem Q* = (74, Gy), welches eine Teilmenge () # Go -
Go derart besitzt, daf fiir jeden Baustein G; € QO\QO eine Teilparkettierung A; in O = (Zd, Qo) mit
G; = UHeAj H existiert. Dann hat Q* wunendlich viele Faktor-Quadersysteme €25 mit

my > 1 = |Go| Proto-Bausteinen.

Beweis: Bezeichne G;, den Quader maximaler Ausdehnung in go\g]). Fiir jeden Vektor
v o= (v1,...,v9) € N, v # (1,...,1), sei G5,2) der Proto-Baustein der Ausdehnung

1P () = (0l (1), - - vala(ir))-
Dann erfiillt fiir jede endliche Menge von Parametervektoren {v(1),...,v(r)} c NA\{(1,...,1)}
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mit v;(1) < ... <w(r) (j =1,... ,d) das Quadersystem Q3 := (Z4, 982)) mit QSQ) = ,C’;OU{G(Q)) e

v(s

die Bedingungen des Satzes 3.39:

es gilt Gy N géQ) = Go # (), und nach Voraussetzung besitzt jeder Baustein G € go\éo eine ,,zer-
z1 0

legende“ Teilparkettierung in Q*. Mit den Matrizen A(z) := ( ) und B(z) := A(z) — Iy

0 ' Z4
(z = (21,...,24) € 7%, wobei I; die d-dimensionale Einheitsmatrix bezeichnet, werden fiir

i=1,...,r die Teilparkettierungen

Ayiy ={ gl(jl)'A(z)Gjl | z2=(21,...,2q) € Z% 2z # (v1(i) — 1,... ,09(i) — 1),0 < zj <w;i(i),Vj }
U Jl(jl)-B(v(i))Aj1

gebildet. Diese sind ,,codierende® Teilparkettierungen fiir die Bausteine G1()2(3) € 982)\50, welche die
Bedingungen (3a)-(3c) von Satz 3.39 erfiillen.

Mithin ist jedes dieser Quadersysteme {25 mit mgy = m+r Proto-Bausteinen ein topologischer Faktor
von Q*. Da fiir jedes r > 0 unendlich viele verschiedene Mengen {v(1),... ,v(r)} von Parametern
existieren, besitzt jedes solche Quadersystem 2* tatsdchlich unendlich viele Faktor-Quadersysteme

mit mo > m Proto-Bausteinen. [ |
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Kapitel 4

Selbstaffine Parkettierungen des 74

und erzeugte Parkettsysteme

Ein anderer Ansatzpunkt zur Einbeziehung der geometrischen Struktur der Elemente eines Par-
kettsystems in Untersuchungen zur Dynamik ist die Betrachtung der von Parkettierungen mit spe-
ziellen Figenschaften erzeugten Teilsysteme. Eine solche Struktureigenschaft ist beispielsweise die
Selbstiahnlichkeit von Parkettierungen. (In Zusammenhang mit der Modellierung von ,, Quasikristal-
len“ in der Physik haben vor allem nichtperiodische selbstdhnliche Parkettierungen Aufmerksamkeit
erlangt, vgl. z. B. [57].)

B. Solomyak betrachtet in [61] das von einer fast-periodischen selbstidhnlichen Parkettierung 7 des
R? erzeugte dynamische System (X7, R?), wobei X7 der Abschluf der Menge {7 —g | g € R?} aller
Verschiebungen von 7 ist, und zeigt die Existenz eines eindeutig bestimmten invarianten Mafles p
auf X7. Das zugehorige mafBitheoretische dynamische System (X7, i, R?) ist nicht stark mischend,

aber es existieren selbstéhnliche Parkettierungen 7 derart, daf (X7, u, R?) schwach mischend ist.

Das vielfiltige Mischungsverhalten der von selbstihnlichen Parkettierungen des R¢ erzeugten dy-
namischen Systeme l&8t die Untersuchung dhnlicher Fragestellungen auch fiir Parkettierungen auf
diskretem Trager sinnvoll erscheinen.

Im Mittelpunkt des ersten Abschnittes dieses Kapitels steht die Erarbeitung einer geeigneten De-
finition der Eigenschaft der Selbstaffinitiit fiir Parkettierungen des Gitters Z%. Desweiteren wird
die Unterteilungsmatrix als wichtiges Beschreibungsmittel einer selbstaffinen Parkettierung ein-
gefithrt und ein Zusammenhang zwischen Eigenschaften dieser Matrix und der globalen Struktur
der Parkettierung hergestellt. Der aus der Theorie der Parkettierungen des kontinuierlichen Raumes
bekannte Begriff des replizierenden Bausteines (siehe z. B. F.M.Dekking [14], C.Bandt [2]) wird als
ein wesentliches Mittel zur Konstruktion selbstaffiner Parkettierungen auf die Situation des Gitters
74 {ibertragen.

In Abschnitt 4.2 werden Eigenschaften des von einer selbstaffinen fast-periodischen Parkettierung
des Z¢ erzeugten dynamischen Systems untersucht. Der Beweis der eindeutigen Ergodizitit ei-
nes solchen Systems folgt dem aus der Untersuchung sogenannter Substitutionssysteme (siehe

z. B. [42],]49]) bekannten Vorgehen und macht wesentlich von der Eigenschaft selbstaffiner fast-
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periodischer Parkettierungen Gebrauch, dafl jede ihrer Teilparkettierungen mit einer gleichméfigen
,Frequenz® in ihr auftritt. Die Untersuchung von Mischungseigenschaften des von einer selbstaffinen
fast-periodischen Parkettierung des Z% erzeugten maftheoretischen dynamischen Systems schlieBt

dieses Kapitel ab.

4.1 Selbstaffinitit von Parkettierungen des Gitters Z¢

Definition 4.1 (vgl. auch 10.1 in [25] fiir Parkettierungen des R?) Eine Parkettierung Ps
(von Z%) heift Vergroberung der Parkettierung Py (von Z%), wenn jeder Baustein H € Py eine

Vereinigung von Bausteinen der Parkettierung Py ist.

Beispiel 4.2 Gegeben sei die Proto-Baustein-Menge Qél) = {Ggl), Ggl), Ggl), fo)} mit

Ggl) — I_" Ggl) — I_.’ Ggl) — ’_I’ Ggl) :0._1
0 0 0

Wir betrachten die in Abbildung 4.1 dargestellte Parkettierung Py € QO = (72, Qél)).

Pl:_,PQZ —_—

Abbildung 4.1: Die Parkettierung P € 27 und eine Vergréoberung P2 € Q5 von Pi.

Die (mit diinnen Linien gezeichnete) Parkettierung Po (mit der Proto-Baustein-Menge
g((f) = {ng), Géz), G:(f), Gf)} bestehend aus den Elementen

*r—4 —9

*—4

2 2

o —e —o
0 0 0

ist eine Vergroberung von Py.
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Die Vergréberung Po besitzt bis auf Drehung eine dhnliche Struktur wie die Ausgangsparkettierung

Py.

In [25] (Abschnitt 10.1) werden Parkettierungen (des R?), die einer Vergroberung von sich selbst
dhnlich sind, Ahnlichkeitsparkettierungen genannt. Zur Ubertragung dieser Begriffsbildung auf die
Situation von Parkettierungen des Gitters Z¢ bendtigen wir eine Verallgemeinerung des Konzeptes
der expandierenden affinen Abbildung (definiert auf R?), da das Bild g(Z?) des Gitters unter einer

,gewohnlichen“ expandierenden affinen Abbildung ¢ : R* — R? eine echte Teilmenge von Z¢ ist.

Definition 4.3 Gegeben sei eine expandierende lineare affine Abbildung ¢ : RS — R? (d. h. alle
Eigenwerte sind betragsmdapig grofer als 1 ), die das Gitter Z¢ in Z.¢ abbildet.

Ist {ay,... ,a;} C Z¢ ein vollstindiges Nebenklassenreprisentantensystem der Untergruppe ¢(Z%),
so heif$t die durch

k
p(z) = (J{&(z) +ai} (2 €29 (4.1)
i=1

definierte Abbildung ¢ : Z% — Z% eine verallgemeinerte expandierende affine Abbildung
des Z% auf sich. Ist ¢ eine Ahnlichkeitsabbildung der Ebene R% ~ C, so kann diese Abbildung als
Multiplikation mit einer komplexen Zahl A aufgefaffit werden. Die Zahl A\ wird auch die Expansi-

onskonstante von ¢ genannt.

Bemerkung 4.4 1. Die einer verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung zugrunde-
liegende lineare Abbildung @ : RY — R? ist darstellbar als ¢(x) = Az (x € Z%) mit einer

ganzzahligen d x d-Matrixz A, deren Eigenwerte simtlich grofler als 1 sind.

2. Eine verallgemeinerte expandierende affine Abbildung ¢ ist durch die expandierende linea-
re affine Abbildung @ : R* — R und ein vollstindiges Nebenklassenreprisentantensystem,
{a,... ,ax} der Untergruppe G(Z%) charakterisiert. Dabei gilt k = | det @|.

Abkiirzend wird die Schreibweise ¢ = (¢,{a1,... ,a} fir eine verallgemeinerte expandierende

affine Abbildung des 7.4 verwendet.

Definition 4.5 Eine Parkettierung P = (H;)jcr € 0 heifit selbstaffin, wenn es eine verallge-
meinerte expandierende affine Abbildung ¢ : Z¢ — 7% gibt, so daf gilt

1. o(P) := (p(Hj))jer ist eine Vergroberung von P.

2. Fiir zwei Bausteine H,H' € P mit H = H + x fir gewisses x € Z¢ existiert ein ' € 74
derart, dafl

Plogry = 0" (Plo()) (4.2)

gilt. Das heifit, die zu @(H') und p(H) gehérenden zerlegenden Teilparkettierungen in P

konnen durch Verschiebung auf dem Gitter Z.¢ ineinander iberfihrt werden.
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Ist die Abbildung ¢ eine verallgemeinerte expandierende Ahnlichkeitsabbildung, so wird die Parket-

tierung P selbstédhnlich genannt.

Bemerkung 4.6 1. Selbstaffine Parkettierungen des kontinuierlichen Raumes R werden in ei-
ner Reihe von Arbeiten unter verschiedenen Gesichtspunkten untersucht. (Dabei werden auch
unterschiedliche Begriffe, wie z.B. ,Parkettierungen mit Inflation®, ,Substitutionsparkettie-
rungen® oder ,selbstihnliche Parkettierungen®, verwendet.)

In Zusammenhang mit der Modellierung quasikristalliner Strukturen in der Physik sind vor al-
lem nichtperiodische selbstihnliche Parkettierungen mit polygonalen Bausteinen von Interesse
(siehe z.B. [38],[5],[57]; ein bekanntes Beispiel ist die Penrose-Parkettierung). Andere Auto-
ren untersuchen selbstihnliche Parkettierungen mit fraktalen Bausteinen (siehe z.B. [14]).
(Diese sind u.a. in Verbindung mit Markov-Zerlegungen fiir hyperbolische Automorphismen
des Torus von Interesse.) Periodische Parkettierungen mit einem Bausteintyp wurden in [3]

klassifiziert.

2. Ist P eine selbstaffine Parkettierung mit der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbil-
dung p, so liefert iterative Anwendung von ¢ eine Folge von Parkettierungen ¢(P), ©*(P),... ,
©"(P),..., die simtlich Vergroberungen von P sind. Daraus folgt insbesondere, daf$ die ver-
allgemeinerte expandierende affine Abbildung einer selbstaffinen Parkettierung nicht eindeutig

bestimmt ist.

3. Die Definition verallgemeinerter erpandierender affiner Abbildungen auf der Grundlage li-
nearer affiner Abbildungen stellt keine Einschrinkung dar. Ist ndmlich P eine selbstaffine
Parkettierung mit der verallgemeinerten exrpandierenden Abbildung ¢ = (¢,{a1,...,ar}),
wobei @ linear ist, so erfillt P die Bedingungen 1. und 2. in Definition 4.5 auch mit der
verallgemeinerten Abbildung ¢’ = (¢ +b,{ay —b,... ,ar — b}) fiir jeden Vektor b € 7.

Beispiel 4.7 Wir untersuchen die Anwendbarkeit des Begriffes der Selbstihnlichkeit auf die in
Beispiel 4.2 betrachteten Parkettierungen.
Wir betrachten die expandierende lineare Ahnlichkeitsabbildung @ : R? — R?, die durch

o(z) = 2((1)*01) -z (weRz)

definiert wird. Diese Abbildung setzt sich aus einer Drehung um den Winkel 5 und einer Streckung
mit dem Faktor 2 zusammen. (Die Ezpansionskonstante von ¢ ist A = 2i.) Als Nebenklassenre-

prasentantensystem wdihlen wir {0, —e;, —e2, —e; — ea}.

Zur Konstruktion der Parkettierung P1 wurde auf folgende Weise vorgegangen:
Schritt 1 Auf den Baustein H = H; = Ggl) + (—1,—1) (siehe Abbildung 4.2) wird die verall-
gemeinerte expandierende Ahnlichkeitsabbildung ¢ angewendet: das Bild ©(H) wird gemdfs

Abbildung 4.2 in Bausteine zur Proto-Baustein-Menge gél) zerlegt; man erhdilt eine endliche

Bausteinanordnung { Hy, Hy, Hs, Hy };
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Drehung Streckung

Abbildung 4.2: Die Wirkung der verallgemeinerten expandierenden Ahnlichkeitsabbildung ¢ auf

einen Baustein H € P;.

Schritt 2 Die Abbildung ¢ wird auf jeden Baustein H; (i = 1,...,4) angewendet und das Bild
©(H;) ,analog® in Bausteine aus gé” zerlegt; wir erhalten insgesamt die endliche Baustein-
anordnung { Hy,... ,Hyg } (siehe auch Abbildung 4.3);

oile

) J{b

O 1T
]l L

Abbildung 4.3: Die iterative Konstruktion der selbstdhnlichen Parkettierung P; aus dem ,erzeu-

0. Schritt 1. Schritt 2. Schritt

genden“ Baustein H;.

Die sukzessive Wiederholung des Verfahrens fihrt auf immer grofler werdende Bausteinanordnun-
gen {Hy,... ,Hyu } (k € N), die im Limes k — oo eine Parkettierung von 72 liefern.
Nach Konstruktion von Py ist diese Parkettierung selbstihnlich mit der expandierenden Ahnlich-

keitsabbildung o, und es gilt o(P1) = Ps.

Selbstaffinitdt kann als Verkleinerung der Skala, beziiglich der die Parkettierung betrachtet wird
(, Mikroskop®), interpretiert werden: jeder Baustein besteht (nach Anwendung einer expandierenden
affinen Abbildung) aus einer gewissen Anzahl kleinerer Kopien der Bausteine dieser Parkettierung.

(In diesem Sinne kann man von einer ,,Substruktur® der Parkettierung sprechen.)

Bemerkung 4.8 FEs besteht ein enger Zusammenhang zwischen selbstaffinen Parkettierungen und
den sogenannten Substitutionen. (In vielen Arbeiten zur Thematik selbstaffiner Parkettierungen
(siehe 2.B. [50],[57]) dienen Substitutionen als Ausgangspunkt der Uberlegungen.)

Es sei S ein endliches Alphabet, S* = Un21 S™ die Menge der endlichen Worter und SN die Menge
der unendlichen Warter mit Buchstaben in S. Eine Substitution ist eine Abbildung ¢ : S — S*.
(Durch ,Aneinanderreihung® wird ¢ zu einer Abbildung auf S™ fortgesetzt.) Bezeichnet |w| die
Linge eines Wortes w € S*, so folgt aus |("(a)| — oo, n — o0, fir ein « € S die Existenz von
k>1undu=ujuz... € SY so, dafp ¢*(u) = u gilt (vgl. [49]). Ohne Beschrinkung der Allgemein-

heit kann die Giiltigkeit von ((u) = u angenommen werden.
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Die Anzahl der Buchstaben i € S, die in dem Wort ((j) (j € S) auftreten, bildet den FEintrag der
i—ten Zeile und j—ten Spalte in einer Matriz (die Substitutionsmatriz), mit deren Hilfe Aussagen
tber die Struktur des Fixpunktes u der Substitution  getroffen werden kénnen.

Eine selbstaffine Parkettierung P des 7% mit der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbil-
dung ¢ kann als Analogon zum Fizpunkt u der Substitution ( aufgefafit werden. Die nach Definition
4.5 ezistierende Zerlegung des Bildes o(H) (fir jedes H € P) in Bausteine der Parkettierung P de-
finiert auch fiir jede Verschiebung 0*H (z € 7.%) eines Bausteines in P eine ,Zerlegungsvorschrift®,

die die Rolle der Substitution ( ibernimmdt.

Definition 4.9 Sei P € Q* = (Z%,Gy) eine selbstaffine Parkettierung mit den Proto-Bausteinen
Giys...,Gi,,
Matrix Mp = M = (M,), deren Eintrag M, gleich der Anzahl der Bausteine vom Typ G;, in der

€ Go und der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢. Die m X m-

zerlegenden Teilparkettierung Piypr) eines Bausteins H € P vom Typ Gy, ist (r,s € {1,... ,m}),

heifit die Unterteilungsmatrix von P.

Beispiel 4.10 Die in Beispiel 4.7 betrachtete selbstihnliche Parkettierung P1 mit den Proto-Bau-

1012
steinen Ggl), . ,Gil) besitzt die Unterteilungsmatric M = Mp, = (g % g (1)> Die FEintrige der
Matriz M? sind siamtlich positiv. Diese Matrizeigenschaft korrespondiert zu der Eigenschaft der

Parkettierung P1, dafs die Teilparkettierung Piiy2(gy fir jeden Baustein H € Py jeden der 4 Bau-

steintypen wenigstens einmal enthdlt.

Bemerkung 4.11 Nach Definition 4.5 enthdlt die Unterteilungsmatric Mp einer selbstaffinen

Parkettierung keine Zeile oder Spalte, deren Eintrdge simtlich gleich 0 sind.

Mit Hilfe von Eigenschaften der Unterteilungsmatrix einer selbstaffinen Parkettierung lassen sich
Aussagen iiber die globale Struktur der Parkettierung treffen (vgl. auch Beispiel 4.10). Eine solche

globale Struktureigenschaft ist neben der Periodizitéit auch die Fast-Periodizitét.

Definition 4.12 FEine Parkettierung P des 7% heifit fast-periodisch, wenn fir jede
Teilparkettierung M C P eine reelle Zahl R = R(M) > 0 existiert, so daff jede Kugel
B(R,y):={2€Z? : ||z —y|| < R} (y € Z9) eine Verschiebung der Teilparkettierung M enthilt.

Bemerkung 4.13 Der Begriff Fast-Periodizitit von Parkettierungen wird in [53] benutzt. Deswei-
teren werden auch andere Bezeichnungen verwendet: Parkettierungen mit lokaler Isomorphie
(vgl. [60], [25], [51]), rekurrente Parkettierung (in [5]) oder repetitive Parkettierung (in [57]).

Satz 4.14 Fine selbstaffine Parkettierung P mit der verallgemeinerten expandierenden affinen Ab-
bildung ¢ und den Proto-Bausteinen G, ... ,G;, st genau dann fast-periodisch, wenn ihre Un-

terteilungsmatric M = Mp primitiv ist.

Beweis: 1. Sei M eine primitive Matrix, d. h. es existiert eine natiirliche Zahl n derart, dafl alle

Eintrédge in M™ positiv sind.
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Fiir eine gegebene Teilparkettierung M C P gibt es eine natiirliche Zahl & = k(M) (deren
MindestgréBe hingt von der ,Ausdehnung® der Teilparkettierung M ab) und einen Baustein
H = Gj + z € P derart, dal M C P\w’“(f{)'

Wegen M™ > 0 enthélt die Teilparkettierung P r+n () fiir jeden Baustein H € P eine Verschiebung
von M.

Aus der Endlichkeit der Proto-Baustein-Menge folgt die gleichméflige Beschrianktheit der Ausdeh-
nung der Bausteine in P. Folglich existiert eine reelle Zahl R derart, dafl jede Teilparkettierung
Pyok+nrry in einer Kugel mit dem Radius R enthalten ist. Da jeder Punkt y € 74 von einer sol-
chen Teilparkettierung iiberdeckt wird (p**™P ist eine Vergréberung von P), enthilt jede Kugel
B(2R,y) in P eine Verschiebung von M. Mithin ist P fast-periodisch.

2. Sei P fast-periodisch. Wir nehmen an, dal M nicht primitiv ist.

Aus der Endlichkeit der Proto-Baustein-Menge folgt die Existenz einer (endlichen) Teilparkettie-
rung M C P, die alle Bausteintypen enthélt. Sei R > 0 eine fest gewihlte Zahl, fiir die jede Kugel
B(R,y) (y € Z% eine Verschiebung von M enthilt. Da ¢ expansiv ist, gibt es eine Zahl ng € N
derart, dal @™ (H) fiir jedes H € P und jedes n > ng eine Kugel B(R,y) (y € Z?) enthiilt.

Nach obiger Annahme gibt es fiir jedes n € N, n > ng Indizes r,s € {1,... ,m} so, dal M~ =0
ist. D. h. fiir jeden Baustein Hs = 0*Gj, € P enthélt die Teilparkettierung P n(y,) keinen Bau-
stein vom Typ Gj,. Das bedeutet aber insbesondere, daf in der Kugel B(R,y) C ¢"(H;) keine
Verschiebung von M vorkommt, im Widerspruch zur Fastperiodizitdt von P. Mithin ist M = Mp

eine primitive Matrix. [ ]

Bemerkung 4.15 1. Es existieren selbstaffine Parkettierungen P, deren Unterteilungsmatriz
Mp nicht primitiv ist. Ein Beispiel ist die in Abbildung 4.4 dargestellte Parkettierung P zur
Proto-Baustein-Menge Go = {{0,e1},{0,e2}} Die zugrundeliegende gewdhnliche expandieren-
de Ahnlichkeitsabbildung  ist zusammengesetzt aus einer Drehung um den Winkel (—%) um
den Nullpunkt und einer Streckung mit dem Faktor A = 2. Als Nebenklassenreprdsentanten-
system wird a1 = 0, as = e1, ag = eo und ag = e1 + ey verwendet. Die Unterteilungsmatrix

von P ist Mp = (32)

P
> > >— *>— *>— *>—
*r—e *r—e *r—e *—e *—e *—e *—e *r—e
*r—e *r—e *r—e *—e *—e *—e *—e *r—e
*r—e *r—e *r—e *—e *—e *—e *—e *r—e
*r—e *r—e *r—e *—e *—e *—e *—e *r—e
*r—e *r—e *—e *—e *—e *—e

Abbildung 4.4: Eine selbstaffine Parkettierung, die nicht fast-periodisch ist.
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2. In der Literatur zu Parkettierungen des kontinuierlichen Raumes R? (vgl. zum Beispiel [60])
wird von einigen Autoren die Eigenschaft der Fast-Periodizitit bereits bei der Definition der
Selbstaffinitdt gefordert.

Bemerkung 4.16 Die Anwendung des Theorems von Perron-Frobenius (vgl. z. B. [21]) auf ei-
ne primitive Matrix M liefert die Existenz eines eindeutig bestimmien positiven FEigenwertes 0
maximalen Betrages, welcher auch Perron-Eigenwert von M genannt wird. Weiter existieren strikt
positive rechte und linke Eigenvektoren zu 0, die mit u = (u;)7", und v = (v;)I", bezeichnet werden,
so daf gilt

Iim 67" M" =u-v und v-u=1.
n—oo

(Die Vektoren u,v werden rechter bzw. linker Perron-Eigenvektor von M genannt.)

Die spezielle Struktur der Unterteilungsmatriz einer selbstaffinen Parkettierung erlaubt die folgende
Aussage iber den Zusammenhang zwischen den Perron-Eigenvektoren und den Kardinalitdten der
auftretenden Bausteine. Dieses Resultat bildet die Grundlage fir die Eigenschaft fast-periodischer
selbstaffiner Parkettierungen, jede ihrer Teilparkettierungen mit einer gleichmdfigen positiven ,Fre-

quenz zu enthalten (siehe Satz 4.30).

Folgerung 4.17 Es sei P € Q* = (Z%,Gy) eine fast-periodische selbstaffine Parkettierung mit der

verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ = (@,{a1,... ,ar}). Dann ist |det ¢ | der
Perron-FEigenwert der Unterteilungsmatric M = Mp von P. Als linken Perron-Figenvektor kann
man v = (|G, ), wihlen. Es existieren reelle Zahlen u, (r =1,... ,m) derart, dajs
7}1_)H;O|det¢|in(Mn)pq :uq|G]p| (p’q € {1, am}) (43)
m
> ulGyl =1 (4.4)
r=1

Zum Abschlufl dieses in die Problematik selbstaffiner Parkettierungen auf dem Gitter Z? einfithren-
den Abschnittes folgen einige Uberlegungen zur Konstruktion solcher Parkettierungen. In der Theo-
rie der Parkettierungen des kontinuierlichen Raumes R? haben sich die sogenannten replizierenden

Bausteine als ein wichtiges Mittel zur Konstruktion selbstaffiner Parkettierungen erwiesen.

Definition 4.18 (siehe [22],[14],[2] fiir replizierende Bausteine des R?) Eine endliche Teil-
menge ) # A C Z¢ heifit k-replizierender Baustein (auf dem Gitter Z¢), falls zu A kongruente
disjunkte Teilmengen Ay = A, Ao, ... , Ay, C 7% derart existieren, daff ¢(A) = Ay U...U Ay gilt,
wobei ¢ = (¢, {ay,... ,ar}) eine verallgemeinerte expandierende affine Abbildung des Z¢ auf sich

1st.

Bemerkung 4.19 Ausgehend von einem k-replizierenden Baustein A erhdlt man eine Parkettie-
rung durch fortgesetzte Zerlegung der Mengen p(A), 0*(A),... 0" (A),... in kongruente Mengen
zu A. (Die Forderungen an die Abbildung ¢ sichern gerade ¢™(A) 1 Z2.) Nach Konstruktion ist die

entstehende Parkettierung selbstaffin und besitzt eine primitive Unterteilungsmatriz.
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Beispiel 4.20 Die in Beispiel 4.7 betrachtete selbstihnliche Parkettierung P1 wird durch den
4-replizierenden Baustein A := a(*l’*l)Ggl) erzeugt. Es gilt nimlich ¢(A) = U?:l A;, wobei die
Mengen A; (i = 2,3,4) durch Drehungen um geeignete Vielfache von m/2 und zusdtzliche Verschie-

bungen aus A gebildet werden.
Eigenschaft 4.21 Fiir jede natiirliche Zahl k > 1 existiert ein k-replizierender Baustein auf 7.

Beweis: Es sei ¢ : R? — R? cine lineare expandierende affine Abbildung mit | det @| = k, die das
Gitter Z¢ in sich abbildet.

Sei weiter {ai,...,ar} C Z¢ mit a; = 0 ein vollstéindiges Nebenklassenreprisentantensystem der
Untergruppe ¢(Z%) in Z<. Fiir die Menge Ay := {a1,... ,a;} und die verallgemeinerte expandie-
rende affine Abbildung ¢ := (@, {a1,... ,ax}) ist offenbar

k
p(Ar) = J 4

i=1
mit A; == o%?@A (i =1,... k) richtig.
Da {ai,... ,a;} ein Nebenklassenreprisentantensystem von @(Z?) ist, sind die zu A kongruenten
Mengen A; (i = 1,... ,k) paarweise disjunkt. Mithin ist A ein k-replizierender Baustein auf dem
Gitter Z<. ]
Bemerkung 4.22 1. Ist ¢ = (¢,{a1,...,ax}) mit ag = 0 eine verallgemeinerte erpandie-

rende affine Abbildung des 7% auf sich, so ist A := {a1,... ,ax} der eindeutig bestimmte

k-replizierende Baustein derart, daf

gilt. Ausgehend von dieser Eigenschaft kann eine Vielzahl (periodischer) selbstaffiner Parket-
tierungen konstruiert werden, die sich als diskrete Entsprechungen bekannter Parkettierungen
des RY interpretieren lassen. Dabei kann der Baustein A = {ay,... ,a;} stets als zusam-

menhdngende Menge des Gitters gewdhlt werden.

2. Jeder von dem FEin-Punkt-Baustein Gy := {0} verschiedene Proto-Baustein G eines Z.4-
Quadersystems Q* = (72, {1(5) TL1) ist replizierender Baustein mit einer geeignet gewdihlten

verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ = (¢, {a1,... ,ax}):
besitzt G; die Ausdehnung 1(5) = (11(5), ... ,1a(§)) # (1,...,1) € N¢, s0 gilt mit

li(j) O 0
ga)= o . o |z (zer?
0 0 1a(y)

und {ay,... ,ax} == Gj C Z¢ gerade ¢(G;) = UL, o%Gj mit L := T4, LG).
Mithin enthilt jedes nichttriviale Z%-Quadersystem * selbstaffine Parkettierungen.
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3. Wie die Uberleqgungen in Beispiel 4.20 zeigen, kinnen replizierende Bausteine auch zur Kon-
struktion nichtperiodischer selbstaffiner Parkettierungen verwendet werden. Fiir zwei-dimen-
sionale Quadersysteme ist folgende Aussage richtig (siehe auch Abbildung 4.5):

Besitzt QF = (74, {1(j) L) einen Proto-Baustein G der Ausdehnung I(7) = (l1(j),l2(j)) mit
12(5)/11(j) € N und ist I'(j) := (la(j),11(j)) die Ausdehnung eines Proto-Bausteins G'; # Gj,

so enthdlt QO* nichiperiodische selbstaffine Parkettierungen.

|
[ ]
1]

Abbildung 4.5: Der Baustein G1 des Quadersystems Q* = (Z2 {(1,2), (2,1)}) ist 4-replizierender

Baustein mit der expandierenden Ahnlichkeitsabbildung @(z) = (_02(2))17 (x € R*) und

{a1,...,aa} = {0,e1,e2,e1 + e2}. Dargestellt sind die Zerlegung von ¢(G1) in zu G1 kon-
gruente Mengen, die Verschiebungen der zwei Proto-Bausteine von Q* sind, und ein Ausschnitt

der von ¢"(G1) (n — o0) erzeugten selbstédhnlichen Parkettierung.

4.2 Zur Dynamik des von einer fast-periodischen selbstaffinen Par-

kettierung erzeugten Parkettsystems

Definition 4.23 Es sei P € Q* = (Z%,Gy) eine selbstaffine Parkettierung mit der verallgemeiner-
ten expandierenden affinen Abbildung . Die Familie

V= {0°P|ze 2} (4.5)

aller Parkettierungen R des Z¢ mit der Eigenschaft, daf jede Teilparkettierung von R Verschiebung

einer Teilparkettierung von P ist, heif$t das von P erzeugte Parkettsystem in *.

Bemerkung 4.24 Das Parkettsystem §2}, ist kompakt in der Spurtopologie und invariant unter der
Wirkung der Gruppe (Z4,+) vermége des Shifts (0),eza. Das heifit, ( P O'Zd) ist ein topologisches
dynamisches System.

Als Metrik auf QU wird die in Teil 3 der Bemerkung 1.36 eingefiihrte Quader-Metrik dgo(-,-) mit

beliebigem, aber fest vorgegebenem Quader Q° C Z® verwendet.

Bemerkung 4.25 Die Untersuchung der von Parkettierungen des R® erzeugten dynamischen Sy-
steme als Wirkungen verschiedener Bewegungsgruppen wurde von C.Radin ([51],[50]) und E.A.Ro-
binson, Jr. ([53]) initiiert.
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Satz 4.26 Das von einer Parkettierung P € Q* = (Z% Gy) erzeugte Parkettsystem QF ist genau

dann minimal, wenn P fast-periodisch ist.

Beweis:

1. Zunéchst wird gezeigt, dal aus der Annahme, P sei eine fast-periodische Parkettierung, die
Minimalitdt von Q% folgt. Man beachte, daf {2 genau dann minimal ist, wenn jeder Orbit
Orb,(R) einer Parkettierung R € €23, dicht in QF ist.

Es seien zwei Parkettierungen R, S € €03 sowie eine reelle Zahl € > 0 beliebig gegeben.
Gemif Definition der Metrik dgo auf 5 1aBt sich eine reelle Zahl R(e) derart finden, daf fiir
die von der Kugel B(R(¢),0) erzeugte Teilparkettierung 4; in S gilt

diam(C(A;) N2) = inf (dgo(S', R) | R, S’ € C(A1) N Q) < e.

Nach (4.5) gibt es ein x € Z9 so, daB 0% A; eine Teilparkettierung in P ist. Aus der Fast-
Periodizitdt von P folgt die Existenz einer Zahl R(A;) derart, dafl jede Kugel B(R(A1),y)
(y € Z9) in P eine Verschiebung von A; enthilt.

Das heifit nach Definition von €2} als Abschlu8 des Orbits von P unter der Shiftwirkung
gerade, daf speziell die Kugel B(R(.A;),0) mit dem Radius R(.A;) um den Nullpunkt in R eine
Verschiebung von A; enthilt: 0% A; C R fiir ein 2’ € Z% Folglich gilt o~*'R € C(A;) N 05,
also nach Konstruktion von A; auch dgo (S,07""R) < e. Das heiit, Orb,(R) kommt der
Parkettierung S beliebig nahe.

2. Das Parkettsystem )3 sei minimal.
Fiir jede beliebige Teilparkettierung A in P existiert eine Kugel B in Z¢ so, daf A in dieser
enthalten ist. Wir betrachten die offene Umgebung

U:={R € Qp | R enthélt in B eine Verschiebung ¢*A (z € Zd)}

von P.
Ist S € 2} eine beliebige Parkettierung, so ist Orb,(S) wegen der vorausgesetzten Minima-
litdt von Q3 dicht in 2%. Insbesondere gilt also 07*S € U fiir gewisses = € Z4. Folglich
besitzt 3 die Eigenschaft

o c | o

a€”?

Wegen der Kompaktheit von €3 kann eine endliche Teiliiberdeckung {o~%U}icr (|I] < 00)
ausgewéhlt werden. Alle Elemente der Menge 0~ %U (i € I) enthalten innerhalb von B — a;
eine Verschiebung von A.
Ist B’ eine Kugel in Z%, die die Menge |J;c;(B — a;) enthiilt, so gilt fiir deren Radius R(B’):
jede Kugel B(R(B'),y) (y € Z%) enthilt in P € Q% eine Verschiebung der Teilparkettierung
A. Damit ist die Fast-Periodizitat von P gezeigt. |
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Lemma 4.27 FEs sei eine Parkettierung P € Q* = (Z9,Gy) gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0

eine endliche Familie disjunkter Basismengen C(A1) N Q%, ..., C(Ax) N Qp, deren Durchmesser
kleiner als € ist, mit der Figenschaft
k
2 = | (C(A) N 9p). (4.6)
=1

Der Beweis des Lemmas benutzt die Endlichkeit der Menge der von einer endlichen Teilmenge des

Gitters erzeugten Teilparkettierungen in €2%.
Bezeichnung 4.28 1. Ist A C Z% eine nichtleere endliche Menge, so bezeichnet
0A:={z€A|ye{z+e,z—e|i=1,...,d mity ¢ A}
den Rand von A.
2. Fiir jede nichtleere endliche Teilmenge A C Z% und jede beliebige natiirliche Zahl r € N sei
AT = {x e 2% | dist(x, A) <71}, AT :={z e A|dist(z,04) >r},

wobei dist(x, A) := minyea ||x — y|| den Abstand eines Punktes x € Z¢ zur endlichen Menge
0 # A C Z? bezeichnet.

3. Sei A C 7% eine nichtleere Teilmenge des Gitters sowie A C P eine beliebige Teilparkettierung
von P € Q*. Das Symbol L 4(A) bezeichnet die Anzahl der Teilparkettierungen o A (z € 7.9)
in P, die in A enthalten sind (siehe Abbildung 4.6).

0! | 1
I IT Ep IT |
Abbildung 4.6: Fiir die Menge A := {z € Z® | 0< 21 < 5,-2 < 22 < 2} und
die Teilparkettierung A := Pi|,m)y mit H := 0(0’_2)Gél) der in Abbildung

4.1 dargestellten Parkettierung Pi gilt La(A) = 1. Die Verschiebung A |
schneidet die Menge A, ist aber nicht in ihr enthalten.

A |

Eigenschaft 4.29 Fiir jede endliche Menge ) # A C 7% und jede Teilparkettierung A einer Par-
kettierung P ist L4(A) offenbar durch die Anzahl der in A enthaltenen Bausteine in P nach oben
beschrinkt. Bezeichnet Vigin == min{|G| : G € P} die kleinste Kardinalitit aller Bausteine in P,

so gilt mithin

La(A) <V |AlL (4.7)

min
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Satz 4.30 Es sei P eine fast-periodische selbstaffine Parkettierung des Gitters Z.%. Dann existiert
fir jede Teilparkettierung A C P eine Zahl c4 > 0 derart, daf8 fiir jede Folge {A,} nichtleerer
endlicher Mengen A,, C Z% mit |A,| < |Any1| und der Eigenschaft

(040"
lim ———— =0 (4.8)
n—oo  |Ap]
fiir jede fest vorgegebene Zahl r € N,
La(A
lim A(An) =cq

n—oo |4

gilt.

Bemerkung 4.31 1. Die in Satz 4.30 geforderten FEigenschaften der Mengenfolge {Ay} sind
gleichbedeutend mit der Konvergenz der Folge nach unendlich im Sinne von vanHove (siehe
[63],[55] und Seite 34 dieser Arbeit). Eine solche Folge { Ay} wird deshalb im folgenden auch
als vanHove-Folge bezeichnet.

Speziell ist jede Folge {Q,} von Wiirfeln Q, C Z%, deren Kantenlingen nach unendlich stre-
ben, eine vanHove-Folge. Dariiber hinaus erfillt fir jeden Baustein H € P einer selbstaffinen

Parkettierung P mit der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ die Folge

{¢"H} die Bedingung (4.8).

2. Der Beweis von Satz 4.30 nutzt wesentlich die Primitivitdt der Unterteilungsmatriz Mp
der fast-periodischen Parkettierung P und die durch Anwendung des Theorems von Perron-
Frobenius gewonnenen Aussagen in Folgerung 4.17. Die dem Beweis der FExistenz gleichmdjfi-
ger Frequenzen fiir Teilparkettierungen in Wiirfeln in [38] zugrundeliegende Idee ibertrigt sich

unmittelbar auf die hier betrachtete Situation.

Satz 4.32 Sei P € O* = (Z%,Gy) eine fast-periodische selbstaffine Parkettierung mit der verallge-
meinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ des Z¢ auf sich. Dann ist das dynamische System

(Q;B,azd) eindeutig ergodisch, d. h., es existiert ein eindeutig bestimmtes shift-invariantes Borel-
Wahrscheinlichkeitsmaf auf Q.

Beweis:

1. Fir das Vorliegen eindeutiger Ergodizitét von (€, aZd) reicht es aus, fiir jede stetige Funktion

[ auf QF die Existenz des Grenzwertes

Z f(c7*R) = const. (4.9)

z€EAp

lim (Ly, )(R) = lim ——

ne 4]

fiir jede vanHove-Folge {A,} gleichmaBig in R € 0, zu zeigen (vgl. [16] fiir Wirkungen der
Gruppe (Z,+)). Da der Orbit {¢*P | x € Z9} dicht in Q} ist, geniigt es, die Giiltigkeit von
(4.9) fiir R = 0®P gleichmiBig in x € Z¢ zu zeigen. Wegen (14, f)(0*P) = (14, f)(P) und
der Eigenschaft, dal mit {A,} auch {A,, — 2} eine vanHove-Folge bildet, ist nur die Existenz

des Grenzwertes

lim (14, f)(P) (4.10)

n—oo
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zu tiberpriifen.

Die stetige Funktion f in (4.10) kann durch eine Treppenfunktion approximiert werden. Dazu
wird die in Lemma 4.27 beschriebene disjunkte Zerlegung (4.6) in Basismengen C(.A;) N Q5,
deren Durchmesser nicht grofier als e ist, benutzt. Wir wéhlen fiir jedes [ € {1,... ,k} eine
beliebige Parkettierung R; € C(A;) N5 aus und definieren die Treppenfunktion

k

fo(R) =) F(R)Xcpna;, (R) (R E€Qp)
=1

auf QF, wobei x¢( AN die charakteristische Funktion zur Menge C(A;) N €2} bezeichnet.
Dann gilt f. — f fiir ¢ — 0 gleichméBig auf €23. Folglich ist es ausreichend, (4.10) fiir eine

charakteristische Funktion einer Basismenge C(.A) N €2}, zu untersuchen.

. Betrachtet wird das Funktional J,,(f) := > c4 f(07*P) = |As| - (14, f)(P) fiir die charak-
teristische Funktion f = Xc(4)nqz- Nach Definition des Zylinders C (A) N Q% gilt

Jo(f) =|{z € A, | 0° A ist eine Teilparkettierung in P}|.

Wir bezeichnen alle Teilparkettierungen in P, die Verschiebungen von A sind, mit A, = c* A
(2, € Z% v =1,2,...). Dann folgt

In(f) = |U [An {2} = Z |An N {20 ).

Mit 7 := max{ [|y[| : ¥y € Ugeq G} gilt fiir jede Teilparkettierung A, = 0** A C A", dafl der
Verschiebungsvektor z, zu A,, gehort. Umgekehrt ist fiir A, = 0 A C ZN\A}" der Vektor z,

kein Element von A,,. Daraus folgt unmittelbar

La(AS") > Jn(f) > La(A,7).

Man beachte weiter, dal fiir jede vanHove-Folge {A,} die Aussage lim, .o “’f:" =
. A;T . . . . A;T . A;LT

limy, 00 ﬁ = 1 richtig ist und wegen (4.7) auch lim,_ % = lim,,—oo % =1
gilt. Daraus folgt mit (14, f)(P) = Jun(f)/|An| die Existenz des Grenzwertes in (4.10) und
damit die Behauptung. |

Bemerkung 4.33 Der Beweis der eindeutigen Ergodizitit des von einer fast-periodischen selbstaf-

finen Parkettierung T des R? erzeugten Parkettsystems Q% erfolgt analog zu dem fiir den diskreten

Fall vorgestellten. Zu bemerken ist, dafi Zylindermengen in V% durch Angabe einer Teilparkettie-

rung A und einer mefbaren Menge U C R? charakterisiert sind. (Dabei gibt U die Menge aller

Verschiebungen an, mit denen die Teilparkettierung A in Elementen des Zylinders auftritt.) Die

Auswertung des Funktionals Jy,(f) im Beweis macht davon Gebrauch, dafi die zugehdorige Verschie-

bungsmenge U eines Zylinders mit kleinem Durchmesser so gewdhlt werden kann, daf$ sie in jeden

Baustein der Parkettierung ,hineinpafit. FEine Charakterisierung des Mafes eines Zylinders als

Produkt der ,Frequenz®, mit der die Teilparkettierung in T auftritt, und des Volumens der Menge

U der Verschiebungen (analog zur Aussage in Folgerung 4.34) ist damit nur fir Mengen U mit

dieser Eigenschaft richtig.
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Folgerung 4.34 Bezeichnet u das eindeutig bestimmte shift-invariante Borel-Wahrscheinlichkeits-
maf$ auf %, so ist die Konstante in (4.9) gleich dem Integral der Funktion f beziiglich p. Unter
Beachtung von Bemerkung 4.31 ergibt sich sofort das Maf$ eines Zylinders C(A) N Q-

. . La(@Q) . Lale"G)
mOANRp) = dm =01 = 2% Tlond

(4.11)

wobei Q) einen d-dimensionalen Wiirfel bezeichnet und G € P ein beliebiger Baustein ist.

Folgerung 4.35 Sei P € QO eine nichttriviale fast-periodische selbstaffine Parkettierung mit den

Proto-Bausteinen Gj,, ... ,Gj, . Dann sind folgende Aussagen richtig:
1. Es gilt 0 < ¢qg; y < |G, |7t fiir jedesr=1,... ,m

2. Fiir jede reelle Zahl § > 0 existiert eine Teilparkettierung A C P mit der FEigenschaft
n(C(A)NQL) <o.

Beweis: 1. Wir betrachten einen beliebigen Baustein H € P. Dieser sei eine Verschiebung des

Proto-Bausteines G, (s € {1,... ,m}). Nach Satz 4.30 gilt fiir jedes r € {1,... ,m}

Cra,) = lim {Gjr}( "H) — lim (]{4”)7"8 ,
n—oo |det g™ - [H| ~ n—oco |det [ - |G|

wobei M die Unterteilungsmatrix von P ist. Mit Folgerung 4.17 erhélt man c(q, y = u,. Dabel ist

u = (u;);2; rechter Perron-Eigenvektor der Matrix M mit der Normierung > 7" uy|Gj,[ = 1. Aus

der Normierung von u folgt unter Beriicksichtigung der Positivitdt aller Komponenten des Vektors

die Abschitzung u, < |Gj,|~t. Man beachte, dal das Gleichheitszeichen genau dann angenommen

wird, wenn in der Parkettierung P nur ein einziger Proto-Baustein G, auftritt.

2. Nach Aussage 1 des Satzes gilt fiir jeden Proto-Baustein G, , der in P auftritt, die Beziehung
0 < u(CHG; N Np) <Gy, 7"

Aus der Nichttrivialitét von P folgt insbesondere, dafi das Mafl jeder Menge C'({G},}) N} echt
kleiner als 1 ist. Mithin ist auch

pi= max p(C({G;})N02p) <1

goeoy

Weiter kann man fiir eine beliebige Teilparkettierung A = {Hy, ... , H;} in P, wobei H, = =o?"G,
(" ez p(r) e {1,... ,m}, r=1,... ,t) ist, das MaB des Zylinders C'(A) N Q2 gemiB

Ip(r)

t

n(C(A)NQp) < H C({Gj,, HhNQp) <

abschétzen.
Ist 6 > 0 gegeben, so gilt fiir hinreichend groBes ¢ € N die Ungleichung /Zi < 6. Das heifit aber, fiir
jede Teilparkettierung A in P mit wenigstens ¢ Bausteinen gilt p(C(A) N Q%) < 6. [ |
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Beispiel 4.36 Die in Beispiel 4.7 betrachtete selbstihnliche Parkettierung Py besitzt die Untertei-

012
lungsmatric M = Mp, = (% 39 (1)> mit dem Perron-FEigenwert |det | = 4.
0121

Wahlt man v = (|G |)r 1 = (3,3,3,3) als linken Perron-Eigenvektor, so erhdlt man aus der Nor-
mierung (4.4) den rechten Perron-Eigenvektor u = (u,;)i_; = (L. 5. 5, )7

Nach den im Beweis von Folgerung 4.35 gezeigten Zusammenhdingen gilt oty = Ur, das heifst,
jeder der 4 Winkelbausteine G,(»l) (r=1,...,4) tritt in P; mit der Frequenz 1—12 auf.

Daraus leitet sich unmittelbar das Maf$ der Subbasismengen C({GZ(-I)}) NQp ab:

1

wCHe" N nep) =

Man beachte in diesem Zusammenhang, dajs

U U ©uennon)

=1 Gfo-ZGgl)
0eG

eine Zerlegung von Qp in 12 disjunkte Zylinder bildet, die sdmtlich das Mafs % besitzen.

Mischungseigenschaften (mafitheoretischer) dynamischer Systeme besitzen als Invarianten beziiglich
mafitheoretischer Isomorphie grofie Bedeutung fiir die Klassifizierung dynamischer Systeme. Die
Frage nach der Existenz schwach mischender Systeme, die nicht stark mischend sind, ist ein wichti-
ges Problem der Ergodentheorie, welches lange Zeit ungelost war. (Siche z.B. [32] zur Konstruktion

mafitheoretischer dynamischer Systeme, die schwach mischend, aber nicht stark mischend sind.)

Definition 4.37 Die Shift- Wirkung o’ heifst auf (23, 1) stark mischend, wenn fiir jede Folge

{zn} CZ* mit ||z,|| — oo fiir n — oo und beliebige zwei nichtleere offene Mengen U,V in ¥ gilt

lim p(UNo™V)=pU)-puV).

n—oo

Definition 4.38 (vgl. [65] fiir Wirkungen der Gruppe (Z,+)) 1. Die Z%Wirkung des
Shifts auf X}, definiert eine Gruppe unitdrer Operatoren U, (z € 7% auf dem Raum LQ(Q;}, )
vermdge der Festlequng U,(f) := foo™* (f € L*(Qp, pu), 2 € 7.%). Ein Vektor o € R wird ein
Eigenwert der Z-Wirkung o genannt, wenn eine Eigenfunktion f € LQ(Q;‘;,,M), f#£0,
d. h., eine Funktion mit der Eigenschaft

U.f(R) = exp(2mi{z,a)) f(R) (Vz € ZLVR € Q3), (4.12)
existiert. (Dabei bezeichnet (u,v) == >_1"  uv; fir u,v € R? das Skalarprodukt auf RY.)

2. Das dynamische System heiffit schwach mischend, wenn es keine nichtkonstanten FEigen-
funktionen besitzt. Aquivalent dazu ist die Figenschaft, daf jeder Eigenwert o € R won
(2, 1, o) ein Element von 7. ist

Bezeichnung 4.39 Wir bezeichnen mit

(1]

(P):={2€Z?:3H,H €P mit H =c°H} (4.13)

die Menge aller Verschiebungsvektoren zwischen Bausteinen des gleichen Typs in P.
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Lemma 4.40 Es sei A eine beliebige Teilparkettierung der fast-periodischen selbstaffinen Parket-
tierung P € Q* mit der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ = (p,{a1,... ,ar}).
Dann ezistiert fir jeden Vektor z € Z(P)\{0} eine von A unabhingige Konstante 6 = §(z) > 0
derart, daf fiir alle natiirlichen Zahlen n > n(A) gilt

1w(C(A) No?" EC(A) NQS) > du(CA) N ). (4.14)

Beweis: Fiir jeden Vektor z € Z(P)\{0} existieren zwei Bausteine H;, H} € P mit H; = 0°H,
Diese Bausteine mogen Verschiebungen des Proto-Bausteines G; sein.

Es sei n € N so gewiihlt, daB die von den Teilparkettierungen A und 0%" (%) A iiberdeckten Teilmen-
gen des Gitters Z? disjunkt sind. Dann gilt C(A) No?"FIC(A) N Q5 = C(AU?" ) A) N Q.
Nach (4.11) ist fiir jeden Baustein G € P

pr Ly oo NG
w(C(AUG? (Z)A)m%):zvhinoo Auw‘(p(]\)[g(’tﬂ )

richtig. Gesucht ist eine Abschitzung von L 4, ¢n () 4(¢™ G) nach unten.

Aus der Selbstaffinitdt der Parkettierung P folgt die Existenz eines Bausteines H; vom Typ G;
in P und einer natiirlichen Zahl ky mit der Eigenschaft, dafl P‘¢k0 g, sowohl den Baustein Hj als
auch den Baustein H J’ = 0”H; enthilt. Dann sind in 73| ko die Teilparkettierungen P n H; und
Pien H = U‘ﬁn(z)Pwn g, enthalten (siehe Abbildung 4.7).Das heift: fiir jede in Pj,n g, enthaltene
Verschiebung A, von A ist auch ¢?"(®) A, in lewko g, enthalten. Folglich ist A, U oD A,

P‘ <pn+k0 H’L rlChtlg

[
i
U;’L —l_l._lplww)
NN

Abbildung 4.7: Die Teilparkettierung P1|,(zr,) enthélt die Bausteine H, H' = ¢ H. Mithin

Pripry = 07D Prig)

sind die Teilparkettierungen P1,(z) und Pijy(gsy auch in Pij,2(g,) enthalten.

Mithin ist die Anzahl der Verschiebungen der Teilparkettierung A U 0?"(*) A, die in Pion+ko i,
auftreten, mindestens gleich L 4(¢"™ Hj).

Wir betrachten weiter fiir jeden Baustein G € P vom Typ Gy (k =1,... ,m) und jede natiirliche
Zahl N > n + ko die Zerlegung von ¢V G in Bausteine der Vegréberung ¢ t#0P. Man beachte, daf
die Zahl der Verschicbungen des Bausteines ¢ %0 H;, die in der Parkettierung ¢™ 0P innerhalb

von @N @G liegen, gleich

Ly (V@) = (MN=7Ro), fiir G = oGy, (k€ {1,... ,m},x € Z%
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ist. Daraus folgt unmittelbar
Lo oa(@™G) > La(e"Hj) - (MN""7F) (G =0"Gy, k€ {1,... ,m},z € Z%).

Daraus ergibt sich fiir das Ma8 des Zylinders C(AU %" () A) N Q% die Abschitzung;

N—n—Fk nIr
WAL O Nap) > tim S DulaleH))

= |det 3| 7" 7F0 - ;L (o™ H;
NE% [detglV |G |det 2 wiLale” Hy),

wobei u = (u,); rechter Perron-Eigenvektor der Unterteilungsmatrix M von P mit der Normie-

rung > . |Grlu, = 1 ist. Andererseits ist geméfl (4.11) speziell

] _ La(e"Hj)
w(CA)NQL) = lim ————
( ( ) P) n—o0 |det g0|n|Hj|
richtig, woraus sofort
¢"(2) *
lim inf wCAUo A)NQL)

> u; - detgé_k“ H;

folgt. Mit der von A unabhingigen reellen Zahl 6 := 2u;|det 3|70 |H;| ist (4.14) fiir jedes hinrei-
chend grofle n gezeigt. [ |

Beispiel 4.41 Fiir die in Beispiel 4.7 betrachtete selbstihnliche Parkettierung Py ist z = (1,1)
ein Element von Z(P1), da fir die Bausteine H = a(*17*3)G§1), H = J(O’*2)Ggl) in P gerade
H' = o*H gqilt. Fiir den Baustein Hy := J(_l’_l)Ggl) € P1 und kg = 1 enthdlt P1|¢kO(H1) die
Bausteine H, H' (siehe auch Abbildung 4.7).

Der Beweis von Lemma 4.40 liefert die Giiltigheit von (4.14) fiir 6(z) = Luy|det @\*I\Ggl)] = .
Unter Beachtung der Uberlegungen in Beispiel 4.36 und im Beweis von Folgerung 4.35 erhdlt man
die Aussage, dafl fir jede Teilparkettierung A in Pi1, die aus wenigstens zwei Bausteinen besteht,
die Ungleichung pu(C(A) N Q% ) < 6(2) gilt.

Satz 4.42 Ist P eine nichttriviale fast-periodische selbstaffine Parkettierung des Z¢ mit der verall-
gemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ = (p,{a1,... ,ar}), so ist die Shift-Wirkung der
Gruppe (Z4,+) auf (U, p) nicht stark mischend.

Bemerkung 4.43 Die Aussage von Satz 4.42 ist analog zu der fiir Substitutionssysteme geltenden
(vgl. [15]). Die Existenz von Parkettierungen derart, daf8 das erzeugte Parkettsystem stark mischend

ist, stellt auch fir die Situation des kontinuierlichen Raumes RY ein offenes Problem dar.

Beweis von Satz 4.42: Angenommen, die Shift-Wirkung auf (€2}, ) ist stark mischend. Dann
gilt fiir jede Teilparkettierung A in P und jeden Verschiebungsvektor z € Z(P)\{0}

lim u(C(A)No?" @EC(A) NQS) = [u(C(A) NQH)12. (4.15)

n—oo

Nach Lemma 4.40 existiert eine positive Konstante § = d(z) derart, dafl jede Teilparkettierung
A C P die Ungleichung (4.14) fiir n > n(A) erfiillt.
Weiter kann gemifl Folgerung 4.35 eine Teilparkettierung A in P so konstruiert werden, dafl
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0 < u(C(A) N Q%) < § gilt. Mithin steht Ungleichung (4.14) fiir ein solches A C P im Wider-
spruch zur Giiltigkeit von (4.15). Folglich ist die Annahme, die Shift-Wirkung auf (€2}, ;1) sei stark
mischend, falsch. |
Unter Verwendung von Lemma 4.40 lassen sich auch Bedingungen fiir das Vorliegen schwacher
Mischung des von einer selbstaffinen Parkettierung erzeugten dynamischen Systems gewinnen. Der
folgende Satz liefert eine charakteristische Figenschaft eines Eigenwertes der Shift-Wirkung auf

(€25, ). Eine analoge Aussage gilt fiir Substitutionsysteme (vgl. [30]).

Satz 4.44 Es sei P € QO* = (79,Gy) eine fast-periodische selbstaffine Parkettierung mit der ver-
allgemeinerten expandierenden affinen Abbildung ¢ = (@, {a1,... ,a;}). Ist a € R? ein Eigenwert
fiir (Q;B,u,azd), so gilt fiir jeden Vektor z € Z(P):

lim exp(2mi(@"(2), ) = 1. (4.16)

n—oo

Beweis:

1. Essei f € LZ(Q;‘;, 1) Eigenfunktion zum Eigenwert o € RY. Wegen der Ergodizitét des Mafes
w ist | f] konstant, so dafl die Giiltigkeit von |f| = 1 p-fast sicher angenommen werden kann.
Die Funktion f wird durch eine Treppenfunktion in der Norm | - ||; des Raumes L'(€2}, u)
approximiert: fiir beliebig vorgegebene reelle Zahl € > 0 kann eine stetige Funktion f auf %5
so gewiihlt werden, daB || f— f|1 < /2 gilt. Weiter existiert gemiB Lemma 4.27 eine disjunkte
Zerlegung 3, = | J;(C(A;) N Q%) von QF in endlich viele Zylinder derart, dafl

I1f - ZCleHoo = Sup IF(R ZCzXl !< 5

mit geeigneten Konstanten ¢; € R gilt, wobei x; := x¢( AN die charakteristische Funktion
auf 0, zum Zylinder C(A;) N €2} bezeichnet. Mithin erfiillt die Funktion g = >, ¢x; die
Bedingung [|f —g|1 < e.

2. Wir setzen A,. := J;Y;, wobei die Mengen Y; := C(A4;) N C(e?" B A) N )}, paarweise
disjunkt sind. Nach Lemma 4.40 existiert eine von den Teilparkettierungen .4; unabhéngige
Zahl 6 = §(z) derart, daB

ZMYI >Z5M (A) N Qp) =ou(p) =6 >0

fiir alle hinreichend grofien naturhchen Zahlen n gilt.
Wir betrachten das Integral [ := ‘[Ans |f(67?"®IR) — f(R)|du. Da o nach Voraussetzung
Eigenwert mit der Eigenfunktion f ist, folgt

I= / |exp(2mi("(2), a)) f(R) — f(R)|dp

= 1(Ane) |exp(2mi(@™ (2), @) — 1] = 0 |exp(2mi(@"(2), ) — 1.

Andererseits gilt wegen der Dreiecksungleichung

I< / Flo " OR) — g(o " OR)|du + / 90" OR) — g(R)|du
An,s An,s

T /A lo(R) SR
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Das erste und das dritte Integral ist jeweils durch ||f — g||1 < € nach oben beschriankt. Das

zweite Integral ist nach Definition der Menge A,, . gleich
> lgc™"IR) = g(R)|dp
EAL

und verschwindet nach Definition der Mengen Y;. Insgesamt ist also I < 2¢ und folglich

2
|exp(2mi(@" (2),0)) = 1] < =
Da § eine nur von z € Z(P) abhéngige Konstante ist, ist mit ¢ — 0 die Behauptung gezeigt.
[ |

Bemerkung 4.45 Die Bedingung (4.16) charakterisiert die moglichen Eigenwerte von (€25, 1, O'Zd)
nur indirekt. Im allgemeinen ist ihre Giiltigkeit fir jeden Verschiebungsvektor z € E(P) zwischen
Bausteinen in P nur schwer nachzuweisen. Aus Z(P) C 7 und den Voraussetzungen an die
gewdhnliche expandierende affine Abbildung ¢ einer selbstaffinen Parkettierung des Gitters Z% kann
sich eine Vereinfachung der Betrachtungen gegentiber der Situation kontinuierlicher Parkettierun-

gen ergeben.

Beispiel 4.46 Fiir die in Beispiel 4.7 betrachtete selbstihnliche Parkettierung Py des Gitters 7.2

mit der verallgemeinerten expandierenden Ahnlichkeitsabbildung ¢ = (@, {a1, ... ,a4}) gilt
hz)y=2"(9 )" 2 (x € R?).

Offenbar ist die Menge aller o € R?, die die Bedingung (4.16) an einen Eigenwert von Q%5 1, 022)
erfilllen, gleich Zo X Za, wobei Zo := {p/2"™ | p € Z,m € N} die Gruppe der diadischen rationa-
len Zahlen bezeichnet. (Man beachte dabei, dafS in diesem Fall fiir den Nachweis von (4.16) kein
Gebrauch von der Struktur der Menge Z(P1) C 72 gemacht wird.)

Bemerkung 4.47 1. Fir selbstaffine Parkettierungen des kontinuierlichen Raumes R¢ kann
gezeigt werden, daf die Giltigkeit von (4.16) unter der Voraussetzung, daf8 die Parkettierung
seindeutiq zusammensetzbar® ist, auch hinreichend dafir ist, dafi o € R® Eigenwert fiir das
entsprechende dynamische System ist ([60]). (,Eindeutig zusammensetzbar® sind insbesonde-
re alle nichtperiodischen selbstaffinen Parkettierungen des R%, vgl. [61].)

Zur Konstruktion der Figenfunktionen im Beweis dieses Satzes wird die Methode der ,,Kon-
trollpunkte® (siehe [62],[60]) verwendet. Dabei wird jedem Baustein A der Parkettierung T
ein Punkt c¢(A) € A derart zugeordnet, daf fir jede Verschiebung A + g (g € RY) auch
c(A+g) = c(A) + g gilt und das Bild eines Kontrollpunktes unter der expandierenden affinen
Abbildung ¢ selbst Kontrollpunkt eines Bausteines in T ist.

Im Fall selbstaffiner Parkettierungen des Gitters 7% ist es wegen der Definition des Kon-
zeptes der verallgemeinerten expandierenden affinen Abbildung mdglich, daf$ keine Wahl von
Punkten ¢(H) (H € P) ezistiert, die die genannten FEigenschaften erfillt. (In Beispiel .48
wird die Konstruktion der Eigenfunktionen fir eine Parkettierung erldutert, die die Wahl von

Kontrollpunkten mit den gewiinschten Figenschaften erlaubt.)
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2. Ist P € QF eine periodische Parkettierung mit endlichem primitiven Periodenindez, so ist die

Menge der Eigenwerte fiir (Q’;),u,azd) gleich dem ,reziproken Gitter*
A}}(P,azd) ={aeR?|(z,a) €Z,Vz e AH(P,UZd)},

wobei AH(P,UZd) die Menge aller Perioden von P bezeichnet. (Diese Eigenschaft folgt un-
mittelbar aus der Abgeschlossenheit des Orbits der d-periodischen Parkettierung P und ist in
gleicher Weise fiir Parkettierungen des Raumes R? richtig.)

Fir eine nichttriviale (d. h. nicht nur aus Ein-Punkt-Bausteinen aufgebaute) periodische Par-
kettierung mit endlichem Orbit folgt damit die Eristenz eines Eigenwertes a € RI\Z?, d. h.
das Fehlen schwacher Mischung fiir das dynamische System (2%, p, aZd).

Beispiel 4.48 Fiir die in Beispiel 4.46 betrachtete selbstihnliche Parkettierung des 7.2 wird durch
Konstruktion von Eigenfunktionen gezeigt, daf§ 7o x Zy die Menge der Eigenwerte von (2., 1, 022)
15t.
Dazu wird mit c(Ggl) = eg, c(GEl)) =0 (i = 2,3,4) und C(O'ZGZ(U) = C(Ggl)) +z (z € Z2
i €{1,...,4}) jedem Baustein der Parkettierung Py ein Punkt zugeordnet. Man prift nach, dafs
fir jeden Baustein H € Py der Punkt ¢(c(H)) der Kontrollpunkt des eindeutig bestimmten Bau-
steines H' € P ist, der p(c(H)) enthdlt. Definiert man die Kontrollpunkte der Bausteine der n—ten
Vergréberung ¢"(Py) gemdifs c(¢™(H)) := ¢"(c(H)) (n € N), so ist gesichert, daf$ der Kontroll-
punkt jedes Bausteines der Vergriberung ¢™(P1) gleich dem Kontrollpunkt eines Bausteines seiner
zerlegenden Teilparkettierung in ©*(P1) (Vk < n) ist.
Es sei oo € Zg X Zy gegeben und R € Q0 eine beliebige Parkettierung. Da Py beziiglich ¢ ,eindeu-
tig zusammensetzbar® ist, besitzt R eine eindeutig bestimmte Folge {R(") tn>0 von Parkettierungen
R™M ¢ Q;n(Pl) (n > 0), die Vergroberungen von R sind. Weiter bezeichne H™ € R™ den ein-
deutig bestimmien Baustein, der den Nullpunkt tiberdeckt. Damit definiert man eine Funktion f,
auf Qp  durch

fa(R) = nango exp(—2mi(c(H™), o).

Nach Wahl der Kontrollpunkte ist c(H™ V) gleich ¢(K™) fiir einen Baustein K™ in der Teilpar-
kettierung 90"(7)1)\1{(%1)- Wegen R(™ ¢ Q:;n(Pl) ist die Teilparkettierung {K™, H™} innerhalb
von H) eine Verschiebung von {p"(K), o™ (H)} fiir gewisse Bausteine K, H € Py, die innerhalb
des gleichen Bausteines von ¢o(P); liegen. Also gilt

c(HD) — e(H™) = e(K™) = e(H™) = §"(c(K) = c(H),

woraus wegen ¢(K) —c(H) € 72 die Existenz des interessierenden Grenzwertes folgt (vgl. auch Bei-
spiel 4.46). Die Giiltigkeit von fo(07*R) = exp(2mi(z, a)) fo(R) folgt unmittelbar aus der Invarianz

der Kontrollpunkte unter Verschiebungen des Gitters.
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