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“So he binds himself
to the galloping mare
and she binds herself
to the rider there
and there is no space
but there’s left and right
and there is no time
but there’s day and night [...]“

Leonard Cohen, Ballad of the Absent Mare
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Kapitel 1

Einleitung

Supersymmetrische Stringtheorien stellen die zur Zeit vielversprechendsten Er-
weiterungen des Standardmodells der Elementarteilchen dar [1–8]. Elementarteil-
chen gelten in dem Sinne als elementar, als daß sie aus keinen weiteren Teilchen
aufgebaut sein sollen, und werden im Standardmodell als punktförmig angese-
hen.1 Das Standardmodell beschreibt außer der Gravitation, welche Gegenstand
von Einsteins Allgemeiner Relativitätstheorie ist, alle in der Natur beobachte-
te Materie sowie die bekannten Wechselwirkungskräfte im Rahmen einer sog.
Quantenfeldtheorie, und steht in bestem Einklang mit experimentellen Daten.
Dennoch kann es nicht als fundamentale Theorie angesehen werden: zum einen
ist bisher jeder Versuch einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung der Gravita-
tion gescheitert (die Theorie ist

”
nicht renormierbar“). Zum anderen besitzt das

Standardmodell viele freie Parameter (wie z.B. die Massen der Quarks und Lep-
tonen), deren Herkunft und Beziehung untereinander durch eine fundamentale
Theorie erklärt werden sollten.

In der Stringtheorie wird das Konzept der Elementarteilchen als punktförmi-
ge Objekte aufgegeben, und statt dessen die eindimensionalen Strings als funda-
mentale Konstituenten der Materie angesehen. Alle bekannten Elementarteilchen
lassen sich dann als unterschiedliche Schwingungsmoden der Strings deuten. Auf
den ersten Blick scheint dies der Beobachtung zu widersprechen, daß sich die
Elementarteilchen im Experiment eher als Teilchen denn als eindimensional aus-
gedehnte Objekte verhalten. Berechnet man aber die Länge eines Strings, so findet
man, daß diese von der Größenordnung 10−33 cm ist: diese Länge ist viel zu klein,
als daß sie von heutigen Teilchenbeschleunigern aufgelöst werden könnte, so daß
Strings als punktförmig erscheinen und es keinen direkten Widerspruch zu bisher
vorgenommenen Experimenten gibt.

Einer der Hauptgründe, warum Stringtheorie in der heutigen theoretischen
Hochenergiephysik eine so prominente Rolle spielt, besteht darin, daß sich bei
der Berechnung des Spektrums supersymmetrischer Stringtheorien insbesondere

1Das derart gegebene Verständnis von ”elementar“ ist natürlich von dem zur Verfügung ste-
henden Auflösungsvermögen der Teilchenbeschleuniger abhängig: so gelten z.B. bei einer heut-
zutage erreichten Auflösung von ca. 10−16 cm die Elektronen und Quarks noch als elementar,
was sich jedoch durch zukünftige Experimente bei höheren Energien ändern könnte.
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

immer ein Spin-2 Teilchen findet, welches mit dem für die gravitative Wechselwir-
kung verantwortlichen Teilchen (dem Graviton) identifiziert werden kann: somit
ist Gravitation auf natürliche Weise inkorporiert. Außerdem findet man bei Quan-
tisierung keine ultravioletten Divergenzen, welche zuvor zur Nicht-Renormierbar-
keit der Quantengravitationstheorien geführt hatten. Insgesamt enthalten super-
symmetrische Stringtheorien somit eine endliche Quantentheorie der Gravitation.

Allerdings zeigt sich, daß es fünf verschiedene konsistente supersymmetrische
Stringtheorien gibt (von denen eine Typ IIB genannt wird), deren Beziehun-
gen untereinander noch nicht vollständig verstanden sind. Darüber hinaus führen
Konsistenzbedingungen dazu, daß diese Theorien zunächst nur in zehn Raum-Zeit
Dimensionen formuliert werden können, wohingegen die uns umgebende Raum-
Zeit vierdimensional zu sein scheint. Als ein fruchtbarer Ansatz zur Erklärung
der anscheinend überzähligen Raum Dimensionen hat sich ein Mechanismus her-
ausgestellt, den man Kompaktifizierung nennt. Die Grundidee besteht darin, daß
sechs der insgesamt neun Raum Dimensionen kompakt und sehr klein sind: und
zwar so klein, daß ihre Größe durch die bis heute zur Verfügung stehenden Teil-
chenbeschleuniger noch nicht aufgelöst werden konnte, und der uns umgebende
Raum somit dreidimensional erscheint. Für die Typ IIB Theorie werden in die-
ser Arbeit bestimmte Klassen von Kompaktifizierungen untersucht, die nach den
beiden Mathematikern E. Calabi und S.T. Yau benannt sind.

1.1 Grundlagen der Supersymmetrie

Das Konzept von Supersymmetrie [9–11] ist unabhängig von dem der String-
theorie und kann ohne weitere Annahmen als zusätzliche Symmetrie auch in je-
der Quantenfeldtheorie eingeführt werden. Dabei ist Supersymmetrie per Defini-
tion eine Symmetrie zwischen Fermionen (den Konstituenten der Materie) und
Bosonen (den Trägern der Wechselwirkungskräfte); entsprechend gibt es einen
Operator Q (den man auch Superladung nennt), der die beiden Teilchensorten
zueinander in Beziehung setzt, indem er fermionische Zustände auf bosonische
abbildet und umgekehrt:

Q|Fermion〉 = |Boson〉 ; Q|Boson〉 = |Fermion〉 . (1.1)

Gemäß dieser Abbildung besitzt also jedes Teilchen einen sog. Superpartner, wobei
die Notation folgendermaßen festgelegt ist: die bosonischen Superpartner der be-
kannten Fermionen werden durch das Präfix

”
s-“ gekennzeichnet (z.B. Squark,

Slepton), wohingegen die fermionischen Superpartner der bekannten Bosonen
durch das Suffix

”
-ino“ kenntlich gemacht sind (z.B. Gluino, Gravitino). Die von

Supersymmetrie vorhergesagte Existenz dieser Superpartner konnte bis zum jet-
zigen Zeitpunkt noch nicht experimentell verifiziert werden. Es besteht aber die
berechtigte Hoffnung, daß sich dies mit der nächsten Generation von Teilchenbe-
schleunigern ändern könnte.

Die Zustände einer supersymmetrischen Theorie lassen sich in sog. Supermulti-
pletts anordnen: diese sind dadurch charakterisiert, daß die in ihnen enthaltenden
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Zustände durch eine oder mehrere Supersymmetrietransformationen auseinander
hervorgehen. Dabei enthält jedes Supermultiplett mindestens ein Boson und ein
Fermion, deren Spin sich um 1

2
unterscheidet. Eine wesentliche Eigenschaft von

Q als dem Generator von Supersymmetrietransformationen besteht darin, daß er
translationsinvariant ist; das bedeutet, daß Q mit dem Energieoperator E und
Impulsoperator P (als dem Generator von Raum-Zeit Translationen) kommutiert:

[Q , E ] = [Q , P ] = 0 . (1.2)

Als Folge ändert die Anwendung von Q auf einen Zustand also weder dessen
Energie noch Impuls, so daß im Fall von ungebrochener Supersymmetrie alle
Zustände innerhalb eines Supermultipletts dieselbe Masse besitzen. Da dies expe-
rimentell ausgeschlossen ist, kann Supersymmetrie in der Natur bestenfalls (falls
überhaupt) als spontan gebrochene Symmetrie realisiert sein.2 Während der Me-
chanismus der spontanen Symmetriebrechung die Massenentartung innerhalb von
Supermultipletts aufheben kann, bleibt deren Struktur ansonsten bestehen.

Aus (1.1) ist ersichtlich, daß die Anwendung von Q den Spin eines Zustandes
ändert: daraus folgt, daß Q selbst ein Spinoperator ist (d.h. Q ist fermionisch und
transformiert unter der Lorentz Gruppe als Spinor). Die Superladungen erfüllen
untereinander Antikommutationsrelationen, und die wichtigste solche Relation ist
in d Raum-Zeit Dimensionen durch

{Qα , Q̄β} ≡ QαQ̄β + Q̄βQα = 2(Γµ)αβPµ (1.3)

gegeben, wobei Pµ den Impulsvektor bezeichnet und Γµ die Diracschen Gamma
Matrizen mit {Γµ,Γν} = 2ηµν = 2diag(−1,+1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸

d−1

) sind. Die Indizes α und

β sind Spinorindizes, und die Qα’s bezeichnen entsprechend die unabhängigen
Spinorkomponenten von Q.3 In (1.3) ist der einfachste Fall betrachtet, in dem le-
diglich ein Supersymmetriegenerator Q mit Komponenten Qα vorhanden ist: die-
sen Fall nennt man minimale Supersymmetrie oder auch N = 1 Supersymmetrie.
Gibt es hingegen N verschiedene Supersymmetriegeneratoren mit Komponenten
Qi
α (i = 1, . . . , N), so spricht man von N-erweiterter Supersymmetrie, und die

für diese Arbeit relevanten Fälle sind in den Abschnitten 4.1 und 5.1 dargestellt.
Wie sich herausstellen wird, sind im Kontext von Stringtheorien die masse-

losen (P2 = 0) Supermultipletts von besonderem Interesse. Diese erhält man,
indem man im Standardsystem (in welchem der Impulsgenerator von der Form
P = (−E, 0, . . . , 0, E) ist) aus den Qα’s Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren bildet, und anschließend die Methode der induzierten Darstellung durch
sukzessive Anwendung der Erzeugungsoperatoren auf den Grundzustand anwen-
det [11]. Die Größe der Supermultipletts ist dabei insbesondere von der Anzahl
der unabhängigen Spinorkomponenten von Q abhängig, welche je nach betrachte-
ter Raum-Zeit Dimension d variiert. So gibt es in geraden Dimensionen (in denen

2Von einer spontan gebrochenen Symmetrie spricht man, wenn im Gegensatz zum Wechsel-
wirkungspotential einer Theorie deren Grundzustand nicht symmetrisch ist.

3Die genaue Definition von Q̄β hängt vom Spinortyp und somit von der betrachteten Raum-
Zeit Dimension d ab.
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sich Spinoren von bestimmter Chiralität, sog. Weyl Spinoren, definieren lassen)
drei mögliche Fälle, welche in Tab. 1.1 zusammengefaßt sind: in d = 4, 8mod8

d Anzahl der unabhängigen Qα’s Spinortyp

4, 8 mod 8 2d/2 M oder W

6 mod 8 2d/2 W

2 mod 8 2d/2−1 MW

Tabelle 1.1: Die minimale Anzahl unabhängiger Superladungen in verschiedenen
Raum-Zeit Dimensionen d. Als Spinortypen finden sich Majorana (M), Weyl (W)
oder Majorana-Weyl (MW) Spinoren.

setzt Ladungskonjugation Spinoren unterschiedlicher Chiralität zueinander in Be-
ziehung, und ein Spinor kann entweder die Weyl- oder die Majorana- Bedingung
erfüllen (ein Majorana Spinor ist invariant unter Ladungskonjugation). In den
zwei verbleibenden Fällen erhält Ladungskonjugation die Chiralität eines Spi-
nors: in d = 6mod8 gibt es allerdings keine Majorana Spinoren, wohingegen in
d = 2mod8 Spinoren sowohl die Majorana- als auch die Weyl-Bedingung erfüllen
können (sog. Majorana-Weyl Spinoren). Die Fälle für ungerades d werden in die-
ser Arbeit nicht benötigt; sie finden sich ausführlich in [7] diskutiert.

Wegen ihrer Relevanz für Stringtheorien sei schließlich noch die Supergra-
vitation erläutert: als solche bezeichnet man eine supersymmetrische Theorie,
die kovariant unter allgemeinen Koordinatentransformationen ist. In Supergra-
vitationstheorien ist Supersymmetrie notwendigerweise lokal realisiert (d.h. die
Supersymmetrie Transformationen sind Raum-Zeit abhängig): dies macht schon
der für alle supersymmetrischen Theorien charakteristische Antikommutator aus
(1.3) deutlich, da lokale Raum-Zeit Translationen eine allgemeine Koordinaten-
transformation darstellen. Im Spektrum einer Supergravitation findet sich immer
das Spin-2 Graviton gµν zusammen mit seinem Superpartner, dem Spin-3/2 Gra-
vitino ψαµ : das Gravitino ist ein Vektor-Spinor, und wird auch Rarita-Schwinger
Feld genannt.

1.2 Grundlagen der Stringtheorie

Ausgangspunkt der Stringtheorie ist die Idee, anstelle von Punktteilchen die im
Raum eindimensional ausgedehnten Strings als fundamental anzusehen. Je nach-
dem, ob ein String zwei freie Endpunkte besitzt oder nicht, spricht man von einem
offenen bzw. geschlossenen String. Im folgenden werden nur Theorien geschlos-
sener Strings behandelt.

Während sich ein Punktteilchen in der Raum-Zeit entlang seiner eindimensio-
nalen Weltlinie bewegt, ergibt die Bewegung eines Strings eine zweidimensionale
Weltfläche W . Dies kann durch Funktionen Xµ(σ, τ) beschrieben werden, welche
angeben, wie die durch σ und τ parametrisierte Weltfläche in die Raum-Zeit (mit
Koordinaten Xµ) eingebettet ist. Dabei bezeichnet σ die räumliche Koordinate
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auf W und ist für geschlossene Strings periodisch mit σ ∈ [0, 2π), und τ ist die
zweidimensionale Zeitkoordinate. Für einen freien (d.h. nicht-wechselwirkenden)
geschlossenen String ist die Topologie der Weltfläche die eines Zylinders, wie in
Abb. 1.1 dargestellt. Die relativistische Wirkung eines Punktteilchens generali-

τ

Abbildung 1.1: Weltfläche eines geschlossenen Strings.

sierend erhält man für den freien bosonischen String (der keine fermionischen
Freiheitsgrade beinhaltet) die sog. Nambu-Goto Wirkung :

SNG = − 1

2πα′ (Fläche von W )

= − 1

2πα′

∫
dτ dσ (−det ∂aX

µ∂bX
νηµν)

1/2 ,
(1.4)

wobei ∂a ≡ ∂
∂σa mit σa = (σ, τ), und die Raum-Zeit als flacher Minkowski-Raum

mit Metrik ηµν betrachtet wird. α′ ist eine Konstante, welche die Dimension
[Länge]2 bzw. [Masse]−2 haben muß, damit die Wirkung SNG dimensionslos ist.4

Als einziger dimensionsbehafteter Parameter von Stringtheorie gibt α′ die charak-
teristische Skala dieser Theorie an; so ist z.B. die fundamentale Massenskala mS

in Stringtheorie durch mS = (α′)−
1
2 gegeben. Die Größenordnung von α′ läßt sich

dabei durch Dimensionsanalyse ermitteln: als relativistische Quantentheorie, wel-
che auch die Gravitation enthält, muß Stringtheorie als fundamentale Konstanten
die Lichtgeschwindigkeit c, das Plancksche Wirkungsquantum � sowie die New-
tonsche Gravitationskonstante G enthalten. Aus diesen Konstanten lassen sich
die sog. Planck Länge

lP =

(
�G

c3

)1/2

= 1.6× 10−33cm (1.5)

und Planck Masse

mP =

(
�c

G

)1/2

= 1.22× 1019GeV/c2 (1.6)

4In dieser Arbeit werden Einheiten verwendet, in denen � = c = 1, und in diesen Einheiten
gilt [Länge]2 ∼ [Masse]−2.
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bilden, wobei in den hier verwendeten Einheiten � = c = 1 gilt, daß lP = m−1
P .

Für die in dieser Arbeit betrachteten Stringtheorien ist α′ von der Größenordnung
der durch die Planck Masse mP aus (1.6) gesetzten Skala, d.h. α′ ∝ m−2

P , und
insbesondere sind nichtverschwindende Massen von der Ordnung mS ∼ mP (eine
genauere Diskussion der Proportionalität zwischen der String- und Planck-Skala
findet sich in [7]).

Es erweist sich als nützlich, die Wirkung aus (1.4) in einer klassisch äquiva-
lenten Form anzugeben, in der sie quadratisch in den Ableitungen von Xµ(σ, τ)
ist. Dies geschieht durch die Einführung einer Metrik hab(σ, τ) auf der Weltfläche,
und die entsprechende Wirkung wird als die Polyakov Wirkung bezeichnet:

SP = − 1

4πα′

∫
dτdσ

√−hhab∂aX
µ∂bX

νηµν . (1.7)

Hierbei gibt hab die zu hab inverse Metrik an, und h = det hab. Die sich aus
(1.7) für die Metrik hab ergebende Bewegungsgleichung lautet, daß diese konform
äquivalent zur Metrik ∂aX

µ∂bX
νηµν ist:

hab ∝ ∂aX
µ∂bX

νηµν ; (1.8)

setzt man dies zurück in die Polyakov Wirkung ein, so ergibt sich die Nambu-Goto
Wirkung.

Zusätzlich zur Invarianz unter globalen Poincaré Transformationen und loka-
len Reparametrisierungen der Weltfläche besitzt die Polyakov Wirkung noch eine
weitere lokale Symmetrie. So ist sie konform invariant, d.h. invariant unter sog.
Weyl-Reskalierungen der Weltflächenmetrik hab:

δhab = Λ(σ, τ)hab

δXµ = 0 .
(1.9)

Die Wirkung aus (1.7) läßt sich leicht auf den Fall einer gekrümmten Raum-
Zeit verallgemeinern : dazu ersetzt man die Minkowski-Metrik ηµν durch eine all-
gemeine Metrik gµν(X), und in dieser Form stellt die Wirkung ein nicht-lineares
Sigma-Modell dar. Die Wahl gµν = ηµν ist dann der erste Term einer Metrikent-
wicklung um einen flachen Hintergrund. Da das nicht-lineare Sigma-Modell nicht
mehr quadratisch in Xµ ist, wird durch es auch keine freie Theorie beschrieben.
Zusätzlich zu dieser Verallgemeinerung auf gekrümmte Raum-Zeit läßt sich zur
Polyakov Wirkung ein weiterer Term addieren, der von der Form Φ0χ und to-
pologisch invariant ist; Φ0 ist dabei ein freier Parameter, und χ bezeichnet die
Eulerzahl von W :

χ(W ) =
1

4π

∫
W

√−hR(2) , (1.10)

wobei R(2) der Ricci Skalar der Weltfläche ist. Zusammen mit diesem Zusatz-
term stellt das nicht-lineare Sigma-Modell die für die wechselwirkende bosonische
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Stringtheorie relevante Wirkung dar. Der freie Parameter Φ0 ist dabei der kon-
stante Vakuumerwartungswert eines masselosen Skalarfeldes φ, welches im Spek-
trum jeder Stringtheorie enthalten ist und Dilaton genannt wird. Es stellt sich
heraus, daß Φ0 gemäß

gS = eΦ0 (1.11)

die Größe der Stringkopplungskonstanten gS angibt, welche ein Maß für die Stärke
der in Abb. 1.2 dargestellten fundamentalen Wechselwirkung ist. Die Stringkopp-

~ g
S

Abbildung 1.2: Der fundamentale Vertex eines geschlossenen Strings.

lungskonstante gS ist ein dimensionsloser Parameter, in welchem die Störungs-
entwicklung wechselwirkender Strings angegeben wird (für kleine Werte von gS,
also gS < 1): so lassen sich mit Hilfe des fundamentalen Vertex aus Abb. 1.2 alle
möglichen Streuamplituden geschlossener Strings bilden. Dabei zeigt sich, daß die
Reihenentwicklung in Potenzen von gS äquivalent zur Summation über die mögli-
chen Topologien der Weltfläche ist. Hierzu ist anzumerken, daß sich die Eulerzahl
aus (1.10) auch als

χ(W ) = 2− 2g − r (1.12)

schreiben läßt, wobei g das sog. Genus (die Anzahl der Löcher) von W bezeichnet,
und r die Anzahl der Ränder von W angibt. Zur Veranschaulichung sind in Abb.
1.3 die ersten Terme der Störungsreihe für die Stringzweipunktfunktion angege-
ben, für die r = 2 gilt (gem. jeweils einem String als Anfangs- und Endzustand).

+ + + ...

Abbildung 1.3: Störungsentwicklung der Stringzweipunktfunktion als Summe
über die Topologien der Weltfläche.

Bisher wurde nur die bosonische Stringtheorie betrachtet: da diese jedoch kei-
ne Raum-Zeit Fermionen in ihrem masselosen Spektrum aufweist, und darüber
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hinaus ein Teilchen mit negativem Massenquadrat (ein sog. Tachyon) beinhaltet,
stellt sie eine unrealistische Theorie dar. Die Probleme des bosonischen Strings
können dadurch gelöst werden, indem man auf der Weltfläche Supersymmetrie
und damit Fermionen einführt: die Weltflächen Fermionen χµ gruppieren sich
dann mit den Bosonen zu Supermultipletts. Superkonforme Invarianz der Welt-
flächentheorie ergibt als Einschränkung an die Dimension d der Raum-Zeit, in
welcher sich der String bewegt, daß d � 10. Im folgenden werden die Stringtheo-
rien betrachtet, die in der kritischen Dimension d = 10 formuliert sind; in dieser
Dimension gibt es insgesamt vier konsistente geschlossene Stringtheorien: die Typ
IIA und Typ IIB Superstringtheorie, sowie den E8×E8 bzw. SO(32) heterotischen
String.5 Alle vier Theorien besitzen Raum-Zeit Supersymmetrie und beinhalten
kein Tachyon in ihrem Spektrum.

Die Typ II Superstringtheorien sind invariant unter 32 Superladungen und
beinhalten rechtslaufende und linkslaufende Weltflächen Fermionen χµ. Dem-
gegenüber sind die heterotischen Stringtheorien bloß invariant unter 16 Super-
ladungen mit entweder nur rechts- oder linkslaufenden Weltflächen Fermionen.
Für geschlossene Strings können die Weltflächen Fermionen zwei unterschiedli-
che Randbedingungen erfüllen, und je nach Randbedingung nennt man sie zum
Ramond bzw. Neveu-Schwarz Sektor zugehörig:

χµ(σ) =

{
+χµ(σ + 2π) Ramond (R) ,

−χµ(σ + 2π) Neveu-Schwarz (NS) .
(1.13)

Für die Typ II Superstrings ergeben sich Raum-Zeit Bosonen und Fermionen als
das direkte Produkt von rechtslaufenden (r) mit linkslaufenden (l) Weltflächen
Fermionen aus den entsprechenden Sektoren.6 So ergeben die Kombinationen
NSr ⊗NSl (NS-NS) und Rr ⊗Rl (R-R) Raum-Zeit Bosonen, wohingegen NSr ⊗Rl

und Rr⊗NSl Raum-Zeit Fermionen liefern. Die heterotischen Stringtheorien besit-
zen nicht-abelsche Eichsymmetrien, und haben damit Vektorbosonen (zusammen
mit ihren Superpartnern, den Gauginos) in der adjungierten Dartellung der ent-
sprechenden Eichgruppe in ihrem Raum-Zeit Spektrum. Das Spektrum der mas-
selosen Raum-Zeit Bosonen aller vier Theorien ist in Tabelle 1.2 zusammengefaßt
(da sich aufgrund von Supersymmetrie die fermionischen Anteile einer Theorie
immer rekonstruieren lassen, werden in dieser Arbeit nur die bosonischen An-
teile untersucht). Dabei beinhaltet jede Theorie einen Skalar φ (das Dilaton),
ein antisymmetrisches Tensorfeld Bµν und ein symmetrisches Tensorfeld gµν (das
Graviton). Darüber hinaus bezeichnet Aµ einen Vektor, Cµνρ ist eine 3-Form
(d.h. vollständig antisymmetrisch in allen 3 Indizes) und D∗

µνρσ ist eine 4-Form
mit selbstdualer Feldstärke. Die Typ II Theorien enthalten als Superpartner des
Gravitons zwei Gravitinos ψµ, die in der Typ IIA Theorie entgegengesetzte und
in der Typ IIB Theorie gleiche Chiralität besitzen: entsprechend spricht man von
einer nicht-chiralen (Typ IIA) bzw. chiralen (Typ IIB) Theorie.

5Es gibt noch eine fünfte konsistente Theorie, die sog. Typ I SO(32) Stringtheorie, welche
aber eine Theorie offener Strings ist.

6Weltflächen Bosonen erfüllen periodische Randbedingungen und tragen nicht zum Raum-
Zeit Spektrum bei.
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Stringtheorie Anzahl der Q’s masseloses bosonisches Spektrum
NS-NS gµν , Bµν , φIIA 32
R-R Aµ, Cµνρ

NS-NS gµν , B
1
µν , φIIB 32

R-R l, B2
µν ,D∗

µνρσ

Heterotisch gµν , Bµν , φ
E8 × E8

16
Aa
µ in der Adjungierten von E8 × E8

Heterotisch gµν , Bµν , φ
SO(32)

16
Aa
µ in der Adjungierten von SO(32)

Tabelle 1.2: Die Spektren der masselosen bosonischen Zustände der vier konsi-
stenten Theorien geschlossener Strings in d = 10.

Neben den in Tabelle 1.2 dargestellten masselosen Spektren enthält jede String-
theorie unendlich viele massive Anregungen: diese sind in Einheiten der für Strings
charakteristischen Masse quantisiert, welche durch die Planck Masse mP aus (1.6)
gegeben ist. Im Vergleich zu den experimentell zur Verfügung stehenden Energien
ist mP aber so groß, daß die massiven Moden nur in virtuellen Zuständen auftre-
ten. Zur Beschreibung von Stringtheorien bei niedrigen Energien stellt sich ein
Zugang als besonders fruchtbar heraus, der durch die sog. Niederenergie effektive
Wirkung gegeben ist, welche nur von den masselosen Feldern abhängt: die mas-
siven Zustände sind

”
ausintegriert“, wobei der Austausch von massiven Moden

durch eine effektive Wechselwirkung der masselosen Moden ersetzt [12] wird. Die
Niederenergie effektive Wirkung kann dabei mit Hilfe der Forderung konstruiert
werden, daß ihre klassischen Streuamplituden die String S-Matrix Elemente für
Energien p � mP reproduzieren [13,14]. Dazu berechnet man zunächst die String
S-Matrix Elemente als Entwicklung in der Kopplungskonstanten gS; anschließend
wird die Niederenergie effektive Wirkung als Funktion nur der masselosen Felder
derart in Potenzen von p2α′ konstruiert, daß ihre S-Matrix für p2α′ � 1 die String
S-Matrix ergibt. Auf diese Weise ergibt sich die Niederenergie effektive Wirkung
als Reihenentwicklung sowohl in der Stringkopplungskonstanten gS als auch in
p2α′. Letzteres entspricht einer Entwicklung in Raum-Zeit Ableitungen, und für
niedrige Energien genügt üblicherweise die Betrachtung nur der ersten beiden
Terme: dabei bezeichnet man den (p2α′)0-Term als effektives Potential, und der
(p2α′)1-Beitrag beinhaltet die kinetischen Terme für die masselosen Felder.

Für die zehndimensionalen geschlossenen Stringtheorien stellt sich heraus,
daß ihre Niederenergie effektiven Wirkungen durch die Typ IIA bzw. Typ IIB
Supergravitation (den beiden Typ II Superstringtheorien entsprechend), sowie
der an eine SO(32) bzw. E8 × E8 Super-Yang-Mills Theorie gekoppelten zehn-
dimensionalen Supergravitation mit 16 Superladungen (den beiden heterotischen
Stringtheorien entsprechend) gegeben sind.
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1.3 Aufbau und Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit werden die Kompaktifizierungen der zehndimensionalen Typ IIB
Supergravitation, als die Niederenergie effektive Wirkung der Typ IIB Superstring
Theorie, auf einer Calabi-Yau 3-faltigkeit CY3 und Calabi-Yau 4-faltigkeit CY4 im
Limes großen Volumens untersucht. Dazu ist in Kapitel 2 zunächst die Typ IIB
Supergravitation in d = 10 vorgestellt: neben der Darstellung des Feldinhaltes und
der Symmetrieeigenschaften wird insbesondere auf die Präsenz der 4-Form mit
selbstdualer Feldstärke im Spektrum eingegangen, was in [23] zur Formulierung
einer nicht-selbstdualen Wirkung (der NSD-Wirkung) geführt hat. Aus ihr lassen
sich nach Implementierung der Selbstdualitätsbedingung auf der Ebene der Euler-
Lagrange Gleichungen die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen herleiten.

Kapitel 3 stellt das Grundkonzept von Kompaktifizierungen vor, mit deren
Hilfe sich aus einer in einem höherdimensionalen Raum formulierten Theorie ei-
ne entsprechend niederdimensionalere Theorie ergibt. Dabei ist der Hauptfokus
auf die in dieser Arbeit betrachteten Calabi-Yau Kompaktifizierungen gerichtet,
und die in diesem Zusammenhang besonders wichtigen Metrik-Moduli werden in
einem eigenen Abschnitt gesondert behandelt.

In Kapitel 4 wird die Kompaktifizierung der zehndimensionalen Typ IIB Su-
pergravitation auf einer generischen Calabi-Yau 3-faltigkeit mit SU(3)-Holonomie
betrachtet. Zu diesem Zweck wird als erstes die N = 2 Supergravitation in d = 4
zusammen mit den relevanten masselosen Supermultipletts erläutert, und an-
schließend auf CY3-spezifische Eigenschaften eingegangen, welche in den darauf-
folgenden Abschnitten immer wieder benutzt werden. Nach Analyse des sich in
d = 4 ergebenden Spektrums werden im folgenden Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit
eindeutiger komplexer Struktur, d.h. h(2,1) = 0, untersucht. Der Fall h(2,1) �= 0 ist
schon zuvor in der Literatur [15–19] behandelt worden, und gibt die Kopplungen
der entsprechenden Vektormultipletts an. Noch nicht bekannt waren hingegen
die allgemeinen Kopplungen der h(1,1) Tensormultipletts und des Doppel-Tensor
Multipletts, die an dieser Stelle für beliebige Wahl von h(1,1) hergeleitet werden,
und in [20] veröffentlicht worden sind. Dabei wird die zehndimensionale NSD-
Wirkung ohne Benutzung der Selbstdualitätsbedingung kompaktifiziert, was eine
NSD-Wirkung für Typ IIB in d = 4 ergibt. Setzt man in den Euler-Lagrange
Gleichungen die kompaktifizierte Selbstdualitätsbedingung ein, so müssen sich
die richtigen vierdimensionalen Bewegungsgleichungen ergeben: dies wird für den
Fall der antisymmetrischen Tensorfelder im Limes l = 0, φ = const. und gµν = ηµν
dazu benutzt, die richtige vierdimensionale NSD-Wirkung anzugeben. Anschlie-
ßend werden die antisymmetrischen Tensorfelder zu Skalaren dualisiert, und die
Lagrange-Dichte in dieser dualen Feldbasis angegeben: in dieser Form konnte die
Lagrange-Dichte in [20] auf diejenige der auf der Mirrormannigfaltigkeit kom-
paktifizierten Typ IIA Theorie abgebildet werden. Schließlich werden noch die
Symmetrieeigenschaften der Wirkung in beiden Feldbasen untersucht.

Im darauffolgenden Kapitel werden Kompaktifizierungen der zehndimensiona-
len NSD-Wirkung auf Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit SU(4)-Holonomie betrach-
tet, was eine entsprechende NSD-Wirkung in d = 2 ergibt. Nach Erörterung von
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N = (4, 0) Supergravitation in d = 2, Zusammenstellung der CY4-Charakteristika
sowie Spektrumsanalyse wird diese Wirkung hergeleitet und gezeigt, daß die
sich aus ihr ergebenden Euler-Lagrange Gleichungen für die antisymmetrischen
Tensorfelder im Limes l = 0, φ = const. und gµν = ηµν nach Implementie-
rung der Selbstdualitätsbedingung mit den kompaktifizierten Bewegungsgleichun-
gen übereinstimmen. Anschließend wird der Fall h(4,0) = h(0,4) = h(1,1) = 1,
h(2,2) = h(3,1) = 0 genauer untersucht, der auf ein Gravitationsmultiplett sowie
ein chirales Materiemultiplett führt.

Das letzte Kapitel schließlich befaßt sich mit der K3×K3-Kompaktifizierung
der Niederenergie effektiven Wirkung des zehndimensionalen heterotischen Strings.
Dazu wird in zwei Schritten vorgegangen, und nach einer ersten (im Anhang
F durchgeführten) K3-Kompaktifizierung zu sechs Raum-Zeit Dimensionen eine
weitere K3-Kompaktifizierung vorgenommen: dies ergibt, wie schon Typ IIB auf
CY4, eine zweidimensionale Theorie mit N = (4, 0) Supersymmetrie. Es wird
insbesondere untersucht, welcher der nicht-chiralen Skalare zusammen mit der
zweidimensionalen Metrik das Gravitationsmultiplett bildet, was in Kapitel 5
aufgrund der in d = 2 nicht möglichen Weyl-Reskalierung problematisch war; die
insgesamt in Kapitel 5 und 6 vorgestellten Ergebnisse sind in [21] zur Veröffent-
lichung vorgesehen.

Der Anhang enthält neben einem allgemeinen Teil über die den Calabi-Yau
Mannigfaltigkeiten zugrunde liegenden mathematischen Konzepte noch Detail-
rechnungen zu den einzelnen Kapiteln.
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Kapitel 2

Typ IIB Supergravitation in
d = 10

Die zehndimensionale IIB Superstring Theorie ergibt in ihrem Niederenergie Li-
mes eine zehndimensionale chirale Supergravitation mit N = (2, 0) Supersym-
metrie - die sog. Typ IIB Supergravitation [24]. Die bosonischen masselosen Fel-
der in dieser Theorie sind dabei das durch die Metrik beschriebene Graviton
gMN (M,N = 0, . . . , 9), ein Dublett antisymmetrischer Tensoren BI

MN (I = 1, 2),
zwei reelle Skalarfelder φ, l und eine 4-Form DMNPQ mit selbst-dualer Feldstärke.
gMN , B

1
MN und φ kommen aus dem NS-NS Sektor, wohingegen B2

MN , l undDMNPQ

aus dem R-R Sektor stammen; φ ist das zehndimensionale Dilaton der Typ IIB
Stringtheorie, und l wird auch Axion genannt.

Es ist bekannt, daß sich die Bewegungsgleichungen der zehndimensionalen
Typ IIB Supergravitation nicht aus einer manifest kovarianten Wirkung herlei-
ten lassen.1 Das Problem in der Konstruktion einer kovarianten Niederenergie
effektiven Wirkung für die oben aufgeführten masselosen Felder ist dabei die
Bewegungsgleichung für die 4-Form D: diese besagt, daß die zugehörige 5-Form
Feldstärke F selbstdual ist, F = ,F . Das führt zum Verschwinden des üblichen
kinetischen Terms

∫
d10x (FMNPQR)

2, welcher sowohl den selbstdualen als auch
den anti-selbstdualen Anteil von F beschreibt [24]. In [25] wurde gezeigt, daß
wenn überall in den Bewegungsgleichungen F zu Null gesetzt wird, man diese
eingeschränkten Bewegungsgleichungen aus einer Wirkung ableiten kann, indem
man nach allen Feldern bis auf D variiert.

In [23] schließlich ist es gelungen, eine nicht-selbstduale (NSD-) Wirkung an-
zugeben, in der sowohl F als auch ,F vorkommen. In dieser kovarianten NSD-
Wirkung wird F als nicht selbstdual angenommen; sie hat aber die Eigenschaft,
daß bei Einsetzen der Selbstdualitätsbedingung in den aus ihr resultierenden
Bewegungsgleichungen man die Bewegungsgleichungen der Typ IIB Supergra-
vitation erhält. Der große Vorteil der NSD-Wirkung besteht darin, daß man sie
zur Kompaktifizierung benutzen kann, um die richtigen Bewegungsgleichungen

1In [22] wird eine kovariante Wirkung angegeben, die aber nicht global definiert ist; daher
soll im folgenden zur Kompaktifizierung der Typ IIB Supergravitation die NSD-Wirkung (2.1)
aus [23] benutzt werden.

13
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der kompaktifizierten Typ IIB Supergravitation zu erhalten. Somit läßt sich die
Kompaktifizierung der zehndimensionalen Bewegungsgleichungen vermeiden, was
ungleich aufwendiger wäre.

Diese NSD-Wirkung ist in der Einsteinbasis nun wie folgt definiert:

S = −1

2

∫
d10x

√
−g(10)

(
R10 − 1

4
Tr(∂M∂M−1) +

3

4
HIMIJH

J

+
5

6
F 2 +

1

96
√

−g(10)
εIJ D ∧HI ∧HJ

)
, (2.1)

wobei R10 der zehndimensionale Ricci Skalar ist, und die anderen Größen durch

MIJ ≡ 1

Imλ

( |λ|2 −Reλ
−Reλ 1

)
, λ ≡ l + ie−φ ,

HI
MNP ≡ ∂[MBI

NP ] =
1

3
(∂MBI

NP + ∂NB
I
PM + ∂PB

I
MN) , (2.2)

FMNPQR ≡ ∂[MDNPQR] +
3

4
εIJB

I
[MN∂PB

J
QR]

gegeben sind.
In (2.1) sind zur abkürzenden Schreibweise die Raum-Zeit Indizes nicht expli-

zit ausgeschrieben; so sind alle Terme mit der zehndimensionalen Metrik kontra-
hiert, bis auf den topologischen Term D ∧ HI ∧ HJ : dieser ist mit dem zehndi-
mensionalen ε-Tensor gemäß

D ∧HI ∧HJ = εMNPQRSTUVWDMNPQH
I
RSTH

J
UVW (2.3)

kontrahiert. Für den ε-Tensor εIJ , der sich nicht auf Raum-Zeit Indizes bezieht,
wird zudem ε12 = +1 gewählt.2

Wie schon erwähnt, erhält man die Bewegungsgleichungen der zehndimen-
sionalen Typ IIB Supergravitation nun als die Euler-Lagrange Gleichungen der
Wirkung (2.1), wenn in ihnen zusätzlich die Selbstdualitätsbedingung

FMNPQR =
1

5!
√

−g(10)
εMNPQRSTUVWF STUVW (2.4)

eingesetzt wird.
Für spätere Zwecke ist es noch nützlich, die Wirkung (2.1) in einen 4-Form

unabhängigen und einen 4-Form abhängigen Teil aufzuspalten:

S = S1 + S2 =

∫
d10x (L1 + L2) , (2.5)

wobei

S1 ≡ −1

2

∫
d10x

√
−g(10)

(
R10 − 1

4
Tr(∂M∂M−1) +

3

4
HIMIJH

J
)
,

S2 ≡ −1

2

∫
d10x

√
−g(10)

(5
6
F 2 +

1

96
√
−g(10)

εIJ D ∧HI ∧HJ
)
.

(2.6)

2Für εIJ (I, J = 1, 2) mit ε12 = −ε21 = +1 soll im Ggs. zu den ε-Tensoren mit Raum-Zeit
Indizes εIJ = εIJ gelten.
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Die Wirkung S1 läßt sich auch explizit schreiben als

S1 = −1

2

∫
d10x

√
−g(10)

(
R10 +

1

2
[e2φ(∂M l)2 + (∂Mφ)2]

+
3

4
eφ[|λ|2(H1)

2 − 2lH1H2 + (H2)
2
]
)
,

(2.7)

wobei HIHJ ≡ HI
MNPH

J MNP .
Die Wirkung (2.1) besitzt eine Reihe von Symmetrien. So ist sie zunächst

einmal invariant unter Eichtransformationen (mit Parametern ΣNPQ) des 4-Form
Feldes D

δDMNPQ = ∂[MΣNPQ] , (2.8)

worunter die anderen Felder nicht transformieren.
Zum zweiten gibt es die Eichtransformationen (mit Parametern ΩIN) der bei-

den antisymmetrischen Tensoren BI

δBI
MN = ∂[MΩIN ] . (2.9)

Damit F darunter invariant ist, sieht man aus (2.2), daß die 4-Form D wie

δDMNPQ = −3

4
εIJΩ

I
[MHJ

NPQ] (2.10)

transformiert.
Schließlich ist die Wirkung (2.1) außerdem noch manifest invariant unter glo-

balen SL(2,R)-Transformationen (mit Transformationsmatrix Λ ∈ SL(2,R)),
unter denen

H ≡
(
H1

H2

)
�→ H ′ = ΛH

M �→ M ′ = Λ−1TMΛ−1 .

(2.11)

Die Metrik in der Einsteinbasis und die 4-Form D sind SL(2,R)-invariant. Wenn
die SL(2,R)-Matrix Λ durch

Λ =

(
d c
b a

)
, ad − bc = 1, a, b, c, d ∈ R (2.12)

gegeben ist, so berechnet sich aus dem Transformationsverhalten von M das von
Reλ und Imλ zu

l �→ l′ = (ac|λ|2 + (ad+ bc)l + bd)

eφ �→ eφ
′
= |cλ+ d|2eφ ,

(2.13)

und für λ = l + i e−φ ergibt sich

λ �→ λ′ =
aλ + b

cλ+ d
. (2.14)
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Diese Transformationen besitzen zwei Erzeugende, die durch

λ �→ λ+ 1 , λ �→ −1

λ
(2.15)

gegeben sind.
Die SL(2,R)-Symmetrie der Typ IIB Supergravitation hat zu der Vermu-

tung geführt, daß eine SL(2,Z)-Untergruppe von SL(2,R) eine Symmetrie der
vollen Typ IIB Stringtheorie ist [26]. Aufgrund von Ladungsquantisierung ist da-
bei SL(2,Z) (bei der die Matrixeinträge a, b, c und d aus (2.12) Elemente von
Z anstelle von R sind) die größtmögliche Untergruppe von SL(2,R), die eine
Symmetrie der gesamten Typ IIB Stringtheorie sein kann. Für den Fall der Rich-
tigkeit obiger Vermutung beachte man, daß die Erzeugende λ �→ − 1

λ
aus (2.15)

insbesondere die Transformation

eφ �→ e−φ (2.16)

beinhaltet, unter der nach (1.11) die Stringkopplungskonstante gS invertiert wird:
Bereiche starker Kopplung werden auf Bereiche schwacher Kopplung abgebildet
und umgekehrt. In diesem Sinne nennt man die Typ IIB Stringtheorie auch selbst-
dual.3 Da ein störungstheoretischer Zugang zur Stringtheorie nur für den Bereich
schwacher Kopplung (d.h. mit kleinem Wert von gS) definiert ist, läßt sich die ver-
mutete SL(2,Z)-Symmetrie nicht Ordnung für Ordnung in der Stringstörungs-
theorie nachprüfen, und stellt insofern eine nicht-perturbative Symmetrie dar.
In [8] wird allerdings erläutert, wie sich dennoch nichttriviale Evidenz für diese
Symmetrie finden läßt.

3Eine Stringdualität ist durch eine Äquivalenzabbildung zwischen zwei verschiedenen
Stringtheorien gegeben, wobei i.A. der Bereich schwacher Kopplung der einen Theorie auf den
Bereich starker Kopplung der anderen Theorie abgebildet wird und umgekehrt.



Kapitel 3

Kompaktifizierungen

3.1 Kaluza-Klein Theorie

Unter Kompaktifizierung wird in dieser Arbeit der in Kaluza-Klein Theorien ent-
haltene Grenzfall der dimensionalen Reduktion verstanden, in dem nur masse-
lose Felder berücksichtigt werden. Dabei werden in Kaluza-Klein Theorien Ent-
wicklungen von d-dimensionalen Gravitationstheorien um klassische Lösungen
betrachtet, welche nicht maximal symmetrisch sind (die folgende Darstellung ori-
entiert sich eng an [27]). Es wird also angenommen, daß der Grundzustand von
d-dimensionaler Allgemeiner Relativitätstheorie nicht durch den d-dimensionalen
Minkowski Raum Md, sondern durch einen Produktraum der Form

Md = Md′ ×Kd−d′ (3.1)

gegeben ist. Dabei bezeichnet Md′ den d′-dimensionalen Minkowski Raum (d′ <
d), und Kd−d′ ist eine (interne) kompakte Mannigfaltigkeit der reellen Dimension
d− d′.

Den Ausgangspunkt einer Kaluza-Klein Theorie bildet das Graviton gMN

(M,N = 1, . . . , d) zusammen mit einer gewissen Anzahl von Materiefeldern
(die hier kollektiv als Φ bezeichnet werden) in einer d-dimensionalen Raum-
Zeit mit Lorentzsignatur (−,+,+, . . . ). Anschließend sucht man nach Grund-
zustandslösungen der Feldgleichungen für gMN und Φ, wobei für gMN gem. (3.1)
der Produktansatz

gMN(x, y) =

(
gµν(x) 0

0 gab(x, y)

)
(3.2)

gemacht wird.1 In (3.2) sind xµ (µ = 0, 1, . . . , d′ − 1) die Koordinaten einer d′-
dimensionalen Raum-Zeit mit Lorentzsignatur, wohingegen ya (a = 1, . . . , d− d′)
die reellen Koordinaten einer d − d′-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit
Kd−d′ mit euklidischer Signatur (+, . . . ,+) bezeichnen.

1In einer allgemeinen Kaluza-Klein Theorie sind die nebendiagonalen Einträge der Matrix
aus (3.2) nicht Null, sondern durch die Felder gµb bzw. gaν gegeben; bei den in vorliegender
Arbeit untersuchten Kompaktifizierungen liefern diese Felder jedoch keinen Beitrag, und sind
daher von vornherein zu Null gesetzt.

17
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Bei den hier betrachteten Kompaktifizierungen von Stringtheorien stellt Weyl-
Invarianz auf der Weltfläche (zu niedrigster Ordnung in der entsprechenden Kopp-
lungskonstanten) die Konsistenzbedingung an die interne kompakte Mannigfal-
tigkeit, daß diese Ricci-flach sein muß [1–3]. Des weiteren schränkt die Forderung
nach erhaltenen Superladungen die Holonomiegruppe von Kd−d′ ein: man fin-
det [1], daß Teile der ursprünglich vorhandenen Supersymmetrie bei der Kompak-
tifizierung erhalten bleiben, wenn Kd−d′ als Calabi-Yau Mannigfaltigkeit gewählt
wird. Dabei ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit CYn per Definition A.7.1 eine
kompakte Kähler n-faltigkeit, deren erste Chern-Klasse verschwindet (eine de-
taillierte Erklärung der in dieser Definition verwendeten Begriffe ist in Anhang A
gegeben). Im folgenden werden also nur solche (komplex) n-dimensionalen Calabi-
Yau Mannigfaltigkeiten CYn als interne kompakte Mannigfaltigkeit betrachtet.

Zur Bestimmung des Spektrums der sich bei Kompaktifizierung in d′ Raum-
Zeit Dimensionen ergebenden Theorie betrachtet man kleine Fluktuationen der
d-dimensionalen Felder um ihre Grundzustände,

gMN = g0
MN + δgMN ,

Φ = Φ0 + δΦ ,
(3.3)

setzt diese in die Bewegungsgleichungen ein, und behält alle in den Fluktuatio-
nen linearen Terme. Da CYn insbesondere kompakt ist, lassen sich diese Terme
(der Einfachheit halber kollektiv als Φ̂(I) bezeichnet, wobei (I) den jeweiligen
Tensorcharakter indiziert) in harmonische Eigenfunktionen Y α

(I)(y) des (reell) 2n-
dimensionalen Laplace Operators auf CYn entwickeln:

Φ̂(I)(x, y) =
∑
α

Φ̂(I)
α (x)Y α

(I)(y) . (3.4)

Auf diese Weise erhält man eine endliche Anzahl masseloser Zustände Φ̂
(I)
0 (x)

als Koeffizienten der Nullmoden Y 0
(I)(y) des Laplace Operators auf CYn, sowie

eine unendliche Anzahl massiver Zustände, deren Massen in Einheiten einer für
CYn charakteristischen Massenskala m ∝ R−1 (wobei R die

”
Größe“ von CYn

angibt) quantisiert sind. Wenn diese Massenskala genügend groß ist, so ergibt
sich als niederenergetische Approximation eine d′-dimensionale Theorie nur der
masselosen Zustände, und das beschriebene Verfahren wird in dem Fall auch
dimensionale Reduktion genannt.

Je nach der durch (I) indizierten Tensorstruktur von Y 0
(I)(y) sieht man, daß

die Nullmoden gerade durch die Entwicklung in entsprechende harmonische Dif-
ferentialformen vom Grad (p, q) auf CYn gegeben sind. Die Anzahl unabhängi-
ger harmonischer (p, q)-Formen entspricht auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten der
Hodgezahl h(p,q), und insofern ist das d′-dimensionale masselose Spektrum von den
Kohomologiegruppen der betrachteten Mannigfaltigkeit abhängig (s. Anhang A).

Die durch oben beschriebenes Verfahren gewonnenen masselosen Zustände
bezeichnet man auch als Moduli, und auf ihre physikalische Relevanz wird im
nächsten Abschnitt noch einmal kurz eingegangen. Anschließend wird der Fall
der Metrik-Moduli genauer untersucht, da diese für den Rest der Arbeit eine
zentrale Rolle spielen.
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3.2 Moduli

Die bei den Kompaktifizierungen als interne Mannigfaltigkeiten auftretenden
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten gehören typischerweise einer kontinuierlichen Fa-
milie von Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten an: die auf ihnen betrachteten Hinter-
grundfelder können derart stetig deformiert werden, daß sich die Calabi-Yau Be-
dingung und die Energie des Hintergrunds nicht ändern. Die sog. Moduli parame-
trisieren dabei den Übergang eines Hintergrunds in einen benachbarten gleicher
Energie, und man definiert [28]:

Definition 3.2.1. Der Moduli Raum ist der Raum, welcher durch die erlaubten
Deformationen eines auf der internen Mannigfaltigkeit gegebenen Hintergrunds
parametrisiert wird.

So ist z.B. die Reskalierung der Metrik mit einer Konstanten immer erlaubt,
da die Bedingung der Ricci-Flachheit erhalten bleibt.

In der Niederenergie effektiven Wirkung, die die Streuamplituden der masse-
losen Moden im Limes unendlicher String Spannung reproduziert, treten die Mo-
duli als masselose neutrale Skalarfelder auf, deren Vakuumerwartungswert nicht
von den Bewegungsgleichungen festgelegt wird: sie parametrisieren daher flache
Richtungen des skalaren Potentials.

3.2.1 Metrik-Moduli

Im folgenden werden die Moduli untersucht, welche von erlaubten Metrik-Deforma-
tionen auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten herrühren [29–31]. Aufgrund des Theo-
rems von Calabi und Yau aus Abschnitt A.7 läßt sich der Parameterraum einer
Calabi-Yau MannigfaltigkeitM dabei als der Parameterraum von Ricci-flachen
Metriken aufM auffassen.2 Für eine gegebene Ricci-flache Hintergrund-Metrik,
Rab(g

0) = 0, werden also diejenigen infinitesimalen Metrik-Deformationen δg ge-
sucht, für die g0 + δg ebenfalls Ricci-flach ist:

Rab(g
0 + δg) = 0 . (3.5)

Linearisierung von (3.5) führt dazu, daß δg in der Eichung ∇aδgab = 0 die sog.
Lichnerowicz Gleichung erfüllt:

∆Lδgab ≡ ∇k∇kδgab + 2R c d
a b δgcd = 0 . (3.6)

Mit den im Anhang A zusammengestellten Eigenschaften von Kähler Mannig-
faltigkeiten läßt sich zunächst feststellen [31], daß in komplexen Koordinaten
der Lichnerowicz Operator ∆L die Moden mit verschiedener Indexstruktur nicht
mischt, d.h. δgi̄, δgij und δgı̄̄ müssen (3.6) separat erfüllen.

2In [32] wird gezeigt, daß die erste Chern Klasse c1(M) invariant unter stetigen Deforma-
tionen der Metrik, g �→ g + δg, ist. Insbesondere bleibt also die Eigenschaft c1(M) = 0 für
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten unter Metrik-Deformationen erhalten.
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Aus den Metrik-Deformationen mit gemischten Indizes lässt sich eine reelle
(1, 1)-Form gemäß

k = iδgi̄dξ
i ∧ dξ̄ ̄ (3.7)

bilden. Es gilt, daß δgi̄ genau dann (3.6) erfüllt, wenn k harmonisch ist:

∆dk = (dd† + d†d)k = 0 . (3.8)

D.h., daß sich k in harmonische (1, 1)-Formen entwickeln lässt:

iδgi̄ =

h(1,1)∑
A

δMA(x)V A
i̄ , (3.9)

wobei V A eine geeignete Basis von H(1,1)(M) ist:

V A = V A
i̄ dξ

i ∧ dξ̄ ̄ , A = 1, . . . , h(1,1) . (3.10)

Aufgrund von (A.21) sieht man, daß k gerade der Deformation der Kähler Form
J entspricht, und die h(1,1) reellen Moduli MA(x) nennt man die Kähler Moduli.

Bei der Untersuchung der Metrik-Deformationen mit gleichen Indizes genügt
die Betrachtung von δgı̄̄, da δgij und δgı̄̄ auseinander durch komplexe Konjuga-
tion hervorgehen. Aus δgı̄̄ läßt sich nun eine (0, 1)-Form mit einem holomorphen
Vektor-Index3 bilden:

δgi = g0 īıδgı̄̄dξ̄
̄ . (3.11)

Man kann zeigen, daß δgı̄̄ genau dann (3.6) erfüllt, wenn δgi ∂̄-harmonisch ist:

∆∂̄δg
i = (∂̄∂̄† + ∂̄†∂̄)δgi = 0 . (3.12)

Auf einer Calabi-Yau n-faltigkeit gilt nun (unter Verwendung der eindeutigen
(n, 0)-Form Ω), daß die (0, 1)-Formen mit holomorphem Vektor-Index zu den
(n − 1, 1)-Formen äquivalente Objekte darstellen. Im konkreten Beispiel einer
Calabi-Yau 3-faltigkeit CY3 ist dieser Zusammenhang dabei für eine (2, 1)-Form
Φ,

Φ = 1
2
Φijk̄dξ

i ∧ dξj ∧ dξ̄k̄ , (3.13)

durch

Φi ≡ 1
2
Ω̄ijkΦjkl̄dξ̄

l̄ (3.14)

gegeben. Dabei gilt außerdem, daß Φ genau dann d-harmonisch ist, wenn Φi ∂̄-
harmonisch ist. Damit ist auf CY3 die Deformation δgı̄̄ also genau dann eine
Lösung der Lichnerowicz Gleichung (3.6), wenn sie sich gemäß

δgı̄̄ =
h(2,1)∑
α=1

δZα(x)bαı̄̄(y) (3.15)

3D.h., daß die (0, 1)-Form ihre Werte im holomorphen Tangentialbündel T annimmt.



3.2. MODULI 21

entwickeln läßt, wobei die bαı̄̄ durch Kontraktion der antiholomorphen (0, 3)-Form

Ω̄ mit den Basiselementen Φα von H(2,1)(CY3) gebildet werden [17]:

bαı̄̄ =
−i

||Ω||2 Ω̄
lk
ı̄ Φαlk̄ , ||Ω||2 ≡ 1

3!
ΩijkΩ̄

ijk . (3.16)

Bei der offensichtlichen Verallgemeinerung auf den CYn-Fall für n > 2 läuft der
Summationsindex α aus (3.15) dann bis h(n−1,1), Φα bezeichnet die Basiselemente
von H(n−1,1)(CYn), und die Kontraktion in (3.16) erfolgt mit der antiholomorphen
(0, n)-Form Ω̄, wobei dann ||Ω||2 ≡ 1

n!
Ωi1...inΩ̄

i1...in. Insbesondere gilt in der verall-
gemeinerten Version von (3.16) für CYn mit n > 2 also [33, 34]: die Existenz der
holomorphen n-Form Ω erlaubt eine eineindeutige Abbildung zwischen symme-
trischen harmonischen (0, 2)-Tensoren (bzw. (2, 0)-Tensoren) und harmonischen
(n− 1, 1)-Formen; da H (2,0)(CYn) = H(0,2)(CYn) = 0 für n > 2 gilt, gibt es keine
antisymmetrischen (2, 0)- bzw. (0, 2)-Formen, und ein durch die verallgemeinerte
Fassung von (3.16) gebildeter harmonischer (0, 2)-Tensor ist automatisch symme-
trisch.

Die Entwicklungsparameter Zα(x) aus (3.15) sind komplex. Sie werden als
komplexe-Struktur Moduli bezeichnet, da sie die Deformationen der komplexen
Struktur auf CYn parametrisieren; dies läßt sich wie folgt sehen [35]: die Metrik-
deformationen mit gleichen Indizes ergeben eine Metrik g0 + δg, die nicht länger
hermitesch ist. Allerdings lässt sich eine Koordinatentransformation in ein anderes
Koordinatensystem finden, bezüglich welchem die Metrik wieder hermitesch ist
und nur Komponenten mit gemischten Indizes besitzt. Diese Koordinatentrans-
formation kann allerdings nicht holomorph sein, da sie sonst die Indexstruktur
eines Tensors nicht ändern würde: somit ist g0 + δg also hermitesch bzgl. einer
anderen komplexen Struktur auf CYn - einem neuen Satz von komplexen Koor-
dinaten, welche nicht holomorph von den ursprünglichen Koordinaten abhängen.
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Kapitel 4

Typ IIB auf CY3

In diesem Kapitel wird die zehndimensionale Niederenergie effektive Typ IIB
Stringtheorie auf einer generischen1 Calabi-Yau 3-faltigkeit CY3 kompaktifiziert.
Eine solche (reell) sechsdimensionale CY3 bricht 3/4 der in d = 10 vorhande-
nen Supersymmetrie, so daß die resultierende vierdimensionale Theorie N = 2
Supersymmetrie besitzt, und im ersten Abschnitt werden relevante Aspekte von
N = 2 Supergravitation in d = 4 kurz dargelegt. Ausgangspunkt für die Kom-
paktifizierung ist die im letzten Kapitel vorgestellte nicht-selbstduale Wirkung
für Typ IIB Supergravitation in d = 10 [23]. Zunächst sollen jedoch einige wich-
tige Eigenschaften von Calabi-Yau 3-faltigkeiten zusammengestellt werden, die
im weiteren Verlauf dieses Kapitels immer wieder benötigt werden. Anschließend
wird das Spektrum untersucht, welches sich in d = 4 ergibt. Schließlich wird im
Limes großen Volumens und für h(2,1) = 0 die Wirkung für die kompaktifizierte
vierdimensionale Typ IIB Theorie hergeleitet, und deren Symmetrieeigenschaften
werden dargestellt; Detailrechnungen sind dabei im Anhang zusammengestellt.

4.1 N = 2 Supergravitation in d = 4

Im Fall von N = 2 erweiterter Supersymmetrie gibt es zwei Generatoren Qi

(i = 1, 2) von Supersymmetrietransformationen. Gemäß Tabelle 1.1 besitzt in
vier Raum-Zeit Dimensionen jeder der beiden Generatoren vier unabhängige Spi-
norkomponenten, so daß insgesamt acht fermionische Superladungen vorhanden
sind. Dabei lassen sich je zwei Komponenten eines Qi zu Weyl-Spinoren Qi

α und
Q̄i
α̇ (α, α̇ = 1, 2) unterschiedlicher Chiralität zusammenfassen. Diese erfüllen die

durch

{Qi
α , Q̄β̇ j} = 2σµ

αβ̇
Pµδ

i
j ,

{Qi
α , Q

j
β} = εαβε

ijZ , {Q̄α̇
i , Q̄

β̇
j } = εα̇β̇εijZ̄ , (4.1)

[Pµ , Q
i
α ] = [Pµ , Q̄α̇ i ] = [Pµ , Pν ] = 0

1D.h., daß die Holonomiegruppe SU(3) ist, und nicht eine echte Untergruppe davon.

23
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gegebene Supersymmetrie-Algebra [11], wobei Pµ den Impuls-Vierervektor be-
zeichnet, ε der zweidimensionale vollständig antisymmetrische Tensor ist, und
σµ ≡ (−1, σ1, σ2, σ3) die Pauli-Matrizen sind. Den Generator Z bezeichnet man
als zentrale Ladung der Algebra, da er mit allen anderen Generatoren vertauscht.

Es lassen sich in d = 4 sechs masselose N = 2 Supermultipletts finden, die on-
shell (d.h. unter Verwendung der Bewegungsgleichungen) jeweils vier bosonische
und fermionische Freiheitsgrade besitzen, und in Tab. 4.1 zusammengefaßt sind:
so gibt es ein Gravitationsmultiplett, welches neben dem Spin-2 Graviton gµν
noch zwei Spin-3/2 Gravitinos ψiα µ und ein Spin-1 Graviphoton γµ enthält. Das
Vektormultiplett [36] besteht aus einem Vektor vµ, zwei Weyl-Fermionen λiα (den
Gauginos) und einem komplexen Skalar z. Das Hypermultiplett [37] beinhaltet
zwei Weyl-Fermionen χiα und vier reelle Skalare qij. Das Vektor-Tensor Multi-
plett [38, 39] setzt sich aus einem antisymmetrischen Tensor Bµν , einem Vektor,
zwei Weyl-Fermionen sowie einem reellen Skalar zusammen. Das Tensormulti-
plett [40] enthält einen antisymmetrischen Tensor, zwei Weyl-Fermionen und drei
reelle Skalare. Der Feldinhalt des Doppel-Tensor Multipletts schließlich ist durch
zwei antisymmetrische Tensoren Bi

µν , zwei Weyl-Fermionen und zwei reelle Ska-
lare gegeben: für dieses Multiplett ist bisher noch keine off-shell Darstellung ge-
funden worden (eine ausführliche Diskussion des Doppel-Tensor Multipletts und
der Problematik einer off-shell Realisierung findet sich in [41]).

Gravitationsmultiplett (gµν , ψ
i
α µ, γµ)

Vektormultiplett (vµ, λ
i
α, z)

Hypermultiplett (χiα, q
ij)

Vektor-Tensor Multiplett (Bµν , vµ, χ
i
α, l)

Tensormultiplett (Bµν , χ
i
α, φ, l)

Doppel-Tensor Multiplett (Bi
µν , χ

i
α, l, l

′)

Tabelle 4.1: Multipletts von N = 2 Supergravitation in d = 4.

N = 2 Supergravitation schränkt die möglichen Wechselwirkungen der in Tab.
4.1 aufgeführten Multipletts stark ein. So sind z.B. die komplexen Skalare z der
Vektormultipletts Koordinaten einer speziellen Kählermannigfaltigkeit MV [15],
wohingegen die reellen Skalare qij der Hypermultipletts Koordinaten einer qua-
ternionischen Mannigfaltigkeit MH [42] darstellen; die Vektormultipletts können
nicht an neutrale Hypermultipletts koppeln, und als Folge bilden MV und MH

lokal ein direktes Produkt [43]:

M = MV ⊗MH . (4.2)
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4.2 Eigenschaften der CY3

Eine CY3 ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension drei. Ihr
Hodge-Diamant (A.31) ist durch

h(0,0)

h(1,0) h(0,1)

h(2,0) h(1,1) h(0,2)

h(3,0) h(2,1) h(1,2) h(0,3)

h(3,1) h(2,2) h(1,3)

h(3,2) h(2,3)

h(3,3)

=

1
0 0

0 h(1,1) 0
1 h(2,1) h(2,1) 1

0 h(1,1) 0
0 0

1

(4.3)

gegeben, wobei h(1,1) bzw. h(2,1) die (nicht näher bestimmte) Anzahl der un-
abhängigen (1, 1)- bzw. (2, 1)-Formen auf CY3 angibt. Die Eulerzahl (A.30) einer
CY3 ist damit

χ(CY3) =
6∑
k=0

(−1)k
∑
p+q=k

h(p,q)

= 2(h(1,1) − h(2,1)) .

(4.4)

Gemäß (3.9) gibt h(1,1) die Anzahl der Kählerdeformationen der Metrik an, wo-
hingegen h(2,1) nach (3.15) die Anzahl der Deformationen der komplexen Struktur
angibt. Lokal spaltet der Moduli Raum einer CY3 in ein direktes Produkt auf,

MCY3 = M
(1,1)
CY3

⊗M
(2,1)
CY3

, (4.5)

wobei M
(1,1)
CY3

bzw. M
(2,1)
CY3

durch die (1, 1)- bzw. (2, 1)-Formen parametrisiert wird,
und jeder Raum für sich eine spezielle Kähler Mannigfaltigkeit ist. Bei einer spe-
ziellen Kählermannigfaltigkeit unterliegt das Kähler Potential K(z, z̄) aus (A.25)
der weiteren Zusatzbedingung, daß es sich durch eine holomorphe Funktion F(z)
gemäß

K = − ln[2(F(z) + F̄(z̄))− (zi − z̄ ı̄)( ∂F
∂zi − ∂F̄

∂z̄ı̄ )] (4.6)

ausdrücken läßt, wobei zi die komplexen Koordinaten des jeweiligen Moduli
Raums sind. Diese holomorphe Funktion F(z) wird auch das Präpotential ge-
nannt.

Für M
(2,1)
CY3

ist das Kählerpotential durch

K2,1 = − ln

∫
CY3

Ω ∧ Ω̄ (4.7)

gegeben, wobei Ω (Ω̄) die eindeutige (3, 0)-Form ((0, 3)-Form) auf CY3 ist. Für

M
(1,1)
CY3

hingegen findet man im Limes großen Volumens, daß das Kählerpotential

K1,1 = − lnV (4.8)



26 KAPITEL 4. TYP IIB AUF CY3

lautet. Es ist genau dieser Limes großen Volumens, in dem die zehndimensionale
Typ IIB Supergravitation eine gute Approximation darstellt, und im folgenden
beziehen sich alle weiteren Definitionen und Rechnungen auf diesen Limes.

Die Kähler Form ist wie in (A.21) definiert,

J = igi̄dξ
i ∧ dξ̄ ̄ = MA(x)V A , (4.9)

wobei ξi und ξ̄ ı̄ (i, ı̄ = 1, 2, 3) die komplexen Koordinaten auf CY3 sind, V A die
Basis von H(1,1) aus (3.9) ist, und MA(x) die entsprechenden Kähler Moduli sind.
Mit ihr läßt sich das Volumen V der Calabi-Yau 3-faltigkeit als

V = i

∫
CY3

√
g(6)d6ξ =

1

3!

∫
CY3

J ∧ J ∧ J =
1

3!
κABCM

AMBMC (4.10)

schreiben, wobei die sog. Tripelschnittzahlen von CY3 durch

κABC =

∫
CY3

V A ∧ V B ∧ V C (4.11)

gegeben sind.
Auf dem Raum der (1, 1)-Formen definiert man wie in [44] eine Metrik via

GAB ≡ − i

4V
∫
CY3

V A ∧ ,V B = − i

4V
∫
CY3

V A
i̄ V

B
kl̄ g

il̄gk̄
√

g(6)d6ξ . (4.12)

Hierbei wurde die Definition des Hodge Sternoperators aus (A.14) benutzt. Manch-
mal ist es nützlich, die Metrik GAB durch die Kähler Moduli und Tripelschnitt-
zahlen auszudrücken. Dazu bemerkt man, daß sich ,V B auch als

,V B = i(J ∧ V A − 1

4
V−1κBCDM

CMDJ ∧ J) (4.13)

schreiben läßt. Zusammen mit den Abkürzungen

κA ≡ 1

3!

∫
CY3

V A ∧ J ∧ J ,

κAB ≡ 1

3!

∫
CY3

V A ∧ V B ∧ J

= − i

3!

∫
CY3

V A
i̄ V

B
kl̄ (g

i̄gkl̄ − gil̄gk̄)
√

g(6)d6ξ

(4.14)

liefert Einsetzen in (4.12) dann

GAB = −1

4
V−1κABCM

C +
1

16
V−2κACDM

CMDκBEFM
EMF

= −3

2

(κAB
V − 3

2

κAκB
V2

)
.

(4.15)
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4.3 Das Spektrum

Gemäß dem Hodge Diamanten (4.3) findet man bei Kompaktifizierung der zehn-
dimensionalen Typ IIB Supergravitation auf CY3 in d = 4 folgendes Spektrum:
die 10-d Metrik gMN spaltet auf in die 4-d Metrik gµν (µ, ν = 0, . . . , 3), 2× h(2,1)

Deformationen der komplexen Struktur δgij, δgı̄̄ (i, j = 1, 2, 3) und h(1,1) Defor-
mationen der Kählerform δgi̄. Die antisymmetrischen Tensoren BI

MN ergeben
ein Dublett antisymmetrischer Tensoren BI

µν , sowie 2× h(1,1) Skalarfelder BI
i̄; da

h(2,0) = 0 auf einer CY3, gibt es keine Moden der Form BI
ij bzw. B

I
ı̄̄. Die 4-Form

schließlich ergibt h(1,1) reelle antisymmetrische Tensoren Dµνi̄ und h(2,1) + 1 re-
elle Vektoren Dµijk̄,Dµijk. Hierbei ist folgendes zu beachten: die kompaktifizierte
Selbstdualitätsbedingung (2.4) setzt die Felder Dijı̄̄ und Dµνkk̄, Dµijk und Dµı̄̄k̄

sowie Dµijk̄ und Dµı̄̄k miteinander in Beziehung, d.h. diese sind nicht unabhängig.
Zusammen mit den beiden Skalaren φ und l arrangieren sich diese Felder in fol-
gender Weise zu N = 2 Multipletts in d = 4:

Gravitationsmultiplett (gµν ,Dµijk) ,
Doppel− Tensor Multiplett (BI

µν , φ, l) ,
h(2,1) Vektormultipletts (Dµijk̄, δgij, δgı̄̄) ,
h(1,1) Tensormultipletts (Dµνi̄, δgi̄, B

I
i̄) ,

wobei nur die bosonischen Anteile aufgeführt sind. So enthält das Gravitations-
multiplett noch zusätzlich zwei Gravitini, wohingegen alle anderen Multipletts
zwei Weyl-Fermionen beinhalten.

In vier Raum-Zeit Dimensionen besitzt ein anti-symmetrischer Tensor nur
einen physikalischen Freiheitsgrad, und kann daher zu einem Skalar dualisiert wer-
den.2 Auf der Ebene obiger Supermultipletts bedeutet dies, daß das Tensor und
Doppel-Tensor Multiplett zu einem Hypermultiplett dualisiert werden, welches
vier reelle Skalare beinhaltet. In dieser dualen Basis besteht das Niederenergie
Spektrum also neben dem Gravitationsmultiplett und den h(2,1) Vektormultipletts
aus h(1,1) + 1 Hypermultipletts.

Da die Kopplungen der Vektormultipletts schon aus [15–19] bekannt sind,
sollen hier ausschließlich die Kopplungen der h(1,1) Tensormultipletts und des
universellen Doppel-Tensor Multipletts untersucht werden: d.h., daß im folgen-
den Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit eindeutiger komplexer Struktur (h(2,1) = 0)
betrachtet werden.

Neben der Entwicklung der Kähler Deformationen der Metrik (3.9) mit Ent-
wicklungskoeffizienten δM̂A(x) (wegen einer späteren Redefinition wird hier im
Ggs. zu (3.9) M̂ anstelle von M verwandt),

i δgi̄ =

h(1,1)∑
A

δM̂A(x)V A
i̄ , (4.16)

2Wie diese Dualisierung im Detail geschieht, wird in Abschnitt 4.4 gezeigt.
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lassen sich auf CY3 nun noch die Felder Dµνi̄ und BI
i̄ wie folgt in harmonische

(1, 1)-Formen entwickeln:

Dµνi̄ =

h(1,1)∑
A=1

D̂A
µν(x)V

A
i̄ ,

BI
i̄ =

h(1,1)∑
A=1

bI A(x)V A
i̄ (I = 1, 2) .

(4.17)

In diesen Variablen bestehen die h(1,1) Tensormultipletts also aus den Feldern
(D̂A

µν , M̂
A, bI A).

4.4 Die Wirkung

In diesem Abschnitt wird die Wirkung für die kompaktifizierte Typ IIB Nie-
derenergie effektive Theorie unter Vernachlässigung von Vektormultipletts für
h(2,1) = 0 hergeleitet. Dabei ist das Vorgehen wie in [23], wo allerdings nicht
auf einer CY3, sondern auf einer speziell gewählten vierdimensionalen Mannig-
faltigkeit kompaktifiziert wurde. Insbesondere dient die nicht-selbstduale Wir-
kung (2.1) als Ausgangspunkt, so daß die Selbstdualitätsbedingung (2.4) auf der
Ebene der Bewegungsgleichungen explizit implementiert werden muß. Die etwas
ausführlicheren Rechnungen bzgl. der Kompaktifizierung des Ricci Skalars und
des 4-Form abhängigen Teils der Wirkung (2.1) sind dabei in den Anhängen C
und D zusammengefaßt, und die Behandlung des Gravitationssektors orientiert
sich an [17].

Es sei also zunächst die Wirkung S1 aus (2.7) betrachtet. Zusammen mit dem
Resultat (C.13) für den Fall h(2,1) = 0 und unter Ausnutzung von (C.5) läßt sie
sich schreiben als:

S1 = − i

2

∫
d4x
√

−g(4)

∫
CY3

d6ξ
√

g(6)
(
R4 +

1

2
[e2φ(∂µl)

2 + (∂µφ)
2]

+
3

4
HI
MNPMIJH

J MNP + ∂µM̂
A∂µM̂BV A

i̄ V
B
kl̄ (g

i̄gkl̄ − 1

2
gil̄gk̄)

)
.

(4.18)

Dabei wurde außerdem schon berücksichtigt, daß die zehndimensionalen kineti-
schen Terme für das Dilaton und Axion, nämlich −1

4
(∂Mφ)2 und −1

4
e2φ(∂M l)2,

unter Kompaktifizierung zu den jeweiligen vierdimensionalen kinetischen Termen
−1

4
(∂µφ)

2 und −1
4
e2φ(∂µl)

2 werden.
Für den HI

MNPMIJH
J MNP -Term beachte man nun folgendes: die antisymme-

trischen Tensoren BI
MN spalten bzgl. der reellen Koordinaten ya (a = 1, . . . , 6)

der CY3 gemäß

BI
MN =

(
BI
µν 0
0 BI

ab

)
(4.19)
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auf. Mit HI
MNP ≡ ∂[MBI

NP ] =
1
3
(∂MBI

NP + cycl.) aus (2.2) ergibt sich dann für

HI
MNPH

J MNP :

HI
MNPH

J MNP = HI
µνρH

J µνρ +
3

3 · 3∂µB
I
ab∂

µBJ ab . (4.20)

Bei Übergang zu komplexen Koordinaten kann BI
ab wegen h(2,0) = 0 nur gem.

(4.17) in harmonische (1, 1)-Formen entwickelt werden; dabei gilt insbes., daß

∂µB
I
ab∂

µBJ ab = −2∂µB
I
i̄∂

µBJ
kl̄g

il̄gk̄ . (4.21)

Der Faktor 2 stammt dabei von der kombinatorischen Möglichkeit der Indexver-
teilung, und das Minus-Zeichen läßt sich wie folgt einsehen: die naive Übertragung
von BI

abB
J ab = BI

abB
J
cdg

acgbd ins Komplexe via BI
i̄B

J
kl̄
gikg ̄l̄ verschwindet in die-

ser Form, da gij = gı̄̄ = 0 auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten. Daher muß die
Antisymmetrie der B-Felder benutzt werden, um auf die Form BI

i̄B
J
kl̄
gil̄gk̄ zu

kommen.

Insgesamt erbibt sich also für die Aufspaltung des HI
MNPMIJH

J MNP -Terms
unter Verwendung der Entwicklung (4.17):

HI
MNPMIJH

J MNP = HI
µνρMIJH

J µνρ − 2

3
∂µb

I AMIJ∂
µbJ BV A

i̄ V
B i̄ , (4.22)

wobei V A
i̄ V

B i̄ ≡ V A
i̄ V

B
kl̄
gil̄gk̄.

Zusammen mit (4.10), (4.12) und der Reskalierung BI
µν �→ 2

3
BI
µν findet man

somit für S1:

S1 = −
∫

d4x
√

−g(4)
( V̂
2
R4 +

V̂
4
[e2φ(∂µl)

2 + (∂µφ)
2]

+
V̂
6
HI
µνρMIJH

J µνρ + V̂ĜAB∂µb
I AMIJ∂

µbJ B

+
1

2

∫
CY3

id6ξ
√

g(6)∂µM̂
A∂µM̂BV A

i̄ V
B
kl̄ (g

i̄gkl̄ − 1

2
gil̄gk̄)

)
,

(4.23)

wobei V̂ bzw. ĜAB das Volumen aus (4.10) bzw. die Metrik aus (4.12) bezüglich
M̂A bezeichnen. Genauso sollen sich im folgenden auch die Größen κ̂AB und κ̂A
auf M̂A beziehen.

Mit Hilfe von (4.12) und (4.14) läßt sich der kinetische Term für die Kähler-
Moduli noch umschreiben zu

− 1

2

∫
CY3

id6ξ
√

g(6)∂µM̂
A∂µM̂BV A

i̄ V
B
kl̄ (g

i̄gkl̄ − 1

2
gil̄gk̄)

= + ∂µM̂
A∂µM̂B(V̂ĜAB + 3κ̂AB) .

(4.24)
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Um die Wirkung in der Einsteinbasis zu erhalten, nimmt man nun gemäß An-
hang B eine Weyl-Reskalierung der Metrik vor, nämlich gµν �→ V̂−1gµν ; die Weyl-
reskalierte Wirkung S1 lautet dann

S1 = −
∫

d4x
√

−g(4)
( 1

2
R4 +

1

4
[e2φ(∂µl)

2 + (∂µφ)
2] +

3

4

(
∂µV̂
V̂

)2

+
1

6
V̂2HI

µνρMIJH
J µνρ + ĜAB∂µb

I AMIJ∂
µbJ B

− ∂µM̂
A∂µM̂B(ĜAB + 3V̂−1κ̂AB)

)
.

(4.25)

Mit den Definitionen aus Abschnitt 4.2 gilt(
∂µV̂
V̂

)2

= 9 ∂µM̂
A∂µM̂B κ̂Aκ̂B

V̂2
, (4.26)

und zusammen mit (4.15) ergibt sich:

− 3

4
(∂µV̂

V̂ )
2

+ ∂µM̂
A∂µM̂B(ĜAB + 3V̂−1κ̂AB)

= −∂µM̂
A∂µM̂B(ĜAB +

9

4
V̂−2κ̂Aκ̂B) .

(4.27)

Zur Identifikation des vierdimensionalen Dilatons muß schließlich noch eine Re-
definition der Kähler-Moduli vorgenommen werden:

M̂A �→ MA = eφ/2M̂A . (4.28)

Unter (4.28) verhalten sich die verschiedenen geometrischen Größen der CY3 dabei
wie folgt:

V(M) = e3φ/2V̂(M̂) ,

κAB(M) = eφ/2κ̂AB(M̂) ,

κA(M) = eφκ̂A(M̂) ,

GAB(M) = e−φĜAB(M̂) ,

(4.29)

wobei die MA-Abhängigkeit von V, κAB, κA und GAB dieselbe ist wie die M̂A-
Abhängigkeit von V̂, κ̂AB, κ̂A und ĜAB.

Mit (4.28) gilt außerdem

∂µM̂
A∂µM̂B = e−φ

(
∂µM

A∂µMB − 1

2
MB∂µM

A∂µφ− 1

2
MA∂µM

B∂µφ

+
1

4
MAMB(∂µφ)

2
)
,

(4.30)

und unter Benutzung von

GAB∂µM
AMB =

3

4
∂µM

AκA
V

GABM
AMB =

3

4

(4.31)
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ergibt sich:

− 1

4
(∂µφ)

2 − ∂µM̂
A∂µM̂B(ĜAB +

9

4
V̂−2κ̂Aκ̂B)

= −GAB∂µM
A∂µMB − (∂µφ)

2 +
∂µV
V ∂µφ− 1

4

(∂µV
V
)2

.

(4.32)

Mit der Definition

e−2φ4 ≡ Ve−2φ (4.33)

des vierdimensionalen Dilatons erhält man damit insgesamt für S1:

S1 = −
∫

d4x
√

−g(4)
(1
2
R4 +

1

4
e2φ4 V (∂µl)

2 + (∂µφ4)
2

+
1

6
e−3φ4 V 1

2HI
µνρMIJH

J µνρ

+ eφ4 V 1
2 GAB∂µb

I AMIJ∂
µbJ B +GAB∂µM

A∂µMB
)
.

(4.34)

Die Herleitung der Kompaktifizierung des 4-Form abhängigen Teils aus (2.6)
ist im Anhang D vorgenommen. Mit dem dort gefundenen Resultat für S2 lautet
die vierdimensionale Niederenergie effektive Wirkung, welche die richtigen IIB
Bewegungsgleichungen in d = 4 liefert, also:

S = S1 + S2 =

∫
d4xL , (4.35)

wobei L durch

L√
−g(4)

=− 1

2
R4 − 1

4
e2φ4V (∂µl)

2 − (∂µφ4)
2 − 1

6
e−3φ4V 1

2 HI
µνρMIJH

J µνρ

−GAB ∂µM
A∂µMB − eφ4V 1

2GAB ∂µb
I AMIJ∂

µbJ B

− 2

3
e−2φ4V GAB (FA

µνρ + εIJH
J
µνρb

I A)(FBµνρ + εKLH
LµνρbK B)

− i

12
√
−g(4)

εµνρσκABC εIJ(F
A
µνρb

I B∂σb
J C − 2

3
εKLH

I
µνρb

J AbKB∂σb
LC)

(4.36)

gegeben ist, und die Definitionen

DA
µν ≡ D̂A

µν +
1

2
εIJB

I
µνb

J A , FA
µνρ ≡ ∂[µD

A
νρ] (4.37)

verwendet wurden. Gleichung (4.36) gibt die zuvor in der Literatur noch nicht
bekannte bosonische Wirkung für das Doppel-Tensor Multiplett und h(1,1) Ten-
sormultipletts an, und zwar für beliebige Wahl von h(1,1).
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Wie schon bei der Diskussion des Spektrums im Abschnit 4.3 erwähnt, ist
in d = 4 ein antisymmetrischer Tensor dual zu einem Skalar. Daher können die
h(1,1)+2 antisymmetrischen Tensorfelder DA

µν und BI
µν in der Lagrange-Dichte L

aus (4.36) zu Skalaren dualisiert werden. Dies erreicht man, indem man zunächst
h(1,1) + 2 Lagrange-Multiplikatoren gA und hI zu L hinzuaddiert:

L ′ = L +
i

6
εµνρσHI

µνρ∂σhI +
i

6
εµνρσFA

µνρ∂σgA . (4.38)

Mit den Definitionen

HI σ ≡ 1

6
√
−g(4)

εµνρσHI
µνρ ,

FAσ ≡ 1

6
√
−g(4)

εµνρσFA
µνρ

(4.39)

läßt sich L ′ dann als

L ′√
−g(4)

=− 1

2
R4 − 1

4
e2φ4V (∂µl)

2 − (∂µφ4)
2 − eφ4V 1

2GAB ∂µb
I AMIJ∂

µbJ B

−GAB ∂µM
A∂µMB − e−3φ4V 1

2 HI
µMIJH

J µ

− 4 e−2φ4V GAB

(
FA
µ + εIJH

J
µ b

I A
) (

FB µ + εKLH
LµbKB

)
+HI µ

(
i

3
κABC εIJ εKLb

J AbKB∂µb
LC + i ∂µhI

)

+ FAµ

(
− i

2
κABC εIJ b

I B∂µb
J C + i ∂µgA

)
(4.40)

schreiben. Anschließend berechnet man die sich aus δL ′
δHI µ

!
= 0 und δL ′

δFA µ

!
= 0

ergebenden algebraischen Bewegungsgleichungen für HI
µ und FA

µ , die

HI
µ = − i

2
e3φ4V− 1

2

(
M−1

)IJ (− 1

2
κABC εKJ εLM bK AbLB∂µb

M C + εKJ b
K A∂µgA

− ∂µhJ − 1

3
κABC εJK εLM bK AbLB∂µb

M C
)

(4.41)

und

FA
µ =

1

8
e2φ4V−1

(
G−1

)AB (− 8 e−2φ4V GBCεIJ b
I CHJ

µ

− i

2
κBCD εIJb

I C∂µb
J D + i∂µgB

) (4.42)

lauten. Dabei bezeichnet (M−1)
IJ

die inverse Matrix zu MIJ aus (2.2), und ist
durch (

M−1
)IJ

= eφ
(

1 l
l |λ|2

)
(4.43)
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gegeben. Setzt man nun (4.41) und (4.42) in (4.40) ein, so lassen sich die Felder
HI
µ und FA

µ zugunsten der Skalarfelder gA und hI aus L ′ eliminieren. Für die auf
diese Weise dualisierte Lagrange-Dichte ergibt sich:

L ′√
−g(4)

=− 1

2
R4 − 1

4
e2φ4V(∂µl)2 − (∂µφ4)

2 −GAB∂µb
1A∂µb1B (4.44)

−GAB ∂µM
A∂µMB − e2φ4 VGAB(∂µb

2A − l∂µb
1A)(∂µb2B − l∂µb1B)

− e2φ4

16V (G
−1)

AB(
∂µgA− 1

2
κACDεIJb

IC∂µb
JD
)(
∂µgB− 1

2
κBEF εKLb

KE∂µbLF
)

− 1

4
e2φ4 V−1

(
∂µh2 − b1A(∂µgA − 1

6
κABCεIJb

IB∂µb
JC)
)2

− 1

4
e4φ4

(
∂µh1 + l∂µh2 − (lb1A − b2A) (∂µgA − 1

6
κABCεIJb

IB∂µb
JC)
)2

.

Dies ist genau die Lagrange-Dichte der vierdimensionalen Niederenergie effekti-
ven Typ IIB Theorie, die in [20] weiter dazu verwendet wurde, die Feldabbildung
zur auf der Mirror-Mannigfaltigkeit kompaktifizierten dualen Typ IIA Theorie zu
bestimmen. Diese explizite Abbildung (die zuvor in der Literatur nur für einen
Spezialfall bekannt war [45, 46]) erlaubte die Diskussion der Geometrie der Ten-
sormultipletts mit Hilfe eines holomorphen Präpotentials, sowie die Auffindung
von Weltflächen Instantonkorrekturen. Ebenfalls in [20] konnte die Übertragung
der aus der IIB Theorie bekannten SL(2,Z)-Symmetrie auf die IIA Theorie er-
folgreich untersucht werden.

4.5 Symmetrieeigenschaften in d = 4

Die in Kapitel 2 aufgeführten Symmetrien der zehndimensionalen Typ IIB Super-
gravitation übertragen sich bei der CY3- Kompaktifizierung auf die resultierende
Theorie in d = 4. So ist die Lagrange-Dichte L aus (4.36) nicht nur invariant
unter den h(1,1) + 2 Eichtransformationen (mit Parametern ΣAν und ΩIν) der anti-
symmetrischen Tensoren DA

µν und BI
µν ,

δDA
µν = ∂[µΣ

A
ν] , δBI

µν = ∂[µΩ
I
ν] , (4.45)

sondern auch zusätzlich unter 2×h(1,1) Peccei-Quinn (PQ) Symmetrien (mit Pa-
rametern cI A), die auf den Skalarfeldern bI A und den antisymmetrischen Tensoren
DA
µν wie folgt wirken:

δbI A = cI A , δDA
µν = −εIJ c

I ABJ
µν . (4.46)

Diese PQ Symmetrien stammen dabei von den zehndimensionalen Eichsymme-
trien (2.8) und (2.9).

Beim Übergang zur dualen Feldbasis (in welcher die h(1,1) + 2 antisymme-
trischen Tensorfelder DA

µν und BI
µν zu den Skalaren gA und hI dualisiert sind)

werden die Eichsymmetrien von DA
µν und BI

µν aus (4.45) zu weiteren h(1,1)+2 PQ
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Symmetrien (mit Parametern c̃A und ĉI), und zwar bezüglich der Skalarfelder gA
und hI :

δgA = c̃A , δhI = ĉI . (4.47)

In der dualen Basis überträgt sich außerdem die Symmetrie (4.46) von L in

folgender Weise auf L ′: die Forderung der Invarianz des (G−1)
AB

-Terms aus L ′

unter δbI A = cI A,

δ

(
∂µgA − 1

2
κACDεIJb

I C∂µb
J D

)
!
= 0 , (4.48)

führt auf

δgA =
1

2
κABCεIJc

I BbJ C . (4.49)

Anschließend berechnet man aus der Invarianzforderung

δ

(
∂µh2 − b1A(∂µgA − 1

6
κABCεIJb

I B∂µb
J C)

)
!
= 0 (4.50)

das Transformationsverhalten von h2 zu

δh2 = c1AgA +
1

6
κABCb

1AεIJc
I BbJ C . (4.51)

Schließlich ergibt

δ

(
∂µh1 + l∂µh2 − (lb1A − b2A) (∂µgA − 1

6
κABCεIJb

I B∂µb
J C)

)
!
= 0 (4.52)

für δh1:

δh1 = −c2AgA − 1

6
κABCb

2AεIJc
I BbJ C . (4.53)

Zusammenfassend lautet also die Symmetrie (4.46) von L in der dualen Basis
für L ′:

δbI A = cI A , δgA =
1

2
κABCεIJc

I BbJ C ,

δhI = −εIJ(c
J AgA +

1

6
κABCεKLb

J AcKBbLC) .
(4.54)

Eine wesentliche Eigenschaft der zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation
ist ihre SL(2,R)-Symmetrie (2.11)-(2.14). Wie in Kapitel 2 diskutiert, bildet einer
der SL(2,R)-Generatoren Bereiche schwacher und starker Kopplung aufeinander
ab, was diese Symmetrie so interessant macht. Ebenso wie die zehndimensiona-
len Eichsymmetrien (2.8) und (2.9) überträgt sich auch die SL(2,R)- Symmetrie
bei CY3-Kompaktifizierung auf die vierdimensionale Theorie. Aufgrund der Re-
definition (4.28) wirkt sie in d = 4 allerdings auch auf die Kähler Moduli MA,
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was schließlich beim Transformationsverhalten des durch (4.33) definierten vier-
dimensionalen Dilatons berücksichtigt werden muß. Insgesamt findet man unter
Verwendung von (2.11)-(2.14), (4.28) und (4.33):

MA �→ MA|cλ+ d| , e−2φ4 �→ e−2φ4

|cλ+ d| , l �→ ac|λ|2 + (bc+ ad) l + bd

|cλ+ d|2 ,

(4.55)

wobei λ = l + iV− 1
2 e−φ4 .

Auf die antisymmetrischen Tensoren BI
µν und die Skalare bI A überträgt sich

das Transformationsverhalten von HI
MNP aus (2.11):(

B1
µν

B2
µν

)
�→
(
B′1

µν

B′2
µν

)
=

(
d c
b a

)(
B1
µν

B2
µν

)
,(

b1A

b2A

)
�→
(
b′1A

b′2A

)
=

(
d c
b a

)(
b1A

b2A

)
,

(4.56)

wohingegen die antisymmetrischen Tensoren DA
µν (wie schon die 4-Form D in

d = 10) SL(2,R)-invariant sind. Beim Übergang zur dualisierten Lagrange-Dichte
L ′ aus (4.44) sind daher auch die zu DA

µν dualen Skalare gA invariant; aus (4.38)
findet man hingegen für die zu BI

µν dualen Skalare hI , daß diese kontragredient
zu BI

µν transformieren, d.h. mit der inversen Matrix Λ−1:(
h1

h2

)
�→
(
h′

1

h′
2

)
=

(
a −c
−b d

)(
h1

h2

)
. (4.57)

Mittels der in (4.55)-(4.57) angegebenen Transformationen läßt sich explizit ve-
rifizieren, daß L bzw. L ′ invariant sind. Somit ist also für die Niederenergie
effektive Wirkung in d = 4 nach CY3-Kompaktifizierung im Limes großen Volu-
mens die SL(2,R)-Symmetrie ungebrochen [47].
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Kapitel 5

Typ IIB auf CY4

In diesem Kapitel wird die zehndimensionale Niederenergie effektive Typ IIB
Stringtheorie auf einer Calabi-Yau 4-faltigkeit CY4 mit SU(4)-Holonomie (und
keiner Untergruppe davon) kompaktifiziert, was in zwei Raum-Zeit Dimensionen
eine Anomalie-freie Theorie mit N = (4, 0) Supersymmetrie ergibt [48].1 Wie
schon im vorigen Kapitel wird der Ausgangspunkt die aus [23] bekannte nicht-
selbst-duale Wirkung für die zehndimensionale Typ IIB Supergravitation sein.
Ebenfalls wie bereits für CY3-Kompaktifizierungen wird dabei angenommen, daß
das Volumen der CY4 groß im Vergleich zur String-Skala ist: es ist dieser Limes
großen Volumens, in dem die Typ IIB Supergravitation eine gute Niederenergie-
Approximation zur Typ IIB Stringtheorie darstellt.

Der Aufbau dieses Kapitels ist dabei wie folgt: zunächst werden die wich-
tigsten Eigenschaften von zweidimensionaler N = (4, 0) Supergravitation vorge-
stellt. Nach einer Zusammenstellung der relevanten Charakteristika von Calabi-
Yau 4-faltigkeiten wird dann das Spektrum in d = 2 untersucht. Anschließend
wird die Wirkung hergeleitet, welche sich durch Kompaktifizierung von (2.1) auf
CY4 im Limes großen Volumens ergibt. Die Überprüfung, daß die sich aus ihr er-
gebenden Euler-Lagrange Gleichungen mit den kompaktifizierten Bewegungsglei-
chungen aus d = 10 übereinstimmen, ist schließlich für den Fall l = 0, φ = const.
und gµν = ηµν im Anhang E vorgenommen.

5.1 N = (4, 0) Supergravitation in d = 2

In zwei Raum-Zeit Dimensionen läßt sich auf eine Lorentz-invariante Weise an-
geben, ob sich ein masseloses Teilchen nach links oder rechts bewegt [1]. Zur
adäquaten Beschreibung bietet sich der Übergang zu den sog. Lichtkegelkoordi-
naten an, die durch x± ≡ 1√

2
(x0 ± x1) definiert sind. Bezüglich diesen Koor-

dinaten lauten die Komponenten der Minkowski-Metrik η++ = η−− = 0 und
η+− = η−+ = −1, und die entsprechenden Impulsgeneratoren sind wie üblich
durch P± = i ∂

∂x± ≡ i∂± definiert: für ein masseloses linkslaufendes (rechtslaufen-

1Die Anzahl der Supersymmetrien ist dabei bezüglich einkomponentiger Majorana-Weyl
Spinoren angegeben.

37
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des) Teilchen gilt dann P+ = 0 (P− = 0). Bei erhaltenen Ladungen besteht nun
die Möglichkeit, daß diese nur von rechts- oder linkslaufenden masselosen Teilchen
getragen werden [49], was sich im Fall von Supersymmetrie direkt sehen läßt: laut
Tabelle 1.1 besitzt ein Supersymmetriegenerator Q in d = 2 als minimale Anzahl
lediglich eine Komponente, die durch einen Majorana-Weyl Spinor gegeben ist.
Je nach Chiralität nennt man diesen Q+ (chiral) bzw. Q− (anti-chiral), was auf
(1, 0)- bzw. (0, 1)-Supersymmetrie führt. Der fundamentale Antikommutator ist
für (1, 0)-Supersymmetrie durch

{Q+ , Q+} = Q2
+ = P+ (5.1)

gegeben, so daß also linkslaufende masselose Teilchen Singletts bzgl. Q+ sind;
gemäß der Benennung von Q+ als chiralem Supersymmetriegenerator werden die-
se Teilchen fortan als anti-chiral bezeichnet.

Der durch (5.1) gegebene Fall besitzt nun eine offensichtliche Verallgemeine-
rung auf (4, 0)-Supersymmetrie mit vier chiralen Supersymmetriegeneratoren Qi

+

(i = 1, . . . , 4), welche die Algebra

{Qi
+ , Qj

+} = 2δijP+ (5.2)

erfüllen.2

Als masselose N = (4, 0) Supermultipletts finden sich in d = 2 ein Gravita-
tionsmultiplett und ein skalares Multiplett (das chirale Materiemultiplett), wel-
ches on-shell vier bosonische und vier fermionische Freiheitsgrade besitzt. 3 Beide
Multipletts sind in Tab. 5.1 mit ihrem Feldinhalt zusammengefaßt: so enthält
das Gravitationsmultiplett neben dem Graviton gµν noch einen reellen Skalar
φ, vier anti-chirale Gravitinos ψ−

µ und vier chirale Majorana-Weyl Fermionen
ψ+, wohingegen im skalaren Multiplett vier chirale Skalare φ+ sowie vier chirale
Majorana-Weyl Fermionen ψ+ vorhanden sind [48].

Gravitationsmultiplett (gµν , φ, 4ψ
−
µ , 4ψ

+)

skalares Multiplett (4φ+, 4ψ+)

Tabelle 5.1: Multipletts von N = (4, 0) Supergravitation in d = 2.

2Ganz allgemein ist eine Supersymmetriealgebra vom Typ (p, q) durch p chirale Super-
symmetriegeneratoren Qi

+ (i = 1, . . . , p) und q anti-chirale Supersymmetriegeneratoren Qi′
−

(i′ = 1, . . . , q) gegeben, die {Qi
+ , Qj

+} = 2δijP+, {Qi′− , Qj′
−} = 2δi′j′P−, {Qi

+ , Qj′
−} = Zij′

erfüllen [50], wobei Zij′ zentrale Ladungen ohne besondere Symmetrieeigenschaften sind. Eine
solche Algebra existiert, wenn die Dimension der Raum-Zeit d = 2mod8 ist (s. Tab. 1.1).

3Tatsächlich sind in [51] vier verschiedene skalare Multipletts gefunden worden, die allerdings
über Automorphismen der Supersymmetrieparameter zueinander in Beziehung stehen [52].
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5.2 Eigenschaften der CY4

Eine CY4 ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension vier. Ihr
Hodge-Diamant (A.31) ist durch

h(0,0)

h(1,0) h(0,1)

h(2,0) h(1,1) h(0,2)

h(3,0) h(2,1) h(1,2) h(0,3)

h(4,0) h(3,1) h(2,2) h(1,3) h(0,4)

h(4,1) h(3,2) h(2,3) h(1,4)

h(4,2) h(3,3) h(2,4)

h(4,3) h(3,4)

h(4,4)

=

1
0 0

0 h(1,1) 0
0 h(2,1) h(2,1) 0

1 h(3,1) h(2,2) h(3,1) 1
0 h(2,1) h(2,1) 0

0 h(1,1) 0
0 0

1

(5.3)

gegeben. Die zunächst vier unabhängigen Einträge h(1,1), h(2,1), h(3,1) und h(2,2)

unterliegen dabei einer weiteren Zusatzbedingung, nämlich [53]

h(2,2) = 2(22 + 2h(1,1) + 2h(3,1) − h(2,1)) . (5.4)

Für die Eulerzahl aus (A.30) ergibt sich damit:

χ(CY4) = 6(8 + h(1,1) + h(3,1) − h(2,1)) . (5.5)

Eine für die Diskussion des Spektrums wichtige Eigenschaft der Calabi-Yau
4-faltigkeiten ist, daß die mittlere Kohomologie H4(CY4) in einen selbstdualen
(,ω(4) = ω(4)) Unterraum H+(CY4) und einen anti-selbstdualen (,ω(4) = −ω(4))
Unterraum H−(CY4) aufspaltet [53]:

H4(CY4) = H+(CY4)⊕H−(CY4) . (5.6)

Mit b± ≡ dimH±(CY4) gilt:

dimH4(CY4) ≡ b4 = b+ + b− = h(4,0) + h(3,1) + h(2,2) + h(1,3) + h(0,4)

= 2 + 2h(3,1) + h(2,2) .
(5.7)

Des weiteren ist die Differenz von b+ und b− durch die Hirzebruch Signatur ge-
geben [54]:

τ(CY4) = b+ − b− =
χ

3
+ 32 , (5.8)

und es gilt, daß die symmetrische quadratische Form Q(ω1, ω2) =
∫
CY4

ω1∧ω2 für

ω1, ω2 ∈ H4(CY4) positiv definit auf H+(CY4) und negativ definit auf H−(CY4)
ist. Aus [55] ist außerdem bekannt, daß die (4, 0)- und (0, 4)-Form selbstdual sind,
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wohingegen die (3, 1)- und (1, 3)-Formen einer CY4 anti-selbstdual sind. Damit
ergibt sich aus (5.7) für b+ und b−:

b+ = 2 + h
(2,2)
+ ,

b− = 2h(3,1) + h
(2,2)
− ,

(5.9)

wobei h
(2,2)
+ bzw. h

(2,2)
− die Anzahl selbstdualer bzw. anti-selbstdualer (2, 2)-Formen

auf CY4 bezeichnet. Schließlich sei noch bemerkt, daß sich h
(2,2)
+ und h

(2,2)
− durch

die anderen Hodgezahlen ausdrücken lassen: aus (5.7) und (5.8) folgt unter Ver-
wendung von (5.4) und (5.5), daß sich b+ und b− auch als

b+ = 47 + 3h(1,1) + 4h(3,1) − 2h(2,1) ,

b− = −1 + h(1,1) + 2h(3,1)
(5.10)

schreiben lassen, und zusammen mit (5.9) ergibt sich somit:

h
(2,2)
+ = 45 + 3h(1,1) + 4h(3,1) − 2h(2,1) ,

h
(2,2)
− = h(1,1) − 1 .

(5.11)

Die Deformationen der Kählerform sind durch (3.9) gegeben, wobei

J = i gi̄ dξ
i ∧ dξ̄ ̄ = MA(x)V A (5.12)

die Kählerform aus (A.21) bezeichnet. ξi (i = 1, 2, 3, 4) sind dabei die komplexen
Koordinaten auf CY4, die aus den reellen Koordinaten ya (a = 1, . . . , 8) via
ξi = 1√

2
(y2i−1 + iy2i) gebildet werden; für die entsprechenden Integrationsmaße

gilt die Beziehung: d8ξ ≡ d4ξ ∧ d4ξ̄ = d8y.
Für die Deformationen der komplexen Struktur ergibt sich nach der Diskussion

aus Abschnitt 3.2.1:

δgı̄̄ =

h(3,1)∑
α=1

δZα(x)bαı̄̄(y) . (5.13)

Hierbei sind die Zα(x) die komplexen Moduli, und die bαı̄̄ werden durch Kontrak-

tion der Basiselemente Φα von H(3,1)(CY4) mit der antiholomorphen (0, 4)-Form
Ω̄ gebildet [56]:

bαı̄̄ = − 1

3||Ω||2 Ω̄
klm
ı̄ Φαklm̄ , ||Ω||2 ≡ 1

4!
ΩijklΩ̄

ijkl . (5.14)

Das Volumen der Calabi-Yau 4-faltigkeit ist durch

V =

∫
CY4

√
g(8)d8ξ =

1

4!

∫
CY4

J ∧ J ∧ J ∧ J =
1

4!
κABCDM

AMBMCMD (5.15)
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gegeben, wobei die Schnittzahlen von CY4 durch

κABCD ≡
∫
CY4

V A ∧ V B ∧ V C ∧ V D (5.16)

definiert sind.
Mittels (A.14) errechnet man für ,V A auf CY4:

,V A = (
1

6
V A
kı̄ g

kı̄gjl̄gom̄gpn̄ −
1

2
V A
jl̄ gom̄gpn̄)dξ

j ∧ dξo ∧ dξp ∧ dξ̄ l̄ ∧ dξ̄m̄ ∧ dξ̄n̄ .

(5.17)

Unter Verwendung von V A
i̄ g

i̄ = const. für V A harmonisch [44] gilt außerdem

κA ≡ 1

4!

∫
CY4

V A ∧ J ∧ J ∧ J

= −6i

4!

∫
CY4

V A
i̄ g

i̄
√

g(8)d8ξ = −6i

4!
V A
i̄ g

i̄V ,

(5.18)

womit sich ,V A auch als

,V A =
2

3

κA
V J ∧ J ∧ J − 1

2
V A ∧ J ∧ J (5.19)

schreiben läßt.
Auf dem Raum der (1, 1)-Formen definiert man nun die Metrik [56]

GAB ≡ 1

2V
∫
CY4

V A ∧ ,V B = − 1

2V
∫
CY4

d8ξ
√

g(8)V A
i̄ V

B
kl̄ g

il̄gk̄ , (5.20)

die sich mit Hilfe von (5.19) und der Definition

κAB ≡ 1

4!

∫
CY4

V A ∧ V B ∧ J ∧ J

=
1

12

∫
CY4

d8ξ
√

g(8)V A
i̄ V

B
kl̄ (g

il̄gk̄ − gi̄gkl̄)

(5.21)

auch gemäß

GAB = −6
κAB
V + 8

κAκB
V2

= −1

2
∂A∂BlnV (5.22)

ausdrücken läßt.
Auf dem Raum der (3, 1)-Formen schließlich definiert man noch wie in [19]

die Metrik

Gαβ̄ ≡ −
∫
CY4

Φα ∧ Φ̄β̄∫
CY4

Ω ∧ Ω̄
=

1

4V
∫
CY4

d8ξ
√

g(8)bα̄l̄b̄
β̄
ikg

i̄gkl̄

= −∂α∂̄β̄ln

∫
CY4

Ω ∧ Ω̄ .

(5.23)
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5.3 Das Spektrum

Bei der Analyse des Spektrums, welches sich in d = 2 bei Kompaktifizierung der
zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation auf CY4 ergibt, ist zunächst anzu-
merken, daß in zwei Raum-Zeit Dimensionen nur noch Skalare dynamische Frei-
heitsgrade besitzen. Ihre Anzahl findet man gemäß dem Hodge-Diamanten (5.3)
folgendermaßen: die zehndimensionale Metrik gMN ergibt h(1,1) Kähler-Moduli
und 2 × h(3,1) Moduli der komplexen Struktur gem. (3.9) bzw. (5.13). Das Du-
blett antisymmetrischer Tensoren BI

MN liefert 2 × h(1,1) Skalarmoden BI
i̄, und

zwei weitere Skalare erhält man vom zehndimensionalen Dilaton φ und Axion
l. All diese Skalare sind nicht-chiral, wobei sich in zwei Raum-Zeit Dimensio-
nen ein nicht-chiraler Skalar als die Summe eines chiralen (d.h. mit positiver
Chiralität) und anti-chiralen (d.h. mit negativer Chiralität) Skalars schreiben
läßt. Die Eigenschaft der Chiralität von Skalaren in d = 2 wird bedeutsam bei
der Untersuchung des sich aus der 4-Form DMNPQ ergebenden Spektrums, und
ist eng an die Aufspaltung der mittleren Kohomologie (5.6) geknüpft: da die
5-Form Feldstärke F von D selbstdual ist, ergibt die Entwicklung von DMNPQ

in selbstduale 4-Formen Skalare negativer Chiralität, wohingegen die Entwick-
lung in anti-selbstduale 4-Formen Skalare positiver Chiralität in d = 2 liefert.
Wenn h

(2,2)
− die Anzahl anti-selbstdualer (2, 2)-Formen bezeichnet, und entspre-

chend h
(2,2)
+ die Anzahl der selbstdualen (2, 2)-Formen angibt, so erhält man al-

so von der 4-Form DMNPQ stammend b− = h
(2,2)
− + 2h(3,1) chirale Skalare und

b+ = 2 + h
(2,2)
+ anti-chirale Skalare.4 Dabei wurde bereits ausgenutzt, daß auf

einer Calabi-Yau 4-faltigkeit die (4, 0)- und (0, 4)-Form selbstdual sind, die (3, 1)-
und (1, 3)-Formen anti-selbstdual sind [55], und eine (2, 2)-Form entweder selbst-
dual oder anti-selbstdual sein kann.

Insgesamt befinden sich somit neben der zweidimensionalen Metrik gµν (µ, ν =
0, 1) noch

n+ = 3h(1,1) + 2h(3,1) + 2 + b− (5.24)

chirale Skalare und

n− = 3h(1,1) + 2h(3,1) + 2 + b+ (5.25)

anti-chirale Skalare im Spektrum.5

In d = 2 mit (4,0)-Supersymmetrie gibt es neben dem Supergravitationsmulti-
plett (gµν , φ, 4ψ

−
µ , 4ψ

+) noch das chirale Materiemultiplett (4φ+, 4ψ+), wohinge-
gen die anti-chiralen Skalare φ− und anti-chiralen Majorana-Weyl Fermionen ψ−

supersymmetrische Singletts sind. In [48] wurde gezeigt, daß sich obiges Spektrum

4Die von der Entwicklung in harmonische (2, 1)-Formen stammenden Moden Dµijk̄ beschrei-
ben in d = 2 masselose Vektoren, und besitzen daher keinen physikalischen Freiheitsgrad.

5An dieser Stelle sei angemerkt, daß für einen potentiellen Vergleich mit anderen zweidi-
mensionalen Theorien, in denen nur nicht-chirale Skalare gegeben sind (bzw. in denen n+ = n−
gilt), nur Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit Eulerzahl χ(CY4) = −96 in Frage kommen, was sich
aus (5.8) ergibt.
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bosonischer Moden wie folgt auf Supermultipletts verteilt: die zweidimensionale
Metrik und ein Skalar gehen in das Gravitationsmultiplett, so daß n+ − 1 chirale
Skalare und n−−1 anti-chirale Skalare verbleiben, wobei letztere ja supersymme-
trische Singletts sind. Unter Ausnutzung von (5.4), (5.5) und (5.24) erhält man
für nc ≡ 1

4
(n+ − 1):

nc = h(2,1) +
χ

6
− 8 . (5.26)

Da die Eulerzahl für Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit SU(4)-Holonomie durch 6 teil-
bar ist, können sich die verbliebenen n+−1 chiralen Skalare auf Materiemultipletts
verteilen, deren Anzahl durch nc gegeben ist.

Um das noch zu präzisieren, seien die Entwicklungen der Felder in harmonische
Formen angegeben. So werden neben der Entwicklung der Kähler Deformationen
bzw. komplexen Struktur Deformationen der Metrik aus (3.9) bzw. (5.13) die
Felder BI

i̄ wie in (4.17) in harmonische (1, 1)-Formen entwickelt:

BI
i̄ =

h(1,1)∑
A=1

bI A(x)V A
i̄ (I = 1, 2) . (5.27)

Bezüglich dem selbstdualen Feld D soll im folgenden wie in [57] vorgegangen
werden, wo anstelle der Entwicklung von D die Entwicklung der Feldstärke F
betrachtet wird:

F ∼
∑
Θ

∂µuΘ · ω(4)
Θ . (5.28)

Je nachdem, ob die 4-Form ω
(4)
Θ selbstdual oder anti-selbstdual ist, ergibt die

Selbstdualitätsbedingung F = ,F , daß die Skalare uΘ anti-chiral oder chiral
sind. Gemäß (5.7) und (5.9) lautet die Entwicklung von F aus (5.28):

F =

h
(2,2)
+∑

Ξ=1

(∂µuΞ)ω
(2,2)+
Ξ +

h
(2,2)
−∑

Υ=1

(∂µvΥ)ω
(2,2)−
Υ +

h(3,1)∑
α=1

(∂µpα)Φ
α

+

h(3,1)∑
α=1

(∂µp̄α)Φ̄
α + (∂µq)Ω + (∂µq̄)Ω̄ ,

(5.29)

wobei h
(2,2)
+ und h

(2,2)
− durch (5.11) gegeben sind. Da die Skalare aus der Entwick-

lung in selbstduale Formen anti-chiral sind, sind uΞ und q supersymmetrische
Singletts, und außer ihnen besteht das Spektrum in d = 2 noch aus einem Gra-
vitationsmultiplett, sowie h(3,1) + h(1,1) skalaren Multipletts.

5.4 Die Wirkung

Ausgehend von der nicht-selbstdualen Wirkung der zehndimensionalen Typ IIB
Supergravitation (2.1) wird zunächst untersucht, wie sich diese unter Aufspal-
tung der zehndimensionalen Koordinaten in (reell) achtdimensionale interne und
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zwei Raum-Zeit Koordinaten verhält. Im Anhang wird explizit gezeigt, daß die
so erhaltene Wirkung die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen reproduziert.
Anschließend wird für eine bestimmte Wahl der Hodgezahlen von CY4 die Feld-
entwicklung eingesetzt, und nach Integration über die internen Koordinaten die
zweidimensionale Wirkung untersucht. Dabei wird insbesondere auf für d = 2
charakteristische Probleme eingegangen.

Ausgehend von den Wirkungen S1 und S2 aus (2.6) sei als erstes angemerkt,
daß die Kompaktifizierung des zehndimensionalen Ricci Skalars analog zum CY3-
Fall durchgeführt wird (s. Anhang C), wobei die für die CY4 gültigen Entwick-
lungen (3.9) und (5.13) benutzt werden. Als Resultat erhält man für den Gravi-
tationssektor aus S1

SGrav. =
∫

d10x
√

−g(10)
(
− R10

2

)
=

∫
d2x
√

−g(2)

∫
CY4

d8ξ
√

g(8)
(
− R2

2
− 1

4
∂µZ

α∂µZ̄βbα̄l̄b̄
β
ikg

i̄gkl̄

+
1

4
∂µM

A∂µMBV A
i̄ V

B
kl̄ (g

il̄gk̄ − 2gi̄gkl̄)
)

=

∫
d2x
√

−g(2)V
(
− R2

2
− ∂µZ

α∂µZ̄βGαβ̄

+ ∂µM
A∂µMB(

1

2
GAB +

1

4

κAB
V )

)
,

(5.30)

wobei schon mit den aus Abschnitt 5.2 bekannten Definitionen über die internen
Koordinaten integriert worden ist. Man beachte in (5.30) (s. Anhang B), daß es
in zwei Raum-Zeit Dimensionen nicht möglich ist, durch eine Weyl-Reskalierung
der Metrik in die Einsteinbasis zu gelangen.

Für den restlichen Teil der Wirkung S1, S ′ ≡ S1 − SGrav., ergibt sich:

S ′ =
∫

d10x
√

−g(10)
(
+

1

8
Tr (∂µM∂µM−1)− 1

8
(∂µB

I
ab)MIJ(∂

µBJ ab)
)
, (5.31)

was bei Übergang zu komplexen Koordinaten (unter Ausnutzung der Beziehung
(∂µB

I
ab)(∂

µBJ ab) = −2 (∂µB
I
i̄)(∂

µBJ i̄)), Einsetzen der Feldentwicklung aus (5.27)
und anschließender Integration über die Calabi-Yau 4-faltigkeit auf

S ′ =
∫

d2x
√

−g(2)V
(
− 1

4
e2φ(∂µl)

2 − 1

4
(∂µφ)

2 − 1

2
∂µb

I AMIJ∂
µbJ BGAB

)
(5.32)

führt.
Für die 4-Form abhängige Wirkung S2 gilt bei Aufspaltung der 10-d Koordi-

naten in interne und Raum-Zeit Koordinaten zunächst, daß

F 2 = FMNPQSF
MNPQS = 5(Fµabcd)

2 , (5.33)

und die zehndimensionale Selbstdualitätsbedingung (2.4) ergibt

Fµabcd =
5

5!
√
−g(10)

εµνεabcdefghF
νefgh . (5.34)
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Einsetzen von (5.34) in (5.33) liefert wie schon in d = 10, daß (Fµabcd)
2 = 0; daher

kann man bei Kompaktifizierung der zehndimensionalen nicht-selbstdualen Typ
IIB Wirkung nicht die kompaktifizierte Selbstdualitätsbedingung benutzen, son-
dern erhält eine zweidimensionale nicht-selbstduale IIB Wirkung. Wie in d = 10
muß man allerdings auf der Ebene der Bewegungsgleichungen die Selbstdualität
benutzen, um die richtigen zweidimensionalen Typ IIB Bewegungsgleichungen zu
erhalten. Im Limes l = 0, φ = const. und gµν = ηµν ist dies für die Bewegungs-
gleichung von B1

ab im Anhang E nachgerechnet.

Gemäß diesem Vorgehen erhält man für S2:

S2 =

∫
d10x

(
− 1

12

√
−g(10)(∂µDabcd +

15
4
εIJB

I
[ab∂µB

J
cd])

2

+
1

192
εIJε

µνεabcdefgh(∂µDabcd)B
I
ef∂νB

J
gh

)
,

(5.35)

wobei

εIJB
I
[ab∂µB

J
cd] =

1

30
εIJ(B

I
ab∂µB

J
cd +BI

cd∂µB
J
ab +BI

ac∂µB
J
db

BI
db∂µB

J
ac +BI

ad∂µB
J
bc +BI

bc∂µB
J
ad) ,

(5.36)

und noch nicht über die achtdimensionalen internen Koordinaten der CY4 inte-
griert worden ist.

Bei der Entwicklung der Felder in harmonische Formen der CY4 soll im fol-
genden der einfachste konsistente Fall untersucht werden, der in zwei Raum-Zeit
Dimensionen auf ein Gravitationsmultiplett und ein skalares Multiplett führt.
Nach der Diskussion in Abschnitt 5.3 ist dieser Fall durch die Wahl

h(4,0) = h(0,4) = h(1,1) = 1 , h(2,2) = h(3,1) = 0 (5.37)

gegeben. Gemäß (5.24) und (5.25) führt diese Wahl6 nämlich auf n+ = 5 chirale
und n− = 7 anti-chirale Skalare; da ein (nicht-chiraler) Skalar zusammen mit der
2-d Metrik gµν das Gravitationsmultiplett bildet, verbleiben noch vier chirale Ska-
lare (die ein chirales Materiemultiplett ausfüllen) und sechs anti-chirale Skalare,
die supersymmetrische Singletts sind.

Für die in (5.37) gemachte Wahl der Hodgezahlen ergeben der topologische
Term und der (∂µDabcd)εIJB

I
[ab∂µB

J
cd]-Term von S2 keinen Beitrag bei der Ent-

wicklung in harmonische Formen. Nimmt man also nach Übergang zu komplexen
Koordinaten zusätzlich zu den Entwicklungen der Kählerdeformationen und der
antisymmetrischen Tensoren aus (5.27) die Entwicklung

∂µDijkl = (∂µq)Ωijkl (5.38)

6Man beachte, daß es konsistent mit der aus Gleichung (5.4) gewonnenen Anzahl h(2,1) = 24,
der daraus resultierenden Eulerzahl χ(CY4) = −90 und (5.26) ist.
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vor, so erhält man insgesamt folgende zweidimensionale nichtselbstduale Typ IIB
Wirkung:

S =

∫
d2x
√

−g(2)V
(
− R2

2
+ ∂µM

A∂µMB(
1

2
GAB + 6

κAB
V )− (∂µq)(∂

µq̄)G(q)

− 1

4
e2φ(∂µl)

2 − 1

4
(∂µφ)

2 − 1

2
(∂µb

I A)MIJ(∂
µbJ B)GAB

− εIJεKLb
I AbKB(∂µb

J C)(∂µbLD)GABCD

)
,

(5.39)

wobei zusätzlich zu den aus Abschnitt 5.2 bekannten Größen noch

G(q) ≡ 1

6V
∫
CY4

d8ξ
√

g(8)ΩijklΩ̄
ijkl = 4||Ω||2 ,

GABCD ≡ 1

16V
∫
CY4

d8ξ
√

g(8)V A
i̄ V

B
kl̄ V

C
mn̄V

D
op̄ (g

il̄gk̄gmp̄gon̄ − gin̄go̄gml̄gkp̄)

(5.40)

verwendet wurde, und wegen h(1,1) = 1 auch A,B,C,D = 1 gilt.
Unter Verwendung von (5.22) und der Beziehung

8
κAκB
V2

∂µM
A∂µMB =

1

2
(∂µ lnV)(∂µ lnV) (5.41)

läßt sich die Wirkung aus (5.39) auch schreiben als:

S =

∫
d2x
√

−g(2)V
(
− R2

2
− 1

2
∂µM

A∂µMBGAB +
1

2
(∂µ lnV)(∂µ lnV)

− 1

4
(∂µφ)

2 − 1

2
(∂µb

I A)MIJ(∂
µbJ B)GAB

− 1

4
e2φ(∂µl)

2 − 4||Ω||2(∂µq)(∂µq̄)
− εIJεKLb

I AbKB(∂µb
J C)(∂µbLD)GABCD

)
.

(5.42)

Eine solche zweidimensionale Wirkung für auf einer Calabi-Yau 4-faltigkeit kom-
paktifizierten Typ IIB Supergravitation ist bisher nicht bekannt gewesen. Aller-
dings wurde während des Verfassens dieser Arbeit in [57] ein ähnliches Resultat
für den hier betrachteten Fall veröffentlicht: die dort vorgestellte Wirkung weicht
jedoch von der aus (5.42) ab, weswegen die hier erzielten Ergebnisse in [21] zur
Veröffentlichung vorgesehen sind.

Man beachte das aufgrund der in d = 2 nicht möglichen Weyl-Reskalierung
positive Vorzeichen vom Volumenabhängigen Term in (5.42), weswegen er nicht
durch eine Variablentransformation weghebbar ist: nimmt man nämlich, wie im
CY3-Fall, die Redefinition MA �→ M̃A = VxMA vor, so erhält man

−1

2
GAB(∂µM

A)(∂µMB) =− 1

2
G̃AB(∂µM̃

A)(∂µM̃B)

+ V−2(∂µV)(∂µV)(x2 +
1

2
x) ,

(5.43)



5.4. DIE WIRKUNG 47

was bei der Forderung x2 + 1
2
x

!
= −1

2
auf x1,2 = −1

4
± 1

4

√−7 führt.
In dem hier betrachteten besonderen Fall h(1,1) = 1 gilt aber (wegen GAB ∼

κAκB

V2 für h(1,1) = 1)

−1

2
(∂µM

A)(∂µMB)GAB = − 1

16
(∂µ lnV)(∂µ lnV) . (5.44)

Darüber hinaus läßt sich in zwei Raum-Zeit Dimensionen für die Metrik gµν eine
besondere Eichung wählen, die man die konforme Eichung nennt. Diese ist durch

gµν = eληµν (5.45)

gegeben, was gµν = e−ληµν und
√

−g(2) = eλ impliziert, wobei ηµν die flache
Minkowski-Metrik bezeichnet. Für die Christoffel Symbole aus (A.3) ergibt sich
in der Eichung (5.45):

Γρµν =
1
2
(δρµ∂νλ+ δρν∂µλ− ηµν∂

ρλ) . (5.46)

Mit ihnen läßt sich der Ricci Tensor aus (A.5) zu

Rρ
µρν =

1
2
ηµν∂ρ∂

ρλ (5.47)

berechnen, was für den Ricci Skalar aus (A.6)

R = e−λ∂µ∂µλ (5.48)

ergibt. In der konformen Eichung

gµν = eληµν , λ ≡ σ + a lnV (5.49)

erhält man also zusammen mit (5.44):∫
d2x
√

−g(2)V(−R2

2
− 1

2
(∂µM

A)(∂µMB)GAB +
1

2
(∂µ lnV)(∂µ lnV)

=

∫
d2xV(−1

2
∂µ∂

µσ +
1

2
a(∂µ lnV)(∂µ lnV) + 7

16
(∂µ lnV)(∂µ lnV) .

(5.50)

Mit der Wahl a = −7
8
ergibt sich somit für die Wirkung aus (5.42):

S =

∫
d2x
√

−g(2)V
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2
∂µ∂
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4
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− εIJεKLb
I AbK B(∂µb

J C)(∂µbLD)GABCD

)
.

(5.51)

Des weiteren beachte man noch, daß es für den hier betrachteten Fall der durch
(5.37) gegebenen Hodgezahlen keinen Unterschied macht, ob man die zweidimen-
sionale Selbstdualitätsbedingung erst auf der Ebene der Bewegungsgleichungen
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oder schon in der Wirkung (5.51) einsetzt, da es keine Kopplungsterme zwischen q
und bI gibt. Daher verschwinden die vom zehndimensionalen F 2-Term herrühren-
den Beiträge, und man erhält

S =

∫
d2x
√

−g(2)V
(
− 1

2
∂µ∂

µσ − 1

4
e2φ(∂µl)

2 − 1

4
(∂µφ)

2

− 1

2
(∂µb

I A)MIJ(∂
µbJ B)GAB

)
,

(5.52)

wobei (∂µb
I)MIJ(∂

µbJ ) = eφ(l∂µb
1 − ∂µb

2)
2
+ e−φ(∂µb1)

2
. Da für h(1,1) = 1

GAB ∼ M−2 ∼ V− 1
2 (5.53)

gilt, hat die Lagrange-Dichte aus Gl. (5.52) nicht die in [58] angegebene erwünsch-
te Form

L = ρ(
1

2
∂2σ + L̂ ) , L̂ �= L̂ (ρ, σ) , (5.54)

in der sich die Felder ρ und σ als unphysikalische longitudinale Raum-Zeit Koor-
dinaten interpretieren lassen.

Im Zusammenhang mit der CY3-Kompaktifizierung von Typ IIB konnte als
Anwendung von Kapitel 4 hingegen früher schon gezeigt werden [20], daß für
GAB ∼ e3φ

1

4
e2φ(∂µl)

2 +
1

4
(∂µφ)

2 +
1

2
GABe
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GABe
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2

= 2
∂µC∂µĈ

S + Ŝ − 2CĈ
+

|∂µS − 2Ĉ∂µC|2

(S + Ŝ − 2CĈ)
2 ,

(5.55)

die Metrik von L̂ also quaternionisch ist.
Schließlich sei erwähnt, daß im Gegensatz zum heterotischen String auf K3×

K3 aus Kapitel 6 auch eine geeignete Definition des Dilatons nicht auf die Form
einer Lagrange-Dichte wie in (5.54) führt. Dies läßt sich auch an der Wirkung
ablesen, die man durch Kompaktifizierung der zehndimensionalen Wirkung in
der Stringbasis erhält (noch ohne die konforme Eichung aus (5.49)):

S =
1

2

∫
d2x
√

−g(2)V̂
(
e−2φ(−R2 +

1

2
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2
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1 − ∂µb
2)

2
)
,

(5.56)

wobei V̂ das Volumen bzgl. der Metrik in der Stringbasis bezeichnet. Das Pro-
blem der Auffindung eines in (5.56) ausklammerbaren zweidimensionalen Dilatons
besteht darin, daß der (∂µb

1)
2
- und (l∂µb

1 − ∂µb
2)

2
-Term unterschiedlich an das

zehndimensionale Dilaton koppeln.



Kapitel 6

Der heterotische String auf
K3 ×K3

In diesem Kapitel wird die Kompaktifizierung der Niederenergie effektiven Wir-
kung des zehndimensionalen heterotischen Superstrings auf einer K3×K3 Man-
nigfaltigkeit betrachtet. Die Motivation hierfür ist dadurch gegeben, daß die re-
sultierende zweidimensionale Theorie (4, 0)-Supersymmetrie besitzt, genau wie
schon Typ IIB auf CY4. Somit besteht für bestimmte Klassen von Mannigfaltig-
keiten die Möglichkeit einer Dualität zwischen diesen beiden Theorien. Außerdem
ist für den heterotischen String auf K3×K3, wenn die Kompaktifizierung in der
Stringbasis vorgenommen wird, relativ klar ersichtlich, welcher Skalar in zwei Di-
mensionen zum Gravitationsmultiplett gehört: es ist dieser Aspekt, auf den in
den Abschnitten F.3 und 6.1 das Hauptaugenmerk gerichtet wird.

Der heterotische String auf K3 ist aus der Literatur hinlänglich bekannt [59],
weshalb die entsprechende Darstellung im Anhang F zu finden ist: dort werden
nach Diskussion der relevanten K3-Eigenschaften das Spektrum und die Wirkung
der sich in d = 6 ergebenden Theorie vorgestellt. An dieser Stelle soll analog zu
Anhang F die nochmalige Kompaktifizierung dieser sechsdimensionalen Wirkung
(F.30) auf einer weiteren K3 betrachtet werden, so daß man insgesamt also die
zehndimensionale Wirkung (F.1) kompaktifiziert auf der Produktmannigfaltig-
keit K3 × K3 erhält. Ausgehend von N = (1, 0) Supersymmetrie in sechs Di-
mensionen erhält man wegen der Brechung der Hälfte der Supersymmetrie bei
K3-Kompaktifizierungen dabei in d = 2 eine Theorie mit Q = 4 Superladungen,
bzw. (4, 0)-Supersymmetrie. Im folgenden bezeichne K ′3 diese weitere Mannig-
faltigkeit, und V ′ deren Volumen.

6.1 Das Spektrum und die Wirkung

In zwei Raum-Zeit Dimensionen besitzen Vektoren und antisymmetrische Tenso-
ren keinen physikalischen Freiheitsgrad mehr, so daß gem. (F.5) die sechsdimen-
sionalen Felder aus (F.30) bei Kompaktifizierung auf K ′3 folgendes Spektrum
in d = 2 ergeben: die 6-d Metrik gµ̂ν̂ ergibt die 2-d Metrik gµν (µ, ν = 0, 1),
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und abermals h(1,1) = 20 Deformationen der Kählerform δgi̄ (i, j = 1, 2) und
2× (h(1,1) −1) = 38 Deformationen der komplexen Struktur δgij & δgı̄̄ . Der anti-
symmetrische Tensor Bµ̂ν̂ ergibt wiederum h(1,1) Skalarmoden Bi̄, sowie h(2,0) = 1
und h(0,2) = 1 Skalarmoden Bij und Bı̄̄. Die sechsdimensionalen Vektoren liefern
wegen h(1,0) = h(0,1) = 0 keine weiteren Skalare, und schließlich erhält man in
d = 2 noch 81 Skalare von den 80 σm und dem sechsdimensionalen Dilaton.

Insgesamt sind neben der zweidimensionalen Metrik also noch 161 Skalare
vorhanden, wobei wie schon in Anhang F.3 die von den Eichvektoren der be-
trachteten Eichgruppe stammenden Bündel-Moduli konstant gesetzt wurden. Ein
Skalar gehört zum Gravitationsmultiplett, da formal das Graviton in d = 2 einen
Freiheitsgrad von −1 besitzt.

Völlig analog zu den Rechnungen, die zu (F.24) bzw. (F.26) geführt haben,
gilt auch bei der Kompaktifizierung von R6 in der Stringbasis nach d = 2, daß
die Terme

2∂µM
A∂µMB KAKB

V ′2 + 2igµνgi̄V A
i̄ ∂µM

A∂νφ6 + 2(∂µφ6)
2

= 2(∂µφ6)
2 − 2∂µφ6∂

µlnV ′ + 1
2
(∂µlnV ′)2

(6.1)

zum kinetischen Term

2(∂µφ2)
2 (6.2)

für das zweidimensionale Dilaton kombinieren, welches durch

e−2φ2 ≡ e−2φ6V ′ (6.3)

gegeben ist.

Außerdem parametrisieren die achtzig Skalare von den Metrik-Deformationen
und der Bµ̂ν̂-Entwicklung auf K ′3 wieder einen Quotientenraum der Form (F.31),
so daß der Moduli Raum (ohne das zweidimensionale Dilaton und ohne die
Bündel-Moduli) der Gesamtkompaktifizierung auf der Produktmannigfaltigkeit
also durch

MK3×K3
σ =

SO(4, 20)

SO(4)× SO(20)
× SO(4, 20)

SO(4)× SO(20)
(6.4)

gegeben ist. Für die Wirkung ergibt sich in d = 2:

Shet2 =

∫
d2x
√

−g(2)e−2φ2 [− R2

2
+ 2(∂µφ2)

2

+Gmn(σ)∂µσ
m∂µσn + Ĝmn(σ̂)∂µσ̂

m∂µσ̂n] ,

(6.5)

wobei σm und σ̂m (m = 1, . . . , 80) die nun insgesamt 160 Moduli von (6.4) be-
zeichnen. Wie auch schon für die Metrik Gmn(σ) aus (F.30) gilt für Ĝmn(σ̂), daß
diese quaternionisch ist.
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6.2 Die Wirkung in konformer Eichung

Wie bereits in Abschnitt 5.4 erläutert, läßt sich für die Metrik gµν in zwei Raum-
Zeit Dimensionen die konforme Eichung

gµν = eληµν (6.6)

wählen. In dieser Eichung gilt unter Verwendung von (5.48) für die Einstein-
Hilbert Wirkung (B.1) in zwei Dimensionen:

SGrav = −1

2

∫
d2x
√

−g(2)R2 = −1

2

∫
d2x(∂µ∂

µλ) . (6.7)

Mit dem Ansatz λ = ρ + c φ2 (c = const.) erhält man dann in der Stringbasis
mittels einer partiellen Integration∫

d2x
√

−g(2)e−2φ2(−R2

2
+ 2(∂µφ2)

2)

=

∫
d2xe−2φ2(−1

2
∂µ∂

µρ− 1
2
c∂µ∂

µφ2 + 2(∂µφ2)
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=

∫
d2xe−2φ2(−1

2
∂µ∂

µρ− c(∂µφ2)
2 + 2(∂µφ2)

2) ,

(6.8)

so daß für die Wahl c = 2 der kinetische Term für das zweidimensionale Dilaton
weggehoben wird.

Insgesamt ergibt sich damit die Wirkung Shet2 aus (6.5) in der konformen
Eichung gµν = eληµν mit λ ≡ ρ+ 2φ2 zu

Shet2 =

∫
d2xe−2φ2(−1

2
∂µ∂

µρ+Gmn(σ)∂µσ
m∂µσn + Ĝmn(σ̂)∂µσ̂

m∂µσ̂n) . (6.9)

Damit ist sie also von der näher in [58] untersuchten Form

Shet2 =

∫
d2xe−2φ2(−1

2
∂µ∂

µρ+ L̂ ) , (6.10)

wobei L̂ unabhängig von den Feldern φ2 und ρ ist.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Ausgehend von einer nicht-selbstdualen (NSD-) Wirkung für zehndimensionale
Typ IIB Supergravitation [23] wird diese Theorie auf einer Calabi-Yau 3-faltigkeit
CY3 und 4-faltigkeit CY4 kompaktifiziert. Die Kompaktifizierungen werden dabei
in dem Limes vorgenommen, in dem die Volumina der CYn groß gegenüber der
String-Skala sind: es ist dieser Limes großen Volumens, in dem die Supergravita-
tionstheorie eine gute Approximation der Stringtheorie darstellt.

Die Hauptmotivation für die Betrachtung der CY3-Kompaktifizierung war da-
durch gegeben, daß in der Literatur bisher nur die Kopplungsterme bestimm-
ter Felder bekannt waren. So finden sich im vierdimensionalen Spektrum ne-
ben dem Gravitationsmultiplett noch h(1,1) Tensormultipletts, ein Doppel-Tensor
Multiplett sowie h(2,1) Vektormultipletts. Die Kopplungen der Vektormultipletts
sind schon aus [15–19] bekannt, nicht aber die der Tensormultipletts und des
Doppel-Tensor Multipletts. Entsprechend werden in dieser Arbeit Calabi-Yau 3-
faltigkeiten mit h(2,1) = 0, aber beliebigem h(1,1) untersucht, und diese Kopplun-
gen bestimmt [20]. Anschließend werden die h(1,1) + 2 antisymmetrischen Ten-
sorfelder in d = 4 zu Skalaren dualisiert, und die vierdimensionale Wirkung in
der dualen Feldbasis angegeben. Es ist diese Form der Niederenergie effektiven
Typ IIB Wirkung, die in [20] dazu verwendet werden konnte, eine explizite Rea-
lisierung der sog. Mirrorsymmetrie anzugeben: dazu wurden die IIB-Felder auf
die Felder der auf der Mirror-Calabi-Yau 3-faltigkeit kompaktifizierten Typ IIA
Supergravitation abgebildet. Schließlich ist in der vorliegenden Arbeit noch die
Übertragung der in d = 10 vorhandenen Symmetrien der Typ IIB Theorie auf
die resultierende vierdimensionale Theorie untersucht. Besonderes Interesse gilt
dabei der für Typ IIB charakteristischen SL(2,R)-Symmetrie, da diese u.a. eine
Abbildung Bereicher schwacher auf Bereiche starker Kopplung beinhaltet.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Kompaktifizierungen der Typ IIB Theo-
rie gibt es eine Konsistenzbedingung, welche wie folgt zu verstehen ist: die zehn-
dimensionale Bewegungsgleichung des im Spektrum von Typ IIB vorhandenen
4-Form Feldes lautet, daß die zugehörige Feldstärke selbstdual ist. Die NSD-
Wirkung ist in dem Sinne nicht-selbstdual, als daß diese Selbstdualitätsbedin-
gung an die Feldstärke nicht in der Wirkung selbst gilt; vielmehr wird sie erst
auf der Ebene der aus ihr resultierenden Euler-Lagrange Gleichungen eingesetzt,
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um die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen zu ergeben. Eine konsistente
Kompaktifizierung dieser NSD-Wirkung wird nun ohne Benutzung der kompakti-
fizierten Selbstdualitätsbedingung durchgeführt; diese wird analog zu d = 10 erst
in den Euler-Lagrange Gleichungen aus den entsprechenden niederdimensionalen
Wirkungen eingesetzt, und sollte dann die richtigen kompaktifizierten Typ IIB
Bewegungsgleichungen reproduzieren. Dies wird in den hier betrachteten Fällen
der CY3- und CY4-Kompaktifizierungen für die Bewegungsgleichungen der beiden
antisymmetrischen Tensorfelder in einem bestimmten Feldlimes verifiziert.

Für CY4-Kompaktifizierungen von Typ IIB war bislang nur das resultierende
Spektrum in d = 2 bekannt [48], nicht aber eine Wirkung, aus der sich die zwei-
dimensionalen Bewegungsgleichungen herleiten lassen.1 In Kapitel 5 wird eine
im oben erklärten Sinne konsistente Wirkung in d = 2 angegeben. Insbesondere
wird der durch die Hodgezahlen h(4,0) = h(0,4) = h(1,1) = 1 , h(2,2) = h(3,1) = 0
gegebene Fall untersucht, der auf ein Gravitationsmultiplett und ein chirales Ma-
teriemultiplett führt, und die erzielten Resultate sind zur Veröffentlichung vorge-
sehen [21]. Im Gegensatz zum CY3-Fall kann das niederdimensionale Dilaton nicht
ohne weiteres identifiziert werden, was eng an die Tatsache geknüpft ist, daß in
zwei Raum-Zeit Dimensionen keine Weyl-Reskalierung der Metrik vorgenommen
werden kann. Allerdings läßt sich für die Raum-Zeit Metrik eine spezielle Eichung
wählen, die man konforme Eichung nennt. In dieser Eichung und bei obiger Wahl
der Hodgezahlen wird in Abschnitt 5.4 gezeigt, daß für eine bestimmte Wahl der
Metrik auf dem Raum der (1, 1)-Formen von CY4 die Skalare der zweidimensio-
nalen Lagrangedichte eine quaternionische Mannigfaltigkeit parametrisieren.

Im Zusammenhang mit der problematischen Auffindung des zweidimensiona-
len Dilatons wird schließlich die Kompaktifizierung der Niederenergie effektiven
Wirkung des zehndimensionalen heterotischen Strings auf K3 ×K3 untersucht.
Diese ist in der Stringbasis vorgenommen, und der Hauptfokus ist auf die Frage
gerichtet, welcher Skalar in d = 2 zum Gravitationsmultiplett gehört. In Kapi-
tel 6 wird dieser Skalar als das zweidimensionale Dilaton identifiziert, und die
Wirkung kann auf eine Standardform gebracht werden, in der die Metrik für die
restlichen Skalare quaternionisch ist. Dieses Resultat ist für einen potentiellen
Vergleich mit der CY4-kompaktifizierten Typ IIB Theorie interessant, und stellt
einen für weitere Untersuchungen vielversprechenden Ausgangspunkt dar: so be-
sitzen beide Theorien N = (4, 0) Supersymmetrie in zwei Dimensionen, wobei
für Typ IIB auf CY4 die Wirkung im allgemeinen Fall noch nicht in einer Stan-
dardform angegeben werden konnte, in der die Metrik der Skalarfelder (ohne das
Dilaton) manifest quaternionisch ist. Da die heterotische Niederenergie effektive
Wirkung auf K3×K3 in d = 2 nur nicht-chirale Skalare ergibt, müßten bei einem
Vergleich mit Typ IIB auf CY4 solche Calabi-Yau 4-faltigkeiten gewählt werden,
für deren Eulerzahl χ(CY4) = −96 gilt: für diese Mannigfaltigkeiten verschwindet
nämlich gerade deren Hirzebruch Signatur, welche die Differenz von chiralen und
anti-chiralen Skalaren im Spektrum angibt.

1Während der Fertigstellung dieser Arbeit wurde allerdings in [57] eine solche Wirkung
unter Vernachlässigung des topologischen Terms angegeben, welche aber nicht mit den hier
dargestellten Ergebnissen übereinstimmt.



Anhang A

Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

A.1 Einleitung und Konventionen

Da Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten als diejenigen Mannigfaltigkeiten, auf denen in
dieser Arbeit kompaktifiziert wird, eine zentrale Rolle spielen, sollen sie in diesem
Anhang näher vorgestellt werden. Dabei wird auf allgemein gültige Eigenschaften
eingegangen. Die in den jeweiligen Kapiteln benötigten speziellen Eigenschaften
der (reell) vier-, sechs- bzw. acht-dimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten
werden dort eingeführt.

Beginnend mit der Definition einer komplexen Mannigfaltigkeit wird eine
Grundkenntnis der reellen Riemannschen1 Differentialgeometrie vorausgesetzt,
deren Begriffe wie p-Form oder de Rham Kohomologie ins Komplexe erweitert
werden. Umfangreiche Einführungen in das Gebiet der reellen und komplexen
Differentialgeometrie finden sich z.B. in [32,54,60], wohingegen vertiefte Abhand-
lungen über Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten in [33, 61] gegeben sind; auf das We-
sentliche beschränkte Zusammenfassungen finden sich in [35] und [62], an denen
sich auch dieser Anhang orientiert.

Zunächst sollen an dieser Stelle einige Konventionen gegeben werden, die im
gesamten Verlauf der Arbeit benutzt werden: die Signatur der Raum-Zeit Metrik
ist als (− + +...+) gewählt. Der d-dimensionale antisymmetrische Levi-Civita
Tensor ε ist gemäß

ε1...d = 1 , ε1...d = ±1 (A.1)

definiert, so daß die durch

E1...d ≡ (±g(d))
− 1

2 , E1...d ≡ ±(±g(d))
1
2 (A.2)

definierte Größe E wie eine Tensordichte transformiert. Dabei bezeichnet g(d) in
(A.2) die Determinante der d-dimensionalen Metrik, und das + Zeichen (bzw.

1Alle in dieser Arbeit behandelten Mannigfaltigkeiten sind Riemannsch, d.h. sie besitzen
eine Metrik. Außerdem werden alle Mannigfaltigkeiten als kompakt vorausgesetzt, und sie sollen
auch nur eine einzige Zusammenhangskomponente besitzen.

55
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− Zeichen) in (A.1) und (A.2) bezieht sich auf euklidische (bzw. Minkowski)
Signatur.

Großbuchstabige lateinische Indizes aus der Mitte des Alphabets sind zehndi-
mensionale Indizes, wohingegen griechische Indizes aus der Mitte des Alphabets
immer entsprechende Raum-Zeit Indizes nach der Kompaktifizierung sind.

Die Christoffel Symbole sind gemäß

ΓMNP =
1

2
gMQ(∂P gNQ + ∂NgPQ − ∂QgNP ) (A.3)

definiert; aus ihnen wird der Riemannsche Krümmungstensor nach der Vorschrift

RM
NPQ = ∂QΓ

M
NP − ∂PΓ

M
NQ + ΓSNPΓ

M
SQ − ΓSNQΓ

M
SP (A.4)

gebildet. Der Ricci Tensor ist durch

RMN = RP
MPN (A.5)

gegeben, und der Ricci Skalar lautet

R = gMNRMN . (A.6)

A.2 Komplexe Mannigfaltigkeiten

Definition A.2.1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M der Dimension dimC =
n ist eine reelle Mannigfaltigkeit der Dimension dimR = 2n, auf der man n
komplexe Koordinaten ξi wählen kann, so daß die Übergangsfunktionen ξ

′i(ξj)
zwischen allen Kartengebieten holomorph sind.M wird auch komplexe n-faltigkeit
genannt, und die lokalen komplexen Koordinaten zusammen mit holomorphen
Übergangsfunktionen versehen M mit einer sog. komplexen Struktur.

Analog zu p-Formen auf reellen Mannigfaltigkeiten lassen sich auf komplexen
Mannigfaltigkeiten (p, q)-Formen definieren, die p antisymmetrische holomorphe
und q antisymmetrische antiholomorphe Indizes haben:

ω(p,q) =
1
p!q!

ωi1...ip̄1...̄qdξ
i1 ∧ ... ∧ dξip ∧ dξ̄ ̄1 ∧ ... ∧ dξ̄ ̄q . (A.7)

Die äußere Ableitung einer (p, q)-Form ist explizit durch

dω(p,q) =
∂ωi1...ip̄1...̄q

∂ξip+1
dξip+1 ∧ dξi1 ∧ ... ∧ dξip ∧ dξ̄ ̄1 ∧ ... ∧ dξ̄ ̄q

+
∂ωi1...ip̄1...̄q

∂ξ̄̄q+1
dξi1 ∧ ... ∧ dξip ∧ dξ̄ ̄q+1 ∧ dξ̄ ̄1 ∧ ... ∧ dξ̄ ̄q

(A.8)

gegeben, was sich auch kurz als

d = ∂ + ∂̄ ≡ dξi ∂
∂ξi + dξ̄ ı̄ ∂

∂ξ̄ı̄ (A.9)

schreiben läßt. Der reelle äußere Ableitungsoperator d spaltet also in einen ho-
lomorphen und einen antiholomorphen äußeren Ableitungsanteil auf: angewandt
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auf eine (p, q)-Form ergibt ∂ eine (p+1, q)-Form, wohingegen ∂̄ eine (p, q+1)-Form
liefert. Die Operatoren ∂ und ∂̄ heißen Dolbeault Operatoren. Beide Operatoren
sind nilpotent, d.h.

∂2 = ∂̄2 = 0 . (A.10)

Aufgrund dieser Eigenschaft läßt sich der von reellen Mannigfaltigkeiten bekann-
te Begriff der p-ten de Rham Kohomologiegruppe in offensichtlicher Weise auf
komplexe Mannigfaltigkeiten erweitern:

Definition A.2.2. Die (p, q)-te ∂̄-Kohomologiegruppe einer komplexen Mannig-
faltigkeit M ist durch

H
(p,q)

∂̄
(M) =

{ω(p,q)|∂̄ω(p,q) = 0}
{ω(p,q)|ω(p,q) = ∂̄λ(p,q−1)}

(A.11)

gegeben.2 Die komplexe Dimension von H
(p,q)

∂̄
(M) nennt man die Hodgezahl h(p,q):

h(p,q) = dimCH
(p,q)

∂̄
(M) . (A.12)

Eine Form ω mit ∂̄ω = 0 heißt ∂̄-geschlossen; wenn es eine Form λ gibt, so
daß ω = ∂̄λ gilt, so nennt man ω ∂̄-exakt. Die ∂̄-Kohomologiegruppen von Cn

sind trivial, d.h. alle ∂̄-geschlossenen (p, q)-Formen sind auch ∂̄-exakt. In diesem
Sinne messen die ∂̄-Kohomologiegruppen die topologische Nichttrivialität einer
komplexen Mannigfaltigkeit M.

A.3 Hermitesche Mannigfaltigkeiten

Definition A.3.1. Eine Metrik g auf einer komplexen Mannigfaltigkeit M heißt
hermitesch, wenn in lokalen komplexen Koordinaten gij = gı̄̄ = 0 gilt. Das Paar
(M, g) bezeichnet man als hermitesche Mannigfaltigkeit.

Da für eine hermitesche Metrik g also nur die Komponenten mit gemischten
Indizes ungleich Null sind, läßt sich g als

g = gi̄dξ
i ⊗ dξ̄ ̄ + gı̄jdξ̄

ı̄ ⊗ dξj (A.13)

schreiben, wobei dξi⊗ dξ̄ ̄ das Tensorprodukt von dξi mit dξ̄ ̄ bezeichnet. Es gilt,
daß auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit eine hermitesche Metrik existiert.

Auf einer hermiteschen n-faltigkeit ist der Hodge Sternoperator , für eine
(p, q)-Form wie in [63] gemäß

,ω(p,q) =
(−1)

(n−p)q+1
2n(n−1) in

p!q!(n− p)!(n− q)!
ω̄i1...iq ı̄1...̄ıp E

i1...iq
̄q+1...̄n E

ı̄1...̄ıp
jp+1...jn

× dξjp+1 ∧ ... ∧ dξjn ∧ dξ̄ ̄q+1 ∧ ... ∧ dξ̄ ̄n
(A.14)

2Eine entsprechende Definition gilt für H
(p,q)
∂ (M) unter Verwendung von ∂ anstelle von ∂̄.
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definiert, wobei ω̄i1...iq ı̄1...̄ıp ≡ ωi1...ipı̄1...̄ıq . Der Hodge Sternoperator bildet also eine
(p, q)-Form auf eine (n− q, n−p)-Form ab. Die in (A.14) gegebene Definition des
Hodge Sternoperators führt dazu, daß man auf einer hermiteschen n-faltigkeit M
folgenden Ausdruck für das Skalarprodukt zweier (p, q)-Formen erhält:

〈ω(p,q), λ(p,q)〉 ≡
∫
M
ω(p,q) ∧ ,λ(p,q)

=
(−1)

1
2n(n−1) in

p!q!

∫
M

√
|detg|ωi1...ipı̄1...̄ıq λ̄ı̄1...̄ıqi1...ip dnξdnξ̄ .

(A.15)

Mit Hilfe des in (A.15) definierten Skalarproduktes definiert man auf einer her-
miteschen n-faltigkeit in Analogie zum adjungierten äußeren Ableitungsoperator
d† die adjungierten Dolbeault Operatoren ∂† und ∂̄† wie folgt:

〈ω, ∂λ〉 = 〈∂†ω, λ〉 , 〈ω, ∂̄λ〉 = 〈∂̄†ω, λ〉 . (A.16)

Als Folge von (A.9) erhält man auch für den adjungierten äußeren Ableitungs-
operator d† folgende Aufspaltung:

d† = ∂† + ∂̄† . (A.17)

Mit Hilfe der (analog zu d† = − , d,) gültigen Relationen ∂† = − , ∂̄, und ∂̄† =
− , ∂, läßt sich einfach zeigen, daß auch die adjungierten Dolbeault Operatoren
nilpotent sind, d.h. es gilt

(∂†)
2
= (∂̄†)

2
= 0 . (A.18)

Neben dem mittels der äußeren Ableitung d gebildeten Laplace Operator ∆d =
(dd† + d†d) definiert man auf einer hermiteschen n-faltigkeit noch die Laplace
Operatoren ∆∂ und ∆∂̄ gemäß:

∆∂ ≡ (∂ + ∂†)
2
= ∂∂† + ∂†∂

∆∂̄ ≡ (∂̄ + ∂̄†)
2
= ∂̄∂̄† + ∂̄†∂̄ .

(A.19)

Definition A.3.2. Eine (p, q)-Form ω heißt ∂-harmonisch (∂̄-harmonisch), wenn
∆∂ω = 0 (∆∂̄ω = 0) gilt.

Es gilt, daß auf einer hermiteschen Mannigfaltigkeit M die ∂̄-harmonischen
(∂-harmonischen) (p, q)-Formen in eineindeutiger Weise Elementen aus H

(p,q)

∂̄
(M)

(H
(p,q)
∂ (M)) entsprechen.

A.4 Kählermannigfaltigkeiten

Kählermannigfaltigkeiten sind komplexe Mannigfaltigkeiten mit einer hermite-
schen Metrik g, die einer weiteren Einschränkung unterliegt. Eine Möglichkeit der
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Formulierung dieser Zusatzbedingung an g ist dabei wie folgt gegeben: zunächst
definiert man auf einer hermiteschen n-faltigkeit eine (1,1)-Form gemäß

J = i gi̄ dξ
i ⊗ dξ̄ ̄ − i g̄i dξ̄

̄ ⊗ dξi , (A.20)

was sich aufgrund der Symmetrie von g auch als

J = igi̄dξ
i ∧ dξ̄ ̄ (A.21)

schreiben läßt. Die so definierte Form J heißt Kähler Form, und sie ist eine reelle
Form:

J̄ = −igi̄dξ̄
ı̄ ∧ dξj = igjı̄dξ

j ∧ dξ̄ ı̄ = J . (A.22)

Weiterhin läßt sich zeigen, daß

J ∧ · · · ∧ J︸ ︷︷ ︸
n

(A.23)

eine nirgends verschwindende reelle 2n-Form ist, und somit als Volumenelement
dient: jede hermitesche Mannigfaltigkeit, und damit auch jede komplexe Mannig-
faltigkeit, ist orientierbar.

Als Kählermannigfaltigkeit definiert man nun

Definition A.4.1. Eine Kählermannigfaltigkeit ist eine hermitesche Mannigfal-
tigkeit (M, g), deren Kähler Form geschlossen ist: dJ = 0. Die Metrik g heißt
Kähler Metrik auf M.

In lokalen Koordinaten ergibt die Bedingung dJ = (∂ + ∂̄)i gi̄ dξ
i ∧ dξ̄ ̄ = 0,

daß

∂gi̄

∂ξl =
∂gl̄

∂ξi ,
∂gi̄

∂ξ̄l̄ =
∂gil̄

∂ξ̄̄ (A.24)

gelten muß. Wenn die Metrik g lokal von der Form

gi̄ =
∂
∂ξi

∂
∂ξ̄̄K(ξ, ξ̄) (A.25)

ist, so sind die Bedingungen von (A.24) sicherlich erfüllt; umgekehrt kann man
zeigen, daß sich jede Kähler Metrik lokal wie in (A.25) ausdrücken läßt. Die
Funktion K(ξ, ξ̄) heißt Kähler Potential, und lokal läßt sich die Kähler Form also
gemäß J = i ∂∂̄K darstellen. Man beachte, daß das Kähler Potential nicht global
definiert zu sein braucht, sondern auf verschiedenen Kartengebieten auch eine
unterschiedliche Form haben kann.

Für Kählermannigfaltigkeiten gilt

∆d = 2∆∂ = 2∆∂̄ , (A.26)

so daß also die harmonischen Formen bzgl. der einzelnen Laplace Operatoren
dieselben sind. Weiterhin gilt, daß die ∂̄- und ∂-Kohomologiegruppen gleich sind:

H
(p,q)

∂̄
(M) = H

(p,q)
∂ (M) ≡ H(p,q)(M) . (A.27)
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Auf einer Kähler n-faltigkeit läßt sich jede k-Form in (p, q)-Formen mit p+ q = k
zerlegen; entsprechend gilt der folgende Zusammenhang zwischen den de Rham
und Dolbeault Kohomologiegruppen

Hk(M) = ⊕
p+q=k

H(p,q)(M) , (A.28)

was man auch als Hodge Zerlegung bezeichnet. Somit sind die Betti Zahlen3 mit
den Hodgezahlen über

bk =
∑
p+q=k

h(p,q) (A.29)

korreliert. Für die Eulerzahl von M als die alternierende Summe der Betti Zahlen
erhält man für eine Kähler n-faltigkeit somit

χ(M) ≡
2n∑
k=0

(−1)kbk =

2n∑
k=0

(−1)k
∑
p+q=k

h(p,q) . (A.30)

Die gesamten Hodgezahlen h(p,q) = dimCH
(p,q)(M) einer Kähler n-faltigkeit wer-

den üblicherweise in Form des sog. Hodge-Diamanten dargestellt:

h(n,n)

h(n,n−1) h(n−1,n)

... ... ...
h(n,0) h(n−1,1) ... h(1,n−1) h(0,n)

... ... ...
h(1,0) h(0,1)

h(0,0)

(A.31)

Unter diesen zunächst (n+ 1)2 unabhängigen Einträgen herrschen folgende Be-
ziehungen: komplexe Konjugation ergibt

h(p,q) = h(q,p) , (A.32)

und unter Anwendung des Hodge Sternoperators erhält man

h(p,q) = h(n−p,n−q) . (A.33)

Somit ist der Hodge-Diamant einer Kähler n-faltigkeit symmetrisch bzgl. der hori-
zontalen und vertikalen Achse. Durch diese Symmetrien reduziert sich die Anzahl
der unabhängigen Hodgezahlen auf (1

2
n + 1)

2
für gerades n, und 1

4
(n+ 1)(n+ 3)

für ungerades n. Außerdem werden in dieser Arbeit nur Mannigfaltigkeiten mit ei-
ner Zusammenhangskomponente betrachtet, und für diese Mannigfaltigkeiten gilt
h(0,0) = h(n,n) = 1 (h(0,0) ist die Dimension des Raums der konstanten Funktionen
auf M ).

3Die reelle Dimension der k-ten de Rham Kohomologiegruppe Hk(M) nennt man die k-te
Betti Zahl bk von M: bk = dimRHk(M).
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A.5 Kähler Geometrie

Die Kählerbedingung an eine hermitesche Metrik führt bei der Berechnung von
geometrischen Größen auf einer Kählermannigfaltigkeit zu einigen Besonderhei-
ten, die hier kurz zusammengestellt werden.

Berechnet man auf einer Kählermannigfaltigkeit die Christoffel Symbole aus
(A.3) in komplexen Koordinaten, so ergeben die Bedingungen (A.24) an die
Kähler Metrik, daß lediglich die Christoffel Symbole mit entweder nur holomor-
phen oder nur anti-holomorphen Indizes ungleich Null sind:

Γijk = gil̄
∂gkl̄

∂ξj , Γı̄̄k̄ = g ı̄l
∂gk̄l

∂ξ̄̄ . (A.34)

Außerdem besitzt der Riemann Tensor (in komplexen Koordinaten) aufgrund von
(A.24) eine zusätzliche Symmetrie

Ri
jkl̄ = ∂l̄(g

m̄i∂kgjm̄) = ∂l̄(g
m̄i∂jgkm̄) = Ri

kjl̄ , (A.35)

die zusammen mit den üblichen Symmetrien noch auf

Rı̄
̄k̄l = Rı̄

k̄̄l , Ri
jk̄l = Ri

lk̄j , Rı̄
̄kl̄ = Rı̄

l̄k̄ (A.36)

führt.
Der Ricci Tensor hat nur Komponenten mit gemischten Indizes,

Ri̄ = gkl̄Rl̄ik̄ . (A.37)

Schon auf hermiteschen Mannigfaltigkeiten existiert die Definition der sog. Ricci
Form R gemäß

R ≡ iRi̄ dξ
i ∧ dξ̄ ̄ = −i ∂∂̄ ln g , (A.38)

wobei g ≡ det (gi̄) und

Ri̄ ≡ Rk
ki̄ = ∂̄ (g

kl̄ ∂i gkl̄) = ∂̄∂i ln g . (A.39)

Allerdings gilt erst auf Kählermannigfaltigkeiten, daß wegen (A.35) die Kom-
ponenten der Ricci Form mit denen des Ricci Tensors übereinstimmen, Ri̄ ≡
Rk
ki̄ = Rk

ik̄ = Ri̄, woher die Ricci Form denn auch ihren Namen hat. Wenn
Ri̄ = Ri̄ = 0 gilt, so nennt man die Kähler Metrik Ricci-flach.

Wie schon die Kähler Form ist auch R eine reelle Form: R̄ = i ∂∂̄ ln g =
−i ∂∂̄ ln g = R. Wegen ∂∂̄ = −1

2
d(∂ − ∂̄) gilt außerdem, daß R geschlossen ist:

dR ∝ d2(∂ − ∂̄) ln g = 0 . (A.40)

Da g kein Skalar ist, und somit (∂− ∂̄) lng nicht global definiert ist, ist R im allg.
aber nicht exakt. Vielmehr definiert R eine nicht-triviale Kohomologie-Klasse

c1(M) ≡ [R/2π] ∈ H2(M) , (A.41)

die man die erste Chern-Klasse von M nennt. Der Faktor 1
2π

ist dabei lediglich
ein Normierungsfaktor, der aus der allg. Def. höherer Chern-Klassen stammt.
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A.6 Holonomie

Der letzte zur Behandlung von Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten noch benötigte Be-
griff ist der der Holonomie, welcher an dieser Stelle eingeführt werden soll. Dazu
sei zunächst eine reelle orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit Di-
mension dimRM = m gegeben. Ausgehend von einem fest gewählten Basispunkt
p betrachte man nun einen Vektor v, den man von p entlang einer geschlossenen
Kurve C zurück nach p paralleltransportiert: auf diese Weise erhält man einen
Vektor v′, der in der Regel in eine andere Richtung zeigt als v (da Paralleltrans-
port die Länge eines Vektors nicht verändert, sind v und v′ aber gleichlang). Da
M orientierbar ist, stehen v und v′ über eine SO(m)-Transformation miteinander
in Beziehung:

v′ = S(C)v , S(C) ∈ SO(m) . (A.42)

Auf diese Weise wird also jeder von p ausgehenden geschlossenen Kurve C ei-
ne SO(m)-Matrix S(C) zugeordnet. Die Menge aller S(C) für alle möglichen
von p ausgehenden geschlossenen Kurven C bildet eine Gruppe (nach Konstruk-
tion eine Untergruppe von SO(m)), die man die Holonomiegruppe Hol(M, p)
von M am Punkt p nennt. Für die hier betrachteten Mannigfaltigkeiten mit nur
einer Zusammenhangskomponente ist es einfach zu sehen, daß für verschieden
gewählte Basispunkte p, q ∈ M die entsprechenden Gruppen Hol(M, p) und
Hol(M, q) isomorph zueinander sind: in diesem Sinne spielt die ursprüngliche
Wahl des Basispunktes keine Rolle, und man spricht einfach von der Holonomie-
gruppe Hol(M) von M.

Die Holonomie Gruppe enthält Information darüber, wie gekrümmt der Raum
ist. So besteht sie z.B. für flache Mannigfaltigkeiten nur aus der Identität, da auf
flachen Mannigfaltigkeiten der Paralleltransport eines Vektors dessen Richtung
nicht ändert.

Für eine Kähler n-faltigkeit ist die Holonomiegruppe in U(n) ⊂ SO(2n) ent-
halten, was man wie folgt sehen kann: da für eine Kählermannigfaltigkeit die
Christoffel Symbole gem. (A.34) nur für Indizes desselben Typs nichtverschwin-
dend sind, ergibt der Paralleltransport eines Vektors mit rein holomorphen (anti-
holomorphen) Komponenten einen ebensolchen Vektor. Schreibt man also allg.
einen Vektor v in lokalen komplexen Koordinaten als

v = vi
∂

∂ξi
+ v ı̄

∂

∂ξ̄ ı̄
, (A.43)

so werden unter Paralleltransport die holomorphen Komponenten vi nicht mit
den anti-holomorphen Komponenten v ı̄ vermischt. Daher können die Holonomie
Matrizen S(C) durch ihre Wirkung auf die holomorphen bzw. anti-holomorphen
Basiselemente ausgedrückt werden, und liegen somit in einer U(n)-Untergruppe
von SO(2n).
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A.7 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

Nach der Zusammenstellung der relevanten Begriffe in den letzten Abschnitten
läßt sich eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit nun folgendermaßen definieren:

Definition A.7.1. Eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit CYn ist eine kompakte Kähler
n-faltigkeit, deren erste Chern-Klasse verschwindet.

Gemäß den Ausführungen in Abschnitt A.5 ist klar, daß für Ricci-flache
Kählermannigfaltigkeiten die erste Chern-Klasse verschwindet. Umgekehrt sichert
folgendes (von E. Calabi 1957 aufgestellte und von S.T. Yau 1977 bewiesene)
Theorem die Existenz einer Ricci-flachen Metrik auf Kählermannigfaltigkeiten
mit c1 = 0:

Theorem. WennMeine Kählermannigfaltigkeit mit verschwindender erster Chern-
Klasse und mit Kähler Form J ist, dann existiert eine bis auf Skalierung eindeu-
tige, Ricci-flache Metrik aufM, deren Kähler Form J ′ in derselben Kohomologie
Klasse wie J liegt.

Da auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten Ricci-flache Metriken nicht explizit be-
kannt sind, ist dieses Theorem sehr nützlich. Insbesondere wird die Existenz der
Ricci-flachen Metrik für nachstehendes Theorem bzgl. der Holonomiegruppe von
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten benötigt:

Theorem. Wenn g die Ricci-flache Metrik auf einer Calabi-Yau n-faltigkeit CYn
ist, so ist die Holonomiegruppe in SU(n) enthalten.

Bemerkung. In dieser Arbeit werden nur Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten be-
trachtet, deren Holonomiegruppe genau SU(n) ist, und keine echte Untergruppe
davon. So werden z.B. bei Calabi-Yau 4-faltigkeiten nicht die Mannigfaltigkeiten
T 8, K3× T 4 oder T 2 × CY3 berücksichtigt.

Zusätzlich zu den in Abschnitt A.4 genannten, allgemein auf Kählermannig-
faltigkeiten gültigen Relationen zwischen den Hodgezahlen existieren auf Calabi-
Yau n-faltigkeiten noch weitere Beziehungen, die die Anzahl der unabhängigen
Hodgezahlen nochmals reduzieren. Insbesondere gilt folgendes Theorem:

Theorem. Auf einer kompakten Kähler n-faltigkeit M verschwindet die erste
Chern-Klasse genau dann, wenn es auf M eine nirgends verschwindende, holo-
morphe (n, 0)-Form Ω gibt. Diese (n, 0)-Form Ω ist außerdem harmonisch, sowie
kovariant konstant bzgl. der Ricci-flachen Metrik.

Unter Verwendung von Ω läßt sich dann zeigen, daß auf einer Calabi-Yau
n-faltigkeit

h(p,0) = h(n−p,0) (A.44)

gilt. Weiterhin gilt für Calabi-Yau n-faltigkeiten, deren Holonomiegruppe genau
SU(n) ist, daß

h(p,0) = h(0,p) = 0 für 0 < p < n . (A.45)
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Zusammen mit h(0,0)(= h(n,n)) = 1 reduziert dies zunächst die Anzahl der un-
abhängigen Hodgezahlen auf 1

4
n2 für gerades n, und 1

4
(n2 − 1) für ungerades

n. Zusätzlich können für Calabi-Yau n-faltigkeiten mit SU(n)-Holonomie noch
weitere Einschränkungen gelten, was im jeweils betrachteten Einzelfall einer ge-
naueren Überprüfung bedarf. So gilt z.B. im Fall der K3, daß diese eindeutig
ist [64], und als Folge sind alle Hodgezahlen eindeutig bestimmt; bei Calabi-Yau 4-
faltigkeiten findet man eine aus SU(4)-Holonomie folgende Zusatzbedingung [53],
so daß insgesamt nur drei frei wählbare Hodgezahlen verbleiben. Für die in dieser
Arbeit betrachteten Fälle der K3, CY3 und CY4 sind die unabhängigen Hodge-
zahlen in Tab. A.1 zusammengestellt.

CYn unabhängige Hodgezahlen
K3 keine

CY3 h(1,1), h(2,1)

CY4 h(1,1), h(2,1), h(3,1)

Tabelle A.1: Frei wählbare Hodgezahlen von Calabi-Yau n-faltigkeiten mit n =
2, 3, 4.



Anhang B

Weyl-Reskalierungen zwischen
verschiedenen Basen

In dieser Arbeit werden die Wirkungen für die jeweils betrachtete Stringtheorie
je nach Kontext in unterschiedlichen Feldbasen angegeben. Für beliebige Raum-
Zeit Dimension d bezeichnet man dabei die Basis, in der alle Felder des NS-NS
Sektors einschl. des Ricci Skalars mit dem Dilaton Term e−2φ multipliziert sind,
als Stringbasis. Die sog. Einsteinbasis ist hingegen dadurch charakterisiert, daß
die Gravitations-Wirkung gerade durch die übliche Einstein-Hilbert Wirkung

SGrav = −1

2

∫
ddx

√−gR (B.1)

gegeben ist.
Wie in [7] erklärt gehen Einstein- und Stringbasis auseinander durch eine

Weyl-Reskalierung gµν �→ ĝµν = τ 2gµν der Metrik hervor, unter der gµν und
√−g

gemäß

gµν �→ ĝµν = τ−2gµν ,
√−g �→

√
−ĝ = τd

√−g (B.2)

transformieren.
Setzt man das Transformationverhalten der Metrik in (A.3) ein, so erhält man,

daß die Christoffel Symbole wie

Γµνρ �→ Γ̂µνρ = Γµνρ + τ−1gµσ(gνσ∂ρτ + gρσ∂ντ − gνρ∂στ) (B.3)

transformieren.
Mit Hilfe von (B.3) läßt sich nun das Transformationsverhalten des Ricci

Skalars aus (A.6) zu

R �→ R̂ = τ−2R+ 2(d− 1)τ−3(gµν∂µ∂ντ + (∂µτ)∂νg
µν + 1

2
gµν(∂ρgµν)∂

ρτ)

+ (d2 − 5d+ 4)τ−4(∂µτ)
2

(B.4)

bestimmen.
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Insgesamt erhält man also für eine Wirkung der Form
∫
ddx

√−gτ 2−dR das fol-
gende Transformationsverhalten unter der Weyl-Reskalierung gµν �→ ĝµν = τ 2gµν :

∫
ddx

√−gτ 2−dR �→
∫

ddx
√

−ĝτ 2−dR̂ (B.5)

=

∫
dDx

√−g[R + (d2 − 5d+ 4)τ−2(∂µτ)
2

+ 2(d− 1)τ−1(gµν∂µ∂ντ + (∂µτ)∂νg
µν + 1

2
gµν(∂ρgµν)∂

ρτ)] .

Eine partielle Integration des gµν∂µ∂ντ -Terms liefert

2(d− 1)

∫
ddx

√−gτ−1gµν∂µ∂ντ (B.6)

= −2(d− 1)

∫
ddx

√−g(∂ντ)(
1
2
τ−1gµνgρσ∂µgρσ − τ−2gµν∂µτ + τ−1∂µg

µν) ,

so daß man als Endergebnis∫
ddx

√−gτ 2−dR �→
∫

ddx
√−g[R+ (d− 1)(d− 2)τ−2(∂µτ)

2] (B.7)

erhält.
Völlig analog berechnet man∫
ddx

√−gVR (B.8)

�→
∫

ddx
√−g[τd−2VR − (d− 1)(d− 2)τd−4V(∂µτ)2 − 2(d− 1)τd−3(∂µτ)∂

µV] ,

wobei V = V(x) im Kontext von Kompaktifizierungen üblicherweise das Volumen
der internen kompakten Mannigfaltigkeit bezeichnet.



Anhang C

Kompaktifizierung von R auf CY3

In diesem Anhang wird die Kompaktifizierung des Ricci Skalars R auf einer
Calabi-Yau 3-faltigkeit CY3 mit SU(3)-Holonomie explizit durchgeführt. Insge-
samt ist es eine ausführlichere Darstellung als die bereits im Anhang von [20]
gegebene, und die Herangehensweise ist eng an die von [17] gelehnt.

Ausgangspunkt ist, daß die zehndimensionale Metrik g
(10)
MN gemäß

g
(10)
MN(x, y) =

(
g

(4)
µν (x) 0

0 g
(6)
ab (x, y)

)
(C.1)

in einen vierdimensionalen Raum-Zeit Anteil g
(4)
µν (x) und eine sechsdimensionale

interne Calabi-Yau Metrik g
(6)
ab (x, y) aufspaltet.1 Dabei sind xµ (µ = 0, 1, 2, 3)

die Koordinaten des vierdimensionalen Minkowski Raums, und ya (a = 1, . . . , 6)
bezeichnen die reellen internen Calabi-Yau Koordinaten. Man beachte, daß in
(C.1) keine Komponenten der Form gµa auftreten, was die Tatsache widerspiegelt,
daß h(1,0) = 0 auf Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit SU(3)-Holonomie.

Aufgrund von (C.1) spaltet auch der zehndimensionale Ricci Skalar R10 auf:

R10 = R4 + gµνRa
µaν + gab(Rµ

aµb +Rc
acb) . (C.2)

Die Calabi-Yau Metrik gab wird nun um eine gegebene Hintergrundmetrik g0
ab(y)

entwickelt:

gab(x, y) = g0
ab(y) + δgab(x, y) , (C.3)

wobei δgab(x, y) kleine Deformationen der Art sein sollen, daß die Calabi-Yau Be-
dingungen an die Metrik erfüllt bleiben. Diese Bedingungen werden auf natürlich-
ste Weise in komplexen Koordinaten ξi, ξ̄ ı̄ (i, ı̄ = 1, 2, 3) formuliert, wobei ξ1 ≡
y1+iy2√

2
, ξ2 ≡ y3+iy4√

2
, ξ3 ≡ y5+iy6√

2
, und ξ̄ ı̄ die dazu komplex konjugierten Koordinaten

sind. Unter Übergang zu diesem Koordinatensatz hat man

gab �→ gij , gı̄̄ = gij , gi̄ , gı̄j = gi̄ , (C.4)
1Im folgenden werden die sich auf die Dimension beziehenden, hochgestellten Indizes (4)

bzw. (6) an den jeweiligen Metriken weggelassen, da aufgrund der Indexstruktur klar ist, um
welche Metrik es sich handelt.
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und der Zusammenhang zwischen den Differentialen ist durch d6ξ ≡ d3ξd3ξ̄ =
−i d6y gegeben. Damit spaltet das zehndimensionale Integrationsmaß gemäß∫

d10x
√

−g(10) =

∫
d4x
√

−g(4)

∫
CY3

d6ξi
√

g(6) (C.5)

auf, wobei
√

g(6) ≡ √
detgab = detgi̄.

Da die Hintergrund Calabi-Yau Metrik g0
ab insbesondere hermitesch ist, ver-

schwinden deren Komponenten mit gleicher Indexart (bzgl. den komplexen Koor-
dinaten), so daß gij = δgij und gı̄̄ = δgı̄̄ gilt. In d = 4 erhält man nun masselose
Skalarfelder als die inäquivalenten harmonischen Deformationen der Calabi-Yau
Metrik [30, 34]: 2

i δgi̄(x, y) =

h(1,1)∑
A=1

MA(x)V A
i̄ (y) ,

δgij(x, y) =

h(1,2)∑
α=1

Z̄α(x)b̄αij(y) .

(C.6)

Hierbei sind MA(x) reelle, und Z̄α(x) komplexe Moduli der Deformationen. V A ist
eine Basis von H(1,1)(CY3), dem Raum der harmonischen (1, 1)-Formen auf CY3.
Die b̄αij(y) werden aus den (2, 1)-Formen Φα

ijk̄
und der (3, 0)-Form Ωijk gemäß

b̄αij =
i

||Ω||2 Ω
l̄k̄
i Φ̄αl̄k̄j (C.7)

gebildet, wobei ||Ω||2 ≡ 1
3!
Ωijk Ω̄

ijk.
Aufgrund von (C.4) gilt für (C.2) in komplexen Koordinaten

R10 = R4 + gµν(Ri
µiν +Rı̄

µı̄ν) + gijRij + g ı̄̄Rı̄̄ + 2gi̄Ri̄ , (C.8)

wobei gi̄Ri̄ = g ı̄jRı̄j benutzt wurde, und

Ri̄ = Rµ
iµ̄ +Rk

ik̄ +Rk̄
ik̄̄ ,

Rij = Rµ
iµj +Rk

ikj +Rk̄
ik̄j ,

Rı̄̄ = Rµ
ı̄µ̄ +Rk

ı̄k̄ +Rk̄
ı̄k̄̄

(C.9)

gilt.
Abgesehen von den vierdimensionalen Christoffel Symbolen Γµνρ und denjeni-

gen mit rein internen Indizes (die im folgenden nicht weiter berücksichtigt werden,

2Diese Entwicklungen der Metrik-Deformationen folgen zu niedrigster Ordnung aus der
Lösung der linearisierten Gleichung R(6)

ab (g
0 + δg) = 0; da zur Bestimmung der Niederener-

gie effektiven Wirkung jedoch auch nur zu niedrigster Ordnung in den Moduli gerechnet wird,
genügt die Betrachtung dieser Entwicklungen [56].
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da sie keine Raum-Zeit Ableitung enthalten), erhält man in komplexen Koordi-
naten für die Christoffel Symbole:

Γjµi = − i
2
gjk̄∂µM

AV A
ik̄ + 1

2
gjk∂µZ̄

αb̄αik ,

Γ̄µi = 1
2
g ̄k∂µZ̄

αb̄αik − i
2
g ̄k̄∂µM

AV A
ik̄ ,

Γiµ̄ = 1
2
gik̄∂µZ

αbα̄k̄ − i
2
gik∂µM

AV A
k̄ = Γı̄µj ,

Γı̄µ̄ = − i
2
g ı̄k∂µM

AV A
k̄ +

1
2
g ı̄k̄∂µZ

αbα̄k̄ = Γiµj , (C.10)

Γµij = −1
2
gµν∂νZ̄

αb̄αij ,

Γµi̄ = − i
2
gµν∂νM

AV A
i̄ = Γµ̄i ,

Γµı̄̄ = −1
2
gµν∂νZ

αbαı̄̄ = Γµij .

Im folgenden wird bis zur Ordnung δ2 gearbeitet, d.h. es werden zur Bestimmung
der Niederenergie effektiven Gravitationswirkung alle Beiträge bis zur quadrati-
schen Ordnung der ersten Ableitungen der Moduli berücksichtigt. Insbesondere
genügt es wegen Γ ∝ g∂µg dabei, die in (C.8) und (C.10) auftretenden inversen
Metriken gi̄ und gij bis zur linearen Ordnung in den Moduli anzugeben:

gi̄(x, y) = g0 i̄(y) + i
h(1,1)∑
A=1

MA(x)V Ai̄(y) ,

gij(x, y) = −
h(1,2)∑
α=1

Zα(x)bαij(y) ,

(C.11)

wobei V A i̄ ≡ V A
kl̄

g0k̄g0 l̄i und bα ij ≡ bα
k̄l̄
g0 ik̄g0 l̄j.

Setzt man die Christoffel Symbole aus (C.10) in (C.8) ein und behält alle
Beiträge bis zur quadratischen Ordnung in den ersten Ableitungen, so ergibt sich
unter Ausnutzung der Beziehungen

gµνΓρµν = gρσ∂µgµσ − 1
2
gρσgµν∂σgµν ,

Γµµν =
1
2
gµσ∂νgµσ ,

∂µ(
√

g(6)) =
√

g(6)(gi̄∂µgi̄ +
1
2
gij∂µgij +

1
2
g ı̄̄∂µgı̄̄) ,

∂µ(
√

g(4)) = 1
2

√
g(4)gνρ∂µgνρ ,

(C.12)

daß das Endergebnis modulo einer totalen Ableitung durch

R10 = R4 − 1
2
∂µM

A∂µMBV A
i̄ V

B
kl̄ g

il̄gk̄

+ ∂µM
A∂µMBV A

i̄ V
B
kl̄ g

i̄gkl̄

+ 1
2
∂µZ

α∂µZ̄βbα̄l̄b̄
β
ikg

i̄gkl̄

(C.13)

gegeben ist.
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Anhang D

Kompaktifizierung von S2 auf CY3

In diesem Anhang wird die Kompaktifizierung von S2 durchgeführt. Dabei be-
zeichnet S2 den 4-Form abhängigen Teil aus (2.6) der zehndimensionalen nicht-
selbstdualen Wirkung für Typ IIB. In d = 10 ist es gerade die Selbstdualitäts-
bedingung (2.4), welche nicht in der Wirkung (2.1) selbst gelten soll, sondern
erst auf der Ebene der aus ihr gewonnenen Euler-Lagrange Gleichungen, um die
richtigen Bewegungsgleichungen der Typ IIB Supergravitation zu ergeben. Die
Kompaktifizierung von S2 wird nun derart durchgeführt, daß sich aus ihr in d = 4
die richtigen kompaktifizierten Bewegungsgleichungen ergeben.

Wie schon in Abschnitt 4.3 angesprochen sind in d = 4 die masselosen Mo-
den von der Kompaktifizierung der 4-Form DMNPQ durch Vektoren Dµabc und
Tensoren Dµνab gegeben; dabei sind nicht alle Moden unabhängig voneinander,
sondern durch die kompaktifizierte Selbstdualitätsbedingung (2.4) miteinander in
Beziehung gesetzt. Da in Kapitel 4 ausschließlich die Kopplungen der h(1,1) Ten-
sormultipletts und des universellen Doppel-Tensor Multipletts untersucht werden,
sollen hier im folgenden unter Vernachlässigung der Vektoren auch nur die Ten-
soren berücksichtigt werden.

Ausgangspunkt sei also die durch (2.6) definierte Lagrange-Dichte L2. Zur
Kompaktifizierung macht man für L2 nun folgenden Ansatz bei Aufspaltung der
zehndimensionalen Indizes in vierdimensionale Raum-Zeit und sechsdimensionale
interne reelle Indizes:1

L2 =
√

−g(10)
(
k1(Fµνρab)

2+ k2εIJB
I
abH

J
µνρF

µνρab+ k3εIJεKLB
I
abH

J
µνρB

K abHLµνρ
)

+ εµνρσεabcdef εIJ
(
k4FµνρabB

I
cd∂σB

J
ef + k5εKLH

I
µνρB

J
abB

K
cd∂σB

L
ef

)
,

(D.1)

wobei

Fµνρab ≡ 1

30
(∂µD̃νρab + ∂ρD̃µνab + ∂νD̃ρµab) ,

D̃µνab ≡ Dµνab +
3

4
εIJB

I
µνB

J
ab , (D.2)

1Die Struktur der einzelnen Terme ist dabei durch die Aufspaltung des F 2- und topologischen
Terms aus (2.6) gegeben.

71



72 ANHANG D. KOMPAKTIFIZIERUNG VON S2 AUF CY3

und k1, . . . , k5 zu bestimmende Konstanten sind. Die Festlegung der Konstanten
erfolgt durch den Vergleich der aus (2.5) gewonnenen Euler-Lagrange Gleichun-
gen (nach Aufspaltung der zehndimensionalen Indizes und unter Verwendung des
Ansatzes für L2 aus (D.1)) mit den kompaktifizierten Bewegungsgleichungen der
zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation. Zur Bestimmung von k1, . . . , k5

genügt es dabei, diesen Vegleich im Limes l = 0, φ = const. und gµν = ηµν
durchzuführen, und die 10− d Bewegungsgleichungen

∂PGMNP = −10

3
iFMNPQSG

PQS (D.3)

zu betrachten. Der Tensor GMNP ist wie in [25] definiert, und in meiner Notation
durch

GMNP ≡ H1
MNP − Φ1H

1
MNP − Φ2H

2
MNP + i (H2

MNP + Φ1H
2
MNP − Φ2H

1
MNP )√

1− Φ2
1 − Φ2

2

(D.4)

gegeben, wobei

Φ1 ≡ 1− e−2φ − l2

l2 + (e−φ + 1)2
, Φ2 ≡ 2l

l2 + (e−φ + 1)2
. (D.5)

Im oben genannten Limes lauten die Komponenten

Gµνρ = e
φ
2 (e−φH1

µνρ + iH2
µνρ) ,

Gµab =
1

3
e

φ
2 (e−φ∂µB1

ab + i∂µB
2
ab) ,

Gaµν = Gµaν = Gµνa = Gabc = 0 ,

(D.6)

und als Folge vereinfacht sich (D.3) zu

∂ρGρµν = −10 iFµνρabG
ρab (D.7)

∂µGabµ = −10

3
i (FµνρabG

µνρ + 3FµabcdG
µcd) .

Da sich die erste Gleichung auf BI
µν bezieht, spielt sie bei der hiesigen Betrach-

tung keine weitere Rolle. Unter Verwendung der aus (2.4) folgenden, in vier- und
sechsdimensionalen Indizes geschriebenen, Selbstdualitätsbedingung

FµabcdG
µcd =

1

12
√
−g(10)

εµνρσεabcdefF
νρσefGµcd (D.8)

ergibt die zweite Gleichung aus (D.7) für B1
ab:

∂µ∂µB
1
ab = 10 eφ (Fµνρab +

3

20
εIJB

I
abH

J
µνρ) H2µνρ (D.9)

+
5

6
√
−g(10)

eφεµνρσεabcdef (F
νρσef +

3

20
εIJB

I efHJ νρσ) ∂µB2 cd .
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Auf der anderen Seite muß B1
ab die Euler-Lagrange Gleichung

δ (L1 + L2)

δB1
ab

− ∂µ

(
δ (L1 + L2)

δ(∂µB1
ab)

)
= 0 (D.10)

erfüllen, wobei die durch (2.6) definierte Lagrange-Dichte L1 im obigen Limes
und nach Aufspaltung der zehndimensionalen Indizes in Raum-Zeit und interne
Indizes folgende Form hat:

L1√
−g(10)

= −R10

2
− 3

8
eφ
(
e−2φ

((
H1
µνρ

)2
+

1

3
∂µB
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µB1 ab
)

+
(
H2
µνρ

)2
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1

3
∂µB

2
ab∂

µB2 ab
)
.

(D.11)

Mit dem Ansatz für L2 aus (D.1) erhält man aus (D.10) als Bewegungsgleichung
für B1

ab:

0 =
1

4

√
−g(10) e−φ∂µ∂µB1

ab +
√
−g(10)H2

µνρ

(
k2 F

µνρab + 2k4 εIJB
I abHJ µνρ

)
+
√

−g(10)B2
νρ

( 3

200
k1 ∂µ∂

[µDνρ]ab +
9

800
k1 εIJ∂µ

(
HI µνρBJ ab

)
+

9

800
k1 εIJ∂µ

(
BI [νρ∂µ]BJ ab

)
+

3

40
k2 εIJ∂µ

(
BI abHJ µνρ

) )
+ εµνρσεabcdef

(
2k4 Fµνρcd(∂σB

2
ef)−

3

40
k4 B

2
νρεIJ(∂σB

I
cd)(∂µB

J
ef)

+ k5 εIJH
I
µνρB

J
cd(∂σB

2
ef)
)
.

(D.12)

Zur Vereinfachung muß man die aus δ(L1+L2)
δDνρab

− ∂µ

(
δ(L1+L2)
δ(∂µδDνρab)

)
!
= 0 folgende

Bewegungsgleichung für Dνρab benutzen, welche

∂µ∂
[µDνρ]ab =

(
5
k2

k1

− 3

4

)
εIJ∂µ

(
HI µνρBJ ab

)− 3

4
εIJ∂µ

(
BI [νρ∂µ]BJ ab

)
− 5

k4

k1

(√
−g(10)

)−1

εIJε
µνρσεabcdef

(
∂µB

I
cd)(∂σB

J
ef

) (D.13)

lautet. Setzt man (D.13) in (D.12) ein, so ergibt sich schließlich als Euler-Lagrange
Gleichung für B1

ab:

∂µ∂µB
1
ab = −4 eφ (k2Fµνρab + 2k3εIJB

I
abH

J
µνρ)H

2µνρ (D.14)

− 4√
−g(10)

eφεµνρσεabcdef (2k4F
µνρcd − k5εIJB

I cdHJ µνρ) ∂σB2 ef .

Durch Vergleich von (D.9) mit (D.14) erhält man

k1 = −25

3
, k2 = −5

2
, k3 = − 3

16
, k4 =

5

48
, k5 = − 1

32
,

(D.15)
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wobei die Gesamtnormierung durch Eichinvarianz bzgl. (4.45) und (4.46) festge-
legt ist.2 Obige Diskussion hätte völlig analog auch für die Bewegungsgleichung
von B2

ab durchgeführt werden können, was dieselben Koeffizienten k1, . . . , k5 er-
gibt.

Schließlich müssen noch dieselben Zwischenschritte vollzogen werden, die in
Abschnitt 4.4 auf L1 in d = 4 geführt haben. D.h. es muß die Weyl-Reskalierung
gµν �→ V−1gµν vorgenommen werden, BI

µν gemäß BI
µν �→ 2

3
BI
µν reskaliert werden,

die Kähler-Moduli laut (4.28) redefiniert werden und nach Einsetzen der Ent-
wicklungen (4.17) in komplexen Koordinaten die Integration über CY3 mit den
in Abschnitt 4.2 gegebenen Definitionen durchgeführt werden. Insgesamt ergibt
dies für L2 in vier Dimensionen:

L2√
−g(4)

=− 2

3
e−2φ4V GAB (FA

µνρ + εIJH
J
µνρb

I A)(FBµνρ + εKLH
LµνρbK B)

− i

12
√

−g(4)
εµνρσκABCεIJ(F

A
µνρb

I B∂σb
J C− 2

3
εKLH

I
µνρb

J AbKB∂σb
LC),

(D.16)

wobei das vierdimensionale Dilaton über (4.33) definiert ist, und für FA
µνρ und

DA
µν die Definitionen aus (4.37) benutzt wurden.

2Der Vergleich von (D.9) mit (D.14) legt die Konstanten k2, . . . , k5 in (D.1) nur bis auf
einen Normierungsfaktor fest. Geforderte Eichinvarianz von L2 bzgl. (4.45) und (4.46) bestimmt
schließlich den Wert für k1, und damit die Gesamtnormierung.



Anhang E

Typ IIB Bewegungsgleichungen
auf CY4

Ähnlich wie in Anhang D soll hier gezeigt werden, daß die Vorgehensweise in Ka-
pitel 5 in folgender Weise konsistent ist: ausgehend von der zehndimensionalen
nicht-selbstdualen Typ IIB Wirkung (2.1) wird dort die CY4-Kompaktifizierung
ohne Benutzung der Selbstdualitätsbedingung (2.4) durchgeführt, was eine zwei-
dimensionale nicht-selbstduale Wirkung ergibt. Diese Wirkung soll nun in dem
Sinne die richtige Wirkung für Typ IIB in d = 2 sein, daß sich nach Einsetzen
der kompaktifizierten Selbstdualitätsbedingung (2.4) in den aus ihr gewonnenen
Euler-Lagrange Gleichungen die korrekten, ebenfalls durch Kompaktifizierung ge-
wonnenen, zweidimensionalen Bewegungsgleichungen ergeben. Zur Überprüfung
dieser Eigenschaft werden in diesem Anhang die relevanten Rechnungen für die
Bewegungsgleichung des Feldes B1

ab im Limes l = 0, φ = const. und gµν = ηµν
durchgeführt. Dabei genügt es, den Vergleich der entsprechenden Gleichungen vor
Integration über die internen CY4-Koordinaten durchzuführen, d.h. nach Aufspal-
tung der zehndimensionalen Koordinaten in interne und Raum-Zeit Koordinaten.

Es sei also wie im Anhang D die zehndimensionale Bewegungsgleichung (D.3)
betrachtet. Nach Koordinatenaufspaltung erhält man beim Übergang von d = 10
nach d = 2 als Komponenten von G

Gµab =
1

3
e

φ
2 (e−φ∂µB1

ab + i ∂µB
2
ab) ,

Gaµν = Gµaν = Gµνa = Gabc = Gµνρ = 0 ,
(E.1)

so daß sich aus (D.3) als einzige Bewegungsgleichung

∂µGabµ = −10 iFµabcdG
µcd (E.2)

ergibt. Ausführlich ausgeschrieben beinhaltet (E.2) als Real- bzw. Imaginärteil
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die Bewegungsgleichungen für B1
ab bzw. B

2
ab, und lautet:

e−φ ∂µ∂µB1
ab + i ∂µ∂µB

2
ab

= 2

(
∂µDabcd +

1

8
εIJ
(
BI
ab∂µB

J
cd +BI

cd∂µB
J
ab + 2BI

bc∂µB
J
ad + 2BI

ac∂µB
J
db

))
× (∂µB2 cd − i e−φ ∂µB1 cd

)
.

(E.3)

Die Bewegungsgleichung für B1
ab (der Realteil aus (E.3)) soll nun verglichen

werden mit der Euler-Lagrange Gleichung für B1
ab, die sich aus der Wirkung

S = SGrav. + S ′ + S2 aus Kapitel 5 ergibt, wobei SGrav., S ′ und S2 durch (5.30),
(5.31) und (5.35) gegeben sind. Im oben angegebenen Limes l = 0, φ = const.
und gµν = ηµν lautet S =

∫
d10xL :

S =

∫
d10x

√
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(E.4)

Die Euler-Lagrange Gleichung für B1
ab,

δL

δB1
ab

− ∂µ

(
δL

δ (∂µB1
ab)

)
!
= 0 , (E.5)

ergibt dann:
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(E.6)

In (E.6) muß nun die aus (E.4) resultierende Bewegungsgleichung für Dabcd ein-
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gesetzt werden. Die Forderung δL
δDabcd

− ∂µ

(
δL

δ(∂µDabcd)

)
!
= 0 liefert
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und Einsetzen in (E.6) ergibt:
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)
∂µB

2
cd

+
1

8
εIJ
(
∂µB

2
cd

) (
BI ab∂µBJ cd +BI cd∂µBJ ab + 2BI ad∂µBJ bc + 2BI bc∂µBJ ad

)
− 1

24
√
−g(10)

εµνεabcdefgh (∂µDcdef) ∂νB
2
gh

+
1

64
√
−g(10)

εIJε
µνεabcdefghB2

cd

(
∂µB

I
ef

)
∂νB

J
gh .

(E.8)

Benutzt man noch die zwischen ∂µDcdef und Fµcdef gültige Beziehung

εµνεabcdefgh∂µDcdef = εµνεabcdefgh
(
5Fµcdef − 3

4
εIJB

I
cd∂µB

J
ef

)
(E.9)

sowie die Selbstdualitätsbedingung

εµνεabcdefghFµcdef = −4!
√
−g(10)F νabgh , (E.10)

so ergibt sich aus (E.8) als Euler-Lagrange Gleichung für B1
ab schließlich:

e−φ∂µ∂µB1 ab

= 2
(
∂µDabcd

)
∂µB

2
cd
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4
εIJ
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∂µB

2
cd
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BI ab∂µBJ cd +BI cd∂µBJ ab + 2BI ad∂µBJ bc + 2BI bc∂µBJ ad

)
.

(E.11)

Wie der Vergleich von (E.11) mit dem Realteil von (E.3) zeigt, stimmt dieses
Resultat mit der zuvor berechneten Bewegungsgleichung für B1

ab überein.
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Anhang F

Der heterotische String auf K3

Die zehndimensionale supersymmetrische heterotische Stringtheorie besitzt im
Gegensatz zur IIB-Theorie Q = 16 Superladungen. Da Kompaktifizierungen auf
einer vierdimensionalen K3 die Hälfte der Supersymmetrie brechen, erhält man
für den heterotischen String in d = 6 eine Theorie mit Q = 8 Superladungen, bzw.
(1, 0)-Supersymmetrie. Tatsächlich istK3 die einzige vierdimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Holonomie SU(2), um auf diese Weise N = (1, 0) in sechs Dimensionen
zu erhalten [65].

Ausgangspunkt für die Kompaktifizierung ist die zehndimensionale Nieder-
energie effektive Wirkung des heterotischen Strings in der Stringbasis [7, 8]:

Shet10 =

∫
d10x

√
−g(10)L het

10 =

∫
d6x
√

−g(6)

∫
K3

d4ξ
√

g(4)L het
10 (F.1)

mit

L het
10 = e−2φ[−1

2
R10 + 2(∂Mφ)2 − 3

4
(HMNP )

2 − 1
4
TrFMNF

MN ] . (F.2)

Dabei bezeichnet Tr die Spur in der Vektordarstellung von SO(32) bzw. E8×E8,
FMN ist die durch

FMN = ∂MAN − ∂NAM +
√
2[AM , AN ] (F.3)

gegebene nicht-abelsche Eichfeldstärke, undHMNP ist die vom antisymmetrischen
Tensorfeld BMN stammende Feldstärke:

HMNP =∂MBNP − 1

2
Tr(AMFNP −

√
2

3
AM [AN , AP ])

+ zyklische Permutationen von M , N , P .
(F.4)

F.1 Eigenschaften der K3

Vor der eigentlichen Kompaktifizierung sollen hier einige für die K3 gültigen
Relationen zusammengestellt werden.
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Zunächst gilt, daß eine K3 eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension zwei ist. Im Gegensatz zu den Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten höherer
Dimension ist die K3 eindeutig in dem Sinne, daß zwei gegebene K3 immer
diffeomorph zueinander sind [64]. Daher ist der Hodge-Diamant (A.31) einer K3
auch eindeutig bestimmt, und durch

h(0,0)

h(1,0) h(0,1)

h(2,0) h(1,1) h(0,2)

h(2,1) h(1,2)

h(2,2)

=

1
0 0

1 20 1
0 0
1

(F.5)

gegeben. Für die somit ebenfalls eindeutig festgelegte Eulerzahl einer K3 ergibt
sich nach (A.30)

χ(K3) = h(0,0) + h(2,0) + h(1,1) + h(0,2) + h(2,2) = 24 . (F.6)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der K3 besteht darin, daß sich auf ihr die 2-
Formen ω(2) gemäß

,ω(2) = ±ω(2) (F.7)

in selbst- und anti-selbst-duale einteilen lassen. Die mittlere Kohomolgie spaltet
also in einen selbstdualen (,ω(2) = ω(2)) Unterraum H+(K3) und einen anti-
selbstdualen (,ω(2) = −ω(2)) Unterraum H−(K3) auf:

H2(K3) = H+(K3)⊕H−(K3) . (F.8)

Die Dimensionen dieser Unterräume sind durch

dimH+(K3) = 19 , dimH−(K3) = 3 (F.9)

gegeben, womit sich für die Hirzebruch Signatur

τ(K3) = dimH+(K3)− dimH−(K3) = 16 (F.10)

ergibt. So sind 19 der insgesamt 20 (1,1)-Formen selbstdual, die (2,0)-, (0,2)- und
Kähler Form hingegen anti-selbstdual. Die Kähler Form ist dabei durch

J = igi̄dξ
i ∧ dξ̄ ̄ = MA(x)V A (F.11)

gegeben, wobei

V A = V A
i̄ dξ

i ∧ dξ̄ ̄ für A = 1, . . . , 20 (F.12)

gem. (3.9) eine Basis von H (1,1)(K3) ist. Die Realitätsbedingung an J ergibt zum

einen, daß die MA(x) reell sind, und zum anderen, daß V A
i̄ = −V A

jı̄ gelten muß.
Mit Hilfe der Kähler Form läßt sich das Volumen gemäß

V =
1

2

∫
K3

J ∧ J =
1

2
MAMB

∫
K3

V A ∧ V B

=

∫
K3

√
g(4)d4ξ

(F.13)
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ausdrücken.
Anhand der allgemeinen Definition des Hodge Sternoperators für (p,q)-Formen

(A.14) ergibt sich angewandt auf die (1,1)-Formen der K3:

,V A = V A
ik̄
εkl̄ε

ı̄
jdξ

j ∧ dξ̄ l̄ = (V A
jl̄ − V A

kı̄ g
kı̄gjl̄)dξ

j ∧ dξ̄ l̄ . (F.14)

Benutzt man
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i̄ g
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(F.15)

wobei V A
i̄ g

i̄ = const. für V A harmonisch berücksichtigt wurde, so ergibt sich:

,V A = V A − 2K
A

V J . (F.16)

Im Fall der Kähler Form läßt sich mit obigen Definitionen die Anti-Selbstdualität
nun leicht verifizieren:

,J = MA , V A = MA(V A − 2K
A

V J) = J − 2V
VJ = −J . (F.17)

Auf dem Raum der (1,1)-Formen definiert man eine Metrik via

GAB ≡ − 1
2V

∫
K3

V A ∧ ,V B = − 1
2V

∫
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V A
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B
kl̄ g
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AKB
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(F.18)

wobei

KAB ≡ 1

2

∫
K3

V A ∧ V B =
1

2

∫
K3

V A
i̄ V

B
kl̄ (g

il̄gk̄ − gi̄gkl̄)
√

g(4)d4ξ . (F.19)

F.2 Das Spektrum

Gemäß dem Hodge-Diamanten (F.5) ergibt sich das Spektrum in d = 6 nach
Kompaktifizierung auf K3 wie folgt: die 10-d Metrik gMN ergibt die 6-d Metrik
gµ̂ν̂ (µ̂, ν̂ = 0, ..., 5), h(1,1) = 20 Deformationen der Kählerform δgi̄ (i, j = 1, 2)
und 2× (h(1,1) − 1) = 38 Deformationen der komplexen Struktur δgij & δgı̄̄ (vgl.
(F.21), (F.22) und (F.23)). Der antisymmetrische Tensor BMN ergibt den anti-
symmetrischen Tensor Bµ̂ν̂ , h

(1,1) Skalarmoden Bi̄, sowie h(2,0) = 1 und h(0,2) = 1
Skalarmoden Bij und Bı̄̄. Da es auf K3 keine (1, 0)- bzw. (0, 1)-Formen gibt, lie-
fern die zehndimensionalen Vektoren AM auch nur die sechsdimensionalen Vekto-
ren Aµ̂. Schließlich erhält man in d = 6 noch einen Skalar vom zehndimensionalen
Dilaton.

Wie auch schon bei der Calabi-Yau 3- und 4-faltigkeit können die Deforma-
tionen der Kähler Form gemäß

iδgi̄ =

h(1,1)∑
A=1

δMA(x)V A
i̄ (F.20)
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in harmonische (1,1)-Formen entwickelt werden, wobei die MA(x) die reellen Mo-
duli dieser Deformationen sind.

Die entsprechende Entwicklung der Deformationen der komplexen Struktur
ist durch

δgij =

h(1,1)−1∑
α=1

δZ̄α(x)b̄αij (F.21)

gegeben, wobei die Z̄α(x) die komplexen Moduli dieser Deformationen sind. Die
b̄αij werden dabei durch folgende Kontraktion der (2, 0)-Form Ωij und (1, 1)-
Formen V α

i̄ gebildet:

b̄αij ≡ −i
||Ω||2Ω

k̄
(iV

α
j)k̄ =

−i
2||Ω||2 (Ω

k̄
i V

α
jk̄ + Ωk̄jV

α
ik̄) , (F.22)

wobei ||Ω||2 ≡ 1
2
ΩijΩ̄

ij .
Man beachte, daß der Index α nur von 1 bis (h11 − 1) = 19 läuft: aufgrund

der Antisymmetrie der (2, 0)-Form Ωij verschwindet nämlich b̄αij , falls die in der
Kontraktion benutzte (1, 1)-Form proportional zur Kähler Form ist:

b̄αij ∼ Ωk̄i gjk̄ + Ωk̄j gik̄ = Ωij + Ωji = 0 . (F.23)

Außerdem ist bemerkenswert, daß in (F.22) explizit symmetrisiert werden muß:
im Gegensatz zu dem in Abschnitt 3.2.1 diskutierten Fall der komplexen-Struktur
Moduli für Calabi-Yau n-faltigkeiten mit n > 2 gilt auf einer K3 nämlich nicht,
daß H(2,0) = H(0,2) = 0, weswegen der bloß durch d̄αij ≡ −i

||Ω||2Ω
k̄
i V

α
jk̄

gebildete

harmonische (2, 0)-Tensor nicht automatisch symmetrisch ist.

F.3 Die Wirkung

Bei der Kompaktifizierung des Einstein-Hilbert Terms muß man bei partiellen
Integrationen beachten, daß die Wirkung in der Stringbasis gegeben ist. Nach
Einsetzen der Entwicklungen für die Metrik-Deformationen erhält man (s. An-
hang C)
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∫
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2

∫
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B
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2
V A
i̄ V
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+
1

2
∂µ̂Z

α∂µ̂Z̄βbα̄l̄b̄βikg
i̄gkl̄ − 4igµ̂ν̂gi̄V A

i̄ ∂µ̂M
A∂ν̂φ+ f(MA, Zα)] .

(F.24)

Ein wesentlicher Unterschied der K3 im Gegensatz zu CY3 und CY4 besteht darin,
daß auf ihr H(2,0) = H(0,2) = 1 gilt. Somit ergibt die Hodge Zerlegung (A.28) für
H2(K3):

H2(K3) = H(2,0)(K3)⊕H(1,1)(K3)⊕H(0,2)(K3) . (F.25)
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Das bedeutet insbesondere, daß die Basis V A von H(1,1)(K3) aus (F.12) nicht
unabhängig von der komplexen Struktur gewählt werden kann. Diese Abhängig-
keit der H(1,1)(K3)-Basis von der komplexen Struktur wurde bei der Herleitung
von (F.24) nicht explizit berücksichtigt und liefert einen für CY3- und CY4-
Kompaktifizierungen nicht vorhandenen Zusatzterm f(MA, Zα). Der Hauptfokus
soll hier und bei der anschließenden nochmaligen K3-Kompaktifizierung aber auf
das Skalarfeld gerichtet sein, welches in zwei Raum-Zeit Dimensionen zum Gra-
vitationsmultiplett gehört, und die explizite Kenntnis von f(MA, Zα) wird dabei
im folgenden nicht benötigt.

Unter Ausnutzung der im vorigen Abschnitt gegebenen Definitionen läßt sich
(F.24) zusammen mit dem kinetischen Term für das zehndimensionale Dilaton
umschreiben zu∫

d10x
√

−g(10)e−2φ(−R10

2
+ 2(∂Mφ)2)

=

∫
d6x
√

−g(6)e−2φ6 [−R6

2
− 1

2
∂µ̂M

A∂µ̂MBGAB + 2(∂µ̂φ6)
2

+ 1
4||Ω||2∂µ̂Z

α∂µ̂Z̄β(−Gαβ +
Kαβ

V ) + 1
V

∫
K3

d4ξ
√

g(4)f(MA, Zα)] ,

(F.26)

wobei das sechsdimensionale Dilaton durch

e−2φ6 ≡ e−2φV (F.27)

gegeben ist. Die Größen Gαβ und Kαβ sind dabei definiert wie in (F.18) und
(F.19), mit der Ersetzung von V A (A = 1, ..., h(1,1)) durch V α (α = 1, ..., h(1,1)−1).

Bei der Herleitung von (F.26) wurden bisher noch nicht die Dualitätseigen-
schaften der (1,1)-Formen ausgenutzt. So läuft nach den Ausführungen von Ab-
schnitt F.1 und Abschnitt F.2 der Index α gerade über die 19 (1, 1)-Formen,
die selbstdual sind (,V α = V α), da die anti-selbstduale Kähler Form J bei der
Entwicklung der b̄αij in (F.22) keinen Beitrag liefert. Dies berücksichtigend gilt
also

Gαβ ≡ − 1
2V

∫
K3

V α ∧ ,V β

= − 1
2V

∫
K3

V α ∧ V β

= −Kαβ

V ,

(F.28)

so daß sich der kinetische Term für die Moduli der komplexen Struktur zu

− 1
2||Ω||2∂µ̂Z

α∂µ̂Z̄βGαβ (F.29)

vereinfacht.
Welche Form auch immer der oben nicht explizit berücksichtigte Zusatzterm

f(MA, Zα) haben mag: aus [66, 67] ist im Zusammenhang mit superkonformen
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Feldtheorien bekannt, daß die 58 Skalare von den Metrik-Deformationen zusam-
men mit den 22 Skalaren von der Entwicklung des antisymmetrischen Tensorfeldes
BMN und den sog. Bündel-Moduli durch ein nicht-lineares σ-Modell beschrieben
werden. Dabei stammen die Bündel-Moduli von den Eichvektoren in der adjun-
gierten Darstellung der relevanten Eichgruppe, die in d = 6 eine Untergruppe von
SO(32) bzw. E8 × E8 ist. Die Metrik auf dem von den 80 K3-Moduli und den
Bündel-Moduli aufgespannten Moduli Raum ist i.A. unbekannt, durch Supersym-
metrie aber derart eingeschränkt, daß sie quaternionisch sein muß. Im Kontext
dieser Arbeit sind die Bündel-Moduli von untergeordnetem Interesse, und werden
konstant gesetzt: in diesem Fall läßt sich also die Wirkung in d = 6 als

Shet6 =

∫
d6x
√

−g(6)e−2φ6 [− R6

2
+ 2(∂µ̂φ6)

2 − 3
4
(Hµ̂ν̂ρ̂)

2

− 1
4
TrFµ̂ν̂F

µ̂ν̂ +Gmn(σ)∂µ̂σ
m∂µ̂σn]

(F.30)

schreiben. Dabei bezeichnen σm (m = 1, . . . , 80) die achtzig K3-Moduli, und
Gmn(σ) ist die Metrik auf dem von ihnen aufgespannten Moduli Raum, der lokal
von der Form

MK3
σ =

SO(4, 20)

SO(4)× SO(20)
(F.31)

ist.
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