elektronisches
dokument

ULB Sachsen-Anhalt

Calabi-Yau Kompaktifizierungen
von Typ IIB Superstringtheorie

Dassertation

zur Erlangung des akademischen Grades
doctor rerum naturalium (Dr. rer. nat.)
vorgelegt der

Mathematisch-Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultat

der Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg

von
Herrn Robert Bohm

geb. am: 21.05.1971 in: Dinslaken

Gutachter
1. Prof. Dr. Jan Louis
2. Prof. Dr. Richard Grimm

3. Prof. Dr. Albrecht Klemm

Halle (Saale), 26.06.2001



11



111

“So he binds himself

to the galloping mare

and she binds herself

to the rider there

and there is no space

but there’s left and right

and there is no time

but there’s day and night [...]*

Leonard Cohen, Ballad of the Absent Mare
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Kapitel 1

Einleitung

Supersymmetrische Stringtheorien stellen die zur Zeit vielversprechendsten Er-
weiterungen des Standardmodells der Elementarteilchen dar [1-8]. Elementarteil-
chen gelten in dem Sinne als elementar, als daf§ sie aus keinen weiteren Teilchen
aufgebaut sein sollen, und werden im Standardmodell als punktférmig angese-
hen.! Das Standardmodell beschreibt auBer der Gravitation, welche Gegenstand
von Einsteins Allgemeiner Relativitidtstheorie ist, alle in der Natur beobachte-
te Materie sowie die bekannten Wechselwirkungskrifte im Rahmen einer sog.
Quantenfeldtheorie, und steht in bestem Einklang mit experimentellen Daten.
Dennoch kann es nicht als fundamentale Theorie angesehen werden: zum einen
ist bisher jeder Versuch einer quantenfeldtheoretischen Beschreibung der Gravita-
tion gescheitert (die Theorie ist ,,nicht renormierbar®). Zum anderen besitzt das
Standardmodell viele freie Parameter (wie z.B. die Massen der Quarks und Lep-
tonen), deren Herkunft und Beziehung untereinander durch eine fundamentale
Theorie erklart werden sollten.

In der Stringtheorie wird das Konzept der Elementarteilchen als punktformi-
ge Objekte aufgegeben, und statt dessen die eindimensionalen Strings als funda-
mentale Konstituenten der Materie angesehen. Alle bekannten Elementarteilchen
lassen sich dann als unterschiedliche Schwingungsmoden der Strings deuten. Auf
den ersten Blick scheint dies der Beobachtung zu widersprechen, dafl sich die
Elementarteilchen im Experiment eher als Teilchen denn als eindimensional aus-
gedehnte Objekte verhalten. Berechnet man aber die Lénge eines Strings, so findet
man, dafl diese von der GréBenordnung 10733 cm ist: diese Linge ist viel zu klein,
als daf sie von heutigen Teilchenbeschleunigern aufgelost werden konnte, so dafl
Strings als punktférmig erscheinen und es keinen direkten Widerspruch zu bisher
vorgenommenen Experimenten gibt.

Einer der Hauptgriinde, warum Stringtheorie in der heutigen theoretischen
Hochenergiephysik eine so prominente Rolle spielt, besteht darin, dafl sich bei
der Berechnung des Spektrums supersymmetrischer Stringtheorien insbesondere

!Das derart gegebene Verstindnis von ,elementar® ist natiirlich von dem zur Verfiigung ste-
henden Auflésungsvermogen der Teilchenbeschleuniger abhéngig: so gelten z.B. bei einer heut-
zutage erreichten Auflésung von ca. 10716 cm die Elektronen und Quarks noch als elementar,
was sich jedoch durch zukiinftige Experimente bei hoheren Energien dndern kénnte.
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immer ein Spin-2 Teilchen findet, welches mit dem fiir die gravitative Wechselwir-
kung verantwortlichen Teilchen (dem Graviton) identifiziert werden kann: somit
ist Gravitation auf natiirliche Weise inkorporiert. Aulerdem findet man bei Quan-
tisierung keine ultravioletten Divergenzen, welche zuvor zur Nicht-Renormierbar-
keit der Quantengravitationstheorien gefiihrt hatten. Insgesamt enthalten super-
symmetrische Stringtheorien somit eine endliche Quantentheorie der Gravitation.

Allerdings zeigt sich, daf§ es fiinf verschiedene konsistente supersymmetrische
Stringtheorien gibt (von denen eine Typ IIB genannt wird), deren Beziehun-
gen untereinander noch nicht vollstdndig verstanden sind. Dariiber hinaus fithren
Konsistenzbedingungen dazu, daf§ diese Theorien zunéchst nur in zehn Raum-Zeit
Dimensionen formuliert werden kénnen, wohingegen die uns umgebende Raum-
Zeit vierdimensional zu sein scheint. Als ein fruchtbarer Ansatz zur Erklarung
der anscheinend iiberzéhligen Raum Dimensionen hat sich ein Mechanismus her-
ausgestellt, den man Kompaktifizierung nennt. Die Grundidee besteht darin, daf3
sechs der insgesamt neun Raum Dimensionen kompakt und sehr klein sind: und
zwar so klein, dal ihre Grofle durch die bis heute zur Verfiigung stehenden Teil-
chenbeschleuniger noch nicht aufgelost werden konnte, und der uns umgebende
Raum somit dreidimensional erscheint. Fiir die Typ IIB Theorie werden in die-
ser Arbeit bestimmte Klassen von Kompaktifizierungen untersucht, die nach den
beiden Mathematikern E. Calabi und S.T. Yau benannt sind.

1.1 Grundlagen der Supersymmetrie

Das Konzept von Supersymmetrie [9-11] ist unabhingig von dem der String-
theorie und kann ohne weitere Annahmen als zusétzliche Symmetrie auch in je-
der Quantenfeldtheorie eingefithrt werden. Dabei ist Supersymmetrie per Defini-
tion eine Symmetrie zwischen Fermionen (den Konstituenten der Materie) und
Bosonen (den Triagern der Wechselwirkungskréfte); entsprechend gibt es einen
Operator () (den man auch Superladung nennt), der die beiden Teilchensorten
zueinander in Beziehung setzt, indem er fermionische Zustdnde auf bosonische
abbildet und umgekehrt:

Q|Fermion) = |Boson) ; Q|Boson) = |Fermion) . (1.1)

Gemaéf dieser Abbildung besitzt also jedes Teilchen einen sog. Superpartner, wobei
die Notation folgendermaflen festgelegt ist: die bosonischen Superpartner der be-
kannten Fermionen werden durch das Préfix ,s-“ gekennzeichnet (z.B. Squark,
Slepton), wohingegen die fermionischen Superpartner der bekannten Bosonen
durch das Suffix ,,-ino“ kenntlich gemacht sind (z.B. Gluino, Gravitino). Die von
Supersymmetrie vorhergesagte Existenz dieser Superpartner konnte bis zum jet-
zigen Zeitpunkt noch nicht experimentell verifiziert werden. Es besteht aber die
berechtigte Hoffnung, dafl sich dies mit der néchsten Generation von Teilchenbe-
schleunigern dndern kénnte.

Die Zusténde einer supersymmetrischen Theorie lassen sich in sog. Supermulti-
pletts anordnen: diese sind dadurch charakterisiert, dafl die in ihnen enthaltenden
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Zusténde durch eine oder mehrere Supersymmetrietransformationen auseinander
hervorgehen. Dabei enthélt jedes Supermultiplett mindestens ein Boson und ein
Fermion, deren Spin sich um % unterscheidet. Eine wesentliche Eigenschaft von
@ als dem Generator von Supersymmetrietransformationen besteht darin, dafl er
translationsinvariant ist; das bedeutet, dafl ) mit dem Energicoperator £ und

Impulsoperator P (als dem Generator von Raum-Zeit Translationen) kommutiert:

(@, E]=[Q,P]=0. (1.2)

Als Folge dndert die Anwendung von () auf einen Zustand also weder dessen
Energie noch Impuls, so dafl im Fall von ungebrochener Supersymmetrie alle
Zusténde innerhalb eines Supermultipletts dieselbe Masse besitzen. Da dies expe-
rimentell ausgeschlossen ist, kann Supersymmetrie in der Natur bestenfalls (falls
{iberhaupt) als spontan gebrochene Symmetrie realisiert sein.? Wihrend der Me-
chanismus der spontanen Symmetriebrechung die Massenentartung innerhalb von
Supermultipletts autheben kann, bleibt deren Struktur ansonsten bestehen.

Aus (1.1) ist ersichtlich, daf§ die Anwendung von ) den Spin eines Zustandes
dndert: daraus folgt, dafl @) selbst ein Spinoperator ist (d.h. @ ist fermionisch und
transformiert unter der Lorentz Gruppe als Spinor). Die Superladungen erfiillen
untereinander Antikommutationsrelationen, und die wichtigste solche Relation ist
in d Raum-Zeit Dimensionen durch

{Qas Qs = QuQs + QpQa = 2(I") 4 P, (1.3)

gegeben, wobei P, den Impulsvektor bezeichnet und I'* die Diracschen Gamma
Matrizen mit {T'*, T"} = 2p* = 2diag(—1,+1,...,+1) sind. Die Indizes o und
d—1

[ sind Spinorindizes, und die (),’s bezeichnen entsprechend die unabhingigen
Spinorkomponenten von @Q.? In (1.3) ist der einfachste Fall betrachtet, in dem le-
diglich ein Supersymmetriegenerator () mit Komponenten @), vorhanden ist: die-
sen Fall nennt man minimale Supersymmetrie oder auch N = 1 Supersymmetrie.
Gibt es hingegen N verschiedene Supersymmetriegeneratoren mit Komponenten
Q' (i =1,...,N), so spricht man von N-erweiterter Supersymmetrie, und die
fiir diese Arbeit relevanten Félle sind in den Abschnitten 4.1 und 5.1 dargestellt.

Wie sich herausstellen wird, sind im Kontext von Stringtheorien die masse-
losen (P? = 0) Supermultipletts von besonderem Interesse. Diese erhilt man,
indem man im Standardsystem (in welchem der Impulsgenerator von der Form
P = (—FE,0,...,0,F) ist) aus den Q,’s Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren bildet, und anschlieBend die Methode der induzierten Darstellung durch
sukzessive Anwendung der Erzeugungsoperatoren auf den Grundzustand anwen-
det [11]. Die GroBe der Supermultipletts ist dabei insbesondere von der Anzahl
der unabhéngigen Spinorkomponenten von () abhéngig, welche je nach betrachte-
ter Raum-Zeit Dimension d variiert. So gibt es in geraden Dimensionen (in denen

2Von einer spontan gebrochenen Symmetrie spricht man, wenn im Gegensatz zum Wechsel-
wirkungspotential einer Theorie deren Grundzustand nicht symmetrisch ist.

3Die genaue Definition von Qs hiingt vom Spinortyp und somit von der betrachteten Raum-
Zeit Dimension d ab.
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sich Spinoren von bestimmter Chiralitéit, sog. Weyl Spinoren, definieren lassen)
drei mogliche Fille, welche in Tab. 1.1 zusammengefaf3t sind: in d = 4,8 mod8

d Anzahl der unabhéngigen Q,’s | Spinortyp
4, 8 mod 8 2472 M oder W
6 mod 8 2%/ W
2 mod 8 24/2-1 MW

Tabelle 1.1: Die minimale Anzahl unabhéngiger Superladungen in verschiedenen
Raum-Zeit Dimensionen d. Als Spinortypen finden sich Majorana (M), Weyl (W)
oder Majorana-Weyl (MW) Spinoren.

setzt Ladungskonjugation Spinoren unterschiedlicher Chiralitét zueinander in Be-
ziehung, und ein Spinor kann entweder die Weyl- oder die Majorana- Bedingung
erfiillen (ein Majorana Spinor ist invariant unter Ladungskonjugation). In den
zwei verbleibenden Fillen erhélt Ladungskonjugation die Chiralitdt eines Spi-
nors: in d = 6mod 8 gibt es allerdings keine Majorana Spinoren, wohingegen in
d = 2mod 8 Spinoren sowohl die Majorana- als auch die Weyl-Bedingung erfiillen
konnen (sog. Majorana- Weyl Spinoren). Die Félle fiir ungerades d werden in die-
ser Arbeit nicht benétigt; sie finden sich ausfiihrlich in [7] diskutiert.

Wegen ihrer Relevanz fiir Stringtheorien sei schliellich noch die Supergra-
vitation erlautert: als solche bezeichnet man eine supersymmetrische Theorie,
die kovariant unter allgemeinen Koordinatentransformationen ist. In Supergra-
vitationstheorien ist Supersymmetrie notwendigerweise lokal realisiert (d.h. die
Supersymmetrie Transformationen sind Raum-Zeit abhéngig): dies macht schon
der fiir alle supersymmetrischen Theorien charakteristische Antikommutator aus
(1.3) deutlich, da lokale Raum-Zeit Translationen eine allgemeine Koordinaten-
transformation darstellen. Im Spektrum einer Supergravitation findet sich immer
das Spin-2 Graviton g, zusammen mit seinem Superpartner, dem Spin-3/2 Gra-
vitino ¢y: das Gravitino ist ein Vektor-Spinor, und wird auch Rarita-Schwinger
Feld genannt.

1.2 Grundlagen der Stringtheorie

Ausgangspunkt der Stringtheorie ist die Idee, anstelle von Punktteilchen die im
Raum eindimensional ausgedehnten Strings als fundamental anzusehen. Je nach-
dem, ob ein String zwei freie Endpunkte besitzt oder nicht, spricht man von einem
offenen bzw. geschlossenen String. Im folgenden werden nur Theorien geschlos-
sener Strings behandelt.

Wiéhrend sich ein Punktteilchen in der Raum-Zeit entlang seiner eindimensio-
nalen Weltlinie bewegt, ergibt die Bewegung eines Strings eine zweidimensionale
Weltfliche W. Dies kann durch Funktionen X*(o, 7) beschrieben werden, welche
angeben, wie die durch ¢ und 7 parametrisierte Weltflache in die Raum-Zeit (mit
Koordinaten X*) eingebettet ist. Dabei bezeichnet ¢ die rdumliche Koordinate
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auf W und ist fiir geschlossene Strings periodisch mit o € [0,27), und 7 ist die
zweidimensionale Zeitkoordinate. Fiir einen freien (d.h. nicht-wechselwirkenden)
geschlossenen String ist die Topologie der Weltflache die eines Zylinders, wie in
Abb. 1.1 dargestellt. Die relativistische Wirkung eines Punktteilchens generali-

Abbildung 1.1: Weltfliche eines geschlossenen Strings.

sierend erhélt man fiir den freien bosonischen String (der keine fermionischen
Freiheitsgrade beinhaltet) die sog. Nambu-Goto Wirkung:

Sne = ——— (Fliche von W)
2ma’ (1.4)
1 5 ’
=5 / dr do (—det 8, X" 8, X 1,,,)"?
wobei 0, = aga mit 0 = (o, 7), und die Raum-Zeit als flacher Minkowski-Raum

mit Metrik 7, betrachtet wird. o' ist eine Konstante, welche die Dimension
[Lénge]? bzw. [Masse] 2 haben mu$, damit die Wirkung Sy¢ dimensionslos ist.*
Als einziger dimensionsbehafteter Parameter von Stringtheorie gibt o die charak-
teristische Skala dieser Theorie an; so ist z.B. die fundamentale Massenskala mg
in Stringtheorie durch mg = (o )_% gegeben. Die Groflenordnung von o 148t sich
dabei durch Dimensionsanalyse ermitteln: als relativistische Quantentheorie, wel-
che auch die Gravitation enthélt, mufl Stringtheorie als fundamentale Konstanten
die Lichtgeschwindigkeit ¢, das Plancksche Wirkungsquantum # sowie die New-
tonsche Gravitationskonstante G enthalten. Aus diesen Konstanten lassen sich
die sog. Planck Linge

hG 1/2
lp= (§) =1.6 x 10*cm (1.5)
und Planck Masse
hC 1/2
mp = (5) = 1.22 x 10°GeV/c? (1.6)

4In dieser Arbeit werden Einheiten verwendet, in denen & = ¢ = 1, und in diesen Einheiten

gilt [Linge]? ~ [Masse] 2.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

bilden, wobei in den hier verwendeten Einheiten A = ¢ = 1 gilt, dal [p = m;l.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Stringtheorien ist o’ von der Groflenordnung
der durch die Planck Masse mp aus (1.6) gesetzten Skala, d.h. o/ oc mp?, und
insbesondere sind nichtverschwindende Massen von der Ordnung mg ~ mp (eine
genauere Diskussion der Proportionalitdt zwischen der String- und Planck-Skala
findet sich in [7]).

Es erweist sich als niitzlich, die Wirkung aus (1.4) in einer klassisch dquiva-
lenten Form anzugeben, in der sie quadratisch in den Ableitungen von X*(o,7)
ist. Dies geschieht durch die Einfithrung einer Metrik hg, (o, 7) auf der Weltflache,
und die entsprechende Wirkung wird als die Polyakov Wirkung bezeichnet:

1
Sp = / drdo/—hh™0, X" 0, X" 1, . (1.7)

4o/

Hierbei gibt h% die zu hy, inverse Metrik an, und h = det hy,. Die sich aus
(1.7) fiir die Metrik hg, ergebende Bewegungsgleichung lautet, dafl diese konform
dquivalent zur Metrik 9, X*0, X"1),, ist:

hab X &LX”&,X”UW ) (18)

setzt man dies zuriick in die Polyakov Wirkung ein, so ergibt sich die Nambu-Goto
Wirkung.

Zusétzlich zur Invarianz unter globalen Poincaré Transformationen und loka-
len Reparametrisierungen der Weltflache besitzt die Polyakov Wirkung noch eine
weitere lokale Symmetrie. So ist sie konform invariant, d.h. invariant unter sog.
Weyl-Reskalierungen der Weltflachenmetrik hgp:

5hab = A(O’, T)hab (19)
0XH*=0.

Die Wirkung aus (1.7) 148t sich leicht auf den Fall einer gekriimmten Raum-
Zeit verallgemeinern : dazu ersetzt man die Minkowski-Metrik 7, durch eine all-
gemeine Metrik g,,(X), und in dieser Form stellt die Wirkung ein nicht-lineares
Sigma-Modell dar. Die Wahl g¢,,, = 1, ist dann der erste Term einer Metrikent-
wicklung um einen flachen Hintergrund. Da das nicht-lineare Sigma-Modell nicht
mehr quadratisch in X* ist, wird durch es auch keine freie Theorie beschrieben.
Zusétzlich zu dieser Verallgemeinerung auf gekriimmte Raum-Zeit 148t sich zur
Polyakov Wirkung ein weiterer Term addieren, der von der Form ®yy und to-

pologisch invariant ist; ®, ist dabei ein freier Parameter, und x bezeichnet die
Eulerzahl von W':

x(W) = i /W V-hR® (1.10)

wobei R der Ricci Skalar der Weltfliche ist. Zusammen mit diesem Zusatz-
term stellt das nicht-lineare Sigma-Modell die fiir die wechselwirkende bosonische
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Stringtheorie relevante Wirkung dar. Der freie Parameter @, ist dabei der kon-
stante Vakuumerwartungswert eines masselosen Skalarfeldes ¢, welches im Spek-
trum jeder Stringtheorie enthalten ist und Dilaton genannt wird. Es stellt sich
heraus, dafl &, gemaf

gs = e*° (1.11)

die Grofle der Stringkopplungskonstanten gg angibt, welche ein Maf fiir die Starke
der in Abb. 1.2 dargestellten fundamentalen Wechselwirkung ist. Die Stringkopp-

~gS

Abbildung 1.2: Der fundamentale Vertex eines geschlossenen Strings.

lungskonstante gg ist ein dimensionsloser Parameter, in welchem die Storungs-
entwicklung wechselwirkender Strings angegeben wird (fiir kleine Werte von gg,
also gs < 1): so lassen sich mit Hilfe des fundamentalen Vertex aus Abb. 1.2 alle
moglichen Streuamplituden geschlossener Strings bilden. Dabei zeigt sich, daf die
Reihenentwicklung in Potenzen von gg dquivalent zur Summation iiber die mogli-
chen Topologien der Weltflache ist. Hierzu ist anzumerken, daf sich die Eulerzahl
aus (1.10) auch als

x(W)y=2-2g—r (1.12)

schreiben 1&8t, wobei g das sog. Genus (die Anzahl der Locher) von W bezeichnet,
und 7 die Anzahl der Réander von W angibt. Zur Veranschaulichung sind in Abb.
1.3 die ersten Terme der Storungsreihe fiir die Stringzweipunktfunktion angege-
ben, fiir die r = 2 gilt (gem. jeweils einem String als Anfangs- und Endzustand).

Abbildung 1.3: Storungsentwicklung der Stringzweipunktfunktion als Summe
iiber die Topologien der Weltflache.

Bisher wurde nur die bosonische Stringtheorie betrachtet: da diese jedoch kei-
ne Raum-Zeit Fermionen in ihrem masselosen Spektrum aufweist, und dariiber
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hinaus ein Teilchen mit negativem Massenquadrat (ein sog. Tachyon) beinhaltet,
stellt sie eine unrealistische Theorie dar. Die Probleme des bosonischen Strings
konnen dadurch gelost werden, indem man auf der Weltfliche Supersymmetrie
und damit Fermionen einfiihrt: die Weltflichen Fermionen x* gruppieren sich
dann mit den Bosonen zu Supermultipletts. Superkonforme Invarianz der Welt-
flachentheorie ergibt als Einschrinkung an die Dimension d der Raum-Zeit, in
welcher sich der String bewegt, dafl d < 10. Im folgenden werden die Stringtheo-
rien betrachtet, die in der kritischen Dimension d = 10 formuliert sind; in dieser
Dimension gibt es insgesamt vier konsistente geschlossene Stringtheorien: die Typ
ITA und Typ IIB Superstringtheorie, sowie den Fgx Eg bzw. SO(32) heterotischen
String.® Alle vier Theorien besitzen Raum-Zeit Supersymmetrie und beinhalten
kein Tachyon in ihrem Spektrum.

Die Typ II Superstringtheorien sind invariant unter 32 Superladungen und
beinhalten rechtslaufende und linkslaufende Weltflichen Fermionen y*. Dem-
gegeniiber sind die heterotischen Stringtheorien blofl invariant unter 16 Super-
ladungen mit entweder nur rechts- oder linkslaufenden Weltflichen Fermionen.
Fiir geschlossene Strings kénnen die Weltflichen Fermionen zwei unterschiedli-
che Randbedingungen erfiillen, und je nach Randbedingung nennt man sie zum
Ramond bzw. Neveu-Schwarz Sektor zugehorig:

(o) = {—H(“(a +27) Ramond (R),

(1.13)
—x"(0 +2m) Neveu-Schwarz (NS).

Fiir die Typ II Superstrings ergeben sich Raum-Zeit Bosonen und Fermionen als
das direkte Produkt von rechtslaufenden (r) mit linkslaufenden (1) Weltflichen
Fermionen aus den entsprechenden Sektoren.® So ergeben die Kombinationen
NS, ® NS; (NS-NS) und R, ® R; (R-R) Raum-Zeit Bosonen, wohingegen NS, ® R
und R,®NS, Raum-Zeit Fermionen liefern. Die heterotischen Stringtheorien besit-
zen nicht-abelsche Eichsymmetrien, und haben damit Vektorbosonen (zusammen
mit ihren Superpartnern, den Gauginos) in der adjungierten Dartellung der ent-
sprechenden Eichgruppe in ihrem Raum-Zeit Spektrum. Das Spektrum der mas-
selosen Raum-Zeit Bosonen aller vier Theorien ist in Tabelle 1.2 zusammengefaflt
(da sich aufgrund von Supersymmetrie die fermionischen Anteile einer Theorie
immer rekonstruieren lassen, werden in dieser Arbeit nur die bosonischen An-
teile untersucht). Dabei beinhaltet jede Theorie einen Skalar ¢ (das Dilaton),
ein antisymmetrisches Tensorfeld B,,, und ein symmetrisches Tensorfeld g, (das
Graviton). Dariiber hinaus bezeichnet A, einen Vektor, C,, ist eine 3-Form
(d.h. vollsténdig antisymmetrisch in allen 3 Indizes) und Dj,,, ist eine 4-Form
mit selbstdualer Feldstédrke. Die Typ II Theorien enthalten als Superpartner des
Gravitons zwei Gravitinos 1, die in der Typ IIA Theorie entgegengesetzte und
in der Typ IIB Theorie gleiche Chiralitét besitzen: entsprechend spricht man von
einer nicht-chiralen (Typ IIA) bzw. chiralen (Typ I1IB) Theorie.

Es gibt noch eine fiinfte konsistente Theorie, die sog. Typ I SO(32) Stringtheorie, welche
aber eine Theorie offener Strings ist.

SWeltflichen Bosonen erfiillen periodische Randbedingungen und tragen nicht zum Raum-
Zeit Spektrum bei.
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Stringtheorie | Anzahl der Q’s | masseloses bosonisches Spektrum
NS-NS vy Buw, @
ITA 32 B2 R
R-R A, wap
NS-NS Gy, B, &
I1B 32 b
R-R 1,B:,, D}
Heterotisch 16 Guvs By, @
FEs x Eg A} in der Adjungierten von Fg X Eg
Heterotisch 16 Guvs By, @
SO(32) A¢ in der Adjungierten von SO(32)

Tabelle 1.2: Die Spektren der masselosen bosonischen Zustédnde der vier konsi-
stenten Theorien geschlossener Strings in d = 10.

Neben den in Tabelle 1.2 dargestellten masselosen Spektren enthélt jede String-
theorie unendlich viele massive Anregungen: diese sind in Einheiten der fiir Strings
charakteristischen Masse quantisiert, welche durch die Planck Masse mp aus (1.6)
gegeben ist. Im Vergleich zu den experimentell zur Verfiigung stehenden Energien
ist mp aber so grof}, dafl die massiven Moden nur in virtuellen Zustanden auftre-
ten. Zur Beschreibung von Stringtheorien bei niedrigen Energien stellt sich ein
Zugang als besonders fruchtbar heraus, der durch die sog. Niederenergie effektive
Wirkung gegeben ist, welche nur von den masselosen Feldern abhéngt: die mas-
siven Zustédnde sind ,ausintegriert”, wobei der Austausch von massiven Moden
durch eine effektive Wechselwirkung der masselosen Moden ersetzt [12] wird. Die
Niederenergie effektive Wirkung kann dabei mit Hilfe der Forderung konstruiert
werden, daf} ihre klassischen Streuamplituden die String S-Matrix Elemente fiir
Energien p < mp reproduzieren [13,14]. Dazu berechnet man zunéchst die String
S-Matrix Elemente als Entwicklung in der Kopplungskonstanten gg; anschlieBend
wird die Niederenergie effektive Wirkung als Funktion nur der masselosen Felder
derart in Potenzen von p?o’ konstruiert, dafl ihre S-Matrix fiir p?o’ < 1 die String
S-Matrix ergibt. Auf diese Weise ergibt sich die Niederenergie effektive Wirkung
als Reihenentwicklung sowohl in der Stringkopplungskonstanten gg als auch in
p?c’. Letzteres entspricht einer Entwicklung in Raum-Zeit Ableitungen, und fiir
niedrige Energien geniigt iiblicherweise die Betrachtung nur der ersten beiden
Terme: dabei bezeichnet man den (p*a/ )O—Term als effektives Potential, und der
(p*a’)'-Beitrag beinhaltet die kinetischen Terme fiir die masselosen Felder.

Fiir die zehndimensionalen geschlossenen Stringtheorien stellt sich heraus,
dafl ihre Niederenergie effektiven Wirkungen durch die Typ ITA bzw. Typ IIB
Supergravitation (den beiden Typ II Superstringtheorien entsprechend), sowie
der an eine SO(32) bzw. Eg x Eg Super-Yang-Mills Theorie gekoppelten zehn-
dimensionalen Supergravitation mit 16 Superladungen (den beiden heterotischen
Stringtheorien entsprechend) gegeben sind.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.3 Aufbau und Gliederung der Arbeit

In dieser Arbeit werden die Kompaktifizierungen der zehndimensionalen Typ 1IB
Supergravitation, als die Niederenergie effektive Wirkung der Typ IIB Superstring
Theorie, auf einer Calabi-Yau 3-faltigkeit C'Y5 und Calabi-Yau 4-faltigkeit C'Y, im
Limes groBlen Volumens untersucht. Dazu ist in Kapitel 2 zunéchst die Typ 1IB
Supergravitation in d = 10 vorgestellt: neben der Darstellung des Feldinhaltes und
der Symmetrieeigenschaften wird insbesondere auf die Priasenz der 4-Form mit
selbstdualer Feldstérke im Spektrum eingegangen, was in [23] zur Formulierung
einer nicht-selbstdualen Wirkung (der NSD-Wirkung) gefiihrt hat. Aus ihr lassen
sich nach Implementierung der Selbstdualitétsbedingung auf der Ebene der Euler-
Lagrange Gleichungen die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen herleiten.

Kapitel 3 stellt das Grundkonzept von Kompaktifizierungen vor, mit deren
Hilfe sich aus einer in einem hoherdimensionalen Raum formulierten Theorie ei-
ne entsprechend niederdimensionalere Theorie ergibt. Dabei ist der Hauptfokus
auf die in dieser Arbeit betrachteten Calabi-Yau Kompaktifizierungen gerichtet,
und die in diesem Zusammenhang besonders wichtigen Metrik-Moduli werden in
einem eigenen Abschnitt gesondert behandelt.

In Kapitel 4 wird die Kompaktifizierung der zehndimensionalen Typ IIB Su-
pergravitation auf einer generischen Calabi-Yau 3-faltigkeit mit SU(3)-Holonomie
betrachtet. Zu diesem Zweck wird als erstes die N = 2 Supergravitation in d = 4
zusammen mit den relevanten masselosen Supermultipletts erlautert, und an-
schlieBend auf C'Y3-spezifische Eigenschaften eingegangen, welche in den darauf-
folgenden Abschnitten immer wieder benutzt werden. Nach Analyse des sich in
d = 4 ergebenden Spektrums werden im folgenden Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit
eindeutiger komplexer Struktur, d.h. A1) = 0, untersucht. Der Fall A3V =£ 0 ist
schon zuvor in der Literatur [15-19] behandelt worden, und gibt die Kopplungen
der entsprechenden Vektormultipletts an. Noch nicht bekannt waren hingegen
die allgemeinen Kopplungen der A1) Tensormultipletts und des Doppel-Tensor
Multipletts, die an dieser Stelle fiir beliebige Wahl von AV hergeleitet werden,
und in [20] veroffentlicht worden sind. Dabei wird die zehndimensionale NSD-
Wirkung ohne Benutzung der Selbstdualitatsbedingung kompaktifiziert, was eine
NSD-Wirkung fiir Typ IIB in d = 4 ergibt. Setzt man in den Euler-Lagrange
Gleichungen die kompaktifizierte Selbstdualitdtsbedingung ein, so miissen sich
die richtigen vierdimensionalen Bewegungsgleichungen ergeben: dies wird fiir den
Fall der antisymmetrischen Tensorfelder im Limes | = 0, ¢ = const. und g, = 7,
dazu benutzt, die richtige vierdimensionale NSD-Wirkung anzugeben. Anschlie-
Bend werden die antisymmetrischen Tensorfelder zu Skalaren dualisiert, und die
Lagrange-Dichte in dieser dualen Feldbasis angegeben: in dieser Form konnte die
Lagrange-Dichte in [20] auf diejenige der auf der Mirrormannigfaltigkeit kom-
paktifizierten Typ ITA Theorie abgebildet werden. Schliefilich werden noch die
Symmetrieeigenschaften der Wirkung in beiden Feldbasen untersucht.

Im darauffolgenden Kapitel werden Kompaktifizierungen der zehndimensiona-
len NSD-Wirkung auf Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit SU(4)-Holonomie betrach-
tet, was eine entsprechende NSD-Wirkung in d = 2 ergibt. Nach Erérterung von
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N = (4,0) Supergravitation in d = 2, Zusammenstellung der C'Y;-Charakteristika
sowie Spektrumsanalyse wird diese Wirkung hergeleitet und gezeigt, dafl die
sich aus ihr ergebenden Euler-Lagrange Gleichungen fiir die antisymmetrischen
Tensorfelder im Limes [ = 0, ¢ = const. und g¢,, = 7,, nach Implementie-
rung der Selbstdualitdtsbedingung mit den kompaktifizierten Bewegungsgleichun-
gen iibereinstimmen. AnschlieBend wird der Fall A(*0) = pO4 = p0D = 1
h(22) = p31 = 0 genauer untersucht, der auf ein Gravitationsmultiplett sowie
ein chirales Materiemultiplett fiihrt.

Das letzte Kapitel schliellich befafit sich mit der K3 x K 3-Kompaktifizierung
der Niederenergie effektiven Wirkung des zehndimensionalen heterotischen Strings.
Dazu wird in zwei Schritten vorgegangen, und nach einer ersten (im Anhang
F' durchgefiihrten) K3-Kompaktifizierung zu sechs Raum-Zeit Dimensionen eine
weitere K 3-Kompaktifizierung vorgenommen: dies ergibt, wie schon Typ IIB auf
CY,, eine zweidimensionale Theorie mit N = (4,0) Supersymmetrie. Es wird
insbesondere untersucht, welcher der nicht-chiralen Skalare zusammen mit der
zweidimensionalen Metrik das Gravitationsmultiplett bildet, was in Kapitel 5
aufgrund der in d = 2 nicht moglichen Weyl-Reskalierung problematisch war; die
insgesamt in Kapitel 5 und 6 vorgestellten Ergebnisse sind in [21] zur Veroffent-
lichung vorgesehen.

Der Anhang enthélt neben einem allgemeinen Teil {iber die den Calabi-Yau
Mannigfaltigkeiten zugrunde liegenden mathematischen Konzepte noch Detail-
rechnungen zu den einzelnen Kapiteln.
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Kapitel 2

Typ IIB Supergravitation in
d = 10

Die zehndimensionale IIB Superstring Theorie ergibt in ihrem Niederenergie Li-
mes eine zehndimensionale chirale Supergravitation mit N = (2,0) Supersym-
metrie - die sog. Typ IIB Supergravitation [24]. Die bosonischen masselosen Fel-
der in dieser Theorie sind dabei das durch die Metrik beschriebene Graviton
gun (M, N =0,...,9), ein Dublett antisymmetrischer Tensoren Bl (I =1,2),
zwei reelle Skalarfelder ¢, und eine 4-Form Djsnpg mit selbst-dualer Feldstarke.
gun, Bisy und ¢ kommen aus dem NS-NS Sektor, wohingegen B3y, [ und Dy po
aus dem R-R Sektor stammen; ¢ ist das zehndimensionale Dilaton der Typ IIB
Stringtheorie, und [ wird auch Azion genannt.

Es ist bekannt, dafl sich die Bewegungsgleichungen der zehndimensionalen
Typ IIB Supergravitation nicht aus einer manifest kovarianten Wirkung herlei-
ten lassen.! Das Problem in der Konstruktion einer kovarianten Niederenergie
effektiven Wirkung fiir die oben aufgefiihrten masselosen Felder ist dabei die
Bewegungsgleichung fiir die 4-Form D: diese besagt, dafl die zugehorige 5-Form
Feldstéarke F' selbstdual ist, F' = xF'. Das fiihrt zum Verschwinden des iiblichen
kinetischen Terms [ d"z (Fynpo r)?, welcher sowohl den selbstdualen als auch
den anti-selbstdualen Anteil von F' beschreibt [24]. In [25] wurde gezeigt, daf
wenn iiberall in den Bewegungsgleichungen F' zu Null gesetzt wird, man diese
eingeschrinkten Bewegungsgleichungen aus einer Wirkung ableiten kann, indem
man nach allen Feldern bis auf D variiert.

In [23] schlieBlich ist es gelungen, eine nichi-selbstduale (NSD-) Wirkung an-
zugeben, in der sowohl F' als auch xF' vorkommen. In dieser kovarianten NSD-
Wirkung wird F' als nicht selbstdual angenommen; sie hat aber die Eigenschaft,
dal bei Einsetzen der Selbstdualititsbedingung in den aus ihr resultierenden
Bewegungsgleichungen man die Bewegungsgleichungen der Typ IIB Supergra-
vitation erhélt. Der grofle Vorteil der NSD-Wirkung besteht darin, dafl man sie
zur Kompaktifizierung benutzen kann, um die richtigen Bewegungsgleichungen

Tn [22] wird eine kovariante Wirkung angegeben, die aber nicht global definiert ist; daher
soll im folgenden zur Kompaktifizierung der Typ IIB Supergravitation die NSD-Wirkung (2.1)
aus [23] benutzt werden.

13
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der kompaktifizierten Typ IIB Supergravitation zu erhalten. Somit 148t sich die
Kompalktifizierung der zehndimensionalen Bewegungsgleichungen vermeiden, was
ungleich aufwendiger wére.

Diese NSD-Wirkung ist in der Einsteinbasis nun wie folgt definiert:

1 1 3
S = —5 /dlol' V _g(10) (Rlo - ZTT(@M@M_I) + ZHIM[JHJ
5 1
+ = F? —|—761J,D/\HI/\HJ>, (2.1)
6 96 —g(lo)
wobei Rqo der zehndimensionale Ricci Skalar ist, und die anderen Grofien durch
- 1 |A|2 —Re\ _ Pg—t
M]J = m(_Re)\ 1 ), )\:l"—le s
I _ I 1 I I I
Hynp = OmByp = 3 (OmByp + OnBpy + 0pByy) (2.2)
3
Fynpgr = OmDnpor + 1 €IJB[IJ\/1N8PB&§R]

gegeben sind.

In (2.1) sind zur abkiirzenden Schreibweise die Raum-Zeit Indizes nicht expli-
zit ausgeschrieben; so sind alle Terme mit der zehndimensionalen Metrik kontra-
hiert, bis auf den topologischen Term D A H! A H”: dieser ist mit dem zehndi-
mensionalen e-Tensor geméfl

DAH'ANH? = MNPRRSTUVWD b0 Hbgon Hirrwy (2.3)

kontrahiert. Fiir den e-Tensor €y, der sich nicht auf Raum-Zeit Indizes bezieht,
wird zudem €5 = +1 gewihlt.?

Wie schon erwéhnt, erhdlt man die Bewegungsgleichungen der zehndimen-
sionalen Typ IIB Supergravitation nun als die Euler-Lagrange Gleichungen der
Wirkung (2.1), wenn in ihnen zusétzlich die Selbstdualitétsbedingung

1
Funpgr = —=—== exnrorsruovw >V (2.4)
51y/—g(10)
eingesetzt wird.
Fiir spétere Zwecke ist es noch niitzlich, die Wirkung (2.1) in einen 4-Form
unabhéngigen und einen 4-Form abhéngigen Teil aufzuspalten:

S = Sl + 82 = /dlox (gl -+ $2> y (25)
wobei
1 1 3

S, = —§/d10x /=g (Rm — ZTr(aMaj\rl) + ZHIMUHJ> :

S 1 le (10) ) 2 1 I J (26)
=_= g0 (22 o D/\H/\H).
2 2/ z g <6 + 96+/—g 10 €rJ

2Fiir €75 (I,J = 1,2) mit €12 = —ea; = +1 soll im Ggs. zu den e-Tensoren mit Raum-Zeit

Indizes e;; = €!7 gelten.
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Die Wirkung &; 1488t sich auch explizit schreiben als

1 1
S1=—3 / Az /g0 (Rlo + §[€2¢(3Ml)2 + (0n9)’]

(2.7)
3
+ SN (HY) - 2AH H + (H)T])
wobei H'H’ = H}, ypH’ MNP,
Die Wirkung (2.1) besitzt eine Reihe von Symmetrien. So ist sie zunéchst
einmal invariant unter Eichtransformationen (mit Parametern ¥ ypg) des 4-Form

Feldes D

0Dunrg = OmENPQ) (2.8)

worunter die anderen Felder nicht transformieren.
Zum zweiten gibt es die Eichtransformationen (mit Parametern 24;) der bei-
den antisymmetrischen Tensoren B’

6By = Oy - (2.9)
Damit F' darunter invariant ist, sicht man aus (2.2), daff die 4-Form D wie

3
5DMNPQ = _ZGIJQ[IMH}\]/PQ] (2.10)

transformiert.

SchlieBlich ist die Wirkung (2.1) auBlerdem noch manifest invariant unter glo-
balen SL(2,R)-Transformationen (mit Transformationsmatrix A € SL(2,R)),
unter denen

(2.11)
M M = AT MAT.

Die Metrik in der Einsteinbasis und die 4-Form D sind SL(2, R)-invariant. Wenn

die SL(2, R)-Matrix A durch

AZ(ZZ (Cl), ad —bc=1, a,bc,deR (2.12)

gegeben ist, so berechnet sich aus dem Transformationsverhalten von M das von
ReA und ImA zu

1" = (ac|\)? + (ad + be)l + bd)

2.13
e? > e? = |eh + df*e?, (2.13)
und fiir A = [ +ie~? ergibt sich
A+0b
Ao N = AT (2.14)

cA+d
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Diese Transformationen besitzen zwei Erzeugende, die durch

A=A+l AH—i (2.15)
gegeben sind.

Die SL(2,R)-Symmetrie der Typ IIB Supergravitation hat zu der Vermu-
tung gefiihrt, dal eine SL(2,Z)-Untergruppe von SL(2,R) eine Symmetrie der
vollen Typ IIB Stringtheorie ist [26]. Aufgrund von Ladungsquantisierung ist da-
bei SL(2,7) (bei der die Matrixeintrige a,b,c und d aus (2.12) Elemente von
Z, anstelle von R sind) die groBtmogliche Untergruppe von SL(2,R), die eine
Symmetrie der gesamten Typ IIB Stringtheorie sein kann. Fiir den Fall der Rich-
tigkeit obiger Vermutung beachte man, da die Erzeugende A — —+ aus (2.15)

by
insbesondere die Transformation
e? e ? (2.16)

beinhaltet, unter der nach (1.11) die Stringkopplungskonstante gg invertiert wird:
Bereiche starker Kopplung werden auf Bereiche schwacher Kopplung abgebildet
und umgekehrt. In diesem Sinne nennt man die Typ IIB Stringtheorie auch selbst-
dual® Da ein stérungstheoretischer Zugang zur Stringtheorie nur fiir den Bereich
schwacher Kopplung (d.h. mit kleinem Wert von gg) definiert ist, 1&8t sich die ver-
mutete SL(2,Z)-Symmetrie nicht Ordnung fiir Ordnung in der Stringstorungs-
theorie nachpriifen, und stellt insofern eine nicht-perturbative Symmetrie dar.
In [8] wird allerdings erldutert, wie sich dennoch nichttriviale Evidenz fiir diese
Symmetrie finden 1&8t.

SBine Stringdualitit ist durch eine Aquivalenzabbildung zwischen zwei verschiedenen
Stringtheorien gegeben, wobei i.A. der Bereich schwacher Kopplung der einen Theorie auf den
Bereich starker Kopplung der anderen Theorie abgebildet wird und umgekehrt.



Kapitel 3

Kompaktifizierungen

3.1 Kaluza-Klein Theorie

Unter Kompaktifizierung wird in dieser Arbeit der in Kaluza-Klein Theorien ent-
haltene Grenzfall der dimensionalen Reduktion verstanden, in dem nur masse-
lose Felder beriicksichtigt werden. Dabei werden in Kaluza-Klein Theorien Ent-
wicklungen von d-dimensionalen Gravitationstheorien um klassische Losungen
betrachtet, welche nicht maximal symmetrisch sind (die folgende Darstellung ori-
entiert sich eng an [27]). Es wird also angenommen, daf§ der Grundzustand von
d-dimensionaler Allgemeiner Relativitétstheorie nicht durch den d-dimensionalen
Minkowski Raum My, sondern durch einen Produktraum der Form

Md = Md/ X ded’ (31)

gegeben ist. Dabei bezeichnet My den d’-dimensionalen Minkowski Raum (d' <
d), und K4 ist eine (interne) kompakte Mannigfaltigkeit der reellen Dimension
d—d.

Den Ausgangspunkt einer Kaluza-Klein Theorie bildet das Graviton gy
(M,N = 1,...,d) zusammen mit einer gewissen Anzahl von Materiefeldern
(die hier kollektiv als ® bezeichnet werden) in einer d-dimensionalen Raum-
Zeit mit Lorentzsignatur (—,+,+,...). Anschlieend sucht man nach Grund-
zustandslosungen der Feldgleichungen fiir gy;n und ®, wobei fiir gy n gem. (3.1)
der Produktansatz

puxto) = (20 ) (32

gab(xv y)
gemacht wird.! In (3.2) sind z* (u = 0,1,...,d' — 1) die Koordinaten einer d'-
dimensionalen Raum-Zeit mit Lorentzsignatur, wohingegen y* (a = 1,...,d —d')

die reellen Koordinaten einer d — d’-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit
K4_@ mit euklidischer Signatur (+, ..., +) bezeichnen.

'In einer allgemeinen Kaluza-Klein Theorie sind die nebendiagonalen Eintriige der Matrix
aus (3.2) nicht Null, sondern durch die Felder g, bzw. gq, gegeben; bei den in vorliegender
Arbeit untersuchten Kompaktifizierungen liefern diese Felder jedoch keinen Beitrag, und sind
daher von vornherein zu Null gesetzt.

17
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Bei den hier betrachteten Kompaktifizierungen von Stringtheorien stellt Weyl-
Invarianz auf der Weltfldche (zu niedrigster Ordnung in der entsprechenden Kopp-
lungskonstanten) die Konsistenzbedingung an die interne kompakte Mannigfal-
tigkeit, dafl diese Ricci-flach sein muf [1-3]. Des weiteren schriankt die Forderung
nach erhaltenen Superladungen die Holonomiegruppe von K;_ 4 ein: man fin-
det [1], daB Teile der urspriinglich vorhandenen Supersymmetrie bei der Kompak-
tifizierung erhalten bleiben, wenn KCy_4 als Calabi- Yau Mannigfaltigkeit gewéhlt
wird. Dabei ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit C'Y,, per Definition A.7.1 eine
kompakte Kéhler n-faltigkeit, deren erste Chern-Klasse verschwindet (eine de-
taillierte Erkldrung der in dieser Definition verwendeten Begriffe ist in Anhang A
gegeben). Im folgenden werden also nur solche (komplex) n-dimensionalen Calabi-
Yau Mannigfaltigkeiten C'Y,, als interne kompakte Mannigfaltigkeit betrachtet.

Zur Bestimmung des Spektrums der sich bei Kompaktifizierung in d’ Raum-
Zeit Dimensionen ergebenden Theorie betrachtet man kleine Fluktuationen der
d-dimensionalen Felder um ihre Grundzustéande,

IgMN = 9241\/ +ogmn

3.3
¢ ="+ 60, (3:3)

setzt diese in die Bewegungsgleichungen ein, und behélt alle in den Fluktuatio-
nen linearen Terme. Da ('Y, insbesondere kompakt ist, lassen sich diese Terme
(der Einfachheit halber kollektiv als () bezeichnet, wobei (I) den jeweiligen
Tensorcharakter indiziert) in harmonische Elgenfunktlonen Y (y) des (reell) 2n-
dimensionalen Laplace Operators auf C'Y,, entwickeln:

D (2, y) Z@f (@)Y (y (3.4)

Auf diese Weise erhilt man eine endliche Anzahl masseloser Zusténde @Dél) (x)
als Koeffizienten der Nullmoden Y(OI) (y) des Laplace Operators auf CY,,, sowie
eine unendliche Anzahl massiver Zustdnde, deren Massen in Einheiten einer fiir
CY,, charakteristischen Massenskala m o« R™! (wobei R die ,Gréfie* von CY,,
angibt) quantisiert sind. Wenn diese Massenskala geniigend grof ist, so ergibt
sich als niederenergetische Approximation eine d’-dimensionale Theorie nur der
masselosen Zustinde, und das beschriebene Verfahren wird in dem Fall auch
dimensionale Reduktion genannt.

Je nach der durch (/) indizierten Tensorstruktur von Y((})(y) siecht man, daf
die Nullmoden gerade durch die Entwicklung in entsprechende harmonische Dif-
ferentialformen vom Grad (p,q) auf CY,, gegeben sind. Die Anzahl unabhéngi-
ger harmonischer (p, ¢)-Formen entspricht auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten der
Hodgezahl h»9 und insofern ist das d’-dimensionale masselose Spektrum von den
Kohomologiegruppen der betrachteten Mannigfaltigkeit abhéngig (s. Anhang A).

Die durch oben beschriebenes Verfahren gewonnenen masselosen Zustédnde
bezeichnet man auch als Moduli, und auf ihre physikalische Relevanz wird im
néchsten Abschnitt noch einmal kurz eingegangen. AnschlieSend wird der Fall
der Metrik-Moduli genauer untersucht, da diese fiir den Rest der Arbeit eine
zentrale Rolle spielen.
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3.2 Moduli

Die bei den Kompaktifizierungen als interne Mannigfaltigkeiten auftretenden
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten gehoren typischerweise einer kontinuierlichen Fa-
milie von Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten an: die auf ihnen betrachteten Hinter-
grundfelder konnen derart stetig deformiert werden, dafl sich die Calabi-Yau Be-
dingung und die Energie des Hintergrunds nicht &ndern. Die sog. Moduli parame-
trisieren dabei den Ubergang eines Hintergrunds in einen benachbarten gleicher
Energie, und man definiert [28]:

Definition 3.2.1. Der Moduli Raum ist der Raum, welcher durch die erlaubten
Deformationen eines auf der internen Mannigfaltigkeit gegebenen Hintergrunds
parametrisiert wird.

So ist z.B. die Reskalierung der Metrik mit einer Konstanten immer erlaubt,
da die Bedingung der Ricci-Flachheit erhalten bleibt.

In der Niederenergie effektiven Wirkung, die die Streuamplituden der masse-
losen Moden im Limes unendlicher String Spannung reproduziert, treten die Mo-
duli als masselose neutrale Skalarfelder auf, deren Vakuumerwartungswert nicht
von den Bewegungsgleichungen festgelegt wird: sie parametrisieren daher flache
Richtungen des skalaren Potentials.

3.2.1 Metrik-Moduli

Im folgenden werden die Moduli untersucht, welche von erlaubten Metrik-Deforma-
tionen auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten herrithren [29-31]. Aufgrund des Theo-

rems von Calabi und Yau aus Abschnitt A.7 &8t sich der Parameterraum einer

Calabi-Yau Mannigfaltigkeit M dabei als der Parameterraum von Ricci-flachen

Metriken auf M auffassen.? Fiir eine gegebene Ricci-flache Hintergrund-Metrik,

Rap(g°) = 0, werden also diejenigen infinitesimalen Metrik-Deformationen dg ge-

sucht, fiir die g° + d¢ ebenfalls Ricci-flach ist:

Rav(9” +69) = 0. (3.5)

Linearisierung von (3.5) fithrt dazu, da§ d¢g in der Eichung V*dg,, = 0 die sog.
Lichnerowicz Gleichung erfillt:

ALSgar = VE Vg + 2R, "0gea = 0. (3.6)

Mit den im Anhang A zusammengestellten Eigenschaften von Ké&hler Mannig-
faltigkeiten 148t sich zunéchst feststellen [31], dafi in komplexen Koordinaten
der Lichnerowicz Operator A die Moden mit verschiedener Indexstruktur nicht
mischt, d.h. dg;;, 0g;; und dg;; miissen (3.6) separat erfiillen.

In [32] wird gezeigt, daB die erste Chern Klasse c¢1(M) invariant unter stetigen Deforma-
tionen der Metrik, g — ¢ + dg, ist. Insbesondere bleibt also die Eigenschaft ¢;(M) = 0 fiir
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten unter Metrik-Deformationen erhalten.
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Aus den Metrik-Deformationen mit gemischten Indizes ldsst sich eine reelle
(1,1)-Form gemés8

k =i0g;;d&" A dE7 (3.7)
bilden. Es gilt, dal d¢;; genau dann (3.6) erfiillt, wenn k& harmonisch ist:
Agk = (dd' +d'd)k = 0. (3.8)
D.h., daB sich & in harmonische (1, 1)-Formen entwickeln l&sst:

h(1,1)

69,7 = Z SMA(x (3.9)

wobei V4 eine geeignete Basis von H:Y (M) ist:
VA=VAdENdE [ A=1,... h0Y. (3.10)

Aufgrund von (A.21) sieht man, dafl k gerade der Deformation der Kéahler Form
J entspricht, und die hY) reellen Moduli M4 (x) nennt man die Kdihler Moduli.

Bei der Untersuchung der Metrik-Deformationen mit gleichen Indizes geniigt
die Betrachtung von dg;;, da dg¢;; und dg;; auseinander durch komplexe Konjuga-
tion hervorgehen. Aus dg;; 1aBt sich nun eine (0, 1)-Form mit einem holomorphen
Vektor-Index? bilden:

5g" = g""0gyd&’ . (3.11)
Man kann zeigen, daf §g;; genau dann (3.6) erfiillt, wenn §g° 9-harmonisch ist:
A50g° = (001 + 070)6g" = 0. (3.12)

Auf einer Calabi-Yau n-faltigkeit gilt nun (unter Verwendung der eindeutigen
(n,0)-Form Q), da8 die (0,1)-Formen mit holomorphem Vektor-Index zu den
(n — 1,1)-Formen &quivalente Objekte darstellen. Im konkreten Beispiel einer
Calabi-Yau 3-faltigkeit CY3 ist dieser Zusammenhang dabei fiir eine (2, 1)-Form
o,

¢ = RdET A dET A dEF (3.13)

21]

durch
o' = 100k, el (3.14)

gegeben. Dabei gilt auBerdem, dafl ® genau dann d-harmonisch ist, wenn ®' 0-
harmonisch ist. Damit ist auf C'Y3 die Deformation dg; also genau dann eine
Losung der Lichnerowicz Gleichung (3.6), wenn sie sich geméaf

h(21)

8gi7 = Zaza )b (y (3.15)

3D.h., daB die (0, 1)-Form ihre Werte im holomorphen Tangentialbiindel T annimmt.
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entwickeln 148t, wobei die b5, durch Kontraktion der antiholomorphen (0, 3)-Form
Q mit den Basiselementen ®* von H®Y(CY3) gebildet werden [17]:

by = o Qzlkq)zo;cj ; ||Q||2_lQiijijk. (3.16)

12ll® -8

Bei der offensichtlichen Verallgemeinerung auf den C'Y,-Fall fiir n > 2 lauft der
Summationsindex « aus (3.15) dann bis h"~11 | & bezeichnet die Basiselemente
von H™=1D(CY,), und die Kontraktion in (3.16) erfolgt mit der antiholomorphen
(0,n)-Form €, wobei dann [|Q]|* = 2,5, Q" Insbesondere gilt in der verall-
gemeinerten Version von (3.16) fir CY,, mit n > 2 also [33,34]: die Existenz der
holomorphen n-Form 2 erlaubt eine eineindeutige Abbildung zwischen symme-
trischen harmonischen (0, 2)-Tensoren (bzw. (2,0)-Tensoren) und harmonischen
(n — 1,1)-Formen; da H?9(CY,,) = H®?(CY,) = 0 fiir n > 2 gilt, gibt es keine
antisymmetrischen (2,0)- bzw. (0, 2)-Formen, und ein durch die verallgemeinerte
Fassung von (3.16) gebildeter harmonischer (0, 2)-Tensor ist automatisch symme-
trisch.

Die Entwicklungsparameter Z*(x) aus (3.15) sind komplex. Sie werden als
komplexe-Struktur Moduli bezeichnet, da sie die Deformationen der komplexen
Struktur auf CY,, parametrisieren; dies lifit sich wie folgt sehen [35]: die Metrik-
deformationen mit gleichen Indizes ergeben eine Metrik ¢° + dg, die nicht linger
hermitesch ist. Allerdings lasst sich eine Koordinatentransformation in ein anderes
Koordinatensystem finden, beziiglich welchem die Metrik wieder hermitesch ist
und nur Komponenten mit gemischten Indizes besitzt. Diese Koordinatentrans-
formation kann allerdings nicht holomorph sein, da sie sonst die Indexstruktur
eines Tensors nicht dndern wiirde: somit ist ¢° 4+ d¢ also hermitesch bzgl. einer
anderen komplexen Struktur auf CY,, - einem neuen Satz von komplexen Koor-
dinaten, welche nicht holomorph von den urspriinglichen Koordinaten abhéngen.
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Kapitel 4

Typ IIB auf C'Y;

In diesem Kapitel wird die zehndimensionale Niederenergie effektive Typ IIB
Stringtheorie auf einer generischen! Calabi-Yau 3-faltigkeit C'Y3 kompaktifiziert.
Eine solche (reell) sechsdimensionale C'Y3 bricht 3/4 der in d = 10 vorhande-
nen Supersymmetrie, so daf§ die resultierende vierdimensionale Theorie N = 2
Supersymmetrie besitzt, und im ersten Abschnitt werden relevante Aspekte von
N = 2 Supergravitation in d = 4 kurz dargelegt. Ausgangspunkt fiir die Kom-
paktifizierung ist die im letzten Kapitel vorgestellte nicht-selbstduale Wirkung
fiir Typ IIB Supergravitation in d = 10 [23]. Zunéchst sollen jedoch einige wich-
tige Eigenschaften von Calabi-Yau 3-faltigkeiten zusammengestellt werden, die
im weiteren Verlauf dieses Kapitels immer wieder benotigt werden. Anschliefend
wird das Spektrum untersucht, welches sich in d = 4 ergibt. Schliellich wird im
Limes grofien Volumens und fiir A>Y = 0 die Wirkung fiir die kompaktifizierte
vierdimensionale Typ IIB Theorie hergeleitet, und deren Symmetrieeigenschaften
werden dargestellt; Detailrechnungen sind dabei im Anhang zusammengestellt.

4.1 N =2 Supergravitation in d =4

Im Fall von N = 2 erweiterter Supersymmetrie gibt es zwei Generatoren
(¢ = 1,2) von Supersymmetrietransformationen. Geméf Tabelle 1.1 besitzt in
vier Raum-Zeit Dimensionen jeder der beiden Generatoren vier unabhéngige Spi-
norkomponenten, so daf§ insgesamt acht fermionische Superladungen vorhanden
sind. Dabei lassen sich je zwei Komponenten eines Q° zu Weyl-Spinoren Q' und
Q% (a, & = 1,2) unterschiedlicher Chiralitiit zusammenfassen. Diese erfiillen die
durch

{Q,, Qﬁj} = QUZBPM},
(QL, QY =capc’Z . {QF, Q)} = e¥ey 7, (4.1)
[Py, QL] =[Py, Qail =[P, P,] =0

ID.h., daf8 die Holonomiegruppe SU (3) ist, und nicht eine echte Untergruppe davon.
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gegebene Supersymmetrie-Algebra [11], wobei P, den Impuls-Vierervektor be-
zeichnet, € der zweidimensionale vollstéindig antisymmetrische Tensor ist, und
ot = (—1,0%, 0% 0%) die Pauli-Matrizen sind. Den Generator Z bezeichnet man
als zentrale Ladung der Algebra, da er mit allen anderen Generatoren vertauscht.

Es lassen sich in d = 4 sechs masselose N = 2 Supermultipletts finden, die on-
shell (d.h. unter Verwendung der Bewegungsgleichungen) jeweils vier bosonische
und fermionische Freiheitsgrade besitzen, und in Tab. 4.1 zusammengefafit sind:
so gibt es ein Gravitationsmultiplett, welches neben dem Spin-2 Graviton g,,
noch zwei Spin-3/2 Gravitinos 1/, ., und ein Spin-1 Graviphoton +, enthélt. Das
Vektormultiplett [36] besteht aus einem Vektor v, zwei Weyl-Fermionen X!, (den
Gauginos) und einem komplexen Skalar z. Das Hypermultiplett [37] beinhaltet
zwei Weyl-Fermionen x?, und vier reelle Skalare ¢”. Das Vektor-Tensor Multi-
plett [38,39] setzt sich aus einem antisymmetrischen Tensor B, , einem Vektor,
zwei Weyl-Fermionen sowie einem reellen Skalar zusammen. Das Tensormulti-
plett [40] enthélt einen antisymmetrischen Tensor, zwei Weyl-Fermionen und drei
reelle Skalare. Der Feldinhalt des Doppel-Tensor Multipletts schlieflich ist durch
zwei antisymmetrische Tensoren B/fw, zwei Weyl-Fermionen und zwei reelle Ska-
lare gegeben: fiir dieses Multiplett ist bisher noch keine off-shell Darstellung ge-
funden worden (eine ausfiihrliche Diskussion des Doppel-Tensor Multipletts und
der Problematik einer off-shell Realisierung findet sich in [41]).

Gravitationsmultiplett (s V2> V)
Vektormultiplett (v, AL, 2)
Hypermultiplett (x4 47)

Vektor-Tensor Multiplett | (B, vy, X4, 1)
Tensormultiplett (B, Xé, ¢, 1)
Doppel-Tensor Multiplett | (B}, x40, 1')

Tabelle 4.1: Multipletts von N = 2 Supergravitation in d = 4.

N = 2 Supergravitation schrinkt die moglichen Wechselwirkungen der in Tab.
4.1 aufgefithrten Multipletts stark ein. So sind z.B. die komplexen Skalare z der
Vektormultipletts Koordinaten einer speziellen Kiahlermannigfaltigkeit My, [15],
wohingegen die reellen Skalare ¢ der Hypermultipletts Koordinaten einer qua-
ternionischen Mannigfaltigkeit My [42] darstellen; die Vektormultipletts kénnen
nicht an neutrale Hypermultipletts koppeln, und als Folge bilden My und Mgy
lokal ein direktes Produkt [43]:

M =My & My. (4.2)
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4.2 Eigenschaften der CYj;

Eine C'Y3 ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension drei. Thr
Hodge-Diamant (A.31) ist durch

h(0:0) 1
/,(1,0) /0,1) 0 0
h(2,0) L L1) /,0,2) 0 L L1 0
/,3,0) h(2.1) h(1,2) RO3) — 1 pE L2 q (43)
L 3.1 h(2:2) h(1:3) 0 hL1) 0
h(32) h(23) 0 0
h(3:3) 1

gegeben, wobei AV bzw. h(Y die (nicht niher bestimmte) Anzahl der un-
abhéngigen (1,1)- bzw. (2, 1)-Formen auf C'Y; angibt. Die Eulerzahl (A.30) einer
(Y5 ist damit

XY =Y (1) 3

g (4.4)
= 2(hD — p@Dy

GemiB (3.9) gibt h(1) die Anzahl der Kihlerdeformationen der Metrik an, wo-
hingegen (3! nach (3.15) die Anzahl der Deformationen der komplexen Struktur
angibt. Lokal spaltet der Moduli Raum einer C'Y3 in ein direktes Produkt auf,

1,1 2.1
Mey, = MéYg) ® MéY3) ) (45)

wobei Mg{%) bzw. Mézyi ) durch die (1,1)- bzw. (2, 1)-Formen parametrisiert wird,
und jeder Raum fiir sich eine spezielle Kdhler Mannigfaltigkeit ist. Bei einer spe-
ziellen Ké&hlermannigfaltigkeit unterliegt das Kéhler Potential K (z, Z) aus (A.25)
der weiteren Zusatzbedingung, dafl es sich durch eine holomorphe Funktion F(z)
gemaf

K = —n2(F(z) + F(2) — (¢ — ) (2L - 92)] (4.6)

ausdriicken 1i8t, wobei z¢ die komplexen Koordinaten des jeweiligen Moduli
Raums sind. Diese holomorphe Funktion F(z) wird auch das Prdpotential ge-
nannt.

Fiir ngé ) ist das Kahlerpotential durch

KQ,I = — ln/ QA Q (47)
CY3

gegeben, wobei Q () die eindeutige (3,0)-Form ((0,3)-Form) auf C'Y; ist. Fiir
Mg{,? hingegen findet man im Limes groflen Volumens, daf§ das Kéhlerpotential

Kl,l = —an (48)



26 KAPITEL 4. TYP IIB AUF CYj3

lautet. Es ist genau dieser Limes groflen Volumens, in dem die zehndimensionale
Typ IIB Supergravitation eine gute Approximation darstellt, und im folgenden
beziehen sich alle weiteren Definitionen und Rechnungen auf diesen Limes.

Die Kéhler Form ist wie in (A.21) definiert,

J = igiyde' A dE7 = M (z)V A (4.9)
wobei ¢ und &' (i,7 = 1,2,3) die komplexen Koordinaten auf C'Y3 sind, V4 die

Basis von H®Y aus (3.9) ist, und M4 (z) die entsprechenden Kéhler Moduli sind.
Mit ihr 148t sich das Volumen V der Calabi-Yau 3-faltigkeit als

yoi[ gode= %/

1
JNJINJT = —'KABCMAMBMC (4.10)
CY3 - JCY3 3

schreiben, wobei die sog. Tripelschnittzahlen von CY3 durch
RABC:/ VANVEBAVC (4.11)
CYs

gegeben sind.
Auf dem Raum der (1, 1)-Formen definiert man wie in [44] eine Metrik via

Gap=—— | VAARVE = - = / VAVEglghN/gOdoe . (4.12)
4y CYs 4V CY3

Hierbei wurde die Definition des Hodge Sternoperators aus (A.14) benutzt. Manch-
mal ist es niitzlich, die Metrik G 45 durch die Kéhler Moduli und Tripelschnitt-
zahlen auszudriicken. Dazu bemerkt man, dafl sich xV? auch als

1
*VB =i(JAVA = ZV_%BCDMCMDJ AJ) (4.13)
schreiben 148t. Zusammen mit den Abkiirzungen

1
Ko = — VANIAT,

3! Joy,
1

KB = o VANVE AT (4.14)
3! Joy,

=— | ViVii(g'g" — g"g")\/ g ©d°¢
CY3
liefert Einsetzen in (4.12) dann

1 1
GAB == —ZV_IKABCMC + TGV_QKACDMCMDI{BEFMEMF

3 RAB 3/1,4/{3

(4.15)
:_§< v 2 >




4.3. DAS SPEKTRUM 27

4.3 Das Spektrum

Geméf dem Hodge Diamanten (4.3) findet man bei Kompaktifizierung der zehn-
dimensionalen Typ IIB Supergravitation auf C'Y3 in d = 4 folgendes Spektrum:
die 10-d Metrik gy spaltet auf in die 4-d Metrik g,, (g, v =0,...,3), 2 x bV
Deformationen der komplexen Struktur dg;;,dgs; (¢,7 = 1,2,3) und h(WY Defor-
mationen der Kéhlerform dg;;. Die antisymmetrischen Tensoren Bi,y ergeben
ein Dublett antisymmetrischer Tensoren B/, sowie 2 x h{1:)) Skalarfelder BL; da
h20 = 0 auf einer CY3, gibt es keine Moden der Form B, bzw. BL. Die 4-Form
schlieflich ergibt A1) reelle antisymmetrische Tensoren DWZJ und 2D 41 re-
elle Vektoren D, D,iji- Hierbei ist folgendes zu beachten: die kompaktifizierte
Selbstdualitdtsbedingung (2.4) setzt die Felder Dyj;; und D, 1k, Dyijr und D,z
sowie D ;. und D,z miteinander in Beziehung, d.h. diese sind nicht unabhéngig.
Zusammen mit den beiden Skalaren ¢ und [ arrangieren sich diese Felder in fol-
gender Weise zu N = 2 Multipletts in d = 4:

Gravitationsmultiplett (gyu, Dyijk) »
Doppel — Tensor Multiplett (B, ¢,1),

h2D Vektormultipletts ( m]kﬁguﬁgw) :
h(LY) Tensormultipletts (,Dpyzjaéglj7BI)

wobei nur die bosonischen Anteile aufgefiihrt sind. So enthélt das Gravitations-
multiplett noch zusétzlich zwei Gravitini, wohingegen alle anderen Multipletts
zwei Weyl-Fermionen beinhalten.

In vier Raum-Zeit Dimensionen besitzt ein anti-symmetrischer Tensor nur
einen physikalischen Freiheitsgrad, und kann daher zu einem Skalar dualisiert wer-
den.? Auf der Ebene obiger Supermultipletts bedeutet dies, dafl das Tensor und
Doppel-Tensor Multiplett zu einem Hypermultiplett dualisiert werden, welches
vier reelle Skalare beinhaltet. In dieser dualen Basis besteht das Niederenergie
Spektrum also neben dem Gravitationsmultiplett und den AV Vektormultipletts
aus (WY + 1 Hypermultipletts.

Da die Kopplungen der Vektormultipletts schon aus [15-19] bekannt sind,
sollen hier ausschlieBlich die Kopplungen der A) Tensormultipletts und des
universellen Doppel-Tensor Multipletts untersucht werden: d.h., dafl im folgen-
den Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit eindeutiger komplexer Struktur (h>V = 0)
betrachtet werden.

Neben der Entwicklung der Kahler Deformationen der Metrik (3.9) mit Ent-
wicklungskoeffizienten §M“(z) (wegen einer spiteren Redefinition wird hier im
Ggs. zu (3.9) M anstelle von M verwandt),

R(11)
10gi; = Z SM* () V2, (4.16)

2Wie diese Dualisierung im Detail geschieht, wird in Abschnitt 4.4 gezeigt.
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lassen sich auf C'Y3 nun noch die Felder D,,,;; und B{j wie folgt in harmonische
(1,1)-Formen entwickeln:

R(1,1)
qu E : D

B(1,1)

Bl = Zb“‘ WA (I=1,2).

(4.17)

In diesen Variablen bestehen die h(bY) Tensormultipletts also aus den Feldern
( DA MA b[ A)

na

4.4 Die Wirkung

In diesem Abschnitt wird die Wirkung fiir die kompaktifizierte Typ IIB Nie-
derenergie effektive Theorie unter Vernachlidssigung von Vektormultipletts fiir
h2D = 0 hergeleitet. Dabei ist das Vorgehen wie in [23], wo allerdings nicht
auf einer C'Y3, sondern auf einer speziell gewihlten vierdimensionalen Mannig-
faltigkeit kompaktifiziert wurde. Insbesondere dient die nicht-selbstduale Wir-
kung (2.1) als Ausgangspunkt, so dafl die Selbstdualitdtsbedingung (2.4) auf der
Ebene der Bewegungsgleichungen explizit implementiert werden muf. Die etwas
ausfithrlicheren Rechnungen bzgl. der Kompaktifizierung des Ricci Skalars und
des 4-Form abhéngigen Teils der Wirkung (2.1) sind dabei in den Anhéngen C
und D zusammengefafit, und die Behandlung des Gravitationssektors orientiert
sich an [17].

Es sei also zunéchst die Wirkung S; aus (2.7) betrachtet. Zusammen mit dem
Resultat (C.13) fiir den Fall A2 = 0 und unter Ausnutzung von (C.5) lift sie
sich schreiben als:

S :—i/d‘l V—g® d‘ﬁg\ﬁ R4+ [22(0,0)° + (9,0)7]

CYs

3 N - o1 g
5 Hhp Mg HIYN 4 9,010 1PV AVE (679" - 5 g79))

Dabei wurde auflerdem schon beriicksichtigt, dafl die zehndimensionalen kineti-
schen Terme fiir das Dilaton und Axion, namlich —1 (9y¢)” und —1 2?(9y,1)*,
unter Kompaktlﬁmerung zu den jeweiligen vierdimensionalen kmetlschen Termen
~1(9,6)% und —1 €2*(9,1)* werden.

Fiir den Hi, PM 17 H? MNP _Term beachte man nun folgendes: die antisymme-

trischen Tensoren B,y spalten bzgl. der reellen Koordinaten y* (a = 1,...,6)
der C'Y; gemaf

BL 0
Bl = ( pv ) 4.19
MN O Bclzb ( )
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auf. Mit Hi \p = a[MB]IVP] = +(0mBip + cycl.) aus (2.2) ergibt sich dann fiir

I JMNP.

HyypH? MNP = H HI 7 4 3—1@3&3“3" “. (4.20)

Bei Ubergang zu komplexen Koordinaten kann B!, wegen h29 = 0 nur gem.
(4.17) in harmonische (1, 1)-Formen entwickelt werden; dabei gilt insbes., da8

9,BL,0" B’ = —20,BL0" Bl;g"g". (4.21)

Der Faktor 2 stammt dabei von der kombinatorischen Mdoglichkeit der Indexver-
teilung, und das Minus-Zeichen 1483t sich wie folgt einsehen: die naive Ubertragung
von Bl,B’* = Bl B,g°°¢** ins Komplexe via BJ;B;-g"*¢" verschwindet in die-
ser Form, da g;; = ¢;; = 0 auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten. Daher muf} die
Antisymmetrie der B-Felder benutzt werden, um auf die Form BJ;B;g"¢" zu
kommen.

Insgesamt erbibt sich also fiir die Aufspaltung des H,pMpyH? MNP _Terms
unter Verwendung der Entwicklung (4.17):

2 .,
HyynpMpyH MNP = HY M H e — gaub”Mua“bJBV;;‘VB”, (4.22)
wobei VAVET = VAV E gitgh.

Zusammen mit (4.10), (4.12) und der Reskalierung B/, — 2B/, findet man
somit fiir Sy:

~ ~

S == [ atav/ =g (FRa+ T 0 + (0107

27
1% -
5 Hup Mg H M 4 VG ap0, b M, 00"
1 N o g
+5 /C 6V gORMIPMEVEVE (979" - 59"9)
3

(4.23)

wobei V bzw. G 4p das Volumen aus (4.10) bzw. die Metrik aus (4.12) beziiglich
M4 bezeichnen. Genauso sollen sich im folgenden auch die Groflen kap und A4
auf M4 beziehen.

Mit Hilfe von (4.12) und (4.14) 1a8t sich der kinetische Term fiir die K&hler-
Moduli noch umschreiben zu

1 e 1
-1 / %GO, APNPVIVE (676 — g7g")
CYs (4.24)

= +8MMA8“MB(]>GAB + 3/%,43) .



30 KAPITEL 4. TYP IIB AUF CYj3

Um die Wirkung in der Einsteinbasis zu erhalten, nimmt man nun gemifi An-
hang B eine Weyl-Reskalierung der Metrik vor, némlich g,, — V™ 'g,,; die Weyl-
reskalierte Wirkung &; lautet dann

Si=- [ @t/ =g (3Rt 3007 + @)+ S (%)

1. )
+ o VEH L, My ' + Gapd,b! 4 My 00" P (4.25)

— 8, MAP N (G ap + 3V eup) ) .

Mit den Definitionen aus Abschnitt 4.2 gilt

8,0\ ~ ~pRARB
(”T) :9aMMAaMM37, (4.26)

und zusammen mit (4.15) ergibt sich:

3 ) . . R N
- Z(%7") + 0, MA0"MP (G ap + 3V Yinp)
(4.27)

R a A 9 .
= —0,MA0"MP (G ap + ZV’Q/%A/%B) .

Zur Identifikation des vierdimensionalen Dilatons mufl schliefSlich noch eine Re-
definition der Kéahler-Moduli vorgenommen werden:

MA — MA = e?2 M4 (4.28)

Unter (4.28) verhalten sich die verschiedenen geometrischen Gréfien der C'Y; dabei
wie folgt:

V(M) = V(M)
ran(M) = e Ran(i), (429)
ka(M) = e®ha(M),
Gap(M) = e *Gap(M),

wobel die M A—Abhjc'mgigkeit von V,A kap, ka und G 4p dieselbe ist wie die MA-
Abhéngigkeit von V, kap, kg und Gyp.
Mit (4.28) gilt auBlerdem

e 1 1
NP NI® = e (9, M 0 M SMP0,MAP G — M40, M

L , (4.30)
+ L MAME(9,0)°) |
und unter Benutzung von
3
Gapd, M M5 = ZE)MMAH—A
v (4.31)

GapM*AMP = %
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ergibt sich:

1 . N 9.
- Z(a,@)2 — 0, MA9"MP(G a5 + ZV_%A’%B)

9,V 18,0\
= —Cand, MO MP = (9,0)° + 20" - Z( )

(4.32)

v
Mit der Definition

e 2 = VY (4.33)

des vierdimensionalen Dilatons erhélt man damit insgesamt fiir Sy:

1 1
Si=- / Ao/ =g (5 Rat 3 4V @0 + @u00)°

+ é 6_3¢4 V%HI M[JHJMVP

pvp
1
€M V2 Gapd b M0’ P 4 Gapd, MO MP)
(4.34)

Die Herleitung der Kompaktifizierung des 4-Form abhéngigen Teils aus (2.6)
ist im Anhang D vorgenommen. Mit dem dort gefundenen Resultat fiir S; lautet
die vierdimensionale Niederenergie effektive Wirkung, welche die richtigen 1B
Bewegungsgleichungen in d = 4 liefert, also:

S=8+8 = /d‘*;c.z, (4.35)

wobel . durch

1 1 I _ 1 v
=—5Ri- Zemv (0,1)% = (8,04)” — e a2 {l, My H' e

— Gap 0, M A MP — V3G 45 0,0" A My ,00" P

—g®

2
— 56_2¢4V GAB (F/fz‘/p + GIJHijbIA)(FBMVp + GKLHLMVpbKB)

2
— ———— """ kapc €1 (Fy b 20,67 — S e HL, b 0" P00 )
124/ —g® 3

(4.36)

gegeben ist, und die Definitionen

A 1
A _ PHA I 3JA A _ A
D’w/ = D’w/ —+ 5 €]JBMVb y F,UJ/P = 3[MDVP] (437)
verwendet wurden. Gleichung (4.36) gibt die zuvor in der Literatur noch nicht
bekannte bosonische Wirkung fiir das Doppel-Tensor Multiplett und A" Ten-
sormultipletts an, und zwar fiir beliebige Wahl von A1,
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Wie schon bei der Diskussion des Spektrums im Abschnit 4.3 erwihnt, ist
in d = 4 ein antisymmetrischer Tensor dual zu einem Skalar. Daher konnen die
h(Y 42 antisymmetrischen Tensorfelder D;‘V und B[W in der Lagrange-Dichte &
aus (4.36) zu Skalaren dualisiert werden. Dies erreicht man, indem man zunéchst

(WY 4 2 Lagrange-Multiplikatoren g4 und h; zu . hinzuaddiert:

L=+ é e H,,00hr + é e F S, Osga - (4.38)
Mit den Definitionen
o= 1 el
6@ (4.39)
FAo = o A

= —6 —_9(4) uvp

lat sich %’ dann als

1 1 1
=—5Ri- Zemv (0,0)7 = (Du04) — €**V2G 4p Db A My ;00" B

— Gap 8, MA"MP — =303 BN, H
—4e*MYV Gap (F + e HO' ) (FP! + e HH D™ P)

— @

+ HIM (% RABC €1 EKLbJAbKBaMbLC + 18Mh1)

+ FAH (—% Kapc erg b PO O + i(?ugA) (4.40)

. . o ro r
schreiben. AnschlieSend berechnet man die sich aus 5‘;’{% = 0 und (;}% =0

ergebenden algebraischen Bewegungsgleichungen fiir H i und F ;‘, die

i 1
Hlf =3 3013 (M_l)” ( 3 KABC €KJ €ELM bKAbLBaubMO + exc bF AaugA
1
— a“hj — g RABC €JK €LM bKAbLBa“bMC)
(4.41)
und
FA = Loy 1 (G )" (8e 2y Gpeer, M OH!
nT g BCE€IJ M
(4.42)

i .
— 5 KBCD €]JbICaMbJD + 18MgB)

lauten. Dabei bezeichnet (M~1)"” die inverse Matrix zu M;; aus (2.2), und ist
durch

(M) = ( } |Al|2 ) (4.43)
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gegeben. Setzt man nun (4.41) und (4.42) in (4.40) ein, so lassen sich die Felder
H i und F ;‘ zugunsten der Skalarfelder g4 und h; aus £’ eliminieren. Fiir die auf
diese Weise dualisierte Lagrange-Dichte ergibt sich:

K%
—g@

1 1
=—5Ri—7 2P V(0,1) — (9u4)” — Gapd, b4 b8 (4.44)

— Gap O, M2 MP — 2 VG 45(9,6** — 10,6"*)(0"b*P — 10"b'P)

N 6126% (G_l)AB (aMgA_ %“ACDEIJbICaMbJD)(aMQB_ %HBEFEKLbKEa“bLF)

1
_ Z o264 =1 (@hz . blA(augA . %FJABCEIJbIBaprC))2

1
_ 164@ (Ouha + 18,y — (' — 1) (494 — LkapcerbP,079))" .

Dies ist genau die Lagrange-Dichte der vierdimensionalen Niederenergie effekti-
ven Typ IIB Theorie, die in [20] weiter dazu verwendet wurde, die Feldabbildung
zur auf der Mirror-Mannigfaltigkeit kompaktifizierten dualen Typ ITA Theorie zu
bestimmen. Diese explizite Abbildung (die zuvor in der Literatur nur fiir einen
Spezialfall bekannt war [45,46]) erlaubte die Diskussion der Geometrie der Ten-
sormultipletts mit Hilfe eines holomorphen Prépotentials, sowie die Auffindung
von Weltflichen Instantonkorrekturen. Ebenfalls in [20] konnte die Ubertragung
der aus der IIB Theorie bekannten SL(2,Z)-Symmetrie auf die IIA Theorie er-
folgreich untersucht werden.

4.5 Symmetrieeigenschaften in d =4

Die in Kapitel 2 aufgefiihrten Symmetrien der zehndimensionalen Typ IIB Super-
gravitation iibertragen sich bei der C'Y3- Kompaktifizierung auf die resultierende
Theorie in d = 4. So ist die Lagrange-Dichte % aus (4.36) nicht nur invariant
unter den h*Y 4+ 2 Eichtransformationen (mit Parametern ¥4 und Q) der anti-
symmetrischen Tensoren D;‘V und BPIW,

A A I I

6D/1,1/ = amzy] 3 5B,U'V = a[uﬁy] 3 (445)
sondern auch zusitzlich unter 2 x AV Peccei-Quinn (PQ) Symmetrien (mit Pa-
rametern ¢/ 1), die auf den Skalarfeldern b/ 4 und den antisymmetrischen Tensoren

A : .
Dy, wie folgt wirken:

o' = 6D, =—ey By, (4.46)
Diese PQQ Symmetrien stammen dabei von den zehndimensionalen Eichsymme-
trien (2.8) und (2.9).

Beim Ubergang zur dualen Feldbasis (in welcher die h('Y + 2 antisymme-
trischen Tensorfelder Dl‘:‘y und BZW zu den Skalaren g4 und h; dualisiert sind)

werden die Eichsymmetrien von D;‘V und BPIW aus (4.45) zu weiteren h(%Y 42 PQ
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Symmetrien (mit Parametern ¢4 und ¢;), und zwar beziiglich der Skalarfelder g4

und hy:
591426,4 s 5h]:é[ . (447)

In der dualen Basis iibertragt sich auBlerdem die Symmetrie (4.46) von .Z in

folgender Weise auf .#”": die Forderung der Invarianz des (G_l)AB—Terms aus £
unter b’ 4 = ¢4,

5 (3ug,4 - %FLACDGIJZ)IC&HZ)JD) 0, (4.48)
fithrt auf
0ga = %FLABchjCIBbJC. (4.49)
Anschlieend berechnet man aus der Invarianzforderung
5 (aHhQ — 0 (D,94 — %FLABCEIJbIBauch)) =0 (4.50)
das Transformationsverhalten von hs zu
Shy = ctga + %/{ABCbIAeUcIBb‘]C. (4.51)
Schliefflich ergibt
) (@th F10,hy — (1D — 6*7) (g4 — %/{ABCeUbIBaMbJC)) =0 (4.52)
fur 6hq:
Shy = —*4g4 — l/{ABCbQAeucle‘]C. (4.53)

6

Zusammenfassend lautet also die Symmetrie (4.46) von .Z in der dualen Basis

fiir .&£":

1
Sb' A =4 bga = = kapoersc! Po7C

2 (4.54)
ohr = —EIJ(CJAQA + 6 HABceKLbJACKBbLC) .

Eine wesentliche Eigenschaft der zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation
ist ihre SL(2, R)-Symmetrie (2.11)-(2.14). Wie in Kapitel 2 diskutiert, bildet einer
der SL(2, R)-Generatoren Bereiche schwacher und starker Kopplung aufeinander
ab, was diese Symmetrie so interessant macht. Ebenso wie die zehndimensiona-
len Eichsymmetrien (2.8) und (2.9) tibertrigt sich auch die SL(2, R)- Symmetrie
bei C'Y3-Kompaktifizierung auf die vierdimensionale Theorie. Aufgrund der Re-
definition (4.28) wirkt sie in d = 4 allerdings auch auf die Kéhler Moduli M4,
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was schlielich beim Transformationsverhalten des durch (4.33) definierten vier-

dimensionalen Dilatons beriicksichtigt werden muf}. Insgesamt findet man unter
Verwendung von (2.11)-(2.14), (4.28) und (4.33):

e 2% l ac|\* + (be + ad) L + bd
_— —
leA +d| ’ leA + d|? ’
(4.55)

M* — M4 X +d| | e 2

wobei A= +iV 2 e %,
Auf die antisymmetrischen Tensoren Béy und die Skalare
das Transformationsverhalten von Hi, \p aus (2.11):

1 /1 1

D)o (D) = (9 9) (Ber)

B/w B/w b a BW

blA b/lA d ¢ blA (456)
b2A = bIQA = b a b2A )

wohingegen die antisymmetrischen Tensoren Dl‘:‘y (wie schon die 4-Form D in

b'4 iibertragt sich

d = 10) SL(2, R)-invariant sind. Beim Ubergang zur dualisierten Lagrange-Dichte
&' aus (4.44) sind daher auch die zu Dy, dualen Skalare g, invariant; aus (4.38)
findet man hingegen fiir die zu Béy dualen Skalare h;, dafl diese kontragredient
zu Bﬁu transformieren, d.h. mit der inversen Matrix A~%:

hl hll . a —C hl
()= () = (5 ) () 437
Mittels der in (4.55)-(4.57) angegebenen Transformationen l&8t sich explizit ve-
rifizieren, dafl £ bzw. £’ invariant sind. Somit ist also fiir die Niederenergie

effektive Wirkung in d = 4 nach C'Y3-Kompaktifizierung im Limes groflen Volu-
mens die SL(2, R)-Symmetrie ungebrochen [47].
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Kapitel 5

Typ 1IB auf CY)

In diesem Kapitel wird die zehndimensionale Niederenergie effektive Typ IIB
Stringtheorie auf einer Calabi-Yau 4-faltigkeit C'Y; mit SU(4)-Holonomie (und
keiner Untergruppe davon) kompaktifiziert, was in zwei Raum-Zeit Dimensionen
eine Anomalie-freie Theorie mit N = (4,0) Supersymmetrie ergibt [48].! Wie
schon im vorigen Kapitel wird der Ausgangspunkt die aus [23] bekannte nicht-
selbst-duale Wirkung fiir die zehndimensionale Typ IIB Supergravitation sein.
Ebenfalls wie bereits fiir C'Y3-Kompaktifizierungen wird dabei angenommen, dafl
das Volumen der C'Y; grofl im Vergleich zur String-Skala ist: es ist dieser Limes
groflen Volumens, in dem die Typ IIB Supergravitation eine gute Niederenergie-
Approximation zur Typ IIB Stringtheorie darstellt.

Der Aufbau dieses Kapitels ist dabei wie folgt: zunéchst werden die wich-
tigsten Eigenschaften von zweidimensionaler N = (4,0) Supergravitation vorge-
stellt. Nach einer Zusammenstellung der relevanten Charakteristika von Calabi-
Yau 4-faltigkeiten wird dann das Spektrum in d = 2 untersucht. Anschliefend
wird die Wirkung hergeleitet, welche sich durch Kompaktifizierung von (2.1) auf
CY, im Limes grofien Volumens ergibt. Die Uberpriifung, da8 die sich aus ihr er-
gebenden Euler-Lagrange Gleichungen mit den kompaktifizierten Bewegungsglei-
chungen aus d = 10 {ibereinstimmen, ist schlielich fiir den Fall [ = 0, ¢ = const.
und g, = 7, im Anhang E vorgenommen.

5.1 N = (4,0) Supergravitation in d =2

In zwei Raum-Zeit Dimensionen 148t sich auf eine Lorentz-invariante Weise an-
geben, ob sich ein masseloses Teilchen nach links oder rechts bewegt [1]. Zur
addquaten Beschreibung bietet sich der Ubergang zu den sog. Lichtkegelkoordi-

naten an, die durch ¥ = (2% £ 2!) definiert sind. Beziiglich diesen Koor-

-
dinaten lauten die Komponenten der Minkowski-Metrik 7., = n-_ = 0 und
Ny+— = n—4 = —1, und die entsprechenden Impulsgeneratoren sind wie iiblich

durch Py = i&% = 101 definiert: fiir ein masseloses linkslaufendes (rechtslaufen-

!Die Anzahl der Supersymmetrien ist dabei beziiglich einkomponentiger Majorana-Weyl
Spinoren angegeben.

37
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des) Teilchen gilt dann Py = 0 (P~ = 0). Bei erhaltenen Ladungen besteht nun
die Moglichkeit, dal diese nur von rechts- oder linkslaufenden masselosen Teilchen
getragen werden [49], was sich im Fall von Supersymmetrie direkt sehen 148t: laut
Tabelle 1.1 besitzt ein Supersymmetriegenerator ) in d = 2 als minimale Anzahl
lediglich eine Komponente, die durch einen Majorana-Weyl Spinor gegeben ist.
Je nach Chiralitdt nennt man diesen ) (chiral) bzw. Q) (anti-chiral), was auf
(1,0)- bzw. (0,1)-Supersymmetrie fithrt. Der fundamentale Antikommutator ist
fiir (1, 0)-Supersymmetrie durch

{Q,Q:}=Q1 =P, (5.1)

gegeben, so dal also linkslaufende masselose Teilchen Singletts bzgl. @, sind;
gemaf der Benennung von () als chiralem Supersymmetriegenerator werden die-
se Teilchen fortan als anti-chiral bezeichnet.

Der durch (5.1) gegebene Fall besitzt nun eine offensichtliche Verallgemeine-
rung auf (4, 0)-Supersymmetrie mit vier chiralen Supersymmetriegeneratoren Q°,
(1=1,...,4), welche die Algebra

{Q. QL) =267P, (5.2)

erfiillen.?

Als masselose N = (4,0) Supermultipletts finden sich in d = 2 ein Gravita-
tionsmultiplett und ein skalares Multiplett (das chirale Materiemultiplett), wel-
ches on-shell vier bosonische und vier fermionische Freiheitsgrade besitzt.  Beide
Multipletts sind in Tab. 5.1 mit ihrem Feldinhalt zusammengefaf3t: so enthlt
das Gravitationsmultiplett neben dem Graviton g,, noch einen reellen Skalar
¢, vier anti-chirale Gravitinos ¢, und vier chirale Majorana-Weyl Fermionen
1T, wohingegen im skalaren Multiplett vier chirale Skalare ¢* sowie vier chirale
Majorana-Weyl Fermionen ¢t vorhanden sind [48].

Gravitationsmultiplett | (g, ¢, 4, ,4¢™)
skalares Multiplett (4™, 49™)

Tabelle 5.1: Multipletts von N = (4,0) Supergravitation in d = 2.

2Ganz allgemein ist eine Supersymmetriealgebra vom Typ (p,q) durch p chirale Super-
symmetriegeneratoren Q% (¢ = 1,...,p) und ¢ anti-chirale Supersymmetriegeneratoren ("

(@ = 1,...,q) gegeben, die {Q%, QL) = 26 Py, {Q7, Q"} = 2677 P_, {Qi., Q") = 7z
erfiillen [50], wobei 7" zentrale Ladungen ohne besondere Symmetrieeigenschaften sind. Eine
solche Algebra existiert, wenn die Dimension der Raum-Zeit d = 2mod 8 ist (s. Tab. 1.1).
3Tatsichlich sind in [51] vier verschiedene skalare Multipletts gefunden worden, die allerdings
iiber Automorphismen der Supersymmetrieparameter zueinander in Beziehung stehen [52].
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5.2 Eigenschaften der CY}

Eine C'Y} ist eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen Dimension vier. Thr
Hodge-Diamant (A.31) ist durch

h(0:0) 1
h(l,O) h(O,l) 0 0
h(2,0) h(l’l) h(0,2) 0 h(l,l) 0
h(3’0) h(2’1) h(1,2) h(0,3) 0 h(2,1) h(2,1) 0
h(4’0) h(3,1) h(2,2) h(1,3) h(0’4) —— h(3’1) h(2,2) h(3,1) 1
h(4’1) h(3,2) h(2’3) h(1’4) 0 h(2,1) h(2,1) 0
h(4,2) h(3’3) h(2,4) 0 h(l,l) 0
h(4’3) h(3’4) 0 0
h(44) 1

(5.3)

gegeben. Die zunichst vier unabhiingigen Eintrdge A(0D, A2D 31 ynd p(22)
unterliegen dabei einer weiteren Zusatzbedingung, némlich [53]

h22) = 2(22 + 2pLD 4 oG _ p@1)) (5.4)
Fiir die Eulerzahl aus (A.30) ergibt sich damit:
x(CYy) = 6(8 4+ hY 4 BB _ p2D)y. (5.5)

Eine fiir die Diskussion des Spektrums wichtige Eigenschaft der Calabi-Yau
4-faltigkeiten ist, daBf die mittlere Kohomologie H*(CY}) in einen selbstdualen
(xw™® = w®) Unterraum H*(CY;) und einen anti-selbstdualen (xw® = —w®))
Unterraum H~(CY}) aufspaltet [53]:

HY(CYy) = HT(CY,) @ H™(CYy) . (5.6)
Mit by = dimH*(CYy) gilt:

dimH*(CY,) = by = by +b_ = K40 4 pBY 4 p2D 4 p(13) 4 p(O04)

=24 2pBY 4 p22) (57

Des weiteren ist die Differenz von b, und b_ durch die Hirzebruch Signatur ge-
geben [54]:

FOY)) = by —b_ = % +32, (5.8)
und es gilt, daB8 die symmetrische quadratische Form Q(wy,ws) = |, oy, W1 A w2 fiir
wi,we € H*(CY}) positiv definit auf HT(CY;) und negativ definit auf H~(CYy)
ist. Aus [55] ist auBerdem bekannt, daf die (4, 0)- und (0, 4)-Form selbstdual sind,
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wohingegen die (3,1)- und (1, 3)-Formen einer CY} anti-selbstdual sind. Damit
ergibt sich aus (5.7) fiir by und b_:

by =2+ h%?

5.9
b = 20GD 4 2 59
wobei hfg) bzw. h®? die Anzahl selbstdualer bzw. anti-selbstdualer (2,2)-Formen

auf C'Y, bezeichnet. Schliellich sei noch bemerkt, dafl sich hf’z) und h*? durch
die anderen Hodgezahlen ausdriicken lassen: aus (5.7) und (5.8) folgt unter Ver-
wendung von (5.4) und (5.5), daf sich by und b_ auch als

by = 47 + 3h1D 4 4pBD — 2p@D)

b_ = —1+4 Y 4 2p(Y (510
schreiben lassen, und zusammen mit (5.9) ergibt sich somit:
h? = 45 4 3000 4 4pBD — 9p1)
(2.2) (5.11)
h? = ptl) 1,
Die Deformationen der Kahlerform sind durch (3.9) gegeben, wobei
J =1igydet N dET = MA(z)VA (5.12)

die Kéhlerform aus (A.21) bezeichnet. £ (i = 1,2, 3,4) sind dabei die komplexen
Koordinaten auf C'Yy, die aus den reellen Koordinaten y® (a = 1,...,8) via

£ = %(y%_1 + iy?") gebildet werden; fiir die entsprechenden Integrationsmafie

gilt die Beziehung: d®¢ = d*¢ A d*¢ = dBy.
Fiir die Deformationen der komplexen Struktur ergibt sich nach der Diskussion
aus Abschnitt 3.2.1:

h(3,1)

O = Z(SZO‘ )b (y (5.13)

Hierbei sind die Z¢(z) die komplexen Moduli, und die b3 werden durch Kontrak-
tion der Basiselemente ®* von H®Y(CY}) mit der antiholomorphen (0, 4)-Form
() gebildet [56]:

1

Das Volumen der Calabi-Yau 4-faltigkeit ist durch

1
/ Vg®die = —/ JNINTNT = ranepMAMEMOMP  (5.15)
CYy CYy
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gegeben, wobei die Schnittzahlen von CY, durch
KABCD = / VANVEAVE AV (5.16)
CYy

definiert sind.
Mittels (A.14) errechnet man fiir xV4 auf C'Y}:

1 , o __
KA = (= VAgklgjlgomgpn - QV-’?gomgpﬁ)dij A dE N dEP N dE N dE™ A dET .

6 j
(5.17)

Unter Verwendung von VA i = const. fiir V4 harmonisch [44] gilt auBerdem

1
Ky = — VANIANTAJ

4!
610’”4 (5.18)
== | Vieg"VeWds = ,sz‘ W,
~Jey,
womit sich V4 auch als
2 R A 1
VA=ZZ2JANIANT —VANTIAT 5.19
TRy 2 (5.19)
schreiben 143t.
Auf dem Raum der (1, 1)-Formen definiert man nun die Metrik [56]
1 1
Gap = VAANRVE = —— / A/ g®OVAVE glghT (5.20)
2V CYy 2V CYy
die sich mit Hilfe von (5.19) und der Definition
1
Kap = VANVEANT AT
) o ) (5.21)
ﬁ 8 FVAVB il k] g'jgkl)
CYs
auch gemaf
KAB KAKB 1
GAB = —67 + 8 V2 = —58A831HV (522)

ausdriicken 148t.

Auf dem Raum der (3, 1)-Formen schlieBlich definiert man noch wie in [19]
die Metrik

Sy, P A P 1

G -=— 4 - - 48 / babﬁ i7 Kkl
o T QA 4V Joy, § k9 9

(5.23)
= —&laﬁln/ QAQ.
CYy
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5.3 Das Spektrum

Bei der Analyse des Spektrums, welches sich in d = 2 bei Kompaktifizierung der
zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation auf CY, ergibt, ist zundchst anzu-
merken, dafl in zwei Raum-Zeit Dimensionen nur noch Skalare dynamische Frei-
heitsgrade besitzen. Thre Anzahl findet man gemifl dem Hodge-Diamanten (5.3)
folgendermaBen: die zehndimensionale Metrik gy n ergibt (b1 Kahler-Moduli
und 2 x hY Moduli der komplexen Struktur gem. (3.9) bzw. (5.13). Das Du-
blett antisymmetrischer Tensoren Bj,y liefert 2 x A1) Skalarmoden B, und
zwei weitere Skalare erhélt man vom zehndimensionalen Dilaton ¢ und Axion
[. All diese Skalare sind nicht-chiral, wobei sich in zwei Raum-Zeit Dimensio-
nen ein nicht-chiraler Skalar als die Summe eines chiralen (d.h. mit positiver
Chiralitét) und anti-chiralen (d.h. mit negativer Chiralitét) Skalars schreiben
1a8t. Die Eigenschaft der Chiralitdt von Skalaren in d = 2 wird bedeutsam bei
der Untersuchung des sich aus der 4-Form Djy;npg ergebenden Spektrums, und
ist eng an die Aufspaltung der mittleren Kohomologie (5.6) gekniipft: da die
5-Form Feldstérke I’ von D selbstdual ist, ergibt die Entwicklung von Dysnvpg
in selbstduale 4-Formen Skalare negativer Chiralitdt, wohingegen die Entwick-
lung in anti-selbstduale 4-Formen Skalare positiver Chiralitdt in d = 2 liefert.
Wenn h*? die Anzahl anti-selbstdualer (2,2)-Formen bezeichnet, und entspre-
chend hf’z) die Anzahl der selbstdualen (2,2)-Formen angibt, so erhélt man al-
so von der 4-Form Dyypo stammend b = h®? 421G chirale Skalare und
by =2+ hf’z) anti-chirale Skalare.* Dabei wurde bereits ausgenutzt, dafi auf
einer Calabi-Yau 4-faltigkeit die (4, 0)- und (0, 4)-Form selbstdual sind, die (3, 1)-
und (1, 3)-Formen anti-selbstdual sind [55], und eine (2, 2)-Form entweder selbst-
dual oder anti-selbstdual sein kann.

Insgesamt befinden sich somit neben der zweidimensionalen Metrik g,,, (i, v =
0,1) noch

ny =30 4 2B oy (5.24)
chirale Skalare und

n_ =3n0D 4 2pBY L2 4 p, (5.25)

anti-chirale Skalare im Spektrum.?

In d = 2 mit (4,0)-Supersymmetrie gibt es neben dem Supergravitationsmulti-
plett (g, ¢, 41, ,4™) noch das chirale Materiemultiplett (4¢™,44"), wohinge-
gen die anti-chiralen Skalare ¢~ und anti-chiralen Majorana-Weyl Fermionen 1~

supersymmetrische Singletts sind. In [48] wurde gezeigt, dafi sich obiges Spektrum

4Die von der Entwicklung in harmonische (2, 1)-Formen stammenden Moden D,,;jr beschrei-
ben in d = 2 masselose Vektoren, und besitzen daher keinen physikalischen Freiheitsgrad.

5An dieser Stelle sei angemerkt, daf fiir einen potentiellen Vergleich mit anderen zweidi-
mensionalen Theorien, in denen nur nicht-chirale Skalare gegeben sind (bzw. in denen ny = n_
gilt), nur Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit Eulerzahl x(CYy) = —96 in Frage kommen, was sich
aus (5.8) ergibt.
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bosonischer Moden wie folgt auf Supermultipletts verteilt: die zweidimensionale
Metrik und ein Skalar gehen in das Gravitationsmultiplett, so dafl n, — 1 chirale
Skalare und n_ — 1 anti-chirale Skalare verbleiben, wobei letztere ja supersymme-
trische Singletts sind. Unter Ausnutzung von (5.4), (5.5) und (5.24) erhdlt man
fiir n, = § (ny — 1):

ne = h®D % _8. (5.26)
Da die Eulerzahl fiir Calabi-Yau 4-faltigkeiten mit SU(4)-Holonomie durch 6 teil-
bar ist, konnen sich die verbliebenen n, —1 chiralen Skalare auf Materiemultipletts
verteilen, deren Anzahl durch n. gegeben ist.

Um das noch zu prézisieren, seien die Entwicklungen der Felder in harmonische
Formen angegeben. So werden neben der Entwicklung der Kéhler Deformationen
bzw. komplexen Struktur Deformationen der Metrik aus (3.9) bzw. (5.13) die
Felder B} wie in (4.17) in harmonische (1, 1)-Formen entwickelt:

R(1,1)
BL=> ba)Vi (I=12). (5.27)
A=1
Beziiglich dem selbstdualen Feld D soll im folgenden wie in [57] vorgegangen

werden, wo anstelle der Entwicklung von D die Entwicklung der Feldstéirke F'
betrachtet wird:

F Y duue - wh. (5.28)
S)

Je nachdem, ob die 4-Form wg ) selbstdual oder anti-selbstdual ist, ergibt die

Selbstdualitatsbedingung F' = %F', daf§ die Skalare ug anti-chiral oder chiral
sind. Geméf (5.7) und (5.9) lautet die Entwicklung von F' aus (5.28):

B(2:2) B2

+ - JACIEY)
F = Z (8Hu5)w(52’2)+ + Z (@w)wg’z)* + Z (0upa) @
==1 T=1 a=1 (529)
h(3,1)
+ ) (0Pa) @ + (0,)Q + (0,0,
a=1

wobei hf’Q) und A% durch (5.11) gegeben sind. Da die Skalare aus der Entwick-
lung in selbstduale Formen anti-chiral sind, sind uz und ¢ supersymmetrische
Singletts, und aufler ihnen besteht das Spektrum in d = 2 noch aus einem Gra-
vitationsmultiplett, sowie A3 + h(LY skalaren Multipletts.

5.4 Die Wirkung

Ausgehend von der nicht-selbstdualen Wirkung der zehndimensionalen Typ I1B
Supergravitation (2.1) wird zunédchst untersucht, wie sich diese unter Aufspal-
tung der zehndimensionalen Koordinaten in (reell) achtdimensionale interne und
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zwei Raum-Zeit Koordinaten verhélt. Im Anhang wird explizit gezeigt, daf die
so erhaltene Wirkung die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen reproduziert.
Anschlieend wird fiir eine bestimmte Wahl der Hodgezahlen von C'Y} die Feld-
entwicklung eingesetzt, und nach Integration iiber die internen Koordinaten die
zweidimensionale Wirkung untersucht. Dabei wird insbesondere auf fiir d = 2
charakteristische Probleme eingegangen.

Ausgehend von den Wirkungen S; und S, aus (2.6) sei als erstes angemerkt,
daf} die Kompaktifizierung des zehndimensionalen Ricci Skalars analog zum C'Ys-
Fall durchgefiihrt wird (s. Anhang C), wobei die fiir die C'Y} giiltigen Entwick-
lungen (3.9) und (5.13) benutzt werden. Als Resultat erhélt man fiir den Gravi-
tationssektor aus S;

R
SGrav. = /dlox _g(10)<_ %)
- / 2r/—g® [ dBe\/gB ( ~ 70 - 0,2°0" Z0b5H, g Tg

cYy
+ —8HMA8“MBVAVB( 19— 2g7gM) ) (5:30)
2 fe'
/d v v<———a Z°0"Z°G g
1 1k AB
MAG MPB (= _fap )

+8u 15} (QGAB+4V) ,
wobei schon mit den aus Abschnitt 5.2 bekannten Definitionen iiber die internen
Koordinaten integriert worden ist. Man beachte in (5.30) (s. Anhang B), da8 es
in zwei Raum-Zeit Dimensionen nicht moglich ist, durch eine Weyl-Reskalierung

der Metrik in die Einsteinbasis zu gelangen.
Fiir den restlichen Teil der Wirkung S, 8’ = &1 — Sgraw., ergibt sich:

1 1
S = / d 0/ —g(10 < +3 Tr (0, MO*" M) — 5 (6MB£b)MU(8"BJ“b)> , (5.31)

was bei Ubergang zu komplexen Koordinaten (unter Ausnutzung der Beziehung
(8.BL,) (0" B’ ) = —2(9,B[;)(9" B’"7)), Einsetzen der Feldentwicklung aus (5.27)
und anschlieBender Integration iiber die Calabi-Yau 4-faltigkeit auf

1 1 1
— / d%\/_g(a)v( — Ze%(fhl)Q — 1(5’u¢)2 — 5aMbIAMUaMbJBGAB>
(5.32)

fiihrt.
Fiir die 4-Form abhéngige Wirkung Ss gilt bei Aufspaltung der 10-d Koordi-
naten in interne und Raum-Zeit Koordinaten zunéchst, dafl

F2 = FMNPQsFMNPQS == 5(F,uabcd)2 ) (533)
und die zehndimensionale Selbstdualitdtsbedingung (2.4) ergibt
)

- vefgh
Fuabcd - 51 _g(10) e,uueabcdefghF . (534)
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Einsetzen von (5.34) in (5.33) liefert wie schon in d = 10, daB (Fjapeq)” = 0; daher
kann man bei Kompaktifizierung der zehndimensionalen nicht-selbstdualen Typ
IIB Wirkung nicht die kompaktifizierte Selbstdualitdtsbedingung benutzen, son-
dern erhilt eine zweidimensionale nicht-selbstduale IIB Wirkung. Wie in d = 10
mufl man allerdings auf der Ebene der Bewegungsgleichungen die Selbstdualitit
benutzen, um die richtigen zweidimensionalen Typ IIB Bewegungsgleichungen zu
erhalten. Im Limes [ = 0, ¢ = const. und g,, = 7, ist dies fiir die Bewegungs-
gleichung von B!, im Anhang E nachgerechnet.

Geméf diesem Vorgehen erhélt man fiir Ss:

1
82 = /dlol'( - E V —9(10) (aMDabcd + %GIJB[IabaMB;:Id])Q

; (5.35)
+ —GIJGMVGGdeefgh(aMDabcd)BeIfayB;h> 7
192
wobei
1
€IJB[IabauBé]d} = %EIJ(BébauBé]d + BJ,0,By, + B1.0,By, (5.36)

Bcllba/iB(;]c + BédaﬂBl;]c + BlfcaMBc{d) )
und noch nicht iber die achtdimensionalen internen Koordinaten der CY} inte-
griert worden ist.

Bei der Entwicklung der Felder in harmonische Formen der C'Y} soll im fol-
genden der einfachste konsistente Fall untersucht werden, der in zwei Raum-Zeit

Dimensionen auf ein Gravitationsmultiplett und ein skalares Multiplett fiihrt.
Nach der Diskussion in Abschnitt 5.3 ist dieser Fall durch die Wahl

R e e B L ! (5.37)

gegeben. Gemif3 (5.24) und (5.25) fiihrt diese Wahl® ndmlich auf n, = 5 chirale
und n_ = 7 anti-chirale Skalare; da ein (nicht-chiraler) Skalar zusammen mit der
2-d Metrik g, das Gravitationsmultiplett bildet, verbleiben noch vier chirale Ska-
lare (die ein chirales Materiemultiplett ausfiillen) und sechs anti-chirale Skalare,
die supersymmetrische Singletts sind.

Fir die in (5.37) gemachte Wahl der Hodgezahlen ergeben der topologische
Term und der (O#D¥d)e; JB[IabﬁuBgd]—Term von S keinen Beitrag bei der Ent-

wicklung in harmonische Formen. Nimmt man also nach Ubergang zu komplexen
Koordinaten zusétzlich zu den Entwicklungen der Kéhlerdeformationen und der
antisymmetrischen Tensoren aus (5.27) die Entwicklung

a,u,Dz'jkl = (auQ)Qijkl (5-38)

6Man beachte, daf es konsistent mit der aus Gleichung (5.4) gewonnenen Anzahl R0 = 24,
der daraus resultierenden Eulerzahl x(CYs) = —90 und (5.26) ist.
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vor, so erhélt man insgesamt folgende zweidimensionale nichtselbstduale Typ 1B
Wirkung:

S= [ day/=gBV( = T2+ MNP (G an + 672 - (0,0)(0*D)G (o)
1
— 1O — 0,6 — S0 )My (0 )G
— eUeKLbIAbKB(ﬁubJC)(a"bLD)GABCD> y
(5.39)
wobei zusétzlich zu den aus Abschnitt 5.2 bekannten Groflen noch
1 _
Glo) = g [ P€/g0uu@ = alj0]f,
OV Jov, (5.40)
1 :
GABCD = __ d8§ / VAVk?VTSn‘/Ol; (gzlgk]gmpgon gzngOnglgkp)
16V Jey,
verwendet wurde, und wegen h("1) =1 auch A, B,C, D = 1 gilt.
Unter Verwendung von (5.22) und der Beziehung
REARE 5 AragirB — L9, V) (@t V) (5.41)
Yz oK = 5\l 1 :
148t sich die Wirkung aus (5.39) auch schreiben als:
/d2 V—g® v( _Ra —a MAPMEG oy + (a I V) (8" In V)
2 TA JB
_ _ M, (9"
4(3;@) 2(@& )M (06" 7)G ap (5.42)

1
= 2€7(0u)" = 412" (949)(0"7)

_ eUeKLbfAbKB(aMbJC)(aMbLD)GABCD) .

Eine solche zweidimensionale Wirkung fiir auf einer Calabi-Yau 4-faltigkeit kom-
paktifizierten Typ IIB Supergravitation ist bisher nicht bekannt gewesen. Aller-
dings wurde wihrend des Verfassens dieser Arbeit in [57] ein dhnliches Resultat
fiir den hier betrachteten Fall vercffentlicht: die dort vorgestellte Wirkung weicht
jedoch von der aus (5.42) ab, weswegen die hier erzielten Ergebnisse in [21] zur
Veroffentlichung vorgesehen sind.

Man beachte das aufgrund der in d = 2 nicht méglichen Weyl-Reskalierung
positive Vorzeichen vom Volumenabhéngigen Term in (5.42), weswegen er nicht
durch eine Variablentransformation weghebbar ist: nimmt man néamlich, wie im
C'Ys-Fall, die Redefinition M4 +— M4 = V= M4 vor, so erhilt man

2 Gup(OMA) O M) = — S ap (9,010 N1?)
2 2 1 (5.43)
FV@V)@V) + 5),
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was bei der Forderung 22 + %x L —% auf x, 0 = —i + iv—? fihrt.

In dem hier betrachteten besonderen Fall A’V = 1 gilt aber (wegen Gap ~
mags fiir AW = 1)

—%(@MA)(@”MB)GAB _ —1—16@ V) (0 In V). (5.44)

Dariiber hinaus 1&8t sich in zwei Raum-Zeit Dimensionen fiir die Metrik g, eine
besondere Eichung wihlen, die man die konforme Fichung nennt. Diese ist durch

G = € Ny (5.45)
gegeben, was g" = e " und /—¢g® = ¢ impliziert, wobei 7,, die flache
Minkowski-Metrik bezeichnet. Fiir die Christoffel Symbole aus (A.3) ergibt sich
in der Eichung (5.45):

I, = 5000, + 050, — 0w 0° ) . (5.46)
Mit ihnen 148t sich der Ricci Tensor aus (A.5) zu
RE s = 3N 0p0° A (5.47)

berechnen, was fiir den Ricci Skalar aus (A.6)
R = e 19,0"\ (5.48)
ergibt. In der konformen Eichung
Gy =Ny, A=c+ahnV (5.49)

erhélt man also zusammen mit (5.44):

/ Par/—gov(= 22 _ Lo a0 PG + 20, V) (0 )
2 2 2 (5.50

1 1
_ / PaV(=50,0"0 + 5a(0,m V)" V) + L0, V)@ V) .
Mit der Wahl a = —% ergibt sich somit fiir die Wirkung aus (5.42):
2 2) 1 m 1 2¢ 2 1 2
S= [ dx\/—g V( = 50u0"0 = 7 (0ul)” = 1 (0u9)
1
— 50" M1y )G — 411 (Ou) (0") 55D
— ersercab DB @07 )@ P) G o)
Des weiteren beachte man noch, dafl es fiir den hier betrachteten Fall der durch

(5.37) gegebenen Hodgezahlen keinen Unterschied macht, ob man die zweidimen-
sionale Selbstdualitdtsbedingung erst auf der Ebene der Bewegungsgleichungen
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oder schon in der Wirkung (5.51) einsetzt, da es keine Kopplungsterme zwischen ¢
und b! gibt. Daher verschwinden die vom zehndimensionalen F?-Term herriihren-
den Beitrdge, und man erhélt

1 1 1
S = /dzx\/—g@)v< - 5@8”0 — 162‘25(8“[)2 — Z(ﬁuqﬁ)z

1

(5.52)
_ 5@blA)M,J(awB)GAB) ,

wobei (9,b7)M;;(0"b7) = e?(10,b" — 8Mb2)2 + e*‘b(aubl)? Da fiir A1) =1
Gap~M2~ V2 (5.53)

gilt, hat die Lagrange-Dichte aus Gl. (5.52) nicht die in [58] angegebene erwiinsch-
te Form

1 ~ ~ ~
L =p(3P0+2) . L+ Lpo), (5.54)

in der sich die Felder p und o als unphysikalische longitudinale Raum-Zeit Koor-
dinaten interpretieren lassen.

Im Zusammenhang mit der CY;-Kompaktifizierung von Typ IIB konnte als
Anwendung von Kapitel 4 hingegen frither schon gezeigt werden [20], daf} fir
G AB ™ 63(ZS

1 1 1 1
2€(0u)" + £(0,0)° + 5 Gape’ l0,b' — 9,b°]" + iGABe_¢(8Hb1)2

0,COC_ 10,5 209, (5-55)
S+8-20C  (S+5-200C)"

die Metrik von .& also quaternionisch ist.

SchlieBSlich sei erwdhnt, dafl im Gegensatz zum heterotischen String auf K3 x
K3 aus Kapitel 6 auch eine geeignete Definition des Dilatons nicht auf die Form
einer Lagrange-Dichte wie in (5.54) fiihrt. Dies 148t sich auch an der Wirkung
ablesen, die man durch Kompaktifizierung der zehndimensionalen Wirkung in
der Stringbasis erhélt (noch ohne die konforme Eichung aus (5.49)):

N R N 13
s=1 / P/ =gPV (¢ (~R + 50, V)@ V) - W
1
+@@f—7§mwﬁ (5.56)

1
VY

wobei V das Volumen bzgl. der Metrik in der Stringbasis bezeichnet. Das Pro-
blem der Auffindung eines in (5.56) ausklammerbaren zweidimensionalen Dilatons

besteht darin, daf§ der (8Mbl)2— und (10,b* — 8Mb2)2—Term unterschiedlich an das

zehndimensionale Dilaton koppeln.

— SO~ —= (0,5~ 9,)")



Kapitel 6

Der heterotische String auf
K3 x K3

In diesem Kapitel wird die Kompaktifizierung der Niederenergie effektiven Wir-
kung des zehndimensionalen heterotischen Superstrings auf einer K3 x K3 Man-
nigfaltigkeit betrachtet. Die Motivation hierfiir ist dadurch gegeben, dafl die re-
sultierende zweidimensionale Theorie (4,0)-Supersymmetrie besitzt, genau wie
schon Typ IIB auf C'Y,. Somit besteht fiir bestimmte Klassen von Mannigfaltig-
keiten die Moglichkeit einer Dualitét zwischen diesen beiden Theorien. Auflerdem
ist fiir den heterotischen String auf K3 x K3, wenn die Kompaktifizierung in der
Stringbasis vorgenommen wird, relativ klar ersichtlich, welcher Skalar in zwei Di-
mensionen zum Gravitationsmultiplett gehort: es ist dieser Aspekt, auf den in
den Abschnitten F.3 und 6.1 das Hauptaugenmerk gerichtet wird.

Der heterotische String auf K3 ist aus der Literatur hinlédnglich bekannt [59],
weshalb die entsprechende Darstellung im Anhang F zu finden ist: dort werden
nach Diskussion der relevanten K 3-Eigenschaften das Spektrum und die Wirkung
der sich in d = 6 ergebenden Theorie vorgestellt. An dieser Stelle soll analog zu
Anhang F die nochmalige Kompaktifizierung dieser sechsdimensionalen Wirkung
(F.30) auf einer weiteren K3 betrachtet werden, so daf man insgesamt also die
zehndimensionale Wirkung (F.1) kompaktifiziert auf der Produktmannigfaltig-
keit K3 x K3 erhéilt. Ausgehend von N = (1,0) Supersymmetrie in sechs Di-
mensionen erhélt man wegen der Brechung der Halfte der Supersymmetrie bei
K3-Kompaktifizierungen dabei in d = 2 eine Theorie mit ) = 4 Superladungen,
bzw. (4,0)-Supersymmetrie. Im folgenden bezeichne K’3 diese weitere Mannig-
faltigkeit, und V' deren Volumen.

6.1 Das Spektrum und die Wirkung

In zwei Raum-Zeit Dimensionen besitzen Vektoren und antisymmetrische Tenso-
ren keinen physikalischen Freiheitsgrad mehr, so daf§ gem. (F.5) die sechsdimen-
sionalen Felder aus (F.30) bei Kompaktifizierung auf K'3 folgendes Spektrum
in d = 2 ergeben: die 6-d Metrik g;; ergibt die 2-d Metrik g¢,, (1, v = 0,1),

49
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und abermals h(1'Y) = 20 Deformationen der Kihlerform dg;; (7,7 = 1,2) und
2 x (Y —1) = 38 Deformationen der komplexen Struktur §g;; & dg;; . Der anti-
symmetrische Tensor By, ergibt wiederum A1) Skalarmoden B, sowie h(2%) =1
und h(®? = 1 Skalarmoden B;; und Bj;. Die sechsdimensionalen Vektoren liefern
wegen h(19) = RO —= ( keine weiteren Skalare, und schlieSlich erhélt man in
d = 2 noch 81 Skalare von den 80 ¢™ und dem sechsdimensionalen Dilaton.

Insgesamt sind neben der zweidimensionalen Metrik also noch 161 Skalare
vorhanden, wobei wie schon in Anhang F.3 die von den Eichvektoren der be-
trachteten Eichgruppe stammenden Biindel-Moduli konstant gesetzt wurden. Ein
Skalar gehort zum Gravitationsmultiplett, da formal das Graviton in d = 2 einen
Freiheitsgrad von —1 besitzt.

Vollig analog zu den Rechnungen, die zu (F.24) bzw. (F.26) gefiihrt haben,
gilt auch bei der Kompaktifizierung von R¢ in der Stringbasis nach d = 2, daf3
die Terme

20, MA0" MPEZKZ 1 9igh VA, M40, ¢ + 2(9u05)

) - o (6.1)
= 2(0,96)" — 20,060"InV" + 5(0,In)V")
zum kinetischen Term
2(0u2)” (6.2)
fiir das zweidimensionale Dilaton kombinieren, welches durch
e 20 = 7 206)) (6.3)

gegeben ist.

Auflerdem parametrisieren die achtzig Skalare von den Metrik-Deformationen
und der Bj;-Entwicklung auf K’3 wieder einen Quotientenraum der Form (F.31),
so dafl der Moduli Raum (ohne das zweidimensionale Dilaton und ohne die
Biindel-Moduli) der Gesamtkompaktifizierung auf der Produktmannigfaltigkeit
also durch

SO(4,20) SO(4,20)

My = SO() x SO(20) ~* 850(4) x SO(20) (64)

gegeben ist. Fiir die Wirkung ergibt sich in d = 2:

shet — / P/ —g@e ] — B2 4 2(9,60)°
+ G (0)0,0M " + G (6)0,6™ 67

(6.5)

wobei 0™ und 6™ (m = 1,...,80) die nun insgesamt 160 Moduli von (6.4) be-
zeichnen. Wie auch schon fir die Metrik G, (o) aus (F.30) gilt fiir G,,,(5), daB
diese quaternionisch ist.
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6.2 Die Wirkung in konformer Eichung

Wie bereits in Abschnitt 5.4 erldutert, 148t sich fiir die Metrik g, in zwei Raum-
Zeit Dimensionen die konforme Eichung

Guv = eknuu (66)

wéhlen. In dieser Eichung gilt unter Verwendung von (5.48) fiir die Einstein-
Hilbert Wirkung (B.1) in zwei Dimensionen:

1 1
SGrav = _5 /dzx V _9(2)R2 - _5 /d%(auﬁ“)\) . (67)

Mit dem Ansatz A = p + c¢o (¢ = const.) erhélt man dann in der Stringbasis
mittels einer partiellen Integration

[ o= (5 20,600
_ / e 2 (—10,0%p — 160,065 + 2(0,62)?) (6.8)
= [ dac (- 10,0% - c@,00)" + 2(0,09°),

so daf fiir die Wahl ¢ = 2 der kinetische Term fiir das zweidimensionale Dilaton
weggehoben wird.

Insgesamt ergibt sich damit die Wirkung Sk aus (6.5) in der konformen
Eichung g,, = 1, mit A = p + 2¢, zu

Shet = /deer(—%aua"p + Goun(0)8,0™ 0™ + G (6)8,6™06™) . (6.9)
Damit ist sie also von der niher in [58] untersuchten Form

Shet = | Pre22(—19,0Mp + &), (6.10)
2%

wobei .& unabhéngig von den Feldern ¢, und p ist.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Ausgehend von einer nicht-selbstdualen (NSD-) Wirkung fiir zehndimensionale
Typ IIB Supergravitation [23] wird diese Theorie auf einer Calabi-Yau 3-faltigkeit
CY3 und 4-faltigkeit C'Y, kompaktifiziert. Die Kompaktifizierungen werden dabei
in dem Limes vorgenommen, in dem die Volumina der CY,, grof} gegeniiber der
String-Skala sind: es ist dieser Limes groffen Volumens, in dem die Supergravita-
tionstheorie eine gute Approximation der Stringtheorie darstellt.

Die Hauptmotivation fiir die Betrachtung der C'Ys;-Kompaktifizierung war da-
durch gegeben, dafl in der Literatur bisher nur die Kopplungsterme bestimm-
ter Felder bekannt waren. So finden sich im vierdimensionalen Spektrum ne-
ben dem Gravitationsmultiplett noch (1Y) Tensormultipletts, ein Doppel-Tensor
Multiplett sowie A1 Vektormultipletts. Die Kopplungen der Vektormultipletts
sind schon aus [15-19] bekannt, nicht aber die der Tensormultipletts und des
Doppel-Tensor Multipletts. Entsprechend werden in dieser Arbeit Calabi-Yau 3-
faltigkeiten mit A = 0, aber beliebigem A" untersucht, und diese Kopplun-
gen bestimmt [20]. AnschlieBend werden die h(%Y) + 2 antisymmetrischen Ten-
sorfelder in d = 4 zu Skalaren dualisiert, und die vierdimensionale Wirkung in
der dualen Feldbasis angegeben. Es ist diese Form der Niederenergie effektiven
Typ IIB Wirkung, die in [20] dazu verwendet werden konnte, eine explizite Rea-
lisierung der sog. Mirrorsymmetrie anzugeben: dazu wurden die IIB-Felder auf
die Felder der auf der Mirror-Calabi-Yau 3-faltigkeit kompaktifizierten Typ ITA
Supergravitation abgebildet. SchlieBlich ist in der vorliegenden Arbeit noch die
Ubertragung der in d = 10 vorhandenen Symmetrien der Typ IIB Theorie auf
die resultierende vierdimensionale Theorie untersucht. Besonderes Interesse gilt
dabei der fiir Typ IIB charakteristischen SL(2, R)-Symmetrie, da diese u.a. eine
Abbildung Bereicher schwacher auf Bereiche starker Kopplung beinhaltet.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Kompaktifizierungen der Typ IIB Theo-
rie gibt es eine Konsistenzbedingung, welche wie folgt zu verstehen ist: die zehn-
dimensionale Bewegungsgleichung des im Spektrum von Typ IIB vorhandenen
4-Form Feldes lautet, daBl die zugehorige Feldstdarke selbstdual ist. Die NSD-
Wirkung ist in dem Sinne nicht-selbstdual, als daf§ diese Selbstdualitatsbedin-
gung an die Feldstérke nicht in der Wirkung selbst gilt; vielmehr wird sie erst
auf der Ebene der aus ihr resultierenden Euler-Lagrange Gleichungen eingesetzt,
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um die richtigen Typ IIB Bewegungsgleichungen zu ergeben. Eine konsistente
Kompaktifizierung dieser NSD-Wirkung wird nun ohne Benutzung der kompakti-
fizierten Selbstdualitéitsbedingung durchgefiihrt; diese wird analog zu d = 10 erst
in den Euler-Lagrange Gleichungen aus den entsprechenden niederdimensionalen
Wirkungen eingesetzt, und sollte dann die richtigen kompaktifizierten Typ I1B
Bewegungsgleichungen reproduzieren. Dies wird in den hier betrachteten Fillen
der CY3- und C'Y;-Kompaktifizierungen fiir die Bewegungsgleichungen der beiden
antisymmetrischen Tensorfelder in einem bestimmten Feldlimes verifiziert.

Fiir CY,;-Kompaktifizierungen von Typ IIB war bislang nur das resultierende
Spektrum in d = 2 bekannt [48], nicht aber eine Wirkung, aus der sich die zwei-
dimensionalen Bewegungsgleichungen herleiten lassen.! In Kapitel 5 wird eine
im oben erklidrten Sinne konsistente Wirkung in d = 2 angegeben. Insbesondere
wird der durch die Hodgezahlen h*9) = p04 = p(11) = 1 422 = pBH = 0
gegebene Fall untersucht, der auf ein Gravitationsmultiplett und ein chirales Ma-
teriemultiplett fithrt, und die erzielten Resultate sind zur Veroffentlichung vorge-
sehen [21]. Im Gegensatz zum C'Y3-Fall kann das niederdimensionale Dilaton nicht
ohne weiteres identifiziert werden, was eng an die Tatsache gekniipft ist, daf in
zwei Raum-Zeit Dimensionen keine Weyl-Reskalierung der Metrik vorgenommen
werden kann. Allerdings 148t sich fiir die Raum-Zeit Metrik eine spezielle Eichung
wahlen, die man konforme Eichung nennt. In dieser Eichung und bei obiger Wahl
der Hodgezahlen wird in Abschnitt 5.4 gezeigt, daf fiir eine bestimmte Wahl der
Metrik auf dem Raum der (1,1)-Formen von CY} die Skalare der zweidimensio-
nalen Lagrangedichte eine quaternionische Mannigfaltigkeit parametrisieren.

Im Zusammenhang mit der problematischen Auffindung des zweidimensiona-
len Dilatons wird schliellich die Kompaktifizierung der Niederenergie effektiven
Wirkung des zehndimensionalen heterotischen Strings auf K3 x K3 untersucht.
Diese ist in der Stringbasis vorgenommen, und der Hauptfokus ist auf die Frage
gerichtet, welcher Skalar in d = 2 zum Gravitationsmultiplett gehort. In Kapi-
tel 6 wird dieser Skalar als das zweidimensionale Dilaton identifiziert, und die
Wirkung kann auf eine Standardform gebracht werden, in der die Metrik fiir die
restlichen Skalare quaternionisch ist. Dieses Resultat ist fiir einen potentiellen
Vergleich mit der C'Y;-kompaktifizierten Typ IIB Theorie interessant, und stellt
einen fiir weitere Untersuchungen vielversprechenden Ausgangspunkt dar: so be-
sitzen beide Theorien N = (4,0) Supersymmetrie in zwei Dimensionen, wobei
fiir Typ IIB auf C'Y, die Wirkung im allgemeinen Fall noch nicht in einer Stan-
dardform angegeben werden konnte, in der die Metrik der Skalarfelder (ohne das
Dilaton) manifest quaternionisch ist. Da die heterotische Niederenergie effektive
Wirkung auf K3 x K3 in d = 2 nur nicht-chirale Skalare ergibt, miifiten bei einem
Vergleich mit Typ IIB auf C'Y} solche Calabi-Yau 4-faltigkeiten gewéhlt werden,
fiir deren Eulerzahl x(CY,) = —96 gilt: fiir diese Mannigfaltigkeiten verschwindet
namlich gerade deren Hirzebruch Signatur, welche die Differenz von chiralen und
anti-chiralen Skalaren im Spektrum angibt.

"Wiihrend der Fertigstellung dieser Arbeit wurde allerdings in [57] eine solche Wirkung
unter Vernachldssigung des topologischen Terms angegeben, welche aber nicht mit den hier
dargestellten Ergebnissen iibereinstimmt.



Anhang A

Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

A.1 Einleitung und Konventionen

Da Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten als diejenigen Mannigfaltigkeiten, auf denen in
dieser Arbeit kompaktifiziert wird, eine zentrale Rolle spielen, sollen sie in diesem
Anhang naher vorgestellt werden. Dabei wird auf allgemein giiltige Eigenschaften
eingegangen. Die in den jeweiligen Kapiteln benotigten speziellen Eigenschaften
der (reell) vier-, sechs- bzw. acht-dimensionalen Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten
werden dort eingefiihrt.

Beginnend mit der Definition einer komplexen Mannigfaltigkeit wird eine
Grundkenntnis der reellen Riemannschen! Differentialgeometrie vorausgesetzt,
deren Begriffe wie p-Form oder de Rham Kohomologie ins Komplexe erweitert
werden. Umfangreiche Einfilhrungen in das Gebiet der reellen und komplexen
Differentialgeometrie finden sich z.B. in [32,54,60], wohingegen vertiefte Abhand-
lungen iiber Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten in [33,61] gegeben sind; auf das We-
sentliche beschriankte Zusammenfassungen finden sich in [35] und [62], an denen
sich auch dieser Anhang orientiert.

Zunéchst sollen an dieser Stelle einige Konventionen gegeben werden, die im
gesamten Verlauf der Arbeit benutzt werden: die Signatur der Raum-Zeit Metrik
ist als (— + +...4) gewéhlt. Der d-dimensionale antisymmetrische Levi-Civita
Tensor € ist geméf

ed=1, gq==+1 (A1)

definiert, so daf3 die durch

N

Rled = (ig(d))*ﬁ L B 4= :t(:l:g(d)) (A.2)

definierte Grofie E wie eine Tensordichte transformiert. Dabei bezeichnet ¢ in
(A.2) die Determinante der d-dimensionalen Metrik, und das + Zeichen (bzw.

LAlle in dieser Arbeit behandelten Mannigfaltigkeiten sind Riemannsch, d.h. sie besitzen
eine Metrik. Aulerdem werden alle Mannigfaltigkeiten als kompakt vorausgesetzt, und sie sollen
auch nur eine einzige Zusammenhangskomponente besitzen.
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— Zeichen) in (A.1) und (A.2) bezieht sich auf euklidische (bzw. Minkowski)
Signatur.

Grofibuchstabige lateinische Indizes aus der Mitte des Alphabets sind zehndi-
mensionale Indizes, wohingegen griechische Indizes aus der Mitte des Alphabets
immer entsprechende Raum-Zeit Indizes nach der Kompaktifizierung sind.

Die Christoffel Symbole sind geméaf3

TNp = %QMQ(GPQNQ +0ngrQ — OggnP) (A.3)
definiert; aus ihnen wird der Riemannsche Kriimmungstensor nach der Vorschrift
72%}9@ = 0o Np — aPF?V/[Q + FiPFf\g@ - FiQrgP (A.4)

gebildet. Der Ricci Tensor ist durch
Run = Riypn (A.5)

gegeben, und der Ricci Skalar lautet

R =¢""Run. (A.6)

A.2 Komplexe Mannigfaltigkeiten

Definition A.2.1. Eine komplexe Mannigfaltigkeit M der Dimension dim¢ =
n ist eine reelle Mannigfaltigkeit der Dimension dimgr = 2n, auf der man n
komplexe Koordinaten ¢ withlen kann, so daf die Ubergangsfunktionen ¢#(&9)
zwischen allen Kartengebieten holomorph sind. M wird auch kompleze n-faltigkeit
genannt, und die lokalen komplexen Koordinaten zusammen mit holomorphen
Ubergangsfunktionen versehen M mit einer sog. komplexen Struktur.

Analog zu p-Formen auf reellen Mannigfaltigkeiten lassen sich auf komplexen
Mannigfaltigkeiten (p, ¢)-Formen definieren, die p antisymmetrische holomorphe
und ¢ antisymmetrische antiholomorphe Indizes haben:

W) = gai@inipg g 46N N e NAE® NAE A N dE (A.7)
Die #uflere Ableitung einer (p, ¢)-Form ist explizit durch

dw(p.q) = %df* AdEN A NdEP N dER A .. A dETs

Owiy ..ip7y...7q i1 i TTat1 n = (AS)
+ hEarI g A NG A dET NG A LA dET
gegeben, was sich auch kurz als
_ A — geid 710
d—6+8:d§a—£i—|—d£8§ (A.9)

schreiben 1é8t. Der reelle duflere Ableitungsoperator d spaltet also in einen ho-
lomorphen und einen antiholomorphen dufleren Ableitungsanteil auf: angewandt
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auf eine (p, ¢)-Form ergibt J eine (p+1, ¢)-Form, wohingegen 0 eine (p, ¢+1)-Form
liefert. Die Operatoren 0 und 0 heilen Dolbeault Operatoren. Beide Operatoren
sind nilpotent, d.h.

=0 =0. (A.10)

Aufgrund dieser Eigenschaft 148t sich der von reellen Mannigfaltigkeiten bekann-
te Begriff der p-ten de Rham Kohomologiegruppe in offensichtlicher Weise auf
komplexe Mannigfaltigkeiten erweitern:

Definition A.2.2. Die (p, q)-te -Kohomologiegruppe einer komplexen Mannig-
faltigkeit M ist durch

Jaad (M) = {w(pvq)@w(p,q)_ = 0} (A.11)
0 {wp0lwe.g = OApe-1)}

gegeben.? Die komplexe Dimension von H g) (M) nennt man die Hodgezahl h®9):
h®9) = dime HP (M) . (A.12)

Eine Form w mit dw = 0 heifit 0-geschlossen; wenn es eine Form A gibt, so
daB w = O\ gilt, so nennt man w 0-exakt. Die d-Kohomologiegruppen von C"
sind trivial, d.h. alle 9-geschlossenen (p, ¢)-Formen sind auch d-exakt. In diesem
Sinne messen die -Kohomologiegruppen die topologische Nichttrivialitéit einer
komplexen Mannigfaltigkeit M.

A.3 Hermitesche Mannigfaltigkeiten

Definition A.3.1. Eine Metrik g auf einer komplexen Mannigfaltigkeit M heif3t
hermitesch, wenn in lokalen komplexen Koordinaten g;; = g;; = 0 gilt. Das Paar
(M, g) bezeichnet man als hermitesche Mannigfaltigkeit.

Da fiir eine hermitesche Metrik ¢ also nur die Komponenten mit gemischten
Indizes ungleich Null sind, 148t sich g als

g = gizd€' @ d& + g;dE" @ d€’ (A.13)

schreiben, wobei d¢* @ d€7 das Tensorprodukt von d€* mit d€7 bezeichnet. Es gilt,
dafl auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit eine hermitesche Metrik existiert.

Auf einer hermiteschen n-faltigkeit ist der Hodge Sternoperator % fiir eine
(p, q¢)-Form wie in [63] gemaB

(—1) 5 g
. - mn= 1 - 11...9q 21.-2p
00) = it i — gt s Bt B (A4

X AL A AN dEI N dETTE A LA dE

2Eine entsprechende Definition gilt fiir H ép ) (M) unter Verwendung von 9 anstelle von 0.
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definiert, wobei @y, i z,..7, = Wiy..iy5,..4,- Der Hodge Sternoperator bildet also eine
(p, q)-Form auf eine (n — ¢, n —p)-Form ab. Die in (A.14) gegebene Definition des
Hodge Sternoperators fithrt dazu, daf§ man auf einer hermiteschen n-faltigkeit M
folgenden Ausdruck fiir das Skalarprodukt zweier (p, ¢)-Formen erhélt:

(W) M) = /M Wip,q) N *A(p,g)

Qn(n 1) 1
1 / /—\detg w“ g )\11 2gi1...1p dnfdnf

plq!
Mit Hilfe des in (A.15) definierten Skalarproduktes definiert man auf einer her-
miteschen n-faltigkeit in Analogie zum adjungierten dufleren Ableitungsoperator
d' die adjungierten Dolbeault Operatoren 0% und 0" wie folgt:

(A.15)

(w, 0Ny = (0Tw, \), (W, ON) = (0w, \) . (A.16)

Als Folge von (A.9) erhélt man auch fiir den adjungierten &dufleren Ableitungs-
operator d' folgende Aufspaltung:

d =0+t (A.17)

Mit Hilfe der (analog zu df = — x dx) giiltigen Relationen 0" = — % Ox und 9" =
— % Ox 148t sich einfach zeigen, dafl auch die adjungierten Dolbeault Operatoren
nilpotent sind, d.h. es gilt

0H’ = (3" =0. (A.18)

Neben dem mittels der dufleren Ableitung d gebildeten Laplace Operator Ay =
(dd" + d'd) definiert man auf einer hermiteschen n-faltigkeit noch die Laplace
Operatoren Ay und Ay geméf:

Ay = (040D =00+ 00

L (A.19)
Ay =(0+0Y =80+ 8.

Definition A.3.2. Eine (p, q)-Form w heifit 9-harmonisch (0-harmonisch), wenn
Apw =0 (Ajw = 0) gilt.

Es gilt, da auf einer hermiteschen Mannigfaltigkeit M die d-harmonischen
(O-harmonischen) (p, ¢)-Formen in eineindeutiger Weise Elementen aus H (%p ) (M)

(H ép & (M)) entsprechen.

A.4 Kaihlermannigfaltigkeiten

Ké&hlermannigfaltigkeiten sind komplexe Mannigfaltigkeiten mit einer hermite-
schen Metrik g, die einer weiteren Einschrankung unterliegt. Eine Méglichkeit der
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Formulierung dieser Zusatzbedingung an ¢ ist dabei wie folgt gegeben: zunéchst
definiert man auf einer hermiteschen n-faltigkeit eine (1,1)-Form gemifl

J =ig;dE ©dE —igy df @ dE, (A.20)
was sich aufgrund der Symmetrie von g auch als
J = igiyd€' A dE7 (A.21)

schreiben 148t. Die so definierte Form J heifit Kdhler Form, und sie ist eine reelle
Form:

J = —igd€' NdE7 =igpd&d NdE =T (A.22)
Weiterhin 148t sich zeigen, dafl

JN--AJ (A.23)
—_—

n

eine nirgends verschwindende reelle 2n-Form ist, und somit als Volumenelement
dient: jede hermitesche Mannigfaltigkeit, und damit auch jede komplexe Mannig-
faltigkeit, ist orientierbar.

Als Kéhlermannigfaltigkeit definiert man nun

Definition A.4.1. Eine Kdhlermannigfaltigkeit ist eine hermitesche Mannigfal-
tigkeit (M, g), deren Kéhler Form geschlossen ist: dJ = 0. Die Metrik g heift
Kdhler Metrik auf M.

In lokalen Koordinaten ergibt die Bedingung d.J = (9 + 9)i gi;;d&* A d€7 = 0,
daB

9g9i; __ 997 9gi; _ Ogy (A 24)

oe T ot 0 pgl T o

gelten mufl. Wenn die Metrik g lokal von der Form
97 = e s K (€,€) (A.25)

ist, so sind die Bedingungen von (A.24) sicherlich erfiillt; umgekehrt kann man
zeigen, daf sich jede Ké&hler Metrik [okal wie in (A.25) ausdriicken 148t. Die
Funktion K (&, €) heifit Kdihler Potential, und lokal 148t sich die Kihler Form also
gemif J = i00K darstellen. Man beachte, dafl das Kihler Potential nicht global
definiert zu sein braucht, sondern auf verschiedenen Kartengebieten auch eine
unterschiedliche Form haben kann.

Fiir Kéhlermannigfaltigkeiten gilt

Ay =20p = 275, (A.26)

so daB also die harmonischen Formen bzgl. der einzelnen Laplace Operatoren
dieselben sind. Weiterhin gilt, dafl die 0- und d-Kohomologiegruppen gleich sind:

H(%p’Q)(M) _ Hép’Q)(M) = HPD(M). (A.27)
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Auf einer Kéhler n-faltigkeit 148t sich jede k-Form in (p, ¢)-Formen mit p+¢q = k
zerlegen; entsprechend gilt der folgende Zusammenhang zwischen den de Rham
und Dolbeault Kohomologiegruppen

HYM)= @ HPI(M), (A.28)

p+q=k

was man auch als Hodge Zerlegung bezeichnet. Somit sind die Betti Zahlen? mit
den Hodgezahlen iiber

bp= Y h®9 (A.29)
pt+q=Fk

korreliert. Fiir die Fulerzahl von M als die alternierende Summe der Betti Zahlen
erhélt man fiir eine Kéahler n-faltigkeit somit

VM) =S (=1 = S (=1 3D he, (A.30)

Die gesamten Hodgezahlen hP9 = dimeH ™9 (M) einer Kihler n-faltigkeit wer-
den iiblicherweise in Form des sog. Hodge-Diamanten dargestellt:

p(nn)
h(n,nfl) h(nfl,n)

B0 Rl pa=l)  p0m) (A.31)

.h(LO) 0
1, (0:0)

Unter diesen zunéchst (n + 1)2 unabhéngigen Eintrdgen herrschen folgende Be-
ziehungen: komplexe Konjugation ergibt

R@d) = plap) (A.32)
und unter Anwendung des Hodge Sternoperators erhélt man
pa) — p(n—pn—a) (A.33)

Somit ist der Hodge-Diamant einer Kéhler n-faltigkeit symmetrisch bzgl. der hori-
zontalen und vertikalen Achse. Durch diese Symmetrien reduziert sich die Anzahl
der unabhéngigen Hodgezahlen auf (3n + 1)° fiir gerades n, und 1(n + 1)(n + 3)
fiir ungerades n. Auflerdem werden in dieser Arbeit nur Mannigfaltigkeiten mit ei-
ner Zusammenhangskomponente betrachtet, und fiir diese Mannigfaltigkeiten gilt
R0 = pm) =1 (R0 ist die Dimension des Raums der konstanten Funktionen
auf M ).

3Die reelle Dimension der k-ten de Rham Kohomologiegruppe H*(M) nennt man die k-te
Betti Zahl by, von M: by, = dimg H*(M).
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A.5 Kaihler Geometrie

Die Kéhlerbedingung an eine hermitesche Metrik fithrt bei der Berechnung von
geometrischen Groflen auf einer Kdhlermannigfaltigkeit zu einigen Besonderhei-
ten, die hier kurz zusammengestellt werden.

Berechnet man auf einer Kéhlermannigfaltigkeit die Christoffel Symbole aus
(A.3) in komplexen Koordinaten, so ergeben die Bedingungen (A.24) an die
Kéhler Metrik, daf§ lediglich die Christoffel Symbole mit entweder nur holomor-
phen oder nur anti-holomorphen Indizes ungleich Null sind:

i il Ogy1 7 2l 99
Auflerdem besitzt der Riemann Tensor (in komplexen Koordinaten) aufgrund von

(A.24) eine zusétzliche Symmetrie

Ry = 0r(9™ Ogjm) = (9™ Djgrm) = R (A.35)
die zusammen mit den iiblichen Symmetrien noch auf
R;%z = R%jl ) R;El = Rél%j ) RE’IJ = Rlzkj (A.36)
fiihrt.
Der Ricci Tensor hat nur Komponenten mit gemischten Indizes,
Riy = 0" Ry - (A.37)

Schon auf hermiteschen Mannigfaltigkeiten existiert die Definition der sog. Ricci
Form R gemif

R=1iR;d¢' Ndé? = —i0dIng, (A.38)
wobei g = det (g;;) und
Ri; = Riij =0; (gkiai gr1) = 0;0;Ing. (A.39)

Allerdings gilt erst auf Kéhlermannigfaltigkeiten, dafl wegen (A.35) die Kom-
ponenten der Ricci Form mit denen des Ricci Tensors iibereinstimmen, R;; =
R’,jij = Rfkj = 'R;;, woher die Ricci Form denn auch ihren Namen hat. Wenn
Ri; = R;; = 0 gilt, so nennt man die Kéhler Metrik Ricci-flach.

Wie schon die Kéhler Form ist auch R eine reelle Form: R = i0dlng =

—i1001In g = R. Wegen 00 = —1d(d — 9) gilt auBerdem, dafl R geschlossen ist:
dR oc d*(0 —9)lng =0. (A.40)

Da g kein Skalar ist, und somit (0 — 0) Ing nicht global definiert ist, ist R im allg.
aber nicht exakt. Vielmehr definiert R eine nicht-triviale Kohomologie-Klasse

alM) = [R/27] € HX(M), (A.41)

die man die erste Chern-Klasse von M nennt. Der Faktor % ist dabei lediglich

ein Normierungsfaktor, der aus der allg. Def. hoherer Chern-Klassen stammt.
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A.6 Holonomie

Der letzte zur Behandlung von Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten noch benotigte Be-
griff ist der der Holonomie, welcher an dieser Stelle eingefiihrt werden soll. Dazu
sei zunéchst eine reelle orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit Di-
mension dimg M = m gegeben. Ausgehend von einem fest gewihlten Basispunkt
p betrachte man nun einen Vektor v, den man von p entlang einer geschlossenen
Kurve C zuriick nach p paralleltransportiert: auf diese Weise erhélt man einen
Vektor v/, der in der Regel in eine andere Richtung zeigt als v (da Paralleltrans-
port die Linge eines Vektors nicht verdndert, sind v und v’ aber gleichlang). Da
M orientierbar ist, stehen v und v’ iiber eine SO(m)-Transformation miteinander
in Beziehung:

vV'=S(Cyw , S(C)eSO(m). (A.42)

Auf diese Weise wird also jeder von p ausgehenden geschlossenen Kurve C' ei-
ne SO(m)-Matrix S(C) zugeordnet. Die Menge aller S(C) fiir alle moglichen
von p ausgehenden geschlossenen Kurven C' bildet eine Gruppe (nach Konstruk-
tion eine Untergruppe von SO(m)), die man die Holonomiegruppe Hol(M, p)
von M am Punkt p nennt. Fiir die hier betrachteten Mannigfaltigkeiten mit nur
einer Zusammenhangskomponente ist es einfach zu sehen, dafl fiir verschieden
gewéihlte Basispunkte p,q € M die entsprechenden Gruppen Hol(M,p) und
Hol(M, q) isomorph zueinander sind: in diesem Sinne spielt die urspriingliche
Wahl des Basispunktes keine Rolle, und man spricht einfach von der Holonomie-
gruppe Hol(M) von M.

Die Holonomie Gruppe enthélt Information dariiber, wie gekriimmt der Raum
ist. So besteht sie z.B. fiir flache Mannigfaltigkeiten nur aus der Identitéit, da auf
flachen Mannigfaltigkeiten der Paralleltransport eines Vektors dessen Richtung
nicht dndert.

Fiir eine Kéhler n-faltigkeit ist die Holonomiegruppe in U(n) C SO(2n) ent-
halten, was man wie folgt sehen kann: da fiir eine Kdhlermannigfaltigkeit die
Christoffel Symbole gem. (A.34) nur fiir Indizes desselben Typs nichtverschwin-
dend sind, ergibt der Paralleltransport eines Vektors mit rein holomorphen (anti-
holomorphen) Komponenten einen ebensolchen Vektor. Schreibt man also allg.
einen Vektor v in lokalen komplexen Koordinaten als

0 + 0" 9
oc U aa

v="1"

(A.43)

so werden unter Paralleltransport die holomorphen Komponenten v* nicht mit
den anti-holomorphen Komponenten v* vermischt. Daher kénnen die Holonomie
Matrizen S(C) durch ihre Wirkung auf die holomorphen bzw. anti-holomorphen
Basiselemente ausgedriickt werden, und liegen somit in einer U(n)-Untergruppe
von SO(2n).
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A.7 Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten

Nach der Zusammenstellung der relevanten Begriffe in den letzten Abschnitten
148t sich eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit nun folgendermafien definieren:

Definition A.7.1. Eine Calabi- Yau Mannigfaltigkeit C'Y,, ist eine kompakte Kéhler
n-faltigkeit, deren erste Chern-Klasse verschwindet.

Gemifl den Ausfithrungen in Abschnitt A.5 ist klar, dafl fiir Ricci-flache
Ké&hlermannigfaltigkeiten die erste Chern-Klasse verschwindet. Umgekehrt sichert
folgendes (von E. Calabi 1957 aufgestellte und von S.T. Yau 1977 bewiesene)
Theorem die Existenz einer Ricci-flachen Metrik auf Kahlermannigfaltigkeiten
mit ¢; = 0:

Theorem. Wenn M eine Kdhlermannigfaltigkeit mit verschwindender erster Chern-
Klasse und mit Kéahler Form J ist, dann existiert eine bis auf Skalierung eindeu-
tige, Ricci-flache Metrik auf M, deren Kéahler Form J’ in derselben Kohomologie
Klasse wie J liegt.

Da auf Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten Ricci-flache Metriken nicht explizit be-
kannt sind, ist dieses Theorem sehr niitzlich. Insbesondere wird die Existenz der
Ricci-flachen Metrik fiir nachstehendes Theorem bzgl. der Holonomiegruppe von
Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten benétigt:

Theorem. Wenn ¢ die Ricci-flache Metrik auf einer Calabi-Yau n-faltigkeit C'Y,,
ist, so ist die Holonomiegruppe in SU(n) enthalten.

Bemerkung. In dieser Arbeit werden nur Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten be-
trachtet, deren Holonomiegruppe genau SU(n) ist, und keine echte Untergruppe
davon. So werden z.B. bei Calabi-Yau 4-faltigkeiten nicht die Mannigfaltigkeiten
T8, K3 x T* oder T? x CY3 beriicksichtigt.

Zusétzlich zu den in Abschnitt A.4 genannten, allgemein auf Kdhlermannig-
faltigkeiten giiltigen Relationen zwischen den Hodgezahlen existieren auf Calabi-
Yau n-faltigkeiten noch weitere Beziehungen, die die Anzahl der unabhéngigen
Hodgezahlen nochmals reduzieren. Insbesondere gilt folgendes Theorem:

Theorem. Auf einer kompakten Kéahler n-faltigkeit M verschwindet die erste
Chern-Klasse genau dann, wenn es auf M eine nirgends verschwindende, holo-
morphe (n,0)-Form 2 gibt. Diese (n,0)-Form €2 ist aufierdem harmonisch, sowie
kovariant konstant bzgl. der Ricci-flachen Metrik.

Unter Verwendung von 2 148t sich dann zeigen, dafl auf einer Calabi-Yau
n-faltigkeit

BP0 _ 1,(n—p0) (A.44)

gilt. Weiterhin gilt fiir Calabi-Yau n-faltigkeiten, deren Holonomiegruppe genau
SU(n) ist, daf§

AP = pOP) — 0 fir 0<p<n. (A.45)
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Zusammen mit h(%0 (= h(™") = 1 reduziert dies zunichst die Anzahl der un-
abhéngigen Hodgezahlen auf inQ fiir gerades n, und i(rﬂ — 1) fiir ungerades
n. Zusétzlich kénnen fiir Calabi-Yau n-faltigkeiten mit SU(n)-Holonomie noch
weitere Einschriankungen gelten, was im jeweils betrachteten Einzelfall einer ge-
naueren Uberpriifung bedarf. So gilt z.B. im Fall der K3, daB diese eindeutig
ist [64], und als Folge sind alle Hodgezahlen eindeutig bestimmt; bei Calabi-Yau 4-
faltigkeiten findet man eine aus SU (4)-Holonomie folgende Zusatzbedingung [53],
so dafl insgesamt nur drei frei wahlbare Hodgezahlen verbleiben. Fiir die in dieser
Arbeit betrachteten Félle der K3, C'Y3 und CY} sind die unabhéngigen Hodge-
zahlen in Tab. A.1 zusammengestellt.

CY,, | unabhéingige Hodgezahlen
K3 keine

CY; h(l’l), L 2.1

01/4 h(l’l), h(2’1), h(3,1)

Tabelle A.1: Frei wiahlbare Hodgezahlen von Calabi-Yau n-faltigkeiten mit n =
2,3, 4.



Anhang B

Weyl-Reskalierungen zwischen
verschiedenen Basen

In dieser Arbeit werden die Wirkungen fiir die jeweils betrachtete Stringtheorie
je nach Kontext in unterschiedlichen Feldbasen angegeben. Fiir beliebige Raum-
Zeit Dimension d bezeichnet man dabei die Basis, in der alle Felder des NS-NS
Sektors einschl. des Ricci Skalars mit dem Dilaton Term e~2? multipliziert sind,
als Stringbasis. Die sog. Finsteinbasis ist hingegen dadurch charakterisiert, daf3
die Gravitations-Wirkung gerade durch die iibliche Einstein-Hilbert Wirkung

1
Saraw = —§/ddx\/—gR (B.1)

gegeben ist.

Wie in [7] erkldrt gehen Einstein- und Stringbasis auseinander durch eine
Weyl-Reskalierung g, — 4 = 729, der Metrik hervor, unter der g"” und /=g
gemaf

e N N R (B2

transformieren.
Setzt man das Transformationverhalten der Metrik in (A.3) ein, so erhdlt man,

dafl die Christoffel Symbole wie
T = T =T 4+ 770" (9o 0pT + GpaOuT — GupOaT) (B.3)

transformieren.
Mit Hilfe von (B.3) lafit sich nun das Transformationsverhalten des Ricci
Skalars aus (A.6) zu

Ri—R=12R+2(d— D7 3(g" 0,0, + (0,7)0, 9™ + 29" (0,9,,)0°7)

(B.4)
+ (d® — 5d + 4)774(0,7)*

bestimmen.
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Insgesamt erhélt man also fiir eine Wirkung der Form [ d%z,/=g7?~*R das fol-
gende Transformationsverhalten unter der Weyl-Reskalierung ¢, — G = 720w

/ dlz/—gr IR / A/ =T 'R (B.5)
= / dPay/=g[R + (d* — 5d + 4)77 (9, 7)*
+ 2(d— 1)7_1(9“”8M8VT + (0,7)0, 9" + %g””(apgw)apT)] )
Eine partielle Integration des ¢g**0,,0, 7-Terms liefert
2(d—1) /dd:p\/—_ngg“”ﬁuﬁyT (B.6)
——2(d = 1) [ Aoy TGO G Byt — T T 70,
so dafl man als Endergebnis
/ddx\/—_gTQ_dR — /ddx\/—_g[R +(d = 1)(d — 2)77%d,7)’] (B.7)

erhalt.
Vollig analog berechnet man

/ dz\/—gVR (B.8)
- / P/ =gl 2VR — (d = 1)(d — 27 V(0,7)* — 2(d — 1)73(@,7)0" V],

wobei V = V(z) im Kontext von Kompaktifizierungen iiblicherweise das Volumen
der internen kompakten Mannigfaltigkeit bezeichnet.



Anhang C

Kompaktifizierung von R auf C'Yj

In diesem Anhang wird die Kompaktifizierung des Ricci Skalars R auf einer
Calabi-Yau 3-faltigkeit C'Y3 mit SU(3)-Holonomie explizit durchgefiihrt. Insge-
samt ist es eine ausfithrlichere Darstellung als die bereits im Anhang von [20]
gegebene, und die Herangehensweise ist eng an die von [17] gelehnt.

Ausgangspunkt ist, daf§ die zehndimensionale Metrik gj(\}(])\), geméf

4)
(10) _ [ gw(x) O C1
Iun(T,y) ( 0 gc(z?))<x7y) ) (C.1)

in einen vierdimensionalen Raum-Zeit Anteil g,(w) () und eine sechsdimensionale

interne Calabi-Yau Metrik g((l?)) (z,y) aufspaltet.! Dabei sind z# (1 = 0,1,2,3)
die Koordinaten des vierdimensionalen Minkowski Raums, und y* (a = 1,...,6)
bezeichnen die reellen internen Calabi-Yau Koordinaten. Man beachte, dafl in
(C.1) keine Komponenten der Form g,,, auftreten, was die Tatsache widerspiegelt,
da h(%9) = 0 auf Calabi-Yau 3-faltigkeiten mit SU(3)-Holonomie.

Aufgrund von (C.1) spaltet auch der zehndimensionale Ricci Skalar Ry auf:
+R:,) - (C.2)

ach

Rio = Ra+ ¢ Ry, + 9 (RY

nav aub

Die Calabi-Yau Metrik g,; wird nun um eine gegebene Hintergrundmetrik g2 (y)
entwickelt:

9ab(x,y) = 9o (¥) + 0gas(,y) | (C.3)

wobei 0gq(x, y) kleine Deformationen der Art sein sollen, dafl die Calabi-Yau Be-
dingungen an die Metrik erfiillt bleiben. Diese Bedingungen werden auf natiirlich-
ste Weise in komplexen Koordinaten &', ¢ (4,7 = 1,2,3) formuliert, wobei ¢! =
%, £2 = %, £ = &?6, und £’ die dazu komplex konjugierten Koordinaten
sind. Unter Ubergang zu diesem Koordinatensatz hat man

Yab = Gij » 953 = Gij » Yiz» 95 = Jii» (C.4)
Tm folgenden werden die sich auf die Dimension beziehenden, hochgestellten Indizes (4)

bzw. (6) an den jeweiligen Metriken weggelassen, da aufgrund der Indexstruktur klar ist, um
welche Metrik es sich handelt.
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und der Zusammenhang zwischen den Differentialen ist durch df¢ = d3¢d3¢ =
—id®% gegeben. Damit spaltet das zehndimensionale Integrationsmafl gemé#f

[rey= = [atey/=g® | @i /g® (C.5)

CYs3

auf, wobei \/7 Vdetgq, = detg;;.

Da die Hintergrund Calabi-Yau Metrik g%, insbesondere hermitesch ist, ver-
schwinden deren Komponenten mit gleicher Indexart (bzgl. den komplexen Koor-
dinaten), so dal g;; = dg;; und g;; = dg; gilt. In d = 4 erhélt man nun masselose
Skalarfelder als die indquivalenten harmonischen Deformationen der Calabi-Yau
Metrik [30,34]: 2

R(1,1)
10gi;(x,y) Z M4 (x :

R(1,2)

dgii(x,y) Z Zo‘

Hierbei sind M#(x) reelle, und Z%(x) komplexe Moduli der Deformationen. V4 ist
eine Basis von H L1 (CY3), dem Raum der harmonischen (1, 1)-Formen auf CYs.
Die bf;(y) werden aus den (2, 1)-Formen @7, und der (3,0)-Form £, geméaB

_ i
b = —— QF o2 (C.7)
TP ’
gebildet, wobei ||Q|* = & Qi Q9*.
Aufgrund von (C.4 gllt fir (C.2) in komplexen Koordinaten
Rlo = R4 + g””(RLW + RLZV) + ginij + gﬁjo + ZQinij, (08)

wobel ¢gYR;; = g¥R;; benutzt wurde, und

Ri; =RE —I—Rzkj—FRmJ ,

)

Rij = RE; + Ry, + lej : (C.9)
R = Rf#] + Rzk] + Rzk]

gilt.
Abgesehen von den vierdimensionalen Christoffel Symbolen I'}, und denjeni-
gen mit rein internen Indizes (die im folgenden nicht weiter beriicksichtigt werden,

’Diese Entwicklungen der Metrik-Deformationen folgen zu niedrigster Ordnung aus der
Losung der linearisierten Gleichung R(G)( Y+ dg) = 0; da zur Bestimmung der Niederener-
gie effektiven Wirkung jedoch auch nur zu niedrigster Ordnung in den Moduli gerechnet wird,
geniigt die Betrachtung dieser Entwicklungen [56].
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da sie keine Raum-Zeit Ableitung enthalten), erhélt man in komplexen Koordi-
naten fiir die Christoffel Symbole:

D, = g9, M VA + Lg%, 205,
I, = 19%0,2°05 — S99, MV
Dy = 3"0.25 — g oMV =T,

FZ]’ - _QngauMAij §glkauzab?gzr—iw ; (C.10)
_ 1 upv 770

FZ = _§g,u 8,,Z bij ,

Ty = —3¢"0,MWgG =17

My = —39"0,2°0; =T}

Im folgenden wird bis zur Ordnung 6% gearbeitet, d.h. es werden zur Bestimmung
der Niederenergie effektiven Gravitationswirkung alle Beitrédge bis zur quadrati-
schen Ordnung der ersten Ableitungen der Moduli beriicksichtigt. Insbesondere
geniigt es wegen I' oc ¢0,,9 dabei, die in (C.8) und (C.10) auftretenden inversen
Metriken ¢/ und g% bis zur linearen Ordnung in den Moduli anzugeben:

R(11)
gij(x’y> OZ] +1 Z MA VAZ_] )

h(1,2)

g (@, y) == 2% (@)™ (y),

a=1

(C.11)

wobei VA@] — VA Ok] 0li und baz’j = ba gOzkgOl]

Setzt man dle Chrlstoffel Symbole aus (C.10) in (C.8) ein und behélt alle
Beitrage bis zur quadratischen Ordnung in den ersten Ableitungen, so ergibt sich
unter Ausnutzung der Beziehungen

gHVFZu = gpgaﬂg;w - %gpgg/waog/w )

PZV = %g”a vuo »

9,(V9®) = V99 (970,9:; + 397 0ugi; + 597 0u9n) »
aﬂ( 9(4)) - % g(4)gup ugupa

dafl das Endergebnis modulo einer totalen Ableitung durch

(C.12)

Rio = Ry — 30, M4 MPVAVE g ghs
+ 9, M MPVAVE g7 gM (C.13)
+10,2°0" Z°30;. 9" g

gegeben ist.
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Anhang D

Kompaktifizierung von Sy auf CY3

In diesem Anhang wird die Kompaktifizierung von Sy durchgefiihrt. Dabei be-
zeichnet Sy den 4-Form abhéngigen Teil aus (2.6) der zehndimensionalen nicht-
selbstdualen Wirkung fiir Typ IIB. In d = 10 ist es gerade die Selbstdualitéits-
bedingung (2.4), welche nicht in der Wirkung (2.1) selbst gelten soll, sondern
erst auf der Ebene der aus ihr gewonnenen Euler-Lagrange Gleichungen, um die
richtigen Bewegungsgleichungen der Typ IIB Supergravitation zu ergeben. Die
Kompaktifizierung von S wird nun derart durchgefiihrt, daf§ sich aus ihrin d = 4
die richtigen kompaktifizierten Bewegungsgleichungen ergeben.

Wie schon in Abschnitt 4.3 angesprochen sind in d = 4 die masselosen Mo-
den von der Kompaktifizierung der 4-Form Dy;npg durch Vektoren D, und
Tensoren D,,q, gegeben; dabei sind nicht alle Moden unabhéngig voneinander,
sondern durch die kompaktifizierte Selbstdualitédtsbedingung (2.4) miteinander in
Beziehung gesetzt. Da in Kapitel 4 ausschlieBlich die Kopplungen der h(tY) Ten-
sormultipletts und des universellen Doppel-Tensor Multipletts untersucht werden,
sollen hier im folgenden unter Vernachléssigung der Vektoren auch nur die Ten-
soren beriicksichtigt werden.

Ausgangspunkt sei also die durch (2.6) definierte Lagrange-Dichte %%. Zur
Kompaktifizierung macht man fiir % nun folgenden Ansatz bei Aufspaltung der
zehndimensionalen Indizes in vierdimensionale Raum-Zeit und sechsdimensionale
interne reelle Indizes:!

ZQ =V —g(lo) (/ﬁ (F/Wpab)z—'— sz[JBin[fpruupab—i- kgG[JGKLBCILbHJ BKabHL/Wp)

pvp
+ G/WPUGGdeefGIJ (k4FWpabBCId8(,B€Jf + k5€KLHinBC{bB£aUB£f) y
(D.1)
wobei
1 ~ ~ ~
Fuupab = %(aupupab + apDuuab + aVDpuab) )
~ 3

,D,uz/ab = ,D,uz/ab + ZGIJBéyBc{b ) (D2>

! Die Struktur der einzelnen Terme ist dabei durch die Aufspaltung des F'?- und topologischen
Terms aus (2.6) gegeben.
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und kq, ..., ks zu bestimmende Konstanten sind. Die Festlegung der Konstanten
erfolgt durch den Vergleich der aus (2.5) gewonnenen Euler-Lagrange Gleichun-
gen (nach Aufspaltung der zehndimensionalen Indizes und unter Verwendung des
Ansatzes fir % aus (D.1)) mit den kompaktifizierten Bewegungsgleichungen der

zehndimensionalen Typ IIB Supergravitation. Zur Bestimmung von ky,... , ks
geniigt es dabei, diesen Vegleich im Limes [ = 0, ¢ = const. und g, = 1.
durchzufiihren, und die 10 — d Bewegungsgleichungen

8 GMNP _ElFMNPQSG (Dg)

zu betrachten. Der Tensor G yp ist wie in [25] definiert, und in meiner Notation

durch
Hjl\/[NP - CI)lH]}/INP - (I)QH]2\4NP +1 (H]2\/[NP + chHJQ\/INP - q)QH]1\4NP)

Gunp =
Ny

(D.4)
gegeben, wobei
— 20 _ 2
= z21+ (i_¢ - 1l)2 STy (;{b +1)? (B-3)
Im oben genannten Limes lauten die Komponenten
Guvp = e%(e d’Hin + lHivp) )
Glab = %eg( ~00,B,, +10,B},) | (D.6)
Gow = Guav = Guva = Gabe =0,
und als Folge vereinfacht sich (D.3) zu
Gy = —101F,mG"™ (D.7)
MGapp = —g—oi(Fw,pabG””p + 3F uabeaG" %) .

Da sich die erste Gleichung auf BPIW bezieht, spielt sie bei der hiesigen Betrach-
tung keine weitere Rolle. Unter Verwendung der aus (2.4) folgenden, in vier- und
sechsdimensionalen Indizes geschriebenen, Selbstdualitdtsbedingung

1

F, abc GMCd -
pabed 192 _g(10)

€uvpo eabcdefFVpUefGMCd (D.8)

ergibt die zweite Gleichung aus (D.7) fiir BL,:

3
9"9,BY, = 10€® (Fpa + Q—OEIJBangVp) H2e (D.9)
5) 3
o} vpoef -~ TefrrJvpo\ qu R2cd
_'_76 _g(10) €7 €Lvpo€abedef (F —+ 20 EIJB H )8 B .
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Auf der anderen Seite mufl B!, die Euler-Lagrange Gleichung

6 (A + L) 4, (5($1+.$2)) 0

D.10
5BY, 5(0,B%) (D-10)

erfiillen, wobei die durch (2.6) definierte Lagrange-Dichte £} im obigen Limes
und nach Aufspaltung der zehndimensionalen Indizes in Raum-Zeit und interne
Indizes folgende Form hat:
4 R 3 1
L 102 (e_%((Hl )2 + —8MBlb8”Blab)
W/ —(10) 2 8 Hee 30
g (D.11)

+(H2,) + %aMngaﬂBM) .

uvp

Mit dem Ansatz fiir % aus (D.1) erhdlt man aus (D.10) als Bewegungsgleichung
fir BL,:

1
0 :Z \V —g(lo) e_(b@”auB}lb + v —g(lo)wap (k’g Fuypab + 2]{?4 EIJBIabHJMVp)

3 9
+ 1/ —g(lO)BZP <%]€1 aua[ﬂpllp}ab + @kl elJau (HI,quBJab)

9 Iy Jab 3 IabgryJ pv
+ ook ensd (B0 BT ™) + k€0, (BIHT ) )

Vpo _aocae 3
- e cabedef (2@ Frvped (D5 By) = ks Ble1(0,BL) (0, BYy)

+ k?5 GIJHI BJ (aJBgf)> .

purp=—ecd

(D.12)

Zur Vereinfachung mufl man die aus %J,:f) — 0, <%> L0 folgende

Bewegungsgleichung fiir D, ., benutzen, welche

k 3 3
6M6[M'DVP}ab — (5 k_2 _ Z) eljau (HIMVpBJab) _ ZGIJaM (BI [VP@M}BJab)
1

-1
— 95— (\/W) € €O cabedef (auBcId)(a"Bgf)

lautet. Setzt man (D.13) in (D.12) ein, so ergibt sich schlieBlich als Euler-Lagrange
Gleichung fiir B,:

(D.13)

M0,Br, = —4¢® (koFupa + 2ksersBLHY, ) H*P (D.14)

pwp
4
- €% €upoCavede s (2ka F*P — kser B ““H7#7) 0° B>
-9
Durch Vergleich von (D.9) mit (D.14) erhdlt man

25 5 3 5 1
B 16 B
(D.15)
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wobei die Gesamtnormierung durch Eichinvarianz bzgl. (4.45) und (4.46) festge-
legt ist.?2 Obige Diskussion hitte vollig analog auch fiir die Bewegungsgleichung
von B2 durchgefiihrt werden kénnen, was dieselben Koeffizienten ky, ... , ks er-
gibt.

Schlieflich miissen noch dieselben Zwischenschritte vollzogen werden, die in
Abschnitt 4.4 auf £ in d = 4 gefiihrt haben. D.h. es mufl die Weyl-Reskalierung
G — V7 g vorgenommen werden, B!, gemiB B), — 2Bl reskaliert werden,
die Kéhler-Moduli laut (4.28) redefiniert werden und nach Einsetzen der Ent-
wicklungen (4.17) in komplexen Koordinaten die Integration iiber C'Ys mit den
in Abschnitt 4.2 gegebenen Definitionen durchgefiihrt werden. Insgesamt ergibt
dies fiir .%, in vier Dimensionen:

<z 2
2 __ =z 6—2¢4V GAB (FA + GIJHJ bIA)(FBqu + GKLHLMVpbKB)

m 3 pvp pvp

2
o pvpo FA b[ BanJC _Z HI bJAbK BanL C

(D.16)

wobei das vierdimensionale Dilaton iiber (4.33) definiert ist, und fiir F [3/,; und
D, die Definitionen aus (4.37) benutzt wurden.

2Der Vergleich von (D.9) mit (D.14) legt die Konstanten ko,... ks in (D.1) nur bis auf
einen Normierungsfaktor fest. Geforderte Eichinvarianz von %% bzgl. (4.45) und (4.46) bestimmt
schliefllich den Wert fiir k1, und damit die Gesamtnormierung.



Anhang E

Typ IIB Bewegungsgleichungen
auf C'Y,

Ahnlich wie in Anhang D soll hier gezeigt werden, daB die Vorgehensweise in Ka-
pitel 5 in folgender Weise konsistent ist: ausgehend von der zehndimensionalen
nicht-selbstdualen Typ IIB Wirkung (2.1) wird dort die C'Y;-Kompaktifizierung
ohne Benutzung der Selbstdualitidtsbedingung (2.4) durchgefiihrt, was eine zwei-
dimensionale nicht-selbstduale Wirkung ergibt. Diese Wirkung soll nun in dem
Sinne die richtige Wirkung fiir Typ IIB in d = 2 sein, daf§ sich nach Einsetzen
der kompaktifizierten Selbstdualitéitsbedingung (2.4) in den aus ihr gewonnenen
Euler-Lagrange Gleichungen die korrekten, ebenfalls durch Kompaktifizierung ge-
wonnenen, zweidimensionalen Bewegungsgleichungen ergeben. Zur Uberpriifung
dieser Eigenschaft werden in diesem Anhang die relevanten Rechnungen fiir die
Bewegungsgleichung des Feldes Bl, im Limes | = 0, ¢ = const. und g, = 7.,
durchgefiihrt. Dabei geniigt es, den Vergleich der entsprechenden Gleichungen vor
Integration iiber die internen C'Y;-Koordinaten durchzufiihren, d.h. nach Aufspal-
tung der zehndimensionalen Koordinaten in interne und Raum-Zeit Koordinaten.

Es sel also wie im Anhang D die zehndimensionale Bewegungsgleichung (D.3)
betrachtet. Nach Koordinatenaufspaltung erhélt man beim Ubergang von d = 10
nach d = 2 als Komponenten von GG

e :
Guab - g e (6 ¢aﬂBcllb + laMBCQLb) ) (El)
Ga,uz/ = G,uau = G/u/a = Gape = G/u/p =0,
so daf sich aus (D.3) als einzige Bewegungsgleichung
"Gapyy = —101 FjupeaG*™® (E.2)

ergibt. Ausfiihrlich ausgeschrieben beinhaltet (E.2) als Real- bzw. Imaginérteil
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2

-, und lautet:

die Bewegungsgleichungen fiir B!, bzw. B

e 0"0,BL, +10"0,B2,

1
=2 (@LDabcd + 5 (BL,0.By + BL0,B), + 2B.0,By, + 230{66“351,))

X (0r B2 —iem0 grpied)
(E.3)

Die Bewegungsgleichung fiir B!, (der Realteil aus (E.3)) soll nun verglichen
werden mit der Euler-Lagrange Gleichung fiir Bl,, die sich aus der Wirkung
S = Scrav. + 8" + Sy aus Kapitel 5 ergibt, wobei Sgrav., 8’ und Sy durch (5.30),
(5.31) und (5.35) gegeben sind. Im oben angegebenen Limes [ = 0, ¢ = const.
und g, = 1, lautet S = [ d"2.2:

Ry 1 1
S = / d"x/—g(10) ( — 72 -3 e % 0,BL0" B — 3 e? 0,B%,0" B>

1
+ r_g(lo) IJelweabcdefgh(aMDade)Be[fayth
1 3
- E ((auDabcd>2 + 5 E[JauDadeBiba“Bgd
3
+ o e Bl Bl (BN 0 B 4 BRelgrpler 4BK“d6”BL”C))> .
(E.4)
Die Euler-Lagrange Gleichung fiir B}lb,
0L 5L |
ot 0|5 Ery ) =0 E.5
0By, " (5 (auBalb)> ’ (E.5)

ergibt dann:

A /_g(10)67¢>auau31 ab

1 1

- V=900 (5 BLD,0° D™ + (9D, B,
1
8
1

A~ =

+ =€y (a,uBgd) (Blaba,uBch_'_Blcda,uBJab+ZBladauBch_'_2Blbca,uBJad)

+1_6€IJBCQd(BIabauauBJcd+BIcdaﬂauBJab_f_QBladauauBch_’_ZBIbcaMauBJad)>
1
. _euyeadeefgh(achdef)auBSh )

96
(E.6)

In (E.6) mu nun die aus (E.4) resultierende Bewegungsgleichung fiir Dgpeq €in-
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gesetzt werden. Die Forderung 55"2: - = oy (%) = 0 liefert

1

324/ —g10)
1
_ §61J<BlabauauBch_'_Blcda‘uauBJab_i_BIacaMauBJdb

aua,upabcd — 6IJe,uz/eabcdefgh (auBeIf) ay th

_i_BIdbaHauBJac_'_Blada‘uapBch_i_BIbcaHauBJad) ’
(E.7)

und Einsetzen in (E.6) ergibt:
e %9,0" B
— ("D 0,7,

1
+§€[J (a/LBch) (BlabauBch+BlcdauBJab_'_2Blada,uBch+231bcauBJad)

1
o pv _abedefgh 2
724 _g(10) €€ (achdef) 6Vth
1 v _abcdefgh 12 1 J
+ mG[]E“ € g Bcd (8uBef) 8,,th .
(E.8)
Benutzt man noch die zwischen 0, Deger und F,4e5 giiltige Beziehung
3
GMVGGdeefghachdef — ¢t cabedefgh (5 Fucdef — Z eUB,de)MB;]f) (E9)

sowie die Selbstdualitédtsbedingung

euueabcdefghFlwdef — 4! /_g(lo)Fl/abgh ’ (ElO)
so ergibt sich aus (E.8) als Euler-Lagrange Gleichung fiir B., schlieflich:
e %9,0" B
=2 ("D"™") 5, B,
1
+ Z €1y (aMBgd) (BlabauBch + BlcdauBJab + QBIadauBch + ZBIbcauBJad) )
(E.11)

Wie der Vergleich von (E.11) mit dem Realteil von (E.3) zeigt, stimmt dieses
Resultat mit der zuvor berechneten Bewegungsgleichung fiir B!, {iberein.
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Anhang F

Der heterotische String auf K3

Die zehndimensionale supersymmetrische heterotische Stringtheorie besitzt im
Gegensatz zur IIB-Theorie () = 16 Superladungen. Da Kompaktifizierungen auf
einer vierdimensionalen K3 die Hélfte der Supersymmetrie brechen, erhilt man
fiir den heterotischen String in d = 6 eine Theorie mit () = 8 Superladungen, bzw.
(1,0)-Supersymmetrie. Tatsdchlich ist K3 die einzige vierdimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Holonomie SU(2), um auf diese Weise NV = (1, 0) in sechs Dimensionen
zu erhalten [65].

Ausgangspunkt fiir die Kompaktifizierung ist die zehndimensionale Nieder-
energie effektive Wirkung des heterotischen Strings in der Stringbasis [7,8]:

Sigt = [ dVey/ gLyt = / d'xy/—g©® / A0yt (F)
K3
mit
1
Lt = e*2¢[—§7210 +2(0m0)? — 3(Hynp)? — LT FynFMY]. (F.2)

Dabei bezeichnet Tr die Spur in der Vektordarstellung von SO(32) bzw. E8 x ES,
Fyn ist die durch

Fyn = O Ayn — OnAnr + V2[ Aur, Ay (F.3)

gegebene nicht-abelsche Eichfeldstérke, und Hy;yp ist die vom antisymmetrischen
Tensorfeld Bjsn stammende Feldstarke:

1
Hynp =0vBnp — QTI"(AMFNP - ?AM[AN, AP]) (F 4)

+ zyklische Permutationen von M, N, P.

F.1 Eigenschaften der K3

Vor der eigentlichen Kompaktifizierung sollen hier einige fiir die K3 giiltigen
Relationen zusammengestellt werden.
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Zunéachst gilt, dafl eine K3 eine Calabi-Yau Mannigfaltigkeit der komplexen
Dimension zwei ist. Im Gegensatz zu den Calabi-Yau Mannigfaltigkeiten héherer
Dimension ist die K3 eindeutig in dem Sinne, dafl zwei gegebene K3 immer
diffeomorph zueinander sind [64]. Daher ist der Hodge-Diamant (A.31) einer K3
auch eindeutig bestimmt, und durch

h(0,0) 1
R, (1,0) BO:1) 0 0
R(20) (L) RO — 1 920 1 (F.5)
B(2:1) h(1:2) 0 0
h(2:2) 1

gegeben. Fiir die somit ebenfalls eindeutig festgelegte Eulerzahl einer K3 ergibt
sich nach (A.30)

x(K3) = h®0 4 p@0 4 p0 4 p 02 4 (22 = o4 (F.6)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der K3 besteht darin, daf§ sich auf ihr die 2-
Formen w® geméf

*w® = £w® (F.7)

in selbst- und anti-selbst-duale einteilen lassen. Die mittlere Kohomolgie spaltet
also in einen selbstdualen (xw® = w®) Unterraum H*(K3) und einen anti-
selbstdualen (xw® = —w®) Unterraum H~(K3) auf:

H*(K3) = H"(K3) ® H (K3). (F.8)

Die Dimensionen dieser Unterrdume sind durch
dimHY(K3) =19 , dimH (K3)=3 (F.9)

gegeben, womit sich fiir die Hirzebruch Signatur
7(K3) = dimH " (K3) — dimH~ (K3) = 16 (F.10)

ergibt. So sind 19 der insgesamt 20 (1,1)-Formen selbstdual, die (2,0)-, (0,2)- und
Kéhler Form hingegen anti-selbstdual. Die Kéhler Form ist dabei durch

J = igid&' A dET = MA (z)VA (F.11)
gegeben, wobei
A Agei n 15T £
VE=VEde Ndg? fir A=1,...,20 (F.12)

gem. (3.9) eine Basis von H™V(K3) ist. Die Realititsbedingung an J ergibt zum

einen, dafl die M“(x) reell sind, und zum anderen, daf W-}f‘ = —ij;‘ gelten muf.
Mit Hilfe der Kéhler Form 148t sich das Volumen geméfl

1 1
Vzi/ JAJ:§MAMB/ VAANVE
K3 K3 (F13)

:/ VgWdie
K3
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ausdriicken.
Anhand der allgemeinen Definition des Hodge Sternoperators fiir (p,q)-Formen
(A.14) ergibt sich angewandt auf die (1,1)-Formen der K3:

KVA = VAR del N dE! = (Vi — Vidg"g,n)de? A dE'. (F.14)

Benutzt man

1 _
KA = —/ VAN = —i/ Vg7 gWd*e = VA w/ VgWde
2 ‘K3 2 K3 K3 (F.15)
i .
— S VVilg",
wobei V;}f‘gij = const. fiir V4 harmonisch beriicksichtigt wurde, so ergibt sich:

A
xVA=VA 28T (F.16)

Im Fall der Kéhler Form 148t sich mit obigen Definitionen die Anti-Selbstdualitéit
nun leicht verifizieren:

w] = MA% VA= MAVA 28 ) = J - 28T =—J. (F.17)

Auf dem Raum der (1,1)-Formen definiert man eine Metrik via

Gap=—55 | VIARVE = —%/ VAVEglghiy/g@dte

K3 (F.18)
KAKB KAB
=270 Voo
wobel
1 1 o
KAP = 5/ VANVE = 5/ VAVE(g' g™ — g7gM)\/gWd'e. (F.19)
K3

F.2 Das Spektrum

GeméB dem Hodge-Diamanten (F.5) ergibt sich das Spektrum in d = 6 nach
Kompaktifizierung auf K3 wie folgt: die 10-d Metrik g,y ergibt die 6-d Metrik
9o (0,7 = 0,...,5), kY = 20 Deformationen der Kihlerform dg;; (i,j = 1,2)
und 2 x (hY) — 1) = 38 Deformationen der komplexen Struktur 6g;; & g7 (vel.
(F.21), (F.22) und (F.23)). Der antisymmetrische Tensor Bjsy ergibt den anti-
symmetrischen Tensor B, hhY Skalarmoden Bjj, sowie h?0) = 1 und h(*?) =1
Skalarmoden B;; und By;. Da es auf K3 keine (1,0)- bzw. (0, 1)-Formen gibt, lie-
fern die zehndimensionalen Vektoren A;; auch nur die sechsdimensionalen Vekto-
ren A;. SchlieBlich erhélt man in d = 6 noch einen Skalar vom zehndimensionalen
Dilaton.

Wie auch schon bei der Calabi-Yau 3- und 4-faltigkeit konnen die Deforma-
tionen der Kéhler Form geméfl

R(1,1)
i0g;; = Z&MA VA (F.20)
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in harmonische (1,1)-Formen entwickelt werden, wobei die M (z) die reellen Mo-
duli dieser Deformationen sind.

Die entsprechende Entwicklung der Deformationen der komplexen Struktur
ist durch

A1) _q

Sgij = Y 6Z°(x)bf; (F.21)
a=1

gegeben, wobei die Z%(x) die komplexen Moduli dieser Deformationen sind. Die
by werden dabei durch folgende Kontraktion der (2,0)-Form €2;; und (1,1)-
Formen V3 gebildet:

by = =V = 5o (VR + V), (F.22)

= 1l 2)|Q2 \ 7 Tk g ik

wobei [|Q|* = 10,00

Man beachte, daf§ der Index a nur von 1 bis (hy; — 1) = 19 lduft: aufgrund
der Antisymmetrie der (2,0)-Form €;; verschwindet némlich B%, falls die in der
Kontraktion benutzte (1, 1)-Form proportional zur Kahler Form ist:

B% ~ Q?gj,; + Qfgz‘/} = +Q;;=0. (F.23)

AuBlerdem ist bemerkenswert, dafl in (F.22) explizit symmetrisiert werden muf:
im Gegensatz zu dem in Abschnitt 3.2.1 diskutierten Fall der komplexen-Struktur
Moduli fiir Calabi-Yau n-faltigkeiten mit n > 2 gilt auf einer K3 némlich nicht,
daB H®Y = H2) = 0, weswegen der bloB durch d; = ﬁ@fvj‘i gebildete
harmonische (2, 0)-Tensor nicht automatisch symmetrisch ist.

F.3 Die Wirkung

Bei der Kompaktifizierung des Einstein-Hilbert Terms mufl man bei partiellen
Integrationen beachten, dal die Wirkung in der Stringbasis gegeben ist. Nach
Einsetzen der Entwicklungen fiir die Metrik-Deformationen erhédlt man (s. An-

hang C)

— 1 /dl%1 /_g(lo)e—%Rm

2
1 " s 1 4,
— =5 [ @00/ g R + 0,040 ME VAV~ JVVEY) (P24

1 i T gkl i fp ] a
+ éaﬂZo‘E)“Zﬁbaﬁbmkg”gkl — 4ig"g JV;@,;MAaggb + f(MA, Z%)].

Ein wesentlicher Unterschied der K3 im Gegensatz zu C'Y3 und CY, besteht darin,
daB auf ihr H?0 = H©2) = 1 gilt. Somit ergibt die Hodge Zerlegung (A.28) fiir
H?*(K3):

H*(K3) = H®Y(K3) o HYY(K3) @ HOY(K3). (F.25)
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Das bedeutet insbesondere, da die Basis V4 von HID(K3) aus (F.12) nicht
unabhdngig von der komplexen Struktur gew#hlt werden kann. Diese Abhéngig-
keit der H(:V(K3)-Basis von der komplexen Struktur wurde bei der Herleitung
von (F.24) nicht explizit beriicksichtigt und liefert einen fiir CYs- und CYy-
Kompaktifizierungen nicht vorhandenen Zusatzterm f(M#, Z%). Der Hauptfokus
soll hier und bei der anschlieBenden nochmaligen K 3-Kompaktifizierung aber auf
das Skalarfeld gerichtet sein, welches in zwei Raum-Zeit Dimensionen zum Gra-
vitationsmultiplett gehért, und die explizite Kenntnis von f(M4, Z%) wird dabei
im folgenden nicht benotigt.

Unter Ausnutzung der im vorigen Abschnitt gegebenen Definitionen 148t sich
(F.24) zusammen mit dem kinetischen Term fiir das zehndimensionale Dilaton
umschreiben zu

[ ey =g e B 20007

1 .
— / dbzr/—g©®e 206 Ra _ 5aﬂMAawaGAB + 2(906)° (F.26)

+ 4||3}2H28ﬂ2048ﬂ2,3(_Ga5 + K‘j‘@) + % /K3 d4§ /9(4)f(MA, Za)] 7
wobeil das sechsdimensionale Dilaton durch
e = ey (F.27)

gegeben ist. Die Grofen G, und K° sind dabei definiert wie in (F.18) und
(F.19), mit der Ersetzung von V4 (A = 1,..., h(tD) durch V* (a = 1,..., AN,

Bei der Herleitung von (F.26) wurden bisher noch nicht die Dualitétseigen-
schaften der (1,1)-Formen ausgenutzt. So lauft nach den Ausfithrungen von Ab-
schnitt F.1 und Abschnitt F.2 der Index a gerade iiber die 19 (1,1)-Formen,
die selbstdual sind (xV* = V®), da die anti-selbstduale Kahler Form J bei der
Entwicklung der 1_9% in (F.22) keinen Beitrag liefert. Dies berticksichtigend gilt
also

Gog = —55 nga A*V7P
« F.28
——L [ veave (F.28)

K3

_ __ K8
=-£-,

so daf sich der kinetische Term fiir die Moduli der komplexen Struktur zu

__1 9. gagizh
2HQ||26"Z 0"ZPGop (F.29)
vereinfacht.

Welche Form auch immer der oben nicht explizit beriicksichtigte Zusatzterm
f(MA, Z*) haben mag: aus [66,67] ist im Zusammenhang mit superkonformen
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Feldtheorien bekannt, dafl die 58 Skalare von den Metrik-Deformationen zusam-
men mit den 22 Skalaren von der Entwicklung des antisymmetrischen Tensorfeldes
By und den sog. Biindel-Moduli durch ein nicht-lineares o-Modell beschrieben
werden. Dabei stammen die Biindel-Moduli von den Eichvektoren in der adjun-
gierten Darstellung der relevanten Eichgruppe, die in d = 6 eine Untergruppe von
SO(32) bzw. E8 x E8 ist. Die Metrik auf dem von den 80 K3-Moduli und den
Biindel-Moduli aufgespannten Moduli Raum ist i.A. unbekannt, durch Supersym-
metrie aber derart eingeschrankt, dafl sie quaternionisch sein mufl. Im Kontext
dieser Arbeit sind die Biindel-Moduli von untergeordnetem Interesse, und werden
konstant gesetzt: in diesem Fall 148t sich also die Wirkung in d = 6 als

St = [ doa/=g e B 4 28u00)" = ()
— iTI‘Fﬂ,;FﬂI) + Gmn(a>aﬂamaﬂoﬁ]

(F.30)

schreiben. Dabei bezeichnen o™ (m = 1,...,80) die achtzig K3-Moduli, und
Gun(0) ist die Metrik auf dem von ihnen aufgespannten Moduli Raum, der lokal
von der Form

yKs__ SO(4,20)

° = S0() x SO(20) (F.31)

ist.
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