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1 Einleitung

Die Modellierung physikalischer oder technischer Systeietfhaufig auf groRe Differentialgleichungs-
systeme, die praktisch nur durch leisturigg§e numerische Methoden auf schnellen Computerasgel
werden ldonnen. Da hiekir der Bedarf an Rechenleistung beliebig hoch sein kann, entsteht die Frage, ob
auch fir die inzwischen weit verbreiteten Parallelrechner angepalite Integrationsverfahren konstruiert wer-
den Ibnnen. Dabei sind nicht nur Hochleistungsrechner mit vielen hundert Prozessoren, sondern gerade auch
preiswerte Mittelklasserechner (sogenanfm@rkgroupserver‘) mit zwei bis acht Prozessoren interessant.

Um diese Hardware gut ausnutzen zinken, erscheinen Integrationsverfahren,pdigallel beziglich der
Methodesind, ideal. Sie lassen sich giitrfdie kleine Prozessorenzahl auslegen und so programmieren, daf3
ein Nutzer sie ohne Zusatzaufwarid tlie Parallelisierung verwenden kann.

Es hat sich jedoch in der Vergangenheit in umfangreichen Untersuchungen gezeigt, daf} klassische Ver-
fahrensanitze, wie z.B. Runge-Kutta-Verfahretiyfeine derartige Parallelisierung liggich der Methode

kaum geeignet sind. Um sinnvolle parallele Strukturen zu erhalten, sind Verallgemeinerungen z.B. in Form
von externen Stufen notwendig. Das bringt einige Schwierigkeiten mit sich: die Verfahrensstruktur, damit
auch die Auswahl geeigneter Verfahrensparameter, die Analyse der numerischen Eigenschaften und schlieR3-
lich auch die Implementierung werden komplizierter. So kann es leicht passieren, dal3 neu konstruierte Ver-
fahren zwar gut parallelisierbar, aber trotzdem @mthend ineffizient sind. Deshalb sind die saltgfe

Wahl des Integrationsschemas und die daziggh numerische Analyse entscheidend. Sieht man es prag-
matisch, so sind die neuen parallelen Verfahren nur dann von praktischem Wert, wénnmalievante Klas-

sen von Differentialgleichungssystemen bereits auf einem Prozessor raihttewvsequentiellen Verfahren
einigermalen konkurreridhig sind. Denn nur dani@Bt sich durch parallele Rechnung bei gleiéftiger
Lastverteilung auf mehrere Prozessoren ein erheblicher Vorteil gbgeiden sequentiellen Standardme-
thoden erzielen. Der konkrete Speed#mgt allerdings stark vom Differentialgleichungssystem, der ver-
wendeten Hardware und der Implementierung des Integrationsverfahrehpabri Abschatzungen sind

kaum rbglich, so daf’ die gemessene Rechenzeitin konkretes Beispiel und eine gémschte Integra-
tionsgenauigkeit zum Hauptkriterium bei der Bewertung eines Integrationsverfahrens wird. Umfangreiche
numerische Tests nehmen deshalb auch in dieser Arbeit grol3en Raum ein.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Herleitung, Analyse, Implementierung und Bewertung von par-
allelen Zweischritt-W-Methoderpérallel two-step W-methods, PTSW-Verfahréas betrachtete Integra-
tionsschema eiit seine parallele Struktur durch externe Stufen, gdmdich wie bei parallelen expliziten
Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren. Um gute lineare Staduflitigenschaften zu eéglichen, orientieren

wir uns beim Design der PTSW-Verfahren stark an den linear-impliziten Stufengleichungen sequentieller
W-Methoden. Das hergeleitete Stufenschema der PTSW-Verfahren ist bereits in idealer Weise parallel, je-
de Stufe kann unaldimig von denibrigen auf einem Prozessor berechnet werden. Auch hohe Ordnungen
und hohe Stufenordnungen, auf die wir uns in dieser Arbeit konzentriedengk mit Hilfe von vereinfa-
chenden Konsistenzbedingungen leicht abgesichert werden. Schwierig sind diedfsabgilyse, die Wahl

der Koeffizienten und das Austesten verschiedener Steuerheurigiikeimé robuste und effiziente Imple-
mentierung. Die Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen sind teilweise bereits in Fachzeitschriften
publiziert. Aus Platzginden mulf3te in diesen Publikationen auf eine genaue Beschreibung der Herleitung
der Verfahren und ihrer Implementierung verzichtet werden. Wichen daher in der vorliegenden Ar-

beit gerade auch diese technischen Detalils, idliedie Effizienz der PTSW-Verfahren entscheidend sind,
ausfihrlich vorstellen und diskutieren.

In Kapitel 2 geben wir einen kurzedberblick iiber parallele Integrationsverfahren, motivieren und de-
finieren das Verfahrensschema der PTSW-Methoden. Wir zeigen, dal} aus den mittels Taylorentwicklung



gewonnenen vereinfachenden Konsistenzbedingungen bereits die Konvergenz der Verfahren folgt. Eine
Ubertragung der Konzepte der A-Staliitiund vor allem der L-Stabilit auf die lineare Matrizenrekursi-

on der Zweischritt-Verfahren liefert ein leistungbfges Kriterium zur Konstruktion. Wie wir abschliel3end
zeigen, lassen sich PTSW-Verfahren auch als verallgemeinerte lineare Mehrschrittverfahren, konkret soge-
nannte DIMSIMs, deuten, bei denen die nichtlinearen implizitenahlgiigkeiten durch einen Schritt mit

dem Newton-Verfahren eliminiert werden.

In Kapitel 3 werden konkrete Koeffizientextge fir PTSW-Verfahren hergeleitet. Wir zeigen, daf3 L-stabile
Verfahren hoher Ordnung = s mit bis zus = 12 Stufen existieren. Dabei verwenden wir die etwas
restriktive Forderung nach Nilpotenz der Stabi#matrix und erhalten eindeutig bestimmte Koeffizienten.
Losen wir uns von der Nilpotenzforderung, sinkien wir die gewonnenen Freiheitsgrade zur Optimierung
der Verfahren einsetzen. Wir diskutieren bis= 4 die Konstruktion aussichtsreicher Parameétts, die
z.B. eine zuatzliche Bedingungir Ordnungp = s + 1 erfullen. Rir s = 2 und s = 3 Stufen finden wir
robuste Verfahren mit kleinen Fehlerkonstanten.

In Kapitel 4 diskutieren wir die Implementierung von PTSW-Verfahren mit variabler Schrittweite. Wir be-
schreiben eine geeignete Startstrategie und eine approximdisung der Stufengleichungssysteme mit
Hilfe des Arnoldiverfahrens. Weil die Konvergenzordnung des Verfahrens énglvon der verwendeten
Krylovdimension ist, dient das Krylovverfahren weniger zur Reduktion lokaler Fehler, als vielmehr zur Sta-
bilisierung des gesamten Integrationsprozesses. Durch die residuumkontrollierte Wahl der Krylovdimension
ergibt sich eine automatische Steifheitserkennung, die sich als sehr vorteilhaft erwiesen hat.

Anhand von Testproblemen vergleichen wir in Kapitel 5 die PTSW-Verfahren auf einem Parallelrechner mit
sequentiellen Standardcodesir kleine Beispiele vergleichen wir mit dem impliziten Runge-Kutta-Code
RADAU und der Rosenbrockmethode RODAS. Bei semidiskretisierten Reaktions-Diffusions-Gleichungen
vergleichen wir mit den Krylov-Integratoren ROWMAP und VODPK. Wir sehen, da@éwisse Probleme

die neu konstruierten Verfahren bereits sequentiell konkurédigimit den Standardintegratoren sind und
durch die Parallelisierung deutlich effizienter seimken. Wir beobachten, dafd bei Krylovapproximation
die Robustheit der Verfahren besonders kritisch ist und PTSW-Verfahren mit bessererébefitienter

als PTSW-Verfahrendherer Ordnung sind.

Abschlie3end werden die Ergebnisse zusammengefal3t, und es werden Ansatzpunkte zur Weiterentwicklung
der Verfahren formuliert. Im Anhang der Arbeit demonstrieren wir, wie mit Hilfe des Computeralgebra-
Programmes Maple Konstruktionsschritte bei der Entwicklung der PTSW-Verfahren automatisiert werden
konnen.



2 Parallele Zweischritt-W-Methoden

2.1 Parallele Losung gevidhnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten in dieser Arbeit Anfangswertprobleriie §ewohnliche Differentialgleichungssystemar{
dinary differential equations, ODEsler Form

y'(t) = f(t,y(t), y(to) =vo, u,feER", te [to,tel, (2.1)

und setzen eine eindeutig&sungy(¢) voraus, die fir die jeweiligen Ordnungsaussagen hinreichend glatt
sei. Damit muf3 dann auch die rechte S¢itmtsprechend glatt sein. Weitere Forderungeipken wir nicht

an f, wir stellen uns aber vor, daf3 die Auswertung voaufwendig ist, z.B. weil die Dimension (z.B.

mit n > 1000) sehr grof3 ist odef komplizierte Objekte entit, sonst drfen wir keinen Vorteil durch die
Parallelisierung erwarten. Etwas konkreténkte das ODE-Syster.(l) z.B. durch eine Ortsdiskretisierung

von Reaktions-Diffusions-Gleichungen entstanden sein. Bei entsprechend feiner Ortsgitterwaddhist

grol3 und das System steif.

Der Entwurf und die Analyse von numerischen Methoden zisung solcher Anfangswertprobleme ist

ein Kerngebiet der numerischen Mathematik mit einer langen Tradition, einer weit ausgebauten Theorie
und umfangreichen Anwendungen. Durch die Entwicklung der Rechentechnik motiviert, betrachtet man
in jungerer Zeit auch verstkt parallele Verfahren. Einen gutétberblick ilber unterschiedliche parallele
Ansatze findet man in der Monographie von Burraty#l [ Wir geben hier eine kurze Eidhrung mit einigen
neueren Ergebnissen.

Parallele Integrationsverfahren zuddung des Systema2.Q) unterteilt man (nach Gear, z.B. it]]) oft in

solche, digparallel beZiglich des Systemmd solche, digparallel beziglich der Methodeind. Vom ersten

Fall spricht man, wenn die Berechnung der rechten Seitef mehrere Prozessoren aufgeteilt wird. Dieser
Ansatz hat viele Vorteile:

e bewahrte sequentielle Integrationsmethodénten zugrundegelegt werden,

e durch das Verteilen der Daterdnen sehr grol3e Probleme mit vielen, z.B. 10...200, Prozessoren
(Uberhaupt) gélist werden,

¢ durch das (weitgehende) Vermeiden globaler Operationen und die Nutzung schneller lokaler Speicher
(Caches) eralt man oft hohe Speedups.

Typischerweise werden dann bei impliziten Verfahren die bei der Integration auftretenden linearen Glei-
chungssysteme nur noch iterativ, etwa durch KrylovunterraumtechnikdistgBlamit nilssen neben den
f-Aufrufen noch Jacobimatrix-Vektor-Multiplikationen, eventuell mit geeigneten Vorkonditionierern, ver-
teilt berechnet werden. Hauptnachteil bei einer Parallelisieruriggieh des Systems ist der hohe Program-
mieraufwand durch den NutzeriFedes Differentialgleichungssystem ist neulberlegen, wie Daten und
zugeldrige Berechnungen auf die Prozessoren verteilt werden und wie Mechanismen zur Kommunikation
und Synchronisation implementiert werden. Setzt man sogenannte Message-Passing Bibliotheken (wie z.B.
dasmessage passing interfadeurz MPI) ein, kann die Integration auch auf mehrere, durch ein schnelles
Netzwerk verbundene, Rechner (sogenannte Cluster) verteilt werden. Mit einfacher PC-Téctmahk ko

relativ preiswert Hochleistungsrechner mit mehreren hundert Knoten zusammengesetzt wgrdsan fy-

pisches Beispieliir eine Parallelisierung baglich des Systems ist der ODEs&er PVODE 32]. PVODE

basiert auf dem bekannten sequentiellen BDF-Mehrschrittcode VODPK. Die Datenparallelisierung erfolgt
mittels MPI und die linearen Gleichungssysteme des Newtonverfahrens werden durch GIMERHEES(.

PVODE erreicht gute Speedups und erweist sich, auch bei eigenen Messungen mit bis zu 16 Prozessoren,
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alsaulerst effizient. Bufig findet man auch die Parallelisierung bgich des Systems eng veripft mit

der Ortsdiskretisierung partieller Differentialgleichungen z.B. durch Finite Elemente. Bei adaptiver Gitter-
verfeinerung ist dann dynamischiesadbalancinghotwendig. Die Entwicklung und Analyse solcher Algo-
rithmen gilt als besonders schwierig und zeitaufwendig. Die zowigd Software wird sehr komplex, wie
man beispielsweise an dem parallelen Mehrgibtetug [3] sehen kann.

Beim alternativen Zugang, den wir mit den Zweischritt-W-Methoden in dieser Arbeit verfolgen wollen,
beZiglich der Methode zu parallelisierehat man andere Ziele. Das Integrationsverfahren soll selbst be-
reits parallel sein, unal@imgig von der zudsenden Differentialgleichung. Der Vorteil isirfeinen Nutzer
offensichtlich, er mul3 sich gar nicht um die Parallelisieruignknern und kann seine Probleme einfach

auf einem Parallelrechner beschleunigt ansén lassen. Ein Nachteil ist die schlechte Skalierbarkeit, die
Anzahl der maximal sinnvoll einsetzbaren Prozessoren ist klein. Setzt man Mehrprozessormaschinen ein,
wie sie fingst als sogenannte Workgroup-Server (z.B. Sun Enterprise 45@rkéemtgeboten werden, so

hat man

e wenige (z.B. zwei bis zehn) leistungsstarke Prozessoren, die
e auf gemeinsamen, globalen Speichgirual) global shared memojyugreifen lbnnen und

e mittels Threadprogrammierung (z.B. durch Schleifendirektiven in OpenMP oder durch entsprechen-
de Laufzeitbibliothek (Posix-ThreadBthreads)) einfach und wirkungsvoll synchronisiert werden
kdnnen.

Gravierend ist der Umstand, dal sich klassische Integrationsverfahren kailghidieder Methode paral-
lelisieren lassen. i explizte Runge-Kutta-Verfahren beispielsweise bestimmt die Anzahl der sequentiellen
Stufen bereits die maximale Ordnur84l]. Gute explizite Runge-Kutta-Verfahren sind daher stets sequenti-
ell. Bei impliziten lkdnnen die Stufen i.a. zwar nicht undlrigig voneinander berechnet werden, aber inner-
halb eines Newtonschrittes kann auf der Ebene der linearen Algebra parallelisiert werden. In der Literatur
finden sich ganz unterschiedliche Ideen hierfdie dann oft exemplarisch auf die Radau-IIA-Verfahren
angewendet werden. In der einfachsten Variante parallelisiert man einen sequentiellen Code, ohne den nu-
merischen Algorithmus zéandern. Die parallele Variante bleibt (bis auf Rundungsfetdquivalent und

muf3 nicht neu analysiert werderidas dreistufige RADAUS30] hat Pulch B3] drei Unterroutinen paral-
lelisiert: die numerische Berechnung der Jacobimatrix, die LU-Zerlegung der Newton-Matrix (durch einen
entsprechenden ScaLAPACK-Aufruf) und die Funktionsauswertungen in den Stufen pro Newtoniteration.
Pulch diskutiert ein akademisches Beispiel mit dichter Jacobimatrix, das so gré@hlgevird, dal 90
Prozent der Rechenzeilif die Generierung der Jacobimatrix kgt werden. Letzteres ist hervorragend
parallelisierbar und ein Speedup von 3.6 mit vier Prozessoren wiglich. Fir kleinere Beispiele oder
Bandjacobimatrizen @re die LU-Zerlegung ein Flaschenhals und die Parallelisierung uneffektiv.
Weitergehende Parallelisierung8gtichkeiten, insbesonderérf Radau-I1IA-Verfahren, wurden in den zu-
rickliegenden Jahren am CWI-Institut in Amsterdam vorgeschlagen, sieh&#.B.ditidee ist eine paral-
lelisierbare Approximation an die Newton-Matrix. Hier geht Aiguivalenz zur sequentiellen Grundvariante
verloren, insbesondere verschlechtert sich die Konvergenzgeschwindigkeit des nichtliriesen Ein gu-

ter Kompromif3, der schlie3lich auch im parallelen Radau-7-GR&I®E implementiert wurde, ist PILSRK
(parallel iterative linear system solver for RK methpfs0]. Durch eine Block-Tridiagonal-Approximation

sind beim vierstufige®SIDE innerhalb eines Schrittes vier verschiedene LU-Zerlegungen zu berechnen,
was hohe Speedups sichert. Der Vergleich anhand der Beispiele im CWI-T&8}seit[dem sequentiellen
RADAU-Code fallt etwas uneinheitlich aus, weil die Konvergenzverschlechterung im Newtonverfahren sehr
vom Problem abangt. In eigenen Rechnungen war das paraRSEDE bei Rechnung mit vier Prozessoren
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nicht effizienter alRADAUsiehe B8], weshalb wir in dieser Arbeit als Referenzverfahren den sequentiellen
CodeRADAU/on Hairer und Wanne3[l] verwenden.

Eine Klasse von impliziten Runge-Kutta-Verfahren, die sich guefne Parallelisierung eignen, sind die so-
genannten MIRK-Verfahremgulti implicit Runge-Kutta Sie haben eine Stab#itsfunktion mit paarweise
verschiedenen reellen Polstellen. Dadurénmen im Newtonverfahren (in einer geeigneten Formulierung
nachWW-Transformation) LU-Zerlegungen undiBksubstitutionen parallel berechnet werdés). Bei se-
quentieller Rechnung haben MIRK-Verfahren einen beinafech bheren Aufwand als SIRK-Verfahren
(mit s-fachem reellen Pol) pro Schritt, so dafd sie nur dann konkur@bigfsein bnnten, wenn gif3ere
Schrittweiten ndglich waren. Dailr ist jedoch kein theoretischer Grund erkennbar, da sovinl$IRK als

auch fir MIRK die Ordnungsbarrierg < s + 1 fur s-stufige Verfahren gilt. Eine Diskussion zu Bendtsens
MIRK-Code ParSODESfindet sich in Abschnitt5.1

Um parallele Verfahren mit entkoppelten Stufen erhalten@unlen, verlassen wir die klassischen Runge-
Kutta-Verfahren und betrachten allgemeinere @me, die sich im Rahmen der Theorie der verallgemei-
nerten linearen Methodegéneral linear methods, GL)Meschreiben lassen. Die GLM-Klasse beschreibt
~mehrstufige Mehrschrittverfahren®. Als Extrealie sind die Runge-Kutta-Verfahren (ein Schritt, mehrere
Stufen) und die Mehrschrittverfahren (eine Stufe, mehrere Schritte) enthalten. Eine weit ausgebaute Theo-
rie wurde wesentlich von Butchet ] entwickelt. Obwohl GLM-Verfahren seit vielen Jahren bekannt sind,
hat man bisher kaum effiziente Verfahren entwicketmren, die nicht einem der beiden obigen Extre-
me (Runge-Kutta-Verfahren oder Mehrschrittverfahren) aggrh Die vielen zuszlichen Freiheitsgra-

de verkomplizieren die Analyse und Implementierung stark, und sich widersprechende Krifergaref
Verfahren (Ordnung, Fehlerkonstanten, Stadijiisw.) sind schwer gegeneinander akigen. Im Zusam-
menhang mit der Frage nach parallel berechenbaren Stufen sind bestimmte Klassen von GLM-Verfahren
in letzter Zeit intensiver untersucht worden. Burrage und Suhartagidgtrachten Mehrschritt-RADAU-
Methoden unddsen das nichtlineare Gleichungssystem auf die gleiche Weise wie in PSIDE mit PILSRK.
Die Stufen sind, wie bd?SIDE, nicht entkoppelt und der Mehrschrittcharakter dient nicht der Parallelisie-
rung, sondern der Ordnungséhung. Enekel und Jacksaef setzen beiihren DIMSEMsifagnonally im-

plicit single-eigenvalue methopdparallele Stufen ein. Die von ihnen entwickelten Verfahren erweisen sich
aber nicht als konkurrenahig. Eng mit den DIMSEMSs und auch mit den PTSW-Verfahren dieser Arbeit
verwandt sind DIMSIMsdiagonally implicit multistage integration methdden Butcher u.a. 14, 15]. In

den numerischen Tests in der Arbeit von ButcHé gind die dort konstruierten DIMSIMs allerdings nicht
konkurrenzéhig zu Standardintegratoren. Dem Zusammenhang zwischen PTSW-Verfahren und DIMSIMs
ist Abschnitt2.5 gewidmet.

Bei expliziten Verfahren sind aus Sicht der Parallelisierbarkeit die von Cb8jgrprgeschlagenen Zwei-
schritt-Runge-Kutta-Verfahrerxplicit pseudo two-step Runge-Kutta methods, EPTRK métlutedsd, die

auch GLMs sind. Pro Stufe ist nur eine sequentielle Funktionsausweritigg Wir haben aus dieser Klasse
Verfahren mits = 5 und s = 8 Stufen mit Schrittweitensteuerung auf einem shared-memory Rechner
implementiert und geteste2(] und dabei eine hervorragende Eignuiig hichtsteife Probleme und hohe
Genauigkeiten festgestellt. Die geringe Stafildter EPTRK-Verfahrerél3t sich auf Kosten der Genauigkeit
etwas verbesserm ). Im Abschnitt3.4diskutieren wir die Herleitung von Koeffizienteitzen fir EPTRK-
Verfahren hoher Ordnung mit kleinen Stufenfehlern.

Erwahnenswert ist in diesem kurzé&tberblick noch eine dritte Art der Parallelisierung. Werden mehrere
Approximationen an die &sungy(t) zu unterschiedlichen Zeitpunkten gleichzeitig berechnet, so spricht
man auch von eind?arallelisierung beiaglich der Zeit Dieser Begriff ist allerdings kaum scharf von einer
Parallelisierung bdmlich der Methode zu trennen. Marnte die Block-Padiktor-Nystbm-Verfahren
(BPIRKN) [22] oder die parallelen Randwertproblem-Methoden von Brugnhano WiGhals parallel beiag-



lich der Zeit bezeichnen.

2.2 Definition von parallelen Zweischritt-W-Methoden

Eine bevahrte Klasse von Integrationsverfahrém $teife Differentialgleichungssysteme sind linear-impli-
zite Runge-Kutta-Verfahren, z.B48, 49. Bei diesen Verfahren wird eine numerischéslungu,,, fur das
System R.1) durch eins-stufiges Einschritt-Schema mit Schrittweltg der Gestalt

i—1

Yini = um + hip Z aijkmj7 (228.)
j=1
i—1
(I - hmva)kmz = f(tm + hinci, sz) + hin T Z’Yijkmj’ 1=1,...,s, (22b)
j=1
Umnt1 = Um + Mim Z bikmi (2.2c)

=1
berechnet. Die Parametey;,v;;, vy, die Gewichteb; und die Knoter; sind reell und konstant. Die Ma-
trix 7,, € R™*™ in den linearen Gleichungssystemen zur Berechnung der Stufenkygresellt i.a. eine
Approximation an die Jacobimatrix dar und bestimmt wesentlich die Steb#igenschaften des Integra-
tionsverfahrens. Ist im Schema.?) eine beliebige Matrixl},, zugelassen, so sprechen wir von einer W-
Methode. Bekanntlichdl3t sich das Schema.) auch als diagonal-implizites Runge-Kutta-Verfahren mit
einem Newtonschritt mit Matrif’,, als Approximation an die Jacobimatrfx(t,,, u.,) interpretieren. Eine
Parallelisierung isti.a. nichtaglich, die Stufen Aingen voneinander ab undigsen nacheinander berechnet
werden. Wir lonnen die Stufen jedoch dann unahbgig berechnen, wenn wir eine Zweischritt-Rekursion
verwenden und auf Werte,,_; ; des zuiickliegenden Schrittes zirckgreifen. Orientierung geben uns da-
bei die expliziten Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren (EPTRK) mit externen Stufen der Form

Yoi = um + hm Z aijkm—1,j (2.39)
j=1
Um+1 = U + hm Z bzkmz (23C)

i=1
Man beachte, dal’ wir bei der Berechnung der StufeB.8g( s statti — 1 Summanden verwendefknen,

ohne den expliziten Charakter zu verliereiir Ben linear-impliziten Fallifhrt eineUbertragung direkt auf
folgendes Schemaif parallele Zweischritt-W-Methode®TSW-Methoden)

Yomi =t + un Y @ijkim—1,5, (2.4a)
j=1
(I = hnYTon)kmi = f(tm + hni, Yini) + han T > Yigkm-14, i=1,...,5, (2.4b)
j=1
Um4+1 = Um + hm Z(bzkmz + Uikm—l,i)y (24C)

i=1
wobei wir fur die Berechnung von,,;, zusatzlich die alten Stufenwerte,,—; ; verwenden, was bei ge-
eigneter Wahl der Gewichte);) spater L-stabile Verfahren erdglichen wird. Die Parameter, b; und die
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paarweise verschiedenen Knotgnsind wieder konstant(f a;;,v;; undv; werden wir aus Konsistenz-
griunden eine Abangigkeit vom Schrittweitenveditnis o,,, = h,,/h.,,—1 zulassen. Die Matri%’,,, appro-

ximiert die Jacobimatrix, (¢, u.,). Wahlen wirT;,, = 0 undv; = 0, so ergeben sich wieder die expliziten
EPTRK-MethodenZ.3). Wir fordern, daf3.,,, die Losungy(t,,) und die Stufenwertg,,; deren Ableitungen

Y (tm + c;hy,) approximieren.

Wir verzichten an dieser Stelle auadklich auf weitere Verallgemeinerungen, obwohl &atiche Para-

meter in das Schem&.d) leicht eingeiihrt werden Bnnen. Beispielsweisekinten wir stets.,,, durch die
Summelu,, +(1—0)u.,—1 ersetzen (wie ing]), oder in den Stufengleichung@n’_, vi; f (tm+hm¢;, Yim;)
einfihren. Solche Verallgemeinerungen erschweren die Analyse, sind eventuell redundant (d.h. durch Va-
riablentransformation auf die obige Form reduzierbar, z.B. durch einen ARsatz (V-'®I)K,,), oder

schwer zu motivieren (denn warum sollte @liere/ungenauere Approximationenizckgegriffen werden,

wenn bessere bereits berechnet wurden?). Wir wollen erst das oben angegebene PTSW-Schema verstehen,
bevor wir die anschauliche Orientierung an den &lexten sequentiellen W-Methoden aufgeben. Sind gute
Vertreter in der obigen Klasse von Integrationsverfahren gefunden, sollten diese auch eine gute Orientie-
rung fur weitere Verallgemeinerungen geben. Interessante Variaréigsnve.B. die Wahl unterschiedlicher
Nennery; in den einzelnen Stufen oder eing,-abhangige Wahl = ~(o,,), andere werden am Ende der
Arbeit im Abschnitt6 diskutiert.

Indem wir die Parametet;;, v;;, v;, b; und ¢; geeignet zu Matrizen bzw. Vektore#, I', v, b und ¢ zu-
sammenfassen undirf die Stufen die AblirzungenY,, = (Y,I,,...,V,I )T, Ky, = (KL, ... kLo)T
einfuhren, erhalten wir mit Verwendung des Kroneckerprodukteslie kompaktere Schreibweisérfdie
PTSW-Verfahren

Yin =1®@up + hpn(AR 1)K,y -1, (2.5a)
(I® (I —hoYT)) K = F(tm1 + b, Vi) + B (T @ Tin) K1, (2.5b)
U1 = U + b [(07 @ DK+ (07 @ DKy ] - (2.5¢)

Dabei istF (t,, + 1hme, Yin) = (f (tm +c1hm, Y1) T, .oy f(tm+cshm, Yms)T)T, und1 der Einsenvektor
[1,...,1]7%.

2.3 Vereinfachende Bedingungen und Konvergenz

In diesem Abschnitt leiten wir die Ordnungsbedingunger™TSW-Verfahrend.4) mit beliebig gevéahltem

T,, her. Dabei Knnen wir ohne Beschnkung der Allgemeinheit ein autonomes Differentialgleichungssy-
stem zugrundelegen. Die gewonnenen Konvergenzaussagen gelten danaraicmichtautonomes Sy-
stem (weil dieses durch Dimensionsvérgerung,autonomisiert* werden kann). Einzige Ausnahme ist Teil
(b) in Satz2.1, der nur fir autonome Systeme gilt. Zur Analyse des lokalen Fehlerverhaltens der PTSW-
Verfahren, also der Konsistenz, setzen wir analytischeubgeny(¢) und ¢/ (¢) fur w,, und k,,; in das
Integrationsschema ein, vgB(]. Das Schema ist nicht exakt @fit, und wir erhalten Residueh,,; undn,,

mit

S
Ymi = y(tm) + hm Z aijy (bm—1 + cihm—1)
i=1

(I - hm’mi)y/(tm + Czhm) = f(?mz) + hi T Z 'Yijy,(tm—l + thm—l) + 5mz (26)
j=1

y(thrl) = y(tm) + hm Z biy/(tm + Czhm) + hm Z Uiy,(tmfl + Cihmfl) + N
=1 =1



Um Einschénkungen an das Schrittweitenvalthis zu umgehen, setzen wir= max,, h,,, entwickelny
undy’ an der Stellg,, in Taylorreihen und fordern,,,; = h,,,O(h?) undn,, = h,,O(h?) und erhalteniir
die Stufen zwei Bedingungen (ohne und ffijt) der Form

q l q s -1
cihm ci — 1D)hp,—
> R 0n) = 323 S 0 )+ 1000
=1 ’ =1 j=1 ’

1

cihm)! (. ¢ — Dipm_1)’
( [! ) y(lH)(tm) _ hmzz%j(( J l? ) y(l“)(tm) + hmO(h9)
1=0 1=0 j=1

und fur die dritte Gleichung inZ.6)

p s s

Pl cihy Y-l ¢; = Dhpmo1)' ™}
Z}%Ty“)(tm):hmZ ij%y“(thZw(“ (ll)_hl)ll) yO(tm) | + hmO(hP).
=1 =1 |j=1 ’ .

=1

Ein Koeffizientenvergleich nack-Potenzen liefert schlie3lich dieereinfachenden Konsistenzbedingun-
gen

s !
- 16
C(q) : Zaij(Cj—l)l 1=Ul 172, l:1,...,q
j=1
S
I(g) : Y il =1 = el T I=1,00,
j=1

S S
B(p) : ijal_lcéfl + Zvj(cj — 1= 5 l=1,..p.
J=1 J=1

Die Bedingungen () und B(p) unterscheiden sich von den bekannten vereinfachenden Bedingtirgen f
implizite Runge-Kutta-Verfahren durch die verschobenen Argumente- 1)! anstelle von(c;)! und das
Auftreten des Schrittweitenvedtinissesr = o, = hy,/hy,—1 Und der Parameter;.

Erfullt ein PTSW-Verfahren G;) undT'(¢), so sagen wir, es h&tufenordnungg.

Ist T}, eine Approximation an die Jacobimatrix riif, = f,(um) + O(h), S0 giltd,,; = hy O(h?) bereits

mit Stufenordnung — 1, wenn zuéatzlich die Bedingung

S

[
_ 1,6 _
Cr(q) : E (aZ] +’YZJ>(C] - 1)l ! = Ul 1(7 - ’)/Ci 1)5 l= 17 e g, (27)

J=1

erfullt ist. Man sieht, daRCT'(¢) sich durch Addition vonC(q) und I'(¢) ergibt, also eine leichte Ab-
schwachung darstellt.
Ziel der Konvergenzuntersuchungen ist eine Aldgzhing der globalen Fehler

em = ly(tm) — umll, Vmt1 = r?:saf( Hy/(tm + cihm) — kmil|-

Wichtig ist im folgenden eine gleichaflige Besclémktheit der schrittweitenabhgigen Parametet;;, ;;

und v;. Bei den Verfahren, die wir konstruieren, athman diese feste Schranke wenn Schrittweitenver-
groRerungen beschnkt sind,o,, < omax, Vm.Um die Fehlee,, undv,, abzuschtzen, verwenden wir
das folgende Lemma.



Lemma 2.1. Die Folge €,,), (v, erfulle

(smﬂ) . <1+ahm bhm> (sm> i (fm> 0
VUm+1 C bChm Um, dm

mit nichtnegativen Konstanten b, c und fm, gm, hm > 0und "7 hy < (te — to). Setzel := a + be.
Dann gilt

max{em, Vm} < C’eL(te_tO)(so + bhigy + (te — to) max(f; + hgj)), m=0,1,...,
J

wobeih = max,, h,, ist.
Beweis.In [38]. O

Satz 2.1 (Konvergenzsatz) Gegeben sei eine PTSW-Methd@ed) fur das Differentialgleichungssystem
(2.1). Fur die Anfangswerte geltey = O(hP) undyy = O(h?). Die Koeffizienten des PTSW-Verfahrens
seien gleichralig beschiinkt. Es seh = max,, hy,.

a) Sind die vereinfachenden Bedingundefy), I'(¢) und B(p) erflllt, so konvergiert das Verfahren mit
Ordnungp* fur beliebige Matrizert;,,, d.h.

Em = O, vy =0R"), p*:=min{q+1,p}. (2.8)

b) Gilt nur C(¢ — 1), I'(¢ — 1), CT'(¢) und B(p) mitp,q > 1, so konvergiert die Methode ebenfalls mit
Ordnungp*, falls T,, = f,(um,) 4+ O(h) ist und die rechte Seit¢ der Differentialgleichung2.1) nicht
explizit vont abhangt.

Beweis.a) Die vereinfachenden Bedingungen liefernacimst Abschtzungeniir die lokalen Fehler
Yini = Y(tm + cibm) + hnO(h9),  8mi = hinO(RY), 1y = Ry O(WP).
Subtrahieren wirZ.4) von (2.6) ergibt sich fir die globalen Fehler
(I = P YT) (Y (b + cibum) — ki) = f(y(tm + cihm) + han O(h?)) — f (Yini)

+ hin T Z%’j(y/(tmq + cjhm—1) — km—1;) + hmO(h7)

Y(tmi1) — Uit = Y(tm) — tm + Zb (tm + cihm) — kmi)

S

+ hm Z V(Y (tm—1 + Cihm—1) — km—1i) + hm O(hP),
=1

mit der Lipschitz-Stetigkeit vorf also schlief3lich die Rekursion

Em+1 14+ O(hm) Ohm))\ (em O(hP")
<ym+1> = ( o) O(hm)> <ym> + (o(hp*—1)> : (2:9)
wobeip* = min(q + 1, p). Wir kdbnnen Lemma.1anwenden und erhalten die Behauptung.
b) Mit dem vorangegangenen folgt ZAchst Konvergenz mit Ordnungin{p, ¢} > 1, also insbesondere
ist wegen der Voraussetzuflg, = f,(u,,) + O(h) eine Approximation an die Jacobimatrix der exakten
Losung,
T = fy(y(tm)) + O(h). (2.10)



Taylorentwicklung liefert jetzt
Yoni = y(tm + cihm) — h%,Cy + hmO(h9)

mit

q
c; 1
Cq = (q— E E azg a—1 )y(q)(tm)

Far 6,,; erhalten wir

i = (I = hn YT}y (b + itim) = f (4t + ilim) = B,Cy + hinO(h))

> h
— han T Y iy (b + (5 — 1)0%)
j=1

= (I = b YTin)y/ (tm + cih) =y (tm + cih) + B, £, (y(tm)) Cq

S 4q (C' _ )l 1hl 1
~ Ty i Yy () 0+ hinO(h?)
=1 1=1 om (1= 1)!

Und mitCT'(¢) schlief3lich
Smi = hanO(hY) = hy O(RP" 1),

und mit 2.9) liefert Lemma2.1die Behauptung. O
Spater werden wir die Stufengleichungen iterativ mit Krylovtechnikiseh. Interpretieren wir diese appro-
ximativen Verfahren als exakte PTSW-Methode mit gasn Matrizen,,,; ~ T,,, SO werden diese in den

einzelnen Stufen unterschiedlich sein. Auch dann bleibt die Konvergenzordnung erhalten, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 2.2. Gegeben sei ein PTSW-Verfahren mit modifizierten Stufengleichungen

(I - hmrmiz)kmz = f(sz) + hmez Z 'Vijkm—l,ja 1= ]-7 <y S, (211)
j=1
mit beliebig gewhlten MatrizenT,,,;. Sei weiterh = max,, h,, und gelte Gq), I'(¢) und Bf), sowie
= O(hP), vy = O(h?). Dann konvergiert das Verfahren mit Ordnupgy= min{q + 1, p}.

Beweis. Wir haben im ersten Teil des Beweises von Sa8kein Gebrauch davon gemacht, dgf3in allen
Stufen gleich war. Also gilt auch unter den oben abge$aten Voraussetzungen die Rekursiargy
woraus die Behauptung mit Lemr2al unmittelbar folgt. O

Bemerkung 2.1. Man beachte, dalR die Ordnung jedoch verloren geht, wenn man in der Stufengleichung
(2.17) links und rechts des Gleichheitszeichens unterschiedliche Matfigerinsetzt. Durch die Umfor-
mung @.1) bei der Implementierung wird die Multiplikation mif,, auf der rechten Seite eliminiert und
dieses Problem damit automatisch vermieden. O

Mit Hilfe der Vandermonde-Matrizen gebildet mit den Knotgn

Vo = (cg'*l)ij R, V= ((ci - 1)j—1) e RSXY, (2.12)

7 [2¥}
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konnen wir die vereinfachenden Bedingungen sehr kompakt in Matrixschreibweise zusammenfasden. Hierf
berbtigen wir noch die Diagonalmatrizen

D :=diag(1,2,...,q), = diag(1,0,...,0771), C :=diag(cy,...,cs),

- . , j—1 , " ,
sowie die Pascalsche obere Dreiecksma®ix= (pi; )] i—;, pij = (J 1> wobeip;; = 0 furj < i. Damit
; i—

gilt

Vi=W =WP ', Vo=WP,

Die vereinfachenden Bedingungen werden zu

Clq) : AVyPt = CVSD™!
. -1 _
I'(q) : TVOPq_l = WUS_I (2.13)
CT(r) : (A+D)WP~ = (CVoD™" —~W)S
B(p): b"VoS+o"VoPt = 175D

Fur Methoden mit hoher Ordnung und Stufenordngng p = s sind die Matrizen/;y und P; regular und
wir kbnnen 2.13 umstellen

A=CVoSD™ PV !

[ = —VpSPV;! (2.14)
vl = [17SD™! — bT VL S|PV
B=A+T =Vo(FD ' —~1)SPV; . (2.15)

Die ersten drei Gleichungen nutzen wir, um die Verfahrensparameter bei Schrittweitenwechsel neu zu be-
rechnen. Die Matrix3 in der letzten Gleichung wird bei den folgenden Stahfiitintersuchungen eine wich-
tige Rolle spielen. &r die Darstellung4.15 haben wir das folgende Lemma angewendet.

Lemma 2.2. SeiVy = (<] ');; € R¥*5. Dann ist

)

—%0
OVo=WoF, F = e
1 —90.s—1
mit der Frobeniusmatrid” zum Knotenpolynom(z) = >~7_, pjxl i=(x —c1) - (x — cs).

Beweis.Durch die Subdiagonale if werden die SpalteRbis s in 1 in die Spalteni bis s — 1 verschoben.
Die Elemente in der letzten Spaltedij sindcf = — 72§ ¢;c].
O
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2.4 Lineare Stabilitat

Wenden wir ein PTSW-Verfahre (@) mit konstanter Schrittweit®,,, = h und exakter Jacobimatrik,, =
A auf die skalare Testgleichung = Ay an, so ergibt sich die Rekursion

th o th—l o wﬁ wl
(“mﬂ) = M(z) ( " ) , M(z) = <bTwﬁ+vT 1+bTw]1) : (2.16)

mitz = h\, w = z/(1—~z).FirRe\ < 0 verschwindet die exaktedsungy(t) = Ce firt — oco. Die
numerische bsung konvergiert gegen null, wep/ (z)) < 1 ist. Dies fihrt zur folgenderUbertragung
der Begriffe der A- und der L-Stabiit.

Definition 2.1. Gegeben sei ein PTSW-Verfahreh4) mit zugeldriger StabiliatsmatrixA/(z) (2.16). Wir
nennen die Meng8 = {z € C: p(M(z)) < 1} Stabilititsgebiet. Das Verfahren heif3t

e A-stabil, wennC~ C S,
o A()-stabil, wenn{z € C~ : |arg(z) — 7| < a} C Sfura € [0,7] und
e L-stabil bzw. L) stabil, wenn es A- bzw. A()-stabil ist und

el iM(2) =0 fiur Rez — —oo (2.17)

gilt.

Motivation bei der Definition der L-Stabilit ist eine Entkopplung der numerischessungu,, — 0 von
u,—1 und den Stuferds,,,—; fur Re z — —oo. Durch die Struktur der Stabiitsmatrix erhalten wir aus der
Forderung 2.17) eine Bedingungir die Gewichteh; undw;.

Lemma 2.3. Eine PTSW-Method@.4) erfullt genau danr(2.17), wenn
W'l1=~ und ofy=0"p (2.18)

gilt.

Beweis.Wegen lim w = —1/~vist(2.17) aquivalent zu
o0

Rez——

1 1
—2pT3 40T =0, 1—-=p"1=0.
gl gl

O

Bei Methoden hoher Ordnung und Stufenordnung legt die L-Statsbedingung2.17) die Paramete;
undb; vollstandig fest.

Satz 2.3.SeiB(s) undCT (s) durch eine PTSW-Method®.4) erfullt. Dann sindaquivalent
(i) Bedingung2.17)

(i) Esgibteini mitc; = 1undd? =~el, T =elp.

2
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Beweis. Aus B(s) folgt
ol = [17SD~ — "V S v L (2.19)

Bedingung 2.17) ist aquivalent zu 2.18. Wir ersetzen inZ.18 »” durch obige Beziehung und erhalten
nach kurzem Umformen
V'l=~ und bVoF =~17T. (2.20)

Nun gruppieren wir diese+1 Komponenterb” 1, b7V, F] um: aus den erstenerhalten wir mit der Gestalt
von F, bT'1 = 6T Ve, und der Regulardit vonV; den Vektord” = 17V, 1. Das setzen wir in die letzte
Komponente ein und erhalten

bV =~1Tund 17 Fe, = 1. (2.21)
Damit haben wir diédquivalenz von (i) und2.21). Wegenl” Fe, = — Zf;(} vi=1—p(1),alsop(l) =
[[;_o(1 —¢;) =0, ist das gerade die Behauptung. O

Ohne Besclankung der Allgemeinheitdnnen wir bei L-stabilen PTSW-Verfahren, die den Voraussetzun-
gen von Sat2.3geriigen, annehmen, daf3

s =1, b= ’yesT, vl =el'B. (2.22)
gilt. In Analogie zu der Situation bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren nennen wir ein PTSW-Verfahren,
das Bedingung2.22 erfllt, steifgenau(stiffly accuraté.
2.5 Uber den Zusammenhang von PTSW-Verfahren und DIMSIMs

Klassische W-Methodendanen aus diagonal-impliziten Runge-Kutta-Verfahren hergeleitet werden, wenn
nur eine Newtoniteration ausggifrt wird. In ahnlicher Weise &nnen wir auch die PTSW-Verfahren als
linearisierte Version von parallelen, diagonal-impliziten Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren interpretieren,
die durch das folgende Schema definiert sind:

ki = f(tm + Cilmy i + B Y Bigkm—15 + hanVhm,), i=1,....s (2.23a)
j=1
Umt1 = U + I Z (bjkm,j +vikm—1;) - (2.23b)
j=1

Die nichtlinearen Stufengleichungssysterasen wir mit dem vereinfachten Newtonverfahren mit Jacobi-
matrix T, = fy(tm, um). Dann erhalten wir eine Iteratiofif die Stufenkfn,i, j=1,2,... inder Form

(I = Py ) (D = KL, ) =

s , , 2.24
f(tm + cihum, U + hz ﬁijkmfl,j + hrykjfn,i) - kfn,i‘ ( )

j=1
Fuhren wir nur genau einen Newtonschritt aus, so erhalten wir die Klasse der PTSW-Verfahren.

Satz 2.4. Approximieren wir im impliziten Integrationsscherta23 die Stufenk,,; durch die Iterierten
kz}m nach einem Newtonschr{@.24) mit JacobimatriXl’,, ~ f,(tm,un), SO ergibt sich mit den Startwerten
ki = — > 2lkm—1,; das PTSW-Verfahref2.4).

Beweis.Setzt man die Star&herungerk?m in die NewtoniterationZ.24) ein, so folgt die Behauptung
unmittelbar. O
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Bemerkung 2.2. Fur lineare Probleme ist die implizite Method2Z3 aquivalent zur PTSW-Method2.4)
mit exakter Jacobimatrix, weil schon nach einem Newtonschritt die Stufeniterierten exakt sind. Folglich
gelten &mtliche Stabilitdiberlegungenifr PTSW-Verfahren auchif die obigen Methoder2(23. ¢

Bemerkung 2.3. Die Konvergenz des Verfahre8.23 kann analog zu Sat2(8) analysiert werden. i die
Behandlung der lokalen Fehler in den Stufen tritt anstelle va) @{dI'(¢) die Bedingung

CF(Q) : Zﬁ’b](c] - 1)l71 + fyc'li_l = Cé/h l= 17 ...y q,
7=1

auf, deren Eiilltsein wir wieder als Stufenordnungbezeichnen. O

Das implizite Verfahrend.23 kdonnen wir als DIMSIM ¢@iagonally implicit multistage integration methpd
interpretieren. Wir orientieren uns an den Bezeichnungen in der Arbeit von Butcher und CHdtiand
beschénken uns auch auf konstante Schrittwefign= h und autonome Differentialgleichungssysteme. In
Kroneckerschreibweise erhalten wir mit

Yo = 1@ty + (B D) K1 + hyKom

und K,,, = F(Y,,) eine Darstellungifr das Verfahren.23

Y v g1 hF(Y.,)
hK,, | = I 0 0|®I| | hKna |,
Um+1 bl T 1 U,

als verallgemeinertes lineares Mehrschrittverfahrersrimineren Stufery,,, undr = s 4+ 1 externen Stufen
y ] = (WKL w17 Mit U = [8,1], B = [I,b]7 undV = [es; 107, es11] ergibt sich schlieRlich

Yo IU hF (Yo,
(zﬂmﬂ]) - (rj}z V) @l ( yfm] )>' (2.25)

Zusammenfassend stellen wir fest, daR die PTSW-Verfahren dieser Arbeit, zumiirdesidtante Schritt-
weiten, als DIMSIMs 2.25 mit einem Newtonschritt mit Matrixt;,, interpretiert werden &nen. Somit

sind sie mit Butchers Verfahrenld, 15]) verwandt. Aber auch bei exaktebsung des Newtonsystems
(2.23 unterscheiden sie sich wesentlich von Butchers Konstruktionen, schon allein deshalb, weil Butcher
DIMSIMs mit r = s externen Stufen betrachtet. 1h5 wird eine parallele Implementierung von DIM-
SIMs in Nordsieckform beschrieben. Die numerischen Ergebnisse sind jedoch ebesemtnd, so daf?
folgendes Fazit gezogen wirdl], Seite 14):

»Thus, there is a long way to go before we can be really sure which of these large classes of
methods give the best performance. The development of efficient software for the solution of
ODEs requires many years of experience. Our methods are new and the computational experi-
ence gained with them so far is very limited. It is hoped that further computational experience
and understanding of these methods, along with a deeper understanding of the issues relating to
parallel computation, will enable a more efficient implementation®.

Im Gegensatz dazu sind die PTSW-Verfahren dieser Arbeit bereits sequentiell konkihigzef Standard-
integratoren. Dies zeigt deutlich, daf3 der verwendete PTSW-Ansatz und die Konstruktion der Verfahren in-
klusive ihrer Implementierung eingigstige Wahl darstellen. 8liche weitere Verbesserungen diskutieren

wir im Abschnitt6.
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3 Konstruktion von Parametersatzen

3.1 Einleitung

In diesem Abschnitt wollen wir konkrete Parametdee fir PTSW-Verfahren4.4) herleiten. Dabei for-
dern wir fur ein s-stufiges Verfahren stets die vereinfachenden Konsistenzbedingdigen'(s), B(s)
und haben somit stets Stufenordnungnd Ordnung > s nach Sat2.1 Die Stabiliit untersuchen wir
fur konstante Schrittweiten mit Hilfe des Spektralradius der Statsifatrix/ (=), definiert in Gleichung
(2.16). Wir betrachten zwei &le, ramlich steifgenaue Verfahren, die Gleichu2g2@) erfullen und poten-
tiell L-stabil sind, und Verfahren mie” = 0, die nur A-stabil sein &nnen, dair aber auch bei variabler
Schrittweite mit Ordnung + 1 konvergieren &nnen, vgl. Bemerkung.5.

Bei einems-stufigen steifgenauen Verfahren haben wireie Parameter;,...,c;_1 und~, die wir so

wahlen ldnnen, dal’ die Stab#itsmatrix nilpotent istp(M (c0)) = 0. Dadurch werdenéntliche Frei-
heitsgrade festgelegt. Der Konstruktion und Analyse der resultierenden Verfahrensklasse mit nilpotenter
Matrix M (o) ist Abschnitt3.2 gewidmet. Unter den bis = 12 berechneten Verfahren finden wirfjede
Stufenzahl mindestens ein L-stabiles Verfahren.

Ersetzen wir die strenge Nilpotenz-Forderung dus¢h/ (occ)) < 1, so kdnnen wir die Freiheitsgrade zur
Optimierung der Verfahren einsetzen, was einigen Aufwand verlailgeiRe Suche naclyuten Verfahren®
im Abschnitt3.3 berbtigen wir geeignete Konstruktionskriterien und ein leistuab&fes Suchwerkzeug.
Wir untersuchen neben dem Spektralradigd/ (o)) die Hauptfehlerkonstantefl;+; und Cs o flry’ =
Ay und den A{)- bzw. L(a)-Winkel numerisch mit Hilfe des in Abschni&.3.2 beschriebenen Fortran-
Programms. Als Ergebnis erhalten wir zwei-, drei- und vierstufige A- bzw. L-stabile Verfahren.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitel konstruieren wir explizite Verfahren hoher Ordnung mit minimalem
Stufenfehler. Dieser Teil zeigt, dalR die Techniken und der Formalismus, deiirvdief PTSW-Verfahren
entwickelt haben, auch auf verwandte Verfahrensklassen erfolgreich angewendet viamaiem k

Mit den dreiUberlegungen in den folgenden Bemerkungen legen wir eine Barsélié Konstruktionen in
diesem Kapitel.

Bemerkung 3.1 (Permutationsinvarianz der Verfahren). Durch die identische Stufenordnurgind die
Stufen der PTSW-Verfahren ‘gleichberechtigt’. Folgliclrign wir erwarten, dal3 ein PTSW-Verfahren in-
variant gegeber Permutation der Knoter ist. Demnach rassen in den entscheidenden Konstruktions-
grofRen (wie z.B. in dem charakteristischen Polynts( AT — M (z)) und damit in den Hauptfehlerkonstan-
ten, dema-Winkel usw.) die Knoter; in symmetrischen Formen auftreten. Wiskhen daher anstelle der
Knoten auch die elementarsymmetrischen Polyngmeur Parametrisierung verwenden, was die (insbe-
sondere Maple-gastizten) Konstruktionen teilweise wesentlich erleichtert. Die mathematische Grundlage
bildet Lemma2.2 O

Bemerkung 3.2 (Die Eigenwertentwicklung\(z) fur M(z)). In z = 0 hat die StabiliatsmatrixM/(z),
Gl. (2.16), einen Eigenwerk = 1 und einers-fachen Null-Eigenwert. Damit ist(z) in der Umgebung von
A =1, z = 0 eine analytische Funktion. Eine direkte Herleitung der Entwicklung findet man im R&@prt |
eine computer-algebraische mit Hilfe impliziten Differenzierens im Anhang dieser Arbeit? Btsnmt die
Entwicklung mit der Exponentialfunktioe® Uiberein, die Konstanten vor defit! und z7+2 Termen legen
die Hauptfehlerkonstanten fest. Wir definie@p.; und Cpyio Mit e — A(2) = Cpy12P ! + CpyozP2 +

O(2PF3).
Die Eigenwertentwicklung sichert die Nullstakditder PTSW-Verfahren und liefert ein notwendiges Krite-
rium fur die A-Stabili&t, siehe 37). O
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Bemerkung 3.3 (Charakterisierung des Winkelsy der A(«)-Stabilitat). Nach Definition istv der gib3te
Winkel € [0, 7] fur den der Sektofz € C : |arg(z) — | < «a} im abgeschlossenen Stalilisgebiet
S, S=1{zeC:p(M(z)) < 1} enthalten istAquivalent khnnen wir auch den Rand des Stahitiige-
bietsdS entlanglaufen und den Winkel berechnen dusck Zignafs{\ arg(z) — m|}. Mit der Darstellung

08 = {z: o(M(z)) = 1} C {z : ein Eigenwert\ von M (z) hat Betrag 1, d.h\ = ¢} =: R

und der Zerlegund/ (z) = My + wM; mitw = z/(1 — ~z) mit konstanten Matrizet/, und M; kdnnen
wir die Randpunktemeng® als Losung eines verallgemeinerten Eigenwertprobleimssfin der Form

R:{z:w/(1+'yw): legz[ew—Mo} 3 mitwe[o,...,%)} (3.1)

charakterisieren und dadurch mit geeigneter Wahl von diskreten Punkten27j/Ny, j = 1,..,Ny
den A()-Winkel approximativ berechnen. %

3.2 Steifgenaue Verfahren mit nilpotenter Stabiliitsmatrix M (oo)

Wir starten mits = 1. Fordern wir die Steifgenauigkeit und die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
B(1), C(1) undl’(1), so bleibt in def x 2-Stabilitatsmatrix nury als freier Parameter, es ist

B w(l—7) w B s R oz
M(Z)_<(7w+1)(1—v) 7w+1>’ also M(OO)_< 0 0W>’ YTy

Nur fir = 1ist (M (o0)) = 0. Der Nicht-Null-Eigenwertiir v = 1 von M (z) ist gerade die Stabibts-
funktion1/(1 — z) des impliziten Euler-Verfahrens, das Verfahren ist also L-stabil.

Die Existenz von l[«)-stabilen PTSW-Verfahreriif s > 2 ist a priori nicht klar. Wir wollen hier zei-

gen, dal3 auch bei der relativ restriktiven Forderung nach Nilpotenz der Stiailétrix fir = — oo, also
o(M(x)) = 0, fur praktisch interessante Stufenzahlen solche Verfahren existieren. In den numerischen
Tests werden wir sehen, dal diese Verfahigrsf< 3, insbesondere in Kombination mit einer Krylovap-
proximation, eine gute Effizienz vorweisedrnen. Eine geeignete Konstruktion liefert der folgende Satz.

Satz 3.1. Ein s-stufiges PTSW-Verfahrd@.4) erfulle die vereinfachenden Konsistenzbedingungés),B
C(s), I'(s) sowie die Steifgenauigkeits-Bedingunger= 1, b* = vel undv? = eI 3.

Dann gibt es ein Polynom(x) vom Grads und ein Polynomy*(x, y) vom Grads in z und Grads — 1 in
y, so daf3 folgende Aussagéquivalent sind:

(i) Die Stabilititsmatrix) (co) des PTSW-Verfahren ist nilpotent, dgiM (oo)) = 0.
(i) Der Parametery ist Nullstelle vonr(x) und die Knoter; sind Nullstellen vom Polynomp*(c, ).
Fur eine vorgegebene Stufenzalgibt es maximak verschiedene PTSW-Verfahren @ifi/ (cc)) = 0.

Beweis. Durch die Steifgenauigkei2(22) verschwindetinl/ (o) die letzte Zeile und somitigt( M (o00)) =
%g(ﬁ). Mit der Darstellung 2.15) ist (i) aquivalent zur Nilpotenz vop := (FD~! — ~I)P,. Die Eigen-
werte vong sind genau dann null, wenn die Potenzen im charakteristischen Polyegmy — B) bis auf
denz*-Term verschwinden. Diese insgesasmolynomialen Bedingungendkinen wir geeignet zur Kon-
struktion der gesuchten Polynoméy) undy™*(x, y) verwenden. Zur lllustration der Struktur geben wir die
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Matrix (zI — 3) fiirs = 5 an,

[ Y+ Y v y YH+1/500 ]
-1 —1+~v+2 —-1+42y —1+4+37y —1+4v+4+1/5¢1
@I-B)=| 0 ~1/2 14 y+a —3/243y —2469+1/50 |. (3.2)
0 0 -1/3 —1+y+x —2+47+1/5¢3
0 0 0 ~1/4  —14+1/5ps+7+z |

Entscheidend ist die Hessenbergform durch Hénr!-Anteil. Wenn wir ramlich die Matrix in 8.2) nach
der letzten Spalte entwickeln, so haben die Matrizerdfe Subdeterminanten auch Hessenbergform. Dies
erlaubt sukzessives Awlsen nachy,_; miti = 1,...,s — 1. Wir setzen die Koeffizienten vor detf—'-
Potenzen im charakteristischen Polyndet(zI — B) null und stellen dann nach,_; um. Dafir benutzen
wir die Tatsache, daR der Koeffizient voi— nur die Parametep,_1, ..., ¢s_; enthalt und der Vorfaktor
vor ps_; mit (s — 4)!/s! nicht verschwindet. Somit erhalten wiarf,_; Polynome iny bis Grads — 1,
furi = 1,...,s — 1. Das fehlendeyy berechnen wir aus der Steifgenauigkefll) = >/, »; = 0, also
mit o9 = — > 7, ;. Damit sind alle Parameter; durch Polynome iny mit Maximalgrads — 1 gegeben.
Ersetzen wir inr(v) := det(5) und*(x, ) := 2° + Zf;l x'p; die Parametep; durch diese Polynome,
so erhalten wir dieAquivalenz von (i) und (ii). Die Maximalzahl vos verschiedenen PTSW-Verfahren
erhalten wir genau dann, wenity) nur reelle, voneinander verschiedene Nullstellen besitzt. O]

Mit Satz3.1haben wir ein geeignetes Konstruktionsmittel dlie PTSW-Verfahren mit nilpotentefd (co).

Wir bestimmen die Polynome(y) und¢* (¢, ) und erhalten mit den Nullstellen diegglichen Werte iir

~ und die Knoterr;. Bis s = 12 berechnen wir nun diese Verfahren. Die Fehlerkonstaite und die
numerisch berechnetend)-Winkel (durch Losen des Eigenwertproblen& 1) mit N, = 100) geben wir

in Tabelle3.1an. Wenn ein Verfahreniif die numerischen Tests im folgenden Kapitel verwendet wird, so
geben wir die Bezeichnung aus Tabelld in Klammern an. Eine automatische Berechnung mittels Maple
wird fur das Beispiek = 4 im Anhang der Arbeit im Abschnit#\.4 demonstriert.

s=2 Wir erhalten die Polynome

m(y) = =7+ 37— 3/2
C3=2+2—7/2v+7/6
3 25 41
—RA3 22 N2 S
Cy=67 5 7 + 87 54
O (c,y) =2+ (2—47)c—3+47.
Es gibt zwei reelle bsungeniir v. Beide liefern L-stabile Verfahren. Die Werte sind
o v =0.63397459, ¢; = —0.4641016, c; = 1, (PTSW2B)
o v = 2.36602540, ¢; = 6.4641016, ca = 1,

wobei das zweite Verfahren durch den Weéntd; und der groRen Fehlerkonstaniie &€ine Implementierung
nicht in Frage kommt.
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s=3 Die Polynome sind

m(y) =~ —6+*+87—8/3
61

61
3 2
= F1142 — — 4 —

Cs = —1274+%73— ?72 %7— %
P e,y) =+ (6-97)c® + (9— 307+ 189%) c — 18+ — 16 + 39,
und es gibt drei bsungen:
e v =0.51554560, ¢; = —2.0253928, ¢y = —0.33469671, c3 = 1, (PTSW3B)
o v =1.21013831, ¢; = —0.9905341, ¢y = 4.88177899, c3 = 1,
o v =4.27431608, ¢; = 7.4028936, ¢y = 24.06595112, ¢5 = 1.

Fur die Rechnungen mit Krylovapproximation liefert das Verfahren PTSW3B im Kapitel 5 hervorragende
Ergebnisse.

s=4 Mit den Polynomen

125 125
4 3 2
- _ 10~3 — 2 20 122
m(v) = =7 +107° =259+ — = - o,
265 671 671
4t _oga3 g 200 2 OO orl
Cs =47 =257+ =7 — 57+ 135
1705 6379 9729 6487
90~ — 133~4 4 2102 3 2 _
Co=207" = 1337+ == = 57+ 57~ 35

P (e,y) =+ (12— 167) ¢ + (48 — 132y + 729%) &+
(64 4 3367% — 96~ — 288 ) ¢ — 125 — 4087% + 96 +° + 436
finden wir zwei Verfahren, die sicluf eine Implementierung eignen:
o v = 0.45645866, c; = —3.3252678, co = —2.10534506, c3 = —0.26604845, ¢4, = 1, (PTSW4B)
o v = 0.87242087, ¢c; = —2.7494421, ¢ = —0.70716296, c3 = 4.41533918, ¢4 = 1, (PTSWA4C)
o v = 1.94428835, ¢; = —1.5167359, co = 5.2193893002, c5 = 14.4059603, ¢4 = 1,
e v =0.72683209, c; = 8.5440019, co = 26.771976846, c3 = 59.31333479,¢c4, = 1.

Wegen der wachsenden Kompléxtigeben wir @ir s > 4 nur die noglichen Werte iir v und die Eigen-
schaften der resultierenden Verfahren in Tabgllean. Wir machen folgende Beobachtungen: Es gibt stets

s verschiedene positive Wertérfy, also aucts verschiedene Verfahren. Mit wachsendemachst die Feh-
lerkonstante” 1, so daf3, geradeif groRere Stufenzahlen, die meisten Koeffizienétpes keine verinf-

tigen Verfahren liefern. &r jede Stufenzahl gibt es mindestens ein L-stabiles Verfahren. Wir fassen diese
Ergebnisse in folgendem Satz zusammen.

Satz 3.2. Es gibt L-stabiles-stufige PTSW-Verfahren mi(A (co0)) = 0 mit C(s),I'(s), B(s) fur alle
Stufenzahlen bis mindestens = 12.
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s M V2 V3 V4 V5 V6 7
2 10.6339 2.3660
0.2483 4.0817
90.0 90.0
3 10.5155 1.2101 4.2743 ¥
0.1871 1.0308 74.218 |Cs+1|-Fehlerkonstante
84.8 90.0 89.4 L (a)-Winkel
4 10.4564 0.8724 1.9442 6.7268
0.1718 0.5331 8.3924 2396.6
68.5 89.9 90.0 88.2
510.4207 0.7143 1.3012 2.8396 9.7239
0.1779 0.3759 2.7826 112.80 120863
32.0 84.3 90.0 89.9 87.1
6 |0.3966 0.6230 1.0117 1.8056 3.8968 13.265
0.2000 0.3168 1.4463 22.978 2253.7 8.77¢6
0 69.5 89.3 90.0 89.8 86.4
710.3792 0.5636 0.8491 1.3521 2.3865 5.1164 17.352
0.2388 0.3002 0.9661 8.5635 273.42 62504. 8.66e8
0 36.2 81.9 90.0 90.0 89.6 85.2
8 10.3660 0.5217 0.7456 1.1027 1.7368 3.0443 6.4983
0.2986 0.3095 0.7585 4.4490 71.546 4409.9 2.29¢6
0 0 66.5 87.3 90.0 89.9 89.4
9 10.3556 0.4906 0.6740 0.9463 1.3846 2.1659 3.7792
0.3874 0.3399 0.6670 2.8548 28.481 796.75 92347.
0 0 30.1 78.3 89.7 90.0 89.9
10{0.3471 0.4665 0.6215 0.8395 1.1666 1.6956 2.6398
0.5178 0.3924 0.6383 2.1211 14.773 240.05 11361.
0 0 0 60.7 84.3 90.0 89.9
11/0.3401 0.4473 0.5815 0.7622 1.0194 1.4072 2.0356
0.7097 0.4715 0.6522 1.7559 9.1963 99.716 2564.1
0 0 0 0 73.3 87.6 90.0
12|... 0.7037 0.9137 1.2141 1.6682 2.4049 3.7224
1.5796 6.5431 51.631 846.13 33738. 4.33e6
0 51.2 80.2 89.4 90.0 89.9

Tabelle 3.1: Eigenschaften nilpotenter steifgenauer PTSW-Verfahren, konstruiert na8hlSatz
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Bemerkung 3.4 (Verfahren mitv? = 0 und o(M (o)) = 0). Untersuchen wir, wann die transformierte
Stabilitatsmatrix mit

. _1 . wﬁN weq
diag(Vp,1)” "M (z) diag(Vo, 1) = <w]1TD15~ 1+ w) (3.3)
von A(«)-stabilen PTSW-Verfahren mit’ = 0, B(s), C(s) undI'(s) nilpotent ist, khnnen wir analog zu
Satz3.1vorgehen. Wir betrachten zaohst den Falk = 3. Die Stabilititsmatrix}M (o) ist nilpotent, wenn
~ Nullstelle vonz () ist und die Knoter; die Nullstellen vony*(c, ) sind, mit

7(y) = —4*+ 643 —8~% +8/35 (3.4)
@ (c,y) =2+ (9—129) 2% + (24 — 667 + 367%) = + 16 — 72y + 84~% — 247, (3.5)

Die Losungeny > 0 sind
e v =0.515545602, c; = —2.69693895, co = —0.9387639341, c3 = 0.822250116 (PTSW3B-2),
e v =1.210138313, ¢c; = —1.410567916, co = 1.145543795, c3 = 5.786683881,
o v =4.274316085, ¢; = 1.972157174, co = 10.86854396, c3 = 29.45109188.

Nicht nur die Wertefifir v, sondern sogar das charakteristische Polydet\/ — M (z)) (und damito und
Cs+1) sind mit den oben berechneten steifgenauen Verfahren gleicher Stufenzahl identisch. Damit haben
z.B. PTSW3B und PTSW3B-2 das gleiche asymptotische Verhdlteautonome lineare Probleme (trotz
der unterschiedlichen Knoten). Bei praktischen Rechnungeru(fnichtlineare Beispiele) ist PTSW3B-2
nicht konkurrenzihig, was den Vorteil der dtkeren Fehle@mpfung in einem Schritt durch die Steifge-
nauigkeit von PTSW3B deutlich zeigt.

Bis s = 12 haben wir verifiziert, daf die charakteristischen Polynaie¢\l — M (z)) der steifgenauen
Verfahren mit)/ (0o) = 0 auch stets durch Verfahren mit = 0 erhalten werdendnnen, was vermutlich
auch als Reduktionssatirfbeliebige Stufenzahl formuliert und (aufwendig) bewiesen werdente, ganz
ahnlich wie fir die expliziten Verfahren ind2]. Wegen der geringen praktischen Bedeutung der Verfahren
mit v?" = 0 und o(M (o0)) = 0 verzichten wir auf eine Aughrung. O

3.3 Optimierte PTSW-Verfahren

3.3.1 Die Bedingung B + 1)

Im vorangegangenen Abschnitt haben win)-Etabile Verfahren mit Ordnung und Stufenordnyng ¢ =

s konstruiert. Die Stabildt haben wir durch die strenge Forderuri@/ (oc)) = 0 abgesichert. Es liegt nun
nahe, diese Forderung abzuséuiven, um dadurch die zitzliche Ordnungsbedingung 8¢ 1) erfullen

zu konnen, denn dann liefert der Konvergenzsafzdie Ordnungp = s + 1.

Wir nutzen dabei die einfache Interpretation von-Béls Quadraturbedingung, formuliert in folgendem
Lemma:

Lemma 3.1. Gegeben sei eigrstufiges PTSW-Verfahré®.4). Das Verfahren effilt B(r) genau dann, wenn
es als Quadraturformelif Polynome bis zum Grad— 1 exakt ist.

Beweis. Sei zurachst die zugrundeliegende Quadraturformel
/ fydt~o [Z bif(oei) + Y vif(ei—1) (3.6)
0 i=1 i=1
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fur alle Polynome bis zum Grad— 1 exakt. Setzen wir die Monomg(t) = ¢/, 1=0,...,r —1ein, so
erhalten wir gerade BedingungB( Umgekehrt folgt aus BY die exakte Quadratur der Monome und mit
der Lineariait der Quadraturformel somit die Behauptung. O

Fur steifgenaue Verfahren ergibt sich eine leicht zif@nde Bedingung.

Korollar 3.1. Ein steifgenaues PTSW-Verfahren mibtufen eiille B(s), C(s) undI'(s). Die Bedingung
B(s + 1) ist dannaquivalent zu

/OU ot + 1) dt = oy + 1), (3.7)
was sichifirc =1 zu X
/0 o(t + 1)dt = vp(2), (3.8)
vereinfacht.

Beweis. Unter der Voraussetzung B(erflllt das Verfahren genau dann$8¢€ 1), wenn es fir ein Polynom
vom Grads exakt ist. Wir wahlenf(t) = ¢(t + 1). Dann ist B¢ + 1) aquivalent mit

Z bip(oc; + 1) + Zvis@(Ci) )

i=1 =1

/ pt+1)dt =0
0

woraus mit der SteifgenauigkeR.@2 und wegeny(c;) = 0 die Behauptung folgt. O

Leider kbnnen wir die Superkonvergenz bei steifgenauen Verfahrerunkohstante Schrittweiten éifen,
denn es gilt der folgende Satz.

Satz 3.3. Ein steifgenaues, mehrstufiges PTSW-Verfahren (it B(s), I'(s) kann Bé + 1) fur variable
Schrittweiten nicht efllen.

Beweis. Wir differenzieren Gleichung3(7) nacho und erhalten
plo+1)=vp(c+1)+oyp(o +1).

Die einzige losung isty = 1/(s + 1) undp(z) = (z — 1)°. Also sind allec; gleich, und wir haben kein
zulassiges PTSW-Verfahren, wenn wir ver= 1 mit v = 1/2 absehen. O

Obwohl die steifgenauen Verfahreirfvariable Schrittweiten nur Ordnungerreichen Bnnen, hat sich bei
den numerischen Tests herausgestellt, daf? die Superkonvergenzbedmhguiig konstante Schrittweiten
eine sinnvolle Forderung ist, schlief3lich bestimmt das Residuumsia-B) die Hauptfehlerkonstantg, ;.

Bemerkung 3.5. Weil sich fur Verfahren mitw” = 0 der Schrittweitenfaktos in den Quadraturbedingun-
gen B¢) heraushebt, tritt bei diesen Verfahren keine Ordnungsreduktion durch eine Schrittweitensteuerung
auf. O

3.3.2 Ein Fortran-Programm fir die numerische Suche

Fur die numerische Suche nach stabilen PTSW-Verfahren mit guten Genauigkeitseigenschaften variieren
wir ein oder zwei freie Parameter, z.B.und einen Knoter;, und zeichnen dann Bildeiif o(M (o))

die Hauptfehlerkonstantd's 1|, |Cs+2| und den Winkek der A(«a)-Stabilitat. Wie die in diesen Bildern
dargestellten Konturdichen zu interpretieren sind und wie wir daraus interessante Parametéhbarsw
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erlautern wir anhand eines Prototypen in Abbilduhd Hier stellen wir nun dasiir die Erzeugung die-
ser Bilder entworfene und in den folgenden Abschnitten intensiv verwendete Fortran-Analyse-Programm
ana.f vor. Wir arbeiten mit der transformierten Stalsitsmatrix)/(y)

z

diag(Vy !, 1) M (2) diag(Vo, 1) = M(2) = My +wMy, w = —

und berdtigen zumchst Unterroutinenir

1. die Generierung der Matrizeby, M, und M (o) = My — £ M;, die Fehlerkonstantejt’s 1| und
|Cs+2| in Abhangigkeit der Parametéy, o, . . ., ©s—1],

2. die gewilnschten Parametrisierungenyo, . . ., ¢s—1] = ®(z, y, par ) der wahlbaren Freiheitsgrade,
z.B. unter Beiicksichtigung von B{ + 1),

3. die Berechnung des SpektralradipS\/ (c0)) und desA(«)-Winkels iiber die losung des verall-
gemeinerten Eigenwertproblen®.1), hier in der FormwM ;¢ = [ew — MO} mit ¢ = j2mw /Ny,
j=1,...,Ny, Ny = 100.

Fur die Eigenwertprobleme verwenden wir die LAPACK-Routinen ZGEEV und ZGEGV. Damit ist der
mathematische Teil iana.f vollstandig beschrieben, digbrigen Programmzeilen dienen

e der Auswertung der Kommandozeilenoptionen und der Auswahl der zu verwendenden Subroutinen,

e dem Durchlaufen des Parameterraumes, . . ., vs—1] = ®(z,y, par ) zur Berechnung und Ana-
lyse der jeweiligen Stabibitsmatrizeniir die Erstellung eines x y—Bildes im PGM-Format,

e der Anzeige des Bildes mit der dglichkeit, zu einzelnen, mit der Maus ga&hliten Bildpunkten,
Statistiken abzurufen.

3.3.3 Zweistufige L¢)-stabile Verfahren

Wenn wir zweistufige L¢)-stabile Verfahren konstruieren wollen, so haben wir zwei freie Paramated

c1. Wir variieren diese Parameter im Bereiéh2] x [—3, 3] und berechnen den Spektralraditfd/ (o)),
die Fehlerkonstantefls, Cy und dem-Winkel und erhalten Abbildung.2 Im Punkty = 0.63397459, ¢; =
—0.4641016 ist das Verfahren nilpotent (PTSW2B), erkennbar am schwaZkeck” im Teilbild (a). L(x)-
stabile Verfahren gibt edif v > 0.5. Man sieht, daf3 die Fehlerkonstantesnund C; mit wachsendery
i.a. zunehmen. In einem grol3en Parameterbereich sind die Verfahren L-stabil, Teilbild (d). Innerhalb des be-
trachteten Ausschnittes ist der Spektralradius nur in der Umgebung von PTSW2B4 [—1.2,0.2] und

~ € [0.55,0.85] kleiner als 0.5. Es ist nicht églich, Parametetr; und~ so zu wahlen, dall Spektralradius
und Fehlerkonstanten gleichzeitig klein sind.

Wir diskutieren nun zweistufige steifgenaue Verfahren, agli&kbnstante Schrittweiten zalich Bedingung
B(3) erfullen. Dann folgt mit8.8) ¢; = 1+ (1/3 —+)/(1/2 — ), d.h. wir bewegen uns auf dem oberen
dunklen Ast in Abbildung3.2 (b) entlang. Wir erhalten sp(M (c0)), Cy und o in Abhangigkeit vonry,
dargestellt in Abbildung.3.

Der Spektralradius wirdiir v ~ 1.3 minimal mit o(M (c0)) ~ 0.67, Abbildung3.3(a). Rir v > 0.77 sind
die Verfahren L-stabil, Teilbild (b). Wir @hleny = 4/5 und erhalten das Verfahren PTSW2A mit

v=4/5, ¢ =23/9, |C4l~0.1798, o0=0.8799 (PTSW2A)
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f(z,y)

= ll, .. .,lng+1, [ ll,b = lng+1

400 x 400 Pixel

f(x,y)>a

xT

Abbildung 3.1: Konturbild @ir eine fiktive Funktionf(x, y). Wir verwenden stets (auchkirf alle folgenden
Abbildungen)00 x 400 Pixel. Ursprund zmin, ymin) ist die linke untere Ecke. Interessante Bereiche stellen
wir dunkel dar: bei Spektralradius und Fehlerkonstanten das Minimum, bebedfimkel das Maximum.
Fur die Festlegung der Grauwerte benutzen wir die Nivéaehl = [y, ..., [, 1.

(a) o(M(00)) (b) |Cs (c) |C4| (d) L(a)-Winkel
[=1,0.75,0.5,0.25 [=0.5,0.2,0.1,0.01 [=0.5,0.2,0.1,0.01 [ =90°,85°, 60°

Abbildung 3.2: Ergebnisiir zweistufige steifgenaue Verfahren myit= =z = 0,...,2 undc¢; = y =
—3,...,3. Dunkle FAchen kennzeichnen einen kleinen Spektralradius, kleine Fehlerkonstanten und gro3e

a-Winkel und sind somitiir die Auswahl guter Verfahren interessant.
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(@) o(M(0)), |C4 (b)L(cv)-Winkel

1 m T T T T T

i 80 - §
0.8 i J 4

60 - 1 E
L(o)-Winkel —+—
40 | -

06 - i .

0.4 i 4

p(M(eo))
H / Cyl - 20 g
0.2 _\\ ;\ \ /,/ f 4| i

0 o S 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2

Y Y

Abbildung 3.3: Ergebnidiir zweistufige steifgenaue Verfahren mit B(8j & = 1. Fur~ = 0.8 erhalten wir
das L-stabile Verfahren PTSW2A.

Bemerkung 3.6. Wir haben auch die Wahl = 1.2 getestet, weil dann eine spezielle G-Norm-Aligehng
fur [|[M(z)|lc < 1,Rez < 0 konstruiert werden kann5fl]. Bei praktischen Rechnungen war das Verfahren
mit v = 1.2, aul3er bei einigen DAE-Testproblemeti], weniger genau und deutlich weniger effizient als
PTSW2A. %

3.3.4 Dreistufige Lg)-stabile Verfahren

Bei Beiticksichtigung der Steifgenauigkeit bleiben uns drei freie Parameter zur Optimiefung:und

~. Wir wahlenc; und aus dem Bereicli-3, 3] x [0, 2] fur die Abbildung3.4. Der dritte Parametef,
durchBuft fur jeden Bildpunkt das Intervall-3, 3] (mit Schrittweite6/400). Wir reduzieren diese dreidi-
mensionale Information auf das 2D-Bild, indem wir Bglich ¢ nur die Optimalwerte (minimaler Spek-
tralradius und maximalex-Winkel) darstellen.

Das Verfahren PTSW3B (mig()M (c0)) = 0) finden wir in den Punkten = v ~ 0.51,y = ¢; ~ —2.02
bzw.y = ¢; = —0.33, also im dunklen Streifen im Teilbild (a) bei ~ 0.5. Im betrachteten Ausschnitt
gibt es L)-stabile Verfahren nur mity > 0.45. Eine gute Bimpfungo(M (c0)) < 0.4 ist mit v <
0.65 moglich. Andererseits existieren L-stabile Verfahren riur4 > 0.73, erkennbar an der schwarzen
Flache im Teilbild (b), d.h. eine gutedbnpfung ist mit der L-Stabilitt nicht vereinbar. Fixieren wiy, so
konnen wirp(M (o0)) und « in Abhangigkeit vone; und ¢z zeichnen, Abbildun@.5. Wir sehen in der
Serie von Bildern der unteren Tafel (b), daf3®= 90° nur am Rand, also mit einem Knoten~ 3, mdglich
ist. Es ist nicht ndglich, PTSW3B durch geringe Variation der Parameter zu verbessern: A-Sitatilér
Superkonvergenz sind nur mjt > 0.73 moglich. Wahlen wir ein kleineres, so kbnnen wir gegeiiber
PTSW3B die Fehlerkonstante geritigfg reduzieren (auf Kosten des Spektralradius), was bei numerischen
Tests keine Verbesserung darstellte.

Betrachten wir nun dreistufige Verfahren, die B(&) konstante Schrittweite étfen. Dann ergibt sich aus

(3.8) die Beziehung
17— 48y + 24~vc; — 10 ¢

—12y+5 -3¢y + 6ycy
d.h. uns verbleiben die Parametgr~ fur eine numerische Suche. Die Ergebnidsedien Spektralradius,
die Hauptfehlerkonstante und dericd)-Winkel sind in Abbildung3.6 dargestellt. Wir machen folgende
Beobachtungen: Die Nullstellen des NennefiRy + 5 — 3¢; + 6v¢p in (3.9) liegen als,weil3er Graben*
im oberen Bilddrittel, bet; ~ 2.1. Die beiden Knotem; undc; liegen entweder beide unterhalb oder bei-

Cy) = 1/2 (39)
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(@) o(M(c0)), 1 =1,0.8,0.6,0.4,0.2 (b) a,, I = 90°,89°,85°, 80°, 70°

Abbildung 3.4: Ergebnisifr dreistufige steifgenaue Verfahren mit= v = 0,...,2undy = ¢; =
—3,...,3. Dargestellt sind Minimum(fr Spektralradius und Maximuniif a-Winkel unter Variation von
co = (7/400)6 — 3,5 =0, ... 400.

de oberhalb dieser Singulait L-stabile Verfahren gibt es nur im letzteren Fall, wenragzlich~ > 1.3
ist. Allerdings sind die Winkel im unteren Teilgebiet teilweise auch deutli@f3gr als88°. Eine star-
ke Dampfung durch einen kleinen Spektralradius findet man imadpten Ausschnitt nirgends, stets ist
o(M(o0)) > 0.83. Fury = 0.85 und~ = 1.45 betrachten wir Querschnitte in AbbilduBgr. Fur v = 0.85
haben wir zwei Myglichkeiten, den Knoten; zu wahlen: in[—2, 0] oder in[2.3, 2.4], Teilbild (a). Die er-
ste Wahl erscheint zéthst wesentlichignstiger, liegt sie doch weit entfernt von der Singuégrih (3.9).
Tatsachlich haben wir gar keine Wahl: durch die Superkonvergenzbedin@@gethalten wir stets einen
Knoten im ersten und einem im zweiten Intervall.

Wir wahlen schlie3lichy = 0.85 ¢; = —1 und erhalten

v=0.85 ¢ =-1, co=234246575, «=88.4°, |C5|=0.27428 (PTSW3A)
Fur ~ = 1.45 erhalten wir ein L-stabiles Verfahren mit
v =145, ¢ =2.32842724 ¢ =2.94999281, « =90°, |C5| =0.

Das zweite Verfahren haben wir so konstruiert, dal3 auch die FehlerkonStameschwindet (und alle Pa-
rameter allein durch die Wahl vonfestgelegt sind). Trotzdem war es bei praktischen Rechnungen weniger
genau als PTSW3A.
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v =05 v =0.75 v =125

(b)

ud

-~

Abbildung 3.5: Spektralradius (a) ung-Winkel (b) fur dreistufige steifgenaue Verfahren in Alrtgig-
keit voncy, co € [—3,3)? fur fest gevahltesy. Wir verwenden als Niveadgihen! = 1,0.95,0.8,0.4 fur
o(M(00)) bzw.l = 90°,89°,85°,80°,70° fur o. Wir erhalteng(M (o0)) < 0.5 nur fury = 0.5 und
a = 90° aby > 0.75.

(@) o,1=1,0.97,0.95,0.9,0.85 (b)Cs,1=1,0.502,0.1,001 (c)a,l=90°89°,85,70°

Abbildung 3.6: Ergebnisiifr dreistufige steifgenaue Verfahren mit B(diy & = 1 in Abhangigkeit von
r=v€l0,2undy = ¢, € [-3,3].

@) (b) (©)
T T T T T N i T T T T —
14 e 14 - i E S
i 80 -
12 i b
S i
12 | E i
1r i b 60 - L(o)-Winkel, v=0.85 ———
s 08 |- T
eI B \j """ S~ 40
e ) 06 - Cs,=0.85 —— A ]
- Ce, 17145 ------- !
08 | p(M(==)), v=0.85 —— 04
p(M(e=)), 1=1.45 - - 20 -
06 | 0.2
0 L
I I I I I 0 I I I . TN . . . I N
-3 2 1 0 1 2 3 -3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
€1 C1 C1

Abbildung 3.7: Spektralradiug(M (c0), Fehlerkonstant€’s und skalierter-Winkel fur dreistufige steif-
genaue PTSW-Verfahren mit B()rfe = 1 fur~y = 0.85 und~ = 1.45.
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3.3.5 \Vierstufige L(x)-stabile Verfahren

Wir fordern B(5) fir o = 1 und erhalten aus3(8)

—147 4+ 480y — 50 c1ca + 85 ¢1 — 240 yeg — 240 vcy 4+ 85 ¢o 4+ 120~vc1¢o

=1/5
s / 10cp — 17+ 48y —6cico — 24vca — 24 ve1 +10¢1 + 12yc1c0

(3.10)

Es bleiben drei freie Parametet, co und v. Wir variierenz = v € [0,2] undy = ¢; € [-3,3] und
zeichnen den minimalen Spektralradiiis & = —3 + (6/2000)7, 7 = 0, ...2000 in Abbildung3.8.

(@) o(M(0)),1=1,0.95,0.9,0.85  (b) o(M(0)),! = 1,0.95,0.9,0.85

Abbildung 3.8: Ergebnisiir steifgenaue vierstufige PTSW-Verfahren mit B(5). Wahlenz = ~ € [0, 2]
undy = ¢; € [—3, 3], variierency = —3 + (6/2000) x j, j = 1,...,2000 und zeichnen das Minimuniif
o(M (0)) bediglich c2. Im rechten Teilbild beicksichtigen wir bei dieser Minimierung ein Verfahren nur
dann, wenrjes| < 4 gilt.

Es gibt, wenn wir zuachst das linke Bild betrachten, einen grof3en Parameterbereich, in dem das PTSW-
Verfahren stabil ist. Allerdings iissen wir noch fifen, wie die jeweils zugehigen Werte fir ¢ ausfallen.

Und hier finden wir leider nur sehr grof3e Bege & 10 und mehr). Daher besdimken wir uns bei der
Minimierung beziglich ¢ im rechten Teilbild3.8 auf solche Werte,ifr die |c3| < 4 gilt. Der stabile Be-

reich ist nun erheblich kleiner undif die Forderundcs| < 3.5 verschwindet er ganz. Die Hoffnung, ein

fur praktische Rechnungen geeignetes vierstufiges Verfahren mit B{5) & 1) zu finden, mul3 daher
aufgegeben werden. Wenn wir zur Kontrolle z;B= 1.5 fixieren und den Spektralradius in Alhgigkeit

von c1, co zeichnen, so sind die b{-stabilen Parameterbereiche kaum erkennbéaramd Linien in unmit-
telbarer Nachbarschaft zur Menge der Polsteller8if) (nicht dargestellt). Vilhlen wir ein Verfahren, wie

z.B.

v=15, ¢ =—3.765, cg=2.191758991,c5 = 4.05, (M (00)) =0.98, = 84.5°.

so ist es sehr empfindlich undrfpraktische Rechnungen nicht geeignet.

Verzichten wir auf die Forderung B(5), so haben wir vier Freiheitsgrade. Mit den Techniken dieses Ab-
schnitts lbnnen wir sie nicht mehr ersépfend diskutieren. Es ist aberoglich, PTSWA4C lokal zu ver-
bessern. Die Fehlerkonstanig konnen wir nicht zum Verschwinden bringen, aber nach einigem Suchen
wenigstens gegémer PTSWA4C etwas verringern. Wir verwendé@ndie numerischen Tests das folgende
Verfahren:

v=4/5, c¢1=—-1,c0=—-1/2,¢c3 =4,c4 =1,a =87.9°|C5| = 0.22 (PTSW4A)
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3.3.6 Zweistufige A{)-stabile Verfahren

Es gibt drei freie Parameteti, co und~ zur Optimierung. Mit der Bedingung B(3) eliminieren wiy =
2 (=2 +3c1)/(—1 + 2¢1) und erhalten Abbildung@.9. A(«)-stabile Bereiche gibt es in derde der Sin-
gularitat c; = 1/2. Fir v < 0.8 ergeben sich Knotery, = 1/2 4+ ¢, ¢ = —1 und fur v > 0.8 Knoten
1 = 1/2 —eundcy € [0.6,3]. A-stabile Verfahren gibt es nuiif v > 0.8, Teilbild (c). Im gesamten
Ausschnitt isto(M (c0)) stets goler al9).6.

Fur v = 0.48 wahlen wir das Verfahren

¢1 =5/9,c0 = —1,7 = 0.48, 0 = 0.6796,a = 81.1° (PTSW2C)

Eine zweite Variante, bei der auch die Fehlerkonstéahteerschwindet, erhalten wir z.Buf v = 1.2 mit
der Wahl:

c1, ¢ als Nullstellen vonp(z) = 203/282 — 99/47x + 22, v = 1.2, o(M(00)) = 0.9438, o = 87.7°.

Bei numerischen Tests war PTSW2C deultlich effizienter als das obige Verfahrenait2.

(@) o(M(0)) (0) |C4l ©
1=1,0.9,0.75 [ =1,0.5,0.1,0.01 I = 90°,89°,85°,80°, 60°

-

h

Abbildung 3.9: Ergebnisifr zweistufige Verfahren mit” = 0 und B(3) mitz = v € [0,2] undy = ¢; €
[—2,2]. Mit ¢; — 1/2 folgt ¢ — oo, daher die weil3e Linielr y = ¢; = 1/2. Wir wahlen PTSW2C mit
c1=5/9,7=0.48.

3.3.7 Dreistufige Ag)-stabile Verfahren
Mit der Bedingung B(4) eliminieren wir den Knotep und erhalten

3—4ci +6¢cico —4co
66162—301—!—2—362'

Es bleiben drei Parametdirfdie Optimierunge;, co und~. Wir stellen den Spektralradiug M (o)) in
Abhangigkeit vonr = v undy = ¢; dar, Abbildung3.10 Wir zeichnen iir jeden Bildpunkt das Minimum
bediglich co mit co = —3 + (6/400)4,7 = 0,...,400 (Teilbild (a)), bzw.co = —3 + (6/5000)j,5 =
0,...,5000 (Teilbild (b)). Es gibt Aq)-stabile Verfahren mity > 0.4. Im gesamten Ausschnitt ist der
Spektralradius stets @Rer0.6. Der starke Unterschied zwischen beiden Teilbildern macht deutlich, wie
empfindlich die Wahl der Knoten ist. Wir fixieren nun = 1. Dann ldnnen wir o(M (o)) und « als
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Funktion von den Knotem; und co berechnen, Abbildun@.11 Die feine dunkle Linie befindet sich in
unmittelbarer Umgebung der Singulatiin (3.11). Zwei Knoten niissen wir aus diesem schmalen Band
wabhlen. Der dritte Knoten hat dann zwarigsig einen groRen Betrag. Wir entscheiden uimsife folgende
Wabhl der freien Parameter:

v =1,c1 = —0.96, c3 ~ 0.52766, c3 = 3.28, o = 87.3°, p(M (00)) = 0.93, (PTSW3C).

(@) o(M(o0)) (b) o(M(0))

ol T

Abbildung 3.10: Ergebnisiir dreistufige Verfahren mit” = 0 und B(4). Wir wahlenz = ~ € [0, 2]
undy = ¢; € [-3,3], variieren in Bild (8)ca = —3 + (6/400)j,5 = 0,...,400 (a) bzw.c; = —3 +
(6/5000)7,7 = 0,...,5000 in Bild (b) und zeichnen das Minimunuf den Spektralradius béglich cs.
Wir verwenden die Niveawhen! = 1,0.95,0.9,0.8, 0.6.

3.3.8 \Vierstufige Ag)-stabile Verfahren

Wir haben insgesamiihf Freiheitsgrade. Wenn wir B(5) fordern, bleiben noch vier. Weil das systematische
Durchsuchen des Parameterraumes nach stabilen Verfahren zu aufwendignderh wir die Konstrukti-
onsstrategie: wir versuchen die notwendige Bedinge(dd (oo)) < 1 zu erfullen, indem wir die Koeffizi-
enten des charakteristischen Polynatag AI — M (c0)) minimieren. Wir verwenden die Darstellung.8)

und erhalten damit ein lineares Quadratmittelproblem in den elementarsymmetrischen PalynDrases
Problem ist leicht zudsen undiihrt uns schlief3lich auf das folgende Verfahren

v = 0.7535833817, ¢; = —3, 3397654896, ¢y — 1.4870830356, c3 = 0.5362026478, ¢4 = 3.5569894699,
o(M(00)) = 0.9262701231, o = 79.2°.

Bei numerischen Tests mit diesen Parametern (vergle®fg Wwurde die Konvergenz mit Ordnundgirif
numerisch begtigt. Das Verfahren erwies sich jedoch als sehr empfindlich und findet daher in dieser Arbeit
keine weitere Bercksichtigung.

3.3.9 Zusammenfassung der Optimierungen

Ausgangspunkiifr die Optimierungen war die Frage, ob wir died){stabilen Verfahren mit nilpotenter Sta-
bilitatsmatrix}/ (co) aus Sat8.1deutlich verbesserrnknen. Eir eine Antwort ist es zweckafig folgende
drei Falle zu unterscheiden:

29



(a) o(M (c0)) (b) a

Abbildung 3.11: Ergebnisiit dreistufige Verfahren mit” = 0 und B(4) undy = 1. Wir wahlen als
Niveautdhen! = 1,0.95,0.9,0.8,0.6 fur (a) bzw.l = 90°,89°,85°,80°, 60° fur (b).

(@) L(«)-stabile Verfahren mip(M (o0)) < 0.5,
(b) L(«)-stabile Verfahren mi.5 < o(M(o00)) < 1,

(c) A(«)-stabile Verfahren mit Bs + 1).

Fall (a): Die Parameter fglicher Verfahren mib(M (c0)) < 0.5 liegen in enger Nachbarschaft zu de-
nen der nilpotenten Verfahren, wobei schon bei geringen Parametnungen der Spektralradius erheblich
vergmiRert wird. Qualitative Verbesserungen, wie z.B. dasillem einer zuatzlichen Ordnungsbedingung
B(s + 1) sind nicht ndglich. Einziger Vorteil vére eine (geringfgige) Verkleinerung der Hauptfehlerkon-
stanten. Die nilpotenten Verfahren aus Satizsind also lokal kaum zu optimieren. Nuirrfs = 4 entwerfen
wir ein entsprechendes Verfahren (PTSWA4A).

Fall (b): Wenn wir unsere Forderung an den Spektralradius relaxieren ung( hdifoc)) < 1 verlangen,
konnen wir die Ordnungsbedingung$B¢ 1) fur konstante Schrittweiten éffen. Fir s = 2 unds = 3
finden wir aussichtsreiche PTSW-Verfahren (PTSW2A, PTSW3Ao(if (c0)) = 0.8799 bzw.= 0.9178).
L-Stabilitat ist nur tir v > 0.73 moglich.

Fall (c): Hauptvorteil der A@)-stabilen Verfahren mit” = 0 ist, daB Bs + 1) auch fir variable Schritt-
weiten gilt. Uns gelingt esjif s = 2 unds = 3 eine geeignete Parameterwahl zu identifizieren (PTSW2C,
PTSW3C).

Generell gilt fir diese Optimierungen, dal} sie mit steigender Stufenzahl wesentlich schwieriger werden. Nur
fur s < 3 finden wir robuste PTSW-Verfahren, dig€$8, C(s) undI'(s) erfullen. Die Forderung Bs + 1)

liefert eine rationale Funktiorif einen Knotery;. Leider liegen die Ax)- bzw. L(«)-stabilen Verfahren,

die B(s + 1) erfullen, oft nur in unmittelbarer Bhe der zugeirigen Singularit. Wir erhalten zwangaufig
betragsgrof3e Eirdige in den Koeffizientes, a;; und-;;, wodurch die Verfahren sehr empfindlich werden.
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Es ist in einigen Bllen nbglich, bhere Fehlerkonstanten zum Verschwinden zu bringen, nur siriol daf
grofRe Werte iir den Parametey notig. Bei praktischen Rechnungen waren jedoch stets Verfahren mit
kleineremry robuster und effizienter.
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3.4 Ausflug: Explizite Verfahren hoher Ordnung

Setzen wir in der Verfahrensvorschrift der PTSW-Verfahrgd)(die Matrix T,,, = 0 ein, so erhalten wir
explizite Zweischritt-Runge-Kutta-VerfahreB.8) (EPTRK-Methoden), wie sie von Conf9] vorgeschla-
gen wurden. Verwenden wir hiénf die PTSW-Verfahren der vorangehenden Abschnitte dieser Arbeit, so
sind die zugeordneten expliziten Verfahren wegen der schlechteren Genauigkeitseigenschaften nicht kon-
kurrenzgihig zu den EPTRK-Methoden i&(Q] mit s = 5 unds = 8 Stufen. Die Wahl der Knotesy fur die
EPTRK-Verfahren in20] wurde in umfangreichen numerischen Tests optimiert. Es blieb offen, warum ge-
rade diese Knoten saigstig waren und ob weitere Verbesserungéglch sein vilrden. Dabei waren zwei
Richtungen interessant: eine Veierung des Stabilitsgebiets und eine Eshung der Genauigkeit. Unter
Verzicht auf Genauigkeit lieBen sich die Stakiligebiete dieser Verfahren vaflern, Details findet man
in [36, 39, 42]. Hier mdchten wir uns mit der zweiten Frage befassémliich welche Knoten Verfahren mit
optimaler Genauigkeit liefern. Motiviert durch numerische Experimente mit PIRK-Verfahren konzentrieren
wir uns dabei auf den Stufenfehléfr.
Wir betrachters-stufige EPTRK-Verfahrer2(3) mit B(s + 2) und C(). Der Vektor der Hauptstufenfehler
X ergibt sich als Residuum in € 1). Unter Verwendung von Lemnm2, den vereinfachenden Konsi-
stenzbedingunger(15 mity = 0, 3 = A undC*~ 1 = Ve, erhalten wir die Darstellung

Cs+1

X = |- - AC =13 1=V[1/(s+1)F?> = FD Y PFP™' — I)les =: V. (3.12)

Durch die Struktur des globalen Fehlers konvergiert das EPTRK-Verfatirdofstante Schrittweiten mit
Ordnungs + 2, falls die Bedingung
V'X =0 (3.13)

erfullt ist, [42]. Eine analoge Bedingung wurde ig1] fur Zweischritt-Runge-Kutta-Nysimverfahren for-
muliert. Ziel der folgendefUberlegungen ist eine Minimierung des Stufenfehlgxs|, fur Verfahren der
Ordnungs + 2. Damit haben wir insgesamt vier Bedingungen an die Kneteru eriillen: zwei Quadra-
turbedingungen B(+ 2), Gleichung 8.13 und X7 X — min. Damit kdnnen wir fir s = 4 ein eindeutig
bestimmtes Verfahren erhalten. Um dieses bestimmetbrandn, formulieren wir unsere vier Bedingungen
als Ausdiicke in den symmetrischen Koeffizientepn i = 0,...,s — 1. Sei nuns = 4. Fur die Quadratur-
bedingungen erhalten wir

12 1 1 1 1
/ll(x—ci)d$_<ﬂo+<ﬂ1+802+903+—0 (3.14)
0 i 2 3 4 5
L2 1 1 1 1 1

—e)dy =~ : z Z ~ =0, 3.15
/0$||(ﬂf ¢;) dxw 590t et pat ppst o 0 (3.15)

=1

aus Bedingung3.13 wird mit (3.12 und B(s)

0=0b"'X=1"D7Y1/(s + 1)F?> = FD"Y(PFP~! — I)]es,. (3.16)
Fur s = 4 erhalten wir daraus schlieRlich
8 1 1
—1/20 o3 — 3/5¢p0 — 1/40 0103 +5/3 +1/10¢1 + 15 P2 ¥ g wsv2 — o5 e3> =0. (3.17)

Um XT X in g-Parametern zu schreiben, li¢igen wir wegen
I1X13 = X7 X = 2"V Vo

eine Darstellung voiv Vj, die das folgende Lemma liefert.
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Lemma 3.2. Gegeben sei die Vandermonde-Matiix = [C°1,...,C*'1] zu den Knoter; mit C' :=
diag(ci, ..., cs). Dann gilt

17'vy
1"V F
vive=| .| (3.18)
]ITV'OIF‘sfl
wobei F' die Frobeniusmatrix zum Knotenpolynamz) aus Lemma.2ist. Weiter ist
1"V => el F'7L. (3.19)

i=1

Beweis.Mit obigen Voraussetzungen gittV, = VuF nach Lemma2.2 Rekursives Anwenden liefert
(3.18. Fur den zweiten Teil der Behauptung nutzen wir die Beziehtihg: %Fi%‘l. Damit ist Gleichung
(3.19 aquivalent zu
1" =) eV ter! (3.20)
=1
Wir Uberpiifen 3.20 komponentenweise.Uf denj-ten Eintrag erhalten wir

S S
Ty —1mi-1, _ T i-1y,-1, _ T -1, _
g e; Vo C ej—E e;c; Vo eg=e; VoV e =1,
i=1 i=1

und damitfirj =1, ..., s die Behauptung. O

Mit Hilfe des Lemmas3.2konnen wir nun Ausdicke der Fornd_;_, ¢! in p-Parametern ausdcken, z.B.
istef +ci+ch+ch+ct =401+ 4001+ 2037 — 4p3pa® + pyt.

Fur s = 4 errechnen wir mit Hilfe des Lemm&s2 und der Definition 8.12) eine Darstellung des Stufen-
fehlersX” X in p-Parametern. Substituieren wir mit Hilfe voB.14), (3.19 und (3.17) die 1, v» und s

in dieser Darstellung, so ergibt sich schlief3lich der Stufenfehler als Polyngm in

319603072 83603182 61357147 , 5813179 5 1843733

X3 = —

1512 = 55005625 ~ 2460375 *° " 103500 ¥° T 1ame00 Y0 T 12960 70 T
1286296 g 215365 o 109375 o 190625 o T8125 o 390625 o
1286296 _ _ J0.

2025 Y0 72 70 18 70 24 Y0 3 Y0 16

(3.21)

Die einzige reelle Nullstelle vorﬁlﬂl);f(')Ig und damit die Minimalstelle der konvexen Funktion s =
0.1775140422832315. Die Knoten des resultierenden Verfahrens sind in Tat®Redargestellt. Numeri-
sche Ergebnisse findet man #2]. Weil sich die Rechenschritte in diesem Abschnitt nur mit groRem Auf-
wand manuell verifizieren lassen, haben wir im Anhang der Arbeit im Abschiditein Maple Arbeitsblatt
entworfen, das&@ntliche Rechenschritte et

Bemerkung 3.7 (Rinfstufige Verfahren). Fir s = 5 erhalt man bei analogem Vorgehen bereits ein Poly-
nom in zwei Variableniir X7 X. Unangenehmerweise werden die Knotgkomplex fir die zugebrige
Minimalstelle. Eine gute Wahl wurde numerisch gefunden, siehe Tabk&lle O

Die zugeldrigen Stabiliitsgebiete sind in Abbildung 12dargestellt.
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Tabelle 3.2: Explizite Verfahren der Ordnugg- 2 mit minimalem Stufenfehler.

EPTRK4

s=4

c1 = 0.148960811390650239541183885367859859625
c2 = 0.651935327397477081941735638798953006147
c3 = 1.117237176939251192162340654444995690057
¢4 = 1.636103562355446145934158883001507658459
EPTRKS5

§=5

c1 = .1372161039468958967167641366400841811395
co = .6287527863625233860656499249561539457089
c3 = 1.328702131486915913990354738520156317204
cq = 1.425455786655129247286147389110375733875
cs = 1.620203548691392698798226667916086964930

0.5 T T T T
0.4
0.3
0.2
0.1
0 ‘ EPTRK4 -
-0.1
-0.2
-0.3
-0.4

EPTRKS

Abbildung 3.12: Stabilétsgebietelr die expliziten Verfahren.
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4 Implementierung von PTSW-Verfahren

4.1 Einleitung

Als ein Vorteil von sequentiellen W-Methoden gilt deren relativ einfache Implementierung. Im Gegensatz
zu impliziten Runge-Kutta-Verfahren gibt es keine lIteration, deren Konvergenz abgesichert werden muf3.
Dadurch sind die W-Methoden robust und effizient, besonders @ugefinge Genauigkeitsanforderungen.

Die Implementierung einer PTSW-Method24) wird durch den Zweischritt-Charakter schwieriger: wir
berbtigen Startwertelfr den ersten Schritt, und bei Schrittweitenwechsiéssen die Verfahrenskoeffizien-

ten neu bestimmt werden. Der Aufwarit fdiese Neuberechnung ist, schon bei moderater Dimension des
Differentialgleichungssystems, verna@dsigbar gering; jedoch reagieren die PTSW-Verfahren empfindlich
bei haufigen Schrittweitenwechseln. Mit einer angepaldten Heuristik versuchen wir deshalb, die Schrittweite
moglichstiiber mehrere Zeitschritte konstant zu halten.

Das Generieren unddsen der Stufengleichungssysteme unterscheidet sich, abgesehen vogtieh-M

keit zur Parallelisierung, nicht von der Situation bei W-Methoden. Damit sind Standardtechniken, z.B. zur
Approximation der Jacobimatrix oder zur S¢hung des lokalen Integrationsfehlers mit Hilfe von eingebet-
teten Verfahren, auf den PTSW-Fébertragbar. & grof3e Differentialgleichungssysteme diskutieren wir

die Losung der Gleichungssysteme durch Krylovapproximation.

Aus der Konvergenzuntersuchunigy fsingubr gesbrte Problemed4] folgt die Konvergenz der PTSW-
Methoden fir semi-explizite DAEs vom Index 1. Wir beschreiben die Implementierun@AEs der Form

Gy = f(t,y). Dabeiandern sich, verglichen mit dem ODE-Fall, nicht nur die Stufengleichungssysteme,
sondern auch die Berechnungén flie Startwerté ;.

Wir implementieren die PTSW-Verfahren in FORTRAN-7Trlie Parallelisierung setzen wir sogenannte
shared-memory Compiler-Direktiven ein.

4.2 Auswahl der Verfahren

Um nicht dieUbersicht zu verlieren, besémken wir uns in dieser Arbeit bei der Implementierung und
bei den numerischen Tests auf die in Tabdllg dargestellten PTSW-Verfahren. Dabei haben wir (nach
umfangreichen Tests), die (hoffentlich) effizientesten augagéwSamtliche Verfahren eidilen B(s), C(s),

I'(s), haben also mindestens Ordnungnd sind bereits durch die Angabe der Knotgmind~, durch die
SteifgenauigkeitZ.22 oder durch die Waht” = 0 und durch die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
(2.7) bestimmt. Gilt B¢ + 1) nur fur konstante Schrittweiten, so schreiben wi{8+ 1). Zur Bezeichnung
der Methoden verwenden wir folgendes Schema:

o PTSWsA: L(«)-stabile steifgenaue Verfahren mit< o(M(c0)) < 1. Fur PTSW2A und PTSW3A
gilt B*(s + 1).

o PTSWsB: L(«)-stabile steifgenaue Verfahren it/ (cc)) = 0, konstruiert nach Sat2.1

e PTSWsC: PTSW2C und PTSW3C sind Af-stabil mit B(s + 1) undv? = 0. PTSWAC ist L{)-
stabil, steifgenau und it o(1/(c0)) = 0.

Uns interessiert bei der getroffenen Auswahl vor allem, wie sich die unterschiedlichen Forderungen nach
Nilpotenz der StabildatsmatrixM (co), Steifgenauigkeit oder Superkonvergdpgs + 1) fur s = 2,3 und4
auswirken.

Verfahren mits = 5 unds = 6 wurden auch getestet. Obwohl sich die erwartete Ordnung numerisch
zeigte und sie stabil waren, waren sie sehr empfindlich bei Schrittweitenwechseln und erwiesen sich in der
getesteten Implementierung als nicht konkurréhi.
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Bemerkung 4.1. Bei den PTSW-Verfahren aus Tabellel liegen einige Knotemr; aulRerhalb des Intervalls
[0,1]. ISt cmax = m‘safgci > 1, so setzen wir die Existenz einer eindeutig bestimmtéaung fir das
i

Differentialgleichur;gssysterr.?(l) bis zum Zeitpunkt = t. + hng,,(cmax — 1) voraus. Man beachte, daf3
wir im Gegensatz dazu durch die spezielle Wahl der Startprozedur keiaglicisen Annahmen bétigen,

S
falls cmin = mi{l c; < 0ist. O
.

Tabelle 4.1Ubersicht der implementierten PTSW-Verfahren.

s Name Stabiliait, Extras |Cpt1] 07 Knotenc; o(M(0))

2 PTSW2A L(90), B(s +1) |C4] ~0.18 4/5 23/9 0.8799
1

2 PTSW2B L(90)o(M~)=0 |C3/~0.25 0.63397459 —0.46410161 0
0.63397459
1

2 PTSW2C Ag1.1),B(s +1) |C4| ~0.12 0.48 —1 0.6796
5/9

3 PTSW3A L@E8.4),B*(s+1) |Cs/~0.27 0.85 -1 0.9178
2.34246575
1

3 PTSW3B L§4.8), 0(Mx) =0 |C4]~0.19 0.51554560 —2.02539286 0
—0.33469671
1

3 PTSW3C Ag7.3), B(s + 1) |C5] ~0.39 1 -0.96 0.9366
0.52766970
3.28

4 PTSWA4A L7.9) |C5| ~ 022 4/5 -1 0.8844
—1/2
4
1

4 PTSW4B LE8.5), o(Ms) =0 |C5]~0.17 0.45645866 —3.32526780 0
—2.10534506
—0.26604845
1

4 PTSWAC Lg9.9), o(Mx) =0 |C5|~0.53 0.87242087 —2.74944216 0
—0.70716296
4.41533918
1

4.3 Der Startschritt

Die Berechnung des Startschrittes ist im Prinzip nicht schwierig, man integriert mit einem Standardintegra-
tor solange, bis geigend viele Startdatem(¢) undy/(¢) an den bedtigten Zeitpunkten erzeugt sind. Wir
verwenden folgenden Algorithmus:
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Gegeben seh, ho, up = y(to) sowieuy = y'(to),
gesucht; > tp undu; = y(t1) undko,; ~ v/ (t1 + (¢ — 1)ho)

1) Wir sortieren die Knotenmengé= {c; — 1,...,¢; — 1,0}.
T entralt #7° (= s, oders + 1) verschiedene Elemente.
Bezeichnel} <715, < --- < Tur diese Knoten.

2) Setze =ty — hoTh

3) Fori=1,...,#T

4) integriere ODE bi$ = to + ho(T; — T1),

d.h. berechner, ~ y(to + ho(T; — T1)) undury, = f(t, ur;).
5) FallsT; = 0, setzeu; := ur,
6) Fallsfureinj € {1,...,s} T; = ¢; — 1 ist, setzékg ; := w7, .

7) Setzeh; = hg fur den ersten PTSW-Integrationsschritt.

Algorithmus 4.1: Berechnung der Startwerte

Zur Kontrolle sieht man, dal3 die Integrationszeitpunkte in Zeile 4) gerade digngewen Werte, +

(c; — 1)ho bzw. t; annehmen. Die spezielle Wahl vonist die kleinstndglicheiberhaupt, wenn wir eine
(eventuell instabile) Integration in negative Zeitrichtung vermeiden wollen. Der Integrator ist beliebig, wir
setzen fir Rechnungen mit LU-Zerlegung bei kleinen Problemen RADAUW und fur Rechnungen mit
Krylovapproximation ROWMAP %3] ein. Auf den ersten Blick wirkt der Algorithmus etwas kompliziert,
weil wir nicht die Zeitpunkte'; + (¢; — 1)hg, sondern digrelativen ZeitpunkteZ; sortieren. Der Grund
dafur ist, daf3 wir die Zeitschrittweitey dadurch spater z.B. in einer Anweisung

. te—to
1b) h(] - NsterTl’

festlegen Bnnen. Dies eriglicht Rechnungen mit konstanter Schrittweite= hg, bei denen es (z.Biif
Ordnungstests) wichtig ist, den Integrationsendpupkiit einer vorgegebenen Schrittzaliie, genau zu

treffen. Denn dann ergibt sigh + Nstegh = to — [T1 — Nste ]\ife;_tOTl = te.

Bemerkung 4.2. Als Alternative zur obigen Startprozedur ist folgendes denkbar:

1. eine Anlaufrechnung mit sehr kleiner Anfangsschrittweéiteind den groben Bherungerk ; = uy,
U1 = uo,

2. die Verwendung eines Startintegrators mit stetiger Erweiterung,
3. ein Selbststart im Rahmen einer Ordnungssteuerung.

Die erste Myglichkeit ist zwar einfach, liefert aber ungenaue Startwerte bzw. zahlreiche Schriif¥engn-

gen und ist daher weniger interessant. Die anderen beiden versprechen einigen Effizienzvorteil und kommen
fur eine,, Endanwenderversion“ der PTSW-Implementierung in Betracht. Bei den Testbeispielen in dieser
Arbeit ist der Zeitaufwand des Startens jedoch verriggigbar gering und Algorithmus 4.1 ausreichend.

4.4 Losung der Stufengleichungen
4.4.1 \orbetrachtungen

In den Stufen der PTSW-Verfahre®.§) sind lineare Gleichungssysteme figén. Dabei &nnen die glei-
chen Techniken zur Implementierung wie bei sequentiellen, linear-impliziten Runge-Kutta-Verfahren (z.B.
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[49)) eingesetzt werden. Ziachst stellen wir die Stufengleichung etwas um

S S
(I=RonyTom)ai =15, Mitr; = f(tmt+hmci, Vi) + > %km—l,j undkn; = z;— L;jkm—l,jy (4.1)
= =1

und sparen somit die Multiplikation mif;,, auf der rechten Seite. Zur Abllkzung haben wir Variablen
T = ki + 22:1 %km,l,j und r; fiir die rechte Seite eingéfirt (und dabei zugunsten debersicht-
lichkeit auf den zuatzlichen Indexm verzichtet). kr die (approximative) bsung der Stuferd(1) haben
wir viele Moglichkeiten. Bewihrt haben sich LU-Zerlegung, Krylovapproximatiat6[ 38| oder z.B. ap-
proximierende Matrixfaktorisierun@g]. Solange die berechnetedNerunggisung als exakte dsung mit
einer gesirten Matrix7,, ; ~ T, (undT,,; = O(1)) interpretiert werden kann, bleibt die Konvergenzord-
nung des Integrationsverfahrens erhalten (vgl. Bemerlufyg Wesentlichen Einflu3 hat der Gleichungs-
systembser auf die Stabilit des Integrationsverfahrens und (weniger gravierend) auch auf diteGler

lokalen Fehlerkonstanten.

4.4.2 Losung mit LU-Zerlegung

Bei kleinen Problemen oder bei Problemen mit geringer Bandbreite der Jacobiragixwir die linea-

ren Gleichungssysteme mit LU-Zerlegung. Die Jacobimatrix berechnen wir approximativ mit Differenzen-
Quotienten. Hat die Jacobimatrix Bandbreitg so berdtigen wirm; + 1 Funktionsauswertung,amlich

f(tmy wm) UNd f(tm, um + €§), 1 = 1,...,my, mit geeigneten Testvektorefp aus Nullen und Ein-

sen (im Abstandn;). Die Eintridge der Jacobimatrix erhalten wir in den Differenzen-Quotiedign=

(f(tm, um + &) — f(tm,um))/c. Diese Berechnungaldt sich leicht parallelisieren. Entweder in einer
Schleife (links) oder in zweien (rechts):

Jacobimatrixberechnung, Variante 1 Jacobimatrixberechnung, Variante 2
fO:f(tmaum) x0 =0
doparallell =1,...,my do parallell = 0,...,m;
fi= f(tm, um + €&§) fi = f(tm, um +€&§)
dgi = (fi — fo)/e end do
end do doparallell =1,...,my
dgy = (fi — fo)/e
end do

Variante 1 ist von Vorteil, wenify bereits zur Veiigung steht (z.B. durch die letzte Stufe im vorangegange-
nen Schrittfy ~ k,,—1,), oder der Startaufwandif eine Parallelisierung hoch ist. Bei Variante 2 erwarten
wir (fur teuresf und kleine Bandbreite;) deutlich bessere Speedups, wéilrglichem; + 1 Funktions-
auswertungen nun parallel ausgjeft werden Bnnen. In unserer Implementierung entscheiden wir tins f
die Variante 1 bei der Berechnung vo},.

Bemerkung 4.3. Eine interessante dglichkeit zur Berechnung der Jacobimatrix bietet das automatische
Differenzieren. Aus dem Fortran-Quelltext der rechten Seite der Differentialgleichung erstellt z.B. ADIFOR
eine Unterroutineilfr die Jacobimatrix bzw. Jacobimatrix-Vektor-Produkte durch symbolisches Differenzie-
ren, z.B. R4]. Die generierten Unterroutinen sind i.a. etwas langsamer als handgeschriebene, bei eigenen
Messungen mit semidiskretisierten Diffusionsgleichungen war der Unterschied allerdings sehr gering. Z.B.
wird automatisches Differenzieren z.B. DREPACKerwendet (http://yoric.mit.edu/daepack/daepack.html).

9
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Mit T}, bilden wir die Matrix(I —h,,yT,,). Fur die anschlieRend bétigte LU-Zerlegung vortI —h,,,vT},)
verwenden wir die LAPACK-UnterprogramniBGETRPbzw. DGBTRKfur Bandmatrizen). Obwohl wir auf

der verwendeten Testplattform (HP/Convex X-Class) vom Hersteller parallelisierte LAPACK-Routinen ver-
wenden, erweist sich die LU-Zerlegung, zumindest bei kleinen Problemen oder Problemen mit Bandstruk-
tur, als sequentieller Flaschenhals. Bimliches Ergebnis erhielten wir auch auf einer Workstation Sun
Enterprise 420 unter Verwendung der parallelen SUN-Performance-Bibliothek. Auch PA8thai, bei
Verwendung von ScalLAPACK, trotz dichter Jacobimatrizen mit Dimen$im® x 1000, kaum Speedups

bei der LU-Zerlegung erzielerbkinen.

Wichtig fur die Effizienz der PTSW-Verfahren ist, daf’ die Jacobimatrix nicht in jedem Schritt neu berechnet
werden muf3, sondern daf3 sie einige Zeitschritte lang wiederverwendet werden kann. Wir verwenden die
folgende, einfache Heuristik: Sei vgrSchritten die jingste Jacobimatrix berechnet und zerlegt worden
Tr—j = fy(tm—j, um—;). Dann verwenden wir diese auch im aktuellen Schritt, wenn

'hm_hm] <0.1, und j<s

hn—j

ist. Andernfalls berechnen und zerlegen wir eine neue Méfrix h,,,vT,, ).

4.4.3 Losung mit Krylovverfahren

In den zuiickliegenden Jahren ist der Einsatz von Krylovunterraumtechniken in Zeitintegrationsverfahren
intensiv untersucht worden, z.B3,[9, 16, 45]. Dabei hat sich eine hervorragende Eignuiaggehr grol3e,

steife Probleme herausgestellt. Weil bei désung der linearen Gleichungssysteme innerhalb des Integra-
tionsprozesses i.a. nur moderate Genauigkeiten erreicht werdesem geingen oft kleine Krylovdimen-

sionen. Bei einer sogenanntgnatrixfreien Implementierung*, ohne explizite Erzeugung und Speicherung

der Jacobimatrix, sind die Speicherplatzanforderungen entsprechend gering. Durch adaptive, residuumkon-
trollierte Wahl der Krylovdimension e#it man eine automatische Steifheitserkennung: ist das Problem
nichtsteif, so bleibt die Dimension gering, und es wird fast explizit integriertdlidrkich die Steifheit, so

steigt auch die Krylovdimension und das Verfahren rechnet implizit. Z.B. wird in der Arbeit von Botchev
u.a. p] allein aus einer Stabilittsbedingung die notwendige Krylovdimension bestimmt.

Zur Losung der Stuferd(1) setzen wir bei den PTSW-Verfahren die Methode der véaidigen Orthogona-
lisierung |4 (fully orthogonalization method, FOMein. Wir generierenifr jede Stufe einen Krylovraum
IC; zur Jacobimatrixd = f, (tm, um)

KC; = sparir;, Ar;, . .. A”Fln—) = spartr;, (I — hypyA)riy ..., (I — hm'yA)'“*lm), (4.2)
und bestimmen:; € K; durch die Orthogonafittsbedingung
(51' = [7“,‘ — (I — hmwA):rZ] 1 ICz (43)

an das Residuur,. Die verwendete Krylovdimension; wird so gevahlt, daB &ir das Residuunijd; || <
KTOLfur eine vorgegebene ToleraKA OL gilt oder die Maximaldimensior; = xmax = 50 erreicht ist.

Wir koppelnKTOL an die Toleranz der Schrittweitensteuerung KitOL = ATOL/h,,. Eine effiziente
Bestimmung vorx; erlaubt der Arnoldi-Alorithmus, der die Berechnung der Jacobimatrix-Vektor-Produkte
mit einer Gram-Schmidt-Orthogonalisierung verbindet und so eine Orthogonaihagism Krylovraum

KC; generiert, d.nKC; = spariqi, ..., qx,). Wir konnen das Gesamtverfahren mit folgendem Lemma als
PTSW-Losung mit der MatrixXl;,,; = QZ-QZ-TA interpretieren.
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Lemma 4.1. Seien die Spalten der Matri; eine Orthogonalbasis zum Krylovunterraum
K; = spar(r;, Arg, ... A% 1)),
Dann liegt die lbsungz; des linearen Gleichungssystems
(I = hmQiQ A)x; =1 (4.4)

im Krylovraum, d.hx; = Q;QY z;, und es gilt(4.9). Effektiv berechneraRt sichz; durch Losung eines
linearen Gleichungssystems der Dimensigrx «;, denn es gilt

zi=Qili, mit (I —hpmyQ] AQi)l; = Q] 1. (4.5)
Beweis.Wegens; = r; — hy,vQiQF Az = QiQF [ri — hyyAz;) liegt z; im Krylovraum ;. Und wegen
QF[ri — (I = hypyA)zi] = QY [(I — hnQiQT A) s — (I — hypyA)z] = 0

gilt Bedingung 4.3).
Setzen wirz; = QiQiTxi undr; = QiQiTn- in Gleichung 4.4) ein, so erhalten wir durch Linksmultiplika-
tion mit Q7 das SystemA4.5) furl; = QT ;. O

Bei der Berechnung der Orthogonalbagisdurch den ArnoldiprozeR hat die Matriy! AQ; Hessenberg-

form. Durch Anwendung von Givens-Drehungen bringt man die Subdiagonale zum Verschwinderélind erh
eine QR-Zerlegung vo(l — h,,vQT AQ;). Wahrend der sukzessiven Vedgerung des Krylovraums kann

diese QR-Zerlegung einfach aktualisiert werden. Dies erlaubt auch eine effiziente Berechnung des aktuellen
Residuumsy; in jedem Krylovschritt. Eine aughrliche Beschreibung der Implementierung des Arnoldi-
prozesses gibt Saad4].

Fur den exponentiellen Krylovintegratexp4 in der Arbeit von Hochbruck u.a3B] werden die rechten
Seiten so transformiert, daf3 sie ‘klein’ sind, um rasche Konvergenz und damit niedrige Krylovdimensionen
zu erziehlen. Auch in4.4) ist die rechte Seite; klein, was zumindest bei nichtsteifen Problemen kleine
Krylovdimensionen eriiaglicht.

Lemma 4.2. Fur die rechte Seite; in den Stuferf4.1) eines PTSW-Verfahrei(2.4), das die Voraussetzun-
gen von Sat2.8(a) erfullt (C(g),B(p) undI'(g) mitp > q), gilt

ri = f(tm + honCis Yimi) Z D 1 = O(hY).
Beweis. Mit dem Konvergenzsat2.8folgt

ri = (b + honci, y(tm + i) + O(hD) + 3 %y’(tm +(¢j — 1) + O(h?)
j=1

Y (tm + cihm) +Z%J "(tm + (¢j — Dhm—1) + O(h?)

und mitI'(q)

=9 (tm + cihm) — ¥ (tm + cihm) + O(h9).
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Die im Arnoldi-Algorithmus beitigten Jacobimatrix-Vektor-Produkte berechnen wir matrixfrei mittels
finiter Differenzen

A= fy by )0 = (F (bt + 0) = (b)) + O(elo), (@56)

mit e = 10~7 * max (1075, Hﬁumug). Den fur alle Stufen bedtigten Funktionsaufruf (¢,,,, u,,,) miissen

wir in jedem Schritt vorab berechnen, was bei kleinen Krylovdimensionen den maximalen Speedup deut-
lich verringert. Fir solche Beispiele @ren bei steifgenauen Verfahren mit = 1 die Approximationen

F(tm, um) = km—1,6, f(tm,um) = f(Ym—1,s) zu diskutieren.

Bemerkung 4.4 (BiCGStab). Ein Nachteil der Methode der volbstdigen Orthogonalisierung (FOM) ist

der mit der Krylovdimension quadratisch wachsende Orthogonalisierungsaufwiaroestimmte Proble-

me ist daher die BiCGStab-Iteration von van der VobEd] [eine interessante Alternative. Wir haben zur
Losung der Stufengleichungen bei den PTSW-Verfahren testweise BiCGStab eingesetzt (indem wir die
reverse-communicatioRoutineBICGSTABREVCOM.faus [L] eingebunden haben). Die Rechenzeitién f

die Testprobleme dieser Arbeit sind dabei, insbesondergifengere Toleranzen, deutlich angestiegen. Der
berbtige Arbeitsspeicher war jedoch, wegen der kurzen Rekursion von BiCGStab, viel geringer als bei der
FOM-Implementierung. %

Bemerkung 4.5 (Vorkonditionierung). Um die Krylovdimension und damit den Aufwand zu reduzieren,
ist es ndglich Vorkonditionierungstechniken einzusetzen. Bgieine Approximation an die Jacobimatrix
A = fy(tm,un), fur die eine Multiplikation mit dem VorkonditioniereB := (I — hy,vP,,) " leicht
berechenbar ist.lF eine Linksvorkonditionierung tidten wir das System

B(I — hm'yA)xi = BTZ'
approximativ durch FOM mit dem Krylovraui;
K; = span(Bri, B(I — hap v A)riy -+ (B — hypy A))Sit Bri)

|6sen. Einige Beispiele diaf, wie effektiv die Krylovdimension bei guter Vorkonditionierung reduziert wer-
den kann, finden sich in der Arbed(] zur Losung von Reaktions-Diffusionsgleichungen mit dem Kry-
lovintegrator ROWMAP. O

4.5 Schrittweitensteuerung

Fur eine Implementierung der PTSW-Verfahren mit variablen Schrittweitedtlggmm wir ein Unterpro-
gramm, welches bei Schrittweitenwechsel neue PTSW-Koeffizientet/gelen vereinfachenden Konsi-
stenzbedingungen2(14) berechnet, eine Sétzung des lokalen Integrationsfehlers durch ein eingebettetes
Verfahren niedrigerer Ordnung und, darauf basierend, einen Schrittweitenvorschlag.
Die Neuberechnung der Koeffizienten erfordert zwei Multiplikationen yon s Matrizen und das Ska-
lieren mitS = diag(1,0,...,0°"!). Schon fir moderate Dimension des Differentialgleichungssystems
ist der Aufwand hieiiir im Vergleich mit deriibrigen Operationen vernadsisigbar. Wie man ein solches
Unterprogramm automatisch mittels Maple generiert, zeigen wir im Anhang dieser Arbeit.
Um den lokalen FehIeErremb wahrend der Integration abzuskthen, verwenden wir, wiablich (z.B.
[29)]), ein eingebettetes Verfahren der Ordnung 1. Wir wahlen als Gewichtalf die Einbettung

bl =0.950" und ol = (17 +ee)SD™ — b1 VoS)VL, (4.7)

e —
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und haben dann ein von unablangiges Residuum in B(s) (GI2()) vone := 0.1. Den lokalen Fehler
Errempmessen wir in einer gewichteten Norm

n

_ |1 Uity — Gmiti \© - 2
Erremb_ E ; <ATOL+ RTOuum_i_lﬂ’ ) uerl = Um + hm ;(be,ikm,i + 'Ue,ikmfl,i)a

mit vorgegebener absoluter und relativer Toleranz. Bei den numerischen Experimenten in dieser Arbeit
wahlen wir stetsATOL = RTOL= 10%,i = 2,...,8. Aus dem lokalen FehleErrgmpberechnen wir
einen Schrittweitenfaktor

o* = min{2, max{0.5, Errgrlésb- 0.85}},

und aus diesem eine neue Schrittweitemit
B falls o* > 1.05 und fur einj € {0,...,s — 1} isto,,—; > 1
h* =< hp, falls o* € [0.95, 1.05]
hpo®  sonst
um haufige Schrittweitenwechsel zu vermeiden. Wir akzeptieren den Schritt,Hallg,,,, kleiner oder
gleich eins ist und setzély, 11 := h*, 041 := hm+1/hm. ISt der geschtzte Fehler dif3er, wiederholen
wir den Schritt mith,, := h*, 0, = hp/hnm—1. Wie man sieht, lassen wir ia aufeinanderfolgenden

Schritten nur maximal eine Ver@Rerung zu. Durch dgQuasikonstanthalten* werden die PTSW-Verfahren
robuster. AuRerdemdnnen wir alte LU-Zerlegungen wiederverwenden, vergleiche Abschditt

Bemerkung 4.6 (Not a Number). Im Programm testen wir noch einen dritten Fall
if (Erremp# Erremb thenhy, := 1/2h,,; reject step; end if

Auf den ersten Blick erscheint diese Anweistirgrfiissig, doch bei IEEE-konformer Implementierung der
FlieRkommaarithmetik wird sie dann ausgieft, wennkrrgppeine,Nicht-Zahl* (not a number, NaNist.

Treten in einem Zeitschritt illegale Operationen auf (Exponditteraufe, Divisionen durch Null, etwa weil

das lineare Gleichungssystem sirigubt, oderf (¢, u) auRerhalb des Definitionsbereichs ausgewertet wird),

S0 reagieren wir angemessen: mit Schrittweitenreduktion und Wiederholung des Zeitschritts und verhindern
damit ein,Festlaufen” des Integrators ntit,; = NaN. O

4.6 Anwendung auf differential-algebraische Systeme
Wir betrachten ein differential-algebraisches Anfangswertproblem in der Form

Gy = f(t.y), ylto) =wo (4.8)

mit einer konstanten Matri& € R™" und konsistenten Anfangswerten. Eitie flieses Problem geeignete
Formulierung der PTSW-Verfahren liefert der sogenandieekte Weg* B0]: wir nehmen zuAchst an(z
sei regudir, erhalten analog zu Gleichung J) die Stufengleichung

(I - hmGilf}/Tm)(kmi + Z mkm—l,j) = Gilf(tm + hmciy sz) + Z Ekm—l,jv
= =17
oder,aquivalent dazu,

(G — hnYT) (ki + Z %km—l,j) = f(tm + hmci, Ymi) + GZ %km—l,j- (4.9)
= =
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In dieser Darstellung4(9 konnen wir uns von der Regulatitvon G losen. Obwohl das lineare Glei-
chungssysten(9) prinzipiell auch mittels Krylovapproximation gidt werden knnte, wasiir gro3e DAE-
Systeme attraktiv erscheint und eine interessante Aufgatveditere Untersuchungen der PTSW-Verfahren
ist, mdchten wir uns hier bei der Implementierung nur auf LU-Zerlegungen béskbn. Aus der Analyse
fur singubr gesbrte Probleme34] folgt die Konvergenzifir Probleme vom Index 1 in semi-expliziter Form.
Eine eingehende theoretische Untersuchung der PTSW-Verfalw&rdbleme von herem Index bleibt
offen. Bei der Bestimmung der numerischen Ordnuirgrestprobleme mit Index 2 und 3 zeigte sich jedoch
keine Ordnungsreduktion in den differentiellen Komponentdi |
Schwierigkeiten bereitet der Start, weil die Approximationen an die Ableitung@sirg fir die Stufenwer-
te ko ; (im Startalgorithmus in Schritt 4) weder durch einfagh@uswertung, noch als itkgabeparameter
der Integration, beispielsweise in RADAU, gewonnen werd@mien. Allerdings werden in RADAU (vgl.
[30], S. 118) intern transformierte Stuféfiagau= (21, ..., 21 )? berechnet, die die bétigte Information
enthalten. Es ist

Zradau= hradad Aradau® I) Kradau (4.10)

d.h., wir finden wegen, ragau= 1 unsere gewnsche Iﬁherungu/Ti = ks radauMit

1

hradau

(ezAil g1 @ I) Zragau (4.11)

ks,radau = rada

In unserer Implementierung der PTSW-VerfahréanDAEs verwenden wir RADAU ohne Ordnungssteue-
rung, mit 3 Stufenivork (11)=work (12)=3), extrahieren die internen Stuf&pga,aus denubergebenen
Arbeitsfeldwork und multiplizieren sie mit dem Vekt@thr;éaUz,) = (—1 +8/3v6, —1—8/3V6, 5).

4.7 Programmierung und Parallelisierung
4.7.1 Einleitung

Bei der Programmierung von Zeitintegrationsverfahren habenidieh die Jahre gewisse Standardtechni-

ken etabliert, von denen wir auch Gebrauch machen werden. Als gute Vorlagen gelten beispielsweise die
Fortran-Codes RADAU und RODAS von Hairer und Wanrg4j und die VODE-Familie (VODE, VODPK,
PVODE) von Hindmarsh, Brown, u.a., z.B{][ Wir orientieren uns bei der Programmierung der PTSW-
Codesptsw.f  (LU-Zerlegung, DAES) undgptswk.f  (Krylovapproximation) an diesen Standards und
beschreiben hier einige Besonderheiten der PTSW-Verfahren. Wir verwenden FORTRAN-77. Die anwen-
dungsbereiten Code®knen vom Autor bei Bedarf angefordert werden.

4.7.2 Nutzerschnittstelle
Die Schnittstellefir den Nutzer voptsw.f  undptswk.f  besteht aus einer Subroutine der Form

subroutine ptswk (n,ft,u,uprime,h,te,rtol,atol,

$ work,lwork,iwork, liwork,mf,rpar,ipar,info)

implicit none

integer n,lwork,liwork,iwork(liwork),ipar(*),info

real*8 t,u(n),uprime(n),h,te,rtol,atol,work(lwork),rpar(*)
external f

character (len=*) mf

zur Integration. AuBer Anfangswerten und einigen Steuerparametern wird lediglich eine Funktiiin
folgender Deklaration
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subroutine f(n,t,u,uprime,rpar,ipar)

fur die rechte Seite der Differentialgleichur@y1) beritigt. Die Felderpar undipar werden im Inte-
grator nicht verwendet unddkinen, z.B. zur Parametdrergabe af, vom Nutzer selbst verwaltet werden.
Zur Ubergabe von zigzlichen Optionen und zur Integrationsstatistik dienen die ersteréBatler Fel-
derwork undiwork . Eine detaillierte Dokumentation der volstdigen Schnittstelle ist in den Fortran-
Quelltexterptsw.f  undptswk.f als Kommentar enthalten.

4.7.3 Speicherverwaltung

Durch die statische Speicherverwaltung von FORTRAN-T&sen amtliche Vektoren und Matrizen der
Dimensionn im Arbeitsfeldwork abgelegt werden, auch wenn sie nur tendgpderdtigt werden. Der Inte-

grator berechnet zé@chst fir jeden Vektor einen Startindgexm work -Feld. Mitwork (p—1+4) kann dann

auf diei-te Komponente zugegriffen werden. Diese, insbesondere bei mehrdimensionalen Dat@ngliimst

che Manipulation, kann durch die Vergabe von Aliasnamen in einer inneren Subroutine mit entsprechenden
Ubergabeparameter wesentlich vereinfacht werden. Es ergibt sich folgende Programmstruktur,

subroutine ptswk(...) subroutine ptswkcore(...,gmatk,...)
integer p_k,p_gmat integer Ildgmat,n,s

real*8 gmat(n,ldgmat),k(n,s,2)
p_gmat= ...

p_k=p_gmat + sizeof gmat gmat(i,j) = ...

I Neue Stufen:

call ptswkcore & k(l,i,flag)=... k(l,i,3-flag)

& (..,work(p_gmat),work(p_k),..) .

end end

wobei im ,Core”-Integrator auf die Daten in der gewohnten Weise zugegriffen werden kann. Das Feld
k(n,s,2) enthalt Ubrigens die Stufer,,, und K,,,_1. Um Kopieraufwand beimachsten Zeitschritt zu
sparen, wird der Zugriffsindeflag € {1, 2} in einer Anweisung der Foriitag=3-flag gespiegelt. &r

lokale, tempoare Vektoren in den parallelen Stufen bégen wirs-fache Kopien, z.Btmp(len,s) , weill

bei der Parallelisierung wegen der statischen Speichervergabe keine Vektoren privatisiert véardam k
(siehe unten). Der Zugriff auf die jeweilige Kopie dearigelen erfolgt mit Stufenindex, alsotmp(1,i)

4.7.4 Parallelisierung

Weil wir Rechner mit gemeinsamem Speicher betrachten, ist die Parallelisierung der PTSW-Verfahren ein-
fach. Arbeitsmittel sind Direktiven in Form von Fortran-Kommentar@ngarallelisierende Compiler. Ein
sequentieller Standardcompiler ignoriert diese Direktiven, so dal3 nur ein Quelitextaffallele und se-
guentielle Kompilierung) erstellt werden muf3. Leider unterscheiden sich Syntax und Semantik der von
verschiedenen Herstellern (wie Sun, Cray oder Hewlett-Packard/Convex) entwickelten Compilererweite-
rungen, obwohl ein@hnliche Funktionalét implementiert wird. Abhilfe schafft der im Oktober 1997 ver-
abschiedete Standard OpenMP 1.0 (http://www.openmp.org, im November 2000 OpenMP 2.0), der jedoch
auf der Testplattform dieser Arbeit (Convex X-Class) nicht irgbfar ist.

Wir haben in unsere Codgdsw.f undptswk.f die herstellerspezifischen CPS-Direktiven (von Con-
vex/HP) und standardisierte OpenMP-Direktiven integriert uribeelrn hier die Parallelisierung der Stufen

von ptswk.f  mittels OpenMP. Im Quelltext géigt eine einzige OpenMP-Direktive, hier dargestellt in
Fortran mit Pseudocode,
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lomp parallel do private (j) shared (f)
do i=1,s
Yii = Um + Zj:l a,-jkm_l,j
rechte Seite; = f(tm + cilim, Yini) + 35— %km_l,j
Krylovlosungz; = FOM(7;, U, tm, f, tmp(1,1))
neue Stuferk,,; = x; — 37 2 km-1,
end do
lomp end parallel do

um die zu parallelisierende Schleifi@fden Compiler zu markieren. Jeder Thread arbeitet mit gpramaten
Kopie" der inneren Variabler, gekennzeichnetif den Compiler durclprivate(j) . Die shared -
Anweisung ist weniger plausibel. Alle Threads bagen die gleiche Subroutine zur Berechnung der
rechten Seite der Differentialgleichung, und witissen das explizit angeben, weilnur eine Referenz
(vom Typexternal ) und nicht die Subroutine selbst ist.

Bei Vektorvariablen haben wir beim Programmdesign darauf geachtet, dal3 es nicht zu Kollisionen zwi-
schen den Threads kommt (z.B. dutafp(1,i) ). Bei skalaren Variablen (wig) innerhalb der Schleife
kdonnen wirprivate  einsetzen. Probleme bereiten jedoch die lokalen Variabléruimd inFOMwenn sie
(FORTRAN-77-typisch) global und statisch vom Compiler angelegt werden. Deshalb bieten Op&hiMP-f
ge Ubersetzer eine Option (z.Bstackvar ) an, Daten nicht global, sondern auf einem (Thread-eigenen)
Stack anzulegen. Verwenden wirdffere Felder, so ist die vorgegebene StamRgrschnell zu klein und
somit Ursache vonatselhaften, kaum zu lokalisierenden Programniaben. kir eine erfolgreiche Par-
allelisierung niissen wir daher i.a. die Stackdfe erfihen. Die Anzahl der Threads$irf eine Program-
mausfihrung wird durch die UmgebungsvarialfllMP_NUM_THREAD&stgelegt. Als Referenzbeispiel
geben wir hier die notwendigen Kommandas éine OpenMP-Parallelisierung veswk.f  auf einem
SUN-Fire-Server unter Solaris 8 zum Kompilieren und Aisén an:

$ f90 -o ptswk -fast -openmp -noautopar \

$ -stackvar driver.f bsp.f ptswk.f -Isunperf_mt

$

$ ulimit -s unlimited

$ export STACKSIZE=65535

$ export OMP_NUM_THREADS=4 # Anzahl Threads
$ ./ptswk # Programm starten!

Fur weitere Beispiele, auchif die Convex X-Class, verweisen wir auf dikakefile in der PTSW-
Software sowie auf die System- und Compilerdokumentation des jeweiligen Herstellers.

Bemerkung 4.7 (Automatische Felder in Fortran 90, synchrone Caches)Vie oben erutert ist, arbei-

ten parallele Threads in unseren Cogésv.f  undptswk.f  mit globalen Feldern. Konflikte zwischen

den Threads treten nicht auf, weil Threads nur in eigenen Bereicherag@d@ndern. Die Analyse eines
Compilers kann diese Kollisionsfreiheit nicht feststellen, deshalb versagt die automatische Parallelisierung
und helfende Direktiven sind notwendig.0Aden wir, z.B. mit automatischen Feldern in Fortran 90, lokale
Felder anstelle der globalen verwenden, sirem die Threads deutlich besser getrennt, und der Compi-

ler hatte mehr Optimierungsoglichkeiten. Z.B. Bnnte ein aufwendiges Cache-Synchronisieren zwischen

den Prozessoren entfallen. Leider konnten bei entsprechenden Untersuchungen auf der Testplattform keine
Geschwindigkeitsvorteile gemessen werden, weil die automatischen Arrays nicht auf dem Stack, sondern
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viaallocate  im Heap angelegt wurden. Hier zeigt sich die Kehrseite der faszinierend einfachen Shared-
Memory-Parallelisierung mit OpenMP: man kann als Anwender keinen Einflul3 auf Interna wie Speicher-
layout oder Cache-Synchronisierungen nehmen. Man kann sich, selbst bei unbelasteter Maschine, nicht
einmal darauf verlassen, dal3 jeder Thread auf einer eigenendCifUWir erhalten daher bei der Messung

der Speedups im folgenden Kapitel also nur untere Schranken, die sich vermutlich durch hardwarenahe
Programmierung verbessern lie3en. %
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5 Numerische Tests

5.1 Benchmarks fir ODE-Integratoren

In diesem Kapitel vergleichen wir die PTSW-Verfahren untereinander und mit Standardintegratoren hin-
sichtlich ihrer Praxistauglichkeit. Uns interessiert, wie zu&sslg sie mit unterschiedlichen Toleranzen
vorgegebene Testproblemisken und wie hoch der Aufwand zum Erreichen einer bestimmten Genauig-
keit ist. Die Ergebnisse, dargestellt in Rechenzeit-Fehler-Diagrammen (wie in der Litabdichr, z.B.

[26, 23, 30]), miussen vorsichtig interpretiert werden, weil ein derartiger Vergleich Schen hat:

e Die gemessenen Rechenzeiten sind auf anderen Plattformen eventuell schlecht reproduzierbar. Wie
Uberraschend grol3 die Unterschiede séinrien, zeigt Beispigb.1 unten. Inalteren Arbeiten fin-
det man anstelle der Rechenzeiten eine Statistik deftlyggen Operationenf-Auswertungen, Ma-
trixfaktorisierungen und Bcksubstitutionen. Diese Werte sind gut reproduzierbar. Das Problem ist
damit nicht gebst, sondern nur verschobeiir feine praktische Beurteilung kiigen wir nun eine
Wichtung der unterschiedlichen Kostdir flie Einzeloperationen. Bei parallelen Rechnungen ist eine
solche Einzelstatistik wenig aussagikig, hier kann man nur die Echtzejiv@liclock time) als Be-
wertungsgrundlage heranziehen, um Wartezeiten, die durch schlechte Synchronisation hervorgerufen
werden, zu bestrafen.

e Die Auswabhl der Testbeispiele mag einen Integratoriibstjgen. Gerade weil bestimmte Testaufga-
ben sehr Aufig zum Vergleich benutzt werden, sind die Steuerstrategien in manchen Implementierun-
gen auf diese Probleme speziell angepalit. AuRerdamedn zwei verschiedene Integratoren, auch
bei rechtahnlichen Testproblemen, sehr unterschiedlich abschneiden. Hiheversalintegrator”,
der stets die besten Ergebnisse liefert, gibt es nicht.

Kaum betroffen von diesen Eiramden ist der Vergleich der PTSW-Verfahren untereinander. Wir hoffen aber
auch, durch die getroffene Auswahl der Referenzverfahren und der Beispiele eine realistisché&&ingch
der Effizienz der PTSW-Verfahrefiiftypische Anwendungen zu erhalten.

Beispiel 5.1. Wir |6sen das Testproblem MEDAKZO sequentiell auf vier verschiedenen Computern mit
RADAU, VODE und PTSWS3A (Beschreibung siehe unten). Hinsichtlich der erreichten Genauigkeit, der
dafur berotigten Schritte, Jacobimatrizen ufidAuswertungen sind die Unterschiede zwischen den Plattfor-
men minimal. Alle Integratoren sind in FORTRAN-77 geschrieben und verwenden die gleichen LAPACK-
Routinen zur bsung der linearen Gleichungssysteme. Trotzdem sind die Rechenzeiten sehr verschieden,
Abbildung5.1 Besonders deutlich wird es, wenn man RADAU und VODE auf USparc-Il und PA8000 ver-
gleicht: auf dem SUN-Rechner hitigt VODE 55 % der Rechenzeit von RADAU und auf der HP/Convex-
Maschine 143 %, um die Genauigkeéii—* zu erreichen. Interessant ist auch, daR der Pentium Il konkur-
renzg&hig zur USparc-Il ist (derepeak performancenit 900 mflopsnach Herstellerangaben fast dreifach
hoher liegt).

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die HP/Convex X-Class mit PA8000 Prozessoren.

Bemerkung 5.1 (Tuning). In der Arbeit von Bendtserb] wird behauptet, daf} der parallele Code ParSO-
DE, basierend auf MIRK-Verfahren, deutlich effizienter als VODE und RADAU sei. Speedups von drei
bis funf werden erzielt. Bendtsen verwendet Testprobleme vom CWI-Te&3etrid vergbiRert die Sy-

steme Kinstlich. Die aufgeldlhten Systeme haben sehr grof3e, dicht besetzte Jacobimatrizen und der LU-
Zerlegungsaufwand dominiert die Integration. Weil die MIRK-Verfahren die Jacobimatrix sehr selten be-
rechnen, schneiden sie exzellent ab. Vergleicht man RADAU, VODE und ParSODE anhand der unmodi-
fizierten, kleinen Differentialgleichungssysteme, so ist ParSODE niclihamand konkurrenahig (dies
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Abbildung 5.1: Gleiche Rechnung auf unterschiedlicher Hardwiar8éispiel MEDAKZO, Diskussion in
Beispiel5.1

mul3 man selbst tun, der Vergleich fehlt in der Arbeit von Bendt&$n Wir erwahnen dieses Beispiel

nicht, um vor ParSODE zu warnen, sondern um deutlich zu machen, daf3 strategische Entscheidungen im
Integrator, z.B. wie oft die Jacobimatrix berechnet oder zerlegt wird, sehr kritisalid Performance sind

und eigentlich nur mit Kenntnis der (dimensions- und hardwar@adpigen) Kosten optimal getroffen wer-

den lonnen. Es ergibt sich daher die interessante Frage, ob ein automatisches Tuning, also das Anpassen der
Steuerstrategien eines Integrators an eine bestimmte Problemklasse, nicht eine wesentliche Effizienzverbes-
serung erraglicht, vielleicht sogar in ganahnlicher Weise, wie bei ATLAS (http://www.netlib.org/atlas),

dem Paket zur Erzeugung von optimierten BLAS-Routin@n@perationen der lineare Algebra. Ein ma-
nuelles Tuning wird von vielen Codes bereits uni®mst so gibt es in RADAU die Nglichkeit einen Ko-
stenfaktowork(3) fur die Berechnung der Jacobimatrix anzugeben, der bei der Steueruegdientigt

wird. O

Bemerkung 5.2 (Testprobleme {ir parallele Codes). Beim Design der Testsets, z.B. des CWI-Testsets
[23], werden ndglichst einfache Beispiele bevorzugt, die typische Schwierigkeiteinfegrationsverfah-

ren enthalten. Die Differentialgleichungen bleibi@merschaubar und sind in mancheallén sogar noch
analytischdsbar. Dadurch ist die Auswertung der rechten Seite wenig rechenaufwendig. Legt man derartige
Testprobleme bei der Abséatrung des praktischglichen Speedups zugrunde, so ist das zu pessimistisch,
denn gerade die Komplegit gio3erer, realétsraherer Problemel’t bessere Speedups erwarten. Rechen-
aufwendige Testprobleme sind im Report von Bellrspeziell fur parallele Tests (aus ehgkademischen
Beispielen®) konstruiert worden. Auch FEKETEJ wurde speziell algparalleles Testproblem® entworfen.

Eine interessante Klasse von Problemen, die sich auch gut als Benchimgrasdlele Krylov-Integratoren
eignen vilrden, sind Reaktions-Diffusionsgleichungen mit komplizierten Reaktionstermen, wie sie z.B. auch
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bei der Modellierung der Kalziumdynamik innerhalb einer Herzzelle eingesetzt werden5@.B5]. Die
Zusammenstellung von typischen Problemen mit einer interessanten Dynamik (z.B. wandernden Wellen
in den Losungen) zu einem Testsehme eine aufwendige, abeiirfdie Bewertung der Integratoren sehr
nutzliche Arbeitsaufgabe. O

5.2 Die Testumgebung

Fur die numerischen Tests benutzen wir einen X-Class Server SPP2000 von HP/Convex unter HP-UX 10.01.
Die Maschine besitzt insgesamt 32 Prozessoren, von denen wir bei parallelen Rechnungen bis zu 4 Prozes-
soren exklusiv nutzen. Die Rechenzeit messeniger die Bibliotheksfunktiordtime bzw. im Paral-
lelbetriebUber die Fortran-90-Intrinsic Funktiashate_and_time , wobei Schwankungen von etwa 3 %

durch den Mehrbenutzerbetrieb auftretémien. Die erreichte Genauigkeit der numerischésungu im
Endpunktt. der Integration geben wir in einer gewichteten Norm an

1 2 <€Lz — Uref 5 )2
Err= |~ i el ) (5.1)
n Z 1+ |uref,i’

=1

Die ReferenZbsungu,.¢| haben wir mit RADAU bzw. VODPK bei Vorgabe strenger Toleranzen (im allge-
meinePATOL=RTOL=10""'2) berechnet. Wir verwenden den FORTRAN-77 Comitet77 von Hewlett-
Packard mit OptimierungHDS2.0a +DA2.0N +0O3 +Oparallel +Onoautopar +U77 ) und die
herstelleroptimierten BLAS- und LAPACK-Routinen.

Als Referenzverfahren &hlen wir fir die Beispiele mit LU-Zerlegung die Fortran-Codes

e RADAU - implizite Runge-Kutta-Verfahren implementiert von Hairer und Wanner, mit Ordnungs-
steuerungep = 1,...,13, Version vom 6. Mai 1999 31],

e RODAS - Rosenbrock-Methode der Ordnung 4 implementiert von Hairer und Wanner, Version vom
28. Oktober 1996,90],

mit den Standardeinstellungeriifdie Rechnungen mit Krylovapproximation vergleichen wir mit

¢ ROWMAP - 4-stufige Krylov-W-Methode mit mehrfachem Arnoldiprozel, Version vom 10. Januar
1997, Weiner u.ag3],

e VODPK — BDF-Verfahren mit Ordnungssteuerung und GMRES(5) zisung der linearen Glei-
chungssysteme, Version vom 15. Mai 1997, Byrne U.g, [

auch mit Standardeinstellungen.

5.3 \Vergleich mit RODAS und RADAU

Wir betrachten Testbeispiele von moderatet /@, fir die relativ ginstig eine Jacobimatrix berechnet und
zerlegt werden kann:

e PLATE — nichtautonomes Problem mit= 80 und voller Jacobimatrix,30],
¢ MEDAKZO - 1D-Reaktions-Diffusionssystem,= 400, 5-Band-Jacobimatrix 23],

e CUSP - 1D-Reaktions-Diffusionssystem,= 96, mit periodischen Randbedingungen, zyklische
Bandstruktur der Jacobimatrix3(,
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e FEKETE - Fekete-Punkte auf einer Kugel= 160, DAE vom Index 2, 3].

Eine Parallelisierung ergibt nur beim letzten Problem, FEKETE, eine erhebliche Verbesserung. Bei den
anderen Beispieleiberwiegt der Zusatzaufwand zur Synchronisierung den Vorteil der Parallelisierung
vollstandig. Deshalb geben wir auch nur bei FEKETE parallele Rechenergebnisse und Speedups an.

Ergebnisse fir PLATE

Wir vergleichen zuéachst die PTSW-Methoden gleicher Stufenzahl untereinander, Abbil8gpen. Fir

s = 2 ist PTSW2A am effizientesten. PTSW2C igt jrobe und PTSW2HIr strenge Toleranzen deutlich
langsamer.

Alle drei 3-stufigen Verfahren zeigen ein glatte§sungsverhalten. Die Effizienzunterschiede sind nicht
groR, es gibt einen leichten Vorteilif die A-Variante. Bei kleineren Toleranzen zwisch@m® und 10~8
fallt PTSW3B etwas ziirck.

Die 4-stufigen Verfahren haben Schwierigkeiten mit PLATE. Verfahren PTSWA4B versagofsgt Mrsa-
che ist die hohe Empfindlichkeit bei variablen Schrittweiten, démrkbnstanted.,,, = h ist das gleiche
Verfahren (mit Label PTSW4B-FIX) exzellent.

Verglichen mit RADAU ist nur PTSW2A(r grobe Toleranzen konkurreidifig. Rir kleine Toleranzen sind
PTSW3A und PTSW24Ahnlich gut geeignet wie RODAS.

Ergebnisse tir MEDKAZO

Auch bei diesem Beispiel sind PTSW2A und PTSW3A unter den betractiteteimd 3-stufigen Verfahren
wieder am besten, Abbildurig3. Fur s = 2 ist der Abstand deutlichif s = 3 verhalt sich PTSW3A fast
identisch zu PTSW3C. Bei den vierstufigen Verfahren ist PTSW4B, besoridekkeine Toleranzen, gut
geeignet. Br grobe Genauigkeiten gibt gAusreier: PTSW2A, PTSW3A, PTSW4A und PTSWA4C sind
mit ATOL= RTOL= 102 schneller und genauer als MiTOL= RTOL= 10~2. Kein PTSW-Verfahren
versagt bei MEDAKZO, alle erreichen bei entsprechender Toleranz auch hohe Genauigkeiten.

RODAS wird nicht erreicht, abefif geringe bis mittlere Toleranzen liegen PTSW2A und PTSW3A zwi-
schen RADAU und RODAS.

Ergebnisse tir CUSP

CUSP entsteht durch Diskretisierung einer Reaktions-Diffusionsgleichung mit periodischen Randbedingun-
gen. Durch Weglassen eines Blocks kann die Jacobimatrix gut durch eine giatgygMatrix appro-
ximiert werden, siehe30]. Diese (leicht invertierbare) Approximation verwenden wir bei den folgenden
Rechnungeniifr die PTSW-Methoden undif RADAU. Fir RODAS jedoch bestigen wir fur die Konver-
genzordnungt die ,richtige* 96 x 96-Jacobimatrixf, und damit ist(I — h,,,vf,) "' vollbesetzt, d.h., die
LU-Zerlegung ist deutlich aufwendiger.

PTSW2A und PTSW2C sindif CUSP deutlich genauer als PTSW2B, Abbildung. Die dreistufigen
Verfahren sind fast gleichauf, nur bei kleineren Toleranzen ist PTSW3B weniger genau als PTSW3A und
PTSW3C. Die PTSW-Verfahren mit= 4 haben Schwierigkeiten bei groben und mittleren Toleranzen, etwa
bis ATOL= RTOL= 10~%, bei sckarferen Genauigkeitsanforderungésén sie das Problem zuviskig,

aber nicht so effizient wie die dreistufigen. Ursacbe die Empfindlichkeit sind vermutlich wieder die
Schrittweitenwechsel. Man kann dies jedoch kaum verifizieren: eine Vergleichsrechnung mit konstanter
(moderat grof3 ge@hlter) Schrittweiteh,,, = h lal3t die Dynamik des Systems nicht zu, mandtign die
Schrittweitensteuerung.
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Abbildung 5.2: Ergebnisséif PLATE.

RODAS erreicht mit relativ wenigen Schritten eine hohe Genauigkeit, ist aber wegen der aufwendigeren
linearen Algebra nicht konkurreréiig zu RADAU. Die Verfahren PTSW2A und PTSW3A sind bis zur
Genauigkeitl0~" signifikant schneller als RADAU.

Dieses Beispiel zeigt deutlich den Vorteil von W-Methoden gégen Rosenbrock-Methoden, wenn eine
gute und einfach zu invertierende Approximation(&n- h,,vf,) zur Verfuigung steht.

Ergebnisse tir FEKETE

Mit Hilfe des differential-algebraischen Systems FEKETE vom Inde&rien wir zwei Fragen nachgehen

und letztendlich positiv beantworten: konvergieren PTSW-Verfahren beitsmig von DAEs vom Index 2
numerisch, wie man aufgrund der hohen Stufenordnung eventuell vermanatelund lassen sich auch bei
kleineren Beispielen mit LU-Zerlegung Speedups erzielen, wenn die rechte Seite der Differentialgleichung
etwas,teurer’ ist?

Wir betrachten hier nur den (gewichteten) Fehler der differentiellen Komponenten (1 bis 120), Abbildung
5.5 Bei den zweistufigen PTSW-Verfahren hat PTSW2C, im Gegensatz zu PTSW2A und PTSW2B, an-
scheinend Stabibittsprobleme. Die naheliegende Vermutung, daf’ dies eine Folge der fehlenden Steifge-
nauigkeit von PTSW2C ist, wird leider beim Blick asif= 3 nicht versarkt: auch PTSW3C fehlt diese
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Abbildung 5.3: Ergebnisseaif MEDAKZO.

Eigenschaft und es integriert FEKETE ohne Schwierigkeiten, wenn auch nicht so effizient wie PTSW3A.
Von den vierstufigen Verfahredgen nur PTSW4A und PTSWA4C das Problem akzeptabel. Mantk

auch mutmalRen, daf} die @dRe des Ad)-Winkels auschlaggebend ist, nur fehlt bei der Beschreibung von
FEKETE [23] leider eine Aussage zur Lage der Eigenwerte der Jacobimatrix.

Im Vergleich mit RADAU sehen wir, dall PTSW2A, PTSW3A und PTSWA4C bereits sequentiell konkur-
renzfhig sind. Bei Parallelisierung sind die PTSW-Methoden durch Speedups von da. RTESW?2A, 1.7

bis 1.9 fir PTSW3A und 1.9 bis 2.21f PTSW4C deutlich schneller als das sequentielle RADAU. Durch
die logarithmische Achseneinteilung sieht man gut, dal3 der Speedup wenig von der Toleéargt,atlib
Linienziige ir parallele und sequentielle Augfrung liegen in beinahe konstantem Abstand.

5.4 Vergleich mit ROWMAP und VODPK

Leider gibt es, abgesehen vom zweidimensionalen Brusselator, kaum anerkannte Testaufgabeniidie sich f
Zeitintegratoren mit Krylovapproximation eignen. Im IVP-Tests§] [findet sich kein einziges Problem.

Wir vergleichen daher die PTSW-Verfahren anhand von Diffusionsgleichungen, die aus vorgegelenen
akten Losungen‘u(t, z, y) durch Differentiation geeignet konstruiert wurderilr lie Ortsdiskretisierung
verwenden wir fir die Diffusionsterme zentrale Differenzenquotienten 2. Ordnung. Als Refésangy be-
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Abbildung 5.4: Ergebnisséif CUSP.

nutzen wir eine genaue numerischisung des semidiskreten Systems.
Wir betrachten folgende Beispiele:
e NILIDI — Nichtlineare Diffusionsgleichung,16],
up = e"Au +u(18* — 1), u(t,z,y) = e 'sin(3z)sin(3y), t€[0,1],Q = [0,7/3]?
mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir diskretisieren mit= 100 x 100 = 10000 Gitterpunkten.
e DIFFU2 — Nichtautonome Diffusionsgleichungd
u = Au+g(t,z,y), Q=1[0,1% wu(t,z,y) = sin(rz)sin(7y)(1 + 4zysint),

wieder mit Dirichlet-Randbedingungen und= 100 x 100 = 10000 Gitterpunkte. Die Quellterme
g(t,z,y) in der rechten Seite werden geeignet as z, y) bestimmt und sind durch das Auftreten
von Sinus- und Kosinusfunktionen etwas aufwendiger zu berechnen, als z.B. die von NILIDI.

e BRUSSELATOR — Reaktions-Diffusionsgleichung, z.B. 88],

u =14+u*v —4du+aAu, v =3u—u*v+aAu, a=02 Q=]0,1
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Abbildung 5.5: Ergebnisseaif FEKETE.

mit Anfangswertenu(0,z,y) = 0.5 + y, v(0,z,y) = 1 + 5z, n = 2 x 100 x 100 = 20000
und homogenen Neumannbedingungen. Durch die Wahl der Diffusionskonstarteéh2 wird das
System steif.

Ergebnisse fir NILIDI

Die Ergebnisseifr die PTSW-Verfahren mit Krylovapproximation unterscheiden sich deutlich von denen
mit LU-Zerlegung. Bei den kleinen Beispielen waren die Verfahren PTSW2A, PTSW3A und PTSWA4A be-
sonders gut geeignet, jetzt sind sie, besondars £ 3 unds = 4, vergleichsweise urimstig, Abbildung

5.6 oben. So beitigen PTSW3A und PTSW3Hif die gleiche Genauigkeit in etwa gleich viele Schrit-
te, jedoch ist PTSW3A mit einer deutlictbher liegenden durchschnittlichen Krylovdimension wesentlich
langsamer. Die Ursachéiif diese Beobachtung ist der gro3e Spektralradiud (cc)) = 0.917 und die
daraus resultierende schlechte Fehléaripfung von PTSW3A.

Besonders effizient sind die nilpotenten Verfahren PTSW2B und PTSW3B, sie sind bereits bei sequentieller
Rechnung gnstiger als VODPK. ROWMAP istiir dieses Beispiel sehr gut geeignet und wird nicht erreicht.
Die PTSW-Verfahren werden bei NILIDI durch die Parallelisierung deutlich beschleunigt. Dabei variiert
der Speedup eng korreliert mit der schwankenden (von der Toleranz nichtmonotorgabtien) Krylov-
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dimension. Zur lllustration verweisen wir auf Abbildubgr. Man sieht, wie bei Problemvei@Berung um
Faktor 2 (durch eine Ortsdiskretisierung mit= 140 x 140 Gitterpunkten) auch der Speedup zunimmt. Als
Maximalwerte erhalten wir hohe Speedups von 1.7, 2.5 undi8.2wei, drei und vier Prozessoren.
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Abbildung 5.6: Ergebnisseéif NILIDI.

Ergebnisse fir DIFFU2

Fur DIFFU2 sind die Ergebnissghnlich wie bei NILIDI: von den zweistufigen PTSW-Verfahren ist das
nilpotente PTSW2B, bei den dreistufigen PTSW3B und bei den vierstufigen PTSW4C am effizientesten,
Abbildung5.8. Bei sequentieller Rechnung ist PTSW2B firobe und PTSW3HIf kleine Toleranzen am
gunstigsten. Die Vergleichsverfahren ROWMAP und VODPK sind gagenPTSW2B und PTSW3B, auch

bei sequentieller Rechnung, nicht konkurrexig§. Der Abstand ist, auch wenn man verschiedene Genau-
igkeiten betrachtet, beachtlich und zeigt das Potential von Verfahren der PTSW-Klasse bei der numerischen
Losung derartiger Probleme.

Obwohl die rechte Seite der Differentialgleichung relativ aufwendig zu berechnen ist, sind die Spéedups f
DIFFU2 wegen der niedrigeren Krylovdimensionen kleiner als bei NILIDI (ca. 1.5, 2.0 undi2s5f 2, 3

und4). Nach Parallelisierung ist PTSW3B das beste Verfahren, PTSW2B und PTSWA4C liegén semtf

grobe bzw. sehr feine Toleranzen in einahmlichen Bereich.
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Abbildung 5.7: Speedupif NILIDI. Er steigt mit Problemvergi3erung, linksn = 10000, rechtsn =
19600.

Ergebnisse fir BRUSSELATOR

Die Unterschiede zwischen den zweistufigen Verfahren sind gering, PTSW2C ist bei groben und PTSW2A
bei kleinen Toleranzerithrend, Abbildung.9. Fir s = 3 liegt PTSW3B mit Abstand vor PTSW3A und
PTSW3C. Leider ist PTSWA4C, das beste vierstufige VerfahieMNfLIDI und DIFFU2, beim BRUSSE-
LATOR langsamer als PTSW4B und PTSWA4A.

Die Speedups bei einer Parallelisierung sind durch die besonders einfache rechte Seite der Differentialglei-
chung und durch die niedrigen Krylovdimensionen tnotz 20000 etwas kleiner als bei NILIDI: PTSW2B
(2.3..1.6), PTSW3B (1.7 .. 2) und PTSW4B (2.1 .. 2.5) .

Wir diskutieren zuachst die sequentiellen Ergebnisse. PTSW2B, ROWMAP und VODPK sind bis zur
Genauigkeit1l0~% etwa gleich schnell. i sehr kleine Toleranzen ist VODPK mit knappem Vorsprung

vor PTSW3B am effizientesten. Durch Parallelisierung liegt PTSWi#Ealle Genauigkeiten deutlich vor
PTSW3B, und dieses vor VODPK. PTSW2B-PAR ist bis™* mit dem dreistufigen Verfahren PTSW3B-

PAR vergleichbar.

5.5 Diskussion und Konsequenzen der numerischen Experimente

Unsere numerischen Tests zeigen deutlich, daB steifgerfayestabile PTSW-Verfahren den(&)-stabilen
Verfahren mitv” = 0 tiberlegen sind, obwohl letzterérfvariable Schrittweiten einedhere Ordnung besit-

zen. Dieses Ergebnis erhalten wir unabyig davon, ob wir LU-Zerlegung oder Krylovapproximation zur
Losung der Stufengleichungen verwenden (z.B. bei PLATE, FEKTE und DIFFU2). PTSW-Verfahren, die
auf steife Probleme angewendet werden, sollten daher stets die Steifgenauigkeitsbhedrfiedfijlien.

Die zwei- und dreistufigen PTSW-Verfahren sind robuster als die vierstufigen, besonders bei groben Tole-
ranzvorgaben. Ursacheiirfdie Empfindlichkeit der vierstufigen Verfahren sind zum einen dig¢instige-

ren (betragsgrofRen) Verfahrensparameter und zum anderen die starkergigikeiten von den Schrittwei-
tenverlaltnissens,,, bei der Formulierungifr variable Zeitschritté.,,,. Um effiziente PTSW-Verfahren mit

s > 3 konstruieren zu éinnen, nilssen wir daher auf die hohe Stufenordnungrzichten.

Fur Rechnungen mit LU-Zerlegung sind die optimierten Verfahren PTSW2A und PTSW3A gut geeig-
net. Besonders bei geringen und mittleren Genauigkeitsanforderungen sind sie bereits sequentiell konkur-
renzfahig zu RADAU. Bemerkenswert ist die Konvergefiz flas Index-2 Problem FEKETE. Bei den Test-
beispielen dieser Arbeit zahlt sich eine Parallelisierung auf der verwendeten Hardware nicht aus, weil die
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Abbildung 5.8: Ergebnisseif DIFFU2.

LU-Zerlegung fir diese Dimensionen nicht skaliert und somit einen sequentiellen Flaschenhals darstellt.
Bei Rechnung mit Krylov-Approximation wird die Krylovdimension pro Stufe wesentlich durch den Spek-
tralradius der Stabilittsmatrix bestimmt: bei den Verfahren PTSW2B und PTSW3Bafiit (c0)) = 0

wird die vorgegebene Toleranérfdas Residuum der linearen Gleichungssysteme mit deutlich niedrige-
rem Aufwand als bei PTSW2A oder PTSW3A erreicht. Das beste PTSW-Verfahren bei den Testbeispielen
mit Krylovldsung ist PTSW3B. Es ist bei NILIDI und bei BRUSSELATOR bereits sequentiell mit dem
Mehrschrittcode VODPK vergleichbar und bei DIFFU2 sogar deutlich effizienter. Mit drei Prozessoren er-
reichen wir mit PTSW3B, aliingig vom Beispiel, Speedups zwischen 1.5 und 2.5. Man beachte, dal3 wir
bei niedrigen Krylovdimensionen nur einen mittleren Speedup erwaitdarg weil wir in jedem Schritt
zurachst einen sequentiellen Funktionsaufruf (vgl. Gleichuh@) berbtigen. Hinzu kommt die sequenti-

elle Startprozedur und die unterschiedlich hohe Krylovdimension in den parallelen Stufen. Die parallelisier-
ten Verfahren PTSW2B-PAR und PTSW3B-PAR sind mit Krylovapproximatiordie Probleme NILIDI,
BRUSSELATOR und DIFFU2{r alle Genauigkeiten effizienter als das sequentielle VODPK.
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Abbildung 5.9: Ergebnisseéif BRUSSELATOR.
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6 Zusammenfassung und weiteifhrende Bemerkungen

In dieser Arbeit haben wir parallele Zweischritt-W-Methoden (PTSW-Methoden) zur numerisésand-
gewdhnlicher Differentialgleichungssysteme entworfen und untersucht. Der zugrundeliegende Ansatz, eine
W-Methode mit externen Stufen zu betrachten, wurde wesentlich durch die expliziten Zweischritt-Runge-
Kutta-Verfahren motiviert undifhrte uns auf eirs-stufiges linear-implizites Schema, in dem die Stufen
unablangig voneinander berechnet werdémiken.

Die Konvergenz der PTSW-Verfahren mit Ordnysig= min(p, ¢+ 1) lie3 sich mit Hilfe von vereinfachen-

den Konsistenzbedingungeriq, I'(¢) und B(p) zeigen, die wir aus einer asymptotischen Entwicklung der
lokalen Fehler ableiten konnten. Durch den Zweischritt-Charakter waren im Gegensatz zur Situation bei
sequentiellen W-Methoden hohe Stufenordnungen erreichbar.

Durch die Anwendung der PTSW-Verfahren auf die Testgleichwing Ay erhielten wir eine Matrizen-
Rekursion, @ir die sich eine angepalite Definition der A-Stahilformulieren lieR. Aus dddbertragung der
L-Stabilitat ergab sichiir Verfahren hoher Ordnung eine Steifgenauigkeitsbedingung.

Fur s-stufige Verfahren mit Ordnung = s und Stufenordnung = s konnten wir die Existenz von L-
stabilen Verfahren bis = 12 nachweisen. Der Beweis ist konstruktiv und liefert Verfahren mit nilpotenter
Stabilitatsmatrix)/ (co). Durch umfangreiche numerische Suche erhielteniwisf= 2 unds = 3 weitere

L («)-stabile PTSW-Verfahren, diéif konstante Schrittweiten zéizlich die Bedingung B + 1) erfullen.

Bei Verzicht auf die Steifgenauigkeit konnten wif#)-stabile Verfahren konstruieren, die aucin ¥ariable
Schrittweiten mit Ordnung + 1 konvergieren.

Ausfuhrlich haben wir die Implementierung der PTSW-Verfahren mit Schrittweitensteuerung beschrieben.
Die Stufen wurden mittels Compilerdirektiven parallelisiert. Ein Nutzer unserer PTSW-Codes muf3 lediglich
eine Subroutine zur Auswertung der rechten Seite der Differentialgleichung ziigued stellen, Zusatz-
aufwand fir die Parallelisierung entsteht nicht.

In numerischen Tests konnten wir zeigen, dald zwei- und dreistufige PTSW-Verfahren in der vorliegenden
Implementierung robust und effizient sind und bereits sequentiell konkuatggzftu Standardintegratoren

sind. Rir Probleme mit LU-Zerlegung erwiesen sich steifgenaue Verfahren, diet-Bl) fur konstante
Schrittweiten erifillen (PTSW2A und PTSW3A), undif Probleme mit Krylovapproximation Verfahren mit
nilpotenter Stabildétsmatrix (PTSW2B und PTSW3B) als besonders geeignet. Durch die Parallelisierung
(mit Speedups von bis zu 1.6 bzw. 2.5 mit zwei bzw. drei Prozessoren) waren PTSW2B und PT8W3B f
alle betrachteten Beispiele mit iterativer Stufisung deutlich effizienter als VODPKirfalle Toleranzen.
Vermutlich ist es schwer, innerhalb der untersuchten Klasse von PTSW-Verfahren bessere Koeffimntens
mit s = 2 oders = 3 Stufen zu finden. & eine Fortlihrung der Untersuchungen an Zweischritt-W-
Methoden niiRten wir daher die Klasse verallgemeinern oder die Stufenzabhenh Eine wichtige Frage

ist dabei, ob die Paralletit erhalten werden soll. Wirdkinen sie systematisch ausbauen und mehr Prozes-
soren voraussetzen oder, ganz im Gegenteil, sequentielle Zweischritt-Verfahren untersuchen. Beide Rich-
tungen erscheinen sinnvoll und sollen im folgenden kurz diskutiert werden:

Wenn die Stufenzahl der PTSW-Verfahren z.B. auf 8 erhdht wird, so lkbnnen wir praktisch itzliche
Verfahren nur dann gewinnen, wenn wir die Ordnungs- und Stufenordnungsbedingungen, und damit die
Kopplung der Stufen aneinander, nicht zu staighlen. Vorstellbar &re etwa ein Verfahren mig = 8

Stufen und Ordnung = 4 mit C(4), I'(4) und B(4). Die Freiheitsgradednnten daifir genutzt werden, eine
einfache Struktur der Stab#itsmatrix)/ (w) vorzuschreiben, um so robuste Verfahren mit hoher Genauig-
keit (auch fir variable Schrittweiten) zu finden. Der Zwsliche Aufwand f@ir jeden Schritt &nnte durch die
entsprechend eiiinte Prozessorenzahl teilweise kompensiert werden.

Wie wir gesehen haben, sind die PTSW-Verfahren mit Krydeuhg bereits sequentiell mit Standardinte-
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gratoren konkurrenahig. Es ist daher interessant, sequentielle Zweischritt-W-Methoden der Form

i—1

Yoi = Um + him ZG’U m—1,j + Nm Eam m.j (6.1a)
Jj=1 j=1
S i—1
(I = YT )kimi = f(Yomi) + hn T > Vigkm-15 + T > Figkim, (6.1b)
j=1 j=1
Um+1 = Um + hm Z mz+'Uz m— lz) (610)

zu untersuchen. Die neu eingéften Parametey;; stellen eine sequentielle Kopplung der Stufen dar. Mit
ihrer Hilfe kdnnen wir die PTSW-Verfahren deutlich verbessern: z.B. gilt S3&Zur die Verfahren §.1)
nicht, d.h. Steifgenauigkeit und KonvergenzB(l) schlieen sich nun nicht mehr aus. \darfige Ergebnis-
se zeigen weiter, dal3 eglich ist, L-Stabiliit mit kleinen Werterny zu erzielen und die,,,-Abhangigkeit
der Matrix M (w) deutlich zu reduzieren.
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A Maple-Skripte

A.1 Einleitung

Bei der Ausfihrung,mechanischer* Rechnungenen Computeralgebra-Programme salielich wer-

den. Wenn man genau weil3, was eingesetzt, umgeformt, zusammengefal3t oder entwickelt werden soll und
dann noch die richtigen Kommandos findet, kann man sich z.B. von Maple V sehr gut helfen lassen. Aller-
dings ist die Bedienung stark géinungsbeidrftig und vieles klappt nicht gleich auf Anhieb. Unser Ziel

ist hier, fur vier Beispiele aus dem Themenkreis dieser Arbeit voll funkti@imgfe Maple-Arbeitsktter zu
entwerfen, die alsiitzliche Vorlagen beim ésenahnlicher Probleme dienerdknen.

Wir verwenden einen funktionalen Programmierstil und setzen mit Hilfe von Operationem@piedund
unapply ) Grundfunktionen geeignet zusammen. Das Ergebnis mag auf den ersten Blick etwas kryptisch
erscheinen, ist daf aber relativ kompakt und effizient atisfbar.

Eine umfassende Darstellung der Programmierung in Maple mit vielen Tricks und Kniffen findet man im
Handbuch zur Software8p]. Wie man dieses Wissen sinnvollrfnichttriviale praktische Probleme anwen-

den kann, zeigen Gander u.27] anhand von einigen besonders instruktiven Beispielen.

Bemerkung A.1 (Kompatibilit &t zu Maple 6/7). Die hier vorgestellten Programme wurdem Maple V
R4 entwickelt. In denijngsten Maple-Versionen 6 und 7 wurden leider einige Konzepgiadget, so dal3
alte Programme nicht mehr laéfiig sind. Ein kurzetlberblick, was gandert werden fifte:

Maple VR4 Maple 6/7 Bemerkung
" % ditto-Operator, liefert letztes Ergebnis
| Stringkonkatination
stack stackmatrix Setzt zwei Matrizeriibereinander
fortran codegen[fortran] Ausgelagert in ein neues Paket, weil es vorher Na-

menskollisionen (mistack ) gab.
Stringbegrenzer

A.2 Explizite Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren

Wir wollen das explizite Verfahren mit = 4 mit p = 6 bestimmen, dir welches die 2-Norm des Stufenfeh-
lers minimal wird (vgl. AbschnitB.4). Neben der Einheitsmatrix und den Einheitsvektoren

> restart:with(linalg):s:=4:
> eins:=vector([1$i=1..s]):Id:=diag(1$s):
> assign({seq(e[i]=vector([0$i-1,1,0$s-i]),i=1..s)}):

berbtigen wir die Matrizen

Di:=diag(1/i$i=1..s):
P:=matrix(s,s,[seq((binomial(j-1,i-1)$j=1..s),i=1..s)]):
F:=matrix(s,s,[0$s*s]): assign({seq(evaln(F[i+1,i])=1,i=1..s-1),
seq(evaln(Fli,s])=-phili-1],i=1..s)}):

V V. V V

sowie dieAquivalente zu den Gleichunge®8.(4-(3.17).
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r:=evalm(add(evalm(e.i&*F**(i-1)),i=2..s)+el):
VOtVO:=stack(r,(r&*F**i)$i=1..s-1):
phi[s]:=1:phix:=add(x**I*phifl],I=0..s):
bs1:=int(phix,x=0..1):bs2:=int(x*phix,x=0..1):
x:=evalm((1/(s+1)*F**2-F&*Di&*(P&*F&*inverse(P)-1d))&*e.s):
bx:=simplify(evalm(eins&*Di&*x));
XTX:=simplify(evalm(x&*VOtV0&*x)):

V V.V V V V Vv

Wir erhalten die bsung mit minimalem Stufenfehlervektdr. Erst als Koeffizienten des(z)-Polynoms,

sol:=solve({bx,bs1,bs2} {phi[i]$i=1..3});
poly:=unapply(subs(phi[0]=x,simplify(subs(sol,XTX))),x);
sol0:={phi[0]=fsolve(D(poly),0.1..0.2)};
sol_end:=subs(sol0,sol) union sol0:

V V. V V

{po = 0.1775140423}

dann daraus auch die Knoten

> knoten=[fsolve(subs(sol_end,phix),x,complex)];

knoten= [0.1489608115, 0.6519353270, 1.117237175, 1.636103565].

Wesentlich ist die Darstellung der Knotepals Nullstellen des Polynoms(z) = [];_; (z — ¢;), weil die
Quadraturbedingungen dann als lineare Gleichungen in den Polynomkoeffizigteahter ertillt werden

konnen. Das naheliegende Vorgehen, die Knoten gleich aus den nichtlinearen Bedingungen bestimmen zu
lasseniiberfordert die Mbglichkeiten von Maple sofort.

A.3 Plotten von Stabilitatsgebieten

Seicp das charakteristische Polynom der Stéltdimatrixcp = det(xI — M(z)) als Funktion inz und

z. Wir definieren eine Funktiorf, die zu gegebenem auf dem Einheitskreis die Menge der Randpunkte
des Stabiliatsgebiets berechnet mitp (x, z) = 0. Dabei sind von der gesamten Wurzelortskurve nur die
stabilen Zweigeiir eine Darstellung interessant, deshalein wir zwei Nullstellenprobleme und selektieren
mit der Funktionr.

> restart:with(linalg):with(plots):

> fl:=x->{fsolve(cp(x,z),z,complex)}:
> f2:=z->{fsolve(cp(x,z),x,complex)}:
> r:=S->max(op(map(abs,S)))<1.0001:
> f:=x->(op@select)(r@f2,f1(x)):

Wir wendenf nun fur ein gegebenes Polynom auf Punkte des Einheitskreises an und zeichnen das Ergebnis
in der komplexen Ebene.
Z.B. liefert

CP:=(X,2)->X"5+(-4.8886*2-1.)*x"4+(7.5099*2"2+3.8886*2)*x"3+
(-3.8710%2°3-4.1213*2°2)*x"2+(1.0273%2"3+.44139*7 4)*x-.73964e-2*2 4

V V. V V

complexplot([seq(f(exp(2*1*Pi*i/100)),i=1..100)],style=point);
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das Stabiliitsgebiet von EPTRKA4, siehe AbbilduBdl2 Dafsolve relativ langsam ist, kann man zur
effizienteren Berechnung véh bzw.f2 auch die Eigenwerte der Begleitmatrix numerisch berechnen, was
jedoch leider erst ab Maple 6 effizienglich ist (da der in Maple VR4 implementierte QR-Algorithmus
fur komplexe Matrizen schlecht, teilweise sogherhaupt nicht, konvergiert).

A.4 Konstruktion einer vierstufigen steifgenauen PTSW-Methode nach Sat3.1
Wir setzen aus den entsprechendetidBen die transformierte Stabdismatrix

M(z) = diag(Vy ', 1) M (2) diag(Vo, 1)
zusammen.

restart:with(linalg):s:=4:
Id:=diag(1%$s):Di:=diag(1/i$i=1..s):F:=matrix(s,s,[0$s*s]):
P:=matrix(s,s,[seq(binomial(j-1,i-1)$j=1..s,i=1..s)]):
F:=matrix(s,s,[0$s*s]):assign({seq(evaln(F[i+1,i])=1,i=1..s-1),
seq(evaln(F[i,s])=-phi[i-1],i=1..s)}):
beta:=evalm((F&*Di-g*Id)&*P):

eins:=vector([1$s]):

phi[s]:=1:phi[0]:=-add(phi[i],i=1..S):
Mw:=augment(stack(w*beta,(g*w+1)*eins&*beta),
matrix(s+1,1,[w,0$s-1,g*w+1]));

Das Ergebnis paf3t kaum auf die Zeile.

V V.V V V V V VYV

\

—gw —gw —gw w(—g+1/4+1/4¢1 +1/4¢2+1/4¢3) w

w w(l—g) w(l—2g) w(l—3g—1/4¢1) 0

0 1/2w w(l—g) w(3/2—3g—1/4¢) 0

0 0 1/3w w(l—1/4¢3 —g) 0
(gw+1)(1—g) (gw+1)(-29+3/2) (gw+1)(-4g+7/3) (9u1+1)(—8g+%) gw + 1

Diese Matrix enthlt wichtige Informationen:ifr - — 0 die Konsistenzbedingungen bzw. Fehlerkonstan-
ten. Wir bilden das charakteristische Polynom, differenzieren und setzen0, x = 1, stellen nach den
Differentialen um und erhalten so die implizite Taylorentwicklung w@w)|,,—o =1, die wir mit der ana-
Iytischen Losung vergleichen. Eigentlichohnen wir den untenstehenden Block unter Verwendung von
implicitdiff wesentlich vereinfachen, nur ab> 3 sind wir aus Effizienzginden zu diesen Kopf-
standen gezwungen.

cp:=unapply(charpoly(Mw,x),x,w):
null:=expr->subs({x=1,w=0,dx[0]=1},expr):dx[0]:=1:
eq:={seq(map(null,subs({seq((D@ @i)(x)(w)=dx[i],i=0..8)},
convert(diff(cp(x(w),w),w$j),D)))=0,j=1..8)}:
sol_dx:=solve(eq,{seq(dx]i],i=1..8)}):
ntc:=i->subs(sol_dx,dx([i]):
x_von_w:=add(ntc(i)*w**i/il,i=1..6)+1.:
x_von_z:=map(simplify,taylor(subs(w=z/(1-g*z),x_von_w),z));
Csl:=1/(s+1)!-coeff(x_von_z,z,s+1):

V V.V V V V V V V

1 1 1
1 12, 1.3, 1 4
+z+22 +6z +24z+

5 11 7
(24 +5/8g+1/8 gpas — 96 ¥8 T o998 F 1/24 ppg — 1/48 1 — 1/18g02> 2 +0(2% (A1)

67



Fur z = oo setzen wir die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms null. Dies garantiert Nilpotenz
und somit Stabilt. Durch schrittweises Audken ergeben sich die-Parameter als Funktion von ent-
sprechend dem Beweis von S&td.

cpinf:=collect(charpoly(subs(w=-1/g,evalm(g*Mw)),x),X);
sol:=solve({(coeff(cpinf,x,i)=0)$i=2..s},{phi[i]$i=1..3});
pg:=collect(subs(sol,coeff(cpinf,x,1)),9);
09:=fsolve(pg,g,complex)[1];

V V. V V

{p3=12 167,02 =48 — 1329+ T2 g% o1 = —288¢g + 64 + 336 g> — 96 ¢°} .

Fur ~ bleibt eine Bedingung vom Polynomgradwir wahlen die kleinste Nullstelle = 0.4564586, setzen
alles ein und erhalten Fehlerkonstanten:

> Einsetzen:=expr->subs({g=gg},subs(sol,expr));
> HauptFehlerTerm=Einsetzen(Cs1l);

HauptFehlerTerm = —0.1718166884

Aus dem charakterischen Polynom]ib(z) lassen sich die Randpunkte des Staditigebietss berechnen
und schlief3lich der lg)-Winkel mit o = inf{| arg(z) — «| : z € 9S}.

ccp:=Einsetzen(cp(x,w));
winkel:=w->180/Pi*abs(Pi-argument(w/(1+gg*w))):
ff:=zunapply('fsolve’(ccp,w,complex),x):
alpha=evalf((min@op@map)(winkel,map(ff,[seq(exp(2*I*Pi*i/400),i=0..400
)

V V. V V V

o = 68.49750431

A.5 Fortran-Koeffizientensatze

Um die berechneten Koeffizienten in hoher Genauigkeit in die Implementierung des Integrators einzubauen,
eignen sich die Fortran-Exportfunktionen von Maple vmjlich. Fir s = 2 geben wir ungy = 4/5 vor. Aus

B(3) folgt ¢; = 1+ (1/3 —v)/(1/2 — ~). Die Matrizen fir die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
(2.13 sind:

restart:with(linalg):mf:='ptsw2a':
s:=2:9:=4/5:eins:=vector(s,[1$s]):
cl:=[1+(1/3-9)/(1/2-g),1]:c:=vector(cl):C:=diag(op(cl)):
V0:=vandermonde(cl):Di:=diag(1/i$i=1..s):
S:=diag(si**(i-1)$i=1..s):
P:=matrix(s,s,[seq((binomial(j-1,i-1)$j=1..s),i=1..s)]):
PiV:=evalm(P&*inverse(V0)):

V V.V V V V V

Die Verfahrenskoeffizienteriif variable Schrittweiten ergeben sich aus den vereinfachenden Konsistenzbe-
dingungen2.14).

a:=evalm(C&*V0&*S&*Di&*PiV);
gg:=evalm(-g*V0&*S&*PiV);b:=vector(s,[0$s-1,9]);

v:=evalm( (eins&*S&*Di-b&*V0&*S) &* PiV);

err:=1/10: be:=evalm(95/100*b);

ve:=evalm( ((eins+vector(s,[0$s-1,err]))&*S&*Di-be&*V0&*S) &* PiV);

V V. V V V
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Das Verfahren ist vollgindig berechnet und wittkanen die Koeffizienten als Fortran-Block ausgeben.

> f77:=expr->fortran(expr,precision=double,optimized):
> file:=cat(mf,".f"):writeto(file);
> printf(‘ if (mf.eq.’%s’) then\n‘,mf);
> fortran(['s’=s,’ord’=s+1,’eord’=s-1]);f77(['g’=9]);
> f77(a);f77(b);f77(c);f77(99);f77(v);f77(ve);f77(be);
> printf(* return\n‘);
> printf(‘ end ifin);
> writeto(terminal);
Das Ergebnis steht in der Datgitsw2a.f’ und kann ohné\nderungen ins Fortranprogramm mittels

include eingebunden werden.

if (mf.eq.’ptsw2a’) then

s =2

od = 3

eord = 1

g = 4.D0/5.D0

a(1,1) = 529.D0/252.D0*si

a(1,2) = 23.D0/9.D0-529.D0/252.D0*si
a(2,1) = 9.D0/28.D0*si

a(2,2) = 1.D0-9.D0/28.D0*si

b(1) = 0.D0
b(2) = 4.D0/5.D0
c(1) = 23.D0/9.D0
c(2) = 1.D0

gg9(1,1) = -46.D0/35.D0*si

g9(1,2) = -4.D0/5.D0+46.D0/35.D0*si
g9(2,1) = -18.D0/35.D0*si

09(2,2) = -4.D0/5.D0+18.D0/35.DO*si
v(1) = -27.D0/140.D0*si

v(2) = 1.D0/5.D0+27.D0/140.D0*si
ve(l) = -27.D0/200.D0O*si

ve(2) = 6.D0/25.D0+27.D0/200.D0*si
be(1) = 0.DO

be(2) = 19.D0/25.D0

return

end if
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