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Abkürzungen und Symbole

ODE geẅohnliche Differentialgleichung (ordinary differential equation)

PTSW-Methode parallele Zweischritt-W-Methode (parallel two-step W-method)

aij , γij , γ, bi, vi, ci Koeffizienten einers-stufigen PTSW-Methode (2.4)

A,Γ, β, bT , vT , c Koeffizienten in Matrixschreibweise,β = A+ Γ

C(q),Γ(q),CΓ(q), B(p) vereinfachende Konsistenzbedingungen (2.7)

V0, V1, F,D, Ps, S, C Matrizen in den Konsistenzbedingungen

hm, σm Zeitschrittweite, Schrittweitenverhältnisσm = hm/hm−1

M(z), %(M(z)) Stabiliẗatsmatrix (2.16), Spektralradius

z = hλ Stabiliẗatsvariable f̈ur y′ = λy

S = {z : %(M(z)) < 1} Stabiliẗatsgebiet

w = z/(1− γz) Transformierte Stabiliẗatsvariable

ϕ(x) =
s∑
i=0

ϕix
i =

s∏
i=1

(x− ci) Frobeniuspolynom zu Knotenci, ϕs = 1

ϕi Elementarsymmetrische Polynome

α Winkel der A(α)- bzw. L(α)-Stabiliẗat

Cp+1, Cp+2 Hauptfehlerterme f̈ur y′ = λy

1lT = (1, . . . , 1) Einsen-Vektor

eTi = (δij)j=1,...,s i-ter Einheitsvektor

X ⊗ Y KroneckerproduktX ⊗ Y =


x11Y x12Y . . .

x21Y x22Y . . .

. . . . . . . . .


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1 Einleitung

Die Modellierung physikalischer oder technischer Systeme führt ḧaufig auf große Differentialgleichungs-
systeme, die praktisch nur durch leistungsfähige numerische Methoden auf schnellen Computern gelöst
werden k̈onnen. Da hierf̈ur der Bedarf an Rechenleistung beliebig hoch sein kann, entsteht die Frage, ob
auch f̈ur die inzwischen weit verbreiteten Parallelrechner angepaßte Integrationsverfahren konstruiert wer-
den k̈onnen. Dabei sind nicht nur Hochleistungsrechner mit vielen hundert Prozessoren, sondern gerade auch
preiswerte Mittelklasserechner (sogenannte

”
Workgroupserver“) mit zwei bis acht Prozessoren interessant.

Um diese Hardware gut ausnutzen zu können, erscheinen Integrationsverfahren, dieparallel bez̈uglich der
Methodesind, ideal. Sie lassen sich gut für die kleine Prozessorenzahl auslegen und so programmieren, daß
ein Nutzer sie ohne Zusatzaufwand für die Parallelisierung verwenden kann.

Es hat sich jedoch in der Vergangenheit in umfangreichen Untersuchungen gezeigt, daß klassische Ver-
fahrensans̈atze, wie z.B. Runge-Kutta-Verfahren, für eine derartige Parallelisierung bezüglich der Methode
kaum geeignet sind. Um sinnvolle parallele Strukturen zu erhalten, sind Verallgemeinerungen z.B. in Form
von externen Stufen notwendig. Das bringt einige Schwierigkeiten mit sich: die Verfahrensstruktur, damit
auch die Auswahl geeigneter Verfahrensparameter, die Analyse der numerischen Eigenschaften und schließ-
lich auch die Implementierung werden komplizierter. So kann es leicht passieren, daß neu konstruierte Ver-
fahren zwar gut parallelisierbar, aber trotzdem enttäuschend ineffizient sind. Deshalb sind die sorgfältige
Wahl des Integrationsschemas und die dazugehörige numerische Analyse entscheidend. Sieht man es prag-
matisch, so sind die neuen parallelen Verfahren nur dann von praktischem Wert, wenn sie für relevante Klas-
sen von Differentialgleichungssystemen bereits auf einem Prozessor mit bewährten sequentiellen Verfahren
einigermaßen konkurrenzfähig sind. Denn nur dann läßt sich durch parallele Rechnung bei gleichmäßiger
Lastverteilung auf mehrere Prozessoren ein erheblicher Vorteil gegenüber den sequentiellen Standardme-
thoden erzielen. Der konkrete Speedup hängt allerdings stark vom Differentialgleichungssystem, der ver-
wendeten Hardware und der Implementierung des Integrationsverfahrens ab.A priori Abscḧatzungen sind
kaum m̈oglich, so daß die gemessene Rechenzeit für ein konkretes Beispiel und eine gewünschte Integra-
tionsgenauigkeit zum Hauptkriterium bei der Bewertung eines Integrationsverfahrens wird. Umfangreiche
numerische Tests nehmen deshalb auch in dieser Arbeit großen Raum ein.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Herleitung, Analyse, Implementierung und Bewertung von par-
allelen Zweischritt-W-Methoden (parallel two-step W-methods, PTSW-Verfahren). Das betrachtete Integra-
tionsschema erḧalt seine parallele Struktur durch externe Stufen, ganzähnlich wie bei parallelen expliziten
Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren. Um gute lineare Stabilitätseigenschaften zu ermöglichen, orientieren
wir uns beim Design der PTSW-Verfahren stark an den linear-impliziten Stufengleichungen sequentieller
W-Methoden. Das hergeleitete Stufenschema der PTSW-Verfahren ist bereits in idealer Weise parallel, je-
de Stufe kann unabhänig von den̈ubrigen auf einem Prozessor berechnet werden. Auch hohe Ordnungen
und hohe Stufenordnungen, auf die wir uns in dieser Arbeit konzentrieren, können mit Hilfe von vereinfa-
chenden Konsistenzbedingungen leicht abgesichert werden. Schwierig sind die Stabilitätsanalyse, die Wahl
der Koeffizienten und das Austesten verschiedener Steuerheuristiken für eine robuste und effiziente Imple-
mentierung. Die Ergebnisse der theoretischen Untersuchungen sind teilweise bereits in Fachzeitschriften
publiziert. Aus Platzgr̈unden mußte in diesen Publikationen auf eine genaue Beschreibung der Herleitung
der Verfahren und ihrer Implementierung verzichtet werden. Wir möchten daher in der vorliegenden Ar-
beit gerade auch diese technischen Details, die für die Effizienz der PTSW-Verfahren entscheidend sind,
ausf̈uhrlich vorstellen und diskutieren.

In Kapitel 2 geben wir einen kurzen̈Uberblick über parallele Integrationsverfahren, motivieren und de-
finieren das Verfahrensschema der PTSW-Methoden. Wir zeigen, daß aus den mittels Taylorentwicklung
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gewonnenen vereinfachenden Konsistenzbedingungen bereits die Konvergenz der Verfahren folgt. Eine
Übertragung der Konzepte der A-Stabilität und vor allem der L-Stabilität auf die lineare Matrizenrekursi-
on der Zweischritt-Verfahren liefert ein leistungsfähiges Kriterium zur Konstruktion. Wie wir abschließend
zeigen, lassen sich PTSW-Verfahren auch als verallgemeinerte lineare Mehrschrittverfahren, konkret soge-
nannte DIMSIMs, deuten, bei denen die nichtlinearen impliziten Abhängigkeiten durch einen Schritt mit
dem Newton-Verfahren eliminiert werden.

In Kapitel 3 werden konkrete Koeffizientensätze f̈ur PTSW-Verfahren hergeleitet. Wir zeigen, daß L-stabile
Verfahren hoher Ordnungp = s mit bis zu s = 12 Stufen existieren. Dabei verwenden wir die etwas
restriktive Forderung nach Nilpotenz der Stabilitätsmatrix und erhalten eindeutig bestimmte Koeffizienten.
Lösen wir uns von der Nilpotenzforderung, so können wir die gewonnenen Freiheitsgrade zur Optimierung
der Verfahren einsetzen. Wir diskutieren biss = 4 die Konstruktion aussichtsreicher Parametersätze, die
z.B. eine zus̈atzliche Bedingung f̈ur Ordnungp = s + 1 erfüllen. F̈ur s = 2 unds = 3 Stufen finden wir
robuste Verfahren mit kleinen Fehlerkonstanten.

In Kapitel 4 diskutieren wir die Implementierung von PTSW-Verfahren mit variabler Schrittweite. Wir be-
schreiben eine geeignete Startstrategie und eine approximative Lösung der Stufengleichungssysteme mit
Hilfe des Arnoldiverfahrens. Weil die Konvergenzordnung des Verfahrens unabhängig von der verwendeten
Krylovdimension ist, dient das Krylovverfahren weniger zur Reduktion lokaler Fehler, als vielmehr zur Sta-
bilisierung des gesamten Integrationsprozesses. Durch die residuumkontrollierte Wahl der Krylovdimension
ergibt sich eine automatische Steifheitserkennung, die sich als sehr vorteilhaft erwiesen hat.

Anhand von Testproblemen vergleichen wir in Kapitel 5 die PTSW-Verfahren auf einem Parallelrechner mit
sequentiellen Standardcodes. Für kleine Beispiele vergleichen wir mit dem impliziten Runge-Kutta-Code
RADAU und der Rosenbrockmethode RODAS. Bei semidiskretisierten Reaktions-Diffusions-Gleichungen
vergleichen wir mit den Krylov-Integratoren ROWMAP und VODPK. Wir sehen, daß für gewisse Probleme
die neu konstruierten Verfahren bereits sequentiell konkurrenzfähig mit den Standardintegratoren sind und
durch die Parallelisierung deutlich effizienter sein können. Wir beobachten, daß bei Krylovapproximation
die Robustheit der Verfahren besonders kritisch ist und PTSW-Verfahren mit besserer Stabilität effizienter
als PTSW-Verfahren ḧoherer Ordnung sind.

Abschließend werden die Ergebnisse zusammengefaßt, und es werden Ansatzpunkte zur Weiterentwicklung
der Verfahren formuliert. Im Anhang der Arbeit demonstrieren wir, wie mit Hilfe des Computeralgebra-
Programmes Maple Konstruktionsschritte bei der Entwicklung der PTSW-Verfahren automatisiert werden
können.
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2 Parallele Zweischritt-W-Methoden

2.1 Parallele Lösung geẅohnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten in dieser Arbeit Anfangswertprobleme für geẅohnliche Differentialgleichungssysteme (or-
dinary differential equations, ODEs) der Form

y′(t) = f(t, y(t)), y(t0) = y0, y, f ∈ Rn, t ∈ [t0, te], (2.1)

und setzen eine eindeutige Lösungy(t) voraus, die f̈ur die jeweiligen Ordnungsaussagen hinreichend glatt
sei. Damit muß dann auch die rechte Seitef entsprechend glatt sein. Weitere Forderungen knüpfen wir nicht
anf , wir stellen uns aber vor, daß die Auswertung vonf aufwendig ist, z.B. weil die Dimensionn (z.B.
mit n� 1000) sehr groß ist oderf komplizierte Objekte entḧalt, sonst d̈urfen wir keinen Vorteil durch die
Parallelisierung erwarten. Etwas konkreter könnte das ODE-System (2.1) z.B. durch eine Ortsdiskretisierung
von Reaktions-Diffusions-Gleichungen entstanden sein. Bei entsprechend feiner Ortsgitterwahl istn sehr
groß und das System steif.
Der Entwurf und die Analyse von numerischen Methoden zur Lösung solcher Anfangswertprobleme ist
ein Kerngebiet der numerischen Mathematik mit einer langen Tradition, einer weit ausgebauten Theorie
und umfangreichen Anwendungen. Durch die Entwicklung der Rechentechnik motiviert, betrachtet man
in jüngerer Zeit auch verstärkt parallele Verfahren. Einen gutenÜberblick über unterschiedliche parallele
Ansätze findet man in der Monographie von Burrage [11]. Wir geben hier eine kurze Einführung mit einigen
neueren Ergebnissen.
Parallele Integrationsverfahren zur Lösung des Systems (2.1) unterteilt man (nach Gear, z.B. in [11]) oft in
solche, dieparallel bez̈uglich des Systemsund solche, dieparallel bez̈uglich der Methodesind. Vom ersten
Fall spricht man, wenn die Berechnung der rechten Seitef auf mehrere Prozessoren aufgeteilt wird. Dieser
Ansatz hat viele Vorteile:

• beẅahrte sequentielle Integrationsmethoden können zugrundegelegt werden,

• durch das Verteilen der Daten können sehr große Probleme mit vielen, z.B. 10. . . 200, Prozessoren
(überhaupt) gelöst werden,

• durch das (weitgehende) Vermeiden globaler Operationen und die Nutzung schneller lokaler Speicher
(Caches) erḧalt man oft hohe Speedups.

Typischerweise werden dann bei impliziten Verfahren die bei der Integration auftretenden linearen Glei-
chungssysteme nur noch iterativ, etwa durch Krylovunterraumtechniken, gelöst. Damit m̈ussen neben den
f -Aufrufen noch Jacobimatrix-Vektor-Multiplikationen, eventuell mit geeigneten Vorkonditionierern, ver-
teilt berechnet werden. Hauptnachteil bei einer Parallelisierung bezüglich des Systems ist der hohe Program-
mieraufwand durch den Nutzer. Für jedes Differentialgleichungssystem ist neu zuüberlegen, wie Daten und
zugeḧorige Berechnungen auf die Prozessoren verteilt werden und wie Mechanismen zur Kommunikation
und Synchronisation implementiert werden. Setzt man sogenannte Message-Passing Bibliotheken (wie z.B.
dasmessage passing interface, kurz MPI) ein, kann die Integration auch auf mehrere, durch ein schnelles
Netzwerk verbundene, Rechner (sogenannte Cluster) verteilt werden. Mit einfacher PC-Technik können so
relativ preiswert Hochleistungsrechner mit mehreren hundert Knoten zusammengesetzt werden [47]. Ein ty-
pisches Beispiel f̈ur eine Parallelisierung bezüglich des Systems ist der ODE-Löser PVODE [32]. PVODE
basiert auf dem bekannten sequentiellen BDF-Mehrschrittcode VODPK. Die Datenparallelisierung erfolgt
mittels MPI und die linearen Gleichungssysteme des Newtonverfahrens werden durch GMRES(l) gelöst.
PVODE erreicht gute Speedups und erweist sich, auch bei eigenen Messungen mit bis zu 16 Prozessoren,
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als äußerst effizient. Ḧaufig findet man auch die Parallelisierung bezüglich des Systems eng verknüpft mit
der Ortsdiskretisierung partieller Differentialgleichungen z.B. durch Finite Elemente. Bei adaptiver Gitter-
verfeinerung ist dann dynamischesLoadbalancingnotwendig. Die Entwicklung und Analyse solcher Algo-
rithmen gilt als besonders schwierig und zeitaufwendig. Die zugehörige Software wird sehr komplex, wie
man beispielsweise an dem parallelen Mehrgitterlöserug [3] sehen kann.

Beim alternativen Zugang, den wir mit den Zweischritt-W-Methoden in dieser Arbeit verfolgen wollen,
bez̈uglich der Methode zu parallelisieren, hat man andere Ziele. Das Integrationsverfahren soll selbst be-
reits parallel sein, unabhängig von der zu l̈osenden Differentialgleichung. Der Vorteil ist für einen Nutzer
offensichtlich, er muß sich gar nicht um die Parallelisierung kümmern und kann seine Probleme einfach
auf einem Parallelrechner beschleunigt ausführen lassen. Ein Nachteil ist die schlechte Skalierbarkeit, die
Anzahl der maximal sinnvoll einsetzbaren Prozessoren ist klein. Setzt man Mehrprozessormaschinen ein,
wie sie j̈ungst als sogenannte Workgroup-Server (z.B. Sun Enterprise 450) verstärkt angeboten werden, so
hat man

• wenige (z.B. zwei bis zehn) leistungsstarke Prozessoren, die

• auf gemeinsamen, globalen Speicher ((virtual) global shared memory) zugreifen k̈onnen und

• mittels Threadprogrammierung (z.B. durch Schleifendirektiven in OpenMP oder durch entsprechen-
de Laufzeitbibliothek (Posix-Threads,Pthreads)) einfach und wirkungsvoll synchronisiert werden
können.

Gravierend ist der Umstand, daß sich klassische Integrationsverfahren kaum bezüglich der Methode paral-
lelisieren lassen. F̈ur explizte Runge-Kutta-Verfahren beispielsweise bestimmt die Anzahl der sequentiellen
Stufen bereits die maximale Ordnung [34]. Gute explizite Runge-Kutta-Verfahren sind daher stets sequenti-
ell. Bei impliziten k̈onnen die Stufen i.a. zwar nicht unabhängig voneinander berechnet werden, aber inner-
halb eines Newtonschrittes kann auf der Ebene der linearen Algebra parallelisiert werden. In der Literatur
finden sich ganz unterschiedliche Ideen hierfür, die dann oft exemplarisch auf die Radau-IIA-Verfahren
angewendet werden. In der einfachsten Variante parallelisiert man einen sequentiellen Code, ohne den nu-
merischen Algorithmus züandern. Die parallele Variante bleibt (bis auf Rundungsfehler)äquivalent und
muß nicht neu analysiert werden. Für das dreistufige RADAU5 [30] hat Pulch [43] drei Unterroutinen paral-
lelisiert: die numerische Berechnung der Jacobimatrix, die LU-Zerlegung der Newton-Matrix (durch einen
entsprechenden ScaLAPACK-Aufruf) und die Funktionsauswertungen in den Stufen pro Newtoniteration.
Pulch diskutiert ein akademisches Beispiel mit dichter Jacobimatrix, das so groß gewählt wird, daß 90
Prozent der Rechenzeit für die Generierung der Jacobimatrix benötigt werden. Letzteres ist hervorragend
parallelisierbar und ein Speedup von 3.6 mit vier Prozessoren wird möglich. F̈ur kleinere Beispiele oder
Bandjacobimatrizen ẅare die LU-Zerlegung ein Flaschenhals und die Parallelisierung uneffektiv.
Weitergehende Parallelisierungsmöglichkeiten, insbesondere für Radau-IIA-Verfahren, wurden in den zu-
rückliegenden Jahren am CWI-Institut in Amsterdam vorgeschlagen, siehe z.B. [51]. Leitidee ist eine paral-
lelisierbare Approximation an die Newton-Matrix. Hier geht dieÄquivalenz zur sequentiellen Grundvariante
verloren, insbesondere verschlechtert sich die Konvergenzgeschwindigkeit des nichtlinearen Lösers. Ein gu-
ter Kompromiß, der schließlich auch im parallelen Radau-7-CodePSIDE implementiert wurde, ist PILSRK
(parallel iterative linear system solver for RK methods) [50]. Durch eine Block-Tridiagonal-Approximation
sind beim vierstufigenPSIDE innerhalb eines Schrittes vier verschiedene LU-Zerlegungen zu berechnen,
was hohe Speedups sichert. Der Vergleich anhand der Beispiele im CWI-Testset [23] mit dem sequentiellen
RADAU-Code f̈allt etwas uneinheitlich aus, weil die Konvergenzverschlechterung im Newtonverfahren sehr
vom Problem abḧangt. In eigenen Rechnungen war das parallelePSIDE bei Rechnung mit vier Prozessoren

4



nicht effizienter alsRADAU, siehe [38], weshalb wir in dieser Arbeit als Referenzverfahren den sequentiellen
CodeRADAUvon Hairer und Wanner [31] verwenden.
Eine Klasse von impliziten Runge-Kutta-Verfahren, die sich gut für eine Parallelisierung eignen, sind die so-
genannten MIRK-Verfahren (multi implicit Runge-Kutta). Sie haben eine Stabilitätsfunktion mit paarweise
verschiedenen reellen Polstellen. Dadurch können im Newtonverfahren (in einer geeigneten Formulierung
nachW -Transformation) LU-Zerlegungen und Rücksubstitutionen parallel berechnet werden [5]. Bei se-
quentieller Rechnung haben MIRK-Verfahren einen beinahes-fach ḧoheren Aufwand als SIRK-Verfahren
(mit s-fachem reellen Pol) pro Schritt, so daß sie nur dann konkurrenzfähig sein k̈onnten, wenn gr̈oßere
Schrittweiten m̈oglich wären. Daf̈ur ist jedoch kein theoretischer Grund erkennbar, da sowohl für SIRK als
auch f̈ur MIRK die Ordnungsbarrierep ≤ s+ 1 für s-stufige Verfahren gilt. Eine Diskussion zu Bendtsens
MIRK-CodeParSODESfindet sich in Abschnitt5.1.
Um parallele Verfahren mit entkoppelten Stufen erhalten zu können, verlassen wir die klassischen Runge-
Kutta-Verfahren und betrachten allgemeinere Ansätze, die sich im Rahmen der Theorie der verallgemei-
nerten linearen Methoden (general linear methods, GLM) beschreiben lassen. Die GLM-Klasse beschreibt

”
mehrstufige Mehrschrittverfahren“. Als Extremfälle sind die Runge-Kutta-Verfahren (ein Schritt, mehrere

Stufen) und die Mehrschrittverfahren (eine Stufe, mehrere Schritte) enthalten. Eine weit ausgebaute Theo-
rie wurde wesentlich von Butcher [13] entwickelt. Obwohl GLM-Verfahren seit vielen Jahren bekannt sind,
hat man bisher kaum effiziente Verfahren entwickeln können, die nicht einem der beiden obigen Extre-
me (Runge-Kutta-Verfahren oder Mehrschrittverfahren) angehören. Die vielen zus̈atzlichen Freiheitsgra-
de verkomplizieren die Analyse und Implementierung stark, und sich widersprechende Kriterien für gute
Verfahren (Ordnung, Fehlerkonstanten, Stabilität, usw.) sind schwer gegeneinander abzuwägen. Im Zusam-
menhang mit der Frage nach parallel berechenbaren Stufen sind bestimmte Klassen von GLM-Verfahren
in letzter Zeit intensiver untersucht worden. Burrage und Suhartanto [12] betrachten Mehrschritt-RADAU-
Methoden und l̈osen das nichtlineare Gleichungssystem auf die gleiche Weise wie in PSIDE mit PILSRK.
Die Stufen sind, wie beiPSIDE, nicht entkoppelt und der Mehrschrittcharakter dient nicht der Parallelisie-
rung, sondern der Ordnungserhöhung. Enekel und Jackson [25] setzen bei ihren DIMSEMs (diagnonally im-
plicit single-eigenvalue methods) parallele Stufen ein. Die von ihnen entwickelten Verfahren erweisen sich
aber nicht als konkurrenzfähig. Eng mit den DIMSEMs und auch mit den PTSW-Verfahren dieser Arbeit
verwandt sind DIMSIMs (diagonally implicit multistage integration methods) von Butcher u.a. [14, 15]. In
den numerischen Tests in der Arbeit von Butcher [15] sind die dort konstruierten DIMSIMs allerdings nicht
konkurrenzf̈ahig zu Standardintegratoren. Dem Zusammenhang zwischen PTSW-Verfahren und DIMSIMs
ist Abschnitt2.5gewidmet.
Bei expliziten Verfahren sind aus Sicht der Parallelisierbarkeit die von Cong [18] vorgeschlagenen Zwei-
schritt-Runge-Kutta-Verfahren (explicit pseudo two-step Runge-Kutta methods, EPTRK methods) ideal, die
auch GLMs sind. Pro Stufe ist nur eine sequentielle Funktionsauswertung nötig. Wir haben aus dieser Klasse
Verfahren mits = 5 und s = 8 Stufen mit Schrittweitensteuerung auf einem shared-memory Rechner
implementiert und getestet [20] und dabei eine hervorragende Eignung für nichtsteife Probleme und hohe
Genauigkeiten festgestellt. Die geringe Stabilität der EPTRK-Verfahren läßt sich auf Kosten der Genauigkeit
etwas verbessern, [42]. Im Abschnitt3.4diskutieren wir die Herleitung von Koeffizientensätzen f̈ur EPTRK-
Verfahren hoher Ordnung mit kleinen Stufenfehlern.
Erwähnenswert ist in diesem kurzenÜberblick noch eine dritte Art der Parallelisierung. Werden mehrere
Approximationen an die L̈osungy(t) zu unterschiedlichen Zeitpunkten gleichzeitig berechnet, so spricht
man auch von einerParallelisierung bez̈uglich der Zeit. Dieser Begriff ist allerdings kaum scharf von einer
Parallelisierung bez̈uglich der Methode zu trennen. Man könnte die Block-Pr̈adiktor-Nystr̈om-Verfahren
(BPIRKN) [22] oder die parallelen Randwertproblem-Methoden von Brugnano u.a. [10] als parallel bez̈ug-
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lich der Zeit bezeichnen.

2.2 Definition von parallelen Zweischritt-W-Methoden

Eine beẅahrte Klasse von Integrationsverfahren für steife Differentialgleichungssysteme sind linear-impli-
zite Runge-Kutta-Verfahren, z.B. [48, 49]. Bei diesen Verfahren wird eine numerische Lösungum für das
System (2.1) durch eins-stufiges Einschritt-Schema mit Schrittweitehm der Gestalt

Ymi = um + hm

i−1∑
j=1

aijkmj , (2.2a)

(I − hmγTm)kmi = f(tm + hmci, Ymi) + hmTm

i−1∑
j=1

γijkmj , i = 1, . . . , s, (2.2b)

um+1 = um + hm

s∑
i=1

bikmi (2.2c)

berechnet. Die Parameteraij , γij , γ, die Gewichtebi und die Knotenci sind reell und konstant. Die Ma-
trix Tm ∈ Rn×n in den linearen Gleichungssystemen zur Berechnung der Stufenwertekmi stellt i.a. eine
Approximation an die Jacobimatrix dar und bestimmt wesentlich die Stabilitätseigenschaften des Integra-
tionsverfahrens. Ist im Schema (2.2) eine beliebige MatrixTm zugelassen, so sprechen wir von einer W-
Methode. Bekanntlich läßt sich das Schema (2.2) auch als diagonal-implizites Runge-Kutta-Verfahren mit
einem Newtonschritt mit MatrixTm als Approximation an die Jacobimatrixfy(tm, um) interpretieren. Eine
Parallelisierung ist i.a. nicht m̈oglich, die Stufen ḧangen voneinander ab und müssen nacheinander berechnet
werden. Wir k̈onnen die Stufen jedoch dann unabhängig berechnen, wenn wir eine Zweischritt-Rekursion
verwenden und auf Wertekm−1,j des zur̈uckliegenden Schrittes zurückgreifen. Orientierung geben uns da-
bei die expliziten Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren (EPTRK) mit externen Stufen der Form

Ymi = um + hm

s∑
j=1

aijkm−1,j (2.3a)

kmi = f(tm + hmci, Ymi) (2.3b)

um+1 = um + hm

s∑
i=1

bikmi. (2.3c)

Man beachte, daß wir bei der Berechnung der Stufen in (2.3a) s statti− 1 Summanden verwenden können,
ohne den expliziten Charakter zu verlieren. Für den linear-impliziten Fall f̈uhrt eineÜbertragung direkt auf
folgendes Schema für parallele Zweischritt-W-Methoden (PTSW-Methoden)

Ymi = um + hm

s∑
j=1

aijkm−1,j , (2.4a)

(I − hmγTm)kmi = f(tm + hmci, Ymi) + hmTm

s∑
j=1

γijkm−1,j , i = 1, . . . , s, (2.4b)

um+1 = um + hm

s∑
i=1

(bikmi + vikm−1,i), (2.4c)

wobei wir für die Berechnung vonum+1 zus̈atzlich die alten Stufenwertekm−1,i verwenden, was bei ge-
eigneter Wahl der Gewichte(vi) sp̈ater L-stabile Verfahren erm̈oglichen wird. Die Parameterγ, bi und die
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paarweise verschiedenen Knotenci sind wieder konstant, für aij , γij und vi werden wir aus Konsistenz-
gründen eine Abḧangigkeit vom Schrittweitenverhältnisσm = hm/hm−1 zulassen. Die MatrixTm appro-
ximiert die Jacobimatrixfy(tm, um). Wählen wirTm = 0 undvi = 0, so ergeben sich wieder die expliziten
EPTRK-Methoden (2.3). Wir fordern, daßum die Lösungy(tm) und die Stufenwertekmi deren Ableitungen
y′(tm + cihm) approximieren.
Wir verzichten an dieser Stelle ausdrücklich auf weitere Verallgemeinerungen, obwohl zusätzliche Para-
meter in das Schema (2.4) leicht eingef̈uhrt werden k̈onnen. Beispielsweise könnten wir stetsum durch die
Summeθum+(1−θ)um−1 ersetzen (wie in [2]), oder in den Stufengleichungen

∑s
i=1 vijf(tm+hmcj , Ymj)

einführen. Solche Verallgemeinerungen erschweren die Analyse, sind eventuell redundant (d.h. durch Va-
riablentransformation auf die obige Form reduzierbar, z.B. durch einen AnsatzK̃m = (V −1⊗ I)Km), oder
schwer zu motivieren (denn warum sollte aufältere/ungenauere Approximationen zurückgegriffen werden,
wenn bessere bereits berechnet wurden?). Wir wollen erst das oben angegebene PTSW-Schema verstehen,
bevor wir die anschauliche Orientierung an den bewährten sequentiellen W-Methoden aufgeben. Sind gute
Vertreter in der obigen Klasse von Integrationsverfahren gefunden, sollten diese auch eine gute Orientie-
rung für weitere Verallgemeinerungen geben. Interessante Varianten wären z.B. die Wahl unterschiedlicher
Nennerγi in den einzelnen Stufen oder eineσm-abḧangige Wahlγ = γ(σm), andere werden am Ende der
Arbeit im Abschnitt6 diskutiert.
Indem wir die Parameteraij , γij , vi, bi und ci geeignet zu Matrizen bzw. VektorenA,Γ, v, b und c zu-
sammenfassen und für die Stufen die Abk̈urzungenYm = (Y T

m1, . . . , Y
T
ms

)T , Km = (kTm1, . . . , k
T
ms)

T

einführen, erhalten wir mit Verwendung des Kroneckerproduktes
’
⊗‘ die kompaktere Schreibweise für die

PTSW-Verfahren

Ym = 1l⊗ um + hm(A⊗ I)Km−1, (2.5a)

(I ⊗ (I − hmγTm))Km = F (tm1l + hmc, Ym) + hm(Γ⊗ Tm)Km−1, (2.5b)

um+1 = um + hm
[
(bT ⊗ I)Km + (vT ⊗ I)Km−1

]
. (2.5c)

Dabei istF (tm+1lhmc, Ym) = (f(tm+c1hm, Ym1)T , . . . , f(tm+cshm, Yms)T )T , und1l der Einsenvektor
[1, . . . , 1]T .

2.3 Vereinfachende Bedingungen und Konvergenz

In diesem Abschnitt leiten wir die Ordnungsbedingungen für PTSW-Verfahren (2.4) mit beliebig geẅahltem
Tm her. Dabei k̈onnen wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit ein autonomes Differentialgleichungssy-
stem zugrundelegen. Die gewonnenen Konvergenzaussagen gelten dann auch für ein nichtautonomes Sy-
stem (weil dieses durch Dimensionsvergrößerung

”
autonomisiert“ werden kann). Einzige Ausnahme ist Teil

(b) in Satz2.1, der nur f̈ur autonome Systeme gilt. Zur Analyse des lokalen Fehlerverhaltens der PTSW-
Verfahren, also der Konsistenz, setzen wir analytische Lösungeny(t) und y′(t) für um und kmi in das
Integrationsschema ein, vgl. [30]. Das Schema ist nicht exakt erfüllt, und wir erhalten Residuenδmi undηm
mit

Ỹmi = y(tm) + hm

s∑
j=1

aijy
′(tm−1 + cjhm−1)

(I − hmγTm)y′(tm + cihm) = f(Ỹmi) + hmTm

s∑
j=1

γijy
′(tm−1 + cjhm−1) + δmi (2.6)

y(tm+1) = y(tm) + hm

s∑
i=1

biy
′(tm + cihm) + hm

s∑
i=1

viy
′(tm−1 + cihm−1) + ηm.
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Um Einschr̈ankungen an das Schrittweitenverhältnis zu umgehen, setzen wirh = maxm hm, entwickelny
undy′ an der Stelletm in Taylorreihen und fordernδmi = hmO(hq) undηm = hmO(hp) und erhalten f̈ur
die Stufen zwei Bedingungen (ohne und mitTm) der Form

q∑
l=1

(cihm)l

l!
y(l+1)(tm) = hm

q∑
l=1

s∑
j=1

aij
((cj − 1)hm−1)

l−1

(l − 1)!
y(l+1)(tm) + hmO(hq)

−γhm
q−1∑
l=0

(cihm)l

l!
y(l+1)(tm) = hm

q−1∑
l=0

s∑
j=1

γij
((cj − 1)hm−1)

l

l!
y(l+1)(tm) + hmO(hq)

und für die dritte Gleichung in (2.6)

p∑
l=1

hlm
l!
y(l)(tm) = hm

p∑
l=1

 s∑
j=1

bj
(cjhm)l−1

(l − 1)!
y(l)(tm) +

s∑
j=1

vj
((cj − 1)hm−1)

l−1

(l − 1)!
y(l)(tm)

+ hmO(hp).

Ein Koeffizientenvergleich nachh-Potenzen liefert schließlich dievereinfachenden Konsistenzbedingun-
gen

C(q) :
s∑
j=1

aij(cj − 1)l−1 = σl−1 c
l
i

l
, l = 1, ..., q

Γ(q) :
s∑
j=1

γij(cj − 1)l−1 = −γσl−1cl−1
i , l = 1, ..., q,

B(p) :
s∑
j=1

bjσ
l−1cl−1

j +
s∑
j=1

vj(cj − 1)l−1 =
σl−1

l
, l = 1, ..., p.

Die Bedingungen C(q) und B(p) unterscheiden sich von den bekannten vereinfachenden Bedingungen für
implizite Runge-Kutta-Verfahren durch die verschobenen Argumente(cj − 1)l anstelle von(cj)l und das
Auftreten des Schrittweitenverhältnissesσ = σm = hm/hm−1 und der Parametervj .
Erfüllt ein PTSW-Verfahren C(q) undΓ(q), so sagen wir, es hatStufenordnung q.
Ist Tm eine Approximation an die Jacobimatrix mitTm = fy(um) +O(h), so giltδmi = hmO(hq) bereits
mit Stufenordnungq − 1, wenn zus̈atzlich die Bedingung

CΓ(q) :
s∑
j=1

(aij + γij)(cj − 1)l−1 = σl−1(
cli
l
− γcl−1

i ), l = 1, ..., q, (2.7)

erfüllt ist. Man sieht, daßCΓ(q) sich durch Addition vonC(q) und Γ(q) ergibt, also eine leichte Ab-
schẅachung darstellt.
Ziel der Konvergenzuntersuchungen ist eine Abschätzung der globalen Fehler

εm = ‖y(tm)− um‖, νm+1 =
s

max
i=1

‖y′(tm + cihm)− kmi‖.

Wichtig ist im folgenden eine gleichm̈aßige Beschr̈anktheit der schrittweitenabhängigen Parameteraij , γij
und vi. Bei den Verfahren, die wir konstruieren, erhält man diese feste Schranke wenn Schrittweitenver-
größerungen beschränkt sind,σm < σmax, ∀m. Um die Fehlerεm undνm abzuscḧatzen, verwenden wir
das folgende Lemma.
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Lemma 2.1. Die Folge (εm), (νm) erfülle(
εm+1

νm+1

)
≤

(
1 + ahm bhm

c bchm

)(
εm
νm

)
+ hm

(
fm
gm

)
, m = 0, 1, ...

mit nichtnegativen Konstantena, b, c undfm, gm, hm ≥ 0 und
∑m

j=0 hj ≤ (te − t0). SetzeL := a + bc.
Dann gilt

max{εm, νm} ≤ CeL(te−t0)
(
ε0 + bhν0 + (te − t0) max

j
(fj + hgj)

)
, m = 0, 1, ...,

wobeih = maxm hm ist.

Beweis.In [38].

Satz 2.1 (Konvergenzsatz).Gegeben sei eine PTSW-Methode(2.4) für das Differentialgleichungssystem
(2.1). Für die Anfangswerte gelteε0 = O(hp) und ν0 = O(hq). Die Koeffizienten des PTSW-Verfahrens
seien gleichm̈aßig beschr̈ankt. Es seih = maxm hm.
a) Sind die vereinfachenden BedingungenC(q), Γ(q) undB(p) erfüllt, so konvergiert das Verfahren mit
Ordnungp∗ für beliebige MatrizenTm, d.h.

εm = O(hp
∗
), νm = O(hp

∗
), p∗ := min{q + 1, p}. (2.8)

b) Gilt nur C(q − 1), Γ(q − 1), CΓ(q) undB(p) mit p, q ≥ 1, so konvergiert die Methode ebenfalls mit
Ordnungp∗, falls Tm = fy(um) + O(h) ist und die rechte Seitef der Differentialgleichung(2.1) nicht
explizit vont abḧangt.

Beweis.a) Die vereinfachenden Bedingungen liefern zunächst Abscḧatzungen f̈ur die lokalen Fehler

Ỹmi = y(tm + cihm) + hmO(hq), δmi = hmO(hq), ηm = hmO(hp).

Subtrahieren wir (2.4) von (2.6) ergibt sich f̈ur die globalen Fehler

(I − hmγTm)(y′(tm + cihm)− kmi) = f(y(tm + cihm) + hmO(hq))− f(Ymi)

+ hmTm

s∑
j=1

γij(y′(tm−1 + cjhm−1)− km−1,j) + hmO(hq)

y(tm+1)− um+1 = y(tm)− um + hm

s∑
i=1

bi(y′(tm + cihm)− kmi)

+ hm

s∑
i=1

vi(y′(tm−1 + cihm−1)− km−1,i) + hmO(hp),

mit der Lipschitz-Stetigkeit vonf also schließlich die Rekursion(
εm+1

νm+1

)
=

(
1 +O(hm) O(hm)
O(1) O(hm)

)(
εm
νm

)
+ hm

(
O(hp

∗
)

O(hp
∗−1)

)
, (2.9)

wobeip∗ = min(q + 1, p). Wir können Lemma2.1anwenden und erhalten die Behauptung.
b) Mit dem vorangegangenen folgt zunächst Konvergenz mit Ordnungmin{p, q} ≥ 1, also insbesondere
ist wegen der VoraussetzungTm = fy(um) + O(h) eine Approximation an die Jacobimatrix der exakten
Lösung,

Tm = fy(y(tm)) +O(h). (2.10)
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Taylorentwicklung liefert jetzt

Ỹmi = y(tm + cihm)− hqmCq + hmO(hq)

mit

Cq =
1

(q − 1)!
(
cqi
q
−

s∑
j=1

aij(cj − 1)q−1 1
σq−1
m

)y(q)(tm)

Für δmi erhalten wir

δmi = (I − hmγTm)y′(tm + cihm)− f
(
y(tm + cihm)− hqmCq + hmO(hq)

)
− hmTm

s∑
j=1

γijy
′(tm + (cj − 1)

hm

σq−1
m

)

= (I − hmγTm)y′(tm + cih)− y′(tm + cih) + hqmfy(y(tm))Cq

− hmTm

s∑
j=1

γij

q∑
l=1

y(l)(tm)
(cj − 1)l−1hl−1

m

σl−1
m (l − 1)!

+ hmO(hq)

Und mitCΓ(q) schließlich
δmi = hmO(hq) = hmO(hp

∗−1),

und mit (2.9) liefert Lemma2.1die Behauptung.

Sp̈ater werden wir die Stufengleichungen iterativ mit Krylovtechniken lösen. Interpretieren wir diese appro-
ximativen Verfahren als exakte PTSW-Methode mit gestörten MatrizenTmi ≈ Tm, so werden diese in den
einzelnen Stufen unterschiedlich sein. Auch dann bleibt die Konvergenzordnung erhalten, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 2.2.Gegeben sei ein PTSW-Verfahren mit modifizierten Stufengleichungen

(I − hmγTmi)kmi = f(Ymi) + hmTmi

s∑
j=1

γijkm−1,j , i = 1, . . . , s, (2.11)

mit beliebig geẅahlten MatrizenTmi. Sei weiterh = maxm hm und gelte C(q), Γ(q) und B(p), sowie
ε0 = O(hp), ν0 = O(hq). Dann konvergiert das Verfahren mit Ordnungp∗ = min{q + 1, p}.

Beweis.Wir haben im ersten Teil des Beweises von Satz2.8kein Gebrauch davon gemacht, daßTm in allen
Stufen gleich war. Also gilt auch unter den oben abgeschwächten Voraussetzungen die Rekursion (2.9),
woraus die Behauptung mit Lemma2.1unmittelbar folgt.

Bemerkung 2.1. Man beachte, daß die Ordnung jedoch verloren geht, wenn man in der Stufengleichung
(2.11) links und rechts des Gleichheitszeichens unterschiedliche MatrizenTmi einsetzt. Durch die Umfor-
mung (4.1) bei der Implementierung wird die Multiplikation mitTm auf der rechten Seite eliminiert und
dieses Problem damit automatisch vermieden. ♦

Mit Hilfe der Vandermonde-Matrizen gebildet mit den Knotenci

V0 :=
(
cj−1
i

)
i,j
∈ Rs×q, V1 :=

(
(ci − 1)j−1

)
i,j
∈ Rs×q, (2.12)
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können wir die vereinfachenden Bedingungen sehr kompakt in Matrixschreibweise zusammenfassen. Hierfür
ben̈otigen wir noch die Diagonalmatrizen

D := diag(1, 2, . . . , q), S := diag(1, σ, . . . , σq−1), C := diag(c1, . . . , cs),

sowie die Pascalsche obere DreiecksmatrixPq = (pij)
q
i,j=1, pij =

(
j − 1
i− 1

)
wobeipij = 0 für j < i. Damit

gilt

V1 = V0


1 −1 1 . . .

1 −2
1

...

 = V0P
−1
q , V0 = V1Pq.

Die vereinfachenden Bedingungen werden zu

C(q) : AV0P
−1
q = CV0SD

−1

Γ(q) : ΓV0P
−1
q = −γV0S

CΓ(r) : (A+ Γ)V0P
−1
r = (CV0D

−1 − γV0)S
B(p) : bTV0S + vTV0P

−1
p = 1lTSD−1.

(2.13)

Für Methoden mit hoher Ordnung und Stufenordnungq = p = s sind die MatrizenV0 undPs regul̈ar und
wir können (2.13) umstellen

A = CV0SD
−1PsV

−1
0

Γ = −γV0SPsV
−1
0 (2.14)

vT = [1lTSD−1 − bTV0S]PsV −1
0

β = A+ Γ = V0(FD−1 − γI)SPsV −1
0 . (2.15)

Die ersten drei Gleichungen nutzen wir, um die Verfahrensparameter bei Schrittweitenwechsel neu zu be-
rechnen. Die Matrixβ in der letzten Gleichung wird bei den folgenden Stabilitätsuntersuchungen eine wich-
tige Rolle spielen. F̈ur die Darstellung (2.15) haben wir das folgende Lemma angewendet.

Lemma 2.2. SeiV0 = (cj−1
i )i,j ∈ Rs×s. Dann ist

CV0 = V0F, F :=


0 · · · −ϕ0

1 −ϕ1

...
...

1 −ϕs−1


mit der FrobeniusmatrixF zum Knotenpolynomϕ(x) =

∑s
j=0 ϕjx

j := (x− c1) · · · (x− cs).

Beweis.Durch die Subdiagonale inF werden die Spalten2 biss in V0 in die Spalten1 biss−1 verschoben.
Die Elemente in der letzten Spalte inCV0 sindcsi = −

∑s−1
j=0 ϕjc

j
i .
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2.4 Lineare Stabilität

Wenden wir ein PTSW-Verfahren (2.4) mit konstanter Schrittweitehm = h und exakter JacobimatrixTm =
λ auf die skalare Testgleichungy′ = λy an, so ergibt sich die Rekursion(

hKm

um+1

)
= M(z)

(
hKm−1

um

)
, M(z) :=

(
wβ w1l

bTwβ + vT 1 + bTw1l

)
, (2.16)

mit z = hλ, w = z/(1−γz). Für Reλ < 0 verschwindet die exakte Lösungy(t) = Ceλt für t→∞. Die
numerische L̈osung konvergiert gegen null, wenn%(M(z)) < 1 ist. Dies f̈uhrt zur folgenden̈Ubertragung
der Begriffe der A- und der L-Stabilität.

Definition 2.1. Gegeben sei ein PTSW-Verfahren (2.4) mit zugeḧoriger StabiliẗatsmatrixM(z) (2.16). Wir
nennen die MengeS = {z ∈ C : %(M(z)) < 1} Stabiliẗatsgebiet. Das Verfahren heißt

• A-stabil, wennC− ⊆ S̄,

• A(α)-stabil, wenn{z ∈ C− : | arg(z)− π| ≤ α} ⊆ S̄ für α ∈ [0, π] und

• L-stabil bzw. L(α) stabil, wenn es A- bzw. A(α)-stabil ist und

eTs+1M(z) → 0 für Re z → −∞ (2.17)

gilt.

Motivation bei der Definition der L-Stabilität ist eine Entkopplung der numerischen Lösungum → 0 von
um−1 und den StufenKm−1 für Re z → −∞. Durch die Struktur der Stabilitätsmatrix erhalten wir aus der
Forderung (2.17) eine Bedingung f̈ur die Gewichtebi undvi.

Lemma 2.3. Eine PTSW-Methode(2.4) erfüllt genau dann(2.17), wenn

bT 1l = γ und vTγ = bTβ (2.18)

gilt.

Beweis.Wegen lim
Re z→−∞

w = −1/γ ist (2.17) äquivalent zu

−1
γ
bTβ + vT = 0, 1− 1

γ
bT 1l = 0.

Bei Methoden hoher Ordnung und Stufenordnung legt die L-Stabilitätsbedingung (2.17) die Parametervi
undbi vollständig fest.

Satz 2.3.SeiB(s) undCΓ(s) durch eine PTSW-Methode(2.4) erfüllt. Dann sindäquivalent

(i) Bedingung(2.17)

(ii) Es gibt eini mit ci = 1 undbT = γeTi , vT = eTi β .
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Beweis.Aus B(s) folgt
vT =

[
1lTSD−1 − bTV0S

]
V −1

1 . (2.19)

Bedingung (2.17) ist äquivalent zu (2.18). Wir ersetzen in (2.18) vT durch obige Beziehung und erhalten
nach kurzem Umformen

bT 1l = γ und bTV0F = γ1lT . (2.20)

Nun gruppieren wir dieses+1 Komponenten[bT 1l, bTV0F ] um: aus den erstens erhalten wir mit der Gestalt
vonF , bT 1l = bTV0e1 und der Regulariẗat vonV0 den VektorbT = γ1lTV −1

0 . Das setzen wir in die letzte
Komponente ein und erhalten

bTV0 = γ1lTund 1lTFes = 1. (2.21)

Damit haben wir diëAquivalenz von (i) und (2.21). Wegen1lTFes = −
∑s−1

i=0 ϕi = 1− ϕ(1), alsoϕ(1) =∏s
i=0(1− ci) = 0, ist das gerade die Behauptung.

Ohne Beschr̈ankung der Allgemeinheit k̈onnen wir bei L-stabilen PTSW-Verfahren, die den Voraussetzun-
gen von Satz2.3gen̈ugen, annehmen, daß

cs = 1, bT = γeTs , vT = eTs β. (2.22)

gilt. In Analogie zu der Situation bei impliziten Runge-Kutta-Verfahren nennen wir ein PTSW-Verfahren,
das Bedingung (2.22) erfüllt, steifgenau(stiffly accurate).

2.5 Über den Zusammenhang von PTSW-Verfahren und DIMSIMs

Klassische W-Methoden können aus diagonal-impliziten Runge-Kutta-Verfahren hergeleitet werden, wenn
nur eine Newtoniteration ausgeführt wird. In ähnlicher Weise k̈onnen wir auch die PTSW-Verfahren als
linearisierte Version von parallelen, diagonal-impliziten Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren interpretieren,
die durch das folgende Schema definiert sind:

km,i = f(tm + cihm, um + hm

s∑
j=1

βijkm−1,j + hmγkm,i), i = 1, . . . , s (2.23a)

um+1 = um + hm

s∑
j=1

(bjkm,j + vjkm−1,j) . (2.23b)

Die nichtlinearen Stufengleichungssysteme lösen wir mit dem vereinfachten Newtonverfahren mit Jacobi-
matrixTm ≈ fy(tm, um). Dann erhalten wir eine Iteration für die Stufenkjm,i, j = 1, 2, . . . in der Form

(I − hmγTm)(kj+1
m,i − kjm,i) =

f(tm + cihm, um + h
s∑
j=1

βijkm−1,j + hγkjm,i)− kjm,i.
(2.24)

Führen wir nur genau einen Newtonschritt aus, so erhalten wir die Klasse der PTSW-Verfahren.

Satz 2.4. Approximieren wir im impliziten Integrationsschema(2.23) die Stufenkmi durch die Iterierten
k1
m,i nach einem Newtonschritt(2.24) mit JacobimatrixTm ≈ fy(tm, um), so ergibt sich mit den Startwerten
k0
m,i = −

∑ γij

γ km−1,j das PTSW-Verfahren(2.4).

Beweis.Setzt man die Startnäherungenk0
m,i in die Newtoniteration (2.24) ein, so folgt die Behauptung

unmittelbar.
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Bemerkung 2.2.Für lineare Probleme ist die implizite Methode (2.23) äquivalent zur PTSW-Methode (2.4)
mit exakter Jacobimatrix, weil schon nach einem Newtonschritt die Stufeniterierten exakt sind. Folglich
gelten s̈amtliche Stabiliẗats̈uberlegungen f̈ur PTSW-Verfahren auch für die obigen Methoden (2.23). ♦

Bemerkung 2.3.Die Konvergenz des Verfahren (2.23) kann analog zu Satz (2.8) analysiert werden. F̈ur die
Behandlung der lokalen Fehler in den Stufen tritt anstelle von C(q) undΓ(q) die Bedingung

CΓ(q) :
s∑
j=1

βij(cj − 1)l−1 + γcl−1
i = cli/l, l = 1, . . . , q,

auf, deren Erf̈ulltsein wir wieder als Stufenordnungq bezeichnen. ♦

Das implizite Verfahren (2.23) können wir als DIMSIM (diagonally implicit multistage integration method)
interpretieren. Wir orientieren uns an den Bezeichnungen in der Arbeit von Butcher und Chartier [14] und
beschr̈anken uns auch auf konstante Schrittweitenhm = h und autonome Differentialgleichungssysteme. In
Kroneckerschreibweise erhalten wir mit

Ym = 1l⊗ um + h(β ⊗ I)Km−1 + hγKm

undKm = F (Ym) eine Darstellung f̈ur das Verfahren (2.23) Ym
hKm

um+1

 =


γI β 1l
I 0 0
bT vT 1

⊗ I


hF (Ym)
hKm−1

um

 ,

als verallgemeinertes lineares Mehrschrittverfahren mits inneren StufenYm undr = s+ 1 externen Stufen
y[m+1] = [hKT

m, um+1]T . Mit U = [β, 1l], B = [I, b]T undV = [es+1v
T , es+1] ergibt sich schließlich(

Ym
y[m+1]

)
=

[(
γI U

B V

)
⊗ I

](
hF (Ym)
y[m]

)
. (2.25)

Zusammenfassend stellen wir fest, daß die PTSW-Verfahren dieser Arbeit, zumindest für konstante Schritt-
weiten, als DIMSIMs (2.25) mit einem Newtonschritt mit MatrixTm interpretiert werden k̈onnen. Somit
sind sie mit Butchers Verfahren ([14, 15]) verwandt. Aber auch bei exakter Lösung des Newtonsystems
(2.23) unterscheiden sie sich wesentlich von Butchers Konstruktionen, schon allein deshalb, weil Butcher
DIMSIMs mit r = s externen Stufen betrachtet. In [15] wird eine parallele Implementierung von DIM-
SIMs in Nordsieckform beschrieben. Die numerischen Ergebnisse sind jedoch eher enttäuschend, so daß
folgendes Fazit gezogen wird ([15], Seite 14):

”
Thus, there is a long way to go before we can be really sure which of these large classes of

methods give the best performance. The development of efficient software for the solution of
ODEs requires many years of experience. Our methods are new and the computational experi-
ence gained with them so far is very limited. It is hoped that further computational experience
and understanding of these methods, along with a deeper understanding of the issues relating to
parallel computation, will enable a more efficient implementation“.

Im Gegensatz dazu sind die PTSW-Verfahren dieser Arbeit bereits sequentiell konkurrenzfähig zu Standard-
integratoren. Dies zeigt deutlich, daß der verwendete PTSW-Ansatz und die Konstruktion der Verfahren in-
klusive ihrer Implementierung eine günstige Wahl darstellen. M̈ogliche weitere Verbesserungen diskutieren
wir im Abschnitt6.
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3 Konstruktion von Parametersätzen

3.1 Einleitung

In diesem Abschnitt wollen wir konkrete Parametersätze f̈ur PTSW-Verfahren (2.4) herleiten. Dabei for-
dern wir für ein s-stufiges Verfahren stets die vereinfachenden KonsistenzbedingungenC(s),Γ(s), B(s)
und haben somit stets Stufenordnungs und Ordnungp ≥ s nach Satz2.1. Die Stabiliẗat untersuchen wir
für konstante Schrittweiten mit Hilfe des Spektralradius der StabilitätsmatrixM(z), definiert in Gleichung
(2.16). Wir betrachten zwei F̈alle, n̈amlich steifgenaue Verfahren, die Gleichung (2.22) erfüllen und poten-
tiell L-stabil sind, und Verfahren mitvT = 0, die nur A-stabil sein k̈onnen, daf̈ur aber auch bei variabler
Schrittweite mit Ordnungs+ 1 konvergieren k̈onnen, vgl. Bemerkung3.5.

Bei einems-stufigen steifgenauen Verfahren haben wirs freie Parameter,c1, . . . , cs−1 und γ, die wir so
wählen k̈onnen, daß die Stabilitätsmatrix nilpotent ist,%(M(∞)) = 0. Dadurch werden s̈amtliche Frei-
heitsgrade festgelegt. Der Konstruktion und Analyse der resultierenden Verfahrensklasse mit nilpotenter
Matrix M(∞) ist Abschnitt3.2gewidmet. Unter den biss = 12 berechneten Verfahren finden wir für jede
Stufenzahl mindestens ein L-stabiles Verfahren.

Ersetzen wir die strenge Nilpotenz-Forderung durch%(M(∞)) < 1, so k̈onnen wir die Freiheitsgrade zur
Optimierung der Verfahren einsetzen, was einigen Aufwand verlangt. Für eine Suche nach

”
guten Verfahren“

im Abschnitt3.3 ben̈otigen wir geeignete Konstruktionskriterien und ein leistungsfähiges Suchwerkzeug.
Wir untersuchen neben dem Spektralradius%(M(∞)) die HauptfehlerkonstantenCs+1 undCs+2 für y′ =
λy und den A(α)- bzw. L(α)-Winkel numerisch mit Hilfe des in Abschnitt3.3.2beschriebenen Fortran-
Programms. Als Ergebnis erhalten wir zwei-, drei- und vierstufige A- bzw. L-stabile Verfahren.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitel konstruieren wir explizite Verfahren hoher Ordnung mit minimalem
Stufenfehler. Dieser Teil zeigt, daß die Techniken und der Formalismus, den wir für die PTSW-Verfahren
entwickelt haben, auch auf verwandte Verfahrensklassen erfolgreich angewendet werden können.

Mit den dreiÜberlegungen in den folgenden Bemerkungen legen wir eine Basis für die Konstruktionen in
diesem Kapitel.

Bemerkung 3.1 (Permutationsinvarianz der Verfahren). Durch die identische Stufenordnungs sind die
Stufen der PTSW-Verfahren ‘gleichberechtigt’. Folglich dürfen wir erwarten, daß ein PTSW-Verfahren in-
variant gegen̈uber Permutation der Knotenci ist. Demnach m̈ussen in den entscheidenden Konstruktions-
größen (wie z.B. in dem charakteristischen Polynomdet(λI−M(z)) und damit in den Hauptfehlerkonstan-
ten, demα-Winkel usw.) die Knotenci in symmetrischen Formen auftreten. Wir können daher anstelle der
Knoten auch die elementarsymmetrischen Polynomeϕi zur Parametrisierung verwenden, was die (insbe-
sondere Maple-gestützten) Konstruktionen teilweise wesentlich erleichtert. Die mathematische Grundlage
bildet Lemma2.2. ♦

Bemerkung 3.2 (Die Eigenwertentwicklungλ(z) für M(z)). In z = 0 hat die StabiliẗatsmatrixM(z),
Gl. (2.16), einen Eigenwertλ = 1 und einens-fachen Null-Eigenwert. Damit istλ(z) in der Umgebung von
λ = 1, z = 0 eine analytische Funktion. Eine direkte Herleitung der Entwicklung findet man im Report [37],
eine computer-algebraische mit Hilfe impliziten Differenzierens im Anhang dieser Arbeit. Biszp stimmt die
Entwicklung mit der Exponentialfunktionez überein, die Konstanten vor denzp+1 undzp+2 Termen legen
die Hauptfehlerkonstanten fest. Wir definierenCp+1 undCp+2 mit ez − λ(z) = Cp+1z

p+1 + Cp+2z
p+2 +

O(zp+3).
Die Eigenwertentwicklung sichert die Nullstabilität der PTSW-Verfahren und liefert ein notwendiges Krite-
rium für die A-Stabiliẗat, siehe [37]. ♦
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Bemerkung 3.3 (Charakterisierung des Winkelsα der A(α)-Stabilit ät). Nach Definition istα der gr̈oßte
Winkel ∈ [0, π] für den der Sektor{z ∈ C : | arg(z) − π| ≤ α} im abgeschlossenen Stabilitätsgebiet
S̄, S = {z ∈ C : %(M(z)) < 1} enthalten ist.̈Aquivalent k̈onnen wir auch den Rand des Stabilitätsge-
biets∂S entlanglaufen und den Winkel berechnen durchα = inf

z∈∂S
{| arg(z)− π|}. Mit der Darstellung

∂S = {z : %(M(z)) = 1} ⊆ {z : ein Eigenwertλ vonM(z) hat Betrag 1, d.h.λ = eiψ} =: R

und der ZerlegungM(z) = M0 + wM1 mit w = z/(1− γz) mit konstanten MatrizenM0 undM1 können
wir die RandpunktemengeR als Lösung eines verallgemeinerten Eigenwertproblems fürw in der Form

R =
{
z = w/(1 + γw) : wM1ξ =

[
eiψ −M0

]
ξ, mit ψ ∈ [0, . . . , 2π)

}
(3.1)

charakterisieren und dadurch mit geeigneter Wahl von diskreten Punktenψj = 2πj/Nψ, j = 1, .., Nψ

den A(α)-Winkel approximativ berechnen. ♦

3.2 Steifgenaue Verfahren mit nilpotenter Stabiliẗatsmatrix M(∞)

Wir starten mits = 1. Fordern wir die Steifgenauigkeit und die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
B(1), C(1) undΓ(1), so bleibt in der2× 2-Stabiliẗatsmatrix nurγ als freier Parameter, es ist

M(z) =

(
w(1− γ) w

(γw + 1)(1− γ) γw + 1

)
, also M(∞) =

(
−1−γ

γ − 1
γ

0 0

)
, w =

z

1− γz
.

Nur für γ = 1 ist %(M(∞)) = 0. Der Nicht-Null-Eigenwert f̈ur γ = 1 vonM(z) ist gerade die Stabilitäts-
funktion1/(1− z) des impliziten Euler-Verfahrens, das Verfahren ist also L-stabil.
Die Existenz von L(α)-stabilen PTSW-Verfahren für s ≥ 2 ist a priori nicht klar. Wir wollen hier zei-
gen, daß auch bei der relativ restriktiven Forderung nach Nilpotenz der Stabilitätsmatrix f̈ur z → ∞, also
%(M(∞)) = 0, für praktisch interessante Stufenzahlen solche Verfahren existieren. In den numerischen
Tests werden wir sehen, daß diese Verfahren für s ≤ 3, insbesondere in Kombination mit einer Krylovap-
proximation, eine gute Effizienz vorweisen können. Eine geeignete Konstruktion liefert der folgende Satz.

Satz 3.1. Ein s-stufiges PTSW-Verfahren(2.4) erfülle die vereinfachenden Konsistenzbedingungen B(s),
C(s), Γ(s) sowie die Steifgenauigkeits-Bedingungencs = 1, bT = γeTs undvT = eTs β.
Dann gibt es ein Polynomπ(x) vom Grads und ein Polynomϕ∗(x, y) vom Grads in x und Grads − 1 in
y, so daß folgende Aussagenäquivalent sind:

(i) Die StabiliẗatsmatrixM(∞) des PTSW-Verfahren ist nilpotent, d.h.%(M(∞)) = 0.

(ii) Der Parameterγ ist Nullstelle vonπ(x) und die Knotenci sind Nullstellen vom Polynomϕ∗(c, γ).

Für eine vorgegebene Stufenzahls gibt es maximals verschiedene PTSW-Verfahren mit%(M(∞)) = 0.

Beweis.Durch die Steifgenauigkeit (2.22) verschwindet inM(∞) die letzte Zeile und somit ist%(M(∞)) =
1
γ %(β). Mit der Darstellung (2.15) ist (i) äquivalent zur Nilpotenz voñβ := (FD−1 − γI)Ps. Die Eigen-

werte vonβ̃ sind genau dann null, wenn die Potenzen im charakteristischen Polynomdet(xI − β̃) bis auf
denxs-Term verschwinden. Diese insgesamts polynomialen Bedingungen können wir geeignet zur Kon-
struktion der gesuchten Polynomeπ(γ) undϕ∗(x, y) verwenden. Zur Illustration der Struktur geben wir die
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Matrix (xI − β̃) für s = 5 an,

(xI − β̃) =



γ + x γ γ γ γ + 1/5ϕ0

−1 −1 + γ + x −1 + 2 γ −1 + 3 γ −1 + 4 γ + 1/5ϕ1

0 −1/2 −1 + γ + x −3/2 + 3 γ −2 + 6 γ + 1/5ϕ2

0 0 −1/3 −1 + γ + x −2 + 4 γ + 1/5ϕ3

0 0 0 −1/4 −1 + 1/5ϕ4 + γ + x


. (3.2)

Entscheidend ist die Hessenbergform durch denFD−1-Anteil. Wenn wir n̈amlich die Matrix in (3.2) nach
der letzten Spalte entwickeln, so haben die Matrizen für die Subdeterminanten auch Hessenbergform. Dies
erlaubt sukzessives Auflösen nachϕs−i mit i = 1, . . . , s − 1. Wir setzen die Koeffizienten vor denxs−i-
Potenzen im charakteristischen Polynomdet(xI − β̃) null und stellen dann nachϕs−i um. Daf̈ur benutzen
wir die Tatsache, daß der Koeffizient vorxs−i nur die Parameterϕs−1, . . . , ϕs−i entḧalt und der Vorfaktor
vor ϕs−i mit (s − i)!/s! nicht verschwindet. Somit erhalten wir für ϕs−i Polynome inγ bis Grads − 1,
für i = 1, . . . , s − 1. Das fehlendeϕ0 berechnen wir aus der Steifgenauigkeitϕ(1) =

∑s
i=0 ϕi = 0, also

mit ϕ0 = −
∑s

i=1 ϕi. Damit sind alle Parameterϕi durch Polynome inγ mit Maximalgrads− 1 gegeben.
Ersetzen wir inπ(γ) := det(β̃) undϕ∗(x, γ) := xs +

∑s−1
i=0 x

iϕi die Parameterϕi durch diese Polynome,
so erhalten wir dieÄquivalenz von (i) und (ii). Die Maximalzahl vons verschiedenen PTSW-Verfahren
erhalten wir genau dann, wennπ(γ) nur reelle, voneinander verschiedene Nullstellen besitzt.

Mit Satz3.1haben wir ein geeignetes Konstruktionsmittel für die PTSW-Verfahren mit nilpotentemM(∞).
Wir bestimmen die Polynomeπ(γ) undϕ∗(c, γ) und erhalten mit den Nullstellen die möglichen Werte f̈ur
γ und die Knotenci. Bis s = 12 berechnen wir nun diese Verfahren. Die FehlerkonstanteCs+1 und die
numerisch berechneten L(α)-Winkel (durch L̈osen des Eigenwertproblems (3.1) mit Nψ = 100) geben wir
in Tabelle3.1 an. Wenn ein Verfahren für die numerischen Tests im folgenden Kapitel verwendet wird, so
geben wir die Bezeichnung aus Tabelle4.1 in Klammern an. Eine automatische Berechnung mittels Maple
wird für das Beispiels = 4 im Anhang der Arbeit im AbschnittA.4 demonstriert.

s=2 Wir erhalten die Polynome

π(γ) = −γ2 + 3 γ − 3/2

C3 = 2 γ2 − 7/2 γ + 7/6

C4 = 6 γ3 − 25
2
γ2 + 8 γ − 41

24
ϕ∗(c, γ) = c2 + (2− 4 γ) c− 3 + 4 γ.

Es gibt zwei reelle L̈osungen f̈ur γ. Beide liefern L-stabile Verfahren. Die Werte sind

• γ = 0.63397459, c1 = −0.4641016, c2 = 1, (PTSW2B)

• γ = 2.36602540, c1 = 6.4641016, c2 = 1,

wobei das zweite Verfahren durch den Wert für c1 und der großen Fehlerkonstante für eine Implementierung
nicht in Frage kommt.
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s=3 Die Polynome sind

π(γ) = γ3 − 6 γ2 + 8 γ − 8/3

C4 = −3 γ3 + 11 γ2 − 61
6
γ +

61
24

C5 = −12 γ4 +
97
2
γ3 − 185

3
γ2 +

385
12

γ − 709
120

ϕ∗(c, γ) = c3 + (6− 9 γ) c2 +
(
9− 30 γ + 18 γ2

)
c− 18 γ2 − 16 + 39 γ,

und es gibt drei L̈osungen:

• γ = 0.51554560, c1 = −2.0253928, c2 = −0.33469671, c3 = 1, (PTSW3B)

• γ = 1.21013831, c1 = −0.9905341, c2 = 4.88177899, c3 = 1,

• γ = 4.27431608, c1 = 7.4028936, c2 = 24.06595112, c3 = 1.

Für die Rechnungen mit Krylovapproximation liefert das Verfahren PTSW3B im Kapitel 5 hervorragende
Ergebnisse.

s=4 Mit den Polynomen

π(γ) = −γ4 + 10 γ3 − 25 γ2 +
125
6
γ − 125

24

C5 = 4 γ4 − 25 γ3 +
265
6
γ2 − 671

24
γ +

671
120

C6 = 20 γ5 − 133 γ4 +
1705

6
γ3 − 6379

24
γ2 +

2729
24

γ − 6487
360

ϕ∗(c, γ) = c4 + (12− 16 γ) c3 +
(
48− 132 γ + 72 γ2

)
c2+(

64 + 336 γ2 − 96 γ3 − 288 γ
)
c− 125− 408 γ2 + 96 γ3 + 436 γ

finden wir zwei Verfahren, die sich für eine Implementierung eignen:

• γ = 0.45645866, c1 = −3.3252678, c2 = −2.10534506, c3 = −0.26604845, c4 = 1, (PTSW4B)

• γ = 0.87242087, c1 = −2.7494421, c2 = −0.70716296, c3 = 4.41533918, c4 = 1, (PTSW4C)

• γ = 1.94428835, c1 = −1.5167359, c2 = 5.2193893002, c3 = 14.4059603, c4 = 1,

• γ = 6.72683209, c1 = 8.5440019, c2 = 26.771976846, c3 = 59.31333479, c4 = 1 .

Wegen der wachsenden Komplexität geben wir f̈ur s > 4 nur die m̈oglichen Werte f̈ur γ und die Eigen-
schaften der resultierenden Verfahren in Tabelle3.1an. Wir machen folgende Beobachtungen: Es gibt stets
s verschiedene positive Werte fürγ, also auchs verschiedene Verfahren. Mit wachsendemγ wächst die Feh-
lerkonstanteCs+1, so daß, gerade für größere Stufenzahlen, die meisten Koeffizientensätze keine vern̈unf-
tigen Verfahren liefern. F̈ur jede Stufenzahl gibt es mindestens ein L-stabiles Verfahren. Wir fassen diese
Ergebnisse in folgendem Satz zusammen.

Satz 3.2. Es gibt L-stabiles-stufige PTSW-Verfahren mit%(M(∞)) = 0 mit C(s),Γ(s), B(s) für alle
Stufenzahlens bis mindestenss = 12.
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s γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7

2 0.6339
0.2483
90.0

2.3660
4.0817
90.0

3 0.5155
0.1871
84.8

1.2101
1.0308
90.0

4.2743
74.218
89.4

γ

|Cs+1|-Fehlerkonstante
L(α)-Winkel

4 0.4564
0.1718
68.5

0.8724
0.5331
89.9

1.9442
8.3924
90.0

6.7268
2396.6
88.2

5 0.4207
0.1779
32.0

0.7143
0.3759
84.3

1.3012
2.7826
90.0

2.8396
112.80
89.9

9.7239
120863
87.1

6 0.3966
0.2000
0

0.6230
0.3168
69.5

1.0117
1.4463
89.3

1.8056
22.978
90.0

3.8968
2253.7
89.8

13.265
8.77e6
86.4

7 0.3792
0.2388
0

0.5636
0.3002
36.2

0.8491
0.9661
81.9

1.3521
8.5635
90.0

2.3865
273.42
90.0

5.1164
62504.
89.6

17.352
8.66e8
85.2

8 0.3660
0.2986
0

0.5217
0.3095
0

0.7456
0.7585
66.5

1.1027
4.4490
87.3

1.7368
71.546
90.0

3.0443
4409.9
89.9

6.4983
2.29e6
89.4

. . .

. . .

. . .

9 0.3556
0.3874
0

0.4906
0.3399
0

0.6740
0.6670
30.1

0.9463
2.8548
78.3

1.3846
28.481
89.7

2.1659
796.75
90.0

3.7792
92347.
89.9

. . .

. . .

. . .

10 0.3471
0.5178
0

0.4665
0.3924
0

0.6215
0.6383
0

0.8395
2.1211
60.7

1.1666
14.773
84.3

1.6956
240.05
90.0

2.6398
11361.
89.9

. . .

. . .

. . .

11 0.3401
0.7097
0

0.4473
0.4715
0

0.5815
0.6522
0

0.7622
1.7559
0

1.0194
9.1963
73.3

1.4072
99.716
87.6

2.0356
2564.1
90.0

. . .

. . .

. . .

12 . . .

. . .

. . .

0.7037
1.5796
0

0.9137
6.5431
51.2

1.2141
51.631
80.2

1.6682
846.13
89.4

2.4049
33738.
90.0

3.7224
4.33e6
89.9

. . .

. . .

. . .

Tabelle 3.1: Eigenschaften nilpotenter steifgenauer PTSW-Verfahren, konstruiert nach Satz3.1.
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Bemerkung 3.4 (Verfahren mit vT = 0 und %(M(∞)) = 0). Untersuchen wir, wann die transformierte
Stabiliẗatsmatrix mit

diag(V0, 1)−1M(z) diag(V0, 1) =

(
wβ̃ we1

w1lTD−1β̃ 1 + w

)
(3.3)

von A(α)-stabilen PTSW-Verfahren mitvT = 0, B(s), C(s) undΓ(s) nilpotent ist, k̈onnen wir analog zu
Satz3.1vorgehen. Wir betrachten zunächst den Falls = 3. Die StabiliẗatsmatrixM(∞) ist nilpotent, wenn
γ Nullstelle vonπ(γ) ist und die Knotenci die Nullstellen vonϕ∗(c, γ) sind, mit

π(γ) = −γ4 + 6 γ3 − 8 γ2 + 8/3 γ (3.4)

ϕ∗(c, γ) = x3 + (9− 12 γ)x2 +
(
24− 66 γ + 36 γ2

)
x+ 16− 72 γ + 84 γ2 − 24 γ3. (3.5)

Die Lösungenγ > 0 sind

• γ = 0.515545602, c1 = −2.69693895, c2 = −0.9387639341, c3 = 0.822250116 (PTSW3B-2),

• γ = 1.210138313, c1 = −1.410567916, c2 = 1.145543795, c3 = 5.786683881,

• γ = 4.274316085, c1 = 1.972157174, c2 = 10.86854396, c3 = 29.45109188.

Nicht nur die Werte f̈ur γ, sondern sogar das charakteristische Polynomdet(λI −M(z)) (und damitα und
Cs+1) sind mit den oben berechneten steifgenauen Verfahren gleicher Stufenzahl identisch. Damit haben
z.B. PTSW3B und PTSW3B-2 das gleiche asymptotische Verhalten für autonome lineare Probleme (trotz
der unterschiedlichen Knotenci). Bei praktischen Rechnungen (für nichtlineare Beispiele) ist PTSW3B-2
nicht konkurrenzf̈ahig, was den Vorteil der stärkeren Fehlerd̈ampfung in einem Schritt durch die Steifge-
nauigkeit von PTSW3B deutlich zeigt.
Bis s = 12 haben wir verifiziert, daß die charakteristischen Polynomedet(λI −M(z)) der steifgenauen
Verfahren mitM(∞) = 0 auch stets durch Verfahren mitvT = 0 erhalten werden k̈onnen, was vermutlich
auch als Reduktionssatz für beliebige Stufenzahl formuliert und (aufwendig) bewiesen werden könnte, ganz
ähnlich wie f̈ur die expliziten Verfahren in [42]. Wegen der geringen praktischen Bedeutung der Verfahren
mit vT = 0 und%(M(∞)) = 0 verzichten wir auf eine Ausführung. ♦

3.3 Optimierte PTSW-Verfahren

3.3.1 Die Bedingung B(s+ 1)

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir L(α)-stabile Verfahren mit Ordnung und Stufenordnungp = q =
s konstruiert. Die Stabiliẗat haben wir durch die strenge Forderung%(M(∞)) = 0 abgesichert. Es liegt nun
nahe, diese Forderung abzuschwächen, um dadurch die zusätzliche Ordnungsbedingung B(s + 1) erfüllen
zu können, denn dann liefert der Konvergenzsatz2.1die Ordnungp = s+ 1.
Wir nutzen dabei die einfache Interpretation von B(r) als Quadraturbedingung, formuliert in folgendem
Lemma:

Lemma 3.1. Gegeben sei eins-stufiges PTSW-Verfahren(2.4). Das Verfahren erf̈ullt B(r) genau dann, wenn
es als Quadraturformel für Polynome bis zum Gradr − 1 exakt ist.

Beweis.Sei zun̈achst die zugrundeliegende Quadraturformel∫ σ

0
f(t) dt ≈ σ

[
s∑
i=1

bif(σci) +
s∑
i=1

vif(ci − 1)

]
(3.6)
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für alle Polynome bis zum Gradr − 1 exakt. Setzen wir die Monomef(t) = tl, l = 0, . . . , r − 1 ein, so
erhalten wir gerade Bedingung B(r). Umgekehrt folgt aus B(r) die exakte Quadratur der Monome und mit
der Lineariẗat der Quadraturformel somit die Behauptung.

Für steifgenaue Verfahren ergibt sich eine leicht zu prüfende Bedingung.

Korollar 3.1. Ein steifgenaues PTSW-Verfahren mits Stufen erf̈ulle B(s), C(s) undΓ(s). Die Bedingung
B(s+ 1) ist dannäquivalent zu ∫ σ

0
ϕ(t+ 1) dt = σγϕ(σ + 1), (3.7)

was sich f̈ur σ = 1 zu ∫ 1

0
ϕ(t+ 1)dt = γϕ(2), (3.8)

vereinfacht.

Beweis.Unter der Voraussetzung B(s) erfüllt das Verfahren genau dann B(s+ 1), wenn es f̈ur ein Polynom
vom Grads exakt ist. Wir ẅahlenf(t) = ϕ(t+ 1). Dann ist B(s+ 1) äquivalent mit∫ σ

0
ϕ(t+ 1) dt = σ

[
s∑
i=1

biϕ(σci + 1) +
s∑
i=1

viϕ(ci)

]
,

woraus mit der Steifgenauigkeit (2.22) und wegenϕ(ci) = 0 die Behauptung folgt.

Leider k̈onnen wir die Superkonvergenz bei steifgenauen Verfahren nur für konstante Schrittweiten erfüllen,
denn es gilt der folgende Satz.

Satz 3.3. Ein steifgenaues, mehrstufiges PTSW-Verfahren mit B(s), C(s), Γ(s) kann B(s + 1) für variable
Schrittweiten nicht erf̈ullen.

Beweis.Wir differenzieren Gleichung (3.7) nachσ und erhalten

ϕ(σ + 1) = γϕ(σ + 1) + σγϕ̇(σ + 1).

Die einzige L̈osung istγ = 1/(s + 1) undϕ(x) = (x − 1)s. Also sind alleci gleich, und wir haben kein
zulässiges PTSW-Verfahren, wenn wir vons = 1 mit γ = 1/2 absehen.

Obwohl die steifgenauen Verfahren für variable Schrittweiten nur Ordnungs erreichen k̈onnen, hat sich bei
den numerischen Tests herausgestellt, daß die Superkonvergenzbedingung (3.8) für konstante Schrittweiten
eine sinnvolle Forderung ist, schließlich bestimmt das Residuum in B(s+1) die HauptfehlerkonstanteCs+1.

Bemerkung 3.5. Weil sich für Verfahren mitvT = 0 der Schrittweitenfaktorσ in den Quadraturbedingun-
gen B(r) heraushebt, tritt bei diesen Verfahren keine Ordnungsreduktion durch eine Schrittweitensteuerung
auf. ♦

3.3.2 Ein Fortran-Programm für die numerische Suche

Für die numerische Suche nach stabilen PTSW-Verfahren mit guten Genauigkeitseigenschaften variieren
wir ein oder zwei freie Parameter, z.B.γ und einen Knotenci, und zeichnen dann Bilder für %(M(∞))
die Hauptfehlerkonstanten|Cs+1|, |Cs+2| und den Winkelα derA(α)-Stabiliẗat. Wie die in diesen Bildern
dargestellten Konturfl̈achen zu interpretieren sind und wie wir daraus interessante Parameter auswählen,
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erläutern wir anhand eines Prototypen in Abbildung3.1. Hier stellen wir nun das für die Erzeugung die-
ser Bilder entworfene und in den folgenden Abschnitten intensiv verwendete Fortran-Analyse-Programm
ana.f vor. Wir arbeiten mit der transformierten StabilitätsmatrixM̃(y)

diag(V −1
0 , 1)M(z) diag(V0, 1) = M̃(z) = M̃0 + wM̃1, w =

z

1− γz

und ben̈otigen zun̈achst Unterroutinen für

1. die Generierung der MatrizeñM0, M̃1 undM̃(∞) = M̃0 − 1
γ M̃1, die Fehlerkonstanten|Cs+1| und

|Cs+2| in Abhängigkeit der Parameter[γ, ϕ0, . . . , ϕs−1],

2. die geẅunschten Parametrisierungen[γ, ϕ0, . . . , ϕs−1] = Φ(x, y,par ) der ẅahlbaren Freiheitsgrade,
z.B. unter Ber̈ucksichtigung von B(s+ 1),

3. die Berechnung des Spektralradius%(M̃(∞)) und desA(α)-Winkels über die L̈osung des verall-

gemeinerten Eigenwertproblems (3.1), hier in der FormwM̃1ξ =
[
eiψ − M̃0

]
mit ψ = j2π/Nψ,

j = 1, . . . , Nψ, Nψ = 100.

Für die Eigenwertprobleme verwenden wir die LAPACK-Routinen ZGEEV und ZGEGV. Damit ist der
mathematische Teil inana.f vollständig beschrieben, diëubrigen Programmzeilen dienen

• der Auswertung der Kommandozeilenoptionen und der Auswahl der zu verwendenden Subroutinen,

• dem Durchlaufen des Parameterraumes[γ, ϕ0, . . . , ϕs−1] = Φ(x, y,par ) zur Berechnung und Ana-
lyse der jeweiligen Stabilitätsmatrizen f̈ur die Erstellung einesx× y–Bildes im PGM-Format,

• der Anzeige des Bildes mit der M̈oglichkeit, zu einzelnen, mit der Maus gewählten Bildpunkten,
Statistiken abzurufen.

3.3.3 Zweistufige L(α)-stabile Verfahren

Wenn wir zweistufige L(α)-stabile Verfahren konstruieren wollen, so haben wir zwei freie Parameter,γ und
c1. Wir variieren diese Parameter im Bereich[0, 2] × [−3, 3] und berechnen den Spektralradius%(M(∞)),
die FehlerkonstantenC3,C4 und denα-Winkel und erhalten Abbildung3.2. Im Punktγ = 0.63397459, c1 =
−0.4641016 ist das Verfahren nilpotent (PTSW2B), erkennbar am schwarzen

”
Fleck“ im Teilbild (a). L(α)-

stabile Verfahren gibt es für γ ≥ 0.5. Man sieht, daß die FehlerkonstantenC3 undC4 mit wachsendemγ
i.a. zunehmen. In einem großen Parameterbereich sind die Verfahren L-stabil, Teilbild (d). Innerhalb des be-
trachteten Ausschnittes ist der Spektralradius nur in der Umgebung von PTSW2B für c1 ∈ [−1.2, 0.2] und
γ ∈ [0.55, 0.85] kleiner als 0.5. Es ist nicht m̈oglich, Parameterc1 undγ so zu ẅahlen, daß Spektralradius
und Fehlerkonstanten gleichzeitig klein sind.
Wir diskutieren nun zweistufige steifgenaue Verfahren, die für konstante Schrittweiten zusätzlich Bedingung
B(3) erfüllen. Dann folgt mit (3.8) c1 = 1 + (1/3 − γ)/(1/2 − γ), d.h. wir bewegen uns auf dem oberen
dunklen Ast in Abbildung3.2 (b) entlang. Wir erhalten so%(M(∞)), C4 undα in Abhängigkeit vonγ,
dargestellt in Abbildung3.3.
Der Spektralradius wird für γ ≈ 1.3 minimal mit%(M(∞)) ≈ 0.67, Abbildung3.3 (a). F̈ur γ > 0.77 sind
die Verfahren L-stabil, Teilbild (b). Wir ẅahlenγ = 4/5 und erhalten das Verfahren PTSW2A mit

γ = 4/5, c1 = 23/9, |C4| ≈ 0.1798, % = 0.8799 (PTSW2A).
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f(x, y)
l = l1, . . . , lng+1, a := l1, b := lng+1

y

x

Abbildung 3.1: Konturbild f̈ur eine fiktive Funktionf(x, y). Wir verwenden stets (auch für alle folgenden
Abbildungen)400×400 Pixel. Ursprung(xmin, ymin) ist die linke untere Ecke. Interessante Bereiche stellen
wir dunkel dar: bei Spektralradius und Fehlerkonstanten das Minimum, bei demα-Winkel das Maximum.
Für die Festlegung der Grauwerte benutzen wir die Niveauhöhenl = l1, . . . , lng+1.

(a)%(M(∞))
l = 1, 0.75, 0.5, 0.25

(b) |C3|
l = 0.5, 0.2, 0.1, 0.01

(c) |C4|
l = 0.5, 0.2, 0.1, 0.01

(d) L(α)-Winkel
l = 90◦, 85◦, 60◦

Abbildung 3.2: Ergebnis f̈ur zweistufige steifgenaue Verfahren mitγ = x = 0, . . . , 2 und c1 = y =
−3, . . . , 3. Dunkle Fl̈achen kennzeichnen einen kleinen Spektralradius, kleine Fehlerkonstanten und große
α-Winkel und sind somit f̈ur die Auswahl guter Verfahren interessant.
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(a)%(M(∞)), |C4|
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(b)L(α)-Winkel
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Abbildung 3.3: Ergebnis f̈ur zweistufige steifgenaue Verfahren mit B(3) fürσ = 1. Für γ = 0.8 erhalten wir
das L-stabile Verfahren PTSW2A.

Bemerkung 3.6.Wir haben auch die Wahlγ = 1.2 getestet, weil dann eine spezielle G-Norm-Abschätzung
für ‖M(z)‖G ≤ 1,Re z ≤ 0 konstruiert werden kann, [54]. Bei praktischen Rechnungen war das Verfahren
mit γ = 1.2, außer bei einigen DAE-Testproblemen [41], weniger genau und deutlich weniger effizient als
PTSW2A. ♦

3.3.4 Dreistufige L(α)-stabile Verfahren

Bei Ber̈ucksichtigung der Steifgenauigkeit bleiben uns drei freie Parameter zur Optimierung:c1, c2 und
γ. Wir wählenc1 und γ aus dem Bereich[−3, 3] × [0, 2] für die Abbildung3.4. Der dritte Parameterc2
durchl̈auft für jeden Bildpunkt das Intervall[−3, 3] (mit Schrittweite6/400). Wir reduzieren diese dreidi-
mensionale Information auf das 2D-Bild, indem wir bezüglich c2 nur die Optimalwerte (minimaler Spek-
tralradius und maximalerα-Winkel) darstellen.
Das Verfahren PTSW3B (mit%(M(∞)) = 0) finden wir in den Punktenx = γ ≈ 0.51, y = c1 ≈ −2.02
bzw. y = c1 ≈ −0.33, also im dunklen Streifen im Teilbild (a) beiγ ≈ 0.5. Im betrachteten Ausschnitt
gibt es L(α)-stabile Verfahren nur mitγ > 0.45. Eine gute D̈ampfung%(M(∞)) < 0.4 ist mit γ <

0.65 möglich. Andererseits existieren L-stabile Verfahren nur für γ > 0.73, erkennbar an der schwarzen
Fläche im Teilbild (b), d.h. eine gute Dämpfung ist mit der L-Stabiliẗat nicht vereinbar. Fixieren wirγ, so
können wir%(M(∞)) undα in Abhängigkeit vonc1 und c2 zeichnen, Abbildung3.5. Wir sehen in der
Serie von Bildern der unteren Tafel (b), daßα = 90◦ nur am Rand, also mit einem Knotenci ≈ 3, möglich
ist. Es ist nicht m̈oglich, PTSW3B durch geringe Variation der Parameter zu verbessern: A-Stabilität oder
Superkonvergenz sind nur mitγ > 0.73 möglich. Wählen wir ein kleineresγ, so k̈onnen wir gegen̈uber
PTSW3B die Fehlerkonstante geringfügig reduzieren (auf Kosten des Spektralradius), was bei numerischen
Tests keine Verbesserung darstellte.
Betrachten wir nun dreistufige Verfahren, die B(4) für konstante Schrittweite erfüllen. Dann ergibt sich aus
(3.8) die Beziehung

c2 = 1/2
17− 48γ + 24 γc1 − 10 c1
−12γ + 5− 3 c1 + 6γc1

, (3.9)

d.h. uns verbleiben die Parameterc1, γ für eine numerische Suche. Die Ergebnisse für den Spektralradius,
die Hauptfehlerkonstante und den L(α)-Winkel sind in Abbildung3.6 dargestellt. Wir machen folgende
Beobachtungen: Die Nullstellen des Nenners−12γ + 5− 3 c1 + 6γc1 in (3.9) liegen als

”
weißer Graben“

im oberen Bilddrittel, beic1 ≈ 2.1. Die beiden Knotenc1 undc2 liegen entweder beide unterhalb oder bei-
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(a)%(M(∞)), l = 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2 (b) α, l = 90◦, 89◦, 85◦, 80◦, 70◦

Abbildung 3.4: Ergebnis f̈ur dreistufige steifgenaue Verfahren mitx = γ = 0, . . . , 2 und y = c1 =
−3, . . . , 3. Dargestellt sind Minimum f̈ur Spektralradius und Maximum für α-Winkel unter Variation von
c2 = (j/400)6− 3, j = 0, . . . 400.

de oberhalb dieser Singularität. L-stabile Verfahren gibt es nur im letzteren Fall, wenn zusätzlichγ > 1.3
ist. Allerdings sind die Winkel im unteren Teilgebiet teilweise auch deutlich größer als88◦. Eine star-
ke Dämpfung durch einen kleinen Spektralradius findet man im gewählten Ausschnitt nirgends, stets ist
%(M(∞)) > 0.83. Für γ = 0.85 undγ = 1.45 betrachten wir Querschnitte in Abbildung3.7. Für γ = 0.85
haben wir zwei M̈oglichkeiten, den Knotenc1 zu wählen: in[−2, 0] oder in[2.3, 2.4], Teilbild (a). Die er-
ste Wahl erscheint zunächst wesentlich g̈unstiger, liegt sie doch weit entfernt von der Singularität in (3.9).
Tats̈achlich haben wir gar keine Wahl: durch die Superkonvergenzbedingung (3.9) erhalten wir stets einen
Knoten im ersten und einem im zweiten Intervall.
Wir wählen schließlichγ = 0.85 c1 = −1 und erhalten

γ = 0.85, c1 = −1, c2 = 2.34246575, α = 88.4◦, |C5| = 0.27428 (PTSW3A).

Für γ = 1.45 erhalten wir ein L-stabiles Verfahren mit

γ = 1.45, c1 = 2.32842724 c2 = 2.94999281, α = 90◦, |C5| = 0.

Das zweite Verfahren haben wir so konstruiert, daß auch die FehlerkonstanteC5 verschwindet (und alle Pa-
rameter allein durch die Wahl vonγ festgelegt sind). Trotzdem war es bei praktischen Rechnungen weniger
genau als PTSW3A.
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(a)

γ = 0.5 γ = 0.75 γ = 1 γ = 1.25 γ = 1.5

(b)

Abbildung 3.5: Spektralradius (a) undα-Winkel (b) für dreistufige steifgenaue Verfahren in Abhängig-
keit von c1, c2 ∈ [−3, 3]2 für fest geẅahltesγ. Wir verwenden als Niveauhöhenl = 1, 0.95, 0.8, 0.4 für
%(M(∞)) bzw. l = 90◦, 89◦, 85◦, 80◦, 70◦ für α. Wir erhalten%(M(∞)) < 0.5 nur für γ = 0.5 und
α = 90◦ abγ ≥ 0.75.

(a)%, l = 1, 0.97, 0.95, 0.9, 0.85 (b)C5, l = 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.01 (c) α, l = 90◦, 89◦, 85◦, 70◦

Abbildung 3.6: Ergebnis f̈ur dreistufige steifgenaue Verfahren mit B(4) für σ = 1 in Abhängigkeit von
x = γ ∈ [0, 2] undy = c1 ∈ [−3, 3].
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ρ(M(∞)), γ=0.85
ρ(M(∞)), γ=1.45

(b)

0
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-3 -2 -1 0 1 2 3
c1

C5, γ=0.85
C5, γ=1.45

(c)
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20
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80

-3 -2 -1 0 1 2 3
c1

L(α)-Winkel, γ=0.85
L(α)-Winkel, γ=1.45

Abbildung 3.7: Spektralradius%(M(∞), FehlerkonstanteC5 und skalierterα-Winkel für dreistufige steif-
genaue PTSW-Verfahren mit B(3) für σ = 1 für γ = 0.85 undγ = 1.45.
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3.3.5 Vierstufige L(α)-stabile Verfahren

Wir fordern B(5) f̈ur σ = 1 und erhalten aus (3.8)

c3 = 1/5
−147 + 480 γ − 50 c1c2 + 85 c1 − 240 γc2 − 240 γc1 + 85 c2 + 120 γc1c2

10 c2 − 17 + 48 γ − 6 c1c2 − 24 γc2 − 24 γc1 + 10 c1 + 12 γc1c2
. (3.10)

Es bleiben drei freie Parameter:c1, c2 und γ. Wir variierenx = γ ∈ [0, 2] und y = c1 ∈ [−3, 3] und
zeichnen den minimalen Spektralradius für c2 = −3 + (6/2000)j, j = 0, . . . 2000 in Abbildung3.8.

(a)%(M(∞)), l = 1, 0.95, 0.9, 0.85 (b) %(M(∞)), l = 1, 0.95, 0.9, 0.85

Abbildung 3.8: Ergebnis f̈ur steifgenaue vierstufige PTSW-Verfahren mit B(5). Wir wählenx = γ ∈ [0, 2]
undy = c1 ∈ [−3, 3], variierenc2 = −3 + (6/2000) ∗ j, j = 1, . . . , 2000 und zeichnen das Minimum für
%(M(∞)) bez̈uglich c2. Im rechten Teilbild ber̈ucksichtigen wir bei dieser Minimierung ein Verfahren nur
dann, wenn|c3| < 4 gilt.

Es gibt, wenn wir zun̈achst das linke Bild betrachten, einen großen Parameterbereich, in dem das PTSW-
Verfahren stabil ist. Allerdings m̈ussen wir noch pr̈ufen, wie die jeweils zugeḧorigen Werte f̈ur c3 ausfallen.
Und hier finden wir leider nur sehr große Beträge (≈ 10 und mehr). Daher beschränken wir uns bei der
Minimierung bez̈uglich c2 im rechten Teilbild3.8 auf solche Werte, f̈ur die |c3| < 4 gilt. Der stabile Be-
reich ist nun erheblich kleiner und für die Forderung|c3| < 3.5 verschwindet er ganz. Die Hoffnung, ein
für praktische Rechnungen geeignetes vierstufiges Verfahren mit B(5) (für σ = 1) zu finden, muß daher
aufgegeben werden. Wenn wir zur Kontrolle z.B.γ = 1.5 fixieren und den Spektralradius in Abhängigkeit
von c1, c2 zeichnen, so sind die L(α)-stabilen Parameterbereiche kaum erkennbare dünne Linien in unmit-
telbarer Nachbarschaft zur Menge der Polstellen in (3.9) (nicht dargestellt). Ẅahlen wir ein Verfahren, wie
z.B.

γ = 1.5, c1 = −3.765, c2 = 2.191758991, c3 = 4.05, %(M(∞)) = 0.98, α = 84.5◦.

so ist es sehr empfindlich und für praktische Rechnungen nicht geeignet.
Verzichten wir auf die Forderung B(5), so haben wir vier Freiheitsgrade. Mit den Techniken dieses Ab-
schnitts k̈onnen wir sie nicht mehr erschöpfend diskutieren. Es ist aber möglich, PTSW4C lokal zu ver-
bessern. Die FehlerkonstanteC5 können wir nicht zum Verschwinden bringen, aber nach einigem Suchen
wenigstens gegenüber PTSW4C etwas verringern. Wir verwenden für die numerischen Tests das folgende
Verfahren:

γ = 4/5, c1 = −1, c2 = −1/2, c3 = 4, c4 = 1, α = 87.9◦, |C5| = 0.22 (PTSW4A).
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3.3.6 Zweistufige A(α)-stabile Verfahren

Es gibt drei freie Parameter:c1, c2 undγ zur Optimierung. Mit der Bedingung B(3) eliminieren wirc2 =
1
3 (−2 + 3c1)/(−1 + 2c1) und erhalten Abbildung3.9. A(α)-stabile Bereiche gibt es in der Nähe der Sin-
gulariẗat c1 = 1/2. Für γ < 0.8 ergeben sich Knotenc1 = 1/2 + ε, c2 ≈ −1 und für γ > 0.8 Knoten
c1 = 1/2 − ε und c2 ∈ [0.6, 3]. A-stabile Verfahren gibt es nur für γ > 0.8, Teilbild (c). Im gesamten
Ausschnitt ist%(M(∞)) stets gr̈oßer als0.6.
Für γ = 0.48 wählen wir das Verfahren

c1 = 5/9, c2 = −1, γ = 0.48, % = 0.6796, α = 81.1◦ (PTSW2C).

Eine zweite Variante, bei der auch die FehlerkonstanteC4 verschwindet, erhalten wir z.B. für γ = 1.2 mit
der Wahl:

c1, c2 als Nullstellen vonϕ(x) = 203/282− 99/47x+ x2, γ = 1.2, %(M(∞)) = 0.9438, α = 87.7◦.

Bei numerischen Tests war PTSW2C deutlich effizienter als das obige Verfahren mitγ = 1.2.

(a)%(M(∞))
l = 1, 0.9, 0.75

(b) |C4|
l = 1, 0.5, 0.1, 0.01

(c) α
l = 90◦, 89◦, 85◦, 80◦, 60◦

Abbildung 3.9: Ergebnis f̈ur zweistufige Verfahren mitvT = 0 und B(3) mitx = γ ∈ [0, 2] undy = c1 ∈
[−2, 2]. Mit c1 → 1/2 folgt c2 → ∞, daher die weiße Linie für y = c1 = 1/2. Wir wählen PTSW2C mit
c1 = 5/9, γ = 0.48.

3.3.7 Dreistufige A(α)-stabile Verfahren

Mit der Bedingung B(4) eliminieren wir den Knotenc3 und erhalten

c3 = 1/2
3− 4 c1 + 6 c1c2 − 4 c2
6 c1c2 − 3 c1 + 2− 3 c2

. (3.11)

Es bleiben drei Parameter für die Optimierung:c1, c2 undγ. Wir stellen den Spektralradius%(M(∞)) in
Abhängigkeit vonx = γ undy = c1 dar, Abbildung3.10. Wir zeichnen f̈ur jeden Bildpunkt das Minimum
bez̈uglich c2 mit c2 = −3 + (6/400)j, j = 0, . . . , 400 (Teilbild (a)), bzw.c2 = −3 + (6/5000)j, j =
0, . . . , 5000 (Teilbild (b)). Es gibt A(α)-stabile Verfahren mitγ > 0.4. Im gesamten Ausschnitt ist der
Spektralradius stets größer0.6. Der starke Unterschied zwischen beiden Teilbildern macht deutlich, wie
empfindlich die Wahl der Knoten ist. Wir fixieren nunγ = 1. Dann k̈onnen wir%(M(∞)) und α als
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Funktion von den Knotenc1 und c2 berechnen, Abbildung3.11. Die feine dunkle Linie befindet sich in
unmittelbarer Umgebung der Singularität in (3.11). Zwei Knoten m̈ussen wir aus diesem schmalen Band
wählen. Der dritte Knoten hat dann zwangsläufig einen großen Betrag. Wir entscheiden uns für die folgende
Wahl der freien Parameter:

γ = 1, c1 = −0.96, c2 ≈ 0.52766, c3 = 3.28, α = 87.3◦, %(M(∞)) = 0.93, (PTSW3C).

(a)%(M(∞)) (b) %(M(∞))

Abbildung 3.10: Ergebnis für dreistufige Verfahren mitvT = 0 und B(4). Wir ẅahlenx = γ ∈ [0, 2]
und y = c1 ∈ [−3, 3], variieren in Bild (a)c2 = −3 + (6/400)j, j = 0, . . . , 400 (a) bzw.c2 = −3 +
(6/5000)j, j = 0, . . . , 5000 in Bild (b) und zeichnen das Minimum für den Spektralradius bezüglich c2.
Wir verwenden die Niveauḧohenl = 1, 0.95, 0.9, 0.8, 0.6.

3.3.8 Vierstufige A(α)-stabile Verfahren

Wir haben insgesamt fünf Freiheitsgrade. Wenn wir B(5) fordern, bleiben noch vier. Weil das systematische
Durchsuchen des Parameterraumes nach stabilen Verfahren zu aufwendig wird,ändern wir die Konstrukti-
onsstrategie: wir versuchen die notwendige Bedingung%(M(∞)) < 1 zu erf̈ullen, indem wir die Koeffizi-
enten des charakteristischen Polynomsdet(λI −M(∞)) minimieren. Wir verwenden die Darstellung (3.3)
und erhalten damit ein lineares Quadratmittelproblem in den elementarsymmetrischen Polynomeϕi. Dieses
Problem ist leicht zu l̈osen und f̈uhrt uns schließlich auf das folgende Verfahren

γ = 0.7535833817, c1 = −3, 3397654896, c2 − 1.4870830356, c3 = 0.5362026478, c4 = 3.5569894699,

%(M(∞)) = 0.9262701231, α = 79.2◦.

Bei numerischen Tests mit diesen Parametern (vergleiche [37]) wurde die Konvergenz mit Ordnung fünf
numerisch bestätigt. Das Verfahren erwies sich jedoch als sehr empfindlich und findet daher in dieser Arbeit
keine weitere Ber̈ucksichtigung.

3.3.9 Zusammenfassung der Optimierungen

Ausgangspunkt f̈ur die Optimierungen war die Frage, ob wir die L(α)-stabilen Verfahren mit nilpotenter Sta-
bilit ätsmatrixM(∞) aus Satz3.1deutlich verbessern können. F̈ur eine Antwort ist es zweckm̈aßig folgende
drei F̈alle zu unterscheiden:
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(a)%(M(∞)) (b) α

Abbildung 3.11: Ergebnis für dreistufige Verfahren mitvT = 0 undB(4) und γ = 1. Wir wählen als
Niveauḧohenl = 1, 0.95, 0.9, 0.8, 0.6 für (a) bzw.l = 90◦, 89◦, 85◦, 80◦, 60◦ für (b).

(a) L(α)-stabile Verfahren mit%(M(∞)) < 0.5,

(b) L(α)-stabile Verfahren mit0.5 < %(M(∞)) < 1,

(c) A(α)-stabile Verfahren mit B(s+ 1).

Fall (a): Die Parameter m̈oglicher Verfahren mit%(M(∞)) < 0.5 liegen in enger Nachbarschaft zu de-
nen der nilpotenten Verfahren, wobei schon bei geringen Parameteränderungen der Spektralradius erheblich
vergr̈oßert wird. Qualitative Verbesserungen, wie z.B. das Erfüllen einer zus̈atzlichen Ordnungsbedingung
B(s + 1) sind nicht m̈oglich. Einziger Vorteil ẅare eine (geringf̈ugige) Verkleinerung der Hauptfehlerkon-
stanten. Die nilpotenten Verfahren aus Satz3.1sind also lokal kaum zu optimieren. Nur für s = 4 entwerfen
wir ein entsprechendes Verfahren (PTSW4A).

Fall (b): Wenn wir unsere Forderung an den Spektralradius relaxieren und nur%(M(∞)) < 1 verlangen,
können wir die Ordnungsbedingung B(s + 1) für konstante Schrittweiten erfüllen. F̈ur s = 2 und s = 3
finden wir aussichtsreiche PTSW-Verfahren (PTSW2A, PTSW3A mit%(M(∞)) .= 0.8799 bzw.

.= 0.9178).
L-Stabilität ist nur f̈ur γ > 0.73 möglich.

Fall (c): Hauptvorteil der A(α)-stabilen Verfahren mitvT = 0 ist, daß B(s+ 1) auch f̈ur variable Schritt-
weiten gilt. Uns gelingt es, für s = 2 unds = 3 eine geeignete Parameterwahl zu identifizieren (PTSW2C,
PTSW3C).

Generell gilt f̈ur diese Optimierungen, daß sie mit steigender Stufenzahl wesentlich schwieriger werden. Nur
für s ≤ 3 finden wir robuste PTSW-Verfahren, die B(s), C(s) undΓ(s) erfüllen. Die Forderung B(s + 1)
liefert eine rationale Funktion für einen Knotenci. Leider liegen die A(α)- bzw. L(α)-stabilen Verfahren,
die B(s+1) erfüllen, oft nur in unmittelbarer N̈ahe der zugeḧorigen Singulariẗat. Wir erhalten zwangsläufig
betragsgroße Einträge in den Koeffizientenci, aij undγij , wodurch die Verfahren sehr empfindlich werden.
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Es ist in einigen F̈allen m̈oglich, ḧohere Fehlerkonstanten zum Verschwinden zu bringen, nur sind dafür
große Werte f̈ur den Parameterγ nötig. Bei praktischen Rechnungen waren jedoch stets Verfahren mit
kleineremγ robuster und effizienter.
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3.4 Ausflug: Explizite Verfahren hoher Ordnung

Setzen wir in der Verfahrensvorschrift der PTSW-Verfahren (2.4) die Matrix Tm = 0 ein, so erhalten wir
explizite Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren (2.3) (EPTRK-Methoden), wie sie von Cong [19] vorgeschla-
gen wurden. Verwenden wir hierfür die PTSW-Verfahren der vorangehenden Abschnitte dieser Arbeit, so
sind die zugeordneten expliziten Verfahren wegen der schlechteren Genauigkeitseigenschaften nicht kon-
kurrenzf̈ahig zu den EPTRK-Methoden in [20] mit s = 5 unds = 8 Stufen. Die Wahl der Knotenci für die
EPTRK-Verfahren in [20] wurde in umfangreichen numerischen Tests optimiert. Es blieb offen, warum ge-
rade diese Knoten so günstig waren und ob weitere Verbesserungen möglich sein ẅurden. Dabei waren zwei
Richtungen interessant: eine Vergrößerung des Stabilitätsgebiets und eine Erhöhung der Genauigkeit. Unter
Verzicht auf Genauigkeit ließen sich die Stabilitätsgebiete dieser Verfahren vergrößern, Details findet man
in [36, 39, 42]. Hier möchten wir uns mit der zweiten Frage befassen, nämlich welche Knoten Verfahren mit
optimaler Genauigkeit liefern. Motiviert durch numerische Experimente mit PIRK-Verfahren konzentrieren
wir uns dabei auf den StufenfehlerX.
Wir betrachtens-stufige EPTRK-Verfahren (2.3) mit B(s + 2) und C(s). Der Vektor der Hauptstufenfehler
X ergibt sich als Residuum in C(s + 1). Unter Verwendung von Lemma2.2, den vereinfachenden Konsi-
stenzbedingungen (2.15) mit γ = 0, β = A undCs−11l = V0es erhalten wir die Darstellung

X =
[
Cs+1

s+ 1
−A(C − I)s

]
1l = V0[1/(s+ 1)F 2 − FD−1(PFP−1 − I)]es =: V0x. (3.12)

Durch die Struktur des globalen Fehlers konvergiert das EPTRK-Verfahren für konstante Schrittweiten mit
Ordnungs+ 2, falls die Bedingung

bTX = 0 (3.13)

erfüllt ist, [42]. Eine analoge Bedingung wurde in [21] f ür Zweischritt-Runge-Kutta-Nyströmverfahren for-
muliert. Ziel der folgenden̈Uberlegungen ist eine Minimierung des Stufenfehlers‖X‖2 für Verfahren der
Ordnungs + 2. Damit haben wir insgesamt vier Bedingungen an die Knotenci zu erf̈ullen: zwei Quadra-
turbedingungen B(s + 2), Gleichung (3.13) undXTX → min. Damit können wir f̈ur s = 4 ein eindeutig
bestimmtes Verfahren erhalten. Um dieses bestimmen zu können, formulieren wir unsere vier Bedingungen
als Ausdr̈ucke in den symmetrischen Koeffizientenϕi, i = 0, . . . , s− 1. Sei nuns = 4. Für die Quadratur-
bedingungen erhalten wir∫ 1

0

s∏
i=1

(x− ci) dx = ϕ0 +
1
2
ϕ1 +

1
3
ϕ2 +

1
4
ϕ3 +

1
5

= 0 (3.14)

∫ 1

0
x

s∏
i=1

(x− ci) dx =
1
2
ϕ0 +

1
3
ϕ1 +

1
4
ϕ2 +

1
5
ϕ3 +

1
6

= 0, (3.15)

aus Bedingung (3.13) wird mit (3.12) und B(s)

0 = bTX = 1lTD−1[1/(s+ 1)F 2 − FD−1(PFP−1 − I)]es. (3.16)

Für s = 4 erhalten wir daraus schließlich

−1/20ϕ0ϕ3 − 3/5ϕ0 − 1/40ϕ1ϕ3 + 5/3 + 1/10ϕ1 +
8
15
ϕ2 + ϕ3 −

1
60
ϕ3ϕ2 −

1
80
ϕ3

2 = 0. (3.17)

UmXTX in ϕ-Parametern zu schreiben, benötigen wir wegen

‖X‖2
2 = XTX = xTV T

0 V0x

eine Darstellung vonV T
0 V0, die das folgende Lemma liefert.
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Lemma 3.2. Gegeben sei die Vandermonde-MatrixV0 = [C01l, . . . , Cs−11l] zu den Knotenci mit C :=
diag(c1, . . . , cs). Dann gilt

V T
0 V0 =


1lTV0

1lTV0F
...

1lTV0F
s−1

 , (3.18)

wobeiF die Frobeniusmatrix zum Knotenpolynomϕ(x) aus Lemma2.2 ist. Weiter ist

1lTV0 =
s∑
i=1

eTi F
i−1. (3.19)

Beweis.Mit obigen Voraussetzungen giltCV0 = V0F nach Lemma2.2. Rekursives Anwenden liefert
(3.18). Für den zweiten Teil der Behauptung nutzen wir die BeziehungCi = V0F

iV −1
0 . Damit ist Gleichung

(3.19) äquivalent zu

1lT =
s∑
i=1

eTi V
−1
0 Ci−1 (3.20)

Wir überpr̈ufen (3.20) komponentenweise. Für denj-ten Eintrag erhalten wir

s∑
i=1

eTi V
−1
0 Ci−1ej =

s∑
i=1

eTi c
i−1
j V −1

0 ej = eTj V0V
−1
0 ej = 1,

und damit f̈ur j = 1, . . . , s die Behauptung.

Mit Hilfe des Lemmas3.2können wir nun Ausdr̈ucke der Form
∑s

i=1 c
l
i in ϕ-Parametern ausdrücken, z.B.

ist c41 + c42 + c43 + c44 + c45 = −4ϕ1 + 4ϕ2ϕ4 + 2ϕ3
2 − 4ϕ3ϕ4

2 + ϕ4
4.

Für s = 4 errechnen wir mit Hilfe des Lemmas3.2 und der Definition (3.12) eine Darstellung des Stufen-
fehlersXTX in ϕ-Parametern. Substituieren wir mit Hilfe von (3.14), (3.15) und (3.17) dieϕ1, ϕ2 undϕ3

in dieser Darstellung, so ergibt sich schließlich der Stufenfehler als Polynom inϕ0

‖X‖2
2 =

319603072
36905625

− 83603182
2460375

ϕ0 +
61357147
1093500

ϕ0
2 +

5813179
145800

ϕ0
3 +

1843733
12960

ϕ0
4+

1286296
2025

ϕ0
5 +

215365
72

ϕ0
6 +

109375
18

ϕ0
7 − 190625

24
ϕ0

8 − 78125
3

ϕ0
9 +

390625
16

ϕ0
10. (3.21)

Die einzige reelle Nullstelle vond‖X‖
2
2

dϕ0
und damit die Minimalstelle der konvexen Funktion istϕ0 =

0.1775140422832315. Die Knoten des resultierenden Verfahrens sind in Tabelle3.2 dargestellt. Numeri-
sche Ergebnisse findet man in [42]. Weil sich die Rechenschritte in diesem Abschnitt nur mit großem Auf-
wand manuell verifizieren lassen, haben wir im Anhang der Arbeit im AbschnittA.2 ein Maple Arbeitsblatt
entworfen, das s̈amtliche Rechenschritte enthält.

Bemerkung 3.7 (F̈unfstufige Verfahren). Für s = 5 erḧalt man bei analogem Vorgehen bereits ein Poly-
nom in zwei Variablen f̈ur XTX. Unangenehmerweise werden die Knotenci komplex f̈ur die zugeḧorige
Minimalstelle. Eine gute Wahl wurde numerisch gefunden, siehe Tabelle3.2. ♦

Die zugeḧorigen Stabiliẗatsgebiete sind in Abbildung3.12dargestellt.
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Tabelle 3.2: Explizite Verfahren der Ordnungs+ 2 mit minimalem Stufenfehler.
EPTRK4
s = 4
c1 = 0.148960811390650239541183885367859859625
c2 = 0.651935327397477081941735638798953006147
c3 = 1.117237176939251192162340654444995690057
c4 = 1.636103562355446145934158883001507658459
EPTRK5
s = 5
c1 = .1372161039468958967167641366400841811395
c2 = .6287527863625233860656499249561539457089
c3 = 1.328702131486915913990354738520156317204
c4 = 1.425455786655129247286147389110375733875
c5 = 1.620203548691392698798226667916086964930
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-0.2

-0.1

0

0.1

0.2
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0.4

0.5

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0

EPTRK4
EPTRK5

Abbildung 3.12: Stabiliẗatsgebiete f̈ur die expliziten Verfahren.
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4 Implementierung von PTSW-Verfahren

4.1 Einleitung

Als ein Vorteil von sequentiellen W-Methoden gilt deren relativ einfache Implementierung. Im Gegensatz
zu impliziten Runge-Kutta-Verfahren gibt es keine Iteration, deren Konvergenz abgesichert werden muß.
Dadurch sind die W-Methoden robust und effizient, besonders auch für geringe Genauigkeitsanforderungen.
Die Implementierung einer PTSW-Methode (2.4) wird durch den Zweischritt-Charakter schwieriger: wir
ben̈otigen Startwerte f̈ur den ersten Schritt, und bei Schrittweitenwechsel müssen die Verfahrenskoeffizien-
ten neu bestimmt werden. Der Aufwand für diese Neuberechnung ist, schon bei moderater Dimension des
Differentialgleichungssystems, vernachlässigbar gering; jedoch reagieren die PTSW-Verfahren empfindlich
bei ḧaufigen Schrittweitenwechseln. Mit einer angepaßten Heuristik versuchen wir deshalb, die Schrittweite
möglichstüber mehrere Zeitschritte konstant zu halten.
Das Generieren und Lösen der Stufengleichungssysteme unterscheidet sich, abgesehen von der Möglich-
keit zur Parallelisierung, nicht von der Situation bei W-Methoden. Damit sind Standardtechniken, z.B. zur
Approximation der Jacobimatrix oder zur Schätzung des lokalen Integrationsfehlers mit Hilfe von eingebet-
teten Verfahren, auf den PTSW-Fallübertragbar. F̈ur große Differentialgleichungssysteme diskutieren wir
die Lösung der Gleichungssysteme durch Krylovapproximation.
Aus der Konvergenzuntersuchung für singul̈ar gesẗorte Probleme [54] folgt die Konvergenz der PTSW-
Methoden f̈ur semi-explizite DAEs vom Index 1. Wir beschreiben die Implementierung für DAEs der Form
Gy′ = f(t, y). Dabeiändern sich, verglichen mit dem ODE-Fall, nicht nur die Stufengleichungssysteme,
sondern auch die Berechnungen für die Startwertek0,i.
Wir implementieren die PTSW-Verfahren in FORTRAN-77. Für die Parallelisierung setzen wir sogenannte
shared-memory Compiler-Direktiven ein.

4.2 Auswahl der Verfahren

Um nicht dieÜbersicht zu verlieren, beschränken wir uns in dieser Arbeit bei der Implementierung und
bei den numerischen Tests auf die in Tabelle4.1 dargestellten PTSW-Verfahren. Dabei haben wir (nach
umfangreichen Tests), die (hoffentlich) effizientesten ausgewählt. S̈amtliche Verfahren erfüllen B(s), C(s),
Γ(s), haben also mindestens Ordnungs und sind bereits durch die Angabe der Knotenci undγ, durch die
Steifgenauigkeit (2.22) oder durch die WahlvT = 0 und durch die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
(2.7) bestimmt. Gilt B(s+ 1) nur für konstante Schrittweiten, so schreiben wir B∗(s+ 1). Zur Bezeichnung
der Methoden verwenden wir folgendes Schema:

• PTSWsA: L(α)-stabile steifgenaue Verfahren mit0 < %(M(∞)) < 1. Für PTSW2A und PTSW3A
gilt B∗(s+ 1).

• PTSWsB: L(α)-stabile steifgenaue Verfahren mit%(M(∞)) = 0, konstruiert nach Satz3.1.

• PTSWsC: PTSW2C und PTSW3C sind A(α)-stabil mit B(s + 1) und vT = 0. PTSW4C ist L(α)-
stabil, steifgenau und erfüllt %(M(∞)) = 0.

Uns interessiert bei der getroffenen Auswahl vor allem, wie sich die unterschiedlichen Forderungen nach
Nilpotenz der StabiliẗatsmatrixM(∞), Steifgenauigkeit oder SuperkonvergenzB(s+ 1) für s = 2, 3 und4
auswirken.
Verfahren mits = 5 und s = 6 wurden auch getestet. Obwohl sich die erwartete Ordnung numerisch
zeigte und sie stabil waren, waren sie sehr empfindlich bei Schrittweitenwechseln und erwiesen sich in der
getesteten Implementierung als nicht konkurrenzfähig.
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Bemerkung 4.1. Bei den PTSW-Verfahren aus Tabelle4.1liegen einige Knotenci außerhalb des Intervalls
[0, 1]. Ist cmax =

s
max
i=1

ci > 1 , so setzen wir die Existenz einer eindeutig bestimmten Lösung f̈ur das

Differentialgleichungssystem (2.1) bis zum Zeitpunktt = te + hNStep(cmax− 1) voraus. Man beachte, daß
wir im Gegensatz dazu durch die spezielle Wahl der Startprozedur keine zusätzlichen Annahmen benötigen,

falls cmin =
s

min
i=1

ci < 0 ist. ♦

Tabelle 4.1:Übersicht der implementierten PTSW-Verfahren.

s Name Stabiliẗat, Extras |Cp+1| γ Knotenci %(M(∞))

2 PTSW2A L(90), B∗(s+ 1) |C4| ≈ 0.18 4/5 23/9
1

0.8799

2 PTSW2B L(90),%(M∞) = 0 |C3| ≈ 0.25 0.63397459 −0.46410161
0.63397459
1

0

2 PTSW2C A(81.1), B(s+ 1) |C4| ≈ 0.12 0.48 −1
5/9

0.6796

3 PTSW3A L(88.4), B∗(s+ 1) |C5| ≈ 0.27 0.85 −1
2.34246575
1

0.9178

3 PTSW3B L(84.8), %(M∞) = 0 |C4| ≈ 0.19 0.51554560 −2.02539286
−0.33469671
1

0

3 PTSW3C A(87.3), B(s+ 1) |C5| ≈ 0.39 1 -0.96
0.52766970
3.28

0.9366

4 PTSW4A L(87.9) |C5| ≈ 0.22 4/5 −1
−1/2
4
1

0.8844

4 PTSW4B L(68.5), %(M∞) = 0 |C5| ≈ 0.17 0.45645866 −3.32526780
−2.10534506
−0.26604845
1

0

4 PTSW4C L(89.9), %(M∞) = 0 |C5| ≈ 0.53 0.87242087 −2.74944216
−0.70716296
4.41533918
1

0

4.3 Der Startschritt

Die Berechnung des Startschrittes ist im Prinzip nicht schwierig, man integriert mit einem Standardintegra-
tor solange, bis gen̈ugend viele Startdateny(t) undy′(t) an den ben̈otigten Zeitpunkten erzeugt sind. Wir
verwenden folgenden Algorithmus:
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Gegeben seit0, h0, u0 = y(t0) sowieu′0 = y′(t0),
gesuchtt1 ≥ t0 undu1 ≈ y(t1) undk0,i ≈ y′(t1 + (ci − 1)h0)

1) Wir sortieren die KnotenmengeT = {c1 − 1, . . . , cs − 1, 0}.
T entḧalt #T (= s, oders+ 1) verschiedene Elemente.
BezeichneT1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ T#T diese Knoten.

2) Setzet1 := t0 − h0T1

3) For i = 1, . . . ,#T
4) integriere ODE bist = t0 + h0(Ti − T1),

d.h. berechneuTi ≈ y(t0 + h0(Ti − T1)) undu′Ti
= f(t, uTi).

5) FallsTi = 0, setzeu1 := uTi

6) Falls f̈ur einj ∈ {1, . . . , s} Ti = cj − 1 ist, setzek0,j := u′Ti
.

7) Setzeh1 = h0 für den ersten PTSW-Integrationsschritt.

Algorithmus 4.1: Berechnung der Startwerte

Zur Kontrolle sieht man, daß die Integrationszeitpunkte in Zeile 4) gerade die gewünschten Wertet1 +
(ci − 1)h0 bzw. t1 annehmen. Die spezielle Wahl vont1 ist die kleinstm̈oglicheüberhaupt, wenn wir eine
(eventuell instabile) Integration in negative Zeitrichtung vermeiden wollen. Der Integrator ist beliebig, wir
setzen f̈ur Rechnungen mit LU-Zerlegung bei kleinen Problemen RADAU [31] und für Rechnungen mit
Krylovapproximation ROWMAP [53] ein. Auf den ersten Blick wirkt der Algorithmus etwas kompliziert,
weil wir nicht die Zeitpunktet1 + (ci − 1)h0, sondern die

”
relativen Zeitpunkte“Ti sortieren. Der Grund

dafür ist, daß wir die Zeitschrittweiteh0 dadurch sp̈ater z.B. in einer Anweisung

1b) h0 = te−t0
Nstep−T1

,

festlegen k̈onnen. Dies erm̈oglicht Rechnungen mit konstanter Schrittweiteh = h0, bei denen es (z.B. für
Ordnungstests) wichtig ist, den Integrationsendpunktte mit einer vorgegebenen SchrittzahlNstep genau zu
treffen. Denn dann ergibt sicht1 +Nsteph = t0 − [T1 −Nstep] te−t0

Nstep−T1
= te.

Bemerkung 4.2. Als Alternative zur obigen Startprozedur ist folgendes denkbar:

1. eine Anlaufrechnung mit sehr kleiner Anfangsschrittweiteh0 und den groben N̈aherungenk0,i = u′0,
u1 = u0,

2. die Verwendung eines Startintegrators mit stetiger Erweiterung,

3. ein Selbststart im Rahmen einer Ordnungssteuerung.

Die erste M̈oglichkeit ist zwar einfach, liefert aber ungenaue Startwerte bzw. zahlreiche Schrittvergrößerun-
gen und ist daher weniger interessant. Die anderen beiden versprechen einigen Effizienzvorteil und kommen
für eine

”
Endanwenderversion“ der PTSW-Implementierung in Betracht. Bei den Testbeispielen in dieser

Arbeit ist der Zeitaufwand des Startens jedoch vernachlässigbar gering und Algorithmus 4.1 ausreichend.♦

4.4 Lösung der Stufengleichungen

4.4.1 Vorbetrachtungen

In den Stufen der PTSW-Verfahren (2.4) sind lineare Gleichungssysteme zu lösen. Dabei k̈onnen die glei-
chen Techniken zur Implementierung wie bei sequentiellen, linear-impliziten Runge-Kutta-Verfahren (z.B.
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[49]) eingesetzt werden. Zunächst stellen wir die Stufengleichung etwas um

(I−hmγTm)xi = ri, mit ri = f(tm+hmci, Ymi)+
s∑
j=1

γij
γ
km−1,j undkmi = xi−

s∑
j=1

γij
γ
km−1,j , (4.1)

und sparen somit die Multiplikation mitTm auf der rechten Seite. Zur Abkürzung haben wir Variablen
xi = kmi +

∑s
j=1

γij

γ km−1,j und ri für die rechte Seite eingeführt (und dabei zugunsten derÜbersicht-
lichkeit auf den zus̈atzlichen Indexm verzichtet). F̈ur die (approximative) L̈osung der Stufen (4.1) haben
wir viele Möglichkeiten. Beẅahrt haben sich LU-Zerlegung, Krylovapproximation [46, 38] oder z.B. ap-
proximierende Matrixfaktorisierung [28]. Solange die berechnete Näherungsl̈osung als exakte L̈osung mit
einer gesẗorten MatrixTm,i ≈ Tm (undTm,i = O(1)) interpretiert werden kann, bleibt die Konvergenzord-
nung des Integrationsverfahrens erhalten (vgl. Bemerkung2.1). Wesentlichen Einfluß hat der Gleichungs-
systeml̈oser auf die Stabiliẗat des Integrationsverfahrens und (weniger gravierend) auch auf die Größe der
lokalen Fehlerkonstanten.

4.4.2 Lösung mit LU-Zerlegung

Bei kleinen Problemen oder bei Problemen mit geringer Bandbreite der Jacobimatrix lösen wir die linea-
ren Gleichungssysteme mit LU-Zerlegung. Die Jacobimatrix berechnen wir approximativ mit Differenzen-
Quotienten. Hat die Jacobimatrix Bandbreitemb so ben̈otigen wirmb + 1 Funktionsauswertung, nämlich
f(tm, um) und f(tm, um + εξl), l = 1, . . . ,mb, mit geeigneten Testvektorenξl aus Nullen und Ein-
sen (im Abstandmb). Die Eintr̈age der Jacobimatrix erhalten wir in den Differenzen-Quotientendql =
(f(tm, um + εξl) − f(tm, um))/ε. Diese Berechnung läßt sich leicht parallelisieren. Entweder in einer
Schleife (links) oder in zweien (rechts):

Jacobimatrixberechnung, Variante 1
f0 = f(tm, um)
do parallell = 1, . . . ,mb

fl = f(tm, um + εξl)
dql = (fl − f0)/ε

end do

Jacobimatrixberechnung, Variante 2
x0 = 0
do parallell = 0, . . . ,mb

fl = f(tm, um + εξl)
end do
do parallell = 1, . . . ,mb

dql = (fl − f0)/ε
end do

Variante 1 ist von Vorteil, wennf0 bereits zur Verf̈ugung steht (z.B. durch die letzte Stufe im vorangegange-
nen Schrittf0 ≈ km−1,s), oder der Startaufwand für eine Parallelisierung hoch ist. Bei Variante 2 erwarten
wir (f ür teuresf und kleine Bandbreitemb) deutlich bessere Speedups, weil sämtlichemb + 1 Funktions-
auswertungen nun parallel ausgeführt werden k̈onnen. In unserer Implementierung entscheiden wir uns für
die Variante 1 bei der Berechnung vonTm.

Bemerkung 4.3. Eine interessante M̈oglichkeit zur Berechnung der Jacobimatrix bietet das automatische
Differenzieren. Aus dem Fortran-Quelltext der rechten Seite der Differentialgleichung erstellt z.B. ADIFOR
eine Unterroutine f̈ur die Jacobimatrix bzw. Jacobimatrix-Vektor-Produkte durch symbolisches Differenzie-
ren, z.B. [24]. Die generierten Unterroutinen sind i.a. etwas langsamer als handgeschriebene, bei eigenen
Messungen mit semidiskretisierten Diffusionsgleichungen war der Unterschied allerdings sehr gering. Z.B.
wird automatisches Differenzieren z.B. inDAEPACKverwendet (http://yoric.mit.edu/daepack/daepack.html).
♦
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Mit Tm bilden wir die Matrix(I−hmγTm). Für die anschließend benötigte LU-Zerlegung von(I−hmγTm)
verwenden wir die LAPACK-UnterprogrammeDGETRFbzw.DGBTRF(für Bandmatrizen). Obwohl wir auf
der verwendeten Testplattform (HP/Convex X-Class) vom Hersteller parallelisierte LAPACK-Routinen ver-
wenden, erweist sich die LU-Zerlegung, zumindest bei kleinen Problemen oder Problemen mit Bandstruk-
tur, als sequentieller Flaschenhals. Einähnliches Ergebnis erhielten wir auch auf einer Workstation Sun
Enterprise 420 unter Verwendung der parallelen SUN-Performance-Bibliothek. Auch Pulch [43] hat, bei
Verwendung von ScaLAPACK, trotz dichter Jacobimatrizen mit Dimension1000 × 1000, kaum Speedups
bei der LU-Zerlegung erzielen können.

Wichtig für die Effizienz der PTSW-Verfahren ist, daß die Jacobimatrix nicht in jedem Schritt neu berechnet
werden muß, sondern daß sie einige Zeitschritte lang wiederverwendet werden kann. Wir verwenden die
folgende, einfache Heuristik: Sei vorj Schritten die j̈ungste Jacobimatrix berechnet und zerlegt worden
Tm−j ≈ fy(tm−j , um−j). Dann verwenden wir diese auch im aktuellen Schritt, wenn∣∣∣∣hm − hm−j

hm−j

∣∣∣∣ ≤ 0.1, und j ≤ s

ist. Andernfalls berechnen und zerlegen wir eine neue Matrix(I − hmγTm).

4.4.3 Lösung mit Krylovverfahren

In den zur̈uckliegenden Jahren ist der Einsatz von Krylovunterraumtechniken in Zeitintegrationsverfahren
intensiv untersucht worden, z.B. [8, 9, 16, 45]. Dabei hat sich eine hervorragende Eignung für sehr große,
steife Probleme herausgestellt. Weil bei der Lösung der linearen Gleichungssysteme innerhalb des Integra-
tionsprozesses i.a. nur moderate Genauigkeiten erreicht werden müssen, gen̈ugen oft kleine Krylovdimen-
sionen. Bei einer sogenannten

”
matrixfreien Implementierung“, ohne explizite Erzeugung und Speicherung

der Jacobimatrix, sind die Speicherplatzanforderungen entsprechend gering. Durch adaptive, residuumkon-
trollierte Wahl der Krylovdimension erhält man eine automatische Steifheitserkennung: ist das Problem
nichtsteif, so bleibt die Dimension gering, und es wird fast explizit integriert. Erhöht sich die Steifheit, so
steigt auch die Krylovdimension und das Verfahren rechnet implizit. Z.B. wird in der Arbeit von Botchev
u.a. [6] allein aus einer Stabilitätsbedingung die notwendige Krylovdimension bestimmt.

Zur Lösung der Stufen (4.1) setzen wir bei den PTSW-Verfahren die Methode der vollständigen Orthogona-
lisierung [44] (fully orthogonalization method, FOM) ein. Wir generieren f̈ur jede Stufei einen Krylovraum
Ki zur JacobimatrixA = fy(tm, um)

Ki = span(ri, Ari, . . . Aκi−1ri) = span(ri, (I − hmγA)ri, . . . , (I − hmγA)κi−1ri), (4.2)

und bestimmenxi ∈ Ki durch die Orthogonalitätsbedingung

δi := [ri − (I − hmγA)xi] ⊥ Ki (4.3)

an das Residuumδi. Die verwendete Krylovdimensionκi wird so geẅahlt, daß f̈ur das Residuum‖δi‖2 <

KTOL für eine vorgegebene ToleranzKTOLgilt oder die Maximaldimensionκi = κmax = 50 erreicht ist.
Wir koppeln KTOL an die Toleranz der Schrittweitensteuerung mitKTOL = ATOL/hm. Eine effiziente
Bestimmung vonxi erlaubt der Arnoldi-Alorithmus, der die Berechnung der Jacobimatrix-Vektor-Produkte
mit einer Gram-Schmidt-Orthogonalisierung verbindet und so eine OrthogonalbasisQi zum Krylovraum
Ki generiert, d.h.Ki = span(q1, . . . , qκi). Wir können das Gesamtverfahren mit folgendem Lemma als
PTSW-Lösung mit der MatrixTmi = QiQ

T
i A interpretieren.
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Lemma 4.1. Seien die Spalten der MatrixQi eine Orthogonalbasis zum Krylovunterraum

Ki = span(ri, Ari, . . . Aκi−1ri).

Dann liegt die L̈osungxi des linearen Gleichungssystems

(I − hmγQiQ
T
i A)xi = ri (4.4)

im Krylovraum, d.h.xi = QiQ
T
i xi, und es gilt(4.3). Effektiv berechnen läßt sichxi durch L̈osung eines

linearen Gleichungssystems der Dimensionκi × κi, denn es gilt

xi = Qili, mit (I − hmγQ
T
i AQi)li = QTi ri. (4.5)

Beweis.Wegenxi = ri − hmγQiQ
T
i Axi = QiQ

T
i [ri − hmγAxi] liegt xi im KrylovraumKi. Und wegen

QTi [ri − (I − hmγA)xi] = QTi [(I − hmQiQ
T
i A)xi − (I − hmγA)xi] = 0

gilt Bedingung (4.3).
Setzen wirxi = QiQ

T
i xi undri = QiQ

T
i ri in Gleichung (4.4) ein, so erhalten wir durch Linksmultiplika-

tion mitQTi das System (4.5) für li = QTi xi.

Bei der Berechnung der OrthogonalbasisQi durch den Arnoldiprozeß hat die MatrixQTi AQi Hessenberg-
form. Durch Anwendung von Givens-Drehungen bringt man die Subdiagonale zum Verschwinden und erhält
eine QR-Zerlegung von(I − hmγQTi AQi). Während der sukzessiven Vergrößerung des Krylovraums kann
diese QR-Zerlegung einfach aktualisiert werden. Dies erlaubt auch eine effiziente Berechnung des aktuellen
Residuumsδi in jedem Krylovschritt. Eine ausführliche Beschreibung der Implementierung des Arnoldi-
prozesses gibt Saad [44].

Für den exponentiellen Krylovintegratorexp4 in der Arbeit von Hochbruck u.a. [33] werden die rechten
Seiten so transformiert, daß sie ‘klein’ sind, um rasche Konvergenz und damit niedrige Krylovdimensionen
zu erziehlen. Auch in (4.4) ist die rechte Seiteri klein, was zumindest bei nichtsteifen Problemen kleine
Krylovdimensionen erm̈oglicht.

Lemma 4.2. Für die rechte Seiteri in den Stufen(4.1) eines PTSW-Verfahrens(2.4), das die Voraussetzun-
gen von Satz2.8(a) erfüllt (C(q),B(p) undΓ(q) mit p ≥ q), gilt

ri = f(tm + hmci, Ymi) +
s∑
j=1

γij
γ
km−1,j = O(hq).

Beweis.Mit dem Konvergenzsatz2.8folgt

ri = f(tm + hmci, y(tm + cihm) +O(hq)) +
s∑
j=1

γij
γ
y′(tm + (cj − 1)hm−1) +O(hq)

= y′(tm + cihm) +
s∑
j=1

γij
γ
y′(tm + (cj − 1)hm−1) +O(hq)

und mitΓ(q)

= y′(tm + cihm)− y′(tm + cihm) +O(hq).
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Die im Arnoldi-Algorithmus ben̈otigten Jacobimatrix-Vektor-Produkte berechnen wir matrixfrei mittels
finiter Differenzen

Av = fy(tm, um)v =
1
ε

(f(tm, um + εv)− f(tm, um)) +O(ε‖v‖2), (4.6)

mit ε = 10−7 ∗max(10−5, ‖ 1√
n
um‖2). Den f̈ur alle Stufen ben̈otigten Funktionsaufruff(tm, um) müssen

wir in jedem Schritt vorab berechnen, was bei kleinen Krylovdimensionen den maximalen Speedup deut-
lich verringert. F̈ur solche Beispiele ẅaren bei steifgenauen Verfahren mitcs = 1 die Approximationen
f(tm, um) ≈ km−1,s, f(tm, um) ≈ f(Ym−1,s) zu diskutieren.

Bemerkung 4.4 (BiCGStab). Ein Nachteil der Methode der vollständigen Orthogonalisierung (FOM) ist
der mit der Krylovdimension quadratisch wachsende Orthogonalisierungsaufwand. Für bestimmte Proble-
me ist daher die BiCGStab-Iteration von van der Vorst [52] eine interessante Alternative. Wir haben zur
Lösung der Stufengleichungen bei den PTSW-Verfahren testweise BiCGStab eingesetzt (indem wir die
reverse-communicationRoutineBiCGSTABREVCOM.faus [1] eingebunden haben). Die Rechenzeiten für
die Testprobleme dieser Arbeit sind dabei, insbesondere für strengere Toleranzen, deutlich angestiegen. Der
ben̈otige Arbeitsspeicher war jedoch, wegen der kurzen Rekursion von BiCGStab, viel geringer als bei der
FOM-Implementierung. ♦

Bemerkung 4.5 (Vorkonditionierung). Um die Krylovdimension und damit den Aufwand zu reduzieren,
ist es m̈oglich Vorkonditionierungstechniken einzusetzen. SeiPm eine Approximation an die Jacobimatrix
A = fy(tm, um), für die eine Multiplikation mit dem VorkonditioniererB := (I − hmγPm)−1 leicht
berechenbar ist. F̈ur eine Linksvorkonditionierung m̈ußten wir das System

B(I − hmγA)xi = Bri

approximativ durch FOM mit dem KrylovraumKi

Ki = span
(
Bri, B(I − hmγA)ri, . . . , (B(I − hmγA))κi−1Bri

)
lösen. Einige Beispiele dafür, wie effektiv die Krylovdimension bei guter Vorkonditionierung reduziert wer-
den kann, finden sich in der Arbeit [40] zur Lösung von Reaktions-Diffusionsgleichungen mit dem Kry-
lovintegrator ROWMAP. ♦

4.5 Schrittweitensteuerung

Für eine Implementierung der PTSW-Verfahren mit variablen Schrittweiten benötigen wir ein Unterpro-
gramm, welches bei Schrittweitenwechsel neue PTSW-Koeffizienten gemäß den vereinfachenden Konsi-
stenzbedingungen (2.14) berechnet, eine Schätzung des lokalen Integrationsfehlers durch ein eingebettetes
Verfahren niedrigerer Ordnung und, darauf basierend, einen Schrittweitenvorschlag.
Die Neuberechnung der Koeffizienten erfordert zwei Multiplikationen vons × s Matrizen und das Ska-
lieren mit S = diag(1, σ, . . . , σs−1). Schon f̈ur moderate Dimension des Differentialgleichungssystems
ist der Aufwand hierf̈ur im Vergleich mit den̈ubrigen Operationen vernachlässigbar. Wie man ein solches
Unterprogramm automatisch mittels Maple generiert, zeigen wir im Anhang dieser Arbeit.
Um den lokalen FehlerErremb während der Integration abzuschätzen, verwenden wir, wiëublich (z.B.
[29]), ein eingebettetes Verfahren der Ordnungs− 1. Wir wählen als Gewichte für die Einbettung

bTe = 0.95bT und vTe = ((1lT + εeTs )SD−1 − bTe V0S)V −1
1 , (4.7)
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und haben dann ein vonσ unabḧangiges Residuum in B(s) (Gl. (2.7)) von ε := 0.1. Den lokalen Fehler
Errembmessen wir in einer gewichteten Norm

Erremb=

√√√√ 1
n

n∑
i=1

(
um+1,i − ũm+1,i

ATOL+ RTOL|um+1,i|

)2

, ũm+1 = um + hm

s∑
i=1

(be,ikm,i + ve,ikm−1,i),

mit vorgegebener absoluter und relativer Toleranz. Bei den numerischen Experimenten in dieser Arbeit
wählen wir stetsATOL = RTOL = 10−i, i = 2, . . . , 8. Aus dem lokalen FehlerErremb berechnen wir
einen Schrittweitenfaktor

σ∗ = min{2,max{0.5, Err−1/s

emb · 0.85}},

und aus diesem eine neue Schrittweiteh∗ mit

h∗ =


hm falls σ∗ > 1.05 und für einj ∈ {0, . . . , s− 1} ist σm−j > 1

hm falls σ∗ ∈ [0.95, 1.05]

hmσ
∗ sonst,

um ḧaufige Schrittweitenwechsel zu vermeiden. Wir akzeptieren den Schritt, fallsErremb kleiner oder
gleich eins ist und setzenhm+1 := h∗, σm+1 := hm+1/hm. Ist der gescḧatzte Fehler gr̈oßer, wiederholen
wir den Schritt mithm := h∗, σm := hm/hm−1. Wie man sieht, lassen wir ins aufeinanderfolgenden
Schritten nur maximal eine Vergrößerung zu. Durch das

”
Quasikonstanthalten“ werden die PTSW-Verfahren

robuster. Außerdem können wir alte LU-Zerlegungen wiederverwenden, vergleiche Abschnitt4.4.

Bemerkung 4.6 (Not a Number). Im Programm testen wir noch einen dritten Fall

if (Erremb 6= Erremb) thenhm := 1/2hm; reject step; end if.

Auf den ersten Blick erscheint diese Anweisungüberfl̈ussig, doch bei IEEE-konformer Implementierung der
Fließkommaarithmetik wird sie dann ausgeführt, wennErrembeine

”
Nicht-Zahl“ (not a number, NaN) ist.

Treten in einem Zeitschritt illegale Operationen auf (Exponentenüberl̈aufe, Divisionen durch Null, etwa weil
das lineare Gleichungssystem singulär ist, oderf(t, u) außerhalb des Definitionsbereichs ausgewertet wird),
so reagieren wir angemessen: mit Schrittweitenreduktion und Wiederholung des Zeitschritts und verhindern
damit ein

”
Festlaufen“ des Integrators mithm+1 = NaN. ♦

4.6 Anwendung auf differential-algebraische Systeme

Wir betrachten ein differential-algebraisches Anfangswertproblem in der Form

Gy′ = f(t, y), y(t0) = y0 (4.8)

mit einer konstanten MatrixG ∈ Rn,n und konsistenten Anfangswerten. Eine für dieses Problem geeignete
Formulierung der PTSW-Verfahren liefert der sogenannte

”
direkte Weg“ [30]: wir nehmen zun̈achst an,G

sei regul̈ar, erhalten analog zu Gleichung (4.1) die Stufengleichung

(I − hmG
−1γTm)(kmi +

s∑
j=1

γij
γ
km−1,j) = G−1f(tm + hmci, Ymi) +

s∑
j=1

γij
γ
km−1,j ,

oder,äquivalent dazu,

(G− hmγTm)(kmi +
s∑
j=1

γij
γ
km−1,j) = f(tm + hmci, Ymi) +G

s∑
j=1

γij
γ
km−1,j . (4.9)
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In dieser Darstellung (4.9) können wir uns von der Regularität vonG lösen. Obwohl das lineare Glei-
chungssystem (4.9) prinzipiell auch mittels Krylovapproximation gelöst werden k̈onnte, was f̈ur große DAE-
Systeme attraktiv erscheint und eine interessante Aufgabe für weitere Untersuchungen der PTSW-Verfahren
ist, möchten wir uns hier bei der Implementierung nur auf LU-Zerlegungen beschränken. Aus der Analyse
für singul̈ar gesẗorte Probleme [54] folgt die Konvergenz f̈ur Probleme vom Index 1 in semi-expliziter Form.
Eine eingehende theoretische Untersuchung der PTSW-Verfahren für Probleme von ḧoherem Index bleibt
offen. Bei der Bestimmung der numerischen Ordnung für Testprobleme mit Index 2 und 3 zeigte sich jedoch
keine Ordnungsreduktion in den differentiellen Komponenten [41].
Schwierigkeiten bereitet der Start, weil die Approximationen an die Ableitung der Lösung f̈ur die Stufenwer-
tek0,i (im Startalgorithmus in Schritt 4) weder durch einfachef -Auswertung, noch als R̈uckgabeparameter
der Integration, beispielsweise in RADAU, gewonnen werden können. Allerdings werden in RADAU (vgl.
[30], S. 118) intern transformierte StufenZradau= (zT1 , . . . , z

T
s )T berechnet, die die benötigte Information

enthalten. Es ist
Zradau= hradau(Aradau⊗ I)Kradau, (4.10)

d.h., wir finden wegencs,radau= 1 unsere geẅunsche N̈aherungu′Ti
= ks,radaumit

ks,radau=
1

hradau
(eTs A

−1
radau−1 ⊗ I)Zradau (4.11)

In unserer Implementierung der PTSW-Verfahren für DAEs verwenden wir RADAU ohne Ordnungssteue-
rung, mit 3 Stufen (iwork (11)=iwork (12)=3), extrahieren die internen StufenZradauaus dem̈ubergebenen

Arbeitsfeldwork und multiplizieren sie mit dem VektoreTs A
−1
radau,3 =

(
−1 + 8/3

√
6, −1− 8/3

√
6, 5

)
.

4.7 Programmierung und Parallelisierung

4.7.1 Einleitung

Bei der Programmierung von Zeitintegrationsverfahren haben sichüber die Jahre gewisse Standardtechni-
ken etabliert, von denen wir auch Gebrauch machen werden. Als gute Vorlagen gelten beispielsweise die
Fortran-Codes RADAU und RODAS von Hairer und Wanner [30] und die VODE-Familie (VODE, VODPK,
PVODE) von Hindmarsh, Brown, u.a., z.B. [7]. Wir orientieren uns bei der Programmierung der PTSW-
Codesptsw.f (LU-Zerlegung, DAEs) undptswk.f (Krylovapproximation) an diesen Standards und
beschreiben hier einige Besonderheiten der PTSW-Verfahren. Wir verwenden FORTRAN-77. Die anwen-
dungsbereiten Codes können vom Autor bei Bedarf angefordert werden.

4.7.2 Nutzerschnittstelle

Die Schnittstelle f̈ur den Nutzer vonptsw.f undptswk.f besteht aus einer Subroutine der Form

subroutine ptswk (n,f,t,u,uprime,h,te,rtol,atol,

$ work,lwork,iwork,liwork,mf,rpar,ipar,info)

implicit none

integer n,lwork,liwork,iwork(liwork),ipar(*),info

real*8 t,u(n),uprime(n),h,te,rtol,atol,work(lwork),rpar(*)

external f

character (len=*) mf

zur Integration. Außer Anfangswerten und einigen Steuerparametern wird lediglich eine Funktionf mit
folgender Deklaration
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subroutine f(n,t,u,uprime,rpar,ipar)

für die rechte Seite der Differentialgleichung (2.1) ben̈otigt. Die Felderrpar und ipar werden im Inte-
grator nicht verwendet und können, z.B. zur Parameterübergabe anf , vom Nutzer selbst verwaltet werden.
Zur Übergabe von zusätzlichen Optionen und zur Integrationsstatistik dienen die ersten Einträge der Fel-
der work und iwork . Eine detaillierte Dokumentation der vollständigen Schnittstelle ist in den Fortran-
Quelltextenptsw.f undptswk.f als Kommentar enthalten.

4.7.3 Speicherverwaltung

Durch die statische Speicherverwaltung von FORTRAN-77 müssen s̈amtliche Vektoren und Matrizen der
Dimensionn im Arbeitsfeldwork abgelegt werden, auch wenn sie nur temporär ben̈otigt werden. Der Inte-
grator berechnet zunächst f̈ur jeden Vektor einen Startindexp im work -Feld. Mitwork (p−1+i) kann dann
auf diei-te Komponente zugegriffen werden. Diese, insbesondere bei mehrdimensionalen Daten, umständli-
che Manipulation, kann durch die Vergabe von Aliasnamen in einer inneren Subroutine mit entsprechenden
Übergabeparameter wesentlich vereinfacht werden. Es ergibt sich folgende Programmstruktur,

subroutine ptswk(...)

integer p_k,p_gmat

....

p_gmat= ...

p_k=p_gmat + sizeof_gmat

...

call ptswkcore &

& (..,work(p_gmat),work(p_k),..)

end

subroutine ptswkcore(...,gmat,k,...)

integer ldgmat,n,s

real*8 gmat(n,ldgmat),k(n,s,2)

...

gmat(i,j) = ...

! Neue Stufen:

k(l,i,flag)=... k(l,i,3-flag)

...

end

wobei im
”
Core“-Integrator auf die Daten in der gewohnten Weise zugegriffen werden kann. Das Feld

k(n,s,2) entḧalt übrigens die StufenKm undKm−1. Um Kopieraufwand beim n̈achsten Zeitschritt zu
sparen, wird der Zugriffsindexflag ∈ {1, 2} in einer Anweisung der Formflag=3-flag gespiegelt. F̈ur
lokale, tempor̈are Vektoren in den parallelen Stufen benötigen wirs-fache Kopien, z.B.tmp(len,s) , weil
bei der Parallelisierung wegen der statischen Speichervergabe keine Vektoren privatisiert werden können
(siehe unten). Der Zugriff auf die jeweilige Kopie der Längelen erfolgt mit Stufenindexi, alsotmp(1,i) .

4.7.4 Parallelisierung

Weil wir Rechner mit gemeinsamem Speicher betrachten, ist die Parallelisierung der PTSW-Verfahren ein-
fach. Arbeitsmittel sind Direktiven in Form von Fortran-Kommentaren für parallelisierende Compiler. Ein
sequentieller Standardcompiler ignoriert diese Direktiven, so daß nur ein Quelltext (für parallele und se-
quentielle Kompilierung) erstellt werden muß. Leider unterscheiden sich Syntax und Semantik der von
verschiedenen Herstellern (wie Sun, Cray oder Hewlett-Packard/Convex) entwickelten Compilererweite-
rungen, obwohl einëahnliche Funktionaliẗat implementiert wird. Abhilfe schafft der im Oktober 1997 ver-
abschiedete Standard OpenMP 1.0 (http://www.openmp.org, im November 2000 OpenMP 2.0), der jedoch
auf der Testplattform dieser Arbeit (Convex X-Class) nicht verfügbar ist.
Wir haben in unsere Codesptsw.f und ptswk.f die herstellerspezifischen CPS-Direktiven (von Con-
vex/HP) und standardisierte OpenMP-Direktiven integriert und erläutern hier die Parallelisierung der Stufen
von ptswk.f mittels OpenMP. Im Quelltext genügt eine einzige OpenMP-Direktive, hier dargestellt in
Fortran mit Pseudocode,

44



!omp parallel do private (j) shared (f)

do i=1,s

Ymi = um +
∑s

j=1 aijkm−1,j

rechte Seiteri = f(tm + cihm, Ymi) +
∑s

j=1
γij

γ km−1,j

Krylovl ösungxi = FOM(ri, um, tm, f, tmp(1, i))
neue Stufenkmi = xi −

∑s
j=1

γij

γ km−1,j

end do

!omp end parallel do

um die zu parallelisierende Schleife für den Compiler zu markieren. Jeder Thread arbeitet mit einer
”
privaten

Kopie“ der inneren Variablenj, gekennzeichnet für den Compiler durchprivate(j) . Die shared -
Anweisung ist weniger plausibel. Alle Threads benötigen die gleiche Subroutinef zur Berechnung der
rechten Seite der Differentialgleichung, und wir müssen das explizit angeben, weilf nur eine Referenz
(vom Typexternal ) und nicht die Subroutine selbst ist.
Bei Vektorvariablen haben wir beim Programmdesign darauf geachtet, daß es nicht zu Kollisionen zwi-
schen den Threads kommt (z.B. durchtmp(1,i) ). Bei skalaren Variablen (wiej) innerhalb der Schleife
können wirprivate einsetzen. Probleme bereiten jedoch die lokalen Variablen inf und inFOM, wenn sie
(FORTRAN-77-typisch) global und statisch vom Compiler angelegt werden. Deshalb bieten OpenMP-fähi-
geÜbersetzer eine Option (z.B.-stackvar ) an, Daten nicht global, sondern auf einem (Thread-eigenen)
Stack anzulegen. Verwenden wir größere Felder, so ist die vorgegebene Stackgröße schnell zu klein und
somit Ursache von rätselhaften, kaum zu lokalisierenden Programmabstürzen. F̈ur eine erfolgreiche Par-
allelisierung m̈ussen wir daher i.a. die Stackgröße erḧohen. Die Anzahl der Threads für eine Program-
mausf̈uhrung wird durch die UmgebungsvariableOMP_NUM_THREADSfestgelegt. Als Referenzbeispiel
geben wir hier die notwendigen Kommandos für eine OpenMP-Parallelisierung vonptswk.f auf einem
SUN-Fire-Server unter Solaris 8 zum Kompilieren und Ausführen an:

$ f90 -o ptswk -fast -openmp -noautopar \

$ -stackvar driver.f bsp.f ptswk.f -lsunperf_mt

$

$ ulimit -s unlimited

$ export STACKSIZE=65535

$ export OMP_NUM_THREADS=4 # Anzahl Threads

$ ./ptswk # Programm starten!

Für weitere Beispiele, auch für die Convex X-Class, verweisen wir auf dasMakefile in der PTSW-
Software sowie auf die System- und Compilerdokumentation des jeweiligen Herstellers.

Bemerkung 4.7 (Automatische Felder in Fortran 90, synchrone Caches).Wie oben erl̈autert ist, arbei-
ten parallele Threads in unseren Codesptsw.f undptswk.f mit globalen Feldern. Konflikte zwischen
den Threads treten nicht auf, weil Threads nur in eigenen Bereichen Einträgeändern. Die Analyse eines
Compilers kann diese Kollisionsfreiheit nicht feststellen, deshalb versagt die automatische Parallelisierung
und helfende Direktiven sind notwendig. Würden wir, z.B. mit automatischen Feldern in Fortran 90, lokale
Felder anstelle der globalen verwenden, so wären die Threads deutlich besser getrennt, und der Compi-
ler hätte mehr Optimierungsm̈oglichkeiten. Z.B. k̈onnte ein aufwendiges Cache-Synchronisieren zwischen
den Prozessoren entfallen. Leider konnten bei entsprechenden Untersuchungen auf der Testplattform keine
Geschwindigkeitsvorteile gemessen werden, weil die automatischen Arrays nicht auf dem Stack, sondern
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via allocate im Heap angelegt wurden. Hier zeigt sich die Kehrseite der faszinierend einfachen Shared-
Memory-Parallelisierung mit OpenMP: man kann als Anwender keinen Einfluß auf Interna wie Speicher-
layout oder Cache-Synchronisierungen nehmen. Man kann sich, selbst bei unbelasteter Maschine, nicht
einmal darauf verlassen, daß jeder Thread auf einer eigenen CPU läuft. Wir erhalten daher bei der Messung
der Speedups im folgenden Kapitel also nur untere Schranken, die sich vermutlich durch hardwarenahe
Programmierung verbessern ließen. ♦
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5 Numerische Tests

5.1 Benchmarks f̈ur ODE-Integratoren

In diesem Kapitel vergleichen wir die PTSW-Verfahren untereinander und mit Standardintegratoren hin-
sichtlich ihrer Praxistauglichkeit. Uns interessiert, wie zuverlässig sie mit unterschiedlichen Toleranzen
vorgegebene Testprobleme lösen und wie hoch der Aufwand zum Erreichen einer bestimmten Genauig-
keit ist. Die Ergebnisse, dargestellt in Rechenzeit-Fehler-Diagrammen (wie in der Literaturüblich, z.B.
[26, 23, 30]), müssen vorsichtig interpretiert werden, weil ein derartiger Vergleich Schwächen hat:

• Die gemessenen Rechenzeiten sind auf anderen Plattformen eventuell schlecht reproduzierbar. Wie
überraschend groß die Unterschiede sein können, zeigt Beispiel5.1 unten. Inälteren Arbeiten fin-
det man anstelle der Rechenzeiten eine Statistik der benötigten Operationen:f -Auswertungen, Ma-
trixfaktorisierungen und R̈ucksubstitutionen. Diese Werte sind gut reproduzierbar. Das Problem ist
damit nicht gel̈ost, sondern nur verschoben: für eine praktische Beurteilung benötigen wir nun eine
Wichtung der unterschiedlichen Kosten für die Einzeloperationen. Bei parallelen Rechnungen ist eine
solche Einzelstatistik wenig aussagekräftig, hier kann man nur die Echtzeit (

’
wallclock time‘) als Be-

wertungsgrundlage heranziehen, um Wartezeiten, die durch schlechte Synchronisation hervorgerufen
werden, zu bestrafen.

• Die Auswahl der Testbeispiele mag einen Integrator begünstigen. Gerade weil bestimmte Testaufga-
ben sehr ḧaufig zum Vergleich benutzt werden, sind die Steuerstrategien in manchen Implementierun-
gen auf diese Probleme speziell angepaßt. Außerdem können zwei verschiedene Integratoren, auch
bei rechtähnlichen Testproblemen, sehr unterschiedlich abschneiden. Einen

”
Universalintegrator“,

der stets die besten Ergebnisse liefert, gibt es nicht.

Kaum betroffen von diesen Einwänden ist der Vergleich der PTSW-Verfahren untereinander. Wir hoffen aber
auch, durch die getroffene Auswahl der Referenzverfahren und der Beispiele eine realistische Einschätzung
der Effizienz der PTSW-Verfahren für typische Anwendungen zu erhalten.

Beispiel 5.1. Wir l ösen das Testproblem MEDAKZO sequentiell auf vier verschiedenen Computern mit
RADAU, VODE und PTSW3A (Beschreibung siehe unten). Hinsichtlich der erreichten Genauigkeit, der
dafür ben̈otigten Schritte, Jacobimatrizen undf -Auswertungen sind die Unterschiede zwischen den Plattfor-
men minimal. Alle Integratoren sind in FORTRAN-77 geschrieben und verwenden die gleichen LAPACK-
Routinen zur L̈osung der linearen Gleichungssysteme. Trotzdem sind die Rechenzeiten sehr verschieden,
Abbildung5.1. Besonders deutlich wird es, wenn man RADAU und VODE auf USparc-II und PA8000 ver-
gleicht: auf dem SUN-Rechner benötigt VODE 55 % der Rechenzeit von RADAU und auf der HP/Convex-
Maschine 143 %, um die Genauigkeit10−4 zu erreichen. Interessant ist auch, daß der Pentium II konkur-
renzf̈ahig zur USparc-II ist (derenpeak performancemit 900 mflopsnach Herstellerangaben fast dreifach
höher liegt).
Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die HP/Convex X-Class mit PA8000 Prozessoren.

Bemerkung 5.1 (Tuning). In der Arbeit von Bendtsen [5] wird behauptet, daß der parallele Code ParSO-
DE, basierend auf MIRK-Verfahren, deutlich effizienter als VODE und RADAU sei. Speedups von drei
bis fünf werden erzielt. Bendtsen verwendet Testprobleme vom CWI-Testset [23] und vergr̈oßert die Sy-
steme k̈unstlich. Die aufgeblähten Systeme haben sehr große, dicht besetzte Jacobimatrizen und der LU-
Zerlegungsaufwand dominiert die Integration. Weil die MIRK-Verfahren die Jacobimatrix sehr selten be-
rechnen, schneiden sie exzellent ab. Vergleicht man RADAU, VODE und ParSODE anhand der unmodi-
fizierten, kleinen Differentialgleichungssysteme, so ist ParSODE nicht annäherend konkurrenzfähig (dies
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Abbildung 5.1: Gleiche Rechnung auf unterschiedlicher Hardware für Beispiel MEDAKZO, Diskussion in
Beispiel5.1.

muß man selbst tun, der Vergleich fehlt in der Arbeit von Bendtsen [5]). Wir erwähnen dieses Beispiel
nicht, um vor ParSODE zu warnen, sondern um deutlich zu machen, daß strategische Entscheidungen im
Integrator, z.B. wie oft die Jacobimatrix berechnet oder zerlegt wird, sehr kritisch für die Performance sind
und eigentlich nur mit Kenntnis der (dimensions- und hardwareabhängigen) Kosten optimal getroffen wer-
den k̈onnen. Es ergibt sich daher die interessante Frage, ob ein automatisches Tuning, also das Anpassen der
Steuerstrategien eines Integrators an eine bestimmte Problemklasse, nicht eine wesentliche Effizienzverbes-
serung erm̈oglicht, vielleicht sogar in ganz̈ahnlicher Weise, wie bei ATLAS (http://www.netlib.org/atlas),
dem Paket zur Erzeugung von optimierten BLAS-Routinen für Operationen der lineare Algebra. Ein ma-
nuelles Tuning wird von vielen Codes bereits unterstützt, so gibt es in RADAU die M̈oglichkeit einen Ko-
stenfaktorwork(3) für die Berechnung der Jacobimatrix anzugeben, der bei der Steuerung berücksichtigt
wird. ♦

Bemerkung 5.2 (Testprobleme f̈ur parallele Codes). Beim Design der Testsets, z.B. des CWI-Testsets
[23], werden m̈oglichst einfache Beispiele bevorzugt, die typische Schwierigkeiten für Integrationsverfah-
ren enthalten. Die Differentialgleichungen bleibenüberschaubar und sind in manchen Fällen sogar noch
analytisch l̈osbar. Dadurch ist die Auswertung der rechten Seite wenig rechenaufwendig. Legt man derartige
Testprobleme bei der Abschätzung des praktisch m̈oglichen Speedups zugrunde, so ist das zu pessimistisch,
denn gerade die Komplexität gr̈oßerer, realiẗatsn̈aherer Probleme läßt bessere Speedups erwarten. Rechen-
aufwendige Testprobleme sind im Report von Bellen [4] speziell f̈ur parallele Tests (aus eher

”
akademischen

Beispielen“) konstruiert worden. Auch FEKETE [23] wurde speziell als
”
paralleles Testproblem“ entworfen.

Eine interessante Klasse von Problemen, die sich auch gut als Benchmarks für parallele Krylov-Integratoren
eignen ẅurden, sind Reaktions-Diffusionsgleichungen mit komplizierten Reaktionstermen, wie sie z.B. auch
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bei der Modellierung der Kalziumdynamik innerhalb einer Herzzelle eingesetzt werden, z.B. [56, 55]. Die
Zusammenstellung von typischen Problemen mit einer interessanten Dynamik (z.B. wandernden Wellen
in den L̈osungen) zu einem Testset wäre eine aufwendige, aber für die Bewertung der Integratoren sehr
nützliche Arbeitsaufgabe. ♦

5.2 Die Testumgebung

Für die numerischen Tests benutzen wir einen X-Class Server SPP2000 von HP/Convex unter HP-UX 10.01.
Die Maschine besitzt insgesamt 32 Prozessoren, von denen wir bei parallelen Rechnungen bis zu 4 Prozes-
soren exklusiv nutzen. Die Rechenzeit messen wirüber die Bibliotheksfunktiondtime bzw. im Paral-
lelbetriebüber die Fortran-90-Intrinsic Funktiondate_and_time , wobei Schwankungen von etwa 3 %
durch den Mehrbenutzerbetrieb auftreten können. Die erreichte Genauigkeit der numerischen Lösungũ im
Endpunktte der Integration geben wir in einer gewichteten Norm an

Err =

√√√√ 1
n

s∑
i=1

(
ũi − uref,i

1 + |uref,i|

)2

. (5.1)

Die Referenzl̈osunguref l haben wir mit RADAU bzw. VODPK bei Vorgabe strenger Toleranzen (im allge-
meinenATOL=RTOL=10−12) berechnet. Wir verwenden den FORTRAN-77 Compilerfort77 von Hewlett-
Packard mit Optimierung (+DS2.0a +DA2.0N +O3 +Oparallel +Onoautopar +U77 ) und die
herstelleroptimierten BLAS- und LAPACK-Routinen.
Als Referenzverfahren ẅahlen wir f̈ur die Beispiele mit LU-Zerlegung die Fortran-Codes

• RADAU – implizite Runge-Kutta-Verfahren implementiert von Hairer und Wanner, mit Ordnungs-
steuerungenp = 1, . . . , 13, Version vom 6. Mai 1999, [31],

• RODAS – Rosenbrock-Methode der Ordnung 4 implementiert von Hairer und Wanner, Version vom
28. Oktober 1996, [30],

mit den Standardeinstellungen. Für die Rechnungen mit Krylovapproximation vergleichen wir mit

• ROWMAP – 4-stufige Krylov-W-Methode mit mehrfachem Arnoldiprozeß, Version vom 10. Januar
1997, Weiner u.a. [53],

• VODPK – BDF-Verfahren mit Ordnungssteuerung und GMRES(5) zur Lösung der linearen Glei-
chungssysteme, Version vom 15. Mai 1997, Byrne u.a. [17],

auch mit Standardeinstellungen.

5.3 Vergleich mit RODAS und RADAU

Wir betrachten Testbeispiele von moderater Größe, f̈ur die relativ g̈unstig eine Jacobimatrix berechnet und
zerlegt werden kann:

• PLATE – nichtautonomes Problem mitn = 80 und voller Jacobimatrix, [30],

• MEDAKZO – 1D-Reaktions-Diffusionssystem,n = 400, 5-Band-Jacobimatrix, [23],

• CUSP – 1D-Reaktions-Diffusionssystem,n = 96, mit periodischen Randbedingungen, zyklische
Bandstruktur der Jacobimatrix, [30],

49



• FEKETE – Fekete-Punkte auf einer Kugel,n = 160, DAE vom Index 2, [23].

Eine Parallelisierung ergibt nur beim letzten Problem, FEKETE, eine erhebliche Verbesserung. Bei den
anderen Beispielen̈uberwiegt der Zusatzaufwand zur Synchronisierung den Vorteil der Parallelisierung
vollständig. Deshalb geben wir auch nur bei FEKETE parallele Rechenergebnisse und Speedups an.

Ergebnisse f̈ur PLATE

Wir vergleichen zun̈achst die PTSW-Methoden gleicher Stufenzahl untereinander, Abbildung5.2oben. F̈ur
s = 2 ist PTSW2A am effizientesten. PTSW2C ist für grobe und PTSW2B für strenge Toleranzen deutlich
langsamer.
Alle drei 3-stufigen Verfahren zeigen ein glattes Lösungsverhalten. Die Effizienzunterschiede sind nicht
groß, es gibt einen leichten Vorteil für die A-Variante. Bei kleineren Toleranzen zwischen10−5 und10−8

fällt PTSW3B etwas zurück.
Die 4-stufigen Verfahren haben Schwierigkeiten mit PLATE. Verfahren PTSW4B versagt fast völlig. Ursa-
che ist die hohe Empfindlichkeit bei variablen Schrittweiten, denn für konstanteshm = h ist das gleiche
Verfahren (mit Label PTSW4B-FIX) exzellent.
Verglichen mit RADAU ist nur PTSW2A f̈ur grobe Toleranzen konkurrenzfähig. F̈ur kleine Toleranzen sind
PTSW3A und PTSW2Äahnlich gut geeignet wie RODAS.

Ergebnisse f̈ur MEDKAZO

Auch bei diesem Beispiel sind PTSW2A und PTSW3A unter den betrachteten2− und3-stufigen Verfahren
wieder am besten, Abbildung5.3. Für s = 2 ist der Abstand deutlich, für s = 3 verḧalt sich PTSW3A fast
identisch zu PTSW3C. Bei den vierstufigen Verfahren ist PTSW4B, besonders für kleine Toleranzen, gut
geeignet. F̈ur grobe Genauigkeiten gibt es

”
Ausreißer“: PTSW2A, PTSW3A, PTSW4A und PTSW4C sind

mit ATOL= RTOL= 10−3 schneller und genauer als mitATOL= RTOL= 10−2. Kein PTSW-Verfahren
versagt bei MEDAKZO, alle erreichen bei entsprechender Toleranz auch hohe Genauigkeiten.
RODAS wird nicht erreicht, aber für geringe bis mittlere Toleranzen liegen PTSW2A und PTSW3A zwi-
schen RADAU und RODAS.

Ergebnisse f̈ur CUSP

CUSP entsteht durch Diskretisierung einer Reaktions-Diffusionsgleichung mit periodischen Randbedingun-
gen. Durch Weglassen eines Blocks kann die Jacobimatrix gut durch eine siebenbändige Matrix appro-
ximiert werden, siehe [30]. Diese (leicht invertierbare) Approximation verwenden wir bei den folgenden
Rechnungen f̈ur die PTSW-Methoden und für RADAU. Für RODAS jedoch ben̈otigen wir für die Konver-
genzordnung4 die

’
richtige‘ 96 × 96-Jacobimatrixfy und damit ist(I − hmγfy)−1 vollbesetzt, d.h., die

LU-Zerlegung ist deutlich aufwendiger.
PTSW2A und PTSW2C sind für CUSP deutlich genauer als PTSW2B, Abbildung5.4. Die dreistufigen
Verfahren sind fast gleichauf, nur bei kleineren Toleranzen ist PTSW3B weniger genau als PTSW3A und
PTSW3C. Die PTSW-Verfahren mits = 4 haben Schwierigkeiten bei groben und mittleren Toleranzen, etwa
bis ATOL= RTOL= 10−4, bei scḧarferen Genauigkeitsanforderungen lösen sie das Problem zuverlässig,
aber nicht so effizient wie die dreistufigen. Ursache für die Empfindlichkeit sind vermutlich wieder die
Schrittweitenwechsel. Man kann dies jedoch kaum verifizieren: eine Vergleichsrechnung mit konstanter
(moderat groß geẅahlter) Schrittweitehm = h läßt die Dynamik des Systems nicht zu, man benötigt die
Schrittweitensteuerung.

50



-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

0.1 1 10

ptsw2a
ptsw2b
ptsw2c

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

0.1 1

ptsw3a
ptsw3b
ptsw3c

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

0.1 1 10

ptsw4a
ptsw4b

ptsw4b-fix
ptsw4c

-10

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

0.1 1

Lo
g(

E
rr

)

Rechenzeit in Sekunden

ptsw2a
ptsw3a
ptsw4a

radau
rodas

Abbildung 5.2: Ergebnisse für PLATE.

RODAS erreicht mit relativ wenigen Schritten eine hohe Genauigkeit, ist aber wegen der aufwendigeren
linearen Algebra nicht konkurrenzfähig zu RADAU. Die Verfahren PTSW2A und PTSW3A sind bis zur
Genauigkeit10−7 signifikant schneller als RADAU.
Dieses Beispiel zeigt deutlich den Vorteil von W-Methoden gegenüber Rosenbrock-Methoden, wenn eine
gute und einfach zu invertierende Approximation an(I − hmγfy) zur Verfügung steht.

Ergebnisse f̈ur FEKETE

Mit Hilfe des differential-algebraischen Systems FEKETE vom Index 2 können wir zwei Fragen nachgehen
und letztendlich positiv beantworten: konvergieren PTSW-Verfahren bei der Lösung von DAEs vom Index 2
numerisch, wie man aufgrund der hohen Stufenordnung eventuell vermuten könnte und lassen sich auch bei
kleineren Beispielen mit LU-Zerlegung Speedups erzielen, wenn die rechte Seite der Differentialgleichung
etwas

’
teurer‘ ist?

Wir betrachten hier nur den (gewichteten) Fehler der differentiellen Komponenten (1 bis 120), Abbildung
5.5. Bei den zweistufigen PTSW-Verfahren hat PTSW2C, im Gegensatz zu PTSW2A und PTSW2B, an-
scheinend Stabilitätsprobleme. Die naheliegende Vermutung, daß dies eine Folge der fehlenden Steifge-
nauigkeit von PTSW2C ist, wird leider beim Blick aufs = 3 nicht versẗarkt: auch PTSW3C fehlt diese
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Abbildung 5.3: Ergebnisse für MEDAKZO.

Eigenschaft und es integriert FEKETE ohne Schwierigkeiten, wenn auch nicht so effizient wie PTSW3A.
Von den vierstufigen Verfahren lösen nur PTSW4A und PTSW4C das Problem akzeptabel. Man könnte
auch mutmaßen, daß die Größe des A(α)-Winkels auschlaggebend ist, nur fehlt bei der Beschreibung von
FEKETE [23] leider eine Aussage zur Lage der Eigenwerte der Jacobimatrix.
Im Vergleich mit RADAU sehen wir, daß PTSW2A, PTSW3A und PTSW4C bereits sequentiell konkur-
renzf̈ahig sind. Bei Parallelisierung sind die PTSW-Methoden durch Speedups von ca. 1.5 für PTSW2A, 1.7
bis 1.9 f̈ur PTSW3A und 1.9 bis 2.2 für PTSW4C deutlich schneller als das sequentielle RADAU. Durch
die logarithmische Achseneinteilung sieht man gut, daß der Speedup wenig von der Toleranz abhängt, die
Linienzüge f̈ur parallele und sequentielle Ausführung liegen in beinahe konstantem Abstand.

5.4 Vergleich mit ROWMAP und VODPK

Leider gibt es, abgesehen vom zweidimensionalen Brusselator, kaum anerkannte Testaufgaben, die sich für
Zeitintegratoren mit Krylovapproximation eignen. Im IVP-Testset [23] findet sich kein einziges Problem.
Wir vergleichen daher die PTSW-Verfahren anhand von Diffusionsgleichungen, die aus vorgegebenen

’
ex-

akten L̈osungen‘u(t, x, y) durch Differentiation geeignet konstruiert wurden. Für die Ortsdiskretisierung
verwenden wir f̈ur die Diffusionsterme zentrale Differenzenquotienten 2. Ordnung. Als Referenzlösung be-
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Abbildung 5.4: Ergebnisse für CUSP.

nutzen wir eine genaue numerische Lösung des semidiskreten Systems.
Wir betrachten folgende Beispiele:

• NILIDI – Nichtlineare Diffusionsgleichung, [16],

ut = eu∆u+ u(18eu − 1), u(t, x, y) = e−t sin(3x) sin(3y), t ∈ [0, 1],Ω = [0, π/3]2

mit Dirichlet-Randbedingungen. Wir diskretisieren mitn = 100× 100 = 10000 Gitterpunkten.

• DIFFU2 – Nichtautonome Diffusionsgleichung, [53]

ut = ∆u+ g(t, x, y), Ω = [0, 1]2, u(t, x, y) = sin(πx) sin(πy)(1 + 4xy sin t),

wieder mit Dirichlet-Randbedingungen undn = 100 × 100 = 10000 Gitterpunkte. Die Quellterme
g(t, x, y) in der rechten Seite werden geeignet ausu(t, x, y) bestimmt und sind durch das Auftreten
von Sinus- und Kosinusfunktionen etwas aufwendiger zu berechnen, als z.B. die von NILIDI.

• BRUSSELATOR – Reaktions-Diffusionsgleichung, z.B. in [33],

ut = 1 + u2v − 4u+ α∆u, vt = 3u− u2v + α∆u, α = 0.2, Ω = [0, 1]2
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Abbildung 5.5: Ergebnisse für FEKETE.

mit Anfangswertenu(0, x, y) = 0.5 + y, v(0, x, y) = 1 + 5x, n = 2 × 100 × 100 = 20000
und homogenen Neumannbedingungen. Durch die Wahl der Diffusionskonstantenα = 0.2 wird das
System steif.

Ergebnisse f̈ur NILIDI

Die Ergebnisse f̈ur die PTSW-Verfahren mit Krylovapproximation unterscheiden sich deutlich von denen
mit LU-Zerlegung. Bei den kleinen Beispielen waren die Verfahren PTSW2A, PTSW3A und PTSW4A be-
sonders gut geeignet, jetzt sind sie, besonders für s = 3 unds = 4 , vergleichsweise ung̈unstig, Abbildung
5.6 oben. So ben̈otigen PTSW3A und PTSW3B für die gleiche Genauigkeit in etwa gleich viele Schrit-
te, jedoch ist PTSW3A mit einer deutlich höher liegenden durchschnittlichen Krylovdimension wesentlich
langsamer. Die Ursache für diese Beobachtung ist der große Spektralradius%(M(∞)) .= 0.917 und die
daraus resultierende schlechte Fehler-Dämpfung von PTSW3A.
Besonders effizient sind die nilpotenten Verfahren PTSW2B und PTSW3B, sie sind bereits bei sequentieller
Rechnung g̈unstiger als VODPK. ROWMAP ist für dieses Beispiel sehr gut geeignet und wird nicht erreicht.
Die PTSW-Verfahren werden bei NILIDI durch die Parallelisierung deutlich beschleunigt. Dabei variiert
der Speedup eng korreliert mit der schwankenden (von der Toleranz nichtmonoton abhängenden) Krylov-
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dimension. Zur Illustration verweisen wir auf Abbildung5.7. Man sieht, wie bei Problemvergrößerung um
Faktor 2 (durch eine Ortsdiskretisierung mitn = 140× 140 Gitterpunkten) auch der Speedup zunimmt. Als
Maximalwerte erhalten wir hohe Speedups von 1.7, 2.5 und 3.4 für zwei, drei und vier Prozessoren.
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Abbildung 5.6: Ergebnisse für NILIDI.

Ergebnisse f̈ur DIFFU2

Für DIFFU2 sind die Ergebnissëahnlich wie bei NILIDI: von den zweistufigen PTSW-Verfahren ist das
nilpotente PTSW2B, bei den dreistufigen PTSW3B und bei den vierstufigen PTSW4C am effizientesten,
Abbildung5.8. Bei sequentieller Rechnung ist PTSW2B für grobe und PTSW3B für kleine Toleranzen am
günstigsten. Die Vergleichsverfahren ROWMAP und VODPK sind gegenüber PTSW2B und PTSW3B, auch
bei sequentieller Rechnung, nicht konkurrenzfähig. Der Abstand ist, auch wenn man verschiedene Genau-
igkeiten betrachtet, beachtlich und zeigt das Potential von Verfahren der PTSW-Klasse bei der numerischen
Lösung derartiger Probleme.
Obwohl die rechte Seite der Differentialgleichung relativ aufwendig zu berechnen ist, sind die Speedups für
DIFFU2 wegen der niedrigeren Krylovdimensionen kleiner als bei NILIDI (ca. 1.5, 2.0 und 2.5 für s = 2, 3
und4). Nach Parallelisierung ist PTSW3B das beste Verfahren, PTSW2B und PTSW4C liegen nur für sehr
grobe bzw. sehr feine Toleranzen in einemähnlichen Bereich.
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Abbildung 5.7: Speedup für NILIDI. Er steigt mit Problemvergr̈oßerung, linksn = 10000, rechtsn =
19600.

Ergebnisse f̈ur BRUSSELATOR

Die Unterschiede zwischen den zweistufigen Verfahren sind gering, PTSW2C ist bei groben und PTSW2A
bei kleinen Toleranzen führend, Abbildung5.9. Für s = 3 liegt PTSW3B mit Abstand vor PTSW3A und
PTSW3C. Leider ist PTSW4C, das beste vierstufige Verfahren für NILIDI und DIFFU2, beim BRUSSE-
LATOR langsamer als PTSW4B und PTSW4A.
Die Speedups bei einer Parallelisierung sind durch die besonders einfache rechte Seite der Differentialglei-
chung und durch die niedrigen Krylovdimensionen trotzn = 20000 etwas kleiner als bei NILIDI: PTSW2B
(1.3 .. 1.6), PTSW3B (1.7 .. 2) und PTSW4B (2.1 .. 2.5) .
Wir diskutieren zun̈achst die sequentiellen Ergebnisse. PTSW2B, ROWMAP und VODPK sind bis zur
Genauigkeit10−6 etwa gleich schnell. F̈ur sehr kleine Toleranzen ist VODPK mit knappem Vorsprung
vor PTSW3B am effizientesten. Durch Parallelisierung liegt PTSW4B für alle Genauigkeiten deutlich vor
PTSW3B, und dieses vor VODPK. PTSW2B-PAR ist bis10−4 mit dem dreistufigen Verfahren PTSW3B-
PAR vergleichbar.

5.5 Diskussion und Konsequenzen der numerischen Experimente

Unsere numerischen Tests zeigen deutlich, daß steifgenaue L(α)-stabile PTSW-Verfahren den A(α)-stabilen
Verfahren mitvT = 0 überlegen sind, obwohl letztere für variable Schrittweiten eine höhere Ordnung besit-
zen. Dieses Ergebnis erhalten wir unabhängig davon, ob wir LU-Zerlegung oder Krylovapproximation zur
Lösung der Stufengleichungen verwenden (z.B. bei PLATE, FEKTE und DIFFU2). PTSW-Verfahren, die
auf steife Probleme angewendet werden, sollten daher stets die Steifgenauigkeitsbedingung (2.22) erfüllen.
Die zwei- und dreistufigen PTSW-Verfahren sind robuster als die vierstufigen, besonders bei groben Tole-
ranzvorgaben. Ursachen für die Empfindlichkeit der vierstufigen Verfahren sind zum einen die ungünstige-
ren (betragsgroßen) Verfahrensparameter und zum anderen die starken Abhängigkeiten von den Schrittwei-
tenverḧaltnissenσm bei der Formulierung f̈ur variable Zeitschrittehm. Um effiziente PTSW-Verfahren mit
s > 3 konstruieren zu k̈onnen, m̈ussen wir daher auf die hohe Stufenordnungs verzichten.
Für Rechnungen mit LU-Zerlegung sind die optimierten Verfahren PTSW2A und PTSW3A gut geeig-
net. Besonders bei geringen und mittleren Genauigkeitsanforderungen sind sie bereits sequentiell konkur-
renzf̈ahig zu RADAU. Bemerkenswert ist die Konvergenz für das Index-2 Problem FEKETE. Bei den Test-
beispielen dieser Arbeit zahlt sich eine Parallelisierung auf der verwendeten Hardware nicht aus, weil die
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Abbildung 5.8: Ergebnisse für DIFFU2.

LU-Zerlegung f̈ur diese Dimensionen nicht skaliert und somit einen sequentiellen Flaschenhals darstellt.
Bei Rechnung mit Krylov-Approximation wird die Krylovdimension pro Stufe wesentlich durch den Spek-
tralradius der Stabiliẗatsmatrix bestimmt: bei den Verfahren PTSW2B und PTSW3B mit%(M(∞)) = 0
wird die vorgegebene Toleranz für das Residuum der linearen Gleichungssysteme mit deutlich niedrige-
rem Aufwand als bei PTSW2A oder PTSW3A erreicht. Das beste PTSW-Verfahren bei den Testbeispielen
mit Krylovl ösung ist PTSW3B. Es ist bei NILIDI und bei BRUSSELATOR bereits sequentiell mit dem
Mehrschrittcode VODPK vergleichbar und bei DIFFU2 sogar deutlich effizienter. Mit drei Prozessoren er-
reichen wir mit PTSW3B, abḧangig vom Beispiel, Speedups zwischen 1.5 und 2.5. Man beachte, daß wir
bei niedrigen Krylovdimensionen nur einen mittleren Speedup erwarten dürfen, weil wir in jedem Schritt
zun̈achst einen sequentiellen Funktionsaufruf (vgl. Gleichung (4.6)) ben̈otigen. Hinzu kommt die sequenti-
elle Startprozedur und die unterschiedlich hohe Krylovdimension in den parallelen Stufen. Die parallelisier-
ten Verfahren PTSW2B-PAR und PTSW3B-PAR sind mit Krylovapproximation für die Probleme NILIDI,
BRUSSELATOR und DIFFU2 f̈ur alle Genauigkeiten effizienter als das sequentielle VODPK.
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Abbildung 5.9: Ergebnisse für BRUSSELATOR.
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6 Zusammenfassung und weiterf̈uhrende Bemerkungen

In dieser Arbeit haben wir parallele Zweischritt-W-Methoden (PTSW-Methoden) zur numerischen Lösung
gewöhnlicher Differentialgleichungssysteme entworfen und untersucht. Der zugrundeliegende Ansatz, eine
W-Methode mit externen Stufen zu betrachten, wurde wesentlich durch die expliziten Zweischritt-Runge-
Kutta-Verfahren motiviert und führte uns auf eins-stufiges linear-implizites Schema, in dem die Stufen
unabḧangig voneinander berechnet werden können.
Die Konvergenz der PTSW-Verfahren mit Ordnungp∗ = min(p, q+1) ließ sich mit Hilfe von vereinfachen-
den Konsistenzbedingungen C(q), Γ(q) und B(p) zeigen, die wir aus einer asymptotischen Entwicklung der
lokalen Fehler ableiten konnten. Durch den Zweischritt-Charakter waren im Gegensatz zur Situation bei
sequentiellen W-Methoden hohe Stufenordnungen erreichbar.
Durch die Anwendung der PTSW-Verfahren auf die Testgleichungy′ = λy erhielten wir eine Matrizen-
Rekursion, f̈ur die sich eine angepaßte Definition der A-Stabilität formulieren ließ. Aus der̈Ubertragung der
L-Stabilität ergab sich f̈ur Verfahren hoher Ordnung eine Steifgenauigkeitsbedingung.
Für s-stufige Verfahren mit Ordnungp = s und Stufenordnungq = s konnten wir die Existenz von L-
stabilen Verfahren biss = 12 nachweisen. Der Beweis ist konstruktiv und liefert Verfahren mit nilpotenter
StabiliẗatsmatrixM(∞). Durch umfangreiche numerische Suche erhielten wir für s = 2 unds = 3 weitere
L(α)-stabile PTSW-Verfahren, die für konstante Schrittweiten zusätzlich die Bedingung B(s+ 1) erfüllen.
Bei Verzicht auf die Steifgenauigkeit konnten wir A(α)-stabile Verfahren konstruieren, die auch für variable
Schrittweiten mit Ordnungs+ 1 konvergieren.
Ausführlich haben wir die Implementierung der PTSW-Verfahren mit Schrittweitensteuerung beschrieben.
Die Stufen wurden mittels Compilerdirektiven parallelisiert. Ein Nutzer unserer PTSW-Codes muß lediglich
eine Subroutine zur Auswertung der rechten Seite der Differentialgleichung zur Verfügung stellen, Zusatz-
aufwand f̈ur die Parallelisierung entsteht nicht.
In numerischen Tests konnten wir zeigen, daß zwei- und dreistufige PTSW-Verfahren in der vorliegenden
Implementierung robust und effizient sind und bereits sequentiell konkurrenzfähig zu Standardintegratoren
sind. F̈ur Probleme mit LU-Zerlegung erwiesen sich steifgenaue Verfahren, die B(s + 1) für konstante
Schrittweiten erf̈ullen (PTSW2A und PTSW3A), und für Probleme mit Krylovapproximation Verfahren mit
nilpotenter Stabiliẗatsmatrix (PTSW2B und PTSW3B) als besonders geeignet. Durch die Parallelisierung
(mit Speedups von bis zu 1.6 bzw. 2.5 mit zwei bzw. drei Prozessoren) waren PTSW2B und PTSW3B für
alle betrachteten Beispiele mit iterativer Stufenlösung deutlich effizienter als VODPK für alle Toleranzen.
Vermutlich ist es schwer, innerhalb der untersuchten Klasse von PTSW-Verfahren bessere Koeffizientensätze
mit s = 2 oder s = 3 Stufen zu finden. F̈ur eine Fortf̈uhrung der Untersuchungen an Zweischritt-W-
Methoden m̈ußten wir daher die Klasse verallgemeinern oder die Stufenzahl erhöhen. Eine wichtige Frage
ist dabei, ob die Parallelität erhalten werden soll. Wir können sie systematisch ausbauen und mehr Prozes-
soren voraussetzen oder, ganz im Gegenteil, sequentielle Zweischritt-Verfahren untersuchen. Beide Rich-
tungen erscheinen sinnvoll und sollen im folgenden kurz diskutiert werden:
Wenn die Stufenzahl der PTSW-Verfahren z.B. aufs = 8 erḧoht wird, so k̈onnen wir praktisch n̈utzliche
Verfahren nur dann gewinnen, wenn wir die Ordnungs- und Stufenordnungsbedingungen, und damit die
Kopplung der Stufen aneinander, nicht zu stark wählen. Vorstellbar ẅare etwa ein Verfahren mits = 8
Stufen und Ordnungp = 4 mit C(4), Γ(4) und B(4). Die Freiheitsgrade k̈onnten daf̈ur genutzt werden, eine
einfache Struktur der StabilitätsmatrixM(w) vorzuschreiben, um so robuste Verfahren mit hoher Genauig-
keit (auch f̈ur variable Schrittweiten) zu finden. Der zusätzliche Aufwand f̈ur jeden Schritt k̈onnte durch die
entsprechend erhöhte Prozessorenzahl teilweise kompensiert werden.
Wie wir gesehen haben, sind die PTSW-Verfahren mit Krylovlösung bereits sequentiell mit Standardinte-
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gratoren konkurrenzfähig. Es ist daher interessant, sequentielle Zweischritt-W-Methoden der Form

Ymi = um + hm

s∑
j=1

aijkm−1,j + hm

i−1∑
j=1

ãijkm,j (6.1a)

(I − hmγTm)km,i = f(Ymi) + hmTm

s∑
j=1

γijkm−1,j + hmTm

i−1∑
j=1

γ̃ijkmj (6.1b)

um+1 = um + hm

s∑
i=1

(bikm,i + vikm−1,i) (6.1c)

zu untersuchen. Die neu eingeführten Parameter̃γij stellen eine sequentielle Kopplung der Stufen dar. Mit
ihrer Hilfe können wir die PTSW-Verfahren deutlich verbessern: z.B. gilt Satz3.3 für die Verfahren (6.1)
nicht, d.h. Steifgenauigkeit und Konvergenz B(s+1) schließen sich nun nicht mehr aus. Vorläufige Ergebnis-
se zeigen weiter, daß es möglich ist, L-Stabiliẗat mit kleinen Wertenγ zu erzielen und dieσm-Abhängigkeit
der MatrixM(w) deutlich zu reduzieren.
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A Maple-Skripte

A.1 Einleitung

Bei der Ausf̈uhrung
”
mechanischer“ Rechnungen können Computeralgebra-Programme sehr nützlich wer-

den. Wenn man genau weiß, was eingesetzt, umgeformt, zusammengefaßt oder entwickelt werden soll und
dann noch die richtigen Kommandos findet, kann man sich z.B. von Maple V sehr gut helfen lassen. Aller-
dings ist die Bedienung stark gewöhnungsbed̈urftig und vieles klappt nicht gleich auf Anhieb. Unser Ziel
ist hier, f̈ur vier Beispiele aus dem Themenkreis dieser Arbeit voll funktionsfähige Maple-Arbeitsblätter zu
entwerfen, die als n̈utzliche Vorlagen beim L̈osenähnlicher Probleme dienen können.
Wir verwenden einen funktionalen Programmierstil und setzen mit Hilfe von Operationen (wiemap, @und
unapply ) Grundfunktionen geeignet zusammen. Das Ergebnis mag auf den ersten Blick etwas kryptisch
erscheinen, ist dafür aber relativ kompakt und effizient ausführbar.
Eine umfassende Darstellung der Programmierung in Maple mit vielen Tricks und Kniffen findet man im
Handbuch zur Software [35]. Wie man dieses Wissen sinnvoll für nichttriviale praktische Probleme anwen-
den kann, zeigen Gander u.a. [27] anhand von einigen besonders instruktiven Beispielen.

Bemerkung A.1 (Kompatibilit ät zu Maple 6/7). Die hier vorgestellten Programme wurden für Maple V
R4 entwickelt. In den j̈ungsten Maple-Versionen 6 und 7 wurden leider einige Konzepte geändert, so daß
alte Programme nicht mehr lauffähig sind. Ein kurzer̈Uberblick, was gëandert werden m̈ußte:

Maple V R4 Maple 6/7 Bemerkung

" % ditto-Operator, liefert letztes Ergebnis
. || Stringkonkatination
stack stackmatrix Setzt zwei Matrizen̈ubereinander
fortran codegen[fortran] Ausgelagert in ein neues Paket, weil es vorher Na-

menskollisionen (mitstack ) gab.
’ " Stringbegrenzer

♦

A.2 Explizite Zweischritt-Runge-Kutta-Verfahren

Wir wollen das explizite Verfahren mits = 4 mit p = 6 bestimmen, f̈ur welches die 2-Norm des Stufenfeh-
lers minimal wird (vgl. Abschnitt3.4). Neben der Einheitsmatrix und den Einheitsvektoren

> restart:with(linalg):s:=4:

> eins:=vector([1$i=1..s]):Id:=diag(1$s):

> assign({seq(e[i]=vector([0$i-1,1,0$s-i]),i=1..s)}):

ben̈otigen wir die Matrizen

> Di:=diag(1/i$i=1..s):

> P:=matrix(s,s,[seq((binomial(j-1,i-1)$j=1..s),i=1..s)]):

> F:=matrix(s,s,[0$s*s]): assign({seq(evaln(F[i+1,i])=1,i=1..s-1),

> seq(evaln(F[i,s])=-phi[i-1],i=1..s)}):

sowie dieÄquivalente zu den Gleichungen (3.14)-(3.17).

65



> r:=evalm(add(evalm(e.i&*F**(i-1)),i=2..s)+e1):

> V0tV0:=stack(r,(r&*F**i)$i=1..s-1):

> phi[s]:=1:phix:=add(x**l*phi[l],l=0..s):

> bs1:=int(phix,x=0..1):bs2:=int(x*phix,x=0..1):

> x:=evalm((1/(s+1)*F**2-F&*Di&*(P&*F&*inverse(P)-Id))&*e.s):

> bx:=simplify(evalm(eins&*Di&*x));

> XTX:=simplify(evalm(x&*V0tV0&*x)):

Wir erhalten die L̈osung mit minimalem StufenfehlervektorX. Erst als Koeffizienten desϕ(x)-Polynoms,

> sol:=solve({bx,bs1,bs2},{phi[i]$i=1..3});

> poly:=unapply(subs(phi[0]=x,simplify(subs(sol,XTX))),x);

> sol0:={phi[0]=fsolve(D(poly),0.1..0.2)};

> sol_end:=subs(sol0,sol) union sol0:

{ϕ0 = 0.1775140423}

dann daraus auch die Knotenci.

> knoten=[fsolve(subs(sol_end,phix),x,complex)];

knoten= [0.1489608115, 0.6519353270, 1.117237175, 1.636103565].

Wesentlich ist die Darstellung der Knotenci als Nullstellen des Polynomsϕ(x) =
∏s
i=1(x − ci), weil die

Quadraturbedingungen dann als lineare Gleichungen in den Polynomkoeffizientenϕi leichter erf̈ullt werden
können. Das naheliegende Vorgehen, die Knoten gleich aus den nichtlinearen Bedingungen bestimmen zu
lassen,̈uberfordert die M̈oglichkeiten von Maple sofort.

A.3 Plotten von Stabilitätsgebieten

Sei cp das charakteristische Polynom der Stablitätsmatrixcp = det(xI −M(z)) als Funktion inx und
z. Wir definieren eine Funktionf , die zu gegebenemx auf dem Einheitskreis die Menge der Randpunkte
des Stabiliẗatsgebietsz berechnet mitcp (x, z) = 0. Dabei sind von der gesamten Wurzelortskurve nur die
stabilen Zweige f̈ur eine Darstellung interessant, deshalb lösen wir zwei Nullstellenprobleme und selektieren
mit der Funktionr.

> restart:with(linalg):with(plots):

> f1:=x->{fsolve(cp(x,z),z,complex)}:

> f2:=z->{fsolve(cp(x,z),x,complex)}:

> r:=S->max(op(map(abs,S)))<1.0001:

> f:=x->(op@select)(r@f2,f1(x)):

Wir wendenf nun für ein gegebenes Polynom auf Punkte des Einheitskreises an und zeichnen das Ergebnis
in der komplexen Ebene.
Z.B. liefert

> cp:=(x,z)->xˆ5+(-4.8886*z-1.)*xˆ4+(7.5099*zˆ2+3.8886*z)*xˆ3+

> (-3.8710*zˆ3-4.1213*zˆ2)*xˆ2+(1.0273*zˆ3+.44139*zˆ4)*x-.73964e-2*zˆ4:

>

> complexplot([seq(f(exp(2*I*Pi*i/100)),i=1..100)],style=point);
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das Stabiliẗatsgebiet von EPTRK4, siehe Abbildung3.12. Da fsolve relativ langsam ist, kann man zur
effizienteren Berechnung vonf1 bzw.f2 auch die Eigenwerte der Begleitmatrix numerisch berechnen, was
jedoch leider erst ab Maple 6 effizient möglich ist (da der in Maple VR4 implementierte QR-Algorithmus
für komplexe Matrizen schlecht, teilweise sogarüberhaupt nicht, konvergiert).

A.4 Konstruktion einer vierstufigen steifgenauen PTSW-Methode nach Satz3.1

Wir setzen aus den entsprechenden Blöcken die transformierte Stabilitätsmatrix

M̃(z) = diag(V −1
0 , 1)M(z) diag(V0, 1)

zusammen.

> restart:with(linalg):s:=4:

> Id:=diag(1$s):Di:=diag(1/i$i=1..s):F:=matrix(s,s,[0$s*s]):

> P:=matrix(s,s,[seq(binomial(j-1,i-1)$j=1..s,i=1..s)]):

> F:=matrix(s,s,[0$s*s]):assign({seq(evaln(F[i+1,i])=1,i=1..s-1),

> seq(evaln(F[i,s])=-phi[i-1],i=1..s)}):

> beta:=evalm((F&*Di-g*Id)&*P):

> eins:=vector([1$s]):

> phi[s]:=1:phi[0]:=-add(phi[i],i=1..s):

> Mw:=augment(stack(w*beta,(g*w+1)*eins&*beta),

> matrix(s+1,1,[w,0$s-1,g*w+1]));

Das Ergebnis paßt kaum auf die Zeile.


−gw −gw −gw w (−g + 1/4 + 1/4 ϕ1 + 1/4 ϕ2 + 1/4 ϕ3) w

w w (1− g) w (1− 2 g) w (1− 3 g − 1/4 ϕ1) 0

0 1/2 w w (1− g) w (3/2− 3 g − 1/4 ϕ2) 0

0 0 1/3 w w (1− 1/4 ϕ3 − g) 0

(gw + 1) (1− g) (gw + 1) (−2 g + 3/2) (gw + 1) (−4 g + 7/3) (gw + 1)
(
−8 g + 15

4

)
gw + 1



Diese Matrix entḧalt wichtige Informationen: f̈ur z → 0 die Konsistenzbedingungen bzw. Fehlerkonstan-
ten. Wir bilden das charakteristische Polynom, differenzieren und setzenw = 0, x = 1, stellen nach den
Differentialen um und erhalten so die implizite Taylorentwicklung vonx(w)|w=0,x=1, die wir mit der ana-
lytischen L̈osung vergleichen. Eigentlich können wir den untenstehenden Block unter Verwendung von
implicitdiff wesentlich vereinfachen, nur abs ≥ 3 sind wir aus Effizienzgr̈unden zu diesen Kopf-
sẗanden gezwungen.

> cp:=unapply(charpoly(Mw,x),x,w):

> null:=expr->subs({x=1,w=0,dx[0]=1},expr):dx[0]:=1:

> eq:={seq(map(null,subs({seq((D@@i)(x)(w)=dx[i],i=0..8)},

> convert(diff(cp(x(w),w),w$j),D)))=0,j=1..8)}:

> sol_dx:=solve(eq,{seq(dx[i],i=1..8)}):

> ntc:=i->subs(sol_dx,dx[i]):

> x_von_w:=add(ntc(i)*w**i/i!,i=1..6)+1:

> x_von_z:=map(simplify,taylor(subs(w=z/(1-g*z),x_von_w),z));

> Cs1:=1/(s+1)!-coeff(x_von_z,z,s+1):

1 + z +
1
2
z2 +

1
6
z3 +

1
24
z4+(

− 5
24

+ 5/8 g + 1/8 gϕ2 −
11
96
ϕ3 +

7
24
gϕ3 + 1/24ϕ2g − 1/48ϕ1 − 1/18ϕ2

)
z5 +O

(
z6
)

(A.1)
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Für z = ∞ setzen wir die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms null. Dies garantiert Nilpotenz
und somit Stabiliẗat. Durch schrittweises Auflösen ergeben sich dieϕ-Parameter als Funktion vonγ ent-
sprechend dem Beweis von Satz3.1.

> cpinf:=collect(charpoly(subs(w=-1/g,evalm(g*Mw)),x),x);

> sol:=solve({(coeff(cpinf,x,i)=0)$i=2..s},{phi[i]$i=1..3});

> pg:=collect(subs(sol,coeff(cpinf,x,1)),g);

> gg:=fsolve(pg,g,complex)[1];{
ϕ3 = 12− 16 g, ϕ2 = 48− 132 g + 72 g2, ϕ1 = −288 g + 64 + 336 g2 − 96 g3

}
.

Für γ bleibt eine Bedingung vom Polynomgrads. Wir wählen die kleinste Nullstelleγ = 0.4564586, setzen
alles ein und erhalten Fehlerkonstanten:

> Einsetzen:=expr->subs({g=gg},subs(sol,expr));

> HauptFehlerTerm=Einsetzen(Cs1);

HauptFehlerTerm = −0.1718166884

Aus dem charakterischen Polynom zũM(z) lassen sich die Randpunkte des StabilitätsgebietsS berechnen
und schließlich der L(α)-Winkel mit α = inf{| arg(z)− π| : z ∈ ∂S}.

> ccp:=Einsetzen(cp(x,w));

> winkel:=w->180/Pi*abs(Pi-argument(w/(1+gg*w))):

> ff:=unapply(’fsolve’(ccp,w,complex),x):

> alpha=evalf((min@op@map)(winkel,map(ff,[seq(exp(2*I*Pi*i/400),i=0..400

> )])));

α = 68.49750431

A.5 Fortran-Koeffizientensätze

Um die berechneten Koeffizienten in hoher Genauigkeit in die Implementierung des Integrators einzubauen,
eignen sich die Fortran-Exportfunktionen von Maple vorzüglich. F̈ur s = 2 geben wir unsγ = 4/5 vor. Aus
B(3) folgt c1 = 1 + (1/3 − γ)/(1/2 − γ). Die Matrizen f̈ur die vereinfachenden Konsistenzbedingungen
(2.13) sind:

> restart:with(linalg):mf:=‘ptsw2a‘:

> s:=2:g:=4/5:eins:=vector(s,[1$s]):

> cl:=[1+(1/3-g)/(1/2-g),1]:c:=vector(cl):C:=diag(op(cl)):

> V0:=vandermonde(cl):Di:=diag(1/i$i=1..s):

> S:=diag(si**(i-1)$i=1..s):

> P:=matrix(s,s,[seq((binomial(j-1,i-1)$j=1..s),i=1..s)]):

> PiV:=evalm(P&*inverse(V0)):

Die Verfahrenskoeffizienten für variable Schrittweiten ergeben sich aus den vereinfachenden Konsistenzbe-
dingungen (2.14).

> a:=evalm(C&*V0&*S&*Di&*PiV);

> gg:=evalm(-g*V0&*S&*PiV);b:=vector(s,[0$s-1,g]);

> v:=evalm( (eins&*S&*Di-b&*V0&*S) &* PiV);

> err:=1/10: be:=evalm(95/100*b);

> ve:=evalm( ((eins+vector(s,[0$s-1,err]))&*S&*Di-be&*V0&*S) &* PiV);
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Das Verfahren ist vollständig berechnet und wir können die Koeffizienten als Fortran-Block ausgeben.

> f77:=expr->fortran(expr,precision=double,optimized):

> file:=cat(mf,‘.f‘):writeto(file);

> printf(‘ if (mf.eq.’%s’) then\n‘,mf);

> fortran([’s’=s,’ord’=s+1,’eord’=s-1]);f77([’g’=g]);

> f77(a);f77(b);f77(c);f77(gg);f77(v);f77(ve);f77(be);

> printf(‘ return\n‘);

> printf(‘ end if\n‘);

> writeto(terminal);

Das Ergebnis steht in der Datei’ptsw2a.f’ und kann ohnëAnderungen ins Fortranprogramm mittels
include eingebunden werden.

if (mf.eq.’ptsw2a’) then

s = 2

ord = 3

eord = 1

g = 4.D0/5.D0

a(1,1) = 529.D0/252.D0*si

a(1,2) = 23.D0/9.D0-529.D0/252.D0*si

a(2,1) = 9.D0/28.D0*si

a(2,2) = 1.D0-9.D0/28.D0*si

b(1) = 0.D0

b(2) = 4.D0/5.D0

c(1) = 23.D0/9.D0

c(2) = 1.D0

gg(1,1) = -46.D0/35.D0*si

gg(1,2) = -4.D0/5.D0+46.D0/35.D0*si

gg(2,1) = -18.D0/35.D0*si

gg(2,2) = -4.D0/5.D0+18.D0/35.D0*si

v(1) = -27.D0/140.D0*si

v(2) = 1.D0/5.D0+27.D0/140.D0*si

ve(1) = -27.D0/200.D0*si

ve(2) = 6.D0/25.D0+27.D0/200.D0*si

be(1) = 0.D0

be(2) = 19.D0/25.D0

return

end if
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