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1. Einleitung

Eines der aktuellsten Forschungsgebiete in der stochastischen Analysis sind stochastische par-
tielle Differentialgleichungen. Dies betrifft sowohl die Theorie als auch die Anwendungen. Bei-
spielsweise konnen durch stochastische partielle Differentialgleichungen Prozesse in der Popula-
tionsgenetik [44], [45], die Ausbreitung von Epidemien [6], die Ausbreitung von Schadstoffen in
der Atmosphére [31], [47], zufiillige Schwingungen u.v.a.m. modelliert werden. Auch die Aufgabe
der optimalen Schéitzung eines Systemzustandes auf der Grundlage verrauschter Beobachtungen

(Filtration) fithrt auf stochastische partielle Differentialgleichungen.

Die obigen Beispiele fithren auf Differentialgleichungen 2. Ordnung des Typs

av(t,x) = Agu(t,z) + F(t, x,0(t, ) + G(t, z, v(t, ), Vao(t, =))W (1) (1.1)
oder
2 .
@U(i, x) = Agu(t,z) + F(t,z,v(t,x)) + G(t,z,v(t, x), Vyu(t,z))W(t). (1.2)

W(t) ist dabei meistens ein weifles Rauschen beziiglich der Zeit oder beziiglich der Zeit und des
Ortes. Oft wird eine Losung gesucht, die vorgegebene Anfangsbedingungen und Randbedingun-
gen erfiillt. Zur Untersuchung von stochastischen partiellen Differentialgleichungen und damit
zusammenhéngenden Anfangs- und Randwertproblemen haben sich verallgemeinerte Losungs-
begriffe eingebiirgert. Diese beruhen auf der Interpretation der Anfangswert- bzw. der Anfangs-
und Randwertaufgabe als stochastische Operatorgleichung. Dabei gibt es zwei grundsétzliche

Herangehensweisen:

(1) Interpretation als stochastische Integralgleichungen;

(2) Stochastische Operatorengleichungen mit monotonen und koerzitiven Operatoren.

Bei der ersten Herangehensweise werden die stochastischen Integralgleichungen mittels der

Greenschen Funktion des zugehorigen deterministischen linearen Problems von (1) oder (2)
konstruiert, vgl. Manthey [42], [43], [45], oder in die Integralgleichung geht die Halbgruppe ein,
deren erzeugender Operator der Laplaceoperator A, mit den entsprechenden Randbedingungen
ist, vgl. Grecksch [16] und DaPrato [55] und [50], [51]. Die Existenz von Losungen wird durch
die Anwendung von Fixpunktsidtzen nachgewiesen. Bei der Anwendung der monotonen und

koerzitiven Operatoren betrachtet man das Problem als stochastische Evolutionsgleichung iiber
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einem Evolutionstripel von Hilbertraumen, vgl. Pardoux [4], [48], [49], [52], [53], und Krylov und
Rozovskij [39]. Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen basieren dabei wesentlich auf dem
Grundgedanken der Galerkinmethode. Beziehungen zwischen den beiden Herangehensweisen

werden u.a. von Grecksch und Tudor [15] untersucht.

Neben der Untersuchung von Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen nimmt die Diskussion zur
niherungsweisen Ermittlung von Losungen einen breiten Raum ein. Ublich sind Galerkinmetho-
den [3], [28], [32], [34], [41] und Diskretisierungsmethoden [7], [9], [30], Grecksch und Kloeden
[13], Grecksch und Blaar [1]. Oft werden (1) und (2) als stochastische Gleichungen im Sinne
von Ité oder Stratonovich interpretiert, wenn beispielsweise (W (t));~, ein Wiener-Prozess ist.
Bekanntlich sind die Realisierungen eines Wiener-Prozesses mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht dif-
ferenzierbar. Somit ergibt sich eine weitere Interpretationsmoglichkeit, die darin besteht, dass
der Wiener-Prozess durch eine Folge von Prozessen mit stiickweise differenzierbaren Trajekto-
rien ersetzt wird, siche beispielsweise Gyongy und Krylov [23], [25], [26], [27] oder Grecksch
und Schmalfufl [14] oder Twardowska [65]. Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass die
approximierten Probleme realisierungsweise Differentialgleichungen sind, auf die die determi-
nistische Numerik angewandt werden kann. Schon im deterministischen Fall weisen partielle
Differentialgleichungen erster Ordnung und die zugehorigen Anfangs- und Randwertprobleme
Besonderheiten gegeniiber Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf. Einer der Griinde ist,
dass der Operator der Ortsableitungen im Falle 1. Ordnung nicht koerzitiv ist. Daher hat sich
fiir diese Aufgaben eine recht eigensténdige Forschung entwickelt [18], [19], [20], [21], [35], [36],
[37], [38], [56], [66]. Vom Standpunkt der Anwendungen ist es naheliegend, auch bei partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung zuféllige Effekte einzubeziehen.

Ein wichtiges Beispiel fiir partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die Telegraphenglei-
chungen, vgl. [15],

0 . 0

%z(t,x) + Cav(t,x) +Gu(t,z) = 0 (1.3)
0 0 . ,

%U(t,l') + Laz(t,:v) + Ri(t,z) = 0. (1.4)

Durch diese Gleichungen werden die Verdnderungen der Stromstédrke und Spannung in einem
elektrischen Leiter beschrieben. In einer natiirlichen Weise erhélt man eine stochastische Version

dieser Gleichungen durch die Hinzunahme von Rauschprozessen

(,%i(t, x)+ C%v(t, )+ Gu(t,z) = hy(t,z)dWy(t) (1.5)
%v(t,x} + L%i(t, x)+ Ri(t,x) = hao(t,z)dWa(t), (1.6)

wobei Wi (t) und Wa(t) unabhéingige Wiener-Prozesse sind und die stochastischen Differentiale
als It6-Differentiale aufgefafit werden. Weitere Anwendungen stochastischer partieller Differen-

tialgleichungen 1. Ordnung findet man in der Finanzmathematik. Beispielsweise wird durch eine
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Gleichung des Types

dr(t,z) = 88 [T(t,x) + ;\]a(m)lz] dt + a(x)dW (t) (1.7)

X

die Entwicklung einer Zinsstruktur r(¢,x) beschrieben, wobei = die Laufzeit der Kapitalanlage
beschreibt. Eine Gleichung des Types

dr(t,x) = <aa$r(t,:c) + 77(t, x) /Oa? 7(t,v) du) dt + 7*(t, x)dW (t) (1.8)

wird von Brace und Musiela in [2] benutzt, um den Kaufpreis von Optionen, Swaps und Futures

zur Zeit t zu bewerten, die zur Zeit = fillig werden.

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir eine Anfangswertaufgabe mit einer stochastischen par-
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung durch Interpretation als stochastische Integralglei-
chung werden von H. Kunita in [40] mittels einer stochastischen Version der Charakteristiken-
Methode hergeleitet. Dieser Weg wird auch in [5], [54], [63], [64] beschritten. In [17] wird einem
Anfangswertproblem mit einer stochastischen partiellen Differentialgleichung eine Familie von
parabolisierten Aufgaben zugeordnet, deren Losungen in Wahrscheinlichkeit die Losung des Aus-
gangsproblems approximieren. In [17] werden auch Regularititsaussagen der Losungen bewiesen.

Weitere Regularitidtsaussagen werden in [8] und [10] gemacht.

Anliegen der vorliegenden Arbeit ist die ndherungsweise Ermittlung von Losungen stochastischer
partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung. Das erste Kapitel ist Losungsbegriffen, Existenz-
und Eindeutigkeitsaussagen bei stochastischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
gewidmet. Es wird auf die Charakteristikenmethode [40], die Methode der parabolischen Regula-
riserung [17] und die Anwendung von Halbgruppen [55] eingegangen, und Beziehungen zwischen
den einzelnen Losungsbegriffen werden diskutiert. Theorem 2.5 enthiilt eine Aussage tiber die
stetige Abhédngigkeit von den Anfangsbedingungen, wenn die Losungen mit der Charakteristi-
kenmethode konstruiert werden. Fiir den Fall einer linearen Gleichung wird die Stetigkeit im

quadratischen Mittel beziiglich der Zeit gezeigt (Theorem 2.6).

Im zweiten Kapitel werden finite Differenzenmethoden fiir ein Anfangswertproblem mit einer
stochastischen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung diskutiert. Ausfiihrlich wird auf

den linearen Fall

dyo(t, x) + avy(t,x) dt + bu(t,z) dW(t) = 0 (1.9)
v(0,2) = f(x), t>0, € R (1.10)

eingegangen. Eine Version des ,, Forward-Time-Forward-Space“-Schema (FTFS-Schema) fiir die-
se Aufgabe ist durch

At At n
= (1+ aﬂ)uk — AUk T buy (W ((n+ 1)At) — W(nAt)) (1.11)

gegeben. Im Teilkapitel 3.2 werden die Begriffe der Konsistenz (Definition 3.1) und Stabilitét

n+1
Uj

(Definition 3.2) eingefiihrt. Die Konsistenz und die Stabilitét sind dem deterministischen Fall
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angelehnt. Hier wird ein Stabilitatsbegriff gewéhlt, der das Fehlerwachstum auf hochstens ex-
ponentielles Wachstum beschriankt. In den Theoremen 3.1 und 3.2 wird die Stabilitit des sto-
chastischen FTFS-Schemas (1.11) und eines Lax-Friedrich-Verfahrens fiir (1.9) bewiesen. Das
FTFS-Verfahren ist auch konsistent (Theorem 3.3), und fiir dieses Beispiel folgt hieraus auch

die die schwache Konvergenz (Theorem 3.4).

Bei deterministischen Gleichungen ist im linearen Fall bei der Stabilitétsanalyse auch die Anwen-
dung der Fourier-Transformation iiblich. Dieser Grundgedanke ist auch fiir den stochastischen
Fall hilfreich. Es gelingt im Theorem 3.5 die Formulierung eines notwendigen und hinreichenden
Stabilitétskriteriums. Korollar 3.1 gibt einen Spezialfall an, wo aus der Stabilitit des zugehori-
gen deterministischen Problems die Stabilitéit des stochastischen Problems folgt. Schliellich wird
auf die Stabilitidt von Mehrschrittverfahren eingegangen. Das Theorem 3.7 zeigt, dass der hier
gewihlte Konsistenzbegriff auch hinreichend fiir die schwache Konvergenz eines Differenzenver-
fahrens im Falle einer nichtlinearen stochastischen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung

ist.

Das 4. Kapitel beinhaltet eine Approximationsaussage (Theorem 4.1), wenn der Wiener-Prozess
durch eine Folge von Prozessen mit stiickweise differenzierbaren Trajektorien ersetzt wird. Fiir
die approximierenden Probleme konnen die Stabilitdt und die Konsistenz bewiesen werden.

Schliellich werden im Teilkapitel 4.3.2 Systeme von partiellen Differentialgleichungen untersucht.



2. Hyperbolische stochastische partielle

Differentialgleichungen

Im vorliegenden Kapitel erfolgt eine Darstellung von Losungsbegriffen stochastischer partieller
Differentialgleichungen und der entsprechenden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Grundle-
gend sind dabei die Arbeiten von H. Kunita, [40], und von W. Grecksch und C. Tudor, [17], die
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zum einen mit der Charakteristikenmethode, zum anderen
mit der Methode der parabolischen Regularisierung herleiten. Im Anschlufl werden die Wechsel-
beziehungen zwischen den Losungsbegriffen im hyperbolischen Fall untersucht. Am Ende dieses

Kapitels findet sich eine Aufstellung von Eigenschaften der Losungen.

2.1 Losungsbegriffe

2.1.1 Losungsbegriff nach Kunita

Definition 2.1. Ein lokaler C""“-Prozefl X; heifit lokales C"“-Martingal, falls die gestoppten
Prozesse DkXtT"(gc)7 | k |<m,n=1,2,... Martingale sind fiir jedes x, wobei T, (x) eine erreichba-
re, unterhalbstetige Stoppzeit ist. Dabei ist C"™ %, der Raum der m-mal stetig differenzierbaren

Funktionen, wobei die m-te Ableitung a-Ho6lderstetig ist. k& bezeichnet einen Multi-Index nicht-
_ oMk 8 _kn
- 87371 Y Oy

negativer ganzer Zahlen, | k |= ki + ka + -+ + k,, und D*
H. Kunita betrachtet in [40] Differentialgleichungen der Form

dug =Y FO(t,2,up, 0up) 0 W] + FO(t, 2, uy, duy)dt. (2.1)
j=1

Dabei sind die FU) (¢, z,u,p), j = 1,--- ,n stetige Funktionen in (¢, z,u,p) € [0, 00) x IR" x IR! x
IR™, stetig differenzierbar in ¢+ und C™ 2 Funktionen von (z,u,p). m ist eine positive ganze
Zahl grofer gleich 3. Quy bezeichnet den Vektor der partiellen Ableitungen (0juy, - -, Opuy) von
u; nach x1,--- ,x,, und Wy = (th, -+, W/) ist ein n-dimensionaler Wiener-Prozef}, wobei die
Wt i=1,---,n, Werte in IR annehmen. odWij bezeichnet hier das Stratonovich-Differential.

Mit der Beziehung

/Of(a:s)odW(s)—/O f(a:s)dW(s)+%<f(m),W>t (2.2)
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wird der Zusammenhang zwischen dem stochastischen Integralbegriffen von It6 und Stratonovich
hergestellt, wobei < f(z), W> , die quadratische Variation bezeichnet. Im allgemeinen ist fiir (2.1)

nur eine lokale Losungsdefinition moglich.

Definition 2.2. Gegeben sei eine C'-Funktion ®(x), x € IR". Ein zufilliges Feld u;(z), € IR™,
t € [0, T(z)) mit Werten in IR! heifit lokale Losung der Gleichung (2.1) mit der Anfangswert-

funktion ug(z,w) = ®(x), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind.

o T =T(z,w) ist eine erreichbare, unterhalbstetige Stoppzeit.

o u(z), 0 <t <T(z,w) ist ein lokales C1*-Semimartingal und erfiillt
n t . .
u(x) = D(x) +Z/ FD(r, 2, u,(x), Qup(z)) o dW)
j=1""9

t(o)racux Up (T T .
+/0F (2, up (), Bup (2))d (2.3)

fir alle (t,z), so dass t < T'(z,w) fs..
Ist T'(x,w) = 0o so heifit die Losung global.

Setzt man W0 = ¢, so 148t sich Gleichung (2.3) schreiben als

u(x) = <I>(:L‘)+Z/ FD(r, 2, up (), Qup(z)) o dW3. (2.4)
j=0"0

2.1.2 Ein verallgemeinerter Losungsbegriff

Es seien K ein separabler Hilbertraum und (W (t), F)ejo,r) ein K-wertiger Wiener-Prozef§ de-
finiert auf dem vollstéindigen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), adaptiert zur Filtration
(Ft)eo,r), d-h. fiir (F)epr) gilt (Fs) C (F) fir s < ¢t < T < oo. Man bezeichnet mit
(Foo) = Ui>0(Ft). Es bezeichne E die mathematische Erwartung beziiglich P. Weiterhin seien
A [0,T] x Qx R® x R! — R,
B : [0,T]xQxR"xR' — K

mefibare Funktionen in allen Variablen (¢,w,x,u), Fi-adaptiert fiir fixierte ¢, z,u, und Xy sei

eine Fo-mefBbare L2(IR")-wertige Zufallsvariable. Weiterhin bezeichnen
bi: [0,T]xR* — R i=1,---,n,

mefbare Funktionen.
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Es wird die folgende semilineare, stochastische, partielle Differentialgleichung erster Ordnung

dX(t,z) = Zn; 8‘1 [bi(t, 2) X (t,2)] + A(t, 2, X (t,z)) | dt
+B(t,z, X(t,2))dW(t), t € [0,T) (2.5)
mit
X(0,2) = Xo(z) (2.6)

betrachtet. Die zu Gleichung (2.5) regularisierte, parabolische Familie ist eine Familie stochasti-

scher Differentialgleichungen 2. Ordnung, die fiir alle € > 0 durch

dX:(t,z) = |eAXc(t,z) +Z

i(t, ) Xe(t,2)] + Aty z, Xo(t,x)) | dt

o
L B(t,z, X.(t, ))dW( ), t€[0,7] (2.7)

mit X.(0,z) = Xo(x) definiert sind, wobei A den Laplace-Operator beziiglich = bezeichnet.
Diese beiden Gleichungen (2.5) und (2.7) sind Spezialfélle der folgenden Gleichung

"9 OX(ta)
;a%[am(t’ﬂ?)a% ]

" z“: aii [bi(t, 2) X (t, )] + At 2, X (t,)) | dt

dX(t,z

+B(t,z, X(t,x))dW(t), t € [0,T], (2.8)
mit X (0,2) = Xo(x), wobei
aij + [0,T] x R" — R}
mef3bare, beschrinkte Funktionen sind. Wir bezeichnen mit W3 (IR™) den Sobolev-Raum, der auf
IR™ definierten quadratisch integrierbaren Funktionen, deren erste verallgemeinerte Ableitungen
quadratisch intgrierbar sind. Der Dualraum werde mit Wy 1(IR") bezeichnet. Eine Losung von

(2.8) ist wie folgt definiert:

Definition 2.3. Eine W3 (IR")-Losung der Gleichung (2.8) ist ein mefibarer, adaptierter L?(IR")
-wertiger ProzeB (X (t,-))ic[0,1], S0 dass:

(i) X(t,-) € W (IR") P-f.s., fiir fast alle ¢ € [0, T).
T
B o IX ()3 oy t] < o0,
(iii) Fiir alle v € W} (IR") gilt
X

X(t,z)v(z)dx = Xo(z)v(x)dr — / / a;;(s 8 9X(s,7) 8U(x)dazds

i,7=1

_Z//n s, )X sx)aa( )dd +/ ]RnAsxX(sa:)) v(z)dzds
+/0 /nB(s,x,X(s,x))v(m)dde(s), (2.9)
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fir fast alle (t,w) € [0,T] x Q.

Entsprechend definiert man eine Losung von (2.5) wie folgt:

Definition 2.4. Eine verallgemeinerte Losung der Gleichung (2.5) ist ein mefbarer, adaptierter

L?(R™)-wertiger ProzeB (X (t,-))seqo.r], S0 dass:
T
B o I1X 0122y t] < .
(i) Fiir alle v € W3 (IR™) gilt

X(t,z)v(x)de = d:n—l—/ /n s,x, X(s,z))v(r)dzds
—Z//n 5, ) sx)a;()

+/ B(s,xz, X(s,z))v(z)dzdW (s), (2.10)
R»

fiir fast alle (t,w) € [0,T] x Q.

IRn

Fiir die in den folgenden Kapiteln oft betrachtete Differentialgleichung
div(t, ) + avg(t, x)dt + bu(t, z)dW (t) = 0, (2.11)
wobei v(z,0) = vo(z) = f(x),t € [0,T], € R}, benutzen wir die folgende Definition:

Definition 2.5. Eine Losung von (2.11) ist ein Zufallsfeld (v(t, x)),eRr, te[o,r] mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) (v(t,2))epo,r) ist ein zur Standardfiltration (F;)iejo ) adaptierter ProzeB fiir alle z € R'.
(ii) Es existiert (%v(t, x) stetig fiir jedes t € [0, 7] mit Wahrscheinlichkeit 1.
(iii) v(t,-) ist L2(IR!)-wertig.
(iv) Esist v(0,2) = vo(z) = f(x) € L*(IR}).

v ie Gleichun . it fir alle t € (0,71, z € mit Wahrscheinlichkeit 1.
(v) Die Gleichung (2.11) gilt f 11 [0, 7] IR' mit Wahrscheinlichkeit 1

Wenn eine Losung im Sinne der Definition 2.2 existiert, so ist dieser Prozefl auch Losung im

Sinne der Definition 2.3, wenn

Z/ FU)(s, 2, X,,0X,) 0 dW]

/ /n s, x, X(s,z))v(x)dzdW (s) + %<B(s,x,X(s,x))v(a:)7W>t. (2.12)

Aus Definition 2.3 folgt natiirlich (2.10), d.h. es liegt eine Losung im Sinne von Definition 2.4 vor.
Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch. Der Losungsbegriff in Definition 2.5 ergibt sich auch
aus Definition 2.2 unter Beachtung von (2.2) und indem man fiir 7'(z, w) einen deterministischen

Zeitpunkt 7' > 0 wéhlt.
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2.1.3 Der milde und der starke Losungsbegriff

Wir betrachten einen weiteren Losungsbegriff. Es seien H = L?(IR'), f € H, t > 0. Dann fiihren
wir eine Familie (7})¢>o von Operatoren ein, die fiir f € H durch (T;f)(z) = f(x + t) definiert
sind. (T;f) definiert eine parametrische Halbgruppe, denn es gilt fiir f, g € H, o, 3 € IR!:

(Tof) (=) = flz),
(ThiTef)(x) = Tu((Ty) (@) = (Thf) (@ +t) = f(z +t+ ) = (Tinf) (@),
und (Traf)(@) + (TiBg)(x) = af(z+1t)+Bg(z+1)
= (af + Bg)(t + ) = (Ti(af + Bg))(z).

Weiterhin erhalt man mit der Definition der Norm in H

[ee]

1Tl = [ Fla+bde
—00
< 9 2
= [ Pl £ 1

— 00

Definiert man einen Operator A mit D(A) := C'(IR!) N L?(IR') durch

Af)z) = lim @)= f@)

h—0 h

so stellt man fest, dass D(A) in H dicht liegt und Af = f’ infinitesimaler Operator der Halb-
gruppe von Kontraktionen (73 f)(x) = f(x+t) ist. Damit kénnen wir fiir (2.11) mit a = —1 einen
weiteren Losungsbegriff einfithren. Wir formulieren die Definition fiir die allgemeinere Gleichung
(2.5).

Definition 2.6. X (¢, x) heifit milde Losung von (2.5) mit n =1 und b;(¢,z) = 1, wenn
(i) X(t,x) die Gleichung
t t
X(t2) = T, Xo(x) + / Ty JA(s,, X (s, 2))ds + / Ty oBls,z, X (s,2))dW(s) (2.13)
0 0
erfiillt.
(i) X(t,-) ist ein L2-wertiger, F;-mef8barer Prozef.
(iit) Bs gilt: sup,epor) E [pa X2(t, 2)dx < oo.
Beispiel 2.1. Setzt man in der Gleichung

dv(t, ) + avy(t, x)dt + b(t, z)v(t,x)dW(t) = 0,
v(0,2) = wvo(x) (2.14)
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b=0und a = —1, so ist v(t,z) = Tivg(z) = vo(t + x). Wenn vy € D(A), dann gilt

Ov(t, ) Ju(t)

ot Ot lt=z+t
ov(t,z)  Ovu(t)
Ox ot li=a+t

Damit ist Tyvo(z) Losung des deterministischen Problems % = %, v(0,z) = vo(x).

Beispiel 2.2. Es sei a € R!, a # 0. Dann ist auch (T;f)(x) = f(z + at) eine Halbgruppe von
Kontraktionen. Fiir den infinitesimalen Operator ergibt sich
T _

h—0 h

f(z+ah) — f(z)

— _ an _
= o h = jm ah A (2.15)
dh.
)
= —. 2.1
Af = af (2.16)

Damit kann die milde Losung von (2.14) ermittelt werden:

v(t,z) = TtUo(SU)—/D Ti—s(b(s,x)v(s,z))dW (s)

= wvo(z + at) — /0 b(x + a(t — s),s)v(z + a(t — s), s)dW(s). (2.17)

Man betrachte das Problem

dxX = Ath+2{lekXdﬁk}

X(0) = zeH, (2.18)

wobei A: D(A) C H— H und By : D(By) C H — H, k=1,..., N die Generatoren von zwei
Halbgruppen sind, niamlich von S(t) = e*4 und S(t) = €'B*, und B1(-), ..., Bn(-) eine endliche
Anzahl unabhéngiger, reellwertiger Wiener-Prozesse sind. Fiir dieses Problem (2.18) fithren G.

Da Prato und J. Zabczyk (vgl. [55]) den Begriff der starken Losung folgendermafen ein:
Definition 2.7. Ein H-wertiger vorhersagbarer Proze8 X (t), ¢t € [0, 7] heifit starke Losung von
Gleichung (2.18), falls X (t) Pp-f.s. Werte in D(A) N D(B) annimmt, so dass

(i) fir alle k =1,...,N gilt:

T
p</0 (JAX(s)| +]X(s)]) ds < 400 ) = 1, (2.19)

)
) = 1, (2.20)

T
P ([ 1By ds < +oo
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(i) fiir beliebiges ¢ € [0,T] P-f.s. die Beziehung
t N oot
X(t) = §+/0 [AX(s) + f(s)] ds + ;/O B(X(s)) dP(s) (2.21)

erfillt ist.

Fiir eine spezielle stochastische Gleichung in zwei Ortskoordinaten
t
v(t,x,y)—v((),x,y) + al/ U:E(s7aj>y) ds
0

+ a /Ot vy(s,z,y)ds + b/otv(s,:r,y) dW(s)=0 (2.22)
mit der Anfangswertfunktion
v(0,z,y) = f(z,y), f € L*(R! x RY) (2.23)
definiert man die Losung geméf Definition 2.5 wie folgt.

Definition 2.8. Eine Losung von (2.22) ist ein Zufallsfeld (v(t,,y))s yeRr,tefo,r] mit den fol-

genden Eigenschaften:

(i) (v(t,2,9))ieo.r) ist ein zur Filtration (F;).eo,r] adaptierter Prozef fiir alle z,y € IR'.

(ii) Es existieren %v(t,x,y) und a%v(t,:v, y) stetig fiir jedes t € [0, 7] mit Wahrscheinlichkeit
1.

(iii) v(t,-,-) ist L2(IR')-wertig.
(iv) Es gilt v(0,2,y) = vo(z,y) = f(z,y) € L*(IR?).

(v) Die Gleichung (2.22) gilt fiir alle ¢ € [0,7], =, y € IR! mit Wahrscheinlichkeit 1.

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen

2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit mittels Charakteristikenmethode

Kunita beweist in [40] die beiden folgenden Theoreme zur Existenz- und Eindeutigkeit mit Hilfe

der Charakteristikenmethode. Man definiert dazu die Charakteristiken, die zu (2.3) assoziiert

sind als
dé‘t = _ZF]Sj)(tafhntaCt) Ode
j=0
dne = > [FO & G) = B (L &ms &) - G| o awf (2.24)
j=0
d(t = Z |:Fag]) (ta gta M, Ct) + Fé]) (ta gtv U2 Ct) : Ct:| o thJ

<
Il
o
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Zu gegebenem (z,u,p) € R?xIR! x R? existiert eine eindeutige Losung startend im Zeitpunkt 0
in (x,u,p). Die Losung (§(z,u, p), ni(z, u, p), ((z,u,p)), t € [0,T(x,u,p)) ist ein stetiges lokales
Semimartingal, wobei T'(z, u, p) die Explosionszeit ist. Ist die Anfangswertfunktion ®(x) in (2.3)

eine C**t1.2_Funktion, so definiert man lokale C*#-Semimartingale

(ft(a:,u,p),ﬁt(x, u,p), C‘t(lﬂvuvp))) te [O,T(az,u,p)),

wobei T' = T(z, ®(x), 0®(z)), B < «, wie folgt:

m(z) = m(z, &(x), 00(z)) (2.25)
G(z) = (o, ®(z),09(x)).
Weiterhin fithrt Kunita die folgenden Stoppzeiten
7(z) = inf{t > 0; det 0& = 0} A T'(z), (2.26)
und
o(y) =inf{t > 0; y & &({T > t})} (2.27)
ein. Damit sind alle Vorbetrachtungen gemacht und wir kénnen Theorem 3.1 aus [40] formulieren.

Theorem 2.1. Es seien ®(x) eine CH-Funktion in RY mit 2 < 1, o > 0 und &, 7, (; die
in (2.25) definierten Prozesse und o(x) sei die Stoppzeit (2.27). Dann ist uy(x) = 7 (E{l(x)),
t € [0,0(x)) eine lokale Losung von (2.8). Weiterhin ist die Losung sogar ein lokales C'~1-Se-

mimartingal fir beliebiges B < a.

2.2.2 Existenz und Eindeutigkeit mittels parabolischer Regularisierung

Hypothese 2.1. (h;) A(t,w,x,u) ist eine stetige Funktion in u fiir alle ¢, w, x.
(h2) Das Paar (A, B) ist monoton im folgenden Sinn: Es existiert eine Konstante L > 0, so dass

(A(t,w, z,v1) — A(t,w, z,v2))(v1 — v2)

+||B(t,w,x,v1)—B(t,w,x,vg)H%( SL‘UI_'L& 27
fiir alle (t,w,z) € [0,T] x Q x R™ und vy, v € R

(h3) Das Paar (A, B) erfiillt folgende Wachstumsbedingung: Es existiert eine mefibare Funktion
[ :]0, T] x R — IR und eine positive Konstante L; mit I(¢, ) < Ly fiir alle ¢, x und
f(;f Jirn P2 (t, 2)dzdt < o0, so dass

| A(t,w, z,0) | + || B(t,w,2,0) k< U(t,2) + C | v |

fiir eine Konstante C' > 0 und fiir alle ¢, w, z, v gilt.
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(hs) B[1X0l3 5 gen) < o0
(hs) Fiir lp > 0 und fiir alle ¢, z gilt
8b t,
Z\bta:]JrZ] xy<zo,
i,j=1

wobei % die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet.

Hypothese 2.2. (h}) B ist Lipschitz-stetig in v und gleichméBig stetig in den anderen Varia-
blen.

(h%) Es existiert eine Konstante I > 0, so dass fiir alle t,w, z,u

0

|A,(t7wal'7u)| = ‘%A(t,w,x,u)}gll,

1Bt wlx = |5 Btwru)| <h

|
(2.28)

(h%) Fir alle ¢g > 0 existiert eine Konstante Iy > 0, so dass

2
0A(t,x,u
SUPo<eceg 2o { [fo f]Rn< (atxz )|u=Xs(t,z)> dmdt}

+ E|:f0T f]Rn OB(t,x,u)

2
{1 dxdt] } < ly. (2.29)

K

u=X¢(t,r)

( ) [HXOHWl [Rn)] Q.

8%b(t,x) 9%b(t,x)
(h5) Es existiert eine Konstante I3 > 0, so dass > ', = O | < Ls fiir alle ¢, 2, wobei - iy

die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet.

Fiir die regularisierte Gleichung gilt das folgende Theorem.

Theorem 2.2. Wenn die Hypothese 2.1 erfiillt ist, dann hat die reqularisierte Gleichung (2.7)
eine pfadweise eindeutige Wi (IR™)-Lisung X, die L?(IR™)-stetig ist. Weiterhin gilt fir alle
gg > 0 die folgende Abschitzung

Sup0<€<so {E [SUPogtST f]Rn | XE(ta iL‘) |2 dl‘]

+2e 0 B fy fe | 2582 |Pazat] } =D <o, (2.30)

wobei d von C, L1 und dem Integral fo fan (t, z)dxdt abhdngig ist.

Entsprechend gilt fiir die hyperbolische Gleichung das folgende Theorem.
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Theorem 2.3. Unter der Annahme, dass die Hypothesen 2.1 und 2.2 gelten, hat die Gleichung
(2.5) eine pfadweise eindeutige Wi (IR™)-Lésung, die L*(IR™)-stetig ist und der folgenden Glei-
chung geniigt

E | sup ||X(t)”%2(]}{n) + Zn:E [/T ||6X(t) ||%2(]Rn)dt] =D < 0. (2.31)
0<t<T P 0 ox;
Weiterhin gilt
lim E | sup [|[X:(¢)— X(t)||%2(Rn)] =0. (2.32)
e— o<t<T

Desweiteren gilt

Theorem 2.4. Hypothese 2.1 sei erfillt. Weiterhin seien die Funktionen A(t,w,z,u) und

B(t,w,x,u) stetig in (x,u) und beschrinkt. Dann hat (2.5) eine verallgemeinerte Lisung, die

sup E[||X(t)H%2(]Rn)] < oo (2.33)
0<t<T

erfillt.

Beschiftigen wir uns jetzt mit der Frage, unter welchen Bedingungen die milden Losungen
der Differentialgleichung (2.11) im Sinne von Definition 2.6 auch starke Losungen im Sinne
der Definition 2.7 sind. Da Prato und Zabzcyk erhalten dabei die folgende etwas allgemeiner

formulierte Aussage iiber den Zusammenhang starker und milder Losungen.

Proposition 2.1. FEs seien die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Die Operatoren By, ..., By erzeugen kommutierende Cy-Gruppen Sg, k=1,...,N.

(ii) Firk = 1,..,N gilt D(A) C D(B%) und ﬂgzl D((B;)?) ist eine dichte Teilmenge des
Hilbertraumes H. Dabei bezeichnet B}, die Adjungierte von By, k=1,...,N.

(iii) Der Operator C := A — %Zgil B2 mit D(C) = D(A) ist der infinitesimale Generator
eine Co-Halbgruppe Sy = €'“, t > 0.

Wenn X (t) eine starke Lisung von (2.18) ist, dann erfillt der Prozef v, definiert durch
N
v(t) =U ()X (1), wobei U(t) =[] Se(Be(t)), (2.34)
k=1

die folgenden Gleichungen

V() = Ul(t)CU(t)v(t),}

2.35
v(0) = x. (2:35)

Umgekehrt, ist v(t) ein vorhersagbarer Prozess mit Trajektorien in C', der (2.35) P-f.s. erfiillt,
dann nimmt der Prozefs X(-) =U(-)v(-) Prp-f.s. Werte in D(C) an und ist eine starke Lisung
von Gleichung (2.18).
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In Gleichung (2.11) erzeugt der Operator A = aa% eine Cy-Halbgruppe, und der Operator

B = b als linearer Operator erzeugt ebenfalls eine Cy-Halbgruppe, so dass die gefundenen milden

Losungen auch automatisch starke Losungen im Sinne von Definition 2.7 sind.

2.3 Eigenschaften der Lésungen

Die oben definierten Losungsbegriffe besitzen wichtige Eigenschaften. Zu diesen gehort z.B. die

stetige Abhéngigkeit der Losungen von den Anfangswerten. Fiir die Losung gemifl Definition

2.2 mit der Charakteristikenmethode gilt:

Theorem 2.5. Es existieren zu t € [0,T]; T < oo
FOWz,up) , FO@,2,u,p)
F,go)(t,x,u,p) , F,gl)(t,m,u,p); k€ {x,u,p}
F,g?)(t,:z:,u,p) , Fkgjl.)(t,x,u,p); k,j € {z,u,p}

Lipschitz-stetig in (x,u,p) und stetig in t. Dann gilt fir x — &, u — a, p —p

P{|&(t,z,u,p) — £t 2,0,p) | + | n(t,z,u,p) —n(t, T,4,p) |

D
+|C(t,a:,u,p)—§(t,a_c,ﬂ,]§)\>€} - O,V€>O.

Zunichst beweisen wir

Lemma 2.1. Es seien By, By, Bs Banachriume und ¢ : By — L(Bs, B3) mit
I o(p) = 0(@) lleBassy < L llp—all-
Dann gilt:
I o(p)(@) = e(@) () 1B;<Il 2(P) lleBabs) - | =y llBs +L Ny By - lp— a5 -
Beweis: Es gilt die Abschitzung:

I o)) = (@) () Iz,
< e (z—y) s + I (v(p) — ¢(0)y B,
< N e® leens)  lz—=vylB, +L Iy By - Il —qllBs -

Beweis des Theorems 2.5: Man definiert die Stoppzeiten
™ = inf {t:] & |> N}
™= inf {¢:|m|> N}
o= inf {¢:] ¢ |> N}

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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und setzt

™ = A AT, (2.41)

Wir betrachten die folgenden Differentialgleichungen:
tATN tATN
gtATN(x7u?p) = - / F]SO)(Ta §T777T7<7')dr - / Fggl)(ra {mﬁra(r) OdW(T) (2'42)
0 0
tAT
Nenrn (T u,p) = u-+t /0 [F(O) (r, &, Gr) — Fp(o) (7'7 §ryney Gr) gr] dr
tArN
" /0 [FO( &m0 G) = O 6rmnn &) - &] 0dW(r)  (243)
taTN
CenrN (LL‘, u,p) = p+ /O [Fx(O) (’l“, &rs s CT) + FI(LO) (Ta Ers s CT‘) ’ gr] dr

tATN
+/0 [EM(r, &y, G + FO (r, 6,0, Gr) - &) 0 W (1) (2.44)

Durch die Stoppzeiten erreicht man, dass die obigen Prozesse durch N beschriankt sind. Fiir
t > 7 setzt man die Prozesse gleich Null. Man kann dann die Gleichungen (2.42), (2.43), (2.44)
durch Einfiihrung der Indikatorfunktion

X)) : t<V

Moz (x@) ={ * 7T (2.45)
in der folgenden Art umschreiben:
I{w:thN}ft(xau7p) = / I{w r<7'N}F (T 57"777%@“)

t
/I{w r<TN}F ( ﬁrvnr’Cr)odW()
t
I{w:tng}nt(%U,P) = u+/0 [I{w r<7’N}F (T 57“,777“7(7“) I{w r<TN}F ( 51”7771“76”) fr]dT

t
+/0 [I{w r<TN}F ( frﬂ?r,Cr)
I{w T‘<TN}F (’I” &y Gr) - 57“] odW(r) (246)

t
I{w:thN}Ct(xau7p) = p+/0 [I{w 7‘<TN}F (7“ 57"’77T7CT) + I{w r<7—N}F (7" 67‘7771“747’) gT]dr

t
—|—/0 [I{w T<TN}F (7" 67‘7777“74.7')

+1, t<TN}F N, &y s ) - &) o dW (r).

Entsprechend erhélt man auch fiir die Anfangswerte Z, u, p die Prozesse

I{w: tSTN}gt(j7 u, p)’ I{w: tng}Ut(ff’ fb,ﬁ), I{w: tSTN}gt(fv u, ﬁ)
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Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese Prozesse mit &, ¥, (/. Man betrachtet die Dif-

ferenz der Losungen im quadratischen Mittel und schitzt wie folgt ab

E| Iy 1oy (& (0, p) — & (2, 0,7)] |

< 3 ’ rT—T ‘2 3TE/ I{w r<rN} ‘ F (T 57‘7777“7(7“) - (7’ §T777T7C7“) ’ dr
+3E{/ I{w ’I’<TN}F (T 57“7777“74.7“) - (7’ §T777T7CT) © dW( )}
< 3 ’ rT—T ‘2 +3TE/ I{w r<rN} ‘ F (T 57"7777“74.7’) - (7" 57“7777“7(7“) | dr

+38 |2 /t I vy FS (ry 6y G) = ED (r &, 717, Gr) 0 dW (0 )}2
+ 1{I{w t<TN}< V(r &, G) — ESV(r, §r777r7Cr)> }2} (2.47)

Wegen der Beziehung von It6- und Stratonovich-Integral (2.2) und mit Lemma 2.38 gilt
E ‘ I{w:tSTN} [fglv(x,u,p) —fgv(j7ﬁ7f)] |2
t
S 3 ‘x_j ’2 +6/ EI{w:rSTN} ’ Fzgl)(r7€T77]TJCT)_Fp(l)(TJSTJﬁTWgT’) ‘2 dr
0
t
3T [ Pl (169 =88 F 10 =2 P 1Y =G P Jar
¢
+CE{/ I{w:rSTN} ‘ F (7' érvnm@") - (T‘ 67”7777‘76“) |
[ VED - |+ | FQ - FD | + | Fy) — B ]]dr} , (2.48)
dabei sind Fp(;) = Féi)(r,éﬂv,ny,d\]) und F(I) = F (7‘ EN AN (V) und k € {z,u,p}. Da
nach Voraussetzung Flgl) Lipschitz-stetig in (x,u,p), FIS )x, Flgl)u, Flgl)p stetig sind und die

NN (N N N N beschrinkt sind, ist der letzte Summand, die geschweifte Klammer, in
Gleichung (2.47) beschrénkt. Damit kann man (2.47) auch durch

E ‘ I{w:tSTN} [§£V<$7u’p> _giv(£7aaf)] ‘QS Ch ‘ rT— ’2
t
+Cy / Blrery (167 =&V Pl =g P+ Y =CY 2 )ar  (249)
0
abschétzen.

Analoge Abschitzungen erhilt man auch fir E | Iy, <.~} (¥ (2, u,p) — ¥ (z,4,7)] |* und
E | Iy i<y (N (@, u,p) — ¥ (z,u,7)] |*, wobei auch hier die Beziehung (2.38) aus Lemma 2.1

in den Abschitzungen verwandt wird. Fithrt man die Bezeichnung

\Ijz{/v = I{w:tg'rN} “ §tN(x,u,p) _fgv(jjvﬂv r) ’2
+ ’ TItN(fUauap) —ngv(,f’ﬂ7f) |2

+ ’ CtN(xau7p) - <tN(E7a7F) ‘2]
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ein, so erhélt man
ENY] < Diflz—zP+|u—ulP+|p—p[]
t
+DY / E[WNdr.
0
Das Gronwallsche Lemma impliziert nun

lim EUN(t,2,%,u,a,p,p) = 0. (2.50)

(m,u,p)—>(i,ﬂ,ﬁ)

Sei nun ein € > 0 gegeben, so erhélt man

IN

P&t 2up) = €t.2,0,5) | + | 0t 2,u0,p) = 0(t,7,70,7) |
| C(tayu,p) = Gt 2,a,p) [> e A (t < 7)) + P(7Y <)
- P(I{w:tSTN} [H £(t,x,u,p) - f(t,f,ﬁ,ﬁ) | + ‘ n(t7$7u7p) - 77(75,9?771713) ’

+ | ¢t e, up) — C(t,2,a,5) ] > s) +P(TN < t).

Mit der Markovschen Ungleichung folgt

Pl &(t2,u,p) = £(6,2,,5) | + | nlt,,u,p) = 0(t,7,5,5) |
+ | C(t,x,u,p) - C(t,i’,a, _) ‘> 6)
< Ypr 7|2 a | p 2]+ P(Y <t 2.51
< SBlpemyllz—2P+u—al +p-p[]+ (r <>. (2.51)

Der erste Summand in (2.51) geht wegen der obigen Uberlegungen gegen Null, fiir den zweiten

Summanden gilt

lim P(TN < t) = 0. (2.52)

N—o0

Daraus folgt die Behauptung.
|

FEine wichtige Eigenschaft der Differenzenschemata ist die Lipschitz-Stetigkeit im quadratischen

Mittel des Losungsprozesses beziiglich der Zeit, wenn die Definition 2.5 zugrunde gelegt wird.

Theorem 2.6. Es gibt eine Konstante C, so dass fiir die Lisung von (2.11) gilt

E lo(t + At, ) —v(t, z) > de < CAL. (2.53)
Rl
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Beweis: Mit der Schwarzschen Ungleichung und den Eigenschaften des Ito-Integrales erhélt man

unter Ausnutzung von Theorem (2.3) die folgende Ungleichungskette
E {/ lu(t + At,2) — v(t, z)|? da:]
Rl
t+AL t+At
= F [/ |a/ vz(s,x)ds + b/ v(s, ) dW(s)Pdw]
R! t t

t+At t+AL
< 2F [/ a2|/ Ux(s,x)ds|2+b2/ v(s,az)dW(s)|2d:c]
R! t t
t+At t+AL

< 2 [aQAtE/ / v2(s, ) dsd:r—l—b2/ E/ |v(s,w)|2dxds}

R! Jt t R!

T t+AL
< 2 aQAtE/ / vz(s,aj)dwds—i—bQ/ sup E |v(s, x)|? dx ds

o JR! t s€[0,T) R!
< CAt, (2.54)

womit die Aussage bewiesen ist.

Bemerkung 2.1. Ist fiir die Gleichung (2.11) die Anfangswertfunktion ® € C*, dann ist der

Losungsprozef bzgl. = sogar zweimal stetig differenzierbar (sieche Theorem 2.1) und es gilt:

vz (t, ) = ' (z) + a/o Vg (8, ) ds + b/o v (s, ) dW (s). (2.55)

Der Losungsproze W(t, x) := v, (t, x) besitzt dann ebenfalls die Eigenschaften von Theorem 2.3,
d.h. es gilt

E sup / v2(t,x) dx =: Dy < o0. (2.56)
0<t<T JIR!
Folglich gilt dann auch
Z Ev2(t,kAx)Az < Dy (2.57)
k=—o0

fiir alle £ und Az > 0 und man erhélt weiterhin fiir die folgende Differenz

o0 (n+1)At
E|> | / (va(s, kAZ) — v (nAt, kAz)) ds|?
k= —o0 nAt
(n+1)At ®
< At / Z E (ve(s, kAz) — vp(nAt, kAz))? Az ds
nAt k= —o0
< CAt (2.58)

eine Beschrinkung in Abhéngigkeit von At.



3. Finite Differenzenmethoden im stochastischen Fall

Das Kapitel beschéftigt sich mit Differenzenmethoden zur approximativen Losung stochasti-
scher hyperbolischer Differentialgleichungen vom It6-Typ. Die Hauptbegiffe der deterministi-
schen Theorie der Finiten Differenzen ndmlich die Konsistenz und die Stabilitéit werden fiir den
stochastischen Fall entwickelt. Fiir gewohnliche It6-Gleichungen findet man diese Begriffe u.a.
in [33], [57], [58]. Es wird gezeigt, dass die in diesem Kapitel vorgeschlagenen Schemata zur
Approximation der stochastischen partiellen Differentialgleichungen auch diesen Begriffsbildun-
gen geniigen. Weiterhin wird auch die auf von Neumann zuriickgehende Analysis, mit der die
Stabilitdtsanalyse durch die Anwendung der Fourier-Transformation vereinfacht wird, vgl. [60],
[61], auf die betrachteten stochastischen Félle ibertragen. So kommt man beispielsweise auch
zu dem interessanten Ergebnis, dass sich in bestimmten Fillen die Stabilitédt des stochastischen
Differenzenverfahrens schon dann ergibt, wenn das zugrunde liegende deterministische Verfahren
stabil ist, (Korollar 3.1).

In diesem Kapitel werden Finite Differenzenmethoden zur Approximation der Losung der hy-

perbolischen It6-Gleichung

t t t
v(t,z) —v(0,2) + a/ vz (s, x) ds —i—/ A(s,v(s,x))ds —|—/ B(s,v(s,z))dW(s)=0 (3.1
0 0 0
entwickelt. Ausfiihrlich wird der lineare Fall
t t
v(t,x) —v(0,x) + a/ vg(s,z) ds + b/ v(s,z)dW(s) =0
0 0

studiert. Zum Verstédndnis werden hier die grundlegenden Ideen der deterministischen finiten

Differenzenmethoden erldutert, vergleiche auch [61].
Man betrachtet ein Problem der Form

ve(t,x) + avy(t,x) =0, t>0, z€ R, (3.2)

vo(x) = v(0,2) = f(x), (3.3)

wobei f € L?(IR). Man fiihrt eine dquidistante Zerlegung Az der Raumachse und eine Adquidi-
stante Zerlegung At der Zeitachse ein, so dass man ein Raum-Zeit-Gitter erhélt, auf dem man

versucht, die Losung des Problems (3.2), (3.3) auf den Gitterpunkten zu approximieren.

Dabei soll u} eine Funktion im Punkt (nAt, kAxz) oder dem Gitterpunkt (n, k) sein, die eine
Approximation der Losung des Problems (3.2), (3.3) in (nAt, kAx) ist, wobei

up = f(kAz) = v}
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gesetzt wird.
Mit dem Differenzenquotienten

. v(t+ At x) —v(t,x
e

erhélt man eine einfache Approximation der Zeitableitung v¢(nAt, kAx) in folgender Form

n+1

v (nAt, kAz) ~ e~ Uk,

T (3.4)

in analoger Weise erhilt man auch fiir die rdumliche Ableitung

vy (NAL, kAz) ~ W (3.5)

Damit erhélt man fiir (3.2) die folgende Differenzengleichung

n+1 n n n
u — U u — U
k k +a k+1 k —0.

At Ax

und daher
At At

uptt = (1+ CLE)UZ - a@“%ﬂy (3.6)
ein sogenanntes Forward-Time-Forward-Space-Schema (FTFS). In [61] finden sich die Beweise
fiir die Konvergenz, die Stabilitdt und die Konsistenz fiir dieses und andere deterministische

Verfahren.

Bemerkung 3.1. Numerische Differenzenverfahren und auch stochastische numerische Verfah-
ren sind vor allem deshalb von Interesse, weil man heute die Moglichkeit hat, die Losungen
mit Hilfe des Computers zu berechnen. Natiirlich macht eine solche Berechnung am Computer
keinen Sinn, wenn unendlich viele Zerlegungspunkte der Raumachse zu betrachten sind. Des-
halb fithrt man, wenn man die Losung auf einem Zeitintervall [0, 7] und einem Raumintervall
[0, X] approximieren will, eine Zerlegung der Raumachse ein. In dieser Arbeit beschréinken wir
uns ausschliefllich auf dquidistante Zerlegungen, so dass wir in diesem Fall der abzahlbar end-
lichen Zerlegung eines Intervalles die Schrittweite Az wie folgt definieren: Es sei Az = ﬁ, SO
dass xp = kAx, k£ = 0,1,..., M. Dann ist der Raum, den wir betrachten ein M — 1, M oder
M + 1-dimensionaler Raum, abhéngig von der Art der betrachteten Randbedingungen an jedem
Endpunkt des Intervalles. Dabei gilt natiirlich weiterhin, dass At — 0 und zwar solcher Art,

dass At und Ax die Bedingungen an die Stabilitét erfiillen.

3.1 Stochastische Differenzenschemata

Es wird die stochastische partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

dyo(t, z) + avy(t, z)dt + bu(t, x)dW (t) = 0 (3.7)



3. Finite Differenzenmethoden im stochastischen Fall 22

betrachtet, wobei v(0,z) = vo(z) = f(z) € L>(RY), t € [0,T], = € IRL.

Diese Differentialgleichung wird durch
t t
v(t,x) —v(0,z) + a/ vy (s, x) ds + b/ v(s,z)dW(s) =0 (3.8)
0 0

definiert, wobei das stochastische Integral das gewdhnliche Ito-Integral ist, welches beziiglich ei-
nes IR'-wertigen Wiener-Prozesses (W (t), Ft)tefo,r) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P),
adaptiert zur Standardfiltration (F3);e[o,7) definiert ist. Im Sinne der Definition 2.5 im zweiten

Kapitel existiert wegen Satz 2.1 ein eindeutiger Losungsprozel mit Wahrscheinlichkeit 1.

Weiterhin folgt aus Satz 2.3

T
E( sup / ]v(t,a:)|2dx> —i—E(/ / ]vm(s,x)|2da:ds> < 0. (3.9)
te[0,7] JIRY 0 JIR!

Wir fithren ein erstes Differenzenschema ein:

At At
ittt = (14 a—)uf — aA—xu}zH —bup (W ((n + 1)At) — W(nAt)). (3.10)

Die Losungen von (3.8) sollen durch die mit (3.10) definierten Zufallsvariablen u}! approximiert
werden. (3.10) ist eine stochastische Variante des Forward-Time-Forward-Space-Schemas. In
der deterministischen Literatur wird das FTFS-Schema auch als One-(Time)-Level-Schema be-
zeichnet, weil in die Berechnung einer jeden Stufe, jeden Levels nur die Vertreter eines anderen

Zeitlevels (meist des direkt vorangehenden) eingehen.

Weitere mogliche Schemata sind z.B. das Forward-Time-Backward-Space-Schema

n At AL, .
uptt = (1- aﬂ)uk + R U1~ bup (W((n+ 1)At) — W(nAt)) (3.11)

oder eine stochastische Variante des Schemas von Lax-Friedrich:

UkH = 3 (Uk+1 - Uk—1) - TAI(’%H —Up_1)
b n n
—(upy Fup_ ) (W((n+1)At) — W(nAt)) (3.12)

2

oder eine stochastische Version des Leapfrog-Schemas, eines sogenannten Zwei-(Time)-Level -

Schemas:

LGB ) — b (W (04 1AL — W(nA)). (3.13)

n+1
=U
Ax

n
Up = Uy

3.2 Konsistenz und Stabilitit

In diesem Abschnitt werden die Hauptbegriffe der deterministischen Theorie der Finiten Dif-

ferenzen, namlich die Konsistenz und die Stabilitéit fiir den stochastischen Fall definiert. Es
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wird gezeigt, dass die vorgeschlagenen Verfahren konvergieren. Natiirlich ist die Konvergenz
die anschaulichste Eigenschaft eines Approximationsschemas. Grob gesagt bedeutet diese, dass
die Losung der korrespondierenden Differentialgleichung Grenzwert der Ndherungen fiir At und
Ax — 0 ist.

Um zu einer moglichst allgemeinen Definition zu gelangen, ist es vorteilhaft, eine allgemeinere
Bezeichnung fiir die Differenzenschemata, die Differentialoperatoren und Anfangswertbedingun-
gen einzufiihren. Es sei L ein Operator, der v, die Anfangsbedingungen, Ableitungen beziiglich

x, Integrale beziiglich ¢ und It6-Integrale beziiglich ¢ enthélt. Man betrachtet
Lv =G, (3.14)

mit einer Anfangswertbedingung (3.3), wobei G eine Inhomogenitéit bezeichnet. Offensichtlich
ist (3.1) ein Beispiel fiir (3.14). u} sei die approximierende Losung des Problems, die unter
Anwendung eines Differenzenschemas, das mit L} bezeichnet werden soll, erhalten wird. Dabei
korrespondieren wie zuvor n mit dem Zeitschritt und & mit dem r&umlichen Zerlegungspunkt.
Weiterhin steht im folgenden G} fiir die Approximation der Inhomogenitit G. Wir fithren fiir
die Losungen des Differenzenschemas und die Losungen der stochastischen Differentialgleichung
an der Stelle ((n + 1)At, kAx) Folgen ein:

= (. ’uzj%’ uz—_&-%j uZH, “ZI%? uzi;’ T (3.15)
VL = (ol gL et gl gl LT (3.16)
= o((n+ )AL EAR), (k =0, £1, £2,---).

Bemerkung 3.2. Es werden die fiir ein Schema angepafiten Normen verwandt (vgl. im deter-
ministischen Fall [61]). Die Normen, die wir fiir Folgen (x) = (...,x_1, 0, 21, ...) einfiihren, sind

die f9 Ap-Norm mit

| 2 [l2,80:= (3.17)

und die Supremums-Norm || z ||cc mit ||z||ec := supy, |z|.

Das Lax-Richtmyer-Theorem in der deterministischen Theorie erlaubt es auf einfache Weise,
die Konvergenz eines Differenzenschemas nachzuweisen, indem man zeigt, dass das Schema so-
wohl konsistent als auch stabil ist. Deswegen ist es auch interessant, diese Begriffsbildungen
fiir stochastische Differenzenschemata durchzufiihren und nach analogen Zusammenhéingen zu

suchen.

Definition 3.1 (Konsistenz eines SDS). Ein Differenzenverfahren, das mit der Zerlegung

in ein Raum-Zeit-Gitter mit maximalen Raumschrittweite AZy und maximaler Zeitschrittweite
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Atg korrespondiert, heifft konsistent mit (3.1), wenn

Z Elv((n+ 1)At, kAx) — v(nAt, kAx) — ar(nAt, v(nAt, o))
k=—0o0

+B(nAt,v(nAt, kAzx)) (W((n + 1)At) — W(nAt)) Az < C(At, Ax) (3.18)

gilt, wobei ai(nAt,v(nAt, o)) ein Differenzenoperator beziiglich = von —av,(t,x) — A(t,v(t,z))
ist und

lim C(At,Az) =0 (3.19)
At—0,Az—0

gilt.

Bemerkung 3.3. Es gibt sowohl in der deterministischen Theorie (siehe [60], [61]) als auch in
der stochastischen Theorie (siehe [33]) eine Vielzahl von Konsistenzbegriffen. Der hiesige Begriff
ist an den Fall von einparametrischen Prozessen angelehnt (siche [33]). Der Begriff ist so stark
gewahlt, dass sich die Konvergenz ergibt. Bei anderen Konsistenzbegriffen muf3 dies nicht der
Fall sein. Betrachtet man im einparametrischen Fall die sogenannte schwache Konsistenz (siehe
[33]), dann sind noch Stabilitdtsvoraussetzungen erforderlich (siehe [33], Theorem 9.7.4). Fiir

den Fall deterministischer partieller Differentialgleichungen sei auf [60], [61], [66] verwiesen.

Unabhéngig von den Konvergenzbetrachtungen sind Stabilitdtsbetrachtungen fiir das Fehler-

wachstum von Interesse.

Definition 3.2 (Stabilitéit eines SDS). Ein stochastisches Differenzenschema wird stabil im
quadratischen Mittel beziiglich einer Norm || - || genannt, wenn positive Konstanten Azy und

Atg und nicht-negative Konstanten K und 3 existieren , so dass
Elu"? < K™ Bl
fir alle t = (n + 1)At, 0 < Az < Axg, 0 < At < Aty gilt.

Definition 3.3. Ein Differenzenschema heifit unbedingt stabil, falls keine zusétzlichen Voraus-
setzungen an Az und At gestellt werden miissen, um die Stabilidt zu gewéhrleisten. Ansonsten

heilt ein Differenzenschema bedingt stabil.

Bemerkung 3.4. Aus der Stabilitét ergibt sich, dass fiir stabile Schemata kleine Fehler in den
Anfangswerten auch nur zu kleinen Fehlern im Ergebnis fithren. Die Definition zeigt insbesondere
auch ein Anwachsen des Fehlers in jedem Schritt. Das Fehlerwachstum ist aber auf ein héchstens
exponentielles Wachstum beschriankt.

Nun soll gezeigt werden, dass die Schemata (3.10) und (3.12) den obigen Definitionen geniigen.

Theorem 3.1. Das stochastische FTFS-Schema mit

(n+1)At =t (3.20)
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und —1 < a% =: R <0, a <0 st stabil im quadratischen Mittel beziiglich der || - ||2,aoz-Norm,
mit K =1 und B = b? , wobei Aty und Axg aus der Definition 3.2 der Stabilitit durch t und
durch |a|t gegeben sind.

Beweis: Wendet man E| - |? auf das sFTFS (3.10) an und beachtet die Unabhingigkeit der

Zuwéchse des Wiener-Prozesses und die F;,-Mefibarkeit der g, uj, ;, so erhilt man

Byt ? = E|(1+ R)u} — Rujly, — bul(W((n + 1)At) — W(nAt))?
= E|(1+ R)u} — Ruj,|”
+2E((1 + R)uy — Ruy )bup (W ((n + 1)At) — W(nAt))
+V2 AtE|ul |?
= E|(1+ R)u} — Ru}, > + B> AtE|u}|?. (3.21)

Da die Anfangswertfunktion f € L2(IR!) ist, gilt

E [ (vo(z))dx = f2(x) dz < oo, (3.22)
R R!
und man erhilt mittels Rekursion
> Blup|*Az < c. (3.23)
k=—o00

Multipliziert man (3.21) mit Az und summiert iiber alle k, so ergibt sich

+oo +oo

> ElptPAr = Y [EI(1+ R)up — Rup ™ + PP AtE[uf ] Az

k=—o0 k=—o0

—+o00

Z [(I11 4+ RPPE|up|* + 2|1 + R||R|E|ui|juf 1| + |RI*Elui 1 [?)
k=—00

+b?AtE|ul?] Az

—+o00

> (11 + RPEluf)* + |1+ R||R{E|uj * + Eluf,|*}

k=—o0

+|RIPEluf 4 |?) +0*AtE|up|?] Az

IN

IA

+oo
> {1+ R+ 21 + R||R| + |R]’] + YA E|up [} Az

<
k=—00
+oo
= [(I1+R|+|R)*+0°At] Y Eluf|*Ax. (3.24)
k=—00

Fiir —1 < R < 0 erhélt man nun die Ungleichung |1+ R|+|R| < 1 und kann deshalb den obigen

Ausdruck weiter abschatzen durch

+00 +oo
> EluptPAz < (1+V°At) > ElupAx,
k=—oc0 k=—0o0

Elu™ 3 a, < A+ PAYE[U"]3 e < (1+0*A0)" T E[[u’]3 o,
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Wegen At = n%rl gilt

Bl Bas < (14557)  BlBas < BB, (3.25)

Das ist die Stabilitéat.

|
Als néchstes zeigen wir die Stabilitét von (3.12) beziiglich der || - ||oo-Norm. Der Beweis wird
zeigen, dass sich mit analogen Uberlegungen auch die Stabilitit von (3.10) beziiglich der || - ||oo-

Norm ergibt. Analoges gilt auch fiir die Stabilitét von (3.12) beziiglich der | - ||2,az-Norm,

vergleiche dazu auch Satz 3.8.

Theorem 3.2. Die Differenzengleichung (3.12) mit (n+1)At =t und —1 < aﬁ—; =R <1, st

stabil im quadratischen Mittel beziiglich der || - ||oo = supy | - |-Norm mit K =1 und 3 = %.

Beweis: Im quadratischen Mittel ergibt aus (3.12):

1 R b2 At
Bl P = Bl — o) = o (i — )P Bl —
1
=1 [(1 = R)*Eluj;1|* +2(1 — R*) Bluj,yuf_4]
b2 At
+(1+ R’ Eluf_,[*] + TEWZH —up_q?
1
< 1 <4sup E|u})? + b*At sup E]u2|2>
k k
b2 At
< {1 + 1 }Sl;pE|’LLZ|2. (3.26)
Diese Abschiitzung gilt natiirlich fiir alle k, deshalb erhélt man
b2At p2AE) "
sup Eluf™? < {1 + 1 }SupE|uZ|2 < {1 + } sup E|ul|?. (3.27)
k k k
Das entspricht
b2 At
[ A e e ([ (3.28)
Erinnert man sich der Tatsache At = n%rl, so hat man
N2 Pt O\ o LU,
e < (o) I < e (3.29)

Bemerkung 3.5. Die Stabilitdt von (3.10) beziiglich der | - ||oo-Norm folgt analog, indem man
den Erwartungswert des Schemas im quadratischen Mittel betrachtet und gegen das Supremum
abschétzt.
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Nun soll der Nachweis erbracht werden, dass das Forward-Time-Forward-Space-Schema konsi-

stent ist.

Theorem 3.3. Es sei v(0,-) € C%. Das stochastische FTFS-Schema ist konsistent im Sinne
von Definition 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)At, kAx)

(n+1)At (n+1)At

= v(nAt,kAz) — a/ Vg (T, kAz) dT — b/ v(T, kAx)dW (1)
nAt nAt
= v(nAt, kAz) — avy(nAt, kAx)At — bu(nAt, kAz) (W ((n + 1)At) — W(nAt))

(n+1)At
—a/ (vz (T, kAZ) — vy (nAL, kAx)) dr
nAt

(n+1)At
—b/ (v(7, kAz) —v(nAt, kAz)) dW (7). (3.30)
nAt

Da wegen Theorem 2.1 v(t, x) beziiglich x dreimal stetig differenzierbar ist, gilt fiir

(t, ) = vga(t, )

¢ t
O(t, x) — vz (0, ) + a/ Oy (7, 2) dT + b/ o(r,z)dW () =0 (3.31)
0 0
und wegen Theorem 2.3 gilt

C := sup E|o(t, )| de < +oc. (3.32)
tefo,7] JR

Durch die Taylorentwicklung von v, (nAt, kAx) an der Stelle kAx erhélt man weiterhin

v((n+ 1)At, kAx)
= v(nAt, kAz) — Z—A; (v(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, kAx))
—bv(nAt, kAz) (W ((n + 1)At) — W(nAt)) — v (nAL, (k + 9)Az)AtAz

(n+1)At
a/ (vz(T, kAZ) — vy (nAL, kAx)) dr
nAt

(n+1)At

b / (0(7, kAZ) — v(nAL, kAz)) dW (), (3.33)
nAt

wobei ¥ eine Zufallsgrofie mit 0 < ¢ < 1 ist. Folglich gilt mit der Schwarzschen Ungleichung und

den Eigenschaften des Ito-Integrales

E o((n+ DAL kAZ) — o(nAt, kAz) + Z—At (w(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, kAz))
x
2
+ bu(nAt, kAzx) (W((n+ 1)At) — W(nAt))
(n+1)At
< 4BV (nAt, (k+9)Az)At2Ax? + 4a2At/ E v (1, kAz) — v (nAt, kAz) | dr
nAt

(n+1)At
42 / Elo(r, kAz) — v(nAt, kAz)| dr. (3.34)
nAt
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Wegen (3.32) erhalten wir

43" (Bvi,(nAt, (k +0)Az) AP Az®) Ax < ACAZ AL (3.35)

k=—o00

Nach der Integraldefinition gilt, dass es zu jedem & > 0 ein hinreichend kleines Az gibt, so dass

0 (n+1)
Z / E vy (1, kAz) — vy (nAt, kAz) > dr Az

k=—o00

(n+1)A
< € —I—/ / E\vw 7, &) — vy (nAt, ) |* dr da. (3.36)

Da ¢ > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann ¢ auch als At? gewihlt werden. Aus

Theorem 2.6 folgt dann wegen

Vg (t, ) = v,(0,2) + a/o Vo (T, 2) dT + b/o vg(t, ) dW (1), (3.37)

dass eine Konstante C existiert, so dass

o0 (n+1)At
Z / E |0y (1, kAz) — vz (nAt kAz)[? dr Az < At? 4+ CA? (3.38)

k=—o00 At

gilt. Mit analogen Uberlegungen erhalten wir zunichst

(n+1)A
Z / E]v(r kAz) — v(nAt, kAz)|? drAx

k=—o00

(n+1)A
< At*+ / / E|v 7, @) — v(nAt, z)* dr dx. (3.39)

Theorem 2.6 liefert dann die Existenz einer Konstanten C, fiir die

n+1
Z / E lo(r, kAz) — v(nAt, kAz))? drAz < At? + CA (3.40)

gilt. Mit (3.35), (3.38), (3.40) folgt schliefllich aus (3.34)

E

! (v(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, kAx))

T

v((n+ 1)At, kAz) — v(nAt, kAx) +

+ bu(nAt, kAx) (W((n+ 1)At) — W(nAt)) i

ACALAZ? + 2A1% + 40> AP + 4a*>C AL + 42 At + AC At
At?(C1Az? + Cy 4 C3At)
= C(At?, Az?). (3.41)

IN

C(At?, Ax?) erfiillt offenbar die geforderten Bedingungen.
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Wir wollen nun eine Konvergenzeigenschaft des FTFS-Schemas untersuchen. Zunéchst stellen
wir eine A-priori-Abschétzung bereit. Aus der Definition des FTFS-Schemas und der Gleichung
(3.33) ergibt sich fiir

zp = up — v(nAt, kAzx) (3.42)

mitR::Z—Ajund -1 < R<0und

(n+1)At
bnp = —v2(nAt, (k+9)Az)AtAz — a/ (Vg (T, 2) — v (nAt, x)) dT
nAt
(n+1)At
—b/ (v(7,x) —v(nAt,z)) dW(T). (3.43)
nAt
Dann gilt

g = (14 R)z) — Rejlyy — bz (W((n+ 1)At) — W (nAt)) + ¢ k- (3.44)

Im quadratischen Mittel erhélt man

E|l7™'? = E|(1+4 R)z; — Refy > + 2E (bzp (W((n + 1)At) — W(nAt)) ¢k
VAL

+2FE | (1 + R)2? — Rz? i~ | + BPALE|22? + E|d, k> (3.45
((( )2k k+1)¢,km> E | b,k (3.45)

Damit ergibt sich summiert {iber alle k

IN

El|l20%Y3 as B2 |38z + U El20[3as At + At*(C1Az% + Cy + C3At)

+02E| 20 3as At + At(C1AZ? 4 Oy + C3AL) + B2 AtE| 20 |34,

+A?(C1AZ? + Cy 4 C3AL)

= El2lla: + (207 + DALE(|20 |35, + AHCIAZ? + C2 + C3At)
+2A12(C1 Az + Cy + C3AtL) (3.46)

fiir alle n. Nun sei m < n, dann gilt natiirlich Beziehung (3.46) auch fiir £ ||zﬁ”+1\|§, A+ Durch

Summation ergibt sich unter Beachtung von [|20|| = 0 und (n + 1)At = ¢

n
Bzl 3ae < @0+ DALY Ell23 A,
k=0
+3nAt(C1AZ? + Cy + C3AL). (3.47)

Dann folgt aus dem Gronwallschen Lemma, dass eine Konstante C' existiert, so dass

Bzt 38, < C (3.48)
fiir jedes n € IN gilt. Damit gilt
Lemma 3.1. Es sei v(0,-) € C>.

Dann gilt fir 2"(t,z) == 2, (x € [z, 2541 [, k=0,£1,£2,...)

/ Bl 2)2 ds < C. (3.49)
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Beweis:

/ E|2"(t, x)|? dz = Z E|2"(t, )| Az = EHsz%AaE <C. (3.50)

k=—o00

Unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.1 folgt aus dem Satz von Riesz:

Folgerung 3.1. Es gibt eine Teilfolge (n]) C (n), so dass (z"ﬂ) in L2(IR! x Q) schwach kon-

vergiert,.

Lemma 3.2. Der schwache Grenzwert in der Folgerung 3.1 ist P-f.s. und fiir L-fast alle x und
alle t Null.

Beweis: Angenommen der schwache Grenzwert sei nicht Null. Demzufolge mu# fiir alle (Fk) mit
EY 2 o FkQAaJ < oo gelten

lim E (2", F) = lim Z 2 ) Az # 0. (3.51)
n—oo n—oo k—foo

Wir wéhlen speziell Fy = 1, Fy, =0 fiir k = £1,4+2, ... . Damit gilt
Bzl = (1+ R)Ez} — REZ} + Edyp (3.52)
und somit
Ezp™ — Bzl = R(Ez) — E2}) 4+ E¢ny. (3.53)
Da aber lim,,_ (Ez?‘"1 — EZ{L) = 0 und lim;,—,oc E¢p o = 0 mufl auch

lim (Fzy — Ez7) =0 (3.54)

n—oo

gelten. Wird nun £} = 1 und Fj = 0 fiir kK = —1,0, +2, ... gewahlt, so ergibt sich entsprechend

lim (Ez{ — Ezy) = 0. (3.55)

n—oo

Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir

lim Ez) = hm Ez} =1A#0 (3.56)

n—oo

fiir alle k. Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt
(E20)? < E(2)%. (3.57)

Aus der A-priori-Abschitzung des Lemmas 3.1 erhalten wir dann

i (Ez)? Az < C (3.58)

k=—o00
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fiir alle n. Aber

> (Eg)Az= ) AAzr<C (3.59)

k=—00 k=—0oc0

ist fiir A # 0 nicht moglich.

Damit haben wir erhalten

Theorem 3.4. Es seien v,(0,2) € C>* und a € [ — 1,0[. Dann gibt es eine Folge von Zerle-

gungen, so dass (UZ) schwach gegen v(t,z) in L?(IR! x Q) konvergiert.

k=0,41,42,...

3.2.1 Anwendungen der Fourier-Transformation

Ein anderer Weg fiir Stabilitidtsbeweise ist von von Neumann beschritten worden [60]. Er wen-
dete die Methoden der Fourier-Analysis an, um notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Stabilitdt eines Differenzenschemas herzuleiten. Im folgenden wird gezeigt, dass diese Vor-

gehensweise auch fiir den stochastischen Fall zweckméfig ist.

Die Fourier-Inversionsformel liefert die Darstellung

1 Rz
u%%*l — - /A ezmA:p&an+1(§)d€7 (360)
™ J—

T
Az
wobei 4" t! die Fourier-Transformierte von u™*? ist, d.h.

1 oo
an—&-l — - Z e—zmAxgu:Ln—&—le’
T

m=—oo
wobei das £ eine reelle Variable ist. Natiirlich gilt auch
w_ 1 / .
SRV5 7

Setzt man diese Darstellung in die stochastische Variante des FTFS-Schemas (3.10) ein, so ergibt

u

MATE RN (£)dE (3.61)

i
Ax

sich
1 Az . alt
n+l imAzE sn 1
m \/277/_5 o (5){( AL

—etATt Z—A; +b(W((n+1)At) — W(nAt))} de. (3.62)

Die Eindeutigkeit der Fourier-Transformation liefert die Gleichheit der beiden Ausdriicke, d.h.
es gilt

a"t(E) = a™(€) {(1 + Z—A;) - emxg% +bo(W((n+1)At) — W(nAt))} . (3.63)
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In Anlehnung an den deterministischen Fall fithren wir

AN pidat aAt

g(AxE, At, Az) == {(1 + E) AL

+ bW ((n + 1)At) — W(nAt))} (3.64)

als Amplifikationsfaktor des entsprechenden Verfahrens - hier des sFTFS - ein. Das folgende
Theorem liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitét eines Verfahrens

in Abhéngigkeit von den Eigenschaften seines Amplifikationsfaktors.

Theorem 3.5. Fin stochastisches FEin-Schritt-Differenzenschema (mit konstanten Koeffizien-
ten) ist dann und nur dann stabil, wenn eine Konstante K (unabhingig von £, At, Ax) und

positive Schrittweiten Axg, Aty existieren, so dass
Elg(Azg, At, Az)|* <1+ KAt (3.65)

fiir alle 0 < Az < Azg und 0 < At < Aty.

Beweis: Zuerst sei angenommen, dass (3.65) erfiillt ist. Man fiihrt fiir v € L2(IR! x ) die
E| - |[4,—Norm ein, d.h.

B0 A= E/ OPdE=F S lonPAc=E v, (3.66)
Az

k=—00
wobel v, = vg(t) ist. Mit der Parsevalschen Relation (vgl. auch Anhang 5.2) und der Un-

abhéngigkeit der Zuwichse des Wiener-Prozesses ergibt sich

B, = B [ e
Az

_ Az 2n 112012

g/ (1+ KAL"E[°)2de
A:L‘

= (14 KA)"E|°|A,. (3.67)

Dan < & < Alt gilt, folgt auch (1 + KA¢)™ < (1 + KAt)Al eXT | wobei At = und

deshalb erhélt man auch E|v"|3, < eETE||v0||%,. Dies aber ist die Stabilitit.

_t_
n+1’

Es sei angenommen, dass die Bedingung (3.65) fiir den Amplifikationsfaktor fiir keinen positiven
Wert von K erfiillt ist. Es wird gezeigt, dass unter dieser Bedingung die Stabilitdtsbedingung
nicht erfiillt sein kann. Es wird angenommen, dass fiir eine positive Konstante C ein Intervall
von 0 := Az, 0 € [01,05] existiert, wobei 6 < 0, f2 > 0 und Az, At so dass 0 < Az < Ay,
0 < At < Aty mit

Elg(0,At, Az)> > 1+ CAt

gilt. Dann definiert man eine Funktion ¢°

falls A$§ ¢ [91,92]

0 0,
(&) = —
AJZ(GQ — 01) 1, falls Al‘f c [91,92],

(3.68)
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und es gilt
2 i 2 502
Blo5e = [ (Blol6, An, a0l Ps
Rz
& A
Ax
= E|g(8, Az, At)2" =" de
% 0y — 01
> (1+ CA)". (3.69)
Fiirj%n—i—l:é,jgn, gilt
(1+ CAtY ~ (14 CAt)ai = e!C. (3.70)
Mit At = —5 und mit E[[v°|}, = E||¢°[|3, = 1 hat man
1
E|v"3; = 5¢"“Ellv’ |3 (3.71)

Dies zeigt, dass das Schema instabil ist, weil C beliebig grofl sein kann.
|
Von diesem Theorem kann ein Korollar fiir alle stochastischen Differenzenschemata hergeleitet

werden, die ein multiplikatives Rauschen enthalten.

Korollar 3.1. Fin stochastisches Differenzenschema, das sich von seinem deterministischen
Ausgangsschema nur durch den Zusatzterm zur Approximation von b fg v(s, z)dW (s) unterschei-

det, ist stabil dann und nur dann, wenn auch das deterministische Verfahren stabil ist.

Beweis: Ein deterministisches Schema ist stabil dann und nur dann, wenn |g| < 1 4+ KAt gilt

(vgl. [60], [61]). Fiir den Amplifikationsfaktor g des stochastischen Schemas gilt:

Elg? < Elg+C(W((n+1)At) — W(nAt)[?
Elg|* + C?At < (1 + KAt)? + C%At
< 1+ HAG, (3.72)

wobei H = 2K + C? + K2
[ |

Beispiel 3.1. Wendet man die von Neumann Analysis auf die stochastische Version des Lax-

Friedrichs-Schemas (3.12) an, so erhélt man
9(0,At, Ax) = cosf —iRsinf + B (W ((n+ 1)At) — W(nAt))) (cos® —iRsinf)  (3.73)
fiir ein beliebiges ¢ € {1, ...,n}. Im quadratischen Mittel erhélt man
Elg(0, At, Az)|* = |cos 6 — iRsin 0|2 + B2At |cos — iRsin6]*. (3.74)

Man sieht, dass E|g(6, At, Az)|? nur dann kleiner gleich 1+ KAt sein kann, wenn |R| < 1 ist.
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Bemerkung 3.6. Stabilititsbedingungen fiir variable Koeffizienten

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden Fille hyperbolischer Differentialgleichungen mit va-
riablem Koeffizienten a(t, x) nicht betrachtet. Trotzdem lassen sich die bisherigen Betrachtungen
und die gefundenen Stabilitdtsbedingungen problemlos auf diesen Fall {ibertragen. Beispielsweise
ist die Stabilitdtsbedingung fiir eine entsprechende Version des Lax-Friedrich-Schemas

g(0,At,Az) = cos&—ia(t,x)% sin @
x

+B (W((i +1)At) — W(iAt))) (cos@ — da(t, x)% sin 6) (3.75)

erfiillt, wenn das a(t, x)% < 1 ist, und zwar fiir alle Gitterpunkte (nAt, kAz), die im entspre-

chenden Berechnungsgebiet liegen.

3.2.2 Stochastische Mehrschrittverfahren

Den Nachweis der Stabilitét stochastischer Mehrschrittverfahren kann man auch auf die deter-
ministische Theorie zuriickfithren, indem man zeigt, dass sich das Abweichen des stochastischen
Verfahrens vom deterministischen im quadratischen Mittel durch C'At beschrénken 148t. Die Sta-
bilitdtsanalyse fiir deterministische Verfahren mit hoherer Zeitschrittweite, d.h. fiir Verfahren bei
denen das Level n+ 1 von mehr Leveln als vom Level n abhéngt, gestaltet sich anspruchsvoller.
Wir betrachten deshalb ein kurzes Beispiel, vgl. [60], ndmlich die Stabilitéitsanalyse des determi-
nistischen Leapfrog-Verfahrens. Fiir die Fouriertransformierte des deterministischen Leapfrog-

Schemas gilt wegen der Eindeutigkeit der Fouriertransformation die folgende Beziehung:
4" (€) + 2iRsin AxEa" — 0" =0 (3.76)

Diese Gleichung wird gelost, indem man 4" = g™ setzt, wobei auf der linken Seite n fiir einen

Index steht, auf der rechten fiir einen Exponenten. Lost man das entstehende Gleichungssystem,

so erhilt man nach Division durch ¢g"~!

¢>+ 2iRsin Az g —1=0, (3.77)

das Amplifikationspolynom des Leapfrog-Schemas, dessen Nullstellen die folgende Gestalt haben

g+ = —iRsin Azx¢ + \/ 1 — R%sin? Az€. (3.78)

Sind die beiden Nullstellen verschieden, so hat die Losung nach [60] die Gestalt

g-(Az&)" — g+(Ax£)”>
9-(Az€) — g+ (AxS)

(6) = Ay (806) + () ( (3.79)
und im Falle der Gleichheit

" (&) = A(&)g(AzE)" + B(&)ng(Axg)™ (3.80)
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wobei die Funktionen A(§) und B(&) von den Anfangswerten abhéingen, und zwar

A€ = %), (3.81)
B(§) = a'(¢) — g4 (Axg), (3.82)

wobei auch hier 4 wieder durch ein stabiles Einschrittverfahren berechnet wird. Man kann dann
die Anfangswerte so geschickt wihlen, dass B(€) identisch Null wird, so dass man wieder in einer

dhnlichen Situation wie den Einschrittverfahren ist. Man braucht ndmlich fiir die Stabilitét, dass
g+ (Azg)[ < 1 (3.83)
gilt. Eingesetzt in Gleichung (3.78) erkennt man, dass zwar
9> =lg-|* =1

ist, aber fiir |R| > 1 sieht man, dass |g_| > 1 ist, so dass die Stabilitéit in diesem Fall fiir |R| <1
gewdhrleistet ist. Betrachtet man den Fall gy = g_, so mufl nur noch der bereits gefundene
Bereich |R| < 1 untersucht werden, dort ist aber g = ¢g_ nur dann, wenn |R| = 1 ist und
Azé = £7/2, so dass g+ = =i ist. Eingesetzt in Gleichung (3.80) ergibt sich dann aber der
Ausdruck

an = A(ig)g(j:i)” + B(i%)ng(ii)”’l, (3.84)

der linear in n wichst. Deshalb ist das deterministische Leapfrog-Schema stabil fiir |R| < 1.
Die deterministische Stabilitatstheorie fiir Mehrschrittverfahren beruht darauf, das Amplifika-
tionspolynom des betrachteten Verfahrens und in Abhéngigkeit von seinen Nullstellen den Sta-
bilitdtsbereich zu bestimmen. Dabei ist das Amplifikationspolynom im deterministischen Fall

definiert als

Ing 6
®(g,0) = Atpatas <Ata Aac) , bzw.
(I)(eSAt7 A.’IJ{) = AtpAt,Aa:(Sv 5)7 (385)

wobei pas A, das Symbol des Differenzenschemas ist.
Definition 3.4. Das Symbol pa¢ A, des Differenzenoperators Pas . ist durch

Pat. Az = DAt age A leMATE (3.86)

definiert. d.h. das Symbol ist die Funktion, die man erhélt, falls man den Differenzenoperator

auf die Zerlegungsfunktion e¥"2te?™A7€ anwendet und danach mit dieser multipliziert.

Eine alternative Berechnungsmdoglichkeit im deterministischen Fall ist aber auch der Ansatz,
den wir oben fiir das Leapfrog-Schema gewihlt haben, indem wir u?, = g"e"™ fiir f = 0

gesetzt haben. Fiir Mehrschrittverfahren ist das Amplifikationspolynom vom Grad o, wobei o
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die Differenz zwischen der (n + 1)-Zeitstufe, die berechnet wird, und der frithesten Zeitstufe
(n+ 1 — o) ist, die noch in diese Berechnung mit eingeht. Hat das Amplifikationspolynom des
deterministischen Verfahrens ausschlieBlich einfache Nullstellen g (Ax€), ..., go(Az€), so hat die

Fourier-Transformierte 4" die Darstellung

0" =) gy (AzE)" A (€) (3.87)
v=1

in Abhéngigkeit der Nullstellen. Dementsprechend lieflen sich auch fiir stochastische Schemata
die Symbole und Amplifikationspolynome aufstellen, die aber zu einer Berechnung einer all-
gemeinen Nullstelle fiir eine Realisierung des Wiener-Prozesses nicht taugen, da sie fiir jedes
@™t von der Wiener-Prozess-Differenz (W ((n + 1)At) — W(nAt)) abhiéngen. Fiir Einschritt-
verfahren ist das Amplifikationspolynom ®(g, ) ein lineares Polynom, und die Losung ist im
deterministischen Fall gegeben durch @7,,(¢) = g(Az€)"a°(€) und im stochastischen durch
a"(&) = [, gi(Az€) a°(€). Es laBt sich induktiv fiir Ein- und Mehrschrittverfahren zeigen,
dass die Differenz E|a™ — a7 ,|*> < CAt ist fiir alle n. Wir fiihren folgende Notationen fiir deter-

ministische und stochastische Mehrschrittverfahren ein:
a"tt = fan, . a0, (3.88)

wobei wir zur Kennzeichnung des Deterministischen det anhdngen. Damit kann man den folgen-

den Satz zeigen.

Theorem 3.6. Ein finites stochastisches Mehrschrittverfahren ist stabil im quadratischen Mittel
genau dann, wenn das zugehorige deterministische Mehrschrittverfahren stabil ist, d.h. wenn
das zugehdorige deterministische Amplifikationspolynom ®(6, At, Ax) die folgenden Bedingungen
erfillt:

(i) Es existiert eine Konstante K > 0, so dass fiir alle Nullstellen g,, v =1, ...,0 des Ampli-
fikationspolynomes gilt

lgv| <1+ KA. (3.89)
(ii) Falls |g,| = 1, dann muf8 g, eine einfache Nullstelle sein.
Beweis:

(1) Zuerst sei angenommen, dass (i) und (i7) erfiillt sind. Mit der fiir v € L?(IR! x ) ein-

gefithrten || - |3, —Norm, der Parsevalschen Relation (vgl. auch Anhang 5.2), und der
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Unabhéngigkeit der Zuwéchse des Wiener-Prozesses ergibt sich
n 2 ALx ~n |2
e
“az

2 Az E AN 2 E An 2d
|4 Ugget|” + Ellige;|“d€

IN

ch

= 2 BIf(a" Y, ., 0" %) = faa (@™, a0

* bl

D gu(Axg, At Az)" A,i (&) 2dg

v=1

: (clm +0 > lg(Azg, At A:n)|2”]A,,|2|@0]2> de¢

v=1

AN
[\]
bl

ch el

IA

2/ (ClAt + 0%(1 4 CLAt)" max !Au|2|ﬁ°(£)|> 3

A
< C(1+ KAH)"|[u’)A,. (3.90)
Dan < Ait < A% gilt, folgt auch
1+ KAH" < (14 KAt)ai < X1, (3.91)

wobei At = n%rl Deshalb erhilt man E||u™|%, < CeXTE|u®||%,. Also ist das Verfahren,

das diese Bedingungen erfiillt, stabil.

(2) Jetzt weisen wir nach, dass ein Verfahren, fiir das Bedingung (3.89) nicht erfiillt ist, nicht
stabil sein kann. Es wird angenommen, dass fiir eine positive Konstante C' ein Intervall von
0 := Axg, 0 € [0y, 0s] existiert, wobei §; < 0, 63 > 0 und Az, At so dass 0 < Ax < Axy,
0 < At < Atg mit
E|gy, (0, At, Az)|> > 1+ CAt

fir vy € {1,...,0} gilt. Dann definiert man die Funktionen A, wie folgt

0, falls Az ¢ (01,02
Ay, () _ # 101,02] (3.92)
Ax(GQ — (91) 1, falls Axf € [91, 92],
A, = 0, falls v# . (3.93)
Dann gilt
| o 2
Az
B, = E/ S gu(60, A, A" A, | de
_ﬁ v=1
= A
_ / Elgu (0, Az, At 22 e
9 Oy — 01
> (14+CAn™ (3.94)

Fiirj%n—l—l:ﬁ,jgn,gﬂt

(1+ CAtY ~ (14 CAt)ai = €€, (3.95)
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mit At = n%rl’ und mit EHuOHQAx = E||A,,0H2Ax = 1 hat man E||u”||2Ax > %etcEHAVOHzAx.

Dies zeigt, dass das Schema instabil ist, weil C beliebig grofl sein kann.

(3) Gébe es mehrfache Nullstellen vom Betrag 1, so konnte das Polynom nach [59] geschrieben

werden als

_.jzjjgjl4nun" g, (3.96)

v=1n=1
wobei Y7 Z v, = o ist. Diese Summanden wachsen aber fiir o, = 2 schon linear in n, so
dass das Verfahren instabil wird. Dieses Verhalten iibertrédgt sich auf den stochastischen
Fall, da die stochastische Nullstelle fiir At klein beliebig nahe an die deterministische

herankommt. Ist die deterministische Nullstelle |g,| < 1, so ist

n’gV‘nilyAJV‘ < |‘A01/| (397)

|9v|log |9
im deterministischen Fall begrenzt. Damit ist aber auch der entsprechende Ausdruck fiir

die stochastische Nullstelle beschrankt.

3.2.3 Die Wohlgestelltheit von stochastischen partiellen

Differentialgleichungen

Damit eine stochastische partielle Differentialgleichung die zeitliche Entwicklung eines sich wohl-
verhaltenden physikalischen Prozesses oder eines Finanzinstrumentes am Markt wiedergibt, soll-
te sie einige Eigenschaften besitzen. Eine der wichtigsten ist die stetige Abhéngigkeit der Losung
von den Anfangswerten. Diese besagt, dass kleine Fehler in den Anfangswerten nur zu kleinen
Veranderungen der Losungen fiihren. Analog zur deterministischen Begriffsbildung fithren wir
an dieser Stelle den Begriff der Wohlgestelltheit im quadratischen Mittel ein und zeigen, dass die
von uns im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Anfangswertprobleme diesem Begriff geniigen.

Dabei verwenden wir insbesondere die Fourier-Analysis, um die Wohlgestelltheit zu zeigen.

Definition 3.5. Das Anfangswertproblem fiir eine stochastische partielle Differentialgleichung
heifit wohlgestellt im quadratischen Mittel, falls eine Konstante C' = C(t) existiert, so dass die
Ungleichung

Eljo(t, )|l < C(#)Ellv(0, )] (3.98)

fiir alle Anfangswerte v(0, -) erfiillt ist.

Betrachten wir Gleichung (3.8), so gilt ndmlich wegen der Parsevalschen Relation, vgl. (5.2), die

folgende Beziehung

E/ tx2m—E/) |o(t, &) de, (3.99)
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womit man die Norm von v(¢,z) durch die Norm von 9(t,£) berechnen kann. Es gilt

= —ia&0(t, &) dt — bo(t,&) dW (t) (3.100)
und daraus erhilt man unter Anwendung der Losungsformel fiir gewohnliche stochastische Dif-

ferentialgleichungen (vgl. I.I. Gikhman und A.V. Skorohod [11]), indem man mit der It6-Formel
das Differential

Z(t) = Ino(t,¢) (3.101)

bestimmt, d.h.
dZ(t) = [—zaf— bz] dt — bdW () (3.102)

und damit gilt
b(t,€) = dol€)exp <[—mg = b;] t— bW(t)> . (3.103)

Eingesetzt in Gleichung (3.99) erhélt man wegen der Unabhéngigkeit von 9(§) und dem Wiener-
Prozef3

E/OO lo(t, )| dz

b 2
E|5(0,8)2E |exp <[—ia§ — 2] t— bW(t)> d§

[

- / E[6(0,6) | |exp (—iatt)|* E exp <— /Ot b? ds — 25/; dW(s)) d¢
[
1

IN

E|9(0,&)| Eexp< /t b? ds—Qb/t dW(s)) d¢. (3.104)
0

Aus Lemma 5 in [11], Seite 250 folgt

t 2
Eexp (—2b/ dW(s)) <e'st, (3.105)
0

W () — Y

In diesem Fall erhélt man sogar die Gleichheit, denn X := e ist logarithmisch

normalverteilt, wobei Y ~ N(u,0?) ist mit g = 0 und ¢? = 4b*t. Damit ist insbesondere
o2
EX =elt% = 2™ Also gilt

E/ o(t,z)2dr < /Oo E|0(0,6)*E <exp (— /Otb2d5—2b/0t dW(s)>> dé
< E/oo e”!15(0, ) de. (3.106)
Fiir die Fourier-Transformierte hat man dabei die folgende Darstellung gefunden
dio(t,€) = q(&w)o(t, &) baw. (3.107)
b(t, ) = e1&9p(0,¢), (3.108)

wobei ¢(§,w) = [—ia§ - %} t— bW (t).
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Korollar 3.2. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Wohlgestelltheit des An-

fangswertproblems (3.107) ist, dass eine zufillige Konstante q existiert mit
Rq(§,w) < q(w) (3.109)

fiir alle reellen Werte von &£ ist.

Beweis: Angenommen die Funktion ¢(&,w) erfiillt die Bedingung (3.109), dann folgt aus (3.108)
[(t,€)] = [e©)]18(0,€)| < e™[8(0,¢)], (3.110)

womit (3.98) unter Ausnutzung der Parsevalschen Relation, vgl. (5.2), sofort folgt. Angenom-
men, die Bedingung (3.109) werde durch ¢(§,w) verletzt, dann kann man durch eine geeignete
Wahl von 9(0, £) erreichen, vgl. dazu die Konstruktionen in den Beweisen von Theorem 3.5 und
Theorem 3.6, dass

Ellv(t, )2 > CE[v(0, )]z, (3.111)

und zwar fiir beliebig grofle Konstanten C, womit die Differentialgleichung nicht mehr wohlge-

stellt sein kann. [}

3.2.4 Ein Konvergenzsatz

Theorem 3.7. Es sei v(0,x) € C5*. Das Differenzenverfahren Liu? = G7 sei konsistent im
Sinne von Definition 3.1 mit C(At, Ax) = At?>-C(At, Ax) und stabil im Sinne von Definition 3.2

und die Funktionen A(-,-), B(-,+) seien Lipschitz-stetig und wachstumsbeschrinkt.

Geht C’(At, Azx) gegen Null fiir At, Az — 0, so konvergiert die Folge im quadratischen Mittel,
d.h. es gilt

lim E|v(nAt, kAz) — u}||> — 0. (3.112)
n—oo

Verhdlt sich der Ausdruck C‘(At, Ax) lediglich wie eine Konstante, so gibt es eine Folge von

Zerlegungen, so dass (UZ-) schwach gegen v(t,z) in L*(IR! x Q) konvergiert.

k=0,41,42,...

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 3.4. Wir leiten zuerst eine A-priori-

Abschétzung fiir

zp = v(nAt, kAx) — up (3.113)
her. Wir erhalten
(n+1)At
2 = w(nAt, kAx) —/ (avg(T,2) + A(T,v(T, kKAx))) dT
nAt

(n+1)At

- / B(r,v(7, kAx)) dW (1) — up + ax(nAt, uy)
nAt

+A(nAt up)At + B(nAt,uy) (W((n+ 1)At) — W(nAt)), (3.114)
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wobei a(nAt,uy) ein Differenzenoperator beziiglich x zur Approximation von

—avg(t, z) ist.

Daraus folgt mit dem Einsetzen der Taylorentwicklung fiir v, (nAt, kAz) an der Stelle kAx

(n+1)At
2t = - /At <cwx(7', kAz) + A(r,v(T, kAz))
— (avgy(nAt, kAz) + A(nAt, v(nAt, k:Aa:)))) dr

— (avy(nAt, kAz) + A(nAt,v(nAt, kAzx))) At

(n+1)At
- /At (B(r,v(1,kAz)) — B(nAt,v(nAt, kAx))) dW ()
—B(nAt,v(nAt, kAzx)) (W((n+ 1)At) — W(nAt))

+ag(nAt,ug) + A(nAt, up ) At + B(nAt, uy) (W((n+ 1)At) — W(nAt))

(n+1)At
= Z;?—/ (avx(T, kAz) + A(r,v(1, kAz))
nAt

N

— (avg(nAt, kAz) + A(nAt,v(nAt, k’A:B)))) dr
— (ar(nAt,v(nAt, e)) + avg, (nAt, (k + 9)Ax) AtAx

(n+1)At
- (B(r,v(1,kAz)) — B(nAt,v(nAt, kAx))) dW ()

nAt
nAt, v(nAt, kAx) — A(nAt, uy)) At

—( ) —

— (B(nAt,v(nAt, kAz) — B(nAt,up)) (W((n + 1)At) — W(nAt)) — ax(nAt, uy)
) _
) _

N

= z; — ap(nAt, z(nAt,e)) — (A(nAt,v(nAt, kAx) — A(nAt,up)) At

— (B(nAt,v(nAt, kAx) — B(nAt,ug)) (W((n+ 1)At) — W(nAt)) + ¢pn i, (3.115)

wobei

(n+1)At
P = —/ <avx(7', kAx) 4+ A(r,v(1, kAx))
nAt
— (avgy(nAt, kAx) + A(nAt, v(nAt, kAJ:)))) dr
—aVze (NAL, (k + 9)AtAz

(n+1)At
—/ (B(r,v(1,kAz)) — B(nAt,v(nAt, kAx))) dW (7). (3.116)
nAt

gilt. Im quadratischen Mittel erhdlt man daraus

E’ZZ+1|2
= E|2l — ap(nAt, z(nAt, 8)) — (A(nAt,v(nAt, kAz) — A(nAt,u})) At|?
+ALE|B(nAt,v(nAt, kAz)) — B(nAt,ul)|[* + E|én i)
+2F (2 — ax(nAt, z(nAt, ) — (A(nAt,v(nAt, kAzx) — A(nAt,uy)) At) ¢n k)
+2F [(B(nAt,v(nAt, kAz)) — B(nAt,uy)) (W((n+ 1)At) — W(nAt)) ¢p i) - (3.117)
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Die Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen A(-,-) und B(-,-) liefert

E|ZZ+1|2
< 2F|z) — an(nAt, z(nAt, )2 + 2A2LIE| 21 ? + AtL3E| 22
+E|pnr? + 2E (2] — ar(nAt, z2(nAt, o)) ¢ 1]
HALZAPE| 22?4+ AL3ALE| 27 + 8E|dn | (3.118)

Nimmt man nun den Summanden AtE|B(nAt, 22)|? hinzu, addiert iiber alle k& und multipliziert
mit Az, so erhdlt man

o0

> Bl Az

k=—o00
o9

= Z E|2f — ap(nAt, z(nAt, e)))? + AtE|B(nAt, 20) [ + 9E| ¢y, 1|

k=—00

12 [(2] — ag(nAt, 2(nAt, @) dp i) + (6LIAL: + 6LIAY E|21[* | Az, (3.119)

Wir setzen CoAt > (6L2At + 6L3)At. Die vorausgesetzte Stabilitéit des Verfahrens im quadra-
tischen Mittel sichert nun, dass fiir die beiden ersten Summanden von (3.119)

> [Elz — aw(nAt, 2(nAt,e))|* + ALE|B(nAt, z})[*] Az
k=—o00

< (1+ C1AY)E| 223 aq (3.120)

gilt. Entsprechend sichert die vorausgesetzte spezielle Konsistenz des Verfahrens, dass die Ab-
schitzung
e ~
> Elgnil’Az < AC(At, Ax) (3.121)
k=—oc0
erfiillt ist. Fiir den vorletzten Summanden von (3.119) gilt mit der Cauchy-Schwarzschen-

Ungleichung

> 2E([(z} — ar(nAt, z(nAt, e))) ¢ i) g

k=—o00

4 )" Elaf — an(nAt, z(nAt, o)) [P AtAz + CoAtC(At, Ax)
k=—00

= C3AtE||2) |50, + CoAtC (AL, Ax). (3.122)

IN

Damit hat man erhalten, dass
Bl 3 as < Ell2ll3a0 + Ell28 30088 (Co + C1 + C3)
+AL2C (AL, Az) + AtCL,C (AL, Ax)
= BE|2l[3as + CaALE|20 |34, + CsAtC(AL, Ax) (3.123)
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fiir alle n gilt. Nun sei m < n, dann gilt natiirlich Beziechung (3.123) auch fiir E||z7""1(|3 ,,.

Durch Summation ergibt sich unter Beachtung von ||20|| = 0 und (n + 1)At =t

Bzl 5 ar < CiAtY E|2l|3 ap + nAtCsC(AL, Ax). (3.124)

m=0

Dann folgt aus dem Gronwallschen Lemma, dass eine Konstante Cg existiert, so dass
E||20"13 a0 < C6C(AL, Az) (3.125)

fiir jedes n € IN gilt. Damit ist der Satz bewiesen, wenn C(At, Az) gegen Null geht fiir
At,Ax — 0.

Fiir den Fall, dafl C nur eine Konstante ist, kann man den Beweis folgendermassen fortfiihren.

Analog zum Lemma 3.1 erhalten wir fiir jedes n € IN, dass
/ E|2"(t,x)|*dx < C (3.126)

gilt. Dann existiert nach dem Satz von Riesz eine Teilfolge (n]) C (n), so dass (z”j) in
L?(IR! x Q) schwach konvergiert. Lemma 3.2 liefert dann, dass der schwache Grenzwert dieser

Folge P-f.s. und fiir L-fast alle z und t gleich Null ist. Damit ist der Satz bewiesen.

|
Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel. Wir zeigen, dass die Bedingung (3.18) fiir folgende
Version des Lax-Friedrichs-Schemas

A E(”k“ —up_q1) —bug(W((n+ 1)At) — W(nAt)) (3.127)

erfiillt ist.

Korollar 3.3. Es seiv(0,-) € C>“. Die Version (3.127) des Lax-Friedrichs-Schemas ist konsi-

stent im Sinne von Definition 3.1.

Beweis: Es gilt

v((n+ 1)At, kAzx)
= v(nAt,kAzx) — av, (nAt, kAx)At — bu(nAt, kAz) (W ((n + 1)At) — W(nAt))

(n+1)At
—a/ (vz(T, kAZ) — vy (nAL, kAx)) dr
nAt

(n+1)At
b / (0(7, EAT) — v(nAt, kAz)) dW (7). (3.128)
nAt
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Durch die Taylorentwicklung von v, (nAt, kAx) an der Stelle kAx erhélt man weiterhin

v((n+ 1)At, kAx)

— u(nAt, kAz) — % (v(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, (k — 1)Az))

—bu(nAt, kAz) (W((n+ 1)At) — W(nAt)) — vz (nAt, (k + 9)Ax)AtAx

(n+1)At
—a/ (vg (T, kAz) — v (nAt, kAx)) dr
nAt

(n+1)At
b / (0(7, EAT) — v(nAt, kAz)) dW (), (3.129)
nAt

wobei 9 eine Zufallsgrofle mit —1 < ¢ < 1 ist. Folglich gilt mit der Schwarzschen Ungleichung

und den Eigenschaften des It6-Integrales

Ev((n+ 1)At, kAx) — v(nAt, kAx) + ;lit (v(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, (k — 1)Az))
x
2
+ bu(nAt, kAz) (W((n+ 1)At) — W (nAt))
(n+1)At
< 4Fv? (nAt, (k +9)Az)At?Ax? + 4a2At/ E v (1, kAz) — vy (nAt, kAz) | dr
nAt
(n+1)At
+4b? / E |v(t, kAz) — v(nAt, kAz)|* dr. (3.130)
nAt

Die rechte Seite der Ungleichung entspricht nun der rechten Seite der Ungleichung (3.34) und
158t sich demnach wie in Theorem 3.3 durch den gleichen Term C(At?, Az?) abschétzen.

3.3 Weitere hyperbolische stochastische

Differentialgleichungen

3.3.1 Eindimensionale Ortskoordinaten

In diesem Abschnitt werden Differenzenschemata vorgestellt, die weitere stochastische partielle
Differentialgleichungen approximieren. Um auch fiir diese Schemata die entsprechenden Aussa-
gen iiber Konvergenz, Stabilitdt und Konsistenz zu formulieren, sind zusétzliche Voraussetzun-

gen notig.

Losungen von Differentialgleichungen des Typs

t t
v(t,x) —v(0,x) + a/ vz (s, x)ds + b/ ve(s,2)dW(s) =0, =€ IR! (3.131)
0 0
konnen durch entsprechende Varianten des Lax-Friedrich-Schemas
uptt = E(uk+1 +up_q) — m(ukﬂ —up_q)
b n n
(e, — uf_ ) (W ((n + 1)AY) — W (nA)) (3.132)

2Azx
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oder entsprechend angepafite Varianten des FTFS-Schemas

n Aty At
uptt = (1+ aA—x)uk — QR Uit
b
—A—x(uzﬂ —up)(W((n+ 1)At) — W(nAt)) (3.133)

approximiert werden. Die Existenz und Eindeutigkeit des Losungsprozesses von (3.131) ist wegen

Theorem 2.1 gesichert. Der Losungsprozef

v(t,x)—v(O,x)—Fa/() vm(s,:c)ds+/0 F(v(s,x),vg(s,x))ds

¢
+/ G(v(s,x),vg(s,2))dW(s) = 0, (3.134)

0

wobei F, G Lipschitz-stetige Funktionen in v, v, sind, kann durch
. At . At n Uie1 — U
uk+1 = (1+ ag)uk. — AR Ui AtF (uy, HAix)

n u2+1 B “Z

—G(uy, T)(W((n + 1)At) — W(nAt)) (3.135)

approximiert werden. Theorem 2.1 sichert hier Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von
(3.134).

Theorem 3.8. Die Differenzengleichung (3.132) mit (n+ 1)At =t, —1 < aﬁ—; =R<1
und AA;Q < % ist stabil im quadratischen Mittel beziiglich der ||-||oo-Norm mit K = 1 und 3 = b?.

Beweis: Aus (3.132) ergibt sich

1 R
1
Blul* ? = E’5(“Z+1 +ug_q) — 5(“Z+1 —up_ )+ s Blupi g —up 4 2

[(1— R)QE‘“ZH‘Q +2(1 - RZ)E[UEHqul]

1 R 2E n |2 bQAt Elu®, . — u® 2
+(1+ R)*Elug_,|°] + IAL? U1 — ug_1]
2

O\ B2A
(10 =R+ (4 RPsw Bl ) + 00

1
1

IN

sup EJuj
k
2 2

b= At b
1—|—A$2}sng\u22 < {l—i—n}sngluﬂz (3.136)

IN
— =

und folglich
b2 bg n+1
sup Eluf ™2 < {1+}supE|uZ|2 < {1+} sup E|u)|?. (3.137)
k nj g n k
Deshalb gilt

b2 n+1 2
[ oo < [+ —T7% [[uloo < €l oo (3.138)

Entsprechend erhélt man auch
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Theorem 3.9. Das Differenzenschema (3.133), das Gleichung (3.131) approximiert, mit
m+1)At=t, —1< a% = R <0 und AAJQ < % ist stabil im quadratischen Mittel beztiglich der
| - ll2.az-Norm mit K =1 und 3 = 4b°.

Beweis: Wendet man E| - |? auf (3.133) an und beachtet die Unabhénigikeit der Wiener-Prozef3-

Zuwiéchse, so ergibt sich

At At

Ely™ P = E|(1+ A iyl
b n n
(e — )W (0 + DAL — W (nA)
n n 2 bQAt n n|2

Addiert man iiber alle k, so liefert eine einfache Rechnung

= " = A2 At & "
> Bt PAr < (1+R[+[R)* D ElupfAr+ —— AT > ElupPAx
k=—00 k=—o00 k=—o00
< ((|1+R\+|R|)2+@) i Elul*Az
a n k=—0o0 ‘
4, &
< 1+— ) D ElupPAx
k=—o00
< (1—1—4*()2) i Elud|?Ax
B n k=—00 ’
< & N BludPAs. (3.140)
k=—00

Theorem 3.10. Das Differenzenschema (3.135), das die Gleichung (3.134) approzimiert, ist

stabil im quadratischen Mittel beziglich der ||-||2,aoz-Norm mit (n+1)At = t, AAZ <Ll Azg=1,

wenn F und G die folgenden Bedingungen erfiillen.
[F(t,z,y,2)] < Ci{lyl +|z[}
(3.141)
Gt z,y,2)] < Coflyl+ 2]},

|F(t,x,y,z)—F(t,x,u,v)| < C3{|y_u‘+|z_v|}
(3.142)
|G(t,$,y,z)—G(t,x,u,v)| < 04{‘y_u‘+|z_v|}

fiir alle z,y,u,v € R, t > 0.
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Beweis: Aus (3.135) folgt

At At up g —uy
E UZH ? = E|(1+ QE)UZ - aE“ZH — AtF (ug, JrAix) ?
Upgr — U o
+AtE | Guy, —/——) |*. (3.143)
Az
Mit (3.141) ergibt sich unter Beachtung von At < % < AAJQ

ul —u?
Bl < E|(1+ Ry — Rujpyy + Cra(jug] + W) K
‘ Uy — U "2

Az
At

< Bl(1+ R)ui — Rujy|* + @(élEIUZP + CoBlupq?).  (3.144)

Addiert man nun wieder iiber alle k£ auf und ordnet die Reihen entsprechend, so folgt die Sta-

+C3AtE ‘ u}g ’ +

bilitdt aus
> EluptPAr < ((\1+R[+|R\)2+%) > ElupfAx. (3.145)
k=—00 k=—o00

Bemerkung 3.7. Die Konsistenz beider Schemata 148t sich in analoger Weise zur Konsistenz
des sFTFS-Schemas zeigen. Die Anwendungen der Fouriertransformation in der Stabilitdtsana-
lyse fithren im nichtlinearen Fall aber nicht mehr zum Ziel. Die Existenz einer schwach konver-

gierenden Teilfolge ergibt sich aus Theorem 3.7.

3.3.2 Differenzenschemata mit zwei und mehr Raumvariablen

Entsprechend der Ausfithrungen fiir den eindimensionalen Raumfall kann man die Theorie auch

auf den zweidimensionalen bzw. allgemein vektorwertigen Fall ausweiten.

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung:
¢
u(t,z,y) —v(0,2,y) + al/ vz(s,@,y) ds
0

+ a /t vy(s,x,y)ds + b/tv(s,x,y) dW(s) =0 (3.146)

mit der Anfangswertfunktion : :
v(0,z,y) = f(z,y), feL*(R! xR, (3.147)

wobei die Losung im Sinne von Definition 2.8 zu verstehen ist.

Die Vorgehensweise fiir hohere Dimensionen ist dhnlich dem eindimensionalen Fall, bringt na-
turgeméf aber einen hoheren Aufwand mit sich. Beispielsweise ergibt sich fiir (3.146) eine zwei-
dimensionale Version des sFTFS-Schemas

WL =, — alAt(un —u) — G2At(un — )
sk T Tk Agp © JtLE 3k Ay Jk+1 gk

—bult (W ((n + 1)At) — W (nAt)). (3.148)
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;). bezeichne dabei die Approximation im Punkt (nAt, jAz, kAy) oder im Gitterpunkt (n, j, k).
Dabei werden die folgenden Anfangswerte fiir das Differenzenverfahren in analoger Weise zum

eindimensionalen Fall gewéhlt:
udy = (AT, kAy) = v, (3.149)
gewihlt. Exemplarisch wird hier die Stabilitdt und Konsistenz des Schemas (3.148) gezeigt.

Theorem 3.11. Das zweidimensionale sFTFS-Schema mit (n+1)At =t und —1 < R,+R, <0,
wobei R, := alﬁ und Ry = agA , Ry, Ry <0, ist stabil im quadratischen Mittel beziiglich der

-Norm, definiert durch ||u;k||2,Az,Ay = \/ e oo U k[?PATAY.

Beweis: Wendet man E| - |2 auf das zweidimensonale sFTFS (3.148) an und beachtet die Un-

abhingigkeit der Zuwéchse des Wiener-Prozesses, so erhélt man

Elun“\2 = Elujy — Ry(ufyq ) —uly)
—Ry(uff gy —uly) — bulfy(W((n + 1)At) — W(nAt))[?
= E|(1+ Ry + Ry)uy — (Reuffyy ), + Ryu;{kﬂ)|2 + bzAtE]qu]Q.

Mittels Rekursion erhilt man dann auch 3275 Elu’ W?AzAy < co. Addiert man nun iiber

alle j und k& und schiitzt das Binom ab, so erhéilt man

“+00

> Bl PAzAy
Jk=—o0

—+00

= Z [E|(1+ Ry + Ry)ufy, — (Roulyy p + Ry y)|? + P ALEU] [*] AzAy
j’szoo

+o00

> [+ Ro+ RyPERJ =20+ Ro + Ry (RoE(uf g )

j,k:—OO
Ry B (uf jui 1)) + Bl Roufyy g+ Ryl [2) +02AtBuf 2] AzAy.

IN

Ordnet man diese Reihe geschickt um, so erhélt man

“+00
Z E|u”+1\2Aa;Ay
j,k:—OO
+o0
< [(|1 + Ry + RyPE|u?y,|> — 2(1 + Ry + Ry)(Ry + Ry) E(u pu 1 )
> T Y i,k x Y T Y kT j+1k
j,szoo
+E|Ryu} 4+ Ryuly 1> + D> AtE U}, [*] AzAy
Jr
= 2 n |2 n ,n
< Z [(I1+ Ry + RyPE|uf i[> — 2(1 + Ry + Ry)(Re + Ry E(u}ufy 1)
Jk=—o0

+’R$|2E|u?+1,k|2 + 2|Rny|E|U?,k+1U?+17k‘ + ’Ry‘2E|U?,k+1|2
+b2AtE|u§ik|2] AzAy.
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Schétzt man hier das gemischte Glied mit der binomischen Formel ab und ordnet die Reihe nun

noch einmal um, so ergibt sich

+00
Z E\uﬁngFAxAy

j7k:700
+oo
< Z [(I1+ Ry + Ry[PE|u} i[> — 2(1 + Ry + Ry)(Re + Ry) E|ufy >
j7k:—00
2 n |2 n |2 2 n |2 2 n |2
+| R | E|ujk| +2|RzRy]E|ujjk| + |Ry| E|ujk| +b AtE]uj7k| ]Aa:Ay
+oo
< Y (04 Re+ RyPEW ] + 211 + Ry + Ry||Re + Ry|Eluf |
jykz*oo
2 n |2 n |2 2 n |2 2 n |2
+| Ry |"Eluf g | + 2| Ry Ry | E|uj |7 + [Ry|"Eluf p |* +b"AtEul | ]Aasz
+oo
< Y [(1+ Ra+ Ryl +| Ry + Ry|)? + V*At] Bl *AzAy. (3.150)
j7k}:—00

Nun braucht man nur noch die Voraussetzungen an R, R, wie in den anderen Stabilitidtsbewei-

sen auszunutzen, vergleiche den Beweis von Theorem 3.1.
|

Theorem 3.12. Es sei v(0,-,-) € C>. Das Schema (3.148) ist konsistent im Sinne von Defi-

nitton 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)At, jAz, kAy)
(n+1)At
= v(nAt, jAzx,kAy) — a; / Ve (7, jAx, kAy) dr
nAt

(n+1)At (n+1)At

—as / vy (T, jAz, kAy) dr — b/ v(T, jAz, kAy) dW (1)
nAt nAt

= v(nAt, jAz, kAy) — a1vy(nAt, jAz, kAy) At — agvy(nAt, jAz, kAy)At

—bv(nAt, jAz, kAy) (W ((n + 1)At) — W(nAt))

(n+1)At
—ay / (vp (1, jAZ, EAY) — vy (nAt, jAz, kAy)) dr
nAt

(n+1)At
—ag/ (vy(1, jAz, kAy) — vy(nAt, jAz, kAy)) dr
nAt

(n+1)At
—b/ (v(r, jAz, kAy) — v(nAt, jAz, kAy)) dW (). (3.151)
nAt

Da wegen Theorem 2.1 v(t, x,y) beziiglich x dreimal stetig differenzierbar ist, gilt fiir

6(t7 T, y) = vx:v(ta x, y)
t
0(t,x,y) — vy (0,2, y) — al/ Vg (T, 2, y) dT
0

¢ t
—ag/ Oy(T, 2, y) dT — b/ (1, z,y)dW (1) =0 (3.152)
0 0
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und wegen Theorem 2.3 gilt

Cy := sup E|o(t,z,y)|* dz < 4oc0. (3.153)
te[0,T] JIRY

Entsprechend erhélt man auch

Cy:= sup Elvyy(t, 2, y)* dz < +oo. (3.154)
te[0,7] JIRY

Durch die Taylorentwicklung von v, (nAt, jAx, kAy) an der Stelle jAz und von
vy(nAt, jAz, kAy) an der Stelle kAy erhélt man weiterhin

v((n+ 1)At, jAz, kAy)

A
= v(nAt, jAx, kAy) — alet (v(nAt, (j + 1)Ax, kAy) — v(nAt, jAz, kAy))
CLQAt . .
A (v(nAt, jAz, (k 4+ 1)Ay) — v(nAt, jAz, kAy))
x

—bu(nAt, jAz, kAy) (W((n+ 1)At) — W (nAt))
— Uz (AL, (5 + 1) Az, kAY) AtAz — vy (nAL, jAz, (K + 02) Ay) AtAy

(n+1)At
—ay / (vg (T, Az, EAY) — v (AL, jAz, kAy)) dr
nAt

(n+1)At
—ag/ (vy(T, jAZ, kAy) — vy(nAt, jAz, kAy)) dr
nAt

(n+1)At
—b/ (v(T, jAz, kAy) — v(nAt, jAz, kAy)) dW (7), (3.155)
nAt

wobei 9;, ¢ = 1,2, Zufallsgroffen mit 0 < 9; < 1 sind. Folglich gilt mit der Schwarzschen
Ungleichung und den Eigenschaften des It6-Integrales

Elv((n+ 1)At, jAz, kAy) — v(nAt, jAz, kAy)

al At
Az

+ agAt
Ay

(v(nAt, (5 + 1) Az, kAy) — v(nAt, jAz, kAy))

(v(nAt, jAz, (k+ 1)Ay) — v(nAt, jAz, kAy))

2
+ bu(nAt, jAz, kAy) (W((n + 1)At) — W(nAt))

IN

C3Ev2, (nAt, (5 + 91) Az, kAy) At* Ax® + C3Ev, (nAt, jAz, (k + 92) Ay) At* Ay?
(n+1)At
+C'3a%At/ E |vp (7, jAz, kAy) — vy (nAt, jAz, kAy)[* dr
nAt
(n+1)At
+C’3a%At/ E |vy (7, jAz, kAy) — vy (nAt, jAx, k‘Ay)|2 dr
nAt

(n+1)At
—|—C’3b2/ E|v(r, jAz, kAy) — v(nAt, jAz, kAy)|* dr. (3.156)
nAt
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Wegen (3.153) und (3.154) erhalten wir

o0

> (Bl (nAt, (k +91) Az, jAy) At Ax®) AxAy - At*Ax?
j,k=—o0

+ Y (Bvl,(nAt kAz, (j + 92) Ay) AL Ay?) AzAy - At* A’
Jk=—o0

< CyA (AZ? + Ay?), (3.157)

wobei Cy = max{C1, Cs}. Nach der Integraldefinition gilt, dass es zu jedem € > 0 ein hinreichend
kleines Ax gibt, so dass

n+1
Z / E|vx(7' AT, kAY) — vy (nAt, jAz, kAY)|? drAzAy

Jk=—o0 ni

(n+1)A
= 5*/ / / E!vx 7,2,y) — ve(nAt, z,y)|* dr dz dy. (3.158)

Da € > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann ¢ auch als At? gewiihlt werden. Aus einem
zweidimensionalen Analogon von Theorem 2.6 folgt dann wegen

t t
vp(t,z) = vp(0,2,y) + a1/ Ve (T, 2, y) dT + ag/ Uy (T, 2, y) dT
0 0

+b /D otz y) AW (7). (3.159)

dass

n+1
Z / E 02 (7, jAT, kAY) — va(nAL, jAz, kAY) | drAzAy < At? + CsAt? (3.160)
7 k=—o0
gilt. Entsprechend erhélt man auch
n+1
Z / E vy (7, j Az, kAy) — vy (nAt, jAz, EAY)|? drAzAy < At + CgAt?. (3.161)
J,k=—00
Mit analogen Uberlegungen erhalten wir zunsichst

(n+1)A
Z / E|U(T Az, kAY) —v(nAt, jAz, kAy)|? drAzAy

Jk=—o0
(n+1)A
< A?+ / / / E|v 7, x,y) — v(nAt, z,y)|* dr dz dy. (3.162)

Theorem 2.6 liefert dann

(n+1)A
Z / E (7, jAZ, kAy) — v(nAt, jAz, kAy)|* drAzAy < At? + Cr A%, (3.163)

J,k=—o0 nA
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Mit (3.157), (3.160), (3.161), (3.163) folgt schliefllich aus (3.156)

Elv((n+ 1)At, jAx, kAy) — v(nAt, jAzx, kAy)
ey (v(nAt, (j + 1)Ax, kAy) — v(nAt, jAz, kAy))

+

Az
as At . .
X (v(nAt, jAz, (k + 1)Ay) — v(nAt, jAz, kAy))
Yy
2

+ bu(nAt, jAz, kAy) (W((n + 1)At) — W(nAt))
Cs (AP AZ® + APAY® + A + At?) - Cy
Cho (A A2? + AP Ay? + At? + At?)

IN

IA

C(At?, Az?, Ay?), (3.164)

wobei Cg := max{1l, max;;—, . 73{Ci}}, Co := max{l, a?,a3,b*} und Cg = Cy - Cy ist.

C(At?, Ax?, Ay?) erfiillt offenbar die geforderten Bedingungen.



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme

In diesem Kapitel werden Differenzenmethoden zur approximativen Loésung von Anfangsrand-
wertaufgaben fiir stochastische partielle Differentialgleichungen untersucht. Dabei wird im er-
sten Abschnitt gezeigt, wie sich die Betrachtungen mit Randwerten in die allgemeine Theorie
einfiigen und welche Bedingungen bei der Randwertapproximation zu beachten sind. Im zweiten
Abschnitt wird die Losung der It6-Gleichung in Wahrscheinlichkeit durch Lésungen von Glei-
chungen approximiert, die selber keine stochastischen Integrale bzgl. des Wiener-Prozesses mehr
enthalten. Zur Approximation dieser Losungen kann man Differenzenverfahren, die konsistent
und stabil sind, verwenden. In den letzten Abschnitten werden Anfangs- und Randwertprobleme
fiir Systeme stochastischer Differentialgleichungen untersucht. Es werden verschiedene Begriffe
der Wohlgestelltheit fiir Randwertprobleme eingefiihrt, und es wird gezeigt, dass die betrachte-
ten Probleme den Begriffsbildungen geniigen. Dabei kann man die Frage der Wohlgestelltheit des
stochastischen Problems auf die Wohlgestelltheit des deterministischen Problems zuriickfiihren.
In analoger Weise kann man dann die Stabilitétsanalyse der approximierenden Systeme auf
die Stabilitdtsanalyse im deterministischen Fall zuriickfithren, d.h. man erhilt fiir die approxi-
mierenden Systeme des stochastischen Differentialgleichungssystems die Stabilitdt genau dann,

wenn schon das deterministische System stabil ist.

4.1 Das stochastische Anfangs- und Randwertproblem

In diesem Kapitel soll die Losung der Differentialgleichung
v(t,x) =v(0,x) — /Ot avg (s, x)ds — /Ot bu(s,z)dW (s) (4.1)
mit der Anfangswertbedingung
v(0,2) = f(z) mit f e L*(RY) (4.2)
und der Randwertbedingung
v(t,0) = g(t) mit g € L*(R") (4.3)

untersucht werden. Damit die Gleichung (4.1) gem#8 der Definiton einer Wi (IR?)-Losung, vgl.

dazu Definition 2.3, einen Sinn hat, muf} gelten, dass

lim v(t,z) =0 P-fs., (4.4)

r—>00
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denn eine W (IR™)-Losung ist natiirlich auch eine verallgemeinerte Losung und fiir die Integral-
bildung wird diese Voraussetzung benétigt. Wir nehmen eine parabolische Regularisierung des

Problems vor und erhalten

ve(t, ) = v-(0,7) — /0 t <5§;%(s,x> + ave o (s, x)) ds — /0 t bu- (s, 2)dW (s), (4.5)

wobei fiir die Losung die Anfangswertbedingung (4.2) und die Randwertbedingungen (4.3) und
(4.4) gelten. Damit hat man ein parabolisches Randwertproblem, das sich komplett in die allge-
meine Theorie einordnen lifit, vergleiche Pardoux [52]. Die Losung von (4.5) ist dabei insbeson-
dere eindeutig. O.B.d.A. kann g(t) = 0 gesetzt werden. Deswegen gelten auch fiir das Problem
mit den Randwertbedingungen (4.3) und (4.4) die Aussagen der Theoreme 2.2 - 2.4.

4.2 Approximation durch stiickweise differenzierbare

Rauschprozesse

In diesem Abschnitt soll die Losung der Differentialgleichung
2

v(t,z) =v(0,z) + /Ot (avx(s,x) + %’U(S,Cﬂ)) ds + /Ot bu(s,z) dW (s) (4.6)

mit der Anfangswertbedingung

v(0,2) = f(z) (4.7)

und der Randwertbedingung

v(t,0) = g(t) (4.8)

durch Losungen von Gleichungen approximiert werden, die keine stochastischen Integrale be-
ziiglich des Wiener-Prozesses enthalten. Eine dhnliche Vorgehensweise findet man bei Grecksch
und Schmalfufl [14] oder Gyongy [22]. Das stochastische Integral in (4.6) versteht sich auch
hier im Sinne von It6, wobei sich der zusétzliche Term in (4.6) dadurch ergibt, dass durch die
gewihlte Approximation der Ubergang zum Stratonovich-Integral erforderlich ist. Wir approxi-
mieren Gleichung (4.6) dadurch, dass wir den Wiener-Prozess W durch einen Prozess W mit

stiickweise differenzierbaren Trajektorien ersetzen

vs(t, z) = vs(0, x) —|—/0 cwx’(;(s,x)ds—i—/o bus(s, 2)dW?(s), (4.9)

wobei die Anfangs- und Randwertbedingungen beibehalten werden. Dabei ist W € C([0, T]; IR!)
durch

Wo(t

0 falls t € [ty , t}
):{ ’ alls 6[071) (410)

W)+ 3 (W) — W) t—try), fallste[t? t7,);:i>1,
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definiert und 0 = tff <t} <ty <--- <t;_; <t; =T eine dquidistante Zerlegung des Intervalles
[0, T ist. Wir setzen ¢ =427 "T; i = 0,---,2" und bezeichnen § = 27"7T.

Bei der Approximation durch den stiickweise differenzierbaren Wiener-Prozess werden wir das

folgende Lemma aus dem Buch von Tkeda und Watanabe, [29], Kapitel 7, Formel 7.1 verwenden.

Lemma 4.1. Es gilt:

E sup | W(t) — Wo(t) |>— 0 fiir n — oo. (4.11)
0<t<T

Dabei hat W° im Gegensatz zum Wiener-Prozess absolutstetige Realisierungen. Deshalb existiert
die Ableitung W9, so dass fiir t € [0, 7] gilt:

o(t) = i S(r)dr = " (7). .
W(t)—/OW()d /OdW() (4.12)
Hierbei ist dW?(t) = WO (t)dt.

Theorem 4.1. Angenommen v und vs seien Lisungen von (4.6) und (4.9) mit der Anfangsbe-
dingung (4.7) und der Randbedingung (4.8). Dann gilt:

sup || v(t,z) —vs(t,x) ||[g— O (4.13)
0<t<T

fiir § — 0 in Wahrscheinlichkeit mit H = (H, {-,)) i), wobei H = L*[ 0,00 ).

Bemerkung 4.1. Die Existenz einer (eindeutigen) Lésung vs der approximierenden Proble-
me folgt fiir festes w € Q aus der deterministischen Theorie. Die Existenz einer (eindeutigen)
Losung fiir (4.6), (4.7), (4.8) folgen aus Abschnitt 4.1. Theorem 4.1 gilt natiirlich auch fiir das
Anfangswertproblem (4.6), (4.7).

Beweis: Mit der It6-Formel folgt aus der Gleichung (4.9)
d<b1)5, 1)5> = <bavx,5,v(;>dt + <bz1)5, v5>dW"’6(t)
—|—<bv(5, avx75>dt + <bv(5, bv5>dW”’5(t). (4.14)

Angewandt auf die Gleichungen (4.6), (4.9) liefert die It6-Formel

d<bv5,v> = <bav$75,v>dt + <b2v5,v>dW"’5(t)
+<bU5, avy + b;v>dt + <bv57 bv>dW(t). (4.15)
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Im nichsten Schritt wendet man die Ito-Formel auf || v(t, ) — vs(t, z) ||* an und erhilt

dottn) =) [P = dl = [ (alonltn) = vat) + ottt
b[/o ot 2)dW () — /()tvg(t,x)dW"’5(t) 2

= 2<U t,l‘ - vg(t,m),a(vx(t,x) - vz,5(t’x))>dt
b2
+2(v(t, z) — vs(t, z), 5 v(t,x))dt

+ || bu(t, x) ||3 dt
+2(v(t, ) — vs(t, ), bo(t, z) )dW (t)
+2(v(t, ) — vs(t, ), bus(t, x)>dW"’5(t)

= 2<U(ta .’IJ) - U5(t7 J)), a(vr(t7 JI) - ’1}3375(75, J}))>dt
2
+2(v(t, ) — vs(t, z), %v(t, z))dt

+ || bu(t, ) |13 dt

+2(v(t, ) — vs(t, ), b(v(t, ©) — vs(t, ) )dW (t)

+2(v(t, ) — vs(t, @), bus(t, ) ) (dW (t) — dW™(t)), (4.16)
wobei im zweiten Schritt der Term 2<v - v5,b05>dW(t) addiert und subtrahiert wurde. Die
hier verwandte unendlichdimensionale Version der It6-Formel findet sich im Anhang 5.1 und
stammt urspriinglich aus Gyongy und Krylov [24]. Im Folgenden betrachten wir den zweiten,
den dritten und den fiinften Summanden von Gleichung (4.16). Zuerst betrachten wir den letzten

Summanden
2(v(t, @) — vs(t, x), bus(t, ) ) (dW (£) — AW™(t))

aus Gleichung (4.16). Bildet man von 2 [<bv5(t, ), 0(t, ) — vs(t, g:)> (W (t) — W (t))] das Dif-
ferential, so ergibt sich
2d[<bvg(t, z), v(t, z) — vg(t,x)>(W(t) - W""s(t))]
= 2d(bus(t, @), v(t, @) — va(t, @) ) (W () = W™ (1))
+2(bus(t, ), o(t, ) — vs(t, @) ) (AW (t) — AW (1)) (4.17)
Mit

d<bv(;(t,x),v(t,a:)—v(;(t,:z:)> - d<bv5(t,x),v(t,x)>—d<bv5(t,x),v5(t,x)> (4.18)
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erhélt man unter Beachtung von (4.14) und (4.15)
2d(bus(t, @), v(t, @) = vs(t,) ) (W(E) = W™ (1))

= 2<bavx75(t,x),v , )>(W
(t, @), ) (

t,x dt
( (¢
+2<621}5 t,x),v(t,z))(W(t

) — W™O(t))dt
) = W™0(1))dWw™(t)
bus(t, x), avy(t, z) +
+2( bvs(t, x), bu(t, z) >
—2(avg 5(t, ), bus(t, z)
)
—2(v5(t, x), bavy 5(t m)>(W

2 vg(t, ), BPus(t, x >(W(t — WO (1)) WO (t)

+(
{
{
2<b05 ), bus(t, o
{
{
{

—2(bus(t, x),bv(t, x) >
Fiir den Term d[ [ (bu(t,x), bus(t, ) YdW (£)(W (t) — W™ (t))] gilt:
d[ /0 (bo(t, ), bos(t, 2) YW () (W (£) — W™O(t))]
_— /0 (bo(t, z), bos(t, ) YWV (1) - /0 AW (s)]
d /0 (bo(t, ), bos(t, 2) YAV (1) - / AW (s)]

0
= (bolt, @), bus(t, ) )dw (1) - W (1)

+ /Ot <bv(t, z), bv(;(t,:c)>dW(t) AW (1) + <bv(t, z), bv(;(t,:c)>dt

t

(4.19)

—<bv(t,x),bué(t,x)>dW(t).Wnﬁ(t) - ( / <bv(t,:c),bv5(t,x)>dW(t))dW”’5(t)

0
- <bv(t, z), bus(t, x)>dW(t)(W(t) —W(E) + <bv(t, z), bus(t, x)>dt

+/0t <bv(t, x),bv(s(t,x)>dW(t) (AW () — dW™(t)).

(4.20)

Betrachtet man nun den dritten Summanden || bv ||% dt aus Gleichung (4.16), so erhélt man

<bv(t,x),bv(t, :1:)>dt
= 2<bv(t,x),bv5(t,:n)>dt
—2<bv5(t, ), bus(t, x)> (W () — W™ (£))dW™ (1)
(t,

+2<b[v(t x) — vs(t, )], blo(t, ) — vs(t, az)]>(W(t) — W () dWO (1)
[<bv (t,z),bv(t,x > bu(t, z), bus(t,x > <b05(t,x),bv(t,x)>]

[ () = W 6))awmS(e) - ,dt}

(4.21)
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Fiir den zweiten Summanden in (4.16) erhélt man

b2
2(v(t,z) — vs(t, ), Ev(t, x))dt

= (v(t,x) — vs(t, x), b2o(t, ) )dt

= +2(b%v5(t, ), v(t, z) — vs(t, z) ) (W (t) — W™ (1)) dW™(t)
AP (vt 2) = v(t,2)), ot 2) = v(t,2)) (W () = W™ (1)) dW™ (1)
—2(tPu(t,2), ot ) — st ) (W(0) = W) dW™3(0) — Sar).  (4.22)

Mit diesen Umformungen erhélt man fiir Gleichung (4.16) unter Beachtung von (4.19)

d | v(t, ) — vs(t,z) |2
= 2d[{bus(t, z), v(t, ) — v5(t, 2)) (W(£) — WI(1)]
—2( bavy 5(t, x) >(W( ) — Wn’é(t))dt

o st > W (t) — W™ (t))dW™ (t)
2
—2(bus(t, x), avy(t,x) + —

—2(bus(t, x),bv(t, z)

_|_

2( bvs(t,x), bus(t, )

_l’_

2(vs(t, x), bavy 5(t, >(Wt W"‘;t

(
(
(b
(b
+2<am (t, ), bus(t,
(b
(
(ot

_|_
[N}
S
H~
S
@‘
S,
w
H
\/
—_—
E
~
%
s
oq
~—
S
I
S
,_3’
&

(t
—2(bv(t,z), vs(t, ) >dt+2<bvt x),vs(t, ) >dt
—2(bus(t, ), bus(t,x) ) (W (t) — W™ (£))dW™ ()
{b(v(

F2(b(e(t, 2) = vs(t, ), blo(t 2) = vs(t 2))) (W(E) = W(2))dW™ (1)
—2[(bo(t, ), bu(t, z)) — (bo(t, ), bus(t, x)) — (bos(t, ), bo(t, )]
L) - W“( )W (1) — ]
+2(b%0s(t, ), v(t, @) — vs(t, ) (W () = W™ (1)) dW™ (1)
+2(b(v(t, z) —Ugt:L‘)) (,x)—v(;(t,x»( (£) — WS (1)) dW ™ (¢)
2<"2“ ) [ (W) — W) avw ) — L]
+2(v(t, z) — vs(t )b( (t,x)—v(;(t 2)) )W (t)
+2(v(t, 2) — vs(t, 2), a(va(t, 2) — va,5(t 2)) )dt. (4.23)

Es ist unser nédchstes Ziel die behauptete Konvergenz in Wahrscheinlichkeit unter Beschrinkt-
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heitsannahmen zu zeigen. Wir fithren deshalb die folgenden Stoppzeiten ein:
TNy = inf{t € (0,77 <] ws(t, z) %> N}
{te0.1):] v(t,2) = N}
% = wf{re0.1]: / W (s) —W™(s) | - | W(s) | ds > N}
T]:i;’[; = mf{te (0,7 2| ves(t,2) 13> N}
3= 1nf{t € [0,7] || valt,z) |[5> N}
TN,y = min {T]{w, 7‘]{;, 7']2\,, 713{,75, 7‘?{;}

Entsprechend benétigt man beschrinkte Anfangswerte, die man wie folgt erhélt:

v0.5 . .
VO.N§ = { m N ||UN,6 ||H>N
0,6 : lons [[HS N
U
Vo.N = {m HUNHH>N
| vo | ow < N.

Nun betrachten wir die Summanden von (4.23). Fiir den ersten Summanden
dR§ = 2d[(bvs(t, z),v(t, z) — vs(t,z))] (W (t) — W""S(t)) (4.24)
gilt
R} = 2(bvs(t, ), v(t, z) — vs(t, ) ) (W(t) — W”"S(t)).
Daraus folgt, dass

sup R; (Tns A t)
te[0,7

= su et vs(t, ), v(t, x) —vs(t, x . . — .
_ te[o?ﬂ/o 2(bus(t, ), v(t, 2) — vs(t,2) Yt - (W(0) ~ W"9(5) — 0 (4.25)

in Wahrscheinlichkeit gilt, da W™9(t) gleichmiBig auf [0, 7] gegen W (t) konvergiert. Nun be-
trachten wir die Terme aus (4.23), die ebenfalls den Faktor (W (t) — W™9(t)) enthalten, d.h.

dR? = {2<bavx75(t,x),v(t,:c)>dt + 2<bv5(t, x), avg(t,x) + b;v(t,a:)>dt
72<avx75(t, x), bus(t, 1:)>dt - 2<v(5(t, x), bavs(t, x)>dt}
(W (t) — W™ (t)). (4.26)

Diese Terme konvergieren wegen analoger Uberlegungen zum Konvergenzbeweis von (4.25) gegen
Null. Mit der Beziehung (4.20) enthélt (4.23) auch den folgenden Term

2<bv5(t,x), bul(t, x)>dW(t) (W(t) — WmO(1)). (4.27)
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Setzt man
dls :— <bvg(t,x),bv(t,a:)>dW(t),
so folgt
TN,s/\t
sup I5(t ATns) = sup / <bvg(t,:r:),bv(t,:r)>dW(t) (4.28)
t€[0,T] t€[0,7] J0
und es gilt

E sup | Is(t ATwg) (W (t) — W™ (1)) |2
te[0,7

tATN,§
< 2/ E sup | <bvg(t,x) bu(t, z > )Y [2dt-E sup | W(t) — W™o(t) |2
t t€[0,T t€[0,T

CE sup | W(t) —W™(t) 2. (4.29)
t€[0,T]

IN

Mit Lemma 4.1 folgt, dass (4.29) im quadratischen Mittel gegen Null strebt. Analog folgt, dass

der Term

dR} = —2(Vus(t, @), v(t, @) ) (W () = W0(0))dW™ (1)

(
2<bv5 ), bu(t, z) >
(b

+2( bvs(t, ), bus(t, x >(W W”‘S t
(w

(
(W(t) — W™ (t))dW (t)
(£)dW™ (1)
+2<115(t ), b?vs(t, ) > I/V"‘s(t))dT/T/'"‘S
—2<bv5(t,x),bvg(t,x)>(W — W™ (1)) dW™ (t)
+2<b205(t, z),v(t, ) —vs(t,z)) (W (t) — W”"S(t))dW""s(t) (4.30)
unter Benutzung von Lemma 4.1 im quadratischen Mittel gegen Null strebt. Fiir die nachsten

Summanden in (4.23) fiihren wir

dRy = —2[(bv(t,2),bv(t,x)) — (bv(t,x), bvs(t, x))]
(W (1) — WS () dw™S(¢) — %dt} (4.31)
und
dR = —2(b’v(t,z),v(t,x) — vs(t,x)) [(W(t) — W (1)) dW ™ (t) — %dt (4.32)
ein. Es gilt:

/Ot/\TN,a (W(S) B WNv‘S(s))WN’(S(S)dS
_ /t/\TN,(g W(S)WN:(S(S)dS B /t/\TN,é WNvé(s)WN’é(@ds
0 0

tATN,s 1
_ / W (s)dW NS (5) = SWN(E A 7). (4.33)
0
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Fiir den ersten Summanden in (4.33) erhélt man mit partieller Integration

tATN,s tATN,s
/ W ()W N(s) — W(t/\TN,(;)WN";(t/\TN,(;)— / W (5)dWV (s)
0 0

t/\TNJ No ) tATN .5 \ .
+ /O WS - [ wisaw
= W(t/\TN(s)W (t/\TNg)
[ s - ws e
(%WQ(t ANTNS) — %(t ATN 5)) (4.34)

Eingesetzt in (4.33) ergibt sich
tATN, 5 X
[ e - wrs i

0
tATN,s NS 1

= [ W) () + AT
0
1

= (W(t ATngs)? = 2W (A TN WO (E A TN 5) + W (E A TN,(;)?). (4.35)

Aus (4.35) folgt
tATN, 5 X 1
[ v Wi s - 5o n )
0

_ /0 ATN,5<W(S) _ WN’(S(S))dW(S)

—% (W(t Arng) — WO A TN,(;))Q. (4.36)

Wegen der gleichméfligen Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen Null fiir § — 0 geht die
rechte Seite von Gleichung (4.36) gegen Null in Wahrscheinlichkeit und somit auch die linke
Seite der Gleichung. Unter Beachtung von (4.36) gehen auch die Ausdriicke dR§ und dR? in
Wabhrscheinlichkeit gegen Null. Fithren wir die Schreibweisen

dRs; = dR}+dR3+dR} + dR; + dR3, (4.37)
dpi(t) = AP (W(t) — WNO(t))dWNo (1), (4.38)

d(As(t)) = d| v(t,z) —vs(t,z) | (4.39)
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ein, so ergibt sich fiir Gleichung (4.23):
d(As(t)) = dR}+dR? +dR3 +dR} + dR]
A0 (A5 (1) dW N0 () (W (1) — WH(1))
< (t,z) —vs(t, ), b(v(t, x) fv(;(t,:v))>dW(t)
< (t,z) —vs(t, ), (vx(t, x) — vg5(t, x))>dt
= dRs + ¢1(t)(As(t)) + 26((As(t))dW (2)
+2(v(t, ) — vs(t, ), a(va(t, x) — vy 5(t, x)) )dt
< dRs + ¢1(8)(As(1)) + 20((As(2))dW (2)
+2|v(t, x) — vs(t, )| |aldt
< dRs + ¢1(t)(As(1)) + 2b((As(1))dW (2)
+Cv(t, z) — vs(t, z)|| g dt. (4.40)
Weiterhin fithren wir die Prozesse
o(t) = (1) +]CY)), (4.41)
A(t) = 2b((As(t)) (4.42)

ein. Es sei Z(t) < 0 P-fis. der Prozess, der bei Addition auf der rechten Seite von (4.40) die

Gleichung herstellt. Dann erhalten wir aus (4.40)

d(As(t)) = dRs+ ¢1(t)(As(t))dt + 2b((As(1))dW (1)

+C(As(t))dt + E(t)
= dRs+ ®(t)(Ast) + A@t)dW (t) + E(t)dt.

Nun wollen wir (4.43) in zwei Gleichungen zerlegen. Deshalb fithren wir die Prozesse

dAs(t

~—
I

O (t)As(t)dt + A(t)dW (t),

As(0) = |l von —vone I
und

dAs(t) = ®(t)As(t)dt + dRs(t) + E(t)dt,

ein. Wir erhalten

(4.43)

(4.46)

(4.47)

(4.48)



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 63

Fiir die entsprechende Integralgleichung erhélt man folgende Abschéitzung:

t/\TN’(; t/\TN,é
As(tANTNs) = / O(s)As(s)ds + Rs(t AN Tns) + / =(s)ds
- 0 0
tATN, s
< / B(5)Ag(s)ds + Ra(t Aas). (4.49)
0
Addiert man (4.44) und (4.46), so erhélt man
A(g(t A TN75) = A(s(t A TN75) + A(s(t A TN75). (4.50)

Da ®(t) positiv ist, kann man das Gronwallsche Lemma auf (4.49) anwenden und erhélt

tATN,s tATN,s
As(tATns) < / | Ro(s) | ®(s) exp ( / D(3)ds)ds+ | Rs(t A7) | (45)
- 0 s

Die angewandte Version des Gronwallschen Lemmas findet man im Anhang 5.1 oder bei Wloka

[67]. Die Losung fiir die eindimensionale 1t6-Gleichung (4.44) ist

BitiArwa) = Bajen ([ 0(o)is)

resp /0 WN’acp(s)ds) /0 e exp (- /0 8<I>(§)d,§>A(s)dW(s). (4.52)

Die Konstruktion der Stoppzeiten liefert

sup Ag(s) < eFONAO) 4+ sup | Ry(s) | [(462 + C)Ne@W TON 4 1]

SE[0,tATN 5] N sE€[0,tATN 5]

LN /Osexp(— /0 S<I>(§)d§)A(§)dW(§). (4.53)

S€[0,tATN 5]

Die Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung, siehe Anhang 5.3 oder [46], und die Eigenschaften
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der Stoppzeiten ergeben

E sup Ag(s) < e(4”2+C>NEAa(0)+E sup | Ry(s) | [(46° + C)Ne@W +ON 1]

s€[0,tATN 5] €[0,tATN 5]
BN sy | e / B(3)d) A(S)aW (3)|
s€[0,tATN 5]
< WHONEAG0)+ E sup | Rs(s) | [(4b% + C) N HON 4]
SE[O,t/\TNy(g]
) tATN,s g 2 %
el ON R/ / exp (- / @(3)d5 ) A5)aw s)| )
0 0
< WHONEA;0)+ B sup | Rs(s) | [(4b* + C)NeW+ON 4 1]
SE[O,t/\TNyg]
tATN,s 5 1
+e(4b2+c)NKE{/ | exp ( — / (I)(§)d§>A(§) ‘2 d§}2
0 0
< WHONEAS0)+E  sup | Ryls) | [(4b2 + Q)N TN 4 1]
S€[0,tATN, 5]
) t/\TN(;
L el4b +C)NKE{/ 5) |2 ds
0
< WHONEAG0)+ E sup | Rs(s) | [(46% + C) N HON 4 q]
SE[O t/\TN 5]
tATN, s 1
+e(4b2+C)NKE{ / Ag(E)st} ’
0
< e(4b2+C)NEA5(O) +FE sup | Rs(s) | [(462 + C’)Ne(4b2+o)N + 1]
s€[0,tATN, 5]

1

tATN,s 1
+6(4b2+C)NKE{ sup  As(s) / Ag(E)ds} ‘)
0

SE[O,t/\TN,(;]

Dabei ist K eine Konstante, die unabhéngig von N und § ist. Man erhélt durch weitere elemen-

tare Umformungen

E sup As(s) < e(4b2+C)NEA5(O) +E sup | Rs(s) | [(41)2 + C)Ne4b2N +1]
S€[0,tATN 5] SE[0,tATN, 5]
9 tATN, s 1
+el4 +C)NKE{ / sup A5(§)2ds} ’
0 5€[0,sATN, 5]
< WHONEAS0)+ E sup | Rs(s) | [(46% + C) N +HON 4 1]

SE[0,tATN, 5]

@2 +20)N oo [T _
+2e K E sup As(8)ds
0

5€[0,sATN 5]

1
+§E sup  As(s). (4.54)

SG[O,t/\TN’(g}

Das Gronwallsche Lemma sichert nun die Konvergenz von E supc(o iary ) As(s) gegen Null fiir

6 — 0. Zuletzt zeigen wir die Konvergenz fiir £ sup,c(o 7] As(s), d.h. wir zeigen die Konvergenz
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auf dem gesamten Zeitintervall [0, T]. Es gilt wegen der Isotonie

P{ sup Ag(s) > 5}

s€[0,T]

< P{ sup  Ag(s) > 6} + P{ sup  As(s) > 5}

SE[0,EATR 4] SEtATR 5,71
< P{ sup  Ag(s) > e} + P{T?w < T}. (4.55)
SG[O,t/\T]%]‘(S]

Mit den obigen Betrachtungen und der Markovschen Ungleichung folgt, dass der erste Summand
der rechten Seite von Gleichung (4.55) in Wahrscheinlichkeit gegen Null strebt fiir jedes € > 0.
Damit bleibt noch zu zeigen, dass P{TE2 < T} — 0 fiir 6 — 0 und N — oo. Dazu zeigen wir,
dass 7'52 gegen T geht fiir N — 0o, — 0. Hierzu betrachten wir die Definition von W?°

Wé(t):{ 0 . falls ¢ € [to, t7)

Wt ) + (W) - WE )t —tfy) 5 fallste [t ), i> 1.

(2

~ swpE Z/ Sy — e (W)~ W) (5~ )

SIW) ~ W) ds}

IN

2l 1
swi{ 3 [ H ) - wilwie) - wiejas)

te

he1 220 n n 2 n
+sup B Z/ 2 W)~ W) [ s — | ds). (4.56)

k

Den ersten Summanden der rechten Seite von (4.56) kann man unter Beachtung der Dreiecks-

ungleichung

| W(s) = W(tiy) I<I W(s) = W) | + | W(tg) = WO(tR_y) |
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weiter abschéitzen, und es ergibt sich

2—1 P
swp{ [ 510 W) W)

< sw Z A WD) - W(E )]
tn

+E\W £) — W) }ds}

~ [t 171 9 1 2

< S[ZEW(s) - W) + EBlwr) - Wt
< S%p@/ﬂ,; S[SEIW ) - W + S @) - W)

+E|W () - W(t;g,l)ﬂds}

2ol e,
< Z/ 2ds

k=0 7tk
< 9T < 0. (4.57)

Betrachten wir nun den zweiten Sumanden auf der rechten Seite von (4.56). Wegen t} = k27T

ergibt sich weiter

22n n k+
_ supE{ZT2 W =W P [ st )
k

1 2" —1

= s E Y | W) - W(tg,) [
o k=0

T

= §<oo. (4.58)

Mit den Abschétzungen (4.57) und (4.58) folgt dann insbesondere
T .
supE/ | W (s) = WO(s) || W(s) | ds < 3T < oo. (4.59)
0 0
Eine entsprechende Rechnung ergibt, dass

T
supE[ / | W(s) — Wo(s) || Wo(s) | ds]2 < O(T). (4.60)
19 0

Fiithren wir die abkiirzende Schreibweise
T .
0(5) = supE/ LW (s) — WO(s) || W(s) | ds (4.61)
1 0

ein, so erhélt man mit der Tschebyscheffschen Ungleichung

P{|©(§) — EO(S) |> N} < (4.62)
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und damit insbesondere

. o)
Nh_n}ooP{ | ©(0) — EO(9) |> N} < NhlnoO Nz = 0. (4.63)

Damit gilt

lim 7%, =
i 7 = o

und somit
lim sup P{7%;<T} =0, 4.64
o sup {ravs < T} (4.64)

womit die behauptete Konvergenz bewiesen ist.

|

Dieser Satz ermoglicht es uns, die Gleichung (4.9) wie folgt umzuformen

vs(t, ) = vg(O,x)—/O avx,g(s,x)ds—/o bis(s)vs(s,x) ds. (4.65)

Fiir (4.65) konnen wir stiickweise

Ovs(t, Ovs (t, .

véf()t L vi‘;x 2+ b (s (t, z) (4.66)
schreiben. Bei dieser Gleichung handelt es sich nun um eine gew6hnliche partielle Differenti-
algleichung, die den Zufall nur noch in den Koeffizienten von vs(¢,z) enthélt. In der determi-
nistischen Terminologie spricht man hier von Termen niederer Ordnung, die sich entsprechend
einfach behandeln lassen. Eine Approximation fiir vs(¢, z) ist zum Beispiel die folgende Version

des FTFS-Verfahrens

n+1 n n At n b2At n
ups = (1+Rugs — Rupyy 5+ b(W(nAt) — W((n — 1)At)))7uk,5 t ks
n n n bQAt n
= (1 + R)uk’(g — Ruk+1’5 + b(W(NAt) — W(("I’L — 1)At)))uk75 + ?Uk 5 (467)

fir t € [ty , tp—1), mit At =1¢t; —t;—1 =6 fir i =2,...,2". Fiir t € [ty ,t1 ) definieren wir

il n " VAL
ups = (I+Rugs — Rupq 5+ 5 Uk (4.68)
Im Folgenden wird nun gezeigt, dass die vorgeschlagene Version (4.67), (4.68) des FTFS-Verfahr-
ens stabil im quadratischen Mittel und konsistent im Sinne von Definition 3.1 ist. Das Verfahren
(4.67) unterscheidet sich von dem urspriinglich vorgeschlagenen Verfahren (3.10) dadurch, dass
auch der Anteil, der durch das Stratonovich-Integral eingeht, approximiert wird und dass sich

die Zuwichse des Wiener-Prozesses um ein Segment nach unten verschieben.
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Korollar 4.1. Das Verfahren (4.67) ist im quadratischen Mittel stabil fir —1 < R < 0.

Beweis: Wendet man den E| - | an, so folgt
n+1,2 n n n b25 n |2
Elugs'|© = El(1+ R)ug; — Rupiy 5+ b(W(nAt) — W((n — 1)At)))ui s + 7uk,6|
= E|(1+ R)ui s — Rujy s> + b°0E [((1 + R)ui 5 — Rujy 5) ui 5
b262 9
+TE|UZ,5’
< E|(1+ R)ujs — Rujyy 6> + %6 [|1 + R|E[uf 5 + 2|R| [Eluf i1 5° + Elui 5]
b262
- Eluf . (4.69)

Addiert man nun wieder iiber alle k, multipliziert die Gleichung mit Ax durch, ordnet die Reihe

um und verwendet die Voraussetzung R = a&, so erhélt man

o o0

> Elup§' Az < > [(11+ R+ |R])? + C16 + C26°] Eluf 5[ Ax
k+—o0 k+—oo
< (140" Y Bl 4 Ac, (4.70)
k+—o00

und die Aussage ist bewiesen.

Korollar 4.2. Es seiv(0,-) € C>®. Das Verfahren (4.67) ist konsistent zur Differentialgleichung
(4.6) im Sinne von Definition 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)At, kAzx)

(n+1)At b2 (n+1)At
= v(nAt, kAz) — / <av$(7, kAx) 4+ 51}(7‘, k:Aa:)) dr — b/ u(T, kAz) dW (1)
nAt nAt

= v(nAt, kAz) — avg(nAt, kAzx) At — bv(nAt, kAz) (W ((n + 1)At) — W(nAt))

(n+1)At
—a/ (vg (T, kAZ) — vy (nAL, kAx)) dr
nAt

D) N (v(r, kAzx) — v(nA, kAx)) dr — EU(nAt, kEAx)At
(n+1)At
—b/ (v(1, kAzx) — v(nAt, kAz)) dW (1). (4.71)
nAt

Setzt man die Taylorentwicklung von v, (nAt, kAz) ein, so erhilt man im quadratischen Mittel
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mit der Schwarzschen Ungleichung und den Eigenschaften des It6-Integrales die Abschétzung

Elv((n+1)At, kAx) — v(nAt, kAx) + alt (v(nAt, (k + 1)Az) — v(nAt, kAx))

Ax

+ ij(nAt, EAz)At + bu(nAt, kAx) (W ((n + 1)At) — W(nAt)) i

(n+1)At
< 4Fv? (nAt, (k +9)Az)At?Ax? + 4a2At/ E v (1, kAz) — v (nAt, kAz) [ dr
nAt
(n+1)At
+2b2 At / E|v(r, kAz) — v(nAt, kAz)|? dr
nAt
(n+1)At
+4b? / E|u(r, kAz) — v(nAt, kAz)|* dr. (4.72)
nAt

Es bleibt an dieser Stelle nur die beiden letzten Terme zu untersuchen, da sich alle anderen Terme
abschétzen lassen wie in (3.34) im Beweis von Theorem 3.4. Betrachten wir zuerst den letzten
Summanden von (4.72). Nach der Integraldefinition existiert zu jedem £ > 0 ein hinreichend

kleines Az, so dass

o0 (n+1)At
Z / E |v(t,kAzx) — v(nAt, kAz)[* dr
k=—00
(n+1)A
< a—i-/ / E lu(7, kAz) — v(nAt, kAz)|? dr de. (4.73)

Da € > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann es auch als At? gewiihlt werden. Theorem 2.6

liefert dann

(n+1)A
Z / E lu(7, kAz) — v(nAt, kAZ)|? dr < At? + CAL. (4.74)
k=—o00
Der vorletzte Summand liBt sich mit einer analogen Uberlegung durch At? + CAt3 abschétzen.

Das ist die Konsistenz.
[ |

Die Konvergenz des Schemas (4.67) folgt aus Theorem 3.7 im Sinne des 2. Teiles dieses Theorems,
da der allgemeine Fall auch einen Lipschitz-stetigen Term enthilt. Es 148t sich aber auch eine
A-priori-Abschédtzung analog zu der in Theorem 3.4 verwandten aufstellen, so dass man den

Beweis analog fithren kann.

Mit dieser Approximation haben wir ein Verfahren entwickelt, dass die Losung von Gleichung
(4.6) approximiert. Denn fiir § — 0 approximiert vs(t, ) die urspriingliche Funktion v(¢,z),
vs(t, z) selbst wird durch die uz s approximiert, so dass man am Ende zumindest eine schwa-
che Approximation erhilt. Weitere mogliche Approximationen erhilt man durch entsprechende

Abwandlung der anderen Verfahren.
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4.3 Systeme hyperbolischer Differentialgleichungen

4.3.1 Anfangswertprobleme hyperbolischer Differentialgleichungssysteme

Wir beginnen bei der Betrachtung von Systemen hyperbolischer Differentialgleichungen mit
Systemen von Anfangswertproblemen. Wir betrachten Systeme mit konstanten Koeffizienten,

wobei die einzelnen Komponenten die folgende Gestalt haben:

ailr a2 - Qi v (t,z)
(2 (¢
a a a2.m v , T
R e ( " (4.75)
Aml am2 - Qmm ,U(m) (ta JS‘)

Dabei sind die Elemente der m x m-Matrix A konstant, bei der Losung v (¢, x) handelt es sich
um eine m-dimensionale Vektorfunktion. Der Zufall soll in die Gleichung durch den verrauschten
Vektor
v (¢, z)dW D (¢)
v (t, 2)dW P (t)
v(t,z)dW(t) = ] . (4.76)
o) (¢, 2)dW (™) (t)

eingehen, wobei die einzelnen W), j = 1, ..., m, unabhiingige Wiener-Prozesse sind. Wir erhal-

ten dann das m-dimensinonale, hyperbolische stochastische Differentialgleichungssystem
div(t,z) = A(vg (¢, x)dt + v(t, z)dW (t)). (4.77)

Ist die Matrix A diagonalisierbar, so 148t sich die Differentialgleichung entkoppeln, so dass man

m skalare Gleichungen erhélt, die man separat 16sen kann. Dazu bringt man die Matrix A auf

Diagonalgestalt
M O -0
. 0 X -+ 0
STTAS=A= _ L ) . (4.78)
0 0 Am,
Fiihrt man dabei neue Variablen
v(t,x) = Su(t, ) (4.79)

ein, so erhélt man fiir Gleichung (4.77)

d(t, ) = Ay (t, 2)dt + B(t, ))dW (t) (4.80)
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und man hat dann nur noch m skalare Gleichungen

, 5() .
dyo) = Aj (éi;xdt _|_{}(J)dW(t)> . (4.81)

zu 10sen.

Wir betrachten im Folgenden die etwas allgemeineren Differentialgleichungssysteme

ov(t,x)
Ox

wobei B eine m x m-Matrix in Diagonalform ist.

dio(t,z) = A dt + Bu(t, z)dW (t), (4.82)

4.3.2 Randwertprobleme fiir Systeme hyperbolischer

Differentialgleichungen

Wir betrachten zunichst Randwertaufgaben fiir Differentialgleichungssysteme

0v(t, x)
ox

dio(t,z) = A dt + Av(t,x)dW (t) (4.83)

fir x € [0,1] und ¢ > 0, wobei A wiederum eine diagonalisierbare m x m-Matrix ist. Dieses
System 148t sich wie im Fall fiir Anfangswerte skalarisieren, indem wir das Gleichungssystem

umformen. Mit der Matrix S der Eigenvektoren von A erhélt man

A0 0
STTAS=A=]| 0 A 0 . (4.84)
0 0 AIII

Daraus ergibt sich fiir das Differentialgleichungssystem (4.83), wenn wir eine neue Variable
v(t,z) := S~19(t, x) einfithren

Jv(t, x)

dw(t,z) = A dt + Av(t, z)dW (t). (4.85)

Dabei enthilt die m x m-Diagonalmatrix A drei Diagonalmatrizen, AY, ATl und A1, die wie

folgt gegeben sind

Moo 0
1

A 0 A 0
I
0 0 N

M0

11

AT — 0 Az
0 0 Ve

AT = o, (4.86)
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wobei fiir die Dimensionen j + k + i = m gilt. Weiterhin gilt )\Z’ >0firl=1,...,7, )\lH < 0 fiir
l=j5+1,....k und )\ZIH =0firl=k+1,...,m. Dabei ist die Anfangswertfunktion durch

o(t, ) = f(z) € L*(R™) (4.87)

gegeben und die Randwertbedingungen sind durch die Gleichungen

ol(t,1) = g'(t)
o!(t,0) = z”(t)} 9

gegeben. Dabei sind v/ (¢, z) die Komponenten von v(t, z) fiir die gilt )\{ >0firl=1,...,5 und
v!I(t,z) diejenigen, fiir die gilt Al < 0 fiir { = j + 1,...,k. Man kann hier die Komponenten

koppeln, indem man die Randwertbedingungen wie im deterministischen Fall (vgl. [21]) zu

o 1(t,0) = RIvI(t,0) + RITWITI(t,0) + g™ (t) } (4.89)

Ul(t, 1) _ R{Iv”(t,l)+R{Hv”1(t,1)+g1(t)

verallgmemeinert, wobei die R, R{ , RLI, R{] , R(I)I I yund R{H quadratische Matrizen sind, die

auch zusitzlich von der Zeit ¢ abhingen koénnen. A7 = 0 impliziert

ot x) = 1 (2) <1 + /Ot dW(t)> , (4.90)

so dass wir nur die Randwertbedingungen an v’ und v’ betrachten miissen. Wir schreiben daher

(4.89) wie folgt

vII(t,0) = RIWI(E0)+ g (1), } (191)
ol(t,1) = RIWI(t, 1)+ RIWHI(E 1) + g1 (1),
wobei
g"'(t) = g"l(t)+ RYFI0), } (1.92)
7 = o)+ BT,
Dabei sind R! := R} und R!! := RI!. Die Anfangswertfunktion
v(to, x) = f(z) (4.93)

ist eine m-dimensionale Vektorfunktion mit Komponenten in L?[0, 1]. Die Randwertbedingungen

sind durch die Gleichungen

v (t,0) = RI(t)v!(t,0) }

ol(t,1) = RUWI(t,1) (4.94)

gegeben. Dieses System 148t sich, wie wir es in Abschnitt 4.2 fiir skalare Gleichungen gezeigt

haben, durch ein System mit stiickweise differenzierbaren Wiener-Prozessen approximieren:

%‘gt’x)dt + Avs(t, 2)dWP(t)
X

Jvs(t, x)
Ox

dvs(t,z) = A

(A + Awsvs(t, a:))dt, (4.95)
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wobei der Ausdruck Awsvs(t, x)dt durch

2m—1

t tit1
/0 Mivsvs(t, z)dt = %A Z (W(EiAt) — W((i — l)At))/ vs(t, z) dt (4.96)
i=1 ti

gegeben ist.

Im Folgenden betrachten wir entkoppelte approximierte Differentialgleichungssysteme

avéa(t’x)dt + Bug(t, )dW ()
xr

Ovs(t, x)
ox

ds(t,x) = A
(A + Buwgvs(t, x))dt, (4.97)

wobei die Matrix B eine m x m-Diagonalmatrix ist.

Definition 4.1. Ein Problem

w = P(t,z, a%,w)vg(t,a:) +F(t,z), mit 0<z<1 und t>t;:=0 } (4.98)
vs(to,z) = f(x),
wobei F(t,z) € L?([0,T] x [0,1]) ist, mit den Randwertbedingungen
0 = 210 ) 409)
1}5(t, 1) = gl(t)

und F = ¢! = ¢! = 0 heiBit wohlgestellt, falls fiir jede Funktion f € C™, die nahe den

Randwerten z = 0 und x = 1 verschwindet, eine Losung existiert, fiir die
los(t, ) 1> < Ke* =10 fus(to, )| (4.100)

gilt, wobei die Konstanten K und a unabhéngig von der Anfangswertfunktion f und dem Start-

punkt ¢y sind.
Die Definition fiir den inhomogenen Fall erfolgt spéter (Definition 4.2). Dann gilt das folgende
Theorem.

Theorem 4.2. Sei vs(t,-) eine Lisung des Problems (4.97), (4.93), (4.94). Dann ist das Pro-
blem wohlgestellt, d.h. es gilt

les(t, )P < Ke®us(0, )]
= K& g7, (4.101)

N

wobei a = a(w) und K eine positive Konstante ist.
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Beweis: (-, -) bezeichne das Skalarprodukt im IR™. Differenziert man den Ausdruck ||vs||? beziig-

lich der Zeit ¢, so erhélt man die Abschéitzung

vs(t, z))|? vs(t, x vs(t,
3” 6(2} ))H _ <a 657;7 ),v(s(t,x)>+<v5(t,x),a 65; )>
= <Avr75(t, x),vs(t, :c)> + <1)5(t, x), Avg 5(t, $)>
21
+ Z [<?v5(t, x) (W (iAt) — W((i — 1)At)),vs(t, z))
i=1
+ (un(t, ), Ss(t,2) (WGAH) — W(( — 1AY))]
< 2avs||? - (vs(t,x), Agus(t, @) + (vs(t, z), Avs(t, x)) ‘(1)
< 2aljvs|® + (vs(t, x), Avs(t, x)) 1, (4.102)
wobei
[(vs(t, z), (B + B*)6~ 771 (W(iAt) — W((i — 1)At)) — Ay )vs(t,2))|
lvs]1?
271 '
< (B4 B Y (WAL — W((i — 1)At)) — A
i=1
S (B BY(VGAY — W((E - 1AN) - A
= aw). (4.103)
Setzt man die zweite der Randwertbedingungen aus (4.94) ein, so erhélt man
(vs(t, 1), Avs(t,1)) = (vi(t, 1), Alof(t, 1)) + (vi(t, 1), ATof (2, 1))
= (R (t)of"(t, 1), 'R (t)u5" (¢, 1)) + (v§" (£, 1), AT wj!(£,1))
= (v (t,1),0(t, o' (8, 1)), (4.104)

wobei C(t,1) = A (t,1) + RI*(t)A’ R (t). Wir betrachten zuniichst den Fall, dass |R!(t)

geniigend klein ist. Dann gilt insbesondere
C(t,1) < %An(t, 1), (4.105)
womit sich die Gleichung (4.104) durch
(es(t, 1), Avs(t, 1) < ~ 2 (e, 1) (4.106)

mit Ao := miny{|A\/{|: I =j+1,...,k} abschiitzen lifit. Eine entsprechende Abschitzung erhilt

man auch fir
A
— (u5(,0), Avs(t,0)) < = |log (1, 0)|I*. (4.107)

Damit hat man fiir |R//(¢)| geniigend klein gezeigt, dass

Ollvs(t, =)
ot

t
o (t, )| + / [[os(r )2 + fos(r, 02 dr - < Ke2*Jus(0,2) |, (4.108)
0

Ao
+ S At DR+ G OF] < 2a]us(0,2)]%
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fiir eine Konstante K. Dabei wurde ausgenutzt, dass vi(¢,1) und v}(t,0) als Linearkombinatio-

nen von vi!(¢,1) und vl(¢,0) dargestellt werden kénnen.

Wir betrachten nun den Fall, dass R’(¢) und R!!(¢) nicht geniigend klein sind. Wir fiihren in

Gleichung (4.97) eine neue Funktion d = d(z) ein, die nur von x abhéngt. Wir setzen

vit,z) = Z(t, ), (4.109)
vl (t,z) = d(z)(t,z). (4.110)

Dabei ist dann die Funktion z(t,z) = (2!(t,z), 2/ (t,z))” Losung der Differentialgleichung

oz(t,x) A@z(t, x)
ot B Ox

mit By = By(B,d(z)). Fiir die beiden Randwertbedingungen gelten die Beziehungen

+ Bauwsz(t, ) (4.111)

Z(t,0) = d‘l(O)RI(t)ZI(tO)} (4.112)

At,1) = d)RY ()M (¢,1).
Man kann sich jetzt wieder durch eine geschickte Wahl der Funktion d(x) die Situation des
ersten Beweisschrittes herstellen, indem man fiir d(z) eine glatte, invertierbare Funktion wéhlt,
so dass d~1(0)R!(t) und d(1)R!(t) geniigend klein sind. Damit erhalten wir die Abschitzungen

fiir vs(t, z).

Eine Verschérfung des Begriffs der Wohlgestelltheit ist die starke Wohlgestelltheit, bei der auf

das Verschwinden der Funktion F' und der Randwerte verzichtet wird.

Definition 4.2. Ein Problem

w = P(t,z, a%,w)v(;(t,x) + F(tyz), mit 0<z<1 und t>1ty:=0 } (4.113)
’U(S(to,l‘) = f(‘r)a '
wobei F(t,z) € L*([0,T] x [0,1]) ist, mit den Randwertbedingungen
vs(t,0) = g¢"(t) } (4.114)
vs(t,1) = g'(t)

heifit stark wohlgestellt, falls es wohlgestellt ist im Sinne von Definition 4.1 und die folgende
Abschétzung gilt

Justt. P < Kkt (Jostto P + [ IF(IR
Fld O+ 1" O + 16D @2+ (6" (7)) dT). (4.115)

Dabei ist die Funktion K (¢,¢o,w) fiir festes w beschrénkt auf jedem endlichen Zeitintervall [0, T']
und unabhénging von der Anfangswertfunktion f und dem Startpunkt ¢g. || - || ist die Norm auf
L?[0,1] x ... x L?[0,1].
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Im Folgenden soll gezeigt werden, dass das betrachtete inhomogene Randwertproblem auch

dieser Definition geniigt.

Theorem 4.3. Fiir stochastische, hyperbolische Systeme (4.113) mit allgemeinen inhomogenen

Randwertbedingungen

B0 = RGO+ 10 | e
vi(t,1) = RY@)v(t,1) +g'(t)
ist das Anfangsrandwertproblem (ARWP) stark wohlgestellt, d.h. es gilt (4.115).
Beweis: Wir fithren zwei neue Variablen
ol(t,z) = olt,z)+ g () (4.117)
oll(t,x) = vH(t,2)+ gl (t)(1 - ) '
ein und erhalten dadurch ein Problem mit homogenen Randwerten
WL = R = R s
wl(t,0) = RI(wi(t,0) = RI()vj(t,0), '
wobei sich aber die Anfangswertfunktion und die Funktion F' &ndern. Es gilt insbesondere
vl T vl T .
e = AT o)+ BTl )W) + o' ()1
+FI(t,z) - (gI)/ (t)x 4119
0v;1(te) €119 (6a) o TI ey o BITIT (Vs (4 LI (YW s (¢ (4.119)
ot = g T 9 () + B s (6, x)Ws(t) + g7 (H)Wis(2)

+FI(t ) — (o) (51— 2).

Differenziert man den Ausdruck ||7s]|* beziiglich der Zeit t, so erhilt man mit (4.119) die

Abschétzung
A||vs(t, )|
ot
aﬁé(tvl‘) ~ ~ 8’[)5(15, IE)
= <Tavé(tu$)> + <U5(t,95), T>

= (Avgs(t, @), vs(t, 2)) + (vs(t, ), Avg 5(t, )
+Hs(t,2), F(t,2) + g(t) — (9)" (Oh(2)) + (F(t,2) + g(t) + (9)" (Dh(), vs(t, 7))

2n—1
+ Z [ <v5 )+ gg)> (W(EAL) — W((i — 1)AL)), vs(t, )

+ (vs(t, z), (?v(g(t, T) + g?) (W(iAL) — W ((i — 1)At))>}
= —(oplt,2), Awvs(t,2)) + (35(t,2), As(t,2)) |

Hus(t ), F(t,7) + g(t) — (9) (h(x)) + (F(t.z) + g(t) + (9)" (Dh(2), vs(t, 7))
2" —1

n Z [ ( )+ 9?) (W (iAt) — W ((i — 1)At)), vs(t, z))

+ (vs(t, z), (?vg(t, T) + g?) (W(iAL) — W ((i — 1)At))>}. (4.120)
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B hl(z) B x _ g’ )
"o (h”m) - (1—9:)’ o= (g”m)'

Schétzt man nun alle Summanden der rechten Seite von (4.120) ab, wie dies hier exemplarisch

wobei

fiir fiinften Summanden (vgl. dazu Beziehung (4.96)) geschieht

2" —1
( (?mu@ + g?) Z (W(EAL) — W((i — 1)A)), vs(t,z))

=1
2" —1
< <§U5(t,x) S (WAL — W((i — 1)AD), vs(t,))
i=1
90 & s .
+<T > (W(iAt) — W((i — 1)At)), vs(t, z))
=1
) ‘<v(5(t :E) 22771( (zAt) W((Z — 1)At>),’£}5(t,l’)>‘ ' | (t )||2
< fostt, D)2 ot
+8(t,w) (lvs(t, 2)[1* + 9(8)]?)
< a(t,w) (Jlvs(t, ) * + g(®)]?), (4.121)

so kann man (4.120) abschétzen durch

Mool DIE < ) (st )+ 1 ) 2+ I ()2 + g0
H (") O+ 1l (g™ (t)\lz) + (05(t, ), ADs(t, @) \; (4.122)
Setzt man die zweite der Randwertbedingungen aus (4.118) ein, so erhélt man
(T5(t, 1), ABs(t, 1)) = (vi(t. 1), AMvj(t, 1)) + (vi'(t, 1), ATvj (2, 1))
= (R"(t)vs' (t,1), AR (t)v5 (1)) + (v’ (¢, 1), A vj (2, 1))
= ('t 1), C(t, Vo't 1)) (4.123)

wobei C(t,1) = AT(t,1) + RI*(t)A' RY (t). Wir betrachten zunichst den Fall, dass |R/(t)]

geniigend klein ist. Dann gilt insbesondere
C(t 1) < %Aﬂ(t, D), (4.124)
womit sich die Gleichung (4.123) durch
(vt 1), w1, 1)) < ~ 22 ost, 1) (4.125)

mit Ao := miny{|A\/1|: I =j+1,...,k} abschiitzen lift. Eine entsprechende Abschitzung erhilt

man auch fiir

— (us(t,0), Avs (£, 0)) < —%Hfug(t,O)H?. (4.126)



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 78

Damit hat man fiir |R'! ()| geniigend klein gezeigt, dass gilt:

Ollvs(t,2)|I* | Xo, 1 2 11 2
E-Ta— + ?“%(El)\ + |vs” (t,0)] }
< y(t,w) ([los(0,2)|* + | F' (¢, 2)|* + | F 7 (¢, 2)|* + [lg(t)]]?

+ (") @I+ 1 (5" D) - (4.127)

Daraus erhélt man
fostt )7+ [ [ls(r ) + st 0] ar
< K(t,th.w) (\|va<o,x>||2+ / (I (8, 2) |2 + | FT (& ) + g ()]
+1 (o) DI + 1 (™)' ®)I?) dr) - (4.128)

Dabei wurde ausgenutzt, dass 91(t,1) und #}/(¢,0) als Linearkombinationen von #}(¢,1) und

ol(t,0) dargestellt werden kénnen.

Wir betrachten nun den Fall, dass R’(¢) und R!!(¢) nicht geniigend klein sind. Wir fiihren in

Gleichung (4.97) wiederum eine neue Funktion d = d(z) ein, die nur von x abhéngt. Es sei

olt,x) = Z(t,x), (4.129)
ot x) = d(x)2"(t, ). (4.130)

Dabei ist dann die Funktion z(t,z) = (2!(t,z), 2/ (t,z))" Losung der Differentialgleichung

Oz(t,z) Aaz(t, x)
ot B Ox

+ Byusz(t, ) (4.131)
mit By = By(B,d(x)). Fiir die beiden Randwertbedingungen gelten die Beziehungen

2(t,0) = dl(O)RI(t)ZI(tyo)} (4.132)

A1) = d)RIE()1(¢,1).
Durch geschickte Wahl von d(z), kann man sich wieder die Situation des ersten Beweisschrittes

von Theorem 4.2 herstellen, womit wir die Abschétzungen fiir vs(t, x) erhalten.

|
Nachfolgend werden ,,Energie-Abschitzungen“der Form
2R(Pvs, v5) = (Pvs, vs) + (vs, Pvs) < a(w)|vs||?
fiir die Differentialgleichung
5”5;’ %) _ pug, (4.133)

fiir 0 <z <1undty<t<T < oo betrachtet. Dabei galt fiir die Randwertbedingungen

vs(t,0) = 0 = vs(t, 1). (4.134)
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Falls der rechte Randpunkt +o0 ist, so kann die Randwertbedingung an der Stelle z = 1 durch
die Bedingung ||vs(t,-)|| < oo ersetzt werden, und man kann annehmen, dass vs(¢, ) und alle

Ableitungen gegen Null gehen, falls z — oco.

Es empfiehlt sich fiir die spéteren Betrachtungen den Operator P fiir festes t zu charakterisieren.

Definition 4.3. Ein Operator P heifit halbbeschrinkt, falls eine positve Konstante o = a(w)
existiert, so dass fiir alle Funktionen z € V := {2z € C*,2(0) =0 = 2(1)}

2R(Pz,2) = (Pz,2) + (2, P2) < a(w)| 2| (4.135)
gilt. Ist dabei der rechte Randpunkt +o00, so ersetzt man die rechte Randwertbedingung z(1) = 0

durch die Forderung ||z|| < oco.

Im Folgenden wére natiirlich ein Theorem ideal, welches die Wohlgestelltheit eines stochasti-
schen Randwertproblems fiir den Fall, dass der Operator P halbbeschrinkt ist, garantiert. Aber
eine solche Aussage gilt schon im deterministischen Fall nicht, vgl. [21]. Man kann durch Hin-
zunahme weiterer Randwertbedingungen das Problem so verdndern, dass zwar der Operator P
halbbeschrénkt bleibt, das Randwertproblem aber keine Lésung mehr hat, weil die Losung am

Rand iiberbestimmt ist.

Definition 4.4. Wir betrachten das Problem (4.97), (4.93), (4.116).

(i) Wir nennen das Problem wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne fiir den Fall
f =g’ = ¢! =0, falls fiir eine glatte, kompatible Funktion F eine Losung existiert, die

die Abschétzung
/0 &2 |os(t, )2 < K () /0 2 F(t, )| dt (4.136)

fur alle n(w) > no erfiillt, wobei lim, .o, K () = 0. Dabei sind die Konstanten 7y und
K (n,w) unabhingig von F.

(ii) Wir nennen das Problem stark wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne, falls

| e e < K [T (EC I+ I OF + 0 OF) de (4137

fur alle n(w) > no erfiillt ist, wobei lim, . k(n) = 0. Dabei sind die Konstanten 79 und
K (n,w) unabhéngig von F.

Bemerkung 4.2. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Funk-

tion f konstant Null ist. Andernfalls betrachtet man einfach eine neue Variable. Man setzt
ﬁé(ta $) = U(S(t’ I‘) - h(t)f(l‘), (4138)

wobei h(t), t € [0,T], eine glatte Funktion mit h(0) = 1 ist.
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Theorem 4.4. Angenommen, der Operator P = P(t,z, 8%,11)5) ist halbbeschrinkt, d.h. es gilt
R(vs, Pus) < al|vs|?, (4.139)

wobei a« = a(w). Dann ist das Problem (4.97), (4.93), (4.94) wohlgestellt im verallgemeinerten

Sinne.

Beweis: Mit der Substitution z(¢,z) := e "uvs(t, x) ergibt sich

8Z(t,33) _ -t 8”6@7:6) —nt
T =e T —ne U5(t7x)7 (4140)

damit erhélt man fiir (4.97)

0z(t, x)
ot

= (P —nl)z(t,z) —ne ™F(t,z) =: Cz(t,x). (4.141)

Es gilt die folgende Abschitzung:

0l|(t, =)||”
ot
= (Cz(t,x),2z) + (z,Cz(t,z))
= <A(%gg;$) + (Bus —nl) z(t,x), 2(t,z)) + <z(t,x),Aazéi;$) + (Bws — nl) z(t, z))

+2(z(t,z),e " F(t,z))
= (Pz(t,z),2(t,2)) + (2(t,z), Pz(t,z)) — 2n(z(t, z), 2(t, 2)) + 2(z(t,z),e " F(t,z))

. 1
< 20(W)ll2(t, )12 = 2nll2(t )| + 7l (8, 2) | + %HF(t,m)HQ,
~ 2 1 2
= il 2+ ZIEE D) (4.142)

wobei || - || die euklidische Norm und (-,-) das Skalarprodukt im IR™ ist. Dabei wurde bei der
Abschitzung die zufillige Konstante 77(w) so gewéhlt, dass

=i(w) :=n—aw) >0 (4.143)

fl

gilt. Mit der Losungsformel fiir gewohnliche lineare Differentialgleichungen kann man das Norm-

quadrat der Losung wie folgt abschétzen:
t ~
)l < [ 6 ar, (4.144)
0

wobei die Funktion G(7) durch G(7) := +||F(t,-)||? definiert ist. Wir fiihren weiter die Funktion

1
n

(4.145)

e fiir t>0,
p(t) =

0, fir t<0



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 81

ein. Damit kann man die Wohlgestelltheit im verallgemeinerten Sinn zeigen:

/Ooo |2(t, z)||2dt < /OOO (/Otgo(t —7)G(7) dT) dt

1

1 o0

= / G(r)dr
nJo
1 [ 5

= ~2/ e 21|\ F(r,-)||? dr. (4.146)
" Jo

Damit ist die Behauptung gezeigt. |

Man kann zeigen, dass das Problem (4.97), (4.93), (4.94) bereits wohlgestellt ist, wenn das
deterministische Problem wohlgestellt ist, d.h. es gilt das folgende Theorem.

Theorem 4.5. Angenommen, das deterministische Problem

ov(t,z)) 0
—5r = A%v(t,x) + F(t,x)

ist wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne. Dann ist auch das stochastische Problem

8“5225”)) — (Aai + Bwé) vs(t,z) + F(t, ) (4.147)

fir0<z<1und0<t<T mit
v5(0,z) = 0 (4.148)
und homogenen Randwertbedingungen wohlgestellt.

Beweis: Formal kann man den Term Pyvs(t,z) := Bwsvs(t, ) als einen zusétzlichen Term be-

trachten. Dann gilt nach der Annahme

/ T et ) < K(n) / e (| Pyvs(t, )2 + 1P (8, ) 2) (4.149)
0 0

Eine einfache Umformung ergibt nun, dass

(1 - a(w)K (1)) / T e, )P < K(n) / e R (e, )2 d. (4.150)
Setzt man nun

Ki(n,w) == 1_55% (4.151)

so gilt lim, .o K1(n,w) = 0, und damit ist die Behauptung bewiesen.
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Theorem 4.6. Das stochastische Problem
Ovs(t,x)) 0 )
——~=(A—+1B F 4.152
ot O + bws U(;(t,l') + (t7$) ( 5 )
fir0 <z <1 und0<t<T mit der Anfangswertbedingung

v5(0,2) = 0 (4.153)

und den Randwertbedingungen

£,0) = golt
vs(t, 0) g0(t) } (4.154)
los(t, )l < oo
fiir jedes feste t ist stark wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne.
Beweis: Wendet man die Laplace-Transformation
Z(s,x) :/ e Stz (t, x)dt (4.155)
0

auf Gleichung (4.152) an, wobei s = i¢ +n und &, n € R! gesetzt wird, so erhiilt man

/ e Stdys(t, ) dt = A/ e (vps(t, ) + F(t,x)) dt + B/ e Shisvs(t, ) dt. (4.156)
0 0 0

Wenn man die linke Seite der Gleichung partiell integriert, so erhélt man unter Beriicksichtigung

der Voraussetzung f =0
0 0o %)
/ e Stds(t, x) dt = e Sus(t, x)‘o + s/ e Stus(t, x) dt (4.157)
0 0
die folgende Darstellung der Laplace-Transformierten
s05(t, ) = Aoy 5(t, ) + Busds + F(t, x). (4.158)
Die transformierte Randwertbedingung hat die Form

05 (s,0) = R'0§(s,0) +§""(s,0) (4.159)
[0s(s, )| < oo (4.160)

Dieses Gleichungssystem 148t sich in zwei Systeme aufspalten

sol(t,z) = A[@I#;(t, z) + Blwsol(t,z) + FI(t,z) (4.161)

xT

sty (t,x) = ATolk(t, @) + BTusof (¢, ) + FH (¢, 2), (4.162)

wobei die Matrizen B! und B!! die Unterdiagonalmatrizen der Matrix B mit dim B! = dim A’

und dim B = dim AL sind.
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Man hat also zwei Systeme linearer gewohnlicher Differentialgleichungen mit stochastischen

Koeffizienten
ff)i’(;(t,x) = (AI)*lsﬁg(t,x) — (AI)*lBIu')(;@g(t, x) — (AI)*lﬁl(t,x) (4.163)
ﬁﬁg(t,x) = (AH)_lsﬁél(t,x) + (AH)_lBHw(;ﬁgl(t,x) + (AH)_lﬁ‘H(t,x). (4.164)

Die Losungen haben dann die folgende Gestalt

N 1 r 1. IN=1g_(AIYV-1BILj: )2

’Ug(t,:t) = e((AI)—lsf(AI)—lBI'ng)x /0 (AI) 1F1(t>z)e((A ) (AT B ebs) dz (4165)
R 1 x 1. IIN—1. (AI\—1pII,:

H(t ) = e(ATT)=1s—(ATT)=1BITips)z /0 (AH) lFH(taZ)e((A )7e= (AT B s)z gy

+e((AII)718_(All)leIIwé)ccﬁgf(S’O>' (4166)

wobei 91/ (s,0) durch die Randwertbedingung (4.154) bestimmt ist. Betrachtet man (4.161), so
erhélt man fiir das Skalarprodukt <-, > im Hilbertraum die Beziehung

<ﬁ§,s®§>+<s@§,@g> <v(5,AI $5tx>—|—<A] x(;tx) v5>
+{0f, A Bhisof(t,x) + F'(t,x)) + (A" Blisol (t, z) + F1(t, z),9f) (4.167)

oder
n[of? = R(of, Aol s) +R(of, FT) + R(i, Blisis). (4.168)
Integriert man das erste Skalarprodukt auf der rechten Seite von (4.168) partiell, so erhilt man
oo o0
/ (05, A0 ) do = (85, A0f) | — / (01 5, AT05) da, (4.169)
0 0
woraus man wegen des Verschwindens von ﬁg fir z — o0
o0 1
/ R(05A 0L 5) do = = (95(0,5), AT9f(s,0)) (4.170)
0
erhélt. Eingesetzt in (4.168) ergibt dies
. L. . N A .
o412 + 5 (040, ), A2k (s5,0)) < lodl) (1B + 1B s ) (4.171)
daraus folgt
Jo41 < (IF) + 1B el (4.172)
Weiter kann man aus (4.171) schlieflen, dass

(0(0.).A755(5,0)) < (1] + | B"ts] ) (1173)

N | —
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gilt, daraus folgt
645,001 < = (1) + 1B ) (4.174)
Vv

Entsprechend erhilt man fiir das zweite Gleichungssystem beziiglich f)gl nach einigen algebrai-

schen Umformungen

aled P < 1ol (17 + B g])) — 5 (2(0, ), A7 2} (5, 0))

IN

. 1
g”ﬁglnz + %HFII + Bllw5”2 + 5 (@gl(ov 5)7 (_AI]) {)gl(sv 0)) ) (4175)
woraus wegen )\ZI I'<0,Vl=3j+1,..., k, schlieBlich folgt
N IS . N
o' < € (SIFT 4 B + as(s, ) (4.176)
Aus der Randwertbedingung (4.159) folgt mit (4.174) die Abschitzung
057 (5,0)1> < C (19" (s)]* + [05(s,0)*)
1 A
< o (ler -+ (1P + 1810s12) ). (1177)
Damit hat man die Abschéitzungen
. L/ 2 .
olosl? < 0 (5 (PP + 1Bal?) +19"F) (1178)
N Lz . .
asts.0F < (3 (IF12 + 1Basl?) +12"). (1.179)
erhalten. Invertiert man die Laplace-Transformation, so erhélt man die Losung des Problems
1 [~ .
e Mus(t,z) = / e®tis(x, i€ + n) dE, (4.180)
2 J_

wendet man weiterhin die Parsevalsche Relation an, so erhélt man fiir beliebiges > 0, wobei
s =mn+ &, fiir (4.178) die Abschitzung

© 1 [
| ettt = o [ fosts, g

¢ [~ (o (191 + 1Basl?) + Sig ) a

< o [T e (G UPwAI - 1BasIP) + 2o ) ar (1181

IN

Entsprechend erhilt man fiir (4.179)
/ &2 oy (2, 0) 2 dt
< c/ -W( (I, wﬁwwwwwﬂamﬂdt (4.182)
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Damit ist gezeigt, dass auch in diesem Fall die Losung in Abhéngigkeit der Anfangs- und Rand-

werte abgeschétzt werden kann.

Dieser Beweis fiihrt aber im folgenden auch zu einer weiterfithrenden Begriffsbildung der Wohl-
gestelltheit. In dhnlicher Weise wie sich die Wohlgestelltheit der Differentialgleichung mit sto-
chastischen Koeffizienten in den Termen niederer Ordnung auf die Wohlgestelltheit der determi-
nistischen Problemstellung zuriickfithren 148t, 148t sich auch die Stabilitdt der entsprechenden
approximierenden stochastischen Differenzenschemata auf die Stabilitdt des deterministischen

Schemas zuriickfithren. Es gilt die folgende Aussage:

Definition 4.5. Ein Approximationsverfahren des Types

ut = (Q+ Qo)up + FY,
u(0,z) = wp(z) =0, (4.183)
U,o(t) =0

fiir ein homogenes stochastisches Randwertproblem mit Anfangswertfunktion konstant Null
heifit stabil im verallgemeinerten Sinne, wenn fiir geniigend kleines h eine eindeutige Losung

existiert, die der folgenden Ungleichung geniigt:
A fwwmﬁﬁémmé|wwmﬁ (4.184)

fiir alle n(w) > no. Dabei sind 79 und K (n) Konstanten, die nicht von F' abhéingen, und es gilt
lim K(n)=0 P —fs. (4.185)
n—00

Gilt stattdessen nur, dass die Anfangswertfunktion konstant gleich Null ist, so nennt man die

Approximation stark stabil im verallgemeinerten Sinne, wenn statt der Bedingung (4.184) die

Bedingung

o0 o0
| e i< K6y [ OP@IR + o)) a (1.156)

0
erfiillt ist.

Theorem 4.7. Angenommen, die Approximation des deterministischen Problems

oulbe)  — Qu(t,x) + F(t,x),
w(0,z) = wp(x) = f(z) € L*(RY), (4.187)
uo(t) = 0

ist stabil, Qo := Bws sei ein Operator niederer Ordnung mit stochastischen Koeffizienten, dann

ist auch das stochastische System

) Q4 Qoult,z) + F(t,x),
u(0,2) = uo(@) = f(x) € LA(RY), (4.188)
UQ (t) =0

stabil.
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Beweis: Formal kann man den Term Qg = Bs als einen zusétzlichen Term betrachten, den man

wie den Term F'(t,x) behandelt. Dann gilt

/0 &2 u(t, )2 < K (n) /0 =21 (| Qoult, )2 + |F (¢, )2) dt. (4.189)
Eine einfache Umformung ergibt nun, dass
(1 - a(@)K()) / &2 u(t, )|? < K(n) / 2Bt )| dt. (4.190)
0 0
Setzt man
K(n)
K = 4.191

so gilt lim,, .~ K1(n,w) = 0. Fiir ) geniigend grof}, erhalten wir

/0 e M fut, ) * < Ka(n) /0 e M| E ()| db. (4.192)



5. Anhang

5.1 Eine unendlichdimensionale Ito6-Formel

I. Gyongy und N.V. Krylov beweisen in [24] eine unendlichdimensionale Ité-Formel, wobei sie
die nachfolgenden Voraussetzungen und Begriffsbildungen voranstellen. Sei V' ein separabler
Banachraum und V* sein Dualraum. Angenommen, es existiert ein Hilbertraum H und ein be-
schriinkter linearer Operator A : V. — H, so dass AV dicht in H liegt. Sei weiterhin {e;}:;-;
eine Orthonormalbasis von H, so dass e; = Aw; fiir entsprechendes w; € V. Sei I, die Pro-
jektion von H auf den Unterraum, der durch {ei}le erzeugt wird. Weiterhin bezeichne uz das
Skalarprodukt von u,z € H bzw. das Skalarprodukt von v € V und z € V*. Sei h ein H-
wertiges, lokal quadratisch integrierbares cadlag-Martingal. Fiir jede positive ganze Zahl k sei
wi(t) = Zle(h(t)ei)wi. Weiterhin sei A(t) ein reellwertiger wachsender cadlag-Prozef}, der in
der Null startet, v(t) ein V-wertiger progressiv meflbarer Prozef und v*(¢) ein V*-wertiger Pro-
zeB}, so dass vv*(t) progressiv mefibar ist fiir jedes v € V. Weiterhin gelte, dass |v(t)|, [v*(¢)| und
|v(t)||v*(t)| fast sicher lokal integrierbar sind beziiglich dA(t). Gyongy und Krylov beweisen das

folgende Theorem:

Theorem 5.1. Sei 7 eine Stoppzeit. Angenommen, fir jedes v € V' und fiir dP x dA(t)-fast
alle (t,w) €]0,7[ gelte

AvAu(t) = /}0 ] vv*(u) dA(u) + Avh(t). (5.1)

Dann existiert eine Teilmenge Q C Q mit P(Q) = 1 und ein H-wertiger adaptierter cadlag-
Prozef, so dass h(t) = Av(t) fiir dP x dA(t)-fast alle (t,w) €]0, 7[. Weiterhin gilt fiir alle w € €,
t < 7(w) und fir allev eV

Avh(t) = /]Oﬂvv*(u)dA(u)—i—Avh(t) (5.2)

(1) = h2(0)+2 / o(u)o* (u) dA(u)
o

+2 h(u—) dh(u) — / |A* Lo (w)|PAA(u) dA(u) + [h],, (5.3)
10,¢] 10,¢]
wobei wir |[A* ~1v*(u)| := oo setzen, falls v*(u) ¢ A*H*. Dabei bezeichnet [h], die quadratische

Variation des Hilbertraum-wertigen Martingals.
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Weiterhin zeigen Gyongy und Krylov die Formel fiir den folgenden Spezialfall: Sei V' C H dicht
und A die Identitit auf V. Es existiere eine Konstante K, so dass ||v||g < K||v||y fiir allev € V
gilt. Weiterhin sei H eine dichte Teilmenge des Banachraumes V' und es gelte || < |o|y|1|ys
fiir alle ¢ € V und ¢ € V'. Der beschriinkte lineare Operator T : V' — V* sei eindeutig und v'(t)
ein V'-wertiger progressiv mefibarer Proze}, so dass auch |v/(¢)| fast sicher lokal integrierbar ist
beziiglich dA(t). Dann existiert Q' C Q mit P(£2') = 1, so dass das Integral f]o,t] v'(u) dA(u) fiir
alle w € ' und alle t > 0 existiert. Es gilt dann das folgende Theorem:

Theorem 5.2. Sei h(t) = f}Ot} v (u) dA(u) + h(t) fir w e  und h(t) = 0 € V' sonst. Ange-
nommen, es gelte h(t) = v(t) fir dP x dA(t)-fast alle (t,w). Dann existiert ein Q' C Q mit
P(Q) =1, so dass xorh(t) ein H-wertiger cadlag-Prozess ist. Fiir alle w € Q" und t > 0 gilt

dann
RE(t) = h2(0)+2/ h(u)v' (u) dA(u)
10,2]
2 h(u—) dh(u) — v (u)PAA(u) dA(u hl, , 5.4
+/M< )()/]O’t]<>| (w) dA(u) + ] (5.4)

wobei [v/ ()| := oo, falls v/ (u) ¢ H und h(u)v'(u) := oo ist, falls h(u) ¢ V.

5.2 Die Parsevalsche Relation

Sei 0(w) die Fourier-Transformierte von v(x). Dann gilt im kontinuierlichen Fall

/Z lv(z)|? dz = /Z |0(s)|? ds (5.5)

und im diskreten Fall

1917 = /_h 0P dE= Y loml*h = |oll7. (5.6)

m=—00

=3

Die beiden Beziehungen (5.5) und (5.6) heifilen die Parsevalschen Relationen. Die Beziehung

(5.6) kann man mit der Rechnung

loll; =

=
—~
I
~—
T
I
I
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nachweisen. Fiir die Beziehung (5.5) sei der Leser auf die entsprechende funktionalanalytische

Literatur verwiesen, vgl. z.B. Titchmarsh [62] oder Goldberg [12].

Betrachten wir nun die Laplace-Transformation. Angenommen, v(¢, z) sei eine stetige Funktion

fiir 0 <t < oo, 0<z </, die der Abschétzung
lu(t, )| < Ce™ (5.8)
geniigt. Dann bezeichnet die Funktion
b=0(s,z) = /OOO e Sto(t,x)dt, 0<x<I, (5.9)

fiir s = n+1¢£€ mit n > « die Laplace-Transformierte der Zeit fiir jedes feste z. Partielle Integration

liefert die folgenden Beziehungen fiir die Laplace-Transformierte

. v
s = o +v(0, z),

A Bl 0 _g0u(t, x) BN

. = 2= st P00 ) g = 20 1
0 o /0 e o dt e (5.10)

Die Parsevalsche Relation fiir die Fourier-Transformierte liefert die folgende Beziehung fiir die

Norm der Funktion und ihrer Laplace-Transformierten

lott) = [ ottt = [ fotr-+ i, de (5.11)
fiir den kontinuierlichen Fall, und im diskreten Fall gilt
° Al .
o B A 30 e = [ ji o ig, o de. (512)
n=—oo At

5.3 Die Davis-Burkholder-Gundy-Ungleichung

Theorem 5.3. Davis-Burkholder-Gundy-Ungleichung
Sei M € Moo wobei M°¢ der Raum der stetigen, lokalen Martingale ist, und sei

M = max |Mj|. (5.13)
0<s<t

Dann existieren fiir jedes m > 0 postive Konstanten k., und K,,, die nur von m abhdngen, so

dass
kmE ((M)y) < E[(M7)*™] < KnE ((M)7) (5.14)

gilt fiir jede beliebige Stoppzeit T. Insbesondere kann man z.B.

km = (p/e)?,  Kn = (32/p)P/? falls 0<p<?2
km =1, K, =14 falls p=2 (5.15)
km = (2p)7p/27 Ky = (%)p/2 falls p>2

wdhlen, obwohl diese Konstanten nicht optimal sind.
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5.4 Das Gronwallsche Lemma

Lemma 5.1. (Gronwall) Es seien g(t) und v(t) stetige Funktionen iber [0,T] und fir die
Funktion h(t) gelte 0 < h(t) € L'[0,T], sowie in [0, T

o(t) < g(t) + /0 h(r)o(r) dr. (5.16)
Dann ist fiirt € [0,T]
o(t) < g(t) + / tg(T)h(T)eH“)—H(T) dr, (5.17)
0

mit H(t) = [¢ h(r)dr.
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