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1. Einleitung

Eines der aktuellsten Forschungsgebiete in der stochastischen Analysis sind stochastische par-

tielle Differentialgleichungen. Dies betrifft sowohl die Theorie als auch die Anwendungen. Bei-

spielsweise können durch stochastische partielle Differentialgleichungen Prozesse in der Popula-

tionsgenetik [44], [45], die Ausbreitung von Epidemien [6], die Ausbreitung von Schadstoffen in

der Atmosphäre [31], [47], zufällige Schwingungen u.v.a.m. modelliert werden. Auch die Aufgabe

der optimalen Schätzung eines Systemzustandes auf der Grundlage verrauschter Beobachtungen

(Filtration) führt auf stochastische partielle Differentialgleichungen.

Die obigen Beispiele führen auf Differentialgleichungen 2. Ordnung des Typs

∂

∂t
v(t, x) = ∆xv(t, x) + F (t, x, v(t, x)) +G(t, x, v(t, x),∇xv(t, x))Ẇ (t) (1.1)

oder

∂2

∂t2
v(t, x) = ∆xv(t, x) + F (t, x, v(t, x)) +G(t, x, v(t, x),∇xv(t, x))Ẇ (t). (1.2)

Ẇ (t) ist dabei meistens ein weißes Rauschen bezüglich der Zeit oder bezüglich der Zeit und des

Ortes. Oft wird eine Lösung gesucht, die vorgegebene Anfangsbedingungen und Randbedingun-

gen erfüllt. Zur Untersuchung von stochastischen partiellen Differentialgleichungen und damit

zusammenhängenden Anfangs- und Randwertproblemen haben sich verallgemeinerte Lösungs-

begriffe eingebürgert. Diese beruhen auf der Interpretation der Anfangswert- bzw. der Anfangs-

und Randwertaufgabe als stochastische Operatorgleichung. Dabei gibt es zwei grundsätzliche

Herangehensweisen:

(1) Interpretation als stochastische Integralgleichungen;

(2) Stochastische Operatorengleichungen mit monotonen und koerzitiven Operatoren.

Bei der ersten Herangehensweise werden die stochastischen Integralgleichungen mittels der

Greenschen Funktion des zugehörigen deterministischen linearen Problems von (1) oder (2)

konstruiert, vgl. Manthey [42], [43], [45], oder in die Integralgleichung geht die Halbgruppe ein,

deren erzeugender Operator der Laplaceoperator ∆x mit den entsprechenden Randbedingungen

ist, vgl. Grecksch [16] und DaPrato [55] und [50], [51]. Die Existenz von Lösungen wird durch

die Anwendung von Fixpunktsätzen nachgewiesen. Bei der Anwendung der monotonen und

koerzitiven Operatoren betrachtet man das Problem als stochastische Evolutionsgleichung über
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einem Evolutionstripel von Hilberträumen, vgl. Pardoux [4], [48], [49], [52], [53], und Krylov und

Rozovskij [39]. Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen basieren dabei wesentlich auf dem

Grundgedanken der Galerkinmethode. Beziehungen zwischen den beiden Herangehensweisen

werden u.a. von Grecksch und Tudor [15] untersucht.

Neben der Untersuchung von Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen nimmt die Diskussion zur

näherungsweisen Ermittlung von Lösungen einen breiten Raum ein. Üblich sind Galerkinmetho-

den [3], [28], [32], [34], [41] und Diskretisierungsmethoden [7], [9], [30], Grecksch und Kloeden

[13], Grecksch und Blaar [1]. Oft werden (1) und (2) als stochastische Gleichungen im Sinne

von Itô oder Stratonovich interpretiert, wenn beispielsweise (W (t))t≥0 ein Wiener-Prozess ist.

Bekanntlich sind die Realisierungen eines Wiener-Prozesses mit Wahrscheinlichkeit 1 nicht dif-

ferenzierbar. Somit ergibt sich eine weitere Interpretationsmöglichkeit, die darin besteht, dass

der Wiener-Prozess durch eine Folge von Prozessen mit stückweise differenzierbaren Trajekto-

rien ersetzt wird, siehe beispielsweise Gyöngy und Krylov [23], [25], [26], [27] oder Grecksch

und Schmalfuß [14] oder Twardowska [65]. Der Vorteil dieser Methode besteht darin, dass die

approximierten Probleme realisierungsweise Differentialgleichungen sind, auf die die determi-

nistische Numerik angewandt werden kann. Schon im deterministischen Fall weisen partielle

Differentialgleichungen erster Ordnung und die zugehörigen Anfangs- und Randwertprobleme

Besonderheiten gegenüber Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf. Einer der Gründe ist,

dass der Operator der Ortsableitungen im Falle 1. Ordnung nicht koerzitiv ist. Daher hat sich

für diese Aufgaben eine recht eigenständige Forschung entwickelt [18], [19], [20], [21], [35], [36],

[37], [38], [56], [66]. Vom Standpunkt der Anwendungen ist es naheliegend, auch bei partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung zufällige Effekte einzubeziehen.

Ein wichtiges Beispiel für partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die Telegraphenglei-

chungen, vgl. [15],

∂

∂x
i(t, x) + C

∂

∂t
v(t, x) +Gv(t, x) = 0 (1.3)

∂

∂x
v(t, x) + L

∂

∂t
i(t, x) +Ri(t, x) = 0. (1.4)

Durch diese Gleichungen werden die Veränderungen der Stromstärke und Spannung in einem

elektrischen Leiter beschrieben. In einer natürlichen Weise erhält man eine stochastische Version

dieser Gleichungen durch die Hinzunahme von Rauschprozessen

∂

∂x
i(t, x) + C

∂

∂t
v(t, x) +Gv(t, x) = h1(t, x)dW1(t) (1.5)

∂

∂x
v(t, x) + L

∂

∂t
i(t, x) +Ri(t, x) = h2(t, x)dW2(t), (1.6)

wobei W1(t) und W2(t) unabhängige Wiener-Prozesse sind und die stochastischen Differentiale

als Itô-Differentiale aufgefaßt werden. Weitere Anwendungen stochastischer partieller Differen-

tialgleichungen 1. Ordnung findet man in der Finanzmathematik. Beispielsweise wird durch eine
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Gleichung des Types

dr(t, x) =
∂

∂x

[
r(t, x) +

λ

2
|α(x)|2

]
dt+ α(x)dW (t) (1.7)

die Entwicklung einer Zinsstruktur r(t, x) beschrieben, wobei x die Laufzeit der Kapitalanlage

beschreibt. Eine Gleichung des Types

dr(t, x) =
(
∂

∂x
r(t, x) + τ∗(t, x)

∫ x

0
τ(t, ν) dν

)
dt+ τ∗(t, x)dW (t) (1.8)

wird von Brace und Musiela in [2] benutzt, um den Kaufpreis von Optionen, Swaps und Futures

zur Zeit t zu bewerten, die zur Zeit x fällig werden.

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen für eine Anfangswertaufgabe mit einer stochastischen par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung durch Interpretation als stochastische Integralglei-

chung werden von H. Kunita in [40] mittels einer stochastischen Version der Charakteristiken-

Methode hergeleitet. Dieser Weg wird auch in [5], [54], [63], [64] beschritten. In [17] wird einem

Anfangswertproblem mit einer stochastischen partiellen Differentialgleichung eine Familie von

parabolisierten Aufgaben zugeordnet, deren Lösungen in Wahrscheinlichkeit die Lösung des Aus-

gangsproblems approximieren. In [17] werden auch Regularitätsaussagen der Lösungen bewiesen.

Weitere Regularitätsaussagen werden in [8] und [10] gemacht.

Anliegen der vorliegenden Arbeit ist die näherungsweise Ermittlung von Lösungen stochastischer

partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung. Das erste Kapitel ist Lösungsbegriffen, Existenz-

und Eindeutigkeitsaussagen bei stochastischen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

gewidmet. Es wird auf die Charakteristikenmethode [40], die Methode der parabolischen Regula-

riserung [17] und die Anwendung von Halbgruppen [55] eingegangen, und Beziehungen zwischen

den einzelnen Lösungsbegriffen werden diskutiert. Theorem 2.5 enthält eine Aussage über die

stetige Abhängigkeit von den Anfangsbedingungen, wenn die Lösungen mit der Charakteristi-

kenmethode konstruiert werden. Für den Fall einer linearen Gleichung wird die Stetigkeit im

quadratischen Mittel bezüglich der Zeit gezeigt (Theorem 2.6).

Im zweiten Kapitel werden finite Differenzenmethoden für ein Anfangswertproblem mit einer

stochastischen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung diskutiert. Ausführlich wird auf

den linearen Fall

dtv(t, x) + avx(t, x) dt+ bv(t, x) dW (t) = 0 (1.9)

v(0, x) = f(x), t ≥ 0, x ∈ IR1 (1.10)

eingegangen. Eine Version des ”Forward-Time-Forward-Space“-Schema (FTFS-Schema) für die-

se Aufgabe ist durch

un+1
k = (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1 − bun

k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (1.11)

gegeben. Im Teilkapitel 3.2 werden die Begriffe der Konsistenz (Definition 3.1) und Stabilität

(Definition 3.2) eingeführt. Die Konsistenz und die Stabilität sind dem deterministischen Fall
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angelehnt. Hier wird ein Stabilitätsbegriff gewählt, der das Fehlerwachstum auf höchstens ex-

ponentielles Wachstum beschränkt. In den Theoremen 3.1 und 3.2 wird die Stabilität des sto-

chastischen FTFS-Schemas (1.11) und eines Lax-Friedrich-Verfahrens für (1.9) bewiesen. Das

FTFS-Verfahren ist auch konsistent (Theorem 3.3), und für dieses Beispiel folgt hieraus auch

die die schwache Konvergenz (Theorem 3.4).

Bei deterministischen Gleichungen ist im linearen Fall bei der Stabilitätsanalyse auch die Anwen-

dung der Fourier-Transformation üblich. Dieser Grundgedanke ist auch für den stochastischen

Fall hilfreich. Es gelingt im Theorem 3.5 die Formulierung eines notwendigen und hinreichenden

Stabilitätskriteriums. Korollar 3.1 gibt einen Spezialfall an, wo aus der Stabilität des zugehöri-

gen deterministischen Problems die Stabilität des stochastischen Problems folgt. Schließlich wird

auf die Stabilität von Mehrschrittverfahren eingegangen. Das Theorem 3.7 zeigt, dass der hier

gewählte Konsistenzbegriff auch hinreichend für die schwache Konvergenz eines Differenzenver-

fahrens im Falle einer nichtlinearen stochastischen partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung

ist.

Das 4. Kapitel beinhaltet eine Approximationsaussage (Theorem 4.1), wenn der Wiener-Prozess

durch eine Folge von Prozessen mit stückweise differenzierbaren Trajektorien ersetzt wird. Für

die approximierenden Probleme können die Stabilität und die Konsistenz bewiesen werden.

Schließlich werden im Teilkapitel 4.3.2 Systeme von partiellen Differentialgleichungen untersucht.



2. Hyperbolische stochastische partielle

Differentialgleichungen

Im vorliegenden Kapitel erfolgt eine Darstellung von Lösungsbegriffen stochastischer partieller

Differentialgleichungen und der entsprechenden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Grundle-

gend sind dabei die Arbeiten von H. Kunita, [40], und von W. Grecksch und C. Tudor, [17], die

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen zum einen mit der Charakteristikenmethode, zum anderen

mit der Methode der parabolischen Regularisierung herleiten. Im Anschluß werden die Wechsel-

beziehungen zwischen den Lösungsbegriffen im hyperbolischen Fall untersucht. Am Ende dieses

Kapitels findet sich eine Aufstellung von Eigenschaften der Lösungen.

2.1 Lösungsbegriffe

2.1.1 Lösungsbegriff nach Kunita

Definition 2.1. Ein lokaler Cm,α-Prozeß Xt heißt lokales Cm,α-Martingal, falls die gestoppten

Prozesse DkX
Tn(x)
t , | k |≤ m, n = 1, 2, ... Martingale sind für jedes x, wobei Tn(x) eine erreichba-

re, unterhalbstetige Stoppzeit ist. Dabei ist Cm,α, der Raum der m-mal stetig differenzierbaren

Funktionen, wobei die m-te Ableitung α-Hölderstetig ist. k bezeichnet einen Multi-Index nicht-

negativer ganzer Zahlen, | k |= k1 + k2 + · · ·+ kn und Dk = ∂
∂x1

k1 · · · ∂
∂xn

kn .

H. Kunita betrachtet in [40] Differentialgleichungen der Form

dut =
n∑

j=1

F (j)(t, x, ut, ∂ut) ◦ dW j
t + F (0)(t, x, ut, ∂ut)dt. (2.1)

Dabei sind die F (j)(t, x, u, p), j = 1, · · · , n stetige Funktionen in (t, x, u, p) ∈ [0,∞)×IRn×IR1×
IRn, stetig differenzierbar in t und Cm+2,α-Funktionen von (x, u, p). m ist eine positive ganze

Zahl größer gleich 3. ∂ut bezeichnet den Vektor der partiellen Ableitungen (∂1ut, · · · , ∂nut) von

ut nach x1, · · · , xn, und Wt = (W 1
t , · · · ,Wn

t ) ist ein n-dimensionaler Wiener-Prozeß, wobei die

W i, i = 1, · · · , n, Werte in IR annehmen. ◦dW j
t bezeichnet hier das Stratonovich-Differential.

Mit der Beziehung ∫ t

0
f(xs) ◦ dW (s) =

∫ t

0
f(xs)dW (s) +

1
2
〈
f(x),W

〉
t

(2.2)
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wird der Zusammenhang zwischen dem stochastischen Integralbegriffen von Itô und Stratonovich

hergestellt, wobei
〈
f(x),W

〉
t
die quadratische Variation bezeichnet. Im allgemeinen ist für (2.1)

nur eine lokale Lösungsdefinition möglich.

Definition 2.2. Gegeben sei eine C1-Funktion Φ(x), x ∈ IRn. Ein zufälliges Feld ut(x), x ∈ IRn,

t ∈ [0 , T (x)) mit Werten in IR1 heißt lokale Lösung der Gleichung (2.1) mit der Anfangswert-

funktion u0(x, ω) = Φ(x), wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind.

• T = T (x, ω) ist eine erreichbare, unterhalbstetige Stoppzeit.

• ut(x), 0 ≤ t ≤ T (x, ω) ist ein lokales C1,α-Semimartingal und erfüllt

ut(x) = Φ(x) +
n∑

j=1

∫ t

0
F (j)(r, x, ur(x), ∂ur(x)) ◦ dW j

r

+
∫ t

0
F (0)(r, x, ur(x), ∂ur(x))dr (2.3)

für alle (t, x), so dass t < T (x, ω) f.s..

Ist T (x, ω) = ∞ so heißt die Lösung global.

Setzt man W 0
t ≡ t, so läßt sich Gleichung (2.3) schreiben als

ut(x) = Φ(x) +
n∑

j=0

∫ t

0
F (j)(r, x, ur(x), ∂ur(x)) ◦ dW j

r . (2.4)

2.1.2 Ein verallgemeinerter Lösungsbegriff

Es seien K ein separabler Hilbertraum und (W (t),Ft)t∈[0,T ] ein K-wertiger Wiener-Prozeß de-

finiert auf dem vollständigen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ), adaptiert zur Filtration

(Ft)t∈[0,T ], d.h. für (Ft)t∈[0,T ] gilt (Fs) ⊂ (Ft) für s ≤ t ≤ T < ∞. Man bezeichnet mit

(F∞) =
⋃

t≥0(Ft). Es bezeichne E die mathematische Erwartung bezüglich P . Weiterhin seien

A : [0, T ]× Ω× IRn × IR1 −→ IR1,

B : [0, T ]× Ω× IRn × IR1 −→ K

meßbare Funktionen in allen Variablen (t, ω, x, u), Ft-adaptiert für fixierte t, x, u, und X0 sei

eine F0-meßbare L2(IRn)-wertige Zufallsvariable. Weiterhin bezeichnen

bi : [0, T ]× IRn −→ IR1, i = 1, · · · , n,

meßbare Funktionen.
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Es wird die folgende semilineare, stochastische, partielle Differentialgleichung erster Ordnung

dX(t, x) =

[
n∑

i=1

∂

∂xi
[bi(t, x)X(t, x)] +A(t, x,X(t, x))

]
dt

+B(t, x,X(t, x))dW (t), t ∈ [0, T ] (2.5)

mit

X(0, x) = X0(x) (2.6)

betrachtet. Die zu Gleichung (2.5) regularisierte, parabolische Familie ist eine Familie stochasti-

scher Differentialgleichungen 2. Ordnung, die für alle ε > 0 durch

dXε(t, x) =

[
ε4Xε(t, x) +

n∑
i=1

∂

∂xi
[bi(t, x)Xε(t, x)] +A(t, x,Xε(t, x))

]
dt

+B(t, x,Xε(t, x))dW (t), t ∈ [0, T ] (2.7)

mit Xε(0, x) = X0(x) definiert sind, wobei 4 den Laplace-Operator bezüglich x bezeichnet.

Diese beiden Gleichungen (2.5) und (2.7) sind Spezialfälle der folgenden Gleichung

dX(t, x) =

[
n∑

i=1

∂

∂xi
[aij(t, x)

∂X(t, x)
∂xj

]

+
n∑

i=1

∂

∂xi
[bi(t, x)X(t, x)] +A(t, x,X(t, x))

]
dt

+B(t, x,X(t, x))dW (t), t ∈ [0, T ], (2.8)

mit X(0, x) = X0(x), wobei

aij : [0, T ]× IRn −→ IR1

meßbare, beschränkte Funktionen sind. Wir bezeichnen mit W 1
2 (IRn) den Sobolev-Raum, der auf

IRn definierten quadratisch integrierbaren Funktionen, deren erste verallgemeinerte Ableitungen

quadratisch intgrierbar sind. Der Dualraum werde mit W−1
2 (IRn) bezeichnet. Eine Lösung von

(2.8) ist wie folgt definiert:

Definition 2.3. Eine W 1
2 (IRn)-Lösung der Gleichung (2.8) ist ein meßbarer, adaptierter L2(IRn)

-wertiger Prozeß (X(t, ·))t∈[0,T ], so dass:

(i) X(t, ·) ∈W 1
2 (IRn) P-f.s., für fast alle t ∈ [0, T ].

(ii) E
[∫ T

0 ‖X(t)‖2
W 1

2 (IRn)
dt
]
<∞.

(iii) Für alle v ∈W 1
2 (IRn) gilt∫

IRn

X(t, x)v(x)dx =
∫

IRn

X0(x)v(x)dx−
n∑

i,j=1

∫ t

0

∫
IRn

aij(s, x)
∂X(s, x)
∂xj

∂v(x)
∂xi

dxds

−
n∑

i=1

∫ t

0

∫
IRn

bi(s, x)X(s, x)
∂v(x)
∂xi

dxds+
∫ t

0

∫
IRn

A(s, x,X(s, x))v(x)dxds

+
∫ t

0

∫
IRn

B(s, x,X(s, x))v(x)dxdW (s), (2.9)
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für fast alle (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω.

Entsprechend definiert man eine Lösung von (2.5) wie folgt:

Definition 2.4. Eine verallgemeinerte Lösung der Gleichung (2.5) ist ein meßbarer, adaptierter

L2(IRn)-wertiger Prozeß (X(t, ·))t∈[0,T ], so dass:

(i) E
[∫ T

0 ‖X(t)‖2L2(IRn)dt
]
<∞.

(ii) Für alle v ∈W 1
2 (IRn) gilt∫

IRn

X(t, x)v(x)dx =
∫

IRn

X0(x)v(x)dx+
∫ t

0

∫
IRn

A(s, x,X(s, x))v(x)dxds

−
n∑

i=1

∫ t

0

∫
IRn

bi(s, x)X(s, x)
∂v(x)
∂xi

dxds

+
∫ t

0

∫
IRn

B(s, x,X(s, x))v(x)dxdW (s), (2.10)

für fast alle (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω.

Für die in den folgenden Kapiteln oft betrachtete Differentialgleichung

dtv(t, x) + avx(t, x)dt+ bv(t, x)dW (t) = 0, (2.11)

wobei v(x, 0) = v0(x) = f(x), t ∈ [0, T ], x ∈ IR1, benutzen wir die folgende Definition:

Definition 2.5. Eine Lösung von (2.11) ist ein Zufallsfeld (v(t, x))x∈IR, t∈[0,T ] mit den folgenden

Eigenschaften:

(i) (v(t, x))t∈[0,T ] ist ein zur Standardfiltration (Ft)t∈[0,T ] adaptierter Prozeß für alle x ∈ IR1.

(ii) Es existiert ∂
∂xv(t, x) stetig für jedes t ∈ [0, T ] mit Wahrscheinlichkeit 1.

(iii) v(t, ·) ist L2(IR1)-wertig.

(iv) Es ist v(0, x) = v0(x) = f(x) ∈ L2(IR1).

(v) Die Gleichung (2.11) gilt für alle t ∈ [0, T ], x ∈ IR1 mit Wahrscheinlichkeit 1.

Wenn eine Lösung im Sinne der Definition 2.2 existiert, so ist dieser Prozeß auch Lösung im

Sinne der Definition 2.3, wenn
n∑

j=0

∫ t

0
F (j)(s, x,Xs, ∂Xs) ◦ dW j

s

=
∫ t

0

∫
IRn

B(s, x,X(s, x))v(x)dxdW (s) +
1
2

〈
B(s, x,X(s, x))v(x),W

〉
t
. (2.12)

Aus Definition 2.3 folgt natürlich (2.10), d.h. es liegt eine Lösung im Sinne von Definition 2.4 vor.

Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch. Der Lösungsbegriff in Definition 2.5 ergibt sich auch

aus Definition 2.2 unter Beachtung von (2.2) und indem man für T (x, ω) einen deterministischen

Zeitpunkt T > 0 wählt.
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2.1.3 Der milde und der starke Lösungsbegriff

Wir betrachten einen weiteren Lösungsbegriff. Es seien H = L2(IR1), f ∈ H, t ≥ 0. Dann führen

wir eine Familie (Tt)t≥0 von Operatoren ein, die für f ∈ H durch (Ttf)(x) = f(x+ t) definiert

sind. (Ttf) definiert eine parametrische Halbgruppe, denn es gilt für f, g ∈ H, α, β ∈ IR1:

(T0f)(x) = f(x),

(ThTtf)(x) = Th((Tf )(x)) = (Thf)(x+ t) = f(x+ t+ h) = (Tt+hf)(x),

und (Ttαf)(x) + (Ttβg)(x) = αf(x+ t) + βg(x+ t)

= (αf + βg)(t+ x) = (Tt(αf + βg))(x).

Weiterhin erhält man mit der Definition der Norm in H

‖ Ttf ‖2H =
∫ ∞

−∞
f2(x+ t)dx

=
∫ ∞

−∞
f2(x)dx =‖ f ‖2H .

Definiert man einen Operator A mit D(A) := C1(IR1) ∩ L2(IR1) durch

(Af)(x) = lim
h−→0

Thf(x)− f(x)
h

= lim
h−→0

f(x+ h)− f(x)
h

= f ′(x),

so stellt man fest, dass D(A) in H dicht liegt und Af = f ′ infinitesimaler Operator der Halb-

gruppe von Kontraktionen (Ttf)(x) = f(x+t) ist. Damit können wir für (2.11) mit a = −1 einen

weiteren Lösungsbegriff einführen. Wir formulieren die Definition für die allgemeinere Gleichung

(2.5).

Definition 2.6. X(t, x) heißt milde Lösung von (2.5) mit n = 1 und bi(t, x) ≡ 1, wenn

(i) X(t, x) die Gleichung

X(t, x) = TtX0(x) +
∫ t

0
Tt−sA(s, x,X(s, x))ds+

∫ t

0
Tt−sB(s, x,X(s, x))dW (s) (2.13)

erfüllt.

(ii) X(t, ·) ist ein L2-wertiger, Ft-meßbarer Prozeß.

(iii) Es gilt: supt∈[0,T ]E
∫
IR1 X

2(t, x)dx <∞.

Beispiel 2.1. Setzt man in der Gleichung

dv(t, x) + avx(t, x)dt+ b(t, x)v(t, x)dW (t) = 0,

v(0, x) = v0(x) (2.14)
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b = 0 und a = −1, so ist v(t, x) = Ttv0(x) = v0(t+ x). Wenn v0 ∈ D(A), dann gilt

∂v(t, x)
∂t

=
∂v(t̄)
∂t̄

∣∣∣
t̄=x+t

∂v(t, x)
∂x

=
∂v(t̄)
∂t̄

∣∣∣
t̄=x+t

.

Damit ist Ttv0(x) Lösung des deterministischen Problems ∂v
∂x = ∂v

∂t , v(0, x) = v0(x).

Beispiel 2.2. Es sei a ∈ IR1, a 6= 0. Dann ist auch (Ttf)(x) = f(x + at) eine Halbgruppe von

Kontraktionen. Für den infinitesimalen Operator ergibt sich

(Af)(x) = lim
h→0

(Thf)(x)− f(x)
h

= lim
h→0

f(x+ ah)− f(x)
h

= lim
h→0

f(x+ ah)− f(x)
ah

ah

h
= af ′, (2.15)

d.h.

Af = a
∂

∂x
. (2.16)

Damit kann die milde Lösung von (2.14) ermittelt werden:

v(t, x) = Ttv0(x)−
∫ t

0
Tt−s(b(s, x)v(s, x))dW (s)

= v0(x+ at)−
∫ t

0
b(x+ a(t− s), s)v(x+ a(t− s), s)dW (s). (2.17)

Man betrachte das Problem

dX = AX dt+
∑N

k=1BkX dβk

X(0) = x ∈ H,

}
(2.18)

wobei A : D(A) ⊂ H → H und Bk : D(Bk) ⊂ H → H, k = 1, ..., N die Generatoren von zwei

Halbgruppen sind, nämlich von S(t) = etA und S(t) = etBk , und β1(·), ..., βN (·) eine endliche

Anzahl unabhängiger, reellwertiger Wiener-Prozesse sind. Für dieses Problem (2.18) führen G.

Da Prato und J. Zabczyk (vgl. [55]) den Begriff der starken Lösung folgendermaßen ein:

Definition 2.7. Ein H-wertiger vorhersagbarer Prozeß X(t), t ∈ [0, T ] heißt starke Lösung von

Gleichung (2.18), falls X(t) PT -f.s. Werte in D(A) ∩ D(B) annimmt, so dass

(i) für alle k = 1, ..., N gilt:

P

(∫ T

0
(|AX(s)|+ |X(s)|) ds < +∞

)
= 1, (2.19)

P

(∫ T

0
‖Bk(X(s))‖2L0

2
ds < +∞

)
= 1, (2.20)
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(ii) für beliebiges t ∈ [0, T ] P -f.s. die Beziehung

X(t) = ξ +
∫ t

0
[AX(s) + f(s)] ds+

N∑
k=1

∫ t

0
Bk(X(s)) dβk(s) (2.21)

erfüllt ist.

Für eine spezielle stochastische Gleichung in zwei Ortskoordinaten

v(t, x, y)− v(0, x, y) + a1

∫ t

0
vx(s, x, y) ds

+ a2

∫ t

0
vy(s, x, y) ds+ b

∫ t

0
v(s, x, y) dW (s) = 0 (2.22)

mit der Anfangswertfunktion

v(0, x, y) = f(x, y), f ∈ L2(IR1 × IR1) (2.23)

definiert man die Lösung gemäß Definition 2.5 wie folgt.

Definition 2.8. Eine Lösung von (2.22) ist ein Zufallsfeld (v(t, x, y))x,y∈IR,t∈[0,T ] mit den fol-

genden Eigenschaften:

(i) (v(t, x, y))t∈[0,T ] ist ein zur Filtration (Ft)t∈[0,T ] adaptierter Prozeß für alle x, y ∈ IR1.

(ii) Es existieren ∂
∂xv(t, x, y) und ∂

∂yv(t, x, y) stetig für jedes t ∈ [0, T ] mit Wahrscheinlichkeit

1.

(iii) v(t, ·, ·) ist L2(IR1)-wertig.

(iv) Es gilt v(0, x, y) = v0(x, y) = f(x, y) ∈ L2(IR2).

(v) Die Gleichung (2.22) gilt für alle t ∈ [0, T ], x, y ∈ IR1 mit Wahrscheinlichkeit 1.

2.2 Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen

2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit mittels Charakteristikenmethode

Kunita beweist in [40] die beiden folgenden Theoreme zur Existenz- und Eindeutigkeit mit Hilfe

der Charakteristikenmethode. Man definiert dazu die Charakteristiken, die zu (2.3) assoziiert

sind als

dξt = −
n∑

j=0

F (j)
p (t, ξt, ηt, ζt) ◦ dW j

t

dηt =
n∑

j=0

[
F (j)(t, ξt, ηt, ζt)− F (j)

p (t, ξt, ηt, ζt) · ζt
]
◦ dW j

t (2.24)

dζt =
n∑

j=0

[
F (j)

x (t, ξt, ηt, ζt) + F (j)
u (t, ξt, ηt, ζt) · ζt

]
◦ dW j

t .
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Zu gegebenem (x, u, p) ∈ IRd×IR1×IRd existiert eine eindeutige Lösung startend im Zeitpunkt 0

in (x, u, p). Die Lösung (ξt(x, u, p), ηt(x, u, p), ζt(x, u, p)), t ∈ [0, T (x, u, p)) ist ein stetiges lokales

Semimartingal, wobei T (x, u, p) die Explosionszeit ist. Ist die Anfangswertfunktion Φ(x) in (2.3)

eine C l+1,α-Funktion, so definiert man lokale C l,β-Semimartingale

(ξ̄t(x, u, p), η̄t(x, u, p), ζ̄t(x, u, p)), t ∈ [0, T̄ (x, u, p)),

wobei T̄ = T (x,Φ(x), ∂Φ(x)), β ≤ α, wie folgt:

ξ̄t(x) = ξt(x,Φ(x), ∂Φ(x))

η̄t(x) = ηt(x,Φ(x), ∂Φ(x)) (2.25)

ζ̄t(x) = ζt(x,Φ(x), ∂Φ(x)).

Weiterhin führt Kunita die folgenden Stoppzeiten

τ(x) = inf{t > 0; det ∂ξ̄t = 0} ∧ T̄ (x), (2.26)

und

σ(y) = inf{t > 0; y /∈ ξ̄t({τ > t})} (2.27)

ein. Damit sind alle Vorbetrachtungen gemacht und wir können Theorem 3.1 aus [40] formulieren.

Theorem 2.1. Es seien Φ(x) eine C l+1,α-Funktion in IRd mit 2 ≤ l, α > 0 und ξ̄t, η̄t, ζ̄t die

in (2.25) definierten Prozesse und σ(x) sei die Stoppzeit (2.27). Dann ist ut(x) ≡ η̄t

(
ξ̄−1
t (x)

)
,

t ∈ [0, σ(x)) eine lokale Lösung von (2.3). Weiterhin ist die Lösung sogar ein lokales C l−1,α-Se-

mimartingal für beliebiges β < α.

2.2.2 Existenz und Eindeutigkeit mittels parabolischer Regularisierung

Hypothese 2.1. (h1) A(t, ω, x, u) ist eine stetige Funktion in u für alle t, ω, x.

(h2) Das Paar (A,B) ist monoton im folgenden Sinn: Es existiert eine Konstante L ≥ 0, so dass

(A(t, ω, x, v1)−A(t, ω, x, v2))(v1 − v2)

+‖B(t, ω, x, v1)−B(t, ω, x, v2)‖2K ≤ L|v1 − v2|2,

für alle (t, ω, x) ∈ [0, T ]× Ω× IRn und v1, v2 ∈ IR1.

(h3) Das Paar (A, B) erfüllt folgende Wachstumsbedingung: Es existiert eine meßbare Funktion

l : [0, T ]× IRn −→ IR+ und eine positive Konstante L1 mit l(t, x) ≤ L1 für alle t, x und∫ T
0

∫
IRn l

2(t, x)dxdt <∞, so dass

| A(t, ω, x, v) | + ‖ B(t, ω, x, v) ‖K≤ l(t, x) + C | v |

für eine Konstante C ≥ 0 und für alle t, ω, x, v gilt.
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(h4) E
[
‖X0‖2W 1

2 (IRn)

]
<∞.

(h5) Für l0 > 0 und für alle t, x gilt

n∑
i=1

| bi(t, x) | +
n∑

i,j=1

| ∂bi(t, x)
∂xj

|≤ l0,

wobei ∂
∂xi

die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet.

Hypothese 2.2. (h′1) B ist Lipschitz-stetig in u und gleichmäßig stetig in den anderen Varia-

blen.

(h′2) Es existiert eine Konstante l1 > 0, so dass für alle t, ω, x, u

|A′(t, ω, x, u)| =
∣∣ ∂
∂u
A(t, ω, x, u)

∣∣ ≤ l1,

‖B′(t, ω, x, u)‖K =
∥∥∥ ∂
∂u
B(t, ω, x, u)

∥∥∥
K
≤ l1.

(2.28)

(h′3) Für alle ε0 > 0 existiert eine Konstante l2 > 0, so dass

sup0<ε<ε0

∑n
i=1

{
E

[ ∫ T
0

∫
IRn

(
∂A(t,x,u)

∂xi

∣∣
u=Xε(t,x)

)2

dxdt

]
+ E

[ ∫ T
0

∫
IRn

∥∥∥∥(∂B(t,x,u)
∂xi

∣∣∣∣
u=Xε(t,x)

∥∥∥∥2

K

dxdt

]}
≤ l2. (2.29)

(h′4) E
[
‖X0‖2W 1

2 (IRn)

]
<∞.

(h′5) Es existiert eine Konstante l3 > 0, so dass
∑n

i,j=1

∣∣∂2b(t,x)
∂xi∂xj

∣∣ ≤ L3 für alle t, x, wobei ∂2b(t,x)
∂xi∂xj

die verallgemeinerte Ableitung bezeichnet.

Für die regularisierte Gleichung gilt das folgende Theorem.

Theorem 2.2. Wenn die Hypothese 2.1 erfüllt ist, dann hat die regularisierte Gleichung (2.7)

eine pfadweise eindeutige W 1
2 (IRn)-Lösung Xε, die L2(IRn)-stetig ist. Weiterhin gilt für alle

ε0 > 0 die folgende Abschätzung

sup0<ε<ε0

{
E
[
sup0≤t≤T

∫
IRn | Xε(t, x) |2 dx

]
+ 2ε

∑n
i=1E

[∫ T
0

∫
IRn

∥∥∂Xε(t,x)
∂xi

∥∥2
dxdt

]}
= D <∞, (2.30)

wobei d von C, L1 und dem Integral
∫ T
0

∫
IRn l

2(t, x)dxdt abhängig ist.

Entsprechend gilt für die hyperbolische Gleichung das folgende Theorem.
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Theorem 2.3. Unter der Annahme, dass die Hypothesen 2.1 und 2.2 gelten, hat die Gleichung

(2.5) eine pfadweise eindeutige W 1
2 (IRn)-Lösung, die L2(IRn)-stetig ist und der folgenden Glei-

chung genügt

E

[
sup

0≤t≤T
‖X(t)‖2L2(IRn)

]
+

n∑
i=1

E

[∫ T

0
‖∂X(t)
∂xi

‖2L2(IRn)dt

]
= D <∞. (2.31)

Weiterhin gilt

lim
ε−→0

E

[
sup

0≤t≤T
‖Xε(t)−X(t)‖2L2(IRn)

]
= 0. (2.32)

Desweiteren gilt

Theorem 2.4. Hypothese 2.1 sei erfüllt. Weiterhin seien die Funktionen A(t, ω, x, u) und

B(t, ω, x, u) stetig in (x, u) und beschränkt. Dann hat (2.5) eine verallgemeinerte Lösung, die

sup
0≤t≤T

E
[
‖X(t)‖2L2(IRn)

]
<∞ (2.33)

erfüllt.

Beschäftigen wir uns jetzt mit der Frage, unter welchen Bedingungen die milden Lösungen

der Differentialgleichung (2.11) im Sinne von Definition 2.6 auch starke Lösungen im Sinne

der Definition 2.7 sind. Da Prato und Zabzcyk erhalten dabei die folgende etwas allgemeiner

formulierte Aussage über den Zusammenhang starker und milder Lösungen.

Proposition 2.1. Es seien die folgenden Bedingungen erfüllt:

(i) Die Operatoren B1, ..., BN erzeugen kommutierende C0-Gruppen Sk, k = 1, ..., N .

(ii) Für k = 1, ..., N gilt D(A) ⊂ D(B2
K) und

⋂N
k=1D((B∗

k)2) ist eine dichte Teilmenge des

Hilbertraumes H. Dabei bezeichnet B∗
k die Adjungierte von Bk, k = 1, ..., N.

(iii) Der Operator C := A − 1
2

∑N
k=1B

2
k mit D(C) = D(A) ist der infinitesimale Generator

eine C0-Halbgruppe S0 = etC , t ≥ 0.

Wenn X(t) eine starke Lösung von (2.18) ist, dann erfüllt der Prozeß v, definiert durch

v(t) = U−1(t)X(t), wobei U(t) =
N∏

k=1

Sk(βk(t)), (2.34)

die folgenden Gleichungen

v′(t) = U−1(t)CU(t)v(t),

v(0) = x.

}
(2.35)

Umgekehrt, ist v(t) ein vorhersagbarer Prozess mit Trajektorien in C1, der (2.35) P-f.s. erfüllt,

dann nimmt der Prozeß X(·) = U(·)v(·) PT-f.s. Werte in D(C) an und ist eine starke Lösung

von Gleichung (2.18).
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In Gleichung (2.11) erzeugt der Operator A = a ∂
∂x eine C0-Halbgruppe, und der Operator

B = b als linearer Operator erzeugt ebenfalls eine C0-Halbgruppe, so dass die gefundenen milden

Lösungen auch automatisch starke Lösungen im Sinne von Definition 2.7 sind.

2.3 Eigenschaften der Lösungen

Die oben definierten Lösungsbegriffe besitzen wichtige Eigenschaften. Zu diesen gehört z.B. die

stetige Abhängigkeit der Lösungen von den Anfangswerten. Für die Lösung gemäß Definition

2.2 mit der Charakteristikenmethode gilt:

Theorem 2.5. Es existieren zu t ∈ [0, T ]; T <∞

F (0)(t, x, u, p) , F (1)(t, x, u, p)

F
(0)
k (t, x, u, p) , F

(1)
k (t, x, u, p); k ∈ {x, u, p} (2.36)

F
(0)
kj (t, x, u, p) , F

(1)
kj (t, x, u, p); k, j ∈ {x, u, p}

Lipschitz-stetig in (x, u, p) und stetig in t. Dann gilt für x→ x̄, u→ ū, p→ p̄

P
{
| ξ(t, x, u, p)− ξ(t, x̄, ū, p̄) | + | η(t, x, u, p)− η(t, x̄, ū, p̄) |

+ | ζ(t, x, u, p)− ζ(t, x̄, ū, p̄) |> ε
}

−→ 0,∀ε > 0. (2.37)

Zunächst beweisen wir

Lemma 2.1. Es seien B1, B2, B3 Banachräume und ϕ : B1 −→ L(B2, B3) mit

‖ ϕ(p)− ϕ(q) ‖L(B2,B3) ≤ L ‖ p− q ‖ .

Dann gilt:

‖ ϕ(p)(x)− ϕ(q)(y) ‖B3≤‖ ϕ(p) ‖L(B2,B3) · ‖ x− y ‖B3 +L ‖ y ‖B2 · ‖ p− q ‖B1 . (2.38)

Beweis: Es gilt die Abschätzung:

‖ ϕ(p)(x)− ϕ(q)(y) ‖B3

≤ ‖ ϕ(p)(x− y) ‖B3 + ‖ (ϕ(p)− ϕ(q))y ‖B3

≤ ‖ ϕ(p) ‖L(B2,B3) · ‖ x− y ‖B2 +L ‖ y ‖B2 · ‖ p− q ‖B1 . (2.39)

Beweis des Theorems 2.5: Man definiert die Stoppzeiten

τN
1 := inf

{
t : | ξt |≥ N

}
τN
2 := inf

{
t : | ηt |≥ N

}
(2.40)

τN
3 := inf

{
t : | ζt |≥ N

}
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und setzt

τN := τN
1 ∧ τN

2 ∧ τN
3 . (2.41)

Wir betrachten die folgenden Differentialgleichungen:

ξt∧τN (x, u, p) = x−
∫ t∧τN

0
F (0)

p (r, ξr, ηr, ζr)dr −
∫ t∧τN

0
F (1)

p (r, ξr, ηr, ζr) ◦ dW (r)(2.42)

ηt∧τN (x, u, p) = u+
∫ t∧τN

0

[
F (0)(r, ξr, ηr, ζr)− F (0)

p (r, ξr, ηr, ζr) · ξr
]
dr

+
∫ t∧τN

0

[
F (1)(r, ξr, ηr, ζr)− F (0)

p (r, ξr, ηr, ζr) · ξr
]
◦ dW (r) (2.43)

ζt∧τN (x, u, p) = p+
∫ t∧τN

0

[
F (0)

x (r, ξr, ηr, ζr) + F (0)
u (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
dr

+
∫ t∧τN

0

[
F (1)

x (r, ξr, ηr, ζr) + F (1)
u (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
◦ dW (r) (2.44)

Durch die Stoppzeiten erreicht man, dass die obigen Prozesse durch N beschränkt sind. Für

t > τN setzt man die Prozesse gleich Null. Man kann dann die Gleichungen (2.42), (2.43), (2.44)

durch Einführung der Indikatorfunktion

I{ω: t≤τN}(X(t)) :=
{
X(t) : t ≤ τN

0 : t > τN ,
(2.45)

in der folgenden Art umschreiben:

I{ω: t≤τN}ξt(x, u, p) = x−
∫ t

0
I{ω: r≤τN}F

(0)
p (r, ξr, ηr, ζr)dr

−
∫ t

0
I{ω: r≤τN}F

(1)
p (r, ξr, ηr, ζr) ◦ dW (r)

I{ω: t≤τN}ηt(x, u, p) = u+
∫ t

0

[
I{ω: r≤τN}F

(0)(r, ξr, ηr, ζr)− I{ω: r≤τN}F
(0)
p (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
dr

+
∫ t

0

[
I{ω: r≤τN}F

(1)(r, ξr, ηr, ζr)

−I{ω: r≤τN}F
(0)
p (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
◦ dW (r) (2.46)

I{ω: t≤τN}ζt(x, u, p) = p+
∫ t

0

[
I{ω: r≤τN}F

(0)
x (r, ξr, ηr, ζr) + I{ω: r≤τN}F

(0)
u (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
dr

+
∫ t

0

[
I{ω: r≤τN}F

(1)
x (r, ξr, ηr, ζr)

+I{ω: t≤τN}F
(1)
u (r, ξr, ηr, ζr) · ξr

]
◦ dW (r).

Entsprechend erhält man auch für die Anfangswerte x̄, ū, p̄ die Prozesse

I{ω: t≤τN}ξt(x̄, ū, p̄), I{ω: t≤τN}ηt(x̄, ū, p̄), I{ω: t≤τN}ξt(x̄, ū, p̄).
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Der Einfachheit halber bezeichnen wir diese Prozesse mit ξ̄N
t , η̄

N
t , ζ̄

N
t . Man betrachtet die Dif-

ferenz der Lösungen im quadratischen Mittel und schätzt wie folgt ab

E | I{ω: t≤τN}
[
ξN
t (x, u, p)− ξN

t (x̄, ū, r̄)
]
|2

≤ 3 | x− x̄ |2 +3TE
∫ t

0
I{ω: r≤τN} | F (0)

p (r, ξr, ηr, ζr)− F (0)
p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) |2 dr

+3E
[ ∫ t

0
I{ω: r≤τN}F

(1)
p (r, ξr, ηr, ζr)− F (1)

p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) ◦ dW (r)
]

≤ 3 | x− x̄ |2 +3TE
∫ t

0
I{ω: r≤τN} | F (0)

p (r, ξr, ηr, ζr)− F (0)
p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) |2 dr

+3E
[
2
{∫ t

0
I{ω: r≤τN}F

(1)
p (r, ξr, ηr, ζr)− F (1)

p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) ◦ dW (r)
}2

+
1
2

{
I{ω: t≤τN}

〈
F (1)

p (r, ξr, ηr, ζr)− F (1)
p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r)

〉
t

}2]
. (2.47)

Wegen der Beziehung von Itô- und Stratonovich-Integral (2.2) und mit Lemma 2.38 gilt

E | I{ω: t≤τN}
[
ξN
t (x, u, p)− ξN

t (x̄, ū, r̄)
]
|2

≤ 3 | x− x̄ |2 +6
∫ t

0
EI{ω: r≤τN} | F (1)

p (r, ξr, ηr, ζr)− F (1)
p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) |2 dr

+3T
∫ t

0
EI{ω: r≤τN}

(
| ξN

r − ξ̄N
r |2 + | ηN

r − η̄N
r |2 + | ζN

r − ζ̄N
r |2

)
dr

+CE
{∫ t

0
I{ω: r≤τN} | F (1)

p (r, ξr, ηr, ζr)− F (1)
p (r, ξ̄r, η̄r, ζ̄r) |

·
[
| F (1)

px − F̄ (1)
px | + | F (1)

pu − F̄ (1)
pu | + | F (1)

pp − F̄ (1)
pp |

]
dr
}2
, (2.48)

dabei sind F
(1)
pk = F

(1)
pk (r, ξN

r , η
N
r , ζ

N
r ) und F̄

(1)
pk = F

(1)
pk (r, ξ̄N

r , η̄
N
r , ζ̄

N
r ) und k ∈ {x, u, p}. Da

nach Voraussetzung F
(1)
p Lipschitz-stetig in (x, u, p), F (1)

p x, F
(1)
p u, F

(1)
p p stetig sind und die

ξN
r , η

N
r , ζ

N
r , ξ̄

N
r , η̄

N
r , ζ̄

N
r beschränkt sind, ist der letzte Summand, die geschweifte Klammer, in

Gleichung (2.47) beschränkt. Damit kann man (2.47) auch durch

E | I{ω: t≤τN}
[
ξN
t (x, u, p)− ξN

t (x̄, ū, r̄)
]
|2≤ C1 | x− x̄ |2

+C2

∫ t

0
EI{ω: r≤τN}

(
| ξN

r − ξ̄N
r |2 + | ηN

r − η̄N
r |2 + | ζN

r − ζ̄N
r |2

)
dr (2.49)

abschätzen.

Analoge Abschätzungen erhält man auch für E | I{ω: t≤τN}
[
ηN

t (x, u, p)− ηN
t (x̄, ū, r̄)

]
|2 und

E | I{ω: t≤τN}
[
ζN
t (x, u, p)− ζN

t (x̄, ū, r̄)
]
|2, wobei auch hier die Beziehung (2.38) aus Lemma 2.1

in den Abschätzungen verwandt wird. Führt man die Bezeichnung

ΨN
t := I{ω: t≤τN}

[
| ξN

t (x, u, p)− ξN
t (x̄, ū, r̄) |2

+ | ηN
t (x, u, p)− ηN

t (x̄, ū, r̄) |2

+ | ζN
t (x, u, p)− ζN

t (x̄, ū, r̄) |2
]
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ein, so erhält man

E[ΨN
t ] ≤ D1

[
| x− x̄ |2 + | u− ū |2 + | p− p̄ |2

]
+DN

2

∫ t

0
E[ΨN

r ]dr.

Das Gronwallsche Lemma impliziert nun

lim
(x,u,p)−→(x̄,ū,p̄)

EΨN
t (t, x, x̄, u, ū, p, p̄) = 0. (2.50)

Sei nun ein ε > 0 gegeben, so erhält man

P
(
| ξ(t, x, u, p)− ξ(t, x̄, ū, p̄) | + | η(t, x, u, p)− η(t, x̄, ū, p̄) |

+ | ζ(t, x, u, p)− ζ(t, x̄, ū, p̄) |> ε
)

≤ P
(
| ξ(t, x, u, p)− ξ(t, x̄, ū, p̄) | + | η(t, x, u, p)− η(t, x̄, ū, p̄) |

+ | ζ(t, x, u, p)− ζ(t, x̄, ū, p̄) |> ε ∧ (t ≤ τN )
)

+ P
(
τN < t

)
= P

(
I{ω: t≤τN} [|| ξ(t, x, u, p)− ξ(t, x̄, ū, p̄) | + | η(t, x, u, p)− η(t, x̄, ū, p̄) |

+ | ζ(t, x, u, p)− ζ(t, x̄, ū, p̄) |] > ε
)

+ P
(
τN < t

)
.

Mit der Markovschen Ungleichung folgt

P
(
|| ξ(t, x, u, p)− ξ(t, x̄, ū, p̄) | + | η(t, x, u, p)− η(t, x̄, ū, p̄) |

+ | ζ(t, x, u, p)− ζ(t, x̄, ū, p̄) |> ε
)

≤ C

ε2
EI{ω: t≤τN}

[
| x− x̄ |2 + | u− ū |2 + | p− p̄ |2

]
+ P

(
τN < t

)
. (2.51)

Der erste Summand in (2.51) geht wegen der obigen Überlegungen gegen Null, für den zweiten

Summanden gilt

lim
N−→∞

P
(
τN < t

)
= 0. (2.52)

Daraus folgt die Behauptung.

Eine wichtige Eigenschaft der Differenzenschemata ist die Lipschitz-Stetigkeit im quadratischen

Mittel des Lösungsprozesses bezüglich der Zeit, wenn die Definition 2.5 zugrunde gelegt wird.

Theorem 2.6. Es gibt eine Konstante C, so dass für die Lösung von (2.11) gilt

E

∫
IR1

|v(t+ ∆t, x)− v(t, x)|2 dx ≤ C∆t. (2.53)
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Beweis: Mit der Schwarzschen Ungleichung und den Eigenschaften des Itô-Integrales erhält man

unter Ausnutzung von Theorem (2.3) die folgende Ungleichungskette

E

[∫
IR1

|v(t+ ∆t, x)− v(t, x)|2 dx
]

= E

[∫
IR1

|a
∫ t+∆t

t
vx(s, x) ds+ b

∫ t+∆t

t
v(s, x) dW (s)|2 dx

]
≤ 2E

[∫
IR1

a2|
∫ t+∆t

t
vx(s, x) ds|2 + b2|

∫ t+∆t

t
v(s, x) dW (s)|2 dx

]
≤ 2

[
a2∆tE

∫
IR1

∫ t+∆t

t
v2
x(s, x) ds dx+ b2

∫ t+∆t

t
E

∫
IR1

|v(s, x)|2 dx ds
]

≤ 2

[
a2∆tE

∫ T

0

∫
IR1

v2
x(s, x) dx ds+ b2

∫ t+∆t

t
sup

s∈[0,T ]
E

∫
IR1

|v(s, x)|2 dx ds

]
≤ C∆t, (2.54)

womit die Aussage bewiesen ist.

Bemerkung 2.1. Ist für die Gleichung (2.11) die Anfangswertfunktion Φ ∈ C4,α, dann ist der

Lösungsprozeß bzgl. x sogar zweimal stetig differenzierbar (siehe Theorem 2.1) und es gilt:

vx(t, x) = Φ′(x) + a

∫ t

0
vxx(s, x) ds+ b

∫ t

0
vx(s, x) dW (s). (2.55)

Der Lösungsprozeß Ψ(t, x) := vx(t, x) besitzt dann ebenfalls die Eigenschaften von Theorem 2.3,

d.h. es gilt

E sup
0≤t≤T

∫
IR1

v2
x(t, x) dx =: D1 <∞. (2.56)

Folglich gilt dann auch

∞∑
k=−∞

Ev2
x(t, k∆x)∆x ≤ D̃1 (2.57)

für alle t und ∆x > 0 und man erhält weiterhin für die folgende Differenz

E

[ ∞∑
k=−∞

|
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(s, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) ds|2

]

≤ ∆t

[∫ (n+1)∆t

n∆t

∞∑
k=−∞

E (vx(s, k∆x)− vx(n∆t, k∆x))2 ∆x ds

]
≤ C∆t (2.58)

eine Beschränkung in Abhängigkeit von ∆t.



3. Finite Differenzenmethoden im stochastischen Fall

Das Kapitel beschäftigt sich mit Differenzenmethoden zur approximativen Lösung stochasti-

scher hyperbolischer Differentialgleichungen vom Itô-Typ. Die Hauptbegiffe der deterministi-

schen Theorie der Finiten Differenzen nämlich die Konsistenz und die Stabilität werden für den

stochastischen Fall entwickelt. Für gewöhnliche Itô-Gleichungen findet man diese Begriffe u.a.

in [33], [57], [58]. Es wird gezeigt, dass die in diesem Kapitel vorgeschlagenen Schemata zur

Approximation der stochastischen partiellen Differentialgleichungen auch diesen Begriffsbildun-

gen genügen. Weiterhin wird auch die auf von Neumann zurückgehende Analysis, mit der die

Stabilitätsanalyse durch die Anwendung der Fourier-Transformation vereinfacht wird, vgl. [60],

[61], auf die betrachteten stochastischen Fälle übertragen. So kommt man beispielsweise auch

zu dem interessanten Ergebnis, dass sich in bestimmten Fällen die Stabilität des stochastischen

Differenzenverfahrens schon dann ergibt, wenn das zugrunde liegende deterministische Verfahren

stabil ist, (Korollar 3.1).

In diesem Kapitel werden Finite Differenzenmethoden zur Approximation der Lösung der hy-

perbolischen Itô-Gleichung

v(t, x)− v(0, x) + a

∫ t

0
vx(s, x) ds+

∫ t

0
A(s, v(s, x)) ds+

∫ t

0
B(s, v(s, x)) dW (s) = 0 (3.1)

entwickelt. Ausführlich wird der lineare Fall

v(t, x)− v(0, x) + a

∫ t

0
vx(s, x) ds+ b

∫ t

0
v(s, x) dW (s) = 0

studiert. Zum Verständnis werden hier die grundlegenden Ideen der deterministischen finiten

Differenzenmethoden erläutert, vergleiche auch [61].

Man betrachtet ein Problem der Form

vt(t, x) + avx(t, x) = 0, t ≥ 0, x ∈ IR, (3.2)

v0(x) = v(0, x) = f(x), (3.3)

wobei f ∈ L2(IR). Man führt eine äquidistante Zerlegung ∆x der Raumachse und eine äquidi-

stante Zerlegung ∆t der Zeitachse ein, so dass man ein Raum-Zeit-Gitter erhält, auf dem man

versucht, die Lösung des Problems (3.2), (3.3) auf den Gitterpunkten zu approximieren.

Dabei soll un
k eine Funktion im Punkt (n∆t, k∆x) oder dem Gitterpunkt (n, k) sein, die eine

Approximation der Lösung des Problems (3.2), (3.3) in (n∆t, k∆x) ist, wobei

u0
k = f(k∆x) = v0

k
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gesetzt wird.

Mit dem Differenzenquotienten

vt(t, x) = lim
∆t→0

v(t+ ∆t, x)− v(t, x)
∆t

erhält man eine einfache Approximation der Zeitableitung vt(n∆t, k∆x) in folgender Form

vt(n∆t, k∆x) ≈
un+1

k − un
k

∆t
; (3.4)

in analoger Weise erhält man auch für die räumliche Ableitung

vx(n∆t, k∆x) ≈
un

k+1 − un
k

∆x
. (3.5)

Damit erhält man für (3.2) die folgende Differenzengleichung

un+1
k − un

k

∆t
+ a

un
k+1 − un

k

∆x
= 0.

und daher

un+1
k = (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1, (3.6)

ein sogenanntes Forward-Time-Forward-Space-Schema (FTFS). In [61] finden sich die Beweise

für die Konvergenz, die Stabilität und die Konsistenz für dieses und andere deterministische

Verfahren.

Bemerkung 3.1. Numerische Differenzenverfahren und auch stochastische numerische Verfah-

ren sind vor allem deshalb von Interesse, weil man heute die Möglichkeit hat, die Lösungen

mit Hilfe des Computers zu berechnen. Natürlich macht eine solche Berechnung am Computer

keinen Sinn, wenn unendlich viele Zerlegungspunkte der Raumachse zu betrachten sind. Des-

halb führt man, wenn man die Lösung auf einem Zeitintervall [0, T ] und einem Raumintervall

[0, X] approximieren will, eine Zerlegung der Raumachse ein. In dieser Arbeit beschränken wir

uns ausschließlich auf äquidistante Zerlegungen, so dass wir in diesem Fall der abzählbar end-

lichen Zerlegung eines Intervalles die Schrittweite ∆x wie folgt definieren: Es sei ∆x = 1
M , so

dass xk = k∆x, k = 0, 1, ...,M . Dann ist der Raum, den wir betrachten ein M − 1, M oder

M +1-dimensionaler Raum, abhängig von der Art der betrachteten Randbedingungen an jedem

Endpunkt des Intervalles. Dabei gilt natürlich weiterhin, dass ∆t → 0 und zwar solcher Art,

dass ∆t und ∆x die Bedingungen an die Stabilität erfüllen.

3.1 Stochastische Differenzenschemata

Es wird die stochastische partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

dtv(t, x) + avx(t, x)dt+ bv(t, x)dW (t) = 0 (3.7)
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betrachtet, wobei v(0, x) = v0(x) = f(x) ∈ L2(IR1), t ∈ [0, T ], x ∈ IR1.

Diese Differentialgleichung wird durch

v(t, x)− v(0, x) + a

∫ t

0
vx(s, x) ds+ b

∫ t

0
v(s, x) dW (s) = 0 (3.8)

definiert, wobei das stochastische Integral das gewöhnliche Itô-Integral ist, welches bezüglich ei-

nes IR1-wertigen Wiener-Prozesses (W (t),Ft)t∈[0,T ] auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ),

adaptiert zur Standardfiltration (Ft)t∈[0,T ] definiert ist. Im Sinne der Definition 2.5 im zweiten

Kapitel existiert wegen Satz 2.1 ein eindeutiger Lösungsprozeß mit Wahrscheinlichkeit 1.

Weiterhin folgt aus Satz 2.3

E

(
sup

t∈[0,T ]

∫
IR1

|v(t, x)|2dx
)

+ E

(∫ T

0

∫
IR1

|vx(s, x)|2dxds
)
<∞. (3.9)

Wir führen ein erstes Differenzenschema ein:

un+1
k = (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1 − bun

k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)). (3.10)

Die Lösungen von (3.8) sollen durch die mit (3.10) definierten Zufallsvariablen un
k approximiert

werden. (3.10) ist eine stochastische Variante des Forward-Time-Forward-Space-Schemas. In

der deterministischen Literatur wird das FTFS-Schema auch als One-(Time)-Level-Schema be-

zeichnet, weil in die Berechnung einer jeden Stufe, jeden Levels nur die Vertreter eines anderen

Zeitlevels (meist des direkt vorangehenden) eingehen.

Weitere mögliche Schemata sind z.B. das Forward-Time-Backward-Space-Schema

un+1
k = (1− a

∆t
∆x

)un
k + a

∆t
∆x

un
k−1 − bun

k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.11)

oder eine stochastische Variante des Schemas von Lax-Friedrich:

un+1
k =

1
2
(
un

k+1 − un
k−1

)
− a∆t

2∆x
(un

k+1 − un
k−1)

− b
2
(un

k+1 + un
k−1)(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.12)

oder eine stochastische Version des Leapfrog-Schemas, eines sogenannten Zwei-(Time)-Level -

Schemas:

un+1
k = un−1

k − a∆t
∆x

(un
k+1 − un

k−1)− bun
k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)). (3.13)

3.2 Konsistenz und Stabilität

In diesem Abschnitt werden die Hauptbegriffe der deterministischen Theorie der Finiten Dif-

ferenzen, nämlich die Konsistenz und die Stabilität für den stochastischen Fall definiert. Es
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wird gezeigt, dass die vorgeschlagenen Verfahren konvergieren. Natürlich ist die Konvergenz

die anschaulichste Eigenschaft eines Approximationsschemas. Grob gesagt bedeutet diese, dass

die Lösung der korrespondierenden Differentialgleichung Grenzwert der Näherungen für ∆t und

∆x→ 0 ist.

Um zu einer möglichst allgemeinen Definition zu gelangen, ist es vorteilhaft, eine allgemeinere

Bezeichnung für die Differenzenschemata, die Differentialoperatoren und Anfangswertbedingun-

gen einzuführen. Es sei L ein Operator, der v, die Anfangsbedingungen, Ableitungen bezüglich

x, Integrale bezüglich t und Itô-Integrale bezüglich t enthält. Man betrachtet

Lv = G, (3.14)

mit einer Anfangswertbedingung (3.3), wobei G eine Inhomogenität bezeichnet. Offensichtlich

ist (3.1) ein Beispiel für (3.14). un
k sei die approximierende Lösung des Problems, die unter

Anwendung eines Differenzenschemas, das mit Ln
k bezeichnet werden soll, erhalten wird. Dabei

korrespondieren wie zuvor n mit dem Zeitschritt und k mit dem räumlichen Zerlegungspunkt.

Weiterhin steht im folgenden Gn
k für die Approximation der Inhomogenität G. Wir führen für

die Lösungen des Differenzenschemas und die Lösungen der stochastischen Differentialgleichung

an der Stelle ((n+ 1)∆t, k∆x) Folgen ein:

un+1 = (· · · , un+1
k−2 , u

n+1
k−1 , u

n+1
k , un+1

k+1 , u
n+1
k+2 , · · · )

T , (3.15)

vn+1 = (· · · , vn+1
k−2 , v

n+1
k−1 , v

n+1
k , vn+1

k+1 , v
n+1
k+2 , · · · )

T , (3.16)

vn+1
k = v((n+ 1)∆t, k∆x), (k = 0, ±1, ±2, · · · ).

Bemerkung 3.2. Es werden die für ein Schema angepaßten Normen verwandt (vgl. im deter-

ministischen Fall [61]). Die Normen, die wir für Folgen (x) = (..., x−1, x0, x1, ...) einführen, sind

die `2,∆x-Norm mit

‖ x ‖2,∆x:=

√√√√ +∞∑
k=−∞

|xk|2∆x (3.17)

und die Supremums-Norm ‖ x ‖∞ mit ‖x‖∞ := supk |x|.

Das Lax-Richtmyer-Theorem in der deterministischen Theorie erlaubt es auf einfache Weise,

die Konvergenz eines Differenzenschemas nachzuweisen, indem man zeigt, dass das Schema so-

wohl konsistent als auch stabil ist. Deswegen ist es auch interessant, diese Begriffsbildungen

für stochastische Differenzenschemata durchzuführen und nach analogen Zusammenhängen zu

suchen.

Definition 3.1 (Konsistenz eines SDS). Ein Differenzenverfahren, das mit der Zerlegung

in ein Raum-Zeit-Gitter mit maximalen Raumschrittweite ∆x̄0 und maximaler Zeitschrittweite
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∆t̄0 korrespondiert, heißt konsistent mit (3.1), wenn

∞∑
k=−∞

E|v((n+ 1)∆t, k∆x)− v(n∆t, k∆x)− ãk(n∆t, v(n∆t, ◦))

+B(n∆t, v(n∆t, k∆x)) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) |2∆x ≤ C(∆t,∆x) (3.18)

gilt, wobei ãk(n∆t, v(n∆t, ◦)) ein Differenzenoperator bezüglich x von −avx(t, x)−A(t, v(t, x))

ist und

lim
∆t→0,∆x→0

C(∆t,∆x) = 0 (3.19)

gilt.

Bemerkung 3.3. Es gibt sowohl in der deterministischen Theorie (siehe [60], [61]) als auch in

der stochastischen Theorie (siehe [33]) eine Vielzahl von Konsistenzbegriffen. Der hiesige Begriff

ist an den Fall von einparametrischen Prozessen angelehnt (siehe [33]). Der Begriff ist so stark

gewählt, dass sich die Konvergenz ergibt. Bei anderen Konsistenzbegriffen muß dies nicht der

Fall sein. Betrachtet man im einparametrischen Fall die sogenannte schwache Konsistenz (siehe

[33]), dann sind noch Stabilitätsvoraussetzungen erforderlich (siehe [33], Theorem 9.7.4). Für

den Fall deterministischer partieller Differentialgleichungen sei auf [60], [61], [66] verwiesen.

Unabhängig von den Konvergenzbetrachtungen sind Stabilitätsbetrachtungen für das Fehler-

wachstum von Interesse.

Definition 3.2 (Stabilität eines SDS). Ein stochastisches Differenzenschema wird stabil im

quadratischen Mittel bezüglich einer Norm ‖ · ‖ genannt, wenn positive Konstanten ∆x0 und

∆t0 und nicht-negative Konstanten K und β existieren , so dass

E‖un+1‖2 ≤ KeβtE‖u0‖2

für alle t = (n+ 1)∆t , 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0 , 0 ≤ ∆t ≤ ∆t0 gilt.

Definition 3.3. Ein Differenzenschema heißt unbedingt stabil, falls keine zusätzlichen Voraus-

setzungen an ∆x und ∆t gestellt werden müssen, um die Stabiliät zu gewährleisten. Ansonsten

heißt ein Differenzenschema bedingt stabil.

Bemerkung 3.4. Aus der Stabilität ergibt sich, dass für stabile Schemata kleine Fehler in den

Anfangswerten auch nur zu kleinen Fehlern im Ergebnis führen. Die Definition zeigt insbesondere

auch ein Anwachsen des Fehlers in jedem Schritt. Das Fehlerwachstum ist aber auf ein höchstens

exponentielles Wachstum beschränkt.

Nun soll gezeigt werden, dass die Schemata (3.10) und (3.12) den obigen Definitionen genügen.

Theorem 3.1. Das stochastische FTFS-Schema mit

(n+ 1)∆t = t (3.20)
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und −1 ≤ a∆t
∆x =: R ≤ 0, a < 0 ist stabil im quadratischen Mittel bezüglich der ‖ · ‖2,∆x-Norm,

mit K = 1 und β = b2 , wobei ∆t0 und ∆x0 aus der Definition 3.2 der Stabilität durch t und

durch |a|t gegeben sind.

Beweis: Wendet man E| · |2 auf das sFTFS (3.10) an und beachtet die Unabhängigkeit der

Zuwächse des Wiener-Prozesses und die Ftn-Meßbarkeit der un
k , u

n
k+1, so erhält man

E|un+1
k |2 = E|(1 +R)un

k −Run
k+1 − bun

k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))|2

= E|(1 +R)un
k −Run

k+1|2

+2E((1 +R)un
k −Run

k+1)bu
n
k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

+b2∆tE|un
k |2

= E|(1 +R)un
k −Run

k+1|2 + b2∆tE|un
k |2. (3.21)

Da die Anfangswertfunktion f ∈ L2(IR1) ist, gilt

E

∫
IR1

(v0(x))2 dx =
∫

IR1

f2(x) dx <∞, (3.22)

und man erhält mittels Rekursion
∞∑

k=−∞
E|un

k |2∆x <∞. (3.23)

Multipliziert man (3.21) mit ∆x und summiert über alle k, so ergibt sich

+∞∑
k=−∞

E|un+1
k |2∆x =

+∞∑
k=−∞

[
E|(1 +R)un

k −Run+1
k |2 + b2∆tE|un

k |2
]
∆x

≤
+∞∑

k=−∞

[(
|1 +R|2E|un

k |2 + 2|1 +R||R|E|un
k ||un

k+1|+ |R|2E|un
k+1|2

)
+b2∆tE|un

k |2
]
∆x

≤
+∞∑

k=−∞

[(
|1 +R|2E|un

k |2 + |1 +R||R|{E|un
k |2 + E|un

k+1|2}

+|R|2E|un
k+1|2

)
+b2∆tE|un

k |2
]
∆x

≤
+∞∑

k=−∞
{
[
|1 +R|2 + 2|1 +R||R|+ |R|2

]
+ b2∆t]E|un

k |2}∆x

=
[
(|1 +R|+ |R|)2 + b2∆t

] +∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x. (3.24)

Für −1 ≤ R ≤ 0 erhält man nun die Ungleichung |1+R|+ |R| ≤ 1 und kann deshalb den obigen

Ausdruck weiter abschätzen durch

+∞∑
k=−∞

E|un+1
k |2∆x ≤ (1 + b2∆t)

+∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x,

E‖un+1‖22,∆x ≤ (1 + b2∆t)E‖un‖22,∆x ≤ (1 + b2∆t)n+1E‖u0‖22,∆x.
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Wegen ∆t = t
n+1 gilt

E‖un+1‖22,∆x ≤
(

1 +
b2t

n+ 1

)n+1

E‖u0‖22,∆x ≤ eb
2tE‖u0‖22,∆x. (3.25)

Das ist die Stabilität.

Als nächstes zeigen wir die Stabilität von (3.12) bezüglich der ‖ · ‖∞-Norm. Der Beweis wird

zeigen, dass sich mit analogen Überlegungen auch die Stabilität von (3.10) bezüglich der ‖ · ‖∞-

Norm ergibt. Analoges gilt auch für die Stabilität von (3.12) bezüglich der ‖ · ‖2,∆x-Norm,

vergleiche dazu auch Satz 3.8.

Theorem 3.2. Die Differenzengleichung (3.12) mit (n+ 1)∆t = t und −1 ≤ a∆t
∆x =: R ≤ 1, ist

stabil im quadratischen Mittel bezüglich der ‖ · ‖∞ = supk | · |-Norm mit K = 1 und β = b2

4 .

Beweis: Im quadratischen Mittel ergibt aus (3.12):

E|un+1
k |2 = E|1

2
(un

k+1 − un
k−1)−

R

2
(un

k+1 − un
k−1)|2 +

b2∆t
4

E|un
k+1 − un

k−1|2

=
1
4
[
(1−R)2E|un

k+1|2 + 2(1−R2)E[un
k+1u

n
k−1]

+(1 +R)2E|un
k−1|2

]
+
b2∆t

4
E|un

k+1 − un
k−1|2

≤ 1
4

(
4 sup

k
E|un

k |2 + b2∆t sup
k
E|un

k |2
)

≤
{

1 +
b2∆t

4

}
sup

k
E|un

k |2. (3.26)

Diese Abschätzung gilt natürlich für alle k, deshalb erhält man

sup
k
E|un+1

k |2 ≤
{

1 +
b2∆t

4

}
sup

k
E|un

k |2 ≤
{

1 +
b2∆t

4

}n+1

sup
k
E|u0

k|2. (3.27)

Das entspricht

‖un+1‖2∞ ≤ [1 +
b2∆t

4
]n+1‖u0‖2∞. (3.28)

Erinnert man sich der Tatsache ∆t = t
n+1 , so hat man

‖un+1‖2∞ ≤
(

1 +
b2t

4(n+ 1)

)n+1

‖u0‖2∞ ≤ e
b2t
4 ‖u0‖∞. (3.29)

Bemerkung 3.5. Die Stabilität von (3.10) bezüglich der ‖ · ‖∞-Norm folgt analog, indem man

den Erwartungswert des Schemas im quadratischen Mittel betrachtet und gegen das Supremum

abschätzt.



3. Finite Differenzenmethoden im stochastischen Fall 27

Nun soll der Nachweis erbracht werden, dass das Forward-Time-Forward-Space-Schema konsi-

stent ist.

Theorem 3.3. Es sei v(0, ·) ∈ C5,α. Das stochastische FTFS-Schema ist konsistent im Sinne

von Definition 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)∆t, k∆x)

= v(n∆t, k∆x)− a

∫ (n+1)∆t

n∆t
vx(τ, k∆x) dτ − b

∫ (n+1)∆t

n∆t
v(τ, k∆x) dW (τ)

= v(n∆t, k∆x)− avx(n∆t, k∆x)∆t− bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

−a
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)) dW (τ). (3.30)

Da wegen Theorem 2.1 v(t, x) bezüglich x dreimal stetig differenzierbar ist, gilt für

ṽ(t, x) := vxx(t, x)

ṽ(t, x)− vxx(0, x) + a

∫ t

0
ṽx(τ, x) dτ + b

∫ t

0
ṽ(τ, x) dW (τ) = 0 (3.31)

und wegen Theorem 2.3 gilt

C := sup
t∈[0,T ]

∫
IR1

E|ṽ(t, x)|2 dx < +∞. (3.32)

Durch die Taylorentwicklung von vx(n∆t, k∆x) an der Stelle k∆x erhält man weiterhin

v((n+ 1)∆t, k∆x)

= v(n∆t, k∆x)− a∆t
∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, k∆x))

−bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))− vxx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t∆x

−a
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)) dW (τ), (3.33)

wobei ϑ eine Zufallsgröße mit 0 < ϑ < 1 ist. Folglich gilt mit der Schwarzschen Ungleichung und

den Eigenschaften des Itô-Integrales

E

∣∣∣∣v((n+ 1)∆t, k∆x)− v(n∆t, k∆x) +
a∆t
∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, k∆x))

+ bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
∣∣∣∣2

≤ 4Ev2
xx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t2∆x2 + 4a2∆t

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)|2 dτ

+4b2
∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ. (3.34)
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Wegen (3.32) erhalten wir

4
∞∑

k=−∞

(
Ev2

xx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t2∆x2
)
∆x ≤ 4C∆x2∆t2. (3.35)

Nach der Integraldefinition gilt, dass es zu jedem ε > 0 ein hinreichend kleines ∆x gibt, so dass

∞∑
k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)|2 dτ∆x

≤ ε+
∫ ∞

−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, x)− vx(n∆t, x)|2 dτ dx. (3.36)

Da ε > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann ε auch als ∆t2 gewählt werden. Aus

Theorem 2.6 folgt dann wegen

vx(t, x) = vx(0, x) + a

∫ t

0
vxx(τ, x) dτ + b

∫ t

0
vx(t, x) dW (τ), (3.37)

dass eine Konstante C existiert, so dass

∞∑
k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)|2 dτ∆x ≤ ∆t2 + C∆t2 (3.38)

gilt. Mit analogen Überlegungen erhalten wir zunächst

∞∑
k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ∆x

≤ ∆t2 +
∫ ∞

−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, x)− v(n∆t, x)|2 dτ dx. (3.39)

Theorem 2.6 liefert dann die Existenz einer Konstanten C, für die

∞∑
k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ∆x ≤ ∆t2 + C∆t2 (3.40)

gilt. Mit (3.35), (3.38), (3.40) folgt schließlich aus (3.34)

E

∣∣∣∣v((n+ 1)∆t, k∆x)− v(n∆t, k∆x) +
a∆t
k∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, k∆x))

+ bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
∣∣∣∣2

≤ 4C∆t2∆x2 + 2∆t2 + 4a2∆t3 + 4a2C∆t3 + 4b2∆t2 + 4C∆t2

= ∆t2(C1∆x2 + C2 + C3∆t)

=: C(∆t2,∆x2). (3.41)

C(∆t2,∆x2) erfüllt offenbar die geforderten Bedingungen.
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Wir wollen nun eine Konvergenzeigenschaft des FTFS-Schemas untersuchen. Zunächst stellen

wir eine A-priori-Abschätzung bereit. Aus der Definition des FTFS-Schemas und der Gleichung

(3.33) ergibt sich für

zn
k := un

k − v(n∆t, k∆x) (3.42)

mit R := a∆t
∆x und −1 ≤ R ≤ 0 und

φn,k = −v2
xx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t∆x− a

∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, x)− vx(n∆t, x)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, x)− v(n∆t, x)) dW (τ). (3.43)

Dann gilt

zn+1
k = (1 +R)zn

k −Rzn
k+1 − bzn

k (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) + φn,k. (3.44)

Im quadratischen Mittel erhält man

E|zn+1
k |2 = E|(1 +R)zn

k −Rzn
k+1|2 + 2E (bzn

k (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))φn,k)

+2E

((
(1 +R)zn

k −Rzn
k+1

)
φn,k

√
∆t√
∆t

)
+ b2∆tE|zn

k |2 + E|φn,k|2. (3.45)

Damit ergibt sich summiert über alle k

E‖zn+1
• |22,∆x ≤ E‖zn

• ‖22∆x + b2E‖zn
• ‖22∆x∆t+ ∆t2(C1∆x2 + C2 + C3∆t)

+b2E‖zn
• ‖22∆x∆t+ ∆t(C1∆x2 + C2 + C3∆t) + b2∆tE‖zn

• ‖22∆x

+∆t2(C1∆x2 + C2 + C3∆t)

= E‖zn
• ‖22∆x + (2b2 + 1)∆tE‖zn

• ‖22∆x + ∆t(C1∆x2 + C2 + C3∆t)

+2∆t2(C1∆x2 + C2 + C3∆t) (3.46)

für alle n. Nun sei m < n, dann gilt natürlich Beziehung (3.46) auch für E‖zm+1
• ‖22,∆x. Durch

Summation ergibt sich unter Beachtung von ‖z0
•‖ = 0 und (n+ 1)∆t = t

E‖zm+1
• ‖22,∆x ≤ (2b2 + 1)∆t

n∑
k=0

E‖zm
• ‖22,∆x

+3n∆t(C1∆x2 + C2 + C3∆t). (3.47)

Dann folgt aus dem Gronwallschen Lemma, dass eine Konstante C existiert, so dass

E‖zn+1
• ‖22,∆x ≤ C (3.48)

für jedes n ∈ IN gilt. Damit gilt

Lemma 3.1. Es sei v(0, ·) ∈ C5,α.

Dann gilt für zn(t, x) := zn
k , (x ∈ [ xk, xk+1 [ , k = 0,±1,±2, ...)∫ ∞

−∞
E|zn(t, x)|2 dx ≤ C. (3.49)
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Beweis: ∫ ∞

−∞
E|zn(t, x)|2 dx =

∞∑
k=−∞

E|zn(t, x)|2∆x = E‖zn
• ‖22,∆x ≤ C. (3.50)

Unter den Voraussetzungen des Lemmas 3.1 folgt aus dem Satz von Riesz:

Folgerung 3.1. Es gibt eine Teilfolge
(
nj

)
⊂
(
n
)
, so dass

(
znj
)

in L2(IR1 × Ω) schwach kon-

vergiert.

Lemma 3.2. Der schwache Grenzwert in der Folgerung 3.1 ist P -f.s. und für L-fast alle x und

alle t Null.

Beweis: Angenommen der schwache Grenzwert sei nicht Null. Demzufolge muß für alle
(
Fk

)
mit

E
∑∞

k=−∞ F 2
k ∆x <∞ gelten

lim
n→∞

E
(
zn+1, F

)
= lim

n→∞

∞∑
k=−∞

E(zn+1
k , Fk)∆x 6= 0. (3.51)

Wir wählen speziell F0 = 1, Fk = 0 für k = ±1,±2, ... . Damit gilt

Ezn+1
0 = (1 +R)Ezn

0 −REzn
1 + Eφn,0 (3.52)

und somit

Ezn+1
0 − Ezn

0 = R (Ezn
0 − Ezn

1 ) + Eφn,0. (3.53)

Da aber limn→∞
(
Ezn+1

1 − Ezn
1

)
= 0 und limn→∞Eφn,0 = 0 muß auch

lim
n→∞

(Ezn
0 − Ezn

1 ) = 0 (3.54)

gelten. Wird nun F1 = 1 und Fk = 0 für k = −1, 0,±2, ... gewählt, so ergibt sich entsprechend

lim
n→∞

(Ezn
1 − Ezn

2 ) = 0. (3.55)

Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir

lim
n→∞

Ezn
0 = lim

n→∞
Ezn

k =: A 6= 0 (3.56)

für alle k. Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

(Ezn
k )2 ≤ E (zn

k )2 . (3.57)

Aus der A-priori-Abschätzung des Lemmas 3.1 erhalten wir dann

∞∑
k=−∞

(Ezn
k )2 ∆x ≤ C (3.58)
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für alle n. Aber

∞∑
k=−∞

(Ezn
k )2 ∆x =

∞∑
k=−∞

A2∆x ≤ C (3.59)

ist für A 6= 0 nicht möglich.

Damit haben wir erhalten

Theorem 3.4. Es seien vx(0, x) ∈ C5,α und a ∈ [ − 1, 0 [ . Dann gibt es eine Folge von Zerle-

gungen, so dass
(
un

k

)
k=0,±1,±2,...

schwach gegen v(t, x) in L2(IR1 × Ω) konvergiert.

3.2.1 Anwendungen der Fourier-Transformation

Ein anderer Weg für Stabilitätsbeweise ist von von Neumann beschritten worden [60]. Er wen-

dete die Methoden der Fourier-Analysis an, um notwendige und hinreichende Bedingungen für

die Stabilität eines Differenzenschemas herzuleiten. Im folgenden wird gezeigt, dass diese Vor-

gehensweise auch für den stochastischen Fall zweckmäßig ist.

Die Fourier-Inversionsformel liefert die Darstellung

un+1
m =

1√
2π

∫ π
∆x

− π
∆x

eim∆xξûn+1(ξ)dξ, (3.60)

wobei ûn+1 die Fourier-Transformierte von un+1 ist, d.h.

ûn+1 =
1√
2π

∞∑
m=−∞

e−im∆xξun+1
m ∆x,

wobei das ξ eine reelle Variable ist. Natürlich gilt auch

un
m =

1√
2π

∫ π
∆x

− π
∆x

eim∆xξûn(ξ)dξ. (3.61)

Setzt man diese Darstellung in die stochastische Variante des FTFS-Schemas (3.10) ein, so ergibt

sich

un+1
m =

1√
2π

∫ π
∆x

− π
∆x

eim∆xξûn(ξ)
{

(1 +
a∆t
∆x

)

−ei∆xξ a∆t
∆x

+ b(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
}
dξ. (3.62)

Die Eindeutigkeit der Fourier-Transformation liefert die Gleichheit der beiden Ausdrücke, d.h.

es gilt

ûn+1(ξ) = ûn(ξ)
{

(1 +
a∆t
∆x

)− ei∆xξ a∆t
∆x

+ b(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
}
. (3.63)
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In Anlehnung an den deterministischen Fall führen wir

g(∆xξ,∆t,∆x) :=
{

(1 +
a∆t
∆x

)− ei∆xξ a∆t
∆x

+ b(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
}

(3.64)

als Amplifikationsfaktor des entsprechenden Verfahrens - hier des sFTFS - ein. Das folgende

Theorem liefert ein notwendiges und hinreichendes Kriterium für die Stabilität eines Verfahrens

in Abhängigkeit von den Eigenschaften seines Amplifikationsfaktors.

Theorem 3.5. Ein stochastisches Ein-Schritt-Differenzenschema (mit konstanten Koeffizien-

ten) ist dann und nur dann stabil, wenn eine Konstante K (unabhängig von ξ, ∆t, ∆x) und

positive Schrittweiten ∆x0,∆t0 existieren, so dass

E|g(∆xξ,∆t,∆x)|2 ≤ 1 +K∆t (3.65)

für alle 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0 und 0 ≤ ∆t ≤ ∆t0.

Beweis: Zuerst sei angenommen, dass (3.65) erfüllt ist. Man führt für v ∈ L2(IR1 × Ω) die

E‖ · ‖2∆x−Norm ein, d.h.

E ‖ v̂ ‖2∆x= E

∫ π
∆x

− π
∆x

|v̂(ξ)|2dξ = E
∞∑

k=−∞
|vm|2∆x = E ‖ v ‖2∆x, (3.66)

wobei vk = vk(t) ist. Mit der Parsevalschen Relation (vgl. auch Anhang 5.2) und der Un-

abhängigkeit der Zuwächse des Wiener-Prozesses ergibt sich

E‖vn‖2∆x = E

∫ π
∆x

− π
∆x

|v̂n|2dξ

=
∫ π

∆x

− π
∆x

E|g(∆xξ,∆t,∆x)|2nE|v̂0|2dξ

≤
∫ π

∆x

− π
∆x

(1 +K∆t)nE|v̂0|2dξ

= (1 +K∆t)nE‖v̂0‖2∆x. (3.67)

Da n ≤ t
∆t ≤

T
∆t gilt, folgt auch (1 + K∆t)n ≤ (1 + K∆t)

T
∆t ≤ eKT , wobei ∆t = t

n+1 , und

deshalb erhält man auch E‖vn‖2∆x ≤ eKTE‖v0‖2∆x. Dies aber ist die Stabilität.

Es sei angenommen, dass die Bedingung (3.65) für den Amplifikationsfaktor für keinen positiven

Wert von K erfüllt ist. Es wird gezeigt, dass unter dieser Bedingung die Stabilitätsbedingung

nicht erfüllt sein kann. Es wird angenommen, dass für eine positive Konstante C ein Intervall

von θ := ∆xξ, θ ∈ [θ1, θ2] existiert, wobei θ1 < 0, θ2 > 0 und ∆x,∆t so dass 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0,

0 ≤ ∆t ≤ ∆t0 mit

E|g(θ,∆t,∆x)|2 ≥ 1 + C∆t

gilt. Dann definiert man eine Funktion v̂0

v̂0(ξ) =

{
0, falls ∆xξ /∈ [θ1, θ2]√

∆x(θ2 − θ1)−1, falls ∆xξ ∈ [θ1, θ2],
(3.68)
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und es gilt

E‖vn‖2∆x =
∫ π

∆x

− π
∆x

(E|g(θ,∆x,∆t)|2)nE|v̂0|2dξ

=
∫ θ2

∆x

θ1
∆x

E|g(θ,∆x,∆t)|2n ∆x
θ2 − θ1

dξ

≥ (1 + C∆t)n. (3.69)

Für j ≈ n+ 1 = t
∆t , j ≤ n, gilt

(1 + C∆t)j ≈ (1 + C∆t)
t

∆t = etC . (3.70)

Mit ∆t = t
n+1 und mit E‖v0‖2∆x = E‖v̂0‖2∆x = 1 hat man

E‖vn‖2∆x ≥
1
2
etCE‖v0‖2∆x. (3.71)

Dies zeigt, dass das Schema instabil ist, weil C beliebig groß sein kann.

Von diesem Theorem kann ein Korollar für alle stochastischen Differenzenschemata hergeleitet

werden, die ein multiplikatives Rauschen enthalten.

Korollar 3.1. Ein stochastisches Differenzenschema, das sich von seinem deterministischen

Ausgangsschema nur durch den Zusatzterm zur Approximation von b
∫ t
0 v(s, x)dW (s) unterschei-

det, ist stabil dann und nur dann, wenn auch das deterministische Verfahren stabil ist.

Beweis: Ein deterministisches Schema ist stabil dann und nur dann, wenn |g| ≤ 1 + K∆t gilt

(vgl. [60], [61]). Für den Amplifikationsfaktor ḡ des stochastischen Schemas gilt:

E|ḡ|2 ≤ E|g + C(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)|2

= E|g|2 + C2∆t ≤ (1 +K∆t)2 + C2∆t

≤ 1 +H∆t, (3.72)

wobei H = 2K + C2 +K2.

Beispiel 3.1. Wendet man die von Neumann Analysis auf die stochastische Version des Lax-

Friedrichs-Schemas (3.12) an, so erhält man

g(θ,∆t,∆x) = cos θ − iR sin θ +B (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))) (cos θ − iR sin θ) (3.73)

für ein beliebiges i ∈ {1, ..., n}. Im quadratischen Mittel erhält man

E|g(θ,∆t,∆x)|2 = | cos θ − iR sin θ|2 +B2∆t |cos θ − iR sin θ|2 . (3.74)

Man sieht, dass E|g(θ,∆t,∆x)|2 nur dann kleiner gleich 1 +K∆t sein kann, wenn |R| ≤ 1 ist.
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Bemerkung 3.6. Stabilitätsbedingungen für variable Koeffizienten

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden Fälle hyperbolischer Differentialgleichungen mit va-

riablem Koeffizienten a(t, x) nicht betrachtet. Trotzdem lassen sich die bisherigen Betrachtungen

und die gefundenen Stabilitätsbedingungen problemlos auf diesen Fall übertragen. Beispielsweise

ist die Stabilitätsbedingung für eine entsprechende Version des Lax-Friedrich-Schemas

g(θ,∆t,∆x) = cos θ − ia(t, x)
∆t
∆x

sin θ

+B (W ((i+ 1)∆t)−W (i∆t)))
(

cos θ − ia(t, x)
∆t
∆x

sin θ
)

(3.75)

erfüllt, wenn das a(t, x) ∆t
∆x ≤ 1 ist, und zwar für alle Gitterpunkte (n∆t, k∆x), die im entspre-

chenden Berechnungsgebiet liegen.

3.2.2 Stochastische Mehrschrittverfahren

Den Nachweis der Stabilität stochastischer Mehrschrittverfahren kann man auch auf die deter-

ministische Theorie zurückführen, indem man zeigt, dass sich das Abweichen des stochastischen

Verfahrens vom deterministischen im quadratischen Mittel durch C∆t beschränken läßt. Die Sta-

bilitätsanalyse für deterministische Verfahren mit höherer Zeitschrittweite, d.h. für Verfahren bei

denen das Level n+ 1 von mehr Leveln als vom Level n abhängt, gestaltet sich anspruchsvoller.

Wir betrachten deshalb ein kurzes Beispiel, vgl. [60], nämlich die Stabilitätsanalyse des determi-

nistischen Leapfrog-Verfahrens. Für die Fouriertransformierte des deterministischen Leapfrog-

Schemas gilt wegen der Eindeutigkeit der Fouriertransformation die folgende Beziehung:

ûn+1(ξ) + 2iR sin∆xξ ûn − ûn−1 = 0 (3.76)

Diese Gleichung wird gelöst, indem man ûn = gn setzt, wobei auf der linken Seite n für einen

Index steht, auf der rechten für einen Exponenten. Löst man das entstehende Gleichungssystem,

so erhält man nach Division durch gn−1

g2 + 2iR sin∆xξ g − 1 = 0, (3.77)

das Amplifikationspolynom des Leapfrog-Schemas, dessen Nullstellen die folgende Gestalt haben

g± = −iR sin∆xξ ±
√

1−R2 sin2 ∆xξ. (3.78)

Sind die beiden Nullstellen verschieden, so hat die Lösung nach [60] die Gestalt

ûn(ξ) = A(ξ)g+(∆xξ) +B(ξ)
(
g−(∆xξ)n − g+(∆xξ)n

g−(∆xξ)− g+(∆xξ)

)
(3.79)

und im Falle der Gleichheit

ûn(ξ) = A(ξ)g(∆xξ)n +B(ξ)ng(∆xξ)n−1, (3.80)
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wobei die Funktionen A(ξ) und B(ξ) von den Anfangswerten abhängen, und zwar

A(ξ) = û0(ξ), (3.81)

B(ξ) = û1(ξ)− û0g+(∆xξ), (3.82)

wobei auch hier û wieder durch ein stabiles Einschrittverfahren berechnet wird. Man kann dann

die Anfangswerte so geschickt wählen, dass B(ξ) identisch Null wird, so dass man wieder in einer

ähnlichen Situation wie den Einschrittverfahren ist. Man braucht nämlich für die Stabilität, dass

|g±(∆xξ)| ≤ 1 (3.83)

gilt. Eingesetzt in Gleichung (3.78) erkennt man, dass zwar

|g+|2 = |g−|2 = 1

ist, aber für |R| > 1 sieht man, dass |g−| > 1 ist, so dass die Stabilität in diesem Fall für |R| ≤ 1

gewährleistet ist. Betrachtet man den Fall g+ = g−, so muß nur noch der bereits gefundene

Bereich |R| ≤ 1 untersucht werden, dort ist aber g+ = g− nur dann, wenn |R| = 1 ist und

∆xξ = ±π/2, so dass g± = ±i ist. Eingesetzt in Gleichung (3.80) ergibt sich dann aber der

Ausdruck

ûn = A(±π
2
)g(±i)n +B(±π

2
)ng(±i)n−1, (3.84)

der linear in n wächst. Deshalb ist das deterministische Leapfrog-Schema stabil für |R| < 1.

Die deterministische Stabilitätstheorie für Mehrschrittverfahren beruht darauf, das Amplifika-

tionspolynom des betrachteten Verfahrens und in Abhängigkeit von seinen Nullstellen den Sta-

bilitätsbereich zu bestimmen. Dabei ist das Amplifikationspolynom im deterministischen Fall

definiert als

Φ(g, θ) = ∆t p∆t,∆x

(
ln g
∆t

,
θ

∆x

)
, bzw.

Φ(es∆t,∆xξ) = ∆tp∆t,∆x(s, ξ), (3.85)

wobei p∆t,∆x das Symbol des Differenzenschemas ist.

Definition 3.4. Das Symbol p∆t,∆x des Differenzenoperators P∆t,∆x ist durch

P∆t,∆x = p∆t,∆xe
sn∆teim∆xξ (3.86)

definiert. d.h. das Symbol ist die Funktion, die man erhält, falls man den Differenzenoperator

auf die Zerlegungsfunktion esn∆teim∆xξ anwendet und danach mit dieser multipliziert.

Eine alternative Berechnungsmöglichkeit im deterministischen Fall ist aber auch der Ansatz,

den wir oben für das Leapfrog-Schema gewählt haben, indem wir un
m = gneimθ für f = 0

gesetzt haben. Für Mehrschrittverfahren ist das Amplifikationspolynom vom Grad σ, wobei σ
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die Differenz zwischen der (n + 1)-Zeitstufe, die berechnet wird, und der frühesten Zeitstufe

(n + 1 − σ) ist, die noch in diese Berechnung mit eingeht. Hat das Amplifikationspolynom des

deterministischen Verfahrens ausschließlich einfache Nullstellen g1(∆xξ), ..., gσ(∆xξ), so hat die

Fourier-Transformierte ûn die Darstellung

ûn =
σ∑

ν=1

gν(∆xξ)nAν(ξ) (3.87)

in Abhängigkeit der Nullstellen. Dementsprechend ließen sich auch für stochastische Schemata

die Symbole und Amplifikationspolynome aufstellen, die aber zu einer Berechnung einer all-

gemeinen Nullstelle für eine Realisierung des Wiener-Prozesses nicht taugen, da sie für jedes

ûn+1 von der Wiener-Prozess-Differenz (W ((n + 1)∆t) −W (n∆t)) abhängen. Für Einschritt-

verfahren ist das Amplifikationspolynom Φ(g, θ) ein lineares Polynom, und die Lösung ist im

deterministischen Fall gegeben durch ûn
det(ξ) = g(∆xξ)nû0(ξ) und im stochastischen durch

ûn(ξ) =
∏n

i=1 gi(∆xξ) û0(ξ). Es läßt sich induktiv für Ein- und Mehrschrittverfahren zeigen,

dass die Differenz E|ûn− ûn
det|2 ≤ C∆t ist für alle n. Wir führen folgende Notationen für deter-

ministische und stochastische Mehrschrittverfahren ein:

ûn+1 = f(ûn, ..., ûn−σ+1), (3.88)

wobei wir zur Kennzeichnung des Deterministischen det anhängen. Damit kann man den folgen-

den Satz zeigen.

Theorem 3.6. Ein finites stochastisches Mehrschrittverfahren ist stabil im quadratischen Mittel

genau dann, wenn das zugehörige deterministische Mehrschrittverfahren stabil ist, d.h. wenn

das zugehörige deterministische Amplifikationspolynom Φ(θ,∆t,∆x) die folgenden Bedingungen

erfüllt:

(i) Es existiert eine Konstante K > 0, so dass für alle Nullstellen gν , ν = 1, ..., σ des Ampli-

fikationspolynomes gilt

|gν | ≤ 1 +K∆t. (3.89)

(ii) Falls |gν | = 1, dann muß gν eine einfache Nullstelle sein.

Beweis:

(1) Zuerst sei angenommen, dass (i) und (ii) erfüllt sind. Mit der für v ∈ L2(IR1 × Ω) ein-

geführten ‖ · ‖2∆x−Norm, der Parsevalschen Relation (vgl. auch Anhang 5.2), und der
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Unabhängigkeit der Zuwächse des Wiener-Prozesses ergibt sich

E‖un‖2∆x = E

∫ π
∆x

− π
∆x

|ûn|2dξ

≤ 2
∫ π

∆x

− π
∆x

E|ûn − ûn
det|2 + E|ûn

det|2dξ

= 2
∫ π

∆x

− π
∆x

E|f(ûn−1, ..., ûn−σ)− fdet(ûn−1, ..., ûn−σ)|2

+|
σ∑

ν=1

gν(∆xξ,∆t,∆x)nAν û
0(ξ)|2dξ

≤ 2
∫ π

∆x

− π
∆x

(
C1∆t+ σ

σ∑
ν=1

|gν(∆xξ,∆t,∆x)|2n|Aν |2|û0|2
)
dξ

≤ 2
∫ π

∆x

− π
∆x

(
C1∆t+ σ2(1 + C2∆t)n max

ν
|Aν |2|û0(ξ)|

)
dξ

≤ C(1 +K∆t)n‖u0‖2∆x. (3.90)

Da n ≤ t
∆t ≤

T
∆t gilt, folgt auch

(1 +K∆t)n ≤ (1 +K∆t)
t

∆t ≤ eKt, (3.91)

wobei ∆t = t
n+1 . Deshalb erhält man E‖un‖2∆x ≤ CeKTE‖u0‖2∆x. Also ist das Verfahren,

das diese Bedingungen erfüllt, stabil.

(2) Jetzt weisen wir nach, dass ein Verfahren, für das Bedingung (3.89) nicht erfüllt ist, nicht

stabil sein kann. Es wird angenommen, dass für eine positive Konstante C ein Intervall von

θ := ∆xξ, θ ∈ [θ1, θ2] existiert, wobei θ1 < 0, θ2 > 0 und ∆x,∆t so dass 0 ≤ ∆x ≤ ∆x0,

0 ≤ ∆t ≤ ∆t0 mit

E|gν0(θ,∆t,∆x)|2 ≥ 1 + C∆t

für ν0 ∈ {1, ..., σ} gilt. Dann definiert man die Funktionen Aν wie folgt

Aν0(ξ) =

{
0, falls ∆xξ /∈ [θ1, θ2]√

∆x(θ2 − θ1)−1, falls ∆xξ ∈ [θ1, θ2],
(3.92)

Aν = 0, falls ν 6= ν0. (3.93)

Dann gilt

E‖vn‖2∆x = E

∫ π
∆x

− π
∆x

∣∣∣∣∣
σ∑

ν=1

gν(θ,∆x,∆t)nAν

∣∣∣∣∣
2

dξ

=
∫ θ2

∆x

θ1
∆x

E|gν0(θ,∆x,∆t)|2n ∆x
θ2 − θ1

dξ

≥ (1 + C∆t)n. (3.94)

Für j ≈ n+ 1 = t
∆t , j ≤ n, gilt

(1 + C∆t)j ≈ (1 + C∆t)
t

∆t = etC , (3.95)
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mit ∆t = t
n+1 , und mit E‖u0‖2∆x = E‖Aν0‖2∆x = 1 hat man E‖un‖2∆x ≥

1
2e

tCE‖Aν0‖2∆x.

Dies zeigt, dass das Schema instabil ist, weil C beliebig groß sein kann.

(3) Gäbe es mehrfache Nullstellen vom Betrag 1, so könnte das Polynom nach [59] geschrieben

werden als

ûn =
γ∑

ν=1

σν∑
η=1

Aηνn
η−1gn

ν , (3.96)

wobei
∑γ

ν+1

∑σν
η=1 = σ ist. Diese Summanden wachsen aber für σν = 2 schon linear in n, so

dass das Verfahren instabil wird. Dieses Verhalten überträgt sich auf den stochastischen

Fall, da die stochastische Nullstelle für ∆t klein beliebig nahe an die deterministische

herankommt. Ist die deterministische Nullstelle |gν | < 1, so ist

n|gν |n−1|Aσν | <
1

|gν | log |gν |
|Aσν | (3.97)

im deterministischen Fall begrenzt. Damit ist aber auch der entsprechende Ausdruck für

die stochastische Nullstelle beschränkt.

3.2.3 Die Wohlgestelltheit von stochastischen partiellen

Differentialgleichungen

Damit eine stochastische partielle Differentialgleichung die zeitliche Entwicklung eines sich wohl-

verhaltenden physikalischen Prozesses oder eines Finanzinstrumentes am Markt wiedergibt, soll-

te sie einige Eigenschaften besitzen. Eine der wichtigsten ist die stetige Abhängigkeit der Lösung

von den Anfangswerten. Diese besagt, dass kleine Fehler in den Anfangswerten nur zu kleinen

Veränderungen der Lösungen führen. Analog zur deterministischen Begriffsbildung führen wir

an dieser Stelle den Begriff der Wohlgestelltheit im quadratischen Mittel ein und zeigen, dass die

von uns im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Anfangswertprobleme diesem Begriff genügen.

Dabei verwenden wir insbesondere die Fourier-Analysis, um die Wohlgestelltheit zu zeigen.

Definition 3.5. Das Anfangswertproblem für eine stochastische partielle Differentialgleichung

heißt wohlgestellt im quadratischen Mittel, falls eine Konstante C = C(t) existiert, so dass die

Ungleichung

E‖v(t, ·)‖2 ≤ C(t)E‖v(0, ·)‖2 (3.98)

für alle Anfangswerte v(0, ·) erfüllt ist.

Betrachten wir Gleichung (3.8), so gilt nämlich wegen der Parsevalschen Relation, vgl. (5.2), die

folgende Beziehung

E

∫ ∞

−∞
|v(t, x)|2 dx = E

∫ ∞

−∞
|v̂(t, ξ)|2 dξ, (3.99)
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womit man die Norm von v(t, x) durch die Norm von v̂(t, ξ) berechnen kann. Es gilt

dtv̂(t, ξ) = −av̂x(t, ξ)dt− bv̂(t, ξ)dW (t)

= −iaξv̂(t, ξ) dt− bv̂(t, ξ) dW (t) (3.100)

und daraus erhält man unter Anwendung der Lösungsformel für gewöhnliche stochastische Dif-

ferentialgleichungen (vgl. I.I. Gikhman und A.V. Skorohod [11]), indem man mit der Itô-Formel

das Differential

Z(t) := ln v̂(t, ξ) (3.101)

bestimmt, d.h.

dZ(t) =
[
−iaξ − b2

2

]
dt− b dW (t) (3.102)

und damit gilt

v̂(t, ξ) = v̂0(ξ) exp
([
−iaξ − b2

2

]
t− bW (t)

)
. (3.103)

Eingesetzt in Gleichung (3.99) erhält man wegen der Unabhängigkeit von v̂0(ξ) und dem Wiener-

Prozeß

E

∫ ∞

−∞
|v(t, x)|2 dx

=
∫ ∞

−∞
E|v̂(0, ξ)|2E

∣∣∣∣exp
([
−iaξ − b2

2

]
t− bW (t)

)∣∣∣∣2 dξ
=

∫ ∞

−∞
E|v̂(0, ξ)|2 |exp (−iaξt)|2E exp

(
−
∫ t

0
b2 ds− 2b

∫ t

0
dW (s)

)
dξ

≤
∫ ∞

−∞
E|v̂(0, ξ)|2E exp

(
−
∫ t

0
b2 ds− 2b

∫ t

0
dW (s)

)
dξ. (3.104)

Aus Lemma 5 in [11], Seite 250 folgt

E exp
(
−2b

∫ t

0
dW (s)

)
≤ e

4b2

2
t. (3.105)

In diesem Fall erhält man sogar die Gleichheit, denn X := e−2bW (t) = eY ist logarithmisch

normalverteilt, wobei Y ∼ N(µ, σ2) ist mit µ = 0 und σ2 = 4b2t. Damit ist insbesondere

EX = eµ+σ2

2 = e2b2t. Also gilt

E

∫ ∞

−∞
|v(t, x)|2 dx ≤

∫ ∞

−∞
E|v̂(0, ξ)|2E

(
exp

(
−
∫ t

0
b2 ds− 2b

∫ t

0
dW (s)

))
dξ

≤ E

∫ ∞

−∞
eb

2t|v̂(0, ξ)|2 dξ. (3.106)

Für die Fourier-Transformierte hat man dabei die folgende Darstellung gefunden

dtv̂(t, ξ) = q(ξ, ω)v̂(t, ξ) bzw. (3.107)

v̂(t, ξ) = eq(ξ,ω)v̂(0, ξ), (3.108)

wobei q(ξ, ω) =
[
−iaξ − b2

2

]
t− bW (t).
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Korollar 3.2. Eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Wohlgestelltheit des An-

fangswertproblems (3.107) ist, dass eine zufällige Konstante q̄ existiert mit

<q(ξ, ω) ≤ q̄(ω) (3.109)

für alle reellen Werte von ξ ist.

Beweis: Angenommen die Funktion q(ξ, ω) erfüllt die Bedingung (3.109), dann folgt aus (3.108)

|v̂(t, ξ)| = |eq(ξ,ω)||v̂(0, ξ)| ≤ eq̄(ω)|v̂(0, ξ)|, (3.110)

womit (3.98) unter Ausnutzung der Parsevalschen Relation, vgl. (5.2), sofort folgt. Angenom-

men, die Bedingung (3.109) werde durch q(ξ, ω) verletzt, dann kann man durch eine geeignete

Wahl von v̂(0, ξ) erreichen, vgl. dazu die Konstruktionen in den Beweisen von Theorem 3.5 und

Theorem 3.6, dass

E‖v(t, ·)‖2 > CE‖v(0, ·)‖2, (3.111)

und zwar für beliebig große Konstanten C, womit die Differentialgleichung nicht mehr wohlge-

stellt sein kann.

3.2.4 Ein Konvergenzsatz

Theorem 3.7. Es sei v(0, x) ∈ C5,α. Das Differenzenverfahren Ln
ku

n
k = Gn

k sei konsistent im

Sinne von Definition 3.1 mit C(∆t,∆x) = ∆t2·C̃(∆t,∆x) und stabil im Sinne von Definition 3.2

und die Funktionen A(·, ·), B(·, ·) seien Lipschitz-stetig und wachstumsbeschränkt.

Geht C̃(∆t,∆x) gegen Null für ∆t, ∆x → 0, so konvergiert die Folge im quadratischen Mittel,

d.h. es gilt

lim
n→∞

E‖v(n∆t, k∆x)− un
k‖2 −→ 0. (3.112)

Verhält sich der Ausdruck C̃(∆t,∆x) lediglich wie eine Konstante, so gibt es eine Folge von

Zerlegungen, so dass
(
un

k

)
k=0,±1,±2,...

schwach gegen v(t, x) in L2(IR1 × Ω) konvergiert.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Theorem 3.4. Wir leiten zuerst eine A-priori-

Abschätzung für

zn
k := v(n∆t, k∆x)− un

k (3.113)

her. Wir erhalten

zn+1
k = v(n∆t, k∆x)−

∫ (n+1)∆t

n∆t
(avx(τ, x) +A(τ, v(τ, k∆x))) dτ

−
∫ (n+1)∆t

n∆t
B(τ, v(τ, k∆x)) dW (τ)− un

k + ãk(n∆t, un
• )

+A(n∆t, un
k)∆t+B(n∆t, un

k) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) , (3.114)
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wobei ãk(n∆t, un
• ) ein Differenzenoperator bezüglich x zur Approximation von

−avx(t, x) ist.

Daraus folgt mit dem Einsetzen der Taylorentwicklung für vx(n∆t, k∆x) an der Stelle k∆x

zn+1
k = zn

k −
∫ (n+1)∆t

n∆t

(
avx(τ, k∆x) +A(τ, v(τ, k∆x))

− (avx(n∆t, k∆x) +A(n∆t, v(n∆t, k∆x)))
)
dτ

− (avx(n∆t, k∆x) +A(n∆t, v(n∆t, k∆x)))∆t

−
∫ (n+1)∆t

n∆t
(B(τ, v(τ, k∆x))−B(n∆t, v(n∆t, k∆x))) dW (τ)

−B(n∆t, v(n∆t, k∆x)) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

+ãk(n∆t, un
• ) +A(n∆t, un

k)∆t+B(n∆t, un
k) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

= zn
k −

∫ (n+1)∆t

n∆t

(
avx(τ, k∆x) +A(τ, v(τ, k∆x))

− (avx(n∆t, k∆x) +A(n∆t, v(n∆t, k∆x)))
)
dτ

− (ãk(n∆t, v(n∆t, •)) + avxx(n∆t, (k + ϑ)∆x) ∆t∆x

−
∫ (n+1)∆t

n∆t
(B(τ, v(τ, k∆x))−B(n∆t, v(n∆t, k∆x))) dW (τ)

− (A(n∆t, v(n∆t, k∆x)−A(n∆t, un
k))∆t

− (B(n∆t, v(n∆t, k∆x)−B(n∆t, un
k)) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))− ãk(n∆t, un

• )

= zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))− (A(n∆t, v(n∆t, k∆x)−A(n∆t, un

k))∆t

− (B(n∆t, v(n∆t, k∆x)−B(n∆t, un
k)) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) + φn,k, (3.115)

wobei

φn,k = −
∫ (n+1)∆t

n∆t

(
avx(τ, k∆x) +A(τ, v(τ, k∆x))

− (avx(n∆t, k∆x) +A(n∆t, v(n∆t, k∆x)))
)
dτ

−avxx(n∆t, (k + ϑ)∆t∆x

−
∫ (n+1)∆t

n∆t
(B(τ, v(τ, k∆x))−B(n∆t, v(n∆t, k∆x))) dW (τ). (3.116)

gilt. Im quadratischen Mittel erhält man daraus

E|zn+1
k |2

= E|zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))− (A(n∆t, v(n∆t, k∆x)−A(n∆t, un

k))∆t|2

+∆tE|B(n∆t, v(n∆t, k∆x))−B(n∆t, un
k)|2 + E|φn,k|2

+2E [(zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))− (A(n∆t, v(n∆t, k∆x)−A(n∆t, un

k))∆t)φn,k]

+2E [(B(n∆t, v(n∆t, k∆x))−B(n∆t, un
k)) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))φn,k] . (3.117)
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Die Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen A(·, ·) und B(·, ·) liefert

E|zn+1
k |2

≤ 2E|zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))|2 + 2∆t2L2

1E|zn
k |2 + ∆tL2

2E|zn
k |2

+E|φn,k|2 + 2E [(zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •)))φn,k]

+4L2
1∆t

2E|zn
k |2 + 4L2

2∆tE|zn
k |2 + 8E|φn,k|2. (3.118)

Nimmt man nun den Summanden ∆tE|B(n∆t, zn
k )|2 hinzu, addiert über alle k und multipliziert

mit ∆x, so erhält man

∞∑
k=−∞

E|zn+1
k |2∆x

=
∞∑

k=−∞

[
E|zn

k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))|2 + ∆tE|B(n∆t, zn
k )|2 + 9E|φn,k|2

+2E [(zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •)))φn,k] + (6L2

1∆t
2 + 6L2

2∆t)E|zn
k |2
]
∆x. (3.119)

Wir setzen C0∆t ≥ (6L2
1∆t+ 6L2

2)∆t. Die vorausgesetzte Stabilität des Verfahrens im quadra-

tischen Mittel sichert nun, dass für die beiden ersten Summanden von (3.119)

∞∑
k=−∞

[
E|zn

k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))|2 + ∆tE|B(n∆t, zn
k )|2

]
∆x

≤ (1 + C1∆t)E‖zn
• ‖22,∆x (3.120)

gilt. Entsprechend sichert die vorausgesetzte spezielle Konsistenz des Verfahrens, dass die Ab-

schätzung

∞∑
k=−∞

E|φn,k|2∆x ≤ ∆t2C̃(∆t,∆x) (3.121)

erfüllt ist. Für den vorletzten Summanden von (3.119) gilt mit der Cauchy-Schwarzschen-

Ungleichung

∞∑
k=−∞

2E [(zn
k − ãk(n∆t, z(n∆t, •)))φn,k]

√
∆t√
∆t

≤ 4
∞∑

k=−∞
E |zn

k − ãk(n∆t, z(n∆t, •))|2 ∆t∆x+ C2∆tC̃(∆t,∆x)

= C3∆tE‖zn
• ‖22,∆x + C2∆tC̃(∆t,∆x). (3.122)

Damit hat man erhalten, dass

E‖zn+1
• |22,∆x ≤ E‖zn

• ‖22∆x + E‖zn
• ‖22∆x∆t(C0 + C1 + C3)

+∆t2C̃(∆t,∆x) + ∆tC2C̃(∆t,∆x)

= E‖zn
• ‖22∆x + C4∆tE‖zn

• ‖22∆x + C5∆tC̃(∆t,∆x) (3.123)
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für alle n gilt. Nun sei m < n, dann gilt natürlich Beziehung (3.123) auch für E‖zm+1
• ‖22,∆x.

Durch Summation ergibt sich unter Beachtung von ‖z0
•‖ = 0 und (n+ 1)∆t = t

E‖zn+1
• ‖22,∆x ≤ C4∆t

n∑
m=0

E‖zm
• ‖22,∆x + n∆tC5C̃(∆t,∆x). (3.124)

Dann folgt aus dem Gronwallschen Lemma, dass eine Konstante C6 existiert, so dass

E‖zn+1
• ‖22,∆x ≤ C6C̃(∆t,∆x) (3.125)

für jedes n ∈ IN gilt. Damit ist der Satz bewiesen, wenn C̃(∆t,∆x) gegen Null geht für

∆t,∆x→ 0.

Für den Fall, daß C̃ nur eine Konstante ist, kann man den Beweis folgendermassen fortführen.

Analog zum Lemma 3.1 erhalten wir für jedes n ∈ IN, dass∫ ∞

−∞
E|zn(t, x)|2 dx ≤ C (3.126)

gilt. Dann existiert nach dem Satz von Riesz eine Teilfolge
(
nj

)
⊂
(
n
)
, so dass

(
znj
)

in

L2(IR1 × Ω) schwach konvergiert. Lemma 3.2 liefert dann, dass der schwache Grenzwert dieser

Folge P -f.s. und für L-fast alle x und t gleich Null ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel. Wir zeigen, dass die Bedingung (3.18) für folgende

Version des Lax-Friedrichs-Schemas

un+1
k = un

k −
a∆t
2∆x

(un
k+1 − un

k−1)− bun
k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.127)

erfüllt ist.

Korollar 3.3. Es sei v(0, ·) ∈ C5,α. Die Version (3.127) des Lax-Friedrichs-Schemas ist konsi-

stent im Sinne von Definition 3.1.

Beweis: Es gilt

v((n+ 1)∆t, k∆x)

= v(n∆t, k∆x)− avx(n∆t, k∆x)∆t− bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

−a
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)) dW (τ). (3.128)
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Durch die Taylorentwicklung von vx(n∆t, k∆x) an der Stelle k∆x erhält man weiterhin

v((n+ 1)∆t, k∆x)

= v(n∆t, k∆x)− a∆t
2∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, (k − 1)∆x))

−bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))− vxx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t∆x

−a
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)) dW (τ), (3.129)

wobei ϑ eine Zufallsgröße mit −1 < ϑ < 1 ist. Folglich gilt mit der Schwarzschen Ungleichung

und den Eigenschaften des Itô-Integrales

E

∣∣∣∣v((n+ 1)∆t, k∆x)− v(n∆t, k∆x) +
a∆t
2∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, (k − 1)∆x))

+ bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
∣∣∣∣2

≤ 4Ev2
xx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t2∆x2 + 4a2∆t

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)|2 dτ

+4b2
∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ. (3.130)

Die rechte Seite der Ungleichung entspricht nun der rechten Seite der Ungleichung (3.34) und

läßt sich demnach wie in Theorem 3.3 durch den gleichen Term C(∆t2,∆x2) abschätzen.

3.3 Weitere hyperbolische stochastische

Differentialgleichungen

3.3.1 Eindimensionale Ortskoordinaten

In diesem Abschnitt werden Differenzenschemata vorgestellt, die weitere stochastische partielle

Differentialgleichungen approximieren. Um auch für diese Schemata die entsprechenden Aussa-

gen über Konvergenz, Stabilität und Konsistenz zu formulieren, sind zusätzliche Voraussetzun-

gen nötig.

Lösungen von Differentialgleichungen des Typs

v(t, x)− v(0, x) + a

∫ t

0
vx(s, x) ds+ b

∫ t

0
vx(s, x) dW (s) = 0, x ∈ IR1 (3.131)

können durch entsprechende Varianten des Lax-Friedrich-Schemas

un+1
k =

1
2
(un

k+1 + un
k−1)−

a∆t
2∆x

(un
k+1 − un

k−1)

− b

2∆x
(un

k+1 − un
k−1)(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.132)
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oder entsprechend angepaßte Varianten des FTFS-Schemas

un+1
k = (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1

− b

∆x
(un

k+1 − un
k)(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.133)

approximiert werden. Die Existenz und Eindeutigkeit des Lösungsprozesses von (3.131) ist wegen

Theorem 2.1 gesichert. Der Lösungsprozeß

v(t, x)− v(0, x) + a

∫ t

0
vx(s, x)ds+

∫ t

0
F (v(s, x), vx(s, x)) ds

+
∫ t

0
G(v(s, x), vx(s, x)) dW (s) = 0, (3.134)

wobei F, G Lipschitz-stetige Funktionen in v, vx sind, kann durch

un+1
k = (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1 −∆tF (un

k ,
un

k+1 − un
k

∆x
)

−G(un
k ,
un

k+1 − un
k

∆x
)(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)) (3.135)

approximiert werden. Theorem 2.1 sichert hier Existenz und Eindeutigkeit der Lösung von

(3.134).

Theorem 3.8. Die Differenzengleichung (3.132) mit (n+ 1)∆t = t, −1 ≤ a∆t
∆x =: R ≤ 1

und ∆t
∆x2 ≤ 1

n ist stabil im quadratischen Mittel bezüglich der ‖·‖∞-Norm mit K = 1 und β = b2.

Beweis: Aus (3.132) ergibt sich

E|un+1
k |2 = E|1

2
(un

k+1 + un
k−1)−

R

2
(un

k+1 − un
k−1)|2 +

b2∆t
4∆x2

E|un
k+1 − un

k−1|2

=
1
4
[
(1−R)2E|un

k+1|2 + 2(1−R2)E[un
k+1u

n
k−1]

+(1 +R)2E|un
k−1|2

]
+
b2∆t
4∆x2

E|un
k+1 − un

k−1|2

≤ 1
4

(
[(1−R) + (1 +R)]2 sup

k
E|un

k |2
)

+
b2∆t
∆x2

sup
k
E|un

k |2

≤
{

1 +
b2∆t
∆x2

}
sup

k
E|un

k |2 ≤
{

1 +
b2

n

}
sup

k
E|un

k |2 (3.136)

und folglich

sup
k
E|un+1

k |2 ≤
{

1 +
b2

n

}
sup

k
E|un

k |2 ≤
{

1 +
b2

n

}n+1

sup
k
E|u0

k|2. (3.137)

Deshalb gilt

‖un+1‖∞ ≤ [1 +
b2

n
]

n+1
2 ‖u0‖∞ ≤ eb

2‖u0‖∞. (3.138)

Entsprechend erhält man auch
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Theorem 3.9. Das Differenzenschema (3.133), das Gleichung (3.131) approximiert, mit

(n+1)∆t = t, −1 ≤ a∆t
∆x =: R ≤ 0 und ∆t

∆x2 ≤ 1
n ist stabil im quadratischen Mittel bezüglich der

‖ · ‖2,∆x-Norm mit K = 1 und β = 4b2.

Beweis: Wendet man E| · |2 auf (3.133) an und beachtet die Unabhänigikeit der Wiener-Prozeß-

Zuwächse, so ergibt sich

E|un+1
k |2 = E|(1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1

− b

∆x
(un

k+1 − un
k)(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))|2

= E|(1 +R)un
k −Run

k+1|2 +
b2∆t
∆x2

E|un
k+1 − un

k |2. (3.139)

Addiert man über alle k, so liefert eine einfache Rechnung

∞∑
k=−∞

E|un+1
k |2∆x ≤ (|1 +R|+ |R|)2

∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x+

4b2∆t
∆x2

∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x

≤
(
(|1 +R|+ |R|)2 +

4b2

n

) ∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x

≤
(
1 +

4b2

n

) ∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x

≤
(
1 +

4b2

n

)n ∞∑
k=−∞

E|u0
k|2∆x

≤ e4b2
∞∑

k=−∞
E|u0

k|2∆x. (3.140)

Theorem 3.10. Das Differenzenschema (3.135), das die Gleichung (3.134) approximiert, ist

stabil im quadratischen Mittel bezüglich der ‖·‖2,∆x-Norm mit (n+1)∆t = t, ∆t
∆x2 ≤ 1

n , ∆x0 = 1,

wenn F und G die folgenden Bedingungen erfüllen.

|F (t, x, y, z)| ≤ C1 {|y|+ |z|}

(3.141)

|G(t, x, y, z)| ≤ C2 {|y|+ |z|} ,

|F (t, x, y, z)− F (t, x, u, v)| ≤ C3 {|y − u|+ |z − v|}

(3.142)

|G(t, x, y, z)−G(t, x, u, v)| ≤ C4 {|y − u|+ |z − v|}

für alle x, y, u, v ∈ IR1, t ≥ 0.
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Beweis: Aus (3.135) folgt

E | un+1
k |2 = E | (1 + a

∆t
∆x

)un
k − a

∆t
∆x

un
k+1 −∆tF (un

k ,
un

k+1 − un
k

∆x
) |2

+∆tE | G(un
k ,
un

k+1 − un
k

∆x
) |2 . (3.143)

Mit (3.141) ergibt sich unter Beachtung von ∆t ≤ ∆t
∆x ≤

∆t
∆x2

E|un+1
k |2 ≤ E|(1 +R)un

k −Run
k+1 + C1∆t

(
|un

k |+
|un

k+1 − un
k |

∆x

)
|2

+C2∆tE
∣∣∣ | un

k | +
| un

k+1 − un
k |

∆x

∣∣∣2
≤ E|(1 +R)un

k −Run
k+1|2 +

∆t
∆x2

(C̃1E|un
k |2 + C̃2E|un

k+1|2). (3.144)

Addiert man nun wieder über alle k auf und ordnet die Reihen entsprechend, so folgt die Sta-

bilität aus
∞∑

k=−∞
E|un+1

k |2∆x ≤
(
(|1 +R|+ |R|)2 +

C̃3

n

) ∞∑
k=−∞

E|un
k |2∆x. (3.145)

Bemerkung 3.7. Die Konsistenz beider Schemata läßt sich in analoger Weise zur Konsistenz

des sFTFS-Schemas zeigen. Die Anwendungen der Fouriertransformation in der Stabilitätsana-

lyse führen im nichtlinearen Fall aber nicht mehr zum Ziel. Die Existenz einer schwach konver-

gierenden Teilfolge ergibt sich aus Theorem 3.7.

3.3.2 Differenzenschemata mit zwei und mehr Raumvariablen

Entsprechend der Ausführungen für den eindimensionalen Raumfall kann man die Theorie auch

auf den zweidimensionalen bzw. allgemein vektorwertigen Fall ausweiten.

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung:

v(t, x, y)− v(0, x, y) + a1

∫ t

0
vx(s, x, y) ds

+ a2

∫ t

0
vy(s, x, y) ds+ b

∫ t

0
v(s, x, y) dW (s) = 0 (3.146)

mit der Anfangswertfunktion

v(0, x, y) = f(x, y), f ∈ L2(IR1 × IR1), (3.147)

wobei die Lösung im Sinne von Definition 2.8 zu verstehen ist.

Die Vorgehensweise für höhere Dimensionen ist ähnlich dem eindimensionalen Fall, bringt na-

turgemäß aber einen höheren Aufwand mit sich. Beispielsweise ergibt sich für (3.146) eine zwei-

dimensionale Version des sFTFS-Schemas

un+1
j,k = un

j,k −
a1∆t
∆x

(un
j+1,k − un

j,k)−
a2∆t
∆y

(un
j,k+1 − un

j,k)

−bun
j,k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t)). (3.148)
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un
j,k bezeichne dabei die Approximation im Punkt (n∆t, j∆x, k∆y) oder im Gitterpunkt (n, j, k).

Dabei werden die folgenden Anfangswerte für das Differenzenverfahren in analoger Weise zum

eindimensionalen Fall gewählt:

u0
j,k = f(j∆x, k∆y) = v0

j,k (3.149)

gewählt. Exemplarisch wird hier die Stabilität und Konsistenz des Schemas (3.148) gezeigt.

Theorem 3.11. Das zweidimensionale sFTFS-Schema mit (n+1)∆t = t und −1 ≤ Rx+Ry ≤ 0,

wobei Rx := a1
∆t
∆x und Ry := a2

∆t
∆y , Rx, Ry ≤ 0, ist stabil im quadratischen Mittel bezüglich der

‖ · ‖2,∆x,∆y-Norm, definiert durch ‖uj,k‖2,∆x,∆y := 2

√∑+∞
j,k=−∞ |uj,k|2∆x∆y.

Beweis: Wendet man E| · |2 auf das zweidimensonale sFTFS (3.148) an und beachtet die Un-

abhängigkeit der Zuwächse des Wiener-Prozesses, so erhält man

E|un+1
j,k |2 = E|un

j,k −Rx(un
j+1,k − un

j,k)

−Ry(un
j,k+1 − un

j,k)− bun
j,k(W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))|2

= E|(1 +Rx +Ry)un
j,k − (Rxu

n
j+1,k +Ryu

n
j,k+1)|2 + b2∆tE|un

j,k|2.

Mittels Rekursion erhält man dann auch
∑∞

j,k=−∞E|un
j,k|2∆x∆y < ∞. Addiert man nun über

alle j und k und schätzt das Binom ab, so erhält man

+∞∑
j,k=−∞

E|un+1
j,k |2∆x∆y

=
+∞∑

j,k=−∞

[
E|(1 +Rx +Ry)un

j,k − (Rxu
n
j+1,k +Ryu

n
j,k+1)|2 + b2∆tE|un

j,k|2
]
∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[(
|1 +Rx +Ry|2E|un

j,k|2 − 2(1 +Rx +Ry)(RxE(un
j,ku

n
j+1,k)

+RyE(un
j,ku

n
j,k+1)) + E|Rxu

n
j+1,k +Ryu

n
j,k+1|2

)
+b2∆tE|un

j,k|2
]
∆x∆y.

Ordnet man diese Reihe geschickt um, so erhält man

+∞∑
j,k=−∞

E|un+1
j,k |2∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[(
|1 +Rx +Ry|2E|un

j,k|2 − 2(1 +Rx +Ry)(Rx +Ry)E(un
j,ku

n
j+1,k)

+E|Rxu
n
j+1,k +Ryu

n
j,k+1|2 + b2∆tE|un

j,k|2
]
∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[(
|1 +Rx +Ry|2E|un

j,k|2 − 2(1 +Rx +Ry)(Rx +Ry)E(un
j,ku

n
j+1,k)

+|Rx|2E|un
j+1,k|2 + 2|RxRy|E|un

j,k+1u
n
j+1,k|+ |Ry|2E|un

j,k+1|2

+b2∆tE|un
j,k|2

]
∆x∆y.
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Schätzt man hier das gemischte Glied mit der binomischen Formel ab und ordnet die Reihe nun

noch einmal um, so ergibt sich

+∞∑
j,k=−∞

E|un+1
j,k |2∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[(
|1 +Rx +Ry|2E|un

j,k|2 − 2(1 +Rx +Ry)(Rx +Ry)E|un
j,k|2

+|Rx|2E|un
j,k|2 + 2|RxRy|E|un

j,k|2 + |Ry|2E|un
j,k|2 +b2∆tE|un

j,k|2
]
∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[(
|1 +Rx +Ry|2E|un

j,k|2 + 2|1 +Rx +Ry||Rx +Ry|E|un
j,k|2

+|Rx|2E|un
j,k|2 + 2|RxRy|E|un

j,k|2 + |Ry|2E|un
j,k|2 +b2∆tE|un

j,k|2
]
∆x∆y

≤
+∞∑

j,k=−∞

[
(|1 +Rx +Ry|+ |Rx +Ry|)2 + b2∆t

]
E|un

j,k|2∆x∆y. (3.150)

Nun braucht man nur noch die Voraussetzungen an Rx, Ry wie in den anderen Stabilitätsbewei-

sen auszunutzen, vergleiche den Beweis von Theorem 3.1.

Theorem 3.12. Es sei v(0, ·, ·) ∈ C5,α. Das Schema (3.148) ist konsistent im Sinne von Defi-

nition 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)∆t, j∆x, k∆y)

= v(n∆t, j∆x, k∆y)− a1

∫ (n+1)∆t

n∆t
vx(τ, j∆x, k∆y) dτ

−a2

∫ (n+1)∆t

n∆t
vy(τ, j∆x, k∆y) dτ − b

∫ (n+1)∆t

n∆t
v(τ, j∆x, k∆y) dW (τ)

= v(n∆t, j∆x, k∆y)− a1vx(n∆t, j∆x, k∆y)∆t− a2vy(n∆t, j∆x, k∆y)∆t

−bv(n∆t, j∆x, k∆y) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

−a1

∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, j∆x, k∆y)− vx(n∆t, j∆x, k∆y)) dτ

−a2

∫ (n+1)∆t

n∆t
(vy(τ, j∆x, k∆y)− vy(n∆t, j∆x, k∆y)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)) dW (τ). (3.151)

Da wegen Theorem 2.1 v(t, x, y) bezüglich x dreimal stetig differenzierbar ist, gilt für

ṽ(t, x, y) := vxx(t, x, y)

ṽ(t, x, y)− vxx(0, x, y)− a1

∫ t

0
ṽx(τ, x, y) dτ

−a2

∫ t

0
ṽy(τ, x, y) dτ − b

∫ t

0
ṽ(τ, x, y) dW (τ) = 0 (3.152)
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und wegen Theorem 2.3 gilt

C1 := sup
t∈[0,T ]

∫
IR1

E|ṽ(t, x, y)|2 dx < +∞. (3.153)

Entsprechend erhält man auch

C2 := sup
t∈[0,T ]

∫
IR1

E|vyy(t, x, y)|2 dx < +∞. (3.154)

Durch die Taylorentwicklung von vx(n∆t, j∆x, k∆y) an der Stelle j∆x und von

vy(n∆t, j∆x, k∆y) an der Stelle k∆y erhält man weiterhin

v((n+ 1)∆t, j∆x, k∆y)

= v(n∆t, j∆x, k∆y)− a1∆t
∆x

(v(n∆t, (j + 1)∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

−a2∆t
∆x

(v(n∆t, j∆x, (k + 1)∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

−bv(n∆t, j∆x, k∆y) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

−vxx(n∆t, (j + ϑ1)∆x, k∆y)∆t∆x− vyy(n∆t, j∆x, (k + ϑ2)∆y)∆t∆y

−a1

∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, j∆x, k∆y)− vx(n∆t, j∆x, k∆y)) dτ

−a2

∫ (n+1)∆t

n∆t
(vy(τ, j∆x, k∆y)− vy(n∆t, j∆x, k∆y)) dτ

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)) dW (τ), (3.155)

wobei ϑi, i = 1, 2, Zufallsgrößen mit 0 < ϑi < 1 sind. Folglich gilt mit der Schwarzschen

Ungleichung und den Eigenschaften des Itô-Integrales

E

∣∣∣∣v((n+ 1)∆t, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)

+
a1∆t
∆x

(v(n∆t, (j + 1)∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

+
a2∆t
∆y

(v(n∆t, j∆x, (k + 1)∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

+ bv(n∆t, j∆x, k∆y) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
∣∣∣∣2

≤ C3Ev
2
xx(n∆t, (j + ϑ1)∆x, k∆y)∆t2∆x2 + C3Ev

2
yy(n∆t, j∆x, (k + ϑ2)∆y)∆t2∆y2

+C3a
2
1∆t

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, j∆x, k∆y)− vx(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ

+C3a
2
2∆t

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vy(τ, j∆x, k∆y)− vy(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ

+C3b
2

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ. (3.156)
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Wegen (3.153) und (3.154) erhalten wir

∞∑
j,k=−∞

(
Ev2

xx(n∆t, (k + ϑ1)∆x, j∆y)∆t2∆x2
)
∆x∆y ·∆t2∆x2

+
∞∑

j,k=−∞

(
Ev2

yy(n∆t, k∆x, (j + ϑ2)∆y)∆t2∆y2
)
∆x∆y ·∆t2∆x2

≤ C4∆t2(∆x2 + ∆y2), (3.157)

wobei C4 = max{C1, C2}. Nach der Integraldefinition gilt, dass es zu jedem ε > 0 ein hinreichend

kleines ∆x gibt, so dass

∞∑
j,k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, j∆x, k∆y)− vx(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ∆x∆y

≤ ε+
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, x, y)− vx(n∆t, x, y)|2 dτ dx dy. (3.158)

Da ε > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann ε auch als ∆t2 gewählt werden. Aus einem

zweidimensionalen Analogon von Theorem 2.6 folgt dann wegen

vx(t, x) = vx(0, x, y) + a1

∫ t

0
vxx(τ, x, y) dτ + a2

∫ t

0
vxy(τ, x, y) dτ

+b
∫ t

0
vx(t, x, y) dW (τ), (3.159)

dass
∞∑

j,k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, j∆x, k∆y)− vx(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ∆x∆y ≤ ∆t2 + C5∆t2 (3.160)

gilt. Entsprechend erhält man auch

∞∑
j,k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vy(τ, j∆x, k∆y)− vy(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ∆x∆y ≤ ∆t2 + C6∆t2. (3.161)

Mit analogen Überlegungen erhalten wir zunächst

∞∑
j,k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ∆x∆y

≤ ∆t2 +
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, x, y)− v(n∆t, x, y)|2 dτ dx dy. (3.162)

Theorem 2.6 liefert dann
∞∑

j,k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)|2 dτ∆x∆y ≤ ∆t2 + C7∆t2. (3.163)
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Mit (3.157), (3.160), (3.161), (3.163) folgt schließlich aus (3.156)

E |v((n+ 1)∆t, j∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y)

+
a1∆t
∆x

(v(n∆t, (j + 1)∆x, k∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

+
a2∆t
∆y

(v(n∆t, j∆x, (k + 1)∆y)− v(n∆t, j∆x, k∆y))

+ bv(n∆t, j∆x, k∆y) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))
∣∣∣∣2

≤ C8

(
∆t2∆x2 + ∆t2∆y2 + ∆t2 + ∆t3

)
· C9

≤ C10

(
∆t2∆x2 + ∆t2∆y2 + ∆t2 + ∆t3

)
=: C(∆t2,∆x2,∆y2), (3.164)

wobei C8 := max{1,max{i:i=1,...,7}{Ci}}, C9 := max{1, a2
1, a

2
2, b

2} und C10 = C9 · C8 ist.

C(∆t2,∆x2,∆y2) erfüllt offenbar die geforderten Bedingungen.



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme

In diesem Kapitel werden Differenzenmethoden zur approximativen Lösung von Anfangsrand-

wertaufgaben für stochastische partielle Differentialgleichungen untersucht. Dabei wird im er-

sten Abschnitt gezeigt, wie sich die Betrachtungen mit Randwerten in die allgemeine Theorie

einfügen und welche Bedingungen bei der Randwertapproximation zu beachten sind. Im zweiten

Abschnitt wird die Lösung der Itô-Gleichung in Wahrscheinlichkeit durch Lösungen von Glei-

chungen approximiert, die selber keine stochastischen Integrale bzgl. des Wiener-Prozesses mehr

enthalten. Zur Approximation dieser Lösungen kann man Differenzenverfahren, die konsistent

und stabil sind, verwenden. In den letzten Abschnitten werden Anfangs- und Randwertprobleme

für Systeme stochastischer Differentialgleichungen untersucht. Es werden verschiedene Begriffe

der Wohlgestelltheit für Randwertprobleme eingeführt, und es wird gezeigt, dass die betrachte-

ten Probleme den Begriffsbildungen genügen. Dabei kann man die Frage der Wohlgestelltheit des

stochastischen Problems auf die Wohlgestelltheit des deterministischen Problems zurückführen.

In analoger Weise kann man dann die Stabilitätsanalyse der approximierenden Systeme auf

die Stabilitätsanalyse im deterministischen Fall zurückführen, d.h. man erhält für die approxi-

mierenden Systeme des stochastischen Differentialgleichungssystems die Stabilität genau dann,

wenn schon das deterministische System stabil ist.

4.1 Das stochastische Anfangs- und Randwertproblem

In diesem Kapitel soll die Lösung der Differentialgleichung

v(t, x) = v(0, x)−
∫ t

0
avx(s, x)ds−

∫ t

0
bv(s, x)dW (s) (4.1)

mit der Anfangswertbedingung

v(0, x) = f(x) mit f ∈ L2(IR1) (4.2)

und der Randwertbedingung

v(t, 0) = g(t) mit g ∈ L2(IR1) (4.3)

untersucht werden. Damit die Gleichung (4.1) gemäß der Definiton einer W 1
2 (IRn)-Lösung, vgl.

dazu Definition 2.3, einen Sinn hat, muß gelten, dass

lim
x−→∞

v(t, x) = 0 P-f.s., (4.4)
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denn eine W 1
2 (IRn)-Lösung ist natürlich auch eine verallgemeinerte Lösung und für die Integral-

bildung wird diese Voraussetzung benötigt. Wir nehmen eine parabolische Regularisierung des

Problems vor und erhalten

vε(t, x) = vε(0, x)−
∫ t

0

(
ε
∂2

∂x2
vε(s, x) + avε,x(s, x)

)
ds−

∫ t

0
bvε(s, x)dW (s), (4.5)

wobei für die Lösung die Anfangswertbedingung (4.2) und die Randwertbedingungen (4.3) und

(4.4) gelten. Damit hat man ein parabolisches Randwertproblem, das sich komplett in die allge-

meine Theorie einordnen läßt, vergleiche Pardoux [52]. Die Lösung von (4.5) ist dabei insbeson-

dere eindeutig. O.B.d.A. kann g(t) ≡ 0 gesetzt werden. Deswegen gelten auch für das Problem

mit den Randwertbedingungen (4.3) und (4.4) die Aussagen der Theoreme 2.2 - 2.4.

4.2 Approximation durch stückweise differenzierbare

Rauschprozesse

In diesem Abschnitt soll die Lösung der Differentialgleichung

v(t, x) = v(0, x) +
∫ t

0

(
avx(s, x) +

b2

2
v(s, x)

)
ds+

∫ t

0
bv(s, x) dW (s) (4.6)

mit der Anfangswertbedingung

v(0, x) = f(x) (4.7)

und der Randwertbedingung

v(t, 0) = g(t) (4.8)

durch Lösungen von Gleichungen approximiert werden, die keine stochastischen Integrale be-

züglich des Wiener-Prozesses enthalten. Eine ähnliche Vorgehensweise findet man bei Grecksch

und Schmalfuß [14] oder Gyöngy [22]. Das stochastische Integral in (4.6) versteht sich auch

hier im Sinne von Itô, wobei sich der zusätzliche Term in (4.6) dadurch ergibt, dass durch die

gewählte Approximation der Übergang zum Stratonovich-Integral erforderlich ist. Wir approxi-

mieren Gleichung (4.6) dadurch, dass wir den Wiener-Prozess W durch einen Prozess W δ mit

stückweise differenzierbaren Trajektorien ersetzen

vδ(t, x) = vδ(0, x) +
∫ t

0
avx,δ(s, x)ds+

∫ t

0
bvδ(s, x)dW δ(s), (4.9)

wobei die Anfangs- und Randwertbedingungen beibehalten werden. Dabei istW δ
t ∈ C([0, T ]; IR1)

durch

W δ(t) =
{

0, falls t ∈ [tn0 , t
n
1 )

W (tni−1) + 1
δ

(
W (tni )−W (tni−1)

)
(t− tni−1), falls t ∈ [tni , t

n
i+1

)
; i ≥ 1,

(4.10)
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definiert und 0 = tn0 < tn1 < tn2 < · · · < tnn−1 < tnn = T eine äquidistante Zerlegung des Intervalles

[0, T ] ist. Wir setzen tni = i2−nT ; i = 0, · · · , 2n und bezeichnen δ = 2−nT .

Bei der Approximation durch den stückweise differenzierbaren Wiener-Prozess werden wir das

folgende Lemma aus dem Buch von Ikeda und Watanabe, [29], Kapitel 7, Formel 7.1 verwenden.

Lemma 4.1. Es gilt:

E sup
0≤t≤T

|W (t)−W δ(t) |2−→ 0 für n→∞. (4.11)

Dabei hatW δ im Gegensatz zum Wiener-Prozess absolutstetige Realisierungen. Deshalb existiert

die Ableitung Ẇ δ, so dass für t ∈ [0, T ] gilt:

W δ(t) =
∫ t

0
Ẇ δ(τ)dτ =

∫ t

0
dẆ δ(τ). (4.12)

Hierbei ist dW δ(t) = Ẇ δ(t)dt.

Theorem 4.1. Angenommen v und vδ seien Lösungen von (4.6) und (4.9) mit der Anfangsbe-

dingung (4.7) und der Randbedingung (4.8). Dann gilt:

sup
0≤t≤T

‖ v(t, x)− vδ(t, x) ‖H−→ 0 (4.13)

für δ → 0 in Wahrscheinlichkeit mit H = (H,
〈
·, ·
〉
)H), wobei H = L2 [ 0,∞ ).

Bemerkung 4.1. Die Existenz einer (eindeutigen) Lösung vδ der approximierenden Proble-

me folgt für festes ω ∈ Ω aus der deterministischen Theorie. Die Existenz einer (eindeutigen)

Lösung für (4.6), (4.7), (4.8) folgen aus Abschnitt 4.1. Theorem 4.1 gilt natürlich auch für das

Anfangswertproblem (4.6), (4.7).

Beweis: Mit der Itô-Formel folgt aus der Gleichung (4.9)

d
〈
bvδ, vδ

〉
=

〈
bavx,δ, vδ

〉
dt+

〈
b2vδ, vδ

〉
dWn,δ(t)

+
〈
bvδ, avx,δ

〉
dt+

〈
bvδ, bvδ

〉
dWn,δ(t). (4.14)

Angewandt auf die Gleichungen (4.6), (4.9) liefert die Itô-Formel

d
〈
bvδ, v

〉
=

〈
bavx,δ, v

〉
dt+

〈
b2vδ, v

〉
dWn,δ(t)

+
〈
bvδ, avx +

b2

2
v
〉
dt+

〈
bvδ, bv

〉
dW (t). (4.15)
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Im nächsten Schritt wendet man die Itô-Formel auf ‖ v(t, x)− vδ(t, x) ‖2 an und erhält

d ‖ v(t, x)− vδ(t, x) ‖2 = d ‖ −
∫ t

0

(
a(vx(t, x)− vx,δ(t, x) +

b2

2
v(t, x)

)
dt

−b
[ ∫ t

0
v(t, x)dW (t)−

∫ t

0
vδ(t, x)dWn,δ(t) ‖2

= 2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), a(vx(t, x)− vx,δ(t, x))

〉
dt

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x),

b2

2
v(t, x)

〉
dt

+ ‖ bv(t, x) ‖2H dt

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), bv(t, x)

〉
dW (t)

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), bvδ(t, x)

〉
dWn,δ(t)

= 2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), a(vx(t, x)− vx,δ(t, x))

〉
dt

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x),

b2

2
v(t, x)

〉
dt

+ ‖ bv(t, x) ‖2H dt

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), b(v(t, x)− vδ(t, x))

〉
dW (t)

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), bvδ(t, x)

〉
(dW (t)− dWn,δ(t)), (4.16)

wobei im zweiten Schritt der Term 2
〈
v − vδ, bvδ

〉
dW (t) addiert und subtrahiert wurde. Die

hier verwandte unendlichdimensionale Version der Itô-Formel findet sich im Anhang 5.1 und

stammt ursprünglich aus Gyöngy und Krylov [24]. Im Folgenden betrachten wir den zweiten,

den dritten und den fünften Summanden von Gleichung (4.16). Zuerst betrachten wir den letzten

Summanden

2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), bvδ(t, x)

〉
(dW (t)− dWn,δ(t))

aus Gleichung (4.16). Bildet man von 2
[〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)]
das Dif-

ferential, so ergibt sich

2d
[〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)]
= 2d

〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
+2
〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
dW (t)− dWn,δ(t)

)
. (4.17)

Mit

d
〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉
= d

〈
bvδ(t, x), v(t, x)

〉
− d
〈
bvδ(t, x), vδ(t, x)

〉
(4.18)
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erhält man unter Beachtung von (4.14) und (4.15)

2d
〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
= 2

〈
bavx,δ(t, x), v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

+2
〈
b2vδ(t, x), v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
bvδ(t, x), avx(t, x) +

b2

2
v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

+2
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dW (t)

−2
〈
avx,δ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

−2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
vδ(t, x), bavx,δ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

−2
〈
vδ(t, x), b2vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉
dt. (4.19)

Für den Term d
[ ∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t)(W (t)−Wn,δ(t))

]
gilt:

d
[ ∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t)(W (t)−Wn,δ(t))

]
= d

[ ∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) ·

∫ t

0
dW (s)

]
−d
[ ∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) ·

∫ t

0
dWn,δ(s)

]
=

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) ·W (t)

+
∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) · dW (t) +

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dt

−
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) ·Wn,δ(t)−

(∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t)

)
dWn,δ(t)

=
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t)

(
W (t)−Wn,δ(t)

)
+
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dt

+
∫ t

0

〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dW (t) ·

(
dW (t)− dWn,δ(t)

)
. (4.20)

Betrachtet man nun den dritten Summanden ‖ bv ‖2H dt aus Gleichung (4.16), so erhält man〈
bv(t, x), bv(t, x)

〉
dt

= 2
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
dt

−2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
b[v(t, x)− vδ(t, x)], b[v(t, x)− vδ(t, x)]

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
[〈
bv(t, x), bv(t, x)

〉
−
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
−
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉]
·
[(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
]
. (4.21)
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Für den zweiten Summanden in (4.16) erhält man

2
〈
v(t, x)− vδ(t, x),

b2

2
v(t, x)

〉
dt

=
〈
v(t, x)− vδ(t, x), b2v(t, x)

〉
dt

= +2
〈
b2vδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
b2(v(t, x)− vδ(t, x)), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
b2v(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉((
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
)
. (4.22)

Mit diesen Umformungen erhält man für Gleichung (4.16) unter Beachtung von (4.19)

d ‖ v(t, x)− vδ(t, x) ‖2

= 2d
[〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)]
−2
〈
bavx,δ(t, x), v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

−2
〈
b2vδ(t, x), v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
bvδ(t, x), avx(t, x) +

b2

2
v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

−2
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dW (t)

+2
〈
avx,δ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

+2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
vδ(t, x), bavx,δ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dt

+2
〈
vδ(t, x), b2vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
bv(t, x), vδ(t, x)

〉
dt+ 2

〈
bv(t, x), vδ(t, x)

〉
dt

−2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
b(v(t, x)− vδ(t, x)), b(v(t, x)− vδ(t, x))

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
[〈
bv(t, x), bv(t, x)

〉
−
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉
−
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉]
·
[(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
]

+2
〈
b2vδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
b(v(t, x)− vδ(t, x)), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
b2v(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉[(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
]

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), b

(
v(t, x)− vδ(t, x)

)〉
dW (t)

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), a

(
vx(t, x)− vx,δ(t, x)

)〉
dt. (4.23)

Es ist unser nächstes Ziel die behauptete Konvergenz in Wahrscheinlichkeit unter Beschränkt-
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heitsannahmen zu zeigen. Wir führen deshalb die folgenden Stoppzeiten ein:

τ1
N,δ = inf

{
t ∈ [0, T ] :‖ vδ(t, x) ‖2H≥ N

}
τ1
N = inf

{
t ∈ [0, T ] :‖ v(t, x) ‖2H≥ N

}
τ2
N = inf

{
t ∈ [0, T ] :

∫ t

0
|W (s)−Wn,δ(s) | · | Ẇn,δ(s) | ds ≥ N

}
τ3
N,δ = inf

{
t ∈ [0, T ] :‖ vx,δ(t, x) ‖2H≥ N

}
τ3
N = inf

{
t ∈ [0, T ] :‖ vx(t, x) ‖2H≥ N

}
τN,δ = min

{
τ1
N,δ, τ

1
N , τ

2
N , τ

3
N,δ, τ

3
N

}
.

Entsprechend benötigt man beschränkte Anfangswerte, die man wie folgt erhält:

v0,N,δ =
{ v0,δ

‖vN,δ‖H
·N : ‖ vN,δ ‖H> N

v0,δ : ‖ vN,δ ‖H≤ N

v0,N =
{ v0

‖vN‖H
·N : ‖ vN ‖H> N

v0 : ‖ vN ‖H≤ N.

Nun betrachten wir die Summanden von (4.23). Für den ersten Summanden

dR1
δ := 2d

[〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉](
W (t)−Wn,δ(t)

)
(4.24)

gilt

R1
δ = 2

〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
.

Daraus folgt, dass

sup
t∈[0,T ]

R1
δ(τN,δ ∧ t)

= sup
t∈[0,T ]

∫ τN,δ∧t

0
2
〈
bvδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉
dt ·

(
W (t)−Wn,δ(t)

)
−→ 0 (4.25)

in Wahrscheinlichkeit gilt, da WN,δ(t) gleichmäßig auf [0, T ] gegen W (t) konvergiert. Nun be-

trachten wir die Terme aus (4.23), die ebenfalls den Faktor (W (t)−Wn,δ(t)) enthalten, d.h.

dR2
δ :=

{
2
〈
bavx,δ(t, x), v(t, x)

〉
dt+ 2

〈
bvδ(t, x), avx(t, x) +

b2

2
v(t, x)

〉
dt

−2
〈
avx,δ(t, x), bvδ(t, x)

〉
dt− 2

〈
vδ(t, x), bavδ(t, x)

〉
dt
}

·
(
W (t)−Wn,δ(t)

)
. (4.26)

Diese Terme konvergieren wegen analoger Überlegungen zum Konvergenzbeweis von (4.25) gegen

Null. Mit der Beziehung (4.20) enthält (4.23) auch den folgenden Term

2
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉
dW (t) ·

(
W (t)−Wn,δ(t)

)
. (4.27)
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Setzt man

dIδ :=
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉
dW (t),

so folgt

sup
t∈[0,T ]

Iδ(t ∧ τN,δ) = sup
t∈[0,T ]

∫ τN,δ∧t

0

〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉
dW (t) (4.28)

und es gilt

E sup
t∈[0,T ]

| Iδ(t ∧ τN,δ)
(
W (t)−Wn,δ(t)

)
|2

≤ 2
∫ t∧τN,δ

t
E sup

t∈[0,T ]
|
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉
|2 dt · E sup

t∈[0,T ]
|W (t)−Wn,δ(t) |2

≤ CE sup
t∈[0,T ]

|W (t)−Wn,δ(t) |2 . (4.29)

Mit Lemma 4.1 folgt, dass (4.29) im quadratischen Mittel gegen Null strebt. Analog folgt, dass

der Term

dR3
δ := −2

〈
b2vδ(t, x), v(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
bvδ(t, x), bv(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dW (t)

+2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
vδ(t, x), b2vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

−2
〈
bvδ(t, x), bvδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)

+2
〈
b2vδ(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t) (4.30)

unter Benutzung von Lemma 4.1 im quadratischen Mittel gegen Null strebt. Für die nächsten

Summanden in (4.23) führen wir

dR4
δ := −2

[〈
bv(t, x), bv(t, x)

〉
−
〈
bv(t, x), bvδ(t, x)

〉]
·
[(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
]

(4.31)

und

dR5
δ := −2

〈
b2v(t, x), v(t, x)− vδ(t, x)

〉[(
W (t)−Wn,δ(t)

)
dWn,δ(t)− 1

2
dt
]

(4.32)

ein. Es gilt: ∫ t∧τN,δ

0
(W (s)−WN,δ(s))ẆN,δ(s)ds

=
∫ t∧τN,δ

0
W (s)ẆN,δ(s)ds−

∫ t∧τN,δ

0
WN,δ(s)ẆN,δ(s)ds

=
∫ t∧τN,δ

0
W (s)dWN,δ(s)− 1

2
WN,δ(t ∧ τN,δ)2. (4.33)
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Für den ersten Summanden in (4.33) erhält man mit partieller Integration∫ t∧τN,δ

0
W (s)dWN,δ(s) = W (t ∧ τN,δ)WN,δ(t ∧ τN,δ)−

∫ t∧τN,δ

0
WN,δ(s)dW (s)

= W (t ∧ τN,δ)WN,δ(t ∧ τN,δ)

+
∫ t∧τN,δ

0
(W (s)−WN,δ(s))dW (s)−

∫ t∧τN,δ

0
W (s)dW (s)

= W (t ∧ τN,δ)WN,δ(t ∧ τN,δ)

+
∫ t∧τN,δ

0
(W (s)−WN,δ(s))dW (s)

−
(1
2
W 2(t ∧ τN,δ)−

1
2
(t ∧ τN,δ)

)
(4.34)

Eingesetzt in (4.33) ergibt sich∫ t∧τN,δ

0
(W (t)−WN,δ(t))ẆN,δ(t)ds

=
∫ t∧τN,δ

0
(W (s)−WN,δ(s))dW (s) +

1
2
(t ∧ τN,δ)

−1
2

(
W (t ∧ τN,δ)2 − 2W (t ∧ τN,δ)WN,δ(t ∧ τN,δ) +WN,δ(t ∧ τN,δ)2

)
. (4.35)

Aus (4.35) folgt ∫ t∧τN,δ

0
(W (t)−WN,δ(t))ẆN,δ(t)ds− 1

2
(t ∧ τN,δ)

=
∫ t∧τN,δ

0
(W (s)−WN,δ(s))dW (s)

−1
2

(
W (t ∧ τN,δ)−WN,δ(t ∧ τN,δ)

)2
. (4.36)

Wegen der gleichmäßigen Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen Null für δ → 0 geht die

rechte Seite von Gleichung (4.36) gegen Null in Wahrscheinlichkeit und somit auch die linke

Seite der Gleichung. Unter Beachtung von (4.36) gehen auch die Ausdrücke dR4
δ und dR5

δ in

Wahrscheinlichkeit gegen Null. Führen wir die Schreibweisen

dRδ := dR1
δ + dR2

δ + dR3
δ + dR4

δ + dR5
δ , (4.37)

dφ1(t) := 4b2
(
W (t)−WN,δ(t)

)
dWN,δ(t), (4.38)

d(∆δ(t)) := d ‖ v(t, x)− vδ(t, x) ‖2 (4.39)
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ein, so ergibt sich für Gleichung (4.23):

d(∆δ(t)) = dR1
δ + dR2

δ + dR3
δ + dR4

δ + dR5
δ

+4b2(∆δ(t))dWN,δ(t)
(
W (t)−WN,δ(t)

)
+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), b

(
v(t, x)− vδ(t, x)

)〉
dW (t)

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), a

(
vx(t, x)− vx,δ(t, x)

)〉
dt

= dRδ + φ1(t)(∆δ(t)) + 2b((∆δ(t))dW (t)

+2
〈
v(t, x)− vδ(t, x), a

(
vx(t, x)− vx,δ(t, x)

)〉
dt

≤ dRδ + φ1(t)(∆δ(t)) + 2b((∆δ(t))dW (t)

+2‖v(t, x)− vδ(t, x)‖H |a|dt

≤ dRδ + φ1(t)(∆δ(t)) + 2b((∆δ(t))dW (t)

+C‖v(t, x)− vδ(t, x)‖Hdt. (4.40)

Weiterhin führen wir die Prozesse

Φ(t) := (| φ1(t) | + | C |), (4.41)

Λ(t) := 2b((∆δ(t)) (4.42)

ein. Es sei Ξ(t) ≤ 0 P -f.s. der Prozess, der bei Addition auf der rechten Seite von (4.40) die

Gleichung herstellt. Dann erhalten wir aus (4.40)

d(∆δ(t)) = dRδ + φ1(t)(∆δ(t))dt+ 2b((∆δ(t))dW (t)

+C(∆δ(t))dt+ Ξ(t)

= dRδ + Φ(t)(∆δt) + Λ(t)dW (t) + Ξ(t)dt. (4.43)

Nun wollen wir (4.43) in zwei Gleichungen zerlegen. Deshalb führen wir die Prozesse

d∆δ(t) = Φ(t)∆δ(t)dt+ Λ(t)dW (t), (4.44)

∆δ(0) = ‖ v0,N − v0,N,δ ‖2H , (4.45)

und

d∆δ(t) = Φ(t)∆δ(t)dt+ dRδ(t) + Ξ(t)dt, (4.46)

ein. Wir erhalten

∆δ(t) = ∆δ(0) +
∫ t

0
Φ(s)∆δ(s) ds+

∫ t

0
Λ(s)dW (s) (4.47)

∆δ(t) =
∫ t

0
Φ(s)∆δ(s) ds+

∫ t

0
dRδ(s) +

∫ t

0
Ξ(s)ds. (4.48)
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Für die entsprechende Integralgleichung erhält man folgende Abschätzung:

∆δ(t ∧ τN,δ) =
∫ t∧τN,δ

0
Φ(s)∆δ(s)ds+Rδ(t ∧ τN,δ) +

∫ t∧τN,δ

0
Ξ(s)ds

≤
∫ t∧τN,δ

0
Φ(s)∆δ(s)ds+Rδ(t ∧ τN,δ). (4.49)

Addiert man (4.44) und (4.46), so erhält man

∆δ(t ∧ τN,δ) = ∆δ(t ∧ τN,δ) + ∆δ(t ∧ τN,δ). (4.50)

Da Φ(t) positiv ist, kann man das Gronwallsche Lemma auf (4.49) anwenden und erhält

∆δ(t ∧ τN,δ) ≤
∫ t∧τN,δ

0
| Rδ(s) | Φ(s) exp

(∫ t∧τN,δ

s
Φ(s̄)ds̄

)
ds+ | Rδ(t ∧ τN,δ) | . (4.51)

Die angewandte Version des Gronwallschen Lemmas findet man im Anhang 5.1 oder bei Wloka

[67]. Die Lösung für die eindimensionale Itô-Gleichung (4.44) ist

∆δ(t ∧ τN,δ) = ∆δ(0) exp
(∫ t∧τN,δ

0
Φ(s)ds

)
+exp

(∫ t∧τN,δ

0
Φ(s)ds

)∫ t∧τN,δ

0
exp

(
−
∫ s

0
Φ(s̄)ds̄

)
Λ(s)dW (s). (4.52)

Die Konstruktion der Stoppzeiten liefert

sup
s∈[0,t∧τN,δ]

∆δ(s) ≤ e(4b2+C)N∆δ(0) + sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)N sup

s∈[0,t∧τN,δ]

∫ s

0
exp

(
−
∫ s̄

0
Φ(¯̄s)d¯̄s

)
Λ(s̄)dW (s̄). (4.53)

Die Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung, siehe Anhang 5.3 oder [46], und die Eigenschaften
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der Stoppzeiten ergeben

E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

∆δ(s) ≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NE sup

s∈[0,t∧τN,δ]
|
∫ s

0
exp

(
−
∫ s̄

0
Φ(¯̄s)d¯̄s

)
Λ(s̄)dW (s̄) |

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{∣∣∣ ∫ t∧τN,δ

0
exp

(
−
∫ s̄

0
Φ(¯̄s)d¯̄s

)
Λ(s̄)dW (s̄)

∣∣∣2} 1
2

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{∫ t∧τN,δ

0
| exp

(
−
∫ s̄

0
Φ(¯̄s)d¯̄s

)
Λ(s̄) |2 ds̄

} 1
2

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{∫ t∧τN,δ

0
| Λ(s̄) |2 ds̄

} 1
2

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{∫ t∧τN,δ

0
∆δ(s̄)2ds

} 1
2

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{
sup

s∈[0,t∧τN,δ]
∆δ(s)

∫ t∧τN,δ

0
∆δ(s̄)ds

} 1
2
.

Dabei ist K eine Konstante, die unabhängig von N und δ ist. Man erhält durch weitere elemen-

tare Umformungen

E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

∆δ(s) ≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne4b2N + 1

]
+e(4b2+C)NKE

{∫ t∧τN,δ

0
sup

s̄∈[0,s∧τN,δ]
∆δ(s̄)2ds

} 1
2

≤ e(4b2+C)NE∆δ(0) + E sup
s∈[0,t∧τN,δ]

| Rδ(s) |
[
(4b2 + C)Ne(4b2+C)N + 1

]
+2e(8b2+2C)NK2

∫ t∧τN,δ

0
E sup

s̄∈[0,s∧τN,δ]
∆δ(s̄)ds

+
1
2
E sup

s∈[0,t∧τN,δ]
∆δ(s). (4.54)

Das Gronwallsche Lemma sichert nun die Konvergenz von E sups∈[0,t∧τN,δ] ∆δ(s) gegen Null für

δ → 0. Zuletzt zeigen wir die Konvergenz für E sups∈[0,T ] ∆δ(s), d.h. wir zeigen die Konvergenz
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auf dem gesamten Zeitintervall [0, T ]. Es gilt wegen der Isotonie

P
{

sup
s∈[0,T ]

∆δ(s) ≥ ε
}

≤ P
{

sup
s∈[0,t∧τ2

N,δ]

∆δ(s) ≥ ε
}

+ P
{

sup
s∈[t∧τ2

N,δ,T ]

∆δ(s) ≥ ε
}

≤ P
{

sup
s∈[0,t∧τ2

N,δ]

∆δ(s) ≥ ε
}

+ P
{
τ2
N,δ < T

}
. (4.55)

Mit den obigen Betrachtungen und der Markovschen Ungleichung folgt, dass der erste Summand

der rechten Seite von Gleichung (4.55) in Wahrscheinlichkeit gegen Null strebt für jedes ε > 0.

Damit bleibt noch zu zeigen, dass P
{
τ2
δ < T

}
→ 0 für δ → 0 und N → ∞. Dazu zeigen wir,

dass τ2
δ gegen T geht für N →∞, δ → 0. Hierzu betrachten wir die Definition von W δ

W δ(t) =

{
0 ; falls t ∈ [t0 , tn1 )

W (tni−1) + 1
δ

(
W (tni )−W (tni−1)

)
(t− tni−1) ; falls t ∈ [tni , t

n
i+1

)
, i ≥ 1.

Es gilt

sup
δ
E

∫ T

0
|W (s)−W δ(s) || Ẇ δ(s) | ds

= sup
δ
E
{ 2n−1∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

∣∣W (s)−W (tnk−1)−
2n

T

(
W (tnk)−W (tnk−1)

)
(s− tnk−1)

∣∣
·1
δ
|W (tnk)−W (tnk−1) | ds

}
≤ sup

δ
E
{ 2n−1∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

1
δ

∣∣W (s)−W (tnk−1)
∣∣∣∣W (tnk)−W (tnk−1)

∣∣ds}
+sup

δ
E
{ 2n−1∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

22n

T 2
|W (tnk)−W (tnk−1) |2| s− tnk−1 | ds

}
. (4.56)

Den ersten Summanden der rechten Seite von (4.56) kann man unter Beachtung der Dreiecks-

ungleichung

|W (s)−W δ(tnk−1) |≤|W (s)−W δ(tnk) | + |W (tnk)−W δ(tnk−1) |
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weiter abschätzen, und es ergibt sich

sup
δ
E
{ 2n−1∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

1
δ

∣∣W (s)−W (tnk−1)
∣∣∣∣W (tnk)−W (tnk−1)

∣∣ds}
≤ sup

δ

{ 2n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tnk

1
δ

[
E
∣∣W (s)−W (tnk)

∣∣∣∣W (tnk)−W (tnk−1)
∣∣

+E
∣∣W (tnk)−W (tnk−1)

∣∣2]ds}
≤ sup

δ

{ 2n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tnk

1
δ

[1
2
E
∣∣W (s)−W (tnk)

∣∣2 +
1
2
E
∣∣W (tnk)−W (tnk−1)

∣∣2
+E
∣∣W (tnk)−W (tnk−1)

∣∣2]ds}
≤

2n−1∑
k=0

∫ tnk+1

tnk

2ds

≤ 2T <∞. (4.57)

Betrachten wir nun den zweiten Sumanden auf der rechten Seite von (4.56). Wegen tnk = k2−nT

ergibt sich weiter

sup
δ
E
{ 2n−1∑

k=0

∫ tnk+1

tnk

22n

T 2
|W (tnk)−W (tnk−1) |2| s− tnk−1 | ds

}
= sup

δ
E
{ 2n−1∑

k=0

22n

T 2
|W (tnk)−W (tnk−1) |2

∫ tnk+1

tnk

| s− tnk−1 | ds
}

=
1
2

sup
δ
E

2n−1∑
k=0

|W (tnk)−W (tnk−1) |2

=
T

2
<∞. (4.58)

Mit den Abschätzungen (4.57) und (4.58) folgt dann insbesondere

sup
δ
E

∫ T

0
|W (s)−W δ(s) || Ẇ δ(s) | ds ≤ 3T <∞. (4.59)

Eine entsprechende Rechnung ergibt, dass

sup
δ
E
[ ∫ T

0
|W (s)−W δ(s) || Ẇ δ(s) | ds

]2
≤ C(T ). (4.60)

Führen wir die abkürzende Schreibweise

Θ(δ) := sup
δ
E

∫ T

0
|W (s)−W δ(s) || Ẇ δ(s) | ds (4.61)

ein, so erhält man mit der Tschebyscheffschen Ungleichung

P
{
| Θ(δ)− EΘ(δ) |≥ N

}
≤ C(T )

N2
(4.62)
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und damit insbesondere

lim
N−→∞

P
{
| Θ(δ)− EΘ(δ) |≥ N

}
≤ lim

N−→∞

C(T )
N2

= 0. (4.63)

Damit gilt

lim
N−→∞

τ2
N,δ = ∞,

und somit

lim
N−→∞

sup
δ>0

P
{
τ2
N,δ < T

}
= 0, (4.64)

womit die behauptete Konvergenz bewiesen ist.

Dieser Satz ermöglicht es uns, die Gleichung (4.9) wie folgt umzuformen

vδ(t, x) = vδ(0, x)−
∫ t

0
avx,δ(s, x)ds−

∫ t

0
bẇδ(s)vδ(s, x) ds. (4.65)

Für (4.65) können wir stückweise

∂vδ(t, x)
∂t

= a
∂vδ(t, x)
∂x

+ bẇδ(t)vδ(t, x) (4.66)

schreiben. Bei dieser Gleichung handelt es sich nun um eine gewöhnliche partielle Differenti-

algleichung, die den Zufall nur noch in den Koeffizienten von vδ(t, x) enthält. In der determi-

nistischen Terminologie spricht man hier von Termen niederer Ordnung, die sich entsprechend

einfach behandeln lassen. Eine Approximation für vδ(t, x) ist zum Beispiel die folgende Version

des FTFS-Verfahrens

un+1
k,δ = (1 +R)un

k,δ −Run
k+1,δ + b(W (n∆t)−W ((n− 1)∆t)))

∆t
δ
un

k,δ +
b2∆t

2
un

k,δ

= (1 +R)un
k,δ −Run

k+1,δ + b(W (n∆t)−W ((n− 1)∆t)))un
k,δ +

b2∆t
2

un
k,δ (4.67)

für t ∈ [tn , tn−1), mit ∆t = ti − ti−1 = δ für i = 2, ..., 2n. Für t ∈ [t0 , t1 ) definieren wir

un+1
k,δ = (1 +R)un

k,δ −Run
k+1,δ +

b2∆t
2

un
k,δ. (4.68)

Im Folgenden wird nun gezeigt, dass die vorgeschlagene Version (4.67), (4.68) des FTFS-Verfahr-

ens stabil im quadratischen Mittel und konsistent im Sinne von Definition 3.1 ist. Das Verfahren

(4.67) unterscheidet sich von dem ursprünglich vorgeschlagenen Verfahren (3.10) dadurch, dass

auch der Anteil, der durch das Stratonovich-Integral eingeht, approximiert wird und dass sich

die Zuwächse des Wiener-Prozesses um ein Segment nach unten verschieben.



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 68

Korollar 4.1. Das Verfahren (4.67) ist im quadratischen Mittel stabil für −1 ≤ R ≤ 0.

Beweis: Wendet man den E| · |2 an, so folgt

E|un+1
k,δ |

2 = E|(1 +R)un
k,δ −Run

k+1,δ + b(W (n∆t)−W ((n− 1)∆t)))un
k,δ +

b2δ

2
un

k,δ|2

= E|(1 +R)un
k,δ −Run

k+1,δ|2 + b2δE
[(

(1 +R)un
k,δ −Run

k+1,δ

)
un

k,δ

]
+
b2δ2

4
E|un

k,δ|2

≤ E|(1 +R)un
k,δ −Run

k+1,δ|2 + b2δ
[
|1 +R|E|un

k,δ|2 + 2|R|
[
E|un

k+1,δ|2 + E|un
k,δ|2

]]
+
b2δ2

4
E|un

k,δ|2. (4.69)

Addiert man nun wieder über alle k, multipliziert die Gleichung mit ∆x durch, ordnet die Reihe

um und verwendet die Voraussetzung R = a δ
∆x , so erhält man

∞∑
k+−∞

E|un+1
k,δ |

2∆x ≤
∞∑

k+−∞

[
(|1 +R|+ |R|)2 + C1δ + C2δ

2
]
E|un

k,δ|2∆x

≤ (1 + C3δ)
n+1

∞∑
k+−∞

E|u0
k,δ|2∆x, (4.70)

und die Aussage ist bewiesen.

Korollar 4.2. Es sei v(0, ·) ∈ C5,α. Das Verfahren (4.67) ist konsistent zur Differentialgleichung

(4.6) im Sinne von Definition 3.1.

Beweis: Offensichtlich gilt

v((n+ 1)∆t, k∆x)

= v(n∆t, k∆x)−
∫ (n+1)∆t

n∆t

(
avx(τ, k∆x) +

b2

2
v(τ, k∆x)

)
dτ − b

∫ (n+1)∆t

n∆t
v(τ, k∆x) dW (τ)

= v(n∆t, k∆x)− avx(n∆t, k∆x)∆t− bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

−a
∫ (n+1)∆t

n∆t
(vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)) dτ

−b
2

2

∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆, k∆x)) dτ − b2

2
v(n∆t, k∆x)∆t

−b
∫ (n+1)∆t

n∆t
(v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)) dW (τ). (4.71)

Setzt man die Taylorentwicklung von vx(n∆t, k∆x) ein, so erhält man im quadratischen Mittel
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mit der Schwarzschen Ungleichung und den Eigenschaften des Itô-Integrales die Abschätzung

E

∣∣∣∣v((n+ 1)∆t, k∆x)− v(n∆t, k∆x) +
a∆t
∆x

(v(n∆t, (k + 1)∆x)− v(n∆t, k∆x))

+
b2

2
v(n∆t, k∆x)∆t+ bv(n∆t, k∆x) (W ((n+ 1)∆t)−W (n∆t))

∣∣∣∣2
≤ 4Ev2

xx(n∆t, (k + ϑ)∆x)∆t2∆x2 + 4a2∆t
∫ (n+1)∆t

n∆t
E |vx(τ, k∆x)− vx(n∆t, k∆x)|2 dτ

+2b2∆t
∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ

+4b2
∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ. (4.72)

Es bleibt an dieser Stelle nur die beiden letzten Terme zu untersuchen, da sich alle anderen Terme

abschätzen lassen wie in (3.34) im Beweis von Theorem 3.4. Betrachten wir zuerst den letzten

Summanden von (4.72). Nach der Integraldefinition existiert zu jedem ε > 0 ein hinreichend

kleines ∆x, so dass

∞∑
k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ

≤ ε+
∫ ∞

−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ dx. (4.73)

Da ε > 0 eine beliebig kleine positive Zahl ist, kann es auch als ∆t2 gewählt werden. Theorem 2.6

liefert dann
∞∑

k=−∞

∫ (n+1)∆t

n∆t
E |v(τ, k∆x)− v(n∆t, k∆x)|2 dτ ≤ ∆t2 + C∆t2. (4.74)

Der vorletzte Summand läßt sich mit einer analogen Überlegung durch ∆t3 +C∆t3 abschätzen.

Das ist die Konsistenz.

Die Konvergenz des Schemas (4.67) folgt aus Theorem 3.7 im Sinne des 2. Teiles dieses Theorems,

da der allgemeine Fall auch einen Lipschitz-stetigen Term enthält. Es läßt sich aber auch eine

A-priori-Abschätzung analog zu der in Theorem 3.4 verwandten aufstellen, so dass man den

Beweis analog führen kann.

Mit dieser Approximation haben wir ein Verfahren entwickelt, dass die Lösung von Gleichung

(4.6) approximiert. Denn für δ → 0 approximiert vδ(t, x) die ursprüngliche Funktion v(t, x),

vδ(t, x) selbst wird durch die un
k,δ approximiert, so dass man am Ende zumindest eine schwa-

che Approximation erhält. Weitere mögliche Approximationen erhält man durch entsprechende

Abwandlung der anderen Verfahren.
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4.3 Systeme hyperbolischer Differentialgleichungen

4.3.1 Anfangswertprobleme hyperbolischer Differentialgleichungssysteme

Wir beginnen bei der Betrachtung von Systemen hyperbolischer Differentialgleichungen mit

Systemen von Anfangswertproblemen. Wir betrachten Systeme mit konstanten Koeffizienten,

wobei die einzelnen Komponenten die folgende Gestalt haben:

A =


a11 a12 · · · a1,m

a21 a22 · · · a2,m

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amm

 , v =


v(1)(t, x)

v(2)(t, x)
...

v(m)(t, x)

 . (4.75)

Dabei sind die Elemente der m ×m-Matrix A konstant, bei der Lösung v(t, x) handelt es sich

um eine m-dimensionale Vektorfunktion. Der Zufall soll in die Gleichung durch den verrauschten

Vektor

v(t, x)dW (t) =


v(1)(t, x)dW (1)(t)

v(2)(t, x)dW (2)(t)
...

v(m)(t, x)dW (m)(t)

 . (4.76)

eingehen, wobei die einzelnen W (j), j = 1, ...,m, unabhängige Wiener-Prozesse sind. Wir erhal-

ten dann das m-dimensinonale, hyperbolische stochastische Differentialgleichungssystem

dtv(t, x) = A(vx(t, x)dt+ v(t, x)dW (t)). (4.77)

Ist die Matrix A diagonalisierbar, so läßt sich die Differentialgleichung entkoppeln, so dass man

m skalare Gleichungen erhält, die man separat lösen kann. Dazu bringt man die Matrix A auf

Diagonalgestalt

S−1AS = Λ =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λm

 . (4.78)

Führt man dabei neue Variablen

v(t, x) = Sṽ(t, x) (4.79)

ein, so erhält man für Gleichung (4.77)

dtṽ(t, x) = Λ(ṽx(t, x)dt+ ṽ(t, x))dW (t) (4.80)
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und man hat dann nur noch m skalare Gleichungen

dtṽ
(j) = λj

(
∂ṽ(j)

∂x
dt+ ṽ(j)dW (t)

)
. (4.81)

zu lösen.

Wir betrachten im Folgenden die etwas allgemeineren Differentialgleichungssysteme

dtv(t, x) = Λ
∂v(t, x)
∂x

dt+Bv(t, x)dW (t), (4.82)

wobei B eine m×m-Matrix in Diagonalform ist.

4.3.2 Randwertprobleme für Systeme hyperbolischer

Differentialgleichungen

Wir betrachten zunächst Randwertaufgaben für Differentialgleichungssysteme

dtv̄(t, x) = A
∂v̄(t, x)
∂x

dt+Av̄(t, x)dW (t) (4.83)

für x ∈ [0, 1] und t ≥ 0, wobei A wiederum eine diagonalisierbare m × m-Matrix ist. Dieses

System läßt sich wie im Fall für Anfangswerte skalarisieren, indem wir das Gleichungssystem

umformen. Mit der Matrix S der Eigenvektoren von A erhält man

S−1AS = Λ =


ΛI 0 0

0 ΛII 0

0 0 ΛIII

 . (4.84)

Daraus ergibt sich für das Differentialgleichungssystem (4.83), wenn wir eine neue Variable

v(t, x) := S−1v̄(t, x) einführen

dtv(t, x) = Λ
∂v(t, x)
∂x

dt+ Λv(t, x)dW (t). (4.85)

Dabei enthält die m ×m-Diagonalmatrix Λ drei Diagonalmatrizen, ΛI , ΛII und ΛIII , die wie

folgt gegeben sind

ΛI =


λI

1 0 ... 0

0 λI
2 ... 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λI
j

 ,

ΛII =


λII

j+1 0 ... 0

0 λII
j+2 ... 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λII
k

 ,

ΛIII ≡ 0, (4.86)
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wobei für die Dimensionen j + k + i = m gilt. Weiterhin gilt λI
l > 0 für l = 1, ..., j, λII

l < 0 für

l = j + 1, ..., k und λIII
l = 0 für l = k + 1, ...,m. Dabei ist die Anfangswertfunktion durch

v̄(t0, x) = f(x) ∈ L2(IRm) (4.87)

gegeben und die Randwertbedingungen sind durch die Gleichungen

v̄I(t, 1) = gI(t)

v̄II(t, 0) = gII(t)

}
(4.88)

gegeben. Dabei sind vI(t, x) die Komponenten von v(t, x) für die gilt λI
l > 0 für l = 1, ..., j und

vII(t, x) diejenigen, für die gilt λI
l < 0 für l = j + 1, ..., k. Man kann hier die Komponenten

koppeln, indem man die Randwertbedingungen wie im deterministischen Fall (vgl. [21]) zu

vII(t, 0) = RI
0v

I(t, 0) +RIII
0 vIII(t, 0) + gII(t)

vI(t, 1) = RII
1 v

II(t, 1) +RIII
1 vIII(t, 1) + gI(t)

}
(4.89)

verallgmemeinert, wobei die RI
0, R

I
1, R

II
0 , RII

1 , RIII
0 und RIII

1 quadratische Matrizen sind, die

auch zusätzlich von der Zeit t abhängen können. ΛIII = 0 impliziert

vIII(t, x) = f III(x)
(

1 +
∫ t

0
dW (t)

)
, (4.90)

so dass wir nur die Randwertbedingungen an vI und vII betrachten müssen. Wir schreiben daher

(4.89) wie folgt

vII(t, 0) = RIvI(t, 0) + g̃II(t),

vI(t, 1) = RII
1 v

II(t, 1) +RIII
1 vIII(t, 1) + g̃I(t),

}
(4.91)

wobei

g̃II(t) = gII(t) +RIII
0 f III(0),

g̃I(t) = gI(t) +RIII
0 f III(1).

}
(4.92)

Dabei sind RI := RI
0 und RII := RII

1 . Die Anfangswertfunktion

v(t0, x) = f(x) (4.93)

ist eine m-dimensionale Vektorfunktion mit Komponenten in L2[0, 1]. Die Randwertbedingungen

sind durch die Gleichungen

vII(t, 0) = RI(t)vI(t, 0)

vI(t, 1) = RII(t)vII(t, 1)

}
(4.94)

gegeben. Dieses System läßt sich, wie wir es in Abschnitt 4.2 für skalare Gleichungen gezeigt

haben, durch ein System mit stückweise differenzierbaren Wiener-Prozessen approximieren:

dtvδ(t, x) = Λ
∂vδ(t, x)
∂x

dt+ Λvδ(t, x)dW δ(t)

=
(
Λ
∂vδ(t, x)
∂x

+ Λẇδvδ(t, x)
)
dt, (4.95)
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wobei der Ausdruck Λẇδvδ(t, x)dt durch∫ t

0
Λẇδvδ(t, x)dt =

1
δ
Λ

2n−1∑
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

) ∫ ti+1

ti

vδ(t, x) dt (4.96)

gegeben ist.

Im Folgenden betrachten wir entkoppelte approximierte Differentialgleichungssysteme

dtvδ(t, x) = Λ
∂vδ(t, x)
∂x

dt+Bvδ(t, x)dW δ(t)

=
(
Λ
∂vδ(t, x)
∂x

+Bẇδvδ(t, x)
)
dt, (4.97)

wobei die Matrix B eine m×m-Diagonalmatrix ist.

Definition 4.1. Ein Problem

∂vδ(t,x)
∂t = P (t, x, ∂

∂x , ω)vδ(t, x) + F (t, x), mit 0 ≤ x ≤ 1 und t ≥ t0 := 0

vδ(t0, x) = f(x),

}
(4.98)

wobei F (t, x) ∈ L2([0, T ]× [0, 1]) ist, mit den Randwertbedingungen

vδ(t, 0) = gII(t)

vδ(t, 1) = gI(t)

}
(4.99)

und F = gI = gII = 0 heißt wohlgestellt, falls für jede Funktion f ∈ C∞, die nahe den

Randwerten x = 0 und x = 1 verschwindet, eine Lösung existiert, für die

‖vδ(t, ·)‖2 ≤ Keα(t−t0)‖vδ(t0, ·)‖2 (4.100)

gilt, wobei die Konstanten K und α unabhängig von der Anfangswertfunktion f und dem Start-

punkt t0 sind.

Die Definition für den inhomogenen Fall erfolgt später (Definition 4.2). Dann gilt das folgende

Theorem.

Theorem 4.2. Sei vδ(t, ·) eine Lösung des Problems (4.97), (4.93), (4.94). Dann ist das Pro-

blem wohlgestellt, d.h. es gilt

‖vδ(t, ·)‖2 ≤ Ke2αt‖vδ(0, ·)‖2

= Ke2αt‖f‖2, (4.101)

wobei α = α(ω) und K eine positive Konstante ist.
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Beweis: (·, ·) bezeichne das Skalarprodukt im IRm. Differenziert man den Ausdruck ‖vδ‖2 bezüg-

lich der Zeit t, so erhält man die Abschätzung

∂‖vδ(t, x))‖2

∂t
=

〈∂vδ(t, x)
∂t

, vδ(t, x)
〉

+
〈
vδ(t, x),

∂vδ(t, x)
∂t

〉
=

〈
Λvx,δ(t, x), vδ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x),Λvx,δ(t, x)

〉
+

2n−1∑
i=1

[〈B
δ
vδ(t, x)

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x),

B

δ
vδ(t, x)

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)〉]
≤ 2α‖vδ‖2 −

〈
vδ(t, x),Λxvδ(t, x)

〉
+ (vδ(t, x),Λvδ(t, x))

∣∣∣1
0

≤ 2α‖vδ‖2 + (vδ(t, x),Λvδ(t, x))
∣∣∣1
0
, (4.102)

wobei ∣∣〈vδ(t, x),
(
(B +B∗)δ−1

∑2n−1
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
− Λx

)
vδ(t, x)

〉∣∣
‖vδ‖2

≤ ‖(B +B∗)δ−1
2n−1∑
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
− Λx‖

≤ max
t∈[0,T ],i∈{1,...,2n}

‖(B +B∗)
(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
− Λx‖

=: α(ω). (4.103)

Setzt man die zweite der Randwertbedingungen aus (4.94) ein, so erhält man

(vδ(t, 1),Λvδ(t, 1)) =
(
vI
δ (t, 1),ΛIvI

δ (t, 1)
)

+
(
vII
δ (t, 1),ΛIIvII

δ (t, 1)
)

=
(
RII(t)vII

δ (t, 1),ΛIRII(t)vII
δ (t, 1)

)
+
(
vII
δ (t, 1),ΛIIvII

δ (t, 1)
)

=
(
vII
δ (t, 1), C(t, 1)vII

δ (t, 1)
)
, (4.104)

wobei C(t, 1) = ΛII(t, 1) + RII∗(t)ΛIRII(t). Wir betrachten zunächst den Fall, dass |RII(t)|
genügend klein ist. Dann gilt insbesondere

C(t, 1) <
1
2
ΛII(t, 1), (4.105)

womit sich die Gleichung (4.104) durch

(vδ(t, 1),Λvδ(t, 1)) ≤ −λ0

2
‖vδ(t, 1)‖2 (4.106)

mit λ0 := minl{|λII
l | : l = j + 1, ..., k} abschätzen läßt. Eine entsprechende Abschätzung erhält

man auch für

− (vδ(t, 0),Λvδ(t, 0)) ≤ −λ0

2
‖vI

δ (t, 0)‖2. (4.107)

Damit hat man für |RII(t)| genügend klein gezeigt, dass

∂‖vδ(t, x)‖2

∂t
+
λ0

2

[
|vI

δ (t, 1)|2 + |vII
δ (t, 0)|2

]
≤ 2α‖vδ(0, x)‖2,

‖vδ(t, x)‖2 +
∫ t

0

[
|vδ(τ, 1)|2 + |vδ(τ, 0)|2

]
dτ ≤ Ke2αt‖vδ(0, x)‖2, (4.108)
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für eine Konstante K. Dabei wurde ausgenutzt, dass vI
δ (t, 1) und vII

δ (t, 0) als Linearkombinatio-

nen von vII
δ (t, 1) und vI

δ (t, 0) dargestellt werden können.

Wir betrachten nun den Fall, dass RI(t) und RII(t) nicht genügend klein sind. Wir führen in

Gleichung (4.97) eine neue Funktion d = d(x) ein, die nur von x abhängt. Wir setzen

vI
δ (t, x) = zI(t, x), (4.109)

vII
δ (t, x) = d(x)zII(t, x). (4.110)

Dabei ist dann die Funktion z(t, x) = (zI(t, x), zII(t, x))T Lösung der Differentialgleichung

∂z(t, x)
∂t

= Λ
∂z(t, x)
∂x

+Bdẇδz(t, x) (4.111)

mit Bd = Bd(B, d(x)). Für die beiden Randwertbedingungen gelten die Beziehungen

zII(t, 0) = d−1(0)RI(t)zI(t, 0)

zI(t, 1) = d(1)RII(t)zII(t, 1).

}
(4.112)

Man kann sich jetzt wieder durch eine geschickte Wahl der Funktion d(x) die Situation des

ersten Beweisschrittes herstellen, indem man für d(x) eine glatte, invertierbare Funktion wählt,

so dass d−1(0)RI(t) und d(1)RII(t) genügend klein sind. Damit erhalten wir die Abschätzungen

für vδ(t, x).

Eine Verschärfung des Begriffs der Wohlgestelltheit ist die starke Wohlgestelltheit, bei der auf

das Verschwinden der Funktion F und der Randwerte verzichtet wird.

Definition 4.2. Ein Problem
∂vδ(t,x)

∂t = P (t, x, ∂
∂x , ω)vδ(t, x) + F (t, x), mit 0 ≤ x ≤ 1 und t ≥ t0 := 0

vδ(t0, x) = f(x),

}
(4.113)

wobei F (t, x) ∈ L2([0, T ]× [0, 1]) ist, mit den Randwertbedingungen

vδ(t, 0) = gII(t)

vδ(t, 1) = gI(t)

}
(4.114)

heißt stark wohlgestellt, falls es wohlgestellt ist im Sinne von Definition 4.1 und die folgende

Abschätzung gilt

‖vδ(t, ·)‖2 ≤ K(t, t0, ω)
(
‖vδ(t0, ·)‖2 +

∫ t

t0

‖F (τ, ·)‖2

+ |gI(τ)|2 + |gII(τ)|2 + |
(
gI
)′

(τ)|2 + |
(
gII
)′

(τ)|2
)
dτ
)
. (4.115)

Dabei ist die Funktion K(t, t0, ω) für festes ω beschränkt auf jedem endlichen Zeitintervall [0, T ]

und unabhänging von der Anfangswertfunktion f und dem Startpunkt t0. ‖ · ‖ ist die Norm auf

L2[0, 1]× ...× L2[0, 1].
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Im Folgenden soll gezeigt werden, dass das betrachtete inhomogene Randwertproblem auch

dieser Definition genügt.

Theorem 4.3. Für stochastische, hyperbolische Systeme (4.113) mit allgemeinen inhomogenen

Randwertbedingungen

vII
δ (t, 0) = RI(t)vI

δ (t, 0) + gII(t)

vI
δ (t, 1) = RII(t)vII

δ (t, 1) + gI(t)

}
(4.116)

ist das Anfangsrandwertproblem (ARWP) stark wohlgestellt, d.h. es gilt (4.115).

Beweis: Wir führen zwei neue Variablen

ṽI
δ (t, x) := vI

δ (t, x) + gI(t)x

ṽII
δ (t, x) := vII

δ (t, x) + gII(t)(1− x)

}
(4.117)

ein und erhalten dadurch ein Problem mit homogenen Randwerten

ṽI
δ (t, 1) := RII(t)ṽII

δ (t, 1) = RII(t)vII
δ (t, 1)

ṽII
δ (t, 0) := RI(t)vI

δ (t, 0) = RI(t)vI
δ (t, 0),

}
(4.118)

wobei sich aber die Anfangswertfunktion und die Funktion F ändern. Es gilt insbesondere

∂ṽI
δ (t,x)
∂t = ΛI ∂vI

δ (t,x)
∂x − gI(t) +BIvI

δ (t, x)Ẇδ(t) + gI(t)Ẇδ(t)

+F I(t, x)−
(
gI
)′ (t)x

∂ṽII
δ (t,x)
∂t = ΛII ∂vII

δ (t,x)
∂x + gII(t) +BIIvII

δ (t, x)Ẇδ(t) + gII(t)Ẇδ(t)

+F II(t, x)−
(
gII
)′ (t)(1− x).


(4.119)

Differenziert man den Ausdruck ‖ṽδ‖2 bezüglich der Zeit t, so erhält man mit (4.119) die

Abschätzung

∂‖ṽδ(t, x))‖2

∂t

=
〈∂ṽδ(t, x)

∂t
, ṽδ(t, x)

〉
+
〈
ṽδ(t, x),

∂ṽδ(t, x)
∂t

〉
=

〈
Λvx,δ(t, x), vδ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x),Λvx,δ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x), F (t, x) + g(t)− (g)′ (t)h(x)

〉
+
〈
F (t, x) + g(t) + (g)′ (t)h(x), vδ(t, x)

〉
+

2n−1∑
i=1

[〈(B
δ
vδ(t, x) +

g(t)
δ

)(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x),

(
B

δ
vδ(t, x) +

g(t)
δ

)(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)〉]
= −

〈
vδ(t, x),Λxvδ(t, x)

〉
+ (ṽδ(t, x),Λṽδ(t, x))

∣∣∣1
0

+
〈
vδ(t, x), F (t, x) + g(t)− (g)′ (t)h(x)

〉
+
〈
F (t, x) + g(t) + (g)′ (t)h(x), vδ(t, x)

〉
+

2n−1∑
i=1

[〈(B
δ
vδ(t, x) +

g(t)
δ

)(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉
+
〈
vδ(t, x),

(
B

δ
vδ(t, x) +

g(t)
δ

)(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)〉]
. (4.120)
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wobei

h(x) =

(
hI(x)

hII(x)

)
=

(
x

1− x

)
, g(t) =

(
gI(t)

gII(t)

)
.

Schätzt man nun alle Summanden der rechten Seite von (4.120) ab, wie dies hier exemplarisch

für fünften Summanden (vgl. dazu Beziehung (4.96)) geschieht

〈(B
δ
vδ(t, x) +

g(t)
δ

) 2n−1∑
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉
≤

〈B
δ
vδ(t, x)

2n−1∑
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉
+
〈g(t)
δ

2n−1∑
i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉

≤

∣∣∣〈vδ(t, x)
∑2n−1

i=1

(
W (i∆t)−W ((i− 1)∆t)

)
, vδ(t, x)

〉∣∣∣
‖vδ(t, x)‖2

· ‖vδ(t, x)‖2

+β(t, ω)
(
‖vδ(t, x)‖2 + |g(t)|2

)
≤ α(t, ω)

(
‖vδ(t, x)‖2 + |g(t)|2

)
, (4.121)

so kann man (4.120) abschätzen durch

∂‖ṽδ(t, x))‖2

∂t
≤ β(t, ω)

(
‖vδ(t, x)‖2 + ‖F I(t, x)‖2 + ‖F II(t, x)‖2 + ‖g(t)‖2

+‖
(
gI
)′

(t)‖2 + ‖
(
gII
)′

(t)‖2
)

+ (ṽδ(t, x),Λṽδ(t, x))
∣∣∣1
0
. (4.122)

Setzt man die zweite der Randwertbedingungen aus (4.118) ein, so erhält man

(ṽδ(t, 1),Λṽδ(t, 1)) =
(
vI
δ (t, 1),ΛIvI

δ (t, 1)
)

+
(
vII
δ (t, 1),ΛIIvII

δ (t, 1)
)

=
(
RII(t)vII

δ (t, 1),ΛIRII(t)vII
δ (t, 1)

)
+
(
vII
δ (t, 1),ΛIIvII

δ (t, 1)
)

=
(
vII
δ (t, 1), C(t, 1)vII

δ (t, 1)
)
, (4.123)

wobei C(t, 1) = ΛII(t, 1) + RII∗(t)ΛIRII(t). Wir betrachten zunächst den Fall, dass |RII(t)|
genügend klein ist. Dann gilt insbesondere

C(t, 1) <
1
2
ΛII(t, 1), (4.124)

womit sich die Gleichung (4.123) durch

(vδ(t, 1),Λvδ(t, 1)) ≤ −λ0

2
‖vδ(t, 1)‖2 (4.125)

mit λ0 := minl{|λII
l | : l = j + 1, ..., k} abschätzen läßt. Eine entsprechende Abschätzung erhält

man auch für

− (vδ(t, 0),Λvδ(t, 0)) ≤ −λ0

2
‖vI

δ (t, 0)‖2. (4.126)
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Damit hat man für |RII(t)| genügend klein gezeigt, dass gilt:

∂‖vδ(t, x)‖2

∂t
+
λ0

2

[
|vI

δ (t, 1)|2 + |vII
δ (t, 0)|2

]
≤ γ(t, ω)

(
‖vδ(0, x)‖2 + ‖F I(t, x)‖2 + ‖F II(t, x)‖2 + ‖g(t)‖2

+‖
(
gI
)′

(t)‖2 + ‖
(
gII
)′

(t)‖2
)
. (4.127)

Daraus erhält man

‖vδ(t, x)‖2 +
∫ t

0

[
|vδ(τ, 1)|2 + |vδ(τ, 0)|2

]
dτ

≤ K(t, t0, ω)
(
‖vδ(0, x)‖2 +

∫ t

0

(
‖F I(t, x)‖2 + ‖F II(t, x)‖2 + ‖g(t)‖2

+‖
(
gI
)′

(t)‖2 + ‖
(
gII
)′

(t)‖2
)
dτ
)
. (4.128)

Dabei wurde ausgenutzt, dass ṽI
δ (t, 1) und ṽII

δ (t, 0) als Linearkombinationen von ṽII
δ (t, 1) und

ṽI
δ (t, 0) dargestellt werden können.

Wir betrachten nun den Fall, dass RI(t) und RII(t) nicht genügend klein sind. Wir führen in

Gleichung (4.97) wiederum eine neue Funktion d = d(x) ein, die nur von x abhängt. Es sei

ṽI
δ (t, x) = zI(t, x), (4.129)

ṽII
δ (t, x) = d(x)zII(t, x). (4.130)

Dabei ist dann die Funktion z(t, x) = (zI(t, x), zII(t, x))T Lösung der Differentialgleichung

∂z(t, x)
∂t

= Λ
∂z(t, x)
∂x

+Bdẇδz(t, x) (4.131)

mit Bd = Bd(B, d(x)). Für die beiden Randwertbedingungen gelten die Beziehungen

zII(t, 0) = d−1(0)RI(t)zI(t, 0)

zI(t, 1) = d(1)RII(t)zII(t, 1).

}
(4.132)

Durch geschickte Wahl von d(x), kann man sich wieder die Situation des ersten Beweisschrittes

von Theorem 4.2 herstellen, womit wir die Abschätzungen für vδ(t, x) erhalten.

Nachfolgend werden ”Energie-Abschätzungen“der Form

2<
〈
Pvδ, vδ

〉
=
〈
Pvδ, vδ

〉
+
〈
vδ, Pvδ

〉
≤ α(ω)‖vδ‖2

für die Differentialgleichung

∂vδ(t, x)
∂t

= Pvδ, (4.133)

für 0 ≤ x ≤ 1 und t0 ≤ t ≤ T <∞ betrachtet. Dabei galt für die Randwertbedingungen

vδ(t, 0) = 0 = vδ(t, 1). (4.134)
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Falls der rechte Randpunkt +∞ ist, so kann die Randwertbedingung an der Stelle x = 1 durch

die Bedingung ‖vδ(t, ·)‖ < ∞ ersetzt werden, und man kann annehmen, dass vδ(t, x) und alle

Ableitungen gegen Null gehen, falls x→∞.

Es empfiehlt sich für die späteren Betrachtungen den Operator P für festes t zu charakterisieren.

Definition 4.3. Ein Operator P heißt halbbeschränkt, falls eine positve Konstante α = α(ω)

existiert, so dass für alle Funktionen z ∈ V := {z ∈ C∞, z(0) = 0 = z(1)}

2<
〈
Pz, z

〉
=
〈
Pz, z

〉
+
〈
z, Pz

〉
≤ α(ω)‖z‖2 (4.135)

gilt. Ist dabei der rechte Randpunkt +∞, so ersetzt man die rechte Randwertbedingung z(1) = 0

durch die Forderung ‖z‖ <∞.

Im Folgenden wäre natürlich ein Theorem ideal, welches die Wohlgestelltheit eines stochasti-

schen Randwertproblems für den Fall, dass der Operator P halbbeschränkt ist, garantiert. Aber

eine solche Aussage gilt schon im deterministischen Fall nicht, vgl. [21]. Man kann durch Hin-

zunahme weiterer Randwertbedingungen das Problem so verändern, dass zwar der Operator P

halbbeschränkt bleibt, das Randwertproblem aber keine Lösung mehr hat, weil die Lösung am

Rand überbestimmt ist.

Definition 4.4. Wir betrachten das Problem (4.97), (4.93), (4.116).

(i) Wir nennen das Problem wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne für den Fall

f ≡ gI ≡ gII ≡ 0, falls für eine glatte, kompatible Funktion F eine Lösung existiert, die

die Abschätzung ∫ ∞

0
e−2ηt‖vδ(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt‖F (t, ·)‖2 dt (4.136)

für alle η(ω) > η0 erfüllt, wobei limη→∞K(η) = 0. Dabei sind die Konstanten η0 und

K(η, ω) unabhängig von F .

(ii) Wir nennen das Problem stark wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne, falls∫ ∞

0
e−2ηt‖vδ(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt

(
‖F (t, ·)‖2 + |gI(t)|2 + |gII(t)|2

)
dt (4.137)

für alle η(ω) > η0 erfüllt ist, wobei limη→∞ k(η) = 0. Dabei sind die Konstanten η0 und

K(η, ω) unabhängig von F .

Bemerkung 4.2. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Funk-

tion f konstant Null ist. Andernfalls betrachtet man einfach eine neue Variable. Man setzt

ṽδ(t, x) = vδ(t, x)− h(t)f(x), (4.138)

wobei h(t), t ∈ [0, T ], eine glatte Funktion mit h(0) = 1 ist.
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Theorem 4.4. Angenommen, der Operator P = P (t, x, ∂
∂x , ẇδ) ist halbbeschränkt, d.h. es gilt

<(vδ, Pvδ) ≤ α‖vδ‖2, (4.139)

wobei α = α(ω). Dann ist das Problem (4.97), (4.93), (4.94) wohlgestellt im verallgemeinerten

Sinne.

Beweis: Mit der Substitution z(t, x) := e−ηtvδ(t, x) ergibt sich

∂z(t, x)
∂t

= e−ηt∂vδ(t, x)
∂t

− ηe−ηtvδ(t, x), (4.140)

damit erhält man für (4.97)

∂z(t, x)
∂t

= (P − ηI)z(t, x)− ηe−ηtF (t, x) =: Cz(t, x). (4.141)

Es gilt die folgende Abschätzung:

∂‖z(t, x)‖2

∂t
=

〈
Cz(t, x), z

〉
+
〈
z, Cz(t, x)

〉
=

〈
A
∂z(t, x)
∂x

+ (Bẇδ − ηI) z(t, x), z(t, x)
〉

+
〈
z(t, x), A

∂z(t, x)
∂x

+ (Bẇδ − ηI) z(t, x)
〉

+2
〈
z(t, x), e−ηtF (t, x)

〉
=

〈
Pz(t, x), z(t, x)

〉
+
〈
z(t, x), P z(t, x)

〉
− 2η

〈
z(t, x), z(t, x)

〉
+ 2
〈
z(t, x), e−ηtF (t, x)

〉
≤ 2α(ω)‖z(t, x)‖2− 2η‖z(t, x)‖2 + η̃‖z(t, x)‖2 +

1
η̃
‖F (t, x)‖2,

= −η̃‖z(t, x)‖2 +
1
η̃
‖F (t, x)‖2, (4.142)

wobei ‖ · ‖ die euklidische Norm und
〈
·, ·
〉

das Skalarprodukt im IRm ist. Dabei wurde bei der

Abschätzung die zufällige Konstante η̃(ω) so gewählt, dass

η̃ = η̃(ω) := η − α(ω) > 0 (4.143)

gilt. Mit der Lösungsformel für gewöhnliche lineare Differentialgleichungen kann man das Norm-

quadrat der Lösung wie folgt abschätzen:

‖z(t, ·)‖2 ≤
∫ t

0
e−η̃(t−τ)G(τ) dτ, (4.144)

wobei die Funktion G(τ) durch G(τ) := 1
η̃‖F (t, ·)‖2 definiert ist. Wir führen weiter die Funktion

ϕ(t) :=

{
e−η̃t, für t ≥ 0,

0, für t < 0
(4.145)
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ein. Damit kann man die Wohlgestelltheit im verallgemeinerten Sinn zeigen:∫ ∞

0
‖z(t, x)‖2dt ≤

∫ ∞

0

(∫ t

0
ϕ(t− τ)G(τ) dτ

)
dt

≤
∫ ∞

0

(∫ ∞

τ
φ(t− τ) dt

)
G(τ) dτ

≤
∫ ∞

0

[
−1
η̃
ϕ(t− τ)

∣∣∞
t=τ

]
G(τ) dτ

=
1
η

∫ ∞

0
G(τ) dτ

=
1
η̃2

∫ ∞

0
e−2η̃τ‖F (τ, ·)‖2 dτ. (4.146)

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Man kann zeigen, dass das Problem (4.97), (4.93), (4.94) bereits wohlgestellt ist, wenn das

deterministische Problem wohlgestellt ist, d.h. es gilt das folgende Theorem.

Theorem 4.5. Angenommen, das deterministische Problem

∂v(t, x))
∂t

= A
∂

∂x
v(t, x) + F (t, x)

ist wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne. Dann ist auch das stochastische Problem

∂vδ(t, x))
∂t

=
(
A
∂

∂x
+Bẇδ

)
vδ(t, x) + F (t, x) (4.147)

für 0 ≤ x ≤ 1 und 0 ≤ t ≤ T mit

vδ(0, x) = 0 (4.148)

und homogenen Randwertbedingungen wohlgestellt.

Beweis: Formal kann man den Term P0vδ(t, x) := Bẇδvδ(t, x) als einen zusätzlichen Term be-

trachten. Dann gilt nach der Annahme∫ ∞

0
e−2ηt‖vδ(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt

(
‖P0vδ(t, ·)‖2 + ‖F (t, ·)‖2

)
dt. (4.149)

Eine einfache Umformung ergibt nun, dass

(1− α(ω)K(η))
∫ ∞

0
e−2ηt‖z(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt‖F (t, ·)‖2 dt. (4.150)

Setzt man nun

K1(η, ω) :=
K(η)

1− α(ω)K(η)
, (4.151)

so gilt limη→∞K1(η, ω) = 0, und damit ist die Behauptung bewiesen.
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Theorem 4.6. Das stochastische Problem

∂vδ(t, x))
∂t

=
(

Λ
∂

∂x
+Bẇδ

)
vδ(t, x) + F (t, x) (4.152)

für 0 ≤ x ≤ 1 und 0 ≤ t ≤ T mit der Anfangswertbedingung

vδ(0, x) = 0 (4.153)

und den Randwertbedingungen

vδ(t, 0) = g0(t)

‖vδ(t, ·)‖ < ∞

}
(4.154)

für jedes feste t ist stark wohlgestellt im verallgemeinerten Sinne.

Beweis: Wendet man die Laplace-Transformation

ẑ(s, x) =
∫ ∞

0
e−stz(t, x)dt (4.155)

auf Gleichung (4.152) an, wobei s = iξ + η und ξ, η ∈ IR1 gesetzt wird, so erhält man∫ ∞

0
e−stdtvδ(t, x) dt = Λ

∫ ∞

0
e−st (vx,δ(t, x) + F (t, x)) dt+B

∫ ∞

0
e−stẇδvδ(t, x) dt. (4.156)

Wenn man die linke Seite der Gleichung partiell integriert, so erhält man unter Berücksichtigung

der Voraussetzung f ≡ 0∫ ∞

0
e−stdtvδ(t, x) dt = e−stvδ(t, x)

∣∣∣∞
0

+ s

∫ ∞

0
e−stvδ(t, x) dt (4.157)

die folgende Darstellung der Laplace-Transformierten

sv̂δ(t, x) = Λv̂x,δ(t, x) +Bẇδ v̂δ + F̂ (t, x). (4.158)

Die transformierte Randwertbedingung hat die Form

v̂II
δ (s, 0) = RI v̂I

δ (s, 0) + ĝII(s, 0) (4.159)

‖v̂δ(s, ·)‖ < ∞. (4.160)

Dieses Gleichungssystem läßt sich in zwei Systeme aufspalten

sv̂I
δ (t, x) = ΛI v̂I

x,δ(t, x) +BIẇδ v̂
I
δ (t, x) + F̂ I(t, x) (4.161)

sv̂II
δ (t, x) = ΛII v̂II

x,δ(t, x) +BIIẇδ v̂
II
δ (t, x) + F̂ II(t, x), (4.162)

wobei die Matrizen BI und BII die Unterdiagonalmatrizen der Matrix B mit dimBI = dim ΛI

und dimBII = dim ΛII sind.
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Man hat also zwei Systeme linearer gewöhnlicher Differentialgleichungen mit stochastischen

Koeffizienten

v̂I
x,δ(t, x) = (ΛI)−1sv̂I

δ (t, x)− (ΛI)−1BIẇδ v̂
I
δ (t, x)− (ΛI)−1F̂ I(t, x) (4.163)

v̂II
x,δ(t, x) = (ΛII)−1sv̂II

δ (t, x) + (ΛII)−1BIIẇδ v̂
II
δ (t, x) + (ΛII)−1F̂ II(t, x). (4.164)

Die Lösungen haben dann die folgende Gestalt

v̂I
δ (t, x) =

1
e((ΛI)−1s−(ΛI)−1BI ẇδ)x

∫ x

0
(ΛI)−1F̂ I(t, z)e((Λ

I)−1s−(ΛI)−1BI ẇδ)z dz (4.165)

v̂II
δ (t, x) =

1
e((ΛII)−1s−(ΛII)−1BII ẇδ)x

∫ x

0
(ΛII)−1F̂ II(t, z)e((Λ

II)−1s−(ΛI)−1BII ẇδ)z dz

+e((Λ
II)−1s−(ΛII)−1BII ẇδ)xv̂II

δ (s, 0). (4.166)

wobei v̂II
δ (s, 0) durch die Randwertbedingung (4.154) bestimmt ist. Betrachtet man (4.161), so

erhält man für das Skalarprodukt
〈
·, ·
〉

im Hilbertraum die Beziehung〈
v̂I
δ , sv̂

I
δ

〉
+
〈
sv̂I

δ , v̂
I
δ

〉
=
〈
v̂I
δ ,Λ

I v̂I
x,δ(t, x)

〉
+
〈
ΛI v̂I

x,δ(t, x), v̂
I
δ

〉
+
〈
v̂I
δ ,Λ

IBIẇδ v̂
I
δ (t, x) + F̂ I(t, x)

〉
+
〈
ΛIBIẇδ v̂

I
δ (t, x) + F̂ I(t, x), v̂I

δ

〉
(4.167)

oder

η‖v̂I
δ‖2 = <

〈
v̂I
δ ,Λ

I v̂I
x,δ

〉
+ <

〈
v̂I
δ , F̂

I
〉

+ <
〈
v̂I
δ , B

Iẇδ v̂δ

〉
. (4.168)

Integriert man das erste Skalarprodukt auf der rechten Seite von (4.168) partiell, so erhält man∫ ∞

0

(
v̂I
δ ,Λ

I v̂I
x,δ

)
dx =

(
v̂I
δ ,Λ

I v̂I
δ

) ∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

(
v̂I
x,δ,Λ

I v̂I
δ

)
dx, (4.169)

woraus man wegen des Verschwindens von v̂I
δ für x→∞∫ ∞

0
<
(
v̂I
δΛ

I v̂I
x,δ

)
dx = −1

2
(
v̂I
δ (0, s),Λ

I v̂I
δ (s, 0)

)
(4.170)

erhält. Eingesetzt in (4.168) ergibt dies

η‖v̂I
δ‖2 +

1
2
(
v̂I
δ (0, s),Λ

I v̂I
δ (s, 0)

)
≤ ‖v̂I

δ‖
(
‖F̂ I‖+ ‖BIẇδ‖

)
, (4.171)

daraus folgt

‖v̂I
δ‖ ≤

1
η

(
‖F̂ I‖+ ‖BIẇδ‖

)
. (4.172)

Weiter kann man aus (4.171) schließen, dass

1
2
(
v̂I
δ (0, s),Λ

I v̂I
δ (s, 0)

)
≤
(
‖F̂ I‖+ ‖BIẇδ‖

)
(4.173)



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 84

gilt, daraus folgt

|v̂I
δ (s, 0)| ≤ C

√
η

(
‖F̂ I‖+ ‖BIẇδ‖

)
. (4.174)

Entsprechend erhält man für das zweite Gleichungssystem bezüglich v̂II
δ nach einigen algebrai-

schen Umformungen

η‖v̂II
δ ‖2 ≤ ‖v̂II

δ ‖
(
‖F̂ II +BIIẇδ‖

)
− 1

2
(
v̂II
δ (0, s),ΛII v̂II

δ (s, 0)
)

≤ η

2
‖v̂II

δ ‖2 +
1
2η
‖F̂ II +BIIẇδ‖2 +

1
2
(
v̂II
δ (0, s),

(
−ΛII

)
v̂II
δ (s, 0)

)
, (4.175)

woraus wegen λII
l < 0,∀l = j + 1, ..., k, schließlich folgt

η‖v̂II
δ ‖2 ≤ C

(
1
η
‖F̂ II +BIIẇδ‖2 + |v̂δ(s, 0)|2

)
. (4.176)

Aus der Randwertbedingung (4.159) folgt mit (4.174) die Abschätzung

|v̂II
δ (s, 0)|2 ≤ C

(
|ĝII(s)|2 + |v̂I

δ (s, 0)|2
)

≤ C

(
|ĝII(s)|2 +

1
η

(
‖F̂ I‖2 + ‖BIẇδ‖2

))
. (4.177)

Damit hat man die Abschätzungen

η‖v̂δ‖2 ≤ C

(
1
η

(
‖F̂‖2 + ‖Bẇδ‖2

)
+ |ĝII |2

)
(4.178)

|v̂δ(s, 0)|2 ≤ C

(
1
η

(
‖F̂‖2 + ‖Bẇδ‖2

)
+ |ĝII |

)
. (4.179)

erhalten. Invertiert man die Laplace-Transformation, so erhält man die Lösung des Problems

e−ηtvδ(t, x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
eiξtv̂δ(x, iξ + η) dξ, (4.180)

wendet man weiterhin die Parsevalsche Relation an, so erhält man für beliebiges η > 0, wobei

s = η + iξ, für (4.178) die Abschätzung∫ ∞

−∞
e−2ηt‖vδ(t, x)‖2 dt =

1
2π

∫ ∞

−∞
‖v̂δ(s, ·)‖2 dξ

≤ C

∫ ∞

−∞

(
1
η2

(
‖F̂‖2 + ‖Bẇδ‖2

)
+

1
η
|ĝII |2

)
dξ

≤ C

∫ ∞

−∞
e−2ηt

(
1
η2

(
‖F (t, ·)‖2 + ‖Bẇδ‖2

)
+

1
η
|g(t)|2

)
dt. (4.181)

Entsprechend erhält man für (4.179)∫ ∞

−∞
e−2ηt‖vδ(t, 0)‖2 dt

≤ C

∫ ∞

−∞
e−2ηt

(
1
η

(
‖F (t, ·)‖2 + ‖Bẇδ‖2

)
+ |g(t)|2

)
dt. (4.182)
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Damit ist gezeigt, dass auch in diesem Fall die Lösung in Abhängigkeit der Anfangs- und Rand-

werte abgeschätzt werden kann.

Dieser Beweis führt aber im folgenden auch zu einer weiterführenden Begriffsbildung der Wohl-

gestelltheit. In ähnlicher Weise wie sich die Wohlgestelltheit der Differentialgleichung mit sto-

chastischen Koeffizienten in den Termen niederer Ordnung auf die Wohlgestelltheit der determi-

nistischen Problemstellung zurückführen läßt, läßt sich auch die Stabilität der entsprechenden

approximierenden stochastischen Differenzenschemata auf die Stabilität des deterministischen

Schemas zurückführen. Es gilt die folgende Aussage:

Definition 4.5. Ein Approximationsverfahren des Types

un+1
k = (Q+Q0)un

k + Fn
k ,

u(0, x) = u0(x) = 0,

u0(t) = 0

 (4.183)

für ein homogenes stochastisches Randwertproblem mit Anfangswertfunktion konstant Null

heißt stabil im verallgemeinerten Sinne, wenn für genügend kleines h eine eindeutige Lösung

existiert, die der folgenden Ungleichung genügt:∫ ∞

0
e−2ηt‖u(t)‖2h dt ≤ K(η)

∫ ∞

0
‖F (t)‖2h dt (4.184)

für alle η(ω) > η0. Dabei sind η0 und K(η) Konstanten, die nicht von F abhängen, und es gilt

lim
η→∞

K(η) = 0 P − f.s. (4.185)

Gilt stattdessen nur, dass die Anfangswertfunktion konstant gleich Null ist, so nennt man die

Approximation stark stabil im verallgemeinerten Sinne, wenn statt der Bedingung (4.184) die

Bedingung ∫ ∞

0
e−2ηt‖u(t)‖2h dt ≤ K(η)

∫ ∞

0

(
‖F (t)‖2h + |g(t)|2

)
dt (4.186)

erfüllt ist.

Theorem 4.7. Angenommen, die Approximation des deterministischen Problems
∂u(t,x)

∂t = Qu(t, x) + F (t, x),

u(0, x) = u0(x) = f(x) ∈ L2(IR1),

u0(t) = 0

 (4.187)

ist stabil, Q0 := Bẇδ sei ein Operator niederer Ordnung mit stochastischen Koeffizienten, dann

ist auch das stochastische System
∂u(t,x)

∂t = (Q+Q0)u(t, x) + F (t, x),

u(0, x) = u0(x) = f(x) ∈ L2(IR1),

u0(t) = 0

 (4.188)

stabil.



4. Stochastische Anfangs- und Randwertprobleme 86

Beweis: Formal kann man den Term Q0 = Bẇδ als einen zusätzlichen Term betrachten, den man

wie den Term F (t, x) behandelt. Dann gilt∫ ∞

0
e−2ηt‖u(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt

(
‖Q0u(t, ·)‖2 + ‖F (t, ·)‖2

)
dt. (4.189)

Eine einfache Umformung ergibt nun, dass

(1− α(ω)K(η))
∫ ∞

0
e−2ηt‖u(t, ·)‖2 ≤ K(η)

∫ ∞

0
e−2ηt‖F (t, ·)‖2 dt. (4.190)

Setzt man

K1(η, ω) :=
K(η)

1− α(ω)K(η)
, (4.191)

so gilt limη→∞K1(η, ω) = 0. Für η genügend groß, erhalten wir∫ ∞

0
e−2ηt‖u(t, ·)‖2 ≤ K1(η)

∫ ∞

0
e−2ηt‖F (t, ·)‖2 dt. (4.192)
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5.1 Eine unendlichdimensionale Itô-Formel

I. Gyöngy und N.V. Krylov beweisen in [24] eine unendlichdimensionale Itô-Formel, wobei sie

die nachfolgenden Voraussetzungen und Begriffsbildungen voranstellen. Sei V ein separabler

Banachraum und V ∗ sein Dualraum. Angenommen, es existiert ein Hilbertraum H und ein be-

schränkter linearer Operator Λ : V → H, so dass ΛV dicht in H liegt. Sei weiterhin {ei}∞i=1

eine Orthonormalbasis von H, so dass ei = Λwi für entsprechendes wi ∈ V . Sei Πk die Pro-

jektion von H auf den Unterraum, der durch {ei}k
i=1 erzeugt wird. Weiterhin bezeichne uz das

Skalarprodukt von u, z ∈ H bzw. das Skalarprodukt von u ∈ V und z ∈ V ∗. Sei h ein H-

wertiges, lokal quadratisch integrierbares cadlag-Martingal. Für jede positive ganze Zahl k sei

wk(t) :=
∑k

i=1(h(t)ei)wi. Weiterhin sei A(t) ein reellwertiger wachsender cadlag-Prozeß, der in

der Null startet, v(t) ein V -wertiger progressiv meßbarer Prozeß und v∗(t) ein V ∗-wertiger Pro-

zeß, so dass vv∗(t) progressiv meßbar ist für jedes v ∈ V . Weiterhin gelte, dass |v(t)|, |v∗(t)| und

|v(t)||v∗(t)| fast sicher lokal integrierbar sind bezüglich dA(t). Gyöngy und Krylov beweisen das

folgende Theorem:

Theorem 5.1. Sei τ eine Stoppzeit. Angenommen, für jedes v ∈ V und für dP × dA(t)-fast

alle (t, ω) ∈]0, τ [ gelte

ΛvΛv(t) =
∫

]0,t]
vv∗(u) dA(u) + Λvh(t). (5.1)

Dann existiert eine Teilmenge Ω̃ ⊂ Ω mit P (Ω̃) = 1 und ein H-wertiger adaptierter cadlag-

Prozeß, so dass h̃(t) = Λv(t) für dP ×dA(t)-fast alle (t, ω) ∈]0, τ [. Weiterhin gilt für alle ω ∈ Ω̃,

t < τ(ω) und für alle v ∈ V

Λvh̃(t) =
∫

]0,t]
vv∗(u) dA(u) + Λvh(t) (5.2)

h̃2(t) = h2(0) + 2
∫

]0,t]
v(u)v∗(u) dA(u)

+2
∫

]0,t]
h̃(u−) dh(u)−

∫
]0,t]

|Λ∗−1v∗(u)|2∆A(u) dA(u) + [h]t , (5.3)

wobei wir |Λ∗−1v∗(u)| := ∞ setzen, falls v∗(u) /∈ Λ∗H∗. Dabei bezeichnet [h]t die quadratische

Variation des Hilbertraum-wertigen Martingals.
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Weiterhin zeigen Gyöngy und Krylov die Formel für den folgenden Spezialfall: Sei V ⊂ H dicht

und Λ die Identität auf V . Es existiere eine Konstante K, so dass ‖v‖H ≤ K‖v‖V für alle v ∈ V
gilt. Weiterhin sei H eine dichte Teilmenge des Banachraumes V ′ und es gelte |ϕψ| ≤ |ϕ|V |ψ|V ′

für alle ϕ ∈ V und ψ ∈ V ′. Der beschränkte lineare Operator T : V ′ → V ∗ sei eindeutig und v′(t)

ein V ′-wertiger progressiv meßbarer Prozeß, so dass auch |v′(t)| fast sicher lokal integrierbar ist

bezüglich dA(t). Dann existiert Ω′ ⊂ Ω mit P (Ω′) = 1, so dass das Integral
∫
]o,t] v

′(u) dA(u) für

alle ω ∈ Ω′ und alle t ≥ 0 existiert. Es gilt dann das folgende Theorem:

Theorem 5.2. Sei h̃(t) =
∫
]0,t] v

′(u) dA(u) + h(t) für ω ∈ Ω′ und h̃(t) = 0 ∈ V ′ sonst. Ange-

nommen, es gelte h̃(t) = v(t) für dP × dA(t)-fast alle (t, ω). Dann existiert ein Ω′′ ⊂ Ω mit

P (Ω′′) = 1, so dass χΩ′′ h̃(t) ein H-wertiger cadlag-Prozess ist. Für alle ω ∈ Ω′′ und t ≥ 0 gilt

dann

h̃2(t) = h2(0) + 2
∫

]0,t]
h̃(u)v′(u) dA(u)

+2
∫

]0,t]
h̃(u−) dh(u)−

∫
]0,t]

|v′(u)|2∆A(u) dA(u) + [h]t , (5.4)

wobei |v′(u)| := ∞, falls v′(u) /∈ H und h̃(u)v′(u) := ∞ ist, falls h̃(u) /∈ V .

5.2 Die Parsevalsche Relation

Sei v̂(w) die Fourier-Transformierte von v(x). Dann gilt im kontinuierlichen Fall∫ ∞

−∞
|v(x)|2 dx =

∫ ∞

−∞
|v̂(s)|2 ds (5.5)

und im diskreten Fall

‖v̂‖2h =
∫ π

h

−π
h

|v̂(ξ)|2 dξ =
∞∑

m=−∞
|vm|2h = ‖v‖2h. (5.6)

Die beiden Beziehungen (5.5) und (5.6) heißen die Parsevalschen Relationen. Die Beziehung

(5.6) kann man mit der Rechnung

‖ v̂ ‖2h =
∫ π

h

−π
h

|v̂(ξ)|2 dξ

=
∫ π

h

−π
h

v̂(ξ)
1
2π

∞∑
m=−∞

e−mhξvmh dξ

=
1
2π

∞∑
m=−∞

∫ π
h

−π
h

v̂(ξ)e−mhξ dξ vmh

=
1
2π

∞∑
m=−∞

∫ π
h

−π
h

v̂(ξ)e−mhξ dξ vmh

=
∞∑

m=−∞
vmvmh =‖ v ‖2h (5.7)
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nachweisen. Für die Beziehung (5.5) sei der Leser auf die entsprechende funktionalanalytische

Literatur verwiesen, vgl. z.B. Titchmarsh [62] oder Goldberg [12].

Betrachten wir nun die Laplace-Transformation. Angenommen, v(t, x) sei eine stetige Funktion

für 0 ≤ t <∞, 0 ≤ x ≤ l, die der Abschätzung

|v(t, x)| ≤ Ceαt (5.8)

genügt. Dann bezeichnet die Funktion

ˆ̂v = ˆ̂v(s, x) =
∫ ∞

0
e−stv(t, x) dt, 0 ≤ x ≤ l, (5.9)

für s = η+iξ mit η > α die Laplace-Transformierte der Zeit für jedes feste x. Partielle Integration

liefert die folgenden Beziehungen für die Laplace-Transformierte

sˆ̂v =
̂̂
∂v

∂t
+ v(0, x),

ˆ̂vx =
∂ ˆ̂v
∂x

=
∫ ∞

0
e−st∂v(t, x)

∂x
dt =

̂̂
∂v

∂x
. (5.10)

Die Parsevalsche Relation für die Fourier-Transformierte liefert die folgende Beziehung für die

Norm der Funktion und ihrer Laplace-Transformierten

‖ v(t, ·) ‖2η=
∫ ∞

−∞
e−2ηt|v(t, ·)|2 dt =

∫ ∞

−∞
|ˆ̂v(η + iξ, ·)|2 dξ (5.11)

für den kontinuierlichen Fall, und im diskreten Fall gilt

‖ v ‖2η,∆t= ∆t
∞∑

n=−∞
e−2nη∆t|vn|2 =

∫ π
∆t

− π
∆t

|ˆ̂v(η + iξ, ·)|2 dξ. (5.12)

5.3 Die Davis-Burkholder-Gundy-Ungleichung

Theorem 5.3. Davis-Burkholder-Gundy-Ungleichung

Sei M ∈Mc,loc, wobei Mc,loc der Raum der stetigen, lokalen Martingale ist, und sei

M∗
t := max

0≤s≤t
|Ms|. (5.13)

Dann existieren für jedes m > 0 postive Konstanten km und Km, die nur von m abhängen, so

dass

kmE
(〈
M
〉m
T

)
≤ E

[
(M∗

T )2m
]
≤ KmE

(〈
M
〉m
T

)
(5.14)

gilt für jede beliebige Stoppzeit T. Insbesondere kann man z.B.

km = (p/e)p, Km = (32/p)p/2 falls 0 < p < 2

km = 1, Km = 4 falls p = 2

km = (2p)−p/2, Km = ( pp+1

2(p−1)p−1 )p/2 falls p > 2

 (5.15)

wählen, obwohl diese Konstanten nicht optimal sind.
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5.4 Das Gronwallsche Lemma

Lemma 5.1. (Gronwall) Es seien g(t) und v(t) stetige Funktionen über [0, T ] und für die

Funktion h(t) gelte 0 ≤ h(t) ∈ L1[0, T ], sowie in [0, T ]

v(t) ≤ g(t) +
∫ t

0
h(τ)v(τ) dτ. (5.16)

Dann ist für t ∈ [0, T ]

v(t) ≤ g(t) +
∫ t

0
g(τ)h(τ)eH(t)−H(τ) dτ, (5.17)

mit H(t) =
∫ t
0 h(τ) dτ .
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